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Les programmes mobiles, comme les applettes, sont utiles mais poten-
tiellement hostiles, et il faut donc pouvoir s'assurer que leur ex�ecution n'est
pas dangereuse pour le syst�eme hôte. Une solution est d'ex�ecuter le pro-
gramme mobile dans un environnement s�ecuris�e, servant d'interface avec les
ressources locales, dans le but de contrôler les ux d'informations entre le
code mobile et les ressources, ainsi que les acc�es du code mobile aux res-
sources. Nous proposons deux crit�eres de s�ecurit�e pour l'ex�ecution de code
mobile, obtenus chacun �a partir d'une analyse de l'environnement local. Le
premier porte sur les ux d'informations, garantit la con�dentialit�e, est fond�e
sur le code de l'environnement, et est exact et ind�ecidable ; le second porte
sur les contrôles d'acc�es, garantit le con�nement, s'obtient �a partir du type
de l'environnement, et est approch�e et d�ecidable.
Le premier chapitre, m�ethodologique, pr�esente l'�etude d'objets in�nis repr�e-
sent�es sous la forme d'arbres. Nous avons privil�egi�e pour les d�e�nir, une ap-
proche �equationnelle, et pour raisonner sur eux, une approche d�eductive, fon-
d�ee sur l'interpr�etation co-inductive de syst�emes d'inf�erence. Dans le second
chapitre, on montre dans le cas simple du� -calcul, comment passer d'une
s�emantique op�erationnelle �a une s�emantique d�enotationnelle, en utilisant
comme d�enotation d'un programme son observation. Le troisi�eme chapitre
pr�esente �nalement en d�etail les deux crit�eres de s�ecurit�e pour l'ex�ecution de
code mobile. Les techniques d�evelopp�ees dans les chapitres pr�ec�edents sont
utilis�ees pour l'�etude de la con�dentialit�e, alors que des techniques �el�emen-
taires su�sent �a l'�etude du con�nement.

Two Security Criteria for Executing Mobile Code
Mobile programs, like applets, are not only ubiquitous, but also potentially mali-
cious. Therefore, the host system must grant that their execution is not dangerous
for its resources. A solution is to execute mobile programs in a secured environment,
which enables controlling information ows between mobile programs and local re-
sources, and accesses from mobile programs to local resources. We give two security
criteria for executing mobile code. The �rst one deals with information ows, en-
sures con�dentiality, is based on the code of the local environment, is accurate and
undecidable ; the second one deals with access controls, ensures con�nement, is ba-
sed on the type of the local environment, is approximate and decidable.
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{ Contr ôles d'acc �es { Confinement



1

Remerciements

C'est Ren�e Lalement qui m'a propos�e le sujet de cette th�ese, la s�ecurit�e
d'ex�ecution de code mobile : pour ce choix si judicieux, je le remercie. C'est
aussi sous sa direction que j'ai travaill�e : tout en me laissant une grande
libert�e, il a exerc�e sur mon travail une inuence consid�erable, en particu-
lier par les connaissances qu'il m'a transmises avec une clart�e qui me sert
d�esormais de mod�ele.

Je remercie Norbert Cot qui a accept�e de diriger ma th�ese, une direction
un peu particuli�ere puisqu'enti�erement d�el�egu�ee, sur le plan scienti�que, �a
Ren�e Lalement. Ses conseils et ses encouragements m'ont �et�e pr�ecieux.

Je suis heureux de remercier ici Xavier Leroy : il a pr�esid�e non seulement
mon jury de th�ese, mais aussi �a l'orientation de mon travail, grâce �a son
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Introduction

Le code mobile1 est utile mais hostile, au moins potentiellement, et il faut
donc pouvoir s'assurer que l'ex�ecution de code mobile n'est pas dangereuse
pour le syst�eme sur lequel elle se produit. Aussi, le syst�eme hôte ex�ecute
le code mobile dans un environnement s�ecuris�e, form�e de code local et ser-
vant d'interface avec les ressources de l'hôte, dans le but de les prot�eger,
particuli�erement de contrôler

{ les acc�es du code mobile aux ressources de l'hôte,
{ les ux d'informations entre le code mobile et les ressources.

Prenons l'exemple d'un environnement contenant une ressource munie d'une
fonction d'acc�es, et supposons que l'acc�es �a cette ressource doive être contrôl�e.
Deux possibilit�es se pr�esentent alors : ou bien l'environnement permet un
acc�es direct �a la ressource, prot�eg�ee par le remplacement de la fonction d'ac-
c�es encapsul�ee par une version sûre, r�ealisant les contrôles avant l'acc�es, ou
bien l'environnement propose une interface d'acc�es �a la ressource, compo-
s�ee d'une fonction sûre r�ealisant les contrôles, et assure que la ressource
est con�n�ee dans l'environnement ; en e�et, si ce n'�etait pas le cas, le code
mobile pourrait appeler directement la fonction d'acc�es encapsul�ee dans la
ressource, sans aucun contrôle.
Supposons maintenant que la fonction d'acc�es lise des informations conte-
nues dans la ressource, et que certaines de ces informations doivent rester
con�dentielles. Dans ce cas, ce sont les ux d'informations qui doivent être
contrôl�es, a�n d'�eviter que le code mobile puisse prendre connaissance d'in-
formations con�dentielles.

Nous soutenons la th�ese suivante : pour v�eri�er le con�nement de res-
sources ou d�eterminer les ux d'informations entre les ressources et le code
mobile, il est possible d'analyser l'environnement local seul. Chacune de ces
analyses repose sur l'examen de la fronti�ere entre le code mobile et son envi-

1On entend par code un ensemble d'instructions �ecrites dans un langage de program-
mation. Oppos�e au code local, attach�e �a une machine particuli�ere, le code mobile s'ex�ecute
sur une machine hôte �a laquelle il est li�e temporairement, le temps de l'ex�ecution.
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ronnement d'ex�ecution. Pr�ecis�ement, dans le cas du con�nement, la fronti�ere
est d�e�nie de mani�ere locale et dynamique, ce qui permet de d�ecrire les inter-
actions entre le code mobile et l'environnement local au cours de l'ex�ecution
et de v�eri�er que les ressources sont con�n�ees dans l'environnement ; dans
le cas des ux d'informations, la fronti�ere est d�e�nie de mani�ere globale et
permanente, ce qui permet de d�ecrire ce qu'observe le code mobile de l'en-
vironnement local, puis de rep�erer les �eventuels ux d'informations entre les
ressources et le code mobile.

Il est clair que la mobilit�e introduit une fronti�ere au sein même du code,
le partageant entre le code mobile et le code local. C'est la variation la plus
simple de l'unit�e originelle, libre de toute fronti�ere, o�u du code s'ex�ecute sur
une machine2 ; elle peut se rencontrer en beaucoup de situations, que nous
�evoquons bri�evement.
Le code mobile peut se d�eplacer sur un r�eseau, comme Internet. On pense
�evidemment aux applettes du langage Java, qui sont des applications dont le
code compil�e peut être attach�e �a un document du Web ; apr�es avoir charg�e
un document contenant une applette, un navigateur peut ex�ecuter l'applette
sur une machine virtuelle dans un environnement sûr. Concr�etement, pour
des raisons d'incompatibilit�e avec certains navigateurs, les applettes sont
peu utilis�ees sur le Web.
Le code mobile peut aussi être charg�e sur des composants d�edi�es �a des tâches
sp�eci�ques, comme les cartes �a puces qui contiennent un processeur et de la
m�emoire, volatile et permanente. Compte tenu des ressources limit�ees d'une
carte3, un sous-ensemble de Java a �et�e d�evelopp�e pour les cartes �a puces,
Java Card. Se trouvent alors sur la carte �a puces une machine virtuelle pour
Java Card, un environnement sûr, et des applettes, qui sont t�el�echarg�ees
suivant les besoins sp�eci�ques.

Apr�es ces consid�erations pratiques, venons-en �a la construction de l'objet
d'�etude, ainsi qu'�a la probl�ematique.

Le code mobile s'ex�ecute sur une machine hôte en appelant des fonctions
pr�esentes dans l'environnement d'ex�ecution hôte, form�e de code local. �A
partir d'analyses de l'environnement seul, on cherche �a garantir la s�ecurit�e
d'ex�ecution de tout code mobile envisageable.

2La machine peut être abstraite ou concr�ete, suivant que le code est exprim�e dans un
langage de haut niveau ou de bas niveau. Elle peut être virtuelle ou physique, suivant
qu'elle est impl�ement�ee par logiciel ou par mat�eriel.

3La fr�equence du processeur est de l'ordre du m�ega-hertz pour une carte �a puces, du
giga-hertz pour un ordinateur, la capacit�e de la m�emoire vive de l'ordre du kilo-octet pour
une carte �a puces, du m�ega-octet pour un ordinateur.
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Dans cette introduction, on s'int�eresse particuli�erement au langage Java,
puisque ce langage, par sa large di�usion et par les possibilit�es de mobilit�e
qu'il a introduites, a contribu�e �a modeler l'ensemble de la probl�ematique
s�ecuritaire. On se r�ef�ere aussi �a des travaux portant sur des langages beau-
coup plus simples que Java ; il faut bien comprendre que cette simpli�cation
concerne avant tout la syntaxe, car il est g�en�eralement possible de traduire
une partie substantielle de Java en ces langages. Ainsi, en utilisant ces lan-
gages simpli��es, on se livre �a une mod�elisation, qui ne retient que les ca-
ract�eristiques importantes et permet une r�esolution formelle des probl�emes
rencontr�es. Pour être utile, une mod�elisation doit permettre en retour d'ap-
pliquer la solution �a des langages comme Java. Nous reviendrons sur cette
question en conclusion, car elle est importante : nous utilisons en e�et dans
ce travail des langages de programmation tr�es simples, l'un purement fonc-
tionnel, l'autre enrichi par l'ajout de r�ef�erences permettant la manipulation
d'objets en m�emoire.

Commen�cons par d�e�nir ce qu'on peut entendre par la s�ecurit�e d'ex�e-
cution. D�es qu'un syst�eme informatique poss�ede des biens (des ressources)
�a prot�eger, la question de la s�ecurit�e se pose, et peut être formul�ee sous la
forme d'exigences s�ecuritaires. Ces exigences peuvent porter

{ sur la sp�eci�cation fonctionnelle du syst�eme, en d�e�nissant alors une
politique de s�ecurit�e, ensemble de r�egles que les fonctions de s�ecurit�e
du syst�eme doivent v�eri�er,

{ de mani�ere associ�ee, sur la d�emonstration que le syst�eme applique
e�ectivement la politique de s�ecurit�e, en indiquant le degr�e de forma-
lisation de cette d�emonstration,

{ en�n, sur les conditions d'utilisation du syst�eme.
Dans le cas qui nous int�eresse, le syst�eme est constitu�e de la machine et
de l'environnement hôtes. Par machine, on entend ici la machine abstraite
ex�ecutant le code, pr�ecis�ement sa repr�esentation s�emantique ; par environ-
nement, un ensemble de fonctions �ecrites dans le langage de programmation
consid�er�e et form�ees de code local. On suppose que ce langage est un langage
de haut niveau, manipulant des entit�es abstraites, comme Java. Ainsi, nous
partons d'une vue abstraite du syst�eme, se fondant sur le langage de pro-
grammation utilis�e, d�e�ni par sa syntaxe et sa s�emantique op�erationnelle.
Ce point de d�epart n'est pas sans cons�equences sur l'impl�ementation des
fonctions de s�ecurit�e : elle pourra s'e�ectuer au niveau du code, en l'instru-
mentant, ou au niveau du langage, par exemple en modi�ant le syst�eme de
types ou la s�emantique.

Venons-en aux exigences, et en premier lieu aux conditions d'utilisation
de notre syst�eme.
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La s�ecurit�e du syst�eme doit être garantie pour l'ex�ecution de tout code
mobile. Cette condition impose que le langage assure une sûret�e minimale,
celle du typage. Dans ce cas, aucune ex�ecution ne peut provoquer d'erreurs
de types, ce qui permet d'�eviter par exemple les comportements suivants
dans le code mobile, fort compromettants pour la s�ecurit�e :

{ la conversion d'une châ�ne de caract�eres en une fonction, permettant
d'ex�ecuter n'importe quel code,

{ la conversion d'une châ�ne en une adresse en m�emoire, permettant
d'acc�eder �a la m�emoire de mani�ere incontrôl�ee.

C'est �evidemment une des caract�eristiques majeures de Java que de poss�e-
der un syst�eme de types sûr. Plus g�en�eralement, on impose l'utilisation de
langages dont le syst�eme de types est sûr.
Pratiquement, le code mobile et le code local sont form�es de code ex�ecutable
(sur une machine virtuelle ou physique), r�esultat de la compilation du code
�ecrit dans le langage de programmation de haut niveau. Une question se
pose donc : notre point de vue abstrait est-il justi��e ?
Il l'est si la s�ecurit�e, garantie initialement pour l'ex�ecution de tout code
mobile compilable appelant le code local compilable, est pr�eserv�ee par com-
pilation : autrement dit, la s�ecurit�e est-elle encore garantie pour l'ex�ecution
de tout code mobile ex�ecutable appelant le code local ex�ecutable ?
Comme le remarque Abadi [1], la compilation, consid�er�ee comme une tra-
duction d'un langage de haut niveau en un langage de plus bas niveau, n'est
g�en�eralement pas une traduction compl�etement ad�equate 4 : dans ce cas, une
propri�et�e v�eri��ee par du code compilable ne l'est plus n�ecessairement apr�es
compilation. Abadi pr�esente le cas du langage Java et de la traduction en
®bytecode¯ , le langage de la machine virtuelle de Java. Par un exemple pro-
bant (cf. [1, x2.2]), il montre qu'au niveau du ®bytecode¯ , il est possible de
distinguer les traductions de deux programmes, pourtant �equivalents avant
compilation : le ®bytecode¯ permet en e�et de cr�eer des contextes qui ne
sont pas le r�esultat d'une compilation ; le ®bytecode¯ est donc un langage
trop riche. Ainsi, il peut être n�ecessaire de v�eri�er le code mobile ex�ecutable
�a sa r�eception, pour montrer qu'il est bien le r�esultat d'une compilation.
La n�ecessit�e d'une v�eri�cation s'impose ind�ependamment du probl�eme de
l'ad�equation compl�ete : en e�et, rien ne permet de supposer que le code
mobile �a ex�ecuter est l�egal, autrement dit appartient au langage de la ma-
chine virtuelle. Il pourrait violer par exemple des r�egles de typage, compro-
mettant ainsi la s�ecurit�e lors de son ex�ecution. Dans le cas de Java, o�u le
®bytecode¯ est un langage typ�e, le code s'ex�ecutant sur la machine virtuelle

4®Fully abstract ¯ en anglais.
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est v�eri��e, statiquement et dynamiquement, de mani�ere �a assurer l'absence
de certaines erreurs �a l'ex�ecution : on pourra lire, au sujet des v�eri�cations
statiques, l'article de Leroy [47], en particulier le d�ebut qui d�ecrit la machine
virtuelle, le ®bytecode¯ et les v�eri�cations e�ectu�ees qui concernent le ty-
page.
Comment faciliter la v�eri�cation de code ex�ecutable ? Comme pour le ®by-
tecode¯ du langage Java, il est pr�ef�erable de disposer d'un langage typ�e.
Comme en t�emoigne par exemple les compte-rendus de l'atelier de travail
®Types in compilation ¯ [48], une tendance s'a�rme, celle d'utiliser, lors de
la compilation, des langages interm�ediaires typ�es. Pouss�ee �a sa limite, elle
aboutit au langage typ�e pour assembleur5, con�cu par Morrisett et al. [59]
pour assurer :

{ la sûret�e de la m�emoire, soit la correction des acc�es �a la m�emoire,
{ la sûret�e du ux de contrôle, soit l'ex�ecution des instructions suivant

le s�equencement programm�e,
ce qui peut se r�esumer �a la pr�eservation des abstractions. On peut donc
consid�erer que le code mobile appartenant �a un tel langage transporte avec
lui des informations de typage, permettant de d�emontrer certaines propri�et�es
de sûret�e. C'est un exemple d'une technique plus g�en�erale d�evelopp�ee par
Lee et Necula [60], pr�econisant l'utilisation de code transportant sa preuve
(®Proof Carrying Code ¯ ) : �a la r�eception du code mobile, la preuve qu'il
transporte est v�eri��ee, puis si elle est valide, le code est ex�ecut�e. Cette tech-
nique permet d'�etendre les propri�et�es d�emontr�ees au del�a de la sûret�e du
typage.

Par la suite, nous conservons un point de vue abstrait et n�egligeons le
probl�eme de la pr�eservation des propri�et�es de s�ecurit�e par compilation. Nous
allons raisonner �a partir du code local formant l'environnement et du code
mobile, entendus comme des programmes appartenant au langage de haut
niveau consid�er�e : on parlera ainsi du programme local, contenant le code
local formant l'environnement, et du programme mobile, contenant le code
mobile.
On entend ici par programme une entit�e contenant du code et pouvant s'ex�e-
cuter. Notre terminologie peut parâ�tre impropre dans le sens o�u l'environ-
nement est plutôt une biblioth�eque de sous-programmes et le code mobile

5Jusqu'�a maintenant, nous avons d�ecrit la compilation simplement comme la traduction
de code compilable en code ex�ecutable sur une machine, virtuelle ou physique. On peut
consid�erer que le code pour assembleur peut être interpr�et�e par une machine virtuelle
tr�es proche de la machine physique : l'assembleur traduit en e�et le code �a assembler,
qui utilise des instructions symboliques, en code machine, qui utilise des instructions sous
forme binaire.
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du code pouvant s'ex�ecuter s'il est li�e �a l'environnement. �A vrai dire, un
mod�ele simple permet de rendre compte de cette situation tout en justi�ant
notre terminologie : le programme mobile est une fonction �a un param�etre,
et le programme local la valeur e�ective de ce param�etre. C'est toujours �a
ce mod�ele que nous nous r�ef�erons.
Ce niveau d'abstraction va nous permettre de raisonner formellement, donc
de d�emontrer rigoureusement les propri�et�es de s�ecurit�e : c'est donc l'exigence
la plus forte qu'on puisse avoir pour la d�emonstration que les fonctions de
s�ecurit�e appliquent correctement la politique de s�ecurit�e.

Quelles exigences fonctionnelles de s�ecurit�e peut-on prendre en compte ?
En appelant l'environnement, le code mobile peut acc�eder �a des ressources du
syst�eme hôte ou obtenir des informations sur leur contenu : dans la mesure
o�u le code mobile est potentiellement hostile, il est n�ecessaire de contrôler
ces acc�es et ces ux d'informations, par l'interm�ediaire de l'environnement.

Contrôler les ux d'informations La notion de ux d'informations
peut être d�e�nie de mani�ere g�en�erale, comme dans l'article de Sutherland
[79]. Consid�erons un syst�eme poss�edant plusieurs �etats, formant l'ensemble
S, et soumis �a l'observation de deux observateurs : chaque observateur asso-
cie �a chaque �etat du syst�eme une valeur, r�esultat de l'observation, ce qui per-
met de d�e�nir pour chaque observateur l'ensemble des valeurs observables.
Les ux d'informations peuvent se d�e�nir indirectement ainsi, �a partir de la
notion d'ind�ependance :

les observations des deux observateurs sont ind�ependantes si
pour toutes valeurs � 1 et � 2 observables respectivement par le
premier et le second observateur, il existe un �etat deS dont l'ob-
servation par le premier observateur donne� 1, et par le second,
� 2.

Si leurs observations sont d�ependantes, alors il existe deux valeurs obser-
vables � 1 et � 2 pour lesquelles il n'existe aucun �etat de S conduisant aux
observations respectives de� 1 et � 2. Dans ce cas, dans un �etat donn�e du
syst�eme, si le premier observateur observe� 1, il en d�eduit que le second ob-
servateur n'observe pas� 2 : il existe donc un ux d'informations du second
observateur vers le premier.
�A cette condition d'ind�ependance, il est souvent pr�ef�er�e celle de non-interf�e-
rence, plus forte :

les observations du premier observateur n'interf�erent pas avec
celles du second si le second observateur n'observe qu'une unique
valeur.
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Cette d�e�nition se comprend mieux si on consid�ere que le syst�eme est un
programme, acceptant une valeur en entr�ee, observ�ee par le premier obser-
vateur, et produisant un r�esultat, observ�e par le second observateur6 : elle
signi�e alors que le r�esultat observable ne d�epend pas de la valeur en entr�ee,
autrement dit que l'observation du r�esultat respecte la con�dentialit�e de la
valeur en entr�ee. Sous cette forme, on retrouve la d�e�nition de l'ind�epen-
dance donn�ee par Cohen dans [19]7, et celle de la non-interf�erence donn�ee
par Volpano, Smith et Irvine dans [84], qui reprennent le terme utilis�e par
Goguen et Meseguer dans [29] pour d�ecrire une propri�et�e de s�ecurit�e des
syst�emes (d'exploitation) multi-utilisateurs.
Cette propri�et�e de non-interf�erence est importante, car depuis l'article de
Volpano et al., elle est utilis�ee pour justi�er la correction des analyses sta-
tiques des ux d'informations, pr�esent�ees g�en�eralement sous la forme de
syst�emes de types, et inspir�ees peu ou prou du travail fondateur de Denning
[26]. Ces analyses traquent les d�ependances, ou bien directes, comme dans
une a�ectation �a une variable, o�u le contenu de la variable d�epend de la va-
leur a�ect�ee, ou bien indirectes, comme dans une alternative, o�u les branches
d�ependent toutes deux de la condition. On peut lire �a ce sujet l'article de
Myers et Sabelfeld [73] qui recense et classe un ensemble exhaustif de tra-
vaux relatifs �a l'analyse statique des ux d'informations.
Pour le syst�eme qui nous int�eresse, compos�e de la machine hôte et de l'en-
vironnement form�e de code local, le contrôle des ux d'informations va se
traduire par le respect d'une propri�et�e d'ind�ependance, �equivalente �a une
propri�et�e de non-interf�erence relative comme celle qui pr�ec�ede �a la con�den-
tialit�e.
On suppose que le programme local, c'est-�a-dire l'environnement form�e de
code local, est param�etr�e par la valeur d'un sous-programme, repr�esentant
une ressource dont le contenu doit rester con�dentiel : c'est la valeur de ce
param�etre local qui va être observ�ee initialement. Ainsi, un �etat du syst�eme
peut être d�ecrit par :

{ la valeur initiale du param�etre local,
{ le programme mobile, form�e du code mobile, qui s'ex�ecute en appelant

le programme local.

6On peut observer d'un r�esultat sa valeur, mais pas toujours. Les valeurs des types de
base, dits ®passifs¯ , comme les entiers, les bool�eens, sont observables. Au contraire, les
valeurs des types®actifs ¯ , comme les types des fonctions ou des objets, ne le sont pas :
l'observation se limite alors �a la terminaison du programme. Par la suite, on entend par
r�esultat observable ce qu'on peut observer du r�esultat.

7Cette r�ef�erence, peu connue, est cit�ee dans l'article de Sabelfeld et Sands [74], d'o�u
nous la reprenons.
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D'un �etat on observe :
{ d'un point de vue local, la valeur initiale du param�etre local,
{ d'un point de vue ext�erieur, l'ex�ecution du code mobile dans l'envi-

ronnement local, par exemple en n'en retenant que la valeur du pro-
gramme mobile et son r�esultat d'ex�ecution.

La propri�et�e de s�ecurit�e �a v�eri�er concerne la con�dentialit�e du contenu de la
ressource, et s'exprime donc simplement par l'ind�ependance entre les obser-
vations des valeurs du param�etre local et celles des ex�ecutions. Clairement,
elle est �equivalente �a la propri�et�e suivante, utilisant la non-interf�erence :

pour tout programme mobile, les observations des valeurs du
param�etre local n'interf�erent pas avec les observations des ex�e-
cutions du programme mobile appelant le programme local.

Si l'on n'observe d'une ex�ecution que son r�esultat �nal, la propri�et�e de con�-
dentialit�e peut donc s'exprimer sous la forme suivante, par d�e�nition de la
non-interf�erence :

pour tout programme mobile, pour tout couple de valeurs� 1 et
� 2 du param�etre local, l'ex�ecution du programme mobile donne
le même r�esultat observable lorsqu'il appelle le programme local
dont le param�etre vaut � 1 que lorsqu'il appelle le programme
local dont le param�etre vaut � 2.

Si l'on remarque que le programme mobile, en appelant le programme local,
peut le placer dans n'importe quel contexte d'utilisation8, on peut r�ecrire
cette propri�et�e ainsi :

pour tout contexte d'utilisation M, pour tout couple de valeurs
initiales � 1 et � 2 du param�etre local, l'ex�ecution dans le contexte
M du programme local dont le param�etre vaut � 1 donne le même
r�esultat observable que celle du programme local dont le para-
m�etre vaut � 2.

Une d�e�nition en des termes purement s�emantiques se dessine. La s�eman-
tique op�erationnelle, qui associe �a tout programme le r�esultat de son ex�ecu-
tion, induit une �equivalence entre programmes, dite contextuelle et d�e�nie
ainsi :

deux programmes sont �equivalents contextuellement si plac�es
dans n'importe quel contexte d'utilisation, ils donnent le même
r�esultat observable.

Finalement, la propri�et�e de con�dentialit�e s'exprime ainsi :

8On n�eglige le fait que le programme local puisse diverger.



Introduction 13

pour tout couple de valeurs initiales � 1 et � 2 du param�etre lo-
cal, le programme local dont le param�etre vaut � 1 est �equivalent
contextuellement au programme local dont le param�etre vaut � 2.

�A ce stade, il est b�en�e�que de mod�eliser le raisonnement pr�ec�edent. Tout pro-
gramme mobile s'exprime sous la forme d'une fonction qui �a un param�etrex
repr�esentant l'environnement local associe le programmeM[x], M �etant un
contexte d'utilisation pour le param�etre x. Si l'on note L[� ] le programme
local dont le param�etre vaut � , alors l'ex�ecution du code mobile dans l'envi-
ronnement local peut être mod�elis�ee par l'ex�ecution du programme M[L[� ]].
La derni�ere propri�et�e de con�dentialit�e s'exprime donc sous la forme sui-
vante :

pour tout couple de valeurs initiales � 1 et � 2 du param�etre lo-
cal, le programme localL[� 1] est �equivalent contextuellement au
programme localL[� 2].

Cette caract�erisation utilisant l'�equivalence contextuelle justi�e aussi l'uti-
lisation d'une s�emantique d�enotationnelle, qui associe �a chaque programme
une d�enotation, description abstraite du r�esultat de son ex�ecution : en e�et,
une s�emantique d�enotationnelle, pour être utile, doit au moins être ad�equate,
ce qui signi�e qu'elle doit abstraire correctement, pr�ecis�ement que deux pro-
grammes ayant même d�enotation sont �equivalents contextuellement ; si la
r�eciproque est �egalement v�eri��ee, la s�emantique d�enotationnelle est alors
compl�etement ad�equate9. On peut donc reformuler la propri�et�e de con�-
dentialit�e en rempla�cant l'�equivalence contextuelle par l'�equivalence d�enota-
tionnelle pour obtenir une condition su�sante ou �equivalente, suivant que
la s�emantique d�enotationnelle est ad�equate ou compl�etement ad�equate, ce
qui donne dans notre mod�ele la condition suivante :

pour tout couple de valeurs initiales � 1 et � 2 du param�etre local,
les programmes locauxL[� 1] et L[� 2] ont la même d�enotation.

C'est cette voie qui est emprunt�ee par Abadi, Banerjee, Heintze et Riecke
dans [2], d'une part, par Sabelfeld et Sands dans [74], d'autre part, bien
qu'elle le soit dans un but di��erent du nôtre : ces deux articles cherchent �a
d�ecrire les ux d'informations au sein d'un programme donn�e, sans le placer
dans un quelconque contexte, si bien que le rapport entre les �equivalences
d�enotationnelle et contextuelle n'est pas �evoqu�e. Nous retenons cependant
que pour exprimer la condition pr�ec�edente, ces deux articles proposent une
interpr�etation relationnelle s'appuyant sur la s�emantique d�enotationnelle,

9®Fully abstract ¯ en anglais.
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qui semble dans ce cas mieux adapt�ee qu'une s�emantique op�erationnelle.
Pr�ecis�ement, soit � la relation binaire entre d�enotations d�e�nie ainsi :

le couple (d1; d2) appartient �a � si d1 et d2 sont deux d�enotations
de valeurs possibles pour le param�etre local.

Notons p le param�etre local et [[L[p]]](p : d) la d�enotation du programme local
obtenue en interpr�etant le param�etre p par une d�enotation quelconque d.
Il est alors possible de donner une interpr�etation relationnelle, en liant le
param�etre p non plus �a une d�enotation mais �a la relation binaire � entre
d�enotations, et en associant �a L la relation not�ee [[ L[p]]](p : �) et d�e�nie par :

[[L[p]]](p : �)
def
= f ([[L[p]]](p : d1 ) ; [[L[p]]](p : d2 ) ) j (d1; d2) 2 � g :

La propri�et�e de con�dentialit�e s'exprime �nalement ainsi :

la relation [[L[p]]](p : �) est incluse dans la relation diagonale, en-
semble des couples (d; d) pour toute d�enotation d.

Notre travail a consist�e �a reprendre ces d�eveloppements concernant les
ux d'informations du point de vue des observations �a la fronti�ere. La fron-
ti�ere est ici entendue de mani�ere �a la fois globale et permanente, dans le
sens o�u elle est le lieu de l'interaction entre le programme mobile et son
environnement local, menant �a une observation initiale, caract�eris�ee par la
valeur du param�etre local, et une observation �nale, le r�esultat observable
de l'ex�ecution du programme mobile dans l'environnement local.

Premi�ere question g�en�erale et pr�ealable �a laquelle nous r�epondons dans
le second chapitre®La s�emantique observationnelle¯ : �etant donn�e un pro-
gramme, que peut-on en observer ? On consid�ere ici qu'une observation �el�e-
mentaire consiste �a placer le programme dans un contexte d'utilisation et �a
observer le r�esultat de son ex�ecution. �A la question pos�ee, il est possible de
r�epondre de deux mani�eres, l'une absolue, mettant l'accent sur les observa-
tions e�ectivement associ�ees �a chaque programme, l'autre relative, mettant
l'accent sur la structure di��erentielle des observations entre tous les pro-
grammes. C'est cette seconde mani�ere qui nous int�eresse.
Supposons qu'on ait choisi un ensemble de contextes d'utilisation pour r�ea-
liser les observations. Ce choix induit une relation d'�equivalence entre pro-
grammes, deux programmes �etant �equivalents si dans tout contexte d'utilisa-
tion s�electionn�e, ils m�enent au même r�esultat observable. La relation d'�equi-
valence la plus �ne est �evidemment obtenue en choisissant l'ensemble de tous
les contextes d'utilisation : on obtient dans ce cas l'�equivalence contextuelle
induite par la s�emantique op�erationnelle. Peut-on restreindre l'ensemble des
contextes consid�er�e, tout en conservant la même relation d'�equivalence in-
duite, soit l'�equivalence contextuelle ? Nous r�epondons par l'a�rmative, dans
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le cas d'un langage purement fonctionnel, le� -calcul paresseux avec appel
par valeur. Pour observer une fonction, il su�t de l'appliquer �a tout argu-
ment possible, d'enregistrer l'observation du r�esultat, la convergence ou la
divergence, puis en cas de convergence, de recommencer avec le r�esultat, qui
est une fonction, et ainsi de suite ; autrement dit, on peut se restreindre aux
contextes purement applicatifs.
Nous avons mentionn�e le fait que pour une s�emantique d�enotationnelle com-
pl�etement ad�equate, l'�equivalence d�enotationnelle est �egale �a l'�equivalence
contextuelle. Nous montrons alors que grâce aux observations ainsi d�e�-
nies, nous pouvons d�e�nir une s�emantique d�enotationnelle compl�etement
ad�equate, la s�emantique observationnelle : la d�enotation d'un programme
est simplement son observation.
Comme nous le verrons, l'ensemble de ces r�esultats est bien connu ; aussi,
notre travail consiste surtout en une relecture privil�egiant le point de vue
observationnel.

Seconde question, relative au contrôle des ux d'informations et trait�ee
dans la premi�ere partie du troisi�eme chapitre ®Deux analyses de l'envi-
ronnement local ¯ : comment observer l'environnement local de mani�ere �a
d�eterminer s'il v�eri�e la propri�et�e de con�dentialit�e ? Rappelons que l'en-
vironnement local est consid�er�e comme un programme local poss�edant un
param�etre et que la propri�et�e de con�dentialit�e exprime que pour tout pro-
gramme mobile, les valeurs initiales du param�etre local n'interf�erent pas avec
les observations du r�esultat de l'ex�ecution du programme mobile dans l'en-
vironnement local ; plus formellement, si l'on note L[� ] le programme local
dont le param�etre vaut � , on a vu que cette propri�et�e se traduit ainsi :

pour tout couple de valeurs initiales � 1 et � 2 du param�etre lo-
cal, le programme localL[� 1] est �equivalent contextuellement au
programme localL[� 2],

ou encore en utilisant la s�emantique observationnelle,

pour tout couple de valeurs initiales � 1 et � 2 du param�etre lo-
cal, l'observation du programme localL[� 1] est �egale �a celle du
programme localL[� 2].

Il reste que cette propri�et�e est di�cile �a manier en raison de la quanti�cation
universelle portant sur la relation form�ee des couples de valeurs possibles
pour le param�etre local. Aussi, nous proposons d'interpr�eter abstraitement
la s�emantique op�erationnelle, le param�etre local �etant abstrait par une valeur
not�ee � repr�esentant la relation form�ee des couples de valeurs possibles pour
le param�etre local. Toujours pour le � -calcul paresseux avec appel par valeur,
nous montrons que si le param�etre local peut être remplac�e par n'importe
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quel sous-programme, alors la propri�et�e de con�dentialit�e est �equivalente �a
la suivante :

l'observation abstraite du programme local L[� ] ne fait pas ap-
parâ�tre � .

L'observation abstraite est d�e�nie relativement �a la s�emantique op�eration-
nelle interpr�et�ee abstraitement, suivant le même principe g�en�erateur que pr�e-
c�edemment pour la s�emantique observationnelle : ainsi, l'observation d'un
programme abstrait est obtenue en l'ex�ecutant abstraitement, en observant
son r�esultat, et s'il converge, en observant son application �a tout argument
possible. La grande di��erence relativement �a l'observation concr�ete, c'est
que le r�esultat observable d'une ex�ecution peut être non seulement comme
pr�ec�edemment la convergence ou la divergence, mais aussi une variation,
pr�ecis�ement son interpr�etation abstraite, la valeur � . Ainsi, si l'observation
abstraite du programme local fait apparâ�tre � , c'est bien que le r�esultat
d�epend de la valeur initiale du param�etre local.
Ce crit�ere de con�dentialit�e, obtenu par l'observation abstraite de l'environ-
nement local, induit une m�ethode permettant d'utiliser pour le code mobile
les analyses statiques des ux d'informations, qui lorsqu'elles s'inspirent du
travail pionnier de Denning dans [26], s'appuient sur la même interpr�etation
abstraite : �a notre connaissance, toutes ces analyses ont �et�e d�evelopp�ees pour
d�ecrire les ux d'informations au sein d'un programme donn�e, sans jamais
consid�erer la probl�ematique propre au code mobile, o�u le programme local,
seul analysable, peut être plac�e dans n'importe quel contexte, mobile.

Contrôler les acc�es Quelles ressources n�ecessitent un contrôle d'acc�es ?
Vues du langage de programmation, les ressources correspondent g�en�era-
lement �a la source des entr�ees ou �a la destination des sorties, comme le
syst�eme de �chiers ou le r�eseau. Ce n'est cependant pas n�ecessaire, comme
le montrent les exemples suivants : on peut souhaiter limiter l'acc�es �a une
fonction, c'est-�a-dire restreindre ses possibilit�es d'application, ou encore limi-
ter l'acc�es au contenu d'une r�ef�erence, en lecture ou en �ecriture. De mani�ere
g�en�erale, les contrôles d'acc�es concernent donc les op�erations appliqu�ees aux
valeurs du langage.
En particulier avec Java, sont contrôl�es les acc�es aux m�ethodes des objets,
qu'elles r�ealisent ou non des entr�ees ou des sorties. Le langage Java permet
de d�e�nir une politique de s�ecurit�e, sous une forme simple : �etant donn�e
un ensemble de sujets10 et un ensemble de ressources, la politique asso-

10 Traditionnellement, dans la litt�erature s�ecuritaire, on d�esigne par sujet l'entit�e active
acc�edant �a un objet, entit�e passive �a prot�eger, qu'on appelle ici ressource.
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cie �a chaque sujet des permissions d'acc�es aux ressources. Chaque sujet est
charg�e d'appliquer la politique aux ressources qu'il contrôle dans son do-
maine de protection, ensemble de classes qui lui est exclusivement allou�e :
ainsi, la politique de s�ecurit�e est obligatoire, s'imposant �a tous les sujets
lors de l'ex�ecution, mais sa mise en �uvre discr�etionnaire, c'est-�a-dire �a la
discr�etion des sujets dans leurs domaines de protection respectifs. Un acc�es
est contrôl�e par une v�eri�cation pr�ealable de sa permission : le contrôleur
d'acc�es, appel�e pour cette v�eri�cation, d�etermine alors si le sujet courant
poss�ede cette permission suivant le politique de s�ecurit�e, mais aussi si le su-
jet ayant appel�e le sujet courant la poss�ede, et ainsi de suite en remontant
la pile des appels. Le sujet courant peut aussi imposer temporairement au
contrôleur d'acc�es de ne pas remonter la pile des appels pour les prochaines
v�eri�cations : il prend donc la responsabilit�e temporaire d'autoriser l'acc�es
indirect aux sujets l'ayant appel�e.
Cette technique d'inspection de la pile est impl�ement�ee dans Java par ins-
trumentation de la machine virtuelle : voir la description de la m�ethode
checkPermission du contrôleur d'acc�es dans les deux articles des concep-
teurs de l'architecture de s�ecurit�e de Java [30] et [31]. Quant aux contrôles
d'acc�es, ils sont impl�ement�es par une instrumentation du code, qui introduit
les appels �a la m�ethode checkPermission du contrôleur d'acc�es. Wallach,
dont le travail est �a l'origine de l'utilisation de cette technique d'inspection
de la pile, propose dans sa th�ese [85] une autre impl�ementation, enti�ere-
ment par instrumentation du code puisqu'elle repose sur une traduction qui
passe e�ectivement la pile des sujets d'appel en appel11. Reprenant l'id�ee
de cette traduction, Pottier, Skalka et Smith d�eveloppent dans leur article
[71] un syst�eme de types pour un langage mod�elisant les aspects s�ecuri-
taires de Java12 : tout programme bien typ�e s'ex�ecute sans erreur, au sens
o�u chaque contrôle de permission donne toujours un r�esultat positif ; autre-
ment dit, lors de l'ex�ecution, il est possible de ne pas r�ealiser les contrôles.
Suivant un mouvement bien connu, il serait donc possible de substituer aux
contrôles dynamiques de Java, r�ealis�es pendant l'ex�ecution, des contrôles
statiques, r�ealis�es avant l'ex�ecution. En r�ealit�e, seules les ressources qu'on
peut identi�er avant l'ex�ecution peuvent être concern�ees : par exemple, lors-
qu'un programme lit le contenu d'un �chier dont le nom ne sera connu qu'�a
l'ex�ecution (le nom �etant calcul�e, ou entr�e par l'utilisateur), seul un contrôle
dynamique est envisageable.

11 Pour reprendre les termes de Wallach, c'est une traduction dans le ®security-passing
style ¯ , n�eologisme con�cu par analogie avec le classique®continuation-passing style ¯ .

12 Il s'agit du � -calcul enrichi par des primitives de s�ecurit�e, permettant le contrôle des
permissions et l'autorisation temporaire d'acc�es indirect.
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En r�esum�e, nous retenons de cette pr�esentation de l'architecture de s�ecurit�e
de Java le principe suivant : les contrôles d'acc�es sont r�ealis�es avant l'ac-
c�es, par instrumentation du code, et permettent de v�eri�er que l'ensemble
des sujets courants obtenu par inspection de la pile poss�ede la permission
suivant la politique de s�ecurit�e.

Revenons maintenant �a notre probl�ematique : comment contrôler les ac-
c�es du code mobile aux ressources locales ?
Dans l'exemple du langage Java, il su�t d'instrumenter le code local pour
r�ealiser les contrôles d'acc�es �a l'entr�ee de chaque m�ethode �a prot�eger. Lors
de l'ex�ecution, �a chaque entr�ee dans une m�ethode instrument�ee, le contrô-
leur d'acc�es inspecte la pile des appels et donne ou non la permission d'acc�es
suivant la politique de s�ecurit�e ; la politique de s�ecurit�e, en distinguant deux
sujets, correspondant au code mobile et au code local respectivement, per-
met d'exprimer toutes les variations possibles dans les contrôles. L'e�cacit�e
de cette programmation d�efensive repose sur l'encapsulation : chaque objet,
qui encapsule les m�ethodes permettant d'observer et de modi�er son �etat
interne, peut mâ�triser les acc�es �a ses m�ethodes.
Tant qu'il s'agit de contrôler l'acc�es aux m�ethodes, il est clair que cette im-
pl�ementation des contrôles reposant sur l'encapsulation fonctionne parfaite-
ment. Cependant, elle ne permet pas de contrôler l'acc�es aux r�ef�erences des
objets. Bien sûr, si toutes les m�ethodes d'un objet sont instrument�ees, il est
inutile de contrôler l'acc�es �a sa r�ef�erence 13. Ainsi, le contrôle de l'acc�es aux
r�ef�erences se pr�esente comme une alternative �a la programmation d�efensive
utilisant l'encapsulation, alternative qui peut être choisie pour permettre
par exemple :

{ de r�eutiliser des classes tr�es utiles, non s�ecuris�ees,
{ de restreindre les contrôles �a l'ex�ecution, dans le but de l'acc�el�erer.

Dans [83], Bokowski et Vitek proposent de contrôler l'acc�es aux r�ef�erences
par con�nement14, voie que nous allons suivre. Pour former une v�eritable
alternative au contrôle d'acc�es par encapsulation, le con�nement doit s'ac-

13 G�en�eralement, devrait-on ajouter, car on n�eglige le fait que Java poss�ede certaines
op�erations applicables aux r�ef�erences, comme le test d'�egalit�e ou la conversion du type,
et la possibilit�e qu'on puisse souhaiter contrôler l'usage de ces op�erations pour certaines
r�ef�erences.

14 Le con�nement pour les langages orient�es objets est le sujet actuellement de nom-
breux travaux, comme en t�emoigne le premier atelier ®International Workshop on Alia-
sing, Con�nement and Ownership in object-oriented programming (IWACO '03) ¯ . Un
r�esultat montr�e par Banerjee et Naumann dans [10] r�ev�ele l'importance de la question.
Il s'agit d'une propri�et�e d'ind�ependance relativement aux impl�ementations (ou aux repr�e-
sentations des donn�ees) con�n�ees : une impl�ementation con�n�ee peut être chang�ee en une
impl�ementation �equivalente sans changer le r�esultat du programme.
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compagner d'un contrôle du code local, permettant de v�eri�er l'utilisation
des r�ef�erences con�n�ees dans l'environnement local.
Pour bien comprendre ces di��erentes formes de contrôle, un exemple typique,
proche de notre exemple liminaire, va nous �eclairer ; il nous a �et�e inspir�e par
un cas r�eel, �a l'origine d'une faille de s�ecurit�e, cas relat�e dans l'article de
Bokowski et Vitek [83, x3].
Consid�erons un objet r repr�esentant une ressource, muni de deux m�ethodes,
l'une pour modi�er son �etat, muto, l'autre pour l'observer, lego ; la politique
de s�ecurit�e stipule que la m�ethode muto de la ressource doit être contrôl�ee
d'une certaine mani�ere, alors qu'aucun contrôle n'est n�ecessaire pour la m�e-
thode lego . Supposons que l'environnement doive impl�ementer une m�ethode
permettant d'observer l'�etat de la ressource.
Si cette m�ethode renvoie la r�ef�erence de r , plus rien n'empêche l'appelant
de modi�er l'�etat de r ; c'est l�a que r�esidait l'�evidente faille de s�ecurit�e.
Premi�ere solution, par encapsulation : ajouter le contrôle d'acc�es dans la
m�ethode muto de r , sans modi�er l'environnement.
Seconde solution, transformer l'environnement en une fa�cade15 pour la res-
source r , compos�ee d'une m�ethode retournant le r�esultat de l'appel de la
m�ethode lego de r ; les appels de la m�ethodemuto de r sont contrôl�es dans
le code de l'environnement a�n de v�eri�er la politique de s�ecurit�e ; si la
r�ef�erence de r est con�n�ee dans l'environnement, aucun autre appel de la
m�ethode muto de r ne peut exister dans le code.
Jusqu'�a maintenant, nous n'avons pas �elucid�e le rapport entre les contrôles
d'acc�es dans le code et la politique de s�ecurit�e, propri�et�e globale de l'ex�e-
cution. Dans [41], Jensen et al. proposent ainsi une mod�elisation d'un pro-
gramme par un graphe de contrôle ne retenant que les appels de m�ethodes et
les contrôles de permissions, et permettant de simuler abstraitement l'ex�e-
cution du programme, en particulier la pile des appels ; il est alors pos-
sible de v�eri�er si le graphe de contrôle v�eri�e une politique de s�ecurit�e,
exprim�ee sous la forme d'une propri�et�e portant sur les traces d'ex�ecution.
Cette premi�ere �etude est prolong�ee par celle de Besson et al. [15], o�u ce
n'est plus un programme entier qui est mod�elis�e, mais une biblioth�eque de
programmes, a�n de permettre une approche modulaire de la v�eri�cation.
L'analyse du mod�ele de la biblioth�eque produit alors une contrainte portant
sur le contexte d'utilisation de la biblioth�eque, qu'il su�t de satisfaire pour
v�eri�er la politique de s�ecurit�e. Cette derni�ere approche est adapt�ee au code
mobile, puisque seul l'environnement local peut être mod�elis�e et analys�e.

15 Il s'agit d'un ®pattern ¯ de conception bien connu, correspondant �a la cr�eation d'une
interface de haut niveau pour di��erents services internes.
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Comme l'analyse statique d�ej�a vue, la mod�elisation utilis�ee dans ces deux
derniers articles convient bien pour les contrôles concernant des ressources
connues avant l'ex�ecution.
Par la suite, a�n d'�eviter la question di�cile des rapports entre les contrôles
dans le code et la politique de s�ecurit�e, propri�et�e globale de l'ex�ecution, on
ne d�etaille pas la nature des contrôles r�ealis�es : on suppose seulement que le
code est instrument�e de mani�ere �a v�eri�er une certaine politique de s�ecurit�e.

Nous nous proposons dans la seconde partie du troisi�eme chapitre®Deux
analyses de l'environnement local̄ d'�etudier la question du con�nement,
question pendante jusqu'�a maintenant. Nous l'�etudions de deux mani�eres,
g�en�erale d'une part et appliqu�ee au contrôle d'acc�es d'autre part, mani�eres
que nous pr�esentons maintenant. Nous revenons �a notre mod�ele, l'ex�ecution
d'un programme mobile dans un environnement local.
Consid�erons un ensemble de valeurs du langage, repr�esentant des ressources
et devant être con�n�ees au code local. Lors de l'ex�ecution, des op�erations
peuvent être appliqu�ees �a ces valeurs : par exemple, en Java, les valeurs sont
des r�ef�erences d'objets, et elles sont utilis�ees pour appeler les m�ethodes des
objets. On d�e�nit le con�nement ainsi : une valeur est dite con�n�ee �a l'envi-
ronnement local si lors de l'ex�ecution de tout programme mobile, seules des
op�erations appartenant au code local lui sont appliqu�ees. Autrement dit, le
code mobile n'op�ere pas directement sur une valeur con�n�ee au code local.
Cette d�e�nition du con�nement nous conduit donc �a une nouvelle notion de
fronti�ere, locale et dynamique, qui comprend toutes les interactions o�u le
code mobile op�ere sur des valeurs du code local.
A�n de v�eri�er la propri�et�e de con�nement, nous cherchons id�ealement �a
d�eterminer les valeurs du code local sur lesquelles le code mobile op�ere. Pra-
tiquement, nous nous livrons �a une approximation, puisque plutôt qu'�a la
d�etermination des valeurs, nous nous limitons �a celle de leur type. Nous uti-
lisons donc un langage typ�e, le� -calcul enrichi de r�ef�erences, permettant la
manipulation d'objets en m�emoire et entrâ�nant ainsi des e�ets de bord, ce
qui complique les interactions possibles. Nous pouvons �etendre aux types la
notion de con�nement : un type est con�n�e au code local si toute valeur
de ce type est con�n�ee au code local. Inversement, un type est accessible
�a partir de l'environnement s'il existe un programme mobile pouvant acc�e-
der �a une valeur du type consid�er�e et d'origine le code local. �A partir de
l'�etude de la fronti�ere entre le code mobile et le code local, nous montrons
alors la majoration suivante de l'ensemble des types accessibles �a partir de
l'environnement :

si un type est accessible �a partir de l'environnement, c'est qu'il
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apparâ�t dans le type de l'environnement en une occurrence po-
sitive, ou sous la garde du constructeur des types de r�ef�erences.

Cette majoration, qui ne d�epend que du type de l'environnement, est opti-
male au sens suivant :

pour tout type A apparaissant dans un typeL en une occurrence
positive, ou sous la garde du constructeur des types de r�ef�erences,
il existe un environnement local de typeL tel que le type A est
accessible �a partir de cet environnement.

Cette caract�erisation des types accessibles r�esout une conjecture de Leroy
et Rouaix dans [49,x5.1, p. 397], article dont nous nous inspirons pour l'ap-
plication du con�nement aux contrôles d'acc�es. Dans cet article, les auteurs
proposent (entre autres) de fonder les contrôles d'acc�es non sur l'encapsula-
tion, mais sur le con�nement et le contrôle local des op�erations r�ealis�ees sur
les ressources con�n�ees : cette solution repose donc sur l'abstraction proc�e-
durale que constitue l'environnement local.
Le contrôle des op�erations s'e�ectue �a leur utilisation ; ainsi, en Java, les
contrôles dans le code local seraient plac�es exactement comme dans l'exemple
pr�ec�edent, soit �a l'appel d'une m�ethode d'un objet dont la r�ef�erence est con�-
n�ee, et non dans la m�ethode appel�ee. Dans [49,x5.1], pour un langage voisin
du nôtre, Leroy et Rouaix proposent un sch�ema d'instrumentation du code
local permettant de contrôler les acc�es du code local aux ressources �a pro-
t�eger, et montrent que si aucun type d'une ressource �a prot�eger n'apparâ�t
dans le type de l'environnement local, alors le con�nement est v�eri��e, si
bien que l'ex�ecution de tout programme mobile dans l'environnement local
est sûre. La condition portant sur le type de l'environnement local peut être
a�aiblie, grâce �a notre �etude pr�ec�edente : le con�nement est v�eri��e si aucun
type d'une ressource �a prot�eger n'apparâ�t en mauvaise position dans le type
de l'environnement.
Avec cette approche, le contrôle des acc�es s'appuie donc :

{ sur le con�nement au code local des ressources �a prot�eger,
{ sur l'instrumentation du code, pour contrôler dans le code local les

op�erations appliqu�ees aux ressources �a prot�eger.
Il nous reste �a nous pr�eoccuper de l'instrumentation du code. Plutôt que
d�e�nir, comme dans l'article de Leroy et Rouaix (cf. [49, x5.1]), un sch�ema
d'instrumentation du code permettant de v�eri�er une politique de s�ecurit�e
particuli�ere, nous pr�ef�erons introduire des op�erations instrument�ees, en fai-
sant abstraction du d�etail de leur instrumentation : elles sont donc suppos�ees
garantir l'application de la politique de s�ecurit�e. Il s'agit de v�eri�er que l'ins-
trumentation est correctement r�ealis�ee au sens suivant : pendant l'ex�ecution
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d'un programme instrument�e, seuls les op�erateurs instrument�es peuvent ac-
c�eder aux ressources �a prot�eger. Nous proposons de v�eri�er statiquement la
correction de l'instrumentation par un syst�eme de types �etiquet�es. Sa forme
est tout �a fait classique, puisque c'est par exemple une restriction du syst�eme
de types du ®SLam Calculus¯ 16 (cf. [34]), le langage con�cu par Heintze et
Riecke pour permettre d'exprimer en son sein même une politique de s�ecu-
rit�e et de contrôler statiquement son application par son syst�eme de types.
Pour le con�nement, nous utilisons une propri�et�e importante de ce syst�eme
de types, l'existence d'une relation de sous-typage, qui exprime la possibilit�e
de convertir une valeur qui ne n�ecessite pas de protection en une valeur �a
prot�eger. Nous montrerons que pour con�ner, il su�t de convertir, ce qui
mettra en �evidence la relation entre la conversion et la notion de fronti�ere
que nous avons d�e�nie et �etudi�ee pr�ec�edemment.

En r�esum�e, nous proposons deux crit�eres de s�ecurit�e pour l'ex�ecution de
code mobile ; ils r�esultent d'analyses de l'environnement local et s'appuient
sur deux d�e�nitions de la fronti�ere entre le code mobile et l'environnement
local,

{ la premi�ere adapt�ee au contrôle des ux d'informations entre le code
mobile et les ressources �a prot�eger,

{ la seconde adapt�ee au contrôle du con�nement des ressources �a prot�e-
ger.

Questions m�ethodologiques Nous n'avons pas jusqu'�a maintenant port�e
notre attention sur les questions m�ethodologiques. Les objets manipul�es au
cours de ce travail ont pr�esent�e bien souvent une caract�eristique commune,
�a savoir une structure arborescente �eventuellement in�nie en profondeur.
Citons quelques exemples :

{ l'observation d'un programme, telle que nous l'avons d�e�nie,
{ le calcul in�ni d'un programme ne terminant pas, tel qu'on peut le

d�ecrire avec une s�emantique op�erationnelle,
{ l'�etat de la m�emoire d'un programme en Java, o�u des objets contiennent

des m�ethodes se r�ef�erant �a d'autres objets, si bien que le r�ef�erencement
(indirect) peut devenir circulaire.

Pour d�e�nir ces objets in�nis, nous avons privil�egi�e une approche �equation-
nelle ; pour raisonner sur ces objets in�nis, nous avons privil�egi�e une ap-
proche d�eductive. Pr�ecis�ement, dans le premier chapitre ®Repr�esenter par
des arbres̄ , nous �etudions successivement

16 C'est l'acronyme de ®Secure� -Calculus ¯ .
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{ les syst�emes d'�equations r�ecursives sur les arbres, a�n d'obtenir un
moyen simple de d�e�nir des arbres �eventuellement in�nis en profon-
deur, en particulier des preuves,

{ les syst�emes d'inf�erence, en particulier leur interpr�etation co-inductive,
qui autorise des preuves in�nies en profondeur, et nous permet de
raisonner simplement sur des objets in�nis.

L'approche d�eductive, qui s'appuie sur l'utilisation des syst�emes d'inf�erence
et des preuves qu'ils admettent, est peu utilis�ee, bien qu'elle soit souple et
intuitive. Nous essayons de combler cette lacune dans ce chapitre m�etho-
dologique, en l'adoptant syst�ematiquement, dans le but de la comparer �a
l'approche classique par points �xes.

Finalement, la th�ese se compose de trois chapitres. Le troisi�eme chapitre
expose en d�etail les deux analyses que nous venons de pr�esenter, concernant
respectivement la con�dentialit�e et le con�nement. Les deux premiers cha-
pitres sont m�ethodologiques, et peuvent être lus ind�ependamment de toute
pr�eoccupation s�ecuritaire ; de ce fait, ils b�en�e�cient chacun d'une longue in-
troduction, exposant en d�etail leur probl�ematique propre. Il est possible de
lire cette th�ese en lisant les introductions des chapitres un et deux, puis le
chapitre trois, en revenant lorsque c'est n�ecessaire aux deux premiers cha-
pitres.
R�esumons le contenu des trois chapitres :

{ le premier chapitre ®Repr�esenter par des arbres̄ pr�esente les tech-
niques utilis�ees dans les deux chapitres suivants ; s'y ajoutent des r�e-
sultats et des g�en�eralisations permettant de comparer l'approche d�e-
ductive �a l'approche classique par points �xes ;

{ le second chapitre®La s�emantique observationnelle¯ concerne l'obser-
vation des programmes et son lien avec la s�emantique d�enotationnelle ;
cette �etude est men�ee �a partir du � -calcul paresseux avec appel par
valeurs ;

{ le troisi�eme chapitre ®Deux analyses de l'environnement local̄ concerne
les deux analyses de s�ecurit�e, garantissant respectivement la con�den-
tialit�e et le con�nement des ressources ; il est pr�ec�ed�e d'une intro-
duction technique, expliquant la m�ethode commune utilis�ee pour ces
analyses. Noter que pour l'�etude du con�nement, le � -calcul est enri-
chi de r�ef�erences, permettant la manipulation d'objets en m�emoire, et
devient typ�e.

La conclusion reprend l'ensemble des r�esultats, en essayant d'esquisser des
extensions possibles. On s'int�eresse plus particuli�erement �a la question de
savoir si les techniques retenues pour ce travail conservent leur e�cacit�e
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lorsque les langages de programmation utilis�es sont �etendus de mani�ere �a
mod�eliser plus compl�etement des langages comme Java.
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Chapitre 1

Repr�esenter par des arbres
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Le chapitre suivant d�e�nit di��erentes s�emantiques d'un langage de pro-
grammation �el�ementaire, le � -calcul paresseux, et utilise largement les m�e-
thodes pr�esent�ees ici. C'est une approche syntaxique qui est suivie pour
d�e�nir ces s�emantiques : partant d'une s�emantique op�erationnelle, on d�e�nit
ce que peut être l'observation d'un programme, et on montre que ces obser-
vations permettent de d�e�nir une s�emantique d�enotationnelle compl�etement
ad�equate, la s�emantique observationnelle. Tout au long de ce chapitre, on
rencontre des objets in�nis, au sens de structures arborescentes non fon-
d�ees, comme l'observation d'un programme ou une preuve de divergence.
Plus simplement, si on consid�ere comme au troisi�eme chapitre la s�emantique
op�erationnelle du � -calcul enrichi de r�ef�erences permettant la manipulation
d'objets en m�emoire, on s'aper�coit qu'un �etat s�emantique pr�esente cette
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structure arborescente non fond�ee. Dans cet exemple que nous d�etaillons
dans cette introduction, la s�emantique s'exprime sous la forme d'une rela-
tion de transition entre des �etats1. Un �etat s�emantique est une abstraction
de l'�etat de la m�emoire lors de l'ex�ecution d'un programme (d'o�u le terme
op�erationnel). Pour aller vite, un �etat de la m�emoire contient :

{ les instructions du programme, parmi lesquelles se distingue l'instruc-
tion courante,

{ le contenu des objets cr�e�es pendant l'ex�ecution.
Quelle est la structure d'un tel �etat s�emantique ?

Prenons l'exemple d'un programme �ecrit en Java. Une instruction mani-
pule des r�ef�erences (ou adresses) d'objets cr�e�es en m�emoire pour pouvoir y
acc�eder, et un objet contient des instructions dans ses m�ethodes. Ainsi, il
peut r�ef�erencer d'autres objets et en particulier s'auto-r�ef�erencer (directe-
ment ou non), si bien qu'on peut consid�erer que l'�etat s�emantique poss�ede
une structure arborescente �eventuellement in�nie en profondeur, lorsqu'on
d�eplie ces r�ef�erences ; certes, dans ce cas particulier, cette structure peut être
repr�esent�ee de mani�ere �nie, grâce �a sa r�egularit�e.

Comment raisonner sur un tel �etat s�emantique ?
Voyons l'exemple de la sûret�e du typage pour des langages typ�es statique-
ment, propri�et�e �eminemment souhaitable, puisqu'elle a�rme que tout pro-
gramme bien typ�e ne provoque pas d'erreur de type. Par exemple, pour le
langage Java, une erreur de type est la s�election d'un champ ou d'une m�e-
thode pour un objet qui en est d�epourvu.
Classiquement, pour d�emontrer la sûret�e du typage avec une s�emantique op�e-
rationnelle, on montre que la propri�et�e de typage se pr�eserve par transition
(grâce �a un th�eor�eme de r�eduction du sujet 2) et qu'un �etat s�emantique bien
typ�e ne provoque pas d'erreur. On conclut qu'un programme bien typ�e ne
provoque pas d'erreur par r�ecurrence sur la suite des transitions �a partir de
l'�etat initial, form�e du programme bien typ�e. Cette m�ethode de d�emonstra-
tion est reprise pour le langage fonctionnel et imp�eratif du troisi�eme chapitre
(cf. p. 231).
Pour prouver le th�eor�eme de r�eduction du sujet, on d�e�nit un syst�eme de
types pour les �etats s�emantiques, et on essaie de montrer la pr�eservation de
la validit�e d'un jugement de typage dans ce syst�eme apr�es r�eduction du su-
jet. Si la structure de l'�etat s�emantique n'est pas fond�ee, il est impossible de
construire une preuve de typage dans ce syst�eme par r�ecurrence structurelle

1On consid�ere donc une s�emantique op�erationnelle ®small step ¯ (�a petit pas, suivant
l'ex�ecution), et non ®big step ¯ (�a grand pas, donnant directement le r�esultat).

2Cette terminologie est relative au jugement de typage, o�u le sujet est l'�etat s�emantique,
l'objet �etant le type.
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sur l'�etat. Deux solutions ont �et�e apport�ees �a ce probl�eme :

1. une repr�esentation bien fond�ee de l'�etat s�emantique est utilis�ee, et on
peut dans ce cas recourir �a la r�ecurrence structurelle,

2. on interpr�ete de mani�ere co-inductive le syst�eme de types.

L'interpr�etation co-inductive consiste �a d�e�nir l'ensemble des jugements de
typage valides comme �etant le plusgrand point �xe de l'op�erateur d'inf�erence
associ�e au syst�eme de types, et non le pluspetit point �xe. Dans ce cas,
pour montrer que des jugements de typage sont valides, il su�t de montrer
la densit�e de leur ensemble. L'approche co-inductive, permettant d'�eviter
de recourir �a une quelconque repr�esentation, est plus directe, mais moins
intuitive, ne s'appuyant pas sur des preuves. Par la suite, nous essayons de
r�eunir le meilleur des deux approches : l'utilisation de preuves, proche de
l'intuition, et l'interpr�etation co-inductive, g�en�eralisant l'inductive au cas
des objets in�nis. La solution est simple :

les objets in�nis n�ecessitent des preuves in�nies.

Si nous avons trait�e l'exemple de la sûret�e du typage, c'est par �d�e-
lit�e historique, dans la mesure o�u c'est dans une telle d�emonstration que le
terme de co-induction a �et�e utilis�e pour la premi�ere fois en informatique, et
o�u les d�emonstrations de ce r�esultat utilisent l'une ou l'autre des techniques
pr�ec�edentes, lorsque les langages sont su�samment expressifs. De plus, les
travaux sur cette question sont nombreux. C'est qu'en e�et le typage sta-
tique a pour but fondamental d'�eviter toute erreur de type �a l'ex�ecution :
telle est en tout cas l'opinion commun�ement admise, comme en t�emoigne
l'article didactique ®Type Systems¯ de Cardelli [18]. Pour un langage typ�e
statiquement, la sûret�e du typage garantit que ce but est atteint. Pour des
langages de bas niveau, privil�egiant l'e�cacit�e, au d�etriment de l'abstrac-
tion, comme le langage C par exemple, le typage statique n'est pas sûr. Pour
des langages de haut niveau comme Java ou ML, qui manipulent des entit�es
abstraites, la sûret�e du typage est acquise.
Pour Java, cette propri�et�e a �et�e recherch�ee d�es la conception 3, et elle a �et�e
par la suite montr�ee, par exemple par Drossopoulou et al. ([27]). Dans cet
article, c'est la repr�esentation �nie de l'�etat s�emantique qui est utilis�ee.
Pour ML, la situation s'av�ere plus int�eressante d'un point de vue m�etho-
dologique, car de nombreux travaux ont �et�e consacr�es �a la sûret�e de son
syst�eme de types, qui autorise le polymorphisme. On pourra consulter l'in-
troduction de l'article de Wright et Felleisen [86] pour une revue compl�ete

3On trouve dans la sp�eci�cation la description informelle des r�egles de typage bien
connues.
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des m�ethodes utilis�ees. Si l'on s'int�eresse aux principaux travaux concernant
le noyau fonctionnel augment�e de r�ef�erences, alors, conform�ement �a notre
description pr�ec�edente, il est e�ectivement possible de les r�epartir en deux
groupes :

{ d'un côt�e, l'�etude initiale de Milner et Tofte 4, suivie par celle de Talpin
et Jouvelot [80], o�u la co-induction est utilis�ee,

{ de l'autre, toutes les autres �etudes (par exemple celles de Leroy [46]
et Harper [33], qui mentionnent explicitement l'avantage d'une repr�e-
sentation �nie sur la co-induction).

Noter que la d�emonstration que nous donnons au troisi�eme chapitre tombe
aussi dans cette seconde cat�egorie, ce qui con�rme cette tendance.

Revenons aux objets in�nis rencontr�es dans notre exemple : ils corres-
pondent ou bien �a des termes, au sens large (les �etats s�emantiques), ou bien
�a des preuves. Dans les deux cas, ils peuvent être repr�esent�es concr�etement
par des arbres, dont des branches peuvent être in�nies. Explorer les possi-
bilit�es de repr�esentation par arbres, telle est l'id�ee centrale de cette partie
m�ethodologique. En premier lieu, on va d�eterminer un moyen pour d�e�nir
des arbres : ce sera par la r�esolution de syst�emes d'�equations r�ecursives.
En second lieu, on montrera que raisonner, c'est prouver : l'induction et la
co-induction, tant dans un syst�eme d'inf�erence que dans un treillis complet,
seront caract�eris�ees en utilisant des arbres de preuves, plutôt que des points
�xes.

�Equations r�ecursives et arbres Comment d�e�nir des arbres, �eventuelle-
ment in�nis en profondeur ? Nous r�epondons : par des syst�emes d'�equations
r�ecursives.
Par exemple, consid�erons la signature form�ee de deux symboles, 0 etS,
d'arit�e z�ero et un respectivement, repr�esentant la valeur nulle et la fonction
successeur. Elle permet d'engendrer librement l'ensemble des entiers natu-
rels, qu'on peut repr�esenter sous la forme d'arbres, ou mieux, en notation
pr�e�xe, de mots, de la mani�ere suivante : 0, S 0, S S0, etc. Le premier ordi-
nal limite, ! , peut être repr�esent�e par un mot in�ni, not�e S : : : S : : :, ou S! ,
en notation pr�e�xe, et ce mot est l'unique solution de l'�equation x = S x.

4Dans sa th�ese [81], Tofte attribue �a Milner l'id�ee d'utiliser la co-induction, principe pr�e-
sent�e par ailleurs dans un article commun [56]. Dans ce dernier, le terme de ®co-induction ¯
est forg�e pour la premi�ere fois pour indiquer la m�ethode duale de l'induction ; ce sont les
fermetures des fonctions r�ecursives qui justi�ent l'usage de la co-induction, jouant le même
rôle que les r�ef�erences dans notre exemple. L'id�ee de la co-induction remonte �a des tra-
vaux pr�ec�edents de Milner, concernant la bisimilarit�e de processus concurrents, comme
nous allons le voir plus loin.
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�Evidemment, une �equation de la forme x = x n'admet pas une unique solu-
tion, mais une in�nit�e. Ainsi, seules les �equations gard�ees sont consid�er�ees,
soit des �equations de la forme

x = f (: : :) ;

o�u le membre droit f (: : :) est un arbre gard�e par un symbole fonctionnel,f ,
et non par une inconnue. Une solution est une valuation, application asso-
ciant �a toute variable inconnue un arbre, qui v�eri�e les �equations apr�es qu'on
a substitu�e aux inconnues les arbres associ�es par la valuation. On montrera
par la suite l'existence et l'unicit�e de la solution de syst�emes d'�equations
r�ecursives gard�ees. Nous traitons deux cas, qui se distinguent par les arbres
consid�er�es, d'une part, les arbres �etiquet�es, sans aucune contrainte de for-
mation, d'autre part, les arbres respectant une signature �a plusieurs sortes
(des termes, donc).
Par souci de simpli�cation, nous avons cherch�e une formulation unique de ces
deux cas, en d�ecrivant les arbres �etiquet�es comme des arbres respectant une
certaine signature, ce qui nous a impos�e d'�etendre la d�e�nition habituelle
des signatures : en e�et, les arbres �etiquet�es peuvent être de degr�e in�ni,
ce qui n'est pas le cas d'un terme respectant une signature classique. Notre
d�e�nition des signatures est directement inspir�ee de l'approche cat�egorique
de l'alg�ebre universelle, o�u les signatures sont remplac�ees et g�en�eralis�ees par
des foncteurs. Reprenons l'exemple de la signature form�ee de deux symboles,
0 et S, d'arit�e z�ero et un respectivement, repr�esentant la valeur nulle et la
fonction successeur.�A cette signature, dans la cat�egorie des ensembles, on
peut associer le foncteurF d�e�ni par F (X ) = 1 + X , o�u 1 est un ensemble
singleton. Une alg�ebre sur la pr�ec�edente signature devient une alg�ebre du
foncteur F , soit un couple form�e d'un ensembleA et d'une application � de
F (A) dans A : les restrictions de� �a 1 et A donnent l'interpr�etation respec-
tivement de 0 et S. G�en�eralement, pour une signature �a une seule sorte, le
foncteur F aura donc une forme polynomiale :

F (X ) = � f X j f ;

o�u f parcourt l'ensemble des op�erations de la signature etj f repr�esente
l'arit�e de f . Notre g�en�eralisation consiste �a consid�erer des formes polyno-
miales plus g�en�erales, puisqu'admettant des produits cart�esiens quelconques :

F (X ) = � f X J f ;

o�u pour chaque op�eration f , Jf est cette fois-ci un ensemble, et non un en-
tier.
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Les r�esultats �el�ementaires �evoqu�es concernant la r�esolution des �equations
r�ecursives sont �evidemment bien connus, mais sont n�eanmoins le point de
d�epart de d�eveloppements cons�equents. Ainsi, les syst�emes d'�equations por-
tant sur les arbres in�nis ont �et�e particuli�erement �etudi�es par Courcelle (cf.
[21] par exemple), et c'est la th�eorie des sch�emas de programmes5 qui r�ecla-
mait une telle �etude pr�eliminaire.
Le terme de garde est surtout utilis�e dans la description des processus
concurrents par des �equations r�ecursives, de mani�ere analogue �a notre propre
utilisation (cf. par exemple l'ouvrage de Baeten et Weijland [9, x2.3]) ; de
même, dans la th�eorie des types, consid�er�ee comme une th�eorie de d�e�nitions
inductives et co-inductives, les termes in�nis des types co-inductifs sont in-
troduits par des �equations r�ecursives gard�ees, les types co-inductifs servant
g�en�eralement �a d�ecrire des processus (cf. l'article de Coquand [20], pour la
premi�ere utilisation de cette notion en th�eorie des types).

Les syst�emes d'�equations r�ecursives ne sont pas faciles �a manier en l'�etat.
En particulier, ils ne permettent pas de prendre en compte facilement l'action
d'op�erations d�e�nies sur les arbres. Par exemple, consid�erons un syst�eme de
la forme

x = f (: : : y : : :) ;

y = ay ;
...

...
... :

Supposons qu'on s'aper�coive que la valuation recherch�ee ne v�eri�e pas la
premi�ere �equation, mais une �equation voisine, de la forme

x = f (: : : � (y) : : :) ;

o�u les occurrences dey ont �et�e transform�ees en l'application �a y de l'op�era-
tion unaire � d�e�nie sur l'ensemble des arbres. Pour retrouver un syst�eme
auquel les r�esultats pr�ec�edents d'existence et d'unicit�e s'appliquent, on est
oblig�e de modi�er l'�equation ( y = ay), pour y reporter l'action de � , ce qui
peut entrâ�ner de nouvelles modi�cations pour les �equations des inconnues
apparaissant dansay . �Evidemment, pour que ce proc�ed�e soit correct, � doit
v�eri�er certaines conditions. On cherche donc �a montrer un th�eor�eme d'exis-
tence et d'unicit�e de la solution pour des syst�emes o�u des op�erations entre
arbres interviennent dans les �equations, th�eor�eme valable pour un ensemble
d'op�erations v�eri�ant certaines conditions.

5Le lecteur int�eress�e par ce sujet pourra consulter l'article synth�etique de Courcelle
[23], et en particulier les notes historiques concluant l'article (p. 488).
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Une premi�ere solution consiste �a consid�erer les op�erations comme des �eti-
quettes, en l'occurrence des symboles fonctionnels, et �a r�ealiser le quotient
de l'ensemble des arbres par une congruence, de telle mani�ere que chaque
classe d'�equivalence contienne une unique forme normale, un arbre sans op�e-
ration, repr�esentant le r�esultat du calcul de chaque arbre de la classe. C'est la
voie emprunt�ee par Courcelle, dans [22]6 : la congruence, d�e�nie initialement
comme la plus petite congruence v�eri�ant certaines �equations sur les arbres
�nis, est �etendue aux arbres in�nis, en calculant la forme normale d'un arbre
in�ni comme la borne sup�erieure des formes normales des arbres �nis l'ap-
prochant, l'approximation se d�e�nissant �a partir de la relation d'ordre ®est
moins d�e�ni que ¯ (la d�e�nition de cette relation se trouve dans le paragraphe
suivant). Dans ce cas, la condition de garde n'est pas su�sante pour assurer
l'unicit�e de la solution. Par exemple, consid�erons la signature contenant en
plus de la valeur de non-d�e�nition ? , un symbole d'arit�e un, le constructeur
c, et adjoignons �a cette signature l'op�eration unaire qu'on souhaite utiliser
dans les �equations, soit le destructeurd. D�e�nissons la congruence �a partir
des �equations d? = ? et d(c(e)) = e, pour tout terme �ni e; les formes
normales �nies sont de la formecn ? , la seule forme normale in�nie �etant
c! . Clairement, l'�equation x = d(c(x)) admet une in�nit�e de solutions, bien
qu'elle soit gard�ee.
Comme notre intention est plutôt de conserver des �equations gard�ees, et de
quali�er les op�erations autoris�ees dans de telles �equations, ce n'est pas cette
solution que nous avons adopt�ee. Notre solution est issue d'un transfert :
elle provient en e�et du d�eveloppement d'une th�eorie des ensembles, sans
l'axiome de fondation, remplac�e par un axiome, dit d'anti-fondation, a�r-
mant l'existence et l'unicit�e de la solution de certains syst�emes d'�equations
r�ecursives sur les ensembles : c'est cette possibilit�e de r�esoudre des �equa-
tions r�ecursives qui est �a l'origine de l'int�erêt pour cette th�eorie, pr�esent�ee
en d�etail dans l'ouvrage d'Aczel [7]. Les �equations consid�er�ees sont de la
forme x = f : : : y : : :g ; si on repr�esente les ensembles par leur structure ar-
borescente, d�e�nie �a partir de la relation d'appartenance, l'analogie avec les
�equations gard�ees sur les arbres devient claire. Ainsi, l'�equation pr�ec�edente
se r�ecrit sous la formex = 3 (: : : y : : :) : l'�etiquette de garde 3 est l'�etiquette
utilis�ee pour les ensembles non vides, les sous-arbres sous cette �etiquette
repr�esentant les �el�ements de l'ensemble. Dans l'ouvrage de Barwise et Moss
[13], concernant des applications de cette th�eorie des ensembles, la même
pr�eoccupation que la nôtre se retrouve : autoriser des op�erations dans les

6Les cinq premi�eres pages d�ecrivent pr�ecis�ement le contenu de l'article, et pourront
compl�eter utilement notre br�eve pr�esentation.
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�equations (cf. [13, p. 239]). Nous avons donc adapt�e et g�en�eralis�e la solution
qui y est propos�ee.
Le membre droit d'une �equation peut d�esormais comporter des op�erations
autoris�ees. Cependant, a�n de pouvoir d�e�nir facilement la solution d'un sys-
t�eme, il est n�ecessaire d'imposer une condition portant sur l'utilisation des
op�erations autoris�ees. Barwise et Moss dans [13, p. 239] imposent d'utiliser
les op�erations en les appliquant uniquement �a des variables. Nous relâchons
cette contrainte en permettant de construire inductivement les membres
droits des �equations �a partir de ce cas de base, suivant les deux r�egles de
construction suivante :

{ si ( ai ) i est une famille de membres droits, alors pour toute �etiquette
f , f (ai ) i est aussi un membre droit,

{ si ( ai ) i est une famille de membres droits, alors pour toute op�eration
autoris�ee � , � (ai ) i est aussi un membre droit,

Dans ce cas, une solution d'un tel syst�eme est une valuation v�eri�ant les
�equations apr�es qu'on a remplac�e les inconnues par les arbres associ�es par
la valuation et e�ectu�e l'�evaluation des op�erations. Nous nous int�eressons
alors �a la r�esolution d'un syst�eme d'�equations gard�ees, c'est-�a-dire dans les-
quelles toute inconnue est gard�ee par au moins une �etiquette : nous cher-
chons �a d�eterminer des conditions portant sur les op�erations autoris�ees dans
les �equations, su�santes pour assurer l'existence et l'unicit�e d'une solution.
Nous verrons que si les op�erations autoris�ees peuvent s'�etendre �a des arbres
contenant des variables et des op�erations appliqu�ees �a des variables (comme
dans le cas de base) et en pr�eserver la propri�et�e de garde, alors on peut se
ramener �a la r�esolution d'un syst�eme classique d'�equations gard�ees, �a condi-
tion que les op�erations autoris�ees commutent avec les valuations. Telle est
donc la propri�et�e principale que doit v�eri�er l'ensemble des op�erations au-
toris�ees : c'est �egalement la propri�et�e donn�ee par Barwise et Moss dans [13,
Th. 16.11]. Un exemple int�eressant d'op�erations autoris�ees, c'est l'ensemble
des applications sur les �etiquettes, prolong�ees de mani�ere naturelle sur les
arbres.

Pour r�esumer, les syst�emes d'�equations r�ecursives permettent de d�e�nir
des objets in�nis sous la forme d'arbres ; dans les �equations, a�n de faci-
liter l'utilisation de cette m�ethode de d�e�nition, certaines op�erations sont
autoris�ees.

Raisonner sur les objets in�nis Prenons l'exemple mentionn�e pr�ec�e-
demment de la relation d'ordre ®est moins d�e�ni que ¯ , d�e�nie sur l'en-
semble des arbres (augment�e de l'arbre vide, not�e? ) et not�ee � . Dans ce
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cas, la relation d'ordre est d�e�nie par un syst�eme d'inf�erence, form�e des
r�egles7 suivantes :

;

(? ; a)
(a arbre) ;

(ai ; bi ) i 2 I

(f (ai ) i 2 I ; f (bi ) i 2 I )

�
f �etiquette
(ai ) i ; (bi ) i : sous arbres

�
:

La premi�ere r�egle, qui est un axiome puisqu'il n'y a pas de pr�emisses, indique
que l'arbre vide est le plus petit �el�ement ; la seconde permet de d�eduire, pour
toute �etiquette f , f (ai ) i 2 I � f (bi ) i 2 I des in�egalit�es ( ai � bi ) i 2 I : elle s'inter-
pr�ete donc comme la croissance def . Par d�e�nition, un jugement a � b est
vrai s'il peut être prouv�e dans le syst�eme pr�ec�edent : cela signi�e qu'ou bien
a = ? , ou bien a et b commencent par la même �etiquette, et les sous-arbres
respectifs dea et b sont correctement ordonn�es. Sia et b ne sont pas fond�es,
la preuve ne termine donc pas : elle est in�nie en profondeur.
G�en�eralisons : on cherche �a prouver des jugements portant sur des objets
in�nis (ou sur des n-uplets d'objets), au sein d'un syst�eme d'inf�erence. La
preuve de la validit�e d'un jugement sur un objet se fait en combinant des
r�egles d'inf�erence du syst�eme : un jugement se d�eduit d'autres jugements,
si ceux-ci forment dans une r�egle ses pr�emisses, jugements qui eux-mêmes
se d�eduisent, et ainsi de suite. Une preuve forme bien alors un arbre, o�u
chaque n�ud contient un jugement et a pour sous-arbres les preuves de
ses pr�emisses suivant une r�egle du syst�eme d'inf�erence ; la conclusion de la
preuve est alors �a la racine de l'arbre. Une telle preuve peut être bien fond�ee
ou non : dans ce dernier cas, on peut construire en remontant la preuve �a
partir de sa conclusion au moins une suite in�nie de d�eductions.
Comme les preuves peuvent être repr�esent�ees par des arbres, il est possible
de les d�e�nir en utilisant des syst�emes d'�equations r�ecursives. Reprenons
l'exemple des entiers naturels, repr�esent�es par les arbres respectant la signa-
ture form�ee des deux symboles 0 etS, d'arit�e z�ero et un respectivement.
Pour montrer que S! � S! , on utilise la seule r�egle applicable

(S! ; S! )

(S S! ; S S! )
:

7 Il s'agit plutôt d'un sch�ema de r�egles, qui d�e�nit un ensemble de r�egles, obtenu en
parcourant toutes les valeurs possibles des param�etres libres du sch�ema. On suivra toujours
cette convention : une r�egle poss�edant des param�etres libres est un sch�ema de r�egles, les
param�etres libres �etant quanti��es universellement.
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La preuve est in�nie puisque la pr�emisse est identique �a la conclusion, et
peut être vue comme l'unique solution du syst�eme suivant :

x =
x

(S! ; S! )
:

Nous allons caract�eriser la validit�e des jugements dans un syst�eme d'inf�e-
rence en admettant certaines preuves et en refusant les autres ; ainsi, une
interpr�etation d'un syst�eme d'inf�erence d�egage un ensemble de preuves, dites
admissibles, et un ensemble de jugements, dits valides, qui sont les conclu-
sions des preuves admissibles : on dira que ces conclusions sont valid�ees
par leurs preuves, admissibles. L'interpr�etation classique utilise les preuves
bien fond�ees, une autre, plus originale, accepte aussi les preuves in�nies en
profondeur. Ainsi, dans l'article d'Aczel [6], souvent cit�e, qui pr�esente les
d�e�nitions inductives et co-inductives (sous le nom de noyau) au sein d'un
syst�eme d'inf�erence, seules les preuves bien fond�ees sont utilis�ees pour ca-
ract�eriser les d�e�nitions inductives. C'est dans l'article de Coquand [20],
concernant la th�eorie des types et d�ej�a cit�e, qu'est introduite la notion de
preuves d�e�nies r�ecursivement, et donc potentiellement in�nies en profon-
deur : par l'isomorphisme de Curry-Howard, un terme s'interpr�ete en e�et
comme une preuve, et nous avons vu pr�ec�edemment qu'un terme d'un type
co-inductif peut être d�e�ni par un syst�eme d'�equations r�ecursives gard�ees.
Nous allons distinguer deux ensembles de preuves admissibles :

{ l'ensemble des preuvesbien fond�ees, pour lesquelles tout chemin �a
partir de la conclusion est �ni,

{ l'ensemble de toutes les preuves, o�u les chemins peuvent être �nis
comme in�nis.

Ces deux interpr�etations, inductives et co-inductives respectivement, per-
mettent en e�et de caract�eriser deux ensembles de jugements remarquables,
les plus petit et plus grand points �xes de l'op�erateur d'inf�erence associ�e
au syst�eme : c'est cette multiplicit�e de points de vue qui nous a paru par-
ticuli�erement int�eressante �a �etudier, avec d'une part, l'approche d�eductive,
utilisant les preuves, d'autre part, l'approche alg�ebrique, s'appuyant sur les
points �xes. Avant de d�evelopper cette comparaison, d'autres ensembles de
preuves m�eritent cependant d'̂etre mentionn�es, comme nous allons le voir
maintenant.

Digression : d'autres ensembles de preuves remarquables Voyons
tout d'abord un ensemble interm�ediaire entre celui des preuves bien fond�ees
et celui de toutes les preuves. Une preuve estr�eguli�ere si sur tout chemin in-
�ni partant de la racine, on ne rencontre qu'un nombre �ni de sous-preuves.
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Toute preuve bien fond�ee est ainsi r�eguli�ere. Quant �a une preuve r�eguli�ere,
bien qu'elle puisse être in�nie en profondeur, elle poss�ede un caract�ere bien
fond�e, moyennant une repr�esentation particuli�ere, que nous d�etaillons. As-
socions �a tout syst�eme d'inf�erence � un nouveau syst�eme, � 0, tel que toute
preuve r�eguli�ere dans � corresponde �a une preuve bien fond�ee dans � 0. Les
jugements de � 0 sont dess�equents qui, comme en d�eduction naturelle, ont
pour ant�ec�edent une suite de jugements de �, et pour th�ese un jugement de
� ; on note J ` j un tel s�equent, o�u J est une suite de jugements etj un juge-
ment. Les r�egles de � 0 se construisent �a partir de celles de � ainsi. Consid�e-
rons une r�egle (Z; z) de �, ce qui signi�e que de l'ensemble de pr�emissesZ , on
d�eduit la conclusion z. On lui associe les r�egles (f (J z ` y) j y 2 Z g; (J ` z)),
pour toute suite de jugementsJ ne contenant pasz. L'id�ee est ainsi de consi-
d�erer que la th�ese d'un s�equent peut servir d'ant�ec�edent dans une pr�emisse :
pour en tirer parti, on ajoute donc l'axiome classique (; ; (J ` z)) si z ap-
partient �a J . C'est cet axiome qui permet d'arrêter la traduction dans � 0 de
toute preuve r�eguli�ere dans �, permettant ainsi d'obtenir une preuve bien
fond�ee. Pr�ecis�ement, un jugement j est valid�e par une preuve r�eguli�ere dans
� si et seulement si le s�equent ; ` j est valid�e par une preuve bien fond�ee
dans � 0.
Reprenons l'exemple pr�ec�edent, o�u il s'agit de montrer que S! � S! . La
r�egle

(S! ; S! )

(S! ; S! )

donne dans le syst�eme associ�e les r�egles

J (S! ; S! ) ` (S! ; S! )

J ` (S! ; S! )
;

si bien que la preuve r�eguli�ere in�nie en profondeur

: : :

(S! ; S! )

(S! ; S! )

devient une preuve bien fond�ee, soit

;

(S! ; S! ) ` (S! ; S! )

; ` (S! ; S! )

:
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�A notre connaissance, cette transformation a �et�e uniquement �etudi�ee dans le
cas o�u les preuves in�nies sont n�ecessairement r�eguli�eres, du fait de la struc-
ture r�eguli�ere des jugements. On peut par exemple citer l'�etude de Brandt
et Henglein [17], concernant les relations d'�egalit�e structurelle et de sous-
typage pour les types r�ecursifs, o�u la transformation repose sur la même
id�ee d'utiliser des s�equents.
Pour terminer cet exemple, mentionnons le fait que l'ensemble des conclu-
sions des preuves r�eguli�eres forme un point �xe de l'op�erateur d'inf�erence.

D'autres ensembles de preuves admissibles sont envisageables. Par exem-
ple, on peut envisager de limiter l'application d'une r�egle d'inf�erence suivant
son contexte d'utilisation dans une preuve ; dans l'article des Cousot [24],
certainement �a l'origine de cette id�ee, c'est la profondeur des preuves des
pr�emisses qui est prise en compte. Cette m�ethode est utilis�ee dans les cha-
pitres suivants �a plusieurs reprises (cf. p. 106 pour une introduction, p. 116 et
suivantes pour un traitement d�etaill�e, p. 196 et p. 202 pour deux exemples).
Dans ce chapitre, nous donnons seulement une d�e�nition d'une telle inter-
pr�etation, dite mixte, ainsi qu'une mani�ere de construire des preuves ad-
missibles. Si nous n'avons pas �etudi�e plus avant cette interpr�etation, c'est
qu'elle ne m�ene pas �a d'autres caract�erisations int�eressantes ; par exemple,
la caract�erisation comme point �xe d'un op�erateur sur les jugements est
peu intuitive, contrairement �a celle par les preuves : c'est en tout cas la
conclusion que nous tirons de la lecture de l'article [24,x1.4], o�u les auteurs
Cousot et Cousod sont cependant moins cat�egoriques (®may be less intui-
tive ¯ , �ecrivent-ils).
En conclusion, cette possibilit�e de varier l'ensemble des preuves admissibles
nous semble un avantage d�ecisif de l'approche d�eductive, lui apportant une
grande souplesse.

Par la suite, nous allons comparer pour un syst�eme d'inf�erence l'approche
d�eductive, utilisant les preuves, �a une autre approche classique, par points
�xes. Nous nous limitons �a l'ensemble des preuves bien fond�ees et �a celui de
toutes les preuves.

Caract�erisation des points �xes �A tout syst�eme d'inf�erence, il est pos-
sible d'associer un op�erateur croissant sur les jugements, donnant pour tout
ensemble de jugements les conclusions qu'on peut en d�eduire en une inf�e-
rence : c'est l'op�erateur d'inf�erence. Il admet un plus petit point �xe et un
plus grand, qui peuvent être caract�eris�es8

8Nous nous appuyons sur l'article de Kanamori [43] pour les r�ef�erences historiques qui
suivent et que nous ne reprenons pas dans la bibliographie ; elles concernent des r�esultats
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{ de mani�ere impr�edicative 9, comme plus petite partie stable et plus
grandepartie dense(dual de stable) respectivement, grâce au th�eor�eme
de Tarski10,

{ de mani�ere it�erative, par induction trans�nie, cas particulier du r�esul-
tat valable pour toute application croissante sur un ensemble ordonn�e
complet11 (corollaire du th�eor�eme de Bourbaki (1939), o�u la r�ef�erence
aux ordinaux est remplac�ee par l'a�rmation de l'existence d'un en-
semble bien ordonn�e).

La caract�erisation par les preuves que nous allons donner est �a la fois pr�edica-
tive et libre de tout recours aux ordinaux12. Nous la quali�ons de d�eductive,
ce qu'elle est essentiellement, puisqu'elle s'exprime ainsi :

{ un jugement appartient au plus petit point �xe de l'op�erateur d'inf�e-
rence si et seulement s'il est valid�e par une preuvebien fond�ee,

{ un jugement appartient au plus grand point �xe de l'op�erateur d'inf�e-
rence si et seulement s'il est valid�e par une preuvequelconque.

Ainsi se justi�ent que le plus petit point �xe soit appel�e l'ensemble engendr�e
inductivement par le syst�eme d'inf�erence, de même que le plus grand soit
appel�e l'ensemble engendr�eco-inductivement : il su�t de penser �a la carac-
t�erisation correspondante par les preuves.
Les caract�erisations impr�edicatives et it�eratives concernent toute applica-
tion croissante d�e�nie sur un treillis complet, et pas seulement un op�erateur
croissant sur un ensemble. Il est donc naturel de se demander s'il est encore
possible de donner une caract�erisation d�eductive dans le cas g�en�eral d'un
treillis complet. Les donn�ees du probl�eme sont donc modi��ees ainsi : l'en-
semble des jugements est suppos�e former un treillis complet, et on consid�ere
une application croissante d�e�nie sur les jugements,� . La relation d'ordre
entre jugements peut être interpr�et�ee comme une r�egle d'a�aiblissement : si
z est inf�erieur �a y et si y a �et�e prouv�e, alors on peut d�eduire z. Une interpr�e-

math�ematiques classiques, d�evelopp�es initialement en th�eorie des ensembles, consid�er�ee
comme la th�eorie uni�ant les math�ematiques, et �nalement utilis�es pour fonder la s�eman-
tique d�enotationnelle des langages de programmation.

9Dans le sens �el�ementaire o�u chaque point �xe appartient �a l'ensemble �a partir duquel
il est d�e�ni.

10 Ou de Knaster-Tarski, Knaster l'ayant montr�e en 1928 dans le seul cas du treillis
complet form�e des parties d'un ensemble, Tarski le g�en�eralisant �a tout treillis complet (en
1939, repris dans son �etude classique de 1955).

11 Un ensemble ordonn�e est complet si toute châ�ne y admet une borne sup�erieure.
12 En ce sens, elle respecte l'intention de Kuratowski, qui dans son article de 1922, cherche

®�a �eliminer les nombres trans�nis des raisonnements math�ematiques ¯ , le th�eor�eme du
point �xe de Kuratowski �etant g�en�eralis�e par celui de Bourbaki. Cependant, s'exprimer
en terme de bon ordre ou d'ordinal est �evidemment �equivalent.
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tation en termes d'information se dessine : l'in�egalit�e z < y signi�e alors que
z contient moins d'information que y. Ainsi, le plus petit �el�ement du treillis
peut être interpr�et�e comme l'absence d'information, et plus g�en�eralement,
l'information contenue dans une partie du treillis correspond �a l'information
contenue dans la borne sup�erieure de cette partie. L'interpr�etation de � par
un syst�eme d'inf�erence devient claire : le syst�eme contient, en plus des r�egles
d'a�aiblissement, les r�egles (Z; � (_Z )), pour toute partie Z . On montre alors
les correspondances suivantes :

{ l'ensemble engendr�e inductivement par le syst�eme d'inf�erence associ�e
est �egal �a l'id�eal engendr�e 13 par le plus petit point �xe de � ,

{ l'ensemble engendr�e co-inductivement est �egal �a l'id�eal engendr�e par
le plus grand point �xe de � .

Cette d�emonstration est men�ee en formalisant l'interpr�etation pr�ec�edente
en termes d'information, par la repr�esentation classique du treillis complet
dans l'ensemble de ses parties, qui utilise les id�eaux principaux (c'est-�a-dire
les id�eaux engendr�es par les �el�ements du treillis).
La d�e�nition par les preuves bien fond�ees de l'ensemble engendr�e inductive-
ment par un syst�eme d'inf�erence est bien connue : on la trouve par exemple
dans l'introduction d'Aczel aux d�e�nitions inductives [6]. Pour l'ensemble
engendr�e co-inductivement, cette d�e�nition par les preuves est rarement
utilis�ee, pas par exemple dans l'article pr�ec�edent d'Aczel. Dans l'article de
Coquand [20], qui concerne les objets in�nis en th�eorie des types, et o�u des
preuves in�nies sont utilis�ees, c'est sous une forme l�eg�erement di��erente que
l'ensemble engendr�e co-inductivement est caract�eris�e (cf. [20,x2.4]) : elle est
n�eanmoins �equivalente �a la caract�erisation par les preuves lorsque le syst�eme
d'inf�erence est d�eterministe 14. En ce qui concerne les treillis complets, cette
approche d�eductive n'est pas utilis�ee, �a notre connaissance.

Utiliser les preuves pour raisonner Les preuves peuvent être utilis�ees
directement pour valider des jugements. On peut les construire �a partir de
syst�emes d'�equations r�ecursives ; cette m�ethode est particuli�erement adapt�ee
lorsque c'est l'ensemble engendr�e co-inductivement qui est consid�er�e, alors
que pour l'ensemble engendr�e inductivement, il est n�ecessaire en plus de
v�eri�er la bonne fondation des preuves ainsi construites. Dans ce dernier cas,
on pr�ef�ere donc partir de la bonne fondation des preuves pour raisonner par

13 L'id�eal engendr�e par un �el�ement z est la section initiale ferm�ee engendr�ee par z, soit
l'ensemble desy inf�erieurs ou �egaux �a z.

14 Un syst�eme d'inf�erence est d�eterministe si deux r�egles ayant même conclusion sont
�egales : la conclusion d'une r�egle d�etermine ainsi ses pr�emisses, ce qui implique qu'un
jugement est valid�e par une unique preuve.
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r�ecurrence structurelle. Ainsi se dessinent deuxprincipes, l'un co-inductif ,
l'autre inductif ; �etant donn�e un syst�eme d'inf�erence � et une partie Z de
l'ensemble des jugements, ils permettent de montrer respectivement que

{ Z est inclus dans l'ensemble engendr�e co-inductivement par �, si l'on
peut construire des preuves validant les jugements deZ ,

{ l'ensemble engendr�e inductivement par � est inclus dans Z , si l'on
peut montrer l'appartenance �a Z par r�ecurrence structurelle sur les
preuves bien fond�ees.

Ces principes sont optimaux dans le sens o�u la conclusion qu'ils permettent
de d�eduire est �equivalente �a la condition �a v�eri�er pour appliquer le principe.
�A �n de comparaison, il est utile de les d�ecliner suivant les deux autres ca-
ract�erisations donn�ees, impr�edicatives et it�eratives. Consid�erons l'op�erateur
d'inf�erence ' associ�e �a �. Il est possible de calculer le plus petit point �xe �a
partir de l'ensemble vide, puis en it�erant par ' , en prenant pour le premier
ordinal limite, ! , la r�eunion des it�er�es, et en continuant ainsi jusqu'�a obtenir
une stabilisation. Soient (� � (' )) � ordinal cette suite d'it�er�es, stationnaire �a
partir d'un certain rang, et ( r � (' )) � ordinal celle obtenue par dualit�e et per-
mettant de calculer le plus grand point �xe. Pour les deux caract�erisations,
voici les conditions permettant de d�eduire pour le principe inductif que le
plus petit point �xe de ' est inclus dansZ , pour le principe co-inductif que
Z est inclus dans le plus grand point �xe de' :

` ` ` ` ` ` ` ` ` ` ` ` ` `caract�erisation
principe

inductif co-inductif

impr�edicative stabilit�e de Z \ lfp( ' ) densit�e de Z [ gfp(' )
' (Z \ lfp( ' )) � Z Z � ' (Z [ gfp(' ))

it�erative induction trans�nie
8 � : ( 8 � < � :

� � (' ) � Z
) ) � � (' ) � Z

8 � : ( 8 � < � :
Z � r � (' )

) ) Z � r � (' )

Avec ces conditions, tous les principes sont optimaux ; autrement dit, pour
chaque principe, toutes ces conditions sont �equivalentes entre elles et �a la
conclusion qu'elles permettent de d�eduire. La comparaison qui suit n'est
donc pas logique, mais m�ethodologique. On cherche �a interpr�eter en termes
de preuves les conditions tir�ees des caract�erisations impr�edicatives et it�era-
tives.
Pour le principe inductif, lorsqu'on raisonne par r�ecurrence structurelle sur
les preuves, on montre, r�egle par r�egle, la condition de stabilit�e. Cette condi-
tion de stabilit�e est g�en�eralement donn�ee sous une forme plus forte, puis-
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qu'elle concerne la stabilit�e de Z et non celle deZ \ lfp( ' ) : le principe
associ�e, qui n'est pas optimal, est souvent appel�e le principe inductif de
Park, en r�ef�erence �a son article pr�ecurseur [62]. La forme plus faible, utilis�ee
ici, qui donne un principe optimal, est tr�es courante : en t�emoigne par exem-
ple son utilisation dans des d�emonstrateurs de th�eor�emes, comme Isabelle
[64, x2.3].
Quant �a l'induction trans�nie, elle correspond �a l'ordonnancement des preuves
suivant leur hauteur, plus exactement suivant une notion �etendue de la hau-
teur, exprim�ee par un ordinal. La hauteur d'un arbre �ni est donn�ee par un
entier naturel, mesurant la longueur du plus grand chemin de la racine �a
une feuille, et est d�e�nie par l'�equation r�ecursive suivante :

h(f (ai ) i 2 I ) =
_

i 2 I

h(ai ) + 1 ;

o�u f (ai ) i 2 I est l'arbre �etiquet�e par f �a la racine et ayant pour sous-arbres
imm�ediats les arbres de la famille (ai ) i 2 I . Cette d�e�nition peut être �eten-
due aux arbres bien fond�es, �a condition de l'interpr�eter dans la classe des
ordinaux, et non seulement dans l'ensemble des entiers. C'est qu'en e�et
un arbre bien fond�e peut poss�eder un n�ud ayant une in�nit�e de �ls, et la
borne sup�erieure peut être alors in�nie dans l'�equation pr�ec�edente. �A l'aide
de cette notion de hauteur, on montre que l'ensemble �� (' ) est constitu�e
des jugements valid�es par au moins une preuve de hauteur inf�erieure �a� :
on dit que ces jugements admettent une complexit�e inf�erieure �a � . Cette
caract�erisation des it�er�es �a partir des preuves est classique et se trouve par
exemple dans l'article d'Aczel [6, pp. 743, 747].
Pour le principe co-inductif, l'induction trans�nie sur les it�er�es s'interpr�ete
plus facilement si l'on raisonne par dualit�e. Soit e' l'op�erateur dual de ' ,
d�e�ni par

e' (Z ) = : ' (: Z ) ;

o�u pour toute partie Z de l'ensemble des jugements,: Z est son compl�emen-
taire. Cet op�erateur permet de d�e�nir le syst�eme dual de �, not�e e�. �Etant
donn�e un it�er�e r � (' ), on cherche �a caract�eriser ses jugements par les preuves
qu'ils admettent dans un certain syst�eme d'inf�erence. Comme l'it�er�e contient
l'ensemble engendr�e co-inductivement par �, ce syst�eme est n�ecessairement
une extension de � : le plus simple est d'y ajouter des axiomes. La question
est de savoir quels axiomes. On peut montrer facilement que le plus grand
point �xe de ' a pour compl�ementaire le plus petit point �xe de e' , de même
que r � (' ) a pour compl�ementaire � � ( e' ), soit l'ensemble des jugements de
complexit�e inf�erieure �a � dans le syst�eme dual e�. On montrera qu'il su�t
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d'ajouter comme axiomes �a � les jugements de complexit�e � +1 dans e� pour
obtenir la caract�erisation souhait�ee, qui semble nouvelle : l'it�er�e r � (' ) est
alors �egal �a l'ensemble engendr�e co-inductivement par cette extension de �.
Quant �a la condition de densit�e, toujours pour le principe co-inductif, elle
permet de d�e�nir pour chaque jugement j de Z une �equation r�ecursive d�e-
�nissant la preuve de j en fonction de preuves d'autres jugements deZ et
de preuves de jugements dans gfp(' ). Plus g�en�eralement, �etant donn�e un
syst�eme d'�equations r�ecursives d�e�nissant des preuves, pour d�eduire que Z
est inclus dans le plus grand point �xe de ' , il su�t de pouvoir associer
�a chaque jugement deZ une �equation de mani�ere �a ce que la valeur de la
solution en l'inconnue correspondante donne la preuve du jugement . La
condition de densit�e s'exprime donc plutôt ainsi :

9 Y : Z � Y ^ Y � ' (Y ) :

Par exemple, Y peut être choisi �egal �a l'ensemble des jugements valid�es
par les preuves solutions du syst�eme, ainsi que par leurs sous-preuves. Cette
condition est seulement en apparence plus faible que la condition donn�ee pr�e-
c�edemment, car toutes les deux sont �equivalentes �a la conclusion du principe
co-inductif, Z � gfp(' ).
La condition de densit�e est la condition duale de celle de stabilit�e. Elle est
particuli�erement utilis�ee pour montrer que deux processus sont bisimilaires,
habituellement sous sa forme plus forte,Z � ' (Z ). Illustrons notre com-
paraison par cet exemple de la bisimilarit�e, au c�ur de la s�emantique des
processus communicants depuis les travaux fondateurs de Park [63] et Milner
[54].

L'exemple de la bisimilarit�e entre processus Consid�erons un ensem-
ble de processus, g�en�eralement donn�e par une alg�ebre, et une relation de
transitions �etiquet�ees entre processus. SiP et P0 sont deux processus, la
transition P a�! P0 signi�e que le processusP peut se transformer enP0

en r�ealisant l'action (observable) a. Deux processussont dits bisimilaires
s'ils r�ealisent exactement les mêmes actions, plus exactement les mêmes s�e-
quences d'actions maximales : ce n'est pas leur structure interne qui importe,
mais leurs actions observables, d'o�u le terme de simulation pour rendre
compte de cette �equivalence. Formellement, la relation de bisimilarit�e est
d�e�nie par un syst�eme d'inf�erence. Pour faciliter l'expression des r�egles d'in-
f�erence, il est utile d'appeler une fonction de choix pour un processusP
toute fonction S de l'ensemble des actions dans l'ensemble des processus
telle que pour toute action a du domaine deS, la transition P a�! S(a) est
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possible. Le syst�eme d'inf�erence contient alors toutes les r�egles bien d�e�nies
de la forme suivante, pour tout couple de processus (P1; P2) et toute paire
de fonctions de choixS1 et S2 pour les processusP1 et P2 respectivement :

f (P0
1; S2(a)) j P1

a�! P0
1g [ f (S1(a); P0

2) j P2
a�! P0

2g

(P1; P2)
:

Comme les processus ont pour vocation d'̂etre des objets au comportement
in�ni, c'est l'interpr�etation co-inductive de ce syst�eme qui est retenue. L'op�e-
rateur d'inf�erence associ�e ' est alors d�e�ni pour toute relation R par :

' (R)
def
= f (P1; P2) j8 a : 8 P0

1 : P1
a�! P0

1 )
9 P0

2 : P2
a�! P0

2 ^ (P0
1; P0

2) 2 R
^
8 P0

2 : P2
a�! P0

2 )
9 P0

1 : P1
a�! P0

1 ^ (P0
1; P0

2) 2 Rg:

La d�e�nition habituelle de la bisimilarit�e utilise cet op�erateur, puisqu'elle
est d�e�nie comme la plus grande relation R v�eri�ant R � ' (R) (voir par
exemple l'expos�e de Milner pr�esentant la s�emantique des processus concur-
rents [55, pp. 1216-1217]). On reconnâ�t la caract�erisation de Tarski du plus
grand point �xe de ' . La m�ethode de d�emonstration par bisimulation, tr�es
utilis�ee pour les alg�ebres de processus, d�eduit de la condition forte de den-
sit�e la bisimilarit�e : �etant donn�ee une relation R entre processus, siR est
inclus dans ' (R), alors les couples de processus dansR sont bisimilaires.
�A ce principe qui n'est pas optimal, une am�elioration peut être apport�ee,
permettant d'utiliser une condition plus faible que la densit�e. L'article de
Sangiorgi [75] en donne une formulation synth�etique : �etant donn�ee une re-
lation R, si R est inclus dans ' (F (R)), pour une application F v�eri�ant
certaines conditions, alors les couples de processus dansR sont bisimilaires.
Les conditions portant sur F visent �a assurer que la r�eunion des it�er�es de R
par F ,

S
i 2 N F i (R)15, forme une partie dense pour' (cf. [75, Th. 2.11]). On

reconnâ�t cette fois-ci une instance de la condition9 S : R � S ^ S � ' (S),
aboutissant �a un principe optimal.

Ici s'ach�eve la pr�esentation du chapitre. Par la suite, nous �etudions suc-
cessivement

{ les syst�emes d'�equations r�ecursives,

15 On traite ici le seul cas o�u F est expansive (R � F (R) pour toute relation R), cas
auquel il est possible de se ramener.
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{ la caract�erisation d�eductive de l'induction et de la co-induction, faisant
appel aux preuves.

Nous pr�esentons aussi un exemple �el�ementaire d'application de l'approche
d�eductive, en d�e�nissant l'ordre d'approximation et l'�egalit�e entre arbres par
des syst�emes d'inf�erence interpr�et�es co-inductivement. On obtient ainsi une
formulation �el�egante de ces relations habituellement pr�esent�ees sous la forme
d'une extension aux arbres des relations sur les �etiquettes (cf. par exemple
l'article de Courcelle [21, p. 45]). Nous donnons ces d�e�nitions en raison,
non pas de leur int�erêt intrins�eque, mais de leur utilit�e dans les chapitres
suivants.
Pr�ealablement �a tout d�eveloppement, pr�ecisons quelques notations concer-
nant les familles.

Notations : applications, fonctions et familles Une application est d�e-
�nie par un ensemble de d�epart, E , un ensemble d'arriv�ee, F , et un graphe,
relation fonctionnelle incluse dansE � F et de domaine l'ensemble de d�epart
E . On note F E l'ensemble des applications deE dans F .
De mani�ere classique, on consid�ere par la suite qu'unefonction f de E dans
F est le prolongement d'une application d�e�nie sur une partie de E, qui
associe �a tout �el�ement hors de cette partie la valeur de non d�e�nition ? .
En notant F? l'ensemble (point�e) F [ f?g , on obtient que toute fonction
de E dans F devient une application de E dans F? ; assez naturellement,
l'ensemble des fonctions deE dans F est not�e ( F? )E . On note domf le
domaine def , soit l'ensemble desx de E tels que f (x) 6= ? .
On appelle aussifamille le graphe d'une application. Ce faisant, on met l'ac-
cent sur une notation particuli�ere : si f est une application deE dans F ,
on note (f (i )) i 2 E , ou (f i ) i 2 E , ou encore laconiquement (f ), la famille asso-
ci�ee. L'ensembleE est appel�e l'ensemble des indices de la famille, l'ensemble
f (E ), celui des �el�ements de la famille ou l'image de la famille. Il convient
de noter que l'ensemble des applications deE dans F est en bijection avec
l'ensemble des familles ayant pour ensemble d'indicesE et pour image une
partie de F ; par la suite, nous utilisons tacitement cette bijection.
Souvent, une famille sert �a d�ecrire un ensemble, sous une forme index�ee :
une famille d�ecrit l'ensemble E si son image est l'ensembleE . Lorsque la fa-
mille est injective, c'est-�a-dire lorsque l'application associ�ee l'est, on obtient
une description univoque de l'ensembleE . Par exemple, la famille identique
(i ) i 2 E d�ecrit l'ensemble E de mani�ere univoque.
Dans le cas o�u les �el�ements de la famille sont trait�es comme des ensembles,
on pr�ef�ere une notation ensembliste. La famille (A i ) i 2 I est alors not�ee comme
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le produit cart�esien index�e
Q

i 2 I A i ; c'est qu'en e�et les familles d'ensembles
permettent de g�en�eraliser le produit cart�esien, une famille ( ai ) i 2 I apparte-
nant au produit cart�esien g�en�eralis�e

Q
i 2 I A i si pour tout i , on a ai 2 A i .

En�n, �evoquons quelques familles remarquables.
Lorsque l'ensemble des indicesI est �ni, il est implicitement suppos�e que
I est un segment initial de l'ensemble des entiers naturels. SiI a n �el�e-
ments, on utilise alors une notation cart�esienne, (f 0; : : : ; f n� 1), pour la fa-
mille ( f i )0� i<n ; avec le point de vue ensembliste, on noteA0 � : : : � An� 1 la
famille (A i )0� i<n ; bien noter que la classe des familles d'ensembles index�ees
par un segment initial des entiers naturels est en bijection avec la classe
des produits cart�esiens d'ensembles ; par la suite, l�a encore, nous utilisons
tacitement cette bijection.
La famille associ�ee �a la fonction de domaine vide est not�ee ()16 ; on asso-
cie �a l'application constante sur E de valeur c la famille constante (c) i 2 E ;
avec le point de vue ensembliste, cette famille se notecE , puisqu'elle corres-
pond �a l'ensemble des applications deE dans c; la famille associanty �a x
est not�ee (x : y) ; �etant donn�e une famille ( f i ) i 2 I , son prolongement enx
n'appartenant pas �a I par la valeur y est not�e (( f ); x : y).

1.1 D�e�nir des arbres

Par la suite, les arbres sont repr�esent�es de mani�ere concr�ete. On consi-
d�ere deux ensembles,P, l'alphabet �a partir duquel est engendr�e librement
l'ensemble des positions, etF , l'ensemble des �etiquettes associ�ees aux posi-
tions ; un arbre est alors une fonction de l'ensembleP � des positions dans
l'ensemble des �etiquettes, dont le domaine est ferm�e par pr�e�xe. On se r�ef�e-
rera au tableau 1.1 pour des d�e�nitions classiques concernant les arbres, qui
peuvent être in�nis en profondeur et en largeur17.
Nous plongeons l'ensemble de variablesX dansT 1

F [X ] : �a chaque variable x
est associ�e l'arbre (" 7! x), qu'on notera aussix. De même, l'ensembleF est
plong�e dans T 1

F , tout comme la valeur de non-d�e�nition, ? , dans (T 1
F )? .

Les notations pour les images de ces plongements sont coh�erentes avec la
notation pr�e�xe de la �n du tableau 1.1.

16 Nous utiliserons cette notation �egalement dans l'interpr�etation ensembliste, �a la place
de la notation courante 1, ensemble singleton, qui est un �el�ement neutre du produit car-
t�esien (�a un isomorphisme pr�es).

17 C'est-�a-dire de degr�e in�ni.
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P � (ensemble des positions) : mono•�de libre engendr�e par P, un mot p est
not�e p(0) : : : p(jpj � 1), " est le mot vide
� p (relation pr�e�xe imm�ediate) : p � p q s'il existe j 2 P tel que p j = q
� +

p ; � �
p (relations pr�e�xes) : fermetures respectivement transitive, r�eexive

et transitive de � p

� s (relation su�xe imm�ediate) : p � s q s'il existe j 2 P tel que j p = q
� +

s ; � �
s (relations su�xes) : fermetures respectivement transitive, r�eexive

et transitive de � s

F : ensemble des �etiquettes
? : valeur de non-d�e�nition, et particuli�erement notation pour l'arbre vide
T 1

F (arbres �etiquet�es par F ) : une fonction a : P � ! F appartient �a T 1
F si

son domaine, doma, est non vide et ferm�e par pr�e�xe
(T 1

F )? : T 1
F [ f?g (ajout de l'arbre vide)

X : ensemble de variables
T 1

F [X ] : arbres �etiquet�es par ( F [ X ) tels que toute variable apparâ�t n�e-
cessairement en une feuille
sous-arbre :a=p est le sous arbre en positionp (vide si p =2 doma)
� (relation ®est un sous-arbre imm�ediat de¯ ) : a � b s'il existe j 2 P tel
que a = b=j
� + ; � � (relations ®est un sous-arbre dē ) : fermetures respectivement
transitive, r�eexive et transitive de �
f (ai ) i 2 I : notation pr�e�xe pour un arbre a 2 T 1

F (ou (T 1
F )? ) d�e�ni par

a(" ) = f et pour tout i 2 I , a=i = ai , avecai 2 T 1
F (ou (T 1

F )? ) ( I � P )

Tab. 1.1 { Notations pour les arbres
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1.1.1 R�ecurrence et r�ecursion

En premier lieu, nous pr�esentons la m�ethode qui va nous permettre de
raisonner sur les arbres in�nis en profondeur, c'est-�a-dire poss�edant un che-
min in�ni �a partir de la racine. Rappelons pr�ealablement la mani�ere dont
on raisonne sur les arbres bien fond�es. Un arbrea 2 T 1

F est bien fond�e
s'il n'existe pas de suite strictement croissante dans son domaine ordonn�e
par la relation pr�e�xe � +

p . La relation ®est un sous-arbre dē , � + , res-
treinte �a l'ensemble T des arbres bien fond�es, est alors bien fond�ee : en e�et,
remarquons quea=p q = ( a=p)=q

, si bien qu'une suite strictement d�ecrois-
sante d'arbres correspondrait �a une suite strictement croissante de positions
appartenant au domaine du premier arbre de la suite. La r�ecurrence struc-
turelle est alors l'outil naturel pour montrer des propri�et�es concernant les
arbres bien fond�es, et la r�ecursion pour d�e�nir des applications de domaine
l'ensemble de ces arbres.
Pour les arbres in�nis, ces techniques ne sont plus possibles. Cependant, par
une forme de dualit�e, plutôt que de s'appuyer sur la bonne fondation des
arbres, on peut raisonner par r�ecurrence sur les positions : on change de
perspective, qui d'orient�ee initialement vers les feuilles se dirige maintenant
vers la racine.
Prenons l'exemple d'une propri�et�e d�e�nie par un pr�edicat binaire P, fonc-
tion d'un arbre et d'une position. Comme on le verra, d'utiles propri�et�es sont
stables pour un syst�eme d'inf�erence form�e de r�egles de la forme suivante :

f (a=qi ; r i ) j i 2 I g

(a; p)
;

o�u �a tout arbre a et �a toute position p, a �et�e associ�ee une famille ((qi ; r i )) i 2 I ,
�eventuellement vide, telle que pour tout i appartenant �a I , on a qi r i = p et
qi 6= " . La stabilit�e signi�e que si pour tout i on a montr�e P(a=qi ; r i ), alors
on peut d�eduire P(a; p). Elle peut être utilis�ee de deux mani�eres, duales.
Si on consid�ere les arbres bien fond�es, on peut raisonner par r�ecurrence
structurelle ainsi. Soit a un arbre et supposons

8 b � + a : 8 p : P(b; p) :

Par stabilit�e, on d�eduit que pour toute position p, on a P(a; p), et on peut
conclure que la propri�et�e est v�eri��ee universellement.
Si on consid�ere tous les arbres, bien fond�es ou non, on raisonne par r�ecurrence
sur les positions, ordonn�es par la relation su�xe � +

s . Soit p une position et
supposons

8 r � +
s p : 8 a : P(a; r ) :
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Par stabilit�e, on d�eduit que pour tout arbre a, on a P(a; p), et on peut
conclure que la propri�et�e est v�eri��ee universellement.
Il s'av�ere que les deux techniques que nous venons d'�evoquer sont des ins-
tances du th�eor�eme classique suivant, valable pour tout ensemble muni d'une
relation bien fond�ee.

1.1.1 Th�eor�eme (R�ecurrence et r�ecursion)
Soit W un ensemble muni d'une relation bien fond�ee< , c'est-�a-dire n'ad-
mettant pas de suite strictement d�ecroissante suivant< 18 :

8 (an )n2 N 2 W N : : (8 n : an+1 < an ) :

Consid�erons une propri�et�e portant sur les �el�ements de W et d�e�nie par un
pr�edicat unaire Q v�eri�ant :

8 a 2 W : (8 a0 < a : Q(a0)) ) Q(a) :

Alors la propri�et�e est universellement vraie :

8 a 2 W : Q(a) :

�Etant donn�e un ensembleA quelconque, soitF une fonction deW � (A? )W

dansA telle que pour tout couple(x; f ) du domaine deF , f a pour domaine
de d�e�nition la section initiale ouverte engendr�ee par x :

8 y 2 W : y < x , y 2 domf :

Alors il existe une unique applicationg v�eri�ant :

8 x 2 W : g(x) = F (x; gj< x ) ;

o�u gj < x est la restriction de g �a la section initiale ouverte engendr�ee par x.

La d�emonstration que nous donnons utilise un syst�eme d'inf�erence pour
construire le graphe de l'application d�e�nie r�ecursivement. Il conviendrait
donc de lire pr�ealablement les d�e�nitions du paragraphe 1.2.1 : outre les
d�e�nitions d'un syst�eme d'inf�erence, de ses r�egles d'inf�erence et des preuves

18 Il s'agit plutôt d'un crit�ere de terminaison pour la relation inverse de < . Il est souvent
pr�ef�er�e la d�e�nition n�th�erienne d'une relation bien fond�ee, qui a�rme que toute partie
non vide admet un �el�ement minimal suivant < . Cette d�e�nition implique le crit�ere de
terminaison, qui lui est �equivalent si l'on admet l'axiome du choix. Remarquons que la
d�emonstration du th�eor�eme utilise d'ailleurs cet axiome.
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dans ce syst�eme, il est indispensable de savoir que l'ensemble engendr�e in-
ductivement par ce syst�eme se d�e�nit comme l'ensemble des conclusions des
preuves qui sont bien fond�ees.

D�emonstration
� R�ecurrence
Supposons8 a 2 W : (8 a0 < a : Q(a0)) ) Q(a). Montrons par l'absurde le
r�esultat. On suppose que le compl�ementaire deQ dans W n'est pas vide ;
on va construire par r�ecurrence une suite (an )n form�ee d'�el�ements du com-
pl�ementaire de Q, strictement d�ecroissante suivant < , ce qui contredit la
bonne fondation deW .
� n = 0
Par hypoth�ese, il existe a n'appartenant pas �a Q et on posea0 = a.
� n > 0
Supposons la suite construite jusqu'au rangn � 1. N�ecessairement, il existe
a0 < an� 1 n'appartenant pas �a Q et on posean = a0.
� R�ecursion
L'unicit�e se d�emontre par r�ecurrence structurelle sur W sans di�cult�e.
Montrons l'existence. Consid�erons le syst�eme d'inf�erence d�e�ni sur W � A
et compos�e uniquement des r�egles

f (y; f (y)) j y < xg

(x; F (x; f ))
;

pour tout x dans W et toute fonction f de W dans A de domaine< x.
Ce syst�eme a pour but de d�ecrire le graphe deg. Consid�erons l'ensemble en-
gendr�e inductivement par ce syst�eme, I , et montrons qu'il d�ecrit un graphe
d'application.
Tout d'abord, montrons que c'est un graphe de fonction : si (x; a) et (x; a0)
sont dans I , alors a = a0.
C'est imm�ediat par r�ecurrence structurelle sur la preuve bien fond�ee de
(x; a).
Montrons maintenant que I d�e�nit un graphe d'application.
On montre par r�ecurrence sur W la propri�et�e suivante : pour tout x de W ,
il existe un �el�ement a de A tel que (x; a) appartienne �a I .
Soit x dans W . Supposons que pour touty < x, il existe ay tel que (y; ay)
appartienne �a I . Alors soit f la fonction d�e�nie sur < x par f (y) = ay .
D�e�nissons a par F (x; f ) : on a bien (x; a) dans I .
Finalement, par construction, l'application g d�e�nie inductivement par le
syst�eme d'inf�erence v�eri�e 8 x 2 W : g(x) = F (x; gj< x ).
x
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Par la suite, on utilisera ce th�eor�eme pour l'ensemble des arbres bien
fond�es et pour l'ensemble des positions, le mono•�de libre P � , bien fond�e
suivant la relation d'ordre su�xe � +

s .

1.1.2 R�esoudre des syst�emes d'�equations r�ecursives

Venons-en maintenant au c�ur de cette partie, et d�e�nissons les syst�emes
d'�equations r�ecursives que nous consid�erons.

En un premier temps, nous consid�erons l'ensembleT 1
F des arbres �eti-

quet�es ; dans un second temps, on construit les arbres en respectant une
contrainte suppl�ementaire, exprim�ee sous la forme d'une signature.

Pour mat�erialiser la solution d'un syst�eme, introduisons les valuations.
Une valuation attribue �a chaque variable une valeur, choisie parmi les arbres
sans variable, et lorsqu'elle est appliqu�ee �a un arbre poss�edant des variables,
elle remplace chacune de ses variables par la valeur associ�ee. Pr�ecis�ement,
une valuation � est une application deX dansT 1

F . Son extension, deT 1
F [X ]

dans T 1
F , not�ee [� ] en position su�xe, est d�e�nie ainsi, pour tout arbre

a 2 T 1
F [X ] et toute position p :

a[� ](p)
def
=

8
>>>><

>>>>:

a(p) si a(p) 2 F ;

� (y)( r ) si

(
p = q r ;

a(q) = y (y 2 X ) ;

? sinon.

Remarquons que dans le second cas, la d�ecomposition dep en q r est unique,
tout comme la variable y, puisqu'une variable ne peut être qu'une feuille.
Un syst�eme d'�equations r�ecursives sur T 1

F [X ] est une famille (non n�ecessai-
rement �nie) ( ax )x2X d'arbres appartenant �a T 1

F [X ], index�ee par l'ensemble
X des variables inconnues, et est not�e ainsi :

(x = ax )x2X :

Pour toute variable x, l'expression x = ax est alors appel�ee l'�equation en x
du syst�eme ; elle est gard�ee si son membre droit poss�ede une �etiquette de
garde :

ax (" ) 2 F :

Le syst�eme est gard�e si chacune de ses �equations est gard�ee. Unesolution
du syst�eme est une valuation � telle que :

8 x 2 X : � (x) = ax [� ] :



50 Chapitre 1. Repr�esenter par des arbres

Souvent, nous consid�ererons des syst�emesquasi-uniformes, qui sont gard�es :
soit ax appartient �a T 1

F , soit ax = f (x i ) i 2 I (en notation pr�e�xe), o�u f
appartient �a F et pour tout i , x i est une variable.
Le th�eor�eme suivant est fondamental.

1.1.2 Th�eor�eme (Existence et unicit�e de la solution dans T 1
F )

Tout syst�eme gard�e d'�equations r�ecursives sur T 1
F [X ] admet une unique

solution �a valeur dans T 1
F .

D�emonstration
Soient (x = ax )x2X un syst�eme gard�e et � une valuation. On a :

8 x 2 X : � (x) = ax [� ] , 8 x 2 X ; p 2 P � : � (x)(p) = ax [� ](p) :

�Evaluons ax [� ](p) :

ax [� ](p) =

8
>>>><

>>>>:

ax (p) si ax (p) 2 F ;

� (y)( r ) si

(
p = q r ;

ax (q) = y (y 2 X ) ;

? sinon.

Puisque le syst�eme est gard�e, dans le second cas,r � +
s p. Ainsi, la valuation �

est solution si et seulement si la famille (� (x)) x v�eri�e une d�e�nition r�ecursive
sur l'ensemble bien fond�e des positions (ordonn�e suivant la relation su�xe).
Par le th�eor�eme 1.1.1 (p. 47), il existe une unique famille v�eri�ant cette
d�e�nition r�ecursive : c'est l'unique solution du syst�eme.
x

Plutôt que seulement consid�erer des arbres �etiquet�es, il est souvent utile
de munir l'ensemble des arbres d'une structure alg�ebrique. Chaque �etiquette
symbolise alors une fonction poss�edant un certain pro�l. Si les arbres sont
d'une seule sorte, le pro�l se r�eduit �a l'arit�e, soit le nombre d'arguments ; s'ils
sont de plusieurs sortes, le pro�l se compose de l'arit�e, qui donne les sortes
du premier argument jusqu'au dernier, ainsi que de la sorte du r�esultat.
Dans les deux cas, le nombre d'arguments est �ni, et cette limitation nous
empêche de consid�erer les arbres �etiquet�es comme un cas particulier d'arbres
respectant une certaine signature. Aussi, nous g�en�eralisons cette notion de
signature, de mani�ere �a pouvoir traiter par la suite le seul cas des arbres
respectant une signature sans restreindre la port�ee de notre propos : nous
parlerons designature concr�ete, dans le sens o�u l'ensemble des positionsP �

est pris en compte dans la d�e�nition de la signature.
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On consid�ere un ensemble de sortesS, un ensembleP engendrant libre-
ment les positions et un ensemble d'�etiquettesF .
Une signature concr�ete d�e�nie sur S, P et F est form�ee de deux applica-
tions, d'une part d'une application de F dans l'ensemble des fonctions deP
dans S donnant pour chaque �etiquette son arit�e concr�ete, soit la position et
la sorte de chaque argument, et d'autre part d'une application deF dansS,
donnant la sorte du r�esultat.
Soit � = ( A : F ! (S? )P ; R : F ! S ) une signature concr�ete. Si f est une
�etiquette, le couple (A (f ); R (f )) est appel�e le pro�l de f , et se note

� Y

j 2 dom A (f )

A (f )( j )
�

! R (f ) :

Un arbre a appartenant �a T 1
F respecte la signature � si pour toute position

p de son domaine, la condition d'arit�e est v�eri��ee :

8 j 2 P ; s 2 S : A (a(p))( j ) = s , (p j 2 doma ^ R (a(p j )) = s) :

Ainsi, dans le cas classique d'une signature �a une seule sorte, qu'on notera
s, o�u l'arit�e d'une �etiquette se d�e�nit par le nombre de ses arguments, il est
possible de prendre pourP l'ensemble des entiers naturels,N, et de d�e�nir
la signature concr�ete ainsi : si une �etiquette a pour arit�e n, alors son arit�e
concr�ete est la fonction qui associe �a tout entier entre 0 etn � 1 la sortes, la
sorte de son r�esultat �etant �evidemment s ; dans ce cas, la condition d'arit�e
se r�ecrit ainsi, pour un arbre a en une position p de son domaine telle que
a(p) a pour arit�e n :

8 j 2 P : 0 � j < n , p j 2 doma :

Comme annonc�e en introduction, montrons que l'ensembleT 1
F des arbres

�etiquet�es est isomorphe �a l'ensemble T 1
� des arbres respectant une certaine

signature concr�ete �, �a une seule sorte s. Cet isomorphisme qu'on note� an-
note chaque �etiquette d'un arbre par l'arit�e concr�ete rencontr�ee en la position
consid�er�ee, sa r�eciproque les e�a�cant. Pr�ecis�ement, la signature concr�ete �
est d�e�nie sur le singleton f sg, form�e de l'unique sorte, l'ensembleP engen-
drant librement les positions et sur l'ensembleF � (f sg? )P des �etiquettes,
et est munie des deux applicationsA et R v�eri�ant

A (( f; A ))
def
= A ;

R (( f; A ))
def
= s ;
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alors que l'isomorphisme� v�eri�e l'�equation :

� (f (ai ) i 2 I ) = ( f; (s) i 2 I )( � (ai )) i 2 I :

Nous r�ecapitulons dans le tableau 1.2 les d�e�nitions et les notations utiles
concernant les signatures concr�etes et les termes, c'est-�a-dire les arbres res-
pectant une signature. Bien noter la di��erence entre les valeurs de non-
d�e�nition ? s et la valeur de non-d�e�nition, ? , vue pr�ec�edemment. Une po-
sition p dans un arbre a telle que a(p) = ? s appartient au domaine de a,
alors que la valeur de non-d�e�nition ? se d�e�nit par l'�equivalence suivante :

a(p) = ?
def
, p =2 doma :

Aussi, l'arbre vide, pr�ec�edemment d�e�ni comme l'arbre de domaine vide et
not�e ? , ne respecte aucune signature concr�ete.�A la place, pour chaque sorte
s, il existe un arbre vide, not�e ? s, de domaine" . Bien sûr, l'isomorphisme
d�ecrit pr�ec�edemment entre T 1

F et T 1
� , pour une certaine signature concr�ete

�, se prolonge en un isomorphisme entre (T 1
F )? et T 1

� ?
.

En�n, l'�egalit�e entre deux termes a et b est �equivalente �a :

8 p 2 P � : a(p) = b(p) ;

ou encore, sans utiliser la valeur? ,

(dom a = dom b) ^ (8 p 2 doma : a(p) = b(p)) :

On peut a�aiblir cette derni�ere proposition, grâce �a la condition d'arit�e.

1.1.3 Lemme ( �Egalit�e entre termes)
Consid�erons une signature concr�ete � et deux � -termes a et b. Alors :

a = b , (dom a � domb) ^ (8 p 2 doma : a(p) = b(p)) :

D�emonstration
Supposons doma � domb et 8 p 2 doma : a(p) = b(p). Montrons que
doma = dom b par l'absurde.
Soit p tel que a(p) = ? et b(p) 6= ? .
Consid�erons l'ensembleP form�e des pr�e�xes q de p v�eri�ant a(q) 6= ? :

P = f q � �
p p j a(q) 6= ?g :

Commea n'est pas l'arbre vide,P n'est pas vide. Soitq le plus grand �el�ement
de P pour la relation d'ordre � �

p ; n�ecessairementq � +
p p. Commeb(p) 6= ? ,



1.1. D�e�nir des arbres 53

S : ensemble des sortes
P � : ensemble des positions
F : ensemble des �etiquettes
� (signature concr�ete) :
A : F ! (S? )P �etiquette 7! positions et sortes de ses arguments
R : F ! S �etiquette 7! sorte du r�esultat

f : (
Y

j 2 dom A

A(j )) ! s
def
, A (f ) = A ^ R (f ) = s

T 1
� : �-alg�ebre des �-termes (arbres bien fond�es ou non respectant �)

T 1
�

def
= f a 2 T 1

F j 8 p 2 doma : 8 j 2 P ; s 2 S :

A (a(p))( j ) = s , p j 2 doma ^ R (a(p j )) = sg

(T 1
� : s) : ensemble des �-termes de sortes

(T 1
� : s)

def
= f a 2 T 1

� j R (a(" )) = sg

a : s
def
, a 2 (T 1

� : s)

? s : valeur de non-d�e�nition, de pro�l () ! s (pas d'argument, r�esultat de
sorte s)
� ? (signature point�ee) : signature concr�ete obtenue en ajoutant les valeurs
de non-d�e�nition ? s (pour chaque sortes)
T 1

� ?
: � ? -alg�ebre des �-termes partiels (arbres respectant � ? )

X s : ensemble de variables, de pro�l () ! s (pas d'arguments, r�esultat de
sorte s)
X : r�eunion disjointe des ensembles de variables de chaque sorte

X =
X

s2S

X s

�[ X ] (signature �etendue sur X ) : signature concr�ete obtenue en ajoutant les
variables
T 1

� [X ] : �[ X ]-alg�ebre des �-termes ouverts (arbres respectant �[ X ])
f (ai ) i 2 I : notation pr�e�xe pour un arbre a 2 T 1

� (ou T 1
� ?

) d�e�ni par a(" ) = f
et pour tout i 2 I , a=i = ai , avecai 2 T 1

� (ou T 1
� ?

) ( I � P )
f (a0; : : : ; ai � 1) : notation pr�e�xe pour le même arbre a 2 T 1

� (ou T 1
� ?

) (cas
classique o�u P = N et o�u les arguments sont en nombre �ni et class�es de 0
�a i � 1)

Tab. 1.2 { Notations pour les termes
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alors b(q) 6= ? et il existe j appartenant �a P et une sortes tels queq j � �
p p,

q j 2 domb et A (b(q))( j ) = s. Comme a(q) = b(q), on en d�eduit que q j 2
doma puisque a respecte la signature �, ce qui contredit la d�e�nition de q.
Finalement, doma = dom b et a est bien �egal �a b.
x

D�esormais, nous consid�erons l'ensembleT 1
� des �-termes pour une si-

gnature concr�ete � quelconque. Reprenons la d�emarche pr�ec�edente pour la
r�esolution d'�equations r�ecursives, de mani�ere �a prendre en compte la condi-
tion d'arit�e.
Tout d'abord, les �equations doivent respecter les sortes. Ainsi, unsyst�eme
d'�equations r�ecursives sur T 1

� [X ] est une famille (non n�ecessairement �nie)
(ax )x2X de �-termes ouverts appartenant �a T 1

� [X ], index�ee par l'ensemble
X des variables inconnues, et telle que pour toute inconnuex, la sorte dex
est �egale �a celle deax :

ax : R (x) :

Ensuite, une valuation doit aussi respecter les sortes. Une application� :
X ! T 1

� est une valuation, ce qu'on note � : X v! T 1
� , si pour toute

variable x, la sorte dex est �egale �a celle de� (x) :

� (x) : R (x) :

L'extension d'une valuation, telle que d�e�nie pr�ec�edemment, est une appli-
cation de T 1

� [X ] dansT 1
F . Nous aimerions v�eri�er que son image est incluse

dansT 1
� . De même, pour la r�esolution d'�equations, nous aimerions montrer

que tout syst�eme gard�e sur T 1
� [X ] admet une unique solution �a valeur dans

T 1
� . Remarquons que cette derni�ere propri�et�e su�t �a montrer la pr�ec�edente,

concernant les valuations. En e�et, soient � : X v! T 1
� une valuation et a

un �-terme ouvert de T 1
� [X ] ; si a est une variable, alorsa[� ] appartient

�evidemment �a T 1
� , sinon a[� ] est la composante eny de l'unique solution

du syst�eme gard�e (y = a; (x = � (x)) x2X ), o�u y est une nouvelle variable.
Pour la valeur en une inconnue de la solution d'un syst�eme, il nous importe
donc de v�eri�er la condition d'arit�e en toute position. Cette condition consti-
tue un exemple de propri�et�es particuli�eres, celles qui expriment en toute
position une propri�et�e du sous-arbre y commen�cant. Pour montrer de telles
propri�et�es, dites locales, on proc�ede par une forme simpli��ee de r�ecurrence,
suivant la construction de la solution.

1.1.4 D�e�nition et proposition (Lemme des propri�et�es locales)
Une propri�et�e d�e�nie par un pr�edicat binaire I de param�etres un arbre et une
position est locale si elle v�eri�e pour tout arbre a de T 1

F et toute position p
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du domaine dea l'�equivalence suivante :

I (a; p) , I (a=p; " ) :

Consid�erons une propri�et�e locale d�e�nie par un pr�edicat I .
Soient (x = ax )x2X un syst�eme gard�e sur T 1

F [X ], et � son unique solution.
Supposons que pour toute variablex et toute position p appartenant �a domax

telle queax (p) 2 F , on ait I (� (x); p).
Alors, pour toute variable x de X et toute position p de dom� (x), I (� (x); p)
est v�eri��e : on dit que la valuation � a pour invariant la propri�et�e locale
d�e�nie par I .

D�emonstration
Montrons pour toute position p, la propri�et�e

8 x : p 2 dom� (x) ) I (� (x); p)

par r�ecurrence sur l'ensemble des positions, muni de la relation bien fond�ee
� +

s (la relation su�xe).
Soit p une position et supposons qu'on ait pour toute positionr telle que
r � +

s p, la propri�et�e

8 x : r 2 dom� (x) ) I (� (x); r ) :

Distinguons deux cas.
� p = "
Soit x une variable. On a �evidemmentp 2 dom� (x) ; montrons doncI (� (x); p).
Puisque le syst�eme est gard�e,ax (" ) 2 F , d'o�u I (� (x); " ) par hypoth�ese.
� p 6= "
Soit x une variable telle quep appartienne �a dom � (x).
Si ax (p) 2 F , alors par hypoth�ese, on a I (� (x); p).
Sinon, p = q r, avecax (q) = y, y �etant une variable. Par d�e�nition de � , on a
� (x)=q = � (y). On en d�eduit, grâce au caract�ere local de I , les �equivalences
suivantes :

I (� (x); p) , I (� (x)=p; " )

, I (� (y)=r ; " )

, I (� (y); r ) :

Puisque le syst�eme est gard�e, nous avonsq 6= " , soit r � +
s p; par l'hypoth�ese

de r�ecurrence, I (� (y); r ) est v�eri��e, et donc �nalement I (� (x); p) aussi.
x
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Nous sommes maintenant en mesure de montrer le th�eor�eme analogue au
1.1.2.

1.1.5 Th�eor�eme (Existence et unicit�e de la solution dans T 1
� )

Tout syst�eme gard�e d'�equations r�ecursives sur T 1
� [X ] admet une unique

solution �a valeur dans T 1
� .

D�emonstration
Soient (x = ax )x2X un syst�eme gard�e, o�u ax 2 T 1

� [X ], et � son unique
solution �a valeur dans T 1

F . Nous d�e�nissons une propri�et�e permettant de
v�eri�er l'arit�e, not�ee I , �a savoir, pour tout arbre a et toute position p de son
domaine :

I (a; p)
def
, 8 j 2 P ; s 2 S : A (a(p))( j ) = s ,

�
p j 2 doma
R (a(p j )) = s

�
:

Montrons que les conditions pour appliquer le lemme des propri�et�es locales
sont remplies par I .
Que le pr�edicat I d�e�nisse une propri�et�e locale est clair.
Soient x une variable et p une position appartenant �a dom ax telle que
ax (p) 2 F . Montrons I (� (x); p).
Par d�e�nition de la solution � , et commeax (p) 2 F , on a :

� (x)(p j ) =

8
><

>:

ax (p j ) si ax (p j ) 2 F ;

ay(" ) si ax (p j ) = y (y 2 X ) ;

? sinon.

Pour j 2 P et s 2 S, la proposition

� (x)(p j ) 6= ? ^ R (� (x)(p j )) = s

est successivement �equivalente �a :

(ax (p j ) 2 F ^ R (ax (p j )) = s)
_ (9 y 2 X : ax (p j ) = y ^ R (ay(" )) = s) ;

(ax (p j ) 2 F ^ R (ax (p j )) = s)
_ (9 y 2 X : ax (p j ) = y ^ R (y) = s) (R (y) = R (ay(" ))) ;

A (ax (p))( j ) = s (ax 2 T 1
� [X ]) ;

A (� (x)(p))( j ) = s (� (x)(p) = ax (p)) :
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Nous avons ainsi v�eri��e I (� (x); p).
D'apr�es la proposition 1.1.4, � a pour invariant la propri�et�e d'arit�e I , et nous
pouvons conclure :

8 x 2 X : � (x) 2 T 1
� :

x

1.1.3 Des �equations avec des op�erations

Comme annonc�e, nous allons maintenant autoriser des op�erations sur
les arbres dans les �equations, a�n de permettre une plus grande souplesse
d'utilisation des syst�emes d'�equations.
On se donne pour la suite une signature concr�ete �, d�e�nie sur l'ensemble
S des sortes, l'ensembleP engendrant librement les positions, et l'ensemble
F des �etiquettes, et munie des applicationsA : F ! (S? )P , et R : F ! S ,
donnant l'arit�e et la sorte de chaque �etiquette. L'ensemble des variables
inconnues utilis�ees dans les �equations est toujours not�eX .
Dans tout ce paragraphe, nous illustrerons notre propos par un exemple. On
consid�ere dans une signature �a une seule sorte une variablex, une �etiquette
f unaire, l'op�eration unaire � , ainsi que l'�equation

x = � (f (� (x))) :

Il s'agit de r�esoudre cette �equation pour certaines op�erations, dites autori-
s�ees.
On notera O l'ensemble des op�erations autoris�ees dans les �equations. Un �el�e-
ment de O sera consid�er�e tantôt comme une application, tantôt comme une
�etiquette. En tant qu'�etiquette, il poss�ede un pro�l, et en tant qu'applica-
tion, il poss�ede un type, obtenu en interpr�etant chaque sorte s par l'ensemble
des termes de sortes, (T 1

� : s). Pr�ecis�ement, on suppose que l'ensembleO
est �a la fois, suivant le point de vue,

{ une signature, associant �a chaque op�eration un pro�l,
{ un ensemble d'applications,

tels que si l'op�eration � a pour pro�l
Q

i 2 I A i ! s (I � P ), alors � est aussi
une application de

Q
i 2 I (T 1

� : A i ) dans (T 1
� : s).

Pour lever toute ambigu•�t�e, rappelons une di��erence entre la notation pr�e-
�xe pour les arbres et l'application d'une op�eration �a une famille : � ((ai ) i 2 I )
repr�esente le r�esultat de l'application de � �a la famille ( ai ) i 2 I , alors que
� (ai ) i 2 I repr�esente l'arbre de racine� et de sous-arbreai en position i , pour
tout indice i .
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Dans un premier temps, nous allons d�e�nir la forme des �equations r�ecursives
�etudi�ees, puis nous r�esoudrons des syst�emes de telles �equations. Cette r�eso-
lution sera possible si l'ensemble des op�erations autoris�ees v�eri�e certaines
conditions, que nous allons mettre en �evidence. On montrera aussi l'exis-
tence d'un tel ensemble d'op�erations autoris�ees, particuli�erement simple et
utile dans la pratique.

Comme nous l'avons vu en introduction, le membre droit d'une �equation
est un � + O-terme ouvert d'une forme particuli�ere, � + O �etant la signa-
ture obtenue par r�eunion de � et de O : des contraintes limitent en e�et les
possibilit�es d'utilisation des op�erations.
Commen�cons par le cas �el�ementaire : les op�erations autoris�ees n'apparaissent
dans le membre droit qu'en �etant appliqu�ees �a des variables. Pour repr�esenter
les applications des op�erations aux variables, on pr�ef�ere introduire un second
ensemble de variables, not�eO(X � ) et index�e injectivement par l'ensemble des
couples (�; (x i ) i 2 I ), o�u � , appartenant �a O, et la famille (x i ) i 2 I de variables
sont tels que � (x i ) i 2 I appartient �a T 1

O [X ]. On notera � (x i ) i 2 I la variable
index�ee par (�; (x i ) i 2 I ) : autrement dit, on remplace dans un membre droit
tout sous-arbre� (x i ) i 2 I par la variable index�ee par (�; (x i ) i 2 I ) et not�ee aussi
� (x i ) i 2 I .
�A partir de ce cas �el�ementaire, les membres droits se construisent inductive-
ment ; on note E� ;O [X ] l'ensemble des membres droits admissibles dans les
�equations avec op�erations. Voici les r�egles d'inf�erence permettant d'engen-
drer inductivement l'ensemble E� ;O [X ] :
un arbre a de T 1

�+ O [X [ O (X � )] appartient �a E� ;O [X ]
{ si a appartient �a T 1

� [X [ O (X � )] :

;

a
(a 2 T 1

� [X [ O (X � )]) ;

{ s'il existe une famille (ai ) i 2 I d'arbres appartenant �a E� ;O [X ] et une
�etiquette f telles quea est �egal �a f (ai ) i 2 I :

(ai ) i 2 I

f (ai ) i 2 I
(f 2 F ) ;

{ s'il existe une famille (ai ) i 2 I d'arbres appartenant �a E� ;O [X ] et une
op�eration autoris�ee � telles quea est �egal �a � (ai ) i 2 I :

(ai ) i 2 I

� (ai ) i 2 I
(� 2 O ) ;
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ce qu'on r�esume par la grammaire suivante :

a ::= b (b 2 T 1
� [X [ O (X � )])

j f (ai ) i 2 I (f 2 F )

j � (ai ) i 2 I (� 2 O ) :

Nous consid�erons donc des syst�emes d'�equations r�ecursives de la forme

(x = ax )x2X ;

o�u pour toute inconnue x de X ,
{ le membre droit ax appartient �a E� ;O [X ],
{ si x a pour sorte s, alors ax �egalement.

Le syst�eme (x = ax )x2X est dit gard�e si pour toute inconnue x, le membre
droit ax est gard�e. Quant �a la propri�et�e de garde pour les membres droits,
elle se d�e�nit inductivement ainsi, pour tout arbre a de E� ;O [X ] :

{ a 2 T 1
� [X [ O (X � )] : a est gard�e si a(" ) est une �etiquette,

{ a = f (ai ) i 2 I (f 2 F ) : a est gard�e,
{ a = � (ai ) i 2 I (� 2 O ) : a est gard�e si pour tout i de I , ai est gard�e.

Autrement dit, un arbre de E� ;O [X ] est gard�e si toute variable y apparaissant
est gard�ee par une �etiquette. Par exemple, si f est une �etiquette unaire, �
une op�eration unaire autoris�ee et x une variable, alors :

{ f (x), � (f (x)), f (� (x)) et � (f (� (x))) sont gard�es,
{ � (x) n'est pas gard�e.

D�e�nissons maintenant la solution d'un tel syst�eme d'�equations.
Soit � : X v! T 1

� une valuation. Son extension �aX [ O (X � ), toujours not�ee
� , est d�e�nie par :

� (� (x i ) i 2 I )
def
= � (( � (x i )) i 2 I ) :

Il est d�esormais possible d'�etendre � �a l'ensemble des membres droits ad-
missibles,E� ;O [X ]. L' extension de la valuation, application de E� ;O [X ] dans
T 1

� , not�ee [� ] en position su�xe, se d�e�nit inductivement de la mani�ere
suivante, pour tout arbre a appartenant �a E� ;O [X ] :

{ a 2 T 1
� [X [ O (X � )] : a[� ] est d�e�ni de mani�ere classique en toute

position p par l'�equation suivante :

a[� ](p)
def
=

8
>>>>>>>>><

>>>>>>>>>:

a(p) si a(p) 2 F ;

� (y)( r ) si

(
p = q r ;

a(q) = y (y 2 X ) ;

� (( � (x i )) i 2 I )( r ) si

(
p = q r ;

a(q) = � (x i ) i 2 I (� (x i ) i 2 I 2 O (X � )) ;

? sinon,
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{ a = f (ai ) i 2 I (f 2 F ) :

a[� ] = f (ai [� ]) i 2 I ;

{ a = � (ai ) i 2 I (� 2 O ) :

a[� ] = � ((ai [� ]) i 2 I ) :

Une valuation � est solution du syst�eme (x = ax )x2X si pour toute inconnue
x, on a :

� (x) = ax [� ] :

Par exemple, la valuation � est solution de l'�equation

x = � (f (� (x)))

si elle v�eri�e 19

� (x) = �
��

f
�

� (( � (x) ))
� ��

:

Nous cherchons �a ramener la r�esolution d'un tel syst�eme, admettant des op�e-
rations, �a celle d'un syst�eme classique, pour lequel on dispose d'un th�eor�eme
d'existence et d'unicit�e de la solution. �A l'aide d'un exemple, d�egageons les
principes de la r�esolution.
Pour pr�eciser la d�e�nition des op�erations autoris�ees dans les syst�emes, un
point de vue cat�egorique est utile pour commencer. On consid�ere

{ d'une part, la cat�egorie ayant pour objets les signatures concr�etes et
pour morphismes les applications entre ensembles d'�etiquettes pr�eser-
vant le pro�l : si � 1 est une signature concr�ete surS1, P �

1 et F1 d�e�nie
par A1 : F1 ! ((S1)? )P1 et R1 : F1 ! S1, et � 2 une signature concr�ete
sur S2, P �

2 et F2 d�e�nie par A2 : F2 ! ((S2)? )P2 et R2 : F2 ! S2,
alors l'application � : F1 ! F2 est un morphisme de �1 vers � 2 si
A1 = A2 � � et R1 = R2 � � ;

{ d'autre part, la cat�egorie ayant pour objets les ensembles d'arbres
respectant une signature concr�ete et pour morphismes les applications
entre ces ensembles.

On peut alors �etendre la correspondance entre toute signature concr�ete �
et l'ensembleT 1

� des �-termes de mani�ere �a obtenir un foncteur entre les
cat�egories associ�ees.�Etant donn�e deux signatures � 1 et � 2, le foncteur T 1

associe �a chaque morphisme de � 1 dans � 2, l'application T 1
 de T 1

� 1
dans

T 1
� 2

d�e�nie pour tout terme a 2 T 1
� 1

et toute position p par :

T 1
 (a)(p) =  (a(p)) :

19 Nous pr�ef�erons conserver l'usage des doubles parenth�eses pour l'application, même si
une simpli�cation serait bienvenue dans ce cas.
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On applique donc �a chaque �etiquette dans l'arbre l'application  . Ce genre
de foncteur, bien connu, pour les listes par exemple, porte souvent le nom
de ®map ¯ .
Voyons maintenant la r�esolution d'un syst�eme impliquant une op�eration ob-
tenue par le foncteur T 1 . Consid�erons un morphisme  de la signature
concr�ete � vers elle-même. On obtient par le foncteur T 1 une application
de T 1

� dans lui-même, soitT 1
 , puis pour chaque sortes, en restreignant les

ensembles de d�epart et d'arriv�ee, une application deT 1
� : s dans lui-même,

qu'on note T 1
 : s. Cette application, qui a pour pro�l s ! s, sera aussi

not�ee  s ; rappelons que son application �a un termea de T 1
� : s est not�ee

 s((a)), et que le terme de racine l'op�eration  s et de sous-terme imm�ediat
a est not�e  s(a). Supposons que l'ensembleO contienne l'op�eration T 1

 : s,
et qu'il soit ferm�e par composition �a gauche de  s (en respectant le typage).
Soit f 2 F une �etiquette de pro�l s ! s et consid�erons le syst�eme form�e de
l'�equation

x =  s(f ( s(x))) :

On commence par appliquer s, pour obtenir :

x =  (f )(  2
s (x)) ;

puis on d�etermine l'�equation v�eri��ee par  2
s (x), soit

 2
s (x) =  3

s (f ( s(x))) ;

et on peut appliquer  3
s , et ainsi de suite.

Pour g�en�eraliser cette technique de r�esolution, il est donc utile d'�etendre les
op�erations de O aux termes ouverts, c'est-�a-dire de les prolonger en op�era-
tions sur l'ensembleT 1

� [X [ O (X � )].
Voyons comment r�ealiser cette extension dans le cas de la même op�eration
que pr�ec�edemment, T 1

 : s, not�ee  s. L'application  , de F dans F , peut
être prolong�ee en une application deF [X [O (X � ) dans lui-même, toujours
not�ee  , et d�e�nie ainsi :

 (x)
def
=  s(x) (x 2 X s) ;

 (� (x i ) i 2 I )
def
= (  s � � )(x i ) i 2 I

�
� (x i ) i 2 I 2 O (X � )
� (x i ) i 2 I : s

�
:

Dans le premier cas, s(x) appartient �a O(X � ) et a pour sorte s, dans le
second, grâce �a l'hypoth�ese de fermeture par composition, ( s � � )(x i ) i 2 I

est bien une variable deO(X � ), de plus de sortes. Comme l'application
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 ainsi prolong�ee pr�eserve les sortes, c'est un morphisme de la signature
concr�ete �[ X [ O (X � )] vers elle-même ; il s'ensuit que son image parT 1 ,
soit T 1

 , est une application deT 1
� [X [ O (X � )] dans lui-même, d�e�nie sans

surprise, pour tout terme a et toute position p, par :

T 1
 (a)(p)

def
=  (a(p)) :

Suivant l'exemple, l'id�ee d'�etendre les op�erations autoris�ees en op�erations
sur T 1

� [X [ O (X � )] a �et�e introduite pour transformer l'�equation

x =  s(f ( s(x))) ;

en
x =  s

��
f ( s(x))

��
:

L'application de  s �a f ( s(x)) produit un terme gard�e, soit  (f )(  2
s (x)),

si bien que la r�esolution du syst�eme transform�e est possible. Si on notea
le terme f ( s(x)), la solution � du syst�eme transform�e est aussi solution
du syst�eme initial si  s((a))[ � ] =  s((a[� ])), ce qui est le cas si s (son
prolongement) commute avec les valuations. On peut donc consid�erer qu'une
telle transformation d'un syst�eme est justi��ee

{ si le syst�eme form�e des �equations transform�ees, ainsi que des nouvelles
�equations correspondant aux variables deO(X � ), peut être r�esolu,
ce qui est le cas si toute op�eration autoris�ee transforme une famille
d'arbres gard�es en un arbre gard�e,

{ et si le syst�eme transform�e et le syst�eme original ont la même solu-
tion, ce qui est le cas si les op�erations autoris�ees (pr�ecis�ement leur
prolongement) commutent avec les valuations.

La pr�eservation de la propri�et�e de garde et la commutativit�e sont fondamen-
tales pour l'ensembleO, car elles fournissent des conditions su�santes pour
r�esoudre les syst�emes d'�equations gard�ees de mani�ere univoque. Formalisons
donc ces propri�et�es.

1.1.6 D�e�nition (Op�erations autoris�ees)
Soit O un ensemble d'op�erations surT 1

� . L'ensembleO est form�e d' op�erations
autoris�ees dans les syst�emes d'�equations r�ecursives si chaque op�eration� de
O, d�e�nie de

Q
i 2 I (T 1

� : A i ) vers (T 1
� : s), peut être prolong�ee en une op�e-

ration de
Q

i 2 I (T 1
� [X [ O (X � )] : A i ) vers (T 1

� [X [ O (X � )] : s), toujours
not�ee � , et v�eri�ant :

{ la commutativit�e avec les valuations :
pour toute valuation � : X v! T 1

� et toute famille (ai ) i 2 I de termes de
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T 1
� [X [ O (X � )] appartenant au domaine de� ,

� ((ai ) i 2 I )[� ] = � ((ai [� ]) i 2 I ) ; 20

{ la pr�eservation de la propri�et�e de garde :
pour toute famille (ai ) i 2 I de termes gard�es deT 1

� [X [ O (X � )] appar-
tenant au domaine de� , � ((ai ) i 2 I ) est gard�e :

(ai (" ) 2 F ) i 2 I

� ((ai ) i 2 I )( " ) 2 F
:

Il existe au moins un ensemble d'op�erations autoris�ees, l'ensemble des op�e-
rations images par le foncteurT 1 , puisque nous avons le lemme de commu-
tativit�e suivant.

1.1.7 Lemme (
Commutativit�e entre valuations
et op�erations fonctorielles

)

Soit  un morphisme de� vers � .
Consid�erons un ensembleO d'op�erations sur T 1

� , tel que pour toute sortes,
O contient l'op�eration T 1

 : s et est ferm�e par composition �a gauche avec

T 1
 : s. Alors, pour toute sorte s, pour toute valuation � : X v! T 1

� et tout
terme a appartenant �a T 1

� [X [ O (X � )] : s, on a, en notant  s l'op�eration
T 1

 : s :
 s((a))[ � ] =  s((a[� ])) :

D�emonstration
Soient s une sorte, � une valuation et a un terme de T 1

� [X [ O (X � )] : s.
Consid�erons une position p. On a :

 s((a[� ]))( p) =  (a[� ](p)) :

Examinons les quatre cas relatifs �ap intervenant dans le calcul dea[� ](p).
� a(p) 2 F
Dans ce cas, s((a))( p) 2 F . V�eri�ons l'�egalit�e :

 s((a))[ � ](p) =  s((a))( p)

=  (a(p)) ;

 s((a[� ]))( p) =  (a(p)) :

20 On aurait pu �ecrire cette �egalit�e ainsi :

� (( ai ) i 2 I )[� ] = � (ai ) i 2 I [� ] :
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� p = q r; a(q) = y (y 2 X )
C'est un cas particulier du cas suivant, en prenant pour� l'identit�e.
� p = q r; a(q) = � (x i ) i 2 I (� (x i ) i 2 I 2 O (X � ) : t)
Dans ce cas, s((a))( q) = (  t � � )(x i ) i 2 I . V�eri�ons l'�egalit�e :

 s((a))[ � ](p) = (  t � � )(( � (x i )) i 2 I )( r )

=  (� (( � (x i )) i 2 I )( r )) ;

 s((a[� ]))( p) =  (� (( � (x i )) i 2 I )( r )) :

� Cas restant
Les deux valeurs �a comparer ne sont pas d�e�nies.
x

On en d�eduit imm�ediatement la proposition suivante.

1.1.8 Proposition (Op�erations autoris�ees : les images par T 1 )
�A toute sorte s et tout morphisme de � dans� associons l'op�eration unaire
T 1

 : s, restriction de T 1
 �a T 1

� : s. L'ensemble des op�erations unaires
T 1

 : s est form�e d'op�erations autoris�ees.

D�emonstration
� Fermeture par composition
Pour tous morphismes 1 et  2, on a :

(T 1
 1

: s) � (T 1
 2

: s) = ( T 1
 1 �  2

: s) :

� Pr�eservation de la propri�et�e de garde
Sous l'hypoth�ese de fermeture par composition, on a vu comment prolonger
une op�eration T 1

 : s, en une application deT 1
� [X [ O (X )] : s dans lui-

même : ce prolongement pr�eserve la propri�et�e de garde.
� Commutativit�e avec les valuations
Par le lemme pr�ec�edent, la propri�et�e de commutativit�e est aussi v�eri��ee.
x

Nous pouvons maintenant r�esoudre tout syst�eme d'�equations gard�ees conte-
nant des op�erations autoris�ees. �Etant donn�e un ensemble d'op�erations auto-
ris�ees O, d�e�nissons la fonction � de E� ;O [X ] dansT 1

� [X [O (X � )] r�ealisant
la transformation des membres droits utilis�ee pour la r�esolution ; elle est d�e�-
nie inductivement par les �equations suivantes, pour tout arbrea appartenant
�a E� ;O [X ] :

{ a 2 T 1
� [X [ O (X � )] :

�( a)
def
= a ;
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{ a = f (ai ) i 2 I (f 2 F ) :

�( f (ai ) i 2 I )
def
= f (�( ai )) i 2 I ;

{ a = � (ai ) i 2 I (� 2 O ) :

�( � (ai ) i 2 I )
def
= � ((�( ai )) i 2 I ) :

Il est facile de montrer par r�ecurrence structurelle que � pr�eserve la sorte :
�( a) a la même sorte quea. Comme toute op�eration autoris�ee pr�eserve
la propri�et�e de garde, il est aussi facile de montrer, toujours par r�ecur-
rence structurelle, que � pr�eserve cette même propri�et�e : si a appartenant �a
E� ;O [X ] est gard�e, alors �( a) est gard�e.
Nous pouvons maintenant �enoncer le th�eor�eme concernant la r�esolution des
syst�emes d'�equations avec des op�erations.

1.1.9 Th�eor�eme (R�esolution des syst�emes avec op�erations)
Soit O un ensemble d'op�erations surT 1

� autoris�ees. Soit

(x = ax )x2X

un syst�eme d'�equations r�ecursives, v�eri�ant pour toute inconnue x les condi-
tions suivantes :

{ le membre droit ax appartient �a E� ;O [X ] et est gard�e,
{ si x a pour sorte s, alors ax �egalement.

Alors ce syst�eme admet une unique solution �a valeur dansT 1
� .

D�emonstration
Associons au syst�eme de l'�enonc�e le syst�eme suivant :

(x = �( ax )) x2X ;�
� (x j ) j 2 J = � ((�( ax j )) j 2 J )

�
� (x j ) j 2 J 2O (X � ) :

Les inconnues de ce syst�eme sont les variables de l'ensembleX [ O (X � ),
les membres droits appartiennent �a T 1

� [X [ O (X � )], ont même sorte que
l'inconnue �a laquelle ils sont associ�es et sont gard�es. D'apr�es le th�eor�eme
1.1.5 (p. 56), ce syst�eme admet donc une unique solution� , �a valeur dans
T 1

� . V�eri�ons que la restriction de � �a X est solution du syst�eme de l'�enonc�e.
Montrons par r�ecurrence structurelle sur a appartenant �a E� ;O [X ] que

�( a)[� ] = a[� ] :
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� a 2 T 1
� [X [ O (X � )]

Comme �( a) = a, c'est imm�ediat.
� a = f (ai ) i 2 I (f 2 F )
On a :

�( f (ai ) i 2 I )[� ] = f (�( ai )) i 2 I [� ]

= f (�( ai )[� ]) i 2 I

= f (ai [� ]) i 2 I (hyp. de r�ec.)

= f (ai ) i 2 I [� ] :

� a = � (ai ) i 2 I (� 2 O )
On a :

�( � (ai ) i 2 I )[� ] = � ((�( ai )) i 2 I )[� ]

= � ((�( ai )[� ]) i 2 I ) (commut.)

= � ((ai [� ]) i 2 I ) (hyp. de r�ec.)

= � (ai ) i 2 I [� ] :

Il s'ensuit que pour toute inconnue x, on a

� (x) = ax [� ] ;

autrement dit que la restriction de � �a X est solution du syst�eme.
V�eri�ons l'unicit�e de la solution. Soit � 0 une solution de (x = ax )x2X . Mon-
trons que le prolongement de� 0 sur X [ O (X � ) est solution du syst�eme
associ�e.
Par la propri�et�e pr�ec�edente, on a pour toute inconnue x :

� 0(x) = �( ax )[� 0] :

Rappelons que le prolongement de� 0 sur O(X � ) est d�e�ni pour toute incon-
nue � (x j ) j 2 J de O(X � ) par :

� 0(� (x j ) j 2 J )
def
= � (( � 0(x j )) j 2 J ) :

On a alors :

� ((�( ax j )) j 2 J )[� 0] = � ((�( ax j )[� 0]) j 2 J ) (commut.)

= � ((ax j [� 0]) j 2 J )

= � (( � 0(x j )) j 2 J ) :
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La valuation � 0 est solution du syst�eme associ�e. Par unicit�e, � 0 = � : la
solution est bien unique.
x

Pour conclure, nous disposons d'un moyen simple pour construire des
arbres : les syst�emes d'�equations r�ecursives. Il peut s'agir aussi bien d'arbres
�etiquet�es que d'arbres respectant une signature. Les �equations doivent être
gard�ees, et peuvent contenir des op�erations sur les arbres, sous certaines
conditions.

1.2 Raisonner sur les objets in�nis

Nous allons utiliser les syst�emes d'�equations r�ecursives pour d�e�nir des
preuves, �eventuellement in�nies en profondeur. Ces preuves s'entendent rela-
tivement �a des syst�emes d'inf�erence, ensembles de r�egles d'inf�erence. Comme
nous l'avons vu en introduction, ce sont les objets in�nis qui obligent �a
�etendre les preuves admissibles �a celles non fond�ees, et �a ainsi consid�erer
deux interpr�etations d'un syst�eme d'inf�erence : l' inductive, admettant les
seules preuves bien fond�ees, et laco-inductive, lib�erant cette contrainte.
Prenons l'exemple des arbres que nous venons d'�etudier. L'�egalit�e de deux
arbres peut être montr�ee par l'�egalit�e de leurs racines et l'�egalit�e de leurs
sous-arbres. Si les arbres ne sont pas fond�es, ce raisonnement ne s'arrête
pas : la preuve ne sera pas fond�ee. Concr�etement, l'�egalit�e que nous venons
de caract�eriser correspond �a une preuve dans le syst�eme d'inf�erence suivant,
d�e�ni sur le produit cart�esien ( T 1

F )? � (T 1
F )? :

axiome :
;

(? ; ? )
(? : arbre vide) ;

r�egle d'inf�erence :
(a=j ; b=j ) j 2P

(a; b)
(a; b6= ? ; a(" ) = b(" )) :

Que ce syst�eme d�e�nisse bien l'�egalit�e est clair : une preuve a la même struc-
ture que les deux arbres formant sa conclusion, et la condition d'�egalit�e des
racines donne l'�egalit�e des arbres en toute position. Il apparâ�t donc que si
l'arbre est in�ni en profondeur, la preuve l'est aussi.
Nous introduisons donc les syst�emes d'inf�erence, puis associons �a chacun son
op�erateur d'inf�erence, qui permet de r�ealiser une inf�erence dans le syst�eme.
Un op�erateur d'inf�erence poss�ede deux points �xes remarquables, le plus pe-
tit et le plus grand, que nous caract�erisons de deux mani�eres, impr�edicative
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et it�erative. Vient ensuite l'approche d�eductive, qui vise �a caract�eriser ces
points �xes �a partir des preuves dans le syst�eme d'inf�erence consid�er�e.
Toute cette �etude peut être r�ep�et�ee en consid�erant une application crois-
sante d'un treillis complet dans lui-même, application repr�esentant l'op�era-
teur d'inf�erence, comme on le verra.

1.2.1 Prouver dans un syst�eme d'inf�erence

Un syst�eme d'inf�erence est un ensemble de r�egles portant sur desju-
gements, �el�ements d'un ensemble, not�e U. Une r�egle d'inf�erence sur U est
un couple (Z; z), o�u Z � U est l'ensemble despr�emisses et z 2 U est la
conclusion. Une r�egle est aussi not�ee

Z

z
:

Il existe une surjection canonique entre les syst�emes d'inf�erence surU et
les op�erateurs croissants surU21. Si � est un syst�eme d'inf�erence, alors
l'op�erateur ' : 2U ! 2U est d�e�ni ainsi :

' (Y ) = f z 2 U j 9 Z � Y : (Z; z) 2 � g :

' (Y ) donne ainsi les conclusions que l'on peut d�eduire deY en une inf�e-
rence : ' est ainsi appel�e l'op�erateur d'inf�erence associ�e au syst�eme �. Par
exemple, siY est l'ensemble vide, alors' (Y ) est l'ensemble desaxiomes du
syst�eme, c'est-�a-dire les conclusions des r�egles sans pr�emisses.
R�eciproquement, �etant donn�e un op�erateur ' , le syst�eme d'inf�erence conte-
nant les seules r�egles (Z; z), avec z 2 ' (Z ), est un ant�ec�edent de ' : c'est le
plus grand �el�ement, au sens de l'inclusion, de tous les syst�emes d'inf�erence
ant�ec�edents de ' . On en parlera comme du syst�eme d'inf�erenceassoci�e �a
l'op�erateur ' .

Consid�erons un syst�eme d'inf�erence �, et l'op�erateur associ�e ' . Par l'in-
term�ediaire de ' , il est possible d'associer des ensembles remarquables au
syst�eme �. En e�et, l'op�erateur ' poss�ede des points �xes, en particulier un
plus petit et un plus grand qui peuvent être caract�eris�es de mani�ere impr�e-
dicative �a l'aide des notions de stabilit�e et de densit�e. Une partie Z telle que
' (Z ) � Z est dite stablepar l'op�erateur ' (et par extension pour le syst�eme
d'inf�erence �) ; une partie Z telle que Z � ' (Z ) est dite densepour ' (ou

21 Un op�erateur sur un ensemble E est une application de 2E dans 2E (2E �etant l'en-
semble des parties deE ).
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�). L'interpr�etation dans le syst�eme d'inf�erence est la suivante : si les pr�e-
misses d'une r�egle appartiennent �a une partie stableZ , alors sa conclusion
aussi ; si un jugement appartient �a une partie dense, alors il existe une r�egle
de conclusion ce jugement et dont les pr�emisses appartiennent �a la partie
dense.
Le th�eor�eme suivant montre l'existence de ces points �xes extr�emaux, et
donne la caract�erisation impr�edicative annonc�ee. Il est valide dans tout
treillis complet, et pas seulement dans l'ensemble des parties.

1.2.1 Th�eor�eme (Points �xes (Knaster-Tarski))
Soit (T; � ; _ ; ^ ; ? ; > ) un treillis complet22, et � une application croissante
de T dans T. Alors � admet un plus petit point �xe lfp( � ) et un plus grand
point �xe gfp(� ), respectivement le plus petit �el�ement deT stable par� et le
plus grand �el�ement dense pour � :

lfp( � ) = min f x 2 T j � (x) � xg;

gfp(� ) = max f x 2 T j x � � (x)g:

D�emonstration
Notons I � la borne inf�erieure des �el�ements stables par � ,

V
f x 2 T j � (x) �

xg. On va montrer que I � est un point �xe. Il s'ensuivra que I � est stable et
est donc le plus petit �el�ement stable par � , et que I � est le plus petit point
�xe de � puisque tout point �xe est stable.
Pour montrer que I � est stable, on montre que� (I � ) est inf�erieur �a tout
�el�ement stable x :

I � � x ) � (I � ) � � (x) ( � croissante)

) � (I � ) � x (x stable).

Par d�e�nition de la borne inf�erieure, � (I � ) � I � .
On montre maintenant que I � est dense : commeI � est stable et � est
croissante,� (I � ) est stable et I � � � (I � ), par d�e�nition de I � .
I � , stable et dense, est bien un point �xe.
Par dualit�e, on d�eduit le r�esultat pour le plus grand point �xe.
x

Ces points �xes peuvent aussi être calcul�es par it�eration trans�nie.

22 Un treillis complet est un ensemble ordonn�e tel que toute partie Z y admet une borne
sup�erieure, not�ee _Z , et une borne inf�erieure, not�ee ^ Z . _; est alors le plus petit �el�ement,
not�e ? , et ^; le plus grand, not�e > .
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1.2.2 Th�eor�eme (Calcul des points �xes)
Soient (T; � ; _ ; ^ ; ? ; > ) un treillis complet, et � une application croissante
de T dans T.
Alors le plus petit point �xe de � peut être calcul�e par it�eration trans�nie
ainsi :

lfp( � ) =
_

�

� � (� ) ;

o�u la suite des it�er�es (� � (� )) � , d�e�nie sur les ordinaux par l'�equation

� � (� ) =
_

� j �<�

� (� � (� )) ;

est croissante et stationnaire �a partir d'un certain rang.
De même, le plus grand point �xe de� peut être calcul�e par it�eration trans-
�nie ainsi :

gfp(� ) =
^

�

r � (� ) ;

o�u la suite des it�er�es (r � (� )) � , d�e�nie sur les ordinaux par l'�equation

r � (� ) =
^

� j �<�

� (r � (� )) ;

est d�ecroissante et stationnaire �a partir d'un certain rang.

D�emonstration
� Croissance de la suite
On commence par montrer que la suite (� � (� )) � est croissante. Il su�t de
montrer par induction trans�nie sur � que � (� � (� )) � � � (� ) : car on aura
alors pour � < � , � � (� ) � � (� � (� )) � � � (� ).
Supposons donc8 � < � : � (� � (� )) � � � (� ). On a, en utilisant la croissance
de � :

� (� � (� )) = � (
_

� j �<�

� (� � (� ))) (d�ef.)

�
_

� j �<�

� 2(� � (� )) (prop. de _ )

�
_

� j �<�

� (� � (� )) (hyp. d'ind.)

= � � (� ) :
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De la croissance de la suite (�� (� )) � , on d�eduit que pour tout ordinal � , on
a

� � +1 (� ) = � (� � (� )) ;

simpli�cation qui nous sera utile.
� Stationnarit�e de la suite
Avant de montrer que la suite est stationnaire, montrons d'abord que s'il
existe un ordinal � tel que � � +1 (� ) = � � (� ), alors la suite est stationnaire
�a partir du rang � . Notons que d'apr�es la remarque pr�ec�edente, l'hypoth�ese
� � +1 (� ) = � � (� ) entrâ�ne que � (� � (� )) = � � (� ), ce qui signi�e que � � (� )
est un point �xe de � .
Supposons� tel que � � +1 (� ) = � � (� ). Montrons par induction trans�nie
que pour tout ordinal � > � , alors � � (� ) = � � (� ).
Soit � un ordinal strictement sup�erieur �a � et supposons que pour tout
ordinal � tel que � > � > � , on ait � � (� ) = � � (� ). On a alors, en utilisant
la croissance de la suite :

� � (� ) =
_

� j �<�

� (� � (� ))

=
_

� j � � �<�

� (� � (� ))

=
_

� j � � �<�

� (� � (� )) (hyp. d'ind.)

=
_

� j � � �<�

� � (� )

= � � (� ) :

On montre maintenant que la suite (� � (� )) � est stationnaire. Soit S son
support. Inclus dans l'ensembleT, S est un ensemble, de surcrô�t ordonn�e
par l'ordre induit. Comme la suite est croissante et index�ee par la classe des
ordinaux, qui est bien ordonn�ee,S est bien ordonn�e. Il existe donc un ordinal
� et un unique isomorphisme d'ordre, not�e � , de S vers � . On va montrer
par induction trans�nie que pour tout ordinal � < � , on a �(� � (� )) = � . Il
s'ensuivra que la suite est stationnaire �a partir de � .
Supposons� < � , et pour tout � < � , � (� � (� )) = � . On montre par
l'absurde que �(� � (� )) = � .
Supposons�(� � (� )) < � . Soit � = � (� � (� )). Par hypoth�ese d'induction,
� (� � (� )) = � , puis par injectivit�e de � , � � (� ) = � � (� ). Par croissance de
la suite, � � (� ) = � � +1 (� ), si bien que la suite est stationnaire �a partir de
� . Donc � ne peut avoir d'ant�ec�edent par � , ce qui contredit le fait que � est
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un isomorphisme d'ordre.
Supposons�(� � (� )) > � . Comme la suite est croissante, tout comme�,
� ne peut avoir d'ant�ec�edent par � , ce qui contredit le fait que � est un
isomorphisme d'ordre.
Finalement, � (� � (� )) = � . D�eduisons-en que la suite est stationnaire.
Soit � = � (� � (� )). Comme �(� � (� )) = � , on d�eduit par injectivit�e de � que
� � (� ) = � � (� ), puis par croissance de la suite, que �� (� ) = � � +1 (� ), ce
qui implique que la suite est stationnaire �a partir de � , d'o�u le r�esultat.
� Calcul du plus petit point �xe
Comme � � (� ) = � � +1 (� ), � � (� ) est un point �xe de � .
En�n, montrons que pour tout ordinal � , � � (� ) � lfp( � ). On proc�ede par
induction trans�nie, et c'est imm�ediat.
Finalement � � (� ) est le plus petit point �xe.
� Cas du plus grand point �xe
Pour le plus grand point �xe, on raisonne par dualit�e.
x

Jusqu'�a maintenant, le syst�eme d'inf�erence n'a servi qu'�a d�e�nir l'op�era-
teur d'inf�erence associ�e, et n'a donc pas �et�e utilis�e comme syst�eme d�eductif,
permettant de prouver des jugements. C'est ce dernier point que nous abor-
dons, en caract�erisant par des preuves les plus petit et plus grand points
�xes de l'op�erateur d'inf�erence associ�e.

Consid�erons un syst�eme d'inf�erence � d�e�ni sur l'ensemble de jugements
U, et d�e�nissons ce qu'est une preuve dans �, ou plus exactement sa re-
pr�esentation par un arbre. Cette d�e�nition suppose que pour toute r�egle
d'inf�erence, l'ensemble de ses pr�emisses soit d�ecrit sous la forme d'une fa-
mille, pas n�ecessairement injective. On se donne donc un ensembleP et
pour toute r�egle ( Z; z) de � une famille ( zk )k2 K , avec K � P , telle que
Z = f zk j k 2 K g. Dans ce cas, la r�egle est not�ee ((zk )k2 K ; z).
Si ces familles ne sont pas pr�ecis�ees, on consid�ere queP est �egal �a l'ensemble
des jugements,U, et pour toute r�egle ( Z; z) de �, on d�ecrit Z par la famille
injective ( j ) j 2 Z . Dans ce cas, les preuves ainsi construites seront ditescano-
niquement associ�eesau syst�eme d'inf�erence.
Bien souvent, pour un syst�eme d'inf�erence �nitaire 23, les pr�emisses de chaque
r�egle seront index�ees par un segment initial des entiers naturels. Lorsque c'est
le cas, une r�egle ((zk )0� k� n ; z) sera not�ee aussi

z0 : : : zn

z
:

23 Un syst�eme d'inf�erence est �nitaire lorsque chacune de ses r�egles a un nombre �ni de
pr�emisses.
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Pour les arbres de preuves, l'ensemble des positions est engendr�e parP, et
l'ensemble des �etiquettes est �egal �a celui des jugements. Un arbrea : P � ! U
repr�esente une preuve s'il v�eri�e la condition suivante :

pour toute position p du domaine dea, il existe une r�egle de �,
((zk )k2 K ; z), telle que

(i ) a(p) = z ;
(ii ) f k 2 P j p k 2 domag = K ;
(iii ) 8 k 2 K : a (p k) = zk :

Une alternative int�eressante consiste �a consid�erer les jugements comme des
sortes, et �a prendre pour �etiquettes les r�egles d'inf�erence, ou mieux, des noms
qu'on leur donne ; dans ce cas, le couple des pr�emisses et de la conclusion
d'une r�egle constitue son pro�l, et une preuve est alors un arbre respectant
la signature concr�ete ainsi d�e�nie. La condition pr�ec�edente d�e�nissant les
preuves correspond �a la condition d'arit�e associ�ee �a cette signature concr�ete.

D�esormais, la terminologie d�evelopp�ee pour les arbres est adopt�ee pour
les preuves, toujours repr�esent�ees par des arbres : ainsi, par exemple, une
sous-preuve est un sous-arbre d'un arbre de preuve, ou une preuvebien fon-
d�ee est un arbre de preuve bien fond�e. Quant �a la racinea(" ) d'une preuve
a, elle est appel�ee saconclusion.
L' interpr�etation d'un syst�eme d'inf�erence est d�e�nie par la donn�ee d'un en-
semble de preuves, ditesadmissibles. Les conclusions de ces preuves forment
les jugements valides, autrement dit valid�es par des preuves admissibles, et
correspondent g�en�eralement, et dans les cas nous int�eressant, �a un point �xe
de l'op�erateur associ�e au syst�eme.
Pour d�e�nir des preuves, in�nies en profondeur surtout, on utilisera princi-
palement des syst�emes quasi-uniformes.

1.2.3 Proposition (Construction r�ecursive de preuves)
Soit � un syst�eme d'inf�erence d�e�ni sur l'ensemble de jugements U. Soit
(x = ax )x2X un syst�eme quasi-uniforme d�e�ni sur T 1

U [X ], compatible avec
le syst�eme d'inf�erence, au sens suivant :
pour toute inconnue x de X ,

{ soit ax est une preuve,
{ soit ax = z(xk )k2 K , en notation pr�e�xe, o�u

{ quel que soit k dans K , xk est une variable,
{ ((axk (" )) k2 K ; z) est une r�egle de� .

Alors, pour chaque inconnuex, la valeur en x de la solution est une preuve
suivant � .
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D�emonstration
Soit � l'unique solution du syst�eme. Consid�erons la propri�et�e suivante, d�e-
�nie pour tout arbre a de T 1

U et toute position p de son domaine, et not�ee
I (a; p) :

I (a; p)
def
, 9 ((zk )k2 K ; z) 2 � :

0

@
a(p) = z
f k 2 P j p k 2 domag = K
8 k 2 K : a (p k) = zk

1

A :

V�eri�ons que le lemme des propri�et�es locales 1.1.4 (p. 54) peut s'appliquer.
Premi�erement, le pr�edicat I d�e�nit une propri�et�e locale.
Deuxi�emement, montrons que pour toute variable x et toute position p ap-
partenant �a dom ax telle que ax (p) 2 U, on a I (� (x); p).
Soit x une variable.
Si ax est une preuve, alors� (x) = ax et pour toute position p, I (� (x); p) est
v�eri��e.
Examinons l'autre cas, o�u ax = z(xk )k2 K . On doit v�eri�er I (� (x); " ).
On a � (x)( " ) = z et pour k 2 P , � (x)(k) = axk (" ) si k 2 K et � (x)(k) = ?
sinon. Compte tenu des hypoth�eses,I (� (x); " ) est bien v�eri��e, en prenant la
r�egle d'inf�erence (( axk (" )) k2 K ; z).
On peut donc conclure que� a pour invariant I , et donc d�e�nit des preuves
suivant �.
x

Les �equations d�e�nissant des preuves pourront être not�ees de mani�ere plus
explicite ainsi :

x =
(xk )k2 K

z
:

Avant d'aborder la caract�erisation des points �xes, et les interpr�etations
inductives et co-inductives, d�e�nissons une interpr�etation mixte, en ajoutant
des contraintes pour la formation des preuves. Une contrainte encadre l'uti-
lisation des r�egles d'inf�erence : chaque pr�emisse d'une r�egle se voit quali��ee
de ®positive ¯ , ®n�egative ¯ ou ®neutre ¯ , pour indiquer le pro�l en profon-
deur de la preuve. Dans la preuve d'un jugement, une r�egle est utilisable
si chacune de ses pr�emisses, suivant qu'elle est positive, n�egative ou neutre,
est la conclusion d'une sous-preuve respectivement fond�ee, non fond�ee ou
quelconque. Ainsi, dans une interpr�etation inductive, toutes les pr�emisses
seront positives, et dans une co-inductive, toutes seront neutres.
On suppose que pour toute r�egle ((zk )k2 K ; z) de �, il existe une partition de
K en trois ensembles, not�esK + , K � et K 0 ; les pr�emisses appartenant �a la
famille (zk )k2 K + sont les pr�emissespositives, celles appartenant �a la famille
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(zk )k2 K � sont les pr�emissesn�egatives, et en�n celles appartenant �a la famille
(zk )k2 K 0 sont les pr�emissesneutres. Dans la suite, les r�egles pourront être
not�ees en pr�ec�edant les pr�emisses du signe®+ ¯ si elles sont positives,®- ¯ si
elles sont n�egatives et d'aucun signe sinon, comme ceci par exemple pour la
r�egle (( zk )k2 K ; z), avec K = f 0; 1; 2g, K + = f 0g, K � = f 2g et K 0 = f 1g :

+ z0 z1 � z2

z
:

Une preuvea : P � ! U est admissible dans l'interpr�etation mixte du syst�eme
d'inf�erence � si elle v�eri�e

pour toute position p du domaine dea, il existe une r�egle de �,
((zk )k2 K ; z), telle que

(i ) a(p) = z ;
(ii ) f k 2 P j p k 2 domag = K ;
(iii ) 8 k 2 K : a (p k) = zk ;
(iv ) 8 k 2 K + : a=p k est bien fond�e,
(v) 8 k 2 K � : a=p k n'est pas fond�e.

Les conditions (iv ) et (v) constituent les contraintes nouvelles sur l'utilisa-
tion des r�egles. Dans une interpr�etation mixte d'un syst�eme d'inf�erence, on
d�e�nira g�en�eralement les preuves �a l'aide de syst�emes d'�equations r�ecursives.
Cependant, la proposition pr�ec�edente 1.2.3 ne nous permet pas de savoir si
une preuve ainsi construite v�eri�e les contraintes suppl�ementaires. Ra�nons
donc cette proposition.

1.2.4 Proposition (
Interpr�etation mixte :
Construction r�ecursive de preuves

)

Soit � un syst�eme d'inf�erence d�e�ni sur l'ensemble de jugements U, et consi-
d�erons une interpr�etation mixte de ce syst�eme.
Soit (X + ; X � ; X 0) une partition de l'ensemble des inconnuesX .
Consid�erons un syst�eme quasi-uniforme (x = ax )x2X , d�e�ni sur T 1

U [X ],
compatible avec l'interpr�etation mixte du syst�eme d'inf�erence, au sens sui-
vant :
pour toute inconnue x de X + ,

{ ax est une preuve bien fond�ee admissible dans l'interpr�etation mixte,
pour toute inconnue x de X � ,

{ soit ax est une preuve non fond�ee admissible dans l'interpr�etation
mixte,

{ soit ax = z(xk )k2 K , en notation pr�e�xe, o�u
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{ ((axk (" )) k2 K ; z) est une r�egle de� ,
{ K � n'est pas vide,
{ quel que soit k dans K + , xk appartient �a X + ,
{ quel que soit k dans K � , xk appartient �a X � ,
{ quel que soit k dans K 0, xk appartient �a X ,

pour toute inconnue x de X 0,
{ soit ax est une preuve admissible dans l'interpr�etation mixte,
{ soit ax = z(xk )k2 K , en notation pr�e�xe, o�u

{ ((axk (" )) k2 K ; z) est une r�egle de� ,
{ quel que soit k dans K + , xk appartient �a X + ,
{ quel que soit k dans K � , xk appartient �a X � ,
{ quel que soit k dans K 0, xk appartient �a X .

Alors, pour chaque inconnuex, la valeur en x de la solution est une preuve
admissible dans l'interpr�etation mixte de � .

La d�emonstration est analogue �a celle de la proposition pr�ec�edente 1.2.3.

D�emonstration
Soit � l'unique solution du syst�eme. Consid�erons la propri�et�e suivante, d�e-
�nie pour tout arbre a de T 1

U et toute position p de son domaine, et not�ee
I (a; p) :

I (a; p)
def
, 9 ((zk )k2 K ; z) 2 � :

0

B
B
B
B
@

a(p) = z
f k 2 P j p k 2 domag = K
8 k 2 K : a (p k) = zk

8 k 2 K + : a=p k est bien fond�e
8 k 2 K � : a=p k n'est pas fond�e

1

C
C
C
C
A

:

V�eri�ons que le lemme des propri�et�es locales 1.1.4 (p. 54) peut s'appliquer.
Premi�erement, le pr�edicat I d�e�nit bien une propri�et�e locale.
Deuxi�emement, montrons que pour toute variable x et toute position p ap-
partenant �a dom ax telle que ax (p) 2 U, on a I (� (x); p).
Soit x une variable.
Si ax est une preuve admissible, alors� (x) = ax et pour toute position p,
I (� (x); p) est v�eri��e.
Examinons l'autre cas, o�u ax = z(xk )k2 K . On doit v�eri�er I (� (x); " ).
On a � (x)( " ) = z et pour k 2 P , � (x)(k) = axk (" ) si k 2 K et � (x)(k) = ?
sinon.
Compte tenu des hypoth�eses, les trois premi�eres conditions sont v�eri��ees, en
prenant la r�egle d'inf�erence (( axk (" )) k2 K ; z).
Si k 2 K + , on a � (x)=k = axk , et � (x)=k est bien fond�e.
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Supposons en�nk 2 K � . On cherche �a montrer que � (x)=k n'est pas fond�e.
Comme � (x)=k = � (xk ), avec xk 2 X � , il su�t de montrer que pour tout
x 2 X � , il existe une suite de preuves (Ax

n )n d�ecroissant suivant � (la
relation ®est un sous-arbre dē ) commen�cant en � (x). On construit cette
famille de suites par r�ecurrence en imposant que pour toutn, ou bien Ax

n
est une preuve admissible non fond�ee, ou bien il existey 2 X � tel que
Ax

n = � (y).
� n = 0
Pour tout x 2 X � , on poseAx

0 = � (x).
� n > 0
Supposons que pour toutx 2 X � , Ax

n� 1 est d�e�ni.
Soit x 2 X � .
Si Ax

n� 1 est une preuve admissible non fond�ee, il existe au moins une sous-
preuve imm�ediate, admissible et non fond�ee, et on en choisit une pourAx

n .
SupposonsAx

n� 1 = � (y), o�u y 2 X � . Si ay est une preuve admissible non
fond�ee, on a � (y) = ay , et on est ramen�e au cas pr�ec�edent.
Supposons doncay = z(xk )k2 K . Par hypoth�ese, il existe k 2 K � v�eri�ant
xk 2 X � et on poseAx

n = � (xk ).
On peut donc conclure que� a pour invariant I , et donc d�e�nit des preuves
admissibles dans l'interpr�etation mixte de �.
x

Comme pr�ec�edemment, les �equations d�e�nissant des preuves admissibles
pourront être not�ees de mani�ere plus explicite en pr�ecisant les contraintes,
comme dans cet exemple :

x =
+ x0 x1 � x2

z
:

Bien que nous utilisions �a plusieurs reprises l'interpr�etation mixte de sys-
t�emes d'inf�erence dans les chapitres suivants, nous ne poursuivons pas son
�etude, car elle ne donne pas lieu �a une caract�erisation int�eressante par points
�xes. Revenons donc aux points �xes extr�emaux, et �a leur caract�erisation
par des preuves.

Pr�ecis�ement, quelle notion d'admissibilit�e pour les preuves correspond
aux plus petit et plus grand points �xes de l'op�erateur d'inf�erence ? Le th�eo-
r�eme suivant apporte la r�eponse.

1.2.5 D�e�nition et th�eor�eme (
Interpr�etation inductive et co-inductive
d'un syst�eme d'inf�erence

)

Soit � un syst�eme d'inf�erence.
Dans son interpr�etation inductive, o�u les preuves admissibles sont les preuves
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bien fond�ees, l'ensemble des jugements valides est �egal au plus petit point �xe
de l'op�erateur d'inf�erence associ�e.
Dans son interpr�etation co-inductive, o�u toutes les preuves sont admissibles,
l'ensemble des jugements valides est �egal au plus grand point �xe de l'op�e-
rateur d'inf�erence associ�e.

D�emonstration
Soit ' l'op�erateur associ�e �a �. Soient P� (�) l'ensemble des preuves bien
fond�ees et Pr (�) l'ensemble de toutes les preuves de �. Soient en�n �(�)
et r (�) les ensembles de jugements valid�es par les preuves deP� (�) et de
Pr (�) respectivement.
� lfp( ' ) = �(�)
� lfp( ' ) � �(�)
Il su�t de montrer que ' (�(�)) � �(�).
Soit z 2 ' (�(�)).
Il existe Z � �(�) tel que ( Z; z) 2 �. Supposons que Z soit d�ecrit par la
famille (zk )k2 K . Comme Z � �(�), on peut associer �a chaque k de K une
preuve bien fond�ee ak 2 P � (�) ayant zk comme conclusion. Consid�erons le
syst�eme suivant, d'inconnues (x" ; (xk )k2 K ) :

x" =
(xk )k2 K

z
;

xk = ak (k 2 K ) :

Il est quasi-uniforme et compatible avec � : d'apr�es la proposition 1.2.3
(p. 73), la valeur de l'unique solution en x" est une preuve de conclusionz,
de plus bien fond�ee. Ainsi, z appartient ainsi �a �(�). Finalement, �(�) est
stable, ce qui montre la premi�ere inclusion.
� �(�) � lfp( ' )
Nous proc�edons par r�ecurrence structurelle sur l'ensemble des preuves bien
fond�ees.
Soit a une telle preuve, et supposons8 a0 � a : a0(" ) 2 lfp( ' ).
Comme l'ensemble des pr�emisses de la conclusion dea, f a(k) j k 2 P \
domag, est �egal �a f a0(" ) j a0 � ag et est donc inclus par l'hypoth�ese de
r�ecurrence dans lfp(' ), on d�eduit par la stabilit�e de lfp( ' ) que a(" ) 2 lfp( ' ).
Finalement, 8 a 2 P � (�) : a(" ) 2 lfp( ' ).
� gfp(' ) = r (�)
� gfp(' ) � r (�)
Comme gfp(' ) est dense, on peut associer �a toutz 2 gfp(' ) une r�egle
(( j (z; k)) k2 K z ; z) de �, avec f j (z; k) j k 2 K zg � gfp(' ). Consid�erons le
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syst�eme suivant, d'inconnues (xz)z2 gfp( ' ) :

�
xz =

(x j (z;k) )k2 K z

z

�

z2 gfp( ' )
:

Il est quasi-uniforme et compatible avec � : d'apr�es la proposition 1.2.3
(p. 73), pour tout z de gfp(' ), la valeur de l'unique solution en xz est une
preuve de conclusionz.
� r (�) � gfp(' )
Montrons que r (�) � ' (r (�)), ce qui permettra de conclure.
Soit z 2 r (�). Il existe a 2 P r (�) tel que a(" ) = z. Soit Z = f a(k) j k 2
P \ domag. On a Z � r (�) et ( Z; z) 2 �. Ainsi z 2 ' (r (�)). L'ensemble
r (�) est donc dense, d'o�u r (�) � gfp(' ).
x

Comme corollaire de ce th�eor�eme, il vient que la validit�e d'un jugement dans
un syst�eme d'inf�erence ne d�epend pas de la forme retenue pour les preuves,
pr�ecis�ement de la mani�ere dont les pr�emisses des r�egles sont d�ecrites.
Ce th�eor�eme justi�e aussi un changement de terminologie. Si � est un sys-
t�eme d'inf�erence, d'op�erateur associ�e ' , alors le plus petit point �xe de '
est appel�e l'ensemble engendr�e inductivement par �, not�e �(�), le qua-
li�catif ® inductif ¯ signi�ant la bonne fondation des preuves admissibles ;
quant au plus grand point �xe de ' , il est appel�e l'ensemble engendr�e co-
inductivement par �, not�e r (�), le quali�catif ®co-inductif ¯ signi�ant que
toutes les preuves sont admissibles.

Avant de poursuivre notre �etude, d�eveloppons un exemple particuli�ere-
ment utile d'interpr�etation co-inductive.

1.2.2 Comparer des arbres

Nous illustrons la d�emarche d�eductive en poursuivant et d�etaillant un
exemple d�ej�a abord�e, et qui nous sera utile par la suite, la comparaison
entre termes (soit entre arbres respectant une signature).

Dans un terme, une valeur de non-d�e�nition ? s (s �etant une sorte) appa-
râ�t n�ecessairement en une feuille. On peut compl�eter un terme comportant
des valeurs de non-d�e�nition en les rempla�cant par des termes non triviaux,
pour obtenir un terme mieux d�e�ni. L'ordre associ�e �a cette op�eration de
remplacement a �et�e d�ecrit pr�ec�edemment comme la relation ®est moins d�e-
�ni que ¯ ; il peut être compris aussi comme la relation®est un sous-terme
initial ¯ , en interpr�etant les valeurs de non-d�e�nition comme des arbres vides
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(pour chaque sorte), ce que nous avons d�ej�a fait ; on choisit plutôt de le nom-
mer ®ordre d'approximation ¯ : �etant donn�e un terme, on peut chercher �a
l'approcher en utilisant des termes moins d�e�nis que lui. Nous allons d�e�nir
cette relation de deux mani�eres :

{ par similarit�e, �a partir de l'interpr�etation co-inductive d'un syst�eme
d'inf�erence,

{ par compatibilit�e, en �etendant aux termes, consid�er�es comme des ap-
plications de l'ensemble des positions dans l'ensemble des �etiquettes
augment�e des valeurs de non-d�e�nition, la relation d'ordre naturelle
sur l'ensemble d'arriv�ee.

Dans la suite, on consid�ere la signature point�ee � ? , d�e�nie sur l'ensemble
de sortesS, l'ensemble de positionsP � et l'ensemble d'�etiquettes F .
Commen�cons par la d�e�nition de l'extension. L'ensemble F [ f? s j s 2 Sg
peut être muni d'une relation d'ordre strict < d�e�nie pour toute sorte s et
toute �etiquette f de sortes par :

? s < f :

L' ordre d'approximation est l'extension �a T 1
� ?

compatible avec la relation
pr�ec�edente, et se d�e�nit ainsi, pour tout terme a et b de T 1

� ?
:

a � b
def
, (dom a � domb) ^ (8 p 2 doma : a(p) � b(p)) :

Il s'agit �evidemment d'une relation d'ordre.
Voyons maintenant la d�e�nition par similarit�e de cette même relation. Consi-
d�erons le syst�eme d'inf�erence suivant, not�e � � , d�e�ni sur le produit cart�esien
T 1

� ?
� T 1

� ?
par les r�egles de la forme suivante :

;

(? s; a)
(a 2 T 1

� ?
: s) ;

�
(� 1(y); � 2(y))

�
y2 var( e)

(e[� 1]; e[� 2])

 
e 2 T 1

� ?
[X ]; e(" ) 2 F

� 1; � 2 : var(e) v! T 1
� ?

!

:

Nous allons montrer que l'ensemble engendr�e co-inductivement par �� est
�egal �a la relation d'ordre d'approximation. Dans la d�emonstration que nous
donnons, nous utilisons une hypoth�ese portant sur la taille de l'ensemble des
variablesX : pr�ecis�ement, on suppose que pour chaque sortes, il est possible
de plonger l'ensemble des positionsP � dans l'ensemble des variables de sorte
s, X s, plongement qu'on d�ecrit par la famille ( xs

p)p2P � .



1.2. Raisonner sur les objets in�nis 81

1.2.6 Proposition (
D�e�nition par similarit�e de
l'ordre d'approximation

)

L'ensemble engendr�e co-inductivement par� � est �egal �a la relation d'ordre
d'approximation : pour tous termes a et b de T 1

� ?
, on a

(a; b) 2 r (� � ) , a � b :

D�emonstration
� a � b ) (a; b) 2 r (� � )
Supposonsa � b. On associe tout d'abord �a a un terme e, appartenant �a
T 1

� [X ] et obtenu en rempla�cant les valeurs de non-d�e�nition par des va-
riables, de la mani�ere suivante, pour toute position p de doma :

e(p) =

(
a(p) si a(p) 2 F ;

xs
p si a(p) = ? s :

Consid�erons la valuation � 1 : var(e) v! T 1
� ?

d�e�nie par :

� 1(xs
p) = ? s :

On a �evidemment e[� 1] = a.
Consid�erons maintenant l'application � 2 : var(e) ! T 1

� ?
d�e�nie par :

� 2(xs
p) = b=p :

Elle respecte les sortes, puisque sixs
p est une variable dee, alors a(p), �egal

�a ? s, a pour sorte s, et donc b(p) aussi : � 2 est donc une valuation.
Montrons que e[� 2] = b.
Soit p une position. On a :

e[� 2](p) =

8
><

>:

e(p) si e(p) 2 F ;

� 2(xs
q)( r ) si p = q r; e(q) = xs

q ;

? sinon.

Dans le premier cas, on ae(p) = a(p) = b(p), et dans le second,� 2(xs
q)( r ) =

b(p). Finalement, pour toute position p 2 dome[� 2], e[� 2](p) = b(p), d'o�u
par le lemme 1.1.3 (p. 52), l'�egalit�e e[� 2] = b.
Pour conclure, d�e�nissons un syst�eme d'�equations r�ecursives, d'inconnues
(x; (xy)y2 var( e) ), par les �equations suivantes :

x =
(xy)y2 var( e)

(e[� 1]; e[� 2])
;

xy =
;

(� 1(y); � 2(y))
(y 2 var(e)) :
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Ce syst�eme quasi-uniforme est compatible avec �� ; d'apr�es la proposition
1.2.3 (p. 73), la valeur de la solution enx est une preuve de (a; b) dans � � .
� (a; b) 2 r (� � ) ) a � b
On montre par r�ecurrence sur l'ensemble des positions, muni de la relation
bien fond�ee � +

s (la relation su�xe), que pour toute position p et pour tout
couple (a; b) de r (� � ), on a

p 2 doma ) p 2 domb^ a(p) � b(p) :

On d�eduit de cette derni�ere implication �evidemment que a � b. Remarquons
aussi que sia = ? s, alors doma = ", et l'implication est v�eri��ee pour toute
position p.
Soit p une position et supposons que pour toute positionr telle que r � +

s p,
la propri�et�e est v�eri��ee.
Soit (a; b) appartenant �a r (� � ), et consid�erons le seul cas int�eressant, o�u
il existe e 2 T 1

� ?
et � 1; � 2 : var(e) ! T 1

� ?
tels que a = e[� 1], b = e[� 2],

e(" ) 2 F et 8 y 2 var(e) : (� 1(y); � 2(y)) 2 r (� � ).
Distinguons deux cas.
� p = "
Dans ce cas,p appartient �a dom a et domb et on a a(p) = e(p) = b(p).
� p 6= "
Supposonsp 2 doma. Deux cas sont possibles.
� e(p) 2 F [ f? s j s 2 Sg
Alors a(p) = e(p) = b(p).
� p = q r; e(q) = x(x 2 X )
Alors a(p) = � 1(x)( r ) et b(p) = � 2(x)( r ). Comme e(") 2 F , r � +

s p, et on
peut appliquer l'hypoth�ese de r�ecurrence �a r et au couple (� 1(x); � 2(x)) de
r (� � ) pour conclure.
x

Apr�es la d�e�nition par similarit�e de la relation d'ordre, il est possible d'en
donner une de l'�egalit�e, avec des r�egles tr�es voisines. Soit � = le syst�eme
d'inf�erence suivant, d�e�ni sur le produit cart�esien T 1

� ?
� T 1

� ?
par les r�egles

suivantes :

;

(? s; ? s)
(s 2 ? ) ;

(� 1(y); � 2(y)) y2 var( e)

(e[� 1]; e[� 2])

�
e 2 T 1

� ?
; e(" ) 2 F ;

�; � 0 : var(e) ! T 1
� ?

�
:
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Ce syst�eme d�e�nit bien l'�egalit�e de deux termes, �egalit�e que nous avons
d�e�nie pr�ec�edemment sous la forme d'une extension compatible aux termes
de l'�egalit�e entre �etiquettes et valeurs de non-d�e�nition (cf. p. 52).

1.2.7 Proposition (D�e�nition par bisimilarit�e de l'�egalit�e)
L'ensemble engendr�e co-inductivement par� = est �egal �a la relation d'�egalit�e
entre termes : pour tous termesa et b de T 1

� ?
, on a

(a; b) 2 r (� = ) , a = b :

D�emonstration
� (a; b) 2 r (� = ) ) a = b
Si (a; b) 2 r (� = ), alors (a; b) 2 r (� � ) et par sym�etrie, ( b; a) 2 r (� � ). Par
la proposition pr�ec�edente, a � b et b � a, soit a = b.
� a = b ) (a; b) 2 r (� = )
On v�eri�e facilement que pour tout terme a de T 1

� ?
, le couple (a; a) est un

axiome de � = .
x

1.2.3 Prouver dans un treillis complet

R�esumons-nous : on a associ�e �a un syst�eme d'inf�erence surU un op�erateur
croissant d�e�ni sur U et caract�eris�e son plus petit point �xe et son plus grand.
Le plus petit point �xe est, au choix,

{ le plus petit ensemble stable,
{ la limite d'une suite trans�nie croissante d'it�erations partant de l'en-

semble vide,
{ l'ensemble des jugements valid�es par des preuves bien fond�ees,

et son plus grand point �xe :
{ le plus grand ensemble dense,
{ la limite d'une suite trans�nie d�ecroissante d'it�erations partant de l'en-

semble de tous les jugements,
{ l'ensemble des jugements valid�es par des preuves.

Les deux premi�eres caract�erisations ont �et�e montr�ees en utilisant seulement
le fait que l'ensemble des parties d'un ensemble est un treillis complet. Une
question se pose : peut-on caract�eriser les points �xes d'une application crois-
sante sur un treillis complet quelconque en termes de preuves ? Si oui, dans
quel syst�eme d'inf�erence ? La r�eponse est a�rmative, en voici le d�eveloppe-
ment.

Consid�erons un treillis complet (U; � ; _ ; ^ ; ? ; > ), et une application crois-
sante � de U dansU. On va transformer � en un op�erateur sur U, de mani�ere
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�a ensuite construire un syst�eme d'inf�erence.
La transformation la plus simple, qui consiste �a associer �a toute partie l'en-
semble form�e des images de ses �el�ements, ne convient pas. En e�et, son plus
petit point �xe est l'ensemble vide.
En revanche, il est possible de repr�esenter le treillis completU �a l'int�erieur de
l'ensemble des parties deU, 2U, en utilisant les id�eaux d'ordre principaux 24.
C'est qu'en e�et tout ensemble ordonn�e est isomorphe �a l'ensemble de ses
id�eaux principaux, ordonn�e par l'inclusion. Soit � l'isomorphisme d'ordre
entre U et l'ensemble de ses id�eaux principaux,� U , d�e�ni par :

� (z)
def
= � z ;

o�u � z est l'id�eal principal engendr�e par z, soit

� z
def
= f y 2 U j y � zg:

Cette correspondance entre les ensembles ordonn�es et les ensembles d'id�eaux
principaux peut être �etendue pour former un foncteur entre les deux cat�e-
gories suivantes, qui sont �equivalentes :

{ objets : tout ensemble ordonn�e,
morphismes : toute application croissante,

{ objets : tout ensemble form�e des id�eaux principaux d'un ensemble
ordonn�e,
morphismes : toute application croissante (les objets �etant ordonn�es
par l'inclusion).

Ce foncteur transforme ainsi� en � � � � � � 1, de � U dans lui-même.
Il reste �a �etablir la relation entre l'ensemble des parties de U et � U , grâce �a
la compl�etude de U. Soit donc (� � : 2U ! � U ; � � : � U ! 2U) la connexion
de Galois25 d�e�nie par :

� � (Z )
def
= � (_Z ) ;

� � (Y )
def
= Y :

24 Un id�eal d'ordre est une section initiale dirig�ee d'un ensemble ordonn�e ; une section
initiale est une partie stable par minoration, et une partie est dirig�ee si elle peut être
munie d'une loi de composition interne associant �a tout couple un de leurs majorants. Un
id�eal est principal s'il est engendr�e par un �el�ement : c'est donc la section initiale ferm�ee
engendr�ee par cet �el�ement.

25 �Etant donn�e deux ensembles ordonn�es ( A; � ) et ( C; � ), une connexion de Galois entre
A et C est un couple d'applications ( � � : A ! C; � � : C ! A) v�eri�ant pour tout a de A
et tout c de C, a � � � (c) , � � (a) � c.
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�A � , on peut maintenant associer un op�erateur surU, ' , d�e�ni par

'
def
= � � � � � � � � � 1 � � � :

Il est facile de v�eri�er que z est un point �xe de � si et seulement si� z est
un point �xe de ' . On peut donc construire le syst�eme d'inf�erence �a partir
de ' , ce qui conduit au th�eor�eme suivant.

1.2.8 Th�eor�eme (
Treillis complet :
interpr�etation inductive et co-inductive
pour points �xes

)

Soit (U; � ; _ ; ^ ; ? ; > ) un treillis complet. Soit � une application croissante
de U dans U.
Consid�erons le syst�eme d'inf�erence � form�e des r�egles de la forme :

Z

z
(Z � U ; z � � (_Z )) :

Alors :
{ l'ensemble engendr�e inductivement par� est l'id�eal principal engendr�e

par le plus petit point �xe de � :

�(�) = � lfp( � ) ;

{ l'ensemble engendr�e co-inductivement par � est l'id�eal principal en-
gendr�e par le plus grand point �xe de � :

r (�) = � gfp(� ) :

D�emonstration
On reprend les notations d'avant l'�enonc�e.
Pour une partie Z de U, �evaluons ' (Z ) ; on obtient � � (_Z ). Il s�ensuit
qu'un point �xe de ' est n�ecessairement un id�eal principal. De plus, pour
tout jugement z, on a :

� (z) = z , ' (� z) = � z :

Les points �xes de � sont donc transform�es par � en ceux de' , et r�ecipro-
quement les points �xes de' sont transform�es par � � 1 en ceux de� .
Soit en�n ' 0 l'op�erateur associ�e �a �. On a :

' 0(Y ) = f z 2 U j 9 Z � U : (Z; z) 2 � ^ Z � Yg

= f z 2 U j 9 Z � U : z � � (_Z ) ^ Z � Yg

= f z 2 U j z � � (_Y )g

= � � (_Y )

= ' (Y ) :
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L'op�erateur associ�e �a � est bien ' . On peut donc conclure par le th�eor�eme
1.2.5 (p. 77) et la correspondance entre les points �xes de' et ceux de� .
x

Chaque r�egle (Z; z) du syst�eme d'inf�erence � peut se d�ecomposer en une
r�egle li�ee �a � ,

Z

� (_Z )
;

et une r�egle d'a�aiblissement, li�ee �a l'ordre � ,

f � (_Z )g

z
;

instance du sch�ema de r�egle suivant, o�u z � y,

f yg

z
:

Si seules les preuves des points �xes de� importent, il est possible de se
passer des r�egles d'a�aiblissement : les id�eaux principaux ne sont alors plus
prouv�es dans leur entier.

1.2.9 Th�eor�eme (
Treillis complet (bis) :
interpr�etation inductive et co-inductive
pour points �xes

)

Soit (U; � ; _ ; ^ ; ? ; > ) un treillis complet. Soit � une application croissante
de U dans lui-même.
Consid�erons le syst�eme d'inf�erence � 0 form�e des r�egles de la forme :

Z

� (_Z )
(Z � U ) :

Alors :
{ l'ensemble engendr�e inductivement par � 0 admet un plus grand �el�e-

ment, le plus petit point �xe de � :

max �(� 0) = lfp( � ) ;

{ l'ensemble engendr�e co-inductivement par� 0 admet un plus grand �el�e-
ment, le plus grand point �xe de � :

max r (� 0) = gfp( � ) :
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D�emonstration
� max �(� 0) = lfp( � )
Il su�t de montrer que _�(� 0) = lfp( � ). En e�et, dans ce cas, consid�erons
la r�egle de � 0

�(� 0)

� (_ �(� 0))
:

� (_ �(� 0)) admet donc une preuve bien fond�ee et appartient ainsi �a �(� 0) ;
par hypoth�ese, c'est justement _�(� 0), qui est donc le plus grand �el�ement
de �(� 0).
� _ �(� 0) � lfp( � )
Comme �(� 0) � �(�), on d�eduit du th�eor�eme pr�ec�edent l'in�egalit�e.
� lfp( � ) � _ �(� 0)
Comme pr�ec�edemment, de la r�egle

�(� 0)

� (_ �(� 0))
;

on d�eduit que � (_ �(� 0)) appartient �a �(� 0), et est donc inf�erieur ou �egal �a
_�(� 0) : _ �(� 0) est ainsi stable par� . Le th�eor�eme de Tarski (1.2.1 (p. 69))
permet de conclure.
� max r (� 0) = gfp( � )
On montre tout d'abord que _r (� 0) � gfp(� ), puis que gfp(� ) appartient �a
r (� 0). On en d�eduit �evidemment que gfp( � ) est le maximum de r (� 0).
� _r (� 0) � gfp(� )
Comme �(� 0) � �(�), on d�eduit du th�eor�eme pr�ec�edent l'in�egalit�e.
� gfp(� ) 2 r (� 0)
Consid�erons l'�equation r�ecursive suivante :

x =
x

gfp(� )
:

Comme le syst�eme d'inf�erence � 0 contient la r�egle d'inf�erence

gfp(� )

gfp(� )
;

cette �equation forme un syst�eme quasi-uniforme compatible avec �0; d'apr�es
la proposition 1.2.3 (p. 73), sa solution est donc une preuve de gfp(� ), qui
appartient ainsi �a r (� 0).
x
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1.2.4 Raisonner, c'est prouver

Les ensembles engendr�es inductivement et co-inductivement par un sys-
t�eme d'inf�erence ont �et�e caract�eris�es en tant que points �xes de l'op�erateur
d'inf�erence associ�e et en tant que conclusions de preuves. On va maintenant
associer �a ces caract�erisations des principes pour raisonner sur les �el�ements
de ces ensembles engendr�es. Fid�ele �a notre ligne directrice, nous insistons
sur la formulation en termes de preuves. Ainsi, un raisonnement co-inductif
correspond �a la validation d'un jugement par une preuve : raisonner, c'est
donc prouver ; un raisonnement inductif s'appuie sur la propri�et�e des preuves
admissibles consid�er�ees, la bonne fondation : il s'agit donc d'une r�ecurrence
structurelle sur les preuves.
On consid�ere tout d'abord le cas d'un syst�eme d'inf�erence, puis celui d'un
treillis complet. �A chaque fois, on donne tout d'abord les principes d'induc-
tion, puis ceux de co-induction. On compare aussi les di��erents principes, re-
lativement �a ceux utilisant les preuves. Pour simpli�er, on utilise les preuves
canoniquement associ�ees aux syst�emes d'inf�erence consid�er�es.
Les principes donn�es sont toujours optimaux, dans le sens o�u la condition
permettant de d�eduire la conclusion souhait�ee lui est en fait �equivalente.

Consid�erons tout d'abord le cas d'un syst�eme d'inf�erence. Les di��erentes
caract�erisations donn�ees dans le paragraphe 1.2.1 m�enent au th�eor�eme sui-
vant pour l'induction.

1.2.10 Th�eor�eme (Syst�eme d'inf�erence : principes inductifs)
Consid�erons un syst�eme d'inf�erence � d�e�ni sur l'ensemble U. Soient '
l'op�erateur d'inf�erence associ�e, (� � (' )) � la suite trans�nie croissante des
it�er�es de ' , d�e�nie par

� � (' ) =
[

� j �<�

' (� � (' )) ;

P� (�) l'ensemble des preuves dans� bien fond�ees et �(�) l'ensemble en-
gendr�e inductivement par � .
Soit Z une partie deU. Alors chacune des conditions suivantes implique que
�(�) est inclus dansZ , et r�eciproquement :

(i ) conditions de stabilit�e :
(a) ' (Z \ �(�)) � Z ;
(b) 9 Y : Y � Z ^ ' (Y ) � Y ;

(ii ) condition d'induction trans�nie :
8 � : (8 � < � : � � (' ) � Z ) ) � � (' ) � Z ;

(iii ) condition de r�ecurrence structurelle sur les preuves :
8 a 2 P � (�) : (8 j 2 doma \ U : a(j ) 2 Z ) ) a(" ) 2 Z :
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D�emonstration
Notons (C) la conclusion �(�) � Z .
� (i:a) ) (C)
Supposons (i:a). Comme �(�) est un point �xe, Z \ �(�) est stable par ' .
Du th�eor�eme de Tarski (1.2.1 (p. 69)), on d�eduit �(�) � Z \ �(�), d'o�u
(C).
� (i:b) ) (C)
Supposons (i:b). Comme Y est stable, par le th�eor�eme de Tarski (1.2.1
(p. 69)), �(�) � Y , puis par transitivit�e ( C).
� (ii ) ) (C)
Supposons (ii ). On d�eduit du principe d'induction trans�nie que pour tout
ordinal � , � � (' ) � Z , d'o�u ( C) par le th�eor�eme 1.2.2 (p. 70).
� (iii ) ) (C)
Supposons (iii ). Du principe de r�ecurrence structurelle sur les preuves bien
fond�ees, on d�eduit 8 a 2 P � (�) : a(" ) 2 Z . Par le th�eor�eme 1.2.5 (p. 77), on
a alors (C).
� R�eciproques
Elles sont triviales.
x

D'un point de vue logique, toutes ces conditions sont �equivalentes, comme
elles sont �equivalentes �a la conclusion du principe, l'inclusion de l'ensemble
engendr�e inductivement dans la partie consid�er�ee. Il est cependant int�eres-
sant de les comparer d'un point de vue m�ethodologique.�A cette �n, on se
place dans une position quelque peu arti�cielle : on cherche �a d�emontrer la
condition de r�ecurrence structurelle sur les preuves, en supposant tour �a tour
chacune des autres conditions, comme si nous ignorions, malgr�e l'�evidence,
que le principe d'induction peut s'appliquer �a chaque fois.
La premi�ere condition de stabilit�e exprime de mani�ere synth�etique la condi-
tion de r�ecurrence structurelle sur les preuves : il s'agit de sa traduction
utilisant l'op�erateur d'inf�erence. Quant �a la seconde condition de stabilit�e,
elle conduit �a d�emontrer la condition de r�ecurrence avec Y , et non Z , puis
�a utiliser l'inclusion de Y dans Z .
La condition d'induction trans�nie ressemble �a la condition de r�ecurrence
structurelle. Pour pr�eciser leur rapport, nous allons caract�eriser les it�er�es de
l'op�erateur d'inf�erence �a l'aide de preuves. Consid�erons les premiers termes
de la suite des it�er�es, (� � (' )) � , avec la notation du th�eor�eme pr�ec�edent :

{ � 0(' ) est l'ensemble vide,
{ � 1(' ) est l'ensemble des axiomes,
{ � 2(' ) est l'ensemble form�e des axiomes et des conclusions de r�egles
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dont les pr�emisses sont des axiomes.
Ces premi�eres caract�erisations sugg�erent que l'ordinal indique la hauteur des
preuves, intuition que nous d�eveloppons maintenant.
La hauteur d'un arbre, entendue comme la plus grande longueur d'un chemin
entre la racine et une feuille de l'arbre, est d�e�nie lorsque l'arbre est �ni :
on peut cependant �etendre la d�e�nition aux arbres bien fond�es, �a condition
de renoncer �a l'ensemble des entiers naturels pour la classe des ordinaux.

1.2.11 D�e�nition et proposition (
Hauteur (ordinale)
d'un arbre bien fond�e

)

Il existe une unique applicationh de l'ensemble des arbres bien fond�es dans
la classe des ordinaux v�eri�ant pour tout arbre f (ai ) i 2 I d'�etiquette f et de
sous-arbres les arbres de la famille(ai ) i 2 I :

h(f (ai ) i 2 I ) =
_

i 2 I

h(ai ) + 1 :

L'ordinal h(f (ai ) i 2 I ) est la hauteur de l'arbre f (ai ) i 2 I .

L'existence et l'unicit�e d�ecoule du th�eor�eme 1.1.1 (p. 47) concernant la r�e-
cursion sur les ensembles munis d'une relation bien fond�ee26.
Appliquons cette notion de hauteur aux preuves. Consid�erons un syst�eme
d'inf�erence � et un jugement z appartenant �a l'ensemble engendr�e inductive-
ment par �. On associe �a z le plus petit ordinal de l'ensemble des hauteurs
des preuves (bien fond�ees) validantz. Cet ordinal, non nul, est appel�e la
complexit�e du jugement z dans �.
Finalement, les conditions d'induction trans�nie et de r�ecurrence structurelle
sur les preuves se correspondent tr�es pr�ecis�ement.

1.2.12 Proposition (Induction : it�er�es et complexit�e)
Consid�erons un syst�eme d'inf�erence � sur l'ensembleU.
Soient ' l'op�erateur d'inf�erence associ�e et (� � (' )) � la suite trans�nie crois-
sante des it�er�es de ' , d�e�nie par

� � (' ) =
[

� j �<�

' (� � (' )) :

Alors, pour tout jugement z et pour tout ordinal � ,

26 Le th�eor�eme a �et�e �etabli dans le cas o�u l'ensemble d'arriv�ee est un ensemble (de la
th�eorie des ensembles), et non une classe propre (ce qu'est la classe des ordinaux). On
admet qu'il est encore valable dans ce cas.
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z appartient �a � � (' ) si et seulement si la complexit�e dez dans
� est inf�erieure ou �egale �a � .

D�emonstration
Soit R� l'ensemble des jugements de complexit�e inf�erieure ou �egale �a� .
� � � (' ) � R�

On proc�ede par induction trans�nie.
Soit � un ordinal tel que 8 � < � : � � (' ) � R� , et consid�erons z 2 � � (' ).
Il existe � < � tel que z 2 ' (� � (' )). Cela signi�e qu'il existe une r�egle
(Z; z) de �, avec Z � � � (' ), soit par hypoth�ese d'induction, Z � R� . Tout
jugement j de Z a ainsi une complexit�e inf�erieure ou �egale �a � , si bien que
la complexit�e de z est inf�erieure ou �egale �a � + 1, et donc �a � .
� R� � � � (' )
On proc�ede par induction trans�nie.
Soit � un ordinal tel que 8 � < � : R � � � � (' ), et consid�erons z 2 R� , de
complexit�e � , inf�erieure ou �egale �a � .
Si � < � , alors l'hypoth�ese d'induction donne z 2 � � (' ) et comme � � (' ) �
� � (' ), on peut conclure.
Supposons donc� = � . Comme � est la hauteur d'un arbre, il existe � 0

tel que � = � 0 + 1. Soit ( Z; z) la r�egle d'inf�erence par laquelle se termine
la preuve de z de hauteur � . N�ecessairement, les jugements deZ ont une
complexit�e inf�erieure ou �egale �a � 0. De l'hypoth�ese d'induction, on d�eduit
que Z � � � 0(' ), ce qui montre que z appartient �a ' (� � 0(' )), et donc �a
� � (' ).
x

Toujours au sein d'un syst�eme d'inf�erence, voyons maintenant la co-
induction, �a partir des caract�erisations donn�ees dans le paragraphe 1.2.1.

1.2.13 Th�eor�eme (Syst�eme d'inf�erence : principes co-inductifs)
Consid�erons un syst�eme d'inf�erence � sur l'ensembleU.
Soient ' l'op�erateur d'inf�erence associ�e, (r � (' )) � la suite trans�nie d�ecrois-
sante des it�er�es de ' , d�e�nie par

r � (' ) =
\

� j �<�

' (r � (' )) ;

r (�) l'ensemble engendr�e co-inductivement par� et Pr (�) l'ensemble des
preuves dans� .
Soit Z une partie deU. Alors chacune des conditions suivantes implique que
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Z est inclus dansr (�) , et r�eciproquement :

(i ) conditions de densit�e :
(a) Z � ' (Z [ r (�)) ;
(b) 9 Y : Z � Y ^ Y � ' (Y ) ;

(ii ) condition d'induction trans�nie :
8 � : (8 � < � : Z � r � (' )) ) Z � r � (' ) ;

(iii ) validation par preuve :
8 z 2 Z : 9 a 2 P r (�) : a(" ) = z :

D�emonstration
Notons (C) la conclusion Z � r (�).
� (i:a) ) (C); (i:b) ) (C); (ii ) ) (C)
En raisonnant par dualit�e, on peut utiliser les r�esultats du th�eor�eme 1.2.10
(p. 88).
� (iii ) ) (C)
Supposons (iii ). Du th�eor�eme 1.2.5 (p. 77), on d�eduit imm�ediatement ( C).
� R�eciproques
Elles sont triviales.
x

Comme pour l'induction, toutes ces conditions sont �equivalentes, comme
elles sont �equivalentes �a la conclusion du principe, l'inclusion deZ dans
l'ensemble engendr�e co-inductivement par le syst�eme d'inf�erence. Il reste
la comparaison m�ethodologique : cette fois-ci, on cherche �a valider par des
preuves les jugements deZ . Examinons une �a une les autres conditions et
d�eterminons la mani�ere dont chacune d'elles permet cette validation.
Chaque condition de densit�e permet de construire un syst�eme d'�equations
r�ecursives dont la solution donne les preuves recherch�ees. En e�et, dans les
deux cas, il est possible de d�e�nir un syst�eme d'�equations r�ecursives, quasi-
uniforme et compatible avec �, ( x j = aj ) j 2 J , v�eri�ant

{ J � U ,
{ Z � J ,
{ et aj (" ) = j .

La premi�ere condition, Z � ' (Z [ r (�)), permet de d�e�nir un syst�eme
avec J = Z [ r (�) ; pour la seconde, 9 Y : Z � Y ^ Y � ' (Y ), on prend
�evidemment J v�eri�ant Z � J ^ J � ' (J ). Dans tous les cas, pour tout
jugement j de J , donc deZ , la valeur de la solution enx j est une preuve de
j .
Venons-en �a la condition d'induction trans�nie. La suite des it�er�es ( r � (' )) �

est d�ecroissante et converge vers le plus grand point �xe.�Etant donn�e un
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it�er�e r � (' ) de l'op�erateur d'inf�erence ' , essayons de valider par des preuves
ses jugements. N�ecessairement, le syst�eme d'inf�erence consid�er�e doit être une
extension de � ; le plus simple est d'ajouter des axiomes. Avant d'�etudier
les premiers termes de la suite pour en induire une caract�erisation g�en�erale,
remarquons qu'en raisonnant par dualit�e, il est facile de valider par des
preuves les jugements du compl�ementaire der � (' ).
L' op�erateur dual de ' , not�e e' , est d�e�ni par

e' (Z ) = : ' (: Z ) ;

o�u pour toute partie Z de l'ensemble des jugements,: Z est son compl�e-
mentaire. Le plus petit point �xe de ' a pour compl�ementaire le plus grand
point �xe de e' , et sym�etriquement pour le plus grand. De même, les suites
trans�nies des it�er�es de ' et e' se correspondent : pour tout ordinal � , les
it�er�es � � (' ) et r � (' ) ont pour compl�ementaire r � ( e' ) et � � ( e' ) respecti-
vement.
Le syst�eme d'inf�erence dual de �, not�e e�, se d�e�nit �a partir de e' , et contient
donc toute r�egle de la forme (Z; z) telle que pour toute r�egle de � ayant
pour conclusionz, au moins une de ses pr�emisses appartient �aZ :

8 (Y; z) 2 � : Z \ Y 6= ; :

C'est qu'en e�et on a les �equivalences suivantes :

(Z; z) 2 e� , z 2 e' (Z )

, z =2 ' (: Z )

, : (9 Y : (Y; z) 2 � ^ Y \ Z = ; )

, 8 Y : (Y; z) 2 � ) Z \ Y 6= ; :

Il s'ensuit, d'apr�es la proposition 1.2.12 (p. 90), que le compl�ementaire de
r � (' ) est �egal �a l'ensemble des jugements de complexit�e inf�erieure ou �egale
�a � dans e�.
En dehors du plus grand point �xe de ' , l'it�er�e r � (' ) contient des juge-
ments appartenant au plus petit point �xe de e' : leur complexit�e est alors
sup�erieure �a � dans e�. A�nons ce r�esultat en consid�erant les deux premiers
termes de la suite.
On a r 0(' ) = U. Consid�erons un jugementz, et essayons de le prouver dans
une extension de �. S'il est conclusion d'une r�egle de �, on examine cha-
cune des pr�emisses de la r�egle ; si cette pr�emisse est conclusion d'une r�egle,
on peut continuer de même, sinon, il est n�ecessaire d'ajouter comme axiome
ce jugement. C'est même su�sant puisqu'ainsi aussi bien les conclusions des
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r�egles que les jugements qui n'en sont pas peuvent être prouv�es. Comme les
axiomes dee� sont les jugements qui ne sont pas conclusion d'une r�egle de
�, il s'agit donc de les ajouter, autrement dit d'ajouter les jugements de
complexit�e un dans e�.
On a r 1(' ) = ' (U). C'est donc l'ensemble des conclusions des r�egles de
�. Essayons de prouver une conclusionz d'une r�egle de �. Soit (( Z i ; z)) i 2 I

la famille form�ee des r�egles de � ayant pour conclusion z. S'il existe i 2 I
tel que Z i ne contient que des conclusions de r�egles, on peut continuer en
prenant comme pr�emisses dez l'ensembleZ i . Sinon, pour chaquei , il existe
zi dans Z i qui n'est pas conclusion d'une r�egle. Il est facile de voir que la
r�egle ( f zi j i 2 I g; z) appartient alors au syst�eme dual e�. Le jugement z, qui
n'est pas un axiome dee�, a donc pour complexit�e deux dans e�.
G�en�eralisons avec la proposition suivante.

1.2.14 Proposition (Co-induction : it�er�es et complexit�e)
Soient � un syst�eme d'inf�erence sur l'ensemble U, ' l'op�erateur associ�e,
(r � (' )) � la suite trans�nie d�ecroissante des it�er�es de ' , d�e�nie par

r � (' ) =
\

� j �<�

' (r � (' )) ;

et en�n e� le syst�eme d'inf�erence dual de � .
Soit � un ordinal. D�e�nissons le syst�eme d'inf�erence � � comme une exten-
sion de� , contenant en plus les axiomes form�es des jugements de complexit�e
� + 1 dans e� :

� � = � [ f (; ; z) j z de complexit�e � + 1 dans e� g:

Alors r � (' ) est �egal �a l'ensemble engendr�e co-inductivement par� � .

D�emonstration
� r � (' ) � r (� � )
On va construire un syst�eme d'�equations r�ecursives, d'inconnues (xz)z2r � ( ' ) ,
dont la solution d�e�nit pour chaque z de r � (' ) une preuve dans � � .
Soit z 2 r � (' ).
Pour d�e�nir l'�equation en xz, consid�erons la famille ((Z i ; z)) i 2 I form�ee des
r�egles de � ayant pour conclusion z, et distinguons deux cas.
� 9 i 2 I : 8 j 2 Z i : j 2 r � (' )
Soit i appartenant �a I v�eri�ant 8 j 2 Z i : j 2 r � (' ). On pose :

xz =
(x j ) j 2 Z i

z
:
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� 8 i 2 I : 9 j 2 Z i : j =2 r � (' )
On peut donc associer �a tout i 2 I un jugement zi deZ i v�eri�ant zi =2 r � (' ),
soit zi 2 � � ( e' ). Il est facile de v�eri�er que la r�egle ( f zi j i 2 I g; z) est une
r�egle du syst�eme dual e�. Comme les zi ont une complexit�e dans e� d'au
plus � , z y a donc une complexit�e d'au plus � + 1. Comme z =2 � � ( e' ) par
hypoth�ese, il en r�esulte que z a pour complexit�e � + 1 dans e�. Finalement,
on pose :

xz =
;

z
:

Le syst�eme ainsi construit est quasi-uniforme et compatible avec �� ; d'apr�es
la proposition 1.2.3 (p. 73), pour tout z appartenant �a r � (' ), la valeur de
la solution en xz est donc une preuve dez dans � � .
� r (� � ) � r � (' )
On proc�ede par induction trans�nie.
Soit � un ordinal et supposons8 � < � : r (� � ) � r � (' ). Du fait de l'in-
clusion pr�ec�edente, on a en fait 8 � < � : r (� � ) = r � (' ).
On montre que pour tout ordinal � < � , on a r (� � ) � ' (r � (' )), ce qui
permettra de conclure.
Soit donc � < � . On va construire un syst�eme d'�equations r�ecursives, d'in-
connues ((xz)z2r (� � ) ; (yj ) j 2r (� � ) ), dont la solution d�e�nit pour chaque z de
r (� � ) une preuve dez dans � � se terminant par l'application d'une r�egle
de �. On en d�eduira que r (� � ) � ' (r (� � )), ce qui est �equivalent par l'hy-
poth�ese d'induction, �a r (� � ) � ' (r � (' )).
Soit j appartenant �a r (� � ). Il admet dans � � une preuveaj , et on pose :

yj = aj :

Soit z appartenant �a r (� � ). Distinguons deux cas.
� z a pour complexit�e � + 1 dans le syst�eme dual e�.
Consid�erons la famille ((Z i ; z)) i 2 I form�ee des r�egles de � ayant pour conclu-
sion z, et montrons par l'absurde qu'il existe i 2 I tel que Z i � r � (' ).
Supposons8 i 2 I : 9 z 2 Z i : z =2 r � (' ). Comme pr�ec�edemment, on montre
que z a alors une complexit�e dans e� d'au plus � + 1, donc d'au plus � ,
contradiction.
Soit i 2 I tel que Z i � r � (' ), soit par hypoth�ese d'induction Z i � r (� � ).
L'�equation en xz est d�e�nie par :

xz =
(yj ) j 2 Z i

z
:

� z n'a pas pour complexit�e � + 1 dans e�.
Une preuve dez dans � � se termine donc par l'application d'une r�egle de
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�, soit ( Z; z), avec Z � r (� � ), et on pose :

xz =
(x j ) j 2 Z

z
:

Le syst�eme ainsi construit est quasi-uniforme et compatible avec �� . D'apr�es
la proposition 1.2.3 (p. 73), pour tout z appartenant �a r (� � ), la valeur de
la solution en xz est une preuve dez dans � � , se terminant par l'application
d'une r�egle de � ; comme les pr�emisses de z appartiennent �a r (� � ), on
en d�eduit que z appartient �a ' (r (� � )), soit par l'hypoth�ese d'induction �a
' (r � (' )).
x

Revenons �nalement au probl�eme initial, la validation des jugements d'une
partie Z v�eri�ant la condition d'induction trans�nie, et donc pour tout or-
dinal � , l'inclusion dans r � (' ).
Soit � un ordinal.
En utilisant la même technique que dans la preuve pr�ec�edente, on construit
un syst�eme d'�equations r�ecursives, d'inconnues (xz)z2r � ( ' ) . Soit z apparte-
nant �a r � (' ), et consid�erons la famille ((Z i ; z)) i 2 I form�ee des r�egles de �
de conclusionz. S'il existe i tel que Z i � r � (' ), alors on pose :

xz =
(x j ) j 2 Z i

z
:

Sinon, pour chaquei , il existe zi dansZ i n'appartenant pas �a r � (' ). Comme
pr�ec�edemment, il est facile de voir que z a pour complexit�e � + 1 dans e�, et
on pose :

xz =
;

z
:

Le syst�eme �etant uniforme et compatible avec � � , chaque jugement de
r � (' ), et donc de Z , admet une preuve dans �� . Pour � su�samment
grand, � = � � , si bien qu'on obtient une preuve dans �.

Donnons pour terminer les principes d'induction et de co-induction dans
un treillis complet. On s'appuie sur les caract�erisations obtenues dans le pa-
ragraphe 1.2.3 (p. 83).
On peut �enoncer pour l'induction le th�eor�eme suivant, tr�es proche du th�eo-
r�eme 1.2.10 (p. 88) pour les syst�emes d'inf�erence.

1.2.15 Th�eor�eme (Treillis complet : principes inductifs)
Soit (U; � ; _ ; ^ ; ? ; > ) un treillis complet. Soient � une application croissante
de U dans lui-même, et(� � (� )) � la suite trans�nie croissante des it�er�es de
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� , d�e�nie par
� � (� ) =

_

� j �<�

� (� � (� )) :

Associons �a � le syst�eme d'inf�erence � sur U, form�e des r�egles de la forme :

Z

z
(Z � U ; z � � (_Z )) ;

et le syst�eme � 0, form�e des r�egles de la forme :

Z

� (_Z )
(Z � U ) :

Soient en�n lfp( � ) le plus petit point �xe de � , et P� (�) et P� (� 0) les
ensembles des preuves bien fond�ees dans� et � 0 respectivement.
Consid�erons un jugement z. Alors les conditions suivantes impliquent que
lfp( � ) est inf�erieur ou �egal �a z, et r�eciproquement :

(i ) conditions de stabilit�e :
(a) � (z ^ lfp( � )) � z ;
(b) 9 y : y � z ^ � (y) � y ;

(ii ) condition d'induction trans�nie :
8 � : (8 � < � : � � (� ) � z) ) � � (� ) � z ;

(iii ) conditions de r�ecurrence structurelle sur les preuves :
(a) 8 a 2 P � (�) : (8 j 2 doma \ U : a(j ) � z) ) a(" ) � z ;
(b) 8 a 2 P � (� 0) : (8 j 2 doma \ U : a(j ) � z) ) a(" ) � z :

D�emonstration
Notons (C) la conclusion lfp(� ) � z.
� (i:a) ) (C)
Supposons (i:a). Comme lfp(� ) est un point �xe, z ^ lfp( � ) est stable par � .
Du th�eor�eme de Tarski (1.2.1 (p. 69)), on d�eduit lfp( � ) � z ^ lfp( � ), d'o�u
(C).
� (i:b) ) (C)
Supposons (i:b). Comme y est stable, par le th�eor�eme de Tarski (1.2.1
(p. 69)), lfp( � ) � y, puis par transitivit�e ( C).
� (ii ) ) (C)
Supposons (ii ). On d�eduit du principe d'induction trans�nie que pour tout
ordinal � , � � (� ) � z, d'o�u ( C) par le th�eor�eme 1.2.2 (p. 70).
� (iii:a ) ) (C)
Supposons (iii ). Du principe de r�ecurrence structurelle sur les preuves bien
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fond�ees, on d�eduit 8 a 2 P � (�) : a(" ) � z. Par le th�eor�eme 1.2.8 (p. 85), on
a alors (C).
� (iii:b ) ) (C)
C'est le même raisonnement, cette fois en utilisant le th�eor�eme 1.2.9 (p. 86).
� R�eciproques
Elles sont triviales.
x

Pour la co-induction, on dispose des principes suivants.

1.2.16 Th�eor�eme (Treillis complet : principes co-inductifs)
Soit (U; � ; _ ; ^ ; ? ; > ) un treillis complet. Soient � une application croissante
de U dans lui-même, et (r � (� )) � la suite trans�nie d�ecroissante des it�er�es
de � , d�e�nie par

r � (� ) =
^

� j �<�

� (r � (� )) :

Associons �a � le syst�eme d'inf�erence � sur U, form�e des r�egles de la forme :

Z

z
(Z � U ; z � � (_Z )) ;

et le syst�eme � 0, form�e des r�egles de la forme :

Z

� (_Z )
(Z � U ) :

Soient en�n gfp(� ) le plus grand point �xe de � , et Pr (�) et Pr (� 0) les
ensembles des preuves dans� et � 0 respectivement.
Consid�erons un jugement z. Alors les conditions suivantes impliquent que
gfp(� ) est sup�erieur ou �egal �a z, et r�eciproquement :

(i ) conditions de densit�e :
(a) z � � (z _ gfp(� )) ;
(b) 9 y : z � y ^ y � � (y) ;

(ii ) condition d'induction trans�nie :
8 � : (8 � < � : z � r � (� )) ) z � r � (� ) ;

(iii ) validation par preuve :
(a) 9 a 2 P r (�) : a(" ) = z ;
(b) 9 y 2 U : 9 a 2 P r (� 0) : z � y ^ a(" ) = y :

D�emonstration
Notons (C) la conclusion z � gfp(� ).
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� (i:a) ) (C)
Supposons (i:a). Comme gfp(� ) est un point �xe, z _ gfp(� ) est dense pour
� . Du th�eor�eme de Tarski (1.2.1 (p. 69)), on d�eduit z _ gfp(� ) � gfp(� ), d'o�u
(C).
� (i:b) ) (C)
Supposons (i:b). Commey est dense, par le th�eor�eme de Tarski (1.2.1 (p. 69)),
y � gfp(� ), puis par transitivit�e ( C).
� (ii ) ) (C)
Supposons (ii ). On d�eduit du principe d'induction trans�nie que pour tout
ordinal � , z � r � (� ), d'o�u ( C) par le th�eor�eme 1.2.2 (p. 70).
� (iii:a ) ) (C)
Supposons (iii:a ). Du th�eor�eme 1.2.8 (p. 85), on d�eduit ( C).
� (iii:b ) ) (C)
Cette fois, on utilise le th�eor�eme 1.2.9 (p. 86).
� R�eciproques
Elles sont triviales.
x

Comme pr�ec�edemment, il serait possible de comparer les principes d'un point
de vue m�ethodologique. C'est cependant inutile dans la mesure o�u il est facile
de traduire les r�esultats pr�ec�edents dans ce nouveau contexte. En e�et, en
associant �a l'application � les op�erateurs d'inf�erence des syst�emes � et � 0,
not�es ' et ' 0, on peut traduire toutes les conditions portant sur � en des
conditions analogues utilisant ' ou ' 0. Par exemple, les it�er�es de � , de ' et
de ' 0 v�eri�ent pour tout ordinal � :

� � (� ) = _� � (' ) = _� � (' 0) :

L'interpr�etation en termes de preuves dans � ou � 0 en d�ecoule.

Nous avons essay�e de montrer dans ce chapitre que l'approche d�eductive
est une alternative viable �a l'approche classique par points �xes. Elle repose
sur l'utilisation de syst�emes d'inf�erence et s'appuie sur une pratique unique,
la construction de preuves dans les syst�emes d'inf�erence.
Dans les chapitres suivants, nous construirons des objets in�nis en utilisant
des syst�emes d'�equations r�ecursives et raisonnerons sur ces objets en suivant
cette approche d�eductive.
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Dans ce chapitre, nous r�epondons �a la question suivante : �etant donn�e
un programme, que peut-on en observer ?
C'est un pr�ealable �a notre �etude des ux d'informations, pr�esent�ee au cha-
pitre suivant. La g�en�eralit�e de la question nous a conduit �a d�evelopper ce
chapitre sans r�ef�erence �a notre probl�ematique s�ecuritaire, mais plutôt sous
l'angle purement s�emantique.

Ainsi, on peut consid�erer que le but de ce chapitre est de d�evelopper une
m�ethode pour d�e�nir la s�emantique de langages de programmation algorith-
mique. Elle est pr�esent�ee ici pour le langage paradigmatique par excellence,
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le � -calcul paresseux1 ou faible, dans sa version utilisant l'appel par valeur.
La simplicit�e de ce langage rend l'expos�e plus clair, mais peut parâ�tre res-
trictive ; que devient la m�ethode pr�esent�ee ici lorsqu'on �etend le langage,
syntaxiquement en structurant les donn�ees, mais aussi s�emantiquement, en
introduisant des e�ets de bord, des entr�ees et sorties, etc. ? C'est en conclu-
sion qu'on abordera cette question de la g�en�eralisation.

Les di��erentes approches s�emantiques peuvent se partager suivant la
mani�ere dont l'ex�ecution est d�ecrite :

{ ou bien elle l'est e�ectivement, par la suite des op�erations qui m�enent
au r�esultat, et la s�emantique est dite op�erationnelle,

{ ou bien elle ne l'est pas, seul le r�esultat important, ind�ependamment
de la mani�ere dont le calcul s'est r�ealis�e, et on parle de s�emantique
d�enotationnelle.

Une s�emantique op�erationnelle d�ecrit ainsi l'ex�ecution des programmes sur
une machine, g�en�eralement abstraite : elle associe �a chaque programme sa
trace d'ex�ecution, soit la suite des �etats successifs de la machine abstraite
lors de l'ex�ecution. De ce point de vue, elle est proche de l'activit�e de pro-
grammation �a laquelle elle donne un sens.
Une s�emantique op�erationnelle peut servir �a d�e�nir ce qu'on observe d'un
programme, par exp�erimentation : il su�t d'ex�ecuter le programme dans
tout contexte d'utilisation possible et d'observer le r�esultat qu'il donne. Il
est �a noter que cette d�e�nition peut être circulaire, puisque l'observation
d'un programme se d�e�nit �a partir de l'observation de r�esultats d'ex�ecution.
Deux rem�edes �a la circularit�e : d'une part, l'accepter, ce qui revient �a d�e-
�nir l'observation co-inductivement, d'autre part, d�e�nir l'observation d'un
r�esultat de mani�ere �el�ementaire, par sa valeur si le r�esultat appartient �a un
type de base, dit®passif¯ , comme un entier, un bool�een, ou par l'observa-
tion de sa terminaison s'il appartient �a un type ®actif ¯ , repr�esentant des
fonctions ou des objets.
�Etant donn�e un programme, quelle information apporte sa trace d'ex�ecu-
tion sur son observation ? Il est clair que les �etats interm�ediaires ne sont
pas observables. Si la trace est in�nie, on peut consid�erer qu'il est inutile
d'exp�erimenter avec ce programme divergent : l'observation de la divergence
su�t. Si la trace est �nie, alors le programme donne un r�esultat �nal ; si ce
r�esultat appartient �a un type ®passif ¯ , on peut se limiter �a l'observation
de sa valeur : l'exp�erimentation n'apporte rien �a ce qu'on peut observer du

1® Paresseux¯ signi�e ici que l'�evaluation s'arrête sur les abstractions, leurs corps
n'�etant donc pas �evalu�es, contrairement au � -calcul dans sa th�eorie classique. Une accep-
tion courante, que nous ne suivons pas, y associe aussi l'appel par nom.
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programme ; si ce r�esultat appartient �a un type ®actif ¯ , sa connaissance
ne donne pas directement d'informations sur son observation : il est n�eces-
saire d'exp�erimenter. Dans la mesure o�u nous nous int�eressons aux langages
d'ordre sup�erieur, comme le � -calcul, seuls capables de mod�eliser des lan-
gages �evolu�es, la s�emantique op�erationnelle atteint ici sa limite.
Une s�emantique d�enotationnelle doit permettre de r�esoudre cette limita-
tion, en associant �a chaque programme une d�enotation, typiquement une
fonction d�ecrite en extension, sans r�ef�erence �a la mani�ere dont le calcul peut
se r�ealiser2. Le domaine d�enotationnel doit caract�eriser alors ce qui est cal-
culable par un programme, et cette caract�erisation, di�cile, fait moins appel
�a l'intuition du programmeur qu'�a celle du math�ematicien. Dans les faits,
cette rupture se traduit par l'absence de s�emantiques d�enotationnelles dans
les sp�eci�cations de langages tr�es r�epandus, comme le langage orient�e ob-
jets Java : seul l'aspect op�erationnel est trait�e, suppos�e mieux adapt�e aux
lecteurs programmeurs. C'est un premier inconv�enient de la s�emantique d�e-
notationnelle, pratique. S'y ajoutent deux autres, plus th�eoriques : d'une
part, si l'objectif de caract�eriser la calculabilit�e a pu être atteint dans des
cas �el�ementaires, il est di�cile de g�en�eraliser la solution �a des exemples plus
complets, comme nous l'�evoquerons en conclusion, d'autre part, et c'est ce
qui nous int�eresse particuli�erement, cet objectif n'est pas toujours atteint au
mieux, ne r�esolvant qu'incompl�etement la limitation des s�emantiques op�e-
rationnelles. C'est un �echec par le haut, par une g�en�erosit�e excessive, pour
reprendre le mot de Milner, dans l'introduction de [53] : les domaines d�eno-
tationnels sont trop riches et permettent de distinguer des programmes qui
pourtant observationnellement sont semblables.
Notre but est double :

{ r�econcilier le programmeur avec la s�emantique d�enotationnelle, en la
construisant simplement �a partir de la s�emantique op�erationnelle,

{ parvenir �a r�esoudre compl�etement, grâce �a cette s�emantique d�enota-
tionnelle, les limitations de la s�emantique op�erationnelle.

Cette construction repose sur l'observation des programmes, telle que nous
l'avons d�e�nie pr�ec�edemment, mais en r�ealisant une simpli�cation impor-
tante : seuls certains contextes sont retenus pour l'exp�erimentation. L'obser-
vation d'un programme se construit maintenant r�ecursivement de la mani�ere
suivante : on consid�ere le r�esultat de l'ex�ecution du programme, et si c'est
une donn�ee simple (un nombre par exemple), l'observation est termin�ee, si-

2Cette description s'applique aux mod�eles d�enotationnels de la premi�ere g�en�eration,
ceux de la seconde associant aussi une vue®intensionnelle ¯ . Lire par exemple l'introduc-
tion de [61], o�u Ong retrace cette �evolution en d�etail.
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non, le r�esultat est une fonction, et on observe les r�esultats qu'elle donne
lorsqu'on l'applique �a tout argument possible.
Rentrons maintenant dans les d�etails de notre d�emarche, en la situant.

Pourquoi le � -calcul paresseux Avant de commencer, justi�ons rapide-
ment le choix du � -calcul paresseux3. Que le � -calcul permette de mod�eliser
les aspects fonctionnels des langages de programmation, nul n'en doute.
C'est un fait cependant que les impl�ementations de langages fonctionnels ne
r�eduisent pas sous les abstractions, fait d�ej�a remarqu�e par Plotkin dans [66,
p. 126] ; des raisons d'e�cacit�e dictent ce choix et ne semblent pas devoir
être �ecart�ees, aujourd'hui comme hier. Pratiquement, c'est donc toujours le
� -calcul paresseux qui est utilis�e pour mod�eliser les langages de program-
mation. Un pas suppl�ementaire peut être franchi, d'apr�es Abramsky et Ong
(cf. [4] et [5] par exemple) : supplanter la th�eorie classique du� -calcul, telle
qu'on la trouve dans l'ouvrage de r�ef�erence de Barendregt [11], par la th�eorie
de la variante paresseuse, o�u la r�eduction n'est pas autoris�ee sous les abs-
tractions. On pourra lire �a ce sujet l'introduction �eclairante de [4].
En�n, un mot sur le choix de l'appel par valeur : c'est seulement que nous
souhaitons mod�eliser des langages comme le langage fonctionnel ML, ou
comme le langage orient�e objets Java, qui utilisent ce mode d'appel. Il est
en e�et mieux adapt�e �a la manipulation d'objets en m�emoire, ou plus g�en�e-
ralement �a la prise en compte d'e�ets op�erationnels4 s�equentiels5.

S�emantiques op�erationnelles - Les m�ethodes Le � -calcul, cr�e�e par
Church6 dans les ann�ees trente, est un langage permettant de repr�esenter
des fonctions et leur utilisation ; sa th�eorie d�ecrit le quotient de ce langage
par une congruence, la� -conversion, mod�elisation de l'application d'une
fonction �a un argument. Une s�emantique op�erationnelle se d�eduit simple-
ment de la mani�ere suivante : les �etats de la machine abstraite sont les
programmes du langage, et les transitions s'obtiennent �a partir de la conver-
sion, en l'orientant. La � -r�eduction, qui en r�esulte, transforme l'application

3Une pr�esentation syntaxique du � -calcul se trouve �a la �n de cette introduction (p.
113).

4On entend par e�et op�erationnel toute action susceptible de modi�er l'�etat de la
machine abstraite sur laquelle s'ex�ecutent les programmes. Ainsi, un langage de program-
mation peut avoir des e�ets sur la m�emoire, ou sur les entr�ees et les sorties, ou encore des
e�ets non-d�eterministes.

5Cette a�rmation doit être nuanc�ee puisque pour les langages fonctionnels avec appel
par nom, les monades ont �et�e utilis�ees avec succ�es pour repr�esenter les e�ets op�erationnels.

6Pour un survol de son histoire et de ses applications, l'article de Barendregt [12] est
parfait, amusant par ses anecdotes et int�eressant techniquement.
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�a un argument d'une fonction en son corps, apr�es remplacement du para-
m�etre formel par l'argument. Muni de cette s�emantique op�erationnelle, ce
langage rudimentaire de programmation a �et�e utilis�e pour d�e�nir di��erentes
fonctions (par Kleene en particulier), pour �nalement aboutir �a la th�ese de
Church : toute fonction calculable est d�e�nissable dans le � -calcul. Trente
ans plus tard, avec le d�eveloppement des ordinateurs, les premi�eres impl�e-
mentations du � -calcul paresseux sont envisag�ees. Ainsi le langage ISWIM
d�evelopp�e par Landin ( ®If You See What I Mean ¯ , cf. [44] et [45]), pion-
nier dans ce domaine, pr�esente une s�emantique op�erationnelle fond�ee sur
une machine abstraite, la SECD (®Stack, Environment, Control, Dump ¯ ).
Plotkin, dans son article [66], �etudie la correspondance entre les deux s�eman-
tiques : �a cette �n, il simpli�e la s�emantique fond�ee sur la machine abstraite,
la SECD, pour en donner une version abstraite, d�e�nissant r�ecursivement la
même fonction d'�evaluation. C'est un des actes fondateurs de la s�emantique
op�erationnelle structur�ee (par les constructions syntaxiques du langage), qui
permet d'�eviter toute r�ef�erence �a des machines abstraites de trop bas niveau,
sauf �a vouloir �etudier l'impl�ementation 7. Une m�ethode g�en�erale de pr�esen-
tation lui sera bientôt associ�ee, la s�emantique naturelle, pr�esent�ee par Kahn
dans [42], un formalisme permettant de former des jugements portant sur
des termes, et de d�e�nir des r�egles d'inf�erence dirig�ees par la syntaxe.
Avant de poursuivre, �xons la terminologie. Les deux s�emantiques op�era-
tionnelles �evoqu�ees sont structur�ees, par la relation de r�eduction d'une part,
par la syntaxe d'autre part. C'est donc par la mani�ere dont elles calculent
l'interpr�etation d'un programme qu'elles se distinguent :

{ la premi�ere proc�ede par r�ecriture du programme, suivant la relation
de r�eduction,

{ la seconde par uned�ecomposition r�ecursive du programme.
Par la suite, nous parlons ainsi de s�emantique op�erationnelle parr�ecriture
et par d�ecomposition.
Dans [66, Th. 4], Plotkin montre que les s�emantiques par r�ecriture et par
d�ecomposition sont �equivalentes. Cependant, leur pratique s'av�ere tr�es dif-
f�erente :

{ avec la s�emantique par r�ecriture, l'ex�ecution est d�ecrite pas �a pas
(®small step¯ ) et on raisonne par r�ecurrence sur la suite des r�educ-
tions, aussi bien �nie qu'in�nie, suivant que le programme termine ou
non,

7Noter que la s�emantique op�erationnelle structur�ee peut formaliser aussi bien une fonc-
tion d'�evaluation qu'une relation de r�eduction. En particulier, dans son expos�e synth�etique
de cette m�ethode [68], Plotkin axiomatise la relation de r�eduction. Les deux id�ees cl�es sont
donc la structuration par la syntaxe et l'abstraction.
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{ avec la s�emantique par d�ecomposition, l'ex�ecution est d�ecrite en un pas
(®big step¯ ) lorsque le programme termine, et n'est pas d�ecrite sinon,
et on raisonne par r�ecurrence structurelle sur la preuve de l'�evaluation
du programme.

Avec une s�emantique par d�ecomposition, peut-on aussi consid�erer les pro-
grammes ne terminant pas ? Telle est la question �a laquelle nous r�epondons
dans la premi�ere partie, comme illustration de l'approche de l'induction et de
la co-induction fond�ee sur les preuves, d�evelopp�ee au premier chapitre. Cette
pr�eoccupation n'est pas neuve. C'est dans l'article des Cousot [24] qu'elle
semble exprim�ee et r�esolue pour la premi�ere fois. Une g�en�eralisation de la
s�emantique op�erationnelle structur�ee y est propos�ee, qui prend en compte la
divergence. Le syst�eme d'inf�erence d�e�nissant la relation d'�evaluation est in-
terpr�et�e d'une mani�ere originale, plus qu'inductive, moins que co-inductive,
et pour cette raison dite mixte : la part inductive d�ecrit l'�evaluation des pro-
grammes convergents, la part co-inductive d�ecrivant celle des programmes
divergents. Chaque r�egle d'inf�erence peut être quali��ee de positive, n�egative
ou neutre, suivant qu'elle peut être utilis�ee dans une preuve bien fond�ee,
non fond�ee ou indi��eremment fond�ee ou non. C'est une variante que nous
utilisons, qui repose sur la même id�ee de contrôler l'usage des r�egles suivant
la profondeur des preuves.
Est-ce su�sant ? Non, car il manque une technique pour raisonner avec les
preuves in�nies, comme on raisonne par r�ecurrence sur une suite de r�educ-
tions. Cette question est abord�ee dans l'article d'Ibraheem et Schmidt [39].
La solution propos�ee revient �a parcourir la preuve de l'�evaluation suivant
l'ordre d'ex�ecution et �a raisonner par r�ecurrence sur le parcours. Sa na-
ture algorithmique tient sans doute �a l'utilisation envisag�ee par Schmidt,
l'interpr�etation abstraite (cf. [76]). De notre côt�e, nous apportons une ca-
ract�erisation des propri�et�es ainsi montr�ees, les propri�et�es �nitaires stables.
Pr�ecisons donc notre d�emarche :

{ dans un premier temps, on montre qu'une s�emantique par d�ecompo-
sition peut d�ecrire l'ex�ecution d'un programme sous forme de traces,
�nies ou in�nies, tout comme la s�emantique par r�ecriture ;

{ dans un second temps, pour les deux s�emantiques,
{ on caract�erise les propri�et�es �nitaires stables (pour un syst�eme d'in-

f�erence d�eduit de celui qui d�e�nit l'interpr�etation s�emantique), qui
sont des propri�et�es portant sur les programmes et les pas de l'ex�e-
cution,

{ on montre que ces propri�et�es sont v�eri��ees universellement,
{ puis on utilise cette m�ethode de raisonnement pour conclure �a l'�equi-

valence des deux s�emantiques ;
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{ �nalement, on r�ealise une abstraction des s�emantiques pr�ec�edentes,
transformant les traces en leur r�esultat �nal, une valeur ou la diver-
gence, ce qui permet en particulier d'�etendre la s�emantique par d�e-
composition classique aux programmes divergents.

Pour conclure, on compare les deux s�emantiques op�erationnelles, d'un point
de vue pratique, celui de leur usage.

S�emantique d�enotationnelle - Le mod�ele des termes
Pour d�eduire une s�emantique d�enotationnelle, nous partons de la seule fonc-
tion d'�evaluation op�erationnelle, qui d�e�nit pour chaque programme le r�e-
sultat �nal de l'ex�ecution, ou bien une valeur (c'est-�a-dire une fonction) ou
bien la divergence.
Notre objectif est de parvenir �a ce que deux programmes aient la même d�e-
notation si et seulement s'ils m�enent aux mêmes observations. Que peut-on
observer d'un programme du� -calcul paresseux ? Comme nous l'avons vu
plus haut, une mani�ere simple et compl�ete d'y r�epondre est d'observer les r�e-
sultats qu'il donne dans chacune de ses utilisations. Utiliser un programme
revient �a l'int�egrer dans un ensemble plus vaste, le contexte d'utilisation.
Observer un r�esultat d'ex�ecution se r�eduit �a d�eterminer si le programme
converge ou non, c'est-�a-dire termine ou non. On est donc conduit �a d�e�nir
ainsi l'�equivalence de deux programmes :

deux programmes sont �equivalents si dans tout contexte d'uti-
lisation, ou bien ils convergent tous deux, ou bien ils divergent
tous deux.

Il est possible de remplacer dans cette d�e�nition les programmes par des
parties de programme, pr�ecis�ement des termes, �a condition de limiter les
contextes d'utilisation �a ceux qui transforment les termes compar�es en pro-
grammes. Aussi, il est possible de consid�erer un pr�e-ordre plutôt qu'une
�equivalence, en mesurant �a l'aune de la convergence :

un programme e est inf�erieur �a un autre e0 si dans tout contexte
d'utilisation, lorsque e termine, alors e0 aussi.

La relation d'�equivalence s'obtient alors par sym�etrisation du pr�e-ordre. Le
pr�e-ordre et l'�equivalence sont dits contextuels8. Dans cette introduction,

8On aurait pu employer le quali�catif ®observationnel ¯ , fr�equemment utilis�e et par-
faitement adapt�e, mais ambigu dans notre �etude puisque nous allons d�e�nir �a partir des
observations une s�emantique observationnelle, dont l'�equivalence naturellement associ�ee
sera dite ®observationnelle ¯ ; on rencontre aussi le quali�catif ®op�erationnel ¯ , trop vague
�a notre avis, et nous pr�ef�erons d�e�nir l'�equivalence op�erationnelle par le fait de s'�evaluer
en la même valeur, autrement dit par ce qu'on appelle g�en�eralement la ®convertibilit�e



108 Chapitre 2. La s�emantique observationnelle

on s'int�eresse principalement �a la relation d'�equivalence et aux programmes,
dans l'unique but de simpli�er la pr�esentation, mais il faut se rappeler que
les d�e�nitions et propri�et�es mentionn�ees s'�etendent naturellement au pr�e-
ordre et aux termes, comme le montrera notre traitement de la question par
la suite.
Reformulons notre objectif :

que deux programmes aient la même d�enotation si et seulement
s'ils sont �equivalents contextuellement.

Comme l'�equivalence contextuelle est une congruence, ce qui signi�e que
les constructeurs syntaxiques sont compatibles avec elle, on peut essayer de
r�esoudre le probl�eme pos�e en quotientant l'ensemble des termes par cette
congruence et en formant ainsi ce qu'on appelle lemod�ele des termes(mo-
dulo cette congruence)9 ; la question est alors de montrer que la surjection
canonique associant �a un terme sa classe constitue bien une s�emantique d�e-
notationnelle.

D�e�nir une s�emantique d�enotationnelle Comment se d�e�nit une s�e-
mantique d�enotationnelle ?
Nous suivons la proposition de Henkin, pr�esent�ee dans son c�el�ebre article
de 1950 [35], o�u il d�emontre la compl�etude de la logique d'ordre sup�erieur ;
Henkin introduit une notion de mod�ele g�en�eral pour le � -calcul typ�e (de la
th�eorie des types de Church, entendue comme une repr�esentation syntaxique
de la logique d'ordre sup�erieur) ; la particularit�e d'un tel mod�ele est d'inter-
pr�eter un type fonctionnel A ! B par un sous-ensemble de l'ensemble des
applications de l'interpr�etation de A dans l'interpr�etation de B . Cette id�ee
nous est particuli�erement utile ici, dans la mesure o�u un mod�ele standard
du � -calcul non typ�e aurait pour domaine un ensemble X v�eri�ant, �a un
isomorphisme pr�es, une �equation voisine10 de l'�equation

X = X ! X ;

o�u l'ensemble X ! X est interpr�et�e de mani�ere standard, c'est-�a-dire comme
l'ensemble des applications deX dans lui-même. C'est qu'en e�et le � -calcul
non typ�e peut être consid�er�e comme un langage typ�e, poss�edant un seul type
v�eri�ant justement l'�equation pr�ec�edente. Bien sûr, pour des raisons de car-
dinalit�e, aucun ensemble ne v�eri�e cette �equation.

op�erationnelle ¯ .
9®Term model ¯ en anglais.

10 �A chaque mode d'appel, son �equation.
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Nous utilisons aussi une formulation du premier ordre, au sens suivant : bien
que les objets consid�er�es repr�esentent des fonctions, nous ne les consid�erons
pas comme telles, mais introduisons une op�eration, l'application fonction-
nelle.
L'approche que nous suivons, classique (voir par exemple la pr�esentation par
Mitchell des mod�eles du � -calcul simplement typ�e [57]), est la plus ancienne ;
une autre approche, plus r�ecente, existe, et �emane de la logique cat�egorique :
l'interpr�etation s'e�ectue alors dans une cat�egorie poss�edant une structure
particuli�ere, pr�ecis�ement une cat�egorie cart�esienne ferm�ee.
De notre point de vue, une s�emantique d�enotationnelle est simplement une
interpr�etation : elle se d�e�nit par un ensemble d'interpr�etation et une fonc-
tion d'interpr�etation v�eri�ant certaines propri�et�es.
Comme un �el�ement d'interpr�etation repr�esente ou bien une fonction, ou bien
la divergence, le domaine forme une structure applicative, une alg�ebre poss�e-
dant une seule op�eration binaire, l'application et poss�ede un �el�ement particu-
lier, not�e traditionnellement ? et repr�esentant la divergence. Toute interpr�e-
tation de l'application doit v�eri�er une condition associ�ee �a la divergence :
être stricte en ses deux arguments, autrement dit, propager la divergence.
Comme les �el�ements d'interpr�etation di��erents de ? repr�esentent des fonc-
tions, une propri�et�e d'extensionalit�e est v�eri��ee : un �el�ement fonctionnel est
enti�erement d�etermin�ee par son application �a chacun des �el�ements.
L'interpr�etation d'un terme associe �a tout environnement un �el�ement du do-
maine d'interpr�etation : c'est la d�enotation du terme dans l'environnement
consid�er�e. Elle est compositionnelle en ce sens : dans un environnement
donn�e,

{ la d�enotation d'une variable est d�e�nie par l'environnement, fonction
donnant leur valeur aux variables,

{ la d�enotation d'une abstraction est d�e�nie �a partir de l'interpr�etation
de son corps,

{ la d�enotation de l'application entre termes est l'application (interpr�e-
t�ee) entre les d�enotations des termes.

Le rapport entre les s�emantiques op�erationnelle et d�enotationnelle peut être
nuanc�e ainsi :

{ la s�emantique d�enotationnelle est ad�equate lorsque deux termes ayant
même interpr�etation sont �equivalents contextuellement,

{ la s�emantique d�enotationnelle est compl�etement ad�equate 11 lorsqu'elle
est ad�equate et lorsque deux termes �equivalents contextuellement ont
même interpr�etation, ce qui constitue le but que nous nous sommes

11 On traduit ici l'expression anglaise ®fully abstract ¯ .
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�x�e.
Il est au moins demand�e �a une s�emantique d�enotationnelle d'̂etre ad�equate,
sinon �a quoi servirait-elle ? On verra par la suite qu'une condition su�sante
est de pr�eserver la divergence, soit d'interpr�eter les programmes divergents
par l'�el�ement repr�esentant la divergence, ? .
Revenons au mod�ele des termes. Comme l'�equivalence contextuelle est une
congruence, on peut d�e�nir l'interpr�etation de l'application par passage au
quotient de l'application entre termes. L'ad�equation compl�ete r�esulte de la
d�e�nition du quotient, et la compositionalit�e se montre facilement. Seule la
propri�et�e d'extensionalit�e semble poser probl�eme ; e�ectivement, examinons
les nombreux travaux qui lui ont �et�e consacr�es.

La question de l'extensionalit�e C'est �a Plotkin (cf. [67]) et Milner (cf.
[53]) qu'on doit la premi�ere comparaison entre la s�emantique d�enotationnelle
et l'�equivalence contextuelle, pour une extension typ�ee du� -calcul paresseux,
le langage PCF (®Programming Language for Computable Functions¯ )12.
Ces deux �etudes viennent apr�es les travaux fondateurs de la th�eorie des do-
maines, men�es par Scott (cf. [77]), et qui ont permis l'extraordinaire d�evelop-
pement de la s�emantique d�enotationnelle des langages de programmation.
D'un côt�e, Plotkin montre que le mod�ele de Scott n'est pas compl�etement
ad�equat : la continuit�e, propri�et�e fondamentale des fonctions dans ce mod�ele,
est trop g�en�ereuse, en admettant des fonctions non s�equentielles, comme l'al-
ternative dans une �evaluation parall�ele ( ®parallel or ¯ ), qui permettent de
discriminer des programmes pourtant �equivalents contextuellement.
De l'autre, en r�eponse �a Plotkin, Milner construit �a partir du mod�ele des
termes quotient�es par l'�equivalence contextuelle, un mod�ele �a la Scott com-
pl�etement ad�equat. Lors de l'�etude du mod�ele des termes, il montre un
lemme, dit ®lemme des contextes̄ 13, qui implique la propri�et�e d'extensio-
nalit�e, sa d�emonstration se faisant par r�ecurrence sur la longueur des traces
d�e�nies par la relation de r�eduction.
Des variations de ce lemme pour l'extensionalit�e, d�emontr�ees de la même
fa�con, se retrouvent dans de nombreux travaux concernant le� -calcul ; on
peut citer par exemple l'�etude de Berry [14], concernant les mod�eles du� -
calcul, ou encore relatifs �a sa version paresseuse, les articles d'Abramsky et
Ong [5, Prop. 2.2.4] pour l'appel par nom, de Honsell et Lenisa [36, Lem.
5,8,10,12] pour di��erentes strat�egies de r�eduction, de Mason et al. [52, Th.

12 Les d�eveloppements ult�erieurs sont d�ecrits par Ong dans l'introduction de [61], ainsi
que dans l'introduction de la version r�enov�ee [38], utilisant les jeux et �ecrite en collabora-
tion avec Hyland.

13 ®Context Lemma ¯ en version originale.
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3.5] pour l'appel par valeur.
Une g�en�eralisation de ce lemme a �et�e propos�ee par Howe, dans [37], et c'est
elle que nous d�etaillons maintenant. Par une formalisation plus abstraite, elle
permet de param�etrer le lemme par la fonction d'�evaluation op�erationnelle
et de d�e�nir des conditions simples pour l'appliquer. Elle repose sur la d�e-
�nition d'une relation de bisimilarit�e associ�ee �a l'�evaluation, g�en�eralisant la
bisimilarit�e applicative d'Abramsky dans [4]. Cette derni�ere relation exprime
l'�equivalence extensionnelle de deux programmes : ils sont �equivalents s'ils se
comportent de la même fa�con, du point de vue de la convergence, lorsqu'on
leur applique une suite quelconque (�eventuellement vide) d'arguments. Pour
obtenir l'extensionalit�e du mod�ele des termes, il su�t de montrer que les
�equivalences extensionnelle et contextuelle sont �egales. En e�et, si c'est le
cas, �etant donn�e deux programmes convergents, dont les applications �a tout
argument sont �equivalentes contextuellement, et donc extensionnellement,
on peut d�eduire qu'ils sont �equivalents extensionnellement par d�e�nition, et
donc contextuellement. Montrer l'�egalit�e des �equivalences revient �a montrer
que l'�equivalence entre programmes se pr�eserve lorsqu'on �etend l'ensemble
des contextes consid�er�es, d'o�u le nom de®lemme des contextes̄ : purement
applicatifs pour l'�equivalence extensionnelle, ils deviennent quelconques pour
l'�equivalence contextuelle. Il su�t pour assurer ce passage de montrer que
l'�equivalence extensionnelle est une congruence : c'est justement ce qu'ap-
porte la m�ethode de Howe. Esquissons cet argument que nous retrouverons.
Si deux programmes sont �equivalents extensionnellement, alors par congru-
ence, ils le sont aussi dans tout contexte d'utilisation, ce qui implique que
dans tout contexte, ils convergent tous deux, ou divergent tous deux : ils
sont donc �equivalents contextuellement.
Suivant une tendance bien a�rm�ee (lire par exemple l'introduction de Gor-
don et Pitts [32] �a l'ouvrage collectif concernant principalement de telles
techniques op�erationnelles), nous utilisons au c�ur de notre d�emarche la
m�ethode de Howe. Voici comment nous proc�edons.

1. Nous d�e�nissons l'observation d'un programme, en utilisant les seuls
contextes applicatifs, autrement dit les contextes appliquant la place
�a une suite d'arguments : compte tenu de la d�e�nition donn�ee plus
haut de l'observation, il vient que la relation d'�equivalence entre pro-
grammes canoniquement associ�ee �a l'observation, une relation de bisi-
milarit�e, au sens applicatif, est �egale �a l'�equivalence extensionnelle.

2. Par la m�ethode de Howe, on montre que la relation de bisimilarit�e
�egale l'�equivalence contextuelle ; ainsi, les observations permettent de
repr�esenter les classes d'�equivalence du mod�ele des termes.
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3. �A partir des observations utilis�ees comme d�enotations, on d�e�nit une
s�emantique d�enotationnelle compl�etement ad�equate du langage, appe-
l�ee par la suite s�emantique observationnelle.

Except�e l'utilisation des observations, la pr�esentation adopt�ee pour cette
s�emantique d�enotationnelle est proche de celle de Mason, Smith et Talcott
dans [52], d�evelopp�ee elle-aussi pour des raisons analogues aux nôtres.
Apr�es cette construction, suivant un mouvement habituel, nous cherchons �a
donner une d�e�nition axiomatique de la s�emantique observationnelle, c'est-
�a-dire un ensemble de conditions v�eri��ees par l'interpr�etation, la d�etermi-
nant compl�etement, �a un isomorphisme pr�es. Il s'av�ere qu'un jeu r�eduit de
conditions su�t :

{ la compositionalit�e, permettant de d�e�nir par r�ecurrence structurelle
sur les termes leur interpr�etation,

{ l'ad�equation avec la s�emantique op�erationnelle, qui se r�eduit �a la pr�e-
servation de la divergence, comme on l'a d�ej�a dit,

{ une propri�et�e d'extensionalit�e forte, exprimant que l'�egalit�e (ou l'ordre)
sur l'ensemble d'interpr�etation est d�e�nie co-inductivement �a partir
de la r�egle d'inf�erence d�e�nissant l'extensionalit�e, r�egle qui stipule que
deux �el�ements fonctionnels sont �egaux si leur application �a tout �el�e-
ment d'interpr�etation donne le même r�esultat,

{ une propri�et�e d'accessibilit�e, exprimant que tout �el�ement d'interpr�e-
tation d�enote (une valeur).

Les trois premi�eres propri�et�es reprennent la d�e�nition d'une s�emantique d�e-
notationnelle ; seule modi�cation, l'extensionalit�e forte, qui renforce la pro-
pri�et�e originelle, qui a�rme seulement que l'�egalit�e est stable pour la r�egle
d'inf�erence d�e�nissant l'extensionalit�e. Dans le cas des observations, l'exten-
sionalit�e forte correspond �a une formulation co-inductive de l'�egalit�e (ou de
l'ordre d'approximation) entre arbres observationnels. Plus g�en�eralement,
elle exprime la relation entre les �equivalences extensionnelle et contextuelle,
qu'�etablit le lemme des contextes.
Ces trois premiers axiomes sont �equivalents �a ceux des� -syst�emes de tran-
sition14 ad�equats, pr�esent�es dans l'article d�ej�a cit�e d'Abramsky et Ong [5].
Quant �a l'accessibilit�e, elle correspond �evidemment au fait qu'on consid�ere
un mod�ele de termes. C'est une notion brute de la calculabilit�e, sans aucune
description qualitative.
Avec cette axiomatisation, on semble �eloign�e de l'�el�egante caract�erisation
par des crit�eres de convergence et d'approximation que fournit une inter-

14 Traduction de ®lambda transition systems ¯ .
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pr�etation dans un domaine continu ou alg�ebrique15. Cependant, �a partir du
mod�ele des termes, il est possible de construire une interpr�etation dans un
domaine alg�ebrique, par compl�etion, comme le montrent Milner dans [53]
et Mason et al. dans [52], pour deux extensions di��erentes du� -calcul. De
plus, ces mod�eles v�eri�ent la propri�et�e d'extensionalit�e forte (cf. [53, Context
Lemma] et [52, Th. 4.6]). Comme le montre Abramsky dans son �etude du
� -calcul paresseux avec appel par nom, il en est de même de la solution ca-
nonique de l'�equation r�ecursive entre domaines D = ( D ! D)? (cf. [4, Th.
4.1]16).

Juger de l'utilit�e Partant de l'axiomatisation de la s�emantique observa-
tionnelle, on �etudie la th�eorie �equationnelle (et in�equationnelle) induite par
la s�emantique observationnelle sur les termes : deux termes sont �equivalents
s'ils ont même d�enotation dans tout environnement d�enotationnel. Comme
la s�emantique est compl�etement ad�equate, la th�eorie est �evidemment maxi-
male. Ce qui nous int�eresse, c'est la mani�ere dont on d�eduit quelques r�egles
d'inf�erence classiques, �a partir de l'axiomatisation pr�ec�edente. C'est un bon
point de d�epart pour juger de l'int�erêt de la d�emarche.
Il apparâ�t que la plupart des r�egles se d�eduisent avec une grande facilit�e
des axiomes et de propri�et�es �el�ementaires de la s�emantique op�erationnelle,
pr�ecis�ement de la fonction d'�evaluation. Un test probant est constitu�e de la
r�egle permettant le calcul par it�eration du plus petit point �xe d'un pro-
gramme. Dans ce cas, la r�egle est montr�ee en �etablissant une propri�et�e de
l'�equivalence contextuelle, puis par compl�ete ad�equation, le r�esultat vaut
aussi pour l'�equivalence d�enotationnelle. La technique op�erationnelle utili-
s�ee repose sur l'�etude de la r�eduction d'un programme dans un contexte.
Nous formalisons cet argument classique, pr�esent par exemple dans l'article
de Mason et al. [52, Th. 3.5], en g�en�eralisant aux contextes la d�ecomposition
d'un programme, soit en une valeur, soit en un radical dans un contexte de
r�eduction.

Pr�esentation syntaxique du � -calcul Le lecteur trouvera toutes les
d�e�nitions suivantes dans l'ouvrage de r�ef�erence de Barendregt [11].

15 Un domaine continu est un ensemble ordonn�e complet (pour ses parties dirig�ees) et
poss�edant une base ; cela signi�e que tout �el�ement est la borne sup�erieure d'une partie
de la base. Un domaine continu est alg�ebrique s'il poss�ede une base form�ee d'�el�ements
compacts ; un �el�ement est compact si lorsqu'il est inf�erieur �a la borne sup�erieure d'une
partie dirig�ee, alors il appartient �a l'id�eal d'ordre engendr�e par cette partie.

16 Dans [65], Pitts g�en�eralise ce r�esultat �a tout domaine d�e�ni r�ecursivement.
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Rappelons la grammaire d�e�nissant les expressions du� -calcul :

e ::= x j �x e j e e ;

o�u x parcourt un ensemble in�ni de variables, not�e X , �x e repr�esente une
abstraction fonctionnelle de param�etre x et de corpse, et e1 e2 repr�esente
l'application de e1 �a l'argument e2. Les variables libres et li�ees sont d�e�-
nies de mani�ere habituelle, tout comme l'� -conversion. Les termes sont les
classes d'expressions suivant cette derni�ere relation d'�equivalence, qui est
une congruence. Toutes les d�e�nitions sur les expressions doivent passer au
quotient, puisque seuls les termes nous int�eressent. C'est le cas par exemple
des substitutions. Une substitution est une fonction de l'ensemble des va-
riables dans l'ensemble des termes. L'application de la substitution� �a un
terme e, not�ee e[� ], substitue dans e �a toute variable libre x de e le terme
� (x). Au niveau des expressions, on doit �eviter la capture des variables libres
de � (x) par les lieurs �y : : : des abstractions, en renommant le cas �ech�eant
les variables li�ees (soity). Si la substitution � a pour domainef x1; : : : ; xng,
le terme e[� ] se note aussie[� (x1)=x1; : : : ; � (xn )=xn ]17.
Remarquons qu'il n'existe pas de repr�esentation simple des termes. La no-
tation de de Bruijn [25], par exemple, qui permet d'�eviter l' � -conversion,
complique l'expression des substitutions. Par la suite, on utilise les expres-
sions et r�ealise le passage des expressions aux termes tacitement.
On notera � l'ensemble des termes, � 0 l'ensemble des termes clos, c'est-�a-
dire sans variables libres, appel�es aussi programmes. Pour un termee, on
note FV (e) l'ensemble de ses variables libres.

2.1 D�ecomposition et r�ecriture

Deux s�emantiques op�erationnelles sont d�e�nies, par d�ecomposition et
par r�ecriture. Il s'av�ere qu'elles sont �equivalentes. Une d�emarche similaire
est adopt�ee pour leur �etude, ce qui facilite leur comparaison :

{ on d�ecrit l'aspect op�erationnel avec un maximum de d�etails : les deux
s�emantiques permettent en e�et d'associer �a chaque programme sa
trace d'ex�ecution ;

{ comme les traces peuvent être in�nies lorsque le programme ne ter-
mine pas, on d�eveloppe pour chaque s�emantique une m�ethode pour
raisonner avec les programmes ne terminant pas ;

{ ces m�ethodes sont utilis�ees pour comparer les deux s�emantiques, et
montrer leur �equivalence ;

17 Cette notation n'est pas celle de Barendregt dans [11], qui utilise e[x1 := � (x1); : : :].
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{ pour �nir, on fait abstraction des d�etails op�erationnels interm�ediaires,
pour ne retenir que le r�esultat de l'ex�ecution.

Pr�ealablement, pr�ecisons quelques d�e�nitions et notations concernant les
traces.
Une trace est une suite �nie ou in�nie de programmes, les programmes for-
mant les con�gurations s�emantiques. Si t est une trace, on note domt son
support, jt j sa longueur (c'est-�a-dire le cardinal de son support,! s'il est
in�ni). Pour tout entier i , si i appartient au support de t, alors t(i ) est le
(i + 1) i�eme programme de la trace, sinont(i ) est la valeur de non-d�e�nition
? . Si t1 est une trace �nie, t2 une trace �nie ou in�nie, la concat�enation
de t1 et de t2 est not�ee t1 ! t2 ; elle admet pour �el�ement neutre la trace
vide, not�ee " . On d�ecompose toute trace non videt en un pr�e�xe p( t) et un
programme de �n t. Si t est �nie, alors p(t) = t(0) ! : : : ! t(jt j � 2),
�eventuellement vide si t a pour longueur un, et t = t(jt j � 1). Si t est
in�nie, alors p( t) = t et t = ? . En�n, si e est un programme, on note
< t e > la trace (t(0) e) ! : : : (t(n) e)[: : :], et sym�etriquement, < e t > la
trace (e t(0)) ! : : : (e t(n))[ : : :].
Par la suite, l'ensemble des traces �nies non vides est not�e (�0)+ , et celui
des traces in�nies, (� 0)! .
Les traces in�nies peuvent être repr�esent�ees par des arbres respectant une
certaine signature. Pr�ecis�ement, on utilise l'isomorphisme entre l'ensemble
des traces in�nies et l'ensemble des arbres respectant la signature �a une
seule sorte, dont les �etiquettes sont les programmes et ont pour arit�e un.
Plus g�en�eralement, toute trace peut être repr�esent�ee par un arbre : il su�t
d'ajouter �a la signature pr�ec�edente une �etiquette " , d'arit�e nulle, et repr�e-
sentant la trace vide, pour obtenir un isomorphisme entre l'ensemble des
traces et l'ensemble des arbres respectant cette signature.

2.1.1 D�ecomposer pour ex�ecuter

Commen�cons par donner une s�emantique par d�ecomposition du� -calcul
paresseux, avec appel par valeur. Fid�ele au programme annonc�e, on s'int�e-
resse aux traces d'ex�ecution des programmes, et non seulement aux r�esultats
qu'ils donnent.

�A chaque programme, on associe donc une suite maximale d'�etats s�e-
mantiques, ou con�gurations, d�ecrivant l'ex�ecution du programme. Cette
s�emantique du � -calcul se d�e�nit �a partir d'un syst�eme d'inf�erence, portant
sur des jugements de la formee + t, o�u e est un programme ett une trace,
r�esultat de l'ex�ecution de e.
Dans sa forme habituelle, une telle s�emantique ne rend pas compte de la
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;
[ABS]

�x e + �x e

+ e1 + t1 + e2 + t2 + e[v=x] + t
[APP+]

e1 e2 + < p(t1) e2 > ! < t1 t2 > ! t

�
t1; t2; t 2 (� 0)+

t1 = �x e; t2 = v

�

� e1 + t1
[APP1-]

e1 e2 + < t 1 e2 >
(t1 2 (� 0)! )

+ e1 + t1 � e2 + t2
[APP2-]

e1 e2 + < p(t1) e2 > ! < t1 t2 >

�
t1 2 (� 0)+

t2 2 (� 0)!

�

+ e1 + t1 + e2 + t2 � e[v=x] + t
[APP3-]

e1 e2 + < p(t1) e2 > ! < t1 t2 > ! t

0

@
t1; t2 2 (� 0)+

t 2 (� 0)!

t1 = �x e; t2 = v

1

A

Tab. 2.1 { S�emantique par d�ecomposition : traces d'ex�ecution

divergence puisqu'elle repose sur une d�e�nition inductive, n'autorisant que
des preuves �nies. Pour �evaluer aussi bien les programmes divergents que
ceux convergents, il est n�ecessaire de recourir �a une interpr�etation mixte
du syst�eme d'inf�erence, en partie inductive, en partie co-inductive (cf. p. 75
pour la d�e�nition et les notations). Rappelons que dans cette interpr�etation,
chaque pr�emisse d'une r�egle se voit quali��ee de ®positive ¯ , ®n�egative ¯ ou
®neutre ¯ ; dans la preuve d'un jugement, une r�egle est utilisable si cha-
cune de ses pr�emisses, suivant qu'elle est positive, n�egative ou neutre, est la
conclusion d'une preuve respectivement fond�ee, non fond�ee ou quelconque.

La relation d'�evaluation donnant la trace est d�e�nie par le syst�eme d'in-
f�erence de la table 2.1 (p. 116) ; ses jugements sont de la formee + t, o�u
e est un programme ett une trace. On observe que les pr�emisses positives
concernent les traces �nies, les n�egatives, les traces in�nies. Remarquons
aussi qu'une preuve �nie n'utilise que les r�egles [ABS] et [APP+], et qu'une
preuve in�nie ne peut se conclure que par une des r�egles [APP1-], [APP2-]
ou [APP3-]. Ainsi, les conclusions des preuves �nies portent sur des traces
�nies, celles des preuves in�nies sur des traces in�nies.
Avant d'�etablir les propri�et�es de cette relation d'�evaluation, traitons deux
exemples, pour bien montrer la di��erence entre les pr�emisses positives et



2.1. D�ecomposition et r�ecriture 117

n�egatives. Notons I la fonction identit�e, �x x , et � le programme d'auto-
application, �x x x . Donnons la preuve queI I a pour trace (I I ) ! I :

;
[ABS]

I + I

;
[ABS]

I + I

;
[ABS]

I + I
[APP+] :

I I + I I ! I

Cette preuve est �nie, tout comme sa trace. �A l'oppos�e, le programme � � ne
termine pas. Voici donc une preuve in�nie que sa trace est� � ! : : : ! � � : : : ,
trace abr�eg�ee ci-dessous en (� � )! :

;
[ABS]

� + �

;
[ABS]

� + �

: : :
[APP3-]

� � + (� � )!

[APP3-] :
� � + � � ! (� � )!

Le syst�eme d'inf�erence d�e�nit une relation d'�evaluation dont la princi-
pale propri�et�e est la suivante : tout programme s'ex�ecute suivant une unique
trace.
Pour montrer cette propri�et�e, on s'int�eresse tout d'abord aux programmes
convergents, puis �a ceux divergents. On dit qu'un programmeconverge(ou
termine) s'il poss�ede une trace d'ex�ecution �nie, et qu'il diverge (ou ne ter-
mine pas) s'il en poss�ede une in�nie. Le raisonnement suit les �etapes sui-
vantes :

1. un programme convergent poss�ede une trace �nie unique,

2. un programme convergent ne peut être divergent,

3. un programme non convergent est divergent, et poss�ede une trace in-
�nie unique.

Ainsi, si un programme est convergent, alors il s'ex�ecute suivant une unique
trace, qui de plus est �nie, sinon, il est divergent, et s'ex�ecute suivant une
unique trace, cette fois in�nie.
Montrons tout d'abord qu'un programme convergent ne poss�ede qu'une seule
trace �nie.

2.1.1 Proposition (Convergence d�eterministe)
Soient e un programme, et t1 et t2 deux traces �nies. Si le jugemente + t1

est valide, tout commee + t2, alors les tracest1 et t2 sont �egales.

D�emonstration
On proc�ede par r�ecurrence structurelle sur la preuve �nie de e + t1. Pour
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les deux r�egles applicables, [ABS] et [APP+], c'est imm�ediat.
x

On pourra donc parler par la suite pour un programme convergente de sa
trace �nie, trace qu'on notera T(e).
Montrons maintenant qu'un programme convergent ne diverge pas.

2.1.2 Proposition (Convergence implique non divergence)
Soit e un programme convergent. Alorse n'est pas divergent : pour toute
trace in�nie t, le jugement e + t n'est pas valide.

D�emonstration
On proc�ede par r�ecurrence structurelle sur la preuve �nie de e + T(e).
Pour chaque r�egle par laquellee + T(e) peut se conclure, on consid�ere une
trace in�nie t et on raisonne par l'absurde, en supposant quee + t soit la
conclusion d'une preuve in�nie.
� r�egle [ABS]
Le programmee est une abstraction, et aucune des r�egles [APP1-], [APP2-]
ou [APP3-] n'est applicable.
� r�egle [APP+]
Les r�egles [APP1-], [APP2-] ou [APP3-] peuvent concluree + t.
Supposons que ce soit la r�egle [APP1-]. On obtient une contradiction par
l'hypoth�ese de r�ecurrence appliqu�ee �a la pr�emisse gauche dee + T(e).
Supposons que ce soit la r�egle [APP2-]. On obtient une contradiction par
l'hypoth�ese de r�ecurrence appliqu�ee �a la pr�emisse centrale de e + T(e).
Supposons que ce soit la r�egle [APP3-]. Dans ce cas, par la proposition 2.1.1
(p. 117), e + T(e) et e + t ont les mêmes pr�emisses gauche et centrale.
Les pr�emisses droites dee + T(e) et de e + t d�e�nissent donc la trace
d'un même programme, d'o�u la contradiction en appliquant l'hypoth�ese de
r�ecurrence �a la pr�emisse droite de e + T(e).
x

Par la suite, on d�esignera par C l'ensemble des programmes convergents, et
D l'ensemble compl�ementaire des programmes non convergents. La propo-
sition suivante montre que D est contenu dans l'ensemble des programmes
divergents.

2.1.3 Proposition (Non convergence implique divergence)
Tout programme e qui ne converge pas diverge.

D�emonstration
Montrons que tout programme qui ne converge pas peut s'ex�ecuter en une
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trace in�nie. On commence par associer �a chaque programme deD une trace
d'ex�ecution in�nie, puis on conclut en montrant que chaque programme
s'�evalue bien en la trace qui lui est associ�ee.
Pour associer �a chaque programme deD une trace in�nie, on va r�esoudre
un syst�eme d'�equations r�ecursives sur l'ensemble des traces in�nies. Consi-
d�erons le syst�eme d'inconnues (X e)e2 D et form�e des �equations de la table
2.2. Les trois cas pr�esent�es �epuisent les possibilit�es pour un programme non

X e1 e2 =

8
>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>:

< X e1 e2 > si e1 2 D ; (2.1)

< p(T(e1)) e2 > ! < T(e1) X e2 > si e1 2 C; e2 2 D ; (2.2)

< p(T(e1)) e2 > !

< T(e1) T(e2) > ! X e[v=x] si
e1; e2 2 C ;
e[v=x] 2 D ;

(2.3)

avec
T(e1) = �x e ;
T(e2) = v :

Tab. 2.2 { D�em. prop. 2.1.3

convergent.
Les applications < � e > et < e � > sont des extensions �a l'ensemble des
traces d'applications d�e�nies initialement sur l'ensemble des programmes.
D'apr�es la proposition 1.1.8 (p. 64), ce sont des op�erations autoris�ees dans
les �equations r�ecursives. Il est donc possible d'appliquer le th�eor�eme 1.1.9
(p. 65) si l'on montre que ce syst�eme, qui n'est pas gard�e �a cause des �equa-
tions de type 2.1 et 2.2 (lorsquee1 est une abstraction), est �equivalent �a un
syst�eme gard�e. Montrons donc par l'absurde qu'on ne peut avoir une suite
in�nie d'�equations ( X ei = < X ei +1 e0

i > ou < e0
i X ei +1 > ) i 2 N de type 2.1 ou

2.2. Si c'�etait le cas, on obtiendrait une suite in�nie strictement d�ecroissante
de sous-termes, ce qui est impossible. Apr�es un nombre �ni de telles �equa-
tions, on rencontre n�ecessairement une �equation gard�ee de type 2.2 ou de
type 2.3, et par des expansions successives des inconnues, cette suite devient
�equivalente �a une �equation gard�ee, au sens du th�eor�eme 1.1.9 (p. 65). Le
syst�eme d'�equations peut donc se r�ecrire en un syst�eme �equivalent gard�e,
admettant une unique solution. Pour e appartenant �a D , notons T(e) la
valeur de la solution du syst�eme enX e ; par d�e�nition, T(e) est une trace
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in�nie.
�A partir des preuves �nies (P(e + T(e))) e2 C obtenues pour les programmes
convergents et des traces in�nies (T(e))e2 D , nous allons construire pour
chaque programmee de D une preuve in�nie de son �evaluation en T(e), en
r�esolvant un syst�eme d'�equations r�ecursives, d'inconnues (( Ye)e2 C ; (X e)e2 D )
et pr�esent�e dans la table 2.3. Ce syst�eme est quasi-uniforme et compatible

X e1 e2 =

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

� X e1

e1 e2 + T(e1 e2)
si e1 2 D ;

+ Ye1 � X e2

e1 e2 + T(e1 e2)
si

(
e1 2 C ;

e2 2 D ;

+ Ye1 + Ye2 � X e[v=x]

e1 e2 + T(e1 e2)
si

8
><

>:

e1 2 C ;

e2 2 C ;

e[v=x] 2 D ;

avec

(
T(e1) = �x e ;

T(e2) = v ;

Ye = P(e + T(e)) ( e 2 C) :

Tab. 2.3 { D�em. prop. 2.1.3

avec le syst�eme d'inf�erence d�e�nissant l'�evaluation en traces ; d'apr�es la pro-
position 1.2.4 (p. 75), pour tout programmee appartenant �a D , la valeur de
la solution en X e est une preuve de l'�evaluation dee en T(e).
On a donc montr�e qu'un programme non convergent est divergent.
x

R�esumons ce qu'on a montr�e par les trois derni�eres propositions. Un pro-
gramme est soit convergent, soit divergent ; s'il est convergent, il poss�ede
une unique trace, qui est �nie ; s'il est divergent, il peut s'ex�ecuter suivant
une ou plusieurs traces, toutes in�nies. Tout programme s'ex�ecute donc en
au moins une trace, qu'on noteT(e).

Pour montrer l'unicit�e de la trace in�nie pour un programme divergent,
on va utiliser une technique tr�es g�en�erale, qui �evite de consid�erer les preuves
in�nies, dues �a la divergence.

On s'int�eresse �a une classe particuli�ere de propri�et�es, d�e�nies par des pr�e-
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dicats binaires, ayant pour param�etres un programme et un entier naturel.
Consid�erons une telle propri�et�e d�e�nie par un pr�edicat dont les jugements
sont not�es e : n, pour tout programme e et tout entier naturel n. Typi-
quement, la propri�et�e concernera le (n+1) i�eme programme de la trace du
programme e, ou le pr�e�xe de longueur n + 1 : elle est ainsi quali��ee de
�nitaire . Pour certaines propri�et�es, dites stables, il est possible de construire
une preuve �nie de tout jugement e : n, en utilisant une partie �nie de la
preuve �eventuellement in�nie de l'�evaluation de e. Ces propri�et�es sont dites
stables car leur extension l'est, pour un syst�eme d'inf�erence canoniquement
associ�e �a celui qui d�e�nit les traces d'ex�ecution.

2.1.4 D�e�nition (
S�emantique par d�ecomposition :
Propri�et�e �nitaire stable

)

Consid�erons une propri�et�e �nitaire, d�e�nie par un pr�edicat de jugements
(e : n)e2 � 0 ;n2 N. Elle est stable si l'ensemble des jugements vrais est stable
pour le syst�eme d'inf�erence de la table 2.4.

;
[ABS n]

�x e : n
;

e1 : n
[APP1 n]

e1 e2 : n
(n < jT(e1)j � 1) ;

e1 : n e2 : p
[APP1-2 n]

e1 e2 : n

�
n = jT(e1)j � 1
p = 0

�
;

e2 : p
[APP2 n]

e1 e2 : n

�
jT(e1)j � n < jT(e1)j + jT(e2)j � 1
p = n � (jT(e1)j � 1)

�
;

e[v=x] : p
[APP3 n]

e1 e2 : n

0

@
jT(e1)j + jT(e2)j � 1 � n
T(e1) = �x e; T(e2) = v
p = n � (jT(e1)j + jT(e2)j � 1)

1

A :

Tab. 2.4 { S�emantique par d�ecomposition : propri�et�e �nitaire stable

Les r�egles du syst�eme pr�ec�edent suivent assez naturellement celles du sys-
t�eme d'�evaluation. Seules la r�egle [APP1-2 n] pr�esente une particularit�e, une
condition de fronti�ere. Lors de l'�evaluation d'une application, la con�gu-
ration s�emantique terminant l'�evaluation de la fonction est aussi celle qui



122 Chapitre 2. La s�emantique observationnelle

commence l'�evaluation de l'argument ; on choisit donc de d�eduire la pro-
pri�et�e concernant cette con�guration de l'�evaluation de la fonction et de
l'�evaluation de l'argument.
La stabilit�e implique que l'ensemble des jugements vrais contient l'ensemble
engendr�e inductivement par le syst�eme pr�ec�edent. Comme il s'av�ere qu'une
preuve �nie de tout jugement dans le syst�eme pr�ec�edent peut être construite,
on peut conclure que toute propri�et�e �nitaire stable est v�eri��ee universelle-
ment.

2.1.5 Proposition (
S�emantique par d�ecomposition :
Lemme des propri�et�es �nitaires stables

)

Consid�erons une propri�et�e �nitaire stable, d�e�nie par un pr�edicat de juge-
ments (e : n)e2 � 0 ;n2 N. Alors elle est v�eri��ee universellement : pour tout
programme e et tout entier n, on a

e : n :

D�emonstration
Primo, on construit pour chaque programmee et chaque entiern une preuve
dans le syst�eme d'inf�erence de la d�e�nition 2.1.4 (p. 121), secundo, on montre
qu'il n'existe pas de preuves in�nies dans ce syst�eme, ce qui montre que
les preuves pr�ec�edemment construites sont �nies, tertio, on conclut par la
stabilit�e que la propri�et�e est toujours v�eri��ee.

D�e�nissons un syst�eme d'�equations r�ecursives, d'inconnues (X e;n)e2 � 0 ;n2 N,
par les �equations de la table 2.5. Ce syst�eme est quasi-uniforme et compa-
tible avec le syst�eme d'inf�erence de la d�e�nition 2.1.4. D'apr�es la proposition
1.2.3 (p. 73), pour tout programme e et tout entier n, la valeur de l'unique
solution en X e;n est une preuve dee : n suivant ce syst�eme d'inf�erence.

Montrons maintenant que ce syst�eme d'inf�erence n'admet que des preuves
�nies. On d�emontre par r�ecurrence sur l'entier n que toute preuve de conclu-
sion e : n, e �etant un programme quelconque, est �nie.
� n = 0
On montre par r�ecurrence sur le programmee que toute preuve de conclu-
sion e : 0 est �nie.
� e = �x b
Le jugement e : 0 est la conclusion de la r�egle [ABS 0], et constitue donc
un axiome.
� e = e1 e2

Le jugemente : 0 est la conclusion de la r�egle [APP1 0] ou [APP1-2 0]. Dans
les deux cas, on peut appliquer l'hypoth�ese de r�ecurrence aux pr�emisses, qui
concernent dans le premier cas,e1, dans le second cas,e1 et e2, ce qui permet
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X �x e;n =
;

�x e : n
;

X e1 e2 ;n =

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

X e1 ;n

e1 e2 : n
si n < jT(e1)j � 1 ;

X e1 ;n X e2 ;0

e1 e2 : n
si n = jT(e1)j � 1 ;

X e2 ;p

e1 e2 : n
si

jT(e1)j � n < jT(e1)j + jT(e2)j � 1 ;

p = n � (jT(e1)j � 1) ;

X e[v=x];p

e1 e2 : n
si

jT(e1)j + jT(e2)j � 1 � n ;

T(e1) = �x e; T(e2) = v ;

p = n � (jT(e1)j + jT(e2)j � 1) :

Tab. 2.5 { D�em. prop. 2.1.5

de conclure.
� n > 0
On suppose que pour tout entierp strictement inf�erieur �a n, pour tout pro-
gramme e, on a e : p. On montre par r�ecurrence sur le programmee que
toute preuve de conclusione : n est �nie.
� e = �x b
Le jugement e : n est la conclusion de la r�egle [ABS n], et constitue donc
un axiome.
� e = e1 e2

Si le jugement e : n est la conclusion de la r�egle [APP1 n] ou [APP1-2 n],
chacune de ses pr�emisses est de la formee0 : k, o�u e0 est �egal soit �a e1, soit
�a e2 ; on applique donc l'hypoth�ese de r�ecurrence aux sous-termese1 et e2

pour conclure.
Si le jugement e : n est la conclusion de la r�egle [APP2 n] ou [APP3 n],
sa pr�emisse est de la formee0 : p, o�u p est strictement inf�erieur �a n ; on
applique l'hypoth�ese de r�ecurrence �a l'entier p pour conclure.

Finalement, pour tout programme e et tout entier n, le jugement e : n,
qui admet une preuve �nie, appartient �a l'ensemble engendr�e inductivement
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par le syst�eme de la d�e�nition 2.1.4. Comme la propri�et�e est stable, le juge-
ment e : n est donc vrai.
x

Avec l'aide de ce lemme fondamental, il est facile de montrer l�unicit�e
de la trace in�nie associ�ee �a un programme divergent.

2.1.6 Proposition (Divergence d�eterministe)
Soient e un programme, ett1 et t2 deux traces in�nies. Si le jugemente + t1

est valide, tout commee + t2, alors les tracest1 et t2 sont �egales.

D�emonstration
Consid�erons la propri�et�e �nitaire suivante :

e : n
def
, 8 t1; t2 2 (� 0)! : e + t1 ^ e + t2 ) t1(n) = t2(n) :

Montrons qu'elle est stable. Passons en revue les di��erentes r�egles d'inf�e-
rence. Il s'agit �a chaque fois de montrer que si les pr�emisses sont v�eri��ees,
alors la conclusion aussi.
On utilise sans le mentionner le fait que tout programme convergent s'�evalue
en une unique trace,T(e).
� [ABS n]
C'est trivialement v�eri��e, puisqu'on a �x e + �x e .
Consid�erons d�esormais deux programmese1 et e2, et un entier n.
� [APP1 n]
Supposonsn < jT(e1)j � 1 et e1 : n.
Si t est une trace telle quee1 e2 + t, on a par d�e�nition de l'�evaluation
t(n) = T(e1)(n) e2, et on peut conclure.
� [APP1-2 n]
Supposonsn = jT(e1)j � 1, e1 : n et e2 : 0.
Si t est une trace telle quee1 e2 + t, on a par d�e�nition de l'�evaluation
t(n) = T(e1)(n) e2, et on peut conclure.
� [APP2 n]
SupposonsjT(e1)j � n < jT(e1)j + jT(e2)j � 1, e1 : n et e2 : p, avec
p = n � (jT(e1)j � 1).
�Etant donn�e deux traces in�nies t1 et t2, supposonse1 e2 + t1 et e1 e2 + t2.
Il existe une trace t0

1 telle que e1 e2 + t1 admet pour pr�emisse e2 + t0
1, et

une trace t0
2 telle que e1 e2 + t2 admet pour pr�emisse e2 + t0

2. Il est facile
de voir que t1(n) = T(e1) t0

1(p) et t2(n) = T(e1) t0
2(p). De e2 : p, on d�eduit

que t0
1(p) = t0

2(p), puis que t1(n) = t2(n).
� [APP3 n]
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SupposonsjT(e1)j + jT(e2)j � 1 � n et e[v=x] : p, avec p = n � (jT(e1)j +
jT(e2)j � 1), T(e1) = �x e et T(e2) = v.
�Etant donn�e deux traces in�nies t1 et t2, supposonse1 e2 + t1 et e1 e2 + t2.
Il existe une trace t0

1 telle que e1 e2 + t1 admet pour pr�emisse e[v=x] + t0
1,

et une trace t0
2 telle que e1 e2 + t2 admet pour pr�emisse e[v=x] + t0

2. Il est
facile de voir que t1(n) = t0

1(p) et t2(n) = t0
2(p). De e[v=x] : p, on d�eduit

que t0
1(p) = t0

2(p), puis que t1(n) = t2(n).
x

En conclusion, tout programme poss�ede une unique trace d'ex�ecution : la
s�emantique par d�ecomposition propos�ee rend compte des programmes tant
convergents que divergents.

2.1.2 R�eduire pour ex�ecuter

Le syst�eme d�e�nissant les traces d'ex�ecution ne met l'accent ni sur la
relation de r�eduction, ni sur la strat�egie d'�evaluation. Ce sont les r�egles
[APP+] et [APP3-] (de la table 2.1 (p. 116)) qui induisent une transition
entre programmes, correspondant �a la� -r�eduction habituelle

(�x e ) v r! e[v=x] :

Quant �a la strat�egie de r�eduction, elle est exprim�ee par les r�egles concernant
l'application : la fonction est d'abord �evalu�ee, puis l'argument avant son
passage. Il est en fait possible d'exprimer la même s�emantique, en d�e�nissant
tout d'abord la relation de r�eduction et la strat�egie d'�evaluation, puis les
traces maximales pour cette relation.

Pour la relation de r�eduction, sont importants les programmes ne se
r�eduisant pas, appel�es valeurs : ce sont les abstractions closes.

v ::= �x e ;

o�u FV (�x e ) = ; . On d�esignera l'ensemble des valeurs parV .
Un programme, s'il n'est pas une valeur, peut se d�ecomposer en unradical ,
qui va se r�eduire, et une continuation, repr�esentant ce qui reste �a �evaluer
apr�es que le radical a �et�e r�eduit.
Les radicaux qui se r�eduisent dans un programme sont form�es par des ap-
plications d'abstractions closes �a des valeurs.

r ::= ( �x e ) v ;

o�u FV (�x e ) = ; .
Un contexte de r�eduction, repr�esentant la continuation, est un terme clos �a
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;
[� ]

(�x e ) v r! e[v=x]

r r! e
[RED]

E [r ] r! E [e]

Tab. 2.6 { Relation de r�eduction

une place, lin�eaire en sa place : il poss�ede une seule variable libre, laplace,
�a l'occurrence de plus unique ; on r�eserve �a ce seul usage une variable, not�ee
� 18. Un contexte de r�eduction se construit autour de la place, en appliquant
des valeurs, ou en passant des arguments non �evalu�es :

E ::= � j v E j E e ;

o�u FV (e) = ; .
Tout programme peut se d�ecomposer de mani�ere unique en une valeur ou un
radical plac�e dans un contexte de r�eduction : si e est un programme, ou bien
c'est une valeur, ou bien il existe un unique radicalr et un unique contexte
E tel que e = E[r ] (E [r ] abr�egeant E [r=� ]).

La relation de r�eduction r! est d�e�nie (inductivement) par le syst�eme
d'inf�erence de la table 2.6 (p. 126). L'axiome exprime la� -r�eduction, la r�egle
permettant de passer au contexte de r�eduction. La relation estd�eterministe :
si e r! e1 et si e r! e2, alors e1 = e2. En e�et, si le syst�eme est restreint
�a l'axiome, la relation ainsi d�e�nie l'est, et de plus, la d�ecomposition en
un radical dans un contexte de r�eduction est unique. Elle est aussitotale,
dans le sens suivant : tout programme qui n'est pas une valeur se r�eduit,
conform�ement �a la d�e�nition informelle que nous avons donn�ee des valeurs.

Nous nous int�eressons maintenant �a la construction des traces �a partir
de la relation de r�eduction. Cette construction suppose seulement la donn�ee
d'une relation de r�eduction totale ; l'hypoth�ese du d�eterminisme n'est en
e�et pas n�ecessaire.

Une fois que la relation de r�eduction est d�e�nie, il est facile d'associer
�a chaque programme l'ensemble de ses traces d'ex�ecution. On consid�ere des
jugements de la formee +r t, exprimant que le programmee peut s'ex�e-
cuter suivant la trace t. Le syst�eme d'inf�erence de cette nouvelle relation
d'�evaluation est pr�esent�e dans la table 2.7 (p. 127), �etant donn�e une rela-
tion de r�eduction r! totale. De l'observation des r�egles et des preuves, deux

18 Cela signi�e que cette variable ne sert pas �a construire de termes autres que les
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;
[VAL]

v +r v
(v 2 V )

+ e0 +r t
[RED+]

e +r e ! t

0

@
e; e0 2 � 0

t 2 (� 0)+

e r! e0

1

A

� e0 +r t
[RED-]

e +r e ! t

0

@
e; e0 2 � 0

t 2 (� 0)!

e r! e0

1

A

Tab. 2.7 { S�emantique par r�ecriture : traces d'ex�ecution

remarques viennent imm�ediatement :
{ les traces �nies et in�nies sont obtenues respectivement par des preuves

�nies et in�nies,
{ une trace commence toujours par le programme �a �evaluer.

Dans ce syst�eme, tout programme s'�evalue en au moins une trace.

2.1.7 Proposition (Existence d'une trace)
Soit r! une relation de r�eduction totale. Alors tout programme poss�ede au
moins une trace d'ex�ecution suivant le syst�eme d'inf�erence de la table 2.7
(p. 127).

D�emonstration
La d�emonstration se fait en deux temps.
Primo, on associe �a chaque programme une trace, en r�esolvant un syst�eme
d'�equations r�ecursives sur les traces, directement inspir�e du syst�eme d'inf�e-
rence de la table 2.7. Comme la relation de r�eduction est totale, il est possible
d'associer �a tout programme e qui n'est pas une valeur un programmer (e)
tel que e se r�eduit en r (e). Consid�erons alors le syst�eme d'inconnues (X e)e2 � 0

et form�e des �equations suivantes :

X e =

(
e si e valeur,

e ! X r (e) sinon.

Pour tout programme e, notons Tr (e) la valeur de la solution en X e.
Secundo, on montre que tout programmee s'�evalue en Tr (e) suivant le sys-
t�eme d'inf�erence de la table 2.7.

contextes, en particulier qu'elle n'est jamais li�ee.
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Tout d'abord, montrons que pour tout programme e, si Tr (e) est une trace
�nie, alors e +r Tr (e) est un jugement valide. C'est imm�ediat, en proc�edant
par r�ecurrence sur la longueur des traces.
�A tout programme e tel que Tr (e) est une trace in�nie, associons une preuve
de e +r Tr (e) en r�esolvant le syst�eme d'�equations r�ecursives d'inconnues
(X e)e tel que jTr (e)j= ! et form�e des �equations suivantes :

X e =
� X r (e)

e +r Tr (e)
:

Ce syst�eme est quasi-uniforme et compatible avec le syst�eme d'inf�erence d�e-
�nissant l'�evaluation en traces (cf. tab. 2.7). Par la proposition 1.2.4 (p. 75),
pour tout programme e tel que la trace Tr (e) est in�nie, la valeur de la so-
lution en X e est une preuve dee +r Tr (e).
x

Comme pour le syst�eme d�e�nissant la s�emantique par d�ecomposition,
a�n de raisonner sur l'�evaluation, avec ses preuves �eventuellement in�nies,
on peut d�e�nir des propri�et�es �nitaires stables, et le mode de raisonnement
associ�e correspond ici �a celui qu'on attend, une r�ecurrence sur la position
dans une trace. On note d�esormaise :r n (e 2 � 0; n 2 N) les jugements de
ces propri�et�es, pour souligner le syst�eme auquel se r�ef�ere la stabilit�e.

2.1.8 D�e�nition (
S�emantique par r�ecriture :
Propri�et�e �nitaire stable

)

Soit r! une relation de r�eduction totale. Consid�erons une propri�et�e �nitaire ,
d�e�nie par un pr�edicat de jugements (e :r n)e2 � 0 ;n2 N. Elle est stable si
l'ensemble des jugements vrais est stable pour le syst�eme d'inf�erence de la
table 2.8.

;
[VAL n]

v :r n
(v 2 V ; n � 0) ;

;
[RED 0]

e :r 0
(e se r�eduisant) ;

(e0 :r n � 1)e0je
r

! e0
[RED n]

e : n
(e se r�eduisant; n > 0) :

Tab. 2.8 { S�emantique par r�ecriture : propri�et�e �nitaire stable
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Remarquons que si la relation de r�eduction r! n'est pas d�eterministe, dans la
r�egle [RED n], le jugement e :r n se d�eduit de la conjonction des pr�emisses
(e0 :r n� 1)e0je r! e0. On peut imaginer une forme plus faible, o�u le jugement se
d�eduirait de la disjonction de ces pr�emisses. Dans le cas qui nous int�eresse,
o�u la relation est d�eterministe, cela revient �evidemment au même.
Une propri�et�e �nitaire stable est v�eri��ee universellement.

2.1.9 Proposition (
S�emantique par r�ecriture :
Lemme des propri�et�es �nitaires stables

)

Soit r! une relation de r�eduction totale. Consid�erons une propri�et�e �nitaire
stable d�e�nie par un pr�edicat de jugements (e :r n)e;n. Alors elle est v�eri��ee
universellement : pour tout programmee et tout entier n, on a

e :r n :

D�emonstration
Primo, on construit pour chaque programmee et chaque entiern une preuve
dans le syst�eme d'inf�erence de la d�e�nition 2.1.8 (p. 128), secundo, on montre
qu'il n'existe pas de preuves in�nies dans ce syst�eme, ce qui fait que les
preuves construites sont n�ecessairement �nies, tertio, on conclut par la sta-
bilit�e que la propri�et�e est toujours v�eri��ee.

D�e�nissons un syst�eme d'�equations r�ecursives, d'inconnues (X e;n)e2 � 0 ;n2 N,
par les �equations de la table 2.9. Comme la relation de r�eduction est totale,

X e;n =

8
>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>:

;

e :r n
si e valeur,

;

e :r n
si e se r�eduit et n = 0 ;

(X e0;n � 1)e0je r! e0

e :r n
si e se r�eduit et n > 0:

Tab. 2.9 { D�em. prop. 2.1.9

ce syst�eme est bien d�e�ni. Ce syst�eme est quasi-uniforme et compatible avec
le syst�eme d'inf�erence de la d�e�nition 2.1.8. D'apr�es la proposition 1.2.3
(p. 73), pour tout programme e et tout entier n, la valeur de l'unique solu-
tion en X e;n est une preuve suivant ce syst�eme d'inf�erence.



130 Chapitre 2. La s�emantique observationnelle

Montrons maintenant par r�ecurrence sur l'entier n que toute preuve de
conclusione :r n, e �etant un programme quelconque, est �nie.
� n = 0
Consid�erons une preuve de conclusione :r 0. Ce jugement est n�ecessaire-
ment la conclusion de la r�egle [VAL 0] ou de la r�egle [RED 0]. Dans les deux
cas, il s'agit d'un axiome.
� n > 0
On suppose le r�esultat vrai en n � 1.
Consid�erons une preuve de conclusione :r n.
Si le jugement e :r n est la conclusion de la r�egle [VAL n], alors la preuve
est �nie, puisqu'il s'agit d'un axiome.
Sinon, le jugemente :r n a pour pr�emisses (e0 :r n � 1)e0je

r
! e0, par la r�egle

[RED n], et on applique l'hypoth�ese de r�ecurrence �a ces pr�emisses.
Finalement, pour tout programme e et tout entier n, le jugement e :r n,

qui admet une preuve �nie, appartient �a l'ensemble engendr�e inductivement
par le syst�eme de la d�e�nition 2.1.8. Comme la propri�et�e est stable, le juge-
ment e :r n est vrai.
x

Ce lemme est le principal outil pour montrer des propri�et�es concernant les
traces d'ex�ecution des programmes. Ainsi, nous pouvons d�esormais montrer
que les traces d'ex�ecution sont maximales pour la relation de r�eduction.

2.1.10 Proposition (Traces d'ex�ecution maximales pour r! )
Soit r! une relation de r�eduction totale. Consid�erons un programme e et une
trace t telle quee +r t. Alors la trace t correspond �a une suite de r�eduction
par r! et est maximale pour r! : ou bien elle est in�nie, ou bien elle se
termine par une valeur.

D�emonstration
Consid�erons la propri�et�e �nitaire suivante :

e :r n
def
, 8 t 2 (� 0) � [ (� 0)! : e +r t ^ 0 < n < jtj ) t(n � 1) r! t(n)

On v�eri�e ais�ement que cette propri�et�e est stable. Le seul cas int�eressant
concerne la r�egle [RED n].
Soit e un programme,n un entier strictement positif, et supposons que pour
tout programme e0 en lequele se r�eduit, on ait e0 :r n � 1. Montrons e :r n.
Supposonse +r t et 0 < n < jtj. Par la r�egle [RED+] ou [RED-], il existe un
programme e0 et une trace t0 tels quee r! e0, e0 +r t0 et t = e ! t0. Comme
on l'a remarqu�e, t0 commence pare0.
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Si n = 1, t(n � 1) = e et t(n) = e0, et on a bien t(n � 1) r! t(n).
Sinon, t(n � 1) = t0(n � 2) et t(n) = t0(n � 1), et on applique l'hypoth�ese
e0 :r n � 1 pour conclure.
Finalement, la propri�et�e est v�eri��ee par tout programme e et tout entier n.

Consid�erons un programme e et une trace t telle que e +r t. Si t est
in�nie, elle est maximale. Supposons qu'elle soit �nie. Dans ce cas, la preuve
de e +r t est �nie, et on peut facilement montrer par r�ecurrence structurelle
sur la preuve que la trace se termine par une valeur. Comme une valeur ne
se r�eduit pas, par d�e�nition, la trace est bien maximale.
x

Nous supposons maintenant que la relation de r�eduction est totale et
d�eterministe, comme la relation d�e�nie initialement. Il est alors facile de
montrer qu'un programme poss�ede une unique trace.

2.1.11 Proposition (Unicit�e de la trace)
Soit r! une relation de r�eduction totale et d�eterministe. Consid�erons un
programme e, et deux tracest1 et t2. Si le jugemente +r t1 est valide, tout
comme e +r t2, alors les tracest1 et t2 sont �egales.

D�emonstration
Consid�erons la propri�et�e �nitaire suivante :

e :r n
def
, 8 t1; t2 2 (� 0) � [ (� 0)! : e +r t1 ^ e +r t2 ) t1(n) = t2(n)

On v�eri�e ais�ement que cette propri�et�e est stable. Le seul cas int�eressant
concerne la r�egle [RED n]. Comme la relation r! est d�eterministe, elle n'est
constitu�ee que d'une pr�emisse. Supposons donce0 :r n � 1, avecn > 0, et
e r! e0, et montrons e :r n.
Soient t1 et t2 deux traces telles quee +r t1 et e +r t2. Par la r�egle [RED+]
ou [RED-], il existe deux tracest0

1 et t0
2 telles quee0 +r t0

1, e0 +r t0
2, t1 = e !

t0
1 et t2 = e ! t0

2. De l'hypoth�ese e0 :r n � 1, on d�eduit t0
1(n � 1) = t0

2(n � 1),
soit t1(n) = t2(n).
Du lemme fondamental des propri�et�es �nitaires stables, on d�eduit que la
propri�et�e est v�eri��ee par tout programme e et tout entier n, ce qui permet
de conclure.
x

On notera Tr (e) la trace d'ex�ecution du programme e suivant le syst�eme
d'inf�erence de la table 2.7 (p. 127), qui s'appuie sur la relation de r�eduction
r! , d�e�nie dans la table 2.6 (p. 126).
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2.1.3 S�emantique op�erationnelle une

Il nous reste �a montrer que les deux s�emantiques pr�esent�ees dans les
tables 2.1 (p. 116) et 2.7 (p. 127) sont �equivalentes, soit que pour tout
programme e et toute trace t, on a

e + t , e +r t :

Supposons quee + t1 et e +r t2. On sait que t2 commence pare. On va
donc aussi le montrer pourt1 : ce sera notre premier lemme. Ensuite, on
sait que si e se r�eduit en e0, alors t2 commence pare, suivi de la trace de
e0 (pour le second syst�eme d'inf�erence). On va donc aussi le montrer pour
t1 : ce sera notre second lemme. On pourra conclure par r�ecurrence sur la
position dans la trace �a l'�egalit�e de t1 et t2.
On rappelle que pour tout programme e, on note T(e) l'unique trace telle
que e + T(e), et Tr (e) l'unique trace telle que e +r Tr (e).
�Enon�cons le premier lemme.

2.1.12 Lemme
Soient e un programme et t une trace tels quee + t. Alors t commence par
e.

D�emonstration
Consid�erons la propri�et�e �nitaire suivante :

e : n
def
, n = 0 ) T(e)(n) = e :

Montrons qu'elle est stable pour le syst�eme d'inf�erence de la d�e�nition 2.1.4
(p. 121). Passons en revue les di��erentes r�egles d'inf�erence. Il s'agit �a chaque
fois de montrer que si les pr�emisses sont v�eri��ees, alors la conclusion aussi.
Comme pour tout programme e et tout entier n, le jugement e : n est
trivialement v�eri��e d�es que n > 0, on se limite au cas o�un vaut z�ero.
� [ABS 0]
C'est imm�ediat, puisque �x e + �x e .
Consid�erons d�esormais deux programmese1 et e2.
� [APP1 0]
Supposons 0< jT(e1)j � 1 et e1 : 0.
Comme dans ce casjT(e1)j > 1, on a :

T(e1 e2)(0) = T(e1)(0) e2

= e1 e2 (hyp. e1 : 0) ;
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et on peut conclure quee1 e2 : 0 est v�eri��e.
� [APP1-2 0]
Supposons 0 =jT(e1)j � 1, e1 : 0 et e2 : 0.
Comme jT(e1)j = 1 et e1 : 0, on a T(e1) = T(e1)(0) = e1. Puis :

T(e1 e2)(0) = T(e1) T(e2)(0)

= e1 e2 (hyp. e2 : 0) ;

ce qui permet de conclure quee1 e2 : 0 est v�eri��e.
x

Voyons maintenant le second lemme.

2.1.13 Lemme
Supposons quee se r�eduise en e0. Soient t et t0 deux traces telles quee + t
et e0 + t0. Alors :

t = e ! t0:

D�emonstration
Le programme e se d�ecompose de mani�ere unique enE[(�x a ) v], qui se
r�eduit en E[a[v=x]]. Le r�esultat se montre par r�ecurrence sur E . On notera
r le radical (�x a ) v, et r 0 son � -r�eduit.
� E = �
Le jugement r + T(r ) est n�ecessairement la conclusion de la r�egle [APP+]
ou [APP3-], avec pour pr�emisse droiter 0 + T(r 0), et donc T(r ) = r ! T(r 0).
� E = E1 e2

Le jugemente + t est n�ecessairement la conclusion d'une des r�egles [APP+],
[APP1-], [APP2-] ou [APP3-].
Consid�erons le cas de la r�egle [APP+] :

E1[r ] + t1 e2 + t2 b[u=y] + t3

E1[r ] e2 + < p(t1) e2 > ! < t1 t2 > ! t3
;

avect1 = �y b et t2 = u. Par l'hypoth�ese de r�ecurrence appliqu�ee �a E1[r ], on
a t1 = E1[r ] ! T(E1[r 0]), d'o�u on d�eduit successivement

E1[r ] e2 + E1[r ] e2 ! < p(T(E1[r 0])) e2 > ! < t1 t2 > ! t3 ;
E1[r ] e2 + E1[r ] e2 ! T(E1[r 0] e2) ;

puisque t1 = T(E1[r 0]).
Les autres cas sont des variations de ce cas, et nous ne les traitons pas.
� E = ( �y b ) E2
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Le jugemente + t est n�ecessairement la conclusion d'une des r�egles [APP+],
[APP2-] ou [APP3-].
Consid�erons le cas de la r�egle [APP+] :

�y b + �y b E 2[r ] + t2 b[u=y] + t3

(�y b ) E2[r ] + (�y b ) t2 ! t3
;

avec t2 = u. Par l'hypoth�ese de r�ecurrence appliqu�ee �a E2[r ], on a t2 =
E2[r ] ! T(E2[r 0]), d'o�u on d�eduit successivement

(�y b ) E2[r ] + (�y b ) E2[r ] ! < (�y b ) T(E2[r 0]) > ! t3 ;
(�y b ) E2[r ] + (�y b ) E2[r ] ! T(( �y b ) E2[r 0]) ;

puisque t2 = T(E2[r 0]).
Les autres cas sont des variations de ce cas, et nous ne les traitons pas.
x

Comme annonc�e, on peut conclure �a l'�equivalence des deux s�emantiques.

2.1.14 Th�eor�eme ( �Equivalence des s�emantiques)
Pour tout programme e et toute trace t, on a :

e + t , e +r t :

D�emonstration
Consid�erons la propri�et�e �nitaire suivante :

e :r n
def
, T(e)(n) = Tr (e)(n)

Montrons qu'elle est stable (pour le syst�eme de la d�e�nition 2.1.8 (p. 128)).
C'est imm�ediat, en utilisant le lemme 2.1.12 (p. 132) pour la r�egle [RED 0]
et le lemme 2.1.13 (p. 133) pour la r�egle [RED n].
Les deux s�emantiques sont bien �equivalentes.
x

Ce qui int�eresse avant tout dans l'ex�ecution d'un programme, c'est le
r�esultat, ou bien la valeur �nale de la trace, si elle est �nie, ou bien la di-
vergence (ou la non-terminaison), si elle est in�nie. Si, conform�ement �a la
tradition, on ajoute une valeur de non-terminaison, not�ee ? , une trace t
est donc abstraite ent, suivant la notation d�ej�a utilis�ee. Il est alors pos-
sible de r�ecrire les deux syst�emes d'�evaluation pr�ec�edents, en r�ealisant cette
abstraction pour chaque r�egle.
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[ABS]
�x e + �x e

+ e1 + v1 + e2 + v2 + e[v2=x] + v
[APP+]

e1 e2 + v

�
v1; v2; v 2 V
v1 = �x e

�

� e1 + ?
[APP1-]

e1 e2 + ?

+ e1 + v1 � e2 + ?
[APP2-]

e1 e2 + ?
(v1 2 V )

+ e1 + v1 + e2 + v2 � e[v2=x] + ?
[APP3-]

e1 e2 + ?

�
v1; v2 2 V
v1 = �x e

�

Tab. 2.10 { S�emantique par d�ecomposition : r�esultats d'ex�ecution

2.1.15 D�e�nition et proposition (R�esultat d'ex�ecution)
Un r�esultat est soit une valeur, soit la valeur de divergence,? .
Un programme a pour r�esultat � si le jugement e + � est valide, dans le
syst�eme de la table 2.10 (p. 135) ou celui de la table 2.11 (p. 136).
Le choix du syst�eme est indi��erent et tout programme s'�evalue en un et un
seul r�esultat.

D�emonstration
Comme tout programme poss�ede une trace, il donne aussi au moins un
r�esultat, obtenu par l'un des deux syst�emes d'inf�erence pr�ec�edent, �egal �a la
valeur �nale de la trace, ou �a ? . Pour chaque syst�eme, la seule question est
l'unicit�e de ce r�esultat. Il est facile de montrer par r�ecurrence structurelle
sur les preuves �nies que si un programme donne une valeur, alors il ne
donne pas d'autre r�esultat. On en d�eduit l'unicit�e du r�esultat pour ces deux
syst�emes d'�evaluation, puisqu'il n'y a qu'une valeur de divergence.
x

On pourra donc d�esigner par Eval(e) le r�esultat de l'�evaluation du pro-
gramme e, dans un des deux syst�emes, indi��eremment.

Pour conclure, il apparâ�t que la s�emantique par r�ecriture est beaucoup
plus simple �a manier que la s�emantique par d�ecomposition : moins de r�egles
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;
[VAL]

v +r v
(v 2 V )

+ e0 +r v
[RED+]

e +r v

0

@
e; e0 2 � 0

v 2 V
e r! e0

1

A

� e0 +r ?
[RED-]

e +r ?

�
e; e0 2 � 0

e r! e0

�

Tab. 2.11 { S�emantique par r�ecriture : r�esultats d'ex�ecution

d'inf�erence, m�ethode de raisonnement naturelle avec la r�ecurrence sur la
suite des r�eductions. Cependant, si l'on restreint la s�emantique par d�ecom-
position aux programmes convergents, le syst�eme d'inf�erence se simpli�e, et
une m�ethode de raisonnement naturelle est disponible, la r�ecurrence struc-
turelle sur les preuves de l'�evaluation.
Ces conclusions sont conformes �a la pratique observ�ee : la s�emantique par
r�ecriture est souvent pr�ef�er�ee pour sa simplicit�e, la s�emantique par d�ecom-
position restreinte aux programmes convergents.
Cette restriction semble particuli�erement n�ecessaire lorsque la s�emantique
pr�esente un caract�ere non-d�eterministe, appel�e �a disparâ�tre lors du ra�ne-
ment menant �a l'impl�ementation : par exemple, pour un langage purement
fonctionnel, l'addition peut être consid�er�ee comme une op�eration commuta-
tive, et on peut pr�ef�erer di��erer le choix de l'ordre d'�evaluation. En cas de
non-d�eterminisme, les traces d'ex�ecution se composent par entrelacement,
ce qui rend di�cile l'expression d'une s�emantique par d�ecomposition d�e-
�nissant les traces d'ex�ecution, et donc aussi la d�e�nition des propri�et�es
�nitaires stables. D'une part, l'abstraction, qui fait passer des traces aux
r�esultats, est particuli�erement utile dans ce cas, d'autre part, la di�cult�e
de raisonner avec les programmes divergents incite �a se limiter aux seuls
programmes convergents.

2.2 L'observation comme d�enotation

Par les syst�emes d'inf�erence pr�ec�edents, un r�esultat est attribu�e aux pro-
grammes, mais non aux termes poss�edant des variables libres. Il est cepen-
dant facile de passer des programmes aux termes, en envisageant les termes
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dans tous les contextes d'utilisation possibles. Consid�erons un termee fai-
sant partie d'un programme. Lorsque le termee doit être �evalu�e 19, des va-
leurs ont �et�e substitu�ees aux variables libres de e. Il est donc su�sant de
donner le r�esultat de l'�evaluation de e apr�es avoir remplac�e ses variables
libres par des valeurs quelconques. Nous appelons une substitution de va-
leurs un environnement op�erationnel . Pr�ecis�ement, pour s'a�ranchir de la
d�ependance vis-�a-vis des variables libres, on d�e�nit un environnement op�e-
rationnel comme une application de l'ensemble des variables dans l'ensemble
des valeurs. �Etant donn�e un environnement op�erationnel  , une variable x
et une valeur v, on note : (x : v) l'environnement obtenu en modi�ant la
liaison de x ainsi :

(: (x : v))( y)
def
=

(
 (y) si y 6= x ;

v sinon.

Par la suite, on supposera que parcourt l'ensemble des environnements
op�erationnels, not�e V X . L'interpr�etation op�erationnelle d'un terme e associe
�a tout environnement op�erationnel  le r�esultat de l'�evaluation de e[ ], not�e
[[e]] :

[[e]]
def
= Eval( e[ ]) :

Cette interpr�etation peut être d�e�nie sous la forme d'une s�emantique d�e-
notationnelle. Munissons l'ensemble des r�esultats d'une application binaire
map v�eri�ant, pour toutes valeurs v1 et v2 :

map(? ; ? ) = ? ;

map(? ; v2) = ? ;

map(v1; ? ) = ? ;

map(v1; v2) = Eval( v1 v2) :

Autrement dit, l'application est stricte en chacun de ses deux arguments (ce
qui, pour le second argument, correspond �a un appel par valeur), et calcule le
r�esultat de l'application du premier argument au second. Alors l'interpr�eta-
tion op�erationnelle v�eri�e les �equations suivantes, pour tout environnement
op�erationnel  :

[[x]] =  (x) ;

map([[ �x e ]] ; v) = [[ e]]: (x : v) (v valeur) ;

[[e1 e2]] = map([[ e1]] ; [[e2]] ) :

19 Plus pr�ecis�ement, c'est un descendant du terme e qui est �evalu�e.
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Il ne s'agit pas v�eritablement d'une s�emantique d�enotationnelle, car la pro-
pri�et�e d'extensionalit�e n'est pas v�eri��ee : si f et g sont deux valeurs, l'�egalit�e
pour toute valeur v de map(f; v ) et map(g; v) n'implique pas quef et g soient
�egaux.
Par exemple,�x I et �x I I (I �etant l'identit�e), appliqu�es �a n'importe quelle
valeur, donnent le même r�esultat, I , et cependant ce sont deux valeurs dis-
tinctes.
Aussi les �equations pr�ec�edentes ne permettent pas de construire par compo-
sition20 l'interpr�etation op�erationnelle d'un terme : la deuxi�eme �equation ne
d�etermine pas de mani�ere unique la d�enotation de l'abstraction, [[ �x e ]] .

L'interpr�etation obtenue par la s�emantique op�erationnelle donne des d�e-
tails sur la structure interne, empêchant de d�evelopper une th�eorie riche de
l'�equivalence entre termes, deux termes �etant �equivalents s'ils ont la même
interpr�etation :

e = op e0 def
, 8  2 V X : [[e]] = [[ e0]] :

Il est aussi possible de comparer les termes �a partir de leur interpr�etation,
une fois que l'ensemble des r�esultats est muni de la relation d'ordre d�e�nie
par ? < v , pour toute valeur v :

e � op e0 def
, 8  2 V X : [[e]] � [[e0]] :

Voyons la validit�e de quelques r�egles classiques permettant de comparer op�e-
rationnellement des termes.
Le pr�e-ordre � op n'est pas une congruence :

;

x � op x
est valide.

e � op e0

�x e � op �x e 0
n'est pas valide

(prendre e = I; e0 = I I ).

e1 � op e0
1 e2 � op e0

2

e1 e2 � op e0
1 e0

2

est valide.

Elle v�eri�e la r�egle concernant la � -conversion, �a condition de se limiter �a
des arguments d�ej�a �evalu�es (c'est la � v-conversion) :

20 La compositionalit�e est la possibilit�e de d�e�nir par r�ecurrence structurelle sur les
termes l'interpr�etation.
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;

(�x e ) v = op e[v=x]
est valide.

Toute substitution par valeur est compatible avec le pr�e-ordre op�erationnel :

e � op e0

e[v=x] � op e0[v=x]
est valide.

En�n, l' � -conversion n'est pas valide :

;

�x e x = e
n'est pas valide (prendree divergent).

Pour d�evelopper une th�eorie plus riche, il est pr�ef�erable de s'appuyer sur
l'observation des termes. Observer un terme, c'est l'utiliser pour observer les
r�esultats qu'il donne, et non pas seulement l'�evaluer.
Comme nous l'avons vu en introduction de ce chapitre, il existe une th�eorie
maximale : c'est celle qui est induite par l'�equivalence contextuelle. Nous
allons d�e�nir l'observation de mani�ere �a induire la th�eorie maximale, tout
en restreignant les contextes d'utilisation consid�er�es : alors que l'�equivalence
contextuelle impose de placer chaque terme dans tout contexte d'utilisation
possible, nous nous limitons aux contextes applicatifs, comme nous allons le
voir.

2.2.1 Bisimilarit�e et �equivalence contextuelle

Partons d'un terme e, dans un environnement op�erationnel  . On peut
tout d'abord observer sa convergence, et s'il converge, observer son appli-
cation �a chaque valeur, et ainsi de suite. Cette observation peut être repr�e-
sent�ee par un arbre, dit observationnel. Les arbres observationnels sont les
termes de la signature concr�ete suivante. Une seule sorte est utilis�ee, no-
t�ee o; l'ensemble des �etiquettes est �egal �a la paire f? ; >g , ? repr�esentant
la divergence,> la convergence ; l'ensemble des positions est engendr�e par
l'ensemble des valeurs,V . Les �etiquette ? et > ont le pro�l suivant :

? : () ! o ;
> : oV ! o :

Voyons comment associer �a un terme un arbre observationnel.
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2.2.1 D�e�nition et proposition (Observation d'un terme)
Il existe une unique application associant �a tout termee et tout environne-
ment op�erationnel  un arbre observationnel, not�e Obs(e)(  ), et v�eri�ant :

(i ) si e[ ] diverge, alors Obs(e)(  ) = ? ;
(ii ) si e[ ] converge, alors Obs(e)(  ) = > (Obs(e v)(  )) v2 V :

L'arbre observationnel Obs(e)(  ) est appel�e l'observation de e dans l'envi-
ronnement op�erationnel  . L'application qui �a  associeObs(e)(  ), not�ee
Obs(e), est appel�ee l'observation dee.
L'observation d'un programme e est ind�ependante de l'environnement d'ob-
servation et on noteObs0(e) la valeur qu'elle prend en tout environnement.

Montrons dans un premier temps l'existence et l'unicit�e de l'application
d�e�nissant l'observation.

D�emonstration
D�e�nissons un syst�eme d'�equations r�ecursives d'inconnues (X (e; ) )(e; )2 � 0 � V X

par les �equations suivantes :

X (e; ) =

(
? si e[ ] diverge,

> (X (e v; ) )v2 V si e[ ] converge.

Si pour tout terme e et tout environnement  , Obs(e)(  ) v�eri�e les conditions
(i ) et ( ii ), alors la valuation � d�e�nie par � (X (e; ) ) = Obs( e)(  ) pour tout
couple (e;  ) est solution du syst�eme. Comme le syst�eme admet une unique
solution, il existe une unique application v�eri�ant ( i ) et ( ii ).
x

Avant de justi�er que l'observation d'un programme ne d�epend pas de l'envi-
ronnement, il est utile de d�e�nir un mode de raisonnement co-inductif pour
les observations, permettant de montrer l'�egalit�e de deux observations. Il
d�e�nit un ensemble de conditions su�santes pour construire des preuves de
l'�egalit�e des arbres observationnels, �egalit�e d�e�nie co-inductivement par le
syst�eme suivant :

;

(? ; ? )
;

(a=v; b=v)v2 V

(a; b)
(a; b arbres observationnels 6= ? ) :
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2.2.2 Lemme (Raisonnement co-inductif pour les observations)
Soit R une relation d�e�nie sur les couples form�es d'un terme et d'un envi-
ronnement op�erationnel, et v�eri�ant pour tout couple ((e;  ); (e0;  0)) appar-
tenant �a R :

(i) e[ ] converge si et seulement sie0[ 0] converge,

(ii) si e[ ] converge, alors pour toute valeurv, ((e v;  ); (e0v;  0)) appartient
�a R.

Alors, pour tous termes e et e0, et tous environnements  et  0 tels que
((e;  ); (e0;  0)) appartient �a R,

Obs(e)(  ) = Obs( e0)(  0) :

D�emonstration
Pour chaque couple ((e;  ); (e0;  0)) de R, on construit une preuve de l'�ega-
lit�e Obs( e)(  ) = Obs( e0)(  0), en r�esolvant le syst�eme d'�equations r�ecursives
d'inconnues (X c)c2 R et form�e des �equations suivantes :

X (e; );(e0; 0) =

8
>>>>><

>>>>>:

;

(Obs(e)(  ); Obs(e0)(  0))
si e[ ] diverge,

(X (e v; );(e0v; 0) )v2 V

(Obs(e)(  ); Obs(e0)(  0))
si e[ ] converge.

Ce syst�eme est bien d�e�ni grâce �a la seconde hypoth�ese surR.
Pour la premi�ere �equation, on sait par la premi�ere hypoth�ese sur R, que
e0[ 0] diverge aussi, et donc Obs(e)(  ) = Obs( e0)(  0) = ? . Pour la seconde
�equation, on sait que e0[ 0] converge aussi, et donc Obs(e)(  ) et Obs(e0)(  0)
ne sont pas des observations triviales.
Ce syst�eme, quasi-uniforme et compatible avec le syst�eme d'inf�erence d�e�-
nissant l'�egalit�e, d�e�nit donc des preuves de l'�egalit�e des observations, par
la proposition 1.2.3 (p. 73).
x

Terminons la d�emonstration de la proposition incluse dans la d�e�nition des
observations.

D�emonstration
On doit montrer que l'observation d'un programme ne d�epend pas de l'en-
vironnement d'observation.
Soit R la relation d�e�nie par :

(e;  ) R (e0;  0)
def
, e = e0^ e 2 � 0 :
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Les hypoth�eses du lemme 2.2.2 (p. 141) sont trivialement v�eri��ees. Ainsi,
�etant donn�e deux environnements,  et  0, pour tout programme e, on a
Obs(e)(  ) = Obs( e)(  0).
x

La d�e�nition des observations aurait pu se limiter aux programmes, puis-
qu'on peut fermer n'importe quel terme par un environnement op�erationnel
pour l'observer.

2.2.3 Proposition (Fermeture d'un terme pour l'observation)
Soient e un terme et  un environnement op�erationnel. Observer e dans
l'environnement  est �equivalent �a observer le programmee[ ] :

Obs(e)(  ) = Obs 0(e[ ]) :

D�emonstration
Soit R la relation d�e�nie par :

(e;  ) R (e0;  0)
def
, e[ ] = e0:

Les hypoth�eses du lemme 2.2.2 (p. 141) sont trivialement v�eri��ees. On a
donc pour tout programme e et tous environnements op�erationnels et  0 :

Obs(e)(  ) = Obs( e[ ])(  0)

= Obs0(e[ ]) (e[ ] 2 � 0) :

x

L'observation est compatible avec l'�equivalence op�erationnelle.

2.2.4 Proposition (
Compatibilit�e de l'observation
avec l'�equivalence op�erationnelle

)

Consid�erons deux termese et e0 �equivalents op�erationnellement. Alors ils
m�enent aux mêmes observations :

e = op e0

Obs(e) = Obs( e0)
:

D�emonstration
Soit R la relation d�e�nie par :

(e;  ) R (e0;  0)
def
,  =  0^ e = op e0:
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Les hypoth�eses du lemme 2.2.2 (p. 141) sont trivialement v�eri��ees. On en
d�eduit l'implication demand�ee.
x

�A l'aide des observations, on peut construire une premi�ere notion d'�equi-
valence entre termes. Deux termes sont �equivalents s'ils m�enent aux mêmes
observations :

e = B e0 def
, Obs(e) = Obs( e0) :

On dit que les deux termes sontbisimilaires (applicativement ou observa-
tionnellement).
Plutôt que seulement consid�erer cette �equivalence entre les termes, il est
pr�ef�erable de d�e�nir un pr�e-ordre, la relation de similarit�e , dont la sym�e-
trisation donne l'�equivalence. Ce pr�e-ordre s'appuie sur une relation d'ordre
entre arbres d'observations, par laquelle on mesure le degr�e de convergence.
Cette relation d'ordre est engendr�ee co-inductivement par le syst�eme d'inf�e-
rence suivant, qui rappelle celui de l'�egalit�e entre arbres observationnels :

;

(? ; a)
(a arbre observationnel);

(a=v; b=v)v2 V

(a; b)
(a; b6= ? ) :

On v�eri�e ais�ement que la sym�etrisation de cette relation donne l'�egalit�e
pr�ec�edemment d�e�nie. Aussi, comme nous l'avons vu au premier chapitre
(cf. x1.2.2 (p. 79)), cette relation peut se d�e�nir comme extension aux arbres
(en tant que fonctions) de la relation d'ordre d�e�nie par ? < > :

a � b , 8 V 2 V � : a(V ) � b(V ) :

La relation de similarit�e se d�e�nit alors ainsi :

e � B e0 def
, Obs(e) � Obs(e0) ;

o�u la relation d'ordre entre les observations se d�eduit naturellement de la
relation d'ordre d�e�nie pour les arbres d'observation :

Obs(e) � Obs(e0)
def
, 8  2 V X : Obs(e)(  ) � Obs(e0)(  ) :
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Lorsque e � B e0, on dit que e0 simule e.
L'ensemble des arbres observationnels poss�ede un plus petit �el�ement,? , et
un plus grand, solution de l'�equation suivante :

x = > (x)v2 V :

Ces deux arbres observationnels correspondent �a des observations de pro-
grammes, comme l'indique la proposition21 suivante.

2.2.5 Proposition (Observations minimale et maximale)
Il existe un programme, not�e pmax , v�eri�ant :

Obs0(pmax ) = > (Obs0(pmax )) v2 V :

Il existe un programme, not�e pmin , tel que :

Obs0(pmin ) = ? :

L'id�ee est de prendre pour pmin un programme divergent et pour pmax le
programme in�ni �y �y : : : , qu'on d�e�nit comme point �xe du combinateur
K , �egal �a �x �y x .

D�emonstration
� D�e�nition de p max
Soit K = �x �y x . D�e�nissons un combinateur de point �xe :

Y
def
= �f B (f ) ;

o�u pour tout terme f ,

B (f )
def
= C(f ) C(f ) ;

C(f ) �etant d�e�ni par

C(f )
def
= �x � (f (x x )) ( x =2 FV (f )) ;

et � (f ) r�ealisant l' � -expansion def , soit

� (f )
def
= �x f x (x =2 FV (f )) :

D�e�nissons ainsi pmax :

pmax
def
= � (K B (K )) :

21 C'est l'adaptation �a l'appel par valeur d'une proposition de l'article d'Abramsky d�e-
veloppant la th�eorie du � -calcul paresseux (cf. [4, Prop. 2.7]).
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On v�eri�e facilement que pour toute valeur v, pmax v se r�eduit en pmax . On
en d�eduit le r�esultat.
� D�e�nition de p min
Il su�t de d�e�nir p min ainsi :

pmin
def
= ( �x x x ) ( �x x x ) :

Ainsi pmin se r�eduit en lui-même et diverge.
x

Id�ealement, la bisimilarit�e devrait correspondre �a l'�equivalence contex-
tuelle, qui �egale deux termes lorsqu'aucun contexte d'utilisation ne permet
de les distinguer. De même, la similarit�e devrait correspondre au pr�e-ordre
pour lequel un terme est inf�erieur �a un autre lorsqu'aucun contexte d'utili-
sation ne permet d'observer la convergence du premier et la divergence du
second. C'est ce que nous allons voir maintenant.

�Etant donn�e une expressionC, le contexte �a une place associ�e �a C22 est
l'application qui �a tout terme e associe le terme obtenu par la gre�e23 dans
C de e en toute occurrence de la place� 24. On note C[e] le r�esultat de la
gre�e (qui pourra en certaines occasions être consid�er�e comme une expres-
sion, et non un terme), et C[ ] le contexte.
Par exemple, siC1 = �x � , C2 = �y � et e = x, alors C1[e] est l'identit�e,
�x x , et C2[e] le terme �y x 25.
Le fait qu'on ne puisse pas distinguer deux termes dans un contexte donn�e
peut s'exprimer ainsi : les deux programmes obtenus en pla�cant les deux
termes dans le contexte ou bien divergent ensemble, ou bien convergent en-
semble. Autrement dit, seule la convergence peut être observ�ee. Se pr�ecise
ainsi la notion d'�equivalence contextuellepr�esent�ee en introduction du cha-
pitre.

2.2.6 D�e�nition ( �Equivalence contextuelle)
Deux termese et e0 sont �equivalents contextuellement si dans tout contexte
C[ ] faisant de C[e] et C[e0] des programmes,C[e] converge si et seulement

22 L'application associant le contexte �a l'expression ne passe pas au quotient par l' � -
conversion, car un contexte (en tant qu'expression) peut lier les variables libres des termes
gre��es.

23 La gre�e, �a la di��erence de la substitution, autorise la capture des variables libres par
le contexte, lors du remplacement de la place par le terme.

24 On rappelle que cette variable est r�eserv�ee �a ce seul usage, ce qui signi�e qu'elle ne
peut pas être li�ee.

25 On remarque que C1 et C2 repr�esentent le même terme, mais C1 [ ] et C2 [ ] sont deux
contextes di��erents, puisque C1 [e] 6= C2 [e].
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si C[e0] converge.

e = C e0 def
, 8 C[ ] :

C[e]; C[e0] 2 � 0 ) (C[e] + ? , C[e0] + ? ) :

Associ�e �a cette �equivalence, un pr�e-ordre contextuel peut être d�e�ni.

2.2.7 D�e�nition (Pr�e-ordre contextuel)
Un terme e converge contextuellement moins (ou diverge contextuellement
plus) qu'un terme e0 si pour tout contexte C[ ] faisant de C[e] et C[e0] des
programmes, la convergence deC[e] implique celle deC[e0].

e � C e0 def
, 8 C[ ] :

C[e]; C[e0] 2 � 0 ) (C[e0] + ? ) C[e] + ? ) :

L'�equivalence contextuelle est donc la sym�etrisation du pr�e-ordre contextuel :

= C = � C\ t � C :

Intuitivement, il est clair que l'�equivalence contextuelle entrâ�ne l'�egalit�e
des observations, puisque moins de contextes sont en jeu lorsque se construit
l'observation. Pr�ecis�ement, supposons quee et e0 soient �equivalents contex-
tuellement. Pour obtenir l'�egalit�e des observations de e et e0, on va raisonner
co-inductivement, comme pr�ec�edemment. On aimerait donc avoir, pour tout
environnement op�erationnel  :

{ e[ ] converge si et seulement sie0[ ] converge,
{ si e[ ] converge, alors pour toute valeurv, e[ ] v et e0[ 0] v sont contex-

tuellement �equivalents,
si bien que le lemme 2.2.2 (p. 141) pourrait alors s'appliquer.
�Etablissons donc ces deux propri�et�es de l'�equivalence contextuelle, en les
g�en�eralisant et en les formulant �a partir du pr�e-ordre contextuel.
D�e�nissons tout d'abord une congruence.

2.2.8 D�e�nition ((Pr�e-)Congruence)
Une relation d�e�nie sur l'ensemble des termes est unepr�e-congruencesi elle
est stable pour le syst�eme d'inf�erence compos�e de toutes les r�egles des formes



2.2. L'observation comme d�enotation 147

suivantes :
;

[CONG-VAR]
(x; x )

(x var.) ;

(e; e0)
[CONG-ABS]

(�x e; �x e 0)
;

(e1; e0
1) (e2; e0

2)
[CONG-APP]

(e1 e2; e0
1 e0

2)
:

C'est une congruencesi c'est de plus une relation d'�equivalence.

Une autre formulation de la propri�et�e de congruence utilise des contextes
�a plusieurs places, les places �etant des variables r�eserv�ees �a ce seul usage,
et not�ees � 1; : : : ; � n ; : : :. Si C est une expression, lecontexte �a n places
associ�e, not�e C[n], est l'application qui �a tout n-uplet de termes (e1; : : : ; en )
associe le terme obtenu par la gre�e simultan�ee dansC de e1 en chaque
occurrence de� 1, de e2 en chaque occurrence de� 2, etc. Cette image est
not�ee C[e1; : : : ; en ]. Bien noter quen peut prendre la valeur nulle, d�e�nissant
alors un contexte �a z�ero place, l'image C[] �etant alors �egale �a C.

2.2.9 Proposition (Pr�e-congruence et passage au contexte)
Une relation d�e�nie sur l'ensemble des termes est une pr�e-congruence si et
seulement si elle est stable pour le syst�eme d'inf�erence compos�e de toutes les
r�egles de la forme suivante :

(e1; e0
1) : : : (en ; e0

n )
[CONG-CONT]

(C[e1; : : : ; en ]; C[e0
1; : : : ; e0

n ])

�
n � 0
C[n] contexte.

�
:

D�emonstration
La stabilit�e dans ce syst�eme d'inf�erence est �evidemment su�sante. Pour
montrer qu'elle est n�ecessaire, on proc�ede par r�ecurrence structurelle sur le
contexte, sans aucune di�cult�e.
x

Il est clair que l'�equivalence contextuelle est une congruence.

2.2.10 Proposition (Congruence de l'�equivalence contextuelle)
Le pr�e-ordre contextuel est une pr�e-congruence et l'�equivalence contextuelle
une congruence.
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D�emonstration
Examinons les di��erentes r�egles.
� [CONG-VAR]
C'est imm�ediat.
� [CONG-ABS]
Imm�ediat.
� [CONG-APP]
Supposonse1 � C e0

1 et e2 � C e0
2. On doit montrer que e1 e2 � C e0

1 e0
2.

Soit C[ ] un contexte faisant de e1 e2 et de e0
1 e0

2 des programmes. On a
successivement :

C[e0
1 e0

2] + ? ) C[e1 e0
2] + ? ) C[e1 e2] + ? ;

en appliquant l'hypoth�ese aux contextes (C[� e0
2])[ ] et (C[e1 � ])[ ]

26.
Le pr�e-ordre contextuel est donc une pr�e-congruence. Par sym�etrie, l'�equi-
valence contextuelle est aussi une pr�e-congruence ; comme c'est une relation
d'�equivalence, c'est bien une congruence.
x

Voyons maintenant le passage au quotient des substitutions par valeurs.

2.2.11 Proposition (
�Equivalence contextuelle : passage au quotient
des substitutions par valeurs

)

Soient e et e0 deux termes, etv et v0 deux valeurs.
{ Supposons quee et v convergent contextuellement moins quee0 et

v0 respectivement. Alors e[v=x] converge contextuellement moins que
e0[v0=x].

e � C e0 v � C v0

e[v=x] � C e0[v0=x]
(v; v0 2 V ) :

{ Supposons quee et e0 soient �equivalents contextuellement, de même
quev et v0. Alors e[v=x] et e0[v0=x] sont �equivalents contextuellement.

e = C e0 v = C v0

e[v=x] = C e0[v0=x]
(v; v0 2 V ) :

D�emonstration
Supposonse � C e0 et v � C v0. Consid�erons un contexte C[ ] faisant de
C[e[v=x]] et de C[e0[v0=x]] des programmes, ce qui implique queC ne pos-
s�ede aucune variable libre (autre que la place� ). On veut montrer que

26 C[� e0
2 ] et C[e1 � ] repr�esentent ici les expressions obtenues par gre�e, et non les termes.
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si C[e0[v0=x]] diverge, alorsC[e[v=x]] diverge. Comme les variables libres de
e[v=x] et e0[v0=x] sont distinctes dex, les programmesC[e[v=x]] et C[e0[v0=x]]
sont � -convertibles en deux programmes,C0[e[v=x]] et C0[e0[v0=x]], o�u C0 est
une expression dont les variables li�ees sont distinctes dex.
On remarque que (�x C 0[e]) v se r�eduit en C0[e[v=x]], comme (�x C 0[e0]) v0

en C0[e0[v0=x]]. Il est donc �equivalent de montrer que si (�x C 0[e0]) v0 diverge,
alors (�x C 0[e]) v diverge.
Cette implication d�ecoule de l'in�egalit�e ( �x C 0[e]) v � C (�x C 0[e0]) v0, conclu-
sion valide de la r�egle [CONG-CONT], avec le contexte ((�x C 0[� 1]) � 2)[2]
puisque e � C e0 et v � C v0.
La propri�et�e pour l'�equivalence contextuelle se d�eduit par sym�etrie.
x

Pour l'observation des termes, et le syst�eme d'�equations r�ecursives la d�e�-
nissant, plutôt que raisonner par unicit�e de la solution, on pr�ef�ere raisonner
par co-induction directement �a partir de relations, suivant un principe voisin
du lemme 2.2.2 (p. 141) d�ej�a vu pour l'�egalit�e.

2.2.12 Proposition (Raisonnement co-inductif pour les simulations)
Soit R une simulation, c'est-�a-dire une relation entre termes v�eri�ant :

(i) pour tout couple (e; e0) de R, et tout environnement  , si e[ ] converge,
alors e0[ ] converge,

(ii) pour tout couple (e; e0) de R, et pour toute valeur v, le couple(e v; e0v)
appartient �a R.

Alors la relation R est incluse dans la relation de similarit�e :

8 e; e0: e R e0 ) e � B e0:

D�emonstration
Pour tout couple (e; e0) de R et tout environnement  , on construit une
preuve de Obs(e)(  ) � Obs(e0)(  ), en d�e�nissant un syst�eme d'�equations
r�ecursives, d'inconnues (X (e;e0); )(e;e0)2 R; 2 V X et d'�equations :

X (e;e0); =

8
>>>>><

>>>>>:

;

(Obs(e)(  ); Obs(e0)(  ))
si Obs(e)(  ) = ? ;

(X (e v;e0v); )v2 V

(Obs(e)(  ); Obs(e0)(  ))
si Obs(e)(  ) 6= ? :

Par la seconde hypoth�ese surR, le syst�eme est bien d�e�ni. Pour la seconde
�equation, si Obs(e)(  ) 6= ? , alors par la premi�ere hypoth�ese, Obs(e0)(  ) 6= ? .
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Ce syst�eme quasi-uniforme est donc compatible avec le syst�eme d�e�nissant
l'ordre entre les arbres d'observations. D'apr�es la proposition 1.2.3 (p. 73), il
en r�esulte que pour tout couple (e; e0) de R et tout environnement  , la valeur
de l'unique solution en ((e; e0);  ) est une preuve de Obs(e)(  ) � Obs(e0)(  ).
x

Comme annonc�e, on montre maintenant que l'�equivalence contextuelle en-
trâ�ne la bisimilarit�e.

2.2.13 Proposition ( �Equivalence contextuelle implique bisimilarit�e)
Soient e1 et e2 deux termes. Sie1 converge contextuellement moins quee2,
alors e2 simule e1 :

8 e1; e2 : e1 � C e2 ) e1 � B e2 :

Si e1 et e2 sont �equivalents contextuellement, alors ils sont bisimilaires :

8 e1; e2 : e1 = C e2 ) e1 = B e2 :

D�emonstration
On applique la proposition 2.2.12 (p. 149). Les conditions sont v�eri��ees par
le pr�e-ordre contextuel, puisque ce sont des cons�equences des propositions
2.2.11 (p. 148) et 2.2.10 (p. 147) respectivement. Par sym�etrie, on d�eduit la
propri�et�e pour l'�equivalence contextuelle.
x

La r�eciproque est plus d�elicate, comme on pouvait s'y attendre. C'est l'objet
du paragraphe suivant que de la montrer.

2.2.2 La m�ethode de Howe

Suivant la m�ethode de Howe, on va montrer que la similarit�e est une
pr�e-congruence. Dans ce cas, sie0 simule e, pour tout contexte C[ ], le pro-
gramme C[e0] simule C[e], et donc C[e] diverge si C[e0] diverge. Puis, par
sym�etrie, la bisimilarit�e �egale l'�equivalence contextuelle.
Pour montrer la propri�et�e de pr�e-congruence, on �etend la relation de simila-
rit�e de mani�ere �a obtenir une pr�e-congruence et �a v�eri�er les conditions de la
proposition 2.2.12 (p. 149). Par co-induction, on d�eduit que cette extension
est contenue dans la relation de similarit�e : elle est donc �egale, ce qui fait de
la similarit�e une pr�e-congruence.
La di�cult�e r�eside dans la d�e�nition de l'extension. La similarit�e v�eri�e �evi-
demment les conditions de la proposition 2.2.12 (p. 149). Des propri�et�es de
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congruence, seule la r�egle concernant l'application pose probl�eme : sie0
1 et e0

2
simulent respectivemente1 et e2, il n'est pas �evident que e0

1 e0
2 simule e1 e2.

R�ecapitulons les propri�et�es que doit v�eri�er une extension potentielle R :
{ [EXT] : � B � R,
{ [CONG] : R est une pr�e-congruence,
{ si le couple de termes (e; e0) appartient �a R,

{ [CO-IND1] : pour tout environnement  , si e[ ] converge, alorse0[ ]
converge,

{ [CO-IND2] : pour toute valeur v, (e v; e0v) appartient �a R.
La derni�ere condition [CO-IND2] se d�eduit des propri�et�es de pr�e-congruence,
et est donc inutile.
Consid�erons un couple de termes (e; e0) de R et un environnement . On peut
penser que (e[ ]; e0[ ]) appartient encore �a R : c'est une nouvelle condition,
[ENV]. Supposons quee[ ] converge vers�x a . Il est raisonnable de supposer
que le couple (�x a; e 0[ ]) appartienne aussi �a R : c'est une derni�ere condition,
not�ee [RED]. On aimerait pouvoir d�eduire de �x a R e 0[ ] la convergence de
e0[ ], ce qui donnerait [CO-IND1]. Tentons de d�e�nir R par un ensemble de
r�egles d'inf�erence. Essayons donc, assez naturellement, la r�egle

(�x a; �x a 0)

(�x a; e 0[ ])
(e0[ ] r!

�
�x a 0) ;

ou, mieux, en combinaison avec la r�egle de congruence concernant l'abstrac-
tion, de mani�ere �a rendre le syst�eme d�eterministe (un jugement ( e; e0) ne
pouvant alors être la conclusion que d'une seule r�egle), assurant ainsi que le
jugement (�x a; e 0[ ]) se d�eduit bien de cette r�egle,

(a; a0)

(�x a; e 0[ ])
(e0[ ] r!

�
�x a 0) :

On peut g�en�eraliser cette formulation aux deux autres r�egles de congruence.
Ainsi, la relation R d�e�nie inductivement par ces r�egles d'inf�erence v�eri�e
[CONG] et [CO-IND1]. Il reste �a v�eri�er [EXT], [ENV] et [RED]. Pour d�e-
�nir une extension, le plus simple est de remplacer la fermeture r�eexive
et transitive de la relation de r�eduction par la similarit�e, qui la contient. Il
s'av�ere que les conditions [ENV] et [RED] sont alors v�eri��ees, comme nous
allons le voir formellement.

L'extension met en relation un terme avec tous les termes de même
structure, modulo la similarit�e. Cette construction se g�en�eralise �a tout pr�e-
ordre.
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;

(x; e)
(x � e)

(b; b0)

(�x b; e )
( �x b 0 � e)

(a1; e1) (a2; e2)

(a1 a2; e)
(e1 e2 � e)

Tab. 2.12 { Extension de Howe

2.2.14 D�e�nition (Extension de Howe d'un pr�e-ordre)
Soit � une relation de pr�e-ordre (r�eexive et transitive). L'extension de
Howe du pr�e-ordre � , not�ee � � est la relation binaire sur les termes en-
gendr�ee inductivement par le syst�eme d'inf�erence de la table 2.12 (p. 152).

�Etablissons quelques propri�et�es universelles de� � .

2.2.15 Proposition (Propri�et�es universelles de l'extension de Howe)
L'extension de Howe� � du pr�e-ordre � v�eri�e les propri�et�es suivantes :

{ La relation � � est r�eexive.
{ La relation � � est stable par composition �a droite avec le pr�e-ordre

� :
e � � e0

e � � e00
(e0 � e00) :

{ La relation � � est une extension du pr�e-ordre� :

� �� � :

{ La relation � � est une pr�e-congruence.

D�emonstration
� R�eexivit�e
Il est facile de construire une preuve dee � � e, par r�ecurrence structurelle
sur e, en utilisant la r�eexivit�e de � .
� (� � � � ) �� �

C'est imm�ediat, par r�ecurrence structurelle sur la preuve de e � � e0, en
utilisant la transitivit�e de � .
� � �� �

On a e � � e, par r�eexivit�e, et si e � e0, alors d'apr�es la propri�et�e pr�ec�edente,
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e � � e0.
� Pr�e-congruence
Il su�t de consid�erer la d�e�nition, et d'utiliser la r�eexivit�e de � .
x

D�esormais, nous nous int�eressons �a l'extension de Howe associ�ee �a la si-
milarit�e, � B

� .
Avant d'�etudier le comportement de cette extension relativement �a la r�educ-
tion, il est utile de connâ�tre celui de � B .
Tout d'abord, int�eressons-nous aux substitutions.

2.2.16 Lemme (Similarit�e : compatibilit�e des substitutions par valeurs)
Soient e et e0 tels quee0 simule e. Alors pour toute valeur v, e0[v=x] simule
e[v=x].

e � B e0

e[v=x] � B e0[v=x]
(v 2 V ) :

D�emonstration
Consid�erons un environnement  . On a :

Obs(e[v=x])(  ) = Obs 0((e[v=x])[ ]) (prop. 2.2.3 (p. 142))

= Obs0(e[: (x : v)])

= Obs( e)( : (x : v)) (prop. 2.2.3 (p. 142))

� Obs(e0)( : (x : v)) (hyp.)

� Obs(e0[v=x])(  ) (idem),

ce qui montre quee0[v=x] simule e[v=x].
x

Ensuite, voyons la compatibilit�e de l'application �a une valeur avec la simi-
larit�e.

2.2.17 Lemme (Similarit�e : compatibilit�e de l'application �a une valeur)
Soient e et e0 deux termes tels quee0 simule e, et v une valeur. Alors e0v
simule e v.

e � B e0

e v � B e0v
(v 2 V ) :

D�emonstration
Supposonse � B e0.
Soient v une valeur et  un environnement.
Si e[ ] diverge, alors (e v)[ ] diverge et Obs(e v)(  ) � Obs(e0v)(  ).
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Sinon, on a Obs(e)(  ) = > (Obs(e v)(  )) v et Obs(e0)(  ) = > (Obs(e0v)(  )) v ,
et Obs(e v)(  ) � Obs(e v)(  ) est une des pr�emisses du jugement valide
Obs(e)(  ) � Obs(e0)(  ).
x

En�n, �etudions la composition de la similarit�e avec l'�equivalence op�eration-
nelle.

2.2.18 Lemme (
Similarit�e : stabilit�e par composition
avec l'�equivalence op�erationnelle

)

Soient e, a, e0et a0quatre termes tels quee0simule e, e et a soient �equivalents
op�erationnellement, de même quee0 et a0. Alors a0 simule a.

(e = op a)
e � B e0

a � B a0
(e0 = op a0) :

D�emonstration
Soit R la relation entre termes d�e�nie par :

a R a0 def
, 9 e; e0: e � B e0^ e = op a ^ e0 = op a0:

Montrons que c'est une simulation.
Soit (a; a0) dans R, auquel on associe (e; e0) par la d�e�nition de R.
Consid�erons un environnement  . Si a[ ] converge, alorse[ ] converge par
�equivalence op�erationnelle, donc e0[ ] par similarit�e, puis a0[ ] par �equiva-
lence op�erationnelle.
Consid�erons une valeur v. Par le lemme pr�ec�edent, on a e v � B e0v, et par
les propri�et�es de l'�equivalence op�erationnelle, e v = op a v et e0v = op a0v.
Finalement (a v; a0v) appartient bien �a R.
R est donc une relation de similarit�e, et par la proposition 2.2.12 (p. 149),
on d�eduit le r�esultat annonc�e.
x

Ces lemmes vont nous servir �a d�emontrer les deux propri�et�es int�eressantes
de � B

� , sa stabilit�e par r�eduction et la pr�eservation de la convergence.

2.2.19 Proposition (Similarit�e : extension et r�eduction)
La relation � B

� v�eri�e les propri�et�es suivantes :
{ les substitutions par valeurs passent au quotient par� B

� :

e � B
� e0 v � B

� v0

e[v=x] � B
� e0[v0=x]

(v; v0 2 V ) ;



2.2. L'observation comme d�enotation 155

{ l'extension de la similarit�e est stable par r�eduction �a gauche :

e � B
� e0

e1 � B
� e0

(e r! e1) :

{ la convergence est pr�eserv�ee par l'extension de la similarit�e :
si e � B

� e0 et e converge, alorse0 converge.

D�emonstration
� Passage au quotient des substitutions par valeurs
On montre par r�ecurrence structurelle sur e que si e � B

� e0 et v � B
� v0

(pour deux valeurs v et v0), alors e[v=x] � B
� e0[v0=x].

� e = x
Par d�e�nition de x � B

� e0, on a x � B e0,
puis par le lemme 2.2.16 (p. 153),v0 � B e0[v0=x].
Commev � B

� v0par hypoth�ese, on d�eduit de la propri�et�e ( � B
� � � B ) �� B

�

que v � B
� e0[v0=x].

� e = y (y 6= x)
On a y � B e0, puis par le lemme 2.2.16 (p. 153),y[v0=x] � B e0[v0=x],
soit y � B e0[v0=x], donc par d�e�nition, y � B

� e0[v0=x].
� e = �y e 1

Par d�e�nition de �y e 1 � B
� e0, il existe e0

1 tel que �y e 0
1 � B e0 et e1 � B

� e0
1.

Puis, d'une part :

(�y e 0
1)[v0=x] � B e0[v0=x] (lem. 2.2.16 (p. 153)),

d'autre part :

e1[v=x] � B
� e0

1[v0=x] (hyp. de r�ec.),

�y e 1[v=x] � B
� �y e 0

1[v0=x] (congruence).

Comme (� B
� � � B ) �� B

� , on d�eduit des troisi�eme et premi�ere in�egalit�es
pr�ec�edentes que (�y e 1)[v=x] � B

� e0[v0=x].
� e = e1 e2

Par d�e�nition de e1 e2 � B
� e0, il existe e0

1 et e0
2 tels quee0

1 e0
2 � B e0, e1 � B

� e0
1

et e2 � B
� e0

2.
De l'hypoth�ese de r�ecurrence, on d�eduit e1[v=x] � B

� e0
1[v0=x] et e2[v=x] � B

�

e0
2[v0=x], du lemme 2.2.16 (p. 153),e0

1[v0=x] e0
2[v0=x] � B e0[v0=x].

On en d�eduit que e[v=x] � B
� e0[v0=x].

� Stabilit�e par r�eduction �a gauche
On montre par r�ecurrence structurelle sur le contexte de r�eduction E que si
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E [r ] � B
� e0 et E [r ] r! E [r 0] (pour un radical r ), alors E [r 0] � B

� e0.
� E = � ; r = ( �x b ) v; r 0 = b[v=x]
Comme (�x b ) v � B

� e0, il existe f , a et b0 tels que

�x b � B
� f ;

v � B
� a ;

f a � B e0;

b � B
� b0;

�x b 0 � B f :

De v � B
� a, il vient que a simule une abstraction, donc converge vers une

certaine valeur v0, qui v�eri�e a = B v0. On en d�eduit que v � B
� v0. Comme

f v 0 = op f a , du lemme 2.2.18 (p. 154) appliqu�e �a f a � B e0, on obtient
f v 0 � B e0.
D'apr�es la propri�et�e pr�ec�edente, b[v=x] � B

� b0[v0=x]. Puis :

b0[v0=x] = B (�x b 0) v0;

(�x b 0) v0 � B f v 0 (lem. 2.2.17 (p. 153),�x b 0 � B f ) ;

f v 0 � B e0:

Finalement, par transitivit�e, b0[v0=x] � B e0,
puis par la propri�et�e ( � B

� � � B ) �� B
� , b[v=x] � B

� e0.
� E = v E1; E [r ] r! E [r 0]
Comme v E1[r ] � B

� e0, il existe f et a tels que

f a � B e0; (2.4)

E1[r ] � B
� a ; (2.5)

v � B
� f : (2.6)

Par hypoth�ese de r�ecurrence, E1[r 0] � B
� a, et comme � B

� est une con-
gruence, v E1[r 0] � B

� f a . De la propri�et�e ( � B
� � � B ) �� B

� , on d�eduit
v E1[r 0] � B

� e0.
� E = E1 a; E[r ] r! E [r 0]
Le raisonnement est analogue au pr�ec�edent.
� Pr�eservation de la convergence
Supposonse � B

� e0 et que e converge vers�x a . D'apr�es la propri�et�e pr�e-
c�edente, �x a � B

� e0; par d�e�nition de l'extension, il s'ensuit que e0 simule
une abstraction, et donc converge.
x

Cette proposition nous permet de montrer les deux conditions manquantes
mentionn�ees en introduction, [ENV] et [RED]. Nous pouvons donc conclure.
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2.2.20 Th�eor�eme (Bisimilarit�e et �equivalence contextuelle)
Soient e et e0 deux termes.

{ e0 simule e si et seulement sie converge contextuellement moins quee0.

e � B e0 , e � C e0:

{ e et e0 sont bisimilaires si et seulement sie et e0 sont �equivalents
contextuellement.

e = B e0 , e = C e0:

D�emonstration
C'�etait l'objet de la proposition 2.2.13 (p. 150) de montrer que le pr�e-ordre
et l'�equivalence contextuels �etaient inclus dans les relations de similarit�e et
de bisimilarit�e respectivement. Voyons donc la r�eciproque.
La relation � B

� v�eri�e :
{ � B �� B

� (proposition 2.2.15 (p. 152)),
{ � B

� est une pr�e-congruence (proposition 2.2.15),
{ si e � B

� e0, alors pour tout environnement  , par passage au quotient
des substitutions par valeurs (proposition 2.2.19 (p. 154)),e[ ] � B

�

e0[ ], puis par pr�eservation de la convergence (proposition 2.2.19), la
convergence dee[ ] implique celle dee0[ ].

L'extension � B
� est ainsi une simulation et par la proposition 2.2.12 (p. 149),

on d�eduit que � B
� �� B , soit �nalement que � B= � B

� . La relation de simi-
larit�e est ainsi une pr�e-congruence.
Supposons quee0 simule e, et soit C[ ] un contexte faisant de C[e] et C[e0]
des programmes. Par congruence,C[e0] simule C[e], et donc siC[e] converge,
alors C[e0] converge. On a ainsi montr�e que e converge contextuellement
moins quee0.
Par sym�etrie, on d�eduit que la bisimilarit�e est incluse dans l'�equivalence
contextuelle.
x

2.2.3 La s�emantique observationnelle

Il est d�esormais possible de donner une s�emantique d�enotationnelle �a
notre langage, �a partir des observations : cette s�emantique, �equivalente au
mod�ele des termes, est compl�etement ad�equate. L'objectif �x�e initialement
est ainsi rempli. Plutôt que seulement construire cette s�emantique �a partir
des observations, nous allons adopter une approche axiomatique : seront
ainsi mises en �evidence des conditions qui d�eterminent de mani�ere unique (�a
un isomorphisme pr�es) cette s�emantique, qu'on quali�era d'observationnelle.
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L'int�erêt de cette axiomatisation tient au nombre r�eduit des axiomes et �a
leur caract�ere naturel.

Au pr�ealable, une d�e�nition pr�ecise des s�emantiques d�enotationnelles
s'impose. Par la suite, on consid�ere la signatureA , form�ee d'un unique sym-
bole fonctionnel d'arit�e deux, map, repr�esentant l'application. Pour simpli-
�er, toute interpr�etation de map sera �egalement not�ee map, ce qui prati-
quement ne posera pas de probl�emes. UneA-alg�ebre ordonn�ee point�ee 27 est
d�e�nie par

{ un ensembleD et un �el�ement ? n'appartenant pas �a D , dont la r�eunion
D [ ? est not�ee D ? ,

{ une relation d'ordre � , d�e�nie sur D ? et admettant pour plus petit
�el�ement ? ,

{ une application map : D ? � D ? ! D ? , croissante et stricte en ses
deux arguments.

En�n, un D-environnement est une application de l'ensemble des variables
dans l'ensembleD . �Etant donn�e un D-environnement �, une variable x et
un �el�ement d de D, on note � :(x : d) l'environnement obtenu en modi�ant
la liaison de x ainsi :

(� :(x : d))( y)
def
=

(
�( y) si y 6= x ;

d sinon.

2.2.21 D�e�nition (S�emantique d�enotationnelle)
Une s�emantique d�enotationnelle du � -calcul paresseux avec appel par valeurs
est d�e�nie par :

{ une A-alg�ebre ordonn�ee point�ee, (D ? ; � ; map), dont le domaine d�e�nit
l'ensemble des d�enotations,

{ une interpr�etation qui �a tout terme e et �a tout D -environnement � ,
associe une d�enotation dansD ? , not�ee [[e]]� ,

v�eri�ant trois propri�et�es :
{ [EXT] (extensionalit�e de ( D ? ; � ; map))

8 f; f 0 2 D : (8 d 2 D : map(f; d ) � map(f 0; d) ) f � f 0) ;

{ [REC] (compositionalit�e)

27 L'usage est de quali�er une alg�ebre en d�ecrivant son domaine, ses op�erations devant
alors v�eri�er une condition naturelle associ�ee �a ces quali�catifs.
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l'interpr�etation v�eri�e les �equations r�ecursives suivantes :

[[x]]� = �( x) ;

map([[ �x e ]]� ; d) = [[ e]]� :(x : d) (d 2 D) ;

[[e1 e2]]� = map([[ e1]]� ; [[e1]]� ) ;

{ [VAL] (correction des d�enotations de valeurs)
l'interpr�etation d'une valeur est une d�enotation non triviale :

8 v 2 V : 8 � 2 D X : [[v]]� 6= ? :

�Etant donn�e une telle s�emantique d�enotationnelle, on d�e�nit sur les termes
un pr�e-ordre, � D , et la relation d'�equivalence associ�ee, = D , par

e � D e0 def
, 8 � 2 D X : [[e]]� � [[e0]]� ;

e = D e0 def
, e � D e0^ e0 � D e :

Pour se convaincre de la pertinence de cette d�e�nition, montrons quelques
lemmes classiques, et bien utiles par la suite. Pour la s�emantique d�enota-
tionnelle consid�er�ee, on reprend les notations de la d�e�nition 2.2.21 ; par
environnement, on entendD-environnement.
Tout d'abord, l'interpr�etation d'un terme ne d�epend de l'environnement que
par ses variables libres.

2.2.22 Lemme
Soit e un terme. Consid�erons deux environnement� et � 0 tels que pour toute
variable libre x de e, on ait �( x) = � 0(x). Alors

[[e]]� = [[ e]]� 0 :

D�emonstration
�A chaque termee, on associe la relation d'�equivalence entre environnements
� e, d�e�nie par :

� � e � 0 def
, 8 x 2 FV (e) : �( x) = � 0(x) :

On montre par r�ecurrence structurelle sur e que 8 � ; � 0: � � e � 0 ) [[e]]� =
[[e]]� 0. Pour chaque cas de la r�ecurrence structurelle sure, on consid�ere deux
environnements � et � 0, v�eri�ant � � e � 0.
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� e = x
On a :

[[x]]� = �( x)

= � 0(x) (x 2 FV (e))

= [[ x]]� 0 :

� e = �x a
On a, pour tout d de D :

map([[ �x a ]]� ; d) = [[ a]]� :(x : d)

= [[ a]]� 0:(x : d) (hyp. de r�ec.)

= map([[ �x a ]]� 0; d) :

On conclut �a l'�egalit�e de [[ �x a ]]� et [[ �x a ]]� 0 par extensionalit�e ([EXT]),
comme [[�x a ]]� et [[ �x a ]]� 0 appartiennent �a D (d'apr�es [VAL]).
� e = e1 e2

On a :

[[e1 e2]]� = map([[ e1]]� ; [[e2]]� )

= map([[ e1]]� 0; [[e2]]� 0) (hyp. de r�ec.)

= [[ e1 e2]]� 0 :

x

En particulier, l'interpr�etation d'un programme e ne d�epend pas de l'envi-
ronnement d'interpr�etation : on notera [[ e]]; cette d�enotation constante.
Substituer une valeur �a une variable revient �a la lier dans l'environnement
�a l'interpr�etation de la valeur.

2.2.23 Lemme (
Substitution par valeur
et liaison dans l'environnement

)

Soient e un terme, v une valeur et � un environnement. Alors :

[[e[v=x]]]� = [[ e]]� :(x : [[v]]; ) :

D�emonstration
On montre le r�esultat par r�ecurrence structurelle sur e. Les case = y,
e = x et e = e1 e2 se d�eduisent directement de la d�e�nition inductive de
l'interpr�etation ([REC]). Le seul cas int�eressant est donc e = �y a (avec
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y 6= x).
On a, pour tout d de D :

map([[(�y a )[v=x]]]� ; d) = map([[ �y a [v=x]]]� ; d)

= [[ a[v=x]]]� :(y : d)

= [[ a]]� :(x : [[v]]; ):(y : d) (hyp. de r�ec.)

= map([[ �y a ]]� :(x : [[v]]; ) ; d) :

On conclut �a l'�egalit�e de [[( �y a )[v=x]]]� et [[ �y a ]]� :(x : [[v]]; ) par extensionalit�e
([EXT]), comme ces deux d�enotations appartiennent �a D (d'apr�es [VAL]).
x

Ainsi, les substitutions par valeurs passent au quotient par l'�equivalence
d�enotationnelle = D .
L'�equivalence d�enotationnelle forme une congruence, ce qu'exprime ce lemme
de mani�ere un peu plus g�en�erale en consid�erant le pr�e-ordre d�enotationnel.

2.2.24 Lemme (Pr�e-congruence de � D )
Le pr�e-ordre d�enotationnel forme une pr�e-congruence, et l'�equivalence d�eno-
tationnelle une congruence.

D�emonstration
On v�eri�e la stabilit�e de � D pour les r�egles [CONG-VAR], [CONG-ABS] et
[CONG-APP] (cf. d�e�nition 2.2.8 (p. 146)).
� [CONG-VAR]
Imm�ediat.
� [CONG-ABS]
Supposonse1 � D e2. On a :

map([[ �x e 1]]� ; d) = [[ e1]]� :(x : d)

� [[e2]]� :(x : d) (hyp.)

= map([[ �x e 2]]� ; d) :

On conclut que [[�x e 1]]� � [[ �x e 2]]� par extensionalit�e ([EXT]), comme
ces deux d�enotations appartiennent �a D (d'apr�es [VAL]), ce qui prouve que
�x e 1 � D �x e 2.
� [CONG-APP]
C'est imm�ediat par croissance de map.
x

Il est maintenant possible de pr�eciser le rapport entre la s�emantique op�era-
tionnelle et la s�emantique d�enotationnelle.
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2.2.25 Lemme (
Stabilit�e des classes
modulo l'�equivalence d�enotationnelle
par �evaluation

)

Supposons quee converge versv. Alors :

[[e]]; = [[ v]]; :

D�emonstration
Montrons que si e1 se r�eduit en e2, alors [[e1]]; = [[ e2]]; , en proc�edant par
r�ecurrence structurelle sur le contexte d'�evaluation. On conclut ensuite par
r�ecurrence sur la longueur de la trace.
On consid�ere la r�eduction E [(�x a ) v] r! E [a[v=x]].
� E = �
Soit � un environnement quelconque. On a successivement :

[[(�x a ) v]]� = map([[ �x a ]]� ; [[v]]� ) ([REC])

= [[ a]]� :(x : [[v]]� ) ([REC])

= [[ a[v=x]]]� (lem. 2.2.23 (p. 160)):

� E = E 0e ou E = v E0

Le r�esultat d�ecoule par congruence (lemme 2.2.24 (p. 161)) de l'hypoth�ese
de r�ecurrence.
x

On peut en d�eduire la pr�eservation de la convergence.

2.2.26 Corollaire (Pr�eservation de la convergence)
L'interpr�etation d�enotationnelle pr�eserve la convergence :

{ [CONV] (pr�eservation de la convergence)

8 e 2 � 0 : : (e + ? ) ) [[e]]; 6= ? :

D�emonstration
Si le programmee converge versv, alors par le lemme 2.2.25, [[e]]; = [[ v]]; .
Comme v est une valeur, par [VAL], [[v]]; 6= ? , soit [[e]]; 6= ? .
x

La r�eciproque est une propri�et�e �eminemment souhaitable : en e�et, elle im-
plique que la s�emantique d�enotationnelle est ad�equate.

2.2.27 Proposition (Ad�equation de la s�emantique d�enotationnelle)
Supposons que l'interpr�etation d�enotationnelle pr�eserve la divergence :
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{ [DIV] (pr�eservation de la divergence)

8 e 2 � 0 : e + ? ) [[e]]; = ? :

Alors la s�emantique d�enotationnelle est ad�equate :
le pr�e-ordre d�enotationnel � D est inclus dans le pr�e-ordre contextuel � C,
tout comme l'�equivalence d�enotationnelle = D dans l'�equivalence contextuelle
= C.

D�emonstration
Supposons [DIV].
Soient deux termese et e0 v�eri�ant e � D e0, et soit C[ ] un contexte faisant
de e et de e0 des programmes.
On montre que siC[e0] diverge, alorsC[e] diverge, ce qui nous permettra de
conclure quee � C e0.
Supposons donc queC[e0] diverge.
Comme� D est une pr�e-congruence,C[e] � D C[e0]. Par [DIV], on a [[C[e0]]]; =
? , puis par majoration, [[C[e]]]; = ? , dont on d�eduit par [CONV] en contra-
posant queC[e] diverge.
Par sym�etrie, on d�eduit le r�esultat pour l'�equivalence d�enotationnelle.
x

Venons-en maintenant �a la construction d'une s�emantique d�enotation-
nelle �a partir des observations.
Soient O l'ensemble des observations non triviales :

O
def
= Obs0(V ) ;

et O? l'ensemble des observations :

O?
def
= f?g [ O :

Ce sont les observations qui vont servir de d�enotations. La d�e�nition de la
s�emantique observationnelle va être param�etr�ee par une application v�eri�ant
certaines propri�et�es, cependant nous montrerons qu'elle est ind�ependante du
choix de l'application. On supposera en e�et la donn�ee d'une application �
d�e�nie sur l'ensemble des observationsO? et v�eri�ant :

{ � (? ) est un programme divergent,
{ pour toute observation non triviale d (di��erente de ? ), � (d) est une

valeur v�eri�ant
Obs0(� (d)) = d :
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On en d�eduit que pour toute observation d, on a Obs0(� (d)) = d. Aussi,
� est croissante et injective, puisqu'on a l'�equivalence suivante, pour tout
couple d'observationsd1 et d2 :

d1 � d2 , � (d1) � B � (d1) :

Autre propri�et�e importante que nous utiliserons : si e est un programme,
alors � (Obs0(e)) et e sont bisimilaires.
Bien sûr, il existe une telle application, puisqu'on peut prendre comme pro-
gramme divergent (�x x x ) ( �x x x ) et qu'�a toute observation non triviale, il
est possible d'associer une valeur v�eri�ant la propri�et�e par d�e�nition.
Grâce �a une telle application, l'ensemble des observations, qui est d�ej�a or-
donn�e par l'ordre induit et poss�ede ? comme plus petit �el�ement, peut être
muni d'une op�eration map, le transformant en une alg�ebre ordonn�ee point�ee.

2.2.28 D�e�nition et proposition (
Ensemble des observations :
la structure alg�ebrique

)

Soit � une application d�e�nie sur l'ensemble des observationsO? et v�eri-
�ant :

(i) � (? ) est un programme divergent,

(ii) pour toute observation non triviale d (di��erente de ? ), � (d) est une
valeur v�eri�ant

Obs0(� (d)) = d :

L'ensemble ordonn�e (O? ; � ) peut être muni d'une structure de A-alg�ebre
ordonn�ee point�ee en d�e�nissant l'op�eration map ainsi, pour toutes observa-
tions f et d de O? :

map(f; d ) = Obs 0(� (f ) � (d)) :

De plus, cette d�e�nition ne d�epend pas du choix de� .

D�emonstration
Montrons que (O? ; � ; map) forme bien une structure deA-alg�ebre ordonn�ee
point�ee.
L'op�eration map est �evidemment stricte en ses deux arguments. Montrons
qu'elle est croissante.
Soient f 1, f 2, d1 et d2 quatre observations v�eri�ant f 1 � f 2 et d1 � d2. Par
croissance de� , on a � (f 1) � B � (f 2) et � (d1) � B � (d2), puis par congru-
ence,� (f 1) � (d1) � B � (f 2) � (d2), ce qui est �equivalent �a Obs0(� (f 1) � (d1)) �
Obs0(� (f 2) � (d2)).
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Il s'agit en�n de montrer que la d�e�nition de map ne d�epend pas du choix
de � . C'est imm�ediat par congruence de la bisimilarit�e.
x

Cette d�e�nition met en �evidence le fait que l'ensemble des observations v�e-
ri�e l'in�equation suivante

O � O ! O? ;

�a un isomorphisme pr�es, �a rapprocher de l'�equation classique entre domaines

X = X ! X ? ;

o�u l'espace fonctionnel est celui des fonctions continues.
Il est maintenant possible de donner une interpr�etation observationnelle des
termes.

2.2.29 D�e�nition et th�eor�eme (S�emantique observationnelle)
Soit � une application d�e�nie sur l'ensemble des observationsO? et v�eri-
�ant :

(i) � (? ) est un programme divergent,

(ii) pour toute observation non triviale d (di��erente de ? ), � (d) est une
valeur v�eri�ant

Obs0(� (d)) = d :

L'interpr�etation observationnelle d'un terme e est une application, not�ee
[[e]], qui associe �a tout O-environnement � , la d�enotation observationnelle
suivante, not�ee [[e]]� :

[[e]]�
def
= Obs( e)( � � �) :

Alors ((O? ; � ; map); [[� ]]� ) d�e�nit une s�emantique d�enotationnelle, la s�e-
mantique observationnelle, qui de plus, ne d�epend pas du choix de� .
�A cette s�emantique observationnelle, sont associ�es le pr�e-ordre observation-
nel � O et l'�equivalence observationnelle= O.

D�emonstration
On v�eri�e que la s�emantique d�enotationnelle v�eri�e les propri�et�es [EXT],
[REC] et [VAL].
� [EXT]
Soient f et g appartenant �a O tels que pour tout d de O, on ait map(f; d ) �
map(g; d), soit Obs0(� (f ) � (d)) � Obs0(� (g) � (d)).
Commef et g sont di��erents de ? , on af = Obs0(� (f )) = > (Obs0(� (f ) v)) v2 V
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et g = Obs0(� (g)) = > (Obs0(� (g) v)) v2 V .
Soit v une valeur. Pour conclure, il su�t de montrer que Obs0(� (f ) v) �
Obs0(� (g) v).
Comme � (Obs0(v)) = B v, puis par congruence� (f ) � (Obs0(v)) = B � (f ) v,
et de même,� (g) � (Obs0(v)) = B � (g) v, on d�eduit de l'hypoth�ese l'in�egalit�e
recherch�ee.
� [REC]
On a, pour la premi�ere �egalit�e concernant une variable x :

[[x]]� = Obs( x)( � � �)

= Obs0(x[� � �])

= Obs0(( � � �)( x))

= �( x) :

Pour la seconde �egalit�e concernant une abstraction �x e , on doit montrer
que pour tout d 2 O, on a :

map([[ �x e ]]� ; d) = [[ e]]� :(x : d) :

On a :

map([[ �x e ]]� ; d) = map(Obs 0(( �x e )[� � �]) ; d)

= Obs0(� (Obs0(( �x e )[� � �])) � (d)) :

Comme � (Obs0(( �x e )[� � �])) = B (�x e )[� � �], on obtient �nalement :

map([[ �x e ]]� ; d) = Obs 0(( �x e )[� � �] � (d)) (congruence)

= Obs0(e[(� � �) :(x : � (d))])

= Obs0(e[� � (� :(x : d))])

= [[ e]]� :(x : d) :

Pour la troisi�eme �egalit�e concernant une application e1 e2, on a :

map([[e1]]� ; [[e2]]� ) = map(Obs 0(e1[� � �]) ; Obs0(e2[� � �]))

= Obs0(� (Obs0(e1[� � �])) � (Obs0(e2[� � �]))) :

Comme � (Obs0(e1[� � �])) = B e1[� � �], et de même pour e2, on obtient par
congruence

map([[e1]]� ; [[e2]]� ) = Obs 0(e1[� � �] e2[� � �])

soit
map([[e1]]� ; [[e2]]� ) = [[ e1 e2]]� :
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� [VAL]
Cette propri�et�e est trivialement v�eri��ee, par d�e�nition de l'observation.
Pour �nir, montrons que la d�e�nition de la s�emantique ne d�epend pas du
choix de � .
Soient � 1 et � 2 deux applications v�eri�ant les hypoth�eses de l'�enonc�e. On
doit montrer que pour tout terme e et tout environnement �, on a :

Obs(e)( � 1 � �) = Obs( e)( � 2 � �) ;

soit
e[� 1 � �] = B e[� 2 � �] :

Comme pour toute variable x, � 1 � �( x) = B � 2 � �( x), on peut conclure
du fait que la bisimilarit�e est �egale �a l'�equivalence contextuelle et que les
substitutions par valeurs passent au quotient par cette �equivalence (cf. prop.
2.2.11 (p. 148)).
x

La s�emantique observationnelle nous convient bien, l'�equivalence observa-
tionnelle co•�ncidant avec l'�equivalence contextuelle.

2.2.30 Th�eor�eme (Ad�equation compl�ete)
La s�emantique observationnelle estcompl�etement ad�equate :

8 e; e0: e � O e0 , e � C e0:

D�emonstration
D'une part, on a les �equivalences suivantes :

e � O e0 , 8 � : [[e]]� � [[e0]]�
, 8 � : Obs(e)( � � �) � Obs(e0)( � � �) :

D'autre part, on a :

e � C e0 , e � B e0

, 8  : Obs(e)(  ) � Obs(e0)(  ) :

Que cette derni�ere proposition implique e � O e0 est donc clair.
Supposonse � O e0, et soit  un environnement op�erationnel. Soit � l'envi-
ronnement observationnel d�e�ni par �( x) = Obs 0( (x)). Pour toute variable
x, on a � (�( x)) = B  (x). Il s'ensuit que e[� � �] = B e[ ] et e0[� � �] = B e0[ ],
soit Obs(e)( � � �) = Obs( e)(  ) et Obs(e0)( � � �) = Obs( e0)(  ), si bien qu'on
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peut conclure, en utilisant l'hypoth�ese.
x

La s�emantique observationnelle nous fournit une repr�esentation du mo-
d�ele des termes. Apr�es sa construction, on peut adopter une d�emarche axio-
matique :

trouver des conditions d�e�nissant (�a un isomorphisme pr�es) la
s�emantique observationnelle.

Ces conditions peuvent porter sur le domaine d�enotationnel, l'interpr�eta-
tion d�enotationnelle et la s�emantique op�erationnelle, donn�ee par la fonction
d'�evaluation, comme c'�etait d�ej�a le cas lors de notre d�e�nition des s�eman-
tiques d�enotationnelles (cf. p. 158). Une axiomatisation int�eressante doit
faciliter la preuve de r�egles admissibles dans les th�eories �equationnelles et
in�equationnelles induites sur les termes par l'�equivalence et le pr�e-ordre
contextuels ; rappelons que l'int�erêt d'une s�emantique compl�etement ad�e-
quate r�eside dans sa capacit�e �a d�ecrire compl�etement ces th�eories. C'est donc
la seule pratique qui doit d�eterminer l'int�erêt des axiomes choisis ; pour res-
ter �d�ele �a la ligne �x�ee initialement, elle doit s'appuyer sur des techniques
op�erationnelles, suppos�ees plus proches de l'intuition du programmeur.
Les axiomes retenus reprennent ceux d�e�nissant une s�emantique d�enotation-
nelle, en renfor�cant la propri�et�e d'extensionalit�e. S'y ajoutent la pr�eservation
de la divergence op�erationnelle, qui implique l'ad�equation, et une condition
d'accessibilit�e des d�enotations.

2.2.31 D�e�nition (
Axiomatisation de la
s�emantique observationnelle

)

Une s�emantique observationnelledu � -calcul avec appel par valeur est d�e�nie
par :

{ une A-alg�ebre ordonn�ee point�ee, (D ? ; � ; map), dont le domaine d�e�nit
l'ensemble des d�enotations,

{ une interpr�etation qui �a tout terme e et �a tout D -environnement � ,
associe une d�enotation dansD ? , not�ee [[e]]� ,

v�eri�ant
{ [EXT+] (extensionalit�e forte de ( D ? ; � ; map))

la relation d'ordre � est engendr�ee co-inductivement par le syst�eme



2.2. L'observation comme d�enotation 169

suivant :
;

(? ; d)
(d 2 D ? ) ;

(map(f; d ); map(g; d))d2 D

(f; g )
(f; g 2 D) ;

{ [REC] (compositionalit�e)
l'interpr�etation v�eri�e les �equations r�ecursives suivantes :

[[x]]� = �( x) ;

map([[ �x e ]]� ; d) = [[ e]]� :(x : d) (d 2 D) ;

[[e1 e2]]� = map([[ e1]]� ; [[e1]]� ) ;

{ [VAL] (correction des d�enotations de valeurs)
l'interpr�etation d'une valeur est une d�enotation non triviale :

8 v 2 V : 8 � 2 D X : [[v]]� 6= ? ;

{ [DIV] (pr�eservation de la divergence)
l'interpr�etation pr�eserve la divergence :

8 e 2 � 0 : e + ? ) 8 � 2 D X : [[e]]� = ? ;

{ [ACC] (accessibilit�e)
chaque �el�ement de D d�enote une valeur :

8 d 2 D : 9 v 2 V ; � 2 D X : [[v]]� = d :

�Etant donn�e une telle s�emantique observationnelle, on d�e�nit sur les termes
un pr�e-ordre, � O, et la relation d'�equivalence associ�ee, = O, par

e � O e0 def
, 8 � 2 D X : [[e]]� � [[e0]]� ;

e = O e0 def
, e � O e0^ e0 � O e :

Une s�emantique observationnelle est �evidemment d�enotationnelle, puisque
la condition d'extensionalit�e forte [EXT+] implique celle d'extensionalit�e
[EXT], qui a�rme seulement que la relation d'ordre est stable pour la se-
conde r�egle d'inf�erence.
La condition d'accessibilit�e permet de ramener les raisonnements sur les
termes �a des raisonnements sur les programmes, comme nous l'indique ce
lemme, forme de r�eciproque du lemme 2.2.23 (p. 160), concernant la com-
patibilit�e des substitutions par valeurs.
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2.2.32 Lemme (
Pr�e-ordre d�enotationnel :
Stabilit�e par extension op�erationnelle

)

Soient e et e0 deux termes appartenant �a l'extension op�erationnelle du pr�e-
ordre d�enotationnel, c'est-�a-dire v�eri�ant pour tout environnement op�era-
tionnel  :

e[ ] � O e0[ ] :

Alors :
e � O e0:

D�emonstration
On suppose que pour tout environnement op�erationnel , on ait e[ ] � O

e0[ ].
Soit � un environnement d�enotationnel quelconque. On doit montrer que
[[e]]� � [[e0]]� .
Par la condition d'accessibilit�e [ACC], il existe un environnement op�era-
tionnel  v�eri�ant 8 x : �( x) = [[  (x)]]; . Par le lemme 2.2.23 (p. 160), on
a [[e]]� = [[ e[ ]]]; et [[e0]]� = [[ e0[ ]]]; . Par hypoth�ese, [[e[ ]]]; � [[e0[ ]]]; , d'o�u
l'in�egalit�e recherch�ee.
x

Par la suite, nous utiliserons souvent ce lemme ainsi, ou sous une forme
voisine, sans le rappeler : �etant donn�e deux termese et e0 v�eri�ant une
certaine condition H (e; e0), on cherche �a montrer que F (e) � O G(e0), o�u
F (e) et G(e0) sont deux termes calcul�es �a partir de e et e0 respectivement ;
si pour tout environnement op�erationnel  , la condition H (e[ ]; e0[ ]) est
v�eri��ee d�es lors que H (e; e0) l'est, et si F et G commutent avec  (soit
F (e)[ ] = F (e[ ]); G(e0)[ ] = G(e0[ ])), alors il est possible de se limiter
dans la d�emonstration au cas o�u e et e0 sont des programmes.

La s�emantique observationnelle construite pr�ec�edemment v�eri�e �evidem-
ment toutes les conditions de la d�e�nition et nous assure de l'existence d'au
moins une s�emantique d�enotationnelle v�eri�ant ces conditions. Pour montrer
l'unicit�e, prouvons un r�esultat important, l' ad�equation compl�ete.

2.2.33 Th�eor�eme (Ad�equation compl�ete)
Consid�erons une s�emantique observationnelle (suivant la d�e�nition 2.2.31
(p. 168)). Alors elle est compl�etement ad�equate :

8 e; e0 2 � : e � O e0 , e � C e0:

D�emonstration
L'ad�equation d�ecoule de la proposition 2.2.27 (p. 162). Il reste �a montrer
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qu'elle est compl�ete.
Soient e et e0 deux termes tels quee � C e0. Comme par la proposition 2.2.11
(p. 148), pour tout environnement op�erationnel  , e[ ] � C e0[ ], on peut se
limiter au cas o�u e et e0 sont des programmes, ce qu'on suppose.
Par [ACC], �a tout �el�ement d de D, il est possible d'associer une valeur no-
t�ee vd telle que [[vd]]; = d. Remarquons que pour tout programmee, on a
[[e vd]]; = map([[ e]]; ; d).
L'in�egalit�e e � O e0est �equivalente �a l'in�egalit�e [[ e]]; � [[e0]]; , qu'on va montrer
en la prouvant dans le syst�eme d'inf�erence d�e�ni par [EXT+].
Pour tout couple de programmes (e; e0) tel que e � C e0, on construit une
preuve de [[e]]; � [[e0]]; en r�esolvant le syst�eme d'�equations r�ecursives, d'in-
connues (X (e;e0) )e;e02 � 0 je� C e0, et d�e�ni par les �equations :

X (e;e0) =

8
>>>>><

>>>>>:

;

([[e]]; ; [[e0]]; )
si e diverge,

(X (e vd ;e0vd ) )d2 D

([[e]]; ; [[e0]]; )
si e converge.

Dans le premier cas, sie diverge, on a d'apr�es [DIV], [[e]]; = ? , et le juge-
ment est un axiome.
Dans le second cas, sie converge, alorse0 aussi, puisquee0 converge contex-
tuellement plus que e; par [CONV] (cf. corollaire 2.2.26 (p. 162)), [[e]]; et
[[e0]]; appartiennent �a D ; de plus, la valeur de la solution enX (e vd ;e0vd ) a
pour racine ([[e vd]]; ; [[e0vd]]; ), soit (map([[e]]; ; d); map([[e0]]; ; d)).
Il en r�esulte que ce syst�eme quasi-uniforme est compatible avec le sys-
t�eme d'inf�erence d�e�ni par [EXT+]. D'apr�es la proposition 1.2.3 (p. 73),
la valeur de l'unique solution du syst�eme en (e; e0) constitue une preuve de
[[e]]; � [[e0]]; , ce qui montre quee � O e0.
x

Avant de montrer que l'axiomatisation d�etermine une unique s�emantique ob-
servationnelle �a un isomorphisme pr�es, pr�ecisons cette notion d'�equivalence
entre s�emantiques d�enotationnelles.

2.2.34 D�e�nition et proposition (
�Equivalence de
s�emantiques d�enotationnelles

)

Deux s�emantiques d�enotationnelles sont dites�equivalentes s'il existe un iso-
morphisme d'A -alg�ebres ordonn�ees entre leursA-alg�ebres respectives. Dans
ce cas, leurs interpr�etations respectives, not�ees[[� ]]1� et [[� ]]2� , v�eri�ent :

8 e;� : � ([[e]]1� ) = [[ e]]2� � � ;
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o�u � est l'isomorphisme d'A -alg�ebres ordonn�ees.

D�emonstration
On note (D 1

? ; � ; map; [[� ]]1� ) et (D 2
? ; � ; map; [[� ]]2� ) les deux s�emantiques.

Rappelons les propri�et�es d'isomorphisme de� : c'est une bijection de D 1
?

dans D 2
? , croissante, envoyant donc? sur ? , et v�eri�ant pour toutes d�e-

notations d et d0 de D 1, � (map(d; d0)) = map( � (d); � (d0)).
On montre par r�ecurrence sur e que pour tout D 1-environnement �, on a

� ([[e]]1� ) = [[ e]]2� � � :

� e = x
C'est imm�ediat.
� e = �x a
Soit d0 2 D 2, et d son ant�ec�edent par � . On a :

map(� ([[ �x a ]]1� ); d0) = map( � ([[ �x a ]]1� ); � (d))

= � (map([[ �x a ]]1� ; d))

= � ([[a]]1� :(x : d) )

= [[ a]]2� � (� :(x : d)) (hyp. de r�ec.)

= [[ a]]2(� � �) :(x : d0)

= map([[ �x a ]]2� � � ; d0) :

Comme d'habitude, on conclut �a l'�egalit�e de � ([[ �x a ]]1� ) et de [[ �x a ]]2� � � par
extensionalit�e ([EXT]), comme les deux d�enotations [[ �x a ]]1� et [[ �x a ]]2� � � ap-
partiennent �a D 1 et D 2 respectivement (d'apr�es [VAL]) et comme � � 1(? ) =
f?g .
� e = e1 e2

On a :

� ([[e1 e2]]1� ) = � (map([[e1]]1� ; [[e2]]1� ))

= map( � ([[e1]]1� ); � ([[e2]]1� ))

= map([[ e1]]2� � � ; [[e2]]2� � � ) (hyp. de r�ec.)

= [[ e1 e2]]2� � � :

x

On peut �nalement d�eduire de la compl�ete ad�equation que les propri�et�es d�e-
�nissant une s�emantique observationnelle la d�eterminent de mani�ere unique,
�a un isomorphisme (deA-alg�ebre ordonn�ee) pr�es : elles constituent une axio-
matisation cat�egorique de cette s�emantique.
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2.2.35 Th�eor�eme (Unicit�e de la s�emantique observationnelle)
Il existe une unique s�emantique observationnelle (suivant la d�e�nition 2.2.31
(p. 168)), �a un isomorphisme pr�es.

D�emonstration
L'existence d�ecoule du th�eor�eme 2.2.29 (p. 165). Montrons l'unicit�e, �a un
isomorphisme pr�es. Supposons deux s�emantiques observationnelles et mon-
trons qu'elles sont �equivalentes.
On note (D 1

? ; � ; map; [[� ]]1� ) et (D 2
? ; � ; map; [[� ]]2� ) les deux s�emantiques.

On quotiente l'ensemble des programmes par la relation d'�equivalence contex-
tuelle = C, puis on construit deux bijections strictement croissantes de l'en-
semble quotient versD 1

? et D 2
? respectivement, grâce �a la propri�et�e de

compl�ete ad�equation. Si l'on appelle ' et  ces bijections, on constate alors
que  � ' � 1 est un isomorphisme deA-alg�ebres ordonn�ees.
On note � 0

== C
le quotient de � 0 par = C, et si e est un programme,e= la

classe dee modulo = C.
D�e�nissons ' de � 0

== C
dans D 1

? par ' (e=) = [[ e]]1; . �Evidemment, comme la
s�emantique est compl�etement ad�equate, ' (e=) ne d�epend pas du choix dee.
De même, d�e�nissons  de � 0= = C dans D 2

? par  (e=) = [[ e]]2; .
Par les propri�et�es [DIV] et [ACC], ' et  sont surjectives. Par ad�equation,
' et  sont injectives. Par la compl�etude de l'ad�equation, ' et  sont crois-
santes.
Finalement, soit � =  � ' � 1. C'est une bijection croissante deD 1

? vers
D 2

? . Il reste �a montrer que c'est un morphisme deA-alg�ebres ordonn�ees.
Soient f et d appartenant �a D 1

? , e= et e0
= leurs ant�ec�edents par ' . On a :

� (map(f; d )) = � (map([[e]]1; ; [[e0]]1; ))

= � ([[e e0]]1; )

= [[ e e0]]2;
= map([[ e]]2; ; [[e0]]2; )

= map( � (f ); � (d)) :

� est bien un morphisme deA-alg�ebres ordonn�ees.
x

Nous pouvons maintenant nous exercer �a prouver quelques r�egles d'in-
f�erence admissibles pour les th�eories �equationnelles et in�equationnelles in-
duites sur les termes par l'�equivalence =O et le pr�e-ordre � O associ�es �a la
s�emantique observationnelle28. Nous construisons nos raisonnements �a par-
tir des axiomes d�e�nissant cette s�emantique. Voici un jeu minimal de r�egles

28 Les th�eories �equationnelles et in�equationnelles d'une s�emantique d�enotationnelle cor-
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classiques, dont certaines peuvent être montr�ees pour toute s�emantique d�e-
notationnelle. Nous utilisons la notation (� ; � O; = O) pour la r�eunion des
th�eories �equationnelles et in�equationnelles.

2.2.36 Proposition (Structure �ne de la s�emantique observationnelle)
Consid�erons la s�emantique observationnelle de la d�e�nition 2.2.31 (p. 168).
Les r�egles d'inf�erence suivantes sont admissibles dans la th�eorie associ�ee
(� ; � O; = O) :

{ congruence :

;
[CONG-VAR],

x � O x

e � O e0

[CONG-ABS],
�x e � O �x e 0

e1 � O e0
1 e2 � O e0

2
[CONG-APP],

e1 e2 � O e0
1 e0

2

{ compatibilit�e du destructeur d'abstractions :

�x e � O �x e 0

[DES-ABS],
e � O e0

;

{ passage au quotient des substitutions par valeurs :

e � O e0 v � O v0

[SUB]
e[v=x] � O e0[v0=x]

(v; v0 2 V ) ;

{ stabilit�e par extension op�erationnelle :

(e[ ] � O e0[ ])  2 V X

[STA-OP]
e � O e0

;

{ inclusion du pr�e-ordre op�erationnel :

;
[OP]

e � O e0
(e � op e0) ;

respondent exactement aux extensions de l'�equivalence et du pr�e-ordre d�enotationnels.
Traditionnellement, on les d�ecrit sous la forme d'�equations ou d'in�equations, comme nous
l'avons fait jusqu'�a maintenant. Ces th�eories forment ce qu'on appelle la structure �ne de
la s�emantique.
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{ extensionalit�e op�erationnelle :

(e v � O e0v)v2 V
[EXT-OP]

�x e x � O �x e 0x
(x =2 FV (e) [ FV (e0)) ;

{ � -conversion :

;
[ETA]

�x e x = O e
(x =2 FV (e); 8  : e [ ] converge):

D�emonstration
� [CONG] : congruence
C'est le lemme 2.2.24 (p. 161), valable pour toute s�emantique d�enotation-
nelle.
� [DES-ABS] : compatibilit�e du destructeur d'abstractions
Supposons�x e � O �x e 0 et consid�erons un environnement �. On a :

[[e]]� = map([[ �x e ]]� ; �( x))

= map([[ �x e 0]]� ; �( x))

= [[ e0]]� :

Finalement, e � O e0.
Remarquons que cette r�egle est valable pour toute s�emantique d�enotation-
nelle.
� [SUB] : passage au quotient des substitutions par valeurs
C'est une cons�equence imm�ediate du lemme 2.2.23 (p. 160), valable pour
toute s�emantique d�enotationnelle.
� [STA-OP] : stabilit�e par extension op�erationnelle
C'est le lemme 2.2.32 (p. 170), d�emontr�e en utilisant la condition d'accessi-
bilit�e [ACC]. Cette r�egle est utilis�ee dans la suite pour se limiter au cas des
programmes, conform�ement �a la description donn�ee apr�es le lemme 2.2.32.
� [OP] : inclusion du pr�e-ordre op�erationnel
Supposonse � op e0, ce qui signi�e que pour tout environnement op�eration-
nel  , ou bien e[ ] diverge, ou bien e[ ] et e0[ ] convergent vers la même
valeur.
Comme 8  2 V X : e[ ] � op e0[ ], par [STA-OP], on peut se limiter au cas
o�u e et e0 sont des programmes.
On montre que e � O e0, autrement dit [[ e]]; � [[e0]]; .
Supposons quee diverge op�erationnellement. Par [DIV], [[ e]]; = ? , et donc
[[e]]; � [[e0]]; .
Supposons quee converge versv. Il en est de même dee0, et par le lemme
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2.2.25 (p. 162), [[e]]; = [[ v]]; = [[ e0]]; .
� [EXT-OP] : extensionalit�e op�erationnelle
Comme pour tout environnement op�erationnel  , et tout terme e tel que
x =2 FV (e), on a (�x e x )[ ] = �x e [ ] x, alors par [SUB] et [STA-OP], il est
su�sant de consid�erer deux programmes e et e0.
Supposons8 v 2 V : e v � O e0v.
Consid�erons un �el�ement d de D, auquel on associe par [ACC] une valeurv
telle que d = [[ v]]; .
On a :

map([[ �x e x ]]; ; d) = map([[ �x e x ]]; ; [[v]]; )

= [[( �x e x ) v]];
= [[ e v]]; [OP]

� [[e0v]];
= [[( �x e 0x) v]]; [OP]

= map([[ �x e 0x]]; ; d) :

Par [VAL] et [EXT], comme �a l'habitude, on d�eduit l'in�egalit�e [[ �x e x ]]; �
[[ �x e 0x]]; .
� [ETA] : � -conversion
Comme pour tout environnement op�erationnel  , on a (�x e x )[ ] = �x e [ ] x,
d�es lors que x =2 FV (e), par [STA-OP], on peut se limiter au cas o�u e est un
programme.
Soit d 2 D . On a29 :

map([[ �x e x ]]; ; d) = [[ e x]]; :(x : d)

= map([[ e]]; ; d) :

Comme e est convergent par hypoth�ese, par le lemme 2.2.25 (p. 162) et
[VAL], on a [[e]]; 6= ? , et par [EXT], on obtient [[ �x e x ]]; = [[ e]]; .
x

Toutes les r�egles pr�ec�edentes ont �et�e d�emontr�ees par un usage direct des
axiomes suivants :

{ les axiomes communs �a toute s�emantique d�enotationnelle, [REC] et
[VAL],

{ celui qui entrâ�ne l'ad�equation, [DIV],

29 Pour que la notation soit coh�erente, ; doit repr�esenter ici un environnement quel-
conque.
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{ l'axiome d'accessibilit�e, [ACC], qui permet la correspondance entre les
d�enotations et les valeurs,

{ l'axiome d'extensionalit�e forte, [EXT+], utilis�e uniquement sous sa
forme plus faible, [EXT], exprimant l'extensionalit�e.

Par ailleurs, seules quelques informations �el�ementaires concernant la s�eman-
tique op�erationnelle ont �et�e n�ecessaires : la d�e�nition de la relation de r�e-
duction et d'�evaluation. C'est �a rapprocher du fait que la propri�et�e d'ex-
tensionalit�e forte [EXT+] n'a pas �et�e utilis�ee, mais seulement la propri�et�e
d'extensionalit�e simple [EXT]. Or c'est ce renforcement de l'extensionalit�e
qui est d�ecisif, avec l'accessibilit�e, dans la d�emonstration de compl�ete ad�e-
quation, permettant de passer de l'�equivalence contextuelle �a l'�equivalence
d�enotationnelle. Voyons maintenant un exemple de r�egle o�u nous utilisons la
compl�ete ad�equation dans la d�emonstration : il s'agit ainsi d'utiliser l'�equi-
valence contextuelle pour d�emontrer l'�equivalence d�enotationnelle.

Montrons qu'un certain op�erateur de point �xe calcule les points �xes
par it�eration.
D�e�nissons le combinateur de point �xe de Curry 30, dans sa version corres-
pondant �a l'appel par valeur :

Y
def
= �f C (f ) C(f ) ;

o�u pour tout terme e,

C(e)
def
= �x � (e(x x )) ( x =2 FV (e)) ;

� (e) r�ealisant l' � -expansion dee, soit

� (e)
def
= �x e x (x =2 FV (e)) :

Consid�erons une valeur f et r�eduisons Y f :

Y f r! C(f ) C(f ) r! � (f (C(f ) C(f ))) :

L' � -expansion a ainsi pour rôle d'assurer la terminaison, et est inutile dans
le cas de l'appel par nom.
Pour tout terme f , d�esignons par �x( f ) le terme C(f ) C(f ). Consid�erons un
terme f et un environnement op�erationnel  ; nous avons

�x( f )[ ] = �x( f [ ]) r! � (f [ ] �x( f [ ])) = � (f �x( f ))[  ] :

30 Il traduit le paradoxe de Russell de la th�eorie (na •�ve) des ensembles, l'�equivalence
f x j x =2 xg 2 f x j x =2 xg , : (f x j x =2 xg 2 f x j x =2 xg), le param�etre f correspondant �a
la n�egation, x 2 y se traduisant en l'application y x et f x j : : :g en �x : : : .
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Ainsi les termes �x( f ) et � (f �x( f )) sont �equivalents op�erationnellement.
C'est la raison qui nous a amen�e �a d�e�nir �x( f ) par C(f ) C(f ), et non
par Y f , nous permettant d'�eviter de consid�erer l'�evaluation de Y f , et son
�eventuelle divergence �a cause def .
La d�enotation de �x( f ) est e�ectivement un point �xe de la d�enotation de f ,
si on suppose que l'application def �a n'importe quelle valeur est convergente,
par exemple si on suppose quef a la forme (�y �x : : : ). En e�et, on a, pour
tout environnement � :

[[�x( f )]] � = [[ � (f �x( f ))]] � [OP]

= [[ f �x( f )]] � [ETA]

= map([[ f ]]� ; [[�x( f )]] � ) :

Nous montrons maintenant que la d�enotation de �x( f ) peut être calcul�ee
par it�eration, en partant de la fonction ind�e�nie en tous ses arguments, puis
en it�erant par la d�enotation de f . Pr�ecis�ement, plutôt que de travailler avec
les d�enotations, nous pr�ef�erons les termes, pour �etablir une nouvelle r�egle
admissible dans la th�eorie �equationnelle induite par l'�equivalence d�enota-
tionnelle.
Comme nous allons utiliser la propri�et�e d'ad�equation compl�ete, nous allons
raisonner �a partir de l'�equivalence contextuelle. Un travail pr�eparatoire va
nous être utile, l'�etude de la r�eduction des contextes.

Nous allons utiliser des contextes �a une place31, not�ee � , et �etudier leur
d�ecomposition en valeurs ou en radicaux dans un environnement de r�educ-
tion. Conform�ement �a la d�e�nition d�ej�a donn�ee (cf. p. 145), un contexte se
d�e�nit �a partir d'une expression, et non d'un terme, comme l'application
qui associe �a chaque terme le r�esultat de sa gre�e en chaque occurrence
de la place dans l'expression. Cependant, pour l'�etude de la d�ecomposition
qui nous int�eresse, seuls des contextes clos (des programmes �a une place)
remplissent la place, autrement dit, un contexte peut s'y d�e�nir comme une
application de l'ensemble des contextes clos dans l'ensemble des contextes.
Dans ce cas, la construction d'un contexte �a partir d'une expression est
compatible avec l'� -conversion, puisque la place d'un contexte clos ne peut
pas être li�ee ; de plus, la correspondance entre les termes �a une place et les
contextes forme une bijection. Ainsi, pour l'�etude de la d�ecomposition des
contextes, on consid�ere de mani�ere plus simple qu'un contexte est un terme

31 Rappelons que la place est une variable r�eserv�ee �a ce seul usage ; en particulier, elle
ne peut pas être li�ee.
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�a une place.
Nous pouvons alors g�en�eraliser des d�e�nitions d�ej�a donn�ees pour les pro-
grammes, contextes particuliers o�u la place n'apparâ�t pas.
Un contexte est un terme �a une place :

C ::= � j x j �x C j C C :

Un contexte est clos s'il ne poss�ede aucune variable libre (autre que la place
qu'on ne compte pas comme variable libre) :

FV (C) = ; :

Une valeur est un contexte clos, �egal �a une abstraction :

v ::= �x C :

Un radical est un contexte clos, �egal soit �a la place, soit �a l'application d'une
abstraction �a une valeur :

r ::= � j (�x C ) v :

Un contexte de r�eduction est un contexte clos �a deux places,� et r� , construit
autour de la place r�eserv�ee au radical, r� , en appliquant des valeurs, ou en
passant des contextes quelconques :

E ::= r� j v E j E C :

Tout contexte clos peut se d�ecomposer de mani�ere unique soit en une va-
leur, soit en un radical plac�e dans un contexte de r�eduction : si C est un
contexte clos, ou bien c'est une valeur, ou bien il existe un unique radicalr
et un unique contexte de r�eduction E tel que C = E[� ; r ] (E [� ; r ] abr�egeant
E [� =� ; r= r� ]).
Nous pouvons �enoncer le r�esultat annonc�e, en utilisant la notation d�evelop-
p�ee dans le paragraphe pr�ec�edent.

2.2.37 Th�eor�eme (Point �xe et it�eration)
Consid�erons un terme f et d�e�nissons la suite des termes it�er�es par f ainsi :

f 0 = � (
) (
 = ( �x x x ) ( �x x x )) ;

f n+1 = � (f f n ) (n 2 N) :

Alors la suite (f n )n est croissante suivant� O et admet une borne sup�erieure
v�eri�ant :

!_

n=0

f n = O �x( f ) :
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D�emonstration
On doit montrer que

8 n : f n � O �x( f )

et
8 g : (8 n : f n � O g) ) �x( f ) � O g :

�Etant donn�e un environnement op�erationnel  quelconque, il est facile de
v�eri�er que pour tout n, f n [ ] = ( f [ ])n (par r�ecurrence) et que �x( f )[ ] =
�x( f [ ]).
Ainsi, par [SUB] et [STA-OP], on peut se limiter au cas o�u f et g sont des
programmes.
� croissance de (f n )n

On montre par r�ecurrence sur n que f n � O f n+1 .
� n = 0
Comme [[
]] ; = ? , on a 
 � O f f 0, puis par congruence,f 0 � O f 1.
� n > 0
Supposonsf n� 1 � O f n . Par congruence, on d�eduit quef n � O f n+1 .
� �x( f ) = O � (f �x( f ))
On a vu pr�ec�edemment que ces deux programmes sont �equivalents op�eration-
nellement. Par application de la r�egle [OP] de pr�eservation de l'�equivalence
op�erationnelle, ils sont donc �equivalents observationnellement.
� 8 n : f n � O �x( f )
On proc�ede par r�ecurrence sur n.
� n = 0
Comme [[
]] ; = ? , on a 
 � O f �x( f ), puis par congruence,f 0 � O �x( f ).
� n > 0
C'est imm�ediat, �a partir de l'hypoth�ese de r�ecurrence f n� 1 � O �x( f ), par
congruence et en utilisant l'�equivalence �x( f ) = O � (f �x( f )).
� 8 g : (8 n : f n � O g) ) �x( f ) � O g
Par compl�ete ad�equation, on peut remplacer l'�equivalence et le pr�e-ordre
observationnels par l'�equivalence et le pr�e-ordre contextuels.
Soit g un programme v�eri�ant 8 n : f n � O g. On montre que pour tout
contexte clos C, si C[�x( f )] converge, alors il existe un entiern tel que
C[f n ] converge. On en d�eduira queC[g] converge, puisquef n � C g par hy-
poth�ese, et �nalement que �x( f ) � C g.
Montrons par r�ecurrence sur l'entier l la propri�et�e suivante : pour tout
contexte clos C tel que la trace d'ex�ecution de C[�x( f )] a pour longueur
l , il existe un entier n tel que C[f n ] converge.
Soit C un contexte clos tel que la longueur de la trace d'ex�ecution de
C[�x( f )] est l .
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� l = 0
N�ecessairementC est une valeur, etn = 0 convient.
� l > 0
Le contexte C ne peut être une valeur, et donc il peut se d�ecomposer en un
radical r dans un contexte de r�eduction E , soit C = E[� ; r ]. Examinons les
deux cas possibles, suivant la nature du radicalr .
� r = �
Dans ce cas, pour tout programmee se r�eduisant en e0, E [e; e] se r�eduit en
E[e; e0].
En particulier, E [�x( f ); �x( f )] se r�eduit en E[�x( f ); � (f �x( f ))]. Par l'hy-
poth�ese de r�ecurrence appliqu�ee au programmeE[� ; � (f � )][�x( f )], il existe
n tel que E[� ; � (f � )][f n ] converge.
Comme E[� ; � (f � )][f n ] = E [f n ; f n+1 ], et comme f n � O f n+1 , on d�eduit
par congruence queE[f n+1 ; f n+1 ] converge, autrement dit queC[f n+1 ] con-
verge.
� r = ( �x D ) v
Dans ce cas, pour tout programmee, E [e; r[e]] se r�eduit en E[e; D[v=x][e]].
En particulier, E [�x( f ); r [�x( f )]] se r�eduit en E[�x( f ); D [v=x][�x( f )]]. Par
l'hypoth�ese de r�ecurrence appliqu�ee au programme E[� ; D [v=x]][�x( f )], il
existe n tel que E[� ; D [v=x]][f n ] converge, et donc tel queE[f n ; r [f n ]] con-
verge, soit C[f n ].
x

En conclusion, notre objectif semble rempli de mani�ere satisfaisante.
On peut construire une s�emantique d�enotationnelle du � -calcul paresseux
�a partir de la s�emantique op�erationnelle, en utilisant l'observation des pro-
grammes : cette s�emantique, dite observationnelle, est compl�etement ad�e-
quate, autrement dit l'�equivalence qu'elle induit entre termes �egale l'�equiva-
lence contextuelle. Cette s�emantique peut être axiomatis�ee simplement, ce
qui permet de d�eduire facilement de nombreuses �equivalences entre termes.
Outre les axiomes, la d�emonstration de ces �equivalences utilise des propri�e-
t�es �el�ementaires de la relation de r�eduction ; dans les exemples trait�es, deux
m�ethodes se dessinent : on peut chercher �a d�emontrer ou bien l'�equivalence
induite par la s�emantique observationnelle, ce qui est su�sant dans la plu-
part des cas, ou bien l'�equivalence contextuelle, ce qui demande une analyse
plus approfondie de la relation de r�eduction, pr�ecis�ement dans le seul cas
rencontr�e, l'�etude de la r�eduction des contextes.
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Chapitre 3

Deux analyses de
l'environnement local
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C'est dans ce chapitre que nous exposons notre th�ese : il est possible
d'analyser l'environnement local seul pour garantir la s�ecurit�e d'ex�ecution
du code mobile.
Rappelons bri�evement notre mod�ele d'�etude : le code mobile s'ex�ecute dans
un environnement local, charg�e de prot�eger les ressources appartenant au
syst�eme hôte. Deux analyses sont pr�esent�ees, concernant le contrôle respec-
tivement des ux d'informations et des acc�es. Elles permettent de v�eri�er
que l'environnement local garantit lors de l'ex�ecution de tout code mobile
envisageable, d'une part la con�dentialit�e des informations contenues dans
certaines ressources locales, d'autre part le con�nement des ressources dont
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l'acc�es doit être contrôl�e.
De mani�ere plus concr�ete, nous mod�elisons le code mobile par un pro-
gramme, dit mobile, et l'environnement local par un autre programme. Ces
deux programmes appartiennent �a un langage de haut niveau, mod�elis�e �a
l'aide du � -calcul paresseux, simple ou enrichi. L'ex�ecution du code mobile
dans l'environnement local est mod�elis�ee par la trace d'ex�ecution de l'ap-
plication du programme mobile �a l'environnement local, ce qui suppose que
nous munissons le langage d'une s�emantique op�erationnelle.
Pour faciliter la description de notre m�ethode, il est utile de formuler les
probl�emes de ux d'informations et d'acc�es sous une forme commune : on
peut en e�et consid�erer que dans ces deux cas, il s'agit d'observer �a la fron-
ti�ere entre le code mobile et le code local un ph�enom�ene particulier. Dans
le cas des ux d'informations, la fronti�ere est d�e�nie de mani�ere globale et
statique, comme lieu d'exp�erimentation pour l'environnement local, auquel
on applique di��erents programmes mobiles ; le ph�enom�ene �a observer, lui,
n'apparâ�t pas simplement, dans la mesure o�u il s'agit d'observer le r�esul-
tat de l'ex�ecution pour d�eterminer s'il r�ev�ele des informations initialement
contenues dans les ressources locales. Comment l'information se propage-
t-elle lors de l'ex�ecution ? Telle est la premi�ere question. Dans le cas des
acc�es, le ph�enom�ene �a observer se d�e�nit simplement comme l'acc�es �a une
ressource locale �a prot�eger ; la fronti�ere est di�cile �a cerner, �etant locale et
dynamique, puisque c'est le lieu des interactions entre le code mobile et le
code local. Le probl�eme est ici de suivre l'�evolution de la fronti�ere au cours
de l'ex�ecution, �a partir de la situation initiale o�u le code mobile et le code
local sont s�epar�es.
Il s'av�ere qu'une solution g�en�erale �a ce genre de probl�emes existe : l'�etique-
tage (on dit aussi l'annotation) des termes du langage. Chaque op�erateur du
langage est annot�e par une �etiquette qui peut intervenir dans la r�eduction
d'un programme. L'ensemble des �etiquettes forme un mono•�de, muni en plus
de deux op�erations binaires,� et � , dont la justi�cation se comprend �a partir
de la d�e�nition de la � -r�eduction :

@m (�x n b; a) ! (b[a� (m;n )=x]) � (m;n ) :

Dans cette r�eduction, @m (� ; � ) est l'op�erateur d'application �etiquet�e par
m, � � n � , l'op�erateur d'abstraction �etiquet�e par n ; de plus, si e est un
terme �etiquet�e �egal �a f j (: : :), alors ek est �egal �a f j k (: : :). La fonction �
traduit ainsi dans l'�etiquette �nale de b la � -r�eduction, alors que la fonction
� traduit dans l'�etiquette �nale de l'argument a la substitution r�ealis�ee.
Cette formulation g�en�erale s'inspire du langage d�e�ni par L�evy dans [50].
Nous la donnons ici non pas parce qu'elle va nous servir sous cette forme
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g�en�erale par la suite, mais parce que d'une part, il est int�eressant de noter
qu'elle fournit un outil particuli�erement puissant pour l'�etude du � -calcul,
comme en t�emoigne par exemple l'article de Bethke, Klop et de Vrijer [16],
d'autre part elle met en �evidence les di��erences de traitements entre les ux
d'informations et les acc�es. En e�et, pour l'�etude de la con�dentialit�e et du
con�nement, nous utilisons deux langages �etiquet�es distincts, qui peuvent
être consid�er�es comme deux cas extrêmement simples d'annotation.
Pour la con�dentialit�e, on suppose qu'une �etiquette est soit le mot vide,
utilis�e pour le code public, soit � , utilis�e pour le code con�dentiel, ou priv�e ;
pour la concat�enation, on suppose que� est un �el�ement absorbant ; quant
aux fonctions � et � , elles sont d�e�nies par � (m; n) = n m et � (m; n) = "
(le mot vide), ce qui donne la� -r�eduction suivante :

@m (�x n b; a) ! (b[a=x])n m :

La d�e�nition de � permet de propager les d�ependances, en a�rmant que le
r�esultat d�epend de l'abstraction et de l'application. Noter que ce langage
�etiquet�e correspond �a l'appel par nom, mais non �a l'appel par valeur que
nous utilisons, et o�u il faudrait tenir compte de l'�etiquette de l'argument,
qui peut diverger avant de remplacer la variablex ; c'est uniquement pour
simpli�er cette pr�esentation rapide que nous avons fait ce choix. Adapt�e �a
l'�etude des ux d'informations, ce langage �etiquet�e permet de d�eterminer si
le r�esultat observable d'un programme param�etr�e d�epend de ses param�etres.
Repr�esentons un programme param�etr�e (�a un param�etre pour simpli�er) par
un contexte C[ ] �a une place ; le r�esultat observable du programme param�e-
tr�e C[ ] d�epend du param�etre s'il existe deux termes e1 et e2 tels que C[e1]
converge etC[e2] diverge, puisqu'on n'observe du r�esultat de l'ex�ecution que
la convergence. De deux choses, l'une : ou bien, pour tout termee, le pro-
grammeC[e] diverge, et dans ce cas, le r�esultat observable deC[ ] ne d�epend
pas de son param�etre, ou bien il existe un termee tel que C[e] converge.
Dans ce dernier cas, consid�erons l'ex�ecution du programme �etiquet�e C[e� ],
o�u e a �et�e �etiquet�e par � ; alors l'�etiquette du r�esultat est di��erente de � si
et seulement si pour tout termea, C[a] converge.
L'utilisation de ce langage �etiquet�e dans ce but n'est pas nouvelle. Dans [28],
Gandhe, Venkatesh et Sanyal s'en servent dans le cas du� -calcul pur (sans
strat�egie d'�evaluation) pour montrer la même propri�et�e ; Klop et al. dans
[16, x 7], Abadi, Lampson et L�evy un peu plus tôt dans [3] montrent une
autre propri�et�e classique de d�ependance, dite de stabilit�e ou de g�en�ericit�e, o�u
c'est la valeur même du r�esultat qui est observ�ee ; en�n, Conchon et Pottier
dans [70] appliquent les r�esultats d'Abadi et al. �a la question du contrôle des
ux d'informations, ouvrant ainsi la voie que nous empruntons.
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Int�eressons-nous maintenant au con�nement. Une �etiquette cette fois repr�e-
sente l'origine de l'op�erateur, soit le code mobile, soit le code local. Il n'est
pas n�ecessaire de d�e�nir la concat�enation, puisqu'aucune op�eration n'est r�ea-
lis�ee sur les �etiquettes. En e�et, � (m; n) et � (m; n) sont �egaux tous deux au
mot vide, ce qui donne pour la r�eduction :

@m (�x n b; a) ! b[a=x] :

L'origine des op�erateurs est ainsi pr�eserv�ee par r�eduction. Il est alors pos-
sible de d�e�nir formellement la fronti�ere entre le code mobile et le code local
lors de l'ex�ecution. Un terme em est �a la fronti�ere dans un programme a s'il
existe un sous-termef n (: : : ; em ; : : :) de a tel que m est distinct de n.
Ce langage �etiquet�e est utilis�e par Klop et al. dans [16, x4] pour d�e�nir for-
mellement la notion d'ancêtre d'un op�erateur. D'un point de vue s�ecuritaire,
on peut consid�erer que c'est le mod�ele sous-jacent des langages permettant
d'associer �a des ressources des droits d'acc�es. Lorsqu'un op�erateur acc�ede �a
une ressource, il doit être v�eri��e que l'op�erateur en a le droit, en contrôlant
son origine. Les quali�catifs d'acc�es ®public ¯ et ®private ¯ attribu�es aux
champs et aux m�ethodes en Java constituent un exemple de droits associ�es
�a un objet, entendu comme ressource. Skalka et Smith dans [78] proposent
un ra�nement de cette possibilit�e de quali�er les acc�es ; la s�emantique op�e-
rationnelle de leur langage orient�e objets se d�e�nit �a partir d'une relation de
r�eduction qui pr�eserve l'origine du code et les droits d'acc�es associ�es aux res-
sources. Un autre exemple int�eressant est le®SLam Calculus¯ 1 (cf. [34]). Ce
langage con�cu par Heintze et Riecke permet d'attribuer �a chaque ressource
une premi�ere �etiquette li�ee �a l'information qu'elle contient et une seconde
d�e�nissant les droits d'acc�es �a la ressource, et �a chaque op�erateur d'acc�es
une origine. La relation de r�eduction d�e�nissant la s�emantique op�eration-
nelle r�ealise la synth�ese des deux relations que nous venons de d�ecrire, en
propageant les informations et en pr�eservant les origines et les droits d'acc�es.

D�etaillons maintenant le contenu du chapitre. Dans la premi�ere partie,
l'�etude des ux d'informations est men�ee en deux temps. Tout d'abord,
nous �etudions la question de la d�ependance d'un programme param�etr�e re-
lativement �a la valeur de ses param�etres, puis nous d�e�nissons un crit�ere de
con�dentialit�e fond�e sur une analyse de l'environnement local. Le langage
utilis�e est le � -calcul paresseux avec appel par valeur.
�A un langage �etiquet�e comme celui d�ecrit pr�ec�edemment, nous pr�ef�erons

un langage �a deux niveaux, l'un correspondant au code public, l'autre au
code priv�e. C'est une formulation �equivalente o�u les �etiquettes annotent des

1C'est l'acronyme de ®Secure� -Calculus ¯ .
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termes et non des op�erateurs2. Elle est particuli�erement adapt�ee �a notre
cas dans la mesure o�u le code public et le code priv�e ne s'imbriquent pas :
le programme param�etr�e est en e�et form�e de code public, alors que les
termes rempla�cant les param�etres sont enti�erement form�es de code priv�e.
Elle permet aussi de distinguer nettement deux niveaux non seulement dans
la syntaxe, mais aussi dans la s�emantique : l'ex�ecution du code public sera
mod�elis�ee par une relation de r�eduction, alors que l'ex�ecution du code priv�e
sera mod�elis�ee par une relation d'�evaluation. C'est cette distinction qui fa-
cilite l'interpr�etation abstraite du code priv�e.
Pour l'�etude de la d�ependance, notre d�emarche se r�esume ainsi :

{ on commence par d�e�nir la d�ependance : un programme param�etr�e
d�epend de ses param�etres si le r�esultat observable varie lorsque ses
param�etres varient ; rappelons qu'on observe la convergence ou la di-
vergence ;

{ le langage �a deux niveaux permet de traduire un programme param�etr�e
en distinguant le code public appartenant au programme du code priv�e
appartenant aux param�etres ; la propri�et�e de d�ependance s'exprime
tout aussi bien dans ce langage �a deux niveaux ;

{ le langage �a deux niveaux est interpr�et�e abstraitement, en oubliant le
code priv�e, interpr�et�e par une unique valeur ; nous montrons que cette
traduction abstraite est compl�etement ad�equate pour la d�ependance,
autrement dit, il est possible de d�e�nir abstraitement la d�ependance,
sans aucune approximation ; ce r�esultat ne devrait pas surprendre dans
la mesure o�u il est voisin de r�esultats bien connus, comme le th�eor�eme
de stabilit�e cit�e plus haut.

Pour l'�etude de la con�dentialit�e, on consid�ere que l'environnement local est
un programme param�etr�e, not�e L[ ], le param�etre repr�esentant la ressource
dont le contenu doit rester con�dentiel. Nous avons vu en introduction (cf.
p. 12) que la propri�et�e de con�dentialit�e peut s'exprimer ainsi :

pour tout couple de valeurs initiales � 1 et � 2 du param�etre lo-
cal, l'environnement local L[� 1] est �equivalent contextuellement
�a l'environnement local L[� 2].

En utilisant la s�emantique observationnelle du second chapitre (cf. 2.2.29
(p. 165)), on obtient une propri�et�e �equivalente :

pour tout couple de valeurs initiales � 1 et � 2 du param�etre local,

2Si on consid�ere une paire d'�etiquettes f m; n g, on d�e�nit la traduction par deux fonc-
tions, Tm et Tn , v�eri�ant Tm (f m (ej ) j ) = f (Tm (ej )) j et Tm (f n (ej ) j ) = n(f (Tn (ej )) j ), et
de même pour Tn ; les �etiquettes deviennent ainsi des op�erateurs unaires. La traduction
du terme �etiquet�e e s'obtient par Tm (e) ou Tn (e).
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l'observation de L[� 1] est �egale �a l'observation de L[� 2].

Compte tenu de la d�e�nition de l'observation (cf. d�ef. 2.2.1 (p. 139)), elle se
r�ecrit encore :

pour tout couple de valeurs initiales � 1 et � 2 du param�etre local,
pour toute suite de valeursv1; : : : ; vn , le programmeL[� 1] v1 : : : vn

converge si et seulement si le programmeL[� 2] v1 : : : vn converge,

soit, par d�e�nition de la d�ependance,

pour toute suite de valeursv1; : : : ; vn , le programme local para-
m�etr�e L[ ] v1 : : : vn ne d�epend pas de son param�etre.

Comme nous avons pu d�e�nir abstraitement la d�ependance, il est possible de
d�e�nir l'observation abstraite de l'environnement local, comme a �et�e d�e�nie
l'observation concr�ete, pour arriver �nalement au r�esultat suivant :

l'environnement local garantit la con�dentialit�e de la ressource
si et seulement si son observation abstraite ne fait pas apparâ�tre
de d�ependance.

�A notre connaissance, ce crit�ere de con�dentialit�e est nouveau. Il est int�eres-
sant parce qu'il permet d'adapter les analyses statiques de ux d'informa-
tions au cas du code mobile. G�en�eralement, ces analyses sont des variations
de celle que Denning d�ecrit dans [26]. Elles reposent donc sur l'id�ee d'abs-
traire le code con�dentiel par une unique valeur, comme nous venons de
le faire. On peut consid�erer qu'une telle analyse statique associe �a chaque
programme param�etr�e une valeur abstraite d'un domaine abstrait, et qu'il
est possible de d�eterminer si une valeur abstraite r�ev�ele de l'information
con�dentielle, autrement dit, r�ev�ele une d�ependance relativement aux pa-
ram�etres. L'observation abstraite peut alors être construite �a partir de ces
valeurs abstraites. La question qui se pose est �nalement d'approcher cette
observation abstraite en utilisant une repr�esentation �nie.

Dans la seconde partie du chapitre, nous nous int�eressons �a la question
du con�nement. Il s'agit de v�eri�er que les ressources �a prot�eger sont con�-
n�ees dans l'environnement local. C'est une propri�et�e indispensable pour le
contrôle des acc�es, qui compl�ete le contrôle de l'usage des ressources dans le
code local, et signi�e que le code mobile ne peut pas acc�eder directement,
sans contrôle, aux ressources.
Nous utilisons un langage enrichi par des r�ef�erences, permettant de manipu-
ler des objets en m�emoire ; il devient aussi typ�e, a�n de distinguer les objets
en m�emoire des fonctions. Grâce aux r�ef�erences, il est possible de d�e�nir
pour chaque type un combinateur de point �xe3, ce qui est impossible dans

3On proc�ede ainsi pour un type fonctionnel C = A ! B . Le combinateur de point �xe
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le � -calcul typ�e, o�u tous les programmes terminent. Le langage reste donc
su�samment expressif. La s�emantique op�erationnelle du langage est d�e�nie
par une relation de r�eduction entre con�gurations, form�ees chacune d'une
description de l'�etat de la m�emoire et d'un terme de contrôle.
Comme annonc�e, ce langage est annot�e de mani�ere �a pouvoir retrouver l'ori-
gine de chaque op�erateur, information indispensable pour v�eri�er le con�ne-
ment. Il est alors possible de d�e�nir la fronti�ere d'interaction entre le code
mobile et le code local lors de l'ex�ecution : un terme apparâ�t �a la fronti�ere
dans une con�guration s'il est l'argument d'un op�erateur d'origine di��erente,
ou le contenu d'une r�ef�erence d'origine di��erente. Notre premi�ere tâche est
de caract�eriser par leur type les termes apparaissant �a la fronti�ere lors d'une
ex�ecution. Pr�ecis�ement, �a partir de l'ensemble des types apparaissant �a la
fronti�ere dans une con�guration initiale, nous montrons comment calculer un
ensemble de types frontaliers qui contient l'ensemble des types apparaissant
�a la fronti�ere dans toute con�guration ult�erieure. Ce r�esultat s'applique alors
naturellement au probl�eme du con�nement pour le code mobile. Comme nous
mod�elisons l'ex�ecution du code mobile dans son environnement par l'appli-
cation du programme mobile, fonction �a un argument, �a l'environnement
local, il vient qu'initialement seul l'environnement local est �a la fronti�ere,
si bien qu'il est possible d'obtenir de l'ensemble des types apparaissant �a la
fronti�ere une majoration calcul�ee �a partir du type de l'environnement local.
D�e�nissons maintenant un type con�n�e : un type est con�n�e dans l'environ-
nement local si le code mobile n'op�ere pas directement sur une valeur de
ce type provenant du code local. Pour qu'un type soit con�n�e, il su�t qu'il
ne puisse apparâ�tre �a la fronti�ere, ce qui donne en utilisant la majoration
obtenue le crit�ere suivant :

si un type n'apparâ�t dans le type de l'environnement ni en une
occurrence positive, ni sous la garde du constructeur des types
de r�ef�erences, alors il est con�n�e dans l'environnement local.

Ce r�esultat, nouveau, r�esout une question pos�ee par Leroy et Rouaix dans
[49, x5.1, p. 397]. Il est optimal, puisqu'il donne la condition la plus faible
possible �a partir des types. En e�et, nous montrons que si un typeA appa-
râ�t dans un type donn�e L en une occurrence positive, ou sous la garde du

est d�e�ni sous la forme du contenu d'une r�ef�erence :

let Ref(( C ! C) ! C) Y = aRef(( C ! C ) ! C ) in
set(Y; �f : C ! C: � (f (get(Y ) f ))) ; get( Y ) ;

o�u aA est une valeur par d�efaut de type A, set(l; e) a�ecte e �a l , get(l ) lit le contenu
de l , let A x = a in e d�eclare et initialise x �a a de type A dans e et en�n � (f ) r�ealise
l' � -expansion de f .
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constructeur des types de r�ef�erences, alors il existe un environnement local
de type L et un programme mobile tels que le code mobile peut op�erer sur
une valeur de typeA provenant du code local.
Donnons quelques exemples de telles attaques ou coop�erations.
Si L = ( A ! B ) ! C, le code mobile passe �a l'environnement local une
fonction r�ealisant l'acc�es, �a laquelle l'environnement transmet la valeur de
type A.
Si L = Ref( A) ! B , le code mobile transmet une r�ef�erence, �a laquelle l'envi-
ronnement a�ecte une valeur de typeA, qui devient disponible pour le code
mobile.
Si L = Ref( A ! B ), l'exercice est plus di�cile. L'environnement a�ecte �a
la r�ef�erence qu'il rend accessible, not�ee l , une fonction particuli�ere, not�ee
f : celle-ci commence par lire le contenu del, qui est une fonction, puis lui
passe une valeur de typeA. Tant que le contenu del est f , cette fonction ne
termine donc en aucun argument. Quant au code mobile, il lit le contenu de
l, obtient f , a�ecte �a l une fonction r�ealisant l'acc�es �a l'argument de type
A, et applique �nalement f �a un argument quelconque : le contenu del, soit
maintenant la fonction d'acc�es provenant du code mobile, re�coit une valeur
de type A d'origine le code local.
Revenons maintenant �a la question du contrôle des acc�es. Comme nous
l'avons vu en introduction, les acc�es aux ressources peuvent être contrô-
l�es d'une part en encapsulant dans les ressources les fonctions de contrôles,
d'autre part

{ en con�nant au code local les ressources �a prot�eger
{ et en instrumentant le code local, de mani�ere �a contrôler l'usage des

ressources �a prot�eger.
C'est �evidemment cette seconde voie qui nous int�eresse. Dans un premier
temps, nous cherchons �a v�eri�er qu'�etant donn�e un programme instrument�e,
l'instrumentation du code est correctement e�ectu�ee. Nous posons initiale-
ment cette question de mani�ere g�en�erale, sans nous pr�eoccuper de la distinc-
tion entre le code local et le code mobile, si bien qu'il s'agit de d�eterminer
si l'ex�ecution d'un programme v�eri�e la propri�et�e suivante :

le code non instrument�e n'acc�ede jamais �a une ressource devant
être prot�eg�ee.

Nous ne nous int�eressons pas �a la mani�ere dont le code est instrument�e, ni
par cons�equent �a la nature de la politique de s�ecurit�e que l'instrumentation
applique. Comme les ressources sont mod�elis�ees dans notre langage par des
valeurs, et les fonctions d'acc�es par des destructeurs, la propri�et�e pr�ec�edente
peut se formuler plus pr�ecis�ement ainsi :
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une valeur devant être prot�eg�ee n'est jamais d�etruite par un des-
tructeur non instrument�e.

Syntaxiquement, il est donc n�ecessaire de pouvoir distinguer les op�erateurs �a
prot�eger ou instrument�es de ceux qui ne le sont pas. Aussi introduisons-nous
deux �etiquettes, ? et > , auxquelles nous attribuons la signi�cation suivante,
selon qu'elles annotent un constructeur ou un destructeur :

constructeur destructeur

? pas de protection pas d'instrumentation
> protection instrumentation

La propri�et�e s'�enonce �nalement ainsi :

un destructeur �etiquet�e par ? n'est jamais appliqu�e �a une valeur
�etiquet�ee par > .

C'est par un syst�eme de types annot�es que nous imposons le respect de cette
propri�et�e : tout programme admettant un type dans ce syst�eme v�eri�e alors
la propri�et�e lors de son ex�ecution. Dans ce syst�eme, une valeur �a prot�eger
re�coit un type �etiquet�e par > , alors qu'une valeur ne n�ecessitant aucune
protection re�coit un type �etiquet�e par ? . De tels types �etiquet�es seront dits
s�ecuritaires. Ce syst�eme est pr�ecis�ement la restriction de celui du ®SLam
Calculus ¯ aux contrôles d'acc�es. Dans [34], Heintze et Riecke d�e�nissent
�egalement une relation de sous-typage, o�u tout type A? est un sous-type
de A> . C'est qu'en e�et le principe de substitution tel qu'il est �enonc�e par
Liskov et Wing dans [51,x1] s'applique. Consid�erons en e�et un programme
param�etr�e quelconque C[ ] : si pour tout valeur v de type A> , la propri�et�e
pr�ec�edente est v�eri��ee lors de l'ex�ecution de C[v], alors on peut en d�eduire
que pour toute valeur v de type A? , elle l'est �egalement.
Cette relation de sous-typage permet de reformuler la question du con�-
nement en utilisant le slogan ®convertir pour con�ner ¯ . Le programme
mobile est suppos�e typ�e dans le syst�eme des types classiques, sans anno-
tation, alors que l'environnement local est typ�e dans le syst�eme des types
s�ecuritaires ; cette dissym�etrie traduit la distinction entre le code mobile,
ind�e�ni, et le code local, �a disposition pour l'analyse. Remarquons alors
que le programme mobile est aussi typ�e dans le syst�eme des types s�ecuri-
taires, �a condition d'utiliser la seule �etiquette ? , puisqu'il ne contient pas
de ressources �a prot�eger et n'est pas instrument�e. En cons�equence, si le type
s�ecuritaire de l'environnement local n'utilise que l'�etiquette ? , l'application
du programme mobile �a l'environnement local admet aussi un type dans le
syst�eme des types s�ecuritaires, et la propri�et�e de con�nement est v�eri��ee. Si
le type de l'environnement local comporte des �etiquettes> , il est possible
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dans certains cas de les faire disparâ�tre en utilisant les r�egles de sous-typage.
Par exemple, si l'environnement local a pour typeA> , il est impossible de

supprimer l'�etiquette > , alors que s'il a pour type A> ?! B ? , il a aussi

pour type le sur-type A? ?! B ? , annot�e seulement par ? (en utilisant la
contravariance pour l'ensemble de d�epart). La connexion avec notre �etude
pr�ec�edente de la fronti�ere et du con�nement vient de la propri�et�e suivante
de la relation de sous-typage :

le type s�ecuritaire de l'environnement local peut être converti en
un type s�ecuritaire utilisant seulement l'�etiquette ? si et seule-
ment si tout type apparaissant dans le type de l'environnement
local en une occurrence positive ou sous la garde du constructeur
des types de r�ef�erences est �etiquet�e par ? .

On retrouve que le contrôle des acc�es repose d'une part sur l'instrumentation
du code local, d'autre part sur une forme de con�nement, puisque la der-
ni�ere propri�et�e implique que les types �a prot�eger sont con�n�es. C'est cette
connexion qui est int�eressante, puisqu'elle formalise l'intuition qu'un type
d�e�nit une fronti�ere.

Terminologie Par la suite, nous allons souvent rencontrer des traductions
entre deux ensembles, par exemple une interpr�etation abstraite permettant
de passer d'un ensemble concret �a un ensemble abstrait. Ces ensembles en
correspondance ne viennent pas seuls, mais munis de fonctions ou de rela-
tions, et nous nous int�eressons �a leur transfert d'un ensemble �a l'autre par
la traduction. Dans un contexte alg�ebrique, la notion de morphisme est in-
troduite par exemple pour exprimer une compatibilit�e entre la traduction
et les op�erations. Voici une description rapide de notre terminologie pour ce
genre de correspondances, dans le cas d'une propri�et�e.
On consid�ere deux ensembles disjointsE et F , et une propri�et�e P, identi��ee
par son extension, d�e�nie sur la r�eunion de E et F . On note PE l'intersection
de P et E , PF l'intersection de P et F . Soit ' l'application de E dans F
r�ealisant la traduction. On dira que :

{ ' pr�eserve P, ou P est stable par ' , si ' (PE ) � PF ,
{ P est densepour ' si PF � ' (PE ),
{ ' conserveP si ' (PE ) = PF ,
{ ' est ad�equate pour P si ' � 1(PF ) � PE ,
{ ' est compl�etement ad�equate pour P si ' � 1(PF ) = PE .

Les trois premi�eres d�e�nitions suivent la terminologie utilis�ee pour les points
�xes (pr�e et post). Les deux derni�eres suivent la terminologie utilis�ee en
logique pour d�e�nir le rapport entre un calcul syntaxique (pour d�emontrer)
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et la s�emantique (pour signi�er) : on calcule dans F , on signi�e dans E,
ce qui est typiquement le cas lorsqu'on' correspond �a une interpr�etation
abstraite du domaine concretE vers le domaine abstraitF .

3.1 Un crit�ere abstrait de con�dentialit�e

Nous nous int�eressons aux ux d'informations entre les ressources de
l'hôte et le code mobile. Pr�ecis�ement, nous cherchons �a caract�eriser les en-
vironnements garantissant la con�dentialit�e des ressources qu'ils prot�egent.
Notre point de d�epart est plus g�en�eral, puisque nous commen�cons par �etu-
dier la question de la d�ependance : il s'agit de caract�eriser les programmes
param�etr�es dont le r�esultat observable d�epend de leurs param�etres. �A cette
�n, nous introduisons un langage �a deux niveaux, l'un public, correspondant
au code du programme param�etr�e, l'autre priv�e, correspondant au code des
termes rempla�cant les param�etres. C'est son interpr�etation abstraite qui va
nous servir �a caract�eriser abstraitement tout d'abord la d�ependance, puis
la con�dentialit�e. L'interpr�etation abstraite consiste �a interpr�eter le niveau
priv�e trivialement, par une seule valeur. Rappelons en�n que cette �etude est
men�ee �a partir du � -calcul paresseux, avec appel par valeur.

3.1.1 Un langage �a deux niveaux

Ajoutons au � -calcul un second niveau : le premier niveau correspond au
code public, le second au code priv�e, au sens o�u sa con�dentialit�e doit être
assur�ee. La syntaxe du langage est enrichie par un op�erateur permettant de
transformer du code priv�e en code public ; plus pr�ecis�ement, pour faciliter
l'expression de la s�emantique op�erationnelle, deux versions de cet op�erateur
sont utilis�ees, la premi�ere, not�ee � r , permettant de convertir n'importe quel
terme priv�e en un terme public, qui, une fois clos, donne un radical, la se-
conde, not�ee � v , permettant de convertir n'importe quelle abstraction priv�ee
en un terme public, qui, une fois clos, donne une valeur.

La syntaxe du � -calcul �a deux niveaux est d�e�nie par la grammaire
suivante :

e ::= x j �x e j e ej � r (e) j � v(�x e ) :

Il est important de remarquer que seuls les op�erateurs de conversion les plus
ext�erieurs importent : ils marquent la limite entre le code public et le code
priv�e. On note � 2 l'ensemble des termes �a deux niveaux, et �02 l'ensemble
des programmes �a deux niveaux.
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La s�emantique op�erationnelle est d�e�nie en distinguant deux niveaux, par
une relation de r�eduction pour le code public, par une relation d'�evaluation
pour le code priv�e ; on la formule cependant en donnant directement le r�e-
sultat de l'ex�ecution, comme on l'a vu dans la table 2.11 (p. 136) pour le
� -calcul simple. Quelques notions usuelles sont indispensables.
On ajoute �a la d�e�nition habituelle d'une substitution qu'elle commute avec
� r et � v : si � est une substitution, on a ainsi

� r (e)[� ] = � r (e[� ]) ;

� v(�x e )[� ] = � v(( �x e )[� ]) :

Une valeur est ou bien une abstraction close publique, ou bien la conversion
publique d'une abstraction close priv�ee :

v ::= �x e j � v(�x e ) ;

o�u �x e est une abstraction close. On noteV 2 l'ensemble des valeurs.
Un radical est ou bien l'application d'une valeur �a une autre valeur, ou bien
la conversion publique d'un programme priv�e :

r ::= v v j � r (e) ;

o�u e est un programme.
Un contexte de r�eduction se construit autour de la place, en appliquant des
valeurs, ou en passant des arguments :

E ::= � j v E j E e ;

o�u e est un programme.
Comme d'habitude, tout programme peut se d�ecomposer de mani�ere unique
en une valeur ou un radical plac�e dans un contexte de r�eduction : sie est
un programme, ou bien c'est une valeur, ou bien il existe un unique radical
r et un unique contexte de r�eduction E tel que e = E[r ] (E [r ] abr�egeant
E [r=� ]).
En�n, un r�esultat d'�evaluation est soit une valeur, soit la divergence ; on
distingue deux valeurs de divergence, une par niveau, not�ees? pour le code
public, � v(? ) pour le code priv�e, entendue comme la conversion publique de
la divergence du code priv�e :

� ::= v j ? j � v(? ) :
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Il est utile de d�e�nir la traduction du � -calcul �a deux niveaux permettant
d'e�acer les conversions et donc d'abolir les niveaux. Cette application, not�ee
T 2! 1, est d�e�nie r�ecursivement par les �equations suivantes :

T 2! 1(x) = x ;

T 2! 1(�x e ) = �x T 2! 1(e) ;

T 2! 1(f e ) = T 2! 1(f ) T 2! 1(e) ;

T 2! 1(� r (e)) = T 2! 1(e) ;

T 2! 1(� v(�x e ))) = T 2! 1(�x e ) :

La fonction de traduction T 2! 1 est �etendue aux r�esultats d'�evaluation par
T 2! 1(? ) = ? et T 2! 1(� v(? )) = ? . On remarque que la fonction de tra-
duction T 2! 1 commute avec les substitutions, puisque pour tous termese1

et e2 et toute variable x, on a :

T 2! 1(e1[e2=x]) = T 2! 1(e1)[T 2! 1(e2)=x] :

Elle traduit aussi une valeur en une valeur, un contexte de r�eduction en un
contexte de r�eduction et un radical di��erent de � r (�x e ) en un radical. Par
la suite, on utilisera ces propri�et�es sans mention.
La relation d'�evaluation, not�ee +2 , qui associe �a un programme un r�esultat
d'�evaluation, est d�e�nie par le syst�eme d'inf�erence de la table 3.1 (p. 196),
pour lequel une interpr�etation mixte est utilis�ee ; elle s'appuie sur la relation
d'�evaluation du � -calcul simple, toujours not�ee + . Les r�egles se r�epartissent
en trois groupes :

{ les r�egles [VAL], [ � +] et [ � � ] correspondent �a celles du� -calcul simple,
�etudi�e pr�ec�edemment,

{ les r�egles [PRIV/ � +] et [PRIV/ � � ] correspondent �a l'application �a
un argument d'une abstraction priv�ee, application publique donnant
un r�esultat priv�e,

{ les r�egles [PRIV/CONV+], [PRIV/CONV{] et [PRIV/DIV] corres-
pondent �a l'ex�ecution du code priv�e.

Quelques r�esultats concernant la s�emantique op�erationnelle nous seront utiles.
On montre tout d'abord que la relation d'�evaluation se pr�eserve par e�ace-
ment des niveaux, puis que la relation d'�evaluation est d�eterministe et totale.

3.1.1 Proposition (Lemme de l'e�acement)
Soit e un programme �a deux niveaux s'�evaluant en� :

e +2 � :
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;
[VAL]

v +2 v
(v 2 V 2)

+ E [a[v=x]] +2 �
[� +]

E [(�x a ) v] +2 �

�
� 6= ?
v 2 V 2

�

� E [a[v=x]] +2 ?
[� � ]

E [(�x a ) v] +2 ?
(v 2 V 2)

+ E [� r (a[v=x])] +2 �
[PRIV/ � +]

E [� v(�x a ) v] +2 �

�
� 6= ?
v 2 V 2

�

� E [� r (a[v=x])] +2 ?
[PRIV/ � � ]

E [� v(�x a ) v] +2 ?
(v 2 V 2)

+ E [� v(�x a )] +2 �
[PRIV/CONV+]

E [� r (e)] +2 �

�
� 6= ?
T 2! 1(e) + �x a

�

� E [� v(�x a )] +2 ?
[PRIV/CONV{]

E [� r (e)] +2 ?
(T 2! 1(e) + �x a )

;
[PRIV/DIV]

E [� r (e)] +2 � v(? )
(T 2! 1(e) + ? )

Tab. 3.1 { S�emantique op�erationnelle du langage �a deux niveaux
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Alors sa traduction dans le� -calcul simpleT 2! 1(e) s'�evalue en la traduction
de � , T 2! 1(� ) :

T 2! 1(e) + T 2! 1(� ) :

D�emonstration
Pour tout couple (e; � ) tel que e +2 � , on construit une preuve de

T 2! 1(e) + T 2! 1(� )

en r�esolvant un syst�eme d'�equations r�ecursives, d'inconnues (X (e;� ) )(e;� )je+2 � .
Pour faciliter une description g�en�erique des �equations, on note � + un r�esul-
tat d'ex�ecution �egal �a une valeur, et � � une valeur de divergence,? ou
� v(? ). L'indice ®+ ¯ ou ®� ¯ se r�ef�ere �a l'interpr�etation mixte du syst�eme
et indique la contrainte portant sur le pro�l de la preuve de la pr�emisse,
®+ ¯ pour une preuve bien fond�ee,®� ¯ pour une preuve in�nie en profon-
deur. On d�ecrit dans la table 3.2 (p. 197) l'�equation associ�ee �a X (e;� � ) en
fonction de la d�ecomposition dee soit en une valeur, soit en un radical dans
un contexte de r�eduction ; on a not�e dans cette table � un �el�ement de la paire
f + ; �g . �A cause de l'�equation 3.1, le syst�eme n'est pas gard�e ; montrons qu'il

X (v;v) =
;

T 2! 1(v) + T 2! 1(v)
(v 2 V 2)

X (E [( �x a ) v];� � ) =
� X (E [a[v=x]];� � )

T 2! 1(E [(�x a ) v]) + T 2! 1(� � )

X (E [� v (�x a ) v];� � ) =
� X (E [� r (a[v=x])] ;� � )

T 2! 1(E [� v(�x a ) v]) + T 2! 1(� � )

X (E [� r (a)] ;� � ) =

8
><

>:

X (E [� v (T 2! 1 (a))] ;� � ) si T 2! 1(a) 2 V (3.1)

� X (E [� r (a0)] ;� � )

T 2! 1(E [� r (a)]) + T 2! 1(� � )

sinon
(T 2! 1(a) ! a0)

Tab. 3.2 { D�em. prop. 3.1.1

est cependant �equivalent �a un syst�eme gard�e.
Dans ce but, d�e�nissons une relation entre programmes �a deux niveaux,
not�ee rv! , par :

e rv! e0 def
, 9 E; a :

0

@
e = E[� r (a)]
e0 = E[� v(T 2! 1(a))]
T 2! 1(a) 2 V

1

A :
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Remarquons que cette relation est d�eterministe : en cons�equence, �a chaque
programme e �a deux niveaux, on peut associer l'unique trace suivant la re-
lation rv! commen�cant en e. Pour montrer que le syst�eme d'�equations est
�equivalent �a un syst�eme gard�e, il su�t de montrer que la relation rv! ter-
mine.
On montre par r�ecurrence sur le terme e que si e est un programme, alors
la trace suivant rv! associ�ee �a e est �nie.
Soit e un programme.
Si e est une valeur, aucune r�eduction n'est possible.
Supposonse = E[r ], ou E est un contexte de r�eduction et r un radical, et
examinons les di��erents cas pour E .
� E = �
S'il existe un programme a tel que r vaut � r (a) et T 2! 1(a) 2 V , alors e se
r�eduit par rv! en � v(T 2! 1(a)), qui ne se r�eduit pas.
Sinon, e ne se r�eduit pas.
� E = v1 E2

Par l'hypoth�ese de r�ecurrence, la trace associ�ee �a E2[r ] suivant rv! se termine
par un programmee2. On constate que la trace associ�ee �ae se termine alors
par v1 e2.
� E = E1 e2

Par l'hypoth�ese de r�ecurrence, la trace associ�ee �a E1[r ] suivant rv! se termine
par un programme e1. Il s'ensuit que e se r�eduit par rv! en e1 e2.
Si e1 n'est pas une valeur, alorse1 e2 ne peut pas se r�eduire, puisque sinon,
e1 se r�eduirait.
Si e1 est une valeur, on raisonne comme pr�ec�edemment. Par l'hypoth�ese de
r�ecurrence, la trace associ�ee �a e2 suivant rv! se termine par un programme
e0

2. On constate que la trace associ�ee �ae se termine alors pare1 e0
2.

Le syst�eme d'�equations est donc �equivalent �a un syst�eme gard�e. Le sys-
t�eme �equivalent est quasi-uniforme et compatible avec le syst�eme d'inf�e-
rence d�e�nissant les r�esultats d'ex�ecution (cf. tab.2.11 (p. 136)) pour le
� -calcul simple : d'apr�es la proposition 1.2.4 (p. 75)), pour tout couple
(e; � ) tel que e +2 � , la valeur de la solution en X (e;� ) est une preuve de
T 2! 1(e) + T 2! 1(� ).
x

Montrons maintenant que la relation d'�evaluation +2 est d�eterministe.

3.1.2 Proposition (D�eterminisme de l'�evaluation)
Soient e un programme �a deux niveaux,� 1 et � 2 deux r�esultats d'�evaluation.
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Si e s'�evalue en � 1 et en � 2, alors les r�esultats � 1 et � 2 sont �egaux :

e +2 � 1 e +2 � 2

� 1 = � 2
:

D�emonstration
Supposonse +2 � 1 et e +2 � 2.
Montrons tout d'abord que si � 1 est di��erent de ? , alors � 1 = � 2.
Supposons� 1 6= ? . On remarque tout d'abord que le jugemente +2 � 1 est
valid�e par une preuve bien fond�ee, utilisant les r�egles [VAL], [ � +], [PRIV/ � +],
[PRIV/CONV+] et [PRIV/DIV]. Pour montrer l'�egalit�e, il su�t alors de rai-
sonner par r�ecurrence structurelle sur la preuve bien fond�ee dee +2 � 1 : c'est
imm�ediat.
Supposons� 1 = ? . Raisonnons par l'absurde. Si� 2 6= ? , par le r�esultat
pr�ec�edent, � 1 = � 2, contradiction.
x

En�n, montrons que la relation d'�evaluation est totale.

3.1.3 Proposition (Totalit�e de l'�evaluation)
Tout programme admet un r�esultat d'ex�ecution :

8 e 2 � 0
2 : 9 � : e +2 � :

D�emonstration
R�epartissons les programmes en deux ensembles, d'une part ceux qui ad-
mettent un r�esultat d'ex�ecution di��erent de ? , d'autre part ceux qui n'en
admettent pas. Soit D ce dernier ensemble :

D
def
= f e 2 � 0

2 j : (9 � : � 6= ? ^ e +2 � )g :

Pour tout programme e de D, on va construire une preuve de

e +2 ?

en r�esolvant un syst�eme d'�equations r�ecursives, d'inconnues (X e)e2 D , ce qui
permettra de conclure.
Soit e un programme de D. N�ecessairement, e peut se d�ecomposer en un
radical dans un contexte de r�eduction. Le radical peut être d'une des trois
formes suivantes :

(�x a ) v ;
� v(�x a ) v ;
� r (a) :
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Dans le troisi�eme cas, n�ecessairementT 2! 1(a) est convergent, sinone s'�eva-
luerait en � v(? ).
D�ecrivons maintenant les �equations du syst�eme, suivant les di��erentes d�e-
compositions possibles, correspondant respectivement aux r�egles d'inf�erence
[� � ], [PRIV/ � � ] et [PRIV/CONV{] :

X E [(�x a ) v] =
� X E [a[v=x]]

E[(�x a ) v] +2 ?
;

X E [� v (�x a ) v] =
� X E [� r (a[v=x])]

E[� v(�x a ) v] +2 ?
;

X E [� r (a)] =
� X E [� v (�x b )]

E[� r (a)] +2 ?
(T 2! 1(a) + �x b ) :

V�eri�ons que les �equations sont bien form�ees. Elles ont toutes la forme

X e =
� X e0

e +2 ?
:

Dans chaque cas, on peut constater que sie0 s'�evalue en un r�esultat di��erent
de ? , il en est de même dee, soit en contraposant, sie appartient �a D , alors
e0 aussi.
En�n, ce syst�eme d'�equations est quasi-uniforme et compatible avec le sys-
t�eme d'inf�erence d�e�nissant les r�esultats d'ex�ecution (cf. tab.3.1 (p. 196)) :
d'apr�es la proposition 1.2.4 (p. 75)), pour tout programme e de D, la valeur
de la solution enX e est une preuve dee +2 ? .
x

Nous allons maintenant interpr�eter le niveau priv�e abstraitement. Pr�eci-
s�ement, nous allons interpr�eter tout terme � r (e) par � r , et tout terme � v(�x e )
par � v . La syntaxe du langage abstrait est donc d�e�nie par la grammaire sui-
vante :

e ::= x j �x e j e ej � r j � v :

La s�emantique op�erationnelle abstraite se d�e�nit comme pr�ec�edemment en
distinguant deux niveaux, par une relation de r�eduction pour le code public,
par une relation d'�evaluation maintenant triviale pour le code priv�e. Nous
reprenons la description r�ealis�ee pour le langage concret �a deux niveaux.
On ajoute �a la d�e�nition habituelle d'une substitution l'invariance de � r et
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� v ; si � est une substitution, on a ainsi

� r [� ] = � r ;

� v [� ] = � v :

Une valeur est ou bien une abstraction close publique, ou bien la valeur
abstraite � v :

v ::= �x e j � v :

On note V A l'ensemble des valeurs.
Un radical est ou bien l'application d'une valeur �a une autre valeur, ou bien
le radical abstrait � r :

r ::= v v j � r :

Un contexte de r�eduction se construit autour de la place, en appliquant des
valeurs, ou en passant des arguments :

E ::= � j v E j E e ;

o�u e est un programme.
Comme d'habitude, tout programme peut se d�ecomposer de mani�ere unique
en une valeur ou un radical plac�e dans un contexte de r�eduction : sie est
un programme, ou bien c'est une valeur, ou bien il existe un unique radical
r et un unique contexte de r�eduction E tel que e = E[r ] (E [r ] abr�egeant
E [r=� ]).
En�n, un r�esultat d'�evaluation est soit une valeur, soit la divergence ; on
distingue deux valeurs de divergence, une par niveau, not�ees? pour le code
public, � v(? ) pour le code priv�e, entendue comme la conversion publique de
la divergence du code priv�e :

� ::= v j ? j � v(? ) :

La relation d'�evaluation, not�ee +A , qui associe �a un programme un r�esultat
d'�evaluation, est d�e�nie par le syst�eme d'inf�erence de la table 3.3 (p. 202),
pour lequel une interpr�etation mixte est utilis�ee ; il s'agit de l'interpr�eta-
tion abstraite des r�egles du syst�eme d'inf�erence de la table 3.1 (p. 196),
d�e�nissant la s�emantique op�erationnelle concr�ete. L'interpr�etation abstraite
rend la relation d'�evaluation non d�eterministe. Ainsi, le radical abstrait � r

s'�evalue par la r�egle [PRIV/CONV+] (et la r�egle [VAL]) en � v , et par la
r�egle [PRIV/DIV] en � v(? ) ; il en est de même de l'application � v v, qui
s'�evalue comme � r par la r�egle [PRIV/ � +]. Les deux propositions suivantes
permettent de pr�eciser la nature du non-d�eterminisme. Si l'on s'int�eresse aux
seules valeurs, la relation d'�evaluation est d�eterministe.
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;
[VAL]

v +A v
(v 2 V A )

+ E [a[v=x]] +A �
[� +]

E [(�x a ) v] +A �

�
� 6= ?
v 2 V A

�

� E [a[v=x]] +A ?
[� � ]

E [(�x a ) v] +A ?
(v 2 V A )

+ E [� r ] +A �
[PRIV/ � +]

E [� v v] +A �

�
� 6= ?
v 2 V A

�

� E [� r ] +A ?
[PRIV/ � � ]

E [� v v] +A ?
(v 2 V A )

+ E [� v ] +A �
[PRIV/CONV+]

E [� r ] +A �
(� 6= ? )

� E [� v ] +A ?
[PRIV/CONV{]

E [� r ] +A ?

;
[PRIV/DIV]

E [� r ] +A � v(? )

Tab. 3.3 { S�emantique op�erationnelle abstraite du langage �a deux niveaux
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3.1.4 Proposition (
�Evaluation abstraite :
D�eterminisme pour les valeurs

)

Soient e un programme abstrait �a deux niveaux,v1 et v2 deux valeurs abs-
traites. Si e s'�evalue en v1 et en v2, alors les valeursv1 et v2 sont �egales :

e +A v1 e +A v2

v1 = v2
(v1; v2 2 V A ) :

D�emonstration
On remarque tout d'abord que les jugementse +A v1 et e +A v2 sont valid�es
par des preuves bien fond�ees, utilisant les r�egles [VAL], [� +], [PRIV/ � +] et
[PRIV/CONV+]. Pour montrer l'�egalit�e, il su�t de raisonner par r�ecurrence
structurelle sur la preuve bien fond�ee dee +A v1 : c'est imm�ediat.
x

Un programme abstrait ou bien converge (vers une valeur), ou bien diverge
publiquement, ces deux possibilit�es s'excluant.

3.1.5 Proposition (
�Evaluation abstraite :
D�eterminisme et totalit�e hors divergence en priv�e

)

Soit e un programme abstrait �a deux niveaux. Alors e converge vers une
valeur si et seulement sie ne diverge pas publiquement :

9 v 2 V A : e +A v , : (e +A ? ) :

D�emonstration
� 9 v 2 V A : e +A v ) : (e +A ? )
Soit v une valeur telle quee +A v. Il est facile de montrer par r�ecurrence
structurelle sur la preuve bien fond�ee dee +A v que : (e +A ? ).
� : (e +A ? ) ) 9 v 2 V A : e +A v
On contrapose. Soit D l'ensemble des programmese tels que pour toute
valeur v, on ait : (e +A v). Pour tout programme e de D, on construit une
preuve de

e +A ?

en r�esolvant un syst�eme d'�equations r�ecursives, d'inconnues (X e)e2 D .
Comme par d�e�nition, tout programme de D se d�ecompose en un radical
dans un contexte de r�eduction, nous pouvons d�ecrire les �equations de ce
syst�eme suivant les di��erentes d�ecompositions possibles, correspondant aux
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r�egles d'inf�erence [� � ], [PRIV/ � � ] et [PRIV/CONV{] :

X E [(�x a ) v] =
� X E [a[v=x]]

E[(�x a ) v] +A ?
;

X E [� v v] =
� X E [� r ]

E[� v v] +A ?
;

X E [� r ] =
� X E [� v ]

E[� r ] +A ?
:

V�eri�ons que les �equations sont bien form�ees. Elles ont toutes la forme

X e =
� X e0

e +A ?
:

Dans chaque cas, on peut constater que sie0 s'�evalue en une valeur, il en est
de même dee, soit en contraposant, sie appartient �a D ,alors e0 aussi.
En�n, ce syst�eme d'�equations est quasi-uniforme et compatible avec le sys-
t�eme d'inf�erence d�e�nissant les r�esultats d'ex�ecution abstraits (cf. tab.3.3
(p. 202)) : d'apr�es la proposition 1.2.4 (p. 75)), pour tout programme e de
D, la valeur de la solution enX e est une preuve dee +A ? .
x

Ces deux derni�eres propositions permettent de distinguer di��erents cas pour
l'observation des r�esultats d'un programme abstrait �a deux niveaux. Avant
de les �enoncer, introduisons une notation utile pour la relation d'�evalua-
tion, permettant de d�ecrire l'ensemble des r�esultats d'�evaluation de tout
programme abstrait e :

e +A f � 0; : : : ; � n� 1g
def
, 8 � : e +A � , (9 i < n : � = � i ) :

�Etant donn�e un programme abstrait e, il est facile de voir que les r�esultats
de son ex�ecution v�eri�ent une et une seule des trois propri�et�es suivantes :

{ [ > ] : le programmeconverge uniform�ement (vers une unique valeur) :

9 ! v 2 V A : e +A f vg;

{ [ ? ] : le programmediverge uniform�ement :

(e +A f?g ) _ (e +A f? ; � v(? )g) ;

{ [�] : le programme d�epend de � r (ou converge et diverge en priv�e) :

9 v 2 V A : e +A f v; � v(? )g:
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Donnons quelques exemples. N'importe quel programme convergent du� -
calcul simple, c'est-�a-dire form�e de code public uniquement, v�eri�e la pro-
pri�et�e [ > ] ; de même, n'importe quel programme divergent du� -calcul simple,
v�eri�e la propri�et�e [ ? ] ; si 
 est un tel programme, alors ( �x 
) � r s'�evalue
en ? et � v(? ), et v�eri�e donc la propri�et�e [ ? ] ; en�n, � r , qui s'�evalue en � v

et � v(? ) v�eri�e la propri�et�e [�].
Par la suite, nous notons ainsi les trois propri�et�es pr�ec�edentes :

{ e +A [> ] : le programmee v�eri�e la propri�et�e [ > ],
{ e +A [? ] : le programmee v�eri�e la propri�et�e [ ? ],
{ e +A [�] : le programme e v�eri�e la propri�et�e [�].
Il nous reste �a �etablir la correspondance entre le langage �a deux niveaux

et son interpr�etation abstraite .
D�e�nissons tout d'abord par r�ecurrence structurelle la fonction d'interpr�e-
tation, not�ee T 2! A , transformant tout programme �a deux niveaux en un
programme abstrait, o�u le code priv�e a �et�e e�ac�e :

T 2! A (x) = x ;

T 2! A (�x e ) = �x T 2! A (e) ;

T 2! A (f e ) = T 2! A (f ) T 2! A (e) ;

T 2! A (� r (e)) = � r ;

T 2! A (� v(�x e )) = � v :

On �etend aussi cette fonction aux r�esultats d'ex�ecution de la mani�ere sui-
vante :

T 2! A (? ) = ? ;

T 2! A (� v(? )) = � v(? ) :

On remarque que la fonction d'interpr�etation commute avec les substitu-
tions, puisque pour tous termese1 et e2 et toute variable x, on a :

T 2! A (e1[e2=x]) = T 2! A (e1)[T 2! A (e2)=x] :

Elle interpr�ete aussi une valeur par une valeur, un contexte de r�eduction
par un contexte de r�eduction et un radical par un radical. Par la suite, on
utilisera ces propri�et�es sans mention.
La relation d'�evaluation est pr�eserv�ee par l'interpr�etation abstraite du lan-
gage �a deux niveaux, au sens donn�e par la proposition suivante.
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3.1.6 Proposition (
Interpr�etation abstraite :
Pr�eservation de la relation d'�evaluation

)

Soit e un programme �a deux niveaux admettant� pour r�esultat d'ex�ecution.
Alors l'interpr�etation abstraite de e admet l'interpr�etation abstraite de �
pour r�esultat d'ex�ecution :

e +2 �

T 2! A (e) +A T 2! A (� )
:

D�emonstration
Pour tout couple (e; � ) tel que e +2 � , on construit une preuve de

T 2! A (e) +A T 2! A (� )

en r�esolvant un syst�eme d'�equations r�ecursives, d'inconnues (X (e;� ) )(e;� )je+2 � .
Pour faciliter une description g�en�erique des �equations, on note � + un r�esul-
tat d'ex�ecution �egal �a une valeur ou �a � v(? ), et � � la valeur de divergence
? . L'indice ®+ ¯ ou ® � ¯ se r�ef�ere �a l'interpr�etation mixte du syst�eme
et indique la contrainte portant sur le pro�l de la preuve de la pr�emisse,
®+ ¯ pour une preuve bien fond�ee,®� ¯ pour une preuve in�nie en pro-
fondeur. On d�ecrit dans la table 3.4 (p. 207) l'�equation associ�ee �a X (e;� � )
en fonction de la d�ecomposition dee soit en une valeur, soit en un radical
dans un contexte de r�eduction ; on a not�e dans cette table � un �el�ement
de la paire f + ; �g . On v�eri�e ais�ement que ce syst�eme d'�equations gard�e
et quasi-uniforme est compatible avec le syst�eme d'inf�erence d�e�nissant les
r�esultats d'ex�ecution (cf. tab. 3.3 (p. 202)) pour le langage abstrait : d'apr�es
la proposition 1.2.4 (p. 75)), pour tout couple (e; � ) tel que e +2 � , la valeur
de la solution enX (e;� ) est une preuve deT 2! A (e) +A T 2! A (� ).
x

�Etudions une forme de r�eciproque, qui montre que toute �evaluation abstraite
est l'interpr�etation d'au moins une �evaluation concr�ete : autrement dit, la
relation d'�evaluation est dense pour l'interpr�etation abstraite. Examinons
trois cas, suivant le r�esultat de l'�evaluation abstraite.
Commen�cons par les valeurs.

3.1.7 Proposition (
Interpr�etation abstraite :
Densit�e de la relation d'�evaluation -
Cas des valeurs

)

Soit a un programme abstrait �a deux niveaux convergent vers une valeur
abstraite u :

a +A u (u 2 V A ) :
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X (v;v) =
;

T 2! A (v) +A T 2! A (v)
(v 2 V 2)

X (E [( �x a ) v];� � ) =
� X (E [a[v=x]];� � )

T 2! A (E [(�x a ) v]) +A T 2! A (� � )

X (E [� v (�x a ) v];� � ) =
� X (E [� r (a[v=x])] ;� � )

T 2! A (E [� v(�x a ) v]) +A T 2! A (� � )

X (E [� r (a)] ;� � ) =

8
>>>>><

>>>>>:

� X (E [� v (�x b )] ;� � )

T 2! A (E [� r (a)]) +A T 2! A (� � )
si T 2! 1(a) + �x b

;

T 2! A (E [� r (a)]) +A � v(? )
si T 2! 1(a) + ?

Tab. 3.4 { D�em. prop. 3.1.6

Alors il existe un programme concret �a deux niveauxc ayant pour interpr�e-
tation abstraite a et convergent vers une valeur concr�etev :

c +2 v (T 2! A (c) = a; v 2 V 2) :

D�emonstration
Soit pmax le programme d�e�ni dans la d�emonstration de la proposition 2.2.5
(p. 144), et v�eri�ant la propri�et�e suivante :

8 v 2 V : pmax v + pmax :

Ce programme est aussi une abstraction, qu'on note�z p .
Associons �a tout terme abstrait �a deux niveaux a un terme concret, not�e
T(a) et d�e�ni par r�ecurrence sur a ainsi :

T(x) = x ;

T(�x b ) = �x T (b) ;

T(a1 a2) = T(a1) T(a2) ;

T(� r ) = � r (pmax ) ;

T(� v) = � v(pmax ) :

Nous utiliserons par la suite quelques propri�et�es concernantT sans les men-
tionner. Tout d'abord, T commute avec les substitutions : pour tous termes
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abstraits a1 et a2, et toute variable x, on a T(a1[a2=x]) = T(a1)[T(a2)=x].
Ensuite, l'image par T d'une valeur abstraite est une valeur concr�ete, et
l'image d'un contexte de r�eduction abstrait est un contexte de r�eduction
concret.
Nous allons montrer par r�ecurrence sur la preuve dea +A u que

T(a) +2 T(u) :

Examinons les di��erents cas pour la r�egle concluant la preuve de

a +A u :

� [VAL]
La conclusion est l'axiomeu +A u. �Evidemment, T(u), qui est une valeur,
s'�evalue en T(u).
� [� +]
La preuve se termine par l'inf�erence suivante :

+ E [b[v=x]] +A u

E[(�x b ) v] +A u
:

On d�eduit de l'hypoth�ese de r�ecurrence que T(E [b[v=x]]) +2 T(u). Par la
r�egle [� +], on d�eduit que T(E [(�x b ) v]) +2 T(u).
� [PRIV/ � +]
La preuve se termine par l'inf�erence suivante :

+ E [� r ] +A u

E[� v v] +A u
:

On d�eduit de l'hypoth�ese de r�ecurrence

T(E [� r ]) +2 T(u) ;

soit
T(E)[� r (pmax )] +2 T(u) :

N�ecessairement, ce jugement est d�eduit par la r�egle [PRIV/CONV+] du
jugement

T(E)[� v(pmax )] +2 T(u) :

Posonsv0 = T 2! 1(T(v)).
Par la r�egle [PRIV/CONV+], on d�eduit du jugement pr�ec�edent le jugement

T(E)[� r (p[v0=z])] +2 T(u) ;
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puisque pmax v0, qui se r�eduit en p[v0=z], s'�evalue en pmax . Finalement, par
la r�egle [PRIV/ � +], on obtient

T(E)[� v(pmax ) T(v)] +2 T(u) :

� [PRIV/CONV+]
La preuve se termine par l'inf�erence suivante :

+ E [� v ] +A u

E[� r ] +A u
:

On d�eduit de l'hypoth�ese de r�ecurrence que T(E)[� v(pmax )] + T(u). Par la
r�egle [PRIV/CONV+], on obtient T(E)[� r (pmax )] + T(u).
x

Venons-en �a la divergence priv�ee.

3.1.8 Proposition (
Interpr�etation abstraite :
Densit�e de la relation d'�evaluation abstraite -
Cas de la divergence priv�ee

)

Soit a un programme abstrait �a deux niveaux divergent en priv�e :

a +A � v(? ) :

Alors il existe un programme concret �a deux niveauxc ayant pour interpr�e-
tation abstraite a et divergent en priv�e :

c +2 � v(? ) (T 2! A (c) = a) :

D�emonstration
Soit pmin un programme divergent, par exemple le programme (�x x x ) ( �x x x ).
Associons �a tout terme abstrait a un terme concret, not�e T(a) et d�e�ni par
r�ecurrence sur a ainsi :

T(x) = x ;

T(�x b ) = �x T (b) ;

T(f a ) = T(f ) T(a) ;

T(� r ) = � r (pmin ) ;

T(� v) = � v(�x pmin ) :

Nous utiliserons par la suite quelques propri�et�es concernantT, sans les men-
tionner. Tout d'abord, T commute avec les substitutions : pour tous termes
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abstraits a1 et a2, et toute variable x, on a T(a1[a2=x]) = T(a1)[T(a2)=x].
Ensuite, l'image par T d'une valeur abstraite est une valeur concr�ete, et
l'image d'un contexte de r�eduction abstrait est un contexte de r�eduction
concret.
Nous allons montrer par r�ecurrence sur la preuve dea +A � v(? ) que

T(a) +2 � v(? ) :

Examinons les di��erents cas pour la r�egle concluant la preuve de

a +A � v(? ) :

� [� +]
La preuve se termine par l'inf�erence suivante :

+ E [a[v=x]] +A � v(? )

E [(�x a ) v] +A � v(? )
:

On d�eduit de l'hypoth�ese de r�ecurrence que T(E [a[v=x]]) +2 � v(? ). Par la
r�egle [� +], on obtient T(E [(�x a ) v]) +2 � v(? ).
� [PRIV/ � +]
La preuve se termine par l'inf�erence suivante :

+ E [� r ] +A � v(? )

E [� v v] +A � v(? )
:

On d�eduit de l'hypoth�ese de r�ecurrence

T(E [� r ]) +2 � v(? ) ;

soit
T(E)[� r (pmin )] +2 � v(? ) :

Par la r�egle [PRIV/ � +], on obtient

T(E)[� v(�x pmin ) T(v)] +2 � v(? ) ;

soit
T(E [� v v]) +2 � v(? ) :

� [PRIV/CONV+]
La preuve se termine par l'inf�erence suivante :

+ E [� v ] +A � v(? )

E [� r ] +A � v(? )
:
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Par la r�egle [PRIV/DIV], on a directement T(E)[� r (pmin )] +2 � v(? ), puisque
pmin diverge.
� [PRIV/DIV]
La preuve se termine par l'inf�erence suivante :

;

E [� r ] +A � v(? )

Par la r�egle [PRIV/DIV], on a directement T(E)[� r (pmin )] +2 � v(? ), puisque
pmin diverge.
x

Terminons par la divergence publique.

3.1.9 Proposition (
Interpr�etation abstraite :
Densit�e de la relation d'�evaluation -
Cas de la divergence publique

)

Soit a un programme abstrait �a deux niveaux divergent publiquement :

a +A ? :

Alors il existe un programme concret �a deux niveauxc ayant pour interpr�e-
tation abstraite a et divergent publiquement :

c +2 ? (T 2! A (c) = a) :

D�emonstration
On r�eutilise la fonction T d�e�nie au d�ebut de la d�emonstration de la propo-
sition 3.1.7 (p. 206), v�eri�ant

T(� r ) = � r (pmax ) ;

T(� v) = � v(pmax ) :

On rappelle que pmax est le programme d�e�ni dans la d�emonstration de la
proposition 2.2.5 (p. 144), qu'il v�eri�e

8 v 2 V : pmax v + pmax ;

et qu'il est �egal �a une abstraction, qu'on note �z p .
Soit D l'ensemble des programmes abstraits divergents publiquement :

D
def
= f a 2 � 0

A j a +A ?g :
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Pour tout programme a de D, on va construire une preuve de

T(a) +2 ?

en r�esolvant un syst�eme d'�equations r�ecursives, d'inconnues (X a)a2 D , ce qui
permettra de conclure.
D�ecrivons les �equations du syst�eme, suivant les di��erentes d�ecompositions
possibles d'un programme deD, qui correspondent respectivement aux r�egles
d'inf�erence [� � ], [PRIV/ � � ] et [PRIV/CONV{] :

X E [(�x a ) v] =
� X E [a[v=x]]

T(E [(�x a ) v]) +2 ?
;

X E [� v v] =

� X E [� v ]

T(E)[� r (p[T(v)=z])] +2 ?

T(E)[� v(pmax ) T(v)] +2 ?

;

X E [� r (a)] =
� X E [� v (�x b )]

E[� r (a)] +2 ?
(T 2! 1(a) + �x b ) :

V�eri�ons que les �equations sont bien form�ees. Elles ont toutes la forme

X a =

� X a0
����

T(a) +2 ?

:

Dans chaque cas, on peut constater que sia0 s'�evalue en une valeur, il en
est de même dea, soit en contraposant et en utilisant la proposition 3.1.5
(p. 203), si a appartient �a D , alors a0 aussi.
En�n, ce syst�eme d'�equations est �equivalent �a un syst�eme quasi-uniforme et
compatible avec le syst�eme d'inf�erence d�e�nissant l'�evaluation concr�ete (cf.
tab.3.1 (p. 196)) : d'apr�es la proposition 1.2.4 (p. 75)), pour tout programme
a de D, la valeur de la solution enX a est une preuve deT(a) +2 ? .
x

Ainsi s'ach�eve la description de la correspondance entre le langage �a deux
niveaux et son interpr�etation abstraite. Comme l'interpr�etation conserve
l'�evaluation 4, il apparâ�t que cette correspondance est forte : comme le
d�evoilent les trois derni�eres d�emonstrations, elle repose sur la capacit�e de

4Au sens o�u la relation d'�evaluation est pr�eserv�ee par l'interpr�etation et dense pour
elle.
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l'�evaluation abstraite de simuler deux �evaluations concr�etes particuli�eres,
celle du programme donnant lieu �a une observation maximale et celle d'un
programme divergent. C'est sur cette correspondance que nous nous fondons
pour l'�etude de la con�dentialit�e.

3.1.2 Uniformit�e, d�ependance, con�dentialit�e

Nous commen�cons par nous int�eresser �a la question de savoir si le r�e-
sultat observable d'un programme d�epend de certains de ses sous-termes.
�A cette �n, nous mod�elisons un programme sous la forme d'un contexte
poss�edant des places, o�u se gre�ent les sous-termes en question : les places
rendent compte de la param�etrisation du programme. Par la suite, on appel-
lera un contexte servant �a une telle mod�elisation un programme param�etr�e,
et ses places, les param�etres. Pour d�eterminer si un programme param�etr�e
d�epend de ses param�etres, il su�t de faire varier les termes rempla�cant les
param�etres et d'enregistrer les r�esultats d'ex�ecution : si l'observation de ces
r�esultats r�ev�ele des variations, c'est que le programme param�etr�e d�epend
de ses param�etres. Nous menons cette �etude de la d�ependance en utilisant
le langage �a deux niveaux d�ecrit pr�ec�edemment, le programme param�etr�e
correspondant au code public, les termes rempla�cant les param�etres au code
priv�e ; l'interpr�etation abstraite nous permet de d�e�nir abstraitement la pro-
pri�et�e de d�ependance. Finalement, nous appliquons les r�esultats obtenus �a
la question de la con�dentialit�e lors de l'ex�ecution de code mobile.

Consid�erons deux nouveaux ensembles de places, (r� i ) i> 0 et ( v� j ) j> 0 ;
ces places seront appel�ees des param�etres. Dans un terme, un param�etre
r� i peut être remplac�ee par n'importe quel terme, alors qu'un param�etre
v� j peut uniquement être remplac�e par une abstraction. On associe �a toute
expressionC le terme param�etr�e aux n param�etres ( r� i ) i 2f 1;:::;n g et aux p
param�etres ( v� i ) i 2f 1;:::;pg, not�e C[n;p] : c'est l'application qui �a tout n-uplet
de termes (e1; : : : ; en ) et tout p-uplet d'abstractions (f 1; : : : ; f p) associe le
terme obtenu par la gre�e simultan�ee dans C de ei en chaque occurrence de
r� i pour tout i et de f j en chaque occurrence dev� j pour tout j . Un terme
param�etr�e est donc un contexte particulier, qui utilise comme places les
param�etres et restreint les possibilit�es de remplacement des param�etres. Un
programme param�etr�e C[n;p] est un terme param�etr�e clos (les param�etres ne
comptant pas comme des variables libres) dont le domaine de d�e�nition est
restreint aux familles de termes ((ei ) i ; (f j ) j ) telles queC[(ei ) i ; (f j ) j ] forme un
programme. Par la suite, on suppose toujours tacitement que les familles de
termes utilis�ees avec un programme param�etr�e appartiennent �a son domaine
de d�e�nition.
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Nous sommes maintenant en mesure de d�e�nir la propri�et�e de d�ependance,
comme n�egation d'une propri�et�e d'uniformit�e.

3.1.10 D�e�nition ( Programme param�etr�e : Uniformit�e et d�ependance )
Soit C[n;p] un programme param�etr�e. On dit que le programme param�etr�e
C[n;p] est

{ uniform�ement convergent, ce qu'on note C[n;p] + [> ], s'il converge
quels que soient les termes rempla�cant ses param�etres :

C[n;p] + [> ]
def
, 8 (ei ) i ; (f j ) j : 9 v 2 V : C[(ei ) i ; (f j ) j ] + v ;

{ uniform�ement divergent , ce qu'on note C[n;p] + [? ], s'il diverge quels
que soient les termes rempla�cant ses param�etres :

C[n;p] + [? ]
def
, 8 (ei ) i ; (f j ) j : C[(ei ) i ; (f j ) j ] + ? :

On dit que le programme param�etr�e C[n;p] d�epend de ses param�etres, ce qu'on
note C[n;p] + [�] , s'il n'est ni uniform�ement convergent, ni uniform�ement
divergent :

C[n;p] + [�]
def
,

�
9 (ei ) i ; (f j ) j ; (e0

i ) i ; (f 0
j ) j ; v 2 V :

C[(ei ) i ; (f j ) j ] + ? ^ C[(e0
i ) i ; (f 0

j ) j ] + v

�
:

Bien noter que les trois propri�et�es s'excluent mutuellement et couvrent l'en-
semble des possibilit�es.

Il est simple de traduire tout terme param�etr�e en un terme param�etr�e �a
deux niveaux, les param�etres formant le code priv�e, le reste le code public.
Pr�ecis�ement, �a tout terme param�etr�e C[n;p] associons l'expression �a deux
niveaux T 1! 2(C), d�e�nie par :

T 1! 2(C)
def
= C[(� r ( r� i )) i ; (� v( v� j )) j ] ;

puis le terme param�etr�e �a deux niveaux T 1! 2(C)[n;p].
Le lemme de l'e�acement montre que cette traduction est compl�etement
ad�equate pour la convergence et la divergence, d'o�u son utilit�e.

3.1.11 Lemme (
Traduction �a deux niveaux : Ad�equation compl�ete
pour la convergence et la divergence

)

Soient C[n;p] un programme param�etr�e, (e1; : : : ; en ) un n-uplet de termes et
(f 1; : : : ; f p) un p-uplet d'abstractions. Alors on a les �equivalences suivantes :
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{ C[(ei ) i ; (f j ) j ] converge si et seulement siT 1! 2(C)[(ei ) i ; (f j ) j ] con-
verge :

(9 v 2 V : C[(ei ) i ; (f j ) j ] + v) ,
�

9 w 2 V 2 :
T 1! 2(C)[(ei ) i ; (f j ) j ] +2 w

�
;

{ C[(ei ) i ; (f j ) j ] diverge si et seulement siT 1! 2(C)[(ei ) i ; (f j ) j ] diverge :

(C[(ei ) i ; (f j ) j ] + ? ) ,

0

@
T 1! 2(C)[(ei ) i ; (f j ) j ] +2 ?
_
T 1! 2(C)[(ei ) i ; (f j ) j ] +2 � v(? )

1

A :

D�emonstration
C[(ei ) i ; (f j ) j ] s'�evalue en un unique r�esultat � 1 ; T 1! 2(C)[(ei ) i ; (f j ) j ] s'�evalue
en un unique r�esultat � 2. Par la proposition 3.1.1 (p. 195), on aT 2! 1(� 2) =
� 1. Ainsi, si � 2 est une valeur, alors� 1 aussi, et si� 2 est �egal �a ? ou � v(? ),
alors � 1 vaut ? . On peut donc conclure.
x

Adaptons les d�e�nitions de l'uniformit�e et de la d�ependance au langage �a
deux niveaux. SoitC[n;p] un programme param�etr�e. On dit que sa traduction
�a deux niveaux T 1! 2(C)[n;p] est

{ uniform�ement convergente, ce qu'on noteT 1! 2(C)[n;p] +2 [> ], si elle
converge quels que soient les termes rempla�cant ses param�etres :

T 1! 2(C)[n;p] +2 [> ]
def
,

�
8 (ei ) i ; (f j ) j :
9 v 2 V 2 : T 1! 2(C)[(ei ) i ; (f j ) j ] +2 v

�
;

{ uniform�ement divergente, ce qu'on note T 1! 2(C)[n;p] +2 [? ], si elle
diverge quels que soient les termes rempla�cant ses param�etres :

T 1! 2(C)[n;p] +2 [? ]
def
,

0

@
8 (ei ) i ; (f j ) j :

T 1! 2(C)[(ei ) i ; (f j ) j ] +2 ?
_ T 1! 2(C)[(ei ) i ; (f j ) j ] +2 � v(? )

1

A :

On dit que le programme param�etr�e �a deux niveaux T 1! 2(C)[n;p] d�epend de
ses param�etres, ce qu'on noteT 1! 2(C)[n;p] +2 [�], s'il n'est ni uniform�ement
convergent, ni uniform�ement divergent :

T 1! 2(C)[n;p] +2 [�]
def
,

0

B
B
@

9 (ei ) i ; (f j ) j ; (e0
i ) i ; (f 0

j ) j : 9 v 2 V 2 :�
T 1! 2(C)[(ei ) i ; (f j ) j ] +2 � v(? )

_ T 1! 2(C)[(ei ) i ; (f j ) j ] +2 ?

�

^ (T 1! 2(C)[(e0
i ) i ; (f 0

j ) j ] +2 v)

1

C
C
A ;
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ce qui est �equivalent �a

T 1! 2(C)[n;p] +2 [�]
def
,

0

@
9 (ei ) i ; (f j ) j ; (e0

i ) i ; (f 0
j ) j : 9 v 2 V 2 :

(T 1! 2(C)[(ei ) i ; (f j ) j ] +2 � v(? ))
^ (T 1! 2(C)[(e0

i ) i ; (f 0
j ) j ] +2 v)

1

A :

En e�et, s'il existe des familles (ei ) i , (f j ) j , (e0
i ) i et (f 0

j ) j , et une valeur �a
deux niveaux v telles que

(T 1! 2(C)[(ei ) i ; (f j ) j ] +2 ? ) ^ (T 1! 2(C)[(e0
i ) i ; (f 0

j ) j ] +2 v) ;

alors de la pr�eservation de l'�evaluation par l'interpr�etation abstraite (cf.
prop. 3.1.6 (p. 205)), on d�eduit T 2! A (T 1! 2(C)[(ei ) i ; (f j ) j ]) +A T 2! A (v) et
T 2! A (T 1! 2(C)[(e0

i ) i ; (f 0
j ) j ]) +A ? ; comme T 2! A (T 1! 2(C)[(ei ) i ; (f j ) j ]) =

T 2! A (T 1! 2(C)[(e0
i ) i ; (f 0

j ) j ]), on obtient une contradiction d'apr�es la propo-
sition 3.1.5 (p. 203).
Bien noter l�a encore que les trois propri�et�es pr�ec�edentes s'excluent mutuel-
lement et couvrent l'ensemble des possibilit�es.
La proposition suivante montre que la traduction �a deux niveaux est com-
pl�etement ad�equate pour les propri�et�es d'uniformit�e et de d�ependance.

3.1.12 Proposition (
Traduction �a deux niveaux : Ad�equation compl�ete
pour l'uniformit�e et la d�ependance

)

Soit C[n;p] un programme param�etr�e. Alors :
{ le contexte C[n;p] converge uniform�ement si et seulement si sa traduc-

tion �a deux niveaux T 1! 2(C)[n;p] converge uniform�ement :

C[n;p] + [> ] , T 1! 2(C)[n;p] +2 [> ] ;

{ le contexte C[n;p] diverge uniform�ement si et seulement si sa traduction
�a deux niveaux T 1! 2(C)[n;p] diverge uniform�ement :

C[n;p] + [? ] , T 1! 2(C)[n;p] +2 [? ] ;

{ le contexte C[n;p] d�epend de ses sous-termes si et seulement si sa tra-
duction �a deux niveaux T 1! 2(C)[n;p] d�epend de ses sous-termes :

C[n;p] + [�] , T 1! 2(C)[n;p] +2 [�] :

D�emonstration
Cette proposition d�ecoule directement de l'ad�equation compl�ete pour la
convergence et la divergence, d�emontr�ees dans le lemme 3.1.11 (p. 214).
x
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Nous allons maintenant donner une d�e�nition �equivalente des propri�et�es
d'uniformit�e et de d�ependance en utilisant l'interpr�etation abstraite du lan-
gage �a deux niveaux. Elle permet d'�eviter le remplacement des param�etres
par tous les termes possibles, puisque l'interpr�etation abstraite oublie le code
priv�e.
Commen�cons par traduire un terme param�etr�e en un terme abstrait �a deux
niveaux, comme pr�ec�edemment nous l'avons traduit en un terme concret.
Pr�ecis�ement, �a tout terme param�etr�e C[n;p] associons le terme abstrait �a
deux niveaux T 1! A (C), d�e�ni par :

T 1! A (C)
def
= C[(� r ) i ; (� v) j ] :

On remarque que pour tout programme param�etr�e C[n;p], on a :

T 1! A (C) = T 2! A (T 1! 2(C)) ;

et que pour tout n-uplet de termes (e1; : : : ; en ) et tout p-uplet d'abstractions
(f 1; : : : ; f p), on a :

T 1! A (C) = T 2! A (T 1! 2(C)[(ei ) i ; (f j ) j ]) :

Grâce �a l'�etroite correspondance entre le langage �a deux niveaux et son
interpr�etation abstraite, il est possible de d�e�nir les propri�et�es d'uniformit�e
et d'ind�ependance en utilisant la traduction abstraite.

3.1.13 Th�eor�eme (
Traduction abstraite : Ad�equation compl�ete
pour l'uniformit�e et la d�ependance

)

Soit C[n;p] un programme param�etr�e. Alors :
{ le programme param�etr�e C[n;p] est uniform�ement convergent si et seule-

ment si sa traduction abstraite �a deux niveauxT 1! A (C) est unifor-
m�ement convergente :

C[n;p] + [> ] , T 1! A (C) +A [> ] ;

{ le programme param�etr�e C[n;p] est uniform�ement divergent si et seule-
ment si sa traduction abstraite �a deux niveauxT 1! A (C) est unifor-
m�ement divergente :

C[n;p] + [? ] , T 1! A (C) +A [? ] ;

{ le programme param�etr�e C[n;p] d�epend de ses param�etres si et seule-
ment si sa traduction abstraite �a deux niveaux T 1! A (C) d�epend de
� r :

C[n;p] + [�] , T 1! A (C) +A [�] :
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D�emonstration
Consid�erons un programme param�etr�e C[n;p]. Du fait de l'�equivalence �eta-
blie par la proposition 3.1.12 (p. 216), il su�t de montrer que pour tout d
appartenant �a f? ; > ; � g, on a

T 1! 2(C)[n;p] +2 [d] , T 1! A (C) +A [d] :

� T 1! 2(C)[n;p] +2 [> ] ) T 1! A (C) +A [> ]
SupposonsT 1! 2(C)[n;p] +2 [> ].
Si T 1! A (C) diverge, c'est-�a-dire si T 1! A (C) +A ? ou T 1! A (C) +A � v(? ),
alors par densit�e (cf. prop. 3.1.8 (p. 209) et 3.1.9 (p. 211)), il existe unn-
uplet de termes (ei ) i et un p-uplet d'abstractions (f j ) j tels que le programme
concret �a deux niveaux T 1! 2(C)[(ei ) i ; (f j ) j ] diverge, contradiction.
Finalement, on a bien T 1! A (C) +A [> ].
� T 1! A (C) +A [> ] ) T 1! 2(C)[n;p] +2 [> ]
SupposonsT 1! A (C) +A [> ].
Soient (ei ) i un n-uplet de termes et (f j ) j un p-uplet d'abstractions.
Si T 1! 2(C)[(ei ) i ; (f j ) j ] diverge, par pr�eservation de l'�evaluation (cf. prop.
3.1.6 (p. 205)), il en est de même deT 1! A (C), contradiction.
Finalement, T 1! 2(C)[(ei ) i ; (f j ) j ] converge.
� T 1! 2(C)[n;p] +2 [? ] ) T 1! A (C) +A [? ]
SupposonsT 1! 2(C)[n;p] +2 [? ].
Si T 1! A (C) converge vers une valeur, alors par densit�e (cf. prop. 3.1.7
(p. 206)), il existe un n-uplet de termes (ei ) i et un p-uplet d'abstractions
(f j ) j tels que le programme concret �a deux niveauxT 1! 2(C)[(ei ) i ; (f j ) j ]
converge, contradiction.
Finalement, on a bien T 1! A (C) +A [? ].
� T 1! A (C) +A [? ] ) T 1! 2(C)[n;p] +2 [? ]
SupposonsT 1! A (C) +A [? ].
Soient (ei ) i un n-uplet de termes et (f j ) j un p-uplet d'abstractions.
Si T 1! 2(C)[(ei ) i ; (f j ) j ] converge vers une valeur, par pr�eservation de l'�eva-
luation (cf. prop. 3.1.6 (p. 205)), il en est de même deT 1! A (C), contradic-
tion. Finalement, T 1! 2(C)[(ei ) i ; (f j ) j ] diverge.
� T 1! 2(C)[n;p] +2 [�] , T 1! A (C) +A [�]
Il su�t d'utiliser les deux �equivalences pr�ec�edentes et de se rappeler que
T 1! 2(C)[n;p] +2 [�] est la n�egation de la disjonction de T 1! 2(C)[n;p] +2 [> ]
et de T 1! 2(C)[n;p] +2 [? ], tout comme T 1! 2(C)[n;p] +A [�] est la n�egation
de la disjonction de T 1! 2(C)[n;p] +A [> ] et de T 1! 2(C)[n;p] +A [? ].
x

Nous allons maintenant appliquer cette d�e�nition abstraite de l'unifor-
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mit�e et de la d�ependance au probl�eme de la con�dentialit�e pour le code
mobile.
Rappelons que nous mod�elisons le code mobile par un programme mobile,
pr�ecis�ement une abstraction dont la variable repr�esente l'environnement, et
l'environnement local par un programme local. Pour rendre compte des ux
d'informations, on suppose que le programme local est param�etr�e, le terme
rempla�cant ce param�etre repr�esentant une ressource dont le contenu doit
rester con�dentiel. Introduisons les notations correspondantes :

{ �x M[x] est le programme mobile,M �etant un programme param�etr�e
poss�edant un unique param�etre, �a remplacer par l'environnement,

{ L[ ] est le programme local, programme param�etr�e poss�edant un unique
param�etre, �a remplacer par la ressource �a prot�eger.

�Etant donn�e un terme � repr�esentant la ressource �a prot�eger, l'ex�ecution
du code mobile dans l'environnement local se mod�elise par l'ex�ecution du
programme

(�x M[x]) L[� ] :

Comme nous l'avons vu en introduction (cf. p. 12), la propri�et�e de con�den-
tialit�e exprime que pour tout code mobile, le r�esultat observable du code
mobile dans l'environnement local ne d�epend pas du param�etre local. Rap-
pelons qu'on observe du r�esultat sa divergence ou sa convergence.

3.1.14 D�e�nition (Environnement : Con�dentialit�e)
L'environnement L[ ] garantit la con�dentialit�e de la ressource si pour tout
code mobileM, pour tout couple de termes(� 1; � 2), on a l'�equivalence sui-
vante :

le programme (�x M[x]) L[� 1] converge si et seulement si le pro-
gramme (�x M[x]) L[� 2] converge.

La proposition suivante donne une d�e�nition �equivalente.

3.1.15 Proposition (Con�dentialit�e et �equivalence contextuelle)
L'environnement L[ ] garantit la con�dentialit�e de la ressource si et seule-
ment si pour tout couple de termes(� 1; � 2), le programme local L[� 1] est
�equivalent contextuellement au programme localL[� 2].

D�emonstration
La condition donn�ee est �evidemment su�sante. Montrons qu'elle est n�eces-
saire.
Supposons que l'environnementL[ ] garantisse la con�dentialit�e de la res-
source. Soit (� 1; � 2) un couple de termes. De l'hypoth�ese, on d�eduit facile-
ment que L[� 1] diverge si et seulement siL[� 2] diverge.
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Distinguons deux cas, suivant queL[� 1] diverge ou non.
� L[� 1] diverge
L[� 2] diverge �egalement et on aL[� 1] = C L[� 2].
� L[� 1] converge
L[� 2] converge �egalement. SoitC[ ] un contexte. Comme (�x C [x]) L[� 1] se
r�eduit en C[L[� 1]], et (�x C [x]) L[� 2] en C[L[� 2]], de l'hypoth�ese, on obtient
que C[L[� 1]] converge si et seulement siC[L[� 2]] converge, d'o�u l'�equivalence
contextuelle.
x

En utilisant la s�emantique observationnelle, la propri�et�e de con�dentialit�e
devient �equivalente �a :

pour tout couple de termes (� 1; � 2), l'observation du programme
local L[� 1] est �egale �a celle du programme localL[� 2].

C'est cette derni�ere formulation qui nous am�ene �a d�e�nir l'observation d'un
programme abstrait. Comme l'observation d'un programme concret, cette
observation peut être repr�esent�ee par un arbre, dit observationnel abstrait.
Ces arbres observationnels sont les termes respectant la signature concr�ete
suivante. Une seule sorte est utilis�ee, not�eeo; l'ensemble des �etiquettes est
�egal �a la paire f? ; > ; � g, ? repr�esentant la divergence uniforme,> la conver-
gence uniforme, � la d�ependance relativement �a � r (soit la convergence et la
divergence en priv�e) ; l'ensemble des positions est engendr�e par l'ensemble
des valeursV . Les �etiquettes ont le pro�l suivant :

? : () ! o ;
> : oV ! o ;
� : () ! o :

Voyons comment associer �a un programme abstrait5 un arbre observationnel
abstrait.

3.1.16 D�e�nition et proposition (Observation d'un programme abstrait)
Il existe une unique application associant �a tout programme abstrait �a deux
niveaux a, un arbre observationnel abstrait, not�e Obs0

A (a) et v�eri�ant :

(i ) si a +A [? ] , alors Obs0A (a) = ? ;
(ii ) si a +A [> ] , alors Obs0A (a) = > (Obs0

A (a v)) v2 V ;
(iii ) si a +A [�] , alors Obs 0

A (a) = � :

5Comme dans le cas concret, on aurait pu �evidemment consid�erer plus g�en�eralement les
termes abstraits : c'est cependant inutile ici compte tenu de l'application que nous avons
en vue.
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L'arbre observationnel abstrait Obs0
A (a) est appel�e l'observation abstraite de

a.

D�emonstration
Les �equations pr�ec�edentes permettent de d�e�nir un syst�eme gard�e d'�equa-
tions r�ecursives, d'o�u l'existence et l'unicit�e de l'application d�e�nissant l'ob-
servation abstraite.
x

Il est possible d'�etendre la notion d'uniformit�e aux observations : l'observa-
tion d'un programme param�etr�e est uniforme si elle ne d�epend pas de ses
param�etres. Le lemme suivant permet de d�e�nir l'uniformit�e observationnelle
�a partir de l'observation abstraite.

3.1.17 Lemme (
Traduction abstraite : Ad�equation compl�ete
pour l'uniformit�e observationnelle

)

Soient C[n;p] un programme param�etr�e et A un arbre observationnel concret6.
Alors l'observation abstraite de T 1! A (C) est �egale �a A si et seulement
si pour tout n-uplet de termes (e1; : : : ; en ) et tout p-uplet d'abstractions
(f 1; : : : ; f p), l'observation de C[(ei ) i ; (f j ) j ] est �egale �a A :

(Obs0
A (T 1! A (C)) = A) , (8 (ei ) i ; (f j ) j : Obs0(C[(ei ) i ; (f j ) j ]) = A) :

D�emonstration

� 8 A; C [n;p] :
�

(8 (ei ) i ; (f j ) j : Obs0(C[(ei ) i ; (f j ) j ]) = A) )
(Obs0

A (T 1! A (C)) = A)

�

Soit D l'ensemble des couples (C[n;p]; A), o�u C[n;p] est un programme para-
m�etr�e et A un arbre observationnel concret, v�eri�ant :

8 (ei ) i ; (f j ) j : Obs0(C[(ei ) i ; (f j ) j ]) = A :

Pour tout couple (C[n;p]; A) de D, on construit une preuve de l'�egalit�e entre
Obs0

A (T 1! A (C)) et A, en r�esolvant un syst�eme d'�equations r�ecursives, d'in-
connues (X d)d2 D . Si (C[n;p]; A) appartient �a D , l'�equation associ�ee est d�e�nie
ainsi :

X (C[n;p ] ;A ) =

8
>>>>><

>>>>>:

;

(Obs0
A (T 1! A (C)) ; A)

si A = ? ;

(X (( C v) [n;p ] ;A v ) )v2 V

(Obs0
A (T 1! A (C)) ; A)

si A = > (Av)v2 V :

6Ses seules �etiquettes sont donc? et > .
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Il est facile de v�eri�er que dans le second cas, pour toute valeurv, le couple
((C v)[n;p]; Av) appartient �a D .
Montrons que ce syst�eme quasi-uniforme est compatible avec le syst�eme d'in-
f�erence d�e�nissant l'�egalit�e entre arbres observationnels.
Dans le premier cas, o�uA = ? , le programme param�etr�e est uniform�ement
divergent, d'o�u par le th�eor�eme 3.1.13 (p. 217), T 1! A (C) +A [? ], puis
Obs0

A (T 1! A (C)) = ? . On obtient ainsi un axiome du syst�eme d'inf�erence.
Dans le second cas, o�uA = > (Av)v2 V , le programme param�etr�e est unifor-
m�ement convergent, d'o�u par le th�eor�eme 3.1.13 (p. 217), T 1! A (C) +A [> ],
puis Obs0

A (T 1! A (C)) = > (Obs0
A (T 1! A (C) v)) v2 V . Comme T 1! A (C) v =

T 1! A (C v), la r�egle
�
(Obs0

A (T 1! A (C v)) ; Av)
�

v2 V

(Obs0
A (T 1! A (C)) ; A)

appartient bien au syst�eme d'inf�erence d�e�nissant l'�egalit�e entre arbres ob-
servationnels.
Finalement, d'apr�es la proposition 1.2.3 (p. 73), pour tout couple (C[n;p]; A)
de D, la valeur de la solution enX (C[n;p ] ;A ) est une preuve de l'�egalit�e entre

Obs0
A (T 1! A (C)) et A.

� 8 A; C [n;p] :
�

(Obs0
A (T 1! A (C)) = A) )

(8 (ei ) i ; (f j ) j : Obs0(C[(ei ) i ; (f j ) j ]) = A)

�

Soit D l'ensemble des couples (C[n;p]; A), o�u C[n;p] est un programme para-
m�etr�e et A un arbre observationnel concret, v�eri�ant :

Obs0
A (T 1! A (C)) = A :

Soient (ei ) i un n-uplet de termes et (f j ) j un p-uplet d'abstractions.
Pour tout couple (C[n;p]; A) de D, on construit une preuve de l'�egalit�e entre
Obs0(C[(ei ) i ; (f j ) j ]) et A, en r�esolvant un syst�eme d'�equations r�ecursives,
d'inconnues (X d)d2 D . Si (C[n;p]; A) appartient �a D , l'�equation associ�ee est
d�e�nie ainsi :

X (C[n;p ] ;A ) =

8
>>>>><

>>>>>:

;

(Obs0(C[(ei ) i ; (f j ) j ]); A)
si A = ? ;

(X (( C v) [n;p ] ;A v ) )v2 V

(Obs0(C[(ei ) i ; (f j ) j ]); A)
si A = > (Av)v2 V :

Il est facile de v�eri�er que dans le second cas, pour toute valeurv, le couple
((C v)[n;p]; Av) appartient �a D .
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Montrons que ce syst�eme quasi-uniforme est compatible avec le syst�eme d'in-
f�erence d�e�nissant l'�egalit�e entre arbres observationnels.
Dans le premier cas, o�u A = ? , le programme abstrait �a deux niveaux
T 1! A (C) diverge uniform�ement, d'o�u par le th�eor�eme 3.1.13 (p. 217), le
programme C[(ei ) i ; (f j ) j ] diverge, puis Obs0(C[(ei ) i ; (f j ) j ]) = ? . On ob-
tient ainsi un axiome du syst�eme d'inf�erence.
Dans le second cas, o�uA = > (Av)v2 V , le programme abstrait �a deux niveaux
T 1! A (C) converge uniform�ement, d'o�u par le th�eor�eme 3.1.13 (p. 217), le
programmeC[(ei ) i ; (f j ) j ] converge, ce qui donne pour son observation l'�ega-
lit�e Obs 0(C[(ei ) i ; (f j ) j ]) = > (Obs0(C[(ei ) i ; (f j ) j ] v)) v2 V .
Comme C[(ei ) i ; (f j ) j ] v est �egal �a ( C v)[(ei ) i ; (f j ) j ], la r�egle

�
(Obs0((C v)[(ei ) i ; (f j ) j ]); Av)

�
v2 V

(Obs0(C[(ei ) i ; (f j ) j ]); A)

appartient bien au syst�eme d'inf�erence d�e�nissant l'�egalit�e entre arbres ob-
servationnels.
Finalement, d'apr�es la proposition 1.2.3 (p. 73), pour tout couple (C[n;p]; A)
de D, la valeur de la solution enX (C[n;p ] ;A ) est une preuve de l'�egalit�e entre

Obs0(C[(ei ) i ; (f j ) j ]) et A.
x

Nous sommes maintenant en mesure de caract�eriser exactement les environ-
nements garantissant la con�dentialit�e �a l'aide de l'observation abstraite.

3.1.18 Th�eor�eme (
Environnement : Crit�ere abstrait
de con�dentialit�e

)

L'environnement L[ ] garantit la con�dentialit�e de la ressource si et seule-
ment si l'observation abstraite deL[� r ] ne fait pas apparâ�tre � , soit si et
seulement si

8 V 2 V � : Obs0
A (L[� r ])(V ) 6= � :

D�emonstration
Consid�erons la proposition exprimant que l'environnement L[ ] garantit la
con�dentialit�e de la ressource. Elle est successivement �equivalente �a :

8 (� 1; � 2) : L[� 1] = C L[� 2] ;
8 (� 1; � 2) : Obs0(L[� 1]) = Obs 0(L[� 2]) ;
8 V 2 V � : Obs0

A (L[� r ])(V ) 6= � (lem. 3.1.17) :

x
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Ici s'ach�eve notre analyse des ux d'informations, pr�ecis�ement de la con�-
dentialit�e des ressources. Il a donc �et�e montr�e qu'une analyse de l'environ-
nement su�t pour d�eterminer s'il garantit la con�dentialit�e des ressources
qu'il prot�ege, et de plus que cette analyse peut être men�ee abstraitement,
sans aucune approximation. Le crit�ere abstrait obtenu n'est �evidemment
pas d�ecidable. S'il l'�etait, le probl�eme de la la terminaison le serait pour le
� -calcul paresseux. En e�et, consid�erons un programmee et appliquons la
proc�edure de d�ecision suppos�ee �a (�x � r ) e. On constate quee termine si et
seulement si l'observation abstraite de� r e fait apparâ�tre �.

3.2 Un crit�ere de con�nement

Nous nous int�eressons maintenant au con�nement. Nous allons enrichir
notre langage par des r�ef�erences, permettant de manipuler des objets en m�e-
moire. Nous d�e�nissons la syntaxe de ce langage, son syst�eme de types et
sa s�emantique op�erationnelle, �a partir d'une relation de r�eduction. Vient en-
suite son annotation. La s�emantique op�erationnelle du langage annot�e vise �a
pr�eserver l'origine des op�erateurs. C'est cette pr�eservation qui permet de d�e-
�nir la fronti�ere entre le code mobile et le code local. L'�etude du con�nement
est men�ee apr�es l'�etude de la fronti�ere. En�n, nous proposons une solution
pour contrôler les acc�es, fond�ee sur le contrôle de l'usage et le con�nement
des ressources dans le code local.

3.2.1 Manipuler des objets en m�emoire

Comme annonc�e, on ajoute au� -calcul quelques primitives permettant
de manipuler des objets en m�emoire, et d�ecrites ici �a partir de leurs r�egles
de typage :

{ unit : Unit : unique valeur du type singleton Unit, appel�ee l'unit�e,

{
e : A

ref(e) : Ref(A)
: op�erateur permettant la cr�eation d'une nouvelle r�e-

f�erence, ayant pour contenu initial le r�esultat de l'�evaluation de e,
{ lA : Ref(A) : une r�ef�erence lA est identi��ee par son identi�cateur l et

a pour contenu une valeur de typeA ;

{
e1 : Ref(A) e2 : A

set(e1; e2) : Unit
: op�erateur permettant d'a�ecter e2 au contenu

de la r�ef�erence e1, et renvoyant la valeur unit,

{
e : Ref(A)

get(e) : A
: op�erateur permettant de lire le contenu de la r�ef�erence e.
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a ::= x (variable)

j �x : A: a (abstraction)

j a a (application)

j unit (unit�e)

j lA (r�ef�erence)

j ref(a) (cr�eation de r�ef�erence)

j get(a) (lecture)

j set(a; a) (�ecriture)

A ::= Unit (type singleton)

j A ! A (type fonctionnel)

j Ref(A) (type des r�ef�erences)

Tab. 3.5 { Syntaxe du langage avec r�ef�erences

Le langage est engendr�e par la grammaire d�ecrite dans la table 3.5. Il utilise
une notation �a la Church 7. On note FV (a) l'ensemble des variables libres
de a et Ref (a) l'ensemble des r�ef�erences ayant une occurrence dansa. Un
terme clos est un terme sans variable libre, un programme est un terme clos
ne poss�edant pas de r�ef�erences :

a terme clos
def
, FV (a) = ; ;

a programme
def
, FV (a) = ; ^ Ref (a) = ; :

On impose une condition de bonne formation aux termes : pour tout terme
a, il est suppos�e que la famille (l ) lA 2 Ref (a) est injective, autrement dit il
est suppos�e que les r�ef�erences d'un terme peuvent être identi��ees par leur
identi�cateur. Par la suite, nous n'utilisons que des termes v�eri�ant cette
condition et omettons de v�eri�er la pr�eservation de cette condition, toujours
�evidente.
Le syst�eme de types de ce langage est d�ecrit par la table 3.6. Il permet de

7Dans cette notation, la variable li�ee par une abstraction re�coit explicitement un type :
cette notation s'oppose �a celle de Curry, o�u le type est absent ; dans le cas de la notation
de Church, chaque terme poss�ede un type unique, alors que dans celle de Curry, il en
poss�ede un principal, les autres s'obtenant en rempla�cant les variables de types par des
types quelconques.
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;
[intro-Var]

� ` x : �( x)
(x 2 dom �)

� :(x : A) ` a : B
[intro- ! ]

� ` �x : A: a : A ! B

� ` f : A ! B � ` a : A
[�elim- ! ]

� ` f a : B

;
[intro-Unit]

� ` unit : Unit

;
[intro-Ref/loc]

� ` lA : Ref(A)

� ` a : A
[intro-Ref/new]

� ` ref(a) : Ref(A)

� ` a : Ref(A)
[�elim-Ref/ !]

� ` get(a) : A

� ` a1 : Ref(A) � ` a2 : A
[�elim-Ref/ ?]

� ` set(a1; a2) : Unit

Tab. 3.6 { Syst�eme de types du langage avec r�ef�erences

d�e�nir inductivement l'ensemble des jugements de typage valides, un juge-
ment de typage �etant de la forme � ` a : A, o�u � est un environnement de
typage, a est un terme etA un type, ces derniers respectivement sujet et ob-
jet du jugement ®a pour type ¯ dans l'environnement �. Un environnement
de typage sert au typage des variables libres ; c'est donc une fonction de l'en-
semble des variables dans l'ensemble des types. Comme les r�ef�erences sont
�etiquet�ees par le type de leur contenu, il est inutile d'utiliser un environne-
ment de typage pour les r�ef�erences. Donnons quelques propri�et�es classiques
(parce qu'indispensables) du syst�eme de types.

3.2.1 Proposition (Propri�et�es du syst�eme de types)
Soit � un environnement de typage. Consid�erons un termea de typeA dans
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l'environnement � :
� ` a : A :

Lemme d'a�aiblissement
Consid�erons un environnement � 0prolongeant� . Alors le jugement de typage
� 0 ` a : A est valide.

Lemme de la base
Consid�erons l'environnement � jFV (a) obtenu en restreignant� aux variables
libres de a. Alors le jugement de typage� jFV (a) ` a : A est valide.

Unicit�e du type
Pour tout type B , si � ` a : B est valide, alorsA = B .

D�emonstration
� A�aiblissement
Imm�ediat, par r�ecurrence structurelle sur la preuve de � ` a : A.
� Base
On proc�ede par r�ecurrence structurelle sur la preuve de � ` a : A. Le seul
cas int�eressant concerne les abstractions.
Supposons � ` �x : A: b : A ! B . Ce jugement se d�eduit de � :(x : A) `
b : B , et par hypoth�ese de r�ecurrence, on a (� :(x : A)) jFV (b) ` b : B .
Si x est une variable libre deb, on (� :(x : A)) jFV (b) = � jFV (a) :(x : A),
sinon, (� :(x : A)) jFV (b) = � jFV (a) . Dans tous les cas, en utilisant le lemme
d'a�aiblissement, on a � jFV (a) :(x : A) ` b : B , d'o�u on d�eduit � jFV (a) `
�x : A: b : A ! B .
� Unicit�e
Imm�ediat, par r�ecurrence structurelle sur la preuve de � ` a : A.
x

Le lemme de la base et l'unicit�e permettent de d�e�nir le type d'un terme clos
typ�e sans ambigu•�t�e. Par la suite, on utilisera de telles propri�et�es �evidentes
sans rappeler cette proposition.
La s�emantique op�erationnelle du langage avec r�ef�erences se d�e�nit �a partir
d'une relation de r�eduction. Donnons les d�e�nitions habituelles indispen-
sables �a cette d�e�nition.
Une substitution se d�e�nit comme d'habitude, en ajoutant cependant une
contrainte de typage. Pr�ecis�ement, une substitution est un couple (� ; � )
form�e d'un environnement de typage � et d'une fonction � de l'ensemble
des variables dans l'ensemble des termes v�eri�ant :
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{ dom � = dom � ,
{ pour toute variable x du domaine de� , le terme � (x) a pour type �( x)

dans l'environnement �.
�A tout terme e admettant un type dans l'environnement �, on associe un
terme, not�e e[� ] ou e[(� (x)=x)x2 dom � ], d�e�ni comme d'habitude en rempla-
�cant chaque variable libre de e appartenant au domaine de� par son image
par � , et en �evitant la capture des variables libres de cette derni�ere par les
lieurs de e. Comme dans ces derni�eres notations, on omettra g�en�eralement
de pr�eciser l'environnement lors de l'utilisation d'une substitution : c'est
qu'il pourra se d�eduire du contexte sans ambigu•�t�e. Comme le montre la
proposition suivante, une substitution pr�eserve le type.

3.2.2 Proposition (Lemme des substitutions)
Soit (� ; � ) une substitution. Consid�erons un terme a de type A dans l'en-
vironnement � et une variable x du domaine de� . Si le terme b a pour
type �( x) dans l'environnement � , alors le terme a[b=x] a pour type A dans
l'environnement � :

� ` a : A � ` b : �( x)

a[b=x] : A
(x 2 dom �) :

D�emonstration
On proc�ede par r�ecurrence structurelle sur la preuve de � ` a : A. C'est
sans di�cult�e.
x

On doit pouvoir d�ecomposer un terme clos en ou bien une valeur, ou bien
un radical dans un contexte de r�eduction.
Une valeur est ou bien une abstraction close, ou bien la valeur unit�e, ou bien
une r�ef�erence, ce qu'on r�esume ainsi :

v ::= �x : A: e j unit j lA ;

o�u FV (�x : A: e) = ; .
Un radical est ou bien l'application d'une abstraction close �a une valeur, ou
bien la cr�eation d'une r�ef�erence, ou bien la lecture d'une r�ef�erence, ou encore
l'�ecriture d'une r�ef�erence, ce qui donne :

r ::= ( �x : A: e) v j ref(v) j get(lA ) j set(lA ; v) :

Un contexte de r�eduction se construit autour de la place8 � de la mani�ere
suivante :

E ::= � j E e j v E j ref(E ) j get(E ) j set(E; e) j set(v; E) ;
8On rappelle que la place est une variable particuli�ere, r�eserv�ee �a ce seul usage.
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o�u FV (e) = ; . Si E est un contexte de r�eduction et e un terme, on note
E [e] la gre�e9 de e en la place� .
Un terme clos typ�e peut être d�ecompos�e d'une unique mani�ere, comme l'in-
dique la proposition suivante.

3.2.3 Proposition (Lemme de la d�ecomposition)
Soit a un terme clos de typeA.
Alors a n'est pas une valeur si et seulement s'il existe un contexte de r�educ-
tion E et un radical r tels quea est �egal �a E [r ].
Dans ce cas, la d�ecomposition enE[r ] est unique, le radicalr est typ�e et le
contexte de r�eduction E a pour type A, si on attribue �a la place � le type
de r .

D�emonstration
On v�eri�e facilement par simple examen que si a = E[r ], alors a n'est pas
une valeur. On montre maintenant par r�ecurrence sura que sia est un terme
clos typ�e qui n'est pas une valeur, alors il existe un contexte de r�eductionE
et un radical r tels que a = E[r ] et tels que :

{ si E 0 est un contexte de r�eduction et r 0 un radical tels que a = E 0[r 0],
alors E = E 0 et r = r 0,

{ r est typ�e,
{ E a la même type quea si on attribue �a la place � le type de r .

� a = x; a = �x : A: b
C'est trivialement v�eri��e.
� a = a1 a2

a n'est pas une valeur. Supposons quea soit un terme clos typ�e, ce qui
implique que a1 et a2 sont aussi clos et typ�es. Distinguons deux cas poura1,
suivant que a1 est une valeur ou non.
� a1 est une valeur
Appliquons l'hypoth�ese de r�ecurrence �a a2. Deux cas se pr�esentent encore.
Si a2 est une valeur, alorsa est un radical, puisque par les r�egles de typage,
a1 ne peut être qu'une abstraction, et on v�eri�e facilement que E = � et
r = a conviennent.
Sinon, il existe un contexte de r�eduction E2 et un radical r2 tels que a2 =
E2[r2] et v�eri�ant les autres propri�et�es. On v�eri�e facilement que E = a1 E2

et r = r2 conviennent.
� a1 n'est pas une valeur
Appliquons l'hypoth�ese de r�ecurrence �a a1. Il existe un contexte de r�eduction

9Comme c'est aussi le r�esultat de la substitution dans E du terme e �a la variable � , le
lemme des substitutions peut s'appliquer.
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E1 et un radical r1 tels quea1 = E1[r1] et v�eri�ant les autres propri�et�es. On
v�eri�e facilement que E = E1 a2 et r = r1 conviennent.
� Autres cas
Ils sont analogues au pr�ec�edent.
x

Contrairement au � -calcul simple, ce ne sont pas des programmes qui se
r�eduisent, mais des con�gurations : une con�guration d�ecrit l'�etat courant
du programme s'ex�ecutant par un terme clos et par l'�etat de la m�emoire.
Le terme clos est le terme de contrôle, qui d�e�nit le radical �a r�eduire et la
continuation, alors que l'�etat-m�emoire donne le contenu de chacune des r�ef�e-
rences cr�e�ees. Pr�ecis�ement, un �etat-m�emoire s est une fonction de l'ensemble
des r�ef�erences dans l'ensemble des valeurs telle que :

{ la famille ( l ) lA 2 dom s est injective, autrement dit les r�ef�erences du do-
maine des peuvent être identi��ees par leur identi�cateur,

{ l'ensemble des identi�cateurs f l j 9 A : l A 2 domsg est un segment ini-
tial de l'ensemble des identi�cateurs de r�ef�erences, suppos�e isomorphe
�a l'ensemble des entiers naturels, et donc bien ordonn�e,

{ pour toute r�ef�erence lA du domaine des, la valeur s(lA ) a pour type
A.

Les contraintes impos�ees au domaine d'un �etat-m�emoire permettent de d�e�-
nir pour tout type A une fonction decr�eation de r�ef�erences, � A , qui associe �a
tout �etat-m�emoire s la r�ef�erence lA , o�u l est le minimum du compl�ementaire
de l'ensemble d'identi�cateurs f l j 9 A : l A 2 domsg.
Autre op�eration utile, la mise �a jour d'un �etat-m�emoire, qui modi�e le
contenu d'une r�ef�erence existante, ou ajoute une nouvelle association entre
une nouvelle r�ef�erence et une valeur. �A tout �etat-m�emoire s, toute r�ef�erence
lA et toute valeur v, tels que lA appartient �a dom s [ f � A (s)g et v a pour
type A, associons un nouvel �etat-m�emoire, (s; lA 7! v), d�e�ni par :

(s; lA 7! v)(kB )
def
=

(
s(kB ) si kB 6= lA ;

v sinon.

On v�eri�e facilement que ( s; lA 7! v) est bien un �etat-m�emoire.
Une con�guration est compos�ee d'un �etat-m�emoire et d'un terme clos typ�e.
Comme toute r�ef�erence utilis�ee doit poss�eder un contenu, on impose que le
domaine de l'�etat-m�emoire contient

{ les r�ef�erences ayant une occurrence dans le terme de contrôle,
{ les r�ef�erences ayant une occurrence dans une valeur r�ef�erenc�ee par

l'�etat-m�emoire.



3.2. Un crit�ere de con�nement 231

;
[� ]

(s; (�x : A: b) v) ! (s; b[v=x])

;
[REF]

(s; ref(v)) ! ((s; lA 7! v); lA )
(lA = � A (s))

;
[REF- !]

(s;get(lA )) ! (s; s(lA ))

;
[REF- ?]

(s; set(lA ; v)) ! ((s; lA 7! v); unit)

(s; r ) ! (s0; r 0)
[RED]

(s; E[r ]) ! (s0; E [r 0])

�
r radical
E 6= �

�

Tab. 3.7 { S�emantique op�erationnelle du langage avec r�ef�erences - La rela-
tion de r�eduction

Il est utile d'�etendre aux couples form�es d'un �etat-m�emoire et d'un terme
l'application Ref (� ) donnant l'ensemble des r�ef�erences ayant une occurrence
dans un terme :

Ref (s; e) =
� [

lA 2 dom s

Ref (s(lA ))
�

[ Ref (e) :

Ainsi, un couple (s; e) compos�e d'un �etat-m�emoire s et d'un terme clos typ�e
e forme une con�guration s'il v�eri�e la condition suivante :

Ref (s; e) � doms :

De cette condition, on d�eduit que les r�ef�erences d'une con�guration peuvent
être identi��ees par leur identi�cateur.
La relation de r�eduction est d�e�nie par un syst�eme d'inf�erence, pr�esent�e dans
la table 3.7 (p. 231). Un jugement y est de la forme (s; a) ! (s0; a0), o�u ( s; a)
est une con�guration, et signi�e que (s; a) se r�eduit en ( s0; a0). La relation de
r�eduction est bien d�e�nie entre con�gurations et pr�eserve le type du terme
de contrôle.
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3.2.4 Proposition (R�eduction du sujet)
Soit (s; a) une con�guration.
Si (s; a) se r�eduit en (s0; a0), alors (s0; a0) est une con�guration et a0 poss�ede
le même type quea.

D�emonstration
On proc�ede par r�ecurrence structurelle sur la preuve de la r�eduction (s; a) !
(s0; a0).
� [� ]
a est �egal �a ( �x : A: b) v, et la r�eduction est ( s; (�x : A: b) v) ! (s; b[v=x]).
Puisque s est un �etat-m�emoire, le couple (s; b[v=x]) est une con�guration si
et seulement sib[v=x] est typ�e. Par le lemme des substitutions, b[v=x] est
typ�e, de même type que b dans l'environnement (x : A). Il en r�esulte que
b[v=x] a la même type quea.
� [REF], [REF- !], [REF- ?]
C'est sans aucune di�cult�e.
� [RED]
a est �egal �a E [r ] et la r�eduction est ( s; E[r ]) ! (s0; E [r 0]). Elle se d�eduit de
la r�eduction ( s; r ) ! (s0; r 0). De l'hypoth�ese de r�ecurrence, on d�eduit que
(s0; r 0) est une con�guration et que r 0 a même type quer . Il s'ensuit que
E[r 0] a le même type queE[r ] et que (s0; E [r 0]) est une con�guration.
x

La relation de r�eduction est aussi d�eterministe et totale, au sens donn�e par
la proposition suivante.

3.2.5 Proposition (R�eduction : d�eterminisme et totalit�e)
Soit (s; a) une con�guration.
Si a est une valeur, alors(s; a) ne se r�eduit pas.
Sinon, (s; a) se r�eduit en une unique con�guration.

D�emonstration
La relation de r�eduction concerne la r�eduction de con�gurations ( s; a) o�u a
se d�ecompose en un radical dans un contexte de r�eduction. Par le lemme de
la d�ecomposition, a n'est pas une valeur.
Soit (s; a) une con�guration telle que a n'est pas une valeur.
L'existence d'une con�guration (s0; a0) telle que (s; a) se r�eduit en ( s0; a0)
d�ecoule de la d�ecomposition dea en un radical dans un contexte de r�eduction,
et de la r�eduction de toute con�guration ( s; r ), o�u r est un radical.
L'unicit�e se d�emontre par r�ecurrence sur la preuve de (s; a) ! (s0; a0) et
d�ecoule de l'unicit�e de la d�ecomposition en un radical dans un contexte de
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m ::= ( A; � ) (type et information)

e ::= x (variable)

j �x m e (abstraction)

j @m (e; e) (application)

j unit m (unit�e)

j lm (r�ef�erence)

j refm (e) (cr�eation de r�ef�erence)

j getm (e) (lecture)

j setm (e; e) (�ecriture)

A ::= Unit (type singleton)

j A ! A (type fonctionnel)

j Ref(A) (type des r�ef�erences)

Tab. 3.8 { Syntaxe du langage annot�e

r�eduction.
x

On peut donc d�e�nir sans ambigu•�t�e la trace d'un programme a comme
la suite maximale de con�gurations obtenues par r�eduction �a partir de la
con�guration initiale ( ; ; a), o�u ; est l'�etat-m�emoire de domaine vide. Le
r�esultat d'�evaluation est soit une con�guration dont le terme de contrôle est
une valeur, soit la divergence.

3.2.2 Annoter les termes

Pour �etudier le con�nement, nous utilisons un langage annot�e, ce qui
signi�e que chaque symbole d'op�eration re�coit une �etiquette. Une �etiquette
est un couple, dont la premi�ere composante est un type et la seconde une
information. Si m est une �etiquette, on note (m:T; m:I) le couple �egal �a m,
compos�e du type m:T et de l'information m:I. La syntaxe du langage annot�e
est pr�esent�ee dans la table 3.8. On remarque que si on e�ace les �etiquettes,
on retrouve la grammaire du langage non annot�e, �a deux exceptions pr�es,
l'abstraction et la r�ef�erence. Dans ces deux cas, on utilise l'�etiquette pour
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obtenir le type. Du fait de cette similitude, nous omettons par la suite cer-
tains d�etails d�ej�a d�ecrits pour le langage non annot�e et mettons l'accent sur
les quelques di��erences. Le syst�eme de types et la s�emantique par r�eduction
du langage annot�e sont calqu�es sur ceux du langage non annot�e ; seule di��e-
rence, les op�erateurs �etiquet�es portent avec eux leur type et une information,
que les r�eductions pr�eservent.
On impose la même condition de bonne formation aux termes �etiquet�es :
pour tout terme e, il est suppos�e que la famille (l ) lm 2 Ref (e) est injective,
autrement dit il est suppos�e que les r�ef�erences d'un terme peuvent être iden-
ti��ees par leur identi�cateur.
Il nous arrivera de d�ecrire la grammaire engendrant les termes sous une
forme abr�eg�ee, de la mani�ere suivante :

e ::= : : : j f m
i (e; : : : ; e

| {z }
i fois

) ;

les points de suspension correspondant aux r�egles d�etaill�ees et la derni�ere
r�egle �etant g�en�erique, f m

i repr�esentant tout symbole fonctionnel d'arit�e i
(i 2 N) d'�etiquette m.
Par exemple, l'�etiquette d'un terme e, not�ee e:L, peut se d�e�nir simplement
ainsi :

x:L
def
= ? ;

f m
i (ei ) i :L

def
= m :

Le syst�eme de types est calqu�e sur le pr�ec�edent et est con�cu de mani�ere �a
assurer que l'�etiquette d'un terme indique son type. Il est d�ecrit dans la table
3.9 (p. 235) ; il permet de d�e�nir inductivement l'ensemble des jugements de
typage valides.
Une substitution est d�e�nie comme pr�ec�edemment. La s�emantique op�era-
tionnelle du langage annot�e s'inspire de celle qui pr�ec�ede. Comme toujours,
il est indispensable de pouvoir d�ecomposer un terme clos en ou bien une
valeur, ou bien un radical dans un contexte de r�eduction, cette derni�ere d�e-
composition �etant unique.
Une valeur est ou bien une abstraction close, ou bien la valeur unit�e, ou bien
une r�ef�erence, ce qu'on r�esume ainsi :

v ::= �x m e j unit m j lm ;

o�u FV (�x m e) = ; .
Un radical est ou bien l'application d'une abstraction close �a une valeur, ou
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;
[intro-Var]

� ` x : �( x)
(x 2 dom �)

� :(x : A) ` e : B
[intro- ! ]

� ` �x m e : A ! B
(A ! B = m:T)

� ` f : A ! B � ` a : A
[�elim- ! ]

� ` @m (f; a ) : B
(B = m:T)

;
[intro-Unit]

� ` unit m : Unit
(Unit = m:T)

;
[intro-Ref/loc]

� ` lm : Ref(A)
(Ref(A) = m:T)

� ` e : A
[intro-Ref/new]

� ` refm (e) : Ref(A)
(Ref(A) = m:T)

� ` e : Ref(A)
[�elim-Ref/ !]

� ` getm (e) : A
(A = m:T)

� ` e1 : Ref(A) � ` e2 : A
[�elim-Ref/ ?]

� ` setm (e1; e2) : Unit
(Unit = m:T)

Tab. 3.9 { Syst�eme de types du langage annot�e
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bien la cr�eation d'une r�ef�erence, ou bien la lecture d'une r�ef�erence, ou bien
l'�ecriture d'une r�ef�erence, ce qui donne :

r ::= @n (�x m e; v) j refm (v) j getm (ln ) j setm (ln ; v) :

Un contexte de r�eduction se construit autour de la place� de la mani�ere
suivante :

E ::= �

j @n (v; E) j @n (E; e)

j refm (E ) j getm (E ) j setm (E; e) j setm (v; E) ;

o�u FV (e) = ; .
Un �etat-m�emoire s est une fonction de l'ensemble des r�ef�erences dans l'en-
semble des valeurs telle que :

{ la famille ( l ) lm 2 dom s est injective, autrement dit les r�ef�erences du do-
maine des peuvent être identi��ees par leur identi�cateur,

{ l'ensemble des identi�cateurs f l j 9 m : l m 2 domsg est un segment ini-
tial de l'ensemble des identi�cateurs de r�ef�erences, suppos�e isomorphe
�a l'ensemble des entiers naturels, et donc bien ordonn�e,

{ pour toute r�ef�erence lm du domaine des, la valeur s(lm ) a pour type
A, o�u A v�eri�e l'�egalit�e Ref( A) = m:T.

�Etant donn�e une �etiquette m, dont le type m:T est un type de r�ef�erences,
la fonction de cr�eation de r�ef�erences, � m , associe �a tout �etat-m�emoire s la
r�ef�erence lm , o�u l est le minimum du compl�ementaire de l'ensemble d'identi�-
cateursf l j 9 m : l m 2 domsg. Quant �a la mise �a jour d'un �etat-m�emoire, elle
associe �a tout �etat-m�emoire s, toute r�ef�erence lm et toute valeur v, tels que
lm appartient �a dom s[ f � m (s)g et v a pour type A v�eri�ant Ref( A) = m:T,
un nouvel �etat-m�emoire, ( s; lm 7! v), d�e�ni par :

(s; lm 7! v)(kn )
def
=

(
s(kn ) si kn 6= lm ;

v sinon.

Une con�guration est d�e�nie comme pr�ec�edemment : un couple ( s; e) com-
pos�e d'un �etat-m�emoire s et d'un terme clos typ�e e forme unecon�guration
s'il v�eri�e la condition suivante :

Ref (s; e) � doms :

La relation de r�eduction est d�e�nie par le syst�eme d'inf�erence pr�esent�e dans
la table 3.10 (p. 237). On v�eri�e facilement comme pr�ec�edemment que la
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;
[� ]

(s;@m (�x n e; v)) ! (s; e[v=x])

;
[REF]

(s; refm (v)) ! ((s; lm 7! v); lm )
(lm = � m (s))

;
[REF- !]

(s;getm (ln )) ! (s; s(ln ))

;
[REF- ?]

(s; setm (ln ; v)) ! ((s; ln 7! v); unit m )

(s; r ) ! (s0; r 0)
[RED]

(s; E[r ]) ! (s0; E [r 0])

�
r radical
E 6= �

�

Tab. 3.10 { S�emantique op�erationnelle du langage annot�e - Relation de
r�eduction

relation de r�eduction est bien d�e�nie entre con�gurations, pr�eserve le typage
et le type du terme de contrôle par r�eduction du sujet, en�n est d�eterministe
et totale.

Pour terminer, pr�ecisons formellement le rapport entre le langage annot�e
et le langage non annot�e.
La fonction d'e�acement des �etiquettes, not�ee # , est d�e�nie inductivement
ainsi :

# (x) = x ;

# (�x m e) = �x : A: # (e) (m:T = A ! B ) ;

# (lm ) = lA (m:T = Ref( A)) ;

# (f m
i (ej ) j ) = f i (# (ej )) j :

Elle conserve la relation de typage.

3.2.6 Proposition (E�acement : Conservation du typage)
Si le terme �etiquet�e e a pour type A dans l'environnement � , alors # (e) a
pour type A dans l'environnement � .
R�eciproquement, si le terme non �etiquet�e a a pour type A dans l'environne-
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ment � , il existe un terme �etiquet�e e de typeA dans l'environnement � tel
que # (e) = a.

D�emonstration
La proposition se montre facilement par r�ecurrence structurelle sur les preuves
de � ` e : A et de � ` a : A.
x

La conservation de la relation de typage permet d'associer �a tout terme non
�etiquet�e typ�e un terme �etiquet�e de même type, ant�ec�edent par la fonction
d'e�acement. Un autre ant�ec�edent de même type ne di��ere que par l'infor-
mation qu'il porte, comme le montre la proposition suivante.

3.2.7 Proposition (
E�acement :
Repr�esentation de l'�equivalence canonique

)

Consid�erons la relation d'�equivalence � , reliant deux termes �etiquet�es s'ils
sont �egaux �a condition de restreindre la comparaison des �etiquettes aux types,
autrement dit consid�erons la relation � engendr�ee inductivement par le sys-
t�eme d'inf�erence form�e des r�egles suivantes :

;

(x; x )
;

(e1
j ; e2

j ) j

(f m (e1
j ) j ; f n (e2

j ) j )
(m:T = n:T) :

Alors, pour tous termes �etiquet�es e1 et e2 typ�es dans un même environne-
ment de typage, nous avons :

e1 � e2 ,# (e1) = # (e2) :

D�emonstration
� e1 � e2 )# (e1) = # (e2)
On proc�ede par r�ecurrence structurelle sur la preuve dee1 � e2. C'est im-
m�ediat.
� # (e1) = # (e2) ) e1 � e2

On proc�ede par r�ecurrence structurelle sur la preuve de typage dee1 dans �.
Examinons les di��erents cas pour la r�egle d'inf�erence concluant la preuve. On
suppose �a chaque fois quee2 est un terme typ�e dans � tel que # (e1) = # (e2),
et on cherche �a montrer quee1 � e2.
� [intro-Var]
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Dans ce cas, il existe une variablex telle que e1 = e2 = x. On peut conclure.
� [intro- ! ]
La preuve se termine par la r�egle

� :(x : A) ` b1 : B1

� ` �x m b1 : A ! B1

;

o�u m:T = A ! B1.
On d�eduit de # (e1) = # (e2) et du typage de e2 dans � l'existence d'une
�etiquette n et d'un terme b2 tels quee2 = �x n b2, # (b1) = # (b2), n:T = A !
B2 et � :(x : A) ` b2 : B2.
De l'hypoth�ese de r�ecurrence appliqu�ee �a � :(x : A) ` b1 : B1, on obtient
que b1 � b2.
Si b1 est une variable, alorsb1 = b2, puis B1 = B2, soit m:T = n:T.
Sinon, par d�e�nition de � , on a b1:L:T = b2:L:T, soit B1 = B2, soit m:T =
n:T.
Finalement, on a bien e1 � e2.
� Autres cas
Le raisonnement est analogue au pr�ec�edent.
x

Ainsi, il est possible d'associer �a tout terme clos non �etiquet�e a de type A,
et �a toute information � , l'unique terme clos �etiquet�e, not�e hai � , de type A,
v�eri�ant # (hai � ) = a et enti�erement �etiquet�e par � , color�e en � pourrait-on
dire : toute �etiquette m ayant une occurrence danshai � v�eri�e m:I = � .
La fonction d'e�acement peut être �etendue aux �etats-m�emoire de la mani�ere
suivante. Si s est un �etat-m�emoire �etiquet�e, comme la famille ( l ) lm 2 dom s est
injective, on peut associer �a tout identi�cateur de r�ef�erence l appartenant �a
l'image de cette famille l'�etiquette ml telle que lm l appartient au domaine
de s ; # (s) est alors la fonction d�ecrite par la famille

�
# (s(lm l ))

�
lA 2#(dom s) .

Finalement, la fonction d'e�acement peut être �etendue aux con�gurations
de la mani�ere suivante : si (s; e) est une con�guration �etiquet�ee, alors # (s; e)
est �egal �a ( # (s); # (e)). Par pr�eservation de la relation de typage, c'est bien
une con�guration. La r�eduction est aussi conserv�ee par e�acement.

3.2.8 Proposition (E�acement : Conservation de la r�eduction)
Si (s; e) est une con�guration �etiquet�ee se r�eduisant en (s0; e0), alors # (s; e)
se r�eduit en # (s0; e0) ; si (s; e) est une con�guration �etiquet�ee ne se r�eduisant
pas, alors # (s; e) ne se r�eduit pas.
R�eciproquement, si (t; a) est une con�guration non �etiquet�ee se r�eduisant
en (t0; a0), alors il existe deux con�gurations �etiquet�ees (s; e) et (s0; e0) telles
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que (s; e) se r�eduit en (s0; e0), et # (s; e) = ( t; a) et # (s0; e0) = ( t;0a0) ;
si (t; a) est une con�guration non �etiquet�ee ne se r�eduisant pas, alors il
existe une con�guration �etiquet�ee (s; e) telle que (s; e) ne se r�eduit pas et
# (s; e) = ( t; a).

D�emonstration
Pour la premi�ere partie de la proposition, concernant la pr�eservation de la
r�eduction, il su�t de remarquer tout d'abord que la fonction d'e�acement #
transforme une valeur en une valeur, un radical en un radical, un contexte
de r�eduction en un contexte de r�eduction. En remarquant que la fonction
d'e�acement commute avec les substitutions, on constate alors qu'un radical
dans un contexte de r�eduction est transform�e en un radical dans un contexte
de r�eduction, et on peut proc�eder par r�ecurrence sur la preuve de la r�eduction
pour conclure.
Pour la seconde partie, consid�erons une con�guration non �etiquet�ee (t; a).
Soit � une information quelconque. D�e�nissons s ainsi, pour toute r�ef�erence
lA du domaine det :

s(l (Ref( A );� ) )
def
= ht(lA )i � :

Il est clair que (s;hai � ) est une con�guration �etiquet�ee telle que # (s;hai � ) =
(t; a). On applique la premi�ere partie de la proposition pour conclure.
x

3.2.3 Les types �a la fronti�ere

Pour �etudier le con�nement, nous utilisons le langage annot�e que nous
venons de d�ecrire, en donnant un sens particulier aux informations compo-
sant les �etiquettes : elles repr�esentent l'origine des termes. Comme un terme
peut provenir ou bien du code mobile ou bien du code local, l'ensemble des
informations est suppos�e �egal �a f mo; log : l'information mo indique comme
provenance le code mobile, l'informationlo le code local. Si� appartient �a
f mo; log, on note � l'autre �el�ement de f mo; log.

Nous d�e�nissons maintenant la fronti�ere entre le code mobile et le code
local au sein d'un terme. Consid�erons un termee, et un de ses sous-termes
f m (: : : ; d; : : :), o�u d a pour �etiquette n ; le sous-termed est �a la fronti�ere
dans e si son origine est di��erente de celle de l'op�erateur f , soit si

n:I 6= m:I :

Il existe donc deux sortes de fronti�eres, l'une, ditesortante10, correspondant
10 Le code local plac�e �a cette fronti�ere peut sortir de l'environnement, le code mobile

op�erant alors sur lui.
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au cas o�u d a pour origine le code local, soitn:I = lo, l'autre, dite entrante11,
correspondant au cas o�ud a pour origine le code mobile, soitn:I = mo.
Plutôt que de d�eterminer les termes apparaissant �a la fronti�ere, nous r�ea-
lisons une approximation, en nous int�eressant seulement �a leur type. D�e�-
nissons donc deux ensembles, form�es des types apparaissant aux fronti�eres
sortante et entrante respectivement au sein d'un terme.
Soit � un �el�ement de f mo; log. Si m est une �etiquette, on d�e�nit une appli-
cation Fm

� , associant �a chaque terme �etiquet�e e
{ le singleton f e:L:Tg, si e et m portent les informations � et � respecti-

vement :

e:L:I = � ;

m:I = � ;

{ l'ensemble vide sinon.
Autrement dit, l'application F m

� appliqu�ee �a un terme e d�etermine si e est
�a la fronti�ere, sortante ou entrante suivant la valeur de � , lorsqu'il est plac�e
sous un op�erateur �etiquet�e par m, et le cas �ech�eant, renvoie son type. Ainsi,
pour toute variable x, Fm

� (x) = ; ; pour un terme e d'�etiquette ( A; � ), Fm
� (e)

est �egal �a f Ag si m:I = � , �a l'ensemble vide sinon, et Fm
� (e) = ; .

�A tout terme �etiquet�e e, on associe l'ensemble not�eF � (e) des types apparte-
nant �a la fronti�ere, sortante si � = lo, entrante si � = mo, d�e�ni r�ecursivement
par les �equations suivantes :

F � (x) = ; ;

F � (f m
j (e1; : : : ; ej )) =

[

1� k� j

F � (ek ) [ Fm
� (ek ) :

Ainsi, dans un terme, un type appartient �a la fronti�ere sortante si c'est le
type d'un sous-terme d'origine lo, plac�e imm�ediatement sous un sous-terme
d'origine mo, et inversement pour la fronti�ere entrante. Par exemple, pour
le terme �etiquet�e e �egal �a

@(B; lo) (f (A ! B; mo) ; a(A; lo) ) ;

Fmo(e) est �egal �a
f A ! B g [ F mo(f ) [ F mo(a) :

L'application est �etendue aux �etats-m�emoire de la mani�ere suivante :

F � (s) =
[

lm 2 dom s

F � (s(lm )) [ Fm
� (s(lm )) :

11 Le code mobile plac�e �a cette fronti�ere peut entrer dans l'environnement qui op�ere alors
sur lui.
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puis aux con�gurations ainsi :

F � (s; e) = F � (s) [ F � (e) :

Ainsi, dans une con�guration (s; e), un type appartient �a la fronti�ere sortante
{ ou s'il appartient �a la fronti�ere sortante dans e,
{ ou s'il appartient �a la fronti�ere sortante dans une valeur s(lm ),
{ ou s'il est le type d'une valeur s(lm ) d'origine lo, lm ayant pour origine

mo,
et de même pour la fronti�ere entrante, en permutant les origines.
Pour simpli�er, on d�e�nit la fronti�ere d'un terme comme le couple

(F lo(e); Fmo(e)) ;

de même la fronti�ere d'une con�guration ( s; e) comme le couple

(F lo(s; e); Fmo(s; e)) :

Plus g�en�eralement, on appelle fronti�ere tout couple form�e de deux ensembles
de types.

Notre premier objectif est de d�eterminer �a partir d'un programme un
majorant de l'ensemble des fronti�eres apparaissant dans sa trace d'ex�ecution,
le majorant �etant calcul�e �a partir de la fronti�ere de la con�guration initiale.
Il doit donc être possible de d�eterminer la mani�ere dont �evolue la fronti�ere
lors d'une r�eduction. Une hypoth�ese portant sur les variables li�ees est alors
n�ecessaire, comme le montre l'exemple suivant.
Consid�erons deux valeurshf i mo et hvi lo, form�ees de code d'originemo et lo
respectivement, et de types respectifsA ! B et A. Le programme

@(B; lo) (�x (A ! B; lo) @(B; mo) (hf i mo; x); hvi lo)

a pour fronti�ere ( ; ; f B g). Il se r�eduit en @(B; mo) (hf i mo; hvi lo), qui a pour
fronti�ere ( f Ag; ; ). Comme A et B peuvent être quelconques, une hypoth�ese
concernant l'�etiquetage s'av�ere n�ecessaire si l'on veut rapporter la fronti�ere
apr�es r�eduction �a la fronti�ere avant : elle assure qu'on ne traverse aucune
fronti�ere, d'une part, entre une variable li�ee et son lieur, d'autre part, entre
une variable libre et la racine du terme. C'est l'hypoth�ese de coh�erence des
origines.

3.2.9 D�e�nition (Coh�erence des origines)
Un terme �etiquet�e e est d'origine coh�erente si l'une des conditions suivantes
est v�eri��ee :
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;

x
(x variable)

e1 : : : ej

f m
j (e1; : : : ; ej )

0

@
8 k 2 f 1; : : : ; j g :

FV (ek ) 6= ;
) Fm

lo (ek ) = F m
mo(ek ) = ;

1

A

Tab. 3.11 { Termes �etiquet�es : Coh�erence des origines

(i) e est une variable,

(ii) e est �egal �a f m
j (e1; : : : ; ej ), et pour tout entier k compris entre 1 et j ,

{ ek est d'origine coh�erente,
{ si ek poss�ede une variable libre,ek n'appartient pas �a la fronti�ere de

e.

Formellement, un terme �etiquet�e e est d'origine coh�erente si e appartient
�a l'ensemble engendr�e inductivement par le syst�eme d'inf�erence de la table
3.11 (p. 243).
Une con�guration (s; e) est d'origine coh�erente si

{ le terme de contrôle e est d'origine coh�erente,
{ pour toute r�ef�erence lm du domaine des, la valeur s(lm ) est d'origine

coh�erente.

Ainsi, dans l'exemple pr�ec�edent, le terme

�x (A ! B; lo) @(B; mo) (hf i mo; x)

n'est pas d'origine coh�erente. En revanche, les termes

�x (A ! B; mo) @(B; mo) (hf i mo; x)

et
�x (A ! B; lo) @(B; lo) (hf i mo; x)

le sont. Pour ces deux cas, voyons comment �evolue la fronti�ere lors de la
r�eduction du programme corrig�e. Les programmes

@(B; lo) (�x (A ! B; mo) @(B; mo) (hf i mo; x); hvi lo)

et
@(B; lo) (�x (A ! B; lo) @(B; lo) (hf i mo; x); hvi lo)
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ont pour fronti�ere ( ; ; f A ! B g). Le premier se r�eduit en @(B; mo) (hf i mo; hvi lo),
de fronti�ere ( f Ag; ; ), le second en @(B; lo) (hf i mo; hvi lo), de fronti�ere ( ; ; f A !
B g). Dans les deux cas, il est possible de relier les types appartenant �a
la fronti�ere apr�es r�eduction �a ceux qui y appartiennent avant. C'est cette
intuition que nous d�eveloppons et formalisons maintenant.

D�esormais, nous allons utiliser des termes d'origine coh�erente. Montrons
donc que cette propri�et�e est pr�eserv�ee par r�eduction.
Commen�cons par �etudier la d�ecomposition dans un contexte de r�eduction.
Pr�ecisons la d�e�nition de la propri�et�e pour un contexte de r�eduction : un
contexte de r�eduction est d'origine coh�erente s'il appartient �a l'ensemble
engendr�e inductivement par le syst�eme d'inf�erence de la d�e�nition pr�ec�e-
dente, �a condition de ne pas consid�erer la place comme une variable libre.
Par exemple, le contexte getm (get n (� )) est d'origine coh�erente, quels que
soient m et n. On v�eri�e ais�ement que les contextes de r�eduction d'origine
coh�erente sont engendr�es par la grammaire suivante :

E ::= �

j @n (E; e) j @n (v; E)

j refm (E ) j getm (E ) j setm (E; e) j setm (v; E) ;

o�u la valeur v et le terme close sont d'origine coh�erente.
Voyons le premier lemme, utilis�e pour la r�egle d'inf�erence [RED].

3.2.10 Lemme
Soient E un contexte de r�eduction et e un terme clos.
Si E [e] est d'origine coh�erente, alors E et e le sont.

D�emonstration
C'est imm�ediat, par r�ecurrence structurelle sur E .
x

Int�eressons-nous maintenant aux substitutions, utilis�ees dans la� -r�eduction ;
si on remplace une variable libre par un terme clos, la coh�erence est pr�eser-
v�ee.

3.2.11 Lemme
Soient e et a deux termes �etiquet�es.
Supposons quea soit clos, et quee et a soient d'origine coh�erente. Alors
e[a=x] est d'origine coh�erente.

D�emonstration
Soit a un terme clos d'origine coh�erente. On montre par r�ecurrence struc-
turelle sur e que si e est d'origine coh�erente, alorse[a=x] aussi. On traite le
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seul cas int�eressant o�u e = f m
j (e1; : : : ; ej ). On suppose quee est d'origine

coh�erente.
On doit montrer que pour tout entier k compris entre 1 et j , on a :

{ ek [a=x] est d'origine coh�erente,
{ si FV (ek [a=x]) 6= ; , alors Fm

lo (ek [a=x]) = F m
mo(ek [a=x]) = ; .

Soit k 2 f 1; : : : ; j g.
La premi�ere condition d�ecoule de l'hypoth�ese de r�ecurrence, puisque ek est
d'origine coh�erente.
Pour la seconde, examinons les di��erents cas possibles pourek .
Si ek = x, alors ek [a=x] = a et par hypoth�ese, FV (ek [a=x]) = ; .
Si ek est �egal �a une variable y di��erente de x, alors ek [a=x] = y et par
d�e�nition F m

lo (y) = F m
mo(y) = ; .

Sinon, ek = gn (: : :), donc ek [a=x] = gn (: : :).
On a alors les �egalit�es Fm

lo (ek [a=x]) = F m
lo (ek ) et Fm

mo(ek [a=x]) = F m
mo(ek ).

Comme ek est d'origine coh�erente et comme on a l'inclusionFV (ek [a=x]) �
FV (ek ), puisque a est clos, il vient que si FV (ek [a=x]) 6= ; , alors on a
Fm

lo (ek [a=x]) = F m
mo(ek [a=x]) = ; .

x

Nous pouvons maintenant d�emontrer la pr�eservation de la coh�erence par
r�eduction.

3.2.12 Proposition (
Coh�erence des origines :
Pr�eservation par r�eduction

)

Soit t1 une con�guration se r�eduisant en t2.
Si t1 est d'origine coh�erente, alors il en est de même det2.

D�emonstration
Proc�edons par r�ecurrence sur la preuve det1 ! t2.
� [� ]
On utilise le lemme 3.2.11 (p. 244) pour conclure.
� [REF], [REF- !], [REF- ?]
C'est imm�ediat.
� [RED]
t1 est de la forme (s; E[r ]), t2 de la forme (s0; E [r 0]), avec (s; r ) ! (s0; r 0).
Si t1 est d'origine coh�erente, en utilisant le lemme 3.2.10 (p. 244), il en est
de même pourE et (s; r ), puis par hypoth�ese de r�ecurrence, pour (s0; r 0), et
en�n, par le lemme 3.2.11 (p. 244), il en est de même pourt2.
x

Venons-en �a la majoration de la fronti�ere d'une con�guration. �A tout
type C, nous allons associer deux ensembles de types,T+ (C) et T� (C).
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;
[+]

C ` C : +

C ` A ! B : �
[� ! ]

C ` A : �
( � 2 f� ; + g)

C ` A ! B : �
[ ! +]

C ` B : �
( � 2 f� ; + g)

C ` Ref(A) : �
[Ref(� )]

C ` A : �
( � 2 f� ; + g)

C ` Ref(A) : �
[Ref(+)]

C ` A : �
( � 2 f� ; + g)

Tab. 3.12 { Types entrants et sortants

L'ensembleT+ (C) est form�e des types ayant une occurrence positive dansC
ou �etant gard�e dans C par le constructeur Ref(� ) ; on les appelle lestypes
sortants de C ; l'ensembleT� (C) est form�e des types ayant une occurrence
n�egative dans C ou �etant gard�e dans C par le constructeur Ref(� ) ; on les
appelle lestypes entrantsdeC. Ces deux ensembles sont d�e�nis formellement
�a partir du syst�eme d'inf�erence de la table 3.12, interpr�et�e inductivement.
Un jugement est de la formeC ` A : � , o�u � est un �el�ement de la paire
f� ; + g; on note � l'autre �el�ement de la paire. Pr�ecis�ement, les ensembles
T+ (C) et T� (C) s'obtiennent ainsi :

{ le type A appartient �a T+ (C) si le jugement C ` A : + est valide dans
le syst�eme d'inf�erence,

{ le type A appartient �a T� (C) si le jugement C ` A : � est valide dans
le syst�eme d'inf�erence.

On peut �etendre les applications T+ (� ) et T� (� ) aux ensembles de types de
la mani�ere suivante : si C est un ensemble de types, alors

T+ (C) =
[

C2C

T+ (C) ;

T� (C) =
[

C2C

T� (C) :

Nous allons relier ces ensembles �a la notion de fronti�ere de la mani�ere sui-
vante. �Etant donn�e une fronti�ere ( C1; C2) (c'est-�a-dire un couple form�e de
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deux ensembles de types), d�e�nissons l'ensemble des types frontaliers par :

A (C1 ;C2 )
def
= T+ (C1) [ T � (C2) :

Le couple (A (C1 ;C2 ) ; A (C2 ;C1 ) ) est appel�e la fronti�ere accessible �a partir de la
fronti�ere ( C1; C2). Nous pouvons maintenant �enoncer le th�eor�eme principal.

3.2.13 Th�eor�eme (Fronti�ere et accessibilit�e)
Soit t une trace d'ex�ecution telle que la con�guration initiale t0 soit d'origine
coh�erente.
Alors, pour toute con�guration t i de la trace t, la fronti�ere de t i est major�ee
(au sens de l'inclusion des composantes) par la fronti�ere accessible �a partir
de la fronti�ere de la con�guration initiale t0 :

F lo(t i ) � A (F lo(t0 );F mo(t0 )) ;

Fmo(t i ) � A (F mo(t0 );F lo(t0 )) :

La d�emonstration se fait par r�ecurrence sur la position dans la trace. Elle
n�ecessite d'�etudier l'�evolution de la fronti�ere d'une con�guration lors de sa
r�eduction. Quelques lemmes pr�eparatoires sont utiles.
Commen�cons par calculer la fronti�ere pour un terme clos plac�e dans un
contexte de r�eduction. On dit qu'un contexte de r�eduction r�eduit sous n s'il
admet pour sous-terme un contexte de r�eduction de la formef n (: : : ; � ; : : :).
L'introduction de cette d�e�nition se justi�e par le lemme suivant.

3.2.14 Lemme (Fronti�ere et r�eduction)
Soient E un contexte de r�eduction r�eduisant sous n et e un terme clos,
d'origine � .
Alors :

F � (E [e]) = F � (E ) [ F � (e) [ Fn
� (e) ;

F � (E [e]) = F � (E ) [ F � (e) :

D�emonstration
On montre par r�ecurrence structurelle sur E que si E r�eduit sous n, alors
pour tout terme clos e d'origine � , les deux �egalit�es sont v�eri��ees.
Soit e un terme clos d'origine � . On suppose �a chaque fois queE r�eduit
sousn.
� E = �
C'est trivial.
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� E = @m (F; a)
Supposons� 2 f lo; mog. On a :

F � (E [e]) = F � (F [e]) [ Fm
� (F [e]) [ F � (a) [ Fm

� (a) :

Envisageons deux cas pourF .
� F = �
On a F [e] = e, n = m et F � (E ) = F � (a) [ Fn

� (a), soit �nalement

F � (E [e]) = F � (e) [ Fn
� (e) [ F � (E ) :

On en d�eduit les deux �egalit�es attendues.
� F 6= �
E et F r�eduisent alors sousn. Comme Fm

� (F [e]) = F m
� (F ), il su�t d'appli-

quer l'hypoth�ese de r�ecurrence �a F pour obtenir les �egalit�es attendues.
� Autres cas
Ils sont analogues au pr�ec�edent.
x

Int�eressons-nous maintenant aux e�ets d'une substitution.

3.2.15 Lemme (Fronti�ere et substitution)
Soient e et a deux termes etx une variable, tels quee soit d'origine coh�e-
rente.
Supposons quee soit distinct de x et quex soit libre dans e. Alors, pour tout
�el�ement � de f lo; mog, on a :

F � (e[a=x]) = F � (e) [ F � (a) [ Fe:L
� (a) :

D�emonstration
Soit � un �el�ement de f lo; mog.
On montre par r�ecurrence sur e que si e d'origine coh�erente est distinct de
x et x est libre danse, alors on a l'�egalit�e indiqu�ee.
� e = x; e = y
C'est trivialement v�eri��e.
� e = f n

j (e1; : : : ; ej )
On supposee d'origine coh�erente et x 2 FV (e). Par d�e�nition, on a :

F � (e[a=x]) =
[

1� k� j

F � (ek [a=x]) [ Fn
� (ek [a=x]) :

On doit montrer que

F � (e[a=x]) =
� [

1� k� j

F � (ek ) [ Fn
� (ek )

�
[ F � (a) [ Fn

� (a) :
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Soit k un entier compris entre 1 etj . Distinguons deux cas suivant quex est
une variable libre de ek ou non.
� x 2 FV (ek )
Si ek = x, alors

F � (ek [a=x]) [ Fn
� (ek [a=x]) = F � (a) [ Fn

� (a) ;

F � (ek ) [ Fn
� (ek ) = ; :

Supposonsek 6= x.
Comme e est d'origine coh�erente, ek l'est aussi et on a n:I = ek :L:I. De
l'hypoth�ese de r�ecurrence appliqu�ee �a ek , on obtient

F � (ek [a=x]) = F � (ek ) [ F � (a) [ Fek :L
� (a) :

Commen:I = ek :L:I, on a Fek :L
� (a) = F n

� (a). En remarquant que Fn
� (ek [a=x]) =

Fn
� (ek ), on obtient �nalement :

F � (ek [a=x]) [ Fn
� (ek [a=x]) = F � (ek ) [ Fn

� (ek ) [ F � (a) [ Fn
� (a) :

� x =2 FV (ek )
Dans ce cas,ek [a=x] = ek .
Finalement, en r�eunissant tous les cas, et en remarquant qu'il existe au moins
un k tel que x 2 FV (ek ), on obtient :

F � (e[a=x]) = F � (e) [ F � (a) [ Fn
� (a) :

x

�Etudions maintenant l'�evolution de la fronti�ere lors de la mise �a jour d'un
�etat-m�emoire.

3.2.16 Lemme (Fronti�ere et mise �a jour de l'�etat-m�emoire)
Soit s un �etat-m�emoire.
Consid�erons une r�ef�erence ln appartenant �a l'ensembledoms[f � n (s)g. Alors
on a, pour tout �el�ement � de f lo; mog :

F � ((s; ln 7! v)) � F � (s) [ F � (v) [ Fn
� (v) :

D�emonstration
Il su�t de reprendre la d�e�nition de la mise �a jour et de la fronti�ere.
x

Il est d�esormais possible de d�ecrire l'�evolution de la fronti�ere au cours d'une
r�eduction. Pour les majorants, les propri�et�es de stabilit�e suivantes nous se-
ront utiles.
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3.2.17 Lemme (Propri�et�es de la fronti�ere accessible)
Soit (C1; C2) une fronti�ere. Alors :

(i) tout type de C1 appartient �a A (C1 ;C2 ) ,

(ii) si A ! B appartient �a A (C1 ;C2 ) , alors B appartient �a A (C1 ;C2 ) ,

(iii) si Ref(A) appartient �a A (C1 ;C2 ) , alors A appartient �a A (C1 ;C2 ) ,

(iv) si A ! B appartient �a A (C1 ;C2 ) , alors A appartient �a A (C2 ;C1 ) ,

(v) si Ref(A) appartient �a A (C1 ;C2 ) , alors A appartient �a A (C2 ;C1 ) .

D�emonstration
Il su�t de reprendre la d�e�nition de la fronti�ere accessible et d'appliquer les
r�egles d'inf�erence du syst�eme d�ecrit dans la table 3.12 (p. 246).
x

Finalement, nous pouvons rassembler tous ces �el�ements pour �etudier la pr�e-
servation de la majoration de la fronti�ere par r�eduction. Consid�erons une
con�guration ( s; E[r ]) se r�eduisant en (s0; E [r 0]). Envisageons deux cas pour
le contexte de r�eduction E .
Si E = � , on a, pour tout �el�ement � de f lo; mog :

F � (s; E[r ]) = F � (s) [ F � (r ) ;

F � (s0; E [r 0]) = F � (s0) [ F � (r 0) :

Sinon, il existe une �etiquette h telle que E r�eduit sous h ; dans ce cas, on a :

F � (s; E[r ]) = F � (s) [ F � (E ) [ F � (r ) [ Fh
� (r ) ;

F � (s0; E [r 0]) = F � (s0) [ F � (E ) [ F � (r 0) [ Fh
� (r 0) :

Remarquons que si Fh� (r ) 6= ; , alors Fh
� (r 0) � Fh

� (r ), puisquer et r 0ont même
type. Le seul cas posant probl�eme est donc lorsque Fh� (r ) = ; et Fh

� (r 0) 6= ; ,
ce qui entrâ�ne que Fh� (r ) = F h

� (r 0) = ; : on dit que le contexte de r�eduction
cr�ee une nouvelle fronti�ere avec le r�eduit r 0. Dans notre premier lemme qui
concerne ce cas, nous allons montrer que si le type de la fronti�ere nouvelle-
ment cr�e�ee n'appartient pas �a la fronti�ere de la con�guration initiale, alors
il se d�eduit d'un type initialement �a la fronti�ere en appliquant une r�egle
®positive ¯ du syst�eme d'inf�erence de la table 3.12 (p. 246), correspondant
aux cas (ii ) et ( iii ) du lemme 3.2.17 (p. 250).
Finalement, pour conclure, il nous restera �a comparerF � (s0) [ F � (r 0) avec
F � (s) [ F � (r ), ce que nous ferons en un second temps. Nous verrons qu'une
nouvelle fronti�ere peut être cr�e�ee par le remplacement d'un terme par un
autre dans la con�guration initiale, et que si le type de la fronti�ere nouvelle-
ment cr�e�ee n'appartient pas �a la fronti�ere de la con�guration initiale, alors
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il peut se d�eduire d'un type initialement �a la fronti�ere en appliquant une
r�egle ®n�egative ¯ du syst�eme d'inf�erence, correspondant aux cas (iv ) et (v)
du lemme 3.2.17 (p. 250).
Commen�cons par �etudier le passage au contexte de la r�eduction.

3.2.18 Lemme ( Majoration de la fronti�ere - cas [RED ] )
Soit (C1; C2) une fronti�ere.
Consid�erons une con�guration (s; E[r ]), o�u E est un contexte de r�eduction
r�eduisant sous h et r un radical, qui se r�eduit en la con�guration (s0; E [r 0])
et v�eri�e les deux conditions suivantes :

(i) la fronti�ere de (s; E[r ]) est incluse dans la fronti�ere accessible �a partir
de la fronti�ere (C1; C2) :

F lo(s; E[r ]) � A (C1 ;C2 ) ;

Fmo(s; E[r ]) � A (C2 ;C1 ) ;

(ii) le contexte de r�eduction E cr�ee avec r 0 une nouvelle fronti�ere :

Fh
lo(r ) [ Fh

mo(r ) = ; ;

Fh
lo(r 0) [ Fh

mo(r 0) 6= ; :

Alors la nouvelle fronti�ere cr�e�ee avec r 0 est incluse dans la fronti�ere acces-
sible �a partir de la fronti�ere (C1; C2) :

Fh
lo(r 0) � A (C1 ;C2 ) ;

Fh
mo(r 0) � A (C2 ;C1 ) :

D�emonstration
On pose (B; � )

def
= r 0:L. Comme E cr�ee une nouvelle fronti�ere avec r 0, on a

(B; � ) = r:L et h:I = � .
On note A � le majorant de F � (s; E[r ]) :

A � =

(
A (C1 ;C2 ) si � = lo ;

A (C2 ;C1 ) si � = mo:

Il s'agit de montrer que Fh
� (r 0) � A � , soit B � A � , �a partir de l'hypoth�ese

F � (s; E[r ]) � A � , soit F � (s) [ F � (E ) [ F � (r ) � A � .
Examinons les di��erents cas pour la r�eduction ( s; r ) ! (s0; r 0).
� [� ]
La r�eduction est

(s; E[@(B; � ) (�x (A ! B;� ) b; v)]) ! (s; E[b[v=x]]) :
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Distinguons deux cas, suivant queb est la variable x ou non.
� b = x
Dans ce cas, on ar 0 = v, si bien queB appartient �a la fronti�ere F � (r ), donc
�a A � .
� b 6= x
Dans ce cas, l'origine der 0, soit � , est �egale �a l'origine de b.
Si l'origine de l'abstraction � est di��erente de � , alors B appartient �a la
fronti�ere F � (r ), donc �a A � .
Si � = � , alors A ! B appartient �a la fronti�ere F � (r ), donc �a A � . De la
propri�et�e ( ii ) du lemme 3.2.17 (p. 250), on d�eduit queB appartient �a A � .
� [REF]
La r�eduction serait

(s; E[ref (B;� ) (v)]) ! ((s; l(B;� ) 7! v); E [l (B;� ) ]) ;

o�u l (B;� ) = � (B;� ) (s). Or on constate queE ne cr�ee pas de nouvelle fronti�ere
avec r 0.
� [REF- !]
La r�eduction est

(s; E[get(B; � ) (l (Ref( B );� ) )]) ! (s; E[s(l (Ref( B );� ) )]) :

Examinons les deux cas possibles pour l'origine� de la r�ef�erence.
� � = �
Le type Ref(B ) appartient �a F � (r ), donc �a A � ; de la propri�et�e ( iii ) du
lemme 3.2.17 (p. 250), on d�eduit queB appartient �a A � .
� � 6= �
Le type B appartient �a F � (s), donc �a A � .
� [REF- ?]
La r�eduction serait

(s; E[set(Unit ;� ) (l (Ref( B );� ) ; v)]) ! ((s; l(Ref( B );� ) 7! v); E [unit (Unit ;� ) ]) :

Or E ne cr�ee pas de nouvelle fronti�ere avecr 0.
x

Venons-en maintenant aux di��erents axiomes de la relation de r�eduction.
On traite �a part la � -r�eduction, puisqu'elle n�ecessite une hypoth�ese suppl�e-
mentaire, la coh�erence des origines.

3.2.19 Lemme ( Majoration de la fronti�ere - cas [� ] )
Soit (C1; C2) une fronti�ere.
Consid�erons une con�guration (s; r ), o�u r est un radical, qui se r�eduit en la
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con�guration (s0; r 0), et dont la fronti�ere est incluse dans la fronti�ere acces-
sible �a partir de la fronti�ere (C1; C2) :

F lo(s; r ) � A (C1 ;C2 ) ;

Fmo(s; r ) � A (C2 ;C1 ) :

Supposons que la r�eduction(s; r ) ! (s0; r 0) forme un axiome [� ]. Alors si la
con�guration (s; r ) est d'origine coh�erente, la fronti�ere de (s0; r 0) est incluse
dans la fronti�ere accessible �a partir de la fronti�ere (C1; C2) :

F lo(s0; r 0) � A (C1 ;C2 ) ;

Fmo(s0; r 0) � A (C2 ;C1 ) :

D�emonstration
La r�eduction est

(s;@(B;� 1 ) (�x (A ! B;� 2 ) b; v)) ! (s; b[v=x]) :

Il s'agit donc de montrer que la fronti�ere de b[v=x] est incluse dans la fronti�ere
accessible �a partir de la fronti�ere ( C1; C2).
Soit � un �el�ement quelconque de f mo; log.
On note A � le majorant de F � (s; r ) :

A � =

(
A (C1 ;C2 ) si � = lo ;

A (C2 ;C1 ) si � = mo:

Si b = x ou x =2 FV (e), on a F � (r 0) � F � (r ), donc F � (r 0) � A � .
On peut donc supposerb 6= x et x 2 FV (e).
Comme (s; r ) est d'origine coh�erente, par la proposition 3.2.12 (p. 245),
(s0; r 0) l'est aussi ; du lemme 3.2.15 (p. 248), on obtient alors queF � (r 0) =
F � (b) [ F � (v) [ Fm

� (v), o�u m est l'�etiquette de b.
Comme F � (b) [ F � (v) � F � (r ), le seul cas posant probl�eme est lorsque
Fm

� (v) 6= ; .
Supposons Fm� (v) 6= ; , soit Fm

� (v) = f Ag, puisqueA est le type dev. Soit �
l'origine de v. On a alors : � = � , m:I = � . Il s'agit de montrer que A appar-
tient �a A � . Examinons les deux cas possibles pour l'origine de l'application.
� �1 = �
A appartient �a la fronti�ere F � (r ), donc �a A � .
� �1 = �
N�ecessairement l'origine �2 de l'abstraction est distincte de � . Sinon, on au-
rait x 2 FV (b), b d'origine � , et �2 = � , si bien que �x (A ! B;� 2 ) b ne serait
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pas d'origine coh�erente, contradiction. Il s'ensuit que A ! B appartient �a
F � (r ), donc �a A � ; de la propri�et�e ( iv ) du lemme 3.2.17 (p. 250), on d�eduit
que A appartient �a A � .
x

Voyons les axiomes concernant les r�ef�erences.

3.2.20 Lemme (
Majoration de la fronti�ere -
cas [REF], [REF- !] et [REF- ?]

)

Soit (C1; C2) une fronti�ere.
Consid�erons une con�guration (s; r ), o�u r est un radical, qui se r�eduit en la
con�guration (s0; r 0), et dont la fronti�ere est incluse dans la fronti�ere acces-
sible �a partir de la fronti�ere (C1; C2) :

F lo(s; r ) � A (C1 ;C2 ) ;

Fmo(s; r ) � A (C2 ;C1 ) :

Supposons que la r�eduction(s; r ) ! (s0; r 0) forme un axiome [REF], [REF- !]
ou [REF- ?]. Alors la fronti�ere de (s0; r 0) est incluse dans la fronti�ere acces-
sible �a partir de la fronti�ere (C1; C2) :

F lo(s0; r 0) � A (C1 ;C2 ) ;

Fmo(s0; r 0) � A (C2 ;C1 ) :

D�emonstration
Soit � un �el�ement quelconque de f mo; log.
On note A � le majorant de F � (s; r ) :

A � =

(
A (C1 ;C2 ) si � = lo ;

A (C2 ;C1 ) si � = mo:

Examinons les di��erents cas pour la r�eduction ( s; r ) ! (s0; r 0).
� [REF]
La r�eduction est

(s; refm (v)) ! ((s; lm 7! v); lm ) ;

o�u lm = � m (s).
Du lemme 3.2.16 (p. 249), on obtient l'in�egalit�e suivante :

F � (s0; r 0) � F � (s) [ F � (v) [ Fm
� v ;

soit
F � (s0; r 0) � F � (s; r ) :
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� [REF- !]
La r�eduction est

(s;getm (ln )) ! (s; s(ln )) :

On a :
F � (s0; r 0) � F � (s) :

� [REF- ?]
La r�eduction est

(s; set(Unit ; � 1 ) (l (Ref( B ); � 2 ) ; v)) ! ((s; l(Ref( B ); � 2 ) 7! v); unit (Unit ; � 1 ) ) :

Par le lemme 3.2.16 (p. 249), on a :

F � (s0; r 0) � F � (s) [ F � (v) [ F(Ref( B ); � 2 )
� (v) :

Comme F � (s) [ F � (v) � A � , il reste �a montrer que F (Ref( B ); � 2 )
� (v) � A � .

Examinons donc le cas o�u F(Ref( B ); � 2 )
� (v) 6= ; .

Soit � l'origine de v. On a alors � = � , F(Ref( B ); � 2 )
� (v) = f B g, puisque v a

pour type B , et � 6= �2. Examinons les deux cas possibles pour l'origine de
l'op�erateur set( � ; � ), soit �1.
� �1 = �
Le type Ref(B ) appartient �a F � (r ), donc �a A � . De la propri�et�e ( v) du lemme
3.2.17 (p. 250), on d�eduit que B appartient �a A � .
� �1 6= �
Le type B appartient �a F � (r ), donc �a A � .
x

Il est maintenant possible de d�emontrer le th�eor�eme 3.2.13 (p. 247) par
r�ecurrence.

D�emonstration
Soit t une trace d'ex�ecution telle que la con�guration initiale t0 soit d'origine
coh�erente.
En utilisant la proposition 3.2.12 (p. 245), on montre facilement par r�ecur-
rence sur la position dans la trace que toute con�gurationt i de t est d'origine
coh�erente.
On montre maintenant par r�ecurrence sur la position dans la trace que toute
con�guration t i de la trace t v�eri�e :

F lo(t i ) � A (F lo(t0 );F mo(t0 )) ;

Fmo(t i ) � A (F mo(t0 );F lo(t0 )) :
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� i = 0
Il su�t d'appliquer le lemme 3.2.17 (p. 250) (propri�et�e ( i )).
� i > 0
On suppose le r�esultat eni � 1. La r�eduction t i � 1 ! t i est �egale �a (s; E[r ]) !
(s0; E [r 0]), o�u E est un contexte de r�eduction et r un radical.
Si E = � , il su�t d'appliquer les lemmes 3.2.19 (p. 252) et 3.2.20 (p. 254)
pour conclure.
Supposons queE r�eduise soush. Soit � un �el�ement quelconque de f mo; log.
On note A � le majorant de F � (t i � 1) :

A � =

(
A (F lo(t0 );F mo(t0 )) si � = lo ;

A (F mo(t0 );F lo(t0 )) si � = mo:

On a, par le lemme 3.2.18 (p. 251) :

F � (s; E[r ]) = F � (s) [ F � (E ) [ F � (r ) [ Fh
� (r ) ;

F � (s0; E [r 0]) = F � (s0) [ F � (E ) [ F � (r 0) [ Fh
� (r 0) :

Des lemmes 3.2.19 (p. 252) et 3.2.20 (p. 254), on d�eduit que

F � (s0) [ F � (r 0) � A � :

Il reste �a montrer que F h
� (r 0) � A � .

Si Fh
� (r ) 6= ; , n�ecessairement Fh

� (r 0) � Fh
� (r ), puisque r et r 0 ont même

type, et c'est termin�e. Sinon, si Fh
� (r 0) = ; , c'est termin�e. Il reste le cas o�u

le contexte de r�eduction E cr�ee une nouvelle fronti�ere avec r 0. Du lemme
3.2.18 (p. 251), on d�eduit que Fh

� (r 0) � A � .
On peut conclure.
x

3.2.4 �Etude du con�nement

Le th�eor�eme 3.2.13 (p. 247) est notre principal outil pour l'�etude du con�-
nement. Revenons �a notre mod�ele d'�etude, le code mobile s'ex�ecutant dans
un environnement local. Rappelons que nous mod�elisons le code mobile par
un programme mobile, pr�ecis�ement une abstraction dont la variable repr�e-
sente l'environnement, et l'environnement local par un programme local. On
note L le programme local, suppos�e de typeL , et �x : L: M[x] le programme
mobile, o�u M est un contexte �a une place, de typeM (lorsqu'on attribue
�a la place le type L). Nous cherchons �a d�eterminer une condition portant
sur le type de l'environnement assurant le con�nement des ressources dans
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l'environnement lors de l'ex�ecution du programme (�x : L: M[x]) L.
Pour r�ealiser cette �etude, nous allons annoter le programme mobile par
mo et l'environnement local par lo. Pr�ecis�ement, d�e�nissons le programme
M (M; L) par

M (M; L)
def
= @(M; mo) (h�x : L: M[x]i mo; hLi lo) :

Le fait d'annoter les termes par leur origine permet de formaliser la notion
de con�nement, comme nous le voyons maintenant.

La r�eduction d'un radical d�etruit une valeur, except�e le cas particulier
du radical cr�eant et initialisant une r�ef�erence (de la forme ref( v)). Il est donc
possible de d�ecomposer tout radical de destruction sous la forme d'un des-
tructeur, contexte form�e d'un op�erateur de destruction, appliqu�e �a une place
� , qu'on remplace par la valeur �a d�etruire, et �eventuellement �a une place
� , qu'on remplace par une valeur param�etrant la destruction. Le tableau
suivant d�ecrit pr�ecis�ement cette d�ecomposition :

radical destructeur valeur d�etruite valeur param�etrant

@n (�x m e; v) @n (� ; � ) �x m e v
getm (ln ) getm (� ) ln ;

setm (ln ; v) setm (� ; � ) ln v

Nous sommes maintenant en mesure de formaliser la notion de con�nement
et d'accessibilit�e. On dit qu'un type apparâ�t dans un programme typ�e e si
c'est le type d'une �etiquette d'un sous-terme dehei � , � �etant une information
quelconque.

3.2.21 D�e�nition (Con�nement et accessibilit�e)
Soit L un environnement et consid�erons un typeA.
Le type A est con�n�e dans l'environnement L si

(i) le type A apparâ�t dans L,

(ii) pour tout programme mobile M, lors de l'ex�ecution de M (M; L), aucune
valeur de type A et d'origine l'environnement n'est d�etruite par un
destructeur d'origine le code mobile.

Le type A est accessible�a partir de l'environnement L s'il existe un pro-
gramme mobile�x : L: M[x] tel que lors de l'ex�ecution deM (M; L), une va-
leur de type A et d'origine l'environnement est d�etruite par un destructeur
d'origine le code mobile.

On remarque qu'un type A apparâ�t n�ecessairement dans l'environnementL
s'il est accessible. C'est qu'en e�et aucune nouvelle �etiquette n'est cr�e�ee par
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r�eduction. Ainsi, pour un type A apparaissant dans l'environnement,A est
con�n�e si et seulement s'il est inaccessible.
Comme les destructions proscrites par le con�nement se produisent �a la
fronti�ere, on d�eduit du th�eor�eme 3.2.13 (p. 247) le corollaire suivant.

3.2.22 Corollaire (
Caract�erisation des types con�n�es et accessibles
par les types sortants

)

Soient L un environnement de typeL et A un type.

(i) Si A n'est pas un type sortant deL et si A apparâ�t dans L, alors A
est con�n�e.

(ii) Si A est accessible �a partir deL, alors A est un type sortant deL .

D�emonstration
Par d�e�nition, l'ensemble des types sortants de L est �egal �a T+ (L ).
Soit t la trace d'ex�ecution de M (M; L). Comme pour la con�guration initiale
t0, on a F lo(t0) = f Lg et Fmo(t0) = ; , on obtient par le th�eor�eme 3.2.13
(p. 247) que pour toute con�guration t i de t, F lo(t i ) est inclus dansT+ (L ).
Si le type A est accessible �a partir deL, alors il existe une con�guration t i

telle que A appartient �a F lo(t i ), si bien que A est un type sortant de L .
Si le type A apparâ�t dans l'environnement L, en contraposant l'implication
pr�ec�edente, on obtient la premi�ere implication.
x

Nous montrons maintenant que la caract�erisation pr�ec�edente des types ac-
cessibles est optimale au sens o�u tout type sortant est aussi accessible �a
partir d'un certain environnement.

3.2.23 Th�eor�eme (
Caract�erisation des types sortants
par les types accessibles

)

Soit L un type.
Alors, pour tout type A sortant de L di��erent de Unit , il existe un environ-
nement L de typeL tel queA est accessible �a partir deL.

On construit l'environnement et le programme mobile r�ealisant l'acc�es par
r�ecurrence structurelle sur le type de l'environnement. Prenons le cas o�u le
type de l'environnement est un type fonctionnel L 1 ! L 2. Si le type A est
un type sortant de L 1 ! L 2, autrement dit s'il apparâ�t dans L 1 ! L 2 en
une occurrence positive ou sous la garde du constructeur Ref(� ), alors deux
cas sont envisageables lorsqueA est distinct de L 1 ! L 2 :

{ ou bien A est un type entrant de L 1,
{ ou bien A est un type sortant de L 2.
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Dans le second cas, l'hypoth�ese de r�ecurrence s'applique, dans le premier,
non, si bien qu'on proc�ede di��eremment : on montre qu'il est possible de
d�ecomposerL 1 jusqu'�a obtenir un type L 0

1 admettant A comme type sortant.
Formalisons dans un premier temps les propri�et�es li�ees �a la d�ecomposition
du type de l'environnement, �a l'aide du syst�eme d'inf�erence de la table 3.12
(p. 246).

3.2.24 Proposition
Soit � un �el�ement de f� ; + g.
Consid�erons deux types distinctsC et A. Alors :

(i) si C est �egal �a C1 ! C2, le jugement C ` A : � est valide si et
seulement si au moins l'un des jugementsC1 ` A : � et C2 ` A : �
est valide.

(ii) si C est �egal �a Ref(D ), le jugementC ` A : � est valide si et seulement
si au moins l'un des jugementsD ` A : � et D ` A : � est valide.

D�emonstration
Commen�cons par une remarque utile par la suite : si le jugementC ` A : �
est valide, alorsA est un sous-arbre deC, strict si � = � . La d�emonstration
par r�ecurrence structurelle sur la preuve deC ` A : � est facile et omise.
Dans un premier temps, on montre par r�ecurrence sur la preuve deC ` A : �
que si C 6= A, alors l'un des jugementsC0 ` A : : : : indiqu�es est valide, C0

�etant un sous-arbre imm�ediat de C.
� [+]
La preuve se r�eduit �a l'axiome C ` C : +. La propri�et�e est trivialement
v�eri��ee.
� [� ! ]
La preuve se conclut par la r�egle

C ` A ! B : �

C ` A : �
:

Distinguons deux cas suivant la nature deC.
� C = C1 ! C2

Si C = A ! B , n�ecessairement� = � , puis par d�ecomposition, on aC1 = A,
et donc C1 ` A : � est valide.
Si C 6= A ! B , alors de l'hypoth�ese de r�ecurrence, on d�eduit qu'au moins
l'un des jugementsC1 ` A ! B : � et C2 ` A ! B : � est valide, puis par
application de la r�egle [� ! ], qu'au moins l'un des jugementsC1 ` A : �
et C2 ` A : � est valide.
� C = Ref( D )
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De l'hypoth�ese de r�ecurrence, on d�eduit qu'au moins l'un des jugements
D ` A ! B : � et D ` A ! B : � est valide, puis par application de la
r�egle [� ! ], qu'au moins l'un des jugementsD ` A : � et D ` A : � est
valide.
� Autres cas
Ce sont des variantes du cas pr�ec�edent.
Venons-en maintenant �a la r�eciproque. Nous la montrons sous la forme �equi-
valente suivante : pour tous typesC et A, si le jugement C ` A : � est
valide, alors les jugements suivants le sont aussi :

{ pour tout type D, D ! C ` A : � et C ! D ` A : � ,
{ Ref( C) ` A : � et Ref(C) ` A : � .

On proc�ede par r�ecurrence structurelle sur la preuve deC ` A : � . �A chaque
fois, on consid�ere un type D quelconque.
� [+]
La preuve se r�eduit �a l'axiome C ` C : +. Prouvons donc les di��erents
jugements :

(i )

;

C ! D ` C ! D : +

C ! D ` C : �

;

(ii )

;

D ! C ` D ! C : +

D ! C ` C : +

;

(iii )

;

Ref(C) ` Ref(C) : +

Ref(C) ` C : �

:

� [� ! ]
La preuve se conclut par la r�egle

C ` A ! B : �

C ` A : �
:

De l'hypoth�ese de r�ecurrence appliqu�ee �a C ` A ! B : � , on d�eduit C !
D ` A ! B : � , D ! C ` A ! B : � , Ref(C) ` A ! B : � et
Ref(C) ` A ! B : � , puis C ! D ` A : � , D ! C ` A : � , Ref(C) ` A : �
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et Ref(C) ` A : � .
� Autres cas
Ils sont analogues au pr�ec�edent.
x

La d�emonstration du th�eor�eme 3.2.23 (p. 258) est principalement un exer-
cice de programmation.
En premier lieu, nous montrons que chaque type contient au moins un pro-
gramme convergent.

3.2.25 Lemme
Il existe une famille de programmes(aA )A , index�ee par l'ensemble des types,
ainsi qu'une famille de valeurs(uA )A et une famille d'�etats-m�emoire (� A )A ,
telles que pour tout typeA, (; ; aA ) converge vers(� A ; uA ).

D�emonstration
On proc�ede par r�ecurrence structurelle sur le type A.
� A = Unit
On poseaA = uA = unit et � A = ; .
� A = A1 ! A2

On poseaA = uA = �x : A1: aA 2 et � A = ; .
� A = Ref( A1)
On poseaA = ref( aA 1 ), uA = � A 1 (� A 1 ) et � A = ( � A 1 ; uA 7! uA 1 ).
x

Ce lemme nous est utile pour d�e�nir des valeurs par d�efaut.
Les notations suivantes facilitent la programmation.
Si e1 et e2 sont deux termes etx une variable qui n'est pas libre danse1,

et de type A dans e2, alors let A x = e1 in e2 d�eclare une variable locale de
type A dans e2 et l'initialise �a e1, et se d�e�nit par :

let A x = e1 in e2
def
= ( �x : A: e2) e1 :

Si e1 et e2 sont deux termes, alorse1 ; e2 r�ealise la composition s�equentielle
de e1 et e2, et se d�e�nit par :

e1 ; e2
def
= ( �x e 2) e1 ;

o�u x n'est pas une variable libre dee2 (on a omis le type dex).
Si f et g ont pour type A1 ! A2 et A2 ! A3, alorsg� f r�ealise la composition
fonctionnelle deg par f , et se d�e�nit par :

g � f
def
= �x : A1: g (f x ) ;
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o�u x n'est une variable libre ni de f ni de g.
En�n, nous d�esignerons par s1 : : : : : sn l'�etat-m�emoire s si les fonctions (si ) i

et l'�etat-m�emoire s v�eri�ent :
{ pour tout i , s prolonge si ,
{ (dom si ) i forme une partition de s,
{ pour tout i , l'ensemble f l j 9 j � i; A : l A 2 domsj g est un segment

initial de l'ensemble des identi�cateurs.
Voyons maintenant pr�ecis�ement le cas des types entrants, avec ce lemme
suivi d'une br�eve explication.

3.2.26 Lemme
Soient L et A deux types tels queA soit un type entrant de L .
Alors il existe deux typesL 0 et L 00, et deux programmes� et  , de type
respectivementL ! L 0 et L 0 ! L , v�eri�ant :

(i) L 0 est un sous-arbre deL ,

(ii) L 0 est �egal �a Ref(L 00) ou �a L 00! B pour un certain type B ,

(iii) L 0 admet A comme type entrant,

(iv) L 00admet A comme type sortant,

(v) les programmes� et  sont des abstractions,

(vi) pour toute con�guration (s1; v), o�u s1 est un �etat-m�emoire et v une
valeur de typeL 0, il existe une valeur not�ee u et un �etat-m�emoire not�e
s tels que

(a) (s1;  v ) s'�evalue en (s1 : s; u),

(b) pour toute con�guration (s2 : s : s3; � u ), o�u s2 et s3 sont des �etats-
m�emoire, il existe un �etat-m�emoire s4 tel que(s2 : s : s3; � u ) s'�eva-
lue en (s2 : s : s3 : s4; v).

Aux e�ets de bord pr�es, le lemme �enonce que � �  est l'identit�e. En per-
mettant de passer deL 0 �a L , puis de revenir, ces deux programmes rendent
possible l'utilisation de l'hypoth�ese de r�ecurrence en L 00. Avant de voir com-
ment, d�emontrons ce lemme.

D�emonstration
La d�emonstration se fait par r�ecurrence sur L . Soit A un type. On montre
que si L ` A : � , alors on peut d�e�nir deux types, L 0 et L 00, et deux
programmes,� et  v�eri�ant les conditions de l'�enonc�e.
� L = Unit
Il n'existe pas de type A tel que L ` A : � .
� L = L 1 ! L 2
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SupposonsL ` A : � . Suivant la proposition 3.2.24 (p. 259), il existe deux
possibilit�es, que nous d�etaillons.
� L 1 ` A : +
On d�e�nit L 0 par L , L 00par L 1, � et  par l'identit�e �x : L: x .
� L 2 ` A : �
De l'hypoth�ese de r�ecurrence appliqu�ee �a L 2, on obtient L 0, L 00, � et  .
Soient F = �f : L: f a L 1 et G = �y : L 2: �x : L 1: y. On v�eri�e facilement que
L 0, L 00, � � F et G �  conviennent.
� L = Ref( L 1)
SupposonsL ` A : � . Suivant la proposition 3.2.24 (p. 259), il existe deux
possibilit�es, que nous d�etaillons.
� L 1 ` A : +
Comme pr�ec�edemment, on d�e�nit L 0 par L , L 00par L 1, � et  par l'identit�e
�x : L: x .
� L 1 ` A : �
De l'hypoth�ese de r�ecurrence appliqu�ee �a L 1, on obtient L 0, L 00, � et  .
Soient F = �x : L: get(x) et G = �x : L 1: ref(x). On v�eri�e facilement que
L 0, L 00, � � F et G �  conviennent.
x

Nous sommes d�esormais en mesure de d�emontrer le th�eor�eme 3.2.23 (p. 258).
Dans cette d�emonstration, nous ne montrons pas que les traces d'ex�ecution
des programmes que nous d�e�nissons v�eri�ent la propri�et�e souhait�ee. Il est
facile de s'assurer informellement que c'est le cas : on raisonne en utilisant
les conditions (v) et (vi) du lemme 3.2.26, que nous avons mises sous cette
forme pour simpli�er la v�eri�cation, ainsi que quelques propri�et�es intuitives
des traces d'ex�ecution. Manuellement, il serait tr�es long de formaliser com-
pl�etement le raisonnement.

D�emonstration
On proc�ede par r�ecurrence sur L . Soit A un type di��erent de Unit. On
montre que siL ` A : +, alors on peut d�e�nir un environnement local L de
type L et un programme mobile �x : L: M[x] tels que lors de l'ex�ecution de
M (M; L), une valeur de typeA et d'origine l'environnement est d�etruite par
un destructeur d'origine le code mobile.
Le cas o�u A est �egal �a L �etant trivial, on peut supposer A distinct de L .
� L = Unit
On ne peut avoir L ` A : +.
� L = L 1 ! L 2

SupposonsL ` A : +. Suivant la proposition 3.2.24 (p. 259), il existe deux
possibilit�es, que nous d�etaillons.
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� L 2 ` A : +
De l'hypoth�ese de r�ecurrence appliqu�ee �a L 2, on obtient un environnement
local L de type L 2 et un programme mobile�x : L 2: M[x] tels que l'ex�ecution
de M (M; L) entrâ�ne la destruction attendue. On v�eri�e facilement que

�x : L 1: L

et
�f : L: (�x : L 2: M[x]) ( f a L 1 )

conviennent comme environnement local et programme mobile respective-
ment.
� L 1 ` A : �
Par le lemme pr�ec�edent 3.2.26, on obtient deux typesL 0 et L 00, et deux pro-
grammes� et  , de type respectivementL 1 ! L 0 et L 0 ! L 1, v�eri�ant les
di��erentes conditions. Comme L 00` A : +, en appliquant l'hypoth�ese de
r�ecurrence �a L 00, on dispose d'un environnement localL de type L 00et d'un
programme mobile�x : L 00: M[x] tels que l'ex�ecution de M (M; L) entrâ�ne la
destruction souhait�ee.
Envisageons deux cas, suivant le rapport entreL 00et L 0.
� L 0 = L 00! B
On d�e�nit le nouvel environnement par

L0 def
= �x : L 1:(� x L ; aL 2 )

et le nouveau programme mobile par

�f : L: M0[f ]
def
= �f : L: f ( �x : L 00:(M[x] ; aB )) :

Il est facile de v�eri�er que l'ex�ecution de M (M0; L0) entrâ�ne la destruction
souhait�ee.
� L 0 = Ref( L 00)
On d�e�nit le nouvel environnement par

L0 def
= �x : L 1:(set(� x; L) ; aL 2 )

et le nouveau programme mobile par

�f : L: M0[f ]
def
= �f : L: let L 0z = aL 0 in

(f ( z ) ; ( �x : L 00: M[x]) get(z)) :

Il est facile de v�eri�er que l'ex�ecution de M (M0; L0) entrâ�ne la destruction
souhait�ee.
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� L = Ref( L 1)
SupposonsL ` A : +. Suivant la proposition 3.2.24 (p. 259), il existe deux
possibilit�es, que nous d�etaillons.
� L 1 ` A : +
De l'hypoth�ese de r�ecurrence appliqu�ee �a L 1, on obtient un environnement
local L de type L 1 et un programme mobile�x : L 1: M[x] tels que l'ex�ecution
de M (M; L) entrâ�ne la destruction attendue. On v�eri�e facilement que

ref(L)

et
�z : L: let L 1 x = get( z) in M[x]

conviennent comme environnement local et programme mobile respective-
ment.
� L 1 ` A : �
Par le lemme pr�ec�edent 3.2.26, on obtient deux typesL 0 et L 00, et deux pro-
grammes� et  , de type respectivementL 1 ! L 0 et L 0 ! L 1, v�eri�ant les
di��erentes conditions. Comme L 00` A : +, en appliquant l'hypoth�ese de
r�ecurrence �a L 00, on dispose d'un environnement localL de type L 00et d'un
programme mobile�x : L 00: M[x] tels que l'ex�ecution de M (M; L) entrâ�ne la
destruction attendue.
Envisageons deux cas, suivant le rapport entreL 00et L 0.
� L 0 = L 00! B
On d�e�nit le nouvel environnement par

L0 def
= let L z = aL in

(set(z;  �x : L 00: � get(z) L) ; z)

et le nouveau programme mobile par

�z : L: M0[z]
def
= �z : L: let L 1 y = get( z) in

(set(z;  �x : L 00:(M[x] ; aB )) ; � y a L 00) :

Il est facile de v�eri�er que l'ex�ecution de M (M0; L0) entrâ�ne la destruction
souhait�ee.
� L 0 = Ref( L 00)
On d�e�nit le nouvel environnement par

L0 def
= let L 0y = ref( L) in ref(  y )
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et le nouveau programme mobile par

�z : L: M0[z]
def
= �z : L: let L 00y = get( � get(z)) in

M[y] :

Il est facile de v�eri�er que l'ex�ecution de M (M0; L0) entrâ�ne la destruction
souhait�ee.

x

Ici s'ach�eve l'�etude g�en�erale du con�nement. En utilisant un langage
annot�e particulier, dans lequel chaque terme porte, en plus de son type, son
origine, le code mobile ou le code local, nous avons pu d�e�nir d'une part,
une notion de fronti�ere, locale et dynamique, lieu des interactions entre le
code mobile et le code local, d'autre part, la propri�et�e de con�nement de
mani�ere rigoureuse. L'�etude de la fronti�ere a permis de d�egager un crit�ere,
relatif au type de l'environnement local et permettant d'a�rmer si un type
donn�e est con�n�e dans l'environnement local. Il se r�esume ainsi :

si le type n'apparâ�t dans le type de l'environnement local ni en
une occurrence positive ni sous la garde du constructeur Ref(� ),
alors il est con�n�e dans l'environnement local.

Bien sûr, si le type apparâ�t en une occurrence positive ou sous la garde du
constructeur Ref(� ), il est impossible d'a�rmer quoi que ce soit. Cepen-
dant, on a montr�e que dans ce cas il existe un environnement local �a partir
duquel le type consid�er�e est accessible par le code mobile. Autrement dit,
nous avons obtenu le meilleur crit�ere possible �a partir du type de l'environ-
nement local. De plus, il est �evidemment d�ecidable : �etant donn�e un type L
pour l'environnement local et un type �a tester A, la question de savoir siA
apparâ�t dans L en une occurrence positive ou sous la garde du constructeur
Ref(� ) est d�ecidable. C'est �a rapporter au probl�eme g�en�eral suivant, qui lui
est ind�ecidable :

{ donn�ees :
un environnement localL typ�e et un type A,

{ question :
le type A est-il accessible �a partir de l'environnement localL ?

En e�et, si ce probl�eme �etait d�ecidable, le probl�eme de la terminaison serait
d�ecidable12. En e�et, consid�erons un programme e et appliquons la proc�e-
dure de d�ecision suppos�ee au typeA et �a l'environnement e; aA , o�u aA est

12 On pr�esume �evidemment que le probl�eme de la terminaison est ind�ecidable pour notre
langage.
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le programme convergent de typeA donn�e par le lemme 3.2.25 (p. 261). On
constate quee termine si et seulement si le code mobile acc�ede �a une valeur
de type A.

Revenons maintenant aux questions de s�ecurit�e, pr�ecis�ement au contrôle
des acc�es. Nous avons vu en introduction que le con�nement des ressources
doit s'accompagner du contrôle de l'usage des ressources au sein du code
local. C'est cette question que nous abordons maintenant.

3.2.5 De l'instrumentation au con�nement

Nous distinguons le code instrument�e de celui qui ne l'est pas, de même
le code �a prot�eger de celui qui ne l'est pas. �A cette �n, nous introduisons
deux �etiquettes, ? et > , auxquelles nous attribuons la signi�cation suivante,
selon qu'elles annotent un constructeur ou un destructeur du langage :

constructeur destructeur

? pas de protection pas d'instrumentation
> protection instrumentation

Dans un premier temps, nous d�eveloppons un syst�eme de types de mani�ere
�a assurer que l'ex�ecution de tout programme y admettant un type v�eri�e la
propri�et�e suivante :

un destructeur �etiquet�e par ? n'est jamais appliqu�e �a une valeur
�etiquet�ee par > ,

ou encore en ordonnant la pairef? ; >g par ? < > ,

un destructeur �etiquet�e par i d�etruit une valeur �etiquet�ee par j
seulement sij � i .

Ce syst�eme garantit ainsi la correction de l'instrumentation. Dans un second
temps, nous utilisons la relation de sous-typage suivant le principe®convertir
pour con�ner ¯ pour r�esoudre la question du con�nement.

Nous d�eveloppons un syst�eme utilisant des types �etiquet�es, dits s�ecuri-
taires. Leur ensemble est engendr�e par la grammaire suivante :

A ::= Unit (type singleton)

j A ?! A j A >! A (types fonctionnels)

j Ref? (A) j Ref> (A) (types des r�ef�erences):

Une valeur �etiquet�ee par ? admettra un type �etiquet�e par ? , et de même
pour > . D�etaillons le langage annot�e que nous utilisons, et �evidemment
conforme �a la d�e�nition g�en�erale donn�ee dans le paragraphe 3.2.2 (p. 233).
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Rappelons que les �etiquettes annotant les op�erateurs d'un tel langage sont
form�ees d'un type (sans annotation) et d'une information. Se limiter �a l'in-
formation indiquant l'instrumentation ou la protection est insu�sant dans
notre cas si on souhaite d�eterminer le type s�ecuritaire �a partir de la seule
�etiquette d'un terme. Par exemple, au programme �x (A; > ) x, o�u A est un

type non �etiquet�e, on pourrait attribuer n'importe quel type A0 >! A0, o�u
A0 est une annotation du type A. Aussi, on prendra pour information un
couple, form�e d'un type s�ecuritaire et d'une valeur, ? ou > . Comme le type
s�ecuritaire permet de retrouver le type non �etiquet�e, simplement en e�a�cant
les �etiquettes, il su�t pratiquement de prendre pour �etiquettes les couples
form�es d'un type s�ecuritaire et d'une valeur ? ou > ; si m est une telle �eti-
quette, on notera m:T le type s�ecuritaire et m:I la valeur ? ou > v�eri�ant
m = ( m:T; m:I). Nous verrons par la suite que cette d�e�nition des �etiquettes
permet de d�eterminer le type minimal d'un terme. D�esormais, on appelle un
terme �etiquet�e de ce langage annot�e un terme instrument�e .

Le syst�eme de types est d�ecrit par le syst�eme d'inf�erence de la table 3.13
(p. 269) ; il permet de d�e�nir inductivement l'ensemble des jugements de ty-
page valides, un jugement de typage �etant de la forme � ` e : A, o�u � est un
environnement,e un terme instrument�e et A un type s�ecuritaire, ces derniers
respectivement sujet et objet du jugement®a pour type s�ecuritaire ¯ dans
l'environnement �. On remarque que si on n'utilise qu'une seule valeur ?
ou > pour les �etiquettes des types s�ecuritaires et des termes, on retrouve
les r�egles de typage du syst�eme 3.9 (p. 235). La seule di��erence concerne
les r�egles applicables aux destructeurs, o�u la contrainte concernant les �eti-
quettes vise le respect du principe �enonc�e plus haut : l'information associ�ee
�a un destructeur, qui indique s'il est instrument�e ou non, est compar�ee �a
l'�etiquette du type du terme �a d�etruire ; comme l'information associ�ee �a un
constructeur co•�ncide avec l'�etiquette de son type, on comprend que le prin-
cipe est bien appliqu�e.
Nous aurons besoin par la suite d'annoter enti�erement par? un programme
non �etiquet�e et typ�e. Pr�ecis�ement, notons hAi � le type s�ecuritaire obtenu
en �etiquetant par � tous les constructeurs de types,� ! � ou Ref(� ), du
type non �etiquet�e A. Associons �a tout programme e non �etiquet�e et typ�e
le programme hheii ? , e color�e en ? , dont l'�etiquetage n'utilise que ? , aussi
bien pour les types s�ecuritaires que pour les �etiquettes des constructeurs et
des destructeurs, de la mani�ere suivante :

hheii ? def
= G(hei ? ) ;
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;
[intro-Var]

� ` x : �( x)
(x 2 dom �)

� :(x : A) ` e : B
[intro- ! ]

� ` �x m e : A �! B

�
A �! B = m:T
� = m:I

�

� ` f : A �! B � ` a : A
[�elim- ! ]

� ` @m (f; a ) : B

�
B = m:T
� � m:I

�

;
[intro-Unit]

� ` unit m : Unit
(Unit = m:T)

;
[intro-Ref/loc]

� ` lm : Ref � (A)

�
Ref � (A) = m:T
� = m:I

�

� ` e : A
[intro-Ref/new]

� ` refm (e) : Ref � (A)

�
Ref � (A) = m:T
� = m:I

�

� ` e : Ref � (A)
[�elim-Ref/ !]

� ` getm (e) : A

�
A = m:T
� � m:I

�

� ` e1 : Ref � (A) � ` e2 : A
[�elim-Ref/ ?]

� ` setm (e1; e2) : Unit

�
Unit = m:T
� � m:I

�

Tab. 3.13 { Syst�eme de types s�ecuritaires du langage instrument�e
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;

(Unit ; Unit)

(A2; A1) (B1; B2)

(A1
� 1! B1; A2

� 2! B2)
(� 1 � � 2)

;

(Ref � 1 (A); Ref � 2 (A))
(� 1 � � 2)

Tab. 3.14 { Types s�ecuritaires : relation de sous-typage

o�u G est d�e�ni par l'�equation r�ecursive suivante :

G(f (A;� ) (ej ) j ) = f (hA i ? ;� ) (G(ej )) j :

Il est facile de v�eri�er que si e a pour type A, alors hheii ? a pour type hAi ? .
Consid�erons maintenant un type s�ecuritaire A dont l'�etiquette est > et

que nous notonsB > . On note B ? le type obtenu en modi�ant l'�etiquette de
A en ? . Soit C[ ] un programme instrument�e �a un param�etre, admettant un
type s�ecuritaire dans le syst�eme pr�ec�edent lorsqu'on attribue le type B > au
param�etre. En utilisant la s�emantique op�erationnelle pr�ec�edemment d�e�nie
pour le langage annot�e (cf. tab. 3.10 (p. 237)), on verra par la suite que pour
toute valeur v de type B > , l'ex�ecution de C[v] n'entrâ�ne pas de destruction
interdite, c'est-�a-dire impliquant un destructeur non instrument�e et une va-
leur �a prot�eger. Il est clair que pour toute valeur v de type B ? , l'ex�ecution
de C[v] n'entrâ�ne pas non plus de destruction interdite. Autrement dit, on
peut consid�erer que B ? est un sous-type deB > .
Pr�ecis�ement, la relation de sous-typage entre les types s�ecuritaires est engen-
dr�ee inductivement par le syst�eme d'inf�erence de la table 3.14 (p. 270). Les
jugements sont des couples (A; B ), o�u A et B sont des types s�ecuritaires : si le
jugement (A; B ) est valide, on dit que A est un sous-type deB , et on le note
A � B . On remarque les propri�et�es classiques : pour le constructeur� ! � ,
contravariance pour l'ensemble de d�epart, covariance pour l'ensemble d'ar-
riv�ee, pour le constructeur Ref(� ), invariance. On v�eri�e facilement que la
relation de sous-typage est une relation d'ordre partielle. Pour l'utiliser, on
ajoute au syst�eme de types la r�egle de conversion suivante :

� ` e : A
[� ]

� ` e : B
(A � B ) :
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Le syst�eme de types v�eri�e les propri�et�es habituelles. Noter que l'unicit�e du
type est remplac�ee par l'existence d'un type minimal.

3.2.27 Proposition (Propri�et�es du syst�eme de types s�ecuritaires)
Soit � un environnement de typage. Consid�erons un terme instrument�ea de
type s�ecuritaire A dans l'environnement � :

� ` a : A :

Lemme d'a�aiblissement
Consid�erons un environnement � 0prolongeant� . Alors le jugement de typage
� 0 ` a : A est valide.

Lemme de la base
Consid�erons l'environnement � jFV (a) obtenu en restreignant� aux variables
libres de a. Alors le jugement de typage� jFV (a) ` a : A est valide.

Existence d'un plus petit type
Si a est une variablex, alors a admet un plus petit type (pour la relation de
sous-typage) dans l'environnement� , soit �( x).
Sinon, soit M le type donn�e par l'�etiquette de a :

M = a:L:T :

Alors M est le plus petit type dea dans l'environnement � .

Lemme des substitutions
Soient x une variable du domaine de� , et b un terme instrument�e de type

�( x). Alors le terme a[b=x] a pour type A dans l'environnement � :

� ` a : A � ` b : �( x)

� ` a[b=x] : A
(x 2 dom �) :

Lemme de la d�ecomposition
Supposons quea soit un programme se d�ecomposant en un radicalr dans

un contexte de r�eduction E :

a = E[r ] :

Alors r est typ�e, et si on attribue �a la place � le plus petit type der , E
admet pour typeA.
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D�emonstration
� A�aiblissement, base
La d�emonstration est analogue �a celle de la proposition 3.2.1 (p. 226).
� Plus petit type
On montre tr�es facilement par r�ecurrence structurelle sur la preuve de � `
a : A que a admet comme plus petit type dans l'environnement � celui qui
est indiqu�e par la proposition.
� Substitutions
La d�emonstration, classique, se fait par r�ecurrence structurelle sur a, et ne
pr�esente aucune di�cult�e.
� D�ecomposition
On proc�ede par r�ecurrence structurelle sur E . Seul cas original, le contexte
de r�eduction vide.
SupposonsE = � . Comme r est �egal �a a, r est typ�e ; quant au contexte de
r�eduction E , il admet pour type le plus petit type de r , qui est le plus petit
type de a, et est donc un sous-type deA.
x

D�e�nissons maintenant la s�emantique op�erationnelle de notre langage.
Pour simpli�er, nous ne modi�ons pas la s�emantique op�erationnelle d�e�nie
par le syst�eme de la table 3.10 (p. 237). Ce choix correspond �a une interpr�e-
tation en termes d'accessibilit�e. Pour un destructeur, l'�etiquette > signi�e
la possibilit�e d'acc�eder aux valeurs devant être prot�eg�ees, �etiquet�ees par > .
Une approche r�ealiste consisterait �a consid�erer qu'un destructeur r�ealise tout
d'abord un test, puis s'il est positif, r�ealise la destruction habituelle, sinon
arrête l'ex�ecution ou lance une exception.
�Enon�cons la principale propri�et�e permettant de relier la s�emantique statique
(le syst�eme de types) �a la s�emantique op�erationnelle. On dit qu'une con�-
guration (s; e) est typ�ee pour la s�ecurit�e si elle est typ�ee dans le syst�eme de
types s�ecuritaires, autrement dit si

{ pour toute r�ef�erence lm du domaine des, la valeur s(lm ) admet pour
type s�ecuritaire le type A v�eri�ant

m:T = Ref m:I (A) ;

{ le terme de contrôle e admet un type s�ecuritaire.

3.2.28 Th�eor�eme (R�eduction du sujet : pr�eservation du typage)
Soit (s1; e1) une con�guration typ�ee pour la s�ecurit�e. Alors si (s1; e1) se
r�eduit en (s2; e2), la con�guration (s2; e2) est typ�ee pour la s�ecurit�e. De
plus, le plus petit type s�ecuritaire de e2 est un sous-type du plus petit type
s�ecuritaire de e1.
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D�emonstration
On raisonne par r�ecurrence structurelle sur la preuve de la r�eduction (s1; e1) !
(s2; e2). On suppose que la con�guration (s1; e1) est typ�ee pour la s�ecurit�e,
et on note M le plus petit type de e1.
� [� ]
La r�eduction est

(s1; @m (�x n a; v)) ! (s1; a[v=x]) :

La preuve de; ` e1 : M se termine ainsi :

; :(x : A0) ` a : M 0

; ` �x n a : A0 � 0

! M 0
����

; ` �x n a : A �! M ; ` v : A

; ` @m (�x n a; v) : M

o�u A � A0, M 0 � M et � 0 � � .
De ces in�egalit�es et du lemme des substitutions, on d�eduit quea[v=x] a pour
type M , si bien que son plus petit type est un sous-type deM .
De plus, (s1; a[v=x]) est typ�ee pour la s�ecurit�e.
� [REF]
La r�eduction est

(s1; refm (v)) ! ((s1; lm 7! v); lm ) ;

o�u lm est �egal �a � m (s). Du jugement ; ` refm (v) : M , on d�eduit que v admet
pour type A d�e�ni par m:T = Ref m:I (A). Il en r�esulte que (( s1; lm 7! v); lm )
est typ�ee pour la s�ecurit�e.
En�n, ref m (v) et lm ont le même plus petit type, m:T.
� [REF- !]
La r�eduction est

(s1; getm (ln )) ! (s1; s1(ln )) :

�Evidemment, la con�guration ( s1; s1(ln )) est typ�ee pour la s�ecurit�e. Mon-
trons que s1(ln ) admet M pour type.
Par hypoth�ese, on sait ques1(ln ) admet pour type A v�eri�ant n:T = Ref n: I (A).
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La preuve de; ` getm (ln ) : M est ainsi form�ee

;

; ` ln : Refn: I (M )
����

; ` ln : Ref � (M )

; ` getm (ln ) : M

avecn:T = Ref n: I (M ). Il s'ensuit que M = A.
� [REF- ?]
La r�eduction est

(s1; setm (ln ; v)) ! ((s1; ln 7! v); unit m ) :

On doit montrer que v admet pour type A d�e�ni par n:T = Ref n: I (A). Or
il existe un type B tel que la preuve de; ` setm (ln ; v) : Unit est form�ee
ainsi :

;

; ` ln : Refn: I (B )
����

; ` ln : Ref � (B ) ; ` v : B

; ` setm (ln ; v) : Unit

avecn:T = Ref n: I (B ), ce qui implique B = A et donc quev a pour type A.
� [RED]
La r�eduction est ( s1; E [r1]) ! (s2; E [r2]), d�eduite de ( s1; r1) ! (s2; r2), et
o�u E est un contexte de r�eduction et r1 un radical.
Par le lemme de d�ecomposition, on obtient quer1 est typ�e et que E a pour
type M si on attribue �a la place � le plus petit type de r1. En appliquant
l'hypoth�ese de r�ecurrence �a la r�eduction ( s1; r1) ! (s2; r2), comme (s1; r1)
est typ�ee pour la s�ecurit�e, on obtient que s2 v�eri�e la condition de typage et
que le plus petit type de r2 est un sous-type du plus petit type der1. Par le
lemme des substitutions, on obtient �nalement que E[r2] admet pour type
M , et on peut conclure.
x

Il r�esulte de ce th�eor�eme fondamental que le syst�eme de types s�ecuritaires
est sûr.
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3.2.29 Corollaire (Sûret�e du typage)
Consid�erons un programme instrument�e admettant un type s�ecuritaire. Alors,
lors de son ex�ecution, aucun destructeur �etiquet�e par ? ne d�etruit une valeur
�etiquet�ee par > .

D�emonstration
Par le th�eor�eme de r�eduction du sujet, toute con�guration de la trace d'ex�e-
cution est typ�ee pour la s�ecurit�e. Si lors de l'ex�ecution, un destructeur �eti-
quet�e par ? d�etruisait une valeur �etiquet�ee par > , alors le radical en question
n'admettrait pas de type s�ecuritaire, ce qui constituerait une contradiction,
par le lemme de la d�ecomposition.
x

Autrement dit, la v�eri�cation statique de l'instrumentation entrâ�ne la v�eri-
�cation dynamique de la politique de s�ecurit�e.

Comment appliquer ce syst�eme de types dans le cas du code mobile ?
Commen�cons par mod�eliser l'ex�ecution du code mobile appelant l'environ-
nement local avec le langage instrument�e. Comme le code mobile ne peut pas
être instrument�e et ne contient pas de ressources �a prot�eger, il ne contient
que l'�etiquette ? . Pr�ecis�ement, si �x : L: M[x] est le programme mobile de
type L ! M , nous le repr�esentons par le programme

hh�x : L: M[x]ii ? ;

de type

hL i ? ?! h M i ? :

Quant au code local, il peut être instrument�e et contenir des ressources �a
prot�eger, si bien qu'il utilise les deux �etiquettes ? et > suivant le principe
d�ej�a �enonc�e :

constructeur destructeur

? pas de protection pas d'instrumentation
> protection instrumentation

On note LS l'environnement local ainsi �etiquet�e. On suppose �evidemment
qu'il admet un type s�ecuritaire, qu'on note L S. On sait donc que l'ex�ecu-
tion de l'environnement local seul est sûre. Qu'en est-il de l'ex�ecution du
programme mobile appelant l'environnement local, autrement dit du pro-
gramme

@(hM i ? ;? ) (hh�x : L: M[x]ii ? ; LS)

qui nous sert �a mod�eliser cette ex�ecution ? Une condition su�sante est �evi-
demment que ce programme admette un type s�ecuritaire. Compte tenu des
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r�egles de typage, il vient que ce programme admet un type s�ecuritaire si et
seulement le type de l'environnementL S est un sous-type du typehL i ? , le
même type queL S si ce n'est que les �etiquettes> ont �et�e remplac�ees par
des �etiquettes ? . La proposition suivante d�e�nit une condition �equivalente,
�a l'aide des types sortants. �Etant donn�e un type s�ecuritaire C, on note # (C)
le type non �etiquet�e obtenu en e�a�cant les �etiquettes.

3.2.30 Proposition (Conversion et types sortants)
Soit C un type s�ecuritaire.
Alors C est un sous-type deh#(C)i ? si et seulement si tout type sortant de
C et di��erent de Unit a pour �etiquette ? .

On d�e�nit les types sortants et entrants de C comme pour les types non
�etiquet�es. Un type A est un type sortant de C s'il apparâ�t dans C en une
occurrence positive ou sous la garde d'un constructeur Ref� (� ) ; un type A
est un type entrant de C s'il apparâ�t dans C en une occurrence n�egative ou
sous la garde d'un constructeur Ref� (� ). Formellement, on utilise le syst�eme
d'inf�erence de la table 3.12 (p. 246), o�u chaque constructeur de types,� ! �
ou Ref(� ), doit cependant être remplac�e par un constructeur �etiquet�e. On
rappelle qu'un type A est un type sortant de C si le jugement C ` A : +
est valide, alors que c'est un type entrant deC si le jugement C ` A : �
est valide.
On utilise dans la d�emonstration la proposition 3.2.24 (p. 259), qui permet
de relier un jugementC ` A : : : : �a un jugement C0 ` A : : : :, o�u C0 est un
sous-arbre deC, lorsque C est distinct de A.

D�emonstration
Nous allons montrer non seulement la propri�et�e de l'�enonc�e, mais aussi
une propri�et�e duale. Pr�ecis�ement, nous montrons les deux �equivalences sui-
vantes :

C � h# (C)i ? , 8 A 6= Unit : C ` A : + ) A:I = ? ;

h#(C)i ? � C , 8 A 6= Unit : C ` A : � ) A:I = ? :

Commen�cons par montrer simultan�ement les deux implications de gauche �a
droite par r�ecurrence sur C. On consid�ere un type A distinct de Unit.
� C = Unit
C'est trivialement v�eri��e.
� C = C1

�! C2

Voyons la premi�ere implication.
SupposonsC � h# (C)i ? , ce qui implique par d�e�nition du sous-typage,
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� = ? , C2 � h# (C2)i ? et h#(C1)i ? � C1.
Supposons aussiC ` A : +.
Si A = C, alors A a pour �etiquette � , soit ? .
Sinon, on peut appliquer la proposition 3.2.24 (p. 259).
Si C1 ` A : � , en appliquant l'hypoth�ese de r�ecurrence �a C1, on obtient
A:I = ? .
Si C2 ` A : +, en appliquant l'hypoth�ese de r�ecurrence �a C2, on obtient
A:I = ? .
Voyons la seconde implication.
Supposonsh#(C)i ? � C, ce qui implique par d�e�nition du sous-typage,
C1 � h# (C1)i ? et h#(C2)i ? � C2.
Supposons aussiC ` A : � .
N�ecessairement,A 6= C, et on peut appliquer la proposition 3.2.24 (p. 259).
Si C1 ` A : +, en appliquant l'hypoth�ese de r�ecurrence �a C1, on obtient
A:I = ? .
Si C2 ` A : � , en appliquant l'hypoth�ese de r�ecurrence �a C2, on obtient
A:I = ? .
� C = Ref � (D )
Voyons la premi�ere implication.
SupposonsC � h# (C)i ? , ce qui implique par d�e�nition du sous-typage,
� = ? , D = h#(D)i ? .
Supposons aussiC ` A : +.
Si A = C, alors A a pour �etiquette � , soit ? .
Sinon, on peut appliquer la proposition 3.2.24 (p. 259).
Si D ` A : � , en appliquant l'hypoth�ese de r�ecurrence �a D , on obtient
A:I = ? .
Si D ` A : +, en appliquant l'hypoth�ese de r�ecurrence �a D , on obtient
A:I = ? .
Voyons la seconde implication.
Supposonsh#(C)i ? � C, ce qui implique par d�e�nition du sous-typage,
D = h#(D)i ? .
Supposons aussiC ` A : � .
N�ecessairement,A 6= C, et on peut appliquer la proposition 3.2.24 (p. 259).
Si D ` A : +, en appliquant l'hypoth�ese de r�ecurrence �a D , on obtient
A:I = ? .
Si C2 ` A : � , en appliquant l'hypoth�ese de r�ecurrence �a D , on obtient
A:I = ? .
Montrons maintenant simultan�ement les deux implications de droite �a gauche,
toujours par r�ecurrence sur C.
� C = Unit
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On a C = h#(C)i ? .
� C = C1

�! C2

Voyons la premi�ere implication.
Supposons8 A 6= Unit : C ` A : + ) A:I = ? .
Pour montrer que C � h# (C)i ? , il est su�sant de montrer que � = ? ,
C2 � h# (C2)i ? et h#(C1)i ? � C1.
Comme C ` C : +, on d�eduit de l'hypoth�ese que � = ? .
Consid�erons un type A di��erent de Unit. Nous allons montrer que si C2 `
A : + est valide, alors A:I = ? , de même que siC1 ` A : � est valide,
alors A:I = ? , ce qui permettra de conclure en appliquant l'hypoth�ese de
r�ecurrence �a C2 et C1 respectivement.
SupposonsC2 ` A : +. Par la proposition 3.2.24 (p. 259), on a C1

�! C2 `
A : +, donc par hypoth�ese A:I = ? .
SupposonsC1 ` A : � . Par la proposition 3.2.24 (p. 259), on aC1

�! C2 `
A : +, donc par hypoth�ese A:I = ? .
On a donc montr�e C � h# (C)i ? .
Voyons la seconde implication.
Supposons8 A 6= Unit : C ` A : � ) A:I = ? .
Pour montrer que h#(C)i ? � C, il est su�sant de montrer que C1 �
h#(C1)i ? et h#(C2)i ? � C2.
Consid�erons un type A di��erent de Unit. Nous allons montrer que si C2 `
A : � est valide, alors A:I = ? , de même que siC1 ` A : + est valide,
alors A:I = ? , ce qui permettra de conclure en appliquant l'hypoth�ese de
r�ecurrence �a C2 et C1 respectivement.
SupposonsC2 ` A : � . Par la proposition 3.2.24 (p. 259), on aC1

�! C2 `
A : � , donc par hypoth�ese A:I = ? .
SupposonsC1 ` A : +. Par la proposition 3.2.24 (p. 259), on a C1

�! C2 `
A : � , donc par hypoth�ese A:I = ? .
On a donc montr�e h#(C)i ? � C.
� C = Ref � (D )
Voyons la premi�ere implication.
Supposons8 A 6= Unit : C ` A : + ) A:I = ? .
Pour montrer que C � h# (C)i ? , il est su�sant de montrer que � = ? et
D = h#(D)i ? .
Comme C ` C : +, on d�eduit de l'hypoth�ese que � = ? .
Consid�erons un type A di��erent de Unit. Nous allons montrer que si D `
A : + est valide, alors A:I = ? , de même que siD ` A : � est valide,
alors A:I = ? , ce qui permettra de conclure en appliquant l'hypoth�ese de
r�ecurrence �a D .
SupposonsD ` A : +. Par la proposition 3.2.24 (p. 259), on a Ref� (D ) `
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A : +, donc par hypoth�ese A:I = ? .
SupposonsD ` A : � . Par la proposition 3.2.24 (p. 259), on a Ref� (D ) `
A : +, donc par hypoth�ese A:I = ? .
On a donc montr�e C � h# (C)i ? .
Voyons la seconde implication.
Supposons8 A 6= Unit : C ` A : � ) A:I = ? .
Pour montrer que h#(C)i ? � C, il est su�sant de montrer que D =
h#(D)i ? .
Consid�erons un type A di��erent de Unit. Nous allons montrer que si D `
A : � est valide, alors A:I = ? , de même que siD ` A : + est valide,
alors A:I = ? , ce qui permettra de conclure en appliquant l'hypoth�ese de
r�ecurrence �a D .
SupposonsD ` A : � . Par la proposition 3.2.24 (p. 259), on a Ref� (D ) `
A : � , donc par hypoth�ese A:I = ? .
SupposonsD ` A : +. Par la proposition 3.2.24 (p. 259), on a Ref� (D ) `
A : � , donc par hypoth�ese A:I = ? .
On a donc montr�e h#(C)i ? � C.
x

Cette derni�ere proposition permet de d�e�nir un crit�ere assurant qu'un
type s�ecuritaire pour l'environnement est sûr. On dit qu'un type s�ecuritaire
L S est sûr si pour tout programme mobile typ�e �x : L: M[x] (L �etant �egal
�a # (L S)) et tout environnement instrument�e LS de type s�ecuritaire L S,
l'ex�ecution de

@(hM i ? ;? ) (hh�x : L: M[x]ii ? ; LS)

est sûre, autrement dit n'entrâ�ne pas la destruction par un destructeur �eti-
quet�e par ? d'une valeur �etiquet�ee par > . Il vient que le type s�ecuritaire L S

est sûr si tout type sortant de L S et di��erent de Unit a pour �etiquette ? . La
r�eciproque pourrait être montr�ee en adaptant le th�eor�eme 3.2.23 (p. 258) au
cas des types s�ecuritaires. Ce th�eor�eme adapt�e permettrait alors d'associer
�a tout type sortant A de L S un environnement de typeL S �a partir duquel le
type A serait accessible. Ainsi, s'il existait un type sortantA de L S, di��erent
de Unit et ayant pour �etiquette > , on obtiendrait une destruction proscrite
pour un certain programme mobile appelant l'environnement local associ�e �a
A par ce th�eor�eme.

En r�esum�e, dans le cas du code mobile, nous proposons de contrôler les
acc�es aux ressources

{ en v�eri�ant que l'instrumentation du code local est correctement r�eali-
s�ee, ce qui peut se faire en montrant que l'environnement local admet
un type s�ecuritaire dans le syst�eme de types d�ecrit dans la table 3.13
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(p. 269),
{ en v�eri�ant une forme de con�nement des types �a prot�eger, pr�ecis�e-

ment en v�eri�ant qu'un type �a prot�eger n'apparâ�t dans le type de
l'environnement ni en une occurrence positive ni sous la garde d'un
constructeur Ref� (� ), ce qui permet de convertir le type s�ecuritaire
de l'environnement pour con�ner les types �a prot�eger.
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Conclusion

Nous avons �etudi�e dans cette th�ese l'ex�ecution de code mobile dans un
environnement local ; le code mobile �etant potentiellement hostile, l'environ-
nement local est charg�e de prot�eger les ressources du syst�eme hôte, pr�eci-
s�ement de garantir d'une part, la con�dentialit�e des informations contenues
dans les ressources, d'autre part, le con�nement local de ressources �a prot�e-
ger. Au terme de ce travail, nous pouvons a�rmer qu'il est possible d'ana-
lyser l'environnement local seul pour garantir la s�ecurit�e de l'ex�ecution de
tout code mobile. Nous avons pu d�e�nir deux crit�eres de s�ecurit�e :

{ le premier est v�eri��e par le code de l'environnement local si et seule-
ment si l'environnement garantit la con�dentialit�e des ressources lo-
cales,

{ le second porte sur le type de l'environnement local et implique que
les ressources �a prot�eger sont con�n�ees dans l'environnement si le type
de l'environnement le v�eri�e.

L'originalit�e de ces r�esultats ne tient pas en la possibilit�e d'analyser un
programme pour d�eterminer des propri�et�es concernant le contrôle des ux
d'informations ou des acc�es : la litt�erature sur ces sujets est d�ej�a vaste. Mais
elle provient de la probl�ematique propre �a l'ex�ecution de code mobile, en
particulier des deux points sp�eci�ques suivants :

{ seul l'environnement local est disponible pour l'analyse,
{ un crit�ere de s�ecurit�e doit être valide pour tout code mobile envisa-

geable.
Rentrons un peu plus dans le d�etail de ces crit�eres pour en cerner les limites
et �etudier les extensions possibles. Noter que nous ne revenons pas sur les
limites impliqu�ees par nos hypoth�eses de travail et d�ecrites en introduction
(cf. p. 7) : la principale hypoth�ese concerne l'utilisation d'un langage de haut
niveau, ce qui suppose qu'on s'assure de la pr�eservation par compilation des
propri�et�es de s�ecurit�e.

Nous comparons les deux crit�eres suivant trois points de vue :
{ le langage de programmation utilis�e,
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{ le degr�e d'approximation du crit�ere relativement �a la propri�et�e qu'il
implique,

{ les techniques utilis�ees pour d�emontrer ces crit�eres.
Commen�cons par une technique commune aux deux d�emarches. Tant la
con�dentialit�e que le con�nement ont �et�e �etudi�es �a partir d'une annotation
du langage de programmation, o�u chaque op�erateur du langage re�coit une
�etiquette : dans les deux cas, ce sont des langages bien connus, qui peuvent
être consid�er�es comme les langages naturels pour l'�etude de ces questions.
Except�e cette technique commune, le contraste est autrement parfait. Pour
le crit�ere de con�dentialit�e, le langage est �el�ementaire, le crit�ere est exact,
c'est-�a-dire �equivalent �a la propri�et�e de con�dentialit�e, et les techniques sont
�elabor�ees, puisqu'une partie des deux premiers chapitres est d�evolue �a leur
d�eveloppement ; pour le crit�ere de con�nement, le langage est enrichi (par
des r�ef�erences), le crit�ere repose sur l'approximation des valeurs par leur
type, et les techniques sont �el�ementaires.

Pour la con�dentialit�e, c'est donc surtout une extension du langage de
programmation qui est souhaitable. Si on reprend la même d�emarche, il
conviendrait pour le langage �etendu de

1. d�e�nir une s�emantique observationnelle,

2. �etudier l'uniformit�e et la d�ependance, en recourant �a une interpr�etation
abstraite,

3. donner un crit�ere de con�dentialit�e, �a partir de l'observation abstraite.

Des trois points, le premier semble le plus d�elicat. Depuis les travaux de
Moggi [58], il est reconnu que l'expression d'une s�emantique d�enotationnelle
peut être param�etr�ee par une monade. D'un point de vue op�erationnel, la
monade d�ecrit la structure des con�gurations de la machine abstraite ex�e-
cutant les programmes. Dans l'optique d'une g�en�eralisation, il serait donc
int�eressant de combiner l'approche monadique et l'approche observation-
nelle. Il s'av�ere que la m�ethode de Howe a d�ej�a �et�e utilis�ee pour des mo-
nades particuli�eres. Int�eressons-nous �a la monade permettant de repr�esenter
un �etat-m�emoire (global), adapt�ee au langage avec r�ef�erences utilis�e pour le
con�nement. Dans [72], Ritter et Pitts montrent que la relation de bisimila-
rit�e est incluse strictement dans la relation d'�equivalence contextuelle : c'est
un r�esultat d'ad�equation. On peut consid�erer que la relation de bisimilarit�e
qu'ils d�e�nissent s'obtient �a partir d'une notion d'observation : l'observation
d'un programme convergent est obtenu en observant de son r�esultat �a la fois
la valeur obtenue et l'�etat-m�emoire. Comme l'�equivalence contextuelle est
d�e�nie uniquement en observant du r�esultat la convergence, elle est claire-
ment plus grossi�ere que la bisimilarit�e : il faudrait ra�ner l'observation du
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r�esultat de mani�ere �a prendre en compte l'�etat-m�emoire pour esp�erer obtenir
la bisimilarit�e. �A l'inverse, si on laisse inchang�ee l'�equivalence contextuelle,
c'est la notion d'observation utilis�ee pour d�e�nir la bisimilarit�e qui doit être
moins discriminante. Lors de l'observation d'un programme, il est impos-
sible d'observer le contenu d'une r�ef�erence cr�e�ee par le programme si elle
n'a pas �et�e rendue accessible par le programme. Autrement dit, pour un
�etat-m�emoire, il est impossible d'observer les r�ef�erences con�n�ees dans le
programme. C'est cette distinction qu'exploitent Je�rey et Rathke dans [40,
x4, 5] pour aboutir �a l'ad�equation compl�ete, soit l'�egalit�e entre la bisimilarit�e
et l'�equivalence contextuelle ; ils utilisent �egalement la m�ethode de Howe, qui
justi�e ainsi par sa robustesse son emploi dans ce travail.

Pour le con�nement, le langage pourrait être �etendu par des structures
de donn�ees, sans modi�er l'�etude de la fronti�ere telle que nous l'avons me-
n�ee : par exemple, au niveau des types, outre des types de base, comme
des entiers ou des bool�eens, on pourrait introduire le produit cart�esien ou la
somme (union disjointe) sans aucune di�cult�e.
Comme le langage contient d�ej�a des r�ef�erences, il se rapprocherait alors d'un
langage orient�e objets, comme Java. Un type dans un langage comme Java,
même s'il est d'abord le nom d'une classe ou d'une interface, peut aussi être
identi��e avec la liste des signatures13 de ses m�ethodes ; comme il est sus-
ceptible d'apparâ�tre dans le type d'une de ses m�ethodes, il peut former un
type r�ecursif. Que devient l'�etude de la fronti�ere en pr�esence de types r�ecur-
sifs ? Il apparâ�t que notre �etude ne n�ecessite aucune hypoth�ese concernant
le caract�ere non r�ecursif des types. Cette derni�ere hypoth�ese n'est utilis�ee
qu'une seule fois, pour associer �a chaque type un programme convergent de
ce type, lorsqu'on montre que le crit�ere de con�nement est optimal.
Autre particularit�e d'un syst�eme de types comme celui du langage Java :
le sous-typage. La relation de sous-typage permet d'a�rmer qu'un type
(mi : A i ) i 2 I , o�u pour chaque indice i de l'ensemble �ni I , mi est le nom
d'une m�ethode et A i son type, est un sous-type de (mj : A j ) j 2 J , o�u J est
inclus dans I . Avec le sous-typage, sans hypoth�eses sur la conversion des
types, il n'est pas raisonnable de d�e�nir un crit�ere de con�nement �a par-
tir du type de l'environnement local. En e�et, s'il est possible de r�ealiser
une coercition d'un type vers un sous-type, c'est non seulement le type de
l'environnement local qui doit v�eri�er le crit�ere de con�nement, mais aussi
tous ses sous-types. Si comme en Java, il existe un type au sommet de la
hi�erarchie de sous-typage (le type®Object ¯ en Java), le crit�ere peut deve-
nir inapplicable. Il est donc souhaitable d'interdire ou bien la conversion des

13 La signature d'une m�ethode contient le nom et le type de la m�ethode.
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types devant être con�n�es en sur-types, ou bien la coercition. Ce sont des
hypoth�eses habituelles pour le con�nement, la premi�ere donn�ee par exemple
par Bokowski et Vitek dans [83, x5.3].
Une autre extension possible concernerait l'introduction du polymorphisme
param�etrique : c'est la possibilit�e de param�etrer par un type la d�e�nition
d'un programme. Le passage d'un syst�eme de types monomorphes �a un sys-
t�eme de types polymorphes impose de nombreuses modi�cations techniques
�a notre �etude de la fronti�ere, et demande donc d'̂etre explor�e plus avant.
Il convient aussi de remarquer que le polymorphisme param�etrique permet
de rendre abstrait dans le code mobile un type �a prot�eger : il su�t en e�et
de param�etrer le code mobile par ce type pour empêcher tout acc�es �a une
valeur de ce type au sein du code mobile. Cette technique de con�nement
est �etudi�ee par Leroy et Rouaix dans [49, x5.2].
S'il est possible d'envisager un crit�ere de con�nement pour un langage �etendu,
il reste que ce crit�ere repose sur une approximation forte : il concerne les
types et non les valeurs. C'est dommageable, dans la mesure o�u le processus
d'approximation n'est pas formalis�e. Il serait pr�ef�erable de d�e�nir un crit�ere
de con�nement exact, �a partir du code de l'environnement local, �equivalent
�a la propri�et�e de con�nement, puis de d�eduire par une interpr�etation abs-
traite transformant chaque valeur en son type le crit�ere approch�e que nous
donnons. Il s'agirait donc de d�eterminer l'ensemble des valeurs accessibles
par le code mobile �a partir de l'environnement local : on remarque un int�e-
ressant point de convergence avec le probl�eme de l'ad�equation compl�ete en
pr�esence de r�ef�erences, �evoqu�e plus haut.

�Evoquons en�n bri�evement les techniques math�ematiques d�ecrites dans
le premier chapitre et utilis�ees dans les chapitres suivants. Elles concernent
des objets in�nis, au sens de structures arborescentes in�nies en profon-
deur. Rappelons que pour d�e�nir ces objets in�nis, nous avons privil�egi�e
une approche �equationnelle, et que pour raisonner sur ces objets in�nis,
nous avons privil�egi�e une approche d�eductive. �A l'usage, ces deux approches
se sont r�ev�el�ees e�caces et intuitives. Elles sont susceptibles d'̂etre �etendues
dans de nombreuses directions. On pourrait par exemple consid�erer des sys-
t�emes d'�equations r�ecursives non d�eterministes, permettant de d�e�nir des
ensembles d'arbres, en s'inspirant des sch�emas de programmes r�ecursifs non
d�eterministes d�evelopp�es par Arnold et Nivat dans [8] ; on pourrait aussi
comparer l'approche d�eductive avec l'approche par points �xes pour d'autres
th�eor�emes de points �xes que celui de Tarski.
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