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Les programmes mobiles, comme les applettes, sont utiles mais poten-
tiellement hostiles, et il faut donc pouvoir s'assurer que leur execution n'est
pas dangereuse pour le syseme ho6te. Une solution est d'executer le pro-
gramme mobile dans un environnement fcurig, servant d'interface avec les
ressources locales, dans le but de controler les ux d'informations entre le
code mobile et les ressources, ainsi que les aces du code mobile aux res-
sources. Nous proposons deux crieres de scurie pour I'execution de code
mobile, obtenus chacuna partir d'une analyse de I'environnement local. Le
premier porte sur les ux d'informations, garantit la con dentialie, est fonde
sur le code de I'environnement, et est exact et incecidable ; le second porte
sur les controles d'aces, garantit le con nement, s'obtienta partir du type
de I'environnement, et est approche et cecidable.

Le premier chapitre, nethodologique, pesente letude d'objets in nis repe-
senes sous la forme d'arbres. Nous avons priviege pour les ¢ nir, une ap-
procheequationnelle, et pour raisonner sur eux, une approche deductive, fon-
cee sur l'interpetation co-inductive de sysemes d'inerence. Dans le second
chapitre, on montre dans le cas simple du -calcul, comment passer d'une
£mantique operationnelle a une £mantique cnotationnelle, en utilisant
comme cenotation d'un programme son observation. Le troiseme chapitre
pesente nalement en cktail les deux crieres de scurie pour I'execution de
code mobile. Les techniques ceveloppees dans les chapitres peedents sont
utilies pour letude de la con dentialie, alors que des techniqueseemen-
taires su senta letude du con nement.

Two Security Criteria for Executing Mobile Code

Mobile programs, like applets, are not only ubiquitous, but also potentially mali-
cious. Therefore, the host system must grant that their execution is not dangerous
for its resources. A solution is to execute mobile programs in a secured environment,
which enables controlling information ows between mobile programs and local re-
sources, and accesses from mobile programs to local resources. We give two security
criteria for executing mobile code. The rst one deals with information ows, en-
sures con dentiality, is based on the code of the local environment, is accurate and
undecidable ; the second one deals with access controls, ensures con nement, is ba-
sed on the type of the local environment, is approximate and decidable.
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Introduction

Le code mobilé est utile mais hostile, au moins potentiellement, et il faut
donc pouvoir s'assurer que I'execution de code mobile n'est pas dangereuse
pour le syseme sur lequel elle se produit. Aussi, le syseme hote execute
le code mobile dans un environnement fcurie, forme de code local et ser-
vant d'interface avec les ressources de I'héte, dans le but de les proeger,
particulerement de controéler

{ les aces du code mobile aux ressources de I'hbte,

{ les ux d'informations entre le code mobile et les ressources.

Prenons I'exemple d'un environnement contenant une ressource munie d'une
fonction d'aces, et supposons que l'acesa cette ressource doive &tre controe.
Deux possibilies se pesentent alors : ou bien I'environnement permet un
aces directa la ressource, proege par le remplacement de la fonction d'ac-
@S encapsuke par une version stre, ealisant les controles avant l'aces, ou
bien I'environnement propose une interface d'acesa la ressource, compo-
e d'une fonction s@re ealisant les contréles, et assure gque la ressource
est con ree dans l'environnement; en € et, si ce nétait pas le cas, le code
mobile pourrait appeler directement la fonction d'aces encapsuke dans la
ressource, sans aucun contréle.

Supposons maintenant que la fonction d'aces lise des informations conte-
nues dans la ressource, et que certaines de ces informations doivent rester
con dentielles. Dans ce cas, ce sont les ux d'informations qui doivent étre
controks, a n deviter que le code mobile puisse prendre connaissance d'in-
formations con dentielles.

Nous soutenons la these suivante : pour \eri er le con nement de res-
sources ou ceterminer les ux d'informations entre les ressources et le code
mobile, il est possible d'analyser I'environnement local seul. Chacune de ces
analyses repose sur I'examen de la frontere entre le code mobile et son envi-

10n entend par code un ensemble d'instructionsecrites dans un langage de program-
mation. Oppo% au code local, attaclea une machine particulere, le code mobile s'execute
sur une machine hotea laquelle il est le temporairement, le temps de I'execution.



ronnement d'execution. Peciement, dans le cas du con nement, la frontere
est e nie de manere locale et dynamique, ce qui permet de decrire les inter-
actions entre le code mobile et I'environnement local au cours de I'execution
et de \eri er que les ressources sont con rees dans l'environnement; dans
le cas des ux d'informations, la frontere est ce nie de manere globale et
permanente, ce qui permet de decrire ce qu'observe le code mobile de I'en-
vironnement local, puis de regerer leseventuels ux d'informations entre les
ressources et le code mobile.

Il est clair que la mobilie introduit une frontere au sein méme du code,
le partageant entre le code mobile et le code local. C'est la variation la plus
simple de l'unit originelle, libre de toute frontere, ai du code s'execute sur
une machin€ ; elle peut se rencontrer en beaucoup de situations, que nous
evoquons brevement.
Le code mobile peut se deplacer sur un eseau, comme Internet. On pense
evidemment aux applettes du langage Java, qui sont des applications dont le
code compik peut étre attaclea un document du Web ; apes avoir charge
un document contenant une applette, un navigateur peut executer l'applette
sur une machine virtuelle dans un environnement sar. Concetement, pour
des raisons d'incompatibilie avec certains navigateurs, les applettes sont
peu utilises sur le Web.
Le code mobile peut aussi étre charge sur des composants cedesa des taches
speci ques, comme les cartesa puces qui contiennent un processeur et de la
nmemoire, volatile et permanente. Compte tenu des ressources limiees d'une
carte®, un sous-ensemble de Java aet developge pour les cartesa puces,
Java Card. Se trouvent alors sur la cartea puces une machine virtuelle pour
Java Card, un environnement sar, et des applettes, qui sont ekchargees
suivant les besoins speci ques.

Apes ces consicerations pratiques, venons-ena la construction de 'objet
detude, ainsi qua la probematique.

Le code mobile s'execute sur une machine hote en appelant des fonctions
pesentes dans I'environnement d'execution hoéte, forme de code local. A
partir d'analyses de I'environnement seul, on cherchea garantir la ®curie
d'execution de tout code mobile envisageable.

2La machine peut etre abstraite ou concete, suivant que le code est exprine dans un
langage de haut niveau ou de bas niveau. Elle peut étre virtuelle ou physique, suivant
gu'elle est impementee par logiciel ou par matriel.

3La fequence du processeur est de l'ordre du mega-hertz pour une cartea puces, du
giga-hertz pour un ordinateur, la capacie de la memoire vive de I'ordre du kilo-octet pour
une cartea puces, du nega-octet pour un ordinateur.
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Dans cette introduction, on s'ineresse particulerement au langage Java,
puisque ce langage, par sa large di usion et par les possibilies de mobilie
gu'il a introduites, a contribte a modeler I'ensemble de la probkmatique
fcuritaire. On se ekre aussia des travaux portant sur des langages beau-
coup plus simples que Java; il faut bien comprendre que cette simpli cation
concerne avant tout la syntaxe, car il est gereralement possible de traduire
une partie substantielle de Java en ces langages. Ainsi, en utilisant ces lan-
gages simplies, on se livre a une mocklisation, qui ne retient que les ca-
raceristiques importantes et permet une esolution formelle des probemes
rencontes. Pour étre utile, une moctlisation doit permettre en retour d'ap-
pliquer la solutiona des langages comme Java. Nous reviendrons sur cette
guestion en conclusion, car elle est importante : nous utilisons en e et dans
ce travail des langages de programmation tes simples, I'un purement fonc-
tionnel, l'autre enrichi par I'ajout de etrences permettant la manipulation
d'objets en nemoire.

Commercons par ¢k nir ce qu'on peut entendre par la fcurie d'eye-
cution. Des qu'un syseme informatique possde des biens (des ressources)
a prokger, la question de la curie se pose, et peut étre formuke sous la
forme d'exigences curitaires. Ces exigences peuvent porter

{ sur la speci cation fonctionnelle du syseme, en ¢ nissant alors une

politique de scurie, ensemble de egles que les fonctions de scurie
du syseme doivent \eri er,

{ de manere assocee, sur la cemonstration que le syseme applique

e ectivement la politique de scurie, en indiquant le dege de forma-
lisation de cette demonstration,

{ enn, sur les conditions d'utilisation du syseme.

Dans le cas qui nous ineresse, le syseme est constitte de la machine et
de I'environnement héotes. Par machine, on entend ici la machine abstraite
executant le code, peciement sa repesentation £mantique ; par environ-
nement, un ensemble de fonctionsecrites dans le langage de programmation
consicee et formees de code local. On suppose que ce langage est un langage
de haut niveau, manipulant des enties abstraites, comme Java. Ainsi, nous
partons d'une vue abstraite du syseme, se fondant sur le langage de pro-
grammation utili, de ni par sa syntaxe et sa €£mantique ogerationnelle.

Ce point de cepart n'est pas sans congquences sur l'impementation des
fonctions de scurie : elle pourra s'e ectuer au niveau du code, en l'instru-
mentant, ou au niveau du langage, par exemple en modi ant le syseme de
types ou la €mantique.

Venons-en aux exigences, et en premier lieu aux conditions d'utilisation
de notre syseme.



La scurie du syseme doit &tre garantie pour I'execution de tout code
mobile. Cette condition impose que le langage assure une s@ree minimale,
celle du typage. Dans ce cas, aucune execution ne peut provoquer d'erreurs
de types, ce qui permet deviter par exemple les comportements suivants
dans le code mobile, fort compromettants pour la scurie :

{ la conversion d'une chame de caraceres en une fonction, permettant

d'executer n'importe quel code,

{ la conversion d'une chame en une adresse en nemoire, permettant

d'acedera la nemoire de manere incontroke.
C'estevidemment une des caraceristiques majeures de Java que de posse-
der un syseme de types soOr. Plus gereralement, on impose [l'utilisation de
langages dont le syseme de types est sor.
Pratiguement, le code mobile et le code local sont formes de code executable
(sur une machine virtuelle ou physique), esultat de la compilation du code
ecrit dans le langage de programmation de haut niveau. Une question se
pose donc : notre point de vue abstrait est-il justie ?
Il I'est si la fcurie, garantie initialement pour I'e>xecution de tout code
mobile compilable appelant le code local compilable, est pesenee par com-
pilation : autrement dit, la €curie est-elle encore garantie pour I'execution
de tout code mobile executable appelant le code local executable ?
Comme le remarque Abadi [1], la compilation, consiceee comme une tra-
duction d'un langage de haut niveau en un langage de plus bas niveau, n'est
gereralement pas une traduction competement acequate  : dans ce cas, une
propret \eriee par du code compilable ne I'est plus recessairement apes
compilation. Abadi pesente le cas du langage Java et de la traduction en
®bytecode , le langage de la machine virtuelle de Java. Par un exemple pro-
bant (cf. [1, x2.2]), il montre qu'au niveau du ®bytecode , il est possible de
distinguer les traductions de deux programmes, pourtantequivalents avant
compilation : le ®bytecode permet en e et de ceer des contextes qui ne
sont pas le esultat d'une compilation; le ®bytecode est donc un langage
trop riche. Ainsi, il peut etre recessaire de \eri er le code mobile executable
a sa eception, pour montrer qu'il est bien le esultat d'une compilation.
La recessie d'une \eri cation s'impose incependamment du probeme de
l'ackquation compkte : en e et, rien ne permet de supposer que le code
mobilea executer est £gal, autrement dit appartient au langage de la ma-
chine virtuelle. 1l pourrait violer par exemple des egles de typage, compro-
mettant ainsi la ecurie lors de son eecution. Dans le cas de Java, al le
®bytecode est un langage type, le code s'executant sur la machine virtuelle

“®Fully abstract ~ en anglais.
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est \erie, statiguement et dynamiquement, de manerea assurer I'absence
de certaines erreursa l'execution : on pourra lire, au sujet des \eri cations
statiques, l'article de Leroy [47], en particulier le cebut qui dcecrit la machine
virtuelle, le ®bytecode et les \eri cations e ectiees qui concernent le ty-
page.

Comment faciliter la \eri cation de code executable ? Comme pour le ®by-
tecode du langage Java, il est petrable de disposer d'un langage tyge.
Comme en emoigne par exemple les compte-rendus de l'atelier de travail
®Types in compilation ~ [48], une tendance s'a rme, celle d'utiliser, lors de
la compilation, des langages internediaires types. Pouseea sa limite, elle
aboutit au langage type pour assembleuP, corcu par Morrisett et al. [59]
pour assurer :

{ la stret de la memoire, soit la correction des acesa la nemaoire,

{ la stree du ux de contréle, soit I'execution des instructions suivant

le £quencement programne,
ce qui peut se esumera la peservation des abstractions. On peut donc
consicerer que le code mobile appartenanta un tel langage transporte avec
lui des informations de typage, permettant de cemontrer certaines proprees
de soree. C'est un exemple d'une technique plus cererale ceveloppee par
Lee et Necula [60], peconisant ['utilisation de code transportant sa preuve
(®Proof Carrying Code ) :a la eception du code mobile, la preuve qu'il
transporte est \eriee, puis si elle est valide, le code est execuke. Cette tech-
nique permet detendre les proprees cemontees au deh de la soree du
typage.

Par la suite, nous conservons un point de vue abstrait et regligeons le
probeme de la peservation des proprees de fcurie par compilation. Nous
allons raisonnera partir du code local formant I'environnement et du code
mobile, entendus comme des programmes appartenant au langage de haut
niveau consicee : on parlera ainsi du programme local, contenant le code
local formant I'environnement, et du programme mobile, contenant le code
mobile.

On entend ici par programme une entie contenant du code et pouvant s'ee-
cuter. Notre terminologie peut paratre impropre dans le sens a I'environ-
nement est plutét une bibliotreque de sous-programmes et le code mobile

5 Jusqué maintenant, nous avons decrit la compilation simplement comme la traduction
de code compilable en code excutable sur une machine, virtuelle ou physique. On peut
consicerer que le code pour assembleur peut étre interpee par une machine virtuelle
tes proche de la machine physique : I'assembleur traduit en e et le code a assembler,
qui utilise des instructions symboliques, en code machine, qui utilise des instructions sous
forme binaire.
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du code pouvant s'executer s'il est lea l'environnement. A vrai dire, un
mocele simple permet de rendre compte de cette situation tout en justi ant
notre terminologie : le programme mobile est une fonctiona un paramnetre,
et le programme local la valeur e ective de ce paranetre. C'est toujoursa
ce mocele que nous nous etrons.
Ce niveau d'abstraction va nous permettre de raisonner formellement, donc
de cemontrer rigoureusement les proprets de fcurit : c'est donc I'exigence
la plus forte qu'on puisse avoir pour la cemonstration que les fonctions de
fcurie appliquent correctement la politique de curie.

Quelles exigences fonctionnelles de scurie peut-on prendre en compte ?
En appelant I'environnement, le code mobile peut acedera des ressources du
syseme hote ou obtenir des informations sur leur contenu : dans la mesure
al le code mobile est potentiellement hostile, il est recessaire de controler
ces aces et ces ux d'informations, par l'internediaire de I'environnement.

Contrdler les ux d'informations La notion de ux d'informations
peut &tre ¢t nie de manere gererale, comme dans l'article de Sutherland
[79]. Consicerons un syseme possdant plusieursetats, formant I'ensemble
S, et soumisa I'observation de deux observateurs : chaque observateur asso-
ciea chaqueetat du syseme une valeur, esultat de I'observation, ce qui per-
met de & nir pour chaque observateur I'ensemble des valeurs observables.
Les ux d'informations peuvent se ¢ nir indirectement ainsi,a partir de la
notion d'inckependance :

les observations des deux observateurs sont incependantes si
pour toutes valeurs 1 et , observables respectivement par le
premier et le second observateur, il existe unetat deS dont I'ob-
servation par le premier observateur donne 1, et par le second,
2
Si leurs observations sont cependantes, alors il existe deux valeurs obser-
vables ; et , pour lesquelles il n'existe aucunetat de S conduisant aux
observations respectives de; et ,. Dans ce cas, dans unetat donre du
syseme, si le premier observateur observe, il en deduit que le second ob-
servateur n'observe pas ; : il existe donc un ux d'informations du second
observateur vers le premier.
A cette condition d'incependance, il est souvent pege celle de non-intere-
rence, plus forte :

les observations du premier observateur n'intererent pas avec
celles du second si le second observateur n‘'observe qu'une unique
valeur.
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Cette & nition se comprend mieux si on consicere que le syseme est un
programme, acceptant une valeur en entee, obsenee par le premier obser-
vateur, et produisant un esultat, obsene par le second observateuf : elle
signi e alors que le esultat observable ne cepend pas de la valeur en entee,
autrement dit que I'observation du esultat respecte la con dentialie de la
valeur en entee. Sous cette forme, on retrouve la & nition de l'incepen-
dance donree par Cohen dans [19] et celle de la non-intererence donree
par Volpano, Smith et Irvine dans [84], qui reprennent le terme utilie par
Goguen et Meseguer dans [29] pour cecrire une propree de scurie des
sysemes (d'exploitation) multi-utilisateurs.
Cette propree de non-intererence est importante, car depuis l'article de
Volpano et al., elle est utilise pour justi er la correction des analyses sta-
tigues des ux d'informations, pesenees greralement sous la forme de
sysemes de types, et inspiees peu ou prou du travail fondateur de Denning
[26]. Ces analyses traquent les ependances, ou bien directes, comme dans
une a ectationa une variable, ai le contenu de la variable cepend de la va-
leur a ecke, ou bien indirectes, comme dans une alternative, ai les branches
tependent toutes deux de la condition. On peut lirea ce sujet l'article de
Myers et Sabelfeld [73] qui recense et classe un ensemble exhaustif de tra-
vaux relatifsa I'analyse statique des ux d'informations.
Pour le syseme qui nous ineresse, compos de la machine hote et de I'en-
vironnement forme de code local, le contréle des ux d'informations va se
traduire par le respect d'une propree d'incependance, equivalente a une
propret de non-intererence relative comme celle qui peedea la con den-
tialie.
On suppose que le programme local, c'esta-dire I'environnement forne de
code local, est paranete par la valeur d'un sous-programme, repesentant
une ressource dont le contenu doit rester con dentiel : c'est la valeur de ce
paranetre local qui va etre obseree initialement. Ainsi, unetat du syseme
peut étre cecrit par :

{ la valeur initiale du paranetre local,

{ le programme mobile, forme du code mobile, qui s'e>ecute en appelant

le programme local.

50n peut observer d'un esultat sa valeur, mais pas toujours. Les valeurs des types de
base, dits ®passifs”, comme les entiers, les bookens, sont observables. Au contraire, les
valeurs des types®actifs ~, comme les types des fonctions ou des objets, ne le sont pas :
I'observation se limite alorsa la terminaison du programme. Par la suite, on entend par
esultat observable ce qu'on peut observer du esultat.

"Cette eBrence, peu connue, est ciee dans l'article de Sabelfeld et Sands [74], d'a
nous la reprenons.
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D'unetat on observe :

{ d'un point de vue local, la valeur initiale du paranetre local,

{ d'un point de vue exerieur, I'execution du code mobile dans I'envi-
ronnement local, par exemple en n'en retenant que la valeur du pro-
gramme mobile et son esultat d'execution.

La proprek de scuriea \eri er concerne la con dentialie du contenu de la
ressource, et s'exprime donc simplement par l'independance entre les obser-
vations des valeurs du paranetre local et celles des executions. Clairement,
elle estequivalentea la propree suivante, utilisant la non-intererence :

pour tout programme mobile, les observations des valeurs du
paranetre local n'intererent pas avec les observations des eye-
cutions du programme mobile appelant le programme local.

Si I'on n'observe d'une execution que son esultat nal, la propree de con -
dentialie peut donc s'exprimer sous la forme suivante, par ¢ nition de la
non-intererence :

pour tout programme mobile, pour tout couple de valeurs 1 et

> du paranetre local, I'execution du programme mobile donne

le méme esultat observable lorsqu'il appelle le programme local
dont le pararetre vaut ; que lorsqu'il appelle le programme
local dont le parametre vaut .

Si I'on remarque que le programme mobile, en appelant le programme local,
peut le placer dans nimporte quel contexte d'utilisation®, on peut ecrire
cette proprét ainsi :
pour tout contexte d'utilisation M, pour tout couple de valeurs
initiales 1 et , du paranetre local, I'execution dans le contexte
M du programme local dont le pararetre vaut 1 donne le méme
esultat observable que celle du programme local dont le para-
nmetre vaut .

Une c nition en des termes purement mantiques se dessine. La £man-
tique operationnelle, qui associea tout programme le esultat de son execu-
tion, induit une equivalence entre programmes, dite contextuelle et e nie
ainsi :

deux programmes sont equivalents contextuellement si plaes

dans n'importe quel contexte d'utilisation, ils donnent le méme

esultat observable.

Finalement, la propret de con dentialie s'exprime ainsi :

80n reglige le fait que le programme local puisse diverger.
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pour tout couple de valeurs initiales 1 et 2 du paranetre lo-
cal, le programme local dont le paranetre vaut ; estequivalent
contextuellement au programme local dont le paranetre vaut ».

A ce stade, il est kere que de mockliser le raisonnement pe@dent. Tout pro-
gramme mobile s'exprime sous la forme d'une fonction quia un paranetrex
repesentant I'environnement local associe le programmeM[x], Metant un
contexte d'utilisation pour le pararetre x. Si I'on note L[ ] le programme
local dont le paranetre vaut , alors I'execution du code mobile dans I'envi-
ronnement local peut étre moctlise par I'execution du programme MI[L][ ]].
La dernere propree de con dentialie s'exprime donc sous la forme sui-
vante :

pour tout couple de valeurs initiales ; et , du paranetre lo-
cal, le programme locall[ ;] estequivalent contextuellement au
programme locall[ »].

Cette caracerisation utilisant lequivalence contextuelle justi e aussi l'uti-
lisation d'une £mantique cenotationnelle, qui associea chaque programme
une cenotation, description abstraite du esultat de son execution : en e et,
une £mantique cenotationnelle, pour &tre utile, doit au moins &tre acequate,
ce qui signi e qu'elle doit abstraire correctement, pecisement que deux pro-
grammes ayant méme cenotation sontequivalents contextuellement; si la
eciproque estegalement \eriee, la £mantique denotationnelle est alors
compktement acequate®. On peut donc reformuler la propree de con -
dentialie en remplacant lequivalence contextuelle par lequivalence cenota-
tionnelle pour obtenir une condition su sante ouequivalente, suivant que
la £mantique denotationnelle est adequate ou compktement acequate, ce
qui donne dans notre moctle la condition suivante :

pour tout couple de valeurs initiales 1 et » du paranetre local,
les programmes locaux[ 1] et L[ »] ont la m&me cenotation.

C'est cette voie qui est emprunte par Abadi, Banerjee, Heintze et Riecke
dans [2], d'une part, par Sabelfeld et Sands dans [74], d'autre part, bien
gu'elle le soit dans un but dierent du noétre : ces deux articles cherchenta
cecrire les ux d'informations au sein d'un programme donre, sans le placer
dans un quelconque contexte, si bien que le rapport entre lesequivalences
cenotationnelle et contextuelle n'est pasevogle. Nous retenons cependant
que pour exprimer la condition peedente, ces deux articles proposent une
interpetation relationnelle s'appuyant sur la £mantique cenotationnelle,

S®Fully abstract ~en anglais.
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gui semble dans ce cas mieux adapee qu'une mantique operationnelle.
Peci:ment, soit la relation binaire entre denotations c nie ainsi :

le couple (d; d») appartienta si  d; et d, sont deux cenotations
de valeurs possibles pour le paranetre local.

Notons p le paranetre local et [L[p]](,.q) la cenotation du programme local
obtenue en interpetant le parametre p par une cenotation quelconque d.
Il est alors possible de donner une interpetation relationnelle, en liant le
paranetre p non plusa une cenotation maisa la relation binaire entre
cenotations, et en associanta L la relation noee [L[p]],.) et ce nie par :

def .
[Lplp: ) = f([LPMp: dr)s [ILIPN(p: dp)) § (d1;d2) 2 g
La propree de con dentialie s'exprime nalement ainsi :

la relation [L[p]],.) estincluse dans la relation diagonale, en-
semble des couplesd; d) pour toute cenotation d.

Notre travail a consisea reprendre ces ceveloppements concernant les
ux d'informations du point de vue des observationsa la frontere. La fron-
tere est ici entendue de manere a la fois globale et permanente, dans le
sens al elle est le lieu de l'interaction entre le programme mobile et son
environnement local, menanta une observation initiale, caractriee par la
valeur du paranetre local, et une observation nale, le esultat observable
de I'execution du programme mobile dans I'environnement local.

Premere question gererale et pealablea laquelle nous epondons dans
le second chapitre®La £mantique observationnelle :etant donre un pro-
gramme, que peut-on en observer ? On consicere ici qu'une observationeke-
mentaire consistea placer le programme dans un contexte d'utilisation eta
observer le esultat de son execution. A la question poe, il est possible de
epondre de deux maneres, I'une absolue, mettant I'accent sur les observa-
tions e ectivement assoceesa chaque programme, l'autre relative, mettant
l'accent sur la structure dierentielle des observations entre tous les pro-
grammes. C'est cette seconde manere qui nous ineresse.

Supposons qu'on ait choisi un ensemble de contextes d'utilisation pour ea-
liser les observations. Ce choix induit une relation dequivalence entre pro-
grammes, deux programmesetantequivalents si dans tout contexte d'utilisa-
tion slectionre, ils menent au méme esultat observable. La relation dequi-
valence la plus ne estevidemment obtenue en choisissant I'ensemble de tous
les contextes d'utilisation : on obtient dans ce cas lequivalence contextuelle
induite par la £mantique ogerationnelle. Peut-on restreindre I'ensemble des
contextes consicee, tout en conservant la méme relation dequivalence in-
duite, soit lequivalence contextuelle ? Nous epondons par I'a rmative, dans
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le cas d'un langage purement fonctionnel, le -calcul paresseux avec appel
par valeur. Pour observer une fonction, il sut de l'appliquera tout argu-
ment possible, d'enregistrer I'observation du esultat, la convergence ou la
divergence, puis en cas de convergence, de recommencer avec le esultat, qui
est une fonction, et ainsi de suite ; autrement dit, on peut se restreindre aux
contextes purement applicatifs.

Nous avons mentionre le fait que pour une £mantique cenotationnelle com-
petement acequate, lequivalence denotationnelle estegale a lequivalence
contextuelle. Nous montrons alors que grace aux observations ainsi e -
nies, nous pouvons ¢ nir une £mantique denotationnelle compktement
acequate, la £mantique observationnelle : la cenotation d'un programme
est simplement son observation.

Comme nous le verrons, I'ensemble de ces esultats est bien connu; aussi,
notre travail consiste surtout en une relecture priviegiant le point de vue
observationnel.

Seconde question, relative au contréle des ux d'informations et traiee
dans la premere partie du troiseme chapitre ® Deux analyses de l'envi-
ronnement local : comment observer I'environnement local de manere a
ceterminer s'il \eri e la propree de con dentialie ? Rappelons que I'en-
vironnement local est consicee comme un programme local possdant un
pararetre et que la propree de con dentialie exprime que pour tout pro-
gramme mobile, les valeurs initiales du paranetre local n'intererent pas avec
les observations du esultat de I'execution du programme mobile dans I'en-
vironnement local ; plus formellement, si I'on notel[ ] le programme local
dont le paranetre vaut , on a vu que cette propret se traduit ainsi :

pour tout couple de valeurs initiales ; et , du paranetre lo-
cal, le programme locall[ ;] estequivalent contextuellement au
programme locall[ 2],

ou encore en utilisant la £mantique observationnelle,

pour tout couple de valeurs initiales ; et , du paranetre lo-
cal, l'observation du programme locall[ ;] estegalea celle du
programme locall[ »].

Il reste que cette propret est di cilea manier en raison de la quanti cation
universelle portant sur la relation formee des couples de valeurs possibles
pour le paranetre local. Aussi, nous proposons d'interpeter abstraitement
la @mantique operationnelle, le parametre localetant abstrait par une valeur
noee repesentant la relation formee des couples de valeurs possibles pour
le paranetre local. Toujours pour le -calcul paresseux avec appel par valeur,
nous montrons que si le paranetre local peut étre rempla@ par n'importe
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guel sous-programme, alors la propret de con dentialie estequivalentea
la suivante :

l'observation abstraite du programme local L[ ] ne fait pas ap-
paratre

L'observation abstraite est e nie relativementa la €mantique operation-
nelle interpete abstraitement, suivant le méme principe gererateur que pe-
edemment pour la £mantique observationnelle : ainsi, l'observation d'un
programme abstrait est obtenue en I'executant abstraitement, en observant
son esultat, et s'il converge, en observant son applicationa tout argument
possible. La grande dierence relativement a I'observation concete, c'est
que le esultat observable d'une eecution peut &tre non seulement comme
peedemment la convergence ou la divergence, mais aussi une variation,
peciement son interpetation abstraite, la valeur . Ainsi, si I'observation
abstraite du programme local fait appara’tre , c'est bien que le esultat
tepend de la valeur initiale du paranetre local.

Ce criere de con dentialie, obtenu par I'observation abstraite de I'environ-
nement local, induit une nethode permettant d'utiliser pour le code mobile
les analyses statiques des ux d'informations, qui lorsqu'elles s'inspirent du
travail pionnier de Denning dans [26], s'appuient sur la m&me interpetation
abstraite :a notre connaissance, toutes ces analyses ontee developgees pour
cecrire les ux d'informations au sein d'un programme donre, sans jamais
consicerer la probematique propre au code mobile, ai le programme local,
seul analysable, peut étre pla@ dans n'importe quel contexte, mobile.

Contdler les aces Quelles ressources recessitent un contréle d'aces ?
Vues du langage de programmation, les ressources correspondent gerera-
lementa la source des entees oua la destination des sorties, comme le
syseme de chiers ou le eseau. Ce n'est cependant pas recessaire, comme
le montrent les exemples suivants : on peut souhaiter limiter I'ace@sa une
fonction, c'esta-dire restreindre ses possibilies d'application, ou encore limi-
ter 'aces au contenu d'une etrence, en lecture ou enecriture. De manere
cererale, les contréles d'acaes concernent donc les ogerations appliguees aux
valeurs du langage.

En particulier avec Java, sont contrées les aces aux nethodes des objets,
gu'elles ealisent ou non des entees ou des sorties. Le langage Java permet
de ¢k nir une politique de curit, sous une forme simple : etant donre

un ensemble de sujet® et un ensemble de ressources, la politique asso-

O Traditionnellement, dans la literature ®curitaire, on designe par sujet I'entie active
acedanta un objet, entie passivea proeger, qu'on appelle ici ressource.
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ciea chaque sujet des permissions d'aces aux ressources. Chaque sujet est
charge d'appliquer la politique aux ressources qu'il contréle dans son do-
maine de protection, ensemble de classes qui lui est exclusivement allote :
ainsi, la politique de scurie est obligatoire, s'imposanta tous les sujets
lors de I'execution, mais sa mise en uvre discetionnaire, c'esta-direa la
discetion des sujets dans leurs domaines de protection respectifs. Un aces
est contrék par une \eri cation pealable de sa permission : le contréleur
d'aces, appek pour cette \eri cation, cetermine alors si le sujet courant
possde cette permission suivant le politique de scurie, mais aussi si le su-
jet ayant appeek le sujet courant la possde, et ainsi de suite en remontant
la pile des appels. Le sujet courant peut aussi imposer temporairement au
contréleur d'aces de ne pas remonter la pile des appels pour les prochaines
\eri cations : il prend donc la responsabilie temporaire d'autoriser l'aces
indirect aux sujets l'ayant appek.

Cette technique d'inspection de la pile est impemente dans Java par ins-
trumentation de la machine virtuelle : voir la description de la nmethode
checkPermission du contréleur d'aces dans les deux articles des concep-
teurs de l'architecture de scurie de Java [30] et [31]. Quant aux contrbles
d'aces, ils sont impkemengs par une instrumentation du code, qui introduit
les appelsa la methode checkPermission du contréleur d'aces. Wallach,
dont le travail esta I'origine de l'utilisation de cette technique d'inspection
de la pile, propose dans sa these [85] une autre impementation, entere-
ment par instrumentation du code puisqu'elle repose sur une traduction qui
passe e ectivement la pile des sujets d'appel en app¥l. Reprenant l'icee
de cette traduction, Pottier, Skalka et Smith developpent dans leur article
[71] un syseme de types pour un langage moctlisant les aspects scuri-
taires de Java? : tout programme bien tyge Ss'e)ecute sans erreur, au sens
al chaque contréle de permission donne toujours un esultat positif; autre-
ment dit, lors de I'execution, il est possible de ne pas ealiser les controles.
Suivant un mouvement bien connu, il serait donc possible de substituer aux
contréles dynamiques de Java, eali®s pendant I'execution, des contrbles
statiques, ealies avant I'e)ecution. En ealie, seules les ressources qu'on
peut identi er avant I'execution peuvent étre concerrees : par exemple, lors-
gu'un programme lit le contenu d'un chier dont le nom ne sera connu gqua
I'execution (le nometant calcuk, ou ente par l'utilisateur), seul un contréle
dynamique est envisageable.

" pour reprendre les termes de Wallach, c'est une traduction dans le ®security-passing
style ~, reologisme corcu par analogie avec le classique® continuation-passing style .

2|] s'agit du  -calcul enrichi par des primitives de scurie, permettant le controle des
permissions et |'autorisation temporaire d'aces indirect.
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En esune, nous retenons de cette pesentation de l'architecture de scurie
de Java le principe suivant : les contrbles d'aces sont ealies avant l'ac-
@s, par instrumentation du code, et permettent de \eri er que I'ensemble
des sujets courants obtenu par inspection de la pile posede la permission
suivant la politique de scurie.

Revenons maintenanta notre probematique : comment contréler les ac-
@s du code mobile aux ressources locales ?

Dans I'exemple du langage Java, il sut d'instrumenter le code local pour
ealiser les controles d'acesa l'entee de chaque nethodea proeger. Lors
de I'execution,a chaque entee dans une nethode instrumente, le contro-
leur d'aces inspecte la pile des appels et donne ou non la permission d'aces
suivant la politique de scurit ; la politique de fcurie, en distinguant deux
sujets, correspondant au code mobile et au code local respectivement, per-
met d'exprimer toutes les variations possibles dans les controles. L'e cacie
de cette programmation cefensive repose sur I'encapsulation : chaque objet,
qui encapsule les nethodes permettant d'observer et de modi er son etat
interne, peut matriser les acesa ses nethodes.

Tant qu'il s'agit de contréler I'aces aux nethodes, il est clair que cette im-
pementation des contréles reposant sur I'encapsulation fonctionne parfaite-
ment. Cependant, elle ne permet pas de controler I'aces aux eerences des
objets. Bien s0r, si toutes les nethodes d'un objet sont instrumentes, il est
inutile de contréler l'acesa sa etrence 3. Ainsi, le controle de l'aces aux
ekrences se pesente comme une alternativea la programmation defensive
utilisant I'encapsulation, alternative qui peut eétre choisie pour permettre
par exemple :

{ de eutiliser des classes tes utiles, non ®curiges,

{ de restreindre les contrélesa I'execution, dans le but de l'acekrer.
Dans [83], Bokowski et Vitek proposent de contréler l'aces aux etrences
par con nement!4, voie que nous allons suivre. Pour former une \eritable
alternative au contréle d'aces par encapsulation, le con nement doit s'ac-

13 Gereralement, devrait-on ajouter, car on reglige le fait que Java pos®de certaines
operations applicables aux eérences, comme le test degalie ou la conversion du type,
et la possibilie qu'on puisse souhaiter contréler 'usage de ces operations pour certaines
eerences.

14Le con nement pour les langages orienes objets est le sujet actuellement de nom-
breux travaux, comme en emoigne le premier atelier ®International Workshop on Alia-
sing, Con nement and Ownership in object-oriented programming (IWACO '03) . Un
esultat monte par Banerjee et Naumann dans [10] ewele l'importance de la question.

Il s'agit d'une propree d'inckependance relativement aux impementations (ou aux repe-
sentations des donrees) con rees : une impementation con ree peut étre changee en une
impementationequivalente sans changer le esultat du programme.
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compagner d'un contréle du code local, permettant de \eri er |'utilisation
des etrences con rees dans I'environnement local.

Pour bien comprendre ces dierentes formes de contréle, un exemple typique,
proche de notre exemple liminaire, va nouseclairer; il nous aek inspie par
un cas eel,a l'origine d'une faille de scurie, cas relae dans l'article de
Bokowski et Vitek [83, x3].

Consicerons un objet r repesentant une ressource, muni de deux nethodes,
I'une pour modi er sonetat, muto, I'autre pour l'observer, lego ; la politique
de scurik stipule que la nethode muto de la ressource doit &tre controke
d'une certaine manere, alors gu'aucun contréle n'est recessaire pour la me-
thode lego . Supposons que I'environnement doive impementer une nethode
permettant d'observer letat de la ressource.

Si cette nmethode renvoie la ekrence de r, plus rien n'empéche l'appelant
de modier letat de r; c'est A que esidait levidente faille de scurie.
Premere solution, par encapsulation : ajouter le contréle d'aces dans la
methode muto de r, sans modi er I'environnement.

Seconde solution, transformer I'environnement en une facad® pour la res-
sourcer, compose d'une nethode retournant le esultat de l'appel de la
methode lego der ; les appels de la methodemuto de r sont controes dans
le code de I'environnement an de \erier la politique de scurie; si la
ekrence de r est conree dans I'environnement, aucun autre appel de la
nmethode muto der ne peut exister dans le code.

Jusqua maintenant, nous n'avons paselucice le rapport entre les controles
d'aces dans le code et la politique de scurie, propree globale de I'ee-
cution. Dans [41], Jensen et al. proposent ainsi une mocelisation d'un pro-
gramme par un graphe de contréle ne retenant que les appels de nethodes et
les contréles de permissions, et permettant de simuler abstraitement I'eve-
cution du programme, en particulier la pile des appels; il est alors pos-
sible de \erier si le graphe de contréle \eri e une politique de curit,
exprimee sous la forme d'une propret portant sur les traces d'eecution.
Cette premere etude est prolongee par celle de Besson et al. [15], ai ce
n'‘est plus un programme entier qui est mocklie, mais une bibliotreque de
programmes, a n de permettre une approche modulaire de la \eri cation.
L'analyse du mockle de la bibliotreque produit alors une contrainte portant
sur le contexte d'utilisation de la bibliotreque, qu'il sut de satisfaire pour
\eri er la politique de curie. Cette dernére approche est adapee au code
mobile, puisque seul I'environnement local peut étre mockli® et analys.

151 s'agit d'un ®pattern ~ de conception bien connu, correspondanta la ceation d'une
interface de haut niveau pour dierents services internes.
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Comme l'analyse statique cep vue, la moctlisation utiliee dans ces deux
derniers articles convient bien pour les contréles concernant des ressources
connues avant I'execution.

Par la suite, a n deviter la question di cile des rapports entre les contrbles
dans le code et la politique de scurie, propree globale de I'execution, on

ne cetaille pas la nature des contréles ealies : on suppose seulement que le
code est instrument de manerea \eri er une certaine politique de scurie.

Nous nous proposons dans la seconde partie du troiseme chapit@Deux
analyses de l'environnement local déetudier la question du con nement,
guestion pendante jusqua maintenant. Nous letudions de deux maneres,
cererale d'une part et appliguee au contrble d'aces d'autre part, maneres
gue nous pesentons maintenant. Nous revenonsa notre mockle, I'execution
d'un programme mobile dans un environnement local.

Consicerons un ensemble de valeurs du langage, repesentant des ressources
et devant étre con rees au code local. Lors de I'execution, des operations
peuvent etre appliqeesa ces valeurs : par exemple, en Java, les valeurs sont
des ektrences d'objets, et elles sont utiliees pour appeler les nmethodes des
objets. On ¢ nit le con nement ainsi : une valeur est dite con reea l'envi-
ronnement local si lors de I'execution de tout programme mobile, seules des
operations appartenant au code local lui sont appligees. Autrement dit, le
code mobile n'opere pas directement sur une valeur con ree au code local.
Cette ce nition du con nement nous conduit donca une nouvelle notion de
frontere, locale et dynamique, qui comprend toutes les interactions ai le
code mobile ogere sur des valeurs du code local.

An de \erier la propree de con nement, nous cherchons icealementa
ceterminer les valeurs du code local sur lesquelles le code mobile ogere. Pra-
tiguement, nous nous livionsa une approximation, puisque plutét qua la
cetermination des valeurs, nous nous limitonsa celle de leur type. Nous uti-
lisons donc un langage type, le -calcul enrichi de egrences, permettant la
manipulation d'objets en nemoire et entranant ainsi des e ets de bord, ce
gui complique les interactions possibles. Nous pouvonsetendre aux types la
notion de con nement : un type est conre au code local si toute valeur
de ce type est conree au code local. Inversement, un type est accessible
a partir de l'environnement s'il existe un programme mobile pouvant ace-
dera une valeur du type consicte et d'origine le code local. A partir de
letude de la frontere entre le code mobile et le code local, nous montrons
alors la majoration suivante de I'ensemble des types accessiblesa partir de
I'environnement :

si un type est accessiblea partir de I'environnement, c'est qu'il
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apparat dans le type de I'environnement en une occurrence po-
sitive, ou sous la garde du constructeur des types de ekrences.

Cette majoration, qui ne cepend que du type de I'environnement, est opti-
male au sens suivant :

pour tout type A apparaissant dans un typeL en une occurrence
positive, ou sous la garde du constructeur des types de etrences,
il existe un environnement local de typelL tel que le type A est
accessiblea partir de cet environnement.

Cette caracerisation des types accessibles esout une conjecture de Leroy
et Rouaix dans [49,x5.1, p. 397], article dont nous nous inspirons pour I'ap-
plication du con nement aux contréles d'aces. Dans cet article, les auteurs
proposent (entre autres) de fonder les contréles d'aces non sur I'encapsula-
tion, mais sur le con nement et le contréle local des ogerations ealiees sur
les ressources con rees : cette solution repose donc sur l'abstraction proce-
durale que constitue I'environnement local.
Le controle des operations s'e ectue a leur utilisation; ainsi, en Java, les
contréles dans le code local seraient pla@s exactement comme dans l'exemple
peedent, soita I'appel d'une nethode d'un objet dont la eErence est con -
ree, et non dans la nethode appeke. Dans [49x5.1], pour un langage voisin
du notre, Leroy et Rouaix proposent un schkema d'instrumentation du code
local permettant de contréler les aces du code local aux ressourcesa pro-
eger, et montrent que si aucun type d'une ressourcea proeger n'appara’t
dans le type de l'environnement local, alors le con nement est \erie, Si
bien que I'execution de tout programme mobile dans I'environnement local
est sre. La condition portant sur le type de I'environnement local peut étre
a aiblie, gracea notreetude pee@dente : le con nement est \erie si aucun
type d'une ressourcea proeger n'apparat en mauvaise position dans le type
de l'environnement.
Avec cette approche, le controle des aces s'appuie donc :

{ sur le con nement au code local des ressourcesa protger,

{ sur l'instrumentation du code, pour contréler dans le code local les

orerations appliglees aux ressourcesa proeger.

Il nous reste a nous peoccuper de l'instrumentation du code. Plutét que
ke nir, comme dans l'article de Leroy et Rouaix (cf. [49, x5.1]), un schema
d'instrumentation du code permettant de \eri er une politique de scurie
particulere, nous pegrons introduire des ogerations instrumenges, en fai-
sant abstraction du cetail de leur instrumentation : elles sont donc supposes
garantir I'application de la politique de scurie. Il s'agit de \eri er que l'ins-
trumentation est correctement ealige au sens suivant : pendant I'execution
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d'un programme instrumeng, seuls les ogerateurs instrumenes peuvent ac-
@der aux ressourcesa proeger. Nous proposons de \eri er statiquement la
correction de l'instrumentation par un syseme de typesetiquees. Sa forme
est touta fait classique, puisque c'est par exemple une restriction du syseme
de types du®SLam Calculus™ 6 (cf. [34]), le langage corcu par Heintze et
Riecke pour permettre d'exprimer en son sein méme une politique de fcu-
rie et de contrbler statiquement son application par son syseme de types.
Pour le con nement, nous utilisons une propree importante de ce syseme
de types, l'existence d'une relation de sous-typage, qui exprime la possibilie
de convertir une valeur qui ne recessite pas de protection en une valeura
proeger. Nous montrerons que pour con ner, il sut de convertir, ce qui
mettra enevidence la relation entre la conversion et la notion de frontere
gue nous avons & nie etetudee peedemment.

En esune, nous proposons deux crieres de scurie pour I'execution de
code mobile; ils esultent d'analyses de I'environnement local et s'appuient
sur deux ck nitions de la frontere entre le code mobile et I'environnement
local,

{ la premere adapte au contréle des ux d'informations entre le code

mobile et les ressourcesa proeger,

{ la seconde adapte au contréle du con nement des ressourcesa proe-

ger.

Questions nethodologiques Nous n‘avons pas jusqua maintenant pore
notre attention sur les questions nethodologiques. Les objets manipuks au
cours de ce travail ont pesent bien souvent une caraceristique commune,
a savoir une structure arborescente eventuellement in nie en profondeur.
Citons quelgues exemples :

{ l'observation d'un programme, telle que nous l'avons c nie,

{ le calcul in ni d'un programme ne terminant pas, tel qu'on peut le
cecrire avec une £mantique ogerationnelle,

{ letat de la memoire d'un programme en Java, ai des objets contiennent
des nethodes se etranta d'autres objets, si bien que le ekrencement
(indirect) peut devenir circulaire.

Pour c nir ces objets in nis, nous avons priviege une approcheequation-
nelle ; pour raisonner sur ces objets in nis, nous avons priviege une ap-
proche ceductive. Peciement, dans le premier chapitre ® Repesenter par
des arbres , nousetudions successivement

18 C'est l'acronyme de ®Secure -Calculus —.
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{ les sysemes dequations ecursives sur les arbres, an d'obtenir un
moyen simple de & nir des arbres eventuellement in nis en profon-
deur, en particulier des preuves,

{ les sysemes d'inErence, en particulier leur interpetation co-inductive,
qui autorise des preuves innies en profondeur, et nous permet de
raisonner simplement sur des objets in nis.

L'approche deductive, qui s'appuie sur l'utilisation des sysemes d'inErence
et des preuves qu'ils admettent, est peu utiliee, bien qu'elle soit souple et
intuitive. Nous essayons de combler cette lacune dans ce chapitre netho-
dologique, en l'adoptant sysematiquement, dans le but de la comparera
I'approche classique par points xes.

Finalement, la trese se compose de trois chapitres. Le troiseme chapitre
expose en cktail les deux analyses que nous venons de pesenter, concernant
respectivement la con dentialie et le con nement. Les deux premiers cha-
pitres sont nmethodologiques, et peuvent étre lus independamment de toute
peoccupation scuritaire ; de ce fait, ils kere cient chacun d'une longue in-
troduction, exposant en cetail leur probematique propre. Il est possible de
lire cette these en lisant les introductions des chapitres un et deux, puis le
chapitre trois, en revenant lorsque c'est recessaire aux deux premiers cha-
pitres.

Resumons le contenu des trois chapitres :

{ le premier chapitre ® Repesenter par des arbres pesente les tech-
niques utilisees dans les deux chapitres suivants; s'y ajoutent des e-
sultats et des gereralisations permettant de comparer I'approche de-
ductivea l'approche classique par points xes;

{ le second chapitre®La £mantique observationnelle concerne I'obser-
vation des programmes et son lien avec la £mantique cenotationnelle;;
cette etude est mereea partir du  -calcul paresseux avec appel par
valeurs;

{ le troiseme chapitre ®Deux analyses de I'environnement local concerne
les deux analyses de scurie, garantissant respectivement la con den-
tialie et le con nement des ressources; il est peed dune intro-
duction technique, expliquant la methode commune utilise pour ces
analyses. Noter que pour letude du con nement, le -calcul est enri-
chi de etrences, permettant la manipulation d'objets en memoire, et
devient type.

La conclusion reprend I'ensemble des esultats, en essayant d'esquisser des
extensions possibles. On s'ineresse plus particulerementa la question de
savoir si les techniques retenues pour ce travail conservent leur e cacie
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lorsque les langages de programmation utilies sontetendus de manere a
mockeliser plus compktement des langages comme Java.
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Chapitre 1

Repesenter par des arbres
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Le chapitre suivant ce nit dierentes £mantiques d'un langage de pro-
grammationeementaire, le -calcul paresseux, et utilise largement les ne-
thodes pesentes ici. C'est une approche syntaxique qui est suivie pour
e nir ces £mantiques : partant d'une £mantique operationnelle, on ¢ nit
ce que peut &tre I'observation d'un programme, et on montre que ces obser-
vations permettent de ce nir une £mantique cenotationnelle competement
acequate, la £mantique observationnelle. Tout au long de ce chapitre, on
rencontre des objets in nis, au sens de structures arborescentes non fon-
tkes, comme l'observation d'un programme ou une preuve de divergence.
Plus simplement, si on consicere comme au troiseme chapitre la £mantique
orerationnelle du -calcul enrichi de ekrences permettant la manipulation
d'objets en nemoire, on s'apeicoit qu'un etat £mantique pesente cette
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structure arborescente non foncee. Dans cet exemple que nous cetaillons
dans cette introduction, la mantique s'exprime sous la forme d'une rela-
tion de transition entre desetats'. Unetat mantique est une abstraction
de letat de la memoire lors de I'execution d'un programme (d'ai le terme
operationnel). Pour aller vite, unetat de la memoire contient :

{ les instructions du programme, parmi lesquelles se distingue l'instruc-

tion courante,

{ le contenu des objets cees pendant I'execution.

Quelle est la structure d'un teletat €mantique ?
Prenons l'exemple d'un programme ecrit en Java. Une instruction mani-
pule des ekrences (ou adresses) d'objets cees en nemoire pour pouvoir y
aceder, et un objet contient des instructions dans ses nethodes. Ainsi, il
peut eterencer d'autres objets et en particulier s'auto-etrencer (directe-
ment ou non), si bien qu'on peut consicerer que letat £mantique possde
une structure arborescente eventuellement in nie en profondeur, lorsqu'on
teplie ces ekrences; certes, dans ce cas particulier, cette structure peut étre
repesenee de manere nie, gracea sa egularie.

Comment raisonner sur un teletat £mantique ?
Voyons l'exemple de la s@reke du typage pour des langages types statique-
ment, propree eminemment souhaitable, puisqu'elle a rme que tout pro-
gramme bien tyge ne provoque pas d'erreur de type. Par exemple, pour le
langage Java, une erreur de type est la slection d'un champ ou d'une ne-
thode pour un objet qui en est cepourvu.
Classiquement, pour cemontrer la stiree du typage avec une £mantique ope-
rationnelle, on montre que la propree de typage se peserve par transition
(gracea un treoeme de eduction du sujet 2) et qu'unetat mantique bien
type ne provoque pas d'erreur. On conclut qu'un programme bien tyge ne
provoque pas d'erreur par ecurrence sur la suite des transitionsa partir de
letat initial, forme du programme bien type. Cette methode de cemonstra-
tion est reprise pour le langage fonctionnel et impgeratif du troiseme chapitre
(cf. p. 231).
Pour prouver le treoeme de eduction du sujet, on ¢ nit un syseme de
types pour lesetats £mantiques, et on essaie de montrer la peservation de
la validie d'un jugement de typage dans ce syseme apes eduction du su-
jet. Si la structure de letat mantique n'est pas foncee, il est impossible de
construire une preuve de typage dans ce syseme par ecurrence structurelle

10On consicere donc une :mantique operationnelle ®small step ~ @ petit pas, suivant
I'execution), et non ®big step @ grand pas, donnant directement le esultat).

2Cette terminologie est relative au jugement de typage, ai le sujet est letat ®mantique,
l'objetetant le type.
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sur letat. Deux solutions ontee apporeesa ce probeme :

1. une repesentation bien foncee de letat €mantique est utilise, et on
peut dans ce cas recourira la ecurrence structurelle,

2. on interpete de manere co-inductive le syseme de types.

L'interpetation co-inductive consistea c nir I'ensemble des jugements de
typage valides commeetant le plusgrand point xe de l'ogerateur d'inérence
assoce au syseme de types, et non le plugetit point xe. Dans ce cas,
pour montrer que des jugements de typage sont valides, il sut de montrer
la densie de leur ensemble. L'approche co-inductive, permettant déviter
de recourira une quelconque repesentation, est plus directe, mais moins
intuitive, ne s'appuyant pas sur des preuves. Par la suite, nous essayons de
eunir le meilleur des deux approches : l'utilisation de preuves, proche de
l'intuition, et l'interpetation co-inductive, gereralisant l'inductive au cas

des objets in nis. La solution est simple :

les objets in nis recessitent des preuves in nies.

Si nous avons traie I'exemple de la sOree du typage, c'est par -
lie historique, dans la mesure ai c'est dans une telle cemonstration que le
terme de co-induction aet utilie pour la premere fois en informatique, et
al les cemonstrations de ce esultat utilisent I'une ou l'autre des techniques
peecdentes, lorsque les langages sont su samment expressifs. De plus, les
travaux sur cette question sont nombreux. C'est qu'en e et le typage sta-
tigue a pour but fondamental deviter toute erreur de typea l'execution :
telle est en tout cas l'opinion commurement admise, comme en emoigne
I'article didactigue ®Type Systems de Cardelli [18]. Pour un langage type
statiguement, la sOret du typage garantit que ce but est atteint. Pour des
langages de bas niveau, priviegiant I'e cacie, au dcetriment de |'abstrac-
tion, comme le langage C par exemple, le typage statique n'est pas sar. Pour
des langages de haut niveau comme Java ou ML, qui manipulent des enties
abstraites, la soree du typage est acquise.

Pour Java, cette propree aee recherctee s la conception 3, et elle aee
par la suite montee, par exemple par Drossopoulou et al. ([27]). Dans cet
article, c'est la repesentation nie de letat mantique qui est utiliee.

Pour ML, la situation s'awre plus ineressante d'un point de vue metho-
dologique, car de nombreux travaux ontet consacesa la stree de son
syseme de types, qui autorise le polymorphisme. On pourra consulter I'in-
troduction de l'article de Wright et Felleisen [86] pour une revue compkte

30n trouve dans la speci cation la description informelle des egles de typage bien
connues.
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des nethodes utiliees. Si l'on s'ineresse aux principaux travaux concernant
le noyau fonctionnel augmene de ekrences, alors, conformrementa notre
description pe@dente, il est e ectivement possible de les epartir en deux
groupes :

{ d'un cog, letude initiale de Milner et Tofte 4, suivie par celle de Talpin
et Jouvelot [80], ai la co-induction est utiliee,

{ de l'autre, toutes les autresetudes (par exemple celles de Leroy [46]
et Harper [33], qui mentionnent explicitement |'avantage d'une repe-
sentation nie sur la co-induction).

Noter que la cemonstration que nous donnons au troiseme chapitre tombe
aussi dans cette seconde catgorie, ce qui con rme cette tendance.

Revenons aux objets in nis rencontes dans notre exemple : ils corres-

pondent ou biena des termes, au sens large (lesetats £mantiques), ou bien
a des preuves. Dans les deux cas, ils peuvent étre repesents concetement
par des arbres, dont des branches peuvent étre in nies. Explorer les possi-
bilies de repesentation par arbres, telle est l'idce centrale de cette partie
methodologique. En premier lieu, on va ceterminer un moyen pour ¢ nir
des arbres : ce sera par la esolution de sysemes dequations ecursives.
En second lieu, on montrera que raisonner, c'est prouver : l'induction et la
co-induction, tant dans un syseme d'inErence que dans un treillis complet,
seront caraceriges en utilisant des arbres de preuves, plutdt que des points
Xes.

Equations ecursives et arbres Comment ck nir des arbres,eventuelle-
ment in nis en profondeur ? Nous epondons : par des sysemes dequations
ecursives.

Par exemple, consicerons la signature fornee de deux symboles, 0 €8,
d'arie 2ro et un respectivement, repesentant la valeur nulle et la fonction
successeur. Elle permet d'engendrer librement I'ensemble des entiers natu-
rels, qu'on peut repesenter sous la forme d'arbres, ou mieux, en notation
pe xe, de mots, de la manére suivante : 0, S0, S SO, etc. Le premier ordi-
nal limite, ! , peut étre repesent par un mot inni, noe S:::S::;ouS',
en notation pe xe, et ce mot est l'unique solution de lequation x = Sx.

“Dans sa ttese [81], Tofte attribuea Milner l'icee d'utiliser la co-induction, principe pe-
sene par ailleurs dans un article commun [56]. Dans ce dernier, le terme de ®co-induction —
est forge pour la premere fois pour indiquer la nethode duale de l'induction; ce sont les
fermetures des fonctions ecursives qui justi ent 'usage de la co-induction, jouant le méme
role que les etrences dans notre exemple. L'icke de la co-induction remontea des tra-
vaux pe@dents de Milner, concernant la bisimilarie de processus concurrents, comme
nous allons le voir plus loin.



Introduction 29

Evidemment, uneequation de la forme x = x n'admet pas une unique solu-
tion, mais une in nie. Ainsi, seules lesequations garcees sont consiccees,
soit desequations de la forme

x=1f(:);

al le membre droit f (:::) est un arbre garde par un symbole fonctionnel,f ,
et non par une inconnue. Une solution est une valuation, application asso-
cianta toute variable inconnue un arbre, qui \eri e lesequations apes qu'on

a substitle aux inconnues les arbres assoces par la valuation. On montrera
par la suite I'existence et l'unicie de la solution de sysemes dequations
ecursives garcees. Nous traitons deux cas, qui se distinguent par les arbres
consicees, d'une part, les arbresetiquets, sans aucune contrainte de for-
mation, d'autre part, les arbres respectant une signaturea plusieurs sortes
(des termes, donc).

Par souci de simpli cation, nous avons chercle une formulation unique de ces
deux cas, en decrivant les arbresetiguees comme des arbres respectant une
certaine signature, ce qui nous a impo% déetendre la ¢ nition habituelle
des signatures : en e et, les arbres etiquees peuvent étre de dege in ni,
ce qui n'est pas le cas d'un terme respectant une signature classique. Notre
b nition des signatures est directement inspiee de lI'approche cakgorique
de l'algebre universelle, ai les signatures sont remplaees et gereraliees par
des foncteurs. Reprenons I'exemple de la signature fornee de deux symboles,
0 et S, d'arie 2ro et un respectivement, repesentant la valeur nulle et la
fonction successeurA cette signature, dans la cakgorie des ensembles, on
peut associer le foncteur- e nipar F(X)=1+ X, a1 1 est un ensemble
singleton. Une algebre sur la peedente signature devient une algbre du
foncteur F, soit un couple forme d'un ensembleA et d'une application de
F(A) dans A : les restrictions de a 1 et A donnent l'interpetation respec-
tivement de 0 et S. Gereralement, pour une signaturea une seule sorte, le
foncteur F aura donc une forme polynomiale :

F(X)= ¢XI1;

a f parcourt 'ensemble des operations de la signature etj; repesente
l'arie de f. Notre cereralisation consiste a consicerer des formes polyno-
miales plus gererales, puisqu'admettant des produits caresiens quelconques :

F(X)= ¢X77;

al pour chaque ogeration f, J¢ est cette fois-ci un ensemble, et non un en-
tier.
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Les esultats eementaires evoques concernant la esolution des equations
ecursives sontevidemment bien connus, mais sont reanmoins le point de
ctepart de ceveloppements congquents. Ainsi, les sysemes dequations por-
tant sur les arbres in nis ontet particulerementetudes par Courcelle (cf.
[21] par exemple), et c'est la threorie des sclremas de programmeésyui ecla-
mait une telleetude peliminaire.
Le terme de garde est surtout utili® dans la description des processus
concurrents par desequations ecursives, de manere analoguea notre propre
utilisation (cf. par exemple I'ouvrage de Baeten et Weijland [9, x2.3]); de
meéme, dans la treorie des types, consiceiee comme une tteorie de ¢ nitions
inductives et co-inductives, les termes in nis des types co-inductifs sont in-
troduits par desequations ecursives garcees, les types co-inductifs servant
ereralementa cecrire des processus (cf. l'article de Coquand [20], pour la
premere utilisation de cette notion en treorie des types).

Les sysemes dequations ecursives ne sont pas facilesa manier en letat.
En particulier, ils ne permettent pas de prendre en compte facilement I'action
d'ogerations ce nies sur les arbres. Par exemple, consicerons un syseme de
la forme

fGoiyn);
= ay,

Supposons qu'on s'apercoive que la valuation recherclee ne \erie pas la
premereequation, mais uneequation voisine, de la forme

x="fC (y)::);

al les occurrences dey ontek transfornees en l'applicationa y de l'opera-
tion unaire & nie sur I'ensemble des arbres. Pour retrouver un syseme
auquel les esultats peedents d'existence et d'unicie s'appliquent, on est
oblige de modi er lequation ( y = ay), pour y reporter l'action de , ce qui
peut entramer de nouvelles modi cations pour lesequations des inconnues
apparaissant dansay. Evidemment, pour que ce proeck soit correct, doit
\eri er certaines conditions. On cherche donca montrer un treoeme d'exis-
tence et d'unicie de la solution pour des sysemes ai des opgerations entre
arbres interviennent dans lesequations, tteoeme valable pour un ensemble
d'ogerations \eri ant certaines conditions.

SLe lecteur ineress par ce sujet pourra consulter l'article syntretique de Courcelle
[23], et en particulier les notes historiques concluant l'article (p. 488).
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Une premere solution consiste a consicerer les operations comme des eti-
quettes, en l'occurrence des symboles fonctionnels, eta ealiser le quotient
de I'ensemble des arbres par une congruence, de telle manere que chaque
classe dequivalence contienne une unique forme normale, un arbre sans ope-
ration, repesentant le esultat du calcul de chaque arbre de la classe. C'est la
voie emprunee par Courcelle, dans [22 : la congruence, ¢ nie initialement
comme la plus petite congruence \eri ant certainesequations sur les arbres
nis, estetendue aux arbres in nis, en calculant la forme normale d'un arbre
in ni comme la borne superieure des formes normales des arbres nis l'ap-
prochant, I'approximation se e nissanta partir de la relation d'ordre ®est
moins & nique ~ (la ¢k nition de cette relation se trouve dans le paragraphe
suivant). Dans ce cas, la condition de garde n'est pas su sante pour assurer
I'unicie de la solution. Par exemple, consicerons la signature contenant en
plus de la valeur de non-ce nition ?, un symbole d'arie un, le constructeur
¢, et adjoignonsa cette signature l'ogeration unaire qu‘on souhaite utiliser
dans lesequations, soit le destructeurd. De nissons la congruencea partir
desequationsd? = ? et d(c(e)) = e, pour tout terme ni e; les formes
normales nies sont de la formec" ?, la seule forme normale in nie etant
¢ . Clairement, lequation x = d(c(x)) admet une in nie de solutions, bien
gu'elle soit garcee.
Comme notre intention est plutdt de conserver desequations garcees, et de
quali er les operations autoriees dans de tellesequations, ce n'est pas cette
solution que nous avons adopee. Notre solution est issue d'un transfert :
elle provient en e et du ceveloppement d'une treorie des ensembles, sans
'axiome de fondation, remplae par un axiome, dit d'anti-fondation, ar-
mant l'existence et I'unicie de la solution de certains sysemes dequations
ecursives sur les ensembles : c'est cette possibilie de esoudre des equa-
tions ecursives qui esta l'origine de l'inerét pour cette theorie, pesente
en cktail dans l'ouvrage d'Aczel [7]. Les equations consickees sont de la
forme x = f:::y:::g; si on repesente les ensembles par leur structure ar-
borescente, & niea partir de la relation d'appartenance, l'analogie avec les
equations garcees sur les arbres devient claire. Ainsi, lequation peedente
se ecrit sous la formex =3 (:::y:::) : letiquette de garde 3 est letiquette
utilisee pour les ensembles non vides, les sous-arbres sous cette etiquette
repesentant leseements de I'ensemble. Dans I'ouvrage de Barwise et Moss
[13], concernant des applications de cette theorie des ensembles, la méme
peoccupation que la nbétre se retrouve : autoriser des ogerations dans les

SLes cing premeres pages cecrivent peciement le contenu de larticle, et pourront
competer utilement notre beve pesentation.
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equations (cf. [13, p. 239]). Nous avons donc adapt et gererali® la solution
qui y est propose.

Le membre droit d'une equation peut cesormais comporter des ogerations
autoriees. Cependant, a n de pouvoir ¢k nir facilement la solution d'un sys-
eme, il est recessaire d'imposer une condition portant sur l'utilisation des
operations autoriees. Barwise et Moss dans [13, p. 239] imposent d'utiliser
les ogerations en les appliquant uniqguementa des variables. Nous relachons
cette contrainte en permettant de construire inductivement les membres
droits des equationsa partir de ce cas de base, suivant les deux egles de
construction suivante :

{ si (&); est une famille de membres droits, alors pour toute etiquette

f, f(&); est aussi un membre droit,
{ si (&); est une famille de membres droits, alors pour toute ogeration
autori®e , (&); est aussi un membre droit,

Dans ce cas, une solution d'un tel syseme est une valuation \eri ant les
equations apes qu'on a rempla@ les inconnues par les arbres assoces par
la valuation et e ectie levaluation des operations. Nous nous ineressons
alorsa la esolution d'un syseme dequations gardees, c'esta-dire dans les-
guelles toute inconnue est garcee par au moins une etiquette : nous cher-
chonsa ceterminer des conditions portant sur les ogerations autoriees dans
lesequations, su santes pour assurer I'existence et l'unicie d'une solution.
Nous verrons que si les operations autorisees peuvent setendrea des arbres
contenant des variables et des operations appligleesa des variables (comme
dans le cas de base) et en peserver la propree de garde, alors on peut se
ramenera la esolution d'un syseme classique dequations garcees,a condi-
tion que les operations autorisees commutent avec les valuations. Telle est
donc la propree principale que doit \eri er 'ensemble des ogerations au-
toriees : c'estegalement la propree donree par Barwise et Moss dans [13,
Th. 16.11]. Un exemple ineressant d'operations autoriees, c'est I'ensemble
des applications sur les etiquettes, prolongees de manere naturelle sur les
arbres.

Pour esumer, les sysemes dequations ecursives permettent de ce nir
des objets in nis sous la forme d'arbres; dans lesequations, an de faci-
liter I'utilisation de cette methode de e nition, certaines operations sont
autoriees.

Raisonner sur les objets in nis Prenons I'exemple mentionre pec-
demment de la relation d'ordre ®est moins ce ni que , c nie sur l'en-
semble des arbres (augment de l'arbre vide, noe?) et noee . Dans ce
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cas, la relation d'ordre est & nie par un syseme d'inErence, forne des
egles’ suivantes :

2 (a arbre);

(ai; )iz f etiquette
(f (@)iz21:f (B)i21) (a)i; ()i : sous arbres

La premere egle, qui est un axiome puisqu'il n'y a pas de pemisses, indique
que l'arbre vide est le plus petiteement ; la seconde permet de ceduire, pour
touteetiquette f, f (a2 f(b)i2 desiregalies (a )iz : elle s'inter-
pete donc comme la croissance dé . Par e nition, un jugement a best
vrai s'il peut étre prouwe dans le syseme peedent : cela signi e qu'ou bien
a= ?, ou biena et bcommencent par la mémeetiquette, et les sous-arbres
respectifs dea et b sont correctement ordonres. Sia et b ne sont pas fonds,
la preuve ne termine donc pas : elle est in nie en profondeur.

Gereralisons : on cherche a prouver des jugements portant sur des objets
in nis (ou sur des n-uplets d'objets), au sein d'un syseme d'inErence. La
preuve de la validie d'un jugement sur un objet se fait en combinant des
egles d'inerence du syseme : un jugement se deduit d'autres jugements,
si ceux-ci forment dans une egle ses pemisses, jugements qui eux-mémes
se ckduisent, et ainsi de suite. Une preuve forme bien alors un arbre, ai
chaque nud contient un jugement et a pour sous-arbres les preuves de
ses pemisses suivant une egle du syseme d'inerence; la conclusion de la
preuve est alorsa la racine de l'arbre. Une telle preuve peut étre bien foncee
ou non : dans ce dernier cas, on peut construire en remontant la preuvea
partir de sa conclusion au moins une suite in nie de ceductions.

Comme les preuves peuvent étre repesentes par des arbres, il est possible
de les ¢ nir en utilisant des sysemes dequations ecursives. Reprenons
I'exemple des entiers naturels, repesents par les arbres respectant la signa-
ture formee des deux symboles O etS, d'arie 2ro et un respectivement.
Pour montrer que S'  S', on utilise la seule egle applicable

(s';s')
(SS';85)’

Il s'agit plutot d'un screma de egles, qui  nit un ensemble de egles, obtenu en
parcourant toutes les valeurs possibles des paranetres libres du screma. On suivra toujours
cette convention : une egle posedant des paranetres libres est un sclema de egles, les
paranetres libresetant quanties universellement.



34 Chapitre 1. Repesenter par des arbres

La preuve est in nie puisque la pemisse est identique a la conclusion, et
peut étre vue comme l'unique solution du syseme suivant :

X
(S';s')’
Nous allons caractriser la validie des jugements dans un syseme d'ine-
rence en admettant certaines preuves et en refusant les autres; ainsi, une
interpetation d'un syseme d'inerence cegage un ensemble de preuves, dites
admissibles, et un ensemble de jugements, dits valides, qui sont les conclu-
sions des preuves admissibles : on dira que ces conclusions sont valicees
par leurs preuves, admissibles. L'interpetation classique utilise les preuves
bien foncees, une autre, plus originale, accepte aussi les preuves in nies en
profondeur. Ainsi, dans l'article d'Aczel [6], souvent cie, qui pesente les
e nitions inductives et co-inductives (sous le nom de noyau) au sein d'un
syseme d'inerence, seules les preuves bien foncees sont utiliees pour ca-
raceriser les e nitions inductives. C'est dans l'article de Coquand [20],
concernant la theorie des types et cep cie, qu'est introduite la notion de
preuves ce nies ecursivement, et donc potentiellement in nies en profon-
deur : par l'isomorphisme de Curry-Howard, un terme s'interpete en e et
comme une preuve, et nous avons vu pe@demment qu'un terme d'un type
co-inductif peut étre ¢k ni par un syseme dequations ecursives garces.
Nous allons distinguer deux ensembles de preuves admissibles :

{ 'ensemble des preuvesbien fondees, pour lesquelles tout chemin a

partir de la conclusion est ni,
{ l'ensemble de toutes les preuves, al les chemins peuvent &tre nis
comme in nis.

Ces deux interpetations, inductives et co-inductives respectivement, per-
mettent en e et de caraceriser deux ensembles de jugements remarquables,
les plus petit et plus grand points xes de l'operateur d'inerence assoce
au syseme : c'est cette multiplicie de points de vue qui nous a paru par-
ticulerement ineressante aetudier, avec d'une part, I'approche dceductive,
utilisant les preuves, d'autre part, I'approche algebrique, s'appuyant sur les
points xes. Avant de cevelopper cette comparaison, d'autres ensembles de
preuves neritent cependant d'étre mentionres, comme nous allons le voir
maintenant.

Digression : d'autres ensembles de preuves remarquables Voyons
tout d'abord un ensemble intermediaire entre celui des preuves bien foncees
et celui de toutes les preuves. Une preuve estgulere si sur tout chemin in-
ni partant de la racine, on ne rencontre qu'un nombre ni de sous-preuves.
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Toute preuve bien fondcee est ainsi egulere. Quanta une preuve egulere,
bien gqu'elle puisse &tre in nie en profondeur, elle posede un carackre bien
fonce, moyennant une repesentation particulere, que nous cetaillons. As-
socionsa tout syseme d'inerence un nouveau syseme, 9 tel que toute
preuve egulere dans correspondea une preuve bien foncee dans © Les
jugements de ©sont dessequents qui, comme en deduction naturelle, ont
pour ane@dent une suite de jugements de , et pour these un jugement de
;onnote J ° j untel £quent, a J est une suite de jugements ef un juge-
ment. Les egles de °se construisenta partir de celles de ainsi. Consice-
rons une egle (Z; z) de , ce qui signi e que de lI'ensemble de pemissesZ, on
ceduit la conclusion z. On lui associe les egles{(Jz "~ y)jy 2 Zg;(J © 2)),
pour toute suite de jugementsJ ne contenant pasz. L'icee est ainsi de consi-
cerer que la trese d'un squent peut servir d'aneedent dans une pemisse :
pour en tirer parti, on ajoute donc l'axiome classique §;(J = 2)) si z ap-
partienta J. C'est cet axiome qui permet d'arréter la traduction dans °de
toute preuve egulere dans , permettant ainsi d'obtenir une preuve bien
foncee. Peciement, un jugement j est valice par une preuve egulere dans

si et seulement si le £quent ; ° | est valick par une preuve bien fondee
dans ©
Reprenons I'exemple peedent, ai il s'agit de montrer que S' S'. La
egle
(s';s")
(s';s')

donne dans le syseme assoce les egles
J(s;s") (s:8)
J°(s';s)

si bien que la preuve egulere in nie en profondeur
(s';s')
(s';s')

devient une preuve bien fondee, soit

(S':8') (5':8")
(858
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A notre connaissance, cette transformation aet uniguementetudee dans le
cas a les preuves in nies sont recessairement eguleres, du fait de la struc-
ture egulere des jugements. On peut par exemple citer letude de Brandt
et Henglein [17], concernant les relations degalie structurelle et de sous-
typage pour les types ecursifs, al la transformation repose sur la méme
icee d'utiliser des squents.

Pour terminer cet exemple, mentionnons le fait que I'ensemble des conclu-
sions des preuves eguleres forme un point xe de l'ogerateur d'inkrence.

D'autres ensembles de preuves admissibles sont envisageables. Par exem-
ple, on peut envisager de limiter I'application d'une egle d'inErence suivant
son contexte d'utilisation dans une preuve; dans l'article des Cousot [24],
certainementa l'origine de cette icee, c'est la profondeur des preuves des
pemisses qui est prise en compte. Cette nmethode est utiliee dans les cha-
pitres suivantsa plusieurs reprises (cf. p. 106 pour une introduction, p. 116 et
suivantes pour un traitement cetaile, p. 196 et p. 202 pour deux exemples).
Dans ce chapitre, nous donnons seulement une ce nition d'une telle inter-
petation, dite mixte, ainsi qu'une manere de construire des preuves ad-
missibles. Si nous n'avons pasetude plus avant cette interpetation, c'est
gu'elle ne mene pasa d'autres caracerisations ineressantes; par exemple,
la caractrisation comme point xe d'un operateur sur les jugements est
peu intuitive, contrairementa celle par les preuves : c'est en tout cas la
conclusion que nous tirons de la lecture de l'article [24x1.4], au les auteurs
Cousot et Cousod sont cependant moins cakgoriques&may be less intui-
tive ,ecrivent-ils).

En conclusion, cette possibilie de varier I'ensemble des preuves admissibles
nous semble un avantage cecisif de I'approche deductive, lui apportant une
grande souplesse.

Par la suite, nous allons comparer pour un syseme d'inerence I'approche
ceductive, utilisant les preuves,a une autre approche classique, par points
xes. Nous nous limitonsa I'ensemble des preuves bien foncees eta celui de
toutes les preuves.

Caracerisation des points xes A tout syseme d'inkrence, il est pos-
sible d'associer un operateur croissant sur les jugements, donnant pour tout
ensemble de jugements les conclusions qu'on peut en ceduire en une iné-
rence : c'est l'ogerateur d'inerence. Il admet un plus petit point xe et un
plus grand qui peuvent étre caracerises®

8Nous nous appuyons sur l'article de Kanamori [43] pour les egrences historiques qui
suivent et que nous ne reprenons pas dans la bibliographie ; elles concernent des esultats
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{ de manere impedicative °, comme plus petite partie stable et plus
grande partie dense(dual de stable) respectivement, grace au treoeme
de Tarski'©,

{ de manere ierative, par induction trans nie, cas particulier du esul-
tat valable pour toute application croissante sur un ensemble ordonre
complet!? (corollaire du treoeme de Bourbaki (1939), ai la erence
aux ordinaux est remplaee par I'armation de I'existence d'un en-
semble bien ordonre).

La caracerisation par les preuves que nous allons donner esta la fois pedica-
tive et libre de tout recours aux ordinaux'?. Nous la quali ons de deductive,
ce gu'elle est essentiellement, puisqu'elle s'exprime ainsi :

{ un jugement appartient au plus petit point xe de l'ogerateur d'iné-
rence si et seulement s'il est valice par une preuvebien foncke,

{ un jugement appartient au plus grand point xe de l'ogerateur d'ine-
rence si et seulement s'il est valice par une preuveguelconque

Ainsi se justi ent que le plus petit point xe soit appek I'ensemble engende
inductivement par le syseme d'inerence, de méme que le plus grand soit
appet I'ensemble engendeco-inductivement : il sut de pensera la carac-
erisation correspondante par les preuves.

Les carackrisations impedicatives et ieratives concernent toute applica-
tion croissante ¢ nie sur un treillis complet, et pas seulement un operateur
croissant sur un ensemble. Il est donc naturel de se demander s'il est encore
possible de donner une caracerisation deductive dans le cas greral d'un
treillis complet. Les donrees du probeme sont donc modiees ainsi : I'en-
semble des jugements est suppo% former un treillis complet, et on consicere
une application croissante e nie sur les jugements, . La relation d'ordre
entre jugements peut étre interpeee comme une egle d'a aiblissement : si

Z estinkrieura y et siy aet prouw, alors on peut ceduire z. Une interpe-

matrematiques classiques, cevelopges initialement en treorie des ensembles, consiccee
comme la theorie uni ant les mattematiques, et nalement utilies pour fonder la £man-
tique cenotationnelle des langages de programmation.

9Dans le sensebmentaire ai chaque point xe appartienta I'ensemblea partir duquel
il est ck ni.

0u de Knaster-Tarski, Knaster I'ayant monte en 1928 dans le seul cas du treillis
complet forme des parties d'un ensemble, Tarski le greralisanta tout treillis complet (en
1939, repris dans sonetude classique de 1955).

1Un ensemble ordonre est complet si toute chame y admet une borne sugerieure.

2En ce sens, elle respecte l'intention de Kuratowski, qui dans son article de 1922, cherche
®aeliminer les nombres trans nis des raisonnements mattematiques , le treoeme du
point xe de Kuratowskietant gererali® par celui de Bourbaki. Cependant, s'exprimer
en terme de bon ordre ou d'ordinal estevidemmentequivalent.
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tation en termes d'information se dessine : l'iregalie z <y signi e alors que
Z contient moins d'information que y. Ainsi, le plus petiteement du treillis
peut étre interpee comme l'absence d'information, et plus gereralement,
I'information contenue dans une partie du treillis corresponda l'information
contenue dans la borne superieure de cette partie. L'interpetation de par
un syseme d'inerence devient claire : le syseme contient, en plus des egles
d'a aiblissement, les egles (Z; (_2Z)), pour toute partie Z. On montre alors
les correspondances suivantes :

{ I'ensemble engende inductivement par le syseme d'inErence assoce

estegala l'iceal engende 12 par le plus petit point xe de |,
{ I'ensemble engende co-inductivement estegala l'iccal engende par
le plus grand point xe de

Cette cemonstration est meree en formalisant l'interpetation peedente
en termes d'information, par la repesentation classique du treillis complet
dans I'ensemble de ses parties, qui utilise les ideaux principaux (c'esta-dire
les ickaux engendes par lesekments du treillis).
La ¢k nition par les preuves bien fondees de I'ensemble engende inductive-
ment par un syseme d'inerence est bien connue : on la trouve par exemple
dans l'introduction d'Aczel aux ce nitions inductives [6]. Pour I'ensemble
engende co-inductivement, cette c nition par les preuves est rarement
utilisee, pas par exemple dans l'article pe@dent d'Aczel. Dans l'article de
Coquand [20], qui concerne les objets in nis en tteorie des types, et au des
preuves in nies sont utilises, c'est sous une forme egerement dierente que
I'ensemble engende co-inductivement est caracerie (cf. [20,x2.4]) : elle est
reanmoinsequivalentea la caracerisation par les preuves lorsque le syseme
d'inerence est ceterministe 1*. En ce qui concerne les treillis complets, cette
approche ceductive n'est pas utilise,a notre connaissance.

Utiliser les preuves pour raisonner Les preuves peuvent étre utilies
directement pour valider des jugements. On peut les construirea partir de
sysemes dequations ecursives ; cette nethode est particulerement adapte
lorsque c'est I'ensemble engende co-inductivement qui est consicee, alors
que pour l'ensemble engende inductivement, il est recessaire en plus de
\eri er la bonne fondation des preuves ainsi construites. Dans ce dernier cas,
on pekre donc partir de la bonne fondation des preuves pour raisonner par

13 'ickal engende par uneement  z est la section initiale fermee engendee par z, soit
I'ensemble desy inkrieurs ouegauxa z.

14Un syseme d'inerence est deterministe si deux egles ayant méme conclusion sont
egales : la conclusion d'une egle cetermine ainsi ses pemisses, ce qui implique qu'un
jugement est valice par une unigue preuve.
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ecurrence structurelle. Ainsi se dessinent deuxprincipes, I'un co-inductif ,
l'autre inductif ;etant donre un syseme d'inerence et une partie Z de
I'ensemble des jugements, ils permettent de montrer respectivement que

{ Z estinclus dans I'ensemble engende co-inductivement par , si I'on
peut construire des preuves validant les jugements dé&,

{ l'ensemble engende inductivement par est inclus dans Z, si l'on
peut montrer l'appartenancea Z par ecurrence structurelle sur les
preuves bien fondees.

Ces principes sont optimaux dans le sens au la conclusion gu'ils permettent
de ceduire estequivalentea la conditiona \eri er pour appliquer le principe.

A n de comparaison, il est utile de les cecliner suivant les deux autres ca-
racerisations donrees, impedicatives et ieratives. Consicerons l'operateur
d'inerence ' assocea . Il est possible de calculer le plus petit point xea
partir de I'ensemble vide, puis en ierant par ' , en prenant pour le premier
ordinal limite, ! , la eunion des iees, et en continuant ainsi jusqua obtenir
une stabilisation. Soient ( (")) orginal Cette suite d'iees, stationnairea
partir d'un certainrang, et (r (")) orgina Celle obtenue par dualie et per-
mettant de calculer le plus grand point xe. Pour les deux caractrisations,
voici les conditions permettant de ceduire pour le principe inductif que le
plus petit point xe de ' estinclus dansZ, pour le principe co-inductif que
Z estinclus dans le plus grand point xe de'

rcorieaton " TP | inductif co-inductif
impedicative stabilie de Z\ Ifp(' ) | densie de Z [ gfp(' )
(Z\IpCt) Z Z "(Z[ g9fp("))
ierative induction trans nie
8: (8 <: 8: (8 <:
() z Zr ()
)) () Z )) 2 v ()

Avec ces conditions, tous les principes sont optimaux ; autrement dit, pour
chaque principe, toutes ces conditions sontequivalentes entre elles eta la
conclusion qu'elles permettent de ceduire. La comparaison qui suit n'est
donc pas logique, mais nethodologique. On cherchea interpeter en termes
de preuves les conditions tiees des caracerisations impedicatives et iera-
tives.

Pour le principe inductif, lorsqu'on raisonne par ecurrence structurelle sur
les preuves, on montre, egle par egle, la condition de stabilie. Cette condi-
tion de stabilie est gereralement donree sous une forme plus forte, puis-
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gu'elle concerne la stabilie de Z et non celle dez \ Ifp(' ) : le principe
assoce, qui n'est pas optimal, est souvent appek le principe inductif de
Park, en etrencea son article pecurseur [62]. La forme plus faible, utilise
ici, qui donne un principe optimal, est tes courante : en Emoigne par exem-
ple son utilisation dans des cemonstrateurs de treoemes, comme Isabelle
[64, x2.3].

Quanta l'induction trans nie, elle corresponda I'ordonnancement des preuves
suivant leur hauteur, plus exactement suivant une notionetendue de la hau-
teur, exprirree par un ordinal. La hauteur d'un arbre ni est donree par un
entier naturel, mesurant la longueur du plus grand chemin de la racinea
une feuille, et est ¢ nie par lequation ecursive suivante :

h(f (a)i21) = h(a)+1;
i21

al f(a)ij2 est l'arbreetiquek par f a la racine et ayant pour sous-arbres
imnediats les arbres de la famille @ )i2;. Cette & nition peut &tre eten-
due aux arbres bien fonces, a condition de l'interpeter dans la classe des
ordinaux, et non seulement dans l'ensemble des entiers. C'est qu'en e et
un arbre bien fonde peut possder un n ud ayant une in nie de Is, et la
borne superieure peut étre alors in nie dans lequation peedente. A l'aide
de cette notion de hauteur, on montre que lI'ensemble (') est constite
des jugements valices par au moins une preuve de hauteur inkrieurea
on dit que ces jugements admettent une complexie intrieurea . Cette
carackrisation des ieesa partir des preuves est classique et se trouve par
exemple dans l'article d'Aczel [6, pp. 743, 747].
Pour le principe co-inductif, l'induction trans nie sur les iees s'interpete
plus facilement si I'on raisonne par dualie. Soit 'e l'operateur dual de ',
ce ni par

e(Z)=:'"(G2);

QI pour toute partie Z de I'ensemble des jugements, Z est son compemen-
taire. Cet operateur permet de ck nir le syseme dual de , noe € Etant
donreuniee r ('), oncherchea carackriser ses jugements par les preuves
gu'ils admettent dans un certain syseme d'inerence. Comme l'iee contient
I'ensemble engende co-inductivement par , ce syseme est recessairement
une extension de : le plus simple est d'y ajouter des axiomes. La question
est de savoir quels axiomes. On peut montrer facilement que le plus grand
point xe de ' a pour compkmentaire le plus petit point xe de ‘e, de méme
quer (') apour compementaire  ('e), soit 'ensemble des jugements de
complexit inkrieurea dans le syseme dual € On montrera qu'il sut
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d'ajouter comme axiomesa les jugements de complexie +1 dans €pour
obtenir la carackrisation souhaite, qui semble nouvelle : I'iee r (') est
alorsegala I'ensemble engende co-inductivement par cette extension de .
Quanta la condition de densit, toujours pour le principe co-inductif, elle
permet de e nir pour chaque jugement j de Z uneequation ecursive de-
nissant la preuve de j en fonction de preuves d'autres jugements d& et
de preuves de jugements dans gfp(). Plus gereralement, etant donre un
syseme dequations ecursives ¢ nissant des preuves, pour ceduire que Z
est inclus dans le plus grand point xe de', il sut de pouvoir associer
a chaque jugement deZ uneequation de manerea ce que la valeur de la
solution en l'inconnue correspondante donne la preuve du jugement . La
condition de densie s'exprime donc plutét ainsi :

9Y:Z YAY '(Y):

Par exemple, Y peut étre choisiegala I'ensemble des jugements valides
par les preuves solutions du syseme, ainsi que par leurs sous-preuves. Cette
condition est seulement en apparence plus faible que la condition donree pe-
@demment, car toutes les deux sontequivalentesa la conclusion du principe
co-inductif, Z  gfp(’ ).

La condition de densie est la condition duale de celle de stabilie. Elle est
particulerement utilisee pour montrer que deux processus sont bisimilaires,
habituellement sous sa forme plus forteZ ' (Z). lllustrons notre com-
paraison par cet exemple de la bisimilarie, au c ur de la £mantique des
processus communicants depuis les travaux fondateurs de Park [63] et Milner
[54].

L'exemple de la bisimilarie entre processus Consicerons un ensem-
ble de processus, gereralement donre par une algebre, et une relation de
transitions etiqueees entre processus. SiP et P9 sont deux processus, la
transition P 1? PO signi e que le processusP peut se transformer enP®
en ealisant l'action (observable) a. Deux processussont dits bisimilaires
s'ils ealisent exactement les mémes actions, plus exactement les mémes -
guences d'actions maximales : ce n'est pas leur structure interne qui importe,
mais leurs actions observables, d'as le terme de simulation pour rendre
compte de cette equivalence. Formellement, la relation de bisimilarie est
e nie par un syseme d'inerence. Pour faciliter I'expression des egles d'in-
Erence, il est utile d'appeler une fonction de choix pour un processud®
toute fonction S de I'ensemble des actions dans lI'ensemble des processus
telle que pour toute action a du domaine deS, la transition P 18 S(a) est
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possible. Le syseme d'inErence contient alors toutes les egles bien ¢ nies
de la forme suivante, pour tout couple de processusk; P,) et toute paire
de fonctions de choixS; et Sy pour les processud’; et P, respectivement :

f(P2Sx(@) jP1!? PHIf (Su(a);PdjP2!® PY
(P1; P2)

Comme les processus ont pour vocation d'etre des objets au comportement
in ni, c'est l'interpetation co-inductive de ce syseme qui est retenue. L'ope-
rateur d'inerence assoce ' est alors e ni pour toute relation R par :
' def . ; . 0. a 0
(R) = f(Pl,Pz)j8a.8P1. P]_! Pl)
9P Py 1% PIA(PEPY) 2 R
N
8P Py 1% PY)
9PY: Py 1% PIA (PEPY 2 Rg:

La e nition habituelle de la bisimilarie utilise cet ogerateur, puisqu'elle
est e nie comme la plus grande relation R wriant R ' (R) (voir par
exemple I'expose de Milner pesentant la €mantique des processus concur-
rents [55, pp. 1216-1217]). On reconnat la caracerisation de Tarski du plus
grand point xe de ' . La nethode de cemonstration par bisimulation, tes
utilie pour les algebres de processus, deduit de la condition forte de den-
sie la bisimilarie :etant donree une relation R entre processus, sR est
inclus dans' (R), alors les couples de processus dar® sont bisimilaires.
A ce principe qui n'est pas optimal, une anelioration peut &tre apporee,
permettant d'utiliser une condition plus faible que la densie. L'article de
Sangiorgi [75] en donne une formulation synttetique :etant donree une re-
lation R, si R est inclus dans' (F(R)), pour une application F \eriant
certaines conditions, alors les couples de processus daRssont bisimilaires.
Les co%ditions portant sur F visenta assurer que la eunion des iees de R
par F, .,y F'(R)!®, forme une partie dense pour (cf. [75, Th. 2.11]). On
reconna\ cette fois-ci une instance de la conditio®S: R S~ S ' (9),
aboutissanta un principe optimal.

Ici s'acteve la pesentation du chapitre. Par la suite, nousetudions suc-
cessivement
{ les sysemes dequations ecursives,

150n traite ici le seul cas a1 F est expansive @  F(R) pour toute relation R), cas
auquel il est possible de se ramener.
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{ la caractrisation ceductive de l'induction et de la co-induction, faisant
appel aux preuves.

Nous pesentons aussi un exemple eementaire d'application de I'approche
ceductive, en ¢ nissant I'ordre d'approximation et legalie entre arbres par
des sysemes d'inerence interpees co-inductivement. On obtient ainsi une
formulationekgante de ces relations habituellement pesentes sous la forme
d'une extension aux arbres des relations sur lesetiquettes (cf. par exemple
l'article de Courcelle [21, p. 45]). Nous donnons ces ¢k nitions en raison,
non pas de leur inerét intrinseque, mais de leur utilie dans les chapitres
suivants.
Pealablementa tout developpement, pecisons quelques notations concer-
nant les familles.

Notations : applications, fonctions et familles Une application est ce-
nie par un ensemble de cepart, E, un ensemble d'arrivee, F, et un graphe,
relation fonctionnelle incluse dansE F et de domaine I'ensemble de cepart
E. On note FE I'ensemble des applications deE dansF.

De manere classique, on consicere par la suite qu'undonction f de E dans
F est le prolongement d'une application d nie sur une partie de E, qui
associe a touteement hors de cette partie la valeur de non c nition ?.
En notant F, l'ensemble (poink) F [f?g , on obtient que toute fonction
de E dans F devient une application de E dans F, ; assez naturellement,
l'ensemble des fonctions deE dans F est noe (F»)E. On note domf le
domaine def , soit I'ensemble desx de E tels quef (x) 6 ?.

On appelle aussifamille le graphe d'une application. Ce faisant, on met I'ac-
cent sur une notation particulere : si f est une application deE dans F,
on note (f (i))i2e, ou (f;)i2e, ou encore laconiqguementf(), la famille asso-
cee. L'ensembleE est appek I'ensemble des indices de la famille, I'ensemble
f (E), celui desebkments de la famille ou I'image de la famille. Il convient
de noter que I'ensemble des applications d& dans F est en bijection avec
I'ensemble des familles ayant pour ensemble d'indiceB et pour image une
partie de F ; par la suite, nous utilisons tacitement cette bijection.

Souvent, une famille serta cecrire un ensemble, sous une forme indexe :
une famille cecrit 'ensemble E si son image est 'ensembl& . Lorsque la fa-
mille est injective, c'esta-dire lorsque l'application assocee l'est, on obtient
une description univoque de I'ensembld=. Par exemple, la famille identique
(i)izg decrit 'ensemble E de manére univoque.

Dans le cas a1 leseements de la famille sont traies comme des ensembles,
on petre une notation ensembliste. La famille (A;)i2| est alors noee comme



44 Chapitre 1. Repesenter par des arbres

le produit caresien indexe Q i») Ai; c'est qu'en e et les familles d'ensembles
permettent de cereraliser le produit 6artesien, une famille (a;)i2; apparte-
nant au produit caresien gereraliss  ~;,, Aj si pour tout i, on aa; 2 A;.

En n,evoquons quelques familles remarquables.

Lorsque l'ensemble des indice$ est ni, il est implicitement suppoe que

I est un segment initial de I'ensemble des entiers naturels. Si a n ek-

mille (fi)o i<n ; avec le point de vue ensembliste, on notdy ::: Ap 1la
famille (Aj)o i<n ; bien noter que la classe des familles d'ensembles indexees
par un segment initial des entiers naturels est en bijection avec la classe
des produits caresiens d'ensembles; par la suite, A encore, nous utilisons
tacitement cette bijection.

La famille assocee a la fonction de domaine vide est noee (}¢; on asso-
ciea l'application constante sur E de valeur c la famille constante (C)izk ;
avec le point de vue ensembliste, cette famille se note~, puisqu'elle corres-
ponda I'ensemble des applications deE dans c; la famille associantya x
est noee (x : y);etant donre une famille ( f;)i2;, son prolongement enx
n'appartenant pasa | par la valeur y est noe ((f);x :y).

1.1 e nir des arbres

Par la suite, les arbres sont repesenes de manere concete. On consi-
cere deux ensembles P, l'alphabeta partir duquel est engende librement
I'ensemble des positions, eF, I'ensemble desetiquettes assocees aux posi-
tions; un arbre est alors une fonction de I'ensembld® des positions dans
I'ensemble desetiquettes, dont le domaine est ferne par pe xe. On se ek-
rera au tableau 1.1 pour des ¢ nitions classiques concernant les arbres, qui
peuvent étre in nis en profondeur et en largeur*’.

Nous plongeons I'ensemble de variable¥ dansTZ [X] :a chaque variable x

est assoce l'arbre (* 7! x), qu'on notera aussix. De méme, lI'ensembleF est
plonge dans TF1 , tout comme la valeur de non-ce nition, ?, dans ('I'F1 )
Les notations pour les images de ces plongements sont colerentes avec la
notation pe xe de la n du tableau 1.1.

¥ Nous utiliserons cette notationegalement dans l'interpetation ensembliste,a la place
de la notation courante 1, ensemble singleton, qui est uneement neutre du produit car-
esien @ un isomorphisme pes).

17 C'esta-dire de dege in ni.
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P (ensemble des positions) : monde libre engende par P, un mot p est
noe p(0):::p(jpj 1), " estle mot vide

p (relation pe xe imnediate) : p , gs'il existe] 2P tel que pj = g

‘,; , p (relations pe xes) : fermetures respectivement transitive, e exive
et transitive de

s (relation su xe imnediate) : p sqs'ilexistej 2P telquejp = q

T, ¢ (relations su xes) : fermetures respectivement transitive, e exive
et transitive de ¢
F : ensemble desetiquettes
? : valeur de non-ck nition, et particulerement notation pour I'arbre vide
T2 (arbresetiqueks par F) : une fonctiona:P !F appartienta T2 si
son domaine, dommg, est non vide et ferme par pe xe
(T&), : T¢ [f?g (ajout de l'arbre vide)
X : ensemble de variables
TF [X] : arbresetiquees par (F [ X ) tels que toute variable appara re-
cessairement en une feuille
sous-arbre :a-, est le sous arbre en positiorp (vide si p 2 doma)

(relation ®est un sous-arbre imnediat de ) : a bs'il existej 2 P tel

quea= b

o (relations ®est un sous-arbre de ) : fermetures respectivement
transitive, e exive et transitive de
f (a)i21 : notation pe xe pour un arbre a 2 T2 (ou (T2 ),) e ni par
a(")=f etpourtouti2I,as=a,aveca 2TZ (ou (TF),) (I P)

Tab. 1.1 { Notations pour les arbres
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1.1.1 Recurrence et ecursion

En premier lieu, nous pesentons la nethode qui va nous permettre de
raisonner sur les arbres in nis en profondeur, c'esta-dire posedant un che-
min in nia partir de la racine. Rappelons pealablement la manere dont
on raisonne sur les arbres bien fonces. Un arbrea 2 T2 est bien fonce
s'il n'existe pas de suite strictement croissante dans son domaine ordonre
par la relation pexe 5 . La relation ®est un sous-arbre de, *, res-
treintea I'ensemble T des arbres bien fonces, est alors bien fondee : en e et,
remarquons quea-pq = (azp)zq, si bien qu'une suite strictement decrois-
sante d'arbres correspondraita une suite strictement croissante de positions
appartenant au domaine du premier arbre de la suite. La ecurrence struc-
turelle est alors l'outil naturel pour montrer des proprees concernant les
arbres bien foncks, et la ecursion pour ¢k nir des applications de domaine
I'ensemble de ces arbres.

Pour les arbres in nis, ces techniques ne sont plus possibles. Cependant, par
une forme de dualie, plutdét que de s'appuyer sur la bonne fondation des
arbres, on peut raisonner par ecurrence sur les positions : on change de
perspective, qui d'orienee initialement vers les feuilles se dirige maintenant
vers la racine.

Prenons l'exemple d'une propree e nie par un pedicat binaire P, fonc-
tion d'un arbre et d'une position. Comme on le verra, d'utiles proprees sont
stables pour un syseme d'inerence forme de egles de la forme suivante :

flazq:ri)ji2lg
(a;p) '
ala tout arbre a eta toute position p, aeke assocee une famille ((g;ri))i2i .
eventuellement vide, telle que pour tout i appartenanta |, onagr; = p et
g 6 ". La stabilie signi e que si pour tout i on a monte P(a-;ri), alors
on peut ceduire P(a; p). Elle peut étre utiliee de deux mangeres, duales.

Si on consicere les arbres bien fondes, on peut raisonner par ecurrence
structurelle ainsi. Soit a un arbre et supposons

8b " a:8p:P(bp:

Par stabilie, on ceduit que pour toute position p, on aP(a;p), et on peut
conclure que la propree est \eriee universellement.
Sion consicere tous les arbres, bien fondes ou non, on raisonne par ecurrence
sur les positions, ordonres par la relation suxe ¢ . Soit p une position et
supposons

8r ¢ p:8a:P(ar):
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Par stabilie, on deduit que pour tout arbre a, on a P(a;p), et on peut
conclure gque la propret est \eriee universellement.

Il s'awere que les deux technigues que nous venons devoquer sont des ins-
tances du treoeme classique suivant, valable pour tout ensemble muni d'une
relation bien foncee.

1.1.1 Treoeme (Recurrence et ecursion)
Soit W un ensemble muni d'une relation bien fondee< , c'esta-dire n'ad-
mettant pas de suite strictement decroissante suivani< 18 :

8(an)nan 2 WN: : (8n: ans1 < apn):

Consicerons une propree portant sur leseements de W et ¢ nie par un
pedicat unaire Q \eri ant :

8a2 W: (8a’< a: Q@%) ) Q(a):
Alors la propree est universellement vraie :
8a2W: Q(a):

Etant donre un ensembleA quelconque, soitF une fonction deWw (A, )W
dansA telle que pour tout couple(x; f ) du domaine deF, f a pour domaine
de & nition la section initiale ouverte engendee par X :

8y2W:y<x, y2domf:
Alors il existe une unique applicationg \eri ant :
8x2W:g(x)= F(Xgj<x);
@ g« x est la restriction de ga la section initiale ouverte engendee par X.

La dcemonstration que nous donnons utilise un syseme d'inerence pour
construire le graphe de l'application ¢ nie ecursivement. Il conviendrait

donc de lire pealablement les c nitions du paragraphe 1.2.1 : outre les
e nitions d'un syseme d'inerence, de ses egles d'inkErence et des preuves

18] s'agit plutét d'un criere de terminaison pour la relation inverse de < . Il est souvent
peée la & nition n therienne d'une relation bien fondee, qui a rme que toute partie
non vide admet unekment minimal suivant < . Cette ¢k nition implique le criere de
terminaison, qui lui estequivalent si I'on admet 'axiome du choix. Remarquons que la
cemonstration du treoeme utilise d'ailleurs cet axiome.
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dans ce syseme, il est indispensable de savoir que I'ensemble engende in-
ductivement par ce syseme se & nit comme lI'ensemble des conclusions des
preuves qui sont bien foncees.

Cemonstration

Recurrence
Supposons8a 2 W : (8a%< a: Q(a%) ) Q(a). Montrons par l'absurde le
esultat. On suppose que le compementaire deQ dans W n'est pas vide;
on va construire par ecurrence une suite @n), formee deements du com-
pementaire de Q, strictement decroissante suivant < , ce qui contredit la
bonne fondation deW.

n=0
Par hypottese, il existe a n‘appartenant pasa Q et on poseag = a.

n>0
Supposons la suite construite jusqu'au rangn 1. Necessairement, il existe
a’< a, 1 n'appartenant pasa Q et on posea, = a’

Recursion
L'unicie se cemontre par ecurrence structurelle sur W sans di cule.
Montrons l'existence. Consicerons le syseme d'inerence ce ni sur W A
et compog uniquement des egles

fly;f(y) iy <xg
(X F(x;1))

pour tout x dansW et toute fonction f de W dans A de domaine< x.

Ce syseme a pour but de decrire le graphe deg. Consicerons I'ensemble en-
gende inductivement par ce syseme, |, et montrons qu'il decrit un graphe
d'application.

Tout d'abord, montrons que c'est un graphe de fonction : si k; a) et (x;a%
sont dans|, alorsa= al

C'est imnediat par ecurrence structurelle sur la preuve bien foncee de
(x;a).

Montrons maintenant que | ¢ nit un graphe d'application.

On montre par ecurrence sur W la propret suivante : pour tout x de W,
il existe unekment a de A tel que (x;a) appartiennea |.

Soit x dans W. Supposons que pour touty < X, il existe ay tel que (y; ay)
appartiennea 1. Alors soit f la fonction ce nie sur < x par f(y) = ay.
De nissons a par F(x;f) : on a bien (x;a) dans .

Finalement, par construction, I'application g & nie inductivement par le
syseme d'inerence \erie 8x 2 W: g(x) = F(X;gj<x)-

X
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Par la suite, on utilisera ce treoeme pour I'ensemble des arbres bien
fondes et pour I'ensemble des positions, le monde libre P , bien fonde

suivant la relation d'ordre suxe ¢ .

1.1.2 Resoudre des sysemes dequations ecursives

Venons-en maintenant au ¢ ur de cette partie, et ¢k nissons les sysemes
dequations ecursives que nous consicerons.

En un premier temps, nous consicerons I'ensemblél des arbres eti-
guees; dans un second temps, on construit les arbres en respectant une
contrainte suppementaire, exprinee sous la forme d'une signature.

Pour maerialiser la solution d'un syseme, introduisons les valuations.
Une valuation attribuea chaque variable une valeur, choisie parmi les arbres
sans variable, et lorsqu'elle est appligieea un arbre possdant des variables,
elle remplace chacune de ses variables par la valeur assocee. Peciement,
unevaluation est une application deX dansTZ . Son extension, deTZ [X]
dans TFl , hoee [ ] en position su xe, est & nie ainsi, pour tout arbre
a2 T2 [X] et toute position p :

8
§ a(p) si ftl(p) 2F;
def . p=qr,;
a[](lO)—§ (y)(r) si A=y (y2X):
"2 sinon.

Remarquons que dans le second cas, la cecomposition geen g r est unique,
tout comme la variable y, puisqu'une variable ne peut étre qu'une feuille.
Un syseme déquations ecursives sur TFl [X] est une famille (non recessai-
rement nie) (ax)xzx d'arbres appartenanta T2 [X], indexee par I'ensemble
X des variables inconnues, et est not ainsi :

(X = ay)xax -

Pour toute variable x, I'expressionx = ay est alors appeke Bquation en x
du syseme; elle estgardcee si son membre droit possde une etiquette de
garde :

ax(")2F :

Le syseme estgarce si chacune de sesequations est garcee. Uneolution
du syseme est une valuation telle que :

8x2X: (X)= a[ ]:
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Souvent, nous consicererons des sysemeguasi-uniformes, qui sont garces :
soit ay appartient a TF1 , soit ax = f(Xj)i2; (en notation pe xe), au f
appartienta F et pour tout i, x; est une variable.

Le treoeme suivant est fondamental.

1.1.2 Treoeme (Existence et unicie de la solution dans )
Tout syseme garce déquations ecursives sur TF1 [X] admet une unique
solutiona valeur dans T/ .

Bemonstration
Soient (X = ayx)x2x un syseme garce et une valuation. On a :

8x2X: (X)=a[] , 8 x2X;p2P : (X)(p) = ax[ 1(p):

Evaluons ax[ ]1(p) :

. p=qr;
st @y y2x);

? sinon.

8

32 s 2F ;
a[ 1) =
:

Puisque le syseme est garce, dans le second cas, ¢ p. Ainsi, la valuation
est solution si et seulement si la famille ((x))x \eri e une ¢ nition ecursive
sur I'ensemble bien fonde des positions (ordonre suivant la relation su xe).
Par le treoeme 1.1.1 (p. 47), il existe une unique famille \eri ant cette
e nition ecursive : c'est l'unigque solution du syseme.

X

Plutét que seulement consicerer des arbresetiquets, il est souvent utile
de munir I'ensemble des arbres d'une structure algbrique. Chaqueetiquette
symbolise alors une fonction possedant un certain prol. Si les arbres sont
d'une seule sorte, le pro | se eduita l'arike, soit le nombre d'arguments; s'ils
sont de plusieurs sortes, le pro| se compose de l'arie, qui donne les sortes
du premier argument jusqu'au dernier, ainsi que de la sorte du esultat.
Dans les deux cas, le nombre d'arguments est ni, et cette limitation nous
empéche de consicerer les arbresetiquees comme un cas particulier d'arbres
respectant une certaine signature. Aussi, nous greralisons cette notion de
signature, de manere a pouvoir traiter par la suite le seul cas des arbres
respectant une signature sans restreindre la poree de notre propos : nous
parlerons designature concete, dans le sens ai I'ensemble des positionB
est pris en compte dans la & nition de la signature.
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On consicere un ensemble de sorte§, un ensembleP engendrant libre-
ment les positions et un ensemble detiquettesF .
Une signature concete ¢ nie sur S, P et F est formee de deux applica-
tions, d'une part d'une application de F dans I'ensemble des fonctions d@
dans S donnant pour chaqueetiquette son arie concete, soit la position et
la sorte de chaque argument, et d'autre part d'une application deF dansS,
donnant la sorte du esultat.
Soit =( A:F! (S5)?;R:F!S )une signature concete. Sif est une
etiquette, le couple (A (f); R (f)) est appek le prol de f, et se note

A)(G) ' R(f):
j2domA (f)

Un arbre a appartenanta TF1 respecte la signature si pour toute position
p de son domaine, la condition d'arie est \eriee :

8j 2P;s2S: A(aP)(j)= s, (pj2doma” R(a(pj))= s):

Ainsi, dans le cas classique d'une signaturea une seule sorte, qu'on notera
s, al l'arie d'uneetiquette se ¢k nit par le nombre de ses arguments, il est
possible de prendre pourP I'ensemble des entiers naturelsN, et de ¢ nir

la signature concete ainsi : si uneetiquette a pour arie n, alors son arie
concete est la fonction qui associea tout entier entre 0 etn 1 la sortes, la
sorte de son esultatetantevidemment s; dans ce cas, la condition d'arie
se ecrit ainsi, pour un arbre a en une positionp de son domaine telle que
a(p) a pour arie n :

8j2P:0 j<n , pj2doma:

Comme annone en introduction, montrons que I'ensembleT? des arbres
etiquees est isomorphea I'ensemble T1 des arbres respectant une certaine
signature concete ,a une seule sorte s. Cet isomorphisme gu'on note an-
note chaqueetiquette d'un arbre par I'arie concete rencontee en la position
consiceee, sa eciproque les e acant. Peciement, la signature concete
est e nie sur le singleton f sg, fornme de l'unique sorte, I'ensembleP engen-
drant liborement les positions et sur 'ensembleF  (fsg, )P desetiquettes,
et est munie des deux applicationsA et R \eri ant

A(RA) E A

R(FA) E s;
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alors que l'isomorphisme \eri e lequation :

(f (@)i21) = (f; (8)i21)( (@i))iz2: -

Nous ecapitulons dans le tableau 1.2 les ¢ nitions et les notations utiles
concernant les signatures concetes et les termes, c'esta-dire les arbres res-
pectant une signature. Bien noter la dierence entre les valeurs de non-
e nition ? ¢ et la valeur de non-ce nition, ?, vue peedemment. Une po-
sition p dans un arbre a telle que a(p) = ? s appartient au domaine dea,
alors que la valeur de non-ce nition ? se e nit par lequivalence suivante :

def

alpp=?, pzdoma:

Aussi, l'arbre vide, pe@demment & ni comme l'arbre de domaine vide et
noke ?, ne respecte aucune signature conceteA la place, pour chaque sorte
s, il existe un arbre vide, noe ? s, de domaine". Bien sar, l'isomorphisme
cecrit peedemment entre T2 et T1, pour une certaine signature concete
, Se prolonge en un isomorphisme entre (I'F1 ), et T17 .

En n, legalie entre deux termes a et b estequivalentea :

8p2P :a(p)= bip);
ou encore, sans utiliser la valeur? ,
(doma=domb) " (8p2 doma: a(p) = b(p)):
On peut a aiblir cette dernere proposition, gracea la condition d'arie.

1.1.3 Lemme ( Egalie entre termes)
Consicerons une signature concete et deux -termesa et b. Alors :

a=b, (doma domb " (8p2 doma: a(p)= b(p)):

Cemonstration

Supposons dona  domb et 8p 2 doma: a(p) = b(p). Montrons que
doma = dom b par l'absurde.

Soitptelquea(p)= ? eth(p) 6 ?.

Consicerons I'ensembleP forme des pe xes gdep\riant a(q) 6 ? :

P=fq ,pja(q)6 ?g:

Commea n'est pas l'arbre vide, P n'est pas vide. Soitq le plus grandeement

de P pour la relation d'ordre | ; recessairementq g p. Commeb(p) 6 ?,
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S : ensemble des sortes
P : ensemble des positions
F : ensemble desetiquettes
(signature concete) :
A :F! (S,;)P etiquette 7! positions et sortes de ses arguments

R:F!S etiquette 7! sorte du esultat
. Y . def _ _
fo( A(G)! s, A(f)=ArR(f)=s
j2dom A

T! : -algebre des -termes (arbres bien fondes ou non respectant )
T % fa2TZg | 8p2doma:8j2P;s2S:
A(a(p))(j)= s, pj2doma” R(a(pj))= sg

(T1 :s):ensemble des -termes de sortes

(Tt :s) % fa27?! jR(a") = sg
a:s * az2(! s
? s : valeur de non-ck nition, de prol () ! s (pas d'argument, esultat de

sorte s)
» (signature poinee) : signhature concete obtenue en ajoutant les valeurs
de non-ce nition ? ¢ (pour chaque sortes)
Tlo . o -algebre des -termes partiels (arbres respectant -)
X s : ensemble de variables, de prol ()! s (pas d'arguments, esultat de

sorte s)
X : eunion disjointe des ensembles de variables de chaque sorte
X
X = Xs
s2S

[ X] (signatureetendue sur X) : signature concete obtenue en ajoutant les
variables

T1[X]: [ X]-alebre des -termes ouverts (arbres respectant [ X])

f (aj)i2/ : notation pe xe pourunarbre a2T?! (ouT 17 Yenipar a(")=f
etpourtout i 21, a5 = a,aveca 2T! (ouTL) (I P)

classique awrP = N et au les arguments sont en nombre ni et clases de 0
ai 1)

Tab. 1.2 { Notations pour les termes
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alorsb(q) & ? etil existe j appartenanta P et une sortes tels queqj | p,
gj 2 dombet A(b(g)(j) = s. Commea(qg) = b(g), on en ceduit que gj 2
doma puisque a respecte la signature , ce qui contredit la ¢ nition de q.
Finalement, doma = dom b et a est bienegala b.

X

Desormais, nous consicerons I'ensembleT ! des -termes pour une si-
gnature concete quelconque. Reprenons la cemarche pe@dente pour la
esolution dequations ecursives, de manerea prendre en compte la condi-
tion d'arie.

Tout d'abord, lesequations doivent respecter les sortes. Ainsi, unsyseme
dequations ecursives sur T [X] est une famille (non recessairement nie)
(ax)x2x de -termes ouverts appartenanta T [X], indexee par I'ensemble
X des variables inconnues, et telle que pour toute inconnug, la sorte dex
estegalea celle deay :

ax : R(X):

Ensuite, une valuation doit aussi respecter les sortes. Une application :
X I T 1 est unevaluation, ce quon note : X "T 1 si pour toute
variable x, la sorte dex estegalea celle de (x):

(xX) : R(x):

L'extension d'une valuation, telle que ¢ nie pee@demment, est une appli-
cationdeT1 [X] dansTF1 . Nous aimerions \eri er gue son image est incluse
dansT?! . De méme, pour la esolution dequations, nous aimerions montrer
que tout syseme garce sur T [X] admet une unique solutiona valeur dans
T! . Remarquons que cette dernere propree su ta montrer la peedente,
concernant les valuations. En e et, soient : X I'T 1 une valuation et a
un -terme ouvert de T1! [X]; si a est une variable, alorsa[ ] appartient
evidemmenta T?!, sinon a[ ] est la composante eny de l'unique solution
du syseme garce (y = a;(X = (X))x2x ), @ Yy est une nouvelle variable.
Pour la valeur en une inconnue de la solution d'un syseme, il nous importe
donc de \eri er la condition d'arie en toute position. Cette condition consti-
tue un exemple de proprees particuleres, celles qui expriment en toute
position une propree du sous-arbre y commercant. Pour montrer de telles
proprées, dites locales, on proede par une forme simpliee de ecurrence,
suivant la construction de la solution.

1.1.4 e nition et proposition (Lemme des proprées locales)
Une propree ¢ nie par un pedicat binaire | de paranetres un arbre et une
position est locale si elle \eri e pour tout arbre a de TF1 et toute position p
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du domaine dea lequivalence suivante :

l(a;p), I(azp"):

Consicerons une propret locale ¢ nie par un pedicat 1.

Soient (X = ax)x2x UN syseme garce sur TF1 [X], et son unique solution.
Supposons que pour toute variable et toute position p appartenanta domay
telle queay(p) 2 F, on ait I ( (X);p).

Alors, pour toute variable x de X et toute position p dedom (x), I ( (x);p)
est \erie : on dit que la valuation a pour invariant la propree locale

e nie par |.

Bemonstration
Montrons pour toute position p, la propree

8x:p2dom (X)) I( (X);p)

par ecurrence sur I'ensemble des positions, muni de la relation bien foncee
+ (la relation su xe).

Soit p une position et supposons qu'on ait pour toute positionr telle que

r < p, lapropree

8x:r2dom (x)) I( (x);r):

Distinguons deux cas.
p="
Soit x une variable. On aevidemmentp 2 dom (x); montrons doncl ( (x);p).
Puisque le syseme est garce,ax(") 2 F, d'ar I ( (x);") par hypottese.
pe6 "
Soit x une variable telle quep appartiennea dom (x).
Siay(p) 2 F, alors par hypotlese, on al ( (x);p).
Sinon,p = gr, avecax(q) = vy, yetant une variable. Par c& nitionde ,ona
(X)oq= (¥).- On en ceduit, grace au caracere local del, lesequivalences
suivantes :

LCGp o 10 (X))
’ | ( (y):l’; ")
1Oy
Puisque le syseme est garce, nous avonsg| 6 ", soitr I p; par I'hypottese

de ecurrence, | ( (y);r) est \erie, et donc nalement 1( (x);p) aussi.
X
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Nous sommes maintenant en mesure de montrer le treoeme analogue au
1.1.2.

1.1.5 Treoeme (Existence et unicie de la solution dans TH)
Tout syseme garce dequations ecursives sur T [X] admet une unique
solutiona valeur dans T?! .

Bemonstration

Soient (X = ay)x2x Un syseme garce, al ax 2 T [X], et son unique
solutiona valeur dans TF1 . Nous & nissons une propree permettant de
\eri er l'arie, noee | ,a savoir, pour tout arbre a et toute position p de son
domaine :

d

| (a;p) ’efg j2P:s2S: A(a(p)(j)= s, pj 2 doma

R(a(pj)) = s

Montrons que les conditions pour appliquer le lemme des proprees locales
sont remplies parl .

Que le pedicat | & nisse une propret locale est clair.

Soient x une variable et p une position appartenanta dom ay telle que
ax(p) 2 F . Montrons | ( (X); p).

Par & nition de la solution , et commeay(p) 2F ,on a:

8
2 ax(pj) siax(pj)2F;

Pi) = _ay(")  sia(pj)=y (y2X);
2 sinon.

Pourj 2P ets2S, la proposition
(x)(pj) & 2™ R( (x)(pj))= s
est successivementequivalentea :

(ax(pj) 2F* R(ax(pj)) = s)
9y 2X 1 ax(pj)=y”" R(ay(") = s);

(ax(pj) 2F~ R(ax(pj)) = 9)
Oy2X rax(pj)=y"R() =19 (R(Y)= R(a(");

AlxE)()=s (2T [XD;

ACOENG)=s ( (x)(p) = ax(p)):
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Nous avons ainsi \erie | ( (x);p).
D'apes la proposition 1.1.4, a pour invariant la propret d'arie |, et nous
pouvons conclure :

8x2X: (x)2T?t:

1.1.3 Desequations avec des operations

Comme annone, nous allons maintenant autoriser des operations sur
les arbres dans lesequations, an de permettre une plus grande souplesse
d'utilisation des sysemes dequations.

On se donne pour la suite une signature concete , & nie sur I'ensemble
S des sortes, I'ensembld® engendrant librement les positions, et I'ensemble
F desetiquettes, et munie des applicationsA : F! (S,)P,etR:F!S |,
donnant l'arie et la sorte de chaque etiquette. L'ensemble des variables
inconnues utiliees dans lesequations est toujours noeX.

Dans tout ce paragraphe, nous illustrerons notre propos par un exemple. On
consicere dans une signaturea une seule sorte une variable, uneetiquette

f unaire, I'ogeration unaire , ainsi que lequation

x= (F( () :

Il s'agit de esoudre cette equation pour certaines ogerations, dites autori-
®es.
On notera O I'ensemble des operations autoriees dans lesequations. Unek-
ment de O sera consicee tantdt comme une application, tantdt comme une
etiquette. En tant quétiquette, il possede un prol, et en tant qu'applica-
tion, il possde un type, obtenu en interpetant chaque sorte s par I'ensemble
des termes de sortes, (T! : s). Pecissment, on suppose que I'ensembleD
esta la fois, suivant le point de vue,
{ une signature, associanta chaque operation un pro |,
{ un ensemble d'applications,
tels que si I'oparaticts apourprol ~, Ai! s(I P ) alors estaussi
une application de * ,,(T! : Aj)dans (T? : ).
Pour lever toute ambigwe, rappelons une dierence entre la notation pe-
xe pour les arbres et I'application d'une ogerationa une famille :  ((&;)i2)
repesente le esultat de I'application de a la famille ( & );2,, alors que
(aj)i2) repesente l'arbre de racine et de sous-arbreg; en positioni, pour
tout indice i.
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Dans un premier temps, nous allons & nir la forme desequations ecursives
etudees, puis nous esoudrons des sysemes de tellesequations. Cette eso-
lution sera possible si 'ensemble des operations autorieees \eri e certaines
conditions, que nous allons mettre enevidence. On montrera aussi l'exis-
tence d'un tel ensemble d'operations autoriees, particulerement simple et
utile dans la pratique.

Comme nous l'avons vu en introduction, le membre droit d'uneequation
est un + O-terme ouvert d'une forme particulere, + O etant la signa-
ture obtenue par eunion de et de O : des contraintes limitent en e et les
possibilies d'utilisation des operations.
Commercons par le caseeEmentaire : les ogerations autorisees n'apparaissent
dans le membre droit qu'enetant appligueesa des variables. Pour repesenter
les applications des operations aux variables, on pegre introduire un second
ensemble de variables, noeO(X ) etindee injectivement par I'ensemble des
couples (; (xj)i21), a , appartenanta O, et la famille (x;);i2, de variables
sont tels que (xi)i2) appartienta Td [X]. On notera (xi)i2) la variable
indexee par (; (Xj)i21) : autrement dit, on remplace dans un membre droit
tout sous-arbre (X;)i2; par la variable indexee par (; (Xj)i2|) et noee aussi

(Xi)i21 -

A partir de ce casekmentaire, les membres droits se construisent inductive-
ment; on note E .o[X] I'ensemble des membres droits admissibles dans les
equations avec ogerations. Voici les egles d'inerence permettant d'engen-
drer inductivement I'ensemble E .o [X] :
un arbre ade T 5[X [O (X )] appartienta E .o[X]

{ si aappartienta TX [X[O (X )]:

L (@2TLX [0 (X ));
a

{ s'il existe une famille (a;)i2; d'arbres appartenanta E .o[X] et une
etiquette f telles quea estegala f (a)i2; :
(@)i21
f (ai)iz)

{ s'il existe une famille (a;)i2; d'arbres appartenanta E .o[X] et une
oreration autorize  telles quea estegala (a)i2; :

(f 2F);

(@)i2

20);
(@)iz ( )
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ce gu'on esume par la grammaire suivante :
a == b (b2TI[X[O (X))
o f@)iai (f2F)
j (a)izi ( 20):
Nous consicerons donc des sysemes dequations ecursives de la forme
(X = ax)xax ;

al pour toute inconnue x de X,

{ le membre droit ax appartienta E .o[X],

{ si x a pour sorte s, alors ay egalement.

Le syseme (X = ay)x2x est dit garce si pour toute inconnue X, le membre
droit ay est garce. Quanta la propree de garde pour les membres droits,
elle se ¢ nit inductivement ainsi, pour tout arbre a deE .o[X]:

{ a2T1[X[O (X )]: aestgarc sia(") est uneetiquette,

{ a=f(a&)i21 (f 2F) : aest garce,

{ a= (&)i21 ( 20): aestgarc si pourtouti del, a est garce.
Autrement dit, un arbre de E .o[X] est garce si toute variable y apparaissant
est garcee par uneetiquette. Par exemple, sif est uneetiquette unaire,
une operation unaire autorieee et x une variable, alors :

{ 1), (F(x), £ (x))et (f( (x))) sont garces,

{ (x) n'est pas garce.

De nissons maintenant la solution d'un tel syseme dequations.
Soit :X I'T ! une valuation. Son extensionaX [O (X ), toujours nokte
, est & nie par :

( (i) & a)ian):
Il est cesormais possible detendre a I'ensemble des membres droits ad-
missibles,E .o[X]. L'extension de la valuation application de E .o[X] dans
T1, noee [ ] en position su xe, se ¢ nit inductivement de la manere
suivante, pour tout arbre a appartenanta E .o[X] :

{a2TY[X[O (X )]:a]est cknide manere classique en toute

position p gar lequation suivante :

% a(p) si eg(p) 2F;

p=qr;
M Y@=y (y2x);

N . p=ar;
% (€ CaPiz)(r) s a(@ = (xi)izi ( (Xi)iz1 20(X ));

" ? sinon,

al I(p) &
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{ a=f(a)iai (f 2F):

al 1=f (@&l Dizi;
{ a= (&)iai ( 20):

al 1= ((afl Diai):

Une valuation estsolution du syseme (X = ax)x2x Si pour toute inconnue
X,ona:

(x) = ax[ I:

Par exemple, la valuation est solution de lequation

x= (f( (x)

si elle erie 1°

x)=f (C (x)))
Nous cherchonsa ramener la esolution d'un tel syseme, admettant des ope-
rations,a celle d'un syseme classique, pour lequel on dispose d'un treoeme
d'existence et d'unicie de la solution. A l'aide d'un exemple, cegageons les
principes de la esolution.
Pour peciser la ¢ nition des operations autoriges dans les sysemes, un
point de vue cakgorique est utile pour commencer. On consicere

{ d'une part, la cakgorie ayant pour objets les signatures concetes et
pour morphismes les applications entre ensembles détiquettes peser-
vantle prol:si 1 estune signature concete surSy, P, et F1 e nie
par A : Fq! ((Sl)?)F’l etR1:F;! Si,et ,une signature concete
sur Sy, P, et Fp cenie par Az i Fa ! ((S2),)™2 et Ryt Fa ! Sy,
alors l'application : F; ! F, est un morphisme de ; vers 5 si
A=A etR1=R» ;

{ dautre part, la catgorie ayant pour objets les ensembles d'arbres
respectant une signature concete et pour morphismes les applications
entre ces ensembles.

On peut alorsetendre la correspondance entre toute signature concete
et 'ensembleT! des -termes de manerea obtenir un foncteur entre les
cakgories assoceesEtant donre deux signatures 1 et », le foncteur T
associea chaque morphisme de 1 dans », l'application T1 deTll dans
le e nie pour tout terme a2 T 11 et toute position p par :

TH@MP = (ap):

Nous petrons conserver l'usage des doubles parentteses pour l'application, méme si
une simpli cation serait bienvenue dans ce cas.
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On applique donca chaqueetiquette dans l'arbre I'application . Ce genre
de foncteur, bien connu, pour les listes par exemple, porte souvent le nom
de®map .
Voyons maintenant la esolution d'un syseme impliquant une operation ob-
tenue par le foncteur T . Consicerons un morphisme de la signature
concete vers elle-méme. On obtient par le foncteur T! une application
deT?! dans lui-méme, soitT ! , puis pour chaque sortes, en restreignant les
ensembles de depart et d'arrivee, une application deT?! : s dans lui-meéme,
qu'on note T! : s. Cette application, qui a pour prol s! s, sera aussi
noee s; rappelons que son applicationa un termea de T! : s est noee
s((a)), et que le terme de racine l'ogeration ¢ et de sous-terme imnediat
aestnoe ¢(a). Supposons que I'ensembl® contienne l'ogeration T : s,
et qu'il soit ferme par compositiona gauche de ¢ (en respectant le typage).
Soit f 2 F uneetiquette de prol s! s et consicerons le syseme forne de
lequation

x= s(f(s(X)):

On commence par appliquer s, pour obtenir :

x= (F)( 200

puis on cetermine lequation \eriee par  2(x), soit

2x)= 3F(s(x));

et on peut appliquer 2, et ainsi de suite.

Pour eereraliser cette technique de esolution, il est donc utile detendre les
orerations de O aux termes ouverts, c'esta-dire de les prolonger en ogera-
tions sur I'ensembleT! [X [O (X )].

Voyons comment ealiser cette extension dans le cas de la méme operation
que peedemment, T! : s, noee . L'application , de F dansF, peut
étre prolongee en une application deF [ X [O (X ) dans lui-méme, toujours
noee , et ¢k nie ainsi :

) B 0 (x2Xs);

def

( xi)iz1) = (s )(Xial (xi)i2i 20(X )

(Xi)i21 :'s

Dans le premier cas, s(x) appartienta O(X ) et a pour sorte s, dans le
second, grace a I'hypotlese de fermeture par composition, (s )(Xi)i2i
est bien une variable deO(X ), de plus de sortes. Comme l'application
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ainsi prolongee peserve les sortes, c'est un morphisme de la signature
concete [ X [O (X )] vers elle-méme; il s'ensuit que son image paf ! ,
soit T , est une application deT?! [X [O (X )] dans lui-méme, c nie sans
surprise, pour tout terme a et toute position p, par :

T (@(p) & (a(p):

Suivant I'exemple, l'icce detendre les operations autoriees en operations
sur T [X [O (X )] aet introduite pour transformer lequation

x = s(f(s(x)

en
x= s f(s(x)

L'application de sa f( s(x)) produit un terme garce, soit  (f)( 2(x)),
si bien que la esolution du syseme transforne est possible. Si on notea
le terme f ( s(Xx)), la solution  du syseme transforme est aussi solution
du syseme initial si  s((Q))[ ] = s((a[ ])), ce qui est le cas si s (son
prolongement) commute avec les valuations. On peut donc consicerer qu'une
telle transformation d'un syseme est justiee

{ si le syseme forne desequations transfornees, ainsi que des nouvelles
equations correspondant aux variables deO(X ), peut étre esolu,
ce qui est le cas si toute operation autoriee transforme une famille
d'arbres gardes en un arbre garce,

{ et si le syseme transfornme et le syseme original ont la méme solu-
tion, ce qui est le cas si les operations autoriges (peciement leur
prolongement) commutent avec les valuations.

La peservation de la propret de garde et la commutativie sont fondamen-
tales pour I'ensembleO, car elles fournissent des conditions su santes pour
esoudre les sysemes dequations garcees de manere univoque. Formalisons
donc ces proprees.

1.1.6 [ nition (Operations autoriges)
Soit O un ensemble d'ogerations surT ! . L'ensembleO est forme d' ogerations
autoriees da@ les sysemes dequations ecursives si chaque ogeration de
O, &k nie o (TY 2 Aj) vers(T! : s), peut étre prolongee en une ope-
ration de ~ (T [X[O (X )] : Ai) vers (T [X[O (X )] : s), toujours
noee , et\eriant:
{ la commutativie avec les valuations :
pour toute valuation : X T 1 et toute famille (aj)i2) de termes de
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T [X[O (X )] appartenant au domaine de ,
(@)iz0[ 1= (&l Diz1):

{ la peservation de la propree de garde :
pour toute famille (a;)j>; de termes gardes deT ! [X [O (X )] appar-
tenant au domaine de , ((a)i2) est garce :

(@(") 2F )iai
(@)i2)(") 2F

Il existe au moins un ensemble d'operations autoriees, I'ensemble des ope-
rations images par le foncteurT 1 , puisque nous avons le lemme de commu-
tativie suivant.

Commutativie entre valuations
et operations fonctorielles

Soit  un morphisme de vers
Consicerons un ensembleO d'operations sur T1 | tel que pour toute sortes,
O contient l'operation T! : s et est ferme par compositiona gauche avec
T1 :s. Alors, pour toute sorte s, pour toute valuation : X I'T 1 et tout
terme a appartenanta T* [X [O (X )] : s, on a, en notant s l'ogeration
T! :s:

1.1.7 Lemme (

s((@) 1= s((al 1) :

Cemonstration
Soient s une sorte, une valuation et a un terme de T [X [O (X )] : s.
Consicerons une positionp. On a :

s(@ (P = (a 1(p):

Examinons les quatre cas relatifsap intervenant dans le calcul dea[ ](p).
ap) 2 F
Dans ce cas, s((a))(p) 2 F . \eri ons legalie :

s((@) 1p) = s((a)(p
= (a(p);
s(@ D(p) = (a(p):

200n aurait puecrire cetteegalie ainsi :

((a)iz)[ 1= (@)i2i[ ]t
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p=qra@=y (y2Xx)
C'est un cas patrticulier du cas suivant, en prenant pour lidentie.

p=gqra(@=(Xizi ( (X)i2z1 20(X ) : 1)
Dans ce cas, s(()(a) =( ¢ )(Xj)iz21. \erions legalie :
s((@)[ 1(p) (o O i))izi)(r)
( (C (xi))i2i)(r));
( (€ (xi))i21)(r)):

s((al D)(p)

Cas restant
Les deux valeursa comparer ne sont pas c nies.
X

On en ceduit immediatement la proposition suivante.

1.1.8 Proposition (Operations autoriges : les images par TH)
A toute sorte s et tout morphisme de dans associons l'ogeration unaire
T! : s restriction de T? a T! : s. L'ensemble des operations unaires
T! : s est forme d'ogerations autorises.

Be2monstration
Fermeture par composition
Pour tous morphismes ; et ,,ona:

(T ) (T :9)=(Tt , i 9):

Peservation de la propret de garde
Sous I'hypotlese de fermeture par composition, on a vu comment prolonger
une operation T! : s, en une application deT?! [X [O (X)] : s dans Ilui-
méme : ce prolongement peserve la propree de garde.

Commutativie avec les valuations
Par le lemme pe®dent, la propree de commutativie est aussi \eriee.
X

Nous pouvons maintenant esoudre tout syseme dequations gardees conte-
nant des ogerations autoriees. Etant donre un ensemble d'ogerations auto-
riees O, & nissons la fonction de E .o[X]dansT?! [X[O (X )] ealisant
la transformation des membres droits utilisee pour la esolution ; elle est & -
nie inductivement par lesequations suivantes, pour tout arbre a appartenant
aE ;o[X] .

{a2TY[X[O (X )]:

(a) = a;
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{ a=f(a)i2 (f 2F):

(f(@a)ia) & ()i

{ a= (a@)i2i ( 20):

( @)i2) & (( a)iz):

Il est facile de montrer par ecurrence structurelle que peserve la sorte :

( @) a la mtme sorte quea. Comme toute ogeration autoriee peserve
la propree de garde, il est aussi facile de montrer, toujours par ecur-

rence structurelle, que peserve cette méme propreke : si a appartenanta

E .o[X] est garce, alors ( a) est garce.

Nous pouvons maintenantenoncer le treoeme concernant la esolution des
sysemes dequations avec des ogerations.

1.1.9 Treoeme (Resolution des sysemes avec oprations)
Soit O un ensemble d'oerations surT! autoriges. Soit

(X = ax)xax

un syseme dequations ecursives, \eri ant pour toute inconnue x les condi-
tions suivantes :

{ le membre droit ax appartienta E .o[X] et est gard,

{ si x a pour sorte s, alors ax egalement.
Alors ce syseme admet une unique solutiona valeur dansT® .

Cemonstration
Associons au syseme de lenone le syseme suivant :

(x=( ax))xax ;
(X))j2a = ((( ax;))jz23) (X)j2220 (X ) °

Les inconnues de ce syseme sont les variables de I'ensembe[ O (X ),
les membres droits appartiennenta T [X [O (X )], ont méme sorte que
l'inconnue a laquelle ils sont assoces et sont garckes. D'apes le ttreoeme
1.1.5 (p. 56), ce syseme admet donc une unique solution,a valeur dans
T1 . \erions que larestrictionde a X est solution du syseme de lenone.
Montrons par ecurrence structurelle sur a appartenanta E .o[X] que

(afl=all:
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a2TI[X[O (X )]

Comme ( a) = a, c'est immediat.
a=f(a)i21 (f 2F)

Ona:

(f@i2)[ 1 = F(Ca)izail]

= FCCa)l Dizi
= f(@@&l Di2i (hyp. de ec.)
= f(@)iai[ I
a= (@)i21 ( 20)
Ona:
C @20)[ 1 = ((C a)i2i)[ ]
= ((C &)l Diz1) (commut.)
= (&l Diz1) (hyp. de ec.)
= (@)l I
Il s'ensuit que pour toute inconnuex, on a
(x) = ax[ I;

autrement dit que la restriction de a X est solution du syseme.

\&ri ons l'unicie de la solution. Soit ~ %une solution de x = ay)x2x . Mon-
trons que le prolongement de % sur X [O (X ) est solution du syseme
assoce.

Par la propree peadente, on a pour toute inconnue X :

™= ( a7

Rappelons que le prolongement de®sur O(X ) est ¢k ni pour toute incon-
nue (Xj)j2g de O(X ) par:

Cx)20) B (C ) 20)

On a alors ;

((C ag)j20) 9

((C a) Dj29) (commut)
(ax; [ j29)
(C A%i)j23):
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La valuation 9 est solution du syseme assoce. Par unicie, %= :la
solution est bien unique.
X

Pour conclure, nous disposons d'un moyen simple pour construire des
arbres : les sysemes dequations ecursives. Il peut s'agir aussi bien d'arbres
etiquekes que d'arbres respectant une signature. Lesequations doivent étre
garcees, et peuvent contenir des operations sur les arbres, sous certaines
conditions.

1.2 Raisonner sur les objets in nis

Nous allons utiliser les sysemes dequations ecursives pour ¢ nir des
preuves,eventuellement in nies en profondeur. Ces preuves s'entendent rela-
tivementa des sysemes d'inerence, ensembles de egles d'inerence. Comme
nous l'avons vu en introduction, ce sont les objets in nis qui obligent a
etendre les preuves admissiblesa celles non fondees, eta ainsi consicerer
deux interpetations d'un syseme d'inkrence : I'inductive, admettant les
seules preuves bien fondees, et lao-inductive, likerant cette contrainte.
Prenons l'exemple des arbres que nous venons déetudier. Legalie de deux
arbres peut étre montee par legalie de leurs racines et legalie de leurs
sous-arbres. Si les arbres ne sont pas fonds, ce raisonnement ne s'arréte
pas : la preuve ne sera pas foncee. Concetement, legalie que nous venons
de caractriser corresponda une preuve dans le syseme d'inErence suivant,
& ni sur le produit caresien ( T2 ), (T¢), :

’

axiome : (? : arbre vide);
(?:7?)
egle dinbrence : 12 o bg o gy = B())
(&b

Que ce syseme ¢ nisse bien legalie est clair : une preuve a la méme struc-
ture que les deux arbres formant sa conclusion, et la condition degalie des
racines donne legalie des arbres en toute position. Il apparat donc que si
I'arbre est in ni en profondeur, la preuve I'est aussi.

Nous introduisons donc les sysemes d'inerence, puis associonsa chacun son
operateur d'inerence, qui permet de ealiser une inerence dans le syseme.
Un operateur d'inerence posede deux points xes remarquables, le plus pe-
tit et le plus grand, que nous caractrisons de deux maneres, impedicative
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et ierative. Vient ensuite I'approche ceductive, qui visea caraceriser ces
points xesa partir des preuves dans le syseme d'inerence consicee.
Toute cette etude peut &tre eeke en consicerant une application crois-
sante d'un treillis complet dans lui-mé&me, application repesentant I'ogera-
teur d'inkrence, comme on le verra.

1.2.1 Prouver dans un syseme d'inérence

Un syseme d'inerence est un ensemble de egles portant sur degu-
gements eements d'un ensemble, noe U. Une egle d'inerence sur U est
un couple (Z;z), @ Z U est I'ensemble despemisses et z 2 U est la
conclusion. Une egle est aussi note

Z

z

Il existe une surjection canonique entre les sysemes d'inErence sutJ et
les operateurs croissants surU?l, Si  est un syseme d'inérence, alors
l'ogerateur ' :2Y 1 2V est ¢ ni ainsi :

'"(Y)=fz2Uj9Z Y:(Z;z2)2 g:

' (Y) donne ainsi les conclusions que I'on peut ceduire de¥ en une ing-
rence :' est ainsi appek l'operateur d'inerence assoce au syseme . Par
exemple, siY est I'ensemble vide, alors (Y) est 'ensemble desaxiomesdu
syseme, c'esta-dire les conclusions des egles sans pemisses.
Reciproquement, etant donre un ogerateur ', le syseme d'inerence conte-
nant les seules egles Z;z), avecz 2 ' (Z), est un aneedent de ' : c'est le
plus grandeement, au sens de l'inclusion, de tous les sysemes d'inerence
ane@dents de ' . On en parlera comme du syseme d'inErenceassoce a
l'operateur

Consicerons un syseme d'inerence , et l'ogerateur assoce ' . Par l'in-
ternediaire de ', il est possible d'associer des ensembles remarquables au
syseme . En e et, l'oerateur ' possde des points xes, en particulier un
plus petit et un plus grand qui peuvent étre caraceries de manere impe-
dicativea l'aide des notions de stabilie et de densie. Une partie Z telle que
' (Z) Z estdite stablepar l'oprateur ' (et par extension pour le syseme
d'inerence ); une partie Z telle queZ ' (Z) est dite densepour' (ou

21Un operateur sur un ensemble E est une application de 25 dans  (2F etant I'en-
semble des parties deE).
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). L'interpetation dans le syseme d'inerence est la suivante : si les pe-
misses d'une egle appartiennenta une partie stableZ, alors sa conclusion
aussi; si un jugement appartienta une partie dense, alors il existe une egle
de conclusion ce jugement et dont les pemisses appartiennenta la partie
dense.

Le theoeme suivant montre l'existence de ces points xes extemaux, et
donne la caractrisation impedicative annonee. Il est valide dans tout
treillis complet, et pas seulement dans I'ensemble des parties.

1.2.1 Treoeme (Points xes (Knaster-Tarski))
Soit (T; ;_;”;?:;>) un treillis complet??, et une application croissante
deT dansT. Alors admet un plus petit point xe Ifp( ) et un plus grand
point xe gfp( ), respectivement le plus petiteement deT stable par et le
plus grandekment dense pour

Ifp( )
gfp( )

min fx2Tj (X) xg;
max fx 2 T jx xX)g:

Bemonstration Vv

Notons | la borne inkrieure deseements stables par , fx2 T (X)
xg. On va montrer que | est un point xe. Il s'ensuivra que | est stable et
est donc le plus petiteement stable par , et quel est le plus petit point
xe de puisque tout point xe est stable.

Pour montrer que | est stable, on montre que (I ) est inkrieura tout
ebment stable x :

I X ) (1) (x) ( croissante)
) (1) x (x stable).

Par ce nition de la borne inktrieure, (1) | .

On montre maintenant que | est dense : commd est stable et est
croissante, (I ) est stable etl (I ), par e nition de 1 .

| , stable et dense, est bien un point xe.

Par dualie, on deduit le esultat pour le plus grand point xe.

X

Ces points xes peuvent aussi étre calcues par ieration trans nie.

22Un treillis complet est un ensemble ordonre tel que toute partie Z y admet une borne
superieure, noke _Z, et une borne inkrieure, noee ~Z. ; estalors le plus petiteement,
noe ?,et”; le plus grand, noe >.
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1.2.2 Treoeme (Calcul des points xes)

Soient (T; ;_;”;?;>) un treillis complet, et une application croissante
deT dansT.
Alors le plus petit point xe de peut étre calcuk par ieration trans nie
ainsi :

tp( )=" ()

al la suite des iees ( ( )) , & nie sur les ordinaux par lequation

()= ¢ )

j<

est croissante et stationnairea partir d'un certain rang.
De méme, le plus grand point xe de peut &tre calcuk par ieration trans-
nie ainsi : A

ofp( )= r ();

al la suite des iees (r ( )) , & nie sur les ordinaux par lequation

N

r()= r ();

j<
est cecroissante et stationnairea partir d'un certain rang.

Bemonstration
Croissance de la suite
On commence par montrer que la suite ( ( )) est croissante. Il sut de

montrer par induction trans nie sur  que ( () () :caronaura
alorspour <, () ( () ()

Supposonsdon@ < :  ( () (). On a, en utilisant la croissance
de

C )= C () (ckf)

j<

(- () (prop.de _)

( () (hyp. dind.)
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De la croissance de la suite ( ( )) , on deduit que pour tout ordinal , on
a

()= ();

simpli cation qui nous sera utile.
Stationnarie de la suite
Avant de montrer que la suite est stationnaire, montrons d'abord que s'il
existe un ordinal telque ()= ( ), alors la suite est stationnaire
a partir du rang . Notons que d'apes la remarque peedente, I'hnypottese
()= ()entraneque ( ()= (), cequisignieque ()
est un point xe de

Supposons tel que +1( ) = ( ). Montrons par induction trans nie
que pour tout ordinal > ,alors ()= ().

Soit  un ordinal strictement superieur a et supposons que pour tout
ordinal telque > > ,onait ()= ( ). On a alors, en utilisant

la croissance de la suite :

() = ¢ )

= ¢ )

( () (hyp.dind)

= ()

j <
= ():

On montre maintenant que la suite (  ( )) est stationnaire. Soit S son
support. Inclus dans I'ensembleT, S est un ensemble, de surcrot ordonre
par I'ordre induit. Comme la suite est croissante et indexee par la classe des
ordinaux, qui est bien ordonree, S est bien ordonre. Il existe donc un ordinal

et un unique isomorphisme d'ordre, noe , de S vers . On va montrer
par induction trans nie que pour tout ordinal < ,ona ( ()= .l
s'ensuivra que la suite est stationnairea partir de

Supposons < ,etpourtout < , ( ()= . On montre par
l'absurde que ( ()= .

Supposons ( (1)) < .Soit = ( (). Par hypotrese dinduction,

( ()= |, puis parinjectiviede , ()= ( ). Par croissance de
la suite, ()= +1 (), si bien que la suite est stationnairea partir de

. Donc ne peut avoir d'ane@dent par , ce qui contredit le fait que est
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un isomorphisme d'ordre.

Supposons ( () > . Comme la suite est croissante, tout comme,
ne peut avoir d'aneedent par , ce qui contredit le fait que est un

isomorphisme d'ordre.

Finalement, ( ( ))= . Deduisons-en que la suite est stationnaire.
Soit = ( ()).Comme ( ())= ,onceduitparinjectivie de que
()= ( ), puis par croissance de la suite, que () = +1(), ce

qui implique que la suite est stationnairea partir de , d'ai le esultat.
Calcul du plus petit point xe

Comme ()= +(), ()estunpoint xe de

En n, montrons que pour tout ordinal () Ifp( ). On proede par

induction trans nie, et c'est immediat.

Finalement () est le plus petit point xe.
Cas du plus grand point xe

Pour le plus grand point xe, on raisonne par dualie.

X

Jusqua maintenant, le syseme d'inErence n'a servi qua c nir l'ogera-
teur d'inerence assoce, et n‘a donc paset utili’e comme syseme ceductif,
permettant de prouver des jugements. C'est ce dernier point que nous abor-
dons, en caractrisant par des preuves les plus petit et plus grand points
xes de l'operateur d'inerence assoce.

Consicerons un syseme d'inerence ¢ ni sur I'ensemble de jugements
U, et & nissons ce qu'est une preuve dans , ou plus exactement sa re-
pesentation par un arbre. Cette ce nition suppose que pour toute egle
d'inerence, lI'ensemble de ses pemisses soit dcecrit sous la forme d'une fa-
mille, pas recessairement injective. On se donne donc un ensembl® et
pour toute egle (Z;z) de une famille ( zx)k2x, avecK P , telle que
Z = fzjk 2 Kg. Dans ce cas, la egle est note (£)k2k ; 2).

Si ces familles ne sont pas pecisees, on consicere que estegala I'ensemble
des jugements,U, et pour toute egle (Z;z) de , on cecrit Z par la famille
injective (j )j2z . Dans ce cas, les preuves ainsi construites seront diteano-
niguement assoceesau syseme d'inerence.
Bien souvent, pour un syseme d'inerence nitaire 23, les pemisses de chaque
egle seront indexees par un segment initial des entiers naturels. Lorsque c'est
le cas, une egle (x)o «k n;Z) sera nokte aussi

Z0:::2Zn

z

ZUn syseme d'inérence est nitaire lorsque chacune de ses egles a un nombre ni de
pemisses.
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Pour les arbres de preuves, I'ensemble des positions est engende pRr et
I'ensemble desetiquettes estegala celui des jugements. Un arbrea: P 1 U
repesente une preuve s'il \eri e la condition suivante :

pour toute position p du domaine dea, il existe une egle de ,
((z)k2k ; 2), telle que

(i) ap)=z;
(i) fk2Pjpk2domag=K;
(i) 8k2K:a(pk)= z:

Une alternative ineressante consistea consicerer les jugements comme des
sortes, eta prendre pouretiquettes les egles d'inerence, ou mieux, des noms
gu'on leur donne; dans ce cas, le couple des pemisses et de la conclusion
d'une egle constitue son pro |, et une preuve est alors un arbre respectant
la signature concete ainsi e nie. La condition peedente & nissant les
preuves corresponda la condition d'arie assoceea cette signature concete.
Desormais, la terminologie developpee pour les arbres est adopee pour
les preuves, toujours repesentes par des arbres : ainsi, par exemple, une
sous-preuve est un sous-arbre d'un arbre de preuve, ou une preubén fon-
ke est un arbre de preuve bien fonce. Quanta la racinea(") d'une preuve
a, elle est appeke saconclusion.
L'interpetation d'un syseme d'inErence est ck nie par la donree d'un en-
semble de preuves, diteadmissibles Les conclusions de ces preuves forment
les jugements valides autrement dit valices par des preuves admissibles, et
correspondent gereralement, et dans les cas nous ineressant,a un point xe
de l'operateur assoce au syseme.
Pour & nir des preuves, in nies en profondeur surtout, on utilisera princi-
palement des sysemes quasi-uniformes.

1.2.3 Proposition (Construction ecursive de preuves)
Soit  un syseme d'inerence c ni sur I'ensemble de jugements U. Soit
(X = ax)x2x un syseme quasi-uniforme & ni sur T} [X], compatible avec
le syseme d'inErence, au sens suivant :
pour toute inconnue x de X,
{ soit ax est une preuve,
{ soit ax = z(Xk)k2k , €N notation pe xe, w
{ quel que soitk dans K, xy est une variable,
{ ((ax, ("))k2k ; z) est une egle de
Alors, pour chaque inconnuex, la valeur en x de la solution est une preuve
suivant
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Be2monstration
Soit  l'unigue solution du syseme. Consicerons la propret suivante, ce-
nie pour tout arbre a de T} et toute position p de son domaine, et note
I (a;p):
1
def a(p) = z
l(@p , 9 (Z)kek:2)2 : @fk2Pjpk2domag= K A :
8k 2 K: a(pk) = z

\eri ons que le lemme des proprees locales 1.1.4 (p. 54) peut s'appliquer.
Premerement, le pedicat | ¢ nit une propret locale.

Deuxemement, montrons que pour toute variable x et toute position p ap-
partenanta dom ay telle que ax(p) 2 U, on al( (x);p).

Soit x une variable.

Siax est une preuve, alors (x) = ayx et pour toute position p, I ( (x);p) est
\erie.

Examinons l'autre cas, al ax = z(Xk)k2k - On doiterier 1( (x);").

Ona (x)(")= zetpourk2P, (x)(k)= ay (")sik2K et (x)(k)=?
sinon. Compte tenu des hypotheses] ( (x);") est bien \erie, en prenant la

egle d'inerence (( ax, ("))k2k ; 2).

On peut donc conclure que a pour invariant |, et donc e nit des preuves
suivant .

X

Lesequations e nissant des preuves pourront étre noees de manere plus
explicite ainsi :
« = (Xk)k2k :
z

Avant d'aborder la caractrisation des points xes, et les interpetations
inductives et co-inductives, ce nissons une interpetation mixte, en ajoutant
des contraintes pour la formation des preuves. Une contrainte encadre I'uti-
lisation des egles d'inErence : chaque pemisse d'une egle se voit qualiee
de ®positive , ®regative ou ®neutre , pour indiquer le pro | en profon-
deur de la preuve. Dans la preuve d'un jugement, une egle est utilisable
si chacune de ses pemisses, suivant qu'elle est positive, regative ou neutre,
est la conclusion d'une sous-preuve respectivement foncee, non fondee ou
guelconque. Ainsi, dans une interpetation inductive, toutes les pemisses
seront positives, et dans une co-inductive, toutes seront neutres.
On suppose gue pour toute egle (€x)k2k ; z) de , il existe une partition de
K en trois ensembles, noesK *, K et K9: les pemisses appartenanta la
famille (z)ok + sont les pemissespositives, celles appartenanta la famille
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(zk)k2k  sont les pemissesregatives, et en n celles appartenanta la famille
(zx)kok o sont les pemissesneutres. Dans la suite, les egles pourront étre
notes en pe@dant les pemisses du signe®+  si elles sont positives®-  si
elles sont regatives et d'aucun signe sinon, comme ceci par exemple pour la
egle ((z)k2k ;2), avecK = f0;1;29, K* = f0g, K =f2getK%=fig:

+2Zp 23 Z

z

Une preuvea: P !'U estadmissible dans interpetation mixte dusyseme
d'inerence si elle \erie

pour toute position p du domaine dea, il existe une egle de ,
((z)kz2k ; 2), telle que

(i) ap)= z;

(i) fk2Pjpk2domag=K;
(i) 8k2K: a(pk)= z;

(iv) 8k2K™: ay est bien fone,
(v) 8k2K :as nestpas fonck.

Les conditions (v) et (v) constituent les contraintes nouvelles sur l'utilisa-
tion des egles. Dans une interpetation mixte d'un syseme d'inerence, on
b nira gereralement les preuvesa l'aide de sysemes dequations ecursives.
Cependant, la proposition peedente 1.2.3 ne nous permet pas de savoir Si
une preuve ainsi construite \eri e les contraintes suppementaires. Ra nons
donc cette proposition.

Interpetation mixte :
Construction ecursive de preuves )
Soit un syseme d'inerence ¢ ni sur I'ensemble de jugements U, et consi-
cerons une interpetation mixte de ce syseme.
Soit (X*:;X ;X9 une partition de I'ensemble des inconnue .
Consicerons un syseme quasi-uniforme (X = ax)x2x , & ni sur T} [X],
compatible avec l'interpetation mixte du syseme d'inerence, au sens sui-
vant :
pour toute inconnue x de X*,

{ ax est une preuve bien foncee admissible dans l'interpetation mixte,
pour toute inconnue x de X

{ soit ax est une preuve non foncee admissible dans l'interpetation

mixte,
{ soit ax = z(Xk)k2k ,» €N notation pe xe, ai
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{ ((ax, ("))k2k ;z) est une egle de ,
{ K nest pas vide,
{ quel que soitk dansK *, xx appartienta X™*,
{ quel que soitk dansK , xyx appartienta X ,
{ quel que soitk dansK °, x, appartienta X,
pour toute inconnue x de X°,
{ soit ayx est une preuve admissible dans l'interpetation mixte,
{ soit ay = z(Xk)k2k , €N notation pe xe, A
{ ((ax (")) k2K ;2) est une egle de ,
{ quel que soitk dansK *, xy appartienta X,
{ quel que soitk dansK , xyx appartienta X ,
{ quel que soitk dansK°, x, appartienta X.
Alors, pour chaque inconnuex, la valeur en x de la solution est une preuve
admissible dans l'interpetation mixte de

La cemonstration est analoguea celle de la proposition peedente 1.2.3.

Cemonstration
Soit  l'unigue solution du syseme. Consicerons la propret suivante, -
nie pour tout arbre a de T} et toute position p de son domaine, et note
I (a;p):
% a2 '
ot %kaPjkadomagzK E
l(@p) 9 ((zkek;2)2 : B 8k2K:a(pk)= z :
8k 2 K™ : a_y est bien fonde
8k 2 K @ ay n'est pas fonce

\eri ons que le lemme des proprees locales 1.1.4 (p. 54) peut s'appliquer.
Premerement, le pedicat | d nit bien une propret locale.

Deuxemement, montrons que pour toute variable x et toute position p ap-
partenanta dom ay telle que ax(p) 2 U, on al ( (x);p).

Soit x une variable.

Si ax est une preuve admissible, alors (x) = ax et pour toute position p,
I ( (x);p) est \erie.

Examinons l'autre cas, al ax = z(Xk)k2k - On doit verier 1( (x);").

Ona (x)(")=zetpourk2P, (x)(k)= a(")sik2K et (x)(k)y=7?
sinon.

Compte tenu des hypotteses, les trois premeres conditions sont \eriees, en
prenant la egle d'inerence (( ax, ("))k2k ; 2).

Sik2K*,ona (x) = ax., et (x), est bien fonce.
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Supposons ennk 2 K . On cherchea montrer que (x)_, n'est pas fonce.
Comme (X))o, = (Xk), avecxx 2 X , il sut de montrer que pour tout
x 2 X , il existe une suite de preuves AY), decroissant suivant (la
relation ®est un sous-arbre de’) commercant en (x). On construit cette
famille de suites par ecurrence en imposant que pour toutn, ou bien AX
est une preuve admissible non fondcee, ou bien il existey 2 X tel que
AL = ().

n=0
Pour tout x 2 X , on poseA§ = (X).

n>0
Supposons que pour toutx 2 X , AX 4 est e ni.
Soit x 2 X
Si A}, est une preuve admissible non foncee, il existe au moins une sous-
preuve immediate, admissible et non fondee, et on en choisit une pourAy.
SupposonsAy ;= (y), w y 2 X . Siay est une preuve admissible non
foncee, on a (y) = ay, et on est ramere au cas peedent.
Supposons donay = z(Xk)kek . Par hypotrese, il existe k 2 K \eri ant
Xk 2 X eton poseAy = (Xk).
On peut donc conclure que a pour invariant |, et donc ¢ nit des preuves
admissibles dans l'interpetation mixte de .
X

Comme peedemment, les equations ce nissant des preuves admissibles
pourront &tre noees de manere plus explicite en pecisant les contraintes,
comme dans cet exemple :

+ Xo X1 X2
X = :

z
Bien que nous utilisionsa plusieurs reprises l'interpetation mixte de sys-
emes d'inerence dans les chapitres suivants, hous ne poursuivons pas son
etude, car elle ne donne pas lieua une caracterisation ineressante par points
xes. Revenons donc aux points xes extemaux, eta leur caracerisation
par des preuves.
Peciement, quelle notion d'admissibilie pour les preuves correspond

aux plus petit et plus grand points xes de I'ogerateur d'inerence ? Le treo-
eme suivant apporte la eponse.

Interpetation inductive et co-inductive
d'un syseme d'inérence

Soit  un syseme d'inerence.

Dans son interpetation inductive, ai les preuves admissibles sont les preuves

1.2.5 [ nition et tleoeme (
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bien fondees, I'ensemble des jugements valides estegal au plus petit point xe
de l'ogerateur d'inErence assoce.

Dans son interpetation co-inductive, ai toutes les preuves sont admissibles,
I'ensemble des jugements valides estegal au plus grand point xe de l'ope-
rateur d'inerence assoce.

Bemonstration
Soit ' l'opgerateur assocea . Soient P () I'ensemble des preuves bien
fonckes et P, () I'ensemble de toutes les preuves de . Soient enn ()
etr () les ensembles de jugements valices par les preuves d€ () et de
P: () respectivement.

(" ) = ()

ifp(") ()
Il sut de montrer que ' (()) OF
Soitz2 " (()).
Il existe Z () tel que ( Z;z) 2 . Supposons que Z soit decrit par la
famille (zx)k2x . Comme Z (), on peut associera chaque k de K une
preuve bien fonceeay 2 P () ayant z, comme conclusion. Consicerons le
syseme suivant, d'inconnues (X-; (Xk)k2k ) :

(Xk)k2K |

z
Xk, = a (k2K):

Il est quasi-uniforme et compatible avec : d'apes la proposition 1.2.3
(p. 73), la valeur de l'unique solution enx- est une preuve de conclusiorz,
de plus bien foncee. Ainsi, z appartient ainsia (). Finalement, () est
stable, ce qui montre la premere inclusion.

() Ifp(" )
Nous proedons par ecurrence structurelle sur I'ensemble des preuves bien
foncees.
Soit a une telle preuve, et supposong8a® a: a{") 2 Ifp(" ).
Comme l'ensemble des pemisses de la conclusion de fa(k) j k 2 P\
domag, estegala faY") j a8 ag et est donc inclus par I'nypottese de
ecurrence dans Ifp(' ), on deduit par la stabilie de Ifp( ' ) que a(") 2 Ifp(" ).
Finalement, 8a2P () : a(") 2 Ifp(" ).

gfp( ) =r ()

ofp) r ()
Comme gfp( ) est dense, on peut associer a toutz 2 gfp(' ) une egle
((1(z:K)k2k,:;z) de , avec fj(z;k) j kK 2 K,g gfp(" ). Consicrons le
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syseme suivant, d'inconnues (Xz),2gfp(' )

_ (Xj@i)kek,

Xz .
Z z2gfp(" )

Il est quasi-uniforme et compatible avec : d'apes la proposition 1.2.3
(p. 73), pour tout z de gfp( ), la valeur de I'unique solution en x, est une
preuve de conclusiornz.

r () afpC)
Montrons quer () " (r ()), ce qui permettra de conclure.
Soitz2r (). llexiste a2 P, ()telque a(")= z. SoitZ = fa(k) j k 2
P\ domag.Onaz r ()et( Z;z)2 .Ainsi z2"'(r ()). L'ensemble
r () est donc dense, d'at r () afp(* ).
X

Comme corollaire de ce treoeme, il vient que la validie d'un jugement dans
un syseme d'inerence ne cepend pas de la forme retenue pour les preuves,
peciement de la manéere dont les pemisses des egles sont decrites.
Ce theoeme justi e aussi un changement de terminologie. Si  est un sys-
eme d'inkrence, d'ogerateur assoce ', alors le plus petit point xe de '
est appek I'ensemble engende inductivement par , noe (), le qua-
li catif ®inductif ~ signi ant la bonne fondation des preuves admissibles;
guant au plus grand point xe de ', il est appek I'ensemble engende co-
inductivement par , noe r (), le quali catif ®co-inductif — signi ant que
toutes les preuves sont admissibles.

Avant de poursuivre notreetude, ceveloppons un exemple particulere-
ment utile d'interpetation co-inductive.

1.2.2 Comparer des arbres

Nous illustrons la cemarche deductive en poursuivant et cetaillant un
exemple cep aborde, et qui nous sera utile par la suite, la comparaison
entre termes (soit entre arbres respectant une signature).

Dans un terme, une valeur de non-ck nition ? s (setant une sorte) appa-
ra’t recessairement en une feuille. On peut compékter un terme comportant
des valeurs de non-ce nition en les remplacant par des termes non triviaux,
pour obtenir un terme mieux & ni. L'ordre assoce a cette operation de
remplacement aee decrit pecdemment comme la relation ®est moins de-
ni que ~; il peut étre compris aussi comme la relation®est un sous-terme
initial —, en interpetant les valeurs de non-ce nition comme des arbres vides
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(pour chaque sorte), ce que nous avons g fait ; on choisit plutét de le nom-
mer ®ordre d'approximation ~ :etant donre un terme, on peut cherchera
I'approcher en utilisant des termes moins & nis que lui. Nous allons ¢ nir
cette relation de deux maneres :

{ par similarie, a partir de l'interpetation co-inductive d'un syseme
d'inerence,

{ par compatibilie, enetendant aux termes, consickes comme des ap-
plications de I'ensemble des positions dans I'ensemble des etiquettes
augmente des valeurs de non-ce nition, la relation d'ordre naturelle
sur I'ensemble d'arrivee.

Dans la suite, on consicere la signature poinee -, c nie sur I'ensemble

de sortesS, I'ensemble de positionsP et 'ensemble detiquettes F .
Commercons par la & nition de I'extension. L'ensemble F [f? 5js 2 Sg
peut &tre muni d'une relation d'ordre strict < de nie pour toute sorte s et
touteetiquette f de sortes par :

?s<f:

L'ordre d'approximation est I'extensiona Tlo compatible avec la relation
peedente, et se k nit ainsi, pour tout terme a et bde T17 :

a bcf'Ef (doma domb)” (8p2 doma: a(p) hk(p)):

Il s'agitevidemment d'une relation d'ordre.

Voyons maintenant la ce nition par similarie de cette méme relation. Consi-
cerons le syseme d'inerence suivant, noe , & ni sur le produit caresien
T1 T I parles egles de la forme suivante :

(o @270

!
C109)5 20Y) yovarce) e2T! [X]e(") 2F

(el 1] € 2)) 1 2 ivar(e) I'T o

Nous allons montrer que I'ensemble engende co-inductivement par  est
egala la relation d'ordre d'approximation. Dans la demonstration que nous
donnons, nous utilisons une hypothese portant sur la taille de I'ensemble des
variables X : pecigment, on suppose que pour chaque sorts, il est possible
de plonger I'ensemble des position® dans I'ensemble des variables de sorte
s, X, plongement qu'on cecrit par la famille (Xg)p2p -



1.2. Raisonner sur les objets in nis 81

Ce nition par similarie de
l'ordre d'approximation )

L'ensemble engende co-inductivement par  estegala la relation d'ordre
d'approximation : pour tous termesa et b deTlo , on a

(a;b2r ( ), a b:

1.2.6 Proposition (

Cemonstration

a b)) (ab2r ( )
Supposonsa  b. On associe tout d'aborda a un terme e, appartenanta
T1[X] et obtenu en remplacant les valeurs de non-ck nition par des va-
riables, de la manéere suivante, pour toute position p de doma :

a(p) sia(p)2F ;

XS

&(P) = b sia(p) = ?s:

Consicerons la valuation ; : var(e) T 17 e nie par :
l(X;S)) = ?s:

On aevidemment e 1] = a.
Consicerons maintenant I'application ,:var(e) ! T 1? e nie par :

2(XS) = b=p:

Elle respecte les sortes, puisque siy est une variable dee, alors a(p), egal
a ?g, a pour sorte s, et donc b(p) aussi : » est donc une valuation.
Montrons que g 2] = b.

Soit p une position. On a :

8
2 €(p) sie(p) 2F ;

el 2(p) = | 20xq)(r) sip=qred= xg;
2 sinon.

Dans le premier cas, on &(p) = a(p) = b(p), et dans le second, 2(xg)(r) =

b(p). Finalement, pour toute position p 2 dome¢[ 2], € 2](p) = b(p), dai

par le lemme 1.1.3 (p. 52), legalie € ] = b

Pour conclure, & nissons un syseme dequations ecursives, d'inconnues
(X; (Xy)y2var(e)), PAr lesequations suivantes :

(Xy)y2var( e .
(el 1l:ef 2]’

Xy = (y 2 var(e)) :

( 1(y); 2(y)
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Ce syseme quasi-uniforme est compatible avec ; d'apes la proposition

1.2.3 (p. 73), la valeur de la solution enx est une preuve de §; b dans
(a;bh2r( )) a b

On montre par ecurrence sur I'ensemble des positions, muni de la relation

bien foncee { (la relation su xe), que pour toute position p et pour tout

couple @b der ( ), ona

p2doma) p2domb”a(p) bp:

On ceduit de cette dernere implicationevidemment que a b, Remarquons
aussi que sia= ?, alors doma = ", et l'implication est \eriee pour toute
position p.
Soit p une position et supposons que pour toute position telle quer { p,
la propret est \eriee.
Soit (a;b) appartenanta r (), et consicerons le seul cas ineressant, a
il existee2 T et 1; 2:var(e) ! T 1 telsquea= ¢ 1], b= € 2],
e(")2F et8y2var(e): (a(y); 2y)) 2r ( ).
Distinguons deux cas.

p="
Dans ce casp appartienta dom a et domb et on aa(p) = e(p) = b(p).

pe "
Supposonsp 2 doma. Deux cas sont possibles.

ep 2F[f? sjs2Sg
Alors a(p) = e(p) = b(p).

p=qre(d= x(x2X)
Alors a(p) = 1(x)(r) et b(p) = 2(x)(r). Commee(") 2F,r ¢ p, eton
peut appliquer I'nypotlese de ecurrencea r et au couple ( 1(x); 2(x)) de
r () pour conclure.
X

Apes la ¢ nition par similarie de la relation d'ordre, il est possible d'en
donner une de legalie, avec des egles tes voisines. Soit - le syseme
d'inBrence suivant, e ni sur le produit caresien T! T ! par les egles
suivantes : ' '

(?s:?5)

(s27?);

(1¥); 2My2vare  €2T?1 ;e(") 2F;
(e 11 € 2]) ; Ovar(e) ! T L
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Ce syseme e nit bien legalie de deux termes, egalie que nous avons
& nie peedemment sous la forme d'une extension compatible aux termes
de legalie entreetiquettes et valeurs de non-ce nition (cf. p. 52).

1.2.7 Proposition (& nition par bisimilarie de kgalig)
L'ensemble engende co-inductivement par - estegala la relation degalie
entre termes : pour tous termesa et b deTl? , 0n a

(a;b2r ( =), a=b:

Bemonstration

(a;bh2r ( =)) a=b
Si(a;b2r ( =),alors(a;b)2r ( ) etparsynetrie, (b;a 2r ( ). Par
la proposition pe@dente, a betb a, soita= h.

a=b) (a;b2r ( =)
On \eri e facilement que pour tout terme a de T17 , le couple @;a) est un
axiome de -. '
X

1.2.3 Prouver dans un treillis complet

Resumons-nous : on a assocea un syseme d'inerence sutJ un ogerateur
croissant ce ni sur U et carackrige son plus petit point xe et son plus grand.
Le plus petit point xe est, au choix,

{ le plus petit ensemble stable,

{ la limite d'une suite trans nie croissante d'ierations partant de l'en-

semble vide,

{ I'ensemble des jugements valices par des preuves bien foncees,
et son plus grand point xe :

{ le plus grand ensemble dense,

{ la limite d'une suite trans nie cecroissante d'ierations partant de I'en-

semble de tous les jugements,

{ 'ensemble des jugements valices par des preuves.

Les deux premeres carackrisations ontee montees en utilisant seulement

le fait que I'ensemble des parties d'un ensemble est un treillis complet. Une
question se pose : peut-on carackriser les points xes d'une application crois-
sante sur un treillis complet quelconque en termes de preuves ? Si oui, dans
quel syseme d'inerence ? La eponse est a rmative, en voici le ceveloppe-
ment.

Consicerons un treillis complet (U; ;_;”~;7?;>), etune application crois-
sante deU dansU. On va transformer en un operateur sur U, de manere
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a ensuite construire un syseme d'inerence.

La transformation la plus simple, qui consistea associera toute partie I'en-
semble forme des images de seseéments, ne convient pas. En e et, son plus
petit point xe est I'ensemble vide.

En revanche, il est possible de repesenter le treillis completa l'inerieur de
l'ensemble des parties deJ, 2V, en utilisant les idcaux d'ordre principaux 24,
C'est gqu'en e et tout ensemble ordonre est isomorphea l'ensemble de ses
iceaux principaux, ordonre par linclusion. Soit  l'isomorphisme d'ordre
entre U et I'ensemble de ses idcaux principaux, U , de ni par :

def

(2= 7z,

al  z est l'iceal principal engende par z, soit
zdéaf fy2Ujy zg:

Cette correspondance entre les ensembles ordonres et les ensembles d'iccaux
principaux peut étre etendue pour former un foncteur entre les deux cate-
gories suivantes, qui sontequivalentes :
{ objets : tout ensemble ordonre,
morphismes : toute application croissante,
{ objets : tout ensemble forne des ickcaux principaux d'un ensemble
ordonre,
morphismes : toute application croissante (les objets etant ordonres
par l'inclusion).

Ce foncteur transforme ainsi en 1 de U dans lui-méme.
Il resteaetablir la relation entre I'ensemble des parties de U et U , gracea
la compktude de U. Soitdonc ( :2Y! U ; : U! 2Y)la connexion

de Galoig® e nie par

@ € (2);

) % v:

24Un ickal d'ordre est une section initiale dirigee d'un ensemble ordonre; une section
initiale est une partie stable par minoration, et une partie est dirigge si elle peut étre
munie d'une loi de composition interne associanta tout couple un de leurs majorants. Un
ickal est principal s'il est engende par unekment : c'est donc la section initiale fermree
engendee par ceteément.

% Etant donre deux ensembles ordonres (A; )et (C; ), une connexion de Galois entre
A et C est un couple d'applications ( :A! C; :C! A)\riantpourtout adeA
ettout cdeC, a (0, (a c
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A , on peut maintenant associer un ogerateur surU, ' , ce ni par
. def 1

Il est facile de \erier que z est un point xe de si et seulement si z est
un point xe de ' . On peut donc construire le syseme d'inerencea partir
de' , ce qui conduit au treoeme suivant.

Treillis complet :

1.2.8 Tleoeme ( interpetation inductive et co-inductive )
pour points xes
Soit (U; ;_;”;?;>) un treillis complet. Soit une application croissante
de U dans U.

Consicerons le syseme d'inerence  forme des egles de la forme :

z
— (2 U;z (L2)):
Z

Alors :
{ l'ensemble engende inductivement par est l'iceal principal engende

par le plus petit point xe de
O = Ifp( ) ;

{ l'ensemble engende co-inductivement par est l'icdeal principal en-
gende par le plus grand point xe de

r() = afp( )
Bemonstration
On reprend les notations d'avant lenonce.
Pour une partie Z de U, evaluons ' (Z); on obtient (_2). Il sensuit
qu'un point xe de ' est recessairement un iceal principal. De plus, pour
tout jugement z, on a :
2=z, '( 2= z:
Les points xes de sont donc transformes par en ceux de' , et ecipro-
quement les points xes de' sont transformes par ! en ceux de .
Soit enn ' Ol'ogerateur assocea . On a:
“qy) fz2Uj9Z U :(Z;2)2 ~Z Yg
= fz2Uj9zZz U :z (Z)yrZ Yg
= fz2Ujz (_Y)g
= Y)
= "(Y):
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L'operateur assocea est bien ' . On peut donc conclure par le treoeme
1.2.5 (p. 77) et la correspondance entre les points xes de et ceux de .
X

Chaque egle (Z;z) du syseme d'inErence peut se cecomposer en une

egle leea
z
2)
et une egle d'a aiblissement, leea l'ordre
f (_2)g.
Z 1

instance du sctema de egle suivant, a1z v,
fyg.
z

Si seules les preuves des points xes de importent, il est possible de se
passer des egles d'a aiblissement : les ickaux principaux ne sont alors plus
prouves dans leur entier.

Treillis complet (bis) :

1.2.9 Treoeme ( interpetation inductive et co-inductive )
pour points xes
Soit (U; ;_;”;?;>) un treillis complet. Soit une application croissante

de U dans lui-méme.
Consicerons le syseme d'inerence  °forne des egles de la forme :

2 (z U):
(_2) '

Alors :
{ 'ensemble engende inductivement par © admet un plus grand eé-
ment, le plus petit point xe de

max (9 = Ifp( );

{ 'ensemble engende co-inductivement par °admet un plus grandeé-
ment, le plus grand point xe de

maxr (9 = gfp( ):
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Eemonstration

max (9 =Ifp( )
Il sut de montrer que _ ( 9 =1Ifp( ). En e et, dans ce cas, consicerons

la egle de ©
(9

(9

(_ (9 admet donc une preuve bien foncee et appartient ainsia ( 9;
par hypottese, c'est justement _ (9, qui est donc le plus grandeement

de (9.

_C 9 1Ie()
Comme (9 (), on ceduit du treoeme peedent liregalie.
fp( ) _ (9
Comme peedemment, de la egle
(9 |
CC Y

on ceduit que (_ ( 9) appartienta (9, et est donc inerieur ouegala
_( 9:_( 9Yestainsistable par . Le treoeme de Tarski (1.2.1 (p. 69))
permet de conclure.

maxr (9 =gfp( )
On montre tout d'abord que _r (9  gfp( ), puis que gfp( ) appartienta
r ( 9. 0On en ceduitevidemment que gfp( ) est le maximum der ( 9.

(9 dp()

Comme (9 (), on ceduit du treoeme peedent l'iregalie.

gfp( ) 2r (9
Consicerons lequation ecursive suivante :

X
gfp( )
Comme le syseme d'inerence °contient la egle d'inerence

9fp( )

X

’

afp( )

cetteequation forme un syseme quasi-uniforme compatible avec °; d'apes
la proposition 1.2.3 (p. 73), sa solution est donc une preuve de gfp{, qui
appartient ainsia r (9.

X
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1.2.4 Raisonner, c'est prouver

Les ensembles engendes inductivement et co-inductivement par un sys-
eme d'inErence ontet caraceries en tant que points xes de l'ogerateur
d'inErence assoce et en tant que conclusions de preuves. On va maintenant
associera ces caracerisations des principes pour raisonner sur leseements
de ces ensembles engendes. Ficele a notre ligne directrice, nous insistons
sur la formulation en termes de preuves. Ainsi, un raisonnement co-inductif
corresponda la validation d'un jugement par une preuve : raisonner, c'est
donc prouver ; un raisonnement inductif s'appuie sur la propree des preuves
admissibles consiceees, la bonne fondation : il s'agit donc d'une ecurrence
structurelle sur les preuves.

On consicere tout d'abord le cas d'un syseme d'inerence, puis celui d'un

treillis complet. A chaque fois, on donne tout d'abord les principes d'induc-
tion, puis ceux de co-induction. On compare aussi les dierents principes, re-
lativementa ceux utilisant les preuves. Pour simpli er, on utilise les preuves

canoniguement assocees aux sysemes d'inerence consicees.

Les principes donres sont toujours optimaux, dans le sens ai la condition
permettant de ceduire la conclusion souhaiee lui est en faitequivalente.

Consicerons tout d'abord le cas d'un syseme d'inerence. Les dierentes
caracerisations donrees dans le paragraphe 1.2.1 menent au treoeme suli-
vant pour l'induction.

1.2.10 Treoeme (Syseme d'inérence : principes inductifs)
Consicerons un syseme d'inerence e ni sur I'ensemble U. Soient '
l'operateur d'inerence assoce, ( (')) la suite trans nie croissante des
iees de ', ¢k nie par

(‘)= O

P () l'ensemble des preuves dans bien foncees et () Il'ensemble en-
gende inductivement par

Soit Z une partie deU. Alors chacune des conditions suivantes implique que
() estinclus dansZ, et eciproquement :

(i)  conditions de stabilie :
(@ " (Z\ () Z,
(D) 9Y:Y ZA'(Y) Y;
(ii)  condition d'induction trans nie :
8: (8 <: () 2)) () Z;
(iii ) condition de ecurrence structurelle sur les preuves :
8a2P () :(8j 2doma\U :a(j)22)) a(")2Z:
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Bemonstration
Notons (C) la conclusion () Z.

(ila)) (C)
Supposons (a). Comme () estun point xe, Z\ () est stable par
Du treoeme de Tarski (1.2.1 (p. 69)), on ceduit () Z\ (), da
(C).

(b)) (C)

Supposons (b). Comme Y est stable, par le ttreoeme de Tarski (1.2.1
(p. 69)), () Y, puis par transitivie ( C).

(i) (C)
Supposons (i ). On ceduit du principe d'induction trans nie que pour tout
ordinal , (') Z,da (C)parletheoeme 1.2.2 (p. 70).

(ii)) (C)
Supposons {ii ). Du principe de ecurrence structurelle sur les preuves bien
foncees, on ceduit 8a2P () :a(") 2 Z. Par le treoeme 1.2.5 (p. 77), on
a alors (C).

Reciproques
Elles sont triviales.
X

D'un point de vue logique, toutes ces conditions sontequivalentes, comme
elles sontequivalentesa la conclusion du principe, l'inclusion de I'ensemble
engende inductivement dans la partie consictee. Il est cependant ineres-
sant de les comparer d'un point de vue nethodologique A cette n, on se
place dans une position quelque peu arti cielle : on cherchea d&emontrer la
condition de ecurrence structurelle sur les preuves, en supposant toura tour
chacune des autres conditions, comme si nous ignorions, malge levidence,
que le principe d'induction peut s'appliquera chaque fois.
La premere condition de stabilie exprime de manéere synttetique la condi-
tion de ecurrence structurelle sur les preuves : il s'agit de sa traduction
utilisant I'operateur d'inErence. Quanta la seconde condition de stabilie,
elle conduita cemontrer la condition de ecurrence avec Y, et non Z, puis
a utiliser l'inclusion de Y dansZ.
La condition d'induction trans nie ressemble a la condition de ecurrence
structurelle. Pour peciser leur rapport, nous allons carackriser les iees de
l'operateur d'inErencea l'aide de preuves. Considerons les premiers termes
de la suite des iees, ( (' )) , avec la notation du treoeme peedent :

{ o) estl'ensemble vide,

{ 1() est I'ensemble des axiomes,

{ 2(") est I'ensemble forme des axiomes et des conclusions de egles



90 Chapitre 1. Repesenter par des arbres

dont les pemisses sont des axiomes.
Ces premeres caracerisations suggerent que l'ordinal indique la hauteur des
preuves, intuition que nous ceveloppons maintenant.
La hauteur d'un arbre, entendue comme la plus grande longueur d'un chemin
entre la racine et une feuille de l'arbre, est ¢ nie lorsque I'arbre est ni :
on peut cependantetendre la e nition aux arbres bien fonces,a condition
de renoncera l'ensemble des entiers naturels pour la classe des ordinaux.

Hauteur (ordinale)
d'un arbre bien fone )

Il existe une unique applicationh de I'ensemble des arbres bien fondes dans
la classe des ordinaux \eri ant pour tout arbre f (a;);2, détiquette f et de
sous-arbres les arbres de la familléa;)i,; :

1.2.11 e nition et proposition (

h(f (ai)i21)= h(a)+1:
i21

L'ordinal h(f (a)i2;) est la hauteur de l'arbre f (a;)i2; .

L'existence et l'unicie decoule du treoeme 1.1.1 (p. 47) concernant la e-
cursion sur les ensembles munis d'une relation bien fond2é.

Appliquons cette notion de hauteur aux preuves. Consicrons un systeme
d'inerence etunjugement z appartenanta l'ensemble engende inductive-
ment par . On associea z le plus petit ordinal de I'ensemble des hauteurs
des preuves (bien foncees) validantz. Cet ordinal, non nul, est appek la
complexie du jugementz dans .

Finalement, les conditions d'induction trans nie et de ecurrence structurelle
sur les preuves se correspondent tes peciement.

1.2.12 Proposition (Induction : iees et complexie)
Consicerons un syseme d'inerence  sur lI'ensembleU.
Soient' l'operateur d'inErence assoce et ( (' )) la suite trans nie crois-
sante des iees de ' , & nie par

Alors, pour tout jugement z et pour tout ordinal

%) e treoeme aetetabli dans le cas a1 'ensemble d'arrivee est un ensemble (de la
treorie des ensembles), et non une classe propre (ce qu'est la classe des ordinaux). On
admet qu'il est encore valable dans ce cas.
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z appartienta (" ) si et seulement si la complexie dez dans
est inkrieure ouegalea

Bemonstration

Soit R I'ensemble des jugements de complexik inkrieure ouegalea .
() R

On proede par induction trans nie.

Soit un ordinal tel que 8 < : (") R ,etconsiceronsz2 (').

Il existe < telquez 2 ' ( (')). Cela signie qu'il existe une egle

(Z;z) de , avec Z ("), soit par hypothese d'induction, Z R . Tout

jugementj de Z a ainsi une complexie inerieure ouegalea , si bien que
la complexie de z est inkrieure ouegalea +1, et donca
R ()
On pro@de par induction trans nie.
Soit un ordinal tel que 8 < : R ("), et consiceronsz 2 R , de
complexie , inkrieure ouegalea
Si < ,alors I'hypotlese d'induction donne z2 (' ) etcomme (')
(" ), on peut conclure.
Supposons donc = . Comme est la hauteur d'un arbre, il existe °
tel que = 9+ 1. Soit (Z;2) la egle dinérence par laquelle se termine
la preuve dez de hauteur . Necessairement, les jugements d& ont une
complexie inkrieure ouegalea © De I'hypottese d'induction, on deduit
que Z o' ), ce qui montre que z appartienta ' (o' )), et donca
).

X

Toujours au sein d'un syseme d'inerence, voyons maintenant la co-
induction,a partir des caracerisations donrees dans le paragraphe 1.2.1.

1.2.13 Treoeme (Syseme d'inérence : principes co-inductifs)
Consicerons un syseme d'inerence  sur lI'ensembleU.
Soient' l'ogerateur d'inerence assoce, (r (')) la suite trans nie cecrois-
sante des iees de ' , &k nie par

r()= ()
j<

r () l'ensemble engende co-inductivement par et P, () I'ensemble des
preuves dans .
Soit Z une partie deU. Alors chacune des conditions suivantes implique que
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Z estinclus dansr () , et eciproquement :

(i)  conditions de densit :

@z *(Z[r ().

oYy :z Y~rY "(Y);
(ii) condition d'induction trans nie :

8: (8 <:Z r()) Zzr ();
(iii ) validation par preuve :

8z2Z7Z:9a2P, () :a(")= z:

Bemonstration
Notons (C) la conclusionZ r ().
(ila)) (C);(ib)) (C);(ii)) (C)
En raisonnant par dualie, on peut utiliser les esultats du treoeme 1.2.10
(p. 88).
(ii)) (C)
Supposons {ji ). Du threoeme 1.2.5 (p. 77), on ceduit immediatement ( C).
Reciproques
Elles sont triviales.
X

Comme pour l'induction, toutes ces conditions sont equivalentes, comme
elles sont equivalentes a la conclusion du principe, l'inclusion deZ dans
I'ensemble engende co-inductivement par le syseme d'inErence. Il reste
la comparaison nethodologique : cette fois-ci, on cherchea valider par des
preuves les jugements d& . Examinons unea une les autres conditions et
ceterminons la manere dont chacune d'elles permet cette validation.
Chaque condition de densie permet de construire un syseme dequations
ecursives dont la solution donne les preuves recherctees. En e et, dans les
deux cas, il est possible de & nir un syseme dequations ecursives, quasi-
uniforme et compatible avec , (x; = & )j23, \eri ant

{J u,

{z J,

{eta()=].
La premere condition, Z "(Z[r ()), permet de ¢k nir un syseme
avecJ = Z[r (); pourlaseconde, 9Y:Z Y~Y ' (Y), on prend
evidemment J veriant 2 J " J ' (J). Dans tous les cas, pour tout

jugementj deJ, donc deZ, la valeur de la solution enx; est une preuve de
j-

Venons-ena la condition d'induction trans nie. La suite desiees ( r ('))
est decroissante et converge vers le plus grand point xe.Etant donre un
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iee r (') del'orateur d'inkrence ', essayons de valider par des preuves
ses jugements. Necessairement, le syseme d'inerence consicee doit &tre une
extension de ; le plus simple est d'ajouter des axiomes. Avant detudier
les premiers termes de la suite pour en induire une caractrisation gererale,
remarquons qu'en raisonnant par dualie, il est facile de valider par des
preuves les jugements du compementaire de (' ).

L' operateur dual de' , not ‘e, est ¢k ni par

e(Z)=:"(2),;

@l pour toute partie Z de I'ensemble des jugements; Z est son compe-
mentaire. Le plus petit point xe de ' a pour compementaire le plus grand
point xe de ‘e, et symetriquement pour le plus grand. De méme, les suites
trans nies des iees de ' et 'e se correspondent : pour tout ordinal , les
iees (")etr (') ontpour compementaire r ('e) et ('e) respecti-
vement.

Le syseme d'inerence dual de , noe €se & nita partirde ‘e, et contient
donc toute egle de la forme (Z;z) telle que pour toute egle de ayant
pour conclusionz, au moins une de ses pemisses appartient&Z :

8(Y;202 :Z\Y 6 ;:
C'est qu'en e et on a lesequivalences suivantes

(Zz;z)2¢€ , z2'e2Z2)
, z22Z2'(:2)
, o 9OY:(Y;2 ~YNZ=3)
, 8 Y:(V;902 ) Z\Y 6 ;:

Il s'ensuit, d'apes la proposition 1.2.12 (p. 90), que le compkmentaire de
r (') estegala l'ensemble des jugements de complexie inErieure ouegale
a dans®

En dehors du plus grand point xe de ', liee r (') contient des juge-
ments appartenant au plus petit point xe de ‘e : leur complexie est alors
sugerieurea  dans € A nons ce esultat en consicerant les deux premiers
termes de la suite.

Onar o(" ) = U. Consicerons un jugementz, et essayons de le prouver dans
une extension de . S'il est conclusion d'une egle de , on examine cha-
cune des pemisses de la egle; si cette pemisse est conclusion d'une egle,
on peut continuer de méme, sinon, il est recessaire d'ajouter comme axiome
ce jugement. C'est méme su sant puisqu'ainsi aussi bien les conclusions des
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egles que les jugements qui n'en sont pas peuvent étre prouves. Comme les
axiomes de€sont les jugements qui ne sont pas conclusion d'une egle de

, Il s'agit donc de les ajouter, autrement dit d'ajouter les jugements de
complexie un dans €

Onar (") = ' (U). Cest donc I'ensemble des conclusions des egles de
. Essayons de prouver une conclusionz d'une egle de . Soit (( Zj;z))i2)

la famille formee des egles de ayant pour conclusion z. S'il existe i 2 |
tel que Z; ne contient que des conclusions de egles, on peut continuer en
prenant comme pemisses dez I'ensembleZ;. Sinon, pour chaquei, il existe

z; dans Z; qui n'est pas conclusion d'une egle. Il est facile de voir que la
egle (fz ji 2 1g;z) appartient alors au syseme dual € Le jugement z, qui
n'est pas un axiome de€ a donc pour complexie deux dans €

CGereralisons avec la proposition suivante.

1.2.14 Proposition (Co-induction : iees et complexie)
Soient un syseme d'inerence sur I'ensemble U, ' l'operateur assoce,

(r (")) la suite trans nie cecroissante des iees de ', ¢k nie par
\
r()= o))
j<
etenn € le syseme d'inerence dual de
Soit un ordinal. De nissons le syseme d'inerence comme une exten-
sion de , contenant en plus les axiomes formes des jugements de complexie

+1 dans € :
= [f (;;2)jz de complexie +1 dans €g:
Alors r (') estegala I'ensemble engende co-inductivement par

Bemonstration
r¢)yr ()
On va construire un syseme dequations ecursives, d'inconnues Xz),2r ¢ ),
dont la solution ¢ nit pour chaque z der (') une preuve dans
Soitz2r ().
Pour ce nir lequation en X, consicerons la famille ((Z;; z));2, fornee des
egles de ayant pour conclusion z, et distinguons deux cas.
9i21:8j2zi:j2r ()
Soit i appartenanta | veriant 8j 2 Zj:j 2r ('). On pose:
o, = Kidizzi .

z
z
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8i21:9j2zi:j2r (')
On peut donc associera touti 2 | un jugementz; deZ; wriant z 2r ('),
soitzi 2  ('e). Il est facile de \erier que la egle ( fz ji 2 1g;z) est une
egle du syseme dual € Comme les z ont une complexie dans €d'au
plus , zy adonc une complexie d'au plus +1. Comme z 2 (‘e) par
hypotlese, il en esulte que z a pour complexie  + 1 dans € Finalement,
on pose :
X, = _:
z
Le syseme ainsi construit est quasi-uniforme et compatible avec ; d'apes
la proposition 1.2.3 (p. 73), pour tout z appartenanta r ('), la valeur de
la solution en x, est donc une preuve de dans
r¢c)yr ()

On proede par induction trans nie.

Soit  un ordinal et supposons8 < : r( ) r ('). Du fait de l'in-
clusion peedente,onaenfait8 < : r( )=r ().
On montre que pour tout ordinal < ,onar ( ) "(r (")), ce qui

permettra de conclure.
Soit donc < . On va construire un syseme déquations ecursives, d'in-
connues (Kz)z2r ¢ ):(Yj)j2r ( ), dontla solution ce nit pour chaque z de
r () une preuve dez dans  se terminant par I'application d'une egle
de .Onencdduiraque r () ' (r ( )), cequiestequivalent par I'hy-
potrese d'induction,a r () ' (r (*)).
Soit j appartenanta r (). Il admet dans une preuvea;, et on pose :
Yi =&

Soit z appartenanta r (). Distinguons deux cas.

z a pour complexie  +1 dans le syseme dual €
Consicerons la famille ((Z;; 2))i2, fornee des egles de ayant pour conclu-
sion z, et montrons par l'absurde qu'il existei 2 | telquez; r ().
Supposons8i 2 1: 922 Z;: zZr (). Comme peedemment, on montre
gue z a alors une complexie dans €d'au plus + 1, donc d'au plus
contradiction.
Soiti 21 telquez; r ('), soit par hypotrese d'induction Z; r ( ).
Lequation en X est ¢k nie par :

— (y] )J 2Z;
Z

Xz

z n'a pas pour complexie +1 dans €
Une preuve dez dans se termine donc par l'application d'une egle de
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,soit ( Z;z),avecZ r ( ), eton pose:

_ (Xj)jzz:

z

z

Le syseme ainsi construit est quasi-uniforme et compatible avec . D'apes
la proposition 1.2.3 (p. 73), pour tout z appartenanta r (), la valeur de
la solution enx; est une preuve dez dans , se terminant par l'application
d'une egle de ; comme les pemisses dez appartiennenta r (), on
en ceduit que z appartienta ' (r ( )), soit par I'hypottese d'inductiona
e )

X

Revenons nalement au probeme initial, la validation des jugements d'une
partie Z \eri ant la condition d'induction trans nie, et donc pour tout or-
dinal , linclusion dansr ().

Soit  un ordinal.

En utilisant la méme technigue que dans la preuve pe@dente, on construit
un syseme dequations ecursives, d'inconnues (Xz),or (). Soit z apparte-
nanta r ('), et consicerons la famille ((Z;;2));2, fornee des egles de
de conclusionz. S'il existe i telqueZ; r ('), alors on pose :

- (Xiiez,,

z

z

Sinon, pour chaqusei, il existe z; dansZ; n'appartenantpasar (' ). Comme
peedemment, il est facile de voir que z a pour complexie  +1 dans € et

on pose :
X, = _:
z
Le syseme etant uniforme et compatible avec , chaque jugement de
r ('), et donc de Z, admet une preuve dans . Pour susamment
grand, = , Si bien qu'on obtient une preuve dans .

Donnons pour terminer les principes d'induction et de co-induction dans
un treillis complet. On s'appuie sur les caracerisations obtenues dans le pa-
ragraphe 1.2.3 (p. 83).

On peutenoncer pour l'induction le treoeme suivant, tes proche du treo-
eme 1.2.10 (p. 88) pour les sysemes d'inerence.

1.2.15 Treoeme (Treillis complet : principes inductifs)
Soit (U; ;_;”™;7?;>) un treillis complet. Soient une application croissante
de U dans lui-méme, et( ()) la suite trans nie croissante des iees de
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, & nie par

Associonsa le syseme d'inerence  sur U, forme des egles de la forme :

Z
— (Z Uz (2);
z

et le syseme © forne des egles de la forme :

z (Z U):
(_Z) '

Soient enn Ifp( ) le plus petit point xe de , et P () etP (9 les
ensembles des preuves bien fondees danset © respectivement.
Consicerons un jugement z. Alors les conditions suivantes impliquent que
Ifp( ) est inkrieur ouegala z, et eciproquement :

(i)  conditions de stabilie :
(@ (z"1Ifp( ) z;
(D 9y:y z7 (y) v;
(if)  condition d'induction trans nie :
8: (8 <: () 2)) () z;
(iii ) conditions de ecurrence structurelle sur les preuves :
(a) 8a2P () :(8j 2doma\U : a(j) 2)) a") z;
(b 8a2P ( 9:(8j 2doma\U :a() 2)) a(") z:

Bemonstration
Notons (C) la conclusion Ifp( ) z.

(ila)) (C)
Supposons {(a). Comme Ifp( ) est un point xe, z” Ifp( ) est stable par .
Du treoeme de Tarski (1.2.1 (p. 69)), on ceduit Ifp( ) z” Ifp( ), da
(C).

(b)) (C)
Supposons (b). Comme y est stable, par le treoeme de Tarski (1.2.1
(p. 69)), Ifp( ) v, puis par transitivie ( C).

(i)) (C)
Supposons (i ). On ceduit du principe d'induction trans nie que pour tout
ordinal , () 1z da (C)parletreoeme 1.2.2 (p. 70).

(iitka)) (C)

Supposons {ii ). Du principe de ecurrence structurelle sur les preuves bien
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foncees, on ceduit 8a2 P () : a(") z.Parle treoeme 1.2.8 (p. 85), on
a alors (C).
(kb)) (C)
C'est le méme raisonnement, cette fois en utilisant le treoeme 1.2.9 (p. 86).
Reciproques
Elles sont triviales.
X

Pour la co-induction, on dispose des principes suivants.

1.2.16 Treoeme (Treillis complet : principes co-inductifs)

Soit (U; ;_;”™;7?;>) un treillis complet. Soient une application croissante
de U dans lui-méme, et(r ( )) la suite trans nie cecroissante des iees
de , & nie par A

r ()= (r ():

j<

Assaocionsa le syseme d'inerence  sur U, forme des egles de la forme :

z
— (2 Uz  (_2));
Z

et le syseme © forme des egles de la forme :

— (Z U):

(_2)
Soient enn gfp( ) le plus grand point xe de , et P, () etP, ( 9 les
ensembles des preuves danset ©respectivement.
Consicerons un jugement z. Alors les conditions suivantes impliquent que
ofp( ) est sugerieur ouegala z, et eciproquement :

(i)  conditions de densit :

@z (z_dfp());

(D 9y:z yry (¥);
(i)  condition d'induction trans nie :

8: B8<:z r ())zr ();
(iii ) validation par preuve :

(@ 9a2P, () :a(")= z;

(h 9y2U:9a2P, ( %:z yra(")=y:

Bemonstration
Notons (C) la conclusionz  gfp( ).
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(ila)) (C)
Supposons (;a). Comme gfp( ) est un point xe, z__ gfp( ) est dense pour
. Du treoeme de Tarski (1.2.1 (p. 69)), on ceduit z_gfp( ) gfp( ), da
(C).
(i) ) (C)
Supposons (b). Commey est dense, par le treoeme de Tarski (1.2.1 (p. 69)),
y dfp( ), puis par transitivie ( C).
(i) (C)
Supposons (i ). On ceduit du principe d'induction trans nie que pour tout
ordinal ,z r (),da (C) par le teoeme 1.2.2 (p. 70).
(iba)) (C)
Supposons {ji:a ). Du tteoeme 1.2.8 (p. 85), on deduit ( C).
(iikb)) (C)
Cette fois, on utilise le treoeme 1.2.9 (p. 86).
Reciproques
Elles sont triviales.
X

Comme peedemment, il serait possible de comparer les principes d'un point
de vue nethodologique. C'est cependant inutile dans la mesure ai il est facile
de traduire les esultats peedents dans ce nouveau contexte. En e et, en
associanta l'application les operateurs d'inerence des sysemes et °©
noes ' et' % on peut traduire toutes les conditions portant sur en des
conditions analogues utilisant' ou' % Par exemple, les iees de , de' et

de' 9\eri ent pour tout ordinal
()=_ )=_ 9
L'interpetation en termes de preuves dans ou %en decoule.

Nous avons essaye de montrer dans ce chapitre que I'approche ceductive
est une alternative viablea I'approche classique par points xes. Elle repose
sur l'utilisation de sysemes d'inErence et s'appuie sur une pratique unique,
la construction de preuves dans les sysemes d'inkrence.

Dans les chapitres suivants, nous construirons des objets in nis en utilisant
des sysemes dequations ecursives et raisonnerons sur ces objets en suivant
cette approche deductive.



100 Chapitre 1. Repesenter par des arbres




101

Chapitre 2

La £mantique
observationnelle
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Dans ce chapitre, nous epondonsa la question suivante :etant donre
un programme, que peut-on en observer?
C'est un pealablea notreetude des ux d'informations, pesenee au cha-
pitre suivant. La cereralie de la question nous a conduita dcevelopper ce
chapitre sans ek&rencea notre probematique scuritaire, mais plutét sous
I'angle purement £mantique.

Ainsi, on peut consicerer que le but de ce chapitre est de cevelopper une
nmethode pour ¢k nir la @mantique de langages de programmation algorith-
mique. Elle est pesente ici pour le langage paradigmatique par excellence,
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le -calcul paresseuX ou faible, dans sa version utilisant I'appel par valeur.
La simplicie de ce langage rend I'expos plus clair, mais peut paratre res-
trictive ; que devient la methode pesenee ici lorsqu'on etend le langage,
syntaxiguement en structurant les donrees, mais aussi £mantiquement, en
introduisant des e ets de bord, des entees et sorties, etc. ? C'est en conclu-
sion qu'on abordera cette question de la gereralisation.

Les dierentes approches smantiques peuvent se partager suivant la

manere dont I'execution est decrite :

{ ou bien elle I'est e ectivement, par la suite des operations qui nenent
au esultat, et la £mantique est dite ogerationnelle,

{ ou bien elle ne l'est pas, seul le esultat important, inckependamment
de la manere dont le calcul s'est eali®, et on parle de mantique
cenotationnelle.

Une £mantique operationnelle decrit ainsi I'execution des programmes sur
une machine, gereralement abstraite : elle associea chaque programme sa
trace d'execution, soit la suite desetats successifs de la machine abstraite
lors de I'execution. De ce point de vue, elle est proche de l'activie de pro-
grammationa laquelle elle donne un sens.

Une £mantique operationnelle peut servira c nir ce qu'on observe d'un
programme, par exgerimentation : il sut d'executer le programme dans
tout contexte d'utilisation possible et d'observer le esultat qu'il donne. |l
esta noter que cette e nition peut etre circulaire, puisque l'observation
d'un programme se ¢ nita partir de I'observation de esultats d'execution.
Deux rermedesa la circularie : d'une part, I'accepter, ce qui revienta ce-
nir l'observation co-inductivement, d'autre part, & nir I'observation d'un
esultat de manereekmentaire, par sa valeur si le esultat appartienta un
type de base, dit®passif , comme un entier, un booken, ou par l'observa-
tion de sa terminaison s'il appartienta un type ®actif , repesentant des
fonctions ou des objets.

Etant donre un programme, quelle information apporte sa trace d'excu-
tion sur son observation? Il est clair que les etats internediaires ne sont
pas observables. Si la trace est in nie, on peut consicerer qu'il est inutile
d'exgerimenter avec ce programme divergent : I'observation de la divergence
sut. Sila trace est nie, alors le programme donne un esultat nal; si ce
esultat appartienta un type ®passif , on peut se limitera I'observation
de sa valeur : I'exgerimentation n'apporte riena ce qu'on peut observer du

l®Paresseux” signi e ici que levaluation s'arréte sur les abstractions, leurs corps
netant donc pasevalies, contrairement au  -calcul dans sa tteorie classique. Une accep-
tion courante, que nous ne suivons pas, y associe aussi l'appel par nom.
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programme; si ce esultat appartienta un type ®actif , sa connaissance
ne donne pas directement d'informations sur son observation : il est reces-
saire d'exgerimenter. Dans la mesure al nous nous ineressons aux langages
d'ordre superieur, comme le -calcul, seuls capables de moctliser des lan-
gagesevolies, la £mantique operationnelle atteint ici sa limite.
Une £mantique denotationnelle doit permettre de esoudre cette limita-
tion, en associanta chaque programme une denotation, typiqguement une
fonction decrite en extension, sans etrencea la manere dont le calcul peut
se ealiser”. Le domaine cenotationnel doit caraceriser alors ce qui est cal-
culable par un programme, et cette caracerisation, di cile, fait moins appel
a l'intuition du programmeur qua celle du matrematicien. Dans les faits,
cette rupture se traduit par I'absence de smantiques cenotationnelles dans
les speci cations de langages tes epandus, comme le langage orient ob-
jets Java : seul l'aspect operationnel est traie, suppos mieux adape aux
lecteurs programmeurs. C'est un premier inconvenient de la mantique ce-
notationnelle, pratique. S'y ajoutent deux autres, plus theoriques : d'une
part, si I'objectif de caraceriser la calculabilie a pu étre atteint dans des
casekmentaires, il est di cile de gereraliser la solutiona des exemples plus
complets, comme nous levoquerons en conclusion, d'autre part, et c'est ce
qui nous ineresse particulerement, cet objectif n'est pas toujours atteint au
mieux, ne esolvant qu'incompetement la limitation des smantiques ope-
rationnelles. C'est unechec par le haut, par une grerosie excessive, pour
reprendre le mot de Milner, dans l'introduction de [53] : les domaines ttno-
tationnels sont trop riches et permettent de distinguer des programmes qui
pourtant observationnellement sont semblables.
Notre but est double :

{ econcilier le programmeur avec la £mantique cenotationnelle, en la

construisant simplementa partir de la €mantique ogerationnelle,
{ parvenira esoudre compktement, gracea cette mantique dnota-
tionnelle, les limitations de la £mantique operationnelle.

Cette construction repose sur l'observation des programmes, telle que nous
avons ¢ nie pee@demment, mais en ealisant une simpli cation impor-
tante : seuls certains contextes sont retenus pour l'exgerimentation. L'obser-
vation d'un programme se construit maintenant ecursivement de la manere
suivante : on consicere le esultat de I'execution du programme, et si c'est
une donree simple (un nombre par exemple), I'observation est termiree, si-

2Cette description s'applique aux moceles denotationnels de la premere greration,
ceux de la seconde associant aussi une vu®intensionnelle . Lire par exemple l'introduc-
tion de [61], a1 Ong retrace cetteevolution en cetail.
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non, le esultat est une fonction, et on observe les esultats qu'elle donne
lorsqu'on l'appliquea tout argument possible.
Rentrons maintenant dans les cetails de notre cemarche, en la situant.

Pourquoi le  -calcul paresseux  Avant de commencer, justi ons rapide-
ment le choix du -calcul paresseuX. Que le -calcul permette de mocliser
les aspects fonctionnels des langages de programmation, nul n'en doute.
C'est un fait cependant que les impementations de langages fonctionnels ne
eduisent pas sous les abstractions, fait cep remarque par Plotkin dans [66,
p. 126]; des raisons d'e cacie dictent ce choix et ne semblent pas devoir
étreecarees, aujourd'’hui comme hier. Pratiquement, c'est donc toujours le
-calcul paresseux qui est utilise pour mockliser les langages de program-
mation. Un pas suppementaire peut étre franchi, d'apes Abramsky et Ong
(cf. [4] et [5] par exemple) : supplanter la theorie classique du -calcul, telle
gu'on la trouve dans 'ouvrage de etrence de Barendregt [11], par la theorie
de la variante paresseuse, al la eduction n'est pas autoriee sous les abs-
tractions. On pourra lirea ce sujet l'introductioneclairante de [4].
En n, un mot sur le choix de l'appel par valeur : c'est seulement que nous
souhaitons mockliser des langages comme le langage fonctionnel ML, ou
comme le langage oriene objets Java, qui utilisent ce mode d'appel. Il est
en e et mieux adapea la manipulation d'objets en memoire, ou plus gre-
ralementa la prise en compte d'e ets ogerationnels* squentiels®.

S$mantiques operationnelles - Les nethodes Le -calcul, cee par
Church® dans les anrees trente, est un langage permettant de repesenter
des fonctions et leur utilisation ; sa thkeorie decrit le quotient de ce langage
par une congruence, la -conversion, mocklisation de l'application d'une
fonctiona un argument. Une $mantique operationnelle se deduit simple-
ment de la manere suivante : les etats de la machine abstraite sont les
programmes du langage, et les transitions s'obtiennenta partir de la conver-
sion, en l'orientant. La -eduction, qui en esulte, transforme I'application

3Une pesentation syntaxique du -calcul se trouvea la n de cette introduction (p.
113).

“On entend par e et operationnel toute action susceptible de modier letat de la
machine abstraite sur laquelle s'executent les programmes. Ainsi, un langage de program-
mation peut avoir des e ets sur la memoire, ou sur les entees et les sorties, ou encore des
e ets non-ceterministes.

SCette a rmation doit étre nuanee puisque pour les langages fonctionnels avec appel
par nom, les monades ontet utilies avec suces pour repesenter les e ets ogerationnels.

8Pour un survol de son histoire et de ses applications, l'article de Barendregt [12] est
parfait, amusant par ses anecdotes et ineressant techniqguement.



Introduction 105

a un argument d'une fonction en son corps, apes remplacement du para-
nmetre formel par I'argument. Muni de cette £mantique ogerationnelle, ce
langage rudimentaire de programmation aee utilis pour ¢ nir dierentes
fonctions (par Kleene en particulier), pour nalement aboutira la trese de
Church : toute fonction calculable est ¢ nissable dans le -calcul. Trente
ans plus tard, avec le ceveloppement des ordinateurs, les premeres impé-
mentations du -calcul paresseux sont envisages. Ainsi le langage ISWIM
cevelope par Landin ( ®If You See What | Mean , cf. [44] et [45]), pion-
nier dans ce domaine, pesente une £mantique operationnelle fondee sur
une machine abstraite, la SECD @Stack, Environment, Control, Dump ).
Plotkin, dans son article [66],etudie la correspondance entre les deux sman-
tiques :a cette n, il simpli e la mantique fondee sur la machine abstraite,

la SECD, pour en donner une version abstraite, te nissant ecursivement la
méme fonction devaluation. C'est un des actes fondateurs de la £mantique
orerationnelle structuee (par les constructions syntaxiques du langage), qui
permet deviter toute etrencea des machines abstraites de trop bas niveau,
saufa vouloiretudier l''mpementation 7. Une nethode ¢ererale de pesen-
tation lui sera bientdt assocee, la £mantique naturelle, pesente par Kahn
dans [42], un formalisme permettant de former des jugements portant sur
des termes, et de e nir des egles d'inerence dirigees par la syntaxe.

Avant de poursuivre, xons la terminologie. Les deux smantiques ofera-
tionnellesevoqlees sont structuees, par la relation de eduction d'une part,
par la syntaxe d'autre part. C'est donc par la manéere dont elles calculent
l'interpetation d'un programme qu'elles se distinguent :

{ la premere proede par Eecriture du programme, suivant la relation
de eduction,

{ la seconde par unedcecomposition ecursive du programme.

Par la suite, nous parlons ainsi de smantique operationnelle parecriture

et par cecomposition.

Dans [66, Th. 4], Plotkin montre que les £mantiques par ecriture et par
cecomposition sontequivalentes. Cependant, leur pratique s'aere tes dif-
Erente :

{ avec la £mantique par kecriture, I'execution est cecrite pas a pas
(®small step ) et on raisonne par ecurrence sur la suite des educ-
tions, aussi bien nie qu'in nie, suivant que le programme termine ou
non,

"Noter que la #mantique oerationnelle structuee peut formaliser aussi bien une fonc-
tion devaluation qu'une relation de eduction. En particulier, dans son expos synttetique
de cette methode [68], Plotkin axiomatise la relation de eduction. Les deux ickes cks sont
donc la structuration par la syntaxe et I'abstraction.
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{ avec la €mantique par cecomposition, I'execution est cecrite en un pas
(®big step ) lorsque le programme termine, et n'est pas decrite sinon,
et on raisonne par ecurrence structurelle sur la preuve de levaluation
du programme.

Avec une mantique par cecomposition, peut-on aussi consicerer les pro-
grammes ne terminant pas ? Telle est la questiona laquelle nous epondons
dans la premere partie, comme illustration de I'approche de l'induction et de
la co-induction foncee sur les preuves, ceveloppee au premier chapitre. Cette
peoccupation n'est pas neuve. C'est dans l'article des Cousot [24] qu'elle
semble exprinee et esolue pour la premere fois. Une greralisation de la
£mantique operationnelle structuee y est propose, qui prend en compte la
divergence. Le syseme d'inrence e nissant la relation devaluation est in-
terpet d'une manere originale, plus gu'inductive, moins que co-inductive,

et pour cette raison dite mixte : la part inductive cecrit levaluation des pro-
grammes convergents, la part co-inductive decrivant celle des programmes
divergents. Chaque egle d'inkErence peut étre qualiee de positive, regative
ou neutre, suivant qu'elle peut etre utiliee dans une preuve bien foncee,
non foncke ou indieremment fondee ou non. C'est une variante que nous
utilisons, qui repose sur la méme icke de controler I'usage des egles suivant
la profondeur des preuves.

Est-ce susant? Non, car il manque une technique pour raisonner avec les
preuves in nies, comme on raisonne par ecurrence sur une suite de educ-
tions. Cette question est aborcee dans l'article d'lbraheem et Schmidt [39].
La solution propose revienta parcourir la preuve de levaluation suivant
l'ordre d'execution eta raisonner par ecurrence sur le parcours. Sa na-
ture algorithmique tient sans doute a I'utilisation envisagee par Schmidt,
l'interpetation abstraite (cf. [76]). De notre coe, nous apportons une ca-
racerisation des proprees ainsi montees, les proprees nitaires stables.
Pecisons donc notre cemarche :

{ dans un premier temps, on montre qu'une £mantique par cecompo-
sition peut cecrire I'execution d'un programme sous forme de traces,
nies ou in nies, tout comme la mantique par ecriture ;

{ dans un second temps, pour les deux smantiques,

{ on caracktrise les proprees nitaires stables (pour un syseme d'in-
Eerence ceduit de celui qui & nit l'interpetation mantique), qui
sont des proprees portant sur les programmes et les pas de I'exe-
cution,

{ on montre que ces proprees sont \eriees universellement,

{ puis on utilise cette nethode de raisonnement pour conclurea lequi-
valence des deux £mantiques;
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{ nalement, on kealise une abstraction des £mantiques peedentes,
transformant les traces en leur esultat nal, une valeur ou la diver-
gence, ce qui permet en particulier detendre la mantique par ce-
composition classique aux programmes divergents.

Pour conclure, on compare les deux mantiques ogerationnelles, d'un point
de vue pratique, celui de leur usage.

Smantique eénotationnelle - Le modtle des termes

Pour ceduire une £mantique cenotationnelle, nous partons de la seule fonc-
tion devaluation ogerationnelle, qui ¢k nit pour chaque programme le e-
sultat nal de I'execution, ou bien une valeur (c'esta-dire une fonction) ou
bien la divergence.

Notre objectif est de parvenira ce que deux programmes aient la méme ce-
notation si et seulement s'ils nenent aux mémes observations. Que peut-on
observer d'un programme du -calcul paresseux? Comme nous l'avons vu
plus haut, une manere simple et compéte d'y epondre est d'observer les e-
sultats qu'il donne dans chacune de ses utilisations. Utiliser un programme
revienta l'inegrer dans un ensemble plus vaste, le contexte d'utilisation.
Observer un esultat d'execution se eduita determiner si le programme
converge ou non, c'esta-dire termine ou non. On est donc conduita d nir
ainsi lequivalence de deux programmes :

deux programmes sontequivalents si dans tout contexte d'uti-
lisation, ou bien ils convergent tous deux, ou bien ils divergent
tous deux.

Il est possible de remplacer dans cette c nition les programmes par des
parties de programme, peciement des termes, a condition de limiter les
contextes d'utilisationa ceux qui transforment les termes compaes en pro-
grammes. Aussi, il est possible de consicerer un pe-ordre plutdt qu'une
equivalence, en mesuranta l'aune de la convergence :

un programme e est inerieura un autre €°si dans tout contexte
d'utilisation, lorsque e termine, alors e% aussi.

La relation dequivalence s'obtient alors par synetrisation du pe-ordre. Le
pe-ordre et lequivalence sont dits contextuels®. Dans cette introduction,

80n aurait pu employer le quali catif ®observationnel ~, fequemment utilie et par-
faitement adape, mais ambigu dans notre etude puisque nous allons ¢ nira partir des
observations une £mantique observationnelle, dont lequivalence naturellement assocee
sera dite ®observationnelle  ; on rencontre aussi le quali catif ®operationnel —, trop vague
a notre avis, et nous peérons  nir lequivalence ogerationnelle par le fait de sevaluer
en la méme valeur, autrement dit par ce qu'on appelle gereralement la ® convertibilie
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on s'ineresse principalementa la relation dequivalence et aux programmes,
dans l'unique but de simpli er la pesentation, mais il faut se rappeler que
les ¢k nitions et proprees mentionrees sktendent naturellement au pe-
ordre et aux termes, comme le montrera notre traitement de la question par
la suite.

Reformulons notre objectif :

gue deux programmes aient la méme cenotation si et seulement
s'ils sontequivalents contextuellement.

Comme lequivalence contextuelle est une congruence, ce qui signi e que
les constructeurs syntaxiques sont compatibles avec elle, on peut essayer de
esoudre le probeme pos en quotientant I'ensemble des termes par cette
congruence et en formant ainsi ce qu'on appelle lenoctle des termes(mo-
dulo cette congruencey; la question est alors de montrer que la surjection
canonique associanta un terme sa classe constitue bien une £mantique de-
notationnelle.

Ce nir une €mantique eknotationnelle Comment se ¢ nit une -
mantique cenotationnelle ?

Nous suivons la proposition de Henkin, pesenee dans son ckbre article
de 1950 [35], au il ®emontre la compktude de la logique d'ordre sugerieur;
Henkin introduit une notion de mockle greral pour le  -calcul type (de la
treorie des types de Church, entendue comme une repesentation syntaxique
de la logique d'ordre sugerieur) ; la particularie d'un tel mocele est d'inter-
peter un type fonctionnel A'! B par un sous-ensemble de I'ensemble des
applications de l'interpetation de A dans l'interpetation de B. Cette icke
nous est particulerement utile ici, dans la mesure as un mocktle standard
du -calcul non tyge aurait pour domaine un ensemble X \eri ant,a un
isomorphisme pes, uneequation voisiné® de lequation

X=X X;

all'ensemble X ! X estinterpet de manere standard, c'esta-dire comme
I'ensemble des applications d&X dans lui-méme. C'est qu'en e et le -calcul
non type peut étre consicele comme un langage type, possdant un seul type
\eri ant justement lequation peedente. Bien str, pour des raisons de car-

dinalie, aucun ensemble ne \eri e cetteequation.

oerationnelle —
S®Term model ~en anglais.
19A chaque mode d'appel, sonequation.
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Nous utilisons aussi une formulation du premier ordre, au sens suivant : bien
que les objets consicees repesentent des fonctions, nous ne les consicerons
pas comme telles, mais introduisons une ogeration, I'application fonction-
nelle.
L'approche que nous suivons, classique (voir par exemple la pesentation par
Mitchell des moceles du -calcul simplement type [57]), est la plus ancienne ;
une autre approche, plus ecente, existe, etemane de la logique catgorique :
l'interpetation s'e ectue alors dans une catgorie possdant une structure
particulere, peciement une cakgorie caresienne ferrree.
De notre point de vue, une £mantique denotationnelle est simplement une
interpetation : elle se & nit par un ensemble d'interpetation et une fonc-
tion d'interpetation eri ant certaines proprees.
Comme unekment d'interpetation repesente ou bien une fonction, ou bien
la divergence, le domaine forme une structure applicative, une algebre posse-
dant une seule ogeration binaire, I'application et possde uneement particu-
lier, nok traditionnellement ? et repesentant la divergence. Toute interpe-
tation de l'application doit \eri er une condition assoceea la divergence :
gtre stricte en ses deux arguments, autrement dit, propager la divergence.
Comme leseéments d'interpetation dierents de ? repesentent des fonc-
tions, une propree d'extensionalie est \eriee : unekment fonctionnel est
enterement determiree par son applicationa chacun desekments.
L'interpetation d'un terme associea tout environnement uneement du do-
maine d'interpetation : c'est la cenotation du terme dans l'environnement
consicee. Elle est compositionnelle en ce sens : dans un environnement
donre,
{ la denotation d'une variable est ¢ nie par I'environnement, fonction
donnant leur valeur aux variables,
{ la denotation d'une abstraction est & niea partir de l'interpetation
de son corps,
{ la cenotation de l'application entre termes est I'application (interpe-
te) entre les denotations des termes.
Le rapport entre les £mantiques operationnelle et cenotationnelle peut &tre
nuane ainsi :
{ la @mantique cenotationnelle est acequate lorsque deux termes ayant
méme interpetation sontequivalents contextuellement,
{ la @mantique cenotationnelle est compktement acequate ** lorsqu'elle
est acequate et lorsque deux termesequivalents contextuellement ont
méme interpetation, ce qui constitue le but que nous nous sommes

1 0On traduit ici I'expression anglaise ®fully abstract .
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.
Il est au moins demandea une £mantique cenotationnelle d'étre acequate,
sinona quoi servirait-elle ? On verra par la suite qu'une condition su sante
est de peserver la divergence, soit d'interpeter les programmes divergents
par leEment repesentant la divergence, ?.

Revenons au mocele des termes. Comme lequivalence contextuelle est une
congruence, on peut  nir l'interpetation de l'application par passage au
guotient de l'application entre termes. L'acequation compkte esulte de la

e nition du quotient, et la compositionalie se montre facilement. Seule la
propret d'extensionalie semble poser probeme ; e ectivement, examinons
les nombreux travaux qui lui ontet consaces.

La question de I'extensionalie C'esta Plotkin (cf. [67]) et Milner (cf.
[53]) qu'on doit la premere comparaison entre la £mantique cenotationnelle
et lequivalence contextuelle, pour une extension typee du -calcul paresseux,
le langage PCF ®Programming Language for Computable Functions )*2.
Ces deuxetudes viennent apes les travaux fondateurs de la theorie des do-
maines, meres par Scott (cf. [77]), et qui ont permis I'extraordinaire develop-
pement de la €mantique denotationnelle des langages de programmation.
D'un coe, Plotkin montre que le mockle de Scott n'est pas compktement
acequat : la continuite, propree fondamentale des fonctions dans ce mockle,
est trop gerereuse, en admettant des fonctions non squentielles, comme I'al-
ternative dans uneevaluation paralele (®parallel or ), qui permettent de
discriminer des programmes pourtantequivalents contextuellement.

De l'autre, en eponsea Plotkin, Milner construita partir du mockele des
termes quotienes par lequivalence contextuelle, un mocelea la Scott com-
petement adcequat. Lors de letude du mockle des termes, il montre un
lemme, dit ®lemme des contextes 3, qui implique la propree d'extensio-
nalie, sa cemonstration se faisant par ecurrence sur la longueur des traces
e nies par la relation de eduction.

Des variations de ce lemme pour I'extensionalie, cemontees de la méme
fecon, se retrouvent dans de nombreux travaux concernant le -calcul; on
peut citer par exemple letude de Berry [14], concernant les moctles du -
calcul, ou encore relatifsa sa version paresseuse, les articles d'Abramsky et
Ong [5, Prop. 2.2.4] pour l'appel par nom, de Honsell et Lenisa [36, Lem.
5,8,10,12] pour dierentes straegies de eduction, de Mason et al. [52, Th.

12| es developpements ulerieurs sont decrits par Ong dans l'introduction de [61], ainsi
gue dans l'introduction de la version enowe [38], utilisant les jeux etecrite en collabora-
tion avec Hyland.

B@®Context Lemma ~ en version originale.
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3.5] pour l'appel par valeur.
Une eereralisation de ce lemme aek propose par Howe, dans [37], et c'est
elle que nous cetaillons maintenant. Par une formalisation plus abstraite, elle
permet de parametrer le lemme par la fonction déevaluation operationnelle
et de c nir des conditions simples pour l'appliquer. Elle repose sur la -
nition d'une relation de bisimilarie assoceea levaluation, gereralisant la
bisimilarie applicative d'Abramsky dans [4]. Cette dernére relation exprime
lequivalence extensionnelle de deux programmes : ils sontequivalents s'ils se
comportent de la méme facon, du point de vue de la convergence, lorsqu'on
leur applique une suite quelconque eventuellement vide) d'arguments. Pour
obtenir I'extensionalie du modtle des termes, il sut de montrer que les
equivalences extensionnelle et contextuelle sontegales. En e et, si c'est le
cas,etant donre deux programmes convergents, dont les applicationsa tout
argument sont equivalentes contextuellement, et donc extensionnellement,
on peut ceduire qu'ils sontequivalents extensionnellement par c nition, et
donc contextuellement. Montrer legalie desequivalences revienta montrer
que lequivalence entre programmes se peserve lorsqu'onetend I'ensemble
des contextes consicees, d'ai le nom de®lemme des contextes : purement
applicatifs pour lequivalence extensionnelle, ils deviennent quelconques pour
lequivalence contextuelle. Il sut pour assurer ce passage de montrer que
lequivalence extensionnelle est une congruence : c'est justement ce qu'ap-
porte la methode de Howe. Esquissons cet argument que nous retrouverons.
Si deux programmes sontequivalents extensionnellement, alors par congru-
ence, ils le sont aussi dans tout contexte d'utilisation, ce qui implique que
dans tout contexte, ils convergent tous deux, ou divergent tous deux : ils
sont doncequivalents contextuellement.
Suivant une tendance bien a rrree (lire par exemple l'introduction de Gor-
don et Pitts [32] a I'ouvrage collectif concernant principalement de telles
techniques operationnelles), nous utilisons au c ur de notre cemarche la
methode de Howe. Voici comment nous proedons.

1. Nous ¢ nissons l'observation d'un programme, en utilisant les seuls
contextes applicatifs, autrement dit les contextes appliquant la place
a une suite d'arguments : compte tenu de la ¢ nition donree plus
haut de I'observation, il vient que la relation dequivalence entre pro-
grammes canoniguement assoceea l'observation, une relation de bisi-
milarie, au sens applicatif, estegalea lequivalence extensionnelle.

2. Par la nethode de Howe, on montre que la relation de bisimilarie
egale lequivalence contextuelle ; ainsi, les observations permettent de
repesenter les classes dequivalence du mockle des termes.
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3. A partir des observations utiliees comme cenotations, on ¢ nit une
£mantique denotationnelle compétement adequate du langage, appe-
ke par la suite €mantique observationnelle.

Except l'utilisation des observations, la pesentation adopte pour cette
£mantique cenotationnelle est proche de celle de Mason, Smith et Talcott
dans [52], ceveloppee elle-aussi pour des raisons analogues aux notres.
Apes cette construction, suivant un mouvement habituel, nous cherchonsa
donner une ck nition axiomatique de la £mantique observationnelle, c'est-
a-dire un ensemble de conditions \eriees par l'interpetation, la determi-
nant competement,a un isomorphisme pes. Il s'avere qu'un jeu eduit de
conditions sut :
{ la compositionalie, permettant de ce nir par ecurrence structurelle
sur les termes leur interpetation,
{ l'ackquation avec la £mantique operationnelle, qui se eduita la pe-
servation de la divergence, comme on l'a cep dit,
{ une propret d'extensionalie forte, exprimant que legalie (ou I'ordre)
sur I'ensemble d'interpetation est e nie co-inductivementa partir
de la egle d'inerence c nissant I'extensionalie, egle qui stipule que
deux eements fonctionnels sontegaux si leur applicationa touteé-
ment d'interpetation donne le méme esultat,
{ une propret d'accessibilie, exprimant que toutekment d'interpe-
tation cenote (une valeur).
Les trois premeres proprees reprennent la ce nition d'une £mantique ce-
notationnelle ; seule modi cation, I'extensionalie forte, qui renforce la pro-
pree originelle, qui a rme seulement que legalie est stable pour la egle
d'inerence & nissant I'extensionalie. Dans le cas des observations, I'exten-
sionalie forte corresponda une formulation co-inductive de legalie (ou de
l'ordre d'approximation) entre arbres observationnels. Plus gereralement,
elle exprime la relation entre lesequivalences extensionnelle et contextuelle,
guetablit le lemme des contextes.
Ces trois premiers axiomes sontequivalentsa ceux des -sysemes de tran-
sition!* adequats, pesenes dans l'article dep cie d'Abramsky et Ong [5].
Quanta l'accessibilie, elle correspondevidemment au fait qu'on consicere
un mockle de termes. C'est une notion brute de la calculabilie, sans aucune
description qualitative.
Avec cette axiomatisation, on semble eloigre de lekgante carackrisation
par des crieres de convergence et d'approximation que fournit une inter-

4 Traduction de ®lambda transition systems .
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petation dans un domaine continu ou algbrique'®. Cependant,a partir du
mockle des termes, il est possible de construire une interpetation dans un
domaine algebrique, par compektion, comme le montrent Milner dans [53]
et Mason et al. dans [52], pour deux extensions dierentes du -calcul. De
plus, ces mockles \eri ent la propret d'extensionalie forte (cf. [53, Context
Lemma] et [52, Th. 4.6]). Comme le montre Abramsky dans sonetude du

-calcul paresseux avec appel par nom, il en est de méme de la solution ca-
nonique de lequation ecursive entre domainesD = (D ! D), (cf. [4, Th.
4.1]).

Juger de l'utilie Partant de I'axiomatisation de la £mantique observa-
tionnelle, onetudie la theorie equationnelle (et irequationnelle) induite par

la €mantique observationnelle sur les termes : deux termes sontequivalents
s'ils ont m&éme denotation dans tout environnement cenotationnel. Comme
la £mantique est competement acequate, la theorie estevidemment maxi-
male. Ce qui nous ineresse, c'est la manere dont on ceduit quelques egles
d'inerence classiques,a partir de I'axiomatisation peedente. C'est un bon
point de depart pour juger de l'inerét de la cemarche.

Il apparat que la plupart des egles se ceduisent avec une grande facilie
des axiomes et de propreeseementaires de la £mantique operationnelle,
peciement de la fonction devaluation. Un test probant est constitie de la
egle permettant le calcul par ieration du plus petit point xe d'un pro-
gramme. Dans ce cas, la egle est montee enetablissant une propree de
lequivalence contextuelle, puis par compékte adequation, le esultat vaut
aussi pour lequivalence cenotationnelle. La technique operationnelle utili-
e repose sur letude de la eduction d'un programme dans un contexte.
Nous formalisons cet argument classique, pesent par exemple dans l'article
de Mason et al. [52, Th. 3.5], en cereralisant aux contextes la cecomposition
d'un programme, soit en une valeur, soit en un radical dans un contexte de
eduction.

Pesentation syntaxique du -calcul Le lecteur trouvera toutes les
e nitions suivantes dans l'ouvrage de etrence de Barendregt [11].

5Un domaine continu est un ensemble ordonre complet (pour ses parties dirigees) et
pos®dant une base; cela signi e que toutekment est la borne sugerieure d'une partie
de la base. Un domaine continu est algbrique s'il posede une base fornee deéments
compacts; uneement est compact si lorsqu'il est inrieura la borne sugerieure d'une
partie dirigee, alors il appartienta l'iceal d'ordre engende par cette partie.

8Dans [65], Pitts gereralise ce esultata tout domaine ¢ ni ecursivement.
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Rappelons la grammaire ce nissant les expressions du -calcul :
e = XjXxe jee;

a x parcourt un ensemble in ni de variables, noe X, xe repesente une
abstraction fonctionnelle de paramretre x et de corpse, et e; e repesente
l'application de e; a l'argument e,. Les variables libres et lees sont c -
nies de manere habituelle, tout comme I' -conversion. Les termes sont les
classes d'expressions suivant cette dernere relation dequivalence, qui est
une congruence. Toutes les ¢ nitions sur les expressions doivent passer au
quotient, puisque seuls les termes nous ineressent. C'est le cas par exemple
des substitutions. Une substitution est une fonction de I'ensemble des va-
riables dans lI'ensemble des termes. L'application de la substitution a un
terme e, noee €[ ], substitue dansea toute variable libre x de e le terme
(x). Au niveau des expressions, on doiteviter la capture des variables libres
de (x) par les lieurs y::: des abstractions, en renommant le casecleant
les variables lees (soity). Si la substitution  a pour domainef xy;:::;Xn0,

Remarquons qu'il n'existe pas de repesentation simple des termes. La no-
tation de de Bruijn [25], par exemple, qui permet deviter I' -conversion,
complique I'expression des substitutions. Par la suite, on utilise les expres-
sions et ealise le passage des expressions aux termes tacitement.

On notera I'ensemble des termes, © I'ensemble des termes clos, c'esta-
dire sans variables libres, appeks aussi programmes. Pour un terme, on
note FV (e) I'ensemble de ses variables libres.

2.1 [ecomposition et ecriture

Deux £mantiques operationnelles sont ¢ nies, par cecomposition et
par ecriture. Il s'avere qu'elles sontequivalentes. Une c&emarche similaire
est adopee pour leuretude, ce qui facilite leur comparaison :

{ on cecrit I'aspect operationnel avec un maximum de cetails : les deux
£mantiques permettent en e et d'associer a chaque programme sa
trace d'execution;

{ comme les traces peuvent &tre in nies lorsque le programme ne ter-
mine pas, on developpe pour chaque £mantique une nethode pour
raisonner avec les programmes ne terminant pas;

{ ces nethodes sont utiliees pour comparer les deux £mantiques, et
montrer leurequivalence;

17 Cette notation n'est pas celle de Barendregt dans [11], qui utilise e[x1 := (x1);:::].
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{ pour nir, on fait abstraction des cetails operationnels internediaires,
pour ne retenir que le esultat de I'execution.

Pealablement, pecisons quelques & nitions et notations concernant les
traces.
Une trace est une suite nie ou in nie de programmes, les programmes for-
mant les con gurations mantiques. Sit est une trace, on note dont son
support, jtj sa longueur (c'esta-dire le cardinal de son support,! s'il est
in ni). Pour tout entier i, sii appartient au support de t, alors t(i) est le
(i +1)®™e programme de la trace, sinont(i) est la valeur de non-ce nition
?. Si t; est une trace nie, to une trace nie ou in nie, la concaenation
det; et dety est noee t; ! t,; elle admet poureement neutre la trace
vide, noee ". On cecompose toute trace non videt en un pe xe p( t) et un
programme de n t. Sit est nie, alors p(t) = t(0) ! ::: ! t(tj 2),
eventuellement vide si t a pour longueur un, ett = t(jtj 1). Sit est
innie, alors p(t) = tett = ?. Enn, si e est un programme, on note
<te > latrace (t(0)e) ! :::(t(n)e)[:::], et synetriquement, < et > la
trace (et(0)) ! :::(et(n))[:::]
Par la suite, I'ensemble des traces nies non vides est noe (°)+, et celui
des traces in nies, ( 9)'.
Les traces in nies peuvent étre repesentes par des arbres respectant une
certaine signature. Peciement, on utilise l'isomorphisme entre I'ensemble
des traces innies et I'ensemble des arbres respectant la signature a une
seule sorte, dont les etiquettes sont les programmes et ont pour arie un.
Plus gereralement, toute trace peut &tre repesente par un arbre : il sut
d'ajoutera la signature peedente uneetiquette ", d'arie nulle, et repe-
sentant la trace vide, pour obtenir un isomorphisme entre I'ensemble des
traces et I'ensemble des arbres respectant cette signature.

2.1.1 [ecomposer pour excuter

Commercons par donner une smantique par cecomposition du -calcul
paresseux, avec appel par valeur. Ficele au programme annone, on s'ine-
resse aux traces d'execution des programmes, et non seulement aux esultats
gu'ils donnent.

A chaque programme, on associe donc une suite maximale detats -
mantiques, ou con gurations, decrivant I'execution du programme. Cette
£mantique du -calcul se & nita partir d'un syseme d'ineérence, portant
sur des jugements de la formee + t, a1 e est un programme ett une trace,
esultat de I'execution de e.

Dans sa forme habituelle, une telle £mantique ne rend pas compte de la
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——L——m&ﬂ

xe + xe
+ e +t + + t + av=x] + t L Ove
1 1 €2 2 7[ ] [APP+] tj’tZ’tzL)
€16 +< p(t1)62>| <t it >0t 1= Xe; to=v
e + 1 .
[APP1-] (t12 ( 9')
e6e +<ti1e>
teth & + 1 0y+
2 _app2q 20 )
e +< p(ty) e >! <tity> t2 (9
— ti:t 2( 0)+
tetl + etk elv=x] + t 112
— [APP3-] @2 ( 9 A
ere +< p(t)ex>! <titp>! t Ec xe Ge v

Tab. 2.1 { &mantique par decomposition : traces d'execution

divergence puisqu'elle repose sur une ¢k nition inductive, n‘autorisant que
des preuves nies. Pourevaluer aussi bien les programmes divergents que
ceux convergents, il est recessaire de recourira une interpetation mixte
du syseme d'inErence, en partie inductive, en partie co-inductive (cf. p. 75
pour la ¢k nition et les notations). Rappelons que dans cette interpetation,
chaque pemisse d'une egle se voit qualiee de ®positive , ®regative ou
®neutre ; dans la preuve d'un jugement, une egle est utilisable si cha-
cune de ses pemisses, suivant qu'elle est positive, regative ou neutre, est la
conclusion d'une preuve respectivement foncee, non foncee ou quelconque.

La relation devaluation donnant la trace est e nie par le syseme d'in-
Erence de la table 2.1 (p. 116); ses jugements sont de la forme + t, ai
e est un programme ett une trace. On observe que les pemisses positives
concernent les traces nies, les regatives, les traces in nies. Remarquons
aussi qu'une preuve nie n'utilise que les egles [ABS] et [APP+], et qu'une
preuve in nie ne peut se conclure que par une des egles [APP1-], [APP2-]
ou [APP3-]. Ainsi, les conclusions des preuves nies portent sur des traces
nies, celles des preuves in nies sur des traces in nies.
Avant detablir les proprees de cette relation devaluation, traitons deux
exemples, pour bien montrer la dierence entre les pemisses positives et
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regatives. Notons | la fonction identie, xx , et le programme d'auto-
application, xxx . Donnons la preuve quel |l a pourtrace (I1)! 1| :

;—[ABS] ;—[ABS] ;—[ABS]
I+ 1 [+ 1 I+ 1
[APP+]

I+ 10 1

Cette preuve est nie, tout comme sa trace.A l'oppos, le programme  ne
termine pas. Voici donc une preuve in nie que satraceest ! :::! N
trace abegee ci-dessous en ( )' :

o [ABS] o [ABS] —I [APP3-]
+ + + :
[APP3]

£ ()

Le syseme d'inkrence c nit une relation devaluation dont la princi-
pale propret est la suivante : tout programme s'e)Xecute suivant une unique
trace.

Pour montrer cette propree, on s'ineresse tout d'abord aux programmes
convergents, puisa ceux divergents. On dit qu'un programmeconverge (ou
termine) s'il posede une trace d'execution nie, et qu'il diverge (ou ne ter-
mine pas) s'il en possede une innie. Le raisonnement suit les etapes sui-
vantes :

1. un programme convergent posede une trace nie unique,
2. un programme convergent ne peut étre divergent,

3. un programme non convergent est divergent, et posede une trace in-
nie unique.

Ainsi, si un programme est convergent, alors il s'execute suivant une unique
trace, qui de plus est nie, sinon, il est divergent, et s'execute suivant une

unigque trace, cette fois in nie.

Montrons tout d'abord qu'un programme convergent ne possde qu'une seule
trace nie.

2.1.1 Proposition (Convergence akterministe)
Soient e un programme, ett; et t, deux traces nies. Si le jugemente + t;
est valide, tout commee + t,, alors les tracest; et t, sontegales.

Cemonstration
On proede par ecurrence structurelle sur la preuve nie de e + t1. Pour
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les deux egles applicables, [ABS] et [APP+], c'est imnediat.
X

On pourra donc parler par la suite pour un programme convergente de sa
trace nie, trace qu'on notera T(e).
Montrons maintenant qu'un programme convergent ne diverge pas.

2.1.2 Proposition (Convergence implique non divergence)
Soit e un programme convergent. Alorse n'est pas divergent : pour toute
trace in nie t, le jugemente + t n'est pas valide.

Cemonstration
On proede par ecurrence structurelle sur la preuve nie de e + T(e).
Pour chaque egle par laquellee + T(e) peut se conclure, on consicere une
trace in nie t et on raisonne par l'absurde, en supposant que + t soit la
conclusion d'une preuve in nie.

egle [ABS]
Le programmee est une abstraction, et aucune des egles [APP1-], [APP2-]
ou [APP3-] n'est applicable.

egle [APP+]
Les egles [APP1-], [APP2-] ou [APP3-] peuvent concluree + t.
Supposons que ce soit la egle [APP1-]. On obtient une contradiction par
I'nypotlese de ecurrence appliqieea la pemisse gauche dee + T(e).
Supposons que ce soit la egle [APP2-]. On obtient une contradiction par
I'nypotrese de ecurrence appliqieea la pemisse centrale de e + T(e).
Supposons que ce soit la egle [APP3-]. Dans ce cas, par la proposition 2.1.1
(p. 117), e + T(e) et e + t ont les mémes pemisses gauche et centrale.
Les pemisses droites dee + T(e) et de e + t ¢k nissent donc la trace
d'un méme programme, d'as la contradiction en appliquant I'hypottese de
ecurrencea la pemisse droite de e + T(e).
X

Par la suite, on cesignera par C I'ensemble des programmes convergents, et
D l'ensemble compkementaire des programmes non convergents. La propo-
sition suivante montre que D est contenu dans I'ensemble des programmes
divergents.

2.1.3 Proposition (Non convergence implique divergence)
Tout programme e qui ne converge pas diverge.

EEmonstration
Montrons que tout programme qui ne converge pas peut s'executer en une
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trace in nie. On commence par associera chaque programme dB une trace
d'eecution in nie, puis on conclut en montrant que chaque programme

skvalue bien en la trace qui lui est assocee.

Pour associera chaque programme dé une trace in nie, on va esoudre

un syseme dequations ecursives sur lI'ensemble des traces in nies. Consi-
cerons le syseme d'inconnues X¢)e2p €t fornme desequations de la table

2.2. Les trois cas pesentesepuisent les possibilies pour un programme non

8 x> sie,2D; 2.1)
% <p(T(er)e>! <T(e)Xe,> sier2C;e2D; (2.2)

Xeye, = _ < p(T(er)) &2 >!
< TE)T(e) >! Xeyoy si 2%\;/3]22%;; (2.3)
T(e)) = xe;
avec ng _ \j(:e
Tab. 2.2 { Bem. prop. 2.1.3
convergent.

Les applications< e > et<e > sont des extensionsa I'ensemble des
traces d'applications & nies initialement sur I'ensemble des programmes.
D'apes la proposition 1.1.8 (p. 64), ce sont des operations autorises dans
les equations ecursives. Il est donc possible d'appliquer le treoeme 1.1.9
(p. 65) si I'on montre que ce syseme, qui n'est pas garcea cause desequa-
tions de type 2.1 et 2.2 (lorsquee; est une abstraction), estequivalenta un
syseme garce. Montrons donc par I'absurde qu'on ne peut avoir une suite
in nie dequations ( Xe =< X g,, €2> ou <ePXe,, >)i2n de type 2.1 ou
2.2. Si cktait le cas, on obtiendrait une suite in nie strictement decroissante
de sous-termes, ce qui est impossible. Apes un nombre ni de tellesequa-
tions, on rencontre recessairement une equation garcee de type 2.2 ou de
type 2.3, et par des expansions successives des inconnues, cette suite devient
equivalente a une equation garcee, au sens du treoeme 1.1.9 (p. 65). Le
syseme déquations peut donc se ecrire en un syseme equivalent garce,
admettant une unique solution. Pour e appartenanta D, notons T(e) la
valeur de la solution du syseme enXg; par e nition, T(€) est une trace
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in nie.

A partir des preuves nies (P (e + T(€)))e2c Obtenues pour les programmes
convergents et des traces in nies T(e))e2p, Nous allons construire pour
chaque programmee de D une preuve in nie de sonevaluation en T(e), en
esolvant un syseme dequations ecursives, d'inconnues (( Ye)e2c; (Xe)e2D )
et pesene dans la table 2.3. Ce syseme est quasi-uniforme et compatible

8
Xel .
sie12D;
e1e + T(e1e)
(
+ Ye1 X92 Si 612 C,
ee + T(ere) e2D;
Xere 8
2C;
+ Yel + Yez Xe[v:)(] i 2 el
Si e?2C;
ere + T(er1e) > (e[V:X] 2D -
T(e) = xe;
avec (er) X
' T(e) = v;
Ye = P(e+ T(e) (e2C):

Tab. 2.3 { Dem. prop. 2.1.3

avec le syseme d'inerence ¢ nissant levaluation en traces; d'apes la pro-
position 1.2.4 (p. 75), pour tout programme e appartenanta D, la valeur de
la solution en X est une preuve de levaluation dee en T (€).

On a donc monte qu'un programme non convergent est divergent.

X

Resumons ce qu'on a monte par les trois derneres propositions. Un pro-
gramme est soit convergent, soit divergent; s'il est convergent, il possde
une unique trace, qui est nie; s'il est divergent, il peut s'executer suivant
une ou plusieurs traces, toutes in nies. Tout programme s'execute donc en
au moins une trace, qu'on noteT (e).

Pour montrer l'unicie de la trace in nie pour un programme divergent,
on va utiliser une technique tes gererale, quievite de consicerer les preuves
in nies, duesa la divergence.

On s'ineressea une classe particulere de propregs,  nies par des pe-
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dicats binaires, ayant pour paranetres un programme et un entier naturel.
Consicerons une telle propree ¢ nie par un pedicat dont les jugements
sont noes e : n, pour tout programme e et tout entier naturel n. Typi-
quement, la propree concernera le (n+1)™¢ programme de la trace du
programme e, ou le pe xe de longueur n + 1 : elle est ainsi qualiee de
nitaire . Pour certaines proprees, dites stables il est possible de construire
une preuve nie de tout jugement e : n, en utilisant une partie nie de la
preuveeventuellement in nie de levaluation de e. Ces proprees sont dites
stables car leur extension I'est, pour un syseme d'inerence canoniquement
assocea celui qui ce nit les traces d'execution.

Smantique par c&ccomposition :
Propréé nitaire stable )

Consicerons une propree nitaire, de nie par un pedicat de jugements

(e 1 n)g o.n2n- Elle est stable si 'ensemble des jugements vrais est stable
pour le syseme d'inErence de la table 2.4.

2.1.4 e nition (

— . [ABSH];
Xe ' n

e N
——[APP1n] (n<|T(e)j 1);

ere . n

er:n e: p[APPl-Z ] n=jT(e)] 1

=P T(edi n<T(edj+iT(e 1
—— [APP2 ] _ _ '
€€ - N p=n (jT(e)i 1)

0 . o : 1
elv=x] : p T(e)j+iT(e)i 1 n
—[APP3n] @T(e)= xe;T(e)=v A

e p=n (T(e)i+iT(e)j 1)

Tab. 2.4 { &mantique par decompaosition : propree nitaire stable

Les egles du syseme peedent suivent assez naturellement celles du sys-
eme déevaluation. Seules la egle [APP1-2 n] pesente une particularie, une
condition de frontere. Lors de levaluation d'une application, la con gu-
ration €mantique terminant levaluation de la fonction est aussi celle qui
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commence levaluation de I'argument; on choisit donc de deduire la pro-
pree concernant cette con guration de levaluation de la fonction et de
levaluation de I'argument.

La stabilie implique que I'ensemble des jugements vrais contient I'ensemble
engende inductivement par le syseme peedent. Comme il s'awere qu'une
preuve nie de tout jugement dans le syseme peedent peut étre construite,
on peut conclure que toute propreke nitaire stable est \eriee universelle-
ment.

Smantique par gecomposition :
Lemme des proprées nitaires stables )
Consicerons une propree nitaire stable, c nie par un pedicat de juge-
ments (e : N)g o.n2n. Alors elle est \eriee universellement @ pour tout
programme e et tout entier n, on a

2.1.5 Proposition (

e n:

Cemonstration

Primo, on construit pour chaque programmee et chaque entiern une preuve
dans le syseme d'inerence de la ¢ nition 2.1.4 (p. 121), secundo, on montre
qgu'il n'existe pas de preuves in nies dans ce syseme, ce qui montre gque
les preuves pe@demment construites sont nies, tertio, on conclut par la
stabilie que la propret est toujours \eriee.

Ce nissons un syseme dequations ecursives, d'inconnues (Xe;n)ez 0:n2Ns
par lesequations de la table 2.5. Ce syseme est quasi-uniforme et compa-
tible avec le syseme d'inerence de la ce nition 2.1.4. D'apes la proposition
1.2.3 (p. 73), pour tout programme e et tout entier n, la valeur de I'unique
solution en X ¢y est une preuve dee : n suivant ce syseme d'inerence.

Montrons maintenant que ce syseme d'inerence n‘admet que des preuves
nies. On cemontre par ecurrence sur l'entier n que toute preuve de conclu-
sion e : n, eetant un programme quelconque, est nie.

n=0
On montre par ecurrence sur le programmee que toute preuve de conclu-
sione : 0 est nie.

e= xb
Le jugemente : O est la conclusion de la egle [ABS 0], et constitue donc
un axiome.

e=e e
Le jugemente : 0 est la conclusion de la egle [APP1 0] ou [APP1-2 0]. Dans
les deux cas, on peut appliquer I'nypotrese de ecurrence aux pemisses, qui
concernent dans le premier casg;, dans le second ca®; et e, ce qui permet
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X xen = ;
xe n
8
X o
= sin< jT(enj 1
e1e :n
Xen Xe
Zen @0 Sin=T(e)] 1
€16 :n
Xewwn = 5 Xep g IT(el n<iT(eni+T(ei 1;
ere :n p=n (jT(e)j 1);
X iT(ej+jT(e)j 1 n;
e[v=x];p . —_—
Sl T(e1) = xe; T(e)= v,
ee :n . . .
b p=n (T(eni+T(e2)i 1):
Tab. 2.5 { Dem. prop. 2.1.5
de conclure.
n>0

On suppose que pour tout entierp strictement inkrieura n, pour tout pro-
gramme e, on a e : p. On montre par ecurrence sur le programmee que
toute preuve de conclusione : n est nie.

e= xb
Le jugemente : n est la conclusion de la egle [ABS n], et constitue donc
un axiome.

€=6.6
Si le jugemente : n est la conclusion de la egle [APP1 n] ou [APP1-2 n],
chacune de ses pemisses est de la forne : k, a1 € estegal soita e, soit
a e; on applique donc I'hypothese de ecurrence aux sous-terme®; et e
pour conclure.
Si le jugemente : n est la conclusion de la egle [APP2 n] ou [APP3 n],
sa pemisse est de la formee® : p, a1 p est strictement inkrieura n; on
appligue I'nypottese de ecurrencea I'entier p pour conclure.

Finalement, pour tout programme e et tout entier n, le jugemente : n,
qui admet une preuve nie, appartienta I'ensemble engende inductivement
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par le syseme de la ce nition 2.1.4. Comme la proprek est stable, le juge-
ment e : n est donc vrai.
X

Avec l'aide de ce lemme fondamental, il est facile de montrer | unicie
de la trace in nie assoceea un programme divergent.

2.1.6 Proposition (Divergence aterministe)
Soient e un programme, ett; ett, deux traces in nies. Si le jugemente + t;
est valide, tout commee + t,, alors les tracest; et t, sontegales.

Be2monstration
Consicerons la propree nitaire suivante :

8 t;t2( 9 te+tife+ty) ti(n)= ty(n):

Montrons qu'elle est stable. Passons en revue les dierentes egles d'iné-
rence. Il s'agita chaque fois de montrer que si les pemisses sont \eriees,
alors la conclusion aussi.
On utilise sans le mentionner le fait que tout programme convergent sevalue
en une unique trace,T (€).

[ABS n]
C'est trivialement \erie, puisqu'ona xe + Xxe.
Consicerons desormais deux programmese; et e, et un entier n.

[APP1 n]
Supposonsn< jT(e;)j] 1lete; : n.
Si t est une trace telle quee;e; + t, on a par ce nition de levaluation
t(n) = T(e1)(n) e, et on peut conclure.

[APP1-2 n]
Supposonsn = jT(e1)j 1,e1 :nete : 0.
Sit est une trace telle quee;e; + t, on a par e nition de levaluation
t(n) = T(e1)(n) e, et on peut conclure.

[APP2 n]
Supposons|T(e1)] n< jT(e)j+ |T(e)] 1,e : nete : p, avec
p=n (jT(e)j] 1)
Etant donre deux traces in nies t; et tp, supposonse; e; + t1 etej e + to.
Il existe une tracet? telle que e e, + t; admet pour pemisse e, + t9, et
une tracetg telle que e; &2 + t, admet pour pemisse e, + tg. Il est facile
de voir quety(n) = T(ey) t9(p) et t2(n) = T(e1)tI(p). De e : p, on ceduit
que t(p) = t3(p), puis quety(n) = ta(n).

[APP3 n]
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SupposonsjT(e1)j+ jT(e2)j 1 netelv=x]: p,avecp=n (jT(e)j+
iT(e2)j 1), T(e1)= xe etT(e)=v.

Etant donre deux traces in nies t; et t,, supposonse; e, + t; ete;e; + to.
Il existe une tracet? telle que e; e; + t; admet pour pemisse efv=x] + t,
et une tracetd telle que e; e, + t, admet pour pemisse efv=x] + t9. Il est
facile de voir quets(n) = t§(p) et ta(n) = tI(p). De e[v=x] : p, on ceduit
que t(p) = t3(p), puis que ti(n) = ta(n).

X

En conclusion, tout programme possde une unique trace d'execution : la
£mantique par cecomposition propose rend compte des programmes tant
convergents que divergents.

2.1.2 Reduire pour excuter

Le syseme ce nissant les traces d'execution ne met l'accent ni sur la
relation de eduction, ni sur la stratgie devaluation. Ce sont les egles
[APP+] et [APP3-] (de la table 2.1 (p. 116)) qui induisent une transition
entre programmes, correspondanta la -eduction habituelle

(xe)v! ev=x:

Quanta la strakegie de eduction, elle est exprinee par les egles concernant
l'application : la fonction est d'abord evaliee, puis I'argument avant son
passage. |l est en fait possible d'exprimer la méme £mantique, en ¢ nissant
tout d'abord la relation de eduction et la strakgie devaluation, puis les
traces maximales pour cette relation.

Pour la relation de eduction, sont importants les programmes ne se
eduisant pas, appeks valeurs : ce sont les abstractions closes.

vV = Xe;

al FV (xe) = ;.0n tsignera I'ensemble des valeurs pa¥V .

Un programme, s'il n'est pas une valeur, peut se cecomposer en uradical,
qui va se eduire, et une continuation, repesentant ce qui reste a evaluer
apes que le radical aee eduit.

Les radicaux qui se eduisent dans un programme sont fornmes par des ap-
plications d'abstractions closesa des valeurs.

r = (xe)v,;

a FV(xe)=;.
Un contexte de eduction, repesentant la continuation, est un terme closa
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[]

(xe)v!r e[v=x]

1’

————[RED]
E[r]! EJ€]

Tab. 2.6 { Relation de eduction

une place, lireaire en sa place : il possede une seule variable libre, ljplace,
a l'occurrence de plus unigue ; on eservea ce seul usage une variable, noee

18 Un contexte de eduction se construit autour de la place, en appliquant
des valeurs, ou en passant des arguments nonevalles :

E = | vEjEe;

al FV(e)=;.

Tout programme peut se cecomposer de manéere unique en une valeur ou un
radical plae dans un contexte de eduction : si e est un programme, ou bien
c'est une valeur, ou bien il existe un unique radicalr et un unique contexte
E tel quee= EJ[r] (E[r] abegeant E[r= ]).

La relation de eduction !" est e nie (inductivement) par le syseme
d'inerence de la table 2.6 (p. 126). L'axiome exprime la -eduction, la egle
permettant de passer au contexte de eduction. La relation esteeterministe :
sie! e etsie " e, alors e; = ep. En eet, si le syseme est restreint
a l'axiome, la relation ainsi c nie l'est, et de plus, la cecomposition en
un radical dans un contexte de eduction est unique. Elle est ausstotale,
dans le sens suivant : tout programme qui n'est pas une valeur se eduit,
confornementa la ¢ nition informelle que nous avons donree des valeurs.

Nous nous ineressons maintenanta la construction des tracesa partir
de la relation de eduction. Cette construction suppose seulement la donree
d'une relation de eduction totale; I'hypottese du determinisme n'est en
e et pas recessaire.

Une fois que la relation de eduction est & nie, il est facile d'associer
a chaque programme I'ensemble de ses traces d'execution. On consicere des
jugements de la formee +; t, exprimant que le programmee peut s'exe-
cuter suivant la trace t. Le syseme d'inerence de cette nouvelle relation
devaluation est pesene dans la table 2.7 (p. 127), etant donre une rela-
tion de eduction !" totale. De 'observation des egles et des preuves, deux

18Cela signie que cette variable ne sert pas a construire de termes autres que les
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[VAL] (v2 V)

V4V
0 1
. 0
+ e°+r ¢ e,e°2
[RED+] @t2( 9* A
O+t 0 e;d2 O !
" [RED] @t2( 9 A

Tab. 2.7 { &mantique par ecriture : traces d'execution

remarques viennent imnediatement :
{ les traces nies et in nies sont obtenues respectivement par des preuves
nies et in nies,
{ une trace commence toujours par le programmeaevaluer.
Dans ce syseme, tout programme skvalue en au moins une trace.

2.1.7 Proposition (Existence d'une trace)
Soit I' une relation de eduction totale. Alors tout programme possde au
moins une trace d'execution suivant le syseme d'inerence de la table 2.7
(p. 127).

Cemonstration
La cemonstration se fait en deux temps.
Primo, on associea chaque programme une trace, en esolvant un syseme
dequations ecursives sur les traces, directement inspie du syseme d'ine-
rence de la table 2.7. Comme la relation de eduction est totale, il est possible
d'associera tout programme e qui n'est pas une valeur un programmer (€)
tel que e se eduit en r(e). Consicerons alors le syseme d'inconnues Ke)ep o
et forne desequations suivantes :
( e

si e valeur,
Xe =

e! X sinon.

Pour tout programme ¢, notons T, (€) la valeur de la solution en Xe.
Secundo, on montre que tout programmee sevalue en T, (€) suivant le sys-
eme d'inErence de la table 2.7.

contextes, en particulier qu'elle n'est jamais lee.
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Tout d'abord, montrons que pour tout programme €, si T, (€) est une trace
nie, alors e +; T,(€e) est un jugement valide. C'est imnediat, en proedant
par ecurrence sur la longueur des traces.

A tout programme e tel que T, (€) est une trace in nie, associons une preuve
de e + T:(e) en esolvant le syseme dequations ecursives d'inconnues
(Xe)e tel que jT, (e)j=! €t forme desequations suivantes :

Xy
e+ Ti(e)

Ce syseme est quasi-uniforme et compatible avec le syseme d'inerence ce-
nissant levaluation en traces (cf. tab. 2.7). Par la proposition 1.2.4 (p. 75),
pour tout programme e tel que la trace T, (€) est in nie, la valeur de la so-
lution en X est une preuve dee +; T;(e).

X

Comme pour le syseme ¢ nissant la £mantique par cecomposition,
an de raisonner sur levaluation, avec ses preuveseventuellement in nies,
on peut e nir des proprees nitaires stables, et le mode de raisonnement
assoce correspond icia celui qu'on attend, une ecurrence sur la position
dans une trace. On note cesormaise ;; n (€2 %:n 2 N) les jugements de
ces proprees, pour souligner le syseme auquel se etre la stabilie.

S$mantique par ecriture :
Propree nitaire stable )

Soit ! une relation de eduction totale. Consicerons une propree nitaire

¢k nie par un pedicat de jugements (e i N)g o.2N- Elle est stable si
I'ensemble des jugements vrais est stable pour le syseme d'inErence de la
table 2.8.

2.1.8 & nition (

[VALn] (v2V;n 0);
Vin

’

[RED 0] (e se eduisant);
ey

€ n 1)

e:n

eje!’ € [RED n] (e se eduisant;n> 0):

Tab. 2.8 { Smantique par ecriture : propree nitaire stable
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Remarquons que si la relation de eduction!’ n'est pas ceterministe, dans la
egle [RED n], le jugement e :;; n se dceduit de la conjonction des pemisses
(9 n 1)eoje!r «- On peut imaginer une forme plus faible, ai le jugement se
ceduirait de la disjonction de ces pemisses. Dans le cas qui nous ineresse,
a la relation est ceterministe, cela revientevidemment au méme.

Une propree nitaire stable est eriee universellement.

Smantique par ecriture :

Lemme des proprees nitaires stables )

Soit !" une relation de eduction totale. Consicerons une propree nitaire
stable ¢k nie par un pedicat de jugements (e :; n)e:n. Alors elle est \eriee
universellement : pour tout programmee et tout entier n, on a

2.1.9 Proposition (

e n:

Bemonstration
Primo, on construit pour chaque programmee et chaque entiern une preuve
dans le syseme d'inerence de la ¢k nition 2.1.8 (p. 128), secundo, on montre
qu'il n'existe pas de preuves in nies dans ce syseme, ce qui fait que les
preuves construites sont recessairement nies, tertio, on conclut par la sta-
bilie que la propree est toujours \eriee.

Ce nissons un syseme dequations ecursives, d'inconnues (Xe:n)ez 0:n2n:
par lesequations de la table 2.9. Comme la relation de eduction est totale,

' si e valeur,
e n

Xen = i siese eduitet n=0;

e n

X 0- r
Keon Degor @ siese eduit et n> 0:

e n
Tab. 2.9 { Dem. prop. 2.1.9

ce syseme est bien & ni. Ce syseme est quasi-uniforme et compatible avec
le syseme d'inerence de la c nition 2.1.8. D'apes la proposition 1.2.3
(p. 73), pour tout programme e et tout entier n, la valeur de l'unique solu-
tion en X¢:n €st une preuve suivant ce syseme d'inerence.
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Montrons maintenant par ecurrence sur I'entier n que toute preuve de
conclusione :; n, eetant un programme gquelconque, est nie.

n=0
Consicerons une preuve de conclusiore :; 0. Ce jugement est recessaire-
ment la conclusion de la egle [VAL 0] ou de la egle [RED 0]. Dans les deux
cas, il s'agit d'un axiome.

n>0
On suppose le esultat vrai enn 1.
Consicerons une preuve de conclusiore :; n.
Si le jugemente :; n est la conclusion de la egle [VAL n], alors la preuve
est nie, puisqu'il s'agit d'un axiome.
Sinon, le jugemente :; n a pour pemisses € :; n 1)eoje!r o par la egle
[RED n], et on applique I'hypothese de ecurrencea ces pemisses.

Finalement, pour tout programme e et tout entier n, le jugemente :; n,
qui admet une preuve nie, appartienta I'ensemble engende inductivement
par le syseme de la ce nition 2.1.8. Comme la propree est stable, le juge-
ment e ;; n est vrai.
X

Ce lemme est le principal outil pour montrer des proprees concernant les
traces d'execution des programmes. Ainsi, nous pouvons cesormais montrer
gue les traces d'execution sont maximales pour la relation de eduction.

2.1.10 Proposition (Traces d'execution maximales pour 1" )
Soit!" une relation de eduction totale. Consicerons un programme e et une
trace t telle quee +, t. Alors la trace t corresponda une suite de eduction
par I et est maximale pour!" : ou bien elle est in nie, ou bien elle se
termine par une valeur.

Bemonstration
Consicerons la propree nitaire suivante :

r

exn 8 t2(9 [ (9 e+ tro<n<jtj) tn 1)! t(n)
On \eri e aigment que cette propree est stable. Le seul cas ineressant
concerne la egle [RED n].

Soit e un programme, n un entier strictement positif, et supposons que pour
tout programme €° en lequele se eduit, on ait €°:;; n 1. Montrons e ;; n.
Supposonse +; tet0<n < jtj. Par la egle [RED+] ou [RED-], il existe un
programme €° et une tracet®tels quee!” €° e® +, t9ett=e! t9 Comme
on l'a remarque, t°commence pare®.
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Sin=1,t(n 1)= eett(n)= € etonabient(n 1)!" t(n).

Sinon,t(n 1) =t4n 2)ett(n) = tYn 1), et on applique I'hypotrese

€’ n 1 pour conclure.

Finalement, la propret est \eriee par tout programme e et tout entier n.
Consicerons un programme e et une tracet telle quee +, t. Sit est

in nie, elle est maximale. Supposons qu'elle soit nie. Dans ce cas, la preuve

dee +; t est nie, et on peut facilement montrer par ecurrence structurelle

sur la preuve que la trace se termine par une valeur. Comme une valeur ne

se eduit pas, par e nition, la trace est bien maximale.

X

Nous supposons maintenant que la relation de eduction est totale et
ceterministe, comme la relation ce nie initialement. 1l est alors facile de
montrer qu'un programme pos®de une unique trace.

2.1.11 Proposition (Unicie de la trace)
Soit I" une relation de eduction totale et ceterministe. Consickrons un
programme e, et deux tracest; et to. Si le jugemente +, t; est valide, tout
commee +; to, alors les tracest; et t, sontegales.

Bemonstration
Consicerons la propree nitaire suivante :

exn g t5t22( 9 [ (9 e+ tihe+ t2) ti(n)= ta(n)

On \eri e aiement que cette propree est stable. Le seul cas ineressant
concerne la egle [RED n]. Comme la relation!" est ceterministe, elle n'est
constitiee que d'une pemisse. Supposons done® ;; n 1, avecn > 0, et
e!" & et montrons e :; n.

Soientt; et t, deux traces telles quee +, t; ete +, t,. Par la egle [RED+]
ou [RED-], il existe deux tracest{ et tJ telles quee® +, t9, €%+, t3,t; = e!
tYett, = e! t9. Delhypotrese €®:, n 1, onceduit tY(n 1)=t3(n 1),
soit ty(n) = ta(n).

Du lemme fondamental des proprets nitaires stables, on ceduit que la
propret est \eriee par tout programme e et tout entier n, ce qui permet
de conclure.

X

On notera T, (e) la trace d'execution du programme e suivant le syseme
d'inerence de la table 2.7 (p. 127), qui s'appuie sur la relation de eduction
1", & nie dans la table 2.6 (p. 126).
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2.1.3 Smantique ogrationnelle une

Il nous reste a montrer que les deux £mantiques pesentes dans les
tables 2.1 (p. 116) et 2.7 (p. 127) sont equivalentes, soit que pour tout
programme e et toute trace t, on a

e+t, e+ t:

Supposons ques + t; et e + t,. On sait que t, commence pare. On va
donc aussi le montrer pourt; : ce sera notre premier lemme. Ensuite, on
sait que sie se eduit en €% alors t, commence pare, suivi de la trace de
e? (pour le second syseme d'inErence). On va donc aussi le montrer pour
t1 : ce sera notre second lemme. On pourra conclure par ecurrence sur la
position dans la tracea legalie de t; et t».

On rappelle que pour tout programmee, on note T(e) l'unique trace telle
quee + T(e), et T;(e) 'unique trace telle que e +; T;(e).

Enorcons le premier lemme.

2.1.12 Lemme
Soient e un programme ett une trace tels quee + t. Alors t commence par
e.

Be2monstration
Consicerons la propree nitaire suivante :

e:.n O,IEf n=0) T(e)(n)= e:

Montrons gu'elle est stable pour le syseme d'inerence de la e nition 2.1.4
(p. 121). Passons en revue les dierentes egles d'inerence. Il s'agita chaque
fois de montrer que si les pemisses sont \eriees, alors la conclusion aussi.
Comme pour tout programme e et tout entier n, le jugemente : n est
trivialement \erie des que n > 0, on se limite au cas an vaut 2ro.

[ABS 0]
C'est immediat, puisque xe + xe.
Consicerons desormais deux programmese; et es.

[APP1 0]
Supposons X jT(e1)j lete : 0.
Comme dans ce ca§T(e1)j> 1,0ona:

T(ere2)(0) = T(e)0) e
= e (hyp. e :0);
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et on peut conclure quee; e, : 0 est \erie.

[APP1-2 0]
Supposons 0 =jT(e1)j] 1l,e1:O0eter : 0.
CommejT(el)j=1ete : 0,onaT(e)= T(e)0) = e;. Puis :

T(e1e2)(0) = T(e) T(e2)(0)
= ee (hyp. e :0);

ce qui permet de conclure ques; e; : 0 est \erie.
X

Voyons maintenant le second lemme.

2.1.13 Lemme
Supposons que se eduise en e’. Soient t et t® deux traces telles ques + t
et €2+ t% Alors :
t=e! t°%
Cemonstration
Le programme e se cecompose de manéere unique erE[( xa )v], qui se
eduit en E[a[v=x]]. Le esultat se montre par ecurrence sur E. On notera
r le radical (xa ) v, et r®son -eduit.
E =
Le jugementr + T(r) est recessairement la conclusion de la egle [APP+]
ou [APP3-], avec pour pemisse droiter® + T(r9, etdonc T(r)=r ! T(r9.
E=E1&
Le jugemente + t est recessairement la conclusion d'une des egles [APP+],
[APP1-], [APP2-] ou [APP3-].
Consicerons le cas de la egle [APP+] :

Eqlr] + t1 e + t2 Hu=y] + t3
Eilrle; +< p(ty) ez >! < fitp>! t3

avect; = yb ett, = u. Par I'hypottrese de ecurrence appliqgieea E;[r], on
aty = Eq[r]! T(E4[r9), d'as on ceduit successivement

Eilrle; + Eafr]lex! < p(T(EalrY) e2>! < fitz>! ts;
Eilrle: + Eqfrlex! T(Eilr9er);

puisquety = T(E1[r9).
Les autres cas sont des variations de ce cas, et nous ne les traitons pas.
E=(yb)E>
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Le jugemente + t est recessairement la conclusion d'une des egles [APP+],
[APP2-] ou [APP3-].
Consicerons le cas de la egle [APP+] :
yb + yb Ep[r] +t2 bu=y] + t3
(yb)Ea[r] + (yb)t2! t3 ’

avec t, = u. Par I'hypothese de ecurrence appliqieea Ej[r], on at, =
Eo[r]! T(E2[r9), d'as on deduit successivement

(Yb)Ea[r] + (yb)Ez[r]! < (yb)T(Eo[rY >! ts;
(yb)Ez[r] + (yb)E2[r]! T((yb)Ez2[r?);

puisquet, = T(E[r9).
Les autres cas sont des variations de ce cas, et nous ne les traitons pas.
X

Comme annonca, on peut conclurea lequivalence des deux £mantiques.

2.1.14 Treoeme ( Equivalence des mantiques)
Pour tout programme e et toute tracet, on a:

e+t, e+ t:

Bemonstration
Consicerons la propree nitaire suivante :

ern " TE()=T(N)

Montrons qu'elle est stable (pour le syseme de la ¢ nition 2.1.8 (p. 128)).
C'est imnediat, en utilisant le lemme 2.1.12 (p. 132) pour la egle [RED 0]
et le lemme 2.1.13 (p. 133) pour la egle [RED n].

Les deux mantiques sont bienequivalentes.

X

Ce qui ineresse avant tout dans I'execution d'un programme, c'est le
esultat, ou bien la valeur nale de la trace, si elle est nie, ou bien la di-
vergence (ou la non-terminaison), si elle est in nie. Si, conformementa la
tradition, on ajoute une valeur de non-terminaison, noke ?, une tracet
est donc abstraite ent, suivant la notation cep utilie. Il est alors pos-
sible de ecrire les deux sysemes dévaluation peedents, en ealisant cette
abstraction pour chaque egle.
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[ABS]
Xxe + Xxe
+e +tvy + e +vy + e[v2:x] + Vv [APP+] V1;V2;V2 V
eleZ + Vv Vl = Xe
e+ ?
[APP1-]
ere +?
+e + Vv e +7?
[APP2-] (vi12 V)
eje +7?
te+tvi + etw evo=x] + ? (APP3] ViV 2 V
e1e2 + ’) V]_ = Xe

Tab. 2.10 { Smantique par cecomposition : esultats d'execution

2.1.15 [e nition et proposition (Resultat d'execution)
Un esultat est soit une valeur, soit la valeur de divergence? .
Un programme a pour esultat si le jugemente + est valide, dans le
syseme de la table 2.10 (p. 135) ou celui de la table 2.11 (p. 136).
Le choix du syseme est indierent et tout programme sévalue en un et un
seul esultat.

Bemonstration

Comme tout programme possde une trace, il donne aussi au moins un
esultat, obtenu par I'un des deux sysemes d'inerence peedent,egala la
valeur nale de la trace, oua ? . Pour chaque syseme, la seule question est
l'unicie de ce esultat. Il est facile de montrer par ecurrence structurelle
sur les preuves nies que si un programme donne une valeur, alors il ne
donne pas d'autre esultat. On en deduit l'unicie du esultat pour ces deux
sysemes devaluation, puisqu'il n'y a qu'une valeur de divergence.

X

On pourra donc dsigner par Eval(e) le esultat de levaluation du pro-
gramme e, dans un des deux sysemes, indieremment.

Pour conclure, il apparat que la mantique par ecriture est beaucoup
plus simplea manier que la €mantique par cecomposition : moins de egles
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[VAL] (v2 V)

V4V

0 1
+ &0 e;d2 O
e+ v
— [RED+] @v2Vv A
e+r \Y e|r eO
e+ 2 e; 2 O
— [RED-] r0
e+ ? el e

Tab. 2.11 { Smantique par ecriture : esultats d'execution

d'inerence, methode de raisonnement naturelle avec la ecurrence sur la
suite des eductions. Cependant, si I'on restreint la £mantique par cecom-
position aux programmes convergents, le syseme d'inerence se simpli e, et
une methode de raisonnement naturelle est disponible, la ecurrence struc-
turelle sur les preuves de levaluation.

Ces conclusions sont conformesa la pratiqgue obsenee : la £mantique par
ecriture est souvent petee pour sa simplicie, la €mantique par cccom-
position restreinte aux programmes convergents.

Cette restriction semble particulerement recessaire lorsque la £mantique
pesente un caractre non-ceterministe, appeka disparatre lors du ra ne-
ment menanta l'impementation : par exemple, pour un langage purement
fonctionnel, I'addition peut étre consiceee comme une ogeration commuta-
tive, et on peut pekrer dierer le choix de l'ordre devaluation. En cas de
non-ceterminisme, les traces d'execution se composent par entrelacement,
ce qui rend dicile I'expression d'une £mantique par cecomposition -
nissant les traces d'eecution, et donc aussi la e nition des proprees
nitaires stables. D'une part, I'abstraction, qui fait passer des traces aux
esultats, est particulerement utile dans ce cas, d'autre part, la di cule

de raisonner avec les programmes divergents incite a se limiter aux seuls
programmes convergents.

2.2 L'observation comme cnotation
Par les sysemes d'inErence peedents, un esultat est attribte aux pro-

grammes, mais non aux termes possdant des variables libres. Il est cepen-
dant facile de passer des programmes aux termes, en envisageant les termes
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dans tous les contextes d'utilisation possibles. Consicerons un terme fai-
sant partie d'un programme. Lorsque le termee doit étreevalle 1°, des va-
leurs ontek substitlees aux variables libres de e. Il est donc su sant de
donner le esultat de levaluation de e apes avoir remplae ses variables
libres par des valeurs quelconques. Nous appelons une substitution de va-
leurs un environnement operationnel. Peciement, pour s'a ranchir de la
ependance visa-vis des variables libres, on & nit un environnement ope-
rationnel comme une application de I'ensemble des variables dans I'ensemble
des valeurs.Etant donre un environnement ogerationnel , une variable x

et une valeurv, on note : (x : v) I'environnement obtenu en modi ant la
liaison de x ainsi :

(
o def  (y) siy6x;
(t(xv)y) = v sinon.

Par la suite, on supposera que parcourt I'ensemble des environnements
operationnels, noe V. L'interpetation ogerationnelle d'un terme e associe
a tout environnement ogerationnel  le esultat de levaluation de € ], not
[el

el = Eval(e ):

Cette interpetation peut eétre k& nie sous la forme d'une £mantique de-
notationnelle. Munissons I'ensemble des esultats d'une application binaire
map \eri ant, pour toutes valeurs vi et vy :

map(?;?) = ?;
map(?;v2) = ?;
map(vy;?) = ?;
map(vi;ve) = Eval( vivo):

Autrement dit, I'application est stricte en chacun de ses deux arguments (ce
qui, pour le second argument, corresponda un appel par valeur), et calcule le
esultat de I'application du premier argument au second. Alors l'interpeta-
tion operationnelle \eri e lesequations suivantes, pour tout environnement
operationnel

xI = (x);
map([ xe] ;v) [el. (x:1v) (v valeur);
[e:1 €] map([ei] ;[e2] ):

19Plus peciement, c'est un descendant du terme e qui estevalie.
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Il ne s'agit pas \eritablement d'une £mantique denotationnelle, car la pro-
pree d'extensionalie n'est pas \eriee : si  f et g sont deux valeurs, legalie
pour toute valeur v de map(f; v ) et map(g; v) n'implique pas quef et g soient
egaux.
Par exemple, xI et xI1 (I etant I'identie), appliqesa n'importe quelle
valeur, donnent le méme esultat, |, et cependant ce sont deux valeurs dis-
tinctes.
Aussi lesequations peedentes ne permettent pas de construire par compo-
sition?? l'interpetation ogerationnelle d'un terme : la deuxemeequation ne
cetermine pas de manere unique la cenotation de I'abstraction, [ xe ] .
L'interpetation obtenue par la £mantique operationnelle donne des -
tails sur la structure interne, empéchant de cevelopper une treorie riche de
lequivalence entre termes, deux termesetantequivalents s'ils ont la méme
interpetation :

def
e=p€ , 8 2VX:[eg =[€T :
Il est aussi possible de comparer les termesa partir de leur interpetation,
une fois que I'ensemble des esultats est muni de la relation d'ordre ¢ nie
par ? <v, pour toute valeur v :
o def

e op€ 8 2Vv*: [ [€

Voyons la validie de quelques egles classiques permettant de comparer oge-
rationnellement des termes.

Le pe-ordre op n'est pas une congruence :

E— est valide.

X opX

e op€° _
— n'‘est pas valide
Xe op Xe

(prendre e= 1;e%=11).
0 0
e]_ op el 62 op 62

0 0
e]_e2 op elez

Elle \eri e la egle concernant la  -conversion,a condition de se limitera
des arguments cepevalles (c'est la -conversion) :

est valide.

20| a compositionalie est la possibilie de @ nir par ecurrence structurelle sur les
termes l'interpetation.
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est valide.

(xe)v=gpelv=x]
Toute substitution par valeur est compatible avec le pe-ordre ogerationnel :

e op€°

est valide.
ev=x] op €qv=x]

Enn, I' -conversion n'est pas valide :

n'est pas valide (prendree divergent).
Xex = e

Pour cevelopper une treorie plus riche, il est pegrable de s‘appuyer sur
I'observation des termes. Observer un terme, c'est l'utiliser pour observer les
esultats qu'il donne, et non pas seulement levaluer.

Comme nous l'avons vu en introduction de ce chapitre, il existe une treorie
maximale : c'est celle qui est induite par lequivalence contextuelle. Nous
allons c nir I'observation de manerea induire la theorie maximale, tout

en restreignant les contextes d'utilisation consicees : alors que lequivalence
contextuelle impose de placer chaque terme dans tout contexte d'utilisation
possible, nous nous limitons aux contextes applicatifs, comme nous allons le
voir.

2.2.1 Bisimilarie etequivalence contextuelle

Partons d'un terme e, dans un environnement ogerationnel . On peut
tout d'abord observer sa convergence, et s'il converge, observer son appli-
cationa chaque valeur, et ainsi de suite. Cette observation peut &tre repe-
sente par un arbre, dit observationnel Les arbres observationnels sont les
termes de la signature concete suivante. Une seule sorte est utilie, no-
ee 0; I'ensemble desetiquettes estegala la paire f? ;>g, ? repesentant
la divergence,> la convergence; lI'ensemble des positions est engende par
I'ensemble des valeursyY . Lesetiquette ? et > ont le pro | suivant :

?:(0! o;
>:0'! o:

Voyons comment associera un terme un arbre observationnel.
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2.2.1 D nition et proposition (Observation d'un terme)
Il existe une unique application associanta tout termee et tout environne-
ment operationnel  un arbre observationnel, note Obs(e)( ), et \eriant :

(i) si¢g ]diverge, alors Obsg)( )= ?;
(i) si€g[ ]converge, alors Obs§)( ) => (Obs(ev)( )vov :

L'arbre observationnel Obs(e)( ) est appek I'observation de e dans l'envi-
ronnement operationnel . L'application quia associe Obs(e)( ), noee

Obs(e), est appeke I'observation dee.

L'observation d'un programme e est incependante de I'environnement d'ob-
servation et on note Obs’(e) la valeur qu'elle prend en tout environnement.

Montrons dans un premier temps l'existence et l'unicie de l'application
e nissant I'observation.

Bemonstration
Ce nissons un syseme dequations ecursives d'inconnues (X (e. ))(e; )2 0 vX
par lesequations suivantes :

( ? si g ] diverge,

X(er) = -
> (X(ev; y)vav  si € ] converge.

Si pour tout terme e et tout environnement , Obs(e)( ) \eri e les conditions
(i) et (ii), alors la valuation e nie par (X(e, y) = Obs(€)( ) pour tout
couple (e; ) est solution du syseme. Comme le syseme admet une unique
solution, il existe une unique application veriant ( i) et (ii).
X

Avant de justi er que I'observation d'un programme ne cepend pas de I'envi-
ronnement, il est utile de ce nir un mode de raisonnement co-inductif pour
les observations, permettant de montrer legalie de deux observations. Il
e nit un ensemble de conditions su santes pour construire des preuves de
legalie des arbres observationnels, egalie d nie co-inductivement par le
syseme suivant :

(?;?)

(a=y; boy)vav

(a; b arbres observationnels6 ?):
(&b
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2.2.2 Lemme (Raisonnement co-inductif pour les observations)
Soit R une relation e nie sur les couples formes d'un terme et d'un envi-
ronnement ogerationnel, et \eri ant pour tout couple ((e; );(e® 9) appar-
tenanta R :
(i) € ] converge si et seulement s&J 9 converge,

(ii) si € ]converge, alors pour toute valeuw, ((ev; );(e’v; 9) appartient
a R.

Alors, pour tous termes e et €Y et tous environnements et 9 tels que

((e; ):(e* 9) appartienta R,

Obs(e)( ) = Obs(e)( 9:

Cemonstration

Pour chaque couple (€; );(e% 9) de R, on construit une preuve de lega-
lie Obs( e)( ) = Obs(e)( 9, en esolvant le syseme dequations ecursives
d'inconnues (X¢)c2r et forme desequations suivantes :

si g ] diverge,

8

§(0b8(e)( ); Obs(e)( 9)
Xer )i(ed 0 =
E (X(ev; );(eOv; O))v2V
~ (Obs(e)( );ObsE)( 9)

Ce systme est bien ¢ ni gracea la seconde hypotrese surR.

Pour la premere equation, on sait par la premere hypotlese sur R, que
e 9 diverge aussi, et donc Obs§)( ) = Obs(€)( 9 = ?. Pour la seconde
equation, on sait que €] 9 converge aussi, et donc Obg)( ) et Obs(e%)( 9
ne sont pas des observations triviales.

Ce syseme, quasi-uniforme et compatible avec le syseme d'inerence ¢k -
nissant legalie, ¢ nit donc des preuves de legalie des observations, par
la proposition 1.2.3 (p. 73).

X

si g[ ] converge.

Terminons la cemonstration de la proposition incluse dans la ¢ nition des
observations.

Bemonstration

On doit montrer que I'observation d'un programme ne cepend pas de l'en-
vironnement d'observation.

Soit R la relation ¢ nie par :

(e YR(® 9 T e=elnen O
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Les hypotteses du lemme 2.2.2 (p. 141) sont trivialement \eriees. Ainsi,
etant donre deux environnements, et © pour tout programme e, on a
Obs(e)( ) = Obs(e)( 9.

X

La c nition des observations aurait pu se limiter aux programmes, puis-
gu'on peut fermer n'importe quel terme par un environnement ogerationnel
pour l'observer.

2.2.3 Proposition (Fermeture d'un terme pour l'observation)
Soient e un terme et un environnement operationnel. Observer e dans
I'environnement estequivalenta observer le programmee| | :

Obs(e)( ) = Obse ]):

Emonstration
Soit R la relation ¢ nie par :

e )R 9 ¢ o ]=¢"

Les hypotleses du lemme 2.2.2 (p. 141) sont trivialement \eriees. On a
donc pour tout programme e et tous environnements ogerationnels et ©:

Obs(el 1)( 9
Obs®(e[ ) (e[ 12 9):

Obs(e)( )

X

L'observation est compatible avec lequivalence operationnelle.

Compatibilie de I'observation
avec kquivalence ogrationnelle )

Consicerons deux termese et eequivalents ogerationnellement. Alors ils
nmenent aux mémes observations :

2.2.4 Proposition (

e=qp €’ _
Obs(e) = Obs( €

Bemonstration
Soit R la relation & nie par :

def
(e )R(X 9 I = One=g e
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Les hypotreses du lemme 2.2.2 (p. 141) sont trivialement \eriees. On en
ceduit I'implication demancee.
X

A l'aide des observations, on peut construire une premere notion dequi-
valence entre termes. Deux termes sontequivalents s'ils nenent aux mémes
observations :

e=p & % Obs(e)=Obs(eY:

On dit que les deux termes sontbisimilaires (applicativement ou observa-
tionnellement).

Plutét que seulement consicerer cette equivalence entre les termes, il est
pektrable de ¢k nir un pe-ordre, la relation de similarie , dont la syne-
trisation donne lequivalence. Ce pe-ordre s'appuie sur une relation d'ordre
entre arbres d'observations, par laquelle on mesure le dege de convergence.
Cette relation d'ordre est engendee co-inductivement par le syseme d'ine-
rence suivant, qui rappelle celui de legalie entre arbres observationnels :

(a arbre observationnel);
(?;a)

(azy; boy)vav

(a;b8 ?):

(a;b
On \eri e aiement que la synetrisation de cette relation donne legalie
peedemment ¢ nie. Aussi, comme nous l'avons vu au premier chapitre
(cf. x1.2.2 (p. 79)), cette relation peut se c& nir comme extension aux arbres
(en tant que fonctions) de la relation d'ordre & nie par ? < > :

a b,8 V2V raVv) bv):

La relation de similarie se c nit alors ainsi :

e 5 % Obse ObsE):

al la relation d'ordre entre les observations se ceduit naturellement de la
relation d'ordre e nie pour les arbres d'observation :

def

. 8

Obs(e) Obs(eY 2VX: ObsE)( ) ObsE} ):
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Lorsquee g €% on dit que e?simule e.
L'ensemble des arbres observationnels possde un plus petiteement? , et
un plus grand, solution de lequation suivante :

X=>(X)v2v :

Ces deux arbres observationnels correspondenta des observations de pro-
grammes, comme l'indique la propositiod! suivante.

2.2.5 Proposition (Observations minimale et maximale)
Il existe un programme, NOE pax, \eri ant :

Obso(pmax) => (Obso(pmax))vzv :

Il existe un programme, noe p.i,, tel que :
ObS’(Ppin) = ?

L'icke est de prendre pour py, un programme divergent et pour p,., e
programme inni y y::: , qu'on ¢ nit comme point xe du combinateur
K,egala x yx

Bemonstration
Ce nition de p ax
Soit K = x yx . Denissons un combinateur de point xe :

€18 (f);

al pour tout terme f,

B(f) % c(f)c(f);

C(f )etant ¢k ni par
CH)E x (f(xx)) (x2FV(f)):

et (f) ealisant!|" -expansion def, soit

)% xfx  (x2FV(f)):

Be nissons ainsi p yay :

Pmax = (KB (K)):

ZlC'est l'adaptationa |'appel par valeur d'une proposition de l'article d'Abramsky de-
veloppant la treorie du  -calcul paresseux (cf. [4, Prop. 2.7]).
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On \eri e facilement que pour toute valeur Vv, pny.y vV Se eduit en ppa,. On
en ceduit le esultat.

Ce nition de p min
lsutde cenirp ., ainsi:

def
Pmin = ( XXX ) (XXX ):

Ainsi pin Se eduit en lui-méme et diverge.
X

Iccalement, la bisimilarie devrait correspondrea lequivalence contex-
tuelle, quiegale deux termes lorsqu'aucun contexte d'utilisation ne permet
de les distinguer. De m&me, la similarie devrait correspondre au pe-ordre
pour lequel un terme est inkrieura un autre lorsqu'aucun contexte d'utili-
sation ne permet d'observer la convergence du premier et la divergence du
second. C'est ce que nous allons voir maintenant.

Etant donre une expression C, le contextea une place assocea C?? est
l'application quia tout terme e associe le terme obtenu par la gre é dans
C de e en toute occurrence de la place 2*. On note C[e] le esultat de la
gre e (qui pourra en certaines occasions &tre consitee comme une expres-
sion, et non un terme), etC;; le contexte.

Par exemple, siC; = x ,Co =y ete= x, alors C1]€] est l'identie,

XX , et Cy[€] le terme yx 2.

Le fait qu'on ne puisse pas distinguer deux termes dans un contexte donre
peut s'exprimer ainsi : les deux programmes obtenus en plecant les deux
termes dans le contexte ou bien divergent ensemble, ou bien convergent en-
semble. Autrement dit, seule la convergence peut &tre obsenee. Se pecise
ainsi la notion dequivalence contextuellepesente en introduction du cha-
pitre.

2.2.6 xnition ( Equivalence contextuelle)
Deux termese et € sontequivalents contextuellement si dans tout contexte
C;; faisant de C[e] et C[eq des programmes,C[€] converge si et seulement

22| application associant le contextea I'expression ne passe pas au quotient par I' -
conversion, car un contexte (en tant qu'expression) peut lier les variables libres des termes
grees.

%L a gre e,a la dierence de la substitution, autorise la capture des variables libres par
le contexte, lors du remplacement de la place par le terme.

240n rappelle que cette variable est eseneea ce seul usage, ce qui signi e qu'elle ne
peut pas étre lee.

2 0n remarque que C; et C, repesentent le méme terme, mais Cip et Cz[; sont deux
contextes dierents, puisque Ci[e] 6 Cy[€].
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si C[e9 converge.

Clel;cle92 ©°) (Cle] +?, C[e&Y+ ?):
Assocea cetteequivalence, un pe-ordre contextuel peut étre de ni.

2.2.7 [ nition (Pe-ordre contextuel)
Un terme e converge contextuellement moins (ou diverge contextuellement
plus) qu'un terme €° si pour tout contexte C;; faisant de Cle] et C[eq des
programmes, la convergence d€[e] implique celle deC[eY.

Cle;Cle12 °) (C[e1+7?) Clel+?):

Lequivalence contextuelle est donc la synetrisation du pe-ordre contextuel :

t .
c = ¢\ c:

Intuitivement, il est clair que lequivalence contextuelle entra™e legalie
des observations, puisque moins de contextes sont en jeu lorsque se construit
l'observation. Pecisment, supposons quee et €° soientequivalents contex-
tuellement. Pour obtenir legalie des observations de e et €° on va raisonner
co-inductivement, comme peedemment. On aimerait donc avoir, pour tout
environnement operationnel

{ €[ ] converge si et seulement s&J ] converge,

{ si e[ ] converge, alors pour toute valeurv, €] Jv et €] 9v sont contex-

tuellementequivalents,
si bien que le lemme 2.2.2 (p. 141) pourrait alors s'appliquer.
Etablissons donc ces deux proprees de lequivalence contextuelle, en les
cereralisant et en les formulanta partir du pe-ordre contextuel.
De nissons tout d'abord une congruence.

2.2.8 [ nition ((Pe-)Congruence)
Une relation ¢k nie sur I'ensemble des termes est unepe-congruencesi elle
est stable pour le syseme d'inerence compos de toutes les egles des formes
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suivantes :
~_[CONG-VAR] (x var.);
(X; )
_E9 [CONG-ABS] ;
(xe; xe 9

(e1;€)) (e €))
(e1e; €Y €9)

C'est une congruencesi c'est de plus une relation dequivalence.

[CONG-APP] :

Une autre formulation de la propree de congruence utilise des contextes
a plusieurs places, les placesetant des variables eseneesa ce seul usage,
et noees 1;:::; n;:::. Si C est une expression, lecontextea n places

associe le terme obtenu par la gre e simultaree dansC de e; en chaque
occurrence de 1, de e; en chaque occurrence de ,, etc. Cette image est

alors un contextea zro place, I'image C[]etant alorsegalea C.

2.2.9 Proposition (Pe-congruence et passage au contexte)
Une relation & nie sur I'ensemble des termes est une pe-congruence si et
seulement si elle est stable pour le syseme d'inerence compos de toutes les
egles de la forme suivante :

. 40 . A0
e;;€)) i1 (e;€
(€61 f)” ”)O [CONG-CONT] & O
(Cler;:::;en]; Cleds s en) (] Contexte.
Bemonstration

La stabilie dans ce syseme d'inErence est evidemment su sante. Pour
montrer qu'elle est recessaire, on proede par ecurrence structurelle sur le
contexte, sans aucune di cule.

X

Il est clair que lequivalence contextuelle est une congruence.

2.2.10 Proposition (Congruence de kquivalence contextuelle)
Le pe-ordre contextuel est une pe-congruence et lequivalence contextuelle
une congruence.
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Be2monstration
Examinons les dierentes egles.
[CONG-VAR]
C'est imnediat.
[CONG-ABS]
Immediat.
[CONG-APP]
Supposonse; ¢ €l ete; ¢ €. On doit montrer que e;e; ¢ €9€).
Soit C[; un contexte faisant de e; e, et de €} €} des programmes. On a
successivement :

Cle}e)] +?) Cle€)] +?) Clae] + ?;

en appliquant I'hypottese aux contextes (C[ €J]);; et (Cler ])[;**.

Le pe-ordre contextuel est donc une pe-congruence. Par syrmetrie, lequi-
valence contextuelle est aussi une pe-congruence ; comme c'est une relation
dequivalence, c'est bien une congruence.

X

Voyons maintenant le passage au quotient des substitutions par valeurs.

Equivalence contextuelle : passage au quotient
des substitutions par valeurs )
Soient e et € deux termes, etv et vO deux valeurs.
{ Supposons quee et v convergent contextuellement moins que® et
v respectivement. Alors e[v=x] converge contextuellement moins que
eJv:x].

Proposition (

e ceo \ cVO

.0 .
ev=x] ¢ eqvEx] (viviz V):

{ Supposons quee et €° soient equivalents contextuellement, de méme
quev et V0 Alors e[v=x] et €Jv®x] sontequivalents contextuellement.

_ 0 g 0
e=ceée VvV=cV
(v;vO2 V) :

e[v=x] = ¢ eJvix]

Bemonstration

Supposonse ¢ €2et v ¢ v0 Consicrons un contexte Ci faisant de
Clelv=x]] et de C[eqv%X]] des programmes, ce qui implique qué& ne pos-
sde aucune variable libre (autre que la place ). On veut montrer que

BC[ e]etCler ]repesentent iciles expressions obtenues par gre e, et non les termes.
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si C[eJv®:x]] diverge, alorsC[e[v=x]] diverge. Comme les variables libres de
e[v=x] et eJv%x] sont distinctes dex, les programmesC[e[v=x]] et C[ev%X]]
sont -convertibles en deux programmesCYe[v=x]] et CJeqv:x]], au Clest
une expression dont les variables lees sont distinctes dg.

On remarque que (xC Ye]) v se eduit en CYelv=x]], comme (xC &) v°
en CYeJv&x]]. Il est doncequivalent de montrer que si (xC 4e9) vOdiverge,
alors (xC 9e]) v diverge.

Cette implication decoule de l'iregalie ( xC Ye))v ¢ (xC 9e9) v conclu-
sion valide de la egle [CONG-CONT], avec le contexte (xC 9 1]) 2)[2]
puisquee ¢ e'etv ¢ V0

La propree pour lequivalence contextuelle se ceduit par synetrie.

X

Pour l'observation des termes, et le syseme dequations ecursives la c -
nissant, plutdt que raisonner par unicie de la solution, on pegre raisonner
par co-induction directementa partir de relations, suivant un principe voisin
du lemme 2.2.2 (p. 141) cep vu pour legalie.

2.2.12 Proposition (Raisonnement co-inductif pour les simulations)
Soit R une simulation, c'esta-dire une relation entre termes \eri ant :

(i) pour tout couple (e; &) deR, et tout environnement , si € ] converge,
alors €] ] converge,

(i) pour tout couple (e; &) deR, et pour toute valeurv, le couple(ev; €v)
appartienta R.

Alors la relation R est incluse dans la relation de similarie :
8e;:eRe) e g

Cemonstration
Pour tout couple (e;é) de R et tout environnement , on construit une
preuve de Obsg)( ) Obs(E)( ), en e nissant un syseme dequations
ecursives, d'inconnues X e:e: )e.2r: 2vx €t dequations :

8

E(Obs(e)( ); Obs(e)( )) si Obse)( )= ?;

Xee): =
E (X(ev;eov); )v2V
* (Obs(e)( ); Obs(€)( ))
Par la seconde hypothese sumR, le syseme est bien ¢ ni. Pour la seconde
equation, si Obs(e)( ) 6 ?, alors par la premere hypotrese, Obs(€)( ) 6 2.

siObsE)( )6 ?:
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Ce syseme quasi-uniforme est donc compatible avec le syseme e nissant
I'ordre entre les arbres d'observations. D'apes la proposition 1.2.3 (p. 73), il
en esulte que pour tout couple (e; &) de R et tout environnement , la valeur
de l'unique solution en ((e; €); ) estune preuve de Obs§)( ) Obs(EY( ).

X

Comme annone@, on montre maintenant que lequivalence contextuelle en-
tra'me la bisimilarie.

2.2.13 Proposition ( Equivalence contextuelle implique bisimilarie)
Soient e; et e; deux termes. Sie; converge contextuellement moins quey,
alors e, simule e; :

8ej;e2: €1 ce) e pe:

Si e; et & sontequivalents contextuellement, alors ils sont bisimilaires :

8ep,e:€1=c€) € =ge:

Bemonstration

On applique la proposition 2.2.12 (p. 149). Les conditions sont \eriees par

le pe-ordre contextuel, puisque ce sont des consequences des propositions
2.2.11 (p. 148) et 2.2.10 (p. 147) respectivement. Par synetrie, on ceduit la
propret pour lequivalence contextuelle.

X

La eciproque est plus ctlicate, comme on pouvait s'y attendre. C'est I'objet
du paragraphe suivant que de la montrer.

2.2.2 La nethode de Howe

Suivant la methode de Howe, on va montrer que la similarie est une
pe-congruence. Dans ce cas, s° simule e, pour tout contexte C 1. le pro-
gramme C[e9 simule C[e], et donc C[e] diverge si C[e] diverge. Puis, par
symetrie, la bisimilarieegale lequivalence contextuelle.

Pour montrer la propree de pe-congruence, onetend la relation de simila-
rie de manerea obtenir une pe-congruence eta \eri er les conditions de la
proposition 2.2.12 (p. 149). Par co-induction, on deduit que cette extension
est contenue dans la relation de similarie : elle est doncegale, ce qui fait de
la similarie une pe-congruence.

La di cule eside dans la & nition de I'extension. La similarie \eri eevi-
demment les conditions de la proposition 2.2.12 (p. 149). Des proprees de
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congruence, seule la egle concernant I'application pose probeme : & et €9
simulent respectivemente; et ey, il n'est pasevident que e‘{ eg simule e; es.
Recapitulons les proprees que doit \eri er une extension potentielle R :
{[EXT]: 8 R,
{ [CONG] : R est une pe-congruence,
{ sile couple de termes €; &) appartienta R,
{ [CO-IND1] : pour tout environnement , si e[ ] converge, alorse] ]
converge,
{ [CO-IND2] : pour toute valeur v, (ev; V) appartienta R.
La dernere condition [CO-IND2] se ceduit des proprees de pe-congruence,
et est donc inutile.
Consicerons un couple de termes €; €) de R et un environnement . On peut
penser que €[ ];eJ ]) appartient encorea R : c'est une nouvelle condition,
[ENV]. Supposons ques[ ] converge versxa . Il est raisonnable de supposer
que le couple (xa; e J ]) appartienne aussiaR : c'est une dernere condition,
noee [RED]. On aimerait pouvoir ceduire de xa R e ] la convergence de
€T ], ce qui donnerait [CO-IND1]. Tentons de ¢ nir R par un ensemble de
egles d'inerence. Essayons donc, assez naturellement, la egle

(xa; xa 9
(xa;eq])

ou, mieux, en combinaison avec la egle de congruence concernant l'abstrac-
tion, de manere a rendre le syseme ceterministe (un jugement ( e;€) ne
pouvant alors étre la conclusion que d'une seule egle), assurant ainsi que le
jugement (xa;e q ]) se ceduit bien de cette egle,

(a; @)
(xaeq 1)

On peut eereraliser cette formulation aux deux autres egles de congruence.
Ainsi, la relation R ¢ nie inductivement par ces egles d'inerence \eri e
[CONG] et [CO-IND1]. Il restea \eri er [EXT], [ENV] et [RED]. Pour ce-
nir une extension, le plus simple est de remplacer la fermeture e exive
et transitive de la relation de eduction par la similarie, qui la contient. Il
s'awere que les conditions [ENV] et [RED] sont alors \eriees, comme nous
allons le voir formellement.

L'extension met en relation un terme avec tous les termes de méme
structure, modulo la similarie. Cette construction se gereralisea tout pe-
ordre.

11" xa9;

€ 1" xa9:
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e X °
i) (xb0 @
(xb;e)

(aa;e1) (aze)
(a1az;€)

(e1e2 €

Tab. 2.12 { Extension de Howe

2.2.14 [ nition (Extension de Howe d'un pe-ordre)

2.2.15

Soit une relation de pe-ordre (e exive et transitive). L'extension de
Howe du pe-ordre , noke est la relation binaire sur les termes en-
gendee inductivement par le syseme d'inerence de la table 2.12 (p. 152).

Etablissons quelques proprees universelles de

Proposition (Proprees universelles de l'extension de Howe)
L'extension de Howe du pe-ordre \eri e les proprees suivantes :
{ La relation est e exive.
{ La relation est stable par compositiona droite avec le pe-ordre
0
e e
- (& &%:
e 00
{ La relation est une extension du pe-ordre
{ La relation est une pe-congruence.
Cemonstration
Re exivie

Il est facile de construire une preuve des e, par ecurrence structurelle
sur e, en utilisant la e exivie de

( )
C'est immediat, par ecurrence structurelle sur la preuve de e e® en
utilisant la transitivie de

Onae e, par e exivie, etsi e € alors d'apes la propree peedente,
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e el

Pe-congruence
Il sut de consicerer la e nition, et d'utiliser la e exivie de
X

Desormais, nous nous ineressonsa l'extension de Howe assoceea la si-
milarie, g .
Avant detudier le comportement de cette extension relativementa la educ-
tion, il est utile de connatre celui de 5.
Tout d'abord, ineressons-nous aux substitutions.

2.2.16 Lemme (Similarie : compatibilie des substitutions par valeurs)
Soient e et e tels quee® simule e. Alors pour toute valeur v, eJv=x] simule

e[v=x].

e g€

(v2V):

elv=x] g eJv=x]

Eemonstration
Consicerons un environnement . On a:

Obs(e[v=x])( ) Obs®((e[v=x])[ 1) (prop. 2.2.3 (p. 142))
= 0bs’(e[: (x : V)]
= Obs(e)( :(x :V)) (prop.2.2.3 (p. 142))
Obs(€)( : (x : v)) (hyp.)
Obs(EJv=x])( ) (idem),

ce qui montre queeJv=x] simule e[v=x].
X

Ensuite, voyons la compatibilie de I'applicationa une valeur avec la simi-
larie.

2.2.17 Lemme (Similarie : compatibilie de I'applicationa une valeur)
Soient e et € deux termes tels que® simule e, et v une valeur. Alors e’

simule ev.
0
e pe€
5 (v2V):
ev pev
emonstration
Supposonse g €°
Soientv une valeur et un environnement.

Si ] ] diverge, alors eV)[ ] diverge et ObseVv)( ) Obs(ev)( ).
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Sinon, on a Obsg)( ) = > (Obs(eVv)( ))v et ObsEY)( ) = > (Obs(e’V)( ))v,
et Obs(eVv)( ) Obs(ev)( ) est une des pemisses du jugement valide
Obs(e)( ) ObsE)( ).

X

En n,etudions la composition de la similarie avec lequivalence ogeration-
nelle.

Similarie : stabilie par composition
avec kquivalence ogrationnelle )

Soiente, a, e’et a’quatre termes tels que’simule e, e et a soientequivalents
operationnellement, de méme quee et a° Alors a° simule a.

2.2.18 Lemme (

B e

(e=op ) (eO: op a() :

a pa
Bemonstration
Soit R la relation entre termes & nie par :

ode . D. 0 _ 0_ 0.
aRa’% e e e e=gpan e”=q

Montrons que c'est une simulation.

Soit (a;a% dans R, auquel on associed; &) par la c nition de R.
Consicerons un environnement . Si a[ ] converge, alorse[ ] converge par
equivalence operationnelle, donc €] ] par similarie, puis aj ] parequiva-
lence operationnelle.

Consicerons une valeurv. Par le lemme peedent, on aev g edv, et par
les proprees de lequivalence ogerationnelle, ev =,, av et ev = op adv.
Finalement (av; &%) appartient biena R.

R est donc une relation de similarie, et par la proposition 2.2.12 (p. 149),
on ceduit le esultat annone.

X

Ces lemmes vont nous servira cemontrer les deux proprets ineressantes
de g , sa stabilie par eduction et la peservation de la convergence.

2.2.19 Proposition (Similarie : extension et eduction)
La relation g \erie les proprees suivantes :
{ les substitutions par valeurs passent au quotient par g

e g & v g VW

. 02 .
ev=x] & eJv:x] (viv'2 V);
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{ I'extension de la similarie est stable par eductiona gauche :

e g €

(S]] Beo

(e e):

{ la convergence est pesenee par l'extension de la similarie :
sie g €eYete converge, alorse’ converge.

Bemonstration
Passage au quotient des substitutions par valeurs
On montre par ecurrence structurelle sur e que sie g €eetv g Vv
(pour deux valeursv et V9, alors elv=x] g €eJv%x].
e= x
Parcenitonde x g € onax gé€°
puis par le lemme 2.2.16 (p. 153)y° g eJv%=x].
Commev g VPpar hypottese, on ceduit de la propree (g B) B
quev g eJv%x].
e=y (y86x)
Onay g €° puis par le lemme 2.2.16 (p. 153)y[v:x] g efv%x],
soity g eJv:x], donc par ¢ nition, y g eJv%x].
€= Yye:
Par e nition de ye; g €7 il existe €] tel que ye$ g e’ete; g €.
Puis, d'une part :

0

(yedvEx] s efvix] (lem. 2.2.16 (p. 153)),
d'autre part :

eiv=x] g €JvEx] (hyp. de ec.),
yeiv=x] g yeSvEx] (congruence).

Comme ( g B) B , On ceduit des troiseme et premere iregalies
peedentes que (ye1)[v=x] s eJvEx].

€= €16
Par ¢k nitonde e;e; g €7 ilexiste €f et el tels queele) g ele g €
ete, g €.

De I'hypottese de ecurrence, on ceduit ei[v=x] g €J[v:x] et exlv=x] 5
eS[v=x], du lemme 2.2.16 (p. 153)[vEx]QvEx] 5 eqvEx].
On en ceduit que efv=x] g €eJv%:x].
Stabilie par eductiona gauche
On montre par ecurrence structurelle sur le contexte de eduction E que si
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Elr] & €etE[r]!" E[rY (pour un radical r), alors E[r9 g €
E= ;r=(xb)v;r%= pv=x]
Comme (xb)v g € il existe f, a et Ptels que
xb
v

b
xb ©

Dev g a, il vient que a simule une abstraction, donc converge vers une
certaine valeur v% qui verie a=g v% On en ceduit que v g v Comme
fvP=g, fa, du lemme 2.2.18 (p. 154) appliqea fa g €’ on obtient
fvo gl
D'apes la propree peedente, bv=x] g bv:x]. Puis :
BvEx] =g (xb 9o
(xb9v® 5 fvO (lem.2.2.17 (p. 153), xb? g f);

fvl 5 &

B
B

fa B €
B
B

Finalement, par transitivie, bJv:x] g €°

puis par la propree (g B) B.,bv=x] g €°
E=VEE[r]! E[r9

CommeVvEqr] g €°il existe f et a tels que

fa g €% (2.4)
Eir] 8 a; (2.5)
v g f: (2.6)

Par hypottese de ecurrence, E1[rY g a, et comme g est une con-
gruence,VE1[r9 g fa. De la propree ( g B) B , on ceduit
VE]_[I’(] B e

E=EiaE[r]!" E[r9
Le raisonnement est analogue au peedent.

Peservation de la convergence
Supposonse g €Y et que e converge versxa . D'apes la propree pe-
®dente, xa g €°; par ¢ nition de I'extension, il s'ensuit que €°simule
une abstraction, et donc converge.
X

Cette proposition nous permet de montrer les deux conditions manquantes
mentionrees en introduction, [ENV] et [RED]. Nous pouvons donc conclure.
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2.2.20 Treoeme (Bisimilarie etequivalence contextuelle)
Soient e et €° deux termes.
{ e’simule e si et seulement sie converge contextuellement moins que®.

e g€, e cé€
{ e et €9 sont bisimilaires si et seulement sie et € sont equivalents
contextuellement.

Cemonstration

Cetait I'objet de la proposition 2.2.13 (p. 150) de montrer que le pe-ordre
et lequivalence contextuelsetaient inclus dans les relations de similarie et
de bisimilarie respectivement. Voyons donc la eciproque.

Larelation g erie:

{ B B (proposition 2.2.15 (p. 152)),

{ B estune pe-congruence (proposition 2.2.15),

{ sie g €° alors pour tout environnement , par passage au quotient
des substitutions par valeurs (proposition 2.2.19 (p. 154)),e[ 1 B
€Y ], puis par peservation de la convergence (proposition 2.2.19), la
convergence deg[ | implique celle deeY 1.

L'extension g estainsi une simulation et par la proposition 2.2.12 (p. 149),
on ceduit que g B, SOit nalement que g= p . La relation de simi-
larie est ainsi une pe-congruence.

Supposons que simule e, et soit C; 7 un contexte faisant de C[e] et C[€9
des programmes. Par congruenceG[eq simule C[e], et donc siC[e] converge,
alors C[€9 converge. On a ainsi monte quee converge contextuellement
moins quee®

Par synetrie, on ceduit que la bisimilarie est incluse dans lequivalence
contextuelle.

X

2.2.3 La £mantique observationnelle

Il est cesormais possible de donner une ®mantique denotationnelle a
notre langage, a partir des observations : cette £mantique, equivalente au
moctle des termes, est competement acequate. L'objectif > initialement
est ainsi rempli. Plutdt que seulement construire cette £mantiquea partir
des observations, nous allons adopter une approche axiomatique : seront
ainsi mises enevidence des conditions qui ceterminent de manere unique @
un isomorphisme pes) cette £mantique, qu'on quali era d'observationnelle.
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L'inerét de cette axiomatisation tient au nombre eduit des axiomes eta
leur caracere naturel.

Au pealable, une  nition pecise des £mantiqgues dcnotationnelles
s'impose. Par la suite, on consicere la signatureA, formee d'un unique sym-
bole fonctionnel d'arie deux, map, repesentant I'application. Pour simpli-
er, toute interpetation de map seraegalement noee map, ce qui prati-
quement ne posera pas de probemes. Und -algebre ordonree poinee 27 est
e nie par

{ un ensembleD et unekment ? n'appartenant pasa D, dont la eunion

D[? estnoeeDs,,

{ une relation d'ordre , e nie sur D, et admettant pour plus petit

eement ?,

{ une application map : D» D, ! D>, croissante et stricte en ses

deux arguments.
Enn, un D-environnement est une application de I'ensemble des variables
dans l'ensembleD. Etant donre un D-environnement , une variable x et
uneement d de D, on note :(x : d) I'environnement obtenu en modi ant
la liaison de x ainsi :

(
o def (Yy) siy8éx;
(:(x:d)(y) = d sinon.

2.2.21 & nition (&2mantique enotationnelle)
Une £mantique denotationnelle du -calcul paresseux avec appel par valeurs
est & nie par :
{ une A-algebre ordonree pointe, (D, ; ;map), dontle domaine c nit
I'ensemble des cknotations,
{ une interpetation quia tout terme e eta tout D-environnement
associe une cenotation dansD -, noee [€] ,
\eri ant trois proprees :
{ [EXT] (extensionalie de ( D,; ;map))

8f:f °2D: (8d2 D: map(f;d) map(f®d)) f f9;

{ [REC] (compositionalie)

27| 'usage est de quali er une algebre en decrivant son domaine, ses operations devant
alors \eri er une condition naturelle assoceea ces quali catifs.
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l'interpetation \eri e lesequations ecursives suivantes :

xI = (x);
map([ xe] ;d) Lel (x :d) (d2D);
[e1 o] map([ei] ;[ed );

{ [VAL] (correction des cenotations de valeurs)
l'interpetation d'une valeur est une cenotation non triviale :

8v2Vv:8 2DX:[v] 6 ?:

Etant donre une telle £mantique denotationnelle, on ¢ nit sur les termes
un pe-ordre, p, et la relation dequivalence assocee, =p, par

def

e pe® 8 2D%: [ [ ;
def

e=pe® ¢ e pere pe:

Pour se convaincre de la pertinence de cette ¢ nition, montrons quelques
lemmes classiques, et bien utiles par la suite. Pour la £mantique tnota-
tionnelle consiceee, on reprend les notations de la & nition 2.2.21; par
environnement, on entendD -environnement.

Tout d'abord, l'interpetation d'un terme ne cepend de I'environnement que
par ses variables libres.

2.2.22 Lemme
Soit e un terme. Consicerons deux environnement et Otels que pour toute
variable libre x dee, on ait ( x)= {x). Alors

[el =1[el o:
Cemonstration
A chaque termee, on associe la relation dequivalence entre environnements
e, (B nie par :
o def . _ .
R . 8 X2FV(e): (x)= Ux):
On montre par ecurrence structurelle sur e que 8 ; ©°: e 0) [e =

[€e] o. Pour chaque cas de la ecurrence structurelle sue, on consicere deux
environnements et 9 \eri ant e ©
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e= X
Ona:
xI = (x)
= %) (x2FV(e)
= [X] o:
e= xa
On a, pour tout d de D :
map([ xa] ;d) = [a] (x:d)

|[a]] O(x:d) (hyp- de EC-)
map([ xa] o;d):

On concluta legalie de [ xa] et [ xa] o par extensionalie ([EXT]),
comme [xa] et[ xa] oappartiennenta D (d'apes [VAL]).

e=e e
Ona:

map([ei] ;[e2] )
map([ei] o;[e2] o) (hyp. de ec.)
[erer] o:

[eier]

X

En particulier, l'interpetation d'un programme e ne cepend pas de I'envi-
ronnement d'interpetation : on notera [ €]. cette cenotation constante.
Substituer une valeura une variable revienta la lier dans I'environnement
a l'interpetation de la valeur.

Substitution par valeur )
et liaison dans I'environnement
Soient e un terme, v une valeur et un environnement. Alors :

2.2.23 Lemme (

[e[V:X]]I = I[e]l (x:Ivl.) :

EEmonstration

On montre le esultat par ecurrence structurelle sur e. Les case = v,
e= X et e = e & se cduisent directement de la d nition inductive de
l'interpetation ([REC]). Le seul cas intressant est donc e = ya (avec
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y 6 X).
On a, pour tout dde D :

map([(ya)lv=] ;d)

map([ ya[v=X]] ;d)

[alv=x]] y:q)

= [al :x:p1)y:p  (hyp. de ec.)
map([ yal] :(x:|[v];);d):

On concluta legalie de [( ya)[v=x]] et[ya] :x:[v ) par extensionalie
([EXT]), comme ces deux cenotations appartiennenta D (d'apes [VAL]).
X

Ainsi, les substitutions par valeurs passent au quotient par lequivalence
cenotationnelle = p.

Lequivalence cenotationnelle forme une congruence, ce gu'exprime ce lemme
de manere un peu plus gererale en consicerant le pe-ordre denotationnel.

2.2.24 Lemme (Pe-congruence de D)
Le pe-ordre cenotationnel forme une pe-congruence, et lequivalence ceno-
tationnelle une congruence.

Bemonstration
On \eri e la stabilie de b pour les egles [CONG-VAR], [CONG-ABS] et
[CONG-APP] (cf. ck nition 2.2.8 (p. 146)).
[CONG-VAR]
Imnediat.
[CONG-ABS]
Supposonse; p e.0Ona:

map(l[ Xe l]l ;d) I[el]] (x:d)
I[eZ]] (x:d) (hyp)

map([ xe 2] ;d):

On conclut que [ xe 1] [ xe 2] par extensionalie ([EXT]), comme
ces deux cenotations appartiennenta D (d'apes [VAL]), ce qui prouve que
Xeé1 p Xéo.

[CONG-APP]
C'est imnediat par croissance de map.
X

Il est maintenant possible de peciser le rapport entre la mantique ogera-
tionnelle et la £mantique denotationnelle.
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Stabilie des classes
2.2.25 Lemme ( modulo Equivalence enotationnelle )
parevaluation
Supposons gue converge versv. Alors :

[el. =[VI. :

Bemonstration
Montrons que sie; se eduit en ey, alors [ei1]. = [e-]., en proedant par
ecurrence structurelle sur le contexte devaluation. On conclut ensuite par
ecurrence sur la longueur de la trace.
On consicere la eduction E[( xa ) V] 1" E[a[v=X]].

E =
Soit un environnement quelconque. On a successivement :

[(xa)v] map([ xa] ;[v] ) ([REC])

|[a]| (x vl ) ([REC])
[alv=x]] (lem. 2.2.23 (p. 160)):

E=E%OUE =vVE?®
Le esultat decoule par congruence (lemme 2.2.24 (p. 161)) de I'hypottese
de ecurrence.
X

On peut en ceduire la peservation de la convergence.

2.2.26 Corollaire (Peservation de la convergence)
L'interpetation denotationnelle peserve la convergence :
{ [CONV] (peservation de la convergence)

g8e2 % :(e+?)) [el. 6 7?:

Bemonstration

Si le programmee converge versv, alors par le lemme 2.2.25, §]. = [V]..
Commev est une valeur, par [VAL], [v]. 6 ?, soit [e]. 6 ?.

X

La eciproque est une propreeeminemment souhaitable : en e et, elle im-
pligue que la €mantique cenotationnelle est acequate.

2.2.27 Proposition (Acgkquation de la £mantique anotationnelle)
Supposons gue l'interpetation cenotationnelle peserve la divergence :
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{ [DIV] (peservation de la divergence)

8e2 %:e+?) [e] =7:

Alors la #mantique cenotationnelle est acequate :

le pe-ordre cenotationnel p est inclus dans le pe-ordre contextuel c,
tout comme lequivalence cenotationnelle =p dans lequivalence contextuelle
=c.

Cemonstration

Supposons [DIV].

Soient deux termese et e9\eriant e p €2 et soit C 1 un contexte faisant
de e et de €° des programmes.

On montre que siC[e? diverge, alorsC[e] diverge, ce qui nous permettra de
conclure quee ¢ €°

Supposons donc queC[e’ diverge.

Comme p estune pe-congruenceCle] p C[eY. Par[DIV], on a|[C[e‘]]|; =
?, puis par majoration, [C[e]]. = ?, dont on dceduit par [CONV] en contra-
posant que Cle] diverge.

Par syretrie, on ceduit le esultat pour lequivalence denotationnelle.

X

Venons-en maintenanta la construction d'une £mantique cenotation-
nellea partir des observations.
Soient O I'ensemble des observations non triviales :

o € obsov):

et O, l'ensemble des observations :

0, € g O:

Ce sont les observations qui vont servir de cenotations. La ¢k nition de la
£mantique observationnelle va étre paranetee par une application \eri ant
certaines proprees, cependant nous montrerons gu'elle est incdependante du
choix de l'application. On supposera en e et la donree d'une application
¢k nie sur I'ensemble des observationsO-, et \eri ant :

{ (?) est un programme divergent,

{ pour toute observation non triviale d (dierente de ?), (d) est une

valeur \eri ant
Obs’( (d)) = d:
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On en ceduit que pour toute observation d, on a Ob2( (d)) = d. Aussi,
est croissante et injective, puisqu'on a lequivalence suivante, pour tout
couple d'observationsd; et d, :

di d2, (d1) B (di):

Autre propret importante que nous utiliserons : si e est un programme,
alors (Obs’(e)) et e sont bisimilaires.

Bien sor, il existe une telle application, puisqu'on peut prendre comme pro-
gramme divergent (xxX )( xxX ) et qua toute observation non triviale, il
est possible d'associer une valeur \eri ant la propree par c nition.

Gracea une telle application, I'ensemble des observations, qui est cea or-
donre par I'ordre induit et posede ? comme plus petiteement, peut étre
muni d'une operation map, le transformant en une algebre ordonree poinke.

Ensemble des observations : )

la structure algebrique

Soit  une application ¢ nie sur I'ensemble des observationsO, et \eri-
ant :

2.2.28 [® nition et proposition (

(i) (?) est un programme divergent,

(i) pour toute observation non triviale d (dierente de ?), (d) est une
valeur \eri ant
Obs’( (d)) = d:

L'ensemble ordonre (O, ; ) peut étre muni d'une structure de A-algebre
ordonree poinke en c nissant l'ogeration map ainsi, pour toutes observa-
tionsf etd de O, :

map(f;d) = Obs®( (f) (d):
De plus, cette & nition ne cepend pas du choix de .

Be2monstration

Montrons que (O, ; ;map) forme bien une structure deA-algebre ordonree
pointe.

L'operation map estevidemment stricte en ses deux arguments. Montrons
gu'elle est croissante.

Soientf, f,, di et d, quatre observations eriant f; foetd; dp. Par
croissance de ,ona (f1) g (f2) et (di) B (d2), puis par congru-
ence, (f1) (di) s (f2) (dv), ce qui estequivalenta Obs®( (f1) (di))
Obs’( (f2) (dy).
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Il s'agit en n de montrer que la ¢ nition de map ne depend pas du choix
de . C'est imnediat par congruence de la bisimilarie.
X

Cette e nition met enevidence le fait que I'ensemble des observations \e-
ri e l'irequation suivante
O O! 05;

a un isomorphisme pes,a rapprocher de lequation classique entre domaines
X=X Xs;

al I'espace fonctionnel est celui des fonctions continues.
Il est maintenant possible de donner une interpetation observationnelle des
termes.

2.2.29 e nition et teoeme (mantique observationnelle)
Soit une application ¢ nie sur I'ensemble des observationsO, et \eri-
ant :

() (?) est un programme divergent,

(i) pour toute observation non triviale d (dierente de ?), (d) est une
valeur \eri ant
Obs%( (d)) = d:

L'interpetation observationnelle d'un terme e est une application, note
[el, qui associe a tout O-environnement , la denotation observationnelle
suivante, note [€]

[l € obs(e) ) :

Alors ((O5; ;map);[ 1 ) ¢ nit une £mantique cenotationnelle, la -
mantique observationnelle qui de plus, ne cepend pas du choix de.

A cette £mantique observationnelle, sont assoces le pe-ordre observation-
nel o et lequivalence observationnelle=g.

Bemonstration
On \erie que la £mantique cenotationnelle \eri e les proprees [EXT],
[REC] et [VAL].

[EXT]
Soientf et g appartenanta O tels que pour tout d de O, on ait map(f; d)
map(g; d), soit Obs’( (f) (d)) Obs’( (g) (d)).
Commef etgsontdierentsde ?,onaf = Obs®( (f)) => (Obs’( (f)V))vav
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et g = 0bs®( (g)) => (Obs’( (9) V))vav -

Soit v une valeur. Pour conclure, il sut de montrer que Obs®( (f)v)
Obs’( () v).

Comme (Obs’(v)) =g v, puis par congruence (f) (Obs®(v)) =g (f)v,
et de méme, (g) (Obs’(v)) =g (g)v, on deduit de I'hypotrese liregalie
recherclee.

[REC]
On a, pour la premereegalie concernant une variable x :
[xI = Obs(x)( )
= Obs’(x[ )
= 0bs’( )(x)
= (x):

Pour la seconde egalie concernant une abstraction xe , on doit montrer
que pour toutd2 O, on a:

map([ xe] ;d)=[¢€] (x:d) -
Ona:

map(Obs®((xe)[ 1) :d)
Obs®( (Obs’((xe)[ 1) (d):

map([ xe ] ;d)

Comme (Obs’((xe)[ 1)= s (xe)[ ], on obtient nalement :

Obs®(xe) ] (d) (congruence)
Obs®(el( ) :(x : (d)))

Obs®(el  ( :(x : d)])

I[e]l (x:d) -

map([ xe ] ;d)

Pour la troisemeegalie concernant une application e; e, on a:

map([e] ;[e2] ) = map(Obs®(es[ 1) ;Obs’(es 1))
= Obs®( (Obs’(ei[ 1)) (Obs’(ex[ 1) :

Comme (Obs(e;] 1)= g e |, etde méme pour e, on obtient par
congruence

map([ei] ;[e2] )=Obs®e 1el 1)
soit
map([e1] ;[e2] )=[eier] :
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[VAL]
Cette proprek est trivialement \eriee, par ¢ nition de I'observation.
Pour nir, montrons que la ¢ nition de la mantique ne depend pas du
choix de .
Soient 1 et » deux applications \eri ant les hypotteses de lenone. On
doit montrer que pour tout terme e et tout environnement , on a :

Obs(Ee)( 1 )=0Obs( e 2 ) ;

soit

el1 ]=8s€l2 ]:
Comme pour toute variable x, 1 (xX) =g 2 ( X), on peut conclure
du fait que la bisimilarie estegale a lequivalence contextuelle et que les
substitutions par valeurs passent au quotient par cetteequivalence (cf. prop.

2.2.11 (p. 148)).
X

La £mantique observationnelle nous convient bien, lequivalence observa-
tionnelle concidant avec lequivalence contextuelle.

2.2.30 Treoeme (Ackquation compkte)
La £mantique observationnelle estcompétement acequate :

8e;d: e o€ e &%
Bemonstration
D'une part, on a lesequivalences suivantes :

e o€, 8 [ [
, 8 :0Obse)( ) ObsEd( ):

D'autre part, on a :

e ce®, e g€

, 8 : Obs@E)( ) ObsE) ):

Que cette dernéere proposition implique e o €®est donc clair.
Supposonse o €% et soit un environnement ogerationnel. Soit I'envi-
ronnement observationnel ¢ ni par ( x) = Obs®( (x)). Pour toute variable
x,ona ((x))=g (X).llsensuitquee] ]J=gefJete] J=gel]
soit Obs(e)( ) =Obs( €)( ) et Obs(e9)( ) =0bs( €)( ), si bien qu'on
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peut conclure, en utilisant I'nypotrese.
X

La £mantique observationnelle nous fournit une repesentation du mo-
ctle des termes. Apes sa construction, on peut adopter une cemarche axio-
matique :

trouver des conditions ¢ nissant @& un isomorphisme pes) la
£mantique observationnelle.

Ces conditions peuvent porter sur le domaine denotationnel, l'interpeta-
tion denotationnelle et la €£mantique operationnelle, donree par la fonction
devaluation, comme cktait cep le cas lors de notre e nition des man-
tiques cenotationnelles (cf. p. 158). Une axiomatisation ineressante doit
faciliter la preuve de egles admissibles dans les theories equationnelles et
irequationnelles induites sur les termes par lequivalence et le pe-ordre
contextuels; rappelons que linerét d'une £mantigue compktement ace-
guate eside dans sa capaciea decrire competement ces theories. C'est donc
la seule pratique qui doit ceterminer l'inerét des axiomes choisis; pour res-
ter ctlea la ligne »ee initialement, elle doit s'appuyer sur des techniques
operationnelles, supposes plus proches de l'intuition du programmeur.
Les axiomes retenus reprennent ceux ce nissant une £mantigue cenotation-
nelle, en renfoicant la propree d'extensionalie. S'y ajoutent la peservation
de la divergence ogerationnelle, qui implique I'adequation, et une condition
d'accessibilie des denotations.

Axiomatisation de la
£mantique observationnelle )
Une mantique observationnelledu -calcul avec appel par valeur est ¢ nie
par :
{ une A-algbre ordonree poinee, (D-; ;map), dontle domaine c nit
I'ensemble des denotations,
{ une interpetation quia tout terme e eta tout D-environnement
associe une cenotation dansD -, note [€] ,
\eri ant
{ [EXT+] (extensionalie forte de ( D, ; ;map))
la relation d'ordre est engendee co-inductivement par le syseme

2.2.31 & nition (
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suivant : _
W (d2D>);
(map(f;d); map(g; d)) a2

(f;9)
{ [REC] (compositionalie)
l'interpetation \eri e lesequations ecursives suivantes :

I = (x);

map([ xe] ;d) [el ((x :d) (d2D);
[e: e] map([ei] ;[ei] );

(f;g 2D);

{ [VAL] (correction des cenotations de valeurs)
l'interpetation d'une valeur est une denotation non triviale :

8v2Vv:8 2D*:[v] 67?:

{ [DIV] (peservation de la divergence)
l'interpetation peserve la divergence :

8e2 %:e+?2)8 2DX:[e =7;

{ [ACC] (accessibilie)
chaqueeement de D cenote une valeur :

8d2D:9v2V; 2D*:[v] =d:

Etant donre une telle £mantique observationnelle, on & nit sur les termes
un pe-ordre, o, et la relation dequivalence assocee, = o, par

def

e o€ 8 2D%:[e] [ ;
def

e=oe® ¢ e o€ se:

Une $mantique observationnelle estevidemment denotationnelle, puisque
la condition d'extensionalie forte [EXT+] implique celle d'extensionalie
[EXT], qui a rme seulement que la relation d'ordre est stable pour la se-
conde egle d'inkrence.

La condition d'accessibilie permet de ramener les raisonnements sur les
termesa des raisonnements sur les programmes, comme nous l'indique ce
lemme, forme de eciproque du lemme 2.2.23 (p. 160), concernant la com-
patibilie des substitutions par valeurs.
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Pe-ordre eénotationnel :

Stabilie par extension ogerationnelle )

Soient e et e deux termes appartenanta I'extension ogerationnelle du pe-
ordre cenotationnel, c'esta-dire \eri ant pour tout environnement ogera-

2.2.32 Lemme (

tionnel

] oell:
Alors :

e o€

Cemonstration
On suppose que pour tout environnement operationnel , on ait f ] o
eI 1
Soit un environnement cenotationnel quelconque. On doit montrer que
el [T .

Par la condition d'accessibilie [ACC], il existe un environnement ogera-
tionnel eriant 8x: (x) =[ (x)].. Par le lemme 2.2.23 (p. 160), on
ale] =[e ]I et[e1 =[e] II.. Par hypottese, [ef 1,  [eT 11, d'
l'iregalie recherclee.

X

Par la suite, nous utiliserons souvent ce lemme ainsi, ou sous une forme
voisine, sans le rappeler : etant donre deux termese et €° \eri ant une
certaine condition H (e; &), on cherchea montrer que F(e) o G(e%, a
F (e) et G(e% sont deux termes calcuksa partir de e et €° respectivement;;
si pour tout environnement ogerationnel , la condition H (e[ ];€q ]) est
weriee s lors que H(e; &) l'est, et si F et G commutent avec  (soit
F[ 1= F(e[ 1);G(E 1= G(eT 1), alors il est possible de se limiter
dans la cemonstration au cas a e et € sont des programmes.

La £mantique observationnelle construite peedemment \eri eevidem-
ment toutes les conditions de la e nition et nous assure de I'existence d'au
moins une £mantique cenotationnelle \eri ant ces conditions. Pour montrer
l'unicike, prouvons un esultat important, I' adequation compéte.

2.2.33 Threoeme (Adkquation compéte)
Consicerons une £mantique observationnelle (suivant la ¢ nition 2.2.31
(p. 168)). Alors elle est compétement ackquate :

8e;dP2 :e o€, e €&

Cemonstration
L'acequation decoule de la proposition 2.2.27 (p. 162). Il reste a montrer
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gu'elle est compekte.
Soient e et e?deux termes tels quee ¢ €. Comme par la proposition 2.2.11
(p. 148), pour tout environnement ogerationnel , e[ ] ¢ €] ], on peut se
limiter au cas a1 e et e?sont des programmes, ce qu'on suppose.
Par [ACC],a toutebment d de D, il est possible d'associer une valeur no-
te vy telle que [vg]. = d. Remarquons que pour tout programmee, on a
[e Vd]]; = map([ E]I; ; d).
L'iregalie e o e®estequivalentea liregalie [ €].  [€7., qu'on va montrer
en la prouvant dans le syseme d'inerence c ni par [EXT+].
Pour tout couple de programmes €;€) tel que e ¢ €% on construit une
preuve de []. |[e9||; en esolvant le syseme dequations ecursives, d'in-
connues K (e;eh)e:e oje v EL CB NI par lesequations :

8

_— si e diverge,
249 °
X(ew) =

g (X(evd;eovd))dZD

(Iel;: [e%;)
Dans le premier cas, sie diverge, on a d'apes [DIV], [e]. = ?, et le juge-
ment est un axiome.

Dans le second cas, s converge, alorse® aussi, puisquee® converge contex-
tuellement plus que e; par [CONV] (cf. corollaire 2.2.26 (p. 162)), [e]. et
|[e(i|; appartiennenta D ; de plus, la valeur de la solution enX ey,;eov,) @
pour racine ([e vd]. ; |[e0vd]|; ), soit (map([e]. ; d); map(l[e(ﬂl; ;d)).

Il en esulte que ce syseme quasi-uniforme est compatible avec le sys-
eme d'inerence c ni par [EXT+]. D'apes la proposition 1.2.3 (p. 73),

la valeur de l'unique solution du syseme en ; €) constitue une preuve de
[el. [€9., ce qui montre quee o €°

X

si e converge.

Avant de montrer que l'axiomatisation cetermine une unique mantique ob-
servationnellea un isomorphisme pes, pecisons cette notion dequivalence
entre £mantiques denotationnelles.

Equivalence de
£mantiques notationnelles )

Deux smantiques denotationnelles sont ditegequivalentes s'il existe un iso-
morphisme d'’A-algebres ordonrees entre leursA-algebres respectives. Dans
ce cas, leurs interpetations respectives, noees[ J* et[ ]?, \erient :

ge; : ([el)=[eF ;

2.2.34 [ nition et proposition (
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al  est lisomorphisme dA-algebres ordonrees.

Bemonstration

Onnote (DY ; ;map;[ ]')et(D?; ;map;[ J?) les deux £mantiques.
Rappelons les proprees d'isomorphisme de : c'est une bijection deD?,
dans D25, croissante, envoyant donc? sur ?, et \eri ant pour toutes ce-
notations d et d°de D, (map(d;d9) = map( (d); (d9).

On montre par ecurrence sur e que pour tout D!-environnement , on a

(Iel*) = [el?

e=x
C'est imnediat.
e= xa

Soit d°2 D?, et d son aneedent par . On a:

map( ([ xa]');d) = map( ([ xal'); (d)
(map([ xa J*;d))

= (l[a]ll;(x:d))
= [aJ? (x:ap (hyp. de ec.)
= [af ) (o

map([ xa]? ;d9:

Comme d'habitude, on concluta legalie de ([ xa J!) etde [ xa J? par
extensionalie ([EXT]), comme les deux cenotations [ xa J* et[ xa J* ap-
partiennenta D! et D? respectivement (d'apes [VAL]) et comme 1(?) =

f?g .
e= e e
Ona:
([ere2l’) =  (map([edd*; [e21Y))

= map( ([ed1Y); ([e21Y))
= map([ei]® ;[e2]* ) (hyp. de ec.)
= [ere]?

X

On peut nalement ceduire de la compkte adequation que les proprees de-

nissant une £mantique observationnelle la determinent de manere unique,
a un isomorphisme (de A-algebre ordonree) pes : elles constituent une axio-
matisation catgorique de cette mantique.
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2.2.35 Treoeme (Unicie de la €£mantique observationnelle)
Il existe une unique mantigque observationnelle (suivant la ce nition 2.2.31
(p. 168)),a un isomorphisme pes.

Bemonstration

L'existence dcecoule du treoeme 2.2.29 (p. 165). Montrons I'unicie,a un
isomorphisme pes. Supposons deux £mantiques observationnelles et mon-
trons qu'elles sontequivalentes.

Onnote (DY ; ;map;[ ]*)et(D?; ;map;[ J?) les deux smantiques.
On quotiente I'ensemble des programmes par la relation dequivalence contex-
tuelle = ¢, puis on construit deux bijections strictement croissantes de I'en-
semble quotient versD1, et D2, respectivement, grace a la propree de
compékte ackquation. Si I'on appelle ' et ces bijections, on constate alors
que 1 est un isomorphisme deA -algebres ordonrees.

On note O:C le quotient de © par =, et si e est un programme, e- la
classe dee modulo =¢.

Denissons ' de % _ dansD?, par' (e.) = [€]}. Evidemment, comme la
£mantique est compktement adequate, ' (e-) ne bbpend pas du choix dee.
De méme, e nissons de %==¢ dansD?, par (e)=[¢€]?.

Par les proprees [DIV] et [ACC], ' et sont surjectives. Par acequation,

' et sontinjectives. Par la compéktude de l'acequation, ' et sont crois-
santes.

Finalement, soit = * 1 C'est une bijection croissante deD?', vers
D2, . Il restea montrer que c'est un morphisme deA -algebres ordonrees.
Soientf et d appartenanta D1, , e- et €% leurs aneedents par ' . On a :

(map(f;d)) = (map([e]’; [e7))
(el

[edl’

map([ el’; [e7?)

map( (f); (d)):

est bien un morphisme deA -algbres ordonrees.
X

Nous pouvons maintenant nous exercera prouver quelques egles d'in-
Eerence admissibles pour les treories equationnelles et irequationnelles in-
duites sur les termes par lequivalence =5 et le pe-ordre o assocesa la
®emantique observationnelle?®. Nous construisons nos raisonnementsa par-
tir des axiomes ¢k nissant cette £mantique. Voici un jeu minimal de egles

2| es theories equationnelles et irequationnelles d'une emantique denotationnelle cor-
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classiques, dont certaines peuvent étre montees pour toute smantique ce-
notationnelle. Nous utilisons la notation ( ; o;=0) pour la eunion des
treoriesequationnelles et irequationnelles.

2.2.36 Proposition (Structure ne de la #mantique observationnelle)
Consicerons la £mantique observationnelle de la & nition 2.2.31 (p. 168).
Les egles d'inerence suivantes sont admissibles dans la treorie assocee
(5 0=0):
{ congruence :

[CONG-VAR],
X oX
e o€

5 [CONG-ABS],
Xe o Xe

0 0
€L 0€ €& 06§

0 A0
e]_ez Oelez

[CONG-APP],

{ compatibilie du destructeur d'abstractions :
0

Xe o Xe
— [DES-ABS],;
e pe€

{ passage au quotient des substitutions par valeurs :

e oeo \' oV0

[SUB] (v;VP2 V);

ev=x] o eJvix]
{ stabilie par extension ogerationnelle :

e 1 oel] yx

e o€

[STA-OP] ;

{ inclusion du pe-ordre ogerationnel :

o OeO[OP] (e op e%;

respondent exactement aux extensions de lequivalence et du pe-ordre cenotationnels.
Traditionnellement, on les cecrit sous la forme dequations ou d'irequations, comme nous
I'avons fait jusqua maintenant. Ces treories forment ce qu'on appelle la structure ne de
la #mantique.
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{ extensionalie operationnelle :

0
(ev oeV)VZ(;/ [EXT-OP] (X2 FV (e)[ FV (9);
Xex o xe X

{ -conversion :

— ' [ETA] (x2FV (e);8 : e[ ] converge):
Xex =g e
Bemonstration
[CONG] : congruence
C'est le lemme 2.2.24 (p. 161), valable pour toute mantique cenotation-
nelle.
[DES-ABS] : compatibilie du destructeur d'abstractions
Supposonsxe o xe et consicerons un environnement . On a :

[e]

map([ xe] ; (X))
map([ xe q ; ( X))
[e9 :

Finalement, e o €°
Remarquons que cette egle est valable pour toute £mantique denotation-
nelle.
[SUB] : passage au quotient des substitutions par valeurs
C'est une conequence immediate du lemme 2.2.23 (p. 160), valable pour
toute £mantique cenotationnelle.
[STA-OP] : stabilie par extension ogerationnelle
C'est le lemme 2.2.32 (p. 170), cemonte en utilisant la condition d'accessi-
bilie [ACC]. Cette egle est utilie dans la suite pour se limiter au cas des
programmes, conformementa la description donree apes le lemme 2.2.32.
[OP] : inclusion du pe-ordre ogerationnel
Supposonse o €% ce qui signi e que pour tout environnement ogeration-
nel , ou bien € ] diverge, ou bieng] ] et €] ] convergent vers la méme
valeur.
Comme8 2 VX: ¢ ] op eJ ], par [STA-OP], on peut se limiter au cas
a e et e’ sont des programmes.
On montre quee o €% autrement dit [e].  [€9. .
Supposons quee diverge ogerationnellement. Par [DIV], [€]. = ?, et donc
[el: [

Supposons quee converge versv. |l en est de méme dee® et par le lemme
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2.2.25 (p. 162), El. =[Vv]. =[€9..

[EXT-OP] : extensionalie operationnelle
Comme pour tout environnement operationnel , et tout terme e tel que
x2FV(e),ona(xex)[ 1= xe][ ]x, alors par [SUB] et [STA-OP], il est
su sant de consicerer deux programmes e et €2
Supposons8v2 V:ev o €.
Consicerons uneement d de D, auquel on associe par [ACC] une valeuv
telle qued =[v]..
Ona:

map([ xex ].;d) = map([ xex].;[v].)

= [( xex)v],
= [ev]. [OP]
[€°V].

= [( xe%)v]. [OP]
= map([ xe °%].;d):

Par [VAL] et [EXT], commea I'nabitude, on ceduit l'iregalie [  xex ].
[ xe %]..

[ETA] : -conversion
Comme pour tout environnement ogerationnel ,ona(xex)[ ]= xe[ ]x,
ks lors quex 2 FV (e), par [STA-OP], on peut se limiter au cas a1 e est un
programme.
Soitd2 D. On a®°:

map(l[ Xex ]I;;d) |[ex]|; (x:d)

map([ e]. ;d):
Comme e est convergent par hypottese, par le lemme 2.2.25 (p. 162) et

[VAL], on a [e]. & ?, et par [EXT], on obtient [ xex ]. =[¢]..
X

Toutes les egles peedentes ontet cemontees par un usage direct des
axiomes suivants :
{ les axiomes communs a toute £mantique denotationnelle, [REC] et
[VAL],
{ celui qui entra™me l'acequation, [DIV],

2 pour que la notation soit coterente, ; doit repesenter ici un environnement quel-
conque.
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{ l'axiome d'accessibilie, [ACC], qui permet la correspondance entre les
cenotations et les valeurs,
{ l'axiome d'extensionalie forte, [EXT+], utilie uniquement sous sa
forme plus faible, [EXT], exprimant I'extensionalie.
Par ailleurs, seules quelques informationseementaires concernant la £man-
tiqgue operationnelle onteke recessaires : la ¢ nition de la relation de e-
duction et devaluation. C'esta rapprocher du fait que la propree d'ex-
tensionalie forte [EXT+] n'a paset utilie, mais seulement la propree
d'extensionalie simple [EXT]. Or c'est ce renforcement de l'extensionalie
qui est cecisif, avec l'accessibilie, dans la cemonstration de compkte acde-
quation, permettant de passer de lequivalence contextuelle a lequivalence
cenotationnelle. Voyons maintenant un exemple de egle ai nous utilisons la
compéte acequation dans la cemonstration : il s'agit ainsi d'utiliser lequi-
valence contextuelle pour cemontrer lequivalence cenotationnelle.
Montrons qu'un certain operateur de point xe calcule les points xes
par ieration.
De nissons le combinateur de point xe de Curry 3, dans sa version corres-
pondanta I'appel par valeur :

€ fc (f)cd);

al pour tout terme e,
cEOE x (e(xx)) (x2FV(e);
(e) ealisant I' -expansion dee, soit
© % xex (x2FV(e):
Consicerons une valeurf et eduisons Y f :
Y cE)CcE)!" (f(CE)CH)):

L' -expansion a ainsi pour role d'assurer la terminaison, et est inutile dans
le cas de l'appel par nom.

Pour tout terme f, designons par x(f) le terme C(f ) C(f ). Consicerons un
terme f et un environnement ogerationnel ; nous avons

(O T=xCFIDY (FLIxCFLD)= (F x(F)I I:

30|l traduit le paradoxe de Russell de la tteorie (na »ve) des ensembles, lequivalence
fxjx2xg2fxjx2xg,: (fxjx2xg2fxjx2xg),leparanetre f correspondanta
la regation, x 2 y se traduisant en l'application yx etfxj:::gen x:::.
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Ainsi les termes x(f) et (f x(f)) sontequivalents ogerationnellement.

C'est la raison qui nous a amerea cenir x( f) par C(f)C(f), et non
par Y f, nous permettant deviter de consicerer levaluation de Y f, et son
eventuelle divergencea cause def .

La cenotation de x( f) est e ectivement un point xe de la cenotation de f,
si on suppose que l'application d¢ a n'importe quelle valeur est convergente,
par exemple si on suppose qué a la forme (y x::: ). En e et, on a, pour

tout environnement

[x(f)] [ (fx(Cf)N] [OP]
[f x(f)] [ETA]

map([f] ;[x()] ):

Nous montrons maintenant que la cenotation de x(f) peut étre calcuke
par ieration, en partant de la fonction ince nie en tous ses arguments, puis
en ierant par la cenotation de f . Pecisement, plutdét que de travailler avec
les tenotations, nous pekrons les termes, pouretablir une nouvelle egle
admissible dans la treorie equationnelle induite par lequivalence cenota-
tionnelle.

Comme nous allons utiliser la propree d'adequation compékte, nous allons
raisonnera partir de lequivalence contextuelle. Un travail peparatoire va

nous étre utile, letude de la eduction des contextes.

Nous allons utiliser des contextesa une plac@, nokee , etetudier leur
cecomposition en valeurs ou en radicaux dans un environnement de educ-
tion. Conformementa la e nition dep donree (cf. p. 145), un contexte se
¢ nita partir d'une expression, et non d'un terme, comme I'application
qui associe a chaque terme le esultat de sa gre e en chaque occurrence
de la place dans I'expression. Cependant, pour letude de la decomposition
qui nous ineresse, seuls des contextes clos (des programmesa une place)
remplissent la place, autrement dit, un contexte peut s'y & nir comme une
application de I'ensemble des contextes clos dans I'ensemble des contextes.
Dans ce cas, la construction d'un contexte a partir d'une expression est
compatible avec I' -conversion, puisque la place d'un contexte clos ne peut
pas etre lee; de plus, la correspondance entre les termesa une place et les
contextes forme une bijection. Ainsi, pour letude de la cecomposition des
contextes, on consicere de manere plus simple qu'un contexte est un terme

*1Rappelons que la place est une variable eseneea ce seul usage; en particulier, elle
ne peut pas étre lee.
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a une place.

Nous pouvons alors cereraliser des ¢ nitions cep donrees pour les pro-
grammes, contextes particuliers ai la place n'appara pas.

Un contexte est un termea une place :

C == |j xjxC jcCCcC:

Un contexte est clos s'il ne posede aucune variable libre (autre que la place
gu'on ne compte pas comme variable libre) :

FV(C)=;:
Une valeur est un contexte clos,egala une abstraction :
v = XxC:

Un radical est un contexte clos,egal soita la place, soita I'application d'une
abstractiona une valeur :

r= ] (xC)v:

Un contexte de eduction est un contexte closa deux places, et ", construit
autour de la place esenee au radical, ', en appliquant des valeurs, ou en
passant des contextes quelconques :

E == 'j VEJjEC:

Tout contexte clos peut se cecomposer de manere unique soit en une va-
leur, soit en un radical plae dans un contexte de eduction : siC est un
contexte clos, ou bien c'est une valeur, ou bien il existe un unique radical
et un unique contexte de eduction E telque C = E[ ;r](E[ ;r]abegeant
E[ = ;r="].

Nous pouvonsenoncer le esultat annone, en utilisant la notation develop-
pee dans le paragraphe peedent.

2.2.37 Treoeme (Point xe et ieration)
Consicerons un terme f et ce nissons la suite des termes iees par f ainsi :

fo = () (=0 xxx)(xxx));
frner = (ffn) (Nn2N):

Alors la suite (f)n est croissante suivant o et admet une borne sugerieure
\eri ant :

!

fn=0 x(f):
n=0
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Be2monstration
On doit montrer que
8n:f, o x(f)

et
8g:(8n:fn 00) x(f) og9:

Etant donre un environnement ogerationnel  quelconque, il est facile de
eri er que pour tout n, fa[ 1=(f[ Dn (par ecurrence) et que x(f)[ ]=
x(F[ D).
Ainsi, par [SUB] et [STA-OP], on peut se limiter au cas a1 f et g sont des
programmes.
croissance de f()n
On montre par ecurrence surn quef, o fne.
n=0
Comme []. = ?,0ona o ff o, puis par congruencefqg o f1.
n>0
Supposonsf, 1 o fn. Par congruence, on ceduit quef, o fn+1.
X(f)=o (f x(1))
On a vu peedemment que ces deux programmes sontequivalents operation-
nellement. Par application de la egle [OP] de peservation de lequivalence
orerationnelle, ils sont doncequivalents observationnellement.
8n:f, o x(f)
On proede par ecurrence sur n.
n=0
Comme []. = ?,0na of x(f), puis par congruence,fo o X(T).
n>0
C'est imnediat, a partir de I'hypotrese de ecurrence f, 1 o x(f), par
congruence et en utilisant lequivalence x(f)=o (f x(f)).
8g:(8n:fn 009)) x(f) og
Par compkte acequation, on peut remplacer lequivalence et le pe-ordre
observationnels par lequivalence et le pe-ordre contextuels.
Soit g un programme eriant 8n: f, o g. On montre que pour tout
contexte clos C, si C[x( f)] converge, alors il existe un entiern tel que
C[fn] converge. On en ceduira queC[g] converge, puisquef, ¢ g par hy-
potrese, et nalement que x( f) ¢ g.
Montrons par ecurrence sur l'entier | la propree suivante : pour tout
contexte clos C tel que la trace d'execution de C[x( f)] a pour longueur
[, il existe un entier n tel que C[f,] converge.
Soit C un contexte clos tel que la longueur de la trace d'execution de
C[x(f)]estl.
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=0
NecessairementC est une valeur, etn = 0 convient.

>0
Le contexte C ne peut étre une valeur, et donc il peut se cecomposer en un
radical r dans un contexte de eduction E, soit C = E[ ;r]. Examinons les
deux cas possibles, suivant la nature du radicat.

r =
Dans ce cas, pour tout programmee se eduisant en €°, E[e; € se eduit en
Ele; d.
En particulier, E[x( f); x( f)] se eduit en E[x(f); (f x(f))]. Par I'hy-
potrese de ecurrence appligwee au programmeE][ ; (f )][x( f)], il existe
ntelqueE[ ; (f )][fn] converge.
CommeE[ ; (f )lIfn]l = E[fn;fn+1], €t commef, o fnh+1, On deduit
par congruence queE [f 41 ;fn+1] converge, autrement dit queCJf ,+1] con-
verge.

r=(xD)v
Dans ce cas, pour tout programmee, E[e;r[€e]] se eduit en E[e; D[v=x][€]].
En particulier, E[x( f);r[x( f)]] se eduit en E[x( f); D[v=x][ x( f)]]. Par
I'nypottese de ecurrence appligiee au programme E[ ;D [v=x]][ x( f)], il
existe n tel que E[ ; D[v=X]][fn] converge, et donc tel queE[f;r[f,]] con-
verge, soitC[f,].
X

En conclusion, notre objectif semble rempli de manere satisfaisante.
On peut construire une £mantique dcenotationnelle du -calcul paresseux
a partir de la mantique operationnelle, en utilisant I'observation des pro-
grammes : cette mantique, dite observationnelle, est compktement ace-
quate, autrement dit lequivalence gu'elle induit entre termesegale lequiva-
lence contextuelle. Cette £mantique peut étre axiomatise simplement, ce
qui permet de ceduire facilement de nombreusesequivalences entre termes.
Outre les axiomes, la cemonstration de cesequivalences utilise des propre-
eseementaires de la relation de eduction ; dans les exemples traies, deux
nmethodes se dessinent : on peut cherchera cemontrer ou bien lequivalence
induite par la £mantiqgue observationnelle, ce qui est su sant dans la plu-
part des cas, ou bien lequivalence contextuelle, ce qui demande une analyse
plus approfondie de la relation de eduction, peciement dans le seul cas
renconte, letude de la eduction des contextes.
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Chapitre 3

Deux analyses de
I'environnement local
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C'est dans ce chapitre que nous exposons notre ttese : il est possible
d'analyser I'environnement local seul pour garantir la €curie d'execution
du code mobile.
Rappelons brevement notre mockle detude : le code mobile s'execute dans
un environnement local, charge de proeger les ressources appartenant au
syseme hote. Deux analyses sont pesentes, concernant le contréle respec-
tivement des ux d'informations et des aces. Elles permettent de \eri er
qgue I'environnement local garantit lors de I'execution de tout code mobile
envisageable, d'une part la con dentialie des informations contenues dans
certaines ressources locales, d'autre part le con nement des ressources dont
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l'aces doit étre controke.

De manere plus concete, nous mocklisons le code mobile par un pro-
gramme, dit mobile, et I'environnement local par un autre programme. Ces
deux programmes appartiennenta un langage de haut niveau, mocelie a
l'aide du -calcul paresseux, simple ou enrichi. L'execution du code mobile
dans l'environnement local est mockli®e par la trace d'execution de l'ap-
plication du programme mobilea l'environnement local, ce qui suppose que
nous munissons le langage d'une smantique operationnelle.

Pour faciliter la description de notre nethode, il est utile de formuler les
probkmes de ux d'informations et d'aces sous une forme commune : on
peut en e et consicerer que dans ces deux cas, il s'agit d'observera la fron-
tere entre le code mobile et le code local un prenonene particulier. Dans
le cas des ux d'informations, la frontere est & nie de manere globale et
statique, comme lieu d'exgerimentation pour I'environnement local, auquel
on applique dierents programmes mobiles; le pkenorene a observer, lui,
n'‘apparat pas simplement, dans la mesure ai il s'agit d'observer le esul-
tat de I'execution pour ceterminer s'il evele des informations initialement
contenues dans les ressources locales. Comment l'information se propage-
t-elle lors de I'execution? Telle est la premere question. Dans le cas des
aces, le pkenorrene a observer se e nit simplement comme l'acesa une
ressource localea proeger; la frontere est di cilea cerner,etant locale et
dynamique, puisque c'est le lieu des interactions entre le code mobile et le
code local. Le probeme est ici de suivre levolution de la frontere au cours
de I'execution,a partir de la situation initiale ai le code mobile et le code
local sont £paes.

Il s'avere qu'une solution gereralea ce genre de probemes existe : letique-
tage (on dit aussi I'annotation) des termes du langage. Chaque ogerateur du
langage est annok par uneetiquette qui peut intervenir dans la eduction
d'un programme. L'ensemble desetiquettes forme un monale, muni en plus
de deux ogerations binaires, et , dont la justi cation se comprenda partir
de la c& nition de la  -eduction :

@"(x"b;a! (Ha (m;n)zx]) (min) .

Dans cette eduction, @"( ; ) est l'ogerateur d'application etiquet par

m, " | l'operateur d'abstraction etiquet par n; de plus, sie est un

terme etiquet egala fl(:::), alors € estegala f!k(:::). La fonction

traduit ainsi dans letiquette nale de bla -eduction, alors que la fonction
traduit dans letiquette nale de l'argument a la substitution ealiee.

Cette formulation gererale s'inspire du langage ¢ ni par levy dans [50].

Nous la donnons ici non pas parce qu'elle va nous servir sous cette forme
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cererale par la suite, mais parce que d'une part, il est ineressant de noter
gu'elle fournit un outil particulerement puissant pour letude du -calcul,
comme en emoigne par exemple l'article de Bethke, Klop et de Vrijer [16],
d'autre part elle met enevidence les dierences de traitements entre les ux
d'informations et les aces. En e et, pour letude de la con dentialie et du
con nement, nous utilisons deux langages etiquees distincts, qui peuvent
gtre consicees comme deux cas extrémement simples d'annotation.

Pour la con dentialie, on suppose qu'une etiquette est soit le mot vide,
utilise pour le code public, soit , utilie pour le code con dentiel, ou prive;
pour la concaknation, on suppose que est unekment absorbant; quant
aux fonctions et , elles sont e nies par (m;n)= nm et (m;n)="
(le mot vide), ce qui donne la -eduction suivante :

@ (x"bja ! (ba=))"™:

La ¢ nition de permet de propager les cependances, en armant que le
esultat cepend de l'abstraction et de I'application. Noter que ce langage
etiquek corresponda l'appel par nom, mais nona l'appel par valeur que
nous utilisons, et ai il faudrait tenir compte de letiquette de I'argument,
qui peut diverger avant de remplacer la variablex ; c'est uniquement pour
simpli er cette pesentation rapide que nous avons fait ce choix. Adapta
letude des ux d'informations, ce langageetiquet permet de determiner si
le esultat observable d'un programme paranete cepend de ses pararetres.
Repesentons un programme paranete @ un paramnetre pour simpli er) par
un contexte C ja une place; le esultat observable du programme parane-
te Cpj cepend du paranetre s'il existe deux termes e; et e; tels que C[ey]
converge etC[ey] diverge, puisqu'on n'observe du esultat de I'execution que
la convergence. De deux choses, I'une : ou bien, pour tout terme le pro-
gramme C[e] diverge, et dans ce cas, le esultat observable d€;  ne cepend
pas de son paranetre, ou bien il existe un termee tel que Cl[g] converge.
Dans ce dernier cas, consicerons I'execution du programme etiquet Cle ],
al e aekeetiguet par ; alors letiquette du esultat est dierente de Si
et seulement si pour tout termea, C[a] converge.
L'utilisation de ce langageetiquet dans ce but n'est pas nouvelle. Dans [28],
Gandhe, Venkatesh et Sanyal s'en servent dans le cas ducalcul pur (sans
straegie devaluation) pour montrer la méme propree ; Klop et al. dans
[16, x 7], Abadi, Lampson et levy un peu plus tét dans [3] montrent une
autre propree classique de cependance, dite de stabilie ou de gerericie, a
c'est la valeur méme du esultat qui est obsenee ; en n, Conchon et Pottier
dans [70] appliguent les esultats d'Abadi et al.a la question du contréle des
ux d'informations, ouvrant ainsi la voie que nous empruntons.
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Ineressons-nous maintenant au con nement. Uneetiquette cette fois repe-
sente l'origine de l'opgerateur, soit le code mobile, soit le code local. Il n‘est
pas recessaire de e nir la concaenation, puisqu'aucune ogeration n'est ea-
lie sur lesetiquettes. Eneet, (m;n) et (m;n) sontegaux tous deux au
mot vide, ce qui donne pour la eduction :

@"(x"b;a ! ba=x]:

L'origine des operateurs est ainsi pesenee par eduction. Il est alors pos-
sible de & nir formellement la frontere entre le code mobile et le code local
lors de I'execution. Un terme €™ esta la frontere dans un programme a s'il
existe un sous-termef "(:::;eM;:::) de a tel que m est distinct de n.

Ce langageetiquet est utilie par Klop et al. dans [16, x4] pour ¢ nir for-
mellement la notion d'ancétre d'un ogerateur. D'un point de vue curitaire,
on peut consicerer que c'est le mockle sous-jacent des langages permettant
d'associera des ressources des droits d'aces. Lorsqu'un operateur acedea
une ressource, il doit etre \erie que I'ogerateur en a le droit, en controlant
son origine. Les quali catifs d'aces ® public et ®private — attribles aux
champs et aux nethodes en Java constituent un exemple de droits assoces
a un objet, entendu comme ressource. Skalka et Smith dans [78] proposent
un ra nement de cette possibilie de quali er les aces; la £mantique ope-
rationnelle de leur langage orient objets se & nita partir d'une relation de
eduction qui peserve l'origine du code et les droits d'aces assoces aux res-
sources. Un autre exemple ineressant est I®SLam Calculus ! (cf. [34]). Ce
langage corcu par Heintze et Riecke permet d'attribuera chaque ressource
une premere etiquette lee a l'information qu'elle contient et une seconde

b nissant les droits d'acesa la ressource, eta chaque operateur d'acaes
une origine. La relation de eduction ce nissant la £mantique operation-
nelle ealise la synttese des deux relations que nous venons de cecrire, en
propageant les informations et en peservant les origines et les droits d'aces.

Detaillons maintenant le contenu du chapitre. Dans la premere partie,

letude des ux d'informations est meree en deux temps. Tout d'abord,
nousetudions la question de la cependance d'un programme paranete re-
lativementa la valeur de ses paranetres, puis nous e nissons un criere de
con dentialie fonde sur une analyse de I'environnement local. Le langage
utilie est le -calcul paresseux avec appel par valeur.

A un langage etiquee comme celui cecrit pee@demment, nous pegrons
un langage a deux niveaux, I'un correspondant au code public, l'autre au
code prive. C'est une formulationequivalente a lesetiquettes annotent des

1C'est I'acronyme de ®Secure -Calculus ~.
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termes et non des operateurs. Elle est particulerement adapee a notre
cas dans la mesure a1 le code public et le code prive ne s'imbriquent pas :
le programme paranete est en e et forme de code public, alors que les
termes remplacant les parametres sont enterement formes de code priwe.
Elle permet aussi de distinguer nettement deux niveaux non seulement dans
la syntaxe, mais aussi dans la €mantique : I'execution du code public sera
mockliee par une relation de eduction, alors que I'execution du code prive
sera moctliee par une relation dévaluation. C'est cette distinction qui fa-
cilite l'interpetation abstraite du code priwe.

Pour letude de la cependance, notre cemarche se esume ainsi :

{ on commence par & nir la cependance : un programme pararete
tepend de ses paranetres si le esultat observable varie lorsque ses
paranetres varient; rappelons qu'on observe la convergence ou la di-
vergence;

{ le langagea deux niveaux permet de traduire un programme pararnete
en distinguant le code public appartenant au programme du code prive
appartenant aux paranetres; la propree de cependance s'exprime
tout aussi bien dans ce langagea deux niveaux ;

{ le langagea deux niveaux est interpet abstraitement, en oubliant le
code prive, interpet par une unique valeur; nous montrons que cette
traduction abstraite est competement acequate pour la dependance,
autrement dit, il est possible de c nir abstraitement la dependance,
sans aucune approximation ; ce esultat ne devrait pas surprendre dans
la mesure au il est voisin de esultats bien connus, comme le treoeme
de stabilie cie plus haut.

Pour letude de la con dentialie, on consicere que I'environnement local est

un programme paranete, noe L, le paranetre repesentant la ressource
dont le contenu doit rester con dentiel. Nous avons vu en introduction (cf.
p. 12) que la propret de con dentialie peut s'exprimer ainsi :

pour tout couple de valeurs initiales 1 et 2 du paranetre lo-
cal, I'environnement local L[ 1] estequivalent contextuellement
a I'environnement local L[ ;].

En utilisant la mantique observationnelle du second chapitre (cf. 2.2.29
(p. 165)), on obtient une propretequivalente :

pour tout couple de valeurs initiales 1 et » du paranetre local,

2Si on consicere une paire detiquettes fm;ng, on ¢ nit la traduction par deux fonc-
tions, Tm et T, \eriant T (F"(g);) = f(Tm(g)); et Tm (f"(g);) = n(f (Tn(g));), et
de méme pour T, ; lesetiquettes deviennent ainsi des operateurs unaires. La traduction
du termeetiquet e s'obtient par Tm (€) ou T, (€).
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l'observation de L[ 1] estegalea l'observation de L[ 2].

Compte tenu de la c& nition de I'observation (cf. cef. 2.2.1 (p. 139)), elle se
ecrit encore :

pour tout couple de valeurs initiales 1 et » du paranetre local,

converge si et seulement si le programmk[ 2]v1:::v, converge,
soit, par e nition de la cependance,

mete Lpjvii:iivy ne cepend pas de son parametre.

Comme nous avons pu e nir abstraitement la cependance, il est possible de
e nir I'observation abstraite de I'environnement local, comme aet c nie
I'observation concete, pour arriver nalement au esultat suivant :

I'environnement local garantit la con dentialie de la ressource
si et seulement si son observation abstraite ne fait pas appara'tre
de dcependance.

A notre connaissance, ce criere de con dentialie est nouveau. Il est ineres-
sant parce qu'il permet d'adapter les analyses statiques de ux d'informa-
tions au cas du code mobile. Gereralement, ces analyses sont des variations
de celle que Denning cecrit dans [26]. Elles reposent donc sur l'icee d'abs-
traire le code con dentiel par une unique valeur, comme nous venons de
le faire. On peut consicerer qu'une telle analyse statigue associea chaque
programme paranete une valeur abstraite d'un domaine abstrait, et qu'il
est possible de ceterminer si une valeur abstraite ewle de l'information
con dentielle, autrement dit, ewle une cependance relativement aux pa-
rametres. L'observation abstraite peut alors étre construitea partir de ces
valeurs abstraites. La question qui se pose est nalement d'approcher cette
observation abstraite en utilisant une repesentation nie.

Dans la seconde partie du chapitre, nous nous ineressonsa la question
du con nement. Il s'agit de \eri er que les ressourcesa proeger sont con -
rees dans l'environnement local. C'est une propret indispensable pour le
contréle des aces, qui compekte le contréle de I'usage des ressources dans le
code local, et signi e que le code mobile ne peut pas aceder directement,
sans contrble, aux ressources.

Nous utilisons un langage enrichi par des etrences, permettant de manipu-
ler des objets en memoire ; il devient aussi tyge, a n de distinguer les objets
en memoire des fonctions. Grace aux ekrences, il est possible de & nir
pour chaque type un combinateur de point xe®, ce qui est impossible dans

30n pro@de ainsi pour un type fonctionnel C = A! B. Le combinateur de point xe
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le -calcul type, a1 tous les programmes terminent. Le langage reste donc
su samment expressif. La £mantique operationnelle du langage est ¢ nie
par une relation de eduction entre con gurations, formees chacune d'une
description de letat de la nemoire et d'un terme de controle.

Comme annone, ce langage est annoke de manérea pouvoir retrouver l'ori-
gine de chaque operateur, information indispensable pour \eri er le con ne-
ment. Il est alors possible de c nir la frontere d'interaction entre le code
mobile et le code local lors de I'execution : un terme appar&ta la frontere
dans une con guration s'il est I'argument d'un ogerateur d'origine dierente,

ou le contenu d'une etrence d'origine dierente. Notre preméere tache est
de caraceriser par leur type les termes apparaissanta la frontere lors d'une
execution. Peciement, a partir de I'ensemble des types apparaissanta la
frontere dans une con guration initiale, nous montrons comment calculer un
ensemble de types frontaliers qui contient I'ensemble des types apparaissant
a la frontere dans toute con guration ulerieure. Ce esultat s'applique alors
naturellement au probeme du con nement pour le code mobile. Comme nous
mocklisons I'execution du code mobile dans son environnement par I'appli-
cation du programme mobile, fonctiona un argument, a I'environnement
local, il vient gu'initialement seul I'environnement local esta la frontere,

si bien qu'il est possible d'obtenir de I'ensemble des types apparaissanta la
frontere une majoration calcukea partir du type de I'environnement local.

e nissons maintenant un type con re : un type est con re dans l'environ-
nement local si le code mobile n'opere pas directement sur une valeur de
ce type provenant du code local. Pour qu'un type soit con re, il sut qu'il

ne puisse apparatrea la frontere, ce qui donne en utilisant la majoration
obtenue le criere suivant :

si un type n'appar&t dans le type de I'environnement ni en une
occurrence positive, ni sous la garde du constructeur des types
de eErences, alors il est con re dans I'environnement local.

Ce esultat, nouveau, esout une question pose par Leroy et Rouaix dans
[49, x5.1, p. 397]. Il est optimal, puisqu'il donne la condition la plus faible
possiblea partir des types. En e et, nous montrons que si un typeA appa-
r&t dans un type donre L en une occurrence positive, ou sous la garde du

est ¢k ni sous la forme du contenu d'une eérence :

let Ref((C ! C) ! C) Y = Agref(( C! C)! C) in
set(Y; f :C! C: (f (get(Y)f))); get(Y);

al aa est une valeur par cefaut de type A, set(l;e) aecte ea I, get(l) lit le contenu
del, let Ax = ain e ceclare et initialise xa a de type A danse et enn (f) ealise
I' -expansion def .
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constructeur des types de ekrences, alors il existe un environnement local
de type L et un programme mobile tels que le code mobile peut operer sur
une valeur de type A provenant du code local.
Donnons quelques exemples de telles attaques ou cooperations.
SiL=(A! B)! C, le code mobile passea l'environnement local une
fonction ealisant l'aces, a laquelle I'environnement transmet la valeur de
type A.
SiL =Ref(A)! B, le code mobile transmet une etrence,a laquelle I'envi-
ronnement a ecte une valeur de typeA, qui devient disponible pour le code
maobile.
SiL = Ref(A! B), I'exercice est plus dicile. L'environnement a ectea
la ekrence qu'il rend accessible, noee |, une fonction particulere, noee
f . celle-ci commence par lire le contenu dé, qui est une fonction, puis lui
passe une valeur de type\. Tant que le contenu del estf, cette fonction ne
termine donc en aucun argument. Quant au code mobile, il lit le contenu de
[, obtient f, aectea | une fonction ealisant 'acesa l'argument de type
A, et appligue nalement f a un argument quelconque : le contenu dd, soit
maintenant la fonction d'aces provenant du code mobile, recoit une valeur
de type A d'origine le code local.
Revenons maintenant a la question du contréle des aces. Comme nous
l'avons vu en introduction, les ac@s aux ressources peuvent &tre contro-
ks d'une part en encapsulant dans les ressources les fonctions de contréles,
d'autre part

{ en con nant au code local les ressourcesa protger

{ et en instrumentant le code local, de manerea contréler l'usage des

ressourcesa proeger.

C'estevidemment cette seconde voie qui nous ineresse. Dans un premier
temps, nous cherchonsa \eri er quetant donre un programme instrumeng,
l'instrumentation du code est correctement e ectiee. Nous posons initiale-
ment cette question de manere grerale, sans nous peoccuper de la distinc-
tion entre le code local et le code mobile, si bien qu'il s'agit de determiner
si I'execution d'un programme \eri e la propree suivante :

le code non instrumene n'acede jamaisa une ressource devant
étre proecee.

Nous ne nous ineressons pasa la manere dont le code est instrumeng, ni
par conequenta la nature de la politique de fcurie que l'instrumentation
appliqgue. Comme les ressources sont mocklies dans notre langage par des
valeurs, et les fonctions d'acaes par des destructeurs, la propree peedente
peut se formuler plus peciement ainsi :
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une valeur devant étre proegee n'est jamais detruite par un des-
tructeur non instrumene.

Syntaxiquement, il est donc recessaire de pouvoir distinguer les operateursa
prokeger ou instrumenes de ceux qui ne le sont pas. Aussi introduisons-nous
deuxetiquettes, ? et >, auxquelles nous attribuons la signi cation suivante,
selon qu'elles annotent un constructeur ou un destructeur :

| constructeur | destructeur
? || pas de protection | pas d'instrumentation
> | protection instrumentation

La propree senonce nhalement ainsi :

un destructeuretiquet par ? n'est jamais appliqiea une valeur
etiqgueee par >.

C'est par un syseme de types annoks que nous imposons le respect de cette
propree : tout programme admettant un type dans ce syseme \eri e alors

la proprek lors de son execution. Dans ce syseme, une valeura proeger
recoit un type etiqguet par >, alors qu'une valeur ne recessitant aucune
protection recoit un typeetiquee par ?. De tels typesetiquees seront dits
fcuritaires. Ce syseme est peciement la restriction de celui du ® SLam
Calculus aux contréles d'aces. Dans [34], Heintze et Riecke c nissent
egalement une relation de sous-typage, ai tout type A? est un sous-type
de A”. C'est qu'en e et le principe de substitution tel qu'il estenone par
Liskov et Wing dans [51, x1] s'applique. Consicerons en e et un programme
paranete quelconque Cp; : si pour tout valeur v de type A, la propree
peedente est \eriee lors de I'execution de CjJv], alors on peut en deduire
que pour toute valeur v de type A?, elle I'estegalement.

Cette relation de sous-typage permet de reformuler la question du con -
nement en utilisant le slogan ® convertir pour conner . Le programme
mobile est suppos type dans le syseme des types classiques, sans anno-
tation, alors que I'environnement local est type dans le syseme des types
fcuritaires ; cette dissynetrie traduit la distinction entre le code mobile,
inck ni, et le code local, a disposition pour l'analyse. Remarquons alors
gue le programme mobile est aussi type dans le syseme des types curi-
taires, a condition d'utiliser la seule etiquette ?, puisqu'il ne contient pas
de ressourcesa proeger et n'est pas instrumene. En congquence, si le type
fcuritaire de I'environnement local n'utilise que letiquette ?, I'application
du programme mobilea I'environnement local admet aussi un type dans le
syseme des types curitaires, et la propree de con nement est \eriee. Si

le type de I'environnement local comporte desetiquettes>, il est possible
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dans certains cas de les faire disparatre en utilisant les egles de sous-typage.
Par exemple, si I'environnement local a pour typeA~, il est impossible de

supprimer letiquette >, alors que s'il a pour type A ¥ B?, il a aussi
pour type le sur-type A’ ’ B?, annoe seulement par ? (en utilisant la
contravariance pour I'ensemble de cepart). La connexion avec notre etude

peedente de la frontere et du con nement vient de la propree suivante
de la relation de sous-typage :

le type scuritaire de I'environnement local peut &tre converti en
un type ecuritaire utilisant seulement letiquette ? si et seule-
ment si tout type apparaissant dans le type de I'environnement
local en une occurrence positive ou sous la garde du constructeur
des types de ekrences estetiquet par ?.

On retrouve que le controle des ac@s repose d'une part sur l'instrumentation
du code local, d'autre part sur une forme de con nement, puisque la der-
nere propree implique que les typesa proeger sont con res. C'est cette
connexion qui est ineressante, puisqu'elle formalise l'intuition qu'un type
e nit une frontere.

Terminologie Par la suite, nous allons souvent rencontrer des traductions
entre deux ensembles, par exemple une interpetation abstraite permettant
de passer d'un ensemble concreta un ensemble abstrait. Ces ensembles en
correspondance ne viennent pas seuls, mais munis de fonctions ou de rela-
tions, et nous nous inkressonsa leur transfert d'un ensemblea l'autre par
la traduction. Dans un contexte algebrique, la notion de morphisme est in-
troduite par exemple pour exprimer une compatibilie entre la traduction
et les operations. Voici une description rapide de notre terminologie pour ce
genre de correspondances, dans le cas d'une propree.
On consicere deux ensembles disjoint€ et F, et une propree P, identiee
par son extension, ¢ nie sur la eunion de E et F. On note Pg l'intersection
de P et E, P lintersection de P et F. Soit ' l'application de E dans F
ealisant la traduction. On dira que :

{ ' peserve P, ouP eststablepar',si' (Pe) Pg,

{ P estdensepour' siPr ' (Pg),

{ ' conserveP si' (Pg)= Pg,
{ ' estackquate pour P si' 1(Pg) Pg,
{ ' estcompktement acequate pour P si' 1(Pg)= Pg.
Les trois premeres e nitions suivent la terminologie utilisse pour les points
xes (pe et post). Les deux derneres suivent la terminologie utiliee en
logique pour ¢k nir le rapport entre un calcul syntaxique (pour cemontrer)
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et la €mantique (pour signier) : on calcule dans F, on signie dans E,
ce qui est typiquement le cas lorsqu'on’ corresponda une interpetation
abstraite du domaine concretE vers le domaine abstraitF .

3.1 Un criere abstrait de con dentialie

Nous nous ineressons aux ux dinformations entre les ressources de
I'néte et le code mobile. Peciment, nous cherchonsa caraceriser les en-
vironnements garantissant la con dentialie des ressources qu'ils proegent.
Notre point de cepart est plus gereral, puisque nous commercons paretu-
dier la question de la cependance : il s'agit de caractriser les programmes
pararetes dont le esultat observable cepend de leurs paranetres. A cette
n, nous introduisons un langagea deux niveaux, l'un public, correspondant
au code du programme paranete, l'autre prive, correspondant au code des
termes remplecant les paranetres. C'est son interpetation abstraite qui va
nous servira caraceriser abstraitement tout d'abord la dependance, puis
la con dentialie. L'interpetation abstraite consistea interpeter le niveau
prive trivialement, par une seule valeur. Rappelons en n que cetteetude est
mereea partir du  -calcul paresseux, avec appel par valeur.

3.1.1 Un langagea deux niveaux

Ajoutons au -calcul un second niveau : le premier niveau correspond au
code public, le second au code prive, au sens ai sa con dentialie doit étre
assuee. La syntaxe du langage est enrichie par un ogerateur permettant de
transformer du code prive en code public; plus pecisement, pour faciliter
I'expression de la £mantique operationnelle, deux versions de cet ogerateur
sont utiliees, la premere, noee ,, permettant de convertir n‘importe quel
terme prive en un terme public, qui, une fois clos, donne un radical, la se-
conde, noee , permettant de convertir n'importe quelle abstraction privee
en un terme public, qui, une fois clos, donne une valeur.

La syntaxe du -calcula deux niveaux est ck nie par la grammaire
suivante :

e = XxXjxejeej (6] v(ixe):

Il est important de remarquer que seuls les operateurs de conversion les plus
exerieurs importent : ils marquent la limite entre le code public et le code
prive. On note , I'ensemble des termesa deux niveaux, et 8 'ensemble
des programmesa deux niveaux.
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La smantique operationnelle est ¢ nie en distinguant deux niveaux, par
une relation de eduction pour le code public, par une relation devaluation
pour le code prive; on la formule cependant en donnant directement le e-
sultat de I'execution, comme on l'a vu dans la table 2.11 (p. 136) pour le
-calcul simple. Quelques notions usuelles sont indispensables.
On ajoutea la ¢ nition habituelle d'une substitution qu'elle commute avec
r et y :si est une substitution, on a ainsi

r(e) ]
v(ixe)[ ]

(el D
vi(xe)l ]:

Une valeur est ou bien une abstraction close publique, ou bien la conversion
publique d'une abstraction close priwee :

v = xe | v(xe);

@l Xe estune abstraction close. On noteV , I'ensemble des valeurs.
Un radical est ou bien I'application d'une valeura une autre valeur, ou bien
la conversion publique d'un programme prie :

rx= vvj ((e;

QI e est un programme.
Un contexte de eduction se construit autour de la place, en appliquant des
valeurs, ou en passant des arguments :

E = | vEjEe;

QI e est un programme.

Comme d'habitude, tout programme peut se ceccomposer de manéere unique
en une valeur ou un radical plae dans un contexte de eduction : sie est
un programme, ou bien c'est une valeur, ou bien il existe un unique radical
r et un unigue contexte de eduction E tel que e = E[r] (E[r] abegeant
E[r= ).

Enn, un esultat devaluation est soit une valeur, soit la divergence; on
distingue deux valeurs de divergence, une par niveau, noee® pour le code
public, (?) pour le code priwe, entendue comme la conversion publique de
la divergence du code priwe :

= ovijp?j o v(?):
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Il est utile de & nir la traduction du  -calcula deux niveaux permettant
d'e acer les conversions et donc d'abolir les niveaux. Cette application, note
T2 1, est & nie ecursivement par lesequations suivantes :

T2 1(x) X;
T2 1(xe) = x Ta a(e);
Ta a(fe) = Ta o(f) T2 a(e);
Taa((e) = Ta a(e);
T2 1( v(xe))) T2 1(xe):

La fonction de traduction T, ; estetendue aux esultats devaluation par
Ta 1(?)=7? etTa 1(v(?)) = ?. On remarque que la fonction de tra-
duction T 2 ; commute avec les substitutions, puisque pour tous termes;
et e et toute variable x, on a :

To 1(eifex=x]) = Ta 1(e)[T 2 1(e2)=X]:

Elle traduit aussi une valeur en une valeur, un contexte de eduction en un
contexte de eduction et un radical dierent de ( xe ) en un radical. Par
la suite, on utilisera ces proprees sans mention.

La relation devaluation, noee +;, qui associea un programme un esultat
devaluation, est ck nie par le syseme d'inerence de la table 3.1 (p. 196),
pour lequel une interpetation mixte est utiliee ; elle s'appuie sur la relation
devaluation du  -calcul simple, toujours noke +. Les egles se epartissent
en trois groupes :

{ lesegles [VAL],[ +]et[ ]correspondenta celles du -calcul simple,
etude peedemment,

{ les egles [PRIV/ +] et [PRIV/ ] correspondenta l'application a
un argument d'une abstraction privee, application publique donnant
un esultat priwe,

{ les egles [PRIV/CONV+], [PRIV/ICONV{] et [PRIV/DIV] corres-
pondenta I'execution du code prie.

Quelgues esultats concernant la £mantigue operationnelle nous seront utiles.
On montre tout d'abord que la relation devaluation se peserve par e ace-
ment des niveaux, puis que la relation devaluation est ceterministe et totale.

Proposition (Lemme de I'e acement)
Soit e un programmea deux niveaux stvaluant en

e +o
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[VAL] (V2 V2)

vV +o V
+ E[a[v=x]] +2 " 6 ?
El(xa)v] +2 V2V
Efalv=x] +2 ?
El(xa)v] +5 2 [ 1 (v2Vy)
+ E[ r(alv=x])] +2 6 ?
Elvxa)v] 4, TRVE Aoy,

E[ r(av=x])] +2 ?

E[v(xa)v] +2 7

[PRIV/ ] (v2V>y)

+ E[v(xa)] +2 6 ?
@]+ TRVICORVAL 1 (9 + xa

E[v(xa)] +2?

E[(e)] +2 ?

[PRIVICONV{] (Ta 1(6) + xa)

E[ ()] +2 v(?) [PRIV/DIV] (Ta 1(6) + ?)

Tab. 3.1 { &mantique operationnelle du langagea deux niveaux
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Alors sa traduction dans le -calcul simpleT 5 1(€) skvalue en la traduction
de , T2 1():
To 1(€) + T 1( ):

Bemonstration
Pour tout couple (e; ) tel que e +2 , on construit une preuve de

To 1(€) + Ta 1()

en esolvant un syseme dequations ecursives, d'inconnues (X (e: )) (e: )je+, -
Pour faciliter une description gererique desequations, on note . un esul-
tat d'execution egal a une valeur, et une valeur de divergence,? ou
v(?). L'indice ®+ ou® se etrea linterpetation mixte du syseme
et indigue la contrainte portant sur le prol de la preuve de la pemisse,
®+ pour une preuve bien fondee,®  pour une preuve in nie en profon-
deur. On cecrit dans la table 3.2 (p. 197) lequation assoceea X, ) €n
fonction de la decomposition de e soit en une valeur, soit en un radical dans
un contexte de eduction; on a not dans cette table uneement de la paire
f+; g . A cause de lequation 3.1, le syseme n'est pas garce ; montrons qu'il

Xww) = (v2Vy)
) T (V) + T2 1(v)
X L X Elalvax]l; )
(Eltxa)vl ) Ta o(E[(xa)Vv]) + Ta 1( )
X L X €L (alv=xD); )
ELO@ME T T WELv(xa) VD) + T2 ()
8 .
2 XEL(T2 1@y ) SiTa (8 2V
XE@: ) = 5 X(EL (@) ) sinon

To «(E[ (@D + T2 1( ) (T2 1(@)! &9
Tab. 3.2 { Dem. prop. 3.1.1

est cependantequivalenta un syseme garce.
Dans ce but, e nissons une relation entre programmes a deux niveaux,
noee [, par:

0
i e= E[ ()]
el %6 E:a: @ 0= E[ (Tx 1(a))] A :
Ta1(ad)2V

(3.1)
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Remarquons que cette relation est ceterministe : en consequence,a chaque
programme ea deux niveaux, on peut associer l'unique trace suivant la re-
lation ' commercant en e. Pour montrer gue le syseme dequations est
equivalenta un syseme gard, il sut de montrer que la relation ' ter-
mine.
On montre par ecurrence sur le terme e que sie est un programme, alors
la trace suivant [ assoceeae est nie.
Soit e un programme.
Si e est une valeur, aucune eduction n'est possible.
Supposonse = EJr], ou E est un contexte de eduction et r un radical, et
examinons les dierents cas pourE.

E =
S'il existe un programmea tel quer vaut ((a) et T 1(a) 2 V, alors e se
eduit par ¥ en (T2 1(a)), qui ne se eduit pas.
Sinon, e ne se eduit pas.

E=wviE>
Par I'hypotlrese de ecurrence, la trace assoceeaE[r] suivant [V se termine
par un programme e,. On constate que la trace assoceeae se termine alors
par vi €.

E=Ee
Par I'hypottese de ecurrence, la trace assoceeaE1[r] suivant [’ se termine
par un programme e;. Il s'ensuit que e se eduit par Y ene e.
Si e; n'est pas une valeur, alorse; e, he peut pas se eduire, puisque sinon,
€1 se eduirait.
Si e; est une valeur, on raisonne comme peedemment. Par I'hypottese de
ecurrence, la trace assoceeae, suivant [’ se termine par un programme
9. On constate que la trace assoceeae se termine alors pare; €9.
Le syseme dequations est donc equivalenta un syseme garce. Le sys-
tme equivalent est quasi-uniforme et compatible avec le syseme d'ine-
rence c nissant les esultats d'execution (cf. tab.2.11 (p. 136)) pour le

-calcul simple : d'apes la proposition 1.2.4 (p. 75)), pour tout couple

(e; ) tel que e +2 , la valeur de la solution enX (.. ) est une preuve de
To 1(e) + Ta 1().
X

Montrons maintenant que la relation devaluation +, est ceterministe.

3.1.2 Proposition (Beterminisme de Evaluation)
Soient e un programmea deux niveaux, ; et » deux esultats devaluation.
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Si e skvalue en ; et en », alors les esultats 1 et , sontegaux :

ety 1 ety »

1= 2

Be2monstration

Supposonse +, jete +; .

Montrons tout d'abord que si 1 est dierentde ?, alors 1= ».
Supposons 1 6 ?. On remarque tout d'abord que le jugemente +, 1 est
valice par une preuve bien foncee, utilisant les egles [VAL], [ +], [PRIV/ 4],
[PRIV/ICONV+] et [PRIV/DIV]. Pour montrer legalit, il su t alors de rai-
sonner par ecurrence structurelle sur la preuve bien foncee dee +, 1 : c'est
imnediat.

Supposons 1 = ?. Raisonnons par l'absurde. Si , 6 ?, par le esultat
peedent, 1= », contradiction.

X

En n, montrons que la relation devaluation est totale.

3.1.3 Proposition (Totalie de kvaluation)
Tout programme admet un esultat d'execution :

ge2 9:9:e +

Cemonstration

Repartissons les programmes en deux ensembles, d'une part ceux qui ad-
mettent un esultat d'e>ecution dierent de  ?, d'autre part ceux qui n'en
admettent pas. Soit D ce dernier ensemble :

DEfe2 0j:(9: 627 e+ )g:

Pour tout programme e de D, on va construire une preuve de
e+, ?

en esolvant un syseme dequations ecursives, d'inconnues (Xe¢)e2p, CE qui
permettra de conclure.

Soit e un programme de D. Necessairement, e peut se decomposer en un
radical dans un contexte de eduction. Le radical peut étre d'une des trois

formes suivantes :
(xa)v;

vixa)v;

r(a):
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Dans le troiseme cas, recessairementl 5, 1(a) est convergent, sinone seva-
luerait en (?).

Decrivons maintenant les equations du syseme, suivant les dierentes ce-
compositions possibles, correspondant respectivement aux egles d'inerence
[ 1, [PRIV/ ]et[PRIVICONV{] :

X € [a[v=x]]
E[(xa)v] +2 2

XE[(xa)v]

XE[ (avax])]
E[v(xa)v] +, ?°

XE[y(xa)v]

XE[v(Xb)]
X = —— (T a) + xb):
E[ +(a)] E[ (@] +5 2 (T2 1(a) )

\éri ons que lesequations sont bien fornees. Elles ont toutes la forme

X 0

Xe = :
e+, ?

Dans chaque cas, on peut constater que s sevalue en un esultat dierent
de ?, il en est de méme deg, soit en contraposant, sie appartienta D, alors
e’ aussi.

En n, ce syseme dequations est quasi-uniforme et compatible avec le sys-
eme d'inerence c nissant les esultats d'execution (cf. tab.3.1 (p. 196)) :
d'apes la proposition 1.2.4 (p. 75)), pour tout programme e de D, la valeur
de la solution enX est une preuve dee +, ?.

X

Nous allons maintenant interpeter le niveau prive abstraitement. Peci-
£ment, nous allons interpeter tout terme (e) par ,, ettoutterme (xe)
par . La syntaxe du langage abstrait est donc c nie par la grammaire sui-
vante :

e = Xjxejeej (] y:

La £mantique operationnelle abstraite se c& nit comme peedemment en
distinguant deux niveaux, par une relation de eduction pour le code public,
par une relation devaluation maintenant triviale pour le code prive. Nous
reprenons la description ealige pour le langage concreta deux niveaux.
On ajoutea la ¢ nition habituelle d'une substitution l'invariance de | et
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v, SI est une substitution, on a ainsi

1 =
v ] = V-

Une valeur est ou bien une abstraction close publique, ou bien la valeur
abstraite  :

vV = xej y:

On note V 5 I'ensemble des valeurs.
Un radical est ou bien I'application d'une valeura une autre valeur, ou bien
le radical abstrait  :

r o= VvVvj ;:

Un contexte de eduction se construit autour de la place, en appliquant des
valeurs, ou en passant des arguments :

E = | VvVEjEe;

al e est un programme.
Comme d'habitude, tout programme peut se cecomposer de mangere unigue
en une valeur ou un radical plae dans un contexte de eduction : sie est
un programme, ou bien c'est une valeur, ou bien il existe un unique radical
r et un unique contexte de eduction E tel que e = EJ[r] (E[r] abegeant
E[r= ).
Enn, un esultat devaluation est soit une valeur, soit la divergence; on
distingue deux valeurs de divergence, une par niveau, noee® pour le code
public, (?) pour le code priwe, entendue comme la conversion publique de
la divergence du code prie :

= ovij?) v(?):
La relation devaluation, noee +4 , qui associea un programme un esultat
devaluation, est ck nie par le syseme d'inerence de la table 3.3 (p. 202),
pour lequel une interpetation mixte est utiliee; il s'agit de l'interpeta-
tion abstraite des egles du syseme d'inerence de la table 3.1 (p. 196),
ek nissant la #mantique ogerationnelle concete. L'interpetation abstraite
rend la relation devaluation non deterministe. Ainsi, le radical abstrait
skvalue par la egle [PRIV/ICONV+] (et la egle [VAL]) en v, et par la
egle [PRIVIDIV] en (?); il en est de m&éme de l'application Vv, qui
skvalue comme , par la egle [PRIV/ +]. Les deux propositions suivantes
permettent de peciser la hature du non-ceterminisme. Si I'on s'ineresse aux
seules valeurs, la relation devaluation est ceterministe.
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VAL] (V2 Va)
V +p V

+ Efalv=x]] +a " 6 ?
El(xa)v] +a V2 Va

Eflalv=x]] +a ?

El(xa)v a2 L 1 V2V
+ E[(] +a 6 2
—E[ ] *a [PRIV/ 4] V2 VA

Eld *a ? v 2V
S PRV T 2V

+ E[ V] +a
[PRIV/CONV+] ( 6 ?)
E[ ] +a
_Eld*a ? [PRIV/CONV{]
E[] +a ?

: [PRIV/DIV]
E[ ] +a v(?)

Tab. 3.3 { Smantique operationnelle abstraite du langagea deux niveaux
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Evaluation abstraite : )

Determinisme pour les valeurs

Soient e un programme abstraita deux niveaux,v; et v, deux valeurs abs-
traites. Si e skvalue en v; et env,, alors les valeursv; et v, sontegales :

3.1.4 Proposition (

e+a Vi e +tp Vo

(Vi;v2 2 Va):
V1= Vo

Bemonstration

On remarque tout d'abord que les jugemente +a vy ete +5 Vo sont valices
par des preuves bien fonckes, utilisant les egles [VAL], [ +], [PRIV/ +] et
[PRIV/ICONV+]. Pour montrer legalie, il sut de raisonner par ecurrence
structurelle sur la preuve bien foncee dee +5 Vi : c'est imnediat.

X

Un programme abstrait ou bien converge (vers une valeur), ou bien diverge
publiguement, ces deux possibilies s'excluant.

Evaluation abstraite :

Ceterminisme et totalie hors divergence en prie )
Soit e un programme abstraita deux niveaux. Alors e converge vers une
valeur si et seulement sie ne diverge pas publiquement :

3.1.5 Proposition (

9v2Va:e+a Vv,: (e+p ?):

Bemonstration

9v2Va:e+ta V): (e+a ?)
Soit v une valeur telle quee +a V. Il est facile de montrer par ecurrence
structurelle sur la preuve bien foncee dee +ao v que: (e +a ?).

c(e+ta ?))9 v2Vaie+a Vv
On contrapose. SoitD l'ensemble des programmes tels que pour toute
valeur v, on ait : (e +a V). Pour tout programme e de D, on construit une
preuve de

e +p ?

en esolvant un syseme dequations ecursives, d'inconnues (Xe)e2p -

Comme par ¢k nition, tout programme de D se decompose en un radical
dans un contexte de eduction, nous pouvons cecrire les equations de ce
syseme suivant les dierentes cecompositions possibles, correspondant aux



204 Chapitre 3. Deux analyses de I'environnement local

egles dinerence [ ], [PRIV/ ] et [PRIV/ICONV{] :

XE [alv=x]]
E[(xa)Vv] +a ?

XE[(xa)v]
XE[yv]

Xe[]

\eri ons que lesequations sont bien fornees. Elles ont toutes la forme
X eo

Xe= ——:
e+p ?

Dans chaque cas, on peut constater que s sevalue en une valeur, il en est
de méme dee, soit en contraposant, sie appartienta D ,alors €° aussi.

En n, ce syseme dequations est quasi-uniforme et compatible avec le sys-
eme d'inkErence c nissant les esultats d'execution abstraits (cf. tab.3.3
(p. 202)) : d'apes la proposition 1.2.4 (p. 75)), pour tout programme e de
D, la valeur de la solution enX¢ est une preuve dee +a ?.

X

Ces deux derneres propositions permettent de distinguer dierents cas pour
I'observation des esultats d'un programme abstraita deux niveaux. Avant

de les enoncer, introduisons une notation utile pour la relation devalua-
tion, permettant de decrire I'ensemble des esultats dévaluation de tout

programme abstrait e :

e+af oiiii 0 10°B e +a . (9i<n: = )

Etant donre un programme abstrait e, il est facile de voir que les esultats
de son execution \eri ent une et une seule des trois proprets suivantes :
{ [>]: le programme converge uniformement (vers une unique valeur) :

91v2Va:e+p fvg;
{[?]: le programmediverge unifornement :
(e+a f29) _(e+a 75 v(?)9);
{[]:le programme dpend de  (ou converge et diverge en priwe) :

9v2Va:e+a fv; v(?)0:
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Donnons quelques exemples. N'importe quel programme convergent du-
calcul simple, c'esta-dire forne de code public uniquement, \eri e la pro-
pree[ >]; de méme, n'importe quel programme divergent du -calcul simple,
\erie la propree [ ?]; si estun tel programme, alors ( X )  sevalue
en? et (?), etwrie donc la propree [ ?]; enn, ., qui sevalue en
et (?) \erie lapropree [].
Par la suite, nous notons ainsi les trois proprets peedentes :

{ e +a [>]: le programmee \eri e la propree [ >],

{ e +a [?]: le programmee \erie la propree [ ?],

{ e +a []: le programme e \erie la propree [].

Il nous resteaetablir la correspondance entre le langagea deux niveaux
et soninterpetation abstraite .
De nissons tout d'abord par ecurrence structurelle la fonction d'interpe-
tation, noee Ty a, transformant tout programme a deux niveaux en un
programme abstrait, ai le code prive aet e ae :

Ta a(X) = X;
Ta a(xe) = X Ta a(e);
Ta a(fe) = Ta a(f)Ta a(e);
Ta a((€) = r;
Ta a(v(xe)) = v

Onetend aussi cette fonction aux esultats d'execution de la manere sui-
vante :

’) .

v(?):

Ta a(?)
Ta a( v(?))

On remarque que la fonction d'interpetation commute avec les substitu-
tions, puisque pour tous termese; et e, et toute variable x, on a :

Toa alerlex=x]) = Ta a(e)[T2 a(e2)=x]:

Elle interpete aussi une valeur par une valeur, un contexte de eduction
par un contexte de eduction et un radical par un radical. Par la suite, on
utilisera ces proprees sans mention.

La relation devaluation est peseree par l'interpetation abstraite du lan-
gagea deux niveaux, au sens donre par la proposition suivante.
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Interpetation abstraite :
Peservation de la relation dévaluation )

Soit e un programmea deux niveaux admettant pour esultat d'execution.
Alors linterpetation abstraite de e admet linterpetation abstraite de
pour esultat d'execution :

3.1.6 Proposition (

e +o
Ta a(e) +a T2 a( )

Bemonstration
Pour tout couple (e; ) tel que e +, , on construit une preuve de

To a(€) +A T2 a()

en esolvant un syseme dequations ecursives, d'inconnues (X (e: ))(e: )je+, -
Pour faciliter une description gererique desequations, on note . un esul-
tat d'executionegala une valeur oua (?), et la valeur de divergence
?. L'indice ®+ ou ® se etrea linterpetation mixte du syseme
et indique la contrainte portant sur le prol de la preuve de la pemisse,
®+ pour une preuve bien fonde,®  pour une preuve in nie en pro-
fondeur. On cecrit dans la table 3.4 (p. 207) lequation assoceea Xe. )
en fonction de la decomposition dee soit en une valeur, soit en un radical
dans un contexte de eduction; on a noe dans cette table unekment
de la paire f+; g . On \eri e aiment que ce syseme dequations garce
et quasi-uniforme est compatible avec le syseme d'inErence ¢ nissant les
esultats d'execution (cf. tab. 3.3 (p. 202)) pour le langage abstrait : d'apes
la proposition 1.2.4 (p. 75)), pour tout couple (e; ) tel que e +, , la valeur
de la solution enX . y est une preuve deT o a(€) +a T2 a( ).

X

Etudions une forme de eciproque, qui montre que touteevaluation abstraite
est l'interpetation d'au moins une evaluation concete : autrement dit, la
relation devaluation est dense pour linterpetation abstraite. Examinons
trois cas, suivant le esultat de levaluation abstraite.

Commercons par les valeurs.

Interpetation abstraite :
3.1.7 Proposition (  Densie de la relation devaluation - )
Cas des valeurs
Soit a un programme abstraita deux niveaux convergent vers une valeur
abstraite u :
a+ta u (U2Va):



3.1. Un criere abstrait de con dentialie 207

Toa a(V) +a T2 a(V)
X (Efavax]l; )
Ta a(E[(xa)Vv]) +a T a( )
X (EL (vl )
Ta a(E[v(xa)V]) +a T a( )
XELv(xb)]; )
Toa a(E[ +(@)]) +a T2 a( )

(V2 V)

X (viv)

XE(xa)v ) =

X(E[v(xa)v] )

Si Ty 1(&) + xb

XEl@h ) =

Ta a(E[ (@] +a v(?)

VWA AW 00

Sing 1(&) + ?

Tab. 3.4 { Dem. prop. 3.1.6

Alors il existe un programme concreta deux niveauxc ayant pour interpe-
tation abstraite a et convergent vers une valeur concetev :

c+2Vv (Ta a(c)=a;v2Vy):

Bemonstration
Soit pmay € programme ¢k ni dans la cemonstration de la proposition 2.2.5
(p. 144), et \eri ant la propree suivante :

8V 2V : Py V + P -

Ce programme est aussi une abstraction, qu'on notez p .
Associons a tout terme abstraita deux niveaux a un terme concret, noe
T(a) et ¢k ni par ecurrence sur a ainsi :

T(X) = X;

T(xb) = xT (b;
T(araz) = T(a1) T(a2);
T(r) = r(Pmax) ;
T(v) = v(Pmax):

Nous utiliserons par la suite quelques proprees concernantT sans les men-
tionner. Tout d'abord, T commute avec les substitutions : pour tous termes
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abstraits a; et ay, et toute variable x, on a T(ai[az=x]) = T(a1)[T (a2)=X].
Ensuite, I'image par T d'une valeur abstraite est une valeur concete, et
limage d'un contexte de eduction abstrait est un contexte de eduction
concret.

Nous allons montrer par ecurrence sur la preuve dea +5 u que

T(a) +2 T(u):
Examinons les dierents cas pour la egle concluant la preuve de
a +a U:

[VAL]
La conclusion est I'axiomeu +, u. Evidemment, T (u), qui est une valeur,
sevalue en T (u).

[ +]

La preuve se termine par l'inerence suivante :
+ E[bv=x]] +a U
E[(xb)V] +a U

On ckduit de I'hypotlese de ecurrence que T(E[Hv=X]]) +2 T(u). Par la
egle [ +], on ceduit que T(E[(xb)V]) +2 T(u).
[PRIV/  +]
La preuve se termine par l'inerence suivante :
+ E[(] +a u
E[vV] +a U

On ceduit de I'hypothese de ecurrence
T(E[/]) +2 T(u);
soit
T(E)[ r(pmax)] +2 T(U)Z

Necessairement, ce jugement est ceduit par la egle [PRIV/ICONV+] du
jugement
TE) v(Pmax)] +2 T(u):
Posonsv®= Ty 1(T(V)).
Par la egle [PRIV/CONV+], on ceduit du jugement peedent le jugement

T(E) r(plvED)] +2 T(U);
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puisque Byax VO qui se eduit en plv®z], skvalue en p.,. Finalement, par
la egle [PRIV/ +], on obtient
TE v(Pmax) T(V)] +2 T(u):

[PRIV/CONV+]
La preuve se termine par l'inerence suivante :
+ E[v] +a U
E[+au
On ceduit de I'hypottese de ecurrence que T(E)[ v(Pmax)] + T(u). Par la

egle [PRIV/ICONV+], on obtient  T(E)[ r(Pmax)] + T(u).
X

Venons-ena la divergence priee.

Interpetation abstraite :
3.1.8 Proposition ( Densie de la relation dévaluation abstraite - )
Cas de la divergence prive
Soit a un programme abstraita deux niveaux divergent en priwe :

a+a v(?):

Alors il existe un programme concreta deux niveauxc ayant pour interpe-
tation abstraite a et divergent en prie :

c+2 v(?) (T2 a(0= a):

Cemonstration

Soit py,i, Un programme divergent, par exemple le programme K xx ) ( XXX ).
Associonsa tout terme abstrait a un terme concret, noe T(a) et ¢ ni par
ecurrence sur a ainsi :

T(X) = Xx;

T(xb) = xT (b;
T(fa) = T(f)T(a);
T(r) = r(Pmin) 3
T(v) = v(X Pmin):

Nous utiliserons par la suite quelques proprees concernantT, sans les men-
tionner. Tout d'abord, T commute avec les substitutions : pour tous termes
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abstraits a; et ay, et toute variable x, on a T(ai[az=x]) = T(a1)[T (a2)=X].
Ensuite, I'image par T d'une valeur abstraite est une valeur concete, et
limage d'un contexte de eduction abstrait est un contexte de eduction
concret.

Nous allons montrer par ecurrence sur la preuve dea +5 (?) que

T(@) +2 v(?):
Examinons les dierents cas pour la egle concluant la preuve de
a+a v(?):

[ +]

La preuve se termine par l'inerence suivante :
+ Efav=x]] +a v(?)
El(xa)vl +a v(?)

On ceduit de I'hypothese de ecurrence que T(E[a[v=x]]) +> (?). Par la
egle [ +], on obtient T(E[(xa )V]) +2 v(?).

[PRIV/ 4]
La preuve se termine par l'inerence suivante :

+ E[ (] +a v(?)_
E[VV] +A v(?).

On ceduit de I'hypothese de ecurrence

TE[(]) +2 v(?);

soit
TEN r(Pmin)] *2 v(?):
Par la egle [PRIV/ +], on obtient

TE v(X Pmin) T(V)] +2 v(?);
soit
T(E[ VV]) +2 v(?):

[PRIV/ICONV+]
La preuve se termine par l'inerence suivante :

+ E[ V] +a v(?)_

E[]+a v(?)
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Par la egle [PRIV/DIV], on adirectement T(E)[ r(Pmin)] 2 v(?), puisque
Pmin diverge.

[PRIV/DIV]
La preuve se termine par l'inerence suivante :

E[] +a v(?)
Par la egle [PRIV/DIV], on adirectement T(E)[ r(Pmin)] 2 v(?), puisque
Pmin diverge.
X

Terminons par la divergence publique.

Interpetation abstraite :
3.1.9 Proposition ( Densie de la relation déevaluation - )
Cas de la divergence publigue
Soit a un programme abstraita deux niveaux divergent publiguement :

atp ?7:

Alors il existe un programme concreta deux niveauxc ayant pour interpe-
tation abstraite a et divergent publiqguement :

c+2? (Ta a(c)= a):

Bemonstration
On eutilise la fonction T de nie au cebut de la cemonstration de la propo-
sition 3.1.7 (p. 206), \eri ant

T(r) = r(Pmax) ;
T(v) = v(Pmax)

On rappelle que R,ox €st le programme & ni dans la cemonstration de la
proposition 2.2.5 (p. 144), qu'il \erie

8V2V: PpaxV + Pmax;

et qu'il estegala une abstraction, qu'on note zp.
Soit D I'ensemble des programmes abstraits divergents publiqguement :

D% fa2 Qja+a ?2g:
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Pour tout programme a de D, on va construire une preuve de
T(a) +2 ?

en esolvant un syseme déquations ecursives, d'inconnues (X a)a2p, € qui
permettra de conclure.

Decrivons les equations du syseme, suivant les dierentes decompositions
possibles d'un programme dé, qui correspondent respectivement aux egles
dinerence [ ], [PRIV/  ]et[PRIVICONV{]:

Xg((xa)v] = XEfalion) ;
T(E[(xa)Vv]) +2 ?
XE[ ]
Xerovp = TE) (p[T(V)=2Z])] +2 ? ;
TE) v(Pmax) T(V)] +2 ?
XE[ (@] = XEL(x0) (Ta 1(a) + xb):

E[+(@)] +2 ?
\&ri ons que lesequations sont bien formees. Elles ont toutes la forme

X g0
Xa=
T(a) +2 ?

Dans chaque cas, on peut constater que si° sevalue en une valeur, il en
est de méme dea, soit en contraposant et en utilisant la proposition 3.1.5
(p. 203), sia appartienta D, alors a° aussi.

En n, ce syseme dequations estequivalenta un syseme quasi-uniforme et
compatible avec le syseme d'inErence ¢ nissant levaluation concete (cf.
tab.3.1 (p. 196)) : d'apes la proposition 1.2.4 (p. 75)), pour tout programme
a de D, la valeur de la solution enX 4 est une preuve deT(a) +, ?.

X

Ainsi s'acteve la description de la correspondance entre le langagea deux
niveaux et son interpetation abstraite. Comme [interpetation conserve
levaluation 4, il apparat que cette correspondance est forte : comme le
cevoilent les trois derneres cemonstrations, elle repose sur la capacie de

“Au sens ai la relation devaluation est pesenee par linterpetation et dense pour
elle.
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levaluation abstraite de simuler deux evaluations concetes particuleres,
celle du programme donnant lieua une observation maximale et celle d'un
programme divergent. C'est sur cette correspondance que nous nous fondons
pour letude de la con dentialie.

3.1.2 Uniformie, ¢ependance, con dentialie

Nous commercons par nous ineressera la question de savoir si le e-
sultat observable d'un programme cepend de certains de ses sous-termes.
A cette n, nous mocelisons un programme sous la forme d'un contexte
posedant des places, al se gre ent les sous-termes en question : les places
rendent compte de la paranetrisation du programme. Par la suite, on appel-
lera un contexte servanta une telle moctlisation un programme paranete,
et ses places, les paranetres. Pour ceterminer si un programme paranete
epend de ses paranetres, il sut de faire varier les termes remplecant les
paranetres et d'enregistrer les esultats d'execution : si I'observation de ces
esultats ewle des variations, c'est que le programme paranete dcepend
de ses paramretres. Nous menons cette etude de la cependance en utilisant
le langage a deux niveaux cecrit peedemment, le programme paranete
correspondant au code public, les termes remplacant les paranetres au code
prive ; linterpetation abstraite nous permet de ce nir abstraitement la pro-
pree de cependance. Finalement, nous appliquons les esultats obtenusa
la question de la con dentialie lors de I'execution de code mobile.

Consicerons deux nouveaux ensembles de places,"()i>0 et ( Vj)j> o;
ces places seront appekes des paranetres. Dans un terme, un paranetre
"i peut etre remplaee par n'importe quel terme, alors qu'un paranetre
Vi peut uniquement etre remplae par une abstraction. On associea toute
expressionC le terme paramete aux n parametres ( i)ipf 1.:ng € @UX p

terme obtenu par la gre e simultaree dans C de g en chaque occurrence de
"i pour tout i et def; en chaque occurrence de'; pour tout j. Un terme
paranete est donc un contexte particulier, qui utilise comme places les
pararetres et restreint les possibilies de remplacement des paranetres. Un
programme paranete C,p, est un terme paranete clos (les paranetres ne
comptant pas comme des variables libres) dont le domaine de ¢ nition est
restreint aux familles de termes (@ )i; (fj);) telles queC[(&)i; (fj); ] forme un
programme. Par la suite, on suppose toujours tacitement que les familles de
termes utilisees avec un programme paranete appartiennenta son domaine
de ck nition.
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Nous sommes maintenant en mesure de c nir la propree de cependance,
comme regation d'une proprete d'uniformit.

3.1.10 D& nition ( Programme paranete : Uniformié et éependance )

3.1.11 Lemme (

Soit Cjy.p; Un programme paranmete. On dit que le programme paranete
Crnip) €st
{ uniformement convergent, ce qu'on note Cj,5; + [>], s'il converge
quels que soient les termes remplacant ses paranetres :

Crpy + 2158 (@)i5(fj)i 1 9v2 Vi Cl(e)i; (f;)] + v;

{ uniformement divergent, ce qu'on note C,.,; + [?], s'il diverge quels
que soient les termes remplecant ses paranetres :

Crnp) + 2158 (&)i:(f)); 1 Cl(@)ii(f)] + 2 :

On dit que le programme paranete Cj,.,; cepend de ses paranetres ce qu'on
note Cpyp; + [] , s'il n'est ni uniformement convergent, ni uniformement
divergent :

Cooy + [] def  9(&)i; ()i (&) (FAjsv2 Vv
el ' Cl(e)i; (fi )] + 2~ CL; (F ] + v

Bien noter que les trois proprees s'excluent mutuellement et couvrent l'en-
semble des possibilies.

Il est simple de traduire tout terme paranete en un terme paranetea
deux niveaux, les paranetres formant le code priwe, le reste le code public.
Peciement, a tout terme paranete  Cp,,,) associons I'expressiona deux
niveaux T 11 2(C), & nie par :

def

Tu 2(C) = CICCT i (v )]s

puis le terme paranetea deux niveaux T 1 2(C)[n;p].
Le lemme de I'e acement montre que cette traduction est compétement
acequate pour la convergence et la divergence, d'ar son utilie.

Traductiona deux niveaux : Acquation compéte
pour la convergence et la divergence

)
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{ Cl(&)i;(fj);] converge si et seulement siT 11 2(C)[(&)i; (fj);] con-
verge :

Ow2 V,: )
T 200)(e)i;(fj)j] 2w

{ Cl(&)i; (fj);] diverge si et seulement siT 11 2(C)[(&)i;(fj);] diverge :

0 1
Tu 2C)(&)is(Fj)j] +2 ?
(Cl(e)i; (F))1 +?), @

(Ov2 V: Cl(e)i;(fj)] + V),

Tu 200)(&)i; (fj);] +2 v(?)

Ee2monstration

Cl(&)i; (fj)j]sevalue en un unique esultat ;T 1 2(C)[(&)i; (fj);] sevalue

en un unique esultat . Par la proposition 3.1.1 (p. 195),on aT 2 1( 2) =
1. Ainsi, si  , est une valeur, alors ; aussi, et si , estegala ? ou (?),

alors ; vaut ?. On peut donc conclure.

X

Adaptons les & nitions de l'uniformit et de la dependance au langage a
deux niveaux. SoitCp,.,; un programme paranete. On dit que sa traduction
a deux niveaux T q 2(C)[n;p] est
{ uniformement convergente, ce qu'on note T 1, z(C)[n;p] +, [>], sielle
converge quels que soient les termes remplacant ses paranetres :

def  8(e&)i; (fj);: .
T 2Oy *2 P17 9y 50,0 Ty Ol ()] +2 v

{ uniformrement divergente, ce qu'on note T g, 2(C)[n;p] +, [?], sielle
diverge quels que soient les termes remplacant ses pararnetres :

0 1
8(e)i; (fj);:
Ty 2C)ppy +2 2157 @ Ty 2(O)(&)ii(Fj)] +22 A
_Tu 20 ()] +2 (?)

On dit que le programme paranetea deux niveaux T 1 2(C)[n;p] tepend de
ses paranetres, ce qu'on noteT 2(C)[n;p] +5 [], s'il n'est ni uniformrement
convergent, ni uniformement divergent :

O 9 (e () (i (0 9v2 Vo

e Tu 2000€)i;(fi)i] +2 v(? .

Tu 2(C)pppy *2 [1 o % _Ti j((C;II::((Z))I((f]J))]J::ll _,_2 ?( ) § ;
A (T 20)(Ei; (FI;] +2 )

1
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ce qui estequivalenta
0 1
o - Q0@ (1) (e (F - 9v2 Vi
Tu 2(C)ppy *2 [1 + @ (T 20)N(&)ii (Fj)i] +2 w(?) A
A (T 2AC)(EDi; (] +2 v)

En eet, s'il existe des familles (&), (f;);, ()i et (f;, et une valeura
deux niveaux v telles que

(T 20)N(&)i; (F5)i] +2 2) ™ (T 2C)N(eDi; (FA] +2 V)

alors de la peservation de levaluation par l'interpetation abstraite (cf.
prop. 3.1.6 (p. 205)), on ceduit T2r A(T 1 2(C)[(&)i; (f)j]) +a T a(v)et
Ta a(Tu 20C)(E)i; (FI]) +a 25 commeT o a(Tu 2(C)(e)i; (Fj)i]) =
Toa a(Tu 2C)(ED:; (fjo)j 1), on obtient une contradiction d'apes la propo-
sition 3.1.5 (p. 203).

Bien noter & encore que les trois proprees peedentes s'excluent mutuel-
lement et couvrent I'ensemble des possibilies.

La proposition suivante montre que la traductiona deux niveaux est com-
petement adequate pour les proprees d'uniformie et de cependance.

Traductiona deux niveaux : Aecquation compéte
pour l'uniformie et la &épendance
Soit Cpy,p; Un programme paramete. Alors :
{ le contexte Cp,5; converge uniformement si et seulement si sa traduc-
tiona deux niveaux T q; z(C)[n;p] converge uniformement :

3.1.12 Proposition (

Cingt + 1. Tar oClpugy +2 P

{ le contexte Cpy, diverge uniformement si et seulement si sa traduction
a deux niveaux T 1 2(C)[n;p] diverge uniformement :

Crnpr + [?1, Tu 2(Chpnypy +2 [?1;

{ le contexte Cj,;5;) cepend de ses sous-termes si et seulement si sa tra-
ductiona deux niveaux T 1, 2(C)[n;p] epend de ses sous-termes :

C[n;p] + [] T Z(C)[n;p] +2 [] :

Cemonstration

Cette proposition decoule directement de l'acequation compkte pour la
convergence et la divergence, cemontees dans le lemme 3.1.11 (p. 214).
X
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Nous allons maintenant donner une e nitionequivalente des proprets
d'uniformit et de cependance en utilisant l'interpetation abstraite du lan-
gagea deux niveaux. Elle permet deviter le remplacement des paranetres
par tous les termes possibles, puisque l'interpetation abstraite oublie le code
prive.

Commercons par traduire un terme paranete en un terme abstraita deux
niveaux, comme pe@demment nous l'avons traduit en un terme concret.
Pecigment, a tout terme paranete Cp,, associons le terme abstraita
deux niveaux T 1 a(C), & ni par:

Tu a(C) € CL( i (Wil

On remarque que pour tout programme paranete Cy.,;, On a :

Ty a(C)=To a(Tu 2(C));

Tu A(C)=Ta a(Tu 2(C)l(&)i; (Fj)i]):

Gréace a letroite correspondance entre le langage a deux niveaux et son
interpetation abstraite, il est possible de ¢ nir les proprees d'uniformie
et d'incependance en utilisant la traduction abstraite.

Traduction abstraite : Acquation compéte
pour l'uniformié et la gependance
Soit Cp,.p; Un programme paranete. Alors :
{ le programme paranete Cp,,; est uniformement convergent si et seule-
ment si sa traduction abstraite a deux niveauxT 1; A(C) est unifor-
nmement convergente :

Cip) * 21, Tu a(C) +a [>1;

{ le programme paranete C,,; est unifornement divergent si et seule-
ment si sa traduction abstraite a deux niveauxT 11 a(C) est unifor-
nmement divergente :

Cip; * [?1, Tu a(C) +a [?];

{ le programme paranete Cp,,; cepend de ses paranetres si et seule-
ment si sa traduction abstraite a deux niveauxT 11 o(C) depend de

r -

3.1.13 Thkeoeme (

Crp; +[1 » Tu a(C) +a [] :
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Cemonstration

Consicerons un programme paranete Cp,,;. Du fait de lequivalence eta-
blie par la proposition 3.1.12 (p. 216), il sut de montrer que pour tout d
appartenanta f? ;>; g,ona

Tu 2(C)ppp *2 [dl, Tu A(C) +a [d]:

T1u 2(C)pnpy *2 1) Tau a(C) +a [>]
SupposonsT 11 2(C)yp 2 [>1].
SiTu a(C) diverge, c'esta-diresiTy A(C) +a 2 ouT 1 a(C) +a (?),
alors par densie (cf. prop. 3.1.8 (p. 209) et 3.1.9 (p. 211)), il existe unn-
uplet de termes (g ); et un p-uplet d'abstractions (f;); tels que le programme
concreta deux niveaux T 11 2(C)[(&);i; (fj);] diverge, contradiction.
Finalement, on a bienT 1, A(C) +a [>]

Tu a(C) +a [>]) Tu 2(C)ppy +2 [>]
SupposonsT 11 A(C) +a [>].
Soient (&); un n-uplet de termes et ;); un p-uplet d'abstractions.
Si Ty 2(C)[(&)i; (fj)j] diverge, par peservation de levaluation (cf. prop.
3.1.6 (p. 205)), il en est de méme dd 11 A(C), contradiction.
Finalement, T 11 2(C)[(&)i; (fj);] converge.

T 2(C)pnp) *2 [71) Ta a(C) +a [?]
SupposonsT 1 z(C)[n;p] +2 [?].
Si T1 A(C) converge vers une valeur, alors par densie (cf. prop. 3.1.7
(p. 206)), il existe un n-uplet de termes (g); et un p-uplet d'abstractions
(fj); tels que le programme concreta deux niveauxT 11 2(C)[(e)i; (fj);]
converge, contradiction.
Finalement, on a bienT 11 A(C) +a [?].

Tu a(C) +a [?]) Tu 2(Clpypy +2 [?]
SupposonsT 11 A(C) +a [?].
Soient (&); un n-uplet de termes et ;); un p-uplet d'abstractions.
Si Ty 2(C)[(e)i; (fj);] converge vers une valeur, par peservation de leva-
luation (cf. prop. 3.1.6 (p. 205)), il en est de méme deT 1; A(C), contradic-
tion. Finalement, T 1 2(C)[(&);i; (fj);] diverge.

Tu 2(C)ppy *2[1 + Tu a(C) +a []
Il sut d'utiliser les deux equivalences peedentes et de se rappeler que
Tu 2(C)pyp *2 []estlaregation de la disjonctionde Ta 2(C)p.py +2 [>]
etdeTq 2(C)[n;p] +5 [?], tout comme T 1 2(C)[n;p] +a [] est la regation
de la disjonction deT 1 Z(C)[n;p] +a [>]etdeTq 2(C)[n;p] +a [?]
X

Nous allons maintenant appliquer cette ¢ nition abstraite de I'unifor-
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mie et de la cependance au probeme de la con dentialie pour le code
mobile.
Rappelons que nous moctlisons le code mobile par un programme mobile,
peciement une abstraction dont la variable repesente I'environnement, et
I'environnement local par un programme local. Pour rendre compte des ux
d'informations, on suppose que le programme local est paranete, le terme
remplecant ce paranetre repesentant une ressource dont le contenu doit
rester con dentiel. Introduisons les notations correspondantes :
{ x MIx] est le programme mobile,M etant un programme paranete
possdant un unique paranetre,a remplacer par l'environnement,
{ L;;estle programme local, programme paranete possedant un unique
paranetre,a remplacer par la ressourcea proeger.
Etant donre un terme  repesentant la ressource a protger, I'execution
du code mobile dans I'environnement local se moctlise par I'execution du
programme
(x MIx])LL ]:

Comme nous l'avons vu en introduction (cf. p. 12), la propree de con den-
tialie exprime que pour tout code mobile, le esultat observable du code
mobile dans I'environnement local ne cepend pas du paranetre local. Rap-
pelons qu'on observe du esultat sa divergence ou sa convergence.

3.1.14 D& nition (Environnement : Con dentialig)
L'environnement L garantit la con dentialie de la ressource si pour tout
code mobileM, pour tout couple de termes( 1; »), on a lequivalence sui-
vante :

le programme ( x M[x]) L[ 1] converge si et seulement si le pro-
gramme ( x M[x]) L[ 2] converge.

La proposition suivante donne une ¢k nitionequivalente.

3.1.15 Proposition (Con dentialie etequivalence contextuelle)
L'environnement L garantit la con dentialie de la ressource si et seule-
ment si pour tout couple de termes( 1; 2), le programme local L[ ;] est
equivalent contextuellement au programme local[ »].

Cemonstration

La condition donree estevidemment su sante. Montrons qu'elle est reces-
saire.

Supposons que l'environnement.; garantisse la con dentialie de la res-
source. Soit (1; 2) un couple de termes. De I'hypothese, on ceduit facile-
ment que L[ 1] diverge si et seulement sL[ »] diverge.
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Distinguons deux cas, suivant queL[ 1] diverge ou non.

L[ 1] diverge
L[ 2] divergeegalement et on aL[ 1] =c L[ 2]

L[ 1] converge
L[ 2] converge egalement. SoitC;; un contexte. Comme (xC [x]) L[ 1] se
eduit en C[L[ 1]], et (xC [X]) L[ 2] en C[L[ 2]], de I'hnypotrese, on obtient
que C[L[ 1]] converge si et seulement SC[L[ »]] converge, d'al lequivalence
contextuelle.
X

En utilisant la £mantique observationnelle, la propree de con dentialie
devientequivalentea :

pour tout couple de termes (1; »2), I'observation du programme
local L[ 1] estegalea celle du programme locall[ »].

C'est cette dernere formulation qui nous anenea ¢ nir I'observation d'un
programme abstrait. Comme ['observation d'un programme concret, cette
observation peut étre repesente par un arbre, dit observationnel abstrait
Ces arbres observationnels sont les termes respectant la signature concete
suivante. Une seule sorte est utilisee, noteo; I'ensemble desetiquettes est
egalala paire f? ;>; g, ? repesentant la divergence uniforme,> la conver-
gence uniforme, la dependance relativementa | (soit la convergence et la
divergence en prie); I'ensemble des positions est engende par I'ensemble
des valeursV . Lesetiquettes ont le pro | suivant :

?2:0! o;
>:0'! o;

0 ! o:

Voyons comment associera un programme abstrai un arbre observationnel
abstrait.

3.1.16 D= nition et proposition (Observation d'un programme abstrait)
Il existe une unique application associanta tout programme abstraita deux
niveaux a, un arbre observationnel abstrait, noe Obs3 (a) et \eri ant :

(i) sia+a [?],alors Ob(a)= ?;
(i) sia+a [>], alors Ob(a) = >(0bsq (av))vay ;
(i) sia+a [], alors Obs §(a) =

SComme dans le cas concret, on aurait puevidemment consicerer plus gereralement les
termes abstraits : c'est cependant inutile ici compte tenu de l'application que nous avons
en vue.
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L'arbre observationnel abstrait Obs3 (a) est appet I'observation abstraite de
a.

Cemonstration

Lesequations pe@dentes permettent de c nir un syseme garce dequa-
tions ecursives, d'ai I'existence et I'unicie de I'application ¢ nissant I'ob-
servation abstraite.

X

Il est possible detendre la notion d'uniformie aux observations : I'observa-
tion d'un programme paranete est uniforme si elle ne cepend pas de ses
paranetres. Le lemme suivant permet de & nir l'uniformit observationnelle

a partir de I'observation abstraite.

Traduction abstraite : Askquation compéte
pour l'uniformie observationnelle )

Soient Cp,.5; un programme paranete et A un arbre observationnel concret.
Alors l'observation abstraite de Ty A(C) estegalea A si et seulement

Lemme (

(ObsR(Tu A(C)) = A), (8(&)i:(f}); : Obs’(C(@)i; (fj)i]) = A):

Bemonstration
g AC.... (Be)ifj): obs’(C[(&)i; (f})i]) = A))
el (0bsR(T1 a(C)) = A)
Soit D I'ensemble des couplesGpypp; A), @ Cpypp €St UN programme para-
nete et A un arbre observationnel concret, \eri ant :

8(&)i; (fj); : Ob’(Cl(@)i; (f));]) = A:

Pour tout couple (Cjnp1; A) de D, on construit une preuve de legalie entre
ObsR(T 11 a(C)) et A, en esolvant un syseme dequations ecursives, d'in-
connues Kg)az2p - Si (Cirpp; A) appartienta D, lequation assocee est e nie
ainsi :

8

A=7?

E(ObSR(T 1 A(C));A)
X(C[n:p];A) =
§ (X((C )y AV V2V
" (ObsR(Tu A(C));A)

SiA=>(Av)vay :

5Ses seulesetiquettes sont donc? et >.
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Il est facile de \eri er que dans le second cas, pour toute valeuw, le couple
((C v)[n;p];Av) appartienta D.

Montrons que ce syseme quasi-uniforme est compatible avec le syseme d'in-
Erence ¢ nissant legalie entre arbres observationnels.

Dans le premier cas, wA = ?, le programme paranete est uniformement
divergent, d'as par le treoeme 3.1.13 (p. 217), Tu a(C) +a [?], puis
Obs% (T a(C)) = ?. 0n obtient ainsi un axiome du syseme d'inerence.
Dans le second cas, aA = > (Ay)v2v, le programme paranete est unifor-
nmement convergent, d'al par le treoeme 3.1.13 (p. 217), T a(C) +a [>],
puis ObS%(T 11 A(C)) = > (ObS%(T 11 A(C) V))Vzv. Comme T q A(C) vV =
Tu a(Cv), laegle

(Obs2 (T2 A(CV));AY)
(Obs2(T 1 A(C));A)

v2V

appartient bien au syseme d'inerence & nissant legalie entre arbres ob-
servationnels.
Finalement, d'apes la proposition 1.2.3 (p. 73), pour tout couple (Cpp1; A)
de D, la valeur de la solution enX c,,;a) €st une preuve de legalie entre
Obs2 (T A(C)) et A.

8 ACro 1 (Obs(Tu A(C)) = A))

IRl (8(e)is(f)); 1 ObS(CI(@)i; (fj)i]) = A)

Soit D I'ensemble des couplesGp,.p1; A), @l Cpnypy €St UN programme para-
mete et A un arbre observationnel concret, \eri ant :

ObsX(T1 A(C)) = A

Soient (g); un n-uplet de termes et ;); un p-uplet d'abstractions.

Pour tout couple (Cp,.p;; A) de D, on construit une preuve de legalie entre
sO(C[(ei)i;(fj)j ]) et A, en esolvant un syseme dequations ecursives,

d'inconnues (X4)d2p- Si (Cjnypys A) appartienta D, lequation assocee est

e nie ainsi :

(C[n Pl A)

8
% 5 SiA=7?;
(Obs (C[(ei).,(f )iDiA)

X((CV)p AV V2V
(ObSO(C[(ei)l ()i A)

Il est facile de \eri er que dans le second cas, pour toute valeuw, le couple
((C v)[n;p];AV) appartienta D.

A=>(Av)vav :
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Montrons que ce syseme quasi-uniforme est compatible avec le syseme d'in-
Erence ¢ nissant legalie entre arbres observationnels.

Dans le premier cas, alA = ?, le programme abstraita deux niveaux
T1u a(C) diverge uniformrement, d'au par le threoeme 3.1.13 (p. 217), le
programme C[(&);i; (fj);] diverge, puis Obé’(C[(ei)i;(fj)j ) = ?. On ob-
tient ainsi un axiome du syseme d'inerence.

Dans le second cas, aA = > (Ay)v2v , le programme abstraita deux niveaux
T 1 a(C) converge unifornrement, d'ai par le treoeme 3.1.13 (p. 217), le
programme C[(&);i; (fj); ] converge, ce qui donne pour son observation lega-
lie Obs °(C[(&)i; (f;);]) = > (Obs’(C[(&)i; (f});1V)vav -

Comme C[(e)i; (fj);]v estegala (CV)[(&)i; (fj)j], la egle

(Obs’((CW)I(&)i; ()i D Av) 4oy
(Obs’(C[(&)i; (f});1); A)

appartient bien au syseme d'inerence e nissant legalie entre arbres ob-
servationnels.

Finalement, d'apes la proposition 1.2.3 (p. 73), pour tout couple (Cpp1; A)
de D, la valeur de la solution enXc . ,.a) €st une preuve de legalie entre
Obs’(C[(e)i; (f});]) et A.

X

Nous sommes maintenant en mesure de caraceriser exactement les environ-
nements garantissant la con dentialiea I'aide de I'observation abstraite.

Environnement : Criere abstrait
de con dentialie )
L'environnement L garantit la con dentialie de la ressource si et seule-
ment si I'observation abstraite delL[ (] ne fait pas apparatre , soit si et
seulement si

8V 2V : Obsa(L[ (V)6

Cemonstration
Consicerons la proposition exprimant que I'environnement Ly garantit la
con dentialie de la ressource. Elle est successivementequivalentea :

8( 1 2): L[ 1]=c L 2]
8( 1; 2): ObS’(L[ 1]) = Obs®(L[ 2]);
8V 2V :O0bsx(L[ (V)6 (lem.3.1.17) :
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Ici s'acteve notre analyse des ux d'informations, pecisment de la con -
dentialie des ressources. Il a doncee monte qu'une analyse de I'environ-
nement sut pour ceterminer s'il garantit la con dentialie des ressources
qu'il proege, et de plus que cette analyse peut étre meree abstraitement,
sans aucune approximation. Le criere abstrait obtenu n'est evidemment
pas cecidable. S'il letait, le probeme de la la terminaison le serait pour le

-calcul paresseux. En e et, consicerons un programmee et appliquons la
proedure de decision suppoeea (X ) e On constate quee termine si et
seulement si I'observation abstraite de | e fait appara'tre .

3.2 Un criere de con nement

Nous nous ineressons maintenant au con nement. Nous allons enrichir
notre langage par des etrences, permettant de manipuler des objets en ne-
moire. Nous e nissons la syntaxe de ce langage, son syseme de types et
sa £mantique ogerationnelle,a partir d'une relation de eduction. Vient en-
suite son annotation. La £mantique operationnelle du langage annot visea
peserver l'origine des operateurs. C'est cette peservation qui permet de de-
nir la frontere entre le code mobile et le code local. Letude du con nement
est meree apes letude de la frontere. En n, nous proposons une solution
pour contrbler les aces, fondee sur le contréle de l'usage et le con nement
des ressources dans le code local.

3.2.1 Manipuler des objets en nemoire

Comme annone, on ajoute au -calcul quelques primitives permettant
de manipuler des objets en nemoire, et cecrites icia partir de leurs egles
de typage :

{ unit : UnX : unique valeur du type singleton Unit, appege l'unie,

e:
¢ ref(e) : Ref(A)
Erence, ayant pour contenu initial le esultat de levaluation de e,
{ I* : Ref(A) : une etrence |I* est identiee par son identi cateur | et
a pour contenu une valeur de typeA ;
e : Ref(A) e : A
set(er; ) : Unit
de la ekrence ey, et renvoyant la valeur unit,
e : Ref(A)

get(e) : A

. operateur permettant la ceation d'une nouvelle e-

. operateur permettant d'a ecter e, au contenu

. operateur permettant de lire le contenu de la ekrence e.
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a = x (variable)

X :A:a (abstraction)

aa (application)

unit  (unie)

IA  (ekrence)

ref(a) (ceation de ekrence)
get(a) (lecture)

set(a;a) Ecriture)

A = Unit (type singleton)
i Al A (type fonctionnel)
i Ref(A) (type des ekrences)

Tab. 3.5 { Syntaxe du langage avec etrences

Le langage est engende par la grammaire cecrite dans la table 3.5. Il utilise
une notationa la Church ’. On note FV (a) I'ensemble des variables libres
de a et Ref (a) I'ensemble des ektrences ayant une occurrence dana. Un
terme clos est un terme sans variable libre, un programme est un terme clos
ne posedant pas de ekrences :

a terme clos ‘?ef FV(a)=;;
a programme ?ef FV (@)= ;" Ref(a)=;:

On impose une condition de bonne formation aux termes : pour tout terme
a, il est suppo® que la famille ()iazRef () €St injective, autrement dit il
est suppos que les etrences d'un terme peuvent étre identiees par leur
identi cateur. Par la suite, nous n'utilisons que des termes \eri ant cette
condition et omettons de \eri er la peservation de cette condition, toujours
evidente.

Le syseme de types de ce langage est cecrit par la table 3.6. Il permet de

"Dans cette notation, la variable lee par une abstraction recoit explicitement un type :
cette notation s'opposea celle de Curry, ai le type est absent; dans le cas de la notation
de Church, chaque terme possde un type unique, alors que dans celle de Curry, il en
pos®de un principal, les autres s'obtenant en remplacant les variables de types par des
types quelconques.
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[intro-Var] (x 2 dom )
T X (x)

(x:A)  a:B
X :Ara:A! B

[intro- ! ]

"f Al B

[sl'm ! ]
m-
“fa : B

— — [intro-Unit]
unit : Unit

: intro-Ref/loc
SR Ref(A)[ )
Ta:r A

- [intro-Ref/new]
ref(a) . Ref(A)

T a: Ref(A)
—  Blim-Ref/ ]
get(a) : A
T a : Ref(A) Tap A

Elim-Ref/ 7]

© set(az; az) : Unit

Tab. 3.6 { Syseme de types du langage avec etrences

e nir inductivement I'ensemble des jugements de typage valides, un juge-
ment de typageetant de la forme =~ a : A, al est un environnement de
typage, a est un terme etA un type, ces derniers respectivement sujet et ob-
jet du jugement ®a pour type dans I'environnement . Un environnement

de typage sert au typage des variables libres; c'est donc une fonction de I'en-
semble des variables dans I'ensemble des types. Comme les ek&rences sont
etiquekes par le type de leur contenu, il est inutile d'utiliser un environne-
ment de typage pour les e&rences. Donnons quelques proprees classiques
(parce qu'indispensables) du syseme de types.

3.2.1 Proposition (Proprees du syseme de types)
Soit un environnement de typage. Consicrons un termea de typeA dans
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I'environnement

Lemme d'a aiblissement
Consicerons un environnement %prolongeant . Alors le jugement de typage
0% a: A est valide.

Lemme de la base
Consicerons I'environnement ey (5) Obtenu en restreignant aux variables
libres dea. Alors le jugement de typage jry (ay @ : A est valide.

Unicié du type
Pour tout type B, si  ~ a : B est valide, alorsA = B.

Cemonstration

A aiblissement
Immediat, par ecurrence structurelle sur la preuve de ~ a: A.

Base
On proede par ecurrence structurelle sur la preuve de ~ a : A. Le seul
cas ineressant concerne les abstractions.
Supposons © x :A:b : A! B. Ce jugement se ceduit de :(x : A)
b : B, et par hypottese de ecurrence, ona ( (X : A))jrv iy b : B.
Si x est une variable libre deb, on ( (X : A))jrv () = jrv (a)i(X © A),
sinon, ( (X : A))jrv (h = jrv (a)- Dans tous les cas, en utilisant le lemme
d'aaiblissement, on a jry (g:(X : A) ~ b : B, da on cduit jry (a)
Xx :A:b:A! B.

Unicie
Imrediat, par ecurrence structurelle sur la preuve de ~ a: A.
X

Le lemme de la base et I'unicie permettent de e nir le type d'un terme clos
tye sans ambigwe. Par la suite, on utilisera de telles propreesevidentes
sans rappeler cette proposition.

La smantique operationnelle du langage avec ektrences se ¢ nita partir
d'une relation de eduction. Donnons les ¢ nitions habituelles indispen-
sablesa cette ¢ nition.

Une substitution se ¢ nit comme d'habitude, en ajoutant cependant une
contrainte de typage. Peciement, une substitution est un couple ( ; )
forme d'un environnement de typage et d'une fonction de I'ensemble
des variables dans I'ensemble des termes \eri ant :
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{ dom =dom ,
{ pour toute variable x du domaine de , le terme (x) a pour type ( X)
dans l'environnement .

A tout terme e admettant un type dans I'environnement , on associe un
terme, noe € ]Jou e[( (X)=X)x2dom I, & ni comme d'habitude en rempla-
cant chaque variable libre de e appartenant au domaine de par son image
par , et enevitant la capture des variables libres de cette dernere par les
lieurs de e. Comme dans ces dernéres notations, on omettra gereralement
de peciser l'environnement lors de l'utilisation d'une substitution : c'est
gu'il pourra se ceduire du contexte sans ambigee. Comme le montre la
proposition suivante, une substitution peserve le type.

Proposition (Lemme des substitutions)
Soit ( ; ) une substitution. Consicerons un terme a de type A dans l'en-
vironnement et une variable x du domaine de . Si le terme b a pour
type ( x) dans I'environnement , alors le terme a[b=X a pour type A dans
I'environnement
Ta: A b (Xx)
alb=+ : A

(x 2 dom ) :

Bemonstration

On proede par ecurrence structurelle sur la preuve de ~ a : A. C'est
sans di cule.

X

On doit pouvoir cecomposer un terme clos en ou bien une valeur, ou bien
un radical dans un contexte de eduction.

Une valeur est ou bien une abstraction close, ou bien la valeur unit, ou bien
une ekrence, ce qu'on esume ainsi :

v o= x tAejunitjl?;
a FV(x :Ae)= ;.
Un radical est ou bien l'application d'une abstraction closea une valeur, ou

bien la ceation d'une etrence, ou bien la lecture d'une etrence, ou encore
lecriture d'une ekrence, ce qui donne :

roo= (x Are)vjref(v)jget(?)j set(?;v):

Un contexte de eduction se construit autour de la placé de la manere
suivante :

E = | EejvEjref(E)jget(E)|setE;e)jsetv;E);

80n rappelle que la place est une variable particulere, eseneea ce seul usage.
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a FV (e) = ;. Si E est un contexte de eduction et e un terme, on note
E[e] la gre e® de e en la place

Un terme clos type peut étre cecompo® d'une unigue manere, comme l'in-
dique la proposition suivante.

3.2.3 Proposition (Lemme de la c&écomposition)
Soit a un terme clos de typeA.
Alors a n'est pas une valeur si et seulement s'il existe un contexte de educ-
tion E et un radical r tels quea estegala E[r].
Dans ce cas, la cecomposition enE[r] est unique, le radicalr est type et le
contexte de eduction E a pour type A, si on attribuea la place le type
der.

Bemonstration
On \eri e facilement par simple examen que sia = EJr], alors a n'est pas
une valeur. On montre maintenant par ecurrence sura que sia est un terme
clos type qui n'est pas une valeur, alors il existe un contexte de eductionE
et un radical r tels quea = E|[r] et tels que :

{ si E%est un contexte de eduction et r®un radical tels quea= EqrY,

alorsE = E%etr = r©

{ r esttyp,

{ E ala méme type quea si on attribuea la place le type der.

a=x;a= x :Ab
C'est trivialement \erie.

a= aa
a n'est pas une valeur. Supposons qua soit un terme clos type, ce qui
implique que a; et a; sont aussi clos et types. Distinguons deux cas pous,
suivant que a; est une valeur ou non.

a; est une valeur
Appliguons I'hypottese de ecurrencea a,. Deux cas se pesentent encore.
Si a, est une valeur, alorsa est un radical, puisque par les egles de typage,
a; ne peut étre qu'une abstraction, et on \eri e facilement que E = et
r = a conviennent.
Sinon, il existe un contexte de eduction E, et un radical r; tels quea; =
E[r»] et \eri ant les autres proprees. On \eri e facilement que E = a;E»
etr = r, conviennent.

a; n'est pas une valeur
Appliquons I'hypothese de ecurrencea aj. Il existe un contexte de eduction

9Comme c'est aussi le esultat de la substitution dans E du terme ea la variable , le
lemme des substitutions peut s'appliquer.
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E1 et un radical rq tels quea; = E1[r;1] et \eri ant les autres proprees. On
\eri e facilement que E = Ejaz etr = ry conviennent.
Autres cas
lls sont analogues au peedent.
X

Contrairement au -calcul simple, ce ne sont pas des programmes qui se
eduisent, mais des con gurations : une con guration decrit letat courant
du programme s'executant par un terme clos et par letat de la nemoire.
Le terme clos est le terme de contréle, qui ¢t nit le radicala eduire et la
continuation, alors que letat-memoire donne le contenu de chacune des eé-
rences ceees. Peciement, unetat-nemoire s est une fonction de I'ensemble
des eerences dans I'ensemble des valeurs telle que :
{ la famille (1)a,40ms €St injective, autrement dit les eerences du do-
maine des peuvent étre identiees par leur identi cateur,
{ 'ensemble des identi cateurs 1 j 9 A: 1* 2 domsg est un segment ini-
tial de I'ensemble des identi cateurs de etrences, suppos isomorphe
a I'ensemble des entiers naturels, et donc bien ordonre,
{ pour toute etrence |I* du domaine des, la valeur s(I*) a pour type
A.
Les contraintes imposes au domaine d'unetat-memoire permettent de c -
nir pour tout type A une fonction deceation de etrences, a, qui associea
toutetat-memoire s la eerence 14, a1 | est le minimum du compémentaire
de I'ensemble d'identi cateurs fl j9 A: 1A 2 domsg.
Autre operation utile, la mise a jour d'un etat-memoire, qui modie le
contenu d'une ekrence existante, ou ajoute une nouvelle association entre
une nouvelle ekrence et une valeur.A toutetat-memoire s, toute etrence
IA et toute valeur v, tels quel* appartienta dom s[f a(s)g et v a pour
type A, associons un nouveletat-nemoire, (s;14 7! v), & ni par :

(

(s:1* 71 v)(KB) def s(k®) Si. kS & 1%
% sinon.

On \eri e facilement que ('s;I* 7! v) est bien unetat-nemoire.
Une con guration est compose d'unetat-nemoire et d'un terme clos type.
Comme toute eerence utilie doit possder un contenu, on impose que le
domaine de letat-memoire contient

{ les ekrences ayant une occurrence dans le terme de controle,

{ les etrences ayant une occurrence dans une valeur etrenece par

letat-memaoire.
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(s;(x :A:b)v) ! (s;Hv=X])

[]

A =
Grei) L (P 7ivmy e (07 al)

(s;get™) | (s:s(1*)) [REF-1]

(s;set(®;v)) I ((s;1* 7! v);unit)

[REF-?]

(s;r) ! (s%r9 [ ! r radical
(S;E[r]) ! (s2E[rT) ES

Tab. 3.7 { Ssmantique ogerationnelle du langage avec etrences - La rela-
tion de eduction

Il est utile detendre aux couples formes d'un etat-memoire et d'un terme
I'application Ref ( ) donnant'ensemble des ekrences ayant une occurrence
dans un terme :

Ref (s;6) = [ Ref (s(1*)) [ Ref(e):

IA2doms

Ainsi, un couple (s; €) compo® d'unetat-memoire s et d'un terme clos type
e forme unecon guration s'il \eri e la condition suivante :

Ref (s;€) doms:

De cette condition, on ceduit que les etrences d'une con guration peuvent
gtre identiees par leur identi cateur.

La relation de eduction est ¢ nie par un syseme d'inerence, pesent dans
la table 3.7 (p. 231). Un jugement y est de la forme §;a) ! (s®aY, ai ( s; a)
est une con guration, et signi e que (s; a) se eduit en (s a%. La relation de
eduction est bien dce nie entre con gurations et peserve le type du terme
de controle.
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3.2.4 Proposition (Reduction du sujet)
Soit (s;a) une con guration.
Si (s; a) se eduit en (s® a9, alors (s a% est une con guration et a° possede
le méme type quea.

Bemonstration
On proede par ecurrence structurelle sur la preuve de la eduction (s; a) !
(s a9.

[1]
a estegala ( x :A:b)v, et la eduction est (s;(x :A:b)v) ! (s;Hdv=x]).
Puisque s est unetat-memoire, le couple (s; v=x]) est une con guration si
et seulement sibv=x] est type. Par le lemme des substitutions, bjv=x] est
type, de méme type que b dans I'environnement (x : A). Il en esulte que
bHv=x] a la m&éme type quea.

[REF], [REF-1], [REF-?]
C'est sans aucune di cule.

[RED]
a estegala E[r] et la eduction est (s;E[r]) ! (s® E[r9). Elle se ceduit de
la eduction (s;r) ! (s®r9. De I'hypotrese de ecurrence, on deduit que
(s%r9 est une con guration et que r®a meme type quer. Il s'ensuit que
E[r9 a le meéme type queE][r] et que (S® E[r9) est une con guration.
X

La relation de eduction est aussi ceterministe et totale, au sens donre par
la proposition suivante.

3.2.5 Proposition (Reduction : éterminisme et totalig)
Soit (s;a) une con guration.
Si a est une valeur, alors(s;a) ne se eduit pas.
Sinon, (s;a) se eduit en une unique con guration.

Bemonstration

La relation de eduction concerne la eduction de con gurations (s;a) a a
se cecompose en un radical dans un contexte de eduction. Par le lemme de
la cecomposition, a n'est pas une valeur.

Soit (s; a) une con guration telle que a n'est pas une valeur.

L'existence d'une con guration (s%a9 telle que (s;a) se eduit en (s®a9
cecoule de la dcecomposition dea en un radical dans un contexte de eduction,
et de la eduction de toute con guration ( s;r), al r est un radical.

L'unicie se cemontre par ecurrence sur la preuve de (s;a) ! (s®a) et
cecoule de l'unicie de la cecomposition en un radical dans un contexte de
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m == (A; ) (type etinformation)

e = x (variable)

j  x™e (abstraction)

j @"(e;e (application)

j ounit™  (unie)

i 1™ (etrence)

j ref™(e) (ceation de etrence)
i get™(e) (lecture)

j set™(e;e ecriture)

A = Unit (type singleton)
j Al A (type fonctionnel)
j Ref(A) (type des ekrences)

Tab. 3.8 { Syntaxe du langage annoe

eduction.
X

On peut donc ¢ nir sans ambiguee la trace d'un programme a comme
la suite maximale de con gurations obtenues par eductiona partir de la

con guration initiale ( ;;a), a1 ; est letat-nemoire de domaine vide. Le
esultat devaluation est soit une con guration dont le terme de controle est

une valeur, soit la divergence.

3.2.2 Annoter les termes

Pour etudier le con nement, nous utilisons un langage annok, ce qui
signi e que chaque symbole d'operation recoit uneetiquette. Une etiquette
est un couple, dont la premere composante est un type et la seconde une
information. Si m est uneetiquette, on note (m:T; m:l) le coupleegala m,
compo du type m:T et de lI'information m:l. La syntaxe du langage annot
est pesente dans la table 3.8. On remarque que si on e ace lesetiquettes,
on retrouve la grammaire du langage non annok, a deux exceptions pes,
I'abstraction et la etrence. Dans ces deux cas, on utilise letiquette pour
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obtenir le type. Du fait de cette similitude, nous omettons par la suite cer-
tains cetails dep cecrits pour le langage non annot et mettons l'accent sur
les quelques dierences. Le syseme de types et la £mantique par eduction
du langage annok sont calges sur ceux du langage non annot ; seule die-
rence, les ogerateursetiquees portent avec eux leur type et une information,
que les eductions peservent.

On impose la méme condition de bonne formation aux termes etiquets :
pour tout terme e, il est suppoe que la famille ()moref (¢ €St injective,
autrement dit il est suppos que les etrences d'un terme peuvent étre iden-
tiees par leur identi cateur.

Il nous arrivera de decrire la grammaire engendrant les termes sous une
forme abege, de la manere suivante :

e = il fim(F;_:{:Z:_;f);

i fois

les points de suspension correspondant aux egles cetailees et la dernere
egle etant gererique, f™ repesentant tout symbole fonctionnel d'arie i
(i 2 N) detiquette m.
Par exemple, letiquette d'un terme e, nokee eiL, peut se & nir simplement
ainsi :

x:L def ?:

fM (&)L € m:

Le syseme de types est calqle sur le peedent et est corcu de manerea
assurer que letiquette d'un terme indigue son type. Il est cecrit dans la table
3.9 (p. 235); il permet de ce nir inductivement I'ensemble des jugements de
typage valides.

Une substitution est e nie comme peedemment. La mantique opera-
tionnelle du langage annok s'inspire de celle qui peede. Comme toujours,
il est indispensable de pouvoir cecomposer un terme clos en ou bien une
valeur, ou bien un radical dans un contexte de eduction, cette dernere ce-
compositionetant unique.

Une valeur est ou bien une abstraction close, ou bien la valeur unit, ou bien
une ekrence, ce gqu'on esume ainsi :

|m.

v = xMejunit™]j

a FV(xMe=;.
Un radical est ou bien l'application d'une abstraction closea une valeur, ou
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) [intro-vVar] (x 2 dom )

Tx (X
(x:A) e: B
\( ) [intro-! ] (A! B =mT)
xMe: Al
“f Al B a:A[el' L] B n
im- ! =m:
T @"(f,a) : B
— — [intro-Unit]  (Unit= m:T)
Y ounit™ ; Unit
: intro-Ref/loc] (Ref(A)= m:T
‘Im:Ref(A)[ ] (Ref(A) )
e A

" ref™(e) : Ref(A) [intro-Ref/new]  (Ref(A) = m:T)

" e Ref(A)
- Elim-Ref/!] (A= m:T)
get™(e) : A
" e1 : Ref(A) e

A
Blim-Ref/?] (Unit= m:T)

* set™(er; e) : Unit

Tab. 3.9 { Syseme de types du langage annot



236 Chapitre 3. Deux analyses de I'environnement local

bien la ceation d'une etrence, ou bien la lecture d'une etrence, ou bien
lecriture d'une ekrence, ce qui donne :

rox= @"(xMe;v)jref™(v)jget™") jset™(";v):

Un contexte de eduction se construit autour de la place de la manere
suivante :

E =
j @(v;E)j@'(E;e)
j ref"(E)jget™(E)jset™(E;e)|set™(v;E);

al FV(e)=;.
Unetat-memoire s est une fonction de I'ensemble des eEtrences dans l'en-
semble des valeurs telle que :
{ la famille (1)im24oms €St injective, autrement dit les etrences du do-
maine des peuvent étre identiees par leur identi cateur,
{ I'ensemble des identi cateursfl j9m:1™ 2 domsg est un segment ini-
tial de I'ensemble des identi cateurs de ekrences, suppos isomorphe
a lI'ensemble des entiers naturels, et donc bien ordonre,
{ pour toute etrence I™ du domaine des, la valeur s(I™) a pour type
A, a A \erie legalie Ref( A)= m:T.
Etant donre uneetiquette m, dont le type m:T est un type de ekrences,
la fonction de ceation de efrences, ., associea toutetat-nemoire s la
etrence I, as | estle minimum du compementaire de I'ensemble d'identi -
cateursfl j9m:I™ 2 domsg. Quanta la misea jour d'unetat-memoire, elle
associea toutetat-memoire s, toute etrence I™ et toute valeur v, tels que
I™ appartienta dom s[f ,(s)getv a pour type A \eriant Ref( A) = m:T,
un nouveletat-nemoire, ( s;1™ 7! v), & ni par :

(
def  S(k") sik"61M;

(s:17 7 )(KT) \Y; sinon

Une con guration est e nie comme peedemment : un couple ( s;€) com-
pos d'unetat-memoire s et d'un terme clos tyge e forme une con guration
s'il veri e la condition suivante :

Ref (s;e) doms:

La relation de eduction est c nie par le syseme d'inerence pesent dans
la table 3.10 (p. 237). On \eri e facilement comme peedemment que la
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’

(s;@"(x "e;v) ! (s;€v=x])

[]

(s;ref™(v)) U ((s; 1™ 71 v);I™)

[REF] (1™ = m(s))

(s;get™(I") 1 (sis(1™)

[REF-1]

(s;set™(™;v)) U ((s; 1" 7! V) unit™)

REF- 7]

(s;r) ! (s%r9 [ | r radical
(s;E[r ! (sSE[rT) EE

Tab. 3.10 { Ssmantique operationnelle du langage annot - Relation de
eduction

relation de eduction est bien ¢ nie entre con gurations, peserve le typage
et le type du terme de contréle par eduction du sujet, en n est ceterministe
et totale.

Pour terminer, pecisons formellement le rapport entre le langage annoe
et le langage non annoe.
La fonction d'e acement desetiquettes, noee #, est e nie inductivement

ainsi :
#(X) = Xx;
#(xMe) = x :A:#(e) (mT=A! B);
#(I™ = 1* (m:T=Ref(A));
#(EM(g)) = fi(#(g);:

Elle conserve la relation de typage.

3.2.6 Proposition (E acement : Conservation du typage)
Si le termeetiquete e a pour type A dans I'environnement , alors # (e) a
pour type A dans l'environnement
Reciproquement, si le terme nonetiquete a a pour type A dans I'environne-
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ment , il existe un termeetiquet e de typeA dans I'environnement tel
que#(e) = a.

Bemonstration

La proposition se montre facilement par ecurrence structurelle sur les preuves
de " e:Aetde " a:A.

X

La conservation de la relation de typage permet d'associera tout terme non
etiquet type un termeetiguee de méme type, aneedent par la fonction
d'e acement. Un autre aneedent de méme type ne diere que par l'infor-
mation qu'il porte, comme le montre la proposition suivante.

E acement :

Repesentation de kquivalence canonique )
Consicerons la relation dequivalence |, reliant deux termes etiquees s'ils
sontegauxa condition de restreindre la comparaison desetiquettes aux types,
autrement dit consicerons la relation  engendee inductivement par le sys-
eme d'inerence forme des egles suivantes :

3.2.7 Proposition (

(x:x)’

1. 2
(& €);

m:T= n:T):
(™ f () ( )

Alors, pour tous termesetiquees e; et e; tyges dans un méme environne-
ment de typage, nous avons :

e e.# (e)=#(e):

Bemonstration

e &) (e)=#(e)
On proede par ecurrence structurelle sur la preuve dee; €. C'est im-
nmediat.

#(e)=#(e)) & &
On proede par ecurrence structurelle sur la preuve de typage des; dans .
Examinons les dierents cas pour la egle d'inerence concluant la preuve. On
supposea chaque fois que, est un terme type dans tel que # (e1) = # (e2),
et on cherchea montrer quee; e.

[intro-Var]
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Dans ce cas, il existe une variable telle que e; = e, = x. On peut conclure.
[intro- ! ]
La preuve se termine par la egle
(X T A) b B
XxM™h Al By

a mT=A! B;.

On ceduit de # (e1) =# (&) et du typage de e; dans I'existence d'une
etiquette n et d'un terme by tels quee; = x "y, # () =# (lp), T = A!
Boet :(x:A) b:Bo.

De I'hypotrese de ecurrence appligieea :(x : A) ° b; : Bj, on obtient
queby by

Si by est une variable, alorsby = by, puis B; = By, soit m:T = n:T.

Sinon, par e nition de  , onab;:L:T = bp:L:T, soit By = By, soit m:T =

n:T.
Finalement, on a biene; e.
Autres cas
Le raisonnement est analogue au peedent.
X

Ainsi, il est possible d'associera tout terme clos nonetiquet a de type A,
eta toute information , l'unique terme closetiquet, not hai , de type A,
eriant # (hai ) = a et enterementetiquet par , coloe en pourrait-on
dire : touteetiquette m ayant une occurrence dandai \erie m:l =

La fonction d'e acement peut étreetendue auxetats-nemoire de la manere

suivante. Sis est unetat-memoireetiquet, comme la famille ( 1)jm2goms €St
injective, on peut associera tout identi cateur de eerence | appartenanta
l'image de cette famille letiquette m, telle que I™ appartient au domaine
des; # (s) est alors la fonction cecrite par la famille  # (s(1™)) 1A 26 (dom 8)*
Finalement, la fonction d'e acement peut étre etendue aux con gurations

de la manere suivante : si (s; €) est une con gurationetiquete, alors # (s;€)
estegala (# (s); # (e)). Par peservation de la relation de typage, c'est bien
une con guration. La eduction est aussi consenee par e acement.

3.2.8 Proposition (E acement : Conservation de la eduction)
Si (s;€) est une con gurationetiquete se eduisant en (s €Y, alors # (s; €)
se eduit en # (s €9 ; si (s; €) est une con gurationetiqueee ne se eduisant
pas, alors# (s;€) ne se eduit pas.
Reciproquement, si (t;a) est une con guration non etiqueee se eduisant
en (t¢ a9, alors il existe deux con gurationsetiquetes (s; €) et (s¢ €9 telles
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que (s;e) se eduit en (s%€9), et # (s;e) = (t;a) et # (s%e) = (1;%9;
si (t;a) est une con guration non etiqueee ne se eduisant pas, alors il
existe une con guration etiqueee (s;e) telle que(s;e) ne se eduit pas et
#(s;e)=(t;a).

Cemonstration

Pour la premere partie de la proposition, concernant la peservation de la
eduction, il sut de remarquer tout d'abord que la fonction d'e acement #
transforme une valeur en une valeur, un radical en un radical, un contexte
de eduction en un contexte de eduction. En remarquant que la fonction
d'e acement commute avec les substitutions, on constate alors qu'un radical
dans un contexte de eduction est transforme en un radical dans un contexte
de eduction, et on peut proeder par ecurrence sur la preuve de la eduction
pour conclure.

Pour la seconde partie, consicerons une con guration non etiqueee (t;a).
Soit une information quelconque. De nissons s ainsi, pour toute eerence

IA du domaine det :
s(IReMA:)) B h(1A)i

Il est clair que (s; hai ) est une con gurationetiquete telle que #(s;hai ) =
(t;a). On applique la premere partie de la proposition pour conclure.
X

3.2.3 Les typesa la frontere

Pouretudier le con nement, nous utilisons le langage annoe que nous
venons de decrire, en donnant un sens particulier aux informations compo-
sant lesetiquettes : elles repesentent l'origine des termes. Comme un terme
peut provenir ou bien du code mobile ou bien du code local, I'ensemble des
informations est supposegala fmo; log : I'information mo indique comme
provenance le code mobile, l'informationlo le code local. Si appartienta
f mo; log, on note ~ l'autreeement de f mo; log.

Nous e nissons maintenant la frontere entre le code mobile et le code
local au sein d'un terme. Consicerons un termee, et un de ses sous-termes
fM(:::;d;::2), a d a pouretiquette n; le sous-termed esta la frontere
dans e si son origine est dierente de celle de I'ogerateur f, soit si

n:l 6 m:l:

Il existe donc deux sortes de fronteres, l'une, ditesortantel, correspondant

°Le code local plaea cette frontere peut sortir de I'environnement, le code mobile
operant alors sur lui.
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au cas ai d a pour origine le code local, soin:| = lo, l'autre, dite entrante!?,
correspondant au cas aud a pour origine le code mobile, soitn:l = mo.
Plutét que de ceterminer les termes apparaissanta la frontere, nous ea-
lisons une approximation, en nous ineressant seulementa leur type. De -
nissons donc deux ensembles, formes des types apparaissant aux fronteres
sortante et entrante respectivement au sein d'un terme.
Soit unekment de fmo;log. Si m est uneetiguette, on & nit une appli-
cation F™, associanta chague termeetiquee e

{ le singleton fe:L:Tg, si e et m portent les informations et ~ respecti-

vement :

elL:l ;
m:| ;

{ I'ensemble vide sinon.
Autrement dit, I'application F ™ appligieea un terme e cetermine si e est
a la frontere, sortante ou entrante suivant la valeur de , lorsqu'il est plae
SOus un operateuretiqguee par m, et le casecheant, renvoie son type. Ainsi,
pour toute variable x, F™(x) = ; ; pour un terme e detiquette ( A; ), F™(e)
estegala fAg sim:l = ~,a I'ensemble vide sinon, et F'(e) = ;.
A tout termeetiquet e, on associe I'ensemble nod- (e) des types apparte-
nanta la frontere, sortante si = lo, entrante si = mo, ¢ ni ecursivement
par lesequations suivantes :

F (x) -

M
~—~
—
3
~—~
P
N ¢
—
~—
1

F(e)[ F™(ex):
1Kk j

Ainsi, dans un terme, un type appartienta la frontere sortante si c'est le
type d'un sous-terme d'origine lo, pla@ immediatement sous un sous-terme
d'origine mo, et inversement pour la frontere entrante. Par exemple, pour
le termeetiquet eegala

@B;Io)(f (A! B;mo).a(A; Io)) .
Fmo(€) estegala
fAL BY[F mo(f)[F mo(a):
L'application estetendue auxetats-memoire de la manere suivante :

[
F ()= F(s(™) [ F™(s(i™):

Im2dom s

11| e code mobile plaa cette frontere peut entrer dans I'environnement qui ogere alors
sur lui.
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puis aux con gurations ainsi :
F(s;ed=F (s)[F (e):

Ainsi, dans une con guration (s; €), un type appartienta la frontere sortante
{ ou s'il appartienta la frontere sortante dans e,
{ ou s'il appartienta la frontere sortante dans une valeur s(I™),
{ ou s'il est le type d'une valeur s(I™) d'origine lo, I™ ayant pour origine
mo,
et de méme pour la frontere entrante, en permutant les origines.
Pour simpli er, on ¢ nit la frontere d'un terme comme le couple

(Fio(€); Fmo(€)) ;
de méme la frontere d'une con guration (' s;€) comme le couple
(Fio(s; €); Fmo(s; ©) :

Plus gereralement, on appelle frontere tout couple forme de deux ensembles
de types.

Notre premier objectif est de determinera partir d'un programme un
majorant de I'ensemble des fronteres apparaissant dans sa trace d'execution,
le majorantetant calcukea partir de la frontere de la con guration initiale.

Il doit donc &tre possible de determiner la manere dontevolue la frontere
lors d'une eduction. Une hypothese portant sur les variables lees est alors
recessaire, comme le montre |I'exemple suivant.

Consicerons deux valeurshf i™ et hvi'°, fornees de code d'originemo et lo
respectivement, et de types respectifA\ ! B et A. Le programme

@B;Io)( X (A! B;lo) @B;mo)(hc imO;X); hvi |0)

a pour frontere (;;fBg). Il se eduit en @ M) (H iM; hi'®), qui a pour
frontere (fAgQ;;). Comme A et B peuvent &tre quelconques, une hypottese
concernant letiquetage s'awere recessaire si I'on veut rapporter la frontere
apes eductiona la frontere avant : elle assure qu'on ne traverse aucune
frontere, d'une part, entre une variable lee et son lieur, d'autre part, entre
une variable libre et la racine du terme. C'est I'nypottese de coterence des
origines.

3.2.9 [ nition (Colerence des origines)
Un termeetiquet e est d'origine colerente si I'une des conditions suivantes
est \eriee :
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. (x variable)
X
0 _ 1
eiig 8K20Liijg
. A

) Fig(a) =F fo(a) = ;

Tab. 3.11 { Termesetiquees : Coterence des origines

() e est une variable,

{ e« est d'origine coterente,
{ si e posede une variable libre,gx nNappartient pasa la frontere de
e.

Formellement, un terme etiquete e est d'origine colerente si e appartient
a lI'ensemble engende inductivement par le syseme d'inerence de la table
3.11 (p. 243).
Une con guration (s;e) est d'origine colerente si
{ le terme de contr6le e est d'origine coterente,
{ pour toute eerence I™ du domaine des, la valeur s(I™) est d'origine
colerente.

Ainsi, dans I'exemple peedent, le terme
x (Al B:lo) gfBimo) pf jmo. y)
n'‘est pas d'origine coterente. En revanche, les termes
x (Al Bimo) G(Bimo) (pf jmo. )

et
x (Al B:lo) @fBilo) (1 jmo. y)

le sont. Pour ces deux cas, voyons commentevolue la frontere lors de la
eduction du programme corrige. Les programmes

@B;IO)( x (Al B;mo) @B;mo)(hc imo: x): h/i'o)

et
@B;Io)( x (Al B:lo) @B;Io)(hc jmo. x): hvi |O)
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ont pour frontere (;;fA ! Bg). Le premier se eduit en @B M) (H i M°; hvi'°),
de frontere (fAg;;), le second en &' (i i M°; hvi'°), de frontere (;;fA !
Bg). Dans les deux cas, il est possible de relier les types appartenant a
la frontere apes eductiona ceux qui y appartiennent avant. C'est cette
intuition que nous ceveloppons et formalisons maintenant.

Desormais, nous allons utiliser des termes d'origine cokerente. Montrons
donc que cette propree est pesenee par eduction.
Commercons paretudier la cecomposition dans un contexte de eduction.
Pecisons la & nition de la propree pour un contexte de eduction : un
contexte de eduction est d'origine coterente s'il appartienta I'ensemble
engende inductivement par le syseme d'inerence de la & nition peae-
dente,a condition de ne pas consicerer la place comme une variable libre.
Par exemple, le contexte get'(get"( )) est d'origine coterente, quels que
soient m et n. On \eri e aiement que les contextes de eduction d'origine
coterente sont engendes par la grammaire suivante :

E =
j @'(E;e)j@(v;E)
j ref"(E)jget™(E)jset™(E;e)|set™(v;E);
al la valeur v et le terme close sont d'origine colerente.
Voyons le premier lemme, utili® pour la egle d'inerence [RED].

3.2.10 Lemme
Soient E un contexte de eduction ete un terme clos.
Si E[€] est d'origine colerente, alors E et e le sont.

Bemonstration
C'est immediat, par ecurrence structurelle sur E.
X

Ineressons-nous maintenant aux substitutions, utilies dans la -eduction;
si on remplace une variable libre par un terme clos, la cokerence est peser-
\ee.

3.2.11 Lemme
Soient e et a deux termesetiquetes.
Supposons quea soit clos, et quee et a soient d'origine coterente. Alors
e[la=x] est d'origine coterente.

Bemonstration
Soit a un terme clos d'origine colerente. On montre par ecurrence struc-
turelle sur e que sie est d'origine coterente, alors gfla=x] aussi. On traite le
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colerente.

On doit montrer que pour tout entier k compris entre 1 etj, on a:
{ ex[a=X] est d'origine coterente,
{ si FV (x[a=X]) 6 ;, alors Fil(ex[a=x]) = F mo(ex[a=x]) = ;.

La premere condition cecoule de I'hypothese de ecurrence, puisque e est

d'origine colerente.

Pour la seconde, examinons les dierents cas possibles pous.

Si e = X, alors e [a=x] = a et par hypotlese, FV (e[a=x]) = ;.

Si g estegala une variable y dierente de x, alors ea=x] = y et par

e nition F [(y) =F mo(Y) = ;.

Sinon, e = g"(:::), donc ea=x] = g"(:::).

On a alors lesegalies F (ex[a=X]) = F [ (ex) et Fho(ex[a=x]) = F mo(ex).

Comme e est d'origine colerente et comme on a l'inclusionFV (ec[a=x])

FV (&), puisque a est clos, il vient que siFV (eJa=x]) 6 ;, alors on a
o (ex[a=x]) = F Po(ecfa=x)) = ;.

X

Nous pouvons maintenant cemontrer la peservation de la coterence par
eduction.

Colerence des origines :
Peservation par eduction
Soit t; une con guration se eduisant en t».
Si t; est d'origine colerente, alors il en est de méme dd.

3.2.12 Proposition (

Bemonstration
Proedons par ecurrence sur la preuve dety ! to.

[]
On utilise le lemme 3.2.11 (p. 244) pour conclure.

[REF], [REF-1], [REF- 7]
C'est imnediat.

[RED]
t; est de la forme €;E[r]), t2 de la forme G2 E[r9), avec (s;r) ! (s%r9.
Sit1 est d'origine colerente, en utilisant le lemme 3.2.10 (p. 244), il en est
de méme pourE et (s;r), puis par hypottese de ecurrence, pour (s%r9, et
enn, par le lemme 3.2.11 (p. 244), il en est de m&me pout;.
X

Venons-en a la majoration de la frontere d'une con guration. A tout
type C, nous allons associer deux ensembles de type§, (C) et T (C).
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C C:+
C Al B
: — [t 1 ( 2f ;+9)
C A:
C A! B:
[t + ( 2f ;+9)
C B:
C  Ref(A) :
2f
C A - [Ref( )] ( +0)
: f :
CCF‘QeA(A:) [Ref(+)] ( 2f ;+9)

Tab. 3.12 { Types entrants et sortants

L'ensemble T, (C) est forme des types ayant une occurrence positive dang
ouetant garce dans C par le constructeur Ref( ); on les appelle lestypes
sortants de C; I'ensemble T (C) est forme des types ayant une occurrence
regative dans C ouetant garce dans C par le constructeur Ref( ); on les
appelle lestypes entrantsde C. Ces deux ensembles sont c& nis formellement
a partir du syseme d'inerence de la table 3.12, interpet inductivement.
Un jugement est de la formeC ~ A : , a  est unekment de la paire
f ;+g; on note ~ l'autre eement de la paire. Peciement, les ensembles
T+ (C) et T (C) s'obtiennent ainsi :
{ le type A appartienta T: (C) sile jugementC = A : + est valide dans
le syseme d'inerence,
{ le type A appartienta T (C) sile jugementC ~ A : estvalide dans
le syseme d'inerence.
On peutetendre les applications T, ( ) et T ( ) aux ensembles de types de
la manere suivante : si C est un ensemble de types, alors

T+ (C) = [ T: (C) ;
2C

T (C):
c2cC

T (9

Nous allons relier ces ensemblesa la notion de frontere de la manere sui-
vante. Etant donre une frontere ( G;G) (c'esta-dire un couple forne de
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deux ensembles de types), & nissons I'ensemble des types frontaliers par :

def
Aio) ST ()

Le couple A (c,.c,)i A(c:ci)) €st appek la frontere accessiblea partir de la
frontere ( G; G). Nous pouvons maintenantenoncer le threoeme principal.

3.2.13 Theoeme (Frontere et accessibilie)
Soit t une trace d'execution telle que la con guration initiale to soit d'origine
colerente.
Alors, pour toute con guration t; de la tracet, la frontere de t; est majoee
(au sens de l'inclusion des composantes) par la frontere accessiblea partir
de la frontere de la con guration initiale tg :

Fio(ti) A (Fio(to);Fmo(to)) »
Fmo(ti) A (Fmo(to);Fio(to)) -

La cemonstration se fait par ecurrence sur la position dans la trace. Elle
recessite detudier levolution de la frontere d'une con guration lors de sa
eduction. Quelques lemmes peparatoires sont utiles.

Commercons par calculer la frontere pour un terme clos plae dans un
contexte de eduction. On dit gu'un contexte de eduction eduit sous n s'il
admet pour sous-terme un contexte de eduction de la forme "(:::; ;:i:i).
L'introduction de cette ce nition se justi e par le lemme suivant.

3.2.14 Lemme (Frontere et eduction)
Soient E un contexte de eduction eduisant sous n et e un terme clos,
d'origine
Alors :

F (Ele])
F-(E[e])

F(E)IF (e[ F'(e);
F-(E)[F «(€):

Bemonstration
On montre par ecurrence structurelle sur E que siE eduit sous n, alors
pour tout terme clos e d'origine , les deuxegalies sont \eriees.
Soit e un terme clos d'origine . On suppose a chaque fois queE eduit
sousn.

E =
C'est trivial.
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E=@"(F;a)
Supposons 2 flo;mog. On a:

F (Ele) = F (FleD[ F"(FleD[F (@[ F"(a):

Envisageons deux cas pouF .
F =
OnaFlel=e,n=metF (E)= F (a)[ F"(a), soit nalement

F (Ele) = F ([ F'(9[F (E):

On en ceduit les deuxegalies attendues.
F 6
E et F eduisent alors sousn. Comme F"(F[e]) = F ™(F), il sut d'appli-
guer I'nypothese de ecurrencea F pour obtenir lesegalies attendues.
Autres cas
lls sont analogues au peedent.
X

Ineressons-nous maintenant aux e ets d'une substitution.

3.2.15 Lemme (Frontére et substitution)
Soient e et a deux termes etx une variable, tels quee soit d'origine cote-
rente.
Supposons que soit distinct de x et quex soit libre dans e. Alors, pour tout
eement deflo;mog, on a:

F (ela=x)) = F (9 [F (a)[ F*"(a):

Be2monstration
Soit unekment de flo; mog.
On montre par ecurrence sur e que sie d'origine colerente est distinct de
X et x est libre danse, alors on a legalie indigLee.
e=x,e=y
C'est trivialement \erie.

On supposee d'origine colerente et x 2 FV (e). Par ¢k nition, on a :
[
F (efa=x]) = F (ex[a=x)) [ F"(ex[a=X]):
1k j

On doit montrer que

[
F (ela=x]) = Fa)[ F' () [F (@[ F"(a):
1k j
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Soit k un entier compris entre 1 etj . Distinguons deux cas suivant quex est
une variable libre de e, ou non.

X 2 FV (&)
Si g = X, alors

F (ex[a=x]) [ F"(ex[a=x]) F(a[ F'(a);
F(a)[ F' (&) = ;:

Supposonse 6 X.
Comme e est d'origine coterente, e l'est aussi et on an:l = e:L:l. De
I'nypotrese de ecurrence appliqieea e, on obtient

F ([a=X]) = F (&) [F (a)[ F**"(a):
Commen:l = g:L:l, onaF&(a) = F "(a). En remarquant que F"(ec[a=X]) =
F"(ex), on obtient nalement :
F (ex[a=x]) [ F'(ex[a=x]) = F (&) [ F"(ex) [F (&) [ F"(a):
X 2 FV (&)
Dans ce casgc[a=X] = &.
Finalement, en eunissant tous les cas, et en remarquant qu'il existe au moins
un k tel que x 2 FV (&), on obtient :

F(ela=x)= F (& [F (@[ F"(a):

X

Etudions maintenant levolution de la frontere lors de la misea jour d'un
etat-memoire.

Lemme (Frontere et misea jour de ktat-nemoire)

Soit s unetat-nmemoire.

Consicerons une eerence |" appartenanta I'ensembledoms[f ,(s)g. Alors
on a, pour touteement deflo;mog :

FUs;1"7'v)) F (s)[F (V)[ F"(v):

emonstration

Il sut de reprendre la e nition de la misea jour et de la frontere.
X

Il est desormais possible de decrire levolution de la frontere au cours d'une

eduction. Pour les majorants, les proprees de stabilie suivantes nous se-
ront utiles.
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3.2.17 Lemme (Proprees de la frontere accessible)
Soit (G; G) une frontere. Alors :

(i) tout type de G appartienta A (g,.c,),
(i) si A! B appartienta A c,), alors B appartienta A .c,),
(iii) si Ref(A) appartienta A .c,), alors A appartienta A (g, .c,),
(iv) si Al B appartienta Acio)s alors A appartienta A:c)s
(v) si Ref(A) appartienta A (g .c,), alors A appartienta A g,.q)-
Bemonstration
Il sutde reprendre la ce nition de la frontere accessible et d'appliquer les

egles d'inerence du syseme cecrit dans la table 3.12 (p. 246).
X

Finalement, nous pouvons rassembler tous ceseements pouretudier la pe-
servation de la majoration de la frontere par eduction. Consicerons une
con guration ( s; E[r]) se eduisant en (s® E[r9). Envisageons deux cas pour
le contexte de eduction E.

SiE = , on a, pour touteement de flo;mog :
F(s;Elf) = F()[F (r);
FSEND = FHIF (r):

Sinon, il existe uneetiquette h telle que E eduit sous h; dans ce cas, on a:

F(s)[F (E)[F ()] F(r);
FEYIF (E)IF (9] F'(r9:

Remarquons que siB(r) 6 ;, alors F'(r9  F"(r), puisquer et ront méme
type. Le seul cas posant probeme est donc lorsque'®r) = ; et F"(r9 6 :,
ce qui entrame que B(r) =F"(r9 = ; : on dit que le contexte de eduction
cee une nouvelle frontere avec le eduit r® Dans notre premier lemme qui
concerne ce cas, nous allons montrer que si le type de la frontere nouvelle-
ment ceee n'appartient pasa la frontere de la con guration initiale, alors

il se ceduit d'un type initialementa la frontere en appliquant une egle
®positive du syseme d'inerence de la table 3.12 (p. 246), correspondant
aux cas (i) et (iii ) du lemme 3.2.17 (p. 250).

Finalement, pour conclure, il nous resteraa comparerF (sO [F (r% avec
F (s)[F (r), ce que nous ferons en un second temps. Nous verrons qu'une
nouvelle frontere peut étre ceee par le remplacement d'un terme par un
autre dans la con guration initiale, et que si le type de la frontere nouvelle-
ment ceee n'appartient pasa la frontere de la con guration initiale, alors

F (s;E[r])
F (sSE[r9)
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il peut se ceduire d'un type initialementa la frontere en appliqguant une
egle ®regative  du syseme d'inerence, correspondant aux cas {v) et (v)
du lemme 3.2.17 (p. 250).

Commercons paretudier le passage au contexte de la eduction.

3.2.18 Lemme ( Majoration de la frontere - cas [RED 1)
Soit (G; G) une frontéere.
Consicerons une con guration (s;E[r]), a1 E est un contexte de eduction
eduisant sous h et r un radical, qui se eduit en la con guration (s® E[r9)
et \eri e les deux conditions suivantes :

(i) la frontere de (s;E[r]) est incluse dans la frontere accessiblea partir
de la frontere (G;G) :

Fio(SSEN) A (cios
Fmo(s; E[r]) A (G:C)
(ii) le contexte de eduction E cee avec r°une nouvelle frontere :
Fo(r) [ Fho(r) = 5
Fo(r) [ Fio(r) 6 5

Alors la nouvelle frontere ceee avec r9est incluse dans la frontere acces-
siblea partir de la frontere (G;G) :

FEJ(I‘% A (CL;C2) s
Frmo(r(b A (G;C1) -

Eemonstration
On pose B; ) ©" (0L, Comme E cee une nouvelle frontere avec r% ona
(B;)=rLethil=".
On note A le majorant de F (s;E[r]) :
A A(Cl;Cz) Si = lo;
Ay SI = mo:

Il s'agit de montrer que F"'(r% A ,soitB A ,a partir de I'hypottese
F (s;E[r]) A ,soitF (s)[F (E)[F (r) A
Examinons les dierents cas pour la eduction (s;r) ! (s®r9.

[]

La eduction est

(S;E[@® ) (x A B | (s;E[Hv=X]]) :
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Distinguons deux cas, suivant queb est la variable x ou non.
b= x
Dans ce cas, on a®= v, si bien queB appartienta la frontere F (r), donc
aA.
b6 x
Dans ce cas, l'origine de®, soit , estegalea l'origine de b.
Si l'origine de l'abstraction est dierente de , alors B appartienta la
frontere F (r), donca A .
Si = ,alorsA! B appartienta la frontere F (r), donca A . De la
propree ( i) du lemme 3.2.17 (p. 250), on ceduit queB appartienta A .
[REF]
La eduction serait

(s;E[ref & (V) 1 ((s;1® ) 71 vy EQNE Y ;

a B )= (8; )(8). Or on constate queE ne cee pas de nouvelle frontere
avecr®.

[REF-1]
La eduction est

(s; Elget® (BN 1 (s;B[s(FEI )

Examinons les deux cas possibles pour l'origine de la ektrence.
Le type Ref(B) appartienta F (r), donca A ; de la propree (iii) du
lemme 3.2.17 (p. 250), on ceduit queB appartienta A .
6
Le type B appartienta F (s), donca A .
[REF-7?]
La eduction serait

(s; E[set™Mt: )(|Ref(B) )\ 1 ((s; IREMB) 71 vy E [unit YNt )]y

Or E ne cee pas de nouvelle frontere avecr®
X

Venons-en maintenant aux dierents axiomes de la relation de eduction.
On traitea part la  -eduction, puisqu'elle recessite une hypottese suppe-
mentaire, la colerence des origines.

3.2.19 Lemme ( Majoration de la frontére - cas [ 1)

Soit (G; G) une frontere.
Consicerons une con guration (s;r), ai r est un radical, qui se eduit en la
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con guration (s®r9, et dont la frontere est incluse dans la frontere acces-
siblea partir de la frontere (G;G) :

Fio(s;T) A (o)
Fmo(s;r) A (G:C1) -

Supposons que la eduction(s;r) ! (s®r9 forme un axiome[ ]. Alors si la
con guration (s;r) est d'origine coterente, la frontere de (s%r9 est incluse
dans la frontere accessiblea partir de la frontere (G;G) :

Flo(s%r9 A o)
Fmo(SO; r(b A (&:G) :

emonstration
La eduction est

(s;@% V(x A B2 p )1 (s;hv=x]):

Il s'agit donc de montrer que la frontere de v=x] est incluse dans la frontere
accessiblea partir de la frontere (G; G).
Soit unekement quelconque de f mo; log.
On note A le majorant de F (s;r) :
( _
A = A(Cl;Cz) SI = IO,
A:c) Si = mo:

Sib=xoux2FV(e,onaF (r% F (r),doncF (r% A
On peut donc supposerb 6 x et x 2 FV (e).
Comme (s;r) est d'origine coterente, par la proposition 3.2.12 (p. 245),
(s®r9 I'est aussi; du lemme 3.2.15 (p. 248), on obtient alors qué (r% =
FMI[F (v)[ F"(v), a m est letiquette de b.
CommeF (b [F (v) F (r), le seul cas posant probEme est lorsque
F™(v) 6 ;.
Supposons P'(v) 6 ;, soit F™(v) = fAg, puisqueA est le type dev. Soit
l'origine dev. Onaalors: = , m:l= —. Il s'agit de montrer que A appar-
tienta A . Examinons les deux cas possibles pour 'origine de I'application.
1=
A appartienta la frontere F (r), donca A .
1=
Necessairement l'origine » de I'abstraction est distincte de . Sinon, on au-
rait x 2 FV (b), b d'origine —, et , = , si bien que x ' B 2) p ne serait
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pas d'origine colerente, contradiction. Il s'ensuit que A ! B appartienta
F—(r), donca A-; de la propree ( iv) du lemme 3.2.17 (p. 250), on ceduit
gue A appartienta A .

X

Voyons les axiomes concernant les etrences.

Majoration de la frontere -

cas [REF], [REF-!] et [REF- 7] )

Soit (G; G) une frontere.

Consicerons une con guration (s;r), as r est un radical, qui se eduit en la
con guration (s%r9, et dont la frontere est incluse dans la frontere acces-
siblea partir de la frontere (G;G) :

3.2.20 Lemme (

Fio(sir) A (cuoy s
Fmo(S; r) A (Cz;cl) :
Supposons que la eduction(s;r) ! (s®r9 forme un axiome [REF], [REF-1]

ou [REF-?]. Alors la frontere de (s®r9 est incluse dans la frontere acces-
siblea partir de la frontere (G;G) :

FmO(SQ, r% A (&:G) :

Cemonstration
Soit unekment quelconque de f mo; log.
On note A le majorant de F (s;r) :

( .
A = A S! = lo;
Ay SI = mo:
Examinons les dierents cas pour la eduction (s;r) ! (s®r9.
[REF]

La eduction est
(s;ref™ (V) 1 ((s;1M 71 v); 1M ;

a Im™ = n(s).
Du lemme 3.2.16 (p. 249), on obtient l'iregalie suivante :

F %) F (s)[F W[ F"v;

soit
F(%r9 F o(sir):
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[REF-1]
La eduction est
(s;get™(IM) ! (s;s(1M)

Ona:
F%r9 F o(9):

[REF-?]
La eduction est

(s setnt D(REMB) 2 )y 1 ((5;1REB)2) 71 v); unit (U7 2)) -
Par le lemme 3.2.16 (p. 249), on a :

F(s%r9) F (s)[F (v)[ FReMB) 2)(v):

Comme F (s)[F (v) A , il restea montrer que F&R&BY 2y A
Examinons donc le cas a1 FR(B) 2(y) g ;.
Soit l'origine de v. On a alors = F(Ref(B): 2)(v) = fBg, puisquev a

pour type B, et 6 ,. Examinons les deux cas possibles pour l'origine de
l'operateur set( ; ), soit 1.

1 =
Le type Ref(B) appartienta F—(r), donca A—. De la propree ( v) du lemme
3.2.17 (p. 250), on ceduit que B appartienta A .

16
Le type B appartienta F (r), donca A .
X

Il est maintenant possible de dcemontrer le treoeme 3.2.13 (p. 247) par
ecurrence.

Be2monstration

Soit t une trace d'execution telle que la con guration initiale tg soit d'origine
colerente.

En utilisant la proposition 3.2.12 (p. 245), on montre facilement par ecur-
rence sur la position dans la trace que toute con gurationt; det est d'origine
colerente.

On montre maintenant par ecurrence sur la position dans la trace que toute
con guration t; de la tracet \erie :

Fio(ti) A (Fio(to);Fmo(to)) 1
Fmo(ti) A (Fmo(to)iFio(to)) -
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i=0
Il sut dappliquer le lemme 3.2.17 (p. 250) (propree ( i)).

i> 0
On suppose le esultat eni 1. La eduction t; 1! t; estegalea (s;E[r])!
(sE[r9), ar E est un contexte de eduction et r un radical.
SIiE = il sut dappliquer les lemmes 3.2.19 (p. 252) et 3.2.20 (p. 254)
pour conclure.
Supposons queE eduise soush. Soit unekment quelconque de f mo; log.
On note A le majorantde F (t; 1) :

( .
A = AFolto)Fmto)Si = 10;
A(Fmo(fo);Fm(to))SI = mo.

On a, par le lemme 3.2.18 (p. 251) :

F(s)[F (E)[F (r)[ F"(r);
F(YIF (E)IF (r9[ F"(r9:

Des lemmes 3.2.19 (p. 252) et 3.2.20 (p. 254), on ceduit que

F(HIF (1Y A

Il restea montrer que F"(r% A

Si F'(r) 6 ;, recessairement F'(r%  F"(r), puisque r et r° ont méme
type, et c'est termire. Sinon, si F"(r9 = ;, c'est termire. Il reste le cas a
le contexte de eduction E cee une nouvelle frontere avec r® Du lemme
3.2.18 (p. 251), on ceduit que F'(r9 A

On peut conclure.

X

F (s;E[r])
F (s2E[r9)

3.2.4 Etude du con nement

Le treoeme 3.2.13 (p. 247) est notre principal outil pour letude du con -
nement. Revenonsa notre mockle detude, le code mobile s'executant dans
un environnement local. Rappelons que nous moctlisons le code mobile par
un programme mobile, peciement une abstraction dont la variable repe-
sente I'environnement, et I'environnement local par un programme local. On
note L le programme local, suppose de typd_, et x : L: M[x] le programme
mobile, a1 M est un contexte a une place, de typeM (lorsqu'on attribue
a la place le type L). Nous cherchonsa dceterminer une condition portant
sur le type de I'environnement assurant le con nement des ressources dans
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I'environnement lors de I'execution du programme (x : L: M[x]) L.

Pour ealiser cette etude, nous allons annoter le programme mobile par
mo et I'environnement local par lo. Pecisement, ¢ nissons le programme
M (M; L) par

M (M;L) € @M ™ (hx : L: M[x]i™; i) :

Le fait d'annoter les termes par leur origine permet de formaliser la notion
de con nement, comme nous le voyons maintenant.
La eduction d'un radical cetruit une valeur, except le cas particulier

du radical ceant et initialisant une etrence (de la forme ref( v)). Il est donc
possible de decomposer tout radical de destruction sous la forme d'un des-
tructeur, contexte fornme d'un ogerateur de destruction, appliqtea une place

, qu'on remplace par la valeura detruire, eteventuellementa une place

, qu'on remplace par une valeur paramnetrant la destruction. Le tableau
suivant cecrit pecissment cette cecomposition :

radical | destructeur | valeur cetruite | valeur paranetrant
@(xmev) | @( ;) xMe v

get™(I") get™( ) 1" ;
set™(I";v) | set™( ;) In v

Nous sommes maintenant en mesure de formaliser la notion de con nement
et d'accessibilie. On dit qu'un type appara’t dans un programme tye e si
c'est le type d'uneetiquette d'un sous-terme dehei , etant une information
guelconque.

3.2.21 & nition (Con nement et accessibilie)
Soit L un environnement et consicerons un typeA.
Le type A est conre dans l'environnementL si

(@) le type A appara’t dansL,

(if) pour tout programme mobile M, lors de I'e)ecution de M (M; L), aucune
valeur de type A et d'origine l'environnement n'est detruite par un
destructeur d'origine le code mobile.

Le type A est accessiblex partir de I'environnement L s'il existe un pro-
gramme mobile x : L: M[x] tel que lors de I'execution deM (M; L), une va-
leur de type A et d'origine I'environnement est cetruite par un destructeur
d'origine le code mobile.

On remarque qu'un type A appara recessairement dans I'environnementL
s'il est accessible. C'est gu'en e et aucune nouvelleetiquette n'est ceee par
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eduction. Ainsi, pour un type A apparaissant dans l'environnement,A est
con re si et seulement s'il est inaccessible.

Comme les destructions proscrites par le con nement se produisenta la
frontere, on deduit du treoeme 3.2.13 (p. 247) le corollaire suivant.

Caracerisation des types con res et accessibles
par les types sortants
Soient L un environnement de typeL et A un type.

3.2.22 Corollaire (

(i) Si A nest pas un type sortant deL et si A apparat dans L, alors A
est con re.

(i) Si A est accessiblea partir deL, alors A est un type sortant deL.

Be2monstration

Par e nition, I'ensemble des types sortants de L estegala T. (L).

Soit t la trace d'execution de M (M;L). Comme pour la con guration initiale
to, on a Fip(tp) = fLg et Fmo(to) = ;, on obtient par le treoeme 3.2.13
(p. 247) que pour toute con guration t; det, Fio(t;) est inclus dansT. (L).
Si le type A est accessiblea partir deL, alors il existe une con guration t;
telle que A appartienta Fo(tj), si bien que A est un type sortant de L.

Si le type A apparat dans I'environnement L, en contraposant I'implication
peaedente, on obtient la preméere implication.

X

Nous montrons maintenant que la caracerisation peedente des types ac-
cessibles est optimale au sens ai tout type sortant est aussi accessible a
partir d'un certain environnement.

Caracerisation des types sortants
par les types accessibles

Soit L un type.

Alors, pour tout type A sortant de L dierent de Unit, il existe un environ-
nementL de typeL tel que A est accessiblea partir deL.

3.2.23 Theoeme (

On construit I'environnement et le programme mobile ealisant l'aces par
ecurrence structurelle sur le type de I'environnement. Prenons le cas ai le
type de I'environnement est un type fonctionnelL;! L. Sile type A est
un type sortant de L; ! Lo, autrement dit s'il apparat dans L; ! L, en
une occurrence positive ou sous la garde du constructeur Ref{, alors deux
cas sont envisageables lorsqué est distinctde Ly ! Lo :

{ ou bien A est un type entrant de L1,

{ ou bien A est un type sortant de L.
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Dans le second cas, I'hypottese de ecurrence s'applique, dans le premier,
non, si bien qu'on proede dieremment : on montre qu'il est possible de
cecomposerL ; jusqua obtenir un type L$ admettant A comme type sortant.
Formalisons dans un premier temps les proprees leesa la cecomposition
du type de I'environnement,a l'aide du syseme d'inkrence de la table 3.12
(p. 246).

3.2.24 Proposition
Soit uneementde f ;+g.
Consicerons deux types distinctsC et A. Alors :

(i) si C estegala C; ! C,, le jugementC ~ A : est valide si et
seulement si au moins l'un des jugement€; ~ A : " etCy A :
est valide.

(i) si C estegala Ref(D), le jugementC * A : est valide si et seulement
si au moins l'un des jugementsD = A : “etD ~ A : est valide.

Be2monstration
Commercons par une remargue utile par la suite : si le jugemenC = A :
est valide, alorsA est un sous-arbre deC, strictsi = . La cemonstration

par ecurrence structurelle sur la preuve deC ~ A : est facile et omise.
Dans un premier temps, on montre par ecurrence sur la preuve d€ ~ A :
que siC 6 A, alors I'un des jugementsC®* A : ::: indiges est valide, C°
etant un sous-arbre imnediat de C.

[+]
La preuve se eduita I'axiome C ° C : +. La propree est trivialement
\eriee.

[t

La preuve se conclut par la egle

C A! B:™
C A:
Distinguons deux cas suivant la nature deC.
C=Cy! Cy
SiC=A! B,recessairement = , puis par cecomposition, on aCy = A,

etdoncC; ™ A : ~ est valide.
SiC 6 Al B, alors de I'hypotrese de ecurrence, on ceduit qu'au moins
I'un des jugementsC; - A! B : etCy,” A! B : ™ estvalide, puis par
application de la egle [ ! ], gu'au moins I'un des jugementsC; = A : —
etCy,” A : estvalide.

C = Ref(D)
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De I'hypothese de ecurrence, on ceduit qu'au moins l'un des jugements
D"A! B: etD™ A! B : ~ estvalide, puis par application de la

egle[ ! ], qu'au moins l'un des jugementsD ~ A : “etD = A : est
valide.
Autres cas

Ce sont des variantes du cas peedent.
Venons-en maintenanta la eciproque. Nous la montrons sous la formeequi-
valente suivante : pour tous typesC et A, si le jugementC ~ A : est
valide, alors les jugements suivants le sont aussi :

{ pourtouttype D,D! C*  A: etC! D A: ",

{Ref(C)" A: etRef(C)” A :".
On pro@de par ecurrence structurelle sur la preuve deC ~ A : . Achaque
fois, on consicere un type D quelconque.

[+]
La preuve se eduita I'axiome C ° C : +. Prouvons donc les dierents
jugements :

() Cct D C! D:+ ;
C! D C:

(i) D! C°D! C:+ ;
D! C C:+

(i) Ref(C)  Ref(C) : +
Ref(C) " C :

[t 1]

La preuve se conclut par la egle

C A! B:™
C A '
De I'hypothese de ecurrence appliqgieea C~ A! B : 7, on ceduit C !
D A! B: ,D!/ C° A! B:,RefC)  A! B : et

Ref(C)" A! B : ,puisC! D A:,D! C"A: ,Ref(C)" A:~
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et Ref(C) ~ A :

Autres cas
lls sont analogues au peedent.
X

La cemonstration du treoeme 3.2.23 (p. 258) est principalement un exer-
cice de programmation.

En premier lieu, nous montrons que chaque type contient au moins un pro-
gramme convergent.

3.2.25 Lemme
Il existe une famille de programmegaa)a, indexee par I'ensemble des types,
ainsi gu'une famille de valeurs(ua)a et une famille detats-nemoire ( a)a,
telles que pour tout typeA, (;;aa) converge vers( a;uUa).

EEmonstration
On proede par ecurrence structurelle sur le type A.
A = Unit
On poseaa = Uap =unitet A = ;.
A= Al ! A2
On poseaap = Up = X :Ajiap, et A = ;.
A = Ref(Aq)
On poseap =ref(aa,), ua = A, ( a) et A =( ap;sua 70 ua,).
X

Ce lemme nous est utile pour ¢ nir des valeurs par cefaut.

Les notations suivantes facilitent la programmation.

Si g et e sont deux termes etx une variable qui n'est pas libre danse;,
et de type A dansey, alors let Ax = e; in e ceclare une variable locale de
type A danse; et l'initialisea ej, et se ¢k nit par :

let AX = e in ezdgf( X Aer)er:

Sie; et e; sont deux termes, alorse; ; e, ealise la composition quentielle
dee; et e, et se ck nit par :

. def .
er; e = ( xeper;

al X n'est pas une variable libre dee, (on a omis le type dex).
Sif etgontpourtype A1! AjetA,! Agz, alorsg f ealise la composition
fonctionnelle deg par f, et se & nit par :

def

g f X TApig(fx);
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al X n'est une variable libre ni def ni de g.
En n, nous cesignerons par s -:::-s, letat-memoire s si les fonctions §;);
et letat-nemoire s \erient:

{ pour tout i, s prolonges;,

{ (dom s;); forme une patrtition de s,

{ pour tout i, I'ensemblefl j 9] BAT A2 doms;g est un segment

initial de I'ensemble des identi cateurs.

Voyons maintenant peciement le cas des types entrants, avec ce lemme
suivi d'une beve explication.

3.2.26 Lemme
Soient L et A deux types tels quéA soit un type entrant de L.
Alors il existe deux typesL? et L9 et deux programmes et , de type
respectivementL ! L%et L%l L, \eriant:

(i) LOest un sous-arbre de_,

(i) L%estegala Ref(LY oua L% B pour un certain type B,
(i) L%admetA comme type entrant,

(iv) L%admet A comme type sortant,

(v) les programmes et sont des abstractions,

(vi) pour toute con guration (s1;V), @ S; est unetat-memoire et v une
valeur de typeL? il existe une valeur noee u et unetat-nemoire noe
s tels que

(@) (s1; v) skvalue en (s;-s;u),
(b) pour toute con guration (s;-:S°S3; U), Q1 Sy et s3 sont desetats-

nmemoire, il existe unetat-nemoire s4 tel que(s;-s-s3; U) skva-
lue en(sp-S:S3-S4;V).

Aux e ets de bord pes, le lemme enonce que est l'identie. En per-
mettant de passer deL% L, puis de revenir, ces deux programmes rendent
possible ['utilisation de I'hypotrese de ecurrence en L% Avant de voir com-
ment, cemontrons ce lemme.

Be2monstration
La cemonstration se fait par ecurrence sur L. Soit A un type. On montre
que siL © A : , alors on peut c nir deux types, L% et L% et deux
programmes, et \eriant les conditions de lenone.

L = Unit

Il n'existe pas de type A tel quelL = A :
L = L]_! L2
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SupposonsL © A : . Suivant la proposition 3.2.24 (p. 259), il existe deux
possibilies, que nous cetaillons.

L A+
Oncnit LO%parL, L%arLy, et parlidente x :L:X.

Lo A
De I'hypotrese de ecurrence appligieea Lo, on obtient L% L% et
SoientF = f :L:ifa_,etG=y :Ly x :Liy.Onerie facilement que
LOL% FetG  conviennent.

L = Ref(L1)
SupposonsL © A : . Suivant la proposition 3.2.24 (p. 259), il existe deux
possibilies, que nous cetaillons.

L A+
Comme peedemment, on e nit L%par L, L%par Ly, et par l'identie
X Lix.

|_1 A
De I'hypottese de ecurrence appliqueea L1, on obtient L% L% et
SoientF = x :L:get(x) et G= x :Lj:ref(x). On \eri e facilement que
L L% FetG  conviennent.
X

Nous sommes desormais en mesure de cemontrer le treoeme 3.2.23 (p. 258).
Dans cette cemonstration, nous ne montrons pas que les traces d'execution
des programmes que nous e nissons \eri ent la propree souhaite. Il est
facile de s'assurer informellement que c'est le cas : on raisonne en utilisant
les conditions (v) et (vi) du lemme 3.2.26, que nous avons mises sous cette
forme pour simpli er la \eri cation, ainsi que quelques proprees intuitives

des traces d'execution. Manuellement, il serait tes long de formaliser com-
pketement le raisonnement.

Bemonstration
On proede par ecurrence sur L. Soit A un type dierent de Unit. On
montre que siL ~ A : +, alors on peut ce nir un environnement local L de
type L et un programme mobile x : L: M[x] tels que lors de I'execution de
M (M; L), une valeur de type A et d'origine I'environnement est cetruite par
un destructeur d'origine le code mobile.
Le cas au A estegala L etant trivial, on peut supposer A distinct de L.

L = Unit
On ne peut avoirL ~ A : +.

L = Ll ! L2
SupposonsL © A : +. Suivant la proposition 3.2.24 (p. 259), il existe deux
possibilies, que nous cktaillons.
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L™ A+
De I'hypothese de ecurrence appligieea L, on obtient un environnement
local L de type L, et un programme mobile x : L: M[x] tels que I'execution
de M (M; L) entra’me la destruction attendue. On \eri e facilement que

X :Lq:L

et
fiL(x :LaMx](far,)

conviennent comme environnement local et programme mobile respective-
ment.

L, A
Par le lemme pe@dent 3.2.26, on obtient deux typesL et L% et deux pro-
grammes et , de type respectivementL; ! L%et L®! Ly, \eriant les
dierentes conditions. Comme L% A : + en appliquant I'nypottese de
ecurrencea L% on dispose d'un environnement local de type L%et d'un
programme mobile x : L%°M[x] tels que I'e>ecution de M (M; L) entrame la
destruction souhaite.
Envisageons deux cas, suivant le rapport entré.%et L°

L= L% B
On ¢ nit le nouvel environnement par

odef

L X :Lu(xL;a,)

et le nouveau programme mobile par

foLMIF]E focLf( x LMK ag)):

Il est facile de \eri er que I'execution de M (M® LY entrame la destruction
souhaite.

L= Ref(L%
On ¢k nit le nouvel environnement par

LO%" x i Ly(set( x; L); a,)

et le nouveau programme mobile par

foLMIF] % f iLletL%2 = aoin

(f (z); (x :L®M[x]) get(2)) :

Il est facile de \eri er que I'execution de M (M® LY entrame la destruction
souhaiee.
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L = Ref(L1)
SupposonsL © A : +. Suivant la proposition 3.2.24 (p. 259), il existe deux
possibilies, que nous cetaillons.

L A+
De I'hypottese de ecurrence appliqieea L1, on obtient un environnement
local L de type L1 et un programme mobile x : Lj: M[x] tels que I'execution
de M (M;L) entra’me la destruction attendue. On \eri e facilement que

ref(L)

et
Zz :L:let L1 x =get(2) in M[x]

conviennent comme environnement local et programme mobile respective-
ment.

|_1 TA
Par le lemme peedent 3.2.26, on obtient deux typesL et L% et deux pro-
grammes et , de type respectivementL, ! L%et LO! Lq, \eriant les
dierentes conditions. Comme L% A : +, en appliquant I'hypotrese de
ecurrencea L% on dispose d'un environnement local de type L%et d'un
programme mobile x : L%°M[x] tels que I'execution de M (M; L) entrame la
destruction attendue.
Envisageons deux cas, suivant le rapport entré.%et L°

L0= L% B
On ¢ nit le nouvel environnement par

1 %" jet Lz = a in
(set(z; x :L% get(z)L); 2)

et le nouveau programme mobile par

z LMYzl €z iLletLyy=get(2)in

(set(z; x :LM[x];ag)); yaLo:

Il est facile de \eri er que I'execution de M (M® L9 entrane la destruction
souhaite.

LO= Ref(L%
On ¢ nit le nouvel environnement par

L %" Jet LO =ref(L) in ref( y)
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et le nouveau programme mobile par

z:LMYZ] &z iLlet L9 = get( get(z)) in

M[y]:

Il est facile de \eri er que I'execution de M (M® L9 entrame la destruction
souhaite.

Ici s'acteve letude gererale du con nement. En utilisant un langage
annot particulier, dans lequel chaque terme porte, en plus de son type, son
origine, le code mobile ou le code local, hous avons pu & nir d'une part,
une notion de frontere, locale et dynamique, lieu des interactions entre le
code mobile et le code local, d'autre part, la propree de con nement de
manere rigoureuse. Letude de la frontere a permis de degager un criere,
relatif au type de I'environnement local et permettant d'a rmer si un type
donre est con re dans I'environnement local. Il se esume ainsi :

si le type n'apparat dans le type de l'environnement local ni en
une occurrence positive ni sous la garde du constructeur Ref(),
alors il est con re dans I'environnement local.

Bien sor, si le type apparat en une occurrence positive ou sous la garde du
constructeur Ref( ), il est impossible d'a rmer quoi que ce soit. Cepen-
dant, on a monte que dans ce cas il existe un environnement locala partir
duquel le type consicee est accessible par le code mobile. Autrement dit,
nous avons obtenu le meilleur criere possiblea partir du type de I'environ-
nement local. De plus, il estevidemment decidable :etant donre un type L
pour l'environnement local et un typea tester A, la question de savoir siA
apparat dans L en une occurrence positive ou sous la garde du constructeur
Ref( ) est decidable. C'esta rapporter au probeme gereral suivant, qui lui
est incecidable :
{ donrees :
un environnement localL type et un type A,
{ question :
le type A est-il accessiblea partir de I'environnement localL ?
En e et, si ce probkmeetait cecidable, le probkme de la terminaison serait
cecidable!?. En e et, consicerons un programme e et appliquons la proc-
dure de cecision suppose au typeA eta I'environnement e; aa, Al aa est

120n pesumeevidemment que le probeme de la terminaison est indecidable pour notre
langage.
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le programme convergent de typeA donre par le lemme 3.2.25 (p. 261). On
constate quee termine si et seulement si le code mobile acedea une valeur
de type A.

Revenons maintenant aux questions de curie, peciement au contrble
des aces. Nous avons vu en introduction que le con nement des ressources
doit s'accompagner du contréle de l'usage des ressources au sein du code
local. C'est cette question que nous abordons maintenant.

3.2.5 De linstrumentation au con nement

Nous distinguons le code instrumene de celui qui ne l'est pas, de méme
le codea proeger de celui qui ne I'est pas.A cette n, nous introduisons
deuxetiquettes, ? et >, auxquelles nous attribuons la signi cation suivante,
selon gu'elles annotent un constructeur ou un destructeur du langage :

| constructeur | destructeur
? || pas de protection | pas d'instrumentation
> | protection instrumentation

Dans un premier temps, nous ceveloppons un syseme de types de manere
a assurer que l'execution de tout programme y admettant un type \eri e la
propret suivante :

un destructeuretiquek par ? n'est jamais appliguea une valeur
etiqueee par >,
ou encore en ordonnant la paire? ;>g par ? < >,

un destructeuretiquee par i cetruit une valeuretiqgueee par |
seulement sij .
Ce syseme garantit ainsi la correction de l'instrumentation. Dans un second
temps, nous utilisons la relation de sous-typage suivant le princip@®convertir
pour con ner — pour esoudre la question du con nement.
Nous ceveloppons un syseme utilisant des typesetiquets, dits scuri-
taires. Leur ensemble est engende par la grammaire suivante :

A = Unit (type singleton)
i AV AjAT A (types fonctionnels)
j Ref’(A)jRef”(A) (types des etrences):
Une valeuretiquete par ? admettra un typeetiquete par ?, et de méme

pour >. [etaillons le langage annot que nous utilisons, et evidemment
conformea la e nition gererale donree dans le paragraphe 3.2.2 (p. 233).
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Rappelons que lesetiguettes annotant les operateurs d'un tel langage sont
formees d'un type (sans annotation) et d'une information. Se limitera l'in-
formation indiquant l'instrumentation ou la protection est insu sant dans
notre cas si on souhaite ceterminer le type scuritairea partir de la seule
etiquette d'un terme. Par exemple, au programme x ") x, a1 A est un

type nonetiquee, on pourrait attribuer n'importe quel type A° r A%
Al est une annotation du type A. Aussi, on prendra pour information un
couple, forme d'un type curitaire et d'une valeur, ? ou>. Comme le type
fcuritaire permet de retrouver le type nonetiquet, simplement en e ecant
lesetiquettes, il sut pratiguement de prendre pouretiquettes les couples
formes d'un type scuritaire et d'une valeur ? ou > ; sim est une telleeti-
guette, on noteram:T le type curitaire et m:l la valeur ? ou > \eri ant
m = ( m:T; m:l). Nous verrons par la suite que cette & nition desetiquettes
permet de ceterminer le type minimal d'un terme. Desormais, on appelle un
termeetiquek de ce langage annot un terme instrument .

Le syseme de types est cecrit par le syseme d'inerence de la table 3.13
(p. 269); il permet de ck nir inductivement I'ensemble des jugements de ty-
page valides, un jugement de typageetant de laforme "~ e : A, a estun
environnement, e un terme instrument et A un type curitaire, ces derniers
respectivement sujet et objet du jugement®a pour type fcuritaire  dans
I'environnement . On remarque que si on n'utilise qu'une seule valeur?
ou > pour lesetiquettes des types scuritaires et des termes, on retrouve
les egles de typage du syseme 3.9 (p. 235). La seule dierence concerne
les egles applicables aux destructeurs, ai la contrainte concernant les eti-
guettes vise le respect du principeenone@ plus haut : l'information assocee
a un destructeur, qui indique s'il est instrumene ou non, est compaee a
letiquette du type du termea cetruire ; comme l'information assoceea un
constructeur cencide avec letiquette de son type, on comprend que le prin-
cipe est bien appligte.
Nous aurons besoin par la suite d'annoter enterement par? un programme
non etiquek et type. Peciement, notons hAi le type scuritaire obtenu
enetiquetant par  tous les constructeurs de types, ! ou Ref( ), du
type nonetiquee A. Associonsa tout programme e non etiquee et type
le programme hei ?, e coloe en ?, dont letiquetage n'utilise que ?, aussi
bien pour les types scuritaires que pour lesetiquettes des constructeurs et
des destructeurs, de la manere suivante :

2 def

hei 7 = G(rei”);
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[intro-Var] (x 2 dom )

TX (%)
(x:A) e:B _ Al B=mT
[intro- ! ] -
“xMe: Al B = m:l
"f:A!' B Tar A B=mT
Elim- 1 ] "
@(fa) : B m
S — [intro-Unit]  (Unit="m:T)
unit™ : Unit
! [inro-Reflog] e (A)= m:T
CIM : Ref (A) = m:l
el A = :
[intro-Ref/new] Re_f (Af) m:T
" ref™(e) : Ref (A) = m:l
" e: Ref (A =m:
B im-Rery A= MT
Y get™(e) : A m:l
e Ref (A) T e A Blim-Ref/ 7] Unit= m:T
> set™(er; &) : Unit ' m:l

Tab. 3.13 { Syseme de types curitaires du langage instrumene
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(Unit ; Unit)

(A2;A1) (B1;B2) )

(ALl ByAz17By) — — C
: (1 2)

(Ref 1(A);Ref 2(A))

Tab. 3.14 { Types curitaires : relation de sous-typage

al G est ¢k ni par lequation ecursive suivante :
G(f % (g)) = f ™7 )(G(q)); :

Il est facile de \eri er que si e a pour type A, alors hei * a pour type hAi”?.
Consicerons maintenant un type scuritaire A dont letiquette est > et
que nous notonsB”. On note B? le type obtenu en modi ant letiquette de
A en?. Soit C[; un programme instrumenea un paranetre, admettant un
type curitaire dans le syseme pe@dent lorsqu'on attribue le type B> au
pararetre. En utilisant la £mantique operationnelle peedemment & nie
pour le langage annot (cf. tab. 3.10 (p. 237)), on verra par la suite que pour
toute valeur v de type B~ , I'execution de C[v] n'entrame pas de destruction
interdite, c'esta-dire impliquant un destructeur non instrumene et une va-
leura proeger. Il est clair que pour toute valeur v de type B?, I'execution
de C[v] n'entra'me pas non plus de destruction interdite. Autrement dit, on
peut consicerer que B? est un sous-type deB ™.
Peciement, la relation de sous-typage entre les types ®curitaires est engen-
dee inductivement par le syseme d'inerence de la table 3.14 (p. 270). Les
jugements sont des couplesA; B ), a1 A et B sont des types scuritaires : si le
jugement (A; B) est valide, on dit que A est un sous-type deB, et on le note
A B. Onremarque les proprees classiques : pour le constructeur ! :
contravariance pour I'ensemble de depart, covariance pour I'ensemble d'ar-
rivee, pour le constructeur Ref( ), invariance. On \eri e facilement que la
relation de sous-typage est une relation d'ordre partielle. Pour l'utiliser, on
ajoute au syseme de types la egle de conversion suivante :

e A

- A B):
‘e:B[]( )
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Le syseme de types \eri e les proprees habituelles. Noter que l'unicie du
type est remplace par I'existence d'un type minimal.

3.2.27 Proposition (Proprées du syseme de types ®curitaires)
Soit un environnement de typage. Consicerons un terme instrumengta de
type ecuritaire A dans I'environnement

Ta: A

Lemme d'a aiblissement
Consicerons un environnement °prolongeant . Alors le jugement de typage
0% a: A est valide.

Lemme de la base
Consicerons I'environnement ey (5 Obtenu en restreignant aux variables
libres dea. Alors le jugement de typage jrv (ay @ : A est valide.

Existence d'un plus petit type
Si a est une variablex, alors a admet un plus petit type (pour la relation de
sous-typage) dans I'environnement , soit ( X).
Sinon, soit M le type donre par letiquette de a :
M = alL:T:
Alors M est le plus petit type dea dans I'environnement

Lemme des substitutions
Soient x une variable du domaine de , et b un terme instrument de type
( x). Alors le terme a[b=X a pour type A dans I'environnement

Ta: A b (Xx)
Tab=x : A

(x 2 dom) :

Lemme de la c&tccomposition
Supposons quea soit un programme se decomposant en un radicat dans
un contexte de eduction E :

a= EJr]:

Alors r est type, et si on attribuea la place le plus petit type der, E
admet pour typeA.
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Cemonstration
A aiblissement, base
La cemonstration est analoguea celle de la proposition 3.2.1 (p. 226).
Plus petit type
On montre tes facilement par ecurrence structurelle sur la preuve de
a : A que a admet comme plus petit type dans I'environnement celui qui
est indiqLe par la proposition.
Substitutions
La cemonstration, classique, se fait par ecurrence structurelle sura, et ne
pesente aucune di cule.
Decomposition
On proede par ecurrence structurelle sur E. Seul cas original, le contexte
de eduction vide.
SupposonskE = . Commer estegala a, r est type; quant au contexte de
eduction E, il admet pour type le plus petit type de r, qui est le plus petit
type de a, et est donc un sous-type deA.
X

De nissons maintenant la €mantique ogerationnelle de notre langage.
Pour simpli er, nous ne modi ons pas la £mantique operationnelle & nie
par le syseme de la table 3.10 (p. 237). Ce choix corresponda une interpe-
tation en termes d'accessibilie. Pour un destructeur, letiquette > signie
la possibilie d'aceder aux valeurs devant &tre proegees, etiqueees par >.
Une approche ealiste consisteraita consicerer qu'un destructeur ealise tout
d'abord un test, puis s'il est positif, ealise la destruction habituelle, sinon
arréte I'execution ou lance une exception.

Enorcons la principale propret permettant de relier la £mantique statique
(le syseme de types)a la mantique operationnelle. On dit qu'une con -
guration (s; €) est typee pour la fcurie si elle est typee dans le syseme de
types curitaires, autrement dit si

{ pour toute etrence I™ du domaine des, la valeur s(I™) admet pour

type curitaire le type A \eri ant

m:T = Ref ™(A);
{ le terme de contréle e admet un type curitaire.

3.2.28 Theoeme (Reduction du sujet : peservation du typage)
Soit (s1;€;) une con guration typee pour la scurie. Alors si (s3;€1) se
eduit en (s2;e2), la con guration (sy;er) est typee pour la curie. De
plus, le plus petit type curitaire de e; est un sous-type du plus petit type
fcuritaire de ej.
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Bemonstration

On raisonne par ecurrence structurelle sur la preuve de la eduction (s1;€;) !
(s2; €2). On suppose que la con guration (s1; e1) est tygee pour la ®curie,
et on note M le plus petit type de e;.

[]

La eduction est

(s;;@"(x "a;v)) ! (sy;alv=x]):
La preuve de; " e; : M se termine ainsi :

x Ay ar MmO

0
- x"a: A% MmO

S x"a:rAl M v A
o @(x"av) M

aA A9MO Met ©
De ces iregalies et du lemme des substitutions, on deduit queaJv=x] a pour
type M, si bien que son plus petit type est un sous-type dév .
De plus, (s1;a[v=x]) est typee pour la scurie.
[REF]
La eduction est

(sy;ref™(v)) U ((sp; 1™ 70 v); 1M

al I™ estegala 1 (S). Dujugement;” ref™(v) : M, on ceduit que v admet
pour type A ce ni par m:T = Ref ™!(A). Il en esulte que ((s1;1™ 7! v);1M)
est typee pour la fcurie.
Enn, ref M(v) et I™ ont le méme plus petit type, m:T.

[REF-1]
La eduction est

(sy;get™(™) ' (sy;s1(IM) :

Evidemment, la con guration (' s3;s1(I")) est typee pour la scurie. Mon-
trons que s;(I") admet M pour type.
Par hypottese, on sait ques; (I") admet pour type A eriant n:T = Ref ™!(A).
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La preuve de; " get™(I") : M est ainsi fornee

’

1" Ref™(M)
;1" Ref (M)
;0 oget™(I™) ™

avecn:T = Ref ™“(M). Il s'ensuit que M = A.
[REF-7]
La eduction est

(sy;set™(1™;v)) ! ((sg; 1" 7! v);unit™):

On doit montrer que v admet pour type A de ni par n:T = Ref ™!(A). Or
il existe un type B tel que la preuve de; = set™(I";v) : Unit est fornee
ainsi :

" Ref™!(B)

;1" Ref (B) T v:B

° oset™(1™;v) © Unit

avecn:T = Ref "!(B), ce qui implique B = A et donc quev a pour type A.
[RED]

La eduction est (s1;E[r1]) ! (s2;E[r2]), ceduite de (s1;r1) ! (s2;r2), et

al E est un contexte de eduction et r; un radical.

Par le lemme de cecomposition, on obtient quer; est type et que E a pour

type M si on attribuea la place le plus petit type de r1. En appliquant

I'hypottese de ecurrencea la eduction ( s3;r1) ! (Sz;r2), comme (S1;r1)

est typee pour la fcurie, on obtient que s, \eri e la condition de typage et

gue le plus petit type der, est un sous-type du plus petit type der;. Par le

lemme des substitutions, on obtient nalement que E[r,] admet pour type

M, et on peut conclure.

X

Il esulte de ce treoeme fondamental que le syseme de types scuritaires
est sOr.
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3.2.29 Corollaire (Sdree du typage)
Consicerons un programme instrumene admettant un type scuritaire. Alors,
lors de son execution, aucun destructeuretiquee par ? ne cetruit une valeur
etiqgueee par >.

Cemonstration

Par le teoeme de eduction du sujet, toute con guration de la trace d'eye-
cution est typee pour la curie. Si lors de I'execution, un destructeur eti-
quet par ? cktruisait une valeuretiqueke par >, alors le radical en question
n‘admettrait pas de type scuritaire, ce qui constituerait une contradiction,
par le lemme de la decomposition.

X

Autrement dit, la \eri cation statique de l'instrumentation entrame la \eri-
cation dynamique de la politique de curie.

Comment appliquer ce syseme de types dans le cas du code mobile ?
Commercons par moceliser I'execution du code mobile appelant I'environ-
nement local avec le langage instrumente. Comme le code mobile ne peut pas
gtre instrumene et ne contient pas de ressourcesa proeger, il ne contient
que letiquette ?. Peciement, si x :L: M[x] est le programme mobile de
type L ! M, nous le repesentons par le programme

hhx :L: M[x]i 7 ;
de type
hi? 'h Mi?

Quant au code local, il peut &tre instrumene et contenir des ressourcesa
prokger, si bien qu'il utilise les deuxetiquettes ? et > suivant le principe

ccpenone :
| constructeur | destructeur
? || pas de protection | pas d'instrumentation
> | protection instrumentation

On note Ls I'environnement local ainsietiquet. On suppose evidemment
gu'il admet un type curitaire, qu'on note Ls. On sait donc que I'execu-
tion de I'environnement local seul est sire. Qu'en est-il de I'execution du
programme mobile appelant I'environnement local, autrement dit du pro-
gramme

@™ ) (hx ;L M[x]i ?; Ls)

qui nous serta moctliser cette execution ? Une condition su sante estevi-
demment que ce programme admette un type scuritaire. Compte tenu des
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egles de typage, il vient que ce programme admet un type securitaire si et
seulement le type de I'environnementlL s est un sous-type du typehLi?, le
meéme type quelLs si ce n'est que lesetiquettes> ontee remplaces par
desetiquettes ? . La proposition suivante ce nit une conditionequivalente,

a l'aide des types sortants. Etant donre un type scuritaire C, on note# (C)
le type nonetiquek obtenu en e acant lesetiquettes.

3.2.30 Proposition (Conversion et types sortants)
Soit C un type scuritaire.
Alors C est un sous-type deh#(C)i? si et seulement si tout type sortant de
C et dierent de Unit a pouretiquette ?.

On ¢k nit les types sortants et entrants de C comme pour les types non
etiquees. Un type A est un type sortant de C s'il appara’t dans C en une
occurrence positive ou sous la garde d'un constructeur Re{ ); un type A
est un type entrant de C s'il apparat dans C en une occurrence regative ou
sous la garde d'un constructeur Ref (). Formellement, on utilise le syseme
d'inerence de la table 3.12 (p. 246), ai chaque constructeur de types, !

ou Ref( ), doit cependant &tre remplae par un constructeuretiquet. On
rappelle gu'un type A est un type sortant de C si le jugementC = A : +
est valide, alors que c'est un type entrant deC si le jugementC = A :

est valide.
On utilise dans la cemonstration la proposition 3.2.24 (p. 259), qui permet
de relier un jugementC > A : :::aunjugement C° A : :::, ar C%estun

sous-arbre deC, lorsque C est distinct de A.

Bz2monstration

Nous allons montrer non seulement la propree de lenon@, mais aussi
une propree duale. Pecigment, nous montrons les deuxequivalences sui-
vantes :

C h# (C)i’ , 8 A6Unit :C A :+) Al=7?;
h#(C)i’ C , 8 A6Unit:C  A: ) Al=7?:

Commercons par montrer simultarement les deux implications de gauchea
droite par ecurrence sur C. On consicere un type A distinct de Unit.

C = Unit
C'est trivialement \erie.
cC=C! G

Voyons la premere implication.
SupposonsC  h# (C)i?, ce qui implique par c nition du sous-typage,
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=7?,C, h# (Cz)l’) et h#(Cl)i? Ci.
Supposons aussC ~ A : +.
Si A = C, alors A a pouretiquette , soit ?.
Sinon, on peut appliquer la proposition 3.2.24 (p. 259).
SiCy A : , en appliquant I'hypothese de ecurrencea C;, on obtient
All= 2.
SiC, ° A : +, en appliquant I'hypothese de ecurrencea C,, on obtient
All= 7.
Voyons la seconde implication.
Supposonsh#(C)i? C, ce qui implique par c nition du sous-typage,
Cy h# (Cp)i? et h#(Cp)i? Co.
Supposons aussC ~ A : .
Necessairement,A 6 C, et on peut appliquer la proposition 3.2.24 (p. 259).
SiCi ° A : +, en appliquant I'hypothese de ecurrencea Cj, on obtient
All=?.
SiC, A : , en appliquant I'hypothese de ecurrencea C,, on obtient
All= 2.
C =Ref (D)
Voyons la premere implication.
SupposonsC  h# (C)i?, ce qui implique par e nition du sous-typage,
=?,D = h#(D)i’.
Supposons aussC ~ A : +.
Si A = C, alors A a pouretiquette , soit ?.
Sinon, on peut appliquer la proposition 3.2.24 (p. 259).
SiD ~ A : , en appliquant I'hypotrese de ecurrencea D, on obtient
All=?.
SiD ° A : +, en appliquant I'hnypottese de ecurrencea D, on obtient
All= 2.
Voyons la seconde implication.
Supposonsh#(C)i? C, ce qui implique par c nition du sous-typage,
D = h#(D)i?.
Supposons aussC ~ A @ .
Necessairement,A 6 C, et on peut appliquer la proposition 3.2.24 (p. 259).
SiD ° A : +, en appliquant I'hypotrese de ecurrencea D, on obtient
All=?.
SiC, A : , en appliquant I'hypothese de ecurrencea D, on obtient
All=?.
Montrons maintenant simultarement les deux implications de droitea gauche,
toujours par ecurrence sur C.
C = Unit
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OnaC = h#(C)i?.

cC=0Ci! C
Voyons la premere implication.
Supposons8A6Unit : C~ A +) All= 2.
Pour montrer que C h# (C)i?, il est susant de montrer que = ?,
Co h# (Cz)i? et h#(Cl)i? Ci.
CommeC °~ C : +, on ckduit de I'hypottese que = ?.
Consicerons un type A dierent de Unit. Nous allons montrer que si C, °
A : + est valide, alors A:l = ?, de méme que siC; = A : est valide,
alors A:l = ?, ce qui permettra de conclure en appliquant I'hypottese de
ecurrencea C, et Cq respectivement.
SupposonsC, = A : +. Par la proposition 3.2.24 (p. 259), on aC; ! Cy°
A : +, donc par hypotlese A:l = ?.
SupposonsC; ~ A : . Par la proposition 3.2.24 (p. 259), on aC; ! Cy°
A : +, donc par hypottese A:l = ?.
On a donc monte C h# (C)i”.
Voyons la seconde implication.
SupposonsBA6Unit : C~ A: ) Al=7?.
Pour montrer que h#(C)i” C, il est susant de montrer que C;
h#(C1)i” et h#(Cp)i° Co,.
Consicerons un type A dierent de Unit. Nous allons montrer que si C, °
A est valide, alorsA:l = ?, de méme que siC; = A : + est valide,
alors A:l = ?, ce qui permettra de conclure en appliquant I'hypottese de
ecurrencea C, et Cq respectivement.
SupposonsC, © A : . Par la proposition 3.2.24 (p. 259), on aC; ! Cy
A : , donc par hypottese A:l = ?.
SupposonsC; = A : +. Par la proposition 3.2.24 (p. 259), on aC; ! Cy°
A : , donc par hypottese A:l = ?.
On a donc monte h#(C)i” C.

C =Ref (D)
Voyons la premere implication.
Supposons8A 6 Unit : C~ A +) All= 2.
Pour montrer que C h# (C)i?, il est susant de montrer que = ? et
D = h#(D)i”.
CommeC ~ C : +, on ckduit de I'hypottese que = ?.
Consicerons un type A dierent de Unit. Nous allons montrer que si D °
A : + est valide, alors A:l = ?, de méme que siD ~ A : est valide,
alors A:l = ?, ce qui permettra de conclure en appliquant I'hypothese de
ecurrencea D.
SupposonsD * A : +. Par la proposition 3.2.24 (p. 259), on a Ref (D) °
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A : +, donc par hypottese A:l = ?.

SupposonsD © A : . Par la proposition 3.2.24 (p. 259), on a Ref (D) °
A : +, donc par hypottese A:l = ?.

On a donc monte C h# (C)i~.

Voyons la seconde implication.

Supposons8A 6Unit : C~ A ) Aill= 2.

Pour montrer que h#(C)i? C, il est susant de montrer que D =

h#(D)i” .

Consicerons un type A dierent de Unit. Nous allons montrer que si D °

A est valide, alorsA:l = ?, de méme que siD = A : + est valide,

alors A:l = ?, ce qui permettra de conclure en appliquant I'hypotrese de
ecurrencea D.

SupposonsD © A : . Par la proposition 3.2.24 (p. 259), on a Ref (D) °

A : ,donc par hypottese A:l = ?.

SupposonsD © A : +. Par la proposition 3.2.24 (p. 259), on a Ref (D) °
A : , donc par hypottese A:l = ?.

On a donc monte h#(C)i® C.

X

Cette dernere proposition permet de ce nir un criere assurant qu'un
type securitaire pour I'environnement est sar. On dit qu'un type ecuritaire
Ls est sar si pour tout programme mobile typee x :L: M[x] (L etantegal
a # (Ls)) et tout environnement instrumene Ls de type <curitaire Lg,
I'execution de

@) (hx : L M[xJi 7 Ls)

est stre, autrement dit n‘entrame pas la destruction par un destructeureti-
quete par ? d'une valeuretiquete par >. Il vient que le type scuritaire Lg
est sOr si tout type sortant de L s et dierent de Unit a pouretiquette ?. La
eciproque pourrait €tre montee en adaptant le theoeme 3.2.23 (p. 258) au
cas des types curitaires. Ce treoeme adape permettrait alors d'associer
a tout type sortant A de L s un environnement de typelL sa partir duquel le
type A serait accessible. Ainsi, s'il existait un type sortantA delL s, dierent
de Unit et ayant pouretiquette >, on obtiendrait une destruction proscrite
pour un certain programme mobile appelant I'environnement local assocea
A par ce theoeme.
En esune, dans le cas du code mobile, nous proposons de contrbler les
ace@s aux ressources
{ eneri ant que l'instrumentation du code local est correctement eali-
$e, ce qui peut se faire en montrant que I'environnement local admet
un type curitaire dans le syseme de types ccrit dans la table 3.13
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(p. 269),

{ en \eri ant une forme de con nement des typesa protger, pecie-
ment en \eri ant qu'un type a proeger n'‘appara’t dans le type de
I'environnement ni en une occurrence positive ni sous la garde d'un
constructeur Ref (), ce qui permet de convertir le type curitaire
de I'environnement pour con ner les typesa proeger.
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Conclusion

Nous avonsetude dans cette trese I'execution de code mobile dans un
environnement local ; le code mobileetant potentiellement hostile, I'environ-
nement local est charge de proeger les ressources du syseme hote, peci-
£ment de garantir d'une part, la con dentialie des informations contenues
dans les ressources, d'autre part, le con nement local de ressourcesa proe-
ger. Au terme de ce travail, nous pouvons armer qu'il est possible d'ana-
lyser l'environnement local seul pour garantir la ®curie de I'execution de
tout code mobile. Nous avons pu ¢ nir deux crieres de curie :

{ le premier est \erie par le code de I'environnement local si et seule-
ment si I'environnement garantit la con dentialie des ressources lo-
cales,

{ le second porte sur le type de I'environnement local et implique que
les ressourcesa protger sont con rees dans l'environnement si le type
de l'environnement le \eri e.

L'originalie de ces esultats ne tient pas en la possibilie d'analyser un
programme pour ceterminer des proprees concernant le contréle des ux
d'informations ou des aces : la literature sur ces sujets est tep vaste. Mais
elle provient de la probematique propre a I'execution de code mobile, en
particulier des deux points sgeci ques suivants :

{ seul I'environnement local est disponible pour I'analyse,

{ un criere de scurie doit étre valide pour tout code mobile envisa-
geable.

Rentrons un peu plus dans le cetail de ces crieres pour en cerner les limites
etetudier les extensions possibles. Noter que nous ne revenons pas sur les
limites impliguees par nos hypotreses de travail et cecrites en introduction

(cf. p. 7) : la principale hypothese concerne I'utilisation d'un langage de haut
niveau, ce qui suppose qu'on s'assure de la peservation par compilation des
proprees de scurie.

Nous comparons les deux crieres suivant trois points de vue :

{ le langage de programmation utilise,
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{ le dege d'approximation du criere relativementa la propree qu'il
implique,

{ les techniques utiliees pour cemontrer ces crieres.
Commercons par une techniqgue commune aux deux dcemarches. Tant la
con dentialie que le con nement ontetetudesa partir d'une annotation
du langage de programmation, ai chaque operateur du langage recoit une
etiquette : dans les deux cas, ce sont des langages bien connus, qui peuvent
étre consicties comme les langages naturels pour letude de ces questions.
Except cette technigue commune, le contraste est autrement parfait. Pour
le criere de con dentialie, le langage esteementaire, le criere est exact,
c'esta-direequivalenta la propret de con dentialie, et les techniques sont
elaboees, puisqu'une partie des deux premiers chapitres est cevoluea leur
eveloppement; pour le criere de con nement, le langage est enrichi (par
des etrences), le criere repose sur l'approximation des valeurs par leur
type, et les techniques sontekmentaires.

Pour la con dentialie, c'est donc surtout une extension du langage de
programmation qui est souhaitable. Si on reprend la méme cemarche, il
conviendrait pour le langageetendu de

1. ¢ nir une £mantique observationnelle,

2. etudier l'uniformie et la cependance, en recouranta une interpetation
abstraite,

3. donner un criere de con dentialie,a partir de I'observation abstraite.

Des trois points, le premier semble le plus cklicat. Depuis les travaux de
Moggi [58], il est reconnu que l'expression d'une £mantique cenotationnelle
peut étre paranmetee par une monade. D'un point de vue ogerationnel, la
monade ckcrit la structure des con gurations de la machine abstraite exe-
cutant les programmes. Dans l'optique d'une gereralisation, il serait donc
ineressant de combiner I'approche monadique et I'approche observation-
nelle. Il s'awere que la nethode de Howe a cepek utilisee pour des mo-
nades particuleres. Ineressons-nousa la monade permettant de repesenter
unetat-nemoire (global), adapte au langage avec egrences utilie pour le
con nement. Dans [72], Ritter et Pitts montrent que la relation de bisimila-
rie est incluse strictement dans la relation dequivalence contextuelle : c'est
un esultat d'acequation. On peut consicerer que la relation de bisimilarie
gu'ils ce nissent s'obtienta partir d'une notion d'observation : I'observation
d'un programme convergent est obtenu en observant de son esultata la fois
la valeur obtenue et letat-memoire. Comme lequivalence contextuelle est
e nie uniquement en observant du esultat la convergence, elle est claire-
ment plus grossere que la bisimilarie : il faudrait ra ner l'observation du
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esultat de manerea prendre en compte letat-memoire pour esgerer obtenir
la bisimilarie. A l'inverse, si on laisse inchange lequivalence contextuelle,
c'est la notion d'observation utilisee pour ¢ nir la bisimilarie qui doit étre
moins discriminante. Lors de I'observation d'un programme, il est impos-
sible d'observer le contenu d'une ekrence ceee par le programme si elle
n‘a pas ek rendue accessible par le programme. Autrement dit, pour un
etat-memoire, il est impossible d'observer les ekrences con rees dans le
programme. C'est cette distinction qu'exploitent Je rey et Rathke dans [40,
x4, 5] pour aboutira I'acequation compkte, soit legalie entre la bisimilarie

et lequivalence contextuelle; ils utilisentegalement la methode de Howe, qui
justi e ainsi par sa robustesse son emploi dans ce travail.

Pour le con nement, le langage pourrait étreetendu par des structures
de donrees, sans modi er letude de la frontere telle que nous l'avons me-
ree : par exemple, au niveau des types, outre des types de base, comme
des entiers ou des bookens, on pourrait introduire le produit caresien ou la
somme (union disjointe) sans aucune di cule.

Comme le langage contient cep des ekrences, il se rapprocherait alors d'un
langage orient objets, comme Java. Un type dans un langage comme Java,
méme s'il est d'abord le nom d'une classe ou d'une interface, peut aussi étre
identie avec la liste des signatures13 de ses nmethodes; comme il est sus-
ceptible d'appara’tre dans le type d'une de ses nethodes, il peut former un
type ecursif. Que devient letude de la frontere en pesence de types ecur-
sifs ? Il appara’t que notreetude ne recessite aucune hypotrese concernant
le caractre non ecursif des types. Cette dernere hypottese n'est utiliee
gu'une seule fois, pour associera chaque type un programme convergent de
ce type, lorsqu'on montre que le criere de con nement est optimal.

Autre particularie d'un syseme de types comme celui du langage Java :
le sous-typage. La relation de sous-typage permet d'armer qu'un type
(m; : Aj)i2r, a1 pour chaque indice i de I'ensemble ni |, m; est le nom
d'une nmethode et A; son type, est un sous-type derfj : Aj)j2s, a J est
inclus dans|. Avec le sous-typage, sans hypotteses sur la conversion des
types, il n'est pas raisonnable de ¢ nir un criere de con nementa par-

tir du type de I'environnement local. En e et, s'il est possible de ealiser
une coercition d'un type vers un sous-type, c'est non seulement le type de
I'environnement local qui doit \eri er le criere de con nement, mais aussi
tous ses sous-types. Si comme en Java, il existe un type au sommet de la
herarchie de sous-typage (le type®Object en Java), le criere peut deve-
nir inapplicable. Il est donc souhaitable d'interdire ou bien la conversion des

13| a signature d'une nethode contient le nom et le type de la nethode.
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types devant étre con res en sur-types, ou bien la coercition. Ce sont des
hypotheses habituelles pour le con nement, la premere donree par exemple
par Bokowski et Vitek dans [83, x5.3].

Une autre extension possible concernerait l'introduction du polymorphisme
pararnetrique : c'est la possibilie de paranetrer par un type la & nition
d'un programme. Le passage d'un syseme de types monomorphesa un sys-
tme de types polymorphes impose de hombreuses modi cations techniques
a notre etude de la frontere, et demande donc d'étre exploe plus avant.

Il convient aussi de remarquer que le polymorphisme paranetrique permet
de rendre abstrait dans le code mobile un typea proeger : il sut en e et

de paranetrer le code mobile par ce type pour empécher tout acesa une
valeur de ce type au sein du code mobile. Cette technique de con nement
estetudee par Leroy et Rouaix dans [49, x5.2].

S'il est possible d'envisager un criere de con nement pour un langageetendu,
il reste que ce critre repose sur une approximation forte : il concerne les
types et non les valeurs. C'est dommageable, dans la mesure a1 le processus
d'approximation n'est pas formalis. Il serait petrable de & nir un criere

de con nement exact,a partir du code de l'environnement local, equivalent

a la propree de con nement, puis de deduire par une interpetation abs-
traite transformant chaque valeur en son type le criere approcke que nous
donnons. Il s'agirait donc de ceterminer I'ensemble des valeurs accessibles
par le code mobilea partir de I'environnement local : on remargue un ine-
ressant point de convergence avec le probeme de l'acdequation compkte en
pesence de ekrences,evoqte plus haut.

Evoquons en n brevement les techniques mattematiques decrites dans
le premier chapitre et utilisees dans les chapitres suivants. Elles concernent
des objets innis, au sens de structures arborescentes in nies en profon-
deur. Rappelons que pour ¢k nir ces objets in nis, nous avons priviege
une approche equationnelle, et que pour raisonner sur ces objets in nis,
nous avons priviege une approche ceductive. A l'usage, ces deux approches
se sont evekes e caces et intuitives. Elles sont susceptibles d'étreetendues
dans de nombreuses directions. On pourrait par exemple consicerer des sys-
emes dequations ecursives non ceterministes, permettant de c nir des
ensembles d'arbres, en s'inspirant des sclemas de programmes ecursifs non
ceterministes ceveloppes par Arnold et Nivat dans [8]; on pourrait aussi
comparer I'approche ceductive avec l'approche par points xes pour d'autres
treoemes de points xes que celui de Tarski.
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