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Introduction

Ce travail s'inscrit dans le cadre des travaux de recherche men�es au sein du projetOndes sur
la mod�elisation math�ematique et num�erique de de la propagation d'ondes dans les milieux
complexes, c'est-�a-dire des milieux ob�eissant �a une loi de comportement non classique. En
l'occurence, il s'agira ici des milieux solides obeissant �a une loi rh�eologique destin�ee �a prendre
en compte la dissipation des ondes dans un mat�eriau ou �a la porosit�e du milieu d'�etude. Ces
derni�eres propri�et�es induisent des ph�enom�enes sp�ec i�ques de nature vari�ee (absorption in-
trins�eque, dispersion intrins�eque ...) qui correspondent �a des di�cult�es nouvelles sur un plan
math�ematique ou num�erique.

La mod�elisation num�erique de la propagation des ondes �elastiques dans les milieux h�et�erog�enes
est d�ej�a un vieux sujet qui a connu un essor particulier au cours des ann�ees 80 avec pour mo-
tivation essentielle les applications �a la sismique, en particulier la sismique p�etroli�ere. Plus
r�ecemment les progr�es des m�ethodes num�eriques, notamment des m�ethodes de discr�etisation
d'ordre �elev�e, et les am�eliorations constantes des performances des ordinateurs ont permis
de traiter des probl�emes de plus en plus r�ealistes, s'approchant de la dimension des vraies
applications (mises en jeu) ou prenant en compte les ph�enom�enes physiques de plus en plus
complexes : on s'�ecarte alors des lois de comportements purement �elastiques lin�eaires.

C'est dans cet esprit que se situe mon travail de th�ese dont la sp�eci�t�e consiste �a cher-
cher �a mod�eliser d'une part les ph�enom�enes d'att�enuat ion intrins�eques des ondes li�es �a la
nature visco�elastique des mat�eriaux, d'autre part, mod�eliser la propagation des ondes dans
les milieux poreux (milieux �elastiques en pr�esence de micro-perforations occup�es par un
ou plusieurs 
uides). Ces deux sujets ont �et�e d�e�nis au tr avers des contacts entre le projet
Ondes de l'Inria et l' Ifremer (Institut fran�cais de recherche pour l'exploitation de la mer,
avec Y. H. De Roeck) pour les milieux visco�elastiques et d'autre part avec la soci�et�e Shell
(avec W. Mulder et R. E. Plessix) pour les milieux poro�elastiques. Par ailleurs ces sujets sont
arriv�es au moment ou deux th�eses venaiennt d'̂etre e�ectu�ees �a l' Inria : la th�ese de Chrysoula
Tsogka sur des m�ethodes d'�el�ements �nis mixtes vitesse-contrainte coupl�ees avecdo-
maine �ctifs et celle de Sandrine Fauqueux sur les m�ethodes d'�el�ements �nis spectraux
sur maillagesquadrangulaires ou hexa�edriques . Compte tenu de ce contexte, un de mes
objectifs a �et�e de faire �evoluer les codes de calcul correspondant vers la prise en compte de
la visco�elasticit�e (avec le code de C. Tsogka) et celle de la poro�elasticit�e (avec le code de
S. Fauqueux).

Ma th�ese comporte naturellement deux parties distinctes et ind�ependantes , la premi�ere
partie sur la mod�elisation des milieux visco�elastiques lin�eaires correspond au travail des
deux premi�eres ann�ees de ma th�ese. La seconde partie sur la mod�elisation des mat�eriaux
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poro�elastiques a �et�e e�ectu�ee au cours de la troisi�eme ann�ee.

Je renvoie aux introductions des deux parties pour plus de d�etails sp�eci�ques �a chaque
probl�eme. Je voudrais conclure cette introduction en pr�esentant les points communs entre
les deux parties de la th�ese. Mon but �etait avant tout de d�e velopper des m�ethodes s'ap-
puyant sur des bases math�ematiques solides . En particulier, j'ai cherch�e �a concevoir des
m�ethodes dont la stabilit�e pouvait être d�emontr�ee �a priori, y compris dans le cas des mi-
lieux h�et�erog�enes quelconques. Pour cela on a fait le choix de s'appuyer sur desapproches
variationnelles et des approximations par �el�ements �nis mixtes qui autorisent notam-
ment l'utilisation des m�ethode �energ�etiques pour l'analyse des m�ethodes num�eriques. De
ce point de vue, nous nous d�emarquons des m�ethodes plus traditionnelles de di��erences �nies,
m�ethodes encore largement utilis�ees au sein de la communaut�e g�eophysique. En�n, la prise
en compte de fronti�eres arti�cielles pour borner le domain e de calcul, peut être r�ealis�ee en
g�en�eralisant les m�ethodes descouches absorbantes parfaitement adapt�ees (perfectly
matched layers) r�ecemment apparues dans la litt�erature. Chacune des deux parties de la th�ese
a d�ebouch�e sur un code de calcul bi-dimensionnel (notons que l'extension 3D ne pose pas
de probl�eme conceptuel) qui ont fait l'objet de nombreuses validations num�eriques .
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Introduction

Les mat�eriaux r�eels, les roches en particulier dissipentde l'�energie lorsqu'ils sont soumis �a
des d�eformations. On verra dans la deuxi�eme partie que le mouvement moyen d'un 
uide
par rapport �a une matrice �elastique conduit �a un m�ecanis me dissipatif (Loi de Biot pour la
propagation d'onde dans les milieux poreux) et donc une att�enuation des ondes. Les origines
de la dissipation en dehors de ph�enom�ene de Biot sont multiples. (les e�ets thermiques frot-
tement grains a grains les mouvements locaux de 
uide ...), les origines sont nombreuses et
complexe et une mod�elisation physique qui tient compte de la totalit�e des causes sera tr�es
compliqu�e. Ces milieux sont le si�ege de ph�enom�enes de dissipation intrins�eque qui provoquent
une d�ecroissance de l'�energie et une att�enuation exponentielle de l'amplitude des ondes au
cours de leur propagation. Pour bien simuler la r�ealit�e physique, il est important de tenir
compte de ce ph�enom�ene d'absorption des ondes dû �a une propri�et�e visco�elastique du mi-
lieu de propagation. On s'int�eresse �a la mod�elisation de ce ph�enom�ene par l'introduction de
mod�eles visco�elastiques lin�eaires, ces mod�eles sont bien adapt�es �a la description d'une large
classe de ph�enom�enes dissipatifs. Ces mod�eles n�ecessitent la connaissance non seulement des
valeurs actuelles des contraintes et des d�eformations mais aussi des valeurs pass�es, ils sont dit
des mat�eriaux a m�emoire.

L'objectif de cette �etude est de construire une m�ethode num�erique performante, c'est-�a-dire
une m�ethode qui respecte les quatre points suivants :

1. Le premier point concerne une m�ethode qui conduit �a un sch�ema explicite en temps (en
utilisant la technique de la condensation de masse)

2. Facile �a impl�ementer en utilisant un maillage uniforme en espace.

3. Stable en temps avec une condition raisonnable.

4. La m�ethode doit être facile �a adapter pour les mod�eles r�ealistes.

Le premier chapitre concerne le choix d'un mod�ele visco�elastique adapt�e, c'est �a dire respecte
les ph�enom�enes physiques :(la dissipation d'�energie etl'absorbtion des ondes). On pr�esente
les di��erentes lois (di��erentes pr�esentations de lois d e comportements visco�elastiques).

Dans le deuxi�eme, on fait une analyse math�ematique pour s'assurer que le probl�eme est
bien pos�e, on montre des th�eor�emes d'existence et d'unicit�e de la solution forte et la solution
faible et nous �etudions les principales propri�et�es de la solution : la d�ecroissance de l'�energie,
propagation �a vitesse �nie et la dispersion des ondes ainsique l'in
uence des temps de re-
laxation sur la qualit�e de l'att�enuation et la propagatio n d'ondes.
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Le troisi�eme chapitre est le chapitre central de cette partie, dans lequel nous d�ecrivons la
m�ethode d'approximation num�erique pour r�esoudre le pro bl�eme de la visco�elasticit�e et ou nous
�etudions les principales propri�et�es de cette m�ethode ( stabilit�e, pr�ecision). On s'est int�eress�e
aussi �a l'adaptation de couches absorbantes parfaitements adapt�ees (PML) �a notre probl�eme.

Finalement, au chapitre 4, nous accordons une large place aux r�esultats num�eriques, lesquels
vont de tests de validation �el�ementaires jusqu'�a la simu lation d'exp�eriences physiques r�ealistes.

Cette partie a donn�e lieu �a un article :

E. B�ecache, A. Ezziani et P. Joly . A mixed �nite element approach for viscoelastic wave
propagation, Computational Geosciences, volume 8, pp 255-299, 2004.

deux rapports de recherche INRIA :

E. B�ecache, A. Ezziani et P. Joly . Mod�elisation de la propagation d'ondes dans les mi-
lieux visco�eelastiques lin�eaires.I. Analyse math�ematique. Rapport de Recherche 4785, INRIA,
2003.

E. B�ecache, A. Ezziani et P. Joly . Mod�elisation de la propagation d'ondes dans les mi-
lieux visco�eelastiques lin�eaires. II. Analyse num�erique. Rapport de Recherche 5159, INRIA,
2004.

et �a trois proceding de conf�erence :

E. B�ecache, A. Ezziani et P. Joly . Modeling of wave propagation in linear viscoelastic
media. In Mathematical Modeling of Wave Phenomena(V•axjo, novembre 2002), volume 7,
pp 39-48. Mathematical modeling in physics, engineering and cognitive sciences.

E. B�ecache, A. Ezziani et P. Joly . Mathematical and numerical modeling of wave propaga-
tion in linear viscoelastic media.In Mathematical and Numerical Aspects of Wave propagation
(Jyv•askyl•a, juillet 2003), pp 916-921, Springer.

E. B�ecache, A. Ezziani et P. Joly . Propagation d'ondes dans les milieux visco�elastiques
lin�eaires. In Etude de la propagation ultrasonore en milieux non-homog�enes en vue du contrôle
non destructif (Aussois, d�ecembre 2003), GDR 2501, pp 11-20.
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Chapitre 1

Mod�eles visco�elastiques lin�eaires

Dans ce chapitre nous rappellerons la d�e�nition des mod�eles visco�elastiques int�egro-
di��erentiels et nous pr�esenterons les mod�eles qui feront l'objet de notre analyse. Il s'agit
de mod�eles de type di��erentiels qui apparaissent comme des g�en�eralisations naturelles
du mod�ele de Zener.
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1.1 Mod�eles int�egro-di��erentiels

Introduction

La loi de comportement �elastique est instantan�ee, c'est-�a-dire sans m�emoire, et ne prend pas
en compte les ph�enom�enes de dissipation d'�energie. Or, les mat�eriaux r�eels, les roches en
particulier, dissipent de l'�energie lorsque ils sont soumis �a des d�eformations. C'est le cas des
milieux �elastiques visqueux. On s'int�eresse �a la mod�el isation de ce ph�enom�ene dissipatif par
l'introduction des mod�eles visco�elastiques lin�eaires. Ces mod�eles sont bien adapt�es �a la des-
cription d'une large classe de ph�enom�enes dissipatifs.

L'objectif de ce chapitre est de pr�esenter le mod�ele visco�elastique sur lequel on travaillera. On
se propose de rappeler la repr�esentation de la relation contrainte-d�eformation visco�elastique.
Dans un premier temps, nous pr�esentons le mod�ele int�egro-di��erentiel, ou mod�ele de relaxa-
tion ; cette formulation est bas�ee sur l'�ecriture du tenseur de contraintes comme un produit de
convolution en temps entre un tenseur de relaxation et le tenseur de d�eformation. L'obtention
de ce mod�ele d�ecoule directement des hypoth�eses de la visco�elasticit�e lin�eaire :

{ la valeur instantan�ee du tenseur des contraintes s'exprime localement comme une fonction
lin�eaire des valeurs pass�ees des d�eformations.

{ Les propri�et�es des mat�eriaux n'�evoluent pas avec le te mps (mat�eriaux non vieillissants).

Ensuite, nous montrons comment ces mod�eles garantissent la dissipation de l'�energie sous des
conditions sur le tenseur de relaxation, en rappelant un th�eor�eme de d�ecroissance de l'�energie
(cf Th�eor�eme 1.1.1).

Dans un deuxi�eme temps, nous pr�esentons une classe g�en�erale de mod�eles di��erentiels, en
montrant l'�equivalence entre les deux pr�esentations int�egro-di��erentielle et di��erentielle. Bien
que la derni�ere pr�esentation soit moins g�en�erale que la premi�ere, elle est plus adapt�ee aux
approximations et aux traitements num�eriques.

Dans un troisi�eme temps, nous pr�esentons la loi visco�elastique de Zener et son interpr�etation
physique comme un cas particulier de la pr�esentation di��e rentielle. Nous proposons le mod�ele
de travail en dimension 2 et 3 dans les deux cas anisotrope et isotrope, en �etendant le mod�ele
de Zener.

En�n, nous rappelons une autre classe de mod�eles di��erentiels bas�ee sur des d�eriv�ees non-
enti�eres. Malgr�e le degr�e de g�en�eralit�e des cette rep r�esentation par rapport �a la repr�esentation
enti�ere, on ne l'exploite pas dans cette �etude car elle n�ecessite un traitement math�ematique
et num�erique plus complexe (voir par exemple [74] pour le mod�ele de Zener).

1.1 Mod�eles int�egro-di��erentiels

1.1.1 D�e�nitions

Les mod�eles visco�elastiques lin�eaires [53] permettentde prendre en compte le ph�enom�ene de la
dissipation dans un milieu. Dans un tel mod�ele, nous consid�erons le tenseur des d�eformations
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Mod�eles visco�elastiques lin�eaires

�a l'instant t :

(1.1.1) " ij (u) =
1
2

�
@ui
@xj

+
@uj
@xi

�

associ�e �a un champ de d�eplacementu(x; t ) :

u : IRd � [0; T ] 7! IRd;

(x; t ) =
�
(x1; � � � ; xd)t ; t

�
7! u(x; t ) = ( u1(x; t ); � � � ; ud(x; t )) t ;

en adoptant dans tout ce qui suit la convention de sommation d'Einstein sur les indices r�ep�et�es
et en simpli�ant les notations "(t) = "(u(t)), 8 t 2 IR. Alors, la relation liant la contrainte �
�a " [40, 78, 53] est donn�ee par la loi :

(1.1.2) � ij (x; t ) =
Z t

�1
G ijkl (t � � )

@"kl

@�
(� ) d�;

o�u G est un tenseur d'ordre quatre, appel�e tenseur derelaxation , qui v�eri�e les sym�etries
suivantes :

(1.1.3) G ijkl = G jikl = G klij ; 8 i; j; k; l = 1 ; � � � ; d:

La formule (1.1.2) exprime que l'�etat de la contrainte �a l' instant t d�epend de l'histoire des
d�eformations, c'est pourquoi on quali�e ces mod�eles de mod�eles �a m�emoire. De plus � (t)
n'est pas in
uenc�e par le futur de la d�eformation (par "(� ) pour � > t ). Il existe, dans
la litt�erature, plusieurs fa�cons �equivalentes d'expri mer la relation (1.1.2). Par exemple, une
simple int�egration par parties conduit �a :

(1.1.4) � ij (x; t ) = G ijkl (0) " kl (t) +
Z t

0

@G ijkl

@�
(� ) " kl (t � � ) d�:

Nous supposerons par la suite que toutes les quantit�es sontcausales, c'est �a dire nulles pour
t < 0. L'expression (1.1.2) peut alors s'exprimer comme un produit de convolution [53, 56, 26] :

(1.1.5) � = G �
@"
@t

= R � "

o�u R =
@G
@t

est la d�eriv�ee au sens des distributions deG (G est discontinu en 0) et avec

(1.1.6) (R � ") ij = R ijkl � "kl :

On peut remarquer que (1.1.2) g�en�eralise la loi de Hooke : le cas des mat�eriaux �elastiques est
obtenu avec le choix :

G = C (x) H (t)

o�u H est la fonction de Heavside :

H (t) =

(
1 si t > 0;

0 si t < 0;

et C est le tenseur d'�elasticit�e standard.
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1.1 Mod�eles int�egro-di��erentiels

Une forme alternative de la relation de contrainte-d�eformation peut être obtenue en inversant
les rôles de la d�eformation et de la contrainte dans (1.1.2) de telle mani�ere que la d�eformation
�a l'instant t soit d�etermin�ee par l'histoire de la contrainte. Ceci s'�ecrit sous la forme :

(1.1.7) " ij (t) =
Z t

�1
J ijkl (t � � )

@�kl (� )
@�

d�

o�u J est le tenseur de
uage v�eri�ant :

(1.1.8) J ijkl = J jikl = J ijlk ; 8 i; j; k; l = 1 ; � � � ; d:

1.1.2 Dissipation du mod�ele

1.1.2.1 Notations et d�e�nitions

On note par L (IR d) l'espace vectoriel des applications lin�eaires :

(1.1.9) L (IR d) = f � : IRd ! IRd lin�eaire g;

nous munissons cet espace d'une structure euclidienne �a l 'aide du produit scalaire :

(1.1.10) � : ~� = � ij ~� ij ; 8 (�; ~� ) 2 [L (IR d)]2;

j� j d�esigne la norme associ�ee.L sym (IR d) d�esigne le sous espace vectoriel deL (IR d) des tenseurs
sym�etriques :

(1.1.11) L sym (IR d) = f � 2 L (IR d) = � ij = � ji 8 i; j = 1 ; � � � ; dg:

Soit R un tenseur d'ordre 4 sym�etrique, on dit que R est d�e�ni positif si il existe une constante
C > 0 telle que :

(1.1.12) R � : � = R ijkl � kl � ij � C j� j2 8 � 2 L (IR d):

1.1.2.2 Quantit�e d'�energie

Sous des hypoth�eses appropri�ees sur le tenseur de relaxation G et par technique d"�energie,
la loi de comportement visco�elastique lin�eaire (1.1.4) conduit �a un m�ecanisme dissipatif [51],
comme nous allons le voir.

On consid�ere l'�equation d'�equilibre pour un milieu au re pos m�ecanique :

(1.1.13) �
@2u
@t2

� div � = 0 ;

o�u � est la densit�e volumique et div est l'op�erateur divergence d�e�ni par :

(1.1.14) div � =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
@

dX

j =1

@�1j

@xj
...

dX

j =1

@�d j

@xj

1

C
C
C
C
C
C
C
C
A

:

On suppose de plus que le tenseur de relaxationG v�eri�e les hypoth�eses suivantes :
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Mod�eles visco�elastiques lin�eaires

{ G 2 C2(IR + ; L 1 (IR d)).

{ G est d�e�ni positif sur IR d.

{ G0 est d�e�ni n�egatif sur IR d.

{ G00est d�e�ni positif sur IR d.

{ lim
t ! + 1

G(x; t ) existe p:p:x 2 IRd

On d�e�nit la densit�e d'�energie potentielle :

(1.1.15)
Q(u; t) = �

1
2

Z + 1

0
G0(� ) [" (u(t � � )) � " (u(t))] : [ " (u(t � � )) � " (u(t))] d�

+ G1 " (u(t)) : " (u(t))

avec G1 (x) = G(x; + 1 ) suppos�e �ni d�e�ni positif. D'apr�es les hypoth�eses ci- dessus, la
densit�e Q est positive.

D�e�nition 1.1.1 Soit (u; � ) la solution du syst�eme d'�equations (1.1.4) et (1.1.13), on d�e�nit
l'�energie de ce syst�eme par :

(1.1.16) E(t) =
1
2

Z

IR d

"

�

�
�
�
�
@u
@t

�
�
�
�

2

+ Q(u; t)

#

dx:

Cette quantit�e est d�ecroissante grâce au th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 1.1.1 La quantit�e d'�energie (1.1.16) v�eri�e l'identit�e :

(1.1.17)
dE
dt

= �
1
2

Z

IR d

Z + 1

0
G00(s) [" (u(t � � )) � " (u(t))] : [ " (u(t � � )) � " (u(t))] d� dx:

D�emonstration

On fait le produit scalaire de (1.1.13) par @t u, on obtient apr�es une int�egration sur IR d :

1
2

d
dt

Z

IR d
� j@t uj2 dx �

Z

IR d
div � � @t u dx = 0 :

En faisant une int�egration par parties en espace du deuxi�eme terme de cette �equation, nous
aurons :

(1.1.18)
1
2

d
dt

Z

IR d
� j@t uj2 dx +

Z

IR d
� : " (@t u) dx = 0 :

Nous utilisons la loi de comportement (1.1.4) qui d�e�nit � ; la densit�e d'�energie potentielle
� : " (@t u) s'�ecrit alors sous la forme :

� : " (@t u) =
1
2

d
dt

[G(0) "(u(t)) : " (u(t))] +
Z + 1

0
G0(� ) " (u(t � � )) : " (@t u(t)) d�;

=
1
2

d
dt

[G(0) "(u(t)) : " (u(t))] +
Z + 1

0
G0(� ) [" (u(t � � )) � " (u(t))] : " (@t u(t)) d�

+
Z + 1

0
G0(� )" (u(t)) : " (@t u(t)) d�;
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1.2 Mod�eles di��erentiels

Le dernier terme v�eri�e :
Z + 1

0
G0(� )" (u(t)) : " (@t u(t)) d� =

1
2

d
dt

Z + 1

0
G0(� ) " (u(t)) : " (u(t)) d�;

=
1
2

d
dt

[G1 " (u(t)) : " (u(t))] �
1
2

d
dt

[G(0) "(u(t)) : " (u(t))]

on en d�eduit alors :

� : " (@t u) =
1
2

d
dt

[G1 " (u(t)) : " (u(t))] + I;

avec

I =
Z + 1

0
G0(� ) [" (u(t � � )) � " (u(t))] : " (@t u(t)) d�:

Nous montrons queI s'�ecrit comme la somme de la d�eriv�ee en temps d'une quantit�e positive
plus un terme de dissipation. En e�et :

I = �
Z + 1

0
G0(� ) [" (t � � ) � " (t)] : @t [" (t � � ) � " (t)] d� + K 1;

= �
1
2

d
dt

Z + 1

0
G0(� ) [" (t � � ) � " (t)] : [" (t � � ) � " (t)] d� + K 1;

avec

K 1 =
Z + 1

0
G0(� )[" (t � � ) � " (t)] : @t " (t � � ) d�;

Pour achever la d�emonstration du th�eor�eme nous montrons que K 1 est positif :

K 1 =
Z + 1

0
G0(� )[" (t � � ) � " (t)] : @t " (t � � ) d�;

= �
Z + 1

0
G0(� )[" (t � � ) � " (t)] : @� " (t � � ) d�;

= �
Z + 1

0
G0(� )[" (t � � ) � " (t)] : @� [" (t � � ) � " (t)] d�;

=
Z + 1

0
G00(� )[" (t � � ) � " (t)] : [" (t � � ) � " (t)] d� � 0: �

1.2 Mod�eles di��erentiels

Le type d'�equations \int�egro-di��erentielles" pr�esen t�ees pr�ec�edemment est tr�es "lourd" �a r�esoudre
dans le cadre d'une simulation num�erique. Une fa�con plus pratique de pr�esenter le comporte-
ment visco�elastique est de l'�ecrire sous une forme di��erentielle en se basant sur des analogies
m�ecaniques qui font intervenir des assemblages de ressorts et d'amortisseurs dans le cas uni-
dimensionnel (mod�eles rh�eologiques �el�ementaires) [24, 40, 56] :

(1.2.1) P (D) � = Q(D) "(u);

o�u D est l'op�erateur di��erentiel :

D i : f !
@i f
@ti

; 8 i 2 IN;
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Mod�eles visco�elastiques lin�eaires

P et Q sont des polynômes di��erentiels :

(1.2.2) P (D) =
NX

m=0

am Dm ; Q(D) =
MX

m=0

bm Dm :

Gurtin et Sternberg [56] ont montr�e que cette classe de mod�ele (di��erentielle) s'�ecrit sous la
forme g�en�erale (int�egro-di��erentielle) lorsque M = N et sous les hypoth�eses suivantes :

Hypoth�ese 1.2.1 aN 6= ; bN 6= 0 .

Hypoth�ese 1.2.2 La condition initiale (ou condition de compatibilit�e) sui vante est v�eri��ee :

(1.2.3)
NX

m= n

am
@m� n

@tm� n � (0) =
NX

m= n

bm
@m� n

@tm� n " (0) 8n = 1 ; � � � ; N

Si ces hypoth�eses sont v�eri��ees, il existe une fonction de relaxation G telle que � et " sont
li�es par la relation (1.1.2). De plus G est la solution unique du probl�eme di��erentiel :

(1.2.4) P (D) G = b0 dans ]0; + 1 [;

avec les conditions initiales :

(1.2.5) G(0) =
bN

aN
;

@n

@tn
G(0) =

1
aN

�
bN � n �

n� 1X

m=0

aN � n+ m
@m

@tm
G(0)

�
8 n = 1 ; � � � ; N:

Remarque 1.2.1 Il est facile de voir que l'hypoth�ese (1.2.3) sur les conditions initiales est
n�ecessaire. En e�et, supposons d'une part que� et " sont li�es par (1.2.1) et d'autre part qu'il
existe G telle que (1.1.2) soit satisfaite. En appliquant la transform�ee de Laplace :

~f (s) =
Z 1

0
e� st f (t) dt

aux deux relations (1.1.2) et (1.2.1), on obtient les deux relations suivantes :

(1.2.6) ~� (s) = s ~G(s) ~" (s)

et

(1.2.7)

~P (s)~� (s) �
NX

m=1

am
�
sm� 1� (0) + sm� 2 @�

@t
(0) + � � � +

@m� 1�
@m� 1 (0)

�

= ~Q(s)~" (s) �
MX

m=1

bm
�
sm� 1" (0) + sm� 2 @"

@t
(0) + � � � +

@m� 1"
@m� 1 (0)

�
:

Ces deux relations sont compatibles siG v�eri�e :

(1.2.8) ~G(s) =
~Q(s)

s ~P (s)

et si de plus on a :

(1.2.9)

NX

m=1

am
�
sm� 1� (0) + sm� 2 @�

@t
(0) + � � � +

@m� 1�
@m� 1 (0)

�

=
MX

m=1

bm
�
sm� 1" (0) + sm� 2 @"

@t
(0) + � � � +

@m� 1"
@m� 1 (0)

�
:

Cette derni�ere relation entrâ�ne (1.2.3), lorsque M = N .
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1.3 Mod�ele de Zener

1.3 Mod�ele de Zener

1.3.1 Mod�ele 1D

Dans le cas unidimensionnel, les mod�eles visco�elastiques les plus couramment utilis�es sont les
mod�eles de Kelvin-Voigt (le prototype des mod�eles rh�eologiques solides,Fig 1.3.1), de Maxwell
(le prototype des mod�eles rh�eologiques 
uide, Fig 1.3.2) et de Zener (le mod�ele standard).
Nous nous sommes int�eress�es au mod�ele de Zener, qui s'interpr�ete physiquement comme
l'assemblage du mod�ele �el�ementaire de Kelvin-Voigt (ressort et amortisseur en parall�ele) avec
un ressort en s�erie [26] (Fig 1.3.3).

E1

�

Fig. 1.3.1 { Mod�ele de Kelvin-Voigt

E0�

Fig. 1.3.2 { Mod�ele de Maxwell

Si "0 et "1 repr�esentent respectivement la d�eformation de chacun des ressorts et� la contrainte
qui s'exerce sur l'�el�ement, alors la loi de comportement s'�ecrit sous la forme :

(1.3.1)

8
>><

>>:

" = "0 + "1;

� = E0 "0;

� = E1 "1 + � _"1;

avec :

{ " la d�eformation totale du mod�ele.

{ E0; E1 les modules d'�elasticit�e de chacun des ressorts.

{ � la viscosit�e de l'amortisseur.

On d�eduit alors de (1.3.1) l'�equation de comportement :

(1.3.2) � + � 0 _� = �" + �� 1 _"

avec

(1.3.3) � 0 =
�

E0 + E1
; � =

E0 E1

E0 + E1
; et � 1 =

�
E1

:

Les param�etres � 0; � 1 sont appel�es temps de relaxation . Le param�etre � est le module
d'�elasticit�e di��er�e .
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Mod�eles visco�elastiques lin�eaires

+

ressort

|{z}

"

" 0" 1

E1

�
E0

�

mod�ele �el�ementaire de Kelvin-Voight

Fig. 1.3.3 { Mod�ele de Zener

Remarque 1.3.1 On remarque que :

{ D'apr�es (1.3.3) on remarque que E0 > 0, ce qui signi�e que la condition physique� 1 > � 0

est toujours v�eri��ee.

{ Les deux mod�eles de Kelvin-Voigt et de Maxwell s'obtiennent comme cas limites. Le premier
est obtenu pourE0 ! 1 . Le deuxi�eme pour E1 ! 0.

1.3.2 Extension 2D et 3D

Pour une dimension sup�erieure, notre objectif est de pr�esenter un mod�ele visco�elastique
di��erentiel qui s'adapte aux milieux isotropes et anisotr opes. Nous proposons un mod�ele
qui g�en�eralise celui de Zener 1D, dont la loi de comportement est donn�ee par :

(1.3.4) � + � 0 @t � = C "(u) + � 0D "(@t u);

o�u � 0 > 0 est un temps de relaxation,C et D sont deux tenseurs 4� 4 sym�etriques, d�e�nis
positifs. Nous reviendrons plus loin sur les propri�et�es de ces tenseurs.

Remarque 1.3.2 Dans les deux cas limites :� 0 = 0 ou D � C = 0 , la loi de comportement
(1.3.4) deviennent purement �elastique. En e�et :

1. Lorsque � 0 = 0 , on trouve la loi de Hooke� = C "(u).

2. Lorsque C = D , l' �equation de comportement (1.3.4), s'�ecrit sous la for me :

� (x; t ) = C (x) "(u(x; t )) + e� t
� 0

�
� (x; 0) � C (x) "(u(x; 0))

�
:

Si on a la condition de compatibilit�e � (x; 0) = C (x) "(u(x; 0)) (voir 1.2.3), on obtient
la loi de Hooke, dans le cas contraire, c'est l'�equation d'un comportement �elastique avec
un terme source.
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1.4 Mod�ele de Zener g�en�eralis�e

�Ecriture du mod�ele de Zener sous la forme int�egro-di��ere ntielle

Sous l'hypoth�ese de compatibilit�e (1.2.3), nous montrons que la loi de comportement (1.3.4)
s'�ecrit �a l'aide d'une pr�esentation int�egro-di��eren tielle. Le temps de relaxation � 0 �etant sup-
pos�e strictement positif, la relation (1.3.4) peut se r�e�ecrire sous la forme :

(1.3.5)
1
� 0

(� � D "(u)) + @t (� � D "(u)) = �
1
� 0

(D � C ) "(u):

En multipliant cette �equation par exp(�=� 0) et en int�egrant entre 0 et t, on obtient, en
choisissant la condition initiale � (0) = D "(u(0)) :

� (t) = D "(u(t)) +
Z t

0
�

1
� 0

(D � C ) e(t � � )=� 0 " (u(� )) d�:

Ce qui donne la forme int�egrale de la loi de Zener :

� (t) = G(0)"(t) +
Z t

0

@G
@�

(� ) " (t � � ) d�;

avec

(1.3.6) G(t) = C + ( D � C ) e� t=� 0 :

La fonction de relaxation G s'�ecrit donc comme la superposition du tenseur d'�elasticit�e et
d'une fonction exponentielle qui s'annule �a l'in�ni. Nous verrons que le tenseurD � C doit
être d�e�ni positif pour que le mod�ele soit dissipatif. De plus, nous remarquons que le tenseur
G v�eri�e les hypoth�eses du th�eor�eme 1.1.1.

Mod�ele isotrope

Par analogie avec le cas purement �elastique, on dit que le milieu caract�eris�e par la loi de
comportement (1.3.4) est isotrope si il existe des coe�cients � (x), � (x), � � (x), � � (x) tels
que :

(C � ) ij = �� ij � kk + 2 �� ij ; (D � ) ij = �
 � � ij � kk + 2 �
 � � ij

et on d�e�nit les coe�cients :

(1.3.7) vp =

s
� + 2 �

�
; vs =

r
�
�

; � p = � 0
�
 � + 2 �
 �

� + 2 �
; � s = � 0
 � ;

avec vp la vitesse,� p le temps de relaxation associ�es �a l'onde de pression etvs la vitesse,� s le
temps de relaxation associ�es �a l'onde de cisaillement (voir analyse par ondes planesx2.2.2).

1.4 Mod�ele de Zener g�en�eralis�e

Une fa�con pratique pour caract�eriser la qualit�e de la dis sipation des milieux visco�elastique
d'une mani�ere quantitative se fait �a l'aide du facteur de q ualit�e. En faisant une analyse par
ondes planes, nous montrons que cette quantit�e d�ependentde la fr�equence (voir x2.2.1 et
x2.2.2). Or en g�eophysique une classe des mat�eriaux est caract�eris�ee par des facteurs de qua-
lit�e constants sur une large bande de fr�equence. Pour d�ecrire des milieux �a facteur de qualit�e
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quasi-constant nous consid�erons le mod�ele de Zener g�en�eralis�e.

�A partir du mod�ele de Zener \simple", il est facile de construire un mod�ele plus complexe,
compos�e d'un certain nombre d'�el�ements de Zener en parall�ele [34], comme ceci est illustr�e
dans le cas 1D surFig 1.4.1. Sur cette �gure, les param�etresE l ; ~E l ; l = 1 ; � � � ; L repr�esentent

�
� 3

E 1

~E 1

E 2

~E 2

~E 3

E 3

~E L

E L

� 1

� 2

� 3

� L

"

~" 1 " 1

" 2~" 2

~" 3 " 3

� 1

� 2

~" L " L

� L

Fig. 1.4.1 { Mod�ele de Zener g�en�eralis�e

les modules d'�elasticit�e des ressorts et les� l ; l = 1 ; � � � ; L les param�etres de viscosit�e des amor-
tisseurs. En dimension sup�erieure, le mod�ele de Zener g�en�eralis�e revient �a d�e�nir le tenseur
des contraintes comme une superposition :

(1.4.1) � =
LX

l=1

� l :

o�u chaque � l est reli�e au tenseur des d�eformations par :

(1.4.2) � l + � 0
l @t � l = C "(u) + � 0

l D l " (@t u); l = 1 ; � � � ; L:
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1.5 Autres mod�eles visco�elastiques

Dans la litt�erature on trouve une autre classe de mod�eles visco�elastiques, les mod�eles
di��erentiels fractionnaires bas�es sur des d�eriv�ees non-enti�eres, pour lesquels le tenseur des
contraintes � et le tenseur de d�eformation " sont li�es par la loi de comportement di��erentielle
(1.2.1) o�u P et Q sont des op�erateurs pseudo-di��erentiels d'ordre non-entier (voir par exemple [32]) :

(1.5.1) P (D) = a0 D0 +
MX

m=1

am Dm+ � m ; Q(D) = b0 D0 +
NX

m=1

bm Dm+ � m

avec 0< � m < 1, 0 < � m < 1 et

(1.5.2) D � f (t) =
1

�(1 � � )

Z t

0

1
(t � � ) � f 0(� ) d�; 8 0 < � < 1;

o�u � est la fonction gamma classique d�e�nie par [1] :

(1.5.3) �( z) =
Z + 1

0
tz� 1 e� t dt; (< e z > 0)

L'introduction de ces mod�eles a �et�e motiv�ee d�es le d�eb ut des ann�ees 70 par la mod�elisation
des mat�eriaux visco�elastique en particulier en g�eophysique [32, 35] et pour la mod�elisation des
polym�eres [7, 8, 77, 82]. L'avantage de ces mod�eles avec d�erivation fractionnaire est qu'ils sont
capables de d�ecrire le comportement de mat�eriaux �a facteur de qualit�e constant sur une bande
de fr�equences [31, 35], par contre la r�esolution num�erique est compliqu�ee et l'approximation
des op�erateurs di��erentiels fractionnaires n'est pas classique, de plus l'�etude math�ematique
est plus complexe que les mod�eles di��erentiels classiques avec d�erivation enti�ere (voir par
exemple [66] pour des pertes viscothermiques et [67] pour lastabilit�e de syst�emes di�erentiels
fractionnaires).
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Chapitre 2

Analyse math�ematique

Nous faisons ici une analyse math�ematique du probl�eme mod�ele, nous montrons un
r�esultat d'existence et unicit�e de la solution forte et de la solution faible et nous �etudions
les principales propri�et�es de la propagation d'ondes associ�ees �a notre mod�ele : dissipation
de l'�energie, propagation �a vitesse �nie, dispersion desondes et le comportement de la
solution lorsque l'absorption tend vers 0.
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2.1 �Etudes des milieux h�et�erog�ene

Introduction

Ce chapitre est consacr�e �a l'analyse et l'�etude math�ema tique du probl�eme visco�elastique as-
soci�e �a la loi de comportement de type di��erentielle (1.3 .4). Les mod�eles de visco�elasticit�e
lin�eaires ont d�ej�a �et�e largement �etudi�es du point de vue math�ematique [51, 56] dans un cadre
assez g�en�eral (mod�ele int�egro-di��erentiel). Les r�e sultats que nous pr�esentons ici concernent
plus sp�eci�quement le mod�ele de Zener g�en�eralis�e.

La premi�ere section concerne l'analyse math�ematique compl�ete de ces mod�eles dans des mi-
lieux h�et�erog�enes. En particulier, nous montrons des r�esultats d'existence et d'unicit�e de la
solution forte et la solution faible en utilisant la th�eori e des semi-groupes, lequels ne semblent
pas pouvoir être consid�er�es comme des cas particuliers de r�esultats plus g�en�eraux [51]. Par
ailleurs les th�eor�emes sur la dissipation d'�energie et la propagation �a vitesse �nie semblent ori-
ginaux [11, 13]. Dans la derni�ere partie de cette section, nous d�emontrons math�ematiquement
en quel sens un milieu purement �elastique peut être consid�er�e comme la limite d'un milieu
visco-�elastique quand l'absorption tend vers 0. En�n, l'i nt�erêt de cette analyse est aussi (et
peut-être surtout) de pr�eparer l'analyse num�erique que nous m�enerons dans le chapitre 3 qui
s'appuiera largement sur les techniques d�evelopp�ees dans ce chapitre. Dans la derni�ere section,
nous pr�esentons des r�esultats classiques sur l'analyse de la propagation d'ondes planes dans des
milieux homog�enes. Nous mettons l'accent sur les ph�enom�enes de dispersion et la d�ependance
de l'att�enuation vis �a vis de la fr�equence, nous abordons la question de mod�elisation sui-
vante : comment adapter les param�etres du mod�ele math�ematique d'une fa�con �a se caler sur
des mesures ou pour obtenir des propri�et�es physiques donn�ees ? En particulier, nous rappelons
la notion de facteur de qualit�e qui caract�erise d'une mani�ere quantitative la dissipation du
milieu et en proposant une m�ethode pour approcher des milieux �a facteur de qualit�e quasi-
constant sur une bande de fr�equence. Ceci nous permettera de comprendre les propri�et�es des
ondes visco�elastiques, en particulier, l'in
uence des coe�cients d'amortissements sur la qua-
lit�e de la dissipation et la dispersion des ondes. Ces r�esultats nous seront en particulier utiles
pour l'analyse de stabilit�e par Fourier des sch�emas num�eriques pr�esent�es dans le chapitre 3
mais aussi pour interpr�eter nos r�esultats num�eriques.

2.1 �Etudes des milieux h�et�erog�ene

On s'int�eresse �a la propagation des ondes dans un milieu mod�elis�e par une loi de comportement
de type Zener (1.3.4) en dimensiond (d = 1 ; 2; 3). On cherche donc �a d�eterminer le champ de
d�eplacement u et le tenseur des contraintes� v�eri�ant :

�
@2u
@t2

� div � = f; dans IRd� ]0; T ];(2.1.1a)

� + � 0
@�
@t

= C "(u) + � 0D "
�

@u
@t

�
; dans IRd� ]0; T ];(2.1.1b)

u(x; 0) = u0;
@u
@t

(x; 0) = u1 dans IRd;(2.1.1c)

� (x; 0) = � 0; dans IRd;(2.1.1d)
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o�u div est l'op�erateur divergence d�e�ni par (1.1.14), � est la densit�e volumique, � 0 un temps
de relaxation, f la densit�e de source,C et D deux tenseurs 4� 4 qui satisfont :

(2.1.2) C ijkl = C jikl = C klij ; D ijkl = D jikl = D klij ;

et il existe M � ; M + deux constantes positives, tels que :

0 < M � j� j2 � C � : � � M + j� j2; 8� 2 L sym (IR d) p:p:x 2 IRd;(2.1.3a)

0 < M � j� j2 � D � : � � M + j� j2; 8� 2 L sym (IR d) p:p:x 2 IRd;(2.1.3b)

Remarque 2.1.1 La sym�etrie dans le sens (2.1.2) implique :

G� : ~� = G ~� : � pour tout tenseur Gsym�etrique et (�; ~� ) 2
�
L (IR d)

� 2:

Nous ferons en outre les hypoth�eses suivantes :

� �; � 0; C et D mesurables.

� La densit�e volumique � v�eri�e :

(2.1.4) 0 < � � � � (x) � � + < + 1 p:p:x 2 IRd:

� 0 < � � � � 0(x) � � + < + 1 p:p:x 2 IRd.

� la condition d'absorption : Z = D � C est d�e�nie positive :

(2.1.5) 0 < M � j� j2 � Z � : � � M + j� j2; 8 � 2 L sym (IR d) p:p:x 2 IRd;

et on note par Z � le tenseur sym�etrique d�e�ni positif � 0Z .

2.1.1 Existence et unicit�e de solutions fortes

On consid�ere les espaces fonctionnels :

(2.1.6)
L 2(IR d; L sym (IR d)) =

n
� : IRd 7! L sym (IR d) =

Z

IR d
j� j2 dx < 1

o
;

X sym (IR d) =
n

� 2 L 2(IR d; L sym (IR d)) =div � 2
�
L 2(IR d)

� d
o

:

Pour tout tenseur sym�etrique C , on note par :
{ ( � : �)C le produit scalaire dansL sym (IR d) et j � j C sa norme associ�ee :

L sym (IR d) � L sym (IR d) 7�! IR;

(�; " ) 7�! C � : " � (� : " )C :

{ h�; �i C le produit scalaire dansL 2(IR d; L sym (IR d)) et k:kC sa norme associ�ee :

L 2(IR d; L sym (IR d)) � L 2(IR d; L sym (IR d)) 7�! IR;

(�; " ) 7�!
Z

IR d
C � : " dx � h � : " i C :
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On �ecrit le probl�eme (2.1.1) sous la forme d'un syst�eme d'�evolution du premier ordre en
introduisant les variables : v = @t u (le champ de vitesse) ets = � � C "(u) (la di��erence entre
la contrainte visco�elastique et la contrainte �elastique). On verra plus tard dans les sections
qui vont suivre, que cette nouvelle variables va jouer un rôle important. Le probl�eme (2.1.1)
se r�e�ecrit :

(2.1.7)

8
>>>>>>>>><

>>>>>>>>>:

@u
@t

� v = 0 ;

@v
@t

�
1
�

div (C "(u)) �
1
�

div s =
f
�

;

@s
@t

� Z "(v) +
1
� 0

s = 0 ;

u(x; 0) = u0; v(x; 0) = u1; s(x; 0) = s0 = � 0 � C "(u0);

ou encore, en posantW = ( u; v; s) t :

(2.1.8)

8
<

:

dW
dt

+ � W = F;

W (0) = W0;

avec

(2.1.9) � W =

0

B
B
B
B
@

� v

�
1
�

div (C "(u)) �
1
�

div s

� Z "(v) +
1
� 0

s

1

C
C
C
C
A

; W0 =

0

@
u0

v0

s0

1

A ; F =

0

B
B
@

0
f
�

0

1

C
C
A :

On introduit l'espace de Hilbert :

(2.1.10) H = [ H 1(IR d)]d � [L 2(IR d)]d � L 2(IR d; L sym (IR d)) ;

muni du produit scalaire :

(2.1.11) (W1; W2)H = ( u1; u2)� + h"(u1) : " (u2)i C + ( v1; v2)� + hs1 : s2i Z � 1 ;

avec W1 = ( u1; v1; s1) t , W2 = ( u2; v2; s2) t et

(u1; u2)� =
Z

IR d
� u 1:u2 dx;

o�u u � v est le produit scalaire euclidien dans IRd.

On consid�ere l'op�erateur non born�e sur D(� ) � H ! H d�e�ni par (2.1.9) avec :

(2.1.12) D(� ) =
n

(u; v; s) 2 H = s + C "(u) 2 X sym (IR d); v 2 [H 1(IR d)]d
o

:

Remarque 2.1.2 Le produit scalaire (2.1.11) est bien d�e�ni grâce �a (2.1. 3)-(2.1.5).

La preuve de l'existence et l'unicit�e de la solution forte du probl�eme mod�ele (2.1.1) se fonde
sur l'utilisation de la th�eorie de Hille-Yosida, ce qui n�e cessite le lemme suivant :
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Lemme 2.1.1 L'op�erateur � + �I est maximal monotone pour tout� > 1=2.

D�emonstration

- Monotonie : soit W = ( u; v; s) t 2 D(� ), on a :

(� W; W )H = �
Z

IR d
� u � v dx �

Z

IR d
C "(u) : " (v) dx �

Z

IR d
div

�
C "(u) + s

�
� v dx

�
Z

IR d
[" (v) � Z � 1

� s] : s dx

= �
Z

IR d
� u � v dx +

Z

IR d
Z � 1

� s : s dx;

avec Z � = � 0Z . D'autre part :

kW k2
H =

Z

IR d
� juj2 dx +

Z

IR d
C "(u) : " (u) dx +

Z

IR d
� jvj2 dx +

Z

IR d
Z � 1s : s dx:

On en d�eduit que :

(� W; W )H + � kW k2
H �

Z

IR d
� (� juj2 � u � v + � jvj2) dx;

� (� �
1
2

)
Z

IR d
� (juj2 + jvj2) dx;

ce qui montre que� + �I est monotone d�es que� > 1=2.

- Surjectivit�e : montrons que� + �I est surjective pour tout � > 0. Ceci �equivaut �a montrer
que pour tout F = ( f; g; h ) t 2 H , il existe W = ( u; v; s) t 2 D(� ) solution du syst�eme :

�u � v = f;(2.1.13a)

�
1
�

div (C "(u)) + �v �
1
�

div s = g;(2.1.13b)

� Z (x)"(v) +
1 + �� 0

� 0
s = h:(2.1.13c)

Si (2.1.13) a une solution, il est facile d'�eliminer v et s et de voir queu doit v�eri�er l'�equation :

(2.1.14) � div
� ~Z (x)"(u)

�
+ � � 2u = � g + �� f + div

� � 0

1 + �� 0
h

�
� div

� � 0

1 + �� 0
Z (x)"(f )

�
;

avec

(2.1.15) ~Z = C +
�� 0

1 + �� 0
Z :

La formulation variationnelle de (2.1.14) s'�ecrit :

(
trouver u 2 [H 1(IR d)]d tel que :

a(u; ~u) = l(~u); 8~u 2 [H 1(IR d)]d;
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avec

(2.1.16)

a(u; ~u) =
D

~Z "(u); " (~u)
E

+ � 2 (� u; ~u);

l (~u) = ( � g; ~u) + � (� f; ~u) �
�

� 0

1 + �� 0
h; " (~u)

�
+

�
� 0

1 + �� 0
Z "(f ); " (~u)

�
;

o�u ( :; :) et h:; :i d�esignent le produit scalaire dansL 2(IR d) et L 2(IR d; L sym (IR d)).

D'apr�es (2.1.3a), (2.1.5) et l'in�egalit�e de Korn [48, 70 ] dans [H 1(IR d)]d, la forme bilin�eaire
a(:; :) est continue coercive sur [H 1(IR d)]d pour tout � 6= 0. Le th�eor�eme de Lax-Milgram
permet alors d'a�rmer que le probl�eme (2.1.16) admet une solution unique u dans [H 1(IR d)]d.

Les donn�ees (f; h ) �etant suppos�ees appartenir �a [ H 1(IR d)]d � L 2(IR d; L sym (IR d)), on obtient
l'existence des 2 L 2(IR d; L sym (IR d)) en posant :

(2.1.17) s =
�� 0

1 + �� 0
Z "(u) +

� 0

1 + �� 0
h �

� 0

1 + �� 0
Z "(f ):

L'existence dev 2 [H 1(IR d)]d se d�eduit directement en utilisant (2.1.13a). En�n en remontant
�a l'�equation (2.1.13b), on voit facilement que s et u v�eri�ent :

div (C "(u) + s) 2 [L 2(IR d)]d:

Nous avons donc d�emontr�e que l'op�erateur � + �I �etait surjectif 8� > 0. Pour �nir la
d�emonstration du lemme, il su�t de raisonner avec � = � + 1 : �

Maintenant, on peut �enoncer le th�eor�eme d'existence et d'unicit�e :

Th�eor�eme 2.1.1 Pour toutes conditions initiales (u0; u1; � 0) 2
�
[H 1(IR d)]d� 2 � X sym (IR d)

et tout f 2 C1(0; T; [L 2(IR d)
� d), il existe une unique solution(u; � ) du probl�eme (2.1.1) qui

v�eri�e : 8
<

:

u 2 C1
�
0; T ; [H 1(IR d)]d

�
\ C2

�
0; T ; [L 2(IR d)

� d�
;

� 2 C0
�
0; T ; X sym (IR d)

�
\ C1

�
0; T ; L 2(IR d; L sym (IR d))

�
:

D�emonstration

Sous l'hypoth�ese W0 2 D(� ) et grâce au th�eor�eme de Hille-Yosida [27], nous d�eduisons
que le probl�eme (2.1.7) admet une unique solutionW 2 C0(0; T; D (� )) \ C1(0; T; H ). Ceci
�equivaut �a :

{ u 2 C1�
0; T ; [H 1(IR d)]d�

;

{ v = @t u 2 C0�
0; T ; [H 1(IR d)]d�

\ C1�
0; T ; [L 2(IR d)]d�

;

{ � = s + C "(u) 2 C0�
0; T ; X sym (IR d)

�
et p 2 C1

�
0; T ; L 2(IR d; L sym (IR d))

�
;

ce qui entrâ�ne :

(2.1.18)

(
u 2 C1

�
0; T ; [H 1(IR d)]d

�
\ C2

�
0; T ; [L 2(IR d)]d

�
;

� 2 C0
�
0; T ; X sym (IR d)

�
\ C1

�
0; T ; L 2(IR d; L sym (IR d))

�
;
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et ach�eve la d�emonstration. �

Il n'y a aucune di�cult�e �a obtenir un r�esultat analogue da ns le cas du mod�ele de Zener g�en�eral
(1.4.2). Dans ce cas, on cherche le champ de d�eplacementu et les tenseurs des contraintes
\�el�ementaires" � l , qui composent� (voir relation (1.4.1)) solutions du probl�eme :

(2.1.19)

8
>>>>>>><

>>>>>>>:

� @2
tt u �

LX

l=1

div � l = f;

� l + � 0
l @t � l = C "(u) + � 0

l D l " (@t u); 8 l = 1 ; � � � ; L;

u(x; 0) = u0; @t u(x; 0) = u1;

� l (x; 0) = � 0
l ; 8 l = 1 ; � � � ; L:

On peut alors montrer le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 2.1.2 Si (u0; u1; � 0
1; � � � ; � 0

L ) 2
�
[H 1(IR d)]d

� 2 �
�
X sym (IR d)

� L . Alors pour tout
f 2 C1

�
0; T ; [L 2(IR d)]d

�
il existe une unique solution du probl�eme (2.1.19)

(
u 2 C1

�
0; T ; [H 1(IR d)]d

�
\ C2

�
0; T ; [L 2(IR d)]d

�
;

� l 2 C0(0; T; X sym (IR d)) \ C1
�
0; T ; L 2(IR d; L sym (IR d))

�
; 8 l = 1 ; � � � ; L:

2.1.2 R�esultats de r�egularit�e

En supposant plus de r�egularit�e sur les donn�ees, on peut obtenir un r�esultat de r�egularit�e en
temps sur la solution :

Th�eor�eme 2.1.3 On suppose que les donn�ees du probl�eme (2.1.1) v�eri�ent (k � 2) :

(2.1.20)

8
>>>><

>>>>:

(�; � 0; C ; D ) 2
�
W 1;1 (IR d)

� 2 �
� �

W 1;1 (IR d)
� d4 � 2

;

(u0; u1; � 0) 2
�
[H k (IR d)]d

� 2 � [H k (IR d)]d2
;

f 2 Ck �
0; T ; [L 2(IR d)]d�

\ Ck� 1�
0; T ; [H 1(IR d)]d�

:

Alors la solution forte (u; � ) du probl�eme (2.1.1) v�eri�e :
(

u 2 Ck
�
0; T ; [H 1(IR d)]d

�
\ Ck+1

�
0; T ; [L 2(IR)] d

�
;

� 2 Ck� 1
�
0; T ; X sym (IR d)

�
\ Ck

�
0; T; L2(IR d; L sym (IR d))

�
:

D�emonstration

On raisonne par r�ecurrence surk. On commence park = 2. Appliquant le th�eor�eme 2.1.1 au
probl�eme :

(2.1.21)

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

� @2
tt V � div � = F = @t f;

� + � 0 @t � = C "(V ) + � 0D "(@t V);

V jt=0 = V0 = u1; @t V jt=0 = V1 =
1
�

(f (x; 0) + div � 0);

� jt=0 = � 0 =
1
� 0

�
C "(u0) + � 0D "(u1) � � 0

�
:
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Sous les hypoth�eses (2.1.20), les donn�ees initiales (V0; V1; � 0; F ) v�eri�ent les conditions du
th�eor�eme 2.1.1, d'o�u l'existence d'une solution unique (V;�) du syst�eme (2.1.21), qui v�eri�e :

(
V 2 C1

�
0; T ; [H 1(IR d)]d

�
\ C2

�
0; T ; [L 2(IR d)]d

�
;

� 2 C0(0; T; X sym (IR d)) \ C1
�
0; T ; L 2(IR d; L sym (IR d))

�
:

Les primitives :

(2.1.22) u(t) = u0 +
Z t

0
V(s) ds; � (t) = � 0 +

Z t

0
�( s) ds

v�eri�ent alors :
(

u 2 C2
�
0; T ; [H 1(IR d)]d

�
\ C3

�
0; T ; [L 2(IR d)]d

�
;

� 2 C1(0; T; X sym (IR d)) \ C2
�
0; T ; L 2(IR d; L sym (IR d))

�
:

Pour �nir il su�t de montrer que ( u; � ) est la solution du (2.1.1). Or (u; � ) v�eri�e :

(2.1.23)

(
@t

�
� @2

tt u � div � � f
�

= 0 ;

@t
�
� + � 0@t � � C "(u) � � 0D "(@t u)

�
= 0 :

En int�egrant (2.1.23) entre 0 et t et en tenant compte des conditions initiales :

(2.1.24)

V jt=0 = @t ujt=0 = u1;

@t V jt=0 = @2
tt ujt=0 =

1
�

(f (x; 0) + div � 0);

� jt=0 = @t � jt=0 =
1
� 0

�
C "(u0) + � 0D "(u1) � � 0

�
;

nous montrons que (u; � ) est la solution du (2.1.1).

Passons au cas g�en�eralk � 3. Supposons que le r�esultat est vrai jusqu'�a l'ordre k � 1 et
montrons qu'il est valable pour k. D'apr�es le r�esultat pr�ec�edent on sait que la solution ( u; � )
de (2.1.1) appartient �a C2

�
0; T ; [H 1(IR d)]d

�
\ C3

�
0; T ; [L 2(IR d)]d

�
� C1(0; T; X sym (IR d)) \

C2
�
0; T ; L 2(IR d; L sym (IR d))

�
et elle v�eri�e (2.1.23). Les d�eriv�ees :

(V;�) = ( @t u; @t � )

sont dans l'espace :

C1�
0; T ; [H 1(IR d)]d�

\ C2�
0; T ; [L 2(IR d)]d�

� C0(0; T; X sym (IR d)) \ C1�
0; T ; L 2(IR d; L sym (IR d))

�

et (V;�) est la solution du syst�eme (2.1.21). Comme les donn�ees initiales v�eri�ent :

(V0; V1; � 0; F ) 2
�
[H k� 1(IR d)]d� 2� [H k� 1(IR d)]d2

� Ck� 1�
0; T ; [L 2(IR d)]d�

\ Ck� 2�
0; T ; [H 1(IR d)]d�

;

d'apr�es l'hypoth�ese de r�ecurrence on a :
(

V 2 Ck� 1
�
0; T ; [H 1(IR d)]d

�
\ Ck

�
0; T ; [L 2(IR)] d

�
;

� 2 Ck� 2
�
0; T ; X sym (IR d)

�
\ Ck� 1

�
0; T ; L 2(IR d; L sym (IR d))

�
;

ce qui implique :
(

u 2 Ck
�
0; T ; [H 1(IR d)]d

�
\ Ck+1

�
0; T ; [L 2(IR)] d

�
;

� 2 Ck� 1
�
0; T ; X sym (IR d)

�
\ Ck

�
0; T ; L 2(IR d; L sym (IR d))

�
: �
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2.1.3 Existence et unicit�e de solutions faibles

On note :

(2.1.25) QT = IR d � [0; T ] ; Q�
T = IR d� ]0; T ]

et les espaces

(2.1.26)
H(QT ) = f v 2 C2�

0; T ; [L 2(IR d)]d �
\ C0�

0; T ; [H 1(IR d)]d �
= v(T) = 0 et @t v(T) = 0 g;

L (QT ) = f ~� 2 C1
�
0; T ; L 2(IR d; L sym (IR d))

�
=~� (T ) = 0 g:

On dit que (u; � ) est une solution faible du probl�eme (2.1.1) si elle v�eri� e :

(2.1.27)

8
>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>:

Z

QT

�
� u � @2

tt v + � : " (v) � f � v
�

dx dt =
Z

IR d
�

�
u1 � v(x; 0) � u0 � @t v(x; 0)

�
dx;

Z

QT

�
� : ~� � � 0 � : @t ~� � C "(u) : ~� + � 0D "(u) : @t ~�

�
dx dt =

Z

IR d

�
� 0 � 0 : ~� (x; 0) � � 0D "(u0) : ~� (x; 0)

�
dx;

8(v; ~� ) 2 H (QT ) � L (QT ):

On a le th�eor�eme d'existence et d'unicit�e de la solution f aible :

Th�eor�eme 2.1.4 Si les donn�ees initiales v�eri�ent

(u0; u1; � 0; f ) 2 [H 1(IR d)]d � [L 2(IR d)]d � L 2(IR d; L sym (IR d)) � L 1�
0; T ; [L 2(IR d)]d�

:

Alors le probl�eme (2.1.27) admet une unique solution :

(u; � ) 2 C0�
0; T ; [H 1(IR d)]d�

\ C1�
0; T ; [L 2(IR d)]d�

� C0�
0; T ; L 2(IR d; L sym (IR d))

�
:

D�emonstration

1. Existence. Par densit�e, il existe une suite :

(un
0 ; un

1 ; � n
0 ; f n ) 2

�
[H 1(IR d)]d� 2 � X sym (IR d) � C1�

0; T ; [L 2(IR d)]d�

v�eri�ant :

(2.1.28)

un
0 ! u0 dans (H 1(IR d))n ;

un
1 ! u1 dans (L 2(IR d))n ;

� n
0 ! � 0 dans L 2(IR d; L sym (IR d)) ;

f n ! f dans L 1
�
0; T; (L 2(IR d))n

�
:

Soit (un ; � n ) la solution forte du probl�eme (2.1.1) associ�ee aux donn�ees initiales (un
0 ; un

1 ; � n
0 ; f n )

(cf. th�eor�eme 2.1.1). Appliquons les estimations du th�e or�eme 2.1.8 aux di��erences (up� uq; � p�
� q), nous remarquons que la suite (un ; � n ) est une suite de Cauchy dans l'espace de Banach
W (0; T; IRd) d�e�ni par :

C0�
0; T ; [H 1(IR d)]d�

� C1�
0; T ; [L 2(IR d)]d�

� C0�
0; T ; L 2(IR d; L sym (IR d))

�
;
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muni de la norme :

(2.1.29) k(u; � )kW = sup
t2 [0;T ]

h
ku(t)k� + k@t uk� + kr u(t)k + k� (t)kZ � 1

i
:

On en d�eduit l'existence de (u; � ) 2 W (0; T; IR d) v�eri�ant :
(

un ! u dans C0
�
0; T ; [H 1(IR d)]d

�
� C1

�
0; T ; [L 2(IR d)]d

�
;

� n ! � dans C0
�
0; T ; L 2(IR d; L sym (IR d))

�
:

Pour terminer, il su�t de remarquer que si ( un ; � n ) est une solution forte alors en particulier
elle est solution faible du probl�eme :
8
>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>:

Z

QT

h
� u n � @2

tt v + � n : " (v)
i

dx dt =
Z

QT

f � v dx dt +
Z

IR d
�

h
un

1 � v(x; 0) � un
0 � @t v(x; 0)

i
dx;

Z

QT

h
� n : ~� � � 0 � n : @t ~� � C "(un ) : ~� + � 0D "(un ) : @t ~�

i
dx dt =

Z

IR d

h
� 0� n

0 : ~� (x; 0) � � 0D "(un
0 ) : ~� (x; 0)

i
dx;

8(v; ~� ) 2 H (QT ) � L (QT ):

par passage �a la limite quandn ! + 1 .

2. Unicit�e. Par lin�earit�e, il su�t de montrer l'unicit�e de la solutio n du probl�eme (2.1.27) en
l'absence de source et avec des donn�ees initiales nulles. Soit ( u; � ) une solution du probl�eme
(2.1.27) avecu0 = 0, u1 = 0, � 0 = 0 et f = 0 :

(2.1.30)

8
>>>>>><

>>>>>>:

Z

QT

�
� u � @2

tt v + � : " (v)
�

dx dt = 0 ;

Z

QT

�
� : ~� � � 0� : @t ~� � C "(u) : ~� + � 0D "(u) : @t ~�

�
dx dt = 0 ;

8(v; ~� ) 2 H (QT ) � L (QT ):

On consid�ere le probl�eme :

(2.1.31)

8
>>><

>>>:

� @2
tt �u � div �� = u; dans IRd � [0; T [;

�� � � 0 @t �� = C "(�u) � � 0D "(@t �u); dans IRd � [0; T [;

�u(x; T ) = @t �u(x; T ) = 0 ; �� (x; T ) = 0 ; dans IRd;

ce probl�eme admet une unique solution forte (�u; �� ) dans l'espace :

C1�
0; T ; [H 1(IR d)]d� n �

\ C2�
0; T ; [L 2(IR d)]d�

� C0�
0; T ; X sym (IR d)

�
\ C1�

0; T ; L 2(IR d; L sym (IR d))
�
:

car comme u 2 C1
�
0; T ; [L 2(IR d)]d

�
il su�t d'appliquer le th�eor�eme 2.1.1 en r�e�ecrivant le

dernier probl�eme sous la forme du syst�eme (2.1.1), en faisant le changement de variable
s = T � t et en prenant comme donn�ees les fonctions

(u0; u1; � 0; f ) = (0 ; 0; 0; u(T � s)) :
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Si on note � = � � D "(u), le syst�eme (2.1.30) se r�e�ecrit sous la forme suivante :

(2.1.32)

8
>>>>>><

>>>>>>:

Z

QT

�
� u � @2

tt v + � : " (v) + D "(u) : " (v)
�

dx dt = 0 ;

Z

QT

�
� : ~� � � 0 � : @t ~� + Z " : ~� ] dx dt = 0 ;

8(v; ~� ) 2 H (QT ) � L (QT ):

On remarque que par construction de (�u; �� ) on peut choisir comme fonctions de test dans
(2.1.30) :

(2.1.33) (v; ~� ) = (�u; Z � 1 �� ) 2 H (QT ) � L (QT ) ; �� = �� � D "(�u):

Le syst�eme (2.1.32) donne alors :
Z

QT

�
� u � @2

tt �u + � : �" + D " : �"
�

dx dt = 0 ;(2.1.34a)

Z

QT

�
Z � 1� : �� � � 0 Z � 1� : @t �� + " : �� ] dx dt = 0 ;(2.1.34b)

o�u " = "(u) et �" = "(�u). On fait ensuite le produit scalaire au sens des tenseurs dela deuxi�eme
�equation du syst�eme (2.1.31) avec Z � 1� . Apr�es int�egration sur QT , nous obtenons :

(2.1.35)
Z

QT

�
Z � 1 �� : � � � 0 Z � 1@t �� : � + �" : � ] dx dt = 0 :

Cette derni�ere �equation et l'�equation (2.1.34b) impliq uent :
Z

QT

� : �" dx dt =
Z

QT

�� : " dx dt:

D'o�u (2.1.34a) devient :
Z

QT

[� u � @2
tt �u � �� : " + D " : �" ] dx dt = 0 :

En rempla�cant �� par sa valeur donn�ee par (2.1.33) et apr�es une int�egration par partie nous
obtenons : Z

QT

u[� @2
tt �u � div �� ] dx dt = 0 :

Or, comme (�u; �� ) est la solution du probl�eme (2.1.31), on a :

(2.1.36)
Z

QT

ju(x; t )j2 dx dt = 0 ;

ce qui entrâ�ne u = 0. Pour �nir on montre que � = 0 en utilisant la deuxi�eme �equation du
syst�eme (2.1.27) : Z

QT

[� : ~� � � 0 � : @t ~� ] dx dt = 0 8~� 2 L (QT ):

D'o�u l'unicit�e de la solution. �
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2.1.4 D�ecroissance de l'�energie

D�e�nition 2.1.1 Soit (u; � ) la solution forte du syst�eme (2.1.1). On appelle �energie de (u; � )
�a l'instant t la quantit�e :

(2.1.37) E(u; �; t ) =
1
2










@u
@t










2

�
+

1
2

k"(u)k2
C +

1
2

ksk2
Z � 1 ;

avec

(2.1.38) s = � � C "(u):

Remarque 2.1.3 On remarque que
{ la quantit�e d'�energie se d�ecompose en deux parties, la premi�ere

�
k _uk2

� dx + k"(u)k2
C

�
=2

correspond �a l'�energie classique du cas purement �elastique (i.e. lorsque � 0 est nul) et la

deuxi�eme
1
2

kpk2
Z � 1 , due aux e�ets de la visco-�elastict�e, s'exprime comme la norme de la

di��erence entre la contrainte visco�elastique et la contr ainte �elastique.

{ Compte tenu de la r�egularit�e de (u; � ), l'�energie E(t) v�eri�e :

E 2 C1(0; T) ; E(u) < + 1 8 t � 0:

On a le r�esultat suivant :

Th�eor�eme 2.1.5 L'�energie E(t) associ�ee au probl�eme (2.1.1) v�eri�e l'identit�e :

(2.1.39)
dE
dt

= �k sk2
Z � 1

�
+ ( f; @t u)

et elle d�ecrô�t en l'absence de terme source (f = 0 ).

D�emonstration

� On remarque qu'on peut r�e�ecrire les �equations (2.1.1a) et (2.1.1b) en fonction de u et s :

�
@2u
@t2

� div s � div (C"(u)) = f ;(2.1.40a)

Z � 1@t s + Z � 1
� s = "(@t u):(2.1.40b)

En faisant le produit scalaire dans IRd de (2.1.40a) par@t u, dans L (IR d) celui de (2.1.40b)
par s et apr�es une int�egration sur IR d, on obtient :

1
2

d
dt

k@t uk2
� � (div s; @t u) � (div (C "(u)) ; @t u) = ( f; @t u);(2.1.41a)

1
2

d
dt

ksk2
Z � 1 + ksk2

Z � 1
�

� (" (@t u) : s) = 0 ;(2.1.41b)

en faisant une int�egration par partie du deuxi�eme et trois i�eme terme de l'�equation (2.1.41a),
nous aurons :

1
2

d
dt

k@t uk2
� + ( s; "(@t u)) + ( C "(u) : " (@t u)) = ( f; @t u);(2.1.42)

49



Analyse math�ematique

ce qui donne (2.1.39) en sommant les deux identit�es (2.1.41b) et (2.1.42).

� On en d�eduit la d�ecroissance de l'�energie pour f = 0 car l'hypoth�ese (2.1.5) montre que Z
est d�e�ni positif et par cons�equent �k sk2

Z � 1
�

est un terme de dissipation.�

Remarque 2.1.4 On remarque toujours le rôle important de la condition d'absorption Z > 0
que ce soit dans les r�esultat d'existence et d'unicit�e de la solution ou dans le r�esultat de
dissipation d'�energie.

De nouveau, on peut ais�ement �etendre ce r�esultat au mod�ele de Zener g�en�eralis�e (2.1.19).

Th�eor�eme 2.1.6 La quantit�e d'�energie

(2.1.43) E(t) =
1
2

k@t uk2
� +

1
2

LX

l=1

h
k"(u)k2

C + ksl k
2
Z � 1

l

i

associ�ee �a la solution (u; (� l ) l=1 ;L ) du probl�eme (2.1.19) homog�ene (f = 0 ) v�eri�e

(2.1.44)
dE
dt

= �
nX

l=1

ksl k2
(Z �

l ) � 1 � 0;

avec
sl = � l � C "(u); Z l = D l � C ; Z �

l = � 0
l Z l ; 8l = 1 ; � � � ; L:

2.1.5 Propagation �a vitesse �nie

Dans ce paragraphe nous nous int�eressons au probl�eme de lapropagation �a vitesse �nie
des ondes visco�elastiques. Nous montrons que lorsqu'on part de donn�ees �a support compact,
la solution reste �a support compact �a tout instant. Finale ment nous d�eterminons de fa�con
g�eom�etrique un majorant du support des donn�ees. Dans ce contexte cette �etude peut être
consid�er�ee comme une g�en�eralisation du travail men�e p ar Canadas [55] pour le probl�eme uni-
dimensionnel.

Soit G un tenseur d'ordre quatre sym�etrique d�e�ni positif et � un vecteur non nul de IRd,
on note �( G; � ) le tenseur de Christo�el [3] associ�e au tenseurG suivant le vecteur � , c'est
tenseur sym�etrique d�e�ni positif tel que :

�( G; � ) = � ij = G ikjl � k � l ;

Remarque 2.1.5 Le tenseur de Christo�el intervient, lorsque on fait une analyse par ondes
planes pour le probl�eme purement �elastique (� 0 = 0), c'est �a dire si on cherche des solutions
(u; � ) sous la forme (5.2.18) (cf. x2.2.2), on trouve une relation de dispersion :

�( C ; k) d = � ! 2d , �( C ; � ) d = � V 2d;

avec � = k=jkj et V = != jkj la vitesse de phase suivant la direction� (V 2 apparâ�t comme
l'une des valeurs propres de�( C ; � )=� ).
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Soit � un vecteur deSd� 1 la sph�ere unit�e de IR d ; nous d�e�nissons les quantit�es :

(2.1.45) Vp(x; � ) =
�

sup
v6=0

�( D ; � )v:v
� jvj2

� 1=2

et

(2.1.46) V +
p (� ) = sup

x2 IRd
f Vp(x; � )g:

La notation (2.1.45) est li�ee par analogie �a vp la vitesse des ondesP dans le cas d'un milieu
�elastique isotrope, dans ce casVp(x; � ) = vp(x) dans toutes les directions� . On consid�ere les
demi-espaces mobiles de vitesseV 2 IR �

+ :

(2.1.47) E� (V; t) = f x 2 IRd = x:� � V tg:

On a le th�eor�eme :

Th�eor�eme 2.1.7 Si les donn�ees (u0; u1; � 0; f ) sont �a support compact et si elles ont la
r�egularit�e du th�eor�eme 2.1.1, alors la solution du prob l�eme (2.1.1) reste �a support compact.
En particulier, si

supp u0 [ supp u1 [ supp � 0 [ supp f (:; t) � K;

o�u K est un compact, alors

supp u(:; t) � K + E(t); 8 0 � t � T;

avec :
E(t) =

\

� 2 Sd� 1

E� (V +
p (� ); t):

D�emonstration

Nous allons faire la d�emonstration dans le cas o�u les donn�ees du probl�eme sont assez r�eguli�eres
et K = B (0; R) une boule de centre 0 et de rayonR ; on se ram�ene au cas g�en�eral en proc�edant
par r�egularisation et en utilisant le fait que tout compact est limite d'une r�eunion �nie de
boules ferm�ees. On consid�ere� un vecteur quelconque de la sph�ere unit�e de IRd, le demi-espace
mobile :


 t
� = ( B (0; R) + E� (V; t)) c = f x 2 IRd = x:� > R + V tg;


 t
� est donc un demi-espace mobile qui \fuit" dans la direction� �a la vitesse V , � t

� = f x 2
IR = x:� = R + V tg la fronti�ere de 
 t

� (voir Fig 2.1.1) et d� la mesure surfacique sur �t� .
On notera que par construction :

(2.1.48)

(
u0(x) = u1(x) = 0 ; � 0(x) = 0 ; 8 x 2 
 0

� ;

f (x; t ) = 0 ; 8 t > 0; 8 x 2 
 t
� :

En particulier, �a l'instant t = 0, la solution est nulle dans 
 t
� . L'id�ee de la d�emonstration est

de trouver V (assez grand) pour que la solutionu soit nulle sur 
 t
� .
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�

V

V


 t
�

� t
�

Fig. 2.1.1 { Le demi-espace mobile

Nous utilisons une technique d'estimation d'�energie ; consid�erons le syst�eme des �equations
(2.1.40a) et (2.1.40b) :

� @2
tt u � div s � div (C "(u)) = f;(2.1.49a)

Z � 1
� s + Z � 1@t s = "(@t u):(2.1.49b)

La densit�e d'�energie est d�e�nie par :

(2.1.50) e(x; t ) =
1
2

h
� j@t uj2 + C "(u) : " (u) + Z � 1s : s

i
:

En faisant le produit scalaire de l'�equation (2.1.49a) par @t u et de l'�equation(2.1.49b) par s
et en int�egrant sur 
 t

� , on obtient ais�ement l'identit�e suivante :
Z


 t
�

@te dx +
Z


 t
�

Z � 1
� s : s dx +

Z

� t
�

�
s + C "(u)

�
�:@t u d� = 0 ;

o�u � est le vecteur normal �a � t
� int�erieur �a 
 t

� , � � = � ij � j d�esigne le produit matrice vecteur
dans IRd et �:v = � i vi le produit scalaire euclidien dans IRd. En utilisant la relation (valable
pour tout e(x; t ) 2 C1(IR d � IR+ )) :

(2.1.51)
d
dt

Z


 t
�

e(x; t ) dx =
Z


 t
�

@e
@t

(x; t ) dx � V
Z

� t
�

e(x; t ) dx;

on en d�eduit :
dE�

dt
(t) +

Z


 t
�

Z � 1
� s : s dx +

1
2

Z

� t
�

� � (x; t ) d� = 0 ;

avec

E � (t) =
Z


 t
�

e(x; t ) dx;

et

(2.1.52) � � (x; t ) = V � j@t uj2 + V j"(u)j2C + V jsj2Z � 1 + 2
�
s + C "(u)

�
�:@t u;
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avec
j" j2C = C " : " et jsj2Z � 1 = Z � 1s : s:

On voit que l'�energie d�ecrô�t si la forme quadratique � � est positive. Pour cela, nous avons
besoin du lemme suivant :

Lemme 2.1.2 Pour tout v 2 IRd, on a

(C ")�:v � j " jC (�( C ; � )v:v)1=2;(2.1.53a)

s �:v � j sjZ (�( Z ; � )v:v)1=2:(2.1.53b)

D�emonstration

Soit v 2 IRd, on a alors :

(C ")� � v = Cijkl "kl � j vi = Cijkl "kl (� 
 v) ij

= C " : � 
 v = ( " : � 
 v)C ;

avec (� 
 v) ij = ( � i vj + � j vi )=2. Comme (� : �)C d�e�nit un produit scalaire dans L sym (IR d),
nous utilisons l'in�egalit�e de Cauchy-Schwarz et nous obtenons :

(" : � 
 v)C � j " jC j� 
 vjC :

Alors pour avoir (2.1.53a) il su�t de montrer que

j� 
 vj2C = �( C ; � )v � v:

En e�et,

j� 
 vj2C = C � 
 v : � 
 v

= C ijkl (� 
 v)kl (� 
 v) ij

= C ijkl � k vl � i vj

= ( C ijkl � i � k )vl vj = ( Clkji � i � k)vj vl

= � lj (C ; � ) vj vl = �( C ; � )v � v:

De même pour (2.1.53a), on a :

s �:v = s : � 
 v

= s : Z � 1Z � 
 v

= ( Z � 1s : � 
 v)Z

� j Z � 1sjZ j� 
 vjZ = jsjZ � 1 (�( Z ; � )v � v)1=2: 2
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En utilisant ce lemme et d'apr�es (2.1.52), on obtient alors :

� � (x; t ) � V � j@t uj2 + V j" j2C + V jsj2Z � 1 � 2 j" jC (�( C ; � ) @t u � @t u)1=2

� 2 jsjZ � 1 (�( Z ; � ) @t u � @t u)1=2

� V � j@t uj2 + V (j" j2C + jsj2Z � 1 ) � 2 (j" j2C + jsj2Z � 1 )1=2 �
�( C ; � ) @t u � @t u

+�( Z ; � ) @t u � @t u
� 1=2

= V � j@t uj2 + V (j" j2C + jsj2Z � 1 ) � 2 (j" j2C + jsj2Z � 1 )1=2 �
�( C + Z ; � ) @t u � @t u

� 1=2

= V � j@t uj2 + V(j" j2C + jsj2Z � 1 ) � 2 (j" j2C + jsj2Z � 1 )1=2 �
�( D ; � ) @t u � @t u

� 1=2:

En utilisant la d�e�nition (2.1.45) de Vp, la derni�ere in�egalit�e devient :

(2.1.54) � � (x; t ) � V � j@t uj2 + V(j" j2C + jsj2Z �
) � 2Vp

p
� (j" j2C + jsj2Z �

)1=2j@t uj:

Le deuxi�eme terme de cette in�egalit�e d�e�nit une forme qu adratique positive si

� (V 2
p � V 2) � 0 , V � Vp:

En choisissant la constanteV = V +
p (� ) donn�ee par (2.1.46), nous aurons� � � 0 et par

cons�equent E � est d�ecroissante. On a donc en particulier

E � (t) � E � (0) = 0 ; (par construction)

ce qui nous donneu(x; t ) = 0 dans 
 t
� , d'o�u supp u(:; t) � f 
 t

� gc = B (0; R) + E� (V +
p (� ); t):

Le raisonnement �etant valable pour tout � 2 Sd� 1, sph�ere unit�e de IR d, on a :

supp u(:; t) �
\

� 2 Sd� 1

f 
 t
� gc = B (0; R) + E(t):

Remarque 2.1.6 En particulier, dans le cas isotrope, Vp ne d�epend pas de� , on trouve

Vp(x; � ) =
�

� (x)
 � (x) + 2 � (x)
 � (x)
� (x)

� 1=2

=
�

� (x)
 � (x) + 2 � (x)
 � (x)
� (x) + 2 � (x)

� (x) + 2 � (x)
�

� 1=2

=

s
� p(x)
� 0(x)

vp(x)

ce qui nous donne

V +
p (� ) = V + = sup

x2 IRd

s
� p(x)
� 0(x)

vp(x):

d'o�u supp u(:; t) � B (0; R + V + t) (voir FIG 2.1.2 dans le cas d = 2)
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R

�

R + V + t

Fig. 2.1.2 { Support de u dans un milieu isotrope

R

�

R + V +
p ( � ) t

Fig. 2.1.3 { Support de u dans un milieu anisotrope

2.1.6 Du visco�elastique �a l'�elastique

Dans cette partie nous nous sommes int�eress�es au comportement de l'onde visco�elastique
quand le coe�cient d'amortissement � 0 tend vers z�ero et nous montrons dans quel sens
cette solution converge vers la solution de l'�equation d'onde (�equation de l'�elasticit�e) ob-
tenue lorsque on n�eglige ces coe�cients. L'�etude de ce probl�eme est bas�ee sur l'estimation a
priori de la solution, qui fait l'objet de la section suivant e.

2.1.6.1 Estimations a priori

L'identit�e d'�energie permet d'obtenir des estimations d e la solution :

Th�eor�eme 2.1.8 Pour tout t � 0, la solution forte du probl�eme (2.1.1) v�eri�e les estimat ions
suivantes :

(2.1.55) k@t u(t)k� + k� (t) � C "(u(t))kZ � 1 �
p

2E0 +
Z t

0
kf (� )k1=� d�;

(2.1.56) ku(t)k� � k u0k� + t
p

2E0 +
Z t

0
(t � � ) kf (� )k1=� d�;
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Il existe une constanteC = C(d; M � ; M + ) telle que :

(2.1.57) kr u(t)k + k� (t)kZ � 1 � C
� p

2E0 +
Z t

0
kf (� )k1=� d�

�
:

Ici E0 d�esigne la quantit�e d'�energie initiale :

(2.1.58) E0 =
1
2

h
ku1k2

� + k"(u0)k2
C + k� 0 � C "(u0)k2

Z � 1

i
:

D�emonstration

En int�egrant entre 0 et t l'identit�e d'�energie (2.1.39), on obtient :

(2.1.59) E(t) � E0 +
Z t

0
(f (� ); @t u(� )) d� � E0 +

Z t

0
k@t u(� )k� kf (� )k1=� d�;

la deuxi�eme in�egalit�e provenant de l'in�egalit�e de Cau chy-Schwartz. Or, par d�e�nition de
l'�energie (2.1.37), on a :

k@t u(� )k2
� � 2E(� ); 8 � � 0:

Par cons�equent

(2.1.60) E(t) � E0 +
p

2
Z t

0
kf (� )k1=� E(� )1=2 d�;

et le lemme de Gronwall permet d'en d�eduire :

(2.1.61) E(t) �
� p

E0 +
1

p
2

Z t

0
kf (� )k1=� d�

� 2

:

Pour obtenir l'estimation (2.1.55) il su�t de remarquer que k@t u(t)k� et ks(t)kZ � 1 sont ma-
jor�ees par

p
2E(t). Pour la deuxi�eme estimation (2.1.56), on remarque queu est une primitive

de @t u :

u(t) = u0 +
Z t

0
@t u(s) ds;

ce qui implique

ku(t)k� � k u0k� + k
Z t

0
@t u(� ) d� k� � k u0k� +

Z t

0
k@t u(� )k� d�

et on utilise (2.1.55) pour conclure. Pour la troisi�eme estimation on utilise d'abord l'in�egalit�e
de Korn [48, 70] : il existe une constanteCk d�ependant de d la dimension de l'espace, telle
que :

(2.1.62) kr uk � Ckk"(u)k

et comme"(u) v�eri�e

(2.1.63)
p

M � k"(u)k � k "(u)kC �
p

2E0 +
Z t

0
kf (� )k1=� d�;

on en d�eduit la premi�ere partie de (2.1.57). On majore en�n les contraintes par :

k� (t)kZ � 1 � k s(t)kZ � 1 + kC "(u(t))kZ � 1 :

Or ks(t)kZ � 1 a �et�e estim�e par (2.1.55) et kC "(u(t))kZ � 1 est clairement major�e par :

kC "(u(t))kZ � 1 � Ck"(u)k

o�u C est une constante d�ependant deM � ; M + . Pour conclure on utilise (2.1.63). �
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2.1.6.2 Convergence et estimation de l'�ecart

Dans cette section on s'int�eresse au cas o�u� 0 tend vers z�ero de la fa�con suivante :

� �
0(x) = �� 0(x); � ! 0+

avec D , C et Z = D � C ayant les propri�et�es (2.1.3) et (2.1.5). On consid�ere (u � ; � � ) la
solution du probl�eme visco�elastique :

(2.1.64)

8
>><

>>:

� @2
tt u� � div � � = f; dansQ�

T ;

� � + �� 0 @t � � = C "(u� ) + �� 0D "(@t u� ); dansQ�
T ;

u� (x; 0) = u0; @tu� (x; 0) = u1; � � (x; 0) = � 0; dans IRd;

et (u; � ) la solution du probl�eme purement �elastique :

(2.1.65)

8
>><

>>:

�@2
tt u � div � = f; dansQ�

T ;

� = C "(u); dansQ�
T ;

u(x; 0) = u0; @t u(x; 0) = u1; dans IRd:

De même que pour le probl�eme de visco�elasticit�e on a un th�eor�eme d'existence et d'unicit�e
de la solution forte et des estimations d'�energie [63] pourle probl�eme (2.1.65) :

Th�eor�eme 2.1.9 Sous l'hypoth�ese(u0; u1; f ) 2 D(� C ) � [H 1(IR d)]d � C1
�
0; T ; [L 2(IR d)]d

�

Le probl�eme (2.1.65) admet une unique solution(u; � ) avec

u 2 C2
�
0; T ; [L 2(IR d)]d

�
\ C1

�
0; T ; [H 1(IR d)]d

�
\ C0(0; T; D (� C )) ;

� 2 C1
�
0; T ; (L 2(IR d))n2

s

�
\ C0(0; T; X sym (IR d)) :

Ici l'espace D(� C ) est d�e�ni par :

(2.1.66) D(� C ) =
�

u 2 [H 1(IR d)]d =� C = div (C "(u)) 2 [L 2(IR d)]d	
:

L'objectif de cette �etude est de montrer dans quel sens la solution ( u � ; � � ) converge vers (u; � )
solution du probl�eme (2.1.65). On a le th�eor�eme :

Th�eor�eme 2.1.10 Si les donn�ees du probl�eme v�eri�ent les hypoth�eses suivantes :

(2.1.67)

8
>><

>>:

(�; � 0; C ; D ) 2
�
W 1;1 (IR d)

� 2 �
�
[W 1;1 (IR d)]d4 � 2;

(u0; u1; � 0) 2 [H 3(IR d)]2 � [H 3(IR d)]d2
;

f 2 C3�
0; T ; [L 2(IR d)]d�

\ C2�
IR+ ; [H 1(IR d)]d�

;

et si � � v�eri�e �a l'instant initial la loi �elastique :

(2.1.68) � 0 = C "(u0);

alors, on a les estimations :

(2.1.69)




 u� � u






C0(0;T ;[H 1( IR d )]d ) � C(d; M � ; M + ; � + ; T) �;




 � � � �






C0(0;T ;[L 2( IR d )]d2 ) � C(d; M � ; M + ; � + ; T) �:
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De plus si les donn�ees initiales(u0; u1; � 0; f ) ne v�eri�ent que les hypoth�eses des th�eor�emes
2.1.1 et 2.1.9, on a :

(2.1.70)

u� * u dansH 1(QT ) faible;

u� ! u dansL 2
loc(QT ) fort ;

� � * � dansL 2(QT ) faible:

D�emonstration

On note V� = u� � u et � � = � � � � , elles v�eri�ent le probl�eme

(2.1.71)

8
>>>>><

>>>>>:

� @2
tt V� � div � � = 0 ; dansQ�

T ;

� � � C "(V� ) = g� ; dansQ�
T ;

V� (x; 0) = 0 ; dans IRd;

@tV� (x; 0) = 0 ; dans IRd;

avec

(2.1.72) g� = �� 0
�
D "(@t u� ) � @t � �

�
:

Notre but est de trouver une estimation de la norme deV� et � � en fonction de � .
Si on note W� = @t V� , le probl�eme (2.1.71) se r�e�ecrit sous la forme :

(2.1.73)

8
>>>>><

>>>>>:

� @t W� � div � � = 0 ; dansQ�
T ;

C � 1 @t � � � " (W� ) = ~g� ; dansQ�
T ;

W� (x; 0) = 0 ; dans IRd;

� � (x; 0) = � 0 � C "(u0); dans IRd;

avec
~g� = C � 1@t g� :

L'�energie :
~E(t) =

1
2

Z

IR d

�
� jW� j2 + C � 1� � : � �

�
dx;

v�eri�e
d ~E
dt

=
Z

IR d
~g� � � dx:

En suivant les mêmes d�emarches que dans la d�emonstrationdu th�eor�eme 2.1.8, on obtient les
estimations :

Th�eor�eme 2.1.11 On a, pour tout t � 0

kW� (t)k� �
q

2 ~E0 +
Z t

0
k~g� (� )kC d�;(2.1.74)

k� � (t)kC � 1 �
q

2 ~E0 +
Z t

0
k~g� (� )kC d�:(2.1.75)
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L'hypoth�ese (2.1.68) implique que ~E0 = 0. Pour avoir des estimations de la norme deV� et
de � � il su�t donc d'estimer k~g� kC :

k~g� (s)kC = k� D "(@2
tt u� ) � � @2

tt � � kC � 1

� C�
h
kr @2

tt u� k + k@2
tt � � k

i
;

o�u C ne d�epend que deM � et � + . En utilisant les r�esultats de r�egularit�e du x2.1.2 et en
reprenant les estimations du th�eor�eme 2.1.8 (voir (2.1.77)) nous majorons les normeskr @2

tt u� k
et k@2

tt � � k ind�ependamment de � . Finalement, en utilise le fait que :

(2.1.76) V� (t) =
Z t

0
W (s) ds ; C "(V� ) = � � � g"

et on conclut que sup
t2 [0;T ]

kV� (t)k[H 1 (IR d )]d � C(d; M � ; M + ; � + ; T) � .

Pour la d�emonstration de la deuxi�eme partie du th�eor�eme , on suppose que (u0; u1; � 0; f )
v�eri�ent les hypoth�eses des th�eor�emes 2.1.1 et 2.1.9. En reprenant les estimations �a priori du
th�eor�eme 2.1.8 pour la solution forte ( u� ; � � ) du probl�eme (2.1.64), on a :
(2.1.77)

sup
[0;T ]

k@t u� (t)k� �
p

2E0 +
Z T

0
kf (� )k1=� d�;

sup
[0;T ]

ku� (t)k� � k u0k� + T
p

2E0 + T
Z T

0
kf (� )k1=� d�;

sup
[0;T ]

�
kr u� k + k� � (t)kZ � 1

�
� C

hp
2E0 +

Z T

0
kf (� )k1=� d�

i
; C = C(d; M � ; M + ):

Ces estimations sont ind�ependantes de� , par suite @t u� ; r u� ; u� et � � sont born�ees dans
L 2(QT ), ce qui entrâ�ne l'existence des sous suitesu � et � � v�eri�ant :

(2.1.78)

�
�
�
�
�
�
�
�

u� * ~u dans H 1(QT ) faible;

u� ! ~u dans L 2
loc(QT ) forte;

� � * ~� dans L 2(QT ) faible:

Comme (u� ; � � ) est une solution faible du probl�eme (2.1.27) avec� �
0 = �� 0, apr�es un passage

�a la limite ( � ! 0), on trouve que (~u; ~� ) est une solution faible du probl�eme �elastique
8
>>>>>><

>>>>>>:

Z

QT

�
� ~u � @2

tt v + ~� : " (v) � f � v
�

dx dt =
Z

IR d
�

�
u1(x) � v(x; 0) � u0(x) � @t v(x; 0)

�
dx;

Z

QT

�
~� : � � C "(~u) : �

�
dx dt = 0 ;

8(v; � ) 2 H (QT ) � L (QT ):

Comme ce probl�eme admet une solution faible unique [63] et que toute solution forte est une
solution faible on a (~u; ~� ) = ( u; � ) �
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2.2 �Etudes des milieux homog�enes

Nous nous pla�cons pour faire cette analyse en milieu homog�ene. Nous allons tout d'abord
d�eterminer les ondes planes se propageant dans un milieu visco�elastique 1D. Nous pourrons
ensuite �etendre les r�esultats 1D au cas tridimensionnel.

2.2.1 Analyse par ondes planes en 1D

Dans ce qui suit �; �; � 0 et � 1 sont des constantes strictement positives. On consid�ere le
probl�eme de Zener unidimensionnel (1.3.2) :

(2.2.1)

8
>><

>>:

Trouver u(x; t ) : IR � [0; T] ! IR;

� @2
tt u � @x � = f; dans IR� ]0; + 1 [;

� + � 0 @t � = � @xu + �� 1 @2
xt u; dans IR� ]0; + 1 [:

On s'int�eresse aux solutions particuli�eres du probl�eme homog�ene (2.2.1) (f = 0), de type
ondes planes (i2 = � 1) :

(2.2.2)

(
u(x; t ) = u0 ei ( !t � kx ) ;

� (x; t ) = � 0 ei ( !t � kx ) ;

o�u k 2 IR est le nombre d'onde. Pour que (u; � ) d�e�nis par (2.2.2) soit une solution de (2.2.1),
k et ! doivent être reli�es par la relation de dispersion :

(2.2.3) ! 2 = c2k2
�

1 + i !� 1

1 + i !� 0

�
; c =

r
�
�

:

Nous allons �etudier cette �equation comme une �equation en ! o�u k est un param�etre. Si on
fait le changement de variableS = i ! , la relation (2.2.3) devient :

(2.2.4)
S2

c2k2 = �
1 + S� 1

1 + S� 0
;

ce qui �equivaut �a l'�equation �a coe�cients r�eels de degr �e 3 suivante :

(2.2.5) � 0S3 + S2 + � 1c2k2S + c2k2 = 0 :

Cette �equation admet soit trois racines r�eelles, soit uneracine r�eelle et deux racines complexes
conjugu�ees. Notons qu'une racine r�eelle correspond �a unmode non propagatif (mode purement
amorti). nous montrons que dans \presque tous les cas", il y adeux modes propagatifs et
un mode purement amorti, et que ce r�esultat est toujours vrai �a hautes fr�equences. Plus
pr�ecis�ement, montrons le lemme suivant :

Lemme 2.2.1 Nous avons les r�esultats suvants :

1. Si � 0 � � 1=9, alors l'�equation (2.2.5) admet, pour tout k, une racine r�eelle S = S � com-
prise entre � 1=�0 et � 1=�1(mode purement amorti) et deux racines complexes conjugu�ees
S = � � i ! � (modes propagatifs).
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2. Si � 0 < � 1=9, alors il existe K � (� 0; � 1; c) � 0 et K + (� 0; � 1; c) � 0 (donn�es en (2.2.8-
2.2.9)) tels que :

{ Si jkj 2 [K � ; K + ], l'�equation (2.2.5) admet trois racines r�eelles compris es entre� 1=� 0

et � 1=�1 (trois modes purement amortis).

{ Si jkj =2 [K � ; K + ], l'�equation (2.2.5) admet une racine r�eelle S = S � comprise entre
� 1=�0 et � 1=�1 et deux racines complexes conjugu�eesS = � � i ! �

D�emonstration

Rappelons qu'une �equation alg�ebrique du troisi�eme degr�e ax3 + bx2 + cx + d = 0 se ram�ene

par le changement de variable :x = X �
b

3a
, �a la forme canonique suivante :

(2.2.6) X 3 + 3pX + 2q = 0 ;

avec

p =
3ac � b2

9a2 et q =
1
2

h 2b3

27a3 �
bc

3a2 +
d
a

i
:

Cette �equation a trois racines :

1. � > 0 ! une racine r�eelle et deux complexes conjugu�ees.

2. � � 0 ! trois racines r�eelles.

L' �equation (2.2.5), apr�es r�eduction �a sa forme canoniq ue, a pour discriminant

� = p3 + q2 =
c2k2

27� 4
0

�
� 0� 3

1 c4k4 +
�

27
4

� 2
0 �

9
2

� 0� 1 �
1
4

� 2
1

�
c2k2 + 1

�

� a le même signe que :

(2.2.7) ~�( k2) = Ak 4 + Bk 2 + 1 ;

avec

A = � 0� 3
1 c4; B =

�
27
4

� 2
0 �

9
2

� 0� 1 �
1
4

� 2
1

�
c2:

Une �etude du trinôme ~�( X ) montre que :

{ Si � 0 < � 1=9, le trinôme admet deux racines r�eelles positives

z� (� 0; � 1; c) =
� B �

p
B 2 � 4A

2A

pouvant s'exprimer en fonction du rapport R = � 0=�1 :

(2.2.8) z� (� 0; � 1; c) =
1

2c2� 0� 1

h
� 27(R � � � )(R � � + ) � (1 � 9R)3=2(1 � R)1=2

i

avec � � = 1=3(2
p

3=3 � 1). Il est alors clair que ~�( k2) � 0 si k2 2 [z� ; z+ ] c'est �a dire si
jkj 2 [K � ; K + ], avec

(2.2.9) K � =
p

z� :
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{ Si � 0 � � 1=9, on montre que ~� est soit toujours positif (si � 0 < � 1) soit admet deux racines
r�eelles n�egatives (si � 0 � � 1), donc dans tous les cas~�( k2) > 0 pour tout k.

Il nous reste �a montrer que les racines r�eelles sont comprises entre� 1=� 0 et � 1=�1. Ceci est
imm�ediat en se rappelant qu'une racineS est solution de (2.2.4) et siS est r�eelle, le membre
de gauche est positif ce qui montre que (1 +S� 1)(1 + S� 0) < 0 et par cons�equent que toute
racine r�eelle est situ�ee entre � 1=� 0 et � 1=�1. �

Quelques propri�et�es des solutions . On s'int�eresse ici au cas o�u (2.2.5) admet une racine
r�eelle S = S � et deux racines complexes conjugu�eesS = � � i ! � , ce qui d'apr�es le lemme
est toujours v�eri��e au moins d�es que k est assez grand. Ces solutions correspondent �a :

{ deux modes propagatifs :e� (k)t ei ( ! � (k)t � kx ) et e� (k)t ei ( � ! � (k)t � kx ) :

{ un mode purement amorti : eS� (k)t e� i kx :
La somme des trois racines de (2.2.5) vaut :

2� (k) + S� (k) = �
1
� 0

;

par cons�equent

(2.2.10) � (k) = �
1
2

�
S� (k) +

1
� 0

�
:

Or d'apr�es le lemme pr�ec�edent, S� (k) est situ�ee entre � 1=� 0 et � 1=�1, ce qui montre que :

1. si � 1 > � 0, alors �
1
2

� 1
� 0

�
1
� 1

�
� � (k) � 0 8k, ce qui correspond �a de l'amortissement.

2. si � 1 < � 0, alors �
1
2

� 1
� 0

�
1
� 1

�
� � (k) � 0 8k, qui correspond cette fois-ci �a un terme

exponentiellement croissant en temps.

Remarque 2.2.1 1. On retrouve donc ici le fait que le ph�enom�ene d'absorption est li�e �a
l'in�egalit�e � 1 > � 0:

2. On remarque que même quand� 1 < � 0, � (k) reste born�e et le probl�eme de Cauchy reste
bien pos�e.

Hypoth�ese : dans toute la suite, on supposera que� 0 < � 1.

Propri�et�es du mode purement amorti . Nous montrons que, pour tout k 2 IR � , la racine
r�eelle S = S� (k) v�eri�e :

{ (P1) �
1
� 0

< S � (k) < �
1
� 1

; 8k 2 IR � :

{ (P2) k �! S� (k) est paire.

{ (P3) lim
k! 0

S� (k) = �
1
� 0

, lim
k!1

S� (k) = �
1
� 1

:

La premi�ere propri�et�e a �et�e d�emontr�ee dans le lemme p r�ec�edent et est ici pr�ecis�ee dans le
cadre de l'hypoth�ese � 0 < � 1. La deuxi�eme propri�et�e d�ecoule du fait que l'�equation (2.2.5)
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d�e�nissant les solutions ne d�epend que dek2. En�n les limites ( P3) s'obtiennent ais�ement �a
partir de (2.2.4) en utilisant que S� est r�eelle. On peut en fait montrer plus pr�ecis�ement que

(2.2.11) S� (k) � �
1
� 0

+ ( � 1 � � 0)c2k2:

Nous illustrons ces propri�et�es �a la �gure 2.2.2 o�u on rep r�esente un exemple de courbeS � (k).
Notons que les hautes fr�equences sont moins amorties (temps de relaxation � 1) que les basses
fr�equences (temps de relaxation� 0 < � 1).

Propri�et�es des modes propagatifs amortis , qui correspondent aux solutions � (k) �
i ! � (k). La relation (2.2.10) permet de d�eduire des propri�et�es sur � c'est �a dire sur l'amortis-
sement des modes propagatifs :

{ (P4)
1
2

h 1
� 1

�
1
� 0

i
� � (k) � 0:

{ (P5) k �! � (k) paire.

{ (P6) lim
k! 0

� (k) = 0 ; lim
k!1

� (k) =
1
2

h 1
� 1

�
1
� 0

i
:

On peut en�n d�eduire de (2.2.11) l'�equivalence :

(2.2.12) � (k) � �
1
2

(� 1 � � 0)c2k2:

Nous illustrons ces propri�et�es �a la �gure2.2.3 o�u on rep r�esente un exemple de courbe� (k). Les
hautes fr�equences sont plus amorties que les basses fr�equences, pour lesquels l'amortissement
tend vers 0, et la constante de temps �a haute fr�equence est2� 1� 0=(� 1 � � 0).

En ce qui concerne la partie propagative, la vitesse de phasedes modes propagatifs est donn�ee
par ! � (k)=k. Le produit des racines de (2.2.5) s'exprime :

(2.2.13) (! � (k)2 + � (k)2)S� (k) = �
c2k2

� 0
;

ce qui permet d'obtenir :

(2.2.14)
! � (k)2

c2k2 = �
1

� 0S� (k)
�

� (k)2

c2k2 :

En utilisant la propri�et�e ( P3) et le fait que � (k) est en O(k2) au voisinage dek = 0 d'apr�es
(2.2.12), on montre que :

(2.2.15) lim
k!�1

! � (k)2

c2k2 =
� 1

� 0
; lim

k! 0

! � (k)2

c2k2 = 1 :

Les hautes fr�equences se propagent donc plus vite que les basses fr�equences. On repr�esente la
vitesse de phase �a la �gure 2.2.4.

Conclusion : En conclusion, on a :
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S2

c2k2

�
� 1

� 0

�
1
� 0

�

S�
�

1
� 1

�
1 + S� 1

1 + S� 0

Fig. 2.2.1 { Solution graphique

�
1
� 0

�
1
� 1

S� (k)

k

Fig. 2.2.2 { Allure de k 7�! S� (k)
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k

� (k)

� 0 � � 1

2� 0� 1

Fig. 2.2.3 { Allure k 7�! � (k)

k

c

! � (k)
k

c
r

� 1

� 0

Fig. 2.2.4 { Allure k 7�! ! � (k)=k
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1. un mode purement amorti correspondant �a S = S � . Les hautes fr�equences sont
moins amorties(temps de relaxation� 1) que les basses fr�equences(temps de relaxation
� 0 < � 1).

2. deux modespropagatifs amortis correspondant �a S = � � i ! . Les hautes fr�equences
sont plus amorties que les basses fr�equences(pour lesquelles l'amortissement tend vers
0) et la constante de temps �a haute fr�equence est2� 1 � 0=( � 1 � � 0) .

3. pour les modes propagatifs , les hautes fr�equences se propagent plus vite mais sont
davantage amorties.

2.2.2 Analyse par ondes planes en 3D

Nous menons dans cette section une analyse par ondes planes analogue �a celle du cas 1D,
dans le cas d'un milieu visco�elastique isotrope 3D. On consid�ere le probl�eme isotrope en milieu
homog�ene :

(2.2.16)

(
� @2

tt u � div � = 0 ;

� + � 0 @t � = � Tr (" (u)) I + 2 � " (u) + � 0
�
�
 � Tr ("(@t u)) I + 2 �
 � " (@t u)

�
:

On s'int�eresse aux solutions particuli�eres de la forme

(2.2.17)

(
u(x; t ) = u0 ei ( !t � k �x ) e;

� (x; t ) = � 0 ei ( !t � k �x ) E :

avec
k = ( k1; k2; k3)t ; x = ( x1; x2; x3)t ; e = ( e1; e2; e3)t

et

E =

2

4
E11 E12 E13

E12 E22 E23

E13 E23 E33

3

5 :

Posons = ei ( !t � k �x ) et utilisons les expressions (2.2.16), on obtient les �equations :

(2.2.18)

@2
tt u = � ! 2u0 d;

div � = � i � 0 D k ;

� + � 0@t � = (1 + i !� 0)� 0 D ;

" (u) = � i u0 

2

6
4

k1d1 (k2d1 + k1d2)=2 (k3d1 + k1d3)=2

(k1d2 + k2d1)=2 k2d2 (k3d2 + k2d3)=2

(k1d3 + k3d1)=2 (k2d3 + k3d2)=2 k3d3

3

7
5 ;

"(@t u) = i ! " (u);

Tr (" (u)) = � i u0 k � d;

Tr (" (@t u)) = i ! Tr (" (u)) :

Rempla�cons ces �equations dans (2.2.16), on obtient la relation de dispersion :

(2.2.19)
�
i ! 3� 0 + ! 2 � (

�
�

+ i !� 0
�
 �

�
)jk j2

�
d =

�
� + �

�
+ i !� 0

�
 � + �
 �

�

�
(k � d) k :
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En introduisant les vitessesvp et vs et les temps de relaxation� p et � s (voir (1.3.7)), l'�equation
(2.2.19) devient :

(2.2.20)
�
i ! 3� 0 + ! 2 � v2

s (1 + i !� s)jk j2
�

d =
�
v2

p(1 + i !� p) � v2
s (1 + i !� s)

�
(k � d) k :

Le produit scalaire de cette relation park implique en particulier :

(2.2.21) k � d
�
i ! 3� 0 + ! 2 � v2

p(1 + i !� p)jk j2
�

= 0 :

Deux cas se pr�esentent alors, selon quek � d est nul ou non :

1. Les ondes P (ondes de compression) :k � d 6= 0 . Dans ce cas, la relation (2.2.20)
montre que k et d sont colin�eaires et (2.2.21) donne la relation de dispersion des
ondesP :

(2.2.22) ! 2(1 + i !� 0) = v2
p jk j2(1 + i !� p):

2. Les ondes S (ondes de cisaillement) :k � d = 0 . Les vecteursk et d sont donc ortho-
gonaux et (2.2.20) donne la relation de dispersion des ondesS :

(2.2.23) ! 2(1 + i !� 0) = v2
s jk j2(1 + i !� s):

On peut remarquer que, si on fait le changement de variableS = i ! , les �equations (2.2.22)
et (2.2.23) s'�ecrivent sous la forme :

(2.2.24) � 0S3 + S2 + � i v2
i jk j2S + v2

i jk j2 = 0 8i = p; s:

L'�equation (2.2.24) est la même que l'�equation (2.2.5) obtenue en dimension un, en rempla�cant
� i par � 1, vi par c et jk j par k pour i = p; s. Les conclusions de l'analyse en 1D peuvent donc
être �etendues en 3D isotrope.

2.2.3 Facteur de qualit�e et conception de mod�eles r�ealis tes

Bien qu'on ait �a sa disposition un mod�ele math�ematique fa isant appel �a de nombreux pa-
ram�etres, comme c'est le cas des mod�eles de Zener g�en�eralis�es que nous �etudions dans ce
travail, une di�cult�e subsiste au niveau de la mod�elisati on dans le calage de ces param�etres
sur la r�ealit�e physique. C'est dans cette direction que sesitue le contenu de cette section. Nous
commen�cons au paragraphex2.2.3.1 par d�e�nir quelques notions qui sont plus li�ees aux me-
sures physiques, que de nature math�ematique, en particulier celles de facteur de qualit�e. Puis,
au paragraphex2.2.3.2, nous montrons comment on peut d�ecrire �a l'aide denos mod�eles des
milieux qui sont dits �a facteur de qualit�e quasi-constant , lesquels sont fr�equemment rencontr�es
en g�eophysique.

2.2.3.1 D�e�nitions

En faisant l'analyse par ondes planes nous avons montr�e quela dissipation du mod�ele visco�elastique
est li�ee �a la fr�equence. Une fa�con d'�etudier cette diss ipation est de d�e�nir le facteur de qualit�e
Q qui la caract�erise d'une mani�ere quantitative. Dans un pr emier temps, on d�e�nit le module
complexe et le facteur de qualit�e dans le cas 1D et on g�en�eralisera cette �etude dans le cas de
dimension sup�erieure (voir x 2.2.4).
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On consid�ere la loi de comportement (3.1.1b) :

(2.2.25) � + � 0 _� = � (" + � 1 _"):

La transform�ee de Fourier f̂ d'une fonction f d�e�nie par :

f̂ (! ) =
Z + 1

�1
f (t)e� i !t dt:

En appliquant la transform�ee de Fourier �a (2.2.25), on obt ient :

(2.2.26) �̂ (! ) = M (! )"̂ (! );

o�u �̂ et "̂ sont respectivement les transform�ees de Fourier des fonctions � et " et M (! ) est
appel�e module complexe :

(2.2.27) M (! ) = �
1 + i !� 1

1 + i !� 0
:

On s�epare M en ses parties r�eelle et imaginaire :

M = < e(M ) + i = m (M );

ce qui implique :

(2.2.28) �̂ (! ) = "̂ (! )jM jei ' (! ) ;

avec

tan ' (! ) =
= m (M )
< e(M )

;

' est l'angle de d�ephasage entre la contrainte et la d�eformation, on l'appelle angle de pertes
et il est reli�e �a la visco�elasticit�e. Dans le cas d'un mil ieu �elastique (� 0 = � 1 = 0) la fonction M
est �egale �a � , d'o�u < e(M ) = � , = m (M ) = 0 et ' = 0, ce qui entrâ�ne que la partie imaginaire
= m (M ) caract�erise la dissipation des mod�eles visco�elastiques, par contre la partie r�eelle
< e(M ) est li�ee �a la r�eponse instantan�ee. On d�e�nit alors le f acteur de qualit�e Q par [26, 34] :

(2.2.29) Q(! ) =
Re(M )
I m(M )

=
1

tan ' (! )
:

Pour un milieu �elastique non dissipatif, le facteur Q est in�ni, par contre un facteur de qualit�e
nul implique un milieu absorbant.

Les parties r�eelle et imaginaire du mod�ele complexeM d�e�ni par l'�equation (2.2.27), sont
donn�ees par :

< e(M ) = �
1 + ! 2� 1� 0

1 + ! 2� 2
0

; = m (M ) = �
! (� 1 � � 0)
1 + ! 2� 2

0
;

d'o�u le facteur de qualit�e et l'angle de pertes associ�es �a la loi �el�ementaire (2.2.25) :

Q(! ) =
1 + ! 2� 1� 0

! (� 1 � � 0)
(2.2.30a)

tan ' (! ) = Q� 1 =
! (� 1 � � 0)
1 + ! 2� 1� 0

=
� 1 � � 0p

� 1� 0

!
p

� 1� 0

1 + ! 2� 1� 0
(2.2.30b)
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Si on note par� le rapport � 1=�0, le maximum deQ� 1, repr�esentant la dissipativit�e maximale,
est atteint pour la pulsation ! max = 1=

p
� 1� 0, la fonction Q� 1(! max ; � ) = ( � 1� � 0)=(2

p
� 1� 0) =

(� � 1)=
p

� est croissante par rapport �a � , ce qui implique que plus le rapport � est grand,
plus il y a d'amortissement. La �gure 2.2.5 donne les variations de l'inverse deQ en fonction
de la pulsation ! .
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1.2

1.4

!
p

� 1� 0

� 1 � � 0

2
p

� 1� 0

Pulsation(�echelle logarithmique)

Fig. 2.2.5 { La variation de Q� 1 en fonction de !

2.2.3.2 Facteur de qualit�e quasi-constant

On voit que le facteur de qualit�e d�epend de la fr�equence (voir Fig 2.2.5). Or en g�eophysique
une classe importante de mat�eriaux est caract�eris�ee pardes facteurs de qualit�e constants sur
une large bande de fr�equence [80] ; on parle alors de mat�eriaux �a facteur de qualit�e constant ou
quasi-constant. Le mod�ele de Zener �el�ementaire n'est pas su�sant (voir l'�equation 2.2.30a),
c'est pourquoi il est int�eressant de consid�erer le mod�ele de Zener g�en�eralis�e.

Nous d�eterminons un mod�ele avec un facteur de qualit�e quasi-constant, en superposant plu-
sieurs mod�eles de Zener �el�ementaires ayant tous le mêmemodule relâch�e � et on d�etermine
les temps de relaxation pour avoir un facteur de qualit�e quasi-constant sur une bande de
fr�equence donn�ee. On consid�ere la loi de comportement g�en�erale :

� l + � 0
l _� l = �" (u) + �� 1

l " ( _u) 8 l = 1 ; � � � ; L;(2.2.31a)

� =
LX

l=1

� l :(2.2.31b)

et on d�esigne respectivement parM l et Ql = < e Ml == m M l le module complexe et le facteur
de qualit�e associ�es �a la l i�eme loi �el�ementaire. Le facteur de qualit�e associ�e �a la loi (2.2.31) est
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donn�e par :

(2.2.32) Q(! ) =

LX

l=1

< e(M l )

LX

l=1

I m(M l )

;

avec

(2.2.33) < e M l (! ) = �
1 + ! 2� 1;l � 0;l

1 + ! 2� 2
0;l

et = m M l (! ) = �
! (� 1;l � � 0;l )

1 + ! 2� 2
0;l

:

On �ecrit alors l'inverse du facteur de qualit�e sous la forme :

(2.2.34) Q� 1(! ) =

LX

l=1

! (� 1;l � � 0;l )
1 + ! 2� 2

0;l

LX

l=1

1 + ! 2� 1;l � 0;l

1 + ! 2� 2
0;l

:

On �ecrit les coe�cients d'amortissements � 1;l pour tout l = 1 ; � � � ; L sous la forme :

(2.2.35) � 1;l = � 0;l (1 + 
 l ); 
 l > 0:

Q� 1(! ) se r�e�ecrit alors :

(2.2.36) Q� 1(! ) =

LX

l=1

!� 0;l

1 + ! 2� 2
0;l


 l

L +
LX

l=1

! 2� 2
0;l

1 + ! 2� 2
0;l


 l

:

Pour d�eterminer des mod�eles �a facteur de qualit�e constant, on donne les� 0;l et on cherche
 l de
fa�con que Q approche bien le facteur de qualit�e donn�e Q0 sur une bande de fr�equence [f a; f b].
Dans la litt�erature g�eophysique on trouve plusieurs algorithme pour approcher Q [23, 45, 50].
Blanch et al. [23] ont utilis�e pour mod�eliser un mod�ele �a facteur de qualit�e presque constant
(nearly constant) l'approximation dite \ � -method" qui consiste �a prendre les
 l = � constants
pour tous les mod�eles �el�ementaires et �a approcher Q � 1(! ) par :

~Q� 1(!; � ) =
1
L

LX

l=1

!� 0;l

1 + ! 2� 2
0;l

� (� << 1)

et �a d�eterminer � qui minimise la fonctionnelle F (� ) =
Z ! b

! a

( ~Q� 1(!; � ) � Q� 1
0 )2 d! . On s'est

int�eress�e �a adapter �a notre probl�eme la m�ethode pr�es ent�ee dans [50] pour un mod�ele g�en�eralis�e
de Maxwell.
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Le principe de la m�ethode consiste �a approcherQ � 1(! ) par :

(2.2.37) ~Q� 1(! ) =
1
L

LX

l=1

!� 0;l (1 � Q� 1
0 !� 0;l )

1 + ! 2� 2
0;l


 l

et de d�eterminer les coe�cients 
 l pour l = 1 ; � � � ; L satisfaisant le syst�eme lin�eaire :

(2.2.38) ~Q� 1(~! k ) = Q� 1
0 ; k = 1 ; � � � ; K;

avec K = 2L � 1 et f ~! 1; � � � ; ~! K g une subdivision de l'intervalle [! a; ! b], �equidistante en
�echelle logarithmique ; ! = 2 �f est la pulsation associ�ee �a la fr�equence f . R�esoudre les
�equation (2.2.38) est �equivalent �a r�esoudre le syst�em e lin�eaire :

(2.2.39)

8
>>>>><

>>>>>:

A
 = q; (i)

Akl =
! k � 0;l (1 � Q� 1

0 ! k � 0;l )
1 + ! 2

k � 2
0;l

k = 1 ; � � � ; K; l = 1 ; � � � ; L; (ii)


 = ( 
 1; � � � ; 
 L )t 2 IRL ; q = LQ � 1
0 (1; � � � ; 1)t 2 IRK : (iii)

La r�esolution de ce syst�eme lin�eaire ne donne pas toujours des
 � 0. Nous r�e�ecrirons alors
le dernier syst�eme sous la forme d'un probl�eme de moindre carr�e en exigeant la contrainte

 � 0 :

(2.2.40)

8
<

:

min

 2 IRL

kA
 � qk;


 � 0;

ce qui est �equivalent �a minimiser une fonction quadratique avec contrainte :

(2.2.41)

8
><

>:

min

 2 IR L

1
2


 t H
 � f 
;


 � 0

ici H = A t A et f = A t q.

Pour la r�esolution du probl�eme (2.2.41), on trouve dans la litt�erature plusieurs m�ethodes [71].
Nous avons choisi d'utiliser la routine \quapro " de Scilab qui utilise des m�ethodes de pro-
jection avec activation de contraintes. Pour le choix des� 0;l , on a vu que pour chacun des
mod�eles �el�ementaires le maximum de Q� 1 est atteint pour une pulsation :

! max =
1

p � 1;l � 0;l
=

1
� 0;l

p
1 + ~
 l

�
1

� 0;l
:

On prend pour chaque mod�ele �el�ementaire ! max = ! l , d'o�u le choix : � 0;l = ! � 1
l = ~! � 1

2l � 1. Apr�es
la r�esolution de (2.2.40), soit ~L le nombre des
 l 6= 0 et une permutation � sur S~L = f 1; � � � ; ~Lg
telle que : 
 � (l ) 6= 0 quelque soit l = 1 ; � � � ; ~L et ~
 � (1) < ::: < ~
 � (L ) . Comme on s'est int�eress�e
�a des valeurs de ~
 l > 0 (� 1;l > � 0;l ), on n�eglige les termes nuls et au lieu de travailler avecL
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mod�eles on utilise seulement les mod�eles physiques qui correspondent �a 
 l > 0 pour lesquels
on pose : 8

>>>><

>>>>:

~
 l =
~L
L


 � (l ) ; l = 1 ; � � � ; ~L;

� 0;l = ! � 1
� (l ) ; l = 1 ; � � � ; ~L;

� 1;l = � 0;l (1 + ~
 l ); l = 1 ; � � � ; ~L:

�

En r�ecapitulant, l'algorithme de la m�ethode est donn�e pa r Algorithme 1 .

Algorithme 1 Algorithme d'approximation du facteur de qualit�e

1: Donn�ees : L , K = 2L � 1, f a, f b et Q0.
2: Calculer :

{ � ! =
1

K � 1
log

! b

! a
avec ! a = 2 �f a et ! b = 2 �f b.

{ ~! k = ! a e(k� 1)� ! 8 k = 1 ; � � � ; K:
3: R�esoudre le probl�eme :

(2.2.42)

8
><

>:

min

 2 IRL

1
2


 t A t A
 � A t e
;


 � 0:

avec Akl =
! k � 0;l (1 � Q� 1

0 ! k � 0;l )
1 + ! 2

k � 2
0;l

k = 1 ; � � � ; K; l = 1 ; � � � ; L et e = (1 ; � � � ; 1)t 2 IRK .

4: D�e�nir :

E = f 
 l > 0= 
 = ( 
 1; � � � ; 
 L ) solution de (2:2:42)g

= f 
 � (l ) l = 1 ; � � � ; ~L = 
 � (1) < ::: < 
 � ( ~L ) ; � une permutation sur SL g:

5: Calculer : 8l = 1 ; � � � ; ~L : 8
>>><

>>>:

� 0;l = ~! � 1
� (l ) ;

~
 l = ~LQ � 1
0 
 � (l ) ;

� 1;l = � 0;l (1 + ~
 l ):

2.2.3.3 Validation de la m�ethode

On pr�esente �a la �gure 2.2.6 les r�esultats obtenus par la m�ethode pr�esent�ee ci-dessus, en
approchant Q = 50 sur une bande de fr�equence comprise entre 20 et 200 Hz et en faisant
varier le nombre des mod�eles �el�ementaires qui constituent la loi visco�elastique.
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Fig. 2.2.6 { Facteur de qualit�e

2.2.4 Cas d'un milieu isotrope de dimension sup�erieure

Dans le cas d'un milieu isotrope de dimensiond � 2, ces milieux sont caract�eris�es par les
facteurs de qualit�e Qp et Qs associ�es respectivement aux ondes P et S. On consid�ere la loi de
comportement visco�elastique :

� ij + � 0 _� ij = � [" kk + � 0
 � _"kk ]� ij + 2 � [" ij + � 0
 � _" ij ] 8 i; j = 1 ; : : : ; d

l'analyse par ondes planes que nous avons e�ectu�ee (voirx2.2.2), nous a permis de montrer
que l'onde visco�elastique isotrope se d�ecompose en deux types d'ondes :

{ Les ondes P ou ondes de compression pour lesquelles on associe les coe�cients d'amortis-

sement : � 0 et � p = � 0
�
 � + 2 �
 �

� + 2 �
:

{ Les ondes S ou ondes de cisaillement pour lesquelles on associe les coe�cients d'amortisse-
ment : � 0 et � s = � 0�:

Pour mod�eliser des milieux visco�elastiques �a facteurs de qualit�e Qp (resp. Qs) constants,
on utilise la m�ethode pr�esent�ee dans la section pr�ec�ed ente en rempla�cant � 1 par � p (resp.
� 1 par � s). Nous pr�esentons sur la �gure 2.2.8 des instantan�es de lanorme du champ de
d�eplacement u pour deux milieux ayant le même facteur de qualit�e Qs = 100 et deux facteurs
de qualit�e di��erents Qp. Le premier a un facteur de qualit�e Qp = 10 ce qui correspond �a de
forts amortissements (les �gures �a gauche) et le deuxi�emea un facteur de qualit�e Qp = 200
correspondant �a de faibles amortissements (les �gures �a droite). Pour obtenir les coe�cients
d'amortissement nous avons utilis�e le mod�ele g�en�erali s�e avec trois lois �el�ementaires sur une
bande de fr�equence [20; 200] Hz (voir Fig 2.2.7).
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Fig. 2.2.7 { Approximation de Qp = 10 et Qp = 200
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Qp = 10 Qp = 200

Fig. 2.2.8 { Ondes visco�elastiques associ�ees �a deux facteursqualit�e di��erents
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Chapitre 3

Approximation et analyse
num�erique

Nous pr�esentons une m�ethode d'�el�ements �nis mixtes pou r approcher les �equations
visco�elastiques dans des milieux anisotropes h�et�erog�enes. Cette m�ethode permet de
faire la condensation de masse et ainsi d'obtenir un sch�emaexplicite centr�e pour la
discr�etisation en temps. Nous d�emontrons, pour le sch�ema ainsi obtenu, un r�esultat de
d�ecroissance d'une �energie discr�ete et une condition su�sante de stabilit�e. Pour simu-
ler la propagation dans les milieux ouverts, nous adaptons aux ondes visco�elastiques la
technique des couches absorbantes parfaitement adapt�ees(PML).
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Introduction

Ce chapitre est consacr�e �a l'analyse et l'approximation num�erique du probl�eme mod�ele �etudi�e
pr�ec�edemment. L'�etude num�erique de ces probl�emes a commenc�e il y a environ 15 ans (voir par
exemple les travaux de Carcione et al [33, 36, 37]). La plupart des m�ethodes d�evelopp�ees sont
bas�ees sur des sch�emas d'approximation aux di��erences �nies [25, 39, 68]. En particulier, un
travail de r�ef�erence est dû �a Robertson, Blanch et Symes [76]. Ces derniers proposent une ana-
lyse de Fourier de la stabilit�e de leur m�ethode qui est toutefois limit�ee aux milieux homog�enes
unidimensionnels. Les di��erence �nies sont bien adapt�ees pour des g�eom�etries simples et pour
le traitement des milieux homog�enes. Cependant, une mani�ere robuste de traiter les milieux
h�et�erog�enes et complexes est d'utiliser la m�ethode des �el�ements �nis. Dans le cadre des ondes
visco�elastiques, il semble qu'il n'y ait que tr�es peu de travaux existants, en particulier de na-
ture math�ematique. Dans [62], les auteurs proposent une m�ethode d'�el�ements �nis en espace
et de quadrature pour l'int�egration en temps, pour r�esoud re un probl�eme visco�elastique iso-
trope bas�e sur une formulation en d�eplacement et une repr�esentation int�egrale du mod�ele de
visco�elasticit�e. Mentionnons �egalement l'approche par �el�ements �nis espace-temps, de nature
beaucoup moins math�ematique, par Isedman, Niekamp et Stein [61] (voir aussi [79] pour des
probl�emes quasi-statiques). Finalement, soulignons le travail de Ha et al. [57], qui se sont
int�eress�es �a une m�ethode d'�el�ements �nis non conform es pour un mod�ele visco�elastique com-
plexe dans le domaine de fr�equence, ce qui permet aux coe�cients du mod�ele de d�ependre de! .

R�ecemment, dans [16], les auteurs ont d�evelopp�e une nouvelle m�ethode d'�el�ements �nis mixtes
pour les �equations de l'�elastodynamique. Notre objectif est essentiellement d'�etendre cette
m�ethode aux milieux visco�elastiques et d'en analyser lesprincipales propri�et�es th�eoriques
et pratiques. Cette m�ethode est con�cue tout particuli�er ement pour les maillages r�eguliers
et pr�esente l'int�erêt d'̂etre compatible avec la condensation de masse (sch�emas explicites en
temps) et l'utilisation de la m�ethode des domaines �ctifs p our traiter des domaines de pro-
pagation en g�eom�etrie complexe [15, 41].

......
.. .

. .

Fig. 3.0.1 { Fissure de g�eom�etrie complexe

Le plan que nous pr�esentons est le suivant : �a la section 1, nous traitons en d�etail le cas simpli��e
des milieux unidimensionnels. Dans ce cas notre analyse peut être directement confront�ee �a
celle de Robertson et al [76]. La section centrale de ce chapitre est la section 2 dans laquelle
nous d�ecrivons et �etudions la m�ethode dans le cas g�en�eral. En particulier, nous consid�erons une
formulation variationnelle d�eplacement-contrainte , nous pr�esontons une m�ethode d'ap-
proximation num�erique bas�ee sur l'utilisation des �el�e ments �nis mixtes pour la discr�etisation
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en espace et un sch�ema aux di��erences �nies d'ordre 2 en temps et �a la �n de cette section
nous d�emontrons la stabilit�e de notre sch�ema dans les milieux h�et�erog�enes par des techniques
de d�ecroissance d'�energie discr�ete directement inspir�ees de celles utilis�ees pour l'analyse du
probl�eme continu [14, 13]. Finalement, la section 3 est consacr�ee �a l'adaptation des couches
absorbantes parfaitement adapt�ees aux milieux visco�elastiques.

3.1 Cas 1D - Sch�emas aux di��erences �nies

Nous nous int�eressons dans un premier temps au cas unidimensionnel. Notre objectif est de
d�eterminer un sch�ema aux di��erences �nies g�en�eralisa ble en dimension sup�erieure et qui soit
explicite et stable.

On consid�ere un domaineI =] a; b[ occup�e par un milieu visco�elastique avec des conditionsde
Dirichlet au bord et on cherche �a d�eterminer le d�eplacement u et la contrainte � v�eri�ant :

� @2
tt u � @x � = f; dansI � ]0; T];(3.1.1a)

� + � 0@t � = �
�
@xu + � 1@2

xt u
�
; dansI � ]0; T](3.1.1b)

u(x; 0) = u0; @t u(x; 0) = u1; � (x; 0) = � 0; dansI;(3.1.1c)

u(a; t) = u(b; t) = 0 ; dans ]0; T](3.1.1d)

avec � 1(x) > � 0(x).

3.1.1 Semi-discr�etisation en espace

* *

� x

j � 1

j � 1=2 j + 1 =2a b

u = 0 j u = 0

Fig. 3.1.1 { Discr�etisation en espace

On introduit un maillage r�egulier du domaine I de pas h = � x constitu�e de segments
[x j ; x j +1 ], j = 1 ; � � � ; N , avec x j = a + ( j � 1)h et h = ( b � a)=N. On approche la premi�ere
�equation de (3.1.1) aux points x j et la deuxi�eme aux points milieux x j +1 =2 = x j + 1=2h
(voir �gure 3.1.1). On note uj (t) l'approximation de u(x j ; t) et � j +1 =2 l'approximation de
� (x j +1 =2; t) et on propose d'approcher (3.1.1) par le sch�ema centr�e d'ordre 2 suivant :

(3.1.2)

8
>>>>>>><

>>>>>>>:

� j
d2uj

dt2 �
� j +1 =2 � � j � 1=2

h
= f j ;

� j +1 =2 + � 0;j +1 =2
d� j +1 =2

dt
=

� j +1 =2

h

h
� 1;j +1 =2(

duj +1

dt
�

duj

dt
) + uj +1 � uj

i
;

uj (0) = u0;j ;
duj

dt
(0) = u1;j ; � j +1 =2(0) = � 0;j +1 =2;
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o�u � j , f j , � 0;j +1 =2, � j +1 =2, � 1;j +1 =2, u0;j , u1;j et � 0;j +1 =2 sont respectivement des approximations
des donn�ees� (x j ), f (x j ; t), � 0(x j +1 =2), � (x j +1 =2), � 1(x j +1 =2), u0(x j ), u1(x j ) et � 0(x j +1 =2).

3.1.2 Discr�etisation en temps

On consid�ere une discr�etisation en temps avec un pas de temps � t. On note t n = n� t, un
j

l'approximation de u(x j ; tn ) et � n
j +1 =2 l'approximation de � (x j +1 =2; tn ) (voir les �gures 3.1.2-

3.1.3). Si on approche la premi�ere �equation �a t = t n en utilisant le sch�ema saute mouton et
la deuxi�eme �equation en t = tn+1 =2 en utilisant un sch�ema centr�e d'ordre 2, nous obtenons le
sch�ema totalement discr�etis�e :
(3.1.3)8
>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>:

� j
un+1

j � 2un
j + un� 1

j

� t2 �
� n

j +1 =2 � � n
j � 1=2

h
= f n

j ;

� n+1
j +1 =2 + � n

j +1 =2

2
+ � 0;j +1 =2

� n+1
j +1 =2 � � n

j +1 =2

� t
=

� j +1 =2

h

h
� 1;j +1 =2

� un+1
j +1 � un

j +1

� t
�

un+1
j � un

j

� t

�

+
un+1

j +1 + un
j +1

2
�

un+1
j + un

j

2

i
;

u0
j = u0;j ; u1

j = ~u1
j ; � 0

j +1 =2 = � 0;j +1 =2;

o�u f n
j est l'approximation de f (x j ; tn ) et ~u1

j est une approximation deu(x j ; � t) d'ordre 2, on
prend par exemple l'approximation suivante :

~u1
j = u0

j + � t u1;j +
� t2

2� j h
(� 0

j +1 =2 � � 0
j � 1=2):

Remarque 3.1.1 On remarque que le sch�ema ainsi d�e�ni est centr�e, totalement explicite,
de plus il est consistant d'ordre deux, c'est-�a-dire l'erreur est en O(h2 + � t2).

x j

Calcul deu au point �

�

�

� ��

x j � 1=2 x j +1 =2

Fig. 3.1.2 { Calcul de un+1
j en fonction de

un
j ; un� 1

j ; � n
j � 1=2 et � n

j +1 =2

tn� 1

�

Calcul de � au point �

x j � 1=2

�

x j x j +1x j +1 =2

tn

tn+1� �

� �

Fig. 3.1.3 { Calcul de � n+1
j +1 =2 en fonction

de un+1
j +1 ; un+1

j ; un
j +1 ; un

j et � n
j +1 =2
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3.1.3 Analyse de stabilit�e

Dans cette section nous nous sommes int�eress�es �a la question de stabilit�e du sch�ema num�erique
(3.1.3). Dans un premier temps, nous pr�esentons un r�esultat de stabilit�e en montrant une
condition de stabilit�e n�ecessaire et su�sante dans les milieux homog�enes, en utilisant la tech-
nique de Fourier. Dans un deuxi�eme temps, nous montrons quecette condition reste su�sante
dans le cas des milieux h�et�erog�enes, en utilisant une technique �energ�etique.

3.1.3.1 Stabilit�e par m�ethode de Fourier

Pour montrer la stabilit�e par Fourier nous consid�erons le probl�eme dans un milieu homog�ene
in�ni. On introduit les espaces norm�es discrets :

L 2
h;0 =

8
<

:
uh = ( uj ) j 2 Z;

X

j

juj j2 < + 1

9
=

;
;(3.1.4a)

L 2
h;1=2 =

8
<

:
� h = ( � j +1 =2) j 2 Z;

X

j

j� j +1 =2j2 < + 1

9
=

;
;(3.1.4b)

munis des produits scalaires :

(uh ; vh)0 = h
X

j

uj �vj ; (� h ; � h)1=2 = h
X

j

� j +1 =2 �� j +1 =2

et des normes associ�ees :

jjuh jj2
0 = h

X

j

juj j2; jj � h jj2
1=2 = h

X

j

j� j +1 =2j2:

Le sch�ema (3.1.3) est alors �equivalent �a :

(3.1.5)

8
>>>>>><

>>>>>>:

�
un+1

h � 2un
h + un� 1

h

� t2 = B � n
h ;

� n+1
h + � n

h

2
+ � 0

� n+1
h � � n

h

� t
= �� 1 B1

 
un+1

h � un
h

� t

!

+ � B 1

 
un+1

h + un
h

2

!

;

u0
h ; u1

h ; � 0
h donn�ees;

avec
uh = ( uj ) j 2 Z 2 L 2

h;0; � h = ( � j +1 =2) j 2 Z 2 L 2
h; 1

2
;

et

(3.1.6)

8
>><

>>:

B : L 2
h; 1

2
7�! L 2

h;0

� h 7�!
�

� j +1 =2 � � j � 1=2

h

�

j 2 Z
;

(3.1.7)

8
>><

>>:

B1 : L 2
h;0 7�! L 2

h; 1
2

uh 7�!
�

uj +1 � uj

h

�

j 2 Z
:
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Le syst�eme (3.1.5) s'�ecrit de mani�ere �equivalente sous la forme :

un+1
h = � un� 1

h + 2un
h +

� t2

�
B� n

h ;(3.1.8a)

� n+1
h =

2� 0 � � t
2� 0 + � t

� n
h + �

� t + 2 � 1

2� 0 + � t
B1 un+1

h + �
� t � 2� 1

2� 0 + � t
B1un

h :(3.1.8b)

Nous montrons la proposition suivante :

Proposition 3.1.1 Les op�erateurs B et B 1 v�eri�ent les propri�et�es suivantes :

1. B1 = � B ?.

2. kB k � 2=h.

D�emonstration

Soit (uh ; � h) 2 L 2
h;0 � L 2

h; 1
2
, on a :

1.
(B1uh ; � h) 1

2
= h

X

j 2 Z

uj +1 � uj

h
� j +1 =2 =

X

j 2 Z

uj +1 � j +1 =2 �
X

j 2 Z

uj � j +1 =2

=
X

j 2 Z

uj � j � 1=2 �
X

j 2 Z

uj � j +1 =2 = � h
X

j 2 Z

uj
� j +1 =2 � � j � 1=2

h

= � (uh ; B � h)0:

2.

(B� h ; uh) 1
2

= h
X

j 2 Z

� j +1 =2 � � j � 1=2

h
uj

�

2

4
X

j 2 Z

j� j +1 =2 � � j � 1=2j2

3

5

1=2 2

4
X

j 2 Z

juj j2

3

5

1=2

�
1
h

2

6
4

0

@h
X

j 2 Z

j� j +1 =2j2

1

A

1=2

+

0

@h
X

j 2 Z

j� j � 1=2j2

1

A

1=2
3

7
5

2

4h
X

j 2 Z

juj j2

3

5

1=2

=
2
h

k� hk1=2kuhk0;

ce qui montre kB k � 2=h: �

Soit K h = [ � �=h; �=h ], on introduit les transform�ees de Fourier discr�etes :

(3.1.9)

8
>>>><

>>>>:

Fh;0 : L 2
h;0 7�! L 2(K h)

uh 7�! F h;0uh = ûh

ûh(k) =
1

p
2�

X

j

uj e� ikx j h;
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et

(3.1.10)

8
>>>><

>>>>:

Fh;1=2 : L 2
h;1=2 7�! L 2(K h)

� h 7�! F h;1=2� h = �̂ h

�̂ h(k) =
1

p
2�

X

j

� j +1 =2e� ikx j +1 =2 h:

Le sch�ema (3.1.5) est stable si la solution (un
h ; � n

h ) est born�ee ind�ependamment des pas de
discr�etisation h et � t. Pour montrer que la solution discr�ete est born�ee dansL 2

h;0 � L 2
h;1=2, en

utilisant l'identit�e de Plancherel-Parseval, il su�t de m ontrer que sa transform�ee de Fourier
discr�ete est born�ee dans L 2(K h) � L 2(K h). On applique �a (3.1.8a) la transform�ee de Fourier
(3.1.9) et �a (6.2.4) la transform�ee (3.1.10), on obtient :

(3.1.11)

8
>><

>>:

ûn+1
h = � ûn� 1

h + 2 ûn
h +

� t2

�
B̂ �̂ n

h ;

�̂ n+1
h =

2� 0 � � t
2� 0 + � t

�̂ n
h + �

� t + 2 � 1

2� 0 + � t
B̂1ûn+1

h + �
� t � 2� 1

2� 0 + � t
B̂1ûn

h ;

o�u B̂ et B̂1 sont respectivement les symboles des op�erateursB et B 1 ; ils v�eri�ent (i 2 = � 1) :

B̂ (k) = B̂1(k) =
2i
h

sin(� ); � =
kh
2

:

On pose :

wn
h =

0

@
ûn� 1

h
ûn

h
�̂ n

h

1

A

le syst�eme (3.1.11) est �equivalent �a l'�equation de r�ec urrence suivante :

(3.1.12) Cwn+1
h = Dwn

h ;

avec

C=

0

@
1 0 0
0 1 0
0 c32 1

1

A et D =

0

@
0 1 0

� 1 2 d23

0 d32 d33

1

A ;

les constantesc32; d23; d32 et d33 sont donn�ees par :
8
>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>:

c32 = � i
2� sin �

h

� 2� 1 + � t
2� 0 + � t

�
;

d23 = i
2� t2

� h
sin �;

d32 = i
2� sin �

h

� � t � 2� 1

2� 0 + � t

�
;

d33 =
2� 0 � � t
2� 0 + � t

:

La matrice C �etant clairement inversible, (3.1.12) est �equivalent �a :

wn+1
h = G wn

h ;
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o�u G = C� 1D est la matrice d'ampli�cation .

La stabilit�e du sch�ema est alors li�ee aux propri�et�es de s valeurs propres deG, plus pr�ecis�ement :

Le sch�ema (3.1.3) est stable si et seulement si � (G) � 1 8k 2 IR,

o�u � (G) est le rayon spectral deG :

� (G) = max fj � j=� valeur propre de Gg:

Le polynôme caract�eristique associ�e �a la matrice G est donn�e par :

PG(� ) = � (2� 0 +� t)� 3 +
h
� t +6 � 0 � � 2(2� 1 +� t)

i
� 2 +

h
� t � 6� 0 + � 2(2� 1 � � t)

i
� +2 � 0 � � t

avec

� =
2c� t

h
sin �; c =

r
�
�

:

Si on d�esigne par c1 = c
p

� 1=�0 la vitesse des ondes �a hautes fr�equences, la condition
n�ecessaire et su�sante de stabilit�e est donn�ee par la proposition suivante :

Proposition 3.1.2 Le sch�ema (3.1.3) est L 2 stable si et seulement si :

(3.1.13)
� t
h

� CFL =
1

c1
:

D�emonstration

Le polynôme PG v�eri�e :

PG(1) = � 2� 2� t � 0; 8 k 2 IR;

PG(� 1) = 16� 0 � 4� 2� 1 = 16( � 0 �
c2� t2� 1 sin2 �

h2 ):

1. Supposons que la condition CF L (3.1.13) est v�eri��ee .

On remarque que cette condition impose quePG(� 1) � 0 8� 2 IR ( 8k 2 IR). Le
polynôme PG est alors n�egatif en 1 et positif en -1. Il admet donc un z�ero r�eel � 0 dans
l'intervalle [ � 1; 1]. Notons � 0; � 1 et � 2 les racines deP ; elles v�eri�ent :

(3.1.14) � 0� 1� 2 =
2� 0 � � t
2� 0 + � t

;

ce produit v�eri�e :

(3.1.15) PG

�
2� 0 � � t
2� 0 + � t

�
= 4

2� 0 � � t
(2� 0 + � t)2 � 2� t(� 1 � � 0):

On discute suivant le signe de 2� 0 � � t :

si 2� 0 � � t > 0 :
2� 0 � � t
2� 0 + � t

2 [0; 1] et d'apr�es (3.1.15) PG est positif en ce point (puisque� 1 > � 0). Le

polynôme PG a alors au moins un z�ero r�eel � 0 2
h2� 0 � � t

2� 0 + � t
; 1

i
, ce qui implique :
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(a) si � 1; � 2 2 C,

� = � 1 = �� 2 et comme� 0 �
2� 0 � � t
2� 0 + � t

, on a j� j � 1 d'apr�es (3.1.14).

(b) si � 1; � 2 2 IR, d'apr�es notre remarque pr�ec�edente elles sont soit toutes les
deux de module inf�erieur �a 1, soit toutes les deux de modulesup�erieur �a 1. Ce
dernier cas est impossible car d'apr�es (3.1.14) le produitde leurs modules doit
être inf�erieur �a 1.

si 2� 0 � � t < 0 :

on suit la même d�emarche que dans le premier cas et on montreque � (G) � 1.

si 2� 0 � � t = 0 :

� 0 = 0 et � 1; � 2 sont solutions de l'�equation :

T(� ) = � 2� 0� 2 + [4 � 0 � � 2(� 1 + � 0)]� + � 2(� 1 � � 0) � 2� 0 = 0 :

Elles v�eri�ent :

(3.1.16) � 1� 2 = 1 � � 2 � 1 � � 0

2� 0
� 1 8k 2 IR:

(a) si � 1; � 2 2 C

(3:1:16) ) � 1� 2 = j� j2 � 1:

(b) si � 1; � 2 2 IR. On remarque que :

T(1) = � 2� 2� 0 � 0; T(� 1) = 2 � 2� 1 � 8� 0 = 8 � 0(
c2

1 � t2

h2 � 1) � 0:

Comme le montre la �gure 3.1.4 ci-dessous on a deux possibilit�es : soit les deux
racines sont de module inf�erieur �a 1, soit elles sont de même signe et de module
strictement sup�erieur �a 1. Ce dernier cas est impossible d'apr�es (3.1.16).

1
..

-1

Fig. 3.1.4 { Les trois cas possibles

2. La condition (3.1.13) est aussi n�ecessaire.
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Si le pas de temps �t ne v�eri�e pas cette condition, on a alors :

PG(� 1) < � 0 cos2 � = � 0 cos2(
k� x

2
) = 0 8k 2 E = f (2p + 1)

�
h

=p 2 Zg:

et comme PG est positif au voisinage de�1 , alors pour tout k 2 E on trouve � (k)
racine dePG et inf�erieur �a � 1.

Conclusion. Si � t v�eri�e la condition CFL (3.1.13), alors il existe C1 une constante positive
ind�ependante de � t et h telle que :

(kûn
h kL 2 + k�̂ n

h kL 2 ) � C1(kû0
hkL 2 + kû1

hkL 2 + k�̂ 0
hkL 2 ); 8n 2 IN;

ce qui nous donne en utilisant l'identit�e de Plancherel-Parseval :

(kun
h kL 2

h; 0
+ k� n

h kL 2
h; 1

2

) � C1(ku0
hkL 2

h; 0
+ ku1

hkL 2
h; 0

+ k� 0
hkL 2

h; 1
2

); 8n 2 IN:

En faisant l'hypoth�ese sur l'approximation des donn�ees initiales :

(ku0
hkL 2

h; 0
+ ku1

hkL 2
h; 0

+ k� 0
hkL 2

h; 1
2

) � C2(ku0kL 2 + ku1kL 2 + k� 0kL 2 ):

On montre que la solution est born�ee dansL 2 ind�ependamment de � t et h �a tout instant.
�

Remarque 3.1.2 On peut �etendre cette �etude aux sch�emas num�eriques associ�es aux mod�eles
visco�elastiques de Maxwell et de Kelvin-Voigt :
{ Si on consid�ere le mod�ele de Maxwell [34] :

(3.1.17)

(
� @2

tt u � @x � = f;

� + �@t � = �@2
xt u

et l'extension du sch�ema (3.1.3) au probl�eme (3.1.17) :
(3.1.18)8

>>><

>>>:

� j
un+1

j � 2un
j + un� 1

j

� t2 �
� n

j +1 =2 � � n
j � 1=2

h
= f n

j ;

� n+1
j +1 =2 + � n

j +1 =2

2
+ � j +1 =2

� n+1
j +1 =2 � � n

j +1 =2

� t
=

� j +1 =2

h

hun+1
j +1 � un

j +1

� t
�

un+1
j � un

j

� t

i
:

On montre, en utilisant la technique pr�esent�ee dans la d�emonstration de la proposition
3.1.2 que le sch�ema (3.1.18) est stable dans le cas homog�ene si et seulement si� t v�eri�e
la condition de stabilit�e :

(3.1.19) � t �
h

p
�

c
; c =

r
�
�

{ Si on consid�ere le mod�ele de Kelvin-Voigt [34] :

(3.1.20)

(
� @2

tt u � @x � = f;

� = �@xu + ��@2
xt u:
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et le sch�ema num�erique associ�e :

(3.1.21)

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

� j
un+1

j � 2un
j + un� 1

j

� t2 �
� n

j +1 =2 � � n
j � 1=2

h
= f n

j ;

� n+1
j +1 =2 + � n

j +1 =2

2
=

� j +1 =2

h

h
� j +1 =2

� un+1
j +1 � un

j +1

� t
�

un+1
j � un

j

� t

�

+
un+1

j +1 + un
j +1

2
�

un+1
j + un

j

2

i
:

Ce sch�ema est inconditionnellement instable. Pour avoir la stabilit�e on utilise des sch�emas
d'approximations implicites ou on le stabilise en modi�ant l'�equation de comportement en
ajoutant �@t � au premier terme de la deuxi�eme �equation de (3.1.21). Si nous utilisons
l'approximation centr�ee de �@t � (x j +1 =2; tn+1 =2) � � (� n+1

j +1 =2 � � n
j +1 =2)=� t (� ! 0), le sch�ema

est �equivalent �a (3.1.3) en consid�erant � 0 = � et � 1 = � .

3.1.3.2 Stabilit�e par techniques �energ�etiques

On va montrer que la condition (3.1.13) est une condition su� sante de stabilit�e, en passant
par une technique d'�energie qui reste valable pour des milieux �a coe�cients variables. De
même que dans le cas continu, o�u la quantit�e d'�energie jouait un rôle important pour les
estimations a priori de la solution, on �etablit un r�esulta t de dissipation d'une �energie discr�ete
qui nous conduit sous certaines conditions �a des estimations de la solution approch�ee.

On rappelle les r�esultats de d�ecroissance d'�energie dans le cas continu. La quantit�e d'�energie
associ�ee au probl�eme unidimensionnel est donn�ee par :

E(t) =
1
2

h
k@t uk2

� + k@x uk2
� + ksk2

� 0=[� (� 1 � � 0 )]

i

et elle v�eri�e :
dE(t)

dt
= �k sk2

1=[� (� 1 � � 0 )]

avec

s = � � � @xu; kvk2
! =

Z



! (x)jv(x)j2 dx; 8 (v; ! ) 2 L 2(
) � L 1 (
) ; ! � 0:

Nous d�e�nissons la variable discr�ete qui correspond �a s :

sn
h = � n

h + A � 1B ? un
h :

Le sch�ema (3.1.3) est �equivalent �a :

(3.1.22)

8
>>>>><

>>>>>:

M u
un+1

h � 2un
h + un� 1

h

� t2 � B � n
h = f n ;

M �
sn+1

h + sn
h

2
+ M s

sn+1
h � sn

h

� t
+ B ? un+1

h � un
h

� t
= 0 ;

A � n+1
h � A sn+1

h + B ? un+1
h = 0 ;
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avec

(3.1.23)

M u uh = ( � j uj ) j 2 Z; 8uh 2 L 2
h;0;

M � � h =
�

� j +1 =2

� j +1 =2(� 1;j +1 =2 � � 0;j +1 =2)

�

j 2 Z

; 8� h 2 L 2
h; 1

2
;

M s � h =
�

� 0;j +1 =2 � j +1 =2

� j +1 =2(� 1;j +1 =2 � � 0;j +1 =2)

�

j 2 Z

; 8� h 2 L 2
h; 1

2
;

A � h =
�

� j +1 =2

� j +1 =2

�

j 2 Z

; 8� h 2 L 2
h; 1

2
;

B est donn�ee par (3.1.6):

D�e�nition 3.1.1 On d�e�nit l'�energie discr�ete par :

(3.1.24)

E n+1 =2 =
1
2












un+1
h � un

h

� t












2

M u

+
1
4

�
ksn+1

h k2
M s

+ ksn
hk2

M s

�

+
� t2

4

�
B ? un+1

h � un
h

� t
;
sn+1

h � sn
h

� t

�
+

1
2

�
M � 1

� B ? un+1
h ; B ? un

h

�

avec (
kuhk2

M u
= ( M uuh; uh) = ut

hM uuh ; 8 uh 2 L 2
h;0;

kshk2
M s

= ( M ssh ; sh) = st
hM ssh; 8 sh 2 L 2

h;1=2:

On montre que l'�energie discr�ete est dissipative :

Th�eor�eme 3.1.1 La quantit�e d'�energie discr�ete v�eri�e :

(3.1.25)
E n+1 =2 � E n� 1=2

� t
= �

1
8

(ksn+1
h + sn

hk2
M �

+ ksn
h + sn� 1

h k2
M �

)

de plus une condition su�sante de la stabilit�e du sch�ema est donn�ee par le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 3.1.2 Pour que le sch�ema num�erique (3.1.22) soit stable dansL 2, il su�t que le
pas de temps v�eri�e :

(3.1.26)
� t
2

kB k � 1:

avec

kB k = sup
uh 6=0 ;� h 6=0

(B� h; uh)
kuhkM u k� hkK

et
IK = ( A � 1 + M � 1

s )� 1:

La d�emonstration de ces deux th�eor�emes est pr�esent�ee d'une fa�con g�en�erale dans le cas d'une
dimension sup�erieure (voir x3.2.6).
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Dans le cas 1D on trouve �a partir de (3.1.23) :

IK � h = ( � j +1 =2 � j +1 =2) j 2 Z ; 8� h 2 L 2
h; 1

2

o�u � j +1 =2 est une approximation de � = � � 1=�0 au point x j +1 =2 (la valeur moyenne sur
[x j ; x j +1 ]) :

� j +1 =2 =
1
h

Z x j +1

x j

� (x) dx

et on d�e�nit � j comme la valeur moyenne de� sur [x j � 1; x j +1 ] :

� j =
1

2h

Z x j +1

x j � 1

� (x) dx =
1
2

(� j +1 =2 + � j � 1=2)

On d�etermine explicitement la condition de stabilit�e en m ajorant kB k :

(3.1.27)

(B � h ; uh) = ( � h ; B ? uh)

=
1
h

X

j 2 Z

� j +1 =2(uj � uj +1 )

�
1
h

c+
1

X

j 2 Z

� � 1=2
j +1 =2 � j +1 =2 � 1=2

j +1 =2 (uj � uj +1 )

�
1
h

c+
1

0

@
X

j 2 Z

� � 1
j +1 =2j� j +1 =2j2

1

A

1=2 0

@
X

j 2 Z

� j +1 =2juj +1 � uj j2

1

A

1=2

avec c+
1 = sup

x2 

c1 (x) = sup

x2 

c(x)

p
� 1(x)=�0(x).

Or, comme
X

j 2 Z

� j +1 =2juj +1 � uj j2 v�eri�e l'in�egalit�e :

X

j 2 Z

� j +1 =2juj +1 � uj j2 =
X

j 2 Z

(� j +1 =2 + � j � 1
2
)juj j2 � 2

X

j 2 Z

� j +1 =2uj +1 uj

� 2
X

j 2 Z

� j juj j2 +
X

j 2 Z

� j +1 =2juj j2 +
X

j 2 Z

� j +1 =2juj +1 j2 = 4kuhk2
M u

on a d'apr�es (3.1.27), l'in�egalit�e :

(B � h ; uh) �
2
h

c+
1 kuhkM u k� hkK :

d'o�u
kB k �

2
h

c+
1 ;

ce qui nous donne la condition de stabilit�e :

(3.1.28)
� t
h

� (sup
x2 


c1 )� 1:
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3.2 Dimension sup�erieure - El�ements �nis mixtes

Dans le cas homog�ene : 8
><

>:

M u = � I ; M s =
� 0

� (� 1 � � 0)
I ;

A =
1
�

I :

et on retrouve la condition n�ecessaire et su�sante de stabilit�e qu'on a �etablie en utilisant une
analyse par Fourier :

� t
h

�
1

c1
:

3.2 Dimension sup�erieure - El�ements �nis mixtes

Notre objectif est de d�evelopper une m�ethode num�erique e�cace pour r�esoudre le probl�eme
mod�ele (2.1.1) c'est-�a-dire une m�ethode performante ayant les propri�et�es suivantes :

{ Facile �a impl�ementer en utilisant un maillage r�egulier .

{ Compatible avec la condensation de masse (sch�ema explicite en temps).

{ Conduisant �a un sch�ema stable en temps.

Pour atteindre ce but, nous adaptons au probl�eme de la visco�elasticit�e les �el�ements �nis mixtes
avec condensation de masse pr�esent�es dans [16] pour l'�equation de l'�elastodynamique.

3.2.1 Principe de la m�ethode en �elasticit�e

La base de cette m�ethode est une formulation mixte vitesse-contrainte du probl�eme de
l'�elastodynamique dans laquelle on introduit la sym�etri e de la contraine d'une fa�con forte
dans l'espace d'approximation, ce qui nous permet de chercher le tenseur des contraintes�
dans l'espaceL 2 des tenseurs �a divergenceL 2 et sym�etriques qu'on note H sym (div) et la
vitesseu (ou le d�eplacement pour une formulation d�eplacement-contrainte) dans L 2.

3.2.2 Reformulation du probl�eme

On consid�ere le probl�eme mod�ele dans un ouvert born�e 
 � IR 2 :

�
@2u
@t2

� div � = f;(3.2.1a)

� + � 0
@�
@t

= C "(u) + � 0D "(
@u
@t

);(3.2.1b)

avec les conditions initiales :

(3.2.2) u(t = 0) = u0 ; � (t = 0) = � 0 ;
@u
@t

(t = 0) = u1

et la condition aux limites :

(3.2.3) �:n = 0 sur @
 ;

o�u n est la normale ext�erieure au domaine.
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n




@


Fig. 3.2.1 { Domaine d'�etude

En multipliant (3.2.1b) par une fonction de test ~� nous obtenons apr�es l'int�egration sur 
 :
Z



� : ~� dx +

d
dt

Z



� 0 � : ~� dx �

Z



C "(u) : ~� dx �

d
dt

Z



� 0D "(u) : ~� dx = 0 ;

Le principe de la m�ethode impose la r�egularit�e sur la cont rainte dansH sym (div) et le d�eplacement
dansL 2, il faut alors porter les d�eriv�ees sur les contraintes � et ~� au lieu de d�eplacementu. Le
terme C "(u) exige de multiplier l'�equation (3.2.1b) par C � 1, par contre le terme � 0D "(@t u)
exige la multiplication de cette �equation par ( � 0D )� 1, donc l'obtention d'une formulation
variationnelle �a partir de cette loi est vou�ee �a l'�echec .

Pour appliquer cette m�ethode, comme dans le cas continu, dans la d�emonstration des r�esultats
d'existence et d'unicit�e de la solution et de la d�ecroissance d'�energie, l'introduction de la
di��erence entre la contrainte visco�elastique et la contr ainte dans le cas purement �elastique :

s = � � C "(u)

joue un rôle important. Nous introduisons �a nouveau cette variable auxiliaire, ce qui nous
permet de d�ecoupler l'�equation (3.2.1b) en deux �equations poss�edant chacune un terme faisant
apparâ�tre l'op�erateur " :

(
s + � 0 @t s = � 0(D � C ) "(@t u);

s = � � C "(u):

Ceci �equivaut �a r�e�ecrire la loi contrainte-d�eformati on (3.2.1b) sous la forme de la loi de
comportement d�eformation-contrainte suivante :

(3.2.4)

8
<

:

M � s + M @t s = "(@t u);

A � � A s = "(u);

avec
M = Z � 1; M � = Z � 1

� = � � 1
0 M ; A = C � 1:

Le syst�eme (3.2.1) devient alors :

� @2
t u � div � = f;(3.2.5a)

M � s + M @t s = "(@t u);(3.2.5b)

A � � A s = "(u);(3.2.5c)

92



3.2 Dimension sup�erieure - El�ements �nis mixtes

Dans tout ce qui suit nous prendrons comme probl�eme mod�elele probl�eme (3.2.5) avec les
conditions initiales (3.2.2), la condition :

(3.2.6) s(t = 0) = s0 = � 0 � C "(u0)

et la condition aux limites (3.2.3).

Remarque 3.2.1 On remarque que
{ L'introduction de la variable s ne joue qu'un rôle interm�ediaire pour obtenir la formulat ion

mixte et la discr�etisation en espace. Nous verrons qu'on peut r�eduire par la suite le nombre
des inconnues �a deux en �eliminant � ou s et en exprimant l'une en fonction de l'autre.

{ La reformulation du probl�eme g�en�eralis�e (2.1.19) se f ait de la même mani�ere :

(3.2.7)

8
>>>>><

>>>>>:

� @2
t u �

LX

l=1

div � l = f;

M l;� sl + M l @t sl = "(@t u); 8 l = 1 ; � � � ; L;

A l � l � A l sl = "(u); 8 l = 1 ; � � � ; L;

avec
M l = ( D l � C l )� 1; M l;� = � � 1

0;l M l ; A l = C � 1
l ; 8 l = 1 ; � � � ; L:

3.2.3 Formulation variationnelle d�eplacement-contrain te

On consid�ere les espaces fonctionnels suivants :

(3.2.8) M = [ L 2(
; IR d)]d; H = L 2(
; L (IR d)) ;

on d�e�nit l'espace des tenseurs :

(3.2.9) X = f � 2 H =div � 2 M g

et aussi l'espace des tenseurs sym�etriques :

(3.2.10) X sym = f � 2 X = � 2 L sym (IR d)g:

On obtient la formulation mixte, en appliquant �a l'�equati on (3.2.5a) le produit par ~u 2 M , �a
(3.2.5b) par ~s 2 X sym , �a (3.2.5c) par ~� 2 X sym et en int�egrant sur 
. Apr�es une int�egration
par parties des membres de droite des deux derni�eres �equations, les termes o�u intervient le
tenseur "(u), on obtient la formulation mixte suivante :

(3.2.11)

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

Trouver ( u(t); s(t); � (t)) : [0; T] 7�! M � X sym � X sym tels que :

d2

dt2 � (u(t); ~u) � b(~u; � (t)) = ( f; ~u); 8 v 2 M ;

m � (s(t); ~s) +
d
dt

m (s(t); ~p) +
d
dt

b(u(t); ~s) = 0 ; 8 ~s 2 X sym ;

a(� (t); ~� ) � a(s(t); ~� ) + b(u(t); ~� ) = 0 ; 8 ~� 2 X sym ;
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avec

(3.2.12)

8
>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>:

� (u; ~u) =
Z



� u � ~u dx; 8 (u; ~u) 2 M � M ;

m (s; ~s) =
Z



M s : ~s dx; 8 (s; ~s) 2 H � H ;

m � (s; ~s) =
Z



M � s : ~s dx; 8 (s; ~s) 2 H � H ;

a(�; ~� ) =
Z



A � : ~� dx; 8 (�; ~� ) 2 H � H ;

(f; ~u) =
Z



f � ~u dx; 8 (f; ~u) 2 M � M ;

et

(3.2.13) b(u; � ) =
Z



div � � u dx; 8 (u; � ) 2 M � H :

3.2.4 Semi-discr�etisation en espace

Nous supposons ici que le domaine 
 est une union de rectangles et nous consid�erons un
maillage r�egulier (Th) de 
 compos�e des carr�es K de cot�e h > 0 (voir Fig 3.2.2). On introduit
les espaces d'approximation de dimension �nie :

(3.2.14) M h � M ; X h � X ; X h
sym = X h \ X sym :

h

h

Fig. 3.2.2 { Maillage uniforme

Le probl�eme approch�e de la formulation (3.2.11) consiste �a chercher (uh(t); sh(t); � h(t)) 2

94



3.2 Dimension sup�erieure - El�ements �nis mixtes

M h � X h
sym � X h

sym qui v�eri�ent :

(3.2.15)

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

Trouver ( uh ; ph ; � h) : [0; T] 7�! M h � X h
sym � X h

sym tels que :

d2

dt2 � (uh ; ~uh) � b(~uh ; � h) = ( f; ~uh); 8 ~uh 2 M h ;

m � (sh ; ~sh) +
d
dt

m (sh ; ~sh) +
d
dt

b(uh ; ~sh) = 0 ; 8 ~sh 2 X h
sym ;

a(� h ; ~� h) � a(sh ; ~� h) + b(uh ; ~� h) = 0 ; 8 ~� h 2 X h
sym :

Puisqu'aucune continuit�e n'est exig�ee dans l'espaceM ([L 2(IR d)]d), il sera approch�e avec des
fonctions discontinues. Par cons�equent la matrice de masse associ�ee �a � est diagonale par
construction. A�n d'avoir la condensation de masse pour lesmatrices associ�ees aux formes
bilin�eaires m � , m et a, nous utilisons l'espace d'approximationX h

sym d�ecrit dans [16], avec
ce choix, les espaces d'approximation abstraits seront d�e�nis par :

M h = f uh 2 M =8 K 2 Th ; (uh) i jK 2 Q0g;

X h = f � h 2 X =8 K 2 Th; (� h) ij jK 2 Q1g;

X h
sym = f � h 2 X h = � h 2 L sym (IR d)g;

(3.2.16)

o�u Q0 et Q1 sont les espaces des polynômes d�e�nis pourk = 0 ou 1 par :

Qk = f p = p(x; y) =
X

i;j � k

aij x i yj ; aij 2 IRg:

Avec ce choix, le d�eplacementuh est constant par �el�ement (les degr�es de libert�es sont associ�es
au centre des mailles) et le tenseur des contraintes� h (resp. sh) est une fonction bilin�eaire
sym�etrique dans H (div) (les degr�es de libert�es sont associ�es aux noeuds des �el�ements), ce qui
impose la continuit�e de � ii dans la direction x i et la continuit�e de � ij = � ji (i 6= j ) dans les
deux directions x i et x j . En conclusion, nous avons cinq degr�es de libert�e par sommet pour
� h (resp. sh) et un degr�e de libert�e par �el�ement pour uh (voir la �gure 3.2.3 pour d = 2).

u1

� b
11

� 12

� b
11

u2

� 12

� 12

� 12

� g
22

� h
11

� g
22

� h
11

� d
22

� d
22

� 12

� h
11

� b
11

� d
22� g

22

Fig. 3.2.3 { Les degr�es de libert�e pour X sym
h

et M h
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Fig. 3.2.4 { Exemple de maillage pour l'�el�eement �ni Q1 � Q0

Les matrices de masse sont alors calcul�ees �a l'aide de la formule de Gauss-Lobatto :

m (� h ; ~� h) � m h(� h ; ~� h) =
X

K 2T h

I

K
M � h : ~� h ;

m � (� h ; ~� h) � m � h(� h ; ~� h) =
X

K 2T h

I

K
M � � h : ~� h ;

a(� h ; ~� h) � ah(� h ; ~� h) =
X

K 2T h

I

K
A � h : ~� h ;

avec
I

K
f = h2=4

X

x2 K s

f (x); 8 f 2 C0(K ) et K s = f x 2 IRd = x sommet deK g:

On introduit BN1 = f ! i = i = 1 ; � � � N1g (resp. BN2 = f � i = i = 1 ; � � � N2g) les fonctions
de base deM h (resp. X h

sym ) avec N1 = dim M h (resp. N2 = dim X h
sym ). On consid�ere

Uh = ( U1; � � � ; UN1 ), Ph = ( S1; � � � ; SN2 ) et � h = (� 1; � � � ; � N2 ) les coordonn�ees des fonc-
tions uh , sh et � h sur ces bases, le probl�eme (3.2.15) se r�e�ecrit alors sousla forme matricielle
suivante :

(3.2.17)

8
>>>><

>>>>:

M u
d2Uh

dt2 � B � h = F;

M � Sh + M s
dSh

dt
+ B ? dUh

dt
= 0 ;

A� h � ASh + B ?Uh = 0 :
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avec

(M u) i;j = � h(! i ; ! j ); 1 � i; j � N1;

(M � ) i;j = m � h(� i ; � j ); 1 � i; j � N2;

(M s) i;j = m h(� i ; � j ); 1 � i; j � N2;

(A) i;j = ah(� i ; � j ); 1 � i; j � N2;

(B ) i;j = bh(! i ; � j ); 1 � i � N1; 1 � j � N2;

(F ) i = ( f; ! i ); 1 � i � N1:

(3.2.18)

La matrice M u est diagonale et les matrices de masseM � , M s et A sont diagonales par blocs ;
la dimension de chaque bloc est le nombre des degr�es de libert�e associ�es �a chaque sommet.

Nous avons pr�esent�e l'�el�ement �ni d'ordre 1 (de plus bas degr�e) Qdiv
1 � Q0, la g�en�eralisation

de cet �el�ement aux ordres sup�erieurs est la familles des �el�ements �nis mixtes Qdiv
k+1 � Qk est

pr�esent�ee dans [83]. Pour cet �el�ement les espaces d'approximations sont donn�es par :

(3.2.19)

M h = f uh 2 M =8 K 2 Th; (uh) i jK 2 Qkg;

X h = f � h 2 X =8 K 2 Th; (� h) ij jK 2 Qk+1 g;

X h
sym = f � h 2 X h = � h 2 L sym (IR d)g:

et la position des degr�es de libert�e correponde aux pointsde Gauss-Lobatto pour la contrainte
� (respectivemnt la variable auxiliaire s) et de Gauss-Legendre pour le d�eplacementu (voir
Fig 3.2.5 pour k = 2)

(a) Les degr�es de libert�e pour X sym
h

(b) Les degr�e de libert�e pour M h

Fig. 3.2.5 { Degr�es de libert�e pour l'�el�ement Q3 � Q2
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3.2.5 Discr�etisation en temps

Pour la discr�etisation en temps nous utilisons un sch�ema aux di��erences �nies centr�e, explicite
et d'ordre deux : en approchant la premi�ere �equation �a l'i nstant t n = n� t en utilisant le
sch�ema saute mouton, la deuxi�eme �equation �a t n+1 =2 = ( n + 1=2)� t avec un sch�ema centr�e
d'ordre 2 et la derni�ere �a tn+1 , ce qui nous donne le sch�ema suivant :

(3.2.20)

8
>>>>>><

>>>>>>:

M u
Un+1

h � 2Un
h + Un� 1

h

� t2 � B � n
h = F n ;

M �
Sn+1

h + Sn
h

2
+ M s

Sn+1
h � Sn

h

� t
+ B ? Un+1

h � Un
h

� t
= 0 ;

A � n+1
h � A Sn+1

h + B ?Un+1
h = 0 :

On remarque qu'on peut r�eduire le nombre des inconnues �a deux, en exprimant � h ou Sh

grâce �a la derni�ere �equation du syst�eme (3.2.20), ce qui nous donne, en �eliminant � n
h de la

premi�ere �equation du syst�eme (3.2.20) le sch�ema num�er ique :

(3.2.21)

8
>>><

>>>:

M u
Un+1

h � 2Un
h + Un� 1

h

� t2 � BSn
h + BA � 1B ?Un

h = 0 ;

M �
Sn+1

h + Sn
h

2
+ M s

Sn+1
h � Sn

h

� t
+ B ? Un+1

h � Un
h

� t
= 0 :

On peut �etendre ce sch�ema au probl�eme g�en�eralis�e (3.2 .7) et on obtient facilement le sch�ema
suivant :

(3.2.22)

8
>>><

>>>:

M u
Un+1

h � 2Un
h + Un� 1

h

� t2 �
LX

l=1

BSn
l;h +

LX

l=1

BA � 1
l B ?Un

h = F n ;

M l;�
Sn+1

l;h + Sn
l;h

2
+ M l;s

Sn+1
l;h � Sn

l;h

� t
+ B ? Un+1

h � Un
h

� t
= 0 ; 8 l = 1 ; � � � ; L:

avec

(3.2.23)

(M l;� ) i;j =
Z



M l;� � i : � j ; 1 � i; j � N2; 8 l = 1 ; � � � ; L;

(M l;s ) i;j =
Z



M l � i : � j ; 1 � i; j � N2; 8 l = 1 ; � � � ; L;

(A l ) i;j =
Z



A l � i : � j ; 1 � i; j � N2; 8 l = 1 ; � � � ; L;

M u et B sont donn�ees par (3:2:18):

3.2.6 Energie discr�ete et analyse de stabilit�e

En utilisant une technique d'�energie nous avons �etabli la d�ecroissance d'une quantit�e d'�energie
discr�ete et une condition su�sante de stabilit�e. Si on con sid�ere le probl�eme mod�ele avec un
second membref = 0, la quantit�e d'�energie continue E est donn�ee par :

E(t) =
1
2

[k@t uk2
� + k"(u)k2

C + ksk2
Z � 1 ]
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et le r�esultat de la d�ecroissance de cette quantit�e :

dE(t)
dt

= �k sk2
Z � 1

�
:

avec
8
>>>><

>>>>:

kuk2
! =

Z



! (x)ju(x)j2 dx 8 (v; ! ) 2 L 2(
) � L 1 (
) ; ! � 0;

k� k2
G =

Z



G(x) � (x) : � (x) dx 8 (�; G) 2 L 2(
 ; L sym (
)) � L 1 (
 ; L sym �

L sym (
) ; L sym (
))
�
;

G d�e�ni positif :

On d�e�nit l'�energie discr�ete associ�ee au sch�ema num�e rique (3.2.20) par :

D�e�nition 3.2.1

(3.2.24)

8
>>>><

>>>>:

E n+1 =2 =
1
2












un+1
h � un

h

� t












2

� h

+
1
2

ah(� n+1
h � sn+1

h ; � n
h � sn

h )

+
1
4

�
ksn+1

h k2
m h

+ ksn
hk2

m h

�
+

� t2

4
bh

 
sn+1

h � sn
h

� t
;
un+1

h � un
h

� t

!

;

avec
kuhk2

� h
= � h(uh ; uh) 8 uh 2 M h ;

kshk2
m h

= m h(sh ; sh) 8 sh 2 X h
sym :

Remarque 3.2.2

1. On remarque que l'�energie discr�ete se d�ecompose en trois parties :

{ La premi�ere, 1=2












un+1
h � un

h

� t












2

� h

+ 1=2ah(� n+1
h � sn+1

h ; � n
h � sn

h ) qu'on trouve dans le

cas purement �elastique (s = 0 ) et qui approche la premi�ere partie de l'�energie continue
1=2

�
k@t uk2

� + k"(u)k2
C

�
.

{ La deuxi�eme, 1=2
�
ksn+1

h k2
m h

+ ksn
hk2

m h

�
o�u intervient la variable sh due �a la visco�elasticit�e

et approche le terme1=2ksk2
Z � 1 dans l'�energie continue.

{ La derni�ere, � t2=4 bh

 
sn+1

h � sn
h

� t
;
un+1

h � un
h

� t

!

est un terme assez petit enO(� t2),

due au sch�ema aux di��erences �nies.

2. Dans le cas purement �elastique le coe�cient d'absorbtion � 0 �egale �a 0 ( s = 0 ), la quantit�e
d'�energie discr�ete s'�ecrit alors sous la forme :

(3.2.25) E n+1 =2
e =

1
2












un+1
h � un

h

� t












2

� h

+
1
2

ah(� n+1
h ; � n

h )

Comme dans le cas continu, on montre que l'�energie discr�ete associ�ee au sch�ema num�erique
est d�ecroissante. On a alors le r�esultat suivant :
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Th�eor�eme 3.2.1 La quantit�e d'�energie discr�ete v�eri�e :

(3.2.26)
E n+1 =2 � E n� 1

2

� t
= �

1
8

h
ksn+1

h + sn
hk2

m � h
+ ksn

h + sn� 1
h k2

m � h

i
;

avec kshk2
m � h

= m � h(sh ; sh) 8 sh 2 X h
sym :

D�emonstration

On consid�ere la formulation variationnelle associ�ee au sch�ema (3.2.20) :

(3.2.27)

8
>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>:

� h

 
un+1

h � 2un
h + un� 1

h

� t2 ; ~uh

!

� bh (~uh ; � n
h ) = 0 ;

m � h

 
sn+1

h + sn
h

2
; ~sh

!

+ m h

 
sn+1

h � sn
h

� t
; ~sh

!

+ bh

 
un+1

h � un
h

� t
; ~sh

!

= 0 ;

ah(� n+1
h ; ~� h) � ah(sn+1

h ; ~� h) + bh(un+1
h ; ~� h) = 0 ;

8 (~uh ; ~sh ; ~� h) 2 M h � X h
sym � X h

sym :

Prenons ~uh =
un+1

h � un� 1
h

2� t
(l'approximation centr�ee de @t uh �a l'instant tn ) et ~sh = sn+1

h + sn
h ,

nous obtenons alors :

1
2� t

2

4












un+1
h � un

h

� t












2

� h

�












un
h � un� 1

h

� t












2

� h

3

5 � bh

 
un+1

h � un� 1
h

2� t
; � n

h

!

= 0 ;(3.2.28a)

1
2

ksn+1
h + sn

hk2
m � h

+
1

� t

�
ksn+1

h k2
m h

� k sn
hk2

m h

�
+ bh

 
un+1

h � un
h

� t
; sn+1

h + sn
h

!

= 0 :(3.2.28b)

En utilisant la derni�ere �equation du syst�eme (3.2.27), n ous avons :
(3.2.29)8

>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>:

bh

 
un+1

h � un� 1
h

2� t
; � n

h

!

= bh

 
un+1

h � un� 1
h

2� t
; � n

h � sn
h

!

+ bh

 
un+1

h � un� 1
h

2� t
; sn

h

!

= �
1

2� t

�
ah(� n+1

h � sn+1
h ; � n

h � sn
h) � ah(� n

h � sn
h ; � n� 1

h � sn� 1
h )

�

+ bh

 
un+1

h � un� 1
h

2� t
; sn

h

!

;

ce qui nous permet de r�e�ecrire (3.2.28a) sous la forme :

(3.2.30)

8
>>>><

>>>>:

1
2� t

2

4












un+1
h � un

h

� t












2

� h

�












un
h � un� 1

h

� t












2

� h

3

5 � bh

 
un+1

h � un� 1
h

2� t
; sn

h

!

+
1

2� t

h
ah(� n+1

h � sn+1
h ; � n

h � sn
h) � ah(� n

h � sn
h ; � n� 1

h � sn� 1
h )

i
= 0 :
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Si on fait la moyenne de l'�equation (3.2.28b) entre les deuxinstant t n+ 1
2 et tn� 1

2 , on obtient
alors :

(3.2.31)

8
>>>>><

>>>>>:

1
4

ksn+1
h + sn

hk2
m � h

+
1
4

ksn
h + sn� 1

h k2
m � h

+
1

2� t

h
ksn+1

h k2
m h

� k sn� 1
h k2

m h

i

+ bh

 
un+1

h � un
h

2� t
; sn+1

h + sn
h

!

+ bh

 
un

h � un� 1
h

2� t
; sn

h + sn� 1
h

!

= 0 :

On d�ecompose les deux derniers termes de cette �egalit�e sous la forme :
(3.2.32)8

>>>>><

>>>>>:

bh

 
un+1

h � un
h

2� t
; sn+1

h + sn
h

!

= bh

 
un+1

h � un
h

2� t
; sn+1

h � sn
h

!

+ 2bh

 
un+1

h � un
h

2� t
; sn

h

!

;

bh

 
un

h � un� 1
h

2� t
; sn

h + sn� 1
h

!

= � bh

 
un

h � un� 1
h

2� t
; sn

h � sn� 1
h

!

+ 2bh

 
un

h � un� 1
h

2� t
; sn

h

!

:

Rempla�cons (3.2.32) dans (3.2.31), nous obtenons alors :

(3.2.33) � bh

 
un+1

h � un� 1
h

2� t
; sn

h

!

=
1

2� t
(Tn+1 =2

1 � Tn� 1=2
1 ) +

1
4� t

(Tn+1 =2
2 � Tn� 1=2

2 ) + Tn ;

avec
T

n+ 1
2

1 =
1
2

h
ksn+1

h k2
m h

+ ksn
hk2

m h

i
; T

n+ 1
2

2 = bh(un+1
h � un

h ; sn+1
h � sn

h)

et

Tn =
1
2

2

4












sn+1
h + sn

h

2












2

m � h

+












sn
h + sn� 1

h

2












2

m � h

3

5 � 0:

Apr�es la substitution de la quantit�e (3.2.33) dans (3.2.3 0), nous retrouvons (3.2.26) :

E n+ 1
2 � E n� 1

2

� t
= � Tn � 0;

ce qui ach�eve la d�emonstration du th�eor�eme. �

A�n d'�etablir une condition su�sante de stabilit�e, grâc e au th�eor�eme 3.2.26, il su�t de prou-
ver que l'�energie E n+1 =2 est une forme quadratique positive ; le reste de la preuve estclassique
voir par exemple [64].

Pour �etablir cette condition, nous devrons revenir �a la fo rmulation matricielle (3.2.21) de
notre sch�ema et introduire une nouvelle matrice :

IK = ( A � 1 + M � 1
s )� 1:

Nous utilisons �egalement les notations suivantes pour lesnormes des vecteurs dans IRN :
{ k:k d�esigne la norme euclidienne dans IRN et (:; :) le produit scalaire associ�e.
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{ Si P d�esigne une matrice sym�etrique d�e�nie positive, on d�e� nit la norme :

kUkP = sup
U6=0

(PU; U)
1
2

kUk
8 U 2 IRN :

Nous pouvons maintenant �enoncer le th�eor�eme de stabilit�e :

Th�eor�eme 3.2.2 Une condition su�sante de stabilit�e du sch�ema num�erique (3.2.20) dans
L 2 est donn�ee par :

(3.2.34)
� t
2

kB k � 1;

avec, par d�e�nition :

(3.2.35) kB k = sup
Uh 6=0 ;� h 6=0

(B � h; Uh)
kUhkM u k� hkIK

:

D�emonstration

L'id�ee de la d�emonstration est de chercher une condition sous laquelle l'�energie E n+ 1
2 reste

toujours positive. On r�e�ecrit l'�energie sous la forme su ivante :

E n+1 =2 =
1
2




 Un+1

h � Un
h

� t




 2

M u
+

1
2

�
A � 1B ?Un+1

h ; B ?Un
h

�
+

1
4

(



 Sn+1

h




 2

M s
+




 Sn

h




 2

M s
)

+
� t2

4

 

B ? Un+1
h � Un

h

� t
;
Sn+1

h � Sn
h

� t

!

:

Comme les quantit�es suivantes v�eri�ent :
8
><

>:




 Sn+1

h




 2

M s
+




 Sn

h




 2

M s
=

1
2

(



 Sn+1

h + Sn
h




 2

M s
+




 Sn+1

h � Sn
h




 2

M s
);

�
A � 1B ?Un+1

h ; B ?Un
h

�
=

1
4




 B ?(Un+1

h + Un
h )




 2

A � 1 �
1
4




 B ?(Un+1

h � Un
h )




 2

A � 1 ;

on peut r�e�ecrire alors E n+1 =2 sous la forme d'une somme de deux quantit�es :

E n+1 =2 = E n+1 =2
1 + E n+1 =2

2 ;

avec
8
>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>:

E n+1 =2
1 =

1
2












B ? Un+1
h + Un

h

2












2

A � 1

+
1
2












Sn+1
h + Sn

h

2












2

M s

� 0;

E n+1 =2
2 =

1
2












Un+1
h � Un

h

� t












2

M u

�
� t2

8












B ? Un+1
h � Un

h

� t












2

A � 1

+
� t2

8












Sn+1
h � Sn

h

� t












2

M s

+
� t2

4

 

B ? Un+1
h � Un

h

� t
;

Sn+1
h � Sn

h

� t

!

:
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La quantit�e E n+1 =2
1 est positive, il su�t de montrer sous quelle condition la quantit�e E n+1 =2

2
reste positive. Cette derni�ere v�eri�e :

E n+1 =2
2 �

1
2

 �
M u �

� t2

4
BA � 1B ?

�
Un+1

h � Un
h

� t
;
Un+1

h � Un
h

� t

!

+
� t2

8












Sn+1
h � Sn

h

� t












2

M s

�
� t2

8

 

BM � 1
s B ? Un+1

h � Un
h

� t
;
Un+1

h � Un
h

� t

!

�
� t2

8












Sn+1
h � Sn

h

� t












2

M s

=
1
2

 

M u
Un+1

h � Un
h

� t
;
Un+1

h � Un
h

� t

!

�
� t2

8

 

B (A � 1 + M � 1
s )B ? Un+1

h � Un
h

� t
;
Un+1

h � Un
h

� t

!

:

Pour que E n+1 =2 � 0, il su�t qu'on ait l'in�egalit�e :

� t2

4

�
B

�
A � 1 + M � 1

s

�
B ?Uh ; Uh

�
� (M uUh ; Uh) 8 Uh 2 X h

sym ;

ce qui est �equivalent �a : � t2 kIL k=4 � 1, avec

(3.2.36) IL = B (A � 1 + M � 1
s )B ? et kIL k = sup

U6=0

(IL U; U)
(M uU; U)

:

Ceci implique la condition de stabilit�e su�sante (3.2.34) grâce au lemme suivant :

Lemme 3.2.1 Si kB k et kIL k sont respectivement d�e�nies par (3.2.35) et (3.2.36), nous
avons l'identit�e kB k2 = kIL k:

D�emonstration

On montre les deux in�egalit�es kB k2 � k IL k et kB k2 � k IL k :

1.



 B




 2 �




 IL




 . Soit (� ; U) 2 X h

sym � M h :

(B � ; U) = (� ; B ?U) � k � kIK kB ?UkIK � 1

= k� kIK (B IK � 1B ?U; U)
1
2

= k� kIK (IL U; U)
1
2

� k IL k
1
2 k� kIK kUkM u :

2.



 B




 2 �




 IL




 . Soit U 2 M h , en utilisant le changement de variable � = IK � 1B ?U, on

a :

(3.2.37) (ILU; U) = ( B IK � 1B ?U; U) = ( B � ; U) � k B k kUkM u k� kIK :

Or, la norme k� k2
IK s'�ecrit :

(3.2.38) k� k2
IK = (IK� ; �) = ( B ?U; �) = ( B � ; U) � k B k kUkM u k� kIK ;

ce qui nous donne d'apr�es (3.2.37) :



 IL




 �




 B




 2: �
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Remarque 3.2.3 Nous n'avons pas r�eussi �a exprimer la norme kB k (voir (3.2.35)) en fonc-
tion des formes bilin�eaires bh , � h , ah et m h . Cependant, quand on tend vers le cas purement
�elastique, c'est-�a-dire quand la matrice Z = D � C tend vers z�ero, alors la matrice M s tend
vers 0 et IK tend vers A. Par cons�equent, �a la limite Z ! 0, nous obtenons :

(3.2.39) kB k = sup
Uh 6=0 ;Sh 6=0

(B � h; Uh)
kUhkM u k� hkIK

= sup
bh(�; u )

kuk� h
k� ka h

:

et on retrouve la condition de stabilit�e de l'�equation de l'�elastodynamique [83].

Cas particulier d'un milieu homog�ene isotrope . Dans ce cas, les deux tenseursC et D
s'�ecrivent sous la forme :

(C � ) ij = �� kk � ij + 2 �� ij ; (D � ) ij = �
 � � kk � ij + 2 �
 � � ij 8 i; j = 1 ; n;

on trouve kB k = max
�

vp
2p � p

h
p

� 0
; vs

2
p

� s

h
p

� 0

�
, d'o�u la condition su�sante de stabilit�e du

sch�ema :

(3.2.40) � t �
h

c1
; c1 = max( cp;1 ; cs;1 ) = max

�
vp

q
� p=�0; vs

p
� s=�0

�
;

o�u cp;1 (repectivement cs;1 ) est la vitesse des ondesP (respectivement ondesS) �a hautes
fr�equences [12, 10]. Cette condition est plus exigeante que celle qu'on trouve avec le même
sch�ema dans le cas d'un milieu purement �elastique, o�u la condition de stabilit�e est donn�ee
par [83] :

� t �
h
vp

:

La condition (3.2.40) est aussi n�ecessaire, car on peut se ramener �a l'�etude de la stabilit�e par
la m�ethode de Fourier pr�esent�ee dans le cas unidimensionnel x3.1.3.1 en faisant une �etude
dans une seule direction.

Pour le probl�eme g�en�eralis�e (3.2.7), on obtient ais�em ent des r�esultats de d�ecroissance d'�energie
discr�ete et de stabilit�e. Dans ce cas la quantit�e d'�ener gie est donn�ee par :

E n+1 =2
g =

1
2

k
un+1

h � un
h

� t
k2

� h
+

kX

i =1

h1
4

(ksn+1
i;h k2

m i
h

+ ksn
i;h k2

m i
h
)

+
� t2

4
bh(

un+1
h � un

h

� t
;
un+1

i;h � un
i;h

� t
) +

1
2

a i
h(� n+1

i;h � sn+1
i;h ; � n

i;h � sn
i;h )

i
;

et le r�esultat de dissipation par :

E n+1 =2
g � E n� 1=2

g

� t
= �

1
8

kX

i =1

h
ksn+1

i;h + sn
i;h k2

m i
� h

+ ksn
i;h + sn� 1

i;h k2
m i

� h

i
:

Par cons�equent la condition su�sante de stabilit�e est don n�ee par :

(3.2.41)
� t2

4












LX

l=1

IL l;h












� 1:
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avec
IL l;h = B (A � 1

l + M � 1
l;s )B ? 8 l = 1 ; � � � ; L:

En pratique, au lieu de travailler avec la condition g�en�er ale (3.2.41) nous utilisons :

(3.2.42)
� t2

4

LX

l=1




 IL l;h




 � 1;

ce qui nous donne dans le cas isotrope homog�ene la conditionsu�sante :

(3.2.43) � t � h(
LX

l=1

c2
l )� 1

2 ; cl = max
�

vp;l

q
� p;l=�0;l ; vs;l

q
� s;l=�0;l

�
;

o�u vp;l (repectivement vs;l ) est la vitesse des ondesP (respectivement des ondesS) et � 0;l

et � p;l (respectivement � 0;l et � s;l ) sont les deux temps de relaxation associ�es �a lal �eme loi
�el�ementaire dans le mod�ele g�en�eralis�e (2.1.19).

Remarque 3.2.4 D'apr�es la condition de stabilit�e (3.2.43), l'utilisati on d'un mod�ele g�en�eralis�e
exige un pas de temps plus petit que pour le mod�ele standard ;de plus le pas de temps est
d�ecroissant par rapport au nombre L de mod�eles �el�ementaires, c'est pour cette raison que en
pratique on utilise un nombre inf�erieur �a 5.

3.3 Traitement des milieux ouverts

Nous traitons la propagation des ondes visco�elastique dans les milieux ouverts en appliquant
un mod�ele des couche absorbantes parfaitement adapt�ees (perfectly matched layers ou PML).
Le principe g�en�eral de la m�ethode est d'accoler au milieu de propagation, un milieu absor-
bant qui ne g�en�ere aucune r�e
exion �a l'interface, a�n qu e la restriction de la solution au
\domaine propagatif" co•�ncide avec la solution exacte et que l'onde transmise d�ecroisse expo-
nentiellement au cours de la propagation. Le mod�ele PML a �et�e introduit la premi�ere fois par
B�erenger [17] pour les �equations de Maxwell dans les milieux non born�es et a �et�e adapt�e pour
d'autre probl�emes, par exemple en �elastodynamiques [43,52] et en acoustique [47, 58, 60].
Nous l'avons adapt�e ici aux �equations de la visco�elasticit�e.

3.3.1 Application des PML au probl�eme de la visco�elastici t�e

Nous pr�esentons le mod�ele PML, en adaptant la m�ethode uti lis�ee pour les �equations de
l'�elastodynamique [43] au probl�eme de la visco-�elastodynamique. Dans [43] les auteurs pr�esentent
les principes de base de la m�ethode pour un syst�eme hyperbolique du premier ordre, et ils les
appliquent aux �equations de l'�elastodynamique avec une formulation mixte vitesse-contrainte.
Ces principes consistent essentiellement en deux �etapes.D'abord il faut d�ecomposer les
op�erateurs di��erentiels en somme de deux op�erateurs : le premier ne comporte que des d�eriv�ees
parall�eles �a la couche et le deuxi�eme ne comporte que des d�eriv�ees perpendiculaire �a celle-
ci. La deuxi�eme �etape consiste �a ajouter un coe�cient d'a mortissement uniquement sur les
composantes faisant intervenir des d�eriv�ees normales �al'interface, par exemple la d�eriv�ee as-
soci�ee �a x1 pour une couche verticale. Ici nous pr�esentons la m�ethodepour une formulation en
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d�eplacement-contrainte, du second ordre en temps, des �equations de la visco-�elastodynamique.
Nous consid�erons donc notre probl�eme sous la forme :

(3.3.1)

8
>>>><

>>>>:

� @2
tt u � div � = 0 ;

M � s + M @t s � " (@t u) = 0 ;

A � � A s � " (u) = 0 :

On d�ecompose les op�erateurs di��erentiels en deux parties suivants les d�eriv�ees par rapport �a
x1 et par rapport �a x2 et le syst�eme (3.3.1) se r�e�ecrit alors sous la forme :

(3.3.2)

8
>><

>>:

� @2
tt u = D2@x2 � + D1@x1 �;

M � s + M @t s = E2@2
x2 tu + E1@2

x1 tu;

A � � A s = E2@x2 u + E1@x1 u;

avec

� = ( � 11; � 22; � 12)t ; D2 =
�

0 0 1
0 1 0

�
; D1 =

�
1 0 0
0 0 1

�
; E2 = ( D2)t et E1 = ( D1)t :

Le syst�eme (3.3.2) est alors �equivalent �a :

(3.3.3a) u = u2 + u1; � = � 2 + � 1; s = s2 + s1

(3.3.3b)

8
>><

>>:

� @2
tt u2 = D2@x2 �;

M � s2 + M @t s2 = E2@2
x2 t u;

A � 2 � A s2 = E2@x2 u:

(3.3.3c)

8
>><

>>:

� @2
tt u1 = D1@x1 �;

M � s1 + M @t s1 = E1@2
x1 t u;

A � 1 � A s1 = E1@x1 u:

Nous supposons que le support des fonctions initiales est contenu dans le demi-espace �a
gauche, comme elles sont repr�esent�ees sur la �gure ci-dessus (pour une couche parall�ele �a
Ox2).

L'amortissement ne concerne que le syst�eme (3.3.3c) qui fait intervenir des d�eriv�ees nor-
males �a l'interface avec la couche. A�n d'introduire les termes d'absorption, nous rappelons
l'interpr�etation des PMLs dans le domaine fr�equentiel (v oir [38, 42, 43, 75]) qui consiste �a
faire le changement de variable dans le plan complexe :

(3.3.4) x1 �! x1 +
1

i !

Z x

0
d1(s) ds:
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Melieu de propagation

Support des

fonctions initiales

Couches PML

x1

d1 = 0 d1 > 0

x2

Fig. 3.3.1 { Support des donn�ees initiales

Ceci est �equivalent �a :

(3.3.5) @x1 �! � 1 @x1 ; � 1 =
i !

i ! + d1(x1)
;

o�u d1(x1) est un coe�cient d'amortissement �egal �a 0 dans le milieu d e propagation et positif
dans les couches (voirFig 3.3.2).

Pour appliquer ce principe, nous �ecrirons le syst�eme (3.3.3c) en domaine fr�equentiel :

(3.3.6)

8
>><

>>:

� � ! 2u1 = D1@x1 �;

M � s1 + i ! M s1 = i !E 1@x1 u;

A � 1 � A s1 = E1@x1 u:

Appliquons le changement de variable (3.3.5) �a (3.3.6) ; nous obtenons alors :

(3.3.7)

8
>><

>>:

� � ! 2(i ! + d1(x1)) u1 = i ! D 1@x1 �;

(i ! + d1(x1)) M � s1 + i ! (i ! + d1(x1)) M s1 = � ! 2 E1@x1 u;

(i ! + d1(x1)) A � 1 � (i ! + d1(x1)) A s1 = i ! E 1@x1 u:

Pour revenir au domaine temporel, il est utile d'introduire quelques inconnues auxiliaires (U1,
S1 et � 1) :

(3.3.8)

8
>>><

>>>:

i ! U 1 = (i ! + d1(x1)) u1;

i ! � 1 = (i ! + d1(x1)) � 1;

i ! S 1 = (i ! + d1(x1)) s1;
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x1

d1(x1)

Fig. 3.3.2 { Couches PML dans la directions desx1

et il est facile de prouver que nous obtenons �nalement le syst�eme suivant :

(3.3.9)

8
>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>:

� @2
tt U1 = D1@x1 �;

M � S1 + M @t S1 = E1@2
x1 t u;

A � 1 � A S1 = E1@x1 u;

@t U1 = @t u1 + d1(x1) u1;

@t � 1 = @t � 1 + d1(x1) � 1;

@t S1 = @t s1 + d1(x1) s1:

On remplace@2
tt U1 par @2

tt u1 + d(x1)@t u1. Commes1 n'intervient pas dans les trois premi�eres
�equations, on peut l'�eliminer et ne garder que l'inconnue S1. Pour des raisons de coh�erence de
notation avec les �equations sans PML, dans ce qui suit nous d�esignons par s1 cette inconnue ;
remarquons que dans le milieu sans PML,d1 �etant nul, les deux inconnuess1 et S1 co•�ncident.
Le syst�eme (3.3.9) s'�ecrit alors sous la forme :

(3.3.10)

8
>>>>>><

>>>>>>:

� (@2
t u1 + d1(x1) @t u1) = D1@x1 �;

M � s1 + M @t s1 = E1@2
x1 t u;

A � 1 � A s1 = E1@x1 u;

@t � 1 = @t � 1 + d1(x1) � 1:
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Finalement le mod�ele PML (dans la direction des x1) associ�e au probl�eme (3.3.1) est donn�e
par le syst�eme :

(3.3.11)

8
>>>>>>>>><

>>>>>>>>>:

u = u2 + u1 ; � = � 2 + � 1;

� @2
tt u2 = D2@x2 � ; � (@2

tt u1 + d1(x1) @t u1) = D1@x1 �;

M � s2 + M @t s2 = E2@2
x2 tu ; M � s1 + M @t s1 = E1@2

x1 t u;

A � 2 � A s2 = E2@x2 u ; A � 1 � A s1 = E1@x1 u;

@t � 1 = @t � 1 + d1(x1) � 1:

On traite de la même fa�con une couche PML dans la direction desx 2 et �nalement le mod�ele
PML g�en�eral s'�ecrit :

(3.3.12)

8
>>>>>>>>><

>>>>>>>>>:

u = u2 + u1 ; � = � 2 + � 1;

� (@2
t u2 + d2(x2) @t u2) = D2@x2 �; � (@2

t u1 + d1(x1) @t u1) = D1@x1 �;

M � s2 + M @t s2 = E2@2
x2 tu; M � s1 + M @t s1 = E1@2

x1 t u;

A � 2 � A s2 = E2@x2 u; A � 1 � A s1 = E1@x1 u;

@t � 2 = @t � 2 + d2(x2) � 2; @t � 1 = @t � 1 + d1(x1) � 1:

3.3.2 Approximation des PML

Pour l'approximation on utilise la m�ethode des �el�ements �nis mixtes avec condensation de
masse pr�esent�ee dansx 3.2.4 pour la discr�etisation en espace et un sch�ema aux di��erences �nies
centr�e d'ordre deux pour la discr�etisation en temps, ce qui nous donne le syst�eme suivant :

(3.3.13)

8
>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>:

uh = uh;1 + uh;2; � h = � h;1 + � h;2; sh = sh;1 + sh;2;

M u

hun+1
h;m � 2un

h;m + un� 1
h;m

� t
+ Du;m

un+1
h;m � un

h;m

� t

i
� B i � n

h;m = f n ;

M �
sn+1

h;m + sn
h;m

2
+ M s

sn+1
h;m � sn

h;m

� t
+ B ?

i

un+1
h;m � un

h;m

� t
= 0 ;

A � n+1
h;m � A sn+1

h;m + B ?
i un+1

h;m = 0 ;

� n+1
h;m � � n

h;m

� t
�

� n+1
h;m � � n

h;m

� t
� D �;m

� n+1
h;m + � n

h;m

2
= 0 ;

pour m = 1 ; 2;

o�u M u ; M s; M � et A sont donn�ees par (3.2.18) et

(3.3.14)

(Bm ) i;j = bm (!; � j ) =
Z



Dm @xm � j ! i dx; 1 � i � N1; 1 � j � N2;

(Du;m ) i;j =
Z



dm (xm ) ! i ! j dx; 1 � i � N1; 1 � j � N1;

(D �;m ) i;j =
Z



dm (xm ) � i : � j dx; 1 � i � N2; 1 � j � N2

pour m = 1 ; 2:
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Chapitre 4

R�esultats num�eriques

Dans ce chapitre nous validons les r�esultats et les m�ethodes num�eriques d�evelopp�ees dans
les sections pr�ec�edentes. Nous pr�esentons des r�esultats en une et deux dimensions dans
les cas des milieux isotropes ou anisotropes, h�et�erog�enes et r�ealistes.
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4.1 R�esultats num�eriques unidimensionnels

Introduction

Ce chapitre est consacr�e �a la validation de la m�ethode num�erique d�evelopp�ee dans le chapitre
pr�ec�edent.

La section 4.1 est consacr�e �a la validation du sch�ema num�erique unidimensionnel, nous com-
parons la solution num�erique avec une solution analytiqueen calculant l'ordre de la pr�ecision
et nous montrons �a l'aide des simulations l'in
uence des coe�cients d'amortissement sur
l'att�enuation et la vitesse de propagation des ondes.

Dans la section 4.2 nous proposons des r�esultats num�eriques en dimension 2. Dans un pre-
mier temps, nous pr�esentons des tests num�eriques, nous comparons la propagation des ondes
�elastiques et visco�elastiques dans les milieux isotropes et anisotropes, nous montrons l'in-

uence de la fr�equence de la source sur l'att�enuation et la vitesse de propagation et nous
faisons des tests num�eriques pour montrer l'e�cacit�e des couches PML. Dans un second
temps, nous faisons une simulations d'un mod�ele r�ealiste. Celui-ci est constitu�e d'un grand
nombre de milieux de propri�et�es physique di��erentes (17 couches).

4.1 R�esultats num�eriques unidimensionnels

4.1.1 Solution analytique

Pour le probl�eme 1D, il est facile de valider le sch�ema num�erique propos�e car on dispose d'une
solution exacte pour des conditions initiales particuli�eres. On suppose ici que le domaine 

est le segment unit�e ]0; 1[ et on consid�ere les donn�ees suivantes :

8
>>>>><

>>>>>:

f (x; t ) = u(0; t) = u(1; t) = 0 ;

u(x; 0) = u0(x) = sin( �x );

ut (x; 0) = u1(x) = 0 ;

� (x; 0) =
�� 1

� 0
� cos(�x );

et les coe�cients :
� = 1 ; � = 1 ; � 0 = 1 ; � 1 = 1 :2:

La solution exacte (u; � ) du probl�eme (3.1.1) est calcul�ee par la m�ethode de s�eparation des
variables, c'est �a dire en la cherchant sous la forme :

(4.1.1)

8
>>>><

>>>>:

u(x; t ) = U(t) sin(�x );

� (x; t ) = �( t)� cos(�x );

U(0) = 1 ; _U(0) = 0 ; �(0) =
�� 1

� 0
:

En rempla�cant (4.1.1) dans (3.1.1) on trouve facilement :

(4.1.2)

8
<

:

•U + � 2� = 0 ;

� + � 0 _� = U + � 1 _U:
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Ce qui implique queU est solution de :

(4.1.3)

8
>><

>>:

� 0
d3U
dt3 +

d2U
dt2 + � 2� 1

dU
dt

+ � 2U = 0;

U(0) = 1 ; _U(0) = 0 ; •U(0) = �
� 2�� 1

� 0
:

En faisant la transform�ee de Fourier, on remarque que la solution de ce syst�eme est n�ecessairement
de la forme :

U(t) = CeS� t + e�t [A cos! � t + B sin ! � t ];

o�u S� et � � i ! � sont les solutions de :

� 0X 3 + X 2 + � 1� 2X + � 2 = 0 :

et A; B; et C sont des constantes r�eelles qu'on d�etermine �a partir desconditions initiales.

Pour le calcul de la solution num�erique on choisit comme param�etres de discr�etisation v�eri�ant
la condition de stabilit�e : � t = 0 :01 , h = 1=80. On note par uexa le d�eplacement associ�e �a
la solution exacte et parunum le d�eplacement associ�e �a la solution obtenue par notre sch�ema
num�erique. On pr�esente sur la �gure 4.1.1 la variation de juexa � unum j en fonction du temps
et de l'espace et sur la �gure 4.1.2 on compare la variation dud�eplacement maximale (au
point x = 0 :5) en fonction du temps pour les deux solutions exacte et num�erique. A partir des
�gures ci-dessous, on voit que le sch�ema num�erique approche bien le probl�eme initial (l'erreur
relative est inf�erieure �a 0.022%).

On fait ensuite varier les param�etres de discr�etisation h et � t pour �etudier la convergence de
notre sch�ema, tout en maintenant le rapport � t=h �x�e �egal �a 0.9 ( � CFL=0.91287). Dans
le tableau 4.1.1 nous avons pr�esent�e la normeL 1 de l'erreur correspondant �a di��erents pas
de temps et d'espace et sur la �gure 4.1.3 nous pr�esentons lavariation de la norme dansL 1

de l'erreur en fonction de h, en �echelle loglog. Ceci nous permet d'a�rmer que la solution
approch�ee converge bien vers la solution exacte et que l'erreur est d'ordre 2.

h � t kuexa � unum k1

10� 1 9 10� 2 6:11162 10� 03

5 10� 2 4:5 10� 2 1:46935 10� 03

2:5 10� 2 2:25 10� 2 3:61645 10� 04

1:25 10� 2 1:125 10� 2 8:97108 10� 05

6:25 10� 3 5:625 10� 3 2:23409 10� 05

3:125 10� 3 2:8125 10� 3 5:57442 10� 06

Tab. 4.1.1 { Tableau des r�esultats
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Fig. 4.1.1 { La variation d'erreur
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Fig. 4.1.2 { D�eplacement num�erique et exact au point x = 0 :5 en fonction du temps

4.1.2 Tests num�eriques dans le cas 1D

Dans une premi�ere exp�erience, a�n de montrer l'in
uence d es coe�cients d'amortissement
� 0 et � 1 sur l'att�enuation et la vitesse de propagation des ondes visco�elastiques, on pr�esente
sur la �gure 4.1.4 une exp�erience num�erique o�u on fait var ier le rapport � = � 1=�0 ; � = 4
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Fig. 4.1.3 { Convergence

pour la courbe rouge,� = 2 pour la courbe bleue et � = 1 :2 pour celle en verte. On voit que
l'absorption et la vitesse de propagation sont li�ees au rapport � : pour une grande valeur de
� on a plus d'amortissement et une plus grande vitesse de propagation.

Dans une deuxi�eme exp�erience, on pr�esente des r�esultats num�eriques en appliquant la m�ethode
PML au probl�eme homog�ene de la visco�elasticit�e. On s'in t�eresse �a la simulation de la propaga-
tion d'onde visco�elastique dans un milieu semi born�e 
 =] � 1; + 1 [. On consid�ere une couche
PML de longueur � , on discr�etise le nouveau domaineD =] � 1; � [ et on utilise la restriction
du sch�ema num�erique (3.3.13) dans le cas 1D avec des conditions au bord de Dirichlet, un
pas de temps � t qui v�eri�e la condition de stabilit�e et

� (x) =

(
0 si x 2] � 1; 0];

d0(x=� )2 si x 2 [0; � [; d0 > 0

Pour la pr�esente �etude, on a pris :

1. Les coe�cients qui caract�erisent le milieu : � = 1 ; � = 1 ; � 0 = 1 ; � 1 = 1 :2:

2. Les constantes :d0 = 45; h = 1=150; � t = CFL h; � = 20h:

3. Les conditions initiales :

u0(x) =

8
<

:

�
1 � (12x + 6) 2=4

� 3
si �

2
3

� x � �
1
3

;

0 sinon;

ut (x; 0) = u1(x) = 0 ; � 0 =
�� 1

� 0

@u0
@x

:

On pr�esente sur la �gure 4.1.5 l'�evolution de la solution n um�erique au cours du temps. On
remarque que les ondes traversent l'interface sans r�e
exion et qu'elles sont amorties dans la
couche [0; � ].

116



4.2 R�esultats bi-dimensionnels
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Fig. 4.1.4 { Qualit�e d'amortissement et de propagation

4.2 R�esultats bi-dimensionnels

Dans les exp�eriences qui vont suivre nous consid�erons un domaine 
 = [0 ; 10] � [0; 10] et
un maillage r�egulier compos�e de carr�es de cot�e h = 0 :1, un pas de discr�etisation en temps
v�eri�ant la condition de stabilit�e :

� t = CFL h;

avecCFL = ( vp

q
� p=�0)� 1 (resp. CFL = v� 1

p ) dans le cas d'un comportement visco�elastique
(resp. comportement �elastique) et on consid�ere une source f comme second membre �a support
compact dans 
 localis�e�e au point S(xs; zs) et v�eri�ant :

f (x; z; t ) = F (t)~g(r ); r =
�
(x � xs)2 + ( z � zs)2� 1

2 ;(4.2.1)
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Fig. 4.1.5 { Propagation d'onde visco�elastique au cours du temps avec couches PML

avec

F (t) =
�

� 2� 2f 2
0 (t � t0)e� � 2 f 2

0 (t � t0 )2
si t � 2t0;

0 sinon.

t0 =
1
f 0

; f 0 =
vs

hNL
la fr�equence centrale;

~g(r ) = (1 �
r 2

a2 )1B a ~e; ~e= (
x � xs

r
;

z � zs

r
);

(4.2.2)

o�u 1B a est la fonction indicatrice du disqueB a, le disque de centre S et de rayona = 5h et
NL le nombre de points par longueur d'onde S.(voirFig 4.2.1)
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Fig. 4.2.1 { La fonction source

Nous donnons les caract�eristiques des milieux visco�elastiques isotropes : les vitesses des ondes
P et S, la densit�e volumique � et les trois temps de relaxation� 0, � p et � s.

4.2.1 Dissipation d'�energie discr�ete

Nous pr�esentons une exp�erience num�erique concernant ladissipation de l'�energie discr�ete
en comparant les deux cas : le cas �elastique o�u on a la conservation d'�energie et le cas
visco�elastique.

Le milieu �elastique est caract�eris�e par :

(4.2.3) � = 1 :; vp = 2 :74; vs = 1 :43

et le milieu visco�elastique par les mêmesvp, � , vs et les temps de relaxation :

(4.2.4) � 0 = 0 :7; � p = 1 :0133; � s = 1 :01470

L'exp�erience est consid�er�ee dans un milieu born�e avec la condition de surface libre et une
source localis�ee au centre (voir la �gure ci-dessous).

.
S

”–• —™˜›š”œ• —™˜›š

”œ• —™˜•š

”œ• —™˜•š

Fig. 4.2.2 { Surface libre
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Fig. 4.2.3 { Variation de l'�energie discr�ete

On voit sur la �gure 4.2.3 que apr�es l'extinction de la source f , l'�energie �elastique (3.2.25)
est constante alors que l'�energie visco�elastique (3.2.24) est d�ecroissante, ce qui con�rme nos
r�esultats th�eoriques [12].

4.2.2 Du visco�elastique �a l'�elastique

Dans cette partie nous validons les r�esultats th�eoriquespr�esent�es dans [12] concernant le com-
portement de l'onde visco�elastique quand le coe�cient d'amortissement � 0 �! 0. nous nous
pla�cons dans un milieu homog�ene isotrope caract�eris�e par (4.2.3) et � 0 = "; � p = 1 :447� 0; � s =
1:451� 0.

Dans une premi�ere exp�erience (Fig 4.2.4 et Fig 4.2.5) nous pr�esentons la variation de la
norme de la di��erence entre la solution visco�elastique et la solution �elastique (" = 0) en
fonction de " dans les espaces (L 2(
)) 2 et (H 1(
)) 2 �a l'instant t = 4. Sur les deux �gures on
remarque que la solution du probl�eme visco�elastique converge vers la solution �elastique.

Dans une deuxi�eme exp�erience (Fig 4.2.6) nous pr�esentons la variation de l'�energie visco�elastique
en fonction de" �a l'instant t = 4 et on la compare avec l'�energie �elastique (" = 0).
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Dans la derni�ere exp�erience (Fig 4.2.7) nous pr�esentons la variation des �energies �elastique et
visco�elastique en fonction du temps pour di��erentes valeurs de ".
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Fig. 4.2.7 { La variation de l'�energie visco�elastique pour di� �erents " .

Sur les deux �gures 4.2.6 et 4.2.7 nous montrons que l'�energie visco�elastique tend vers l'�energie
�elastique quand le coe�cient d'amortissement � 0 = " tend vers z�ero.

4.2.3 Milieu homog�ene isotrope

Dans cette simulation, nous faisons une comparaison entre la propagation d'ondes dans des
milieux ouverts : �elastique caract�eris�e par (4.2.3) et v isco�elastique caract�eris�e par (4.2.3)-
(4.2.4). Pour mod�eliser les milieux ouverts nous utilisons la m�ethode PML d�evelopp�ee dans
la section x3.3. Nous entourons le domaine 
 avec des couches absorbantes PML de longueur
� = 10h (voir la �gure 4.2.9). Pour le choix des coe�cients d'absorp tion, nous utilisons la
fonction d�e�nie par [43] :

(4.2.5) � (x) =

(
0 dans 
 ;
3vp

2� 3 log(1=R)r 2 dans la couche;

o�u vp est la vitesse des ondes P,R = 1=1000 le pourcentage d'�energie r�e
�echie par le bord
ext�erieur de la PML et r = dist (x; Interface) est la distance entre le point de coordonn�eesx
et l'interface avec la couche.

�A la �gure 4.2.8 on a pr�esent�e la restriction du d�eplaceme nt de l'onde visco�elastique (resp.
�elastique) sur le sous domaine inf�erieur [� �; 10 + � ] � [� �; 5] (resp. sup�erieur [� �; 10 + � ] �
[5; 10+ � ]) en bas (resp. haut) aux di��erents instants. On observe sur cette �gure que les ondes
visco�elastiques se propagent plus vite que les ondes �elastiques et qu'elles sont plus amorties.
De plus on voit que les couches PML absorbent bien les ondes transmises.
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4.2 R�esultats bi-dimensionnels

Fig. 4.2.8 { Comparaison entre la propagation d'ondes isotropesdans un milieu �elastique
(demi-�gures du haut) et dans un milieu visco�elastique (demi-�gures du bas)

4.2.4 E�cacit�e des couches PML

A�n de montrer que les couches absorbantes sont bien adapt�ees au probl�eme de la visco�elasticit�e,
nous pr�esentons la variation au cours du temps du d�eplacement en un point d'observation
X o (voir �gure 4.2.9) au voisinage de l'interface avec la couche ; X o(xo; zo) = (9 :9; 5). Nous
consid�erons la propagation d'ondes dans un milieu visco�elastique isotrope et nous comparons
les trois exp�eriences :

1. Domaine born�e sans couche PML avec condition au bord de type Dirichlet (voir �gure
4.2.10).

2. Domaine ouvert et domaine born�e avec des couches PML de longueur � = 10h (voir
�gure 4.2.11(a))
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Fig. 4.2.9 { Domaine born�e, couches PML

4.2.4.1 Domaine born�e sans couche PML
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Fig. 4.2.10 { Sismogramme dans un milieu born�e sans PML

Malgr�e l'amortissement des ondes visco�elastiques, la r�e
extion de l'onde est clairement visible
lorsqu'on met une condition de Dirichlet sur le bord ext�eri eur du domaine, d'o�u la n�ecessit�e
des couches PML.

4.2.4.2 Domaine ouvert et domaine born�e avec couches PML

Dans cette exp�erience nous illustrons la variation du d�eplacement au point X o dans deux si-
mulations : dans un domaine ouvert en noir pointill�e et dans un domaine born�e avec couches
PML en vert (�gure 4.2.11(a)). La r�e
exion due �a l'utilisa tion des PML est trop faible pour
être visible et les deux graphes paraissent confondus. Pour voir l'ordre de cette r�e
exion, nous
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4.2 R�esultats bi-dimensionnels

pr�esentons la di��erence entre les deux d�eplacements surla �gure 4.2.11(b)

0 2 4 6 8 10
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

t

||u
(X

o,t)
||

PML layers
Unbounded domain

(a) Sismogramme dans un milieu avec couche PML et dans un milieu ouvert

0 2 4 6 8 10
�8

�6

�4

�2

0

2

4

6

8
x 10

�4

t

||u
u(x

o,t)
||�|

|u
p(x

o,t)
||

(b) R�e
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Fig. 4.2.11 { E�cacit�e des PMLs

125



R�esultats num�eriques

Nous constatons que cette r�e
exion est tr�es faible et ne d�epasse pas 8:10� 4 c'est-�a-dire 0.017%
du maximum de d�eplacement (�egal �a 4.5).

4.2.5 Milieu homog�ene anisotrope

Notation. La sym�etrie (2.1.2) nous permet d'�ecrire les deux tenseurs C et D sous la forme
d'une matrice 3 � 3 :

C ijkl = cp(i;j );p(k;l ) ; D ijkl = dp(i;j );p(k;l )

o�u p est une correspondance sur les indices, d�e�nie par :

(4.2.6) p(1; 1) = 1 ; p(2; 2) = 2 ; p(1; 2) = p(2; 1) = 3 :

Dans une deuxi�eme exp�erience de comparaison entre le cas �elastique et visco�elastique, nous
consid�erons un milieu anisotrope de densit�e volumique� = 1 :, le temps de relaxation� 0 = 0 :7
et les deux tenseursC et D donn�es par :

C =

0

@
20 3:8 0
3:8 20 0
0 0 2

1

A ; D =

0

@
29:3 6 0

6 29:3 0
0 0 3:6

1

A

Le domaine de calcul est un carr�e [0; 10] � [0; 10], entour�e par des couches PML de longueur
� = 20h avec h = 0 :05.

Nous avons pr�esent�e sur la �gure 4.2.12 la comparaison entre la norme du d�eplacement
des ondes �elastique et visco�elastique dans le milieu anisotrope caract�eris�e par les donn�ees
ci-dessus. on observe comme dans le cas isotrope que les ondes visco�elastiques se propagent
plus vite que les ondes �elastiques et qu'elles sont plus amorties.

 T=0.36  T=0.54  T=0.72

 T=0.90  T=1.08  T=1.26

Fig. 4.2.12 { Comparaison entre la propagation d'ondes dans des milieux anisotropes
�elastiques (demi-�gures du haut) et visco�elastiques (demi-�gures de bas)
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4.2 R�esultats bi-dimensionnels

 T=1.44  T=1.62  T=1.80

Fig. 4.2.12 { Comparaison entre la propagation d'ondes dans des milieux anisotropes
�elastiques et visco�elastiques (suite)

4.2.6 In
uence de la fr�equence

Dans ce paragraphe nous pr�esentons des r�esultats num�eriques et nous montrons l'in
uence de
la fr�equence de la source sur l'att�enuation et la vitesse de propagation des ondes. nous nous
pla�cons dans un domaine 
 = [0 ; 2]� [0; 2], entour�e par des couches PML. Nous consid�erons un
maillage r�egulier compos�e de carr�ees de cot�eh = 4 : 10� 3, avec le pas de discr�etisation en temps
� t v�eri�ant la condition de stabilit�e � t = CFL h = 1 :21 10� 3. Le milieu est caract�eris�e par
les donn�ees physiques (4.2.3)-(4.2.4). Nous consid�erons un syst�eme au repos �at = 0 aliment�e
par une sourcef = F (t) g(r ) localis�ee au centre de 
 ; g est radiale en espace etF est la
d�eriv�ee d'une gaussienne :

F (t) =
�

� 2� 2f 2
0 (t � t0)e� � 2 f 2

0 (t � t0 )2
si t � 2t0;

0 sinon.

t0 =
1
f 0

; f 0 la fr�equence centrale;

g(r ) =
�

1 �
r 2

a2

�
1B a ~e; ~e=

�
x � xs

r
;

z � zs

r

�
:

(4.2.7)

Nous pr�esentons plusieurs simulations o�u nous changeonsla fr�equence f 0 du signal temporel,
Dans la �gure 4.2.13 nous repr�esentons la norme du d�eplacement normalis�e par la norme L 1

de F pour di��erentes fr�equences f 0 �a l'instant t = 0 :242. Nous avons aussi trac�e sur la �gure
4.2.15 la variation de la premi�ere composante du d�eplacement u1 en un point d'observation
xo de coordonn�ees (1:8; 1) et �a la �gure 4.2.14 la valeur sup�erieure de la norme deu normalis�e
par kF k1 pour 0 � t � t f en fonction de la fr�equence : sup

0� t � tf
ku(xo; t)k=kF k1 .

Nous observons sur les �gures 4.2.13 et 4.2.14 que la qualit�e de la dissipation est li�ee �a
la fr�equence c'est-�a-dire pour une grande valeur def 0 on a plus d'amortissement. La �gure
4.2.15, nous permet de con�rmer les r�esultats th�eoriquesde la sectionx2.2.2 et de d�emontrer
�a nouveau l'in
uence de la fr�equence sur la vitesse de propagation.
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R�esultats num�eriques

(a) f 0 = 5 Hz (b) f 0 = 10 Hz

(c) f 0 = 20 Hz (d) f 0 = 30 Hz

(e) f 0 = 40 Hz (f) f 0 = 50 Hz

(g) f 0 = 90 Hz (h) f 0 = 150 Hz

Fig. 4.2.13 { La norme du d�epalcement
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4.2 R�esultats bi-dimensionnels

Fig. 4.2.14 { Att�enuation en fonction de la fr�equence
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Fig. 4.2.15 { Sismogrammes pour di��erentes fr�equences
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R�esultats num�eriques

4.2.7 Exp�eriences r�ealistes

Nous consid�erons ici une exp�erience r�ealiste mod�elisant un r�eservoir p�etrolier situ�e dans un
domaine 
 = [0 ; 270]� [800; 960] (champ Mc Elroy au Texas) avec une zone productive forte
entre 880 m et 900 m. Le milieu h�et�erog�ene est caract�eris�e par les donn�ees physiques du
tableau 4.2.1.

depth(m) vp(m=s) vs(m=s) Qp Qs � (kg=m3)

800.00 5924.884 2928.865 67.06922 20.00 2280.533900
810.00 5773.175 2738.594 35.43660 20.00 2242.557601
820.00 5313.743 3004.746 21.44790 20.00 2295.163535
830.00 5311.784 2564.933 17.41970 20.00 2206.127967
840.00 5986.338 2993.962 31.28279 20.00 2293.101428
850.00 6176.533 3050.588 40.08961 20.00 2303.867950
860.00 5619.798 3065.524 34.76888 20.00 2306.682782
870.00 5163.070 2940.252 53.11094 20.00 2282.747271
880.00 5191.213 2473.413 36.02421 20.00 2186.179681
890.00 5613.954 2583.599 24.61245 20.00 2210.130769
900.00 5579.241 2644.431 31.45738 20.00 2223.027083
910.00 5712.608 2905.288 57.79010 20.00 2275.930476
920.00 6219.111 2876.129 47.12633 20.00 2270.198248
930.00 6386.336 3111.822 27.59576 20.00 2315.343230
940.00 6489.850 2866.232 133.56708 20.00 2268.242737
950.00 6517.794 2866.232 24.26944 20.00 2268.242737
960.00 6111.120 2866.232 63.14770 20.00 2268.242737

Tab. 4.2.1 { Les donn�ees physiques

Remarque 4.2.1 La densit�e � est calcul�e �a partir des valeurs de vs par la loi de Gardner [6] :

� = av
1
4
s aveca = 0 :31 lorsque � est en g/cm3 et v en m/s.

Pour approcher les facteurs de qualit�e Qp et Qs nous utilisons l'algorithme pr�esent�e dans
x2.2.3.2 sur une bande de fr�equence [f a; f b] = [20; 200] et le mod�ele de Zener g�en�eralis�e avec
3 lois �el�ementaires (voir la �gure 4.2.19 et le tableau 4.2.2 pour Qs = 20 et Qp = 57:7901).
Nous consid�erons un maillage r�egulier compos�e de carr�es de cot�e h = 1 m, de pas de temps
� t = 8 :272 10� 5 satisfaisant la condition de stabilit�e (� t = CFL h ) et d'une source f �a
support compact dans 
 situ�ee en un point S(xs; zs) et v�eri�ant : (4.2.1)-(4.2.2) avec f 0 = 100
Hz. Nous pr�esentons sur les �gures 4.2.20 et 4.2.21 des instantan�es de la composanteuz

avec deux points sources di��erents. L'int�erêt de ces exp�eriences est que les deux localisations
de la source provoquent di��erents ph�enom�enes. Dans le premier cas, on peut observer les
ph�enom�enes de transmission-r�e
exion, tandis que dans le deuxi�eme cas on observe les ondes
guid�ees.
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4.2 R�esultats bi-dimensionnels

Fig. 4.2.16 { Vitesse des ondes P

Fig. 4.2.17 { Vitesse des ondes S
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Fig. 4.2.18 { Facteur de qualit�e associ�e aux ondes P
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Fig. 4.2.19 { Exemple d'approximation de Qs = 20 et Qp = 57:7901

Mod�ele �el�ementaire � 0(ms) � p(ms) � p(ms)

1 7.9577 9.9147 8.6238
2 2.5165 2.5664 2.5336
3 0.7956 1.0160 0.8652

Tab. 4.2.2 { Temps de relaxations optimis�es pourQs = 20 et Qp = 57:7901
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Fig. 4.2.21 { xs = 135 m, zs = 805 m
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Fig. 4.2.20 { xs = 5 m, zs = 880 m
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Deuxi�eme partie

Propagation d'ondes dans les
milieux poro�elastiques
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Introduction

Toujours dans le cadre de la propagation d'ondes dans les milieux complexes absorbants, nous
allons nous int�eresser �a la propagation d'ondes dans les milieux poreux. De nombreux sous-
sols ne peuvent être consid�er�es comme des mat�eriaux exclusivement solides. Ce sont souvent
des milieux poreux c'est �a dire constitu�es de solides perfor�es par une multitude de petits
trous (appel�es pores) occup�es par un 
uide. C'est notamment souvent le cas des r�eservoirs
p�etroliers. Il est clair que l'analyse de r�esultats par m�ethodes sismiques de l'exploration de
tels milieux doit tenir compte du fait qu'une onde se propageant dans un tel milieu rencontre
une succession de phases solide et 
uide : on parle de milieu poro�elastique. On s'int�eresse
alors �a la mod�elisation de ce ph�enom�ene par l'introduct ion de mod�ele de Biot [20, 21].

L'objectif de cette �etude est la r�esolution num�erique du probl�eme de la poro�elasticit�e, en
utilisant une m�ethode bas�ee sur des approches variationnelles et des approximations par
�el�ements �nis mixtes compatibles avec la condensation demasse. Pour traiter ce sujet, nous
avons divis�e cette partie en quatre chapitre :

Dans le premier chapitre, nous pr�esentons le probl�eme mod�ele de la poro�elasticit�e dans un mi-
lieu h�et�erog�ene et anisotrope. Nous faisons une analysemath�ematique compl�ete du probl�eme
en montrant un th�eor�eme d'existence et unicit�e de la solu tion forte �a l'aide de la th�eorie
des semi-groupes, un r�esultat de la d�ecroissance de l'�energie, nous �etudions les propri�et�es des
ondes dans les milieux poreux en faisant une analyse par ondes planes et �a la �n du chapitre
nous calculons une solution analytique en d�eterminant la fonction de Green.

Dans le deuxi�eme chapitre, nous faisons une �etude pr�eliminaire concernant le choix d'une
formulation variationnelle mixte optimale associ�ee au probl�eme mod�ele, a�n de construire
une m�ethode performante ; nous nous int�eressons surtout au coût de stockage et calcul des
inconnues.

Dans le troisi�eme chapitre, nous nous int�eressons �a l'approximation en espace et en temps du
probl�eme. Nous d�eveloppons une m�ethode num�erique robuste au niveau du temps de calcul,
stockage des matrices et des inconnues et ordre de la pr�ecision, nous adaptons les �el�ements
�nis mixtes d�evelopp�es dans [52] pour les ondes en acoustique et en �elastique pour le probl�eme
en poro�elastique. Nous menons l'�etude des principales propri�et�es de cette m�ethode (stabilit�e,
pr�ecision). Pour la mod�elisation de la propagation d'ond es dans les milieux non born�es, nous
avons adapt�e la technique des couches absorbantes parfaitements adapt�ees (PML) pour notre
probl�eme.

Le dernier chapitre est consacr�e �a la validation num�eriq ue de la m�ethode. Nous pr�esentons plu-

137



sieurs simulations et exp�eriences num�eriques dans les di��erents milieux : homog�ene, isotrope,
anisotrope et h�et�erog�ene.
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Chapitre 5

Probl�eme mod�ele et analyse
math�ematique

Nous pr�esentons la loi de comportement dans les milieux poro�elastiques en proposant la
loi de Biot qui gouverne les milieux bi-phasiques. Nous faisons une analyse math�ematique
du probl�eme, nous montrons un th�eor�eme d'existence et unicit�e de la solution forte, nous
rappelons les propri�et�es et le comportement des ondes dans ces milieux en faisant une
analyse par ondes planes et nous d�eterminons aussi une solution analytique du probl�eme
mod�ele grâce �a la m�ethode de Cagniard-de Hoop.
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Introduction

Les milieux poreux sont des solides perfor�es par une multitude de petits trous (pores) occup�es
par un ou plusieurs 
uide (solide satur�e par un ou plusieurs
uides), lorsque les hypoth�eses [26]
suivantes sont v�eri��ees :

{ La distance moyenne entre les pores est petite devant la longueur d'onde.

{ Des petits d�eplacements pour la phase solide et 
uide.

{ La phase 
uide est continue.

{ La matrice �elastique est isotrope.

{ Absence de tout couplage.

Plutôt que de consid�erer un tel milieu comme un milieu compl�etement h�et�erog�ene, il est
l�egitime de faire appel, au moins localement, �a la th�eori e de l'homog�en�eisation [4, 28, 59, 65]
qui permet de passer des lois �a l'�echelle microscopique �ades lois macroscopique, on aboutit
alors au mod�ele de Biot [20, 21, 22] qui fait intervenir comme inconnues non seulement le
champ de d�eplacement dans le solide mais aussi la pression dans le 
uide. La principale ca-
ract�eristique de ce mod�ele est qu'aux ondes standardsP et S dans un solide se rajoute une
onde P \lente" (qu'on pourrait aussi quali�er de \
uide", voir x5.2.2.1).

R�ecemment, la recherche dans la mod�elisation de tels milieux a fait des progr�es notables,
en particulier en ce qui concerne l'obtention de mod�eles deplus en plus r�ealistes vis �a vis des
applications. On a vu aussi apparâ�tre des g�en�eralisations du mod�ele de Biot qui permettent
notamment de prendre en compte l'att�enuation des ondes, onparle alors de milieux poro-
visco�elastiques [9, 19, 34, 69] ou encore la pr�esence de plusieurs phases 
uides on parle alors
de multi-porosit�e [5, 18, 73] (ou milieux multi-phasiques).

La premi�ere section de ce chapitre concerne la pr�esentation du mod�ele de la propagation
d'ondes dans les milieux poreux anisotropes et h�et�erog�enes. La section 5.2 concerne l'ana-
lyse math�ematique du probl�eme mod�ele. Dans un premier temps, nous �etudions les milieux
h�et�erog�enes en montrant un r�esultat d'existence et uni cit�e de la solution forte en utilisant la
th�eorie des semi-groupes (th�eor�eme 5.2.1) et un th�eor�eme de la dissipation d'�energie (th�eor�eme
5.2.2). Dans un deuxi�eme temps nous consid�erons le cas particulier des milieux homog�enes iso-
tropes, nous rappelons les r�esultats de la propagation d'ondes planes dans les milieux poreux,
ceci nous permettra surtout de comprendre l'in
uence de la porosit�e sur le comportement
des ondes, en particulier la pr�esence d'une deuxi�eme ondes de compression qu'on l'appelle
onde lente ou onde de seconde esp�ece. Pour �nir, en utilisant la m�ethode de Cagniard-de
Hoop [30, 46], nous d�eterminons une solution analytique dans un milieu in�ni en calculant la
fonction de Green pour le cas particulier d'une source de pression.

141



Probl�eme mod�ele et analyse math�ematique

Fig. 5.0.1 { Milieu poreux

5.1 Probl�eme mod�ele

Dans le cas des basses fr�equences la loi de Biot [20] en dimension (d=2,3) est donn�ee par le
syst�eme :

� •u s + � f •w � r � � = f u dans IRd� ]0; T ](5.1.1a)

� f •u s + � w •w +
1
K

_w + r p = f w dans IRd� ]0; T ](5.1.1b)

� = C"(u s) � � p I d dans IRd� ]0; T ](5.1.1c)

1
m

p + � r � u s + r � w = f p: dans IRd� ]0; T ];(5.1.1d)

u s(x; 0) = u 0(x); @t u s(x; 0) = u 1(x) dans IRd;(5.1.1e)

w(x; 0) = w 0(x); @t w(x; 0) = w 1(x) dans IRd:(5.1.1f)

o�u les inconnues du probl�eme sont :

{ u s le d�eplacement dans le solide.

{ w = � [u f � u s] le d�eplacement du 
uide par rapport au solide, avec u f le d�eplacement
dans le 
uide et � la porosit�e du milieu.

{ p la pression dans le 
uide.

{ � le tenseur des contraintes.

et

{ " ij (u ) =
1
2

�
@u i

@xj
+

@u j

@xi

�
le tenseur des d�eformations.

{ f u; f w et f p sont des densit�es de source.

{ u 0; w 0; u 1; w 1 sont des donn�ees initiales.

avec les coe�cients physiques :
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{ � f la densit�e du 
uide.

{ � = � f � + (1 � � )� s la densit�e du milieu satur�e avec � s la densit�e du solide.

{ � w =
a
�

� f (a la tortuosit�e) .

{ C est un tenseur 4� 4.
{ I d est la matrice unit�e de M d(IR).

{ K est la perm�eabilit�e hydraulique et s'�ecrit sous la forme : K =
�
�

, o�u � est la viscosit�e du


uide et � la perm�eabilit�e absolue.

{ m et � sont des coe�cients positifs qui s'expriment en fonction de � , K s, K 0 et K f

(� = 1 � K 0=Ks, m =
�
�=K f + ( � � � )=Ks

� � 1), avec :

{ K s est le module d'incompressibilit�e du solide.

{ K 0 est le module d'incompressibilit�e satur�e.

{ K f est le module d'incompressibilit�e du 
uide.

On note par r � l'application : L (IR d) ! IRd :

r � � = ( r � � 1; � � � ; r � � d)t ; � i = ( � i 1; � � � ; � id )t ; r � � i =
dX

j =1

@�ij
@xj

8 i = 1 ; � � � ; d:

Nous ferons en outre les hypoth�ese suivantes :

1. �; � f ; � w ; K; m; � et C mesurables.

2. 9 c� ; c+ deux constantes positives, tels que :

(5.1.2) 0 < c � � �; � f ; � w ; K; m; � � c+ < + 1 p:p: x 2 IRd:

3. le tenseurC satisfait :

(5.1.3)
Cijkl = Cjikl = Cklij 8 i; j; k; l = 1 ; � � � ; d;

9 M � ; M + > 0 tels que8 � 2 L sym (IR d); 0 < M � j� j2 � C � : � � M + j� j2:

Mod�ele isotrope

Dans le cas d'un milieu isotrope, le tenseurC v�eri�e :

(5.1.4) (C� ) ij = � 0 � ij � kk + 2 � � ij ;

o�u

{ � est le module de cisaillement.

{ � 0 = � f � � 2m est le coe�cient de Lam�e avec � f est le coe�cient de Lam�e dans le milieu
satur�e.
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5.2 Analyse math�ematique

5.2.1 Etudes des milieux h�et�erog�enes

5.2.1.1 Existence et unicit�e de solutions fortes

On note par M la matrice d�e�nie par :

M =
�

� � f

� f � w

�
:

Remarque 5.2.1 La matrice M est sym�etrique d�e�nie positive grâce aux conditions phy-
siques :a � 1 (la tortuosit�e) et � � 1 (la porosit�e), ce qui nous permet d'avoir :

�� w � � 2
f =

�
� f � + (1 � � )� s

� a
�

� f � � 2
f

= ( a � 1)� 2
f +

(1 � � )a
�

� f � s � 0:

On introduit les variables : ~u s = @t u s (le champ de vitesse) et~w = @t w (la vitesse de �ltration)
Le probl�eme (5.1.1) se r�e�ecrit alors sous la forme d'un syst�eme d'�evolution du premier ordre :

(5.2.1)

8
>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>:

@t u s � ~u s = 0 ;

@t w � ~w = 0 ;

@t

"
~u s

~w

#

� M � 1

2

4
r � (C"(u s)) � r (� p )

�
1
K

~w � r p

3

5 = M � 1

"
Fu

Fw

#

;

@t p + m� r � ~u + r � ~w = m f p;

u s(x; 0) = u 0; ~u s(x; 0) = u 1; w (x; 0) = w 0; ~w(x; 0) = w 1;

p(x; 0) = p0 = m� r � u 0 + m r � w 0;

ou encore, en posantU = ( u s; w ; ~u s; ~w ; p)t :

(5.2.2)

8
<

:

dU
dt

+ � U = F;

U(0) = U0;

avec

(5.2.3) � U =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

� ~u s

� ~w

� M � 1

2

4
r � (C"(u s)) � r (� p )

�
1
K

~w � r p

3

5

m� r � ~u s + m r � ~w

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

;
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et

U0 =

0

B
B
B
B
@

u 0

w 0

~u 0

~w 0

p0

1

C
C
C
C
A

; F =

0

B
B
B
B
B
B
B
@

0
0

M � 1

"
Fu

Fw

#

m f p

1

C
C
C
C
C
C
C
A

:

avec f p = @t Fp.

On introduit l'espace de Hilbert :

(5.2.4) H = [ H 1(IR d)]d � [L 2(IR d)]d �
�

[L 2(IR d)]d
� 2

� L 2(IR d);

muni du produit scalaire :

(5.2.5)

(U1; U2)H =
Z

IR d
u 1 � u 2 dx +

Z

IR d
C"(u 1) : " (u 2) dx +

Z

IR d
w 1 � w 2 dx

+
Z

IR d
M

�
~u 1

~u 2

�
�
�

~u 1

~u 2

�
dx +

Z

IR d

1
m

p1 p2 dx;

avec U1 = ( u 1; w 1; ~u 1; ~w 1; p1)t et U2 = ( u 2; w 2; ~u 2; ~w 2; p2)t .

On consid�ere l'op�erateur non born�e sur D(� ) � H 7�! H d�e�ni par (5.2.3) avec :

D (� ) =

(
U = ( u ; w ; ~u ; ~w ; p) 2 H = ~u 2 [H 1(IR d)]d; r �

�
C"(u )

�
� r (� p ) 2 [L 2(IR d)]d;

p 2 H 1(IR d); ~w 2 H (div; IR d)

)

:

Lemme 5.2.1 L'op�erateur � + � I d est maximal monotone pour� > max(� � 1=2; � � 1=2
w )=

p
2.

D�emonstration

- Monotonie : soit U = ( u ; w ; ~u ; ~w ; p)t 2 D(� ), on a :

(� U; U)H = �
Z

IR d
u � ~u dx �

Z

IR d
C"(u ) : " ( ~u ) dx �

Z

IR d
w � ~w dx �

Z

IR d
r � (C"(u )) � ~u

�
Z

IR d
r (� p ) � ~u dx +

Z

IR d

1
K

~w � ~w dx +
Z

IR d
r p � ~w dx

+
Z

IR d
� r � ~u p dx +

Z

IR d
r � ~w p dx:

En utilisant la formule de Green pour les trois int�egrales :
Z

IR d
r � (C"(u )) � ~u dx = �

Z

IR d
C"(u ) : " ( ~u ) dx;

Z

IR d
r (� p ) � ~u dx = �

Z

IR d
� p r � ~u dx;

Z

IR d
r � ~w p dx = �

Z

IR d
~w � r p dx;
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on obtient :

(� U; U)H = �
Z

IR d
u � ~u dx �

Z

IR d
w � ~w dx +

Z

IR d

1
K

~w � ~w dx:

D'autre part :

kUk2
H =

Z

IR d
ju j2 dx +

Z

IR d
C "(u ) : " (u ) dx +

Z

IR d
jw j2 dx +

Z

IR d
� j ~u j2 dx

+
Z

d
� w j ~w j2 dx + 2

Z

IR d
� f ~u � ~w dx:

On en d�eduit que :

(� U; U)H + � kUk2
H �

Z

d

�
� ju j2 + � jw j2 + � � j ~u j2 + � � w j ~w j2 + 2 � � f ~u � ~w � u � ~u � w � ~w

�
dx

ce qui montre que� + �I est monotone d�es que� > max(� � 1=2; � � 1=2
w )=

p
2.

- Surjectivit�e : montrons que� + �I est surjective pour tout � > 0. Ceci �equivaut �a montrer
que pour tout F = ( f u ; f w ; f ~u ; f ~w ; f p)t 2 H , il existe U = ( u ; w ; ~u ; ~w ; p)t 2 D(� ) solution du
syst�eme :

� u � ~u = f u;(5.2.6a)

� w � ~w = f w ;(5.2.6b)

�

"
~u

~w

#

� M � 1

2

4
r � (C"(u s)) � r (� p )

�
1
K

~w � r p

3

5 =

"
f ~u

f ~w

#

;(5.2.6c)

m� r � ~u + m r � ~w + � p = f p:(5.2.6d)

Si le syst�eme (5.2.6) a une solution, il est facile d'�eliminer u ; w et p et de voir que ~u et ~w
doivent v�eri�er l'�equation :

(5.2.7)

�

"
r �

�
C"( ~u)

�
+ r (m� 2 r � ~u ) + r (m� r � ~w)

r
�
m� r � ~u + m r � ~w

�

#

+ � 2 M

"
~u

~w

#

+
�
K

"
0

~w

#

=

� M

"
f ~u

f ~w

#

+

"
r �

�
C"(f u)

�
� r (� f p)

�r f p

#

La formulation variationnelle de (5.2.7) s'�ecrit :

(5.2.8)

(
Trouver ~U = ( ~u ; ~w ) 2 ~H tel que :

a( ~U; V) = l(V ); 8 V = ( v; s) 2 ~H;

o�u ~H est l'espace de Hilbert, d�e�ni par :

~H = [ H 1(IR d)]d � H (div; IRd);
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muni du produit scalaire :

( ~U; V) ~H =
Z

IR d
~u � v dx +

Z

IR d
r ~u � r v dx +

Z

IR d
~w � s dx +

Z

IR d
r � ~w r � s dx

a : ~H � ~H 7�! IR est la forme bilin�eaire :

a( ~U; V) =
Z

IR d

�
C"( ~u) : " (v) + m� 2 r � ~u r � v + m� r � ~w r � v + m� r � ~u r � s + m r � ~w r � s

�
dx

+ � 2
Z

IR d

�
� ~u � v + � f ~w � v� f ~u � s� w ~w � s

�
dx + �

Z

IR d

1
K

~w � s dx;

et l : ~H 7�! IR est la forme lin�eaire :

l (V ) = �
Z

IR d

�
� f ~u �v+ � f f ~w �v+ � f f ~u �s+ � w f ~w �s

�
dx�

Z

IR d

�
C"(f u) : " (v)� � f p r� v � f p r� s

�
dx

D'apr�es (5.1.3), (5.1.2) et l'in�egalit�e de Korn [48, 70] dans [H 1(IR d)]d, la forme lin�eaire l(:) est
continue sur ~H et la forme bilin�eaire a(:; :) est continue coercive sur ~H pour tout � > 0. Le
th�eor�eme de Lax-Milgram permet alors d'a�rmer que le prob l�eme (5.2.8) admet une solution
unique ~u = ( ~u ; ~w)t dans [H 1(IR d)]d � H (div; IRd).

Les donn�ees (f u ; f w ; f p) �etant suppos�ees appartenir �a [ H 1(IR d)]d � [L 2(IR d)]d � [L 2(IR d)]d,
on obtient l'existence de u 2 [H 1(IR d)]d �a partir de l'�equation (5.2.6a), w 2 [L 2(IR d)]d �a
partir de (5.2.6b) et p 2 L 2(IR d) �a partir de (5.2.6d). En�n en utilisant l'�equation (5.2. 6c), on
voit facilement que u et p v�eri�ent :

r �
�
C"(u ) � � p I d

�
2 [L 2(IR d)]d et p 2 H 1(IR d):

Nous avons donc d�emontr�e que l'op�erateur � + �I �etait surjectif 8� > 0. Pour �nir la
d�emonstration du lemme, il su�t de raisonner avec � = � + 1 : �

Maintenant, on peut �enoncer le th�eor�eme d'existence et d'unicit�e :

Th�eor�eme 5.2.1 Pour toutes conditions initiales (u 0; w 0; u 1; w 1; p0) 2 D(� ) et tout (f u ; f w ; f p) 2

C1(0; T; [L 2(IR d)
� d) � C1(0; T; [L 2(IR d)

� d) � C2(0; T; [L 2(IR d)
� d), il existe une unique solution

(u s; w ; p) du probl�eme (5.1.1) qui v�eri�e :
8
>><

>>:

u s 2 C1
�
0; T ; [H 1(IR d)]d

�
\ C2

�
0; T ; [L 2(IR d)]d

�
;

w 2 C1
�
0; T ; H (div; IR d)

�
\ C2

�
0; T ; [L 2(IR d)]d

�
;

p 2 C0
�
0; T ; H 1(IR d)

�
\ C1

�
0; T ; L 2(IR d)

�
:

D�emonstration

Sous l'hypoth�ese U0 2 D(� ) et grâce au th�eor�eme de Hille-Yosida [27], nous d�eduisons
que le probl�eme (5.2.1) admet une unique solutionU 2 C0(0; T; D (� )) \ C1(0; T; H ). Ceci
�equivaut �a :

{ u s 2 C1�
0; T ; [H 1(IR d)]d�

;
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{ w 2 C1�
0; T ; [L 2(IR d)]d�

;

{ ~u = @t u s 2 C1�
0; T ; [L 2(IR d)]d�

;

{ ~w = @t w 2 C1�
0; T ; [L 2(IR d)]d�

\ C0�
0; T ; H (div; IR d)

�
;

{ p 2 C1�
0; T ; L 2(IR d)

�
\ C0�

0; T ; H 1(IR d)
�
;

ce qui entrâ�ne :

(5.2.9)

8
>><

>>:

u s 2 C1
�
0; T ; [H 1(IR d)]d

�
\ C2

�
0; T ; [L 2(IR d)]d

�
;

w 2 C1
�
0; T ; H (div; IR d)

�
\ C2

�
0; T ; [L 2(IR d)]d

�
;

p 2 C0
�
0; T ; H 1(IR d)

�
\ C1

�
0; T ; L 2(IR d)

�
;

et ach�eve la d�emonstration. �

5.2.1.2 Dissipation de l'�energie

D�e�nition 5.2.1 Soit (u s; w ; p) la solution forte du probl�eme (5.1.1), La quantit�e d'�ene rgie
associ�ee �a cette solution est d�e�nie par :

(5.2.10)
Ed(t) =

1
2

Z

IR d

h
� j _u sj2 + C"(u s) : " (u s)

i
dx +

1
2

Z

IR d

h
� w j _w j2 +

1
m

jpj2
i

dx

+
Z

IR d
� f _u s � _w dx:

La quantit�e Ed d�e�nit bien une �energie positive grâce �a la remarque 5.2.1.

Remarque 5.2.2 On remarque que la quantit�e d'�energie Ed se d�ecompose en trois parties,

la premi�ere
1
2

Z

IR d

h
� j _u sj2 + C"(u s) : " (u s)

i
dx correspond �a l'�energie qu'on trouve dans le cas

�elastique, la deuxi�eme partie
1
2

Z

IR d

h
� w j _w j2 +

1
m

jpj2
i

dx est l'�energie dans le cas acoustique

et la derni�ere partie
Z

IR d
� f _u s � _w dx est dûe au couplage solide-
uide.

On a le r�esultat de la d�ecroissance d'�energie :

Th�eor�eme 5.2.2 L'�energie Ed(t) v�eri�e l'identit�e :

(5.2.11)
dEd

dt
= �

Z

IR d

1
K

j _w j2 dx +
Z

IR d
f u � _u s dx +

Z

IR d
f w � _w dx +

Z

IR d

_f p p dx:

et elle d�ecrô�t en l'absence des termes sources.

D�emonstration

� On applique le produit scalaire dans IRd �a (5.1.1a) par _u s et �a (5.1.1b) par _w , apr�es une
int�egration sur IR d, on obtient alors :

1
2

d
dt

Z

IR d
� j _u sj2 dx +

Z

IR d
� f •w � _u s dx �

Z

IR d
r � � � _u s dx =

Z

IR d
f u � _u s dx;(5.2.12a)

Z

IR d
� f •u s � _w dx +

1
2

d
dt

Z

IR d
� j _w j2 dx +

Z

IR d

1
K

j _w j2 dx +
Z

IR d
r p � _w dx =

Z

IR d
f w � _w dx

:(5.2.12b)
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Apr�es une int�egration par parties des derniers termes desdeux �equations (5.2.12a) et (5.2.12b),
on obtient :

1
2

d
dt

Z

IR d
� j _u sj2 dx +

Z

IR d
� f •w � _u s dx +

Z

IR d
� : " ( _u s) dx =

Z

IR d
f u � _u s dx;(5.2.13a)

Z

IR d
� f •u s � _w dx +

1
2

d
dt

Z

IR d
� j _w j2 dx +

Z

IR d

1
K

j _w j2 dx �
Z

IR d
pr � _w dx =

Z

IR d
f w � _w dx

:(5.2.13b)

En utilisant l'�equation (5.1.1c), on peut remplacer � dans (5.2.13a), ce qui nous donne :

(5.2.14)

1
2

d
dt

Z

IR d
� j _u sj2 dx +

Z

IR d
� f •w � _u s dx +

1
2

d
dt

Z

IR d
C "(u s) : " (u s) dx

�
Z

IR d
� p r � u s dx =

Z

IR d
f u � _u s dx:

En faisant une d�erivation par rapport au temps de l'�equati on (5.1.1d), ceci nous permet de
�ecrire r � _w sous la forme :

r � _w = _f p �
1
m

_p � � r � _u s;

En rempla�cant r � _w dans (5.2.13b), nous obtenons :

(5.2.15)

Z

IR d
� f •u s � _w dx +

1
2

d
dt

Z

IR d
� j _w j2 dx +

Z

IR d

1
K

j _w j2 dx +
1
2

d
dt

Z

IR d

1
m

jpj2 dx

+
Z

IR d
� p r � u s dx =

Z

IR d

_f p p dx:

En sommant les deux derni�eres �equations, nous aurons :

1
2

d
dt

Z

IR d

h
� j _u sj2 + C"(u s) : " (u s) +

1
m

jp2j + � w j _w j2 + 2 � f _u s � _w
i

dx =

�
Z

IR d

1
K

j _w j dx +
Z

IR d
f u � _u s dx +

Z

IR d
f w � _w dx +

Z

IR d

_f p p dx;

d'o�u l'identit�e (5.2.11).

� On en d�eduit la d�ecroissance de l'�energie pour f u = f w = 0 et f p = cte:�

5.2.2 Etudes des milieux homog�enes

5.2.2.1 Analyse par ondes planes

Dans ce paragraphe, en faisant une analyse par ondes planes,on rappelle les propri�et�es des
ondes poro�elastiques et l'in
uence de la porosit�e sur soncomportement. On se place dans le cas
homog�ene avec une source nulle. En rempla�cantw par sa valeur en fonction des d�eplacements
u s (dans le solide) et u f (dans le 
uide, w = � (u f � u s)) et en �eliminant le tenseur des
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contraintes � et la pressionp, le syst�eme (5.1.1) se r�e�ecrit alors en fonction de u s et u f sous
la forme �equivalente :

(5.2.16)

(
� 11 •u s + � 12 •u f + b( _u s � _u f ) = S r (r � u s) + R r (r � u f ) � � r � (r � u s);

� 12 •u s + � 22 •u f � b( _u s � _u f ) = R r (r � u s) + T r (r � u f ):

avec

(5.2.17)

8
>><

>>:

S = � + 2 �; � = � 0 + M (� � � )2; R = M� (� � � );

T = M� 2; � 11 = � + �� f (a � 2);

� 12 = �� f (1 � a); � 22 = a� � f ; b = � 2=K:

On s'int�eresse aux solutions particuli�eres du probl�eme (5.2.16), de type ondes planes :

(5.2.18)

8
<

:

u s(x; t ) = u0
s ei ( !t � k�x) d;

u f (x; t ) = u0
f ei ( !t � k�x) d:

avec
k = ( k1; � � � ; kd)t ; x = ( x1; � � � ; xd)t ; d = ( d1; � � � ; dd)t :

Cas sans att�enuation

Rempla�cons ces expressions dans le syst�eme (5.2.16) dansle cas sans dissipation (b = 0), nous
obtenons les relations de dispersion :

(5.2.19)

8
><

>:

h
S u0

s + R u0
f

i
(k � d)k + �

�
jkj2d � (k � d)k

�
u0

s =
h
! 2� 11 u0

s + ! 2� 12 u0
f

i
d;

h
R u0

s + T u0
f

i
(k � d)k =

h
! 2� 12 u0

s + ! 2� 22 u0
f

i
d:

Deux cas se pr�esentent :

1. Les ondes P (ondes de compression) : ondes irrotationnelles, pour lesquelles on a :
k ^ d = 0. On introduit la vitesse V = != jkj, en �eliminant u0

s et u0
f dans le syst�eme

(5.2.19), la relation de dispersion des ondes P s'�ecrit alors sous la forme :

(5.2.20) G � 1H � = V 2� ;

avec

(5.2.21) G =
�

� 11 � 12

� 12 � 22

�
; H =

�
S R
R T

�
et � = ( u0

s; u0
f )t :

Les deux matricesG et H sont sym�etriques d�e�nies positives, la matrice G � 1H admet
alors deux valeurs propres positives. Elles sont les solutions de l'�equation suivante :

(5.2.22) (� 11� 22 � � 2
12)V 2 � (T � 11 + S� 22 � 2R� 12)V + ST � R2 = 0 :

Ceci implique que �a l'habituelle onde P de vitesseVpf (fast wave) dans un solide se
rajoute une onde lente (slow wave ou onde de seconde esp�ece)de vitesseVps � Vpf .
Biot a montr�e dans [20] que ces ondes ont la propri�et�e : le d�eplacement d'ensemble et
du 
uide sont en phase pour l'onde de premi�ere esp�ece (de vitesseVpf ) et en opposition
de phase pour l'onde de seconde esp�ece.
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2. Les ondes S (ondes de cisaillement) : ondes isovolumiques, pour lesquelles on ak � d = 0,
ce qui nous donne la relation de dispersion des ondes S :

(5.2.23)

8
<

:

�
� 11 u0

s + � 12 u0
f

�
V 2 = � u 0

s;
�
� 12 u0

s + � 22 u0
f

�
V 2 = 0 :

En �eliminant u0
s et u0

f dans ce syst�eme, on trouve la vitesse des ondesS :

(5.2.24) Vs =
�

�� 22

� 11� 22 � � 2
12

� 1=2

:

Cas avec att�enuation

On introduit maintenant la dissipation ( b 6= 0). On suit les mêmes d�emarches que dans le cas
sans dissipation, on porte (5.2.18) dans (5.2.16) on obtient la relation de dispersion :

(5.2.25)

8
>>><

>>>:

h
S u0

s + R u0
f

i
(k � d)k + �

�
jkj2d � (k � d)k

�
u0

s =
h
! 2� 11 u0

s + ! 2� 12 u0
f

i
d

�
�
i !b (u0

s � u0
f )

�
d;

h
R u0

s + T u0
f

i
(k � d)k =

h
! 2� 12 u0

s + ! 2� 22 u0
f + i !b (u0

s � u0
f )

i
d:

On suit les mêmes d�emarches comme dans le cas sans dissipation et on montre la pr�esence de
deux types d'ondes :

1. Pour les ondesS, le syst�eme (5.2.25) se r�e�ecrit sous la forme :

(5.2.26)

8
><

>:

h
! 2� 11 u0

s + ! 2� 12 u0
f � i !b (u0

s � u0
f )

i
d = � jkj2 u0

s;

h
! 2� 12 u0

s + ! 2� 22 u0
f + i !b (u0

s � u0
f )

i
d = 0 :

En �eliminant u0
s et u0

f dans ce syst�eme, on obtient l'�equation de dispersion :

(5.2.27) ! 2 = � jkj2
�

� 22 ! � i b

 ! � i �� b

�
;

o�u 
 et �� sont deux coe�cients positifs, s �ecrivent en fonction de � 11; � 12 et � 22 :


 = � 11� 22 � � 2
12; �� = � 11 + 2 � 12 + � 22:

La relation (5.2.27) est dispersive car! 2 ne varie pas lin�eairement avecjkj2. Si on note
par V 0 la vitesse complexeV 0 = != jkj, la relation (5.2.27) se r�e�ecrit en fonction de la
fr�equence f = != 2� sous la forme :

V 02 = A r (f ) + i A i (f )

avec

A r (f ) = �
4� 2� 22
 f 2 + ��b 2

4� 2
 f 2 + �� 2 b2 ;

A i (f ) = �
� 22 ��b � 
b

4� 2
 f 2 + �� 2 b2 2� f:

On remarque que dans le cas sans dissipation (b = 0), on retrouve l'�equation (5.2.24) :
! 2 = � jkj2� 22=
 .
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2. Nous consid�erons le cas des ondesP, apr�es l'�elimination de u0
s et u0

f l'�equation de
dispersion (5.2.25) se r�e�ecrit sous la forme :

(5.2.28) (ST � R2)z2 � (T � 11 + S� 22 � 2R� 12)z + � 11� 22 � � 2
12 +

ib
��!

(z � 1) = 0

avecz = Vc=V0, V 2
c =

S + T + 2R
��

et �� = � 11 + � 22 +2 � 12. Dans le casb = 0 on retrouve

l'�equation (5.2.22) avec z = 1=V0. En consid�erant les solutions z1 = V � 1
pf et z2 = V � 1

ps
de cette �equation (5.2.22), l'�equation (5.2.28) se r�e�e crit sous la forme :

(5.2.29) (z � z1)(z � z2) + iA (z � 1) = 0

avec

A =
b

��! (ST � R2)
=

b
2�f (ST � R2)

:

Les solutionsz de l'�equation (5.2.29) sont donc fonction de de la fr�equence f = != (2� ),
de A et des solutionsz1 et z2 de l'�equation (5.2.22) qui correspond au cas sans dissipa-
tion.

Sur la �gure 5.2.1 nous avons trac�e les vitesse (< e(!= jkj)) de di��erentes type d'ondes
en fonction de la fr�equence pour des donn�ees physiques :

� = 1828kg=m3; � f = 500: kg=m3; � w = 7500kg=m3; � = 4 :516 109 Pa;

� 0 = 8 :29 108 Pa; � = 0 :84; m = 1 :92 109 Pa;
1
K

= 108: N s=m4;

On observe sur ces �gures que les vitesses sont croissantes en fonction de la fr�equence
et surtout pour l'onde lente qui est plus dispersive.
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V
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Fig. 5.2.1 { Dispersion des ondes
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 S�velocity

(c) Onde de cisaillement

Fig. 5.2.1 { Dispersion des ondes (suite)

5.2.2.2 Solution analytique dans un milieu homog�ene in�ni

L'objectif de ce paragraphe est de calculer la solution analytique du probl�eme mod�ele dans
un milieu in�ni en dimension 2. On se place dans le cas d'un milieu homog�ene sans dissi-
pation avec une sourcef p = � (x)� (y)� (t) ponctuelle en espace et en temps. Nous utilisons
la m�ethode de Cagniard-de Hoop [30, 46] pour d�eterminer lasolution exacte du probl�eme
mod�ele. Le principe de la m�ethode consiste �a appliquer aux inconnues la transformation de
Laplace en temps et celle de Fourier suivant l'une des variables d'espace (x ou y). Une fois
le probl�eme est r�esolu dans l'espace de Laplace-Fourier,nous revenons en espace physique
temps-espace en manipulant les contours complexe. Nous renvoyons le lecteur �a la th�ese de
J. Diaz [47] pour plus de d�etails sur la m�ethode et son application aux ondes acoustiques et
�elastiques.

Le syst�eme (5.1.1) se r�e�ecrit en fonction de u s, u f et p sous la forme :

(5.2.30)

8
>><

>>:

� 11•u s + � 12•u f � (� 0 + 2 � )r (r :u s) + � r � (r � u s) + ( � � � )r p = 0 ;

� 12•u s + � 22•u f + � r p = 0 ;

p + M (� � � ) r :u s + M� r :u f = M� (x)� (y)� (t):

o�u les coe�cients � 11, � 12 et � 22 sont d�e�nis par (5.2.17).

Nous simpli�ons le syst�eme (5.2.30), en d�ecomposant les champs de d�eplacementu s et u f en
champs irrotationnels et isovolumiques (ondes P et S). On pose :

(5.2.31)
u s = r � s + r � 	 s;

u f = r � f + r � 	 f :
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Le syst�eme (5.2.30) devient alors :

A •� � B �� = F;(5.2.32a)

1
V 2

s

•	 s � �	 s = 0 :(5.2.32b)

o�u � et F sont deux vecteurs :

� =
�

� s

� f

�
; F =

�
� � �
� �

�
M � (x)� (y)� (t)

A et B sont deux matrices sym�etriques d�e�nies positives, d�e�n ies par :

A =
�

� 11 � 12

� 12 � 22

�
; B =

�
S R
R T

�

avec
S = � + 2 �; � = � 0 + M (� � � )2; R = M� (� � � ); T = M� 2

Vs =
� �� 22

� 11� 22 � � 2
12

� 1=2 est la vitesse des ondes S.

La matrice B est inversible, nous multiplions l'�equation (5.2.32a) par B � 1, le syst�eme (5.2.32)
se r�e�ecrit alors sous la forme :

B � 1A •� � �� = B � 1F;(5.2.33a)

1
V 2

s

•	 s � �	 s = 0 :(5.2.33b)

La matrice B � 1A est diagonalisableB � 1A = P D P � 1, o�u P est la matrice de passage,D =
diag(V � 2

pf ; V � 2
ps ) est la matrice diagonale semblable �aB � 1A et Vpf et Vps sont respectivement

la vitesses de l'onde rapide et de l'onde lente associ�ees aux ondes P. En faisant le changement
des variables � � = P � 1� et F � = ( B P) � 1F = ( f �

1 ; f �
2 )t , le syst�eme devient :

(5.2.34)

8
><

>:

D •� � � �� � = F �

1
V 2

s

•	 s � �	 s = 0 :

Si on d�ecompose les op�erateurs di��erentiels en espace, le syst�eme (5.2.32) se r�e�ecrit alors sous
la forme �equivalente :

(5.2.35)

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

1
V 2

pf

•� �
p1 � (@2

xx � �
p1 + @2

yy � �
p1) = f �

1 � (x)� (y)� (t);

1
V 2

ps

•� �
p2 � (@2

xx � �
p2 + @2

yy � �
p2) = f �

2 � (x)� (y)� (t);

1
V 2

s

•	 s � (@2
xx 	 s + @2

yy 	 s) = 0 ;

	 f = �
� 12

� 22
	 s;

(� s; � f )t = P � � ;

u s = r � s + r � 	 s;

u f = r � f + r � 	 f :
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Appliquons la transform�ee de Laplace en temps et la transform�ee de Fourier suivant x �a ce
syst�eme, nous obtenons :

(5.2.36)

8
>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

(
s2

V 2
pf

+ k2)�̂ �
p1 � @2

yy �̂ �
p1 = f �

1 � (y);

(
s2

V 2
ps

+ k2)�̂ �
p2 � @2

yy �̂ �
p2 = f �

2 � (y);

(
s2

V 2
s

+ k2)	̂ s � @2
yy 	̂ s = 0 ;

	̂ f = �
� 12

� 22
	̂ s;

(�̂ s; �̂ f )t = P �̂ � ;

û x
s = ik �̂ s + @y 	̂ s; û y

s = @y �̂ s � ik 	̂ s;

û x
f = ik �̂ f + @y 	̂ f ; û y

f = @y �̂ f � ik 	̂ f :

Dans le cas d'une condition initiale nulle, la solution de cesyst�eme dans un milieu in�ni est
donn�ee par :

(5.2.37)

8
>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>:

�̂ �
p1(k; y; s) =

f �
1

2zp1

e�j yjzp1

�̂ �
p2(k; y; s) =

f �
1

2zp2

e�j yjzp2

	̂ s = 0 ; 	̂ f = 0 ;

(�̂ s; �̂ f )t = P �̂ � ;

û x
s = ik �̂ s + @y 	̂ s; û y

s = @y �̂ s � ik 	̂ s;

û x
f = ik �̂ f + @y 	̂ f ; û y

f = @y �̂ f � ik 	̂ f :

avec z2
p1 = k2 +

s2

V 2
pf

, z2
p2 = k2 +

s2

V 2
ps

, u s = ( u x
s ; u y

s)t et u f = ( u x
f ; u y

f )t .

A partir du dernier syst�eme (5.2.37), on d�eduit la forme de s solutions :

(5.2.38)

8
>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>:

û x
s = ik

�
P11f �

1

2zp1
e�j yjzp1 +

P12f �
2

2zp2
e�j yjzp2

�
;

û y
s = �

sign(y)
2

h
P11f �

1 e�j yjzp1 + P12f �
2 e�j yjzp2

i
;

û x
f = ik

�
P21f �

1

2zp1
e�j yjzp1 +

P22f �
2

2zp2
e�j yjzp2

�
;

û y
f = �

sign(y)
2

h
P21f �

1 e�j yjzp1 + P22f �
2 e�j yjzp2

i
:
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avec sign(x) = x=jxj.

Pour calculer les solutionsu s et u f , il su�t de d�eterminer la transform�ee inverse de La-
place ens et la transform�ee inverse de Fourier enk. On pose alors

û(k; y; s) =
ik
2z

e�j yjz; v̂(k; y; s) =
sign(y)

2
e�j yjz

avec z = ( k2 + s2=c2)1=2 et c une constante positive.

En appliquant la transform�ee de Fourier inverse enk �a û, on obtient :

û(x; y; s) =
1

4�

Z + 1

�1

ik
z

e� (jyjz+ ikx ) dk:

En faisant le changement de variablek =
ps
c

, on aura :

û(x; y; s) =
1

4c�

Z + 1

�1

ips

(1 + p2)
1
2

e� s
c

�
jyj(1+ p2 )

1
2 + ipx

�
dp;

=
Z + 1

�1
f (x; y; p; s) dp:

Pour retourner au domaine temporel, on cherche un chemin � dans le plan complexe, v�eri�e
jyj(1 + p2)

1
2 + ipx = ct 8 p 2 � avec t 2 IR+ et

Z + 1

�1
f (x; y; p; s) dp =

Z

�
f (x; y; p; s) dp:

Ceci nous permet par unicit�e de la transform�e de Laplace et en utilisant le changement de
variable p = 
 (t) de calculer u(x; y; t ) = h(x; y; t ) :

û(x; y; s) =
Z + 1

0
h(x; y; t ) e� st dt:

On pose

(5.2.39)

8
<

:

jyj(1 + p2)
1
2 + ipx = ct;

� = f p 2 C =jyj(1 + p2)
1
2 + ipx 2 IR+ g:

En posant x = r cos� et y = r sin � , on trouve � = � + [ � � [ 
 + [ 
 � , avec

(5.2.40)
� � = f� i

ct
r

cos� � j sin � j(
c2t2

r 2 � 1)
1
2 ;

r
c

� tg;


 � = f� i
� ct

r
cos� � j sin � j(1 �

c2t2

r 2 1)
1
2
�
; 0 � t �

r
c

g:

Remarque 5.2.3 Puisque, on s'int�eresse �a la propagation d'ondes dans un milieu in�ni,
nous n'utilisons pas les contours
 .
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En utilisant cette m�ethode, on calcule :

û(x; y; s) =
1

4c�

Z + 1

�1

ips

(1 + p2)
1
2

e� s
c

�
jyj(1+ p2)

1
2 + ipx

�
dp;

= �
1

4c�

" Z

� +

ips

(1 + p2)
1
2

e� s
c

�
jyj(1+ p2 )

1
2 + ipx

�
dp+

Z

� �

ips

(1 + p2)
1
2

e� s
c

�
jyj(1+ p2)

1
2 + ipx

�
dp

#

;

=
cos�
2�r

Z + 1

r
c

t
q

t2 � r 2

c2

se� st dt =
Z + 1

r
c

hc(x; y; t )se� st dt;

=
Z + 1

r
c

@t hc(x; y; t )e� st dt:

En utilisant l'unicit�e de la transform�ee de Laplace, on d�eduit :

(5.2.41) u(x; y; t ) = H (t �
r
c

) @t hc(x; y; t );

o�u H est la fonction de Heavside ethc(x; y; t ) =
xt

2�r 2
q

t2 � r 2

c2

.

On utilise les mêmes d�emarches pour ^v(k; y; s) =
sign(y)

2
e�j yjz, on obtient :

v̂(x; y; s) =
sign(y)

4�

Z + 1

�1
e� (jyjz+ ikx ) dk;

=
sign(y)

4c�

Z + 1

�1
se� st dp;

= �
sign(y)

4c�

� Z

� +
se� st dp+

Z

� �
se� st dp

�
;

=
sign(y)j sin � j

2�r

Z + 1

r
c

t
q

t2 � r 2

c2

se� st dt =
Z + 1

r
c

gc(x; y; t )se� st dt;

=
Z + 1

r
c

@t gc(x; y; t )e� st dt;

On d�eduit alors :
v(x; y; t ) = H (t �

r
c

) @t gc(x; y; t );

avec gc(x; y; t ) =
yt

2�r 2
q

t2 � r 2

c2

.

Finalement, nous obtenons :

(5.2.42)

u x
s (x; y; t ) = P �

11 @t hc1 (x; y; t ) + P �
12 @t hc2 (x; y; t );

u y
s(x; y; t ) = P �

11 @t gc1 (x; y; t ) + P �
12 @t gc2 (x; y; t );

u x
f (x; y; t ) = P �

21 @t hc1 (x; y; t ) + P �
22 @t hc2 (x; y; t );

u y
f (x; y; t ) = P �

21 @t gc1 (x; y; t ) + P �
22 @t gc2 (x; y; t );
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Probl�eme mod�ele et analyse math�ematique

avec c1 = Vpf , c2 = Vps et P �
ij = Pij f �

j 8 i; j = 1 ; 2:

Dans le cas d'une source quelconque en temps et ponctuelle enespace� (x)� (y)f (t), la so-
lution de ce probl�eme est obtenue �a l'aide de la convolution de la fonction source avec les
fonction de Green :

(5.2.43)
u s(x; y; t ) =

Z t

0
u �

s(x; y; � )f (t � � ) d�;

w (x; y; t ) =
Z t

0
w � (x; y; � )f (t � � ) d�;

o�u ( u �
s,w � ) est la solution associ�ee �a une source ponctuelle en temps.

Pour ne pas alourdir et simpli�er cette �etude, on a trait�e q ue le cas d'une source de pression
pression. On peut g�en�eraliser cette d�emarche �a tout typ e de source (voir les exemples qui vont
suivre).

On termine ce chapitre par des exemples de propagation avec des di��erents type de source.
On se place dans un milieu in�ni occup�e par un mat�eriau poro�elastique homog�ene, isotrope,
non dissipatif (K = + 1 ) et caract�eris�e par les donn�ees physiques :

(5.2.44)
� = 1 :8kg=m3; � f = 1 : kg=m3; � w = 7 :5kg=m3;

� = 4 Pa; � 0 = 5 :93Pa; m = 10 Pa; � = 0 :295;

ce qui correspond aux vitesses

Vpf = 2 :93m=s; Vps = 1 :19m=s; Vs = 1 :95m=s:

Dans un premier temps, on consid�ere une source de pressionf p(x; y; t ) = � (x)� (y)h(t) ponc-
tuelle en espace, localis�e au point (0; 0), le signal temporel est une gaussienne en temps :

h(t) = exp( � � 2f 2
0 (t � t0)2); t0 = 1=f 0;

et de fr�equence f 0 = 5 :95 Hz.

La solution analytique est calcul�ee �a l'aide d'un code MAT LAB en utilisant la convolution en
temps de la source et la fonction de Green �a l'aide de l'�equation (5.2.43). Nous pr�esentons sur
la �gure 5.2.2 la restriction de la premi�ere composante de la vitesse du solide dans le milieu
[� 3; 3] � [� 3; 3] dans des di��erents instants, t = 0 :6s, 0:8s, 1s et 1:2s. Nous observons bien
que la source de pression a g�en�er�e deux types d'ondesP : une onde lente de vitesseVps et
une onde rapide de vitesseVpf .

Dans un deuxi�eme temps, nous consid�erons le cas d'une source de cisaillement

f u(x; y; t ) = f (t) r � (� (x)� (y)) ;

nous suivons les mêmes d�emarches que dans le cas d'une source de pression et on montre que
la solution est une onde de cisaillement de vitesseVs, voir la �gure 5.2.3.
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5.2 Analyse math�ematique

En�n, dans le dernier test, nous consid�erons une source de compression

f u(x; y; t ) = f (t) r (� (x)� (y)) ;

nous pr�esentons sur la �gure 5.2.4 les instantan�e de la norme de la vitesse dans le solide et
sur la �gure 5.2.5 la coupe de la norme de la vitesse sur la ligne y=0.

Fig. 5.2.2 { Instantan�es de la premi�ere composante de la vitesse (source de pression)

Fig. 5.2.3 { Instantan�es de la premi�ere composante de la vitesse (source de cisaillement)
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Fig. 5.2.4 { Instantan�es de la norme de la vitesse (source de compression)
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Fig. 5.2.5 { Coupe de la norme d ela vitesse sur la ligney = 0

A partir de ces tests , nous remarquons que chaque type de source, de pression ou de ci-
saillement, ne g�en�ere que des ondes de même type, nous en d�eduisons alors que les ondes de
compression et de cisaillement dans les milieux poro�elastiques homog�enes sont d�ecoupl�ees.
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Chapitre 6

Choix d'une formulation
variationnelle optimale

Ce chapitre a pour objectif d'�etudier les formulations var iationnelles mixtes possibles
associ�ees au probl�eme mod�ele ainsi que le coût de stockage et la mise en oeuvre de
chacune de ces formulations.
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6.1 Probl�eme avec quatre inconnues

Introduction

Pour utiliser une m�ethode num�erique d'�el�ements �nis, l e choix de la formulation variationnelle
est un outil pr�eliminaire a�n d'�etudier l'e�cacit�e de ce tte m�ethode. Le probl�eme mod�ele
comporte 4 �equations et 4 inconnues et pour l'approcher, plusieurs formulations variationnelles
sont possibles. C'est pour cette raison que nous avons consacr�e un chapitre pour l'�etude des
formulations variationnelles mixtes associ�ees au probl�eme mod�ele. Pour comparer les diverses
formulations, on consid�ere le probl�eme dans un ouvert 
 � IR 2 et un maillage r�egulier de
(N � 1)2 carr�es. Nous calculons le coût de stockage des inconnues et nous �etudions la mise
en oeuvre de chacune des 7 formulations propos�ees, en utilisant les m�ethodes des �el�ements
�nis mixtes compatibles avec la condensation de masse [16, 52, 81, 83] d�evelopp�ees au sein
du projet Ondes.

N�1

N�1

Fig. 6.0.1 { Maillage uniforme de (N � 1)2 �el�ements

6.1 Probl�eme avec quatre inconnues

Pour r�eduire le coût de stockage des inconnues, on d�eriveles deux �equations (5.1.1c)-(5.1.1d)
par rapport au temps, et on note repectivement par us et w les d�eriv�ees de u s et w par
rapport au temps (us = _u s, w = _w) le probl�eme (5.1.1) se r�e�ecrit sous la forme d'un syst�eme
d'�evolution du premier ordre :

� @t us + � f @t w � r � � = f u dans 
 � ]0; T];(6.1.1a)

� f @t us + � w @t w +
1
K

w + r p = f w dans 
 � ]0; T];(6.1.1b)

A @t � = "(us) � � A I @t p dans 
 � ]0; T];(6.1.1c)

1
m

@t p + � r � us + r � w = f p dans 
 � ]0; T];(6.1.1d)

us(x; 0) = u0(x); w(x; 0) = w0(x) dans 
 ;(6.1.1e)

�:n = 0 ; p = 0 sur � � [0; T];(6.1.1f)

o�u A est le tenseur inverse deC : A = C � 1 et f p est la d�eriv�ee de Fp : f p = _Fp.
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Choix d'une formulation variationnelle optimale

6.1.1 Formulation 1

On consid�ere les espaces fonctionnels :

(6.1.2)

(
Hu = [ H 1(
)] d; Hw = [ L 2(
)] d;

H � = L 2(
 ; L sym (IR d)) ; Hp = H 1(
) ;

On multiple l'�equation (6.1.1a) par ~u 2 H u , (6.1.1b) par ~w 2 H w , (6.1.1c) par ~� 2 H � et
(6.1.1d) par ~p 2 H p. En int�egrant sur 
, on obtient :

(6.1.3)

8
>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>:

d
dt

Z



� u s � ~u dx +

d
dt

Z



� f w � ~u dx �

Z



r � � ~u dx =

Z



f u � ~u dx; 8 ~u 2 H u ;

d
dt

Z



� f us � ~w dx +

d
dt

Z



� w w � ~w dx +

Z




1
K

w � ~w dx

+
Z



r p � ~w dx =

Z



f w � ~w dx;

8 ~w 2 Hw ;

d
dt

Z



A � : ~� dx �

Z



" (us) : ~� dx �

Z



� p A I : ~� dx = 0 ; 8 ~� 2 H � ;

d
dt

Z




1
m

p~p +
Z



� r � us ~p dx +

Z



r � w ~p dx =

Z



f p ~p dx; 8 ~p 2 H p:

Apr�es une int�egration par parties de
Z



r � � ~u dx = �

Z



� : " (u) dx et de

Z



r � w ~p =

Z



w � r ~p dx;

on aura la formulation variationnelle suivante :

(6.1.4)

8
>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>:

Trouver ( us(t); w(t); � (t); p(t)) 2 H u � Hw � H � � Hp :

d
dt

� (us; ~u) +
d
dt

� f (w; ~u) + b(�; ~u) = ( f u ; ~u) 8 ~u 2 H u;

d
dt

� f (us; ~w) +
d
dt

� w (w; ~w) + k(w; ~w) + d(p; ~w) = ( f w ; ~w) 8 ~w 2 H w ;

d
dt

a(�; ~� ) � b(~�; u s) �
d
dt

c(p; ~� ) = 0 8 ~� 2 H � ;

d
dt

m (p; ~p) + � (us; ~p) � d(~p; w) = ( f p; ~p) 8 ~p 2 H p:

avec les formes bilin�eaires :

(6.1.5)

8
>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>:

� (us; ~u) =
Z



� u s � ~u dx; � f (w; ~u) =

Z



� f w � ~u dx; � w (w; ~w) =

Z



� w w � ~w dx

k(w; ~w) =
Z




1
K

w ~w dx; a(�; ~� ) =
Z



A� : ~� dx; m (p; ~p) =

Z




1
m

p~p dx

b(�; u s) =
Z



� : " (us) dx; d(p; w) =

Z



r p � w dx;

c(p; � ) =
Z



�p A I : � dx = 0 ; � (us; p) =

Z



� r � us p dx:
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6.1 Probl�eme avec quatre inconnues

En utilisant les �el�ements �nis de plus bas degr�e, l'appro ximation en espace de la formulation
variationnelle, n�ecessite 2 degr�es de libert�e par noeudpour us, 2 degr�es de libert�e par �el�ement
pour w, 3 degr�es de libert�e par �el�ement pour � (sym�etrique) et 1 degr�e de libert�e par noeud
pour p (voir la �gure ci-dessous).

(a) us (b) w (c) � (d) p

Fig. 6.1.1 { Les degr�es de libert�e associ�ees �a la formulation 1

Pour le coût de stockage associ�e au maillage uniforme pr�esent�e sur la �gure 6.0.1, nous avons
le tableau suivant :

inconnue degr�e de libert�e (noeud/�el�ement) degr�e de li bert�e (domaine)

us 2 par noeud 2N 2

w 2 par �el�ement 2( N � 1)2

� 3 par �el�ement 3( N � 1)2

p 1 par noeud N 2

total � 8N 2

Tab. 6.1.1 { Coût de stockage pour la formulation 1

6.1.2 Formulation 2

Si on exige la r�egularit�e sur w au lieu de p, en faisant l'int�egration par partie :
Z



r p w dx = �

Z



pr � w dx

On obtient donc une deuxi�eme formulation (6.1.4) avec les quatre inconnues, en exprimant

dans (6.1.5) :d(p; w) par �
Z



pr� w dx et dans (6.1.2) :H w par [H (div; 
)] d et Hp par L 2(
).

Le coût de stockage et le nombre de degr�es de libert�e associ�es �a cette formulation sont donn�es
sur la �gure 6.1.2 et le tableau 6.1.2.

6.1.3 Formulations 3 et 4

On peut exiger la r�egularit�e sur � au lieu de us en faisant l'int�egration par partie :

(6.1.6)
Z



� : " (us) dx = �

Z



u � (r � � ) dx;
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Choix d'une formulation variationnelle optimale

inconnue degr�e de libert�e (noeud/�el�ement) degr�e de li bert�e (domaine)

us 2 par noeud 2N 2

w 4 par noeud 4N 2

� 3 par �el�ement 3( N � 1)2

p 1 par �el�ement ( N � 1)2

total � 10N 2

Tab. 6.1.2 { Coût de stockage pour la formulation 2

(a) us

(b) w
(c) � (d) p

Fig. 6.1.2 { Les degr�es de libert�e associ�es �a la formulation 2

ce qui nous donne deux formulations possibles :

1. La formulation 3 consiste �a remplacer dans (6.1.2) les espacesH u et H � par

Hu = [ H (div; 
)] d; H � = H (div; 
 ; L sym (IR d))

et dans (6.1.5) la forme bilin�eaire b par

(6.1.7) b(�; u ) = �
Z



(r � � ) � u dx:

(a) us (b) w (c) � (d) p

Fig. 6.1.3 { Les degr�es de libert�e associ�es �a la formulation 3
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6.1 Probl�eme avec quatre inconnues

inconnue degr�e de libert�e (noeud/�el�ement) degr�e de li bert�e (domaine)

us 4 par noeud 4N 2

w 2 par �el�ement 2( N � 1)2

� 5 par noeud 5N 2

p 1 par noeud N 2

total � 12N 2

Tab. 6.1.3 { Coût de stockage pour la formulation 3

2. La formulation 4 consiste �a prendre les espaces :
(

Hu = [ H (div; 
)] d; Hw = [ H (div; 
)] d;

H � = H (div; 
 ; L sym (IR d)) ; Hp = L 2(
) ;

et les deux formes bilin�eaires :
8
>>><

>>>:

b(�; u ) = �
Z



(r � � ) � u dx;

d(p; w) = �
Z



pr � w dx:

(a) us (b) w (c) � (d) p

Fig. 6.1.4 { Les degr�es de libert�e associ�es �a la formulation 4

Remarque 6.1.1 Les deux derni�eres formulations ne sont pas classiques et ne pr�esentent pas
un grand int�erêt par rapport aux deux formulations pr�ec�edentes ; on a augment�e la r�egularit�e
pour le tenseur des contraintes� , par contre on n'a pas gagn�e beaucoup sur la r�egularit�e du
d�eplacement u 2 H (div; 
) au lieu de u 2 H 1(
) .
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inconnue degr�e de libert�e (noeud/�el�ement) degr�e de li bert�e (domaine)

us 2 4 par noeud 4N 2

w 2 4 par noeud 4N 2

� 3 par noeud 5N 2

p 1 par �el�ement ( N � 1)2

total � 14N 2

Tab. 6.1.4 { Coût de stockage pour la formulation 4

6.2 Probl�eme avec trois inconnues

6.2.1 Formulations 5 et 6

En �eliminant la pression p du syst�eme (6.1.1), on obtient un syst�eme avec trois inconnues :

(6.2.1)

8
>>><

>>>:

� •u s + � f •w � r � � = f u ;

� f •w + � w •w +
1
K

_w � r (M� r � u s) � r (mr � w ) = f w + r (m Fp);

A � = "(u s) + m� 2 r � u s AI + m� r � w AI :

Pour ce syst�eme, on a deux formulations variationnelles possibles :

1. La formulation 5 est donn�ee par :

(6.2.2)

8
>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>:

Trouver ( u s(t); w (t); � (t)) 2 H u � Hw � H � :

d2

dt2 � (u s; ~u) +
d2

dt2 � f (w ; ~u) + b(�; ~u) = ( f u ; ~u) 8 ~u 2 H u ;

d2

dt2 � f (u s; ~w) +
d2

dt2 � w (w ; ~w) +
d
dt

k(w ; ~w) + d1(u s; ~w)

+ d2(w ; ~w) = ( f w ; ~w) � (m Fp; r � ~w)
8 ~w 2 Hw ;

a(�; ~� ) � b(~�; u s) � c1(us; ~� ) � c2(w; ~� ) = 0 8 ~� 2 H � :

o�u les espaces fonctionnelsH u, Hw et H � sont d�e�nis par :

(6.2.3)

(
Hu = [ H 1(
)] d; Hw = [ H (div; 
)] d;

H � = L 2(
 ; L sym (IR d)) ;

et les formes bilin�eaires sont donn�ees par :

(6.2.4)

8
>>>>>><

>>>>>>:

d1(u s; w ) =
Z



m� r � u s r � w dx; d2(w ; ~w) =

Z



mr � w r � ~w dx

c1(u s; � ) =
Z



� 2m r � u s AI : � dx; c2(w ; � ) =

Z



�m r � w AI : � dx;

� ; � f ; � w ; k ; a et b sont d'�nies par (6.1.5) :
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6.2 Probl�eme avec trois inconnues

Pour cette formulation variationnelle, le nombre de degr�es de libert�e associ�es aux incon-
nuesu s, w est le même que celui de la formulation 2 et comme le syst�emeest du second
ordre en temps, on aura besoin de 15N 2 place m�emoire pour le stockage des inconnues
u s, w et � .

2. La formulation 6 consiste �a d�e�nir la forme bilin�eaire b par (6.1.7) et prendre les espaces
Hu = [ H (div; 
)] d et H � = H (div; 
 ; L sym (IR d)).

Remarque 6.2.1 Comme dans la derni�ere remarque, cette formulation ne pr�esente pas
un grand int�erêt pratique.

6.2.2 Formulations 7 et 8

En �eliminant le tenseur des contraintes � du syst�eme (5.1.1), on obtient un syst�eme avec les
trois inconnuesu s, w et p :

(6.2.5)

8
>>>>>><

>>>>>>:

� •u s + � f •w �
X

k;l

@
@xk

(Ckl @u s

@xl
) � r (� p ) = f u ;

� f •u s + � w •w +
1
K

_w + r p = f w ;

1
m

p + � r � u s + r � w = Fp:

Avec Ckl 2 L (IR d; IRd) :
Ckl

ij = Ciklj = Cikjl :

La formulation 7 associ�ee au probl�eme (6.2.5), est donn�ee par :

(6.2.6)

8
>>>>>>>><

>>>>>>>>:

Trouver ( us(t); w(t); p(t)) 2 H u � Hw � Hp :

d2

dt2 � (u s; ~u) +
d2

dt2 � f (w ; ~u) + �a(u s; ~u) + � (~u; p) = ( f u ; ~u) 8 ~u 2 H u;

d2

dt2 � f (u s; ~w) +
d2

dt2 � w (w ; ~w) +
d
dt

k(w ; ~w) + d(p; ~w) = ( f w ; ~w) 8 ~w 2 H w ;

m (p; ~p) + � (u s; ~p) � d(w ; ~p) = ( Fp; ~p) 8 ~p 2 H p:

avec

(6.2.7)

(
Hu = [ H 1(
)] d; Hw = [ L 2(
)] d;

Hp = H 1(
) ;

et

(6.2.8)

8
><

>:

�a(u s; ~u) =
X

k;l

Z



Ckl @u s

@xl

@~u
@xk

dx;

� ; � f ; � w ; k ; et d sont donn�ees par (6.1.5):

On a les même espaces fonctionnels que dans la premi�ere formulation, par contre le syst�eme
est du second ordre en temps, il exige alors le double d'espace m�emoire pour les inconnuesu s

et w , ce qui nous donne au total 9N 2.
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La formulation 8 consiste �a prendre comme espaces fonctionnels :

(6.2.9)

(
Hu = [ H 1(
))] d; Hw = H (div; 
) ;

Hp = L 2(
) ;

et �a faire une int�egration par parties des termes
Z



r p�w dx = �

Z



pr� w dx, ce qui �equivaut

�a remplacer b dans (6.1.5) par :

(6.2.10) b(p; w) = �
Z



pr � w dx:

Pour cette formulation, on a 13N 2 place m�emoire pour les inconnues.

6.3 Probl�eme avec deux inconnues-Formulation 9

En �eliminant la pression p et le tenseur des contraintes� du syst�eme (5.1.1), on obtient un
syst�eme avec deux inconnues :

(6.3.1)

8
>>>>><

>>>>>:

� •u s + � f •w �
X

k;l

@
@xk

(Ckl @u s

@xl
) � r (m� 2r � u s)

�r (m� r � w ) = f u � r (m� F p);

� f •u s + � w •w +
1
K

_w � r (m� r � u s) � r (M r � w ) = f w � r (m Fp):

La formulation variationnelle associ�ee a ce probl�eme estdonn�ee par :

(6.3.2)

8
>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>:

Trouver ( u s(t); w (t)) 2 H u � Hw :

d2

dt2 � (u s; ~u) +
d2

dt2 � f (w ; ~u) + � 2(u s; ~u) + � 1(w ; ~u) =

(f u; ~u) + ( m� F p; r � ~u)

8 ~u 2 Hu ;

d2

dt2 � f (u s; ~w) +
d2

dt2 � w (w ; ~w) +
d
dt

k (w ; ~w) + � 1(u s; ~w)

+ � 0(w ; ~w) = ( f w ; ~w) + ( m Fu ; r � ~w)

8 ~w 2 Hw :

o�u les espaces fonctionnelsH u et Hw sont donn�es par :

(6.3.3)

8
<

:

Hu = [ H 1(
)] d;

Hw = H (div; 
) ;

et les formes bilin�eaires � i i = 0 ; 1; 2 sont di�nies par :

(6.3.4)

8
><

>:

� i (~u; ~v) =
Z



M� i r � ~u r � ~v dx;

8 (~u; ~v) 2 H (div; 
) � H (div; 
) et i = 0 ; 1; 2:

Avec ce choix, nous aurons un coût de stockage de 12N 2.

170



6.3 Probl�eme avec deux inconnues-Formulation 9

6.3.1 R�ecapitulation

En r�ecapitulant, nous aurons le tableau suivant :

Formulation Espaces fonctionnels Stockage Maillage

1 u 2 H 1; w 2 L 2; � 2 L 2; p 2 H 1 8N 2 irr�egulier

2 u 2 H 1; w 2 H (div); � 2 L 2; p 2 L 2 10N 2 r�egulier

5 u 2 H 1; w 2 H (div); � 2 L 2 15N 2 r�egulier

7 u 2 H 1; w 2 L 2; p 2 H 1 9N 2 irr�egulier

8 u 2 H 1; w 2 H (div); p 2 L 2 13N 2 r�egulier

9 u 2 H 1; w 2 H (div) 12N 2 r�egulier

Tab. 6.3.1 { Coût de stockage pour les di��erentes formulations

Dans cette �etude nous n'avons pas pr�esent�e les formulations d'ordre 1 en temps associ�ees aux
formulations 5-9, elles n�ecessitent l'introduction des inconnues suppl�ementaires et n'am�eliore
pas le coût de stockage des inconnues par rapport �a celles d'ordre 2.

Pour la suite nous retenons la formulation la plus robuste, nous faisons le choix de la for-
mulation 1, c'est la moins coûteuse pour le stockage des inconnues, elle est compatible avec
l'utilisation des maillages irr�eguliers. Nous notons quecette formulation est adaptive au code
�el�ements �nis mixtes [52] que on en dispose (voir le chapitre suivant).
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Choix d'une formulation variationnelle optimale
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Chapitre 7

Approximation et analyse
num�erique

Dans ce chapitre nous consid�erons une formulation mixte dupremier ordre en temps pour
le probl�eme de la propagation d'ondes dans les milieux poro�elastiques, nous pr�esentons
une m�ethode num�erique bas�ee sur l'utilisation des �el�e ments �nis mixtes d'ordre �elev�e
avec condensation de masse ; nous proposons un sch�emas aux di��erences �nies en temps
pour lequel nous d�emontrons une condition su�sante de stabilit�e, et pour mod�eliser les
milieux non born�es, nous adaptons la technique de couches absorbantes parfaitement
adapt�ees (PML).
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Approximation et analyse num�erique
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Approximation et analyse num�erique

Introduction

Nous nous int�eressons �a l'adaptation de la m�ethode des �el�ements �nis mixtes spectraux
d�evelopp�es par S. Fauqueux [52] pour les probl�emes de la propagation d'ondes en milieu
acoustique et �elastique au probl�eme de la propagation d'ondes dans les milieux poro�elastique
h�et�erog�enes. Le choix de cette m�ethode est motiv�e par l es raisons suivantes :

{ Compatible avec la formulation variationnelle 1 retenue dans le chapitre pr�ec�edent.

{ Un stockage moins coûteux (inconnues et matrice de rigidit�e).

{ Compatible avec la technique de condensation de masse.

{ Utilisation d'un maillage hexa�edrique pour les milieux h �et�erog�enes.

{ M�ethode d'ordre �elev�e (int�eressante pour le probl�em e de la dispersion num�erique et la
mod�elisation des interfaces courbes).

La plupart des m�ethodes num�eriques d�evelopp�ees pour la propagation d'ondes dans les milieux
poro�elastiques qu'on trouve dans la litt�erature g�eophy sique sont dans le domaine fr�equentiel
ou bas�ees sur des sch�emas d'approximation aux di��erences �nies. Dans ce cadre nous citons
en particulier les travaux de Atalla et al. [2, 72] et de Gauzellino et al. [54] pour les m�ethodes
dans le domaine fr�equentiel et les travaux de Zeng et al. [84, 85] et celui de Dai et al. [44] pour
les sch�emas aux di��erences �nies. Cependant, une mani�ere robuste pour traiter les milieux
h�et�erog�enes et �a g�eom�etries complexes est d'utilise r la m�ethode des �el�ements �nis. Dans ce
cadre, S. Fauqueux [52] a d�evelopp�e pour son travail de th�ese une m�ethode d'�el�ements �nis
mixtes pour les ondes en acoustique et en �elastique. Notre but est essentiellement d'�etendre
cette m�ethode aux milieux poro�elastiques et d'en analyser les principales propri�et�es th�eoriques
et pratiques. Cette m�ethode est particuli�erement con�cu e pour les maillages quadrangles ou
hexa�edriques pour traiter les milieux h�et�erog�enes et p r�esente l'int�erêt d'̂etre compatible avec
la condensation de masse (sch�emas explicites en temps).

Ce chapitre est consacr�e �a l'approximation et l'analyse num�erique du probl�eme de la poro�elasticit�e.
Dans un premier temps, nous rappelons le principe de la m�ethode dans le cadre de la propa-
gation d'ondes en milieu acoustique. Dans un second temps, nous d�ecrivons la m�ethode dans
un cadre assez g�en�eral (dimensiond = 2 ; 3), nous consid�erons une formulation varitionnelle
mixte en premier ordre en temps qui fait intervenir la vitesse dans le solide, la vitesse de
�ltration et la pression. Nous pr�esentons une m�ethode d'approximation num�erique bas�ee sur
l'utilisation des �el�ements �nis mixtes pour la semi-disc r�etisation en espace et un sch�ema aux
di��erences �nies d'ordre 2. En section 7.4 nous d�emontrons la stabilit�e de notre sch�ema dans
les milieux h�et�erog�ene �a l'aide d'une technique d'�ene rgie discr�ete. Finalement dans un dernier
temps, nous consacrons la derni�ere section de ce chapitre �a la mod�elisation des milieux ouverts
par l'adaptation des couches absorbantes parfaitement adapt�ees (PML) �a notre probl�eme.
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