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Introduction

Ce travail s'inscrit dans le cadre des travaux de recherche mres au sein du projetOndes sur
la mocklisation mathematique et nunerique de de la propagation d'ondes dans les milieux
complexes, c'esta-dire des milieux oleissanta une loide comportement non classique. En
l'occurence, il s'agira ici des milieux solides obeissard une loi rteologique destireea prendre
en compte la dissipation des ondes dans un maeriau oua la prosie du milieu detude. Ces
derneres proprees induisent des prenomrenes speci ques de nature varee (absorption in-
trineeque, dispersion intringque ...) qui correspondenta des di cules nouvelles sur un plan
mathematique ou nurrerique.

La mocklisation nunerique de la propagation des ondesehstiques dans les milieux reerognes
est cep un vieux sujet qui a connu un essor particulier au cours des anrees 80 avec pour mo-
tivation essentielle les applicationsa la sismique, en pdiculier la sismique petrolere. Plus
ecemment les proges des nethodes nuneriques, notamnent des rmethodes de discetisation
d'ordre elew, et les aneliorations constantes des perbrmances des ordinateurs ont permis
de traiter des probemes de plus en plus ealistes, s'appochant de la dimension des vraies
applications (mises en jeu) ou prenant en compte les ptenosmes physiques de plus en plus
complexes : on skcarte alors des lois de comportements pementelastiques lireaires.

C'est dans cet esprit que se situe mon travail de trese dontd specit consiste a cher-
chera mockliser d'une part les prenonenes d'atenuat ion intringeques des ondes lesa la
nature viscelastigue des matriaux, d'autre part, moctliser la propagation des ondes dans
les milieux poreux (milieux elastigues en pesence de micro-perforations @cuges par un
ou plusieurs uides). Ces deux sujets ontee c nis au tr avers des contacts entre le projet
Ondes de linria et I'lfremer (Institut frarcais de recherche pour I'exploitation de la mer,
avec Y. H. De Roeck) pour les milieux visceelastiques et d'atre part avec la socee Shell
(avec W. Mulder et R. E. Plessix) pour les milieux poreelastiques. Par ailleurs ces sujets sont
arrives au moment ou deux theses venaiennt d'étre e ectieesa I' Inria : la trese de Chrysoula
Tsogka sur des nmethodes @éments nis mixtes vitesse-contrainte coupkes avecdo-
maine ctifs et celle de Sandrine Fauqueux sur les methodesafments nis spectraux

sur maillagesquadrangulaires ou hexadriques . Compte tenu de ce contexte, un de mes
objectifs aee de faireevoluer les codes de calcul correpondant vers la prise en compte de
la visceelasticie (avec le code de C. Tsogka) et celle ded poreelasticie (avec le code de
S. Fauqueux).

Ma tlese comporte naturellement deux parties distinctes et ingkpendantes , la premere

partie sur la moetlisation des milieux viscalastiques lireaires correspond au travail des
deux premeres anrees de ma ttese. La seconde partie sualmogklisation des maeriaux

17
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por@lastigues aet e ectiee au cours de la troiseme anree.

Je renvoie aux introductions des deux parties pour plus de etails speciques a chaque
probeéme. Je voudrais conclure cette introduction en pesentant les points communs entre
les deux parties de la these. Mon but etait avant tout de dc velopper des nethodes s'ap-
puyant sur des bases mattematiques solides . En particulier, j'ai cherchea concevoir des
nmethodes dont la stabilie  pouvait étre cemontee a priori, y compris dans le cas des mi-
lieux reerogenes quelconques. Pour cela on a fait le chix de s'appuyer sur desapproches
variationnelles et des approximations paréments nis mixtes qui autorisent notam-
ment ['utilisation des nethodeenergtiques pour I'analyse des nethodes nuneriques. De
ce point de vue, nous nous cemarquons des rrethodes plus tditionnelles de dierences nies,
nmethodes encore largement utilies au sein de la commung& gophysique. En n, la prise
en compte de fronteres arti cielles pour borner le domain e de calcul, peut étre ealiee en
greralisant  les methodes descouches absorbantes parfaitement adapees (perfectly
matched layers) ecemment apparues dans la literature. Chacune des deux parties de la trese
a teboucke sur un code de calcul bi-dimensionnel  (notons que I'extension 3D ne pose pas
de probeme conceptuel) qui ont fait I'objet de nombreuses validations nuneriques
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Introduction

Les maeriaux eels, les roches en particulier dissipentde lenergie lorsqu'ils sont soumisa
des ceformations. On verra dans la deuxeme partie que le nouvement moyen d'un uide
par rapporta une matrice elastique conduita un mecanis me dissipatif (Loi de Biot pour la
propagation d'onde dans les milieux poreux) et donc une attnuation des ondes. Les origines
de la dissipation en dehors de ptenonene de Biot sont multples. (les e ets thermiques frot-
tement grains a grains les mouvements locaux de uide ...),ds origines sont nombreuses et
complexe et une mocklisation physique qui tient compte de & totalie des causes sera tes
compligee. Ces milieux sont le sege de prenonenes de dssipation intringque qui provoquent
une cecroissance de lenergie et une atenuation exponatielle de I'amplitude des ondes au
cours de leur propagation. Pour bien simuler la ealie physique, il est important de tenir
compte de ce ptenonene d'absorption des ondes dta une prpree visceelastique du mi-
lieu de propagation. On s'ineressea la moctlisation de ce prenonene par l'introduction de
mockles viscaelastiques lireaires, ces moctles sont ken adapesa la description d'une large
classe de ptenonenes dissipatifs. Ces mockles recedsnt la connaissance non seulement des
valeurs actuelles des contraintes et des ceformations maiaussi des valeurs passs, ils sont dit
des maeriaux a nmemaoire.

L'objectif de cetteetude est de construire une nmethode nurrerique performante, c'esta-dire
une nmethode qui respecte les quatre points suivants :

1. Le premier point concerne une nmethode qui conduita un s¢ema explicite en temps (en
utilisant la technique de la condensation de masse)

2. Facilea impementer en utilisant un maillage uniforme en espace.
3. Stable en temps avec une condition raisonnable.
4. La nethode doit étre facilea adapter pour les mockeles ealistes.

Le premier chapitre concerne le choix d'un moctle viscahstique adape, c'esta dire respecte
les prenonenes physiques :(la dissipation denergie etl'absorbtion des ondes). On pesente
les dierentes lois (dierentes pesentations de lois d e comportements viscalastiques).

Dans le deuxeme, on fait une analyse mattematique pour sassurer que le probeme est
bien pose, on montre des treoemes d'existence et d'unice de la solution forte et la solution
faible et nousetudions les principales proprees de la solution : la decroissance de lenergie,
propagation a vitesse nie et la dispersion des ondes ainsgue I'in uence des temps de re-
laxation sur la qualie de l'atenuation et la propagatio n d'ondes.
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Le troiseme chapitre est le chapitre central de cette parte, dans lequel nous decrivons la
methode d'approximation nunerique pour esoudre le pro beme de la visceelasticie et ou nous
etudions les principales proprees de cette nethode ( stabilie, pecision). On s'est ineresse
aussia l'adaptation de couches absorbantes parfaitemerst adapees (PML)a notre probeme.

Finalement, au chapitre 4, nous accordons une large place auwesultats nuneriques, lesquels
vont de tests de validationekmentaires jusqua la simu lation d'exgeriences physiques ealistes.

Cette partie a donre lieua un article :

E. Bcache, A. Ezziani et P. Joly . A mixed nite element approach for viscoelastic wave
propagation, Computational Geosciences, volume 8, pp 25399, 2004.

deux rapports de recherche INRIA :

E. Rcache, A. Ezziani et P. Joly . Moctlisation de la propagation d'ondes dans les mi-
lieux visceeelastiques lireaires.l. Analyse matrematique. Rapport de Recherche 4785, INRIA,
2003.

E. Bcache, A. Ezziani et P. Joly . Moctlisation de la propagation d'ondes dans les mi-
lieux viscaeelastiques lireaires. Il. Analyse nunerique. Rapport de Recherche 5159, INRIA,
2004.

eta trois proceding de congrence :

E. Recache, A. Ezziani et P. Joly . Modeling of wave propagation in linear viscoelastic
media. In Mathematical Modeling of Wave Phenomena(Vaxjo, novembre 2002), volume 7,
pp 39-48. Mathematical modeling in physics, engineering amh cognitive sciences.

E. Bcache, A. Ezziani et P. Joly . Mathematical and numerical modeling of wave propaga-
tion in linear viscoelastic media.In Mathematical and Numerical Aspects of Wave propagation
(Jyvaskyh, juillet 2003), pp 916-921, Springer.

E. Becache, A. Ezziani et P. Joly . Propagation d'ondes dans les milieux visceelastiques
lireaires. In Etude de la propagation ultrasonore en milieux non-homames en vue du controle
non destructif (Aussois, cecembre 2003), GDR 2501, pp 11-20.
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Chapitre 1

Mockles viscelastiques lireaires

Dans ce chapitre nous rappellerons la @ nition des mocdeles viscelastiques inegro-
dierentiels et nous pesenterons les mockles qui ferort I'objet de notre analyse. Il s'agit
de mockles de type dierentiels qui apparaissent comme de gereralisations naturelles
du mocktle de Zener.
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1.1 Moctles inegro-dierentiels

Introduction

La loi de comportementelastique est instantaree, c'esta-dire sans nemoire, et ne prend pas
en compte les plenonenes de dissipation denergie. Or, és maeriaux eels, les roches en
particulier, dissipent de lenergie lorsque ils sont soumsa des ceformations. C'est le cas des
milieux elastiques visqueux. On s'ineressea la mocklisation de ce prenonene dissipatif par
I'introduction des mockles visceelastiques lireaires. Ces mockles sont bien adapesa la des-
cription d'une large classe de pkenonenes dissipatifs.

L'objectif de ce chapitre est de pesenter le mockle visoplastique sur lequel on travaillera. On
se propose de rappeler la repesentation de la relation cdrainte-ceformation viscaelastique.
Dans un premier temps, nous pesentons le moctle inegradierentiel, ou mocele de relaxa-
tion ; cette formulation est base sur lecriture du tenseur de contraintes comme un produit de
convolution en temps entre un tenseur de relaxation et le teseur de ceformation. L'obtention
de ce mockle cecoule directement des hypotheses de la vigelasticie lireaire :

{ la valeur instantaree du tenseur des contraintes s'exprime localement comme une fonction
lireaire des valeurs passees des deformations.

{ Les proprees des maeriaux nevoluent pas avec le te mps (matriaux non vieillissants).

Ensuite, nous montrons comment ces moceles garantissentaldissipation de lenergie sous des
conditions sur le tenseur de relaxation, en rappelant un tleoeme de decroissance de lenergie
(cf Treoeme 1.1.1).

Dans un deuxeme temps, nous pesentons une classe gmle de mocktles dierentiels, en
montrant lequivalence entre les deux pesentations integro-dierentielle et dierentielle. Bien
que la dernere pesentation soit moins gererale que la premere, elle est plus adapee aux
approximations et aux traitements nuneriques.

Dans un troiseme temps, nous pesentons la loi visceelastique de Zener et son interpetation

physiqgue comme un cas particulier de la pesentation dierentielle. Nous proposons le moctle
de travail en dimension 2 et 3 dans les deux cas anisotrope etatrope, enetendant le mocele

de Zener.

En n, nous rappelons une autre classe de moctles diereniels base sur des cerivees non-
enteres. Malge le dege de gereralie des cette rep esentation par rapporta la repesentation
entere, on ne l'exploite pas dans cette etude car elle recessite un traitement mattematique
et nunerique plus complexe (voir par exemple [74] pour le mcele de Zener).

1.1 Mocles inegro-dierentiels

1.1.1 e nitions

Les mockles visceelastiques lireaires [53] permettentde prendre en compte le prenonene de la
dissipation dans un milieu. Dans un tel moctle, nous consglons le tenseur des ceformations
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Mocles viscelastiques lireaires

a linstant t :
1 @u,6 @y
111 (W)= = —+ ==
assocea un champ de ceplacementu(x;t) :
u: RY [0T] 7! R

x;t) = (Xg; xg)ht 7 u(xt) = (uy(x;t); ;ud(x;t))t;

en adoptant dans tout ce qui suit la convention de sommation ¢Einstein sur les indices egees
et en simpli ant les notations "(t) = "(u(t)), 8t 2 R. Alors, la relation liant la contrainte
a " [40, 78, 53] est donree par la loi :
Z t
@
(1.1.2) ij (xit) = Giw (t ) —-()d;
1 @

al G est un tenseur d'ordre quatre, appek tenseur derelaxation , qui \erie les symnetries
suivantes :

(1.1.3) Giw = Gjim = Guij; 8ijkI =1; ;d:

La formule (1.1.2) exprime que letat de la contraintea I' instant t cepend de I'histoire des
ceformations, c'est pourquoi on qualie ces mocles de makles a memoire. De plus (t)
n'‘est pas inuene par le futur de la deformation (par "( ) pour > t). Il existe, dans
la literature, plusieurs fecons equivalentes d'expri mer la relation (1.1.2). Par exemple, une
simple inegration par parties conduita :

z

(1.1.4) § (61 = G (0) " (t) + ' @iju

@

Nous supposerons par la suite que toutes les quanties sortausales, c'esta dire nulles pour
t < 0. L'expression (1.1.2) peut alors s'exprimer comme un progit de convolution [53, 56, 26] :

()" )d:

@Il
115 =G —=R "
(1.1.5) ot
a R= %t est la cerivee au sens des distributions deG (G est discontinu en 0) et avec
(1.1.6) R )i = Rijw  "w:

On peut remarquer que (1.1.2) ¢ereralise la loi de Hooke : ¢ cas des matriauxelastiques est
obtenu avec le choix :
G =C(X)H(t)

al H est la fonction de Heavside :

1 si t> Q0

H(t) =
®) 0 si t< O;

et C est le tenseur delasticie standard.
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1.1 Moctles inegro-dierentiels

Une forme alternative de la relation de contrainte-ceformation peut étre obtenue en inversant
les roles de la ceformation et de la contrainte dans (1.1.2 de telle manere que la deformation
a linstant t soit determiree par I'histoire de la contrainte. Ceci s' ecrit sous la forme :

z t
n @
wL17) y0= a2y
1 @
@ J est le tenseur deuage \eriant :
(1.1.8) Jiw = Jjiw = Jiy; 8kl =1; ;d:

1.1.2 Dissipation du mockle

1.1.2.1 Notations et e nitions

On note par L(RY) I'espace vectoriel des applications lireaires :

(1.1.9) LR =f :RY RYliraireq;

nous munissons cet espace d'une structure euclidiennea &ide du produit scalaire :
(1.1.10) == s 8( )2 [LRYZ

j j designe la norme assoceel Y™ (R 9) designe le sous espace vectoriel de(R 9) des tenseurs
symetriques :

(1.1.11) LY™"(RY=f 2L(RY= = ;i 8i;j =1; ;dg

Soit R un tenseur d'ordre 4 synetrique, on dit que R est e ni positif si il existe une constante
C > O telle que :

(1.1.12) R : =Rju w ij Cjj? 8 2L(RY:

1.1.2.2 Quantie dénergie

Sous des hypotheses approprees sur le tenseur de relaxan G et par technique dénergie,
la loi de comportement visceelastique lireaire (1.1.4) conduita un mecanisme dissipatif [51],
comme nous allons le voir.

On consicere lequation dequilibre pour un milieu au re pos necanique :

@u .
(1.1.13) @t div =0;
@ estla densie volumique et div est I'ogerateur divergence ¢ ni par :
0
X @ y
(1.1.14) div = :
X @ qj
@x

j=1

On suppose de plus que le tenseur de relaxatio® \eri e les hypotleses suivantes :
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Mocles viscelastiques lireaires

{ G2C%R*;L! (RY).

{ G est & ni positif sur R 9.

{ GPest c ni regatif sur R ¢.

{ G%est & ni positif sur R 9.

{ Jim G(xt) existe p:p:x 2 R

On & nit la densie dénergie potentielle :
Z .4

o1 . ) . )
w115 QWO =5 GYH["ut ) (Ul [Mut ) "(ut)ld
+ Gy "(u(t) : "(u(t)

avec G1 (X) = G(x;+1 ) suppoe ni ke ni positif. D'apes les hypotteses ci- dessus, la
densie Q est positive.

& nition 1.1.1 Soit (u; ) la solution du syseme dequations (1.1.4) et (1.1.13), on ¢ nit
lenergie de ce syseme par :

l Z n @uz #

= — + 1) dx
2 o ot Q(u;t) dx

Cette quantie est cecroissante grace au theoeme suivant :

(1.1.16) E(t) =

Tleoeme 1.1.1  La quantie dénergie (1.1.16) \eri e l'identie :

dE 1Z Z 41
(1.1.17) e 0 o GRs)["(ut ) "I [(ut ) “"(u)ld dx:

Demonstration

On fait le produit scalaire de (1.1.13) par @u, on obtient apes une inegration sur R 9 :
z

14 Z
- . .2 . - .
20 o j@uj“ dx Rddlv @udx =0:

En faisant une inegration par parties en espace du deuxame terme de cette equation, nous
aurons :

1d ‘ ‘
(1.1.18) ~— j@uj? dx + :"(@u)dx =0:
2dt Rd Rd
Nous utilisons la loi de comportement (1.1.4) qui e nit ; la densie dénergie potentielle

. "(@u) skcrit alors sous la forme :
Z +

1
(@) = SEGO W) Ol ST W ):"(@un)d;

Z.,
= SO @O Ul ST ) o) (@) d
Z .,

GY )" (u(t) : "(@u(t)

+
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1.2 Moctles dierentiels

Le dernier terme \eri e ;

Z., z,

1
GY Yy ) (@)d = 5 - 6%) ) "uw)d;
= 22061 ") O] 5 SI6(0) () - " (u(o)]
on en ceduit alors : 1d
(@)= 5 G " (u(t) (U] + 1

avec Z.,

I = . GY)H"(ut ) ") "(@u(t)d:

Nous montrons quel sécrit comme la somme de la cerivee en temps d'une quante positive
plus un terme de dissipation. En e et :

Z.,
| = c{Hre ) "me:ert ) "@ld +Kg;
lod Z 41
= Ea o Go( )["(t ) "(t)] . ["(t ) "(t)]d + Kl;
avec 7.

1
K= . crre ) "m:e )d;

Pour achever la cemonstration du treoeme nous montrons que K 1 est positif :

Z .,
Ky = s ) "w:@@w )Hd;

OZ+1

= s ) "w:e't )d;

2,

= cYHre ) "w:erc ) "@wd;
z.9

= GHre ) il ) "mid o

1.2 Mocles dierentiels

Le type dequations \inegro-dierentielles” pesen tes peedemment est tes "lourd"a esoudre
dans le cadre d'une simulation nunerique. Une fecon plus patique de pesenter le comporte-
ment visceelastique est de lecrire sous une forme dierentielle en se basant sur des analogies
nmecaniques qui font intervenir des assemblages de ressaret d'amortisseurs dans le cas uni-
dimensionnel (mockles rleologiquesekementaires) [24, 40, 56] :

(1.2.1) P(D) = Q(D)"(u);

al D est l'operateur dierentiel :

D' :f ! %; 8i 2 N:
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Mocles viscelastiques lireaires

P et Q sont des polynémes dierentiels :

X i
(1.2.2) P(D)= anD™; Q(D)= bnD™M:

m=0 m=0
Gurtin et Sternberg [56] ont monte que cette classe de moele (dierentielle) sécrit sous la
forme gererale (inegro-dierentielle) lorsque M = N et sous les hypotleses suivantes :

Hypotlese 1.2.1 ay 6;hby 60.

Hypottese 1.2.2  La condition initiale (ou condition de compatibilie) sui vante est \eriee :

@ " Xoa@r
am ——— (0) = bm "
m=n @t " @t "
Si ces hypotreses sont \eriees, |l existe une fonction de relaxation G telle que et
les par la relation (1.1.2). De plus G est la solution unique du probeme dierentiel :

(1.2.3) (0) 8n = N

sont

(1.2.4) P(D)G =y dans]Q+1 [;
avec les conditions initiales :

m @ _ . . _ 1 Xt @ _ .
(1.2.5) G(0) = @QG(O)- an by n N OaN ”””@'PG(O) 8n = N:

Remarque 1.2.1 |l est facile de voir que I'hypottese (1.2.3) sur les condibns initiales est
recessaire. En e et, supposons d'une part que et" sont les par (1.2.1) et d'autre part qu'il
existe G telle que (1.1.2) soit satisfaite. Eg appliquant la transfonee de Laplace :

f{s) = ' e S (t) dt
0

aux deux relations (1.1.2) et (1.2.1), on obtient les deux fations suivantes :

(1.2.6) ~(s) = sG(s) ™)
et
X 1
P~  ams" ' () s" 2%t(0)+ % )
(1.2.7) m=>1M
Q" @‘ b
= Q(s)H(s) bn s™ 1"(0) + s™ 2@50% — 710 :
m=1
Ces deux relations sont compatibles 35 \erie :
_ Qs
(1.2.8) G(s) = P ()
et si de plus on a :
X @ @ !
am s T (0)+s" 2(0)+  + ———7(0)
=1 @t @
(1.2.9)
e v 2@ @)
) m=1 E @ '

Cette dernere relation entrame (1.2.3), lorsque M = N.

30



1.3 Mockle de Zener

1.3 Moctle de Zener
1.3.1 Mockle 1D

Dans le cas unidimensionnel, les moctles visceelastiqueles plus couramment utilises sont les
mockles de Kelvin-Voigt (le prototype des moceles rteologiques solideskig 1.3.1), de Maxwell
(le prototype des moctles rreologiques uide, Fig 1.3.2) et de Zener (le mockle standard).
Nous nous sommes inereses au mockle de Zener, qui s'istpete physiquement comme
l'assemblage du moceleeementaire de Kelvin-Voigt (ressort et amortisseur en paralele) avec
un ressort en rie [26] Fig 1.3.3).

—— A

E1

=]

Fig. 1.3.1 { Moctle de Kelvin-Voigt

Fig. 1.3.2 { Moctle de Maxwell

Si"g et " repesentent respectivement la ceformation de chacun de ressorts et la contrainte
qui s'exerce sur leément, alors la loi de comportement £crit sous la forme :

8
3 o= Mo+ Mg
(1.3.1) : = Eo"o

Ei"1+ 45
avec :

{ " la deformation totale du mockle.

{ Eo;E1 les modules délasticie de chacun des ressorts.

{ la viscosie de I'amortisseur.

On ckduit alors de (1.3.1) lequation de comportement :

(1.3.2) + o= "+ "
avec
EoE;
133 I
(1.3.3) 0% E,+ E; EO+E, ' ' E;

Les paranetres o; 1 sont appeks temps de relaxation . Le parametre estle module
celasticie diee
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Mocles viscelastiques lireaires

e VAVAVAVAVAVAS ey
] @
B
moctle eementaire de Kelvin-Voight ressort
iz}
e VAVAVAVAVAVAS ey
— E1 — ANV ——
B =

Fig. 1.3.3 { Moctle de Zener

Remarque 1.3.1 On remarque que :

{ D'apes (1.3.3) on remarque que Eq > 0O, ce qui signi e que la condition physique 1 > o
est toujours \eriee.

{ Les deux mockles de Kelvin-Voigt et de Maxwell s'obtiennet comme cas limites. Le premier
est obtenu pourEg!1 . Le deuxeme pour E; ! O.

1.3.2 Extension 2D et 3D

Pour une dimension superieure, notre objectif est de pe&nter un modtle viscelastique
dierentiel qui s'adapte aux milieux isotropes et anisotr opes. Nous proposons un moctle
qui cereralise celui de Zener 1D, dont la loi de comportemat est donree par :

(1.3.4) + 0@ =C"(u)+ oD "(@Qu);

a o> 0 est un temps de relaxation,C et D sont deux tenseurs 4 4 synetriques, & nis
positifs. Nous reviendrons plus loin sur les proprees de ces tenseurs.

Remarque 1.3.2 Dans les deux cas limites : =0 ouD C =0, la loi de comportement
(1.3.4) deviennent purementelastique. En e et :
1. Lorsque ¢ =0, on trouve la loi de Hooke = C"(u).

2. Lorsque C = D, l'equation de comportement (1.3.4), skcrit sous la for me :
(1) = COO (UGt + e o (x0) C)"(u(x0)) :
Si on a la condition de compatibilie (x;0) = C(x) "(u(x; 0)) (voir 1.2.3), on obtient

la loi de Hooke, dans le cas contraire, c'est lequation d'un comportementelastique avec
un terme source.
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1.4 Mocetle de Zener grerali®

Ecriture du moctle de Zener sous la forme inegro-diere ntielle

Sous I'hypotrese de compatibilie (1.2.3), nous montrons que la loi de comportement (1.3.4)
secrita l'aide d'une pesentation inegro-dieren tielle. Le temps de relaxation getant sup-
po strictement positif, la relation (1.3.4) peut se eecrire sous la forme :

(135) 30( D W)+ @ D"(u)= iO(D C)"(u):

En multipliant cette equation par exp( = o) et en inegrant entre 0 et t, on obtient, en
choisissant la condition initiale (0) = D "(u(0)) :
Z, 1
(t)= D "(u(t) + . —O(D C)e Ter(u( ))d:

Ce qui donne la forme inegrale de la loi de Zener :

Zt
()= GO)" (1) + %()"(t )d
0

avec
(1.3.6) G(t)=C+(D C)e ¥o:

La fonction de relaxation G skcrit donc comme la superposition du tenseur delastiae et
d'une fonction exponentielle qui s'annulea I'in ni. Nous verrons que le tenseurD C doit
étre ce ni positif pour que le mocele soit dissipatif. De plus, hous remarguons que le tenseur
G \eri e les hypotheses du treoeme 1.1.1.

Moctle isotrope

Par analogie avec le cas purementelastique, on dit que le rlieu caracerie par la loi de
comportement (1.3.4) estisotrope si il existe des coe cients (x), (x), (x), (x) tels
que :

(Ci= i w+t2 j;(D )= i okkt2
et on ¢k nit les coe cients :
S r
+2 o +2
(1.3.7) Vp = i Vs=  — p= OT; s= 0

avecv, la vitesse, p le temps de relaxation assocesa I'onde de pression et la vitesse, s le
temps de relaxation assocesa l'onde de cisaillement (vor analyse par ondes planex2.2.2).

1.4 Mocle de Zener grerali®

Une facon pratique pour caraceriser la qualie de la dissipation des milieux visceelastique
d'une manere quantitative se faita l'aide du facteur de q ualie. En faisant une analyse par
ondes planes, nous montrons que cette quantie cependentde la fequence (voir x2.2.1 et
x2.2.2). Or en geophysique une classe des materiaux est caceriee par des facteurs de qua-
lie constants sur une large bande de fequence. Pour cecire des milieuxa facteur de qualie
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guasi-constant nous consicerons le mocele de Zener geralie.

A partir du mocele de Zener \simple", il est facile de construire un mocele plus complexe,
compos d'un certain nombre deements de Zener en parakle [34], comme ceci est illuste
dans le cas 1D sufig 1.4.1. Sur cette gure, les paranetresk|;Ej; | =1; ;L repesentent

*1 "1

r==1

Fig. 1.4.1 { Mockle de Zener gererali®

les modules delasticie des ressortsetles |; | =1; ;L les paranetres de viscosie des amor-
tisseurs. En dimension sugerieure, le moctle de Zener gerali® revienta e nir le tenseur
des contraintes comme une superposition :

(1.4.2) = B
al chaque | estrele au tenseur des ceformations par :

(14.2) i+ f@=Cc"u+ D@ =1 L
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1.5 Autres mocekles viscelastiques

Dans la literature on trouve une autre classe de mockles vscelastiques, les mockles
dierentiels fractionnaires bases sur des cerivees non-enteres, pour lesquels legnseur des
contraintes et le tenseur de deformation " sont les par la loi de comportement dierentielle
(1.2.1) aw P et Q sont des ogerateurs pseudo-dierentiels d'ordre non-ertier (voir par exemple [32]) :

MY X
(1.5.1) P(D)= ayD%+ an D™ m: Q(D)= D+ by, D™* ™

m=1 m=1

avec0< 1, <1,0< p<1let

z
1 toa
1.5.2 D f(t)= f d; 80< < 1;
(15.2) 0= g 5O
al est la fonction gamma classique ¢ nie par [1] :
(1.5.3) (2)= t? le tdt; (<ez>0)

0

L'introduction de ces mockles aet motivee ces le ceb ut des anrees 70 par la mocktlisation
des maeriaux visceelastique en particulier en ggophysique [32, 35] et pour la mocklisation des
polyrneres [7, 8, 77, 82]. L'avantage de ces moctles aveadvation fractionnaire est qu'ils sont
capables de cecrire le comportement de magriauxa facteur de qualie constant sur une bande
de fequences [31, 35], par contre la esolution nunerique est compligee et I'approximation
des operateurs dierentiels fractionnaires n'est pas classique, de plus letude matrematique
est plus complexe que les mockles dierentiels classique avec cerivation entere (voir par
exemple [66] pour des pertes viscothermiques et [67] pour Habilie de sysemes di erentiels
fractionnaires).
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Chapitre 2

Analyse matlematique

Nous faisons ici une analyse matrematique du probeme moele, nous montrons un
esultat d'existence et unicie de la solution forte et de la solution faible et nousetudions
les principales proprees de la propagation d'ondes aseceesa notre moctle : dissipation

solution lorsque l'absorption tend vers 0.

de lenergie, propagationa vitesse nie, dispersion desondes et le comportement de la
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2.1 Etudes des milieux leerogne

Introduction

Ce chapitre est consacea l'analyse et letude mattematique du probeme viscelastique as-

soce a la loi de comportement de type dierentielle (1.3 .4). Les moceles de viscalasticie

lireaires ont cepek largementetudes du point de  vue mattematique [51, 56] dans un cadre
assez eereral (mockle inegro-dierentiel). Les e sultats que nous pesentons ici concernent
plus speci quement le mockle de Zener gereralis.

La premere section concerne l'analyse mattematique conpete de ces moctles dans des mi-
lieux reerogenes. En particulier, nous montrons des resultats d'existence et d'unicie de la
solution forte et la solution faible en utilisant la treori e des semi-groupes, lequels ne semblent
pas pouvoir étre consicees comme des cas particuliers € esultats plus gereraux [51]. Par
ailleurs les treoemes sur la dissipation denergie et la propagationa vitesse nie semblent ori-
ginaux [11, 13]. Dans la dernere partie de cette section, nus cemontrons mattematiquement
en quel sens un milieu purementelastique peut étre consie comme la limite d'un milieu
viscoelastique quand I'absorption tend vers 0. En n, I'i nerét de cette analyse est aussi (et
peut-etre surtout) de peparer I'analyse nurneriqgue que nous nenerons dans le chapitre 3 qui
s‘appuiera largement sur les techniques ceveloppees dance chapitre. Dans la dernere section,
nous pesentons des esultats classiques sur l'analysealla propagation d'ondes planes dans des
milieux homogenes. Nous mettons l'accent sur les prenorenes de dispersion et la cependance
de l'atenuation visa vis de la fequence, nous abordons la question de mocklisation sui-
vante : comment adapter les paranetres du mocle matremaique d'une facona se caler sur
des mesures ou pour obtenir des proprees physiques domes ? En particulier, nous rappelons
la notion de facteur de qualie qui caracerise d'une manere quantitative la dissipation du
milieu et en proposant une nethode pour approcher des miliaxa facteur de qualie quasi-
constant sur une bande de fequence. Ceci nous permetteraedcomprendre les proprees des
ondes visceelastiques, en particulier, I'in uence des ce cients d'amortissements sur la qua-
lie de la dissipation et la dispersion des ondes. Ces esliats nous seront en particulier utiles
pour l'analyse de stabilie par Fourier des schtemas nuneriques pesenes dans le chapitre 3
mais aussi pour interpeter nos esultats nuneriques.

2.1 Etudes des milieux leerogne

On s'ineressea la propagation des ondes dans un milieu maelis par une loi de comportement
de type Zener (1.3.4) en dimensiord (d = 1; 2; 3). On cherche donca ceterminer le champ de
teplacement u et le tenseur des contraintes \eri ant :

@u

(2.1.1a) @i v =f  dans RY 10;T];

(2.1.1b) + O%f C"(uy+ oD " %l: ;  dans RY ]0;TJ;
o= e @Yo d.

(2.1.1¢) u(x; 0) = ug; @Ltzx, 0)=u; dans R";
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al div est I'operateur divergence e ni par (1.1.14), est la densie volumique, ¢ un temps
de relaxation, f la densie de source,C et D deux tenseurs 4 4 qui satisfont :

(2.1.2) Ciw = Cj = Cuij ; Dijw = Djiw = D ;

et il existe M ; M, deux constantes positives, tels que :

(2.1.3a) o<M jj C : M.j j% 8 2LY™(RY p:p:x2 RY;
(2.1.3b) 0<M jj® D : M.j j% 8 2LY™(RY p:p:x2 RY;

Remarque 2.1.1 La synetrie dans le sens (2.1.2) implique :

G :~=G~: pour tout tenseur Gsynetrique et (; ~) 2 L(Rd) 2,

Nous ferons en outre les hypotheses suivantes :
;. o, CetD mesurables.
La densie volumique \erie :
(2.1.4) 0< (xX) +<+1 ppx2R%
0< oX) +<+1 ppx2RY
la condition d'absorption : Z = D C est ¢ nie positive :
(2.1.5) 0o<M jj? z : M.j j% 8 2LY™RY ppx2 RY

et on note parZ le tenseur synetriqgue & ni positif oZ.

2.1.1 Existence et unicie de solutions fortes

On consickere les espaces fonctionnels :
n YA 0
L2 REGLYMRY) = RITILY™RY=  jjPdx<1 ;
(2.1.6) n R 0
X¥MRY = 2 LARGLYMRY) =div 2 LZ(RY) ¢ :

Pour tout tenseur synetrique C, on note par :
{ ( :)c le produit scalaire dansLY™(R%) et j jc sa norme assocee :

LY™(RY) L Y™(RY) 7! R;
;") A O G [
{ h; i le produit scalaire dansL?(R9; L™ (RY) et kkkc sa norme assocee :
L2RYLYM(RY)  L2(RELYM(RY) 7! ZR;

;") 7! C :"dx h :"ig:
Rd
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2.1 Etudes des milieux leerogne

On ecrit le probéme (2.1.1) sous la forme d'un syseme devolution du premier ordre en
introduisant les variables : v = @u (le champ de vitesse) ets = C"(u) (la dierence entre
la contrainte visceelastique et la contrainte elastique). On verra plus tard dans les sections
qui vont suivre, que cette nouvelle variables va jouer un réle important. Le probeme (2.1.1)
se eecrit :

8
% %l: v=0;
@v 1. .\ 1. _ f_
(2.17) @t —div (C"(u)) div s ;
@s 1. _4.
§ ot Z"(v)+ —OS—O,

u(x; 0) = ug; v(x;0) = uyg; s(x;0)=sg= o C"(ug);

ou encore, en posantV = (u;v;s)' :

8
< dﬂ+ W= F;
(2.1.8) e
W(0) = Wo;
avec
0 1
v 0 1 0 0 1
1. . 1. Uo f
(2.1.9) w=pf -“dv(C'u) -dvsL. w,=@yyA; F= % - §;
S
Z' W)+ Ls ° 0
0
On introduit I'espace de Hilbert :
(2.1.10) H=[HRN? [LARN? LERYGLY™(RY);
muni du produit scalaire :
(2.1.11) W1, W2)y = (ug;up) + H'(ug):"(u2)ic +(v1,v2) + hsy:isoiy 1,
avec W = (U1;v1;s1)", Wa = (Uuz;vo;sy) et
VA
(U up) = U 1:uz dx;
Rd
@ u Vv est le produit scalaire euclidien dans F.
On consicere l'ogerateur non borre sur D( ) H! H dnipar (2.1.9) avec :
n 0
(2.1.12) D( )= (wv;is)2H=s+C"(u)2 X¥Y"(RY;v2 [H}RH? :

Remarque 2.1.2 Le produit scalaire (2.1.11) est bien ce ni gracea (2.1. 3)-(2.1.5).

La preuve de I'existence et l'unicie de la solution forte du probeme moctle (2.1.1) se fonde
sur l'utilisation de la treorie de Hille-Yosida, ce qui re cessite le lemme suivant :
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Lemme 2.1.1 L'ogerateur + | est maximal monotone pour tout > 1=2.

Demonstration

- Monotonie :soit W =(u;v;s)'2D( ),ona:
Z Z Z

( WW)y = u vdx C"(u):"(v)dx div C"(u)+s vdx
ZRd Rd Rd
['(v) Z 's]:sdx
zR’ z
= u vdx+  Z l's:sdx
R R
avecZ = oZ. D'autre part :
Z VA VA Z
KWkE = juifdx+  C"(u):"(u)dx+ jvjiPdx+ Z 's:sdx:
R R¢ R¢ R
On en ceduit que :
z
( W;W)y + KWk3 L Cjui?u v i) dx;
R z
¢ 3 (uj® + jvj©) dx;
Rd

ce qui montre que + | est monotone ks que > 1=2.

- Surjectivie  : montrons que + | est surjective pour tout > 0. Ceciequivauta montrer
que pour tout F = (f;g;h)' 2 H, il existe W = (u;v;s)! 2 D( ) solution du syseme :

(2.1.13a) u v=r;
(2.1.13b) }div (C*(w)y+ v }div s=g;
(2.1.13¢) Z(x)"(v)+ 2 %= p:

0

Si (2.1.13) a une solution, il est facile deliminer v et s et de voir queu doit \eri er lequation :

. n 2 _ . 0 . 0 " .
(2.1.14) div Z(x)"(u) + u= g+ f +div 1+ Oh div 1+ 0Z(x) (f) ;

avec

0

2.1.15 Z=C+
(2.1.15) T

La formulation variationnelle de (2.1.14) sécrit :

trouver u 2 [H1(RY)]9 tel que :

a(u;e) = I(&); 842 [HL(IRY)]:
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2.1 Etudes des milieux leerogne

avec
D E
a(uey = Z"(u);"(w) + (U w);

(2.1.16)

(@=(gw+ (o —h"E + 720"

a (::) et h;:i designent le produit scalaire dansL2(RY) et L2(RY; LYM(RY)).

D'apes (2.1.3a), (2.1.5) et liregalie de Korn [48, 70 ] dans H 1(R%)], la forme bilireaire
a(:;:) est continue coercive sur H1(RY]? pour tout 6 0. Le tteoeme de Lax-Milgram
permet alors d'a rmer que le probeme (2.1.16) admet une solution unique u dans H (R 9)]°.

Les donrees §;h)etant supposes appartenira [H YR LR LYM(RY), on obtient
l'existence des 2 L2(R%;LSY™(RY)) en posant :

0

2.1.17 =
(2.1.17) s=

m O O n -
Z W+ oh g2

L'existence dev 2 [H (R %)]9 se ceduit directement en utilisant (2.1.13a). En n en remontant
a lequation (2.1.13b), on voit facilement que s et u \erient :

div (C"(u) + s) 2 [L2(R9)]%:
Nous avons donc cemonte que l'ogerateur  + | etait surjectif 8 > 0. Pour nir la
cemonstration du lemme, il sut de raisonner avec = +1:
Maintenant, on peutenoncer le theoeme d'existence et d'unicie :

Treoeme 2.1.1  Pour toutes conditions initiales (Uo;us; o) 2 [HX(RYY * X ¥™(RY)
et tout f 2 CH0;T;[L3(RY) d), il existe une unique solution(u; ) du probeme (2.1.1) qui
\erie : 8
< u2CLOT;HYRY \ C2OT;[LARY) ©;
2COOT;X¥Y™(RY \ C! O;T;L2(RYLY™(RY)) :
Bemonstration

Sous l'hypotlese Wy 2 D( ) et grace au tteoeme de Hille-Yosida [27], nous dceduisons
que le probeme (2.1.7) admet une unique solutionW 2 C°0;T;D( ))\ C0;T;H). Ceci
equivauta :

{u2ct oT;H RN ;
{v=@2ClOT;H' RN\ Ct O;T; LR ;
{ =s+C"(W2C°OT;X¥Y"(RY etp2C! O;T;L2(RELY™(RY)) ;

ce qui entrame :

( U2 CLOT;HYRMNY \ C20;T;[LERY ;

(2.1.18)
2COOT;X¥Y™(RY \ C! O;T;L2(RYLY™(RY)) ;
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et acleve la cemonstration.

Il n'y a aucune di culea obtenir un esultat analogue da ns le cas du moctle de Zener greral
(1.4.2). Dans ce cas, on cherche le champ de teplacement et les tenseurs des contraintes

ekmentaires” |, qui composent (voir relation (1.4.1)) solutions du probéme :
8

@u * div =1
(2.1.19) 1+ @ 1= C"(W+ °Di"(@u); 81=1; ;L

u(x; 0) = uo; @u(x; 0) = ug;

(x;00= 2 8l=1; ;L
On peut alors montrer le theoeme suivant :
Treoeme 2.1.2  Si (ugui; & 9) 2 HYRYY?  X¥™(RY) “. Alors pour tout
f2CLOT;[LZRY]Y il existe une unique solution du probeme (2.1.19)

(

u2 CLOoT;HYRNY \ C2 0 T;[LE(RY ;
12 COO;T; XY™(RY)\ CL o T;LARGLY™(RY) ; 81=1; ;L

2.1.2 FResultats de egularie

En supposant plus de egularie sur les donrees, on peut dtenir un esultat de egularie en
temps sur la solution :

Treoeme 2.1.3  On suppose que les donrees du probeme (2.1.1) erient K 2) :
8

30 0CiD)2 WHRYZ  wi(RH T "

(2.1.20) (oiuzi o) 2 [HHRH®  [HY R

:

Alors la solution forte (u; ) du probeme (2.1.1) \erie :

(

f2CkoT;[LARNDY \ C Lo, T;HIRY? :

u2 Ck O;T;[HYRNY \ ck*T 0;T;[L2(R)]¢ ;
2CK 1O T;X¥Y™(RY \ Ck 0;T;L2(RYLY™(RY))
Cemonstration

On raisonne par ecurrence surk. On commence park = 2. Appliquant le treoeme 2.1.1 au
probeme :

+ 0@= C"(V)+ oD "(@V);
(2.1.21)

<
—_—
=
)

|

= Vo = Ug; @Vji=0 = V1 = —(f (x;0) + div o);

% @V div = F= @f
T

1
= o= 5 C"(up)+ oD "(u1) o:
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2.1 Etudes des milieux leerogne

Sous les hypotteses (2.1.20), les donrees initialesVp; V1; o; F) ‘eri ent les conditions du
treoeme 2.1.1, d'ai I'existence d'une solution unique (V; ) du syseme (2.1.21), qui\erie :

Cvaer O;T;[HYRYY \ C2 O T;[LA(RDY ;

2 COO;T; XYMRN)\ CL O;T; LR LY™(RY))

Les primitives :
Z t Z t

(2.1.22) ult)= ug+ V(s)ds; ()= o+ ( s)ds
0 0

\eri ent alors :

( U2 C2OT;HYRNY \ C3 0 T;[LERY ;

2 CHO;T; X¥™(RN)\ C2 0;T;L2(RYLY™(RY))
Pour nir il sutde montrer que ( u; ) est la solution du (2.1.1). Or (u; ) \erie:
@ @u dv f =0;
@ + o@ C"(u) oD"(@u) =0:
En inegrant (2.1.23) entre O et t et en tenant compte des conditions initiales :
Vit=o = @Ujt=0 = Ug;

(2.1.23)

(2.1.24) @Vjt=0 = @Ujt=0 = }(f (x;0) + div o);

. . 1 . "
jtz=0 = @ ji=0 = ” C"(ug)+ oD"(u1) o
nous montrons que (; ) est la solution du (2.1.1).

Passons au cas gereralk 3. Supposons que le esultat est vrai jusqua l'ordre k 1 et
montrons qu'il est valable pour k. D'apes le esultat pe@dent on sait que la solution ( u; )
de (2.1.1) appartienta C2 O;T;[H}(R%]? \ C3 O;T;[L2(RY]Y  CYO;T;X¥M(R) \
C2 0;T;LARYLYM(RY)) et elle \erie (2.1.23). Les cerivees :
Vi)=( Qu:@)
sont dans l'espace :
ClOT;HYRHI\NC2OT;LARD? COO;T;XY"(RH\ CL O;T;LXREGLY™(RY)
et (V;) est la solution du syseme (2.1.21). Comme les donrees nitiales \eri ent :
(Vo:Vi; oiF)2 [HX YR ? [HE (RY® ck LoT; LR\ Ck 20T HYRY ;
d'apes I'hypothese de ecurrence on a :
vack Lo T HYRY \ CK O T LR ;
2Ck 20 T;X¥™(RY \ CK 1 O;T;LA(R%LYM(RY)) ;
ce qui implique :
u2 CK O;T;[HY(R Y \ Ck*1 0;T;[L2(R)]¢ ;
2CK 1 OT;X¥Y™(RY) \ Ck O T;L2(RELYM(RY)) -
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2.1.3 Existence et unicie de solutions faibles

On note :

(2.1.25) Qr=RY [0;T]; Qr=RY 10;T]

et les espaces

(2.1.26) H(Qr)=fv2C? O;T;[LARMDIY \ C° O;T;[HIRN]Y =«(T)=0 et @v(T)=0g;
L(Qr)=f~2C! O;T;L2R%LY™(RY) =~(T)=0g:

On dit que (u; ) est une solution faible du probéme (2.1.1) si elle \eri e :
8 Z z

u @v+ :"(v) f v dxdt= , U V(x0) uo @v(x;0) dx;
Qr R
A

2121y o " 1@ C"(u):~+ oD "(u): @ dxdt=
1. o

o 0 0:~(x;0) oD "(ug): ~(x;0) dx;

8(v;~) 2H(Qr) L (Qr):
On a le treoeme d'existence et d'unicie de la solution f aible :
Tleoeme 2.1.4  Si les donrees initiales \eri ent
(Uo;uz; oif) 2 [HIRY [LERYT LERELYMRY) LY 0 Ti[LA R
Alors le probeme (2.1.27) admet une unique solution :
(U )2CP O T;HYRDY \ Cr O T;[LARDY  CO O T;LARYGLY™(RY) -
Bemonstration
1. Existence. Par densig, il existe une suite :
(u;uf; §ifM2 HURY® XY™RY ! oTiLARY)
\eri ant :
ud ! up dans H(RY)";
ud ! u; dans (L3RY))";
o dans L2(R%LYM(RY);
fn1 f dans LY O;T;(L2(R)" :

(2.1.28)

Soit (u"; ") la solution forte du probeme (2.1.1) assocee aux donrees initiales ug; uf; g;f")
(cf. theoeme 2.1.1). Appliquons les estimations du tre oeme 2.1.8 aux dierences (uP u9; P

9), nous remarquons que la suite §"; ") est une suite de Cauchy dans I'espace de Banach
W (0; T; RY) ¢ ni par :

COOT;H'RN? croT;[L* RN C°0T;LXRYGLYM(RY) ;
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muni de la norme : H _

|

(2.1.29) k(u, )kw = sup ku(t)k + k@uk + kr u(t)k+ k (t)ky 1 :
t2[0;T]

On en ceduit I'existence de (u; ) 2 W(0; T; RY) \eriant :
i u dans 0 O;T;[HYRYHY CrOT; LRI ;
n i dans C° O;T;L%(R%LY™(RY) :

Pour terminer, il sut de remarquer que si (u"; ") est une solution forte alors en particulier
elle est solution faible du probéeme :
8 Z h i Z Z h i
u @v+ ":"(v) dxdt= f vdxdt+ ul v(x;0) ub @v(x;0) dx;
Qr Qr RY
Z h i

N~ o ":@ C'"(UW"):~+ oD"(U"): @ dxdt=
Qr

Z h i
§ o 00:~(x0) oD "(ug):~(x;0) dx;

8(v;~)2H(QT) L (Qr):
par passagea la limite quandn! +1 .

2. Unicie. Par lirearie, il sut de montrer l'unicie de la solutio  n du probéme (2.1.27) en
I'absence de source et avec des donrees initiales nullesoiS(u; ) une solution du probeme
(2.1.27) avecup =0, u3 =0, o=0etf =0:

8 Z
% u @v+ :"(v) dxdt=0;
ZQT
(2.1.30) g i~ o0 1@ C"(u:~+ oD "(u): @~ dxdt=0;
QT

8(v;~)2H(Qr) L (Qr):
On consicere le probeme :
g @u div =u; dans RY [O;T[;
(2.1.31) 0@ =C"(u) oD "(Qu); dans RY [O;T[;
3 u(x;T)= @u(x;T)=0; (x;T)=0; dans RY
ce probeme admet une unique solution forte (1; ) dans l'espace :
CLOT;HYRH "\ C?2 o T;[LXRD?Y COOoT;XY"(RY) \C! O;T;LXREGLY™(RY) :

car commeu 2 C! O;T;[L2(RY)]? il sut dappliquer le treoeme 2.1.1 en eecrivant le
dernier probeme sous la forme du syseme (2.1.1), en faiant le changement de variable
s=T t eten prenant comme donrees les fonctions

(uo;us; o;f)=(0;0,0,u(T 9)):
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Sion note = D "(u), le syseme (2.1.30) se eecrit sous la forme suivante :
8 Z
% u @v+ :"(v)+ D"(u):"(v) dxdt=0;
Qr
2.1.32) z
@1 i~ o @-+Z":~]dxdt=0;
QT
8(v;~)2H(Qr) L (Qr):

On remarque que par construction de ¢; ) on peut choisir comme fonctions de test dans
(2.1.30) :

(2.1.33) V;i~)=(w;Z *)2H(Qr) L (Qr); = D "(u):
Le syseme (2.1.32) donne alors :
z
(2.1.34a) u @u+ :"+D":" dxdt=0;
QT
z
(2.1.34b) z ' 0Z ' i@ +": ]dxdt=0;
QT
a " ="(u)et" = "(u). On fait ensuite le produit scalaire au sens des tenseurs da deuxeme
equation du syseme (2.1.31) avecZ ' . Apes inegration sur Qr, nous obtenons :
z
(2.1.35) z ' 0Z '@ : +": ]dxdt=0:
Qr
Cette dernereequation et lequation (2.1.34b) implig uent :
z z
JUdxdt = D dxdt:
Qr Qr
D'a (2.1.34a) devient :
z
[u @Gu :"+D":"]ldxdt=0:
QT

En remplecant  par sa valeur donree par (2.1.33) et apes une inegration par partie nous
obtenons : 7z

u[ @u div ]dxdt=0:
QT

Or, comme (u; ) est la solution du probeme (2.1.31), on a:

z
(2.1.36) ju(x;t)j? dxdt = 0;
Qr
ce qui entraneu = 0. Pour nir on montre que = 0 en utilisant la deuxeme equation du
syseme (2.1.27) : b
[ :~ o :@-]dxdt=0 8~2L(Qr):
Qr

D'as l'unicie de la solution.
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2.1.4 [ecroissance de knergie

e nition 2.1.1 Soit (u; ) la solution forte du syseme (2.1.1). On appelleenergie e (u; )
a linstant t la quantie :

o .1l @u® 1., 1 o,
(2.1.37) B 1)= 5 gy * 3K+ Fkeild
avec
(2.1.38) s=  C"(u):

Remarque 2.1.3 On remarque que
{ la quantie denergie se decompose en deux parties, la pemere  kuk?dx + k"(u)ké =2

correspond a lenergie classique du cas purementelastijue (i.e. lorsque o est nul) et la

: 1 5 . . , .
deuxeme Qkpkz 1, due aux e ets de la viscoelastice, s'exprime comme la rorme de la

dierence entre la contrainte visceelastique et la contr ainte elastique.
{ Compte tenu de la egularie de (u; ), lenergie E(t) \erie :
E2CY0;T); E(u<+1 8t O
On a le esultat suivant :

Tleoeme 2.1.5 Lenergie E(t) assocee au probeme (2.1.1) \eri e l'identie :

(2.1.39) ‘jj—'f = k sk . +(f;@Qu)

et elle cecrot en l'absence de terme sourcef(=0).
Demonstration

On remarque qu'on peut eecrire lesequations (2.1.1a) & (2.1.1b) en fonction deu et s :

(2.1.40a) % divs div (C"(u)) = f;
(2.1.40b) Z l@s+2z 's="(@Qu):

En faisant le produit scalaire dans R de (2.1.40a) par@u, dans L(RY) celui de (2.1.40b)
par s et apes une inegration sur R 9, on obtient :

(2.1.41a) %%k@ukz (div s;@u) (div (C"(u)); @u) = (f; Qu);
1d .
(2.1.41b) éaksk§ L+ kskZ 1 ("(@u):s)=0;

en faisant une inegration par partie du deuxeme et trois eme terme de lequation (2.1.41a),
nous aurons :
1d

(2.1.42) Eak@ukz +(s:"(@u)) +(C"(u) : "(@Qu)) = (f; Qu);
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ce qui donne (2.1.39) en sommant les deux identies (2.1.41) et (2.1.42).

On en ckduit la cecroissance de lenergie pour f =0 car I'hypothese (2.1.5) montre que Z
est e ni positif et par conequent k sk% 1 est un terme de dissipation.

Remarque 2.1.4 On remarque toujours le r0le important de la condition d'atsorption Z > 0
que ce soit dans les esultat d'existence et d'unicie de & solution ou dans le esultat de
dissipation denergie.

De nouveau, on peut aimentetendre ce esultat au mockle de Zener greralie (2.1.19).
Theoeme 2.1.6 La quantie denergie

1)4-h i

1 11}
(2.1.43) E(t) = Ek@uk2+ 5 k" (u)k2 + ks|k§| )
=1

assoceea la solution (u; ( )i=1:.) du probeme (2.1.19) homogene f =0) \erie

dE X
(2.1.44) i ks|k(22|) . 0
=1
avec
s= ; C"(uw; Z,=D, C; z,= ?z,; 81=1; ;L

2.1.5 Propagationa vitesse nie

Dans ce paragraphe nous nous ineressons au probeme de lpropagation a vitesse nie
des ondes viscelastiques. Nous montrons que lorsqu'on pgade donreesa support compact,
la solution restea support compacta tout instant. Finale ment nous determinons de facon
geonetriqgue un majorant du support des donrees. Dans ce ontexte cette etude peut étre
consiceee comme une gereralisation du travail mere p ar Canadas [55] pour le probéme uni-
dimensionnel.

Soit G un tenseur d'ordre quatre synetrique & ni positif et un vecteur non nul de RY,
on note ( G; ) le tenseur de Christo el [3] assoce au tenseurG suivant le vecteur , c'est
tenseur synetrique ¢ ni positif tel que :

(G; )= i =Gy « n

Remarque 2.1.5 Le tenseur de Christo el intervient, lorsque on fait une anadyse par ondes
planes pour le probeme purementelastique (o = 0), c'esta dire si on cherche des solutions
(u; ) sous la forme (5.2.18) (cf. x2.2.2), on trouve une relation de dispersion :

(C:k)d= 1 2d, (C;)d= V?Z2d;

avec = k=jkj et V = I=jkj la vitesse de phase suivant la direction (V? apparat comme
l'une des valeurs propres de( C; )=).

50



2.1 Etudes des milieux leerogne

Soit un vecteur deSY ! la sptere unie de R 9; nous d nissons les quanties :

(D; )viv 1=2
2.1.45 Vp(X; = SUp—5—
( ) (%) v(=30p jvj?
et
(2.1.46) Vy ()= sup fVp(x )a:
x2R®

La notation (2.1.45) est lee par analogiea v, la vitesse des onde® dans le cas d'un milieu
elastique isotrope, dans ce cas/p(X; )= Vp(x) dans toutes les directions . On consicere les
demi-espaces mobiles de vitessé 2 R, :

(2.1.47) E(V;t)= fx2 Ri9=x:  Vtg
On a le theoeme :

Treoeme 2.1.7 Si les donrees (ug;u1; o;f) sonta support compact et si elles ont la
egularie du treoeme 2.1.1, alors la solution du prob éme (2.1.1) restea support compact.
En particulier, si

supp Uo [ supp [ supp of supp f(;t) K;

a1 K est un compact, alors
suppu(;;t) K+ E(t); 80 t T;

avec : \
E(t) = E (V5 ( );t):
2sd 1

DCemonstration

Nous allons faire la &emonstration dans le cas a1 les donees du probeme sont assez eguleres
et K = B(0; R) une boule de centre 0 et de rayorR ; on se ranmene au cas greral en proedant
par egularisation et en utilisant le fait que tout compact est limite d'une eunion nie de
boules fernees. On consicere un vecteur quelconque de la sptere unie de K, le demi-espace
mobile :

U= (B(O;R)+ E (V;1))°= fx 2 RY=x: >R + Vtg;

t est donc un demi-espace mobile qui \fuit' dans la direction a la vitesse V, ' = fx 2
R=x: = R+ Vtglafrontere de ' (voir Fig 2.1.1) etd la mesure surfacique sur '.
On notera que par construction :
ug(X) = u(x)=0; o(x)=0; 8x2 O
(2.1.48)
f(x;t)=0; 8t>0; 8x2 t:

En particulier,a l'instant t = 0, la solution est nulle dans . L'icce de la cemonstration est
de trouver V (assez grand) pour que la solutionu soit nulle sur t.
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Fig. 2.1.1 { Le demi-espace mobile

Nous utilisons une technique d'estimation dénergie; corsicerons le syseme des equations
(2.1.40a) et (2.1.40b) :

(2.1.49a) @u divs div (C"(u)= f;
(2.1.49b) Z s+2z @s="(@u):

La densie denergie est & nie par :

(2.1.50) e(x;t) = :_2Lh j@uj>+ C"(u):"(u)+ Z 1s: sI :

En faisant le produit scalaire de lequation (2.1.49a) par @u et de lequation(2.1.49b) par s
et en inegrant sur ', on obtient aisment l'identie suivante :
z z z

@e dx + Z ls:sdx+ s+ C"(u) :@ud =0;

t t

@ estle vecteur normala ! inerieura ', = j ; cesigne le produit matrice vecteur
dans RY et :v = v; le produit scalaire euclidien dans K. En utilisant la relation (valable
pour tout e(x;t) 2 CY(RY R*)):

q z z @ z
(2.1.51) i e(x;t)dx = @ x;t)dx VvV t e(x;t) dx;
on en ceduit :

Oli(t)+ ‘ Z ls:sdx+ }Z (x;t)d =0;

dt t . 2 ’ o
avec Z
E (t)= e(x;t) dx;
t

et
(2.1.52) (x;t) =V j@uj?+ Vj"(u)jd + Vijsj3 1 +2 s+ C"(u) :@Qu;
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avec
j'ljg=C":"etjs; 1=2 's:s:

On voit que lenergie decrot si la forme quadratique est positive. Pour cela, nous avons
besoin du lemme suivant :

Lemme 2.1.2 Pour tout v2 RY on a

(2.1.53a) (CY v "ic ((C; Hviv)¥FZ;
(2.1.53b) sV jsjiz ((Z; )viv)F2
Cemonstration

Soit v2 RY, on a alors :
(C") v = Ciju "w jVi=Cju " V)
= C": v=(": V)c;

avec ( V)j =( ivj+ jVvi)=2. Comme (: )c & nit un produit scalaire dans LSYM(RY),
nous utilisons l'iregalie de Cauchy-Schwarz et nous obtenons :

"t Vi jici Vic:
Alors pour avoir (2.1.53a) il sut de montrer que
i vi2=(C; )V wv
En e et,
i v = C v: v
Ciw ( V(Wi

Cik VI iV

(Ciw i IV =(Cuii i WV VI

j(C )vivi=(C; v v

De méme pour (2.1.53a), on a:

S = s: Vv
= s:Z2 1z v
= (Z 's: )y

i Z sizio oviz =dsi; 1 ((Z5 v w2
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En utilisant ce lemme et d'apes (2.1.52), on obtient alors:

(Gt) Vo j@ui+ Vg + Visis 1 2)"ic ((C; )@ @u)'?
2jsi; 1((Z; )@u @u)*
Voj@uit+ Vv ("ig +jsiz 1) 2("ig +isiz ) (C;)@u @u
+(2;)@u @u*?

Voj@uit+ V(i +isi2 1) 2(i2 +isi2 )Y (C+Z;)@u @ T

Voj@uit+ V(iR +jsiz 1) 2" +jsiz )2 (D5 )@u @'
En utilisant la & nition (2.1.45) de V,, la dernere iregalie devient :

(2.1.54) () Voj@uiZ+ V(T2 +si2 ) 2% (iR + isiZ )@
Le deuxeme terme de cette iregalie ¢ nit une forme qu adratique positive si

(V& V3 0, V Vi

En choisissant la constanteV = Vp"( ) donree par (2.1.46), nous aurons 0 et par
conequent E est cecroissante. On a donc en particulier

E (t) E (0)=0; (par construction)

ce qui nous donneu(x;t) =0dans ', d'as supp u(;t) f 'g°= B(O;R)+ E (V, ( );t):
Le raisonnementetant valable pour tout 2 S9 1 sprere unie de R9 ona:

\
supp u(:; t) f 'g°= B(O;R)+ E(t):
2sd 1

Remarque 2.1.6 En particulier, dans le cas isotrope, V, ne cepend pas de , on trouve

L 00 0*2 (x) (x) TP
b ) = )
_ 0 0*2 (x) () ()+2 (x) P
- (x)+2 (x)
S
p(X)
- o(X)Vp(X)
ce qui nous donne S
+ — + _ (X) .
Vi()=V"= stulgd z(x)vp(x).

d'ar suppu(:;;t) B(O;R+ V*t) (voir FIG 2.1.2 dans le casd = 2)
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R+ V*t

Fig. 2.1.2 { Support de u dans un milieu isotrope

R+Vp+()t

Fig. 2.1.3 { Support de u dans un milieu anisotrope

2.1.6 Du viscelastiquea klastique

Dans cette partie nous nous sommes inereses au componeent de l'onde visceelastique
quand le coe cient d'amortissement ( tend vers zro et nous montrons dans quel sens
cette solution converge vers la solution de lequation d'oide equation de lelasticie) ob-
tenue lorsque on reglige ces coe cients. Letude de ce prdoeme est base sur l'estimation a
priori de la solution, qui fait I'objet de la section suivante.

2.1.6.1 Estimations a priori

L'identie denergie permet d'obtenir des estimations d e la solution :

Tleoeme 2.1.8  Pourtoutt O, la solution forte du probeme (2.1.1) \eri e les estimat ions
suivantes :
z

(2.1.55) k@u(t)k +k () C"(ut)k, P ey + tkf( Ykpe d;
0

Zy

P
(2.1.56) ku()k Kk uok +t 2Eo+ (t )kf( )k d:
0
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Il existe une constanteC = C(d;M ;M.) telle que :
z
p t
(2.1.57) kr u(t)k+ k (H)k, + C  2Eg+ kf ( )k= d
0

Ici Eq cesigne la quantie dénergie initiale : '
|
(2.1.58) Eo= % kuik? + k" (Uuo)k& + k o C"(uo)k2 ; :
DBemonstration

En inegrant entre O et t l'identie denergie (2.1.39), on obtient :
t

t
(2.1.59) E(t) Eo+ . (f()@()d Eo+ . k@u( )k kf ( k= d;

la deuxeme iregalie provenant de liregalie de Cau chy-Schwartz. Or, par ¢ nition de
lenergie (2.1.37), on a :
k@u( )k* 2E(); 8 O

Par consquent

z t
(2.1.60) E(t) Eo+ P2 kf (k= E( )¥?d;
0
et le lemme de Gronwall permet d'en ceduire :
z 2
pP— 17t
(2.1.61) E(t) Eo+ P> kf ( )kq= d
0

Pour obtenir I'estimation (2.1.55) il sut de remarquer que k@u(t)k et ks(t)k, 1 sont ma-
joees par  2E(t). Pour la deuxeme estimation (2.1.56), on remarque queu est une primitive

de @Qu : 7 .
u(t) = up+ @u(s) ds;
0

ce qui implique
Z, Z

t
ku(t)k kK uk +k @u()dk Kkuk + k@u( )k d
0 0
et on utilise (2.1.55) pour conclure. Pour la troiseme esimation on utilise d'abord l'iregalie

de Korn [48, 70] : il existe une constanteCy cependant de d la dimension de l'espace, telle
que :

(2.1.62) kr uk  Cyk"(u)k
et comme"(u) \erie

p p__ “u
(2.1.63) M Kk'(u)k k "(u)kc 2o+  kf( k= d;

0
on en ceduit la premere partie de (2.1.57). On majore en n les contraintes par :
kK ()ky; 1+ k s(t)ky; 1+ kC"(u(t))k, 1:
Or ks(t)k, : aee estine par (2.1.55) et KC"(u(t))k, 1 est clairement majoe par :
KC"(u(t))k, 1 Ck"(u)k

a C est une constante cependant deM ;M. . Pour conclure on utilise (2.1.63).
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2.1.6.2 Convergence et estimation de kcart

Dans cette section on s'ineresse au cas ai g tend vers 2ro de la facon suivante :

o(X)= ofx); ! 0O

avecD,C et Z = D C ayant les proprees (2.1.3) et (2.1.5). On consicere (u ;

solution du probeme visceelastique :
g @u div =T dansQy;
(2.1.64) 3 + 0@ =C"u)+ oD"(@Qu); dansQq;
u(x;0)=ug @ (x;0)=uy; (x,00= o; dansR%
et (u; ) la solution du probeme purementelastique :
g @u div =f; dansQq;
(2.1.65) = C"(u); dansQ-;

3
" u(x; 0) = ug; @u(x;0)= uy; dans RY:

) la

De méme que pour le probeme de visceelasticie on a un tleoeme d'existence et d'unicie

de la solution forte et des estimations dénergie [63] poure probeme (2.1.65) :

Treoeme 2.1.9  Sous I'hypottese (ug;us;f) 2 D( ¢) [HYRYHY C 0o T;[LARY)

Le probeme (2.1.65) admet une unique solution(u; ) avec

u2C2OT;[LARDY \ CLOT;[HY(RDY \ COO;T;D( ¢));

2 CLO;T;(L2RY)D \ COO;T; X¥™(RY)):

Ici 'espace D( ¢) est & ni par :

(2.1.66) D( ¢c)= u2HYRY= ¢ =div (C"(u) 2 [L2RD]? :

L'objectif de cetteetude est de montrer dans quel sens la dation (u ; ) converge vers (I; )

solution du probeme (2.1.65). On a le tteoeme :

Treoeme 2.1.10 Si les donrees du probeme \eri ent les hypotteses suiantes :

S (G 6CiD)2 Wi (RY 2 Wi RO 2
(2.1.67) 5 (Uoiuz; o) 2 [H3(RYZ [H3RYHF;
f2C3OT;[L2(RDY \ C?2 R*;[HYRY ;
et si  \eriea linstant initial la loielastique :
(2.1.68) o= C"(uo);
alors, on a les estimations :
u u

copTiireyyy  CAEM My i)

(2.1.69)

CO:T [L2(r 4)]92) C(d;M ;My; +;T):
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De plus si les donrees initiales(ug; u1; o;f) ne \erient que les hypotteses des theoemes
211et219,0na:

u *u dansH?(Q) faible;
(2.1.70) u! u dansL?.(Qr) fort;

loc

* dansL?(Qr) faible:

DBemonstration
OnnoteV =u uet = , elles \eri ent le probeme
8
% @V div =0; dansQ;
C"(V)=g9,; dansQ-;
(2.1.71) V)=o9 Qr
§ V (x;0) =0; dans RY;
@V (x;0) =0; dans RY;
avec
(2.1.72) g= oD"(@u) @

Notre but est de trouver une estimation de la norme deV et en fonction de .
Sion noteW = @V, le probeme (2.1.71) se eecrit sous la forme :

% @w div =0; dansQ-;

c'@ "(W)=4; dansQq;

(2.1.73)
§ W (x; 0) = 0; dans RY;
(x;0)= o C"(up); dans R
avec
g =C '@:
Lenergie : Z
l . 2 l
E()= = Wi+ C ; dx;
2 Rd
\eri e
dE _ ‘ dx:

En suivant les mémes cemarches que dans la cemonstratiordu treoeme 2.1.8, on obtient les
estimations :

Tleoeme 2.1.11  On a, pour toutt O
qa— Z,
(2.1.74) kW (t)k 2E, + kg ( )kc d;

q — Z)t
(2.1.75) K (tke 2 2Fp + kg ( )kc d:
0
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L'hypotrese (2.1.68) implique que Ep = 0. Pour avoir des estimations de la norme deV et
de il sutdonc d'estimer kg kc :

kg (ke = kD "(@u) @ kg »
C kr @uk+k@ k;

al C ne cepend que deM et .. En utilisant les esultats de egularie du x2.1.2 et en
reprenant les estimations du treoeme 2.1.8 (voir (2.1.77)) nous majorons les norme&r @ u k
et k@ kincependamment de . Finalement, en utilise le fait que :
Z t
(2.1.76) V(t) = W(s)ds ; C"(V)= g
0

et on conclut que sup kV (t)kyigaye  C(AIM My 45T) .

t2[0;T]
Pour la cemonstration de la deuxeme partie du treoeme , on suppose que Wo;us; o;f)
\eri ent les hypotreses des theoemes 2.1.1 et 2.1.9. En reprenant les estimationsa priori du
treoeme 2.1.8 pour la solution forte (u ; ) du probeme (2.1.64), on a :
(2.1.77)

p_ T
supk@u (t)k 2E, + Kf ( )ki= d;
[0;T] 0 7
p T

supku ()k Kk ugk + T 2Eq+ T kf ( )ky= d;
[0;T] 0 7 .

hp - T |
sup kr uk+k (t)k, : C 2Ep+ kf( )ke=-d ; C=C(d;M ;My):
[0:T] 0

Ces estimations sont incependantes de , par suite @u ;r u;u et sont borrees dans
L2(Q7), ce qui entrame l'existence des sous suites et \eriant :

u * o dans HYQt) faible;

(2.1.78) u ! w dans L2.(Qr) forte;
* ~ dans L%Qy) faible:

Comme (u ; ) est une solution faible du probeme (2.1.27) avec , = o, apes un passage
alalimite ( ! 0), on trouve que (& ~) est une solution faible du probemeelastique

8 Z z

% b @v +~:"(v) f v dxdt= ) ui(x) v(x;0) up(x) @v(x;0) dx;

QT R
z

~: C"(w): dxdt=0;
Qr

8(v; )2H(QT) L (Qr):

Comme ce probeme admet une solution faible unique [63] et ge toute solution forte est une
solution faible on a (& ~) =(u; )
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2.2 Etudes des milieux homognes

Nous nous placons pour faire cette analyse en milieu homame. Nous allons tout d'abord
teterminer les ondes planes se propageant dans un milieu seeelastique 1D. Nous pourrons
ensuiteetendre les esultats 1D au cas tridimensionnel.

2.2.1 Analyse par ondes planes en 1D
Dans ce qui suit ;; o et 1 sont des constantes strictement positives. On consicered
probéme de Zener unidimensionnel (1.3.2) :
; Trouver u(x;t): R [0;T]! R;
(2.2.1) 5 @u @ =f; dans R ]0;+1 [;
o+ 0@ = @u+ 1@Gu; dans R ]0;+1 [:

On s'ineresse aux solutions particuleres du probeme homogne (2.2.1) § = 0), de type
ondes planes (= 1) :
(

u(x;t) = upet k.

(2.2.2) _
(X;t) - Oe|(!t kx);

@ k 2 R estle nombre d'onde. Pour que (; ) & nis par (2.2.2) soit une solution de (2.2.1),
k et! doivent etre reles par la relation de dispersion :

14i1
22, 12= @2 1o
(2.23) LS . C

Nous allons etudier cette equation comme uneequation en! a1 k est un paranetre. Si on
fait le changement de variableS =i ! , la relation (2.2.3) devient :

s2 l+81_

(2.2.4) 22~ 1+So

ce quiequivauta lequationa coe cients eels de degr e 3 suivante :
(2.2.5) oS3+ 82+ 1c2%k2S + ?k? =0:

Cetteequation admet soit trois racines eelles, soit uneracine eelle et deux racines complexes
conjuglees. Notons qu'une racine eelle corresponda unmode non propagatif (mode purement
amorti). nous montrons que dans \presque tous les cas", il y adleux modes propagatifs et
un mode purement amorti, et que ce esultat est toujours vraia hautes fequences. Plus

peciement, montrons le lemme suivant :

Lemme 2.2.1 Nous avons les esultats suvants :

1. Si g 1=9, alors lequation (2.2.5) admet, pour tout k, une racine eelle S = S com-
prise entre 1= get 1= ;(mode purement amorti) et deux racines complexes conjuges
S = il (modes propagatifs).
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2. Si g< 179, alors il existe K (g; 1;¢) OetKi(p; 1;¢) 0 (donres en (2.2.8-
2.2.9)) tels que :

{ Si jkj2 [K ;K.], lequation (2.2.5) admet trois racines eelles comprises entre 1= g
et 1=, (trois modes purement amortis).

{ Si jkj 2[K ;K.], lequation (2.2.5) admet une racine eelle S = S comprise entre
1= et 1= et deux racines complexes conjugLees = il

DCemonstration

Rappelons qu'uneequation algebrique du troiseme dege ax®+ bx?+ cx+ d = 0 se ranene

par le changement de variable x = X gl,a la forme canonique suivante :
(2.2.6) X3+3pX +2q=0;
avec h i

_3ac K ¢ g L 26°  bc L a4

© 9a2 1227 32 a’

Cetteequation a trois racines :
1. >0 ! une racine eelle et deux complexes conjugLees.

2. 0 ! trois racines eelles.

L'equation (2.2.5), apes eductiona sa forme canoniq ue, a pour discriminant

- 3_,_qz=‘2327_k21 o 3ck4+ %75 201 %12 k2 +1
a le méme signe que :
(2.2.7) T k?) = Ak*+ Bk?+1;
avec
A= o34 B-= %75 g“ 21112 2

Uneetude du trindbme T X) montre que :

{ Si o< 179, le trinbme admet deux racines eelles positives
p__

2 (o £0)= B B2 4A

0, 1, - 2A

pouvant s'exprimer en fonction du rapport R = o= :
h i
(2.2.8) z (o0 ;0= ———— 27R R +) @ 9R)*FPa R)¥?
2c2 01

avec = 1=3(2IO 3=3 1). ll est alors clair que T k?) 0 sik?2 [z ;z:] c'esta dire si
jkj2 [K ;K4], avec
(2.2.9) K =Pz

61



Analyse matlematique

{Si o 179, on montre que ~est soit toujours positif (si ¢ < ;) soit admet deux racines
eelles regatives (si ¢ 1), donc dans tous les cast k?) > 0 pour tout k.

Il nous restea montrer que les racines eelles sont compees entre 1= g et 1= ;. Ceci est
imnediat en se rappelant gu'une racine S est solution de (2.2.4) et siS est eelle, le membre
de gauche est positif ce qui montre que (145 1)(1+ S o) < 0 et par conequent que toute
racine eelle est sitlee entre 1=get 1= ;.

Quelques proprées des solutions . On s'ineresse ici au cas a1 (2.2.5) admet une racine
eelle S = S et deux racines complexes conjuglees = i! ,cequidapeslelemme
est toujours \erie au moins s que k est assez grand. Ces solutions correspondenta :

{ deux modes propagatifs :e (Ktg(! (Kt kx) gt g (Ktg( 1 (Kt kx).

{ un mode purement amorti : €5 (Kte Tkx:
La somme des trois racines de (2.2.5) vaut :

2+ S (K= =
0

par consquent

(2.2.10) (k) = % S (k)+% :

Or d'apes le lemme peedent, S (k) est sitlee entre 1= et 1= 41, ce qui montre que :

11

1. si 1> o, alors (k) 0 8k, ce qui corresponda de lI'amortissement.

NI
,_\|I—\H|H

2. sl 1< o alors (k) 0 8k, qui correspond cette fois-cia un terme

o NIk

exponentiellement croi

n

sant en temps.

Remarque 2.2.1 1. On retrouve donc ici le fait que le ptenonene d'absorpton est lea
liregalie 1> o

2. On remarque que méme quand; < o, (k) reste borre et le probeme de Cauchy reste
bien pos.

Hypotlese : dans toute la suite, on supposera queg < ;.

Proprees du mode purement amorti . Nous montrons que, pour toutk 2 R , la racine
eelle S=S (k) erie:

(P L<sm< Lisker:
0 1
{ (P2) k! S (k) est paire.
((Pa) ms (9=~ JmS@= =

La premere propree aet cemontee dans le lemme p e®dent et est ici peciee dans le
cadre de I'hypottese ¢ < ;. La deuxeme propree cecoule du fait que lequation (2.2.5)
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c nissant les solutions ne cepend que dek?. Enn les limites ( P3) s'obtiennent aiementa
partir de (2.2.4) en utilisant que S est eelle. On peut en fait montrer plus peciement que

(2.2.11) S (k) i+( 1 0)c%kZ:
0

Nous illustrons ces propreesa la gure 2.2.2 a1 on rep esente un exemple de courbes (k).
Notons que les hautes fequences sont moins amorties (teraple relaxation 1) que les basses
fequences (temps de relaxation g < 1).

Proprees des modes propagatifs amortis , qui correspondent aux solutions (k)
il (k). La relation (2.2.10) permet de ceduire des proprees sur c'esta dire sur I'amortis-
sement des modes propagatifs :

h i
{ (P4) % 11 (k) o
1 0
{ (Ps) k! (k) paire.
h i
{ (Pe) Jim (k)=0; lim (k)= % 31 30 :

On peut en n ceduire de (2.2.11) lequivalence :
(2.2.12) (k) %( 1 0)c%k?:

Nous illustrons ces propreesa la gure2.2.3 ai on rep esente un exemple de courbe (k). Les
hautes fequences sont plus amorties que les basses feences, pour lesquels I'amortissement
tend vers 0, et la constante de tempsa haute fequence e 1 o=( 1 o).

En ce qui concerne la partie propagative, la vitesse de phaskes modes propagatifs est donree
par! (k)=k. Le produit des racines de (2.2.5) s'exprime :

(2.2.13) ¢ 02+ DS (= K.
ce qui permet d'obtenir :

Lk 1 (k)2
(2.2.14) 22 - S5 K

En utilisant la propree ( P3) et le fait que (k) est en O(k?) au voisinage dek = 0 d'apes
(2.2.12), on montre que :

O T VN Y ()
(2.2.13) AN ke T WM ke T

Les hautes fequences se propagent donc plus vite que les $ses fequences. On repesente la
vitesse de phasea la gure 2.2.4.

Conclusion : En conclusion, on a :
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1
o

Fig. 2.2.1 { Solution graphique

S (k)

o

=
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Fig. 2.2.2 { Allure de k 7!
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Fig. 2.2.3 { Allure k 7! (k)
P (k)
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0
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Fig. 2.2.4 { Allure k 7!
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1. un mode purement amorti  correspondanta S = S . Les hautes fequences sont
moins amorties(temps de relaxation 1) que les basses fequences(temps de relaxation

0< 1)

2. deux modespropagatifs amortis  correspondanta S = i! . Les hautes fequences
sont plus amorties que les basses fequences(pour lesglesl 'amortissement tend vers
0) et la constante de tempsa haute fequence es2 1 ¢=( 1 0)-

3. pour lesmodes propagatifs , les hautes fequences se propagent plus vite mais sont
davantage amorties.
2.2.2 Analyse par ondes planes en 3D

Nous menons dans cette section une analyse par ondes planesague a celle du cas 1D,
dans le cas d'un milieu viscaelastique isotrope 3D. On corigtre le probeme isotrope en milieu
homogene :

( @u div =0;
+ 0@ = TrC"(u)l +2"(u+ o TrC"(@)l+2 "(@Qu):

On s'ineresse aux solutions particuleres de la forme

(2.2.16)

( u(ct) = uge kx) g
(2.2.17) _
(x;t)= (et kX E:
avec
k = (ki;ka; ks)'s x = (x1;X2;X3)'; e = (er; €2, €3)"
et 2

3
Eir Ei2 Eis
E=4Ep Ex Expd:

Eiz E23 Eszs

Posons = €'t kX) et utilisons les expressions (2.2.16), on obtient lesequt@ns

Gu= !2uy d;

dv = i ¢ Dk;

+ 0@ =(1+i! o) o D;
2 (ot k)2 (Kadh + kada)=2 >
(2.2.18) "(U)=  iug 8 (ke + kodp)=2 kod> (kadz + kad3)=2 £,
(k1ds + k3d1)=2 (kzd3 + k3dz)=2 Kads

"(@u)=i!" (u);

Tr("(u)= 1iup k d;

Tr("(@u)) =i ! Tr ("(u)):

Remplacons cesequations dans (2.2.16), on obtient la reltion de dispersion :

(2.2.19) i139+12 (—+i! g—)jkj? d= Filg—— (k d)k:
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En introduisant les vitessesvp, et vs et les temps de relaxation , et s (voir (1.3.7)), lequation
(2.2.19) devient :

(2.2.20) 130+ 12 Vi(L+i! Qjkj? d= vi(@+i! p) vEA+il §) (k d)k:
Le produit scalaire de cette relation park implique en particulier :

(2.2.21) k dil3 o+ 12 vi@+i! pikj® =

Deux cas se pesentent alors, selon qu& d est nul ou non :

1. Les ondes P (ondes de compression) k d 6 0. Dans ce cas, la relation (2.2.20)
montre que k et d sont colireaires et (2.2.21) donne la relation de dispergin des
ondesP :

(2.2.22) 2(1+i1 o) = vajkjP(L+i ! p):

2. Les ondes S (ondes de cisaillement) :(k d =0 . Les vecteursk et d sont donc ortho-
gonaux et (2.2.20) donne la relation de dispersion des ondés:

(2.2.23) P2 +i ! o) = V3jkj2(@@+i! ):

On peut remarquer que, si on fait le changement de variable&s =i ! , lesequations (2.2.22)
et (2.2.23) skcrivent sous la forme :

(2.2.24) 0S3+ S+ v3jkj?S+ vijkj2=0 8i=p;s:

Lequation (2.2.24) est la méme que lequation (2.2.5) obtenue en dimension un, en remplacant
i par 1, V; par cetjkj par k pour i = p;s. Les conclusions de l'analyse en 1D peuvent donc
étreetendues en 3D isotrope.

2.2.3 Facteur de qualie et conception de moales ealis tes

Bien qu'on aita sa disposition un moctle mattematique faisant appela de nombreux pa-
ranmetres, comme c'est le cas des moctles de Zener gerefes que nous etudions dans ce
travail, une di cule subsiste au niveau de la moctlisati on dans le calage de ces paranetres
sur la ealie physique. C'est dans cette direction que sesitue le contenu de cette section. Nous
commercons au paragraphex2.2.3.1 par & nir quelques notions qui sont plus lees aux me-
sures physiques, que de nature mathematique, en particuér celles de facteur de qualie. Puis,
au paragraphex2.2.3.2, nous montrons comment on peut cecrirea I'aide denos modtles des
milieux qui sont ditsa facteur de qualie quasi-constant , lesquels sont fequemment rencontes
en gophysique.

2.2.3.1 [ nitions

En faisant I'analyse par ondes planes nous avons monte quka dissipation du moctle visceelastique
est leea la fequence. Une facon détudier cette diss ipation est de & nir le facteur de qualie

Q qui la caracerise d'une manere quantitative. Dans un pr emier temps, on ¢ nit le module
complexe et le facteur de qualie dans le cas 1D et on cerealisera cetteetude dans le cas de
dimension sugerieure (voir x 2.2.4).
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On consickere la loi de comportement (3.1.1b) :
(2.2.25) + o_= ("+ 1"):

La transfornee de Fourier f* d'une fonction f & nie par :
)= f(t)e "t dt:
1

En appliquant la transformee de Fouriera (2.2.25), on obtient :
(2.2.26) AY= MO,

@ " et ™ sont respectivement les transformees de Fourier des fonains et " et M(!) est
appeké module complexe

1+i! 1.

1+i!

On epare M en ses parties eelle et imaginaire :

(2.2.27) M() =

M=<eM)+i=m(M);

ce qui implique :

(2.2.28) ALYy =AM e ¢);
avec M
tan' (1) = ;T(M));

est I'angle de cephasage entre la contrainte et la deformaion, on I'appelle angle de pertes

et il est relea la visceelasticie. Dans le cas d'un mil ieuelastique ( o = 1 =0) la fonction M
estegalea ,d'a <e(M)= ,=m(M)=0et"' =0, ce quientrame que la partie imaginaire
=m (M) carackrise la dissipation des moctles viscelastiqes, par contre la partie eelle
<e(M) est leea la eponse instantaree. On ¢ nit alors le f acteur de qualie Q par [26, 34] :

_ Re(M) _ 1
(2.2.29) Q)= ; S T

Pour un milieuelastique non dissipatif, le facteur Q est in ni, par contre un facteur de qualie
nul implique un milieu absorbant.

Les parties eelle et imaginaire du mocele complexeM ¢ ni par lequation (2.2.27), sont
donrees par :

1+12 4, (1 o).

<eM)= S-SR =mmy= o0
1+122 1+12¢

d'ai le facteur de qualie et I'angle de pertes assocesa la loieementaire (2.2.25) :

1+12 419
'(1 o)
'(1 o)

Y= 1= S 1
(2.2.30b) tan' (!)=Q 1+12,, Poo1+12

(2.2.30a) Q)=

' P=
1

0
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Sion note par le rapport 1= o, le maximum deQ 1, repesentant la dissipativie m%ximale,

est atteirbtpourla pulsation ! max = 1= 1 o, lafonction Q (! max; )=( 1 0)=(2" 10)=
( 1)=  est croissante par rapporta , ce qui impligue que plus le rapport est grand,
plus il y a d'amortissement. La gure 2.2.5 donne les variatons de l'inverse deQ en fonction

de la pulsation! .

14

12

0.8

0.6

0.4

0.2

0 n n | n n MR l‘ n n | n n PR
) 10" 107
10 Pulsationgchelle logarithmique)

Fig. 2.2.5 { La variation de Q ! en fonction de!

2.2.3.2 Facteur de qualie quasi-constant

On voit que le facteur de qualie cepend de la fequence (voir Fig 2.2.5). Or en geophysique
une classe importante de maeriaux est caraceriee pardes facteurs de qualie constants sur
une large bande de fequence [80] ; on parle alors de mataiuxa facteur de qualie constant ou
quasi-constant. Le mockle de Zenerekmentaire n'est pa su sant (voir lequation 2.2.30a),
c'est pourquoi il est ineressant de consicerer le mockle de Zener gereralise.

Nous ceterminons un mockle avec un facteur de qualie quasi-constant, en superposant plu-
sieurs mockles de Zenerekmentaires ayant tous le mémamodule relacte et on cetermine
les temps de relaxation pour avoir un facteur de qualie quasi-constant sur une bande de
fequence donree. On consicere la loi de comportement grerale :

(2231&) |+ IOJ =" (u) + Ilu(l'l) 8| = 1, ,L,
b
(2.2.31b) -

I=1
et on cesigne respectivement parM, et Q; = <eM;=mM, le module complexe et le facteur
de qualie assocesa la 18M€ |oiebmentaire. Le facteur de qualie assocea la loi (2.2.31) est
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donre par :
X
<e(M))
(2.2.32) Q)= 2+ .
I m(My)
I=1
avec
_ 1+ 2 11 ol _ _ ! ( 1 O;I)_
Onecrit alors l'inverse du facteur de qualie sous la forme :
X_ ! ( 1;l O;I)
L, 1+12g
(2.2.34) Q ()= M
X_ 1+ 2 ;1 ol
Onecrit les coe cients d'amortissements 1, pour tout | =1; ;L sous la forme :
(2.2.35) 1= 0;|(1+ |); | > 0:
Q (') se eecrit alors :
X_ ! o;l
1 = 1T 2 i |
2.2.36 )= - :
(2.2.36) Q () 7z
L+ | 2’ 2 |

Pour ceterminer des mocklesa facteur de qualie constant, on donne les ¢, et on cherche | de
facon que Q approche bien le facteur de qualie donre Qg sur une bande de fequencef[y; f ).
Dans la literature geophysique on trouve plusieurs algorithme pour approcher Q [23, 45, 50].
Blanch et al. [23] ont utilie pour mocktliser un mocelea facteur de qualie presque constant
(nearly constant) I'approximation dite \  -method" qui consistea prendre les | = constants
pour tous les moctlesekmentaires eta approcher Q (!) par :

Xy,
- = ;
Q (5 )—E ﬁzgl (<< 1)
1=1 )
Z,,
eta ceterminer  qui minimise la fonctionnelle F( ) = Q X ) Qo 1H2dr . On s'est
|

inereskea adaptera notre probeme la nethode pes ente dans [50] pour un mockle gereralie
de Maxwell.
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Le principe de la methode consistea approcherQ *(!) par :

1% 1 @ QoM o)
(2.2.37) Q ()= C T 202_ |
1=1 0,|
et de ceterminer les coe cients | pour|l =1; ;L satisfaisant le syseme lireaire :
(2.2.38) Q )= QY k=1; ;K
avecK = 2L 1 etfly; ;+cg une subdivision de lintervalle [! 5;! p], equidistante en
echelle logarithmique; ! = 2 f est la pulsation assocee a la fequencef. Resoudre les
equation (2.2.38) estequivalenta esoudre le sysem e lireaire :
8 :
% A =q; (i)
e A L)
(2.2.39) g Ay = 1+122 k=1; K/ I=1; L, (i
k 0l
=( 1, ; O'2RY g=LQ,YL ;12 RK: (iii)

La esolution de ce syseme lireaire ne donne pas toujours des 0. Nous eecrirons alors
le dernier syseme sous la forme d'un probeme de moindre are en exigeant la contrainte
0:

8
< minL kA ak;
(2.2.40) - 2R
; o
ce qui estequivalenta minimiser une fonction quadratique avec contrainte :
8
1
2 min = 'H f:
(2.2.41) 2R" 2

>
: 0

ici H=A'Aetf = Alqg.

Pour la esolution du probeme (2.2.41), on trouve dans la literature plusieurs nethodes [71].
Nous avons choisi d'utiliser la routine \quapro " de Scilab qui utilise des nethodes de pro-
jection avec activation de contraintes. Pour le choix des o, on a vu que pour chacun des
modktlesekmentaires le maximum de Q ! est atteint pour une pulsation :

| - 1 = [a) 1 i

- v Ll ol O;IP 1+~ 0;l
On prend pour chaque mockleeémentaire ! max = !, d'arlechoix: o1 = !, =+, ,. Apes
la esolution de (2.2.40), soit C le nombre des | 6 0 et une permutation surS. = f1, ;Cg
telle que : () 60 quelque soitl =1; ;Cet~ ) <:i:< ~ (). Comme on s'est inerese

adesvaleursde v> 0 ( 1, > o), On reglige les termes nuls et au lieu de travailler aved-
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mockles on utilise seulement les moceles physiques qui ceespondenta | > 0 pour lesquels

on pose : 8
=0 |

LY

% ’ 1’

o= oot my); 1=

En ecapitulant, I'algorithme de la nethode est donre pa r Algorithme 1.

Algorithme 1 Algorithme d'approximation du facteur de qualie

1. Donrees : L, K =2L 1,f,, fpet Qo.
2: Calculer :

!
Iogl'—bavec!a=2faet!b:2f b-

| =
. K 1 l'a
{+=1,ek D ' gk=1;, ;K
3: Resoudre le probeme :

8 1
2 min = 'AtA  Ale:
(2.2.42) _ 2R 2
' 0:
e o1(1 Yo
avecAg = K 0d Qo tka) g o1 L ete=(1; (1) 2 RK.
1+18 4
4: De nir :
E = f ;>0= =( 1, ; L)solution de (2:2:42)g
= f pl=1, ;0= << ), une permutation sur S g:
5: Calculer: 81 =1; ;C: 38
L 1.
5 0;|_ (|)1
~=Qo' ()
3
o= (1)

2.2.3.3 Validation de la nethode

On pesentea la gure 2.2.6 les esultats obtenus par la methode pesenee ci-dessus, en
approchant Q = 50 sur une bande de fequence comprise entre 20 et 200 Hz ehefaisant
varier le nombre des mocelesebmentaires qui constituent la loi visceelastique.
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Fig. 2.2.6 { Facteur de qualie

2.2.4 Cas d'un milieu isotrope de dimension superieure

Dans le cas d'un milieu isotrope de dimensiord 2, ces milieux sont caraceries par les
facteurs de qualie Qp et Qs assoces respectivement aux ondes P et S. On consicere lailde
comportement visceelastique :

it o4 = [t o "klijg+2 ["j+ o "] 8ij =1;:::;d

l'analyse par ondes planes que nous avons e ectlee (Voik2.2.2), nous a permis de montrer
que l'onde visceelastique isotrope se cecompose en deuypes d'ondes :

{ Les ondes P ou ondes de compression pour lesquelles on assdes coe cients d'amortis-
+2

+2
{ Les ondes S ou ondes de cisaillement pour lesquelles on asigoles coe cients d'amortisse-
ment: get s= o¢:

sement : g et p= 0

Pour mockliser des milieux visceelastiques a facteurs ce qualie Qp (resp. Qs) constants,
on utilise la nmethode pesenee dans la section peedente en remplecant | par , (resp.

1 par ). Nous pesentons sur la gure 2.2.8 des instantares de lanorme du champ de
aeplacement u pour deux milieux ayant le méme facteur de qualie Qs = 100 et deux facteurs
de qualie dierents Qp. Le premier a un facteur de qualie Q, = 10 ce qui corresponda de
forts amortissements (les guresa gauche) et le deuxemea un facteur de qualie Qp = 200
correspondanta de faibles amortissements (les guresa doite). Pour obtenir les coe cients
d'amortissement nous avons utilis le mockle gereralise avec trois loisekmentaires sur une
bande de fequence [20200] Hz (voir Fig 2.2.7).
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250 ‘
— Q=10
— Q=200
200h_————— —
150} 1
e
o
100} 1
50| 1
0 1 1 1 1 1 1 1 1
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

f (H2)

Fig. 2.2.7 { Approximation de Qp = 10 et Q, =200
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Qp =10 Qp = 200

Fig. 2.2.8 { Ondes visceelastiques assoceesa deux facteurgualie dierents
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Chapitre 3

Approximation et analyse
nunerigue

Nous pesentons une nethode deements nis mixtes pour approcher les equations
visceelastiques dans des milieux anisotropes teerognes. Cette nethode permet de
faire la condensation de masse et ainsi d'obtenir un scremaexplicite cente pour la
discetisation en temps. Nous cemontrons, pour le sctema ainsi obtenu, un esultat de
cecroissance d'uneenergie discete et une condition susante de stabilie. Pour simu-
ler la propagation dans les milieux ouverts, nous adaptons @ ondes visceelastiques la
technigue des couches absorbantes parfaitement adapeg®ML).
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Introduction

Ce chapitre est consacea l'analyse et I'approximation nunerique du probeme mocleetude
peedemment. Letude nunerique de ces probemes a commene il y a environ 15 ans (voir par
exemple les travaux de Carcione et al [33, 36, 37]). La plupades nethodes ceveloppees sont
bases sur des sclemas d'approximation aux dierences nies [25, 39, 68]. En particulier, un
travail de etrence est dda Robertson, Blanch et Symes|[76]. Ces derniers proposent une ana-
lyse de Fourier de la stabilie de leur methode qui est toutefois limiee aux milieux homognes
unidimensionnels. Les dierence nies sont bien adaptes pour des geonetries simples et pour
le traitement des milieux homogenes. Cependant, une mardre robuste de traiter les milieux
heerogenes et complexes est d'utiliser la methode deseements nis. Dans le cadre des ondes
visceelastiques, il semble qu'il n'y ait que tes peu de travaux existants, en particulier de na-
ture mattematique. Dans [62], les auteurs proposent une rathode deéements nis en espace
et de quadrature pour l'inegration en temps, pour esoudre un probeme viscelastique iso-
trope base sur une formulation en deplacement et une repesentation inegrale du mocktle de
visceelasticie. Mentionnonsegalement I'approche pareeéments nis espace-temps, de nature
beaucoup moins mattematique, par Isedman, Niekamp et Stei [61] (voir aussi [79] pour des
probeémes quasi-statiques). Finalement, soulignons le ravail de Ha et al. [57], qui se sont
ineresesa une methode deements nis non conform es pour un mocele visceelastique com-
plexe dans le domaine de fequence, ce qui permet aux coe @nts du mocele de cependre de! .

Recemment, dans [16], les auteurs ont cevelopge une nouelle mrethode deements nis mixtes
pour les equations de llastodynamique. Notre objectif est essentiellement detendre cette
nmethode aux milieux viscaelastiques et d'en analyser lesprincipales proprees treoriques
et pratiques. Cette nethode est corcue tout particuler ement pour les maillages eguliers
et pesente l'inerét d'étre compatible avec la condensation de masse (sclemas explicites en
temps) et l'utilisation de la nethode des domaines ctifs p our traiter des domaines de pro-
pagation en geonretrie complexe [15, 41].

Fig. 3.0.1 { Fissure de geonetrie complexe

Le plan que nous pesentons est le suivant :a la section 1, nus traitons en cktail le cas simplie
des milieux unidimensionnels. Dans ce cas notre analyse piegtre directement confroneea
celle de Robertson et al [76]. La section centrale de ce chap est la section 2 dans laquelle
nous cecrivons etetudions la methode dans le cas gereral. En particulier, nous consicerons une
formulation variationnelle @placement-contrainte  , nous pesontons une nethode d'ap-
proximation nurrerique basee sur l'utilisation deseé ments nis mixtes pour la discetisation
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en espace et un sclema aux dierences nies d'ordre 2 en temps eta la n de cette section

nous cemontrons la stabilie de notre sctema dans les milieux hkeerogenes par des techniques
de ckcroissance denergie discete directement inspees de celles utilies pour l'analyse du
probeéme continu [14, 13]. Finalement, la section 3 est coracee a |'adaptation des couches
absorbantes parfaitement adapees aux milieux viscelatiques.

3.1 Cas 1D - Sclemas aux dierences nies

Nous nous ineressons dans un premier temps au cas unidimsionnel. Notre objectif est de
ceterminer un sclkema aux dierences nies greralisa ble en dimension sugerieure et qui soit
explicite et stable.

On consicere un domainel =]a;H occupe par un milieu visceelastique avec des conditiongle
Dirichlet au bord et on cherchea determiner le ceplacement u et la contrainte  \eri ant :

(3.1.1a) @u @ =f, dansl ]O;T];
(3.1.1b) + 0@ = @Qu+ 1@u; dansl ]O;T]
(3.1.1¢) u(x;0) = up; @u(x;0)= ug; (x,0)= o dansl;
(3.1.1d) u(@t)= u(b;)=0; dans]QT]

avec 1(x) > o(X).

3.1.1 Semi-discetisation en espace

\j

Fig. 3.1.1 { Discetisation en espace

On introduit un maillage egulier du domaine | de pash = x constitte de segments
[Xj;Xj+1], ) =1; ;N,avecxj = a+(j 1heth=(b a)=N.On approche la premere
equation de (3.1.1) aux points x; et la deuxeme aux points milieux Xj+1=, = Xj; +1=2h
(voir gure 3.1.1). On note u;(t) I'approximation de u(x;;t) et j.;-, I'approximation de
(Xj+1=2;t) et on propose d'approcher (3.1.1) par le sctema cente dordre 2 suivant :

I dt2 h

h i
d j+1=2 _  j+1=2 duj +1

8

% d2y j+1=2 j 1=2
du;

% j+1=21 oj+1=2 at h 1;j+1=2(T d—tj)+ Uj+1  Uj

(3.1.2)

du;
uj (0) = ug;; d—tj(O) = Ugj; j+1=200)= oqj+1=0;
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3.1 Cas 1D - Sctemas aux dierences nies

@l j,fj, oj+1=2 j+1=2, 1j+1=2, Uoj,Urj €1 g;+1=p SONtrespectivement des approximations
des donrees (xj), f(Xj;t), o(Xj+1=2), (Xj41=2), 1(Xj+1=2), Uo(Xj), u(Xj) €t o(Xj+1=2).

3.1.2 Discetisation en temps

On consickre une discetisation en temps avec un pas de teps t. On note t" = n t, u
I'approximation de u(x;;t") et j”+1 -, l'approximation de  (Xj.+1=;t") (voir les gures 3.1.2-
3.1.3). Si on approche la premereequationa t = t" en utilisant le screma saute mouton et
la deuxemeequation en t = t"*172 en utilisant un sclema cente d'ordre 2, nous obtenons le
sclema totalement disceti®e :

$.1.3)
n+1 n n 1 n n
J 12 h )
n+1 n n+1 n n+1 n n+1 n
j+1 =2 + j+1=2 j+l =2 j+1=2 _ j+1 :2h u] +1 u] +1 UJ UJ
> T ooj+1=2 n i 1j+1=2 n n
n+1 n n+1 ni
U F U Y " U
2 2 '
0_ ,  .pl_ 1. 0 _ .
Uy = Uoj, U =4, jh1=2= oj+1=2;

al fj” est I'approximation de f (x;;t") et ujl est une approximation deu(x;; t) d'ordre 2, on
prend par exemple l'approximation suivante :

t2

1_.,,0 0 0 .

B =u'+ tuq+ —( I A )

] j ) ] j+1=2 j 1=2
2 ih

Remarque 3.1.1 On remarque que le sclema ainsi & ni est cente, totalement explicite,
de plus il est consistant d'ordre deux, c'esta-dire I'erreur est en Qh?+ t?).

Calcul deu au point Calcul de au point
| |
| |
| | | |
| | | |
! ! : : th+1
| | l l
| | | |
| | tn
I | | |
I | | |
I | | |
{ { ! | th 1
Xj 1=2 Xj Xj+1=2 Xj 1=2 Xj Xj+1=2 Xj+1
Fig. 3.1.2 { Calcul de u}”l en fonction de Fig. 3.1.3 { Calcul de j”,fllzz en fonction
utsut et N, deulyi;uf™ut suf et N
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3.1.3 Analyse de stabilie

Dans cette section nous nous sommes ineresesa la queisin de stabilie du sclema nunerique

(3.1.3). Dans un premier temps, nous pesentons un esulat de stabilie en montrant une

condition de stabilie recessaire et su sante dans les milieux homogenes, en utilisant la tech-
nique de Fourier. Dans un deuxeme temps, nous montrons queette condition reste su sante
dans le cas des milieux reerogenes, en utilisant une tetiniqueenergetique.

3.1.3.1 Stabilie par nethode de Fourier

Pour montrer la stabilie par Fourier nous consicerons le probeme dans un milieu homogne
in ni. On introduit les espaces nornes discrets :
8

9
< X =
(3.1.4) L2o= . un=(u)j2z; juj?<+1_ ;
j i
8 9
< X =
(3.1.4b) Lhio= . n=( ju=dizzi | jua=®<+1
j b
munis des produits scalaires :
X X
(Un;vh)o=h UV, (hs n)i=2=h j+1=2 j+1=2
j j
et des normes assocCees :
X

funiig=h iui% i wiif=h 0 ja=i®
j i
Le sclema (3.1.3) est alorsequivalenta :

Wt agewt
t2 - h’
! !
(3.1.5) rr]1+1 + Iq I[]1+1 H un+1 un un+1 + un
+ - B h h + B h h :
g 2 0 t 1=1 t ! 2
ud; ul; 0 donrees
avec
Up = (Uj)j2z 2 Laor h=( j+1=2)j2z 2 Lﬁ;%;
et
8
B L2, 7! L2
3 i hio
(3.1.6) 5 j+1=2 | 1=2
> h 7! :
h j2z
3Bt L3 70 L,
3.1.7 . .
N 3 T TR b
h 27
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3.1 Cas 1D - Sctemas aux dierences nies

Le syseme (3.1.5) skcrit de manereequivalente sous la forme :

t2
(3.1.8a) uptt =l t+2ul+ —B [
2 t t+2 t 2
(3.1.8b) nt o= 0 N+ 71 Biuptt + 1Baup:

20+ th 20+ 20+ t

Nous montrons la proposition suivante :

Proposition 3.1.1 Les ogerateurs B et B \eri ent les proprees suivantes :
1. B;1= B

2. kBk 2=h.
Demonstration
Soit (Un; n) 2 L&, Lﬁ_l,ona:
’ 2
1.
X u U X X
(Baun; n)1 = h % j+1=2 = Uj+1 j+1=2 U j+1=2
j2z j2z j2z
_ X X _ X j¥l=2 | 1=2
= Ui j 1= U ja=2= h H
j2z j2z j2z
= (Un;B n)o:
2.
X .
X _ j+1=2 j 1=2
(B niun); = h — =y
j2z
2 31222 3122
4 Jj+1=2 i 1=2 5 4 J4j ] S
j2z j2z
20 11 O 1,532 312
n J j+1=2 +@h =) h  jujj
j2z j2z j2z
2 .
= ﬁk hK1=2Kun Ko;

ce qui montrekBk  2=h:

Soit Ky =[ =h; =h ], on introduit les transformees de Fourier discetes :

8
% Fro @ LEo7! L%(Kp)

un 7'F phoup =4
(3.1.9) h hi0%h = =h

E 1 X .
_ 0n (k) = P>= ue kX
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et
8 . 2 2
E Friae @ LE, 7! L2(Kp)
h 7'F hi1= h="n
(3.1.10) : L X |
. k)= po= jame itzh

2 i
Le sclema (3.1.5) est stable si la solution @}}; ') est borree independamment des pas de
discetisation h et t. Pour montrer que la solution discete est borree dansL 7, Lﬁ;lzz, en
utilisant l'identie de Plancherel-Parseval, il sut de m ontrer que sa transfornmee de Fourier
discete est borree dansL?(Ky) L2%(Kp). On appliquea (3.1.8a) la transfornee de Fourier
(3.1.9) eta (6.2.4) la transformee (3.1.10), on obtient :

8 2
200t = of ts20f+ — B
(31.11) 3 2 t t+2 t 2
Z aAn+l 0 AN tZ B. o+l + 1 B.on-
h 2o+ Tt Zor ¢ o 7o+ 1o

a B et B sont respectivement les symboles des oferateurB et By ;ilswerient (i 2= 1):

B(k) = Bi(k) = asin( ), = kh,
h 2
On pose :
P 0 a0 1 1
WH = @ (_}H A
AN

le syseme (3.1.11) estequivalenta lequation de ec urrence suivante :

(3.1.12) owi*t = Dwj);
avec 0 1 0 1
1 0 O 0 1 0
C=@0 1 0AetD=@ 1 2 dy3A;
0 C32 1 0 d32 d33
les constantescsy; dp3; d3 et diz sont donrees par :
8 .
oy = i2 sin 21+ t
32 = h 7 or 1
2 t2
doz = i o sin ;
. 2 sin t 2,
d3; = ,
32 I h 20+t t
20 t
dsz = ———:
33 2o+ 1t

La matrice Cetant clairement inversible, (3.1.12) estequivalenta :

n+l _ n.
W, = Gwy;
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3.1 Cas 1D - Sctemas aux dierences nies

@ G = C D est la matrice d'ampli cation
La stabilie du sctema est alors lee aux proprees de s valeurs propres deG, plus peciement :
Le sclema (3.1.3) est stable si et seulement si (G) 18k2R,
al (G) est le rayon spectral deG :
(G) =maxfj j= valeur propre de Gg:

Le polynébme caraceristique assocea la matrice G est donre par :
h i h i
Po( )= 2o+ t) %+ t+60 21+ t) %+ t 6o+ %21 1) +20 t

avec ro_
- X tsin' c = :
h ' ’
. , p— . "
Si on dksigne parc; = ¢ 1= la vitesse des ondes a hautes fequences, la condition

recessaire et su sante de stabilie est donree par la proposition suivante :

Proposition 3.1.2  Le sctema (3.1.3) estL? stable si et seulement si :
1
(3.1.13) — CFL= —:

Demonstration
Le polynébme P \erie :
Pec(l)= 22t 0 8k2R;

2 t2 1sin?

Pe( 1)=16 ¢ 4 2 1=16( o T):

1. Supposons que la condition CFL (3.1.13) est \eriee

On remarque que cette condition impose quePg( 1) 0 8 2 R(8k 2 R). Le
polyndbme Pg est alors regatif en 1 et positif en -1. Il admet donc un zroeel ¢ dans
lintervalle [ 1;1]. Notons ¢; 1 et 2 les racines deP ; elles \erient :

209 t
3.1.14 =-2 .
( ) 0127 5 T
ce produit \erie :
1.1 P = t :
(3.1.15) 6 2.7 1 2o+ 02 (1 o)

On discute suivant le signe de 2 t:
Si 29 t>0:

2 t " . :
> 0 pa— 2 [0;1] et d'apes (3.1.15) Pg est positif en ce point (puisque 1 > (). Le
0 h i
. 2 t L
polynéme Pg a alors au moins un zro eel o2 #; 1, ce qui implique :
0
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(@ si 1, 22C,
20 t o
———,ona 1 d'apes (3.1.14).
27 1 j ] pes ( )
(b) si 1; 2 2 R, d'apes notre remarque peedente elles sont soit toutes les
deux de module intrieura 1, soit toutes les deux de modulesugerieura 1. Ce

dernier cas est impossible car d'apes (3.1.14) le produite leurs modules doit
étre inkrieura 1.

Si 2 ¢ t< 0 :

= 1= ,etcomme g

on suit la méme dcemarche que dans le premier cas et on montrque (G) 1.
Si 2¢ t=0:

o=0et 1; 2 sontsolutions de lequation :
T()= 20%+[4 0 *(1* ol *+ *(1 0 20=0:

Elles \eri ent :

(3.1.16) 12=1 212 0 1 8k2R:
0

(@ si 1; 22C

(3:L16)) 1 .=jj® L
(b) si 1; 22 R. On remarque que :
2 . 2 G t .
TM= 270 0 T(1)=2"1 80=8 o7~ 1 O

Comme le montre la gure 3.1.4 ci-dessous on a deux possit# : soit les deux
racines sont de module inkrieura 1, soit elles sont de méne signe et de module
strictement sugerieura 1. Ce dernier cas est impossible ¢apes (3.1.16).

Fig. 3.1.4 { Les trois cas possibles

2. La condition (3.1.13) est aussi recessaire.
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3.1 Cas 1D - Sctemas aux dierences nies

Si le pas de temps t ne \eri e pas cette condition, on a alors :

Pe( 1)< gcos = ocosz(ka)zo 8k 2E = f(2p+1) -=p2 Zg:

et comme Pg est positif au voisinage de 1 , alors pour tout k 2 E on trouve (k)
racine dePg et infrieura 1.

Conclusion. Si t \erie la condition CFL (3.1.13), alors il existe C; une constante positive
incependante de t et h telle que :

(kalk 2 + kMk 2)  Cy(ka2k 2 + kotk 2 + k"2k; 2); 8n 2 N;
ce qui nous donne en utilisant l'identie de Plancherel-Parseval :

(kupkz +k ﬂkLﬁll) Ca(kupk_z + Kugk_z + Kk ﬁkLEl ); 8n 2 N:
' 3 ' ' "2

En faisant I'nypothese sur I'approximation des donrees initiales :

(kupkpz + kugk e + K ﬁkLﬁ. ) Ca(kuokpz + kuik 2 + k oki2):
' ' 2

On montre que la solution est borree dansL? independamment de t et ha tout instant.

Remarque 3.1.2 On peutetendre cetteetude aux sclemas nuneriques asstes aux moctles
visceelastiqgues de Maxwell et de Kelvin-Voigt :
{ Si on consicere le moctle de Maxwell [34] :

( @u @ =f
(3.1.17)
+ @ = @)%tu
et I'extension du sctema (3.1.3) au probeme (3.1.17) :
(3.1,18)
% _ujn+1 2u + u? 1 M= = g,
J t2 h I
1 1 i
3 jn:l 2t = . jn:1 2 = _ i =2hujn:11 uf'yy an+1 utt
2 J+1=2 t h t t

On montre, en utilisant la technique pesenee dans la &monstration de la proposition
3.1.2 que le sclema (3.1.18) est stable dans le cas homogrsi et seulement si t \erie
la condition de stabilie :

(3.1.19) t —; c= -

{ Si on consicere le moctle de Kelvin-Voigt [34] :

( @u @ =f;

(3.1.20)
= @u+ @u:
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et le schema nunrerique assoce :

8
n+1 n n 1 n n
J t2 h I
n+l n h n+1l n n+1 n
(3.1.21) j+iz2t ju= a2 Utr U Y Uj
2 - h j+1=2 t t
n+l n n+l ni
Uieg * Uy U+ U
2 2

Ce sclema est inconditionnellement instable. Pour avoir & stabilie on utilise des sclemas
d'approximations implicites ou on le stabilise en modi ant l[equation de comportement en
ajoutant @ au premier terme de la deuxeme equation de (3.1.21). Si nais utilisons
I'approximation centee de @ (X;+1 i tNH172) jn++11=z J.”+1 )= t( ! 0),lesctema
estequivalenta (3.1.3) en consicerant o= et 1=

3.1.3.2 Stabilie par techniquesenergetiques

On va montrer que la condition (3.1.13) est une condition su sante de stabilie, en passant
par une technique dénergie qui reste valable pour des miBuxa coe cients variables. De
méme que dans le cas continu, al la quantie denergie jouait un réle important pour les
estimations a priori de la solution, onetablit un esulta t de dissipation d'uneenergie discete
qui nous conduit sous certaines conditionsa des estimatios de la solution approctee.

On rappelle les esultats de cecroissance denergie das le cas continu. La quantie denergie
assocee au probeme unidimensionnel est donree par :

h i
1
E(t)= 5 k@uk®+ k@Quk® + ksk® o (,
et elle wrie : dE(t)
— 2
—at - KK (1 o)
avec
z
s= @u; kvk? = I (x)jv(x)j?dx; 8(v;!)2L%) LY();! o

Nous ¢k nissons la variable discete qui corresponda s :
sh= n+A B”u:

Le sctema (3.1.3) estequivalenta :

8
up™ 2uf+up !
% My = t2 - B p=1%
n+l 4 gn n+1 n n+l n
(3.1.22) M Sho TSy S S pgeth . Uh g

n+1 n+1 ?2,nN+l _ .
Ay Asy™m + B u, " =0;
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3.1 Cas 1D - Sctemas aux dierences nies

avec
Myunh=( jUj)j2z; 8un 2 LE;
M = 122 ;8 h2L2;
j+1 =2( Lj+1=2 0;j +1:2) j2z 2
(3.1.23) Mg 1, = 0j+1=2 j+1=2 . 8,2 '—ﬁ-;i
jr1=2( 1j+1=2  oj+1=2) i22 "2
A h = _Jilig : 8 h2 Lﬁi;
j+1=2 j2z 2
B est donree par (3.1.6).

& nition 3.1.1 On ¢k nit [energie discete par :

2
n+1 n
} uh uh

_ 1
+1=2 _ n+l,2 n2
E" =3 n *3 ksh " kin, + kspki,
(3.1.24) Mu
2 n+1l n+1
+ : g2 Y tUR’Sh tSH +2 M B7UM B
avec (

kupkZ, = (MyUn;up) = UMyup; 8up 2 LE;
ksnkfy, = (MsSh;sn) = SiMssn;  8sp 2 L2
On montre que lenergie discete est dissipative :

Tleoeme 3.1.1  La quantie dénergie discete \erie :

En+1=2 EN 1=2

(3.1.25) t

1
g(ksh™ + ki + ks + s k)
de plus une condition su sante de la stabilie du schema est donree par le tteoeme suivant :

Treoeme 3.1.2 Pour que le sclema nurrerique (3.1.22) soit stable dand.?, il sut que le
pas de temps \erie :

(3.1.26) %kBk 1;

avec

(B h;un)
kBk= su —— 17
uhso;phso Kunkm, K nkk

et
K=(A'+M;1)

La cemonstration de ces deux treoemes est pesente d'une fecon gererale dans le cas d'une
dimension sugerieure (voir x3.2.6).
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Dans le cas 1D on trouvea partir de (3.1.23) :

K h=( j+1=2 j+1=2)j22; 8 hZLﬁ;%

@ j.+1=> est une approximation de = 1= 0 au point Xj+1=, (la valeur moyenne sur
[Xj5Xj+1]) : Z
1 Xj+1
jv1=2= (x) dx
Xj
eton cenit ; comme la valeur moyenne de sur [Xj 1;Xj+1]:
1 Z x4 1
P — X)dx = z( js1=2t+ | 1=
J 2h 5 1 () 2(]+12 112)

On cetermine explicitement la condition de stabilie en m ajorant kBK :

(B niup) = ( niB?un)
1 X
= 5 j+1=2(Uj  Uj+1)
j2z
3.1.27 1., X o 12
( ) HCI j+1=2 j+1=2 j+1=2(uj Uj+1)
2z
0 1,,,0 1.5
1 + @X 1 . .2A @X . .2A
Hcl j+1=2 j+1=2] j+1=2JUj+1  Uj]
j2z j2z

avecc] =supc (x)= sup o(x) P 1(X)= o(X).
X X

Or, comme j+1=20Uj+1 ujj2 \eri e liregalie :
j2z
X . .2 X . .2 X
jri=2JUj+1  Ujm = (j+s1=2t i %)JUjJ 2 j+1=2Uj+1 U
j2z i2¢ X 122 x
. .2 . 2 . 2 _ 2
2yt j+1=20Uj]° + j+1=2Uj+1]" = 4Kunkiy,
j2z j2z j2z

on a d'apes (3.1.27), liregalie :

2
(B n;un)  —ci kunku, K nkg:

h
dl
a 2,
kB k ﬁcl ;
ce qui nous donne la condition de stabilie :
(3.1.28) t (supcy ) L
h X2
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3.2 Dimension sugerieure - E€ments nis mixtes

Dans le cas homogene : 8

et on retrouve la condition recessaire et su sante de stabiie qu'on aetablie en utilisant une
analyse par Fourier :

3.2 Dimension sugerieure - Eéments nis mixtes

Notre objectif est de developper une nmethode nunerique ecace pour esoudre le probeme
mockle (2.1.1) c'esta-dire une methode performante ayant les proprees suivantes :

{ Facilea impementer en utilisant un maillage egulier .
{ Compatible avec la condensation de masse (sclema expli@ en temps).

{ Conduisanta un sctema stable en temps.

Pour atteindre ce but, nous adaptons au probeme de la visaasticie leseements nis mixtes
avec condensation de masse pesenes dans [16] pour lagtion de llastodynamique.

3.2.1 Principe de la nethode enelasticie

La base de cette methode est une formulation mixte vitessezontrainte du probéme de
lelastodynamique dans laquelle on introduit la symretri e de la contraine d'une fecon forte
dans l'espace d'approximation, ce qui nous permet de chereln le tenseur des contraintes
dans l'espacel? des tenseurs a divergencel? et synetriques qu'on note HSY™(div) et la
vitesseu (ou le deplacement pour une formulation deplacement-cortrainte) dans L 2.

3.2.2 Reformulation du probéme

On consicere le probeme mocele dans un ouvert borre R?:
(3.2.1a) % div =T,

(3.2.1b) + O%tz C"(u+ oD "(%Lé;

avec les conditions initiales :

(3.2.2) ut=0)= ug; (t=0)= o; @tt=0)= uz

et la condition aux limites :
(3.2.3) ‘n =0 sur @ ;

al n est la normale exerieure au domaine.
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Fig. 3.2.1 { Domaine détude

En multipliant (3.2.1b) par une fonction de test ~ nous obtenons apes l'inegration sur
z z z

:~dx+E o . ~dx C "(u): ~dx E oD "(u): ~dx =0;
dt dt
Le principe de la nethode impose la egularie sur la cont rainte dansH Y™ (div) et le deplacement
dansL?, il faut alors porter les cerivees sur les contraintes et ~ au lieu de ceplacementu. Le
terme C"(u) exige de multiplier lequation (3.2.1b) par C 1!, par contre le terme oD "(@u)
exige la multiplication de cette equation par ( D) !, donc l'obtention d'une formulation
variationnellea partir de cette loi est voleea lechec .

Pour appliquer cette methode, comme dans le cas continu, das la &dmonstration des esultats

d'existence et d'unicie de la solution et de la decroissance dénergie, l'introduction de la

dierence entre la contrainte visceelastique et la contr ainte dans le cas purementelastique :
s= C"(u)

joue un réle important. Nous introduisonsa nouveau cette variable auxiliaire, ce qui nous
permet de decoupler lequation (3.2.1b) en deuxequations possdant chacune un terme faisant
apparatre l'operateur " :

(

s+ 0@s= oD C)"(Qu);
S= C"(u):

Ceci equivaut a eecrire la loi contrainte-ceformati on (3.2.1b) sous la forme de la loi de
comportement ceformation-contrainte suivante :

8
< M s+M @s="(Qu);
(3.2.4)
A A s="(u);
avec
M=z%tM =2z 1= ;IM;A=C L
Le syseme (3.2.1) devient alors :

(3.2.5a) @u div =Tt
(3.2.5b) M s+ M @s="(Qu),
(3.2.5¢) A A s="(u),
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Dans tout ce qui suit nous prendrons comme probeme moctlele probeme (3.2.5) avec les
conditions initiales (3.2.2), la condition :

(3.2.6) s(t=0)= sp= o C"(uog)
et la condition aux limites (3.2.3).

Remarque 3.2.1 On remarque que

{ L'introduction de la variable s ne joue qu'un r6le intermediaire pour obtenir la formulat ion
mixte et la discetisation en espace. Nous verrons qu'on pat eduire par la suite le nombre
des inconnuesa deux eneliminant ou s et en exprimant l'une en fonction de l'autre.

{ La reformulation du probéme eererali® (2.1.19) se f ait de la méme manere :

8
b
% @u div | =f;
1=1
(3.2.7) E M si+M,;@s ="(Qu); 8l=1; ;L
A A s = "(u); 8l=1; ;L;
avec
Mi=(D; C) LMy = o'!M;A=C % 8I=1; ;L
3.2.3 Formulation variationnelle aplacement-contrain te

On consickere les espaces fonctionnels suivants :
(3.2.8) M =[L2;R 9% H = L?(; L(RY);
on ¢ nit I'espace des tenseurs :

(3.2.9)

1>

=f 2H=div 2Mg
et aussi I'espace des tenseurs synetriques :

(3.2.10) XYM =f 2X= 2LY"(R%Yg:

On obtient la formulation mixte, en appliquanta lequati on (3.2.5a) le produit para2 M ,a
(3.2.5b) pars2 XM, a (3.2.5c) par ~ 2 XY™ et en inegrant sur . Apes une inegration
par parties des membres de droite des deux derneresequans, les termes ai intervient le
tenseur " (u), on obtient la formulation mixte suivante :

% Trouver (u(t);s(t); (1)) :[0;T]7! M XM XM tels que :

d_22 (ut);e)  b(e (1) =(F; &); 8v2M;
(3.2.11) dt . |
% m (s(t);s) + am(s(t);p)+ ab(u(t);s)=0; 8s2 XM,
a( (t);~) a(s(t);~)+ b(u(t);~)=0; 8~2 XM,
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avec
8 Z
(ujer) = u udx;
z
m(s;s) = M s: sdx;
z
(3.2.12) m (s;s) = M s:sdx;
Z
a(; - = A ~dx;
z
T (= fwdx;
et
Z
(3.2.13) b(u; )= div.  udx;

3.2.4 Semi-discetisation en espace

()2 M M;

8(s;s)2H H;
8(s;s)2H H;
8(;~)2H H,;

8(f;, ) 2 M M;

8(u; )2M  H:

Nous supposons ici que le domaine est une union de rectangéeet nous consicerons un
maillage egulier (T,) de compos des cares K de coe h > 0 (voir Fig 3.2.2). On introduit

les espaces d'approximation de dimension nie :

(3.2.14)

Mh MiXn X5 Xp™™ =X\ XM

e

h

Fig. 3.2.2 { Maillage uniforme

Le probeme approcte de la formulation (3.2.11) consistea chercher (up(t);sn(t); h(t)) 2
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My Xp®™ XM quierient :
8
% Trouver (Un;pn; n) i [0;TI7! Mp Xp®™  Xp®™M tels que :
o2
a (Un;tm)  b(en; n) =(f; tm); 8t 2 Mp;
(3.2.15) g
% m (sh; sh)+—m(sh Sh) + —tb(uh;sh)zo; 8sp 2 Xp¥™;

a( n;~n) a(sn;~n)+ b(un;~n)=0; 8~h 2 Xp¥™M:
Puisqu'aucune continuie n'est exigee dans l'espaceM ([L2(R%)]9), il sera approcte avec des
fonctions discontinues. Par congquent la matrice de mass assoceea est diagonale par
construction. A n d'avoir la condensation de masse pour lesmatrices assocees aux formes
bilireaires m , m et a, nous utilisons I'espace d'approximationX ,*¥™ cecrit dans [16], avec
ce choix, les espaces d'approximation abstraits seront dais par :

Mh = fun 2 M =8K 2 Th; (un)ijK 2 Qog;

(3.2.16) Xn="Ff n2X=8K2Th; ( n)jiK 2 Qug;
Xa¥™=f h2Xn= n2LY"(RYg;

al Qg et Q1 sont les espaces des polynémes & nis pouk =0 ou 1 par :

X .
Qk = fp=px;y) = aj xX'y'; a 2 Rg:
[

Avec ce choix, le eplacementuy, est constant pareement (les deges de liberes sont assoces

au centre des mailles) et le tenseur des contraintesy, (resp. s,) est une fonction bilireaire

synetrique dans H (div) (les deges de liberes sont assoces aux noeuds desanents), ce qui

impose la continuie de i dans la direction x; et la continuie de ; = i (i 6 j) dans les

deux directions x; et xj. En conclusion, nous avons cing deges de libere par sommat pour
h (resp. sy) et un dege de libere pareément pour uy (voir la gure 3.2.3 pour d = 2).

d
g
L 22 224
12¢ o 12 A
bl 1 b
11 11 —=11
Uz
12
22 22
h h —
11 11 b
- 11
12@ ® o
d g
22 22

Fig. 3.2.3 { Les deges de libere pour XY™ et M,
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Fig. 3.2.4 { Exemple de maillage pour leeement ni Q1 Qo

Les matrices de masse sont alors calcukesa l'aide de la fimule de Gauss-Lobatto :

X |
M( n~h) Mp( hh) = M hi;
K 2Ty K|
m (n~h) M h( h~n)= M hin
x 42T K
a( h;=n) an( ny=n) = A hin
Ko2t, K

I
X
avec f = h’=4 f(x); 8f 2 COK) et Ks=fx 2 RY=x sommet deK g:

K x2K's
On introduit By, = f!iy=i = 1; Njg (resp. By, = f =i = 1; N30) les fonctions
de base deMy (resp. X,®¥™) avec N1 = dim My (resp. N2> = dim Xy*¥™). On consicere
Un = (U1;  ;Uny), Ph=(S1; ;Swy) et n=( 1; ; n,) les coordonrees des fonc-

tions up, sy et sur ces bases, le probeme (3.2.15) se eecrit alors soul forme matricielle
suivante :

dSh ')dUh
M Sh+ Mg—1+B?—N=0:
Sn*+ Ms 5 at

A AS,+ B?U,=0:

8

2wt 5 -F
(3.2.17)
2
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avec
(Mwij = nCtisty); 1K) Ny
(M)ij =m (5 5); 1 §j Ny
(Ms)ij = mn(i; j); 1 i) Ny
(3.2.18)
(A)ij = an(is j) 1 i) Ny
(B)ij = bn(tis j); 1 i N1 j Ny
(F)i=(f;t ) 1 i Ngp:

La matrice M est diagonale et les matrices de masdd , Mg et A sont diagonales par blocs;
la dimension de chaque bloc est le nombre des deges de litieassocesa chaque sommet.

Nous avons pesene lekment ni d'ordre 1 (de plus bas dege) Q¥ Qo la gereralisation
de cetebment aux ordres sugerieurs est la familles deseements nis mixtes QgY,  Qy est
pesente dans [83]. Pour cetekment les espaces d'appximations sont donres par :

Mp = fun 2 M =8K 2 Th; (up)ijK 2 Qg;
(3.2.19) Xn="Ff n2X=8K 2Th; ( n)jlK 2 Qx+10;
Xp¥M=f p2Xp= p 2LY"(RYg:

et la position des deges de libere correponde aux pointsde Gauss-Lobatto pour la contrainte
(respectivemnt la variable auxiliaire s) et de Gauss-Legendre pour le deplacementu (voir
Fig 3.2.5 pourk =2)

_____ v S S e ¥ I
ENSN T

i R
L N

A\l

\J

\l

(a) Les deges de libere pour éﬁym (b) Les dege de libere pour M,

Fig. 3.2.5 { Deges de libere pour lekment Q3 Q3
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3.2.5 Discetisation en temps

Pour la discetisation en temps nous utilisons un sclema aix dierences nies cente, explicite
et d'ordre deux : en approchant la premere equationa I'i nstant t" = n t en utilisant le
sclema saute mouton, la deuxemeequationa t"*1=2 = (n +1=2) t avec un sclema cente
d'ordre 2 et la dernerea t"*!, ce qui nous donne le sclema suivant :

8
upttoaupr Ul t
i

t2 B R=F%
1 1 1
(3.2.20) g v S : SV : h,geUn s UR g

A ptooAs)tt+ B7UM =0:

On remarque qu'on peut eduire le nombre des inconnuesa dax, en exprimant |, ou Sy
grace a la dernere equation du syseme (3.2.20), ce qui nous donne, eneliminant | de la
premereequation du syseme (3.2.20) le sckema nunerique :

8
3 upttoaur e un t
My 3

§ " SR+1+SH
2

BSh + BA B?U! =0;
(3.2.21)
Sy Sp, goUnt U

+ Mg +B =0:

On peutetendre ce sclema au probeme gererali®e (3.2.7) et on obtient facilement le sctema
suivant :

8
+
3 MUU*? : 2U£+U'2 L Bs{;‘h+)<L BA, 'B7Ufl = F";
(3.2.22) 5 e Smll 1 . I,)lur?’fl o
M ———+ Mg — — + B =0; 81 =1; L
' 2 ' t t
avec
Z
My )ij = My it g 1 i) Nz 8l=1; ;L
Z
(3.2.23) Mis)iy = Myt g, 1 &) Nz 8l=1; L
Z
Adij = A it g 1 §j Ng 8I=1; L
My et B sont donrees par (32:18):

3.2.6 Energie discete et analyse de stabilie

En utilisant une technique dénergie nous avonsetabli la decroissance d'une quantie denergie
discete et une condition su sante de stabilie. Si on con sicere le probéme mocele avec un
second membref =0, la quantie denergie continue E est donree par :
1 11}
E(t) = é[k@uk2 + K" (u)kg + ksk3 1]
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et le esultat de la decroissance de cette quantie :

dE(t) _ 2 .
T— k SkZ 1.
avec
8 Z
§ kuk? = I (x)ju(x)j?dx 8(v;t)2L2%) Lr();! o
Z
3 kK= G0 (00 (0dx B(; G)2LE(SLI™() LY (L™ LI™() LI™())
G ¢k ni positif :

On & nit lenergie discete assocee au sclema nurre rique (3.2.20) par :

& nition 3.2.1

8 n+l

_ 1 u ul 1

% En+1—2 - E h n h + Eah( rr:+1 SR+1; |[]1 SR)

(3.2.24) h
1 ne1,2 ) t? Sﬂﬂ SH.URH
+21 ksp " K, + kshky, + 7 by, o

avec

kuhk2h = ph(un;up)  8un 2 Mp;
kshkd,, = Mnp(Shisn) 8sp 2 Xp™™:

Remarque 3.2.2

1. On remarque que lenergie discete se cecompose en trs parties :
n+l n

{ La premere, 1=2 hith +1=2ap( 0"t sp*'; R sh) quion trouve dans le

h
cas purementelastique € = 0) et qui approche la premere partie de lenergie continue

1=2 k@uk? + k"(u)k2 .

La deuxeme, 1=2 ksP*'k2 + ksPk?  ai intervient la variable s, duea la viscelasticie
h mp h®™m

et approche le terme1:2ksk§ 1 dans lenergie continue.
|
n n+l n’
Sh. Un Up
t ' t
due au sclema aux dierences nies.

. Sn+1
{ La dernere, t?=4b, =N

est un terme assez petit erO( t?),

2. Dans le cas purementelastique le coe cient d'absorbticn gegalea 0 (s = 0), la quantie

dénergie discete secrit alors sous la forme :

2
n+1 n
up up +1— n+l. n

h

L, 1
(3.2.25) EN*=2 = >

Comme dans le cas continu, on montre que lenergie disce¢ assocee au sclema nunerique

est decroissante. On a alors le esultat suivant :
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Tleoeme 3.2.1  La quantie dénergie discete \erie :

El’l+l=2 En 1 1h i
(3.2.26) t C= ksl 4 Sk +kspt ) MR
aveckspkZ, . = m p(snisn) 8sh2 Xp¥™:
Demonstration

On consicere la formulation variationnelle assocee au stema (3.2.20) :
8 !

up™t 2uf+up !
h Tt b ) =0;
! ! !
Sn+1 + g" Sn+1 gh un+1 un
@22y M Mo —tisn +mp sy + by s =0;
an( f*™5 =) an(sh™; -n) + bp(ultt; ) =0;
8 (tisnin) 2 Mn X" Xp¥™M:
n+1 n 1
Prenonsuy = —" > h__ (rapproximation centee de @upa l'instant t") et s, = sp™ + sf,
nous obtenong alors : 3
|
2 2
1 un+1 un un un 1 un+1 un 1
3.2.28a 4 ~h h “h "h 5 p h Fh .0 g
( )31 t t n 2 1 h
h h
!
1 n+1 n;2 1 n+1,2 ny2 uﬂﬂ Uﬂ n+1 n
(3228b)§ksh + Shkm h + _t kSh kmh k Shkmh + bh 7'[;8}1 + Sy, = 0

En utilisant la dernereequation du syseme (3.2.27), n ous avons :

(3.2.%9) ! ! !
n+1 n 1 n+l n 1 n+1 n 1
by, Uh Uph . on _ by, Uh Ys . n o + by U Y . gn
2t N 2t b °h 2t h
1 n+1 n+l. n n n n. n 1 n 1
> 1 an( p Sh v h Sn) an( h  Shop Sh )
!
un+1 un 1
+ b u;sn ;
" 2 1 h
ce qui nous permet de eecrire (3.2.28a) sous la forme :
8 2 2 2 3 !
+1 1 +1 1
% 1 4 up uf up o oup 5 b, up up o
2t t t 2t '
(3.2.30) h h )
1 h 1 1 1 1 !
+ +1. . —N-
"'ﬁ an( § Sh s n Sn) an(n  Shioq Sh =0:
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Si on fait la moyenne de lequation (3.2.28b) entre les deuxinstant "3 et t %, on obtient
alors :

51 1 1 h i
“ksptt 4 spkG, , + Sksh+sp 'K+ o ksptKE ko osp kG,
4 4 2t
(3.2.31) ! !
E uttoon utou ?
2 +by 7'12 n hosp*d + s+ by 7'12 th sh+sp bo=0:

On cecompose les deux derniers termes de cetteegalie ags la forme :

(3232) | | |

un+1 un uI’l+l un uI’l+l un
b h h;sn+1+sn = b h h;sn+l s +2b h h;sn :
% h 2 1 h h h 2 1 h h h 2 1 h
E I I !
T TTA un Mt un ot
b h h ;Sn+sn 1 _ b h h ;Sn Sn 1 +2b h h ;Sn
- oh 2 t h ™ =h h 2 t h >h n 2 t h
Remplecons (3.2.32) dans (3.2.31), nous obtenons alors :
I
up™ up ! 1 +1=2 1=2 1 +1=2 1=2
3233 b, - h -0 = (T TN T+ (T 1) Y+ T
( ) h 2 1 h 2 t( 1 1 ) 4 t( 2 2 )
avec h i
”+% 1 n+1,2 n2 . n+% n+1 n.n+l n
et 2 2 2 3
TI’] - 1‘4 SE+1 + SR + SR + SR ! 5 O
2 2 2 '
m m p

Apes la substitution de la quantie (3.2.33) dans (3.2.30), nous retrouvons (3.2.26) :

1 1
El’l+§ El’l 5

= T" O
t

ce qui acteve la cemonstration du treoeme.

A n détablir une condition su sante de stabilie, grac e au treoeme 3.2.26, il su t de prou-
ver que lenergie E "*1 =2 est une forme quadratique positive ; le reste de la preuve estassique
voir par exemple [64].

Pour etablir cette condition, nous devrons revenir a la formulation matricielle (3.2.21) de
notre sclrema et introduire une nouvelle matrice :

K=(A *+Mh &

Nous utilisonsegalement les notations suivantes pour lesiormes des vecteurs dans B :
{ kik designe la norme euclidienne dans R et (:;:) le produit scalaire assoce.
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{ Si P designe une matrice symetrique ce nie positive, on ¢ nit la norme :

1
kUkp = sup w

2 RN:
uso KUK 8U

Nous pouvons maintenantenoncer le treoeme de stabilie :

Tleoeme 3.2.2  Une condition su sante de stabilie du sclkema nurerique (3.2.20) dans
L2 est donree par :

(3.2.34) %kBk 1

avec, par c nition :

(B h;Un)
3.2.35 kBk= su :
( ) uheo;phso kKUnkm, k nkk

Cemonstration

. . - . 1
L'icee de la cemonstration est de chercher une condition ©us laquelle lenergie E "* 2 reste
toujours positive. On kecrit lenergie sous la forme suivante :

_ 1 U™t oy, 1 1 2 2
1=2 _ h h 1p? 1.p? 1
M =27 1 mt3A B U™ B Uy i SET oMt Shwm)
!
N t2 B?U,?Jrl ur SQH SH

4 t t

Comme les quanties suivantes \eri ent :

8
2 2 1 2 2
R TR B L R L
> 1 1
" A 1B?U|,T+l;B?U|'T - Z B?(Url;“-l + Ul’r:) i L Z B?(Url;“-l Ul’?) i -

on peut recrire alors E"*172 sous la forme d'une somme de deux quanties :

En+1=2 - En+l=2+ En+1=2_

1 2 !
avec
8 2 2
g2 o 1 B?U;‘+l+ug L1 Sttt o+ sp o
! S 2 2 a1 2 2 u
1 Ut oo 2 _Lurtt o 2 sl
E2+1:2 - - “h h B?_h h 4 _ - >h h
2 t ., 8 | t ., 8 o
LGC ST -

4 t t
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La quantie E 2+1 =2 est positive, il sut de montrer sous quelle condition la quantie E 2+1 =2

reste positive. Cette dernéere \erie :

! 2

H> 1 £2 unl  oyn ytttoogn t2 g+l gn
En+1—2 - M BA lB? h h ’ h h + h h
2 2 “ 4 t t 8 t y
I S
: 2
t2 BM lB?Uf?-'-l U|’rl1 . U|’?+1 U|’? tz S|’r]]+1 SR
8 s t ’ t 8 t
I Ms I
1 1 ) 1 1 )
— %‘ Muul’?+ : Ul?’Ul’T+ n Uhn 8t2 B(A 1+ Msl)B?Ul’?+ : UI?’Ul’T+ n Uhn .

Pour que E"*1=2 0, il sut qu'on ait l'iregalie :
t? 1 1 Rp?

ce qui estequivalenta : t2kLk=4 1, avec

LU;U)
3.2.36 L=BA '+ M_HB? et kLk = su (7’:
( ) ( s ) ue% (MyU; L)

Ceci implique la condition de stabilie su sante (3.2.34) grace au lemme suivant :

Lemme 3.2.1 Si kBk et klLk sont respectivement ¢k nies par (3.2.35) et (3.2.36), nous
avons lidentie kBk? = KL k:

Demonstration

On montre les deux iregalies kBk?> k Lk et kBk? k Lk :

1. B? L .Soit( ;U)2Xy¥ Mp:
(B ;U)=( ;B?U) k kg kB?Uky 1
= k kg (BK 'B?U;U)?
= k kg (LU;U)z
k Lkzk ki KUKy, :
2. B2 L . Soit U 2 My, en utilisant le changement de variable = K B?U, on
a .
(3.2.37) (LU;U)=(BK 'B?U;U)=(B ;U) k BkkUkw,k Kkk:

Or, la norme k ki< séecrit
(3.2.38) k kit =(K ;)=( B’U;)=( B ;U) k BkkUky,k kg

ce qui nous donne d'apes (3.2.37) : L B %
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Remarque 3.2.3 Nous n‘avons pas eussia exprimer la norme kB k (voir (3.2.35)) en fonc-
tion des formes bilireaires b, ,, an et my. Cependant, quand on tend vers le cas purement
elastique, c'esta-dire quand la matrice Z = D  C tend vers zro, alors la matrice M 5 tend
vers 0 etK tend versA. Par congequent,a la limite Z ! 0, nous obtenons :

(B hiUn) _ bn(5u)
SR K Ky

3.2.39 kBk= su =
( ) uhso;gheo kKUnkm, kK nkk

et on retrouve la condition de stabilie de lequation de lelastodynamique [83].

Cas particulier d'un milieu homogene isotrope . Dans ce cas, les deux tenseuiS et D
skcrivent sous la forme :

(Cli= wi*t2 4, )y = Kk ij +2 i 8i;j =1;n;
P4 P N y
on trouve kBk = max vpﬁp:o;vsﬁp:0 , d'au la condition susante de stabilie du
sctema :
h a p
(3.2.40) b7 G Tmax(Cpr G )=max Vo pIoiVs  sTo

@ cp1 (repectivement cs;; ) est la vitesse des onde® (respectivement ondesS)a hautes
fequences [12, 10]. Cette condition est plus exigeante g celle qu'on trouve avec le méme
schema dans le cas d'un milieu purementelastique, ai la ondition de stabilie est donree
par [83] :

h

t —:
Vp

La condition (3.2.40) est aussi recessaire, car on peut seamenera letude de la stabilie par
la methode de Fourier pesenee dans le cas unidimensiomel x3.1.3.1 en faisant une etude
dans une seule direction.

Pour le probeme ereralie (3.2.7), on obtient aiem ent des esultats de decroissance denergie
discete et de stabilie. Dans ce cas la quantie déener gie est donree par :

_ 1, UMt n X hy
egr = DT Yhe T gt ki)
i=1 h h
1 n |
t Uﬂﬂ up Uiy Uih 1 1 1
MR S a— — ) sah( i St th )

et le esultat de dissipation par :
=2 n 1=2 X< h i
E 8” Eg 1 1 2 12 .
t = é kS:}T + S{;]h kmi A + kS{;h + Sil?h kmi A
i=1

Par consquent la condition su sante de stabilie est don ree par :

2 %
(3.2.41) v
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avec
Lin=B(A '+ M NB” 8I=1; ;L

En pratique, au lieu de travailler avec la condition gerer ale (3.2.41) nous utilisons :

2%

(3.2.42) 2

Ln 1
I=1

ce qui nous donne dans le cas isotrope homogene la conditigu sante :

X N q q
(3.2.43) t  h( 012) 2, g=max Vpi  pi=olVs)  siT ol s
=1

a1 vy, (repectivement vg;) est la vitesse des onde® (respectivement des ondesS) et g

et o (respectivement o, et ;) sont les deux temps de relaxation assocesa la€M€ |oj
eémentaire dans le mocele gereralie (2.1.19).

Remarque 3.2.4 D'apes la condition de stabilie (3.2.43), I'utilisati on d'un moctle greralise
exige un pas de temps plus petit que pour le mocele standardle plus le pas de temps est
cecroissant par rapport au nombre L de mocklesebmentaires, c'est pour cette raison que en
pratique on utilise un nombre inérieura 5.

3.3 Traitement des milieux ouverts

Nous traitons la propagation des ondes viscelastique dasles milieux ouverts en appliquant
un mockle des couche absorbantes parfaitement adapeesperfectly matched layers ou PML).
Le principe eereral de la methode est d'accoler au milieu de propagation, un milieu absor-
bant qui ne grere aucune e exion a linterface, an qu e la restriction de la solution au
\domaine propagatif" concide avec la solution exacte et que I'onde transmise cecroisse expo-
nentiellement au cours de la propagation. Le mocle PML aee introduit la premere fois par
Berenger [17] pour lesequations de Maxwell dans les miliex non borres et aee adape pour
d'autre probemes, par exemple enelastodynamiques [4352] et en acoustique [47, 58, 60].
Nous l'avons adapt ici auxequations de la visceelasticie.

3.3.1 Application des PML au probéme de la viscelastici e

Nous pesentons le moctle PML, en adaptant la nethode utilise pour les equations de
lelastodynamique [43] au probéeme de la viscoelastodynamique. Dans [43] les auteurs pesentent
les principes de base de la methode pour un syseme hyperdimue du premier ordre, et ils les
appliquent auxequations de lelastodynamique avec une brmulation mixte vitesse-contrainte.
Ces principes consistent essentiellement en deux etaped'abord il faut decomposer les
orerateurs dierentiels en somme de deux operateurs : le premier ne comporte que des cerivees
paraleles a la couche et le deuxeme ne comporte que desedives perpendiculairea celle-

ci. La deuxeme etape consistea ajouter un coe cient d'a mortissement uniquement sur les
composantes faisant intervenir des cerivves normalesal'interface, par exemple la cerivee as-
soceea X1 pour une couche verticale. Ici nous pesentons la methodepour une formulation en
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teplacement-contrainte, du second ordre en temps, desegations de la viscoelastodynamique.
Nous consicerons donc notre probeme sous la forme :

8
% @u div =0;
(3.3.1) M s+M @ "(@Qu)=0;
A A s "(u=0:

On cecompose les operateurs dierentiels en deux parties suivants les cerivees par rapporta
X1 et par rapporta X; et le syseme (3.3.1) se eecrit alors sous la forme :

g @%UZ D2@2 + Dl@l;

(3.3.2) S M s+ M @s=E@u+ Ea@u;
A A s=EQ,u+ Ei@QuU;

avec
0 01 100
=( 11 220 12);D2= 010 'P1T 901 ° E,=(Dy) etE; =(Dq)":
Le syseme (3.3.2) est alorsequivalenta :
(3.3.33) u=uzx+u; = 2t 1;S=S+85
8
3 @iuz = D2@, ;
(333b) M s+ M @s; = Ez@ztu;

3
A 2 A sp= Ez@ZUZ

8
3 @tu; = D1@; ;
(3.3.3¢) 5 M s+ M @s;1 = El@ltu;
A 1 A S1 = E1@1UZ

Nous supposons que le support des fonctions initiales est menu dans le demi-espace a
gauche, comme elles sont repesenees sur la gure ci-desis (pour une couche paralele a
OX2).

L'amortissement ne concerne que le syseme (3.3.3c) qui faintervenir des derivees nor-
malesa l'interface avec la couche. A n d'introduire les termes d'absorption, nous rappelons
l'interpetation des PMLs dans le domaine fequentiel (v oir [38, 42, 43, 75]) qui consiste a
faire le changement de variable dans le plan complexe :

z

X

(3.3.4) X1 xXp+ % di(s) ds:
0
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Melieu de propagation Couches PML
d, =0 d>0

Support des

fonctions initiales

A

Fig. 3.3.1 { Support des donrees initiales

-

Ceci estequivalenta :
i!
i+ dl(X]_)'

(335) @1 ! 1 @1: 1=

@l di(Xy) est un coe cient d'amortissementegala 0 dans le milieu d e propagation et positif
dans les couches (voilFig 3.3.2).

Pour appliquer ce principe, nousecrirons le syseme (3.33c) en domaine fequentiel :

8
3 ! 2u; = D1@, ;

(3.3.6) M s1+i!'M s =i!E 1@,u;
S 1

A 1 A s1= El@lUZ

Appliquons le changement de variable (3.3.5)a (3.3.6) ; nas obtenons alors :

g 21 + di(x0) U =i 'D 1@, ;
(33.7) S, (1 + A M siril (! +dia)M si= ZE@u;

(i! +di(xy)A 1 (i! +di(xp)As=i!E 1@Q,u:

Pour revenir au domaine temporel, il est utile d'introduire quelques inconnues auxiliairesy,
S; et 1) :

g MU = (@i ! + di(xq1)) us;
(3.3.8) b= ( 4 di(xa) a1
i1S1=(! + di(Xq)) s1;
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d1(X1)‘

Y

Fig. 3.3.2 { Couches PML dans la directions des(;

et il est facile de prouver que nous obtenons nalement le symme suivant :

A 1 A S=E1@uU;

@U1 = @Qup + di(x1) ug;
@ 1= @ 1+ di(x1) 1
@S1 = @s1 + di(Xq) su:

8
@ U, = D1@, ;
% M S;+M @S, = El@ltu;
(3.3.9 §

On remplace @ U; par @u; + d(x1)@ui. Commes; n'intervient pas dans les trois premeres
equations, on peut leliminer et ne garder que 'inconnue S;. Pour des raisons de colerence de
notation avec lesequations sans PML, dans ce qui suit nousedignons pars; cette inconnue;;
remarquons que dans le milieu sans PMLgl; etant nul, les deux inconnuess; et S; concident.
Le syseme (3.3.9) skcrit alors sous la forme :

8
(@uy + di(x1) @Qu1) = D1@, ;
% M si+ M @s1= E1@,u;
% A 1 A S1 = El@lu;

@ 1= @ 1+ di(x1) 1

(3.3.10)
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Finalement le mockle PML (dans la direction des x;) assoce au probéme (3.3.1) est donre
par le syseme :

8
u=ux+u ; = 2t
% @u> = D@, ; (@up+ di(x1) @Qui1) = D1@, ;
(3.3.11) M s+ M @s2= E2@,u ; M s+ M @s1= E1@,u;
A 2 A sp=ExQ,u A 1 A s1= E1@uu;

@ 1= @ 1+ di(xy) 1

On traite de la méme facon une couche PML dans la direction @sx, et nalement le moctle
PML cereral sécrit :
8

u=uzx+u ; = 2%t 4
% (@uz + da(x2) @u2) = D2@, ; (@uz + di(x1) @u1) = D1@, ;
(3.3.12) M s;+ M @s; = E2@,U; M si+M @s;= E1@U;
§ A 2 A 2= ExQ,u; A 1 A s1=E1@Qu
@ 2= @ 2+ da(x2) 2 @ 1= @ 1+ di(x1) 1

3.3.2 Approximation des PML

Pour l'approximation on utilise la nethode desekments nis mixtes avec condensation de

masse pesenee dans 3.2.4 pour la discetisation en espace et un schema aux derences nies

cente d'ordre deux pour la discetisation en temps, ce qui nous donne le syseme suivant :
8

Uh = U1+t Un2;, h= hi1t h;2; Sh = Sh:at Sh;2;

hyn+t  oyn 4 yn 1 untlogn i
Mu h;m h:[m h;m + Du;m h;m t h;m Bi Iq;m - fn;
1 1 1
M Sﬂ,-'r-n + Sﬂ;m + SR,TT] Sﬂ;m + B’)UR,‘:T] uﬂ;m - 0
(3.3.13) 2 s t : t ’
A o Asprl+ Bupl = 0;
n+l n n+l n n+1l + N
h;m h;m h;m h;m D. h;m h;m -0-
t t om 2 ’
pourm=1; 2;
a My; Mg; M et A sont donrees par (3.2.18) et
Z
(Bm)i;j = h‘n(!; j)= Dm @m j!idX; 1 i Nl;l ] Nz;
Z
(Dum)ij = dm(Xm)!iljdx; 1 i Ng;1 j Ny
(3.3.14) A T
pourm=1; 2
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Chapitre 4

Resultats nuneriques

Dans ce chapitre nous validons les esultats et les netho@s nuneriques cevelopees dans
les sections pe@dentes. Nous pesentons des esults en une et deux dimensions dans
les cas des milieux isotropes ou anisotropes, heerogeas et ealistes.
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4.1 Resultats nuneriques unidimensionnels

Introduction

Ce chapitre est consacea la validation de la methode nurnrerique ceveloppee dans le chapitre
peedent.

La section 4.1 est consacea la validation du schema numerique unidimensionnel, nous com-
parons la solution nurerique avec une solution analytiqueen calculant I'ordre de la pecision
et nous montrons a l'aide des simulations I'in uence des ce cients d'amortissement sur
l'atenuation et la vitesse de propagation des ondes.

Dans la section 4.2 nous proposons des esultats nuneriges en dimension 2. Dans un pre-
mier temps, nous pesentons des tests nuneriques, nous coparons la propagation des ondes
elastiques et visceelastiques dans les milieux isotropse et anisotropes, nous montrons l'in-
uence de la fequence de la source sur l'atenuation et la vitesse de propagation et nous
faisons des tests numeriques pour montrer I'e cacie des couches PML. Dans un second
temps, nous faisons une simulations d'un moctle ealiste Celui-ci est constittle d'un grand
nombre de milieux de proprees physique dierentes (17 couches).

4.1 Resultats nunerigues unidimensionnels

4.1.1 Solution analytique

Pour le probeme 1D, il est facile de valider le sclema nunerique propog car on dispose d'une
solution exacte pour des conditions initiales particuleres. On suppose ici que le domaine
est le segment unie ]G 1] et on consicere les donrees suivantes :

u(x; 0) = ug(x) =sin( x );
ug(x; 0) = ui(x) =0;

(x;0) = 1 cos(x );
0

8
% f(x;t) = u(0;t) = u(1;t)=0;
%

et les coe cients :
=1, =1; o=1;, 1=1:2

La solution exacte (u; ) du probeme (3.1.1) est calcuee par la methode de sparation des
variables, c'esta dire en la cherchant sous la forme :

u(x;t) = U(t)sin( x );
(4.1.1) (x;t)= ( t) cos(x);
: 1

U@O)=1; U©)=0; (0)= —*:
0

En remplacant (4.1.1) dans (3.1.1) on trouve facilement :

(4.1.2)
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Ce qui implique que U est solution de :

8
3 du  du .

-+ —— + — Uu=0;
43 T de2 4t

(4.1.3) -

 UO)=1; WO)=0; Y(O) =

En faisant la transfornmee de Fourier, on remarque que la saltion de ce syseme est recessairement
de la forme :
U(t)= CeS '+ e'[Acos! t+ Bsin! tJ;

@ S et il sont les solutions de :
X3+ X%+ | X+ 2=0:
et A; B; etC sont des constantes eelles qu'on ceterminea partir desconditions initiales.

Pour le calcul de la solution nunerique on choisit comme paanetres de discetisation \eri ant
la condition de stabilie : t =0:01,h =1=80. On note par uexa le eplacement assocea
la solution exacte et paru,ym le ceplacement assocea la solution obtenue par notre stema
nunerique. On pesente sur la gure 4.1.1 la variation de juexa Unum ] €n fonction du temps
et de l'espace et sur la gure 4.1.2 on compare la variation dukeplacement maximale (au
point x = 0:5) en fonction du temps pour les deux solutions exacte et nugrique. A partir des
gures ci-dessous, on voit que le sctema nurrerique approlee bien le probeme initial (I'erreur
relative est inerieurea 0.022%).

On fait ensuite varier les paranetres de discetisation h et t pouretudier la convergence de
notre schema, tout en maintenant le rapport t=h »egala 0.9 ( CFL=0.91287). Dans
le tableau 4.1.1 nous avons pesent la normeL.! de l'erreur correspondanta dierents pas
de temps et d'espace et sur la gure 4.1.3 nous pesentons lgariation de la norme dansL !
de l'erreur en fonction de h, enechelle loglog. Ceci nous permet d'armer que la solution
approctee converge bien vers la solution exacte et que l'eeur est d'ordre 2.

h t KUexa  Unum K1
101 910 2 6:11162 1093
510 2 4:510 2 1:46935 10 93

2510 2 2:25 10 2 3:61645 1094
1:25102 1125102 897108 10%
6:25103 5625103  2:23409 1095
3125103 2:8125103 5:57442 1096

Tab. 4.1.1 { Tableau des esultats
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Fig. 4.1.1 { La variation d'erreur

—— sol numerique
— - _sol exacte

0.8
0.6

0.4

u(0.5,0)

Fig. 4.1.2 { Deplacement nurnrerique et exact au point x = 0:5 en fonction du temps

4.1.2 Tests nuneriques dans le cas 1D

Dans une premere exgerience, an de montrer I'in uence des coe cients d'amortissement
o et 1 sur l'atenuation et la vitesse de propagation des ondes vscelastiques, on pesente

sur la gure 4.1.4 une exgerience nunerique ai on fait varier le rapport = 1=¢; =4
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Fig. 4.1.3 { Convergence

pour la courbe rouge, =2 pour la courbe bleue et =1:2 pour celle en verte. On voit que
I'absorption et la vitesse de propagation sont lees au ragport : pour une grande valeur de
on a plus d'amortissement et une plus grande vitesse de progation.

Dans une deuxeme experience, on pesente des esultas nuneriques en appliquant la methode
PML au probeme homogene de la visceelasticie. On s'in eressea la simulation de la propaga-
tion d'onde visceelastique dans un milieu semi borre =] 1;+1 [. On consicere une couche
PML de longueur , on discetise le nouveau domaineD =] 1; [ et on utilise la restriction
du sctema nunerique (3.3.13) dans le cas 1D avec des condiins au bord de Dirichlet, un
pas de temps t qui \eri e la condition de stabilie et

(

si x2] 1,0
(x) =

do(x=)2 si x2[0; [ do>0

Pour la pesenteetude, on a pris :
1. Les coe cients qui caracerisent le milieu: =1; =1; g=1; 1=1:2
2. Les constantes dg =45; h=1=150 t= CFLh; =20h:

3. Les conditions initiales :

8
<

2_, 3 ; 2 }
Uo(X) = 1 (12x+6)“=4 S 3 X 3
-0 sinor
1 @y,

ur(%;0) = ur(x) =0; o= — —~

0 @x

On pesente sur la gure 4.1.5 levolution de la solution n unerique au cours du temps. On
remarque que les ondes traversent l'interface sans e exin et qu'elles sont amorties dans la
couche [Q ].

116



4.2 Resultats bi-dimensionnels

T=0.4 T=0.8

T=1.2 T=1.6

3 2 1 0 1 2 3 3 2 1 0 1 2 3

Fig. 4.1.4 { Qualie d'amortissement et de propagation

4.2 PResultats bi-dimensionnels

Dans les experiences qui vont suivre nous consicerons un @maine = [0 ;10] [0;10] et
un maillage egulier compos de cares de coe h = 0:1, un pas de discetisation en temps
\eri ant la condition de stabilie :

t=CFLh;

q
avecCFL =(vp p=0) L (resp.CFL = Vp 1) dans le cas d'un comportement viscalastique
(resp. comportementelastique) et on consicere une souref comme second membrea support
compact dans localise au point S(xs;zs) et \eri ant :

(4.2.) fcz= FOUNir= (x x9?+(z 2)? &
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) T=0s , | T2 | 120523385
. | . M
0 : 0 :
05 | 05
1 : 1 : 1 :
1 05 04 1 0.5 0g 1 05 0d
1 T=057815s 1 T=062075s | T=0.90679s
05 § 05 § 05 §
05 | 05 | 05 §
1 : 1 : 1 :
1 05 0 1 0.5 0 1 05 0d
T=121115s . T=14545s . T=1.6371s
0.5 : 05 : 0.5 :
0 W O\ ] e ——
05 | 05 | 05
1 : 1 : 1 :
1 05 04 1 05 0d 1 05 04

Fig. 4.1.5 { Propagation d'onde visceelastique au cours du temg avec couches PML

avec
Fy= 2 f toge TTEC T st 2
0 sinon.
1 V.
(4.2.2) to= —;fo= —— la fequence centrale
fo 2hNL
r X Xs Z Z
qN =1 Hl,&e=(— =)

a 1g, est la fonction indicatrice du disque B4, le disque de centre S et de rayora = 5h et
N_ le nombre de points par longueur d'onde S.(voirFig 4.2.1)
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\
o8\

0.61

0.4r

0.2r

0.6 0.8 1 0 0.5 1 15 2

(a) Fonction F (t) (b) Fonction g(r)

Fig. 4.2.1 { La fonction source

Nous donnons les caraceristiques des milieux visceelagjues isotropes : les vitesses des ondes
P et S, la densie volumique et les trois temps de relaxation o, p et s.

4.2.1 Dissipation denergie discete

Nous pesentons une exgerience nunerique concernant ladissipation de lenergie discete
en comparant les deux cas : le cas elastique a on a la consation denergie et le cas
visceelastique.

Le milieuelastique est caracerie par :

(4.2.3) =15 vp=2:74vs=1:43

et le milieu visceelastique par les mémesvp, , Vs et les temps de relaxation :
(4.2.4) 0=0:7, p=1:0133 $=1:01470

L'experience est consickee dans un milieu borre avec la condition de surface libre et une
source localige au centre (voir la gure ci-dessous).

Fig. 4.2.2 { Surface libre
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80000 T T T T T T T T
'nrj_visco.dat'

70000
60000
50000

E(t) 40000 | “w‘ .

30000 |

20000 |

10000 | |

Fig. 4.2.3 { Variation de lenergie discete

On voit sur la gure 4.2.3 que apes l'extinction de la source f, lenergie elastique (3.2.25)
est constante alors que lenergie viscelastique (3.2.2) est decroissante, ce qui con rme nos

esultats theoriques [12].

4.2.2 Du viscelastiguea klastique

Dans cette partie nous validons les esultats theoriquespesenes dans [12] concernant le com-

portement de I'onde visceelastique quand le coe cient d'amortissement ¢! 0. nous nous
plecons dans un milieu homogene isotrope caracerie par (4.2.3)et o=", p=1:447¢9; 5=
1:451 .

Dans une premere exgerience Fig 4.2.4 et Fig 4.2.5) nous pesentons la variation de la
norme de la dierence entre la solution viscelastique et la solution elastique (" = 0) en

fonction de " dans les espaced (¢()) 2 et (H1()) 2alinstant t =4. Sur les deux gures on
remarque que la solution du probeme viscelastique conerge vers la solutionelastique.

Dans une deuxeme exgerience Fig 4.2.6) nous pesentons la variation de lenergie viscaastique
en fonction de"a l'instant t =4 et on la compare avec lenergieelastique (' = 0).
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0.14 0.7

0.12r 1 0.6- ]

01f 1 05f 1
-

“oosr ] T4t ]

=) =)
[0} 0]

3006 1 S03f 1
0.04f 1 0.2t 1
0.02+ 1 01t 1

0 L L L L 0 L L L L
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
e e
Fig. 4.2.4 { La variation de ku- uk dans Fig. 4.2.5 { La variation de ku- uk dans
L2 en fonction de" H1 en fonction de"
4
4 X 10 T T T T

— - Elasto
—— Visco

1.5

o 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01

Fig. 4.2.6 { La variation desenergieselastique et visceelagique en fonction de"

Dans la dernere experience (Fig 4.2.7) nous pesentons la variation desenergieselastijue et
visceelastique en fonction du temps pour dierentes valeurs de".
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e=0

e=10?
e=10°2
e=102
e=101

Fig. 4.2.7 { La variation de lenergie visceelastique pour di erents ".

Sur les deux gures 4.2.6 et 4.2.7 nous montrons que lenelig visceelastique tend vers lenergie
elastique quand le coe cient d'amortissement = " tend vers zro.

4.2.3 Milieu homogne isotrope

Dans cette simulation, nous faisons une comparaison entrealpropagation d'ondes dans des
milieux ouverts : elastique caraceri®e par (4.2.3) et viscelastique caracerie par (4.2.3)-
(4.2.4). Pour mockliser les milieux ouverts nous utilisors la methode PML cevelopee dans
la section x3.3. Nous entourons le domaine avec des couches absorbasté’ML de longueur

= 10h (voir la gure 4.2.9). Pour le choix des coe cients d'absorption, nous utilisons la
fonction & nie par [43] :

( 0 dans ;
4.2.5 X)= 3
(4.25) (x) 2—2 log(1=R)r? dans la couche
Q1 v, est la vitesse des ondes FR = 1=1000 le pourcentage dénergie eechie par le bord
exerieur de la PML et r = dist(x; Interface) est la distance entre le point de coordonreex

et l'interface avec la couche.

A la gure 4.2.8 on a pesent la restriction du ceplaceme nt de I'onde viscalastique (resp.
elastique) sur le sous domaine inérieur [ ; 10+ ] [ ;5] (resp. sugerieur [ ; 10 + ]

[5; 10+ ]) en bas (resp. haut) aux dierents instants. On observe sur cette gure que les ondes
viscaelastiques se propagent plus vite que les ondeseldques et qu'elles sont plus amorties.
De plus on voit que les couches PML absorbent bien les ondesamsmises.
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4.2 Resultats bi-dimensionnels

Fig. 4.2.8 { Comparaison entre la propagation d'ondes isotropeglans un milieu elastique
(demi- gures du haut) et dans un milieu viscaelastique (demi- gures du bas)

4.2.4 E cacie des couches PML

A n de montrer que les couches absorbantes sont bien adapes au probeme de la viscaelasticie,
nous pesentons la variation au cours du temps du dceplacerent en un point d'observation

Xo (voir gure 4.2.9) au voisinage de linterface avec la couck; X o(Xo; Zo) = (9 :9;5). Nous

consicerons la propagation d'ondes dans un milieu viscdastique isotrope et nous comparons
les trois experiences :

1. Domaine borre sans couche PML avec condition au bord de tye Dirichlet (voir gure
4.2.10).

2. Domaine ouvert et domaine borre avec des couches PML de tgueur = 10h (voir
gure 4.2.11(a))
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% Couches Pr
-

milieu d'etude

Fig. 4.2.9 { Domaine borre, couches PML

4.2.41 Domaine bore sans couche PML

4.5

] —— Dirichlet boundary condition
4t i

Fig. 4.2.10{ Sismogramme dans un milieu borre sans PML

Malge I'amortissement des ondes visceelastiques, lae extion de I'onde est clairement visible
lorsqu'on met une condition de Dirichlet sur le bord exerieur du domaine, d'ai la recessie
des couches PML.

4.2.4.2 Domaine ouvert et domaine borre avec couches PML

Dans cette experience nous illustrons la variation du deplacement au point X , dans deux si-
mulations : dans un domaine ouvert en noir pointile et dans un domaine borre avec couches
PML en vert (gure 4.2.11(a)). La e exion duea l'utilisa tion des PML est trop faible pour
étre visible et les deux graphes paraissent confondus. Powoir I'ordre de cette e exion, nous
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4.2 Resultats bi-dimensionnels

pesentons la dierence entre les deux ceplacements surla gure 4.2.11(b)

4.5

| PML layers
4t | Unbounded domain |

w
Ul
T
I

=
gl
T
I

o
gl
T
I

(b) Re extion d aux couches PML

Fig. 4.2.11{ E cacie des PMLs
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Nous constatons que cette e exion est tes faible et ne depasse pas:80 * c'esta-dire 0.017%
du maximum de deplacement ggala 4.5).

4.2.5 Milieu homogene anisotrope

Notation. La synetrie (2.1.2) nous permet décrire les deux tenseus C et D sous la forme
d'une matrice 3 3:

Cijk = Cp(ij yipckiy: Dkt = dpgis yipian)
@l p est une correspondance sur les indices, & nie par :

(4.2.6) p(1;1) =1; p(2;2) =2; p(1;2) = p(2;1) = 3:

Dans une deuxeme experience de comparaison entre le caagastique et viscaelastique, nous
consicerons un milieu anisotrope de densie volumique =1:, le temps de relaxation ¢ =0:7
et les deux tenseursC et D donres par :

1 0 1
20 38 0 293 6 0

C=@38 20 0A: D=@ 6 293 0 A
0O 0 2 0 0 36

Le domaine de calcul est un care [¢10] [0;10], entoue par des couches PML de longueur
= 20h avech = 0:05.

Nous avons pesene sur la gure 4.2.12 la comparaison ente la norme du deplacement

des ondes elastique et viscaelastigue dans le milieu anwtrope caracerie par les donrees

ci-dessus. on observe comme dans le cas isotrope que les endisceelastiques se propagent
plus vite que les ondeselastiques et qu'elles sont plus anntes.

T=0.36 T=0.54 T=0.72

T=0.90 T=1.08 T=1.26

Fig. 4.2.12 { Comparaison entre la propagation d'ondes dans des ifireux anisotropes
elastiques (demi- gures du haut) et visceelastiques (demi- gures de bas)
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4.2 Resultats bi-dimensionnels

T=1.44 T=1.62 T=1.80

Fig. 4.2.12 { Comparaison entre la propagation d'ondes dans des ifireux anisotropes
elastiques et visceelastiques (suite)

4.2.6 Inuence de la fequence

Dans ce paragraphe nous pesentons des esultats nureques et nous montrons I'in uence de
la fequence de la source sur l'atenuation et la vitesse & propagation des ondes. nous nous
plecons dans un domaine =[0;2] [0;2], entoue par des couches PML. Nous consicerons un
maillage egulier compo de carees de coeh = 4:10 3, avec le pas de discetisation en temps

t weri ant la condition de stabilie t = CFLh =1:2110 3. Le milieu est caraceri® par
les donrees physiques (4.2.3)-(4.2.4). Nous consiceranun syseme au reposat = 0 alimene
par une sourcef = F(t) g(r) localie au centre de ; g est radiale en espace eF est la
cerivee d'une gaussienne :

2¢2 2 .
F (1) = 2 %2t to)e Tot T gt 2ty

0 sinon.
1
(4.2.7) to = f—:fo la fequence centrale
0
2
r X Xs Z Zg
rNn= 1 — 1g.,®e; €= ;
g( ) a2 Ba r r

Nous pesentons plusieurs simulations al nous changeonta fequence f o du signal temporel,
Dans la gure 4.2.13 nous repesentons la norme du ceplacment normalie par la norme L*
de F pour dierentes fequences fga l'instant t = 0:242. Nous avons aussi tra@ sur la gure
4.2.15 la variation de la premere composante du ceplacerent u; en un point d'observation
Xo de coordonrees (18;1) eta la gure 4.2.14 la valeur sugerieure de la norme deu normalie
par kFk; pour0 t t; en fonction de la fequence : sutrfJ Ku(Xo; t)k=kF k1 .

0t

Nous observons sur les gures 4.2.13 et 4.2.14 que la quaitde la dissipation est lee a
la fequence c'esta-dire pour une grande valeur def 3 on a plus d'amortissement. La gure
4.2.15, nous permet de con rmer les esultats theoriquesde la sectionx2.2.2 et de cemontrer
a nouveau l'in uence de la fequence sur la vitesse de proggation.
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(@) fo=5Hz (b) fo =10 Hz

(c) fo =20 Hz (d) fo =30 Hz

(e) fo =40 Hz (f) fo =50 Hz
128

(g) fo =90 Hz (h) fo =150 Hz

Fig. 4.2.13{ La norme du cepalcement



4.2 Resultats bi-dimensionnels

Fig. 4.2.14 { Atenuation en fonction de la fequence

2
:o f0:5
= 40 f =10 |
> 0
f,=20
6 f=830 Hz |]
f,=40 Hz
8 | f,=50 Hz |7
f0:90 hz
10 | _ f,=150 Hz |-

0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65 0.7
t

Fig. 4.2.15{ Sismogrammes pour dierentes fequences
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4.2.7 Experiences ealistes

Nous consicerons ici une experience ealiste mocklisant un eservoir etrolier sitte dans un
domaine =1[0 ;270] [800, 960] (champ Mc Elroy au Texas) avec une zone productive forte
entre 880 m et 900 m. Le milieu reerogene est caraceri® par les donrees physiques du
tableau 4.2.1.

depth(m)  vp(m=s)  vs(m=s) Qp Qs (kg=m?)

800.00 5924.884 2928.865 67.06922 20.00 2280.533900
810.00 5773.175 2738.594 35.43660 20.00 2242.557601
820.00 5313.743 3004.746 21.44790 20.00 2295.163535
830.00 5311.784 2564.933 17.41970 20.00 2206.127967
840.00 5986.338 2993.962 31.28279 20.00 2293.101428
850.00 6176.533 3050.588 40.08961 20.00 2303.867950
860.00 5619.798 3065.524 34.76888 20.00 2306.682782
870.00 5163.070 2940.252 53.11094 20.00 2282.747271
880.00 5191.213 2473.413 36.02421 20.00 2186.179681
890.00 5613.954 2583.599 24.61245 20.00 2210.130769
900.00 5579.241 2644.431 31.45738 20.00 2223.027083
910.00 5712.608 2905.288 57.79010 20.00 2275.930476
920.00 6219.111 2876.129 47.12633 20.00 2270.198248
930.00 6386.336 3111.822 27.59576 20.00 2315.343230
940.00 6489.850 2866.232 133.56708  20.00 2268.242737
950.00 6517.794 2866.232 24.26944 20.00 2268.242737
960.00 6111.120 2866.232 63.14770 20.00 2268.242737

Tab. 4.2.1 { Les donrees physiques

Remarque 4.2.1 Ladensie est calcuka partir des valeurs devs par la loi de Gardner [6] :
1
= avé aveca=0:31lorsque est en g/cn® et v en m/s.

Pour approcher les facteurs de qualie Qp et Qs nous utilisons l'algorithme pesene dans
x2.2.3.2 sur une bande de fequenceff; fy] = [20;200] et le mocele de Zener grerali®e avec
3 loiseementaires (voir la gure 4.2.19 et le tableau 4.2.2 pour Qs = 20 et Qp = 57:7901).
Nous consicerons un maillage egulier compos de cares de coe h =1 m, de pas de temps
t = 8:27210 ° satisfaisant la condition de stabilie ( t = CFLh) et d'une sourcef a

support compact dans sitiee en un point S(Xs; zg) et \eri ant : (4.2.1)-(4.2.2) avec fo =100
Hz. Nous pesentons sur les gures 4.2.20 et 4.2.21 des iresttares de la composanteu,
avec deux points sources dierents. L'inerét de ces exgriences est que les deux localisations
de la source provoquent dierents plenonenes. Dans le premier cas, on peut observer les
prenonenes de transmission-e exion, tandis que dans le deuxeme cas on observe les ondes
guickes.
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Fig. 4.2.16 { Vitesse des ondes P

Fig. 4.2.17 { Vitesse des ondes S
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Fig. 4.2.18 { Facteur de qualie assoce aux ondes P

70

— OQ» 20
— OQ» 57.97

]

€ a0t :

10 1 1 1
50 100 150 200
f(Hz)

Fig. 4.2.19{ Exemple d'approximation de Qs =20 et Qp =57:7901

Mockle eementaire o(ms)  p(ms)  p(ms)

1 7.9577 9.9147 8.6238
2 2.5165 2.5664 2.5336
3 0.7956 1.0160 0.8652

Tab. 4.2.2 { Temps de relaxations optimises pourQs = 20 et Qp = 57:7901
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Deuxeme partie

Propagation d'ondes dans les
milieux poraelastiques
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Introduction

Toujours dans le cadre de la propagation d'ondes dans les nelux complexes absorbants, nous
allons nous ineressera la propagation d'ondes dans les itieux poreux. De nombreux sous-
sols ne peuvent étre consicees comme des maeriaux eXdasivement solides. Ce sont souvent
des milieux poreux c'esta dire constitiles de solides perbes par une multitude de petits
trous (appeks pores) occupes par un uide. C'est notamment souvent le cas des eservoirs
etroliers. 1l est clair que l'analyse de esultats par methodes sismiques de I'exploration de
tels milieux doit tenir compte du fait qu'une onde se propageant dans un tel milieu rencontre
une succession de phases solide et uide : on parle de miliewpelastique. On s'ineresse
alorsa la moctlisation de ce pkenonene par l'introduct ion de moctle de Biot [20, 21].

L'objectif de cette etude est la esolution nurrerique du probéme de la poreelasticie, en
utilisant une nmethode base sur des approches variationrlles et des approximations par
ekments nis mixtes compatibles avec la condensation demasse. Pour traiter ce sujet, nous
avons divie cette partie en quatre chapitre :

Dans le premier chapitre, nous pesentons le probeme mogle de la poralasticie dans un mi-
lieu reerogene et anisotrope. Nous faisons une analysenattematique compéte du probeme
en montrant un treoeme d'existence et unicie de la solution forte a l'aide de la treorie
des semi-groupes, un esultat de la decroissance de leargie, nousetudions les proprees des
ondes dans les milieux poreux en faisant une analyse par onglplanes eta la n du chapitre
nous calculons une solution analytique en ceterminant la bnction de Green.

Dans le deuxeme chapitre, nous faisons une etude pelininaire concernant le choix d'une
formulation variationnelle mixte optimale assocee au probeme moctle, an de construire
une nethode performante; nous nous ineressons surtout a cott de stockage et calcul des
inconnues.

Dans le troiseme chapitre, nous nous ineressonsa l'agproximation en espace et en temps du
probeéme. Nous ceveloppons une nethode nunerique robuste au niveau du temps de calcul,
stockage des matrices et des inconnues et ordre de la pe@s, nous adaptons leseements
nis mixtes ceveloppes dans [52] pour les ondes en acoustjue et enelastique pour le probeme
en poreelastigue. Nous menons letude des principales poprees de cette nethode (stabilie,
pecision). Pour la mocklisation de la propagation d'ond es dans les milieux non borres, nous
avons adape la technique des couches absorbantes parfainents adapees (PML) pour notre
probeme.

Le dernier chapitre est consacea la validation nuneriq ue de la nmethode. Nous pesentons plu-
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sieurs simulations et exgeriences nuneriques dans les drents milieux : homogene, isotrope,
anisotrope et leerogene.
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Chapitre 5

Probéme modakle et analyse
matlematique

Nous pesentons la loi de comportement dans les milieux paelastiques en proposant la
loi de Biot qui gouverne les milieux bi-phasiques. Nous fans une analyse matfematique
du probeme, nous montrons un treoeme d'existence et unicie de la solution forte, nous
rappelons les proprees et le comportement des ondes das ces milieux en faisant une
analyse par ondes planes et nous ceterminons aussi une stilon analytique du probeme
moctle gracea la nethode de Cagniard-de Hoop.

139



Probéme moctle et analyse matlematique

Sommaire
Introduction . . . . . . ... e 141
5.1 Probéme moale ... ... ... . .. ... ... 142
144

5.2 Analyse matlematique . . ... ... ... ... ... . ...,

5.2.1 Etudes des milieux reeroggnes . . . . . . . ... ... 144
5.2.1.1 Existence et unicie de solutions fortes . . . . ... ... .. 144
5.2.1.2 Dissipation de lenergie . . . . ... .. ... ... ..., us

5.2.2 Etudes des milieux homogenes . . . . .. ... ... ... ..... 149
5.2.2.1 Analyse parondesplanes ... ... ... .......... 149

153

5.2.2.2 Solution analytique dans un milieu homogene in ni

140



Probéme moctle et analyse matlematique

Introduction

Les milieux poreux sont des solides perfoes par une multiide de petits trous (pores) occuges
par un ou plusieurs uide (solide satue par un ou plusieurs uides), lorsque les hypotteses [26]
suivantes sont \eriees :

{ La distance moyenne entre les pores est petite devant la laggueur d'onde.
{ Des petits eplacements pour la phase solide et uide.

{ La phase uide est continue.

{ La matriceelastique est isotrope.

{ Absence de tout couplage.

Plutét que de consicerer un tel milieu comme un milieu competement reerogene, il est
egitime de faire appel, au moins localement,a la treorie de 'homogereisation [4, 28, 59, 65]
qui permet de passer des loisa lechelle microscopique ades lois macroscopique, on aboutit
alors au mockle de Biot [20, 21, 22] qui fait intervenir comme inconnues non seulement le
champ de ceplacement dans le solide mais aussi la pressiorads le uide. La principale ca-
raceristique de ce moctle est qu'aux ondes standardsP et S dans un solide se rajoute une
onde P \lente" (qu'on pourrait aussi quali er de \uide", voir  x5.2.2.1).

Recemment, la recherche dans la mocklisation de tels mikux a fait des proges notables,
en particulier en ce qui concerne 'obtention de moceles delus en plus ealistes visa vis des
applications. On a vu aussi apparatre des gereralisatons du mockle de Biot qui permettent

notamment de prendre en compte l'atenuation des ondes, onparle alors de milieux poro-
visceelastiques [9, 19, 34, 69] ou encore la pesence deyslieurs phases uides on parle alors
de multi-porosie [5, 18, 73] (ou milieux multi-phasiques).

La premere section de ce chapitre concerne la pesentabn du moctle de la propagation
d'ondes dans les milieux poreux anisotropes et heerognes. La section 5.2 concerne l'ana-
lyse mattematique du probeme mockle. Dans un premier temps, nousetudions les milieux
heerogenes en montrant un esultat d'existence et uni cie de la solution forte en utilisant la
treorie des semi-groupes (tteoeme 5.2.1) et un theoreme de la dissipation denergie (treoeme
5.2.2). Dans un deuxeme temps nous consicerons le cas paculier des milieux homognes iso-
tropes, nous rappelons les esultats de la propagation d'ndes planes dans les milieux poreux,
ceci nous permettra surtout de comprendre I'in uence de la @rosie sur le comportement
des ondes, en particulier la pesence d'une deuxeme ondede compression qu'on l'appelle
onde lente ou onde de seconde espece. Pour nir, en utilisanla nethode de Cagniard-de
Hoop [30, 46], nous ceterminons une solution analytigue das un milieu in ni en calculant la
fonction de Green pour le cas particulier d'une source de pssion.
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Fig. 5.0.1 { Milieu poreux

5.1 Probéme moctle

Dans le cas des basses fequences la loi de Biot [20] en dinsgon (d=2,3) est donree par le
syseme :

(5.1.1a) M+ (W T =fy, dansR® ]O;T]
(5.1.1b) fEst WW %vl+ rp=fy dansRY ]O;T]
(5.1.1c) =C"(usg) plg dansRY 10;T]
(5.1.1d) %p+ r us+r w=f, dansR? ]O;T];
(5.1.1e) Us(x;0) = Ug(x); @us(x; 0) = uy(x)  dans RY,
(5.1.11) w(x; 0) = wo(x); @w(x; 0) = w1(x) dans RY:

a les inconnues du probéme sont :

{ us le aeplacement dans le solide.

{ w= [u; ug]le cplacement du uide par rapport au solide, avec u; le ceplacement
dans le uide et la porosie du milieu.

{ pla pression dans le uide.

{ le tenseur des contraintes.

et
1 @ @ .
"i(u)= = ——+ —— le tenseur des dceformations.
{ fu; fw et fy sont des densies de source.

{ up; wp; Uz; wi sont des donrees initiales.

avec les coe cients physiques :
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5.1 Probtme moatle

{ t ladensie du uide.
{ = +(1 ) s la densie du milieu satue avec ¢ la densie du solide.

a .
{ w=— ¢ (alatortuosie) .

{ C estuntenseur4 4.
{ 14 estla matrice unie de M ¢4(R).

{ K est la perneabilie hydraulique et sécrit sous la forme : K = —, as  est la viscosie du
uide et  la permeabilie absolue.

{ met sont des coe cients positifs qui s'expriment en fonction de , Kg, Ko et Ky
( =1 Ko=Ks, m= =K +( )=Ks 1), avec :

{ Ks est le module d'incompressibilie du solide.
{ Kg est le module d'incompressibilie satue.

{ K¢ est le module d'incompressibilie du uide.

On note parr l'application : L(RY ! RY:
xd )
foo=(r i @b i=C b a= 2Uogi=1; 4
j=1 @X

Nous ferons en outre les hypotrese suivantes :

1. ; +; w;K;m; etC mesurables.

2. 9¢ ; ¢, deux constantes positives, tels que :
(5.1.2) O<c vt ows Kom c. < +1 ppp:x2 RY:
3. le tenseurC satisfait :
Cik = Cjw = Cij  8irjik;l =1;  d;

(5.1.3) . o
9M ;M. > Otelsque8 2L%™(RY;0<M jj C : M. j2:

Mockle isotrope

Dans le cas d'un milieu isotrope, le tenseulC \erie :
(5.1.4) C)i= oij kk*t2 i,
a

{ estle module de cisaillement.

{ o= ¢ 2m est le coe cient de Lane avec ; est le coe cient de Lane dans le milieu
satue.
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5.2 Analyse matrematique

5.2.1 Etudes des milieux hkeerognes
5.2.1.1 Existence et unicie de solutions fortes
On note par M la matrice & nie par :
M = f
f w

Remarque 5.2.1 La matrice M est synetrique ¢ nie positive grace aux conditions phy-

sigues :a 1 (la tortuosie) et 1 (la porosit), ce qui nous permet d'avoir :
a
W f2 = i +(1 ) s — ¢ f2
1 a
= (a 1)f2+( 2 o

On introduit les variables : ts = @u s (le champ de vitesse) et = @w (la vitesse de ltration)
Le probeme (5.1.1) se eecrit alors sous la forme d'un syseme dévolution du premier ordre :

8
@us ts=0;
@w w=0;
n 2 3 m
e r(C'ws) T (p) .
(5.2.1) W —W r p Fuw

K
@-+mr w+r w=mfp

Us(X; 0) = ug; brs(X; 0) = uq; w(x; 0) = wp; w(x;0) = wy;
P(x;0)=po=m r up+mr Wwo;

ou encore, en posant) = (Us; W, ts; W;p)t :
8

< du .
(5.2.2) I
U(0) = Uo;
avec
0 1
s
w
zf (C"(ug)) r (p)3
— u .
(5.2.3) U= M 14 ) s g &
WP

m r ds+mr w
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et

0 1
0 1 0
Uo 0
Wo " #
Uo = tto F = M 1 Fu
Wo FW
Po
mfp
avecf, = @Fp.
On introduit I'espace de Hilbert :
2
(5.2.4) H=[H'RN" LXRY 2RO LR,
muni du produit scalaire :
Z z Z
(U Uo)y = up uzdx+ C"(uq): "(uz)dx + W1 Wpdx
R R R
(5.2.5) 7 7 L
s g} s g}
+ M + — :
R to to dx Rd M P P2 0X;

avecU; = (U1, Wyt Wa;p1)t et Up = (U2 wo; tra; Wo; p2)t.

On consicere l'ogerateur non borre sur D( ) H 7! H d nipar (5.2.3) avec :

D( ) Cus(uwimwip 2 HEe 2 IR T C'w) 1 (p)2 [LARO:
"~ p2 HYRY): w 2 H(div; RY
Lemme 5.2.1 L'operateur + |4 est maximal monotone pour > max( % W1=2)=p 2.
Bemonstration
- Monotonie :soit U =(u;w;t;w;p)!2D( ),ona:
z z z z
( Uy = u udx C"(u) : "(u)dx w W dx r (C"(u)) u
7 R¢ RdZ 7 R R
r(p) adx+ 1w w dx + rp wdx
ZRd Z Rd K Rd
+ r wpdx+ rwpdx:
R¢ R¢

En utilisant la formule de Green pour les trois inegrales :

V4 V4
r (C"(u)) wdx-= C"(u): "(u)dx;
ZR* z R
r(p) wdx= pr wdx;
ZR* z R°
r wpdx= w r pdx;
R¢ Rd
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on obtient :
z z z 1
( YUy = u wdx W wdx+ —w wdx:
Rd Rd Rd K
D'autre part :
Z VA Z Z
kUkZ = juj?dx + C"(u):"(u)dx+ jwj?dx + jerj2 dx
Rd Rd Rd Rd
z z
+ wjwjdx +2 f o wodx:
d R¢
On en ceduit que :
Z
( U;U)y + kUK3 jui+  jwji?+  ju?+ wijwji?+2 fe w u o w w dx
d

. - - P =

ce qui montre que + | est monotone ces que > max( % )= 2.

- Surjectivie  : montrons que + | est surjective pour tout > 0. Ceciequivauta montrer
que pour tout F = (fy;fw;fu;fw;fp)t 2 H, il existe U = (u;w;t;w;p)t 2 D( ) solution du
syseme :

(5.2.6a) u o= fy,
(5.2.6b) woow = fy;
m # 2 " 3 m
" r(C(ug) T (p) f, "
(5.2.6¢) M 14 1 5= ;
W Kw rp fw
(5.2.6d) mr g+mr w+ p=fy

Si le syseme (5.2.6) a une solution, il est facile deliminer u; w et p et de voir que & et w
doivent \eri er lequation :

" # " # " #
r C'(a¢) +r(m?2r w)+r(mr w) t 0
+ 2Mm + — =
rmr w+mr w W K w
(5.2.7) " & v ”
fu roC'(fy) r (fp)
M +
fw r fp

La formulation variationnelle de (5.2.7) sécrit :

Trouver U = (u;w) 2 H tel que :
(5.2.8)
a(o;Vv)=1(V);, 8V =(v;s)2H;

@ H est I'espace de Hilbert, ce ni par :
H=[H'RH]? H(div; RY;
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muni du produit scalaire :
Z z Z Z
(O;V)g = o vdx+ ra rvdx+ w sdx+ rwr sdx
R R R R

a:H H7! R estlaforme bilireaire :
Z

a(o;v) = C'(e):"(v)+m ?r wr v+mrr wr v+mr wr s+mr wr s dx
Rd
Z z

1
d V+ W V st S W S dx+ —w sdx;
Rd RdK

+ 2

etl:H 7! R estlaforme lireaire :
V4 Z

R R

D'apes (5.1.3), (5.1.2) et l'iregalie de Korn [48, 70] dans H (R 9)]9, la forme lireaire I(:) est
continue sur H et la forme bilireaire a(:;:) est continue coercive surH pour tout > 0. Le
treoeme de Lax-Milgram permet alors d'a rmer que le prob &me (5.2.8) admet une solution
unique & = (&;w)! dans HY(R Y19 H (div; RY).

Les donrees €y;fw;fp)etant suppoees appartenira [H(RY]4 [L2(RDY LR,
on obtient l'existence deu 2 [HX(R%)]%a partir de lequation (5.2.6a), w 2 [L2(R%)]%a
partir de (5.2.6b) et p 2 L2(R%)a partir de (5.2.6d). En n en utilisant lequation (5.2. 6c), on
voit facilement que u et p \erient :

r C'(u) plg 2[L2RYYetp2 HY(RY):

Nous avons donc cecmonte que l'operateur  + | etait surjectif 8 > 0. Pour nir la
cgemonstration du lemme, il sut de raisonner avec = +1:

Maintenant, on peutenoncer le theoeme d'existence et d'unicie :

Tleoeme 5.2.1 Pour toutes conditions initiales (Uo;Wo; U1;W1;p0) 2 D( ) ettout (fy;fw;fp) 2
CHO:T;[L2(RY 4 cHO:T;[L2(RY %) C20:T;[L2(RY) %, il existe une unique solution
(us;w;p) du probeme (5.1.1) qui \erie :
8
3 Us2CH O T;HYRY \ C2 O T [LAR
w2 CLOT;H(div;RY \ C20;T;[L2(RYY :
p2 COO;T;HYRY \ CL O T;LRY) :
Demonstration

Sous l'hypotlese Ug 2 D( ) et grace au treoeme de Hille-Yosida [27], nous deduisons
que le probeme (5.2.1) admet une unique solutionU 2 C%0;T;D( ))\ C(0;T;H). Ceci
equivauta :

{us2CLOT;HYRY ;
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{w2CoT;[L2 R ;
{ &= @us2COT;[LARYY ;
{w=@w2C"OT;[LARY? \ C° O;T;H (div; RY) ;
{ p2CtOT;L*RY \ C° O, T;HYRY) ;
ce qui entrame : 8
3 Us2CHOT;HY RN \ C2 OT;[L2RI ;
(5.2.9) 3 W 2 CLO;T;H(div;RY \ C2 O;T;[LARY]? ;
p2 COo O;T;HYRY \ C! O;T;L3(RY) ;
et acteve la cemonstration.

5.2.1.2 Dissipation de Energie

[ nition 5.2.1 Soit (ug;w; p) la solution forte du probeme (5.1.1), La quantie déne rgie
assoceea cette solution ezst ck nie par :

12 h i 12 h 1
Bat) = 5 Jusi®+ C'(us):"(us) dx+ 5 wjwi®+ —jpi* dx
(5.2.10) 7 R R

La quantie Eq4 & nit bien uneenergie positive gracea la remarque 5.2.1.
Remarque 5.2:2 hOn remarque que la qiuantie denergie E4 se decompose en trois parties,

la premere > jusj?+ C"(us) : "(us) dx corresponda lenergie qu'on trouve dans le cas
R h [

. . . R
elastique, la deuxeme partie = wJW]J® + —]p
Z 2 Rd m

et la dernere partie , fUs w dx est dde au couplage solide- uide.
R

dx est lenergie dans le cas acoustique

On a le esultat de la cecroissance déenergie :
Theoeme 5.2.2 Lener%ie Eq(t) \erie I%dentie : 5

dEd_ P .
e RdRJVﬂ dx + Rdfu usdx + RdfW w dx + Rdfdﬁpdx.

et elle cecro't en l'absence des termes sources.

(5.2.11)

DCemonstration

On applique le produit scalaire dans R'a (5.1.1a) par us eta (5.1.1b) par w, apes une
inegration sur R ¢, on obtient aIZors :

z z
- . 2 - .
(5.2.12a) 23t ge jusjcdx + o f W Usdx Rdr usdx Raf“ usdx;
z z z 1 z
fEs Wdx+ Z— jwjZdx + Zjwj?dx + rp wdx=
R 2 R¢ K R
(5.2.12b) Z
fw wdx
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Apes une inegration par parties des derniers termes desdeuxequations (5.2.12a) et (5.2.12b),
on obtient :

14 Z Z Z Z
(5.2.13a) =— jusj?dx + fW usdx+ :"(us) dx = fu usdx;
2dt Rd Rd Rd Rd
Z 14 Z Z 1 Z
AL wx+ S y jwijZdx + RdKjMZdX P w dx =
(5.2.13b) -
fw wdx
Rd

En utilisant lequation (5.1.1c), on peut remplacer dans (5.2.13a), ce qui nous donne :

Z Z Z
ld 1 2 1d n . n
20 o 198 dx + wo T Usdx + 5 RdC (Us) 1 "(us) dx
(5.2.14) 7 7
pr ugdx= fu usdx:
Rd Rd

En faisant une cerivation par rapport au temps de lequati on (5.1.1d), ceci nous permet de
ecrire r w sous la forme :

rw=f 1 I Us;
N =Tp mll Us,
En remplecant r w dans (5.2.13b), nous obtenons :
VA Z Z Z
e wax+ 22 jwj2 dx + Liwizax+ 19 gz
Rd f s - 2dt Rd J_] Rd KJ_] Zdt Rd meJ
(5.2.15) b 7
+ pr ugdx= fppdx:
R R

En sommant les deux derneresequations, nous aurons :
Z h i

1d o 1., .
jusi+ C"(us) : "(us) + EJpZH wiwi?+2 fus w dx=

2dt
z y yA yA

—jwjdx + fu usdx+ fw wdx+ fppdx;
Rd K Rd Rd Rd

d'as l'identie (5.2.11).
On en ceduit la cecroissance de lenergie pourf, = f, =0 et f, = cte:

5.2.2 Etudes des milieux homognes
5.2.2.1 Analyse par ondes planes

Dans ce paragraphe, en faisant une analyse par ondes planes) rappelle les proprees des
ondes poreelastiques et I'in uence de la porosie sur soncomportement. On se place dans le cas
homogene avec une source nulle. En remplacantv par sa valeur en fonction des ceplacements
Us (dans le solide) etu; (dans le uide, w = (U Uug)) et eneliminant le tenseur des
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contraintes et la pressionp, le syseme (5.1.1) se e=crit alors en fonction deus et us sous
la formeequivalente :

(
(5.2.16) 1¥s+ o8¢ + bUus Us)= Sr(r us)+ Rr(r uy) r (r usg);
o 128s+ o8¢ blus uUs)=Rr(r ug)+ Tr (r ug):
avec
g S = +2; = ot M( )Z;R:M ( )’
(5.2.17) . T=M 2% pn= + ¢(a 2

2= (1 a); w»=a ¢;b= 2K

On s'ineresse aux solutions particuleres du probeme (5.2.16), de type ondes planes :
8

< ug(x;t) = ulelt kx g,
(5.2.18) |
ur(x;t) = uf et kg:

avec
k=(ky; kg x=(xy  xgbhd=(dy;  dot
Cas sans atenuation

Remplacons ces expressions dans le syseme (5.2.16) dalescas sans dissipationty= 0), nous
obtenons les relations de dispersion :

2 sul+Ru? (k dk+ jkizdd (k d)k u@= 12 ;ud+12 00 d;
(5219) _ h i h i
Ru+Tuf (k dk= 12 pud+ 12 »uf d:

Deux cas se pesentent :

1. Les ondes P (ondes de compression) : ondes irrotationned, pour lesquelles on a :
k~ d = 0. On introduit la vitesse V = !=jkj, eneliminant u? et u? dans le syseme
(5.2.19), la relation de dispersion des ondes P skcrit als sous la forme :

(5.2.20) G H = v?;
avec

_ 11 12 ., _ S R —( 0.0\t
(5.2.21) G = > o H = R T et =( uguy):

Les deux matricesG et H sont synetriques e nies positives, la matrice G 'H admet
alors deux valeurs propres positives. Elles sont les solutns de lequation suivante :

(5.2.22) (11 22 2,)V%2 (T 11+S 2 2R 1p))V+ ST R?2=0:

Ceci impliqgue que a I'habituelle onde P de vitesseVs (fast wave) dans un solide se
rajoute une onde lente (slow wave ou onde de seconde espeadg vitesseVps V.
Biot a monte dans [20] que ces ondes ont la propree : le @placement d'ensemble et
du uide sont en phase pour I'onde de premere espece (de tesseVys ) et en opposition
de phase pour I'onde de seconde espece.
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2. Les ondes S (ondes de cisaillement) : ondes isovolumiqu@®ur lesquelles on & d =0,
ce qui nous donne la relation de dispersion des ondes S :
8

0 0 \y2_ . 0.
< pugt+ puf Vo= ug;
(5.2.23)
0, 0 \2=0-:
12 Ug 22 Ug =U:

Eneliminant ul et u? dans ce syseme, on trouve la vitesse des ondes :

1=2
22

(5.2.24) Vo= ——=—
11 22 12

Cas avec atenuation

On introduit maintenant la dissipation ( b & 0). On suit les mémes cemarches que dans le cas
sans dissipation, on porte (5.2.18) dans (5.2.16) on obtigrla relation de dispersion :
[ |
% SwW+Ruf (k dk+ jkizd (k dk ud= 12 ;ud+12 ,uf d
(5.2.25) , itb(ug uf) d;
h i h i
RuZ+ Tu (k dk= 12 pul+12 »ul+ilbu? u?) d:

On suit les mémes cemarches comme dans le cas sans dissipat et on montre la pesence de
deux types d'ondes :

1. Pour les ondesS, le syseme (5.2.25) se eecrit sous la forme :
8 h i
2 12 u2+12 pu) i@l u) d= jkjZul;

(5.2.26) h

|
> .
!212Ug+!222UP+|!b(U8 UP) d=0:

Eneliminant ug et u? dans ce syseme, on obtient lequation de dispersion :

- ' ib

(5.2.27) 12= k2 2
! i b
a et sontdeux coe cients positifs, secrivent en fonction de 11; 12 et 25
= w2 = ut2 p+

La relation (5.2.27) est dispersive carl 2 ne varie pas lireairement avecjkj?. Si on note
par VO la vitesse complexeV = 1=jkj, la relation (5.2.27) se eecrit en fonction de la
fequencef = 1=2 sous la forme :

VE= A(f)+i Ai(f)

avec 42124 b2
_ 21T "+ b7,
Arlf) = 42f24+ 2R’
»b b _
Al = gy w2t
On remarque que dans le cas sans dissipatior € 0), on retrouve lequation (5.2.24) :

2= jkj? 2= .
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2. Nous consicerons le cas des ondeB, apes klimination de u? et u? lequation de
dispersion (5.2.25) se eecrit sous la forme :

(5.2.28) (ST R?)z?> (T 11+S 2 2R 1)z+ 11 » §2+'_(z 1)=0

S+ T+2R
avecz= Ve=V0V2= = " et = 11+ 2+2 1,. Dans le casb= 0 on retrouve

lequation (5.2.22) avec z = 1=V% En consicerant les solutions z; = Vit et zo = V'
de cetteequation (5.2.22), lequation (5.2.28) se ke crit sous la forme :

(5.2.29) z z1)(z z)+iIA(z 1)=0
avec
A= b _ b _
I (ST R2?) 2f (ST R?’
Les solutionsz de lequation (5.2.29) sont donc fonction de de la fequercef = 1= (2 ),
de A et des solutionsz; et z, de lequation (5.2.22) qui correspond au cas sans dissipa-
tion.

Sur la gure 5.2.1 nous avons trae les vitesse € e(!=jkj)) de dierentes type d'ondes
en fonction de la fequence pour des donrees physiques :

= 1828kg=m°; ; =500:kg=m>; ,, = 7500kg=m°; =4:51610 Pa;
0=8:291FPa; =0:84m=1:921FPa; % =10%: N s=m*;

On observe sur ces gures que les vitesses sont croissantes fenction de la fequence
et surtout pour l'onde lente qui est plus dispersive.

P fast velocity P slow velocity
2483 " " " " 500 T

2482} 200l

2481
300}

ps

<& 2480}
200t
2479}

2478 100

24770 2000 4000 6000 8000 10000 0 2000 4000 6000 8000 10000

f(Hz) f(Hz)

(a) Onde rapide (b) Onde lente

Fig. 5.2.1 { Dispersion des ondes
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S velocity

1586

1584}
1582}
1580
>” 15781
1576}

1574}

0 2000 4000 6000 8000 10000
f (Hz)

(c) Onde de cisaillement

Fig. 5.2.1 { Dispersion des ondes (suite)

5.2.2.2 Solution analytique dans un milieu homogene in ni

L'objectif de ce paragraphe est de calculer la solution angtigue du probeme moctle dans
un milieu in ni en dimension 2. On se place dans le cas d'un mieu homogne sans dissi-
pation avec une sourcef, = (x) (y) (t) ponctuelle en espace et en temps. Nous utilisons
la methode de Cagniard-de Hoop [30, 46] pour ceterminer lasolution exacte du probeme
mockle. Le principe de la methode consistea appliquer aw inconnues la transformation de
Laplace en temps et celle de Fourier suivant I'une des varidbs d'espace X ou y). Une fois
le probeme est esolu dans l'espace de Laplace-Fouriernous revenons en espace physique
temps-espace en manipulant les contours complexe. Nous neyons le lecteura la ttese de
J. Diaz [47] pour plus de cetails sur la nethode et son application aux ondes acoustiques et
elastiques.

Le syseme (5.1.1) se eecrit en fonction de ug, us et p sous la forme :
8
3 st 18 (o+t2 )r(rug)+ r (r us)+( )r p=0;
(5.2.30) 5 1o8st 2oMf + 1 p=0;
p+ M( Jrug+ M rug =M (X) (y) (1):

al les coe cients 11, 12 et 22 sont ae nis par (5.2.17).

Nous simpli ons le syseme (5.2.30), en cecomposant les samps de ceplacementus et us en
champs irrotationnels et isovolumiques (ondes P et S). On pse :

Us=T g+ ;
(5.2.31) ° ° °
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Le syseme (5.2.30) devient alors :

(5.2.32a) A* B = F
(5.2.32b) 1. =0:
L. VSZ S S .
a et F sont deux vecteurs :
= fs , F = M (x) (y) (1)
A et B sont deux matrices symnetriques @ nies positives, ¢ n ies par :
S R
A= n 12 .pg-
12 22 R T
avec
S= +2; = o+M(  )35R=M ( ) T=M?
Vs = iz 12 est la vitesse des ondes S.
11 22 12

La matrice B est inversible, nous multiplions lequation (5.2.32a) par B 1, le syseme (5.2.32)
se eecrit alors sous la forme :

(5.2.33a) B A = B F;

1, _ A
(5.2.33b) Vs s=0:

La matrice B 1A est diagonalisableB A= PDP 1, a1 P est la matrice de passageD =

diag(Vi %; Vps®) est la matrice diagonale semblableaB A et Vyr et Vps sont respectivement

la vitesses de l'onde rapide et de lI'onde lente assocees awndes P. En faisant le changement
des variables =P ' et F = (8BP) IF =(f;f,)! le syseme devient :
2 D° =F
(5.2.34) > 1, o
Vsz S S .

Si on cecompose les operateurs dierentiels en espace,d syseme (5.2.32) se eecrit alors sous
la formeequivalente ;

8
VizoIOl (e pr* @y o) = f1 (X) (y) (1);
vz (@t @ )= 2 (X)) O

(5.2.35)

Us=T s+r S
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Appliquons la transfornee de Laplace en temps et la transfonree de Fourier suivant xa ce
syseme, nous obtenons :

8 2
S
(V2 + kz)/\pl @y/\plz f1 (Y),
pf
2 N A

(yz* <)% G = T2 (v);
(V_52+k2)/\5 @y/\sz(-);

(5.2.36) N on
22

(As; Af)t =p"

0=k s+ @"s0=@"s k"
0=k +@";0Y =@ ¢ ik

Dans le cas d'une condition initiale nulle, la solution de cesyseme dans un milieu in ni est

donree par :
8
(k y S) = eJ Y1Zpg
pl zzpl
f o
(k y S) = 1 eJ Y1Zp,
p2 22,
=0;
(5.2.37)
( S f)t_ p”"
0=k s+ @"s0Y=@"s k"
O¥:|kf+@f, :@’\f ik "
2 2. 8 2, 8 t ul)t
aveczy = k°+ V—2,2p2= ke + V—Z’us_( Xud)t et ug = (uf;up)t.
pf ps

A partir du dernier syseme (5.2.37), on ceduit la forme de s solutions :

0f = ik Pufy i vz 4 P12f2 j yizp
' i
(}35’ = S|gr21(y) Pllf]_ej Yizp1 4 P12fzej Yizp2 ;
(5.2.38)
0]2( = ik _P21f1ej Yizp1 4 P22f2 i Yizp2
' [
oY = 8|gr21(y) Porf L@l Y%t + Pof el Yi%wz

155



Probéme moctle et analyse matlematique

avecsign(x) = x=jxj.

Pour calculer les solutionsug et us, il sut de determiner la transfornee inverse de La-
place ens et la transfornmee inverse de Fourier enk. On pose alors

iK i sign -
a(k;y;s) = ZeJ 1z g(k;y;s) = 792(3/)eJ yiz
avecz = (k? + s>=)' et c une constante positive.

En appliquant la transformee de Fourier inverse enka 41, on obtient :

TRARE

ik
0(x;y;s) = 7 —

e (yiz+ikx) qk-
1

. . S
En faisant le changement de variablek = % on aura :

Z .
1 7% ips

S jyi+ p2)ZHipx .
- - e c d :
4 1 (1+pY): P

0(x;y;s)

. f(X;y;p;s)dp:

Pour retourner au domaine temporel, on cherche un chemin das le plan complexe, \eri e
jyjl+ pY)z + ipx = ct 8p2 avec t 2 R* et
z,, z
f(x;y;p;s)dp= f(x;y;p;s)dp:

Ceci nous permet par unicie de la transforme de Laplace eten utilisant le changement de
variable p= (t) de calculeru(x;y;t) = h(x;y;t) :
Z .4
a(x;y;s) = h(x;y;t)e Stdt:
0

On pose
8 L
< jyi+ p?)2 + ipx = ct;
(5.2.39)
= fp2 C=jyj(L+ p?)2 + ipx 2 R* g
En posantx = rcos ety=rsin ,ontrouve = ] [ *[ ,avec
_ct o ct?
=f |CTcos j sin J(r—2 l)%;:—: to;
(5.2.40)

. ct L 2, 1 r
fITCOS j sin j(1 r—21)2,0 t Eg.

Remarque 5.2.3 Puisque, on s'ineresse a la propagation d'ondes dans un niieu in ni,
nous n'utilisons pas les contours .
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En utilisant cette nethode, on calcule :

Z.,
axyis) = — T ce ¢ WA )+ ipx dp;
4c 1 (1+ p2)§
z . z
— 1 IpS e S jyj(1+ p?) Z +ipx do + IpS
= ——ec p —
-1+ p)2 1+ p?)2
Z
cos ~ *1 t +1
= g se Stdt = he(x;y;t)se Stdt;
2r ¢ 2 L2 5

Cc

@hc(x;y;t)e Stdt:

En utilisant l'unicie de la transfornmee de Laplace, on d eduit :

u(x;y;t)y= H(t rE) @hc(x;y;t);

(5.2.41)

On utilise les mémes emarches pourn(k;y;s) =

¥(X;Y;s)

. . t
al H est la fonction de Heavside eth¢(x;y;t) = —qxi
2r2 2 o
SIgN(y) ¥iz on obtient :
Z 2
. +1
sign(y) e (yiz+ikx) gy
4 1
Z
sign(y) "t __ &
dp;
o, 2w
sign(y) :
st d + st d :
ac _se Sdp se Stdp
. 4 Z
sign(y)isin j =t Lt sgs
2r 5 2 L2 c

On cdeduit alors :

avecge(x;y;t) =

@uc(x;y;t)e Stdt;

c

v(x;y;t) = H(t rE) @ac(x;y;1);

yt

—_— .

2r 2

r2
2

Finalement, nous obtenons :
uz(xy;t) = Pyy @he, (X;y;t) + P @, (X y51);

ud(xy;t) = Py @0, (X Y;t) + Py @, (X Y3 1);
uf(xy;t) = Py @he, (X ;1) + Poy @, (X y;t);

uf (i) = Poy @e, (X Y3 1) + Pop @G, (X; Y3 1);

(5.2.42)

#

S jyj(+ p?) 2 + ipx :
ec dp

ge(x;y;t)se Stdt;
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Probéme moctle et analyse matlematique

Dans le cas d'une source quelcongue en temps et ponctuelle espace (x) (y)f (t), la so-
lution de ce probeme est obtenue a l'aide de la convolution de la fonction source avec les
fonction de Green :
VA t
us(;y;t) = us(xy; )t )d;
0
(5.2.43) Z
wxyit)= w (xy; )f(t )d;
0

al (ug,w ) est la solution assoceea une source ponctuelle en temps

Pour ne pas alourdir et simpli er cetteetude, on a traie q ue le cas d'une source de pression
pression. On peut gereraliser cette cemarchea tout typ e de source (voir les exemples qui vont
suivre).

On termine ce chapitre par des exemples de propagation aveced dierents type de source.
On se place dans un milieu in ni occupe par un maeriau porcelastique homogene, isotrope,
non dissipatif (K =+ 1 ) et caraceri®e par les donrees physiques :

=1:8kg=m>; ¢ =1:kg=m>; = 7:5kg=m";
(5.2.44)
=4 Pa;, g=5:93Pa;,m=10Pa; =0:295
ce qui correspond aux vitesses
Vot =2:93m=s; Vps = 1:19m=s; V5 = 1:95m=s:

Dans un premier temps, on consicere une source de pressidip(x;y;t) = (x) (y)h(t) ponc-
tuelle en espace, locali® au point (Q0), le signal temporel est une gaussienne en temps :

h(t)=exp(  2f&(t tg)?); to = 1=fo;
et de fequencefy =5:95 Hz.

La solution analytique est calcueea l'aide d'un code MAT LAB en utilisant la convolution en
temps de la source et la fonction de Greena l'aide de lequaion (5.2.43). Nous pesentons sur
la gure 5.2.2 la restriction de la premere composante de & vitesse du solide dans le milieu
[ 3;3] [ 3;3] dans des dierents instants, t = 0:6s, 0:8s, 1s et 1.2s. Nous observons bien
que la source de pression a geree deux types d'onde® : une onde lente de vitesse/ps et
une onde rapide de vitessé/p .

Dans un deuxeme temps, nous consicerons le cas d'une sooe de cisaillement

fuy;t)=f@O)r  ((xX) (V)

nous suivons les mémes cemarches que dans le cas d'une smide pression et on montre que
la solution est une onde de cisaillement de vitess¥s, voir la gure 5.2.3.
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5.2 Analyse matlematique

En n, dans le dernier test, nous consicerons une source deampression

fuly;t)=f(r ((xX) (V) ;

nous pesentons sur la gure 5.2.4 les instantare de la nome de la vitesse dans le solide et
sur la gure 5.2.5 la coupe de la norme de la vitesse sur la ligny=0.

Fig. 5.2.2 { Instantares de la premere composante de la vitess (source de pression)

Fig. 5.2.3 { Instantares de la premere composante de la vitess (source de cisaillement)
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Probéme moctle et analyse matlematique

Fig. 5.2.4 { Instantares de la norme de la vitesse (source de conmpssion)

0.012

0.008

0.006

0.004

0.002]

Fig. 5.2.5 { Coupe de la norme d ela vitesse sur la ligng =0

A partir de ces tests , nous remarguons que chaque type de sa@, de pression ou de ci-
saillement, ne gerere que des ondes de méme type, nous eaddlisons alors que les ondes de
compression et de cisaillement dans les milieux porelagjues homognes sont cecoupees.
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Chapitre 6

Choix d'une formulation
variationnelle optimale

Ce chapitre a pour objectif detudier les formulations variationnelles mixtes possibles
assocees au probeme mocele ainsi que le colt de stoclge et la mise en oeuvre de
chacune de ces formulations.
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Choix d'une formulation variationnelle optimale
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6.1 Probéme avec quatre inconnues

Introduction

Pour utiliser une nethode nunrerique deéments nis, | e choix de la formulation variationnelle
est un outil peliminaire a n detudier 'e cacie de ce tte nethode. Le probeme moctle
comporte 4equations et 4 inconnues et pour I'approcher, plisieurs formulations variationnelles
sont possibles. C'est pour cette raison que nous avons cor@@un chapitre pour letude des
formulations variationnelles mixtes assocees au prol#@me moctle. Pour comparer les diverses
formulations, on consicere le probeme dans un ouvert R? et un maillage egulier de
(N 1)? cares. Nous calculons le cott de stockage des inconnues mous etudions la mise
en oeuvre de chacune des 7 formulations proposes, en usifint les methodes desekments
nis mixtes compatibles avec la condensation de masse [16,2581, 83] cevelopees au sein
du projet Ondes.

N1

N1

Fig. 6.0.1 { Maillage uniforme de (N 1)?eements

6.1 Probéme avec quatre inconnues

Pour eduire le coat de stockage des inconnues, on cerivdes deuxequations (5.1.1¢)-(5.1.1d)
par rapport au temps, et on note repectivement parus et w les cerivees de ug et w par
rapport au temps (us = us, w = w) le probeme (5.1.1) se eecrit sous la forme d'un syseme
dévolution du premier ordre :

(6.1.1a) @us+ f@v r =f, dans ]O;T];
(6.1.1b) C@Ust W @w+ %WJ, f p=fy, dans 0TI
(6.1.1c) A@ ="(us) Al @ dans ]0;T];
(6.1.1d) Lapt 1 ourr w=f, dans 0TI
(6.1.1¢) Us(x; 0) = Ug(X); W(X; 0) = Wo(x)  dans ;

(6.1.1f) n =0;p=0 sur [0;T];

@ A est le tenseur inverse deC : A = C letf, estla ceriee de Fp : fp = Ep.
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Choix d'une formulation variationnelle optimale

6.1.1 Formulation 1
On consickere les espaces fonctionnels :
(
(6.1.2) Hy =[H!()] % Hw =[L20)] %
. H = Lz( ;Lsym(Rd)); sz Hl() :

On multiple lequation (6.1.1a) par v 2 Hy, (6.1.1b) par w 2 H,, (6.1.1c) par ~2 H
(6.1.1d) par p2 Hp. En inegrant sur , on obtient :

8 q z z z z
g Us udx+a f W adx r gdx = fu odx; 8u2 Hy;
d z d z 1
— fUs wdx+ — wW wdx + —w  wdx
dt, 7 dt K 8w 2 Hy:
(6.1.3) + rp wdx= fw wdx;
q z z z
a A ~dx "(ug) : ~dx pAl :~dx =0; 8~2H ;
q z 1 z z z
— —pp+ r uspdx+ r wpdx= fppdx; 8p2 Hyp:
dd m
Apes une inegration par parties de
Z Z Z Z
r gdx = "(u)ydxetde r wp= w r pdx

on aura la formulation variationnelle suivante :
8

Trouver (us(t);w(t); (t);p(t)) 2Hy Hw H  Hp:
d d
a (us;t*)"'a f(wie)+ b(; ) =(fu;t) 82 Hy;
d d
(6.1.4) a f (Us; W) + a w(W;w) + k(w;w) + d(p;w) = (fu;w) 8w2 Hy;
ga('~) b(sus) gc('~)—0 8~2H ;
dt 1] 1 S dt pl - 1
d
gmp+ (Usip)  d(Eiw) = (fp.p) 8p2 Hp:
avec les formes bilireaires :
3 Z Z Z
(us; &) = Us wdx;, ¢(w;t)= fwoadx;  w(w;w) = wW Wwdx
z 1 z z 1
k(w;w) = wadx; a(; ~)= A . dx; m(p;p) = Eppdx
(6.1.5) Z 7
b(;usg)= s"(ug) dx; d(p;w) = rp wdx;
Z Z
- oclp; )= pAl: dx =0; (usp)= r uspdx:
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6.1 Probéme avec quatre inconnues

En utilisant leseements nis de plus bas dege, I'appro ximation en espace de la formulation
variationnelle, recessite 2 deges de libere par noeudpour us, 2 deges de libere pareement
pour w, 3 deges de libere pareement pour  (synetrique) et 1 dege de libere par noeud
pour p (voir la gure ci-dessous).

L i

(a) us (b) w (© dp

Fig. 6.1.1 { Les deges de libere assoceesa la formulation 1

Pour le codt de stockage assoce au maillage uniforme peene sur la gure 6.0.1, nous avons
le tableau suivant :

inconnue dege de libere (noeudéement) dege de li bere (domaine)

Us 2 par noeud N?
w 2 pareement 2(N  1)?
3 pareement 3(N  1)?
P 1 par noeud N 2
total 8N 2

Tab. 6.1.1 { Colt de stockage pour la formulation 1

6.1.2 Formulation 2

Si on exige la egularie sur w ag lieu dep, en f%isant I'inegration par partie :
r pwdx= pr wdx

On obtient donc une deuxéme formulation (6.1.4) avec les gatre inconnues, en exprimant
dans (6.1.5) :d(p; w) par pr wdx etdans (6.1.2) :H, par [H (div; )] 9 etHp par L2().

Le colt de stockage et le nombre de deges de libere ass@sa cette formulation sont donres
sur la gure 6.1.2 et le tableau 6.1.2.

6.1.3 Formulations 3 et 4

On peut exiger la egularie szur au lieu de uszen faisant l'inegration par partie :

(6.1.6) D"(ug) dx = u (r ) dx;
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Choix d'une formulation variationnelle optimale

inconnue dege de libere (noeudéement) dege de li bere (domaine)

Us 2 par noeud AN 2
w 4 par noeud MN?
3 parekment 3(N  1)?
p 1 pareement (N 1)?
total 10N 2

Tab. 6.1.2 { Cott de stockage pour la formulation 2

e

5 .

(@) us (© dp
(b) w

Fig. 6.1.2 { Les deges de libere assocesa la formulation 2

ce qui nous donne deux formulations possibles :
1. La formulation 3 consistea remplacer dans (6.1.2) les gsmcesH, et H par

Huy=[H(div; )] % H = H(div; ;L¥™(RY)

et dans (6.1.5) la forme bilireaire b par

(6.1.7) b(;u)= (r ) udx:

[
T

b,

v

A A
v
A

(a) us (b) w (©) dp

Fig. 6.1.3 { Les deges de libere assocesa la formulation 3
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6.1 Probéme avec quatre inconnues

inconnue dege de libere (noeudéement) dege de li bere (domaine)

Us 4 par noeud N2
w 2 parekment 2(N 1)

5 par noeud 5N 2

P 1 par noeud N2
total 12N 2

Tab. 6.1.3 { Cott de stockage pour la formulation 3

2. La formulation 4 consistea prendre les espaces :

CHy=[H@v ] % Hy = [H(dv; )]
H = H(div; ;LYM(RY); Hp=L2() ;

et les deux formes bilireaires :

8 ya
2 b(;u)= (r ) udx;
5 Z
~ d(p;w) = pr wdx:
<A—J\— —Al—> <A\—!‘— —Al—>
o
< Ah AN
=¥ TSy T
@) us (b) w © (d p

Fig. 6.1.4 { Les deges de libere assocesa la formulation 4

Remarque 6.1.1 Les deux derneres formulations ne sont pas classiques eerpesentent pas
un grand inerét par rapport aux deux formulations pec edentes; on a augment la egularie
pour le tenseur des contraintes , par contre on n'a pas gagre beaucoup sur la egularie du
ceplacementu 2 H(div; ) au lieu deu2 H() .
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Choix d'une formulation variationnelle optimale

inconnue dege de libere (noeudéement) dege de li bere (domaine)

Us 2 4 par noeud K
w 2 4 par noeud N2
3 par noeud 5N 2
p 1 pareement (N 1)?
total 14N 2

Tab. 6.1.4 { Coat de stockage pour la formulation 4

6.2 Probéme avec trois inconnues

6.2.1 Formulations 5 et 6

Eneliminant la pression p du syseme (6.1.1), on obtient un syseme avec trois incomues :

% Mg+ W r = fy;
1
(6.2.1) W+ Wt var M r ug) r (mr w)=fy+r (mFp),
A ="(ug+m %r usAl+m r wAI:

Pour ce syseme, on a deux formulations variationnelles pssibles :

1. La formulation 5 est donree par :

8
Trouver (us(t);w(t); (t)) 2Hy, Hyw H

o? o?

a (us;ﬁ)+@ f(wie)+ b(; o) =(fu ) 82 Hy;
6.2.2 d? . d? . d .
(6.2.2) gz (UsWE G Wi gkwiw s diusiw)

+do(w;w) = (fu;w) (MFpr w)
a(; ~) b(sus) ci(us;~) c2(w;~)=0 8~2H :

al les espaces fonctionneldd ,, H,, et H sont & nis par :

(

Huo =[H'O] % Hw =[H(div; )] ¢

(6.2.3) - "
H = L2 (LY™(RY);

et les formes bilireaires sont donrees par :
VA Z

%dl(us,w)— m r usr wdx; do(w;w)= mr wr wdx
Z
(6.2.4) % ci(us; )= mr usAl : dx; cp(w; )= mr wAI @ dx;

w; K; a et b sont d' nies par (6.1.5):
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6.2 Probéme avec trois inconnues

Pour cette formulation variationnelle, le nombre de deges de libere assoces aux incon-
nuesusg, w est le méme que celui de la formulation 2 et comme le sysemest du second
ordre en temps, on aura besoin de 1%2 place memoire pour le stockage des inconnues
us, w et

2. Laformulation 6 consistea & nir la forme bilireaire b par (6.1.7) et prendre les espaces
Hy=[H(div; )] YetH = H(div; ;LY™(RY)).

Remarque 6.2.1 Comme dans la dernere remarque, cette formulation ne pesente pas
un grand inerét pratique.

6.2.2 Formulations 7 et 8

Eneliminant le tenseur des contraintes du syseme (5.1.1), on obtient un syseme avec les
trois inconnuesug, W et p :

X @, u@
— (=2 = fu;
% a@ e T
(6.2.5) g £ g+ Ww+%w+r p=fw;
l
P Us+r w=Fy

Avec ¥ 2 L (R RY) :
G' = Cij = Cii :
La formulation 7 assocee au probeme (6.2.5), est donree par :

% Trouver (us(t);w(t);p(t)) 2 Hy Hw Hp:

o? o?
626) gz WUst+ qo Wi+ alusie)+  (p) = (Tu ) 82 Hy;
o o? kG d
% T f (Us; W)+ T w (W ; w) + ak(w;w)+ d(p;w) = (fw:w) 8w2 Hy;
m(p;p)+ (us;p)  d(w;p)=(Fp:p) 8p2 Hy:
avec
(6.2.7) CHe=THION S Hy=1L20) %
L. sz Hl() :
et
8 z
X
2 ) = |@15@
(6.2.8) N alls®) " “oxox

; £, w; K; etd sont donrees par (6.1.5)

On a les méme espaces fonctionnels que dans la premere fioulation, par contre le syseme
est du second ordre en temps, il exige alors le double d'espaoemoire pour les inconnuesu ¢
et w , ce qui nous donne au total ™ 2.

169



Choix d'une formulation variationnelle optimale

La formulation 8 consistea prendre comme espaces fonctiorels :

( :

Hy=[H? d: Hy = H(div; ) ;
6.2.9) u=[H())] w (div; )

Hp=L2() ;

Z Z
eta faire une inegration par parties destermes r p wdx = pr wdx, ce quiequivaut
a remplacer b dans (6.1.5) par :
z

(6.2.10) b(p;w) = pr wdx:

Pour cette formulation, on a 13N 2 place nemoire pour les inconnues.

6.3 Probéme avec deux inconnues-Formulation 9

Eneliminant la pression p et le tenseur des contraintes du syseme (5.1.1), on obtient un
syseme avec deux inconnues :

” @x @x

r-mr w)=f, r (mFy);

8 X
3wt oW @@y o2y
(6.3.1) ;

f g+ Ww+%v1 r-mr ug)r (Mr w)="fy r (mFp):

La formulation variationnelle assocee a ce probéme estdonree par :

8
Trouver (us(t);w(t)) 2 Hy Hy:
2 d2
a2 (Us;tr) + a2 f(wit)+ o(usi)+  a(wiw) = 862 Hy:
(6.3.2) (fu)+(mFpr )
2 d? d K
a2 f(Us; W)+ a2 w(W;w) + dt (wi;w)+  1(us;w) 8w 2 Hy:

+ ow;w)=(fu;w)+(mFy;r w)
al les espaces fonctionneldd ;, et H,, sont donres par :

S Ha= (MY

(6.3.3)
Hw = H(div; ) ;
et les formes bilireaires ; i =0;1;2 sont di nies par :
8 Z
2 (W= Mt owr owdx
(6.3.4)

7 8 (t¢; %) 2 H(div; ) H(div; et i=0;1;2:

Avec ce choix, nous aurons un colt de stockage de NZ.
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6.3 Probéme avec deux inconnues-Formulation 9

6.3.1 Recapitulation

En ecapitulant, nous aurons le tableau suivant :

Formulation Espaces fonctionnels Stockage Maillage
1 u2HLw2L?% 2L?%p2H? 8N 2 iregulier
2 u2HL w2 H(div); 2L%p2L%2 10N?  egulier
5 u2 HL w2 H(div); 2L? 15N?2  egulier
7 u2HL w2L? p2H? ON 2 iregulier
8 u2HL: w2 H(div); p2 L? 13N2  egulier
9 u2HL w2 H(div) 12N?  egulier

Tab. 6.3.1 { Colt de stockage pour les dierentes formulations

Dans cetteetude nous n'avons pas pesene les formulatons d'ordre 1 en temps assocees aux
formulations 5-9, elles recessitent l'introduction des nconnues suppémentaires et n‘aneliore
pas le codt de stockage des inconnues par rapporta cellesatdre 2.

Pour la suite nous retenons la formulation la plus robuste, wus faisons le choix de la for-
mulation 1, c'est la moins colteuse pour le stockage des inanues, elle est compatible avec
I'utilisation des maillages ireguliers. Nous notons quecette formulation est adaptive au code
ekments nis mixtes [52] que on en dispose (voir le chapite suivant).
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Choix d'une formulation variationnelle optimale

172



Chapitre 7

Approximation et analyse
nunerigue

Dans ce chapitre nous consicerons une formulation mixte dyremier ordre en temps pour
le probeme de la propagation d'ondes dans les milieux pospastiques, nous pesentons
une rrethode nunerique base sur l'utilisation deseé ments nis mixtes d'ordre eleve
avec condensation de masse ; nous proposons un scltemas augrdnces nies en temps
pour lequel nous cemontrons une condition su sante de stahilie, et pour mockliser les
milieux non borres, nous adaptons la technique de couchesbaorbantes parfaitement
adapees (PML).
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Approximation et analyse nunerique
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Approximation et analyse nunerique

Introduction

Nous nous ineressons a l'adaptation de la methode des eements nis mixtes spectraux
ctbveloppes par S. Fauqueux [52] pour les probemes de la ppagation d'ondes en milieu
acoustique etelastique au probeme de la propagation d'edes dans les milieux porelastique
feerognes. Le choix de cette methode est motive par | es raisons suivantes :

{ Compatible avec la formulation variationnelle 1 retenue dans le chapitre peedent.
{ Un stockage moins cotteux (inconnues et matrice de rigids).

{ Compatible avec la technique de condensation de masse.

{ Utilisation d'un maillage hexadrique pour les milieux heerognes.

{ Methode d'ordre eleve (ineressante pour le probem e de la dispersion nunerique et la
mocklisation des interfaces courbes).

La plupart des methodes nuneriques teveloppees pour la propagation d'ondes dans les milieux
porcelastiques qu'on trouve dans la literature geophy sique sont dans le domaine fequentiel
ou bases sur des sctemas d'approximation aux dierences nies. Dans ce cadre nous citons
en particulier les travaux de Atalla et al. [2, 72] et de Gauzdlino et al. [54] pour les nmethodes
dans le domaine fequentiel et les travaux de Zeng et al. [8485] et celui de Dai et al. [44] pour
les sctemas aux dierences nies. Cependant, une manere robuste pour traiter les milieux
feerogenes eta geonetries complexes est d'utilise r la nethode desekments nis. Dans ce
cadre, S. Fauqueux [52] a ceveloppe pour son travail de tlese une nmethode deements nis
mixtes pour les ondes en acoustique et enelastique. Notreui est essentiellement detendre
cette nethode aux milieux poreelastiques et d'en analyse les principales proprees treoriques
et pratigues. Cette methode est particulerement corcu e pour les maillages quadrangles ou
hexadriques pour traiter les milieux reerogenes et p esente l'inerét d'étre compatible avec
la condensation de masse (schemas explicites en temps).

Ce chapitre est consacea lI'approximation et I'analyse nurrerique du probéme de la porcelasticie.
Dans un premier temps, nous rappelons le principe de la netbde dans le cadre de la propa-
gation d'ondes en milieu acoustique. Dans un second tempsons cecrivons la nethode dans
un cadre assez greral (dimensiond = 2;3), nous consicerons une formulation varitionnelle
mixte en premier ordre en temps qui fait intervenir la vitesse dans le solide, la vitesse de
Itration et la pression. Nous pesentons une nmethode d'approximation nunerique base sur
['utilisation desekments nis mixtes pour la semi-disc etisation en espace et un schema aux
dierences nies d'ordre 2. En section 7.4 nous cemontrons la stabilie de notre sclema dans
les milieux keerogenea l'aide d'une technique dene rgie discete. Finalement dans un dernier
temps, nous consacrons la dernere section de ce chapitieela mocklisation des milieux ouverts
par I'adaptation des couches absorbantes parfaitement adeees (PML)a notre probeme.
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