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Introduction 
 
 
Le travail présenté s’inscrit dans le cadre de la 
formulation approchée des problèmes aux limites, en 
petites perturbations, pour des composites multicouches. 
La motivation principale est de chercher le meilleur 
compromis efficacité - coût pour les modèles de calcul 
correspondants. Ce compromis peut être pensé au stade 
"continu" de la formulation, de manière à définir des 
outils de calcul numérique (éléments finis, volumes 
finis,etc...) aussi performants que possible, et 
généralement, non standards au sens des programmes 
industriels de calcul. 
 

X1

X2

X3

 

Il est bien connu que les matériaux composites prennent une part de plus en plus importante en 
construction mécanique, tant aujourd'hui pour les véhicules automobiles; que pour les avions, 
les hélicoptères et les véhicules spatiaux pour lesquels l'expérience acquise avec les composites 
est très significative. Ils sont utilisés aussi bien pour les pièces de structure que pour des 
équipements de protection thermique. Le chargement thermique auquel sont soumises certaines 
de ces structures, et les contraintes mécaniques qui en résultent, jouent un rôle très important 
dans la ruine de ces structures ( cf  Savoia & Reddy [SAV 95]). 
 
Il est donc essentiel de disposer de moyens de calcul, les plus précis possible , pour déterminer 
le champ thermique dans les matériaux composites et en déduire les contraintes mécaniques 
liées à un chargement thermique, voire même à la superposition des chargements thermiques et 
mécaniques. 
Dans cette étude nous calculons le champ thermique, pour ensuite l’utiliser dans le calcul 
thermomécanique. Cela revient à négliger le couplage thermique-mécanique (cf [BOL 70] ) qui 
peut être important dans certaines situations. Sa prise en compte au sens de l'acception la plus 
répandue n'intervient cependant qu'au travers de l'équation de l'énergie et des données 
concernant le comportement des matériaux. 
On utilise fréquemment l'hypothèse d'un composite  infini pour déterminer la température 
( linéaire  par morceaux) et en déduire les contraintes thermiques. De nombreux auteurs  
( cf [CAR 02a ], [TUN 94]) ont souligné que cette simplification était abusive pour les 
composites épais. Il faut aussi dans ce cas disposer de modèles approchés fiables pour évaluer 
au mieux le champ thermique afin d’en déduire les contraintes d’origine thermique. 
Il est donc nécessaire, pour prendre en compte les effets thermiques dans des multicouches 
épais, de disposer de modèles de calcul efficaces qui respectent les lois de la physique, c’est à 
dire la continuité du flux thermique et la continuité des contraintes normales en chaque point 
des interfaces. A noter qu'en présence d'un glissement mécanique aux interfaces, la méthode 
décrite ici s'appliquerait. En revanche, tout comme pour traiter un couplage fort, elle 
nécessiterait une présentation incrémentale de la formulation du problème aux limites, ce qui 
ne soulèverait pas de difficulté supplémentaire de formulation. 
 
On peut bien sûr utiliser des modèles éléments finis mixtes ( cf [CAR 02a]). Pour cela il faut 
utiliser au moins un élément dans l’épaisseur de chaque couche ; les contraintes liées aux 
dimensions des éléments finis conduisent à des tailles de modèles ( nombre d’éléments) très 
importants. De nombreux auteurs comparent les résultats issus des modèles de calcul qu’ils 
proposent, à ceux obtenus en utilisant des codes de calcul couramment employés dans 
l’industrie ( NASTRAN, ANSYS). 
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Ces codes industriels peuvent être utilisés en 3D ; dans ce cas, il faut employer plusieurs 
éléments dans l’épaisseur de chaque couche, pour approcher au mieux la continuité du flux, et 
il en résulte un très grand nombre de degrés de liberté. Ils disposent également d’éléments 
coques, permettant d’introduire les caractéristiques thermiques des différentes couches . 
 
C’est pour l’ensemble de ces raisons, que nous avons décidé de proposer un nouveau modèle, 
basé sur une approche « couche discrète », d'inspiration éléments finis,  introduite en 1987 par 
Reddy ( cf [RED 87]) et très largement reprise par la communauté scientifique. Le modèle 
proposé ici a pour objectif d’assurer la continuité transverse, tant pour le flux thermique que 
pour les contraintes normales aux interfaces ( cf [CAR 97]), contrairement à celui proposé par 
Reddy. 
 
Pour tester la validité du modèle proposé, nous avons choisi de le comparer à la solution 
analytique exacte. Cela nous a donc amené à tester les modèles étudiés dans le cas d’une 
géométrie simple pour laquelle on est en mesure d’exprimer la solution exacte à l’aide de 
fonctions connues. 
 
Dans le premier chapitre, nous introduisons les équations aux dérivées partielles que nous 
allons résoudre ( conduction thermique et calcul thermoélastique), ainsi que les notations 
utilisées. Nous introduisons des opérations sur des listes qui permettent de simplifier les 
écritures. Nous posons ensuite les hypothèses qui nous permettent d'utiliser une écriture 
"couche discrète" , comme introduite en 1987 par Reddy ( cf [RED 87]). La formulation 
variationnelle est ensuite adaptée à la forme "couche discrète". Pour expliciter cette forme , on 
a , en général , besoin d'une modélisation dans le plan de chaque couche. Nous avons donc 
introduit les hypothèses qui nous permettent d'utiliser , dans le plan de chaque couche, une 
décomposition en séries de Fourier. Enfin, nous avons examiné comment adapter ces méthodes 
dans le cas de problèmes 1D ou 2D. 
 
Dans le deuxième chapitre nous recherchons, pour les géométries que nous avons retenues dans 
le premier chapitre, l'expression analytique des solutions exactes. Ces solutions exactes ont été 
calculées par  Padovan ( cf [PAD 75])  pour la conduction thermique , par Pagano en 
mécanique ( cf [PAG 69], [PAG 70]), et  par Tungikar & al. ( cf [TUN 94]) pour la 
thermoélasticité. Ces solutions exactes nous serviront à tester les modèles numériques qui 
seront proposés dans les chapitres 3 et 4. 
 
Dans le troisième chapitre, nous étudions le modèle " couche équivalente contrainte" . Ce 
modèle a pour objectif  d'améliorer le modèle " couche équivalente" qui est couramment utilisé 
dans les codes éléments finis qui disposent d'éléments multicouches. Les modèles classiques 
utilisent dans l'épaisseur un polynôme de degré q, basé sur les travaux de Naghdi ( cf 
[NAG 57]). Ossadzow  & al. ([ OSS 99] ) ont proposé en mécanique, l'adjonction de fonctions 
d'Heaviside pour imposer la continuité des contraintes transverses. Ossadzow  & al. 
([OSS 04] ) ont proposé, dans le cas de la piezoélectricité , des fonctions sinus et cosinus pour 
la mécanique et des polynômes de Lagrange pour le potentiel électrique dans l'épaisseur du 
multicouche. C'est de ces travaux que nous sommes partis pour définir le modèle " couche 
équivalente contrainte". 
 
Dans le quatrième chapitre, nous introduisons le modèle " couches discrètes" qui dans la 
version standard est tout à fait comparable sur l'épaisseur à un modèle par éléments finis de 
degré 2 ( on assure la continuité C0 aux interfaces).Le modèle "couches discrètes contraintes" 
que nous introduisons permet d'assurer aux interfaces la continuité du flux en thermique et des 
contraintes normales en thermoélasticité. Les liaisons internes correspondantes sont ensuite 
utilisées pour réduire la taille des modèles. A titre d'élément de comparaison, une approche 
"couche discrète"  ( ou layerwise) quadratique sur l'épaisseur d'un multicouche à N couches 
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conduit à ( 2N+1) p inconnues, tandis que le modèle " couches discrètes contraintes " nécessite 
N p inconnues dans les mêmes conditions ( p=1 en thermique et p=3 en mécanique 3D). Les 
inconnues indépendantes seront appelées aussi températures généralisées ou déplacements 
généralisés. 
 
Dans le cinquième chapitre nous présentons les exemples que nous avons traités avec les 
différents modèles proposés, en analysant pour chaque modélisation son domaine d'application 
et ses limitations par comparaison aux solutions analytiques exactes. 
 
Enfin dans le chapitre six nous donnons des pistes pour poursuivre le travail par la création d'un 
élément fini spécifique qui serait basé sur le modèle "couches discrètes contraintes". 
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 Chapitre1. Généralités 
 

1.A Position du problème 

1.A.1 Géométrie du problème 
 
On se place dans l’espace affine euclidien, rapporté à un repère orthonormé 

�^ �`1 2 3, , ,O e e e
�J�G �J�J� G � J� G

. 

On considère un multicouche épais constitué de N couches. 
 La iéme  couche, notée ( )i�#  a une épaisseur constante égale à ( )ih . 
                                                    
 
 

x1

x2

x3=z

  
 
On suppose que la géométrie du multicouche est indépendante du temps �2 . 
La frontière  de �#  se décompose en 3 parties , ,b t e�* � * � *correspondant respectivement 
à la face inférieure, la face supérieure et le bord latéral du domaine �# . 
Pour chaque couche ( )i�# , la frontière sera composée de ( ) ( ) ( ), ,i i i

b t e�* � * � *. 
 
Par définition, on a          ( ) ( 1) (1) ( )  ,        et      i i N

t b b b t t
��� * �  � * � * �  � * � * �  � *. 

On désigne par �:  la surface moyenne du multicouche. 
 
  Géométrie des couches 
  

 

x1

x2

x3

z=x3

zN+1

z
j

z1

(j)
zj+
1

 

On appelle N le nombre total de couches. 
Soit h l’épaisseur totale du multicouche.  
 
La i ème couche est caractérisée par : 

                   1

1 2( , )
i iz z z

x x
��� � � ��­

�®
�• �:�¯

 

et est désignée par ( )i�#  
Par convention 1t Nz z h��� �   et 0bz �  . 
On note : 

( ) ,
lim

i
i

i
z z z

z z��

� • � o

� 
�#

 et 
( 1) ,
lim

i
i

i
z z z

z z
��

��

� • � o

� 
�#
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Pour chacune des couches, on utilise un paramètre adimensionné local : 
� � � �1( )

1

2 i ii

i i

z z z

z z
�[ ��

��

� � � �
� 

��
  

On suppose que chaque couche est constituée d’un seul matériau composite dont on 
connaît les caractéristiques physiques, dans le repère local lié à la couche. 
 
 

� # � #
�#

�#

1x x� 

2x y� 

3x z� 

a

b
h

 

Dans cette étude, on s’est limité au cas d’un 
multicouche parallélipipédique défini par : 
 

 
1

2

3

0

0

0

x a

x b

x h

�d �d�­
�°

�d �d�®
�° �d �d�¯

 (1.1) 

 
 

1.A.2 Problèmes  paraboliques 
 
Soit X un champ scalaire ou vectoriel, défini, à chaque instant �W, sur le domaine  �#  
à valeurs dans *,p p�•� � � �. 
 

� > � >
1 2 3 1 2 3

: 0,

( , , ) ( , , , )

pX

x x x X x x x� W � W

���f �u �o

� u � o

� # � �
 

 
 
On suppose que X  vérifie une équation aux dérivées partielles (EDP) parabolique, 
issue d’une loi de conservation, du type : 
 

 � > � >

� � � �
� ^ � �̀ � � � � > � >

1 2 3

2

1 2 3

2

1 2 3

Trouver ( , , , ) tel que:

( , , ) 0,

,

( , ) 1,2,3 , , ( , , ) 0,

i j i j

p p

p p

p

X x x x

X X
x x x

x x

L

i j L x x x

�W

�W
�W

�W

�d

� w � w
� � � � � � � u � • � �� f � u

� w � w � w

�­ �•
�°
�°
� � � • � • � � � u � • � �� f � u�®

�°
�•�°�¯

�¦ ij

ij

A B D = 0

A

B

D

�#

� � � �

� � � � � #

��

 (1.2) 

où � � � �,p pL � � � � désigne l’ensemble des endomorphismes de p�� . 

On suppose de plus que les conditions initiales sont données par 1 2 3(0, , , )X x x x et que 
les conditions aux limites, indépendantes du temps, sont  de la forme : 
 

 

� � � �

1 2 3( , , )

, , ,

i
i

p p p
i

X
E X F G x x x

x

E F L G

� * � * � *

� * � * � *

�w
�� � � � •

�w

� • � •

+ = 0 �#

� � � � � �

 (1.3) 
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On peut  définir les conditions aux limites homogènes, que nous serons amenés à 
utiliser, et que l’on note : 

 � � � �1 2 30 , , ,
i

i

X
E X F x x x

x� * � *

�w
� � �  � � � •

�w
�#  (1.4) 

  
 
Nous traiterons successivement le cas où X  est la température puis le déplacement. 
 
  Forme variationnelle du problème 
 
On peut introduire la variation première du champ X,  1 2 3( , , )X x x x�G  et intégrer dans 
le domaine , on a alors : 

 � � � �
23

, 1

d 0ij
i j i j

X X
X X

x x
�G �G

�W � 

� § � ·� w � w
� � � � �  � �� ¨ � ¸� ¨ � ¸� w � w � w� © � ¹
�¦�³ A B D

�#
�#  (1.5) 

  
Les conditions aux limites, peuvent s’écrire : 
 

 � � � �d 0
i

i

X
E X F G X X

x
�G �G� * � * � * � * � *

�*

� § � ·�w
� � � � � * �  � �� ¨ � ¸�w� © � ¹

�³  (1.6) 

 
La forme variationnelle générale peut s’écrire : 
 
  

 

� � � �

� � � � � � � �

23

, 1

d

d 0 ,
i

ij
i j i j
i j

i

X X
X

x x

X
E X F G X X X

x

�G
�W

� G � G � G

� 

�d

� * � * � * � * � *
�*

� § � ·
� w � w� ¨ � ¸

� � � � � �� ¨ � ¸� w � w � w� ¨ � ¸
� © � ¹

� § � ·�w
� � � � � * �  � �� ¨ � ¸�w� © � ¹

�¦�³

�³

A B D
�#

�#

 (1.7) 

 
 
En faisant des hypothèses de régularité sur X�G , on peut utiliser X X�G �* �*�  .  

 
Dans (1.7), on utilise en général une forme de Green pour calculer 
 

� � � � � � � �

23

1 2 3 1 2 3
, 1

3 3

, 1 , 1

( , , ) ( , , )d

d d

i j i j

i j i jj i j

X
X x x x X x x x

x x

XX X
X

x x x

� G � G

�G
�G

� 

�  �  �*

�w
� � � ˜

� w � w

�w� w � w
� ˜ � � � ˜ � *

� w � w � w

�¦�³

� ¦ � ¦� ³ � ³

�#

�#

�#

�#

ij

ij ij

B =

- B B

 

 
qui nous permet de prendre en compte les conditions aux limites. 
 
Dans chacun des cas étudiés, nous expliciterons l’expression de la forme 
variationnelle et nous en déduirons les conditions de raccordement aux interfaces,  
ou  équations de transport [GER73]. 



 
12 

1.A.2.a Problème de la conduction thermique 
 

Dans ce cas, 
� > � >

1 2 3 1 2 3

: 0,

( , , ) ( , , , )

T

x x x T x x x� W � W

���f �u �o

� u � o

� # � �
 

 
On cherche à résoudre le problème thermique de conduction, dans la configuration 
actuelle : 
 
Trouver 1 2 3( , , , )T T x x x�W�  , tel que : 

( )x

dT
C div K grad T w

d
�U �U

�W
� � � � �  

�J�J�J�J�J�G
�#         en tout point de �#  (1.8) 

 
vérifiant au temps 0�W� , la condition initiale : 
 
 1 2 3 1 2 3(0, , , ) ( , , )T x x x f x x x�  (1.9) 
et satisfaisant des conditions aux limites, en température ou en flux sur la frontière  �*  
du domaine �# .  
 
On introduit , le flux de chaleur,  
 
 xq K grad T�  � �

�J�J�J�J�J�G�G
 (1.10) 

 
     

K  désigne le tenseur de conduction thermique , 
11 12

12 22

33

0

0

0 0

K K

K K K

K

�ª �º
�« �»

� �« �»
�« �»
�« �»�¬ �¼

 

On peut alors écrire : 
 

2 2 2 2

11 12 22 332 2 2
1 1 2 2 3

( ) 2x

T T T T
div K grad T K K K K

x x x x x

� § � ·� w � w � w � w
� � �  � � � � � � � �� ¨ � ¸� w � w � w � w � w� © � ¹

�J�J�J�J�J�G
 

 
L’équation (1.8), s’écrit sous la forme : 
 

2 2 2 2

11 12 22 332 2 2
1 1 2 2 3

2
T T T T T

C K K K K w
x x x x x

�U �U
�W

� § � ·� w � w � w � w � w
� � � � � � � � �  � ¨ � ¸� w � w � w � w � w � w� © � ¹

�#  

 
ce qui correspond bien à la forme (1.2) . 
 
La forme variationnelle (1.7)  , s’écrit : 
 

 
� � � � � � � �

� � � � � � � �

d d

d d

T
C T q grad T

q n T w T

� U � G � G
�W

� G � U � G�*
�*

�w
� � � ˜

�w

� � � ˜ � ˜ � * �  

� ³ � ³

� ³ � ³

�J�J�J�J�J�G�G

�J�J�G�G

�#� # � #

�#

� # � #

�#
   (1.11) 
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On suppose de plus que les conditions sur la frontière , indépendantes de �2, sont de la 
forme  0    sur  E T F q G� * � * � * � *� � � � �  � *. 
En tout point de la frontière, on impose une condition en température ou bien, une 
condition en flux. 
En ce qui concerne �^ �`, ,b t�J �J� * � • , nous avons considéré les différents cas suivants : 

 
Température imposée : 1 2 3 1 2( , , , ) ( , , )T x x x z T x x

�J�J� W � W�*�  �   

 
Flux imposé  1 2 3 1 2( , , , ) ( , , )q x x x z n q x x

�J�J�W �W�*�  � ˜ �  
� G � G

 

 
Convection :  1 2 3 1 2 3( , , , ) ( ( , , , ) )cq x x x z n H T x x x z T� J � J�W �W �f�  � ˜ �  �  � �

� G � G
 

 

En posant 3 33
3

T
q K

x
�w

�  � �
�w

, les conditions aux limites ( pour  b�*  et t�*  ) sont de la 

forme : 
 
 �^ �`3 1 2 3( , , ) , ,E T F q G x x x b t

� J � J� J � J�J� * � * � *� � � � � • � * � •+ = 0  (1.12) 

 

1.A.2.b Problème thermomécanique en petites perturbations 
 

 
� > � >3

1 2 3 1 2 3

: 0,

( , , ) ( , , , )

U

x x x U x x x� W � W

���f �u �o

� u � o

� # � �
 (1.13) 

 
 
On notera �^ �`1 1 2 3 2 1 2 3 3 1 2 3( , , , ), ( , , , ), ( , , , )U x x x U x x x U x x x� W � W � Wles composantes du petit 

déplacement, exprimées dans un repère orthonormé. 
Le système différentiel fait intervenir les déformations et les contraintes. 
On pose :  

 
1
2

ji
ij ji

j i

UU
x x

� H � H
� § � ·�w�w

�  �  � �� ¨ � ¸� ¨ � ¸� w � w� © � ¹
 (1.14) 

 
En thermoélasticité linéaire , la loi de comportement s’écrit, pour un matériau 
orthotrope : 
 

 

11 1111 1122 1133 11 11 1 2 3

22 2211 2222 2233 22 22 1 2 3

33 3311 3322 3333 33 33 1 2

12 1212

13 1313

23 2323

0 0 0 ( , , , )

0 0 0 ( , , , )

0 0 0 ( , , ,

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

C C C T x x x

C C C T x x x

C C C T x x

C

C

C

� V � H � D � W
� V � H � D � W
� V � H � D � W
�V
�V
�V

��� § � · � § � ·
� ¨ � ¸ � ¨ � ¸��� ¨ � ¸ � ¨ � ¸
� ¨ � ¸ � ¨ � ¸��

� � ¨ � ¸ � ¨ � ¸
� ¨ � ¸ � ¨ � ¸
� ¨ � ¸ � ¨ � ¸
� ¨ � ¸ � ¨ � ¸� ¨ � ¸ � ¨ � ¸
� © � ¹ � © � ¹

3

12

13

23

)x

�H
�H
�H

� § � ·
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸� ¨ � ¸
� © � ¹

 (1.15) 
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où les ii�D  sont les coefficients de dilatation thermique dans la direction ix  et où  la 
matrice du comportement élastique est  donnée, en fonction des modules d’Young  

iiE et des coefficients de Poisson ij�Q  et des modules de cisaillement ijG  par les 

relations : 
 

1111 11 23 32 2222 22 31 13

3333 33 21 12 1212 12 1313 13 2323 23

1122 11 21 31 23 22 12 32 13 2211

1133 11 31 21 32

(1 ) /             ,       (1 ) /

(1 ) /    ,   2 , 2  , 2

( ) /    ( ) /

( ) /   

C E C E

C E C G C G C G

C E E C

C E

� Q � Q � Q � Q

� Q � Q

� Q � Q � Q � Q � Q � Q

� Q � Q � Q

�  � � � ' �  � � � '

�  � � � ' �  �  �  

�  � � � ' �  � � � ' �  

�  � � � '33 13 23 12 3311

2233 33 23 21 13 22 32 31 12 3322

21 12 23 32 31 13 21 32 13

 ( ) /

( ) /    ( ) /

1 2

E C

C E E C

� Q � Q � Q

� Q � Q � Q � Q � Q � Q

� Q � Q � Q � Q � Q � Q � Q � Q � Q

�  � � � ' �  

�  � � � ' �  � � � ' �  

� ' �  � � � � � � � �

 

 
La relation (1.15) , nous permet d’écrire : 
 

11 1111 11 1122 22 1133 33 1111 11 1122 22 1133 3

22 2211 11 2222 22 2233 33

33 3311 11 3322 22 3333 33
1 2 3

12 1212 12

13 1313 13

23 2323 23

( , , , )

C C C C C C

C C C

C C C
T x x x

C

C

C

� V � H � H � H� D � D � D
� V � H � H � H
� V � H � H � H

�W
� V � H
� V � H
� V � H

� � � � � � � �� § � · � § � ·
� ¨ � ¸ � ¨ � ¸� � � �� ¨ � ¸ � ¨ � ¸
� ¨ � ¸ � ¨ � ¸� � � �

�  � �� ¨ � ¸ � ¨ � ¸
� ¨ � ¸ � ¨ � ¸
� ¨ � ¸ � ¨ � ¸
� ¨ � ¸ � ¨ � ¸� ¨ � ¸ � ¨ � ¸
� © � ¹ � © � ¹

3

2211 11 2222 22 2233 33

3311 11 3322 22 3333 33

0

0

0

C C C

C C C

�D � D � D
� D � D � D

� § � ·
� ¨ � ¸� � � �� ¨ � ¸
� ¨ � ¸� � � �
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸� ¨ � ¸
� © � ¹

 

 
En tout point, on vérifie les équations d’équilibre, qui s’écrivent ici en l'absence de 
forces de volume : 
 

 

1311 12

1 2 3

2312 22

1 2 3

13 23 33

1 2 3

0

0

0

x x x

x x x

x x x

�V� V � V

�V� V � V

� V � V � V

�­ �w� w � w
� � � � �  �° � w � w � w�°

�° �w� w � w�°
� � � � �  �®

� w � w � w�°
�°� w � w � w

� � � � �  �°
� w � w � w�°�¯

 (1.16) 

. 
 
Le système (1.16), compte tenu de (1.15) , conduit au système d’équations aux 
dérivées partielles : 
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2 22 2 2 2 2
3 31 2 2 1 1

1111 1122 1133 1212 13132 2 2
1 1 2 1 3 2 1 2 3 1 3

1111 11

1 1
2 2

                                                                               

C C C C C
x x x x x x x x x x x

C �D

� § � ·� § � ·� w � w� w � w � w � w � w
� � � � � � � � � � � �� ¨ � ¸� ¨ � ¸� w � w � w � w � w � w � w � w � w � w � w� © � ¹� © � ¹

�  � �

U UU U U U U

� � � �1122 22 1133 33
1

2 22 2 2 2 2
3 31 2 2 1 2

2211 2222 2233 1212 23232 2 2
1 2 2 2 3 1 1 2 3 2 3

1 1
2 2

                                                                  

T
C C

x

C C C C C
x x x x x x x x x x x

� D � D
�w

� � � ˜
�w

� § � ·� § � ·� w � w� w � w � w � w � w
� � � � � � � � � � � �� ¨ � ¸� ¨ � ¸� w � w � w � w � w � w � w � w � w � w � w� © � ¹� © � ¹

U UU U U U U

� � � �2211 11 2222 22 2233 33
2

2 2 22 2 2 2
3 3 31 2 1 2

3311 3322 3333 1313 23232 2 2
1 3 3 2 3 1 1 3 2 2 3

              

1 1
2 2

                                          

T
C C C

x

C C C C C
x x x x x x x x x x x

� D � D � D
�w

�  � � � � � ˜
�w

� § � · � § � ·� w � w � w� w � w � w � w
� � � � � � � � � � � �� ¨ � ¸ � ¨ � ¸� w � w � w � w � w � w � w � w � w � w � w� © � ¹ � © � ¹

U U UU U U U

� � � �3311 11 3322 22 3333 33
3

                                     
T

C C C
x

� D � D � D

�­
�°
�°
�°
�°
�°
�°
�°
�°�°
�®
�°
�°
�°
�°
�°
�°
�° �w

�  � � � � � ˜�°
�w�°�¯

        (1.17) 

 
ce qui correspond à un problème de la forme (1.2) , en posant 
 

1111 11 1122 22 1133 33

2211 11 2222 22 2233 33

3311 11 3322 22 3333 33

1

2

3

0

0

0

T
xC C C
T

C C C
x

C C C
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x

� D � D � D

� D � D � D

� D � D � D

� § � ·�w
� ¨ � ¸�w� ¨ � ¸� § � ·� � � �� § � ·
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�w � ¨ � ¸� ¨ � ¸�  � ˜� ¨ � ¸� ¨ � ¸�w � ¨ � ¸� ¨ � ¸� © � ¹

� ¨ � ¸
� © � ¹

� § � ·
� ¨ � ¸� § � ·
� ¨ � ¸�w � ¨ � ¸�  � ˜� ¨ � ¸� ¨ � ¸�w � ¨ � ¸� ¨ � ¸� © � ¹� ¨ � ¸
� © � ¹

� § � ·��� ¨ � ¸
� ¨ � ¸

�w� ¨ � ¸�  �  � � � ˜� ¨ � ¸�w
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸� ¨ � ¸
� © � ¹

B

B

B B
1

2
2

3

U

U
x

U

� § � ·
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸�w � ¨ � ¸
� © � ¹

 



 
16 

1133 1313
12

213 31
1 3

3
3311 1313

12

223 32 2233 2323
2 3

3

3322 2323

1313

33 2323

3333

1
0 0

2
1

0 0 0
2

1
0 0

2

0 0 0

1 1
0 0

2 2
1

0 0
2

1
0 0

2
1

0 0
2

0 0

C C U

U
x x

U
C C

U

C C U
x x

U
C C

C

C

C

� § � ·��� ¨ � ¸� § � ·
� ¨ � ¸�w � ¨ � ¸�  �  � ˜� ¨ � ¸� ¨ � ¸� w � w� ¨ � ¸� ¨ � ¸� © � ¹��� ¨ � ¸
� © � ¹

� § � ·
� ¨ � ¸

� § � ·� ¨ � ¸
�w � ¨ � ¸� ¨ � ¸�  �  � � � ˜� ¨ � ¸� ¨ � ¸� w � w� ¨ � ¸� ¨ � ¸� © � ¹

� ¨ � ¸��
� © � ¹

�§
�¨
�¨
�¨� 

�©

B B

B B

B
12

22
3

3

U

U
x

U

�·
�¸

� § � ·�¸
�w � ¨ � ¸� �̧˜ � ¨ � ¸� ¨ � ¸�w � ¨ � ¸� ¨ � ¸� © � ¹

� ¨ � ¸� ¨ � ¸
�¹

 

 
Expression de la forme variationnelle  
 

Posons � � � �
11 11 22 22 33 33ii ii iii

i

T
DT C C C

x
� D � D � D

�w
�  � � � �

�w
 

et
12 23

2
, 1

3

ljk ijkl
j k j k j k

i

U

B U C U
x x x x

U� 

� § � ·� § � ·� w � w� ¨ � ¸� ¨ � ¸� � ¨ � ¸� w � w � w � w� ¨ � ¸� ¨ � ¸� © � ¹� © � ¹

�¦ ��  

 
On peut alors écrire la forme variationnelle : 
 

 � � � � � � � �
2

d d 0l
ijkl ii i

j k

U
C U DT U

x x
� G � G

�w
� � �  

� w � w� ³ � ³��
� # � #

� # � #� � (1.18) 

 
On a : 

� � � � �m� � � � � � � �
2

d d dl
ijkl i

j k

U
C U U n U

x x
� G � V � G � V � G�*

�*

�w
� � � � � � *

� w � w� ³ � ³ � ³
�G��

� # � #
�#�� �#  

en posant �m� � � �1
2

ji

ij
j i

UU
U

x x

�G�G
�G

� § � ·�w�w
�  � �� ¨ � ¸� ¨ � ¸� w � w� © � ¹

et
11 12 13

12 22 23

13 23 33

� V � V � V
� V � V � V � V

� V � V � V

� § � ·
� ¨ � ¸� � ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� © � ¹

 

La forme (1.18) devient : 
  
 

 �m� � � � �m� � � � � � � �, d d d 0i jkl klU n U DT U� V � G � V � G � G�*
�*

�� � ˜ � * � � �  � ³ � ³ � ³� # � #
� # � # (1.19) 
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Conditions sur les faces inférieure et supérieure 
 
Soit n

�G
 le vecteur normal à une surface, on note  n n�V �V� �˜  , le vecteur contrainte 

relatif à la facette n
�G

 . 
On suppose que sur cette partie de la frontière, on a une expression de la forme : 
 

nE F G�V� * � * � *��
i

U + = 0             (1.20) 

  
Exemples de conditions sur la frontière : 

déplacement imposé : U =U  

 contraintes normales imposées : n n�V �V�  

1.A.3 Analyse de la bibliographie. 
 
Pour tester les méthodes numériques proposées, nous avons étudié des configurations 
spécifiques ( géométrie, caractéristiques physiques et conditions aux limites) pour 
lesquelles on sait exprimer la solution de (1.2). 
Les méthodes de résolution, les théorèmes d’existence et d’unicité de la solution sont 
issus de l’ouvrage de Carslaw et Jaeger [CAR 59 ] pour le problème de la conduction 
thermique dans un milieu homogène. 
Pour les problèmes de conduction thermique dans un multicouche Padovan ( cf 
[PAD75a] et [PAD75b]) a montré que l’on peut exprimer la solution exacte du 
problème de conduction thermique dans le cas d’une plaque rectangulaire composée 
de couches orthotropes lorsque l’on connaît la distribution de la température sur les 
couches inférieure et supérieure. 
Mikhailov [MIK 83]  utilise la recherche automatique de valeurs propres pour 
construire une base de solutions . 
Pour les problèmes uni-dimensionnels  comportant un nombre quelconque de 
couches, Han [HAN 86] propose un algorithme pour calculer la solution exacte. 
Ce champ thermique est ensuite utilisé dans un calcul thermomécanique  
( cf [SAV 95] & [PAD75b] ). 
 
Pour les problèmes de mécanique, nous avons utilisé , les résultats de Pagano ( cf 
[PAG 69] et [PAG 70]  ) 
De nombreux auteurs proposent des techniques d’homogénéisation pour simuler le 
comportement thermique ou thermomécanique d’un multicouche, par exemple 
Maewal & al. [MAE 67]. 
Touratier (cf [TOU 80], [TOU 91] et [TOU 92] ) introduit dans l’épaisseur de 
multicouches des formes trigonométriques. 
Nous avons repris cette idée pour définir un modèle approché de couche équivalente. 
 
En ce qui concerne la prise en compte du chargement thermique de la plaque, de 
nombreux auteurs utilisent une distribution de température linéaire dans l’épaisseur 
de la plaque ; cette approximation est licite dans le cas de plaques minces. 
Les exemples de calcul de température dans des  plaques épaisses ou très épaisses que 
nous avons traités, montrent que , dans ce cas, l’approximation linéaire est très 
grossière par rapport à la solution exacte. 
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C’est le cas de  Bose & Surana [BOS 93a] , ainsi que Chattopadhyay [CHA 99] qui 
proposent une variation linéaire de la température sur toute l’épaisseur du 
multicouche. 
On rencontre également des modèles numériques où la température est quadratique 
( cf Carrera & al.[CAR 00b] ) ou cubique ( Zhou & al. [ZHO 00] ) pour permettre de 
vérifier les conditions aux limites. 
Des applications avec détermination de la distribution de température figurent dans 
certains articles: [PAD 75 ], [TUN 94], [CAR 02a ], [SAV95]. 
 
Il existe également des méthodes par éléments finis en thermique, qui utilisent dans 
l’épaisseur de la coque un polynôme de degré p . Cette approche est présentée par 
Surana & Orth. [SUR 89], Surana & Abusaleh [SUR 90]. 
On rencontre également des approximations hiérarchiques proposées par Surana & 
Orth [SUR 91] et Bose & Surana [BOS 93a].  
 
 

1.A.4 Opérations sur les listes 

1.A.4.a Définitions 
 

Soit p un entier naturel . 

E et F deux ensembles tel que le produit . est défini 
�� ��,

( , )

E F E F

X Y X Y

� o � u

� o � ˜
 

Soient �^ �`1 2, , , p
pX X X E�•�!  et �^ �`1 2, , , p

pY Y Y F�•�! deux listes de p termes, on 

note : 
 
-produit terme à terme des deux listes 
 
 �^ �` �^ �` �^ �`1 2 1 2 1 1 2 2, , , , , , , , ,p p p pX X X Y Y Y X Y X Y X Y� ˜ �  � ˜ � ˜ � ˜� ! � ! � ! 

 
- produit contracté des deux listes  
 

� ^ � ` � ^ � `1 2 1 2
1

, , , , , ,
p

p p i i
i

X X X Y Y Y X Y
� 

� … �  � ˜�¦� ! � ! 

 

1.A.4.b Propriétés 
 

Propriétés de ces produits : 
 
L’associativité et la commutativité du produit terme à terme des listes se 
déduisent de l’associativité et de la commutativité du produit dans E F�u . 
De même pour la distributivité ou l’existence d’un élément neutre. 
 
Le produit de 2 listes terme à terme est équivalent à l’écriture d’un produit de 2 
matrices p x  p diagonales. 
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Soit E un anneau commutatif, �^ �`1 2, , , p
pX X X E�•�! ,�^ �`1 2, , , p

pY Y Y E�•�! , et 

�^ �`1 2, , , p
pZ Z Z E�•�! , on a : 

 
�^ �` �^ �` �^ �`�� ��

� ^ � ` � ^ � ` � ^ � `� � � �
1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

, , , , , , , , ,

, , , , , , , , ,

p p p

p p p

X X X Y Y Y Z Z Z

Y Y Y X X X Z Z Z

� … � ˜ �  

� … � ˜

� ! � ! � !

� ! � ! � !
 

 
Produit d’une liste par un scalaire 

 

Si le produit 
� � � �,

( , )

E E

X X� O � O
� o � u

� o � ˜

� � � �
 existe , alors on peut poser : 

 

� � � �,

( , )

p pE E

X X� O � O

� o � u

� o � ˜

� � � �
 défini par  �^ �` �^ �`1 2 1 2, , , , , ,p pX X X X X X� O � O � O � O� ˜ �  � ˜ � ˜ � ˜� ! � ! 

 
Ces notations ont pour but d’alléger les écritures. Dans le cas où l’on utilise un 
espace vectoriel rapporté à une base, elles sont compatibles avec les opérations 
usuelles. 
 

1.A.4.c Intégration et dérivation de listes 
 
Soit X une liste de fonctions intégrables sur un domaine �: ,  
 
on note X d

�:
�:�³  la liste des  iX d

�:
�:�³ . 

 
Soit X une liste de fonctions dérivables par rapport à la variable jx sur un domaine �: ,  

on note 
j

X
x

�w
�w

 la liste des  i

j

X
x

�w
�w
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1.A.5 Notations  
 
T température �U             masse volumique 
q
�G

  flux C�#  chaleur spécifique 

N nombre de couches w              source volumique de chaleur 
�2 temps �^ �`* 0�  � �� � � �� � 

�#  volume de l’espace occupé par la   
plaque 

K  tenseur de conductivité  

�*   frontière de �#  U
�J�G

         petit déplacement 

b�*   face inférieure  de �#  C    tenseur de comportement élastique 

t�*   face supérieure  de �#  �D    coefficient de dilatation thermique 

e�*   face latérale  de �#  �H  tenseur des petites déformations 

a         largeur de la plaque �V     tenseur des contraintes 

b        longueur de la plaque  n�V     vecteur des contraintes normales à 

un plan, dont la normale est  n
�G

 

h         épaisseur de la plaque   � � � � �� ��dF z
F z

dz
�c �  

X    tableau unicolonne 

iX    désigne l’élément i de X  

X    tableau rectangulaire 

j
X    désigne la colonne j de X  

i j
X  désigne le terme de la i ème ligne et 

j ème colonne de X  

iX  désigne la i ème ligne de X  
T X   transposée du tableauX  

1 2,     ,
r s

r s r s
a b

�S �S
� • �  �  ��   
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1.B Modèles «  layerwise » 
 

1.B.1 Position du problème 
 
On se place dans le cas d’un milieu multicouche défini par (1.1). 
 
La formulation  « layerwise », au sens d'une discrétisation élément fini suivant 
l'épaisseur, a été introduite par Reddy [RED 87], et consiste à utiliser une écriture 
spécifique pour chacune des couches du composite. 
 
Le champ X sera compatible avec l’approche « layerwise », si on peut l’écrire sous la 
forme : 
 

� � � �( ) ( )
1 2 1 2

1

( , , , ) ( , , , )
N

k k

k

X x x z z X x x z� W � F � W
� 

� �¦   , 

 

avec 
� � � �
� � � �

( )
1

( )

1 si      

0          sinon

k
k k

k

z z z z

z

�F
�F

���­ �  � � � ��°
�®

� �°�¯
 

 
On désignera par X la liste �^ �`(1) ( ) ( ), , , ,k NX X X X� � " � " 

 
L’opérateur différentiel(1.2)  s’écrit alors : 
 

 

�^ �` �> �> �> �@1 2 3

( ) 2 ( )
( )

1, , , ( , ) 0, 0,
k k

k (k) (k)
ij

i j

k N x x x h

X X
x x

�W

�W

� � � • � � � u � u � • � �� f � u � : � u

� w � w
� � � �

� w � w � w

�"

A B D = 0
 (1.21) 

 
et l’on doit imposer aux solutions recherchées des conditions de continuité aux 
interfaces. 
Ces conditions seront de la forme : 
 

 

� � � � � � � �

� � � �� � � �

( 1) ( ) ( , 1)
1 2 1 1 2 1

( ) ( 1)3 3
( ) ( 1)

1 2 1 1 2 1
1 1

, , , , , ,

, , , , , ,

k k k k
k k

k k
k k

i k i k
i ii i

X x x z X x x z X

X X
x x z x x z

x x

� W � W

� W � W

� � � � � � � �
� � � �

��
� � � � � �
� � � �

�  �  

�­ � ª � º�  � � � '� ¬ � ¼�°�°
�® � § � · � § � ·� w � w

� �° � ¨ � ¸ � ¨ � ¸� w � w�° � © � ¹ � © � ¹�¯
� ¦ � ¦C C

 (1.22) 

 
où ( , 1)k kX ��� ª � º�'� ¬ � ¼ désigne un saut à l'interface (k) de X, et où la condition 

� � � �� � � �
( ) ( 1)3 3

( ) ( 1)
1 2 1 1 2 1

1 1

, , , , , ,
k k

k k
i k i k

i ii i

X X
x x z x x z

x x
� W � W

��
� � � � � �
� � � �

�  �  

� § � · � § � ·� w � w
� � ¨ � ¸ � ¨ � ¸� w � w� © � ¹ � © � ¹

� ¦ � ¦C C , ne doit concerner 

que la composante normale à l'interface ( flux ou contrainte suivant le problème 
traité), pour garantir les équations de transport. 
 
Ces relations seront explicitées dans chacun des cas traités. 
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Si de plus, on peut séparer les variables dans chaque couche (k), on peut écrire : 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3 1 2 3 12 1 23

1 1

( , , , ) ( ) ( , , ) ( ) ( , ) ( )
N N

k k k k k k k

k k

X x x z X z X x x X z X x x X�W�W � F � W � F � W
�  �  

�  � ˜ �  � ˜ � ˜� ¦ � ¦ 

On introduit les deux listes : 
 

�^ �`(1) ( ) ( )
3 3 3 3, , , ,k NX X X X� � " � " et �^ �`(1) ( ) ( )

3 3 3 3, , , ,k NX X X X� � " � " 

 

�^ �` �^ �`(1) (1) ( ) ( ) ( ) ( ) (1) ( ) ( )
3 3 3 3 3 3, , , , , , ,k k N N k NX X X X X X X� F � F � F� ˜ � ˜ � ˜ � …� " � " � ! � "=  

 
Avec également : 
 

�^ �` �^ �` �^ �`(1) ( ) ( ) (1) ( ) ( ) (1) ( ) ( )
12 12 123 3 3, , , , , , , , , , , ,k N k N k NX X X X X X X X X� W � W � W�  � ˜� " � " � " � " � " � " 

 
 Conditions sur les faces inférieure et supérieure 
 
On se placera dans les cas où les conditions sur les faces inférieure et supérieure 
peuvent s’écrire sous la forme : 
 

� � � �� � � ��� ��

� > � > � > � @ � > � @� ^ � `
1 2 1 2 1 2

1 2 3

, , , , , ,

           ( , , ) 0, 0, 0,      , ,    0,   

3 3

b t

E x x X (z ) F x x X '(z ) G x x

x x x a b b t z z h
� J � J

� J � J � J� W � W � W

� W � J

� * � *
� ˜ � � � ˜ � �

� � � u � • � �� f � u � u � • �  �  

3 3 = 0
 

 
Forme variationnelle du problème layerwise 
 
On pose ( ) ( ) ( )

1 2 3 1 2 3 33( , , , ) ( , , ) ( )k k kX x x x X x x X x� G � W � G � W � G�  � ˜en supposant que pour chaque 
composante, on peut séparer les variables. 
On introduit  dans (1.7) , la formulation par couche : 
 

 � � � �

� � � �

1

( ) ( )
1 2 3 33

( ) 2 ( )
( ) ( ) ( )

1 2 33
1

( )
( ) ( )

1 23
,

( , ), ( )

( , ) ( ) d d

( , ) d

k

k

i

k k

k kN z k (k) (k) k k
ijz

k i j

k
k k

b t i

X x x X x

X X
X x x X z z

x x

X
E X F G X x x

x

�J
� J � J

�J

� G � G

� G � G
�W

�G

��

� �:

� * � * � * � *
� �*

��

� § � ·� w � w
� � � � � :� ¨ � ¸� ¨ � ¸� w � w � w� © � ¹

� § � ·�w
� � � � � � � *� ¨ � ¸� ¨ � ¸�w� © � ¹

�¦ � ³ � ³

�¦ �³

A B D

= 0

 (1.23) 

 
 
avec  1 ,b tk k N�  �   
 
On utilise également la séparation des variables et le théorème de Fubini : 
 

� � � � � � � �� � � � � � � ��� ��1( )
1 2 3 3 1 2 3 3 33 3

1

, d , d d
k

k

N zk

z
k

F x x F x F x x F x x
��

� �:

� § � ·
�  � :� ¨ � ¸

� © � ¹
�¦� ³ � ³ � ³

�#

�#  
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En utilisant la formule de Green , on pourra déduire les conditions naturelles de 
raccordement aux interfaces ( ou conditions de transport) 
 
La formulation détaillée sera donnée dans chacun des cas étudiés. 

1.B.2 Forme layerwise en thermique 
    

On pose ( ) ( ) ( )
1 2 1 2 33

1

( , , , ) ( , , ) ( )
N

k k k

i

T x x z T x x T z� W � F � W
� 

� �¦  

Pour utiliser la formulation layerwise, on suppose que pour la couche (k) , on a : 

11 12

12 22

33

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

0

0

0 0

k k

k k k

k

K K

K K K

K

� ª � º
� « � »

� � « � »
� « � »
� « � »� ¬ � ¼

 et que le chargement thermique s’écrit : 

( ) ( ) ( )
1 2 3 1 23

1

( , , , ) ( ) ( , , )
N

k k k

k

w x x z w z w x x�W � F � W
� 

�  � u�¦ . 

 
On suppose de plus que les conditions sur la frontière sont de la forme  

0    sur  E T F q G� * � * � * � *� � � � �  � * 
et sont indépendantes de �2  sur la frontière latérale. 
 
On suppose de plus que  

 ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1 2 3 1 23

1 1

(0, , , ) ( , , ) ( ) ( , )
N N

k k k k

k k

T x x z f x x z f z f x x� F � F
�  �  

�  �  � ¦ � ¦ 

 

On a               
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 23
3

( , , )
( )

k(k)
k k k k k T x xT

C C T z
�W

� U � U
� W � W

�w�w
� 

� w � w� # � # 

 

11 12 22 33

2 ( ) 2 ( ) 2 ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 3

3 3 32 2
1 1 2 2

( ) 2
k k k

k (k) k k k k k k k
x

T T T
div grad T K K K T K T T

x x x x

� § � ·� w � w � w�c�c� � �  � � � � � � � �� ¨ � ¸
� w � w � w � w� © � ¹

�J�J�J�J�J�G
��  

On a posé : 
( )

( ) 3
3

( )k
k dT z

T
dz

�c�  

Soit  
 

11

33

12 22

( ) 2 ( )
( ) ( ) ( )3 3

2
1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

3 3 3 1 23 32 ( ) 2 ( )
( ) ( )3 3

2
1 2 2

  ( ) ( , , )

2

k k
k k k

k k k k k k

k k
k k

T T
C K

x
T K T T w z w x x

T T
K K

x x x

�U
�W

�W

� § � ·� § � ·� w � w
��� ¨ � ¸� ¨ � ¸

� w � w� ¨ � ¸� ¨ � ¸�c�c� � �  � ¨ � ¸� ¨ � ¸� w � w� ¨ � ¸� ¨ � ¸� � � �� ¨ � ¸� ¨ � ¸� w � w � w� © � ¹� © � ¹

�#

 (1.24) 

 
ce  qui correspond bien à la forme (1.21)  .   
 
 Forme variationnelle  
 
On discrétise la forme variationnelle (1.11) , on a : 
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 � � � � � � � � � � � ��� ��1
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3
3 33

1

d d d
k

k

kN zk k k k k

z
k

TT
C T T C T T z� U � G � G � U � G

� W � W
��

�:
� 

� § � ·�w�w
�  � :� ¨ � ¸

� w � w� © � ¹
�¦� ³ � ³ � ³�# �#�#

�#��  (1.25) 

 

� � � �

�� �� �� ��

� � � �� � � �

� � � ��� �� � � � �1

( ) ( )( ) ( )
3 3( ) ( )3 3

11 22
1 1 2 2

( ) ( )( ) ( )
1 3 3( ) 3 3

12
2 1 1 2

( ) ( ) ( ) ( )
3 3 3 3

d d

d d
k

k

k kk k
k k

N

k kk k
k k

z k k k k

z

T TT T
K K

x x x x
q grad T

T TT T
K

x x x x

T T z T T

� G � G

�G
� G � G

� G � G��

�:
� 

� § � ·� § � ·� w � w� w � w� ¨ � ¸� ¨ � ¸� � � �
� ¨ � ¸� w � w � w � w� ¨ � ¸
� ¨ � ¸� � � ˜ �  � :� ¨ � ¸

� § � ·� w � w� ¨ � ¸� w � w� ¨ � ¸
� ¨ � ¸��� ¨ � ¸� ¨ � ¸� ¨ � ¸� w � w � w � w� ¨ � ¸� ¨ � ¸� © � ¹� © � ¹� © � ¹

��

�¦� ³ � ³

�³

�J�J�J�J�J�G�G
�#

�#

� � � �� � � �1

( )( )
3( ) 3

33
1 3 3

d
k

k

kkN z k

z
k

TT
K z

x x

�G
��

�:
� 

� § � ·�w�w� ¨ � ¸�:
� ¨ � ¸� w � w� © � ¹
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  Raccordement aux interfaces 
 
La relation (1.27) , nous fournit l’équation de transport : 
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On suppose de plus que 3T�G  est continue. 
 
On souhaite avoir la possibilité d’introduire une résistance de contact à l’interface 
entre deux couches. 
 
Dans ce cas le raccordement entre les deux couches s’écrit : 
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où  ( )kR  et  ( )k

reaA  désignent la résistance thermique et l’aire du contact à l’interface 

située en 1kz z ��� . 

Dans la suite, on pose  
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k
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A
� .Cette quantité, appelée résistance de contact, est 

une fonction des points du plan de l’interface, �� ��( )
1 2, ,k

cR x x�W . 
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1.B.3 Forme layerwise en thermoélasticité 
 
On suppose que le calcul de T a été obtenu par un calcul précédent dans une approche 
layerwise. 
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En utilisant les listes introduites en 1.A.4, on peut rechercher le déplacement sous la 
forme : 
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On obtient les relations suivantes : 
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Soit en reportant dans (1.17) , on obtient l’écriture : 
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que l’on peut écrire, sous forme matricielle , pour la couche (k): 
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Raccordement aux interfaces et conditions aux limites 
 
 Les conditions aux limites ou les conditions de raccordement aux interfaces portent 
sur les quantités : �^ �`1 1 2 3 2 1 2 3 3 1 2 3( , , , ), ( , , , ), ( , , , )U x x x U x x x U x x x� W � W � W ainsi que 

 
 

13 1313

23 2323

33 3311 3322 3333

3311 11

( )
3( ) ( ) ( ) ( ) ( )3

3 333 11
1

( )
3( ) ( ) ( ) ( ) ( )3

3 333 22
2

( ) ( )
3 3( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2

3 3 331 2 33
1 2

( )

1
2

1
2

k

k k k k k

k

k k k k k

k k

k k k k k k k k

k

U
C U U U

x

U
C U U U

x

U U
C U C U C U U

x x

C

�V

�V

�V

�D

� § � ·�w
�c� ¨ � ¸�  � �

� ¨ � ¸�w� © � ¹

� § � ·�w
�c� ¨ � ¸�  � �

� ¨ � ¸�w� © � ¹

� w � w
�c�  � � � �

� w � w

�� � � � �
3322 22 3333 33

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
33

      

k k k k k k kC C T T� D � D

�­
�°
�°
�°
�°
�°
�°�°
�®
�°
�°
�°
�°
�°
�° � � � � � ˜ � ˜�°�¯

 

 
On pose : 
 

13

23

33

( )

( ) ( )

( )

k

k k
n

k

�V

� V � V

�V

� § � ·
� ¨ � ¸

� � ¨ � ¸
� ¨ � ¸� ¨ � ¸
� © � ¹

 ,  

1313

2323

3333

( ) ( )
3 1

( ) ( ) ( )
(1) 3 2

( ) ( )
3 3

1
0 0

2
1

0 0
2

0 0

k k

k k k

k k

C U

S C U

C U

� § � ·
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸� � ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸� ¨ � ¸
� © � ¹

 

 
 



 
30 

1313

2323

3311 3322

( )
3( ) 3

1

( )
3( ) ( ) 3

(0)
2

( ) ( )
3 3( ) ( )1 2

1 2

1
0 0

2

1
0 0

2

0

k

k

k

k k

k k

k k

U
C

x

U
S C

x

U U
C C

x x

� § � ·�w
� ¨ � ¸

�w� ¨ � ¸
� ¨ � ¸

�w� ¨ � ¸
� � ¨ � ¸�w� ¨ � ¸

� ¨ � ¸� w � w
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸� w � w� © � ¹

       et    

� � � �
3311 11 3322 22 3333 33

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
33

0

0k

k k k k k k k k

STL

C C C T T� D � D � D

� § � ·
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸�  � �
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸� � � � � ˜ � ˜� © � ¹

 

 
On peut alors écrire, pour la couche (k): 
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n S U S U SLT�V �c�  � � � � (1.31) 

 
Cas d’un multicouche : raccordement aux interfaces 
 
En tout point du plan de l’interface entre les couches (k) et (k+1), on impose la 
continuité des déplacements et des contraintes normales. 
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En thermomécanique, on ne peut pas exprimer les conditions aux limites (ou aux 
interfaces ) sans prendre en compte la connaissance de la solution dans le plan.  
  
Dans les exemples que nous allons traiter , il est donc indispensable d’introduire un 
modèle dans le plan de la couche. 
 
Ecriture de la forme variationnelle 
 
On remplace dans l’équation (1.19)  , kl�V  et kl nn�V �V�* �  par leurs expressions . 
 
Le calcul sera détaillé lorsque l’on aura choisi un modèle de représentation dans le 
plan des couches. 
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1.B.4 Modèles utilisés dans le plan de la couche 
 
Différentes méthodes sont envisagées : 
 

1.B.4.1 Discrétisation dans le plan de la couche par une méthode basée sur les 
éléments finis 
 

On pose � � � � � � � � � � � �( ) ( ) ( )
1 2 1 2
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, , , , ,
NE

k k k
i i

i

X x x z Shap x x X z�W �W
� 

� �¦
��

 où les �� ��( )
1 2,k

iShap x x  

désignent les fonctions de forme données et NE le nombre d’éléments utilisés dans le 
plan de la couche. 
 
On remplace ensuite dans (1.7) . 
 
Remarque Dans les formes variationnelles , en appliquant les formules de Green, on 
est amené à exprimer les dérivées partielles d’ordre 1. Il est donc recommandé que 
l’espace des fonctions engendré par les fonctions de forme soit stable par les 
dérivations partielles. 
On choisit en général des fonctions polynomiales par morceaux. 
  

1.B.4.2 Décomposition dans le plan en séries de Fourier 
 
Dans le cas où la géométrie est celle définie en (1.1) , et où  la condition initiale et les 
conditions aux limites sur  b�*  et t�*  peuvent se décomposer en séries de Fourier, 
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Dans toute la suite, on suppose que, tant pour les propriétés thermiques que 
mécaniques des matériaux constitutifs des multicouches, les axes �^ �`1 2,x x sont des 

axes principaux. ( Cf  [PAG 70]) 
 
On utilisera la propriété suivante : �^ �` * *,r s �• �u� � � � 
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Nous traiterons dans les exemples des composites constitués d’une matrice de résine 
Epoxy renforcée par des fibres de carbone disposées, soit dans la direction 1x  , soit 

dans la direction 2x . 
 
1.B.4.2.1Exemple en thermique 
 
On suppose que les conditions aux limites sur e�*  , sont de la forme : 
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Remarque : Dans le cas où T est constant sur e�*  , égal à

e
T�*  , on peut se ramener à 

ces conditions aux limites grâce à un changement de fonction 
e

T T�*�� . 

 
On suppose que              � � � �( ) ( ) ( )
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et que ( )

1 23 ( , )kw x x  est décomposable en séries de Fourier. 
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Dans le cas des matériaux que nous étudions, on a 

12

( ) 0kK � ,  alors la forme  (1.33) , 

se réduit à : 
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On introduit la fonction 1 2 1 1 2 2( , ) ( ) ( )rsf x x Sin r x Sin s x� . On peut écrire : 
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L’équation (1.24) , devient : 
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 Prise en compte des conditions aux limites 
 
On transforme les conditions imposées (1.12) sur les faces inférieure et supérieure 
en : 
 ( ) ( )

_ _ _( ) ( ) 0k k
rs rs rs rs rsE T z F q z G� J � J
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Ecriture de la forme variationnelle : 
 
On a de plus : 
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Pour la forme variationnelle, on choisit  �� ��( ) *( )k k
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Au final, la forme variationnelle (1.11)  devient : * *( , )r s�� � • � u� � � � 
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que l’on appelle forme variationnelle réduite, avec :  
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Remarque : dans le calcul du terme 
*
rsBNT , on a *

rsT qui est nul si la température est 

imposée et le terme rsT �cqui est connu si le flux est imposé. 
 
1.B.4.2.2Exemple en thermoélasticité linéaire 
 

On se place dans le cas où le champ de température est de la forme (1.35) . 
 

On suppose que les conditions aux limites sur e�*  , sont de la forme : 
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Remarque : Dans le cas où U est constant sur e�*  , égal à

e
U�*  , on peut se ramener à 

cette écriture grâce à un changement de fonction 
e

U U�*�� . 

 
Alors, la forme (1.33)  , se réduit à : 
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que l’on peut écrire sous la forme : 
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Dans ce cas, on peut calculer les 
( )

(0)

k
�' ,

( )

(1)

k
�' ,

( )

(2)

k
�'  ainsi que ( )

(0)
kS et ( )

(1)
kS  définis en 

1.B.3. On pose : 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
(1) (1) (0) (0) (2) (2)

, 1 , 1 , 1 , 1

, , ,
k k k k k k k k

rs rs rs rs rsrs rs rs
r s r s r s r s

I I I TL I TL
���f ���f ���f ���f

�  �  �  �  

� ' �  � ' � ' �  � ' � ' �  � ' �  � ¦ � ¦ � ¦ � ¦ 

 

1111 1212 1122 1212

2211 1212 2222 1212

1313 2323

( ) 2 ( ) 2 ( ) ( )
1 2 1 2

( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) 2
1 2 2 1(0)

( ) 2 ( ) 2
1 2

1 1
0

2 2

1 1
0

2 2

1 1
0 0

2 2

k k k k

k k k k k
rs

k k

C r C s C C r s

C C r s C s C r

C r C s

� § � ·� § � ·� � � �� ¨ � ¸� ¨ � ¸
� © � ¹� ¨ � ¸

� ¨ � ¸� § � ·� ' �  � � � � � �� ¨ � ¸� ¨ � ¸
� © � ¹� ¨ � ¸

� ¨ � ¸
��� ¨ � ¸

� © � ¹

 

 

1133 1313

(1)
2233 2323

3311 1313 3322 2323

( ) ( )
1

( ) ( ) ( )
2

( ) ( ) ( ) ( )
1 2

1
0 0

2

1
0 0

2

1 1
0

2 2

rs

k k

k k k

k k k k

C C r

C C s

C C r C C s

� § � ·� § � ·��� ¨ � ¸� ¨ � ¸
� © � ¹� ¨ � ¸

� ¨ � ¸� § � ·� ' �  � �� ¨ � ¸� ¨ � ¸
� © � ¹� ¨ � ¸

� ¨ � ¸� § � · � § � ·� � � � � � � �� ¨ � ¸� ¨ � ¸ � ¨ � ¸
� © � ¹ � © � ¹� © � ¹

 

 

1313

(2)
2323

3333

( )

( ) ( )

( )

1
0 0

2
1

0 0
2

0 0

rs

k

k k

k

C

C

C

� § � ·
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸� ' �  � ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸� ¨ � ¸
� © � ¹

 

 

� � � �
� � � �

� � � �

1111 11 1122 22 1133 33

2211 11 2222 22 2233 33

3311 11 3322 22 3333 33

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

k k k k k k k
rs

k k k k k k k k
rs rs

k k k k k k k
rs

C C C r T

TL C C C s T

C C C T

� D � D � D

� D � D � D

� D � D � D

� § � ·� � � � � ˜ � ˜
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸�  � � � � � ˜ � ˜� ¨ � ¸
� ¨ � ¸�c� ¨ � ¸� � � � � ˜� © � ¹

 

 
L’équation (1.30) , devient :  
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 Ecriture de la forme variationnelle 
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1.B.4.2.3 Limites de la décomposition en séries  de Fourier 
 
Cette méthode est un outil théorique pour écrire la solution analytique de problèmes 
particuliers. 
Nous l’avons utilisée pour calculer des solutions exactes et comparer les méthodes 
approchées, que nous avons introduites, à la solution exacte. 
Il faut noter que dans le cas où le prolongement de la fonction de �> �@�> �@0, 0,a b�u  à 2����  

introduit une discontinuité à la frontière, le nombre de termes à utiliser pour obtenir la 
convergence est très important. 
 
Par exemple dans le cas d’une température imposée égale à 1 sur une face, la 
précision du résultat est liée à la convergence de 
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1 1
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La décomposition en séries de Fourier est fréquemment utilisée dans les exemples 
traités, lorsque le chargement nous permet de se limiter à quelques harmoniques. 
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1.B.5 Modèles "layerwise" proposés 
 
L’approximation que l’on propose de mettre en place consiste à utiliser une 
discrétisation dans l’épaisseur du multicouche afin de réduire le nombre de variables. 
Elle a déjà été mise en œuvre en élasticité ( cf [RED 87] et [CAR 98a ]) et en 
piezoélectricité linéaire ([SAR 97]). 
 
p désigne la dimension du problème ( p=1 en thermique et p=3 en mécanique) 
 
Dans ce travail, les modèles développés et testés concernent : 
 

- l’écriture de la solution exacte utilisée comme solution de référence pour la 
validation des calculs sur des cas particuliers, 
 

- la mise en place d’un modèle de couche équivalente, utilisant des fonctions 
d’Heaviside pour prendre en compte l’hétérogénéité des matériaux dans 
l’épaisseur 
 

- la mise en place du modèle « discret par couches » (layerwise ) et noté DL, qui 
conduit, avec une approximation polynomiale de degré deux dans l’épaisseur 
des couches, à (2 1N �� )p inconnues pour N couches. 
 

- la construction d’un modèle nouveau désigné « discret par couches avec 
liaison», noté CDL ( Constrained Discrete Layer), où la contrainte ( liaison 
interne) concerne la continuité à l’interface  de la composante normale du flux 
en thermique ou du vecteur contrainte normale en mécanique. 
 Ce modèle aboutit à Np inconnues, pour une approximation polynomiale de 
degré deux par couche d’un multicouche comportant N couches. 

 
Le modèle DL décrit ci-dessus reposant sur une discrétisation par couche de degré 
deux dans l’épaisseur est équivalent aux approximations éléments finis solides 
tridimensionnels, suivant l’épaisseur , la solution demeurant exacte relativement 
aux coordonnées latérales du multicouche. Dans le cas CDL, l'approximation 
élément fini 3D quadratique dans l'épaisseur est évidemment modifiée par les 
liaisons internes provenant des conditions aux interfaces, dont l'effet est de réduire 
le nombre d'inconnues. Dans certaines situations, notamment en mécanique, 
l'approximation éléments finis conformes suivant  les coordonnées des surfaces 
moyennes des couches  exigera la continuité C1.   
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1.C Modèles dans des espaces de coordonnées de dimensions 
inférieures 
 
Certaines géométries de plaques nous permettent de réduire le nombre d’inconnues 
dans le plan de la plaque. 
 

1.C1  Plaque semi infinie 

On considère une plaque de longueur infinie suivant 2x . 
Pour traiter ce problème, on peut considérer que b est très grand devant a et faire un 
passage à la limite dans le problème précédent. 
On peut aussi écrire directement le problème, en dimension 2. 
 

z=x3

x=x1

h

a

�#

 
 
Ce cas a été étudié tant en thermique , qu’en thermomécanique pour valider 
l’approximation dans l’épaisseur de la couche par rapport aux nombreux résultats 
trouvés dans la littérature ( cf  [PAD 74.a] ) 
La principale différence porte sur le traitement de la coordonnée x, suivant la ligne 
moyenne de la plaque. Plaçons nous dans le cas où nous utilisons une décomposition 
en séries de Fourier. 
 
 Application en thermique 
 
On suppose que les conditions aux limites sur e�*  , sont de la forme : 
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On peut alors rechercher la solution comme suit : 
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 Application  en thermoélasticité 
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Dans ce cas, le vecteur U  est de la forme,  
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Les équations d’équilibre, en l'absence de forces de volume, sont données par : 
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On suppose que les conditions aux limites sur e�*  , sont: 
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On peut alors rechercher les solutions  qui vérifient les conditions (1.44), sous la 
forme : 
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Comme en dimension 3 , on introduit : 
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� § � ·� � � ˜ � ˜
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸� 
� ¨ � ¸

�c� ¨ � ¸� � � ˜� © � ¹

              

1313

3333

( )

( )
(1)

( )

1
0 0

2
0 0 0

0 0

k

k
r r

k

C

S I

C

� § � ·
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸

� � ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� © � ¹

  

1313

3311

( )
1

( )
(0)

( )
1

1
0 0

2
0 0 0

0 0

k

k
r r

k

C r

S I

C r

� § � ·
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸

� � ¨ � ¸
� ¨ � ¸��
� ¨ � ¸
� © � ¹

                  

� � � �
3311 11 3333 33

( )

( ) ( ) ( ) ( )
3

0

0k
r r

k k k k

STL I

C C T� D � D

� § � ·
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸�  � �
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸�� �˜� © � ¹

 

 
Dans ce cas le système différentiel s’écrit : 
 

(0) (1) (2)

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
3 3 3, r r r

k k kk k k k
r r r rr U U U LT� c � c� c� � � • � ' � � � ' � � � ' �  ��  

 
Et l’expression (1.42), devient : 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
_ (0) 3 (1) 3, k k k k k k

n r r r r r rr S U S U STL�V �c� � � • �  � � � ���  

 
Les techniques pour rechercher les solutions exactes, sont à adapter. 
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De nombreux exemples seront fournis dans le chapitre des applications numériques. 

1.C.2 Plaque infinie 
 
Dans ce cas, on suppose que a et b sont très grands devant h. 
 
On peut également procéder par un passage à la limite dans les équations (1.2). 
 

3z x� 

 
 
Il est cependant beaucoup plus simple de résoudre directement le système 
différentiel : 
 

� > � > � > � @
2

2 0, 0,z h
z

�W
�W

� w � w
� � � � � � � u � • � �� f � u

� w � w
X X

A B D = 0  

 
C’est pour ce type de problème que nous avons résolu un exemple en  thermique de 
réponse forcée ( cf [HAN 86 ]) et que nous avons comparé les différentes 
approximations dans l’épaisseur, à la solution exacte. 
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 Chapitre2.  Solutions analytiques exactes  
 
 

2.A Problème de la conduction thermique 
 

2.A.1 Généralités sur la résolution  
 
On utilisera les résultats classiques ( cf [CAR 59] ) suivants : 
 

- le problème admet une solution unique 
 

- on peut superposer des solutions particulières 
 
Dans le cas où les conditions aux limites sont de la forme 

1 2 3 1 2 3( , , , ) ( , , )T x x x x x x�W �  � )  en tout point de �*  et où  le chargement 
thermique w est indépendant du temps, on pose : 
 

 1 2 3 1 2 3 1 2 3( , , , ) ( , , ) ( , , , )T x x x U x x x V x x x�W �W� ��  (2.1) 
 

  où U est solution de : 
 

 
1 2 3 1 2 3

( )                  en tout point de 

( , , ) ( , , )       en tout point de 
xdiv K grad U w

U x x x x x x

�U� � �  

�  � ) � *

�J�J�J�J�J�G
�#

 (2.2) 

     
et V est solution de : 
 

 1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3

( ) 0     en tout point de 

(0, , , ) ( , , ) ( , , )  

( , , , ) 0                           en tout point de 

x

dV
C div K grad V

d
V x x x x x x U x x x

V x x x

�U
�W

�W

� � � � �  

�  � ) � �

�  � *

�J�J�J�J�J�G
�# �#

 (2.3) 

 
Le problème (2.3) sera résolu , dans le cas général, en utilisant la transformée de 

Laplace de V, notée V  et définie par 1 2 3 1 2 30
( , , ) ( , , , ) p

pV x x x V x x x e d�W�W �W
���f ��� �³ . 

On pose 0 1 2 3 1 2 3 1 2 3( , , ) ( , , ) ( , , )  V x x x f x x x U x x x�  � �( condition initiale pour V) et le 
problème (2.3) se transforme en : 
 

 0

1 2 3

( ) ( ) 0     en tout point de 

( , , ) 0                                      en tout point de 

XC pV V div K grad V

V x x x

�U � � � � � � �  

�  � *

�J�J�J�J�J�G
�# �#

 (2.4) 

 
On voit donc toute l’importance de trouver, une méthode numérique efficace pour la 
résolution du problème (2.2). 
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Séparation des variables  
 
Supposons que la nature du chargement thermique et des conditions aux limites nous 
permettent de rechercher une solution sous la forme 1 2 3 1 2 3( , , , ) ( ) ( , , )T x x x T x x x� W � W�  � 4 � ˜��  
Le problème (1.8) s’écrit alors : 
 ( )xC T div K grad T w�U �U� c � c� 4 � � � 4 � � �  

�J�J�J�J�J�G
� � � �

�#  (2.5) 

Dans le cas où le chargement thermique est nul, et si de plus on suppose que 

1 2 3( , , , ) 0T x x x�W �z , on peut alors écrire : 
 

 
( )

0xdiv K grad T
C

T
�U

���c�4
�� � 

�4

�J�J�J�J�J�G
��

���#  (2.6) 

 
Ce qui entraîne qu’il existe une constante �� telle que : 
 

 
( )xdiv K grad T

C
T

�U �O
���c�4

� � �  �  
�4

�J�J�J�J�J�G
��

���#  (2.7) 

 
On se ramène donc à un problème de valeurs propres et de vecteurs propres. 
Il convient de rechercher les valeurs de �� qui fournissent des solutions T�� satisfaisant 
les conditions aux limites. 

 2.A.2  Résolution analytique de la conduction thermique pour un multicouche 
 
On se place dans les hypothèses  de 1.B.4, on suppose de plus que le chargement est 

de la forme 1 2 3 1 23
1

( , , , ) ( ) ( , )
N

k

w x x z e w z w x x�Z�W�W
� 

�  � u�¦  

 
On peut alors rechercher les solutions sous la forme :  
 

� � � � � � � �( ) ( )
1 2 1 1 2 2

1 1 1

( , , , ) ( )
N

k k
rs

k r s

T x x z e T z Sin r x Sin s x�Z�W� W � F
���f ���f

�  �  �  

� � ¦ � ¦ � ¦  (2.8) 

 
On a : 

� � � � � � � �( ) ( )
1 2 1 1 2 2

1 1

( , , , ) ( )k k
rs

r s

T x x z e T z Sin r x Sin s x�Z�W�W
���f ���f

�  �  

� � ¦ � ¦  

 
 

2 .A .3 Ecriture du système différentiel sur chacune des couches 
 
On écrit le système différentiel sur la couche ( k ) 
 

 � � � � � � � �� � � ��� ��� � � �� � � �2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
11 1 22 2 33( ) ( )k k k k k k k k k

rs rs rsC K r K s T z K T z w z� U � Z � U�c�c� � � � � � �  �#  (2.9) 

 
  



   

  
 
 Chapitre 2 47   

r et s étant fixés, c’est une équation différentielle d’ordre 2, linéaire on peut donc la 
résoudre en résolvant l’équation homogène associée (2.10) , puis en recherchant une 
solution particulière par la méthode de variation des constantes. 
 

 � � � � � � � �� � � ��� ��� � � �2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
11 1 22 2 33( ) ( ) 0k k k k k k k

rs rsC K r K s T z K T z� U � Z �c�c� � � � � � �  �#  (2.10) 

 
On recherche les solutions de (2.10) , sous la forme ( ) ( )k z

rs z e�P�T �  

On doit avoir 
� � � � � � � �� � � ��� ��2 2( ) ( ) ( ) ( )

11 1 22 2
2

( )
33

k k k k

k

C K r K s

K

� U � Z
�P

� � � �
� 

�#
 

Cela nous fournit 2 valeurs de �P, notées ( )k
rs�P  et ( )k

rs�P��  
 
 

� � � �
� � � � � � � �� � � ��� ��2 2( ) ( ) ( ) ( )

11 1 22 22( )
( )
33

k k k k

k
rs k

C K r K s

K

� U � Z
�P

� � � �
� 

�#
 

 Les solutions  de l’équation homogène sont donc de la forme : 
 

     
( ) ( )

( ) 1( ) 2( )( )
k k

rs rs
z zk k k

rs rs rsT z e e
� P � P

� O � O
��

�  � � 
 
La méthode de la variation des constantes s’écrit : 
 

( ) ( )
( ) 1( ) 2( )( ) ( ) ( )

k k
rs rs

z zk k k
rs rs rsT z z e z e

� P � P
� O � O

��
�  � � 

et on impose la relation supplémentaire :
( ) ( )

1( ) 2( )( ) ( ) 0
k k

rs rs
z zk k

rs rsz e z e
� P � P

� O � O
��� c � c�� �  

 
On remplace dans (2.9) , 1( ) 2( )( )   et   ( )k k

rs rsz z� O � O doivent vérifier : 
 

� � � �� � � �

( ) ( )

( ) ( )

1( ) 2( )

( ) 1( ) ( ) 2( ) ( ) ( )
33

( ) ( ) 0

( ) ( )

k k
rs rs

k k
rs rs

rs rs

z zk k
rs rs

z zk k k k k k
rs rs rs

z e z e

z e z e K w z

� P � P

� P � P

� O � O

� P � O � P � O � U

��

��

�­ � c � c� � �  �°
�®

� c � c� � �  �°
�¯

 

 
Ce système nous permet de déterminer une solution particulière ( )

_ ( )k
p rsT z . 

La solution est de la forme : 
 

 
( ) ( )

( ) 1( ) 2( ) ( )
_( ) ( )

k k
rs rs

z zk k k k
rs rs rs p rsT z e e T z

� P � P
� O � O

��
�  � � � � (2.11) 

 
Remarque : 
 

 On s’est placé dans le cas où � � � � � � � ��� ��2 2( ) ( ) ( ) ( )
11 1 22 2 0k k k kC K r K s� U � Z�� � � � z�#  

Dans le cas contraire les solutions sont de la forme ( ) 1( ) 2( )( )k k k
rs rs rsT z z�O �O�  � � 
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2.A.4 Raccordement aux interfaces  
 
En chacune des N-1 interfaces, on va écrire les relations (1.29) . 
 
On suppose que chacune des � � � �( )

1 2, ,k
cR x x�W  se décompose en séries de Fourier 

 

� � � � � � � � � � � �( ) ( )
1 2 _ 1 1 2 2

1 1

, ,k k
c c rs

r s

R x x e R Sin r x Sin s x�Z�W�W
���f ���f

�  �  

� � ¦ � ¦  

On peut alors écrire , en substituant dans (1.17).  
  

 
( ) ( ) ( 1) ( 1)
33 1 33 1

( 1) ( ) ( , 1) ( ) ( ) ( )
1 1 33 _ 13

( ) ( )

( ) ( ) ( )

i i i i
rs k rs k

i i i i i i i
rs k rs k c rs rs krs

K T z K T z

T z T z T K R T z

� � � �
� � � �

� � � �
� � � � � �

�­ � c � c� ˜ �  � ˜�°
�®

�c� ª � º� � �  � ' �  � ˜ � ˜�° � ¬ � ¼�¯

 

 
 
Ce qui est équivalent , pour l’interface entre les couches (k) et ( k+1) : 
 

�� ��
� � � �

( 1) ( 1)
1 1

( ) ( )
1 1

( ) ( )
1 1

1( 1) 2( 1) ( 1)
_ 1

1( ) 2( ) ( )
_ 1

( ) ( ) ( ) 1( ) ( ) 2( ) (
_ 33 _

( )

( )

           

k k
k krs rs

k k
k krs rs

k k
k krs rs

rs rs

z zk k k
rs rs p rs k

z zk k k
rs rs p rs k

z zi k k k k k
c rs rs rs p rs

e e T z

e e T z

R K e e T

� P � P

� P � P

� P � P

� O � O

� O � O

� P � O � P � O

� � � �
� � � �

� � � �

� � � �

��� � � � � �
��

��

��

��

� � � � � �

� � � �

�  � � � �� � � �
� � � �

� � � �

( ) ( )
1 1

( 1) ( 1)
1 1

)
1

( ) ( ) 1( ) ( ) 2( ) ( )
33 _ 1

( 1) ( 1) 1( 1) ( 1) 2( 1) ( 1)
33 _ 1

( )

( )

( )

k k
k krs rs

rs rs

k k
k krs rs

rs rs

k
k

z zk k k k k k
rs rs p rs k

z zk k k k k k
rs rs p rs k

z

K e e T z

K e e T z

� P � P

� P � P

� P � O � P � O

� P � O � P � O

� � � �

� � � �
� � � �

��

��

��

��� � � � � � � � � � � �
��

�­
�°
�°
�°
�°
�° �c�®
�°
�° �c� � � � � � �  �°
�°

�c�°� � � � � �
�¯

 

 

�^ �`1, , 1k N� • � ��" , posons   

( 1) ( 1)

( 1) ( 1)

1( )

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
33 33

( )

k k
rs rs

k k
rs rs

rs rs

z z

k
rs z zk k k k

e e
MT z

K e K e

� P � P

� P � P
� P � P

� � � �

� � � �

��

� � � � � � � �

� § � ·
� ¨ � ¸� 
� ¨ � ¸��� © � ¹

, 

 
( ) ( ) ( ) ( )

1

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
_ 33 _ 332( )

( ) ( ) ( ) ( )
33 33

( )

k k k k
krs rs rs rs

rs rs

k k
rs rs

rs rs

z z z zi k k i k k
c rs c rsk

rs z zk k k k

e R K e e R K e
MT z

K e K e

� P � P � P � P

� P � P

� P � P

� P � P

����� § � ·� � � �� ¨ � ¸� 
� ¨ � ¸� ¨ � ¸��� © � ¹

 et  

 
 

( 1) ( ) ( ) ( ) ( )
_ _ _ 33 _( )

( ) ( ) ( 1) ( 1)
33 _ 33 _

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

k k i k k
p rs p rs c rs p rsk

rs k k k k
p rs p rs

T z T z R K T z
BT z

K T z K T z

��

� � � �

� § � ·� � � �
� ¨ � ¸� 
� ¨ � ¸� c � c� � � �� © � ¹

 

 
Alors la continuité à l’interface s’écrit : 
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� ^ � `
1( 1) 1( )

1( ) 2( ) ( )
1 1 12( 1) 2( )

( ) ( ) ( )   ,   1, 1
k k

k k krs rs
rs k rs k rs kk k

rs rs

MT z MT z BT z k N
� O � O
� O � O

��

� � � � � ���

� § � · � § � ·
� � �  � • � �� ¨ � ¸ � ¨ � ¸

� © � ¹ � © � ¹
 

 
Au total, on a 2(N-1) relations à 2N inconnues. 
 
Il reste à exprimer les conditions sur les faces inférieure et supérieure. 
 

0    sur  
T

E T F G
z� * � * � *

�w
� � � � �  � *

�w
 nous fournit  deux relations supplémentaires : 

 
(1) (1) (1) (1) (1)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

(0) (0) 0

( ) ( ) 0

b b b

t t t

rs rs rs

N N N N N
rs rs rs

E T F T G

E T h F T h G

� * � * � *

� * � * � *

�­ �c� � � � �  �°
�®

�c� � � � �  �°�¯

 

 
Ce qui nous donne : 
 

� � � ��� ��
� � � �( ) ( )

( ) ( )

(1) 1(1) 2(1) (1) (1) (1) 1(1) (1) 2(1) (1) (1)
_ _

( ) 1( ) 2( ) ( )
_

( ) ( ) 1( ) ( ) 2( ) (
_

(0) (0) 0

( )

b b rs rs b

N N
rs rs

t

N N
rs rs

t rs rs

rs rs p rs rs rs p rs rs

h hN N N N
rs rs p rs

h hN N N N N N
rs rs p rs

E T F T G

E e e T h

F e e T

� P � P

� P � P

� O � O � P � O � P � O

� O � O

� P � O � P � O

� * � * � *

��

�*

��

�*

�c� � � � � � � � � � � � �  

� � � � � �

� � � �� � � �) ( )( ) 0
t

N
rsh G�*

�­
�°
�°�°
�®
�°
�° �c � � �  �°�¯

 

 
Posons, comme précédemment : 
 

� � � �
� � � ��� ���� ��

1(0) (1) (1) (1) (1) (1) (1)

(0) (1) (1) (1) (1) (1)
_ _(0) (0)

b b rs b b rs

b b b

rs

rs p rs p rs rs

MT E F E F

BT E T F T G

� P � P� * � * � * � *

� * � * � *

�  � � � �

�c�  � � � � � �
        et  

 

� � � �
� � � ��� ���� ��

( ) ( )
2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
_ _( ) ( )

N N
rs rs

t t rs t t rs

t t t

h hN N N N N N N
rs

N N N N N N
rs p rs p rs rs

MT E F e E F e

BT E T h F T h G

� P � P
� P � P

��

� * � * � * � *

� * � * � *

�  � � � �

�c�  � � � �
 

 
Alors les conditions aux limites peuvent s’ écrire sous la forme : 
 

1(1)
1(0) (0)

2(1)
rs

rs rs
rs

MT BT
�O
�O

� § � ·
� � ¨ � ¸

� © � ¹
  et 

1( )
2( ) ( )

2( )

N
N Nrs

rs rsN
rs

MT BT
�O
�O

� § � ·
� � �  � ¨ � ¸

� © � ¹
 

 
 

Posons 
1( )

( )
2( )

k
k rs

rs k
rs

T
�O
�O

� § � ·
� � ¨ � ¸

� © � ¹
��  et  

(1)

( )

rs

rs
N

rs

T

T

T

� § � ·
� ¨ � ¸

� � ¨ � ¸
� ¨ � ¸� ¨ � ¸
� © � ¹

��

�� �#
��

( hypervecteur). 
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On peut écrire le système , sous forme hyper matricielle: rs rs rsMT T BT� ˜ �  �� . 

 
1(0)

2(1) 1(1)

2(2)

2( 1) 1( 1)

2( )

0 0 0

0 0

0 0

0

0 0 0

rs

rs rs

rs rs
N N

rs rs
N

rs

MT

MT MT
MT MT

MT MT

MT

� � � �

� § � ·
� ¨ � ¸
��� ¨ � ¸

� ¨ � ¸� ��
� ¨ � ¸

��� ¨ � ¸
� ¨ � ¸��� © � ¹

�"

�"

� " � "

� # � "

�"

 et  

(0)

(1)

( 1)

( )

rs

rs

rs

N
rs

N
rs

BT

BT
BT

BT

BT

��

� § � ·
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸� 
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� © � ¹

�#  

 
On procède en général par une méthode de descente, puis de remontée ( de type 
Gauss). 
En effet les matrices 1(0)

rsMT  et 2( )N
rsMT  sont des matrices à une ligne et deux 

colonnes. En introduisant des matrices 2x2, le système hypermatriciel est tridiagonal. 
 
On reporte ensuite les rsT��  dans la relation  (2.11) pour en déduire la solution. 

 

� � � �( ) ( )( ) ( ) ( )
_( ) ( )

k k
rs rsz zk k k

rs rs p rsT z e e T T z� P � P���  � ���  

Les exemples traités ont été calculés avec Mathematica�£. 
 
Dans la majorité des exemples traités, nous nous sommes limités au cas  r = s =1, 
comme cela est fait dans la littérature ( cf  [PAD 75a] ) 
 

2.A.5 Cas des dimensions 1 et 2 

2.A .5.a Dimension 2 
 
La technique de résolution est presque identique à celle décrite en dimension 3. 
La seule différence porte sur la décomposition en série de Fourier qui s’écrit : 
 

� � � �( ) ( )
1 1 1

1 1

( , , ) ( )
N

k k
r

k r

T x z e T z Sin r x�Z�W� W � F
���f

�  �  

� � ¦ � ¦  

 

2.A .5.b Dimension 1 
 
Dans ce cas , l’équation aux dérivées partielles s’écrit, pour la couche ( k ) : 
 

( ) 2 ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

33 2

( , ) ( , )
( , )

k k
k k k k kT z T z
C K w z

z
� W � W

�U � U � W
�W

� w � w
� � �  

� w � w
 

 
Dans le cas d’un problème quasi stationnaire, on a : 
 



   

  
 
 Chapitre 2 51   

� � � �( ) ( )
3

( ) ( )
3

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 33 3 3

( , ) ( ) avec Re 0

( , ) ( )

( ) ( ) ( )

k k

k k

k k k k k k k

w z e w z

T z e T z

C T z K T z w z

�Z�W

�Z�W

� W � Z

�W

� U � Z � U

�  � d

� 

�c�c� � �  

 

 
On est donc en présence d’une équation différentielle linéaire d’ordre 2. 
On lui associe l’équation homogène : 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 33 3( ) ( ) 0k k k k kC T z K T z� U � Z �c�c� � �   

 et on recherche les solutions sous la forme ( )
3 ( )k zT z e�P� . 

 
Cas où 0�Z �z  
On résout ( ) ( ) ( ) 2

33 0k k kC K� U � Z � P�� � , qui admet deux solutions, ( ) ( ),k k�P �P��  

On peut alors écrire 
( ) ( )( ) ( ) ( )

3 1 2( )
k kk k z k zT z e e� P � P� T � T���  � � 

 
Cas où 0�Z �  
Dans ce cas les solutions sont de la forme : 

( ) ( ) ( )
3 1 2( )k k kT z z�T �T�  � � 

 
On recherche ensuite les solutions du problème avec second membre grâce à la 
variation de la constante. 
On raccorde ensuite les solutions aux interfaces et on prend en compte les 
conditions aux limites exactement comme dans le cas de la dimension 3. 

2.B Problème de la thermoélasticité 
 
On suppose que T a été obtenu par un calcul précédent. Cela revient à négliger le 
couplage entre la mécanique et la thermique. 

( ) ( )
1 2 1 1 2 2

1 , 0

( , , , ) ( ) ( ) ( )
N

k k
rs

k r s

T x x z e T z Sin r x Sin r x�Z�W� W � F
�f

�  �  

� § � ·
�  � ˜ � ˜� ¨ � ¸

� © � ¹
� ¦ � ¦  

 
On considère le problème thermoélastique ( 1.17) , avec les conditions aux limites 
(1.38) à (1.40) . 
 
On peut alors rechercher la solution sous la forme : 

( )

1 2

( )
1 2

1 , 1

( , )( , , , ) ( )k

rs rs

N
k

k r s

I x x UU x x z e z�Z�W� W � F
�f

�  �  

� � ¦ � ¦  

( )

1 2

( )
1 2

, 1

( , )( , , , ) ( )k

rs rs

k

r s

I x x UU x x z e z�Z�W�W
�f

� 

� �¦  

 
On suppose également que les conditions imposées surb�*   et t�*   , tant en 
température qu’en flux normal, sont décomposables en série de Fourier. 
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� ^ � `1 21 2
, 0

( , )  ( , , , )       ,
rs rs

r s

I x xU x x z z e U b t
�J

�J �Z�W
�J� W � J

�f

� 

�  �  � •�¦  

� ^ � `3 1 2 3_
, 0

  ( , , , )       ,
rs rs

r s

x x z z e I b t
�J

�J �Z�W
�J� V � W � V � J

�f

� 

�  �  � •�¦  

 

2.B.1 Résolution du système différentiel sur la couche  (k )   
 
Le système différentiel (1.30) , s’écrit : 
 

( ) 2 ( ) 2 ( ) ( )
1111 1 1212 2 1122 1212 1 2

( ) ( ) ( ) 2 ( ) 2 ( )
2211 1212 1 2 2222 2 1212 1

( ) 2 ( ) 2
1313 1 2323 2

( ) ( )
1133 1313 1

22

1 1
0

2 2

1 1
0

2 2

1 1
0 0

2 2

1
0 0

2

0 0

k k k k

k k k k k
rs

k k

k k

C r C s C C r s

C C r s C s C r U

C r C s

C C r

C

� § � ·� § � ·� � � �� ¨ � ¸� ¨ � ¸
� © � ¹� ¨ � ¸

� ¨ � ¸� § � ·� � � � � �� ¨ � ¸� ¨ � ¸
� © � ¹� ¨ � ¸

� ¨ � ¸
��� ¨ � ¸

� © � ¹

� § � ·� � � �� ¨ � ¸
� © � ¹

�� ( ) ( ) ( )
33 2323 2
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3311 1313 1 3322 2323 2
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2323
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3333

1
2

1 1
0

2 2

1
0 0

2
1

 0 0
2
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k k k
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k k k k

k
k k k k

k k
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k

C s U

C C r C C s

C
C C C

C U

C

� D � D

� § � ·
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸� § � ·�c��� ¨ � ¸� ¨ � ¸

� © � ¹� ¨ � ¸
� ¨ � ¸� § � · � § � ·� � � �� ¨ � ¸� ¨ � ¸ � ¨ � ¸
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� � � �
� � � �
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( ) ( ) ( )
133 33 1
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2211 11 2222 22 2233 33 2
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( )
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k k k
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k k k k k k k
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k k k k k k k
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r T z

C C C s T z

C C C T z

�D

� D � D � D

� D � D � D

� § � ·� ˜ � ˜
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸� � � � � ˜ � ˜� ¨ � ¸
� ¨ � ¸�c� ¨ � ¸� � � � � ˜� © � ¹

 

 
On lui associe le système différentiel homogène : 
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( ) 2 ( ) 2 ( ) ( )
1111 1 1212 2 1122 1212 1 2

( ) ( ) ( ) 2 ( ) 2 ( )
2211 1212 1 2 2222 2 1212 1

( ) 2 ( ) 2
1313 1 2323 2
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1133 1313 1
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0
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0
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k k k k
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� § � ·
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� ¨ � ¸
� ¨ � ¸�c�c� � �  � ¨ � ¸
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On recherche les solutions de la forme :      

( ) ( )
3 1 1
( ) ( )
3 2 2
( ) ( )
3 3 3

k k
rs rs

k z k
rs rs

k k
rs rs

U U

U e U

U U

�9

� § � · � § � ·
� ¨ � ¸ � ¨ � ¸
� ¨ � ¸ � ¨ � ¸� 
� ¨ � ¸ � ¨ � ¸
� ¨ � ¸ � ¨ � ¸
� © � ¹ � © � ¹

��

��

��

  .  

Ce système admet une solution non nulle si et seulement si  
 

( ) 2 ( ) 2 2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1111 1 1212 2 1313 1122 1212 1 2 1133 1313 1

( ) ( ) ( ) 2 ( ) 2 2 ( ) ( ) ( )
2211 1212 1 2 2222 2 1212 1 2323 2233 2323 2

(
3311

1 1 1 1
2 2 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

k k k k k k k

k k k k k k k

k

C r C s C C C r s C C r

C C r s C s C r C C C s

C

� 9 � 9

� 9 � 9

�9

� § � · � § � ·� � � � � � � � � �� ¨ � ¸ � ¨ � ¸
� © � ¹ � © � ¹

� § � · � § � ·� � � � � � � � � �� ¨ � ¸ � ¨ � ¸
� © � ¹ � © � ¹

) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) 2 2 ( )
1313 1 3322 2323 2 1313 1 2323 2 3333

0

1 1 1 1
2 2 2 2

k k k k k kC r C C s C r C s C� 9 � 9

� 

� § � · � § � ·� � � � � � � �� ¨ � ¸ � ¨ � ¸
� © � ¹ � © � ¹

 
 �9 est donc solution d’une équation bicarrée de degré 6 ( cf  [PAG 70] ). 

  Les solutions sont notées �^ �`( )        1, ,6k i
rs i�9 �• �" . 

 Soit 

( )

1

( ) ( )

2

( )

3

ik
rs

i ik k
rs rs

ik
rs

U

U U

U

� § � ·
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸� � ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� © � ¹

��

� � � �

��

 le vecteur du noyau associé à la valeur ( )k i
rs�9  .  

 
La solution générale du système homogène  s’écrit : 
 

� � � �
( )

6
( ) ( ) ( )

1

k i
rs

izk k i k
rs rs rs

i

U z e U�9�O
� 

� �¦ ��  
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Remarque : 
 
On s’est placé dans le cas où les propriétés du matériau de la couche nous permettent 
d’obtenir 6 vecteurs vérifiant le système homogène. C’est le cas lorsque les ( )k i

rs�9  sont 
2 à 2 distincts. En présence d’une racine multiple, il faut rechercher des solutions sous 

la forme 
( )

( )

1
( ) ( )

2
( )

3

( )

( )

( )

k i
rs

k j
rs

i j zk k j
rs rs

k j
rs

p z

U e p z

p z

�9��

� § � ·
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸� 
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� © � ¹

�� où chacune des composantes de ( ) ( )k
rsp z  est un 

polynôme de degré 1 ou 2 suivant la multiplicité de ( )k i
rs�9 .  

 
Nous avons rencontré ce problème pour calculer la solution exacte d’un milieu 
homogène isotrope. Dans ce cas nous avons deux racines triples et les vecteurs 
correspondants forment un espace de dimension 2. Il faut donc compléter l’ensemble 
des solutions du problème homogène. 
 
Résolution du système avec second membre 
 
On recherche ensuite une solution particulière du système différentiel  par la méthode 
de variation des constantes. 
 

On pose ( )
6

( ) ( ) ( )

1

( )
k i

rs
izk k i k

rs rs rs
i

U z e U�9�O
� 

� �¦ ��  . On en déduit : 

� � � �( )
6 6

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3

1 1

k i i
rs rs

i iz zk k i k k i k i k
rs rs rs rs rs rs

i i

U e U e U� 9 � 9� O � 9 � O
�  �  

�c�c�  � �� ¦ � ¦� � � � 

et on impose : � � � �( )
6

( ) ( )

1

0
k i

rs
izk i k

rs rs
i

e U�9�O
� 

�c � �¦ �� . 

Il en résulte 
� � � �� � � �� � � �� � � �

� � � �
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En substituant dans le système aux dérivées partielles, on obtient : 
 

� � � �
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On doit donc résoudre un système aux dérivées partielles du premier ordre 
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La solution générale de ce système est de la forme  
 

( )( ) ( ) ( )
_( ) ( )

k i
rs zk i k i k i

rs p rs rsz z e�9� O � O � O�  � ���  

où ( )
_ ( )k i

p rs z�O  est la solution particulière trouvée grâce à la variation des constantes. 

 

On en déduit � � � � �� ��( ) ( )
6 6

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 _ _

1 1

( ) ( )
k i k i

rs rs
i iz zk k i k i k k i k k

rs p rs rs rs rs rs p rs
i i

U z z e U e U U z� 9 � 9� O � O � O
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�  � � �  � �� ¦ � ¦� � � � où ( )
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désigne la solution particulière connue. 
 
Remarque 
 

Dans le cas où ( ) ( )k
rsT z  est de la forme �i( ) ( )( ) ( )

k
rs

kzk
rsrsT z e T

�P
�   

on peut rechercher une solution particulière de la forme : 
( )( ) ( )

_ ( )
k

rs zk k
p rs rsU z e U�P� �� , à 

condition que ( )k
rs�P  ne soit pas l’une des �^ �`( )  1, ,6k i

rs i�9 �• �" . 

 
On doit alors résoudre : 
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Cela nous permet de trouver très facilement une solution particulière. Un exemple 
sera donné pour une plaque sandwich ( 5.3.1 ). 
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2.B.2 Raccordement aux interfaces 
 
On a  obtenu pour la couche (k) : 
 

� � � �( ) ( )
6 6

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 _

1 1

( ) ( )
k i k i

rs rsz zk k i k i k i k i k i k
rs rs rs rs rs rs p rs

i i

U e z U e U U z� 9 � 9� O � O � O
�  �  

�  � � �  � �� ¦ � ¦�� � � � �. 

 
On dispose donc pour chaque couche de 6 paramètres, qui vont permettre d’exprimer 
les conditions de continuité. 
 
En chaque interface, nous allons écrire la continuité des déplacements et des 
contraintes normales. 
 
 
Continuité des déplacements : 
 

 
( ) ( 1)

1 1

6 6
( ) ( ) ( ) ( 1) ( 1) ( 1)

_ 1 _ 1
1 1

( ) ( )
k i k i

rs k rs kz zk i k i k k i k i k
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� � �  � �� ¦ � ¦� � � � (2.12) 

 
Cette équation nous fournit trois relations. Posons : 
 

� � � �� � � �( ) ( )6( )11( ) ( ) ( )6( )1 k i k
rs rs

k
rs z zk k i k

rs rs rs
z k

rsMU z e U e Ue U � 9 � 9�9� � � � �� " � "��  

 
Les 3 relations entre ( )k

rs�O et ( 1)k
rs�O ��  s’écrivent : 

 
� � � � �� ��1( ) ( ) ( ) 1( 1) ( 1) ( 1)

1 _ 1 1 _ 1( ) ( )k k k k k k
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Continuité des contraintes normales : 
 
Pour cela ,il reste à exprimer n�V  en chacune des interfaces. 

On peut écrire  �� ��
( )
13

( ) ( ) 2( ) ( ) 2( )
23
( )
33

k

k k k k k
n rs rs rs rs

k

I MU BU

�V
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 où 

 
 
On considère l’hyper matrice ligne �� ��2( )k

rsMU z  , définie par : 
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et le vecteur  
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On peut écrire à l’interface : 
 

� � � � �� ��2( ) ( ) 2( ) 2( 1) ( 1) 2( 1)
1 1 1 1( ) ( )k k k k k k

rs k rs rs k rs k rs rs kMU z BU z MU z BU z� O � O� � � � � �
� � � � � � � �� � �  � � 

 
Cela nous fournit 3  relations supplémentaires. 
 
On peut regrouper ces deux relations en introduisant les deux hypermatrices : 
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 et � � � �
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. On peut alors écrire : 

 
 

( ) ( ) ( ) ( 1) ( 1) ( 1)
1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )k k k k k k

rs k rs rs k rs k rs rs kMU z BU z MU z BU z� O � O� � � � � �
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2.B.3 Prise en compte des conditions aux limites 
 
Pour compléter le système, il convient d’ajouter les conditions sur les faces inférieure 
et supérieure. 
On remplace dans (1.20), et on obtient : 
 

(1) (1) (1) (1) (1)
1 2 _ 1 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 _ 1 2

( , ) (0) (0) ( , ,0) 0
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E x x U F G x x

E x x U h F h G x x h
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�§ � � � � �  
�¨
�¨ � � � � �  
�©

 

 
Il reste à remplacer les quantités (1)(0)rsU  , (1)

_ (0)n rs�V  , ( ) ( )N
rsU h   et  ( )

_ ( )N
n rs h�V  par leurs 

expressions en fonctions des inconnues (1)
rs�O   et  ( )N

rs�O  . 
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 On a :                 � � � �
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On obtient ainsi 6 équations supplémentaires. 
 
On peut poser : 
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On peut écrire les conditions aux limites sous la forme : 
 

(0) (1) (0)

( 1) ( ) ( 1)

0

0

rs rs rs

N N N
rs rs rs

MU BU

MU BU

�O

�O� � � �

� � �  
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Au total, nous devons résoudre un système de 6N équations à 6N inconnues , ( )k

rs�O  . 

Sous forme hypermatriciel, ce système s’écrit : 
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On peut résoudre ce système par une descente suivie d'une remontée. En effet les 
matrices (0)

rsMU  et ( 1)N
rsMU ��  sont rectangulaires ( 3 lignes et 6 colonnes). 

 
Il suffit ensuite de reporter les ( )k

rs�O  pour obtenir U . 

 
Dans les applications numériques, nous donnerons les ( )k i

rs�9  ,  ( )k
rs�O  et ( )k i

rsU��  

correspondants.  
 

2.B.4 Cas de la dimension 2 
 
Dans ce cas, on recherche les solutions sous la forme : 
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Dans ce cas les équations d’équilibre conduisent à un système 2x2. 
Le déterminant de l’équation du second degré est un polynôme bicarré. 
On a donc pour chaque couche 4 solutions et au total, on obtient un système de 4 N 
équations à 4N inconnues. 
Dans le cas de racines multiples, on procède exactement comme dans le cas de la 
dimension 3. 
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 Chapitre3. Approche «  couche équivalente » 
 

3.1 Généralités 
 

3.1.1 Ecriture de l’approximation 
 
On considère toujours un multicouche et on souhaite approcher le champ inconnu  par une 
expression globale ( en terme de grandeurs généralisées indépendantes) , sur l'épaisseur du 
multicouche et  qui assure la continuité de l’équation de transport aux interfaces . On introduit la 
forme : 
 

 

� � � �
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 (3.1) 

 
où �^ �`( ) , 0, 1j z j nf�M � • � � désignent des fonctions telles que  �^ �`2 11, , ( ), , ( )nfz z z� M � M���" forme un 

système libre dans �> �@1 0,hC et stable par dérivation. 

On impose 0

1

( ) 1

( )

z

z z

�M
�M

� �­
�®

� �¯
 

et  H désigne la fonction d’Heaviside définie par :  
( ) 1     si    0

( ) 0     si    0

H u u

H u u

� �t�­
�®

� ���¯
  et ( , 1)i iX ���'  et 

( , 1)i iX ���/  deux listes de fonctions de 1 2( , )x x . On pose   
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Dans les exemples, on a étudié les cas     
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cf aussi [TOU 88] 
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cf aussi [TOU 91] et [OSS 99] 
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Cette méthode d’approximation sera appliquée à un problème de conduction thermique et au 
calcul mécanique d’une plaque et sera appelée couche équivalente ou  CESL (Constrained 
Equivalent Single Layer). 
La méthode sera appelée CESL_3 dans le cas (3.3) , CESL_4 dans le cas (3.4) et CESL_SC 
dans le cas (3.5) .  
 
Dans le cas où l’on n’introduit pas de condition aux interfaces, la méthode revient à 
n’utiliser que la fonction   1 2( , , )X x x z��  qui conduit pour les multicouches au modèle de 

Naghdi ( [NAG 57]) lorsque la fonction 1 2( , , )X x x z��  est polynomiale en z. 
Dans ce cas la méthode est appelée ESL et notée respectivement ESL_3, ESL_4 et ESL_SC. 
 
Dans le cas du modèle ESL, on peut néanmoins imposer un saut de X aux interfaces ; dans ce cas, 
le saut sera relié à l’une des couches uniquement. 
 

3.1.2 Généralités sur la méthode 
 
La modélisation proposée utilise une fonction  continûment dérivable en z, à laquelle on adjoint la 
possibilité de présenter des sauts aux interfaces, ainsi  que des sauts pour la dérivée première par 
rapport à z. 
 
Avec les notations du Chapitre 1, on peut écrire : 
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On peut utiliser les propriétés de la fonction H , qui admet en tout point une limite à droite et une 
limite à gauche. Il en est de même pour sa dérivée. On a: 
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Dans le cas de la conduction thermique, nous imposons la continuité aux interfaces du flux 
normal, alors que pour le calcul mécanique, nous imposons la continuité des contraintes 
normales. 
Dans tous les cas, on est amené à utiliser une représentation des fonctions dans le plan �: , 
sauf  pour les problèmes de conduction thermique sans résistance de contact. 
 
Nous verrons, dans chacun de ces cas, que cela nous permet d’éliminer les ( , 1) ( , 1) et les i i i iX X� � � �� ' � /. 
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On obtient ( , 1) ( , 1) et les i i i iX X� � � �� ' � / comme des combinaisons linéaires de 

�^ �`1 2( , , ) , 0, 1jX x x j nf�W � • � ���  

 
Suivant l'étude effectuée les  problématiques sont un peu différentes car dans le cas de la 
conduction thermique, nous autorisons une discontinuité de température aux interfaces, alors que 
pour le problème mécanique, nous imposons toujours la continuité des déplacements. 
Nous expliciterons cette forme dans chacun des cas. 
 
 

3.1.3 Prise en compte des conditions aux limites 
 
Il faut également prendre en compte des conditions aux limites sur les faces inférieure et 
supérieure. 
 
Sur la couche inférieure, d'après (3.1) :  
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Et de même sur la couche supérieure : 
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On remplace alors 1 2( , , , )X x x h�W  et � � � �1 2( , , , )X x x h
z

�W
�w
�w

 dans les expressions des conditions aux 

limites ( 1.12) en thermique et (1.20) en thermomécanique. 
 
On a 2 relations entre les nf+2 fonctions inconnues 1 2( , , )jX x x�W�� .   

 
Si on appelle �^ �` �^ �`ˆ ˆ( ) , ( ) 0, , 1 , 1, ,i j i j nf j nf� • � � � •� " � ", les indices des fonctions que l’on 

conserve et �^ �` �^ �`( ) , ( ) 0, , 1 , 1,2i j i j nf j� • � � � •
� � � �

�" , les indices des fonctions éliminées, on peut 

écrire : 
 

2

ˆ ˆ1 2 1 2 1 2( ) ( )( ) ( )
1 1

( , , ) ( , ) ( , )
2 2

nf

i j i ji j i j
j j

h h
X x x z z X x x z X x x� M � M

�  �  

� § � · � § � ·�  � � � � � �� ¨ � ¸ � ¨ � ¸
� © � ¹ � © � ¹

� ¦ � ¦� � � �� � � � � � 
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Il reste ensuite à remplacer les 1 2( ) ( , )i jX x x����  par leur expression pour obtenir : 

 
2

( )ˆ ˆ1 2 1 2 1 2( )( ) ( )
1 1

ˆ( , , ) ( , ) ( , )
2 2

nf

i ji ji j i j
j j

h h
X x x z z X x x z X x x� M � M

�  �  

� § � · � § � ·�  � � � � � �� ¨ � ¸ � ¨ � ¸
� © � ¹ � © � ¹

� ¦ � ¦����
��� � � �

 
 
Il en résulte que pour chaque couche (k) on obtient une expression de la forme : 
 

2
( ) ( ) ( )

( )ˆ ˆ1 2 1 2 1 2( )( ) ( )
1 1

ˆ ˆ( , , , ) ( , ) ( , )
2 2

nf
k k k

i ji ji j i j
j j

h h
X x x z e z X x x z X x x�Z�W� W � M � M

�  �  

� § � ·� § � · � § � ·�  � � � � � �� ¨ � ¸� ¨ � ¸ � ¨ � ¸
� © � ¹ � © � ¹� © � ¹

� ¦ � ¦������  

 
où chaque � � � �( )

ˆ( )
ˆ k

i j
z�M est une fonction dépendant des conditions aux interfaces et des conditions aux 

limites et qui, sur l'intervalle �@ �>1,i iz z��  , sont éléments de  2 11, , ( ) , , ( )nfVect z z z� M � M���ª �º�¬ �¼�" . 

 
On obtient donc un modèle qui contient nf fonctions inconnues. 
 
Dans les exemples traités, on utilisera , dans le plan de la plaque, une décomposition en séries de 
Fourier. 

3.1.4 Ecriture des modèles couche équivalente 
 
On remplace dans (1.2), X par son expression  et on introduit la forme variationnelle . 
 
On choisit les fonctions �� ��ˆ3 ( )

ˆ( )
i j

X z z� G � M�  et on obtient ainsi un système de nf  équations  

à nf inconnues. Les modèles exigent ainsi peu d'inconnues à la différence des modèles 
"layerwise", mais sont , comme nous le montrerons, moins précis, et incapables de 
capturer les effets localisés, les inconnues généralisées étant globales ( concernent toute 
l'épaisseur du multicouche). 
 
Pour résoudre le problème, on doit utiliser un modèle de représentation dans le plan. 
Dans les exemples traités, on choisit une décomposition en séries de Fourier. 
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3.2 Application au calcul thermique 
 

3.2.1 Notations 
On recherche une solution approchée du  problème de la conduction sous la forme: 
 

� � � �
1 1

( , 1) ( , 1)
1 2 1 2 1 1

0 1

( , , , ) ( ) ( , , ) ( ) ( )
2

nf N
i i i i

j j i i
j i

h
T x x z e z T x x H z z T z z T�Z�W� W � M � W

�� ��
� � � �

� � � �
�  �  

� § � ·
�  � � � � � � � ˜ � ' � � � � � /� ¨ � ¸

� © � ¹
� ¦ � ¦��  

Pour prendre en compte la présence de résistances de contact aux interfaces, on est amené à 
utiliser une décomposition en séries de Fourier dans le plan. 
 

� � � �
1 1

( , 1) ( , 1)
1 2 _ 1 1

, 0 1

( , , , ) ( ) ( ) ( )
2

nf N
i i i i

rs j j rs i rs i rs
r s j i

h
T x x z e f z T H z z T z z T�Z�W� W � M

�� ��
� � � �

� � � �
�  �  

� § � ·
�  � � � � � � � ˜ � ' � � � � � /� ¨ � ¸

� © � ¹
� ¦ � ¦ � ¦��  

 
avec � � � ��� ��1 1 2 2rsf Sin r x Sin s x�  

 

On pose � � � �
1 1

( , 1) ( , 1)
_ 1 1

0 1

( ) ( ) ( ) ( )
2

nf N
i i i i

rs j j rs i rs i rs
j i

h
T z z T H z z T z z T�M

�� ��
� � � �

� � � �
�  �  

�  � � � � � � � ˜ � ' � � � � � /� ¦ � ¦� � � �   

et � � � �
1

_
0

( ) ( )
2

nf

rs j j rs
j

h
P z z T z�M

��

� 

�  � ��¦ ��  

On peut également introduire le vecteur ligne �� ��( )

1
1 1 0 0

T k

k N k
L

� � � �
� � " � ", et écrire : 

 

 

(1,2) (1,2)
2

( 1, ) ( 1, )

( ) ( )

( )

( )

( ) ( )
rs

N N N N
N rs

rs
Tk k

rs rs

rs

z z T T

z z T T

T z P z L
� � � �

� � � / � '

��

� � � / � '

� § � ·� § � ·� § � · � § � ·
� ¨ � ¸� ¨ � ¸� ¨ � ¸ � ¨ � ¸

�  � �� ¨ � ¸� ¨ � ¸� ¨ � ¸ � ¨ � ¸
� ¨ � ¸� ¨ � ¸ � ¨ � ¸� ¨ � ¸

� © � ¹ � © � ¹� © � ¹� © � ¹

� # � # (3.6) 

 
Il en résulte : 

         

(1,2)

( ) ( )

( 1, )

( ) ( )
rs

Tk k
rs rs

N N
rs

T

T z P z L

T ��

� § � ·� § � ·�/
� ¨ � ¸� ¨ � ¸� c � c�  � �� ¨ � ¸� ¨ � ¸
� ¨ � ¸� ¨ � ¸�/� © � ¹� © � ¹

�#  

3.2.2 Ecriture de la continuité aux interfaces 
Par définition de l’approximation, on peut avoir à l’interface une discontinuité due à la 
présence d’une résistance thermique. 
La composante normale du flux à l’ interface 1iz z ���  , doit être continue. 

On pose  � � � � � � � �( ) ( )
1 2 1 2 _

, 1

, ,k k
c rs c rs

r s

R x x f x x R
���f

� 

� �¦  

Les relations (1.29) nous conduisent à : 
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1
( ) ( , 1) ( 1) ( , 1)
33 1 33 1

1 1

1
( , 1) ( ) ( ) ( , 1)

_ 33 1
1

( ) ( )

( )

k k
k j j k j j

rs k rs rs k rs
j j

k
k k k k j j

rs c rs rs k rs
j

K P z T K P z T

R K P z T

��
� � � � � �

� � � �
�  �  

��
� � � �

��
� 

�­ � § � · � § � ·� c � c� � � / �  � � � /�° � ¨ � ¸ � ¨ � ¸
� ° � © � ¹ � © � ¹
�®

� § � ·�° �c� ' �  � � � /� ¨ � ¸�°
� © � ¹�¯

� ¦ � ¦

�¦
 (3.7) 

 
 
Ce système nous permet de déterminer les 2(N-1) fonctions inconnues ( , 1) ( , 1)( , )i i i i

rs rsT T� � � �� ' � / , en 

fonction  des résistances ( )i
cR et de P. 

 

 

( ) 1
( , 1) ( 1, )33

1( 1)
133

1
( , 1) ( ) ( ) ( , 1)

_ 33 1
1

1 '( )

'( )

k k
k k j j

rs rs k rsk
j

k
k k k k j j

rs c rs rs k rs
j

K
T P z T

K

T R K P z T

��
� � � �

����
� 

��
� � � �

��
� 

�­ � § � ·� § � ·
� / �  � � � � � /�° � ¨ � ¸� ¨ � ¸

� © � ¹�° � © � ¹
�®

� § � ·�° � ' �  � � � /� ¨ � ¸�°
� © � ¹�¯

�¦

�¦

 (3.8) 

 
Ces relations nous permettent de calculer �� ��( , 1) ( , 1),k k k k

rs rsT T� � � �� ' � / en fonction des précédents. 

 

Posons � ^ � `
( )

( ) 33
( 1)
33

1        , 1, 1
k

k
k

K
k N

K
�N ��

� § � ·
�  � � � • � �� ¨ � ¸

� © � ¹
, on peut alors écrire : 

(1,2) (1)
2

(2) (2,3) (2)
3

( 1) ( 1) ( 1, ) ( 1)

'( )1 0 0

'( )1 0

0

'( )1

rsrs

rsrs

N N N N N
rs Nrs

P zT
P zT

P zT

�N
�N �N

� N � N �N� � � ��� ��

� § � ·� § � ·�/ � § � ·� § � ·
� ¨ � ¸� ¨ � ¸� ¨ � ¸� ¨ � ¸�/� ¨ � ¸� ¨ � ¸� ¨ � ¸� ¨ � ¸� 
� ¨ � ¸� ¨ � ¸� ¨ � ¸� ¨ � ¸
� ¨ � ¸� ¨ � ¸� ¨ � ¸� ¨ � ¸� ¨ � ¸� ¨ � ¸� ¨ � ¸� ¨ � ¸�/� © � ¹� © � ¹� © � ¹� © � ¹

�"

�"

�#� # � " � %�#

�"

 

 
Cette matrice est triangulaire inférieure et ne comporte que des 1 sur la diagonale, donc elle est  
toujours inversible, on peut ainsi calculer les ( , 1)k k

rsT ���/ . 
 

On a 
1

1

( )
nf

j
rs k j rs

j

P z T�M
��

� 

�c �c� �¦ ��  ( car 0 ( ) 0z�M�c �   ), que l’on peut écrire : 

 

2 0_

2 2 1 2
3 1_

1_
2 1

0 0 0
'( )

1 ( ) ( )'( ) 2 2

'( )
1 ( ) ( )

2 2

rs rs

nf
rs rs

rs N nf rs
N nf N

P z Th h
z zP z T

P z Th h
z z

� M � M

� M � M

��

��
��

� § � ·
� ¨ � ¸� § � ·� § � ·
� ¨ � ¸� ¨ � ¸� c � c� � � �� ¨ � ¸
� ¨ � ¸� ¨ � ¸� ¨ � ¸� � ¨ � ¸� ¨ � ¸� ¨ � ¸
� ¨ � ¸� ¨ � ¸� ¨ � ¸ � ¨ � ¸� ¨ � ¸� © � ¹ � © � ¹� c � c� � � �� ¨ � ¸
� © � ¹

�"
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�" ��

�# �#� # � # � " � #
��

�"

 

 
En posant : 
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1 (1)

(2) (2) 2 2 1 2

( 1) ( 1) ( 1)

2 1

0 0 0
1 0 0

1 ( ) ( )1 0 2 2 ,
0

1
1 ( ) ( )

2 2

nf

N N N

N nf N

h h
z z

M T

h h
z z

�N
� M � M�N �N

� N � N�N � M � M

��

��

� � � ���
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� § � ·
� ¨ � ¸� § � ·� § � ·
� ¨ � ¸� c � c� ¨ � ¸� � � �� ¨ � ¸
� ¨ � ¸� ¨ � ¸� ¨ � ¸� / �  � ¨ � ¸� ¨ � ¸� ¨ � ¸
� ¨ � ¸� ¨ � ¸� ¨ � ¸� ¨ � ¸� ¨ � ¸� © � ¹� © � ¹� c � c� � � �� ¨ � ¸
� © � ¹

�"
�"

�"�"

� # � " � % � # � # � " � #

�"
�"

  
on obtient une matriceM T�/  à N-1  lignes et nf+2 colonnes, et on peut écrire : 

 
(1,2)

0_

(2,3)
1_

( 1, )
1_

rsrs

rsrs

N N
nf rsrs

TT

TT
M T

TT ��
��

� § � ·� § � ·�/
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�/ � ¨ � ¸� ¨ � ¸�  � /� ¨ � ¸� ¨ � ¸
� ¨ � ¸� ¨ � ¸� ¨ � ¸� ¨ � ¸�/� © � ¹� © � ¹

��

��

�#�#
��

 

 
Il en résulte que grâce à la continuité de la composante normale du flux, on peut 
exprimer les ( , 1)k k

rsT ���/ , en fonction des �^ �`_   , 1, 1j rsT j nf�• ���� . 

 
De même :  
 

(1) (1)(1,2) (1,2)
233 _

(2) (2)(2,3) (2,3)
333 _

( 1) ( 1)( 1, ) ( 1
33 _

'( ) 1 0 0

'( ) 1 1 0
*

'( ) 1 1 1

rsc rsrs rs

rsc rsrs rs

N NN N N
rs Nc rsrs rs

P zK RT T
P zK RT T

P zK RT T� � � ��� ��
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� § � ·� § � ·
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� ¨ � ¸� ¨ � ¸
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On peut donc , en substituant , exprimer les ( , 1)k k

rsT ���'  en fonction des 

�^ �`_ 1 2( , )   , 1, 1j rsT x x j nf� • � ���  

 
On obtient : 

 

( , 1)
_

( , 1)
_

k k
j rs

k k
rs rs j rs

T M T T

T M T T

��

��

� / �  � /

� ' �  � '

��

��  (3.9) 

 
M T�/  et rsM T�'  sont deux matrices de N-1 lignes et nf +2colonnes. 

 
En remplaçant dans (3.6) , on obtient : 
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On peut définir les fonctions : 
�^ �`(1)

_ ( ) ( ) , 0, 1i rs iz z i nf� M � M�  � � � • � ���

 � ^ � ` � ^ � `
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1
( )
_ 1

1

( ) ( )
2,
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2 2

k
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k
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i rs i rs j rs
ji jij

z z
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z z M T z z M T i nf
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  On obtient alors la relation :    
1

( ) ( )
_ _

0

( )
2

nf
k k

rs i rs i rs
i

h
T z z T�M

��

� 

� § � ·�  � �� ¨ � ¸
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En utilisant       ( )
3 1 2

, 1

( , , , ) ( )k
rs rs

r s

q x x z e f q z�Z�W�W
���f

� 

� �¦ , on en déduit: 
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33 _ _
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 Prise en compte des conditions aux limites  
 
On utilise la décomposition en série de Fourier des conditions aux limites (1.12): 
 

� ^ � `( ) ( )

_ _ _ 0 , ,
k k

rs rs rs rs rsE T F q G b t� J � J

� J � J � J
�J� * � *

� * � * � *� � � � �  � • 

On obtient deux relations : 
 

� ^ � `
1 1

( ) ( ) ( )
_ _ _ _ 33 _ _ _

0 0

0 , ,
2 2

nf nf
k k k

rs i rs i rs rs i rs i rs rs
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E z T F K z T G b t� J � J
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Les fonctions  i�M formant un système libre, les fonctions (1)

_i rs�M��  et ( )
_
N

i rs�M��  ne peuvent pas constituer 

un système lié. On peut exprimer deux des _i rsT��  en fonction des autres. 

Posons � � � � � ^ � `_ˆ_ ( ) _
1

, 1,2
nf

l
l rsji l rs i j rs

j

T M T TB l�E
� 

�  � � � •�¦��� � � �,où �^ �`1, ,ˆ( ) , nfi j j �• �"  désigne les indices des 

paramètres conservés et �� �� �^ �`1,2,i l l �•
��

,les indices de ceux qui sont remplacés. 
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On pose 
2

( ) ( ) ( )
ˆ_ ( ) _( ) _

1

ˆ ( ) ( ) ( )k k l k
j rs j i l rsi j rs

l

z z M z�E� M � M � M
� 

�  � ��¦ ��� � � �  et  
( ) ( )
_ ( ) _( ) ( )
k k

l rs i l rsz z� M � M� ���� . 

On peut également introduire une écriture matricielle, en posant : 
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rsMP  est une matrice de permutation. 

 
En remplaçant, on obtient  
 

2 ( )( ) ( )
_ˆ __ ( )_

1 1
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kk k

l rsl rsrs j rs i j rs
j l

h h
T z z T z TB� M � M
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on en déduit: 
 

 � � � �
( )( ) ( ) ( ) ( )
kTk k

rs rsrs rsesl eslc cT z MT z T BT z�  � ��s�t  (3.10) 

 

� � � �( )T k
rseslcMT z    est une matrice ligne comportant nf termes. 

 
 

3.2.3 Forme variationnelle de l’équation de conduction de la chaleur 
 
On utilise la forme variationnelle (1.37) , en posant  

� � � �*( ) ( ) * ( ) *
_ _

1

ˆ
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rs j rs j rs rs rs
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T z T MT z T�M
� 

� § � ·�  � � �  � ¨ � ¸
� © � ¹

�¦ ��  

 
On  peut alors écrire dans ( 1.37) les expressions  sous forme matricielle 
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On pose 
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Il suffit donc de remplacer pour obtenir : 
 

�� �� **T
rs rsrs rs rsESL ESLC CT MTR T BLTR BTN� � �  �s�t      (3.11) 

 
On se ramène à un système  de nf équations à nf inconnues. 
Ce modèle a été soumis pour publication à une revue ( [BLA 05c]). 
 

3.3 Application en thermoelasticité 
 
 

On se place dans le cas où la température peut s’écrire sous forme  

( )
1 2 3

1 , 1

( , , , ) ( )
N

k
rs rs

i r s

T x x x e f T z�Z�W�W
���f

�  �  

� � ¦ � ¦  

C’est la forme que nous avons obtenue , par exemple dans le paragraphe précédent. 

3.3.1Notations 
 

On notera 3

1 0 0

0 1 0

0 0 1

I
� § � ·
� ¨ � ¸� � ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� © � ¹

  ,  3

0 0 0

0 0 0 0

0 0 0

� § � ·
� ¨ � ¸� � ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� © � ¹

et  

�� ��0 3 1 3( ) ( ) ( )T
nfL z z I z I� M � M � M��� �"   .  

 
On cherche alors le déplacement U  sous la forme : 
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où  
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� � � �� � � �� � � ��� ��( )
3 2 3 1 3 3 30 0

T k
kL z z z I z z I���  � � � �� " � " 

On peut donc en déduire, en utilisant l’unicité de la décomposition en série de Fourier : 
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 � � � �( ) ( )
3( )

2
TTk k

rs rs rs

h
U z L z U L z U�M� § � ·�  � � � � � /� ¨ � ¸

� © � ¹
��  (3.12) 

 
 
On en déduit : 
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h
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3.3.2 Ecriture de la continuité aux interfaces 
 

Par définition de l’approximation, la continuité des déplacements aux interfaces est 
vérifiée. 
Il reste à écrire la continuité des contraintes normales à l’ interface 1kz z ���   
 
La première étape consiste à calculer , le vecteur des contraintes normales . 
 
On utilise la relation (1.42) , on en déduit : 
 

 ( ) ( ) ( ) ( )
_ ( ) ( ) ( ) ( ) ,

T Tk k k k
rs rsn rs rs rs rsz MU z U M z U STL z�V �  � � � / � / � ���  (3.13) 

 

avec  ( ) ( ) ( )
0_ 1_( )

2 2
T T Tk k k

rs rs rs

h h
MU z S L z S L z� M � M� § � · � § � ·�c�  � � � � � �� ¨ � ¸ � ¨ � ¸

� © � ¹ � © � ¹
  et 

          � � � � � � � �( ) ( ) ( )
0_ 3 1_ 3( )

T T Tk k k
rs rs rsM z S L z S L z�c� / �  � � 

Ce système nous permet de déterminer les (N-1) vecteurs inconnus ( , 1)( )i i
rsU ���/ , en écrivant les 

relations : ( ) ( 1)
_ 1 _ 1( ) ( )k k

n rs k n rs kz z� V � V� � � � � �
� � � �� , qui se traduisent par : 
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Ce qui nous conduit au système : 
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L’ensemble de ces N-1 équations s’écrit : 
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Remarque: l' hypermatrice 1rsM  est triangulaire inférieure . 

 
Le système à résoudre introduit des fonctions analogues à celles définies dans le problème 
thermique. On obtient une expression de la forme : rs rs rs rsU MS U UT� / �  � ��� . 

 
Il suffit ensuite de remplacer dans (3.12) .On obtient au final une expression de la forme : 
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 (3.14) 

  
 
où chaque élément  de ( )

_
k

i rs�M��  est un élément de 2 11, , ( ) , , ( )nfVect z z z� M � M���ª �º�¬ �¼�" .  

Dans le cas où l’on choisit pour la température la même forme d’approximation, chaque 
composante de ( ) ( )k

rsTUL z  est également un élément de 2 11, , ( ) , , ( )nfVect z z z� M � M���ª �º�¬ �¼�"  

 
On introduit la notation:  

 � � � �( ) ( ) ( )( ) ( )
Tk k k

rs rs rs rsU z M z U TUL z�M�  � �����  (3.15) 
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3.3.3 Ecriture des conditions aux limites 
 

Les conditions aux limites sur les faces inférieure et supérieure nous fournissent 6 équations 
entre les 3(nf+2) inconnues. 

On pose 
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 où rsMP   désigne une matrice de permutation,rsU�s�u�t  les 

composantes des déplacements inconnus et, rsU les composantes de déplacement que l’on 
exprime en fonctions des conditions aux limites. 

 
 

On peut reporter dans  (3.15) , pour écrire : 
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  où  
( )k
rsUB  prend en compte les conditions aux limites 

et chaque élément de 
( )k

rs�M�s�t  est un vecteur à trois composantes qui s’exprime en fonction des  

termes de ( )
_
k

i rs�M��  et de la matrice des permutations. 

 

On peut écrire finalement: � � � � � � � � � � � �
( ) ( )( )k kk
rs rs rsrscesl ceslU z MU z U BU z�  � ��s�u�t . 

3.3.4 Ecriture de la formulation variationnelle 
 

Dans les exemples étudiés on impose sur les faces inférieure et supérieure des conditions aux 
limites portant sur les contraintes normales. 
Il reste donc à écrire la formulation variationnelle (1.43) ,  en utilisant 

                       
1 ( )*( ) *

_
0
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nf kk

i rsrs i
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U I z U�M
��

� 

� �¦ �s�t . 

On obtient un système de 3(nf) équations à 3(nf) inconnues qui est de la forme : 
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Cette matrice est une matrice carrée de dimension 3nf x3nf 
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rsESLCBLUR  est un vecteur de 3nf  composantes. 

 
On se ramène donc à résoudre un système de 3nf équations à 3nf inconnues. 

 
 3.4 Cas des modèles ESL 
 

Dans ce cas, ( )
_ _
k

i rs i rs�M �M� �� . 

On applique exactement la même procédure de calcul, en posant  
 

en thermique : �� ��
( , 1)

( , 1) ( ) ( )
_ 33 1

0

( )

k k
rs

k k k k
rs c rs rs kR K P z

��

��
��

�­� / �  �°
�® �c� ' �  �°�¯

 

 
en thermoélasticité  0rsU�/ �  

 
Il suffit ensuite, de prendre en compte les conditions aux limites exactement comme décrit 
précédemment. 
Un exemple a été traité en thermique (cf 5.1.1.2). 
 
Il faut noter que l’approche couche équivalente non contrainte est couramment utilisée dans les 
codes de calcul par éléments finis qui proposent en thermique des éléments multicouches, et qui 
utilisent dans l’épaisseur un polynôme de degré q. 
 
Cette méthode n'a pas été implémentée pour les problèmes de mécanique et de 
thermomécanique. 
En effet, les modèles du type ESL ne s'avèrent pas capables de capter l'ensemble des effets dans 
l'épaisseur auxquels le champ de température et le flux sont particulièrement sensibles. 
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 Chapitre4. Modèles couches discrètes 
 
 
 
 

4.1 Généralités sur l’approche couches discrètes 
Les modèles appelés « couches discrètes » consistent à utiliser dans chacune des couches , une 
approximation locale sur l'épaisseur de chaque couche, à laquelle nous imposons des conditions de 
raccordement aux interfaces. 
 
Nous avons choisi d’utiliser des polynômes de degré 2, du type polynômes de Lagrange. On aurait 
pu, par exemple, utiliser des fonctions trigonométriques. Ce choix a été fait pour permettre une 
comparaison avec les modèles numériques utilisés dans les méthodes éléments finis.  
Nous poserons, dans tout ce chapitre : 
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On considère sur la couche (k) une approximation de la forme : 
 

� � � �� � � �� � � �( ) ( ) ( )
1 2 1 2

, ,

, , , , ,k k k
l l
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 . 

 
On pose dans la suite ( )

1
k

k kh z z���  � �. 
Le choix des polynômes de Lagrange nous permet d’écrire : 
 

� � � � � � � �( ) ( )
1 2 1 1 2, , , , ,k k

k tX x x z X x x� W � W�� �  
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1 2 1 1 2, , , , ,k k

k bX x x z X x x� W � W� � � �
�� �  

 
On pourra utiliser, comme dans les modèles précédents, une décomposition en séries de Fourier 
dans le plan de la couche. 
 
Cas de la thermique 
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Cas de la thermomécanique 
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4.2 Modèle DL 

4.2.1 Généralités 
 
Le modèle couche discrète ( noté DL pour Discrete Layer ou layerwise) impose un 
raccordement des � � � �( )

1 2, , ,kX x x z�W  à l’ordre 0 aux interfaces et donc ne vérifie pas les 

équations de transport aux interfaces, cas de l'immense majorité des éléments finis solides ( 
2D et 3D) dans les codes de calcul standards. 
 
On va écrire une condition du type : 

� � � � � � � �( 1) ( ) ( , 1)
1 2 1 1 2 1, , , , , ,k k k k

k kX x x z X x x z� W � W� � � �
� � � �� � �  � ' 

Le nombre de fonctions ( ou vecteurs) inconnus pour représenter le modèle est donc 
 3N-( N-1)=2 N +1 
 
On utilisera ensuite une formulation variationnelle, pour déterminer l’approximation. 
 

Les formes variationnelles nous conduisent à calculer les dérivées �� ��( )k
lp �[�c . On a : 
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d
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dz h
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On notera � � � � � � � �( ) ( )k k
l lp z p �[� . 

 
Remarque : le modèle DL est tout à fait comparable, pour ce qui concerne son traitement 
dans l'épaisseur, aux approximations que l’on emploie dans les méthodes de calcul par 
éléments finis solides, lorsque l’on  utilise un élément de degré 2 dans l’épaisseur de chacune 
des couches. 

4.2.2 Application en thermique 
On utilise une écriture de la forme : 
 

 ( ) ( ) ( )
_

, ,

( ) ( )k k k
rs l l rs

l b m t

T z p z T
� 

� �¦  (4.1) 

( cf [BLA 05-b]) 
 



   

  
 
 Chapitre 4 77 
   
  

A l’interface, on écrit, en introduisant une possible discontinuité, à cause de la présence d'une 
résistance thermique de contact : ( 1) ( ) ( , 1)

1 1( ) ( )k k k k
rs k rs k rsT z T z�� ��

� � � ��  � � � ' 
 
On en déduit ( 1) ( ) ( , 1)

_ _
k k k k

b rs t rs rsT T� � � ��  � � � ' 

(N)

(j)

(j+1)

(j-1)

(1)
z1

z2

zj

zj-1

zN

zN+1

zj+1

zj+2

(N+1)

Tb

(N)

Tb

(j+1)

Tb

(j)

Tb

(j-1)

Tb

(2)

Tb

(1)

Tb

(N+1)

Tm

(j+2)

Tb
(j+1)

Tm

( j )

Tm

( j-1 )

Tm

(1)

Tm

 

    Figure 4.1 

 
 
On calculera, par exemple ( , 1)k k

rs
���'  en fonction du flux de la face inférieure 

� � � � � � � �
( )

( , 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )33
33 1 _ _ _( )

4 3
k

k k k k k k k k k
rs c rs k c b rs m rs t rsk

K
R K T z R T T T

h
��

��
�c� ' �  �  � � � � 

On en déduit ( )
_
k

t rsT  en fonction de ( )
_
k

b rsT , ( )
_
k

m rsT  et ( 1)
_
k

b rsT �� . On va donc pouvoir éliminer les 

�^ �`( )
_ , 1, 1k

t rsT k N� • � �. Par convention, on pose ( 1) ( )
_ _
N N

b rs t rsT T�� �  

 

� � � �
( ) ( )

( ) ( ) ( 1) ( ) ( ) ( )33 33
_ _ _ _( ) ( )1 3 4

k k
k k k k k k

t rs c b rs c b rs m rsk k

K K
T R T R T T

h h
��� § � ·

� � �  � � � �� ¨ � ¸
� © � ¹

 

On en déduit : 

� � � �
( )

( 1) ( ) ( ) ( )33
_ _ _( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
_ _ ( )

( ) 33
( )

4
( ) ( ) ( ) ( )

1 3

k
k k k k

b rs c b rs m rsk
k k k k k k

rs b b rs m m rs tk
k

c k

K
T R T T

hT z p z T p z T p z
K

R
h

�� � � � �
�  � � � �

��
 

que l’on peut écrire sous forme matricielle : 
 



 
78 

 

( )

(1)
( ) _

( ) 33 (1)
( ) _( ) ( )

(2( )
_( ) ( ) 33

( )

( )

( )
( ) 33

( )

0

2( 1) termes nuls

0

( )

4
( ) ( )

( ) 1 3

( )

1 3

0

2( - )termes nuls

0

T

k
b

k b rs
k

c k m rsk k
m tk

b rsk k
rs c k

k
t

k
k

c k

k

p z
T

K
R Thp z p z

TK
T z R

h
p z

K
R

h

N k

� § � ·
� ¨ � ¸��� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸��
� ¨ � ¸

� ��� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸��
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� © � ¹

)

( )
_

( 1)
_

N
m rs
N

b rs

T

T ��

� § � ·
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� © � ¹

  (4.2) 

 
 
Remarque : on peut prendre en compte les conditions aux limites sur les faces inférieure et 
supérieure très simplement. 
 
En effet : (1) (1) ( ) ( 1)

_ _(0) , ( )N N
rs b rs rs b rsT T T h T ���  �    et   

� � � �

� � � �

(1) (1) (1) (1) (2)
3_ 33 _ _ _(1)

( ) ( ) ( ) ( ) ( 1)
3_ 33 _ _ _( )

1
(0) 3 4

1
( ) 3 4

rs b rs m rs b rs

N N N N N
rs b rs m rs b rsN

q K T T T
h

q h K T T T
h

��

� § � ·�  � � � � � � � �� ¨ � ¸
� © � ¹

� § � ·�  � � � � � �� ¨ � ¸
� © � ¹

 

 
Les conditions aux limites ( 1.36) s'écrivent alors: 
 

 
1 (1) 2 (1) 3 (1) 0

_ _ _ _ _ _ _
1 ( ) 2 ( ) 3 ( ) 0
_ _ _ _ _ _ _

b rs b rs b rs m rs b rs t rs b rs
N N N

t rs b rs t rs m rs t rs t rs t rs

g T g T g T g

g T g T g T g

�­ � � � � �  �°
�®

� � � � �  �°�¯
 (4.3) 

 
Les conditions aux limites homogènes associées s'écrivent: 
 

 
1 (1) 2 (1) 3 (1)

_ _ _ _ _ _
1 ( ) 2 ( ) 3 ( )
_ _ _ _ _ _

0

0
b rs b rs b rs m rs b rs t rs

N N N
t rs b rs t rs m rs t rs t rs

g T g T g T

g T g T g T

�­ � � � � �  �°
�®

� � � � �  �°�¯
 (4.4) 

 
On peut donc éliminer , par exemple (1)

_b rsT  et ( 1)
_
N

b rsT ��  et on peut alors écrire : 
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(1)
_

(1) (1)
_ _

(2) (2)
_ _

( ) ( )
_ _

( 1)
_

b rs

m rs m rs

b rs b rs
rs rs

N N
m rs m rs
N

b rs

T

T T

T T
MT BT

T T

T ��

� § � ·
� ¨ � ¸

� § � ·� ¨ � ¸� ¨ � ¸� ¨ � ¸� ¨ � ¸� ¨ � ¸ �  � �� ¨ � ¸� ¨ � ¸� ¨ � ¸� ¨ � ¸� ¨ � ¸
� © � ¹� ¨ � ¸

� ¨ � ¸
� © � ¹

�#
  .On pose  

(1)
_

(2)
_

( )
_

m rs

b rs
rs

N
m rs

T

T
T

T

� § � ·
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸� � ¨ � ¸
� ¨ � ¸� ¨ � ¸
� © � ¹

�s�t
�#

 

 
En remplaçant  dans (4.2), on obtient : 
 

� � � �( )( ) ( )( ) ( ) ( )
kk k

rs rsrs rsdl dlT z MT z T BT z�  � ��s�t  

 
Pour exploiter la forme variationnelle réduite (1.37), on choisit 
 

*( ) ( ) *( ) ( ) *( ) ( ) *( 1)
_ _ _( ) ( ) ( ) ( )k k k k k k k

rs b b rs m m rs t b rsT z p z T p z T p z T ���  � � � � 

 

On a � � � �*
*( ) *( )( ) ( )k k

rsrs rsdlT z MT z T� �s�t  

 
On obtient alors : 
 

1

*( ) ( )

( )

*( ) ( )
1

( ) ( )
d

( ) ( )

k

k

T k k
N rs rsz k

rs rsz k k
k rs rs

dl dl

DL
dl dl

MT z MT z
MTR MTR z

MT z MT z

��

� 

� § � ·� § � · � § � ·
� ¨ � ¸� ¨ � ¸ � ¨ � ¸� � ¨ � ¸� ¨ � ¸ � ¨ � ¸� c � c� ¨ � ¸ � ¨ � ¸� ¨ � ¸� © � ¹ � © � ¹� © � ¹

�¦ �³  

 

� � � �

� � � �

1

*( ) ( )

( ) ( )

( )*( )
1

( )
d

( )

k

k

T k k
N rs rsz k k

rs rs rskz k
k rs rs

dl

DL
dl

MT z BTdl z
BLTR MTR LTR z

MT z BTdl z

��

� 

� § � ·� § � ·� § � ·� § � ·� ¨ � ¸� ¨ � ¸� ¨ � ¸� ¨ � ¸�  � �� ¨ � ¸� ¨ � ¸� ¨ � ¸� ¨ � ¸�c�c � ¨ � ¸� ¨ � ¸� ¨ � ¸� © � ¹� © � ¹� © � ¹� © � ¹

�¦ �³  

 
On obtient le système de (2N-1) équations à (2N-1)  inconnues : 
 

�� �� **T
rs rsrs rs rsDL DLT MTR T BLTR BTN� � �  �s�t  

 
Le modèle DL a été testé sur des problèmes simples et donne des résultats satisfaisants 
concernant le champ de températures. 
Pour un modèle comportant N couches, on aura 2N-1 degrés de liberté . 
 

On se ramène donc à résoudre un système de 2N-1 équations à 2N-1 inconnues. 
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4.2.3 Application en thermoélasticité 
 

 ( ) ( ) ( )
_

, ,

( ) ( )k k k
rs l l rs

l b m t

U z p z U
� 

� �¦  (4.5) 

Dans ce cas on impose toujours la continuité des déplacements, on a donc :( ) ( 1)
_ _
k k

t rs b rsU U ���  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( 1)

_ _ _( ) ( ) ( ) ( )k k k k k k k
rs b b rs m m rs t b rsU z p z U p z U p z U ���  � � � � 

 
On doit prendre en compte les conditions aux limites. 
Pour cela, on peut écrire : 
 

(1) (1) ( ) ( 1)
_ _(0) , ( )N N

rs b rs rs b rsU U U h U ���  �    

 
et en utilisant les relations (1.42) 
 

� � � �
� � � �

(1) (1) (1) (1) (1) (1) (2) (1)
_ (0) _ (1) _ _ _(1)

( ) ( ) ( 1) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( )
_ (0) _ (1) _ _ _( )

1
(0) 3 4

1
( ) 3 4

n rs rs b rs rs b rs m rs b rs rs

N N N N N N N N
n rs rs b rs rs b rs m rs b rs rsN

S U S U U U STL
h

h S U S U U U STL
h

�V

�V � � � �

�  � � � � � � � � � �

�  � � � � � � � �
 

 
L’écriture des conditions aux limites nous fournit 6 relations entre les 18 inconnues 

(1)
_b rsU , (1)

_m rsU , (2)
_b rsU , ( )

_
N

b rsU , ( )
_
N

m rsU  et ( 1)
_
N

b rsU �� . 

 
On peut éliminer par exemple (1)

_b rsU  et ( 1)
_
N

b rsU �� . 

(1)
_

(1) (1)
_ _

(2) (2)
_ _

( ) ( )
_ _

( 1)
_

b rs

m rs m rs

b rs b rs

rs rs

N N
m rs m rs

N
b rs

U

U U

U U
MU BU

U U

U ��

� § � ·
� ¨ � ¸

� § � ·� ¨ � ¸
� ¨ � ¸� ¨ � ¸
� ¨ � ¸� ¨ � ¸

�  � �� ¨ � ¸� ¨ � ¸
� ¨ � ¸� ¨ � ¸
� ¨ � ¸� ¨ � ¸� ¨ � ¸
� © � ¹� ¨ � ¸

� ¨ � ¸
� © � ¹

�#
 

 
On reporte dans (4.5) ;on obtiendra une relation de la forme : 

�� ��

(1)
_

(2)
( )_( ) ( )

( )
_

( ) ( ) ( )

m rs

T kb rsk k
rsrs rs

N
m rs

DL DL

U

U
U z MU z BU z

U

� § � ·
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸

�  � �� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸� ¨ � ¸
� © � ¹

�#
 , en utilisant une notation hypermatricielle. 

 Chaque terme de � � � �( )k
rsDLMU z est un polynôme de degré 2 . 

( )
( )

k
rsDLBU z  provient de la prise en compte des conditions aux limites. 

 



   

  
 
 Chapitre 4 81 
   
  

On utilise cette expression pour remplacer dans la forme variationnelle réduite (1.43). 
 

4.3 Modèle CDL 

4.3.1 Généralités 
Les modèles CDL ( Constrained Discrete Layer), vont être construits de façon à assurer aux 
interfaces les équations de transport, [TOU 02] et [OSS 04]. 
Ils sont basés sur le modèle DL. En chacune des interfaces on impose les conditions de 
raccordement déjà utilisées dans le modèle CESL ( couche équivalente contrainte). 

4.3.2 Application en thermique 
 

On utilise l’approximation  (4.1) du champ de température dans chaque couche, et on écrit la 
continuité aux interfaces (1.29), ( cf [BLA 05-b]). 
On obtient alors les 2(N-1) relations : 
 

( 1) ( ) ( , 1)
_ _

( ) ( ) ( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
33 _ _ _ 33 _ _ _( ) ( 1)

2 2
. .( 4. 3. ) . .( 3. 4. )

k k k k
b rs t rs rs

k k k k k k k k
b rs m rs t rs b rs m rs t rsk k

T T T

K T T T K T T T
h h

� � � �

� � � � � � � � � �
��

� ª � º�  � � � '� ¬ � ¼�­
�®
�¯ � � � � � � �  � � � � � � � �

 

 

avec 
( )

( , 1) ( ) ( ) ( ) ( 1)33
_ _ _( ). .( 4. 3. )

k
k k k k k k

rs rs b rs m rs t rsk

K
T R T T T

h
� � � �� ª � º� ' �  � � � �� ¬ � ¼  

On doit donc résoudre le système : 
 

 

( )
( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( 1)33
_ _ _ _ _( )

( ) ( ) ( ) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
33 _ _ _ 33 _ _ _( ) ( 1)

. .( 4. 3. )

2 2
. .( 4. 3. ) . .( 3. 4. )

k
k k k k k k

b rs t rs rs b rs m rs t rsk

k k k k k k k k
b rs m rs t rs b rs m rs t rsk k

K
T T R T T T

h

K T T T K T T T
h h

� � � �

� � � � � � � � � �
��

�­
�  � � � � � ��°�°

�®
�°� � � � � � �  � � � � � � � �
�°�¯

 (4.6) 

 
Ce système est un système à 3N inconnues et comporte 2(N-1) relations. 
Ce système est un système bande puisqu’il relie les 3 inconnues de la couche (k) aux 3 
inconnues de la couche (k +1). 
 
Il faut également prendre en compte les conditions imposées sur les faces inférieure et 
supérieure, comme dans la méthode DL.  
 
On peut alors résoudre le système regroupant les relations (4.6) et (4.3) . 
On obtient une expression de la forme : 
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(1)
_

(1)(1)
__

( )( )
__

( )
_

1 1
rs rs

b rs

m rst rs

C C
NN

m rsb rs
N

t rs

T

TT

MT BT

TT

T

� § � ·
� ¨ � ¸

� § � ·� ¨ � �̧ ¨ � ¸� ¨ � ¸�  � �� ¨ � ¸� ¨ � �̧ ¨ � ¸� ¨ � �̧ © � ¹
� ¨ � ¸
� © � ¹

�#�#  (4.7) 

Cette écriture montre clairement que les inconnues ( températures généralisées) sont les valeurs au 
milieu des couches ( cf   Fig 4.1 ) 

soit,

(1)
_

(1)
_

(1)(1)
__

( )( )
__

( )
_

( )
_

2 2

b rs

m rs
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N
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N
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T

T
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MT BT
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T
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� ¨ � ¸
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De plus   

(1)
_

(1)
_

(1)(1)
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( )( )
__

( )
_

( )
_

2

b rs

m rs

m rst rs

rs
NN

m rsb rs
N

m rs
N

t rs

c

T

T

TT
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TT

T

T

� § � ·
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸� § � ·
� ¨ � ¸� ¨ � ¸

� � ¨ � ¸� ¨ � ¸
� ¨ � ¸� ¨ � ¸

� © � ¹� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� © � ¹

�#�#  est la solution du problème homogène constitué 

des équations (4.6) et (4.4) . 
 

En remplaçant dans (4.1) , on obtient : 
 

 

( ) (1)
1_ _

( )( )

( ) ( )
_ _

( )

( ) ( )

( )

T k
rs m rs

kk
rsrs

k N
N rs m rs

cdl

cdl

cdl

PT z T

T z BT z

PT z T

� § � · � § � ·
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�  � �� ¨ � ¸ � ¨ � ¸
� ¨ � ¸ � ¨ � ¸
� © � ¹ � © � ¹

� # � # (4.8) 

On peut poser 

( )
1_

( )

( )
_

( )

( )

T k
rs

k
rs

k
N rs

cdl

cdl

PT z

MTcdl

PT z

� § � ·
� ¨ � ¸
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� ¨ � ¸
� © � ¹

�#  de telle sorte que l’on puisse écrire : 

(1)
_

( )( ) ( )

( )
_

( ) ( ) ( )
m rs

kk k
rsrs rs

N
m rs

cdl

T

T z MTcdl z BT z

T

� § � ·
� ¨ � ¸

�  � �� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
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Remarque : chacune des fonctions �^ �`( )

_ ( ) , 1, ,k
j rscdlPT z k N�• �" est une combinaison de 

polynômes de degré 2 sur l’ intervalle �@ �>1,k kz z ��  et satisfait à des conditions de raccordement aux 

interfaces. 
On est donc en présence de fonctions qui sont des beta-splines de degré 2. 
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Si, par exemple, on découpe un barreau homogène en trois éléments, avec T imposée en 0 et un flux 
imposé en h, alors les trois fonctions de base sont de la forme : 
 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 
0.2 0.4 0.6 0.8 1

-0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 
0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

 

�^ �`(1) ( 2) (3)

1_11 1_11 1_11
, ,cdl cdl cdlPT PT PT  �^ �`(1) (2) (3)

2 _11 2 _11 2 _11, ,cdl cdl cdlPT PT PT  �^ �`(1) (2) (3)
3_11 3_11 3_11, ,cdl cdl cdlPT PT PT  

 
 
Ecriture de la forme variationnelle : 
 

On choisit 

*(1)
_

*( ) ( )

*( )
_

( ) ( )
m rs

k k
rs rs

N
m rs

T

T z MTcdl z

T

� § � ·
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Il suffit de remplacer dans (1.37) , pour obtenir, en posant : 
 

1
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k
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le système :   

 � � � �**T
rs rsrs rs rsCDL CDLT MTR T BLTR BTN� � �  �s�t  (4.9) 
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4.3.3 Application en thermoélasticité 
 

Dans ce cas, on impose la continuité des déplacements aux interfaces, on a donc : 
 

( ) ( 1)
_ _
k k

t rs b rsU U ���  

 
Le modèle a donc 2N+1 vecteurs inconnus, �^ �`( )

_ , 1, , 1k
b rsU k N�• ���" et �^ �`( )

_ , 1, ,k
m rsU k N�• �"  

 
On utilise les relations (4.5) et en chacune des interfaces, on écrit la continuité des 
contraintes normales. On a, d’après  (1.42) : 
 

� � � �

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
_ 1 (0) 1 (1) 1 1

( ) ( 1) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( )
(0) _ (1) _ _ _ 1( )

( ) ( ) ( ) ( )

1
3 4 ( )

k k k k k k
n rs k rs rs k rs rs k rs k

k k k k k k k
rs b rs rs b rs m rs b rs rs kk

z S U z S U z STL z

S U S U U U STL z
h

�V � � � � � � � �

� � � �
��

�c�  � � � �

�  � � � � � � � �
 

 
 

�� ��( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 2) ( 1)
_ 1 (0) _ (1) _ _ _ 1( 1)

1
( ) 3 4 ( )k k k k k k k k

n rs k rs b rs rs b rs m rs b rs rs kk
z S U S U U U STL z

h
�V � � � � � � � � � � � � � � � �

�� ����
�  � � � � � � � � � � 

 
On peut donc écrire, en chacune des interfaces : 

 

 
� � � �

� � � �

( ) ( 1) ( ) ( ) ( ) ( 1) ( )
(0) _ (1) _ _ _ 1( )

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 2) ( 1)
(0) _ (1) _ _ _ 1( 1)

1
3 4 ( )

1
3 4 ( )

k k k k k k k
rs b rs rs b rs m rs b rs rs kk

k k k k k k k
rs b rs rs b rs m rs b rs rs kk

S U S U U U STL z
h

S U S U U U STL z
h

� � � �
��

� � � � � � � � � � � � � �
����

� � � � � � � � �  

� � � � � � � � � �
 (4.10) 

 
 
 
On a également deux relations vectorielles qui proviennent des conditions aux limites. 
On peut donc éliminer (N-1) + 2= N+1 vecteurs. 

On élimine les �^ �`( )
_ , 1, , 1k

b rsU k N� • � ��"  et on peut écrire sous forme  hypermatricielle : 

                     

(1)
_

(1)
_ (1)

_(2)
_

( )
_( )

_

( 1)
_

b rs

m rs

m rs

b rs

rs rs
N

m rsN
m rs

N
b rs

U

U
U

U
MU BU

U
U

U ��

� § � ·
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸

� § � ·� ¨ � ¸
� ¨ � ¸� ¨ � ¸
� ¨ � ¸�  � �� ¨ � ¸
� ¨ � ¸� ¨ � ¸� ¨ � ¸� ¨ � ¸� © � ¹

� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� © � ¹

�#  

et les inconnues finales sont constituées par les déplacements généralisés au milieu de chaque 
couche.On remplace dans (4.5) pour obtenir : 
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( ) (1)
1_ _

( )( )

( ) ( )
_ _

( )

( ) ( )

( )

T k
rs m rs

kk
rsrs

k N
N rs m rs

cdl

cdl

cdl

PU z U

U z BU z

PU z U

� § � ·� § � ·
� ¨ � ¸� ¨ � ¸
� ¨ � ¸� ¨ � ¸�  � �
� ¨ � ¸� ¨ � ¸

� ¨ � ¸� ¨ � ¸� © � ¹� © � ¹

� # � # 

 

On pose 

( )
1_

( )

( )
_

( )

( )

T k
rs

k
rs

k
N rs

cdl

cdl

PU z

MUcdl

PU z

� § � ·
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸� 
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� © � ¹

�#  et on peut écrire : 

 

 

(1)
_

( )( ) ( )

( )
_

( ) ( ) ( )

m rs

kk k
rsrs rs

N
m rs

U

U z MUcdl z BUcdl z

U

� § � ·
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸�  � �
� ¨ � ¸
� ¨ � ¸
� © � ¹

�#  (4.11) 

 
 
 Remarque : comme dans le cas de la thermique, chacun des termes des matrices 

( ) ( )k
rsMUcdl z  est un polynôme de degré 2. 

On a donc un modèle qui fait intervenir des polynômes de degré 2 par morceaux.  
Ce ne sont plus des beta-splines car le raccordement des dérivées d’ordre 1 s'effectue en 
autorisant un saut. 
Cependant dans le cas d’un problème mécanique sans chargement thermique, on est encore en 
présence de beta splines généralisées. 

 
Pour obtenir la forme variationnelle réduite, il suffit d’écrire : 
 

                     
1

*( ) ( )

( )

*( ) ( )
1

( ) ( )
d

( ) ( )

k

k

T k k
N rs rsz k

rs rsz k k
k rs rs

cdl cdl

DL
cdl cdl

C

MU z MU z
MUR MUR z

MU z MU z

��

� 

� § � ·� § � · � § � ·
� ¨ � ¸� ¨ � ¸ � ¨ � ¸� � ¨ � ¸� ¨ � ¸ � ¨ � ¸� c � c� ¨ � ¸ � ¨ � ¸� ¨ � ¸� © � ¹ � © � ¹� © � ¹

�¦ �³  

 

         
� � � �

� � � �

1

*( ) ( )

( ) ( )

( )*( )
1

( )
d

( )

k

k

T k k
N rs rsz k k

rs rs rskz k
k rs rs

cdl cdl
CDL

cdl cdl

MU z BU z
BLUR MUR LTUR z

MU z BU z

��

� 

� § � ·� § � ·� § � ·� § � ·� ¨ � ¸� ¨ � ¸� ¨ � ¸� ¨ � ¸�  � �� ¨ � ¸� ¨ � ¸� ¨ � ¸� ¨ � ¸�c�c � ¨ � ¸� ¨ � ¸� ¨ � ¸� © � ¹� © � ¹� © � ¹� © � ¹

�¦ �³  

 

et le système :  �� �� **T
rs rsrs rs rsCDL CDLT MUR T BLUR BUN� � �  �s�t  
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Chapitre5. Applications numériques 

 

Introduction : choix des cas tests 
 

Pour valider les méthodes de calcul proposées, nous avons choisi de traiter des cas particuliers 
dont on peut exprimer la solution exacte et que l’on retrouve dans les articles cités en 
référence. 
 
Pour comparer la rapidité de convergence des méthodes DL et CDL nous avons adopté la 
même démarche. 
 
Les exemples traités varient également quant à la nature du problème. 
Nous avons traité des problèmes stationnaires, des problèmes dont le chargement est 
périodique. 
 
Pour chacun des exemples présentés, nous préciserons les objectifs recherchés. 

5.1 Applications numériques en thermique 
 
Il s’agit d’exemples 1D, 2D ou 3D concernant des plaques rectangulaires . 
Dans les figures nous désignons par T.G. les températures généralisées qui sont les 
inconnues de nos modèles. 

5.1.1 Applications en dimension 1 
 
Ces modèles peuvent être utilisés pour représenter des plaques présentant un très grand 

élancement :    et       tendent vers 
a b
h h

�f  

 

5.1.1.1 Plaque infinie bicouche stationnaire 
 

z=x3

T(0)=0

(2) (1)

(2) (2) (1) (1)

2 

 

K K

C C� U � U
� 

� h/2

h/2

-( )  tT h T e�O�W� 

- -
(2) (1) (1,2) (2)

-
(1) (2)

( , ) ( , ) ( . ) ( , )
2 2 2

( . ) ( , ) ( . ) ( , )
2 2

z

z z

h h h
T T T R q n

h h
q n q n

�W � W � W

� W � W

��

��

�­
� ª � º� � �  � ' �  � ˜�° � ¬ � ¼�°

�®
�° � �°�¯

�J�J�G�G

�J�J� G � J� J�G� G � G

 
Figure 5.1.1.1.a 
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Cet exemple a été utilisé pour tester la capacité des différents modèles à prendre en compte une 
résistance thermique. 

Pour les modèles DL et CDL, on a utilisé un seul élément par couche. 
Dans les exemples présentés, on a utilisé les valeurs : 

 
(1)

(1)
(1) (1).2 1 2c

K
K R

C
�O

�U
�  �  �    ainsi que 0bT �  

La température et le flux sont représentés en fonction de 
z

z
h

� . 

On a � � � � � � � �3,T z e T z�O�W�W ���  

 
 

Température3

t

T
T

 
flux 

 
 
CESL_3 
 
( 2 T.G.) 
 0.2 0.4 0.6 0.8 1

-0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-1.8

-1.6

-1.4

-1.2

-0.8

 
 
 
CESL_SC 
 
( 2 T.G.) 
 
 
 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-1.8

-1.6

-1.4

-1.2

-0.8

 

 
 
 
DL 
 
( 3 T.G.) 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-1.8

-1.6

-1.4

-1.2

-0.8

 
 
 
CDL 
 
( 2 T.G.) 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-1.8

-1.6

-1.4

-1.2

-0.8

 
                               Solution exacte (--------)  et solution approchée (_________) 
 

Figure 5.1.1.1.b 
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Cet exemple montre des résultats tout à fait satisfaisants, tant pour la température que pour le flux 
normal, pour les différents modèles testés. 

 

5.1.1.2 Plaque infinie sandwich 
 

z=x3

0.6 h

0.2 h

0.2 h material_skin

material_skin

material_core

 

z=x3 T(0)=Tb

T(h)=Tt

''( )  ( )  0
z

KT z WSin
h

�S
�U� � �  

(2) (1),  K

 
core skin

core skin

K K K

� U � U
�  �  

� 

core skinW W� 

 
  Figure 5.1.1.2.a 

 
Cet exemple a été utilisé pour comparer plusieurs modèles ESL, CESL aux modèles DL et CDL 
respectivement. Dans tous les exemples présentés, on a utilisé un élément par couche dans les 
modèles DL et CDL. Dans ce cas, la solution exacte homogène admet une expression 
polynomiale ( 0�Z�  ) dans chacune des couches. 
 
Expression de la solution exacte 

On a posé (1) (1) (2) (2)w W W� U � U�  �   

� � � �� � � �

2
(2) (2)

(1)
(1) 2(1) (2) (1) (2)

( ) 1
0.6 0.4 0.6 0.4

t
b

z
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K T z K z hT z T
Kh K K h K K

�S

�S

� § � ·
� ¨ � ¸� § � ·� © � ¹� ¨ � ¸�  � � � � � �

� ¨ � ¸� � � �� © � ¹
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2
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1 1
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b t t b
t

T T K K T T z
T z T

K K h K K

z
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h h w
K K K

�S
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� � � ���
�  � � � � � �

� � � �

� § � ·
� ¨ � ¸ � § � ·� © � ¹� � � �� ¨ � ¸

� © � ¹

 

�� ���� �� � � � �

� � � �

� � � �� � � �

(1) (2) (1) (2) (1) (2)

(3)

3 (1) (2)

(1) (1) (2)

9.8696 5.92176 9.8696

( )
0.6 0.4

5.92176 3.94784

b t t bhK K T K K T K K T T z

T z z
h wSin K K

h

hK K K

�S

� § � ·� � � � � � � � � �
� ¨ � ¸

� � ¨ � ¸� § � ·��� ¨ � ¸� ¨ � ¸
� © � ¹� © � ¹

� y � �

 

Pour les  deux  représentations suivantes , le flux et la température sont tracés en fonction de 
z
h

, 

dans le cas (2) (1)2K K�  , 0bT �  et pour 
(1)

(1)
(1)

1
W
K

�U � . 
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 / tT T  Flux 

 
ESL_1 
 
( 1 T.G.) 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 
0.2 0.4 0.6 0.8 1

-1.8

-1.6

-1.4

-1.2

-1

 
 
 
ESL_2 
 
( 2 T.G.) 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 
0.2 0.4 0.6 0.8 1

-2.2

-1.8

-1.6

-1.4

-1.2

-1

-0.8

 
 
 
ESL_3 
 
( 3 T.G.) 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 
0.2 0.4 0.6 0.8 1

-2.2

-1.8

-1.6

-1.4

-1.2

-1

-0.8

 
 
 
ESL_4 
 
( 4 T.G.) 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 
0.2 0.4 0.6 0.8 1

-2.2

-1.8

-1.6

-1.4

-1.2

-1

-0.8

 
 
 
ESL_SC 
 
( 2 T.G.) 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 

0.2 0.4 0.6 0.8 1
-2.2

-1.8

-1.6

-1.4

-1.2

-1

-0.8

 

 
 
DL 
 
( 5 T.G.) 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-1.6

-1.5

-1.4

-1.3

-1.2

-1.1

 
Solution exacte (--------)  et solution approchée (_________) 

 
Figure 5.1.1.2.b 
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 Température Flux 
 
 
CESL_1 
 
( 1 T.G.) 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 0.2 0.4 0.6 0.8 1

-1.6

-1.5

-1.4

-1.3

-1.2

-1.1

 
 
 
CESL_2 
 
( 2 T.G.) 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-1.6

-1.5

-1.4

-1.3

-1.2

-1.1

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-1.6

-1.5

-1.4

-1.3

-1.2

-1.1

 

 
 
CESL_3 
 
( 2 T.G.) 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 
0.2 0.4 0.6 0.8 1

-1.6

-1.5

-1.4

-1.3

-1.2

-1.1

 
 
 
CESL_4 
 
( 3 T.G.) 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 
0.2 0.4 0.6 0.8 1

-1.6

-1.5

-1.4

-1.3

-1.2

-1.1

 
 
 
CESL_SC 
 
( 2 T.G.) 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 0.2 0.4 0.6 0.8 1

-1.6

-1.5

-1.4

-1.3

-1.2

-1.1

 
 
 
   CDL  
 
( 3 T.G.)  

0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-1.6

-1.5

-1.4

-1.3

-1.2

-1.1

 
Solution exacte (--------)  et solution approchée (_________) 

 
Figure 5.1.1.2.c 
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Cette plaque a également été testée pour des rapports 
(2)

(1)

K
K

  beaucoup plus importants. 

Par exemple, pour 
(2)

(1)
0.01

K
K

�   ( Sand A) et 
(2)

(1)
100

K
K

�  ( Sand B) , on a les résultats suivants 

 
Sand A Température Ecarts Température Flux 
 
CESL_3 
 
( 2 T.G.) 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.02

0.04

0.06

0.08
0.2 0.4 0.6 0.8 1

-2

-1.75

-1.5

-1.25

-1

-0.75

-0.5

-0.25

 

 
DL 
 
( 5 T.G.) 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-0.002

-0.001

0.001

0.002

0.003
0.2 0.4 0.6 0.8 1

-2

-1.75

-1.5

-1.25

-1

-0.75

-0.5

-0.25

 
CDL 
 
( 2 T.G.) 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-0.001

-0.0005

0.0005

0.001 0.2 0.4 0.6 0.8 1

-2

-1.75

-1.5

-1.25

-1

-0.75

-0.5

-0.25

 

 
 

Sand B Température Ecarts Température Flux 
 
CESL_3 
 
( 2 T.G.) 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 
0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.0005

0.001

0.0015

0.002

0.0025

0.003

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-1.5

-1.4

-1.3

-1.2

-1.1

-0.9

 
DL 
 
( 5 T.G.) 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-0.0004

-0.0003

-0.0002

-0.0001

0.0001

0.0002

0.0003

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-1.5

-1.4

-1.3

-1.2

-1.1

-0.9

 
CDL 
 
( 3 T.G.) 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-0.0003

-0.0002

-0.0001

0.0001

0.0002

0.0003
0.2 0.4 0.6 0.8 1

-1.5

-1.4

-1.3

-1.2

-1.1

-0.9

 
                            Solution exacte (_________)  et solution approchée (_________) 
 

Figure 5.1.1.2.d 
 
Cet exemple nous montre, dans le cas du sandwich A, la difficulté, pour le modèle CESL, de 
fournir une bonne approximation du flux normal. 
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Autres types de conditions aux limites 
 

On a utilisé cet exemple pour tester la capacité des modèles à prendre en compte différentes 
conditions aux limites. 
 
 
 
 
Conditions aux limites  
 
Température-Flux 
 

                                   Figure 5.1.1.2.e 
 

z=x3 T(0)=Tb

''( )  ( )  0
z

KT z WSin
h

�S
�U� � �  

1skin

skin

W
K
�U

� 

� � � �tq h q� 

(2) (1),  K

 
core skin

core skin

K K K

� U � U
�  �  

� 

 
 
Dans ce cas, la solution exacte s'écrit: 
 

� � � � � � � �(1) (1) 2 (1) 2( ) 9.8696 /b t

z
T z K T q z hwz h wSin K

h
�S

�S �S
� § � ·� § � ·�  � � � � � �� ¨ � ¸� ¨ � ¸

� © � ¹� © � ¹
 

 

� � � ��� �� �� ��
� � � �

2 (1) (2) (1) (2)

(2) (1) (2) 2

(1) 2 (1)

1.97392 1.2161 9.8696

( ) /
t b tq h h w K K K K T q z

T z K Kz
hK wz h K wSin

h

�S�S
�S

� § � ·� � � � � � � �
� ¨ � ¸

� � ¨ � ¸� § � ·� � � �� ¨ � ¸� ¨ � ¸
� © � ¹� © � ¹

 

 
 

� � � ��� ���� ��
� � � �

(2) (1) 2 (1) (2)

(3) (1) (2) 2

(2) 2 (2)

9.8696 5.92176 1.88496

( ) /
b t tK K T q z q h h w K K

T z K Kz
hK wz h K wSin

h

�S�S
�S

� § � ·� � � � � � � � � �
� ¨ � ¸

� � ¨ � ¸� § � ·� � � �� ¨ � ¸� ¨ � ¸
� © � ¹� © � ¹

 

 

Dans le cas , 
0

0
b

t

T

q

� �­
�® � �¯

 on a les résultats : 
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Sand A Température Ecarts Température Flux 
 
CESL_3 
 
( 2 T.G.) 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.1

0.2

0.3

0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.05

0.1

0.15

0.2

 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-1.4

-1.2

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

 
 
DL 
 
( 5 T.G.) 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.1

0.2

0.3

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-0.002

-0.001

0.001

0.002

0.003

 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-1.2

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

 

 
CDL 
 
( 3 T.G.) 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.1

0.2

0.3

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-0.003

-0.002

-0.001

0.001

0.002

 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-1.2

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

 
 
 

Sand B Température Ecarts Température Flux 
 
CESL_3 
 
( 2 T.G.) 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.0005

0.001

0.0015

0.002

0.0025

0.003

 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-1.5

-1.4

-1.3

-1.2

-1.1

-0.9

 
 
DL 
 
( 5 T.G.) 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-0.0004

-0.0003

-0.0002

-0.0001

0.0001

0.0002

0.0003

 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-1.5

-1.4

-1.3

-1.2

-1.1

-0.9

 

 
CDL 
 
( 3 T.G.) 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-0.0003

-0.0002

-0.0001

0.0001

0.0002

0.0003

 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-1.5

-1.4

-1.3

-1.2

-1.1

-0.9

 

                            Solution exacte (_________)  et solution approchée (_________) 
 

Figure 5.1.1.2.f 
 

 
 
Cet exemple confirme le résultat médiocre du modèle CESL pour approcher le flux normal dans 
le cas du sandwich A 
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Conditions aux limites  
 
Convection –Température 
 

 
                                 Figure 5.1.1.2.g 

 
z=x3

T(h)=Tt

''( )  ( )  0
z

KT z WSin
h

�S
�U� � �  

1skin

skin

W
K
�U

� 

0( )b cq h T T�  � �

(2) (1),  K

 
core skin

core skin

K K K

� U � U
�  �  

� 

 
 
La solution exacte correspondante s'écrit: 
 

� � � �

2
(2)

(1)
(1) 2(1) (2) (1) (2)

0.31831
( )

0.6 0.4
b

c

z
h wSin

kK wz T hT z
KhH K K K K

�S

�S

� § � ·
� ¨ � ¸�� � © � ¹�  � �

� � � �
 

 

� � � �

� � � �

(2)
(1) (2) 2 (1)

(2)

(1) (2) (1) (2)

2

(2) 2

0.254648 0.063662 0.31831

( )
0.6 0.4

c b

c

b

K
K K h w hK w z

H
T z

hH K K K K

z
h wSin

hT
K

�S

�S

� § � ·
� � � � � �� ¨ � ¸

� © � ¹� 
� � � �

� § � ·
� ¨ � ¸
� © � ¹� � � �

 

 

�� ��
� � � �� � � �

(1) (2) (1) (1) (2)

(3)

(1) (1) (2) (1) (2)

2

(1) 2

0.31831 0.190986
( )

0.6 0.4c

b

K K z h K K K
T z hw

K hH K K K K

z
h wSin

hT
K

�S

�S

� � � �
� 

� � � �

� § � ·
� ¨ � ¸
� © � ¹� � � �

 

Dans le cas, 

0

( ) 100 , 1

100

b

c

T
z

w z Sin H
h

T

�S
�U

�f

� �­
�°� § � ·�  � ˜ �  �®� ¨ � ¸

� © � ¹�° � �¯

, on a les résultats : 
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Sand A Température Ecarts Température Flux 
 
CESL_3 
 
( 2 T.G.) 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

10

20

30

40

50

60

70

0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-150

-125

-100

-75

-50

-25

 
     DL 
 
( 5 T.G.) 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

10

20

30

40

50

60

70

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-0.001

-0.0005

0.0005

0.001

0.0015

 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-160

-140

-120

-100

-80

-60

-40

-20

 

 
  CDL 
 
( 3 T.G.) 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

10

20

30

40

50

60

70

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-0.0015

-0.001

-0.0005

0.0005

0.001

 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-160

-140

-120

-100

-80

-60

-40

-20

 

 
 
 

Sand B Température Ecarts Température Flux 
 
CESL_3 
 
( 2 T.G.) 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

10

20

30

40

50

60

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-0.002

0.002

0.004

0.006

0.008

 
0.2 0.4 0.6 0.8 1

-100

-80

-70

-60

-50

-40

 
    DL 
 
( 5 T.G.) 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

10

20

30

40

50

60

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-0.0006

-0.0004

-0.0002

0.0002

0.0004

0.0006

 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-160

-140

-120

-100

-80

-60

-40

-20

 
CDL 
 
( 3 T.G.) 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

10

20

30

40

50

60

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-0.001

-0.0005

0.0005

0.001

0.0015

 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-160

-140

-120

-100

-80

-60

-40

-20

                                 
                                  Solution exacte (_________)  et solution approchée (_________) 

 
Figure 5.1.1.2.h 

 
 
L’ensemble de ces applications nous incite à la prudence dans l’utilisation du modèle CESL, surtout 
en ce qui concerne le flux normal. 

 



   

  
 
 Chapitre 5 97 
   
  

5.1.1.3 Plaque infinie bicouche stationnaire 
 

Cet exemple a été utilisé pour analyser la convergence des modèles DL et CDL lorsque l’on 
utilise un découpage de chacune des couches. 

 
Pour cela on a subdivisé chacune des couches en n éléments. Les calculs ont été possibles pour 
n  40�d  
 
 Présentation du cas étudié 

 
Il s’agit d’un milieu infini compris entre 2 plans parallèles et composé de 2 couches d'égales 
épaisseurs. 
 

h

x3=z

2
h

2
h z=x3Matériau 1

qz=0

Matériau 2

( , ) I
tT h T e�Z�W�W� 

 
 

� � � �
� � � �

0 0z
i

t

q

T h T e�Z�W

� �­�°
�®

� �°�¯
 

Figure 5.1.1.3.a 
 
 
On désigne par �^ �`1 1 1, ,C k�U  et �^ �`2 2 2, ,C k�U  les propriétés des 2 matériaux 

 
La solution exacte a été obtenue formellement avec Mathematica�£. 
 
Pour traiter les exemples, on a utilisé les valeurs suivantes :  
 
�^ �`1 1 1, , {1,1,1}k C�U � ,�^ �`2 2 2, , {10,10,1}k C�U � . 

 

Les résultats présentés sont la température 
t

T
T

 en z=0 ( ou le flux est imposé) et le flux en z h�  

( ou la température est imposée), pour �Z =4 ( Fig. 5.1.1.3.b). 
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Partie réelle de la température

-0,36
-0,34
-0,32
-0,30
-0,28
-0,26
-0,24
-0,22
-0,20

0 50 100 150 200

nombre d'inconnues

valeur exacte

R(TDL(0))

R(TCDL(0))

 

Partie imaginaire de la température

-0,12

-0,1

-0,08

-0,06

-0,04

0 50 100 150 200

nombre d'inconnues

valeur exacte

I ( TDL(0))

I ( TCDL(0))

 

Partie réelle du flux

-20

-19

-18

-17

-16

-15
0 50 100 150 200

nombre d'inconnues

valeur exacte

R(q3DL(l))

R(q3CDL(l))

 

Partie imaginaire du flux

-18

-16

-14

-12

-10

0 50 100 150 200

nombre d'inconnues

valeur exacte

I( q3DL(l))

I (q3CDL(l))

 
Figure 5.1.1.3.b 
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5.1.1.4 Problème de HAN 
 
Cet exemple nous a servi à comparer les résultas obtenus par les modèles DL et CDL à ceux 
fournis par HAN ( cf [HAN 86]  ). 
On considère un milieu infini composé de 4 couches, d’égales épaisseurs, situé entre 2 plans 
parallèles. 
On suppose que la température imposée sur la face supérieure est 0

iT e�Z�Wet que le flux normal est 
nul sur la face inférieure. 

  

h

x3=z

4
h

4
h

4
h

4
h

 

Propriétés des matériaux : 
 
( , )k C�U varient dans les rapports 1 :2 :4 :8 
 
 

. Figure 5.1.1.4.a 
 
Dans ces conditions, sur chacune des couches, la solution exacte est donnée par  

�� �� �� ��� � � �( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , )i i i i i IT z A Cosh z B Sinh z e�Z�W� W � Q � Q�  � �, avec  
( ) ( )

( )
( )

(1 )
2

i i
i

i

C
I

K
�U

�Q �Z�  � � � ˜ . 

En effet � � � �
( ) ( )

2( )
( )

i i
i

i

C
I

K
�U

�Q �Z�  � ˜  et ( ) ( , )iT z �Wvérifie 
2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

( , ) ( , )i i i i iC T z K T z
z

�U � W � W
�W

� w � w
� 

� w � w
 

 
Le système a été résolu avec Mathematica�“ .  

On est amené à définir une fréquence réduite �Z��  , en posant : �Z� W � Z� W� � � � �, et  
( )

2
m

C
h

K
�U

� Z � Z� § � ·�  � ˜� ¨ � ¸
� © � ¹

��  où 

� ^ � `

( ) ( )

1,,
sup

m j

j N

C C
K K
� U � U

�•

� § � · � § � ·� � ¨ � ¸ � ¨ � ¸
� © � ¹ � © � ¹

. 

 
Cela permet d’obtenir des résultats qui ne dépendent plus de l’épaisseur du multicouche. 
Dans les exemples numériques que nous avons traités, les résistances thermiques sont nulles et 

les 
( )j

C
k

�U� § � ·
� ¨ � ¸
� © � ¹

 sont constants ( =1) 

 
L’ensemble des résultats est présenté sur les figures 5.1.1.4.b et 5.1.1.4.c. 
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Les résultats présentés dans les figures 5.1.1.4.b et 5.1.1.4.c nous montrent que le nombre 
d’éléments à utiliser dans chacune des couches dépend de  �Z�� .Dans tous les cas le modèle CDL 
apporte une amélioration par rapport au modèle DL. 
 
 

 1 subdivision par couche 2 subdivisions par couche 
 modèle DL  7 T.G. 

modèle CDL  4 T.G. 
modèle DL  15  T.G. 
modèle CDL  8 T.G. 

         
 
 
 
R( T) 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 
 
 
 
 

I(T) 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

 
 
 
 
R(q3) 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-25

-20

-15

-10

-5

 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-25

-20

-15

-10

-5

 
 
 
 
 
 

I(q3) 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-25

-20

-15

-10

-5

5

 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-25

-20

-15

-10

-5

5

 
Figure 5.1.1.4.b 

Solution exacte ( ____ ), solution DL ( …….), et  solution CDL ( ------ ) 
 

Comparaison entre la solution exacte , la solution DL et la solution CDL pour  16�Z �  en z h�  pour 
la température et en 0z �  pour le flux normal .  
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 1 subdivision par couche 2 subdivisions par couche 
 modèle DL  7 T.G. 

modèle CDL  4 T.G. 
modèle DL  15  T.G. 
modèle CDL  8 T.G. 

         
 
 
 
R( T) 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-0.15

-0.1

-0.05

0.05

0.1

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-0.2

0.2

0.4

0.6

0.8

1

 
 
 
 
 

I(T) 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-0.3

-0.2

-0.1

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-0.5

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0.1

 
 
 
 
 
 
R(q3) 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-40

-30

-20

-10

10

20

 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-40

-30

-20

-10

10

 
 
 
 
 
 

I(q3) 

 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-40

-30

-20

-10

10

20

 

0.2 0.4 0.6 0.8 1

-40

-30

-20

-10

10

20

 

Figure 5.1.1.4.c 
Solution exacte ( ____ ), solution DL ( …….), et  solution CDL ( ------ ) 

 
Comparaison entre la solution exacte , la solution DL et la solution CDL pour  256�Z�  en z h�  
pour la température et en 0z �  pour le flux normal .  
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5.1.1.5 Plaque infinie sandwich 
 

Cet exemple introduit dans ce travail, va servir de référence pour la plaque composite, 5.1.3, qui 
sera présentée ultérieurement. 
 

2

2 0

   0, ( - )

   ,
z c

t

d T
k w

dz
en z q H T T

en z h T T

�U

�f

�­
� � �  �°

�°�°
�  �  �®

�° �  �  
�°
�°�¯0.8h

0.1h 0.1h

3z x� 

(1)m

(2)m

(3)m

 

 
 

26 W/m , 293 K

393 K

50 W/kg K

c

t

H T

T

�Y

�f�­ � �  � q
�°

�  � q�®
�° � �¯

 

 
Figure 5.1.1.5.a 
 

 
Pour les applications numériques, on a choisi un composite  d’épaisseur h=0.01 m 
 

(1)m  (2)m  (3)m  
Duralumin Polystyrène Carbone-Epoxy 

(1)
33 164k �  W/m K (2)

33 .157k �  W/m K (3)
33 .5k �  W/m K 

(1) 32787  kg/m�U �  (2) 31050  kg/m�U �  (3) 31389  kg/m�U �  
 
 
Les résultats détaillés obtenus en utilisant 1 élément par couche, sont résumés dans la figure 
5.1.1.5.b  
 
Pour cet exemple nous avons testé les trois méthodes suivantes : couches équivalentes en 
utilisant un polynôme de degré 3 ( CESL_3) ou les fonctions sin et cos ( CESL_SC), le modèle 
DL, et le modèle CDL. 
 
Etant donnée la nature du chargement, il paraît logique que le modèle CESL_SC donne des 
résultats meilleurs que le modèle CESL_3. 
Par contre ces deux modèles fournissent des erreurs importantes sur le flux, au voisinage de 
l’origine.  
 
 En revanche les modèles DL et CDL fournissent d’excellents résultats, tant en température 
qu’en flux. 
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 Température Erreur ( en %) Flux 
 

Méthode 
CESL _3 
( 2 T.G.) 

0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
377.5

382.5

385

387.5

390

392.5

 

0.002 0.004 0.006 0.008 0.01

-0.002

0.002

0.004

 

0.002 0.004 0.006 0.008 0.01

-1500

-1250

-1000

-750

-500

-250

 

 
Méthode 

CESL _SC 
( 2 T.G.) 

0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
377.5

382.5

385

387.5

390

392.5

0.002 0.004 0.006 0.008 0.01

-0.0005

-0.00025

0.00025

0.0005

0.00075

0.001

0.00125

 

0.002 0.004 0.006 0.008 0.01

-2500

-2000

-1500

-1000

-500

 
Méthode 

DL 
( 5 T.G.) 

0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
377.5

382.5

385

387.5

390

392.5
0.002 0.004 0.006 0.008 0.01

-0.00175

-0.0015

-0.00125

-0.001

-0.00075

-0.0005

-0.00025

0.002 0.004 0.006 0.008 0.01

-450

-400

-350

-300

-250

-200

-150

 

 
Méthode 

CDL 
( 3 T.G.) 

0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
377.5

382.5

385

387.5

390

392.5

0.002 0.004 0.006 0.008 0.01

-0.0006

-0.0004

-0.0002

0.0002

0.0004

 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01

-450

-400

-350

-300

-250

-200

-150

 
 

Figure 5.1.1.5.b 
                                  Solution exacte (_________)  et solution approchée (_________) 
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5.1.2 Applications en dimension 2 
 
Ces modèles permettent de tester la capacité des différents modèles proposés à modéliser des 
composites épais. De plus la littérature comporte de nombreux exemples de ce type qui nous ont 
permis de comparer les résultats obtenus avec ceux fournis par les publications. 

 
5.1.2.1 Plaque semi-infinie homogène 
 
Cet exemple a permis de tester la capacité des méthodes DL et CDL à prendre en compte différents 
types de conditions aux limites, dans le cas du problème thermique bidimensionnel. 
On a utilisé un découpage en 1, 2 et 3 éléments d’égales épaisseurs.  
 
Cas de la température imposée 
 

ah

1x

3z x� 
0bT � 

0eT � 0eT � 

1
0t

x
T T Sin

a
�S� § � ·� � ¨ � ¸

� © � ¹

 

 
La solution exacte ( dans le cas d’une seule couche) est 

donnée par : 

1 11

33
1 0

11

33

( , )

x Kz
Sin Sinh

a a K
T x z T

Kh
Cosh

a K

�S �S

�S

� § � ·� § � ·�˜ � ¨ � ¸� ¨ � ¸� ¨ � ¸� © � ¹� © � ¹� 
� § � ·
� ¨ � ¸� ¨ � ¸
� © � ¹

 

Figure 5.1.2.1.a 
 
Cas du flux imposé 
 
 

ah

1x

3z x� 
0bq � 

0eT � 0eT � 

1
0t

x
q F Sin

a
�S� § � ·� � ¨ � ¸

� © � ¹

 

La solution exacte ( dans le cas d’une seule couche) est 
donnée par : 

      

1 11

33
1 0

11
11 33

33

( , )

x Kz
Sin Cosh

a a K
T x z F a

Kh
Cosh K K

a K

�S �S

�S
�S

� § � ·� § � ·�˜ � ¨ � ¸� ¨ � ¸� ¨ � ¸� © � ¹� © � ¹�  � �
� § � ·

�u� ¨ � ¸� ¨ � ¸
� © � ¹

 

Figure 5.1.2.1.b 

 
Cas mixte I 
 

ah

1x

3z x� 
0bT � 

0eT � 0eT � 

1
0t

x
q F Sin

a
�S� § � ·� � ¨ � ¸

� © � ¹

 

La solution exacte ( dans le cas d’une seule couche) est 
donnée par : 

         

1 11

33
1 0

11
11 33
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Figure 5.1.2.1.c 

 
Cas mixte II 
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La solution exacte ( dans le cas d’une seule 
couche) est donnée par : 

 

1 11

33
1 0

11
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Cos Sinh
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T x z F a

Kh
Sinh K K

a K

�S �S
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� § � ·

�˜� ¨ � ¸� ¨ � ¸
� © � ¹

    

 
Figure 5.1.2.1.d   

 
Validation du modèle  CDL 
 
Pour valider le choix de l’approximation retenue on a comparé, dans les 4 cas de conditions aux 
limites décrits précédemment, les solutions approchées obtenues pour 1, 2 ou 3 couches, par rapport 
à la solution exacte  
 
Les résultats de T, mais aussi des flux 1q  et 3q  ont été comparés. 

Le cas présenté est un cas très défavorable puisqu’il correspond à  2
a
h

� . 

Malgré cela les résultats en T et en 1q sont très bons dès que l’on utilise 2 couches. 
 
Les résultats concernant 3q  sont plus défavorables. Cela s’explique car 3q est   une fonction 
linéaire dans l’épaisseur. 
 

On a ensuite étudié l’influence de l’élancement (
a
h

) sur la précision des résultats. 

 
 
Comparaison des modèles  CESL, DL et  CDL 
Dans le cas de la plaque, Figure 5.1.2.1.a ,nous avons comparé les méthodes CESL, DL et CDL 
(découpage en 3 éléments d’égales épaisseurs)  
 
Voici , par exemple, figure 5.1.2.1.e ci-après,  les écarts entre la solution approchée par la méthode 
CDL ( 3 couches, 3 T.G.) et la solution exacte, dans le cas d’un élancement de 2. 
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Figure 5.1.2.1.e 

 

5.1.2.2 Plaque bicouche semi-infinie 
 

a

h

1x

3z x� 

2
h

 

On considère une plaque semi-infinie 
 
Le chargement thermique est donné par : 

� � � �

� � � �

1
1 2 0

1
1 2 0

, ,0

, ,

x
T x x T Sin

a

x
T x x h T Sin

a

�S

�S

�­ � § � ·�  � � � ¨ � ¸�°�° � © � ¹
�®

� § � ·�° � � ¨ � ¸�° � © � ¹�¯

 

Figure 5.2.2.a   

 
Il s’agit d’un matériau composite comportant des fibres de renfort. 

On connaît 
0.96 W/m °K

, .25 m , 1 m
36.42 W/m °K

T

L

K
h a

K

� �­
�  �  �®

� �¯
 

 
Les fibres sont disposées parallèlement à 1x  dans la couche inférieure et 

perpendiculairement au plan � � � �1 3,x x  dans la couche supérieure. 

 

Dans ce cas, on a calculé la solution exacte. On a 
(1)
11
(2)
11

19.3501

3.14159

�P
�P

�­ � 
�®

� �¯
 

 
(1) ( )T z � 0.021819 �Æ19.3501z T0 �� 1.02182 �Æ��19.3501z T0  
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(2) ( )T z � 0.750828 �Æ3.14159z T0 �� 1.41856 �Æ��3.14159z T0  
Cet exemple est utilisé par la suite en thermomécanique 
On a calculé les solutions CDL avec 1, 3, 4 et 6 éléments par couche, pour inclure le champ de 
température dans le modèle thermoélastique. La table 5.1.2.2 ci-dessous fournit l'évolution de la 
température suivant l'épaisseur du bicouche. 
 

z/h exacte CDL_1 CDL_3 CDL_4 CDL_6 
0 -1,00000 -1,00000 -1,00000 -1,00000 -1,00000 

0,1 -0,59452 -0,66157 -0,59319 -0,59301 -0,59482 
0,2 -0,33091 -0,37294 -0,33198 -0,33071 -0,33104 
0,3 -0,14625 -0,13411 -0,14540 -0,14652 -0,14618 
0,4 0,00350 0,05491 0,00221 0,00264 0,00362 
0,5 0,15410 0,19412 0,15583 0,15485 0,15433 
0,6 0,31730 0,31781 0,31659 0,31697 0,31726 
0,7 0,48247 0,46024 0,48210 0,48250 0,48246 
0,8 0,65061 0,62141 0,65075 0,65057 0,65061 
0,9 0,82277 0,80133 0,82269 0,82273 0,82277 

1 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 

                                      Table 5.1.2.2 Température en 1 2
a

x �  

 
modèle  CDL_1 CDL_2 CDL_3 CDL_4 
nombre de T.G. 2 4 6 8 

 

 
5.1.2.3 Plaque sandwich semi infinie 

 
On a repris ici, en dimension 2, l’exemple 5.1.1.2 , sandwich A. 

 

h-2hskin
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a
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T � 
0

e
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Figure 5.1.2.3. 
 
Les résultats sont donnés ( Tables 5.1.2.3.a à 5.1.2.3.c) et on a comparé les valeurs adimensionnées 

0

T
T

 et � ^ � `, 1,2,3i
skin

q
i

K
�• . Les tableaux ci-après concernent un sandwich très épais : 
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.5W /(K.m)  , 50W /(K.m)
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skin

K K

h h

a
h
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�° �  �  
�°

� �®
�°
�° � 
�¯

 

 
z/h exact CESL_3 CESL_SC DL CDL 

0 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 
0.1 0.0130 0.0130 0.0131 0.0130 0.0132 
0.2 0.0264 0.0265 0.0265 0.0264 0.0260 
0.3 0.0269 0.0269 0.0269 0.0268 0.0265 
0.4 0.0280 0.0280 0.0280 0.0279 0.0278 
0.5 0.0298 0.0297 0.0297 0.0298 0.0298 
0.6 0.0324 0.0323 0.0323 0.0324 0.0326 
0.7 0.0357 0.0357 0.0357 0.0358 0.0361 
0.8 0.0399 0.0400 0.0400 0.0399 0.0404 
0.9 0.5136 0.5195 0.5196 0.5148 0.5135 

1 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 

                                             Table 5.1.2.3 a        Température en 1 2
a

x �  

 
z/h exact CESL_3 CESL_SC DL CDL 

0 0 0 0.0000 0.0000 0.0000
0.1 0.0102 0.0102 0.0103 0.0102 0.0103

0.2- 0.0207 0.0208 0.0208 0.0207 0.0204
0.2+ 2.0725 2.0793 2.0819 2.0729 2.0415

0.3 2.1088 2.1131 2.1142 2.1026 2.0812
0.4 2.1973 2.1968 2.1955 2.1914 2.1802
0.5 2.3402 2.3359 2.3334 2.3391 2.3387
0.6 2.5409 2.5359 2.5345 2.5459 2.5565
0.7 2.8044 2.8022 2.8036 2.8118 2.8338

0.8- 3.1372 3.1406 3.1437 3.1366 3.1704
0.8+ 0.0314 0.0314 0.0314 0.0314 0.0317

0.9 0.4034 0.408 0.4081 0.4044 0.4033
1 0.7854 0.7854 0.7854 0.7854 0.7854

                                            Table 5.1.2.3b      1
skin

q
K

 en 1x a�  
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z/h exact CESL_3 CESL_SC DL CDL 

0 -0.0649 -0.0638 -0.0646 -0.0644 -0.0666
0.1 -0.0657 -0.0661 -0.0662 -0.0660 -0.0650

0.2- -0.0681 -0.0688 -0.0684 -0.0676 -0.0634
0.2+ -0.0681 -0.0688 -0.0684 -0.0013 -0.0634

0.3 -0.3958 -0.3684 -0.3526 -0.3771 -0.4415
0.4 -0.7334 -0.7032 -0.6904 -0.7528 -0.8196
0.5 -1.0890 -1.0733 -1.0733 -1.1286 -1.1978
0.6 -1.4716 -1.4786 -1.4922 -1.5044 -1.5759
0.7 -1.8905 -1.9191 -1.9365 -1.8802 -1.9540

0.8- -2.3562 -2.3949 -2.3953 -2.2559 -2.3321
0.8+ -2.3562 -2.3949 -2.3953 -2.3489 -2.3321

0.9 -2.3903 -2.4000 -2.3999 -2.4002 -2.3991
1 -2.4835 -2.4054 -2.4045 -2.4515 -2.4660

                                              Table 5.1.2.3 c     3
skin

q
K

 en 1 2
a

x �  

 
Les modèles DL et CDL ont été calculés avec un seul élément par couche. 
Le nombres d’inconnues est donc  
 

 CESL_3 CESL_SC DL CDL 
T.G 2 2 5 3 

                                               
                                                          Table 5.1.2.3 d 
 
On remarque que le modèle CDL est celui qui apporte la meilleure précision pour chacune des 
quantités étudiées. 
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5.1.3 Applications en dimension 3 
 

Il s’agit d’une plaque comparable à celle étudiée en 5.1.1.5. 
 
On a  modélisé une plaque sandwich composée d’une peau inférieure en duralumin, d’un cœur 
en polystyrène et d’une peau supérieure en Carbone-Epoxy. 
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b

a

= z

h

h

h/10
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0.8h
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skin bottom material
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eT T�f� 

2 1
t t

x x
T T Sin Sin

b a
� S � S� ˜ � ˜� § � · � § � ·�  � ˜ � ˜� ¨ � ¸ � ¨ � ¸

� © � ¹ � © � ¹

( )b c bq H T T�f�  � ˜ � �

eT T�f� 

 

 
Il s’agit d’une plaque rectangulaire, soumise 
sur la face inférieure à de la convection et à 
une température imposée sur la face 
supérieure. 

 
Cette plaque sandwich d’une épaisseur de1cm  
est composée  
 
- d’une peau inférieure en duralumin de 1mm 
- d’un cœur en mousse de polystyrène de 8mm 
- d’une peau supérieure composite graphite-
epoxy 
 

Figure 5.1.3.1.a 
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W/m °K 

(1) 2787�U �  (2) 1050�U �  (3)�U � 1389 Kg/m3 

Figure 5.1.3.1.b 
  
Pour les modèles DL et CDL, nous avons utilisé un élément par couche; le nombre d'inconnues est 
donné par le tableau 
 

 CESL_3 CESL_SC DL CDL 
T.G 2 2 5 3 

                                               Table 5.1.3 
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5.1.3.1 Plaque mince soumise à une température uniforme 
Les résultats sont donnés dans le cas d’une plaque carrée mince ( a=b=1m , h=0.01 m). C’est 
un cas où les modèles CESL donnent une bonne approximation ( BLA 05a] ).  
La température imposée sur la face supérieure est donnée par : 

� � � �1 2
1 2, , t

x x
T x x h T Sin Sin

a b
� S � S� § � · � § � ·� � ¨ � ¸ � ¨ � ¸

� © � ¹ � © � ¹
. Pour les applications numériques 393tT K�  � q. 

 
z/h Exact CESL_3 CESL_SC DL CDL 

0.00 360.081 360.081 360.081 360.081 360.082
0.05 360.082 360.082 360.082 360.082 360.083

0.10 - 360.084 360.084 360.084 360.084 360.085
0.10+ 360.084 360.084 360.084 360.084 360.085

0.20 364.031 364.017 364.022 364.031 364.032
0.30 367.980 367.954 367.964 367.980 367.981
0.40 371.931 371.897 371.911 371.930 371.931
0.50 375.882 375.845 375.866 375.882 375.883
0.60 379.836 379.802 379.828 379.836 379.837
0.70 383.791 383.769 383.797 383.792 383.792
0.80 387.748 387.747 387.771 387.749 387.749

0.90 - 391.707 391.737 391.750 391.707 391.707
0.90+ 391.707 391.737 391.750 391.707 391.707

0.95 392.341 392.367 392.375 392.341 392.341
1. 00 393.000 393.000 393.000 393.000 393.000

Table 5.1.3.1.a  Distribution de la température ( °K) suivant l’épaisseur au centre de la plaque1 2,
2 2
a b

x x� § � ·�  �  � ¨ � ¸
� © � ¹

 

  
z/h Exact CESL_3 CESL_SC DL CDL 

0.00 -34561.435 -34561.507 -34561.547 -34561.435 -34562.012
0.05 -34562.152 -34562.191 -34562.216 -34562.152 -34562.730

0.10 - -34563.040 -34563.044 -34563.055 -34563.040 -34563.618
0.10+ -33.088 -33.088 -33.088 -33.088 -33.088

0.20 -35.035 -35.028 -35.030 -35.035 -35.035
0.30 -36.982 -36.970 -36.974 -36.982 -36.983
0.40 -38.931 -38.914 -38.921 -38.931 -38.931
0.50 -40.880 -40.862 -40.872 -40.880 -40.880
0.60 -42.830 -42.814 -42.826 -42.830 -42.830
0.70 -44.781 -44.770 -44.784 -44.781 -44.781
0.80 -46.733 -46.732 -46.744 -46.733 -46.733

0.90 - -48.685 -48.700 -48.706 -48.685 -48.685
0.90+ -155.049 -155.096 -155.116 -155.049 -155.049

0.95 -156.045 -156.085 -156.097 -156.045 -156.045
1. 00 -157.080 -157.080 -157.080 -157.080 -157.080

Table 5.1.3.1b. Distribution de 1q (en W/m2 °K) dans l’épaisseur de la plaque1 20,
2
b

x x� § � ·�  �  � ¨ � ¸
� © � ¹
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z/h Exact CESL_3 CESL_SC DL CDL 

0.00 -34561.435 -34561.507 -34561.547 -34561.435 -34562.012
0.05 -34562.152 -34562.191 -34562.216 -34562.152 -34562.730

0.10 - -34563.040 -34563.044 -34563.055 -34563.040 -34563.618
0.10+ -33.088 -33.088 -33.088 -33.088 -33.088

0.20 -35.035 -35.028 -35.030 -35.035 -35.035
0.30 -36.982 -36.970 -36.974 -36.982 -36.983
0.40 -38.931 -38.914 -38.921 -38.931 -38.931
0.50 -40.880 -40.862 -40.872 -40.880 -40.880
0.60 -42.830 -42.814 -42.826 -42.830 -42.830
0.70 -44.781 -44.770 -44.784 -44.781 -44.781
0.80 -46.733 -46.732 -46.744 -46.733 -46.733

0.90 - -48.685 -48.700 -48.706 -48.685 -48.685
0.90+ -15504.889 -15509.638 -15511.563 -15504.889 -15504.897

0.95 -15604.482 -15608.506 -15609.745 -15604.482 -15604.485
1. 00 -15707.963 -15707.963 -15707.963 -15707.963 -15707.963

 

Table 5.1.3.1c. Distribution de 2q (en W/m2 °K) dans l’épaisseur de la plaque1 2, 0
2
a

x x� § � ·�  �  � ¨ � ¸
� © � ¹

 

 
 

z/h Exact CESL_3 CESL_SC DL CDL 
0.00 -402.485 -402.485 -402.486 -402.484 -402.491 
0.05 -511.064 -478.717 -464.542 -511.064 -511.025 

0.10 - -619.645 -617.351 -617.963 -619.644 -619.559 
0.10+ -619.645 -617.351 -617.963 -619.580 -619.559 

0.20 -619.859 -617.796 -618.503 -619.837 -619.815 
0.30 -620.085 -618.479 -619.323 -620.094 -620.072 
0.40 -620.324 -619.402 -620.343 -620.350 -620.329 
0.50 -620.575 -620.563 -621.464 -620.607 -620.586 
0.60 -620.838 -621.964 -622.575 -620.864 -620.843 
0.70 -621.113 -623.603 -623.568 -621.121 -621.100 
0.80 -621.400 -625.482 -624.346 -621.378 -621.357 

0.90 - -621.700 -627.599 -624.833 -621.635 -621.614 
0.90+ -621.700 -627.599 -624.833 -621.647 -621.614 

0.95 -646.377 -631.256 -625.208 -646.404 -646.380 
1. 00 -671.215 -635.103 -625.302 -671.161 -671.146 

 

Table 5.1.3.1c. Distribution de 3q (en W/m2 °K) dans l’épaisseur de la plaque1 2,
2 2
a b

x x� § � ·�  �  � ¨ � ¸
� © � ¹

 

 
 
Pour les modèles DL et CDL, nous avons utilisé un seul élément dans chacune des couches. 
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5.1.3.2Plaque moyennement épaisse 
 
On se place maintenant dans le cas d’une plaque modérement épaisse ( a = b =.20m,  h =.01m ), 
soumise à une température uniforme sur la face supérieure.  
 

eT T�f� 

t tT T� 

( )b c bq H T T�f�  � ˜ � �

eT T�f� 

 
Figure 5.1.3.2.a 

 
Dans cet exemple , le chargement thermique sur la face supérieure nous impose d’utiliser la 
décomposition en séries de Fourier. 
Les résultats présentés ont été obtenus en utilisant NT=200 ( cf [BLA 05a]). 

 
 

      Température ( °K) Flux (W/m2 °K) 
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Figure 5.1.3.2.b 

 

La température et le flux normal sont représentés sur la ligne médiane de la plaque 1 2,
2 2
a b

x x� § � ·�  �  � ¨ � ¸
� © � ¹

. 

On constate sur la figure 5.1.3.2 b un défaut de convergence du flux, au voisinage de la frontière 
supérieure où la température est imposée. Ceci se produit à cause de la convergence très lente des 
séries de Fourier, comme cela  a été mentionné en 1.B.4.2.3 
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5.1.3.3 Influence de l’élancement 
 
On considère l’exemple pris dans l’introduction et l’on souhaite examiner l’influence de 
l’élancement sur les performances des modèles proposés. 
 
La nature des matériaux et le chargement thermique sont ceux décrits précédemment. 
Pour établir l’influence de l’élancement, nous avons utilisé NT=20 dans la décomposition en 
séries de Fourier. 
 

Cas de la plaque infinie 
 
On désigne par 1 2 3,  et h h h  les hauteurs respectives des couches (1), (2) et (3) et par cT�' , la 

différence de température entre le milieu ambiant et la face inférieure, 1T�'  la différence de 

température entre la face inférieure et l’interface (1-2), 2T�'  la différence de température entre 

l’interface (1-2) et l’interface (2-3), 3T�'  la différence de température entre l’interface (2-3) et la 
température sur la face supérieure, on a les relations ( cf [OZI 93]) : 
 

1
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2
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3
3 (3)

3
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�® � ' �  � ��°
�°
�° � ' �  � ��°
�°
� ' � � � ' � � � ' � � � ' �  �°�¯

 où F désigne le flux ( supposé constant). 

 
Dans chacune des couches la température est une fonction affine du flux.  
 
Ce modèle simplifié est bien adapté aux composites ayant un élancement > 200 
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Par contre dans le cas de composites épais, il est indispensable de disposer d'un modèle capable de 
prendre en compte la géométrie réelle. 
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Figure 5.1.3.3 

 
On remarque que , en ce qui concerne la température les modèles DL et CDL donnent une très 
bonne approximation de la valeur exacte. 
Seule la méthode CESL_3 est mise en défaut pour une plaque très épaisse. 
 

5.2 Applications numériques en mécanique 
 

5.2.1 Plaques semi-infinies 
 
On a étudié des plaques composites en graphite epoxy, composé d’une matrice epoxy 
renforcée de fibres de carbone. 
C’est un matériau qui est représentatif des applications auxquelles sont destinés les modèles 
que nous proposons. 
 
Ce type de matériau composite a été utilisé par de nombreux auteurs et nous a permis de 
comparer les résultats obtenus avec ceux de la littérature. 
Il a été utilisé par Pagano ([PAG 69]) qui propose une méthodologie pour déterminer la 
solution exacte en élasticité. 
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Les caractéristiques mécaniques de ce matériau sont données suivant la direction des fibres 
 ( notée L) et la direction transverse ( notée T). 
 
 
 
 
L’orientation des fibres est donnée par 
 

Figure 5.2.1 
 

1x

2x

z

�T

 
 
Dans tous les modèles calculés, on désigne par D.G. les déplacements généralisés. 
 
Dans toutes les applications numériques, on utilise les valeurs suivantes : 

                    L

T

25
E
E

� , LT

T

0.5
G
E

� , TT

T

0.2
G
E

� , LT TT 0.25�Q �Q� �  et T 6.909  GPaE �  

 
Les conditions aux limites permettent d’utiliser la décomposition en série de Fourier. 
Elles sont données par les relations 1.38 à 1.40. 
  
La plaque est soumise sur sa face supérieure à une pression normale donnée par 
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Les résultats sont donnés sous forme adimensionnée : 
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Recherche de la solution élastique pour chacune des couches ( avec les notations du chapitre 2) 
 
Couche à 0°( fibres parallèles à1x  ), pour a=1. 
 
On a (1)1 (1)2 (1)3 (1)4

1 1 1 121.9888 , 2.24423 , 2.24423 , 21.9888� 9 � 9 � 9 � 9�  � � �  � � �  �   

(1)1 (1)2 (1)3 (1)4
1 1 1 1

.99421 .021610 .021610 .99421

0 , 0 , 0 , 0

.10745 .999766 .999766 .10745

U U U U

� � � �� § � · � § � · � § � · � § � ·
� ¨ � ¸ � ¨ � ¸ � ¨ � ¸ � ¨ � ¸�  �  �  �  � ¨ � ¸ � ¨ � ¸ � ¨ � ¸ � ¨ � ¸
� ¨ � ¸ � ¨ � ¸ � ¨ � ¸ � ¨ � ¸
� © � ¹ � © � ¹ � © � ¹ � © � ¹

� � � � � � � � 
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Couche à 90°( fibres perpendiculaires à1x  ), pour a=1. 

(2)1 (2)2 (2)3 (2)4
1 1 1 16.48841 , 1.52111 , 1.52111 , 6.48841� 9 � 9 � 9 � 9�  � � �  � � �  �   

(2)1 (2)2 (2)3 (2)4
1 1 1 1

.976322 .216324 .216324 .976322

0 , 0 , 0 , 0

.216324 .976322 .976322 .216324

U U U U

� � � �� § � · � § � · � § � · � § � ·
� ¨ � ¸ � ¨ � ¸ � ¨ � ¸ � ¨ � ¸�  �  �  �  � ¨ � ¸ � ¨ � ¸ � ¨ � ¸ � ¨ � ¸
� ¨ � ¸ � ¨ � ¸ � ¨ � ¸ � ¨ � ¸
� © � ¹ � © � ¹ � © � ¹ � © � ¹
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5.2.1.1Plaque semi-infinie en appui simple 
 
Cet exemple est très souvent utilisé dans la littérature ( cf [PAG 69]),pour tester les modèles 
numériques 
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On considère une plaque semi-infinie , 
vérifiant les conditions (1.44). 
 
Le chargement mécanique est donné par : 
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Figure 5.2.1. 1.a 

 

Les résultats sont donnés pour un élancement 4
a

S
h
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�Ï CDL, 1 élément par couche 4 D.G. 
�Û CDL, 3 éléments par couche 12 D.G. 
�ÆCDL, 4 éléments par couche 16 D.G. 
— Solution exacte   

 
Figure 5.2.1.1.b 

 
Cet exemple nous a permis de tester la convergence du modèle CDL appliqué à la mécanique. 














































