N
N

N

HAL

open science

Modele polynomial contraint discret par couche pour le
calcul thermique et thermoélastique des multicouches
épais

Monique Blanc

» To cite this version:

Monique Blanc. Modele polynomial contraint discret par couche pour le calcul thermique et ther-
moélastique des multicouches épais. Mécanique [physics.med-ph]. Arts et Métiers ParisTech, 2005.

Frangais. NNT: 2006ENAMO0007 . tel-00012005

HAL Id: tel-00012005
https://pastel.hal.science/tel-00012005
Submitted on 22 Mar 2006

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://pastel.hal.science/tel-00012005
https://hal.archives-ouvertes.fr

N° d’ordre : 2005-07 ECOLE DOCTORALE DE L’ENSAM(ED-432)

Ecole Nationale Supérieure d’Arts et Métiers
Centre de Paris

THESE

Présentée pour obtenir le grade de

DOCTEUR
de

L’ECOLE NATIONALE SUPERIEURE
D’ARTS ET METIERS

Spécialité : Mécanique
par

Monique BLANC

Agrégée de Mathématiques

Modeéle polynomial contraint discret par couche pour le calcul
thermique et thermoélastique des multicouches épais

soutenue le 6 Juillet 2005 devant le jury composé de

MM.
R.OHAYON Professeur au CNAM ( Paris) Président
E.CARRERA Professeur au Politecnico ( Torino) Rapporteur
P.MULLER Professeur a I’Université de Cergy Rapporteur
G.COFFIGNAL Professeur a L’ENSAM Paris Membre invité
O.POLIT Professeur a I’Université Paris X Examinateur
M.REYNIER Professeur a I’Université Paris X-Nanterre Examinateur
M.TOURATIER Professeur a L’ENSAM Paris Directeur de these

L’ENSAM est un Grand Etablissement dépendant du Ministere de I’Education Nationale, composeé de huit centres :
AIX-EN-PROVENCE ANGERS BORDEAUX CHALONS-EN-CHAMPAGNE CLUNY LILLE METZ PARIS



Remerciements

Je tiens a remercier chaleureusement mon directeur de these, Monsieur Touratier, qui m'a
fourni des pistes tres riches en développements et qui m'a guidée dans ce travail, mes
collegues du LMSP qui m'ont encouragée , la direction générale de I'ENSAM et la direction
du CER de Paris qui durant ces trois ans ont permis que je consacre une partie de mon
activité a cette étude.

Je remercie également les membres du jury qui ont accepté d'examiner ce travail et tout
particulierement les rapporteurs Messieurs Carrera et Miller qui m'ont apporté de
précieuses remarques, ainsi que Monsieur Ohayon qui a accepté la présidence du jury.






Table des matiéres

INEFOTUCTION ... s 5
Chapitrel.  GENAIAITES ....cceiiiieieieee ettt sttt sreereeneas 9
1A POSITION AU PrODIEME......ceiieee et ereens 9
1.A.1 Géométrie du ProbIeme ...................cccocieiiiiiiiiiiiiiiiiie et 9
1.A.2 Problemes parabOliQUES ..................cccccccueieuieeiiieeiie e eeie e 10
1.A.2.a Probleme de la conduction thermique....................ccccccceevcieiiiiiiisciiiiieiie e, 12
1.A.2.b Probléme thermomécanique en petites perturbations .................cccoeceueeeceeencueeannnen. 13
1.A.3 Analyse de la bibliographie. ..................ccocoiiiiiiiiiiiiiiiiiii et 17
1.A.4 OpErations SUF 1€ LISTES............ccccueiiuieiiiieeie e eeee et e e e 18
1.A 4.2 DEFINITIONS ..ottt ettt et e bt e eabeeneees 18
LLALAD PrOPTILES ... .eeveiieiiieiie ettt ettt ettt ettt ettt estae e be e aeeenbeenseesnseensaeenseensnas 18
1.A.4.c Intégration et derivation de JiSteS.........eeervieeiiiieiiieeie e e 19
LoA.5 NOTQTIONS ...ttt et 20
1.B MOAEIES € TAYEIWISE » ...ocuvieiiiciiicie ettt sttt et s re e ste e be e e e 21
1.B.1 POSTtion du ProbICMe..................cccueeieuieiiiiieiie et 21
1.B.2 Forme layerwise en thermiQUe .................ccccouiiaiiiiiiiaiieit et 23
1.B.3 Forme layerwise en thermo@lastiCite.................cccuouvvuramiiiasiiianiieaiieeeeieeeieeeeiee e 25
1.B.4 Modeles utilisés dans le plan de la couche....................ccccccooooeiviiiiiiiiiiiniiiiaiiee. 31
1.B.4.1 Discrétisation dans le plan de la couche par une méthode basée sur les
ClEMENTS FINIS...eeitiitiete ettt sttt e s e e e an 31
1.B.4.2 Décomposition dans le plan en séries de Fourier ...........coocovveniininiincenncne 31
1.B.4.2.1Exemple en thermiquUe...........ccccuiieiiiieeiiieeiieeeiie et eeeeeeree e e e ens 32
1.B.4.2.2Exemple en thermoélasticité linéaire.............ccevueeriieniieiieniieiecieeeeeenn 34
1.B.5 Modeles "layerwiSe" PrOPOSES............cccccuiiuiiiiaiiiiieee ettt 39
1.C Modeéles dans des espaces de coordonnées de dimensions inférieures.............c.coceev..... 40
1.C1 Plaque SEMi iNfINIe ............c.cceieiiiiiiiiiiieee ettt 40
L.C.2 PlAGUE TIFIRIE. ..ottt ettt e et e et eeenseeeneneas 43
Chapitre2.  Solutions analytiqUES BXACTES ...........ceereiiirieriieie e 45
2.A Probleme de la conduction thermMiQUE..........ccoveieiieiieie e 45
2.A.1 Généralités Sur 1a réSOIULION ................ccoooeuiiiiiiiiiiiiii et 45
2.A.2 Résolution analytique de la conduction thermique pour un multicouche ................... 46
2 .A .3 Ecriture du systeme différentiel sur chacune des couches ................c.ccccccooeevennn... 46
2.A4.4 Raccordement QUX TNEEFTACES ................ccueeeueeeeeaeieeeieeceieeee et eae e ese e 48
2.4.5 Cas des dimensions 1 €1 2.............ccccccouiiiiiiiiiii ettt 50



DA 5. ADIMENSION 2ot et e e e e e e e e e e e e eeeaaes 50

2.A 5.0 DIMENSION 1 .oeiiiiiiiiiiiieiie ettt et st 50

2.B Probléme de la thermoe@lastiCIte ............c.ocooiiiiiiiiisee e 51
2.B.1 Résolution du systeme différentiel sur la couche (k) ..........cccooovevvimviiiiiiiiiiniiannnn, 52
2.B.2 Raccordement QUX TNLETTACES..............ccueeeeueeeeieeeeieeeeiee e e eaeeeaaeeesaeeenraeesevee e 56
2.B.3 Prise en compte des cOnditions aux [IMILes .................ccovveeveiniieiieeniieeeeeie e 57
2.B.4 Cas de la dimension 2.................ccccoioiiiiiiiiiiiiiie et 59
Chapitre3.  Approche « couche EqUIVAIENTE ».........cccciiiiiiiiiiiec e, 61
3.1 GBNEIAIITES ...ttt 61
3.1.1 Ecriture de I’ aPPrOXTIALION................cceeiiiiiieeieee et 61
3.1.2 Généralités sur [a MELNOde .................ccccccoiiiiiiiiiiiiieie et 62
3.1.3 Prise en compte des conditions Qux [IMItes.................ccccceevueeveaneesiieaiieeieeeeeie e 63
3.1.4 Ecriture des modeéles couche équivalente ...................cccocccueeveeeenieeenieeeeiiieeeiieeeeeenn, 64
3.2 Application au calcul thermiqUe............coiiiiiiiiie s 65
3.2.0 INOTQLIOMS ...ttt et 65
3.2.2 Ecriture de la cORtinuité QuX iNLETFACES .............c.cccveeeeiiiaiiieeieeie e 65
3.2.3 Forme variationnelle de l’équation de conduction de la chaleur................................ 69
3.3 Application en thermoelastiCite............cocoiiiiiiiiii e 70
3.3 IINOIALIONS ... ettt 70
3.3.2 Ecriture de la cORtinuité QUX iNLETFACES .............c.ccveeieiiiaiieeiieeee e 71
3.3.3 Ecriture des cONditions QuX [IMILES .............cccccoiouiiiiiiiiiieiie et 73
3.3.4 Ecriture de la formulation variationnelle ....................c.cccoevovoiiniiiniieniieiieee e 73
3.4 Cas deS MOUEIES ESL .........cooiiiiiiiieiei e 74
Chapitred.  Modeles COUCNES AISCIELES .........cerieuiriirieirierieiees e 75
4.1 Généralités sur I’approche couches diSCretes........ccooviiviiieiiiiiciiee e 75
4.2 IMOOBIE DL ...ttt sttt bbbt st e e b e 76
2.1 GOMEFAIILES ...ttt ettt 76
4.2.2 Application en tREFMIGUE ................cc.cceeeiueieiieiieee ettt 76
4.2.3 Application en therMOELASIICTLE. ................cc.ooccuveeiieeaciieeeieeeie e 80
4.3 IMOUBIE CDL ..ttt bbbt sttt et et et sre e 81
3.1 GOMETAIILES ...t ettt et 81
4.3.2 Application en tREFMIGUE ................cc.cccueeieiiiieiieee ettt 81
4.3.3 Application en therMOELASHICTLE. ................cc.oeccueeeiieeecieeeeiee e 84



Chapitre5.  Applications NUMETTQUES ........ccueiieieeie e eie e seesee e e sae e e naes 87

INtroduction : CNOIX 0ES CAS TESTS ........eiiiiiiiiiicriee e 87
5.1 Applications numMeriques en therMIQUE ... 87
5.1.1 Applications en dimension I .................cccccoiiiiiiiiiiiiiiiiiiieee et 87
5.1.1.1 Plaque infinie bicouche Stationnaire ............ccecceerveeriienieeniiesiienie e 87
5.1.1.2 Plaque infinie SandWiCh .........ccceeiiiiiiiieiiieeiiecccce e 89
5.1.1.3 Plaque infinie bicouche Stationnaire ............ccecceevveeriienieenieeieeieeieesee e 97
5.1.1.4 Probléme de HAN ...t 99
5.1.1.5 Plaque infinie SandWICh .........coceeviiriiiiiiiiiiiieceeeee e 102
5.1.2 Applications en dimension 2 ...............cccoououiiiiiiiiiiiiiieee et 104
5.1.2.1 Plaque semi-infinie hOMOGENE .........ccceeeviieriieniieiiieiieeie e 104
5.1.2.2 Plaque bicouche Ssemi-Infinie ..........cccoeeriuieiiiiiiiniiiieieccee e 106
5.1.2.3 Plaque sandwich semi infini€.........coceeveeriiriiniieniinienieeeieeceieee e 107
5.1.3 Applications en dimenSiOn 3 ............ccccccciiiiiiiiiiieiit et 110
5.1.3.1 Plaque mince soumise a une température uniforme............coecceeruveeveenenennne. 111
5.1.3.2Plaque mOoyennement EPaiSSC......ccuueerurrerrureerrureerreeesreeesreeessreeensreeensseeenssens 113
5.1.3.3 Influence de I’€lancement ............ccceevieeiienieeniieniie et 114
5.2 Applications NUMEriques €N MECANIGUE..........ccueeeriererriereeriesiesreseeeeseeseeseeseessessessessens 115
5.2.1 PlAQUES SEMI-INFINIES...........c.cccveeiieeeieeeie ettt ettt eaaeeese e 115
5.2.1.1Plaque semi-infinie en appui SIMPIE ......oeevuireiiriieeiieeeiieeeiie e 117
5.2.1.2 Plaque semi-infinie bicouche posée sur sa face inférieure et soumise a une
Pression SUr S& fACE SUPETICUTIE ......ccvvieeririeeiieeeiieeeieeeeteeesteeesaeeeereeessaeeensseeensseeens 119
S22 PLAGUE 3D ...t e e 123
5.2.2.1Plaque sandwich : @€néralités ...........ccviiriiiieiiiiieeiie e e 123
5.2.3.2 Plaque en appui simple soumise & Une pression..........ec.eeeeveereveeeveereeerneennne. 124
5.2.3.3 Plaque posée sur sa face inférieure et soumise a une pression sur sa face
SUPCTICULE ...evvveeutieireeteeeeteetteeeteeteeseteesteessseeseessseeseesnseenseesnseenseeanseenssesnseenssesnseensns 125
5.3 Applications numériques en thermo@lastiCité............ccccceveriiieiiniinieiese e 127
5.3.1 Plaque semi-infinie bicouche COmMPOSIte POSEE...............cccveevceeeeieieaiiieeiieeeiieeneeaens 127
5.3.2 Plaque bicouche cOmpOSIte POSEe...............ccccouiueieiiiiaiiiaiieae et 129
Chapitre 6. Conclusion et PEFSPECLIVES ......ccuviieieeieciese e sre s 131
6.1 ANAIYSE AES FESUITALS ......ecviiiieiieiieiee ettt ns 131
6.2 Prise en compte d’une géométrie quelconque dans le plan de la plaque..................... 131
6.3 AULIES APPIHCALIONS. .....eotiiiiitie ettt e e b e b et sneenes 132
= o] [T To =T o -SSR SSRSS 133






Introduction

Le travail présenté s’inscrit dans le cadre de la
formulation approchée des problémes aux limites, en
petites perturbations, pour des composites multicouches.
La motivation principale est de chercher le meilleur
compromis efficacité - colit pour les modéles de calcul
correspondants. Ce compromis peut étre pensé au stade
"continu" de la formulation, de maniére a définir des
outils de calcul numérique (éléments finis, volumes
finis,etc...) aussi performants que possible, et
généralement, non standards au sens des programmes
industriels de calcul.

Il est bien connu que les matériaux composites prennent une part de plus en plus importante en
construction mécanique, tant aujourd'’hui pour les véhicules automobiles; que pour les avions,
les hélicopteres et les véhicules spatiaux pour lesquels 1'expérience acquise avec les composites
est trés significative. Ils sont utilisés aussi bien pour les pieces de structure que pour des
équipements de protection thermique. Le chargement thermique auquel sont soumises certaines
de ces structures, et les contraintes mécaniques qui en résultent, jouent un role trés important
dans la ruine de ces structures ( cf Savoia & Reddy [SAV 95]).

I1 est donc essentiel de disposer de moyens de calcul, les plus précis possible , pour déterminer
le champ thermique dans les matériaux composites et en déduire les contraintes mécaniques
liées a un chargement thermique, voire méme a la superposition des chargements thermiques et
mécaniques.

Dans cette étude nous calculons le champ thermique, pour ensuite 1’utiliser dans le calcul
thermomécanique. Cela revient a négliger le couplage thermique-mécanique (cf [BOL 70] ) qui
peut étre important dans certaines situations. Sa prise en compte au sens de l'acception la plus
répandue n'intervient cependant qu'au travers de I'équation de 1'énergie et des données
concernant le comportement des matériaux.

On utilise fréquemment 1'hypothése d'un composite infini pour déterminer la température
(linéaire par morceaux) et en déduire les contraintes thermiques. De nombreux auteurs
( cf [CAR 02a ], [TUN 94]) ont souligné que cette simplification était abusive pour les
composites épais. Il faut aussi dans ce cas disposer de modeles approchés fiables pour évaluer
au mieux le champ thermique afin d’en déduire les contraintes d’origine thermique.

Il est donc nécessaire, pour prendre en compte les effets thermiques dans des multicouches
¢épais, de disposer de modeles de calcul efficaces qui respectent les lois de la physique, c’est a
dire la continuité du flux thermique et la continuité¢ des contraintes normales en chaque point
des interfaces. A noter qu'en présence d'un glissement mécanique aux interfaces, la méthode
décrite ici s'appliquerait. En revanche, tout comme pour traiter un couplage fort, elle
nécessiterait une présentation incrémentale de la formulation du probléme aux limites, ce qui
ne souleverait pas de difficulté supplémentaire de formulation.

On peut bien sir utiliser des modeles ¢léments finis mixtes ( cf [CAR 02a]). Pour cela il faut
utiliser au moins un ¢élément dans 1’épaisseur de chaque couche ; les contraintes liées aux
dimensions des ¢léments finis conduisent a des tailles de modeles ( nombre d’éléments) tres
importants. De nombreux auteurs comparent les résultats issus des modeles de calcul qu’ils
proposent, a ceux obtenus en utilisant des codes de calcul couramment employés dans
I’industrie ( NASTRAN, ANSYYS).
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Ces codes industriels peuvent étre utilisés en 3D ; dans ce cas, il faut employer plusieurs
¢léments dans I’épaisseur de chaque couche, pour approcher au mieux la continuité du flux, et
il en résulte un trés grand nombre de degrés de liberté. Ils disposent également d’éléments
coques, permettant d’introduire les caractéristiques thermiques des différentes couches .

C’est pour I’ensemble de ces raisons, que nous avons décidé de proposer un nouveau modele,
basé sur une approche « couche discrete », d'inspiration éléments finis, introduite en 1987 par
Reddy ( cf [RED 87]) et trés largement reprise par la communauté scientifique. Le modéle
proposé ici a pour objectif d’assurer la continuité transverse, tant pour le flux thermique que
pour les contraintes normales aux interfaces ( cf [CAR 97]), contrairement a celui proposé par
Reddy.

Pour tester la validit¢é du modéle proposé, nous avons choisi de le comparer a la solution
analytique exacte. Cela nous a donc amené a tester les modeles étudiés dans le cas d’une
géométrie simple pour laquelle on est en mesure d’exprimer la solution exacte a I’aide de
fonctions connues.

Dans le premier chapitre, nous introduisons les équations aux dérivées partielles que nous
allons résoudre ( conduction thermique et calcul thermoélastique), ainsi que les notations
utilisées. Nous introduisons des opérations sur des listes qui permettent de simplifier les
écritures. Nous posons ensuite les hypothéses qui nous permettent d'utiliser une écriture
"couche discréte" , comme introduite en 1987 par Reddy ( cf [RED 87]). La formulation
variationnelle est ensuite adaptée a la forme "couche discréte". Pour expliciter cette forme , on
a , en général , besoin d'une modélisation dans le plan de chaque couche. Nous avons donc
introduit les hypothéses qui nous permettent d'utiliser , dans le plan de chaque couche, une
décomposition en séries de Fourier. Enfin, nous avons examiné comment adapter ces méthodes
dans le cas de problémes 1D ou 2D.

Dans le deuxiéme chapitre nous recherchons, pour les géométries que nous avons retenues dans
le premier chapitre, 1'expression analytique des solutions exactes. Ces solutions exactes ont été
calculées par Padovan ( cf [PAD 75]) pour la conduction thermique , par Pagano en
mécanique ( cf [PAG 69], [PAG 70]), et par Tungikar & al. ( cf [TUN 94]) pour la
thermoélasticité. Ces solutions exactes nous serviront a tester les modeles numériques qui
seront proposés dans les chapitres 3 et 4.

Dans le troisiéme chapitre, nous ¢étudions le modele " couche équivalente contrainte" . Ce
modele a pour objectif d'améliorer le modele " couche équivalente" qui est couramment utilisé
dans les codes ¢léments finis qui disposent d'éléments multicouches. Les mode¢les classiques
utilisent dans ['épaisseur un polynome de degré q, basé sur les travaux de Naghdi ( cf
[NAG 57]). Ossadzow & al. ([ OSS 99] ) ont proposé en mécanique, 1'adjonction de fonctions
d'Heaviside pour imposer la continuit¢ des contraintes transverses. Ossadzow & al.
([OSS 04] ) ont proposé, dans le cas de la piezoélectricité , des fonctions sinus et cosinus pour
la mécanique et des polyndmes de Lagrange pour le potentiel électrique dans 1'épaisseur du
multicouche. C'est de ces travaux que nous sommes partis pour définir le modéle " couche
équivalente contrainte".

Dans le quatrieme chapitre, nous introduisons le modele " couches discretes" qui dans la
version standard est tout a fait comparable sur I'épaisseur a un modele par éléments finis de
degré 2 ( on assure la continuité C° aux interfaces).Le modéle "couches discrétes contraintes"
que nous introduisons permet d'assurer aux interfaces la continuité du flux en thermique et des
contraintes normales en thermoélasticité. Les liaisons internes correspondantes sont ensuite
utilisées pour réduire la taille des modéeles. A titre d'élément de comparaison, une approche
"couche discrete" ( ou layerwise) quadratique sur 1'épaisseur d'un multicouche a N couches



conduit a ( 2N+1) p inconnues, tandis que le modele " couches discrétes contraintes " nécessite
N p inconnues dans les mémes conditions ( p=1 en thermique et p=3 en mécanique 3D). Les
inconnues indépendantes seront appelées aussi températures généralisées ou déplacements
généralisés.

Dans le cinquiéme chapitre nous présentons les exemples que nous avons traités avec les
différents modeles proposés, en analysant pour chaque modélisation son domaine d'application

et ses limitations par comparaison aux solutions analytiques exactes.

Enfin dans le chapitre six nous donnons des pistes pour poursuivre le travail par la création d'un
¢lément fini spécifique qui serait basé sur le modele "couches discrétes contraintes".
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Chapitrel. Généralités

1.A Position du probleme

1.A.1 Géométrie du probleme

On se place dans I’espace affine euclidien, rapporté a un repere orthonormé
{0,61,62,63} .

On considére un multicouche épais constitu¢ de N couches.

Lai™ couche, notée V* a une épaisseur constante égale a 4" .

:
2

>

Bt
Ry g
(R
o e e
Gy s e

iy
Loy oo

On suppose que la géométrie du multicouche est indépendante du temps 7 .
La frontiére de V se décompose en 3 parties I',,I",,I", correspondant respectivement

a la face inférieure, la face supérieure et le bord latéral du domaine V.
Pour chaque couche V| la frontiére sera composée de ' ., T?.

Par définition, on a ro=ri  rP=r, e TI'"W=T,.
On désigne par Q la surface moyenne du multicouche.

Géométrie des couches

On appelle N le nombre total de couches.
Soit & I’épaisseur totale du multicouche.

77X,

Lai“™ couche est caractérisée par :
z,<z<z,,
(%, x,) € Q

et est désignée par V"
‘ Par convention z, =z,,, =h et z, =0 .

On note :
+ . - _ .
Z = lim Z¢tz = lim Z
zeV(i),z—>z,- ZGV(H),Z—)ZI-

Chapitre 1



Pour chacune des couches, on utilise un parametre adimensionné local :

£~ 22—(zl. +zl.+1)

zZ.,—Z.

i+1 i
On suppose que chaque couche est constituée d’un seul matériau composite dont on
connait les caractéristiques physiques, dans le repere local li¢ a la couche.

Dans cette étude, on s’est limité au cas d’un
multicouche parallélipipédique défini par :

- 0<x,<a
0<x,<b (1.1)
- 0<x;<h

1.A.2 Problemes paraboliques

Soit X un champ scalaire ou vectoriel, défini, a chaque instant 7, sur le domaine V
\ *
avaleurs dans R”, peN .

X :[0,400[xV - R”

TX(X, %y, X3) = X (7,2, %,,X;)

On suppose que X vérifie une équation aux dérivées partielles (EDP) parabolique,
issue d’une loi de conservation, du type :

Trouver X (z,x,,x,,x;) tel que:

ox X
A—+ > B.——+D=0 Vzx(x,x,,x;)e|0,+0|xV 1
ot ; 1 axl_axj ( 172 3) [ [ ( )

AeL(R’,R")
V(. j)e {123} .B; e L(R”,R”) Vrx(x,%,.x)e[0,+0[xV
DeR’

ou L(]R” ,R” ) désigne I’ensemble des endomorphismes de R”.

On suppose de plus que les conditions initiales sont données par X (0, x,,x,,x;)et que
les conditions aux limites, indépendantes du temps, sont de la forme :
X
E. X+ Fria—-i-Gr =0 V(x,x,,x)eV
ox; (1.3)
E..F, e L(R",R?),G. eR”
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On peut définir les conditions aux limites homogenes, que nous serons amen¢s a
utiliser, et que I’on note :

E.X+F, ?:0 V(x,%,,x,)eV (1.4)
X

1

Nous traiterons successivement le cas ou X est la température puis le déplacement.
Forme variationnelle du probleme

On peut introduire la variation premiére du champ X, 60X (x,,x,,x;) et intégrer dans
le domaine , on a alors :

jv( ZBHa - J(&X)dV 0 V&X (1.5)

i,j=1

Les conditions aux limites, peuvent s’écrire :

I[E X +F, 21+G j(&Xr)dF:O VX, (1.6)

T X

1

La forme variationnelle générale peut s’écrire :

i,j=1

B. +D [(6X)dV
‘[ Z v 8x 6x ( ) "
i< (1.7)

I(EFX+FF_ gimr](axr)dr:o V(5X,5X.)
ox

r

En faisant des hypotheses de régularité sur 6.X , on peut utiliser 6.X = X

Dans (1.7), on utilise en général une forme de Green pour calculer

82

VoX(x,x,,x;) ,[ZB'J@ a

vi,j=1

X 85)( dV J-ZB 1_

|3 o

v i,j=1

(OX (X, x,,x,)dV =

x .

qui nous permet de prendre en compte les conditions aux limites.
Dans chacun des cas ¢étudiés, nous expliciterons I’expression de la forme

variationnelle et nous en déduirons les conditions de raccordement aux interfaces,
ou équations de transport [GER73].
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1.A.2.a Probleme de la conduction thermique

T:[0,4[xV > R

Dans ce cas,
TX (X, %y, %) > T(7,X,,X,,%;)

On cherche a résoudre le probléme thermique de conduction, dans la configuration
actuelle :

Trouver T'=T1(z,x,,x,,x;) , tel que :

pCy Z—T +div(-K grad T)= pw en tout point de V (1.8)
: =

vérifiant au temps 7 =0, la condition initiale :

T(0,x,,%,,%;) = f(x;,%,,%;) (1.9)
et satisfaisant des conditions aux limites, en température ou en flux sur la fronticre I’
du domaine V.

On introduit , le flux de chaleur,

G =—-Kgrad T (1.10)

0
K désigne le tenseur de conduction thermique , K =| K =~ K 0
K

On peut alors écrire :

s o'T o'T o'T o'T
div(-K grad T)=—-| K,, —+ 2K +K -K
( A graa ) [ 11 axlz 12 ox.ox, 2 axzzj 33 ax32
L’¢équation (1.8), s’écrit sous la forme :
oT o'T o’T o°T o’T
C,—-| K,,—+2K +K -K = pw
P or ( ! ox? 2 o, ox, 2 ox,’ » ox,’ P

ce qui correspond bien a la forme (1.2) .

La forme variationnelle (1.7) , s’écrit :
J‘ pC, — 5T dV—JVq-grad(éT)dV

(1.11)
+J§-nr (T) -dF:jva(5T)dV
r
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On suppose de plus que les conditions sur la frontiere , indépendantes de 1, sont de la
forme E . T+F. q-+G. =0 sur I'.

En tout point de la frontiére, on impose une condition en température ou bien, une
condition en flux.

En ce qui concerne T', , y € {b,t} , nous avons considéré les différents cas suivants :
Température imposee : T(7,x;,X,,X; =z,) = s (7,x,,x,)
Flux impos¢ G(7,x,,x,,%, =z,) 1 = dr, (7,%,x,)

Convection : ¢(7,x,,x,,x, =z,)-n=H (T(7,x,%,%x,=2,)-T,)

T .. -
En posant ¢, =-K., 2—, les conditions aux limites (pour I', et I', ) sont de la
X3

forme :

E. T+F. q;+Gr, =0 V(x,x,x)el’, y e{b,t} (1.12)

1.A.2.b Probléme thermomécanique en petites perturbations

Q:[O,jtoo[xV—)]R3

(1.13)
TX(X,%,,X%) > U(7,x,,%,,X,)

On notera {U,(7,x,,%,,%,),U,(7,x,,x,,x,),U,(7,%,x,,x;)} les composantes du petit

déplacement, exprimées dans un repeére orthonormé.
Le systeme différentiel fait intervenir les déformations et les contraintes.

On pose :
. ou,
1{% —J] (114)

ool 2l ox, oy

En thermoélasticité linéaire , la loi de comportement s’écrit, pour un matériau
orthotrope :

Oy Cin CGin G O 0 0 &y =0y, T(7,%,%,,X;)

Oxn Con Gy Gy 0 0 0 &y =T (T, X, Xy, X;)

O3 | _ Can Gan Gy O 0 0 &3 = T(7,%,%,,%;) (1.15)
O, 0 0 0 Cop 0 0 1

O3 0 0 0 0 Co 0 &3

O3 0 0 0 0 0 Cons &3

Chapitre 1
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ou les «, sont les coefficients de dilatation thermique dans la direction x; et ou la

matrice du comportement élastique est donnée, en fonction des modules d’Young
E, et des coefficients de Poisson v, et des modules de cisaillement G, par les
relations :

Ci =E (1-vyuvy) /A > Copy = Epy(I=vyv13) /A
Cigs = E(I=vyvi)) A, Gy, =26, , G5 =26y, Gy =26y,

Ciy =E vy tv ) /A = Ep(v, +vyv) A=Cyy
Ciys =E (v +vv,) /A = Eg(vis+vyv,)/ A=Cyy
Cryy = Ey(Vys +vy Vi) A = B (Ve v vy,) /A =Ciyy

A=1- VoiVia = Va3V =V Viz — 2V21V32V13

La relation (1.15) , nous permet d’écrire :

Oy Ciinén +Cnén +C 38y, Gy + G0y +C 5y,

Oy Coonén +Cop&yy +Chppiéyy Coon@) + CoppyQyy + Cly33003,

O3 | | Ganén +Cinéy + Ciypéyg T Cinayy + Gy, + Ciypiaty,
= C —T(7,x,%,,%;)

Oy 1212612 0

O3 Cii3613 0

O3 Crinéns 0

En tout point, on vérifie les équations d’équilibre, qui s’écrivent ici en l'absence de
forces de volume :

0oy, N oo, N 0o, _0

ox, Ox, Ox,

00, ,90n 00y _, (1.16)
ox, Ox,  Ox,
0o, N 00,, N 00y, _ 0

ox, Ox, Ox,

Le systéme (1.16), compte tenu de (1.15) , conduit au systeme d’équations aux
dérivées partielles :
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o, o°U, U, 1 U, U, 1 U, U,
C1111 2 +C1122 +Cpa +-Chn + 2 +-Cs + 2
Ox, 0x,0x, ox,0x; 2 Ox,0x, Ox, 2 ox,0x,  Ox,

oT

:(Clman+C11220’22+C1|33a33)'_

1

o’U o’U o’U 1 o’U o’U 1 o’U o’U
C221| = +C2222 _22 +C2233 = +_sz __22+—_1 +_C2323 —_3+__22
Ox,0x, 0ox, Ox,0x, 2 ox” Ox0x,) 2 Ox,0x, Ox,
oT
= (szuau + szzzazz + C2233a33 ) A
2

o*J U, 1 o’U o’J 1 o’U o’J
a +Cam =+ C3333 _23 +_C1313 __23"'—_1 +_C2323 __23+—_2
x,0x, 0x,0x, ox;” 2 ox” Ox0x; ) 2 Ox,”  Ox,0x,

oT
= (C3311a11 + Cs}zzazz + C3333a33 ) ’

3

ce qui correspond a un probléme de la forme (1.2) , en posant

or
0 Cllllall + CIIZZaZZ + C1133 33 aXI
A = 0 D == CZleall + CZZZZ aZZ + C2233a33 ’ S_T
X
0 2
C33llall + C3322a22 C a33 a_T
ox,
C1111 0 0
1 o> |
B,=| 0 -=C 0 .
11 1212 8x12 Yo
| U,
0 0 5C1313
1
Ecllzz 0 0 62 Ql
Bzz = 0 szzz ) P Yo
)C2 U
0 0 _C2323 =
0 C1122 +_C1212 0
U,
1 1 0’
BIZ = le :5 C2211 +EC1212 0 'axlaxz %2
0 0 0 =3

Chapitre 1
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U,
1 o
By=B; =7 0 0 0 ) v,
2 Ox,0x,
C33ll + Cl3l3 O 0 =
0 0 0
. 2 U,
B,, =B, :E 0 0 Choss +5C2323 ) ox,ox, U,
U,
0 C3322 C2323 0
1
EC1313 0 0
U
1 o |
B, = 0 Coans 0 | O U,
*\u
0 0 Cisss =
Expression de la forme variationnelle
Posons D]}=(C__ a +C a +C « )O—T
il 11 722 22 ii33 33 axl
3 82 =1 N 82
ot Z By ——|U |=| Cu i Uy
o 7 oxox, U, " Ox 0x, i
On peut alors écrire la forme variationnelle :
[ Cour™zt oy, L(8U), dV - DT, (8U), dV=0
7 Ox 0,
Ona:
-~ oU
[zt o L(oU), dV=—] (50)<1V+janF SU)dr
o, 0, O
en posant (5/(\]) —l %+65_U‘i eto = 0'11 0'12 0'13
p ;2 8xj o, g 12 2 23

O3 Oy Oy
La forme (1.18) devient :

[,04(0U,,)dV [0, n-(8U)dr+[ DT(sU)dV =0
r
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Conditions sur les faces inférieure et supérieure

Soit 7 le vecteur normal a une surface, on note o, =c-n , le vecteur contrainte

relatif a la facette 7 .
On suppose que sur cette partie de la fronti¢re, on a une expression de la forme :

EVU+F, 0,+G, =0 (1.20)

Exemples de conditions sur la fronticre :
déplacement imposé : U=U

contraintes normales imposées : 0, =G,

n

1.A.3 Analyse de la bibliographie.

Pour tester les méthodes numériques proposées, nous avons étudié des configurations
spécifiques ( géométrie, caractéristiques physiques et conditions aux limites) pour
lesquelles on sait exprimer la solution de (1.2).

Les méthodes de résolution, les théorémes d’existence et d’unicité de la solution sont
issus de I’ouvrage de Carslaw et Jaeger [CAR 59 ] pour le probleme de la conduction
thermique dans un milieu homogene.

Pour les problémes de conduction thermique dans un multicouche Padovan ( cf
[PAD75a] et [PAD75b]) a montré que 1’on peut exprimer la solution exacte du
probléme de conduction thermique dans le cas d’une plaque rectangulaire composée
de couches orthotropes lorsque 1’on connait la distribution de la température sur les
couches inférieure et supérieure.

Mikhailov [MIK 83] utilise la recherche automatique de valeurs propres pour
construire une base de solutions .

Pour les problémes uni-dimensionnels comportant un nombre quelconque de
couches, Han [HAN 86] propose un algorithme pour calculer la solution exacte.

Ce champ thermique est ensuite utilis€ dans un calcul thermomécanique
(cf[SAV 95] & [PAD75b]).

Pour les problemes de mécanique, nous avons utilisé , les résultats de Pagano ( cf
[PAG 69] et [PAG 70] )

De nombreux auteurs proposent des techniques d’homogénéisation pour simuler le
comportement thermique ou thermomécanique d’un multicouche, par exemple
Maewal & al. [MAE 67].

Touratier (cf [TOU 80], [TOU 91] et [TOU 92] ) introduit dans 1’épaisseur de
multicouches des formes trigonométriques.

Nous avons repris cette idée pour définir un modele approché de couche équivalente.

En ce qui concerne la prise en compte du chargement thermique de la plaque, de
nombreux auteurs utilisent une distribution de température linéaire dans 1’épaisseur
de la plaque ; cette approximation est licite dans le cas de plaques minces.

Les exemples de calcul de température dans des plaques épaisses ou tres épaisses que
nous avons traités, montrent que , dans ce cas, 1’approximation linéaire est trés
grossiere par rapport a la solution exacte.

Chapitre 1
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C’est le cas de Bose & Surana [BOS 93a] , ainsi que Chattopadhyay [CHA 99] qui
proposent une variation linéaire de la température sur toute I’épaisseur du
multicouche.

On rencontre également des modeéles numériques ou la température est quadratique
( cf Carrera & al.[CAR 00b] ) ou cubique ( Zhou & al. [ZHO 00] ) pour permettre de
vérifier les conditions aux limites.

Des applications avec détermination de la distribution de température figurent dans
certains articles: [PAD 75 ], [TUN 94], [CAR 02a ], [SAV95].

I1 existe également des méthodes par ¢léments finis en thermique, qui utilisent dans
I’épaisseur de la coque un polynome de degré p . Cette approche est présentée par
Surana & Orth. [SUR 89], Surana & Abusaleh [SUR 90].

On rencontre également des approximations hiérarchiques proposées par Surana &
Orth [SUR 91] et Bose & Surana [BOS 93a].

1.A.4 Opérations sur les listes

1.A.4.a Définitions

Soit p un entier naturel .

E,F)—> ExF
E et F deux ensembles tel que le produit . est défini ( ’ )
(X,Y)> XY
Soient {Xl,Xz,...,Xp} eE? et {YI,YZ,...,YP}EdeGUX listes de p termes, on

note :

-produit terme a terme des deux listes

(X X, X {0, Y =X YL X, Y, XY

P

- produit contracté des deux listes

(X, X,....x,} @117} =X

P
i=1

1.A.4.b Propriétés

Propriétés de ces produits :
L’associativité et la commutativité du produit terme a terme des listes se
déduisent de I’associativité et de la commutativité du produit dans Ex F' .

De méme pour la distributivité ou I’existence d’un élément neutre.

Le produit de 2 listes terme a terme est équivalent a 1’écriture d’un produit de 2
matrices p x p diagonales.
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Soit E un anneau commutatif, {Xl,Xz,...,X }EEP,{YI,YZ,...,Y
{Zl,Zz,...,Zp}eE”,ona:

P

{XI,XZ,...,XP}®({YI,Y2,...,Y }-{21,22,...,Zp})=
0 Sp

Y Y (X X, X} {202,002, )

Produit d’une liste par un scalaire

(R,E)> RxE

existe , alors on peut poser :
AX)—> 41X

Si le produit
(R,E?)>RxE"

LX) > A-X défini par z.{Xl,Xz,...,Xp} :{A'Xpﬂ'Xz,...,l-Xp}

Ces notations ont pour but d’alléger les écritures. Dans le cas ou ’on utilise un
espace vectoriel rapporté a une base, elles sont compatibles avec les opérations
usuelles.

1.A.4.c Intégration et dérivation de listes
Soit X une liste de fonctions intégrables sur un domaine €,

on note L}X d€Q la liste des .[QXi dQ.

Soit X une liste de fonctions dérivables par rapport a la variable x; sur un domaine €2,

1

on note % la liste des 81

ox ; Oox ;

Chapitre 1



1.A.5 Notations

T température yo, masse volumique
q flux Cy  chaleur spécifique
N nombre de couches w source volumique de chaleur
T temps N"=N-{0}
A% volume de I’espace occupé par la K tenseur de conductivité
plaque =
I frontiére de V U petit déplacement
r, face inférieure de V C tenseur de comportement ¢lastique
I, face supérieure de V a  coefficient de dilatation thermique
r, face latérale de V ¢ tenseur des petites déformations
a largeur de la plaque o tenseur des contraintes
o, vecteur des contraintes normales a
b longueur de la plaque — .
un plan, dont la normale est 7
. dF(z
h ¢paisseur de la plaque F ’(z) = #
'z
X tableau rectangulaire
X ) designe la colonne j de X
X tableau unicolonne X. désigne le terme de la i “™ ligne et
= —J
X, désigne I’élément i de X j ™ colonne de X
X, désigne la i ™ ligne de X
T=X transposée du tableau X
r,seN =E,s2 =
a b
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1.B Modeéles « layerwise »

1.B.1 Position du probleme

On se place dans le cas d’un milieu multicouche défini par (1.1).

La formulation « layerwise », au sens d'une discrétisation ¢lément fini suivant
I'épaisseur, a été introduite par Reddy [RED 87], et consiste a utiliser une écriture
spécifique pour chacune des couches du composite.

Le champ X sera compatible avec 1’approche « layerwise », si on peut 1’écrire sous la
forme :

N
X(z,x,%,2)= ) 7 (z) X“(r,x,x,,2) ,

k=1

®) () =
avec {Z (Z) -
X

sl z, <z<z,

1
(k)(z)=0 sinon
On désignera par X la liste X :{X“),---,X‘k),'--,X(N)}

L’opérateur différentiel(1.2) s’écrit alors :

V o ke{l,,N} ,Vrx(x,x,)xx; €[0,+0]xQx[0,4]

ox™ o’ X"
(k)
A +BY
ot Ox,0x,

L DP =0 (1.21)

et I’on doit imposer aux solutions recherchées des conditions de continuité aux
interfaces.
Ces conditions seront de la forme :

(k+1) + _ (k) - (k,k+1)
X (r,xl,xz,zk+l)—X (r,xl,xz,zkﬂ)—k[AX ]

%) (k+1) 1.22
ici(k) [a;(—j(rvxlaxzazlm-l) = ici(kﬂ) (a)g—J(T’ XI,XZ,Z,:H) ( )
i=l

X i=1 X

1 1

ou [AX G ”‘“)] désigne un saut a l'interface (k) de X, et ou la condition

2 ox™ 2 oxv
k - k+1 .
> Cf )[_ (7.3, %,.20, )= 2. CH — (7.%,x,.2.., ), ne doit concerner

i=1 Ox; i=1 X;

que la composante normale a l'interface ( flux ou contrainte suivant le probléme
traité), pour garantir les équations de transport.

Ces relations seront explicitées dans chacun des cas traités.

Chapitre 1
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Si de plus, on peut séparer les variables dans chaque couche (k), on peut écrire :

N N

X(Ta xl 7x2>Z) = Zl(k)ng)(Z) ' Xék)(ra xlaxz) = Zl(k)Xék)(Z) : Xl(éc)(xl 7x2) ‘ka)(T)
k=1 k=1

On introduit les deux listes :

s A3 3 3 3

X, ={X3“),--- X® ...’)(3(N>} et X, :{XQ)’...’XE"),...,XEN)}
R PR Y It PPN T
Avec également :

©) Q) M _ [ M (k) () M) (k) (V)
{X§ e X X }_{X12 oo XE L x U }‘{XT o X® X }
Conditions sur les faces inférieure et supérieure

On se placera dans les cas ou les conditions sur les faces inférieure et supérieure
peuvent s’écrire sous la forme :

Efy (z’,xl,xz) ~X3(zy)+F§ry (z’,xl,xz) 'Xg'(zy)+G7 (z‘,xl,xz) =0

3]-1
VTx(X,X,,X) €[0,40] x[0,a]x[0,b]  ye{bt}, z,=0, z
Forme variationnelle du probléme layerwise
On pose X (7,x,x,,x,) =X (7, x,x,)- X" (x,) en supposant que pour chaque
composante, on peut séparer les variables.

On introduit dans (1.7) , la formulation par couche :

V§X§k) (xl ° xz)a 5X3(k) (X3)

N 2o (k) 2 y (k)
Zj j A® 8§—+ Bij.k)ai+ DY |(6X% (x,,x,)0X1"(2)) dQdz (1.23)
o g T ox,0x
(k,)
+ J'(EFX“") +F. a)gx + GFJ(éXrgk”(xl,xz))dF =0
y=bitrT i

avec k, =1 k=N

On utilise également la séparation des variables et le théoréme de Fubini :

[CIERSTIISES o ERERS T [T

\Y%
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En utilisant la formule de Green , on pourra déduire les conditions naturelles de
raccordement aux interfaces ( ou conditions de transport)

La formulation détaillée sera donnée dans chacun des cas étudiés.

1.B.2 Forme layerwise en thermique

N
On pose T(T> xl b X2 b Z) = Z Z(k)]%(k) (T’ xl > x2 )T3(k) (Z)
i=l
Pour utiliser la formulation layerwise, on suppose que pour la couche (k) ,on a:
K® g®
K =|K® K% 0 | etquelechargement thermique s’écrit :
o o0 KW

N
w(T,x,,X,,2) = z 29 (2)x i (x,x,,7) .
k=1

On suppose de plus que les conditions sur la frontiére sont de la forme
E.T+F q-+G.=0 sur I’

et sont indépendantes de T sur la fronticre latérale.

On suppose de plus que
N N
T(0,%,%,2)= > 1 f(x,%,2) = D 2 [P () 7 (x,x,)
k=1 k=1

(k)
Ona pPc® or” = pPCH TV () T3 (z, X, x,)
or or
270 (k) 2(k) 2m(k)
dl'v(_K(k)grad T(k)) =—| g® 0 T§ +2K® 0 T§ + K® 0 T§ 7® —K(k)T(k)”]l(k)
x 11 8)612 12 axl axz 2 8)(722 3 3 03 3
(k)
On a posé : T _49 (@)
} dz
Soit
(k) 2 (k)
(k)C(k) 6T§ _K(k) 0 T?
10 A% az_ 11 ax12 . . - . )
T —KOTO'TE | =w® (2w (x,x,,7)  (1.24)
82T§(k) “ 82T§(k) 3
—QKH 3 __g®__3_

2
® ox0ox, 7 Ox,

ce qui correspond bien a la forme (1.21) .
Forme variationnelle

On discrétise la forme variationnelle (1.11) ,on a :

Chapitre 1
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[.rC, Z—T(5T)dV ﬁ( [ ag : (5T“”)dQJ(jZ“‘ p<">c§,k>73<k>(5g<k>)dz) (1.25)
2 (

1

010 A(T) o ooT)

11 22
N 6xl OX, Ox, ox,
k=

do
1 " K;;{GTJ“ o(o") or® a(gT;m)]

~[, G- grad (sT)dV =

ox, ox, Ox, 0ox, (1.26)
z ! om0 0(8T0)
(k) (k) ® (ST (k) 913
([ (ot s+ 2, (oma)| [k =5
En choisissant 67, =0sur I,
_I n (6T)-dr = i(] T(’"( T“‘))dr) _K(") aT_;k)(gT(k)) " (1.27)
q- r k:l I B T4 3 Z .
N
_ (k) (k) Oy (ST®
[ pw(oT)dv= ;(j W (ST dQ)(j PO (ST, )dz) (1.28)
Raccordement aux interfaces
La relation (1.27) , nous fournit I’équation de transport :
or® ort
(k) 3 - _ (k+1) 3 +
K3 . (Zk+1)_K33 oz (Zk+1)
On suppose de plus que o7, est continue.
On souhaite avoir la possibilité¢ d’introduire une résistance de contact a I’interface
entre deux couches.
Dans ce cas le raccordement entre les deux couches s’écrit :
T (2, x,%,,2.,) T (2, x,%,,2,) = | AT"D | = R®). (§:1.)" (%5, 2401,7)
15425 £+l 12425 €41 [ ] A (k) (1.29)

- \(k - - \(k
(qnz)( )(Tﬂ x17x2’2k+1) = (qnz)( H)(T’ xl’xzaz];.l)

ot R™ et 4, " désignent la résistance thermique et I’aire du contact a I’interface

situéeen z=z,.
. RW

Dans la suite, on pose R = ——— Cette quantité, appelée résistance de contact, est
e T4 M

rea

une fonction des points du plan de Uinterface, R (7,x,,x, ).
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1.B.3 Forme layerwise en thermoélasticité

On suppose que le calcul de 7 a été obtenu par un calcul précédent dans une approche
layerwise.

N
T(7,x,,x,,2) = ewTZZ(k)Tg(k)(xl,xz)];(k)(Z)

i=1

En utilisant les listes introduites en 1.A.4, on peut rechercher le déplacement sous la
forme :

N
U(7,x,x,,2)= ewrzl(")U;k)(z)-Uék) (x,x,)

k=1
) = [770) 770 770\ = jorpr) 77k
uh ={uf .U Ul = e U U
o _ 7o prto i
U; _{U3 1,U3 2’U3 3}
On introduit les listes: & _ |y 7k *)
U3 —{Ui I’US 2’U§ 3}
pw U _|oUeUy) oy
T ox, ox,  ox,  ox,
aU(k) %k)l (k)
axl 6)(31 —
auy’ 8U§")2 U®
ox, ——2
ox, X,
ouy” U® gwr
Ona: ox, ——
N _ o] ([ OU® )
STy v aul | |G| U Y,
3| 2 + ™ 2| ox ox, —
1 2
*)
1 agg"lr out 1 aUL3 Uo Ly g
2{ ox, Ox, 2| oy ——
1(oUy” oUuY | [ oU®
| =34 =2 | N 0] (k) gy
2{ ox, Ox 2| ox, Us 3 +U;z_U3 2
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(k) =1 aU Y +CH =2 aU 2 0l Z=3 aU(k)
1111 axl 1122 ax 1133 ax3
oy | c® GQ}"L c® ouy” c® ouy”
O—] l 2211 axl 2222 axz 2233 ax3
)
o, o a(_]gki c® a(_](zk:_ c® ouy”
O_}(Sk) 3311 axl 3322 ax2 3333 ax3
o lCUf) [ag;’fl agfkj
e 2 = ox,  Ox,
o) | Lew(ous, au
2 " ox, O
1 8U 6U
_C2323
2 0ox, 8x3
(k) (k)
oT _7w. oT;
Ox, oy
oT® . O
Ona a—:];(k)'a—3 et
X5 Xy
aT(k) (k) (k)
8x =L I
3

Py o°U;Y

ru Uy

— 1 U(k) 2 U(k)
3
o’ ox —' o’ ox’ —2
) aZUW 2y OPUW
OU" "5 pyw 99Uy %25 m
3
ox,0x, Ox,0x, —' Ox,0x, Ox,0x,
(k) (%)
27 7(k) A 27 7(k) 7
Uy _OUs | ey FUY_Yi
- 3 B 3 o
Ox,0x,4 ox, Ox,0x, ox,
2010 OPUW 21y OPUW
U, L gw 9U SR
a 2 a 2 3 2 2 3 -
X, x,” —— 0ox, ox,” ——
2y QUW 2y U®
% — 1y oy, _ 3 gy
0x,0x, x, ——' oxox, ox, ——2
27 7(k) 27 r(k)
U goor OUy_ yw g
ax32 3 3 1 x32 3 3 2

On obtient les relations suivantes :
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~0Y (x) I (x,x,)

C(k)a(k)

ITITRST!
C(k) (k)+

2211 11

3311 11

P U(k) o*UP

3 3 U(k)
x X
a l2 a 1
e OPUW
0Uy_ %255 5w
ox,0x,  Ox,0x,
2y oUM
OUS _ 25 5 ay
3 3
Ox,0x;, ox,
20 §2UW
ouy_ 33 )
2 2 3 4
ox, ox,
S A
oOUs"_ 75 5 0y
3 3
Ox,0x, 0ox,
o’uy
= :U§k>3U3<k)rr3
X3

+ C(/f)a(k)

1122 22

C(k) (k)

1133
2233

3333

0
0
0

+CMa

+C(/f)a(/€)

33
(k)

33

CP gy (k)+C(k)a(k)+C(k) (k)

33




T

=e

(i) e{l2}

1
G,-(:f) :ewr -
2

1
Gl(éc) :ewr —
2

c®

ill

c®

ii22

c®

ii33

3i3

1212

ox,

c® al_jiklag(f _
i3i axl

(k)
C(k) agfk:_ 8l_jgk :ewrl sz ® axl
ox, 2 c® oUW

Ox,

c® 3w
ewf%(cfkf;]@) ox, ==

(k) ou® ou®
;1+C(k);2+c(k);3_T3(k)(x3)'T§(k)(xlaxz)
ii22 a ii33 a
Xy X5
(C(")a"‘)+C"‘)a”‘)+C(")a("))
1111 11 1122 22 1133 33
(0
3 Ly ®
3
ox, "
Ek) iill
3 2k ot (k) (k) (k)
® o % , | 7€ L7 (x) I3 (%, x,) | €7
2 c®
Uék) US(k)! ii33
2 323

(k)

i3i3

(k) ey
Uy U

@)
3
2 U(k)

1212 3 4 U(k)

3
— 3
Ox,

Soit en reportant dans (1.17) , on obtient 1’€criture :
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(24

® a(k)
2

(k)
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U U 1 u®
3 3
C(k) - 1 U3(k) C(k) — ) 2 U3(k) C(k) +— (k) 3 U}(k)' +
1111 a 1122 2 1212 axlaxz 1133 2 1313 axl 3
1 0 U(k) k I k I3 k) (k K (k k) (k or" k
(GO —— & 409 (k) (k) (k) (k) ., (k) ()() (k) ., (k) 3 (k)
_Clzlz U3 _Cl3l3 (—f_l]§ 1U3_ ) (C all +C + C1|33a33 ) 7;
2 8x2 2 ox,
27 7k) (k) (k)
(k) 1 (k) 0 U (k) 6 2 yr(k) (k) 1 (k) 23 3 (k)
C22ll + E C1212 a a (C2222 ) a U3 + C2233 +5 C2323 a U3 3 +
X10X, xz Xy
PN R L oT®
Lo | 2 U(’” oW U“‘) U“‘)" (C(")a"‘) LW g® 4 o a("))- 3
2 1212 axlz 3 2 2323 2211 11 2222 22 2233 33 axz 3
1 oU® { oU®
C(k) + (k) | U(k)’ C(k) +_c(k) 2 2 U(k)’ + C(k) U(k) U(k)"
3311 2 1313 axl 1 3322 2 2323 axz 2 3333 __ 5

2y U
—3 377k 1 (k) —3 377k (k) ., (k) (k) (k) (k) ., (k) (k) (k)
a 2 U3 3 +EC2?2? axz U3 3 (leall +C 2 22 +C333:an )T§ T-;’
X . 2 S
(k) 27 7(k) (k)
) 3 1w 0 Uil (C(k)+lC(k)j 3 0
111 ax12 2w axzz 1122 2 e axlax2
27 7(k) (k) (k)
( w 1 (k)ja UL1 ) 3 5 * - 23 5
c"+-C — C" ———=+— _— 0
211 2 nn axlaxz 222 ax22 NREE axl2
(k)
0 0 lc(k) 3 3 lC(k)
2 BB axl2 =
(k)
( w 1 (k)jaUL3
0 0 c+—-C" | ——=
1133 2 1313 axl
(k)
( w1 (k)jaiz
0 0 cV+-C" |—==
2233 2 2323 axz
(k) (k)
w L wm aU§1 ® o1 Am 0Us 2
3311 2 1313 axl 3322 2 2323 axz
1 (k) 7 7(k)
—cy! 0 0
PR 1
0 Lewyw 0
I 3 5
(k) y7(k)
0 0 C3333U§ s

()
_3 3

2
0ox,




(C<k>a(k)+C(k)a(k>+c(k>a<k)), io.p®
1111 11 1122 22 1133 33

ox,

T7L® = (C(")a(")+C(")a(")+C(")a(“)- 0
I 2211 11 2222 22 2233 33 xz

(C(") a® +Cc®g® L o® (Z(k))-T—(k) LT
332 2 3333 3 3

3311 11 33

que I’on peut écrire, sous forme matricielle , pour la couche (k):

(k) (k) ' (k) "
() szk) +1Alo U3(k) +1Alw szk) =T7L™ (1.30)

Raccordement aux interfaces et conditions aux limites

Les conditions aux limites ou les conditions de raccordement aux interfaces portent
sur les quantités : (U, (7., 5,5, U, (7,30, %3, U (7,0, %,,%,) ) ainsi que

u®
o® _lCUc) 3 3 U® Ly e
13 _2 1313 ax 3 3 3 1 3 1
1
1 3
(k) _ (k) 3 377k (k) 7rky
O—zs _Eczm 8—U3 3+l]§ 2U3 2
Xy
k) k)
3 3 [
o) =C 5 U O U AU U
X X,
—(C(")a“‘) +CP g® +C<k)a("))-T§“‘) -T;k)
3311 11 3322 22 3333 33
On pose :
1 o770
“ EszUi 1 0 0
0-13 1
(k) _| 00 (k) _ 2 oo o
On = O—zs ? S(l) - 2C2323 U§ 2 0
(k)
% 0 0 chu®
3333 3
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)

0 0 %C(") —843
1313 xl
1 U;”
sw=| o 0 ==
= 2
oUw oUw
cH _—L c® 2 0
3311 axl 3322 axz
0
STL® =~ 0

(C” <k>+C<k> <k>+C<k> <k>) T(k) T(k)

3311 11

On peut alors écrire, pour la couche (k):

o, =S U”‘)+S((l")) US4 SLT® (1.31)

Cas d’un multicouche : raccordement aux interfaces

En tout point du plan de I’interface entre les couches (k) et (k+1), on impose la
continuité des déplacements et des contraintes normales.

k - k+1
—U( )(Taxlaxzazkﬂ ):M(T’xl’xz’zk+l+)
(1.32)

(k) ___(k+D) +
g, (T X5 X35 Zps )_O_n (T’xl’x2’2k+l )

En thermomécanique, on ne peut pas exprimer les conditions aux limites (ou aux
interfaces ) sans prendre en compte la connaissance de la solution dans le plan.

Dans les exemples que nous allons traiter , il est donc indispensable d’introduire un
modele dans le plan de la couche.

Ecriture de la forme variationnelle

On remplace dans I’équation (1.19) , o,, et o,,n. = o, par leurs expressions .

Le calcul sera détaillé lorsque I’on aura choisi un modele de représentation dans le
plan des couches.
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1.B.4 Modeles utilisés dans le plan de la couche

Différentes méthodes sont envisagées :

1.B.4.1 Discrétisation dans le plan de la couche par une méthode basée sur les
éléments finis

i

NE
Onpose X (7,x,x,,z) =Y Shap (x,,x,) X9 (z,z) oules Shap® (x,,x,)
i=1

désignent les fonctions de forme données et NE le nombre d’éléments utilisés dans le
plan de la couche.

On remplace ensuite dans (1.7) .

Remarque Dans les formes variationnelles , en appliquant les formules de Green, on
est amen¢ a exprimer les dérivées partielles d’ordre 1. Il est donc recommandé que
I’espace des fonctions engendré par les fonctions de forme soit stable par les
dérivations partielles.

On choisit en général des fonctions polynomiales par morceaux.

1.B.4.2 Décomposition dans le plan en séries de Fourier

Dans le cas ou la géométrie est celle définie en (1.1) , et ou la condition initiale et les
conditions aux limites sur I', et I, peuvent se décomposer en séries de Fourier,

rm ST o
enposant : 75 =— et s, = alors on peut écrire
a

X(7,x,x,,z) =e” X;(2) X5(x,,x,) , et rechercher la solution sous la forme :

+00 400

Z Z Sin (rlx1 )Sin (s2x2 ) X5® (z)
r=1 s=1

+00  +00

+Z z Cos (rl)c1 )Sin (s2x2 ) ers(k) (Z)

X (r5,3,2) =€ | 2 (1.33)
+22Sin(r1xl)COS (SzxZ)XrSSC(k) (Z)
r=1 s=0
+§§Cos(r1xl)Cos(szxz)Xrgak) (z)
r=0 s=0

Dans toute la suite, on suppose que, tant pour les propriétés thermiques que
mécaniques des matériaux constitutifs des multicouches, les axes {x,,x, } sont des

axes principaux. ( Cf [PAG 70])

On utilisera la propriété suivante : {r,s} e N'xN"
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a .5 a ) a
j-o Sin® (rx,)dx, = IO Cos® (rx,)dx, =3

b, b ) b
j-o Sin® (s,x, )dx, = L Cos® (s,x, )dx, = )
Nous traiterons dans les exemples des composites constitués d’une matrice de résine

Epoxy renforcée par des fibres de carbone disposées, soit dans la direction x, , soit

dans la direction x, .

1.B.4.2.1Exemple en thermique

On suppose que les conditions aux limites sur I', , sont de la forme :

{V (T,xz,x3)E[O,+OO[X[0,b]X[0,/’l] T(7,0,x,,x,)=T(r,a,x,,x,)=0 (134)

vV (7,x,x,)€[0,400[x[0,a]x[0,h] T(z,x,0,x;)=T(z,x,b,x;)=0

Remarque : Dans le cas ou T est constant sur I', , égal a7, , on peut se ramener a

ces conditions aux limites grice a un changement de fonction 7 -7, .

On suppose que w9 (7,x,x,,2) =" W (2) W (x,,x,)

et que wi”(x,,x,) est décomposable en séries de Fourier.

+00  +00

Wi (x,%,) = D > Wi Sin(rx,)Sin(s, ;)

r=1 s=1

Dans le cas des matériaux que nous €tudions, on a K 1(2") =0, alors la forme (1.33),
se réduit a :

400 +00

TV (z,x,x,,2) =" Y. > Sin(rx,)Sin(s,x,) T (z) (1.35)

r=1 s=1
On introduit la fonction f, (x,,x,) = Sin(#x,)Sin(s,x,) . On peut écrire :

+00  +00

T(z,x,,x,,2) = e“”z Z:fm(xl,x2 Y0 (z2)
r=1 s=1
. +00  +00 A
w' )(r,xl,xz,z) = e“”ZZfrs(xl,xz)wfs)(z)

r=1 s=1

L’équation (1.24) , devient :

S

(k) (k) (k)..2 (k) 2 (k) Ky )"\ _ (k)
((p CY o+ KW+ KOs )TH — K0T )_w,.. (z)
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Prise en compte des conditions aux limites

On transforme les conditions imposées (1.12) sur les faces inférieure et supérieure
en:

E, T\ (z)+F, .4, '()+G, =0 (1.36)

y_rsTrs
Ecriture de la forme variationnelle :

On a de plus :

—£(k)grade(k) = Z (Kl(lk)r1 Cos(rlxl)Sin(szxz)JrK;k)szSin(rlxl)Cos(szxz))]:ik)

r,s=1

K(k)Sm(rxl)S111(S2)c2 YT

Pour la forme variationnelle, on choisit 67" = £, (7",?(")) et on en déduit :

il Zk+1 *
j pCy Z—T 5T =%§ ( Qle2 J‘ Z Trngm(k))dZ]
k=1

r,s=1

NI r——

M‘é

J- q- grad(5T)
25 | ( J‘ KOTO'T *(k)’dz)

rs

h
Jomtmar-st s

r r,s=1 0

IV pw(ST) dV———zz (J'Z“‘ <">w§f)(z)T;<k>dz)

klrsl

Au final, la forme variationnelle (1.11) devient : V(r,s) e N xN’

N .. T*(k) T(k) i
2L |y | MRS Gy | LIRS |= BTN (1.37)
k=1 "%k T I\ T

rs rs

que I’on appelle forme variationnelle réduite, avec :

e | PG e (KPR Kss) 0 ) (o)
rs 0 _K?Eé‘) ) s 0

BTN, = (K2 T (0T () )~ (KL T T, (0))

33 Trs
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Remarque : dans le calcul du terme BNT ., on a T, qui est nul si la température est

. , i . . . r
imposée et le terme 7 qui est connu si le flux est imposé.

1.B.4.2.2Exemple en thermoélasticité linéaire
On se place dans le cas ou le champ de température est de la forme (1.35) .

On suppose que les conditions aux limites sur I', , sont de la forme :

A (r,xz,x3)e[O,+OO[><[O,b]><[O,h] U,(7,0,x,,x,)=U,(7,a,x,,x;) =0 (138)
v (T,xl,x3)E[O,+OO[X[O,a]X[O,h] U,(7,x,0,x) =U;(7,x,b,x,) =0 .
Vo (7,x,,x,) €[0,400[x[0,0]x[0,2] U,(7,0,x,,x,)=U,(7,a,x,,x,) =0 139
vV (7,x,x,)€[0,4+0[x[0,a]x[0,h] U,(z,x,0,x)=U,(z,x,b,x;)=0 (1.39)
Vo (7,x,,x,) €[0,400[x[0,0]x[0,2] ©,,(z,0,x,,x,) =0,,(7,a,x,,x;) = (1.40)
Vo (7,x,x) €[0,4+0[x[0,a]x[0,h] 0, (7,x,0,x,)=0,,(7,x,,b,x,) =0 '

Remarque : Dans le cas ou U est constant sur I', , égal AU , on peut se ramener a

cette écriture grace a un changement de fonction U —U_R .

Alors, la forme (1.33) , se réduit a :

(k)(T x]axz’Z)—e iiCOS l’ixl)Sll’l(Szxz)U(k) ( )
r=0 s=1

U, xl’xz’z)—e”"ii&n rlxl)Cos(Szxz)U(k) (z)
r=l s=0

+00 400

ng)(faxlaxzaz)=e“”ZZSm rxl)Sln(Szxz)U(k) (2)

r=1 s=1

que I’on peut écrire sous la forme :

U (1,%,%,,2) = e””z;((k) z I (x,x)U"(z) (1.41)
k=1 T -
en posant
Cos(rx,) Sin(s,x,) 0 0
I (x,x,)= 0 Sin(rx,) Cos(s,x,) 0
o 0 0 Sin(rx,) Sin(s,x,)
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(k) (k) k) . .
Dans ce cas, on peut calculer les @(0) ,@(1) ,@(2) ainsi que S((é‘)) et S((lk)) définis en

1.B.3. On pose :

400 +o0
@if)) = Z i@x{))rs > @Elo{)) = z i@i(ﬁ;m ’@g; Z I, @(Z)rs’ LY = Z Isg(rf)
r,s=1

r,s=1 rs=1" 5=l

1 1
(k) .2 , =~ (k) 2 (k) 4 = (k)
le nt 2 C1212 52 anz + 2 C1212 115, 0
(6) @ L~ ) g 1 (),.2
Al, =-||c®+=Cc® |rs, C ~C 0
(0)rs 21 9 oo 172 22 2 2 1212 h
1 (k) .2 1 (k) o 2
0 0 —C%r +—-C"s

2 1313 1 I 2

0 0 (C(")+1C(")Jrl
1133 2 1313
[l - 0 0 (cg;g +2ch jsz
[eweien)s H(coian)s o
Jeh 0o
@ff))m = O lC(k)
2 2323
0 o c¥

(C(k) (k) +C(")a(") n C(") (k))' ’/i.]:'ik)

1111 11 33

k) _ (k) ., (k) (k) (k) (k) ., (k) (k)
1Ly = (Ca® +CPa® +CPa®)-s, T

2211 11 2233 33

*) o0 <k> a® <k> a®). 7"’
(C +C +C )T

3311 ]I 2 33

L’¢équation (1.30) , devient :

"
V(l" S)EN @(0);5 U:Sk)+ (1) Uk) @(2) Ufsk) :TLEI;)

On pose S’ = 21 St Sty = Z[ Sty STL® = 21 STLY

r,s= 1=

r,s=1 rs=1=
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l (k) 0 0 0 0
2 1313
1
(k) _ (k) (k) _
S(l)rs - 0 EC”” 0 S(O)rs - 0 0
0 0 (k) (k),,l C(k)s2
3333 3311 3322
0
(k) _
STLY =~ 0
(k) (k) (k) (k) (k) L)
(C3311 11 C a +C 33 ) T’S

On pose " = Z 10", I’équation (1.31), devient :

n_rs
rs=lT

I‘I rs s rs

2 5 ® prk) ok prio Q)
V(r,s)eN", =Sy Uy +Says U,y +STL

(k) (k) (k)

De la méme facon, nous devons calculer o,,’,0,,’,0,," pour €crire la forme

variationnelle.

O'l(f) =e“" i Gl(fj,,sSin (7’1x1 ) Sin (s2x2 )
r,s=l1

(k)

or o
On pose ¢ 0,, =e

2 rs

Szn rlx1 ) Sin (S2x2 )

r,s=l1

.
o](f) =e“r i al(fijos (rlx1 ) Cos (S2x2 )

r,s=l1

—CWy

1313 1

2323

(k) (k) (k) (k)
C[ill ( )U’S s C[ill all
® _| o® (k) (k) (k) (k) ;
Oii s = Cﬁ22 ® (—SZ)U,S , -T.7(x;) C“_22 ® a i€ {l, 2}
(k) (k) (k)
C[i33 U;f)! 3 C[i33 a33
(k) ()
O_(k) _ l CIZIZ ® (}/i )U’_92
12_rs (k) (k)
2 C1212 (S2 )_Urs 1
Ecriture de la forme variationnelle
. k *
On choisit sU™ =1 U™
et on remplace dans (1.19) , on obtient alors : V(r,s) e N xN"
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U*(k) U(k)
rs l rs l
*(k) (k)
rs 2 rs 2
U U®
ﬁ:j o | T | Lrure | = Bw,
=) | UY = Uy S (1.43)
U (k!
rs 2 rs 2
U U
rs 3 rs 3
appelée forme variationnelle réduite,
C1(1k1)1 ES C1(2kl)2 0 0 0 0 _rlcl(1k3)3
1
0 S ng)z 5 ”iz Cl(zk 1)2 0 0 0 —S, C£§3)3
MUR(k) — 0 0 ( Cl(?kl)B +s C;fz)3) 0 0 0
‘ ]
0 0 0 —Cc¥. 0 0
2
1
0 0 0 0 ECBB 0
(k) (k) (k)
—1Cls3 Y 0 0 0 Ciss3
(C”‘) ® L o® g <k>+c<k> ("))T(")
1111 11 1122 22 133 33
—sz(C(k) C(k) a(k) +CW g ("))T("’
1122 11 2233 33
LTUR® = 0 et
0
0
(C(") *) 4 C"‘) a(k) n C(") "”)T(")
T *(N) T *(1)
. O-l(év)rv (h) — 1 (h) O-l(;) rs (0) ULI (0)
BUN.= |0y’ (h)||US" (k) |- | o, (0)] UL (0)
(N) * (1) *
o h (N) o 0 1)
33 rv( ) 3(h) 33 rv( ) Urs 3(0)
Chapitre 1 37




1.B.4.2.3 Limites de la décomposition en séries de Fourier

Cette méthode est un outil théorique pour écrire la solution analytique de problémes
particuliers.

Nous I’avons utilisée pour calculer des solutions exactes et comparer les méthodes
approchées, que nous avons introduites, a la solution exacte.

11 faut noter que dans le cas oul le prolongement de la fonction de [0,a]x[0,6] & R?

introduit une discontinuité a la frontiére, le nombre de termes a utiliser pour obtenir la
convergence est trés important.

Par exemple dans le cas d’une température imposée égale a 1 sur une face, la
précision du résultat est liée a la convergence de

NT NT _ —
ZZE 1 ! Sin(”(zp l)xljSin(ﬁ(qu l)xzj vers 1.

2
ST 2p-1) (-1 a
Convergence de lasérie de Fourier
1,2
1,1 -
—&— NT pair
1 . ' N
—— NT impair
0,9
0,8
0 50 100 150 200 250
Convergence de la série de Fourier
1,2
[ |
11
—&— NT pair
1 [ - u —8— NT impair
0,9
0,8 - ‘ ‘ ‘ ‘
0 500 1000 1500 2000 2500

La décomposition en séries de Fourier est fréquemment utilisée dans les exemples
traités, lorsque le chargement nous permet de se limiter a quelques harmoniques.
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1.B.5 Modeles "layerwise" proposés

L’approximation que I’on propose de mettre en place consiste a utiliser une

discrétisation dans 1’épaisseur du multicouche afin de réduire le nombre de variables.

Elle a déja été¢ mise en ceuvre en élasticité ( cf [RED 87] et [CAR 98a ]) et en
piezoélectricité linéaire ([SAR 97]).

p désigne la dimension du probléme ( p=1 en thermique et p=3 en mécanique)
Dans ce travail, les modéles développés et testés concernent :

- D’écriture de la solution exacte utilisée comme solution de référence pour la
validation des calculs sur des cas particuliers,

- la mise en place d’un modele de couche équivalente, utilisant des fonctions
d’Heaviside pour prendre en compte I’hétérogénéité des matériaux dans
1’épaisseur

- la mise en place du modéle « discret par couches » (layerwise ) et noté¢ DL, qui
conduit, avec une approximation polynomiale de degré deux dans 1’épaisseur
des couches, a (2N +1)p inconnues pour N couches.

- la construction d’un modé¢le nouveau désigné « discret par couches avec
liaison», noté CDL ( Constrained Discrete Layer), ou la contrainte ( liaison
interne) concerne la continuité a ’interface de la composante normale du flux
en thermique ou du vecteur contrainte normale en mécanique.

Ce modele aboutit a Np inconnues, pour une approximation polynomiale de
degré deux par couche d’un multicouche comportant N couches.

Le modéle DL décrit ci-dessus reposant sur une discrétisation par couche de degré
deux dans I’épaisseur est équivalent aux approximations éléments finis solides
tridimensionnels, suivant 1’épaisseur , la solution demeurant exacte relativement
aux coordonnées latérales du multicouche. Dans le cas CDL, l'approximation
¢lément fini 3D quadratique dans I'épaisseur est évidemment modifiée par les
liaisons internes provenant des conditions aux interfaces, dont l'effet est de réduire
le nombre d'inconnues. Dans certaines situations, notamment en mécanique,
l'approximation éléments finis conformes suivant les coordonnées des surfaces
moyennes des couches exigera la continuité C'.

Chapitre 1
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1.C Modéles dans des espaces de coordonnées de dimensions
inférieures

Certaines géométries de plaques nous permettent de réduire le nombre d’inconnues
dans le plan de la plaque.

1.C1 Plaque semi infinie
On considere une plaque de longueur infinie suivant x, .

Pour traiter ce probléme, on peut considérer que b est trés grand devant a et faire un
passage a la limite dans le probléme précédent.
On peut aussi écrire directement le probléme, en dimension 2.

Ce cas a été étudié tant en thermique , qu’en thermomécanique pour valider
I’approximation dans I’épaisseur de la couche par rapport aux nombreux résultats
trouvés dans la littérature ( cf [PAD 74.a])

La principale différence porte sur le traitement de la coordonnée x, suivant la ligne
moyenne de la plaque. Placons nous dans le cas ou nous utilisons une décomposition
en séries de Fourier.

Application en thermique

On suppose que les conditions aux limites sur I', , sont de la forme :
YV (7,xy)€[0,40[x[0,h] T(7,0,x,)=T(r,a,x;)=0

On peut alors rechercher la solution comme suit :

T (z,x,2z)= e“”iTr(k) (z) Sin(rx,)

r=1

Application en thermoélasticité
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o IS

Dans ce cas, le vecteur U est de la forme, U =

U,
On a alors la relation :
Oy Cin G 0 &~ T
5 |=| Gy Gz 0 || &3 —aT |, avee

O3 0 0 Ciis &3

Cin=E,/(1-v3vy) , Cup = Ey /(1-vvy)
C1313 = 2G13
Ciiss =V By /(= viavs)) = vy By (1= vvy)

Les équations d’équilibre, en 1'absence de forces de volume, sont données par :

0oy, N 90y; _ 0
ox,  Ox, .
, qu1 s'ecrivent :

0o, 00, 0
ox,  Ox,

o'y, 1 o°U, 1 o°U, oT
C1111 le+ C1133 +5C1313 m"'aclm W = (leau + 6111336133)'_l

1 o’U 1 o’U o’V oT

(C3311 +Ecl3l3jﬁ+§q}n KI_;"' C3333 ?:23 = (szau + C3333a33)'_3

On suppose que les conditions aux limites sur I', , sont:

{v (r.2) €[0,490[x[0,h] U,(z,0,2)=U,(r,a,2)=0 (1.44)

vV (r,z)€ [O,+oo[><[0,h] 0,,(7,0,z)=0,,(r,a,z)=0

On peut alors rechercher les solutions qui vérifient les conditions (1.44), sous la
forme :

ka)(z',xl,z) = iCos(rlxl)%l (z)

=0 r .
' , que 1’on peut écrire encore :

ng)(f,xl,z) = Z:Sin(rlxl)&f)3 (z)

r=I1

Chapitre 1
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Cos(r,x;)) 0 0
UY =1(x)U avec I, (x)= 0 0 0
N N 0 0 Sin(rx,)

Comme en dimension 3 , on introduit :

1w
EC'“" 0 0 Cl(lljl) ”12 0 0
(k) (k)
[Aler =] 0 0 0 Ay, =-1] 0 0 0
= ) =
w 1w
0 O C1133 +EC1313 ,/i
(*)
(1 =I, 0 O 0
femigen)io o
®) (k) (k) (k) lC”" 0 0
(lean +C1133a33 )I/iT3 2 BB
L =1, 0 SP=1] 0 0 0
L (etatrctat) 1 ool
1 o
O 0 Ecjmml/i 0
Son=1,| 0 0 0 STL® =—1I 0
B —C;kl?rl 0 0 - (C(k)a(k)+C(k)a(k))~T3

Dans ce cas le systeme différentiel s’écrit :

(k) & (k) 0’ (k) 0" k
VreN ,@(O)r U3(r) +@[l)r' U3(,,) +@(2)1- U3(,,) = LT;,( )

Et I’expression (1.42), devient :

* _ k) prt | o) 7k )
VreN ,o" =S, Us,’ +S;, Us,’ +STL,

Les techniques pour rechercher les solutions exactes, sont a adapter.
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De nombreux exemples seront fournis dans le chapitre des applications numériques.

1.C.2 Plaque infinie

Dans ce cas, on suppose que a et b sont trés grands devant /4.

On peut également procéder par un passage a la limite dans les équations (1.2).

A zZ=Xx,

Il est cependant beaucoup plus simple de résoudre directement le systéme
différentiel :

2
R
or Oz

+D=0 erze[0,+oo[x[0,h]

C’est pour ce type de probleme que nous avons résolu un exemple en thermique de
réponse forcée ( cf [HAN 86 ]) et que nous avons comparé les différentes
approximations dans 1’épaisseur, a la solution exacte.

Chapitre 1
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Chapitre2. Solutions analytiques exactes

2.A Probleme de la conduction thermique

2.A.1 Généralités sur la résolution

On utilisera les résultats classiques ( cf [CAR 59] ) suivants :
- le probléme admet une solution unique
- on peut superposer des solutions particulicres

Dans le cas ou les conditions aux limites sont de la forme
T(7,x,,x,,x;) =®(x,,x,,x;) en tout point de I" et ou le chargement
thermique w est indépendant du temps, on pose :

T(Taxlax29x3) = U(x13x23x3)+V(Taxlax23x3) (21)
ou U est solution de :

div(-K grad U) = pw en tout point de V 22)
U(x,x,,x,) =D(x,,x,,x;)  entoutpoint de I '

et V est solution de :

pCy (:;—V+ div(-K grad V)=0 entout pointde V
r =

V(0,x,,%,,x3) = D(x;, x5, ;) U (x;, %5, ;) (2.3)

V(t,x,x,,x,)=0 en tout point de I'

Le probléme (2.3) sera résolu , dans le cas général, en utilisant la transformée de
Laplace de ¥, notée Vet définie par V,, (X, %,,%;) = J‘Oﬂo Vi(t,x,,x,,x;) e ""dr .

On pose V,(x,,x,,x;) = f(x,%,,x;)=U(x,,x,,x;) (condition initiale pour V) et le
probléme (2.3) se transforme en :

pCy(pV V) +div(-K grad ,V)=0 en tout point de V 24
V(x,%,%)=0 en tout point de I' .

On voit donc toute I’importance de trouver, une méthode numérique efficace pour la
résolution du probléme (2.2).
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Séparation des variables

Supposons que la nature du chargement thermique et des conditions aux limites nous
permettent de rechercher une solution sous la forme 7'(z,x,,x,,x;) = 0(z)- T (X, %,,X;)
Le probleme (1.8) s’écrit alors :

pC,O'T +@'div(-Kgrad T') = pw (2.5)
Dans le cas ou le chargement thermique est nul, et si de plus on suppose que
T(z,x,,x,,x;) # 0, on peut alors écrire :

© div(-Kgrad T)
Cy —+ = "-=0 2.6
Plvy o 7 (2.6)

Ce qui entraine qu’il existe une constante 4 telle que :

© div(-Kgrad T)
-pCy, —= =" "= 2.7
Ply o 7 (2.7

On se ramene donc a un probléme de valeurs propres et de vecteurs propres.

11 convient de rechercher les valeurs de A qui fournissent des solutions 7 satisfaisant
les conditions aux limites.

2.A.2 Résolution analytique de la conduction thermique pour un multicouche

On se place dans les hypothéses de 1.B.4, on suppose de plus que le chargement est

N
de la forme w(r,x,,x,,2z) = e”’z w,y(2)x wy(x;,X,)
k=1

On peut alors rechercher les solutions sous la forme :

+00  +00

T(r,x,,x,,z) = e“”ZZZTrgk)(z);((k)Sm(rxl)Szn(szxz) (2.8)

k=1 r=1l s=1

Ona:

+00  +00

T(z,x,x,,2) = e“”ZZT”‘) (2)Sin(rx,)Sin(s,x, )

r=1 s=1

2 .A .3 Ecriture du systéme différentiel sur chacune des couches

On écrit le systéme différentiel sur la couche ( k)

((p(k)C\(,k)a)+(K1(f) (7/1)2 +K§§) (S2 )2))]:?«)(2) K(k)TrEk)"(Z)) o' w’(:f)( ) (2.9)
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r et s étant fixés, c’est une équation différentielle d’ordre 2, linéaire on peut donc la
résoudre en résolvant I’équation homogene associée (2.10) , puis en recherchant une
solution particuliere par la méthode de variation des constantes.

rs

(( PUC o+ (K (1) +KY (s,) ))TS”(z) - KT (z)) =0 (2.10)

On recherche les solutions de (2.10) , sous la forme 8% (z) = **
2 2
(P (K (1) + K2 (5)'))
Ky

Cela nous fournit 2 valeurs de z, notées u'" et —u

On doit avoir u° =

(k)

rs

e (p(k)célk)a)_l_(Kl(]k)(l,i)z +K§’2‘)(s2)2))
(1) = K
33

Les solutions de I’équation homogene sont donc de la forme :

(k) (k)
(k) — k) HF 2(k) ,7H F
T/(z)y=4."e" +4_ e

La méthode de la variation des constantes s’écrit :

*),

(k)
(k) — k) Hr'? 2(k) T
T'7V(z2)=4,"(2)e" +A. " (2)e
(k) _ (k)
et on impose la relation supplémentaire : A" "(2)e™ " + A% "(2)e "7 =0
On remplace dans (2.9), 1/*'(z) et A2 (z) doivent vérifier :

),

), -
A ()" T+ A2 (2)e T =0

rs

(),

(k)
k) q1(k)! Mz k) 2 2(k) —H 6 P
(42 @ = a2 @ | K = o, (2)

Ce systéme nous permet de déterminer une solution particuliere 7' ;k ) (2).

La solution est de la forme :
W) oy = 210 A5 q200 ~HYE i
T;s (Z) - /Irs e + ﬂ’rs e + Tpirs (Z) (21 1)
Remarque :

On s est placé dans le cas ou p"'CPw + (K](f‘) (r )2 +K3 (s, )2) #0

Dans le cas contraire les solutions sont de la forme T\"(z) =2/ “z + 22*
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2.A.4 Raccordement aux interfaces
En chacune des N-1 interfaces, on va écrire les relations (1.29) .

On suppose que chacune des R (7,x,x,) se décompose en séries de Fourier

400 +00

RP(7,x,x,) “”ZZRL{")”SM rx,)Sin(s,x,)

r=1 s=1

On peut alors écrire , en substituant dans (1.17).

! i+1 i+1)!
KO T (2,) = K4 T (2,,)
(1) S R .
T3 (z) =T (2,0) = [ ’m(l . ):' =Ky -R”, TV (z.,)

3 c_rs

Ce qui est équivalent , pour I’interface entre les couches (k) et ( k+1) :
(ﬂl(lﬁl) wEz l2(k+l) —uf 0z T(k+l)(Zk+1))
(ﬂv,ls(k)e#(’f)zk” +ﬁ,rzs(k)e_#”' Y240 +T(k) (Zk+1))
c_rs

(k)
) g [0 2100 A 7 (k) q20k) A P Q]
3 =R" K, (,um A e —H A e +T,)" (Zk+1))

(k)
) (00 1) K5 k) g2k K e )
_K33 (ﬂm ﬂ’rs e _/llm, ﬂ‘rs e T (Zk+1))

(k+1)
(k1) [ (k1) A1(k+1) A 2k (k1) 2 2(k+D) —uf 0z, (k+1)
-K;; ( U A e — U A +7T) (zk+1))

(k+l)z _ (k+l)z
e rs e rs
ke {1,~~-,N—1} ,posons MT'¥(z)=

(k+1) (k+1) ’
(k+1)  (k+1) H, o % (k+1)  (k+1) H, o %
Ky u e Ky e

rs

( ), (k)
Hs () k), (k) K THs ) k), ) H
er +R" Ki'u'e e -R", Ki'u e

MT?®(z) = et

(k) , (k) #,s 'z (k) , (k) ym 'z
—Ky'u e Ky'u e

(k+1)(Z ) T(k (Z )_l_R(l) K(k)T(k) (Z)

p_rs c_rs

(k)
T ( ) K(k)T(k) ’(Z)+K(k+1)T(k+1)'( )

Alors la continuité a I’interface s’écrit :
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VS

1(k+1) 2160
k
Mﬂ.lv(k)(zkﬂ)[ 2(k+l)j_MT;f(k)(Zk+l)[ Z(k)] = BTr(v )(ZkH) 4 k € {I’N_l}

VS
Au total, on a 2(N-1) relations a 2N inconnues.
Il reste a exprimer les conditions sur les faces inférieure et supérieure.

E.-T+F. Z—T+ G- =0 sur I' nous fournit deux relations supplémentaires :
z

EV T +F T (0)+ G, ) =0

Lyrs

BT+ B T )+, =0
Ce qui nous donne :
B (A0 4 220470, )+ B (102~ O + 1, 0)) G, 0 =0

(N) V)
W) [ g1y 0k 2N) ~H, R (N)
Er (/LS e +A4. e +7," (h))

(N) (N)
V) [N 1V Hs h (N) 92(N) ~H, h (N)! ) _
F ( Al — e ) (h))+GFI,S -0

Posons, comme précédemment :
10 _ (EM L g ,0 O _ g 0
ML =(EY + K u" EY-Fu®)

b rs

et
BT (0 (10, 0)+ £ (1. )+, "

s

(N) (N)
2N _ [ gV L V) () gt (N) (N) , (N) ~H,
MT? (E + R u™e EXN —F" Ve )

BT =B (10 )+ £ (10 00+ G )

Alors les conditions aux limites peuvent s’ écrire sous la forme :

o[ A © 2y [ s ™)
M| T |7 BT et MY ) |- BT,
7o
A0 . "
Posons 7" [ = ( o | et T,=| i |(hypervecteur).
//{’rs _ f(N)
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On peut écrire le systéme , sous forme hyper matricielle: MT -T = BT, .
MT,” 0 0 0 BT\
N I
ML=l 0  -MT?? .. 0 |et BT, =|
: 0 cee —MTXND pgTINAD BTN

On procede en général par une méthode de descente, puis de remontée ( de type
Gauss).
En effet les matrices MT” et MT."" sont des matrices a une ligne et deux

colonnes. En introduisant des matrices 2x2, le systéme hypermatriciel est tridiagonal.

On reporte ensuite les f‘m dans la relation (2.11) pour en déduire la solution.

T =" eI+ T, (2)

A

Les exemples traités ont été calculés avec Mathematica®.

Dans la majorité des exemples traités, nous nous sommes limités au cas r=s =1,
comme cela est fait dans la littérature ( cf [PAD 75a])

2.A.5 Cas des dimensions 1 et 2

2.4 .5.a Dimension 2

La technique de résolution est presque identique a celle décrite en dimension 3.
La seule différence porte sur la décomposition en série de Fourier qui s’écrit :

N +0
T(r,x,z)= e‘”z;((k)ZTr(k) (2)Sin(rx,)

k=1 r=1

2.4 .5.b Dimension 1

Dans ce cas , I’équation aux dérivées partielles s’écrit, pour la couche (k) :

(k) 2rp(k)
pHC® or a(TT’ 2) —K® 0 TaZgTa 2) _ pOw® (1, 2)

Dans le cas d’un probléme quasi stationnaire, on a :
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w(z,2)=e” W (z) avec Re(a)) <0
T®(z,2) =" TP (z)
PUCYOT (D)~ KGO (2= pnd ) (2)

On est donc en présence d’une équation différentielle linéaire d’ordre 2.
On lui associe 1’équation homogene :

pPOCYOT (2) - KWT (2) =0

et on recherche les solutions sous la forme 7,*'(z) = e~

Casou w#0

On résout p*'CYw— K% 1* =0, qui admet deux solutions, #*,—u™

, . () _ 0
On peut alors écrire 7,7 (z) =0Pe" = +0e ™ =

Casou w=0
Dans ce cas les solutions sont de la forme :
T;") (z)= 491"‘)2 + 492(")

On recherche ensuite les solutions du probléme avec second membre grice a la
variation de la constante.

On raccorde ensuite les solutions aux interfaces et on prend en compte les
conditions aux limites exactement comme dans le cas de la dimension 3.

2.B Probléeme de la thermoélasticité

On suppose que T a été obtenu par un calcul précédent. Cela revient a négliger le
couplage entre la mécanique et la thermique.

N 0
T (7,%,%,,2) = e‘”Z( > 201D (@)Sin(r - x,) Sin(r, -x»j

k=1 \_r,s=0

On considére le probléme thermoé¢lastique ( 1.17) , avec les conditions aux limites
(1.38) a (1.40) .

On peut alors rechercher la solution sous la forme :

N 0
U (7,%,%,2) =€ D 7" 3" 1 (x,x,)U"(2)

k=1 r,s=l1

U (z,x,%,,2) =€ D1 (x.x)U"(2)

r,s=l1

On suppose également que les conditions imposées surl’, et I, , tant en
température qu’en flux normal, sont décomposables en série de Fourier.
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/e

00 —_—
777 o1
Q (T,XI,XZ,Z:Z}/):e Zlm(xl’xz)Urs

o0
7 _ _ or
oy (r,xl,xz,Z—zy)—e Z[

r,s=0

r,s=0

Ve

0-3 s

Vas

b1}

ye{b,t}

2.B.1 Résolution du systeme différentiel sur la couche (k)

Le systéme différentiel (1.30) , s’écrit :

(k)
C1111

2

1
2 (k)
n+—=C
1 1212
2

0

0

2
Sy

cth 0
1

0 Scw,

0 0

1
(k) (k)
(anz + 5 Chn |1s,

1
(k) (k) (k)
[szll +5C1212 ns, G,

0

0

(k)
C3333

1
2 *) 2
S, + 5C1212ri

0

1 1
(ctegann (cesenls

1

0" _
Um‘ - (

1
- (CI(QS + 5

1
(emrien s

(k)
C221

(e

0

1 1
) .2 *) 2
5 Cinh + EC2323S2

(k) (
ay + G

k) (k)
311

0

(k) ., (k) (k)
(leau + Cllzz

k)

+C!

(k)
Cmsjrl

(k)
2Oyt

k) (k)
3209

On lui associe le systeme différentiel homogene :

52

(k)
C223

+C!

U(k)

’

(k) (k) (k)
oy, +Cliyy ) N

(k)

333 )'S

k) (k)
33333

U® +

T, 9(2)
2" Yl'x(k) (Z)

)7, (2)



1 1
k k k k
Cl(l 1)17”12 +5C1(21)2S22 (Cl(m)z +2C1(21)2j”152 0
1 1
k k B o2 K 2 k
(Cém)l +2C1(21)2j”1sz Cézgzsz +EC1(21)271 0 Ur(s) +
0 0 LewrziLew e
5 il Tyt
1
0 0 {emgan )
1 '
0 o femeen s
1 1
k k k k
(C3(31)1 +C1(31)3jr1 (C3(32)2 +C2(3;3]SZ 0
2 2
1 (k)
5C1313 0 0
1 "
-1 0 5C§§§3 0 |UY =0
k
0 0 O
(k) T (k)
. U}rs 1 Urs 1
On recherche les solutions de la forme : Ub el g
3rs 5 rs 9
U(k) [7 (k)
3rs 3 rs 3
Ce systeme admet une solution non nulle si et seulement si
c® ;2 lc(k) 2 2 lc(k) c® lc(k) —c|l c® lc(k)
i TGRS, —¢ 1313 22 T o |15, Sl Gt =0 |A
2 2 2 2
co 1w w2 Leow oo 21w co 1eow ~0
2t Chn |18, 205 T Cnph =6 — 0o =G| Coas + - Co5s |5, =
2 2 2 2
C(k) 1 C(k) C(k) 1 C(k) 1 C(k) 2 1 C(k) 2 2c(k)
S| Caan +E 1313 |h S| Cam +E 2323 |52 E 13131 +E 232352 —6 Lasgs

¢ est donc solution d’une équation bicarrée de degré 6 ( cf [PAG 70]).

Les solutions sont notées ¢* ie{l,--,6!.
rs
Tk
Y
. ~ i i croN i
Soit U =| U¥" | le vecteur du noyau associé a la valeur ¢ .

La solution générale du systéeme homogene s’écrit :

6 .
(k) _ (i ez 77 (k!
Urs (Z) - Zﬂ'rs e Urs
i=1
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Remarque :

On s’est placé dans le cas ou les propriétés du matériau de la couche nous permettent

d’obtenir 6 vecteurs vérifiant le systéme homogéne. C’est le cas lorsque les ¢ sont

2 a 2 distincts. En présence d’une racine multiple, il faut rechercher des solutions sous
o
py (@)
(k)l

TR _ el (k)j k)
la forme U’ " =e Py, (2) jou chacune des composantes de prs (z) estun

P (2)

polyndéme de degré 1 ou 2 suivant la multiplicité de ¢

Nous avons rencontré ce probléme pour calculer la solution exacte d’un milieu
homogene isotrope. Dans ce cas nous avons deux racines triples et les vecteurs
correspondants forment un espace de dimension 2. Il faut donc compléter I’ensemble
des solutions du probléme homogéne.

Résolution du systeme avec second membre

On recherche ensuite une solution particuliere du systéme différentiel par la méthode
de variation des constantes.

On pose U<k> 2/1<k)l (z)e "0 . On en déduit :
i=1
' 6 Y (k)i i
U® ZZ(/W)) s (k) +Zg<k)%<k>z S U”"

3rs
i=1

(k)i ,

et on impose:i(gg)f) s U“”’ 0.

(k) Zg(“’(ﬂ“‘)’ ))' g,‘f”zU(k) +z( (k),) /1“‘”( ) §ff”zU(k)’

' _ (k)i (k): ‘“’ T
USH Zg ﬂ’ U

Il en résulte

En substituant dans le systéme aux dérivées partielles, on obtient :

1

5C1(3k1)3 0 0
6 ; ; Sz 1 ~ i
e (A (2) e 0 JCum 0 |0 =
i=1
0 0 G

(C( (k)+C(k)a(k)+C(k) (k)) ,,1'7151()(2)

1111 11 1133 33

(C(k)a(k)+c(k)a(/c) C(k) (k)) T(k)(z)

2211 11 2222 22 33

(C” (k)+C<k) (k) +C® g (k)) T“‘)'( )

3311 11 3333 33

On doit donc résoudre un systéme aux dérivées partielles du premier ordre
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i ﬁﬂif)’(r,z) eg’(ka

i=1 0z

—Cc® 0 0
5 1 (CI(”? I<Ik)+c(k> L C“‘) _Ek)) T(k)(z)

; (k)i 62’1@1'(2_’ z) o'z 1 (k) Tk k) o, (k) (k) (k) (k) ., (k) (k)
2 S er 0 C 0 U’ = ({C"a"+C" " +C (2)
5 BB

rs rs 2211 11 22 22 2233 33
i=1 0z

k
0 G (Cha +Cllal +Cla <k>) )

1

La solution générale de ce systéme est de la forme

TN _ g k)i (k)i etz
A7) =47 (2)+ A, e”

p_rs

ou /1(" )’S (z) est la solution particulicre trouvée grace a la variation des constantes.
r . 6 k)i ~ i 6 o k)i, o~ i \ (k)
On en déduit U3(2)(Z):Z(ﬂ;k)rzv(zhﬂk» <G “)Uff) :z%k)zegm gw +U;]i)m(z) ou Up_rs (2)
=l i=1 - —

désigne la solution particuliére connue.

Remarque

. (k)z ~(k)
Dans le cas ou T (z) est de la forme T (z) = &~ " T’

\

on peut rechercher une solution particuliére de la forme : U Lk)m (z)=e" FUY,

condition que %' ne soit pas I'une des ¢ ie{l,---,6}.

On doit alors résoudre :

1 1 1 1
(k) (k) (k)2 (k) (k) (k) (k) (k) (k)
C1111 += 2 C212S2 — M 5 —Csis Cin +EC1212 1S, | G+ 5 Ciis |1 ~ )
rs 1
C(k) +1C(k) C(k) 2 +1C(k) (k)2 1 C(k) (k) C(k) +— 1 C( (j(k)
2175 Moo 1S, 222252 5 i n—H 5 —H 23 Ty o S s,
T(k)
1 1 1 R U

(/f) (k) (k) (/f) (k (k (k) (k k)2 (k) " 3

(le += 2 Ciis |4 C3322 += 2 C2323 5 5C1313 Py C2323sz Ciiss

( (k) (k) ., (k) (k) (k)
(lea +Cpa) +C ) K

_ (k) ., (k) (k) (k) (k) ., (k)
= (CZZIIO!H + 0o "'(722330‘_n )'Sz

(k) (k) (k) (k) (k) (k) (k)
(C331 +Ca  +C 33339, ) Hig

Cela nous permet de trouver trés facilement une solution particuliére. Un exemple
sera donné pour une plaque sandwich ( 5.3.1).
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2.B.2 Raccordement aux interfaces

On a obtenu pour la couche (k) :

6
() _ (o ,c¥z T T _ ()i etz 7 (k)i (k)
UL = 3 (A05e 4 A ()08 = A0 0L LU, (2)-

3rs _prs
i=l1 i=1

On dispose donc pour chaque couche de 6 paramétres, qui vont permettre d’exprimer
les conditions de continuité.

En chaque interface, nous allons écrire la continuité des déplacements et des
contraintes normales.

Continuité des déplacements :

(k+1)i

6 S 6 B
Y AL OW L UW (z,,)= D 48 OEN U (7, ) 2.12)

_prs —prs
i=1

Cette équation nous fournit trois relations. Posons :

1(k) ¢z 17 ()1 cBz 7 (k)i
MU' () = (e gbr ... s e

rs

g, U(""’)

Les 3 relations entre 1 et 2" s’écrivent :

MU, (2.) 4 +U,0 (20) = MU (2,,) A5+ U (2,00

prs prs

Continuite des contraintes normales :

Pour cela ,il reste a exprimer o, en chacune des interfaces.

(k)
O3

g *) _| 40 | = 2k) 7(h) 2()
On peut écrire 0, =| 03" |=1,, (MU,,S A +BU )ou

(k)
033

On considére I’hyper matrice ligne MU2" (z) , définie par :

) H i Wi L~y ez ni
Cisis P S 5 Cine™ Uy .
2(k) _ 2o 55 7 Wi 1y iz~
MU _(Z)_ Cyps = U, + 6 = Chpe™ U,
s 9 3 7 s 5
()i (K)i ~ 1N
Srs (k) (k)l (k (k)i (k)i (k) 65z (k)i
e ( G 1U C3322S2U ) G, Cye™ “Uy ;
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et le vecteur

c® n U® (Z)

1313 2 p_rssy

BUX¥ (z)= Cg’;g}‘;zu”” (2) T

p_rs

_C3(§1)1”1U(k) () C§322S2U(k) (Z)

_porsy _prs,

1 '
S G, (2)

0
1 '
legus,! @[ o
C3333Up rs ( )

On peut écrire a I’interface :

MUZ(") (Zk+1)ﬂ,(k) +BU2(k)(Zk+l) MUZ(/(-H)( k+1)ﬂ(k+l)+BU2(k+l)(Zk+l)

Cela nous fournit 3 relations supplémentaires.

On peut regrouper ces deux relations en introduisant les deux hypermatrices :

MUl(k) (Z) U(k)rs (Z)
MU (z) = 0 et BUY (z)=| == |. Onpeut alors écrire :
MU (2) BU®(z)

k k k k41 k41 k+1
U( )(Zk+1)/1(s '+ BUr(s )(Zk+1) = MU;S " )(Zk+1)2‘:s 4 BUfs i )(Zk+1)

2.B.3 Prise en compte des conditions aux limites

Pour compléter le systéme, il convient d’ajouter les conditions sur les faces inférieure
et supérieure.
On remplace dans (1.20), et on obtient :

ED (x,x,)U(0)+F o, [)(0)+G (x,x,,0)=0

an‘

Eﬁfv)(xl,xz)Uifv)(h)+E§N)0(N),(h)+Gr(jv)(x],x2,h) =0

n_rs

[l reste & remplacer les quantités U’ (0) , o, 1)(0) ,UL"(h) et o, | (k) par leurs

n_rs

expressions en fonctions des inconnues A" et AV .
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Ona: U(l) (xlszjo) I xl’xz (z i(l)l U(l)l n U(l) (0)}

p_rs
i=1

U(N)(h) Z/fi(n)z <’”hU(k+1)z+U(k+1)(h)

3rs _p_rs

ol (0)= 1, (MU (0) A7+ BUZ" (0))

I’l rs

nrv

o™ (hy=1, (MUW)(h) /1(N)+BU2(N)(h))

6
EQ (x,x,) [ZW f:)’+U,i“,g<0>j+

EY (M‘” 0) 2, + B (O)j+G(”(xl,x2,0) 0

[e} rs

(N)(xl’x2 [Zﬂ’(n)l o hU(k+1)l+U;kt1§)(h)j+

o, _Ts o,_TIs

FY (M(N) (h) A + B (h)) +G M (x,x,,h)=0

On obtient ainsi 6 équations supplémentaires.

On peut poser :

MU = E(x.x,)U" + E" M), (0)

o, _TIs

BUY =EV (x1 , xz)U(” 0)+FBY (0)+ G\ G, (x,x,,0)

o,

MUY = EQ (x,xy) e O + EYO MY, ()

O, _TFs

BU(N+1) U2(N)(h)U(k+1)(h)+F(N)B(N)

p_rs o, _Ts

(h)+G(N)(x1,x2,h)

On peut écrire les conditions aux limites sous la forme :

MU? 2V +BUY =0

(N+1) (N) (N+1) _
MUND J0 L py+h —

Au total, nous devons résoudre un systéme de 6N équations a 6N inconnues , 2 .

Sous forme hypermatriciel, ce systéme s’écrit :
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MU:SO) 0 0

ﬂ(l) _BU(O)

MU (z,) -MU;(z,) 0 0 20 BU®(z,)—~ BUV(z,)

0 MUD(z) - 0 _ _ :
MU "(z,)) -MU(z,) || As | | BUL (z0)=BU " (z)
0 0 MUWND A _BU;ESNH)

1S

On peut résoudre ce systéme par une descente suivie d'une remontée. En effet les
matrices MUY et MU'"" sont rectangulaires ( 3 lignes et 6 colonnes).

11 suffit ensuite de reporter les 2 pour obtenir U .

Dans les applications numériques, nous donnerons les ¢, A% et U®”

rs 4 s

correspondants.

2.B.4 Cas de la dimension 2

Dans ce cas, on recherche les solutions sous la forme :

N 0
U (r,3,2)= ¢ Y 7Y 1)U (2)

k=1 r=l =
Cos(rix)) 0O 0
en posant Izr(xl) - 0 0 0
0 0 Sin(rx)

Dans ce cas les équations d’équilibre conduisent a un systéme 2x2.

Le déterminant de I’équation du second degré est un polyndome bicarré.

On a donc pour chaque couche 4 solutions et au total, on obtient un systeme de 4 N
équations a 4N inconnues.

Dans le cas de racines multiples, on procede exactement comme dans le cas de la
dimension 3.

Chapitre 2 59




60



Chapitre3. Approche « couche équivalente »

3.1 Généralités

3.1.1 Ecriture de I’approximation

On considere toujours un multicouche et on souhaite approcher le champ inconnu par une
expression globale ( en terme de grandeurs généralisées indépendantes) , sur I'épaisseur du
multicouche et qui assure la continuité de I’équation de transport aux interfaces . On introduit la
forme :

nf+1 ho -
Zo(pj(z—E)Xj(r,xl,xz)+
=

X(T,XI,XZ,Z)ZQ(M ].V—l (31)
H(z =z, ) (AX O 4 (2= 2, )AX D)
i=1
ou ¢;(z),j €{0,nf +1} désignent des fonctions telles que {1,2,(02 (Z),"',(P,,fﬂ(z)} forme un
systéme libre dans C'[0, /] et stable par dérivation.
=1
On impose {%(2)
p(z)=z

o . L . Hu)=1 s u>0 @D

et H désigne la fonction d’Heaviside définie par : . et AX'"" et
Hu)=0 si u<0
AX "D deux listes de fonctions de (x,,x,). On pose
~ nf+1 h ~
X(xl’XZ’Z):z¢j(Z_E)Xj(xl’x2) (3.2)
=0
Dans les exemples, on a étudié les cas
P, (z) =2’ ,(2) = Sin(Z2)
0, (2) =2’ 0. (2)=2"  (34) (3.5)
. G3) 4 7z
p(z)=z o, (z)=z (03(2):COS(7)
cfaussi [TOU 88] cf aussi [TOU 91] et [OSS 99]
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Cette méthode d’approximation sera appliquée a un probléme de conduction thermique et au
calcul mécanique d’une plaque et sera appelée couche équivalente ou CESL (Constrained
Equivalent Single Layer).

La méthode sera appelée CESL 3 dans le cas (3.3) , CESL 4 dans le cas (3.4) et CESL_SC
dans le cas (3.5) .

Dans le cas ou I’on n’introduit pas de condition aux interfaces, la méthode revient a
n’utiliser que la fonction X (x,,x,,z) qui conduit pour les multicouches au modéle de

Naghdi ( [NAG 57]) lorsque la fonction X (x,,x,,z) est polynomiale en z.
Dans ce cas la méthode est appelée ESL et notée respectivement ESL._3, ESL 4 et ESL._SC.

Dans le cas du modéle ESL, on peut néanmoins imposer un saut de X aux interfaces ; dans ce cas,
le saut sera relié¢ a I'une des couches uniquement.

3.1.2 Généralités sur la méthode

La modélisation proposée utilise une fonction contintiment dérivable en z, a laquelle on adjoint la
possibilité de présenter des sauts aux interfaces, ainsi que des sauts pour la dérivée premicre par
rapport a z.

Avec les notations du Chapitre 1, on peut écrire :

N
X(7,x,%,,2) = e“”z;((")(z)X“‘)(xl,xz,z) , AVEC :

k=1
AX"? (z —zz)AX“’z)

X%, =X(x,x,2)+(1 - 1 0 - 0)| i |+
k-1 N-k AX(N*I,N) (Z—Z )AX(N—I,N)
N

On peut utiliser les propriétés de la fonction A , qui admet en tout point une limite a droite et une
limite a gauche. Il en est de méme pour sa dérivée. On a:

X(k+l)(xl,x2, Z:+1) _ X(k)(xpxzaz;l )+ AX(k”‘“)(xl,xz)

a + + ™ 4 h, - L ii+

a_Z(X(k 1)(xl’x2’zk+l)): 2.9, (i —E)X;(xuszZ/\X(’ )
j=0 i=1

0 nf+1

0z

k-1

_(X(k)(xvxza z )) = z ¢j'(zk+1 _g)Xj (%, x,) + ZAX(”H)

j=0 i=l
Dans le cas de la conduction thermique, nous imposons la continuité aux interfaces du flux
normal, alors que pour le calcul mécanique, nous imposons la continuité des contraintes
normales.
Dans tous les cas, on est amené¢ a utiliser une représentation des fonctions dans le plan Q,
sauf pour les problemes de conduction thermique sans résistance de contact.

Nous verrons, dans chacun de ces cas, que cela nous permet d’éliminer les AX " et les AX """ .
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On obtient AX " et les AX"*Y comme des combinaisons linéaires de
X' (t,x,%x,) ,j e{O,nf—i—l}

Suivant 1'étude effectuée les problématiques sont un peu différentes car dans le cas de la
conduction thermique, nous autorisons une discontinuité de température aux interfaces, alors que
pour le probléme mécanique, nous imposons toujours la continuité des déplacements.

Nous expliciterons cette forme dans chacun des cas.

3.1.3 Prise en compte des conditions aux limites

Il faut également prendre en compte des conditions aux limites sur les faces inférieure et
supérieure.

Sur la couche inférieure, d'apres (3.1) :

nf+l1

X(r, xl,xz,O)—e“"Z(p,(— X, (x,x,)

Jj=0
a wrnf+1 , ]’l -
E(X(T,XI,XZ,O))ZQ z¢] (_E)Xj(xpxz)

J=0

Et de méme sur la couche supérieure :

nf +1
X(7,x,%,,h)=e” [Zqo( )X, (xl,x2)+Z(AX(""”)+(h zk+1)AX(k"“))J

;(X(T xlaxzah) [nf:l(o,( )X (xl,x2)+ZAX(”+1)J

On remplace alors X (7,x,,x,,h) et 62()( (r,xl,xz,h)) dans les expressions des conditions aux
/4

limites ( 1.12) en thermique et (1.20) en thermomécanique.

On a 2 relations entre les nf+2 fonctions inconnues X (T,x,x,)
Sionappelle i(j) , i(j)e { -~ nf + 1} Jje { nf} les indices des fonctions que 1’on

conserve et f(j) , f(j) € {O,---,nf + 1} ,J € {1,2} , les indices des fonctions éliminées, on peut

écrire ;

i o ) - 2 nY -
X(XI’XZ’Z) = wa(j) (Z _ijf(j)(xlaxz) + Z(D;'(j) (Z _Eij(_j)(xpxz)
J=1 j=1
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Il reste ensuite a remplacer les X, (X1, x,) par leur expression pour obtenir :

- A . ) ~ 2 h\—
X(xlaxzaz):Z¢f(])(Z_Ej){f(j)(xlaxz)_'_zgof(j)(Z_Ein(j)(xla'xz)
J=1 J=1

Il en résulte que pour chaque couche (k) on obtient une expression de la forme :

h
XO(r,x,x,,z) =e€” (z q)l((k])) ( m(xl,xz) - Z(/)Z% (z _E] Xf(_,-)(xl,xz)]

ou chaque (o(k ! (z) est une fonction dépendant des conditions aux interfaces et des conditions aux

limites et qui, sur l'intervalle ] [ , sont éléments de Vect[ l,z,0,(2), -, (pnfﬂ(z)] .

1’ 1+1

On obtient donc un mod¢le qui contient #nf fonctions inconnues.

Dans les exemples traités, on utilisera , dans le plan de la plaque, une décomposition en séries de
Fourier.

3.1.4 Ecriture des modeéles couche équivalente
On remplace dans (1.2), X par son expression et on introduit la forme variationnelle .

On choisit les fonctions §X,(z) =@, () et on obtient ainsi un systéme de nf équations

a nf inconnues. Les modéles exigent ainsi peu d'inconnues a la différence des modéles
"layerwise", mais sont , comme nous le montrerons, moins précis, et incapables de
capturer les effets localisés, les inconnues généralisées étant globales ( concernent toute
I'épaisseur du multicouche).

Pour résoudre le probléme, on doit utiliser un modéle de représentation dans le plan.
Dans les exemples traités, on choisit une décomposition en séries de Fourier.

64



3.2 Application au calcul thermique

3.2.1 Notations
On recherche une solution approchée du probléme de la conduction sous la forme:

nf +1
I(z,%,x,,2)= (Z(p,(z——)T (xl,xz,r)+ZH(z zi)- (AT + (2 - ZIH)AT(”H))]

i=l1

Pour prendre en compte la présence de résistances de contact aux interfaces, on est amené a
utiliser une décomposition en séries de Fourier dans le plan.

nf +1
T(7,%,%,,2) = e“”an(Zqo,(z——)T ,\+ZH(2 z.0)+(AT, (’”1)+(Z—zi+1)A7;Y(i’i+l))J

avec f, = Sin(nx,)Sin(s,x,)

nf+1

Ol’lpOSG (Z) Z(oj(z_ )T ”+ZH(Z Zz+l)( T(ll+1)+(z ZHI)AT (i,i+1))

nf+1

et B(2)= Zw,(z— . (2)

On peut également introduire le vecteur ligne Tﬁ = (1 - 1 0 o O) , et écrire :

(z—z,)AT " AT
2 rs rs
,9(z)=| P(2)+ LY : N (3.6)
(z—z AT YV | | AT V10
N rs rs

Il en résulte :

AT 02
T (2)=| B/ (2)+ [V
AT V-1V

3.2.2 Ecriture de la continuité aux interfaces
Par définition de I’approximation, on peut avoir a I’interface une discontinuité due a la
présence d’une résistance thermique.

La composante normale du flux a I’ interface z =z doit étre continue.

i+l 2

®( (k)
Onpose R (x,x,) Zfrs X, %,) R

r,s=1

Les relations (1.29) nous conduisent a :
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(k)( (Zk+1)+zAT (j,j+l)J (k+l)( (Zk+1)+zAT (j,j+l)J

(3.7)
Am(hkﬂ) R(k) K(k) (P (Zk+l)+§1:[\7';s(j,j+1)j

c_rs

Ce systéme nous permet de déterminer les 2(N-1) fonctions inconnues (AT, "™ AT “*V) | en

fonction des résistances R et de P.

33

e _ [ K5 5 . S A7 L)
AT =| i 1| B Ge)+ AT,
j=1

(3.8)

c_rs

AT (k,k+1) _R(k) K(k) (P (Z/c+l)+ZAT (. /+1)j

Ces relations nous permettent de calculer (AT,,S("”‘”),ATH“”‘ “)) en fonction des précédents.

K® .
Posons x*) = [ﬁ—l ,k {1, N -1}, on peut alors &crire :
33
1 0 0 (AT k" VB, '(z,)
210 AT x| B(z)
: 0 - :
K(Nfl) K.(Nfl) 1 ATrS(N—l,N) K(N—]) Prs '(ZN)

Cette matrice est triangulaire inférieure et ne comporte que des 1 sur la diagonale, donc elle est

toujours inversible, on peut ainsi calculer les AT, "

nf+1

Ona P (zk) Z(/)/ (car ¢, "(z)=0 ), que I’on peut écrire :

Rs '(ZZ) h h 0_rs
P.'(z,) _ 1 oz, - E) T D (z,— E) fLrs
P' ' z ! h ! h 7’:;1 +1 s
» (2 1 ¢i(zy _5) ¢nf+1(ZN -2) -
En posant :
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1 0 0 N\ | . | ,
MAT — | 0 e prcy 1 oz _5) o @ra(z, —5)
= : 0 : : :
D D VD , A ’ h
O R e

2

on obtient une matrice M AT a N-1 lignes et nf+2 colonnes, et on peut écrire :

(1,2) T
AZ’S ]-(')77'5
(2,3) T
AT, =MAT| '-°
(N-LN) 7
ATrs ]Trlf'+17rs

I1 en résulte que grace a la continuité de la composante normale du flux, on peut
exprimer les A7,V en fonctiondes 7, . ,je{lnf +1}.

De méme :

AT, KGRY, B,(z)) (1 0 - 0 AT
are || KSR ||| B | 11 e o] are
AT, J KGR L (B)) (11 Ao

On peut donc , en substituant , exprimer les A7 _“**" en fonction des
7—;'7rs(‘xl’x2) ,]E{l,]’lf—l—l}

On obtient :
AT = MATT,

J_rs

- 3.9
ATrS(k,kJrl) :MATrsTj_rs ( )

MAT et MAT_ sont deux matrices de N-1 lignes et nf +2colonnes.

En remplacant dans (3.6) , on obtient :

Chapitre 3
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h
500(2_5) - 3
(Z_ﬁ) ~07m (Z Z2) 0 rs
0@ =|| P72 el eI || MAT, 4| i |MAT
: ~ ' (Z - ZN) ]7;1/'+17rs
h nf+1_rs
§0n/'+1(2_5)

On peut définir les fonctions :
", (2)=¢,(2) , Yie{Onf+1]
¢(§k)rs (Z) = ¢0 (Z)

Vke{2,N <
SN g e )=<o,-<z—§>+2(MM; +H(z=2, )MAT, ) vie{lnf +1j
— Ji =i

On obtient alors la relation :

nf+1 ~
IP(z)= 260,“3{ ——jﬂ

+o0
Enutilisant  ¢,(z,x,x,,2)=e” Y [ 4% (z), on en déduit:

r,s=l1

nf+1 N , h _
gP(z)=-K® (Z o), [ 5] Tj

Prise en compte des conditions aux limites

On utilise la décomposition en série de Fourier des conditions aux limites (1.12):

(k
+F tr

F _rs rv

gl

L, _rsTrs

+GF =0 ,yei{b}
On obtient deux relations :

nf +1 nf +1

~ (ke h kr ) ~ [ h ~

EFA rs(z (Di(r;)(zﬁ _Ej]—; j F K( ! (z qoi(f;)fs (ZF _Ej Y;r.vj+GF _rs :0 37/€{bat}

i=0 i=0
Les fonctions ¢, formant un systéme libre, les fonctions @ et @) ne peuvent pas constituer
un systeme lié. On peut exprimer deux des T . en fonction des autres.

Posons T ZM/,] Fr +TBi » ,le {1, 2} 00 i(j) .j el nr| désigne les indices des

parametres conserves et i (Z) . €{1,2},les indices de ceux qui sont remplacés.
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—(k) ~
On pose ¢;k)’s(z) 601((]{1)) rs (Z) + z Mﬂjgol(fl)) rs (Z) et (DIJ’S (Z) ¢z(fl)) rs ( ) °

On peut également introduire une écriture matricielle, en posant :
Tiqy rs ~

~ . — Tiqy_rs

,avec 1 = : Ty =

~)

>

7

f;‘s = M Prs

Tioy s

~|

>

A

Tiu)_rs
MP_ est une matrice de permutation.

En remplacant, on obtient

—(k)
T;fk)(z) Z@k)m [Z__j HORS z¢l m( jTBl s

on en déduit:

T (z) =" MTeest™ (2) Ts + BTeests, (2) (3.10)

T . .
MTeesl\y’ (z) est une matrice ligne comportant nf termes.

3.2.3 Forme variationnelle de I’équation de conduction de la chaleur

On utilise la forme variationnelle (1.37) , en posant

nf’ .
70 =3 g0 (z_g) 7= MTeet® (2)T2

Jj=1

On peut alors écrire dans ( 1.37) les expressions sous forme matricielle

T (k) —(k)

Trﬁk) MTcesi,, (Z) = BTcests (2)
o — Trs +

T,

"MTeest® (2) | |\ BTeesls (2)

rs

*

T
* (k)
T ] MTceslrS

T,f:(k)' TMTcesl(k),
Trr 0 T k
N - MTceslis (Z) MTceslm ) (Z)
On pose MTRCESL, = j MTR dz
el k=1 Zk

TMTceslfsk) (Z)’ TMTceslif) (Z)’
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T

" MTeest® (z) BTesly, (=)

ul Zk+l
BLTRCEst, =y | [ | || MTRY wr|FLIRY |dz
— G| Me® (o) | T\ BTl (2))
11 suffit donc de remplacer pour obtenir :
T (MTRCESLrS @+BLTRCESLVS) — BTN, 3.11)

On se ramene a un systeme de nf équations a nf inconnues.
Ce modele a été soumis pour publication a une revue ( [BLA 05c¢]).

3.3 Application en thermoelasticité

On se place dans le cas ou la température peut s’écrire sous forme
N +00

T(r,xl,xz,xS):e”’z Z fmTrgk)(z)

i=1  r,s=1

C’est la forme que nous avons obtenue , par exemple dans le paragraphe précédent.

3.3.1Notations

1 0 0 0 0
Onnotera /;=|{0 1 0|, 0,=[{0 0 O]et
oo 1) looo
TL_¢(Z):(¢0(Z)]=3 ¢nf+1(z)1=3) .

On cherche alors le déplacement U sous la forme :

+oo N-1
U(r,x,x,,2)=e" Y I (T L_(o{z —%} U,+Y H(z-z.)- ((z —z AU, ) )j
rs=1= i=1

U, AU?

ou U, = : .Onpose AU, = : ,
AU(N*I,N)

0_rs

Unf+17rs

+00 N
Q(Taxla-xzaz)zewrzlmzz(k)Uﬁsk)(Z) et
k=1 -

r,s=17__

(Z_Zk+l)]

=3

2 o - o

On peut donc en déduire, en utilisant I’unicité de la décomposition en série de Fourier :

"1 (2)=((z-2)1
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(3.12)

rs

UM (z)= TL_go[z —gj U+ LY (z)AU

On en déduit :

00 ="19 (=30 (I

3.3.2 Ecriture de la continuité aux interfaces

Par définition de ’approximation, la continuité des déplacements aux interfaces est
vérifiée.
I reste a écrire la continuité des contraintes normales a I” interface z=z

La premicre étape consiste a calculer , le vecteur des contraintes normales .

On utilise la relation (1.42) , on en déduit :

ol (=" MUL ()T, + MAL(2) AU, +STLY (2) (3.13)

avee MUY (2)=5{"), Tﬂ’(z‘gjﬂf"z 'Ly (‘9 “
T () 0 T w0 Tyt
MArs (Z) SO rs L_( )+S1 rs _3 (Z)
Ce systéme nous permet de déterminer les (V-1) vecteurs inconnus (AU @Dy “en écrivant les

relations : o\ (z;,,) =0, ) (z;,), qui se traduisent par :

n_rs nr?

TMU(k)(ZkH) U s T MA(k)(ZkH) AU, + STL(k)(Zku) =

U(k+1)(2k+l) U+ MA(kH)(ZkH) AU, +STL M (z,.)
Ce qui nous conduit au systéme :

( MA(k) (Zk+1) MAE’fH)(ZkH)) AU

(TMU;;”l)(zkH) MU(")(Z,M))U + STL* (2, )~ STLP(z,..)
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L’ensemble de ces N-1 €quations s’écrit :

AU Uy s STL? (z,)-STLY (z,)
AU (71 :
Mll‘S + = MOI‘S _VS + : ’ aVeC
= ~ (V) (N-1)
AU U | \STLY (2) = STLS ™ (2y)
MA(“(z» "MAL (z,) MU (z,)+ MUP(z,)
ers = . et Mom = :
"MAY “(zN) "MAY(zy) - MUY (z)+ MUY (z,)

Remarque: 1" hypermatrice M1 est triangulaire inférieure .

Le systéme a résoudre introduit des fonctions analogues a celles définies dans le probléme
thermique. On obtient une expression de la forme : AU, =MS_ U, +UT, .

11 suffit ensuite de remplacer dans (3.12) .On obtient au final une expression de la forme :

T
h
Sk o, 2 _
¢0J’S (Z 2) UO_rs
h ~
56 i U _
UP(z)= Pn (2 2) {—"‘ +TULY (2) (3.14)
. h nf+1_rs
¢r(l;c-)i—l rs ( - E)

ou chaque élément de @

L_rs

est un ¢lément de Vect[ L,z,0,(2) 0, (z)} .

Dans le cas ou I’on choisit pour la température la méme forme d’approximation, chaque
composante de TUL" (z) est également un élément de Vect[ Lz,0,(2), @, (z)]

On introduit la notation:
UL (2)=" M@ (z) U, +TULY (2) (3.15)
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3.3.3 Ecriture des conditions aux limites

Les conditions aux limites sur les faces inférieure et supérieure nous fournissent 6 équations
entre les 3(nf+2) inconnues.

UOfrs

Ulirs Urs N , . . . [
Onpose | —— |=MP, | — | ou MP, désigne une matrice de permutation, U, les

Unf+17rs

composantes des déplacements inconnus et, U s les composantes de déplacement que 1’on

exprime en fonctions des conditions aux limites.

On peut reporter dans (3.15) , pour écrire :
T~
golirs (Z)
UM (z)= : @+ﬁ(m) (z) ou UB,, prend en compte les conditions aux limites

~(k)

¢nf7m (Z)

r r A(k) Y . . . .
et chaque élément de ¢, est un vecteur a trois composantes qui s’exprime en fonction des

termes de @) et de la matrice des permutations.

On peut écrire finalement: ﬂ(z) = MUcest'" (z) @ + BUcesl f]: ) (z) .

3.3.4 Ecriture de la formulation variationnelle

Dans les exemples étudiés on impose sur les faces inférieure et supérieure des conditions aux

limites portant sur les contraintes normales.
Il reste donc a écrire la formulation variationnelle (1.43) , en utilisant
nf+1A( )

Q*(k) = ]VS Z ¢l rs (Z)U

On obtient un systéme de 3(nf) équations a 3(nf) inconnues qui est de la forme :

~

U (MURCESLN ( Un ) + BLURCESL . ) = BUN' avec:

MUceslif)(Z) MUceslg{)(Z)

MURCESL,, =ﬁ“ [\ =, |MURY
k=l "H MUcesl(k)(Z) MUcesl()(Z)
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Cette matrice est une matrice carrée de dimension 3nf x3nf

T
N s MUceslg) (Z) BUcesliﬁ) (Z)
BLURCEsL, =Y | [ | =~ ||MURY| —___ ~ LTUR® |dz
k=1| "7 MUcesl(k)(Z) BUceslfs) (Z)

BLURCESL,, estun vecteur de 3nf composantes.

On se ramene donc a résoudre un systeme de 3nf €quations a 3nf inconnues.

3.4 Cas des modeles ESL

Dans ce cas, (pszs =0 -

On applique exactement la méme procédure de calcul, en posant

Am(k,k+l) ~0
en thermique : A, (5D Z RO et (P (Zk+1))

c_rs

en thermoélasticit¢ AU, =0

I1 suffit ensuite, de prendre en compte les conditions aux limites exactement comme décrit
précédemment.
Un exemple a été traité en thermique (cf 5.1.1.2).

I1 faut noter que 1’approche couche équivalente non contrainte est couramment utilisée dans les
codes de calcul par éléments finis qui proposent en thermique des éléments multicouches, et qui
utilisent dans 1’épaisseur un polynome de degré q.

Cette méthode n'a pas été implémentée pour les problémes de mécanique et de
thermomécanique.

En effet, les modéles du type ESL ne s'avérent pas capables de capter I'ensemble des effets dans
I'épaisseur auxquels le champ de température et le flux sont particuliérement sensibles.
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Chapitre4. Modeéles couches discrétes

4.1 Géneéralités sur I’approche couches discretes

Les modeles appelés « couches discrétes » consistent a utiliser dans chacune des couches , une
approximation locale sur I'épaisseur de chaque couche, a laquelle nous imposons des conditions de
raccordement aux interfaces.

Nous avons choisi d’utiliser des polynomes de degré 2, du type polyndmes de Lagrange. On aurait
pu, par exemple, utiliser des fonctions trigonométriques. Ce choix a été fait pour permettre une
comparaison avec les modeles numériques utilisés dans les méthodes éléments finis.

Nous poserons, dans tout ce chapitre :

Py (é:) = 5(52 1)
P (&) =(E+1)(1-¢)
(5=

On considére sur la couche (k) une approximation de la forme :

X (z.x.3,2)= 3 Pz(f(k))Xz(k)(T,xl,xz) ou §(k):22_(zk+zk+l) .

I=b,m,t Zrn T2

On pose dans la suite /'Y =z, —z,.
Le choix des polynomes de Lagrange nous permet d’écrire :

xX® (r,xl,xz,zkﬂ) = ka) (T,xl,xz)

Xk (r, xl,xz,z,m) = ng“) (r, xl,xz)

On pourra utiliser, comme dans les mod¢les précédents, une décomposition en séries de Fourier
dans le plan de la couche.

Cas de la thermique

T(z,x,,x,,z) =e”" i S [ > p (f(k))T/(_krlj
1l

r,s=1 =b,m,t
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Cas de la thermomécanique

u® (7,x,x,,z)=e”" i I, ( Z » (f(k))gfk)mj

r,s=1 I1=b,m,t

4.2 Modele DL

4.2.1 Généralités

Le mod¢le couche discrete ( noté DL pour Discrete Layer ou layerwise) impose un
raccordement des X*(7,x,,x,,z) a l’ordre 0 aux interfaces et donc ne vérifie pas les

équations de transport aux interfaces, cas de 1'immense majorité des éléments finis solides (
2D et 3D) dans les codes de calcul standards.

On va écrire une condition du type :
(k+1) (k) _ A (kEk+D)
X (r,xl,xz,zk+l)—X (r,xl,xz,zk+l)—A

Le nombre de fonctions ( ou vecteurs) inconnus pour représenter le modele est donc
3N-( N-1)=2 N +1

On utilisera ensuite une formulation variationnelle, pour déterminer 1’approximation.

. . . N o , !
Les formes variationnelles nous conduisent a calculer les dérivées p, (.f(k) ) Ona:

P/ (6)=¢-3
%(pz (f(k))) =p/ (f(k))% etona:{ p, ' (&)=-2¢
pl(&)=¢+3

On notera p," (z)= p, (f“‘)).

Remarque : le modele DL est tout a fait comparable, pour ce qui concerne son traitement
dans 1'épaisseur, aux approximations que I’on emploie dans les méthodes de calcul par
¢léments finis solides, lorsque 1’on utilise un ¢lément de degré 2 dans 1’épaisseur de chacune
des couches.

4.2.2 Application en thermique
On utilise une écriture de la forme :

()= ) 1" (4.1)

I=b,m,t

( of [BLA 05-b])
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A Dinterface, on écrit, en introduisant une possible discontinuité, a cause de la présence d'une
résistance thermique de contact : 7" (z,,,) =T (z,,,) + A%

4 : (k+1) _ (k) (k,k+1)
On en déduit 7" 7 = 77" 0+ A

7N+ <« T
.+
7 (N) T
[ ]
[ ]
%2 ° T
Zy (j+1) _ Te "
2 G) = Figure 4.1
G-1) o
[ ]
[ ]
z, hd T T,
2 () ~TeT

On calculera, par exemple A" en fonction du flux de la face inférieure

K(k)
(kk+1) _ p (k) pr(k)p (k) _ plk) 7*33 (k) (k) (k)
Ars - Rc K33 T;fs (Zk+1) - Rc h(k) (Eirs - 4Tm7rs + 37—;7rs)

On en déduit 7*) en fonction de 7,*) ,T'¥ etT**" . On va donc pouvoir éliminer les

s> m_rs

T\") ke {l,N-1} . Par convention, on pose 7," " =T,"\)

rs

(k) (k) K3 (k+1) (k) K3 (k) (k)
33 _ + 33
t rs c k b s c k b_rs m_rs
T 1+3R P T, -R PG 7. —4T
On en déduit :
(k)
kD _ o) Ky (T(k) _4T® )
b rs b_rs R
T®(2)= pP () T® + p® ()T 4+ S " *(z)
rs z _pb z b_rs pm z m_rs K(k) pt z
(k) £x33
1+3R; §xaE

que 1’on peut écrire sous forme matricielle :
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0
2(k —1) termes nuls
0
P (@) 1
K Lo,
(k) 7233
(k) 4R‘ h(k) (k) Tri?rs
Py (2) T —w P @ | 7o
T (2)= L+3RM =5 - (4.2)
p(2) T
K(k) (N+1)
1+3R™ o) Iy
0
2(N -k)termes nuls
0

Remarque : on peut prendre en compte les conditions aux limites sur les faces inférieure et

supérieure trés simplement.

En effet: 7" (0)=T,"

b_rs

O

b_rs
1
0,0 =K 55 (AT, +4r, -1

(N) b_rs m_rs b_rs

qffly(h) =-K{" (%)(3 T _ 7™ 4 T(N“))

Les conditions aux limites ( 1.36) s'écrivent alors:

1 o) 2 ) 3 o _ 50
{gb_rsn_rs + gb_rsTm_rs + gb_rs];_rs - gb_rs

4.3)
1 (V) 2 p(N) 3 (N) _ 0 (4.
gt_rsz;)_rs + gt_rsTm_rs + gt_rsTt'_rs - gt_rs
Les conditions aux limites homogenes associées s'écrivent:
1 1) 2 )] 3 @O _
gbirsnirs + gbirsTmirs + gbirsT;irs - 0 (4 4)
1 (M) 2 (N) 3 (N _ ’
gtirsnirs + gtirszwmirs + gtirsTtvirs - O

On peut donc éliminer , par exemple 7,

b_rs

et T, et on peut alors écrire :



0
7—'birs
) W 0
Tmirs Tmirs T;ufrx
7™ @ - @
b_rs b_r b_rs
% |=MT | ":" |+BT, .Onpose Tr=| ":"

rs

(N (N) (N)
T Tmirs m_rs

)
m_rs

(N+1)
]—I'Jirs

En remplagant dans (4.2), on obtient :
*) () — ®AN\T (&)
T (z) = (Mlem (2)) T + BTl (2)
Pour exploiter la forme variationnelle réduite (1.37), on choisit
1 (=p" L) + P, (L) + () T
Ona T, (z) = (MTa!" (2)) T

On obtient alors :

MTar®(z) MTa'™® (z)
MTRoL, =>"| [ —  |MTRY ldz
k=1 | 7 MTar"(z) |=—=| MTa'"(z)
» MTa"(2) BTdl, (=)
_ | —— (k) ® 0)
BLTRpL, =Y | | — || MTR! S| =LTRY |dz
— &\ MTa () |\ —— B, (z)) T

On obtient le systéme de (2N-1) équations a (2N-1) inconnues :

TT:: ( MTRbDL,, i + BLTRDLVS) — BTN,

Le modéle DL a été testé sur des problémes simples et donne des résultats satisfaisants

concernant le champ de températures.
Pour un mode¢le comportant N couches, on aura 2N-1 degrés de liberté .

On se ramene donc a résoudre un systeme de 2/N-1 €quations a 2N-1 inconnues.
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4.2.3 Application en thermoélasticité

U= >, pn" U, (4.5)

1=b,m,t

Dans ce cas on impose toujours la continuité des déplacements, on a donc :U*) = U **V

t_rs

U, @=p" U5 +p, U, +p" (DU

m_rs b_rs

On doit prendre en compte les conditions aux limites.
Pour cela, on peut écrire :
s

U,O=0", . U )=U"7

et en utilisant les relations (1.42)

6" (0)=80 U 450 (-3Uy, +4Uy, ~UL, )+ STLY

n_rs (0)rs rs h(l) (Drs m_rs

1
(V) _ Qo) (N+1) (N) (V) (V) (N+1) (V)
o™ (hy=S) UM += 7 St (3Ub7,s—4UM+UbJS )+STL,S

L’écriture des conditions aux limites nous fournit 6 relations entre les 18 inconnues
Ubh  g® g™ g™ et gh

b rs>~m_rs > b rs>7 b rs >  m_rs b_rs

On peut éliminer par exemple U,", et U;":" .

M
Ub_rs
O M
Um_rs Um rs
(2) (2)
U/LH _ M b_rs B—
- Urs . + Urs
(V) (N)
Um rs Um rs
(N+1)
Ub_rs

T
U®(z)= (MUDL?(z))

Chaque terme de MUDLY (z) est un polyndme de degré 2 .

——— (k) . . . .
BUDL (z) provient de la prise en compte des conditions aux limites.
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On utilise cette expression pour remplacer dans la forme variationnelle réduite (1.43).

4.3 Modeéle CDL

4.3.1 Géneralités
Les mode¢les CDL ( Constrained Discrete Layer), vont étre construits de facon a assurer aux
interfaces les équations de transport, [TOU 02] et [OSS 04].
Ils sont basés sur le modele DL. En chacune des interfaces on impose les conditions de
raccordement déja utilisées dans le modele CESL ( couche équivalente contrainte).

4.3.2 Application en thermique

On utilise I’approximation (4.1) du champ de température dans chaque couche, et on écrit la
continuité aux interfaces (1.29), ( cf [BLA 05-b)).
On obtient alors les 2(N-1) relations :

(k+1) _ (k) (k,k+1)
{ Tlv)irs - T;im + [AT—;‘S‘ :|
2 2
(k) (k) (k) (k+1)\ _ (k+1) (k+1) (k+1) (k+1)
_K33 W T;;_rs _4']—;}1_rs +3‘T;_rs ) - _K33 : h(k+|) ‘(_3'];7_rs +4'Tm_rs _7;_}’5 )

) (k) (k) (k+1)
33 +
K (" 41" +3.7%0)

(kk+1) | _ p(k)
avec [ATm }—Rm SO "

On doit donc résoudre le systéme :

K(k)
(k+1) _ p(k) (k) ~*33 (k) (k) (k+1)
TI'J_rs - ];_rs + Rrs . h(k) '(T['J_rs _4'Tm_rs + 3'7;_;1\' )
5 5 (4.6)
(k) (k) (k) (k+1)\ _ (k+1) (k+1) (k+1) (k+1)
_K33 'W'(Tlv)irs _4'Tm7rs +3'];7rs ) - _K33 : h(k+1) '(_3'];7rs +4'Tmirs _Zirs )

Ce systéme est un systéme a 3N inconnues et comporte 2(N-1) relations.
Ce systéme est un systéme bande puisqu’il relie les 3 inconnues de la couche (k) aux 3
inconnues de la couche (k +1).

I1 faut également prendre en compte les conditions imposées sur les faces inférieure et
supérieure, comme dans la méthode DL.

On peut alors résoudre le systeme regroupant les relations (4.6) et (4.3) .
On obtient une expression de la forme :
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];)(1)

0 o

D |=MT1. |  |+BTl. 4.7)
| T ™) T

T(N)

t_rs

Cette écriture montre clairement que les inconnues ( températures généralisées) sont les valeurs au
milieu des couches (cf Fig4.1)

M
T[;_rs
)
Tm_rs
0) M
];_)‘s Tm rs
soit,| i |=MT2c.| : |+BT2c,..
™| T
T;)_rs Tm rs
™)
Tm_rs
™)
T;_rs
0
T}')irs
0)
Tm_rs
0] 0
];_rs Tmirs
De plus : |=MT2c,| : |estlasolution du probléeme homogene constitué
7w 7w
b_rs m_rs
™)
Tm_rs
™)
7‘;_"3‘

des équations (4.6) et (4.4) .

En remplagant dans (4.1) , on obtient :

m_rs

PTea®) (2) \( T,

W _ . *)
7:“, (Z) . +BTCdlrs (Z) (4.8)
PTedry’, () )\ T,"),
PT cdll(]jis (2)
On peut poser : = MTcdl'” de telle sorte que 1’on puisse écrire :
PTea, (2)
7O
T®(2)= MTedI® (z)| 1 |+ BTedi (2)
- |

Remarque : chacune des fonctions PTeal'”) (z) ,k e{l,---, N} est une combinaison de
polynomes de degré 2 sur I’ intervalle |z,,z,.,[ et satisfait & des conditions de raccordement aux

interfaces.
On est donc en présence de fonctions qui sont des beta-splines de degré 2.
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Si, par exemple, on découpe un barreau homogene en trois éléments, avec T imposée en 0 et un flux
imposé en h, alors les trois fonctions de base sont de la forme :

1 . ~, 1 1.2 -
o8t 4 \ 0.8 / 1 , '
i\ / o /

ny \ 0.4 // \ o /
0z \ 0.2 Y \ 0.2 /
b == ~0.2 0.4 0.6 0 5} 1 4
0.2 0.4 0.6 _~ T8 1 - - - “ N 0.2 ~04 0.6 0.8 1
0.2 -
{PT cai” |, PTear”) , PTear’” } {PT edty’, , PTedl)”, , PTedry”), } {PTcdl;]j“ ,PTeall’), PTeal!’), }

Ecriture de la forme variationnelle :

7
On choisit 7. (z) = MTcdl"(z)
- | prw

m_rs

11 suffit de remplacer dans (1.37) , pour obtenir, en posant :

. MTedi’™® (z) MTedl(2)
MTRCoL =% [ | = — |MIR®| = — |
_ k=1 Zy MTcdlrS(k) (Z) MTcdl}E:) (Z)

| MTalP (o) BTedlyy ()
BLTRcDL, = Z j r . MTRr(Sk) o LTRr(Sk) dz
AT | MTea " (2) | =\ BTeais (z)
le systeéme :

T (MTRCDL,S@ +BLTRcoL,_|= BTN (4.9)
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4.3.3 Application en thermoélasticité

Dans ce cas, on impose la continuité des déplacements aux interfaces, on a donc :

(k) _ yrk+D)
U - Ub_rs

t_rs

Le modéle a donc 2N+1 vecteurs inconnus, U,k e{l,---,N+1}et Uy’ ke{l,---,N}

On utilise les relations (4.5) et en chacune des interfaces, on écrit la continuité des
contraintes normales. On a, d’apreés (1.42) :

(k) _ o) k) k) pro’ (k)
O, s (Zen) = S(O)rs U, (z,)+ S(l)rs U, (z,)+STL, (z,.,)

s

1
— Q) (k+1) (k) (k) (k) (k+1) (k)
- S(O)rs Ub_rs + h(k) S(l)rs (3 Ub_rs - 4Um_rs + Uh_rs ) + STLrs (Zk+])
1
(k+1) _ k4l r(k+1) (k+1) (k+1) (k+1) (k+2) (k+1)
o-nirs (Zk+l) - S(O)rs Ubirs + h(k+1) S(l)rs (_3 Ubirs + 4Un17m - Ubirs )+ STLrs (Zk+1)

On peut donc écrire, en chacune des interfaces :

1
(k) (k+1) (k) (k) (k) (k+1) (k) —
S(O)rs Ubirs + h(k) S(l)rs (3 Ubirs - 4Un17rs + Ubirs )+ STLrs (Zk+l) -
(4.10)
1
(k+1) 7 7(k+1) (k+1) (k+1) (k+1) (k+2) (k+1)
S(O)rs Ub_rs + h(k+1) S(l)rs (_3 Ub_rs +4Um_rs _Ub_rs )+ STLrs (Zk+l)

On a également deux relations vectorielles qui proviennent des conditions aux limites.
On peut donc ¢éliminer (N-1) + 2= N+1 vecteurs.

On élimine les lﬁ'ﬁ ). L ke{l,---,N+1} eton peut écrire sous forme hypermatricielle :

rs * rs

(N+1)
Ubirs

et les inconnues finales sont constituées par les déplacements généralisés au milieu de chaque
couche.On remplace dans (4.5) pour obtenir :
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PUa’),(2) (U

m_rs

(k) _ . . (k)
U, (2)= : : |+ BUcdls (2)
PUdz(N’”,g(z) U,EJVL

PUcdzf"ZS (2)

On pose MUcdl'" = : et on peut écrire :
PUcdl,, (2)

UY(z)=MUcdl®(z)|  |+BUcdly (2) @.11)

Remarque : comme dans le cas de la thermique, chacun des termes des matrices
MUcdl®(z) est un polyndme de degré 2.

On a donc un modele qui fait intervenir des polynomes de degré 2 par morceaux.
Ce ne sont plus des beta-splines car le raccordement des dérivées d’ordre 1 s'effectue en

autorisant un saut.
Cependant dans le cas d’un probléme mécanique sans chargement thermique, on est encore en

présence de beta splines généralisées.

Pour obtenir la forme variationnelle réduite, il suffit d’écrire :

. MUecal’®(2) MUeary(z)
MURCDLFS _ Z J‘ K+l ——* , MUR(k)
_ k=1 Zk MUCdlrS(k)(Z) MUCdl(k) (Z)
N . MUcdl:S(k) (2) BUcdlif) (Z)
BLURcDL, = j — | MurY w |FLTURY |dz
A7 (MU (2) |\ = BUa, (2)

et le systeme : T, (M URcpL, T» + BLURCDL, | = BUN
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Chapitreb. Applications numériques

Introduction : choix des cas tests

Pour valider les méthodes de calcul proposées, nous avons choisi de traiter des cas particuliers
dont on peut exprimer la solution exacte et que I’on retrouve dans les articles cités en
référence.

Pour comparer la rapidité de convergence des méthodes DL et CDL nous avons adopté la
méme démarche.

Les exemples traités varient également quant a la nature du probléme.
Nous avons traité des problémes stationnaires, des problémes dont le chargement est
périodique.

Pour chacun des exemples présentés, nous préciserons les objectifs recherchés.

5.1 Applications numeriques en thermique

Il s’agit d’exemples 1D, 2D ou 3D concernant des plaques rectangulaires .
Dans les figures nous désignons par T.G. les températures généralisées qui sont les
inconnues de nos mode¢les.

5.1.1 Applications en dimension 1

Ces modeles peuvent étre utilisés pour représenter des plaques présentant un trés grand

, a b
¢élancement : Z et Z tendent vers oo

5.1.1.1 Plaque infinie bicouche stationnaire

K® =2 KO
h2 PICD = OO

o h —o
2) 1 _ 12)7] _ = N2
TG 0-T"C 0 =[AT ]=R-@n)*C )

‘ hi2
® T (O):O

Figure 5.1.1.1.a

@Z)‘”(? =G0 0
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Cet exemple a €té utilisé pour tester la capacité des différents modéles a prendre en compte une
résistance thermique.

Pour les modeles DL et CDL, on a utilisé un seul élément par couche.

Dans les exemples présentés, on a utilisé les valeurs :

KW
KYR =2 (”—C(”:l A=2 ainsique T, =0
o

. _ z
La température et le flux sont représentés en fonction de z = 7

Ona T (7,z)=e"T,(z)

, T, flux
Température —
7,
1 0.8 = _
0.8 / ==
0.2 0.4 \0.6 0.8 1
CESL 3 | °°® 4.2
0.4
1.4
0.2
(2T.G) e
o 0.2 0.4 0.6 0.8 1 a8
1 -0.8 - _
0.8 -
0.2 0.4 0.6 0.8 1
CESL SC| os a2 A
0.4 -1.4 N N
N
(2T.G.) | o2 16 3
N
1.8 N
0.2 0.4 0.6 0.8 1 '
-0.2
I
08— _
0.8 —
0.2 -
0.6 -1.2
DL
0.4 1.4
(3T.G.) |o2 - 1.6
-1.8
- 0.2 0.4 0.6 0.8 1
08—~ __
0.8 =
CDL 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0.6 a2
N\
0.4 N
(2T.G) e S
0.2 16 N\
N
0.2 0.4 0.6 0.8 1 -1.8 N
Solution exacte (-------- ) et solution approchée ( )

Figure 5.1.1.1.b
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Cet exemple montre des résultats tout a fait satisfaisants, tant pour la température que pour le flux
normal, pour les différents modeles testés.

5.1.1.2 Plaque infinie sandwich

T(h=T;
024 I material_skin
KT"(z) + pWSin(%) =0
material_core Ko =K, Koy =K
0.6 - Pare = P
W(‘aru — W\'kiu
‘ z=x, 02h I material_skin z=x; T(0)=T,

Figure 5.1.1.2.a

Cet exemple a été utilisé pour comparer plusieurs modeles ESL, CESL aux modeles DL et CDL
respectivement. Dans tous les exemples présentés, on a utilis€¢ un élément par couche dans les
modeles DL et CDL. Dans ce cas, la solution exacte homogene admet une expression
polynomiale (@ =0 ) dans chacune des couches.

Expression de la solution exacte
On aposé w=p'W" = pPy®

. nwz
TV (z) = ! +7T | 1- +
@ h(0.61<“>+0.41<<2>) b h(o.6K“>+o.4K<2>) K72
2) 1)
T(z)(z):(Tb—Tl)(O-ZK +0.8K") (T,-T))z

(0.6K“>+o.41<<2>) i ’+h(0.6K“)+0.4K(2))+

W*wSin (’ZZJ o
2—
K(z—)ﬂz+(o.os9555)h W(F—Fj

hK®" (9.86961{“7; +5.92176(K“> —K<2>)7;)+9.8696K“>K<2> (T,-T,)z+
1) = =
W WSin (—](0.6K(” +0.4K?)
h
+(hK" (5.92176K " +3.94784K ) )

. : . . . . z
Pour les deux représentations suivantes , le flux et la température sont tracés en fonction de Ik

W(l)
dans le cas K =2K" | T, =0 et pour p“)F:L
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T/T Flux
T 1 J—
ESL 1 |°* ~ 12 S
— = - ~
0.6 - -~ -1.4 P B
~ -
( 1 TG) 0.4 7 -1.6 7
—
0.2 sl
0.2 0.4 0.6 0.8 1
- 0.2 0.4 0.6 0.8 1
_ 0.8 o
0.8 7 -1
= a2b— -
ESL 2 |os _ -7
— _ — -1.4 —
~ e
0.4 - 1.6 _ -
(2TG) 02 // a8l T
0.2/&4/ 0.6 0.8 1
0.2 0.4 0.6 0.8 1 2.2
T
_ 0.8 -
0.8 = -1
= a2p— -
ESL 3 |, -
- : = -1.4 -7
0.4 % -1.6 -7
(3T.G.) ~ -
, -1.8
0.2
o.z/w.a/ 0.6 0.8 1
2.2
0.2 0.4 0.6 0.8 1
I
/ 08 -
0.8 7 1
_ I o
= a2 =
ESL 4 0.6 / - -
— - 1.4 -
0.4 - 1.6 -
(4T.G) -~ s T
0.2 g
0.2 0.6 0.8 1
2.2
0.2 0.4 0.6 0.8 1
T -0.8 [
-
~ -1
0.8 - R =
= -1.2 -
ESL_SC 0.6 _ 7 -1.4 P -
P — = 1.6 _ - -
0.4 PR
( 2 TG) e -1.8
/
0.2 0.2 0 0.6 0.8 1
2.2
0.2 0.4 0.6 0.8 1
T 11 /
0.8 1.2
DL oo 4.3
1.4
0.4
(5T.G) 45
7z
0.2 -1.6
7
0.2 0.4 0.6 0.8 1
0.2 0.4 0.6 0.8 1

Solution exacte (

) et solution approchée (

Figure 5.1.1.2.b




Température Flux
' P -1.1
7 ~
0.8 YL 1.2 P
- v
CESL_l 0.6 - - -1.3 B %
- 1.4 s
0.4 _ y
(1T.G) o 15 P
7 s
02f e B
Vi e
P
0.2 0.4 0.6 0.8 1 L - 702 0.4 0.6 0.8
1.1 - |
1.2 _ 1.2 s
Vs
CESL 2 -1.3 G -1.3 .
- -1.4 -1.4
1.5
-1.5
(2T.G) ~ e p
-1.6 Z /
~ L 0.2 0.4 0.6 0.8
L 0.2 0.4 0.6 0.8 1
T
11
0.8 .2 e
- ~
CESL 3 0.6 1.3 P
- 1.4
0.4 as
(2T.G) P
0.2 y
L 0.2 0.4 0.6 0.8
0.2 0.4 0.6 0.8 1
* 11
0.8 1.2
CESL_4 0.6 -1.3
1.4
0.4 s
(3T.G)
0.2 -1.6
P
0.2 0.4 0.6 0.8
0.2 0.4 0.6 0.8 1
' a1
0.8 1.2 e
4
CESL_SC 0.6 -1.3 /
1.4
0.4
( 2 T.G.) -1.5 Yz
0.2 -1.6 y
7
P
0.2 0.4 0.6 0.8 1 =—="0.2 0.4 0.6 0.8
' 1.1
0.8 1.2
-1.3 7
CDL |,. )
-1.4
0.4
(3T.G) s
7z
0.2 -1.6
P
0.2 0.4 0.6 0.8
0.2 0.4 0.6 0.8 1

Solution exacte (

-------- ) et solution approchée (

Figure 5.1.1.2.c
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2)
Cette plaque a également été testée pour des rapports ¥yl beaucoup plus importants.

0
) )
Par exemple, pour =0.01 (Sand A) et =100 ( Sand B), on a les résultats suivants
K(l) K(l)
Sand A Température Ecarts Température Flux
T 0 o 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0.8 . -0.5
CESL 3 o o -
0.6 0.04 4 - —
1.25
(2T.G) |™ o o
0.2 2
0.2 0.4 0.6 0.8 1
0.2 0.4 0.6 0.8 1
T 0.008 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0.8 0.002 «;7.5
DL oo om /
0.6 a
o 0. 0.4 0.6' 08 1 -1.25
4 -0.001 -1.5
(5169 | = T
.. -2
0.2 0.4 0.6 0.8 1
t 0.001
0.8
AN
0.6
0.2 .4 0.1 0.8
0.4 _0.0005
2T.G.
( G ) 0.2 -0.001
0.2 0.4 0.6 0.8 1
Sand B Température Ecarts Température Flux
T 0.008 0.9 — ,,
0.8 0.0025 0.2 0.4 0.6 0.8 1
CESL 3 0.0m2 -1
- 0.6 0.0015 -1.2
0.4 0.001 13
( 2 TG.) o 0.0006 L4
' 0.2 0.4 0.6 0.8 1 s
- 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-0.9
0.0003 /
0.8 0.0002 0.2 0.4 0.6 0.8 1
DL 0.6 0.0001 11
. -1.2
od 0.001 0.2 0.4 0.6 0.8 s
5T.G. oo
( ) 02 41:0004 -1.5 /
T 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-0.9
CDL 0.8 Z:x e 0.2 0.4 0.6 0.8 1
06 02 0.4 0.6 0. 1 2
-0.0001 -1.3
1o |- =TT
0.2 oo 15
0.2 0.4 0.6 0.8 1
Solution exacte ( ) et solution approchée ( )

Figure 5.1.1.2.d

Cet exemple nous montre, dans le cas du sandwich A, la difficulté, pour le modéle CESL, de
fournir une bonne approximation du flux normal.



Autres types de conditions aux limites

On a utilisé cet exemple pour tester la capacité des modeles a prendre en compte différentes
conditions aux limites.

q(h)=gq,
KT'(z) + pwsinZZ) = 0
.. . h
Conditions aux limites
Kmr'(’ =K(2)’ K)kut =K(U
. Paore = Pt
Température-Flux ‘
Ptin w=1
Kvl\m
Figure 5.1.1.2.e
7=X;5 (0T,

Dans ce cas, la solution exacte s'écrit:

T (z) = (9.8696(1(“7_; ~q,z)+ whivz + h*WSin (%D /(K7%)

T (z2) = /(K<1>K<2>7z2)

+ 7hKY%wz + h? K(”wSm( hzj

9.8696K (KT, —7,z)+(~5.921764,h +1.884961°%)( K" - K®)

T(3)(Z) —

[197392%14 1.21614°%)(K® K@) +9.8696K " (K *T, - g,)
| o

+ 7hKPwz + h* K@ wSin ( 77]

3

q:

~

=0
Dans le cas , { 0 on a les résultats :
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Sand A Température Ecarts Température Flux
9 02 0.2 0.4 0.6//0?8/
-0.2 ~
CESL 3 |” N —
-0.6
0.2 0.1 08
(2T.G.) |e= o N
-1.2
0.2 0.4 0.6 0.8 1 4
0.2 0.4 0.6 0.8
0.003 0.2 0.4 0.6
- -0.2
DL 0.3 0.002 0.4
0.001 0.6
0.2
0.8
(5T.G) | oo -
-0.002
0.2 0.4 0.6 0.8
0.2 0.4 0.6
03 0.002 0.2
CDL o 04
0.2 0.6
-0.001 -0.8
(3T.G.) |o= ome *
_0.08 -1.2
0.2 0.4 0.6 0.8
Sand B Température Ecarts Température Flux
T 0.003 0.9 —
0.8 0.0025 0.2 0.4 0.6 0.8
CESL_3 o6 0.002 1
’ 0.0015 -1.2
0.4 0.001 1.3
( 2 T.G.) 0.2 0.0006 -4
! 0.2 0.4 0.6 0.8 1 e
T 0.2 0.4 0.6 0.8
-0.9
0.0003
0.8
DL gz aa 0.2 0.4 0.6 0.8
0.6 ~
_o.0001 0.2 0.4 0.6 0.8 712
(5T.G) |* oo v v
-0.0003
0.2 _0.008 -1.5 7/
0.2 0.4 0.6 0.8 1
T -0.9
0.8 0-008
CDL - 0.0002 o 0.2 0.4 0.6 0.8
0.6 0-0oo -1.2
0/2 0.4 0.6 04 1
0.4 -0.0001 -1.3
( 3 T.G.) -0.0002 v v -1.4
02 -0-0008 -15
0.2 0.4 0.6 0.8

Solution exacte (

) et solution approchée (———

Figure 5.1.1.2.f

)

Cet exemple confirme le résultat médiocre du modele CESL pour approcher le flux normal dans
le cas du sandwich A



()=,

L
Conditions aux limites .
[ KT"(z) + pWSin(T) =0
Convection —Température K=K Ky, =K
Peore = Ptin
Luin gy —
< K
Figure 5.1.1.2.g = | ¢=hT-T)

La solution exacte correspondante s'écrit:

_ WwSin| 2=
O 0.31831 kK Xz T, v ’”( h j
S (0.6K" +0.4K® )+ KVK® RO
K(Z)
(0.254648K<‘> +0.063662K<2>) w+0.31831 hK Vip| z—
T(2) (Z) — HC’ b
hH,(0.6KV +0.4K )+ KK
hzv_vSin(zlzj
+T, +—K(2)7r2
031831 K"K®2+0.190986 h K (K“) —K<2>)
T9(z) = hw
KO (hH,(0.6K® +0.4K™)+ K"K
hzv_vSin(zlzj
+ Tb + K(l)ﬂz
7,=0
Dans le cas, pw(z)=100-Sin (%j , ¢H,=1 ,onalesrésultats :
T. =100
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Sand A Température Ecarts Température Flux
: 0.1
CESL 3 |=» o
—_— 0 0.06
30 0.04
(2T.G) |=
© 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0.2 0.4 0.6 0.8
o B 0.2 0.4 0.6 0.8 1
© 0.0015 2
-40
DL © 0.001 - /
0.0005 -
:z o} .4 0.6 ols 1 -100
-0.0005 120
( 5 T . G-) 20 -0.001 v \/ -140
-160
10
0.2 0.4 0.6 0.8 1
70 0.2 0.4 0.6 08 1
60 0.001 j
CDL 50 00005 -60
40 0.2 .4 0. 0.8 1 -80
® -0.0006 -100
~0.001 120
( 3 T.G.) 20 -0.0015 \/ -0
10 -160
0.2 0.4 0.6 0.8
Sand B Température Ecarts Température Flux
LY 0.008 0 _
50 0.006 e
CESL 3 |. - «
-0
30 0.002
-
( 2 T-G~) » I 2 04 o6 ° t 0.2 0.4 0.6 0.8 1
10 -0 Ao -
0.2 0.4 0.6 0.8
& 0.006 0.2 0.4 0.6 0.8 1
%0 0.0004 >
- <0
DL © 0.0002 0 i
» o 02 04 06 08 _;)
(5T.G) | = oo -
~0.0006 140
10 -160
0.2 0.4 0.6 0.8 1
®© 0.0015 02 0.4 06 08 1
- 2
® 0.00L 0
CDL 40 0.0005 L\ © /
: 80
0 -100
o2 o4 06 o 1
(3T.G) | = Y, v ,m
140
10 -0.001 0
0.2 0.4 0.6 0.8

Solution exacte (

) et solution approchée (————

Figure 5.1.1.2.h

L’ensemble de ces applications nous incite a la prudence dans "utilisation du modéle CESL, surtout
en ce qui concerne le flux normal.
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5.1.1.3 Plaque infinie bicouche stationnaire

Cet exemple a été utilisé pour analyser la convergence des modeles DL et CDL lorsque 1’on
utilise un découpage de chacune des couches.

Pour cela on a subdivisé chacune des couches en n éléments. Les calculs ont été possibles pour
n < 40

Présentation du cas étudié

Il s’agit d’un milieu infini compris entre 2 plans paralléles et composé de 2 couches d'égales
épaisseurs.

N

T(h7)=Te"™
4=0

Figure 5.1.1.3.a

On désigne par {p,,C,,k} et {p,,C,,k,} les propriétés des 2 matériaux

La solution exacte a été obtenue formellement avec Mathematica®.

Pour traiter les exemples, on a utilis¢ les valeurs suivantes :

{kr 91, C Y =1L L1}, {ky, p,,Cy ) = {10,10,13 .

. . . . T . ,
Les résultats présentés sont la température T en z=0 ( ou le flux est imposé€) et le flux en z =4

( ou la température est imposée), pour @ =4 ( Fig. 5.1.1.3.b).
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Partie réelle de la température

-0,20
-0,22 200
-0,24
-0,26 - - =- - valeur exacte
-0,28 —=—R(TDL(0))
-0,30 —a—R(TCDL(0))
-0,32
-0,34
-0,36

nombre d'inconnues

Partie imaginaire de la température

-0,04 ‘ ‘ ‘
50 100 150 200
-0,06
- - =- - valeur exacte
-0,08 -- —=s—| ( TDL(0))
01 —&—| ( TCDL(0))
-0,12
nombre d'inconnues
Partie réelle du flux
-15
16 50 100 150 200
17 - - »- - valeur exacte
18 —=—R(q3DL(l))
) —a—R(q3CDL(l))
-19
-20

nombre d'inconnues

Partie imaginaire du flux

200

- - -« --.valeur exacte
—a—|( q3DL(l)
—a—1(q3CDL(l))

nombre d'inconnues
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5.1.1.4 Probleme de HAN

Cet exemple nous a servi a comparer les résultas obtenus par les modeles DL et CDL a ceux
fournis par HAN ( cf [HAN 86] ).

On considere un milieu infini composé de 4 couches, d’égales épaisseurs, situé entre 2 plans
paralleles.

On suppose que la température imposée sur la face supérieure est 7e

iot

et que le flux normal est
nul sur la face inférieure.

Propriétés des matériaux :

(k, pC)varient dans les rapports 1 :2 :4 :8

. Figure 5.1.1.4.a
Dans ces conditions, sur chacune des couches, la solution exacte est donnée par

@) ()
T(i)(z,r):(A(i’Cosh(v<"’z)+B"’)Sinh(v(”Z))e"”’,avec v =(1+1)- %w

(OUFalU)

2
En effet (v"') )2 =1 %a) et T (z,7) vérifie p"'C "')S—T (z,r)=K "')%T D (z,7)
T z

Le systéme a été résolu avec Mathematica®.

o™
On est amené & définir une fréquence réduite @ , en posant : @t = @7, et @=w-h’ (?) ou

(m) )
(ﬁj _ sup (ﬁj ,
K jen L K

Cela permet d’obtenir des résultats qui ne dépendent plus de I’épaisseur du multicouche.
Dans les exemples numériques que nous avons traités, les résistances thermiques sont nulles et

@)
les (%) sont constants ( =1)

L’ensemble des résultats est présenté sur les figures 5.1.1.4.bet 5.1.1.4.c.
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Les résultats présentés dans les figures 5.1.1.4.b et 5.1.1.4.c nous montrent que le nombre
d’¢éléments a utiliser dans chacune des couches dépend de @ .Dans tous les cas le modele CDL

apporte une amélioration par rapport au modele DL.

1 subdivision par couche 2 subdivisions par couche

modele DL 7 T.G. modele DL 15 T.G.

modele CDL 4 T.G. modele CDL 8 T.G.
1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
R(T) | o2 0.2

I(T)
R(q3)
-25 25
0.27 (;.4 02 0.4 0.6 0.8 1
5 .
-10 -10
-15 B
I (q3) 20
25 ”
Figure 5.1.1.4.b
Solution exacte (— ), solution DL ( ....... ), et solution CDL ( ------ )

Comparaison entre la solution exacte , la solution DL et la solution CDL pour w=16enz=h pour
la température et en z =0 pour le flux normal .
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1 subdivision par couche 2 subdivisions par couche
modele DL 7 T.G. modele DL 15 T.G.
mod¢le CDL 4 T.G. modele CDL 8 T.G.
1
0.8
0.6
04
R(T) 0.2
T o2 0.4 06 ~—~0.8 1
0.2
0.1
0.2 0.4 0.6 -
-0.1
-0.2
1(T) s
0.4
-0.5
10
02 04 1
-10
R(q3) 0
-2
-40
20
10
0.2 0.4 0.6 0.8 |
-10 ‘
1(q3) »
-0
-40

Figure 5.1.1.4.c
Solution exacte (— ), solution DL ( ....... ), et solution CDL ( ------ )

Comparaison entre la solution exacte , la solution DL et la solution CDL pour ®=256 cen z=h
pour la température et en z =0 pour le flux normal .
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5.1.1.5 Plaque infinie sandwich

Cet exemple introduit dans ce travail, va servir de référence pour la plaque composite, 5.1.3, qui
sera présentée ultérieurement.

kﬁ+pw:0
dz

en z=0, q.=H(T-T,) )

en z=h, T:f HC=6W/I’1’1 ’Tw:293OK
0 0.8 h e ]_; —=1393°K
*—o—0°
<« m® <> w =50 W/kg K
0.1h 0.1 A

Figure 5.1.1.5.a

—> ZI=X;

Pour les applications numériques, on a choisi un composite d’épaisseur #/=0.01 m

m® e e
Duralumin Polystyréne Carbone-Epoxy
k) =164 W/m K kY =.157 W/mK k) =.5 WmK
o =2787 kg/m’ p? =1050 kg/m’ o =1389 kg/m’

Les résultats détaillés obtenus en utilisant 1 ¢lément par couche, sont résumés dans la figure
5.1.1.5.b

Pour cet exemple nous avons testé les trois méthodes suivantes : couches équivalentes en
utilisant un polyndme de degré 3 ( CESL _3) ou les fonctions sin et cos ( CESL_SC), le modele
DL, et le modéele CDL.

Etant donnée la nature du chargement, il parait logique que le modéle CESL_SC donne des
résultats meilleurs que le modele CESL 3.

Par contre ces deux modé¢les fournissent des erreurs importantes sur le flux, au voisinage de
I’origine.

En revanche les modéles DL et CDL fournissent d’excellents résultats, tant en température
qu’en flux.
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Température

Erreur ( en %)

0.5 _—
Méthode 0 0.004
387.5
CESL 3 |™2 .
(2T.G) |
% 0.004 0.006 0.008 0.0 0.002 0.004  0.006 10008  0/01
s77.5 -0.002
0.5 0.00125
Méthode 0 0-00t
387.5 0.00075
CESL sC |™* o
( 2 TG) ®5 0.00025
. jmz 000r 0m® 0B 00l | oo 0.002 0.004 0.006 \ 0.008 0/1
-0.0005
s -150 S
, 20
Méthode 0 ~0-00025 o
DL |¥* oo =
( STG ) . -0.00075 -
-0.001
o 2.5 -0.00125 40 _
f 0.004 0006 0008 001 -0-005 0 g
315 -0.00175 0002 0004 006 0008 00l
392.5 0 —
20
Méthode | * .ot /\ A 0
387.5 0.0002
coL |7 w
0.002 \0.004 0.006/ 0.008 0.01 30
(3T.G) |ss oo =
Jozﬁz 0.0 00w o008 o001 | 0-0004 -450
371.5 -0.0006 T
0002 0004 0006 0008 00l

Solution exacte (

Figure 5.1.1.5.b
) et solution approchée (

Chapitre 5

)
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5.1.2 Applications en dimension 2

Ces modeles permettent de tester la capacité des différents modéles proposés a modéliser des
composites épais. De plus la littérature comporte de nombreux exemples de ce type qui nous ont
permis de comparer les résultats obtenus avec ceux fournis par les publications.

5.1.2.1 Plaque semi-infinie homogene

Cet exemple a permis de tester la capacité des méthodes DL et CDL a prendre en compte différents

types de conditions aux limites, dans le cas du probléme thermique bidimensionnel.
On a utilisé un découpage en 1, 2 et 3 éléments d’égales épaisseurs.

Cas de la température imposée

q, =k Sin[ﬁ]
a
T=0 h a T=0
q,=0
Z=Xx
xl
Cas mixte |
q,=F Sin[ﬂj
a
T =0 h a T.=0
7,=0
zZ=Xx,
X

Cas mixte I

104

La solution exacte ( dans le cas d’une seule couche) est
Szn( j Sinh| 72 B
a a \| K,
o h
a K33

donnée par : T'(x,,z) =T,

Figure 5.1.2.1.a

La solution exacte ( dans le cas d’une seule couche) est

donnée par :
Sm( jC h(’” /K”J
a a \| K;;
h
Co h(a /K }WAIKHK33
33

T(XI,Z) = —E)Cl

Figure 5.1.2.1.b

La solution exacte ( dans le cas d’une seule couche) est

donnée par :
Sm( j - Si h(ﬁz /K“]
a a \ K,
Si h(”h i Jx;z,/K“KB
a \ K;;

T(XI,Z) = _E)a

Figure 5.1.2.1.c



Validation du modele CDL

La solution exacte ( dans le cas d’une seule
couche) est donnée par :

Cos(ﬂxlj-Sinh zz &
a a \ K;;

Sinh[ﬁh /Knj.,,r o
a K33

T(x,,z)=-F,a

Figure 5.1.2.1.d

Pour valider le choix de I’approximation retenue on a comparé¢, dans les 4 cas de conditions aux
limites décrits précédemment, les solutions approchées obtenues pour 1, 2 ou 3 couches, par rapport

a la solution exacte

Les résultats de T, mais aussi des flux g, et g, ont été comparés.

oo . 1 L. . a
Le cas présenté est un cas trés défavorable puisqu’il correspond a o 2.

Malgré cela les résultats en T et en g, sont tres bons des que I’on utilise 2 couches.

Les résultats concernant ¢, sont plus défavorables. Cela s’explique car g, est une fonction

linéaire dans 1I’épaisseur.

TR . a . .
On a ensuite étudié I’influence de 1’¢élancement (— ) sur la précision des résultats.

Comparaison des modeles CESL, DL et CDL
Dans le cas de la plaque, Figure 5.1.2.1.a ,nous avons compar¢ les méthodes CESL, DL et CDL
(découpage en 3 ¢léments d’égales épaisseurs)

Voici , par exemple, figure 5.1.2.1.e ci-apres, les écarts entre la solution approchée par la méthode
CDL ( 3 couches, 3 T.G.) et la solution exacte, dans le cas d’un élancement de 2.
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; O
5

ql j—
L.

. .
5

Figure 5.1.2.1.e

5.1.2.2 Plaque bicouche semi-infinie

On consideére une plaque semi-infinie

I " Le chargement thermique est donné par :
h 2
| o=
a
T(x,x,,h)=T, Sin(&j
a

Figure 5.2.2.a

Il s’agit d’un matériau composite comportant des fibres de renfort.
K, =096 W/m°K

, h=25m , a=1m
K, =36.42 W/m°K

On connait {

Les fibres sont disposées parallélement a x, dans la couche inférieure et

perpendiculairement au plan (xl,x3) dans la couche supérieure.

1Y =19.3501

Dans ce cas, on a calculé la solution exacte. On a )
1 =3.14159

70 (z)= 0-021819 e19-3012 15 1 02182 ¢ 19-301z1q
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T (z) = 0.750828 &> 197T0 - 1.41856 & 19710

Cet exemple est utilisé par la suite en thermomécanique

On a calculé¢ les solutions CDL avec 1, 3, 4 et 6 éléments par couche, pour inclure le champ de
température dans le modele thermoélastique. La table 5.1.2.2 ci-dessous fournit I'évolution de la
température suivant 1'épaisseur du bicouche.

z/h exacte CDL 1 CDL 3 CDL 4 CDL 6

0 -1,00000 -1,00000 -1,00000{ -1,00000] -1,00000
0,1 -0,59452 -0,66157 -0,59319| -0,59301] -0,59482
0,2 -0,33091 -0,37294 -0,33198 -0,33071] -0,33104
0,3 -0,14625 -0,13411 -0,14540{ -0,14652| -0,14618
0,4 0,00350 0,05491 0,00221 0,00264 0,00362
0,5 0,15410 0,19412 0,15583 0,15485 0,15433
0,6 0,31730 0,31781 0,31659 0,31697 0,31726
0,7 0,48247 0,46024 0,48210 0,48250 0,48246
0,8 0,65061 0,62141 0,65075 0,65057 0,65061
0,9 0,82277 0,80133 0,82269 0,82273 0,82277
1 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000 1,00000

Table 5.1.2.2 Température en x, =%

modeéle CDL 1 CDL 2 CDL 3 |CDL 4
nombre de T.G. 2 4 6 8

5.1.2.3 Plaque sandwich semi infinie

On a repris ici, en dimension 2, I’exemple 5.1.1.2 , sandwich A.

7 . TTX
skin material (K¥) Jpskin $ T =T, SM(TI)
h core material (K=r) I h-2hskin A B
—e T =0
— T =0
Z7X3 skin material (K) Jyshin $ )

< > X3 <
a
=
X, T =0
X

Figure 5.1.2.3.

Les résultats sont donnés ( Tables 5.1.2.3.a a 5.1.2.3.c) et on a comparé les valeurs adimensionnées
T q,
t 1

T ¢ Kskin
0

,i€ {1, 2, 3} . Les tableaux ci-apres concernent un sandwich trés épais :
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K™ = 5W/(Km) ,K“* =50W /(K.m)

108

skin

B = 0.2k
2_5
h
z/h exact CESL 3 | CESL_SC DL CDL
0 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.1 0.0130 0.0130 0.0131 0.0130 0.0132
0.2 0.0264 0.0265 0.0265 0.0264 0.0260
0.3 0.0269 0.0269 0.0269 0.0268 0.0265
04 0.0280 0.0280 0.0280 0.0279 0.0278
0.5 0.0298 0.0297 0.0297 0.0298 0.0298
0.6 0.0324 0.0323 0.0323 0.0324 0.0326
0.7 0.0357 0.0357 0.0357 0.0358 0.0361
0.8 0.0399 0.0400 0.0400 0.0399 0.0404
0.9 0.5136 0.5195 0.5196 0.5148 0.5135
1 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
Table 5.1.2.3 a Température en X, = g
z/h exact CESL 3] CESL SC DL CDL
0 0 0 0.0000 0.0000 0.0000
0.1 0.0102 0.0102 0.0103 0.0102 0.0103
0.2- 0.0207 0.0208 0.0208 0.0207 0.0204
0.2+ 2.0725 2.0793 2.0819 2.0729 2.0415
0.3 2.1088 21131 2.1142 2.1026 2.0812
0.4 2.1973 2.1968 2.1955 2.1914 2.1802
0.5 2.3402 2.3359 2.3334 2.3391 2.3387
0.6 2.5409 2.5359 2.5345 2.5459 2.5565
0.7 2.8044 2.8022 2.8036 2.8118 2.8338
0.8- 3.1372 3.1406 3.1437 3.1366 3.1704
0.8+ 0.0314 0.0314 0.0314 0.0314 0.0317
0.9 0.4034 0.408 0.4081 0.4044 0.4033
1 0.7854 0.7854 0.7854 0.7854 0.7854
Table 5.1.2.3b 4, en X, =d




zlh|  exact CESL_3 | CESL_SC DL CDL
0 -0.0649 -0.0638 -0.0646 -0.0644 -0.0666
0.1 -0.0657 -0.0661 -0.0662 -0.0660 -0.0650
0.2- -0.0681 -0.0688 -0.0684 -0.0676 -0.0634]
0.2+ -0.0681 -0.0688 -0.0684 -0.0013 -0.0634]
0.3 -0.3958 -0.3684 -0.3526 -0.3771 -0.4415
0.4 -0.7334 -0.7032 -0.6904 -0.7528 -0.8196
0.5 -1.0890 -1.0733 -1.0733 -1.1286 -1.1978
0.6 -1.4716 -1.4786 -1.4922 -1.5044 -1.5759
0.7 -1.8905 -1.9191 -1.9365 -1.8802 -1.9540
0.8- -2.3562 -2.3949 -2.3953 -2.2559 -2.3321
0.8+ -2.3562 -2.3949 -2.3953 -2.3489 -2.3321
0.9 -2.3903 -2.4000 -2.3999 -2.4002 -2.3991
1 -2.4835 -2.4054 -2.4045 -2.4515 -2.4660

Table 5.1.2.3 ¢ 4 en X, = 2

skin

Les modeles DL et CDL ont été calculés avec un seul élément par couche.
Le nombres d’inconnues est donc

CESL 3 |CESL SC| DL CDL
T.G 2 2 5 3

Table 5.1.2.3d

On remarque que le modele CDL est celui qui apporte la meilleure précision pour chacune des
quantités étudiées.
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5.1.3 Applications en dimension 3

Il s’agit d’une plaque comparable a celle étudiée en 5.1.1.5.

On a modélisé une plaque sandwich composée d’une peau inférieure en duralumin, d’un cceur
en polystyréne et d’une peau supérieure en Carbone-Epoxy.

Il s’agit d’une plaque rectangulaire, soumise
% sur la face inférieure a de la convection et a
une température imposée sur la face
,,I supérieure.
skin top naterial 7*" Cette plaque sandwich d’une épaisseur delcm
, 4[ ﬁlg Wi est cornposée
A 0.8h
e ¥ wio
a - d’une peau inférieure en duralumin de Imm
skinbotom materal # 3 - d’un cceur en mousse de polystyréne de 8mm
o - d’une peau supérieure composite graphite-
T=T -Stn(T“)-Sm(T‘) ] ep()xy
T | Figure 5.1.3.1.a
Duralumin Polystyrene Graphite epoxy Unités
(_bottom skin) (core) (top skin)
164 0 O A57 0 0 S 0 0
K= 0 164 0 ||K®= 0 157 0 ||[k¥=|0 50 o||WmK
0 0 164 0 0 .157 0 0
oV =2787 p? =1050 o =1389  |Kg/m’

Figure 5.1.3.1.b

Pour les modeles DL et CDL, nous avons utilisé¢ un ¢lément par couche; le nombre d'inconnues est
donné par le tableau

CESL 3 | CESL SC DL CDL
T.G 2 2 5 3
Table 5.1.3
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5.1.3.1 Plague mince soumise a une température uniforme

Les résultats sont donnés dans le cas d’une plaque carrée mince ( a=b=1m , h/=0.01 m). C’est
un cas ou les modeles CESL donnent une bonne approximation ( BLA 05a] ).
La température imposée sur la face supérieure est donnée par :

T(x,,x,,h) =T, Sin (%} Sin(ﬂgz j . Pour les applications numériques 7, =393°K .

z/h Exact CESL_3 CESL_SC DL CDL
0.00] 360.081 360.081 360.081 360.081] 360.082
0.05[ 360.082 360.082 360.082 360.082]  360.083

0.10- 360.084 360.084 360.084] 360.084] 360.085
0.10+ 360.084 360.084 360.084| 360.084] 360.085
0.20] 364.031 364.017 364.022 364.031] 364.032
0.30] 367.980 367.954 367.964] 367.980] 367.981
0.40] 371.931 371.897 371.911 371.930 371.931
0.50] 375.882 375.845 375.866] 375.882] 375.883
0.60] 379.836 379.802 379.828] 379.836] 379.837
0.70] 383.791 383.769 383.797 383.792]  383.792
0.80] 387.748 387.747 387.771 387.749  387.749
0.90- 391.707 391.737 391.750] 391.707] 391.707
0.90+  391.707 391.737 391.750, 391.707] 391.707
0.95] 392.341 392.367 392.375| 392.341] 392.341
1.00] 393.000 393.000 393.000]  393.000] 393.000

Table 5.1.3.1.a Distribution de la température ( °K) suivant 1’épaisseur au centre de la plaque(

z/h Exact CESL 3 CESL_SC DL CDL
0.00[-34561.435| -34561.507| -34561.547|-34561.435|-34562.012
0.05/-34562.152| -34562.191) -34562.216|-34562.152|-34562.730

0.10 {-34563.040] -34563.044| -34563.055|-34563.040-34563.618
0.10+ -33.088 -33.088 -33.088 -33.088 -33.088
0.20 -35.035 -35.028 -35.030 -35.035 -35.035
0.30 -36.982 -36.970 -36.974 -36.982 -36.983
0.40 -38.931 -38.914 -38.921 -38.931 -38.931
0.50 -40.880 -40.862 -40.872 -40.880 -40.880
0.60 -42.830 -42.814 -42.826 -42.830 -42.830
0.70 -44.781 -44.770 -44.784 -44.781 -44.781
0.80 -46.733 -46.732 -46.744 -46.733 -46.733
0.90 - -48.685 -48.700 -48.706 -48.685 -48.685
0.90+ -155.049 -155.096 -155.116] -155.049 -155.049
0.95 -156.045 -156.085 -156.097| -156.045 -156.045
1.000 -157.080 -157.080 -157.080] -157.080, -157.080

Table 5.1.3.1b.

Distribution de ¢, (en W/m?* °K) dans 1’épaisseur de la plaque (xl

Chapitre 5

b

:O9x2 = —

2

)

b

a
X, =—,X, =—
1 Xy
2

2

)
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z/h Exact CESL_3 CESL_SC DL CDL
0.00[-34561.435| -34561.507| -34561.547| -34561.435 -34562.012
0.05-34562.152| -34562.191| -34562.216| -34562.152] -34562.730

0.10 --34563.040] -34563.044| -34563.055| -34563.040 -34563.618
0.10+ -33.088 -33.088 -33.088 -33.088 -33.088
0.20 -35.035 -35.028 -35.030 -35.035 -35.035
0.30 -36.982 -36.970 -36.974 -36.982 -36.983
0.40 -38.931 -38.914 -38.921 -38.931 -38.931
0.50 -40.880 -40.862 -40.872 -40.880 -40.880,
0.60 -42.830 -42.814 -42.826 -42.830 -42.830
0.70 -44.781 -44.770 -44.784 -44.781 -44.781
0.80 -46.733 -46.732 -46.744 -46.733 -46.733
0.90 - -48.685 -48.700 -48.706 -48.685 -48.685
0.90+-15504.889| -15509.638| -15511.563| -15504.889 -15504.897
0.95-15604.482| -15608.506| -15609.745| -15604.482] -15604.485
1. 00[-15707.963] -15707.963] -15707.963] -15707.963 -15707.963
Table 5.1.3.1c. Distribution de g, (en W/m? °K) dans 1’épaisseur de la plaque (xl = %, X,

z/h Exact CESL 3 CESL_SC DL CDL
0.00| -402.485 -402.485 -402.486 -402.484 -402.491
0.05| -511.064 -478.717 -464.542 -511.064 -511.025

0.10-| -619.645 -617.351 -617.963 -619.644 -619.559
0.10+| -619.645 -617.351 -617.963 -619.580 -619.559
0.20| -619.859 -617.796 -618.503 -619.837 -619.815
0.30| -620.085 -618.479 -619.323 -620.094 -620.072
0.40| -620.324 -619.402 -620.343 -620.350 -620.329
0.50| -620.575 -620.563 -621.464 -620.607 -620.586
0.60| -620.838 -621.964 -622.575 -620.864 -620.843
0.70| -621.113 -623.603 -623.568 -621.121 -621.100
0.80| -621.400 -625.482 -624.346 -621.378 -621.357
0.90- -621.700 -627.599 -624.833 -621.635 -621.614
0.90+| -621.700 -627.599 -624.833 -621.647 -621.614
0.95| -646.377 -631.256 -625.208 -646.404 -646.380
1.00[ -671.215 -635.103 -625.302 -671.161 -671.146
.. . 2 , a b
Table 5.1.3.1c. Distribution de g, (en W/m”~ °K) dans 1’épaisseur de la plaque(x1 = E’XZ =7

Pour les modéles DL et CDL, nous avons utilisé un seul élément dans chacune des couches.
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5.1.3.2Plaque moyennement épaisse

On se place maintenant dans le cas d’une plaque modérement épaisse (@ =b =20m, 7 =.0Im ),

soumise a une température uniforme sur la face supérieure.

9, =H.(T,-T,)

Figure 5.1.3.2.a

Dans cet exemple , le chargement thermique sur la face supérieure nous impose d’utiliser la

décomposition en séries de Fourier.
Les résultats présentés ont été obtenus en utilisant NT=200 ( cf [BLA 05a]).

: )
Température ( °K) Flux (W/m” °K)
z 0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
DL a0 0 |
360 -600
350
5 T.G) 0 l;‘z
0 -1200
0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 -1400 —
30 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01
CDL |*® ol
370 ~0
30 -600
(3T.G.) |= 1";'3
340
-1200
0 -1400 —
0.002 0.004 0.006 0.008 0.01

4 ’ , . ’qe a
La température et le flux normal sont représentés sur la ligne médiane de la plaque (xl = 5

Figure 5.1.3.2.b

5x2 ==

2

On constate sur la figure 5.1.3.2 b un défaut de convergence du flux, au voisinage de la fronticre
supérieure ou la température est imposée. Ceci se produit a cause de la convergence trés lente des
séries de Fourier, comme cela a été mentionné en 1.B.4.2.3
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5.1.3.3 Influence de [’élancement

On considere I’exemple pris dans I’introduction et I’on souhaite examiner I’influence de
I’élancement sur les performances des modeles proposés.

La nature des matériaux et le chargement thermique sont ceux décrits précédemment.
Pour établir I’influence de I’¢lancement, nous avons utilis¢ NT=20 dans la décomposition en
séries de Fourier.

Cas de la plaque infinie

On désigne par h,,h, et b, les hauteurs respectives des couches (1), (2) et (3) et par AT, la
différence de température entre le milieu ambiant et la face inférieure, A7, la différence de
température entre la face inférieure et ’interface (1-2), A7, la différence de température entre
I’interface (1-2) et 'interface (2-3), AT, la différence de température entre I’interface (2-3) et la
température sur la face supérieure, on a les relations ( ¢f [OZI 93]) :

AT, = —F%
3
hZ
AT, =— KS(Z)
AT h, ou F désigne le flux ( supposé constant).
3T K3(3)
1
AT =—F —
HC
AT, +AT, + AT, + AT, =T,

Dans chacune des couches la température est une fonction affine du flux.

Ce modele simplifié est bien adapté aux composites ayant un élancement > 200

Influence de I'élancement

——10x10
——2x2
x1

.5x.5
—W—.2x2
——.1x1
———t—.04x.04

— 15

5x.1
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Par contre dans le cas de composites épais, il est indispensable de disposer d'un modéle capable de

prendre en compte la géométrie réelle.

a=b=0.04 a=b=01
G AT
B o 390 WEAK
| wga A
370 W~ 370 A
!'”‘ @ Exacte ¥ A @ Exacte
T 30 i!! S WCES 3 350 . A WCES 3
L A cpL POA coL
320 A DL 330 A DL
. A
| o
310 i 310 Al
o A o s P}
o —] FAPAPA
DAATAL 1
290 290
0 0.2 04 06 08 1 12 0 02 04 0,6 0,8 1 1,2
z/h zlh
a=b=1 a=b=10
395 - 395
SAAA LAAA
390 A 390 S
R !
385 "'.," | 185 '"""’0 1
i Y
T 380 X 380 Sl
i !
375 "”'"' 375 A
y A
370 74;"” 370 A
PO DAACK
365 | 365
0 0,2 0,4 0,6 08 1 12 0 0,2 04 0,6 08 1 12
z/h z/h

Figure 5.1.3.3

On remarque que , en ce qui concerne la température les modeles DL et CDL donnent une tres
bonne approximation de la valeur exacte.
Seule la méthode CESL 3 est mise en défaut pour une plaque trés épaisse.

5.2 Applications numériques en mécanique

5.2.1 Plaques semi-infinies

On a étudié des plaques composites en graphite epoxy, composé d’une matrice epoxy
renforcée de fibres de carbone.

C’est un matériau qui est représentatif des applications auxquelles sont destinés les modéles
que nous proposons.

Ce type de matériau composite a €té utilisé par de nombreux auteurs et nous a permis de
comparer les résultats obtenus avec ceux de la littérature.

Il a été utilisé par Pagano ([PAG 69]) qui propose une méthodologie pour déterminer la
solution exacte en élasticité.
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Les caractéristiques mécaniques de ce matériau sont données suivant la direction des fibres
( notée L) et la direction transverse ( notée T).

L’orientation des fibres est donnée par

Figure 5.2.1

Dans tous les modeles calculés, on désigne par D.G. les déplacements généralisés.

Dans toutes les applications numériques, on utilise les valeurs suivantes :

B o5 G 05,9002,y =y, =025 et E, =6.909 GPa
ET ET ET

Les conditions aux limites permettent d utiliser la décomposition en série de Fourier.
Elles sont données par les relations 1.38 a 1.40.

La plaque est soumise sur sa face supérieure a une pression normale donnée par

oy (x,h)=p Sin(”le j
a

aw(xl,h):o

Les résultats sont donnés sous forme adimensionnée :

S:

a _ z

a =_Z

h h
100E. U (5 0)

17 — ET Ql(oaz) u_: r=:3 2 ’

: oh ’ ohS*

_ o _ 1 L L
(0'11,0'33,013) :_(0'11(—1,2) ,0'33(—1,2),013(0,2)]
p 2 2

Recherche de la solution ¢élastique pour chacune des couches ( avec les notations du chapitre 2)

Couche a 0°( fibres paralléles ax, ), pour a=1.

Ona ¢"'=-21.9888 ,g"?=-224423 5"’ =2.24423 V" =21.9888

~.99421 —.021610 021610 99421
o= o |.U™= o0 LU= 0o LU™= o0
10745 999766 999766 10745
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Couche a 90°( fibres perpendiculaires ax, ), pour a=1.

M= 648841 ¢ =—152111 ¢ =152111 ,c®*=6.48841
~.976322 —216324 216324 976322

oo =| o loer=| o |oe=| o Lo®t=| o
216324 976322 976322 216324

5.2.1.1Plaque semi-infinie en appui simple

Cet exemple est trés souvent utilisé dans la littérature ( cf [PAG 69]),pour tester les modeles
numériques

On considere une plaque semi-infinie ,
vérifiant les conditions (1.44).

Le chargement mécanique est donné par :

Ryl
+—>
<>
(SIS

05(x,0)=0 05;(x,0)=0

.| TX
H 0,(x, ) =0 o5(x,h)=p Sln(j}

Figure 5.2.1. 1.a

. . . a
Les résultats sont donnés pour un élancement S = 7 =4

~411577 ~.532252
pOp- 1.64454 o p|1.51609
E,|1.36715 ’ E,|1.6883

—.0211143 ~.314478
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0.8

0.6

0.4

0.2

&

4.45 45 4.6 465 47 475

¢ |CDL, 1 élément par couche 4 D.G.
CDL, 3 éléments par couche| 12 D.G.
O | CDL, 4 éléments par couche| 16 D.G.
— Solution exacte

*

033

Figure 5.2.1.1.b

Cet exemple nous a permis de tester la convergence du modele CDL appliqué a la mécanique.
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5.2.1.2 Plaque semi-infinie bicouche posée sur sa face inférieure et soumise a une pression sur sa
face supérieure

On considere une plaque semi-infinie , vérifiant (1.44).
Le chargement mécanique est donné par :

s
h
[ 0,;(x,0)=0 u,(x,,0)=0

z=1x, a o, (x,h)=0 o,(x,h)=p Sm(ﬂj
a

Figure 5.2.1.2.a

r ’ , a
Les résultats sont donnés pour un élancement S = 3 =4

Nous avons utilisé cet exemple pour étudier la convergence du modele CDL en mécanique,
chacune des couches étant discrétisée en 1, 3, 4 ou 6 éléments.

00215757 0.898161
Dans ce cas, on a : A" _ P —0.90398 A _ P —-1.69156
E,|10.90398 E,|1.57505
—-.00215757 —.144735
z
1
0.8
0.6
0.4
0.2
ot 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 u3
—0.&5—0.0)4—0.&33—0.(1)2—02.({)1 0.001 0.002 >
1 1
0.8 0.8
0.6 0.6 L
: 0.2 0.2 . hd -
* 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 B
* CDL, 1 élément par couche( 4 D.G.)
* | CDL, 3 éléments par couche (12 D.G.)
O | CDL, 4 ¢éléments par couche (16 D.G.)
O | CDL, 6 éléments par couche (24 D.G.)
— Solution exacte
. & — Figure 5.2.1. 2.b
0.9 0.96 0.97 0.98 0.9
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5.2.1.3 Plaque semi-infinie laminée 0°/9°//0° en appui simple

I1 s’agit d’une plaque qui comporte trois couches de composite renforcé par des fibres, les fibres
étant orientées respectivement a 0° ,90° et 0° ( cf [PAG69])).

Pagano utilise cette plaque et calcule la solution exacte.

Le chargement mécanique est donné par:

043(x,,0)=05(x,,0)=0
o,;(x,h)=0

(7x
04, (x,,h) = p Sin (TIJ

(la plaque vérifie les conditions (1.44))
Figure 5.2.1.3.a

Pour a=1 et un élancement de 4, avec ces conditions aux limites, on peut exprimer la solution
¢lastique :

n a =—4Zl1. ’ =—<. 5 = <. ’ = :
Ona ¢?'=-21.9888 ,c*° =-2.24423 ,c%°=224423 5" =21.9888

-.99421 —-.021610 .021610 99421
oo =l o o= o [0%= o [0®=| o
.10745 999766 999766 .10745

Dans ce cas,ona :

~.250416 218277 ~3.90894
pOp. 1.00779 o p|0892291( . p|1.17985
E,|0.84066 | ’ E,| 0935213 | E,| 0.741674
~.015152 0.008376 —.001096
modéle CDL 1 CDL 2 CDL 3
nombre de D.G. 6 12 18
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Elancement S=4

Elasticité CDL1 CDL2 CDL3
1, (0) 0.9212 1.0010 0.9339 0.9259
u,(1/3) -0.2018]  -0.3086]  -0.2054]  -0.2039
u,(2/3) 0.2509 0.3621 0.2547 0.2531
u, (1) -0.9457]  -1.0332]  -0.9594]  -0.9508
u,(1/2) 2.8901 2.7380 2.8860 2.8893
,,(0) -18.087]  -19.655|  -18.336]  -18.180
7, (1/3) 4.0400 6.1219 4.1119 4.0806
,,(2/3) -4.7555 -6.9234 -4.8316 -4.7984
oy, (D) 18.819 20.536 19.087 18.919
5,,(1/2) 1.4319 1.5034 1.4435 1.4289
Table 5.2.1.3

-5 -10 -5 5

0.8

0.6

0.4

0.2

0.2

0.4

Solution exacte (— ) et solution CDL3 (

Chapitre 5

Figure 5.2.1.3.b




Elancement S=10

Elasticité cDL1 CDL2 CDL3
1, (0) 9.37 9.49 9.39 9.38
u,(1/3) 1.389 1.240 1.382 1.386
u,(2/3) -1.326 -1.178 -1.320 -1.324
u, (1) -9.35 -9.46 -9.36 -9.35
u,(1/2) 0.933 0.929 0.933 0.933
7,,(0) -73.61 -74.52 -73.71 -73.65
,,(1/3) -10.84 -9.69 -10.79 -10.82
,,(2/3) 10.60 9.45 10.55 10.58
oy, (1) 73.66 74.57 73.76 73.69
55(1/2) 4.239 4.386 4.245 4.235
Z Z
1 1
0.8 0.8
0. 0.6
04 04
0.2 0.2
-5 b5 25 25 5 75 U 0 098 094 096 %
1Z 1Z 1Z
08 / 08 08
06 06 06
0.4 0.4 04
02 0.2 02 }
o @0 D » o o & 02 04 06 08 1 B I 5 3 7 561§
Solution exacte (— ) et solution CDL3 ( ------ )

Figure 5.2.1.3.c

Ces figures correspondent a la superposition de la solution exacte et de la solution CDL, avec 3
¢léments par couche.
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5.2.2 Plaque 3D

5.2.2.1Plaque sandwich : généralités

On consideére des plaques graphite-epoxy définies au paragraphe 5.2.1.
p désigne la pression de référence.

Dans ce cas, on utilise des résultats normalisés pour les valeurs numériques définis par :

h h
b a a b
= _ET Ql (0’ ’Zj _ _ET Uz(zaoazj 3 _100 ETU3 232,ZJ
1 phS3 2 phS3 3 phS4

Il s’agit du méme matériau que pour la plaque précédente, les fibres étant orientées a 0°, 90° et 0°.

Expression de la solution exacte :

Avec les notations du Chapitre 2, on a :

¢=-222287 ,c?=-8.11024 ¢ =-2.76781
c*=276781 g =8.11024 ,cV°=222287

—.992041 0.019482 —.0190725

U =|-0.05311|,U* =| —.983605 |,U° =| —0.270889 |,
114163 17928 962422
0190725 ~0.019482 992041

Ut =10.270889 |,UL° =| 983605 |,U° =|0.05311
962422 17928 114163

' =222287 ,c?? =-8.11024 ¢’ =-2.76781
¢ =276781 ,c°=8.11024 ,¢V°=22.2287
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—-.05311 —-.983605 —-.270889

U =| -.992041 |,U* =| 019482 |, U =| -0.0190725 |,
114163 17928 962422
270889 983605 05311

UD* =1 0.0190725 |,UL"° =] —0.019482 |, UD® =| 0.992041
962422 17928 114163

La couche (3) est identique a la couche (1)
La solution exacte ne dépend que de (a,b) et de 1'orientation des fibres.

5.2.3.2 Plaque en appui simple soumise a une pression

On considere une plaque carrée ( a=b) qui vérifie les
conditions (1.38) a (1.40).

: Le chargement mécanique est donné par :
! 0,(%,%,,0)=0 0,(x,x,,00=0 o0,;(x,,x,,0)=0

0,(x,x,,h) =0 0y(x,x,,h)=0

055(x,,x,,h) = p Sin (ﬂj Sin(mc2 j
a b

Figure 5.2.3.2.a

Cet exemple a été introduit par Pagano ( cf [PAG70]) et a été utilisé dans de nombreuses
publications.

Recherche de la solution exacte : pour un élancement de 4 ( £ =.25),ona:

0.173949
-0.509036
0.822052
0.599435
—-0.085766
—-0.0104263

—-0.858194
0.100844
0.804713
0.546541

—-0.003938

—-0.003343

-2.89743
—-0.420331
0.904838

0.552219
0.0784385
0.000736

Il apparait clairement , ( cf figure 5.2.3.2.b ci-apres), pour un sandwich épais en 3D, que le modele
CESL_SC, pourtant a cinématique raffinée dans 1'épaisseur, et incorporant la déformation normale
transversale, fournit une réponse grossiere au chargement imposé, notamment pour ce qui
concerne les grandeurs sensibles aux effets d'épaisseur (déformation normale transversale,
contraintes de cisaillement transversal, contrainte normale transversale). Une amélioration de ces
distribution serait perceptible en intégrant les équations d'équilibre local.
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° uz
1.9 2.06 2.1
4
1
<
0.8 4
<
0.6 [,
<
+0.4
<
0.2
<o
= om
O;
0.4 02 0.2 0.4 22 0.2 0.4 0.6 0.8 1

—0.24 -0.3 0.2 0.1 0.1 0.2 0.3 0.4 -
1
0.8
0.6
0.4

0.2

-0.04 -0.02 0.02 0.04

0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

* CDL 3 éléments par couche (27 D.G.)
o CESL_SC (6 D.G.)
exacte

Figure 5.2.3.2.b
Cette figure correspond a la superposition de la solution exacte de la solution CDL avec 3 éléments
par couche et de la solution CESL_SC.

On constate que le modele CDL avec 3 éléments par couche, restitue complétement les effets 3D.

5.2.3.3 Plaque posée sur sa face inférieure et soumise a une pression sur sa face supérieure

On consideére une plaque carrée ( a=b), vérifiant (1.38)
a (1.40).

Le chargement mécanique est donné par :

0,;(x,%,,0)=0 0,,(x,x,,0)=0 u,(x,,x,,0)=0

0,;(x,%,,h) =0 0y(x,x,,h)=0

O3 (xl,xz,h) =p Sin (%j Sin (%j

Figure 5.2.3.3.a
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Recherche de la solution exacte

0.000215 ~0.066895 ~0.429728
0.0352133 0.128161 0.174761
o _ p | ~0.185654 o ~0.19263 0L ~0.189028
' E.| 0185654 | " E.| 0178547 | E,| 0.176397
~0.000215 ~0.016065 —0.017217
~0.0104263 ~0.003175 ~0.000123
p4 p4 1Z
B N os
0.4 0.4 o4
0.2 02 0-2‘ u3
UL | oom o0l 0,001 o.oozuz 065 01 015 02 0.3 03 0.3

-0.00040.0002

0.00020.0004 0.00060.0008 0.001
z

1

Z

1
*

//”””[// “ [

0.5 0.5 1 -1 0.8 0.6 0.4 0.2 02 0.4
4 z
1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4
0.4
— 0-2 —
-0.02 0.02 0.4 0.06 0.08 oz T5 -0.08 -0.06 -0.04 -0.02 ' 0.02 0.04 0.06 or
0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 B
* \ (14
Modéle CDL 3 ¢éléments par couche (27 D.G.)
— Solution exacte

Figure 5.2.3.3.b

Comme dans I'exemple précédent, le modele CDL, avec 3 €léments par couche, restitue parfaitement
le comportement mécanique du composite.
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5.3 Applications numeriques en thermoélasticité

On considére un bicouche posé sur sa face inférieure , soumis a une pression simplement
sinusoidale sur sa face supérieure , en présence d'un chargement thermique. Les deux couches
sont d’égales épaisseurs et les fibres sont orientées comme dans I’exemple 5.2.1.2.

Le chargement est un chargement thermique sur les faces inférieure et supérieure.

Dans tous les exemples, on utilisera le matériau Carbone-Epoxy déja utilisé.
Nous prendrons les coefficients de dilatation suivants ( ¢f [TUN 94]) :

o, =057«
{ - © L avec a, =10°°K"

a, =356,

On utilise les résultats du § 5.1.2.2 pour I’expression de la température.
Dans les applications numériques du § 5.3 on a utilisé 7, =10°C et p=—510"Pa.

5.3.1 Plague semi-infinie bicouche composite posée

11 s'agit d'un probléme plan, dans le plan (x;,x;)

On considére une plaque semi-infinie,
vérifiant les conditions ( 1.44).

Le chargement mécanique est donné par :
0,;(x,0)=0 u;(x,,0)=0

. TX
o3(x,h) =0 oy(x;,h) = p Sin (7}

Le chargement thermique est donné par :

=
+—>
<+—>
[SIE

zZ=X, a o
. T(x,,0)=-T, Sin(le
T(x,h)=T, Sin[ﬁ)
a

Figure 5.3.1.a

Pour obtenir la solution exacte, il faut calculer, dans chaque couche une solution particuliere.

—.234249 ¢ 7% +0.00500193 ¢!

Uy'u(2)= 0 T o
1.94145¢7*" +-0.00500193 "'

16.0749 7% —8.508226 ™'

(2)= 0 T o

16.0749 ¢4 1+-8.508226 ™4™
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p4 z
1 1
*
0.8 ¢ 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
02 0.2
" 00w oo 0w 0.0 0007 oam 0% 01 o5 02 o0x o3 3
4 p4
1 1
0.8 0.8 * 4
0.6 0.6
0.4 0.4 .
0.2 0.2
_ o
Oo11 0.05 0.1 0.15 0.2
0.75 -0.5 -0.25 0.25 0.5 0.75
* 1 élément par couche (4 D.G.)
* 3 éléments par couche ( 12 D.G.)
O 4 éléments par couche ( 16 D.G.)
O 6 éléments par couche (24 D.G.)
i — Solution exacte
. _
0.8 0.85 0.9 0.9 o

Figure 5.3.1.b (mode¢le CDL)

z
1

0.8

0.6

0.4

0.2

uz 0.06 0. 015 02 02 03

0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008
zZ

p4

1 1

0.8 0.8

0.6 0.6

L]
0.4 0.4
0.2
0.2
o —_—
013
o1 0.05 0.1 0.15 0.2
0.75 _-0.5 -0.25 0.25 0.5 0.75

® | DL 6 ¢éléments par couche (46 D.G.)
O |CDL 6 éléments par couche(24D.G.)
— Solution exacte

Figure 5.3.1.c

0.9 0.92 0.94 0.9 0.98

La figure 5.3.1.b nous montre que la convergence du modéele CDL vers la solution exacte est trés
rapide.
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La figure 5.3.1.c, quant a elle, prouve la supériorité du modéle CDL, par rapport au modele DL,
dans le cas d'une application thermomécanique.

5.3.2 Plaque bicouche composite posée

La plaque vérifie (1.38) a (1.40).

Le chargement mécanique est donné par :
0,;(x,%,,0)=0 ,0,(x,x,,0)=0 ,u,(x,,x,,0)=0

o,;(x,x,,h) =0 ,0,,(x,x,,h)=0 ,

O33 (xl > Xy s h) = pSm (ﬁj Sin (ﬂj
a b
Le chargement thermique est donné par :

T(x,%,0)=—T, Sin(ﬁ] Sin(%)

a

T(x,x,,h) =T, Sin(ﬂj&'n(ﬂgzj

a

Figure 5.3.2.a

Les deux couches sont d’égales épaisseurs et les fibres sont orientées a 0° et 90° respectivement.

Le chargement est un chargement thermique sur les faces inférieure et supérieure.
On impose un chargement mécanique qui correspond a une plaque posée sur sa face inférieure et
soumise a une pression sur sa face supérieure, en présence d'un champ thermique.

On donne les résultats pour un élancement de 4 , et pour une plaque carrée.

Les résultats ( figure 5.3.2.b ci-apreés) montrent que le modele CDL restitue correctement le

comportement 3D .
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Z b4
1 1
0.8 ° . 0.8 4
< 00
0.6 0.6 / >
(g
0.4 0.4 5
0.2
0.2
U1 006 01 015 02 02 03 U3
0.0002 0.0004 0.0006 0.0008 0.001 0.0012
Z
1
0.8
o . 0.5
-0.2 0.1 0.1 0271
z V4
1 1
0.8 o 0.8
o> <
<
0.6 7 ° 0.6 o
<
< <
0.4 <o 0.4 3
<o <o
<o o
0.2 o 0.2
oz o O
0o 002 003 0.04 -0.01 0.0L 002 0.8 004 0.05 0.06 - -0.002 _-0.001 0.0l ooe  oos 2

CDL 4 éléments par couche (24 D.G.)

DL 4 ¢léments par couche (45 D.G.)

Solution exacte

Figure 5.3.2.b

Cet exemple confirme en 3D, la supériorité du modele DL sur le modele CDL.
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Chapitre 6. Conclusion et perspectives

6.1 Analyse des résultats

Les exemples présentés conduisent a des résultats satisfaisants sur le champ X, si une méthode de
discrétisation dans I'épaisseur de la couche est adoptée. Par contre si on souhaite une bonne précision
sur les champs dérivés, et dans le cas de plaques €paisses, il est nécessaire d’introduire les conditions
de continuité aux interfaces. L'originalit¢ de la modélisation CDL proposée est basée sur
l'introduction d'un champ polynomial dans 1'épaisseur de chaque couche et sur l'exploitation directe
de toutes les conditions aux interfaces et aux limites pour réduire la taille des modéeles. Ainsi, en
choisissant une approximation polynomiale de degré 2 dans I'épaisseur, les inconnues finales du
probléme sont constituées uniquement par les grandeurs généralisées ( température, déplacement)
sur les surfaces moyennes des couches. Pour un multicouche comportant N couches, il en résulte
(2N+1)p inconnues avec le modeéle DL, tandis que le modele CDL nécessite Np inconnues, en
adoptant, par exemple, une discrétisation comportant un ¢lément par couche ( p=1 en thermique et
p =3 en mécanique).

En revanche, les modeles du type "ESL", y compris avec continuité aux interfaces, et en mettant en
ceuvre des développements de haut degré dans I'épaisseur, ne fournissent quasiment pas de réponse
satisfaisante en thermique, pour des multicouches €pais et semi-épais. Les effets dans I'épaisseur
sont trés prononcés sur les problémes de champ scalaire ( exemple ici de la température), et
nécessitent une discrétisation dans I'épaisseur du multicouche, voir méme parfois dans 1'épaisseur
des couches, a la maniere des effets locaux en mécanique.

6.2 Prise en compte d’une géométrie quelconque dans le plan de la plague

Les méthodes présentées ont toutes été utilisées dans le cas d’une plaque rectangulaire et des
conditions aux limites permettant d’introduire une décomposition en séries de Fourier dans le plan.

Dans le cas de coques cylindriques ou sphériques , on peut également expliciter la solution
exacte du probléme thermique a I’aide de fonctions spéciales ( Bessel).( cf [PAD 75a]).

Pour traiter des géométries quelconques, on peut développer un élément fini spécifique qui
utiliserait une formulation classique en (x,,x,) et une formulation CDL en z, ceci pour les

problémes de thermique pour des multicouches orthotropes.

En effet, parmi tous les mod¢eles numériques qui ont été proposés et testés, c’est le modele CDL
qui fournit les meilleurs résultats dans le cas d’une plaque épaisse. Ils sont tout a fait
comparables aux résultats obtenus par Carrera ( ¢f [CAR 98a ] &[CAR 00b ]) qui lui, utilise une
approche mixte.

Prenons par exemple le probléme thermique3D pour un multicouche orthotrope, comportant N
couches et discrétisé suivant 1'épaisseur en un élément par couche. En formulation CDL, I'élément
fini comportera 8N degrés de liberté, tandis que, dans les mémes conditions, la discrétisation
¢léments finis standard C° ( i.e. de type DL), nécessitera un total de 8(2N+1) degrés de liberté.
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L’écriture de 1'approximation éléments finis se ramenera a l'introduction d'éléments finis de solide
3D ou 2D comportant le méme nombre de nceuds, seuls les degrés de liberté sur les surfaces
moyennes des éléments apparaitront, les autres étant automatiquement ¢liminés. Cependant, pour des
multicouches a symétrie monoclinique par exemple, I'approximation éléments finis conforme suivant
les coordonnées moyennes des couches exigera la continuité C' en thermique. Clest
systématiquement le cas en mécanique: l'approximation éléments finis suivant I'épaisseur est
l'approche CDL proposée, tandis que suivant les surfaces moyennes des couches la continuité C' sera
exigée. On pourra s'inspirer alors des approximations du type de celle présentée dans [POL 00].

6.3 Autres applications

Les modeles numériques DL et CDL que nous avons présentés pour la détermination du champ
de température dans des coques épaisses composites, ont un champ d’applications trés vaste. Ils
s’appliquent aux milieux composites dont le comportement est régi par des EDP d’ordre 2.0n
peut citer :

- porosité

- diffusion

- torsion

- champ électro-statique

- couplages thermomécanique, piézoélectrique, thermo- piézoélectrique.

On peut également adapter les méthodes proposées pour calculer le champ de température
d’un milieu comportant un changement de phase.

L'ensemble des modeles présentés- principalement du type CDL- permettra de développer des
nouveaux ¢éléments finis pour 'analyse des multicouches avec la capacité a traiter des zones
trés épaisses ou tres minces. Grace a la discrétisation par couche, a la prise en compte de la
déformation normale transversale, et de toutes les conditions aux interfaces et aux frontiéres a
priori, ces modeles ont une grande sensibilité aux effets locaux.

La méthode CDL donne des résultats trés proches de la solution exacte; elle peut donc étre

utilisée, apres convergence, comme solution de référence pour tester des coques multicouches
dont on ne peut pas déterminer la solution exacte.
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ENSAM

Modele polynomial contraint discret par couche pour le calcul
thermomeécanique de multicouches épais

Nous présentons dans ce travail un modele numérique performant pour le calcul de la
température , du flux thermique, des déplacements et des contraintes dans un multicouche épais.
Ce modele est basé sur une approche "couche discrete™ et utilise des fonctions polynomiales de
degré 2 dans I'épaisseur de chaque couche. La spécificité du modele proposé est qu'il assure la
continuité, tant pour tant pour la composante normale du flux thermique que pour le vecteur
contrainte suivant la normale aux interfaces. Ce modéle autorise la présence de résistance de
contact aux interfaces; il permet de diminuer le nombre de parametres du modéle tout en assurant
une meilleure approximation.

Pour valider ce modéle, nous avons été amené a expliciter les solutions analytiques exactes, pour
certaines géomeétries.

Nous avons également comparé ce modele a des modéles couramment utilisés par les codes
éléments finis spécifiques aux multicouches et nous avons montré qu'il apportait une
amélioration certaine sur la précision des résultats, pour des problemes de conduction thermique,
d'élasticité et de thermoélasticité.

Mots clefs: _multicouches, thermique, thermoélasticite, solutions analytiques exactes

Constrained discret layer model for the computation of thick
multilayered composites

In this work we present a new approximate model for the computation of temperature, heat flux,
displacements and stresses in thick laminates. The so called CDL model , is based upon
Lagrange polynomial discretization through layer thickness, which allows to satisfy the heat flux
continuity , and normal stresses at each interface, even if athermal resistance occurs at each
interface.

For particular geometries , we have compared this model both with exact solution, and classical
models used in finite element programmes. We demonstrate the efficacy of the model on two
and three dimensional problems in heat conduction , in elasticity and in thermoelasticity, for
thick laminates.

Keywords: laminates, thermal analysis, thermoelasticity, exact solutions.





