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Introduction

Le travail présenté s’inscrit dans le cadre de la
formulation approchée des problémes aux limites,_en
petites perturbations, pour des composites multicoug
La motivation principale est de chercher le meillg
compromis efficacité - co(ppour les modéles de calc
correspondants. Ce compromis peut étre pensé au
“continu” de la formulation, de maniere a définir d
outils de calcul numérique (éléments finis, volun
finis,etc...) aussi performants que possible, TA.
généralement, non standarda sens des programm )
industriels de calcul.

Il est bien connu que les maténacomposites prennent une partgdies en plus importante en
construction mécanique, tant aujourd'hui posruéhicules automobiles; que pour les avions,
les hélicoptéres et laghicules spatiaux pour lesquelxpérience acquise avec les composites
est trés significativells sont utilisés aussi bien poles piéces de stcture que pour des
équipements de protection thermique. Le chargeitiermique auquel sont soumises certaines
de ces structures, et les coirttes mécaniques qui en résultgoyent un réle tres important
dans la ruine de ces structufes$ Savoia & Reddy [SAV 95]).

Il est donc essentiel de disposer de moyersatiril, les plus précis psible , pour déterminer

le champ thermique dans les matériaux colte®®t en déduire les contraintes mécaniques
liées a un chargement thermique, voire ménaesaiperposition des chargements thermiques et
mécaniques.

Dans cette étude nous calculons le champntiggre, pour ensuite l'utiliser dans le calcul
thermomécanique. Cela revient a négliger lgptage thermique-mécanique (cf [BOL 70] ) qui
peut étre important dans certairgisiations. Sa prise en compte sens de l'acception la plus
répandue n'intervient cependant qu'au trmvee ['‘équation de I'énergie et des données
concernant le comportement des matériaux.

On utilise frequemment I'hypothese d'un compositdini pour déterminer la température
(linéaire par morceaux) et en déduire tmmtraintes thermiques. De nombreux auteurs
( cf [CAR 02a ], [TUN 94]) ont souligné gucette simplification était abusive pour les
composites épais. Il faut aussi dans ce cadespde modeles approchés fiables pour évaluer
au mieux le champ thermique afin d’erddée les contrainted’origine thermique.

Il est donc nécessaire, pour pdee en compte les effets thermiques dans des multicouches
épais, de disposer de modeles de calcul efficgaerespectent les lode la physique, c’'est a
dire la continuité du flux themique et la continuité des coaintes normales en chaque point
des interfaces. A noter qu'en présence d'usagti®nt mécanique aux interfaces, la méthode
décrite ici s'appliquerait. En revancheutt comme pour traiter un couplage fort, elle
nécessiterait une présentation incrémental&dermulation du probléme aux limites, ce qui
ne souléverait pas de difficuls@pplémentaire de formulation.

On peut bien sar utiliser des modeles élémenis fnixtes ( cf [CAR 02a]). Pour cela il faut
utiliser au moins un élément dans I'épaissdarchaque couche ; les contraintes liées aux
dimensions des éléments finis conduisent atdides de modeles ( nombre d’éléments) tres
importants. De nombreux auteurs comparentréssiltats issus des modeéles de calcul gu'ils
proposent, a ceux obtenus etilisant des codes dealcul couramment employés dans
l'industrie ( NASTRAN, ANSYS).
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Ces codes industriels peuvent étre utilisés3Bn; dans ce cas, il faut employer plusieurs
éléments dans I'épaisseur de chaque couahe, gpprocher au mieux la continuité du flux, et
il en résulte un trées grand nombre de degi@diberté. lls disposent également d’éléments
coques, permettant d’introduire les carastéques thermiques des différentes couches .

C’est pour I'ensemble de ces raisons, que rawams décidé de proposer un nouveau modele,
basé sur une approche « couche discrete sspifation éléments finisjntroduite en 1987 par
Reddy ( cf [RED 87]) et tres igement reprise pda communauté scientifigue. Le modele
proposé ici a pour objectif d’assuda continuité transverse,napour le flux thermique que
pour les contraintes normales aux interfaces[C&R 97]), contrairement a celui proposé par
Reddy.

Pour tester la validité du mdeéeproposé, nous avons choisi e comparer a la solution

analytique exacte. Cela nousdanc amené a tester les modettudiés dans le cas d'une
géométrie simple pour laquelle on est en mesiegprimer la solutionexacte a l'aide de

fonctions connues.

Dans le premier chapitre, nous introduisors éguations aux dérivégmrtielles que nous
allons résoudre ( conduction thermique etcehlthermoélastique), ainsi que les notations
utilisées. Nous introduisons des opérations des listes qui permettent de simplifier les
écritures. Nous posons ensuite les hypothé@gesnous permettent d'utiliser une écriture
"couche discrete” , comme introduite en 198¢ Reddy ( cf [RED 87]). La formulation
variationnelle est ensuite adaptée a la forme 'meuliscrete”. Pour explter cette forme , on

a , en général , besoin d'une modélisation damdan de chaque couche. Nous avons donc
introduit les hypothéses qui nous permettent d'atilisdans le plan de chaque couche, une
décomposition en séries de Fourier. Enfin, newmns examiné comment adapter ces méthodes
dans le cas de problémes 1D ou 2D.

Dans le deuxiéme chapitre nous recherchons, pour les géométries que nous avons retenues dans
le premier chapitre, I'expression analytique sldsitions exactes. Ces solutions exactes ont été
calculées par Padovan ( cf [PAD 75]) pdarconduction thermique , par Pagano en
mécanique ( cf [PAG 69], [PAGO0]), et par Tungikar & al. ( cf [TUN 94]) pour la
thermoélasticité. Ces solutions exactes nousireat a tester les modéles numériques qui
seront proposés dans les chapitres 3 et 4.

Dans le troisieme chapitre, nous étudions ledébe " couche équivalente contrainte” . Ce
modéle a pour objectif d'améliorer le modetoliche équivalente” qui est couramment utilisé

dans les codes éléments finis qui disposent d'éléments multicouches. Les modeles classiques
utilisent dans I'épaisseur un polynbme deréeq, basé sur les travaux de Naghdi ( cf
[NAG 57]). Ossadzow & al. (PSS 99] ) ont proposé en méaqre, I'adjonction de fonctions
d'Heaviside pour imposer la continuité deentraintes transverses. Ossadzow & al.
(JOSS 04] ) ont proposeé, dans le cas de la gientricité , des fonctions sinus et cosinus pour

la mécanique et des polyndmes de Lagrarme fe potentiel électrique dans I'épaisseur du
multicouche. C'est de ces travaux que nous s@Tpagtis pour définir le modele " couche
équivalente contrainte".

Dans le quatriéme chapitre, noirdroduisons le modele " coles discrétes” qui dans la
version standard est tout a fait comparablel'épaisseur a un modéle par éléments finis de
degré 2 ( on assure la continuit® alix interfaces).Le modéle "octhes discrétes contraintes"
gue nous introduisons permet d'assurer aux adesf la continuité du flux en thermique et des
contraintes normales en thermamsdicité. Les liaisons internaorrespondantes sont ensuite
utilisées pour réduire la taille des modélastitre d'élément de conapaison, une approche
"couche discréte" ( ou layerwise) quadyag sur I'épaisseur d'un multicouche a N couches
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conduit a ( 2N+1) p inconnues, tandis que le notd&ouches discretepntraintes " nécessite
N p inconnues dans les mémes conditions ( @xthermique et p=3 en mécanique 3D). Les

inconnues indépendantes seront appelées terspératures généralisées ou déplacements
généralisés.

Dans le cinquieme chapitre nous présent@ssexemples que nous avons traités avec les
différents modéles proposeés, en analysant pbaque modélisation son domaine d'application
et ses limitations par comparaisamx solutions analytiques exactes.

Enfin dans le chapitre six nous donnons des pjgias poursuivre le trayigoar la création d'un
elément fini spécifique qui serait basé leumodele "couches discrétes contraintes”.
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Chapitrel. Généralités

1.A Position du probleme

1.A.1 Géomeétrie du probléme

On S& pﬁce Sla&s I'espace affinelalien, rapporté a un repére orthonormeé

'o,e.e, ¢ .
On considéere un multicouche épais constitué de N couches.
La i*™ couche, notée#” a une épaisseur constante égalé’a

On suppose que la géométrie du multicouche est indépendante duzemps

La frontiere de# se décompose en 3 parti&s ,* _cdrrespondant respectivement
a la face inférieure, la face supérieure et le bord latéral du don#aine

Pour chaque couch&®, la frontiére sera composée d¢ , V' U, =

e

N)* * *

(%
t t te

Par définition, on a , *et
On désigne par. la surface moyenne du multicouche.

i) %@
b b

Géométrie des couches

On appelleN le nombre total de couches.
% Soith I'épaisseur totale du multicouche.

La i “™couche est caractérisée par :

- Z z 7,
0 Q g)E)Xl,xz)-:
1/

et est désignée pat"’

Chapitre 1

. Par conventiorg, z,, hetz O.
On note :
Z  lim zetz lim Z
z #Ve 2 0 z #1 V¢ 2 0



Pour chacune des couches, on @ilim parametre adimensionné local :
/(i) 2z Z 7,

41 %
On suppose que chaque couche est constituée d’'un seul matériau composite dont on
connait les caractéristiques physiquessda repére locdié a la couche.

Dans cette étude, on s’est limité au cas d’un
multicouche parallélipipédique défini par :

-0 dx, da
® dx, db (1.1)
0 dx, dh

1.A.2 Problémes paraboliques

Soit X un champ scalaire ou vectdridéfini, a chaque instant, sur le domaine #
avaleursdans®, pe

X:0, fou o# P>
(% %, X 1 XU X, %, %) 0 w

On suppose queX Vérifie une équation aux déées partielles (EDP) parabolique,
issue d’une loi de conservation, du type :

TrouverX (U4 % ,% ) tel que:

X w? X w
A= I B D=0 W(x, X, 0, > # > 1.2
WL D x (\’,\‘1,)‘2"3) w (1.2)
-AeL P P
° . 2 N
g@(l,]) 1,28%B, L °, " ¢ WK¥xX) 0 >u #> .
oDe P

ouL P, P désignel'ensemble des endomorphismes e

On suppose de plus que les conditions initiales sont donnée§(Pag , %, , %, )et que
les conditions aux limites, indépendantes du temps, sont de la forme :

EX+Ei% G =0 (% %% # .

(1.3)

10



On peut définir les coritibns aux limites homogenegie nous serons amenés a
utiliser, et que I'on note :

E X Ei% 0 . X.%,% # (1.4)

Nous traiterons successivement le casxoest la température puis le déplacement.
Forme variationnelle du probleme

On peut introduire la variation premiéere du chafp X (x, X,, X;) et intégrer dans
le domaine , on a alors :

Les conditions aux limites, peuvent s’écrire :

sEx EX 6% axd 0. o .t " (1.6)
. " 1

V4 ©

La forme variationnelle ge&rale peut s’écrire :

8
3 2 .
3 Al T WX poxgs W :
# Wit: "wx x w w ,
i di © (17)>1
3E X F_ﬂ G§ Xd 0. GX X, * G
% © 1

En faisant des hypothéses de régularité &ir, on peut utiliser X, X‘*

Dans (1.7), on utilise en génétale forme de Green pour calculer

X0 %,%) 318X 6 x(x x gda= "G
R T s w
3 3
C g XV s Y x d 13 W
s X W Liwy ' X w '

qui nous permet de prendre en compte les conditions aux limites.
Dans chacun des cas étudiés, nousligtgrons l'expression de la forme

variationnelle et nous en déduirons les c¢omas de raccordement aux interfaces,
ou équations de transport [GER73].

Chapitre 1
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1.A.2.a Probléme de la conduction thermique

T:0, fou o# >
Dans ce cas,
(% %, X1 TW X, %, %) 0 w

On cherche a résoudre le probleme thgqumide conduction, dans la configuration
actuelle :

TrouverT T( KX, %, %) ,tel que :

dr . JJJ3J :
L@#d—Wdlv( Kgrad, )  Uwv en tout point de# (1.8)

vérifiant au tempsl/ 0, la condition initiale :

TO0.%,%,%)  f(x, %, %) (1.9)
et satisfaisant des conditions aux limites, en température ou en flux sur la frohtiére
du domaine#.

On introduit , le flux de chaleur,

G JIGI
q Kgrad, T (1.10)

K K 0°
11 12
« »

K désigne le tenseur @¢enduction thermiqueK &K K 0 »

12 22
»

«
‘40 0 K33 }?/4
On peut alors écrire :

. JJJ&J T T °T§ T
div( Kgrad,T) K,— 2 r<12WW Koz K w
X X X X, © X w

L’équation (1.8), s’écrit sous la forme :

2 2 2
L@# _T Kl i-lz- 2K12 T K2V2v -IZ-§ K 33 -IZ- M’ W W
W twx, X % W2 X X W W W

ce qui correspond bien a la forme (1.2) .

La forme variationnell¢1.7) , s’écrit :

W cUJGI
C,—UTd 3qgra T4 G 3 #
wi/ # %
GJG (1.11)
gn T d 3#Gw~ T d'# U 3 G

12



On suppose de plus ques leonditions sur la frdaiere , indépendantes dgsont de la
foome ET Fqg G 0 sur . *

*

En tout point de la frontiere, on imposae condition en température ou bien, une
condition en flux.

En ce qui concerne ,, ¥ ’b,t , mous avons considéré iférents cas suivants :

Température imposéd( ,x, %, % z) T W X %) 7%
. . G _ G
Fluximposé q( W&, %, % z) h q (Wx X
G G

Convection: q( W4, %,% z) n H(TWx X, x 2 I

En posanto, KBsE, les conditions aux limites ( pouf, et * ) sont de la

forme :

E T+|*:an G :OJ ()ﬁ, )&)&) S, J Abt ¢1.12) *

1.A.2.b Probléme thermomécanique en petites perturbations

u:0, f>u o# *>
M(/1.13)
(X, X0 UWX, %, %) O

On notera M, (,x, %, %), Ul %, %, %), Us( , X, %, %) les lomposantes du petit w

déplacement, exprimées dans un repére orthonormé.
Le systeme différentiel fait intervenir les déformations et les contraintes.

On pose :
. W8 :
C M X . (L14)
2 X WX g w i1

]

En thermoélasticité linéaire , la loi de comportement s’écrit, pour un matériau
orthotrope :

18 Crur- C1122_§ Ciass O 0 0 Vi T, X X,X E
22" C221§ Caz2z Coass O 0 0 V »  J(.X gX » X}
1. Camr Cas, Cagss O 0 0 Vi (XX %), (1.15)
Y- 0 >0 -0 Coy, O 0 H .
(010 0 0 Cu O oo
Yo 0 =20 cY 0 0 Cases B 1 @
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ou les ) sont les coefficients de dilatation thermique dans la directioet ou la

matrice du comportement élastique eftnnée, en fonction des modules d'Young
E; et des coefficients de Poisso@ et des modules de cisailleme@; par les

relations :

c:1111 Ell(l Q 32) /Q ' C 2;22 E 22 (l 31 13ﬂ Q

C3333 E33(1 Q 19 /O ’ C 1212 & 1I2’ C 1313 & 13 C 2323 x5 23

c:1122 Ell( 21 Q 31 2;/ Q E Q 12 32 ])5/ ' CQle Q Q

C1133 Ell( 31 Q 21 3)/ Q ESQ 13 023 12)/ 'Q C331Q '
2233 E33( 23 Q 21 1;/ Q E 29 32 31 ])2/ ' C Q%ZZ Q Q

-0

1 2912 QZ3 32 031 Q 2 21032 1Q Q Q Q

La relation (1.15) , nous permet d’écrire :

u8 Culu Ci8, 2 Cusgs s A Cun 41 Culd » Cuap 87 D
22" C221|?11 Cro 22 Coogs s H :szuq{l Coro 22 Cofh off
132 C331|{11 gf:\j/;z C 533 33 /'-’II-( WA, %, %) :C3311 i Csf 22 Caas sf’l D
13 . C1:9;1‘o/13 s B .

23© 1 Cud o 1 ) ©

En tout point, on vérifie les équations d’ddure, qui s’écrivent ici en I'absence de
forces de volume :

o 11 W, W \A6

o X WX, X, W w

Z‘) 12 \M/ZZ V\M3 \A6 (116)
o X WX, X W w

: 13 W oo 33 \A6 W

T X WX 5 W W

Le systeme (1.16), compte tenu delf)., conduit au systeme d’équations aux
dérivées partielles :

14



@, 0 o0 o o o o o1

@)

Clllll CllZ quz C1133 2!3 l 1212 ZL_Jz 2L_JL§ } C1313W2L_J3 A}_&
X’ wx %, X % v % XW X@ 2 xw %o
w
CllllQl C1122 22 CllQ 33 -
w,
2!1 C quz C ZL_JS 1 C w @2 Zlil§ 1 C WZL_Js u2§/
XYVXZ w 2222 X22 V\;233 XZ X3 2W1212W )Sz )S_ )@ VQ 2323 V\DS )9,\/ )§©
w
C2211 11 CZZQ 22 C2233 33 _D
w,
291 C quz C 2L_J3 EC V\Nzu’o' 21‘!1§ E ZL_JSW ZLJZ
)<¥\IX3 w 3322 X3 XZ W 333’\iN X32 2 13]\?\1 Xlz )S )@ VQ 2323 \N)é W )§ )g
w
C3311 11 C3342 22 C3333 33 ng

ce qui correspond a un probléme de la forme (1.2) , en posant

A

B22

08
0 D
Oy

1

E C1122

0

Chapitre 1

WS
1111 11 1122 22 1133 38 ﬂl :
2211 11 2222 22 2233 33 5
= WZ..
3311 11 C339 22 C3333 @ % N
% © ‘1
0 8
1 & oo
§C1212 0 W Qz::
1. Y.0 1
0 §C1313©
§
0 s
@ U,§
Co 0 ) sz Qz::
1 . U.e 51
0 EC2323©
1
0 1122 C1212 0§ U
. U,s
1 . \K, 13
C2211 EC1212 0 W sz::
0 0 0. =30
©

v v v v v

(1.17)
w
D
W
w
D

ve v v
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1. 8§
0 0 C1133 C131é'
B, B, + 0 0 0o -
C3311 §C1313 0 0 ©
§
0 0 0
1 1 W
st Bsz E 0 0 C2233 50232:3. m
0 C C 0 )
3322 2323 ©
gl
'EC1313 0 0 R
. ul§
. 1 >~ V%I o
Bas 0 = Chas 0. — U,- ’
% U.¢ 1
0 0 Casaa: =30
© 1
Expression déa forme variationnelle
W
POSOnSD-rI (:iill 11 C:il ZZD 22 q 33 33
¥
3 2 L—Jl§ w2 §
et | By o o7 G Y w
e et U.o _"1—)(1 * ©
On peut alors écrire la forme variationnelle :
o™y 4 3DTGU.d O
Xwx. W # '
Ona:
cijklﬂ_uld# 36 Ma n Ud
XWX, W #o= =
4
w8 nooe
en posant & 1w, W et V, LV
i X, WX g — fv
13 |/23
La forme (1.18) devient :
JMO & 3 n. Oud DG U #

i — y —
*

16

~

G (148)

*®

(1.19)
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Conditions sur les faces inférieure et supérieure

. G . :
Soit n"le vecteur normal ane surface, on notel/ VVh , le vecteur contrainte

relatif a la facettenG.
On suppose que sur cette partie de latiéos, on a une expression de la forme :

EU+FE

ES

G =0 . (1.20)

Exemples de conditions sur la frontiére :
déplacement imposéd =U
contraintes normales imposées/: V/

n

1.A.3 Analyse de la bibliographie.

Pour tester les méthodes numériques prdgssnous avons étudié des configurations
spécifiques ( géométrie, caractéristiquugysiques et conditions aux limites) pour
lesquelles on sait exprimer la solution de (1.2).

Les méthodes de résolution, les théoremesistence et d’unicité de la solution sont
issus de I'ouvrage de Carslaw et JadG&R 59 ] pour le probleme de la conduction
thermique dans un milieu homogeéne.

Pour les problemes de conduction thigue dans un multicouche Padovan ( cf
[PAD75a] et [PAD75b]) a montré que I'opeut exprimer lasolution exacte du
probleme de conduction thermique dansde d’'une plaque rectangulaire composée
de couches orthotropes lorsque I'on contaidistribution de la température sur les
couches inférieure et supérieure.

Mikhailov [MIK 83] utilise la recherche automatie de valeurs propres pour
construire une base de solutions .

Pour les problemes uni-dimensionnelgomportant un nombre quelconque de
couches, Han [HAN 86] propose un alglenite pour calculer la solution exacte.

Ce champ thermique est ensuite uilisdans un calcul thermomécanique
(cf[SAV 95] & [PAD75b] ).

Pour les problemes de mécanique, nous awbifisé , les résultats de Pagano ( cf
[PAG 69] et [PAG 70] )

De nombreux auteurs proposent des tectesqdihomogénéisation pour simuler le
comportement thermique ou thermomégae d’'un multicouche, par exemple

Maewal & al. [MAE 67].

Touratier (cf [TOU 80], [TOU 91] et [TOU 92] ) itroduit dans I'épaisseur de

multicouches des formes trigopnométriques.

Nous avons repris cette idée pour définimudéele approché dmuche équivalente.

En ce qui concerne la prise en comptectiargement thermique de la plaque, de
nombreux auteurs utilisent une distributidae température linéaire dans I'épaisseur
de la plaque ; cette approximation kdte dans le cas de plaques minces.

Les exemples de calcul de température di@ss plaques épaisses ou tres épaisses que
nous avons traités, montrent que , daescas, I'approximatn linéaire est trés
grossiere par rapport a la solution exacte.

Chapitre 1



C’est le cas de Bose & Surana [BO%] , ainsi que Chattopadhyay [CHA 99] qui
proposent une variation lingéai de la température rsutoute I'épaisseur du
multicouche.

On rencontre également des modeles nigués ou la température est quadratique
( cf Carrera & al.[CAR 00b] ou cubique ( Zhou & al. [ZHO 00] ) pour permettre de
vérifier les conditions aux limites.

Des applications avec détermination delistribution de température figurent dans
certains articles: [PAD 75 ], [IN 94], [CAR 02a ], [SAV95].

Il existe également des méthodes par élésnénis en thermiquequi utilisent dans
I'épaisseur de la coque un polynébme de éegur. Cette approche est présentée par
Surana & Orth. [SUR 89], Surana & Abusaleh [SUR 90].

On rencontre également des approxiovai hiérarchiques proposées par Surana &
Orth [SUR 91] et Bose & Surana [BOS 93a].

1.A.4 Opérations sur les listes

1.A.4.aDéfinitions

Soit p un entier naturel .

: E, & Fu
E et F deux ensembles tel que le produit . est delf:"lnllz .
X,Y) K'Y

Soient X, X,,! ,X . EP et .Y, 1 ,\g' * P deux listes de p termes, on

p
note :

-produit terme a terme des deux listes
: A : N
MuXo X MUY Y T Y X Y, XY !

- produit contracté des deux listes

p .
XMy, Y D Xy ! A -

1.A.4.bPropriétés

Propriétés de ces produits

L'associativité et la commutativitélu produit terme a terme des listes se
déduisent de I'associativité et de la commutativité du produit Eans .

De méme pour la distributivitéu I'existence d’un élément neutre.

Le produit de 2 listes terme a terme esiiégjent a I'écritured’'un produit de 2
matricesp x p diagonales.

18



Soit E un anneau commutatif, X, X,,! ,Xp‘ * E°, 'Y, Y, ! ,\g' B, et

7.2, ,Zp‘ *E",ona:

lb<l' xzv 1Xp. N,g, ,X....AZ, ;, , % | ~ !
Y XX % 22 .3 " - !

Produit d’'une liste par un scalaire

: L E u.
Sile prodwt( existe , al%s on peut poser :
B0 Bllltnipar xuX, X, "0 X, X X,
( ,X) @ X - O 11 21 ’ p 11 21 ’

Ces notations ont pour but d’alléger lesitéces. Dans le cas ou I'on utilise un
espace vectoriel rapporté a une bases elt compatibles avec les opérations

usuelles.

1.A.4.cIntégration et déviation de listes
Soit X une liste de fonctions intégrables sur un domaine
onnote 3Xd: lalistedes 3X,d: .

Soit X une liste de fonctions dérivasl par rapport a la variable sur un domaine: ,

on noteﬁ la liste des%

W ¥;

Chapitre 1
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1.A.5Notations

T température L masse volumique
J ,  ege
q flux C, chaleur spécifique
N nombre de couches w source volumique de chaleur
2 temps . 0
# volume de I'espace occupé par la K tenseur de conductivité
plaque =
*  frontiere de# U petit déplacement
5 face inférieure det# C tenseur de comportement élastiqye
* face supérieure de L coefficient de dilatation thermique
*,  face latérale det _+ tenseur des petites déformations
a largeur de la plaque _V tenseur des contraintes
¥ vecteur des contraintes normales a
b longueur de la plaque — G
un plan, dont la normale est
L dF z
h épaisseur de la plaque Fcz .
z
X tableau rectangulaire
éi désigne la colonnede X
X tableau unicolonne X, , désigne le terme de i1&™ligne et
X, désigne I'élémentde X j eme ~5lonne deX
X; désigne la *™ligne de X
TX transposée du tableXu
r,s rs = S, 2
’ 'a’ b

20



1.B Modéles « layerwise »

1.B.1 Position du probléme

On se place dans le cas d’'un milieu multicouche défini par (1.1).

La formulation « layerwise », au saflane discrétisation élément fini suivant
I'épaisseur, a été introduiterggeddy [RED 87], et condisa utiliser une écriture
spécifiqgue pour chacune des couches du composite.

Le champX sera compatible avec I'approche « layise », si on peut I'écrire sous la
forme :

X( %%, 2) N:Wk) z X0, x %3, F w

k1

ez 1 si oz z gz,
avec
S 7 0 sinon

On désignera pat la liste X ™X®, | x® — x™

L'opérateur différentiel(.2) s’écrit alors :

k A" N, W(X,%) % uo, W0,h e f u
AW X® B”(loWzX(k) D=0 W (1.21)
w WX % w w

et I'on doit imposer aux solutions recbieées des conditiome continuité aux
interfaces.
Ces conditions seront de la forme :

o XEY %z, XMWt % g, XU W,
®s X § .3 wX&D 8 (1.22)
T g

ot X ™ désigne un safa l'interfadg ¢leX, et ot la condition
3 X () .3 wX&D . :
c® XT3 X0 X0Z , Vo CcfY T WX, %, ;'§1 , ne doit concerner
5 I [ 5
i1 X © i WX © 1
gue la composante normale a l'interfalexX ou contrainte suivant le probleme
traité), pour garantir ledquations de transport.

Ces relations seront explicitégans chacun des cas traités.
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Si de plus, on peut séparer \@siables dans chaque couckkg 6n peut écrire :

X( WA, %, 2 X XF xR XY R(O)

k 1 1
On introduit les deux listes :

X, ™XO,  xB XM etx, XP, x@ X

x="No Xs(l), F‘k’"X3‘“'), o™ Xs(N;c' 17%(1)’ ’>%(k), ,)@f:' ~ !
Avec également :

MO, X8, ,XTE_;NV AXD XWX
Conditions sur les facesférieure et supérieure

On se placera dans les cas ou les condiBanges faces inférieure et supérieure
peuvent s’écrire sous la forme :

B ox% X@) K Wxx X'@z) G ., xx=0 L, W

J

fix, X,) 09> Oaf Wb Wubht ,z[@ 0z h @
Forme variationnelle du probleme layerwise

Onpose X“G,x,%,%) WX(,x,%) X&(x%)en supdssant que pou® chaque
composante, on peut séparer les variables.
On introduit dans (1.7) , la formulation par couche :

X8 (%, %).G X (%) G
N (k) 2y (k) 8§
I g% a0 X B§k>M DY xgk>(><l"}’><2)sxgk>(z) d dz G (1.23)
Jiox w " wx X W W

: j ©

(k)

I 3 x© g X 3 &X{(x,%)d =0, )

Jlb,t* ' © °1

aveck, 1 k N

On utilise également la séparation des variables et le théoréme de Fubini :

N § L .
Foxox R di | SR oo d T TR X d L3

# k1

22
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En utilisant la formule de Green , on peudéduire les conditions naturelles de
raccordement aux interfaces ( ou conditions de transport)

La formulation détaillée sera dormdans chacun des cas étudiés.

1.B.2 Forme layerwise en thermique

On poseT( , X, %, 2) ' WOTO (% )T (3 F 4
Pour utiliser la formulaltlt)n layenge, on suppose que pour la coudke 6n a :
KK k® ga 0
K sz) KZ‘) 0 « et que le chargement thermiqueiiS’écrit:
0 0 K 9
W6 T W) (% ). y w

k1

On suppose de plus que les conditiondadrontiére sont de la forme
ET Fq G Q sur., . *

et sont indépendantes desur la frontiere latérale.

On suppose de plus que

TO.%.%.2  “f06%23) FO P (%Y I F

k1 k1

(k)
On a e W ® U(k)g(k) T3(k)(z) Wé ( M' Xz) U

whW #
210 21 (k) 27 (k)
div(  ® éré?#k)) K(k) Ts 2K('° wTy K(® L §-gk) %Vk) BC%“*
X X12 12 WXi X2 22 W 33 W
(k)
On aposé TV C d1.7(9
dz
Soit
T GWTE w 8
T ..
2700 2-|-(k) T3(k) Ki:)Ték)C%)" V\?;k)(z) V‘ﬁ( X %W (1.24) -
2K(k) 3 K(k) . :
’ XyVXZ w “ X2 ©W © 51

ce qui correspond bien a la forme (1.21) .
Forme variationnelle

On discrétise la forme variationnelle (1.11) ,on a :

Chapitre 1
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W Nl § ., :
C,—uTd# ! 36— T d"~ WSPTE TP dz 3 (L.25W
# L ww © % w W "1

k1

T Tﬁ(k) (k)WTé(k)W GT?fk) § §

Ko _'3 K
J\]:GJ N 11 Xl WX_L 22 sz X2 - .- W W
ngrad a d# : 3 ) w ) © "d3 ;
" KT k® VT wiPweTt 3 (12\8’) wG
12 .- .- .
X WX W% e o V‘(’@ W
N W wag® 8§
TR TWdz | MWETY d 3KW >z G 3
% Jr A wx, o W
En choisissant@; Osur *,
GJG N AR a:
qn T d : FTVETY d KO =2 % 73 G (1.27)
* k1 : _le ©
N
L WUTd#G! 3w T d G v 1Y gz G: (1.28)
K1 %
Raccordement aux interfaces
La relation (1.27) , nous fonit I'équation de transport :
A P "
z wz w
On suppose de plus qué, est continue.
On souhaite avoir la possibilité d’introdeiune résistance de contact a I'interface
entre deux couches.
Dans ce cas le raccordement entre les deux couches s’écrit :
fes >
: , ()L %0 % 10 W
TN x, 7)) TOMY 2 T R DA % A
® Ada (1-%3)

JJ G
- @) (. % %, %) (GqG@)‘k YWox % z,)

ou R et A_® désignent la résistance thermigaid’aire du contact a l'interface
situéeenz 3z ,.

(*)
®)

ea

une fonction des points du plan de linterfa&) I, x, .

Dans la suite, on pos&®™® .Cette quantité, appeléesigtance de contact, est

24
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1.B.3 Forme layerwise en thermoélasticité

On suppose que le calcul fia été obtenu par un calcul précédent dans une approche
layerwise.

T(.%%,9 €W T (x x) () F

En utilisant les listes introduites en 1.Aof, peut rechercher le déplacement sous la
forme :

U X,%,Z eZW? WU (3 §° x x F )
k

1

U® = lgik),u(zk),u(gk) :ez%ék) Uék)

(k) CHETG A
U; Us 1'U3 2!U3 3

On introduit les listes: TICHTICTIC ,ng’/\
1 2 3

WJ(k) U(kWU(k) \M(QN 1
U (k} =1 ’ =2 , _3_R Y,
X WX ooX o X~ w w w,

W §

W 8§ Llus(k)l .oF
v, o =
Q) >
V\Q(zk) izu(k) >
3 » 5
WZ \Mz 5
W & Ul U e s

Ona: W, - .
k K 5

H W ) &L U, e WU 8 w

1 U¥ wyg w ——=2U . —=ul .
2 X WXE w *1 s
(k) 5

1w wis 1 =3y T yw Uék’C_j§ -
2 Xl WXS © VQ 3,1 1 1

1 WP wis 1 WP > 8

= —" - _S2ayk  yw ywc
2 X% WX@ W T, —SeiEoliug

©0
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K
w Y ~wWU; o WIS w
1111 )(l 1122 W)(2 1133 )(3 - W W
Ud owu! wd o w
(k) =1 C(k) =2 k V=3
g 221 222\ 2233 . W (K) yik) ® (K (K (K
11) Bl % )% C1111y11( C1122 2 C11313) 33-§
(k) ( (k) .

2, (k) :lil C(k)WQZ (k) M3" w Ci:i (11() C(zgz) (2? C(zkz)ss (2,_ D
V;:)" 3311 ,X:]_ 3322WX2 3333 WS (k;N ® C(k)~(k) C(kD(k) C(k) (R, D
. B K ( T3 ()(3) T§ ()i’ )&) 33117 11 B2 22 3333 33

V)‘).. -1 (k) L_J(Z WL_11§ W . 0
12 — a .-
W) -‘2 1212 )(l W)(2© . W )1 O
13 >
)" > w® w g )
VZ’:@ &C(k) Vs Wis 0 ©
2 1313 )(1 W)(3© W >1
1 W, WJ2§
_C2323 — " s
X2 WX3© ©W 1
-\ (K) (k)
o X1 WX1 w
o
Sy W
Ona@e— T —— &t
o X WX, w
o
(k)
o W T cT® ~
A
- 211 (k) 21 (k) V%,u(k)
211 (k) R (k) = (k) = W
o Uy 3400 WUS 320k W) W5 o W
2 2 3 2 3 2 3
° o owxt = . SRR S w
21 k) 211 (k) (k)
100 2UL ® w2UL © UL W
° U, = aym WZQz =2 2y Vﬂls S 3y w
. W —i-2 —-3
o XWX, W X X% WX % % W% AW WX X w W w W
o k) (K) (k)
® U ® wuU{l © W w
o \ﬂil = ay® Vﬂlz —_2(Wc Vﬂis 3 311K C
Sug X, WX o wh X X o PW X X W Y W w
° g UM ) waU¥ (k) Q) W
. U 3 111K quz —3 211 Vﬁls S 3y w
° 2 WXZZ 3 1 Xéf )(22 3 2 wz XZZ 3 W W
o
(k) (k) (k)
(k) i ) W2 (k) X
° \K_L_Jl 3 1K) V@z 2 2ykc @3 $ sy c
o 3 3
o XWX, WX W OXWX, WX W X % WX 3 w
21 (k) (k) (k)
° Ql ) r1ee WZL_Jz (K (KW cc \KQB [CEBIL céN
2 2 U3 U3 2 Us U3 2 U3 U3
o X3 % 11— 1 WX3 9 22 2 X3 2 3—=_3 Y,

On obtient les relations suivantes :
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c®
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2 1212
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C(k) (k)
1111 11
)
_3 apjk -
% U3 1--
® . .

=22y . eV (x) T(x, %)

21 .
() kK
Ul Ufc.

©

C(k) M(Sk)
X, ii 22 WX, ii 33

YT wySEs
X, WX @

(k)
k —3 31k -
UOwWUBs g C8 — =Us
o mwcwy  hp -
i3i3 ik) (k) c-
ULiULi ©
(k)
3 211k
(k) U3

cg et B
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wCWL T Wi,
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Soit en reportant dans (1.1,79n obtient I'écriture :
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- U (k) § (k) 1 . (k) 5 W
OC(k) —1 U(k) C(k) _C(k) =2 U(k) C(k) = p———c lé'?c R
o 1111 - 1 1122 2 121©WX1 )(2 2 1133 2 ,11313 ©W
(e}
°1 P 1 o
o—C(k) —3 U(k) - _C(k) Uﬁk) U(k)CC C(k) Dk) C(k) (k) C(kD (K 3 T(k) D ~
2 1212 2 Ll 2 1313 3 ]_3_1 1111 11 1122 22 1133 33 3
o © — W,
o
U (k) U (k) \NJ (k)
° C(k) Ec(k)§ = 1 U(k) k) —3 U(k) K 1‘ =3 Lé@ C §
o
° 2211 2 1212© )qv)(2 _ﬁ_l 2222 )%a_ _%_ 2 2233 2 2323 )% —_ w ©
® ()
°1 3 1
—c® —3 2 U(k) B _C(k) Uﬁk) U(k)CC C(k) (K C(lb(k) C(B (B p 'I;(Bi D
2 1212 2 ~3 o 2 2323 -3 5 2 1 2222 22 2233 33
o WJ_ © 51 WZ
o
(k) U (k)
° 3
(k) (k)§ 3 =111k k) 1 'K —3 2 (R [ B
° 3311 2 1313 U 1 C(EBZZ E C;,(a_323 U3 Cz C3333u 3 5 1
0 © X WX,
01 (k) 1 (k) .
°_C(|<) 3U(k) _C(k) LSU(k) C(k) (K C“D(k) C(B (K b 'QKC Q
0D 13 -3 3 9 #m 2 738 3 3311 1 82 2 33é3 33
© W =
en posant .
8 1o 2y Up)
s 3 3 1 .
= Scl= ol S == 0 ,
X 2 WX, 2 "o X W °1 .
(k) (k) (k) 5
D(k) c® C(k)§ _31 w23, 1w T3, w 0 .
(0) 2 9 1212@ )q_NXz W 2222 )(22 5 VQ 1212 )SZ W s
. [0 0
- 0 0 lc(k) —3 3 }C(k) 3 3°
E@ 2 113 \Mlz 2 sz ;
§ (k)
0 0 C(k) C(k)
1133 2 1313© \Ml 51
WIC ::
(k),
T 0 0 cty Lows B
2 2323© W, 51
(k) Uﬁk) w
c® (k)§ 3, W Ll~w 28, o 8
3311 2 1313© Xl 3322 2 2323 sz © © W ®
Lewyw 0 o 3
2 s 3 1
(k), 1
[ e 0 =chyp 0
2 .3 3 o
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0 0 C3333U§ .
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VACHEN-

ck W ckp® R (K B 'lj"’" D~ ~
1111 11 1122 22 1133 33 \Ml -
(k) N
TL® ck 0 oy ® R (K W@ -g(a-- D ~
— 2211 11 2222 22 2233 33 \Mz .-
ch W oy R v Th -I;a(y D - ~
3311 11 3322 22 3333 33 3 5

©

gue I'on peut écrire, sous formmatricielle , pour la couchd)(

[Tou [Jou® [Jauwe: 1o c - (1%0)

Raccordement aux interfaces et conditions aux limites

Les conditions aux limites ou les conditiatesraccordement aux interfaces portent
sur |eS quantités Ml( |X11 X2! XS)!QZW Xla XZ! Xa)!_LJS( ’ X_U X21 X3) airwque

(o]
(k)
w0 Law 23 a0 (0 (k)-§
o —cW ==y Ul ukc
o 13 2 1313 3 1 1
(o]
(k)
oo Low agw g o 3
_C ;U3 U§ U3 C
o =B 2 2323 Wz 3 2 2
o
0 (k) (K
3 3
W Cam oY Ca ot CAl U0
o
o
o cg o oy Té“‘) TY D
3311 11 3322 22 3333 33
On pose :
EC(k)Uﬁ") 0 0 8
ul);)g LD s 3 1
A= I 2 Loy 0
n 3., ! H 5 2 Tz 3 5
o= .
o 10 0 CaUs” -

©
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1 (k) _33..

0 0 —C
2 1313 \Ml
1 )
((I;)) 0 0 g (O S I et
_0 2 2323 Wz .
u® wU {9 LW
ch_—1 ol 22 0 )
3311 )(1 3322 W)(2 © W
0 8
STLY 0 :
Co W CRL CLL BPTg b ”

On peut alors écrire, pour la couckg (

Wospur g s .31

Cas d’'un multicoucheraccordemenrdux interfaces

En tout point du plan deifiterface entre les couchdg ét k+1), on impose la
continuité des déplacememsdes contraintes normales.

U9 %%z, U WX x 7, w
(1.32)

®
= OV, Y XV w

En thermomeécanique, on ne peut pgsriener les conditions aux limites (ou aux
interfaces ) sans prendre en compteolanaissance de la solution dans le plan.

Dans les exemples que nous allons traiteest donc indispensable d’introduire un
modele dans le plan de la couche.

Ecriture de Idorme variationnelle

On remplace dans I'équation (1.19)1l et Y/n. I/ par leurs expressions .

Le calcul sera détaillé lorsqlien aura choisi un modélge représentation dans le
plan des couches.
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1.B.4 Modeéles utilisés dans le plan de la couche

Différentes méthodesont envisagées :

1.B.4.1 Discrétisation dans le plan Becouche par une méthode basée sur les
éléments finis

NE
On poseX™ %, x,,z : Shaf¥ x x X W zoulesShap¥ x x

il
désignent les fonctions de forme donnédskele nombre d’éléments utilisés dans le
plan de la couche.

On remplace ensuite dans (1.7) .

Remarguédans les formes variationnelles , apliquant les formules de Green, on
est amené a exprimer les dérivées pleatia’ordre 1. Il est donc recommandé que
I'espace des fonctions ermg#ré par les fonctions derme soit stable par les
dérivations patrtielles.

On choisit en général des fonctions polynomiales par morceaux.

1.B.4.2 Décomposition dans leaplen séries de Fourier

Dans le cas ou la géométrie est celle déemi€l.1) , et ou laondition initiale et les
conditions aux limites sur*, et * peuvent se décomposer en séries de Fourier,

rs sS ..
en posant :r, ; ets, F , alors on peut écrire

X( U, %,2) €"X (3 %X( ¥ ¥, et rechercher la solution sous la forme :

fof
I 1 Singx sSinsgx X z
rlsi

fof

I 1 Cos [x Sinsx X =z
ros h
X© k%, z €W 1000 ) (1.33)

f
1 1Singx Cos sx X z
riso .
fof .
I ()
1 | Cos 1x Cos s x X FE@

ros o0

8

Dans toute la suite, on suppose quet peur les propriétés thermiques que
mécaniques des matériaux constitutifs des multicouches, lesxaxes sont des

axes principaux. ( Cf [PAG 70])

On utilisera la propriété suivanter,s « " u

Chapitre 1
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a . a a

(St gx dx 3 Cos Hd)fz 3
b
0

Sif sx dx 3; Co$ 2szxdzxg 3

Nous traiterons dans les exemples despusites constitués d’'une matrice de résine
Epoxy renforcée par des fibres de carbdisposées, soit dans la directign, soit

dans la directiorx, .

1.B.4.2.1Exemple en thermique

On suppose que les conditions aux limites $ur sont de la forme :

> (,%,%) 0O, >0b> Ohe TV,O0,% ,%) T(,a,%x,X) O @1.%4)
< (,%%) 0, > 0a Ohe TWX,0%) T x,b%) O u

Remarque Dans le cas ol est constant sur,, , égal ér_ , 0N peut se ramener a

ces conditions aux limites graaaun changement de fonctidn T, .

On suppose que wh ok, x,z € (T W(x ¥

et quew,’(x, %) est décomposable en séries de Fourier.

W0, %) 11w Siyy) Sios 3

rlisi
Dans le cas des matériaux que nous étudions,lqti)a 0, alors laforme (1.33),

se réduit a :

Tk %, €911 sitry Siosx ¥ ()z (1.3

risi

On introduit la fonctiorf (X, %,)  Sin( %) Sif $ ¥ . On peut écrire :

T, %, 2 €1 T E(x NT(x

risi

——
——

®
WOk, %, 2 &Y

risi

ECx HW(

L'équation (1.24) , devient :

O 02 K 0g2 T (9 T(8 b
CY U KPr® KPg? TP KPThce wl oz
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Prise en compte des conditions aux limites

On transforme les conditions imposées (1.12) sur les faces inférieure et supérieure
en:
E T(z) F.d(2) G, 0 , (1,36) )

_Is’rs

Ecriture de Idorme variationnelle

On ade plus:

JJJ3J f
K‘k’grad TV :

r,

Kp Cogrxy) Siisy K sSinrx Cos,s)x T

1

Ka‘:)Sin rg Sng(x °c
Pour la forme vari#onnelle, on choisit % f_ T et on en déduit :

C#EUT d# EPN G(k)qk) 3%k f T(k)-r*(k))tyz§ 4
W 22y, Zklr’51 s TS ©
GIITI ap v FKDE K TOT Az
3q grad @ d#~ I : %
22r51 k1 §* K‘S’T,ik)T"‘)fdz c -
©
h
GJG ab,., f a .
31 ndd -- K?(,l:f,)*: ﬁk)q;(k)« .
22 rsl -0 v,
ab” | fI A1 (k) (k)
. wUT d#GEE | 3Zk W9 (2 TPd z 3
k1r
: * u

Au final, la forme variabnnelle (1.11) devient: (r,s)

.

N T98 T §8 .
! 3 C T MTRY LTRY" “BTN (1.37)
k'l * Trs(k) © -Fr(slk)c © © > 1 c

gue I'on appelle forme variationnelle réduite, avec

rre UG KR BRGS0 8 L 008

- 0 K3(3© ; 0 ©
c

BTN KTV (HTM(D K190 120
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Remarque dans le calcul du termBNT s, on aT_qui est nul si la température est

imposée et le term&_ €ui est connu si le flux est impose.
1.B.4.2.2Exemple en ther@lasticité linéaire
On se place dans le cas ou le champ de température est de la forme (1.35) .

On suppose que les conditions aux limites $ur sont de la forme :

%) (.,%,%) 0, > 0b 20h-U¥E0% %) U (,axfx) O

u
1.38
< (,%%) 0, > 0a Ohe U kBx,0x) @ (.x.6%) O@U( )

D

(%,%) 0, > 0b 0h-U 0% x) U (,ax%fx) 0 91 30)
< (.,%.%) 0, > 0a Ohe UKex,0x)@ (.xBFx) 0 @Qu

(., %.%) 0, > 0b 0hW, (50%.%) ,(.ax.%) 0

u
(,%,%) 0, > 0a Ome W, (%,0%)@ ,, (.x%,%) O@u(1-40)

®

Remarque Dans le cas oU est constant sur, , égal ;}U_ , 0N peut se ramener a

cette écriture grace a un changement de fond:liomJ_*e.

Alors, la forme (1.33) , se réduit a :

——h

Uk, %,,2) &

o rosil

o fof
2 (M, %,2) €11 singx Cossx ¥,z
1

° riso

——

Cosyrx Sinsx Y z

——

V(% 2) €Y1

|
risi

Sinyx Sinsx Bz

gue I'on peut écrire sous la forme :

N f
U (.x%2 €W |x4Hu(d (&.41)
k 1 rs 1—
en posant
Coqx) Sirf s X 0 0 §
Ié(xl,xz) 0 Sin(,x) Cog s ¥ 0 -
0 0 Sin(gx) Sin(s x)©

34



el [ e
Dans ce cas, on peut calculer‘o) Ly D(z) ainsi queS("‘) et S((k’ définis en

1.B.3. On pose :

f

(k) f (K CH (® f
! I @ 1 (K
|:|(1) |£ D)rs ! |I|(O) | (O)s D (2) l |:| (2ys ’TL | l_rsTL s

rsl rs rs 1_ rs I—

c® 2 lc(k) s? CW 1 dk)-§ (s 0 §
1111 1 2 1212 1122 2 121@ L1
(k) § : )
' C(k) (k) d k) k) 0
D(O)rs 2211 2 1212© SZ 2222 1212Iz 51
0 0 lc(k)rZ Ec(k) %2
2 1313 1 2 2323 ©
0 0 C(k) i C(k)..§ [ §
1133 2 l313©1"
e 0 0 ct lowds.
21 9 2323© .
cw 1low8 ¢ cw 1w s 0 . 8
3311 2 1313@ 3322 2 2323 51 © ©
200 o oF
DEIZ())rsl O 1C:(k) >
2 2323 . R
0 0o cW. :
33336 :1
cl W clpl U 3 D - )
TL® c W cip® B g D]“": D ~
C 0 cp® C e D"
L’équation (1.30) , devient :
r.s) [ JorU® [Jhu®  [Ja.u®e 1 + C
f f f
On poseﬁ I 1)rs ’ _k; : 1£ )rs 1S_T|<)— 1=r! S-tl
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lew o o8 0 0o lcw
2 1 . 2wt
1 .- 1 ..o
(*) ) (k) K
1rs 0 E q323 0. o)rs 0 0 E C:;zs % :
o0 c; Chn Cls 0
© ©1
0 8
STIY 0 -
cl b g v Ty D~
f
Onpose ¥ 1| 1 W Téquation (1.31y, devient :
rs 1=
(rs) * We 9. U0 $.U2° ST (1.42)

De la méme fagon, nous devons calculét, )/ % pour écrire la forme
variationnelle.

2 = 1V isSintx Sinsx V

rsl

c o o1

On pose® ; ® ZW' 1V 5 Singx Sinsx V
rsl

o oe e Vi?rsCOS ix Cos s xV

. cks nuw? Y ss

. C S R TR G v i1
o Clo upec | W Blee  ia
:l{") 1 c8 Ur(sk)z§ '

2 2 g s U g g

Ecriture de la forme variationnelle

On choisit &@* 1 U9

et on remplace dans (1.19) , on obtient alor§r;s) + ~ u
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appelée forme variationnelle réduite,

LTURY

BUN.

*(N)
hg Us' h8

hout™, hy

k)
32C(2233

r, c W clp® ¢ ¥ -I;ék)é
1133 33

g (K '[(k)D

2233 33

K (R Ry
C(3333 33 -I;g D ©
T *1) .

(Y]
4 13rs 0 Uil 0

V.0 U, 0

@) (1)
33 rs 0 Urg), 4 0

Chapitre 1
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o

(k) 7
r1C1133

k)

SZ 233

MU v L L UV UV L L L L UV v v
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1.B.4.2.3 Limites de la décomjitas en séries de Fourier

Cette méthode est un outiétbrique pour écrire la soloti analytique de problémes
particuliers.
Nous I'avons utilisée pouralculer des solutions exactetiscomparer les méthodes
approchées, que nous avonsadtrites, a la solution exacte.

X 2

Il faut noter que dans le cas l@lprolongement de la fonction dé,a u0,b a

introduit une discontinuité a la frontiere, le riana de termes a utiliser pour obtenir la
convergence est trés important.

Par exemple dans le cas d’'une temp#eaimposée égale a 1 sur une face, la
précision du résultat est liée a la convergence de

NT AT 16 1 1 . 2p 1 . S(2qg 1 . S
: : - Sin (2p_Dx§ Sin (29 D% vers 1. 8
p1q1§(2p 1) (29 1) a © b 1 ©
Convergence de la série de Fourier
1,2
1,1
1 —&— NT pair
¢ v M NT impair

0,9
0,8 : : : :

0 50 100 150 200 250

Convergence de la série de Fourier

1,2
11

I

—&— NT pair
L - . : NT impair

0,9
0,8 -+ ‘ ‘ ‘ ‘

0 500 1000 1500 2000 2500

La décomposition en séries de Fourier est fréequemment utilisée dans les exemples
traités, lorsque le chargement nous perdecte limiter a quelques harmoniques.
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1.B.5 Modeéles "layerwise" proposés

L’approximation que I'on propose de met&n place consiste a utiliser une
discrétisation dans I'épaisseur du multicouche afin de réduire le nombre de variables.
Elle a déja été mise en ceuvre en éldsticcf [RED 87] et [CAR 98a]) et en
piezoélectricité ligaire ([SAR 97]).

p désigne la dimension du probleme={l en thermique gi=3 en mécanique)
Dans ce travail, les modéles dibgpés et testés concernent :

- I'écriture de la solution exacte utidie comme solution de référence pour la
validation des calculs sur des cas particuliers,

- la mise en place d’un modele de couéljaivalente, utilisant des fonctions
d’Heaviside pour prendre en compteétérogénéité des matériaux dans
I'épaisseur

- la mise en place du modele « discretqarches » (layerwise ) et noté DL, qui
conduit, avec une approximation polynaiei de degré deux dans I'épaisseur
des couches, 2 1)p inconnues pouN couches.

- la construction d’'un modele nouvedésigné « discret par couches avec
liaisonx», noté CDL ( Constrained Discrétayer), ou la contrainte ( liaison
interne) concerne la continuité a teanface de la composante normale du flux
en thermique ou du vecteur contrainte normale en mécanique.

Ce modele aboutit lp inconnues, pour une approximation polynomiale de
degré deux par couche d’un multicouche compoitecuches.

Le modeéle DL décrit ci-dessus reposantisue discrétisatiopar couche de degré
deux dans I'épaisseur est eéquivalam approximations éléments finis solides
tridimensionnels, suivant I'épaisseur slaution demeurargxacte relativement

aux coordonnées latérales du multicouche. Dans le cas CDL, I'approximation
élément fini 3D quadratique dans Bégseur est évidemment modifiée par les
liaisons internes provenant des conditiang interfaces, dont I'effet est de réduire
le nombre d'inconnues. Dans certaines situations, notamment en mécanique,
I'approximation éléments finis conformes suivant les coordonnées des surfaces
moyennes des couchesigera la continuité €

Chapitre 1
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1.C Modeéles dans des espaces ceordonnées de dimensions
inférieures

Certaines géométries de plaques nous peemt de réduire le nombre d’inconnues
dans le plan de la plaque.

1.C1 Plaque semi infinie
On considere une plaque ld&gueur infinie suivank, .

Pour traiter ce problémen peut considérer gumeest treés grand devaatet faire un
passage a la limite dans le probléeme précédent.
On peut aussi écrire directement le probléme, en dimension 2.

Ce cas a été étudié tant en thermigge’en thermomeécanique pour valider
I'approximation dans I'épaseur de la couche papport aux nombreux résultats
trouvés dans la littérater( cf [PAD 74.a])

La principale différence porte sle traitement de la coordonngesuivant la ligne
moyenne de la plaque. Plagons nous dacas ou nous utilisons une décomposition
en seéries de Fourier.

Application en thermique

On suppose que les conditions aux limites $ur sont de la forme :
(,x) 0, > Oh «Tg0x) >I(,a,xj O u w

On peut alors recherchkr solution comme suit :
f
TO(k, 2) el Tz Sin,rx
ri

Application en thermoélasticité
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U,8
Dans ce cas, le vecteur est de laformeJ 0. . :

L_J3E® *1

On a alors la relation :

11__§ C1111' C1133_§ 0 4 11 1]_ ) _,§
33" C113§ C333?_,: 0 V 33 3-3|- ’ a:vec - :
13© 01 0 s Vs > 1 © > 1

Cllll Ell/(l QS 3]) ’ C3333 E 33/(1 Q 13 3)
C1313 2Gl3

C1133 31E11/(1 Q 13 3) 3g 34(1 Ql3 IQL Q Q

Les équations d’equilibre, en lI'absencdatees de volume, sont données par :

=
N
s
N

— 0

° w W

® % % , qui s'ecrivent :

o Wy W

X wx w

. 2y 1 § iU, 1 w2 - T

;@‘?11117_21 C1133 E 1315@'\1)(1_3 Eclslizl Cl}lll 11 C 933 33_%/ D

° 1. 8 WU, 1 U wU w W

°_C3311 E 1:«11%®><¥\/—_):3 WE C131# %333@ Cwu 11 C £ 33_X3 DW

On suppose que les conditions aux limites $ur sont:

(,2 0, > 0 UMNO,z)>U,(fa,z) Ou
(,2 0, > 0h WX ,0z)> ,(fa,zQ) Ou

@ °

On peut alors rechercher les solutions \arifient les conditions (1.44), sous la
forme :

U%(w,2) | Cos yx Pz
®
U (uk,2)

, que I'on peut écrire encore :

Chapitre 1
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Coqx) O 0 8§
u® 1 (x)U¥ avecl, x 0 0 0 -.
N N 0 0 Sin(rx)e
Comme en dimension 3, on introduit :
1 () 8 :
2 G 0~ c¥g? 0 0
k
(o 1, o o o- [Jo 1, 0 G 0 -
0 0 3(,:3)3 0 0’ lc(k)rz-
© ’12 13131©
0 0 C(k) 1C(k)l§ﬁ'§
1133 2 1313© . 51
(o 1, 0 0 o
w low8, ¢ 0 5
3311 2 1313©1 ©,1
c ® cp® 1§  p - %Cfil” 0 07
e |, 0 __ 9 L o o o
o W cp T p ~ 0 0cCcY%,
3311 11 3333 33 3 © 3333
©
1w, 8 :
0 0 §C1313 1" 0 \ §
or L 0 0 0 - ST | o ° )
Wy 0 0 . ck 9 clp® T
© 3311 11 3333 ,]3-3
Dans ce cas le systeme différentiel s’écrit :
(K), (k) (¥
r i ,D(O):U?El:) @y Ulé,k) D(z) U(ah)c LTr(k) c

Et I'expression (1.42), devient :

) ORI W (KW C K
' .’ﬁ S(0>rU_?f _1)U(_3 i

Les techniques pour recleber les solutions exactes, sont a adapter.
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De nombreux exemples seront fournis danshapitre des applications numériques.
1.C.2 Plaque infinie
Dans ce cas, on suppose quetb sont tres grands devamt

On peut également procéder par un passage a la limite dans les équations (1.2).

Il est cependant beaucoup plus simple de résoudre directement le systeme
différentiel :

2
A% BYX p=o “wz 0, > oh > u> @
W wz w

C’est pour ce type de probléme que nowmna résolu un exemple en thermique de
réponse forcée ( cf [HAN 86 ]) et qneus avons comparé les différentes
approximations dans I'épaisseur, a la solution exacte.

Chapitre 1
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Chapitre2. Solutiors analytiques exactes

2.A Probléme de la conduction thermique

2.A.1 Généralités sur la résolution

On utilisera les résultats classiques ( cf [CAR 59] ) suivants :
- le probléme admetne solution unique
- on peut superposer des solutions particulieres

Dans le cas ou les conditioasx limites sont de la forme
TWA, %, %) XX, %, %) en tout point de* et ou le chargement
thermiquew est indépendant du temps, on pose :

TOWR, %, %) U(X, %, %) MW X% %) (2.1)

ouU est solution de :

_ JJX3J _
div( Kgrad,U) v en tout point d&

(2.2)
UX, %, %) XX %, %) en tout point de*

etV est solution de :

dav JJJ3J _
lﬁ#d—Wdlv( Kgrad,V) 0 entout point def

V(O0,%,%,%) )% %, %) U(X, %, %) (2.3)
V(WL %, %) O en tout point de

Le probléme (2.3) sera résolu , dans legegeral, en utilisaré transformée de
Laplace deé/, notéeV et définie paV »(x, %, %) ésf V(Wx, %, %) €7 dv
On poseV, (X, %, %) (X%, %, %) WX % % (condition initiale poul) et le
probleme (2.3) se transforme en :

_ _ JIGI ,
Z.(pvV V) di Kgrad Vj 0 entoutpoint def

_ (2.4)
V(X,%,%) O en tout point de

On voit donc toute I'importance de trouyane méthode numue efficace pour la
résolution du probleme (2.2).
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Séparation des variables

Supposons que la nature du chargemenirtiggle et des conditions aux limites nous
permettent de rechercher une solution sous la farnex, x,, ) ¢ T(%, %, %)
Le probleme (1.8) s’écrit alors : . JIG]

€, B o KgradeT) Uv (2.5)
Dans le cas ou le chargement thermigsienul, et si dplus on suppose que
T( WX, %, %) 20, on peut alors écrire :

vl K JJdGJ
iv ra
) 4c div( Kgrad,T) 2.6)
4 T
Ce qui entraine qu’il existe une constantelle que :
dvl K o JdCBJ
iV ra
_Ac div( Kgrad, ) 2.7)
4 T

On se raméne donc a un probleme dewalpropres et de vecteurs propres.

Il convient de rechercher les valeurs dgui fournissent des solutiofis satisfaisant
les conditions aux limites.

2.A.2 Résolution analytique de l@onduction thermique pour un multicouche

On se place dans les hypotheses de 1dB.4uppose de plus que le chargement est

de la formew( Y%, X, 2) éW? wir wx u

k1

On peut alors rechercher les solutions sous la forme :

N f f
T( %, %, 2 éW: : : T (M Sinrx Sin,s,x (2.8)

kl1rils1

Ona:

fof
TO(UK, %, 2 €1 | £ Sinrx Sin,s,x

rlisi

2 .A .3 Ecriture du systéme difféentiel sur chacune des couches

On écrit le systeme différentiel sur la couche) (

ey KPP nZKY st T Kither O Wz U (2.9)
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r et s étant fixés, c’est une équation différele d’ordre 2, liaire on peut donc la
résoudre en résolvant I'équation homogessoaiée (2.10) , puis en recherchant une
solution particuliere par la nf&de de variation des constantes.

2

WU K R ZKY st TE() KETRER O (2.10)

On recherche les solutions de (2.10) , sous la foiffi¢z) e”
OCly  KP 1, °ZKY s, ”
K

Cela nous fournit 2 valeurs d€, notées A9 et A

On doit avoir 2

(K (0 2 (0 2
W clU KYP r,"ZKY s,
s (k)
K33
Les solutions de I'équation homogéne sont donc de la forme :

Pz P

(k)
(k) 1K) as 2 A2k L
-I_I'S (Z) rs e Ors e O
La méthode de la variain des constantes s’écrit :

)z

T 1(K) & 20 y L2
(2 (e O (16 O

. . , . (k
et on impose la relation supplémentairg (2)e -

)z

(k)
oXq e’ 0 o ¢

On remplace dans (2.9) /¥ (2) et O*® (z)doivent vérifier ©

5 1 s % 2k P P
(De"" OXq =" 0 o ¢
(k) (k)
Ky 1(k o 2 k) 2(k P K K P
S Upw (et W pdto Ky Uy 2 U oc
Ce systeme nous permet de déiaanune solution particuliér@ék)rs(z) :
La solution est de la forme :
T® 10 gn? 020 w2 W P 211
rs (Z) rs e Ors e _rs( l O ( " )
Remarque :
’ z 2 2
Ons'estplacé dansle caso'CU  KY r, " ZKY s,” 0 z

Dans le cas contraire les solutions sont de la fofffl¢z) &9z @~
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2.A.4 Raccordement aux interfaces
En chacune des-1 interfaces, on va écrire les relations (1.29) .

On suppose que chacune d&8 If%,x, se décompose en séries de Fourier

f f
RY W&,x, e 1 R Sinrx Sin sx
rlsi
On peut alors écrire , eubstituant dans (1.17).

K To' (707 Ky” T ™7 ) " c
®, . . o
Tz TW(z) LUK R TR

Ce qui est équivalent , polinterface entrdes coucheskj et (k+1) :

(k 1) (k 1)

1K 1) o 1 2k NP & k 1) P

rs € Ors € T ( 4 1) O
o

(k) (k)

o 1K),y gs 21 2(K) /P s &1 k) P
o rs € Ors € TrE_ rs( 4 1) o
i ) KK Pl eft 0 200 gk o7
ER) Rc_rs 33 rs rs € rs rs p_rs@Zk 1)
[e]

(k) (k)
K (LK) (K 2K oPs & K P
K33 Prs € @Zk ' rs rs ep ' O-ré_rs@ 4 1)

rs

[e]

[e]

[e]

(k 1) (k 1)
(k 1) (k 1) 1k DA s 1 (k1) 2k 1) P 41 1)
— K33 P rs € d( rs rs € P Tp@s @ Z{ 1)

rs

k1), Pk, §
e rs e rs <

(k 1) (k1) = ?
(k1) (k1) z (k1 (k )E w2
K Ve K P & Ve ©

s

k A" ,N 1,posons MT:(2)

"), P, ) 5 p
¢ K & g oo
T2(k) e HI rs Ké e e ' rs &P( e t
(2 ® (9 9 pWz : ©
KY g = Kp &~ o
(k 1) (k ) k) k)
(k)Tp(k)rs (Z) K T(k < 2) © c

Alors la continuitéa 'interface s’écrit :
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1k 1)

rs

MT( 7 1)

1(k)

2(k)

BT( 7. § k
©

Au total, on a 2(¢-1) relations a B inconnues.

5

1, NA

Il reste & exprimer les conditions $es faces inférieure et supérieure.

F— G O

&

sur

3 (1) T(l)(o) |:(1) T(l)QO) G @
PRE(N) T(N)(h)

Ce qui nous donne :

0 . "

EV TVen G o .

-E® 1D 20 [6h) (h) o 1) (1) 2(1) 1)
OE b rs rs T (@ Eb s IS rs P Tp rsqop G
o
o ()h p(NK p
(N) l(N) 2(N) s N)
® = e~ 0XVe T(h O
o
o ) p(Nh
(N) (NP L(N)4 - (N) 2(N) (N)
. FO - (Nplg g (v 2B 1 eh) 6. 0

Posons, comme précédemment :

10 EW FO O EO pOb O
MTrS E b E rs Ekh F bw rs * * P
© ® TW ® T (1) o
BT®  EY T9,(0) EY T9.¢) G ¢ :
2 EN) BN (Nge EN g (8 P
MT,¢ EX FE7 Ve, t PoUen .
(N) (N) N) N) N) (N
BTrs E[ Tp()_rs( r) lj[ rsQ I) Gt rs *

Alors les conditions aux limites peuvent s’ écrire sous la forme :

w0 @8 gro g e
5] rs

rs Ql)

@0 "

T98

Q"8
3o =

PosonsT

'S

,' #- (hypervécteur).

ﬂ" o1

©

Chapitre 2
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nous fournit deux relations supplémentaires :

®
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On peut écrire le systemsqus forme hyper matriciellédT_ T.™ BT, .

MTZ® 0 ! 0 o § BT §
MTSD MTri(l) 0 0 BTrS) . s
MT 0 MT 2@ " "0 et BT, # .
0 # MT2(N 1) MTl(N 1).. " BT(N .. >
0 o 0 MT2Mg BT™ ¢ 1

On procéde en général par une méthodeéedeente, puis de remontée ( de type
Gauss).
En effet les matriceMT:® et MT>™ sont des matrices a une ligne et deux

colonnes. En introduisant des matrices 2&ystéme hypermatriciel est tridiagonal.
On reporte ensuite 16K, dans la relation (2.11) poen déduire la solution.

(k) (k)
TO(@ e & T A X

Les exemples traités ongétalculés avec Mathemati€a

Dans la majorité des exemplestia, nous nous sommes limités au cass =1,
comme cela est fait dans laditature ( cf [PAD 75a])

2.A.5 Cas des dimensions 1 et 2

2.A .5.a Dimension 2

La technigue de résolution est presquentajue a celle décrite en dimension 3.
La seule différence porte sur la décomtias en série de Fourier qui s’écrit :

T(,%,2) eZWN W":) f T”(%Sinlrlx F
k1 ri

2.A .5.b Dimension 1

Dans ce cas, I'équationadérivées partiellesé&crit, pour la couchek) :

®) 27K)
wew (.2 K§§>W T EWZ) By, 2) wo, W
w wz W

Dans le cas d’'un probléme uatationnaire, on a :
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w(,2 €%'(3 avec ReW 0
TO(Ue) €"19(2

VCUUTN() KETPE) UW(r U

On est donc en présence d’'une équmatlifférentielle linéaire d’ordre 2.
On lui associe I'équation homogene :

WCUUTN() KETIE) 0

et on recherche les solutions sous la fofifié(2) €.

CasouZz0

Onrésout “CU  K{ ? @ qui admet d@ux solutions®’, A
On peut alors écrirg((z2) e TP &2 r
CasouZ O

Dans ce cas les solutions sont de la forme :

™ Pz P

On recherche ensuite les solutions du probleme avec second membre grace a la
variation de la constante.

On raccorde ensuite les solutions aterfaces et on prend en compte les
conditions aux limites exactement comdans le cas de la dimension 3.

2.B Probleme de la thermoélasticité

On suppose quE a été obtenu par un calcul précédent. Cela revient a négliger le

couplage entre la mécanique et la thermique.
f

T(ox%d €71 W (rsary Shrx F
©

k1l rsO

On considere le probléme thermoélastiiel7) , avec lesonditions aux limites
(1.38) & (1.40) .

On peut alors rechercher la solution sous la forme :
N f
U (%%2 €7 W 1 xud( F
k 1 rs 1l -
f
I

U (%, 2) €1 10U (2

rsi

On suppose également que les conditions imposéés setr *, , tant en
température qu’en flux normal, sordabmposables en série de Fourier.

Chapitre 2
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—J
U (%.%,2

R f
_3J(/,x1,x2,zW z,) eZW: I

Z)

rs 0

f
éW: Irs(Xl’ 2) L|JS
rs o

J

s 3.r1s

w

ot

2.B.1 Résolution du systéme diffrentiel sur la couche K)

Le systeme différentiel (1.30) , s’écrit :

1
C(1212'S 2

(k) »2
C1111r1

§
tanfrs,

(k)
C2211

§
o, 2o,

1
e o

1
0 ik,

0 0

On lui associe le systeme différentiel homogene :

52

(k) 08 § .
Ciiz — C(lZJé 0 o
K o2 K) w1 (R
dzzz§2 E cs121!21 51 0 . U(s
1 1 .
(k) 2 k) o 2.
0 5 C1313r1 -C 2303 2
(®) § §
C1133 701313
2
(k) (k) § (k) C
2233 *Czszs S U
© -
K . 8
3322 C(2323 ” 0 B
© ©
08 '
(k) (k) (K (K k) ) (k)
- Cin 1w G % C(malz; r R (Z)g
") ce ® W koK ) By
0 .Ug Conn Cnf ' C(zzaa s S ( 2
® 0 0 M B (R -
Casaa': C3311 11 Cssg 22 C(3333 33 -Es DQ? ©
© 1

>1

21



§ 8§ .
Cl(lﬁl : 7C(121292 C(lkl)zz C(k) 0 h

1216 o1
§ : )
Cin fC‘l?lz© C.85 > Loy s . 0 A
1 1 )
0 0 E Cl(gsrlz E C (2223S 22 3
0w l~w8 8
0 O C1133 2 C1313© . 51
W LAm8 "
0 O CZZ33 2 (:2323<@S U 51
1 8§ 1 : . §
C(k) 7c(k) 2 C(k) - C(k) S 0 B
3311 2 1313© 1 3322 2 2323 2 a1 © ©
1 8
Sc o of |
1w () CC )
0 SCix 0.UPCco .
0 0 CWs :
© 1
VI VACE s
On recherche les solutions de la forme : |« - @ K :
U3rs —3rs 5. € U ) . >
(k) (ky " :
U3rs 3© Urs =3:L © s
Ce systeme admet une solution mutie si et seulement si
(K) 2 (K) 21 (k) c) dk fok) 1'Ck)
C1111r1 *C 21252 E C1313 1122 A 126 r§ 2 9 1133*21 1313r 1
8 1 1 1
Chu C(l?lz© Casy 5 Cinfy "5 C%an 9 Chan, CamS s
8 1 1 1
9 Ce(;)n *C1(l3<13© 1 C(sks)zz P C 2%23 S E 65)31521 E dk%s%z 92 ka)3:

S est donc solution d’une équation biiéee de degré 6 ( cf [PAG 70]).
Les solutions sont notéeg”’ ie'1l" ,6.

u®'8§
rs 1' ,

SoitU®’ U(k)I . le vecteurdu noyau associé a la valey .
Wi - ;
UI’S 3© E

La solution générale du systéme homogene s’écrit :

u® ? Q)ieésk"zU(k)i
s I s

il
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Remarque

On s’est placé dans le cas ou les propridtématériau de la couche nous permettent
d’obtenir 6 vecteurs vérifiant le sgshe homogeéne. C'est le cas lorsque % sont

2 a 2 distincts. En présence d’une racindtigia, il faut rechercher des solutions sous
P! (2)8

la formeU®' ' e#2 A’ (2 ou chacune des composantespf{e(z) est un

k
()J (Z) o

polynéme de degré 1 ou 2 suivant la multiplicité g¢' .

Nous avons rencontré ce probleme pralculer la solution exacte d’un milieu
homogéne isotrope. Dans ce cas nous adens racines triples et les vecteurs
correspondants forment un espace de dimension 2. Il faut donc compléter 'ensemble
des solutions du probleme homogeéne.

Résolution du systeme avec second membre

On recherche ensuite une solution particultresysteme différentiel par la méthode
de variation des constantes.

6 . . X , o
Onposey® 1 @'(ze#"=yy’ . ON en deéduit:
il
(k) C ° (i G 'z (Ol ° (0i (i gz (k) I 9
U 3rs s U s 1 Ors s U rs ] ‘9 O
il i1
. 6 ) . )
eton Impose :: (f?)' %%”zur(sk)' 0.

il

6 6 )
- f : K)i, i L2 . K)i i
1 ® cc Wi gk 5 U(k) (k)i (Wi 5 @ z 49 o
Il en résulte == A * * —
i1 i1
®

6 ) }

K C 1 (Wigki 'z k!

UBrs ] s ‘9rs z @fy Urs
il

En substituant dans le systenux aérivées partielles, on obtient :

1 8
s 0 0¥
2 >
I 0 g ¥y 1w oLk :
| rs ‘grs (Z) € 0 E 323 0 .. rs *
il 5
(k) . s
0 0 C3333{2_, s
@) °1
ctk W kW (8 K Lp(@(3§ D - ~
1111 11 1122 22 1133 33
C(k) (k) C(kD (K C(k) Dk) ’D‘( k)( z
2211 11 2222 22 po 33
(k) (k) (K (K K (R ~
C3311 1 Csa? 22 C(3333 33 rsm 2 © D

On doit donc résoudre un systeme awsveés partielles du premier ordre

54



S W(k)loz)e% zW<k)' 0

°ill
o
] ~c% 0 0

5 1313 ch W cly® k(8 zp(k)(z)§ D
® (k) 1111 11 1122 22 1133 33
o6 IO Z) k)| 1 i
| )i é —ck (k) (k) (K (Ky (K K (R
°_|l 2( 0 2C2323 0 .. Ur5 szn 1 sz;? 2 C(zz33 33 §a.( (z D
o!

(k) (k) (k) (Ky (K W (R

° 0 0 C3333::-- C3311 1 (:33;27 22 C(3333 33 mj © D
e @@

La solution générale de ce systeme est de la forme

(ki (ki ()i 'z
Wiz oWi(z W0 o
ou &' (2 est la solution particuliére trouv§eice a la variation des constantes.

Ly 6 i R . . c
On en dedu'tJé:‘S) 2 (k).s(z) O(k)| oYz Ur:)l : o (r:)l av'z Ur?l k) S( y oUbé)rs(z) 9 1

il il

désigne la solution particuliere connue.

Remarque

A2 (k)
Dans le cas o0 ¥ (2) estde laform&® (2 €= M

on peut rechercher une solutiparticuliére de la formeU® (z) e*2 U¥ | a

Yp_rs _“rs
condition que A ne soit pas 'une deg}”' i+ 1" ,6.
On doit alors résoudre :
Tt JClsi P20, Chn 5 Cars PY s Cal >
) 2 g2 W2 Cuw 8 '©
S ::m; G PE Gl Os WY P )
(k) C(k) 7c(k)§ P(k) C(k) 'C(k) s ,lcf'? 52 ,ldk) . ('92 ék) > Ur(sk) . :1
© s 3311 2 1313@ 3322 >1 2323 2 2 13131 2 23%2 33;3 s 1
Cif Ciy Cipy n$ D -
Chy 0 cp® B, 5.0 D - :
Cl, ¥ cip® cuL¢ (B D - P 1

Cela nous permet de trouver tres facilamene solution particuliére. Un exemple
sera donné pour une plaque sandwich (5.3.1).
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2.B.2 Raccordement aux interfaces

On a obtenu pour la couchg (

6 6
K K)ig (i K K Kyng ! k)i k 9
UR  Wedr oW UMl U WY (3 O !

—~3rs

On dispose donc pour chaque couche gar@metres, qui vont permettre d’exprimer
les conditions de continuité.

En chaque interface, nous allons édareontinuité des déplacements et des
contraintes normales.

Continuité des déplacements

Wig &’ zklU(k)l y® (%) | | Go(r: Digs Maa i kD g (2.12)

prs Tprs
i1 1

Cette équation nous fournit trois relations. Posons :

1(k) Nz (k)1 Wiz (k)im (k>6 k)6 " 9
MUTS Z e ° UrS e UTS q
Les 3 relations entre® et @& Y s’écrivent :

s p rs rs

MUSO 2, @ UP(z) MUSY 2,04% ULY(z)

Continuité des contraintes normales

Pour cela ,il reste a exprimel’ en chacune des interfaces.

'S

On peut écrire V- | MW ¥ BUXM ou O

Wo =

On considére I'hyper matrice ligndU?2" z , définie par :

200 N § i L~ 8oz k)|
e 3135 Us 3 h ‘y Q313 eé ’
MU 260 Wiz ~K) 52 yhi b 9k)| <k>‘ uk)| h
rs . z € 323 rs b 323
—_— 25 3
4z K (k). k)| - Nick) o'z (k)|
eé Céan I U 332 2U( - Qk C3333 U
© ©
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et le vecteur

cw fiyw

13132 p_rs,

BUZY 7 DSyl

32375 Tporsy

cru® z C(sszzszu( Z-

3311°1 = p_rs rs rs
©
1 , 8
(k) 1)
EClSlSUp rs " s
1 e O § .
(K) 1 5
§C2323Up rsC Z 0 >
) Tk ’ ;
cl y® ¢ 2 R’ T (U)o . 1
3333%p rs - s
© *1

On peut écrire a I'interface :

MUZO 7, © BUR(z) MUY 3,000 BU(z)

I's

Cela nous fournit 3 relations supplémentaires.

On peut regrouper ces deux relationsreroduisant les deux hypermatrices :

MU l(k)(z)§ E)k)rs(z) §
U(k)( 2) —z(k) etBUY z o On peut alors ecr;re
MU @ — BU N (2o "

MUP(z.,) © BUY(z, MUL(z)0%Y BUSY(z)

2.B.3 Prise en compte des conditions aux limites

Pour compléter le systeme, il convient diaer les conditions sles faces inférieure
et supérieure.
On remplace dans (1.20), et on obtient :

SEY(x, %)UY FY 1 20 GY(x%,0 0
EX (U BV U GP(% % b C

Il reste & remplacer les quantitdg’(0) , I 7(0) UL (h) et i {(h) par leurs

expressions en fonctions des inconnu@s et @ .
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e i i
ona: U206 %.0) 1, % | @ U U® (©OF
- = i1 - ©

—3rs

U (N)(h) Q)l gMin U(k 1)i U(pk r15)( H

w0 1 MUZPOV, BU L2(0) o
() 1 MUE (VD BUEM (N o

PR LUy ugoP

iy M(?_rsm) @ BY.0F G¥(x.%.0 O,

E0u%) L@y

£ M&“%s(h) @ B‘VN’,s(h)§ GV(x, % B 0

On obtient ainsi 6 équations supplémentaires.
On peut poser :
MUL  EQ(6 %)V REME (0)

BUY  ED(x, %)UY (0) FYBY (0) GP(x, %,0)

N)l i
MU ™ B (x %) e MUY B MY (D

BUr(SN 1) UZ(N)(h)U(k 1)(h) F(N)BE/N)rS(h) ﬂ( % %, })

p_rs

On peut écrire les conditions aux limites sous la forme :

MU (0) Q) BU (0)

Mul'? @ BUL'Y 0

21
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Au total, nous devons résoudre un 8ys¢ de 6N équations a 6N inconnued’, .

Sous forme hypermatriciel, ce systéme s’écrit :
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M 0 " "0 § Q) 8§ .Bu(O) 8§

MU®(z) MUP(z) O " 0 (-?) . U(Z)(Zz) BU(l)( 2) -
0 MUP(@) : 0 T -

# U(N 1)(2 ) # U(N)(ZN) Q‘ 1):# BUr(N)(ZN) BU(N 1)(ZN)::

: C T o we s @ B o

On peut résoudre ce systeme par une désceiivie d'une remontée. En effet les
matricesMU? et MU P sont rectangulaires ( 3 lignes et 6 colonnes).

Il suffit ensuite de reporter leg’ pour obtenirJ .

Dans les applications mériques, nous donnerons l&g" , @ etUt”
correspondants.

2.B.4 Cas de la dimension 2

Dans ce cas, on recherche les solutions sous la forme :

f

U (%2 @ W Lye F

Coqytx) O 0 §
0 0 0

0 0 Sin(l_pg).('@

en posant T(Xl)

Dans ce cas les équations d’'édué conduisent a un systeme22

Le déterminant de I'équation du second degré est un polynédme bicarre.

On a donc pour chaque couche 4 solutetrnsu total, on obtient un systéme dd 4
eéquations aM inconnues.

Dans le cas de racines multiples, on procéde exactement comme dans le cas de la
dimension 3.
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Chapitre3. Approche « couche équivalente »

3.1 Généralités

3.1.1 Ecriture de I'approximation

On considere toujours un multicouche et onhsite approcher le champ inconnu par une
expression globale ( en terme de grandeungigdisées indépendantesur I'épaisseur du
multicouche et qui assure la continuité deuiation de transport aux interfaces . On introduit la
forme :

PGP Y W
X ( Wk, %, 2) eZW'i‘j . (3.1)
: H(z z,) X¥9 (z z) X 1’%} /

ou M2), ] ’o,né 1 désignent des fonctions telles qukz, ,(2)," M., 1(z)'forme ud/

systéme libre dan€* ®,h et stable par dérivation.

_ -Mz2) 1
On impose ®
M2
-H 1 i t 0 .
et H désigne la fonction d’elaviside définie par '@, (W SI, 8 et ‘XY et
(uy 0 siu O
/X P deux listes de fonctions de,,x,). On pose
nfll h
X (%, %, 2) 1 Mz 2) X(x %) 3.2)
Dans les exemples, on a étudié les cas
M) 7 M2 Sit)
-Mz2) 7 7 3.4 35
®M ) (3.3) @MZ) (3.4) ® & (3.5)
Mz2) 7 M2z 7 Mz Cog )
cfaussi [TOU 88] cf aussi [TOU 91] et [OSS 99]
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Cette méthode d’approximation sera appla@aéaun probleme de conduction thermique et au
calcul mécanigue d’'une plaque et sera agpetiche équivalente ou CESL (Constrained
Equivalent Single Layer).

La méthode sera appelée CESL_3 dans le ¢8k,(@ESL_4 dans le cas (3.4) et CESL_SC
dans le cas (3.5) .

Dans le cas ou I'on n’introduit pas de cdradi aux interfaces, la méthode revient a
n’'utiliser que la fonction X(x;, %,, ) qui conduit pour les multicouches au modéle de

Naghdi ( [NAG 57]) lorsque la fonctioX (X, X,, 2) est polynomiale en
Dans ce cas la méthode est appelée EBbtée respectivement ESL_3, ESL 4 et ESL_SC.

Dans le cas du modele ESL, on peut néanmoins imposer un saatidenterfaces ; dans ce cas,
le saut sera relié adhe des couches uniquement.

3.1.2 Généralités sur la méthode

La modélisation proposée utilise uieaction continment dérivable ena laquelle on adjoint la
possibilité de présenter des saatix interfaces, aingjue des sauts pour la dérivée premiére par
rapport az

Avec les notations du Chapitre 1, on peut écrire :

N
X(%.%,2 €W (3 X(x x ¥ avec: F
k1
X 12 § (2 %) X2 § §
X%, %,2 Xx%13 1 1 0" 0 Lo # -
k 1 N k- X(N l,N)é (2 Z\I) X(N l’Ns)lé ..©

On peut utiliser les propriétés de la fonctidn qui admet en tout point une limite a droite et une
limite a gauche. Il en est de mé pour sa dérivée. On a:

XEV00%,2 ) X9 (%% 2) X ¥ '

Mx000x,2)  MERL Dx(xp! %Y {
o\¥ P21 T o | 1 2 |i1

°®W ® nf 1 h Ikl i 1)

o X0 %2) Mz, )% 9 X !

i 0

Dans le cas de la conduction thermique, nougosuns la continuité aux interfaces du flux
normal, alors que pour le calcul mécaniqueus imposons la continuité des contraintes
normales.

Dans tous les cas, on est amené a utiliserepr@sentation des famans dans le plan |,

sauf pour les probléemes de conductivermique sans résistance de contact.

Nous verrons, dans chacun de ces gas,cela nous permet d’éliminer leX "' ¥ etles X Y,
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On obtient X Y etles X' Y comme des corhbinaisons linéaires de
XT(Wk, %) ,j "onk 1

Suivant I'étude effectuée les problématiquest aun peu différentes catans le cas de la
conduction thermique, nous autorisons une discoméirié température aimterfaces, alors que
pour le probleme mécanique, nous impodongurs la continuité des déplacements.

Nous expliciterons cette forme dans chacun des cas.

3.1.3 Prise en compte des conditions aux limites

Il faut également prendre en compte des conditions aux limites sur les faces inférieure et
supérieure.

Sur la couche inférieure, d'apres (3.1) :

- e 1 h
X(1%%,0) &7 W)X (% %) M
j 0
E@W | Zl/rl1/f|l h
og (0X%.0) e j,OW,»Q 2% (% %) M

Et de méme sur la couche supérieure :

f 1 §

)(k,k 1) ( h kzl)M k,k 1) x |
©

X( %) € |
® o
OW n
() @
! XC X% 1)

i

W @)% (x 9!

1

f

1 h k1 “1§
WE) X (x 9, X! 2@ M :

i1l

On remplace alors( WX, x,, h) et—W X( W, %, h) dans les expressions des conditions aux
V4

limites ( 1.12) en thermique et (1.20) en thermomeécanique.

On a 2 relations entre leé+2 fonctions inconnueX; ( KX, x,) .

Sionappelle(j) , i() %, nfe 1) ", nf ,lesindices de2fonttions que I'on

conserveet(j) , i() ", nfe 1 '1,2,lesindices des fonctions éliminées, on peut
écrire :

nf h§ [ 2 h i I
X (%%, 2) [, o z §©>i((j>(lg 5)41] 1Mi(1) 25 (X 2’?@ - M
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Il reste ensuite a remplacer 185, (X, X,) par leur expression pour obtenir :

" h§ - h — . ' |
X(Xl,XZ,Z) - i) z E©>i((j)( X 5)41]_ 1/|//i(j) ZE X ( % 2§© | M

Il en résulte que pour chaque couckleof obtient une expression de la forme :
nt hg 2 < h —
(k) w k) N3 I Q) RLEyyNe 2
X9, %,%,2) €& 1%” z 2©)i((j)( X 3()41]. i 2 My (X %

i

ou chaque??{j)) z est une fonction dépendant des conditions aux interfaces et des conditions aux

limites et qui, sur lintervallez, z , >, sont éléments d¥ect?, z, ,(2," M, ,( 3%, M

On obtient donc un modeéle qui contiemfonctions inconnues.

Dans les exemples traités, on utilisera , dapdale de la plaque, une décompaosition en séries de
Fourier.

3.1.4 Ecriture des modéles couche équivalente
On remplace dans (1.2§,par son expression et on wduit la forme variationnelle .

On choisit les fonctions X,(2) Gm) z et on obtiént ainsi un systemertfeéquations

anfinconnues. Les modéles exigent aingi génconnues a la différence des modeles
"layerwise", mais sont , comme nous lentrerons, moins preécis, et incapables de
capturer les effets localisés, les inconnueggaisées étant globales ( concernent toute
I'épaisseur du multicouche).

Pour résoudre le probléme, on doit utilisarmodele de représation dans le plan.
Dans les exemples traités, on choisit deeomposition en séries de Fourier.
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3.2 Application au calcul thermique

3.2.1 Notations
On recherche une solutiop@ochée du probléme dedanduction sous la forme:

nf 1 N 1 B ) §
T(%.%.29 €” Wj(zh)jT(lx%): Hz,z) M (z,9 'T°° |

jo 2 i1 ©
Pour prendre en compte la présence de afgies de contact aux interfaces, on est amené a
utiliser une décomposition en s&side Fourier dans le plan.

T(.%%.9 €Y £ W(z

r,s jo0

N

1 N .8
) T Hzz) " (2,2 M”é

- i1

N

avecf_, Sin rx Sin s x

nf 1
Onposer,() Mz DT..!

j o

N

Kz z) 1% (z.4) 1% :

nf 1 h
et F:s ( Z) : /l]/( z E) -Ij-_rs z
j 0

J

On peut également introduire le vecteur Iidrlﬁ 1 - 1 0" . 0, et écrire™:

(z z) T8  T1.*” &8 :
T2 R(3 ' . # - (3.6) ; "
(z z2) "% "™ & 1

Il en résulte :
IT,2 §8
W@ RYy L #c- °
T e ’

3.2.2 Ecriture de la continuité aux interfaces
Par définition de I'approximation, on peut avoir a I'interface une discontinuité due a la
présence d’'une résistance thermique.

La composante normale du flux a I interfaze z , , doit étre continue.
f

On pose R® x, x, D ofe X% RY%

rsil

Les relations (1.29) nous conduisent a :
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- k1 .8 k o
K R(z) TP KT RAZ)) T
® ° ©i1 1 i1 © 3.7)
o k1 .8 '
MY ORNKY RER) T /

j1

Ce systéme nous permet de déterminer I8sl2fonctions inconnueg T . Y, T U V) ‘en/
fonction des résistance®” et deP.

o T (kk1y K$ 1§ P.(z,) “ T 1) /
o rs K(k 1) rs Zk 1 ) rs, 1
® 33 © i © (3.8)
o k 1 o §
° Trs(k’k Y (ij)rs K:g) Prs '( Z( 1) : Ts( M 1)2@ /

j1

Ces relations nous permettent de calculeF ** ;T Y en fohction des précédents.

K& 8§

Posons AP cin L k 1IN "1, on peut alors écrire :
33 1
1 0o o "s/T* &8 NE§PR(Z)E -
NP1 o "- /T®¥ . N - P(z)- s s
4 "0 # % R .
ND e gy (ND g e ITN YNV A g P'(z)er 151 31 %

Cette matrice est triangulaire inféure et ne comporte que des filaudiagonale, donc elle est
toujours inversible, on pe ainsi calculer les/ T, V.

OnaP,¢z) njf:ll A (car M€z) 0 ), que I'on peut écrire :
. 0 0 " 0 §
R LI R WL
# # o, # . # #
BEe e Yo mgaa D0 me
En posant :
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o o 0 §

1 O " § 1 /V) § l ( h) . M ( h) .
L2 0 ) .. 2L o ¢z ).,
M T A 2 27
# "0 % . # #,
NDe NND 1 MY N h, hooa
© MO L@ D) MG )

on obtient une matridd /T aN-1 lignes enf+2 colonnes, et on peut écrire :

/Trs(LZ) § TO_rs §

/T (2,3) . s
s .M T 71 . s ,

# L= # . . .

/TrS(N 1,N)© T, l_FSE@ 21 i

Il en résulte que grace a la continuitél@eomposante normale du flux, on peut
exprimer les/T_“* ¥, en fonction de§; , ,j‘lnf 1.

De méme :
Trs(l,z) § K?(’é) (1_)rs § F)rsl(zz)§ 10 "- @l Trs(l,Z) §§
TCY - K@RY -, Rz 11 7 0 T
" #0 L # T # #H #

-I-rS(N 1,N)© Ks(g l)Rc(Trsl)é HSI(ZN)© 1 1 ":1 ]@i TrS(N 1,N)@©

On peut donc , en substituant , exprimer 1dg"“ ¥ en fonction des
Tj_rs(XP Xz) y J Al,nf 1

On obtient :
T M TT /

(k,k 1y '
Trs M Trs Tj_rs

(3.9)

M /T etM 'T, sontdeux matrices dé1 lignes enf +2colonnes.

En remplacant dans (3.6) , on obtient :
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8

h
Mz §)§
N TO rs § ] .
T.9(2 2’ 1—; - MLT e M T # e ’
# ; T (2 z2) p :
h~ Tnf 1_rs© : 01 ( 4\‘)© © T]f Lrs@' '
M.z 2 " A
On peut définir les fonctions :
D@ M@, i oM 1 .
- 9.2 My(2) M
k 2N ®, . _ h h, ! §
’ oMz )Mz =) VM M , i 1, nfd /
Zi_rs 2) i ( 2) lll -[SJI M ;1) II“@

On obtient alors la relation :
®) " hg
Trs (Z) Trs z E© T_rs

| 51

i0

f
Enutilisant  q,(1%, %, 2 €1 f ¢’ (2 onendéduit:

rsl

h§

nf 1 § .
k k '
qr(s)(z) K:E,3) : Aé{gs €z 2 T_rs" 51 R
i0 1

© " ©

Prise en compte des conditions aux limites

On utilise la décomposition en sériefdmurier des conditions aux limites (1.12):

E To F, .0 G .0 ,.J bt . .
On obtient deux relations :
nf 1 nf 1 . .
E s i(krs) z D§ -II_ rs"§ F rs K(S'kj)l M’f(kg c z D T s G rs §O *9 U\t ’
i 0 720 T© ai L 2 - R G > 1

Les fonctions A formant un systeme libre, les fonctiong), et 4} ne peuvent pas constituer

un systeme lie. On peut exprimer deux @igg en fonction des autres.

nf _—— \ A . P . .

PosonsT,, . | MgT, . TBs I 12 ,oui(j) .j-1"af désigne lesindices des
s .

parametres conservésiet ,| « A2 les indices de ceux qui sont remplacés.
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2
On pOSe J(k)rs(z) MI((kJ)) rs(z) |:1 MEI{Wi(g))_rs( 3 et | rs(z) MI(E)) MZ) M
On peut également introduire une écriture matricielle, en posant :
-Ii-f(l) rs §
?rs.. - j— -Ifl I‘S>§
s MP, — ,avecﬂ # ° T - ,
o Trs 51 : . -|f|(2) rs@ 51
~=© -lrf(nf)_rs*.@
MP, est une matrice de permutation.
En remplacant, on obtient
W W g DS e b 8 LM
rs i1 j_rs 2© rG)_rs | | 1,1I_rs 2 — © 11
on en déduit:
T 2z MTesl(2 % BTesk ( X (3.10)

"MTeesf z  est une matricigne comportanf termes.

3.2.3 Forme variationnelle de I'équatbn de conduction de la chaleur

On utilise la forme variadnnelle (1.37) , en posant

nf
T MWLz 2T T ME 21

i1

On peut alors écrire dans ( 1.34 &xpressions sous forme matricielle

Trgk)__§ MTCE‘-SLk) z §_$ BTCGS|rs (Z)§ .

T MTcéét(sk) z ?@_ BTcesLs %Z)@ 01 *1

TM g ! IVITceslr(sk).é

P ;

(%) T K C— .

Trs @ MTce (Sf) C@ 51

T
v MTeesf 2§ TMTeesf z 3
On poseMTRCESL, : 3 - . MTF}‘;‘) . dz -
— 1 % TMTees z MTcesf? 2zC A
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T (k) 3 ) 8§ . 8 8
N ) MTcesl,’ z BTesls z 3
BLTRces,, | & MTRY o LTH d z ,
—_— % ) 5 C : , .
k'l MTCESIrS Z BTes S Z© 51 © ©l
Il suffit donc de remplacer pour obtenir :
"T. MTRoes, $s BLTREs, BTN (3.11)

On se raméne a un systemenéfléquations af inconnues.
Ce modéle a été soumis pour pudion & une revue ( [BLA 05c]).

3.3 Application en thermoelasticité

On se place dans le cas ou la température peut s’écrire sous forme

T(Whox,%) €71 W 10(3

il rs1
C’est la forme que nous avons obtenue , par exemple dans le paragraphe précédent.

3.3.1Notations

1 0 00 G
Onnoteral, 0 1 O ,0, O O Get :
- 001 00 G 1

L@ ML " ML M

On cherche alors le déplaceméhtsous la forme :

N

Kz z) (2 8w |

f h§
U(.,%.%,2 &% |, " z—>U,!
U(,%,%,2) | 2©i, o

rs 1— i

UO_rs § ' /Ur(le) §
ol U, # " .Onpose U/ #o,
Unf l_rsé :1 /Ur(sN l’N)é :1
f N
U(,x,x,2 &% WO et F
_( Xl X2 ) r,s 1£k 1 Ii( 3
T n n
Wz z 3z} z 7, 408" 04

On peut donc en déduire, en utilisant 'unid&la décomposition eserie de Fourier :
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hsg T .
Uiz "tmz =2 U 0" 7 3.12 /
Q@ "Mz JU, L0z U, (3.12)
On en déduit :
uU® (z L/Wz —§ TLwe
rs ( ) 2©i I'S 1 Urs

3.3.2 Ecriture de la continuité aux interfaces
Par définition de I'approximation, la cnuité des déplacemenaux interfaces est
vérifiée.
Il reste a écrire la continuité sleontraintes normales a I’ interfaze z, ,

La premiere étape consiste a calculer , le vecteur des contraintes normales .

On utilise la relation (1.42) , on en déduit :

W2 "MU¥@U, "M P_U, STE(x (313)
avec 'MUP(Z) P TL 2 M @ e D g 8 M
R - e 2© — —s1 2 © s 1
™M Y@ 9.7 ¥ LC 2

Ce systéme nous permet t de déterminemes) (vecteurs inconnug/U "' ), en écrivant les

(k 1)
n_rs

relations:  _(z.,) V

n_rs

(z, ), qui se tradlisent par :

"MUP(z ) U, M Oz U, ST z)
MUYz DU, M E0(z ) U, STEP(z)

Ce qui nous conduit au systéeme :

T T

M Yz M%) U, /

"MUE V(7)) TMUR(z) U, STEEP(z) STE( @)
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L’ensemble de celd-1 équations s’écrit :

/Ur(i'z) § UO_rs § ' STI-(,-? % . ST?lg) ; §
/Ur(sz's) . Ul . . 5 :# .
M1, —— ~ MO, - . -, avec

H - # ’# .

/Ur(sN 1’N)E@ nf 1 rs© $‘TLI;\‘) Z\I :1ST(,§ ? % ©
™M 9z) M 2(z) 8 I TMUE(z) "MUP(z) §
M1, # " etMO, # )
™M U9 M O(z)y TMUL O(z,) MU (7))

Remarquel' hypermatriceM 1, est triangulaire inférieure .

Le systeme a résoudre introduit des fonctiorsdaues a celles définiesns le probleme
thermique. On obtient une expression de la form&;,/ MS, U, UT

s *

Il suffit ensuite de remplacer dans (3.12) dient au final une expression de la forme :

T

h, §
) (7 D
_rS( 2) - UO_rs § g
h .- . 5 >
) —-) - U rs s 2
v M P D g o (3.14
s g 4 - ,
h h Unf 1 rs@ 51 ;
(D) .
/‘2? 1_rs( 2)© 51
ol chaque élément d4f). estun élément déect®], z, ,(3," M, (39, M

Dans le cas ou I'on choisit pola température la mémerfoe d’approximation, chaque
composante d&ULY(2) est également un élémentect?], z, ,(2," M, (33, M

On introduit la notation:
Uz "M z U, TU(3 (3.15)
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3.3.3 Ecriture des conditions aux limites
Les conditions aux limites sur les faces infémeet supérieure nous fournissent 6 équations

entre les 3{f+2) inconnues.

UO_rs §
U § o .
Onpose —= * MP, ?Irs ou MP, désigne une matrice de permuta@, les
"o Uso . *1

B
51

Unf l_rsé@
composantes des déplacements inconnus etes composantes de déplacement que I'on

exprime en fonctions des conditions aux limites.

On peut reporter dan€3.15) , pour écrire :

)
(z)..§
U®(2) # .8 UB. z ou UB. prenden compte les conditions aux limites
o - — —
M (2 .

s (k) L . :
et chaque élément o@g est un vecteur a trois composantes qui s’exprime en fonction des

termes de#?), et de la matrice des permutations.

e z MUes® z 8 BUcesk z.

L (k
On peut écrire finalementd s

3.3.4 Ecriture de la formulation variationnelle

Dans les exemples étudiés on impose sur les fabérieure et supéure des conditions aux

limites portant sur les contraintes normales.
Il reste donc a écrire Ia formulatieariationnelle (1.43) en utilisant

u*( k) I’S I %ﬂrs (Z)U

On obtient un systeme denB(équations a 8f) inconnues qui est de la forme

'U;, MURces,, B, BLURCEs), BUN, avec:

v MUces™(2)§ MUcesf?(2 & §

MURces,, ! 8° — = . MURY — — dz
= 1 X MUces(k)(Z) MUcesf (2¢ él "©
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Cette matrice est une matrice carrée de dimensibx38f

i
N 1 —MUCeSIr(Sk) (Z) § BUCeS|rS Z: § ' § §

BLURces,, | 3 MURY — — | LTUR.dz 5

— A 'VlUces(k’(Z)C = Bl Cz2o 7T o >

_— DULESks £© -1 © © 1

BLURCEsL,, est un vecteur den8 composantes.

On se raméne donc a résoudre un systemaefd=Bations arf inconnues.

3.4 Cas des modeles ESL

Dans ce casff, M, .
On applique exactement la mémege&dure de calcul, en posant

(k,k 1)
o rs / O

en thermique :®
o rs(kYk o Rél_()rs K\’g?lf) Prs@zk 1)

en thermoélasticite/U ;. 0

Il suffit ensuite, de prendre en compte leaditions aux limites exactement comme décrit
précédemment.
Un exemple a été traité en thermique (cf 5.1.1.2).

Il faut noter que I'approche couche équivalente non contrainte est couramment utilisée dans les
codes de calcul par éléments finis qui proposarthermique des éléments multicouches, et qui
utilisent dans I'épaisseur un polynéme de degré q.

Cette méthode n'a pas été implémentée pour les problemes de mécanique et de
thermomeécanique.

En effet, les modéles du type ESL ne s'avérent pas capables de capter I'ensemble des effets dans
I'épaisseur auxquels le champ de températueefleix sont particulierement sensibles.
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Chapitre4. Modeéles couches discréetes

4.1 Généralités sur I'approche couches discretes

Les modeéles appelés « couchesmiss » consistent a utiliser dans chacune des couches , une
approximation locale sur I'épaisseur de chaquelee, a laquelle nous imposons des conditions de
raccordement aux interfaces.

Nous avons choisi d'utiliser des polyndmes dgrée, du type polyndbmes de Lagrange. On aurait
pu, par exemple, utiliser des fonctions trigonaigées. Ce choix a été fait pour permettre une
comparaison avec les modeéles numériqueségilians les méthodes éléments finis.

Nous poserons, dans tout ce chapitre :

- [ I

; P, /[ >

@ [ 11/ /
° [ I

o pt [ 2

On con