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Introduction

En analyse de survie, des observations censurées apparaissent dans de nombreuses
situations pratiques. Prenons l'exemple de patients atteints d'une maladie, et pour les-
quels on s'intéresse au temps de guérison. Parmi les patients initialement observés,
certains parviendront à la guérison, d'autres cesseront d'être observés avant d'être gué-
ris parce qu'un événement "parasite" sera intervenu auparavant (changement d'hôpital,
mort...). La question qui se pose est donc de savoir comment utiliser les informations,
certes partielles, que portent ces patients dits "censurés". En particulier, il s'agit de tra-
duire, dans des méthodes statistiques, l'idée qu'un patient censuré met plus de temps à
guérir que le temps durant lequel il a été observé. La pratique démontre qu'une bonne
utilisation de cette information partielle améliore considérablement les outils statis-
tiques. Il paraît notamment crucial de résister à l'idée de simplement mettre de côté les
observations censurées, une telle politique conduisant nécessairement à l'introduction de
biais pouvant être particulièrement importants dans la détermination de la loi de pro-
babilité de la variable considérée. Le nombre de situations dans lesquelles apparaissent
de telles données censurées (�abilité, économétrie, biostatistique...) justi�e donc la mise
en place de techniques générales permettant de gérer ces observations.

Une question importante est celle des méthodes de régression à développer dans un
tel contexte. Actuellement, le modèle de régression de Cox, modèle semiparamétrique
qui porte sur le taux de hasard conditionnel, est certainement le modèle le plus utilisé,
en raison de bonnes propriétés théoriques qui ont été largement étudiées. Néanmoins,
dans de nombreuses situations, les hypothèses imposées par Cox ne sont pas satisfaites,
et il devient dès lors nécessaire de se tourner vers d'autres modèles. Les modèles de
régression basés sur l'estimation d'une espérance conditionnelle présentent le double
avantage d'être de bons candidats alternatifs au modèle de Cox, et d'avoir été large-
ment considérés en l'absence de censure. Leur étude amène donc à traiter, en présence
d'observations censurées, les problématiques usuelles de l'analyse de régression.

Parmi ces problématiques, le "�éau de la dimension" est un phénomène bien connu
en régression non paramétrique. Ainsi, les estimateurs non paramétriques d'une fonc-
tion de régression se comportent mal dès que le nombre de variables explicatives est
important. Pour les estimateurs à noyaux, une solution arti�cielle et principalement
théorique consiste à considérer des noyaux d'ordre important (c'est à dire des fonctions
K telles que

R
K (u)du = 1 et

R
ukK (u)du = 0 pour tout k · m; m su�samment

grand) en admettant des hypothèses de régularité supplémentaires sur la fonction de
régression. Malheureusement, ce type de procédure n'est pas satisfaisant en pratique,

7
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dès que le nombre de variables explicatives est supérieur à 3, et ne donne alors pas de
résultats probants. En revanche, ce problème ne concerne pas les modèles de régression
paramétriques : dans le modèle de régression linéaire où le paramètre est estimé par
moindres carrés, la convergence de l'estimateur a lieu à la vitessen¡ 1=2; où n désigne
la taille de l'échantillon, indépendamment du nombre de régresseurs.

Si l'on considère un modèle de régression où la variable expliquéeY est censurée
à droite par une variable aléatoireC (mais où les variables explicativesX 2 Rd sont
complètement observées), le �éau de la dimension reste d'actualité en régression non
paramétrique, la di�culté supplémentaire à surmonter étant que la variable expliquée
Y n'est pas observée directement. Plus problématique encore, dans certaines situations
de régression censurée, la régression paramétrique elle-même tombe sous le coup du
�éau de la dimension. En e�et, si la loi de la variable de censure n'est pas connue du
statisticien (ce qui est souvent le cas en pratique), l'inférence statistique (paramétrique
ou non) repose sur des estimateurs non paramétriques (estimateur Kaplan-Meier, 1958,
ou estimateur Kaplan-Meier conditionnel, voir par exemple Beran, 1981) qui sont utilisés
pour corriger l'e�et de la censure. Si l'estimateur de Kaplan-Meier n'est pas fonction
des variables explicatives, les estimateurs type Kaplan-Meier conditionnels introduisent
un lissage par rapport auxX; et sou�rent donc du �éau de la dimension.

Les problèmes de réduction de dimension qui seront considérés dans ce mémoire
seront donc de deux types. D'une part il s'agira d'étendre à un cadre censuré certaines
techniques de réduction de dimension pour l'estimation de la fonction de régression.
D'autre part, dans certains modèles de censure, il apparaîtra nécessaire d'inventer des
techniques de réduction de la dimension spécialement adaptées à ce cadre censuré. Ces
dernières auront pour but non seulement de permettre une estimation performante
dans des modèles de régression semi-paramétriques, mais également, fait spéci�que à la
régression en présence de censure, de rendre possible l'estimation de certains modèles
de régression paramétrique où la variable explicative est multidimensionnelle.

S'agissant tout d'abord de la première de ces deux problématiques, le modèle de
régression "single-index" sera la méthode de réduction de la dimension qui retiendra
particulièrement notre attention. Dans ce modèle de régression semi-paramétrique, on
suppose que la fonctionm(x) = E[Y jX = x] est du type

m(x) = f (µ0
0x; µ0);

où f est une fonction inconnue, etµ0 un paramètre de dimension �nie à estimer. Sif
était connue, le problème deviendrait purement paramétrique, il s'agirait d'un modèle
linéaire généralisé (voir par exemple Mc Cullagh et Nellder, 1989). D'un autre côté, si
µ0 était connu, le problème d'estimation se réduirait à un problème non paramétrique,
mais à présent en dimension 1.

Ce modèle apparaît comme un compromis raisonnable entre l'approche purement
non paramétrique et l'approche paramétrique. En e�et, il pro�te d'une certaine �exi-
bilité inhérente à l'approche non paramétrique : en supposant la fonctionf inconnue,
on se place dans un modèle moins contraignant qu'un modèle purement paramétrique
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où la forme de la fonction de régression est imposée. Par ailleurs, les estimateurs dem
proposés dans ce cadre béné�cient de la vitesse de convergence obtenue dans les mo-
dèles de régression paramétrique, les estimateurs deµ0 convergent à la vitessen¡ 1=2.
Voir notamment à ce sujet Ichimura (1993), Sherman (1994b), Delecroix et Hristache
(1999), Delecroix, Hristache, Patilea (2006), qui tous utilisent des techniques deM ¡ es-
timation pour l'estimation de µ0 ; Powell, Stock, Stoker (1989), Härdle et Stoker (1989),
Hristache, Juditsky, Polzehl, Spokoiny (2001), qui utilisent la méthode dite "average
derivative" ; Weisberg et Welsh (1994), Bonneu et Gba (1998), Xia et Härdle (2002),
qui utilisent des méthodes itératives.

En présence de censure, ce type de modèle a jusqu'à présent été peu considéré si l'on
excepte les travaux de Burke et Lu (2005), basés sur la méthode "average derivative".

L'un des intérêts de l'extension des méthodes single-index à la présence de censure
vient notamment du fait que le célèbre modèle de régression de Cox (Cox, 1972) apparaît
comme un cas particulier de modèle single-index : il s'agit d'un modèle de régression
semi-paramétrique, où les hypothèses portent non pas sur l'espérance conditionnelle,
mais sur le risque instantané conditionnel (ou taux de hasard instantané conditionnel)
¸ (t jX ) = [1 ¡ F (t ¡ j X )]¡ 1dF(tjX ); où F (tjX ) = P(Y · tjX ): Le modèle de Cox
suppose ainsi

¸ (t jX = x) = ¸ 0(t)eµ0
0x ;

où ¸ 0 est une fonction inconnue, etµ0 un paramètre à estimer. L'estimation de ce para-
mètre µ0 est généralement mise en ÷uvre par maximisation de la pseudo-vraisemblance
de Cox (voir par exemple Cox, 1975, Andersen et Gill, 1982). Ce modèle est plus res-
trictif que le modèle single-index, puisqu'il suppose notamment que la loi conditionnelle
de Y sachant X ne dépend que deµ0

0X: Dans le cas du modèle single-index, l'hypo-
thèse ne portait que sur l'espérance conditionnelle. De ce fait, les modèles single-index
permettent de fournir des alternatives moins contraignantes que le modèle de Cox.

Concernant le second type de problèmes de réduction de dimension que nous consi-
dérerons, revenons tout d'abord sur l'un des problèmes cruciaux de l'inférence en pré-
sence de censure, la question des conditions d'identi�abilité du modèle. En l'absence
de variables explicatives, les seules variables qui interviennent sont doncY et C; et on
suppose

Y et C indépendants: (0.0.1)

En présence de variables explicatives, l'Hypothèse 0.0.1 doit être modi�ée pour prendre
en compte la présence deX:

Une première façon de procéder consiste à supposer

(Y; X ) et C indépendants: (0.0.2)

Cette hypothèse est contraignante. En e�et, sous cette hypothèse, la variable de censure
apparaît comme indépendante deX; ce qui n'est pas convenable pour la modélisation de
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certaines situations. Pour cette raison, une autre solution consiste à généraliser (0.0.1)
de la façon suivante,

Y et C indépendants conditionnellement àX: (0.0.3)

Sous (0.0.3),C peut dépendre deX; mais Y ne dépend deC qu'à travers les variables
explicatives.

Certes l'Hypothèse (0.0.3) englobe l'Hypothèse (0.0.2). Néanmoins, sous l'Hypothèse
plus forte (0.0.2), les outils statistiques sont généralement plus performants. Discutons
ces deux hypothèses concurrentes (0.0.2) et (0.0.3) à travers quelques exemples pra-
tiques.

Exemple 1. On considère les variables
� Y : temps que met un patient à guérir d'une certaine maladie.
� X : âge du patient au moment de l'infection.

On cherche à expliquerY en fonction deX: Pour ce faire, on observen patients dans
un hôpital donné. On ne recueille les données d'un hôpital que pendant une certaine
durée d'étude. De sorte que la variable de censure est dé�nie de la façon suivante,

� C : temps maximum pendant lequel le patient peut être observé.
Par exemple, si la durée d'étude est de trois mois, et que le patient entre à l'hôpital un
mois après le début de l'étude, la valeur deC correspondante sera de deux mois. La
date d'arrivée des patients à l'hôpital pouvant être considérée comme aléatoire,C est
une variable aléatoire. Un patient sera dit censuré s'il n'est toujours pas guéri lorsque
l'étude s'arrête (censure dite administrative).

Exemple 2. On considère
� Y : durée de vie d'une batterie de voiture.
� X : usine dans laquelle la batterie a été construite.
� C : temps au bout duquel le véhicule dans lequel est insérée la batterie est perdu

de vue (destruction, accident, vol...).
Exemple 3. On considère
� Y : temps que met un patient à guérir d'une certaine maladie.
� X : âge du patient au moment de l'infection.
� C : temps que met le patient avant de décéder.
Exemple 4. On considère
� Y : durée de vie d'une batterie de voiture.
� X : expérience du conducteur.
� C : temps au bout duquel le véhicule dans lequel est insérée la batterie est perdu

de vue (destruction, accident, vol...).
Dans les exemples 1 et 2, l'Hypothèse (0.0.2) apparaît légitime. En e�et, dans

l'exemple 1, la censure est due à des causes purement administratives, et n'a donc
a priori aucun lien avec l'âge des patients. Dans l'exemple 2, l'usine de production de la
batterie n'a pas d'in�uence sur les causes de censure qui sont dues soit au conducteur
(accident, dégâts) soit à des causes extérieures (vol). Au contraire, dans les exemples 3
et 4, l'Hypothèse (0.0.2) est mise en défaut et doit être remplacée par (0.0.3). En e�et,
dans l'exemple 3, il est naturel de penser que l'âge du patient au moment de l'infection
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est lié au temps qu'il lui reste à vivre. De même dans l'exemple 4, un mauvais conducteur
aura plus de chances d'avoir un accident avant que sa batterie ne soit défectueuse.

Les Hypothèses (0.0.2) et (0.0.3) correspondent donc chacune à des situations de
modélisation bien précises (notons que l'Hypothèse (0.0.2) peut être a�aiblie, de façon
à permettre une certaine forme de dépendance entreC et X; voir Stute, 1993). Chacune
utilise des techniques spéci�ques. Sous l'Hypothèse (0.0.2), on utilise des techniques ba-
sées sur l'estimateur de Kaplan-Meier (1958) permettant l'estimation de la fonction de
répartition F (y) = P(Y · y): En e�et, sous (0.0.2), (0.0.1) reste valide, et (0.0.1) est
la condition d'identi�abilité sous laquelle l'estimateur de Kaplan-Meier converge. En
revanche, sous (0.0.3), l'estimateur de Kaplan-Meier ne peut être utilisé. De ce fait, les
procédures d'estimation de la fonctionm(x) = E[Y jX = x] reposent toutes sur l'es-
timateur Kaplan-Meier conditionnel de Beran (1981), un estimateur à noyau estimant
la fonction de répartition conditionnelle F (yjx): De ce fait, des estimateurs à noyau
interviennent même lorsque l'on cherche à estimerm dans un modèle paramétrique.
Si l'on considère par exemple le modèle de régression non linéaire sous (0.0.3) (c'est
à dire m(x) = f (µ0; x) où f est connue etµ0 paramètre de dimension �ni à estimer),
seul le casX univarié a été considéré jusqu'à présent, voir Heuchenne et Van Keilegom
(2007b). Cette impossibilité de considérer desX multivariés a également été recontrée
notamment par Heuchenne et Van Keilegom (2007a) en régression polynomiale, Van
Keilegom et Akritas (1999), Du et Akritas (2002).

De ce fait, nous nous placerons alternativement sous (0.0.2) (Chapitres 2 à 6) et
(0.0.3) (Chapitres 7 et 8). Dans les Chapitres 2 et 3, nous exposerons les outils fondamen-
taux permettant l'étude des estimateurs de la régression sous (0.0.2). Ces outils seront
utilisés tout d'abord pour estimer un modèle de régression paramétrique (régression non
linéaire) au Chapitre 4, modèle pour lequel nous fournirons un test non paramétrique
d'adéquation au Chapitre 5. L'étude des modèles de régression paramétrique et non
paramétrique en présence de censure est un préalable au Chapitre 6, qui atteint notre
objectif initial d'estimation dans un modèle single-index sous (0.0.2). Cette étude de la
régression sous (0.0.2) n'est pas à opposer à celle qui sera conduite aux Chapitre 7 et 8
sous (0.0.3). En e�et, nous parviendrons, par un examen approfondi des techniques uti-
lisées sous (0.0.2), à développer une technique générale de réduction de dimension sous
(0.0.3) : au Chapitre 7, nous fournissons un estimateur deF (x; y) = P(Y · y; X · x)
généralisant la notion de fonction de répartition empirique, estimateur qui se compor-
tera bien même dans un contexte où l'on considère desX multivariés (contrairement aux
estimateurs existant sous l'Hypothèse 0.0.3). Cet estimateur permet de dé�nir des mé-
thodes d'estimation dans des modèles de régression paramétrique, méthodes qui seront
présentées au Chapitre 8. En�n, la question de la régression single-index sous (0.0.3)
sera également considérée au Chapitre 8.
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Description détaillée par chapitre

Chapitre 1. Au Chapitre 1, nous présentons en détail les di�érents modèles de
censure considérés (les Hypothèses (0.0.2) et (0.0.3) sont notamment discutées). Nous
�xons également un certain nombre de notations, et dé�nissons les outils (notamment
processus empiriques) qui seront utilisés dans les chapitres suivants.

Chapitre 2. Nous présentons la théorie des intégrales Kaplan-Meier, en utilisant
une approche nouvelle pour démontrer nos principaux résultats asymptotiques.

Nous rappelons tout d'abord quelques propriétés asymptotiques obtenues à partir
de représentations de l'estimateur de Kaplan-Meier sous forme d'intégrale stochastique.

Dans un second temps, nous présentons des résultats du type de ceux de Stute (1993,
1995, 1996a), résultats de Loi des Grands Nombres et Théorème Central Limite. Nous
proposons une approche nouvelle pour démontrer ces résultats. Nous utilisons ainsi à la
fois des résultats de la théorie des intégrales stochastiques, et des éléments de l'approche
de Stute. Cette approche nouvelle permet notamment d'obtenir des propriétés d'uni-
formité de ces Théorèmes sur des classes de fonctions. D'autre part, elle nous permet
également d'améliorer les conditions d'intégrabilité sous lesquels les Théorèmes de Stute
sont valides.

Chapitre 3. Dans ce chapitre, nous considérons un second outil utilisé dans l'esti-
mation de l'espérance conditionnelle.

L'approche dite "synthetic data" est une approche basée sur des transformations
des données qui conservent l'espérance conditionnelle. Ces transformations ne sont pas
exactement calculables, puisqu'elles reposent toutes soit sur la connaissance de la fonc-
tion de répartition de Y; soit sur celle deC: Néanmoins, ces transformations peuvent être
estimées à l'aide de l'estimateur de Kaplan-Meier. Nous présentons un certain nombre
de ces techniques.

En particulier, nous nous intéressons aux transformations de Koul, Susarla et Van
Ryzin (1981) et Leurgans (1987). En parvenant à lier leur approche à la théorie des
intégrales Kaplan-Meier, nous parvenons à obtenir des représentations asymptotiques
de sommes de transformations estimées. Ces sommes sont alors représentées comme
une somme de termes i.i.d., plus un terme asymptotiquement négligeable. Ce nouveau
type de représentations facilite l'obtention de propriétés asymptotiques d'estimateurs
de la régressions basés sur la méthode de Koul, Susarla, Van Ryzin (1981) ou celle de
Leurgans (1987). Par ailleurs, ces représentations sont démontrées sous des hypothèses
d'intégrabilité qui représentent une amélioration notable par rapport à Delecroix, Lopez,
Patilea (2006).

Chapitre 4. Nous nous penchons sur l'estimation d'un modèle paramétrique de
régression,

E [Y jX = x] = f (µ0; x);

avec f connue et µ0 inconnu de dimension �nie. Nous présentons les deux principales
techniques utilisées pour estimer le paramètreµ0 en présence de censure, sous (0.0.2).
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La technique dite "moindres carrés pondérés", due initialement à Zhou (1992a)
dans le cas du modèle linéaire, est à relier directement à la méthode de Stute (1999)
dans un modèle de régression non linéaire plus général. Cette technique consiste en une
utilisation directe des propriétés des intégrales Kaplan-Meier dé�nies au Chapitre 2.

Dans un cadre paramétrique, la technique synthetic data, correspondant aux outils
dé�nis au Chapitre 3, n'avait jusqu'à présent été étudiée que dans le cas du modèle
linéaire (voir, par exemple Zhou, 1992b). Grâce aux nouvelles représentations obtenues
au Chapitre 3, nous parvenons à généraliser leur utilisation à un modèle plus général de
régression non linéaire. Nous obtenons des résultats de normalité asymptotique de nos
estimateurs deµ0 à la vitessen¡ 1=2:

Par ailleurs, une étude par simulation compare, dans un certain nombre de situa-
tions, les di�érentes approches présentées dans ce chapitre.

Chapitre 5. Le but de ce chapitre est double : fournir des résultats d'estimation
non paramétrique en présence de censure qui sont un prélude à l'étude d'un modèle
de régression semi-paramétrique type single-index, et par ailleurs élaborer un test non
paramétrique d'adéquation aux modèles paramétriques du Chapitre 4.

En lissant l'estimateur de Kaplan-Meier étudié au Chapitre 2 au moyen de méthodes
à noyau, nous fournissons dans un premier temps des représentations asymptotiques
d'estimateurs non paramétriques de la fonction de régression. En particulier, ces repré-
sentations permettent d'obtenir des résultats de convergence uniforme en probabilité.

Dans un second temps, ces estimateurs non paramétriques sont utilisés dans la
construction de procédures de test non paramétrique d'adéquation aux modèles étudiés
au Chapitre 4. Les deux procédures de test que nous élaborons généralisent une statis-
tique proposée par Zheng (1996) en l'absence de censure. En comparaison avec l'unique
autre test proposé en présence de censure (Stute, González-Manteiga, et Sánchez-Sellero,
2000), nos statistiques de test débouchent sur des représentations asymptotiques plus
simples, et par conséquent sur des mises en ÷uvre numériques plus simples. De plus,
nous étudions le comportement de nos statistiques de test sous des alternatives s'ap-
prochant de l'Hypothèse nulle (alternatives de type Pitman et alternatives régulières).
L'étude de ce type de propriétés de consistance est un élément nouveau de la théorie
des tests non paramétriques en présence de censure.

A travers des simulations, nous évaluons la puissance de nos tests à distance �nie, et
la comparons avec celle du test étudié par Stute, González-Manteiga, et Sánchez-Sellero
(2000).

Chapitre 6. Après avoir étudié les modèles de régression paramétriques (régression
non linéaire, Chapitre 4) puis non paramétriques (Chapitre 5), nous e�ectuons la jonc-
tion des idées de ces deux chapitres pour étudier le modèle de régression single-index
sous (0.0.2).

Nous construisons une classe d'estimateurs du paramètre du modèle single-index qui
généralisent la procédure deM ¡ estimation utilisée, par exemple, par Ichimura (1993)
en l'absence de censure. Ces estimateurs reposent sur les techniques d'intégrales Kaplan-
Meier (Chapitre 2) ou synthetic data (Chapitre 3). Pour l'estimation du paramètre µ0;
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nous présentons les résultats sous la forme la plus générale possible, qui ne préjuge pas
du type d'estimateurs non paramétriques utilisés au sein de la procédure. Nous produi-
sons ainsi un ensemble de conditions su�santes que ces estimateurs non paramétriques
doivent satisfaire. Par ailleurs, nous fournissons des exemples d'estimateurs à noyau qui
véri�ent cet ensemble de conditions.

De même qu'en l'absence de censure, le problème de l'estimation deµ0 s'avère équi-
valent, du point de vue asymptotique, à un problème purement paramétrique, de sorte
que les estimateurs convergent à la vitessen¡ 1=2:

En un second temps, nous utilisons nos estimateurs deµ0 pour l'estimation de la
fonction m: De plus, nous comparons nos estimateurs à ceux fournis par Burke et Lu
(2005).

Chapitre 7. Nous nous plaçons à présent, pour les deux derniers chapitres, sous
l'hypothèse "Y et C indépendants conditionnellement àX; " c'est à dire (0.0.3). Puisque,
sous (0.0.2), les intégrales Kaplan-Meier du Chapitre 2 étaient les outils fondamentaux
pour la régression, nous développons une méthode qui prolonge celle du Chapitre 2,
mais à présent sous l'Hypothèse (0.0.3).

En particulier, nous proposons un nouvel estimateur de la fonction de répartition
multivariée F (x; y) = P(Y · y; X · x): Contrairement aux autres estimateurs existant
sous l'Hypothèse (0.0.3) (voir par exemple Van Keilegom et Akritas, 1999), cet esti-
mateur prolonge la notion de fonction de répartition empirique multivariée utilisée en
l'absence de censure.

Le fait que notre estimateur prolonge la notion de fonction de répartition empirique
est un élément clé pour aborder le cas oùX est multivarié. En e�et, nous parvenons
ainsi à proposer une modi�cation, acceptable pour de nombreux modèles, de l'Hypothèse
d'identi�abilité (0.0.3). Cette modi�cation est inspirée de la philosophie des méthodes
single-index utilisée en régression. Typiquement, il s'agit de supposer queY et C sont
indépendants conditionnellement à¯ 0

0X; ou plus généralementh(¯ 0; X ) pour une cer-
taine fonction h: Sous cette modi�cation des hypothèses, notre estimateur se comporte
correctement, même pour un nombre important de variables explicatives, tandis que les
estimateurs existant ne peuvent être adaptés pour béné�cier des propriétés de réduction
de dimension de ces nouvelles conditions d'identi�abilité.

En particulier, nous démontrons de nouveaux résultats de Loi des Grands Nombres
et Théorèmes Central Limite sous (0.0.3)., obtenus uniformément sur des classes de
fonctions. Ces résultats prolongent ceux obtenus au Chapitre 2.

Chapitre 8. Munis des résultats du Chapitre 7, nous fournissons un certain nombre
d'applications.

Nous fournissons tout d'abord une application qui sort du cadre de la régression
proprement dite, qui porte sur l'estimation de la densité deY lorsque Y et C ne sont
pas indépendantes.

Du point de vue de la régression, nous nous penchons tout d'abord sur l'estimation
dans le modèle de régression non linéaire. En particulier, nous parvenons à modi�er les
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techniques du Chapitre 4 pour les étendre sous l'Hypothèse (0.0.3). Pour la première
fois, sont proposés des résultats de convergence dans le cas oùX est multivarié.

En�n, nous nous penchons également sur l'estimation des modèles single-index sous
(0.0.3). A nouveau, nous obtenons, en utilisant une démarche sensiblement di�érente de
celle du Chapitre 6, des estimateurs du paramètre convergeant à la vitessen¡ 1=2: Ces
estimateurs sont alors utilisés pour l'estimation de la fonction de régression.
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Chapitre 1

Modèles et notations

Ce Chapitre a pour but de présenter le cadre général dans lequel nous allons nous
placer tout au long de ce mémoire. La section 1.1 décrit les observations dont nous dispo-
serons par la suite. Un certain nombre d'hypothèses sous lesquelles nous nous placerons
sont présentées, et nous justi�ons leur introduction. La section 1.2 introduit certaines
notations de théorie des processus empiriques, et rappelle brièvement un certain nombre
de résultats qui seront utilisés de façon récurrente.

1.1 Observations et hypothèses générales des modèles de
régression considérés

1.1.1 Observations et notations

Dans toute la suite de ce mémoire, on s'intéresse à une variable aléatoireY 2 R;
qu'on cherche à expliquer en fonction de variables aléatoiresX 2 X ½ Rd: La variable Y
est censurée à droite aléatoirement (mais pas la variableX ), elle n'est donc pas observée
directement. On introduit une variable aléatoire de censureC 2 R: Les observations sont
constituées de

Ti = Yi ^ Ci ;

±i = 1Yi · Ci ;

X i 2 Rd;

pour i = 1 ; :::n; n désignant la taille de l'échantillon, les vecteurs aléatoires(Yi ; Ci ; X i )
étant i.i.d. de même loi que(Y; C; X ): Une information sera dite censurée siTi < Y i ;
non censurée sinon. En particulier, l'indicatrice±i permet de savoir si l'observationTi

considérée est censurée ou non.

On introduit également les notations suivantes, pour désigner les di�érentes fonctions

17
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de répartition,

F (y) = P(Y · y);

G(y) = P(C · y);

H (y) = P(T · y);

FX (x) = P(X · x):

On introduit également les fonctions de répartition conditionnelles et jointes,

F (x; y) = P(Y · y; X · x);

H (x; y) = P(T · y; X · x);

F (yjx) = P(Y · yjX = x);

G(yjx) = P(C · yjX = x);

H (yjx) = P(T · yjX = x):

On note ¿F ; ¿G et ¿H respectivement, les bornes supérieures du support des variables
Y; C; et T; c'est à dire

¿S = inf f t jS(t) = 1 g;

pour toute fonction de répartition S:

1.1.2 Hypothèses générales

La première hypothèse que nous utiliserons tout au long de ce mémoire concerne les
queues de distributions.

Hypothèse 1.1.1 On suppose que¿F = ¿H :

Cette hypothèse n'est pas essentielle. Si elle est violée, il n'existe pas de méthode
statistique qui permette l'estimation consistante dans les modèles de régression que nous
considérerons par la suite. En e�et, si¿H = ¿G < ¿F ; une partie du support deF n'est
jamais observée (les valeurs entre¿G et ¿F ). Sauf hypothèse supplémentaire sur la loi
de Y; l'estimation consistante des fonction de régression n'est pas possible. Néanmoins,
toutes les techniques que nous utiliserons resterons valables pour la variableY ^ ¿H ;
de sorte que, si l'Hypothèse 1.1.1 est violée, la seule conséquence consiste en un biais
asymptotique qui, de toute manière, ne pourrait être évité.

La seconde hypothèse, plus technique, est une hypothèse classique dans la théorie
de l'estimateur de Kaplan-Meier. Elle sera supposée véri�ée dans toute la suite de ce
mémoire.

Hypothèse 1.1.2 On suppose queP(Y = C) = 0 :
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Cette hypothèse assure notamment que l'indicatrice±i ne brise pas la "symétrie"
du modèle de censure aléatoire. En e�et, en cas d'ex-aequo (i.e.Y = C), la variable Y
est privilégiée par rapport à la variableC: Au contraire, sous l'Hypothèse 1.1.2, avec
probabilité 1, il n'y a pas d'ex-aequo, et les rôles deY et C peuvent être inversés (C peut
être considérée comme une variable censurée aléatoirement à droite par une variableY;
et (1¡ ±) = 1C· Y presque sûrement). Cette hypothèse est un argument fondamental sur
lequel repose la convergence de l'estimateur de Kaplan-Meier. Voir par exemple Stute
et Wang (1993) à ce sujet.

1.1.3 Les hypothèses d'identi�abilité

Comme annoncé, di�érentes conditions d'identi�abilité seront considérées par la
suite. Leur but est de généraliser à la présence de variables explicatives l'hypothèse
d'indépendance entreY et C utilisée dans la théorie de l'estimateur de Kaplan-Meier
dans le cas univarié.

La première hypothèse est la plus forte, puisqu'elle suppose l'indépendance deC et
de toutes les variables intervenant dans le modèle de régression.

Hypothèse 1.1.3 (Y; X ) et C indépendants.

Cette hypothèse peut être allégée de la façon suivante.

Hypothèse 1.1.4 Y et C indépendants et

P(Y · C j X; Y ) = P(Y · C j Y ) :

Cette dernière hypothèse est due à Stute (1993). En particulier, elle est impliquée
par l'Hypothèse 1.1.3. Sous cette hypothèse, la variableC est autorisée à dépendre de
X: Les Hypothèses 1.1.3 et 1.1.4, si elles sont adaptées à un certain nombre de modèles
(notamment de censure dite administrative, voir Exemples 1 et 2 de l'introduction),
sont trop lourdes pour d'autres applications (voir Exemples 3 et 4 de l'introduction).
On est alors amené à utiliser une hypothèse plus légère (qui sera le cadre des Chapitres
7 et 8).

Hypothèse 1.1.5 Y et C indépendants conditionnellement àX:

Au Chapitre 7, nous proposerons également une autre d'hypothèse d'identi�abilité
qui apparaît comme un compromis entre l'Hypothèse 1.1.4 et l'Hypothèse 1.1.5 (voir
Hypothèse 7.3.1).

1.2 Classes euclidiennes

Dans la suite de ce mémoire, nous serons amenés fréquemment à considérer des
U¡ processus indexés par des classes de fonctions, c'est à dire des processus du type

Un (f ) =
1

nk

X

i 1 ;:::;i k

f (Wi 1 ; :::; Wi k )1i 16= i 2 ;:::;i 16= i k :::;i k ¡ 16= i k ;
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où f décrit une classe de fonctionsF ; et (Wi )1· i · n sont des variables i.i.d. de même
loi qu'une variable W 2 Rl : La recherche de classes de fonctionsF telles que Un (f )
converge uniformément surF a notamment été étudiée par Nolan et Pollard (1987),
Pakes et Pollard (1989), Sherman (1994a, 1994b), Arcones et Giné (1993). Il parviennent
à obtenir des résultats uniformes sur la classeF à partir de conditions portant sur la
complexité de la classe de fonctions.

Dans toutes les utilisations de ces résultats de convergence que nous considérerons
par la suite, nous n'aurons besoin de considérer que le cas particulier des classes de
fonctions dites euclidiennes (voir notamment Pakes et Pollard, 1989, Dé�nition 2.7 et
Sherman, 1994a, Dé�nition 1). Ces classes de fonctions sont mentionnées comme un
exemple important de classes de fonctions satisfaisant la propriété de convergence uni-
forme deUn (f ) sur F par Arcones et Giné (1993).

Nous introduisons ici un certain nombre de notations qui permettent de décrire la
complexité d'une classe de fonctions.

Dé�nition 1.1 Soit F une classe de fonctions dé�nies surRl , et k ¢ kune norme sur
F :

� f 1; :::; f k est un "¡ recouvrement (pour la norme k ¢ k) si et seulement si, par
dé�nition, pour toute fonction f 2 F ; il existe un j 2 f 1; :::; kg tel quekf ¡ f j k · ":

� On note N ("; F ; k¢k) le "covering number" (voir Van der Vaart et Wellner, 1996)
d'une classe de fonctionF ; c'est à dire le cardinal minimum d'un "¡ recouvrement
de F :

� © est une enveloppe pour la classe de fonctionsF ssi jf (w)j · ©(w) presque
sûrement pour tout élémentf 2 F :

On dé�nit alors la notion de classe de fonction euclidienne.

Dé�nition 1.2 Pour toute mesure de probabilité¹ et tout p > 0; on note kf kp;¹ =R
jf (w)jpd¹ (w) la norme deL p(¹ ): Une classe de fonctionF est dite euclidienne d'en-

veloppe© ¸ 0 si E [©] < 1 ; et
� 8f 2 F ; on a jf j · ©;
� On a

sup
¹ :k©k1;¹ < 1

N ("k©k1;¹ ; F ; L 1(¹ )) · A" ¡ V ;

pour des constantesA et V positives.

Si © est de carré intégrable, une classe euclidienne satisfait

sup
¹ :k©k2;¹ < 1

N ("k©k2;¹ ; F ; L 2(¹ )) · A0" ¡ V 0
;

pour A0 = 4 V A et V 0 = 2V:
On déduit de cette dé�nition que les classes euclidiennes d'enveloppe intégrable

sont des cas particuliers de classes de Glivenko-Cantelli, les classes euclidiennes dont
l'enveloppe est de carré intégrable apparaissant quant à elles comme des cas particuliers
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de classes de Donsker. L'intérêt des classes euclidiennes réside également dans un certain
nombre de propriétés de stabilité (voir Pakes et Pollard, 1989, Lemme 2.14).

Comme annoncé, on peut ainsi obtenir des vitesses de convergences uniforme de
Un (f ) indexé par une classe euclidienne. Ainsi, siF est euclidienne d'enveloppe de carré
intégrable, et que cette classe est dégénérée (i.e.E [f (w1; w2; :::; wi ¡ 1; W; wi +1 ; :::; wk )] ´
0; pour tout f 2 F et pour tout i ), le Corollaire 4 de Sherman (1994a) fournit

sup
f 2F

nk=2jUn (f )j = OP (1):
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Chapitre 2

Intégrales Kaplan-Meier

En présence de censure, la fonction de répartition empirique de la variableY n'est
plus disponible. En e�et, rappelant la dé�nition

F̂emp(t) =
1
n

nX

i =1

1Yi · t ;

la fonction de répartition empirique dépend des variablesYi qui ne sont pas observées.
A�n d'estimer la loi d'une variable Y; il est donc nécessaire de proposer un estimateur
de la fonction de répartition qui puisse, dans un cadre censuré, avoir des propriétés
analogues à celle de la fonction de répartition empirique utilisée en l'absence de censure.

L'estimateur de Kaplan-Meier (1958) permet de généraliser le concept de fonction
de répartition empirique, en présence de données censurées. Cet estimateur est dé�ni
de la façon suivante,

F̂ (t) = 1 ¡
Y

Ti · t

Ã

1 ¡
1

P n
j =1 1Tj ¸ Ti

! ±i

:

Il s'agit d'une fonction continue par morceaux, ne présentant des sauts qu'aux observa-
tions non censurées. Par ailleurs, les notions d'estimateur Kaplan-Meier et de fonction
de répartition empirique coïncident en l'absence de censure. De plus, en intervertissant
les rôles deY et C; on observe une certaine symétrie du problème (nous travaillons
sous l'Hypothèse 1.1.2, donc1Y · C = 1Y <C presque sûrement). On peut donc dé�nir
de manière analogueĜ; estimateur de Kaplan-Meier de la fonctionG(t) = P(T · t).
La mesure dé�nie par l'estimateur de Kaplan-Meier n'attribue de poids qu'aux obser-
vations censurées, et renforce le poids des grandes observations. En e�et, il s'agit de
compenser le dé�cit d'observations dans la queue de distribution, dé�cit causé par la
censure.

L'étude des propriétés asymptotiques de cet estimateur a été principalement abor-
dée de deux manières di�érentes. L'approche martingale, développée notamment par
Gill (1980, 1983) aboutit à une représentation sous forme d'intégrale stochastique. La
normalité asymptotique découle du théorème de Rebolledo. Cette approche, présentée
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dans la section 2.1, permet d'obtenir la convergence en loi d'un certain nombre de fonc-
tionnelles, sans pour autant fournir de Théorème Central Limite pour les intégrales
Kaplan-Meier (KM-intégrales par la suite), c'est à dire les intégrales par rapport à la
mesure dé�nie par l'estimateur de Kaplan-Meier. L'étude de ces intégrales est la mo-
tivation première de la seconde approche, qui trouve un premier aboutissement chez
Stute (1996a). Il apparaît que l'une des di�cultés recontrées dans l'étude d'objets du
type

I (Á) =
Z

Á(y)dF̂ (y);

provient du fait que ces intégrales s'expriment comme des sommes de quantités non
i.i.d. En l'absence de censure, la loi empirique attribue la massen¡ 1 à chaque ob-
servation indistinctement. Or, ainsi qu'il a été mentionné plus haut, l'estimateur de
Kaplan-Meier compense les e�ets de la censure en attribuant un poids plus important
aux grandes observations. Ainsi, le poids attribué à chaque observation dépend de sa
place au sein de l'échantillon, et l'intégraleI (Á) est donc une somme de quantités non
i.i.d. qui ne peuvent s'étudier par les arguments classiques, c'est à dire loi des grands
nombres et Théorème Central Limite. Pour cette raison, un certain nombre de repré-
sentations i.i.d. (c'est à dire une représentation en une somme empirique i.i.d. plus un
terme asymptotiquement négligeable) de l'estimateur de Kaplan-Meier (Lo et Singh,
1986), de certaines de ses fonctionnelles (Gijbels et Veraverbeke, 1991), plus générale-
ment des KM-intégrales (Stute, 1996a) ont été proposées dans la littérature. Cette der-
nière approche permet notamment d'obtenir un Théorème Central Limite en présence
de censure. Ces représentations i.i.d. apparaissent comme un outil important pour la
résolution de nombreux problèmes statistiques, voir notamment Stute (1999), Stute,
González-Manteiga, et Sánchez-Sellero (2000), Sánchez Sellero, González Manteiga, et
Van Keilegom (2005), Gannoun, Saracco, Yuan, Bonney (2005). Ce seront également
des ingrédients cruciaux pour les prochains chapitres.

La section 2.2 détaille les arguments permettant de démontrer ce type de représen-
tations i.i.d. Elles sont démontrées pour un estimateur de Kaplan-Meier en présence de
variables explicatives, c'est à dire pour un estimateur (déduit de l'estimateur univarié
de Kaplan-Meier) de la fonction de répartition multivariée,

F (x; y) = P(X · x; Y · y);

sous l'hypothèse d'identi�abilité 1.1.3 (voir Stute, 1995, 1996a). De nouvelles contribu-
tions pour l'étude de ces intégrales Kaplan-Meier sont présentées, notamment en ce qui
concerne l'uniformité de résultats du type loi des grands nombres (voir Théorème 2.2.4)
ou Théorème Central Limite (voir Théorème 2.2.11). Par ailleurs, le Théorème 2.2.10
propose un Théorème Central Limite pour les intégrales par rapport à l'estimateur de
Kaplan-Meier de F (x; y); sous des conditions d'intégrabilité optimales.

La section 2.3 se penche quant à elle sur la variance des intégrales Kaplan-Meier et
son estimation.
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2.1 L'approche martingale

2.1.1 Représentation en intégrale stochastique

L'étude de l'estimateur de Kaplan-Meier a tout d'abord été e�ectuée à partir de
l'obtention d'une représentation en tant qu'intégrale stochastique (voir Gill, 1980, Gill,
1983, Fleming et Harrington, 1991). On dé�nit la �ltration

Fs = ¾f Tk1Tk · s; ±k1Tk · sg:

Il s'agit alors d'exprimer l'estimateur de Kaplan-Meier à partir des martingales suivantes
(continues à droite), relatives à la �ltration (Fs; s 2 R);

M F
i (t) = ±i 1Ti · t ¡

Z t

¡1

1Ti ¸ sdF(s)
1 ¡ F (s¡ )

;

M G
i (t) = (1 ¡ ±i )1Ti · t ¡

Z t

¡1

1Ti ¸ sdG(s)
1 ¡ G(s¡ )

;

M H
i (t) = 1Ti · t ¡

Z t

¡1

1Ti ¸ sdH (s)
1 ¡ H (s¡ )

:

On rappelle la dé�nition de la variation quadratique < M (t); M (t) > d'une martingale
M de carré intégrable.

Dé�nition 2.1 Pour toute martingale continue à droiteM par rapport à une �ltration
fF t ; t 2 Rg telle que, pout toutt; E [M (t)2] < 1 ; il existe un unique processus croissant
prévisible continu à droite noté< M (¢); M (¢) > tel que

� < M (¡1 ); M (¡1 ) > = 0 presque sûrement,
� pour tout t; E [< M (t); M (t) > ] < 1 ;
� M 2(t)¡ < M (t); M (t) > est une martingale continue à droite par rapport à la

�ltration F t :

La variation quadratique des martingales dé�nies précédemment peut être calculée ai-
sément.

< M F
i (t); M F

i (t) > =
Z t

¡1

1Ti ¸ t dF(s)
1 ¡ F (s¡ )

;

< M G
i (t); M G

i (t) > =
Z t

¡1

1Ti ¸ t dG(s)
1 ¡ G(s¡ )

;

< M H
i (t); M H

i (t) > =
Z t

¡1

1Ti ¸ t dH (s)
1 ¡ H (s¡ )

:

De plus, sous l'Hypothèse 1.1.2, on a (voir Théorèmes 2.5.2 et 2.6.1 de Fleming et
Harrington, 1991)

< M F
i (t); M G

i (t) > = 0 : (2.1.1)
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Par ailleurs, dé�nissons,

M F
+ (t) =

1
n

nX

i =1

M F
i (t);

M G
+ (t) =

1
n

nX

i =1

M G
i (t);

M H
+ (t) =

1
n

nX

i =1

M H
i (t):

Le théorème de représentation suivant fait le lien entre l'estimateur de Kaplan-Meier
et ces martingales. Il est à la source de l'approche qui consiste à étudierF̂ à partir de
martingales et d'intégrales stochastiques.

Théorème 2.1.1 Désignons pasS l'une des trois fonctions F; G ou H: Soit t tel que
1¡ S(t) > 0: On désigne parT(n) la plus grande observation de l'échantillon(T1; :::; Tn ):
Pour t · T(n) ; on a alors les représentations suivantes,

Ŝ(t) ¡ S(t)
1 ¡ S(t)

=
Z t

¡1

[1 ¡ Ŝ(s¡ )]dM S
+ (s)

[1 ¡ S(s)][1 ¡ Ĥ (s¡ )]
;

Ŝ(t) ¡ S(t)

1 ¡ Ŝ(t)
=

Z t

¡1

[1 ¡ S(s¡ )]dM S
+ (s)

[1 ¡ Ŝ(s)][1 ¡ Ĥ (s¡ )]
:

Preuve: La première assertion est démontrée au Théorème 3.2.3 et Corollaire 3.2.1
de Fleming et Harrington (1991). La seconde assertion se démontre de manière analogue.
Par intégration par parties,

1 ¡ S(t)

1 ¡ Ŝ(t)
= 1 +

Z t

¡1

[1 ¡ S(s¡ )]dŜ(s)

[1 ¡ Ŝ(s)][1 ¡ Ŝ(s¡ )]
¡

Z t

¡1

dS(s)

1 ¡ Ŝ(s)
:

On a donc

1 ¡ S(t)

1 ¡ Ŝ(t)
= 1 +

Z t

¡1

[1 ¡ S(s¡ )]

[1 ¡ Ŝ(s)]

"
dŜ(s)

1 ¡ Ŝ(s¡ )
¡

dS(s)
[1 ¡ S(s¡ )]

#

;

et le résultat suit.

2.1.2 Théorème de Rebolledo

Le Théorème de Rebolledo permet d'étudier la normalité asymptotique des intégrales
du type de celles dé�nies dans le Théorème 2.1.1. Nous le présentons ici sous une forme
générale où les variables aléatoiresY et C ont des lois qui dépendent den: Cette
hypothèse sera nécessaire ultérieurement (voir Chapitre 5, Lemme 5.2.15).
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Théorème 2.1.2 Soit M n =
P n

i =1 M i
n une suite de martingales, oùM i

n = N i
n ¡ A i

n ;
où N i

n désigne un processus de comptage, etA i
n son compensateur. Considérons un

processus du type

I n (t) =
Z t

¡1
f n (s)dMn (s):

On dé�nit, pour tout " > 0;

I "
n (t) =

Z t

¡1
f n (s)1jf n (s)j>" dMn (s):

Supposons quef n et f soient des processusFs prédictibles et localement bornés tel que
sups jf n (s) ¡ f (s)j ! 0. Supposons également queN i

n ; A i
n et f n soient bornés par une

constanteCn < 1 (qui peut croître quandn ! 1 ). Soit ®(t) =
Rt

¡1 f (s)2ds < 1 pour
tout t; alors si

1. < I n (t); I n (t) > ! ®(t) en probabilité,

2. < I "
n (t); I "

n (t) > ! 0 en probabilité pour tout " > 0;

alors

I n =)
Z

fdW dans D[R];

où =) désigne la convergence faible dans l'espaceD[R]; espace des fonctions continues
à droite, ayant une limite à gauche, muni de la topologie de Skohorod, et oùW est un
mouvement brownien.

Preuve: Voir Théorème 5.1.1 page 204 de Fleming et Harrington (1991). Dans le
cas où les compensateurs ne sont pas continus, voir Helland (1982).

La représentation du Théorème 2.1.1 et le Théorème 2.1.2 permettent de démontrer
le résultat suivant, pour la convergence en loi de l'estimateur de Kaplan-Meier. Cette
convergence n'est obtenue que sur un intervalle fermé à droite ne contenant pas¿H :
Nous l'énonçons dans le cas où les lois des di�érentes variables peuvent être di�érentes
pour chaquen:

Théorème 2.1.3 Soit F̂ l'estimateur de Kaplan-Meier calculé à partir de l'échantillon
(T1n ; ±1n ; :::; Tnn ; ±nn ); associé aux fonctions de répartitionFn ; Gn ; Hn convergeant uni-
formément respectivement vers des fonctions de répartitionF; G et H: Soit ¿ < ¿H : On
suppose que

� Les lois Fn ont le même support[0; ¿H ] (à partir d'un certain rang), et ¿Gn ¸ ¿H ;
� On suppose quesups· ¿ jFn (s) ¡ F (s)j ! 0;
� On suppose quesups· ¿ jHn (s) ¡ H (s)j ! 0:

Alors,
F̂ ¡ Fn

1 ¡ Fn
=) W(v(:)) dans D[0; ¿];

où

v(t) =
Z t

¡1

dF(s)
[1 ¡ H (s¡ )][1 ¡ F (s¡ )]

:
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Preuve: Nous suivons la preuve du Théorème 6.3.1 page 235 de Fleming et Har-
rington (1991), la seule di�érence provenant du fait que les lois des variables aléatoires
dépendent den:

Pour s · ¿;on a, par dé�nition de ¿H ; que 1¡ F (s) > 0: Sur l'ensemblef s > T (n)g;
où T(n) désigne la plus grande observation, on a

p
n

jF̂ (s) ¡ Fn (s)j1f s>T ( n ) g

1 ¡ Fn (s)
·

2
p

n
1 ¡ Fn (¿)

1f s>T ( n ) g ! 0 en probabilité:

Plaçons nous sur l'ensemblef T(n) ¸ sg: Par la représentation du Théorème 2.1.1,
on a

p
n

[F̂ (s) ¡ Fn (s)]
1 ¡ Fn (s)

=
Z s

¡1

1 ¡ F̂ (x¡ )
1 ¡ Fn (x)

p
n

(
dĤ1(x)

[1 ¡ Ĥ (x¡ )
¡

dFn (x)
[1 ¡ Fn (x¡ )]

)

;

où Ĥ1(t) = n¡ 1 P n
i =1 ±i 1Ti · t : Dé�nissons

¢( s) =
p

n
[1 ¡ F̂ (s¡ )]

[1 ¡ Fn (s)][1 ¡ Ĥ (s¡ )]
:

On est donc amené à considérer l'intégrale suivante,
Z

¢( s)dM Fn
+ (s):

On obtient sa convergence en loi par le Théorème 2.1.2 de Rebolledo. On renvoie au
Théorème 6.2.1 de Fleming et Harrington (1991) pour voir que les conditions du Théo-
rème de Rebolledo sont satisfaites dès lors que

lim
n!1

Z ¿

¡1

dFn (s)
1 ¡ Fn (s¡ )

< 1 ;

sup
s· ¿

jFn (s) ¡ F (s)j ! 0;

sup
s· ¿

¯
¯
¯
¯n

¡ 1¢( s)2[1 ¡ Ĥ (s¡ )] ¡
1

1 ¡ Hn (s¡ )

¯
¯
¯
¯ ! 0;

ces deux dernières convergences ayant lieu en probabilité. Pour la première condition,
il su�t de remarquer que cette intégrale est majorée par [1 ¡ Fn (¿¡ )]¡ 1 > 0; et que
Fn converge uniformément versF par hypothèse (etF (¿) < 1). La deuxième condition
est une des hypothèses du théorème. Pour véri�er la troisième condition, on applique
le Théorème 3.4.2, partie 2.a) de Fleming et Harrington (1991) sur la consistance de
l'estimateur de Kaplan-Meier. On en déduit que

n¡ 1¢( s)2[1 ¡ Ĥ (s¡ )] =
1

1 ¡ Ĥ (s¡ )
+ Rn (s);

avec sups· ¿ jRn (s)j = oP (1): On déduit alors la troisième condition du fait que l'on a
sups· ¿ jĤ (s) ¡ Hn (s)j = oP (1):
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2.1.3 Comportement de fonctionnelles de l'estimateur de Kaplan-
Meier

Le résultat du Théorème 2.1.3 n'est pas pleinement satisfaisant, puisqu'il fait interve-
nir une borne ¿ < ¿H : Le but de cette section est d'obtenir des résultats de convergence
sur toute la droite réelle pour des fonctionnelles de l'estimateur de Kaplan-Meier. Nous
rappelons tout d'abord l'inégalité de Lenglart, dans une forme adaptée aux objets que
nous étudions.

Théorème 2.1.4 Soit M une martingale de carré intégrable par rapport à une �ltration
F t : Soit f un processus prévisible, localement borné. Alors, pour tout temps d'arrêtT
tel queP(T < 1 ) = 1 ; et pour tous " et ´ positifs,

P

Ã

sup
t · T

½Z t

¡1
f (s)dM (s)

¾2

¸ "

!

·
´
"

+ P
µ Z T

¡1
f (s)2d < M; M > (s) ¸ ´

¶
:

Preuve: Voir la preuve du Théorème 3.4.1 page 113 de Fleming et Harrington
(1991).

L'inégalité de Lenglart est l'ingrédient clé qui permet de démontrer le Théorème
suivant. Ce théorème a été initialement démontré par Gill (1983), dans le cas où les
lois des variables aléatoires ne varient pas avecn: L'énoncé présenté ici est légèrement
di�érent, puisque la loi des variablesT dépend ici den:

Théorème 2.1.5 On suppose que les conditions du Théorème 2.1.3 sont véri�ées. Dé-
�nissons, pour une fonction S égale àF ou G; (resp. Sn égale àFn ou Gn convergeant
uniformément vers une limiteS),

Z Sn (t) =
Ŝ(t) ¡ Sn (t)

1 ¡ Sn (t)
;

Cn;F (t) =
Z t

a

dFn (s)
[1 ¡ Fn (s)][1 ¡ Hn (s¡ )]

;

Cn;G (t) =
Z t

¡1

dGn (s)
[1 ¡ Gn (s)][1 ¡ Hn (s¡ )]

:

Soit h une fonction positive décroissante sur[0; ¿H ]; satisfaisant la propriété d'intégra-
bilité

lim
u! ¿H

lim
n!1

Z ¿H

u
h(t)2dCn;S (t) < 1 : (2.1.2)

On a
p

n
¡
hZ Sn

¢T( n ) ) hZ S
1 ;

p
n

µ Z
hdZ Sn

¶ T( n )

)
Z

hdZ S
1 ;

p
n

µ Z
Z Sn dh

¶ T( n )

)
Z

Z S
1 dh;
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où (f )T( n ) désigne le processusf arrêté à T(n) ; la convergence étant obtenue dans l'espace
D] ¡ 1 ; ¿H ]; Z1 (t) étant un processus brownien de fonction de covariancev dé�nie au
Théorème 2.1.3.

Preuve: La preuve suit les lignes de la démonstration de Gill (1983). Voir également
le Théorème 6.3.2 de Fleming et Harrington (1991).

On déduit du Théorème 2.1.3 que les trois convergences sont obtenues surD]¡1 ; ¿];
pour tout ¿ < ¿H : De plus, la troisième relation se déduit des deux premières. Par
ailleurs, chaque processus limite est bien dé�ni. Le résultat découle dès lors du Théorème
7.5 de Billingsley (1999), qui montre qu'il su�t de montrer que, pour tout " > 0;

lim
t ! ¿H

¹limnP

Ã

sup
t · s· T( n )

jh(s)Z Sn (s) ¡ h(t)Z Sn
1 (t)j > "

!

= 0 ; (2.1.3)

lim
t ! ¿H

¹limnP

Ã

sup
t · s· T( n )

¯
¯
¯
¯

Z s

t
h(u)dZSn (u)

¯
¯
¯
¯ > "

!

= 0 : (2.1.4)

La condition (2.1.4) implique la condition (2.1.3) (voir par exemple Gill, 1983). Pour
montrer (2.1.4), appliquons l'inégalité de Lenglart du Théorème 2.1.4. On en déduit,
pour tout t < t 0 < ¿H ;

P

Ã

sup
t · s· t 0̂ T( n )

¯
¯
¯
¯

Z s

t
h(u)dZSn (u)

¯
¯
¯
¯ > "

!

·

´
"2 + P

ÃZ t0

t

h(s)2[1 ¡ Ŝ(s)][1 ¡ Hn (s¡ )]dSn (s)

[1 ¡ Sn (s)]2[1 ¡ Hn (s¡ )][1 ¡ Ĥ (s¡ )]
¸ ´

!

:

Soit M une constante positive. Dans l'inégalité précédente, la probabilité du membre
de droite se majore par

P

ÃZ t0

t

h(s)2[1 ¡ Ŝ(s)]dSn (s)
[1 ¡ Sn (s)]2[1 ¡ Hn (s¡ )]

> ´=M

!

+ P

Ã
[1 ¡ Hn (s¡ )]

[1 ¡ Ĥ (s¡ )]
¸ M

!

:

Par ailleurs, la première de ces deux probabilités tend, quandn tend vers l'in�ni, vers

¹limn!1 P

ÃZ t0

t

h(s)2dSn (s)
[1 ¡ Sn (s)][1 ¡ H (s¡ )]

> ´=M

!

;

par le Théorème 2.1.6 ci-dessous. De plus, si on choisit

´=M =
Z ¿H

t
h(s)2dCn;S (s);

qui est �nie pour n su�samment grand d'après les hypothèses, cette probabilité (et
donc la limite) vaut 0: On en déduit que la double limite de (2.1.4) est majorée, pour
toute constante M > 0; par

P

Ã
[1 ¡ Hn (s¡ )]

[1 ¡ Ĥ (s¡ )]
¸ M

!

:
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En appliquant l'inégalité (10.3.1) de Shorack et Wellner (1986), on obtient que cette
probabilité tend vers 0 quandM tend vers l'in�ni.

Remarque 2.1 Par la suite, dans le cas où la loi des variables est la même pour tout
n; on omettra la dépendance enn; et on notera Z S(t) et CS(t):

2.1.4 Ordres en probabilité

L'approche martingale permet de déterminer un certain nombre d'ordres en proba-
bilité, analogues à ceux obtenus pour la fonction de répartition empirique. Le Théorème
suivant reprend le résultat (10.3.1) de Shorack et Wellner (1986), obtenu pour la fonc-
tion de répartition empirique. Il a été établi par Gill (1980), puis étendu au cas de
variables dont la loi peut varier avecn par Zhou (1991). Nous renvoyons à ces auteurs
pour une preuve de ce résultat.

Théorème 2.1.6 Soit Ŝ désignant soitF̂ , Ĝ, Ĥ: On a

sup
t<T ( n )

1 ¡ S(t)

1 ¡ Ŝ(t)
= OP (1); et sup

t<¿ H

1 ¡ Ŝ(t)
1 ¡ S(t)

= OP (1)

Le Théorème suivant, dû à Csörg® (1996), propose des vitesses de convergences en
probabilité (l'auteur propose également des vitesses presques sûres que nous n'exploite-
rons pas par la suite) sur des intervalles croissant avecn: Par la suite, nous désignons
par T(k) la k-ème statistique d'ordre de l'échantillon(T1; :::; Tn ):

Théorème 2.1.7 Soit Ŝ désignant soit F̂ , Ĝ, Ĥ: Soit une suite kn déterministe telle
que

1. knn¡ 1 ! 0;

2. kn ¸ logn:

On a

sup
t<T ( n ¡ k n )

Ŝ ¡ S(t)
1 ¡ S(t)

= OP (k¡ 1=2
n ):

Preuve: Voir Csörg® (1996).

2.2 Les représentations i.i.d. des intégrales KM

L'approche de Gill est essentiellement liée à l'étude de l'estimateur de Nelson-Aalen
du taux de hasard cumulé. On dé�nit le taux de hasard cumulé, pour une loiF; comme

¤ F (t) =
Z t

¡1

dF(s)
1 ¡ F (s¡ )

;
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et son estimateur de Nelson-Aalen,

¤̂ F (t) =
Z t

¡1

dH1(s)

1 ¡ Ĥ (s¡ )
;

où H1(s) = P(T · s; ± = 1) : Cette approche pose un certain nombre de di�cultés
lorsqu'il s'agit de prouver la convergence des KM-intégrales du typeI (Á) où Á n'est pas
une fonction à support compact. Récemment, Akritas (2001) est néanmoins parvenu à
utiliser cette approche pour obtenir une représentation i.i.d. sous des conditions d'inté-
grabilité minimales. Cependant, cette méthode comporte trois inconvénients majeurs.

� Di�culté de généraliser la démonstration lorsque des variables explicatives sont
présentes (en particulier lorsque l'estimateur de Kaplan-Meier est remplacé par
l'estimateur de la fonction de répartition multivarié F (x; y) = P(X · x; Y · y);
dé�ni dans la section 2.2.3).

� Impossibilité d'obtenir une vitesse supérieure àn¡ 1=2 pour les fonctions Á non
identiquement nulles au voisinage de¿H :

� Di�culté à obtenir l'uniformité sur une classe de fonctions Á:
A l'inverse, l'approche de Stute (1995), satisfait aux deux premières exigences, et

peut être adaptée pour prendre en compte la troisième. Elle exige cependant des condi-
tions d'intégrabilité plus fortes. L'idée de Stute (1995) consiste à considérer une dé�ni-
tion "sommatoire" de l'estimateur de Kaplan-Meier. Ainsi qu'il a été déjà mentionné,
F̂ est une fonction continue par morceaux, avec sauts uniquement aux observations non
censurées. L'estimateur de Kaplan-Meier peut ainsi être exprimé sous la forme

F̂ (t) =
nX

i =1

Win 1Ti · t ; (2.2.1)

où Win est le saut à l'observationTi ; et en particulier vaut 0 si ±i = 0 : La démons-
tration de Stute repose alors sur une étude de ces sauts et des résultats concernant
les U-statistiques. Des résultats sur lesU-processus peuvent permettre de reprendre sa
démarche, et d'obtenir des résultats uniformes sur des classes de fonctions.

L'approche développée dans cette section sera une approche "hybride", utilisant à la
fois l'expression (2.2.1) de l'estimateur de Kaplan-Meier, et d'autre part les résultats de
la section précédente sur les martingales. Utiliser cette nouvelle approche permet ainsi
de développer une preuve nouvelle du Théorème de représentation i.i.d. des intégrales
Kaplan-Meier, qui ne sou�re pas des trois inconvénients cités précédemment. En par-
ticulier, contrairement au résultat de Stute (1995, 1996a), notre Théorème 2.2.10 sera
démontré sous des conditions d'intégrabilité optimales.

Dans la section 2.2.1 sont présentés les résultats de représentations démontrés par
Stute (1995) et Akritas (2001). Dans la section 2.2.2, nous nous intéresserons à une
expression des sautsWin de l'estimateur de Kaplan-Meier. Dans la section 2.2.3, nous
dé�nissons l'estimateur proposé par Stute (1993) qui généralise l'estimateur de Kaplan-
Meier à la présence de variables explicatives, et sous l'Hypothèse 1.1.4. Les résultats de
représentations i.i.d. seront démontrés pour cet estimateur, plus général. Les preuves de
ces représentations asymptotiques, débouchant sur des résultats type Loi des Grands
Nombres, ou Théorème Central Limite, sont obtenues dans les sections 2.2.4 à 2.2.8.
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2.2.1 Les résultats de Stute (1995) et Akritas (2001)

Représentation de Stute. Stute (1995) prouve la représentation suivante,
Z

Á(y)dF̂ (y) =
1
n

nX

i =1

·
±i Á(Ti )

1 ¡ G(Ti ¡ )
+ °1(Á; ±i ; Ti )

¸
+ Rn ; (2.2.2)

avec

°1(Á; ±; T) =
(1 ¡ ±)

R¿H
T + Á(s)dF (s)

1 ¡ H (T)
¡

Z T

¡1

[
R¿H

v+ Á(s)dF (s)]dG(v)

[1 ¡ G(v¡ )][1 ¡ H (v)]
;

et où Rn est un terme asymptotiquement négligeable pour peu queÁ satisfasse un
certain nombre de conditions d'intégrabilité. Un cas particulier important est l'étude
des fonctionsÁ(t) ´ 0 pour t > ¿ avec¿ < ¿H : Dans ce cas, on a besoin de la condition
d'intégrabilité suivante.

Hypothèse 2.2.1
R

Á(s)2[1 ¡ G(s)]¡ 1dF(s) < 1 ,

Sous cette condition, pour une fonctionÁ nulle pour t > ¿; le reste satisfait Rn =
OP (n¡ 1): En revanche, siÁ ne s'annule plus au voisinage de¿H ; Stute a besoin de
renforcer cette hypothèse d'intégrabilité.

Hypothèse 2.2.2
R

jÁ(y)jC1=2
G (y¡ )dF (y) < 1 ; où la fonction CG est dé�nie au Théo-

rème 2.1.5.

Sous l'Hypothèse 2.2.2, la représentation (2.2.2) reste valide, mais avec une vitesse
moindre, puisque le reste est de l'ordreRn = oP (n¡ 1=2):

Propriétés de la représentation (2.2.2). Calculons l'espérance du premier terme
de ce développement.

E
·

±Á(T)
1 ¡ G(T¡ )

¸
= E

·
E [± j Y ] Á(Y )

1 ¡ G(Y ¡ )

¸

= E [Á(Y )] ; (2.2.3)

où l'on a utilisé l'indépendance deY et C pour obtenir (2.2.3). Quant à l'espérance de
°1(Á; T; ±), elle est nulle quelle que soit la fonctionÁ: Pour le véri�er, observons que

°1(Á; Ti ; ±i ) =
Z ¹Á(s)

[1 ¡ H (s)]
dM G

i (s); (2.2.4)

où ¹Á(s) =
R¿H

s+ Á(u)dF (u):
Ainsi le premier terme de (2.2.2) assure la consistance des KM-intégrales (on retrouve

le résultat de Stute et Wang, 1993), tandis que°1 n'intervient que dans la variance
asymptotique.

Sur les conditions d'intégrabilité. L'Hypothèse 2.2.1 apparaît minimale étant
donnée la représentation, puisqu'elle correspond à l'existence d'un moment d'ordre 2
pour ±Á(T)[1 ¡ G(T¡ )]¡ 1. En e�et,

E

" ½
±Á(T)

1 ¡ G(T¡ )

¾2
#

=
Z

Á(y)2dF(y)
1 ¡ G(y¡ )

=
Z

Á(y)2dF(y)
1 ¡ G(y)

;
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la première égalité étant due à (2.2.3), la seconde provenant de l'Hypothèse 1.1.2. Cette
hypothèse d'intégrabilité n'est pas surprenante, puisque Yang (1994) montre que la
condition minimale de convergence de l'estimateur de Kaplan-Meier sur toute la ligne
réelle n'est possible que sous la condition

R
[1¡ G(s)]¡ 1dF(s) < 1 (le résultat de Yang

étant un résultat de TCL uniforme sur la famille de fonctions 1:<t ; t 2 R; d'enveloppe
constante égale à1).

De plus, l'Hypothèse 2.2.1 est su�sante pour obtenir un moment d'ordre 2 pour°1:
Pour le voir, on part de la formule 2.2.4. En appliquant le Théorème 2.1.2 de Rebolledo,
on obtient la convergence en loi den¡ 1=2 P n

i =1 °1(Á; Ti ; ±i ); pourvu que

Z ¹Á(s)2dG(s)
[1 ¡ H (s)][1 ¡ G(s¡ )]

< 1 : (2.2.5)

En appliquant le Théorème de Cauchy-Schwarz, on obtient la majoration

¯
¯ ¹Á(s)

¯
¯2 · [1 ¡ F (s)]

· Z ¿H

s
Á(t)2dF(t)

¸
: (2.2.6)

Ainsi, l'intégrale de l'équation (2.2.5) se majore par

Z Z
1t>s Á(t)2dF(t)dG(s)
[1 ¡ G(s¡ )][1 ¡ G(s)]

·
Z

Á(t)2dF(t)
1 ¡ G(t)

;

où l'on a majoré [1 ¡ G(t¡ )]¡ 1 par [1 ¡ G(t)]¡ 1; et où on a appliqué le Théorème de
Fubini. On obtient donc que la condition (2.2.1) implique la condition (2.2.5).

De ce fait, l'Hypothèse 2.2.2 est plus obscure, puisqu'elle n'intervient pas dans la
variance asymptotique. Elle provient des arguments de tension utilisés par Stute (1995)
pour obtenir un résultat sur la ligne réelle tout entière. Il faut néanmoins remarquer
que cette hypothèse est relativement faible, et peut être satisfaite par un grand nombre
de modèles. En e�et, on peut majorerCG(t) par [1 ¡ H (t)]¡ 1. L'Hypothèse 2.2.2 est
donc impliquée par Z

jÁ(t)jdF (t)
[1 ¡ H (t)]1=2

< 1 :

Dans le cas particulier où(1 ¡ F ) » c(1 ¡ G)¯ ; pour une constantec; au voisinage de
¿H ; la condition est donc satisfaite si

Z
jÁ(y)jdF (y)

[1 ¡ G(y¡ )]® < 1 ;

pour ® = (1 + ¯ )=2: Une discussion plus détaillée de l'Hypothèse 2.2.2 se trouve dans
Stute (1995).

Représentation d'Akritas. Akritas (2001), à partir de la représentation du Théo-
rème 2.1.1, remarque que

dF̂ (s)¡ dF (s) = ¡

" Z s

¡1

[1 ¡ F̂ (x¡ )]d[¤̂ F ¡ ¤ F ](x)
1 ¡ F (x)

#

dF (s)+[1 ¡ F̂ (s¡ )]d[¤̂ F ¡ ¤ F ](s):
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Dans ces conditions, sous l'Hypothèse 2.2.1 uniquement, il obtient
Z

Á(s)dF̂ (s) =
Z

Á(s)dF (s) +
Z ·

Á(s)
1 ¡ G(s¡ )

¡
¹Á(s)

1 ¡ H (s)

¸
dM F

+ (s)

+ oP (n¡ 1=2): (2.2.7)

L'Hypothèse 2.2.2 apparaît super�ue dans sa démonstration.
Equivalence des deux représentations. Nécessairement, les deux termes prin-

cipaux sont donc égaux à un resteoP (n¡ 1=2) près. La Proposition suivante est plus
précise, puisqu'elle montre que ces deux termes principaux sont en réalité parfaitement
égaux.

Proposition 2.2.1 Soit Á une fonction satisfaisant l'Hypothèse 2.2.1. On a la relation
Z

Á(s)d ~F (s) +
1
n

nX

i =1

°1(Á; Ti ; ±i ) =
Z ·

Á(s)
1 ¡ G(s)

¡
¹Á(s)

1 ¡ H (s)

¸
dM F

+ (s)

+
Z

Á(s)dF (s);

avec

~F (s) =
1
n

nX

i =1

±i 1Ti · s

1 ¡ G(Ti ¡ )
:

Preuve: Partant de la représentation (2.2.2),

1
n

nX

i =1

±i Á(Ti )
1 ¡ G(Ti ¡ )

=
Z

Á(s)dM F
+ (s)

1 ¡ G(s)
+

Z
1 ¡ Ĥ (s¡ )
1 ¡ H (s¡ )

Á(s)dF (s)

=
Z

Á(s)dM F
+ (s)

1 ¡ G(s)
+

Z
Á(s)dF (s)

+
Z

H (s¡ ) ¡ Ĥ (s¡ )
1 ¡ H (s¡ )

Á(s)dF (s):

La dernière intégrale s'écrit, par la représentation du Théorème 2.1.1 et le théorème de
Fubini,

Z
H (s¡ ) ¡ Ĥ (s¡ )

1 ¡ H (s¡ )
Á(s)dF (s) = ¡

Z Z 1

t+
Á(s)dF (s)

dM H
+ (t)

1 ¡ H (t)

= ¡
Z ¹Á(s)dM H

+ (s)
1 ¡ H (s)

:

En utilisant que dM G
i = dM H

i ¡ dM F
i et l'expression (2.2.4),

1
n

nX

i =1

°1(Á; Ti ; ±i ) = ¡
Z ¹Á(s)dM F

+ (s)
1 ¡ H (s)

+
Z ¹Á(s)dM H

+ (s)
1 ¡ H (s)

:

On obtient ainsi l'équivalence de (2.2.2) et (2.2.7).
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2.2.2 Les sauts de l'estimateur de Kaplan-Meier

Par des raisonnements combinatoires, Stute et Wang (1993) obtiennent l'expression
suivante des sauts de l'estimateurs de Kaplan-Meier,

W(in ) =
±(in )

n ¡ i + 1

i ¡ 1Y

j =1

·
n ¡ j

n ¡ j + 1

¸
;

où W(in ) est le saut à lai -ème observationT(i ) dans l'échantillon ordonné, et±(in ) est
la réalisation de± correspondant àT(i ) . Par la suite, nous préférerons manipuler le saut
noté Win à l'observation Ti (donc dans l'échantillon non ordonné). Le Lemme suivant
fournit l'expression deWin en fonction de l'estimateur de Kaplan-MeierĜ de la fonction
de répartition de la variable de censure.

Lemme 2.2.2 La contribution à la masse deF̂ de l'observationi s'exprime comme

Win =
1
n

±i

1 ¡ Ĝ(Ti ¡ )
:

Preuve: On pourra trouver une démonstration détaillée dans Satten et Datta
(2001), ou raisonner directement à partir du Lemme 2.1 de Stute (1995). Une autre
approche consiste à remarquer que, sous l'hypothèseY et C indépendants, les fonctions
de répartitions satisfont l'équation suivante,

f 1 ¡ F (t¡ )gdH1(t) = f 1 ¡ H (t¡ )gdF (t);

tandis que l'estimateur de Kaplan-Meier satisfait

f 1 ¡ F̂ (t¡ )gdĤ1(t) = f 1 ¡ Ĥ (t¡ )gdF̂ (t):

Par ailleurs, 1 ¡ Ĥ (t¡ ) = f 1 ¡ F̂ (t¡ )gf 1 ¡ Ĝ(t¡ )g: On en déduit

dF̂ (t) =
dĤ1(t)

1 ¡ Ĝ(t¡ )
:

On en déduit le résultat quand lesTi sont tous distincts. Lorsqu'il y a k variables àTi

telles que les réalisations de± correspondantes soient égales à 1, la masse enTi vaut
donc k=n±i [1 ¡ Ĝ(Ti ¡ )]; on partage cette somme de façon égale entre lesk ex-aequos
et on en déduit le résultat.

Le Lemme 2.2.2 ainsi que la représentation (2.2.2) invitent à regarder l'écart entre le
saut Win et le sautW ¤

i = n¡ 1±i [1¡ G(Ti ¡ )]¡ 1 qui pourrait être utilisé si l'on connaissait
la fonction G. Le Lemme suivant fournit une majoration utile de l'écart.

Lemme 2.2.3 On a, pour tout " > 0 et pour tout ® > 0;

jWin ¡ W ¤
i j · sup

t · T( n )

¯
¯
¯
³

C¡ 1=2¡ "
G (t)ZG(t¡ )

´ ®
ZG(t¡ )1¡ ®

¯
¯
¯

£ sup
t · T( n )

¯
¯
¯
¯
¯
1 ¡ G(t¡ )

1 ¡ Ĝ(t¡ )

¯
¯
¯
¯
¯
W ¤

i C®=2+ ®"
G (Ti ):
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En particulier,
jWin ¡ W ¤

i j · Rn (®) £ W ¤
i C®=2+ ®"

G (Ti );

avecRn = OP (n¡ ®=2):

Preuve: La première partie du lemme est immédiate en multipliant au numérateur
et au dénominateur parC®=2+ ®"

G (Ti )[1 ¡ G(Ti ¡ )]; et en majorant par le supremum pour
t · T(n) : La seconde partie est une conséquence du Théorème 2.1.6, et du Théorème

2.1.5 pour la fonctionh(t) = C1=2+ "
G (t): Cette fonction h est bien décroissante et satisfait

la condition (2.1.2).

2.2.3 L'estimateur de Kaplan-Meier en présence de variables explica-
tives

En présence de variables explicatives,X 2 X ½ Rd; et sous l'Hypothèse d'identi�a-
bilité 1.1.4, Stute (1993) propose un estimateur de la fonction de répartition multivariée,
(notée F (x; y) = P(Y · y; X · x)). Partant de l'expression (2.2.1) de l'estimateur de
Kaplan-Meier, Stute propose d'utiliser

F̂ (x; y) =
nX

i =1

Win 1Ti · y;X i · x =
1
n

nX

i =1

±i 1Ti · y;X i · x

1 ¡ Ĝ(Ti ¡ )
: (2.2.8)

Une autre façon de motiver l'introduction de l'estimateur (2.2.8) serait de considérer la
fonction de répartition

~F (x; y) =
1
n

nX

i =1

±i 1Ti · y;X i · x

1 ¡ G(Ti ¡ )
: (2.2.9)

Cette fonction de répartition n'est pas à proprement parler un estimateur, puisqu'elle
dépend de la fonction de répartitionG qui est inconnue. Néanmoins, on peut remarquer
que, si la fonction G était connue, l'estimateur ~F serait un estimateur sans biais de la
fonction de répartition F; et que les intégrales par rapport à la mesure dé�nie par cette
fonction de répartition seraient elles-mêmes non biaisées.

En e�et, pour une fonction Á(x; y); on a l'analogue de (2.2.3),

E
·

±Á(X; T )
1 ¡ G(T¡ )

¸
= E

·
E [1Y · C j X; Y ] Á(X; Y )

1 ¡ G(Y ¡ )

¸

= E [Á(X; Y )] ; (2.2.10)

où on a utilisé l'Hypothèse 1.1.4 pour passer à la dernière ligne.
Dès lors, F̂ peut être vu comme une estimation de cet estimateur idéal~F : La ma-

nière nouvelle que nous proposons pour obtenir une représentation asymptotique des
intégrales du type

I (Á) =
Z

Á(x; y)dF̂ (x; y);

consiste à considérer la di�érence entre ces intégrales, et les intégrales par rapport à
la fonction ~F . Les représentations i.i.d. découleront donc essentiellement des résultats
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de la section 2.1, et plus particulièrement des propriétés dêG: L'argument de tension
qui permettra d'obtenir une représentation surRd £ R (et non sur Rd£ ] ¡ 1 ; ¿]; pour
¿ < ¿H ) sera relativement similaire à celui utilisé par Stute (1995,1996a). Notre nouvelle
approche permettra cependant d'utiliser les résultats de la section 2.1 a�n de se passer
de l'Hypothèse 2.2.2. Contrairement à la méthode proposée par Akritas (2000), cette
méthode est bien adaptée à la présence de variables explicatives.

Dans la section 2.2.4, nous prouvons un résultat de loi des grands nombres, uniforme
sur une classe de fonctions. Dans la section 2.2.5, nous livrons un premier résultat de
Théorème Central Limite. Il porte sur des fonctionsÁ satisfaisantÁ(x; y) ´ 0 pour y > ¿;
où ¿ < ¿H : Dans ce cas particulier, la vitesse de décroissance du terme résiduel de la
représentation est supérieur àn¡ 1=2: Les sections 2.2.6 et 2.2.7 étudient le cas général
où Á ne s'annule pas au voisinage de¿H : Dans la section 2.2.6, une seule fonctionÁ
est considérée, et la représentation i.i.d. est obtenue sous des hypothèses d'intégrabilité
optimales, c'est à dire sans recourir à une hypothèse du même type que l'Hypothèse
2.2.2. Dans la section 2.2.7, nous parvenons à démontrer une représentation uniforme
sur une classe de fonctions. Néanmoins, cette uniformité se démontre au prix d'une
condition d'intégrabilité supplémentaire (légèrement plus forte que la condition 2.2.2).

2.2.4 Loi uniforme des grands nombres

Il s'agit ici d'obtenir une représentation i.i.d. avec un reste enoP (1): Le théorème
suivant fournit un résultat de loi faible des grands nombres uniforme sur une classe de
fonctions. Nous rappelons tout d'abord la terminologie des "bracketing numbers".

Dé�nition 2.2 Soit deux fonctionsu et l:
� On note [u; l ] l'ensemble des fonctionsf telles queu · f · l: On dira que [u; l ]

est un "¡ crochet (pour la norme k ¢ k) si ku ¡ lk · ":
� On dit qu'un ensemble de"¡ crochets([ui ; l i ])1· i · k recouvreF si, pour tout f 2 F ;

il existe 1 · j · k tel quef 2 [uj ; l j ]: On note N []("; F ; k ¢ k) le "bracketing num-
ber" (voir Van der Vaart et Wellner, 1996), i.e. le nombre minimal de "¡ crochets
nécessaire pour recouvrirF :

Théorème 2.2.4 On suppose queG est continue. SoitF une classe de fonctions d'en-
veloppe© intégrable. On suppose que, pour¿0 < ¿ · ¿H ; la classe de fonctionsF¿ =
f (c; x; y) ! 1y<c [1 ¡ G(y¡ )]¡ 1jÁ(x; y)j1y· ¿g est P¡ Glivenko-Cantelli. On a

8Á 2 F ;
Z

Á(y)dF̂ (y) =
1
n

nX

i =1

±i Á(Ti )
1 ¡ G(Ti ¡ )

+ oP (1):

Le type de condition sur la classe de fonctionF s'obtient facilement, notamment si
l'on possède une majoration du covering number de la classe de fonctions. Voir également
Corollaire 8.6 de Giné et Zinn (1984).
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Preuve: Soit ¿ < ¿H . On a

Z
Á(x; y)1y· ¿dF̂ (x; y) =

1
n

nX

i =1

±i Á(X i ; Ti )1Ti · ¿

1 ¡ G(Ti ¡ )

+
1
n

nX

i =1

±i [Ĝ(Ti ¡ ) ¡ G(Ti ¡ )]Á(X i ; Ti )1Ti · ¿

[1 ¡ G(Ti ¡ )][1 ¡ Ĝ(Ti ¡ )]
:

Pour étudier le premier terme, on utilise le fait que la classe de fonctionsF¿ est
P¡ Glivenko-Cantelli pour ¿ su�samment grand. Pour le second terme, on utilise les
Théorèmes 2.1.3 et 2.1.6 pour conclure que ce deuxième terme estoP (1) uniformément
en Á:

Pour justi�er le passage¿ ! ¿H ; on applique la Proposition 2.2.12, avec

Pn (¿; Á) =
Z

Á(x; y)1y· ¿d(F̂ ¡ F )(x; y);

Zn = sup
t · T( n )

1 ¡ G(t¡ )

1 ¡ Ĝ(t¡ )
;

Gn (¿) =
1
n

nX

i =1

±i ©(X i ; Ti )1Ti >¿

1 ¡ G(Ti ¡ )
:

Le résultat de convergence pour la classe de fonctionsF¿ assure quePn (¿; Á) =) 0: Zn =
OP (1) par le Théorème 2.1.6. Par la loi des grands nombres,Gn (¿) ! E [©(Y )1Y >¿ ];
limite qui décroît vers 0 quand ¿ tend vers ¿H :

Pour obtenir une loi forte des grands nombres, les Hypothèses du Théorème doivent
être renforcées, et on ne peut plus avoir simplement recours à l'approche précédente. En
e�et, la preuve utilise le Théorème 2.1.6 qui fournit un ordre en probabilité. Obtenir un
résultat de convergence presque sûre nécessite d'avoir recours aux arguments de Stute
et Wang (1993) et Stute (1993).

Stute (1993) démontre ainsi le résultat suivant, pour une seule fonctionÁ:

Théorème 2.2.5 Pour toute fonction Á telle queE[Á(X; Y )] < 1 ,
¯
¯
¯
¯

Z
Á(x; y)d(F̂ ¡ F )(x; y)

¯
¯
¯
¯ ! 0; p:s:

Preuve: Voir Stute (1993), et Stute et Wang (1993) en l'absence de variable expli-
cative.

Ce théorème peut être étendu à une classe de fonctions, comme le suggèrent Stute
et Wang (1993). Bae et Kim (2003) ont étudié cette extension.

Théorème 2.2.6 Soit F une classe de fonctions telle queN []("; F ; L 1) < 1 : Alors

sup
f 2F

¯
¯
¯
¯

Z
f (x; y)d[F̂ ¡ F ](x; y)

¯
¯
¯
¯ ! 0 presque sûrement.
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Le résultat de Bae et Kim (2003) n'ayant pas été démontré en présence de variables
explicatives, nous en fournissons une preuve succinte dans ce cadre.

Preuve: Soit " > 0: On prend N []("; F ; L 1) " ¡ crochets[l i ; ui ] recouvrant F ; et tels
que

R
(ui ¡ l i )(x; y)dF (x; y) < ": Dé�nissons

Un (f ) =
Z

f (x; y)d[F̂ ¡ F ](x; y):

Pour tout f; il existe un crochet [l i ; ui ] tel que

Un (f ) =
Z

f (x; y)dF̂ (x; y) ¡
Z

ui (x; y)dF (x; y) +
Z

ui (x; y)dF (x; y)

¡
Z

f (x; y)dF (x; y)

·
Z

ui (x; y)d[F̂ ¡ F ](x; y) +
Z

[ui (x; y) ¡ l i (x; y)]dF (x; y):

On en déduit que

sup
f 2F

Un (f ) · max
1· i · N [] (" )

Z
ui (x; y)d[F̂ ¡ F ](x; y) + ":

En appliquant le Théorème 2.2.5, l'intégrale du membre de droite tend vers 0 presque
sûrement, et par suite, avec probabilité 1,

¹lim sup
f

jUn (f )j · ":

2.2.5 Représentation i.i.d. pour des fonctions s'annulant au voisinage
de ¿H

Soit F une classe de fonctions euclidienne, ayant une enveloppe© de carré intégrable.
On suppose de plus que cette enveloppe satisfait

8t > ¿; ©(x; t ) = 0 ; ¿ < ¿H : (2.2.11)

Le résultat présenté dans cette section peut également être déduit du Théorème 1
de Sánchez Sellero, González Manteiga et Van Keilegom (2005), dans le cas d'une
V C¡ classe de fonctions. Leur résultat est obtenu dans un contexte où les données sont
censurées à droite et tronquées à gauche. La démonstration reprend les principales étapes
de la démonstration de Stute (1995, 1996a), remplaçant les résultats sur les vitesses de
convergence deU¡ statistiques par des résultats de convergence deU¡ processus indexés
par la classeF : Les auteurs n'imposent pas la nullité de© au voisinage de¿H ; cette
condition étant remplacée par une condition (très forte) de moments. En particulier,
cette condition impose la décroissance des fonctionsÁ (décroissance au moins exponen-
tielle dans le cas où les variablesY et C sont exponentielles, par exemple). Les exemples
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pratiques considérés par Sánchez Sellero, González Manteiga et Van Keilegom (2005),
ainsi que dans le reste de cette thèse concernent des fonctions s'annulant au voisinage
de ¿H ; si bien que nous simpli�erons l'énoncé en écartant ces conditions trop fortes.

La démonstration présentée ici prend un autre chemin, fondé sur l'expression des
sauts de l'estimateur de Kaplan-Meier, fournie au Lemme 2.2.2.

Théorème 2.2.7 Soit Á 2 F ; classe de fonctions euclidienne et d'enveloppe© de carré
intégrable satisfaisant la condition (2.2.11). On a la représentation suivante,

Z
Á(x; y)dF̂ (x; y) =

Z
Á(x; y)d ~F (x; y) +

1
n

nX

i =1

°1(Á; Ti ; ±i ) + Rn (Á);

avecsupÁ2F jRn (Á)j = OP (n¡ 1); où

¹Á(y) =
Z 1

y

Z

x2X
Á(x; s)dF (x; s);

°1(Á; T; ±) =
Z ¹Á(y)dM G

i (y)
1 ¡ H (y)

:

Ce développement a été montré initialement par Stute (1996a), pour une seule fonc-
tion Á: Voir également Sánchez Sellero, González Manteiga et Van Keilegom (2005) pour
une représentation uniforme sur uneV C¡ classe.

En observant la représentation i.i.d., on observe que, comme dans le cas univarié, seul
l'intégrale par rapport à ~F fournit la limite de

R
Á(x; y)dF̂ (x; y); le terme supplémentaire

n'intervenant que dans la variance. En e�et, le terme°1 ne dépend pas deX i ; et est donc
une martingale par rapport à la �ltration Fs = ¾f Tk1Tk · s; ±k1Tk · sg: En particulier,
E [°1(Á; T; ±)] = 0 :

Preuve: On applique le Lemme 2.2.2, et on déduit

Z
Á(x; y)dF̂ (y) =

1
n

nX

i =1

±i Á(X i ; Ti )
1 ¡ G(Ti ¡ )

+
1
n

nX

i =1

±i Á(X i ; Ti )

1 ¡ Ĝ(Ti ¡ )

Ĝ(Ti ¡ ) ¡ G(Ti ¡ )
1 ¡ G(Ti ¡ )

=
1
n

nX

i =1

±i Á(X i ; Ti )
1 ¡ G(Ti ¡ )

+ S1(Á):

On réécrit,

S1(Á) =
1
n

nX

i =1

±i Á(X i ; Ti )
1 ¡ G(Ti ¡ )

Ĝ(Ti ¡ ) ¡ G(Ti ¡ )
1 ¡ G(Ti ¡ )

+ R0(Á)

= S2(Á) + R0(Á):

Le reste R0(Á) est étudié au Lemme 2.2.9. Pour le termeS2(Á); on utilise le dévelop-
pement i.i.d. de ZG démontré au Lemme 2.2.8 ci-dessous. La condition (2.2.11) permet
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d'appliquer ce Lemme, puisqu'elle assure que l'on ne considère que les termes pour
T · ¿: On obtient

S2(Á) =
Z Z

x2X

Z t ¡

¡1

dM G
+ (s)

[1 ¡ H (s)]
Á(x; t )d ~F (x; t ) +

Z Z

x2X
R(t¡ )Á(x; t )d ~F (x; t )

=
Z · Z + 1

s

Z

x2X
Á(x; t )d ~F (x; t )

¸
dM G

+ (s)
[1 ¡ H (s)]

+
1
n

nX

i =1

±i Á(X i ; Ti )R(Ti ¡ )
1 ¡ G(Ti ¡ )

=
Z ¹Á(s)dM G

+ (s)
1 ¡ H (s)

+
Z

hR+ 1
s

R
x2X Á(x; t )d( ~F ¡ F )(x; t )

i
dM G

+ (s)

[1 ¡ H (s)]
+ R1(Á):

Puisquesupt · ¿ jR(t)j = OP (n¡ 1); on obtient que

sup
Á2F

jR1(Á)j · OP (n¡ 1) £
1
n

nX

i =1

±i ©(X i ; Ti )R(Ti ¡ )
1 ¡ G(Ti ¡ )

= OP (n¡ 1):

Dé�nissons

R2(Á) =
Z

hR+ 1
s

R
x2X Á(x; t )d( ~F ¡ F )(x; t )

i
dM G

+ (s)

[1 ¡ H (s)]
:

R2(Á) est étudié au Lemme 2.2.9.
Le Lemme suivant fournit une représentation i.i.d. deZG (et donc de Ĝ) pour

t · ¿ < ¿H : Ce type de représentations a été considéré par Lo et Singh (1986), Major
et Retj® (1988), Gijbels et Veraverbeke (1991). Nous proposons ici une démonstration
alternative.

Lemme 2.2.8 Soit ¿ < ¿H . On a la représentation

ZG(t) =
Z

dM G
+ (s)

[1 ¡ H (s)]
+ R(t)

avecsupt · ¿ jR(t)j = OP (n¡ 1):

Preuve: Par la représentation du Théorème 2.1.1, on obtient, pourt · ¿; sur
l'ensemblef T(n) > ¿g;

ZG(t) =
Z t

¡1

dM G
+ (s)

[1 ¡ G(s)][1 ¡ F (s¡ )]

+
Z t

¡1

F̂ (s¡ ) ¡ F (s¡ )dM G
+ (s)

[1 ¡ G(s)][1 ¡ F̂ (s¡ )][1 ¡ F (s¡ )]
: (2.2.12)

Sous l'Hypothèse 1.1.2, on peut remplacer[1¡ F (s¡ )] par [1¡ F (s)] puisqu'on intègre par
rapport à M G

+ : Pour le deuxième terme, on utilise l'inégalité de Lenglart du Théorème
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2.1.4, avec le temps d'arrêt¿: On obtient, pour tout " > 0;

P

0

@n sup
t · ¿

( Z t

¡1

[F̂ (s¡ ) ¡ F (s¡ )]dM G
+ (s)

[1 ¡ G(s)][1 ¡ F̂ (s¡ )][1 ¡ F (s¡ )]

) 2

> "

1

A

·
1

"1=2
+ P

Ã
1
n

nX

i =1

Z ¿

¡1

n[F̂ (s¡ ) ¡ F (s¡ )]21Ti ¸ sdG(s)

[1 ¡ G(s)]2[1 ¡ G(s¡ )][1 ¡ F̂ (s¡ )]2[1 ¡ F (s¡ )]2
¸

p
"

!

:

En appliquant le Théorème 2.1.5 pour la fonctionh(t) = 1t · ¿[1¡ F (t)], et le Théorème
2.1.6, on obtient que

sup
s· ¿

¯
¯
¯
¯
¯

[F̂ (s¡ ) ¡ F (s¡ )]2

[1 ¡ G(s)]2[1 ¡ G(s¡ )][1 ¡ F̂ (s¡ )]2[1 ¡ F (s¡ )]2

¯
¯
¯
¯
¯

= OP (n¡ 1):

On en déduit que

lim
" !1

¹limn!1 P

Ã
1
n

nX

i =1

Z ¿

¡1

n[F̂ (s¡ ) ¡ F (s¡ )]2[1 ¡ F (s¡ )]¡ 21Ti ¸ sdG(s)

[1 ¡ G(s)]2[1 ¡ G(s¡ )][1 ¡ F̂ (s¡ )]2
¸

p
"

!

= 0 ;

puis que

lim
" !1

¹limn!1 P

0

@n sup
t · ¿

( Z t

¡1

[F̂ (s¡ ) ¡ F (s¡ )][1 ¡ F (s¡ )]¡ 1dM G
+ (s)

[1 ¡ G(s)][1 ¡ F̂ (s¡ )]

) 2

> "

1

A = 0 ;

donc le second terme de (2.2.12) est bienOP (n¡ 1) uniformément en ¿:

Lemme 2.2.9 Sous les hypothèses du Théorème 2.2.7,supÁ2F jRi (Á)j = OP (n¡ 1); pour
i = 0 ou 2.

Preuve: L'ordre de R0(Á).
On a

R0(Á) =
1
n

nX

i =1

±i Á(Ti )ZG(Ti ¡ )2

1 ¡ Ĝ(Ti ¡ )
:

L'Hypothèse (2.2.11) permet de majorerÁ(Ti )ZG(Ti ¡ )2 par j©(Ti )j[supt · ¿ jZG(t¡ )j]2.
Le Théorème 2.1.5 (pourh(t) = 1t<¿ ) assure que le supremum est unOP (n¡ 1=2): Par
ailleurs, en utilisant le Théorème 2.1.6 et le fait que[1¡ G(t¡ )]¡ 1 est borné pourt < ¿;
on en déduit l'ordre désiré.

L'ordre de R2(Á): Si l'on ne s'intéresse pas à l'uniformité enÁ; le termeR2(Á) peut
être traité par l'inégalité de Lenglart, en remarquant que, par la convergence en loi du
processus empirique,sups j

R¿H
s

R
X Á(x; t )d[ ~F ¡ F ](x; t )j = OP (n¡ 1=2); et en procédant

de même qu'au Lemme 2.2.8. Pour obtenir l'uniformité enÁ; on ne peut plus utiliser
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l'inégalité de Lenglart, et il faut avoir recours à d'autres arguments. On peut réécrire
R2(Á) sous forme de somme.

R2(Á) =
1
n2

X

i;j

(1 ¡ ±j )±i Á(X i ; Ti )1Ti >T j

[1 ¡ G(Ti ¡ )][1 ¡ H (Ti )]
¡ E

·
Á(X i ; Ti )1Ti >T j

1 ¡ H (Ti )
jTj

¸

¡
Z

±i Á(X i ; Ti )1Ti ¸ s1Tj ¸ sdG(s)

1 ¡ G(s¡ )
+

Z ¹Á(s)1Tj ¸ sdG(s)

1 ¡ G(s¡ )
:

La somme des termes pouri = j est majorée en valeur absolue par

M
n

£
1
n

nX

i =1

E[©(X i ; Ti )jTi ];

puisque les dénominateurs sont bornés. Cette quantité estOP (n¡ 1) uniformément en
Á: Le terme principal est un U¡ processus dégénéré indexé parÁ: F étant une classe
euclidienne, la classe de fonctions~F = f 1F ; où

f 1 : (t1; d1; x1; t2; d2; x2) !
(1 ¡ d2)d1

[1 ¡ G(t1¡ )][1 ¡ H (t1)]
;

est une classe euclidienne d'enveloppeM 0£ ©; où M 0 est une constante, par le Lemme
2.14, partie (ii) de Pakes et Pollard (1989). De même, la classe de fonctionsf 2F où

f 2 : (t1; d1; x1; t2; d2; x2) !
Z

d11t1 ¸ s1t2 ¸ sdG(s)
1 ¡ G(s¡ )

:

Les deux autres classes de fonctions intervenant dans l'expression deR2(Á) comme un
U¡ processus sont également euclidiennes. En e�et, elles s'expriment toutes deux comme
des transformations linéairesÃ(Á) satisfaisant

jÃ(Á)j · M 00kÁk2;

où M 00est une constante positive. En considérant un"k©k2=M 00¡ recouvrement composé
de fonctionsg1; :::; gN ("k©k2=M 00;F ;k¢k2 ) de F ; on obtient un "¡ recouvrement deÃ(F ):

R2(Á) est donc unU¡ processus indexé par une classe euclidienne. Par le Corollaire
4 de Sherman (1994a), on en déduit quesupÁ2F jR2(Á)j = OP (n¡ 1):

2.2.6 Cas général sous des conditions d'intégrabilité optimale

On considère maintenant une fonctionÁ ne s'annulant plus nécessairement au voi-
sinage de¿H : En particulier, pour chaque ¿ < ¿H ; la fonction Á(:)1:· ¿ satisfait les
hypothèses du Théorème 2.2.7. L'argument de tension que nous allons utiliser repose
sur l'inégalité de Lenglart (Théorème 2.1.4). De ce fait, nous ne pouvons obtenir l'uni-
formité de la représentation sur une classe de fonctions.

La condition d'intégrabilité 2.2.1 doit être tout d'abord légèrement modi�ée, du fait
de la présence de variables explicatives.
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Hypothèse 2.2.3 On suppose
Z

Á(x; y)2[1 ¡ G(y¡ )]¡ 1dF(x; y) < 1 :

En e�ectuant un raisonnement analogue à celui de la section 2.2.1 (qui était e�ectué
en l'absence deX ), la variance du terme principal de la représentation ci-dessous est
�nie si et seulement si l'Hypothèse 2.2.3 est véri�ée. Aucune condition d'intégrabilité
telle que (2.2.2) n'est nécessaire. Le calcul de la variance de ce terme principal est
e�ectué dans la section 2.3.

Théorème 2.2.10 On considère une fonctionÁ satisfaisant l'Hypothèse 2.2.3.
Z

Á(x; y)dF̂ (y) =
Z

Á(x; y)d ~F (x; y) +
1
n

nX

i =1

°1(Á; Ti ; ±i ) + Rn (Á);

avecRn (Á) = oP (n¡ 1=2):

Preuve: On applique le Théorème 2.2.7 à la fonctionÁ(¢)1¢<¿ : Dé�nissons le pro-
cessus

Pn (t) = n1=2
Z t

¡1

Z

x2X
Á(x; y)d[F̂ ¡ ~F ](x; y): (2.2.13)

D'après le Théorème 2.2.7, pour chaque¿ < ¿H ce processus converge en loi vers un
processus gaussienW (VÁ(t)) dans D] ¡ 1 ; ¿]: De plus, d'après l'Hypothèse 2.2.3, la
fonction de covariance satisfaitlim t ! ¿H VÁ(t) < 1 : On va donc appliquer le Théorème
7.5 de Billingsley (1999).

Dé�nissons

~Z G(t) =
Ĝ(t) ¡ G(t)

1 ¡ Ĝ(t)
;

Rn (¿) =
Z ¿H

¿
Á(x; y)d[F̂ ¡ ~F ](x; y)

=
1
n

nX

i =1

±i ~Z G(Ti ¡ )Á(X i ; Ti )1Ti ¸ ¿

1 ¡ G(Ti ¡ )
:

Réécrivons le termeRn ;

Rn (¿) =
Z T( n )

¿

Z

x2X

Z y¡

¡1
Á(x; y)d ~Z G(t)d ~F (x; y)

=
Z T( n )

¡1
hn;¿ (t)d ~Z G(t);

en dé�nissant

hn;¿ (t) =
Z T( n )

t_ ¿

Z

x2X
Á(x; y)d ~F (x; y) = ¹Án (t _ ¿);

h¿(t) =
Z ¿H

t_ ¿

Z

x2X
Á(x; y)dF (x; y) = ¹Á(t _ ¿):
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Quitte à raisonner composante par composante, puis à séparer partie positive et partie
négative, on peut supposer queÁ est à valeur dansR; et positive, de sorte que les
fonctions hn;¿ (t) et h¿(t) sont décroissantes. De plus, remarquons quehn;¿H ´ 0: On va
adopter une démarche similaire à celle du Théorème 2.1.5 pour montrer

lim
¿! ¿H

¹limnP
µ

n1=2 sup
¿· s· ¿H

¯
¯
¯
¯

Z T( n )

¡1

¹Án (t _ s)d ~Z G(t) ¡
Z T( n )

¡1

¹Án (t _ ¿)d ~Z G(t)

¯
¯
¯
¯ > "

¶
! 0:

(2.2.14)
En utilisant la décroissance de la fonction¹Án ; le supremum, dans la formule précédente,
se majore par

sup
¿· s· T( n )

¯
¯
¯
¯

Z s

¿

¹Án (t)d ~Z G(t)

¯
¯
¯
¯ + sup

¿· s· T( n )

¯
¯
¯[ ¹Án (s) ¡ ¹Án (¿)] ~ZG(¿)

¯
¯
¯ :

On majore donc la probabilité de (2.2.14) par

P

Ã

n1=2 sup
¿· s· T( n )

¯
¯
¯
¯

Z s

¿

¹Án (t)d ~Z G(t)

¯
¯
¯
¯ > "= 2

!

(2.2.15)

+ P

Ã

n1=2 sup
¿· s· T( n )

[ ¹Án (s) ¡ ¹Án (¿)] ~ZG(¿) > "= 2

!

: (2.2.16)

Par le Théorème 2.1.1 et l'inégalité de Lenglart, du Théorème 2.1.4, on obtient la ma-
joration

P

Ã

n1=2 sup
¿· s· t 0̂ T( n )

¯
¯
¯
¯

Z s

¿

¹Án (t)d ~Z G(t)

¯
¯
¯
¯ > "

!

·
´
"2 + P

ÃZ t0

¿

¹Án (s)2[1 ¡ G(s¡ )]2

[1 ¡ Ĝ(s)]2[1 ¡ Ĥ (s¡ )]

dG(s)
[1 ¡ G(s¡ )]

¸ ´

!

: (2.2.17)

Dé�nissons

L n (s) =
[1 ¡ H (s¡ )][1 ¡ G(s)]2

[1 ¡ Ĝ(s)]2[1 ¡ Ĥ (s¡ )]
:

Les supremum surs < T (n) de L n (s) est OP (1) par le Théorème 2.1.6. On en déduit
que la probabilité intervenant dans le second membre de (2.2.17) se réécrit

P

ÃZ t0

¿

¹Án (s)2L n (s)dG(s)
[1 ¡ F (s¡ )][1 ¡ G(s)]2 ¸ ´

!

; (2.2.18)

où sups<T ( n )
jL n (s)j = OP (1): De plus, comme on se place sous l'Hypothèse 1.1.2,

(2.2.18) se réécrit

P

ÃZ t0

¿

¹Án (s)2L n (s) £
dG(s)

[1 ¡ G(s)][1 ¡ H (s)]
¸ ´

!

; (2.2.19)
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De plus, d'après le Lemme 2.2.13,

sup
s<T ( n )

¹Án (s)
¹Á(s)

= OP (1);

et donc

sup
s<T ( n )

¹Án (s)2L n (s)
¹Á(s)2

= OP (1): (2.2.20)

Soit M une constante strictement positive. La probabilité (2.2.19) se majore donc par

P
µ Z ¿H

¿

¹Á(s)2dG(s)
[1 ¡ G(s)][1 ¡ H (s)]

¸ ´=M
¶

+ P

Ã

sup
s<T ( n )

¹Án (s)2L n (s)
¹Á(s)2

> M

!

: (2.2.21)

Posons

´ = M £
Z ¿H

¿

¹Á2(s)dG(s)
[1 ¡ G(s)][1 ¡ H (s)]

:

L'intégrale intervenant dans la dé�nition de ´ est �nie, en e�et, en rappelant la majo-
ration (2.2.6), on obtient

Z ¹Á2(s)dCG(s)
[1 ¡ G(s)][1 ¡ H (s)]

·
Z R¿H

s

R
X Á(x; y)2dF(x; y)dG(s)

[1 ¡ G(s)]2 ·
Z

Á(x; y)2dF(x; y)
[1 ¡ G(y)]

;

qui est �nie par l'Hypothèse 2.2.3. On en déduit que la probabilité (2.2.15) se majore
par

M
"2

Z ¿H

¿

¹Á2(s)dG(s)
[1 ¡ G(s)][1 ¡ H (s)]

+ P

Ã

sup
s<T ( n )

¹Án (s)2jL n (s)j > M

!

;

pour tout M: Par suite, pour tout M > 0; on a donc

lim
¿! ¿H

¹limnP

Ã

n1=2 sup
¿· s· t 0̂ T( n )

¯
¯
¯
¯

Z s

¿

¹Án (t)d ~Z G(t)

¯
¯
¯
¯ > "

!

· ¹limnP

Ã

sup
s<T ( n )

¹Án (s)2jL n (s)j > M

!

:

En faisant tendre M vers l'in�ni et en utilisant (2.2.20), le second membre tend vers 0.
Pour obtenir (2.2.14), il reste à majorer (2.2.16). Pour cela, observons que, par

intégration par parties,

sup
t · s· t0

j ¹Án (s) ¡ ¹Án (t)j ~Z G(t) · 2 sup
t · s· t0

j
Z s

t

~Z G(x)d¹Án (x)j;
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voir la preuve du Théorème 6.3.2 de Fleming et Harrington (1991). Le résultat se déduit
donc de

lim
¿! ¿H

¹limnP

Ã

sup
¿· s· T( n )

¯
¯
¯
¯

Z s

¿

~Z G(x)d¹Án (x)

¯
¯
¯
¯ > "

!

! 0:

Cette relation est impliquée par

lim
¿! ¿H

¹limnP

Ã

n1=2 sup
¿· s· t 0̂ T( n )

¯
¯
¯
¯

Z s

¿

¹Án (t)d ~Z G(t)

¯
¯
¯
¯ > "

!

! 0;

voir la preuve du Théorème 6.3.2 de Fleming et Harrington (1991).

2.2.7 Théorème central limite uniforme

Une autre façon de procéder pour prouver la représentation i.i.d. sur]¡1 ; ¿H ]£ Rd;
consiste à utiliser la majoration des sauts obtenue au Lemme 2.2.3. Utiliser cette mé-
thode permet d'obtenir une représentation uniforme sur une classe de fonctions satisfai-
sant une certaine condition d'intégrabilité. Malheureusement, cette condition d'intégra-
bilité supplémentaire est plus contraignante que (2.2.3), quoique acceptable pour bon
nombre d'applications.

Hypothèse 2.2.4 Soit ´ > 0: On suppose que
Z

©(x; y)C1=2+ ´
G (y¡ )dF (y) < 1 :

Cette condition est légèrement plus forte que l'Hypothèse 2.2.2 proposée par Stute
(1995,1996a) dans le cas d'une classe réduite à une seule fonction. Elle reste néanmoins
assez proche, puisqué peut être aussi petit que nécessaire.

Théorème 2.2.11 Soit F une classe euclidienne d'enveloppe© satisfaisant les Hypo-
thèses 2.2.3 et 2.2.4. Pour toutÁ 2 F ;

Z
Á(x; y)dF̂ (y) =

Z
Á(x; y)d ~F (x; y) +

1
n

nX

i =1

°1(Á; Ti ; ±i ) + Rn (Á);

avecsupÁ2F jRn (Á)j = oP (n¡ 1=2):

Preuve: Pour tout ¿ < ¿H la classe de fonctionsF¿ = f Á(x; y)1y· ¿; Á 2 Fg est
euclidienne d'enveloppe©(x; y)1y· ¿: De plus, elle satisfait les Hypothèses du Théorème
2.2.7. Dé�nissons le processus

n1=2Pn (t; Á) = n1=2
Z t

¡1

Z

x2X
Á(x; y)¿d[F̂ ¡ ~F ](x; y):
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En appliquant la Proposition 2.2.12, on obtient le résultat. Pour l'appliquer, véri�ons
les conditions, la condition 1 étant véri�ée d'après l'Hypothèse 2.2.3.

On a

Rn (¿; Á) = n1=2
nX

i =1

(Win ¡ W ¤
i )Á(X i ; Ti )1Ti >¿ :

A partir du Lemme 2.2.3, et avec la convention 0/0=0, posons

Zn = n1=2 sup
i =1 ;:::;n

¯
¯
¯
¯
¯
Win ¡ W ¤

i

W ¤
i C1=2+ ´

G

¯
¯
¯
¯
¯
;

Gn (¿) =
1
n

nX

i =1

±i ©(X i ; Ti )C
1=2+ ´
G 1Ti >¿

1 ¡ G(Ti ¡ )
:

Par le Lemme 2.2.3,Zn = OP (1): Les conditions 4 et 5 de la Proposition 2.2.12 sont
véri�ées sous l'Hypothèse 2.2.4.

2.2.8 Lemmes techniques

Le Lemme suivant est utile pour la démonstration du résultat de loi des grands
nombres uniformes du Théorème 2.2.4, et du Théorème Central Limite 2.2.11. On en
verra d'autres utilisations aux Chapitres 3 et 5.

Proposition 2.2.12 Soit Pn (t; Á) un processus surt 2 [0; ¿H ]; et Á 2 F : Pour tout
¿ < ¿H ; soit Rn (¿; Á) = Pn (¿H ; Á) ¡ Pn (¿; Á): Supposons que, pour tout¿ < ¿H ;

Pn (t; Á) =) W(VÁ(t)) 2 D [0; ¿]; Á 2 F ;

où W(VÁ(t)) est un processus gaussien de fonction de covarianceW:
Supposons vér��ées les conditions suivantes,

1. lim¿! ¿H VÁ(¿) = VÁ(¿H ); avecsupÁ2F jVÁ(¿H )j < 1 ;

2. jRn (¿; Á)j · Zn £ Gn (¿);

3. Zn = OP (1);

4. Gn (¿) ! G(¿) en probabilité, où ces deux fonctions sont décroissantes,

5. lim¿! ¿H G(¿) = 0 :

Alors Pn (¿H ) =) N (0; V (¿H )) :

Preuve: D'après le Théorème 7.5 de Billingsley (1999), il su�t de montrer que pour
tout " > 0;

lim
¿! ¿H

¹limn!1 P

Ã

sup
t>¿;Á 2F

jRn (t; Á)j > "

!

= 0 : (2.2.22)

La probabilité de (2.2.22) est majorée, pour toutM > 0; par

P(jGn (¿) ¡ G(¿)j > "=M ¡ G(¿)) + P(Zn > M ); (2.2.23)
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où on a utilisé la monotonie de la fonctionGn (¿): Par la condition 4 de la Proposition
2.2.12, la limite supérieure de la première partie de 2.2.23 devient

1f "=M ¡ G(¿)· 0g:

En faisant tendre ¿ vers¿H ; par la condition 5, cette indicatrice tend vers 0. Finalement,

lim
¿! ¿H

¹limn!1 Pn (¿; ") · ¹limn!1 P(Zn > M ):

Par suite, on obtient

lim
¿! ¿H

¹limn!1 Pn (¿; ") · lim
M !1

¹limn!1 P(Zn > M ) = 0 ;

par dé�nition de Zn = OP (1):

Lemme 2.2.13 Soit Ã(x; d; t ) = ( Ã1; Ã2; :::; Ãk ) une fonction à valeurs dansRk ; chaque
composanteÃj étant positive, telle queE[Ãj (X; ±; T )] < 1 pour tout j . Avec la conven-
tion 0=0 = 0; on a

¯
¯
¯
¯
¯
sup

j
sup
t<¿ H

n¡ 1 P n
i =1 Ãj (X i ; ±i ; Ti )1Ti ¸ t

E[Ãj (X; ±; T )1T ¸ t ]

¯
¯
¯
¯
¯

= OP (1):

Preuve: Dé�nissons la suite de tribus

Gt = ¾f (X i ; ±i ; Ti )1Ti ¸ t g;

pour t · ¿H . Il s'agit d'une suite décroissante de tribus. Soit

M t =
1
n

nX

i =1

Ãj (X i ; ±i ; Ti )1Ti ¸ t ;

l t = E[M t ]:

M t est un processusGt ¡ adapté. De plus, soits > t; un calcul élémentaire fournit

E [M t j Gs] = M s +
Ĥ (s)
H (s)

(l t ¡ ls) :

On en déduit, par décroissance de la fonctionl t que

E
·

M t

l t
j Gs

¸
¸

M s

ls
;

et donc que le processusM t l ¡ 1
t est une sous-martingale inverse par rapport àGt : L'in-

égalité de Doob permet d'obtenir, pour tout ¸ > 0;

P
µ

sup
t<¿ H

M t

l t
¸ ¸

¶
·

1
¸

;

et le résultat suit.
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2.3 Estimation de la variance des KM-intégrales

2.3.1 Expression de la variance

Dans le cas univarié (en l'absence deX ), et dans le cas oùÁ est à valeurs dansR;
Akritas (2000) déduit de la représentation du Théorème 2.2.2 la formule suivante pour
la variance asymptotique¾2(Á) de l'intégrale Kaplan-Meier d'une fonction Á;

¾2(Á) =
Z

h
Á(s) ¡

¹Á(s)
1¡ F (s)

i 2

1 ¡ G(s)
dF (s): (2.3.1)

Proposition 2.3.1 Sous l'Hypothèse 2.2.3,

n1=2
Z

Á(x; y)d[F̂ ¡ F ](x; y) =) N (0; ¾2(Á)) ;

avec

¾2(Á) =
Z

h
Á(x; y) ¡

¹Á(y)
1¡ F (y)

i h
Á(x; y) ¡

¹Á(y)
1¡ F (y)

i 0
dF(x; y)

1 ¡ G(y)
: (2.3.2)

Preuve: Pour simpli�er les écritures, supposons queÁ est à valeurs dansR; et
d'espérance nulle. Le raisonnement est analogue pourÁ à valeurs dansRd: Dé�nissons

T1(Á) =
Z

Á(x; y)d ~F (x; y):

Nous avons

nV ar(T1(Á)) =
Z

Á(x; y)2dF(x; y)
1 ¡ G(y¡ )

:

Considérons

T2(Á) =
1
n

nX

i =1

(1 ¡ ±i ) ¹Á(Ti )
1 ¡ H (Ti )

¡
Z ¹Á(s)1Ti ¸ sdG(s)

[1 ¡ H (s)][1 ¡ G(s¡ )]
:

On a

nV ar(T2(Á)) =
Z ¹Á(s)2dG(s)

[1 ¡ H (s)][1 ¡ G(s)]
:

Il reste à évaluer

nE [T1(Á)T2(Á)] = ¡ E
·

±Á(X; T )
1 ¡ G(T¡ )

Z
1T ¸ t ¹Á(t)dG(t)

[1 ¡ H (t)][1 ¡ G(t¡ )]

¸

= ¡
Z ¹Á(t)2dG(t)

[1 ¡ H (t)][1 ¡ G(t)]
:

On en déduit que

¾2(Á) =
Z

Á(x; y)2dF(x; y)
1 ¡ G(y¡ )

¡
Z ¹Á(t)2dG(t)

[1 ¡ H (t)][1 ¡ G(t)]
:



52 Chapitre 2

En utilisant le fait que dH = (1 ¡ F )dG + (1 ¡ G)dF; on obtient
Z ¹Á(t)2dG(t)

[1 ¡ H (t)][1 ¡ G(t)]
= ¡

Z ¹Á(t)2dH (t)
[1 ¡ H (t)]2 +

Z ¹Á(t)2dF(t)
[1 ¡ H (t)][1 ¡ F (t)]

:

Le premier terme, en appliquant le Théorème de Fubini, devient

¡ 2
Z ¿H

¡1

Z

x2X

¹Á(y)Á(x; y)dF (x; y)
[1 ¡ H (y)]

:

On en déduit le résultat.

2.3.2 Estimation de la variance

A partir de l'expression (2.3.2) de la variance, on peut estimer la variance asymp-
totique d'une intégrale Kaplan-Meier en remplaçantF et G par leurs équivalents em-
piriques, c'est à dire leurs estimateurs Kaplan-Meier. Ceci fournit l'estimateur de la
variance

¾̂2(Á) =
Z

h
Á(x; y) ¡

¹Á(y)
1¡ F̂ (y)

i h
Á(x; y) ¡

¹Á(y)
1¡ F̂ (y)

i 0
dF̂ (x; y)

1 ¡ Ĝ(y¡ )
; (2.3.3)

où

Á̂(y) =
Z ¿H

y

Z

X
Á(x; t )dF̂ (x; t ):

D'autres estimateurs (voir Stute, 1996b, qui fournit un estimateur jacknife dans le cas
univarié) ont également été proposés.

La proposition suivante prouve que cet estimateur est consistant.

Proposition 2.3.2 Sous l'Hypothèse 2.2.3,

¾̂2(Á) ! ¾2(Á) en probabilité.

Preuve: Pour simpli�er, considérons le cas oùÁ est à valeurs dansR: On développe le
carré, et on obtient trois termes,

T1 =
Z

Á(x; y)2dF̂ (x; y)

[1 ¡ Ĝ(y¡ )]
;

T2 =
Z

Á̂(y)2dF̂ (x; y)

[1 ¡ F̂ (y)]2[1 ¡ Ĝ(y¡ )]
:

On réécrit le premier terme

T1 =
Z

Á(x; y)2dF̂ (x; y)
[1 ¡ G(y¡ )]

+
Z

Á(x; y)2 ~ZG(y¡ )dF̂ (x; y)
1 ¡ G(y¡ )

:

La première partie converge vers
R

Á(x; y)2[1 ¡ G(y)]¡ 1dF(x; y) par le Théorème 2.2.4.
Pour la seconde partie, si on stoppe l'intégrale à¿ < ¿H ; ce terme estoP (1): En
utilisant le fait que supt<T ( n )

j ~ZG(t)j = OP (1); on applique la Proposition 2.2.12 pour
faire tendre ¿ vers ¿H et montrer que la seconde partie deT1 est bien négligeable. Pour
T2 et T3; on procède de même, en utilisant, de plus, que d'après le Théorème 2.2.4,
supy jÁ̂(y) ¡ ¹Á(y)j = oP (1):
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2.4 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons étudié les intégrales Kaplan-Meier en développant
une approche qui peut être vue comme un point d'équilibre entre les deux approches
existantes : celle d'Akritas (2000) qui envisage ces intégrales du point de vue de la théorie
des martingales, et celle de Stute (1995) qui prend le parti de considérer l'estimateur de
Kaplan-Meier comme une fonction continue par morceaux dont les sauts sont ensuite
étudiés par des méthodes deU¡ statistiques. En utilisant le lien entre les sauts de
F̂ et la fonction Ĝ; nous parvenons ainsi à obtenir de nouvelles représentations des
intégrales Kaplan-Meier (en présence de variables explicatives, voir Théorème 2.2.10)
sous des hypothèses d'intégrabilité optimales. Nous obtenons également des résultats de
représentations i.i.d. valables uniformément sur des classes de fonctions.

C'est dans ce dernier domaine qu'à l'heure actuelle, nos résultats ne parviennent pas
à obtenir de résultats "optimaux", dans le sens où ils reposent sur l'Hypothèse d'intégra-
bilité 2.2.4. Cette hypothèse, quoique acceptable en pratique, représente une contrainte
supplémentaire par rapport à l'Hypothèse 2.2.3, qui est seule nécessaire pour garantir
que les termes de la représentation i.i.d. possèdent une variance �nie. Au Théorème
2.2.10, lorsque l'on ne considère qu'une seule fonction, on n'a besoin que de l'Hypothèse
2.2.3. La raison, spéci�que à notre méthode de preuve, pour laquelle nous ne parvenons
pas à étendre ce résultat à une classe de fonctions vient de l'utilisation de l'inégalité de
Lenglart, qui s'avère inappropriée dans le cas d'une classe de fonctions. Néanmoins, il
semble raisonnable de conjecturer que l'énoncé du Théorème 2.2.11 reste véri�é si l'on
s'a�ranchit de l'Hypothèse 2.2.4.

Une autre question à envisager serait la question desU¡ processus Kaplan-Meier ou
desU¡ statistiques Kaplan-Meier. Des représentations asymptotiques desU¡ statistiques
Kaplan-Meier ont déjà été étudiées par Bose et Sen (2002) (U¡ statistiques d'ordre 2
uniquement). Leurs résultats reposent sur des conditions d'intégrabilité trop contrai-
gnantes. Notre approche pourrait probablement être utilisée pour obtenir des représen-
tations analogues sous des hypothèses d'intégrabilité optimales.



54 Chapitre 2



Chapitre 3

Transformations des données

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à l'étude d'un modèle de régression, c'est à
dire à l'estimation d'une fonction

m0(x) = E [Y j X = x] ;

où m0 2 M ; le modèleM étant une famille de fonctions (paramétrique au Chapitre 4,
non paramétrique au Chapitre 5, semi-paramétrique au Chapitre 6).

La présence de censure aléatoire rend impossible l'utilisation des données telles
quelles pour l'estimation dem0, ainsi que le soulignera la première section de ce cha-
pitre. Pour estimer la fonction m0; une première méthode consiste à utiliser les intégrales
Kaplan-Meier dé�nies au Chapitre 2. En particulier, cette méthode est liée à la méthode
des estimateurs dits "à pondération," pour reprendre la terminologie de Zhou (1992a).
Ce lien sera plus précisément exploré dans la section 4.1.2 du Chapitre 4. Voir également
Stute (1999).

L'objet de ce chapitre est la description d'une deuxième technique, dite des estima-
teurs "synthetic data," reposant sur des transformations des données. Cette méthode a
été initiée par Koul, Susarla et Van Ryzin (1981), et Leurgans (1987). On peut également
mentionner Buckley et James (1978), Tsiatis (1990), malgré des di�érences importantes
du point de vue algorithmique qui seront exposées par la suite. Dans la méthode synthe-
tic data, il s'agit essentiellement de remplacer les variablesT observées par des variables
Y ¤, tout en s'assurant queE [Y ¤ j X ] = E [Y j X ] (malheureusement, produire une telle
transformation calculable à partir des données reste de l'ordre du v÷u pieux : les trans-
formations Y ¤ proposées reposent en général sur l'utilisation de la loi conditionnelle
de Y , qui est inconnue ; la procédure synthetic data consiste à se rapprocher au mieux
de ces transformations "idéales"). Sous les Hypothèses d'identi�abilité 1.1.3 ou 1.1.4,
toutes les transformations considérées sont basées sur l'estimateur de Kaplan-Meier. Par
suite, l'étude de théorique des estimateurs synthetic data repose sur des sommes non
i.i.d., comme dans le cas des intégrales Kaplan-Meier.

La principale contribution de ce chapitre consiste à mettre en évidence le lien entre
les intégrales Kaplan-Meier et ces transformations synthetic data. Ce lien va permettre
d'obtenir des représentations i.i.d. de sommes de ces transformations approchées. Ces
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représentations s'avèrent particulièrement utiles, puisqu'elles permettent d'étudier l'ap-
plication des estimateurs synthetic data à des modèles de régression généraux. Jusqu'à
présent, dans le cas d'un modèle de régression paramétrique, les estimateurs synthetic
data n'avaient été étudiés que dans le cas du modèle linéaire. Les représentations i.i.d.
obtenues dans ce chapitre vont notamment permettre d'étudier le cas plus général d'un
modèle de régression non linéaire, considéré au Chapitre 4.

Dans la section 3.1, nous reviendrons sur l'erreur commise par les procédures statis-
tiques qui ne tiendraient pas compte de la présence de censure. Le but de cette étude sera
tout d'abord de se convaincre, s'il en est besoin, de la nécessité de prendre en compte la
censure pour l'estimation dem0: De plus, les conclusions que nous en tirerons s'avére-
ront précieuses pour la compréhension des di�érentes transformations considérées dans
les sections suivantes. Elles motiveront ainsi l'introduction des estimateurs "synthetic
data" évoqués dans la section 3.2. L'étude théorique des deux principales transforma-
tions (de Koul Susarla et Van Ryzin, 1981, et Leurgans 1987) est conduite dans la
section 3.3, où sont obtenues de nouvelles représentations i.i.d. de sommes empiriques
de synthetic data. Ces représentations, obtenues par Delecroix, Lopez, Patilea (2006),
permettent notamment l'étude théorique d'estimateurs basés sur les transformations
synthetic data, notamment dans le domaine des modèles de régression paramétrique
généraux (régression non linéaire, voir Chapitre 4). Les résultats présentés ici sont légè-
rement di�érents de ceux de Delecroix, Lopez, Patilea (2006) puisqu'ils améliorent les
conditions d'intégrabilité sous lesquelles ces représentations demeurent valides.

3.1 Erreurs commises si l'on ne tient pas compte de la cen-
sure

Supposons tout d'abord que l'on choisisse d'exploiter les données sans tenir compte
de leur caractère censuré ou non censuré. Si l'on applique une technique d'estima-
tion classique à la variableT, l'estimateur m̂ (x) obtenu convergera vers la fonction
E [Y ^ C j X ] 6= E [Y j X ]. D'une part, l'espérance conditionnelle est sous-évaluée,
d'autre part, si l'on se place dans un modèle de régression (paramétrique ou semi-
paramétrique) pour Y; rien n'assure queY ^ C suive le même modèle de régression. En
somme, ce type de pratique conduit à une double erreur.

Une seconde pratique à réprouver pourrait consister à ne conserver que les observa-
tions T non censurées. Ainsi, si l'on applique les méthodes classiques à la variable±T
(ce qui correspond à remplacer les observations censurées par0, cette idée sera exploitée
dans la transformation de Koul, Susarla et Van Ryzin exposée dans la section suivante,
en corrigeant l'erreur commise), on obtiendra une convergence vers la quantité suivante :

E [±T j X ] = E [1Y · C Y j X ]

= E [E [1Y · C j X; Y ] Y j X ] :

Grâce aux hypothèses d'identi�abilité et à la relation (2.2.10), on obtient ainsi

E [±T j X ] = E [f 1 ¡ G(Y ¡ )gY j X ] : (3.1.1)
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Comme on l'attend, cette approche n'est pas satisfaisante puisqu'elle introduit un biais
asymptotique dans l'estimation deE [Y j X ] :

Dans l'approche précédente, les observations censurées sont remplacées par la valeur
0 tandis que toutes les observations deX sont conservées. On peut penser que ce
remplacement un peu fruste est à l'origine des déconvenues rencontrées. Une troisième
idée, voisine et débouchant elle aussi sur une erreur, consisterait à mettre également à
l'écart les réalisations des variables explicatives qui correspondent à des observations
censurées. Pour être plus précis, donnons l'exemple d'unM ¡ estimateur. Supposons que

m0 = arg min
m2M

E[Ã(X; Y; m)]:

En l'absence de censure, une façon naturelle de construire un M-estimateur dem0

consiste à considérer

m̂ = arg min
m2M

1
n

nX

i =1

Ã (X i ; Yi ; m) : (3.1.2)

Si l'on n'utilise que les observations non censurées et qu'on construit l'analogue de
(3.1.2), on obtient

m̂ = arg min
m2M

1
n

nX

i =1

±i Ã (X i ; Ti ; m) : (3.1.3)

Dans le premier cas, la fonctionnelle maximisée converge, par la loi des grands nombres,
vers

E [Ã (X; Y; m)] ;

qui est minimum pour m0, fonction de régression. Pour (3.1.3), la relation (2.2.10)
montre que la limite est alors

E [(1 ¡ G(Y ¡ )) Ã (X; Y; m)] ;

dont m0 ne réalise plus nécessairement le minimum. L'erreur commise en utilisant cette
méthode peut être corrigée en rajoutant une pondération adaptée (voir notamment la
section 4.1.2 au Chapitre 4), débouchant sur la technique des estimateurs à pondération,
intimement liés aux intégrales Kaplan-Meier.

3.2 Estimateurs "synthetic data"

Le terme "synthetic data", initialement proposé par Leurgans (1987), a été étendu
à la transformation antérieure de Koul, Susarla et Van Ryzin (1981), étant donnée la
similarité des approches. L'introduction de ces techniques, quoique motivée à l'époque
uniquement par l'étude du modèle de régression linéaire, peut être étendue à n'importe
quel modèle de régression. Nous présentons tout d'abord le principe général de ces
transformations, avant de nous intéresser aux trois transformations principales propo-
sées dans la littérature. En�n, nous évoquons la méthode de Buckley-James (1978), et
celle de Tsiatis (1990), qui peuvent être rattachées à la famille "synthetic data", bien
qu'elles reposent sur des approches algorithmiques di�érentes.
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3.2.1 Principe général

Ainsi qu'il a déjà été évoqué, il n'est pas possible d'utiliser directement les variables
T; puisqu'elles n'ont pas la même espérance conditionnelle queY . Le principe des "syn-
thetic data", introduit à l'origine par Koul, Susarla et Van Ryzin (1981), consiste à
considérer une nouvelle variableY ¤ satisfaisant la propriété

E [Y ¤ j X ] = E [Y j X ] : (3.2.1)

Une fois obtenue une telle transformation, il est clair que les procédures d'estimation
classiques vont pouvoir s'appliquer auxY ¤, au prix d'un certain nombre d'hypothèses.

Reprenant par exemple un M-estimateur comme celui décrit à l'équation (3.1.2), on
obtient ainsi

m̂¤ = arg min
m2M

1
n

nX

i =1

Ã (Y ¤
i ; X i ; m) : (3.2.2)

En l'écrivant sous forme intégrale par rapport à des mesures empiriques, posons

F ¤ (y¤; x) =
1
n

nX

i =1

1Y ¤
i · y¤ ;X i · x : (3.2.3)

L'équation (3.2.2) se réécrit, sous forme intégrale

m̂¤ = arg min
m2M

=
Z

Ã (x; y¤) dF ¤ (y¤; x) :

3.2.2 Transformation KSV (Koul, Susarla, Van Ryzin, 1981)

La transformation KSV, proposée par Koul, Susarla et Van Ryzin (1981), repose sur
la formule (2.2.10). Il s'agit de remplacerT par

Y ¤
i =

±i Ti

1 ¡ G(Ti ¡ )
(3.2.4)

Remarquons qu'en l'absence de censure,± vaut 1, et G vaut zéro, on retrouve donc
Y ¤

i = Yi .
Dans les deux cas, un problème majeur apparaît à la lecture de l'équation (3.2.4).

A moins d'hypothèses particulières sur le mécanisme de censure, la fonctionG est in-
connue. Pour bon nombre de situations pratiques, de telles hypothèses sur la censure
sont délicates à poser, et sont donc exclues des modèles que nous considérons. Il faudra
donc se contenter d'estimer ces transformationsY ¤. Une manière naturelle de procéder
consiste à remplacerG par son estimateur non paramétrique de Kaplan-Meier.

Ŷ ¤
i =

±i Ti

1 ¡ Ĝ(Ti ¡ )
: (3.2.5)

Là encore, en l'absence de censure,Ŷ ¤
i = Yi :
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On obtient ainsi l'estimateur KSV, analogue de (3.1.2),

m̂KSV = arg min
m2M

1
n

nX

i =1

Ã
³

Ŷ ¤
i ; X i ; m

´
: (3.2.6)

Sous forme intégrale,

m̂KSV = arg min
m2M

=
Z

Ã (x; y¤) dF̂ ¤ (y¤; x) ; (3.2.7)

où

F̂ ¤ (y¤; x) =
1
n

nX

i =1

1Ŷ ¤
i · y¤ ;X i · x : (3.2.8)

3.2.3 Transformation de Leurgans

La transformation de Leurgans (1987) véri�e également la relation (3.2.1), mais elle
repose sur une approche di�érente. En outre, l'hypothèse d'identi�abilité doit ici être
renforcée pour assurer (3.2.1), ainsi nous nous plaçons sous l'Hypothèse 1.1.3.

La motivation que nous donnons de la transformation de Leurgans n'est pas celle
initialement proposée par Leurgans, et qui provient d'une discussion plus complexe sur
la méthode des moindres carrés. Dé�nissons

F (tjx) = P(Y · t j X = x) :

L'espérance conditionnelle deY peut s'exprimer à partir de la fonction de répartition
conditionnelle deY , suivant la formule

m0(X ) =
Z 1

¡1
[(1 ¡ F (tjX )) ¡ 1t< 0] dt: (3.2.9)

La fonction de répartition conditionnelle est inconnue, mais, pour chaque observation,
(1 ¡ F (tjX i )) peut être estimée. Sous l'Hypothèse 1.1.3,

1 ¡ F (tjX i ) =
1 ¡ H (tjX i )

1 ¡ G(t)
: (3.2.10)

A la vue de l'équation (3.2.10), on peut estimer de façon naturelle(1 ¡ F (tjX i )) ,
tout d'abord en estimant G par son estimateur de Kaplan-Meier, ensuite en estimant
1 ¡ H (tjX i ) par 1Ti >t . Pour chaquei , on a donc l'estimateur deE [Y j X = X i ]

Y ¤
i =

Z µ
1Ti >t

1 ¡ G(t)
¡ 1t< 0

¶
dt: (3.2.11)

Remarquons tout d'abord que cette transformation est bien dé�nie. En e�et, la
présence de1Ti >t permet d'assurer que1 ¡ G 6= 0 presque sûrement sur le domaine
d'intégration, et donc que l'intégrale est presque sûrement �nie. La deuxième remarque
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concerne la relation (3.2.1). On aE [1Ti >t j X i ] = 1 ¡ H (tjX i ). D'après (3.2.10), (3.2.9),
et (3.2.11), et en appliquant le Théorème de Fubini pour intervertir l'intégrale et l'es-
pérance conditionnelle, on en déduit que la relation (3.2.1) est bien véri�ée. De plus, en
l'absence de censure,1 ¡ G ´ 1, et on retrouve Y ¤

i = Yi .
Comme dans le cas de la transformation KSV, la fonctionG étant inconnue, on est

contraint de l'estimer, ce qui conduit aux synthetic data estimés

Ŷ ¤
i =

Z Ã
1Ti >t

1 ¡ Ĝ(t)
¡ 1t< 0

!

dt: (3.2.12)

et on aboutit à un estimateur m̂L de la même façon qu'en (3.2.6). Par ailleurs, il faut
remarquer que, du point de vue numérique, la transformation (3.2.12) peut être évaluée
exactement, ce qui n'est pas le cas, en règle générale, de la transformation (3.2.11). En
e�et, dans le cas de la transformation exacte (3.2.11), l'intégrale devrait être estimée
en utilisant des méthodes numériques. Au contraire, dans la transformation (3.2.12),
l'estimateur de Kaplan-Meier Ĝ est une fonction constante par morceaux, et la fonction
intégrée dans (3.2.12) est donc une fonction constante par morceaux. De ce fait, son
intégrale est une somme (�nie, puisqueĜ possède au plusn sauts).

3.2.4 Transformations de Zheng

On se place sous l'Hypothèse 1.1.3. Zheng (1987) propose une classe plus générale
de transformations synthetic data. Il s'agit de remplacer lesTi par les observationsY ¤

i
suivantes :

Y ¤
i = ±i Á1(Ti ) + (1 ¡ ±i )Á2(Ti ); (3.2.13)

où les fonctionsÁ1 et Á2 satisfont
Z

[1 ¡ G(y¡ )]Á1(y)dF (y j x) +
Z

[1 ¡ F (y¡ j x)]Á2(y)dG(y) = m0(x): (3.2.14)

En introduisant une fonction ® : R ! R; Lai, Ying et Zheng (1995) dé�nissent les
fonctions

©1;®(y) =
y

1 ¡ G(y¡ )
¡

Z y¡

¡1

®(t)dG(t)
1 ¡ G(t¡ )

;

©2;®(y) = ®(y) ¡
Z y

¡1

®(t)dG(t)
1 ¡ G(t¡ )

:

Cette famille de fonctions satisfait (3.2.14).
Les auteurs imposent que la fonction®(t) satisfasse

Z t

¡1

j®(s)jdG(s)
1 ¡ G(s¡ )

< 1 : (3.2.15)

Cette condition (3.2.15) limite l'éventail de choix pour la fonction ®: Elle suppose de
faire des hypothèses sur la loi de la censure, et en particulier sur sa loi au voisinage
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de ¿H : Par exemple, si®(s) = [1 ¡ G(s¡ )]p(s); où p est un polynôme, la condition
(3.2.15) revient à une condition de moment �ni pour la variable de censure. Or il s'agit
d'un type d'hypothèse qui ne semble pas vraiment approprié à notre problème. En e�et,
si la censure ne possède de moment à aucun ordre, elle doit donc prendre des valeurs
"grandes". Par conséquent le pourcentage de censure dans la queue de distribution de la
variable Y doit être plus faible (dès lors queY possède un moment). On s'attend donc
à posséder plus d'information sur la queue de distribution dans le cas où la variable de
censure n'a pas de moment, que dans le cas où on impose cette condition. Il paraît donc
contre-productif de supposer une hypothèse de moment pour la variable de censure.

Une autre possibilité consisterait à utiliser des fonctions du type®1(t) = [1 ¡ F (t¡ )];
®2(t) = [1 ¡ H (t¡ )]: Dans chacun de ces cas, sous l'hypothèse que(1 ¡ F ) décroît plus
vite que 1¡ G; la condition (3.2.15) est véri�ée. Néanmoins, les résultats de Lai, Ying et
Zheng (1995) (qui fournissent des résultats de normalité asymptotique dans un modèle
de régression linéaire pour un estimateur reposant sur des transformations du typeÁi;® )
ne peuvent s'appliquer à ce type de fonctions. En e�et, leur démonstration repose sur le
fait que la fonction ® est connue (même si la fonctionG au dénominateur est estimée).
Notons par ailleurs que si l'on utilise la fonction®1; on sera amené à considérer des inté-
grales Kaplan-Meier par rapport à la fonctionĜ. L'étude des propriétés asymptotiques
d'un estimateur basé sur les transformations©i;®1 reposera donc sur des conditions d'in-
tégrabilité de la variable C et non de la variableY; comme c'est le cas dans la théorie
du Chapitre 2 (voir par exemple l'Hypothèse 2.2.3 au chapitre précédent).

Il faut remarquer que la condition (3.2.15) n'est en rien nécessaire pour dé�nir les
fonctions ©i;® ; même si leurs propriétés asymptotiques ne sont plus nécessairement
garanties. En e�et, même si l'intégrale de la condition (3.2.15) n'est pas �nie, l'intégrale
intervenant dans la dé�nition des ©i;® est presque sûrement �nie. Fan et Gijbels (1994)
proposent ainsi la famille de fonctions

®(t) =
®t

1 ¡ G(t)
; (3.2.16)

où, avec un certain abus de notation,® désigne un paramètre réel (N.B. Fan et Gij-
bels, 1994, se placent sous l'Hypothèse 1.1.5, mais on peut adapter leur approche sans
di�culté au cadre de ce chapitre).

En e�ectuant une intégration par parties, on remarque que les synthetic dataY ¤
i;®

calculé à partir des fonctions (3.2.16) sont du type

Y ¤
i;® = ®Y¤

i;KSV + (1 ¡ ®)Y ¤
i;L : (3.2.17)

3.2.5 Transformation de Buckley-James

Buckley et James (1978) sont à l'origine d'une méthode sensiblement di�érente de la
méthode synthetic data. Cette di�érence vient essentiellement des di�cultés algorith-
miques inhérentes à cette approche. Néanmoins, la transformation de Buckley-James
repose elle aussi sur une relation du type (3.2.1), et de ce fait, plusieurs tentatives ont
été e�ectuées a�n d'adapter cette méthode a�n d'obtenir une méthode synthetic data
"pure".
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Dans un premier temps, la méthode de Buckley-James sera présentée telle qu'elle
a été introduite par ses auteurs. Puis di�érentes généralisations postérieures seront
étudiées. En�n, une autre méthode due à Tsiatis (1990) sera évoquée, ainsi que sa
correspondance avec l'approche Buckley-James, mise en évidence par Ritov (1990).

3.2.5.1 Première version de Buckley-James

On se place sous l'Hypothèse 1.1.3. L'idée de Buckley-James (1978), consiste à rem-
placer les observations par

Y ¤
i = Ti ; si l'observation i n'est pas censurée,

= E [Y j X i ; Y > T i ] sinon.

En d'autres termes,

Y ¤
i = E [Y j X i ; ±i ; Ti ] ;

transformation qui satisfait bien la propriété (3.2.1). Là encore, on rencontre la même
incapacité à calculer lesY ¤

i , puisque la transformation dépend du mécanisme de censure
et de la loi conditionelle deY .

Dé�nissons
" = Y ¡ m0(X ):

Buckley et James réécrivent (3.2.18) sous la forme

Y ¤
i = Y ¤

i (m0) = Ti +

R1
Ti ¡ m0 (X i )

(1 ¡ F" (t)) dt

1 ¡ F" (Ti ¡ m0(X i ))
; (3.2.18)

où F" (t) = P(" · t) : Les Y ¤
i dépendent dem, ce qui conduit aux variables estimées de

la dé�nition (3.2.19).
On dé�nit un estimateur pour F" inspiré de l'estimateur de Kaplan-Meier, c'est à

dire

F̂" (t; m) = 1 ¡
Y

Ti ¡ m(X i )· t

Ã

1 ¡
1

P n
j =1 1Tj ¡ m(X j )¸ Ti ¡ m(X i )

! ±i

: (3.2.19)

On peut donc dé�nir les transformations

Ŷ ¤
i (m) = Ti +

R1
Ti ¡ m(X i )

³
1 ¡ F̂" (t; m)

´
dt

1 ¡ F̂" (Ti ¡ m(X i ); m)
: (3.2.20)

L'inconvénient de cette approche vient notamment du fait que, contrairement aux
estimateurs synthetic data précédents, la transformation dépend ici de la fonction de
régression. On est donc amené à considérer une famille de transformations, indexée par
m 2 M :

Pour comprendre la façon dont cette transformation est utilisée par Buckley et James
(1978), plaçons-nous dans le modèle paramétrique de régression linéaire,

E [Y j X ] = ¯ 0X;
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où X 2 R: L'estimateur des moindres carrés obtenu si nous pouvions disposer des
Y ¤

i (¯ 0) est solution de

nX

i =1

X i (Y ¤
i (¯ 0) ¡ ¯X i ) = 0 : (3.2.21)

A partir de (3.2.21), Buckley et James (1978) proposent un estimateur̂̄ de ¯ 0 sous
forme deZ ¡ estimateur, c'est à dire un ^̄ satisfaisant l'équation suivante,

nX

i =1

X i

³
Ŷ ¤

i ( ^̄) ¡ ^̄X i

´
= 0 : (3.2.22)

Cette procédure pose di�érents problèmes, notamment celui de l'inexistence, à dis-
tance �nie, de solutions de (3.2.22). Les di�cultés algorithmiques sont nombreuses, voir
à ce sujet Akritas, Van Keilegom.... Quant à l'étude théorique, elle s'avère également
délicate. James et Smith (1984) ont prouvé la convergence presque sûre de^̄ vers¯ 0. Lai
et Ying (1990) proposent une preuve de la normalité asymptotique, valable uniquement
dans le cas d'un modèle de régression linéaire. Elle repose sur une modi�cation de l'esti-
mateur F̂" ; en introduisant des pondérations qui atténuent son mauvais comportement
au voisinage de la queue de distribution (voir équations (2.2) à (2.4) dans Lai et Ying,
1990). A noter que les auteurs imposent la continuité de la variableY; ainsi que des
conditions restrictives sur sa densité, voir leur condition (3.2).

Ritov (1990) propose une autre démonstration (voir la section 3.2.5.3 ci-dessous),
liée à l'équivalence avec l'approche de Tsiatis (1990). Cette preuve repose néanmoins
sur des conditions très contraignantes en pratique.

3.2.5.2 Modi�cations de Buckley-James

Fan et Gijbels (1994) proposent une modi�cation de l'estimateur de Buckley-James
qui évite de calculer une variableŶ ¤ pour chaquem: En e�et, Y ¤ se réécrit

Y ¤
i = ±i Ti + (1 ¡ ±i )E [Y j Y > T i ; X i ]

= ±i Ti + (1 ¡ ±i )Á(X i ; Ti ):

Les auteurs proposent d'estimer non paramétriquementÁ(x; t ): Ils proposent

Á̂(x; t ) =

P
Tj >t ±j Tj K

³
X j ¡ x

h

´

P
Tj >t ±j K

³
X j ¡ x

h

´ ; (3.2.23)

en introduisant un noyau K: Du fait que le dénominateur s'approche asymptotiquement
de 0; l'estimateur (3.2.23) se comporte mal asymptotiquement, ce qui contraint les
auteurs, en pratique, à ne considérer que le cas¿G > ¿F : Par ailleurs, l'estimateur
utilisé (3.2.23) n'est pas satisfaisant puisqu'il ne converge pas versÁ(x; t ); mais vers

E [Y j Y > t; X; ± = 1] 6= E [Y j Y > t; X ] :
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Il faudrait donc corriger l'approche (3.2.23) en estimantÁ par

~Á(x; t ) =

R¿H
t+ yK

¡ u¡ x
h

¢
dF̂ (u; y)

R¿H
t+ K

¡ u¡ x
h

¢
dF̂ (u; y)

:

Une autre modi�cation de l'approche de Buckley-James est proposée par Heuchenne
et Van Keilegom (2005) sous l'Hypothèse 1.1.5. Les auteurs estiment d'abord non pa-
ramétriquement m0 par un estimateur à noyaum̂: Puis, Y ¤

i est estimé parŶ ¤
i (m̂); où

Ŷ ¤
i (m) est dé�ni par l'équation (3.2.20). Leurs résultats théoriques ne portent que sur

le casX 2 R; et peine à se généraliser à desX multidimensionnels, du fait du mauvais
comportement des estimateurs non paramétriques de la régression lorsque le nombre de
variables explicatives est important.

3.2.5.3 L'estimateur de Tsiatis

Tsiatis (1990) propose quant à lui une approche liée aux tests de rangs. L'estimateur
^̄ qu'il propose, dans le cas oùm0(x) = ¯ 0

0x; est la solution de l'équation

n¡ 1=2
nX

i =1

±i w(Ti ¡ ¯ 0X i )

"

Ti ¡

P n
j =1 Z j 1Tj ¡ ¯ 0X j ¸ Ti ¡ ¯ 0X iP n

j =1 1Tj ¡ ¯ 0X j ¸ Ti ¡ ¯ 0X i

#

;

pour une certaine fonction de poidsw:
Ritov (1990) montre l'équivalence asymptotique entre l'estimateur de Buckley-James

et l'estimateur de Tsiatis, dans le cas où

w(t) = t ¡

R¿H
t udF̂ (u)

1 ¡ F̂ (u)
:

Néanmoins, il ne peut montrer la consistance de l'estimateur obtenu, et doit se contenter
d'un estimateur asymptotiquement biaisé. En e�et, pour revenir à l'expression (3.2.20)
des transformations de Buckley-James, Ritov doit considérer

~Y ¤(m) = Ti ^ ¿ +

R¿
Ti ¡ m(X i )

³
1 ¡ F̂" (t; m)

´
dt

1 ¡ F̂" (Ti ¡ m(X i ); m)
;

pour un réel ¿ < ¿H arbitraire et �xe. Voir la discussion des formules (2.1) et (2.2) dans
Ritov (1990), et son Hypothèse A1.

3.3 Sommes empiriques de synthetic data

Dans cette section, nous nous intéressons à des sommes du type

1
n

nX

i =1

Ŷ ¤
i Á(X i ); (3.3.1)
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où Á appartient à une classe de fonctionsF ; et où Y ¤
i = Y ¤

i;® ; transformation dé�nie à
l'équation (3.2.17). Ce type de sommes apparaît naturellement dans les procédures de
M ¡ estimation de l'analyse de régression.

De même que dans le cas des KM-intégrales, les sommes du type (3.3.1) ne sont pas
des sommes de quantités i.i.d., puisque chaquêY ¤

i dépend de l'échantillon tout entier.
L'obtention de représentations i.i.d. des sommes (3.3.1), comme dans le cas des KM-
intégrales, sera donc l'objet principal de cette section. Etant donnée la dé�nition de la
transformation (3.2.17), il su�ra d'obtenir une représentation i.i.d. pour le cas de la
transformation KSV de l'équation (3.2.5), et de la transformation de Leurgans (3.2.12).

3.3.1 Hypothèses de moments

Dans tout ce qui suit, nous supposerons queE[Y ¤2] < 1 ; pour chacune des transfor-
mations. Nous discutons dans cette section des conditions sous lesquelles cette hypothèse
est véri�ée.

Transformation KSV : Par dé�nition de la transformation, cette condition sera
véri�ée si l'on est sous l'hypothèse suivante.

Hypothèse 3.3.1 On suppose
Z ¿H

¡1

t2dF(t)
[1 ¡ G(t)]

< 1 :

Transformation de Leurgans : Nous allons montrer queE[Y ¤2
L ] < 1 est impli-

quée par l'Hypothèse 3.3.1, et une hypothèse supplémentaire de moment surjCj1C< 0.

Hypothèse 3.3.2 On suppose quejCj1C< 0 possède un moment d'ordre 2.

Supposons d'abord que l'hypothèse suivante est satisfaite.

Hypothèse 3.3.3 ¿H > 0:

Il n'y a aucune perte de généralité à considérer ce cas, puisqu'une simple translation
des données permet toujours de se ramener à ce cas. Cette hypothèse n'a pour but que
de simpli�er notre discussion.

Proposition 3.3.1 Les Hypothèses 3.3.1 à 3.3.3 impliquentE [Y ¤2
L ] < 1 :

Preuve: A�n d'étudier E [Y ¤2
L ]; séparons l'intégrale qui dé�nit la transformation de

Leurgans en deux parties, l'intégrale sur les réels positifs, puis sur les négatifs. Le carré
de l'intégrale sur les positifs s'exprime

Z ¿H

0

Z ¿H

0

1T ¸ t_ sdtds
[1 ¡ G(t)][1 ¡ G(s)]

:

En prenant l'espérance, on obtient

2
Z ¿H

0

Z t

0

[1 ¡ F (t)]dsdt
[1 ¡ G(s)]

· 2
Z ¿H

0

t[1 ¡ F (t)]dt
[1 ¡ G(t)]

:
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Le Théorème de Fubini fournit que cette dernière intégrale se majore par

2
Z ¿H

0

½Z u

0

tdt
[1 ¡ G(t)]

¾
dF(u) ·

Z ¿H

0

u2dF(u)
1 ¡ G(u)

;

qui est �nie sous l'Hypothèse 3.3.1.
Il reste à étudier l'intégrale sur les négatifs. Son carré s'exprime de la façon suivante,

Z 0

¡1

Z 0

¡1

[1T <t ¡ G(t)]
1 ¡ G(t)

[1T <s ¡ G(s)]
1 ¡ G(s)

dtds:

En développant le produit, on décompose cette intégrale en trois parties,

Z 0

¡1

Z 0

¡1

G(t)G(s)dtds
[1 ¡ G(t)][1 ¡ G(s)]

;

¡ 2
Z 0

¡1

Z 0

¡1

G(t)1T <s dtds
[1 ¡ G(t)][1 ¡ G(s)]

;

Z 0

¡1

Z 0

¡1

1T <s 1T <t

[1 ¡ G(t)][1 ¡ G(s)]
:

La première est �nie si
R0

¡1 G(t)dt < 1 ; ce qui revient à une hypothèse de moment
d'ordre 1 sur jCj1C< 0: La seconde a une espérance �nie si la condition précédente est
véri�ée, et si

R0
¡1 H (t)dt < 1 ; ce qui est le cas puisquejT j1T < 0 possède un moment

d'ordre 1 (conséquence des Hypothèses 3.3.1 et 3.3.2). L'espérance du troisième terme
se réécrit

2
Z 0

¡1

Z 0

t

H (t)dsdt
[1 ¡ G(t)][1 ¡ G(s)]

· M
Z 0

¡1
tH (t)dt;

pour une constanteM > 0; de sorte que cette intégrale est �nie sijT j1T < 0 a un moment
d'ordre 2, ce qui est le cas d'après les Hypothèses 3.3.1 et 3.3.2.

A�n d'obtenir la normalité asymptotique des sommes empiriques de synthetic data
de la transformation de Leurgans, une hypothèse supplémentaire est nécessaire.

Hypothèse 3.3.4 Il existe " > 0 tel que

Z ¿H

¡1

t2+ " dF(t)
1 ¡ G(t)

< 1 :

Cette hypothèse est certes plus forte que l'Hypothèse 3.3.1, mais elle représente une
amélioration par rapport au conditions contenues dans Zhou (1992b) qui font intervenir
la fonction CG dé�nie au Théorème 2.1.5.

3.3.2 Représentation i.i.d. pour l'estimateur KSV

A partir de l'expression des sauts de l'estimateur Kaplan-Meier du Lemme 2.2.2, la
démonstration de la proposition suivante est immédiate.
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Proposition 3.3.2 On a la représentation en intégrale Kaplan-Meier,

1
n

nX

i =1

Ŷ ¤
i;KSV Á(X i ) =

Z
yÁ(x)dF̂ (x; y):

Comme corollaire immédiat, on déduit les représentations i.i.d. en appliquant les résul-
tats du Chapitre 2.

Corollaire 3.3.3 Soit F une classe d'enveloppe© satisfaisant la conditionE [Y©(Y)] <
1 . On suppose queyF satisfait les Hypothèses du Théorème 2.2.4. On a

sup
Á2F

¯
¯
¯
¯
¯
1
n

nX

i =1

Á(X i )Ŷ ¤
i;KSV ¡ E [Á(X )Y ]

¯
¯
¯
¯
¯

= oP (1):

Preuve: Conséquence directe du Théorème 2.2.4.
Le résultat suivant est une conséquence directe de la proposition 3.3.2 et du Théo-

rème 2.2.6.

Corollaire 3.3.4 Soit F une classe de fonctions telle queN []("; yF ; L 1) < 1 pour tout
" > 0: Alors

sup
f 2F

¯
¯
¯
¯
¯
1
n

nX

i =1

Á(X i )Ŷ ¤
i;KSV ¡ E [Á(X )Y ]

¯
¯
¯
¯
¯

! 0 p.s.

Le résultat suivant est une conséquence des Théorèmes 2.2.7 et 2.2.10.

Corollaire 3.3.5 Soit Á une fonction satisfaisant la condition d'intégrabilité

E [Á(X )2Y 2f 1 ¡ G(Y ¡ )g¡ 1] < 1 :

On a la représentation

1
n

nX

i =1

Á(X i )Ŷ ¤
i;KSV =

1
n

nX

i =1

Á(X i )Y ¤
i;KSV +

1
n

nX

i =1

°1(yÁ; Ti ; ±i ) + Rn (Á);

avec Rn (Á) = oP (n¡ 1=2): De plus, si on considère une classe de fonctionsF eucli-
dienne satisfaisant la condition (2.2.11), ce développement est valable avec de plus
supÁ2F jRn (Á)j = OP (n¡ 1):

3.3.3 Représentation i.i.d. pour l'estimateur de Leurgans

Dans cette section, nous nous plaçons sous l'Hypothèse d'identi�abilité 1.1.3.
Obtenir une représentation i.i.d. peut être réalisé soit directement à partir de la

relation (3.2.12) et une représentation i.i.d. deĜ (néanmoins, cette approche est plus
délicate à mener en raison des critères de tension qui doivent être utilisés), soit, de façon



68 Chapitre 3

plus simple, à partir des intégrales Kaplan-Meier. Cette dernière méthode a été mise en
÷uvre par Delecroix, Lopez, Patilea (2006). En e�et, en utilisant l'expression (3.2.11),

Y ¤
i;L =

Z Ti

¡1

·
1 ¡ F (t)
1 ¡ H (t)

¡ 1t< 0

¸
dt

=
Z + 1

¡1

f 1Ti >t ¡ 1t< 0[1 ¡ G(t)]g
R+ 1

t dF(u)
1 ¡ H (t)

dt

La même relation peut être obtenue pourŶ ¤
i;L en remplaçant G; H; F respectivement

par Ĝ; Ĥ; F̂ : Le théorème de Fubini fournit

Y ¤
i;L =

Z + 1

¡1

· Z u

¡1

f 1Ti >t ¡ 1t< 0[1 ¡ G(t)]g
1 ¡ H (t)

dt
¸

dF (u); (3.3.2)

Ŷ ¤
i;L =

Z + 1

¡1

" Z u

¡1

f 1Ti >t ¡ 1t< 0[1 ¡ Ĝ(t)]g

1 ¡ Ĥ (t)
dt

#

dF̂ (u): (3.3.3)

Dé�nissons

h(u; Ti ) =
Z u

¡1

f 1Ti >t ¡ 1t< 0[1 ¡ G(t)]g
1 ¡ H (t)

dt;

ĥ(u; Ti ) =
Z u

¡1

f 1Ti >t ¡ 1t< 0[1 ¡ Ĝ(t)]g

1 ¡ Ĥ (t)
dt:

Les sommes du type (3.3.1) s'écrivent alors

1
n

nX

i =1

Ŷ ¤
i;L Á(X i ) =

Z + 1

¡1

"
1
n

nX

i =1

ĥ(u; Ti )Á(X i )

#

dF̂ (u): (3.3.4)

Delecroix, Lopez et Patilea (2006) proposent un développement i.i.d. avec reste en
OP (n¡ 1=2) sous certaines conditions d'intégrabilité. Nous présentons ici une version
améliorée avec des hypothèses d'intégrabilité plus légères.

La somme (3.3.4) se décompose en quatre parties, à partir desquelles on peut pres-
sentir sa représentation i.i.d. En e�et,

1
n

nX

i =1

Ŷ ¤
i;L Á(X i ) =

1
n

nX

i =1

Y ¤
i;L Á(X i ) +

Z ¿H

¡1

"
1
n

nX

i =1

h(u; Ti )Á(X i )

#

d(F̂ ¡ F )(u)

+
Z ¿H

¡1

"
1
n

nX

i =1

[ĥ(u; Ti ) ¡ h(u; Ti )]Á(X i )

#

dF (u)

+ Rn (Á): (3.3.5)

La première partie est la somme qu'on obtiendrait si on pouvait calculer les vraisY ¤
i;L :

Les termes suivants n'interviendront que dans la variance. La seconde partie apportera
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une contribution à la variance qui proviendra de l'estimation de l'intégrale par rap-
port à dF de (3.3.2) par l'estimateur de Kaplan-Meier. La troisième partie provient de
l'estimation de h par ĥ: Le resteRn apparaîtra de l'ordre oP (n¡ 1=2):

Nous présentons à présent un résultat de type loi des grands nombres pour les
sommes du type (3.3.4) (représentation i.i.d. au premier ordre).

Théorème 3.3.6 Soit F une classe de fonctions d'enveloppe©:
On suppose que© est bornée.
On se place sous les Hypothèses 3.3.1 à 3.3.2. SiN []("; F ; k ¢ k1 ) est �ni, alors

sup
Á2F

¯
¯
¯
¯
¯
1
n

nX

i =1

(Ŷ ¤
i;L ¡ Y ¤

i;L )Á(X i )

¯
¯
¯
¯
¯

= op:s:(1):

Preuve: Notons, a�n de simpli�er les notations, K (u; Á) = E[h(u; T )Á(X )]: Dans
l'esprit de la décomposition annoncée (3.3.5), nous obtenons

1
n

nX

i =1

Ŷ ¤
i;L Á(X i ) =

1
n

nX

i =1

Y ¤
i;L Á(X i ) +

Z ¿H

¡1
K (u; Á)d(F̂ ¡ F )(u) (3.3.6)

+
Z ¿H

¡1

"
1
n

nX

i =1

h(u; Ti )Á(X i ) ¡ K (u; Á)

#

d(F̂ ¡ F )(u) (3.3.7)

+
Z ¿H

¡1

"
1
n

nX

i =1

[ĥ(u; Ti ) ¡ h(u; Ti )]Á(X i )

#

dF̂ (u): (3.3.8)

Par la suite, nous étudions la convergence vers 0 des trois intégrales intervenant dans
la décomposition.

Etape 1 : Etude de (3.3.6) et de (3.3.7).
Uniformément enÁ; l'intégrale (3.3.6) tend vers 0 presque sûrement par le Théorème

2.2.6 (lois des grands nombres pour l'estimateur de Kaplan-Meier), en appliquant le
Lemme 3.3.16 qui assure que la famille de fonctionsf K (u; Á); Á 2 Fg satisfait les
hypothèses du Théorème 2.2.6.

Quitte à translater les variables, on suppose que¿H > 1: L'intégrale (3.3.7) s'étudie
en considérant la classe de fonctions indexée parÁ et u 2 R; f Ãu(X; T ; Á) = [ u¡ 21u> 1 +
1u· 1]h(u; T )Á(X ); u 2 R; Á 2 Fg : Le Lemme 3.3.17 fournit que cette classe estP-
Glivenko-Cantelli. Par suite, par la loi des grands nombres uniforme enu et Á sur cette
classe de fonctions, l'intégrale (3.3.7) se majore par

op:s:(1) £
Z

u2d(F̂ + F )(u);

où leop:s:(1) ne dépend pas deÁ 2 F : Par la loi des grands nombres pour l'estimateur de
Kaplan-Meier (Théorème 2.2.6), l'intégrale précédente tend presque sûrement vers une
constante (en e�et, Y possède un moment d'ordre 2 puisque

R
t2[1¡ G(t)]¡ 1dF(t) < 1 ).

Etape 2 : Etude de l'intégrale (3.3.8).
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L'intégrale (3.3.8) s'étudie en considérant la di�érence

ĥ(u; T ) ¡ h(u; T ) = 1u> 0

Z u

0

1T >t [Ĥ (t) ¡ H (t)]dt

[1 ¡ Ĥ (t)][1 ¡ H (t)]
(3.3.9)

+
Z 0^ u

¡1

1T · t [Ĥ (t) ¡ H (t)]dt

[1 ¡ Ĥ (t)][1 ¡ H (t)]
(3.3.10)

+
Z 0^ u

¡1

[Ĝ(t) ¡ G(t)][1 ¡ H (t)]dt

[1 ¡ Ĥ (t)][1 ¡ H (t)]
(3.3.11)

+
Z 0^ u

¡1

G(t)[Ĥ (t) ¡ H (t)]dt

[1 ¡ Ĥ (t)][1 ¡ H (t)]
: (3.3.12)

Etape 2.1 : Etude de (3.3.10)-(3.3.12).
Pour simpli�er les notations, on note

ĤÁ(t) =
1
n

nX

i =1

Á(X i )1Ti · t ;

HÁ(t) = E [Á(X )1T · t ] :

Considérons (3.3.10).

1
n

nX

i =1

Á(X i ; Ti )
Z Z 0^ u

¡1

1Ti · t [Ĥ (t) ¡ H (t)]dt

[1 ¡ Ĥ (t)][1 ¡ H (t)]
dF̂ (u)

=
Z Z 0^ u

¡1

ĤÁ(t)[Ĥ (t) ¡ H (t)]dt

[1 ¡ Ĥ (t)][1 ¡ H (t)]
dF̂ (u): (3.3.13)

L'expression (3.3.13) se majore par

k©k1

1 ¡ H (0)
sup

t · T( n )

jĤ (t) ¡ H (t)j sup
t · 0

[1 ¡ Ĥ (t)]¡ 1
Z Z 0

¡1
Ĥ (t)dtdF̂ (u):

On a (voir Van der Vaart, 1998, page 268)

sup
t · T( n )

jĤ (t) ¡ H (t)j = Oa:s:(n¡ 1=2
p

log logn); (3.3.14)

sup
t · 0

[1 ¡ Ĥ (t)]¡ 1 = Op:s:(1): (3.3.15)

De plus,
R R0

¡1 Ĥ (t)dtdF̂ (u) · ¡
R0

¡1 sdĤ (s) = OP (1) (loi des grands nombres). En
rassemblant les résultats, on obtient donc que (3.3.13) tend presque sûrement vers 0
uniformément en Á:

Considérons (3.3.11). (3.3.11) se réécrit comme

I 1(u) + I 2(u) =
Z 0^ u

¡1

[Ĝ(t) ¡ G(t)]dt
1 ¡ H (t)

+
Z 0^ u

¡1

[Ĝ(t) ¡ G(t)][Ĥ (t) ¡ H (t)]dt

[1 ¡ Ĥ (t)][1 ¡ H (t)]
: (3.3.16)
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L'intégrale I 2 s'étudie de même que (3.3.10), c'est à dire en utilisant la convergence
uniforme de Ĥ; le fait que les dénominateurs sont bornés en probabilité, et que, par
Fubini,

R0
¡1 Ĝ(t)dt = ¡

R0
¡1 sdĜ(s); qui converge par la loi des grands nombres pour

l'estimateur de Kaplan-Meier. On traite l'intégrale I 1 en remarquant que

I 1(u) =
Z Z 0

t

1s· uds
1 ¡ H (s)

d(Ĝ(t) ¡ G(t)) :

La famille de fonctions indexée paru;
R0

t 1s· u [1 ¡ H (s)]¡ 1ds satisfait les conditions du
Théorème 2.2.6 de consistance des intégrales Kaplan-Meier. En e�et,

¯
¯
¯
¯

Z 0

t
1s· u [1 ¡ H (s)]¡ 1ds ¡

Z 0

t
1s· u0[1 ¡ H (s)]¡ 1ds

¯
¯
¯
¯ ·

ju ¡ u0j
1 ¡ H (0)

;

et on applique l'exemple 19.7 de Van der Vaart (1998) pour obtenir une majoration de
l'entropie. On en déduit que supu jI 2(u)j tend vers 0 presque sûrement.

Considérons (3.3.12). En observant que
R0

¡1 G(t)dt < 1 puisque C1C< 0 possède
un moment d'ordre 1, on obtient que le terme (3.3.12) tend vers 0 uniformément enu
grâce à (3.3.14) et (3.3.15).

Etape 2.2 : Etude de (3.3.9).
A�n d'étudier (3.3.9), considérons

I Á(S) =
1
n

nX

i =1

Z ¿H

0

Z u

0

Á(X i ; Ti )1Ti >t [Ĥ (t) ¡ H (t)]dt

[1 ¡ Ĥ (t)][1 ¡ H (t)]
dS(u);

où S désigne soitF̂ ; soit F , et avec la convention0=0 = 0. Dé�nissons les fonctions
L̂ Á(t) = n¡ 1 P n

i =1 Á(X i )1Ti >t [1 ¡ Ĥ (t)]¡ 1; et L Á = E[Á(X )1T >t ][1 ¡ H (t)]¡ 1:
Avec ces nouvelles notations,

I Á(S) =
Z ¿H

0

Z u

0

[Ĥ (t) ¡ H (t)]L̂ Á(t)
1 ¡ H (t)

dS(u):

Par le Théorème 10.5.1 de Shorack et Wellner (1986),

sup
t · T( n )

¯
¯
¯
¯
¯
Ĥ (t) ¡ H (t)

1 ¡ H (t)

¯
¯
¯
¯
¯

= Op:s:([log n]1+ a): (3.3.17)

De plus, puisqueF est bornée, et quitte à e�ectuer une translation de la classe de
fonctions, on peut supposer que les fonctionsÁ sont positives et satisfont 0 < M 1 ·
Á · M 2; de sorte que

L̂ Á(t)
L Á(t)

·
M 2

M 1
: (3.3.18)

CommeL̂ Á(t) = 0 pour t > T (n) ; pour tout " > 0; l'intégrale I Á(S) peut se majorer par

jI Á(S)j ·

Ã

sup
t · T( n )

¯
¯
¯
¯
¯
L̂ Á(t)
L Á(t)

¯
¯
¯
¯
¯

! Ã

sup
t · T( n )

¯
¯
¯
¯
¯
Ĥ (t) ¡ H (t)

1 ¡ H (t)

¯
¯
¯
¯
¯

! 1¡ " Ã

sup
t · T( n )

¯
¯
¯Ĥ (t) ¡ H (t)

¯
¯
¯

! "

£
Z ¿H

0

Z u

0

L Á(t)dtdS(u)
[1 ¡ H (t)]" :
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On déduit de (3.3.14), de (3.3.17), et de (3.3.18) que

jI Á(F̂ )j · op:s:(1) £
Z Z u

0

L Á(t)dtdF̂ (u)
[1 ¡ H (t)]" :

En appliquant le théorème de Fubini, l'intégrale du membre de droite se réécrit

Z
(1 ¡ F̂ (t))1¡ "

"

L Á(t)
(1 ¡ F̂ (t)) "

(1 ¡ H (t)) "

#

dt: (3.3.19)

Observons que[1 ¡ F (u)][1 ¡ G(u)]¡ 1 est borné, puisque, par Fubini

Z ¿H

0

[1 ¡ F (u)]
[1 ¡ G(u)]

du =
Z ¿H

0

Z t

0

du
1 ¡ G(u)

dF (t) ·
Z

tdF (t)
1 ¡ G(t)

< 1 :

De plus, L Á est uniformément bornée puisqueF est bornée. Par ailleurs, par l'inégalité
de Jensen, on a la majoration

Z ¿H

0
[1 ¡ F (t)]1¡ " dt · C(" ) £

ÃZ
[1 + t]

1+ "
1¡ " [1 ¡ F (t)]dt
[1 + t]1+ "

! 1¡ "

:

Pour " su�samment petit, l'intégrale du membre de droite est inférieure à
R

t[1¡ F (t)]dt;
qui est �nie puisque Y possède un moment d'ordre 2. Finalement, on en déduit que,
uniformément sur la classeF , la somme (3.3.8) tend vers0 presque sûrement.

Le Théorème suivant précise la représentation en fournissant un reste enoP (n¡ 1=2);
permettant d'obtenir des résultats du type Théorème Central Limite.

Théorème 3.3.7 Supposons que, pour un certain" > 0 proche de 0,
Z

t2+ " dt
1 ¡ G(t)

< 1 : (3.3.20)

Soit Á une fonction bornée. On a alors la représentation

1
n

nX

i =1

Ŷ ¤
i;L Á(X i ) =

1
n

nX

i =1

Y ¤
i;L Á(X i ) +

Z ·
K (t; Á)
1 ¡ G(t)

¡
¹K (t; Á)

1 ¡ H (t)

¸
dM F

+ (t)

+
Z

K (u; Á)d[ ~F (u) ¡ F ](u)

+
1
n

nX

i =1

¢( Ti ; ±i ; X i ; Á);

où la fonction ¢ est dé�nie au Lemme 3.3.18, en rappelant la dé�nition

¹K (t; Á) =
Z ¿H

t
K (u; Á)dF (u):
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Remarque 3.1 La condition (3.3.20) représente une amélioration par rapport à Dele-
croix, Lopez, et Patilea (2006). Elle est "quasi-optimale", dans le sens où, en prenant
le cas limite " = 0 ; on retrouve l'hypothèse obtenue pour la représentation du Théorème
3.3.5, dans le cas de l'estimateur KSV. Même si, dans l'hypothèse (3.3.20), on a" > 0;
nous sommes proches de l'hypothèse "idéale" où" = 0 , puisque" peut être aussi petit
que nécessaire.

Preuve: Revenons à la décomposition (3.3.6)-(3.3.8) du Théorème 3.3.6.
Etape 1 : Intégrale (3.3.6).
On peut obtenir un développement i.i.d. de l'intégrale (3.3.6) à partir de la représen-

tation i.i.d. des intégrales Kaplan-Meier d'Akritas (voir section 2.2.1), et obtenir ainsi
les deux premiers termes de la représentation i.i.d.

Etape 2 : Intégrale (3.3.7).
L'intégrale (3.3.7) se réécrit, par le Théorème de Fubini,

Z ¿H

0

[F̂ (t) ¡ F (t)][ĤÁ(t) ¡ HÁ(t)]dt
1 ¡ H (t)

:

Dans un premier temps, tronquons l'intégrale en l'arrêtant à¿ < ¿H arbitraire. En
utilisant,

sup
t · ¿

jF̂ (t) ¡ F (t)j = OP (n¡ 1=2); (3.3.21)

sup
t · ¿H

jĤÁ(t) ¡ HÁ(t)j = OP (n¡ 1=2); (3.3.22)

on obtient que l'intégrale tronquée estOP (n¡ 1) uniformément en Á: L'argument de
tension de la Proposition 2.2.12 est nécessaire pour faire tendre¿ vers ¿H : Par ailleurs,
puisqueÁ est bornée,

sup
t · ¿H

1 ¡ ĤÁ(t)
1 ¡ H (t)

· k Ák1 sup
t · ¿H

1 ¡ Ĥ (t)
1 ¡ H (t)

= OP (1);

par le Théorème 2.1.6. On obtient alors la majoration, pour tout" > 0;

¯
¯
¯
¯
¯

Z ¿H

¿

[F̂ (t) ¡ F (t)][ĤÁ(t) ¡ HÁ(t)]dt
1 ¡ H (t)

¯
¯
¯
¯
¯

·
µ Z T( n )

¿
t1+ "=2jF̂ (t) ¡ F (t)j

dt
t1+ "=2

(3.3.23)

+
Z ¿H

T( n )

[1 ¡ F (t)]dt

!

£ OP (1): (3.3.24)

Par le Théorème 2.1.5 et en utilisant l'Hypothèse 3.3.4, on obtient

sup
t · T( n )

t1+ "=2jF̂ (t) ¡ F (t)j = OP (n¡ 1=2):
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L'intégrale du membre de droite de (3.3.23) se majore donc parOP (n¡ 1=2)£
R¿H

¿ t ¡ 1¡ "=2dt:
Par ailleurs, l'intégrale (3.3.24) a pour espérance

Z ¿H

¿
[1 ¡ F (t)]F (t)ndt = oP (n¡ 1=2):

On en déduit que
¯
¯
¯
¯
¯

Z ¿H

¿

[F̂ (t) ¡ F (t)][ĤÁ(t) ¡ HÁ(t)]dt
1 ¡ H (t)

¯
¯
¯
¯
¯

· ZnGn (¿);

avec Zn = OP (n¡ 1=2) et Gn (¿) =
R¿H

¿ t ¡ 1¡ "=2dt; qui satisfait bien les conditions de la
Proposition 2.2.12.

Etape 3 : Intégrale (3.3.8).
L'intégrale (3.3.8) se décompose en deux parties. La première partie,

Z "
1
n

nX

i =1

ĥ(u; Ti )Á(X i ) ¡ h(u; Ti )Á(X i )

#

dF (u);

intervient dans la représentation i.i.d. et est étudiée au Lemme 3.3.18. La seconde partie,

Z "
1
n

nX

i =1

ĥ(u; Ti )Á(X i ) ¡ h(u; Ti )Á(X i )

#

d(F̂ ¡ F )(u); (3.3.25)

est négligeable. Pour le montrer, il faut considérer la décomposition (3.3.9)-(3.3.12) de
la preuve du Théorème 3.3.6.

Etape 3.1 : Contribution de (3.3.9) à (3.3.25).
A nouveau, on tronque l'intégrale en l'arrêtant à¿ < ¿H : En appliquant le théorème

de Fubini, la contribution de (3.3.9) à (3.3.25) s'écrit

Z ¿

0
L̂ Á(t)

[Ĥ (t) ¡ H (t)][F̂ (t) ¡ F (t)]dt
[1 ¡ H (t)]

= OP (n¡ 1):

A nouveau on utilise l'argument de la Proposition 2.2.12, en observant que
¯
¯
¯
¯
¯

Z ¿H

¿
L̂ Á(t)

[Ĥ (t) ¡ H (t)][F̂ (t) ¡ F (t)]dt
[1 ¡ H (t)]

¯
¯
¯
¯
¯

· sup
t

L̂ Á(t)
L Á(t)

sup
t

¯
¯
¯
¯
¯
Ĥ (t) ¡ H (t)

1 ¡ H (t)

¯
¯
¯
¯
¯

Z ¿H

¿
t1+ "=2jF̂ (t) ¡ F (t)j

dt
t1+ "=2

:

Les deux supremums sontOP (1): Pour le second, il s'agit du Théorème 2.1.6. Pour̂L Á;
on suppose, sans perte de généralité, que0 < M 1 < Á < M 2; et on utilise (3.3.18). On
raisonne alors comme précédemment. L'intégrale véri�e les conditions de la Proposition
2.2.12 par les mêmes arguments qu'à l'étape 2.

Etape 3.2 : Contribution de (3.3.10) à (3.3.25).
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En sommant et en appliquant le Théorème de Fubini, la contribution de (3.3.10) à
(3.3.25) s'exprime comme

1T(1) < 0

Z 0

T(1)

Z 0

u

ĤÁ(t)[F̂ (u) ¡ F (u)][Ĥ (t) ¡ H (t)]dtdu

[1 ¡ Ĥ (t)][1 ¡ H (t)]
:

En e�et, HÁ(t) ´ 0 pour t · T(1) : En raisonnant comme précédemment, et du fait que
¿H > 0, cette intégrale se majore, en valeur absolue par

OP (n¡ 1=2¡ ´ ) £ 1T(1) < 0

Z 0

T(1)

jF̂ (u) ¡ F (u)j1¡ ´
Z 0

u
HÁ(t)dtdu; (3.3.26)

pour tout ´ > 0: PuisqueÁ est bornée, on obtient
Z 0

u
HÁ(t)dt · k Ák1

Z 0

u
H (t)dt · k Ák1 E[jT j1T · 0]:

Par conséquent, et par une inégalité de convexité, l'expression (3.3.26) se majore par

oP (n¡ 1=2) £

" Z 0

¡1
F (u)1¡ ´ du + 1T(1) < 0

Z 0

T(1)

F̂ (u)1¡ ´ du

#

:

La première intégrale est �nie en utilisant l'inégalité de Jensen de la même façon qu'à la
�n de la preuve du Théorème 3.3.6. Pour la deuxième intégrale, on applique également
l'inégalité de Jensen, puis le Théorème de Fubini et la convergence des intégrales Kaplan-
Meier du Théorème 2.2.6.

Etape 3.3 : Contribution de (3.3.11) à (3.3.25).
En appliquant le Théorème de Fubini, la contribution de l'intégrale (3.3.11) à (3.3.25)

s'exprime comme
Z 0

¡1

Z 0

u

[F̂ (u) ¡ F (u)]ZG(t)[1 ¡ G(t)]dtdu

1 ¡ Ĥ (t)
£

1
n

nX

i =1

Á(X i ):

En utilisant le Théorème 2.1.1 ainsi que le Théorème de Fubini, l'intégrale ci-dessus
peut s'exprimer sous la forme d'une intégrale stochastique,

Z 0

¡1

" Z 0

t

Z 0

u_ s

[F̂ (u) ¡ F (u)][1 ¡ G(t)]dtdu

1 ¡ Ĥ (t)

#
dM G

+ (s)

[1 ¡ F̂ (s¡ )][1 ¡ G(s)]
:

Si l'on fait varier la borne supérieure de la première intégrale, on obtient un processus
sur [¡1 ; 0]; dont la variation quadratique est majorée par

OP (n¡ 2) £
Z

t2dG(t):

Cette dernière intégrale est �nie, d'après l'hypothèse de moment d'ordre 2 pourC1C· 0:
Il su�t alors d'appliquer le Théorème 2.1.2 (la condition de Lindebergh étant véri�ée)
pour obtenir que ce terme est unoP (n¡ 1=2):
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Etape 3.4 : Contribution de (3.3.12) à (3.3.25).
Par Fubini, elle s'exprime comme

Z 0

¡1

Z 0

t_ 0

[Ĥ (t) ¡ H (t)][F̂ (u) ¡ F (u)]duG(t)dt

[1 ¡ Ĥ (t)][1 ¡ H (t)]
£

1
n

nX

i =1

Á(X i );

qui se majore parOP (n¡ 1) £
R0

¡1 tG(t)dt; et on conclut du fait du moment d'ordre 2
pour C1C· 0:

Dans le cas particulier oùT > 0 presque sûrement, la représentation du Théorème
3.3.7 peut s'exprimer sous une forme plus simple.

Proposition 3.3.8 Sous les Hypothèses du Théorème 3.3.7 et lorsqueT > 0, on a

1
n

nX

i =1

Ŷ ¤
i;L Á(X i ) =

1
n

nX

i =1

Y ¤
i;L Á(X i )

+
Z Z 1

s

E[Á(X )1T >t ]dtdM G
+ (s)

[1 ¡ G(t)][1 ¡ H (s)]
+ oP (n¡ 1=2)

=
1
n

nX

i =1

Y ¤
i;L Á(X i ) +

Z Z Z
1t · yÁ(x)dH (x; y)dtdM G

+ (s)
[1 ¡ G(t)][1 ¡ H (s)]

;

où H (x; y) = P(T · y; X · x):

Preuve: Notons S(Á) = n¡ 1 P n
i =1 [Ŷ ¤

i;L ¡ Y ¤
i;L Á(X i )]: D'après le développement du

Théorème 3.3.7, et par dé�nition de la fonctionK;

S(Á) =
Z Z t

0

E[Á(X )1T >s ]dM F
+ (s)

[1 ¡ H (s)][1 ¡ G(t)]
¡

Z Z ¿H

t

Z u

0

E[Á(X )1T >s ]dsdF(u)dM F
+ (t)

[1 ¡ H (s)][1 ¡ H (t)]

+
Z

[Ĥ (t) ¡ H (t)]E [Á(X )1T >t ]dt
[1 ¡ H (t)][1 ¡ G(t)]

+ oP (n¡ 1=2):

On utilise le Théorème 2.1.1. Par le Théorème de Fubini, la seconde intégrale s'exprime
comme

¡
Z Z t

0

E[Á(X )1T >s ]dsdM F
+ (t)

[1 ¡ H (s)][1 ¡ G(t)]
¡

Z Z ¿H

t

E[Á(X )1T >s ]dsdM F
+ (t)

[1 ¡ G(s)][1 ¡ H (t)]
:

En utilisant le fait que dM H
+ = dM F

+ + dM G
+ ; on en déduit le résultat.

3.3.4 Représentation i.i.d. pour les combinaisons linéaires de Leur-
gans et KSV

Les représentations i.i.d. des sommes empiriques dêY ¤
® peuvent se déduire des re-

présentations pour la transformation KSV et pour celle de Leurgans, dans le cas où
® est �xe. La Proposition suivante présente un résultat dans le cas où® est choisi de
manière adaptative, mais converge tout de même vers une valeur limite®0:
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Proposition 3.3.9 Sous les Hypothèses 3.3.1 et 3.3.2, et en supposant queN []("; F ; k:k1 ) <
1 ; si

®̂ ¡ ®0 ! 0 p:s:;

alors

sup
Á2F

¯
¯
¯
¯
¯
1
n

nX

i =1

h
Ŷ ¤

i; ®̂ ¡ Y ¤
i;®0

i
Á(X i )

¯
¯
¯
¯
¯

! 0 p:s:

Si
®̂ ¡ ®0 ! 0 en probabilité;

alors

sup
Á2F

¯
¯
¯
¯
¯
1
n

nX

i =1

h
Ŷ ¤

i; ®̂ ¡ Y ¤
i;®0

i
Á(X i )

¯
¯
¯
¯
¯

! 0 en probabilité:

De plus, si l'Hypothèse 3.3.4 est satisfaite,

8Á 2 F ;
1
n

nX

i =1

Ŷ ¤
i; ®̂Á(X i ) =

1
n

nX

i =1

Y ¤
i;®0

Á(X i ) ¡ ®0
1
n

nX

i =1

´ yÁ(Ti ; ±i )

+(1 + ®0)

"
1
n

nX

i =1

°1(K (¢; Á); Ti ; ±i )

+
1
n

nX

i =1

¢( Ti ; ±i ; X i ; Á)

#

+ oP (n¡ 1=2):

Preuve: Il su�t de remarquer que

1
n

nX

i =1

h
Ŷ ¤

i; ®̂ ¡ Ŷ ¤
i;®0

i
Á(X i ) = ¡

(®̂ ¡ ®0)
n

nX

i =1

Ŷ ¤
i;KSV Á(X i )

+
(®̂ ¡ ®0)

n

nX

i =1

Ŷ ¤
i;L Á(X i ):

On déduit des Corollaires 3.3.4 et 3.3.5, ainsi que des Théorèmes 3.3.6 et 3.3.7 que

1
n

nX

i =1

Ŷ ¤
i; ®̂Á(X i ) =

1
n

nX

i =1

Ŷ ¤
i;®0

Á(X i ) + termes négligeables:

On utilise alors les représentations des Théorèmes cités.

3.3.5 Variance des sommes empiriques de synthetic data

Etant donnée la représentation du Théorème 3.3.2, on déduit directement la variance
des sommes empiriques, pour l'estimateur KSV, à partir de la Proposition 2.3.1.
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Proposition 3.3.10 Soit
Á1(x; y) = yÁ(x):

Sous l'Hypothèse 3.3.1,

1
n

nX

i =1

Ŷ ¤
i;KSV Á(X i ) ¡ E [Y Á(X )] =) N (0; ¾2

KSV (Á)) ;

où

¾2
KSV (Á) =

Z
h
yÁ(x) ¡

¹Á1 (y)
1¡ F (y)

i h
yÁ(x) ¡

¹Á1 (y)
1¡ F (y)

i 0
dF(x; y)

1 ¡ G(y)
:

L'estimation de la variance des sommes empiriques KSV peut ainsi être obtenue à
partir de la Proposition 2.3.2. Pour la transformation de Leurgans, la variance asymp-
totique peut être déduite de la représentation du Théorème 3.3.7. Le Lemme suivant
s'obtient par un calcul direct élémentaire. Il explicite sous forme intégrale les di�érents
termes intervenant dans la variance, pour l'estimateur de Leurgans.

Lemme 3.3.11 S désigne une des trois fonctionsF , G, et H: On dé�nit

mS(Á; Ã) = E
·
(Y ¤

L Á(X ) ¡ E [Y ¤
L Á(X )])

Z ¿H

¡1
Ã(s)dM S

1 (s)
¸

:

On a

mS(Á; Ã) =
Z

1 ¡ H (y)Ã(y)
1 ¡ S(y)

Á(x)
Z ½

1y>t

1 ¡ G(t)
¡ 1t< 0

¾
dtdF (x; y)

+
Z ¿H

¡1

Z ¿H

0

E[Á(X )(1 ¡ H (t _ s j X ))]Ã(s)dtdS(s)
[1 ¡ G(t)][1 ¡ S(s)]

+
Z ¿H

¡1

Z 0

¡1

Ã(s)E [Á(X )f G(t) + H (tjX ) ¡ [1 + G(t)]H (sjX )g]dtdS(s)
[1 ¡ S(s)][1 ¡ G(t)]

:

La proposition suivante fournit une explicitation de la variance des sommes empi-
riques de synthetic data de Leurgans (en fonction des fonctionsmS).

Proposition 3.3.12 On dé�nit Ã1 = K (y; Á)[1 ¡ G(y)]¡ 1 ¡ ¹K (y; Á)[1 ¡ H (y)]¡ 1; et
Ã2 et Ã3 dé�nies au Lemme 3.3.18. La variance asymptotique den¡ 1=2 P n

i =1 Ŷ ¤
i;L Á(X i );

s'exprime comme

¾2
L (Á) = V ar(Y ¤

L Á(X )) + ¾2(K (¢; Á)) + V ar(¢)

+2mF (Á; Ã1) + 2 mG(Á; Ã2) + 2 mH (Á; Ã3)

+2E
· Z

Ã1(t)Ã3(t)f 1 ¡ G(t)gdF (t)
¸

;

où ¾2(Á) est dé�nie à la Proposition 2.3.1.
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La démonstration est immédiate, reposant sur le Théorème 3.3.7, le Lemme 3.3.18,
et le Lemme 3.3.11.

La variance V ar(Y ¤
L Á(X )) peut être estimée de façon consistante par

1
n

nX

i =1

Ŷ ¤2
i;L Á(X i )2 ¡

Ã
1
n

nX

i =1

Ŷ ¤
i;L Á(X i )

! 2

: (3.3.27)

En e�et, la seconde somme converge versE [Y ¤
L Á(X )] par le Théorème 3.3.6. Quant à

la première somme, elle s'exprime comme

1
n

nX

i =1

Y ¤2
i;L Á(X i )2 +

1
n

nX

i =1

(Ŷ ¤
i;L ¡ Y ¤

i;L )2Á(X i ) +
2
n

nX

i =1

(Ŷ ¤
i;L ¡ Y ¤

i;L )Y ¤
i;L Á(X i ):

La première somme tend versE [Y ¤2
L Á(X )2]; et par Cauchy-Schwarz, il su�t de montrer

que la seconde tend vers 0 pour obtenir que la troisième converge également vers 0.
Pour cela, dé�nissons

M n (t) =
1
n

nX

i =1

Á(X i )

" Z t

¡1

(
1Ti >t [Ĝ(t) ¡ G(t)]

[1 ¡ G(t)][1 ¡ Ĝ(t)]
¡ 1t< 0

)

dt

#2

;

et observons que
1
n

nX

i =1

(Ŷ ¤
i;L ¡ Y ¤

i;L )2Á(X i ) = M n (¿H ):

On a aisément quesupt · ¿ jM n (t)j = oP (1) (par le Théorème 2.1.5) sous les Hypothèses
du Théorème 3.3.7. Il su�t dès lors d'appliquer la Proposition 2.2.12 pour conclure.
Pour cela, observons que, pour0 < ¿ < ¿H ;

jM n (¿H ) ¡ M n (¿)j · k Ák1 sup
t · T( n )

¯
¯
¯
¯
¯
Ĝ(t) ¡ G(t)

1 ¡ Ĝ(t)

¯
¯
¯
¯
¯
£

1
n

nX

i =1

1Ti >¿

· Z Ti

0

dt
1 ¡ G(t)

¸ 2

;

on se retrouve alors dans les conditions de la Proposition 2.2.12.
Pour estimer les autres termes intervenant dans la variance de la Proposition 3.3.12,

il su�t de remarquer que ces termes sont des fonctions deH; G; et F: On estime de façon
consistante ces termes en remplaçant ces fonctions de répartition par leurs équivalents
empiriques. La démonstration est rigoureusement analogue à celle de la Proposition
2.3.2, et est donc omise. Ceci nous conduit au résultat suivant.

Proposition 3.3.13 Dé�nissons ¾̂2
L (Á) l'estimateur de ¾2

L (Á) obtenu en estimant la
variance V ar(Y ¤

L Á(X )) par (3.3.27), et en remplaçantH; F et G par leurs équivalents
empiriques (fonction de répartition empirique et estimateurs de Kaplan-Meier) dans la
formule de la Proposition 3.3.12. On a, sous les Hypothèses du Théorème 3.3.7,

¾̂2
L (Á) ¡ ¾2

L (Á) ! 0 en probabilité:
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Il reste à considérer la variance asymptotique pour les combinaisons linéaires de
l'estimateur de KSV et de l'estimateur de Leurgans.

Proposition 3.3.14 Soit ¾2
®(Á) la variance asymptotique den¡ 1=2 P n

i =1 Ŷ ¤
i;®Á(X i ): Soit

Ã4 = ¹(yÁ)[1 ¡ H (y)]¡ 1: On a

¾2
®(Á) = ®2¾2

KSV (Á) + (1 ¡ ®)2¾2
L (Á) + 2 ®(1 ¡ ®)¾L;KSV (Á);

où l'on dé�nit

¾L;KSV (Á) = E [f Y ¤
KSV Á(X ) ¡ E [m(X )Á(X )]gf Y ¤

L Á(X ) ¡ E [m(X )Á(X )]g]

+ mG(Á; Ã4) + E
· Z

[Ã2(t) + Ã3(t)]Ã4(t)f 1 ¡ F (t)gdG(t)
¸

:

Cette variance se déduit deM H
+ = M F

+ + M G
+ ; et de < M F

+ ; M G
+ > = 0 : Intéressons-

nous à présent à l'estimation de¾L;KSV (Á): On peut estimer les quatre derniers termes
en remplaçant H; G et F par leurs équivalents empiriques. Il reste à estimer de façon
consistante la première espérance, par

1
n

nX

i =1

Á(X i )
µ

Ŷ ¤
i;KSV Á(X ) ¡

Z
yÁdF̂

¶ µ
Ŷ ¤

i;L Á(X ) ¡
Z

yÁdF̂
¶

: (3.3.28)

Par convergence des intégrales Kaplan-Meier, on se ramène à prouver que

1
n

nX

i =1

³
Ŷ ¤

i;KSV Ŷ ¤
i;L ¡ Y ¤

i;KSV Y ¤
i;L

´
Á(X i ) ! 0;

en probabilité. Par un calcul élémentaire et en appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz,
ceci est réalisé si

1
n

nX

i =1

³
Ŷ ¤

i;KSV ¡ Y ¤
i;KSV

´ 2
! 0 en probabilité,

1
n

nX

i =1

³
Ŷ ¤

i;L ¡ Y ¤
i;L

´ 2
! 0 en probabilité.

La seconde propriété a été montrée plus haut. Pour la première, on dé�nit

M 0
n (t) =

1
n

nX

i =1

1Ti · t Á(X i )
³

Ŷ ¤
i;L ¡ Y ¤

i;L

´ 2
:

On a, pour tout ¿ < ¿H ; supt · ¿ M 0
n (t) = oP (1): On applique la Proposition 2.2.12 en

remarquant que

jM 0
n (¿) ¡ M 0

n (¿H )j · k Ák1 sup
t · T( n )

¯
¯
¯
¯
¯
Ĝ(t) ¡ G(t)

1 ¡ ^G(t)

¯
¯
¯
¯
¯
£

1
n

nX

i =1

1Ti ¸ ¿jY ¤
i;KSV j:
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Proposition 3.3.15 Dé�nissons ¾̂L;KSV (Á) l'estimateur de ¾2
L (Á) obtenu en estimant

l'espérance

E [f Y ¤
KSV Á(X ) ¡ E [m(X )Á(X )]gf Y ¤

L Á(X ) ¡ E [m(X )Á(X )]g]

par (3.3.28), et en remplaçantH; F et G par leurs équivalents empiriques (fonction de
répartition empirique et estimateurs de Kaplan-Meier) dans la formule de la Proposition
3.3.14. On a, sous les Hypothèses du Théorème 3.3.7,

¾̂L;KSV (Á) ¡ ¾L;KSV (Á) ! 0 en probabilité:

Par conséquent,¾̂2
®(Á) = ®2¾̂2

KSV (Á) + (1 ¡ ®)2¾̂2
L (Á) + 2 ®(1 ¡ ®)¾̂L;KSV (Á); est un

estimateur consistant de¾2
®(Á):

3.3.6 Lemmes techniques

Lemme 3.3.16 On considère la classe de fonctions¦ = f u ! K (u; Á); Á 2 Fg : Si
N []("; F ; k:k1 ) < 1 et E [YL ] < 1 ; on a N []("; ¦ ; L 1) < 1 :

Preuve: Soit [f 1; g1]; :::; [f N ; gN ] un ensemble de"-crochets qui recouvreF (en
norme in�nie). Si Á 2 [f i ; gi ]; on a

K (u; Á) ¡ K (u; f i ) · E [h(u; T )]";

et E [h(u; T )] · M £ u pour une constante positiveM: Le même type d'inégalité peut
être obtenue à partir desgi ; et on en déduit donc le résultat.

Lemme 3.3.17 On considère la classe de fonctionsª = f Ãu(X; T ; Á) = [ u¡ 21u> 1 +
1u· 1]h(u; T )Á(X ); u 2 R; Á 2 Fg ; où F est une classe de fonctions d'enveloppe©
intégrable, telle queN []("; F ; k:k1 ) < 1 : Alors N []("; ª ; L 1) < 1 ; et ª possède une
enveloppe intégrable.

Preuve:
Bracketing number.
Considérons tout d'abord la classe de fonctions̈ indexée paru composée des fonc-

tions ¸ u(T) = [ u¡ 21u¸ 1 + 1u< 1]h(u; T ); et soit " > 0: On a ¨ = ¨ 1 + ¨ 2; où l'on a
séparé les indicatrices deu ¸ 1 et u < 1: Ces deux ensembles s'étudient de manière
analogue, on ne considérera donc que le casu ¸ 1: Observons que, pour toutu ¸ 1; on
a la majoration

¸ u(T) ·
M
u2

Z u

0

1T >t dt
1 ¡ H (t)

;

pour une constanteM > 0; de telle sorte queE[¸ u(T)] · Mu ¡ 1: Soit uM = M ("=2)¡ 1:
On en déduit que N []("; ¨ 1; L 1) est �ni si et seulement si N []("=2; ¨ M

1 ; L 1); où ¨ M
1 =

f ¸ u ; u ¸ 1; u · uM g: De plus, en dérivant la fonction¸ u(T) par rapport à u; on obtient
la majoration

k¸ u1 (T) ¡ ¸ u2 (T)k · M 0 1T >u M

1 ¡ H (uM )
:
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L'Exemple 19.7 de Van der Vaart (1998) fournit queN []("=2; ¨ M
1 ; L 1) < 1 ; et donc

N []("; ¨ 1; L 1) < 1 : Un raisonnement analogue fournitN []("; ¨ 2; L 1) < 1 ; et donc
N []("; ¨ ; L 1) < 1 :

Par dé�nition de N []("; F ; L 1 ) = N; soit [f 1; g1]; :::; [f N ; gN ] un ensemble de"-
crochets qui recouvrentF (en norme 1 ). De même, on se donne[f 0

1; g0
1]; :::; [f 0

N 0; g0
N 0]

un ensemble de"-crochets recouvrant¨ (en norme 1). Puisque la classeF est bornée,
quitte à e�ectuer une translation, on peut supposer que les fonctionsÁ sont positives.
On construit alors un "-recouvrement (en norme 1) deª à partir des f i f 0

j et gi g0
j en

remarquant que

¸ u(T)Á(X ) ¡ f 0
j f i · ©(X )( ¸ u(T) ¡ f 0

j (T)) + f 0
j (T)(Á(X ) ¡ f i (X )) ;

pour ¸ u 2 [f 0
j ; g0

j ] et Á 2 [f i ; gi ]; le même type d'inégalité pouvant être obtenu pour lesg
et g0: De plus, par dé�nition, (Á(X ) ¡ f i (X )) · "; donc E[f 0

j (T)(Á(X ) ¡ f i (X ))] · M 1":
Par ailleurs, © étant bornée,E [©(X )( ¸ u(T) ¡ f 0

j (T))] · M 2" par dé�nition des f 0
j : On

en déduit queN []("; ª ; L 1) < 1 :
Intégrabilité de l'enveloppe.
Par décroissance de la fonctionu¡ 2 pour u > 0; on obtient la majoration

8u > 1; jÃu(X; T ; Á)j ·

¯
¯
¯
¯©(X )

Z ¿H

¡1
[t ¡ 21t> 1 + 1t · 1]

f 1T >t ¡ 1t< 0[1 ¡ G(t)]g
1 ¡ H (t)

dt

¯
¯
¯
¯ :

L'espérance du membre de droite se scinde en plusieurs parties,

E
·
©(X )

Z 0

¡1

G(t) ¡ 1T · t

1 ¡ H (t)
dt

¸
; (3.3.29)

Z 1

0

E [©(X )f 1 ¡ H (tjX )g]
1 ¡ H (t)

dt; (3.3.30)
Z ¿H

1
t ¡ 2 E[©(X )1T >t ]

1 ¡ H (t)
dt: (3.3.31)

L'espérance conditionnelle de l'intégrale intervenant dans (3.3.29), s'exprime
Z 0

¡1

G(t)dt
1 ¡ H (t)

¡
Z 0

¡1

H (tjX )
1 ¡ H (t)

dt:

Elle peut donc être majorée en valeur absolue par

[1 ¡ H (0)]¡ 1 f E [jCj1C< 0] + E [jT j1T < 0 j X ]g:

La seconde espérance peut se majorer par une constante. L'intégrale (3.3.30) peut égale-
ment être bornée par une constante, de même que l'intégrale (3.3.31). En e�et,© étant
bornée, on aE[©(X )1T >t ] · k ©k1 (1 ¡ H (t)) :

Pour u · 0; on a la majoration

8u < 0; jÃu(X; T ; Á)j · ©(X )

¯
¯
¯
¯

Z 0

¡1

f 1T >t ¡ [1 ¡ G(t)]g
1 ¡ H (t)

dt

¯
¯
¯
¯ ;

qui se majore de même que (3.3.29). De même, on majore par une constantejÃu(X; T ; Á)j
pour 0 · u · 1:
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Lemme 3.3.18 Soit

S(Á) =
Z "

1
n

nX

i =1

ĥ(u; Ti )Á(X i ) ¡ h(u; Ti )Á(X i )

#

dF (u):

Sous les hypothèses du Théorème 3.3.7, on a

S(Á) =
Z ¿H

0

[Ĥ (t) ¡ H (t)]E [Á(X )1T >t ]dt
[1 ¡ H (t)][1 ¡ G(t)]

+
Z 0

¡1

F (t)ZH (t)f E [Á(X )1T · t ] + E [Á(X )]G(t)gdt
[1 ¡ H (t)]2

+ E[Á(X )]
Z 0

¡1

Z u

¡1

dM G
+ (s)F (u)du

[1 ¡ F (s¡ )][1 ¡ G(s)][1 ¡ F (u)]

+ P(Y > 0) £
· Z 0

¡1

ZH (t)f E [Á(X )1T · t ] + E [Á(X )]G(t)gdt
[1 ¡ H (t)]

+ E [Á(X )]
Z 0

¡1

dM G
+ (s)F (u)du

[1 ¡ F (s¡ )][1 ¡ G(s)][1 ¡ F (u)]

¸

=
1
n

nX

i =1

¢( Ti ; ±i ; X i ; Á):

On notera également

S(Á) =
Z

Ã2(s)dM G
+ (s) +

Z
Ã3(s)dM H

+ (s):

Preuve: On utilise la décomposition (3.3.9)-(3.3.13). L'étude du terme (3.3.9) four-
nit le premier terme du développement. (3.3.7) et (3.3.11) fournissent le deuxième terme
et le quatrième terme. (3.3.12) fournit le troisième terme et le cinquième terme.

Etude de (3.3.9).
Dans un premier temps, on tronque l'intégrale (3.3.9) en introduisant une borne

¿ < ¿H : On a alors
Z ¿

0

Z u

0

[Ĥ (t) ¡ H (t)]1T >t dtdF (u)

[1 ¡ Ĥ (t)][1 ¡ H (t)]
=

Z ¿

0

Z u

0

[Ĥ (t) ¡ H (t)]1T >t dtdF (u)
[1 ¡ H (t)]2 + OP (n¡ 1):

De plus

sup
t

¯
¯
¯
¯
¯
1
n

nX

i =1

Á(X i )1Ti >t ¡ E [Á(X )1T >t ]

¯
¯
¯
¯
¯

= OP (n¡ 1=2); (3.3.32)

(il s'agit d'une classe de Donsker), on en déduit donc

Z ¿

0

Z u

0

[Ĥ (t) ¡ H (t)]n¡ 1 P n
i =1 jÁ(X i )j1Ti >t dtdF (u)

[1 ¡ H (t)][1 ¡ Ĥ (t)]

=
Z ¿

0

Z u

0

[Ĥ (t) ¡ H (t)]E [Á(X )1T >t ] dtdF (u)
[1 ¡ H (t)]2 + OP (n¡ 1):
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A présent, observons que

R(¿) =
Z ¿H

¿

Z u

0

jĤ (t) ¡ H (t)jn¡ 1 P n
i =1 jÁ(X i )j1Ti >t dtdF (u)

[1 ¡ H (t)][1 ¡ Ĥ (t)]

· k Ák1

Z ¿H

¿

Z u

0

jĤ (t) ¡ H (t)jdtdF (u)
[1 ¡ H (t)]

:

On va appliquer la Proposition 2.2.12, et on utilise pour ce faire la décomposition
R(¿) = [ R(¿) ¡ R(T(n) )] + R(T(n) ): Pour ce qui est deR(T(n) ); on a, par Fubini,

R(T(n) ) =
Z ¿H

T( n )

1 ¡ H (t)
1 ¡ H (t)

[1 ¡ F (t)]dt = oP (n¡ 1=2):

Par ailleurs,

R(¿) ¡ R(T(n) ) · k Ák1 sup
t · T( n )

jt1+ "=2[1 ¡ F (t)]ZH (t)j
Z T( n )

¿

Z u

0

dtdF (u)
[1 ¡ F (t)]t1+ "=2

:

Par Fubini, l'intégrale du membre droite devient
RT( n )

¿ t ¡ 1¡ "=2dt ·
R¿H

¿ t ¡ 1¡ "=2dt; inté-
grale qui tend vers0 quand ¿ tend vers¿H : En appliquant le Théorème 2.1.5, on déduit
que supt · T( n )

jt1+ "=2[1 ¡ F (t)]ZH (t)j = OP (n¡ 1=2): En e�et,

Z ¿H

0

t2+ " [1 ¡ F (t)]2dH (t)
[1 ¡ H (t)]2 =

Z ¿H

0

t2+ " dF(t)
[1 ¡ G(t)]

+
Z ¿H

0

t2+ " [1 ¡ F (t)]dG(t)
[1 ¡ G(t)]2 : (3.3.33)

Par Fubini, la dernière intégrale se réécrit
Z ¿H

0

Z u

0

t2+ " dG(t)dF (u)
[1 ¡ G(t)]2 ·

Z ¿H

0

u2+ " dF(u)
[1 ¡ G(u)]

:

Par suite, l'intégrale (3.3.33) est �nie, et le Théorème 2.1.5 s'applique.
On a donc obtenu

R(¿) · C¿ £ OP (n¡ 1=2);

et la Proposition 2.2.12 s'applique.
Etude de (3.3.10).
L'intégrale (3.3.10) s'écrit

Z 0^ u

¡1

1T · t [Ĥ (t) ¡ H (t)]dt
[1 ¡ H (t)]2 +

Z 0^ u

¡1

1T · t [Ĥ (t) ¡ H (t)]2dt

[1 ¡ H (t)]2[1 ¡ Ĥ (t)]
: (3.3.34)

Puisque¿H > 0; la seconde partie de (3.3.34) est inférieure, en valeur absolue, à

OP (n¡ 1) £ j T j:
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On en déduit
Z 0^ u

¡1

n¡ 1 P n
i =1 Á(X i )1Ti · t [Ĥ (t) ¡ H (t)]dt

[1 ¡ H (t)][1 ¡ Ĥ (t)]
(3.3.35)

=
Z 0^ u

¡1

n¡ 1 P n
i =1 Á(X i )1Ti · t [Ĥ (t) ¡ H (t)]dt

[1 ¡ H (t)]2 + R0
n (Á); (3.3.36)

avec

jR0
n (Á)j · OP (n¡ 1) £ k Ák1

1
n

nX

i =1

jTi j = oP (n¡ 1=2):

De plus, on utilise (3.3.32) pour remplacern¡ 1 P n
i =1 Á(X i )1Ti · t par son espérance dans

(3.3.36).
Etude de (3.3.11).
Pour obtenir un développement i.i.d. de

Ru
¡1 [Ĝ(t) ¡ G(t)][1¡ Ĥ (t)]¡ 1dt; pour u · 0;

on applique le Théorème 2.1.1. On en déduit que

Z u

¡1
[Ĝ(t) ¡ G(t)][1 ¡ Ĥ (t)]¡ 1dt =

Z u

¡1

Z t

¡1

dM G
+ (s)dt

[1 ¡ F (s¡ )][1 ¡ G(s)][1 ¡ H (t)]

+
Z u

¡1
f n (s)dM G

+ (s);

avecsups jf n (s)j = OP (n¡ 1=2): Le Théorème 2.1.2 de Rebolledo permet de conclure que
le deuxième terme est négligeable, uniformément enu < 0:

Etude de (3.3.12).
On procède de même que pour (3.3.10), et on utilise le fait que

R
t< 0 G(t)dt < 1 ;

puisqueE[jCj1C< 0] < 1 :

3.4 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons présenté une approche spéci�quement tournée vers
l'estimation d'une espérance conditionnelle, l'approche dite synthetic data. Comme dans
le cas des intégrales Kaplan-Meier, les sommes de ces synthetic data sont des sommes
non i.i.d. Dès lors, nous nous sommes attachés à démontrer que des représentations
i.i.d. de ces sommes, analogues à celles obtenues pour l'estimateur de Kaplan-Meier
au Chapitre 2, pouvaient être obtenues sous certaines hypothèses d'intégrabilité. En
particulier, la preuve de ces représentations repose sur le lien que nous avons fait entre
les sommes de synthetic data et les intégrales Kaplan-Meier. Dans ce chapitre, nous
n'avons étudié que les transformations proposées par Koul, Susarla et Van Ryzin (1981)
et Leurgans (1987). La question de l'obtention de représentations i.i.d. pour les autres
approches décrites au cours de la section 3.2 pourrait à son tour être explorée.
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Chapitre 4

Régression paramétrique

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au modèle de régression paramétrique sui-
vant,

E [Y j X ] = f (µ0; X ) ; µ0 2 £ ½ Rk : (4.0.1)

En présence de censure, et sous l'hypothèse d'identi�abilité 1.1.3, ce modèle a été étu-
dié initialement dans le cas du modèle linéaire, l'étude reposant essentiellement sur des
arguments de martingales. Nous présentons dans la première section de ce chapitre un
bref résumé des techniques développées pour le modèle linéaire. Néanmoins ces tech-
niques ne sont pas su�santes pour permettre d'étendre ces résultats à des modèles plus
compliqués, c'est à dire pour des fonctionsf n'étant plus nécessairement linéaires. En
outre, les conditions d'intégrabilité proposées pour assurer la convergence dans le cas
linéaire sont loin d'être optimales. Dans la deuxième section de ce chapitre, nous pro-
posons deux familles d'estimateurs deµ0 convergeant à la vitessen¡ 1=2 pour le modèle
(4.0.1). La première famille, dite des moindres carrés pondérés, a été initiée par Zhou
(1992a), et peut être reliée directement aux intégrales Kaplan-Meier du Chapitre 2. La
preuve de la convergence de cet estimateur a été obtenue par Stute (1999), et apparaît
comme une conséquence directe des théorèmes de représentations i.i.d. du Chapitre 2.
La seconde famille, dite des "synthetic data", repose sur les transformations des don-
nées étudiées au Chapitre 3. L'estimation deµ0 dans le modèle (4.0.1) n'avait jusqu'à
présent été étudiée que dans le cas du modèle linéaire. La nouvelle approche, développée
au Chapitre 3, qui repose sur le lien entre sommes empiriques de synthetic data et inté-
grales Kaplan-Meier, nous permet de considérer le cas général d'un modèle de régression
non linéaire. De plus, les conditions d'intégrabilité sous lesquelles nous démontrons la
convergence des estimateurs synthetic data deµ0 représentent une amélioration notable
par rapport aux conditions avancées dans le cas du modèle linéaire (voir par exemple
Zhou, 1992b, Koul, Susarla et Van Ryzin, 1981, Fan et Gijbels, 1994). La troisième
section présente des résultats obtenus par simulation, dans le but de comparer empi-
riquement les estimateurs correspondant aux di�érentes approches, moindres carrés ou
synthetic data. Ces simulations montrent en particulier que, dans un certain nombre de
situations, les estimateurs synthetic data, qui n'avaient pas été étudiés jusqu'alors de
façon générale, se comportent mieux que ceux reposant sur l'approche moindres carrés.
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4.1 Méthodes synthetic data et moindres carrés pondérés
dans le cas linéaire

4.1.1 Méthode synthetic data

Dans le cas du modèle linéaire, Koul, Susarla et Van Ryzin (1981) et Leurgans
(1987) proposent d'estimer les paramètres de la régression en appliquant la méthode des
moindres carrés au vecteur des transformations(Ŷ ¤

i ; 1 · i · n): Dans le cas particulier
du modèle linéaire, les estimateurs de la régression sont dé�nis de manière explicite.
Considérons, par souci de simplicité, le modèle de régression linéaire simple

Y = ®+ ¯X;

où ® 2 R; et ¯ 2 R: L'estimateur "synthetic data" µ̂ = ( ®̂; ^̄) s'exprime alors

^̄ =
P n

i =1 Ŷ ¤
i (X i ¡ ¹X )

P n
i =1 (X i ¡ ¹X )2 ;

®̂ = ¹Y ¡ ®̂ ¹X;

où ¹Z = n¡ 1 P n
i =1 Z i pour toute variable Z: Par exemple, dans le cas de l'estimateur

KSV, l'expression de ^̄ se réécrit

^̄ =
P n

i =1 Y ¤
i (X i ¡ ¹X )

P n
i =1 (X i ¡ ¹X )2 +

P n
i =1 ±i [Ĝ(Ti ¡ ) ¡ G(Ti ¡ )][1 ¡ G(Ti ¡ )]¡ 2

P n
i =1 (X i ¡ ¹X )2

+
P n

i =1 ±i [Ĝ(Ti ¡ ) ¡ G(Ti ¡ )]2[1 ¡ Ĝ(Ti ¡ )]¡ 1[1 ¡ G(Ti ¡ )]¡ 2
P n

i =1 (X i ¡ ¹X )2 : (4.1.1)

La normalité asymptotique est montrée conditionnellement auxX: Le schéma de la
preuve (voir Zhou, 1989, pour l'estimateur KSV, et Zhou 1992b pour le cas de l'estima-
teur de Leurgans) est le suivant :

1. On étudie la somme ci-dessus en écartant les valeurs deTi supérieures à¿:

2. On montre que le troisième terme du développement (4.1.1) est négligeable.

3. On utilise la représentation du Théorème 2.1.1 et le Théorème 2.1.2 de Rebolledo
pour prouver que la somme

^̄¿ =
P n

i =1 Ŷ ¤
i 1Ti · ¿(X i ¡ ¹X )

P n
i =1 1Ti · ¿(X i ¡ ¹X )2

converge vers
¯ ¿ = E[Y ¤ j X; T · ¿]:

4. On utilise des arguments de tension pour faire tendre¿ vers ¿H ; et on utilise
pour cela des hypothèses d'intégrabilité. Dans notre cadre, nous ne travaillons pas
conditionnellement aux X: Dans un cadre i.i.d., les hypothèses utilisées par Zhou
(1992b) deviennent
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�
Z 1

0

µ
E[X (1 ¡ F (tjX ))]

1 ¡ G(t)

¶ 1=2

dt < 1 ;

� Z
C1=2

G (t)E [X (1 ¡ F (tjX ))]dt < 1 ;

� Z
E [X (1 ¡ F (t; X ))]dCG(t) < 1 :

Ces hypothèses sont plus fortes que celles que nous serons amenés à poser par la
suite.

4.1.2 Méthode moindres carré pondérés

Zhou (1992a) propose l'approche moindres carrés pondérés pour l'estimation du
modèle linéaire. Plus généralement, en se plaçant dans le modèle (4.0.1), on a

µ0 = arg min
µ2 £

E
£
(Y ¡ f (µ; X ))2¤

:

D'après le calcul (2.2.10), on a

M MC (µ) = E
·

±
1 ¡ G(T¡ )

(T ¡ f (µ; X ))2
¸

:

Une nouvelle fois, puisqueG n'est pas connu, on estimeM (µ) par

M MC
n (µ) =

1
n

nX

i =1

±i [Ti ¡ f (µ; X i )]2

1 ¡ Ĝ(Ti ¡ )
;

et on dé�nit

µ̂MC = arg min
µ2 £

M MC
n (µ):

Ainsi, on peut noter que la démarche moindres carrés pondérés et la démarche synthe-
tic data peuvent s'interpréter de façon relativement similaire. Dans le cas de l'approche
moindres carrés pondérés, on ne transforme pas les données, mais on transforme direc-
tement le critère des moindres carrés. Zhou (1992a), pour prouver la normalité asymp-
totique de µ̂MC dans le cas du modèle linéaire, développe une argumentation similaire
à celle qu'il utilise pour l'estimateur synthetic data.

Néanmoins, d'après la dé�nition de la fonction M n et le Lemme 2.2.2 sur le lien
entre les sauts de l'estimateur de Kaplan-Meier deF et Ĝ, il apparaît pro�table de faire
le lien entre cette méthode et les intégrales Kaplan-Meier.
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4.2 Le cas général

Dans cette section, nous nous penchons sur le modèle (4.0.1) général. En particulier,
dans ce modèle, il est impossible (sauf pour des cas particuliers de fonctionsf ) de
dé�nir explicitement les di�érents estimateurs. Par ailleurs, on suppose tout au long de
ce chapitre que le modèle satisfait l'hypothèse suivante.

Hypothèse 4.2.1 Le modèle satisfait

8µ 2 £ ; E
£
f f (µ; X ) ¡ f (µ0; X )g2¤

> 0;

et µ0 est un point intérieur de £ :

Cette hypothèse nous assure que siE [Z j X ] = f (µ0; X ); µ0 est bien dé�ni comme
l'unique minimum de la fonction M (µ) = E[(Z ¡ f (µ0; X ))2] sur £ :

4.2.1 Moindres carrés pondérés

On considère la fonctionnelleM MC
n (µ) et µ̂MC dé�nis dans la section 4.1.2. Par le

Lemme 2.2.2,M MC
n apparaît comme une intégrale Kaplan-Meier.

M MC
n (µ) =

Z
[y ¡ f (µ0; x)]2dF̂ (x; y):

Cette remarque permet à Stute (1999) d'étudierµ̂ directement à partir des résultats
évoqués au cours du Chapitre 2.

4.2.1.1 Convergence presque sûre

La convergence presque sûre dêµMC découle de la convergence uniforme deM MC
n

vers M MC : En utilisant les résultats du Chapitre 2, nous sommes conduits à poser un
certain nombre d'hypothèses portant sur la régularité du modèle, et des conditions de
moment sur Y:

Hypothèse de moment.

Hypothèse 4.2.2 On supposeE[Y 2] < 1 :

Hypothèse de régularité du modèle.

Hypothèse 4.2.3 On suppose queM satisfait la condition suivante,

8" > 0; N []("; M ; k:k1) < 1 :

En particulier, si £ est compact, cette dernière hypothèse sera par exemple satisfaite
si

8µ 2 £ ; kf (µ; X ) ¡ f (µ0; X )k · M (X )kµ ¡ µ0ka;

pour un certain a > 0; et M (X ) telle que E[M (X )] < 1 (voir par exemple Van der
Vaart, 1998, exemple 19.7). Notons que, dans l'esprit du Théorème 2.2.4, la condition
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sur le bracketing number peut être a�aiblie si l'on ne s'intéresse qu'à une convergence en
probabilité, il su�t alors de supposer que la classeM est P¡ Glivenko-Cantelli. Stute
(1999), pour son résultat de convergence presque sûre, considère une classe de fonctions
M qui ne satisfait pas (4.2.3), et utilise les résultats de Jenrich (1969). Nous pouvons
donc remplacer la condition (4.2.3) par l'hypothèse suivante.

Hypothèse 4.2.4 Le modèleM satisfait
� £ est compact,
� Pour tout x; f (µ; x) est continue.

Nous sommes à présent en mesure d'énoncer le résultat de convergence deµ̂MC :

Théorème 4.2.1 On suppose que l'Hypothèse 4.2.1 est satisfaite. Sous les Hypothèses
4.2.2 et 4.2.3 (ou 4.2.2 et 4.2.4),

µ̂MC ! µ0 p.s.

Preuve: Voir également Stute (1999). Pour montrer la convergence presque sûre, il
su�t de montrer

sup
µ2 £

jM MC
n (µ) ¡ M MC (µ)j ! 0 p.s., (4.2.1)

puisque l'Hypothèse 4.2.1 assure l'unicité du minimumM W LS (µ0) de la fonctionnelle
M W LS : Sous les Hypothèses 4.2.2 et 4.2.3, on applique le Théorème 2.2.6. Sous les
Hypothèses 4.2.2 et 4.2.4, on peut modi�er l'argumentation et appliquer le Théorème 2
de Jennrich (1969).

4.2.1.2 Normalité asymptotique

Des hypothèses supplémentaires sont nécessaires pour obtenir la normalité asymp-
totique.

Hypothèse de moment.

Hypothèse 4.2.5 On suppose
Z

y2

1 ¡ G(y)
dF (y) < 1 :

Hypothèse de régularité du modèle.

Hypothèse 4.2.6 On suppose que, pour toutx; la fonction f (:; x) est deux fois dif-
férentiable par rapport à µ: De plus, en notant r µf (µ; x) (resp. r 2

µf (µ; x)) le vecteur
des dérivées partielles (resp. la matrice des dérivées secondes) évalué au point(µ; x), on
dé�nit

F1 = fr µf (µ; :); µ 2 £ g;

F2 = fr 2
µf (µ; :); µ 2 £ g;

et on suppose que, pouri = 1 ; 2;

N []("; F i ; k:k1) < 1 :
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De même que précédemment, cette hypothèse peut être remplacée par l'hypothèse
suivante.

Hypothèse 4.2.7 £ est compact, et pour toutx; les fonctions r µf (:; x) et r 2
µf (:; x)

sont continues par rapport àµ:

Sous ces hypothèses, on déduit la représentation i.i.d. (et de là la normalité asymp-
totique de µ̂MC ).

Théorème 4.2.2 On suppose satisfaites les Hypothèses du Théorème 4.2.1, et les Hy-
pothèses 4.2.5 et 4.2.6 (ou 4.2.5 et 4.2.7). Soit

ÁMC (x; y) = [ y ¡ f (µ0; x)]r µf (µ0; x);

 = E
£
r µf (µ0; X )r µf (µ0; X )0¤:

On a la représentation i.i.d. suivante,

µ̂MC ¡ µ0 =  ¡ 1

ÃZ
ÁMC (x; y)d ~F (x; y) +

1
n

nX

i =1

°1(ÁW LS ; Ti ; ±i )

!

+ oP (n¡ 1=2):

Par conséquent, p
n(µ̂MC ¡ µ0) =) N (0; §) ;

avec
§ =  ¡ 1¾2(ÁMC ) ¡ 1;

où ¾2(ÁMC ) est dé�nie à la Proposition 2.3.1.

Dès lors, l'estimation de la variance asymptotique peut être e�ectuée de manière
consistante en estimant¾2(ÁMC ) par l'estimateur considéré dans la Proposition 2.3.2,
et en estimant  par une moyenne empirique.

Preuve: Voir également Stute (1999).µ0 est un point intérieur de £ : De plus, par
le Théorème 4.2.1, avec une probabilité tendant vers 1,̂µMC est également un point
intérieur de £ : Un développement de Taylor fournit

µ̂MC ¡ µ0 = ¡r 2
µM MC

n (µ1n )¡ 1r µM MC
n (µ0);

pour un point intérieur µ1n qui tend versµ0 presque sûrement, puisquêµMC tend presque
sûrement versµ0 d'après le Théorème 4.2.1.

Développement i.i.d. de r µM MC
n (µ0):

On a

r µM MC
n (µ0) = ¡ 2

Z
ÁMC (x; y)dF̂ (x; y):

On en déduit, en appliquant le Théorème 2.2.10, que

r µM MC
n (µ0) = ¡ 2

Z
ÁMC (x; y)d ~F (x; y) +

1
n

nX

i =1

´ ÁMC (Ti ; ±i ) + oP (n¡ 1=2):
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Convergence presque sûre de r 2
µM MC

n (µ1n ):
On a

r 2
µM MC

n (µ1n ) = 2
· Z

r µf (µ1n ; x)r µf (µ1n ; x)0dF̂ (x; y)

¡
Z

[y ¡ f (µ1n ; x)]r 2
µf (µ1n ; x)dF̂ (x; y)

¸
:

Par convergence deµ1n vers µ0 et par l'Hypothèse 4.2.6 qui permet d'appliquer le Théo-
rème 2.2.6, on en déduit que ces deux intégrales convergent respectivement vers

Z
r µf (µ0; x)r µf (µ0; x)0dF(x; y) =  ;

Z
[y ¡ f (µ0; x)]r 2

µf (µ0; x)dF (x; y) = 0 :

On en déduit que r 2
µM MC

n (µ1n ) =  + oP (1); et le développement i.i.d. deµ̂MC ¡ µ0

suit.

4.2.2 Synthetic data

A partir des représentations i.i.d. obtenues au Chapitre 3, nous sommes à présent
capables de prouver la convergence des estimateurs synthetic data dans le modèle 4.0.1,
en appliquant une méthode semblable à celle de Stute (1999) pour les moindres carrés
pondérés. Nous considérons une transformation synthetic data(Ŷ ¤

i; ®̂; 1 · i · n); dé�nie
en (3.2.17). L'estimateur synthetic data deµ0 est obtenu en appliquant la méthode des
moindres carrés aux variables estimées(Ŷ ¤

i; ®̂; 1 · i · n); c'est à dire,

µ̂®̂ = arg min
µ2 £

M ®̂
n (µ);

avec

M ®̂
n (µ) =

1
n

nX

i =1

(Ŷ ¤
i; ®̂ ¡ f (µ; X i ))2:

Si ®̂ ! ®0; on s'attend à ce que cette fonctionnelle converge vers

M ®0 (µ) = E
£
(Y ¤

®0
¡ f (µ; X ))2¤

:

Il convient de noter que les fonctionsM ®0 et M MC sont di�érentes, même si leur
minimum est réalisé au même pointµ0: Par ailleurs, remarquons que l'Hypothèse 4.2.1
assure queµ0 est bien l'unique point qui réalise le minimum deM ®0 ; puisque, par
construction, E [Y ¤

®0
j X ] = f (µ0; X ):

4.2.2.1 Convergence presque sûre

Le Théorème suivant repose sur les hypothèses du Théorème 4.2.1. La seule di�érence
réside certes dans la condition d'identi�abilité. En e�et, rappelons que l'utilisation de la
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transformation de Leurgans repose sur l'Hypothèse 1.1.3, tandis que la transformation
KSV et l'approche moindres carrés pondérés reposent sur l'Hypothèse 1.1.4, un peu
moins restrictive. Dans cette section, nous nous placerons sous l'Hypothèse 1.1.3. Le
résultat du Théorème suivant reste cependant vrai sous l'Hypothèse 1.1.4 dans le cas
où ®̂ = ¡ 1 presque sûrement.

Théorème 4.2.3 Soit ®̂ une suite de réels convergeant presque sûrement vers®0 2 R:
Sous les Hypothèses du Théorème 4.2.1, on a

µ̂®̂ ! µ0 p.s.

Preuve: En développant le carré dans les fonctionnellesM ®̂ et M ®̂
n ; on observe que

µ0 = arg min
µ2 £

E
£
f (µ; X )2¤

¡ 2E
£
Y ¤

®0
f (µ; X )

¤
= ¡ ®0 (µ);

µ̂®̂ = arg min
µ2 £

1
n

nX

i =1

f (µ; X i )2 ¡ 2
1
n

nX

i =1

Ŷ ¤
i; ®̂f (µ; X i ) = arg min

µ2 £
¡ ®0

n (µ):

Du Théorème 2.2.6, on déduit quesupµ2 £ j¡ ®0
n (µ) ¡ ¡ ®0 (µ)j ! 0 presque sûrement (on

peut également appliquer le Théorème 2 de Jenrich (1969) comme dans la preuve du
Théorème 4.2.1). Par conséquent,̂µ®̂ ! µ0 presque sûrement.

4.2.2.2 Normalité asymptotique

Pour obtenir la normalité asymptotique, nous devons nous placer sous des Hypo-
thèses analogues à celles du Théorème 4.2.2. Cependant, d'après l'étude menée au Cha-
pitre 3, nous aurons besoin d'une condition de moment légèrement plus forte que l'Hy-
pothèse 4.2.2, de façon à pouvoir utiliser la représentation i.i.d. du Théorème 3.3.20. En
e�et, rappelons que la preuve de ce Théorème repose sur l'Hypothèse 3.3.4, que nous
rappelons ici pour plus de lisibilité.

Hypothèse 4.2.8 On suppose qu'il existe" > 0 tel que
Z

y2+ " dF(y)
1 ¡ G(y)

< 1 :

Théorème 4.2.4 On se place sous les Hypothèses du Théorème 4.2.2, en supposant de
plus l'Hypothèse 4.2.8. On suppose quê® ! ®0 en probabilité. On dé�nit

ÁKSV (x; y) = yr µf (µ0; x);

ÁL (x; y) = K (y; r µf (µ0; :)) ;

où K est dé�nie dans la preuve du Théorème 3.3.6. On suppose de plus que, siX est le
support de la variableX;

sup
µ2 £ ;x2X

jf (µ; x)j < 1 ;

sup
µ2 £ ;x2X

jr µf (µ; x)j < 1 ;

sup
µ2 £ ;x2X

jr 2
µf (µ; x)j < 1 :
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Alors

µ̂®̂ ¡ µ0 =  ¡ 1

(
1
n

nX

i =1

Y ¤
i;®0

Á(X i ) ¡ ®0
1
n

nX

i =1

°1(ÁKSV ; Ti ; ±i )

+(1 + ®0)

"
1
n

nX

i =1

°1(ÁL ; Ti ; ±i ) +
1
n

nX

i =1

¢( Ti ; ±i ; X i ; Á)

#)

+ oP

³
n¡ 1=2

´
; (4.2.2)

où la fonction ¢ est dé�nie au Lemme 3.3.18. On en déduit que

p
n(µ̂®̂ ¡ µ0) =) N (0; ¾2

®0
(Á)) ;

où ¾2
®0

(Á) est dé�ni dans la Proposition 3.3.15.

Preuve: De même que dans la preuve du Théorème 4.2.2, on applique un dévelop-
pement de Taylor, puisqueµ0 est un point intérieur de £ ; et qu'avec une probabilité
tendant vers 1, c'est aussi le cas pour̂µ®̂: De même que dans la preuve précédente, on
a donc

µ̂®̂ ¡ µ0 = ¡r 2
µM ®̂

n (µ1n )r µM ®̂
n (µ0):

On a

r 2
µM ®̂

n (µ1n ) =
2
n

nX

i =1

r µf (µ1n ; X i )r µf (µ1n ; X i )0¡
2
n

nX

i =1

r 2
µf (µ1n ; X i )( Ŷ ¤

i; ®̂ ¡ f (µ0; X i )) :

La première somme converge vers2 puisque µ1n tend vers µ0; et que la famille de
fonctions r 2

µf (µ; :) est P¡ Glivenko-Cantelli. La seconde tend vers0 en probabilité par
la Proposition 3.3.9. De plus,

r µM ®̂
n (µ0) = ¡

2
n

nX

i =1

(Ŷ ¤
i; ®̂ ¡ f (µ0; X i )) r µf (µ0; X i ):

La Proposition 3.3.9 fournit la représentation i.i.d. recherchée.

4.3 Comparaison par simulation

Dans le cas du modèle linéaire, aucune des procédures détaillées ci-dessus (moindres
carrés pondérés ou synthetic data) ne peut être considérée comme "meilleure" que
l'autre. En e�et, suivant les distributions F et G (et suivant la fonction f ), une méthode
ou l'autre apparaît plus performante. Dans cette section, nous reproduisons les résultats
d'une étude par simulation de la performance des di�érents estimateurs du paramètre
µ0 dans le modèle (4.0.1).
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Première con�guration. Nous reprenons le modèle considéré dans l'étude par
simulation e�ectuée par Stute (1999). Pour µ 2 R2 ¡ f 0g; et en notant 1 le vecteur
(1; 1)0; on considère la famille de fonctions

f (µ; x) =
eµ0x

µ01
: (4.3.1)

Les lois des di�érentes variables sont
� X » U [0; 1]  U [0; 1];
� " » N (0; 1) indépendant deX;
� C » E (c1) indépendant de(X; Y );

où U[0; 1] désigne la distribution uniforme sur [0; 1]; E(¸ ) désigne une loi exponentielle
de paramètre¸: Ici, le paramètre c1 permet de �xer la proportion de variable censurée.
Notons que Stute (1999), dans son étude par simulation, considèreC » U [0; c1]: Nous
ne considérons pas ce modèle, car dans ce cas¿F > ¿H : Les estimateurs ne convergent
donc plus versµ0 mais comportent un biais asymptotique.

Deuxième con�guration. Nous introduisons de l'hétéroscédasticité. Par ailleurs,
nous supposons que cette hétéroscédasticité est inconnue du statisticien, de sorte que
nous ne modi�ons pas les procédures d'estimation ci-dessus pour prendre en compte le
modèle d'hétéroscédasticité. La fonctionf est dé�nie par (4.3.1). Les lois des di�érentes
variables sont

� X » U [0; 1]  U [0; 1];
� " j X » N (0; ¾2(X )) ;
� C » E (c2) indépendant de(X; Y );

avec
¾2(x) =

1
1 + x01

:

Dans cette con�guration, les X tels que kX k1 grands sont plus informatifs. De plus,
lorsquekX k1 est grand,Y est en général "plus grand", et possède donc plus de chances
d'être censuré.

Estimateurs. On note µ̂MC l'estimateur des moindres carrés pondérés de Stute
(1999). µ̂KSV l'estimateur basé sur la transformation KSV (1981).µ̂L l'estimateur basé
sur la transformation de Leurgans (1987). Nous considérons également l'estimateur basé
sur un choix adaptatif de ® proposé par Fan et Gijbels (1994). Leur choix de® est ef-
fectué dans un contexte un peu di�érent puisque Fan et Gijbels (1994) se placent sous
l'Hypothèse 1.1.5, et utilisent des estimateurs à noyau pour estimer leurs transforma-
tions. Néanmoins, leur choix de® peut être adapté à notre contexte, en considérant,

®̂ = min
i :±i =1 ;Ti > 0;Ŷ ¤

i;L ¡ Ti > 0

Ŷ ¤
i;L ¡ Ti

Ŷ ¤
i;KSV ¡ Ŷ ¤

i;L

: (4.3.2)

Ce choix est motivé par le fait que, quand® est trop grand, Ŷ ¤
® devient plus petit que

Y (pour une observation non censurée), et introduit plus de variabilité. Par ailleurs,
un choix de ® < 0 privilégie l'estimateur KSV. Or V ar(Y ¤

L ) · V ar(Y ¤
KSV ) (ces deux

transformations ont la même espérance, et on a vu queE[Y ¤2
L ] < E [Y ¤2

KSV ]; voir section
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3.3.1). L'idée de Fan et Gijbels (1994) consiste à choisir® le plus grand possible tel
que Ŷ ¤

® > Y pour toute observation censurée. Voir également la discussion dans Fan et
Gijbels (1994).

Par ailleurs, ce choix adaptatif ®̂ entre bien dans les conditions du Théorème 4.2.4,
d'après le Lemme suivant.

Lemme 4.3.1 Pour ®̂ dé�ni par (4.3.2), et dans les modèles considérés ci-dessus,

®̂ ! 0 en probabilité.

Preuve: Dé�nissons

®(t) =

Rt
0

ds
1¡ G(s) ¡ t

t
1¡ G(t ) ¡

Rt
0

ds
1¡ G(s)

=

Rt
0

G(s)ds
1¡ G(s)

Rt
0

sdG(s)
[1¡ G(s)]2

;

et ®̂(t) obtenu en remplaçantG par Ĝ dans la dé�nition de ®(t):
Considérons le casC » E (1) (auquel on peut se ramener par un changement

d'échelle). On a alors

®(t) =

Rt
0 es(1 ¡ e¡ s)ds

Rt
0 sesds

:

Un calcul direct montre que ®(t) ! 0 quand t " 1 , et par conséquent c'est également
le cas pour®̂: De plus, T(n) tendant vers l'in�ni, on obtient la convergence de ®̂ vers 0.

Plus généralement, on peut prouver que®(t) ! 0 quand t tend vers¿H ; pourvu que
G ait une queue de distribution du type Pareto, c'est à direG(t) = 1 ¡ t ¡ ° quand t ¸ t0

pour un ° > 0 et un t0 > 1: Alors

®(t) =

Rt0
0

G(s)ds
1¡ G(s) +

Rt
t0

[s° ¡ 1]ds
Rt0

0
sdG(s)

[1¡ G(s)]2 + °
Rt

t0
s° ds

=

Rt0
0

G(s)ds
1¡ G(s) +

Rt
t0

s° ds
Rt0

0
sdG(s)

[1¡ G(s)]2 + °
Rt

t0
s° ds

+

Rt0
0

G(s)ds
1¡ G(s) +

Rt
t0

ds
Rt0

0
sdG(s)

[1¡ G(s)]2 + °
Rt

t0
s° ds

:

Puisque
Rt

t0
s° ds ¸

Rt
t0

ds ! 1 et

Rt
t0

ds
Rt

t0
s° ds

! 0

quand t ! 1 , on en déduit
lim

t !1
®(t) = 0 : (4.3.3)

Procédure.
� On considère une taille d'échantillon �xée, n = 30 tout d'abord, puis n = 100:
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� On fait varier le niveau de censure, c'est à dire les paramètresc1 et c2:
� Pour chaque niveau de censure, on génère 5000 échantillons et on calcule, pour

chaque échantillonµ̂MC ; µ̂KSV ; µ̂L ; µ̂F G :
� On estime EQM = E[kµ̂ ¡ µ0k2

2] pour chaque estimateur en faisant la moyenne
des erreurs quadratiques sur les 5000 échantillons.

Résultats. La �gure 4.1 présente les résultats obtenus dans les deux con�gurations.
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Fig. 4.1 � Erreur quadratique moyenne des estimateurs de Stute (µ̂MC ), KSV, Leurgans, Fan et

Gijbels dans le cas d'erreurs homoscédastiques (Con�g 1) et hétéroscédastique (Con�g 2).

Dans tous les cas, on observe une perte de performances quand la proportion de
censure augmente. Dans la première con�guration, l'estimateur de Leurgans paraît le
plus performant, tandis que le choix adaptatif de®̂ proposé par Fan et Gijbels (1994)
n'améliore pas signi�cativement la qualité de l'estimation (voire la détériore), et sou�re
probablement des mauvaises performances de l'estimateur KSV dans ce modèle.

Dans la seconde con�guration et pourn = 30 l'avantage semble être à l'estimateur
KSV pour des niveaux de censure faibles, mais sa qualité se détériore dès que ce niveau
augmente sensiblement. Le comportement des autres estimateurs semble beaucoup plus
stable suivant le niveau de censure. L'estimateur de Leurgans fournit une EQM plus
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basse que l'estimateur de Stute, l'estimateur aveĉ® adaptatif améliorant encore sa
performance. Pourn = 100; la di�érence devient plus importante entre l'estimateur de
Leurgans et celui de Stute. L'amélioration apportée par le choix adaptatif®̂ n'étant
plus aussi importante que pour une faible taille d'échantillon.

Conclusions. Dans la con�guration 2, on constate un écart relatif assez important
entre l'estimateur µ̂MC et µ̂L : Notre interprétation est la suivante. Dans la con�guration
2, lesx i les plus informatifs correspondent à des zones où la censure est plus importante
(c'est à dire où P(±i = 1 j X i = x i ) plus grande). L'approche des moindres carrés a le
désavantage de perdre l'information contenue dans lesX i qui correspondent à des obser-
vations censurées (lesX i correspondant à des observations censurées ne sont exploités
nulle part dans la procédure, voir la dé�nition de M MC

n ). En revanche, l'approche syn-
thetic data tire pro�t de tous les X i ; même ceux qui correspondent à une observation
censurée, ce qui semblerait expliquer pourquoi cette méthode est plus à son avantage
dans la seconde con�guration.

4.4 Conclusion et perspectives

Les représentations i.i.d. des Chapitres 2 et 3 ont été mises en application en vue
d'estimer le paramètreµ0 d'un modèle du type (4.0.1). Les estimateurs proposés sont
des généralisations de l'estimateur des moindres carrés utilisé en l'absence de censure,
et on obtient des résultats de normalité asymptotiques qui prolongent ceux obtenus
en l'absence de censure. Des deux méthodes présentées ici, "moindres carrés pondérés"
(ou intégrales Kaplan-Meier) et "synthetic data", la question de savoir laquelle est plus
performante que l'autre dépend du type de modèle considéré (des fonctionsF; G et H
notamment, mais également de la forme de la fonction). De ce point de vue, la recherche
d'un ® adaptatif dans la transformation de Zheng (1987) semble être un domaine qui
demande plus ample exploration. Le choix de® proposé par Fan et Gijbels (1994), et
utilisé dans nos simulations, pose plusieurs questions, notamment la convergence de®̂
vers un réel®0: Nous conjecturons que, quelles que soient les distributions,̂® converge
vers 0 (ce qui correspond à la transformation de Leurgans). Par ailleurs, la question de
l'optimalité de cette méthode de choix de® reste ouverte. Elle est fondée sur l'étude
de la variance des transformationsY ¤; mais, ainsi qu'on l'a vu dans les représentations
i.i.d. du Chapitre 3, la variance asymptotique den¡ 1=2 P n

i =1 Ŷ ¤
i Á(X i ) n'est pas celle de

Y ¤Á(X ): D'autres choix de ® méritent donc d'être proposés et étudiés théoriquement.
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Chapitre 5

Régression non paramétrique et test
d'adéquation au modèle non linéaire

Dans ce chapitre, on s'intéresse tout d'abord à l'estimation non paramétrique de la
fonction de régression. Le modèle de régression est

E [Y j X ] = m(X ); m 2 M ; (5.0.1)

où M est une famille (non paramétrique) de fonctions su�samment régulières. En
l'absence de censure, l'estimateur à noyau de Nadaraya-Watson (1964) est l'une des
méthodes permettant d'estimer cette fonction de régression. Dans la section 5.1 de ce
chapitre, nous nous intéressons à l'extension de cet estimateur et de ses propriétés de
convergence au cadre des données censurées sous l'hypothèse d'identi�abilité 1.1.4.

L'estimateur non paramétrique m̂ est utilisé dans la section 5.2 pour construire un
test non paramétrique d'adéquation au modèle de régression paramétrique (4.0.1) du
Chapitre 4. L'approche qui est développée dans la section 5.2 repose sur l'extension à
un cadre censuré d'une statistique de test proposée par Zheng (1996), puis sensiblement
modi�ée notamment par Horowitz et Spokoiny (2001), voir également Guerre et La-
vergne (2005). Les approches existantes, en présence de censure, voir Stute, González
Manteiga, Sánchez Sellero (2000) et Sánchez Sellero, González Manteiga, et Van Kei-
legom (2005), sont au contraire basées sur des procédures de test qui ne comportent
pas de lissage. Par ailleurs, dans ces deux approches, la représentation asymptotique
des statistiques de test est délicate à manipuler et nécessite des techniques numériques
di�ciles à mettre en ÷uvre. La forme asymptotique de la statistique de test que nous
proposons, quant à elle, apparaît particulièrement simple. Nous montrons ainsi que,
asymptotiquement parlant, cette statistique de test est équivalente à une statistique de
test (inaccessible par le statisticien) utlisant des variables non censurées (mais trans-
formées). Cette simplicité facilite grandement la mise en ÷uvre de notre test. De plus,
nous fournissons des résultats de consistance (envers une alternative �xe, mais aussi
envers des alternatives s'approchant de l'hypothèse nulle, alternatives de type Pitman
ou alternatives régulières appartenant à une classe de Hölder) de notre procédure de
test. En présence de censure, de tels résultats de consistance n'avaient jusqu'à présent
pas été mis en évidence dans les autres approches.
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5.1 Estimation non paramétrique

Estimer non paramétriquement la fonction de régression peut être e�ectué en uti-
lisant l'une des deux approches exposées aux chapitres précédents (intégrales Kaplan-
Meier, Chapitre 2, ou synthetic data, Chapitre 3). Pour ce faire, nous considérons ici
uniquement le cas de l'estimateur à noyau de Nadaraya-Watson (1964). On utilise ainsi
un noyau K pour régulariser l'estimateur de Kaplan-Meier (ou la fonction de répartition
(3.2.8) dans l'approche synthetic data) du point de vue des variables explicatives (en
l'absence de censure, on régularise la fonction de répartition empirique).

Néanmoins, l'étude théorique de ces estimateurs ne peut être e�ectuée directement
sur un développement i.i.d. du type de celui du Théorème 2.2.11. En e�et, on désire-
rait appliquer le développement i.i.d. à la classe de fonctions suivante,F = f (x; y) !
h¡ dK ([x ¡ u]=h)y; u 2 Rg: Mais cette classe de fonctions est trop complexe pour entrer
dans le cadre du Théorème, au lieu de quoi il est nécessaire de considérerhd£F : L'ordre
du reste (enoP (n¡ 1=2)) dans l'énoncé du Théorème 2.2.11 n'est pas su�sante pour nos
résultats, puisqu'on aboutirait in �ne à un reste en oP (n¡ 1=2h¡ d) en redivisant par hd:
Pour cette raison, nous devrons développer une approche qui tienne compte spéci�que-
ment du cas des estimateurs à noyau. L'ingrédient clé qui simpli�e considérablement
la discussion est le Lemme 2.2.2, qui permet d'obtenir une majoration des sauts de
l'estimateur de Kaplan-Meier.

Dans cette section, nous obtenons des représentations i.i.d. d'estimateurs non para-
métriques à noyau. Ces représentations i.i.d. nous permettent d'étendre les propriétés
de ces estimateurs à la présence de censure. Il faut mentionner une particularité intéres-
sante de ces représentations. Ainsi que nous l'avons vu au Chapitre 2, le développement
desKM ¡ intégrales fait apparaître deux termes. Le premier est une intégrale par rap-
port à l'inaccessible fonction ~F dé�nie en (2.2.9), c'est à dire l'estimateur de la fonction
de répartition que l'on pourrait construire si l'on connaissait la distribution G de la
censure. Cette première partie du développement i.i.d., par son espérance, fournit la
limite d'une intégrale Kaplan-Meier. Le second terme du développement est quant à lui
d'espérance nulle, et n'apparaît que dans la variance. Il provient de l'estimation deG
par Ĝ. Pour les estimateurs à noyau de la régression, ce terme supplémentaire ne modi-
�e pas la variance asymptotique. En e�et, il apparaîtra de l'ordre OP (n¡ 1=2) alors que
les vitesses non paramétriques du terme principal seront plus lentes. L'une des raisons
à ce phénomène vient des hypothèses d'identi�abilité (Hypothèses 1.1.3 ou 1.1.4), qui
posent une certaine forme d'indépendance entreC et X; le lissage n'ayant lieu, dans
notre situation, que par rapport à X (et non à Y). La situation serait di�érente sous
l'Hypothèse 1.1.5.

5.1.1 Développement i.i.d. de l'estimateur de Nadaraya-Watson en
présence de censure

Soit X 2 Rd; de densitéf X (x): Soit X un ensemble sur lequelf X (x) > a > 0: En
l'absence de censure, l'estimateur de Nadaraya-Watson de la fonctionm se dé�nit de la
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façon suivante,

m̂NW (x) =

(
1

nhd

nX

i =1

Yi K
µ

X i ¡ x
h

¶ )

f̂ X (x)¡ 1;

où la densité deX notée f X (x) est estimée par

f̂ X (x) =
1

nhd

nX

i =1

K
µ

X i ¡ x
h

¶
:

Cet estimateur peut se réécrire sous forme d'une intégrale par rapport à la fonction de
répartition empirique.

m̂NW (x) =
½Z

yK
µ

u ¡ x
h

¶
dF̂emp(u; y)

¾ ½Z
K

µ
u ¡ x

h

¶
dF̂X (u)

¾¡ 1

: (5.1.1)

5.1.1.1 Estimation de la densité f X

Il faut remarquer que l'intégrale du dénominateur peut toujours être calculée en
présence de censure. En e�et, il s'agit d'une intégrale par rapport à la fonction de
répartition de X . Cette fonction de répartition est toujours disponible, puisque les
variables explicatives ne sont pas censurées dans notre modèle. Par ailleurs, l'estimateur
f̂ X possède un certain nombre de propriétés rappelées dans le Théorème suivant.

Théorème 5.1.1 On suppose que
R

K (s)ds = 1 ; et que K est continue, symétrique,
bornée et à variation bornée. SoitX le support def X ; et X± un compact strictement
inclus dans l'intérieur de X : Soit an une suite qui tend vers 0 moins vite que[logn]=n:
On a

sup
x2X ±;log n=n 1=d · h· an

n1=2hd=2[logn]¡ 1=2j f̂ X (x) ¡ E [f̂ X (x)]j = Op:s:(1):

De plus, si on suppose quef X est deux fois dérivable, ses dérivées étant bornées, et
queK est à support compact,

sup
x2X ±;log n=n 1=d · h· an

h¡ 2jE [f̂ X (x)] ¡ f X (x)j = O(1):

On pourra consulter Einmahl et Mason (2005) pour une preuve de la première
partie. La seconde partie s'obtient à partir d'un développement de Taylor, et du fait
que

R
uK (u)du = 0 puisqueK est symétrique.

En présence de censure, on pourrait également estimerf X d'une autre manière, par
exemple en considérant

~f X (x) =
1
h

Z Z
K

µ
x ¡ u

h

¶
dF̂ (u; y);

en utilisant l'estimateur de Kaplan-Meier dé�ni en (2.2.8). Par souci de simplicité, nous
ne considérerons pas cette approche.
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5.1.2 Estimation de la fonction de régression

Pour estimer la fonction de régressionm(x) en présence de censure, l'estimateur
suivant généralise l'estimateurm̂NW utilisé en l'absence de censure,

m̂(x) =
h¡ d

R
yK

¡ x¡ u
h

¢
dF̂ (u; y)

f̂ X (x)
:

Pour simpli�er, nous ne considérerons pas l'estimateur

m̂(x) =
h¡ d

R
yK

¡ x¡ u
h

¢
dF̂ (u; y)

~f X (x)
;

obtenu en utilisant l'estimateur ~f X : Les propriétés de cette estimateur sont similaires.

Théorème 5.1.2 On suppose queK satisfait les hypothèses du Théorème 5.1.1. Soit
X± dé�ni comme au Théorème 5.1.1. On suppose que, pour un certaink > 2; on a
supx2X ±

E[jY jk [1 ¡ G(Y )]¡ k+1 jX = x] < 1 : Soit ° = 1 ¡ 2=k; et an tendant vers 0.
Soit r (x) = h¡ dE[K ([X ¡ x]=h)Y ]: Dé�nissons

m¤(x) =
h¡ d

R
yK

¡ u¡ x
h

¢
d ~F (u; y)

f̂ X (x)
=

n¡ 1h¡ d P n
i =1 Y ¤

i;KSV K
³

X i ¡ x
h

´

f̂ X (x)
:

On a la décomposition

m̂(x) = m(x) +

Ã

m¤(x) ¡
r (x)

E [f̂ X (x)]

!

+

Ã
r (x)

E [f̂ X (x)]
¡ m(x)

!

+ R(x; h);

= m(x) + m1(x) + m2(x) + R(x; h);

où l'on a

sup
x2X ±;c([log n]=n1=d )° · h· an

p
nhp[logn]¡ 1=2jm1(x)j = Op:s:(1);

ainsi que

jR(x; h)j · Zn £
1

nhp

nX

i =1

±i jTi jC
1=2+ "
G (Ti ¡ )

1 ¡ G(Ti ¡ )
K

µ
X i ¡ x

h

¶
;

avecZn = OP (n¡ 1=2): De plus, sous l'hypothèse quef X et
R

ydF(y j X = x) possèdent
des dérivées d'ordre 2 bornées,

sup
x2X ±;(log n=n 1=d )° · h· an

h¡ 2jm2(x)j = O(1):
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La majoration de R(x; h) permet d'obtenir un résultat de convergence ponctuelle
de m̂(x): En e�et, pour un x �xé, n¡ 1h¡ d P n

i =1 K ([X i ¡ x]=h)±i jTi jC
1=2+ "
G (Ti ¡ )[1 ¡

G(Ti ¡ )]¡ 1 = OP (1); pourvu que l'on suppose que, pour un" > 0;

sup
x2X ±

Z
yC1=2+ "

G (y¡ )dF (yjX = x) < 1 :

Un autre intérêt réside dans le fait que, sous cette même Hypothèse d'intégrabilité, on
a, pour c > 0;

sup
c([log n]=n1=d )° · h· an

¯
¯
¯
¯
¯
¯

1
n

nX

j =1

R(X j ; h)1f X j :f X (X j )>c g

¯
¯
¯
¯
¯
¯

= OP (n¡ 1=2); (5.1.2)

en utilisant le fait que l'on a

sup
c([log n]=n1=d )° · h· an

1
nhp

X

i;j

K
µ

X i ¡ X j

h

¶
±i jTi jC1=2+ " (Ti ¡ )

1 ¡ G(Ti ¡ )
= OP (1):

Pour montrer ce dernier résultat, on utilise le Lemme 5.3.2 pour se ramener àhm et
hM ; et on utilise le Lemme 5.3.3. La propriété (5.1.2) apparaît très utile lorsque l'on
n'est amené à n'évaluer l'estimateurm̂ qu'aux points d'observations (X 1; :::; X n ):

Preuve: La vitesse de convergence pourm1 s'obtient à partir du Théorème 2 de
Einmahl et Mason (2005), mais cette fois appliqué à la variableY ¤

KSV : Pour la conver-
gence dem2; on applique un développement de Taylor, et on utilise la symétrie du
noyau qui fournit

R
uK (u)du = 0 : Pour le resteR(x; h) = m(x) ¡ m¤(x), on applique

le Lemme 2.2.2, et on utilise le fait quef̂ X converge uniformément versf X ; qui est
strictement positive sur l'intervalle considéré.

Pour obtenir une convergence uniforme enx 2 X ; une hypothèse d'intégrabilité plus
contraignante est nécessaire. On suppose queh = O(n¡ ®=d) pour un 0 < ® < 1=2; et
on suppose véri�ée la condition d'intégrabilité

sup
x2X ±

¯
¯
¯
¯

Z
jyj2C1¡ ®(y¡ )dF (yjX = x)

¯
¯
¯
¯ < 1 : (5.1.3)

Théorème 5.1.3 On considère h = O(n¡ ®=p): On suppose queK satisfait les hypo-
thèses du Théorème 5.1.1. SoitX± dé�ni comme au Théorème 5.1.1. On suppose que,
pour un k > 2; supx2X ±

E[jY jk [1 ¡ G(Y )]¡ k+1 jX = x] < 1 : On suppose de plus que
nh2p ! 1 ; et que h > c (log n=n1=d)1¡ 2=k; pour une constantec > 0: On suppose de
plus que l'on a (5.1.3). On a alors

sup
x2X ±

jm̂(x) ¡ m(x)j = OP (n¡ 1=2h¡ d=2[logn]1=2 + h2):

Preuve: On applique la représentation du Théorème 5.1.2. Il reste à majorersupx2X ±
jR(x; h)j:

Pour ce faire, observons que

CG(y¡ ) ·
1

1 ¡ Ĥ (y¡ )
£

1 ¡ Ĥ (y¡ )
1 ¡ H (y¡ )

:
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On en déduit que
sup

y· T( n )

jCG(y¡ )j = OP (n¡ 1);

en utilisant le Théorème 2.1.6. On a donc

jR(x; h)j · OP (n¡ 1=2+ ®=2¡ " ) £
1

nhd

nX

i =1

K
µ

X i ¡ x
h

¶
±i jTi jC

1=2¡ ®=2
G (Ti ¡ )

1 ¡ G(Ti ¡ )
:

La famille de fonction

f (u; d; t) ! K
µ

u ¡ x
h

¶
djt jC1=2¡ ®=2

G (t¡ )
1 ¡ G(t¡ )

; x 2 X ±g;

est euclidienne, voir Lemme 22 de Nolan et Pollard (1987) d'enveloppe de carré inté-
grable, par (5.1.2). On en déduit, en appliquant le Corollaire 4 de Sherman (1994a),

sup
x2X ±

1
nhd

nX

i =1

K
µ

X i ¡ x
h

¶
±i jTi jC

1=2¡ ®=2
G (Ti ¡ )

1 ¡ G(Ti ¡ )
= OP (1):

On a doncsupx2X ±
jR(x; h)j = OP (n¡ 1=2+ ®=2¡ " ) = oP (n¡ 1=2h¡ d=2[logn]1=2):

Remarquons que des résultats de convergence uniforme peuvent être obtenus sous des
conditions d'intégrabilité moins restrictives si l'on considère l'estimation de moyennes
tronquées,m¿(x) = E [Y jX; Y · ¿]; pour ¿ < ¿H �xé, en appliquant le Théorème 2.2.7.

5.2 Test non paramétrique d'adéquation au modèle para-
métrique

Soit un modèle paramétriqueM f = f x ! f (µ; x); µ 2 £ ½ Rpg: On cherche à tester
l'hypothèse suivante,

H0 : m 2 M f ; (5.2.1)

contre l'alternative non paramétrique

H1 : m =2 M f : (5.2.2)

En l'absence de censure, ce type de problème a connu de nombreux développements.
Voir par exemple Härdle et Mammen (1993), Zheng (1996), Stute (1997), Horowitz et
Spokoiny (2001), Guerre et Lavergne (2005). En revanche, ce type de problème a été
peu étudié en présence de censure à droite. Seuls Stute, González Manteiga, Sánchez
Sellero (2000) proposent une procédure de test (qui prolonge celle de Stute, 1997) deH0

contre H1: Ce test a été également repris par Sánchez Sellero, González Manteiga, et
Van Keilegom (2005) dans le cas où les observations sont censurées à droite et tronquées
à gauche. Néanmoins, dans ce dernier article, les auteurs ne testent pas exactementH0

contre H1; mais
H0;¿ : m¿(x) = E [Y j X = x; Y · ¿] 2 M f ; (5.2.3)
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pour un certain ¿ < ¿H �xé. Dans les deux cas, le comportement limite de leur statistique
de test est un processus gaussien centré, de fonction de covariance complexe à estimer,
ce qui n'est pas le cas de la procédure de test que nous proposons dans la section 5.2.4.
Par ailleurs, aucun de ces auteurs n'étudie la consistance de cette procédure de test
envers des suites d'alternatives se rapprochant asymptotiquement deH0:

Dans la section 5.2.1, nous présentons succintement la démarche de Stute, González
Manteiga, Sánchez Sellero (2000). Cette démarche s'appuie sur des processus empiriques
marqués et étend la statistique de test de Stute (1997) utilisée en l'absence de censure.
Dans la section 5.2.2, nous présentons le test proposé par Zheng (1996) en l'absence de
censure, procédure que nous modi�ons pour prendre en compte la présence de la censure
dans les sections 5.2.3 et 5.2.4. Dans cette dernière section, nous présentons notamment
des résultats de consistance envers des alternatives non paramétriques. Nous considé-
rons des alternatives �xes, des alternatives de type Pitman, ainsi que des alternatives
régulières appartenant à une classe de Hölder. L'ingrédient principal qui permet d'ob-
tenir de tels résultats est une représentation i.i.d. asymptotique de nos statistiques de
tests. La simplicité de cette représentation asymptotique est un argument en faveur de
notre procédure. En e�et, notre procédure présente ainsi l'immense avantage de ne pas
avoir recours à des techniques numériques délicates, comme c'est le cas dans l'approche
de Stute, González Manteiga, Sánchez Sellero (2000). Par ailleurs, une étude par simu-
lation, comparant la performance de notre procédure de test avec celles existant, vient
enrichir la comparaison entre les di�érentes approches.

5.2.1 Le test de Stute et Gonzalez-Manteiga (2000)

Le principe de ce test étend le test de Stute (1997) en l'absence de censure. Il est
basé sur le fait que la fonction

I (x) =
Z x

1
m(u)dFX (u) = E [Y1X · x ];

détermine m de façon unique. En l'absence de censure, on peut estimerI (x) par

I n (x) =
1
n

nX

i =1

Yi 1X i · s =
Z x

¡1

Z
ydF̂emp(u; y):

De façon naturelle, en présence de censure et sous l'Hypothèse 1.1.5, on remplaceF̂emp

par F̂ ; estimateur de Kaplan-Meier en présence de variables explicatives, de sorte que
l'on considère

I 0
n (x) =

Z x

¡1

Z
ydF̂ (u; y):

Pour tester l'Hypothèse H0 (5.2.1), on considère les di�érences

R0
n (x) = I 0

n (x) ¡
Z x

¡1

Z
f (µ0; u)dF̂ (u; y) =

Z x

¡1

Z
[y ¡ f (µ0; u)]dF̂ (u; y);

R1
n (x) = I 0

n (x) ¡
Z x

¡1

Z
f (µ̂; u)dF̂ (u; y) =

Z x

¡1

Z
[y ¡ f (µ̂; u)]dF̂ (u; y);
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où µ̂ est un estimateur n1=2¡ consistant de µ0 (voir Chapitre 4). En considérant que,
sousH0; ces deux quantités sont proches de zéro, on peut les utiliser pour construire un
test. Utilisant la théorie des intégrales Kaplan-Meier, voir Théorème 2.2.10, les auteurs
obtiennent la représentation i.i.d.

R0
n (x) =

1
n

nX

i =1

°1([y ¡ f (µ0; u)]1u· x ; Ti ; ±i ) + oP (n¡ 1=2):

Pour R1
n (x) ¡ R0

n (x) = R2
n (x); en appliquant un développement de Taylor, et avec le

développement i.i.d. deµ̂ = µ0 + n¡ 1 P n
i =1 Ã(Ti ; X i ; ±i ) + oP (n¡ 1=2); on obtient

R2
n (x) =

(µ̂ ¡ µ0)0

n

nX

i =1

±i r µf (µ0; X i )1X i · x

1 ¡ G(Ti ¡ )
+ oP (n¡ 1=2);

=
1
n

nX

i =1

Ã(Ti ; X i ; ±i )0E [r µf (µ0; X )1X · x ] + oP (n¡ 1=2);

de sorte que l'on peut obtenir une représentation i.i.d. deR1
n (x): Il reste à normaliser

cette quantité pour obtenir un test. La forme compliquée de cette représentation asymp-
totique oblige les auteurs à mettre en ÷uvre une procédure de bootstrap délicate, voir
Stute, González Manteiga, Sánchez Sellero (2000).

Les auteurs envisagent par la suite deux statistiques de test,

Dn = sup
x2X

jRn (x)j;

W 2
n =

Z
jR1

n (x)j2dF̂X (x);

où F̂X désigne la fonction de répartition empirique deX: Sous l'HypothèseH0; ces
quantités doivent être proches de 0. Les procédures de test sont alors

"Rejetter H0 si Dn (resp: W 2
n ) > seuil";

le seuil étant déterminé par une procédure bootstrap.

5.2.2 Le test de Zheng (1996) en l'absence de censure

5.2.2.1 Principe du test et comportement sous l'hypothèse nulle

Zheng (1996) propose une procédure de test basée sur un lissage par noyau. Dé�nis-
sons

U(µ) = Y ¡ f (µ; X );

Q(µ) = E [U(µ)E [U(µ) j X ] g(X )] ;

pour toute fonction g positive. Il est clair que sous l'hypothèseH0 dé�nie par (5.2.1),
Q(µ0) = 0 : Par ailleurs, en conditionnant à l'intérieur de l'espérance, il apparaît que

Q(µ) = E
h
E [U(µ) j X ]2 g(X )

i
: (5.2.4)
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On en déduit queQ(µ) ¸ 0; et que tester l'hypothèseH0 est équivalent à tester

9µ0 2 £ tel que Q(µ0) = 0 : (5.2.5)

La procédure de test proposée par Zheng (1996) revient à estimerQ(µ0); puis à rejeter
l'hypothèse H0 si l'estimateur de cette statistique est supérieur à une certaine valeur
critique. Choisissant g(x) = f X (x); la densité de la variableX; les auteurs estiment
m(x) = E[U(µ) j X = x]f X (x) par

m̂(x) =
1

nhd

nX

i =1

K
µ

X i ¡ x
h

¶
Ui (µ)1X i 6= x ;

où Ui (µ) = ( Yi ¡ f (µ; X i )) : L'espérance, dans l'équation (5.2.4), est estimée par une
somme empirique, ce qui aboutit à la forme quadratique suivante,

Qn (µ) =
1

n(n ¡ 1)hd

X

i 6= j

Ui (µ)K
µ

X i ¡ X j

h

¶
Uj (µ): (5.2.6)

Par ailleurs, pour estimer Q(µ0); on utilise un estimateur µ̂ convergeant à la vitesse
n¡ 1=2 (par exemple l'estimateur des moindres carrés). Ainsi, sousH0; Qn (µ̂) doit être
proche deQ(µ0) = 0 ; alors que sous l'alternative,Qn (µ̂) doit au contraire rester à l'écart
de zéro.

Sous l'hypothèse nulle, la normalité asymptotique deQn (µ̂) est obtenue en supposant
véri�ées un certain nombre de conditions.

Hypothèse 5.2.1 (Observations) : (i) X est un vecteur aléatoire. Sa loi a pour support
X borné. X a une densitéf X bornée.

(ii) Il existe des constantescinf , csup telles que pour toutx 2 X

0 < c inf · E
£
"2 j X = x

¤
· csup < 1 :

(iii) E
£
"4

¤
< 1 .

Hypothèse 5.2.2 (Vitesse de convergence de l'estimateur)µ0 est un point intérieur de
£ ; et µ̂ ¡ µ0 = OP (n¡ 1=2):

A présent, pour toute matrice A, on note kAk2 = supv6=0 kAvk=kvk où kvk est la
norme euclidienne du vecteurv.

Hypothèse 5.2.3 (Modèle paramétrique) : L'ensemble des paramètres£ est un sous-
ensemble compact deRd, d ¸ 1, et µ0 est un point intérieur de £ . Le modèle de régression
paramétrique M = f f (µ;¢) : µ 2 £ g satisfait des hypothèses de di�érentiabilité enµ :
pour tout x 2 X , f (µ; x) est deux fois di�érentiable par rapport àµ: On suppose de plus
que

sup
µ2 £ ;x2X

jf (µ; X )j < 1 ;

sup
µ2 £ ;x2X

kr µf (µ; X )k < 1 :
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De plus,
8µ; µ0; sup

µ2 £ ;x2X
kr µf (µ; x) ¡ r µf (µ0; x)k · ©(X )kµ ¡ µ0k;

pour une fonction © telle queE[©(X )] < 1 :

Hypothèse 5.2.4 (Noyau) : (i) Si x = ( x1; :::; xd); soit K (x) = ~K (x1) ::: ~K (xd) où
~K est une densité symétrique continue de variation bornée surR. La transformée de

Fourier ~̂K de ~K est intégrable. On noteK 2 =
R

K (t)2dt:
(ii) La fenêtre h appartient à un intervalle H n = [ hm ; hM ], n ¸ 1, tel que hM ! 0

et nh3d
m ! 1 :

L'Hypothèse 5.2.4 (i) est satisfaite, par exemple, pour des noyaux gaussiens, Laplace
ou Cauchy. La condition sur la borne gauche inférieure deH n n'est pas vitale en l'absence
de censure, mais interviendra dans la section 5.2.4.

Le théorème suivant fournit le comportement asymptotique deQn (µ̂) sous l'hypo-
thèseH0:

Théorème 5.2.1 Sous les hypothèses 5.2.1 à 5.2.4, et sousH0;

nhd=2Qn (µ̂) =) N (0; 2K 2E[¾4
X f X (X )]) :

Preuve: Première étape : on se ramène à µ0: On a

Qn (µ̂) ¡ Qn (µ0) =
1

n(n ¡ 1)hd

X

i 6= j

[f (µ̂; X i ) ¡ f (µ0; X i )]K
µ

X i ¡ X j

h

¶

£ [f (µ̂; X j ) ¡ f (µ0; X j )]

¡
2

n(n ¡ 1)hd

X

i 6= j

h
f (µ̂; X i ) ¡ f (µ0; X i )

i
K

µ
X i ¡ X j

h

¶
Ui (µ0)

= Qn1(µ̂) ¡ 2Qn2(µ̂):

En e�ectuant un développement de Taylor, le premier terme est unOP (n¡ 1) par les
Hypothèses 5.2.3 et 5.2.2. Pour le second, on e�ectue un développement de Taylor qui
fournit

Qn2(µ̂) =
(µ̂ ¡ µ0)0

n(n ¡ 1)hd

X

i 6= j

r µf (µ0; X j )K
µ

X i ¡ X j

h

¶
Ui (µ0) + OP (n¡ 1)

= ( µ̂ ¡ µ0)0Qn11(µ0) + OP (n¡ 1):

en utilisant l'Hypothèse 5.2.2. Dé�nissons

Qn111(µ0) =
1

n(n ¡ 1)hd

X

i 6= j

Ui (µ0)
µ

r µf (µ0; X j )K
µ

X i ¡ X j

h

¶

¡ E
·
r µf (µ0; X j )K

µ
X i ¡ X j

h

¶
j X i

¸¶
:
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Ce terme est un processus dégénéré d'ordre 2. La classe de fonctions, indexée parx
et h; F = f (u; x) ! K ([u ¡ x]=h)g est une classe euclidienne (voir Lemme 22 de
Nolan et Pollard, 1987). Le Lemme 2.14 (ii) de Pakes et Pollard (1989) assure que la
classe de fonction(u; x; y) ! r µf (µ0; x)[y ¡ f (µ0; u)]Á(u; x) pour Á 2 F ; est euclidienne
d'enveloppecjY j; où c est une constante positive. Par le Corollary 4 de Sherman (1994a),
on déduit que Qn111(µ0) = OP (n¡ 1h¡ d): Dé�nissons

Qn112(µ0) =
1
n

nX

i =1

Ui (µ0)E
·
h¡ dr µf (µ0; X j )K

µ
X i ¡ X j

h

¶
j X i

¸
:

A nouveau par le Corollaire 4 de Sherman (1994a), ce terme estOP (n¡ 1=2): On conclut
que Qn11(µ0) = OP (n¡ 1=2) puisqueQn11(µ0) = Qn111(µ0) + Qn112(µ0): Grâce à l'Hypo-
thèse 5.2.2, on obtientQn2(µ̂) = OP (n¡ 1):

Deuxième étape : Etude de Qn (µ0): La variance deQn (µ0) vaut

¾2(n) =
1

n(n ¡ 1)hd E
·
h¡ pUi (µ0)2K 2

µ
X i ¡ X j

h

¶
Uj (µ0)2

¸
:

On en déduit quen2hd¾2(n) ! 2K 2E[¾4
X f X (X )]: En appliquant le Théorème 2.1 de de

Jong (1987), on en déduit le résultat.
A�n de construire la statistique de test, on a besoin d'estimer la variance de façon

consistante. Pour cela, on peut proposer deux estimateurs,

V̂1n =
2

n(n ¡ 1)hd

X

i 6= j

Ui (µ̂)2K 2
µ

X i ¡ X j

h

¶
Uj (µ̂)2; (5.2.7)

V̂2n =
2

n(n ¡ 1)hd

X

i 6= j

¾̂2
X i

K 2
µ

X i ¡ X j

h

¶
¾̂2

X j
; (5.2.8)

où ¾̂2
x désigne un estimateur non paramétrique de¾2

x tel que supx2X j¾̂2
x ¡ ¾2

x j = oP (1):
V̂1n est plus simple, mais diminue la puissance du test. En e�et, sous les alternatives
Ui (µ̂)2 est un estimateur biaisé de¾2

x qui est supérieur à¾2
x ; puisque, lorsqueH0 n'est

pas véri�ée, V ar(Y jX ) < E [U(µ0)2 j X ]: Ce qui entraîne que la statistique de test
(5.2.9) dé�nie plus bas est plus petite qu'elle ne devrait être sous les alternatives. Le
théorème suivant fournit la convergence dêV1n et V̂2n .

Théorème 5.2.2 Sous les hypothèses du Théorème 5.2.1, on a, pouri = 1 ; 2;

V̂in ! 2K 2E[¾4
X f X (X )] p.s.

Preuve: Voir Zheng (1996). PourV̂2n ; noter queV̂2n ¡ ~V2n = oP (1) sous la condition
supx2X j¾̂2

x ¡ ¾2
x j = oP (1); où

~V2n =
2

n(n ¡ 1)hd

X

i 6= j

¾2
X i

K 2
µ

X i ¡ X j

h

¶
¾2

X j
:
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La statistique de test est obtenue en normalisant la forme quadratiqueQn (µ̂): Dé�-
nissons

Tn (µ) = nhd=2 Qn (µ)

V̂n
: (5.2.9)

Une application directe des Théorèmes 5.2.1 et 5.2.2 fournit le comportement de la
statistique de test.

Corollaire 5.2.3 Sous les hypothèses du Théorème 5.2.2,

Tn (µ̂) =) N (0; 1):

La procédure de test est la suivante.
Procédure de test

1. Estimer µ0 par µ̂ satisfaisant l'hypothèse 5.2.2.

2. Si Tn (µ̂) ¸ z1¡ ® où z1¡ ® désigne le quantile d'ordre1¡ ® d'une N (0; 1); on rejette
H0:

Comme conséquence immédiate du Corollaire 5.2.3, on obtient que la procédure de
test ci-dessus est asymptotiquement de niveau®:

5.2.2.2 Comportement envers des alternatives

On considère une suite de fonctions mesurables¸ n (x); n ¸ 1; et la suite d'alterna-
tives

H1n : Yin = f (µ0; X i ) + ¸ n (X i ) + " i ; 1 · i · n: (5.2.10)

Pour simpli�er, supposons qu'il existe une constanteM ¸ telle que pour tout n ¸ 1;
0 · j ¸ n (¢)j · M ¸ < 1 :

Consistance envers une alternative �xe.
Considérons une alternative de la forme

H1 : Y = f (µ0; X ) + ¸ (X ) + ": (5.2.11)

L'hypothèse suivante identi�e la limite de µ̂; obtenu par l'une des méthodes du chapitre
précédent.

Hypothèse 5.2.5 Il existe ¹µ un point intérieur de £ tel que

pour tout µ 2 £ n f ¹µg; 0< E
h©

m(X )¡ f
¡ ¹µ; X

¢ª2
i

< E
h
f m(X )¡ f (µ; X )g2

i
:

Le théorème suivant assure la consistance du test de Zheng (1996) contre cette
alternative. Nous présentons un résultat uniforme enh 2 H n ; a�n de faire le lien avec
les résultats des sections 5.2.4 et 5.2.3. L'hypothèse additionnelle sur la transformée de
Fourier du noyau K n'est nécessaire que dans l'optique de cette uniformité.



Test non paramétrique d'adéquation au modèle paramétrique 113

Théorème 5.2.4 Sous les Hypothèses du Théorème 5.2.1, et en supposant de plus que
la transformée de Fourier de ~K est strictement positive et décroissante, on a, sousH1

dé�nie par (5.2.11) et sous l'Hypothèse 5.2.5,

sup
h2H n

¯
¯
¯
¯
¯
¯
Qn (µ̂) ¡

1
n(n ¡ 1)hd

X

i 6= j

¸ (X i )K
µ

X i ¡ X j

h

¶
¸ (X j )

¯
¯
¯
¯
¯
¯

= oP (1):

Par suite,

sup
h2H n

¯
¯
¯Qn (µ̂) ¡ E

h©
m(X )¡ f

¡ ¹µ; X
¢ª2f X (X )

i ¯
¯
¯= oP (1)

De plus, pour i = 1 ; 2
sup

h2H n

jV̂in ¡ cj = oP (1)

pour une constantec > 0: D'où on déduit

P
³

Tn (µ̂) > z 1¡ ®

´
! 1:

Preuve: Notons Ui (µ) = f ( ¹µ; X i ) ¡ f (µ; X i ) + " i ; pour prolonger la notation utilisée
sousH0; de sorte queE[Ui (µ0) j X i ] = 0 : On peut décomposer la forme quadratique
Qn (µ̂) en trois parties,

Qn1(µ̂) =
1

n(n ¡ 1)hd

X

i 6= j

Ui (µ̂)K
µ

X i ¡ X j

h

¶
Uj (µ̂);

Qn2(µ̂) =
2

n(n ¡ 1)hd

X

i 6= j

¸ (X i )K
µ

X i ¡ X j

h

¶
Uj (µ̂);

Qn3(µ̂) =
1

n(n ¡ 1)hd

X

i 6= j

¸ (X i )K
µ

X i ¡ X j

h

¶
¸ (X j ):

Pour Qn1; on se ramène à¹µ par un raisonnement analogue à celui du début de la
preuve du Théorème 5.2.1. En utilisant le Lemme 5.3.2 pour se ramener au cas dehm

et hM ; et en appliquant le Théorème 5.2.1, on a la majorationsuph2H n
jhd=2Qn1(µ̂)j =

OP (n¡ 1): En corollaire de la seconde partie du Lemme 5.3.10, on obtient alors que
suph2H n

jhd=4Qn2(µ̂)j = OP (n¡ 1=2): En utilisant le Lemme 5.3.2, on obtient la diver-
gence deinf h2H n jnhd=2Q3n (µ̂)j ! 1 ; presque sûrement (on se ramène par le Lemme
5.3.2 au comportement pour les suiteshm et hM de H n = [ hm ; hM ]:). Par ailleurs, les
estimateurs de la variance convergent presque sûrement vers une constante strictement
positive par une adaptation directe du Théorème 5.2.2.

Consistance envers une alternative de type Pitman.
On considère à présent des alternatives locales. Les alternatives de type Pitman (voir

van der Vaart, 1998, section 14.3, voir aussi Horowitz, Spokoiny, 2001) sont du type

H1n : Y = f (µ0; X ) + rn ¸ (X ) + "; (5.2.12)



114 Chapitre 5

où rn désigne une suite déterministe, avecE[¸ (X )r µf (µ0; X )] = 0 : La puissance d'un
test, au sens de Pitman, peut être mesurée en fonction de la vitesse maximale de décrois-
sance vers0 de rn telle que la procédure de test soit toujours consistante. Le Théorème
suivant fournit l'ordre de décroissance dern pour que la procédure détecte l'alternative.

Théorème 5.2.5 On suppose que

n1=2hd=4rn ! l < 1 :

Sous les hypothèses du Théorème 5.2.1, en supposant de plus que la transformée de
Fourier de ~K est strictement positive et décroissante, sous l'HypothèseH1n dé�nie par
(5.2.12), on a

sup
h2H n

¯
¯
¯
¯
¯
¯
Qn (µ̂) ¡

r 2
n

n(n ¡ 1)hd

X

i 6= j

¸ (X i )K
µ

X i ¡ X j

h

¶
¸ (X j )

¯
¯
¯
¯
¯
¯

= oP (r 2
n );

et
Tn (µ̂) =) N (¹; 1);

avec¹ > 0:

Preuve: On utilise les mêmes arguments que dans la preuve du Théorème 5.2.4,
pour montrer le développement asymptotique deQn (µ̂): Le résultat suit en remarquant
que les estimateurs de la variance convergent vers une constante strictement positive.

Comportement envers des alternatives régulières.
Pour L > 0, on dé�nit la classe de HölderC(L; s) comme

C(L; s) = f f : jf (x1) ¡ f (x2)j · L jx1 ¡ x2js; 8x1; x2 2 X g ; pour s 2 (0; 1]:

Pour s > 1, C(L; s) est la classe des fonctions ayant leur[s]-ème dérivée partielle dans
C(L; s ¡ [s]), où [s] désigne la partie entière des.

Dé�nissons les alternatives localesH 0
1n de la façon suivante,

H 0
1n : Y = f (µ0; X ) + ¸ n (X ) + "; (5.2.13)

où ¸ n est une fonction inconnue deC(L; s); avec s connu, et avec orthogonalité au
modèle des alternatives,E [¸ n (X )r µf (µ0; X )] = 0 :

Dans l'énoncé suivant, nous présentons un résultat qui n'est pas optimal, dans le
sens où la condition optimale (voir Horowitz et Spokoiny, 2001) ests ¸ d=4: Ceci est
dû à notre condition nh3d

m ! 1 ; qui n'est pas essentielle en l'absence de censure, mais
qui apparaîtra dans la section 5.2.4. Nous préférons présenter le résultat sous cette
hypothèse plus restrictive, de façon à être homogène avec la section 5.2.4.

Théorème 5.2.6 On se place sous les conditions du Théorème 5.2.1 et on suppose
que inf x2X f X (x) > 0: On suppose de plus que la transformée de Fourier de~K est
strictement positive et décroissante, et que

¦ n = E[¸ n (X )2]1=2 ¸ · nn¡ 2s=(4s+ d) :



Test non paramétrique d'adéquation au modèle paramétrique 115

Si on a

h = O(n¡ 2s=(4s+ p) ) et s > dp=4;

on a alors
P(Tn (µ̂) > z 1¡ ®) ! 1

sous les alternatives dé�nies par (5.2.13) dès que· n diverge. De plus,

sup
h2H n

¯
¯
¯
¯
¯
¯
Qn (µ̂) ¡

1
n(n ¡ 1)hd

X

i 6= j

¸ n (X i )K
µ

X i ¡ X j

h

¶
¸ n (X j )

¯
¯
¯
¯
¯
¯

= oP (¦ 2
n ):

Preuve: On note Ui (µ) = f (µ0; X i ) ¡ f (µ; X i )+ " i : On décomposeQn (µ̂) en plusieurs
parties,

Qn (µ̂) =
1

n(n ¡ 1)hd

X

i 6= j

Ui (µ̂)K
µ

X i ¡ X j

h

¶
Uj (µ̂)

+
2

n(n ¡ 1)h

X

i 6= j

Ui (µ̂)K
µ

X i ¡ X j

hd

¶
¸ n (X i )

+
1

n(n ¡ 1)h

X

i 6= j

¸ n (X i )K
µ

X i ¡ X j

hd

¶
¸ n (X i )

= Q1n (µ̂) + 2 Q2n (µ̂) + Q3n (µ̂):

Par le Lemme 5.3.2 et le Théorème 5.2.1, on asuph2H n
jhd=2Q1n (µ̂)j = OP (n¡ 1); et par

la seconde partie du Lemme 5.3.10,suph2H n
jhd=2Q2n (µ̂)j = OP (n1=2k¸ nk):

Soit W la matrice de terme générale

Wij =
K

³
X i ¡ X j

h

´

n(n ¡ 1)hd 1i 6= j ;

et P la matrice telle quePij = Wij pour i 6= j; et avecPii = h¡ dn¡ 1(n ¡ 1)¡ 1K (0) pour
tout i: On va minorer ¤ 0

nW¤ n ; où ¤ n est un vecteur colonnes de composantes¸ n (X i ):
Pour cela, on approche tout d'abord¸ n par des fonctions polynomiales par morceaux.
Supposons, sans perte de généralité, queX = [0 ; 1]d: On partionne X en un nombre
�ni N de pavés de mesure inférieure à2h; notés R1; :::; RN : Soit tk le centre du pavé
Rk : Considérons l'ensemble¦ s;h l'ensemble des fonctions polynomiales sur chaqueRk

de degré inférieur à[s]: Par dé�nition de C(L; s) et un développement de Taylor autour
de tk ; il existe un élément¼n 2 ¦ s;h tel que

sup
x2X

j¸ n (x) ¡ ¼n (x)j · Chs:

Avec un certain abus de notation, considérons¼0
nP¼n ; forme quadratique P appli-

quée au vecteur de composantes¼n (X i ): On note, pour toute fonction f dé�nie sur X ;
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kf k2
2 =

P n
i =1 f (X i )2: On a

¼0
nP¼n

n¡ 1k¼nk2
2

¸ M 2
n = inf

¼2 ¦ s;h

¼0P ¼
n¡ 1k¼k2

2
;

avec la convention0=0 = 1: Dé�nissons

¼b;k = ¼b

µ
t ¡ tk

h

¶
=

kX

i =1

bi [t ¡ tk ]i 1t2 Rk ;

où bi [t ¡ tk ]i est une formei ¡ linéaire appliquée au vecteurt ¡ tk : On a

M 2
n =

NX

k=1

inf
b

¼0
b;kP¼b;k

n¡ 1k¼b;kk2
2

¸ inf
b;1· k· N

¼0
b;kP ¼b;k

n¡ 1k¼b;kk2
2
:

Par ailleurs, on peut supposerb (qui peut être vue comme un vecteur de dimension
�nie) dans la sphère unité. De plus,

1
nhd k¼b;kk2

2 = f X (tk )
Z

j¼b(u)j2du + R0(k; b);

avec supk;b jR0(k; b)j = oP (1): On pourra consulter notamment Lavergne et Patilea
(2006), voir preuve de leur formule (6.15). Par ailleurs, en appliquant le "Main Corol-
lary" de Sherman (1994a) pour l'étude de¼0

b;kP¼b;k; on déduit que

¼0
b;kP ¼b;k = C £ f X (tk )2

Z
j¼b(t)j2dt + R00(b; k);

avecsupb;k R00(b; k) = oP (1); et C une constante positive. On en déduit que

M 2
n ¸ C0(1 + oP (1)) ;

pour une certaine constanteC0 > 0:
Considérons¤ 0

nP¤ n : En appliquant l'inégalité triangulaire,

(¤ 0
nP¤ n )1=2 ¸ M nn¡ 1=2k¼nkSp1=2(P)k¸ n ¡ ¼nk2

¸ M nn¡ 1=2k¸ nk ¡ (M n + Sp1=2(P)n1=2)Chs;

où Sp(P) désigne la valeur spectrale de la matriceP: De plus, puisqueSp1=2(P) ·
Sp1=2(W ) + Sp1=2(W ¡ P); et que Sp(W) = OP (n¡ 1) (voir Lavergne et Patilea, 2006),
avec probabilité tendant vers 1, le membre de droite est positif. Par un calcul élémen-
taire, on en déduit

¤ 0
nW ¤ n ¸ C0(1 + oP (1)) [k¸ nk2 ¡ hs]2 :

On en déduit le résultat en prenanth de l'ordre n¡ 2=(4s+ d) :
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5.2.2.3 Le paramètre h:

La statistique de test Tn = Tn (h) dépend également du paramètre de lissageh:
Le comportement de la statistique de test peut être sensiblement di�érent, à distance
�nie, suivant la suite h utilisée. Horowitz et Spokoiny (2001) considèrent une grille de
h; H n = f h = hmax ak ; h ¸ hmin g; pour un certain 0 < a < 1; et la statistique de test
T¤ = max h2H n Tn;h : Guerre et Lavergne (2005) proposent quant à eux une procédure
asymptotique de choix deh: Partant d'une suite h0 privilégiée, en notant v̂h;h 0 un
estimateur de la variance asymptotique deTn (h) ¡ Tn (h0) sous l'hypothèse nulle, et en
introduisant une pénalisation °n > 0; ils dé�nissent

~h = arg max
h2H n

(Tn (h) ¡ Tn (h0) ¡ °n v̂h;h 0 ):

Leur statistique de test est alors ~T = Tn (~h)=¾̂h0 ; où ¾̂2
h0

est l'un des estimateurs de la
variance asymptotique dé�nis précédemment, calculé en utilisant la fenêtreh0:

Dans un souci de simpli�cation, nous ne considérons, dans notre approche, que la
généralisation du test de Zheng (1996) à un cadre censuré. Mais, en vue de l'extension
d'approches telles que celles de Horowitz et Spokoiny (2001) et Guerre et Lavergne
(2005), nous fournissons des représentations asymptotiques de nos statistiques de test
qui sont valables uniformément enh 2 H n :

5.2.3 Cas où G est connue

Nous revenons à présent à notre problématique de tester (5.2.1) en présence de
données censurées. Dans cette section, nous supposons que la fonction de répartition
de la censureG est connue. Ce cas particulier n'est pas particulièrement intéressant du
point de vue pratique. En e�et, on n'a en règle générale que très peu d'informations sur
la censure, et donc sur la fonctionG:

En revanche, l'étude du casG connu sera intéressante du point de vue théorique,
puisque ce cas peut être considéré comme un cas "idéal" auquel nous allons essayer de
nous ramener. Dans la section 5.2.4, nous nous pencherons sur le casG inconnu en nous
inspirant du cas de �gure G connu. Les deux approches s'avéreront alors asymptotique-
ment équivalentes.

5.2.3.1 Principe du test et comportement sous l'hypothèse nulle

A�n de proposer une statistique de test en présence de censure, réexprimons la forme
quadratique (5.2.6) de la façon suivante,

Qn (µ) =
n

n ¡ 1
h¡ d

Z Z
[y ¡ f (µ; x)]K

µ
x ¡ x0

h

¶
1x6= x0

£ [y0¡ f (µ; x0)]dF̂emp(x; y)dF̂emp(x; y): (5.2.14)

Dans la suite, nous omettrons le facteur de normalisationn(n ¡ 1)¡ 1 lorsque les formes
quadratiques seront écrites sous forme intégrale.
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Bien entendu, la statistique (5.2.14) ne peut être utilisée en présence de censure,
puisque la fonction de répartition empirique de(X; Y ) n'est pas disponible. En re-
vanche, inspiré du Chapitre 2, nous pouvons remplacer̂Femp dans (5.2.14) par un autre
estimateur de la fonction de répartition. Puisque la fonctionG est connue, nous pouvons
utiliser l'estimateur ~F dé�ni par (2.2.9).

Cette démarche aboutit à la forme quadratique suivante,

QMC
n (µ) =

1
n(n ¡ 1)hd

X

i 6= j

UMC
i (µ)K

µ
X i ¡ X j

h

¶
UMC

j (µ); (5.2.15)

en dé�nissant

UMC
i (µ) =

±i

1 ¡ G(Ti ¡ )
[Ti ¡ f (µ; X i )]:

Une seconde approche consiste à adapter la méthode des "synthetic data" exposée au
Chapitre 3. Introduisant Y ¤ une transformation des données ayant la même espérance
que Y; le problème de test devient équivalent à tester

H 0
0 : 9µ0 2 £ ; tel que Y ¤ = f (µ0; X ) + ":

Par souci de simplicité, nous ne considérons que la transformation KSV dé�nie par
l'équation (3.2.4). Dans le cas oùG est connue, cette transformation est exactement
calculable. Pour revenir à l'expression (5.2.14), l'approche "synthetic data" revient à
remplacer la fonction de répartition empirique par

F ¤(x; y) =
1
n

nX

i =1

1X i · x;Y ¤
i · y : (5.2.16)

Cette approche aboutit à la forme quadratique suivante,

QSD
n (µ) =

1
n(n ¡ 1)hd

X

i 6= j

USD
i (µ)K

µ
X i ¡ X j

h

¶
USD

j (µ); (5.2.17)

en dé�nissant

USD
i (µ) =

±i

1 ¡ G(Ti ¡ )
Ti ¡ f (µ; X i ):

A�n d'obtenir la normalité asymptotique de ces formes quadratiques sousH0; l'Hy-
pothèse 5.2.1 doit être adaptée.

Hypothèse 5.2.6 (Observations) : (i) X est un vecteur aléatoire. Sa loi a pour support
X borné. X a une densitéf X bornée.

(ii) Il existe des constantescinf , csup telles que pour toutx 2 X

0 < c inf · E
£
"2 j X = x

¤
· E

£©
1 + Y 2ª

f 1 ¡ G(Y )g¡ 1 j X = x
¤

· csup < 1 :

(iii) E
£©

1 + Y 4
ª

f 1 ¡ G(Y )g¡ 3
¤

< 1 .



Test non paramétrique d'adéquation au modèle paramétrique 119

Les Hypothèses 5.2.6 (ii)-(iii) sont le pendant des hypothèses sur la variance condi-
tionnelle, et sur le moment d'ordre 4 pour les résidus, qui sont utilisées en l'absence de
censure (voir Hypothèse 5.2.1). En remarquant queE[Y 4[1 ¡ G(Y )]¡ 3] = E [Y 4¤

KSV ]; on
voit que l'Hypothèse 5.2.6 est essentiellement l'Hypothèse 5.2.1 appliquée à la variable
transforméeY ¤

KSV :

Théorème 5.2.7 Sous les Hypothèses 5.2.6, 5.2.2 et 5.2.4, et sous l'HypothèseH0;

nhd=2QMC
n (µ̂) =) N (0; ¾2

MC );

nhd=2QSD
n (µ̂) =) N (0; ¾2

SD );

avec

¾2
MC = 2K 2E

2

4E

"
f Y ¡ f (µ0; X )g2

1 ¡ G(Y )
j X

#2

f X (X )

3

5 ;

¾2
SD = 2K 2E

" ½
E

·
Y 2

1 ¡ G(Y )
j X

¸
¡ f (µ0; X )2

¾2

f X (X )

#

:

Preuve: Similaire à la preuve du Théorème 5.2.1.
Pour estimer la variance, on procède comme dans la section précédente. Pour la

procédure MC,

~V MC
1n =

2
n(n ¡ 1)hd

X

i 6= j

UMC
i (µ̂)2K 2

µ
X i ¡ X j

h

¶
UMC

j (µ̂)2;

~V MC
2n =

2
n(n ¡ 1)hd

X

i 6= j

¾̂2MC
X i

K 2
µ

X i ¡ X j

h

¶
¾̂2MC

X j
;

où ¾̂2MC
x est un estimateur non paramétrique de la variance conditionnelle

¾2MC
x = E

"
f Y ¡ f (µ0; X )g2

1 ¡ G(Y)
jX = x

#

;

l'estimateur ¾̂2MC
x satisfaisant supx2X j¾̂2MC

x ¡ ¾2MC
x j = oP (1): Pour la procédure SD,

~V SD
1n =

2
n(n ¡ 1)hd

X

i 6= j

USD
i (µ̂)2K 2

µ
X i ¡ X j

h

¶
USD

j (µ̂)2;

~V SD
2n =

2
n(n ¡ 1)hd

X

i 6= j

¾̂2SD
X i

K 2
µ

X i ¡ X j

h

¶
¾̂2SD

X j
;

où ¾̂2SD
x est un estimateur non paramétrique de la variance conditionnelle

¾2SD
x = E

·
Y 2

1 ¡ G(Y )
j X

¸
¡ f (µ0; X )2;



120 Chapitre 5

l'estimateur ¾̂2SD
x satisfaisant supx2X j¾̂2SD

x ¡ ¾2SD
x j = oP (1): De même que précé-

demment, l'estimateur ~V SD
2n améliorera la puissance de notre statistique de test. En

e�et, l'approche SD est rigoureusement identique à celle développée dans la section
précédente, avecY remplacée parY ¤

KSV : Néanmoins, dans l'approche MC, il n'est plus
évident que ~V MC

2n améliore la puissance du test.

Théorème 5.2.8 Sous les Hypothèses du Théorème 5.2.7, pouri = 1 ; 2;

V̂ SD
i ! ¾2

SD p:s:;

V̂ MC
i ! ¾2

MC p:s:

En dé�nissant

TSD
n (µ̂) =

nhd=2QSD
n (µ̂)

V̂ SD
n

; (5.2.18)

TMC
n (µ̂) =

nhd=2QMC
n (µ̂)

V̂ MC
n

; (5.2.19)

on en déduit la convergence de ces deux statistiques de test.

Corollaire 5.2.9 Sous les Hypothèses du Théorème 5.2.8, on a

TSD
n (µ̂) =) N (0; 1);

TMC
n (µ̂) =) N (0; 1):

5.2.3.2 Consistance envers des alternatives

Sous des alternatives du type (5.2.10), la loi deY dépend den (sauf dans le cas
d'une alternative �xe). Les Hypothèses d'identi�abilité du modèle, ainsi que quelques
hypothèses de moments, doivent être adaptées à ce nouveau contexte.

Hypothèse 5.2.7 (i) Les variables C1; :::; Cn sont un n¡ échantillon de fonction de ré-
partition G (la même fonction pour toutn) et sont indépendants des variablesY1n ; :::; Ynn ;
qui sont indépendantes entre elles, de même loiF (n) .

(ii) Pour tout n, P(Y1n · C1 j X 1; Y1n ) = P(Y1n · C1 j Y1n ).

Il faut noter que la seconde partie de cette hypothèse est toujours véri�ée siC
est indépendante de" et X . Par ailleurs, pour tout n dé�nissons Tin = Yin ^ Ci et
±in = 1f Yin · Ci g, i = 1 ; :::; n, et soit H (n) la fonction de répartition de T1n ; :::; Tnn ;
c'est-à-dire H (n) (y) = P(T1n · y).

L'hypothèse suivante adapte les conditions de moment d'ordre 4 pour la variableY;
ainsi que les hypothèses portant sur la variance conditionnelle, à un contexte où la loi
de Y dépend den:



Test non paramétrique d'adéquation au modèle paramétrique 121

Hypothèse 5.2.8 (i) Il existe des constantescinf , csup telles que pour toutx 2 X

0< c inf · E
£
Y 2

1n j X = x
¤

· E
£©

1 + Y 2
1n

ª
f 1¡ G(Y1n )g¡ 1 j X = x

¤
· csup < 1 :

(ii) Il existe une constante M telle que8n ¸ 1; E
£©

1+ Y 4
1n

ª
° (Y1n )4

¤
· M < 1

where° (Y1n ) = ±1n f 1 ¡ G(Y1n )g¡ 1:

Consistance envers une alternative �xe.

Théorème 5.2.10 On note avec un indice¯ = 0 (resp. ¯ = 1 ) les statistiques cor-
respondant à la méthode SD (resp. MC). On note° i = ±i [1 ¡ G(Ti ¡ )]¡ 1: Sous les
Hypothèses du Théorème 5.2.1 et les Hypothèses 5.2.7 et 5.2.8, et en supposant de plus
que la transformée de Fourier de~K est strictement positive et décroissante, on a, sous
H1 dé�nie par (5.2.11) et sous l'Hypothèse 5.2.5,

sup
h2H n

¯
¯
¯
¯
¯
¯
Q¯

n (µ̂) ¡
1

n(n ¡ 1)hd

X

i 6= j

° ¯
i ¸ (X i )K

µ
X i ¡ X j

h

¶
¸ (X j )° ¯

j

¯
¯
¯
¯
¯
¯

= oP (1);

Par suite,
sup

h2H n

¯
¯
¯Q¯

n (µ̂) ¡ E
h©

m(X )¡ f
¡ ¹µ; X

¢ª2f X (X )
i ¯
¯
¯= oP (1)

De plus, pour i = 1 ; 2;
sup

h2H n

j ~V ¯
in ¡ cj = oP (1)

pour une constantec > 0: D'où on déduit

P
³

T ¯
n (µ̂) > z 1¡ ®

´
! 1:

Preuve: Similaire à la preuve du Théorème 5.2.4.
Consistance envers une alternative de type Pitman.

Théorème 5.2.11 On note avec un indice¯ = 0 (resp. ¯ = 1 ) les statistiques cor-
respondant à la méthode SD (resp. MC). On note° i = ±i [1 ¡ G(Ti ¡ )]¡ 1: On suppose
que

rn = n¡ 1=2h¡ d=4:

Sous les hypothèses du Théorème 5.2.1 et les Hypothèses 5.2.7 et 5.2.8, en supposant de
plus que la transformée de Fourier de~K soit strictement positive et décroissante, sous
l'HypothèseH1n dé�nie par (5.2.12), on a

sup
h2H n

¯
¯
¯
¯
¯
¯
Q¯

n (µ̂) ¡
r 2

n

n(n ¡ 1)hd

X

i 6= j

° ¯
i ¸ (X i )K

µ
X i ¡ X j

h

¶
¸ (X j )° ¯

j

¯
¯
¯
¯
¯
¯

= oP (r 2
n );

et
T ¯

n (µ̂) =) N (¹; 1);

avec¹ > 0:
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Preuve: Similaire à celle du Théorème 5.2.5.
Consistance envers une alternative régulière.

Théorème 5.2.12 On note avec un indice¯ = 0 (resp. ¯ = 1 ) les statistiques cor-
respondant à la méthode SD (resp. MC). On note° i = ±i [1 ¡ G(Ti ¡ )]¡ 1: On se place
sous les conditions du Théorème 5.2.1 et les Hypothèses 5.2.7 et 5.2.8, et on suppose
que inf x2X f X (x) > 0: On suppose de plus que la transformée de Fourier de~K est
strictement positive et décroissante, et que

¦ n = E[¸ n (X )2]1=2 ¸ · nn¡ 2s=(4s+ d) :

Si on a

h = O(n¡ 2s=(4s+ d) ) et s > 5d=4;

on a alors
P(T ¯

n (µ̂) > z 1¡ ®) ! 1

sous les alternatives dé�nies par (5.2.13) dès que· n diverge. De plus,

sup
h2H n

¯
¯
¯
¯
¯
¯
Q¯

n (µ̂) ¡
1

n(n ¡ 1)hd

X

i 6= j

° ¯
i ¸ n (X i )K

µ
X i ¡ X j

h

¶
¸ n (X j )° ¯

j

¯
¯
¯
¯
¯
¯

= oP (¦ 2
n ):

Preuve: Identique à celle du Théorème 5.2.6 pour le cas̄ = 0 : Pour le cas¯ = 1 ;
il su�t de redé�nir les matrices W et P de la preuve du Théorème 5.2.6.W est alors
la matrice de terme général

Wij =
° i K

³
X i ¡ X j

h

´
° j 1i 6= j

n(n ¡ 1)hd ;

et Pij = Wij pour i 6= j; P ii = n¡ 1(n ¡ 1)¡ 1h¡ d° 2
i K (0):

5.2.4 Le cas général

Nous nous penchons à présent sur le cas où la fonctionG n'est pas connue (ce qui
correspond aux modèles de censure étudiés dans les sections précédentes). En particu-
lier, nous montrons qu'en remplaçantG par son estimateur de Kaplan-Meier dans la
procédure de la section 5.2.3, on obtient des statistiques de test équivalentes du point
de vue asymptotique aux statistiques dé�nies en (5.2.18) et (5.2.19). Plus précisément,
nous construisons des statistiqueŝTSD (µ̂) et T̂MC (µ̂) telles que, pour chacune des deux
procédures,suph2H jT̂ (µ̂) ¡ T(µ̂)j = oP (1): Ceci permet d'envisager des choix adapta-
tifs de h; tels que ceux proposés par Horowitz et Spokoiny (2001). Voir notamment la
section 5.2.2.3.
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5.2.4.1 Forme quadratique

On peut estimer les quantitésUMC
i et USD

i en remplaçant G par son estimateur
de Kaplan-Meier Ĝ: Si l'on met en perspective cette approche avec l'équation (5.2.14),
l'approche MC revient à remplacerF̂emp par l'estimateur F̂ de Stute (1995) dé�ni en
(2.2.8). L'approche SD revient à remplacerF̂emp dans (5.2.14) par l'estimateur de la
fonction de répartition des "synthetic data" dé�ni par l'équation (3.2.8). Dé�nissons
donc

ÛMC
i (µ) =

±i

1 ¡ G(Ti ¡ )
[Ti ¡ f (µ; X i )];

ÛSD
i (µ) =

±i

1 ¡ G(Ti ¡ )
Ti ¡ f (µ; X i ):

Ces deux approches permettent de dé�nir les formes quadratiques

Q̂MC
n (µ) =

1
n(n ¡ 1)hd

X

i 6= j

ÛMC
i (µ)K

µ
X i ¡ X j

h

¶
ÛMC

j (µ);

Q̂SD
n (µ) =

1
n(n ¡ 1)hd

X

i 6= j

ÛSD
i (µ)K

µ
X i ¡ X j

h

¶
ÛSD

j (µ):

Par ailleurs, l'estimation de µ0 à la vitessen¡ 1=2 peut être réalisée à partir de l'un
des estimateurs proposés au chapitre précédent. Nous désignerons parµ̂ l'un de ces
estimateurs.

Les formes quadratiquesQ̂SD
n et Q̂MC

n s'expriment en fonction de U¡ statistiques
Kaplan-Meier. En e�et, d'après la dé�nition de Q̂MC

n et le théorème de représentation
des sommes empiriques de synthetic data KSV (voir Proposition 3.3.2), on obtient

Q̂MC
n (µ) = h¡ d

Z Z

(x;y )6=( x0;y0)
[y ¡ f (µ; x)]K

µ
x ¡ x0

h

¶

£ [y0¡ f (µ; x0)]dF̂ (x; y)dF̂ (x0; y0);

Q̂SD
n (µ) = h¡ d

Z Z

(x;y )6=( x0;y0)
yK

µ
x ¡ x0

h

¶
y0dF̂ (x; y)dF̂ (x0; y0)

+2h¡ d
Z Z

(x;y )6=( x0;y0)
yK

µ
x ¡ x0

h

¶
f (µ; x0)dF̂ (x; y)dFemp(x0)

+ h¡ d
Z Z

(x;y )6=( x0;y0)
f (µ; x)K

µ
x ¡ x0

h

¶
f (µ; x0)dFemp(x; y)dFemp(x0):

Les U¡ statistiques pour l'estimateur de Kaplan-Meier ont été étudiées par Bose et Sen
(2002), en l'absence de variables explicatives. Les auteurs obtiennent des représentations
i.i.d. de cesU¡ statistiques. Néanmoins, les conditions d'intégrabilité nécessaires pour
obtenir leur résultat sont trop restrictives, et irréalisables dans notre contexte. En e�et,
Bose et Sen (2002) étudient uneU-statistique de la forme

Z Z
Á(y; y0)dF̂km (y)1y6= y0:
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Ils obtiennent un développement i.i.d. de cette statistique, c'est à dire un terme prin-
cipal constitué d'une U¡ statistique obtenue à partir de quantités i.i.d., plus un reste
asymptotiquement négligeable. Pour obtenir ce développement, les auteurs ont besoin
notamment de la condition d'intégrabilité

Z Z
[1 ¡ G(y)]¡ 1[1 ¡ G(y0)]¡ 1Á(y; y0)CG(y)CG(y0)dF (y)dF (y0) < 1 : (5.2.20)

Cette condition est trop forte pour notre application. Par exemple, siC est une variable
exponentielle etY une variable gaussienne (dont la queue de distribution décroît donc
plus vite que celle de la censure), cette condition n'est pas véri�ée. Ceci nous conduit
à chercher une autre méthode que celle proposée par Bose et Sen (2002) a�n d'étudier
l'asymptotique des formes quadratiquesQ̂SD

n et Q̂MC
n : Nous utiliserons pour cela la

forme spéci�que de cesU¡ statistiques.
Dans un souci de simplicité de notation, nous remplaçons dans la suite les indices

SD et MC respectivement par les indices̄ = 0 et ¯ = 1 : Ainsi Q̂0
n (µ) = Q̂SD

n (µ):

5.2.4.2 Estimation de la variance

Pour estimer de façon consistante la variance denhp=2QSD
n (µ̂) et nhp=2QSD

n (µ̂); nous
considérons

V̂ SD
1n =

2
n(n ¡ 1)hd

X

i 6= j

h
ÛSD

i (µ̂)
i 2 h

ÛSD
j (µ̂)

i 2
K 2

µ
X i ¡ X j

h

¶
; (5.2.21)

V̂ MC
1n =

2
n(n ¡ 1)hd

X

i 6= j

h
ÛMC

i (µ̂)
i 2 h

ÛMC
j (µ̂)

i 2
K 2

µ
X i ¡ X j

h

¶
: (5.2.22)

Pour estimer la variance denhd=2Q0
n (µ̂); nous pouvons utiliser un autre estimateur

que (5.2.21) à partir d'un estimateur non paramétrique de¾2SD
x . Pour estimer ¾2SD

x ;
on peut utiliser

¾̂¤ 2
x =

P n
i =1 Ŷ ¤ 2

i L((X i ¡ x)=bn )
P n

i =1 L((X i ¡ x)=bn )
¡

Ã P n
i =1 Ŷ ¤

i L((X i ¡ x)=bn )
P n

i =1 L((X i ¡ x)=bn )

! 2

; (5.2.23)

x 2 X ; avecL un noyau et bn une fenêtre choisie indépendemment deH n : Si

sup
x2X

¯
¯¾̂¤ 2

x ¡ ¾2SD
x

¯
¯ ! 0; (5.2.24)

en probabilité, on peut redé�nir

V̂ 0
2n =

2
n(n ¡ 1)hd

X

i 6= j

¾̂¤ 2
X i

¾̂¤ 2
X j

K 2
µ

X i ¡ X j

h

¶
: (5.2.25)

Dans le Lemme 5.3.9 sont fournies des conditions su�santes assurant la convergence
supx2X

¯
¯¾̂¤ 2

x (x) ¡ ¾̂2SD
x

¯
¯ ! 0; en probabilité, selon queH0 est véri�ée ou non. On rap-

pelle que¾̂2SD
x est dé�ni de même que¾̂¤ 2

x mais en remplaçant les synthetic data estimés
Ŷ ¤

i par les véritables synthetic dataY ¤
i . Pour obtenir (5.2.24), ce résultat peut être com-

plété par des arguments analogues à ceux développés par Horowitz et Spokoiny (2001)
ou Guerre et Lavergne (2005).
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5.2.4.3 Hypothèses

A�n d'étudier les propriétés asymptotiques de ces deux tests, nous avons besoin d'un
certain nombre d'hypothèses. Ces hypothèses sont essentiellement celles de la section
5.2.3. Nous en rajoutons trois autres.

Hypothèse 5.2.9 (i) F et G sont continues.
(ii) ¡1 <¿F · ¿G · 1 .

L'Hypothèse 5.2.9 (i) est introduite essentiellement par souci de simpli�cation. Nos
résultats s'étendent au casF et G discontinues, pour peu queP(Y = C) = 0 ; Hypothèse
1.1.2. Remarquons que l'Hypothèse 1.1.2 est impliquée par l'Hypothèse 5.2.9 (i) et
l'indépendance deY et C: Nous rappelons que nous nous plaçons dans le cas¿F > ¿G,
a�n de pouvoir estimer de façon consistanteµ0.

Hypothèse 5.2.10 Le noyau K et la fenêtre h satisfont l'Hypothèse 5.2.4. De plus la
Transformée de Fourier de ~K; notée K̂ par la suite, est positive et décroissante.

Cette hypothèse est satisfaite, par exemple, pour des densités gaussiennes, Laplace
ou Cauchy. La condition de décroissance de la Transformée de Fourier ne sert qu'à
prouver nos résultats asymptotiquesuniformément en h.

Concernant l'intervalle pour h; en observant l'équation (5.3.5) apparaissant dans
nos démonstrations, il est clair quehmin peut être pris d'une vitesse plus lente si les
Hypothèses 5.2.6 (iii) ci-dessus et l'Hypothèse 5.2.11 ci-dessous sont renforcées.

L'hypothèse suivante permet de contrôler les sauts de l'estimateur de Kaplan-Meier,
dans l'esprit du Lemme 2.2.2. Ci-dessous,a _ b désigne le maximum entrea et b.

Hypothèse 5.2.11 Soit q½(x) = E
£
fj Y j + 1gCG(Y ¡ )1=2+ ½ j X = x

¤
:

On suppose queE[q2
½(X )] < 1 pour un certain 0 < ½ < 1=2.

La condition d'intégrabilité ci-dessus est une amélioration par rapport à la condition
(5.2.20) imposée par Bose et Sen (2002) pour lesU¡ statistiques Kaplan-Meier. En
particulier, elle est à relier à la condition additionnelle d'intégrabilité proposée par
Stute (1995) dans son Théorème Central Limite pour l'estimateur de Kaplan-Meier,
voir section 2.2.1. En e�et, l'Hypothèse 5.2.11 est impliquée par

sup
x2X

q½(x) < 1 ;

qui, au ½près (qui peut être arbitrairement petit), peut être vue comme une version
conditionnelle de l'hypothèse de Stute,

Z
yC1=2

G (y)dF (y) < 1 ; (5.2.26)

avec de plus une uniformité enx 2 X compact. D'après la discussion sur les conditions
d'intégrabilité à la section 2.2.1, ce type d'hypothèse est tout à fait acceptable pour un
grand nombre de situations.
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5.2.4.4 Etude asymptotique de la forme quadratique sous H0 et construc-
tion du test

Le théorème suivant fournit une représentation asymptotique des formes quadra-
tiques Q̂SD

n et Q̂MC
n sousH0, ainsi que des estimateurs de la variance.

Théorème 5.2.13 Sous les Hypothèses 5.2.1 à 5.2.4, 5.2.9 et 5.2.11, et sousH0, pour
¯ = 0 ou 1 et i = 1 ; 2

sup
h2H n

( ¯
¯
¯nhd=2Q̂¯

n (µ̂) ¡ nhd=2Q¯
n (µ0)

¯
¯
¯ +

¯
¯
¯
¯
¯

~V ¯
in (µ0)

V̂ ¯
in

¡ 1

¯
¯
¯
¯
¯

)

! 0;

en probabilité.

En dé�nissant donc les statistiques de test

T̂SD
n (µ̂) =

nhd=2Q̂SD
n (µ̂)

V̂n
; (5.2.27)

T̂MC
n (µ̂) =

nhd=2Q̂MC
n (µ̂)

V̂n
; (5.2.28)

le Théorème 5.2.13 invite à dé�nir la procédure de test suivante.
Procédure de test
Pour ¯ = 0 ou 1,

1. Estimer µ0 par µ̂ satisfaisant l'hypothèse 5.2.2.

2. Si T̂ ¯
n (µ̂) ¸ z1¡ ® où z1¡ ® désigne le quantile d'ordre1¡ ® d'une N (0; 1); on rejette

H0:

Comme corollaire immédiat du Théorème 5.2.13, on déduit que, pour̄ = 0 ; 1;
on a T̂ ¯

n (µ̂) = T ¯
n (µ̂) + oP (1) uniformément en h 2 H n : A partir du Corollaire 5.2.9

correspondant au casG connue, on déduit le corollaire suivant.

Corollaire 5.2.14 Sous les hypothèses du Théorème 5.2.13 les deux tests dé�nis par
(5.2.27) et (5.2.28) ont pour niveau asymptotique®:

Preuve: Nous décomposons ici les principales étapes de la démonstration. Les ré-
sultats techniques sont étudiés dans la section suivante. Par la suite, on noteraK h(x) =
K (x=h):

Etape 1 : se ramener au pointµ0: Par le Lemme 5.3.4,

sup
h2H n

hd=2
¯
¯
¯Q̂¯

n (µ̂) ¡ Q̂¯
n (µ0)

¯
¯
¯ = oP (n¡ 1):

Ainsi, asymptotiquement, la di�érence entre Q̂¯
n (µ̂) et Q̂¯

n (µ0) apparaît négligeable. Nous
avons donc ramené le problème à l'étude du comportement asymptotique dêQ¯

n (µ0).
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Etape 2 : introduction d'une borne¿ de troncation. Introduisons les notations simpli-
�ées suivantes : pour¯ = 0 ou 1 et i = 1 ; :::; n; désignons parU¯

i (resp. Û¯
i ) la quantité

U¯
i (µ0) (resp. Û¯

i (µ0)). A présent, décomposons

Q̂¯
n (µ0) =

1
n(n ¡ 1)hd

X

i 6= j

U¯
i U¯

j K h (X i ¡ X j )

+
2

n(n ¡ 1)hd

X

i 6= j

h
Û¯

i ¡ U¯
i

i
U¯

j K h (X i ¡ X j )

+
1

n(n ¡ 1)hd

X

i 6= j

h
Û¯

i ¡ U¯
i

i h
Û¯

j ¡ U¯
j

i
K h (X i ¡ X j )

= Q¯
n (µ0) + 2 Q¯

n1 + Q¯
n2: (5.2.29)

Par la suite, nous allons montrer que les termesQ¯
n1 et Q¯

n2 sont négligeables. Cependant,
pour les mêmes raisons que celles invoquées dans l'étude asymptotique des intégrales
Kaplan-Meier au Chapitre 2 (voir la preuve des Théorèmes 2.2.7 et 2.2.10), il est préfé-
rable de raisonner tout d'abord sur des quantités tronquées, puis d'utiliser un argument
de tension. On introduit une borne de troncation �xe ¿ < ¿H = inf f t : H (t) = 1 g
arbitraire.

Etape 2.1 : Troncation deQ¯
n1: Intéressons-nous à une version tronquée deQ¯

n1, soit

Q¯
n1(¿) =

1
n(n ¡ 1)hd

X

i 6= j

h
Û¯

i ¡ U¯
i

i
1f Ti · ¿gU¯

j K h (X i ¡ X j ) : (5.2.30)

PuisqueÛ¯
i ¡ U¯

i peut être décomposé en deux parties

Û¯
i ¡ U¯

i =
Ĝ (Ti ¡ ) ¡ G (Ti )

[1 ¡ G (Ti )]
2 ±i [Ti ¡ ¯f (µ0; X i )]

+

h
Ĝ (Ti ¡ ) ¡ G (Ti )

i 2

[1 ¡ G (Ti )]
2 [1 ¡ Ĝ (Ti ¡ )]

±i [Ti ¡ ¯f (µ0; X i )] ;

nous pouvons séparerQ¯
n1(¿) en deux sommes

Q¯
n11(¿) =

1
n(n ¡ 1)hd

X

i 6= j

Ĝ (Ti ¡ ) ¡ G (Ti )
[1 ¡ G (Ti )]

U¯
i 1f Ti · ¿gU¯

j K h (X i ¡ X j ) ;

Q¯
n12(¿) =

1
n(n ¡ 1)hd

X

i 6= j

h
Ĝ (Ti ¡ ) ¡ G (Ti )

i 2

[1 ¡ G (Ti )] [1 ¡ Ĝ (Ti ¡ )]
U¯

i 1f Ti · ¿gU¯
j K h (X i ¡ X j ) :

Etape 2.1.1 : Etude deQ¯
n11(¿). Pour Q¯

n11(¿); on utilise le Lemme 5.3.5 qui se base
sur la représentation i.i.d. deĜ obtenue au Lemme 2.2.8, et on obtient

sup
h2H n

Q¯
n11(¿) = OP (n¡ 1):
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Etape 2.1.2 : Etude deQ¯
n12(¿): Pour Q¯

n12(¿); rappelons que, comme corollaire du

Théorème 2.1.5,supt · ¿

¯
¯
¯Ĝ (t) ¡ G (t)

¯
¯
¯ [1 ¡ Ĝ(t)]¡ 1[1 ¡ G(t)]¡ 2 = OP (n¡ 1=2); puisque

G (¿) < 1. Ceci nous permet d'obtenir

jQ¯
n12(¿)j · sup

t · ¿

¯
¯
¯
¯
¯

Ĝ (t) ¡ G (t)

[1 ¡ Ĝ(t)][1 ¡ G(t)]

¯
¯
¯
¯
¯
£

1
n(n ¡ 1)hd

X

i 6= j

U¯
i 1f Ti · ¿gU¯

j K h (X i ¡ X j )

· OP (n¡ 1) £ S¿
n (h):

Pour justi�er que suph2H n
jS¿

n (h)j = OP (1); on applique le Lemme 5.3.1, en rappelant
que U¯

i possède un moment d'ordre 2. On en déduit quesuph2H n
jQ¯

n12(¿)j = OP (n¡ 1):
Etape 2.2 : Etude deQ¯

n2: Pour obtenir l'ordre de Q¯
n2; on applique le Lemme 2.2.3

avec® = 1 et " = ½, et on obtient

jQ¯
n2j · sup

t<T ( n )

¯
¯
¯ZG(t)C¡ 1=2¡ ½

G (t)
¯
¯
¯
2

£
X

i 6= j

C1=2+ ½
G (Ti ¡ )jUi j

K h(X i ¡ X j )
n(n ¡ 1)hd C1=2+ ½

G (Tj ¡ )jUj j: (5.2.31)

Le terme de droite estOP (1) (voir le Lemme 5.3.7 pour plus de détails). Par ailleurs,
par le Théorème 2.1.5, le supremum estOP (n¡ 1): On obtient �nalement

sup
h2H n

¯
¯
¯Q¯

n2

¯
¯
¯ = OP (n¡ 1): (5.2.32)

Etape 3 : L'argument de tension.Puisque, par dé�nition Q¯
n1(¿H ) = Q¯

n1; il reste à
faire tendre ¿ vers ¿H : On va utiliser l'argument de la Proposition 2.2.12. Par le Lemme
5.3.6,

sup
h2H n

hd=2
¯
¯
¯Q¯

n1 (¿) ¡ Q¯
n1

¯
¯
¯ = C¿ £ OP (n¡ 1);

où le facteur OP (n¡ 1) est indépendant de¿, et C¿ tend vers 0 quand ¿ " ¿H : En
appliquant la Proposition 2.2.12,

sup
h2H n

¯
¯
¯nhd=2Q¯

n1

¯
¯
¯ = oP (1):

On déduit de (5.2.32), de (5.2.29) et du Théorème 5.2.7 que

sup
h2H n

¯
¯
¯nhd=2Q̂¯

n (µ0) ¡ nhd=2Q¯
n (µ0)

¯
¯
¯ = oP (1):

Etape 4 : Estimation de la variance.Le résultat pour la convergence deV̂ ¯
n est

fourni par le Lemme 5.3.8. La seconde partie du théorème en découle. En e�et,~V ¯
n (µ0)

converge en probabilité vers une limite strictement positive, etnhd=2 ~Q¯
n (µ0) est borné

en probabilité.
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5.2.4.5 Comportement sous des alternatives

Dans toute cette section, on se placera sous l' Hypothèse 5.2.7. On va de plus ren-
forcer l'Hypothèse 5.2.8 en ajoutant une condition sur les queues de distribution. Cette
condition permet d'adapter l'Hypothèse 5.2.11 qui nous permet de contrôler les sauts
de l'estimateur de Kaplan-Meier (qui à présent est calculé à partir de variablesT et ±
dont la loi dépend den).

Hypothèse 5.2.12 On suppose véri�ées les conditions (i) et (ii) de l'Hypothèse 5.2.8.
On suppose de plus

(iii) Soit F (n)
Y jX = x (y) = P(Y1n · y j X 1 = x) et

q(n)
½ (x) =

Z
fj yj + 1gC(n)

G (y)1=2+ ½dF (n)
Y jX = x (y):

Il existe 0 < ½ < 1=2 et une fonction q½(x) avec E[q2
½(X )] < 1 telle que pour toutn,

0 · q(n)
½ · q½.

A nouveau, notre intention est de transférer le problème de consistance envers les
alternatives H1n vers le cadre i.i.d. classique (qui correspond à la statistique de test
dé�nie dans le casG connu). Le résultat essentiel qui permet ce transfert dans un cadre
général est contenu dans le Lemme suivant.

Lemme 5.2.15 Sous les Hypothèses 5.2.3, 5.2.4, 5.2.6-(i) et (ii), 5.2.7, et 5.2.12-(ii)
et (iii), alors sous les alternativesH1n ; pour ¯ = 0 or 1

¯
¯
¯Q̂¯

n (µ) ¡ Q¯
n (µ)

¯
¯
¯ ·

h
Q¯

n (µ) + Rn1

i 1=2
R1=2

n2 ¡ Rn3 + Rn2 ¡ Rn4

avecsupµ2 £ ; h2H n

©
hd jRn1j + jRn2j + hd=2 jRn3j + jRn4j

ª
= OP (n¡ 1).

Ce Lemme, en permettant de se ramener asymptotiquement au casG connu, les
résultats de consistance de nos procédures de test découlent de ce Lemme et des Théo-
rèmes 5.2.10, 5.2.11 et 5.2.12.

Consistance envers une alternative �xe

Théorème 5.2.16 On note ° i = ±i [1 ¡ G(Ti ¡ )]¡ 1: Sous les Hypothèses du Théorème
5.2.13 et les Hypothèses 5.2.7 et 5.2.12, on a, sousH1 dé�nie par (5.2.11) et sous
l'Hypothèse 5.2.5,

sup
h2H n

¯
¯
¯
¯
¯
¯
Q̂¯

n (µ̂) ¡
1

n(n ¡ 1)hd

X

i 6= j

° ¯
i ¸ (X i )K

µ
X i ¡ X j

h

¶
¸ (X j )° ¯

j

¯
¯
¯
¯
¯
¯

= oP (1):

Par suite,
sup

h2H n

¯
¯
¯Q̂¯

n (µ̂) ¡ E
h©

m(X )¡ f
¡ ¹µ; X

¢ª2f X (X )
i ¯
¯
¯= oP (1)
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De plus,
sup

h2H n

jV̂ ¯
n ¡ cj = oP (1)

pour une constantec > 0: D'où on déduit

P
³

T̂ ¯
n (µ̂) > z 1¡ ®

´
! 1:

Il faut remarquer que la limite de Q̂¯
n (µ̂) sous l'alternative H1 ne dépend pas de

la censure, et est la même pour̄ = 0 ou ¯ = 1 (ce qui était déjà le cas pour le
Théorème 5.2.10). Cependant, les limites des estimateurs de l'écart-typêV ¯

n dépendent
de ¯ et de la proportion de données censurées (voir Lemme 5.3.9). En général, nos tests
perdent de la puissance lorsque la proportion de données censurées augmente. De plus,
en considérant les limites deV̂ ¯

n pour ¯ = 0 et ¯ = 1 , on remarque qu'aucun de nos
deux tests n'est systématiquement plus puissant que l'autre, c'est-à-dire que suivant la
loi de (Y; C), soit le test SD soit le test MC se comportera mieux.

Preuve: On applique le Lemme 5.2.15 et on déduit que

Q̂¯
n (µ) = Q¯

n (µ) + R(µ; h);

avec suph2H n
jR(µ; h)j = oP (1): On applique le résultat du Théorème 5.2.10 pour

conclure. Pour l'estimateur de la variance, on applique le Lemme 5.3.8.
Consistance envers des alternatives locales de type Pitman.
Le résultat du Théorème 5.2.11 s'étend au casG inconnue.

Théorème 5.2.17 On note ° i = ±i [1 ¡ G(Ti ¡ )]¡ 1: On suppose que

rn = n¡ 1=2h¡ d=4:

Sous les hypothèses du Théorème 5.2.13 et les Hypothèses 5.2.7 et 5.2.12, sous l'Hypo-
thèseH1n dé�nie par (5.2.12), on a

sup
h2H n

¯
¯
¯
¯
¯
¯
Q̂¯

n (µ̂) ¡
r 2

n

n(n ¡ 1)hd

X

i 6= j

° ¯
i ¸ (X i )K

µ
X i ¡ X j

h

¶
¸ (X j )° ¯

j

¯
¯
¯
¯
¯
¯

= oP (r 2
n );

et
T̂ ¯

n (µ̂) =) N (¹; 1);

avec¹ > 0:

Preuve: On applique le Lemme 5.2.15 pour obtenir que

Q̂¯
n (µ̂) = Q¯

n (µ̂) + oP (Q¯
n (µ̂)) :

On applique le Théorème 5.2.11 et la première partie du résultat suit. Pour l'estimateur
de la variance, on applique le Lemme 5.3.8, et on conclut à la consistance du test dé�ni
par la statistique T̂ ¯

n :
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Consistance envers des alternatives régulières
Rappelons que nous devons imposer que la régularité de la classe de Hölder est

s > 5d=4 (ce qui est plus restrictif que la condition usuelles ¸ d=4), du fait de nos
conditions sur la borne gauche de l'intervalleH n . Cette condition pourrait être évitée
en renforçant l'Hypothèse 5.2.12.

Théorème 5.2.18 On note ° i = ±i [1 ¡ G(Ti ¡ )]¡ 1: On se place sous les conditions du
Théorème 5.2.13 et les Hypothèses 5.2.7 et 5.2.12, et on suppose queinf x2X f X (x) > 0:
On suppose de plus que

¦ n = E[¸ n (X )2]1=2 ¸ · nn¡ 2s=(4s+ d) :

Si on a

h = O(n¡ 2s=(4s+ d) ) et s > 5d=4;

on a alors
P(T̂ ¯

n (µ̂) > z 1¡ ®) ! 1

sous les alternatives dé�nies par (5.2.13) dès que· n diverge.

Preuve: On applique le Lemme 5.2.15 pour obtenir que

Q̂¯
n (µ̂) = Q¯

n (µ̂) + oP (Q¯
n (µ̂)) :

On applique le Théorème 5.2.12 et la première partie du résultat suit. Pour l'estimateur
de la variance, on applique le Lemme 5.3.8, et on conclut à la consistance du test dé�ni
par la statistique T̂ ¯

n :

5.2.4.6 Modi�cations de notre approche

Procédure "maximum test".
Les tests proposés dépendent du choix d'un paramètreh 2 H n : De plus dans l'ap-

proche SD, nous nous sommes ramenés asymptotiquement à la même statistique de test
que Zheng (1996) mais oùY est remplacé par une variableY ¤: Du fait de l'uniformité
en h 2 H n de nos représentations asymptotiques, nous pouvons modi�er l'approche de
Zheng (1996) pour étendre la procédure adaptative de Horowitz et Spokoiny (2001). En
suivant la procédure évoquée dans la section 5.2.2.3, dé�nissons

T̂opt
n = max

h2H 1n
T̂0

n (µ̂)

où le maximum est pris sur un ensemble �niH 1n ½ Hn : Typiquement, H 1n est une grille
géométrique contenue dansH n et où le nombre d'éléments deH 1n augmente lorsque
n ! 1 ; voir Horowitz and Spokoiny (2001). Le test qui en découle est alors

�Rejet de H0 lorsqueT̂opt
n ¸ topt

® �, (5.2.33)
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où topt
® est une valeur critique qui assure que la procédure est asymptotiquement de

niveau ®: Topt
n : Comme en l'absence de censure, cette valeur critique ne peut être évaluée

dans les applications, puisqueµ0 et la loi des erreurs" i sont inconnus. Horowitz and
Spokoiny (2001) proposent une procédure de simulation pour évaluer la valeur critique
topt
® . Leur procédure peut être adaptée à notre procédure SD lorsque la statistique de

test T̂0
n (µ̂) est dé�nie en utilisant l'estimateur V̂ 0

2n introduit par l'équation (5.2.25).
Pour ce faire, remarquons tout d'abord queV ar(Y j X ) = E(T Y¤ j X )¡ E2(Y ¤ j X ).

Ainsi, la variance conditionnelle deY sachant X peut être estimée par

¿̂2
n (x) =

P n
i =1 Ti Ŷ ¤

i L((X i ¡ x)=bn )
P n

i =1 L((X i ¡ x)=bn )
¡

Ã P n
i =1 Ŷ ¤

i L((X i ¡ x)=bn )
P n

i =1 L((X i ¡ x)=bn )

! 2

;

où L et bn sont tels qu'à l'équation (5.2.23). Les étapes sont alors les suivantes.

1. (Création des synthetic data) Pour tout i = 1 ; :::; n; on génèreCb
i à partir de la

distribution Ĝ et Y b
i = f (µ̂; X i ) + ! b

i ; où ! b
i est généré aléatoirement à partir d'une

distribution N
£
0; ¿̂2

n (X i )
¤
. On construit Tb

i = Y b
i ^ Cb

i et ±b
i = 1f Y b

i · Cb
i g et on calcule

l'estimateur de Kaplan-Meier Ĝb obtenu à partir de ces observations. Finalement, on
calcule les transformations synthetic dataŶ ¤ b

i , i = 1 ; :::; n:
2. (Construction de la statistique de test avec synthetic data) On utilise f Ŷ ¤;b

i ; X i :
i = 1 ; :::; ng pour calculer µ̂b, l'estimateur obtenu en minimisant

P
i [Ŷ

¤;b
i ¡ f (µ; X i )]2 par

rapport à µ. On calcule l'estimateur de la variance[V̂ 0; b
n ]2 en utilisant la même formule

qui a servi à calculerT0
n (µ̂) (c'est à dire soit (5.2.21) ou (5.2.25)) et les donnéeŝY ¤;b

i ; X i ,
i = 1 ; :::; n. Finalement, pour tout h 2 H 1n ; on calcule la statistique T0; b

n (µ̂b) qui est
obtenue de même queT0

n (µ̂) en remplaçant Ŷ ¤
i et µ̂ par Ŷ ¤;b

i et µ̂b dans la dé�nition
de Q0

n (µ̂). On prend le maximum deT0; b
n (µ̂b) sur h 2 H 1n pour calculer une valeur de

Topt; b
n :

3. On estimetopt
® par tb

® le quantile d'ordre (1 ¡ ®) de la distribution empirique de
Topt; b

n qui est obtenue en répétant les étapes 1 et 2 un grand nombre de fois.

A la lumière de notre Théorème 5.2.13, on peut s'attendre à obtenir la validité
asymptotique de cette procédure de simulation pour approchertopt

® dès lors que cette
procédure est légitime pour les transformations synthetic data exactes (G connu). Cette
conjecture, pour être validée, mériterait une investigation plus poussée qui sera consi-
dérée dans un travail ultérieur.

Consistance envers des alternatives régulières de régularité s inconnue.
Dans le Théorème 5.2.18 on suppose que la régularités est connue et que la vitesse de

décroissance deh est connue, et donc la vitesse de décroissance de la fenêtre qui permet
de détecter des écarts à l'hypothèse satisfaisant les hypothèses sur¸ n du Théorème
5.2.18. Plus généralement, il serait utile d'utiliser une procédure de sélection adaptative
pour h; procédure qui s'adapterait à la régularité inconnue des fonctionşn (¢); et qui
permettrait à ces fonctions de converger vers 0 à une vitesse arbitrairement proche de
l'optimum. En l'absence de censure, sis est inconnue mais sis ¸ d=4; la vitesse optimale
de test est(n¡ 1p

log logn)2s=(4s+ d) (voir Horowitz et Spokoiny, 2001). La procédure de
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test dite "maximum test procedure" (5.2.33) représente une solution potentielle dans
l'approche synthetic data. Si l'on considère la statistique de test construite à partir
des "vraies" synthetic data, et l'estimateur du paramètreµ0, T0

n (µ̂) = nhd=2Q0
n (µ̂)=~V 0

2n .
Supposons que sous les alternativesH1n de�nies par les fonctions¸ n (¢) comme dans le
Théorème 5.2.18 avec une certaine suite· n " 1 , on ait

lim
n!1

P
µ

max
h2H 1n

~T0
n (µ̂) ¸ tb

®

¶
= 1 ; (5.2.34)

où tb
® est une certaine valeur critique. Par le Lemme 5.2.15, on aP(maxh2H 1n T0

n (µ̂) ¸
tb
®) ! 1. Dans l'esprit de la preuve du Théorème 5.2.18, toute suite· n qui satisfait la

condition · n [log logn]¡ s=(4s+ d) ! 1 assure la condition (5.2.34) lorsqueH 1n est une
grille géométrique, à l'instar de celle utilisée par Horowitz et Spokoiny (2001).

5.2.5 Etude par simulations

Le but de cette étude par simulation est de comparer, à distance �nie, les procédures
de tests proposées en (5.2.27) et (5.2.28), et de les comparer avec les tests de Stute,
González-Manteiga, et Sánchez-Sellero (2000), basés sur leurs statistiquesDn et W 2

n
(voir section 5.2.1).

Le modèle de régression considéré est

Y = µ01 + µ02X + ";

avec

X » U [¡
p

3;
p

3];

" » N (0; 1);

C » E (¹ ):

Les vrais paramètres sont(µ01; µ02) = (1 ; 3): ¹ sert à contrôler la proportion d'observa-
tions censurées. Nous considérons les cas où cette proportion est 30%, 40%, 50%.

On teste le modèle de régression linéaire contre des alternatives de la forme

H1 : Yi = µ01 + µ02X i + dcos(2¼(X i =
p

3)) + " i ; 1 · i · n;

avec d 2 f 0:5; 1; :::; 2:5; 3g. La façon dont ont été dé�nies les alternatives rend le taux
de censure pratiquement stable en pratique, que ce soit sous l'hypothèse nulle ou sous
les alternatives. Les niveaux de test considérés sont® = 0 :05 and ® = 0 :10. Nous
prenons n = 100 et n = 200 et pour chaque taille d'échantillon, nous générons 5000
échantillons. Nous utilisons la fenêtreh = 0 :1 pour les tests basés sur le noyau. La
statistique de test T̂SD

n (resp. T̂MC
n ) est calculée en utilisant l'estimateur µ̂SD (resp.

µ̂MC ). Les valeurs critiques de nos tests sont celles données par la loi normale centrée
réduite, contrairement au test proposé par Stute, González-Manteiga, et Sánchez-Sellero
(2000), pour lequel nous avons suivi leur procédure bootstrap (avec 5000 échantillons
bootstrap). La distribution asymptotique des statistiques de test Dn et W 2

n utilisées
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par Stute, González-Manteiga, et Sánchez-Sellero (2000) dépendent de la distribution
asymptotique de l'estimateur deµ0. Pour attirer l'attention sur les performances des dif-
férentes approches de test, nous calculons les valeurs deDn et W 2

n en utilisant les vraies
valeurs des paramètresµ01, µ02. Ce qui a pour conséquence d'améliorer les probabilités
de rejet sous l'hypothèse nulle et sous les alternatives, pour chacune des procédures. Les
résultats des simulations sont présentés dans la Figure 1.

Cette brève étude empirique montre que, dans le cas considéré, le test basé surT̂MC
n

est meilleur que celui obtenu à partir deT̂SD
n et que ceux obtenus avec l'approche pro-

cessus empirique marqué de Stute, González-Manteiga, et Sánchez-Sellero (2000). Le
niveau du test MC est proche du niveau désiré®: En revanche, la di�érence entre le
niveau e�ectif du test SD et ® s'accroît nettement quand la proportion d'observations
censurées augmente. A quelques exceptions près, les probabilités de rejet sous les alter-
natives sont plus grandes voire beaucoup plus grandes pour les tests que nous proposons
que pour les tests basés sur l'approche processus empirique marqué.
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5.3 Lemmes techniques

5.3.1 Résultats généraux

Lemme 5.3.1 Soit v1; :::; vn et w1; :::; wn des suites de réels. On suppose que les hypo-
thèses 5.2.6 (i)-(ii) et 5.2.4 (ii) sont véri�ées. Si

U(h) =
1

n2hd

X

1· i 6= j · n

vi wj K h(X i ¡ X j );

alors

sup
h2H n

jU(h)j · OP (1)

"
1
n

nX

i =1

v2
i

#1=2 "
1
n

nX

i =1

w2
i

#1=2

Preuve: Puisque, pour tout z1; z2 2 Rn , jz0
1Ahz2j · k Ahk2kz1kkz2k, il su�t de

borner convenablementkAhk2 uniformément en h. Par un calcul élémentaire, on a

pour tout z 2 Rn , kAhzk2 ·

2

4 max
1· i · n

0

@
nX

j =1 ;j 6= i

aij (h)

1

A

3

5

2

kzk2 :
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Par conséquent,

kAhk2 ·
¢ nh¡ d

n ¡ 1
+

1
(n ¡ 1)

sup
h> 0; x2 Rp

E
h
h¡ dK h (x ¡ X )

i
+

K (0)h¡ p

n (n ¡ 1)

où

¢ n = sup
h> 0; x2 Rp

¯
¯
¯
¯
¯
¯

1
n

nX

j =1

f K h (x ¡ X j ) ¡ E [K h(x ¡ X j )]g

¯
¯
¯
¯
¯
¯
:

Par un changement de variable et le fait que la densitég est bornée,

E
h
h¡ dK h (x ¡ X )

i
=

Z

Rd
K

¡
x0¢g

¡
x ¡ hx0¢dx0 · c (5.3.1)

pour une constantec > 0: Ainsi, pour tout h 2 H n

kAhk2 ·
c
n

½
1 +

¢ n

hd

¾
·

c
n

½
1 +

¢ n

hd
m

¾

pour tout c > 0 indépendant deh. Par le Lemme 22(ii) de Nolan and Pollard (1987) et
la vitesse de convergence du processus empirique sur une classe euclidienne d'enveloppe
constante (voir par exemple, van der Vaart and Wellner 1996),¢ n = OP (n¡ 1=2). Le
résultat en découle, puisquenh2d

m ! 1 :

Lemme 5.3.2 Soit v1; :::; vn une suite de réels, et0 < h m · hM < 1 . On suppose que
l'Hypothèse 5.2.4-(i) est véri�ée. Si

U(h) =
1

n2hd

X

1· i 6= j · n

vi vj K h(X i ¡ X j ) et D (h) =
K (0)
n2hd

nX

i =1

v2
i ;

alors pour tout h 2 [hm ; hM ]

U(hM ) + D(hM ) ¡ D (hm ) · U(h) · U(hm ) + D(hm ) ¡ D (hM ):

Preuve: Considérons tout d'abord le casp = 1 : En appliquant la transformée de
Fourier inverse,

U(h) =
Z

K̂ (hu)

¯
¯
¯
¯
¯
1
n

nX

i =1

vi exp (2i¼u0X i )

¯
¯
¯
¯
¯

2

du ¡ D(h) = ~U(h) ¡ D (h):

Par la propriété de monotonie deK̂; on déduit que

U(h) = ~U(h) ¡ D (h) · ~U(hm ) ¡ D (hM ) = U(hm ) + D(hm ) ¡ D (hM ):

L'autre partie de l'inégalité se démontre de manière analogue.
Pour p ¸ 1; ~K est un produit de noyaux univariés, et l'argument pour p = 1

s'applique composante par composante.
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Lemme 5.3.3 Sous les Hypothèses 5.2.6-(ii), 5.2.4 et 5.2.11, on a

sup
h2H n

E
h
q½(X 1)q½(X 2)h¡ dK h (X 1 ¡ X 2)

i
· M (5.3.2)

où M est une constante et

sup
h2H n

E
£
q½;¿(X 1)q½;¿(X 2)h¡ pK h (X 1 ¡ X 2)

¤
! 0 quand ¿ " ¿H ; (5.3.3)

où q½;¿(x) = E
£
fj Y j + 1g1f Y >¿ gCG(Y )1=2+ ½ j X = x

¤
; x 2 X .

Preuve: Puisque K̂ est positif et borné,

¯
¯
¯E

h
q½;¿(X 1)q½;¿(X 2)h¡ dK h (X 1 ¡ X 2)

i ¯
¯
¯ =

Z ¯
¯[q½;¿g(u)

¯
¯2 K̂ (hu)du

·
Z ¯

¯[q½;¿g(u)
¯
¯2 du = E[q2

½;¿(X )g(X )]:

Pour obtenir la dernière égalité, on a utilisé l'identité de Parseval avecq½;¿(¢)g(¢) 2
L 1(Rp) \ L 2(Rp) (voir Rudin, 1987). De plus, l'Hypothèse 5.2.11 implique que, pour
presque tout x 2 X , q½;¿(x) # 0 lorsque ¿ " ¿H . L'Hypothèse 5.2.11 et le théorème de
convergence dominée de Lebesgue fournissent (5.3.3). Pour (5.3.2), on peut écrire

¯
¯
¯E[q½(X 1)q½(X 2)h¡ dK h(X 1¡ X 2)]

¯
¯
¯=

Z
j cq½g(u)j2du+

Z
j cq½g(u)j2[1¡ K̂ (hu)]du:

Puisque 0 · 1 ¡ K̂ (hu) · 1 ¡ K̂ (hmin u) # 0; par l'identité de Parseval et le théorème
de convergence dominée, on déduit que l'espérance dans la dernière expression converge
vers E[q2

½(X )g(X )] < 1 uniformément en h 2 H n : Ce qui implique (5.3.2).

5.3.2 Lemmes techniques pour le comportement sous H0

Lemme 5.3.4 Fixons ³ 2 (0; 1=2) arbitraire. Sous les hypothèses du Théorème 5.2.13
et sousH0; pour ¯ = 0 ou 1,

sup
h2H n

h³
¯
¯
¯Q̂¯

n (µ̂) ¡ Q̂¯
n (µ0)

¯
¯
¯ = OP (n¡ 1):

Preuve: Par dé�nition,

Û¯
i (µ̂) ¡ Û¯

i (µ0) = ( nWin )¯ [f (µ̂; X i ) ¡ f (µ0; X i )];

où, par convention, (nWin )¯ = 1 pour ¯ = 0 et (nWin )¯ = nWin pour ¯ = 1 : On
applique une convention similaire pour° ¯ (Ti ) : Notons

aij (h) =
K

³
X i ¡ X j

h

´

n(n ¡ 1)hd :
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Ecrivons

Q̂¯
n (µ̂) = Q̂¯

n (µ0) + 2
X

i 6= j

Û¯
i (µ0) (nWjn )¯ [f (µ̂; X j ) ¡ f (µ0; X j )]aij (h)

+
X

i 6= j

¡
n2Win Wjn

¢̄
[f (µ̂; X i ) ¡ f (µ0; X i )][f (µ̂; X j ) ¡ f (µ0; X j )]aij (h)

= Q̂¯
n (µ0) + 2 Q¯

n1(µ̂; µ0) + Q¯
n2(µ̂; µ0):

Première partie : Etude de Q¯
n2:

Par l'Hypothèse 5.2.3, il existe une constantec indépendante deh telle que

¯
¯
¯Q¯

n2(µ̂; µ0)
¯
¯
¯ · ckµ̂ ¡ µ0k2 £

X

i 6= j

(nWin )¯ (nWjn )¯ aij (h):

En utilisant le Théorème 2.1.6, on obtient

¯
¯
¯Q¯

n2(µ̂; µ0)
¯
¯
¯ · OP (1) kµ̂ ¡ µ0k2

X

i 6= j

° ¯ (Ti ) ° ¯ (Tj ) aij (h):

Puisque E
£
° 2 (T)

¤
< 1 (par l'Hypothèse 5.2.6-(iii)) et que µ̂ ¡ µ0 = OP (n¡ 1=2), le

Lemme 5.3.1 implique

sup
h2H n

¯
¯
¯Q¯

n2

³
µ̂; µ0

´ ¯
¯
¯ = OP

¡
n¡ 1¢

:

Deuxième partie : Décomposition de Q¯
n1:

Pour étudier Q¯
n1; décomposons

Q¯
n1(µ̂; µ0) = ~Q¯

n1(µ̂; µ0)

+
X

i 6= j

[Û¯
i (µ0) ¡ U¯

i (µ0)]° ¯ (Tj ) [f (µ̂; X j ) ¡ f (µ0; X j )]aij (h)

+
X

i 6= j

U¯
i (µ0)

h
(nWjn )¯ ¡ ° ¯ (Tj )

i
[f (µ̂; X j ) ¡ f (µ0; X j )]aij (h)

+
X

i 6= j

[Û¯
i (µ0) ¡ U¯

i (µ0)]
h
(nWjn )¯ ¡ ° ¯ (Tj )

i
[f (µ̂; X j ) ¡ f (µ0; X j )]aij (h)

= ~Q¯
n1(µ̂; µ0) + ~Q¯

n11 + ~Q¯
n12 + ~Q¯

n13;

où l'on dé�nit

~Q¯
n1(µ̂; µ0) =

X

i 6= j

U¯
i (µ0)° ¯ (Tj ) [f (µ̂; X j ) ¡ f (µ0; X j )]aij (h):

Troisième partie : Etude de ~Q¯
n1:
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Par un développement de Taylor, l'Hypothèse 5.2.3-(i), le Lemme 5.3.1 et le fait que
E[U¯

i (µ0)2+ ° ¯ (T)2]<1 , on déduit

~Q¯
n1

³
µ̂; µ0

´
=

(µ̂ ¡ µ0)0

n(n ¡ 1)hd

X

i 6= j

n
U¯

i (µ0)° ¯ (Tj )

£r µf (µ0; X j )K h(X i ¡ X j )g + kµ̂ ¡ µ0k2OP (1)

= h¡ d(µ̂ ¡ µ0)0~S¯
n1(h) + kµ̂ ¡ µ0k2OP (1);

avec le facteurOP (1) ne dépendant pas deh.

Le U¡ processus~S¯
n1(h) est d'espérance nulle. On considère sa décomposition de

Hoe�ding, de sorte qu'il s'écrit

~S¯
n1(h) =

1
nhd

nX

i =1

U¯
i E

h
° ¯

j K h(X i ¡ X j )r µf (µ0; X j )jX i

i

+
1

n(n ¡ 1)hd

X

i 6= jj

U¯
i

n
° ¯

j K h(X i ¡ X j )r µf (µ0; X j )

¡ E
h
° ¯

j K h(X i ¡ X j )r µf (µ0; X j )jX i

io

= ~S¯
n11(h) + ~S¯

n12(h):

Le processus~S¯
n12(h) est un U¡ processus d'ordre 2 indexé par une famille eucli-

dienne, d'enveloppe de carré intégrable (propriété assurée par le fait que le noyau~K
est de variation bornée, voir Lemme 22-(ii) de Nolan et Pollard, 1987, et le Lemme 5
de Sherman, 1994a). Par le Corollaire 4 de Sherman (1994a), la vitesse de convergence
uniforme de ~S¯

n12(h) estOP (n¡ 1): On en déduit quesuph2H n
h¡ pj ~S¯

n12(h)j = OP (n¡ 1=2):

Par ailleurs, h¡ d ~S¯
n11(h) s'écrit n¡ 1 P n

i =1 U¯
i (µ0)Ái avec

Ái = E[° ¯ (Tj ) r µf (µ0; X j )h¡ dK h(X i ¡ X j ) j X i ]:

Par ailleurs, par changement de variable,

h¡ dE
h
° ¯

j K h(X i ¡ X j )r µf (µ0; X j )jX i

i
=

Z
r µf (µ0; X i + hx)K (x)f X (X i + hx)dx:

On en déduit que jÁi j · M , pour une certaine constanteM . Dé�nissons une grille de
tailles de fenêtrehL · hm · hL ¡ 1 < ::: < h 1 < h 0 = hM avechl = hl ¡ 1hc

M , 1 · l · L ,
et c > 0 qui sera choisi plus bas. Par dé�nition, H n ½

S L
l=1 H l , avec H l = [ hl ; hl ¡ 1].

Fixons ® 2 (0; 1) arbitraire tel que 1¡ ³=d < ®: Pour chaquel = 1 ; :::; L , par dé�nition
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de H l et d'après le "Main Corollary" de Sherman (1994a),

E

"

sup
h2 H l

jn1=2h³ ¡ d ~S¯
n12(h)j

#

· h³ ¡ d
l E

"

sup
h2 H l

jn1=2 ~S¯
n12(h)j

#

· ¤ 1h³ ¡ d
l

"

E sup
h2 H l

f h2d 1
2n

2nX

i =1

U¯
i (µ0)2Á2

i g®

#1=2

· ¤ 2h³ ¡ (1¡ ®)d
l

µ
hl ¡ 1

hl

¶ ®d
"

1
2n

2nX

i =1

U¯
i (µ0)2

#®=2

= hal
max OP (1);

où ¤ 1; ¤ 2 sont des constantes qui dépendent de® et de ¿ (et de d) mais pas den, ni de
l, ni de al = 1+ f l [³ ¡ (1 ¡ ®) d] ¡ d®gc. On obtient une classe euclidienne d'enveloppe
intégrable (comme requis dans le "Main Corollary" de Sherman) du fait que le noyau
~K est de variation bornée, voir Lemme 22-(ii) de Nolan et Pollard (1987) et le Lemme
5 de Sherman (1994a). Prenonsc tel que 1 + ( ³ ¡ p) c > 0. On en déduit que

E
·

sup
h2H n

jn1=2h³ ¡ d ~S¯
n12(h)j

¸
! 0:

En appliquant l'inégalité de Chebyshev, on obtient l'ordre deh³ ¡ d ~S¯
n12(h) uniformément

en h 2 H n . Puisque, par ailleurs,kµ̂ ¡ µ0kh¡ d
min = oP (1), on en déduit

sup
h2H n

h³
¯
¯
¯ ~Q¯

n1

³
µ̂; µ0

´ ¯
¯
¯ = OP (n¡ 1):

Quatrième partie : Suite de l'étude de Q¯
n1:

Pour montrer que les termes ~Q¯
n11 à ~Q¯

n13 sont négligeables, nous ne pouvons plus
utiliser l'argument du Lemme 5.3.1 puisque les variables aléatoires que nous devons
considérer ne sont plus de carré intégrable. Plus précisément, par dé�nition,

Û¯
i (µ0) ¡ U¯

i (µ0) = [ nWin ¡ ° (Ti )] [Ti ¡ ¯f (µ0; X i )]

le problème provenant de la majoration dejnWin ¡ ° (Ti )j proposée au Lemme 2.2.3,
majoration qui fait appel à CG(Ti )®+ ´ (with ´ > 0), une quantité qui ne peut être de
carré intégrable si l'on prend® = 1=2.

Pour montrer que les termes ~Q¯
n11 à ~Q¯

n13 sont négligeables, appliquons le Lemme
2.2.3 avec® = 1 et " = ½;où ½provient de l'Hypothèse 5.2.11. Par un développement
de Taylor, on borne jf (µ̂; X j ) ¡ f (µ0; X j )j par M kµ̂ ¡ µ0k; pour une certaine constante
M: Par conséquent, ~Q¯

n11 à ~Q¯
n13 sont bornés par

OP (n¡ 1) £
X

i 6= j

° (Ti ) jTi ¡ ¯f (µ0; X i )j

[CG (Ti )]
¡ (1=2+ ½)

° ¯ (Tj ) aij (h) = OP (n¡ 1) £ Bn1;
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OP (n¡ 1) £
X

i 6= j

° (Ti )

[CG (Ti )]
¡ (1=2+ ½)

° ¯ (Tj ) aij (h) = OP (n¡ 1) £ Bn2;

et

OP (n¡ 1)£
X

i 6= j

° (Ti )aij (h)
[CG(Ti )]¡ (1=2+ ½)

Ã
Ĝ (Tj ¡ ) ¡ G (Tj )

1 ¡ G (Tj )
° (Tj )

! ¯

= OP (n¡ 1)£ Bn3;

respectivement. Pour borner uniformémentBn1, on utilise le fait que la fonction de
régression est bornée, ce qui conduit à

0 · Bn1 · Ch¡ d f ¢ 1n + ¢ 2ng
nX

i =1

[CG(Ti )]1=2+ ½° (Ti ) fj Ti j + 1g

où C est une constante, et

¢ 1n = sup
h2H n ; x

¯
¯
¯
¯
¯
¯

1
n

nX

j =1

n
K h (x ¡ X ) ° ¯ (T) ¡ E

h
K h (x ¡ X ) ° ¯ (T)

io
¯
¯
¯
¯
¯
¯

et ¢ 2n = suph2H n
E

£
K h (x ¡ X ) ° ¯ (T)

¤
= suph2H n

E [K h (x ¡ X )] : De même qu'à
l'équation (5.3.1),

¯
¯h¡ d¢ 2n

¯
¯ · C2 pour une constanteC2 indépendante deh. ¢ 1n est le

supremum du processus empirique sur une classe de Donsker, donc¢ 1n = OP (n¡ 1=2):
De plus, puisquenh2d

m ! 1 ; on en déduit que
¯
¯h¡ d¢ 1n

¯
¯ · C1 avecC1 indépendante de

h 2 H n : Finalement,

E
h
° (T)fj T j + 1gCG(T)1=2+ ½

i
= E

h
fj Y j + 1gCG(Y )1=2+ ½

i
= E [q½(X )] < 1 :

On en déduit que suph2H n
Bn1 = OP (1): On peut invoquer des arguments similaires

pour Bn2: Pour Bn3, il ne reste à étudier que le cas̄ = 1 . Pour cela, on utilise le
Théorème 2.1.6 pour obtenir quesupt<T ( n )

ZG(t) = OP (1); de sorte que l'on se ramène
au cas deBn1:

En rassemblant les résultats des parties 1 à 4, on obtientsuph2H n
h° jQ¯

n1(µ̂; µ0)j =
OP (n¡ 1).

Lemme 5.3.5 Sous H0 et sous les hypothèses du Théorème 5.2.13, pour¿ < ¿H et,
pour ¯ = 0 ; 1; en dé�nissant

Q¯
n11 (¿) =

1
n(n ¡ 1)hd

X

i 6= j

Ĝ (Ti ¡ ) ¡ G (Ti )

[1 ¡ G (Ti )]
2 ±i [Ti ¡ ¯f (µ0; X i )]

£ 1f Ti · ¿gU¯
j K

µ
X i ¡ X j

h

¶
;

alors pour tout ³ 2 (0; 1=2), suph2H n
h³

¯
¯
¯Q¯

n11 (¿)
¯
¯
¯ = OP (n¡ 1):
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Preuve: Soit w¯
i = ±i [Ti ¡ ¯f (µ0; X i )] [1 ¡ G (Ti )]

¡ 2 : Nous pouvons écrire

Q¯
n11 (¿) =

1
n(n ¡ 1)hd

X

i 6= j

h
Ĝ (Ti ¡ ) ¡ G (Ti )

i
1f Ti · ¿gw¯

i U¯
j K h (X i ¡ X j ) :

Utilisons la représentation i.i.d. du Théorème 2.2.8,

Ĝ (t¡ ) ¡ G (t) =
1
n

nX

k=1

Ã (Tk ; t) + Rn (t);

avec supt · ¿ jRn (t)j = OP (n¡ 1): Comme propriété de cette représentation, nous avons
que, pour tout t · ¿;

E [Ã (Tk ; t)] = 0 (5.3.4)

et jÃ (Tk ; t)j · M 1 pour une constanteM 1 indépendante det (mais dépendant de¿).
Nous pouvons écrire

Q¯
n11 (¿) =

1
n2(n ¡ 1)hd

X

i 6= j 6= k

Ã (Tk ; Ti ) 1f Ti · ¿gw¯
i U¯

j K h (X i ¡ X j )

+
1
n

1
n(n ¡ 1)hd

X

i 6= j

Ã (Ti ; Ti ) 1f Ti · ¿gw¯
i U¯

j K h (X i ¡ X j )

+
1
n

1
n(n¡ 1)hd

X

i 6= j

1f Ti · ¿gw¯
i Ã (Tj ; Tj ) U¯

j K h (X i ¡ X j ) + f resteg

= ( n ¡ 2) n¡ 1Q¯
n111 (¿) + n¡ 1Q¯

n112 (¿) + n¡ 1Q¯
n113 (¿) + OP (n¡ 1):

Par le Lemme 5.3.1, et par le fait queÃ (¢; ¢) est borné et quew¯
i et U¯

j sont de carré
intégrable,

sup
h2H n

n¯
¯
¯Q¯

n112 (¿)
¯
¯
¯ +

¯
¯
¯Q¯

n113 (¿)
¯
¯
¯
o

= OP (1):

Pour étudier Q¯
n111 (¿), qui est un U¡ processus d'ordre 3, on applique la décompo-

sition de Hoe�ding decomposition et on l'écrit comme une somme de deuxU¡ processus
dégénérés,

Q¯
n1111 (¿) = Q¯

n111 (¿) ¡ Q¯
n1112 (¿)

et Q¯
n1112 (¿) = n¡ 1(n ¡ 1)¡ 1 P

j 6= k Ájk U¯
j ; où

Ájk = E
h
Ã (Tk ; Ti ) 1f Ti · ¿gw¯

i h¡ dK h (X i ¡ X j ) j X j ; Tk

i
:

Notons que jÁjk j · M 2 pour une constanteM 2: Le fait que E
h
U¯

j j X j

i
= 0 et le

développement (5.3.4) montrent que les autres termes de la décomposition de Hoe�-
ding de Q¯

n111 (¿) sont nuls. Le Corollaire 4 de Sherman (1994a) implique que l'on a

suph2H n
hd

¯
¯
¯Q¯

n1111 (¿)
¯
¯
¯ = OP (n¡ 3=2): De là, on obtient

sup
h2H n

¯
¯
¯Q¯

n1111 (¿)
¯
¯
¯ = oP (n¡ 1):
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A présent, �xons ³ 2 (0; 1=2) et ® 2 (0; 1) tel que 1 ¡ ³=d < ®; et considérons les
intervalles H l comme dans la preuve du Lemme 5.3.4. Pour chaqueH l , par le "Main
Corollary" de Sherman (1994a),

E

"

sup
h2 H l

jnh³ Q¯
n1112 (¿) j

#

· h³ ¡ d
l E

"

sup
h2 H l

jnhdQ¯
n1112 (¿) j

#

· ¤ 1h³ ¡ d
l

2

4E sup
h2 H l

8
<

:
h2d

4n2

X

1· j;k · 2n

Á2
jk

h
U¯

j

i 2

9
=

;

®3

5

1=2

· ¤ 2h³ ¡ (1¡ ®)d
l

µ
hl ¡ 1

hl

¶ ®d
2

4 1
2n

2nX

j =1

h
U¯

j

i 2

3

5

®=2

= hal
M OP (1);

où ¤ 1; ¤ 2 sont des constantes etal est tel que dans la preuve du Lemme 5.3.4. Finale-
ment, en sommant surl pour obtenir nh³ Q¯

n1112 (¿) = oP (1) uniformément en h 2 H n :

Lemme 5.3.6 Soit Q¯
n1 et Q¯

n1 (¿) dé�nis selon (5.2.29) et (5.2.30), respectivement.
Sous les hypothèses du Théorème 5.2.13, pour¯ = 0 ou 1

sup
h2H n

hd=2
¯
¯
¯Q¯

n1 (¿) ¡ Q¯
n1

¯
¯
¯ = C¿ £ OP (n¡ 1);

avec le facteurOP (n¡ 1) qui est indépendant de¿; et C¿ ! 0 quand¿ " ¿H :

Preuve: Décomposons

n ¡ 1
n

hd=2[Q¯
n1(¿) ¡ Q¯

n1] =
1

n2hd=2

X

1· i;j · n

U¯
i K h (X i ¡ X j )

³
U¯

j ¡ Û¯
j

´
1f Tj >¿ g

¡
K (0)
n2hd=2

nX

j =1

U¯
j

³
U¯

j ¡ Û¯
j

´
1f Tj >¿ g = S1 ¡ S2:

En utilisant la transformée de Fourier inverse et l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

jS1j ·

2

4
Z

K̂ (hu)

¯
¯
¯
¯
¯
¯

1
n

nX

j =1

³
U¯

j ¡ Û¯
j

´
exp

¡
2i¼u0X j

¢
1f Tj >¿ g

¯
¯
¯
¯
¯
¯

2

du

3

5

1=2

£

2

4hd
Z

K̂ (hu)

¯
¯
¯
¯
¯
¯

1
n

nX

j =1

U¯
j exp

¡
¡ 2i¼u0X j

¢
¯
¯
¯
¯
¯
¯

2

du

3

5

1=2

= [ S11(h)]1=2 [S12(h)]1=2 :

En utilisant la monotonie de ~̂K , on obtient que

jS11(h)j · j S11(hm )j;
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(voir également le Lemme 5.3.2). A présent, en utilisant à nouveau la transformée de
Fourier inverse,

S11(hm ) =
1

n2hd
m

X

i 6= j

(U¯
i ¡ Û¯

i )1f Ti >¿ gK hm (X i ¡ X j ) (U¯
j ¡ Û¯

j )1f Tj >¿ g

+
K (0)
n2hd

m

nX

j =1

³
U¯

j ¡ Û¯
j

´ 2
1f Tj >¿ g = S111 + S112:

Pour traiter S111, on applique le Lemme 2.2.3 avec® = 1 et " = ½. Ainsi, jS111j est
borné par

OP (n¡ 1)
n2hd

m

X

i 6= j

fj Ti j+1g1f Ti >¿ g° (Ti )

[CG(Ti )]¡ (1=2+ ½)
K hm (X i ¡ X j )

fj Tj j+1g1f Tj >¿ g° (Tj )

[CG(Tj )]¡ (1=2+ ½)
;

où le taux OP (n¡ 1) ne dépend pas de¿. Par (2.2.10) et en prenant l'espérance condi-
tionnelle, l'espérance du terme générique de la dernière somme est

E
·

fj Y1j + 1g1f Y1>¿ g

[CG(Y1)]¡ (1=2+ ½)
K hm (X 1 ¡ X 2)

fj Y2j + 1g1f Y2>¿ g

[CG(Y2)]¡ (1=2+ ½)

¸

= E [q½;¿(X 1)q½;¿(X 2)K hm (X 1 ¡ X 2)]

avecq½;¿de�ni au Lemme 5.3.3. On applique le Lemme 5.3.3, et on en déduit quejS111j
est borné parC¿ £ OP

¡
n¡ 1

¢
pour une constanteC¿ indépendante den mais tendant

vers 0 quand¿ " ¿H .
Par ailleurs, pour borner S112, on applique le Lemme 2.2.3 avec® = 2=3 et " = ½.

Alors

jS112j ·
1

n2hd
m

nX

j =1

³
U¯

j ¡ Û¯
j

´ 2
1f Tj >¿ gK (0) (5.3.5)

· n¡ 1=3h¡ d
m OP (n¡ 1)

1
n

nX

j =1

° (Tj )2 fj Tj j + 1g2

[CG(Tj )]¡ (1=3+2 ½=3)
:

Par l'inégalité de Hölder, l'espérance de la dernière moyenne empirique est bornée par

E1=3 £
±fj T j + 1g4[1 ¡ G (T)]¡ 3¤

E2=3
h
fj T j + 1gCG(T)1=2+ ½

i
;

qui est �nie d'après les Hypothèses 5.2.6-(iii) and 5.2.11. Pour �nir, rappelons que
nh3p

m ! 1 . On obtient �nalement que

sup
h2H n

S11 = C¿ £ OP
¡
n¡ 1¢

:

Pour traiter S12; on appliquer la transformée de Fourier inverse et le Corollaire 4 de
Sherman (1994a), de sorte qu'on obtient

S12 =
1
n2

X

i 6= j

U¯
i U¯

j K h (X i ¡ X j ) +
K (0)

n2

nX

j =1

h
U¯

j

i 2
= OP

¡
n¡ 1¢

;
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et l'ordre OP
¡
n¡ 1

¢
est uniforme enh 2 H n : Pour S2, on prend la valeur absolue, on

applique le Lemme 2.2.3 avec® = 1=2 et " = ½et on utilise n1=4hd=2
m ! 1 pour déduire

que suph2H n
jhd=2S2j = oP (n¡ 1).

Lemme 5.3.7 On suppose que les hypothèses du Théorème 5.2.13 sont satisfaites. Soit

Q¯
n2 =

1
n(n ¡ 1)hd

X

i 6= j

h
Û¯

i ¡ U¯
i

i h
Û¯

j ¡ U¯
j

i
K h (X i ¡ X j ) ; ¯ = 0 ; 1:

Alors suph2H n

¯
¯
¯Q¯

n2

¯
¯
¯ = OP (n¡ 1):

Preuve: On part de (5.2.31). En appliquant le Théorème 2.2.3 avec® = 1 et " = ½;
on a

¯
¯
¯Q¯

n2

¯
¯
¯ ·

OP (n¡ 1)
n(n ¡ 1)

X

i 6= j

fj Ti j+1g° (Ti )
[CG(Ti )]¡ (1=2+ ½=2)

h¡ dK h(X i ¡ X j )
fj Tj j+1g° (Tj )

[CG(Tj )]¡ (1=2+ ½=2)
:

Par (2.2.10) et en prenant l'espérance conditionnelle, l'espérance de chaque terme de la
somme vaut

E
·

fj Y1j + 1g
[CG(Y1)]¡ (1=2+ ½)

h¡ dK h (X 1 ¡ X 2)
fj Y2j + 1g

[CG(Y2)]¡ (1=2+ ½)

¸

= E
h
q½(X 1)q½(X 2)h¡ dK h (X 1 ¡ X 2)

i

et par conséquent, elle est bornée d'après le Lemme 5.3.3. On en déduit queQ¯
n2 =

OP (n¡ 1): Pour démontrer cet ordre uniformément enh 2 H n ; on peut utiliser le Lemme
5.3.2. Pour ceci, il reste à prouver quen¡ 1h¡ d

m
P n

j =1 [Û¯
j ¡ U¯

j ]2 = OP (1). Pour cela, on

applique le Lemme 2.2.3 avec® = 1=2 et " = ½=2 pour borner jÛ¯
j ¡ U¯

j j et on remarque
que

p
nhd

m ! 1 et E[CG(Y )1=2+ ½] < 1 :

Lemme 5.3.8 SousH0; on suppose que les hypothèses du Théorème 5.2.13 sont satis-
faites. SousH1; on se place de plus sous les Hypothèses 5.2.7 et 5.2.12. Pour¯ = 0 ou
1,

sup
h2H n

¯
¯
¯ ~V ¯

n (µ0)=V̂ ¯
n ¡ 1

¯
¯
¯ = oP (1) :

Preuve: On rappelle que

h
V̂ ¯

n

i 2
= V̂ ¯

n (µ)2 =
2

n(n ¡ 1)hd

X

i 6= j

Û¯
i (µ)2Û¯

j (µ)2K 2
h (X i ¡ X j ) :

Le résultat est une conséquence de la relation suivante :

sup
µ2 £ ;h2H n

¯
¯
¯ ~V ¯

n (µ)2 ¡ V̂ ¯
n (µ)2

¯
¯
¯ = oP (1) ; (5.3.6)
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sup
h2H n

¯
¯
¯ ~V ¯

n (µ)2 ¡ ~V ¯
n (µ0)2

¯
¯
¯ · k µ ¡ µ0k £ OP (1) (5.3.7)

avec l'ordre OP (1) qui est indépendant deµ 2 £ ; et

~V ¯
n (µ0)2 ! 2

Z
K 2(u)duE

n
E2

h
U¯ (µ0)2 j X

i
g(X )

o
(5.3.8)

en probabilité, uniformément enh 2 H n : La limite dans (5.3.8) est �nie et strictement
positive, puisque l'Hypothèse 5.2.6 implique

pour tout x 2 X , 0 < c 1 · E
h
U¯ (µ0)2 j X = x

i
· c2 < 1 ;

pour des constantesc1; c2. L'espérance de~V ¯
n (µ0) tend vers la limite dans (5.3.8) (voir

aussi la preuve du Lemme 5.3.3 ci-dessus), tandis que la variance de~V ¯
n (µ0) tend vers0.

Pour obtenir la convergence uniformément enh 2 H n ; on utilise E[U¯
i (µ0)4] < 1 pour

déduire n¡ 2h¡ d P n
i =1 U¯

i (µ0)4 = oP (1) pour h = hm ; et on applique le Lemme 5.3.2.
Pour véri�er (5.3.7), on utilise un développement de Taylor enµ, le Lemme 5.3.1 et le
fait que ° ¯ (Ti ) et U¯

i (µ0) ont des moments d'ordre4: Pour �nir, pour prouver (5.3.6),
remarquons que pour tout0 · ® · 1=2 et ´ > 0

jÛ¯
i (µ) ¡ U¯

i (µ)j · c jnWin ¡ ° (Ti )j (jTi j + 1) (pour une constantec)

= OP
¡
n¡ ®¢

° (Ti )f C(n)
G (Ti )g®+ ´ (jTi j + 1)

et puisque jU¯
i (µ)j · c° (Ti ) ( jTi j + 1) ; nous avons également

¯
¯
¯Û¯

i (µ)2 ¡ U¯
i (µ)2

¯
¯
¯ = OP

¡
n¡ ®¢

° 2(Ti )f C(n)
G (Ti )g®+2 ´ (jTi j + 1) 2:

En prenant ®; ´ su�samment petits, par le Lemme 5.3.1, l'inégalité de Cauchy-Schwarz
et les Hypothèses 5.2.6-(iii) et 5.2.11,supµ2 £ ;h2H n

j ~V ¯
n (µ)2 ¡ V̂ ¯

n (µ)2 j = oP (1):

5.3.3 Estimation non paramétrique de la variance

Lemme 5.3.9 On se place sous l'Hypothèse 5.2.7. SoitX 1; X 2; :::X n un n¡ échantillon
de loi X de support X ½ Rp et de densité bornéef X : De plus, on suppose quef X

est bornée inférieurement par une constante strictement positive surX . Il existe des
constantes positivesa et M (indépendantes den) telles que pour toutn

E
·

T4
1n° 4(T1n )

C(n) (T1n )¡ 2a

¸
+ sup

x2X
E

·
T2

1n° 2(T1n )
C(n) (T1n )¡ a

j X 1 = x
¸

· M < 1 : (5.3.9)

Considérons un noyauL(x1; :::; xd) = ~L(x1):::~L(xd) où ~L est une densité symétrique de
variation bornée sur R: Considérons une séquence de fenêtresbn ! 0 telle quenb2d

n !
1 . Soit Y ¤

in = ±in Tin [1 ¡ G(Tin )]¡ 1, i = 1 ; :::; n, et dé�nissons

¾¤ 2
n (x) =

P n
i =1 Y ¤ 2

in L((X i ¡ x)=bn )
P n

i =1 L((X i ¡ x)=bn )
¡

µ P n
i =1 Y ¤

in L((X i ¡ x)=bn )
P n

i =1 L((X i ¡ x)=bn )

¶ 2

; x 2 X ;
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un estimateur deV ar(Y ¤
1n j X 1 = x). Dé�nissons ¾̂¤ 2

n (x) de façon similaire, mais avec
Ŷ ¤

in = ±in Tin [1 ¡ Ĝ(Tin )]¡ 1 au lieu de Y ¤
in . Alors, supx2X

¯
¯¾̂¤ 2

n (x) ¡ ¾¤ 2
n (x)

¯
¯ ! 0 en

probabilité.

Preuve: Pour simpli�er, nous nous concentrons sur le cas de l'hypothèse nulle, les
arguments sous les alternatives étant similaires. A partir de la vitesse de convergence
d'un processus empirique indexé par une famille euclidienne d'enveloppe constante, et
à partir de la condition n1=2bd

n ! 1 ;

sup
x2X

¯
¯
¯
¯
¯

1
nbd

n

nX

i =1

L((X i ¡ x)=bn ) ¡ E
h
b¡ d

n L((X i ¡ x)=bn )
i
¯
¯
¯
¯
¯

! 0;

en probabilité. De plus, par un changement de variables et les propriétés de la densité
g(¢) ; pour tout n; 0 < c 1 · E

£
b¡ d

n L((X i ¡ x)=bn )
¤

· c2 < 1 pour des constantesc1; c2:
De sorte que, pour prouver le résultat, il reste à montrer

for k = 1 ; 2 , sup
x2X

¯
¯
¯
¯
¯

1
nbd

n

nX

i =1

h
Ŷ ¤ k

i ¡ Y ¤ k
i

i
L ((X i ¡ x)=bn )

¯
¯
¯
¯
¯

! 0;

en probabilité. Nous n'avons besoin de considérer que le cask = 2 puisque l'autre cas
peut être traité de manière analogue. Par le Lemme 2.2.3, pour tout® 2 [0; 1=2] et
´ > 0 ¯

¯
¯Ŷ ¤

i ¡ Y ¤
i

¯
¯
¯ · OP (n¡ ®) £ j Ti j° (Ti ) CG(Ti )®+ ´ ; 1 · i · n;

avec le facteurOP (n¡ ®) qui est indépendant dei: A partir de cet ordre, et en utilisant
l'identité b2 ¡ c2 = ( b¡ c)2 + 2c(b¡ c); on montre aisément que le résultat est obtenu
si l'on montre

sup
x2X

¯
¯
¯
¯
¯
1
n

nX

i =1

T2
i ° 2 (Ti ) CG(Ti )2®+2 ´ L((X i ¡ x)=bn )

¯
¯
¯
¯
¯

= OP (bd
n ): (5.3.10)

Pour 2®+ 2 ´ · a; en prenant l'espérance conditionnelle, on déduit que

sup
x2X

E
£
T2

n ° 2 (Tn ) CG(Tn )2®+2 ´ L((X ¡ x)=bn )
¤

· c3bd
n

pour une constante �nie c3 indépendante den.
A présent, centrons la somme (5.3.10) pour obtenir un processus empirique indexé

par une famille de fonctions euclidienne, d'enveloppe de carré intégrable. (Le caractère
euclidien découle du fait queL est à variations bornées, et de la première partie de la
condition (5.3.9).) Ainsi, après avoir centré à l'intérieur de la valeur absolue en (5.3.10)
on obtient l'ordre (uniforme) OP (n¡ 1=2): Finalement, en utilisant la condition n1=2bd

n !
1 pour montrer le résultat sousH0. La vitesse uniformeOP (n¡ 1=2) obtenue après avoir
centré la somme dans (5.3.10) peut également être montrée quand la loi desY1; :::; Yn

dépend den. Ceci découle, par exemple du "Main Corollary" de Sherman (1994a) avec
k = 1 et pour tout n ¸ 1.
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5.3.4 Lemmes techniques pour le comportement sous les alternatives

5.3.4.1 Lemme général

Lemme 5.3.10 Soit u1n ; :::; unn une suite de variables indépendantes conditionnelle-
ment à X 1; :::; X n ; et telle que la loi deuin ne dépend que deX i : On suppose que
E[uin j X i ] = 0 et 0 < E [u2

in j X i ] · ¾2
n < 1 : Alors

1
n(n ¡ 1)hd

X

i 6= j

uin K
µ

X i ¡ X j

h

¶
ujn = ¾2

n £ OP (n¡ 1h¡ d=2): (5.3.11)

De plus, soit ¸ n une suite de fonctions mesurables, et soit

Un =
1

n(n ¡ 1)hd

X

i 6= j

¸ n (X i )K
µ

X i ¡ X j

h

¶
ujn :

En dé�nissant Ah la matrice de taille n £ n de coe�cients

aij (h) =
K

³
X i ¡ X j

h

´
1i 6= j

hdn(n ¡ 1)
;

on a, pour une constantec > 0 indépendante den et de ¸ n ;

E [jUn j j X 1; :::X n ] · c¾nn1=2kAhk2k¸ nkn :

Preuve: La variance de (5.3.11) est de l'ordre¾2
nn¡ 1h¡ d=2: L'inégalité de Chebyshev

permet de conclure. Pour prouver la seconde partie du Lemme, soit

¹¸ n (X i ) =
1

n(n ¡ 1)hd

nX

j =1

¸ (X j )K
µ

X i ¡ X j

h

¶
1i 6= j :

En utilisant l'inégalité de Marcinkiewicz-Zygmund (voir par exemple Chow et Teicher,
1997, page 386), et en appliquant l'inégalité de Jensen ainsi que les propriétés dek:k2;
on obtient

E

"
nX

i =1

uin ¹̧ n (X i ) j X 1; :::; X n

#

· cE

2

4

Ã
nX

i =1

u2
in

¹̧ n (X i )2

! 1=2

j X 1; :::; X n

3

5

· cE

"
nX

i =1

E[u2
in j X i ]¹̧ n (X i )2

#1=2

· c¾n

"
nX

i =1

¹̧ n (X i )2

#

· c¾nn1=2kAhk2k¸ nkn :
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5.3.4.2 Preuve du Lemme 5.2.15

Pour i = 1 ; :::; n, soit

U0
in =

±in Tin

1 ¡ G(Tin )
¡ f (µ; X i ); Û0

in =
±in Tin

1 ¡ Ĝ(Tin ¡ )
¡ f (µ; X i );

U1
in =

±in [Tin ¡ f (µ; X i )]
1 ¡ G(Tin )

; Û1
in =

±in [Tin ¡ f (µ; X i )]

1 ¡ Ĝ(Tin ¡ )
:

Par le Lemme 2.2.3 appliqué avec® = 1 et " = ½;et en utilisant le fait que la
fonction f (¢; ¢); est bornée, on a, pour̄ = 0 ou 1

jÛ¯
in ¡ U¯

in j = jR¯
in j · OP (n¡ 1=2)

±in

1 ¡ G (Tin )
fj Tin j + 1g[C(n)

G (Tin )]1=2+ ´ : (5.3.12)

A présent, a�n de simpli�er les notations, on note K ij pour K h(X i ¡ X j ): On a alors

1
n2hd

X

i 6= j

n
Û¯

in Û¯
jn ¡ U¯

in U¯
jn

o
K ij =

2
n2hd

X

i 6= j

R¯
in U¯

jn K ij +
1

n2hd

X

i 6= j

R¯
in R¯

jn K ij

= 2
Z

K̂ (hu)

0

@1
n

nX

j =1

U¯
jn exp

¡
2i¼u0X j

¢
1

A

0

@1
n

nX

j =1

R¯
jn exp

¡
¡ 2i¼u0X j

¢
1

A du

¡
2K (0)
n2hd

nX

j =1

R¯
jn U¯

jn

+
Z

K̂ (hu)

¯
¯
¯
¯
¯
¯

1
n

nX

j =1

R¯
jn exp

¡
2i¼u0X j

¢
¯
¯
¯
¯
¯
¯

2

du ¡
K (0)
n2hd

nX

j =1

[R¯
jn ]2

= 2 I ¯
1 ¡ D ¯

1 + I ¯
2 ¡ D ¯

2 :

Etude des termes D ¯
i ; i = 1 ; 2:

Pour i = 1 ; on utilise (5.3.12). On en déduit la majoration

sup
h2H n

jD ¯
1 j = OP (n¡ 3=2h¡ d) = OP (n¡ 1):

Pour i = 2 ; on applique le Lemme 2.2.3 avec® = 1=4 et " = ½=2: On obtient

jD ¯
2 j · OP (n¡ 3=2hd) £

1
n

nX

i =1

±in (jTin j + 1) 2

[1 ¡ G(Tin )]2 C1=2+ ½
G (Ti ¡ ):

D'après l'Hypothèse 5.2.12, la somme du membre de droite est unOP (1): On en déduit
que suph2H n

jD ¯
2 j = OP (n¡ 1):

Etude des termes I ¯
i ; i = 1 ; 2:
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En appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz et en utilisant la positivité de la trans-
formée de Fourier deK , on peut borner

jI ¯
1 j · (I ¯

2 )1=2 £

0

@
Z

K̂ (hu)

¯
¯
¯
¯
¯
¯

1
n

nX

j =1

U¯
jn exp

¡
2i¼u0X j

¢
¯
¯
¯
¯
¯
¯

2

du

1

A

1=2

:

En appliquant la transformée de Fourier inverse, on en déduit que la dernière parenthèse
est égale à

~Q¯
n (µ) +

1
n2hd

nX

i =1

K (0)[U¯
in ]2:

Par ailleurs,

1
n2

nX

i =1

K (0)[U¯
in ]2 = OP (n¡ 1);

d'après l'Hypothèse 5.2.12.
Il reste donc à montrer queI ¯

2 = OP (n¡ 1): Remarquons que

I ¯
2 =

1
n2hd

X

i 6= j

R¯
in R¯

jn K ij + D ¯
2 :

Puisque, comme on l'a vu,suph2H n
jD ¯

2 j = OP (n¡ 1); il reste à considérer le premier
terme. Pour ce faire, on utilise (5.3.12). On obtient la majoration

¯
¯
¯
¯
¯
¯

1
n2hd

X

i 6= j

R¯
in R¯

jn K ij

¯
¯
¯
¯
¯
¯

· OP (n¡ 1) £
1

n2hd

X

i 6= j

±in (jTin j + 1)[ C(n)
G (Ti )]1=2+ ½

1 ¡ G(Tin )

£ K ij
±in (jTjn j + 1)[ C(n)

G (Tj )]1=2+ ½

1 ¡ G(Tjn )
:

On applique alors le Lemme 5.3.2 pour se ramener aux cash = hm et h = hM : Il reste
donc à montrer que

1
n2h0

X

i 6= j

±in (jTin j + 1)[ C(n)
G (Ti )]1=2+ ½

1 ¡ G(Tin )
£ K ij (h0)

±in (jTjn j + 1)[ C(n)
G (Tj )]1=2+ ½

1 ¡ G(Tjn )
= OP (1);

pour h0 = hm et h = hM : Pour ce faire, on calcule l'espérance,

E

2

6
4

1
hd K 12

° (T1n )fj T1n j + 1g
h
C(n)

G (T1n )
i ¡ (1=2+ ½)

° (T2n )fj T2n j + 1g
h
C(n)

G (T2n )
i ¡ (1=2+ ½)

3

7
5 (5.3.13)
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est bornée, où° (T1n ) = ±1n [1 ¡ G (T1n )]¡ 1. D'après l' Hypothèse 5.2.7-(ii), on déduit
que cette espérance est égale à

E

2

6
4

1
hd K 12E

2

6
4

jY1n j + 1
h
C(n)

G (Y1n )
i ¡ (1=2+ ½)

j X 1

3

7
5E

2

6
4

jY2n j + 1
h
C(n)

G (Y2n )
i ¡ (1=2+ ½)

j X 2

3

7
5

3

7
5

= E
h
h¡ dK 12q(n)

½ (X 1)q(n)
½ (X 2)

i
:

L'espérance de la dernière ligne est bornée, d'après l'Hypothèse 5.2.12 et le Lemme
5.3.3.

5.4 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons étudié certaines propriétés de convergence d'estima-
teurs non paramétriques de la régression. Ces estimateurs non paramétriques ont été
utilisés a�n de construire deux tests non paramétrique du modèle de régression para-
métrique 4.0.1 en présence de censure. L'un de ces tests est basé sur l'approche syn-
thetic data du Chapitre 3, l'autre sur l'approche intégrales Kaplan-Meier du Chapitre
2. Ces deux tests apparaissent comme une extension de la démarche de Zheng (1996).
Contrairement à ce qui avait été fait jusqu'à présent dans la littérature des tests non
paramétriques d'adéquation en présence de censure, nous avons prouvé non seulement
la convergence de nos tests sous l'hypothèse nulle, mais également sa consistance envers
di�érents types d'alternatives. Les simulations que nous avons mises en ÷uvre valident
le comportement à distance �nie de nos statistiques de test.

Notons également que les représentations asymptotiques des statistiques de test sont
d'une forme très simple par rapport à la représentation de procédures basées sur les
processus empiriques marqués (voir par exemple Stute, González-Manteiga, et Sánchez-
Sellero, 2000). Par ailleurs, ces représentations ont été obtenues avec un reste contrôlé
uniformément enh; paramètre de lissage. Cette uniformité est particulièrement utile en
vue de la mise en ÷uvre de techniques de bootstrap a�n d'améliorer la procédure (voir
5.2.4.6), qui sera un champ d'investigation futur.

Une autre question qui mérite développement concerne la réduction de dimension
pour ce type de procédure de test. En e�et, lorsque le nombre de variables explicatives
est important (supérieur à 3 en pratique), la puissance du test de Zheng (1996) est
grandement a�ectée. Adapter les résultats de Lavergne et Patilea (2006), qui utilisent
une technique de réduction de dimension pour ce type de procédure, est donc une piste
qui mérite d'être explorée.

Parmi les autres champs d'investigation, citons également d'autres tests d'adéqua-
tion à d'autres modèles de régression : modèles de régression quantile paramétriques,
ou modèles de régression semi-paramétriques tels que le modèle de Cox, ou le modèle
single-index.
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Chapitre 6

Modèle de régression single-index
pour la réduction de dimension

Dans un modèle de régression non paramétrique, on cherche à estimerm(x) =
E[Y j X = x], en cherchantm dans un espace de fonctions de dimension in�nie. Par
rapport à l'approche paramétrique, cette approche présente l'avantage de nécessiter
moins d'hypothèses sur le modèle, puisqu'on ne préjuge pas de la forme de la fonction (à
l'exception éventuelle d'hypothèses de régularité). Mais l'un des inconvénients majeurs
d'une approche purement non paramétrique de la régression réside dans le phénomène
appelé "�éau de la dimension", c'est à dire la di�culté d'estimer convenablement la
fonction m lorsque la dimension du vecteur de variables explicativesX 2 Rd est grande
(en pratique, d ¸ 3). A�n de surmonter cette importante limite de l'approche non
paramétrique, tout en assurant plus de �exibilité que ne le ferait un modèle purement
paramétrique, un compromis consiste à employer un modèle semi-paramétrique tel que
le modèle single-index (SIM par la suite). Ce modèle suppose que

m (x) = E[Y j µ0
0X = µ0

0x] = f
¡
µ0

0x; µ0
¢

; (6.0.1)

où f est une fonction inconnue etµ0 2 £ ½ Rd un paramètre inconnu de dimension �nie.
A�n de s'assurer que le modèle est bien dé�ni, on impose que la première composante
de µ0 est égale à 1. Siµ0 était connu, le modèle se résumerait à un modèle de régression
non paramétrique, mais cette fois avec une variable explicativeµ0

0X de dimension 1.
Notons par ailleurs que le modèle de régression semi-paramétrique de Cox (Cox, 1972,
1975) est un cas particulier de modèle single-index. En e�et, dans le modèle de Cox, le
taux de hasard conditionnel dépend d'une combinaison linéaireµ0

0X des variables qui
doit être estimé. Néanmoins, le modèle Cox est moins général que le modèle (6.0.1),
puisque dans ce cas, toute la loi deY sachantX dépend deµ0

0X (ce qui n'est pas le cas
dans le modèle (6.0.1) où seule l'espérance conditionnelle dépend deµ0

0X: )
Pour ce modèle, et en l'absence de censure, plusieurs approches ont été proposées

pour estimer µ0 à la vitessen¡ 1=2. Typiquement, ces approches peuvent être regrou-
pées en trois catégories :M -estimation (Ichimura, 1993, Sherman, 1994b, Delecroix et
Hristache, 1999, Xia et Li, 1999, Xia, Tong, et Li, 1999, Delecroix, Hristache et Patilea,
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2006), "average derivative based estimation" (Powell, Stock et Stoker, 1989, Härdle et
Stoker, 1989, Hristache et al., 2001a, 2001b), et méthodes itératives (Weisberg et Welsh,
1994, Chiou et Müller, 1998, Bonneu et Gba, 1998, Xia et Härdle, 2002). En présence
de censure, la méthode "average derivative" a été récemment utilisée par Burke et Lu
(2005) dans le modèle (6.0.1).

Dans notre contexte de régression en présence de variables expliquéesY censurées,
ces approches doivent être adaptées. Dans ce chapitre, nous proposons unM ¡ estimateur
du paramètre µ0 dans le modèle de régression en présence de données censurées. Les
deux approches synthetic data de Koul, Susarla et Van Ryzin (1981) et moindres carrés
pondérés sont à la base de nos procédures d'estimation. Les estimateurs deµ0 que
nous dé�nissons peuvent ensuite être utilisés pour estimer la fonctionm (x). Un autre
avantage de notre technique est qu'elle ne requiert pas la continuité des variablesX: Il
s'agit d'un avantage important par rapport à la technique "average derivative" utilisée
par Burke et Lu (2005) où les variables explicatives doivent avoir une densité par rapport
à la mesure de Lebesgue (dans notre cas, seules les combinaisons linéairesµ0X doivent
avoir une densité).

Dans la section 6.1 est présentée une méthodologie deM ¡ estimation pour estimer
dans le modèle (6.0.1). Dans la section 6.2 sont présentés les résultats de consistance
des di�érents estimateurs, la normalité asymptotique étant démontrée dans la section
6.3. Une étude par simulation est mise en ÷uvre dans la section 6.4 a�n de tester la
validité des estimateurs pour des échantillons de taille �nie. La section 6.5 est consacrée
aux preuves techniques.

6.1 Méthodologie

Comme conséquence des propriétés de l'espérance conditionnelle, pour toute fonction
J ¸ 0,

µ0 = arg min
µ2 £

E
h¡

Y ¡ f
¡
µ0X ; µ

¢¢2 J (X )
i

= arg min
µ2 £

M (µ) (6.1.1)

= arg min
µ2 £

Z ¡
y ¡ f

¡
µ0x; µ

¢¢2 J (x)dF (x; y) :

Bien entendu, l'équation (6.1.1) ne peut pas être utilisée pour obtenirµ0; puisque deux
objets sont indisponibles, la fonction de répartition F d'une part, et la fonction de
régressionf (µ0x; µ) = E[Y jX 0µ = x0µ] d'autre part. Une façon naturelle d'estimer µ0

consiste alors à estimer ces deux fonctions inconnues, et de les remplacer par leurs
estimateurs dans l'équation (6.1.1).

6.1.1 Estimation de la fonction de répartition

Dans l'esprit des chapitres précédents, cette fonction de répartition peut être estimée
par l'estimateur F̂ de Stute (1993) dé�ni par l'équation (2.2.8), c'est la logique de
l'approche moindres carrés pondérés (MC). L'autre logique (synthetic data, SD) consiste
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à réécrire l'équation (6.1.1) de la façon suivante,

µ0 = arg min
µ2 £

E
h¡

Y ¤ ¡ f
¡
µ0X ; µ

¢¢2 J (X )
i

= arg min
µ2 £

M ¤ (µ)

=
Z

(y¤ ¡ f (µ0x; µ))2J (x)dF ¤(x; y¤);

où la fonction de répartition F ¤ est dé�nie en (3.2.3). Pour l'estimation, on peut rem-
placer F ¤ par F̂ ¤ dé�ni en (3.2.8), ce qui revient à remplacerYi par les transformations
estiméesŶ ¤

i : Il faut noter que les fonctionsM et M ¤ sont di�érentes. En revanche, elles
ont toutes deux le même minimumµ0 (les transformations synthetic data ne sont pas
destinées à estimerY et conservent seulement son espérance conditionnelle).

6.1.2 Estimation de f (µ0x; µ)

A�n d'estimer f (u; µ) ; on peut par exemple utiliser les estimateurs non paramé-
triques dé�nis dans la section 5.1,

f̂ (u; µ) =

P n
i =1 K

³
µ0X i ¡ u

h

´
Ŷ ¤

i
P n

i =1 K
³

µ0X i ¡ u
h

´ : (6.1.2)

D'autres estimateurs non paramétriques peuvent également être utilisés. Pour cette
raison, les résultats des sections suivantes sont présentés sans préjuger de la forme de
l'estimateur utilisé. Nous présenterons un certain nombre de conditions de convergences
qui doivent être véri�ées par ces estimateurs. Dans la section 6.5, nous véri�ons que ces
conditions sont bien satisfaites par l'estimateur (6.1.2).

Il faut noter que l'utilisation de l'estimateur (6.1.2) requiert que µ0X possède une
densité par rapport à la mesure de Lebesgue, pourµ 2 £ ; notée f µ. En revanche,X
ne possède pas nécessairement de densité, hypothèse requise par la méthode "average
derivative" de Burke et Lu (2005).

6.1.3 La fonction de trimming J

La raison pour laquelle nous introduisons la fonctionJ dans l'équation (6.1.1) appa-
raît dans la dé�nition de notre estimateur (6.1.2). A�n d'assurer la convergence uniforme
de cet estimateur, le dénominateur doit être minoré par une constante strictement po-
sitive. Pour cette raison, il est nécessaire de restreindre le domaine d'intégration à un
ensemble oùf µ(u) est minorée et strictement positive,f µ désignant la densité deµ0X:

Si nous connaissionsµ0; nous pourrions considérer un ensembleB0 = f u : f µ0 (u) ¸
cg pour une constantec > 0, et utiliser la fonction de "trimming" J (µ0

0X ) = 1f µ0
0X 2 B 0g:

Bien sûr, ce trimming idéal ne peut être calculé, puisqu'il dépend du paramètre inconnu
µ0. Delecroix, Hristache et Patilea (2006) ont proposé une méthode pour approcher
cette fonction de trimming à partir des données. Etant donné un estimateur préliminaire
consistant µn de µ0; les auteurs utilisent le trimming suivant,

Jn (µ0
nX ) = 1f f̂ µn (µ0

n X )¸ cg;
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où l'on dé�nit

f̂ µ(u) =
1

nh

nX

i =1

K
µ

µ0x ¡ u
h

¶
:

Dans l'étude qui suit, nous nous concentrons principalement, pour simpli�er, sur
une estimation qui utiliserait le trimming (incalculable en pratique) J (µ0

0X ), et par la
suite, nous justi�erons dans la section 6.5 que, du point de vue asymptotique, il n'y a
pas de di�érence à utiliserJn (µ0

nX ) ou J (µ0
0X ).

6.1.4 Estimation de la direction µ0

Estimation préliminaire de µ0. Pour estimer de façon préliminaireµ0; on suppose,
à l'instar de Delecroix, Hristache et Patilea (2006) que nous connaissons un ensemble
B tel que inf X 2 B;µ2 £ f f µ(µ0X ) ¸ c=2 > 0g; et nous considérons la fonction de trimming
~J (X ) = 1f X 2 B g. Pour calculer notre estimateur préliminaire µn ; nous pouvons utiliser
soit l'approche MC, soit l'approche SD. En utilisant l'approche MC,

µn = arg min
µ2 £

Z ³
y ¡ f̂

¡
µ0x; µ

¢́ 2
~J (x)dF̂ (x; y) ;

et en utilisant l'approche SD,

µn = arg min
µ2 £

Z ³
y¤ ¡ f̂

¡
µ0x; µ

¢́ 2
~J (x)dF̂ ¤ (x; y¤) ;

où F̂ ¤ est dé�nie en (3.2.8).
Estimation de µ0. Dans l'esprit de la relation (6.1.1), nous dé�nissons nos estima-

teurs de µ0 suivant les deux approches, MC et SD, pour la régression en présence de
données censurées. Les estimateurs sont

µ̂MC = arg min
µ2 £ n

Z h
y ¡ f̂

¡
µ0x; µ

¢i 2
Jn (µ0

nx)dF̂ (x; y)

= arg min
µ2 £ n

M MC
n (µ) ;

µ̂SD = arg min
µ2 £ n

Z h
y¤ ¡ f̂

¡
µ0x; µ

¢i 2
Jn (µ0

nx)dF̂ ¤ (x; y¤)

= arg min
µ2 £ n

M SD
n (µ) :

Dans la dé�nition ci-dessus, nous restreignons notre optimisation à des voisinages£ n de
µ0; qui sont choisis à partir de l'estimation préliminaire par µn ; et tels que£ n tend vers
f µ0g: D'une façon plus générale, les critèresM W LS

n et M SD
n peuvent être vus comme
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des fonctions deµ; Ĝ, et f̂ . Ils estiment respectivement

M (µ) = E
£
f Y ¡ f (µ0X ; µ)g2J (µ0

0X )
¤

= E
·

±
1 ¡ G(T¡ )

f T ¡ f (µ0X ; µ)g2J (µ0
0X )

¸
;

M ¤(µ) = E
£
f Y ¤ ¡ f (µ0X ; µ)g2J (µ0

0X )
¤

= E

" ½
±T

1 ¡ G(T¡ )
¡ f (µ0X ; µ)

¾2

J (µ0
0X )

#

;

en choisissant par exemple la transformation KSV pour l'approche SD. Dans chaque
cas, les fonctionsM et M ¤ peuvent être vues comme des fonctions deµ, (1 ¡ G)¡ 1, et
f , désignées par la suite comme

M 1 (µ;(1 ¡ G)¡ 1; f ) = E
£
Á(µ;(1 ¡ G)¡ 1; f ; T; ±; X)

¤
:

Ce serait également le cas si, à la place de la transformation KSV, nous avions utilisé
la transformation de Leurgans (1987). De façon analogue, nous pouvons écrire le critère
estimé comme

M n (µ;[1 ¡ Ĝ]¡ 1; f̂ ) =
1
n

nX

i =1

Án

³
µ;[1 ¡ Ĝ]¡ 1; f̂ ; Ti ; ±i ; X i

´
; (6.1.3)

où Án est obtenue en remplaçantJ (µ0
0X ) par Jn (µ0

nX ) dans la dé�nition de Á: Pour
l'estimateur MC, nous avons

ÁMC ¡
µ; h¡ 1; f ; T; ±; X

¢
= ±h¡ 1(T¡ ) f T ¡ f (µ; X )g2 J (µ0

0X );

et pour l'estimateur SD basé sur la transformation KSV,

ÁSD ¡
µ; h¡ 1; f ; T; ±; X

¢
=

©
±T h¡ 1(T¡ ) ¡ f (µ; X )

ª 2
J (µ0

0X ):

Les propriétés asymptotiques de nos estimateurs reposeront sur des propriétés de régula-
rité des fonctionsÁ. Nous choisissons ici de présenter les critères comme des fonctions de
l'inverse de la fonction de survie deC; plutôt que comme des fonctions deG elle-même.
Ceci pour souligner le fait que la performance de la procédure d'estimation dépend de
la convergence de l'estimateur de Kaplan-Meier deF et non de la convergence dêG: En
e�et, ainsi que nous l'avons mis en évidence dans les chapitres précédents, la présence
de G au dénominateur est associée aux sauts dêF . A�n de simpli�er les notations, nous
désignerons parS¡ 1

0 la fonction (1 ¡ G)¡ 1, et par Ŝ¡ 1 la fonction (1 ¡ Ĝ)¡ 1.

6.1.5 Estimation de la fonction de régression

Disposant d'un estimateur deµ̂ de µ0 convergeant à la vitessen¡ 1=2, il est possible
d'estimer la fonction de régression en utilisantµ̂ et un estimateur f̂ . Par exemple, en
utilisant f̂ de�ni par (6.1.2), on obtient

m̂ (x) =

P n
i =1 K

³
µ̂0X i ¡ µ̂0x

h

´
Ŷ ¤

i
P n

i =1 K
³

µ̂0X i ¡ µ̂0x
h

´ :
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Disposant de l'estimateur µ̂ et de sa vitesse de convergence d'ordren¡ 1=2; d'autres
estimateurs non paramétriques de la régression peuvent être envisagés, par exemple
polynômes locaux ou estimateurs par projection par exemple.

6.2 Estimation consistante de µ0

Dans cette section, nous prouvons la consistance deµn et µ̂: Mn désignera toute
fonction satisfaisant (6.1.3), c'est à dire provenant soit de l'approche MC, SD (pour
simpli�er, nous ne considérerons que la transformation de Koul, Susarla, Van Ryzin,
1981), ou de l'approche préliminaire. Les hypothèses nécessaires pour assurer la consis-
tance sont de trois types : hypothèses d'identi�abilité pour µ0 et hypothèses générales
sur le modèle de régression, hypothèses sur la censure, et hypothèses surf̂ .

Nous présentons tout d'abord les hypothèses qui sont nécessaires pour assurer la
consistance de la procédure "idéale," c'est à dire celle qu'il serait possible d'utiliser si
la vraie fonction (1 ¡ G)¡ 1 = S¡ 1

0 était connue. En e�et, si S¡ 1
0 est connue, une façon

naturelle de procéder consiste à estimerµ0 par

µ̂ideal = arg min
µ2 £

M n

³
µ; S¡ 1

0 ; f̂
´

:

Dans le cas de la méthode MC, par exemple, cela revient à remplacerF̂ par ~F dé�ni en
(2.2.9). Par la suite, lorsque nous montrerons la consistance des méthodes utilisées en
pratique (c'est à dire lorsqueG est inconnue), nous serons amenés à montrer une forme
d'équivalence asymptotique avec cette procédure dite idéale.

Hypothèses d'identi�abilité pour µ0 et hypothèses sur le modèle de ré-
gression. A l'évidence, nous avons besoin d'hypothèses de moment surY pour dé�nir
le critère M:

Hypothèse 6.2.1 EY 2 < 1 .

Nous avons également besoin de conditions classiques d'identi�abilité pour assurer
que µ0 est bien dé�ni, et nous supposerons que£ et l'espace des variables explicatives
sont compacts.

Hypothèse 6.2.2 Si M 1 (µ1; S¡ 1
0 ; f ) = M 1 (µ0; S¡ 1

0 ; f ); alors µ1 = µ0.

Hypothèse 6.2.3 £ et X = Supp(X ) sont des sous-ensembles compacts deRd. De
plus les variablesµ0X possèdent une densitéf µ(z) uniformément bornée enz et µ: On
suppose de plus que

¯
¯f µ(z) ¡ f µ0(z0)

¯
¯ · C

°
° (µ; z) ¡ (µ0; z0)

°
° a ;

pour un certain a > 0 et une constanteC:

Nous supposons également que la famille de fonctionsF = f f (µ0:; µ) ; µ 2 £ g est su�-
samment régulière pour satisfaire une propriété de loi des grands nombres uniformes.
L'hypothèse suivante établit que cette classe de fonction est euclidienne (voir Pakes et
Pollard, 1989).
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Hypothèse 6.2.4 On supposejf (µ0
1x; µ1) ¡ f (µ0

2x; µ2) j · k µ1 ¡ µ2k° © (X ), pour une
fonction © (X ) bornée, et pour un certain° > 0:

Il faut observer que la condition © bornée peut être a�aiblie, en la remplaçant
par une condition de moment sur©. Cependant, cette condition est assez naturelle à
partir du moment où nous supposons que les variables explicatives sont bornées, et ceci
simpli�era nos arguments. En particulier, ceci implique quef est bornée.

Hypothèses sur f̂ : Nous avons besoin d'une condition de type convergence uni-
forme pour f̂ :

Hypothèse 6.2.5 Pour toute fonction g, dé�nissons, pour c > 0;

kgk1 = sup
µ2 £ ;x

j f̂ (µ0x; µ) ¡ f (µ0x; µ)j1f µ (µ0x)>c= 2:

On suppose quêf peut se décomposer en deux parties,

f̂ = f ¤ + Rn ;

aveckf ¤ ¡ f k1 = oP (1); kRnk1 = OP (1); et

sup
µ2 £

1
n

nX

i =1

jRn (µ; X i )jjZ i j1f µ (µ0x)>c= 2 = oP (1); (6.2.1)

pour toute variableZ i telle queE[jZ i jjX i = x] · M < 1 :

Derrière la décomposition def̂ ; on a l'idée de comparerf̂ de (6.1.2) avec l'estimateur
"idéal" f ¤ obtenu en utilisant les vraies transformations synthetic data (inaccessibles),
c'est à dire

f ¤ (u; µ) =

P n
i =1 Y ¤

i K
³

µ0X i ¡ u
h

´

P n
i =1 K

³
µ0X i ¡ u

h

´ :

Voir la section 6.5.
Une hypothèse plus forte que l'Hypothèse 6.2.5 consisterait à supposer la conver-

gence uniformekf̂ ¡ f k1 = oP (1): Néanmoins, cette hypothèse est plus di�cile à mon-
trer pour les estimateurs que nous considèrerons. En e�et, si on considère les estimateurs
non paramétriques de la section 5.1, la relation (5.1.2) est valable sous des conditions
d'intégrabilité relativement faibles, à savoir supx

R
yC1=2+ "

G (y¡ )dF (yjX = x) < 1 .
Cette relation (5.1.2) est utile dans les problèmes tels que le nôtre où l'estimateur̂f
n'est évalué qu'aux points d'observationX i : En revanche, le résultat de convergence
uniforme du Théorème 5.1.3 est obtenu sous des conditions d'intégrabilité plus fortes.

Hypothèses sur la censure. Dans le cas où nous utilisons la transformation KSV,
on doit supposer queY ¤ possède un moment d'ordre 2, ce qui revient à faire une
hypothèse sur la censure.

Hypothèse 6.2.6 On suppose queEY ¤2 < 1 :
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On a vu au Chapitre 3 que ceci revenait à supposer que
Z

t2dF (t)
1 ¡ G (t)

< 1 :

Les Hypothèses 6.2.1 à 6.2.6 permettent d'énoncer la proposition suivante. Cette
proposition fournit que, si l'on connaît exactementS¡ 1

0 , on peut estimer de façon consis-
tante le paramètre dans l'une des approches présentées ci-dessus.

Proposition 6.2.1 Sous les Hypothèses 6.2.1 à 6.2.6,

sup
µ2 £

¯
¯
¯M n

³
µ; S¡ 1

0 ; f̂
´

¡ M 1
¡
µ; S¡ 1

0 ; f
¢̄̄
¯ = oP (1) ;

de sorte que

µ̂ideal
P! µ0:

Cette proposition peut être étendue à d'autres types de critères s'écrivant sous la
forme (6.1.3) (par exemple pour la transformation de Leurgans), en posant des condi-
tions de régularité sur les fonctionsÁ:

Preuve: Nous présentons la preuve de cette propostion pourÁn = Á dans la dé�-
nition (6.1.3). Ceci est su�sant pour prouver le résultat pour la fonction M n utilisée
dans l'étape d'estimation préliminaire.

Pour le cas général, en utilisant le Corollaire 6.2.3, on en déduit queµn est un
estimateur consistant. De ce fait, on peut remplacerÁn par Á dans la dé�nition (6.1.3)
de M n (c'est à dire remplacerJn par J (µ0

0x)) modulo un terme résiduel qui tend vers0
en probabilité (uniformément enµ). Par ailleurs, puisque, dans cette seconde approche,
nous nous restreignons à un ensemble£ n tendant vers f µ0g; par continuité de f µ en
µ (et convergence uniforme def̂ µ, voir à ce sujet le Théorème A.1), on ajJ (µ0

0X i )j ·
1f µ (µ0X i )>c= 2 + oP (1); pour tout µ 2 £ n :

Pour les deux fonctionsM n considérées, nous avons
¯
¯
¯M n

³
µ; S¡ 1

0 ; f̂
´

¡ M n
¡
µ; S¡ 1

0 ; f
¢̄̄
¯ ·

1
n

nX

i =1

j f̂ (µ0X i ; µ) ¡ f (µ0X i ; µ)jjZ (1)
i j1f µ (µ0X i )>c= 2

+ jf̂ (µ0X i ; µ) ¡ f (µ0X i ; µ)j2jZ (2)
i j1f µ (µ0X i )>c= 2;

où E [jZ (j )
i jjX i = x] est bornée uniformément enx; pour j = 1 ; 2; et où on a majoré1x2 B

par 1f µ (µ0x)>c= 2: Pour le premier terme, on décomposêf en f ¤ et Rn suivant (6.2.1). En
appliquant l'Hypothèse 6.2.5, on déduit que

sup
µ2 £

1
n

nX

i =1

j f̂ (µ0X i ; µ) ¡ f (µ0X i ; µ)jjZ (1)
i j1f µ (µ0X i )>c= 2 = oP (1):

Pour le second terme, on déduit de l'Hypothèse 6.2.5 quekf̂ ¡ f k1 = OP (1): De plus,
en utilisant (6.2.1), on a

sup
µ2 £

1
n

nX

i =1

j f̂ (µ0X i ; µ) ¡ f (µ0X i ; µ)jjZ (2)
i j1f µ (µ0X i )>c= 2 = oP (1):
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On en déduit que

sup
µ2 £

¯
¯
¯M n

³
µ; S¡ 1

0 ; f̂
´

¡ M n
¡
µ; S¡ 1

0 ; f
¢̄̄
¯ = oP (1):

A présent il reste à véri�er que
¯
¯M n

¡
µ; S¡ 1

0 ; f
¢

¡ M 1
¡
µ; S¡ 1

0 ; f
¢̄̄

converge unifor-
mément vers zéro. Il s'agit dès lors d'un problème purement paramétrique (f n'est plus
estimée). La convergence uniforme deM n (µ; S¡ 1

0 ; f ) se déduit aisément de l'Hypothèse
6.2.4.

Le Théorème suivant compare l'approche "idéale", et celle utilisée en pratique lorsque
l'on estime S¡ 1

0 : En corollaire immédiat, on obtient la consistance des di�érents estima-
teurs proposés.

Théorème 6.2.2 Sous les Hypothèses 6.2.1 à 6.2.6, on a

sup
µ2 £

¯
¯
¯M n

³
µ;Ŝ¡ 1; f̂

´
¡ M 1

¡
µ; S¡ 1

0 ; f
¢̄̄
¯ = oP (1) :

Corollaire 6.2.3 Sous les Hypothèses 6.2.1 à 6.2.6, on a

µn
P! µ0;

µ̂MC P! µ0;

µ̂SD P! µ0:

Preuve: De même que dans la preuve de la Proposition 6.2.1, on remplaceÁn par
Á dans la dé�nition (6.1.3) de M n ; c'est à dire qu'on remplaceJn par J (µ0

0x): Ecrivons
¯
¯
¯M n

³
µ;Ŝ¡ 1; f̂

´
¡ M 1

¡
µ; S¡ 1

0 ; f
¢̄̄
¯ ·

¯
¯
¯M n

³
µ; S¡ 1

0 ; f̂
´

¡ M 1
¡
µ; S¡ 1

0 ; f
¢̄̄
¯

+
¯
¯
¯M n

³
µ; S¡ 1

0 ; f̂
´

¡ M n

³
µ;Ŝ¡ 1; f̂

´ ¯
¯
¯ :

La première partie est étudiée par la Proposition 6.2.1. Par les Hypothèses 6.2.3 à 6.2.5
nous avons quekf̂ k1 = OP (1): De plus, on a, pour chacun des deux critères,

¯
¯
¯M n

³
µ; S¡ 1

0 ; f̂
´

¡ M n

³
µ;Ŝ¡ 1; f̂

´ ¯
¯
¯ · (kf̂ k1 + kf̂ k2

1 )
1
n

nX

i =1

sup
t<T i

¯
¯
¯
¯
¯
G (t) ¡ Ĝ (t)

1 ¡ Ĝ (t)

¯
¯
¯
¯
¯

£ Â
¡
Ti ; ±i ; X i ; S¡ 1

0

¢
;

avecÂ ¸ 0; et E [Â(Ti ; ±i ; X i ; S¡ 1
0 )] < 1 : Soit kn = (log n)2 (par exemple) et désignons

par T(k) la kème-statistique d'ordre de (T1; :::; Tn ). Par le Théorème 2.1.7 de Csörg�o
(1996), on a

sup
t · T( n ¡ k n )

¯
¯
¯
¯
¯
G (t) ¡ Ĝ (t)

1 ¡ Ĝ (t)

¯
¯
¯
¯
¯

= OP

³
k¡ 1=2

n

´
:
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Par ailleurs, en utilisant le Théorème 2.1.6, on obtient
¯
¯
¯M n

³
µ; S¡ 1

0 ; f̂
´

¡ M n

³
µ;Ŝ¡ 1; f̂

´ ¯
¯
¯ · OP

³
k¡ 1=2

n

´

+
OP (1)

n

nX

i =1

1Ti >T ( n ¡ k n ) Â
¡
Ti ; ±i ; X i ; S¡ 1

0

¢
:

La seconde somme est une somme de quantités positives ne dépendant pas deµ et dont
l'espérance tend vers zéro par le théorème de convergence dominée de Lebesgue, donc
cette somme estoP (1) uniformément en µ.

6.3 Normalité asymptotique

De même qu'en l'absence de censure, nous montrons que nos estimateurs deµ0, du
point de vue asymptotique, se comportent comme ceux que nous pourrions utiliser si
la véritable fonction f était connue. Ainsi, étudier la normalité asymptotique de ces
estimateurs se résume à étudier la normalité asymptotique des estimateurs correspon-
dants dans un modèle paramétrique de régression non linéaire, c'est à dire tels que ceux
étudiés au Chapitre 4.

Dans un premier temps, nous rappelons quelques éléments importants du cas pure-
ment paramétrique ("f connu") qui découlent directement des preuves des Théorèmes
4.2.2 et 4.2.4.

L'étape suivante consiste à montrer que, sous des hypothèses supplémentaires de
convergence pourf̂ ; ainsi que des hypothèses supplémentaires sur le modèle, les estima-
teurs semi-paramétriqueŝµMC et µ̂SD proposés dans ce chapitre sont asymptotiquement
équivalents aux estimateurs paramétriques correspondant.

A nouveau, les résultats de cette section pourraient être étendus à d'autres types de
critères sous des hypothèses portant sur la fonctionÁ intervenant dans (6.1.3).

6.3.1 Cas f connue

Par la suite, nous supposerons que, sur desoP (1)¡ voisinages deµ0;

M n
¡
µ; S¡ 1

0 ; f
¢

= M 1
¡
µ; S¡ 1

0 ; f
¢

+ OP

µ
kµ ¡ µ0k

p
n

¶
+ oP

¡
kµ ¡ µ0k2¢

+ Rn ; (6.3.1)

où Rn ne dépend pas deµ, et nous supposerons également que

M n
¡
µ; S¡ 1

0 ; f
¢

=
1
2

(µ ¡ µ0)0V (µ ¡ µ0) + ( µ ¡ µ0)0 Wnp
n

+ oP
¡
n¡ 1¢

+ Rn ; (6.3.2)

avec V une matrice constante etWn ) N (0; W ). Ces deux assertions découlent di-
rectement des preuves des Théorèmes 4.2.2 et 4.2.4. D'après les Théorèmes 1 et 2 de
Sherman (1994a), (6.3.1) fournit queµ̂ = OP

¡
n¡ 1=2

¢
, tandis que (6.3.2) permet de

déduire la loi asymptotique deµ̂.
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Hypothèses sur le modèle. Nous désignons parr µf (x; µ) le vecteur des dérivées
partielles def (µ0x; µ) par rapport à µ, et par r 2

µf la matrice hessienne def par rapport
à µ:

Hypothèse 6.3.1 f (µ0x; µ) est deux fois continûment di�érentiable par rapport àµ; et
r µf et r 2

µf sont des fonctions bornées deX et µ:

Dé�nissons les fonctions

Á1(x; y) = ( y ¡ f (µ0
0x; µ0)) r µf (X ; µ0)J (µ0

0X );

Á2(x; y) = yr µf (X ; µ0)J (µ0
0X );

et dé�nissons les matrices

V = E
£
J (µ0

0X )r µf (X ; µ0)0r µf (X ; µ0)
¤

;

wMC (T; ±; X) =
±[T ¡ f (µ0; X )]r µf (X ; µ0)J (µ0

0X )
1 ¡ G(T¡ )

+ °1(Á1; T; ±);

wSD (T; ±; X) = J (µ0
0X )

·
±Tr µf (X ; µ0)

1 ¡ G(T¡ )
¡ f (µ0

0X ; µ0)r µf (X ; µ0)
¸

+ °1(Á2; T; ±);

W MC = E[wMC wMC 0];

W SD = E[wSD wSD 0];

où la fonction °1 est dé�nie au Théorème 2.2.10. On déduit des preuves des Théorèmes
4.2.2 et 4.2.4 que, dans le cas oùf serait connue, les fonctionsM MC

n et M SD
n satisfont

(6.3.2), respectivement avec

W MC
n =

1
p

n

nX

i =1

±i [Ti ¡ f (µ0; X i )]r µf (X i ; µ0)J (µ0
0X i )

1 ¡ G(Ti ¡ )
+ °1(Á1; Ti ; ±i );

W SD
n =

1
p

n

nX

i =1

J (µ0
0X i )

·
±i Ti r µf (X i µ0)

1 ¡ G(Ti ¡ )
¡ f (µ0

0X i ; µ0)r µf (X i ; µ0)
¸

+ °1(Á2; Ti ; ±i ):

Par suite, dans le casf connue, et sous les Hypothèses 6.2.1 à 6.3.1,
p

n
³

µ̂MC ¡ µ0

´
) N

¡
0; V ¡ 1W MC V ¡ 1¢

;
p

n
³

µ̂SD ¡ µ0

´
) N

¡
0; V ¡ 1W SD V ¡ 1¢

:

6.3.2 Cas f inconnue

Commef est inconnue, nous avons besoin de conditions sur la qualité de l'estimation
de f par f̂ .

Hypothèses sur f . Si nous évaluons la fonctionr µf (x; µ) au point (x; µ0); une
adaptation directe du Lemme A.5 de Dominitz et Sherman (2005) montre que

r µf (x; µ0) = f 0(µ0
0x)f x ¡ E [X j µ0

0X = µ0
0x]g; (6.3.3)

où f 0désigne la dérivée par rapport àt de la fonction f (t; µ0); dans le cas où l'hypothèse
suivante est véri�ée.
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Hypothèse 6.3.2 On suppose que la fonctionf (t; µ0) est continuement dérivable par
rapport à t; de dérivéef 0 bornée.

Hypothèses sur f̂ .

Hypothèse 6.3.3 On rappelle la décomposition dêf provenant de l'Hypothèse 6.2.5,

f (µ0x; µ) = f ¤(µ0x; µ) + Rn (µ; x):

On suppose que

sup
x;µ2 £

jr µf ¤(x; µ) ¡ r µf (x; µ)j1f µ (µ0x)>c= 2 = oP (1);

et

sup
x:J (µ0

0x)=1

¯
¯f ¤(µ0

0x; x) ¡ f (µ0
0x; x)

¯
¯ = OP ("n ) ;

sup
x;µ2 £ n

jr µf ¤(x; µ) ¡ r µf (x; µ)j = OP
¡
"0

n

¢
;

avec"n "0
n = oP

¡
n¡ 1=2

¢
; et que, pour unoP (1)-voisinage£ n de µ0;

sup
µ2 £ n

¯
¯
¯
¯
¯
1
n

nX

i =1

±i 1f µ (µ0X i )>c= 2

1 ¡ G(Ti ¡ )
f Ti ¡ f (µ0X i ; µ)g

£ [r µf̂ (X i ; µ) ¡ r µf (X i ; µ)]
¯
¯
¯ = oP (n¡ 1=2); (6.3.4)

¯
¯
¯
¯
¯
1
n

nX

i =1

±i J (µ0
0X i )

1 ¡ G(Ti ¡ )
r µf (X i ; µ0)

£ [f̂ (µ0
0X i ; µ0) ¡ f (µ0

0X i ; µ0)]
¯
¯
¯ = oP (n¡ 1=2): (6.3.5)

D'autre part, on suppose que

sup
µ2 £

¯
¯
¯
¯
¯

nX

i =1

r µRn (µ; X i )Z i 1f µ (µ0X i )>c= 2

n[f ¤(µ0
0X i ; µ0) ¡ f (µ0

0X i ; µ0)]¡ 1

¯
¯
¯
¯
¯

= oP (n¡ 1=2); (6.3.6)

1
n

nX

i =1

jRn (µ0; X i )jjZ i j1f µ (µ0X i )>c= 2 = OP ("n ); (6.3.7)

sup
µ2 £

1
n

nX

i =1

jr µRn (µ; X i )jjRn (µ0; X i )jjZ i j1f µ (µ0X i )>c= 2 = oP (n¡ 1=2); (6.3.8)

pour toute variable jZ i j telle quesupx E[jZ i jjX i = x] < 1 :

Remarque 6.1 Un énoncé plus fort que l'Hypothèse 6.3.3 consisterait à imposer la
convergence uniforme der µf̂ ; ainsi que des vitesses de convergence dêf (µ0

0¢; µ0) et
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r µf̂ (x; µ0): Mais ce type d'hypothèse imposerait une condition d'intégrabilité supplé-
mentaire, voir à ce propos la discussion à la suite de l'Hypothèse 6.2.5.

Une alternative aux équations (6.3.5) et (6.3.8) serait de supposer quef (µ0
0¢; µ0) 2 H

et r µf (¢; µ0) 2 ~H; et quef̂ (µ0
0¢; µ0) 2 H et r µf̂ (¢; µ0) 2 ~H avec probabilité tendant vers 1,

où H et ~H désignent des classes de Donsker. Comme classes de Donsker nous pourrions
considérer

H =
©

h : R ! R; khk1 < A 1; kh0k1 < A 2
ª

;
~H = f (x; t ) ! xh1(t) + h2(t); h1; h2j 2 H k ; x 2 Rkg:

La classe H est Donsker par le Théorème 2.7.1 et son Corollaire 2.7.2 de Van der
Vaart et Wellner (1996). Pour ~H; on peut le montrer en considérant composante par
composante. Le résultat est alors une conséquence des Théorèmes 2.10.6 de Van der
Vaart et Wellner (1996). En e�et, ~H = xH + H k ; on applique les exemples 2.10.7 et
2.10.10 de Van der Vaart et Wellner (1996). Néanmoins, pour obtenir quer µf̂ (¢; µ0) 2
~H avec probabilité tendant vers 1, on a besoin d'étudier la convergence uniforme de

r 2
µf̂ (¢; µ0): Pour les estimateurs à noyau que nous considérons, ceci conduit à imposer

des conditions sur le paramètre de lissageh qui ne permettent pas de choisir unh de
l'ordre reconnu comme optimal en l'absence de censure, à savoirh = O(n¡ 1=5): Pour
cette raison, nous ne considérerons pas ce point de vue. Cette approche sera en revanche
utilisée au Chapitre 8, où les conditions (6.3.4) à (6.3.8) sont plus délicates à véri�er.

Nous pouvons à présent énoncer notre résultat de normalité asymptotique.

Théorème 6.3.1 Sous les Hypothèses 6.2.1 à 6.3.3, nous avons

p
n

³
µ̂MC ¡ µ0

´
) N

¡
0; V ¡ 1W MC V ¡ 1¢

;
p

n
³

µ̂SD ¡ µ0

´
) N

¡
0; V ¡ 1W SD V ¡ 1¢

:

Preuve: On applique tout d'abord la Proposition 6.5.4 pour obtenir queJn (µ0
nX i )

peut être remplacé parJ (µ0
0X i ) ou par 1f µ (µ0X i )>c= 2, plus des termes arbitrairement

petits. Par ailleurs, on se place sur£ n qui est un oP (1)¡ voisinage deµ0.
Preuve pour ÁMC . On écrit

M n

³
µ;Ŝ¡ 1; f̂

´
= M n

³
µ;Ŝ¡ 1; f

´

¡
2
n

nX

i =1

±i J (µ0
0X i ) (Ti ¡ f (µ0X i ; µ))

1 ¡ Ĝ (Ti ¡ )

£
h
f̂

¡
µ0X i ; µ

¢
¡ f

¡
µ0X i ; µ

¢i

¡
2
n

nX

i =1

±i J (µ0
0X i )

1 ¡ Ĝ (Ti ¡ )

h
f̂

¡
µ0X i ; µ

¢
¡ f

¡
µ0X i ; µ

¢i 2

= M n

³
µ;Ŝ¡ 1; f

´
¡ 2A1n ¡ 2B1n :



166 Chapitre 6

On décompose dans un premier tempsA1n en quatre termes,

A1n =
1
n

nX

i =1

±i J (µ0
0X i ) (Ti ¡ f (µ0

0X i ; µ0))

1 ¡ Ĝ (Ti ¡ )

h
f̂

¡
µ0

0X i ; µ0
¢

¡ f
¡
µ0

0X i ; µ0
¢i

+
±i J (µ0

0X i ) ( f (µ0
0X i ; µ0) ¡ f (µ0X i ; µ))

1 ¡ Ĝ (Ti ¡ )

£
h
f̂

¡
µ0X i ; µ

¢
¡ f

¡
µ0X i ; µ

¢
¡ f̂

¡
µ0

0X i ; µ0
¢

+ f
¡
µ0

0X i ; µ0
¢i

+
±i J (µ0

0X i ) ( f (µ0
0X i ; µ0) ¡ f (µ0X i ; µ))

1 ¡ Ĝ (Ti ¡ )

h
f̂

¡
µ0

0X i ; µ0
¢

¡ f
¡
µ0

0X i ; µ0
¢i

+
±i J (µ0

0X i ) (Ti ¡ f (µ0
0X i ; µ0))

1 ¡ Ĝ (Ti ¡ )

£
h
f̂

¡
µ0X i ; µ

¢
¡ f

¡
µ0X i ; µ

¢
¡ f̂

¡
µ0

0X i ; µ0
¢

+ f
¡
µ0

0X i ; µ0
¢i

= A2n + A3n + A4n + A5n .

A2n ne dépend pas deµ.
Pour A3n , on utilise l'Hypothèse 6.3.1 pour bornerf (µ0

0X ; µ0) ¡ f (µ0X ; µ) par M £
kµ¡ µ0k par un développement de Taylor. On voit que, par un développement de Taylor
au premier ordre, le crochet dansA3n est égal à(µ ¡ µ0)0[r µf̂ (X ; ~µ) ¡ r µf (X ; ~µ)] pour
un ~µ 2 £ n : Par ailleurs, en utilisant la Proposition 6.5.4, on peut remplacerJ (µ0

0X ) par
1f f ~µ ( ~µ0X )>c= 2g: On utilise l'Hypothèse 6.3.3. On a

r µf̂ (X ; ~µ) ¡ r µf (X ; ~µ) = fr µf ¤(X ; ~µ) ¡ r µf (X ; ~µ)g + r µRn (µ; X ):

Par la convergence uniforme der µf ¤(X ; ~µ) (Hypothèse 6.3.3), l'accolade tend vers0
uniformément en µ et X tel que 1f f ~µ ( ~µ0X )>c= 2g = 1 : On a donc

jA3n j · oP (kµ ¡ µ0k2) + kµ ¡ µ0k2 sup
t<T ( n )

¯
¯
¯
¯
¯
1 ¡ G(t)

1 ¡ Ĝ(t)

¯
¯
¯
¯
¯

1
n

nX

i =1

±i 1f f ~µ ( ~µ0X i )>c= 2gr µRn (µ; X i )

1 ¡ G(Ti ¡ )
:

Le Théorème 2.1.6 et la relation (6.3.6) fournissent quejA3n j = oP (kµ ¡ µ0k2):
Pour A4n ; on utilise un développement de Taylor au second ordre pour obtenir

A4n =
1
n

nX

i =1

±i J (µ0
0X i ) (µ ¡ µ0)

1 ¡ Ĝ (Ti ¡ )

0

r µf (X i ; µ0)
h
f̂

¡
µ0

0X i ; µ0
¢

¡ f
¡
µ0

0X i ; µ0
¢i

+ oP (kµ ¡ µ0k2);

Par (6.3.5) on obtient A4n = oP (kµ ¡ µ0kn¡ 1=2):
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De façon similaire, pourA5n , nous avons

A5n =
(µ ¡ µ0)0

n

nX

i =1

±i J (µ0
0X i ) (Ti ¡ f (µ0

0X i ; µ0))
1 ¡ G (Ti ¡ )

£
h
r µf̂

³
X i ; ~µ

´
¡ r µf

³
X i ; ~µ

´i

=
(µ ¡ µ0)0

n

nX

i =1

±i 1f ~µ ( ~µ0X i )>c= 2

³
Ti ¡ f

³
~µ0X i ; ~µ

´´

1 ¡ G (Ti ¡ )

£
h
r µf̂

³
X i ; ~µ

´
¡ r µf

³
X i ; ~µ

´i
+ oP (kµ ¡ µ0k2);

où l'on a utilisé que

jf (µ0
0X i ; µ0) ¡ f ( ~µ0X i ; ~µ)j · C £ k ~µ ¡ µ0k · C0kµ ¡ µ0k:

Pour le terme principal, on utilise la relation (6.3.4) de sorte que l'on obtientA5n =
oP (kµ ¡ µ0kn¡ 1=2) + oP (kµ ¡ µ0k2):

Pour B1n , écrivons

B1n =
1
n

nX

i =1

±i J (µ0
0X i )

1 ¡ Ĝ (Ti ¡ )

£
h
f̂

¡
µ0X i ; µ

¢
¡ f

¡
µ0X i ; µ

¢
¡ f̂

¡
µ0

0X i ; µ0
¢

+ f
¡
µ0

0X i ; µ0
¢i 2

+
±i J (µ0

0X i )

1 ¡ Ĝ (Ti ¡ )

h
f̂

¡
µ0

0X i ; µ0
¢

¡ f
¡
µ0

0X i ; µ0
¢i

+
±i J (µ0

0X i )

1 ¡ Ĝ (Ti ¡ )

h
f̂

¡
µ0

0X i ; µ0
¢

¡ f
¡
µ0

0X i ; µ0
¢i

£
h
f̂

¡
µ0X i ; µ

¢
¡ f

¡
µ0X i ; µ

¢
¡ f̂

¡
µ0

0X i ; µ0
¢

+ f
¡
µ0

0X i ; µ0
¢i

Par un développement de Taylor au premier ordre et des arguments similaires à ceux
utilisés pour A3n ; qui utilisent l'Hypothèse 6.3.3, on obtient que le premier terme est
de l'ordre oP

¡
kµ ¡ µ0k2

¢
. Le deuxième terme ne dépend pas deµ: Pour le troisième, un

développement de Taylor au premier ordre permet de le réécrire

(µ ¡ µ0)0

n

nX

i =1

±i J (µ0
0X i ) [f ¤ (µ0

0X i ; µ0) ¡ f (µ0
0X i ; µ0)]

h
r µf ¤(~µ; X i ) ¡ r µf ( ~µ; X i )

i

1 ¡ Ĝ(Ti ¡ )

+
(µ ¡ µ0)0

n

nX

i =1

±i J (µ0
0X i ) [f ¤ (µ0

0X i ; µ0) ¡ f (µ0
0X i ; µ0)] r µRn (~µ; X i )

1 ¡ Ĝ(Ti ¡ )

+
(µ ¡ µ0)0

n

nX

i =1

J (µ0
0X i )±i Rn (µ0; X i )

h
r µf ¤(~µ; X i ) ¡ r µf ( ~µ; X i )

i

1 ¡ Ĝ(Ti ¡ )

+
(µ ¡ µ0)0

n

nX

i =1

J (µ0
0X i )±i Rn (µ0; X i )r µRn (~µ; X i )

1 ¡ Ĝ(Ti ¡ )
:
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Une nouvelle fois, on peut utiliser la Proposition 6.5.4 pour remplacerJ (µ0
0X i ) par

l'indicatrice 1f f ~µ ( ~µ0X )>c= 2g: On utilise également le Théorème 2.1.6 pour remplacer̂G par
G: Pour montrer que le premier terme est négligeable, on utilise la vitesse de convergence
de f ¤(µ0

0¢; µ0) et r µf ¤(µ0; ¢) fournie par l'Hypothèse 6.3.3. Pour le second terme, on
utilise la vitesse de convergence def ¤(µ0

0¢; µ0) et (6.3.6). De même pour le troisième
terme, en utilisant cette fois la vitesse der µf ¤(µ0; ¢) et (6.3.7). Pour le dernier terme,
on utilise (6.3.8). On obtient �nalement que B1n = oP (kµ ¡ µ0k2) + oP (kµ ¡ µ0kn¡ 1=2):

Nous venons de montrer que

M n

³
µ;Ŝ¡ 1; f̂

´
= M n

¡
µ; S¡ 1

0 ; f
¢

+ oP

µ
kµ ¡ µ0k

p
n

¶
+ oP

¡
kµ ¡ µ0k2¢

;

sur un ensemble de probabilité tendant vers1 Rappelons de plus que sont satisfaites
les conditions (6.3.1) et (6.3.2). De là,kµ ¡ µ0k = OP

¡
n¡ 1=2

¢
par le Théorème 1 de

Sherman (1994a), et puisque, sur des voisinages d'ordreOP
¡
n¡ 1=2

¢
de µ0,

M n (µ; f µ) =
1
2

(µ ¡ µ0)0V (µ ¡ µ0) +
1

p
n

(µ ¡ µ0)0Wn + oP
¡
n¡ 1¢

;

nous pouvons appliquer le Théorème 2 de Sherman pour conclure sur la loi asympto-
tique.

Preuve pour ÁSD . On procède de même que pourÁMC , la seule di�érence étant
dans le fait queĜ n'apparaît pas dans les termes oùT n'apparaît pas au numérateur.

Si nous utilisons f̂ dé�nie par (6.1.2) pour estimer l'espérance conditionnellem, la
proposition suivante fournit les propriétés asymptotiques de cette procédure.

Proposition 6.3.2 Sous les Hypothèses 6.2.1 à 6.3.3, pour toutu tel quef µ0
0X (u) > 0,

p
nh

³
f̂ (u; µ̂) ¡ f (u; µ0) ¡ h2¯ (u)

´
) N (0; K 2vµ0 (u)f µ0

0X (u)¡ 1);

où
¯ (u) = K 1=2

£
@2

u f (u; µ0) + 2 @u f (u; µ0)
¤

f 0
µ0

0X (u)f µ0
0X (u)¡ 1;

et K 1 =
R

jK 0(u)jdu, K 2 =
R

jK 00(u)jdu:

La preuve de la Proposition 6.3.2, est fournie à la section 6.5.

6.4 Comparaison par simulation

Dans cette section, nous comparons le comportement de nos estimateurs avec ceux
proposés par Burke and Lu (2005) utilisant la technique "average derivative". Nous
avons considéré trois con�gurations.
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Con�g 1 Con�g 2 Con�g 3

" » N (0; 2) " » N (0; 1) " » N (0; 1=16)
X » U [¡ 2; 2]  U [¡ 2; 2] X » U [0; 1]  U [0; 1] X » B (0:6)  U [¡ 1; 1]

f (µ0x; µ) = 1 =2(µ0x)2 + 1 f (µ0x; µ) = 2e(0 :5µ0x )

0:5+ µ0x f (µ0x; µ) = 1 + 0 :1(µ0x)2

¡ 0:2(µ0x ¡ 1)
µ0 = (1 ; 1)0 µ0 = (1 ; 2)0 µ0 = (1 ; 2)0

C » U [0; ¸ 1] C » E (¸ 2) C » E (¸ 3)

La première con�guration est utilisée par Burke and Lu (2005) dans leur procédure
de simulation. Observons que, dans ce modèle, l'Hypothèse (1.1.1) n'est pas satisfaite
(cette condition (1.1.1) est également nécessaire dans l'approche de Burke et Lu), mais
ceci n'a pour seule conséquence que d'introduire un biais asymptotique dans l'estima-
tion. Dans la seconde con�guration, on ne rencontre plus ce problème, puisqueC est
exponentielle. Dans la troisième con�guration,B(p) désigne la loi de Bernoulli de para-
mètre p; de sorte queX ne possède pas de densité par rapport à la mesure de Lebesgue,
mais c'est le cas pourµ0X . Dans cette situation, on s'attend à ce que la technique "ave-
rage derivative" ne se comporte pas bien, puisqu'elle demande queX ait une densité.

Dans chaque con�guration, sont simulés 1000 échantillons de di�érentes taillesn:
Pour chaque échantillon, les trois estimateurŝµMC ; µ̂SD ; et µ̂AD (qui désigne l'estimateur
"average derivative" de Burke et Lu, 2005) sont calculés. Par la suite, on évaluekµ̂¡ µ0k2

pour chaque estimateur, dans le but d'estimer l'erreur quadratique moyenneE[kµ̂¡ µ0k2]:
Nous utilisons des valeurs di�érentes pour les paramètreşi dans le but de modi�er la
proportion d'observations censurées (15%; 30%; et 50% respectivement). Les résultats
sont présentés dans le tableau ci-dessous.

Globalement, les performances des di�érents estimateurs diminuent quand la pro-
portion d'observations censurées augmente. Les performances deµ̂MC et µ̂SD sont à
peu près similaires. Dans toutes les con�gurations envisagées,µ̂MC et µ̂SD semblent
plus performants queµ̂AD : Ainsi qu'on l'attendait, dans la situation où X n'a pas de
densité, l'estimateur µ̂AD ne converge pas, tandis que les deux autres se comportent
mieux.
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Con�g 1 n = 30 n = 50 n = 100

¸ 1 = 2 :4 µ̂AD 4:8656£ 10¡ 2 2:6822£ 10¡ 2 1:1733£ 10¡ 2

µ̂MC 1:2814£ 10¡ 4 4:0350£ 10¡ 5 2:0694£ 10¡ 5

µ̂SD 1:2200£ 10¡ 4 8:3869£ 10¡ 5 1:3820£ 10¡ 5

¸ 1 = 1 :17 µ̂AD 4:5757£ 10¡ 2 3:3285£ 10¡ 2 1:8236£ 10¡ 2

µ̂MC 1:5713£ 10¡ 4 3:8088£ 10¡ 5 2:9482£ 10¡ 5

µ̂SD 1:6925£ 10¡ 4 4:0177£ 10¡ 5 1:9924£ 10¡ 5

¸ 1 = 0 :1 µ̂AD 1:0102£ 10¡ 1 7:4870£ 10¡ 2 5:0438£ 10¡ 2

µ̂MC 8:3666£ 10¡ 4 1:3010£ 10¡ 4 3:7669£ 10¡ 5

µ̂SD 1:2000£ 10¡ 3 6:7356£ 10¡ 5 2:3650£ 10¡ 5

Con�g 2 n = 30 n = 50 n = 100

¸ 2 = 0 :2 µ̂AD 4:1260£ 10¡ 1 3:6920£ 10¡ 1 3:4151£ 10¡ 1

µ̂MC 7:8201£ 10¡ 3 6:5401£ 10¡ 3 5:8660£ 10¡ 3

µ̂SD 1:8296£ 10¡ 2 1:4721£ 10¡ 2 1:1034£ 10¡ 2

¸ 2 = 0 :1 µ̂AD 3:5199£ 10¡ 1 3:3522£ 10¡ 1 2:8713£ 10¡ 1

µ̂MC 1:2301£ 10¡ 2 7:8301£ 10¡ 3 7:7180£ 10¡ 3

µ̂SD 2:0822£ 10¡ 2 2:0301£ 10¡ 2 1:9741£ 10¡ 2

¸ 2 = 0 :05 µ̂AD 1:6238 1:5553 1:5223
µ̂MC 1:6312£ 10¡ 2 1:5100£ 10¡ 2 1:2013£ 10¡ 2

µ̂SD 3:0344£ 10¡ 2 2:7057£ 10¡ 2 2:2510£ 10¡ 2

Con�g 3 n = 30 n = 50 n = 100

¸ 3 = 11 µ̂AD > 10 > 10 > 10
µ̂MC 4:1896£ 10¡ 4 3:1530£ 10¡ 4 1:7453£ 10¡ 4

µ̂SD 4:6218£ 10¡ 4 1:8696£ 10¡ 4 1:5286£ 10¡ 4

¸ 3 = 4 µ̂AD > 10 > 10 > 10
µ̂MC 9:1584£ 10¡ 4 3:3124£ 10¡ 4 2:8984£ 10¡ 4

µ̂SD 3:4912£ 10¡ 4 2:3344£ 10¡ 4 2:2457£ 10¡ 4

¸ 3 = 2 µ̂AD > 10 > 10 > 10
µ̂MC 2:0159£ 10¡ 2 1:1431£ 10¡ 2 2:4111£ 10¡ 4

µ̂SD 9:0591£ 10¡ 4 2:0668£ 10¡ 4 1:9921£ 10¡ 4

6.5 Lemmes techniques

6.5.1 Propriétés de f̂

Nous prouvons ici quelques propriétés satisfaites par l'estimateur̂f de�ni par (6.1.2),
et plus particulièrement nous montrons que cet estimateur satisfait les Hypothèses 6.2.5
et 6.3.3.

Comme annoncé, nous décomposonŝf de la façon suivante,

f̂ (µ0x; µ) = f ¤(µ0x; µ) + Rn (µ; x);
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où l'on dé�nit

f ¤ ¡
µ0x; µ

¢
=

P n
i =1 Y ¤

i K
³

µ0X i ¡ µ0x
h

´

P n
i =1 K

³
µ0X i ¡ µ0x

h

´ ;

c'est à dire l'estimateur "idéal" basé sur les véritables (inaccessibles)Y ¤
i .

Hypothèses sur le noyau.

Hypothèse 6.5.1 � K est symétrique, positif, à variation bornée.K est continue-
ment dérivable, et sa dérivée est à variation bornée.

�
R

K (s)ds = 1 :
� K a pour support [¡ 1; 1].

Hypothèse sur la fenêtre.

Hypothèse 6.5.2 La fenêtre satisfait
� nh4[logn] ! 1 ;
� nh8 ! 0:

Hypothèses de moments.

Hypothèse 6.5.3 On suppose
Z

y4dF(y)
[1 ¡ G(y)]3 < 1 :

La première proposition énoncée ici assure que la fonctionf ¤ satisfait les propriétés
de convergence uniforme demandées par les Hypothèses 6.2.5 et 6.3.3.

Proposition 6.5.1 Sous les Hypothèses 6.5.1 à 6.5.3, on a

sup
x;µ i n£

¯
¯f ¤(µ0x; µ) ¡ f (µ0x; µ)

¯
¯ 1f µ (µ0x)>c= 2 = oP (1);

sup
x;µ i n£

¯
¯r µf ¤(µ0x; µ) ¡ r µf (µ0x; µ)

¯
¯ 1f µ (µ0x)>c= 2 = oP (1);

sup
x:J (µ0

0x)=1

¯
¯f ¤(µ0

0x; µ0) ¡ f (µ0
0x; µ0)

¯
¯ = OP (n¡ 1=2h¡ 1=2[logn]1=2 + h2);

sup
x

¯
¯r µf ¤(µ0

0x; µ0) ¡ r µf (µ0
0x; µ0)

¯
¯ 1f µ (µ0x)>c= 2 = OP (n¡ 1=2h¡ 3=2[logn]1=2 + h2):

Avec les notations de l'Hypothèse 6.3.3,"n = n¡ 1=2h¡ 1=2[logn]1=2 + h2; et "0
n =

n¡ 1=2h¡ 1=2[logn]3=2 + h2: En utilisant les hypothèses sur la fenêtreh; on obtient "n "0
n =

oP (n¡ 1=2):
Preuve: Conséquence du Théorème A.1.

Proposition 6.5.2 On suppose que, pour un certaiń > 0;

sup
x

¯
¯
¯
¯

Z
yC1=2+ ´ (y¡ )dF (yjX = x)

¯
¯
¯
¯ < 1 : (6.5.1)

Sous les Hypothèses du Théorème 6.3.1 et sous les Hypothèses 6.5.1 à 6.5.3,f̂ et r µf̂
satisfont (6.3.4) et (6.3.5).
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Bien que Burke et Lu (2005) ne mentionnent pas d'hypothèse du type (6.5.1), une
telle hypothèse est implicitement requise dans leur démarche. Dans leur preuve de leur
Lemme A.7 page 199 de Burke et Lu (2005), les auteurs se réfèrent à l'équation (2.29)
de Lai, Ying et Zheng (1995). (Voir page 275 de Lai, Ying et Zheng que la condition C3
de Lai, Ying et Zheng est nécessaire pour obtenir leur équation (2.29).)

Preuve: Remarquons tout d'abord que, si l'on remplacef̂ par f ¤; (6.3.5) et (6.3.6)
sont satisfaites, voir Delecroix, Hristache, Patilea (2006), Lemme C.2.

Nous ne prouvons que (6.3.6), la preuve pour (6.3.5) étant similaire. Pour prouver
(6.3.6), exprimons

r µRn (µ; x) =
h¡ 1 P n

i =1 (X i ¡ X j )K 0
³

µ0X i µ0x
h

´
(Win ¡ W ¤

i )Ti

n¡ 1
P n

i =1 K
³

µ0X i µ0x
h

´

+

P n
i =1

(X i ¡ X j )
h K 0

³
µ0X i µ0x

h

´ P n
i =1 K

³
µ0X i µ0x

h

´
(Win ¡ W ¤

i )Ti
h
n¡ 1

P n
i =1 K

³
µ0X i µ0x

h

´i 2

= R(1)
n (µ; x) + R(2)

n (µ; x):

Nous considérons uniquement

Sµ =
1
n

nX

i =1

±i 1f µ (µ0X i )>c= 2(Ti ¡ f (µ0X i ; µ))R(1)
n (µ; X i )

1 ¡ G(Ti ¡ )
;

l'autre terme étant similaire. En écrivant Sµ sous forme deU¡ processus,

Sµ =
X

i;j

W ¤
i 1f µ (µ0X i )>c= 2(Ti ¡ f (µ0X i ; µ))( X j ¡ X i )Tj (Wjn ¡ W ¤

j )

h2f̂ µ(µ0X i )
K 0

µ
µ0X i ¡ µ0X j

h

¶
:

Par le Théorème A.1, on a

sup
x;µ

¯
¯
¯
¯
¯

1
nh2

nX

i =1

(X i ¡ x)1f µ (µ0X i )>c= 2K 0
µ

µ0X i ¡ µ0x
h

¶
±i (Ti ¡ f (µ0X i ; µ))

1 ¡ G(Ti )

¯
¯
¯
¯
¯

= OP ([log n]1=2n¡ 1=2h¡ 3=2): (6.5.2)

En e�et, E [±i (Ti ¡ f (µ0X i ; µ)) f 1 ¡ G(Ti ¡ )g¡ 1jµ0X i ] = 0 : Par ailleurs

jSµj ·
nX

i =1

jWin ¡ W ¤
i jjTi j1f µ (µ0X i )>c= 2

f̂ µ(µ0X i )

£

¯
¯
¯
¯
¯

1
nh2

nX

i =1

(X i ¡ x)K 0
µ

µ0X i ¡ µ0x
h

¶
±i (Ti ¡ f (µ0X i ; µ))

1 ¡ G(Ti )

¯
¯
¯
¯
¯

· OP (n¡ 1h¡ 3=2[logn]1=2)
1
n

nX

i =1

±i jTi jC1=2+ ´ (Ti ¡ )
1 ¡ G(Ti ¡ )

;
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et en utilisant (6.5.1), on déduit que

sup
µ2 £

jSµj = oP (n¡ 1=2):

La proposition suivante assure que le resteRn satisfait les conditions des Hypothèses
6.2.5 et 6.3.3.

Proposition 6.5.3 On suppose (6.5.1). On a alors, sous les Hypothèses du Théorème
6.3.1 et les Hypothèses 6.5.1 à 6.5.3,

kRnk1 = OP (1);

sup
µ2 £ n

1
nh

nX

i =1

jZ i jjRn (µ; X i )j1f µ (µ0X i )>c= 2 = oP (1);

sup
µ2 £

¯
¯
¯
¯
¯

nX

i =1

jZ i jr µRn (µ; X i )1f µ (µ0X i )>c= 2

n[f ¤(µ0
0X i ; µ0) ¡ f (µ0

0X i ; µ0)]¡ 1

¯
¯
¯
¯
¯

= oP (n¡ 1=2);

1
n

nX

i =1

jZ i jjRn (µ; X i )jjr µRn (µ0; X i )j1f µ0 (µ0
0X j )>c 1f µ (µ0X j )>c= 2 = oP (n¡ 1=2):

Preuve: On exprime

Rn (µ; x) =
1

nh

nX

i =1

±i Ti

[1 ¡ G(Ti ¡ )]f̂ µ(µ0X i )
K

µ
µ0X i ¡ µ0x

h

¶ Ã
Ĝ(Ti ¡ ) ¡ G(Ti ¡ )

1 ¡ Ĝ(Ti ¡ )

!

:

En utilisant le Théorème 2.1.6, il est clair que, par convergence uniforme dêf µ;

jRn (µ; x)j · OP (1) £
1

nh

nX

i =1

K
µ

µ0X i ¡ µ0x
h

¶
jY ¤

i j:

Le supremum enµ et x de cette dernière somme est unOP (1) par le Théorème A.1. De
plus, soit Z i une variable aléatoire telle quesupx E[jZ i jjX = x] soit bornée. Considérons

1
nh

nX

i =1

jZ i jjRn (µ; X i )j1f µ (µ0X i )>c= 2 =
1

n2h

X

i 6= j

jZ i jjWjn ¡ W ¤
j jK

µ
µ0X i ¡ µ0X j

h

¶

£j Tj j f̂ µ(µ0X i )¡ 11f µ (µ0X i )>c= 2

+ OP (1) £
1

n2h

nX

i =1

jZ i jK (0):

Le dernier terme estOP (n¡ 1h¡ 1) = oP (1): Dé�nissons, pour tout ¿ < ¿H ;

Sµ
n (¿) =

1
n2h

X

i 6= j

jZ i j(Wjn ¡ W ¤
j )jTj jK

µ
µ0X i ¡ µ0X j

h

¶
f̂ µ(µ0X i )¡ 11f µ (µ0X i )>c= 21Tj · ¿:
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On a Sn (¿) = OP (n¡ 1=2) = oP (1) pour tout ¿ < ¿H : On applique ensuite la Proposition
2.2.12 en remarquant que

Sµ
n (¿H ) ¡ Sµ

n (¿) = OP (1) £
1

n2h

X

i 6= j

jZ i jK
µ

µ0X i ¡ µ0X j

h

¶
1Ti >¿ :

On en déduit que

sup
µ2 £

1
nh

nX

i =1

jZ i jjRn (µ; X i )j1f µ (µ0X i )>c= 2 = oP (1):

Pour obtenir une vitesse, enµ0 (pour obtenir la condition (6.3.7)), on utilise le
Lemme 2.2.3. On obtient ainsi

Sµ0
n (¿H ) · OP (n¡ 1=2)£

1
n2h

X

i 6= j

jZ i j
±j C1=2+ "

G (Tj ¡ )jTj j
1 ¡ G(Tj ¡ )

K
µ

µ0
0X i ¡ µ0

0X j

h

¶
+ OP (n¡ 1h¡ 1):

Par ailleurs, par (6.5.1), la somme est d'espérance �nie, de sorte que

1
nh

nX

i =1

jZ i jjRn (µ0; X i )j = OP (n¡ 1=2) + OP (n¡ 1h¡ 1):

Concernant r µRn (µ; x); remarquons que

sup
µ2 £ ;x

¯
¯
¯
¯
¯
1
n

nX

i =1

Z i K 0
µ

µ0X i ¡ µ0x
h

¶
[f ¤(µ0

0X i ; µ0) ¡ f (µ0
0X i ; µ0)]

¯
¯
¯
¯
¯

= OP (n¡ 1=2):

Cette assertion se démontre en utilisant le Corollaire 4 de Sherman (1994a). On en
déduit, à partir de l'expression der µRn fournie au début de la Proposition 6.5.2, et en
utilisant de plus le Lemme 2.2.3, que

sup
µ2 £

¯
¯
¯
¯
¯

nX

i =1

jZ i jr µRn (µ; X i )1f µ (µ0X i )>c= 2

n[f ¤(µ0
0X i ; µ0) ¡ f (µ0

0X i ; µ0)]¡ 1

¯
¯
¯
¯
¯

·
OP (n¡ 1h¡ 2)

n

nX

i =1

±i jTi jC1=2+ ´ (Ti ¡ )
1 ¡ G(Ti ¡ )

:

Il reste à considérer

S0
n

µ(¿H ) =
1
n

nX

i =1

jZ i jjR¿H
n (µ; X i )jjr µR¿H

n (µ0; X i )j1f µ0 (µ0
0X j )>c 1f µ (µ0X j )>c= 2;

où R¿ et r µR¿ sont des versions tronquées deR et r µR (où on écarte les termesi tels
queTi > ¿). On considère alors les versions tronquéesS0

n
µ(¿): De supi jWin ¡ W ¤

i j1Ti · ¿ =
OP (n¡ 1=2); on déduit que

jS0
n

µ(¿)j · OP (n¡ 1h¡ 2) £ Wn (µ);
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avecsupµ2 £ jWn (µ)j = OP (1); de sorte que

sup
µ2 £

jS0
n

µ(¿)j = oP (n¡ 1=2):

Il reste à appliquer la Proposition 2.2.12. Pour cela, par le Lemme 2.2.3, on obtient

jS0
n

µ(¿h) ¡ S0
n

µ(¿)j ·
OP (n¡ 1=2)

n2h

X

i 6= j

±i jTi jC1=2+ " (Ti ¡ )jZ j j
1 ¡ G(Ti ¡ )

K
µ

µ0
0X i ¡ µ0

0X j

h

¶
1Tj >¿

£jr µRn (µ; X i )j1f µ (µ0X j )>c= 21f µ0 (µ0
0X j )>c :

De même que pourRn ; on montre kr µRnk1 = OP (1); de sorte que la Proposition
2.2.12 s'applique.

6.5.2 Preuve de la Proposition 6.3.2

Si on remplacef̂ par f ¤; le résultat se déduit de Härdle et Stoker (1989).
Par ailleurs, on a, en utilisant le Lemme 2.2.3

jRn (µ̂; x)j · OP (n¡ 1=2) £
1

nh

nX

i =1

±i jTi jC1=2+ ´ (Ti ¡ )1f µ̂ (µ̂0X i )>c= 2

1 ¡ G(Ti ¡ )
K

Ã
µ̂0X i ¡ µ̂0x

h

!

:

K étant borné, et à support compact, on peut majorer

K (µ0x=h) · M £ 1µ0x=h< 1:

En utilisant le fait que µ̂ ¡ µ0 = OP (n¡ 1=2); on peut appliquer la Proposition 6.5.4, de
sorte que

jRn (µ̂; x)j · OP (n¡ 1=2) £
1

nh

nX

i =1

±i jTi jC1=2+ ´ (Ti ¡ )1µ0
0 (X i ¡ x)=h< 2

1 ¡ G(Ti ¡ )
+ oP (n¡ 1=2):

On en déduit que
f̂ (µ̂0x; µ̂) = f ¤(µ̂0x; µ̂) + OP (n¡ 1=2);

et le résultat suit.

6.5.3 Trimming

Dans la proposition suivante, nous justi�ons que le trimming Jn (µ0
nx) peut être

remplacé parJ (µ0
0x) modulo des termes su�samment petits, ou par1f µ (µ0x)>c= 2: En e�et,

l'Hypothèse 6.2.3 et la convergence deµn fournissent quesupµ2 £ n ;x j f̂ µ(µ0x)¡ f µ0 (µ0
0x)j =

oP (1): Une autre utilisation de cette proposition est employée dans la preuve de la
Proposition 6.3.2.
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Proposition 6.5.4 Soit gn une fonction telle quesupµ2 £ n ;x jgn (µ; x) ¡ gn (µ0; x)j =
oP (1): Soit

Ui = ( Ti ; ±i ; X i ):

On a alors, pour tout k > 0;

1
n

nX

i =1

Á(µ; Ui )1gn (µ;X i )>c= 2 =
1
n

nX

i =1

Á(µ; Ui )1gn (µ0 ;X i )>c

+ oP

Ã
1
n

nX

i =1

Á(µ; Ui )1gn (µ0 ;X i )>c

!

+ oP (n¡ k ):

Preuve: Voir également Lemme B.2 de Delecroix, Hristache, Patilea (2006). Pour
tout ± > 0 su�samment petit,

¯
¯
¯
¯
¯
1
n

nX

i =1

Á(µ; Ui )(1gn (µ0 ;X i )>c ¡ 1gn (µ;X i )>c= 2)

¯
¯
¯
¯
¯

·

¯
¯
¯
¯
¯
1
n

nX

i =1

Á(µ; Ui )1X i :jgn (µ0 ;X i )¡ cj<±

¯
¯
¯
¯
¯
+

¯
¯
¯
¯
¯
1
n

nX

i =1

Á(µ; Ui )1jgn (µ;X i )¡ gn (µ0 ;X i )j>±

¯
¯
¯
¯
¯
: (6.5.3)

D'après Delecroix, Hristache, et Patilea (2006), on a, si± ! 0;

¯
¯
¯
¯
¯
1
n

nX

i =1

Á(µ; Ui )1X i :jgn (µ0 ;X i )¡ cj<±

¯
¯
¯
¯
¯

= o(

¯
¯
¯
¯
¯
1
n

nX

i =1

Á(µ; Ui )1X i :gn (µ0 ;X i )>c

¯
¯
¯
¯
¯
):

Par ailleurs, soit

Zn = sup
µ2 £ n ;x

jgn (µ; x) ¡ gn (µ0; x i )j:

On obtient que le second terme du membre de droite de (6.5.3) se majore parOP (1) £
1[±;1 ](Zn ): De plus, pour tout k > 0 et pour tout 0 < " < 1;

P(nk1[±;1 ](Zn ) ¸ " ) < P(Zn > ±) :

On en déduit, pour tout ± > 0;

¯
¯
¯
¯
¯
1
n

nX

i =1

Á(µ; Ui )(1gn (µ0 ;X i )>c ¡ 1gn (µ;X i )>c= 2)

¯
¯
¯
¯
¯

· OP (n¡ k ):

En choisissant± tel que supµ2 £ n
jgn (µ; X i ) ¡ gn (µ0; X i )j ! 0; on en déduit le résultat.
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6.6 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons proposé deux extensions à un cadre censuré d'une pro-
cédure deM ¡ estimation proposée pour l'estimation du paramètre dans un modèle de
régression single-index (voir Ichimura, 1993). Ces deux procédures sont basées l'une sur
la transformation de Koul, Susarla, Van Ryzin (1981), l'autre sur les intégrales Kaplan-
Meier de Stute (1994). Dans les deux cas, nous avons obtenu la normalité asymptotique
de notre estimateur du paramètre, en montrant que, du point de vue asymptotique, il
se comportait comme un estimateur paramétrique.

Notre procédure a été démontrée dans le cas d'une suite de fenêtresh tendant vers 0.
Nous pourrions modi�er notre procédure pour permettre un choix adaptatif deh: Cette
approche a été proposée notamment pas Härdle, Hall, Ichimura (1993). En particulier,
dans tous nos résultats de convergence des estimateursf̂ et f ¤; nous pouvons obtenir
une uniformité en h; notamment en renforçant l'hypothèse d'intégrabilité (6.5.1).

Nous pourrions également considérer des fonctions de coût autres que le coût quadra-
tique. En particulier, Delecroix Härdle et Hristache (2003) proposent une procédure dont
ils démontrent l'e�cacité asymptotique. La question de l'extension de cette méthode à
un cadre censuré, et éventuellement de son e�cacité, peut être un champ d'investigation
futur.

Un autre développement concerne la comparaison entre les méthodes single-index et
le modèle de Cox (1972). En particulier, le modèle single-index étant plus général que
le modèle de Cox, l'estimateur deµ0 dé�ni dans ce chapitre pourrait servir à construire
un test d'adéquation au modèle de Cox.
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