_G/m+iBQM /2 /BK2MbBQM 2M T db2M+2 /:
+2Mbm 02b
PHBpB2 GQT2x

hQ +Bi2 i?Bb p2 bBQM,

PHBpB2 GQT2xX _0/m+iBQM /2 /BK2MbBQM 2M T (b2M+2 /2 /QMMaG2
1La 1S "Bbh2+?- kyydX 6° Mi BbX i2H@yyRN8keR

> G A/, i ZH@yYyyRN8keR
2iiTh,ffT bi2HX "+?2Bp2b@Qmp2 i2bX7 fi2H@yYyF
am#KBii2/ QM Ry .2+ kyyd

> G Bb KmHiB@/Bb+BTHBM v GOT24WB p2 Dmbp2 "i2 THm B/BbBIBTHBN
"+?Bp2 7Q i?72 /2TQbBi M/ /Bbb2KIBEBMBR MNQ@T™+B2® " H /BzmbBQM /2 /
2MiB}+ "2b2 "+?2 /Q+mK2Mib- r?2i?@+B2MMiB}2mM2b#/@ MBp2 m "2+?22 +?22- T
HBb?2/ Q° MQiX h?2 /IQ+mK2Mib MK VW+RK2Z2EF IQKHBbb2K2Mib /62Mb2B;M
i2 +?BM; M/ "2b2 "+? BMbiBimiBQWER BM?8 7M#M2I @b Qm (i~ M;2 b- /2b H
#Q /-Q 7 QK Tm#HB+ Q T ' Bp i2T2HRAB+B @2MT2BIpXib X



Ne d'ordre: 3640
THESE

Présentée devant
devant I'Université de Rennes 1

pour obtenir

le grade de :Docteur de IUniversité de Rennes 1
Mention Mathématiques

par
Olivier Lopez

Equipe d'accueil : Crest-Ensai et Irmar
Ecole Doctorale : Matisse
Composante universitaire :UFR Mathématiques

Titre de la thése :

Réduction de dimension en présence de données censurées

soutenue le 6 décembre 2007 devant la commission d'examen

MM. :  Patrice Bertail Rapporteur Université Paris X
Winfried Stute Rapporteur Universitat Giessen

Mme. : Dominique Picard Présidente du jury Université Paris VII

MM. :  Bernard Delyon Examinateur Université Rennes 1
Michel Delecroix Directeur de these Crest-Ensai

Valentin Patilea Co-directeur de thése Insa, Rennes






Remerciements

Je souhaite tout d'abord remercier vivement Michel Delecroix pour avoir dirigé ma
thése. Je suis particulierement reconnaissant de la con ance qu'il a su m'accorder des
les premiers kilomeétres de ce marathon, ainsi que de ses précieux conseils. Je veux
également remercier Valentin Patilea, qui a co-dirigé cette thése, et qui a passé bien
des heures a noircir avec moi les tableaux du deuxiéme étage de I'Ensai (qui sont des
tableaux blancs), activité particulierement pro table au développement de cette these.
Par ailleurs, je me considére comme particulierement chanceux d'avoir pu travailler sous
la direction de deux responsables dont les qualités humaines n'ont cessé de m'encourager.
Je les remercie tous deux de l'attention et de la disponibilité dont ils ont su faire preuve
vis a vis de mon travail.

Je remercie chaleureusement les deux rapporteurs, Winfried Stute et Patrice Bertalil,
d'avoir accepté de juger ce travail. Je remercie Dominique Picard d'avoir bien voulu
présider le jury, ainsi que Bernard Delyon d'avoir accepté de faire partie de la commission
d'examen.

Cette these a également recu un soutien considérable, avant méme son commence-
ment, de la part d'Arnaud Debussche et Michel Pierre. Tout au long de ma scolarité a
I'Antenne de Bretagne de I'Ens Cachan, ils m'ont toujours encouragé dans mon projet
de m'orienter vers la Statistique. Je les remercie d'avoir été toujours disponibles pour
répondre a mes questions.

Un grand merci également a tous ceux qui, a Rennes 1, ont suscité mon engouement
pour la Statistique. Je remercie Philippe Berthet, Bernard Delyon, Jean Deshayes et
Jian-Feng Yao pour la qualité de leurs enseignements.

Cette liste de remerciements ne serait pas compléte si j'oubliais I'Ensai et le Crest,
auxquels je suis reconnaissant d'avoir bien voulu m'accueillir. Remerciements particu-
lierement appuyés pour Céline, Davit, Frangois, Guillaume, Marian, Pierre, Sophie, qui
furent les garants d'une ambiance conviviale et chaleureuse.

Merci a Ingrid Van Keilegom pour m'avoir fait pro té de son expérience et de ses
compétences en analyse de survie.

Quelques remerciements également pour ceux qui m'ont soutenu tout au long de
cette thése. Tout d'abord, remerciements a mon pére et ma mére pour m'avoir aidé
dans la relecture de cette thése (ils sont donc totalement responsables de toute faute
d'orthographe qui pourrait s'y trouver). Merci également & mon frére pour une aide
précieuse (et pas vraiment volontaire) dans la démonstration de la Proposition 3.3.1.
Mention spéciale pour ceux qui m'ont logé (et parfois nourri) sur Rennes, merci donc
a Flo et Philippe, Jean-Romain et Victoria ainsi que leur lapin Léo, Mikaél, Yann et
Flavie.

En n, remerciements tous particuliers & Nathalie pour avoir réalisé I'exploit de me
supporter tout au long de ce travalil.






Table des matieres

Table des matieres 1
Introduction 7
1 Modéles et notations 17
1.1 Observations et hypothéses générales des modéles de régression considérés 17
1.1.1 Observations et notations . . . ... ... ... ... ....... 17
1.1.2 Hypothésesgénérales . . . . . . . . . ... ... ... ... ..., 18
1.1.3 Les hypothéses d'identiabilité . . ... ... ... ........ 19
1.2 Classes euclidiennes. . . . . . . . . . . ... 19
2 Intégrales Kaplan-Meier 23
2.1 L'approche martingale . . . . ... ... ... . ... ... 25
2.1.1 Représentation en intégrale stochastique . . . ... ... ... .. 25
2.1.2 Théorémede Rebolledo . . ... ... ... ... ... ...... 26
2.1.3 Comportement de fonctionnelles de l'estimateur de Kaplan-Meier 29
2.1.4 Ordresenprobabilité. . . ... ... ... ... ... ... .... 31
2.2 Les représentations i.i.d. des intégrales KM . . . . ... ..o L. 31
2.2.1 Les résultats de Stute (1995) et Akritas (2001) . . ... ... .. 33
2.2.2 Les sauts de l'estimateur de Kaplan-Meier . . . .. ... ... .. 36
2.2.3 L'estimateur de Kaplan-Meier en présence de variables explicatives 37
2.2.4 Loi uniforme des grands nombres . . . . .. ... ... L. 38
2.2.5 Représentation i.i.d. pour des fonctions s'annulant au voisinage
e CGH . v o e 40
2.2.6 Cas général sous des conditions d'intégrabilité optimale . . . . . 44
2.2.7 Théoreme central limite uniforme . . . . . . . ... ... ... .. 48
2.2.8 Lemmestechniques . . . . . . . . . . . . ... .. 49
2.3 Estimation de la variance des KM-intégrales . . . . . .. ... ... ... 51
2.3.1 Expressiondelavariance ... ................... 51
2.3.2 Estimationdelavariance . ... ... ... ... ......... 52
2.4 Conclusion et perspectives . . . . . . . . ... 53



2 Table des matieres

3 Transformations des données 55
3.1 Erreurs commises si I'on ne tient pas compte de la censure . . . . . . .. 56
3.2 Estimateurs "syntheticdata" . ... .. .. .. .. .. .......... 57

3.2.1 Principegénéral . ... ... ... 58
3.2.2 Transformation KSV (Koul, Susarla, Van Ryzin, 1981) . . . . . . 58
3.2.3 Transformationde Leurgans . . . . . . ... ... ... ...... 59
3.2.4 Transformationsde Zheng . . . . .. .. ... ... ........ 60
3.2.5 Transformation de Buckley-James . .. ... ... ........ 61
3.25.1 Premiére version de Buckley-James. . . . . . ... ... 62
3.2.5.2 Modications de Buckley-James . ... ... ...... 63
3.25.3 L'estimateur de Tsiatis . . .. .............. 64
3.3 Sommes empiriques de syntheticdata. . . . ... ... ... ....... 64
3.3.1 Hypothésesdemoments . . .. ... ... .. ... ........ 65
3.3.2 Représentation i.i.d. pour l'estimateur KSV . . . ... ... ... 66
3.3.3 Représentation i.i.d. pour I'estimateur de Leurgans . . . . .. .. 67
3.3.4 Représentation i.i.d. pour les combinaisons linéaires de Leurgans
et KSV . . e 76
3.3.5 \Variance des sommes empiriques de syntheticdata . . ... ... 77
3.3.6 Lemmestechniques . . . . . . ... ... ... ... 81
3.4 Conclusion et perspectives . . . . . . . .. ... . e 85

4 Régression paramétrique 87

4.1 Meéthodes synthetic data et moindres carrés pondérés dans le cas linéaire 88
4.1.1 Méthode syntheticdata . . .. ... ... .. ... ........ 88
4.1.2 Méthode moindres carré pondérés .. . . . . . ... ... ...... 89

42 Lecasgénéral . . . . . .. .. 90
4.2.1 Moindres carrés pondérés . . . .. . ... ... 90

4.2.1.1 Convergence presqueslre . . .. .. ... ... ..... 90
4.2.1.2 Normalité asymptotique . . . . . ... ... ... ..., 91
4.2.2 Syntheticdata . ... ... ... ... . . ... .. 93
4.2.2.1 Convergence presque sre . . . . . ... ... ...... 93
4.2.2.2 Normalité asymptotique . . . . . . ... ... ... ... 94
4.3 Comparaison par simulation . . . . . .. ... ... ... .. .. ..., 95
4.4 Conclusion et perspectives . . . . . . . . . .. 99

5 Régression non paramétrique et test d'adéquation au modele non Ili-

néaire 101
5.1 Estimation non paramétrique . . . . . .. ... ... .. ... 102
5.1.1 Développement i.i.d. de I'estimateur de Nadaraya-Watson en pré-

sence de Censure . . . . . . . .. e 102
5.1.1.1 Estimationdeladensitéfyx . ... ............ 103
5.1.2 Estimation de la fonction de régression . . . . . .. ... ... .. 104
5.2 Test non paramétrique d'adéquation au modéle paramétrique . . . . . . 106

5.2.1 Le test de Stute et Gonzalez-Manteiga (2000) . . . ... ... .. 107



Table des matieres 3

5.3

5.4

5.2.2 Le test de Zheng (1996) en l'absence de censure . . . . . ... .. 108
5.2.2.1 Principe du test et comportement sous I'hypothése nulle 108
5.2.2.2 Comportement envers des alternatives . . . . ... ... 112
5.22.3 Leparamétren: . ... ... ... ... 0oL 117

523 CasouGestconnue . . . . . ... ... 117
5.2.3.1 Principe du test et comportement sous I'hypothése nulle 117
5.2.3.2 Consistance envers des alternatives . . . . . . ... ... 120

524 Lecasgénéral. .. .. ... .. ... ... 122
5.2.4.1 Forme quadratique . . . . .. .. ... ... ... .... 123
5.2.4.2 Estimationdelavariance . ... ... ... ....... 124
5243 Hypothéses . . . .. ... ... 125
5.2.4.4 Etude asymptotique de la forme quadratique soud et

constructiondutest . . ... ... ... ... ...... 126
5.2.45 Comportement sous des alternatives . . . . ... .. .. 129
5.2.4.6 Modications de notre approche . . ... ........ 131

5.2.5 Etude par simulations . . .. ... ... ... ... .. ...... 133

Lemmes techniques . . . . . . . . . .. 135

5.3.1 Résultats généraux . . . . . . . . ... 135

5.3.2 Lemmes technigues pour le comportement soltsy . . . . . . . . 137

5.3.3 Estimation non paramétrique de la variance . . . . ... ... .. 146

5.3.4 Lemmes techniques pour le comportement sous les alternatives . 148
5341 Lemmegénéral . . ... .. ... ... ... 148
5342 Preuvedulemme 5215 ... ... ... ... ..... 149

Conclusion et perspectives . . . . . . . . . . ... .. 151

6 Modele de régression single-index pour la réduction de dimension 153

6.1

6.2
6.3

6.4
6.5

6.6

Méthodologie . . . . . . . . . . .. .. e 154
6.1.1 Estimation de la fonction de répartiton . . . . .. ... ... .. 154
6.1.2 Estimation def (UX;H) . . . ... 155
6.1.3 Lafonctionde trimmingJd .. .. .. .. .. ... ......... 155
6.1.4 Estimation de ladirectionpp . . . . .. .. .. ... ... 156
6.1.5 Estimation de la fonction de régression . . . . . .. ... ... .. 157
Estimation consistante depp . . . . . . . ..o 158
Normalité asymptotique . . . . . . . . . . . ... ... ... 162
6.3.1 Casf connue . . ... .. ... ... 162
6.3.2 Casf inconnue . . . .. ... .. ... 163
Comparaison par simulation . . . . . . ... ... ... ... ... .... 168
Lemmes techniques . . . . . . . . . ... 170
6.5.1 Proprités def” . . . . . ... 170
6.5.2 Preuve de la Proposition6.3.2. . . . .. .. ... ... ...... 175
6.5.3 Trimming . . . . . . ... 175

Conclusion et perspectives . . . . . . . . . . ... . 177



Table des matieres

7 Une utilisation de l'estimateur de Beran pour I'estimation de la fonc-

tion de répartition multivariée 179
7.1 Estimateurde Beran . . . .. ... . . ... ... . 180
7.1 Dénition . . ... 180
7.1.2 Convergence uniforme . .. .. .. .. ... .. .. 000 181
7.1.3 Représentationi.id. . ... ... ... .. ... L 182
7.2 Estimateur de la fonction de répartition multivariée de Van Keilegom et
AKritas . . .. 184
7.3 Une généralisation de la fonction de répartition empirique . . . . . . .. 186
7.3.1 Dénition de l'estimateur . . . .. ... .. ... ......... 187
7.3.2 Cas de variables explicatives multivariées . . . .. ... ... .. 188
7.3.3 Représentation i.i.d. des intégrales par rapport & . . . ... .. 189
7331 Consistance . . . ... .. .. ... . 189
7.3.3.2 Normalité asymptotique . . . . ... ... ... ..... 190
7.3.3.3 Suppression des e ets de bord a la frontiere d& . . . . 194
7.3.4 Estimation de lafonctiong . . . ... ... ... ... ... .. 194
7.3.5 Comparaison avec l'estimateur de Van Keilegom et Akritas . . . 197
7.4 Lemmestechniques . . . . . . . . . . . . ... e 200
7.4.1 Lemmes pour la représentation i.i.d. d& . ... ... ... ... 200
7.4.2 Lemmes pour la représentation i.i.d. déeﬁ ............. 203
7.5 Conclusion et perspectives . . . . . . . .. ... e 205
8 Inférence lorsque la variable censurée et la censure ne sont pas indé-
pendantes 207
8.1 EstimationdeladensitédeYy . ... ... ... ... . ... .. ..., 207
8.2 Régression paramétrique . . . . . . .. L 208
8.2.1 Moindres carrés ponderés . . . . . ... 209
8.2.2 Transformations syntheticdata . . . .. ... ........... 210
8.3 Régression single-index . . . . . .. . ... e 216
8.3.1 Estimationdef (t;) . . . . . . . . ... 217
8.3.2 Estimation préliminairedepy . . . . . . . ... oL 217
8.3.3 Nouvelle fonction trimming . . . . ... ... ... ........ 217
8.3.4 Estimationdepy . ... ... . . . ... 218
8.3.5 Consistanceden etil . . .. ... ... .. ... ... .... 218
8.3.6 Normalité asymptotique defl . . . . .. ... ... ... .. ... 220
8.3.7 L'estimateur (8.3.2) véri e les conditions de convergence . . . . . 224
8.3.7.1 Convergence uniformeep: . . . . .. ... ... . ... 224
8.3.7.2 Vitesses de convergence au poigg . . . . . . ... .. 227
8.3.8 Lemmetechnique . . .. .. ... ... ... ... ... .. ..., 228

8.4 Conclusion et perspectives . . . . . . . . . ... 229



Table des matieres 5

Appendice : Inégalités de concentration pour la vitesse de convergence
d'estimateurs semi-paramétriques 235
A.l Inégalités de concentration . . . . . . . . .. ... Lo 235
A.2 Application a la vitesse de convergence d'estimateurs semi-paramétriques 236

Bibliographie 239

Table des gures 245



Table des matieres



Introduction

En analyse de survie, des observations censurées apparaissent dans de nombreuses
situations pratiques. Prenons lI'exemple de patients atteints d'une maladie, et pour les-
guels on s'intéresse au temps de guérison. Parmi les patients initialement observés,
certains parviendront a la guérison, d'autres cesseront d'étre observés avant d'étre gué-
ris parce qu'un événement "parasite” sera intervenu auparavant (changement d'hdpital,
mort...). La question qui se pose est donc de savoir comment utiliser les informations,
certes partielles, que portent ces patients dits "censurés”. En particulier, il s'agit de tra-
duire, dans des méthodes statistiques, I'idée qu'un patient censuré met plus de temps a
guérir que le temps durant lequel il a été observé. La pratique démontre qu'une bonne
utilisation de cette information partielle améliore considérablement les outils statis-
tiques. Il parait notamment crucial de résister a l'idée de simplement mettre de coté les
observations censurées, une telle politique conduisant nécessairement a l'introduction de
biais pouvant étre particulierement importants dans la détermination de la loi de pro-
babilité de la variable considérée. Le nombre de situations dans lesquelles apparaissent
de telles données censurées ( abilité, économétrie, biostatistique...) justi e donc la mise
en place de techniques générales permettant de gérer ces observations.

Une question importante est celle des méthodes de régression a développer dans un
tel contexte. Actuellement, le modéle de régression de Cox, modéle semiparamétrique
qui porte sur le taux de hasard conditionnel, est certainement le modele le plus utilisé,
en raison de bonnes propriétés théoriques qui ont été largement étudiées. Néanmoins,
dans de nombreuses situations, les hypothéses imposées par Cox ne sont pas satisfaites,
et il devient des lors nécessaire de se tourner vers d'autres modéles. Les modéles de
régression basés sur l'estimation d'une espérance conditionnelle présentent le double
avantage d'étre de bons candidats alternatifs au modele de Cox, et davoir été large-
ment considérés en l'absence de censure. Leur étude améne donc a traiter, en présence
d'observations censurées, les problématiques usuelles de I'analyse de régression.

Parmi ces problématiques, le " éau de la dimension" est un phénomeéne bien connu
en régression non paramétrique. Ainsi, les estimateurs non paramétriques d'une fonc-
tion de régression se comportent mal dés que le nombre de variables explicatives est
important. Pour les estimateurs & noyaux, une solution arti cielle et principalement
théorique congiste a considérer ges noyaux d'ordre important (c'est a dire des fonctions
K telles que K(u)du =1 et ukK(u)du = 0 pour tout kK - m; m susamment
grand) en admettant des hypothéses de régularité supplémentaires sur la fonction de
régression. Malheureusement, ce type de procédure n'est pas satisfaisant en pratique,
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8 Introduction

dés que le nombre de variables explicatives est supérieur & 3, et ne donne alors pas de
résultats probants. En revanche, ce probléme ne concerne pas les modéles de régression
paramétriques : dans le modéle de régression linéaire ou le paramétre est estimé par

moindres carrés, la convergence de I'estimateur a lieu & la vitessé 172; ol n désigne

la taille de I'échantillon, indépendamment du nombre de régresseurs.

Si I'on considére un modéle de régression ou la variable expliqu&e est censurée
a droite par une variable aléatoireC (mais ou les variables explicativesX 2 RY sont
complétement observées), le éau de la dimension reste d'actualité en régression non
paramétrique, la di culté supplémentaire a surmonter étant que la variable expliquée
Y n'est pas observée directement. Plus problématique encore, dans certaines situations
de régression censurée, la régression paramétrique elle-méme tombe sous le coup du
éau de la dimension. En e et, si la loi de la variable de censure n'est pas connue du
statisticien (ce qui est souvent le cas en pratique), l'inférence statistique (paramétrique
ou non) repose sur des estimateurs non paramétriques (estimateur Kaplan-Meier, 1958,
ou estimateur Kaplan-Meier conditionnel, voir par exemple Beran, 1981) qui sont utilisés
pour corriger I'e et de la censure. Si l'estimateur de Kaplan-Meier n'est pas fonction
des variables explicatives, les estimateurs type Kaplan-Meier conditionnels introduisent
un lissage par rapport auxX; et sou rent donc du éau de la dimension.

Les problémes de réduction de dimension qui seront considérés dans ce mémoire
seront donc de deux types. D'une part il s'agira d'étendre a un cadre censuré certaines
techniques de réduction de dimension pour I'estimation de la fonction de régression.
D'autre part, dans certains modeles de censure, il apparaitra nécessaire d'inventer des
techniques de réduction de la dimension spécialement adaptées a ce cadre censuré. Ces
derniéres auront pour but non seulement de permettre une estimation performante
dans des modéles de régression semi-paramétrigues, mais également, fait spéci que a la
régression en présence de censure, de rendre possible l'estimation de certains modéles
de régression paramétrique ou la variable explicative est multidimensionnelle.

S'agissant tout d'abord de la premiére de ces deux problématiques, le modele de
régression "single-index" sera la méthode de réduction de la dimension qui retiendra
particulierement notre attention. Dans ce modéle de régression semi-paramétrique, on
suppose que la fonctiorm(x) = E[YjX = x] est du type

m(x) = f (HX; Ho);

ou f est une fonction inconnue, etyy un paramétre de dimension nie a estimer. Sif
était connue, le probléme deviendrait purement paramétrique, il s'agirait d'un modéle
linéaire généralisé (voir par exemple Mc Cullagh et Nellder, 1989). D'un autre c6té, si
Lo était connu, le probléme d'estimation se réduirait a un probléme non paramétrique,
mais a présent en dimension 1.

Ce modeéle apparait comme un compromis raisonnable entre l'approche purement
non parameétrique et l'approche paramétrique. En e et, il prote d'une certaine exi-
bilité inhérente a I'approche non paramétrique : en supposant la fonctiorf inconnue,
on se place dans un modele moins contraignant qu'un modéle purement paramétrique
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ou la forme de la fonction de régression est imposée. Par ailleurs, les estimateursnde
proposés dans ce cadre béné cient de la vitesse de convergence obtenue dans les mo-
déles de régression paramétrique, les estimateurs gg convergent a la vitesseni 172,
Voir notamment a ce sujet Ichimura (1993), Sherman (1994b), Delecroix et Hristache
(1999), Delecroix, Hristache, Patilea (2006), qui tous utilisent des techniques dd ; es-
timation pour I'estimation de g ; Powell, Stock, Stoker (1989), Hardle et Stoker (1989),
Hristache, Juditsky, Polzehl, Spokoiny (2001), qui utilisent la méthode dite "average
derivative" ; Weisberg et Welsh (1994), Bonneu et Gbha (1998), Xia et Hardle (2002),
qui utilisent des méthodes itératives.

En présence de censure, ce type de modéle a jusqu'a présent été peu considéré si l'on
excepte les travaux de Burke et Lu (2005), basés sur la méthode "average derivative".

L'un des intéréts de I'extension des méthodes single-index a la présence de censure
vient notamment du fait que le célébre modéle de régression de Cox (Cox, 1972) apparait
comme un cas particulier de modeéle single-index : il s'agit d'un modéle de régression
semi-paramétrique, ou les hypothéses portent non pas sur l'espérance conditionnelle,
mais sur le risque instantané conditionnel (ou taux de hasard instantané conditionnel)
LX) = [1 ) F(tij X)) HdF(tjX); ot F(tjX) = P(Y - tjX): Le modéle de Cox
suppose ainsi

(X = ) =, o(t) e,

ou, o est une fonction inconnue, ey un paramétre a estimer. L'estimation de ce para-
meétre o est généralement mise en +uvre par maximisation de la pseudo-vraisemblance
de Cox (voir par exemple Cox, 1975, Andersen et Gill, 1982). Ce modéle est plus res-
trictif que le modele single-index, puisqu'il suppose notamment gque la loi conditionnelle
de Y sachantX ne dépend que dg$X: Dans le cas du modeéle single-index, I'hypo-
thése ne portait que sur I'espérance conditionnelle. De ce fait, les modeles single-index
permettent de fournir des alternatives moins contraignantes que le modéle de Cox.

Concernant le second type de problémes de réduction de dimension que nous consi-
dérerons, revenons tout d'abord sur I'un des problémes cruciaux de l'inférence en pré-
sence de censure, la question des conditions d'identi abilité du modéle. En l'absence
de variables explicatives, les seules variables qui interviennent sont dont et C; et on
suppose

Y et C indépendants (0.0.1)

En présence de variables explicatives, I'Hypothése 0.0.1 doit étre modi ée pour prendre
en compte la présence d:
Une premiére fagon de procéder consiste a supposer

(Y; X) et C indépendants (0.0.2)

Cette hypothése est contraignante. En e et, sous cette hypothése, la variable de censure
apparait comme indépendante de; ce qui n'est pas convenable pour la modélisation de
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certaines situations. Pour cette raison, une autre solution consiste a généraliser (0.0.1)
de la fagon suivante,

Y et C indépendants conditionnellement aX: (0.0.3)

Sous (0.0.3),C peut dépendre deX; mais Y ne dépend deC qu'a travers les variables
explicatives.

Certes I'Hypothése (0.0.3) englobe I'Hypothése (0.0.2). Néanmoins, sous I'Hypothése
plus forte (0.0.2), les outils statistiques sont généralement plus performants. Discutons
ces deux hypothéses concurrentes (0.0.2) et (0.0.3) a travers quelques exemples pra-
tiques.

Exemple 1. On considére les variables

Y : temps que met un patient a guérir d'une certaine maladie.

X : &ge du patient au moment de l'infection.
On cherche a expliquerY en fonction de X: Pour ce faire, on observen patients dans
un hopital donné. On ne recueille les données d'un hépital que pendant une certaine
durée d'étude. De sorte que la variable de censure est dé nie de la fagon suivante,

C : temps maximum pendant lequel le patient peut étre observé.
Par exemple, si la durée d'étude est de trois mois, et que le patient entre a I'hépital un
mois apres le début de I'étude, la valeur deC correspondante sera de deux mois. La
date d'arrivée des patients a I'hdpital pouvant étre considérée comme aléatoir€; est
une variable aléatoire. Un patient sera dit censuré s'il n'est toujours pas guéri lorsque
I'étude s'arréte (censure dite administrative).

Exemple 2. On considére

Y : durée de vie d'une batterie de voiture.

X : usine dans laquelle la batterie a été construite.

C : temps au bout duquel le véhicule dans lequel est insérée la batterie est perdu

de vue (destruction, accident, vol...).

Exemple 3. On considéere

Y : temps que met un patient a guérir d'une certaine maladie.
X : age du patient au moment de l'infection.
C : temps que met le patient avant de décéder.
Exemple 4. On considere
Y : durée de vie d'une batterie de voiture.
X : expérience du conducteur.
C : temps au bout duquel le véhicule dans lequel est insérée la batterie est perdu
de vue (destruction, accident, vol...).

Dans les exemples 1 et 2, I'Hypothése (0.0.2) apparait légitime. En e et, dans
I'exemple 1, la censure est due a des causes purement administratives, et n‘a donc
a priori aucun lien avec I'age des patients. Dans l'exemple 2, I'usine de production de la
batterie n'a pas d'in uence sur les causes de censure qui sont dues soit au conducteur
(accident, dégats) soit & des causes extérieures (vol). Au contraire, dans les exemples 3
et 4, 'Hypothése (0.0.2) est mise en défaut et doit étre remplacée par (0.0.3). En e et,
dans lI'exemple 3, il est naturel de penser que I'dge du patient au moment de l'infection
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est lié au temps qu'il lui reste a vivre. De méme dans I'exemple 4, un mauvais conducteur
aura plus de chances d'avoir un accident avant que sa batterie ne soit défectueuse.

Les Hypothéses (0.0.2) et (0.0.3) correspondent donc chacune a des situations de
modélisation bien précises (notons que I'Hypothése (0.0.2) peut étre a aiblie, de facon
a permettre une certaine forme de dépendance entf@ et X; voir Stute, 1993). Chacune
utilise des techniques spéci ques. Sous I'Hypothése (0.0.2), on utilise des techniques ba-
sées sur |'estimateur de Kaplan-Meier (1958) permettant I'estimation de la fonction de
répartition F(y) = P(Y - y): En e et, sous (0.0.2), (0.0.1) reste valide, et (0.0.1) est
la condition d'identi abilité sous laquelle I'estimateur de Kaplan-Meier converge. En
revanche, sous (0.0.3), I'estimateur de Kaplan-Meier ne peut étre utilisé. De ce fait, les
procédures d'estimation de la fonctionm(x) = E[YjX = Xx] reposent toutes sur l'es-
timateur Kaplan-Meier conditionnel de Beran (1981), un estimateur a noyau estimant
la fonction de répartition conditionnelle F (yjx): De ce fait, des estimateurs a noyau
interviennent méme lorsque I'on cherche a estimem dans un modéle paramétrique.
Si I'on considére par exemple le modéle de régression non linéaire sous (0.0.3) (c'est
a dire m(x) = f (Wo;x) ou f est connue etyy parametre de dimension ni a estimer),
seul le casX univarié a été considéré jusqu'a présent, voir Heuchenne et Van Keilegom
(2007b). Cette impossibilité de considérer deX multivariés a également été recontrée
notamment par Heuchenne et Van Keilegom (2007a) en régression polynomiale, Van
Keilegom et Akritas (1999), Du et Akritas (2002).

De ce fait, nous nous placerons alternativement sous (0.0.2) (Chapitres 2 a 6) et
(0.0.3) (Chapitres 7 et 8). Dans les Chapitres 2 et 3, nous exposerons les outils fondamen-
taux permettant I'étude des estimateurs de la régression sous (0.0.2). Ces outils seront
utilisés tout d'abord pour estimer un modeéle de régression paramétrique (régression non
linéaire) au Chapitre 4, modéle pour lequel nous fournirons un test non paramétrique
d'adéquation au Chapitre 5. L'étude des modéles de régression paramétrique et non
paramétrigue en présence de censure est un préalable au Chapitre 6, qui atteint notre
objectif initial d'estimation dans un modéle single-index sous (0.0.2). Cette étude de la
régression sous (0.0.2) n'est pas a opposer a celle qui sera conduite aux Chapitre 7 et 8
sous (0.0.3). En e et, nous parviendrons, par un examen approfondi des techniques uti-
lisées sous (0.0.2), a développer une technique générale de réduction de dimension sous
(0.0.3) : au Chapitre 7, nous fournissons un estimateur d€ (x;y) = P(Y - y; X - X)
généralisant la notion de fonction de répartition empirique, estimateur qui se compor-
tera bien méme dans un contexte ou I'on considére dés multivariés (contrairement aux
estimateurs existant sous I'Hypothése 0.0.3). Cet estimateur permet de dé nir des mé-
thodes d'estimation dans des modeles de régression paramétriqgue, méthodes qui seront
présentées au Chapitre 8. En n, la question de la régression single-index sous (0.0.3)
sera également considérée au Chapitre 8.
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Description détaillée par chapitre

Chapitre 1. Au Chapitre 1, nous présentons en détail les di érents modéles de
censure considérés (les Hypotheses (0.0.2) et (0.0.3) sont notamment discutées). Nous
xons également un certain nombre de notations, et dé nissons les outils (notamment
processus empiriques) qui seront utilisés dans les chapitres suivants.

Chapitre 2. Nous présentons la théorie des intégrales Kaplan-Meier, en utilisant
une approche nouvelle pour démontrer nos principaux résultats asymptotiques.

Nous rappelons tout d'abord quelques propriétés asymptotiques obtenues a partir
de représentations de l'estimateur de Kaplan-Meier sous forme d'intégrale stochastique.

Dans un second temps, nous présentons des résultats du type de ceux de Stute (1993,
1995, 1996a), résultats de Loi des Grands Nombres et Théoreme Central Limite. Nous
proposons une approche nouvelle pour démontrer ces résultats. Nous utilisons ainsi a la
fois des résultats de la théorie des intégrales stochastiques, et des éléments de I'approche
de Stute. Cette approche nouvelle permet notamment d'obtenir des propriétés d'uni-
formité de ces Théorémes sur des classes de fonctions. D'autre part, elle nous permet
également d'améliorer les conditions d'intégrabilité sous lesquels les Théorémes de Stute
sont valides.

Chapitre 3. Dans ce chapitre, nous considérons un second outil utilisé dans I'esti-
mation de I'espérance conditionnelle.

L'approche dite "synthetic data" est une approche basée sur des transformations
des données qui conservent l'espérance conditionnelle. Ces transformations ne sont pas
exactement calculables, puisqu'elles reposent toutes soit sur la connaissance de la fonc-
tion de répartition de Y; soit sur celle deC: Néanmoins, ces transformations peuvent étre
estimées a l'aide de I'estimateur de Kaplan-Meier. Nous présentons un certain nombre
de ces techniques.

En particulier, nous nous intéressons aux transformations de Koul, Susarla et Van
Ryzin (1981) et Leurgans (1987). En parvenant a lier leur approche a la théorie des
intégrales Kaplan-Meier, nous parvenons a obtenir des représentations asymptotiques
de sommes de transformations estimées. Ces sommes sont alors représentées comme
une somme de termes i.i.d., plus un terme asymptotiquement négligeable. Ce nouveau
type de représentations facilite I'obtention de propriétés asymptotiques d'estimateurs
de la régressions basés sur la méthode de Koul, Susarla, Van Ryzin (1981) ou celle de
Leurgans (1987). Par ailleurs, ces représentations sont démontrées sous des hypothéses
d'intégrabilité qui représentent une amélioration notable par rapport & Delecroix, Lopez,
Patilea (2006).

Chapitre 4. Nous nous penchons sur I'estimation d'un modéle paramétrique de
régression,
ELYiX = x] = f (bo;x);

avecf connue ety inconnu de dimension nie. Nous présentons les deux principales
techniques utilisées pour estimer le paramétrgg en présence de censure, sous (0.0.2).
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La technique dite "moindres carrés pondérés”, due initialement a Zhou (1992a)
dans le cas du modéle linéaire, est a relier directement a la méthode de Stute (1999)
dans un modéle de régression non linéaire plus général. Cette technigue consiste en une
utilisation directe des propriétés des intégrales Kaplan-Meier dé nies au Chapitre 2.

Dans un cadre paramétrique, la technique synthetic data, correspondant aux outils
dé nis au Chapitre 3, n'avait jusqu'a présent été étudiée que dans le cas du modele
linéaire (voir, par exemple Zhou, 1992b). Grace aux nouvelles représentations obtenues
au Chapitre 3, nous parvenons a généraliser leur utilisation a un modeéle plus général de
régression non linéaire. Nous obtenons des résultats de normalité asymptotique de nos
estimateurs depg a la vitesseni 172

Par ailleurs, une étude par simulation compare, dans un certain hombre de situa-
tions, les di érentes approches présentées dans ce chapitre.

Chapitre 5. Le but de ce chapitre est double : fournir des résultats d'estimation
non paramétriqgue en présence de censure qui sont un prélude a I'étude d'un modele
de régression semi-paramétrique type single-index, et par ailleurs élaborer un test non
paramétrique d'adéquation aux modeéles paramétriques du Chapitre 4.

En lissant I'estimateur de Kaplan-Meier étudié au Chapitre 2 au moyen de méthodes
a noyau, nous fournissons dans un premier temps des représentations asymptotiques
d'estimateurs non paramétriques de la fonction de régression. En particulier, ces repré-
sentations permettent d'obtenir des résultats de convergence uniforme en probabilité.

Dans un second temps, ces estimateurs non paramétriques sont utilisés dans la
construction de procédures de test non paramétrique d'adéquation aux modéles étudiés
au Chapitre 4. Les deux procédures de test que nous élaborons généralisent une statis-
tique proposée par Zheng (1996) en l'absence de censure. En comparaison avec l'unique
autre test proposé en présence de censure (Stute, Gonzalez-Manteiga, et Sanchez-Sellero,
2000), nos statistiques de test débouchent sur des représentations asymptotiques plus
simples, et par conséquent sur des mises en +uvre numériques plus simples. De plus,
nous étudions le comportement de nos statistiques de test sous des alternatives s'ap-
prochant de I'Hypothése nulle (alternatives de type Pitman et alternatives réguliéres).
L'étude de ce type de propriétés de consistance est un élément nouveau de la théorie
des tests non paramétriques en présence de censure.

A travers des simulations, nous évaluons la puissance de nos tests a distance nie, et
la comparons avec celle du test étudié par Stute, Gonzalez-Manteiga, et Sanchez-Sellero
(2000).

Chapitre 6. Aprés avoir étudié les modeéles de régression paramétriques (régression
non linéaire, Chapitre 4) puis non paramétriques (Chapitre 5), nous e ectuons la jonc-
tion des idées de ces deux chapitres pour étudier le modeéle de régression single-index
sous (0.0.2).

Nous construisons une classe d'estimateurs du paramétre du modéle single-index qui
généralisent la procédure deM j estimation utilisée, par exemple, par Ichimura (1993)
en l'absence de censure. Ces estimateurs reposent sur les techniques d'intégrales Kaplan-
Meier (Chapitre 2) ou synthetic data (Chapitre 3). Pour I'estimation du paramétre o;



14 Introduction

nous présentons les résultats sous la forme la plus générale possible, qui ne préjuge pas
du type d'estimateurs non paramétriques utilisés au sein de la procédure. Nous produi-
sons ainsi un ensemble de conditions su santes que ces estimateurs non paramétriqgues
doivent satisfaire. Par ailleurs, nous fournissons des exemples d'estimateurs a noyau qui
véri ent cet ensemble de conditions.

De méme qu'en I'absence de censure, le probleme de I'estimation ges'avere équi-
valent, du point de vue asymptotique, a un probléme purement paramétrique, de sorte
que les estimateurs convergent a la vitesse 172;

En un second temps, nous utilisons nos estimateurs d& pour I'estimation de la
fonction m: De plus, nous comparons nos estimateurs a ceux fournis par Burke et Lu
(2005).

Chapitre 7. Nous nous plagons a présent, pour les deux derniers chapitres, sous
I'hypothése "Y et C indépendants conditionnellement aX;" c'est a dire (0.0.3). Puisque,
sous (0.0.2), les intégrales Kaplan-Meier du Chapitre 2 étaient les outils fondamentaux
pour la régression, nous développons une méthode qui prolonge celle du Chapitre 2,
mais a présent sous I'Hypothése (0.0.3).

En particulier, nous proposons un nouvel estimateur de la fonction de répartition
multivariée F(x;y) = P(Y - y; X - x): Contrairement aux autres estimateurs existant
sous I'Hypothése (0.0.3) (voir par exemple Van Keilegom et Akritas, 1999), cet esti-
mateur prolonge la notion de fonction de répartition empirique multivariée utilisée en
l'absence de censure.

Le fait que notre estimateur prolonge la notion de fonction de répartition empirique
est un élément clé pour aborder le cas oX est multivarié. En e et, nous parvenons
ainsi a proposer une modi cation, acceptable pour de nombreux modéles, de I'Hypothése
d'identi abilité (0.0.3). Cette maodi cation est inspirée de la philosophie des méthodes
single-index utilisée en régression. Typiquement, il s'agit de supposer g et C sont
indépendants conditionnellement & 9X; ou plus généralementh( o; X ) pour une cer-
taine fonction h: Sous cette modi cation des hypothéses, notre estimateur se comporte
correctement, méme pour un nombre important de variables explicatives, tandis que les
estimateurs existant ne peuvent étre adaptés pour béné cier des propriétés de réduction
de dimension de ces nouvelles conditions d'identi abilité.

En particulier, nous démontrons de nouveaux résultats de Loi des Grands Nombres
et Théorémes Central Limite sous (0.0.3)., obtenus uniformément sur des classes de
fonctions. Ces résultats prolongent ceux obtenus au Chapitre 2.

Chapitre 8.  Munis des résultats du Chapitre 7, nous fournissons un certain nombre
d'applications.

Nous fournissons tout d'abord une application qui sort du cadre de la régression
proprement dite, qui porte sur l'estimation de la densité deY lorsqueY et C ne sont
pas indépendantes.

Du point de vue de la régression, nous nous penchons tout d'abord sur l'estimation
dans le modele de régression non linéaire. En particulier, nous parvenons a modi er les
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techniques du Chapitre 4 pour les étendre sous I'Hypothése (0.0.3). Pour la premiere
fois, sont proposés des résultats de convergence dans le casxogst multivarié.

En n, nous nous penchons également sur I'estimation des modeles single-index sous
(0.0.3). A nouveau, nous obtenons, en utilisant une démarche sensiblement di érente de
celle du Chapitre 6, des estimateurs du parameétre convergeant a la vitessé 172: Ces
estimateurs sont alors utilisés pour l'estimation de la fonction de régression.
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Chapitre 1

Modeles et notations

Ce Chapitre a pour but de présenter le cadre général dans lequel nous allons nous
placer tout au long de ce mémoire. La section 1.1 décrit les observations dont nous dispo-
serons par la suite. Un certain nombre d'hypothéses sous lesquelles nous nous placerons
sont présentées, et nous justi ons leur introduction. La section 1.2 introduit certaines
notations de théorie des processus empiriques, et rappelle brievement un certain nombre
de résultats qui seront utilisés de fagon récurrente.

1.1 Observations et hypothéses générales des modeles de
régression considérés

1.1.1 Observations et notations

Dans toute la suite de ce mémoire, on s'intéresse a une variable aléatoive2 R;
qu'on cherche & expliquer en fonction de variables aléatoireé 2 X ¥ RY: La variable Y
est censurée a droite aléatoirement (mais pas la variabbe ), elle n'est donc pas observée
directement. On introduit une variable aléatoire de censuréC 2 R: Les observations sont
constituées de

i = Yi"Gj
% = 1Yi-Ci;
X; 2 RY%

pour i = 1;::n; n désignant la taille de I'échantillon, les vecteurs aléatoiregY;; C;; X;)
étant i.i.d. de méme loi que(Y;C;X): Une information sera dite censurée si; < Yj;
non censurée sinon. En particulier, l'indicatriced; permet de savoir si I'observationT;
considérée est censurée ou non.

On introduit également les notations suivantes, pour désigner les di érentes fonctions

17
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de répatrtition,

F(y) = P(Y - y);
G(y) = P(C- )
H(y) = P(T- y);
Fx(x) = P(X - Xx):

On introduit également les fonctions de répartition conditionnelles et jointes,

FOGy) = P(Y - yiX - Xx);
Hy) = P(T - y;X - x);
F(yix) = P(Y - yjX = x);
G(yjx) = P(C- yjX = X);
H(yjx) = P(T - yjX = x):

On note ¢¢; ¢ €t ¢y respectivement, les bornes supérieures du support des variables
Y; C;etT,; c'est a dire

¢s = infftjS(t)=1g;

pour toute fonction de répartition S:

1.1.2 Hypothéses générales

La premiére hypothése que nous utiliserons tout au long de ce mémoire concerne les
gueues de distributions.

Hypothése 1.1.1 On suppose qQUEr = ¢H:

Cette hypothése n'est pas essentielle. Si elle est violée, il n'existe pas de méthode
statistique qui permette I'estimation consistante dans les modéles de régression que nous
considérerons par la suite. En e et, si¢gy = ¢ < ¢f; une partie du support deF n'est
jamais observée (les valeurs entrgs et ¢¢). Sauf hypothése supplémentaire sur la loi
de Y; l'estimation consistante des fonction de régression n'est pas possible. Néanmoins,
toutes les technigues que nous utiliserons resterons valables pour la variabte” ¢y ;
de sorte que, si I'Hypotheése 1.1.1 est violée, la seule conséquence consiste en un biais
asymptotique qui, de toute maniére, ne pourrait étre évite.

La seconde hypothése, plus technique, est une hypothése classique dans la théorie
de l'estimateur de Kaplan-Meier. Elle sera supposée véri ée dans toute la suite de ce
mémoire.

Hypothése 1.1.2 On suppose qué(Y = C)=0:
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Cette hypothése assure notamment que l'indicatrice; ne brise pas la "symétrie"
du modéele de censure aléatoire. En e et, en cas d'ex-aequo (i.€.= C), la variable Y
est privilégiée par rapport a la variable C: Au contraire, sous I'Hypothese 1.1.2, avec
probabilité 1, il n'y a pas d'ex-aequo, et les réles d& et C peuvent étre inversés C peut
étre considérée comme une variable censurée aléatoirement a droite par une variate
et(1ij ) = 1lc. vy presque sirement). Cette hypothése est un argument fondamental sur
lequel repose la convergence de l'estimateur de Kaplan-Meier. Voir par exemple Stute
et Wang (1993) a ce sujet.

1.1.3 Les hypothéses d'identi abilité

Comme annoncé, di érentes conditions d'identi abilité seront considérées par la
suite. Leur but est de généraliser a la présence de variables explicatives I'hypothése
d'indépendance entreY et C utilisée dans la théorie de I'estimateur de Kaplan-Meier
dans le cas univarié.

La premiére hypothése est la plus forte, puisqu'elle suppose l'indépendance Geet
de toutes les variables intervenant dans le modéle de régression.

Hypothése 1.1.3 (Y;X) et C indépendants.
Cette hypothése peut étre allégée de la fagon suivante.
Hypothése 1.1.4 Y et C indépendants et
P(Y- CjX;Y)=P(Y- CjY):

Cette derniere hypothése est due a Stute (1993). En particulier, elle est impliquée
par I'Hypothése 1.1.3. Sous cette hypothése, la variabl€ est autorisée a dépendre de
X: Les Hypothéses 1.1.3 et 1.1.4, si elles sont adaptées a un certain nombre de modéles
(notamment de censure dite administrative, voir Exemples 1 et 2 de l'introduction),
sont trop lourdes pour d'autres applications (voir Exemples 3 et 4 de l'introduction).
On est alors amené a utiliser une hypothese plus légére (qui sera le cadre des Chapitres
7 et 8).

Hypothése 1.1.5 Y et C indépendants conditionnellement aX:

Au Chapitre 7, nous proposerons également une autre d'hypothese d'identi abilité
qui apparait comme un compromis entre I'Hypothése 1.1.4 et I'Hypothése 1.1.5 (voir
Hypothese 7.3.1).

1.2 Classes euclidiennes

Dans la suite de ce mémoire, nous serons amenés fréquemment a considérer des
Uj processus indexés par des classes de fonctions, c'est a dire des processus du type

Un(f) = nk f(Wi,; :::;Wik)lilsiz;:::;ilsik:::;iki 160k
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ou f décrit une classe de fonctiond-; et (W;)1. ;. n» sont des variables i.i.d. de méme
loi qu'une variable W 2 R!: La recherche de classes de fonctiors telles que U, (f)
converge uniformément surF a notamment été étudiée par Nolan et Pollard (1987),
Pakes et Pollard (1989), Sherman (1994a, 1994b), Arcones et Giné (1993). Il parviennent
a obtenir des résultats uniformes sur la classg a partir de conditions portant sur la
complexité de la classe de fonctions.

Dans toutes les utilisations de ces résultats de convergence que nous considérerons
par la suite, nous n'‘aurons besoin de considérer que le cas particulier des classes de
fonctions dites euclidiennes (voir notamment Pakes et Pollard, 1989, Dé nition 2.7 et
Sherman, 1994a, Dé nition 1). Ces classes de fonctions sont mentionnées comme un
exemple important de classes de fonctions satisfaisant la propriété de convergence uni-
forme deU,(f ) sur F par Arcones et Giné (1993).

Nous introduisons ici un certain nombre de notations qui permettent de décrire la
complexité d'une classe de fonctions.

Dé nition 1.1  Soit F une classe de fonctions dé nies suR!, et k ¢ kune norme sur
F:
f1;:fx est un"j recouvrement (pour la normek ¢ B si et seulement si, par
de nition, pour toute fonction f 2 F ;il existe unj 2 f 1;::;; kg tel quekf j fjk -
On note N ("; F;k¢R le "covering number" (voir Van der Vaart et Wellner, 1996)
d'une classe de fonctiorF ; c'est a dire le cardinal minimum d'un"j recouvrement
deF:
© est une enveloppe pour la classe de fonctios ssi jf (w)j - ©(w) presque
srement pour tout élémentf 2 F :

On dé nit alors la notion de classe de fonction euclidienne.

énition 1.2  Pour toute mesure de probabilité¢* et tout p > O; on note kf kp: =
jf (w)jPd! (w) la norme deLP(*): Une classe de fonctiorF est dite euclidienne d'en-
veloppe® , 0siE[O]< 1 ; et
8f 2F;onaijfj- ©;
On a
sup  N("k©kg:;F;Ly(t)) - A"V,
1ik@kpa <1

pour des constantesA et V positives.
Si © est de carré intégrable, une classe euclidienne satisfait

sup N ("kOkaa;F;Lp(t)) - A%V
1 Zk©k2;1 <1

pour A= 4VA etVO=2V:

On déduit de cette dé nition que les classes euclidiennes d'enveloppe intégrable
sont des cas patrticuliers de classes de Glivenko-Cantelli, les classes euclidiennes dont
I'enveloppe est de carré intégrable apparaissant quant a elles comme des cas particuliers
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de classes de Donsker. L'intérét des classes euclidiennes réside également dans un certain
nombre de propriétés de stabilité (voir Pakes et Pollard, 1989, Lemme 2.14).

Comme annoncé, on peut ainsi obtenir des vitesses de convergences uniforme de
Un(f ) indexé par une classe euclidienne. Ainsi, §i est euclidienne d'enveloppe de carré
intégrable, et que cette classe est dégenérée (iEeff (wi; wo; i wip 15 Wi Wi ;i wy)] -~
0; pour tout f 2 F et pour tout i), le Corollaire 4 de Sherman (1994a) fournit

supn*=?jUn(f)j = Op (1):
f2F
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Chapitre 2

Intégrales Kaplan-Meier

En présence de censure, la fonction de répartition empirique de la variabM n'est
plus disponible. En e et, rappelant la dé nition

1 X
I“Aemp(t) = n lv.. t;
i=1
la fonction de répartition empirique dépend des variables; qui ne sont pas observées.
A n d'estimer la loi d'une variable Y; il est donc nécessaire de proposer un estimateur
de la fonction de répartition qui puisse, dans un cadre censuré, avoir des propriétés
analogues a celle de la fonction de répartition empirique utilisée en l'absence de censure.
L'estimateur de Kaplan-Meier (1958) permet de généraliser le concept de fonction
de répartition empirique, en présence de données censurées. Cet estimateur est dé ni
de la fagon suivante,
A I,
Y =
F()=1 1i %
Ti-t ji=1 =T, Ti

Il s'agit d'une fonction continue par morceaux, ne présentant des sauts qu'aux observa-
tions non censurées. Par ailleurs, les notions d'estimateur Kaplan-Meier et de fonction
de répartition empirique coincident en I'absence de censure. De plus, en intervertissant
les réles deY et C; on observe une certaine symétrie du probléme (nous travaillons
sous I'Hypothése 1.1.2, dondy. ¢ = ly<c presque slrement). On peut donc dé nir
de maniére analogue; estimateur de Kaplan-Meier de la fonctionG(t) = P(T - t).

La mesure dé nie par l'estimateur de Kaplan-Meier n'attribue de poids qu'aux obser-
vations censurées, et renforce le poids des grandes observations. En e et, il s'agit de
compenser le dé cit d'observations dans la queue de distribution, dé cit causé par la
censure.

L'étude des propriétés asymptotiques de cet estimateur a été principalement abor-
dée de deux maniéeres di érentes. L'approche martingale, développée notamment par
Gill (1980, 1983) aboutit a une représentation sous forme d'intégrale stochastique. La
normalité asymptotique découle du théoréeme de Rebolledo. Cette approche, présentée
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dans la section 2.1, permet d'obtenir la convergence en loi d'un certain nombre de fonc-
tionnelles, sans pour autant fournir de Théoréeme Central Limite pour les intégrales
Kaplan-Meier (KM-intégrales par la suite), c'est a dire les intégrales par rapport a la
mesure dé nie par l'estimateur de Kaplan-Meier. L'étude de ces intégrales est la mo-
tivation premiére de la seconde approche, qui trouve un premier aboutissement chez
Stute (1996a). Il apparait que l'une des di cultés recontrées dans I'étude d'objets du

e
typ .

1A= Ay)dF(y);

provient du fait que ces intégrales s'expriment comme des sommes de guantités non
i.i.d. En l'absence de censure, la loi empirique attribue la massai * a chaque ob-
servation indistinctement. Or, ainsi qu'il a été mentionné plus haut, l'estimateur de
Kaplan-Meier compense les e ets de la censure en attribuant un poids plus important
aux grandes observations. Ainsi, le poids attribué a chaque observation dépend de sa
place au sein de I'échantillon, et l'intégralel (A) est donc une somme de quantités non
i.i.d. qui ne peuvent s'étudier par les arguments classiques, c'est a dire loi des grands
nombres et Théoreme Central Limite. Pour cette raison, un certain nombre de repré-
sentations i.i.d. (C'est a dire une représentation en une somme empirique i.i.d. plus un
terme asymptotiguement négligeable) de l'estimateur de Kaplan-Meier (Lo et Singh,
1986), de certaines de ses fonctionnelles (Gijbels et Veraverbeke, 1991), plus générale-
ment des KM-intégrales (Stute, 1996a) ont été proposées dans la littérature. Cette der-
niére approche permet notamment d'obtenir un Théoréme Central Limite en présence
de censure. Ces représentations i.i.d. apparaissent comme un outil important pour la
résolution de nombreux problémes statistiques, voir notamment Stute (1999), Stute,
Gonzalez-Manteiga, et Sanchez-Sellero (2000), Sanchez Sellero, Gonzalez Manteiga, et
Van Keilegom (2005), Gannoun, Saracco, Yuan, Bonney (2005). Ce seront également
des ingrédients cruciaux pour les prochains chapitres.

La section 2.2 détaille les arguments permettant de démontrer ce type de représen-
tations i.i.d. Elles sont démontrées pour un estimateur de Kaplan-Meier en présence de
variables explicatives, c'est a dire pour un estimateur (déduit de I'estimateur univarié
de Kaplan-Meier) de la fonction de répartition multivariée,

Fxy)=P(X - XY - y),

sous I'hypothése d'identi abilité 1.1.3 (voir Stute, 1995, 1996a). De nouvelles contribu-
tions pour I'étude de ces intégrales Kaplan-Meier sont présentées, notamment en ce qui
concerne l'uniformité de résultats du type loi des grands nombres (voir Théoréme 2.2.4)
ou Théoreme Central Limite (voir Théoréeme 2.2.11). Par ailleurs, le Théoréme 2.2.10
propose un Théoréme Central Limite pour les intégrales par rapport a I'estimateur de
Kaplan-Meier de F (x;y); sous des conditions d'intégrabilité optimales.

La section 2.3 se penche quant a elle sur la variance des intégrales Kaplan-Meier et
son estimation.



L'approche martingale 25

2.1 L'approche martingale

2.1.1 Représentation en intégrale stochastique

L'étude de l'estimateur de Kaplan-Meier a tout d'abord été e ectuée a partir de
I'obtention d'une représentation en tant qu'intégrale stochastique (voir Gill, 1980, Gill,
1983, Fleming et Harrington, 1991). On dé nit la Itration

Fs= ¥#T1l7,. s;HlT,. sO

Il s'agit alors d'exprimer I'estimateur de Kaplan-Meier a partir des martingales suivantes
(continues a droite), relatives a la ltration (Fs;s2 R);

Z

11, de(S)
MF() = %11 (i Ti, sOFLS).
U 17 <dG(s
MO = @t e
z, .
H _ . 1r;, sdH(s).
MEM = dned T HE )

On rappelle la dé nition de la variation quadratique <M (t); M (t) > d'une martingale
M de carré intégrable.

Dé nition 2.1  Pour toute martingale continue a droiteM par rapport a une ltration
fF ¢;t 2 Rg telle que, pout toutt; E [M (t)?] < 1 ; il existe un unique processus croissant
prévisible continu a droite noté<M (§; M (¢ > tel que
<M (i1 );M(j1 ) >=0 presque slrement,
pour tout t; E[<M (t);M(t) >]< 1;
M2(t)j < M (t);M(t) > est une martingale continue a droite par rapport a la
[tration Fy:

La variation quadratique des martingales dé nies précédemment peut étre calculée ai-
sément.

Zt
co _ 11, tdF(s).
<MEO:MFn> = L FGsi)’
G(+y-pm G — ‘ 1Ti,th(S)'
<MEM:MEM) > = i 1i G(si)
H ey pg H — ‘ 1Ti,th(S)'
<MT(O);MT() > = a Li HGsi)

De plus, sous I'Hypothese 1.1.2, on a (voir Théoremes 2.5.2 et 2.6.1 de Fleming et
Harrington, 1991)

<M F@);ME(t)>=0: (2.1.1)
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Par ailleurs, dé nissons,

:I_)Q1
MI@M) = - M)

i=1

:|_)Q1
ME® = = ME);

i=1

:|_)<1
MI® =~ MP(:

i=1

Le théoreme de représentation suivant fait le lien entre I'estimateur de Kaplan-Meier
et ces martingales. Il est & la source de I'approche qui consiste a étudiéra partir de
martingales et d'intégrales stochastiques.

Théoréme 2.1.1 Désignons pasS l'une des trois fonctionsF; G ou H: Soit t tel que
1j S(t) > 0: On désigne parT, la plus grande observation de I'échantilloiTy; :::; Tn):
Pour t - T(n); on a alors les représentations suivantes,

&vi s _ %t i 8(si)dMS(s)

1i S(t) i [ SO A (si)l’
S(t)i S _ [l S(si)dM3(s)
1i () 1 [1i SOt Asi)]

Preuve: La premiére assertion est démontrée au Théoréme 3.2.3 et Corollaire 3.2.1
de Fleming et Harrington (1991). La seconde assertion se démontre de maniére analogue.
Par intégration par parties,

s _,, 5t [ ssidse)  Ct o ds(s)

1 8w [ 8oL 8l n 1i 89
On a donc
b " #
1i S() _,, "' [LiS(si)] _dS(s) . dS(s)
1; S 1 [Li &) 1; &Gi) ' [Li SGsi)

et le résultat suit. m

2.1.2 Théoréme de Rebolledo

Le Théoréeme de Rebolledo permet d'étudier la normalité asymptotique des intégrales
du type de celles dé nies dans le Théoreme 2.1.1. Nous le présentons ici sous une forme
générale ou les variables aléatoire¥ et C ont des lois qui dépendent den: Cette
hypothése sera nécessaire ultérieurement (voir Chapitre 5, Lemme 5.2.15).
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Théor_éme 2.1.2 Soit My = i”:1 M/, une suite de martingales, oM, = N/} i A};
ou N/ désigne un processus de comptage, At, son compensateur. Considérons un
processus du type 7

t

In(t) = fn(s)dMn(s):

On dé nit, pour tout "> 0;
z t
Ih (1) = . fn(8) 1, (s)j>* AMn(S):
i
Supposons qud, et f soient des processu§ g prédic_tible_s et localement bornés tel que
supsjfn(s)i f(s)j! 0. Supposons également qud/; A} et fngsoient bornés par une

constanteC" < 1 (qui peut croitre quandn!1 ). Soit ®(t) = itl f(s)?ds< 1 pour
tout t; alors si

1. <1nx);1a(t) >! ®t) en probabilité,
2. <1 ,(t);1,(t)>! 0 en probabilit¢ pour tout" > 0;
alors Z
Ih =) fdw dans DIR];

ou =) désigne la convergence faible dans I'espadgR]; espace des fonctions continues
a droite, ayant une limite a gauche, muni de la topologie de Skohorod, et & est un
mouvement brownien.

Preuve: Voir Théoréme 5.1.1 page 204 de Fleming et Harrington (1991). Dans le
cas ou les compensateurs ne sont pas continus, voir Helland (198.

La représentation du Théoréme 2.1.1 et le Théoréme 2.1.2 permettent de démontrer
le résultat suivant, pour la convergence en loi de I'estimateur de Kaplan-Meier. Cette
convergence n'est obtenue que sur un intervalle fermé a droite ne contenant pas:
Nous I'énongons dans le cas ou les lois des di érentes variables peuvent étre di érentes
pour chaquen:

Théoréme 2.1.3 Soit F I'estimateur de Kaplan-Meier calculé & partir de I'échantillon
(T1n; #an; 30 Tan s dnn ); @ssocié aux fonctions de répartitiorF,; Gn; H, convergeant uni-
formément respectivement vers des fonctions de répartitioR; G et H: Soit ¢, < ¢q: On
suppose que

Les lois F,, ont le méme support0; ¢4 ] (& partir d'un certain rang), et ¢g, , ¢H;

On suppose quesups. ; jFn(s)i F(s)j! O

On suppose quesups. , jHn(s) i H(s)j! O

Alors,
i Fa ) Wwiu() dansDo;
1i Fp

ou Z,

dF(s)

YO E HE I FE
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Preuve: Nous suivons la preuve du Théoréme 6.3.1 page 235 de Fleming et Har-
rington (1991), la seule di érence provenant du fait que les lois des variables aléatoires
dépendent den:

Pours- ¢;on a, par dé nition de ¢4; quelj F(s)> 0: Sur 'ensemblefs > T ,g;
ou T,y désigne la plus grande observation, on a

p_F®)i Fa®ilterg 27 . |
1i Fn(s) 1i Fa(e) "Tme”

0 en probabilité:
Plagons nous sur I'ensemblé T,y , sg: Par la représentation du Theoreme 2.1.1,
on a

(
PIEE)i Fa®) L “° 1i Fxidp_  di) dR0)
LiFa( 0 i Fa(0 [ Axi) ' [0 Falxi )]

ol H1(t) = ni 1P ", #ily,. : Dé nissons
[1i F(si)] .
[1i Fa(NLi H(si)]

On est donc amené a considérer l'intégrale suivante,
Z

¢(s)= i

¢( s)dM Fn (s):

On obtient sa convergence en loi par le Théoréme 2.1.2 de Rebolledo. On renvoie au
Théoréme 6.2.1 de Fleming et Harrington (1991) pour voir que les conditions du Théo-
réme de Rebolledo sont satisfaites dés lors que

ya
. < dFn(s) _
L TRe) <
supjFa(s)i F(s)i ! O;
s'up;li Ye(9)?[1i H(si)li 1iHln(Si): IO

ces deux derniéres convergences ayant lieu en probabilité. Pour la premiére condition,
il sut de remarquer que cette intégrale est majorée par[li Fn(¢i )]t > O; et que
Fn converge uniformément verd= par hypothése (etF (¢) < 1). La deuxiéme condition
est une des hypothéses du théoréme. Pour véri er la troisieme condition, on applique
le Théoréme 3.4.2, partie 2.a) de Fleming et Harrington (1991) sur la consistance de
I'estimateur de Kaplan-Meier. On en déduit que
. 1

nite(s)’[Li A(si )] = ————+ Ra(9);
1i H(si)
avecsup. ; jRn(s)j = op(1): On déduit alors la troisieme condition du fait que I'on a
sups. . jH(S) i Hn(s)i = op(1): m
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2.1.3 Comportement de fonctionnelles de l'estimateur de Kaplan-
Meier

Le résultat du Théoreme 2.1.3 n'est pas pleinement satisfaisant, puisqu'il fait interve-
nir une borne ¢, < ¢y : Le but de cette section est d'obtenir des résultats de convergence
sur toute la droite réelle pour des fonctionnelles de I'estimateur de Kaplan-Meier. Nous
rappelons tout d'abord l'inégalité de Lenglart, dans une forme adaptée aux objets que
nous étudions.

Théoreme 2.1.4 Soit M une martingale de carré intégrable par rapport a une ltration
Fi: Soit f un processus prévisible, localement borné. Alors, pour tout temps d'arrét
tel queP(T <1 )=1; et pour tous" et” positifs,
A yz Yo 1. uz, T
P sup f (s)dM (s) " . _+P f(s)2d<M;M > (s), ~
t- T

i ’ i
Preuve: Voir la preuve du Théoréme 3.4.1 page 113 de Fleming et Harrington
(1991). m
L'inégalité de Lenglart est l'ingrédient clé qui permet de démontrer le Théoréme
suivant. Ce théoréme a été initialement démontré par Gill (1983), dans le cas ou les
lois des variables aléatoires ne varient pas avat L'énoncé présenté ici est [égerement
di érent, puisque la loi des variablesT dépend ici den:

Théoréme 2.1.5 On suppose que les conditions du Théoréme 2.1.3 sont véri ées. Dé-
nissons, pour une fonction S égale aF ou G; (resp. S, égale aF, ou G, convergeant
uniformément vers une limite S),

) S i S(t).
zo( = _L1i Sa(t)
t dFn(s) .
Cnr (1) - [1i Fr(9)I[1i Hn(si)]’
t
Chia(t) o

1 i Ga(SLi Ha(si ]

Soit h une fonction positive décroissante suf0; ¢4 ]; satisfaisant la propriété d'intégra-
bilité Z

CH
lim lim h(t)2dCp.s(t) < 1 : (2.1.2)
ul ¢q nll u ’
On a
i ¢
Pathzs Ty pzs.
0 Hz Tt Z
n  hdzS ) hdz$ ;
p Wz Ty z
n  z5dh ) Z? dh;
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ou (f )T désigne le processuk arrété aT(ny; la convergence étant obtenue dans I'espace
D]il ;¢énl; Z1 (t) étant un processus brownien de fonction de covariansedé nie au
Théoréme 2.1.3.

Preuve: La preuve suit les lignes de la démonstration de Gill (1983). Voir également
le Théoréme 6.3.2 de Fleming et Harrington (1991).

On déduit du Théoreme 2.1.3 que les trois convergences sont obtenues Bj§l ;¢J;
pour tout ¢ < ¢y: De plus, la troisieme relation se déduit des deux premiéres. Par
ailleurs, chaque processus limite est bien dé ni. Le résultat découle dés lors du Théoréme
7.5 de Billingsley (1999), qui montre qu'il sut de montrer que, pour tout "> 0;

A !

lim lim,P  sup jh(s)Z5(s)i h(t)zP(t)j>" = 0; (2.1.3)
:Z s _ !
lim lim,P  sup — h@u)dzS (u)->" = O: (2.1.4)
th ¢n ts Ty t

La condition (2.1.4) implique la condition (2.1.3) (voir par exemple Gill, 1983). Pour
montrer (2.1.4), appliquons l'inégalité de Lenglart du Théoréme 2.1.4. On en déduit,
pour tout t<t %< ¢y

A Z
s _
P sup h(u)dz S (u)—>"
~ ts 0T,y t
Az
P h(s)?[Li S(SLi Hn(si )]dSa(s)
" ¢ [1i Sa(9)2[Li Ha(si)Li K(si)l~
Soit M une constante positive. Dans l'inégalité précédente, la probabilité du membre
de droite se majore par

!

Az . 1A !
o U _h(e?1i S(eNdSi(s) ., [1i Hn(si)]
¢ [Li Sa(9%Li Ha(si)] [1i Asi)] °
Par ailleurs, la premiére de ces deux probabilités tend, quand tend vers I'in ni, vers
A~ !
t0 2
iy P h(s)“dS, (s) S=M

t [1i Sa(9)Li H(si)]
par le Théoréme 2.1.6 ci-dessous. De plus, si on choisit
YA
H
=M = h(S)den;S (s):
t

qui est nie pour n susamment grand d'aprés les hypothéses, cette probabilité (et
donc la limite) vaut 0: On en déduit que la double limite de (2.1.4) est majorée, pour
toute constante M > O; par .
A !
[1i Hn(si)l
[1i Asi)]
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En appliquant l'inégalité (10.3.1) de Shorack et Wellner (1986), on obtient que cette
probabilité tend vers 0 quandM tend vers lI'inni. =

Remarque 2.1 Par la suite, dans le cas ou la loi des variables est la méme pour tout
n; on omettra la dépendance em; et on notera ZS(t) et Cs(t):

2.1.4 Ordres en probabilité

L'approche martingale permet de déterminer un certain nombre d'ordres en proba-
bilité, analogues a ceux obtenus pour la fonction de répartition empirique. Le Théoréme
suivant reprend le résultat (10.3.1) de Shorack et Wellner (1986), obtenu pour la fonc-
tion de répartition empirique. Il a été établi par Gill (1980), puis étendu au cas de
variables dont la loi peut varier avecn par Zhou (1991). Nous renvoyons a ces auteurs
pour une preuve de ce résultat.

Théoréme 2.1.6 Soit 8 désignant soitF, G, 1: On a

17 S(t) _ | 1i S(1) _
t<T oy i S(t) - Orld) e tign? 1i S(t) - O

Le Théoréme suivant, di a Csorg® (1996), propose des vitesses de convergences en
probabilité (I'auteur propose également des vitesses presques sdres que nous n'exploite-
rons pas par la suite) sur des intervalles croissant avet. Par la suite, nous désignons
par T la k-eme statistique d'ordre de I'échantillon(Ty; :::; Tp):

Théoréme 2.1.7 Soit 8 désignant soitF, G, F: Soit une suitek, déterministe telle
que

1. kpnill O

2. kn, logn:

On a A
i S(t) i 1=2
sup ———= = Op(k! :
t<T (n]pkn) 1| S(t) P( n )
Preuve: Voir Csorg® (1996). m

2.2 Les représentations i.i.d. des intégrales KM

L'approche de Gill est essentiellement liée a I'étude de I'estimateur de Nelson-Aalen
du taux de hasard cumulé. On dé nit le taux de hasard cumulé, pour une loF; comme
Z

t dF(s)

eM= T EE)
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et son estimateur de Nelson-Aalen,
“t g i(s) .
1 1j H(si)’
ol Hy(s) = P(T - s;* = 1): Cette approche pose un certain nombre de di cultés
lorsqu'il s'agit de prouver la convergence des KM-intégrales du typ&(A) ol A n'est pas
une fonction a support compact. REcemment, Akritas (2001) est néanmoins parvenu a
utiliser cette approche pour obtenir une représentation i.i.d. sous des conditions d'inté-
grabilité minimales. Cependant, cette méthode comporte trois inconvénients majeurs.
Di culté de généraliser la démonstration lorsque des variables explicatives sont
présentes (en particulier lorsque l'estimateur de Kaplan-Meier est remplacé par
I'estimateur de la fonction de répartition multivarié F(x;y) = P(X - x;Y - vy);
dé ni dans la section 2.2.3).
Impossibilité d'obtenir une vitesse supérieure ani =2 pour les fonctions A non
identiguement nulles au voisinage dey :
Di culté a obtenir l'uniformité sur une classe de fonctions A:

A linverse, l'approche de Stute (1995), satisfait aux deux premiéres exigences, et
peut étre adaptée pour prendre en compte la troisieme. Elle exige cependant des condi-
tions d'intégrabilité plus fortes. L'idée de Stute (1995) consiste a considérer une dé ni-
tion "sommatoire" de I'estimateur de Kaplan-Meier. Ainsi qu'il a été déja mentionné,

F est une fonction continue par morceaux, avec sauts uniquement aux observations non
censurées. L'estimateur de Kaplan-Meier peut ainsi étre exprimé sous la forme

e (t) =

X
F(t)=  Winlr. (2.2.1)
i=1
ol Wi, est le saut a l'observationT;; et en particulier vaut 0 si = 0: La démons-
tration de Stute repose alors sur une étude de ces sauts et des résultats concernant
les U-statistiques. Des résultats sur ledJ-processus peuvent permettre de reprendre sa
démarche, et d'obtenir des résultats uniformes sur des classes de fonctions.

L'approche développée dans cette section sera une approche "hybride", utilisant a la
fois I'expression (2.2.1) de 'estimateur de Kaplan-Meier, et d'autre part les résultats de
la section précédente sur les martingales. Utiliser cette nouvelle approche permet ainsi
de développer une preuve nouvelle du Théoreme de représentation i.i.d. des intégrales
Kaplan-Meier, qui ne sou re pas des trois inconvénients cités précédemment. En par-
ticulier, contrairement au résultat de Stute (1995, 1996a), notre Théoréme 2.2.10 sera
démontré sous des conditions d'intégrabilité optimales.

Dans la section 2.2.1 sont présentés les résultats de représentations démontrés par
Stute (1995) et Akritas (2001). Dans la section 2.2.2, nous nous intéresserons a une
expression des saut¥Vj, de l'estimateur de Kaplan-Meier. Dans la section 2.2.3, nous
dé nissons I'estimateur proposé par Stute (1993) qui généralise I'estimateur de Kaplan-
Meier a la présence de variables explicatives, et sous I'Hypothése 1.1.4. Les résultats de
représentations i.i.d. seront démontrés pour cet estimateur, plus général. Les preuves de
ces représentations asymptotiques, débouchant sur des résultats type Loi des Grands
Nombres, ou Théoréme Central Limite, sont obtenues dans les sections 2.2.4 & 2.2.8.
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2.2.1 Les résultats de Stute (1995) et Akritas (2001)

Représentation de Stute.  Stute (1995) prouve la représentation suivante,
z

A X —|’ i 7 ’
Adew)= o IR A T) Ry (222
i=1 !
avec R R
chonny = QLD FLAGIEE T[T AGIFEIC)
R LiHM g B G AW

et ol R, est un terme asymptotiquement négligeable pour peu qué satisfasse un
certain nombre de conditions d'intégrabilité. Un cas particulier important est I'étude
des fonctionsA(t) © 0 pourt> ¢ avec¢ < ¢y: Dans ce cas, on a besoin de la condition
d'intégrabilité suivante.

R .
Hypothése 2.2.1  A(s)?[1j G(s)] 1dF(s)< 1,

Sous cette condition, pour une fonctionA nulle pour t > ¢; le reste satisfaitR,, =
Op(ni 1): En revanche, siA ne s'annule plus au voisinage de; ; Stute a besoin de
renforcer cette hypothése d'intégrabilité.

R.. -
Hypothése 2.2.2 jA(y)jCé‘z(yi )dF(y) < 1 ; ou la fonction Cg est dé nie au Théo-
reme 2.1.5.

Sous I'Hypothese 2.2.2, la représentation (2.2.2) reste valide, mais avec une vitesse
moindre, puisque le reste est de l'ordrdR,, = op (ni 172):

Propriétés de la représentation (2.2.2). Calculons l'espérance du premier terme
de ce développement.

ATy L ERjYIAY)
1i G(Ti) 1i G(Yi)
= E[AY)]; (2.2.3)

ou l'on a utilisé l'indépendance deY et C pour obtenir (2.2.3). Quant a I'espérance de
°1(A; T;4), elle est nulle quelle que soit la fonctiorA: Pour le véri er, observons que

‘K

o (AT 4)— G(a)-
(AT H) = i H(s)]dM' (s); (2.2.4)

R, .
ouA(s) = & A(u)dF(u):

Ainsi le premier terme de (2.2.2) assure la consistance des KM-intégrales (on retrouve
le résultat de Stute et Wang, 1993), tandis que®; n'intervient que dans la variance
asymptotique.

Sur les conditions d'intégrabilité. L'Hypothéese 2.2.1 apparait minimale étant
donnée la représentation, puisqu'elle correspond a l'existence d'un moment d'ordre 2
pour +A(T)[1 i G(Ti )N L Eneet,

1 3
" sk TP 7 Awarey) _ 2 A)dRG).
1i G(Ti) 1i G(yi) 1i G(y) °
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la premiére égalité étant due a (2.2.3), la seconde provenant de I'Hypothése 1.1.2. Cette
hypothése d'intégrabilité n'est pas surprenante, puisque Yang (1994) montre que la
condition minimale de convergence de I'gstimateur de Kaplan-Meier sur toute la ligne
réelle n'est possible que sous la condition[1; G(s)]' dF(s) < 1 (le résultat de Yang
étant un résultat de TCL uniforme sur la famille de fonctions 1.« ;t 2 R; d'enveloppe
constante égale dl).

De plus, I'Hypothése 2.2.1 est su sante pour obtenir un moment d'ordre 2 pour®:
Pour le voir, on part de la formule 2.2.4. @1 appliquant le Théoréme 2.1.2 de Rebolledo,

on obtient la convergence en loi dei 72" L °1(A; Ti; %); pourvu que

4 2
A(s)2dG(s) (2.25)
[1i H(9ILi G(si)l
En appliquant le Théoréme de Cauchy-Schwarz, on obtient la majoration
- = -7,
— ¢H 5
As)® i F(s] A@ZR() (2.2.6)

S

Ainsi, l'intégrale de I'équation (2.2.5) se majore par

zz 15 A(t)2dF (1)dG(s) z A(t)2dF (t)

[Li GGi)Li G(s)]  1i G(1)

ol I'on a majoré [1i G(tj)]i ! par [Li G(t)]i ; et ot on a appliqué le Théoréme de
Fubini. On obtient donc que la condition (2.2.1) implique la condition (2.2.5).

De ce fait, I'Hypothése 2.2.2 est plus obscure, puisqu'elle n'intervient pas dans la
variance asymptotique. Elle provient des arguments de tension utilisés par Stute (1995)
pour obtenir un résultat sur la ligne réelle tout entiere. Il faut néanmoins remarquer
gue cette hypothése est relativement faible, et peut étre satisfaite par un grand nombre
de modeéles. En e et, on peut majorerCg(t) par [1i H(t)]i 1. L'Hypothése 2.2.2 est
donc impliquée par )

JA()jdF (t)
[1i H(]*

Dans le cas particulier ot(1j F) » c(1j G) ; pour une constantec; au voisinage de
¢n ; la condition est donc satisfaite si

AWIdFy) .
i Goyie -t

pour ® = (1 + ~)=2: Une discussion plus détaillée de I'Hypothése 2.2.2 se trouve dans
Stute (1995).
Représentation d'Akritas. Akritas (2001), a partir de la représentation du Théo-
reme 2.1.1, remarque que
" R #
* [Li F(i)IdEE i 2e](x)

dF(s)j dF(s) = i X i FO9

dF(s)+[1i F(si )Id[r i ar](s):




Les représentations i.i.d. des intégrales KM 35

Dans ces conditions, sous I'Hypothése 2.2.1 uniquement, il obtient

z z Z-
, , As) -
A(s)dlf(s) = A(s)dF (s) + T Aés()Si ) i 1 (:)(S)

+0p(ni ¥¥?): (2.2.7)

dM £ (s)

L'Hypothése 2.2.2 apparait super ue dans sa démonstration.

Equivalence des deux représentations. Nécessairement, les deux termes prin-
cipaux sont donc égaux a un restep (ni 172) prés. La Proposition suivante est plus
précise, puisqu'elle montre que ces deux termes principaux sont en réalité parfaitement
€gaux.

Proposition 2.2.1  Soit A une fonction satisfaisant I'Hypothése 2.2.1. On a la relation
Z i 1 X’] ) Z '
AS)IF(s)+ —  "1(ATi %)

i=1

As) . As)
Y G(s) ' 1i H(s)

dM{(s)

+  A(s)dF(s);

avec 0
il s A
F'(S): 1 ﬂ:
n._, 1i G6( i)

Preuve: Partant de la représentation (2.2.2),

. Z . 7
11X HAM) T A)dME(s) 1; A(si) .
n_, Li 6(Ti) 16 " 1 H) OdFE
Z z
A(s)dM (s) )
ZliG(S)+ A(s)dF(s)
H(si)i R(si) _
1, H(si) A(s)dF (s):

La derniére intégrale s'écrit, par la représentation du Théoreme 2.1.1 et le théoréme de
Fubini,

Z Z Z
H(si )i H(si); o 1 dMH (t)
1 H(s ) A(s)dF(s) = I A(s)dF(s)i1i A
T A)dMi(s).
1i H(s) ~
En utilisant que dMC = dM™ | dM[ et I'expression (2.2.4),
¢ P KgdME(s) | © AgdME(s).
n iATS) = 1i H(s) ¥ 1i H(s) °

i=1

On obtient ainsi I'équivalence de (2.2.2) et (2.2.7).m
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2.2.2 Les sauts de I'estimateur de Kaplan-Meier

Par des raisonnements combinatoires, Stute et Wang (1993) obtiennent I'expression
suivante des sauts de l'estimateurs de Kaplan-Meier,
o o
Yo onjj

+
_ =(in) .

Wiiny = - - :

G |+1j:1 njj+1

ol Wi,y est le saut a lai-eme observationT;y dans I'échantillon ordonné, et;, est
la réalisation dex+ correspondant aT ;). Par la suite, nous préférerons manipuler le saut
noté Wi, a l'observation T; (donc dans I'échantillon non ordonné). Le Lemme suivant
fournit I'expression deW;, en fonction de I'estimateur de Kaplan—Meieré de la fonction
de répartition de la variable de censure.

Lemme 2.2.2 La contribution & la masse deF de I'observationi s'exprime comme
18 .
nij G(Tii)

in =
Preuve: On pourra trouver une démonstration détaillée dans Satten et Datta
(2001), ou raisonner directement a partir du Lemme 2.1 de Stute (1995). Une autre

approche consiste a remarquer que, sous I'hypothé¥eet C indépendants, les fonctions
de répartitions satisfont I'équation suivante,

f1i F(ti )gdHa(t) = f1 H(tj )gdF(t);
tandis que l'estimateur de Kaplan-Meier satisfait
f1j F(tji )gdFi(t) = f1i A(tj )gdF(t):
Par ailleurs, 1§ H(tj )= f1; F(tj )gf1i G(tj )g: On en déduit
dHy(t)
1 G(ti )
On en déduit le résultat quand lesT; sont tous distincts. Lorsqu'il y a k variables aT;
telles que les réalisations de: correspondantes soient égales a 1, la masse €nvaut
donc k=n%[1i &(T;i )]; on partage cette somme de facon égale entre l&sex-aequos
et on en déduit le résultat. m
Le Lemme 2.2.2 ainsi que la représentation (2.2.2) invitent a regarder I'écart entre le

saut Wi, etle sautW® = ni 15[1j G(T;i )] ! qui pourrait étre utilisé si I'on connaissait
la fonction G. Le Lemme suivant fournit une majoration utile de I'écart.

dF(t) =

Lemme 2.2.3 On a, pour tout "> 0 et pour tout ® > 0;
3 ,

- Ao ® N
Win i W - sup “CLl® N ze(ti ) Ze(ti )
*H(n) — —
£ sup =1 St) )Miﬂcé@:Z*@"(Ti):

t Tny L é(ti)
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En particulier,
Win i W+ Ra(®) £ WFCe 2" (Ty);

avecRp = Op (ni ®2):

Preuve: La premiére partie du lemme est immédiate en multipliant au numérateur
et au dénominateur parCé@:2+® (TH[Li G(Tij )]; et en majorant par le supremum pour

t - T: La seconde partie est une conséquence du Théoreme 2.1.6, et du Théoreme

2.1.5 pour la fonctionh(t) = Cé:2+ " (t): Cette fonction h est bien décroissante et satisfait

la condition (2.1.2). =

2.2.3 L'estimateur de Kaplan-Meier en présence de variables explica-
tives

En présence de variables explicativesX 2 X ¥ RY; et sous I'Hypothése d'identi a-
bilité 1.1.4, Stute (1993) propose un estimateur de la fonction de répartition multivariée,
(notée F(x;y) = P(Y - y;X - Xx)). Partant de I'expression (2.2.1) de l'estimateur de
Kaplan-Meier, Stute propose d'utiliser

X 1)<1 +1 .
Bcy) = Winlr. yx,. = = ool yXix,
T L 1 6(Ti)

(2.2.8)

Une autre fagon de motiver l'introduction de I'estimateur (2.2.8) serait de considérer la
fonction de répartition

17 511 yx, x

F(xy)= = YA X. (2.2.9)

n._, 1i G(Tii)
Cette fonction de répartition n'est pas a proprement parler un estimateur, puisqu'elle
dépend de la fonction de répartitionG qui est inconnue. Néanmoins, on peut remarquer
gue, si la fonction G était connue, I'estimateur F serait un estimateur sans biais de la
fonction de répartition F; et que les intégrales par rapport a la mesure dé nie par cette
fonction de répartition seraient elles-mémes non biaisées.

En e et, pour une fonction A(x;y); on a l'analogue de (2.2.3),

+AXT) © | o Elv.ciXYJAXY):
1i G(Ti) 1i G(Yi)
= E[AXY)]; (2.2.10)

ou on a utilisé I'Hypothése 1.1.4 pour passer a la derniere ligne.

Dés Iors,lf peut étre vu comme une estimation de cet estimateur idédF: La ma-
nieére nouvelle que nous proposons pour obtenir une représentation asymptotique des
intégrales du type 7

1A= Axy)dF(xy);

consiste a considérer la di érence entre ces intégrales, et les intégrales par rapport a
la fonction F. Les représentations i.i.d. découleront donc essentiellement des résultats
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de la section 2.1, et plus particuliérement des propriétés d&: L'argument de tension
qui permettra d'obtenir une représentation surRY £ R (et non sur RY£]j1 ;¢]; pour

¢ < ¢n ) serarelativement similaire a celui utilisé par Stute (1995,1996a). Notre nouvelle
approche permettra cependant d'utiliser les résultats de la section 2.1 a n de se passer
de I'Hypothése 2.2.2. Contrairement a la méthode proposée par Akritas (2000), cette
méthode est bien adaptée a la présence de variables explicatives.

Dans la section 2.2.4, nous prouvons un résultat de loi des grands nombres, uniforme
sur une classe de fonctions. Dans la section 2.2.5, nous livrons un premier résultat de
Théoréme Central Limite. Il porte sur des fonctionsA satisfaisantA(x;y) © Opoury > ¢ :
ou ¢ < ¢n: Dans ce cas patrticulier, la vitesse de décroissance du terme résiduel de la
représentation est supérieur &ni 172: Les sections 2.2.6 et 2.2.7 étudient le cas général
ol A ne s'annule pas au voisinage deg: Dans la section 2.2.6, une seule fonctiod
est considérée, et la représentation i.i.d. est obtenue sous des hypothéses d'intégrabilité
optimales, c'est a dire sans recourir & une hypothése du méme type que I'Hypothese
2.2.2. Dans la section 2.2.7, nous parvenons a démontrer une représentation uniforme
sur une classe de fonctions. Néanmoins, cette uniformité se démontre au prix d'une
condition d'intégrabilité supplémentaire (Iégérement plus forte que la condition 2.2.2).

2.2.4 Loi uniforme des grands nombres

Il s'agit ici d'obtenir une représentation i.i.d. avec un reste enop(1): Le théoréme
suivant fournit un résultat de loi faible des grands nombres uniforme sur une classe de
fonctions. Nous rappelons tout d'abord la terminologie des "bracketing numbers".

Dé nition 2.2  Soit deux fonctionsu et I
On note [u;l] I'ensemble des fonctiond telles queu - f - I: On dira que [u;l]
est un"j crochet (pour la normek ¢ R si kuj Ik - ™
On dit qu'un ensemble de"j crochets([ui;l;i])1. i. k recouvreF si, pour toutf 2 F;
ilexiste 1- j - ktel quef 2 [uj;lj]: On note Ny("; F; k¢ R le "bracketing num-
ber" (voir Van der Vaart et Wellner, 1996), i.e. le nombre minimal de " crochets
nécessaire pour recouvrirF :

Théoreme 2.2.4 On suppose qué est continue. SoitF une classe de fonctions d'en-
veloppe®© intégrable. On suppose que, pougp < ¢ - ¢4 ; la classe de fonctiond, =
fe;xy) ! Ly<c[Li G(yi )] YA(X;Y)jly. .0 estPi Glivenko-Cantelli. On a

z .
10 5AM)

BA2F; Ay)dF(y)= n 1 6(Ti) + op(1):
i=1 :

Le type de condition sur la classe de fonctior s'obtient facilement, notamment si
I'on posséde une majoration du covering number de la classe de fonctions. Voir également
Corollaire 8.6 de Giné et Zinn (1984).
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Preuve: Soit¢ <¢q.0Ona
Z r'e
Axy)ly. dPocy) =+ EAXGETIn. .

n._, 1i G(Ti)
+1)@ +#[G(Tii )i G(Tii )AX;; Ti)1r,. ¢
n._. [l GTi)Li (i)l

Pour étudier le premier terme, on utilise le fait que la classe de fonction&,; est
P Glivenko-Cantelli pour ¢, susamment grand. Pour le second terme, on utilise les
Théoréemes 2.1.3 et 2.1.6 pour conclure que ce deuxiéme terme es{1) uniformément
enA:

Pour justi er le passage¢, ! ¢4 ; on applique la Proposition 2.2.12, avec

z
Pa(e:A = AXy)ly. (d(F i F)XY);
1 G(tj)
Zy, = —
t Ty 1i é(ti )
1% RO T,
Gnle) = o 1i G(Tii)

i=1

Le résultat de convergence pour la classe de fonctiofs assure queP, (¢; A =) 0:Z, =
Op (1) par le Théoreme 2.1.6. Par la loi des grands nombre§n(¢) ! E[O(Y)1lys, ];
limite qui décroit vers 0 quand ¢, tend vers¢éq: m

Pour obtenir une loi forte des grands nombres, les Hypothéses du Théoréme doivent
étre renforcées, et on ne peut plus avoir simplement recours a l'approche précédente. En
e et, la preuve utilise le Théoréme 2.1.6 qui fournit un ordre en probabilité. Obtenir un
résultat de convergence presque sdre nécessite d'avoir recours aux arguments de Stute
et Wang (1993) et Stute (1993).

Stute (1993) démontre ainsi le résultat suivant, pour une seule fonctiod:

Théoréme 2.2.5 Pour toute fonction A telle queE[A(X;Y )] < 1,

P

A y)d(B i F)(xy)~! O:p:s:

Preuve: Voir Stute (1993), et Stute et Wang (1993) en I'absence de variable expli-
cative. m

Ce théoreme peut étre étendu a une classe de fonctions, comme le suggérent Stute
et Wang (1993). Bae et Kim (2003) ont étudié cette extension.

Theoreme 2.2.6 Soit F une classe de fonctions telle quiip("; F; L) < 1 : Alors

7 —
sup: f(x;y)d[F i F](x;y):! 0 presque sdrement.
f 2F



40 Chapitre 2

Le résultat de Bae et Kim (2003) n'ayant pas été démontré en présence de variables
explicatives, nous en fournissons une preuve succinte dans ce cadre.
Rgeuve: Soit "> 0: On prend Np("; F; L1) "j crochets[l;; u;] recouvrant F ; et tels
que (ujj l)(xy)dF(x;y) <": Dé nissons
z
Un(f) = fOsy)dF i FI(xy):

Pour tout f; il existe un crochet[l;; u;] tel que
Z z z
Un(f) = FOGy)dFGy) i uiGGy)dF(Gy)+  ui(xy)dF(x;y)
Z

i fOy)dR(xy)
Z Z

uOGY)dIF i FIoGy)+  [ui(y)i liosy)ldF(x;y):

On en déduit que
Z
supUn(f) - max  ui(xy)dF i Flxy)+ "
f2F 1-i- Ng(")

En appliqguant le Théoréme 2.2.5, l'intégrale du membre de droite tend vers 0 presque
slrement, et par suite, avec probabilité 1,

limsupjUn(f)j- ™
f
|

2.2.5 Représentation i.i.d. pour des fonctions s'annulant au voisinage
de ¢n

Soit F une classe de fonctions euclidienne, ayant une envelop@ale carré intégrable.
On suppose de plus que cette enveloppe satisfait

Bt>¢;0(xt)=05¢ <¢én: (2.2.11)

Le résultat présenté dans cette section peut également étre déduit du Théoréme 1
de Sanchez Sellero, Gonzalez Manteiga et Van Keilegom (2005), dans le cas d'une
V Cj classe de fonctions. Leur résultat est obtenu dans un contexte ou les données sont
censurées a droite et tronquées a gauche. La démonstration reprend les principales étapes
de la démonstration de Stute (1995, 1996a), remplacant les résultats sur les vitesses de
convergence déJj statistiques par des résultats de convergence déj processus indexés
par la classeF : Les auteurs n'imposent pas la nullité de© au voisinage de¢ ; cette
condition étant remplacée par une condition (trés forte) de moments. En particulier,
cette condition impose la décroissance des fonctiods(décroissance au moins exponen-
tielle dans le cas ou les variable¥ et C sont exponentielles, par exemple). Les exemples
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pratiques considérés par Sanchez Sellero, Gonzalez Manteiga et Van Keilegom (2005),
ainsi que dans le reste de cette thése concernent des fonctions s'annulant au voisinage
de ¢4 ; si bien que nous simpli erons I'énoncé en écartant ces conditions trop fortes.

La démonstration présentée ici prend un autre chemin, fondé sur I'expression des
sauts de l'estimateur de Kaplan-Meier, fournie au Lemme 2.2.2.

Théoréme 2.2.7 Soit A2 F ; classe de fonctions euclidienne et d'envelop@ de carré
intégrable satisfaisant la condition (2.2.11). On a la représentation suivante,

z z 10
A y)dF(xy) = A y)dF(xy)+ o Cu(ATim)+ Ra(A);
i=1

avecsupir jRn(A)j = Op(ni 1); ou

z,2
Aty) = Ax; s)dF (x;s);
ZyA x2X s
o (AT -4 — (y)dM=(y).
1(A,T,i) - W

Ce développement a été montré initialement par Stute (1996a), pour une seule fonc-
tion A: Voir également Sanchez Sellero, Gonzalez Manteiga et Van Keilegom (2005) pour
une représentation uniforme sur unévV Cj classe.

En observant la représentation i.i.d., on olg§erve gue, comme dans le cas univarié, seul
lintégrale par rapport & F fournit la limite de ~ A(x;y)dF (x;y); le terme supplémentaire
n'intervenant que dans la variance. En e et, le terme®; ne dépend pas de&; et est donc
une martingale par rapport a la Itration Fs = ¥ Tylt,. s; % 17,. s9: En particulier,
E[°1(AT;89]=0:

Preuve: On applique le Lemme 2.2.2, et on déduit

z
Ax;y)dF (y)

10 AXGT) |, 10 5AXGT) 6(Tii ) i G(Tii )
n._, 1i G(Mi) n._ 1y &Ti) i G(Tii)
1% HAX;T)

T on i, i G(Tii) * Sy

On réécrit,

10 HAX:T) 6(Tii )i G(Tii )
n._, 1i G(Ti) 1i G(Tii)
So(A) + Ro(A):

S1(A) + Ro(A)

Le reste Ro(A) est étudié au Lemme 2.2.9. Pour le termé,(A); on utilise le dévelop-
pement i.i.d. de Zg démontré au Lemme 2.2.8 ci-dessous. La condition (2.2.11) permet
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d'appliquer ce Lemme, puisqu'elle assure que I'on ne considére que les termes pour
T - ¢:0n obtient

ZZ Zy gus zz
S2(A) = - mA(x;t)dF‘(x;tH . R(tj YA(x; 1)dF(x: 1)
_ oo - L AMS(s) 1Y AKX THR(T )
AR e TR 1O M Y T
hR+1 R . |
Z K9)dMS(s) % o wax ADA(F i F)(x;t) dMS(s) N
i H(s) 17 H) + Ra(A:
Puisquesup. , jR(t)j = Op(n' 1); on obtient que
N : 1% 5O(Xi; THR(Tii ) -
il = — i 1y.
nglel(A)J' Op(n' )£ o 1 6(Ti) = Op(n'):
Dé nissons hR . R i
LT o AGDA(F | F)(xit) dME(s)
Ra(A)= [ A

R2(A) est étudié au Lemme 2.2.9.m

Le Lemme suivant fournit une représentation i.i.d. deZg (et donc de 6) pour
t- ¢ <¢n: Ce type de représentations a été considéré par Lo et Singh (1986), Major
et Retj® (1988), Gijbels et Veraverbeke (1991). Nous proposons ici une démonstration
alternative.

Lemme 2.2.8 Soit ¢ < ¢q. On a la représentation
Z

G
Zoy= M9

IO RS

avecsup,. , jR(t)j = Op(ni 1):

Preuve: Par la représentation du Théoreme 2.1.1, on obtient, poutt - ¢ ; sur
I'ensemblef T > ¢.g;

Zy

dM2(s)
Zg(1) 1 [1i G F(si)l
= F(si)i F(si)dMP(s)

(2.2.12)

1 [Li GLi P(siILi F(si)l

Sous I'Hypothése 1.1.2, on peut remplacdfj F(sj )] par [1j F(s)] puisqu'on intégre par
rapport & M &: Pour le deuxiéme terme, on utilise I'inégalité de Lenglart du Théoréme
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2.1.4, avec le temps d'arrét;,: On obtient, pour tout " > 0;
0 1

( )

p@nsy | PG FENMEE® L,

A te 1 [Li GS)Li F(si)Li F(si)l |

1, 21X % [ (si )i F(si 21r, sdG(s) P
"= N, o [l GALi G(si)lli F(siALli F(si)?’

En appliquant le Théoreme 2.1.5 pour la fonctionh(t) = 1;. ;[1i F(t)], et le Théoréme
2.1.6, on obtient que

< = [F(si)i F(si)P
p=
s ¢ [Li G(S)2Li G(si)Li F(si)ALi F(si)?

= Op(n'Y):

On en déduit que

A !
i i p 1 TC NP FsOPIL F(s ) Pl sdG8) Py
T N, oa [1i G2[1i G(si)lLi F(si)? ’
puis que
0 (7 ), 1
VRGP F(siMAMB(S) T LA L.

. . \ @
Jim lifnny P nsup [Li G(S)[Li F(si)]

donc le second terme de (2.2.12) est bie@p (ni 1) uniformément en ¢ :
[ ]

Lemme 2.2.9 Sous les hypothéses du Théoréme 2.2sUpsr jRi(A)j = Op(ni 1); pour
i=0 ou 2.

Preuve: L'ordre de  Rg(A).

On a

1% 5 AT)Ze(Tii )2,
n. 1i 6(Tii)

i=1

Ro(A) =

L'Hypothése (2.2.11) permet de majorerA(Ti)Zg(Tij )? par jO(T))j[sup. ,jZa(ti )il
Le Théoréme 2.1.5 (pourh(t) = 1w, ) assure que le supremum est u®p (ni *2): Par
ailleurs, en utilisant le Théoréme 2.1.6 et le fait qudglj G(tj )]i * est borné pourt < ¢ ;
on en déduit I'ordre désiré.

L'ordre de R2(A): Sil'on ne s'intéresse pas a l'uniformité erA; le terme R, (A) peut
étre traité par linégalité ded englart, en remarquant que, par la convergence en loi du
processus empiriquesupsj &, A t)d[F i F](x;t)j = Op(ni *?); et en procédant
de méme qu'au Lemme 2.2.8. Pour obtenir I'uniformité enA; on ne peut plus utiliser
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l'inégalité de Lenglart, et il faut avoir recours a d'autres arguments. On peut réécrire
R2(A) sous forme de somme.

1 X (1§ 5)KAX;T)lrst, E.A(Xi;Ti)lTij. e

W e miemom Ay T L A
2 HAXG T, o1y, $0G(9) | © A9)Ln, odG(s).
' 1 G(si) 1i G(si)

La somme des termes pour = j est majorée en valeur absolue par

M 1X .
— £ - E[O(X;;Ty)jTil;
n n i1

puisque les dénominateurs sont bornés. Cette quantité e€p (ni 1) uniformément en
A: Le terme principal est un Uj processus dégénéré indexé pdx. F étant une classe
euclidienne, la classe de fonctions = f1F ; ou

(1i d2)dg
[1i G(t2i )II1i H(t)]’
est une classe euclidienne d'enveloppd °£ ©; ou M % est une constante, par le Lemme
2.14, partie (ii) de Pakes et Pollard (1989). De méme, la classe de fonctiohsF ou
Z
dily, slt,, sdG(s).
1i G(si)

fq 1 (tg;dg;xq;t2;d2;X2) !

o (t1;di; Xq;to;da; X2) !

Les deux autres classes de fonctions intervenant dans I'expression Be(A) comme un
Uj processus sont également euclidiennes. En e et, elles s'expriment toutes deux comme
des transformations linéairesA(A) satisfaisant

AR - M RAK;

ol M %est une constante positive. En considérant utik©k,=M % recouvrement composé
de fonctionsgs; ::1; On ("kek,=M %F :kel) d€ F; on obtient un "j recouvrement deA(F):
R2(A) est donc unUj processus indexé par une classe euclidienne. Par le Corollaire
4 de Sherman (1994a), on en déduit qusupsr jR2(A)j = Op(ni ):
[

2.2.6 Cas général sous des conditions d'intégrabilité optimale

On considére maintenant une fonctionA ne s'annulant plus nécessairement au voi-
sinage de¢y: En particulier, pour chaque ¢ < ¢4; la fonction A(:)1.. , satisfait les
hypothéses du Théoréme 2.2.7. L'argument de tension que nous allons utiliser repose
sur l'inégalité de Lenglart (Théoréme 2.1.4). De ce fait, nous ne pouvons obtenir |'uni-
formité de la représentation sur une classe de fonctions.

La condition d'intégrabilité 2.2.1 doit étre tout d'abord Iégérement modi ée, du fait
de la présence de variables explicatives.
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Hypothése 2.2.3 On suppose
Z
A y)2[Li G(yi )l MdF(xy) < 1:

En e ectuant un raisonnement analogue a celui de la section 2.2.1 (qui était e ectué
en l'absence deX), la variance du terme principal de la représentation ci-dessous est
nie si et seulement si I'Hypothese 2.2.3 est véri ée. Aucune condition d'intégrabilité
telle que (2.2.2) n'est nécessaire. Le calcul de la variance de ce terme principal est
e ectué dans la section 2.3.

Théoréme 2.2.10 On considére une fonctionA satisfaisant I'Hypothése 2.2.3.
z z 10
Axy)dE(Y) = AKY)dF(ay)+ — “u(ATiis)+ Ra(A);
i=1
avecR,(A) = op(ni 12):

Preuve: On applique le Théoréme 2.2.7 a la fonctiolA(§1¢, : Dé nissons le pro-
cessus z, z
Pn(t) = n1™2 A y)dIF i FI(xy): (2.2.13)
il X2X
D'aprés le Théoreme 2.2.7, pour chaque < ¢y ce processus converge en loi vers un
processus gaussiehV (V4(t)) dans D] i1 ;¢]: De plus, d'apres I'Hypothese 2.2.3, la
fonction de covariance satisfaitlim; ,, VA(t) < 1 : On va donc appliquer le Théoreme
7.5 de Billingsley (1999).

Dé nissons
G(t) i G(t)
zew) = =L
N S1i 6O
Ra(e) = Axy)Fi FIxy)
_ 1% RZCTi)AX; T
SN 1i G(Tii) '
Réécrivons le termeR,;
21wt Ly
Ro(e) = AXy)AZeMdF(y)
T

(n)
= hin:; (1)dZC(1);
il
en dé nissant
Z, Z
(n)

hn,e (t) = A y)dF(xy) = An(t_ ¢);
Zt—.(" 7 X2X

he(t) = A y)dF(xy) = At _¢):
t_ ¢ x2X
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Quitte a raisonner composante par composante, puis a séparer partie positive et partie
négative, on peut supposer quel est & valeur dansR; et positive, de sorte que les
fonctions hy., (t) et h,(t) sont décroissantes. De plus, remarquons que,;,, ~ 0: On va
adopter une démarche similaire a celle du Théoreme 2.1.5 pour montrer

H = T z Tn) - T
Jim lim,P n'2 sup — At _s)dZC(t) i ) At _)dzCm)—>" 1 o
I

& S eH il
(2.2.14)
En utilisant la décroissance de la fonctiord,: le supremum, dans la formule précédente,
se majore par
. _ _

sup = AOAZCMH+ sup TAu(9) i An()]Za(e)™

¢ s Ty ¢ & s Ty

FE!

On majore donc la probabilité de (2.2.14) par
A —

P n'? sup
~ [ANR-E T(n) é

A

+P n'? sup Aa(s)i An(e)1Za(e) >"=2 (2.2.16)
¢ s )

g

A (0)dZe (1) > = 2 (2.2.15)
|

Par le Théoréme 2.1.1 et l'inégalité de Lenglart, du Théoréme 2.1.4, on obtient la ma-
joration
!

A -
S _
P n*2 sup A ()dZC(t)—>"

~ & st TRy ¢

A
2C A(9Li GG NZ dG(s)
"2 o [1i 6(9)2Li H(si)li Gsi)l®

N

(2.2.17)

Dé nissons

[1i H(si)ILi G(s)]?.

Ln = :
N N CCANICE

Les supremum surs < T,y de Ln(s) est Op (1) par le Théoreme 2.1.6. On en déduit
que la probabilité intervenant dans le second membre de (2.2.17) se réécrit
A !
Z
® Ai(9)%Ln(s)dG(s) _
[1i F(si)lli G(s)N2>

(2.2.18)
¢
ou supS<T(n)jLn(s)j = Op(1): De plus, comme on se place sous I'Hypothése 1.1.2,
(2.2.18) se réécrit
Az !

) dG(s) o
P AL E e e

(2.2.19)
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De plus, d'apres le Lemme 2.2.13,

() oo
P K P

et donc A (52
(s)°Ln(s)
su = Op(1): 2.2.20
e (I:) W p(1) ( )
Soit M une constante strictement positive. La probabilité (2.2.19) se majore donc par
HZw As)2dG(s) N 1
. [ GOILi HET™
An(S)ZLn(S)
+P su >M 2.2.21
s<T (E])) K(S)Z ( )
Posons 7

o A(s)dG(s) |
. [Li G(Li H(s)]

L'intégrale intervenant dans la dé nition de “~ est nie, en e et, en rappelant la majo-
ration (2.2.6), on obtient

"=ME

R, R . .
A(s)dCs(s) z S A y)PdF (X y)dG(s) | z A(X;y)2dF (x;y)
[1i G(9ILi H(s)] [1i G(s)]? [1i Gy
qui est nie par I'Hypothése 2.2.3. On en déduit que la probabilité (2.2.15) se majore
par A [
Z, A2(s)dG(s) '
M CH
w5 + P  sup Ay(s)3Ln(s)j > M
2, iGN HEI T P Akl
pour tout M: Par suite, pour tout M > 0; on a donc
A — -
A Z, = !
lim lim,P n™2  sup - Ay(tydz®(t)—>"
¢ CH

st T ;
< A (n) < '

< lin,P - sup An(s)?Ln(s)j > M

s<T(n)

En faisant tendre M vers l'in ni et en utilisant (2.2.20), le second membre tend vers 0.
Pour obtenir (2.2.14), il reste a majorer (2.2.16). Pour cela, observons que, par
intégration par parties,
Z S
SUpOjAn(S) i Au(DiZC(1) - ZI_SSQOJ Z (x)dAq (x)j;

t-st t
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voir la preuve du Théoréme 6.3.2 de Fleming et Harrington (1991). Le résultat se déduit
donc de
A
lim lim,P  sup
AR

¢ St T(n) é

} Z8(x)dA,(x)—>" ! O

F!

Cette relation est impliquée par
A

lim lim,P n¥™2  sup
A EIRLS PR

) A()dze)—>" 1 o

!

voir la preuve du Théoréeme 6.3.2 de Fleming et Harrington (1991)m

2.2.7 Théoréme central limite uniforme

Une autre facon de procéder pour prouver la représentation i.i.d. sdil ;¢q]€ RY;
consiste a utiliser la majoration des sauts obtenue au Lemme 2.2.3. Utiliser cette mé-
thode permet d'obtenir une représentation uniforme sur une classe de fonctions satisfai-
sant une certaine condition d'intégrabilité. Malheureusement, cette condition d'intégra-
bilité supplémentaire est plus contraignante que (2.2.3), quoique acceptable pour bon
nombre d'applications.

Hypothése 2.2.4 Soit " > 0: On suppose que

Z
1=2+"

©(x;y)Cs ™ (yi)dF(y) < 1:

Cette condition est légérement plus forte que I'Hypothése 2.2.2 proposée par Stute
(1995,1996a) dans le cas d'une classe réduite a une seule fonction. Elle reste néanmoins
assez proche, puisqué peut étre aussi petit que nécessaire.

Théoreme 2.2.11 Soit F une classe euclidienne d'enveloppe satisfaisant les Hypo-
théses 2.2.3 et 2.2.4. Pour toutA 2 F ;

z z 10
Axy)dF(y) = Axy)dF(xy)+ o Cu(ATiE)+ Ra(A);
i=1

avecsupir jRn(A)j = op(ni 72):

Preuve: Pour tout ¢ < ¢y la classe de fonctions, = fA(x;y)1,. ;;A 2 Fg est
euclidienne d'envelopped(x;y)1ly. .: De plus, elle satisfait les Hypothéses du Théoreme
2.2.7. Dé nissons le processus

z, z
n'2Py(tA) = n'? A Y)edF i FI0GY):
il x2X
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En appliquant la Proposition 2.2.12, on obtient le résultat. Pour I'appliquer, véri ons
les conditions, la condition 1 étant véri ée d'aprés I'Hypothése 2.2.3.
Ona
) X )
Rn(¢&:A= ' (Win i WOAX;; Ti) s, :
i=1
A partir du Lemme 2.2.3, et avec la convention 0/0=0, posons

_ Wi, | WPZ
Z, = n'* sup _%_;
i=1;::n WiuCG
Gn(e) = EX” ﬁC(D(Xi;-ri)C(:L;:ZJr,:I'Ti><',.
nie n 1i G(Tii) '

i=1

Par le Lemme 2.2.3,Z, = Op(1): Les conditions 4 et 5 de la Proposition 2.2.12 sont
véri ées sous I'Hypothése 2.2.4.m

2.2.8 Lemmes techniques

Le Lemme suivant est utile pour la démonstration du résultat de loi des grands
nombres uniformes du Théoréme 2.2.4, et du Théoréme Central Limite 2.2.11. On en
verra d'autres utilisations aux Chapitres 3 et 5.

Proposition 2.2.12 ) Soit Pn(t;A) un processus surt 2 [0;¢q]; et A 2 F: Pour tout
¢ <én; SOit Rp(¢é;A = Pn(én;A) i Pn(é;A: Supposons que, pour toug, < ¢ ;
Pa(tA)=) W(VA(t)) 2D[0;¢J;A2F;
ou W (VAa(t)) est un processus gaussien de fonction de covariandé
Supposons vér ées les conditions suivantes,
1. limg o Va(e) = Va(en); avecsupgor jVA(eH)I < 1
2. jRn(é;'é)j - Zn £ Gn(¢);
3. Zn = Op(2);
4. Gnh(¢) ! G(¢) en probabilité, ou ces deux fonctions sont décroissantes,
dimg o, G(e) =0
Alors Pn(én) =) N (O;V(¢n)):

(62

Preuve: D'aprés le Théoreme 7.5 de Billingsley (1999), il su t de montrer que pour
tout "> O, A !

lim litnps P sup jRa(GA)j>" =0: (2.2.22)
&boen t>¢:A2F

La probabilité de (2.2.22) est majorée, pour toutM > 0; par

P(Gn(¢) i G(i>"=M i G()+ P(Zn > M ); (2.2.23)
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ou on a utilisé la monotonie de la fonctionGy, (¢): Par la condition 4 de la Proposition
2.2.12, la limite supérieure de la premiére partie de 2.2.23 devient

Ii=m i 6(o)- og*
En faisant tendre ¢, vers ¢4 ; par la condition 5, cette indicatrice tend vers 0. Finalement,
Jim iMmts Pa(e:") - liMpn P(Zn > M ):
Par suite, on obtient
Jim it Pn(e;") - lim limm1 P(Zn>M )=0;
par dé nition de Z, = Op(1): =

Lemme 2.2.13 Soit A(x;d;t) = ( Ar; As; i Ay) une fonction & valeurs danR¥; chaque
composanteAj étant positive, telle queE[Aj (X;£;T)] < 1 pour tout j. Avec la conven-
tion 0=0=0; on a

E i]_PI"I A 4t

~ = Op(1):
i t<en E[A (Xi£T)1r ] P()

Preuve: Dé nissons la suite de tribus
G = ¥ (Xi; 5, Tl 10
pourt - ¢4. Il s'agit d'une suite décroissante de tribus. Soit
1 X
o A (Xiy 5Tl o
i=1
It = E[Mt]

Mt

M¢ est un processuszi adapté. De plus, soits > t; un calcul élémentaire fournit

E M} G]= Mg+ ﬁg(lti l9):

On en déduit, par décroissance de la fonctioh que

My, M
G, 5

E )
It > IS

et donc que le processuMli 1 est une sous-martingale inverse par rapport &: L'in-
égalité de Doob permet d'obtenir, pour tout, > 0;
M M, 1 1
P sup— -
t<¢H It 5

et le résultat suit. m
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2.3 Estimation de la variance des KM-intégrales

2.3.1 Expression de la variance

Dans le cas univarié (en I'absence d¥X ), et dans le cas oUA est a valeurs dansR;
Akritas (2000) déduit de la représentation du Théoréme 2.2.2 la formule suivante pour
la variance asymptotique¥%(A) de l'intégrale Kaplan-Meier d'une fonction A;

h i5
Z Aoy _As)

AT TGy

1i G(s)

YZ(A) = dF (s): (2.3.1)

Proposition 2.3.1  Sous I'Hypothése 2.2.3,
4

n'=  Ay)dF i FIxy)=)N (0;%(A);

avec
h ih i
; A ; Ay) ©
L Z OAxY) i s AY)i oy dF(xy)
R(A) = _ L (23.2)
1i G(y)

Preuve: Pour simplier les écritures, supposons queA est a valeurs dansR; et

d'espérance nulle. Le raisonnement est analogue poira valeurs dansRY: Dé nissons
Z

Ti(A = AXxy)dF(xy):

Nous avons 7 . )
A y)dF(xy) .

nV ar(T1(A)) = 1i G(yi)

Considérons

T.(A) = 1X @i HAT) z A(s)1r, dG(s) |
MN=0  TrHm @ HEIL 66T

i=1
0
ne A(s)2dG(s)

nV ar(T2(A)) = 1 HOILi GO)

Il reste a évaluer

T EAXT) z 17 (A(t)dG(t)
1i G(Ti) [1i HOILi G(ti)]
_ At)2dG(t)

'O HOIRG GO

nE[M(AT(A] = i E

On en déduit que

2 Axy)PdF(xy)  © A)2de()
1i Gyi) ' [Li HOILi GO

YZ(A) =
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En utilisant le fait que dH =(1 § F)dG+ (1 i G)dF; on obtient
£ At)2do(t) _ 2 Aw>PdH () .\ £ ADF(N)
[Li HOILi 6] ~ ' [1i HO)? [1i HOILi F@OI
Le premier terme, en appliquant le Théoréme de Fubini, devient
fat A Y)IF ().
i1 xa2x [1i H(y) '

i 2

On en déduit le résultat. m

2.3.2 Estimation de la variance

A patrtir de I'expression (2.3.2) de la variance, on peut estimer la variance asymp-
totique d'une intégrale Kaplan-Meier en remplacantF et G par leurs équivalents em-
piriques, c'est a dire leurs estimateurs Kaplan-Meier. Ceci fournit I'estimateur de la

variance h ih i
Z Ay) i 2D Ay i L B (xy)
20/ — 1 F(y) 1 F(y) .
(A = TR ; (2.3.3)
ou z,Z
Ary) = A(x; t)dF (x; t):
y X

D'autres estimateurs (voir Stute, 1996b, qui fournit un estimateur jacknife dans le cas
univarié) ont également été proposés.
La proposition suivante prouve que cet estimateur est consistant.

Proposition 2.3.2  Sous I'Hypothése 2.2.3,
PR(A) ! YZ(A) en probabilité.
Preuve: Pour simpli er, considérons le cas ovA est & valeurs dansR: On développe le
carré, et on obtient trois termes,
% A y)dB(xy).
[1i G(yi )]
Ay)2dF(xy)
[1i FOIP[Li G(yi )l

T1=

T2:

On réécrit le premier terme
Z Z .

A y)PdF(xy) |, T A Y)*Ze(yi )AF(xy) |

[1i G(yi)l 1i G(yi) '

La premiére partie converge vers A(x;y)?[1i G(y)]' 1dF(x;y) par le Théoréme 2.2.4.
Pour la seconde partie, si on stoppe lintégrale & < ¢4; ce terme estop(l): En
utilisant le fait que SUp<T 1Zs(t)j = Op(1); on applique la Proposition 2.2.12 pour
faire tendre ¢, vers ¢y et montrer que la seconde partie dd; est bien négligeable. Pour
T, et T3z; on procéde de méme, en utilisant, de plus, que d'aprés le Théoréme 2.2.4,

sup, jA(y) i Aly)j=op(1): m

T]_:
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2.4 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons étudié les intégrales Kaplan-Meier en développant
une approche qui peut étre vue comme un point d'équilibre entre les deux approches
existantes : celle d'Akritas (2000) qui envisage ces intégrales du point de vue de la théorie
des martingales, et celle de Stute (1995) qui prend le parti de considérer I'estimateur de
Kaplan-Meier comme une fonction continue par morceaux dont les sauts sont ensuite
étudiés par des méthodes ddJj statistiques. En utilisant le lien entre les sauts de
F et la fonction G; nous parvenons ainsi & obtenir de nouvelles représentations des
intégrales Kaplan-Meier (en présence de variables explicatives, voir Théoreme 2.2.10)
sous des hypothéses d'intégrabilité optimales. Nous obtenons également des résultats de
représentations i.i.d. valables uniformément sur des classes de fonctions.

C'est dans ce dernier domaine qu'a I'heure actuelle, nos résultats ne parviennent pas
a obtenir de résultats "optimaux”, dans le sens ou ils reposent sur I'Hypothese d'intégra-
bilité 2.2.4. Cette hypothése, quoique acceptable en pratique, représente une contrainte
supplémentaire par rapport a I'Hypothése 2.2.3, qui est seule nécessaire pour garantir
gue les termes de la représentation i.i.d. possédent une variance nie. Au Théoréme
2.2.10, lorsque I'on ne considére qu'une seule fonction, on n'a besoin que de I'Hypothése
2.2.3. La raison, spéci que a notre méthode de preuve, pour laguelle nous ne parvenons
pas a étendre ce résultat a une classe de fonctions vient de I'utilisation de l'inégalité de
Lenglart, qui s'avere inappropriée dans le cas d'une classe de fonctions. Néanmoins, il
semble raisonnable de conjecturer que I'énoncé du Théoréme 2.2.11 reste véri é si l'on
s'aranchit de I'Hypotheése 2.2.4.

Une autre question a envisager serait la question dds$j processus Kaplan-Meier ou
desU;j statistiques Kaplan-Meier. Des représentations asymptotiques ddsj statistiques
Kaplan-Meier ont déja été étudiées par Bose et Sen (2002VJf statistiques d'ordre 2
uniqguement). Leurs résultats reposent sur des conditions d'intégrabilité trop contrai-
gnantes. Notre approche pourrait probablement étre utilisée pour obtenir des représen-
tations analogues sous des hypothéses d'intégrabilité optimales.
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Chapitre 3

Transformations des données

Dans ce chapitre, nous nous intéressons a I'étude d'un modele de régression, c'est a
dire a l'estimation d'une fonction

mo(X)= E[Y jX = x];

olumg 2 M ; le modeleM étant une famille de fonctions (paramétrique au Chapitre 4,
non paramétrique au Chapitre 5, semi-paramétriqgue au Chapitre 6).

La présence de censure aléatoire rend impossible l'utilisation des données telles
guelles pour l'estimation demyg, ainsi que le soulignera la premiére section de ce cha-
pitre. Pour estimer la fonction mg; une premiére méthode consiste a utiliser les intégrales
Kaplan-Meier dé nies au Chapitre 2. En particulier, cette méthode est liée a la méthode
des estimateurs dits "a pondération," pour reprendre la terminologie de Zhou (1992a).
Ce lien sera plus précisément exploré dans la section 4.1.2 du Chapitre 4. Voir également
Stute (1999).

L'objet de ce chapitre est la description d'une deuxieme technique, dite des estima-
teurs "synthetic data," reposant sur des transformations des données. Cette méthode a
été initiée par Koul, Susarla et Van Ryzin (1981), et Leurgans (1987). On peut également
mentionner Buckley et James (1978), Tsiatis (1990), malgré des di érences importantes
du point de vue algorithmigue qui seront exposées par la suite. Dans la méthode synthe-
tic data, il s'agit essentiellement de remplacer les variable$ observées par des variables
Y ?, tout en s'assurant queE [Y® j X] = E[Y j X] (malheureusement, produire une telle
transformation calculable a partir des données reste de I'ordre du v+u pieux : les trans-
formations Y proposées reposent en général sur l'utilisation de la loi conditionnelle
de Y, qui est inconnue; la procédure synthetic data consiste & se rapprocher au mieux
de ces transformations "idéales"). Sous les Hypothéses d'identi abilité 1.1.3 ou 1.1.4,
toutes les transformations considérées sont basées sur l'estimateur de Kaplan-Meier. Par
suite, I'étude de théorique des estimateurs synthetic data repose sur des sommes non
i.i.d., comme dans le cas des intégrales Kaplan-Meier.

La principale contribution de ce chapitre consiste a mettre en évidence le lien entre
les intégrales Kaplan-Meier et ces transformations synthetic data. Ce lien va permettre
d'obtenir des représentations i.i.d. de sommes de ces transformations approchées. Ces
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représentations s'avérent particulierement utiles, puisqu'elles permettent d'étudier I'ap-
plication des estimateurs synthetic data a des modeles de régression généraux. Jusqu'a
présent, dans le cas d'un modele de régression paramétrique, les estimateurs synthetic
data n'avaient été étudiés que dans le cas du modeéle linéaire. Les représentations i.i.d.
obtenues dans ce chapitre vont notamment permettre d'étudier le cas plus général d'un
modéele de régression non linéaire, considéré au Chapitre 4.

Dans la section 3.1, nous reviendrons sur I'erreur commise par les procédures statis-
tiques qui ne tiendraient pas compte de la présence de censure. Le but de cette étude sera
tout d'abord de se convaincre, s'il en est besoin, de la nécessité de prendre en compte la
censure pour l'estimation demg: De plus, les conclusions que nous en tirerons s'avére-
ront précieuses pour la compréhension des di érentes transformations considérées dans
les sections suivantes. Elles motiveront ainsi l'introduction des estimateurs "synthetic
data" évoqués dans la section 3.2. L'étude théorique des deux principales transforma-
tions (de Koul Susarla et Van Ryzin, 1981, et Leurgans 1987) est conduite dans la
section 3.3, ou sont obtenues de nouvelles représentations i.i.d. de sommes empiriques
de synthetic data. Ces représentations, obtenues par Delecroix, Lopez, Patilea (2006),
permettent notamment I'étude théorique d'estimateurs basés sur les transformations
synthetic data, notamment dans le domaine des modéles de régression paramétrique
généraux (régression non linéaire, voir Chapitre 4). Les résultats présentés ici sont |égé-
rement di érents de ceux de Delecroix, Lopez, Patilea (2006) puisqu'ils améliorent les
conditions d'intégrabilité sous lesquelles ces représentations demeurent valides.

3.1 Erreurs commises si lI'on ne tient pas compte de la cen-
sure

Supposons tout d'abord que I'on choisisse d'exploiter les données sans tenir compte
de leur caractére censuré ou non censuré. Si l'on applique une technique d'estima-
tion classique a la variableT, l'estimateur r (x) obtenu convergera vers la fonction
E[Y"CjX] 6 E[Y|jX]. D'une part, I'espérance conditionnelle est sous-évaluée,
d'autre part, si I'on se place dans un modele de régression (paramétrique ou semi-
paramétrique) pour Y; rien n'assure queY * C suive le méme modéle de régression. En
somme, ce type de pratique conduit & une double erreur.

Une seconde pratique a réprouver pourrait consister a ne conserver que les observa-
tions T non censurées. Ainsi, si I'on applique les méthodes classiques a la variatle
(ce qui correspond a remplacer les observations censurées pPacette idée sera exploitée
dans la transformation de Koul, Susarla et Van Ryzin exposée dans la section suivante,
en corrigeant I'erreur commise), on obtiendra une convergence vers la quantité suivante :

E[xTjX] E[ly.cY jX]

E[E[ly. ciX;Y]Y jX]:

Gréace aux hypothéses d'identi abilité et a la relation (2.2.10), on obtient ainsi

ERTjX]= E[f1i G(Yi)gY jX]: (3.1.1)
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Comme on l'attend, cette approche n'est pas satisfaisante puisqu'elle introduit un biais
asymptotique dans I'estimation deE [Y j X]:

Dans l'approche précédente, les observations censurées sont remplacées par la valeur
0 tandis que toutes les observations deX sont conservées. On peut penser que ce
remplacement un peu fruste est a l'origine des déconvenues rencontrées. Une troisieme
idée, voisine et débouchant elle aussi sur une erreur, consisterait a mettre également a
I'écart les réalisations des variables explicatives qui correspondent a des observations
censurées. Pour étre plus précis, donnons l'exemple d'ivi j estimateur. Supposons que

mo = arg anZII\r/II E[A(X;Y;m)]:

En l'absence de censure, une facon naturelle de construire un M-estimateur cheg
consiste a considérer

1 X
M =arg min — A(Xi;Yi;m): (3.1.2)
m2M n i1
Si lI'on n'utilise que les observations non censurées et qu'on construit I'analogue de
(3.1.2), on obtient
R S
M =arg min — 1A (Xi; Ti;m): (3.1.3)
m2M N =1
Dans le premier cas, la fonctionnelle maximisée converge, par la loi des grands nombres,
vers
E[A(X;Y;m)];

qui est minimum pour mg, fonction de régression. Pour (3.1.3), la relation (2.2.10)
montre que la limite est alors

EL@i G(Yi))AXY;m);

dont mg ne réalise plus nécessairement le minimum. L'erreur commise en utilisant cette
méthode peut étre corrigée en rajoutant une pondération adaptée (voir notamment la

section 4.1.2 au Chapitre 4), débouchant sur la technigque des estimateurs a pondération,
intimement liés aux intégrales Kaplan-Meier.

3.2 Estimateurs "synthetic data"

Le terme "synthetic data", initialement proposé par Leurgans (1987), a été étendu
a la transformation antérieure de Koul, Susarla et Van Ryzin (1981), étant donnée la
similarité des approches. L'introduction de ces techniques, quoique motivée a I'époque
uniquement par I'étude du modeéle de régression linéaire, peut étre étendue a n'importe
guel modéle de régression. Nous présentons tout d'abord le principe général de ces
transformations, avant de nous intéresser aux trois transformations principales propo-
sées dans la littérature. En n, nous évoquons la méthode de Buckley-James (1978), et
celle de Tsiatis (1990), qui peuvent étre rattachées a la famille "synthetic data", bien
gu'elles reposent sur des approches algorithmiques di érentes.
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3.2.1 Principe général

Ainsi qu'il a déja été évoqué, il n'est pas possible d'utiliser directement les variables
T; puisgu'elles n'ont pas la méme espérance conditionnelle gqite Le principe des "syn-
thetic data", introduit & l'origine par Koul, Susarla et Van Ryzin (1981), consiste a
considérer une nouvelle variabler ® satisfaisant la propriété

E[Y®]X]= E[YjX]: (3.2.1)

Une fois obtenue une telle transformation, il est clair que les procédures d'estimation
classiques vont pouvoir s'appliquer auxY °, au prix d'un certain nombre d'hypothéses.
Reprenant par exemple un M-estimateur comme celui décrit & I'équation (3.1.2), on
obtient ainsi
1 X
m®=arg min =  A(Y,";Xi;m): (3.2.2)
m2M N

En I'écrivant sous forme intégrale par rapport & des mesures empiriques, posons

# ooy 1%
Fo(y i x)= n Iye. yoox;. x: (3.2.3)
i=1

L'équation (3.2.2) se réécrit, sous forme intégrale
Z

m® = arg nrpzla =  AMXYy"dF®(y%x):

3.2.2 Transformation KSV (Koul, Susarla, Van Ryzin, 1981)

La transformation KSV, proposée par Koul, Susarla et Van Ryzin (1981), repose sur
la formule (2.2.10). Il s'agit de remplacerT par

5T

Y= 1i G(Tii )

(3.2.4)
Remarquons qu'en I'absence de censure, vaut 1, et G vaut zéro, on retrouve donc
Yi" =Y.

Dans les deux cas, un probléme majeur apparait a la lecture de I'équation (3.2.4).
A moins d'hypotheses particuliéres sur le mécanisme de censure, la foncti@est in-
connue. Pour bon nombre de situations pratiques, de telles hypothéses sur la censure
sont délicates a poser, et sont donc exclues des modéles que nous considérons. Il faudra
donc se contenter d'estimer ces transformation¥ °. Une maniére naturelle de procéder
consiste a remplacelG par son estimateur non paramétrique de Kaplan-Meier.

o _ ﬁTI

A 3.25
1i G(Tii) (325

La encore, en l'absence de censur@-,“ =Y;:
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On obtient ainsi I'estimateur KSV, analogue de (3.1.2),

X’
m¥SV zargmin = A ¥%X;;m : (3.2.6)
m2M n -1
Sous forme intégrale,
Z
mKSY =arg min = A(x;y%) dF®(y®;x); (3.2.7)
m2M
ou
o] o, 1)@ .
P2 (y"x) = = e, (3.2.8)

i=1

3.2.3 Transformation de Leurgans

La transformation de Leurgans (1987) véri e également la relation (3.2.1), mais elle
repose sur une approche di érente. En outre, I'hypothése d'identi abilité doit ici étre
renforcée pour assurer (3.2.1), ainsi nous nous placons sous I'Hypothése 1.1.3.

La motivation que nous donnons de la transformation de Leurgans n'est pas celle
initialement proposée par Leurgans, et qui provient d'une discussion plus complexe sur
la méthode des moindres carrés. Dé nissons

F(tjx)= P(Y - tjX =Xx):

L'espérance conditionnelle deY peut s'exprimer a partir de la fonction de répartition
conditionnelle deY, suivant la formule
Z,
mMo(X) = [(Ti F(jX))i licoldt: (3.2.9)
il
La fonction de répartition conditionnelle est inconnue, mais, pour chaque observation,
(i F(tjX;i)) peut étre estimée. Sous I'Hypothéese 1.1.3,

1i H{X;),

Li FX)= g

(3.2.10)
A la vue de I'équation (3.2.10), on peut estimer de facon naturellél j F(tjX;)),
tout d'abord en estimant G par son estimateur de Kaplan-Meier, ensuite en estimant

1i H(tjX;) par 17,5 . Pour chaquei, on a donc l'estimateur deE [Y j X = Xj]
Z 1 1
AR T2 4 1o dt: 3.2.11
Remarquons tout d'abord que cette transformation est bien dé nie. En eet, la
présence delr,>r permet d'assurer quelj G 6 0 presque slrement sur le domaine
d'intégration, et donc que l'intégrale est presque sirement nie. La deuxiéme remarque
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concerne la relation (3.2.1). On & [11,5 j X;]=1i H(tjX;). D'aprés (3.2.10), (3.2.9),
et (3.2.11), et en appliguant le Théoréme de Fubini pour intervertir l'intégrale et l'es-
pérance conditionnelle, on en déduit que la relation (3.2.1) est bien véri ée. De plus, en
l'absence de censurelj G~ 1, et on retrouve Y;" = ;.
Comme dans le cas de la transformation KSV, la fonctiorG étant inconnue, on est
contraint de l'estimer, ce qui conduit aux synthetic data estimés
7z A !

N hi”. lco dt: (3.2.12)

et on aboutit & un estimateur - de la méme fagon qu'en (3.2.6). Par ailleurs, il faut
remarquer que, du point de vue numérique, la transformation (3.2.12) peut étre évaluée
exactement, ce qui n'est pas le cas, en regle générale, de la transformation (3.2.11). En
e et, dans le cas de la transformation exacte (3.2.11), l'intégrale devrait étre estimée
en utilisant des méthodes numériques. Au contraire, dans la transformation (3.2.12),
l'estimateur de Kaplan-Meier G est une fonction constante par morceaux, et la fonction
intégrée dans (3.2.12) est donc une fonction constante par morceaux. De ce fait, son
intégrale est une somme ( nie, puisque’ posséde au plus sauts).

3.2.4 Transformations de Zheng

On se place sous I'Hypothése 1.1.3. Zheng (1987) propose une classe plus générale
de transformations synthetic data. Il s'agit de remplacer lesT; par les observationsY;*
suivantes :

Yi® = 5A(Ti) + (1§ 1)A(Ti); (3.2.13)
ou les fonctionsA; et A, satisfont
Z Z
[1i G(yi JAWAF(yix)+ [1i F(yij X)]Ax(y)dG(y) = mo(x):  (3.2.14)

En introduisant une fonction ® : R! R; Lai, Ying et Zheng (1995) dé nissent les
fonctions

z,.
_y %voemden.
Oue(y) = 1i6y)' 1 Li Gt)
y
©20(Y) = &Y)i " l®|(t)g((3t(|t))

Cette famille de fonctions satisfait (3.2.14).
Les auteurs imposent que la fonctior®(t) satisfasse

£ jes)ide(s) _ |

1 1i G(si) (3.2.15)

Cette condition (3.2.15) limite I'éventail de choix pour la fonction ®: Elle suppose de
faire des hypothéses sur la loi de la censure, et en particulier sur sa loi au voisinage
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de ¢4 : Par exemple, si®(s) = [1 | G(sj )]p(s); ou p est un polyndme, la condition
(3.2.15) revient a une condition de moment ni pour la variable de censure. Or il s'agit
d'un type d'hypothése qui ne semble pas vraiment approprié a notre probléme. En e et,

si la censure ne posséde de moment a aucun ordre, elle doit donc prendre des valeurs
"grandes". Par conséquent le pourcentage de censure dans la queue de distribution de la
variable Y doit étre plus faible (dés lors queY posséde un moment). On s'attend donc

a posséder plus d'information sur la queue de distribution dans le cas ou la variable de
censure n'a pas de moment, que dans le cas ol on impose cette condition. Il parait donc
contre-productif de supposer une hypothése de moment pour la variable de censure.

Une autre possibilité consisterait a utiliser des fonctions du type® (t) = [1 F(tj )];
®(t) =[1 i H(tj)]: Dans chacun de ces cas, sous I'hypothése q(iej F) décroit plus
vite que 1 G; la condition (3.2.15) est véri ée. Néanmoins, les résultats de Lai, Ying et
Zheng (1995) (qui fournissent des résultats de normalité asymptotique dans un modéle
de régression linéaire pour un estimateur reposant sur des transformations du ty@e)
ne peuvent s'appliquer a ce type de fonctions. En e et, leur démonstration repose sur le
fait que la fonction ® est connue (méme si la fonctiorG au dénominateur est estimée).
Notons par ailleurs que si I'on utilise la fonction®;; on sera amené a considérer des inté-
grales Kaplan-Meier par rapport & la fonctionG. L'étude des propriétés asymptotiques
d'un estimateur basé sur les transformation®;.@, reposera donc sur des conditions d'in-
tégrabilité de la variable C et non de la variableY; comme c'est le cas dans la théorie
du Chapitre 2 (voir par exemple I'Hypothése 2.2.3 au chapitre précédent).

Il faut remarquer que la condition (3.2.15) n'est en rien nécessaire pour dé nir les
fonctions ©;e; méme si leurs propriétés asymptotiques ne sont plus nécessairement
garanties. En e et, méme si l'intégrale de la condition (3.2.15) n'est pas nie, l'intégrale
intervenant dans la dé nition des ©;@ est presque sirement nie. Fan et Gijbels (1994)
proposent ainsi la famille de fonctions

e

1i G(t)
ou, avec un certain abus de notation® désigne un parametre réel (N.B. Fan et Gij-
bels, 1994, se placent sous I'Hypothése 1.1.5, mais on peut adapter leur approche sans
di culté au cadre de ce chapitre).

En e ectuant une intégration par parties, on remarque que les synthetic dataY;
calculé a partir des fonctions (3.2.16) sont du type

(3.2.16)

Y3 = ®Yiksy +(Li ®)YS: (3.2.17)

3.2.5 Transformation de Buckley-James

Buckley et James (1978) sont a l'origine d'une méthode sensiblement di érente de la
méthode synthetic data. Cette di érence vient essentiellement des di cultés algorith-
miques inhérentes a cette approche. Néanmoins, la transformation de Buckley-James
repose elle aussi sur une relation du type (3.2.1), et de ce fait, plusieurs tentatives ont
été e ectuées a n d'adapter cette méthode a n d'obtenir une méthode synthetic data
"pure”.
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Dans un premier temps, la méthode de Buckley-James sera présentée telle qu'elle
a été introduite par ses auteurs. Puis di érentes généralisations postérieures seront
étudiées. Enn, une autre méthode due a Tsiatis (1990) sera évoquée, ainsi que sa
correspondance avec l'approche Buckley-James, mise en évidence par Ritov (1990).

3.2.5.1 Premiére version de Buckley-James

On se place sous I'Hypothése 1.1.3. L'idée de Buckley-James (1978), consiste a rem-
placer les observations par

\ Ti; sil'observationi n'est pas censurée,

E[Y jX;;Y >Ti] sinon.

En d'autres termes,
Y"= EY ] Xi;4:Til;

transformation qui satisfait bien la propriété (3.2.1). La encore, on rencontre la méme
incapacité a calculer lesy,”, puisque la transformation dépend du mécanisme de censure
et de la loi conditionelle deY .

Dé nissons
"= Y i mo(X):
Buckley et James réécrivent (3.2.18) sous la forme
Ry

Tii mo(Xi) @i F(1) dt.

Yiu — Yin(mo) =T+ 1 F(TI i mO(X|)) ,

(3.2.18)

ou F«(t)= P(" - t): LesY,” dépendent dem, ce qui conduit aux variables estimées de
la dé nition (3.2.19).
On dé nit un estimateur pour F- inspiré de l'estimateur de Kaplan-Meier, c'est a
dire A !
Y 1 H
Feo(t;m) =1 i 1i P : (3.2.19)
T m(xo)- t i=t 17 mexp), Tii moxi)

On peut donc dé nir les transformations
3

R, ’
Timexy Li Fe(tm) dt
Li P(Tii m(Xi);m)
L'inconvénient de cette approche vient notamment du fait que, contrairement aux
estimateurs synthetic data précédents, la transformation dépend ici de la fonction de
régression. On est donc amené a considérer une famille de transformations, indexée par
m2M :

Pour comprendre la fagon dont cette transformation est utilisée par Buckley et James
(1978), placons-nous dans le modéle paramétrique de régression linéaire,

YE(m)= T+ (3.2.20)

ELY jX]="0oX;
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ol X 2 R: L'estimateur des moindres carrés obtenu si nous pouvions disposer des
Y;®(" o) est solution de

X
Xi (Y2(0)i Xi)=0: (3.2.21)
i=1

A partir de (3.2.21), Buckley et James (1978) proposent un estimateuf’ de g sous
forme deZ estimateur, c'est a dire un™ satisfaisant I'équation suivante,

3 ,
Xi ¥ X, =o: (3.2.22)
i=1

Cette procédure pose di érents problemes, notamment celui de l'inexistence, a dis-
tance nie, de solutions de (3.2.22). Les di cultés algorithmiques sont nombreuses, voir
a ce sujet Akritas, Van Keilegom.... Quant a I'étude théorique, elle s'avere également
délicate. James et Smith (1984) ont prouvé la convergence presque sre”teers . Lai
et Ying (1990) proposent une preuve de la normalité asymptotique, valable uniquement
dans le cas d'un modéle de régression linéaire. Elle repose sur une modi cation de l'esti-
mateur F-; en introduisant des pondérations qui atténuent son mauvais comportement
au voisinage de la queue de distribution (voir équations (2.2) a (2.4) dans Lai et Ying,
1990). A noter que les auteurs imposent la continuité de la variablé'; ainsi que des
conditions restrictives sur sa densité, voir leur condition (3.2).

Ritov (1990) propose une autre démonstration (voir la section 3.2.5.3 ci-dessous),
liée a I'équivalence avec l'approche de Tsiatis (1990). Cette preuve repose néanmoins
sur des conditions trés contraignantes en pratique.

3.2.5.2 Modi cations de Buckley-James

Fan et Gijbels (1994) proposent une modi cation de l'estimateur de Buckley-James
qui évite de calculer une variable? ® pour chaquem: En e et, Y® se réécrit

\ HTi+(1§ KE[Y Y >Ti; Xl
#Ti + (1§ 5)AXi;Ti):

Les auteurs proposent d'estimer non paramétriquemeni\(x;t): Ils proposent
5 .
P Xji X
A ‘¢ _ Tj >t # TJ K3 Jl': s
(X, ) - |—l X]I % 1

Tj>t#K h

(3.2.23)

en introduisant un noyau K: Du fait que le dénominateur s'approche asymptotiguement
de O; l'estimateur (3.2.23) se comporte mal asymptotiguement, ce qui contraint les
auteurs, en pratique, a ne considérer que le cag > ¢r: Par ailleurs, I'estimateur
utilisé (3.2.23) n'est pas satisfaisant puisqu'il ne converge pas ver&(x;t); mais vers

EIYjY>tX;2 =1]6 E[Y]Y >tX]:
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Il faudrait donc corriger I'approche (3.2.23) en estimantA par

R, i ¢
) HoyK CUiXx dl-_“ :
A(x;t) = ﬁ;y iu'hx¢ (u y):
&K U TR (U3 y)

Une autre modi cation de I'approche de Buckley-James est proposée par Heuchenne
et Van Keilegom (2005) sous I'Hypothése 1.1.5. Les auteurs estiment d'abord non pa-
ramétriquement mg par un estimateur & noyaurh: Puis, Y;° est estimé par?i"(m); ou
W’(m) est dé ni par I'équation (3.2.20). Leurs résultats théoriques ne portent que sur
le casX 2 R; et peine a se généraliser a deé multidimensionnels, du fait du mauvais
comportement des estimateurs non paramétriques de la régression lorsque le nombre de
variables explicatives est important.

3.2.5.3 L'estimateur de Tsiatis

Tsiatis (1990) propose quant a lui une approche liée aux tests de rangs. L'estimateur
* qu'il propose, dans le cas oimg(x) = ~9x; est la solution de I'équation
X] n P n Z 1 #
L 1= — i= jLTi "9, T %X
ni =2 ww(T "X T P e T ;
i=1 j=1 1Tji_0xj,Tii_0xi

pour une certaine fonction de poidsw:
Ritov (1990) montre I'équivalence asymptotique entre I'estimateur de Buckley-James
et I'estimateur de Tsiatis, dans le cas ou

Rax udrF (u)
- . t .
w(t) = tj 7“ R

Néanmoins, il ne peut montrer la consistance de I'estimateur obtenu, et doit se contenter
d'un estimateur asymptotiguement biaisé. En e et, pour revenir a I'expression (3.2.20)
des transformations de Buckley-James, Ritov doit considérer

Re 3 1i Po(t; , dt

Tii m(X;) 1 "(tm) )

1 Fe(Tii m(X);m)

Yim)=Ti" ¢+

’

pour un réel¢, < ¢y arbitraire et xe. Voir la discussion des formules (2.1) et (2.2) dans
Ritov (1990), et son Hypothése Al.

3.3 Sommes empiriques de synthetic data

Dans cette section, nous nous intéressons a des sommes du type

X
=7 A (33.)
i=1
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ol A appartient & une classe de fonctions ; et ol Y;* = Y;5,; transformation dé nie &
I'équation (3.2.17). Ce type de sommes apparait naturellement dans les procédures de
M j estimation de l'analyse de régression.

De méme que dans le cas des KM-intégrales, les sommes du type (3.3.1) ne sont pas
des sommes de quantités i.i.d., puisque chaqu%“ dépend de I'échantillon tout entier.
L'obtention de représentations i.i.d. des sommes (3.3.1), comme dans le cas des KM-
intégrales, sera donc l'objet principal de cette section. Etant donnée la dé nition de la
transformation (3.2.17), il sura d'obtenir une représentation i.i.d. pour le cas de la
transformation KSV de I'équation (3.2.5), et de la transformation de Leurgans (3.2.12).

3.3.1 Hypotheses de moments

Dans tout ce qui suit, nous supposerons quE[Y °?] < 1 ; pour chacune des transfor-
mations. Nous discutons dans cette section des conditions sous lesquelles cette hypothése
est véri ée.

Transformation KSV : Par dé nition de la transformation, cette condition sera
véri ée si l'on est sous I'hypothése suivante.

Hypothése 3.3.1 On suppose
Z

¢ t2dF (1)
a1 [ G(1)]
Transformation de Leurgans : Nous allons montrer queE[Y,"?] < 1 est impli-

guée par I'Hypothése 3.3.1, et une hypothése supplémentaire de moment §@jlc<o.
Hypothése 3.3.2 On suppose qugCjlc<o posséde un moment d'ordre 2.
Supposons d'abord que I'hypothése suivante est satisfaite.

Hypothése 3.3.3 ¢4 > O

Il n'y a aucune perte de généralité a considérer ce cas, puisqu'une simple translation
des données permet toujours de se ramener a ce cas. Cette hypothése n'a pour but que
de simpli er notre discussion.

Proposition 3.3.1  Les Hypothéses 3.3.1 & 3.3.3 impliquerE[Y,?] < 1 :

Preuve: An détudier E[Y,"2]; séparons l'intégrale qui dé nit la transformation de
Leurgans en deux parties, l'intégrale sur les réels positifs, puis sur les négatifs. Le carré
de l'intégrale sur les positifs s'exprime

Z,  Z,
H H 1T> t_sdtds

o o [1i GMILi G(s)]
En prenant I'espérance, on obtient

Z
2

éHZt[li F (t)ldsdt ZzéH t[li F(t)]dt
o o [1i G(s)] o [Li 6] -
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Le Théoréme de Fubini fournit que cette derniére intégrale se majore par
Z . Y7 Y Z
,C e Tt AdF(u) & u2dF(u)
0 o [1i G()] o 1li G(u)’
gui est nie sous I'Hypothése 3.3.1.
Il reste a étudier l'intégrale sur les négatifs. Son carré s'exprime de la fagon suivante,

2020 11141 G [Lres i GO

dtds:
i1 il 1i G(1) 1i G(s)

En développant le produit, on décompose cette intégrale en trois parties,

2o 20 G)G(s)dids

il il [1i G(t)][li G(S)]’
_220 2o G(t)1l1<sdtds
! s g [ GOILi G

0 =0 lr<s 1yt

1 a [ GO GO

La premiére est nie si R& G(t)dt < 1 ; ce qui revient a une hypothése de moment
d'ordre 1 sur,’;%jlc<o: La seconde a une espérance nie si la condition précédente est
Veéri ée, et si 2 H (t)dt < 1 ; ce qui est le cas puisquéTjlt<o possede un moment
d'ordre 1 (conséquence des Hypothéses 3.3.1 et 3.3.2). L'espérance du troisieme terme
se réécrit Z, Z, H (D dsd Z,
2 - M tH (t)dt;

i1t [1i GMILi G(s)] il
pour une constanteM > 0; de sorte que cette intégrale est nie sjTjlt<g a un moment
d'ordre 2, ce qui est le cas d'aprés les Hypothéses 3.3.1 et 3.3&.

A n d'obtenir la normalité asymptotique des sommes empiriques de synthetic data
de la transformation de Leurgans, une hypothese supplémentaire est nécessaire.

Hypothése 3.3.4 Il existe " > O tel que

o g2 "dF(t)

— < 1:
i1 1 G(t)

Cette hypothése est certes plus forte que I'Hypothése 3.3.1, mais elle représente une
amélioration par rapport au conditions contenues dans Zhou (1992b) qui font intervenir
la fonction Cg dé nie au Théoréme 2.1.5.

3.3.2 Représentation i.i.d. pour I'estimateur KSV

A partir de I'expression des sauts de I'estimateur Kaplan-Meier du Lemme 2.2.2, la
démonstration de la proposition suivante est immédiate.
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Proposition 3.3.2 On a la représentation en intégrale Kaplan-Meier,

X0 ] Z
17 0 AX) = yAE(xY):
i=1

Comme corollaire immédiat, on déduit les représentations i.i.d. en appliquant les résul-
tats du Chapitre 2.

Corollaire 3.3.3 Soit F une classe d'envelopp® satisfaisant la conditionE[Y ©(Y)] <
1 . On suppose qug/F satisfait les Hypotheses du Théoreme 2.2.4. On a

X o ] -

sup=  AXi)%ksv i EAX)YIE= op(1):
A2k N .,

Preuve: Conséquence directe du Théoréme 2.2.%a

Le résultat suivant est une conséquence directe de la proposition 3.3.2 et du Théo-
reme 2.2.6.

Corollaire 3.3.4  Soit F une classe de fonctions telle que("; yF; L1 < 1 pour tout
"> 0: Alors — —

X o ] -
sup— AXi)¥isv i E[AX)Y]Z! Ops.
i=1

Le résultat suivant est une conséquence des Théorémes 2.2.7 et 2.2.10.

Corollaire 3.3.5 Soit A une fonction satisfaisant la condition d'intégrabilité
E[AX)?Y?f1; G(Yi)g Y1<1:
On a la représentation
1 X . 1 X . 1 X ) )
o AXi)Yiksy = 0 AXi)Yiksy * o (YA Ti; %)+ Rn(A);
i=1 i=1 i=1
avec R, (A) = op(ni 172): De plus, si on considére une classe de fonctiors eucli-

dienne satisfaisant la condition (2.2.11), ce développement est valable avec de plus
SUpazr jRn(A)j = Op(ni?):

3.3.3 Représentation i.i.d. pour I'estimateur de Leurgans

Dans cette section, nous nous plagons sous I'Hypothése d'identi abilité 1.1.3.

Obtenir une représentation i.i.d. peut étre réalisé soit directement a partir de la
relation (3.2.12) et une représentation i.i.d. deG (néanmoins, cette approche est plus
délicate & mener en raison des critéres de tension qui doivent étre utilisés), soit, de fagon
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plus simple, a partir des intégrales Kaplan-Meier. Cette derniére méthode a été mise en
+uvre par Delecroix, Lopez, Patilea (2006). En e et, en utilisant I'expression (3.2.11),

ZT' )
. C1i F(Y) ’
Y|;L " ml li<o dt .
Z
_ Tt flnsi Licolli G(]g [Tt dF(u)
il 1j H(t)

La méme relation peut étre obtenue pour?i;‘l‘_ en remplacant G; H; F respectivement
par G;H; F: Le théoréme de Fubini fournit

Z +1 ) Z u 5
. flr>t i lico[li G(t)lg
Y., = ' dt dF(u); 3.3.2
+1 u . .
i-T_ — f lTi >t | lt< 0[1 | é(t)]gdt dl-f(u) (333)
' i1 i1 1i R
Dé nissons
Z u
flrst i lico[li G(1)]9
h(u;T;) = ! dt;
s Li H()
ﬁ(u_ T) _ . f 1Ti >t 1t< 0[1 i é(t)]gdt
y U - "
i1 1i R
Les sommes du type (3.3.1) s'écrivent alors
1 xn i z +1 1 xn B #
= T AKX = - A(u; THAX;) dF(u): (3.3.4)

Delecroix, Lopez et Patilea (2006) proposent un développement i.i.d. avec reste en
Op (ni 172) sous certaines conditions d'intégrabilité. Nous présentons ici une version
améliorée avec des hypothéses d'intégrabilité plus légeéres.

La somme (3.3.4) se décompose en quatre parties, a partir desquelles on peut pres-
sentir sa représentation i.i.d. En e et,

" #
X X Zy 12
T R A) = 2T YE A+ ) 27 n(uTHAX) dE i F)(w)
i=1 i=1 [ i=1
Z 4 1 X i #
+ 0 AT h(u THIAX) dF(u)
i1 i=1
+Rp (A): (3.3.5)

La premiére partie est la somme qu'on obtiendrait si on pouvait calculer les vrai¥;{ :
Les termes suivants n'interviendront que dans la variance. La seconde partie apportera
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une contribution a la variance qui proviendra de l'estimation de l'intégrale par rap-
port a dF de (3.3.2) par l'estimateur de Kaplan-Meier. La troisieme partie provient de
I'estimation de h par fi: Le resteR, apparaitra de l'ordre op (ni 172):

Nous présentons a présent un résultat de type loi des grands nombres pour les
sommes du type (3.3.4) (représentation i.i.d. au premier ordre).

Théoréme 3.3.6 Soit F une classe de fonctions d'enveloppe:
On suppose quéd est bornée.
On se place sous les Hypotheses 3.3.1 a 3.3.2.Ngj("; F; k¢ k ) est ni, alors

X e T
Sup—— (?i;L i YiL JAXi)= = ops:(1):
Ao N,

Preuve: Notons, an de simpli er les notations, K (u;A) = E[h(u; T)A(X)]: Dans
I'esprit de la décomposition annoncée (3.3.5), nous obtenons

1 X ) 1 X ) Z ’
= SAX) = 2 YT AX)+ K (u; Ad(F i F)(u) (3.3.6)
i=1 i=1n il #
Zc',H 1 X 3 ;
+ ‘ o h(u; THAX)) i K(u;A) d(lfi F)(u) (3.3.7)
zg" ; #
+ % A(u;Ti) i h(u; THIAX) dF(u): (3.3.8)

Par la suite, nous étudions la convergence vers 0 des trois intégrales intervenant dans
la décomposition.

Etape 1 : Etude de (3.3.6) et de (3.3.7).

Uniformément enA; l'intégrale (3.3.6) tend vers 0 presque slrement par le Théoréme
2.2.6 (lois des grands nombres pour l'estimateur de Kaplan-Meier), en appliquant le
Lemme 3.3.16 qui assure que la famille de fonctionsK (u;A); A 2 Fg satisfait les
hypotheses du Théoréme 2.2.6.

Quitte a translater les variables, on suppose queq > 1: L'intégrale (3.3.7) s'étudie
en considérant la classe de fonctions indexée paretu 2 R; fA,(X; T ;A) =[ul 21y 1+
1y. 1Jh(u; T)A(X);u 2 R;A 2 Fg: Le Lemme 3.3.17 fournit que cette classe ed®-
Glivenko-Cantelli. Par suite, par la loi des grands nombres uniforme en et A sur cette
classe de fonctions, l'intégrale (3.3.7) se majore par

Z
Ops:(1) £ u?d(F + F)(u);

ou leoy:s:(1) ne dépend pas dé\ 2 F : Par la loi des grands nombres pour l'estimateur de

Kaplan-Meier (Théoreme 2.2.6), l'intégrale précédente tend presque slrement vers une

constante (en e et, Y posséde un moment d'ordre 2 puisque t?[1j G(t)]i TdF(t) < 1).
Etape 2 : Etude de lintégrale (3.3.8).
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L'intégrale (3.3.8) s'étudie en considérant la di érence

L0t B HOd

Au;T)i h(u;T) = 1. 3.3.9
(T hT) ° o i AL H] 529
UL (A () i H(ldt (3.3.10)
1 [1i BT H)
CUIG(t) i GILi H(dt (3.3.11)
o [ ROILi H(@)]
0™Mu .
G([F (1) i H(D]dt, (33.12)
1 [Li AL H)
Etape 2.1 : Etude de (3.3.10)-(3.3.12).
Pour simpli er les notations, on note
1 X
Ra® = = AX)In.
i=1
Ha(t) = EJAX)1t.¢]:
Considérons (3.3.10).
0 Z Z gy, _
L0 axoty @i HOt
N - [1i AOILi H()
AL GG IO ILIC/ LS (3.3.13)
1 [Li AL H)
L'expression (3.3.13) se majore par
ok zz,
1 : . ; . i1 .
T H(O)t.s%;na)ﬁ(t). H(t)]fgg)[l. A (1)] X 1 (t)dtdF (u):
On a (voir Van der Vaart, 1998, page 268)
sup jH(t)i H(t)j = Oas(n 12 loglogn); (3.3.14)
t- T(n)
suplli At = Ops(L): (3.3.15)
t- 0

De plus, R Fél’ B (t)dtdF (u) - Rfl’ sdH (s) = Op (1) (loi des grands nombres). En

rassemblant les résultats, on obtient donc que (3.3.13) tend presque sdrement vers 0
uniformément en A:
Considérons (3.3.11). (3.3.11) se réécrit comme

Z o

“IGM i GMldt Z o [G) i GOIR ()i H(b)]dt,

R P10 1 L Ao Ay OO
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L'intégrale 1, s'étudie de méme que (3.3.10), c'est a dire en utilisant la convergence
uniforme, de H; le fait que les dénominateurs sont bornés en probabilité, et que, par

Fubini, 3 G(t)dt = 3 sdG(s); qui converge par la loi des grands nombres pour
I'estimateur de Kaplan-Meier. On traite l'intégrale |1 en remarquant que
zZ2z,
1s. yds
I1(u) = =S U2 q(B(t) ) G(t):
W= g UeO Gw)

R
La famille de fonctions indexée pau; tO 1s. u[1i H(s)]' ds satisfait les conditions du
Théoréme 2.2.6 de consistance des intégrales Kaplan-Meier. En e et,
~o i1 Zo i1 - jui ug
— 1o u[li HEI Ydsi  1s yo[li H(9)] R TETY
t s ulli (s)]' “dsj t s uolli (s)]' “ds— 1; H(0)

et on applique I'exemple 19.7 de Van der Vaart (1998) pour obtenir une majoration de
I'entropie. On en déduit que sup, jl 2(u)j tengzvers 0 presque sOrement.

Considérons (3.3.12). En observant quei(i G(t)dt < 1 puisque Clc<q possede
un moment d'ordre 1, on obtient que le terme (3.3.12) tend vers 0 uniformément en
grace a (3.3.14) et (3.3.15).

Etape 2.2 : Etude de (3.3.9).

A n d'étudier (3.3.9), considérons

10 % e 20 A Tl (R i H 1t

N T IO T

i=1

ou S désigng soitF; soit F, et avec la convention0=0 = 0. Dé nissons les fonctions
Ca®)=nit L AX)Lrst[1i O Y etLa= E[AX)Lrse 1 HOD %
Avec ces nouvelles notations,
Z . Z
| A(S) = w U i HOICA®D
0o 0 1i H()
Par le Théoreme 10.5.1 de Shorack et Wellner (1986),
RO HOZ

sup =—21 7= O,.«.([log n**2): 3.3.17
5 T(r:) 1 A ps:(logn]™ %) ( )

De plus, puisqueF est bornée, et quitte a e ectuer une translation de la classe de
fonctions, on peut supposer que les fonctioné sont positives et satisfont0 < M ; -
A - My; de sorte que

dS(u):

Cat) Mo
LA ML (3.3.18)
Comme L 4(t) =0 pour t> T (n); pour tout " > 0; l'intégrale | A(S) peut se majorer par
A gﬁ dA 34 1, . A - 1.
. . A(t) Z t)yi H(t)Z _ _
A sup A= sup TEROZ T g Wiy i Hey
t Ten Alt) t Ten 1i H(@) é T(”k

e © UL A(t)dtdS(u) |

N T TO
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On déduit de (3.3.14), de (3.3.17), et de (3.3.18) que

zZZ,,
JIA([-A)J . Op:s:(l) £ LA(t)dtdlf(u) )

o [1i H®)I" ~
En appliguant le théoréme de Fubini, l'intégrale du membre de droite se réécrit
Z " B #
1 F(1)
1i Papt” La G Em) g 3.3.19
@i PO LaO T o) (33.9)
Observons que[lj F(W][li G(u)]i ! est borné, puisque, par Fubini
ST PR TR TO R
o [1i G(u) o o 1li G(u) 1i G(Y) '

De plus, L 4 est uniformément bornée puisqud- est bornée. Par ailleurs, par l'inégalité
de Jensen, on a la majoration

Z A
[1i FlY'dt- C(")E
0

|
1+ "

Z ©
[1+t]u[1j F(t)]dt
[1+t]+"

Pour " su samment petit, I'intégrale du membre de droite est inférieure a Rt[1i F(1)]dt;
gui est nie puisque Y possede un moment d'ordre 2. Finalement, on en déduit que,
uniformément sur la classe-, la somme (3.3.8) tend vers) presque sirement.m

Le Théoréme suivant précise la représentation en fournissant un reste ea (ni 172);
permettant d'obtenir des résultats du type Théoréme Central Limite.

Théoreme 3.3.7 Supposons que, pour un certaii > 0 proche de 0,

z .
t2*"dt

TRSOREE (3.3.20)

Soit A une fonction bornée. On a alors la représentation

X X z KA  R(tA)
N LA =0 Y AKDY e 1 HE dM (0
i= Zl
+  K(u;A)dF(u)i F](u)

1 X )
+— C(TiH; X5 A);
Nz
ou la fonction ¢ est dé nie au Lemme 3.3.18, en rappelant la dé nition
Z

R (t;A) = “ K (u; A)dF (u):
t
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Remarque 3.1 La condition (3.3.20) représente une amélioration par rapport a Dele-
croix, Lopez, et Patilea (2006). Elle est "quasi-optimale”, dans le sens ou, en prenant
le cas limite" = 0; on retrouve I'hypothese obtenue pour la représentation du Théoreme
3.3.5, dans le cas de I'estimateur KSV. Méme si, dans I'hypothése (3.3.20), on"a& O;
nous sommes proches de I'hypothése "idéale" du= 0, puisque" peut étre aussi petit
gue nécessaire.

Preuve: Revenons a la décomposition (3.3.6)-(3.3.8) du Théoreme 3.3.6.

Etape 1 : Intégrale (3.3.6).

On peut obtenir un développement i.i.d. de l'intégrale (3.3.6) a partir de la représen-
tation i.i.d. des intégrales Kaplan-Meier d'Akritas (voir section 2.2.1), et obtenir ainsi
les deux premiers termes de la représentation i.i.d.

Etape 2 : Intégrale (3.3.7).

L'intégrale (3.3.7) se réécrit, par le Théoreme de Fubini,

Za BT FOIBAD T Ha®b]dt
. Li H(Y) |

Dans un premier temps, tronquons l'intégrale en l'arrétant a¢; < ¢4 arbitraire. En
utilisant,

supjF(t)i F(t)i = Op(ni ¥%); (3.3.21)
t- ¢

t;quliiA(t); Ha(t)j = Op(nl ¥?); (3.3.22)

on obtient que lintégrale tronquée estOp(ni 1) uniformément en A: L'argument de
tension de la Proposition 2.2.12 est nécessaire pour faire tendgevers ¢4 : Par ailleurs,
puisque A est bornée,

sup LMD g s 1AM

t- ¢n 1 H(1) t in 1j H() Op (1);

par le Théoréme 2.1.6. On obtient alors la majoration, pour tout" > 0;

Z - uz
=@ [F() i FOIAA®) i Ha(bldt= L Y |
- 1 Q) = ) t! zjf—A(t)l| F (0] 75+£3-3-23)
Z, !
+ [1i F()]dt £ Op(1):(3.3.24)
Tin)

Par le Théoreme 2.1.5 et en utilisant I'Hypothése 3.3.4, on obtient

sup tY =R (1) i F(t)j = Op(nl ¥2):
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R, .
L'intégrale du membre de droite de (3.3.23) se majore donc pdp (n 12)£ ¢ ti 1 =2dt:
Par ailleurs, l'intégrale (3.3.24) a pour espérance
[1i F(O)]F(t)"dt = op(ni ¥?):
2

On en déduit que
@ [PF(t) i FOIRA® i HA®]d= N

1i H('[) - ZnGn(C),

AN

é

R, . e »
avecZy = Op(n' %) et Gn(¢) = [t 1 "=2dt; qui satisfait bien les conditions de la
Proposition 2.2.12.
Etape 3 : Intégrale (3.3.8).
L'intégrale (3.3.8) se décompose en deux parties. La premiére partie,
z" 1 #
— B THA) i h(u THACX)  dF (u);
i=1
intervient dans la représentation i.i.d. et est étudiée au Lemme 3.3.18. La seconde partie,
z " #
1 X ) )
= B TOAXG) i U TDAXD) d(F i F)(u); (3.3.25)
i=1
est négligeable. Pour le montrer, il faut considérer la décomposition (3.3.9)-(3.3.12) de
la preuve du Théoréeme 3.3.6.
Etape 3.1 : Contribution de (3.3.9) a (3.3.25).
A nouveau, on tronque l'intégrale en l'arrétant a¢, < ¢q : En appliquant le théoréme
de Fubini, la contribution de (3.3.9) a (3.3.25) s'écrit
Z

O<> 0O HOIF® i Fde

[1i H(1)]

A nouveau on utilise I'argument de la Proposition 2.2.12, en observant que

= Op(ni h):

Le AWM HOIPW® | FOlds

. CA“_) [1i H(1)] B

Cat) RO HOZ & g dt
CPLoSPT LA RO F Ol

Les deux supremums sonOp (1): Pour le second, il s'agit du Théoréme 2.1.6. Pouf 4;
on suppose, sans perte de généralité, q@e< M ; < A <M »; et on utilise (3.3.18). On
raisonne alors comme précédemment. L'intégrale véri e les conditions de la Proposition
2.2.12 par les mémes arguments qu'a I'étape 2.

Etape 3.2 : Contribution de (3.3.10) a (3.3.25).
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En sommant et en appliquant le Théoreme de Fubini, la contribution de (3.3.10) a
(3.3.25) s'exprime comme

Zo ZogmiP)i FWIR® i H®lddu
Ty U [1i A@ILi H(®) '

Eneet, HA(t) "~ Opourt - Tqy: En raisonnant comme précédemment, et du fait que
¢n > 0, cette intégrale se majore, en valeur absolue par

It <o

Zy Zy
Op(N' ) E 17, <o jF(Wi FY  Ha()dtdy; (3.3.26)
T(l) u
pour tout ~ > 0: Puisque A est bornée, on obtient
z 0 z 0
Ha(t)dt - k Akg H(t)dt - k Aky E[jTj1T. ol:
u u

Par conséquent, et par une inégalité de convexité, I'expression (3.3.26) se majore par
'z 0 Zy #
op(ni A £ F(ub du+ 1r, <o F(u)t du
il Ta)

La premiere intégrale est nie en utilisant I'inégalité de Jensen de la méme facon qu'a la
n de la preuve du Théoréme 3.3.6. Pour la deuxiéme intégrale, on applique également
l'inégalité de Jensen, puis le Théoréme de Fubini et la convergence des intégrales Kaplan-
Meier du Théoréme 2.2.6.

Etape 3.3 : Contribution de (3.3.11) a (3.3.25).

En appliquant le Théoréme de Fubini, la contribution de l'intégrale (3.3.11) & (3.3.25)
s'exprime comme

Zo oWy FUZe®Ili G)]dtdu

i1 u 1j ﬁ(t) £

1 X
i=1

En utilisant le Théoréme 2.1.1 ainsi que le Théoréme de Fubini, l'intégrale ci-dessus

peut s'exprimer sous la forme d'une intégrale stochastique,

Zy 'z 0Z o : . # G

[F(u)i F(WILi G(t)]dtdu dM 2 (s)

1t s 11 A [Li Pl 6]

Si I'on fait varier la borne supérieure de la premiére intégrale, on obtient un processus
sur [{1 ;0]; dont la variation quadratique est majorée par
z

Op(ni )£  t2dG(t):

Cette derniére intégrale est nie, d'aprés I'hypothese de moment d'ordre 2 pou€lc. ¢:
Il sut alors d'appliquer le Théoréme 2.1.2 (la condition de Lindebergh étant véri ée)
pour obtenir que ce terme est unop (ni 172):
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Etape 3.4 : Contribution de (3.3.12) a (3.3.25).
Par Fubini, elle s'exprime comme

20 L0 i HONPM i Fulduemdt , 17

il 0 [1i BOILi H®) n A

i=1

: R .
qui se majore parOp(ni 1) £ 3 tG(t)dt; et on conclut du fait du moment d'ordre 2
pour Clc.o: =

Dans le cas particulier ouT > 0 presque srement, la représentation du Théoreme

3.3.7 peut s'exprimer sous une forme plus simple.

Proposition 3.3.8  Sous les Hypotheses du Théoreme 3.3.7 et lorsqlie> 0, on a

xn xo
CTORR A = T YA
=1 le )
LT T EACOLddM () | (i 17
s [ GOILi HE 3
_ X Y AX) + L. yA(x)dH (x; y)dtdM (s)

. [Li GOILi HST

ouH(Xy)= P(T - y;X - X):

. . P . N .
Preuve: Notons S(A) = nil™ L [¥5 i Y] A(Xi)]: D'aprés le développement du
Théoreme 3.3.7, et par dé nition de la fonctionK;

2 2RO Lss JAME(s)  © % % U EAXX) Lrss JdsAF (u)dMF (1)

o [Li HOILI GO '« o [1i HSILi H()]
[ (t)i HOIEAX)Lrs Jdt
[1i HOILi G(t)]

S(A) =

+ op(n 12):

On utilise le Théoréme 2.1.1. Par le Théoreme de Fubini, la seconde intégrale s'exprime
comme

y4 4

ZUEIAG ) a5 JdsAME (1) © % &1 EJA(X ) 1755 JdsaME (1)
o i HOILi 6O |« [1i GEILi H()

En utilisant le fait que dM = dMF + dM &; on en déduit le résultat. m

3.3.4 Représentation i.i.d. pour les combinaisons linéaires de Leur-
gans et KSV

Les représentations i.i.d. des sommes empiriques dg peuvent se déduire des re-
présentations pour la transformation KSV et pour celle de Leurgans, dans le cas ou
® est xe. La Proposition suivante présente un résultat dans le cas o® est choisi de
maniéere adaptative, mais converge tout de méme vers une valeur limit@y:
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Proposition 3.3.9  Sous les Hypotheses 3.3.1 et 3.3.2, et en supposant §ug"; F ;kik; ) <
1;si

®; ®&! Op:s;
alors - h . -
X n s o=
sup— P Vi, AX)=! 0ps:
A2F i=1
Si
®; ® ! O0en probabilité
alors Z h . —
— X0 i —
EzquZi Qi;[i@i Yi®, A(Xi{)=! 0en probabilité

i=1

De plus, si I'Hypothése 3.3.4 est satisfaite,

. 1 X . 1 X
%wAXi) = n YieAX) i @ AT &)

X

8A2F ;1
n . .
i=1 =1 " i=1

1 X )
H1+ @) o u(K(GA) Tiix)
i=1 "
1 X ) .
+= ¢ Ti;H; XA+ op(ni ¥2):
Mo
Preuve: Il sut de remarquer que

(® &)

i=1 n i=1

,(@® &)X
n

i=1

Viksv AXi)
|T_ A(Xi)3

On déduit des Corollaires 3.3.4 et 3.3.5, ainsi que des Théoréemes 3.3.6 et 3.3.7 que

1 X ] 1 X " .
- \GYCOE = 9, AXi) + termes négligeables
i=1 i=1

On utilise alors les représentations des Théorémes citém

3.3.5 Variance des sommes empiriques de synthetic data

Etant donnée la représentation du Théoréme 3.3.2, on déduit directement la variance
des sommes empiriques, pour I'estimateur KSV, a partir de la Proposition 2.3.1.
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Proposition 3.3.10  Soit
Au(x;y) = YA(X):

Sous I'Hypothése 3.3.1,

X ) )
= Yiksv AXi) i EIYAX)=)N (0;%sv (A);
i=1
ou h ih i
o 2 YA 2 YA T £ AR (xy)
Yiksv (A = 17 6O :

L'estimation de la variance des sommes empiriques KSV peut ainsi étre obtenue a
partir de la Proposition 2.3.2. Pour la transformation de Leurgans, la variance asymp-
totique peut étre déduite de la représentation du Théoréme 3.3.7. Le Lemme suivant
s'obtient par un calcul direct élémentaire. Il explicite sous forme intégrale les di érents
termes intervenant dans la variance, pour l'estimateur de Leurgans.

Lemme 3.3.11 S désigne une des trois fonction§, G, et H: On dé nit
- Z .

n X oA oA b N ’

ms(A;A) = E (YCAX) i ELYCAX)D) A(s)dM$(s) :

il

On a
Z ~ ZY Ya
ms (A &) Zl'l';(gx)(y)ﬂ\(x) S Lo AR (xy)
L Ce T e EACOM H(t_ | X))NA(S)dtdS(s)
4 o i GOILi S
LD 0 AGEAOIG) + H(EX) i [1+ GOIH (SX)gds(s).
- i SGILi GO '

La proposition suivante fournit une explicitation de la variance des sommes empi-
riques de synthetic data de Leurgans (en fonction des fonction®gs).

Proposition 3.3.12 On dénit Ay = K(y;A[L; G(Y)]' i K (v;Alsi HYI et
A; et A dé nies au Lemme 3.3.18. La variance asymptotique dai 12" L, ¥.7 A(X;);
s'exprime comme

%A = Var(YAX))+ E(K (GA) + Var(¢)
+2 mgg\; A))+2mg(A; Ay) +2my (A; Ag)

+2E A1 (t)Az(t)f 1 G(t)ng(t)’ ;

ol ¥#(A) est dé nie a la Proposition 2.3.1.
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La démonstration est immédiate, reposant sur le Théoréme 3.3.7, le Lemme 3.3.18,
et le Lemme 3.3.11.
La variance V ar(YL"A(X )) peut étre estimée de facon consistante par

A I,
a2 A 2 1)@ a A
TEAXDZ = BLAX) (3.3.27)
i=1 i=1

1 X

En e et, la seconde somme converge ver&[Y,"A(X )] par le Théoréme 3.3.6. Quant &
la premiére somme, elle s'exprime comme

1 X X .. o2 2 X
o OYPADZE o (B YDA+ =
=1

= (LT Y)Y AXK):
i=1 i

i=1
La premiére somme tend verE [Y,"2A(X )?]; et par Cauchy-Schwarz, il su t de montrer

gue la seconde tend vers O pour obtenir que la troisitme converge également vers 0.
Pour cela, dé nissons

1% zo O G G )
- = A . Ti>t | . .
WO LY o et T
et observons que
1 X )
= (%1 YiDPAXG) = Ma(en):

i=1
On a aisément quesup. , jMn(t)j = op (1) (par le Théoreme 2.1.5) sous les Hypotheses
du Théoréme 3.3.7. Il sut dés lors d'appliquer la Proposition 2.2.12 pour conclure.
Pour cela, observons que, poub < ¢, <¢n;
A N b)) GH)=. 1 X LT gt _
iMn(&) i Mn(0)i -k Akg S 6 £ = L e T em
on se retrouve alors dans les conditions de la Proposition 2.2.12.
Pour estimer les autres termes intervenant dans la variance de la Proposition 3.3.12,
il su t de remarquer que ces termes sont des fonctions dél; G; et F: On estime de fagon
consistante ces termes en remplacant ces fonctions de répartition par leurs équivalents
empiriques. La démonstration est rigoureusement analogue a celle de la Proposition
2.3.2, et est donc omise. Ceci nous conduit au résultat suivant.

Proposition 3.3.13  Dé nissons W{(A) I'estimateur de 3/{ (A) obtenu en estimant la
varianceVar(YL"A(X )) par (3.3.27), et en remplacantH; F et G par leurs équivalents
empiriques (fonction de répartition empirique et estimateurs de Kaplan-Meier) dans la
formule de la Proposition 3.3.12. On a, sous les Hypothéses du Théoréme 3.3.7,

3% (A i ¥ (A)! 0en probabilité
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Il reste a considérer la variance asymptotique pour les combinaisons linéaires de
I'estimateur de KSV et de l'estimateur de Leurgans.

. P :
Proposition 3.3.14  Soit %§(A) la variance asymptotique deni 12 ", ¥:% A(X;): Soit
As= (YAILi H(y)l : Ona

B(A) = @%sy (A+1 i R A)+2@&(1i ®)%ksv (A);
ou I'on dé nit

Yaksv (B) = E[fYcsy AX) i _EZ[m(X)A(>< NgfYCAXX) i E[m(X)A(X)]g]

+me(AA)+ E  [A(t) + Ag(t)]Aa(t)f 1 I:(t)gdG(t)’ 2

Cette variance se déduitdeM = MF + MS&: etde<M F;ME >=0: Intéressons-
nous a présent a l'estimation de¥%.ksv (A): On peut estimer les quatre derniers termes
en remplacantH; G et F par leurs équivalents empiriques. Il reste a estimer de facon
consistante la premiére espérance, par

NG H z Tu Z 1
l A o A A o A A
oA Yiksv AX)i  yAdF YT AX)i YA (3.3.28)
i=1
Par convergence des intégrales Kaplan-Meier, on se raméne a prouver que
3
1 X1 a a o a A
- asv B0 Yiksv YiL AX) ! O
i=1

en probabilité. Par un calcul élémentaire et en appliquant l'inégalité de Cauchy-Schwarz,
ceci est réalisé si

R 2 .
= Viksv i Yiksv I 0en probabilité,
i=1
1 ° 2 .
- i YL I 0en probabilité.

i=1
La seconde propriété a été montrée plus haut. Pour la premiére, on dé nit

0 _ 1)@ A 3?5 . ol
Mp(t) = o I tAXG) Yl i Vi
i=1

On a, pour tout ¢ < ¢y; sup. MO(t) = op(1): On applique la Proposition 2.2.12 en
remarquant que

A e 40
iMO(e) | MOan)j -k Aky sup 2T C= 1

_ 1Ti -jY-.n ]
t T 1i G/(t) n - . ¢TI KSV
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Proposition 3.3.15  Dé nissons % ksv (A) l'estimateur de %¢ (A) obtenu en estimant
I'espérance

E [f Yksy AX) i EIMOO)AX)GFYAX) i EIm(X)AX)]g]

par (3.3.28), et en remplacantH; F et G par leurs équivalents empiriques (fonction de
répartition empirique et estimateurs de Kaplan-Meier) dans la formule de la Proposition
3.3.14. On a, sous les Hypothéses du Théoréme 3.3.7,

%xsv (A) i %ksv (A)! 0en probabilité

Par conséquent,?3(A) = ®%%s, (A + (1 | ®)22%(A)+2@®1i ®)%ksv (A); est un
estimateur consistant de¥Z(A):

3.3.6 Lemmes techniques

Lemme 3.3.16 On considére la classe de fonctions = fu! K(u;A);A2 Fg: Si
ND("; F;kkki )< 1 etE[YL]< 1;o0n aND("; ! LY<1:

Preuve: Soit [f1;01]; 55 [fn;on] un ensemble de"-crochets qui recouvreF (en
norme in nie). Si A2 [fi:g]; on a

K(u A K(ufi) - EhuT)]"

et E[h(u;T)] - M £ u pour une constante positiveM: Le méme type d'inégalité peut
étre obtenue a partir desg;; et on en déduit donc le résultat. m

Lemme 3.3.17 On considére la classe de fonctiond = fA,(X;T;A) = [ui 21> 1 +
1y. 1Jh(u; T)A(X);u 2 R;A 2 Fg; ou F est une classe de fonctions d'envelopp®
intégrable, telle queNp("; F;kiky ) < 1 : Alors Np("; @ :L1) < 1;:et?2 posséde une
enveloppe intégrable.

Preuve:

Bracketing number.

Considérons tout d'abord la classe de fonctions indexée paru composée des fonc-
tions , y(T) = [ui 21, 1+ Lyc1]n(u;T); etsoit"> 0: Ona“"=" 1+" 5 oulon a
séparé les indicatrices dau , 1 et u < 1. Ces deux ensembles s'étudient de maniére
analogue, on ne considérera donc que le cas 1. Observons que, pour toutu , 1; on
a la majoration 7
M- M Y lrsedt
- ! u2 o 1j H(t)’
pour une constanteM > 0; de telle sorte queE[, ,(T)] - Mul % Soit uy = M ("=2)i L
On en déduit queNp("; " 1;L1) est ni si et seulement siNp("=2;" }';L1); ou ™ Y =
f,u;u, L;u- uyg: De plus, en dérivant la fonction, (T) par rapport a u; on obtient
la majoration

1T>u
K o (T)i Tk- MO —2Um .
sUl( )| >U2( ) 1| H(UM)
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L'Exemple 19.7 de Van der Vaart (1998) fournit queNp("=2;" M:LY) < 1; etdonc
ND("; ) 1;L1) < 1 : Un raisonnement analogue fournitN[]("; " 2;L1) < 1 ; et donc
Np("; Ly < 1:

Par dé nition de Np("; F; L1) = N; soit [f1;01]; 5 [fn;gn] un ensemble de'-
crochets qui recouvrentF (en norme 1 ). De méme, on se donndf 2 gf]; :::; [f 3 0; 93 o]
un ensemble de'-crochets recouvrant™ (en norme 1). Puisque la class& est bornée,
quitte & e ectuer une translation, on peut supposer que les fonctioné sont positives.
On construit alors un "-recouvrement (en norme 1) de®¢ a partir des fifj0 et g gj0 en
remarquant que

L(MAX) i F%i - X)) u(T)i FAT)+ FATHAX) i fi(X));
pour, y 2 [f; 0 g°] et A2 [fi;g]; le méme type d'inégalité pouvant étre obtenu pour leg
et g% De plus par dé nition, (A(X)j fi(X)) - "; doncE[f O(T)(A(X). fi(X)] - M1"™
Par ailleurs, © étant bornée, E[©(X )(, u(T) i fO(T))] Mz" par dé nition des f2 on
en déduit queNp("; 2 ;LY) < 1:

Intégrabilité de I'enveloppe.
Par décroissance de la fonctiomi 2 pour u > 0; on obtient la majoration
z

_ f1T>tI 1t< 0[1I G(t)]gd
1j H(1)

L'espérance du membre de droite se scinde en plusieurs parties,

— éH
8u> 1; jAL(X;T;A)j- ©(X) [t 21 1 + 1. 4]

il

. Z, .
G(t)i 1r.¢ .
EZ©(X) ) TR TTOal (3.3.29)
FE[O(X)f1i H(tX)g] . (3.3.30)
o 5 1j H(1) ’ o
o LE[O(X)Lrst]
P e (3.3.31)

L'espérance conditionnelle de l'intégrale intervenant dans (3.3.29), s'exprime
Z z .
O G(t)dt . T % H(tjX)
il 1i H(t)l il 1i H(t)
Elle peut donc étre majorée en valeur absolue par

[1i HO] *fE[ICjlc<al+ E[iTjlr<0] X]g:

dt;

La seconde espérance peut se majorer par une constante. L'intégrale (3.3.30) peut égale-
ment étre bornée par une constante, de méme que l'intégrale (3.3.31). En e e étant
bornée, on aE[O(X )1tst] -k ©ky (1§ H(1)):

Pour u - 0; on a la majoration

Z

DR e A = % flrs i [1i G(b)]g
8u< 0; ALK T A - ©(X) . 17 H(D) dt—;

qui se majore de méme que (3.3.29). De méme, on majore par une constgite(X; T ; A)j
pourO0- u- 1. m
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Lemme 3.3.18 Soit
Z ! 1X1 #
S(A) = o A(u; THAX) i h(u; THAX;)  dF (u):
i=1

Sous les hypotheses du Théoreme 3.3.7, on a

£ (1) HOIEIAX)Lr Jdt
oo [Li HOIL; GO
O F(t)Zu (OFEIAX)Lr. J+ E[AX)]G(t)gdt
+ Wi HOP
C ETAK) 0 “u dM S(s)F (u)du
1 _n [Li F(si)li G()1i F(u)]
20 7, (OFEIAX)1r. (] + E[AX)]G(t)gdt
. i H]
dME(s)F (u)du
2 i FGOILi GO FW
1 X ;
= o C(Ti;k; Xi; A):
i=1

S(A) =

+P(Y > 0)£
z 0
+E[AX)]

On notera également
z z

S(A) = AA)dMP(s)+  Ag(s)dM{'(s):

Preuve: On utilise la décomposition (3.3.9)-(3.3.13). L'étude du terme (3.3.9) four-
nit le premier terme du développement. (3.3.7) et (3.3.11) fournissent le deuxiéme terme
et le quatrieme terme. (3.3.12) fournit le troisieme terme et le cinquieme terme.

Etude de (3.3.9).

Dans un premier temps, on tronque l'intégrale (3.3.9) en introduisant une borne
¢, <¢én:On aalors

FEV RO MOl @) _C e RO L HOR ddE @),
o o [1i REOILi H()] 0o o [1i H()]? '
De plus - _
X ] - s
Sup= " ACXi)lrs i ETAXX)Lrs]7= Op(n' 12); (3.3.32)
i=1
(il s'agit d'une classe de Donsker), on en déduit donc
z.,z, _ G Pa o
¢TUIA@®) | HOIN Y L) JAX)jdy s dtdF (u)

0 [Li HOILi A

0
_ zZ,Z, B ()i HOIE [AX)1rst ] dtdF (u) + Op(ni Yy:
0 o [Li H(OP o
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A présent, observons que
z

. P . .
o fef R HEIN Y L ALy, didF (u)
R(¢) =

¢ 0 %i Hz(t)][li R (®)]
@ TR i H(®)jdtdF (u)
¢ 0 [1i H(1)] '

On va appliquer la Proposition 2.2.12, et on utilise pour ce faire la décomposition
R(¢)=[R(¢) i R(Tny)l+ R(T(ny): Pour ce qui est deR(T(ny); on a, par Fubini,

-k Aky

Z .
1 H(t o
R(T(n)) = - l:HEt;[li F (t)]dt = op (N’ 1-2):
Par ailleurs,
Z. Z,
A itl"= S dtd
R(¢)i R(Tgmy) -k Aky sup jt™* =2[1j F(1)]Zn (1)] T Ii(f)g?l)+"=2:

t- T(n) é

: Ry R, . . .
Par Fubini, lntégrale du membre droite devient ™ ti li =24t . i 1i "=24dt: inté-
grale qui tend versO quand ¢, tend vers ¢4 : En appliquant le Théoréme 2.1.5, on déduit
que sup. 1, it =2[1i F(1)]Zn (t)j = Op(ni ¥2): En e et,

Z t>*[Li F(O)IPdH(t) Z 2+ dF (1)
0 [1i H()? o, [1i G(1)]
Mt [1 F(1)]dG(t)
: 3.3.33
o [ G (3.3.33)
Par Fubini, la derniére intégrale se réécrit
Zw?uy t2*"dG(t)dF (u) _ Z u*"dF (u)
o o [1i G()]? o [Li Gl
Par suite, l'intégrale (3.3.33) est nie, et le Théoréme 2.1.5 s'applique.
On a donc obtenu
R(¢) - C,£ Op(ni 1),
et la Proposition 2.2.12 s'applique.
Etude de (3.3.10).
L'intégrale (3.3.10) s'écrit
Z A Z N
UL A HOIdt T " I R (1) H (Ot (3.3.34)
1 [1i H()2 1 [1i HOPR[LG AE] -

Puisque ¢4 > 0; la seconde partie de (3.3.34) est inférieure, en valeur absolue, a

Op(n' Y £jTj:
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On en déduit
N P
Zowni 1t 0 A )1y ()1 H O]t 3335
i i [1i HOILi A)] ~
_T0uni ALy A ) H@ld | o .
= RO + RO(A); (3.3.36)
avec

iRA(A} - Op(n'h) kA —  Tij = op(n 7):
i=1
P .
De plus, on utilise (3.3.32) pour remplaceni ! " A(Xi)1y,. { par son espérance dans
(3.3.36).
Etude de (3.3.11).
Pour obtenir un développement i.i.d. de 1 [GMi GMILi K] *dt; pouru - O;
on applique le Théoreme 2.1.1. On en déduit que
Z, Z, Z, G
. dM P (s)dt
Gt)i GO R tdt = *
o O SO v w [0 FGOILT GEIL A
u

+ fn(s)dM £ (s);

il

avecsups jfn(s)j = Op(ni ¥2): Le Théoréme 2.1.2 de Rebolledo permet de conclure que
le deuxieme terme est négligeable, uniformément am< 0:

Etude de (3.3.12).

On procéde de méme que pour (3.3.10), et on utilise le fait que[< o G(tdt < 1
puisqueE[iCjlc<o]< 1 : m

3.4 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons présenté une approche spéci quement tournée vers
I'estimation d'une espérance conditionnelle, I'approche dite synthetic data. Comme dans
le cas des intégrales Kaplan-Meier, les sommes de ces synthetic data sont des sommes
non i.i.d. Dés lors, nous nous sommes attachés a démontrer que des représentations
i.i.d. de ces sommes, analogues a celles obtenues pour I'estimateur de Kaplan-Meier
au Chapitre 2, pouvaient étre obtenues sous certaines hypothéses d'intégrabilité. En
particulier, la preuve de ces représentations repose sur le lien que nous avons fait entre
les sommes de synthetic data et les intégrales Kaplan-Meier. Dans ce chapitre, nous
n‘avons étudié que les transformations proposées par Koul, Susarla et Van Ryzin (1981)
et Leurgans (1987). La question de I'obtention de représentations i.i.d. pour les autres
approches décrites au cours de la section 3.2 pourrait a son tour étre explorée.
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Chapitre 4

Régression parameétrique

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au modéle de régression paramétrique sui-
vant,

E[YjX]=f (Jo;X); to 2 £ %RX: (4.0.1)

En présence de censure, et sous I'hypothése d'identi abilité 1.1.3, ce modéle a été étu-
dié initialement dans le cas du modéle linéaire, I'étude reposant essentiellement sur des
arguments de martingales. Nous présentons dans la premiére section de ce chapitre un
bref résumé des techniques développées pour le modéle linéaire. Néanmoins ces tech-
nigques ne sont pas su santes pour permettre d'étendre ces résultats a des modeles plus
compligués, c'est a dire pour des fonction$ n'étant plus nécessairement linéaires. En
outre, les conditions d'intégrabilité proposées pour assurer la convergence dans le cas
linéaire sont loin d'étre optimales. Dans la deuxiéme section de ce chapitre, nous pro-
posons deux familles d'estimateurs deg convergeant a la vitesseni 172 pour le modéle
(4.0.1). La premiére famille, dite des moindres carrés pondérés, a été initieée par Zhou
(1992a), et peut étre reliée directement aux intégrales Kaplan-Meier du Chapitre 2. La
preuve de la convergence de cet estimateur a été obtenue par Stute (1999), et apparait
comme une conséquence directe des théorémes de représentations i.i.d. du Chapitre 2.
La seconde famille, dite des "synthetic data", repose sur les transformations des don-
nées étudiées au Chapitre 3. L'estimation dgy dans le modeéle (4.0.1) n'avait jusqu'a
présent été étudiée que dans le cas du modele linéaire. La nouvelle approche, développée
au Chapitre 3, qui repose sur le lien entre sommes empiriques de synthetic data et inté-
grales Kaplan-Meier, nous permet de considérer le cas général d'un modele de régression
non linéaire. De plus, les conditions d'intégrabilité sous lesquelles nous démontrons la
convergence des estimateurs synthetic data de représentent une amélioration notable
par rapport aux conditions avancées dans le cas du modéle linéaire (voir par exemple
Zhou, 1992b, Koul, Susarla et Van Ryzin, 1981, Fan et Gijbels, 1994). La troisieme
section présente des résultats obtenus par simulation, dans le but de comparer empi-
riguement les estimateurs correspondant aux di érentes approches, moindres carrés ou
synthetic data. Ces simulations montrent en particulier que, dans un certain nombre de
situations, les estimateurs synthetic data, qui n'avaient pas été étudiés jusqu'alors de
facon générale, se comportent mieux que ceux reposant sur I'approche moindres carrés.

87
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4.1 Meéthodes synthetic data et moindres carrés pondérés
dans le cas linéaire

4.1.1 Méthode synthetic data

Dans le cas du modele linéaire, Koul, Susarla et Van Ryzin (1981) et Leurgans
(1987) proposent d'estimer les paramétres de la régression en appliquant la méthode des
moindres carrés au vecteur des transformation(s?i“; 1- i- n): Dans le cas particulier
du modéle linéaire, les estimateurs de la régression sont dé nis de maniére explicite.
Considérons, par souci de simplicité, le modéle de régression linéaire simple

Y = ®+ X;
ol ®2 R; et ~ 2 R: L'estimateur "synthetic data" fi= (®;”) s'exprime alors

A - PPinzl Qiu(xii )%)
inzl(xii ){)2 ,
® = Y| ®X;

P . .
o2 = nil . Z pour toute variable Z: Par exemple, dans le cas de l'estimateur
KSV, I'expression de™ se réécrit

P P
A~ e YOG X)L wI6(TiE) i G(Ti)ILi G(Tii )] 2

T L X LX)
Ly w[G(Tii) G(Ti :nz)l](z)[(liii i(;rzii N G(Tii )] 2: 4.1.1)

La normalité asymptotique est montrée conditionnellement auxX: Le schéma de la
preuve (voir Zhou, 1989, pour l'estimateur KSV, et Zhou 1992b pour le cas de l'estima-
teur de Leurgans) est le suivant :

1. On étudie la somme ci-dessus en écartant les valeurs d@igsupérieures &, :

2. On montre que le troisieme terme du développement (4.1.1) est négligeable.

3. On utilise la représentation du Théoréme 2.1.1 et le Théoréeme 2.1.2 de Rebolledo

pour prouver que la somme
P o
A _ pim W (X0 X)

¢ ' in=1 1. (Xij ){)2

converge vers
= ENVTIXT ¢k

4. On utilise des arguments de tension pour faire tendrg, vers ¢4 ; et on utilise
pour cela des hypothéses d'intégrabilité. Dans notre cadre, nous ne travaillons pas
conditionnellement aux X: Dans un cadre i.i.d., les hypothéses utilisées par Zhou
(1992b) deviennent
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21 e @ Fax)

0 1 G(t)

dt< 1 ;

z
CSAMEX (1 F(X))dt< 1 ;

y
E[X(1i F(tX))]dCs(t) < 1 :

Ces hypothéses sont plus fortes que celles que nous serons amenés a poser par la
suite.

4.1.2 Méthode moindres carré pondérés

Zhou (1992a) propose l'approche moindres carrés pondérés pour l'estimation du
modéle linéaire. Plus généralement, en se placant dans le modéle (4.0.1), on a

£ o]
— : . . 2 .
Lb—angzlrE\E (Vi f(uX):
D'aprés le calcul (2.2.10), on a

MMC () = E (Ti FX)? :

+
1i G(Ti)
Une nouvelle fois, puisqueG n'est pas connu, on estimeM (L) par

me - X R[TP (s X)12,
Mo W= 1i 6(Tii)

i=1

et on dé nit
fuc =arg min M 'S (1):

Ainsi, on peut noter que la démarche moindres carrés pondérés et la démarche synthe-
tic data peuvent s'interpréter de fagon relativement similaire. Dans le cas de I'approche
moindres carrés pondérés, on ne transforme pas les données, mais on transforme direc-
tement le critere des moindres carrés. Zhou (1992a), pour prouver la normalité asymp-
totique de fiuc dans le cas du modeéle linéaire, développe une argumentation similaire
a celle gu'il utilise pour l'estimateur synthetic data.

Néanmoins, d'aprés la dé nition de la fonction M, et le Lemme 2.2.2 sur le lien
entre les sauts de I'estimateur de Kaplan-Meier d& et G, il apparait pro table de faire
le lien entre cette méthode et les intégrales Kaplan-Meier.
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4.2 Le cas général

Dans cette section, nous nous penchons sur le modeéle (4.0.1) général. En particulier,
dans ce modéle, il est impossible (sauf pour des cas particuliers de fonctioh}y de
dé nir explicitement les di érents estimateurs. Par ailleurs, on suppose tout au long de
ce chapitre que le modéle satisfait I'hypothése suivante.

Hypothése 4.2.1 Le modéle satisfait
Bu2 £1E T (1X) | (i X)g > O
et Yo est un point intérieur de £ :
Cette hypothése nous assure que $[Z j X] = f (Wo; X); o est bien dé ni comme
I'unique minimum de la fonction M (1) = E[(Z | f (po;X))?] sur £:

4.2.1 Moindres carrés pondérés

On considére la fonctionnelleM M€ (p) et fimc dé nis dans la section 4.1.2. Par le
Lemme 2.2.2,M M€ apparait comme une intégrale Kaplan-Meier.
Z

MME(W = [yi f(uox)]2dF(xy):

Cette remarque permet & Stute (1999) d'étudierfl directement & partir des résultats
évoqués au cours du Chapitre 2.

4.2.1.1 Convergence presque sdre

La convergence presque sdre oﬁi\"c découle de la convergence uniforme dd M¢
vers M MC : En utilisant les résultats du Chapitre 2, nous sommes conduits & poser un
certain nombre d'hypothéses portant sur la régularité du modéle, et des conditions de
moment surY:

Hypothése de moment.

Hypothése 4.2.2 On supposeE[Y?]< 1 :
Hypothése de régularité du modeéle.
Hypothése 4.2.3 On suppose quéM satisfait la condition suivante,
8"> O;Np("; M ;kikg) < 1

En particulier, si £ est compact, cette derniere hypothése sera par exemple satisfaite
si
8u2 £;kf (;X) i fAX)k- M(X)kui pk?;

pour un certain a > 0; et M (X) telle que E[M (X)] < 1 (voir par exemple Van der
Vaart, 1998, exemple 19.7). Notons que, dans I'esprit du Théoreme 2.2.4, la condition
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sur le bracketing number peut étre a aiblie si I'on ne s'intéresse qu'a une convergence en
probabilité, il sut alors de supposer que la classeM est P Glivenko-Cantelli. Stute
(1999), pour son résultat de convergence presque slre, considére une classe de fonctions
M qui ne satisfait pas (4.2.3), et utilise les résultats de Jenrich (1969). Nous pouvons
donc remplacer la condition (4.2.3) par I'hypothése suivante.

Hypothése 4.2.4 Le modeleM satisfait
£ est compact,
Pour tout x; f (W; x) est continue.

Nous sommes & présent en mesure d'énoncer le résultat de convergencéigle :

Théoreme 4.2.1 On suppose que I'Hypothése 4.2.1 est satisfaite. Sous les Hypothéses
422 et4.2.3 (ou 4.2.2 et 4.2.4),

uc ! Lop.s.

Preuve: Voir également Stute (1999). Pour montrer la convergence presque sdre, il
sut de montrer
sZuEij MC i MMC(wj! Op.s., (4.2.1)
LA

puisque I'Hypothése 4.2.1 assure l'unicité du minimurmM WS (o) de la fonctionnelle

M WLS - Sous les Hypothéses 4.2.2 et 4.2.3, on applique le Théoréme 2.2.6. Sous les
Hypotheses 4.2.2 et 4.2.4, on peut modi er I'argumentation et appliquer le Théoréme 2
de Jennrich (1969). m

4.2.1.2 Normalité asymptotique

Des hypothéses supplémentaires sont nécessaires pour obtenir la normalité asymp-
totique.
Hypothése de moment.

Hypothése 4.2.5 On suppose
Z 2
¥y
1i G(y)

Hypothese de régularité du modeéle.

dF(y)< 1:

Hypothése 4.2.6 On suppose que, pour touk; la fonction f (:;x) est deux fois dif-
férentiable par rapport a p: De plus, en notantr ,f (4;X) (resp. r ﬁf (4; X)) le vecteur
des dérivées partielles (resp. la matrice des dérivées secondes) évalué au p@ink), on
dé nit
Fi
F2

fr uff(W);u2 £g;
2 .
fr uf(“’ ) U2 £g;

et on suppose que, pour=1;2;

ND("; Fijkky) < 1:
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De méme que précédemment, cette hypothése peut étre remplacée par I'hypothése
suivante.

Hypothese 4.2.7 £ est compact, et pour toutx; les fonctionsr f (:;x) etr ﬁf (%)
sont continues par rapport ap:

Sous ces hypothéses, on déduit la représentation i.i.d. (et de la la normalité asymp-
totique de {ivc ).

Théoreme 4.2.2 On suppose satisfaites les Hypothéses du Théoréme 4.2.1, et les Hy-
pothéses 4.2.5 et 4.2.6 (ou 4.2.5 et 4.2.7). Soit

Auc (6Y) = [y j f(Hop)lr uf (Hoix);
- = E 1 f (o X)r uf (o X)°
On a la représentation i.i.d. suivante,
A, !

) 1 X ] L
Avc (x;y)dF(x;y) + o *1(Awis;Ti;4) + op(ni ¥2):
i=1

N i1

HmMc i Ho=- '

Par conséquent, 0
— A
N(bmc i Ho) =) N (0;8);
avec
§=- 1 13%(Auc)- ' %
ol ¥#(Avc ) est dé nie a la Proposition 2.3.1.

Dés lors, I'estimation de la variance asymptotique peut étre e ectuée de maniére
consistante en estimant¥£(Ayc ) par I'estimateur considéré dans la Proposition 2.3.2,
et en estimant- par une moyenne empirique.

Preuve: Voir également Stute (1999).up est un point intérieur de £: De plus, par
le Théoréme 4.2.1, avec une probabilité tendant vers Ijyc est également un point
intérieur de £ : Un développement de Taylor fournit

uc i bo=ir AMMC (un)’ 'r yMMC (1o);

pour un point intérieur W quitend versp presque srement, puisquéMC tend presque
slrement versyp d'aprés le Théoréeme 4.2.1.

Développement i.i.d. de  r ;MM (L):

On a z

raMMC () =i 2 Auc (xy)dF(xy):

On en déduit, en appliquant le Théoreme 2.2.10, que
VA

. X o
MM ()= i 2 Auc (GY)AF(ay)+ = A (Tiig) + on(nl 1:
i=1
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Convergence presque sare de 1 ZM M (jun):
On a
Z
FEMMC () = 2 1 (X0 f (o X)ER (X )
Z 5
i Vi f (a0l B (HansX)dF (G Y)

Par convergence deu, vers o et par 'Hypothése 4.2.6 qui permet d'appliquer le Théo-
reme 2.2.6, on en déduit que ces deux intégrales convergent respectivement vers
z

ruf (lo; X)r uf (Ho; X)MF (X;y) ;

z

yi f(ox)Ir if (Mix)dF(xy) = O:

On en déduit quer MMC (n) = -+ op(1); et le développement i.i.d. defive i 1o
suit. m

4.2.2 Synthetic data

A partir des représentations i.i.d. obtenues au Chapitre 3, nous sommes a présent
capables de prouver la convergence des estimateurs synthetic data dans le modéle 4.0.1,
en appliquant une méthode semblable a celle de Stute (1999) pour les moindres carrés

pondérés. Nous considérons une transformation synthetic dal(a?i;”@; 1. i- n);dénie
en (3.2.17). L'estimateur synthetic data depy est obtenu en appliquant la méthode des
moindres carrés aux variables estimées(;’s; 1 - i - n); c'est a dire,

N . ® .
He = arg min My (H);

avec "
1 o
M= = (Fei f X))
i=1
Si®! @p; on s'attend a ce que cette fonctionnelle converge vers

£ ol
M®W=E (Yo i f(X)?:

Il convient de noter que les fonctionsM ® et MMC sont di érentes, méme si leur
minimum est réalisé au méme pointy: Par ailleurs, remarquons que I'Hypothése 4.2.1
assure quepp est bien l'unique point qui réalise le minimum deM ®: puisque, par
construction, E[Yg, j X]1= f (ko; X):

4.2.2.1 Convergence presque sdre

Le Théoréme suivant repose sur les hypothéses du Théoréme 4.2.1. La seule di érence
réside certes dans la condition d'identi abilité. En e et, rappelons que ['utilisation de la
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transformation de Leurgans repose sur I'Hypothése 1.1.3, tandis que la transformation
KSV et l'approche moindres carrés pondérés reposent sur I'Hypothése 1.1.4, un peu
moins restrictive. Dans cette section, nous nous placerons sous I'Hypothese 1.1.3. Le
résultat du Théoréme suivant reste cependant vrai sous I'Hypothése 1.1.4 dans le cas
ou ®= j 1 presque sdrement.

Théoreme 4.2.3 Soit ® une suite de réels convergeant presque sirement v&s2 R:
Sous les Hypothéses du Théoréme 4.2.1, on a

(e |
bo! Lo p.s.
Preuve: En développant le carré dans les fonctionnelles! ® et M ®; on observe que

; £ 20 £ o o ®p
Ho = argTzlgE LX) i 2B Ve f (X)) =i (W)
ls = argmin 1% f (U Xi)?i 21><1 Y2 (1 Xi) = argmin i & (p):
Pbo = gu2£ﬁ MG A | ﬁ i ® K Ai) = gu2£|n p:

i=1 i=1
Du Théoréme 2.2.6, on déduit quesup,p¢ ji n°(W) i i ®(Wj! O presque sGrement (on
peut également appliquer le Théoréme 2 de Jenrich (1969) comme dans la preuve du
Théoréme 4.2.1). Par conséquentls ! 1o presque siirement.m

4.2.2.2 Normalité asymptotique

Pour obtenir la normalité asymptotique, nous devons nous placer sous des Hypo-
théses analogues a celles du Théoréme 4.2.2. Cependant, d'aprés I'étude menée au Cha-
pitre 3, nous aurons besoin d'une condition de moment lIégérement plus forte que I'Hy-
pothése 4.2.2, de facon a pouvoir utiliser la représentation i.i.d. du Théoréme 3.3.20. En
e et, rappelons que la preuve de ce Théoreme repose sur I'Hypothése 3.3.4, que nous
rappelons ici pour plus de lisibilité.

Hypothése 4.2.8 On suppose qu'il existe' > 0 tel que
Z ..
y2rdr(y) _
1i G(y)

Théoréme 4.2.4 On se place sous les Hypothéses du Théoréme 4.2.2, en supposant de
plus I'Hypothése 4.2.8. On suppose qu®! ®, en probabilité. On dé nit

Acsv (X;y) yr uf (Ho; X);
AL(xy) K (y;r uf (Ho;2);

ou K est dé nie dans la preuve du Théoréme 3.3.6. On suppose de plus queXsest le
support de la variableX;

1:

sup jE(ux)j < 1;
U2 £ ;x2X

sup jr f (X)j < 1;
M2 £ ;x2X

sup jr A (X)) < 1
U2 £ ;x2X
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Alors
A .1( 11X L X
boi o = -'° Yoo AXi) i ®oﬁ 1(Aksv ; Tir %)
i=1, i=1 #
1 X 1 X )
+(1+ @p) o (AL Ti &) + o C(Ti; &, X, A)
s 2=l i=1
+op ni 72 (4.2.2)

ou la fonction ¢ est dé nie au Lemme 3.3.18. On en déduit que
p_ ;
N(lei Ko)=)N (0;%,(A);

ol ¥4, (A) est dé ni dans la Proposition 3.3.15.

Preuve: De méme que dans la preuve du Théoréme 4.2.2, on appliqgue un dévelop-
pement de Taylor, puisquepg est un point intérieur de £ ; et qu'avec une probabilité
tendant vers 1, c'est aussi le cas poufis: De méme que dans la preuve précédente, on

a donc
N

loi o= ir GMo(kn)r M7 (o):

Ona

201 ® 2 X o. 2% o
FMa () = = 0 (e XOr uf (ans X750 = 1 (ban; Xi) (¥ i f (Hos Xi)):
i=1 i=1

La premiere somme converge verg- puisque [, tend vers po; et que la famille de
fonctionsr ﬁf (1; ) estPj Glivenko-Cantelli. La seconde tend ver9 en probabilité par
la Proposition 3.3.9. De plus,

® an o}
r yMp (ko) = i o (Yiewi f(HosXi))r uf (Hos Xi):
=1

La Proposition 3.3.9 fournit la représentation i.i.d. recherchée.m

4.3 Comparaison par simulation

Dans le cas du modéle linéaire, aucune des procédures détaillées ci-dessus (moindres
carrés pondérés ou synthetic data) ne peut étre considérée comme "meilleure" que
l'autre. En e et, suivant les distributions F et G (et suivant la fonction f ), une méthode
ou l'autre apparait plus performante. Dans cette section, nous reproduisons les résultats
d'une étude par simulation de la performance des di érents estimateurs du parametre
Mo dans le modele (4.0.1).
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Premiére con guration. Nous reprenons le modéle considéré dans I'étude par
simulation e ectuée par Stute (1999). Pourp 2 R? i f Og; et en notant 1 le vecteur
(1; 1)® on considére la famille de fonctions

O
f (W x) = T;’l: (4.3.1)

Les lois des di érentes variables sont

X » U|[0;1]-U [0; 1];

"» N (0;1) indépendant deX;

C » E(c;) indépendant de(X;Y );
ou U[0; 1] désigne la distribution uniforme sur[0; 1]; E(, ) désigne une loi exponentielle
de paramétre,: Ici, le paramétre ¢c; permet de xer la proportion de variable censurée.
Notons que Stute (1999), dans son étude par simulation, considef@ » U [0; ¢1]: Nous
ne considérons pas ce modeéle, car dans ce gas> ¢ : Les estimateurs ne convergent
donc plus verspp mais comportent un biais asymptotique.

Deuxiéme con guration. Nous introduisons de I'hétéroscédasticité. Par ailleurs,
Nous supposons que cette hétéroscedasticité est inconnue du statisticien, de sorte que
nous ne modi ons pas les procédures d'estimation ci-dessus pour prendre en compte le
modele d'hétéroscédasticité. La fonctiorf est dé nie par (4.3.1). Les lois des di érentes
variables sont

X » U|[0;1]-U [0; 1];
"X »N (0;%(X));
C » E(cp) indépendant de(X;Y );

avec
1

1+ x0°

Dans cette con guration, les X tels que kX k; grands sont plus informatifs. De plus,
lorsquekX k; est grand,Y est en général "plus grand”, et posséde donc plus de chances
d'étre censuré.

Estimateurs. On note {iyc I'estimateur des moindres carrés pondérés de Stute
(1999). {ksv I'estimateur basé sur la transformation KSV (1981).{i l'estimateur basé
sur la transformation de Leurgans (1987). Nous considérons également I'estimateur basé
sur un choix adaptatif de ® proposé par Fan et Gijbels (1994). Leur choix de® est ef-
fectué dans un contexte un peu di érent puisque Fan et Gijbels (1994) se placent sous
I'Hypothése 1.1.5, et utilisent des estimateurs & noyau pour estimer leurs transforma-
tions. Néanmoins, leur choix de® peut étre adapté a notre contexte, en considérant,

Y2(x) =

. Y0 T
®= min — (4.3.2)
i%=1Ti>095 i Ti>0 Yikgy | 9,“L
Ce choix est motivé par le fait que, quand® est trop grand, %’ devient plus petit que
Y (pour une observation non censurée), et introduit plus de variabilité. Par ailleurs,
un choix de ® < 0 privilégie I'estimateur KSV. Or Var(Y") - Var(Y/sy ) (ces deux
transformations ont la méme espérance, et on a vu quE[Y,"?] < E [Y,$3,, |; voir section
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3.3.1). L'idée de Fan et Gijbels (1994) consiste a choisi® le plus grand possible tel
que 9@3‘ >Y pour toute observation censurée. Voir également la discussion dans Fan et
Gijbels (1994).

Par ailleurs, ce choix adaptatif® entre bien dans les conditions du Théoréme 4.2.4,
d'aprés le Lemme suivant.

Lemme 4.3.1 Pour ® dé ni par (4.3.2), et dans les modeles considérés ci-dessus,
®! 0 en probabilité.

Preuve: Dé nissons

R 4 it Ri 6(s)ds
_ 0TiGy _ 0T 06[ .
&) = A B sdG(s) '’
6O ! 01 Gl 0 [ G2

et ®(t) obtenu en remplacantG par G dans la dé nition de ®(t):
Considérons le casC » E(1) (auquel on peut se ramener par un changement
d'échelle). On a alors

Re o s
0 esré\l| e ®)ds
s sesds

®(t) =

Un calcul direct montre que®(t) ! Oquandt" 1 , et par conséquent c'est également
le cas pour®: De plus, T(,) tendant vers I'in ni, on obtient la convergence de ® vers 0.
[ ]

Plus généralement, on peut prouver qué&(t) ! 0 quandt tend vers ¢y ; pourvu que
G ait une queue de distribution du type Pareto, c'est a direG(t) =1 ti ° quandt , to
pour un ° > 0etuntg> 1. Alors

R R .
to G(s)ds tto [s" i 1]ds

_ 1j G(s)
®&t) = to _sdG(s) , o U ds
0 [1j G(s) to R R
to G(s)ds t .° to G(s)ds t
o et 1S ds o et 1Us
to  sdG(s) o 't o to  sdG(s) o T o ’
o mo@r T ©39 o goert ©SUs
; R . R,
Puisque , s'ds, ,ds!l et
0 0
R
tt ds
RE1 0
S ds
0
gquandt!1 , on en déduit
tIIilm ®(t)=0: (4.3.3)

Procédure.
On considére une taille d'échantillon xée, n = 30 tout d'abord, puis n = 100:
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On fait varier le niveau de censure, c'est a dire les paramétres; et c;:
Pour chaque niveau de censure on génére 5000 échantillons et on calcule, pour
chaque échantillonfiyc ; IJst pL leg:
On estime EQM = E[ku. ok3] pour chaque estimateur en faisant la moyenne
des erreurs quadratiques sur les 5000 échantillons.

Résultats. La gure 4.1 présente les résultats obtenus dans les deux con gurations.

Config 1, n=30 % 10" Config 1, n=100
16 - r
——a—— KSV ——A—— KSV
0.025f — > F¢ 1UH —o—Fc
<<<<<< Stute s - Stute
Leurgans 12 Leurgans
w002 ui
0 0
= =
0.015
0.01 2
0.18 0.2 0.22 0.24 0.26 0.28 0.3 0.18 0.2 0.22 0.24 0.26 0.28 0.3
Proportion of censored responses Proportion of censored responses
% 10° Config 2, n=30 % 10° Config 2, n=100
5 . . - .
——a—— KSV ——A—— KSV
—o—— FG 1.3 —o— FG
as5H Stue | X 4L e Stute
Leurgans 1.2 Leurgans
ui ; ui
% v 11
= =
o9}
3 0.8
0.2 0.22 024 026 0.28 0.3 0.18 0.2 0.22 024 026 028 03
Proportion of censored responses Proportion of censored responses

Fig. 4.1 Erreur quadratique moyenne des estimateurs de Stute (fuc ), KSV, Leurgans, Fan et
Gijbels dans le cas d'erreurs homoscédastiques (Con g 1) et hétéroscédastique (Con g 2).

Dans tous les cas, on observe une perte de performances quand la proportion de
censure augmente. Dans la premiére con guration, l'estimateur de Leurgans parait le
plus performant, tandis que le choix adaptatif de® proposé par Fan et Gijbels (1994)
n‘améliore pas signi cativement la qualité de l'estimation (voire la détériore), et sou re
probablement des mauvaises performances de I'estimateur KSV dans ce modéle.

Dans la seconde con guration et poumn = 30 l'avantage semble étre a l'estimateur
KSV pour des niveaux de censure faibles, mais sa qualité se détériore des que ce niveau
augmente sensiblement. Le comportement des autres estimateurs semble beaucoup plus
stable suivant le niveau de censure. L'estimateur de Leurgans fournit une EQM plus
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basse que l'estimateur de Stute, I'estimateur ave® adaptatif améliorant encore sa
performance. Pourn = 100; la di érence devient plus importante entre l'estimateur de
Leurgans et celui de Stute. L'amélioration apportée par le choix adaptatif® n'étant
plus aussi importante que pour une faible taille d'échantillon.

Conclusions. Dans la con guration 2, on constate un écart relatif assez important
entre I'estimateur ﬁMC et ﬁL: Notre interprétation est la suivante. Dans la con guration
2, lesx; les plus informatifs correspondent & des zones ou la censure est plus importante
(c'est a dire ouP( = 1 j X; = x;) plus grande). L'approche des moindres carrés a le
désavantage de perdre l'information contenue dans 18$; qui correspondent a des obser-
vations censurées (leX; correspondant a des observations censurées ne sont exploités
nulle part dans la procédure, voir la dé nition de MMC). En revanche, I'approche syn-
thetic data tire prot de tous les X;; méme ceux qui correspondent a une observation
censurée, ce qui semblerait expliquer pourquoi cette méthode est plus a son avantage
dans la seconde con guration.

4.4 Conclusion et perspectives

Les représentations i.i.d. des Chapitres 2 et 3 ont été mises en application en vue
d'estimer le parameétre g d'un modéle du type (4.0.1). Les estimateurs proposés sont
des généralisations de I'estimateur des moindres carrés utilisé en l'absence de censure,
et on obtient des résultats de normalité asymptotiques qui prolongent ceux obtenus
en l'absence de censure. Des deux méthodes présentées ici, "moindres carrés pondérés"
(ou intégrales Kaplan-Meier) et "synthetic data", la question de savoir laquelle est plus
performante que l'autre dépend du type de modéle considéré (des fonctioRs G et H
notamment, mais également de la forme de la fonction). De ce point de vue, la recherche
d'un ® adaptatif dans la transformation de Zheng (1987) semble étre un domaine qui
demande plus ample exploration. Le choix d&® proposé par Fan et Gijbels (1994), et
utilisé dans nos simulations, pose plusieurs questions, notamment la convergence®&le
vers un réel®: Nous conjecturons que, quelles que soient les distribution®) converge
vers 0 (ce qui correspond a la transformation de Leurgans). Par ailleurs, la question de
I'optimalité de cette méthode de choix de® reste ouverte. Elle est fondée sur I'étude
de la variance des transformationsy °; mais, ainsi qu'op I'a vu dans les représentations
i.i.d. du Chapitre 3, la variance asymptotique deni 2 I, 9.°A(X;) n'est pas celle de
Y ®A(X): D'autres choix de ® méritent donc d'étre proposés et étudiés théoriquement.
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Chapitre 5

Régression non paramétrigue et test
d'adéquation au modele non linéaire

Dans ce chapitre, on s'intéresse tout d'abord a I'estimation non paramétrique de la
fonction de régression. Le modéle de régression est

E[YjX]=m(X)ym2M ; (5.0.1)

ou M est une famille (non paramétrique) de fonctions su samment réguliéres. En
l'absence de censure, I'estimateur a noyau de Nadaraya-Watson (1964) est I'une des
méthodes permettant d'estimer cette fonction de régression. Dans la section 5.1 de ce
chapitre, nous nous intéressons a l'extension de cet estimateur et de ses propriétés de
convergence au cadre des données censurées sous |'hypothése d'identi abilité 1.1.4.

L'estimateur non paramétrique ry est utilisé dans la section 5.2 pour construire un
test non paramétrique d'adéquation au modéle de régression paramétrique (4.0.1) du
Chapitre 4. L'approche qui est développée dans la section 5.2 repose sur I'extension a
un cadre censuré d'une statistique de test proposée par Zheng (1996), puis sensiblement
modi ée notamment par Horowitz et Spokoiny (2001), voir également Guerre et La-
vergne (2005). Les approches existantes, en présence de censure, voir Stute, Gonzalez
Manteiga, Sdnchez Sellero (2000) et Sanchez Sellero, Gonzalez Manteiga, et Van Kei-
legom (2005), sont au contraire basées sur des procédures de test qui ne comportent
pas de lissage. Par ailleurs, dans ces deux approches, la représentation asymptotique
des statistiques de test est délicate a manipuler et nécessite des techniques numériques
di ciles & mettre en +uvre. La forme asymptotique de la statistique de test que nous
proposons, quant a elle, apparait particulierement simple. Nous montrons ainsi que,
asymptotiguement parlant, cette statistiqgue de test est équivalente a une statistique de
test (inaccessible par le statisticien) utlisant des variables non censurées (mais trans-
formées). Cette simplicité facilite grandement la mise en =+uvre de notre test. De plus,
nous fournissons des résultats de consistance (envers une alternative xe, mais aussi
envers des alternatives s'approchant de I'hypothése nulle, alternatives de type Pitman
ou alternatives régulieres appartenant & une classe de Hoélder) de notre procédure de
test. En présence de censure, de tels résultats de consistance n'avaient jusqu'a présent
pas été mis en évidence dans les autres approches.
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5.1 Estimation non paramétrique

Estimer non paramétriguement la fonction de régression peut étre e ectué en uti-
lisant I'une des deux approches exposées aux chapitres précédents (intégrales Kaplan-
Meier, Chapitre 2, ou synthetic data, Chapitre 3). Pour ce faire, nous considérons ici
uniguement le cas de l'estimateur a noyau de Nadaraya-Watson (1964). On utilise ainsi
un noyau K pour régulariser I'estimateur de Kaplan-Meier (ou la fonction de répartition
(3.2.8) dans l'approche synthetic data) du point de vue des variables explicatives (en
I'absence de censure, on régularise la fonction de répartition empirigue).

Néanmoins, I'étude théorique de ces estimateurs ne peut étre e ectuée directement
sur un développement i.i.d. du type de celui du Théoréme 2.2.11. En e et, on désire-
rait appliquer le développement i.i.d. a la classe de fonctions suivantd; = f(x;y) !
hi 9K ([x i u]=h)y;u 2 Rg: Mais cette classe de fonctions est trop complexe pour entrer
dans le cadre du Théoréme, au lieu de quoi il est nécessaire de consid&®EF : L'ordre
du reste (enop (ni 172)) dans I'énoncé du Théoréme 2.2.11 n'est pas su sante pour nos
résultats, puisqu'on aboutirait in ne & un reste en op (ni 172hi 9) en redivisant par h9:
Pour cette raison, nous devrons développer une approche qui tienne compte spéci que-
ment du cas des estimateurs a noyau. L'ingrédient clé qui simpli e considérablement
la discussion est le Lemme 2.2.2, qui permet d'obtenir une majoration des sauts de
I'estimateur de Kaplan-Meier.

Dans cette section, nous obtenons des représentations i.i.d. d'estimateurs non para-
métriques a noyau. Ces représentations i.i.d. nous permettent d'étendre les propriétés
de ces estimateurs a la présence de censure. |l faut mentionner une particularité intéres-
sante de ces représentations. Ainsi que nous l'avons vu au Chapitre 2, le développement
desKM | intégrales fait apparaitre deux termes. Le premier est une intégrale par rap-
port & l'inaccessible fonctionF dé nie en (2.2.9), c'est a dire I'estimateur de la fonction
de répartition que I'on pourrait construire si I'on connaissait la distribution G de la
censure. Cette premiére partie du développement i.i.d., par son espérance, fournit la
limite d'une intégrale Kaplan-Meier. Le second terme du développement est quant a lui
d'espérance nulle, et n'apparait que dans la variance. Il provient de l'estimation d&
par G. Pour les estimateurs & noyau de la régression, ce terme supplémentaire ne modi-
e pas la variance asymptotique. En e et, il apparaitra de I'ordre Op (ni ¥*2) alors que
les vitesses non paramétriques du terme principal seront plus lentes. L'une des raisons
a ce phénoméne vient des hypotheses d'identi abilité (Hypothéses 1.1.3 ou 1.1.4), qui
posent une certaine forme d'indépendance entr€ et X; le lissage n'ayant lieu, dans
notre situation, que par rapport a X (et non a Y). La situation serait di érente sous
I'Hypothése 1.1.5.

5.1.1 Développement i.i.d. de l'estimateur de Nadaraya-Watson en
présence de censure

Soit X 2 RY; de densitéfx (x): Soit X un ensemble sur lequefx (x) > a > 0: En
I'absence de censure, I'estimateur de Nadaraya-Watson de la fonction se dé nit de la
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fagon suivante,
( 0 Ky 1)
ii X
fnw (X) = iK
i=1

fl\x (x)! L

ou la densité deX notéefyx (x) est estimée par
oo Moo T
ho) = = Kk ZEX

d
nh 1 h

Cet estimateur peut se réécrire sous forme d'une intégrale par rapport a la fonction de
répartition empirique.
7 V! i YL V] i Ya 1

Mnw (X) = yK 4 Ih X dr'Aemp(U;Y) K u Ih X dr‘Ax (U) : (5.1.1)

5.1.1.1 Estimation de la densité fx

Il faut remarquer que l'intégrale du dénominateur peut toujours étre calculée en
présence de censure. En e et, il s'agit d'une intégrale par rapport a la fonction de
répartition de X . Cette fonction de répartition est toujours disponible, puisque les
variables explicatives ne sont pas censurées dans notre modéle. Par ailleurs, I'estimateur
fx posséde un certain nombre de propriétés rappelées dans le Théoréme suivant.

R
Théoreme 5.1.1 On suppose que K (s)ds = 1; et queK est continue, symétrique,
bornée et a variation bornée. SoitX le support defy ; et X, un compact strictement
inclus dans l'intérieur de X: Soit a, une suite qui tend vers 0 moins vite qufogn]=n:
On a

sup n*2h*Zlogn] Fjfx () i Efxli = Ops:(2):

x2X +;logn=n1=d. h. a,

De plus, si on suppose quex est deux fois dérivable, ses dérivées étant bornées, et
queK est a support compact,

sup h ZE[X (x)] i fx(x)i = O(1):

x2X +;logn=n1=d. h. a,

On pourra consulter Einmahl et Mason (2005) pour une preuve de la premiére
parti@. La seconde partie s'obtient a partir d'un développement de Taylor, et du fait
gue uK (u)du =0 puisqueK est symétrique.

En présence de censure, on pourrait également estimix d'une autre maniére, par
exemple en considérant

lZ z Hxi uﬂ

&(X)zﬁ K h

dF (u; y);

en utilisant I'estimateur de Kaplan-Meier dé ni en (2.2.8). Par souci de simplicité, nous
ne considérerons pas cette approche.
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5.1.2 Estimation de la fonction de régression

Pour estimer la fonction de régressiomm(x) en présence de censure, l'estimateur
suivant généralise l'estimateurrhyy utilisé en I'absence de censure,

mx) = o "y e ar(uy)
x (x) .

Pour simpli er, nous ne considérerons pas l'estimateur

hid yK '%(tdrf‘(u;y),
X (x) ’

m(x) =

obtenu en utilisant I'estimateur % : Les propriétés de cette estimateur sont similaires.

Théoreme 5.1.2 On suppose queK satisfait les hypotheses du Théoreme 5.1.1. Soit
X, déni comme au Théoréme 5.1.1. On suppose que, pour un certaik > 2; on a
SUPox ., EY[1i G(Y)]i ¥*1jX = x] < 1:Soit° =1 2=k; et a, tendant vers 0.
Soit r(x) = hi 9E[K ([X i x]=h)Y]: Dé nissons

R ¢ I o o y
hid yK Ui TdR(uy)  NTREY L Yiksy KR

o] — h
me B (9 B (9
On a la décomposition
A A !
o T(X) r(x) Y-
mx) = mx)+ mi(x)i + i m(x) + R(x;h);

E[fX (x)] E[fx (x)]

m(x) + ma(x) + mz(x) + R(x;h);

ou l'on a
p— o
sup nhP[logn]’ 1‘2jm1(x)j = Op:s:(l);
x2X +;c(flog n]=n1=d)° . h. ap

ainsi que
. . =2+" u ﬂ
N 1 X Simics M), "X x|
RGN - Zn £ me 1 G(Ti)  h

R
avecZ, = Op(ni 172): De plus, sous I'hypothése quex et ydF(yjX = x) possédent
des dérivées d'ordre 2 bornées,

sup hi jma(x)j = O(1):

x2X 4;(log n=n1=d)°*. h. ap
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La majoration de R(x;h) permet d'obtelgir un résultat de convergence ponctuelle
de m(x): En eet, pour un x x&, nithid N K(X;i x]=h)%jTjCe>" (Tii )L
G(Tij )]i * = Op(1); pourvu que l'on suppose que, pour ufi > 0;
Z

sup  yCg ' (vi )AF(yiX = x) < 1:

X2X &
Un autre intérét réside dans le fait que, sous cette méme Hypothése d'intégrabilité, on
a, pourc > 0;

X .
sup —  R(Xj5h)Lex; 1y (x))>cg== Op (! ¥2); (5.1.2)
c(log nJ=nt=d)" - h-an 1

en utilisant le fait que l'on a

M T . ..
1 X Xii Xj &jTjC¥2 " (Tij) _ .
Sup e K TR 1 6m) - orWr

c(flog nJ=n1=¢)° - h- a, i

Pour montrer ce dernier résultat, on utilise le Lemme 5.3.2 pour se ramener &, et
hym ; et on utilise le Lemme 5.3.3. La propriété (5.1.2) apparait trés utile lorsque l'on
n'‘est amené a n'évaluer I'estimateurrh qu'aux points d'observations (X 1; :::; Xp):

Preuve: La vitesse de convergence poum; s'obtient a partir du Théoréme 2 de
Einmahl et Mason (2005), mais cette fois appliqué & la variablé/s,, : Pour la conver-
gence demy; on @Qoplique un développement de Taylor, et on utilise la symétrie du
noyau qui fournit uK (u)du = 0: Pour le resteR(x;h) = m(x) j m”(x), on applique
le Lemme 2.2.2, et on utilise le fait quef’\x converge uniformément versfx ; qui est
strictement positive sur l'intervalle considéré. m

Pour obtenir une convergence uniforme er 2 X ; une hypothése d'intégrabilité plus
contraignante est nécessaire. On suppose qhe= O(ni ®=% pour un 0 < ® < 1=2; et
on suppose Veri ée la condition d'intégrabilité

Z
sup jyi*CH ®(yi )dF (yiX = x)

<1: (5.1.3)

Théoréme 5.1.3 On considéreh = O(ni ®P): On suppose quek satisfait les hypo-

theses du Théoreme 5.1.1. SoiX. dé ni comme au Théoreme 5.1.1. On suppose que,
pour un k > 2; supx, E[Yj*[1i G(Y)]i k¥*1jX = x] < 1 : On suppose de plus que
nh?? 1 1 ; et queh > c(logn=n'"%)1i 2%k; nour une constantec > 0: On suppose de
plus que I'on a (5.1.3). On a alors

sup jm(x) i m(x)j = Op(n' ¥¥2hi %2[logn]*? + h?):
X2X +

Preuve: On applique la représentation du Théoreme 5.1.2. Il reste a majoresup,,x , jR(x; h)j:
Pour ce faire, observons que

1 L R(yi),

Calyi) 1i A(yi) 1i Hyi)
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On en déduit que

sup jCa(yi )i = Op(ni by;
Y Tny

en utilisant le Théoreme 2.1.6. On a donc

M T, .. 122 0=
_ _ ot @ 1 X Xii x #TijCs o ™ (Tii )
. . i 1=2+ ®=2j il = | G L .
IRGG)I - O VE ha . K =% 1 G(Tii)

La famille de fonction

Hui x T ditic ®2; )

. - I +.
f(u;d;t)! K h 1 60) X 2 X40;

est euclidienne, voir Lemme 22 de Nolan et Pollard (1987) d'enveloppe de carré inté-
grable, par (5.1.2). On en déduit, en appliquant le Corollaire 4 de Sherman (1994a),

T[ . . =2i =
qup L X TGS )
x2x, nhd -1 h 1i G(Tij) '

On a doncsupx ., JR(X; h)j = Op (ni 172+ ®2i ") = op (ni 1%2hi =2[logn]'*?): m
Remarquons que des résultats de convergence uniforme peuvent étre obtenus sous des

conditions d'intégrabilité moins restrictives si I'on considere I'estimation de moyennes

tronquées,m,(x) = E[YjX;Y - ¢]; pour ¢ <¢q X€, en appliquant le Théoreme 2.2.7.

5.2 Test non paramétrique d'adéquation au modele para-
métrique

Soit un modele paramétriqueM ¢ = fx ! f(u;x);u2 £ %2 RPg: On cherche a tester
I'nypothése suivante,
Ho: m2M ¢; (5.2.1)

contre l'alternative non paramétrique
Hi: m2M ¢: (5.2.2)

En l'absence de censure, ce type de probleme a connu de nombreux développements.
Voir par exemple Hardle et Mammen (1993), Zheng (1996), Stute (1997), Horowitz et
Spokoiny (2001), Guerre et Lavergne (2005). En revanche, ce type de probléeme a été
peu étudié en présence de censure a droite. Seuls Stute, Gonzélez Manteiga, Sanchez
Sellero (2000) proposent une procédure de test (qui prolonge celle de Stute, 1997)Hig
contre Hq: Ce test a été également repris par Sanchez Sellero, Gonzélez Manteiga, et
Van Keilegom (2005) dans le cas ou les observations sont censurées a droite et tronquées
a gauche. Néanmoins, dans ce dernier article, les auteurs ne testent pas exactemsdgt
contre H4; mais

Hoe: my(X)= E[Y ] X =XY - ¢]2M ¢; (5.2.3)
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pour un certain ¢, < ¢y Xé. Dans les deux cas, le comportement limite de leur statistique

de test est un processus gaussien centré, de fonction de covariance complexe a estimer,
ce qui n'est pas le cas de la procédure de test que nous proposons dans la section 5.2.4.
Par ailleurs, aucun de ces auteurs n'étudie la consistance de cette procédure de test
envers des suites d'alternatives se rapprochant asymptotiquement deg:

Dans la section 5.2.1, nous présentons succintement la démarche de Stute, Gonzéalez
Manteiga, Sanchez Sellero (2000). Cette démarche s'appuie sur des processus empiriques
marqués et étend la statistique de test de Stute (1997) utilisée en I'absence de censure.
Dans la section 5.2.2, nous présentons le test proposé par Zheng (1996) en l'absence de
censure, procédure que nous modi ons pour prendre en compte la présence de la censure
dans les sections 5.2.3 et 5.2.4. Dans cette derniére section, nous présentons notamment
des résultats de consistance envers des alternatives non paramétriques. Nous considé-
rons des alternatives xes, des alternatives de type Pitman, ainsi que des alternatives
réguliéres appartenant a une classe de Hélder. L'ingrédient principal qui permet d'ob-
tenir de tels résultats est une représentation i.i.d. asymptotique de nos statistiques de
tests. La simplicité de cette représentation asymptotique est un argument en faveur de
notre procédure. En e et, notre procédure présente ainsi l'immense avantage de ne pas
avoir recours a des techniques numeériques délicates, comme c'est le cas dans I'approche
de Stute, Gonzéalez Manteiga, Sanchez Sellero (2000). Par ailleurs, une étude par simu-
lation, comparant la performance de notre procédure de test avec celles existant, vient
enrichir la comparaison entre les di érentes approches.

5.2.1 Le test de Stute et Gonzalez-Manteiga (2000)

Le principe de ce test étend le test de Stute (1997) en l'absence de censure. Il est
basé sur le fait que la fonction
Z X
I (x) = m(u)dFx (u) = E[Y1x. x];
1

détermine m de facon unigue. En I'absence de censure, on peut estimigix) par

L0 Z, z
In(X) = = Yilx,. s = ydFemp(U; y):

De facon naturelle, en présence de censure et sous I'Hypothése 1.1.5, on rempl%&q)

par F; estimateur de Kaplan-Meier en présence de variables explicatives, de sorte que

I'on considére zZ, Z

19(x) = ydF (u;y):
il
Pour tester I'Hypothese Hg (5.2.1), on considére les di érences
z, Z zZ, Z
RO = 1R(X)i f (Ho; )dF (u;y) = [y i f(ko; w)ldF (u;y);
VA zitz
Ra0) = et fludPuy)= Iy f(ulduy);
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ot [I est un estimateur n'=2j consistant de o (voir Chapitre 4). En considérant que,
sousH; ces deux quantités sont proches de zéro, on peut les utiliser pour construire un
test. Utilisant la théorie des intégrales Kaplan-Meier, voir Théoréme 2.2.10, les auteurs
obtiennent la représentation i.i.d.

1 X .
RAOO =~ alyi f(boiw]Lu «i Tisk) + op(ni 2):
i=1
Pour RY(x) i R3(x) = R2(x); en appliquant un développement de Taylor, et avec le
développement i.i.d. defi= o+ ni 1" ", A(Ti; Xi;4) + op(ni 12); on obtient

(i )X &1 uf (Lo; Xi)1x, - x

n ., 1i G(Ti)

RA(X) + op(n 1),

X
% AT X 1) EIr of (Hos X)1x. x]+ op(ni ¥2);

i=1
de sorte que I'on peut obtenir une représentation i.i.d. deR}(x): Il reste a normaliser
cette quantité pour obtenir un test. La forme compliquée de cette représentation asymp-
totique oblige les auteurs a mettre en +uvre une procédure de bootstrap délicate, voir
Stute, Gonzalez Manteiga, Sanchez Sellero (2000).

Les auteurs envisagent par la suite deux statistiques de test,

Dn

sup jRn(X)j;
QZX

W

iRA (x)idFx (x);
ol Fx désigne la fonction de répartition empirique deX: Sous I'HypothéseHo; ces
guantités doivent étre proches de 0. Les procédures de test sont alors

"Rejetter Ho siD,, (resp: W2) > seuil”;

le seuil étant déterminé par une procédure bootstrap.

5.2.2 Le test de Zheng (1996) en I'absence de censure
5.2.2.1 Principe du test et comportement sous I'hypothése nulle

Zheng (1996) propose une procédure de test basée sur un lissage par noyau. Dé nis-
sons

U (W) Y i f(uX);
Q(H) E[UWE [U(W j X19(X)];

pour toute fonction g positive. Il est clair que sous I'hnypothéseHy dé nie par (5.2.1),

Q(Wo) = 0: Par ailleurs, en conditionnant a l'intérieur de l'espérance, il apparait que
h i
QW= E E[UM|XTIPg(X) :

(5.2.4)
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On en déduit queQ(l) , O; et que tester I'hypothéseH( est équivalent a tester
9 2 £ tel que Q(o) =0 (5.2.5)

La procédure de test proposée par Zheng (1996) revient a estiméx(|p); puis a rejeter
I'nypothése Hq si I'estimateur de cette statistique est supérieur a une certaine valeur
critique. Chaisissant g(x) = fx (x); la densité de la variableX; les auteurs estiment
m(x) = E[U(W) j X = x]fx (x) par
H 1
1 X Xii x
M) = -5 K === Ulxex;

d
nh 1 h

ou Ui(w) = (Yii f(wX)): L'espérance, dans I'équation (5.2.4), est estimée par une
somme empirique, ce qui aboutit & la forme quadratique suivante,
X M 1

1 ‘ Xii Xj
n(ni Do UK

Qn(W) = . U; (1): (5.2.6)
J

Par ailleurs, pour estimer Q(lp); on utilise un estimateur ﬁ convergeant a la vitesse
ni 122 (par exemple I'estimateur des moindres carrés). Ainsi, soulslo; Qn({l) doit étre
proche deQ(lo) = 0; alors que sous I'aIternative,Qn(ﬁ) doit au contraire rester a |'écart
de zéro.

Sous I'hypothése nulle, la normalité asymptotique d€),, (ﬁ) est obtenue en supposant
véri ées un certain nombre de conditions.

Hypothése 5.2.1 (Observations) : (i) X est un vecteur aléatoire. Sa loi a pour support
X borné. X a une densitéf x bornée.
(i) Il existe des constantesciy , Csyp telles que pour toutx 2 X

£ o]
O<Cipf - E"™jX =X - Cyp<1:
£ o
(i) E"* <1.

Hypothése 5.2.2 (Vitesse de convergence de I'estimateun)y est un point intérieur de
£:etfli po= Op(nil=2):

A présent, pour toute matrice A, on note kAky = sup,go KAvk=kvk ou kvk est la
norme euclidienne du vecteuw.

Hypothese 5.2.3 (Modéle paramétrique) : L'ensemble des paramétre§ est un sous-
ensemble compact dBY, d | 1, et po est un point intérieur de £ . Le modéle de régression
paramétrique M = ff (1;9 : n 2 £ g satisfait des hypothéses de di érentiabilité eru :
pour tout x 2 X, f (U;X) est deux fois di érentiable par rapport apg: On suppose de plus
que
sup (W X)j < 1
U2 £ ;x2X

sup kr f (i X)k < 1:
U2 £ ;x2X
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De plus,

8wl sup kr f(x)ir of (P x)k- ©X)kpi pk;
H2 £ ;x2X

pour une fonction © telle queE[©(X)] < 1 :

Hypothese 5.2.4 (Noyau) : (i) Si x = (Xg;::5;Xg); soit K (x) = K (x1) :::K (Xg) ou
K est une densité symétrique continue de v&rlatlon bornée sR. La transformée de
Fourier K“ de K est intégrable. On noteK, = K (t)?dt:

(ii) La fenétre h appartient a un intervalle H, = [hy;hy], n, 1, tel quehy ! 0O
etnh3 11

L'Hypothese 5.2.4 (i) est satisfaite, par exemple, pour des noyaux gaussiens, Laplace
ou Cauchy. La condition sur la borne gauche inférieure del ,, n'est pas vitale en I'absence
de censure, mais interviendra dans la section 5.2.4.

Le théoréeme suivant fournit le comportement asymptotique deQn(ﬁ) sous I'hypo-
théseHy:

Théoreme 5.2.1 Sous les hypothéses 5.2.1 a 5.2.4, et sodg;
nh?2Qn () =) N (0; 2K HE [¥%4 fx (X))):

Preuve: Premiere étape : on se raméne a  [p: On a

X Hy o T
Qn(ﬁ)i Qn(ko) = n(nill)hd [f(pX)I f (po; X;)]K %
[(“2])| x(poh ) i Hx.l Xi 1
' h(ni Dhd X T (i) K L Ui(ko)

i6]
= in(ﬁ)i 2Qn2(ﬁ):

En e ectuant un développement de Taylor, le premier terme est unOp (ni 1) par les
Hypothéses 5.2.3 et 5.2.2. Pour le second, on e ectue un développement de Taylor qui
fournit

A, 0 X Hy . _ﬂ
Qn2(fd M ruf (Hos Xj)K % Ui (ko) + Op(ni 1)
i6]

(Hi o)Qn11(to) + Op(n' 1):

en utilisant I'Hypothése 5.2.2. Dé nissons
L X . Xii Xj
n(ni D o Uik 1 f (i XK ==L
' N |
H Xii Xj X _
h J I

Qn111(Ho)

i E 1 uf (ko Xj)K
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Ce terme est un processus dégénéré d'ordre 2. La classe de fonctions, indexéexpar
eth; F = f(u;x) ' K (Juij x]=h)g est une classe euclidienne (voir Lemme 22 de
Nolan et Pollard, 1987). Le Lemme 2.14 (ii) de Pakes et Pollard (1989) assure que la
classe de fonctior(u; x;y) 't uf (Ho; X)[yi f (Ho; u)JA(u; x) pour A2 F ; est euclidienne
d'enveloppecjY j; ou c est une constante positive. Par le Corollary 4 de Sherman (1994a),
on déduit que Qn111(o) = Op (ni thi 9): Dé nissons

' u ﬂ 5
1 X . Xii Xj .
Quitz(to) = = U()E h'r if (i XK =20 X

i=1

A nouveau par le Corollaire 4 de Sherman (1994a), ce terme e®p (ni 1:2): On conclut
que Qn11(Ho) = Op (ni ¥2) puisque Qni1(Fo) = Qn111(ko) + Qni12(Ho): Grace a I'Hypo-
thése 5.2.2, on obtientQn2(f)) = Op (ni 1):

Deuxieme étape : Etude de  Qn(lo): La variance deQn (L) vaut

il
lJXii Xj

¥Z(n) = E hi PU;(o)?K 2 — Uj (Ho)?

n(nj 1)hd
On en déduit quen?h9%%(n) | 2K ,E[3%4 fx (X)]: En appliquant le Théoréme 2.1 de de
Jong (1987), on en déduit le résultat. m

A n de construire la statistique de test, on a besoin d'estimer la variance de facon
consistante. Pour cela, on peut proposer deux estimateurs,

u T
2 X Xii X
Vin = n(ni Dhd Ui(ﬁ)sz % Uj(ﬁ)z; (5.2.7)
i6])
" 1
2 X Xii X
\72n = m yﬂz(iKZ % 9/42(], (528)
i6]

ol %% désigne un estimateur non paramétrique dé% tel que sup,x 3% i ¥4j = op(1):
V1n est plus simple, mais diminue la puissance du test. En e et, sous les alternatives
Ui({)2 est un estimateur biaisé de¥4 qui est supérieur a%; puisque, lorsqueHo n'est
pas véri ée, Var(YjX) < E [U(w)? j X]: Ce qui entraine que la statistique de test
(5.2.9) dé nie plus bas est plus petite qu'elle ne devrait étre sous les alternatives. Le
théoréme suivant fournit la convergence déhn et Won.

Théoréeme 5.2.2 Sous les hypothéses du Théoreme 5.2.1, on a, paur 1;2;
Vin I 2KE[¥% Fx (X)] p-s.

Preuve: Voir Zheng (1996). PourX,; noter que¥ani Von = 0p (1) sous la condition
supox % i %i = op(1); ou

_ 2
n(nj 1)hd "

My oy T
Xii Xj %

Y% K2
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La statistique de test est obtenue en normalisant la forme quadratiqu®, (fl): Dé -
nissons

2 Qn(W) .

(/A

Une application directe des Théorémes 5.2.1 et 5.2.2 fournit le comportement de la
statistique de test.

Tn(W) = nh? (5.2.9)

Corollaire 5.2.3  Sous les hypothéses du Théoréme 5.2.2,
To(@=)N (0;1):
La procédure de test est la suivante.
Procédure de test

1. Estimer o par ﬁsatisfaisant I'hypothése 5.2.2.

2. SiTa (D) . Z1; ® OU Z3; @ désigne le quantile d'ordrelj ® d'une N (0; 1); on rejette
Ho:

Comme conséquence immédiate du Corollaire 5.2.3, on obtient que la procédure de
test ci-dessus est asymptotiquement de nivea®:

5.2.2.2 Comportement envers des alternatives

On considére une suite de fonctions mesurables, (x); n, 1; et la suite d'alterna-
tives

Hin :Yin = f (Lo Xi) + , n(Xi)+ "i; 1-0-n (5.2.10)
Pour simpli er, supposons qu'il existe une constanteM telle que pour tout n ;| 1;
0-j.n(9j- M <1:
Consistance envers une alternative xe.
Considérons une alternative de la forme
Hi 0 Y = f(u; X))+, (X)+ ™ (5.2.11)

L'hypothése suivante identi e la limite de ﬁ; obtenu par I'une des méthodes du chapitre
précédent.

Hypothése 5.2.5 Il existe f1 un point intérieur de £ tel que
ho i ¢a h [
. . . 2 . . 2 .

pour tout p2 £ nffig; 0<E m(X)if X ° <E fmX)i f (L X)g° :

Le théoréme suivant assure la consistance du test de Zheng (1996) contre cette
alternative. Nous présentons un résultat uniforme erh 2 H,; a n de faire le lien avec
les résultats des sections 5.2.4 et 5.2.3. L'hypothése additionnelle sur la transformée de
Fourier du noyau K n'est nécessaire que dans l'optique de cette uniformité.
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Théoreme 5.2.4 Sous les Hypothéses du Théoréme 5.2.1, et en supposant de plus que
la transformée de Fourier deK est strictement positive et décroissante, on a, soud
dé nie par (5.2.11) et sous I'Hypothése 5.2.5,

- H T o=
sup -Qn({) i , (Xj)== op(1):

Xii Xj
— XK ———+
. d 5
h2H |, n(nj 1)h i6]

h
Par suite, - he i ¢a, iE
hggpbn(ﬁ)x E m(X)if X “x(X) =op(1)

De plus, pouri =1;2
supj¥in i G=o0p (1)
h2H n

pour une constantec > 0: D'ou on déduit
3

PTh()>zy30 ! L

Preuve: Notons Ui(W) = f (f;Xi) i f(u;Xi)+ "i; pour prolonger la notation utilisée
sousHy; de sorte queE[Ui(o) j Xi] = 0: On peut décomposer la forme quadratique
Qn({) en trois parties,

H 1
N 1 ' Xii Xj AN
Qn1(p) W " Ul(ﬁ)K “h U; (1);
A\ 2 X IJXi i Xj ﬂ A .
Qn2(1D) Wisj . (Xi)K T Ui (1);
A 1 X Myt x,-ﬂ .
Qna(iD) misj . (XK “h . (Xj):

Pour Qn1; on se raméne afl par un raisonnement analogue a celui du début de la
preuve du Théoreme 5.2.1. En utilisant le Lemme 5.3.2 pour se ramener au cas lig
et hy ; et en appliquant le Théoreme 5.2.1, on a la majoratiorsup,, , jh®=2Qn1(M)j =
Op(ni 1): En corollaire de la seconde partie du Lemme 5.3.10, on obtient alors que
SUPh2n , ih9™Qn2(f)j = Op (ni ¥2): En utilisant le Lemme 5.3.2, on obtient la diver-
gence deinfpay , inh9=2Qs,(()j ! 1 ; presque slrement (on se raméne par le Lemme
5.3.2 au comportement pour les suiteb, et hyy de H, = [hy; hy ]:). Par ailleurs, les
estimateurs de la variance convergent presque slrement vers une constante strictement
positive par une adaptation directe du Théoréme 5.2.2.m

Consistance envers une alternative de type Pitman.

On considére a présent des alternatives locales. Les alternatives de type Pitman (voir
van der Vaart, 1998, section 14.3, voir aussi Horowitz, Spokoiny, 2001) sont du type

Hin @ Y = f(o; X))+ rp, (X)+ " (5.2.12)
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ou rp désigne une suite déterministe, ave&[, (X )r ,f (Lo; X)] = 0: La puissance d'un
test, au sens de Pitman, peut étre mesurée en fonction de la vitesse maximale de décrois-
sance verd) dery, telle que la procédure de test soit toujours consistante. Le Théoréme
suivant fournit I'ordre de décroissance de,, pour que la procédure détecte l'alternative.

Théoreme 5.2.5 On suppose que
n=2hd=4r 1 1< 1 ;

Sous les hypothéses du Théoreme 5.2.1, en supposant de plus que la transformée de
Fourier de K est strictement positive et décroissante, sous I'Hypothéde;, dé nie par
(5.212),ona

et
To(®=)N (5 1);
avecl> O:

Preuve: On utilise les mémes arguments que dans la preuve du Théoreme 5.2.4,
pour montrer le développement asymptotique deQn(ﬁ): Le résultat suit en remarquant
gue les estimateurs de la variance convergent vers une constante strictement positive.
]

Comportement envers des alternatives régulieres.

Pour L > 0, on dé nit la classe de HolderC(L;s) comme

C(L;s)= ff :jf(xa)i f(x2)ji- Lix1ii X2% 8x1;x22Xg; pours2 (0;1]

Pour s > 1, C(L;s) est la classe des fonctions ayant leUs]-eme dérivée partielle dans
C(L;s i [s]), ou[s] désigne la partie entiere des.
Dé nissons les alternatives localed ). de la fagon suivante,

HY 0 Y = f (o X)+  n(X)+ (5.2.13)

ou , n est une fonction inconnue deC(L;s); avec s connu, et avec orthogonalité au
modele des alternativesE[, n(X)r ,f (bo; X)] =0:

Dans I'énoncé suivant, nous présentons un résultat qui n'est pas optimal, dans le
sens ou la condition optimale (voir Horowitz et Spokoiny, 2001) ess, d=4: Ceci est
dd a notre condition nhf;d 'l ; qui n'est pas essentielle en I'absence de censure, mais
qui apparaitra dans la section 5.2.4. Nous préférons présenter le résultat sous cette
hypothése plus restrictive, de fagon a étre homogeéne avec la section 5.2.4.

Théoreme 5.2.6 On se place sous les conditions du Théoréme 5.2.1 et on suppose
que infyox fx (x) > 0: On suppose de plus que la transformée de Fourier d€& est
strictement positive et décroissante, et que

i n= E[ n(x)2]1=2 , N 2s=(dsrd);
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Sion a
h = O(ni 27¢4s*P)) et s> dp=4;

on a alors
/\s
P(Th(l) >z1,0) ! 1

sous les alternatives dé nies par (5.2.13) dés que, diverge. De plus,

ﬂ _
1 X Mxii X, =
W . n(Xi)K % .n(Xj)== op (| %)3
i6j

sup Qn(D |
h2H i

Preuve: OnnoteU;() = f (Jo; Xi)i f (1;X;)+";: On décomposeQ, (fl) en plusieurs
parties,

M l
A _ 1 _ Xii Xj e
Qn(l) = n(ni 1)hd o Ui (DK o Ui (i
H f
2 X Xii X :
“m on,, YOK T a0
M 1
1 X ‘ Xii Xj _
"‘miei .n(Xi)K TThd . n(Xi)

= an(ﬁ) +2 QZn(ﬁ) + QSn(ﬁ):

Par le Lemme 5.3.2 et le Théoréme 5.2.1, onsup,,y . jh%2Qun({)j = Op(ni 1); et par
la seconde partie du Lemme 5.3.1G5up, oy ., ih%2Qazn({)j = Op (n*72k, nK):

Soit W la matrice de terme générale
3
K Xii Xj

W= gy pne e

et P la matrice telle quePj = W pouri 6 j; etavecP; = hi 9ni 1(nj 1)i 1K (0) pour
tout i: On va minorer aQWuo ,; ol &, est un vecteur colonnes de composantes, (X;):
Pour cela, on approche tout d'abord, , par des fonctions polynomiales par morceaux.
Supposons, sans perte de généralité, qué = [0;1]%: On partionne X en un nombre
ni N de pavés de mesure inférieure @h; notés Ry;:::; Ry : Soit ty le centre du pavé
Ry: Considérons I'ensembld s, I'ensemble des fonctions polynomiales sur chaquRy
de degré inférieur 3[s]: Par dé nition de C(L;s) et un développement de Taylor autour
de ty; il existe un élément¥y 2 | s, tel que

supj, n(x) i Ya(x)j- Ch®:
x2X

Avec un certain abus de notation, considéron&8P %, ; forme quadratique P appli-
guée au vecteur de composantég, (X;): On note, pour toute fonction f dé nie sur X;
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P
kiki= ", f(X)%Ona

YOP Yy
ni 1k¥uks °

VP Y, ]

M2= inf — ;
"2l ni TkYKS

avec la convention0=0 = 1: Dé nissons

M ﬂ xk
tjt ;
Ih k - tl[ti tk]lltZRk;
i=1

Yok = Y

oub[ti tk]' estune formeij linéaire appliquée au vecteutt j ty: On a

X . l/g;kpl/ﬁ;k . l/g;kpl/ﬁ;k .

M7= Nt 2 1 7
b ni tk¥pks * bk N Nni 1kYpKS

k=1

Par ailleurs, on peut supposerb (qui peut étre vue comme un vecteur de dimension
nie) dans la sphére unité. De plus,
z

L Kakd = Fx (b)) Ya(WiPdu+ RYK: b);

nhd

avec sup<;bjR°(k; b)j = op(1): On pourra consulter notamment Lavergne et Patilea
(2006), voir preuve de leur formule (6.15). Par ailleurs, en appliquant le "Main Corol-
lary" de Sherman (1994a) pour I'étude del/g;kP Ys:k; on déduit que

z
PV = CE fx(t)?  j¥(1)j%dt+ R%b; k);

avecsup, R%b; k) = op (1); et C une constante positive. On en déduit que

Mg, CYL+ op(1));

pour une certaine constanteC°> 0:
Considéronsa P o ,: En appliquant l'inégalité triangulaire,

(@3PE) | Mani PPKYakSpA(P)K, n i Vaka
Mani 22k, nki (M + Sp=2(P)n*?)Ch®;

ol Sp(P) désigne la valeur spectrale de la matricé: De plus, puisqueSpt=2(P) -
SpF(W) + Sp¥(W j P); et que Sp(W) = Op(ni 1) (voir Lavergne et Patilea, 2006),
avec probabilité tendant vers 1, le membre de droite est positif. Par un calcul élémen-
taire, on en déduit

adWa, , CYL+ op (U)K, nkai hF:

On en déduit le résultat en prenanth de l'ordre ni 2=4s+d). g
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5.2.2.3 Le parametre h:

La statistique de test T, = Tn(h) dépend également du parametre de lissage:
Le comportement de la statistique de test peut étre sensiblement di érent, a distance
nie, suivant la suite h utilisée. Horowitz et Spokoiny (2001) considérent une grille de
h; Hy = fh = hpmaxa®; h . hmin g; pour un certain 0 < a < 1, et la statistique de test
T% = maxnan, Tn:n: Guerre et Lavergne (2005) proposent quant a eux une procédure
asymptotique de choix deh: Partant d'une suite hg privilégiée, en notant ¥y, un
estimateur de la variance asymptotique deT,(h) i Tn(hg) sous I'nypothése nulle, et en
introduisant une pénalisation °, > 0; ils dé nissent

h=arg hmzﬁx (Ta(h) i Tn(ho)i °n¥hhy):

Leur statistique de test est alorsT = T, (l)=%,; ou %’;o est I'un des estimateurs de la
variance asymptotique dé nis précédemment, calculé en utilisant la fenétrég:

Dans un souci de simpli cation, nous ne considérons, dans notre approche, que la
généralisation du test de Zheng (1996) a un cadre censuré. Mais, en vue de l'extension
d'approches telles que celles de Horowitz et Spokoiny (2001) et Guerre et Lavergne
(2005), nous fournissons des représentations asymptotiques de nos statistiques de test
qui sont valables uniformément enh 2 H ,:

5.2.3 Cas ou G est connue

Nous revenons a présent a notre problématique de tester (5.2.1) en présence de
données censurées. Dans cette section, nous supposons que la fonction de répartition
de la censureG est connue. Ce cas particulier n'est pas particulierement intéressant du
point de vue pratique. En e et, on n'a en régle générale que trés peu d'informations sur
la censure, et donc sur la fonctiorG:

En revanche, I'étude du casG connu sera intéressante du point de vue théorique,
puisque ce cas peut étre considéré comme un cas "idéal" auquel nous allons essayer de
nous ramener. Dans la section 5.2.4, nous nous pencherons sur le Gaisiconnu en nous
inspirant du cas de gure G connu. Les deux approches s'avéreront alors asymptotique-
ment équivalentes.

5.2.3.1 Principe du test et comportement sous I'hypothése nulle

A n de proposer une statistique de test en présence de censure, réexprimons la forme
quadratique (5.2.6) de la facon suivante,
Z Z

n H

MW = i XK

£1y°i f (15 X9]dFemp(X; y)dFemp(X; Y): (5.2.14)

[
xi x°

lyexo

Dans la suite, nous omettrons le facteur de normalisatiom(nj 1)i ! lorsque les formes
guadratiques seront écrites sous forme intégrale.
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Bien entendu, la statistique (5.2.14) ne peut étre utilisée en présence de censure,
puisque la fonction de répartition empirique de(X;Y ) n'est pas disponible. En re-
vanche, inspiré du Chapitre 2, nous pouvons remplaceﬂ“‘emp dans (5.2.14) par un autre
estimateur de la fonction de répartition. Puisque la fonctionG est connue, nous pouvons
utiliser l'estimateur F dé ni par (2.2.9).

Cette démarche aboutit & la forme quadratique suivante,

H |
MC /1y — 1 MC Xii Xj MC /.
Qn (W= Wigj UME (WK == e (; (5.2.15)
en dé nissant
UMC (= — [T i f (X))
! 1i G(Tij) ’

Une seconde approche consiste a adapter la méthode des "synthetic data" exposée au
Chapitre 3. Introduisant Y* une transformation des données ayant la méme espérance
gue Y; le probléme de test devient équivalent a tester

HY : 92 £; tel que Y™ = f(lp; X)+ ™

Par souci de simplicité, nous ne considérons que la transformation KSV dé nie par
I'equation (3.2.4). Dans le cas ouG est connue, cette transformation est exactement
calculable. Pour revenir a I'expression (5.2.14), I'approche "synthetic data" revient a
remplacer la fonction de répartition empirique par

o X
F(xy) = o Ix;. xvey (5.2.16)
i=1

Cette approche aboutit a la forme quadratique suivante,

SD (1 — 1 sD uxiinﬂ SD (-
Qn (W= Wigj USP (WK == U2 (W (5.2.17)
en dé nissant
U= gy T F X

A n d'obtenir la normalité asymptotique de ces formes quadratiques sous; I'Hy-
pothése 5.2.1 doit étre adaptée.

Hypothése 5.2.6 (Observations) : (i) X est un vecteur aléatoire. Sa loi a pour support
X borné. X a une densitéf x bornée.
(i) 1l existe des constantesciy , Csyp telles que pour toutx 2 X

£, o £0 a L a
0<Cpp - E"jX=x - E 1+Y2 f1; G(Y)g*jX =% - cp<1:

.. _£O 2 RS
(i) E 1+Y* f1; G(Y)g 3 < 1.
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Les Hypothéses 5.2.6 (ii)-(iii) sont le pendant des hypothéses sur la variance condi-
tionnelle, et sur le moment d'ordre 4 pour les résidus, qui sont utilisées en l'absence de
censure (voir Hypothése 5.2.1). En remarquant qu&[Y4[1j G(Y)]' 3] = E[Y, (& |; on
voit que I'Hypothése 5.2.6 est essentiellement I'Hypothése 5.2.1 appliquée a la variable
transformeée Yy, :

Théoreme 5.2.7 Sous les Hypothéses 5.2.6, 5.2.2 et 5.2.4, et sous I'Hypothésg

nh*2QYC () =) N (0:%ic):;
nh®2QRP () =) N (0:%p);

avec
i ty  (1o; X )& P °
Hic = 2KEAE OIS X X ()5
73 ) , Vi #
%o = 2K:E B g—gmm i X i fiX)® Ix(X)

Preuve: Similaire a la preuve du Théoréme 5.2.1.m
Pour estimer la variance, on procéde comme dans la section précédente. Pour la
procédure MC,

u T
2 Xii Xj
VMC - =« U_MC /\ZKZ AL A U'MC N2,
H )l
2 X X:i X
vMC — yZMC K2 Il J Q/ZMC .
2n n(ni 1)hd o X h §(J ’

ol %MC est un estimateur non paramétrique de la variance conditionnelle

fY i fuorX)g®., _ .
17 G(yy AT

%BIC =E

l'estimateur M€ satisfaisantsup,,x j2%V¢ i ¥V = op(1): Pour la procédure SD,

M 1
2 X Xii X
vSD = spfyek2 2 AP ysp 2
R TCTR I L
Hy o . T
wSD = 2 X 225D 2 Xii Xj 225D
2n n(n i 1)hd o] i h i

ol #%SP est un estimateur non paramétrique de la variance conditionnelle
2

325D — v y )2
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l'estimateur ¥§SP satisfaisant sup,,x j%5°° | ¥%°°j = op(1): De méme que précé-
demment, I'estimateur ;P améliorera la puissance de notre statistique de test. En
e et, I'approche SD est rigoureusement identique a celle développée dans la section
précédente, avecY remplacée parYys, : Néanmoins, dans l'approche MC, il n'est plus
évident que VM€ améliore la puissance du test.

Théoreme 5.2.8 Sous les Hypothéses du Théoréme 5.2.7, pour 1;2;

VUSP 1 32, pis:;
UMC 1 32 ps:

En dé nissant

N hd=2 ﬁD

TSe(y = M Sn W O?D (ﬁ); (5.2.18)
A hd=2 rl;/IC A

Moy = Mo B \7:;(: ®. (5.2.19)

on en déduit la convergence de ces deux statistiques de test.

Corollaire 5.2.9 Sous les Hypothéses du Théoreme 5.2.8, on a

TSP =) N (0;1);
™VC@D =) N (0;1):

5.2.3.2 Consistance envers des alternatives

Sous des alternatives du type (5.2.10), la loi d& dépend den (sauf dans le cas
d'une alternative xe). Les Hypothéses d'identi abilité du modeéle, ainsi que quelgues
hypothéses de moments, doivent étre adaptées a ce nouveau contexte.

Hypothése 5.2.7 (i) Les variables Cy;::;; C, sont unnj échantillon de fonction de ré-
partition G (la méme fonction pour toutn) et sont indépendants des variable®in; :::; Yan;
qui sont indépendantes entre elles, de méme IBi(".

(i) Pour tout n, P(Y1n - C1j X1;Y1n) = P(Y1n - C1j Yin).

Il faut noter que la seconde partie de cette hypothése est toujours véri ée €€
est indépendante de" et X. Par ailleurs, pour tout n dé nissons Ti, = Yi, * C; et
= Ly, . cg | = 1;25n, et soit H (M la fonction de répartition de Tin: 3 Tan:
c'est-a-direH ™ (y) = P(Tyn - ).

L'hypothése suivante adapte les conditions de moment d'ordre 4 pour la variabl¥;
ainsi que les hypothéses portant sur la variance conditionnelle, a un contexte ou la loi
de Y dépend den:
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Hypothese 5.2.8 (i) Il existe des constantescins , Csup telles que pour toutx 2 X

£ . a £© a 1. a
O<cCinf - E YA X =x - E 1+Y# f1j G(Yin)g 1 jX = x - cop<1:
£© a o}
(i) Il existe une constante M telle que8n , 1, E 1+ Y} °(Yin)* - M < 1

where® (Yin) = #1nf1j G(Y1n)g' L
Consistance envers une alternative xe.

Théoréme 5.2.10 On note avec un indice” = 0 (resp. = 1) les statistiques cor-
respondant a la méthode SD (resp. MC). On not¢; = %[1i G(T;j )] 1: Sous les
Hypothéses du Théoréme 5.2.1 et les Hypothéses 5.2.7 et 5.2.8, et en supposant de plus
gue la transformée de Fourier d&K est strictement positive et décroissante, on a, sous
H1 dé nie par (5.2.11) et sous I'Hypothése 5.2.5,

1
1 X - (X,)K“xii X; -
n(nj 1)hd o) e A

sup Qn (1) i Fh L (X)) == oe(D);
h2H n

Par suite, - he ) a i
= A 1 2 —
thUp_Qn(H)i E mX)if ;X “fx(X) =op(1)

De plus, pouri =1;2; B

Sup ¥, i ¢=op(1)

h2H
pour une constantec > 0: D'ou on déduit

3

PT,()>z10 ! 1L

Preuve: Similaire & la preuve du Théoreme 5.2.4.m
Consistance envers une alternative de type Pitman.

Théoréme 5.2.11 On note avec un indice = 0 (resp. = 1) les statistiques cor-
respondant a la méthode SD (resp. MC). On not&; = %[1; G(T;i )] }: On suppose
que

rp = ni 72pi d=4
Sous les hypothéses du Théoréme 5.2.1 et les Hypothéses 5.2.7 et 5.2.8, en supposant de
plus que la transformée de Fourier dé&K soit strictement positive et décroissante, sous
I'HypothéseH 1, dé nie par (5.2.12), on a

1
uxii X

h

sup Q, ({) i °L (XK L (X))° == op(r);

I,n
: d
h2H |, n(nj 1)h i6 ]

et -
T.(=)N (& 1)
avecl> O:
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Preuve: Similaire a celle du Théoréme 5.2.5m
Consistance envers une alternative réguliére.

Théoréme 5.2.12 On note avec un indice = 0 (resp. = 1) les statistiques cor-
respondant a la méthode SD (resp. MC). On not&; = %[1j G(T;j )]’ & On se place
sous les conditions du Théoréme 5.2.1 et les Hypothéses 5.2.7 et 5.2.8, et on suppose
que infyox fx (x) > 0: On suppose de plus que la transformée de Fourier d& est
strictement positive et décroissante, et que

| n = ELn(X)?]'2, i 270sa):
Sion a
h= O(ni 7¢s*d)) et s> 5d=4;

on a alors
P(T, () >z10)! 1

sous les alternatives dé nies par (5.2.13) dés que, diverge. De plus,

1

1 X IJXii Xj

T, A . o._ . ) o'_ = ] 2 .
hszlljpn __Qn(l-'l)l n(n| 1)hd iej | s n(X|)K h B n(XJ) j — OP(I n’-

Preuve: ldentique a celle du Théoréme 5.2.6 pour le cas=0: Pour le cas =1;
il sut de redé nir les matrices W et P de la preuve du Théoréme 5.2.6W est alors
la matrice de terme général
3
o i K Xii xj

“jlisj
n(nij 1)hd ’

Wijj =
et Pj = Wi pouri 6 j; Pj = ni }(nj 1)i thi 9°2K (0): m

5.2.4 Le cas général

Nous nous penchons a présent sur le cas ou la foncti@ n'est pas connue (ce qui
correspond aux modeéles de censure étudiés dans les sections précédentes). En particu-
lier, nous montrons qu'en remplacantG par son estimateur de Kaplan-Meier dans la
procédure de la section 5.2.3, on obtient des statistiques de test équivalentes du point
de vue asymptotique aux statistiques dé nies en (5.2.18) et (5.2.19). Plus précisément,
nous construisons des statistiqued 'SP ({) et TMC ({)) telles que, pour chacune des deux
procédures,sup, oy iT i T = op(1): Ceci permet d'envisager des choix adapta-
tifs de h; tels que ceux proposés par Horowitz et Spokoiny (2001). Voir notamment la
section 5.2.2.3.
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5.2.4.1 Forme quadratique

On peut estimer les quantitésUMC et USP en remplagant G par son estimateur
de Kaplan-Meier G: Si I'on met en perspective cette approche avec I'équation (5.2.14),
I'approche MC revient a remplacerlfemp par 'estimateur F de Stute (1995) dé ni en
(2.2.8). L'approche SD revient a remplacerlfemp dans (5.2.14) par l'estimateur de la
fonction de répartition des "synthetic data" dé ni par I'équation (3.2.8). Dé nissons
donc

H . VAT
OiMC (IJ.) = 1IG7(TII)[TII f(U,XI)]f

+
SD I B RVEY
02 = TgayTi fx:
Ces deux approches permettent de dé nir les formes quadratiques

H 1
MC 1 MC Xii Xj MC (-
Qn (1 n(n; 1)hd . LI)i (WK ———— Oj (1);

40 (1 Al X gso .

[
S
o
o
E
X

Par ailleurs, l'estimation de pp a la vitesseni 172 peut étre réalisée a partir de I'un
des estimateurs proposés au chapitre précédent. Nous désignerons pafun de ces
estimateurs.

Les formes quadratiquesQSP et QMC s'expriment en fonction de U statistiques
Kaplan-Meier. En e et, d'aprés la dé nition de OMC et le théoréme de représentation
des sommes empiriques de synthetic data KSV (voir Proposition 3.3.2), on obtient

ZZ m

0
oNe) = e i fugk XX
(x;y)8(x%y9
£V L x9NdF(x; yLdlf‘(xa, y.ﬁ’);
oW = e K S iy ()
Z(x;%)é(X":y") TR
+2hi d yK Xi X f (W; X9dF (x; y)dFemp(x9
7 Z(x;y)é(XO:y") TR
+hi d FROK 2 (O dFemp (6 y) dFemp(X):
(xy)8(x%y9

LesUj statistiques pour I'estimateur de Kaplan-Meier ont été étudiées par Bose et Sen
(2002), en I'absence de variables explicatives. Les auteurs obtiennent des représentations
i.i.d. de cesUj statistigues. Néanmoins, les conditions d'intégrabilité nécessaires pour
obtenir leur résultat sont trop restrictives, et irréalisables dans notre contexte. En e et,
Bose et Sen (2002) étudient unéJ-statistique de la forme

Z Z

Ay Y9 dFim (¥) Lys yo:
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lls obtiennent un développement i.i.d. de cette statistique, c'est a dire un terme prin-
cipal constitué d'une Uj statistique obtenue a partir de quantités i.i.d., plus un reste
asymptotiguement négligeable. Pour obtenir ce développement, les auteurs ont besoin
notamnzqegt de la condition d'intégrabilité

[Li G 'Li GO *Aly;yICa(y)Ca(y)dF (y)dF(y) < 1@ (5.2.20)

Cette condition est trop forte pour notre application. Par exemple, siC est une variable
exponentielle etY une variable gaussienne (dont la queue de distribution décroit donc
plus vite que celle de la censure), cette condition n'est pas véri ée. Ceci nous conduit
a chercher une autre méthode que celle proposée par Bose et Sen (2002) a n d'étudier
l'asymptotique des formes quadratiquesQSP et QMC: Nous utiliserons pour cela la
forme spéci que de cedJ; statistiques.

Dans un souci de simplicité de notation, nous remplacons dans la suite les indices
SD et MC respectivement par les indices =0 et ~ = 1: Ainsi Q%(p) = OSP ():

5.2.4.2 Estimation de la variance

Pour estimer de fagon consistante la variance dehP=2QSP ({i) et nhP=2QSP ({i); nous
considérons

. . 1'[
VisP = n(n; Dhd 03P 0°P () K2 % : (5.2.21)
i8]
. . ﬂ
e = n(ni Dhd oM@ oM@ K? % : (5.2.22)
i8]

Pour estimer la variance denhdzng(ﬁ); nous pouvons utiliser un autre estimateur
que (5.2.21) a partir d'un estimateur non paramétrique de¥£SP. Pour estimer 3£°P;
on peut utiliser

P Ap !
!inyl QiuzL((Xi i X):b]) - |jn:]_ ?iuL((Xi i X)Zb-l) 2

352 = . : 5.2.23
x LG 0= LG )=k (5223
X 2 X ; avecL un noyau et h, une fenétre choisie indépendemment del ,: Si
sup 252i ¥° 1 0 (5.2.24)
x2X
en probabilité, on peut redé nir
X Hy . 1
0= 2 7 gezeree Xii X (5.2.25)
M7 on(ni phd KK h -

Dans le-Lemme 5.3.9-sont fournies des conditions su santes assurant la convergence
SUpox 2%2(X) i ¥%°SP ! 0; en probabilité, selon queHq est véri ée ou non. On rap-
pelle quedzSP est dé ni de méme queds 2 mais en remplacant les synthetic data estimés
W’ par les véritables synthetic dataY;”. Pour obtenir (5.2.24), ce résultat peut étre com-
plété par des arguments analogues a ceux développés par Horowitz et Spokoiny (2001)
ou Guerre et Lavergne (2005).
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5.2.4.3 Hypothéses

A n d'étudier les propriétés asymptotiques de ces deux tests, nous avons besoin d'un
certain nombre d'hypothéses. Ces hypothéses sont essentiellement celles de la section
5.2.3. Nous en rajoutons trois autres.

Hypothése 5.2.9 (i) F et G sont continues.
(i) il <éF- -1

L'Hypothese 5.2.9 (i) est introduite essentiellement par souci de simpli cation. Nos
résultats s'étendent au cad- et G discontinues, pour peu queP? (Y = C) = 0; Hypothése
1.1.2. Remarquons que I'Hypothése 1.1.2 est impliquée par I'Hypothése 5.2.9 (i) et
l'indépendance deY et C: Nous rappelons que nous nous plagons dans le cgs> ¢,

a n de pouvoir estimer de fagon consistantel.

Hypothese 5.2.10 Le noyauK et la fenétre h satisfont I'Hypothése 5.2.4. De plus la
Transformée de Fourier deK; notée K par la suite, est positive et décroissante.

Cette hypothese est satisfaite, par exemple, pour des densités gaussiennes, Laplace
ou Cauchy. La condition de décroissance de la Transformée de Fourier ne sert qu'a
prouver nos résultats asymptotiguesuniformément en h.

Concernant l'intervalle pour h; en observant I'équation (5.3.5) apparaissant dans
nos démonstrations, il est clair quehnin peut étre pris d'une vitesse plus lente si les
Hypotheses 5.2.6 (iii) ci-dessus et 'Hypothése 5.2.11 ci-dessous sont renforcées.

L'hypothése suivante permet de contrdler les sauts de I'estimateur de Kaplan-Meier,
dans l'esprit du Lemme 2.2.2. Ci-dessousa _ b désigne le maximum entrea et b.

£ ol
Hypothése 5.2.11 Soit g{x)= E fjYj+19Cs(Yi )" X = x :
On suppose quE[gHX)] < 1 pour un certain 0 < %2 < 1=2,

La condition d'intégrabilité ci-dessus est une amélioration par rapport a la condition
(5.2.20) imposée par Bose et Sen (2002) pour ld$j statistiques Kaplan-Meier. En
particulier, elle est a relier a la condition additionnelle d'intégrabilité proposée par
Stute (1995) dans son Théoreme Central Limite pour l'estimateur de Kaplan-Meier,
voir section 2.2.1. En e et, 'Hypothése 5.2.11 est impliquée par

supggx) < 1;
X2X

qui, au Y%prés (qui peut étre arbitrairement petit), peut étre vue comme une version
conditionnelle de I'hypothése de Stute,
z

yCq 2(y)dF(y) < 1 ; (5.2.26)

avec de plus une uniformité erx 2 X compact. D'apres la discussion sur les conditions
d'intégrabilité a la section 2.2.1, ce type d'hypothése est tout a fait acceptable pour un
grand nombre de situations.
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5.2.4.4 Etude asymptotique de la forme quadratique sous Ho et construc-
tion du test

Le théoréme suivant fournit une représentation asymptotique des formes quadra-
tiques QSP et QMC sousHy, ainsi que des estimateurs de la variance.

Théoreme 5.2.13 Sous les Hypothéses 5.2.1 a 5.2.4, 5.2.9 et 5.2.11, et sdtig, pour
~=0ouleti=1;2
(- - =
L d=2 A — R V/
sup  Mh%2Q, ({) i nh92Q, (o) + _L_L@i
h2H o ¥,

en probabilité.

ENE

En dé nissant donc les statistiques de test

fnSD(ﬁ) — nhd=ZO§D(ﬁ)

= R (5.2.27)
™Me@ = rw\gm; (5.2.28)

le Théoréme 5.2.13 invite a dé nir la procédure de test suivante.
Procédure de test
Pour ™ =0 ou 1,

1. Estimer [ par ﬁsatisfaisant I'hypothése 5.2.2.
2. SiTh(f), z, e0lzy o désigne le quantile d'ordrel; ®d'une N (0; 1); on rejette
HQZ

Comme corollaire immédiat du Théoreme 5.2.13, on déduit que, pour = 0;1,
onaTh() = Tn({) + op(1) uniformément enh 2 H,: A partir du Corollaire 5.2.9
correspondant au casG connue, on déduit le corollaire suivant.

Corollaire 5.2.14 Sous les hypotheses du Théoréme 5.2.13 les deux tests dé nis par
(5.2.27) et (5.2.28) ont pour niveau asymptotique®:

Preuve: Nous décomposons ici les principales étapes de la démonstration. Les reé-
sultats techniques sont étudiés dans la section suivante. Par la suite, on noteka, (x) =
K (x=h):

Etape 1 : se ramener au pointyp: Par le Lemme 5.3.4,

sup h%2 8, (1) i O (ko) ~= op(ni Y):

h2H

Ainsi, asymptotiguement, la di érence entre Q;(ﬁ) et Q;(po) apparait négligeable. Nous
avons donc ramené le probléme a I'étude du comportement asymptotique d® (1o).
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Etape 2 : introduction d'une borne¢, de troncation. Introduisons les notations simpli-
ées suivantes : pour =0 ou 1 eti =1;::;n; désignons parl; (resp. l’)i ) la quantité
U, (o) (resp. L’Ji (ko). A présent, décomposons

_ 1 X -
Qn (o) = n(ni Dhd U U Kn(Xii Xj)
.

, X h_ i

+m 0 i U UKnXii X))

i6] . .

1 X h _ _ih i

+m iU 0 U Ke (X Xg)
! i6]

= Qn (IJO) +2 Qn]_ + an: (5229)

Par la suite, nous allons montrer que les terme®,; et Q,,, sont négligeables. Cependant,
pour les mémes raisons que celles invoquées dans I'étude asymptotique des intégrales
Kaplan-Meier au Chapitre 2 (voir la preuve des Théorémes 2.2.7 et 2.2.10), il est préfé-
rable de raisonner tout d'abord sur des quantités tronquées, puis d'utiliser un argument
de tension. On introduit une borne de troncation xe ¢ < ¢y = infft : H(t) = 19
arbitraire. B B

Etape 2.1 : Troncation deQ, ;: Intéressons-nous a une version tronquée dg,,, soit

1 X h _ i

Q;l(é)z n(n; Dhd 0 i Ui_ it éng_Kh(Xii Xi): (5.2.30)
i8]

PuisqueL’J;i U; peut étre décomposé en deux parties
o0y = G(i)i 6
[11n G (Ti)]
2
G(Tii)i G(T)
+
[1i G(TIP[Li G(Tii)]

# [Tii T (bosXi)l

H [Tii F (b0 Xi)ls

nous pouvons sépareQ;l((;) en deux sommes
- 1 X 6(Mi)i G(T)
Quld) = @i ot T e (M)
" i)
1 X G(Ti)i G(T) U1 UKt -
AT DYy GG G(mpy e KGR

U 1er. iU, Kn(Xi i X))

Qn12(¢)

Etape 2.1.1 : Etude deQ;M((;). Pour Q;M(g,); on utilise le Lemme 5.3.5 qui se base
sur la représentation i.i.d. deG obtenue au Lemme 2.2.8, et on obtient

sup Q,15(&) = Op(ni b):
h2H n
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Etape 2.1.2 : EtudejeQ;12(¢): Peur lez(g,); rappelons que, comme corollaire du
Théoréme 2.1.5,sup. , G(t)i G()TLi GM] Y1i G(t)]' 2 = Op(ni *?); puisque
G (¢) < 1. Ceci nous permet d'obtenir
S - &) Gt - 1 X
JQn2(é)i - sup— £ ,

" te [ GOILi G n(ni DhY

Op (ni 1) £ S¢(h):

U L. oqY Kn(Xii X))

Pour justi er que supyoy iS¢(h)j = Op(1); on applique le Lemme 5.3.1, en rappelant
queU; possede un moment d'ordre 2. On en déduit qusupyy , ]Qn12(¢)j Op(ni 1):

Etape 2.2 : Etude deQnZ Pour obtenir l'ordre de Q,,,; on applique le Lemme 2.2.3
avec®=1 et " = %; et on obtient

A — | 122 Yo\ 2
jQnai - sup Zg()Cgq ' (1)
X Kn(Xii X)) ~120+3
12+J/ h(Xi i CE2 T i i
£ 2(TII )JU| W G 2(Tj| )jUjj. (5.2.31)

i6

Le terme de droite estOp (1) (voir le Lemme 5.3.7 pour plus de détails). Par ailleurs,
par le Théoréme 2.1.5, le supremum esDp (ni 1): On obtient nalement

sup Q,, = Op(ni b: (5.2.32)
h2H ¢

Etape 3 : L'argument de tension.Puisque, par dé nition le(c'H) = Q;l; il reste a
faire tendre ¢, vers ¢4 : On va utiliser 'argument de la Proposition 2.2.12. Par le Lemme
5.3.6, - -

sup h%27Q,,(¢)i Qu = C, £ Op(ni Y);

ou le facteur Op(ni 1) est indépendant de¢, et C, tend vers 0 quand ¢ " ¢q: En
appliquant la Proposition 2.2.12,

sup hh%2Q, ;7= op(1):
h2H n

On déduit de (5.2.32), de (5.2.29) et du Théoreme 5.2.7 que
Sup ThQ; (ko) i nh™2Qy (o) = op (1):

Etape 4 : Estimation de la variance.Le résultat pour la convergence dé?nf est
fourni par le Lemme 5.3.8. La seconde partie du théoreme en découle. En e &f; (o)
converge en probabilité vers une limite strictement positive, enh9=2Q, (o) est borné
en probabilité. m
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5.2.4.5 Comportement sous des alternatives

Dans toute cette section, on se placera sous |' Hypothése 5.2.7. On va de plus ren-
forcer I'Hypothése 5.2.8 en ajoutant une condition sur les queues de distribution. Cette
condition permet d'adapter I'Hypothese 5.2.11 qui nous permet de contrbler les sauts
de l'estimateur de Kaplan-Meier (qui a présent est calculé a partir de variable3 et +
dont la loi dépend den).

Hypothése 5.2.12 On suppose Vvéri ées les conditions (i) et (ii) de I'Hypothése 5.2.8.
On suppose de plus

(ii)) Soit Fy_ (¥) = P(Y1n - yjX1= X) et
z

dP ()= fiyi+19CS () 2R (v):
Il existe 0 < ¥ < 1=2 et une fonction g{x) avecE[g%(X)] < 1 telle que pour toutn,
(

n
0- ql/Z) O
A nouveau, notre intention est de transférer le probléme de consistance envers les
alternatives H1, vers le cadre i.i.d. classique (qui correspond a la statistique de test
dé nie dans le casG connu). Le résultat essentiel qui permet ce transfert dans un cadre
général est contenu dans le Lemme suivant.

Lemme 5.2.15 Sous les Hypothéses 5.2.3, 5.2.4, 5.2.6-(i) et (ii), 5.2.7, et 5.2.12-(ii)
et (iii), alors sous les alternativesHq,; pour =0 or 1

—  — h _ i
Qi Q™ Qu(W+ Rns

Rizz i Rna+ Rn2i Rns
© a ,
avecsUPoe ;hoH , h®jRn1j + jRnzj + h%2jRnaj + jRnaj = Op(ni ?).

Ce Lemme, en permettant de se ramener asymptotiquement au c& connu, les
résultats de consistance de nos procédures de test découlent de ce Lemme et des Théo-
remes 5.2.10, 5.2.11 et 5.2.12.

Consistance envers une alternative xe

Théoréme 5.2.16 On note °; = %[1; G(Tii )] 1: Sous les Hypothéses du Théoréme
5.2.13 et les Hypotheses 5.2.7 et 5.2.12, on a, solt; dé nie par (5.2.11) et sous

I'Hypothése 5.2.5,
— X M 1 E

A=A 1 o e Xid X e TT_ .
hszﬂe__én(l'l)l A D CL(XDK Fh L (X)) == op(1):

Par suite, - a iz

- hg i
supQ, ()i E mX)i X 2y (X) = op(2)
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De plus, ~
supj¥, i 6= o0p(1)
h2H n

pour une constantec > 0: D'ou on déduit
3

PT()>z10 ! L

Il faut remarquer que la limite de Qn(ﬁ) sous l'alternative H1 ne dépend pas de
la censure, et est la méme pour = 0 ou = 1 (ce qui était déja le cas pour le
Théoréme 5.2.10). Cependant, les limites des estimateurs de I'écart-typ® dépendent
de et de la proportion de données censurées (voir Lemme 5.3.9). En général, nos tests
perdent de la puissance lorsque la proportion de données censurées augmente. De plus,
en considérant les limites def, pour ~ = 0 et ~ = 1, on remarque qu'aucun de nos
deux tests n'est systématiquement plus puissant que l'autre, c'est-a-dire que suivant la
loi de (Y; C), soit le test SD soit le test MC se comportera mieux.

Preuve: On applique le Lemme 5.2.15 et on déduit que

Qn(W = Qn(k + R(H);

avec Supnoy , JR(U;N)j = op(1): On applique le résultat du Théoreme 5.2.10 pour
conclure. Pour l'estimateur de la variance, on applique le Lemme 5.3.8a

Consistance envers des alternatives locales de type Pitman.

Le résultat du Théoreme 5.2.11 s'étend au caS inconnue.

Théoréme 5.2.17 On note °; = £[1j G(Tii )]’ *: On suppose que

rn = ni ¥2hi 04
Sous les hypothéses du Théoréme 5.2.13 et les Hypothéses 5.2.7 et 5.2.12, sous I'Hypo-
théseH;, dé nie par (5.2.12), on a

- H 1
sup Qn () i
h2H n

Xii Xj
h

n o ) Yo _— 2y.
ij i (XK L (X)) == op(rp);

et ~
(=N @ 1)

avec!> O:
Preuve: On applique le Lemme 5.2.15 pour obtenir que
Qn(®) = Qn() + op (Qn(1D):

On appligue le Théoreme 5.2.11 et la premiére partie du résultat suit. Pour I'estimateur
de la variance, on applique le Lemme 5.3.8, et on conclut a la consistance du test dé ni
par la statistique T, m
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Consistance envers des alternatives régulieres

Rappelons que nous devons imposer que la régularité de la classe de Holder est
s > bd=4 (ce qui est plus restrictif que la condition usuelles , d=4), du fait de nos
conditions sur la borne gauche de l'intervalleH,,. Cette condition pourrait étre évitée
en renforcant I'Hypothese 5.2.12.

Théoréme 5.2.18 On note °; = {[1i G(T;j )]i 1: On se place sous les conditions du
Théoreme 5.2.13 et les Hypothéses 5.2.7 et 5.2.12, et on suppose igligxx fx (x) > O:
On suppose de plus que

I n = E[a(X)T2, -and 2sst ),
Siona

h = O(ni 7¢s*d) et s> 5d=4;
on a alors

P () >z10)! 1

sous les alternatives dé nies par (5.2.13) dés que, diverge.
Preuve: On applique le Lemme 5.2.15 pour obtenir que
Qn( = Qn () + 00 (Qu(MM):

On applique le Théoreme 5.2.12 et la premiére partie du résultat suit. Pour I'estimateur
de la variance, on applique le Lemme 5.3.8, et on conclut a la consistance du test dé ni
par la statistique Th: m

5.2.4.6 Modi cations de notre approche

Procédure "maximum test".

Les tests proposés dépendent du choix d'un paramétie 2 H ,,: De plus dans I'ap-
proche SD, nous nhous sommes ramenés asymptotiquement a la méme statistique de test
gue Zheng (1996) mais oY est remplacé par une variableY “: Du fait de 'uniformité
enh 2 H, de nos représentations asymptotiques, nous pouvons modi er I'approche de
Zheng (1996) pour étendre la procédure adaptative de Horowitz et Spokoiny (2001). En
suivant la procédure évoquée dans la section 5.2.2.3, dé nissons

ToPt = max T9({i
n = max n ()
ou le maximum est pris sur un ensemble niH 1, %2 Hp: Typiqguement, Hi, est une grille

géométrique contenue dandd, et ou le nombre d'éléments deH;, augmente lorsque
n!l ;voir Horowitz and Spokoiny (2001). Le test qui en découle est alors

Rejet de Hy lorsque TPt |t (5.2.33)
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ot t&' est une valeur critique qui assure que la procédure est asymptotiquement de
niveau ®:; Tr?pt: Comme en l'absence de censure, cette valeur critiqgue ne peut étre évaluée
dans les applications, puisqugl et la loi des erreurs”; sont inconnus. Horowitz and
Spokoiny (2001) proposent une procédure de simulation pour évaluer la valeur critique
toP'. Leur procédure peut étre adaptée a notre procédure SD lorsque la statistique de
test ‘ﬂ?(ﬁ) est dé nie en utilisant I'estimateur 02?] introduit par I'équation (5.2.25).

Pour ce faire, remarquons tout d'abord queV ar(Y j X) = E(TY?j X)j E3(Y®j X).
Ainsi, la variance conditionnelle deY sachantX peut étre estimée par

P AP n Iy
LT E =) g LG 0=k
L 0= L L LG 0=

82(x) =

ou L et Iy, sont tels qu'a I'équation (5.2.23). Les étapes sont alors les suivantes.

1. (Création des synthetic datg Pour tout i = 1;:::;n; on générecib a partir de la
distribution G gt Y,° = f({I; Xi) + ! P; ou I P est généré aléatoirement & partir d'une
distribution N 0;3(X) . On construit TP = Y,°~ CP et £ = 1;ys. vy €t on calcule
l'estimateur de Kaplan-Meier GP obtenu & partir de ces observations. Finalement, on
calcule les transformations synthetic data?i"b, i=1;:0n:

2. (Construction de la statistique de test avec synthetic d?_;eOn utilise f?f’;b; Xi:
i =1;::;ngpour calculerﬁb, I'estimateur obtenu en minimisant i[W’;bi f (1; Xi)]? par
rapport a .. On calcule I'estimateur de la variance[\’?no; b]2 en utilisant la méme formule
qui a servi & calculerT2({) (c'est & dire soit (5.2.21) ou (5.2.25)) et les donnée® ™®; X,

i =1;::;n. Finalement, pour tout h 2 H 14; on calcule la statistiqueTr?; b(ﬁb) qui est
obtenue de méme quer?({) en remplagant ¥:° et {i par 9,°° et (¥ dans la dé nition

d%p(tgg(ﬁ). On prend le maximum deT? b(ﬁ'c‘) sur h 2 H 1, pour calculer une valeur de
Ta

3. On estimet®™ par t2 le quantile d'ordre (1; ®) de la distribution empirique de
TOPEP qui est obtenue en répétant les étapes 1 et 2 un grand nombre de fois.

A la lumiére de notre Théoréme 5.2.13, on peut s'attendre a obtenir la validité
asymptotique de cette procédure de simulation pour approche’r%'ot des lors que cette
procédure est légitime pour les transformations synthetic data exactesy connu). Cette
conjecture, pour étre validée, mériterait une investigation plus poussée qui sera consi-
dérée dans un travail ultérieur.

Consistance envers des alternatives réguliéres de régularité s inconnue.

Dans le Théoréme 5.2.18 on suppose que la régularg@st connue et que la vitesse de
décroissance dé est connue, et donc la vitesse de décroissance de la fenétre qui permet
de détecter des écarts a I'hypothése satisfaisant les hypothéses syr du Théoréme
5.2.18. Plus généralement, il serait utile d'utiliser une procédure de sélection adaptative
pour h; procédure qui s'adapterait a la régularité inconnue des fonctions,(9; et qui
permettrait a ces fonctions de converger vers 0 a une vitesse arbitrairement proche de
l'optimum. En I‘z?)bsence de censure, s est inconnue mais ss, d=4; la vitesse optimale
de test est(ni 1" loglogn)2s=4s* 9 (voir Horowitz et Spokoiny, 2001). La procédure de
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test dite "maximum test procedure” (5.2.33) représente une solution potentielle dans
I'approche synthetic data. Si lI'on considére la statistique de test construite a partir
des "vraies" synthetic data, et I'estimateur du paramétre Lo, TO({)) = nh92Q9({h=v2.
Supposons que sous les alternativds$1, de nies par les fonctions, (9§ comme dans le
Théoreme 5.2.18 avec une certaine suite, "1 , on ait
H 1
lim P max TO({), t& =1; (5.2.34)

o t& est une certaine valeur critique. Par le Lemme 5.2.15, on B(maxy n Tr?(ﬁ) ,
t2) I 1. Dans l'esprit de la preuve du Théoréme 5.2.18, toute suite, qui satisfait la
condition - p[loglogn]i ¥4s*d 11 assure la condition (5.2.34) lorsqueH 1, est une
grille géométrique, a l'instar de celle utilisée par Horowitz et Spokoiny (2001).

5.2.5 Etude par simulations

Le but de cette étude par simulation est de comparer, a distance nie, les procédures
de tests proposées en (5.2.27) et (5.2.28), et de les comparer avec les tests de Stute,
Gonzélez-Manteiga, et Sanchez-Sellero (2000), basés sur leurs statistiquRs et W2
(voir section 5.2.1).

Le modele de régression considéré est

Y = Mor+ Ho2X + %
avec

X » UJj P 3; P 3];
" » N (0;1);
C » E():

Les vrais parameétres soni{|o1; Ho2) = (1 ;3): t sert a contrbler la proportion d'observa-
tions censurées. Nous considérons les cas ou cette proportion est 30%, 40%, 50%.
On teste le modéle de régression linéaire contre des alternatives de la forme

Hi: Yi = por+ Ho2Xi + dCOS(Z/<Xi=p§))+ i 1-i-nm

avecd 2 f 0:5;1;:::; 2:5; 3g. La facon dont ont été dé nies les alternatives rend le taux
de censure pratiquement stable en pratique, que ce soit sous I'hypothése nulle ou sous
les alternatives. Les niveaux de test considérés so® = 0:05 and ® = 0:10. Nous
prenonsn = 100 et n = 200 et pour chaque taille d'échantillon, nous générons 5000
échantillons. Nous utilisons la fenétreh = 0:1 pour les tests basés sur le noyau. La
statistique de test T30 (resp. TMC) est calculée en utilisant I'estimateur (IS0 (resp.
ﬁ'\"c ). Les valeurs critiques de nos tests sont celles données par la loi normale centrée
réduite, contrairement au test propose par Stute, Gonzalez-Manteiga, et Sanchez-Sellero
(2000), pour lequel nous avons suivi leur procédure bootstrap (avec 5000 échantillons
bootstrap). La distribution asymptotique des statistiques de testD, et W2 utilisées
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par Stute, Gonzalez-Manteiga, et Sanchez-Sellero (2000) dépendent de la distribution
asymptotique de I'estimateur delp. Pour attirer I'attention sur les performances des dif-
férentes approches de test, nous calculons les valeurs@g et W2 en utilisant les vraies
valeurs des parameétresis, Po2. Ce qui a pour conséquence d'améliorer les probabilités
de rejet sous I'hypothése nulle et sous les alternatives, pour chacune des procédures. Les
résultats des simulations sont présentés dans la Figure 1.

Cette bréve étude empirique montre que, dans le cas considéré, le test basé 'ﬁ,mc
est meilleur que celui obtenu & partir deT.3P et que ceux obtenus avec l'approche pro-
cessus empirigue marqué de Stute, Gonzalez-Manteiga, et Sanchez-Sellero (2000). Le
niveau du test MC est proche du niveau désiré®: En revanche, la di érence entre le
niveau e ectif du test SD et ® s'accroit nettement quand la proportion d'observations
censurées augmente. A quelques exceptions pres, les probabilités de rejet sous les alter-
natives sont plus grandes voire beaucoup plus grandes pour les tests que nous proposons
gue pour les tests basés sur lI'approche processus empiriqgue marqué.

30% of censoring, n=100 40% of censoring, n=100 50% of censoring, =100

71 1

Rejection probability

0.8

0.6

0.4

0.2

—6—sb —S—sb
—B—wLs —&— wLs
Stute 1 Stute 1
08 Stute 2 0.8 Stute 2 08
2 2 =
2 g 2
2 0.6 2 0.6 2 0.6
o o o
o o o
s 5 5
g 0.4 5 0.4 5 04
2 2 2,
[7) (5] (5]
@ @ @ )
0.2 0.2 0.2 © wLs
Stute 1
4 d Stute 2
0 0 0
0 1 2 3 0 2 3 0 1 2 3

Deviation from the null hypothesis

30% of censoring, n=200

£1

Deviation from the null hypothesis

40% of censoring, n=200

£1

Deviation from the null hypothesis

50% of censoring, n=200

Stute 2

Rejection probability

Stute 2

Rejection probability

Stute 2

Deviation from the null hypothesis

0 1

Deviation from the null hypothesis

2

3

0 1

2 3

Deviation from the null hypothesis

Fig. 5.1 Probabilités de rejet pour les statistiques de test T2, TS D, (Stute 1) et W?2 (Stute
2), niveau=0.05
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Fig. 5.2 Probabilités de rejet pour les statistiques de test T,°°, WS D, (Stute 1) et W2 (Stute

2), niveau=0.10

5.3 Lemmes techniques

5.3.1 Résultats généraux

Lemme 5.3.1 Soit vy; vy et wa; i wy des suites de réels. On suppose que les hypo-

theéses 5.2.6 (i)-(ii) et 5.2.4 (ii) sont véri ées. Si

1 X
U(h) = n2hd Viw; Kn(Xi i Xj);
1-i6j-n
alors " "
#1= #1=-

N 11X 1 X
sup ju(h)j- Op(1) — v = W
h2H n Nzt N izt

Preuve: Puisque, pour tout z3;z, 2 R", jz?Ahzzj - k Apkokzikkzok, il sut de
borner convenablementkAp ks uniformément enh. Par un calcul élémentaire, on a

2 0 13,

X
pour tout z 2 R", kApzk?® - 41m_ax @ aj (A5 kzk?:
“i-n

j=1j6i
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Par conséquent,

¢ nhi d 1 d K (O)hi P
+ Su E h Kp(x;i X) + —2——
N1 (N1 L)oo XY T D

KAnKs -

ou - _
X _

¢h= sup = fKp(xj Xj)i E[Kn(xi Xj)lg=
h> 0;x2RP 1 j=1

Par un changement de variable et le fait que la densit§ est bornée,

h i Z

: i & ¢
EhdKy(xi X) = K 'x%g'xi hx%dx’ ¢ (5.3.1)
Rd
pour une constantec > 0: Ainsi, pour tout h 2 Hp,
Cl/z ¢ Ya Cl/z ¢ Ya
kApko - = 1+ 2 . = 1+ 1
"2 hd n hd

pour tout ¢ > 0 indépendant deh. Par le Lemme 22(ii) de Nolan and Pollard (1987) et

la vitesse de convergence du processus empirique sur une classe euclidienne d'enveloppe
constante (voir par exemple, van der Vaart and Wellner 1996)¢ , = Op(ni ¥72). Le
résultat en découle, puisquenh2d 11 : m

Lemme 5.3.2 Soit vq;:::; vy, une suite de réels, eD<h - hy < 1 . 0n suppose que
I'Hypothése 5.2.4-(i) est véri ée. Si

1 X K (0) X
n2hd ViviKn(Xii Xj) et D(h)= n2(h3 vZ;
1. i6j-n i=1

U(h) =

alors pour tout h 2 [hy; hw ]
U(hm)+ D(hm) i D(hm) - U(h) - U(hm)+ D(hm)i D(hwm):

Preuve: Considérons tout d'abord le casp = 1: En appliquant la transformée de
Fourier inverse,

z e 2
U(h) = K\(hu)_ﬁ vi exp (2ival’X)~ duj D(h)= O(h)i D(h):
i=1

Par la propriété de monotonie deK; on déduit que
U(h)= O(h)i D(h) - O(hm)i D(hm)= U(hm)+ D(hm)i D(hm):

L'autre partie de l'inégalité se démontre de maniére analogue.
Pour p , 1; K est un produit de noyaux univariés, et l'argument pourp = 1
s'applique composante par composantem
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Lemme 5.3.3 Sous les Hypothéses 5.2.6-(ii), 5.2.4 et 5.2.11, on a

h i
Sup E GAX1)qAX2)hi Kp (X1i X2) - M (5.3.2)
ou M est une constante et
£ ) ol
hszl:'p E 0o X1)0sdX2)h PKp(X1i X2) ! 0 quand ¢ én; (5.3.3)

£ o
ol Gyf(X) = E fjYj+10liys, Co(Y)F2 %X =x ;x2X.

Preuve: PuisqueK est positif et borné,
E GudX )0 XD ®Kn(X1i X2) 7= @u(u) “K (hu)du
7Z — —

G 9(u) 2 du = E[6. (X)g(X)]:

Pour obtenir la derniere égalité, on a utilisé l'identité de Parseval avedj ,(9g9(9 2
LY(RP)\ L?(RP) (voir Rudin, 1987). De plus, I'Hypothése 5.2.11 implique que, pour
presque toutx 2 X, Gu:(X) # 0 lorsque ¢ " ¢n. L'Hypothése 5.2.11 et le théoreme de
convergence dominée de Lebesgue fournissent (5.3.3). Pour (5.3.2), on peut écrire

- - Z Z

E[a4X 1)adX2)h' WKn(X1i X2] = jeg(u)i’du+  jgg(u)i’[Li K (hu)ldu:

Puisque0 - 1i K(hu) - 1i K (hminu) #0; par l'dentité de Parseval et le théoréme
de convergence dominée, on déduit que I'espérance dans la derniére expression converge
vers E[g2(X )g(X)] < 1 uniformément enh 2 H,: Ce qui implique (5.3.2). m

5.3.2 Lemmes techniques pour le comportement sous Ho

Lemme 5.3.4 Fixons 3 2 (0; 1=2) arbitraire. Sous les hypotheses du Théoreme 5.2.13
et sousHg; pour =0 ou 1,

suph” Qy (@i Gy (bo) = Op ('
Preuve: Par dé nition,

O (i 0 (Ho)=(nWin) [F(X0) i f (o Xi)I;
ou, par convention, (nWin)_ =1 pour =0 et (nWin)_ = nWj, pour = 1:0n
applique une convention similaire pour® (T;): Notons
? Xiji Xj

K h

(M= i Dhe
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Ecrivons
_ _ X _ _
(=8, () +2 O (o) (NWin) [F (X)) i f(poi X))ay (h)
i6]
X ¢- A N
W Wi TP X i f o XONE (R X)) i F (bos X )13y (h)
i6]

= Qp (Ho) + 2 Qua(fl ) + Quo((l o):

Premiere partie : Etude de ng:
Par I'Hypothéese 5.2.3, il existe une constante indépendante deh telle que

- _ X B B
Qualli) ™ ckfli Wk*£  (NWin) (nWjq) aj (h):
i6]

En utilisant le Théoréme 2.1.6, on obtient

- _ — X  _ _
Qo)™ Op (D KA; ok ° (Ti)° (T)) a (h):
i6]

: £ o . A s
Puisque E °2(T) < 1 (par I'Hypothése 5.2.6-(iii)) et que {Ij po = Op(ni ¥2), le
Lemme 5.3.1 implique - 3 - = . ¢

_ - P
sup Qn, Wik =0p nit:
h2H n
Deuxieme partie : Décomposition de le:
Pour étudier Q,,,; décomposons

Q;l(ﬁ*b) =_Q;1(ﬁ§ PO)_
+ [0 ()i U (W)1° (T)IF (X)) 0 f (boi X;)]ay (h)

i6]

X _ h _ i
+ U () (NWijn) i ° (T)) IF(X))i f (o Xj)la (h)

i6] .

X _ h o i
£ 10, (H)i Uy ()] (NWin) i ° (T) [F (6 XG) i f (s X )]ay (h)
i6]

le(ﬁ; ko) + Q;11+ Q;12+ les;
ou l'on dé nit

_ X
Qi) = U, (lo)° (T)IF (X)) i f (Hos Xj)]a (h):
i6]

Troisieme partie : Etude de Q;l:
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Par un développement de Taylor, I'Hypothése 5.2.3-(i), le Lemme 5.3.1 et le fait que
E[U; (l0?*+ ° (Tl , on déduit

_ 3 ’ AL oX n _ B
Qu i = S HELT UGl (M)

i8]
£r of (Mo Xj)Kn(Xii Xj)g+ ki pok®Op (1)
hi 90 po)°S,1(h) + kili pok?Op (2);

avec le facteurOp (1) ne dépendant pas déeh.

Le Uj processussgl(h) est d'espérance nulle. On considére sa décomposition de
Hoe ding, de sorte qu'il s'écrit

_ 1 X _ h_ _ [
Snl(h) = W Ui E Oj Kh(Xi i Xj)l’ Llf (Uo;xj)JXi
i1
| 1 X _n _
tomo phd Y T KOG X0 f (ki X;)
hI el io

i E 2 Kn(Xii X))r uf (ot X;)iX;

Sna(n) + S,po(h):

Le processusS, ;,(h) est un Uj processus d'ordre 2 indexé par une famille eucli-
dienne, d'enveloppe de carré intégrable (propriété assurée par le fait que le noy&u
est de variation bornée, voir Lemme 22-(ii) de Nolan et Pollard, 1987, et le Lemme 5
de Sherman, 1994a). Par le Corollaire 4 de Sherman (1994a), la vitesse de convergence
uniforme deS;,;,(h) estOp (n 1): On en déduit quesup,,y . hi PjS, 1,(h)j = Op (ni ¥72):

Par ailleurs, hi 9., (h) s'écritni 1™ . U (o)A avec

A= EP (T of (Mo; Xj)h! 9KR(Xi i X)) Xil:

Par ailleurs, par changement de variable,

h _ i Z
hi 9 °j Kn(Xii Xj)r of (bo; Xj)iXi = 1 uf (Hos Xi + hx)K (X)f x (X + hx)dx:

On en déduit quejAj - M, pour une certaine constanteM . Dé nissons une grille de
tailles de fenétreh, - hy - h ;1 <::<h1<ho= hy avech = hj; 1hy,,1- |- L,
et ¢ > 0 qui sera choisi plus bas. Par dé nition,H, % :‘:1 Hi, avecH;| = [h;;hy; 1].
Fixons ® 2 (0; 1) arbitraire tel que 1 3=d < ®: Pour chaquel = 1;:::;L, par dé nition
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de H, et d'aprés le "Main Corollary" de Sherman (1994a),

" # " #
E supjn?h'ids (hj - h1E supjni?s, ,(h)j
h2H, h2H,
i LR #i=
ash 'Y Esupth®-= U, (1o)°A’g®
haH, 2N
n # »
B Teda o wn ®=2
5 i @d Mia 1 (1) 2
GZhI h| 2n . Ul (IJO)

= h?r%ax OP (1) ;

ol & 1; @5 sont des constantes qui dépendent d® et de ¢, (et de d) mais pas den, ni de
l[,nideag =1+ fI[®j (1i ®d]j d®gc. On obtient une classe euclidienne d'enveloppe
intégrable (comme requis dans le "Main Corollary" de Sherman) du fait que le noyau
K est de variation bornée, voir Lemme 22-(ii) de Nolan et Pollard (1987) et le Lemme
5 de Sherman (1994a). Prenons tel que 1 + (3 p)c > 0. On en déduit que

E hszldpjnmhsids;lz(h)j IO

En appliquant l'inégalité de Chebyshev, on obtient I'ordre deh’ dSglz(h) uniformément
enh 2 H,. Puisque, par ailleurs,k{l mkhﬁnﬂ] = op (1), on en déduit
_ 3

sup h° Q,, {li 7= Op(ni?h):
h2H n
Quatrieme partie : Suite de I'étude de le:
Pour montrer que les termesQ,,;; a Q,;5 sont négligeables, nous ne pouvons plus

utiliser lI'argument du Lemme 5.3.1 puisque les variables aléatoires que nous devons
considérer ne sont plus de carré intégrable. Plus précisément, par dé nition,

O, ()i U (bo)=[nWin i ° (TOITii T (Ho;Xi)]

le probléme provenant de la majoration dginWi, i ° (Tj)j proposée au Lemme 2.2.3,
majoration qui fait appel & Cg(T;)®"  (with ~ > 0), une quantité qui ne peut étre de
carré intégrable si I'on prend® = 1=2. -

Pour montrer que les termesQ,,;; a Q, ;3 sont négligeables, appliquons le Lemme
2.2.3 avec®=1 et " = ;00 Yprovient de I'Hypothése 5.2.11. Par un développement
de Taylor, on bornejf ({i; Xj)i f(po;Xj)j par M kili pok; pour une certaine constante
M: Par conséquent,Q,,, a Q, ;3 sont bornés par

X o M)iTii T (b0 Xiiy
i6] [CG (Ti)]i (=24

Op(nih) £ (Tj)a (h)= Op(ni*) £ Bny;
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X o 8
Op(ni 1) £ a0

[Ce (T')]i (1=2+1/3°7 (Tj) & (h) = Op (N 1) £ Bn2;
i8] i

et
X Aé -

i1 °(Ti)a (h) (Tii)i G(Mj)y —\ _ i1 .

OP(n )£ o) [CG(T|)]' (1=2+% 1| G(Tj) (TJ) - Op(n )£ Bn3,

respectivement. Pour borner uniformémentB,1, on utilise le fait que la fonction de
régression est bornée, ce qui conduit a

xo
0 Bni- Chidf¢h+¢ 2ng  [Co(THI¥? " (Ti)fiTij+1g
i=1

ou C est une constante, et
E]_X‘ n 3 h 3 io
¢in= sup — Kh(xi X)° (T)i E Kn(xj X)° (T)
h2Hn;x_r‘j:l

et ¢,y = suphZH;EEKh(gi X)°_(T)ml = SUpPpoy, E[Kh (X X)]: De méme qu'a
I'équation (5.3.1), hi 9¢ 5, - C, pour une constanteC, indépendante deh. ¢ 1, est le
supremum du processus empirique sur une elasse de Donsker, déng, = Op (ni 122y
De plus, puisquenhﬁﬁj 1 on en déduit quehi 9¢ 1, - C; avecC; indépendante de
h 2 H,: Finalement,
h i h [
E °(Tfi Tj+1gCe(T)¥™™* = E fiYj+1gCs(Y)™™ = E[gdX)] < 1:

On en déduit que sup,,y, Bn1 = Op(1): On peut invoquer des arguments similaires
pour Bn2: Pour Bpgs, il ne reste a étudier que le cas = 1. Pour cela, on utilise le

Théoréme 2.1.6 pour obtenir quesup..t - Zg(t) = Op(1); de sorte que l'on se raméne
au cas deBn1:

En rassemblant les résultats des parties 1 a 4, on obtiersup, oy h°jQ;1(ﬁ; )j =
Op (ni 1). |

Lemme 5.3.5 SousHg et sous les hypothéses du Théoréme 5.2.13, pogir< ¢4 et,
pour  =0;1; en dé nissant

1 X G(Ti)i G(M)
nni Dh [ G(M)?

H 1
£1f1,. .Y K % :

H [Tii T (b Xi)]

Qni1 (&)

alors pour tout 3 2 (0; 1=2), supyy , h’ Q11 (e)7= Op(ni Y):
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Preuve: Soit wi_ =5 [Tii T (Lo;X)DILi G(TY)] 2 Nous pouvons écrire

_ N 1 X h
inl(c)— Wisj

| _
G(Tii )i G(T) Lir. ;oW U Kn(Xii Xj):

Utilisons la représentation i.i.d. du Théoréme 2.2.8,
1 X
Gti)i M= o A(TGt)+ Ra(t);
k=1

avecsup. , jRn(t)j = Op(ni 1): Comme propriété de cette représentation, nous avons
que, pour toutt - ¢;

E[A(Ty;t)]=0 (5.3.4)
et jA(Ty;t)j - M1 pour une constanteM indépendante det (mais dépendant de¢).
Nous pouvons écrire

- 1 X -~
Qnu1(e) = T D A(TGT) Lir oo Uy Kn (Xi i X;)
i8j6k
O T - .
nn(nj 1)hd AT T) Lig. oqW; U Kn (Xi i Xj)
i6]
1 1 X o |
nn(nj 1)hd L7 oqW AT T U Kn (Xii Xj) + fresteg
i8]

(nj 2)ni lQ;lll(é)"' ni 1Q;112 (¢)+ ni 1Q;113(<))+ Op (N’ 1):

Par le Lemme 5.3.1, et par le fait queA (¢ ¢ est borné et queW; et Uj7 sont de carré
intégrable, n= - = )

SUP Q11 (&) Quua(e)” = Op(1):
h2H n

Pour étudier Q;nl(g,), qui est un Uj processus d'ordre 3, on applique la décompo-
sition de Hoe ding decomposition et on I'écrit comme une somme de deud processus
dégénérés, ~ B B

Qn1111(¢) = Qn111(¢) i Qni112(8)
et Quuurp(e) = nii(ni ' g Akl ;o
h B i
Ak = E A(TiGTi) Lim. oo ht 9Kn (Xi i X5) 5 XG5 Tk
h _ i
Notons quejA,—kj - M2 pour une constante M»: Le fait que E U, jX; =0etle
developpement (5.3.4) montrent que les autres termes de la décomposition de Hoe -
ding de Q, 13, (¢) sontnuls. Le Corollaire 4 de Sherman (1994a) implique que l'on a
SUPhon , N9 Q1111 (¢) 7= Op(ni 372): De 13, on obtient

sup Q;llll(é)_: op (N l):
h2H n
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A présent, xons 3 2 (0;1=2) et ® 2 (0;1) tel que 1 3=d < ®; et considérons les
intervalles H; comme dans la preuve du Lemme 5.3.4. Pour chaqug,, par le "Main
Corollary" de Sherman (1994a),

# " #
E SUpinn’Quuia(@) M *E SUpinh?Quys, ()]
| |
’ N ho o
. ) 2=
a;h/ 94E sup % VI
h2H - AN o :
2 3e-
e Ted 5 @nh i, °°
o’ 1 X0 g
I h| 2nj:1 ]
= hy Op(1);

ou mq; 8, sont des constantes ety est tel que dans la preuve du Lemme 5.3.4. Finale-
ment, en sommant surl pour obtenir nh3Qn1112(<',) = op (1) uniformément enh 2 H :
[

Lemme 5.3.6 Soit le et Q;1(¢) dé nis selon (5.2.29) et (5.2.30), respectivement.
Sous les hypothéses du Théoréme 5.2.13, pour~ 0 ou 1

sup h*? Q1 (¢) i Quy = C.£ Op(n' h);
h2H n
avec le facteurOp (ni 1) qui est indépendant des;et C, ! O quand¢ " ¢u:

Preuve: Décomposons
3 .
nNi 1 4o - - 1 X - - A
Thd ?[Qn1(e)i Quil = PN U Kn(Xii X)) Ui O 1154
1-§j-n
NOR
I H2pd=2
nZh =1

3 -

En utilisant la transformée de Fourier inverse et l'inégalité de Cauchy-Schwarz,
2 — — -
7 - 3 2 31=2

- —1 - - i ¢ —
iSij - 4 K\(hu):ﬁ U i 0 exp 2ivalX; 175, 4~ dud
j=1

2 7 — jz 3 1=2

ST L ¢ i} _
£4nd R (hu):% U, exp'i 206X, — duS = [Syy(h)] " [S1a(h)] "2
j=1

N
En utilisant la monotonie de K, on obtient que

iS11(h)j - S11(hm)i;
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(voir également le Lemme 5.3.2). A présent, en utilisant & nouveau la transformée de
Fourier inverse,

1 X - - o
S11(hm) = nZhd (VA Oi ) 1750 oK (Xii X)) (Y i Oj )17, 5¢ g
i6]
KX *® - 2
nzf]d) U i Oj li1,5. ¢ = S111t+ S112:
m =1
Pour traiter S;11, on applique le Lemme 2.2.3 ave® = 1 et " = %2 Ainsi, jS111j est
borné par
Op(ni ) X fj Tij+1glfTi>cg°(Ti)Kh (Xii Xi) fiTj+10lt75.4° (T))
n?hf g [Co(Tol @=2r TR in 00 [Co(Ty))i =2

i6]

ol le taux Op (ni 1) ne dépend pas de. Par (2.2.10) et en prenant I'espérance condi-
tionnelle, I'espérance du terme générique de la derniére somme est

i Yij + 1911y, fj Yai + 1gltv,s o°
[Co(Y1)]i @=2+% [Ca(Y2)]i 1=2+%
= E[0sdX1)0sdX2)Kh, (X1i X2)]

avecqgy:, de ni au Lemme 5.3.3.0n applique le Lemme 5.3.3, et on en déduit qu&:11]
est borné parC,; £ Op 'nit pour une constanteC, indépendante den mais tendant
vers 0 quandg¢, "

Par ailleurs, pour borner S112, on applique le Lemme 2.2.3 ave®=2=3et" = %
Alors

Kh, X1i X2)

- - a2
jS112) o Ui 0 115.6K (0 (5.3.5)
j=1

n|13h1 do (n| 1)1)@ O(TJ)ZfJTJJ+1gZ
[CG(T )], (1=3+2%3) *

Par l'inégalité de Holder, I'espérance de la derniere moyenne empirique est bornee par
£ CINNL o
EF i Tj+1g' i G(T)I'® E*® fjTj+1gCe(T)™"" ;

gui est nie d'aprés les Hypothéses 5.2.6-(iii) and 5.2.11. Pour nir, rappelons gque
nh 11 . On obtient nalement que
i ,C
sup Sy =C,£0p nil:
h2H
Pour traiter Si2; on appliquer la transformée de Fourier inverse et le Corollaire 4 de
Sherman (1994a), de sorte qu'on obtient

X K@©X h T2 i

— 1 — il¢.
Si2 = 2 U U Knh(Xii Xj)+ Tz U =0p n'~;

i6]) =1
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i ¢
et l'ordre Op Ini 1" est uniforme enh 2 H,: Pour S,, on prend la valeur absolue, on
applique le Lemme 2.2.3 ave®= 1=2 et " = et on utilise n***h%&2 11 pour déduire

que supyoy , jh92S5 = op(ni ). m

Lemme 5.3.7 On suppose que les hypothéses du Théoreme 5.2.13 sont satisfaites. Soit

- 1 X h _ _ih _i B
Q= i Dhe 0 iU O iU KinXii Xj); ~=0;L
i6]

Alors supoy |, Q,, = Op(ni 1):

Preuve: On part de (5.2.31). En appliquant le Théoreme 2.2.3 ave®=1 et" = %;
on a

o, Ol X fi Tij+1g° (Ti)
"2 n(ni 1) i6j [Co(T)]H =227%2)

fiTjj+10°(T;)

id s )
h! "Kn(Xii Xj) [Co(T))] (1=2+%2) "

Par (2.2.10) et en prenant I'espérance conditionnelle, I'espérance de chaque terme de la
somme vaut

fiyij+1g fiYoj+1g
[qu(Yl)]i (1=2+% [iCG(YZ)]i (1=2+4

= E gAX1)gAX2)hi Kn (X1i X2)

hi 9Ky (X1i X2)

et par conséquent, elle est bornée d'aprés le Lemme 5.3.3. On en déduit qQé,z =

Op (ni 1): Pour démontrer cet ordre uniformément erh 2 H ,,; on peut utiliser le Lemme
5.3.2. Pour ceci, il reste & prouver queni thj,@" [, [L’Jj_ i Uj_]2 = Op(1). Pour cela, on
appligue le Lemme 2.2.3 ave®=1=2et" = %2 pour bornerjl’){i Ujfj et on remarque
que’ nhd 11 etE[Ce(Y)¥<1: m

Lemme 5.3.8 SousHy; on suppose que les hypothéses du Théoréeme 5.2.13 sont satis-
faites. SousH1; on se place de plus sous les Hypothéses 5.2.7 et 5.2.12. Pow 0 ou
1, - -

sup Y, (lo)=0, i 17= op (1):
h2H n

Preuve: On rappelle que
h i,

- X -
O =0 WS e O W0 @R )
i6]

Le résultat est une conséquence de la relation suivante :

sup Vo (021 U (W2 = op (1) (53.6)
W2 £ ;h2H p
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SUp Vi (Wi Vo (H0)*- K Hi ok € Op (1) (5:3.7)
avec l'ordre Op (1) qui est indépendant dep 2 £ et
~ z n h i 0
¥V, (l)?! 2 K2U)duE E? U (w)%jX g(X) (5.3.8)

en probabilité, uniformément enh 2 H ;: La limite dans (5.3.8) est nie et strictement
positive, puisque I'Hypothése 5.2.6 implique
h _ [
pourtout x2X, 0<ci- E U (M)?jX =% - < 1;

pour des constantesc;; c;. L'espérance deVy, (o) tend vers la limite dans (5.3.8) (voir
aussi la preuve du Lemme 5.3.3 ci-dessus), tandis que la variancede(lo) tend versO.
Pour obtenir la gonvergence uniformément erh 2 H »; on utilise E[U; (ko)* < 1 pour
déduire ni 2hi " U, (po)* = op (1) pour h = hy; et on applique le Lemme 5.3.2.
Pour veri er (5.3.7), on utilise un développement de Taylor eny, le Lemme 5.3.1 et le
fait que ° (T;) et U, (M) ont des moments d'ordre4: Pour nir, pour prouver (5.3.6),
remarquons que pour tout0- ®- 1=2et” > 0

0 i Y i - cinWin i, (TIGTi+1)  (pour une constanteo)
= Op i ® o (M)fcy (T)g™ (Tij+1)

et puisquerif(u)j - ¢°(T;)(jTij + 1); nous avons également
AT — o i ef c
0 (W21 U (027= Op ni @ o2(T)fc (T)g™? (Tij+1)2

En prenant ®;" su samment petits, par le Lemme 5.3.1, I'inégalité de Cauchy-Schwarz
et les Hypotheéses 5.2.6-(iii) et 5.2.115UPo¢ hon , (V0 (H? i Vh (W?j= op(l): m

5.3.3 Estimation non paramétrique de la variance

Lemme 5.3.9 On se place sous I'Hypothése 5.2.7. Soit1; X ; :::Xy un nj échantillon
de loi X de supportX % RP et de densité bornéd x : De plus, on suppose quéy

est bornée inférieurement par une constante strictement positive suX. Il existe des
constantes positivesa et M (indépendantes den) telles que pour toutn

T8 %(Tan) ’

L TA ATy
1n° "(Tn) +sup E jX1=x - M< 1: (5.3.9)

CM(Typ)i &  yox  C(Typ)ia

Considérons un noyaul (X1;:::;Xq) = C(X1):::C(Xq) ou C est une densité symétrique de
variation bornée sur R: Considérons une séquence de fenétrgs ! 0 telle quenb2? !
1.So0itYY = 4, Tin[Li G(Tin)li L, i =1;::;n, et dé nissons

T VRO 0= M YEL(X 1 0=k T
pln in .|| __ i p:% in .ll __ X2 X:
i-1 L((Xii x)=) io1 L((Xii x)=ky)

#2(x) =



Lemmes techniques 147

un estimateur deV ar(Y, j X1 = x). Dé nissons %4;2(x) de-fagon similaire, -mais avec
Y2 = £, Tin[1i G(Tin)]' * au lieu de Y. Alors, supox 272(X)i %2(x) ! 0en
probabilité.

Preuve: Pour simpli er, nous nous concentrons sur le cas de I'hypothése nulle, les
arguments sous les alternatives étant similaires. A partir de la vitesse de convergence
d'un processus empirique indexé par une famille euclidienne d'enveloppe constante, et
a partir de la condition ¥t 11 ;

| —
10

1 X h
sup=——  L((Xii x)=)i E BI9L(Xii x)=t)
x2x  Nbf i=1

en probabilité. De plus, par yn changement de yariables et les propriétés de la densité
g(®; pourtout n;0<cq- E b}ldL((Xi i X)=ky) - ¢ < 1 pourdes constantes;; Cy:
De sorte que, pour prouver le résultat, il reste a montrer

-1 ¥ h i _
fork=1;2, sup— VoK YEK LX) )=t o
X2X n =1

en probabilité. Nous n'‘avons besoin de considérer que le cks= 2 puisque l'autre cas
peut étre traité de maniére analogue. Par le Lemme 2.2.3, pour tou® 2 [0; 1=2] et
"> 0 _ -

DY Op(N O£ T (TN Ca(M®™ ;s 1- i+

avec le facteurOp (ni ®) qui est indépendant dei: A partir de cet ordre, et en utilisant
lidentité B2 j ¢ =(bj c)?+2c(bj c); on montre aisément que le résultat est obtenu
si I'on montre

—})@ 202 (T \2@+2 e Y=h )= :
Sup= T°°(Ti) Ca(Ti) L((Xii x)=ky)= Op(lﬂ). (5.3.10)

x2x N i=1

Pour 2®+2" - a; en prenant I'espérance conditionnelle, on déduit que

o}
s;xpEﬁT,%"z(Tn) Co(Tn)?*2 L((X i x)=hy) - cabf
X
pour une constante nie cz indépendante den.

A présent, centrons la somme (5.3.10) pour obtenir un processus empirique indexé
par une famille de fonctions euclidienne, d'enveloppe de carré intégrable. (Le caractére
euclidien découle du fait queL est a variations bornées, et de la premiere partie de la
condition (5.3.9).) Ainsi, aprés avoir centré a l'intérieur de la valeur absolue en (5.3.10)
on obtient I'ordre (uniforme) Op (ni ¥72): Finalement, en utilisant la condition n1=2 1
1 pour montrer le résultat sousH. La vitesse uniformeOp (ni 172) obtenue aprés avoir
centré la somme dans (5.3.10) peut également étre montrée quand la loi d¥s; :::; Yy
dépend den. Ceci découle, par exemple du "Main Corollary" de Sherman (1994a) avec
k=1etpourtoutn, 1. m
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5.3.4 Lemmes techniques pour le comportement sous les alternatives
5.3.4.1 Lemme général

Lemme 5.3.10 Soit uin;:ii;Uunn UNe suite de variables indépendantes conditionnelle-
ment a X1;:::; Xp; et telle que la loi deuj, ne dépend que de;: On suppose que
Efuin j Xi]=0 etO<E [u? jX;i]- ¥ < 1: Alors

1

X My oy
1 Xt Xi = %2 £ Op(ni thi 92); (5.3.11)

— Uin K
R d n
n(nij 1)h i8] h

De plus, soit, , une suite de fonctions mesurables, et soit
1

VI
_ 1 X Xii X; _
T R pnd  nOOK TR e

En dé nissant Ay la matrice de taille n £ n de coe cients
3 ,
K X 1

R TNV

on a, pour une constantec > 0 indépendante den et de, ;
E[jUnjj X1:::Xn] - c¥%n™?kApkok, nkn:

Preuve: La variance de (5.3.11) est de l'ordréZni 1hi 9=2: ['inégalité de Chebyshev
permet de conclure. Pour prouver la seconde partie du Lemme, soit

1

1 X l'lXii Xj lig: -
e i6j:

1

Xi)= s Xj)K
En utilisant I'inégalité de Marcinkiewicz-Zygmund (voir par exemple Chow et Teicher,
1997, page 386), et en appliquant l'inégalité de Jensen ainsi que les propriétésidi,;
on obtient

" # 2A I 1o 3
x _ x . , 7
E Uin,n(Xi)j X1;55Xn - cE4 uf, n(Xi) j X150 X0 D
i=1 i=1
")@ #1=2 ")@ # )
c CE E[uf j Xila(X)? - e a(X)? - c¥ntPkARkak, nkn:
i=1 i=1
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5.3.4.2 Preuve du Lemme 5.2.15
Pouri =1;::;n, soit

Hn Tin *n Tin

ud X)), 0= —m g (s Xp);
in 1i G(Tin) 1 (U |) in 1 G(Tini ) I (U |)
Ul Hn [Tin i F (5 X5)] . 1 _ Hn [Tin i F (5 X5)] .
" 1i G(Tin) " 1i 6(Tini)
Par le Lemme 2.2.3 appliqué ave® = 1 et " = %;et en utilisant le fait que la

fonction f (¢ ¢; est bornée, on a, pour =0 ou 1

. - _. . _. H — + . - — i
0, i Upi=iRipi- Op(ni 1‘2)7“ g”(T_n)fJ Tnj+ 1€ (T (5.3.12)
|

A présent, an de simpli er les notations, on note Kj; pour K(X; j X;): On a alors
1 Xn _ _0 2 X - 1 X _
n2hd 0in l/')jn i Un an Kij = n2hd Rin an Kij + n2hd Rin I:zjn Kij
|ZSj 0 |6]l 0 i6] 1
1 X - ¢, -1 X - i ¢
=2 K(hu)@= U exp 2ivalX; A@> R exp i 2ival; Adu
n J n In
j=1 j=1
() RANE
I "h2pd jn =in
=1

z - .
-1 - i
+ K(hu):ﬁ R;, exp 2ival’X; —duj —5—
i=1 j=1

= ZIIi DI+|;; D;:

2
¢

Etude des termes Di_; i=1;2

Pour i = 1; on utilise (5.3.12). On en déduit la majoration
sup jD;j = Op(n *2hi %) = Op (ni 1):
h2H p

Pour i = 2; on applique le Lemme 2.2.3 ave®=1=4 et " = %2. On obtient

Exn 0 (jTinj +1) 2

n._, [Li G(Tn)? SRUIRS

jDyj+ Op(ni®2h) £
D'aprés I'Hypothese 5.2.12, la somme du membre de droite est uDp (1): On en déduit
que supyap , jD,j = Op(n! b):
Etude des termes |, ;i=1;2:
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En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et en utilisant la positivité de la trans-
formée de Fourier deK , on peut borner

0 - - 1li=

P “\1=2 Z :1)<1 - | . ¢’:
jlyj- (1,)¥2£ @ l@(hu):ﬁ U, exp 2ial’X; — duA
i=1

En appliguant la transformée de Fourier inverse, on en déduit que la derniére parenthése
est égale a

_ 1 X -
UM+ g KO,
i=1
Par ailleurs,
1 X T2 _ i 1y.
2 KO, = 0p(n'Y);

i=1
d'aprés I'Hypothése 5.2.12. -
Il reste donc a montrer quel, = Op(n' 1): Remarquons que

_ 1 X

[ = ——
2 n2hd
i6]j

Puisque, comme on l'a vu,sup,,y , jD;j = Op(ni 1); il reste & considérer le premier
terme. Pour ce faire, on utilise (5.3.12). On obtient la majoration

ix R_ R_ K Op(ni 1) £ 1 X #in (jTinj +1)[Cén)(-|-i)]1:2+1/2
e 18] e nzhd i6 1i G(Tin)

Hn (JTin ) + 1)[ Cén)(Tj N 1=2+ 1/2.

! 1 G(Tjn)

On applique alors le Lemme 5.3.2 pour se ramener aux cas= hy, et h = hy : Il reste
donc a montrer que

1 X 0 (Tin + DICE (Ti)] 24

o (Tin] + 1) c () r=ar v

£ Kii (h = Op(1);
nZho 1i G(Tin) it 1i G(Tjn) P
pour h%= h, et h = hy : Pour ce faire, on calcule I'espérance,
2 3
1 *(Tin)ff Tinj +1g  °(Ton)fj Tonj + 19

c (Tn) c (Tan)
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est bornée, ol° (T1n) = #1n[1i G(T1,)]i L. D'aprés I' Hypothése 5.2.7-(ii), on déduit
gue cette espérance est égale a
2 2 3 2 33

1 Yinj +1 . Yonj + 1 .
EQFK”EQ'L' (n)J iy 1 X15E 8 <n)J L gy 1 %258
CG (Yln) CG (YZn)

h i
= E hi 9K o0 (X 1)) (X2) -

L'espérance de la derniére ligne est bornée, d'apres I'Hypothése 5.2.12 et le Lemme
5.3.3.

5.4 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons étudié certaines propriétés de convergence d'estima-
teurs non paramétriques de la régression. Ces estimateurs non parameétriques ont été
utilisés a n de construire deux tests non paramétrique du modéle de régression para-
métrique 4.0.1 en présence de censure. L'un de ces tests est basé sur I'approche syn-
thetic data du Chapitre 3, l'autre sur l'approche intégrales Kaplan-Meier du Chapitre
2. Ces deux tests apparaissent comme une extension de la démarche de Zheng (1996).
Contrairement a ce qui avait été fait jusqu'a présent dans la littérature des tests non
paramétrigues d'adéquation en présence de censure, nous avons prouvé non seulement
la convergence de nos tests sous I'hypothése nulle, mais également sa consistance envers
di érents types d'alternatives. Les simulations que nous avons mises en +uvre valident
le comportement a distance nie de nos statistiques de test.

Notons également que les représentations asymptotiques des statistiques de test sont
d'une forme trés simple par rapport a la représentation de procédures basées sur les
processus empirigues marqués (voir par exemple Stute, Gonzalez-Manteiga, et Sanchez-
Sellero, 2000). Par ailleurs, ces représentations ont été obtenues avec un reste controlé
uniformément enh; paramétre de lissage. Cette uniformité est particulierement utile en
vue de la mise en +uvre de techniques de bootstrap a n d'améliorer la procédure (voir
5.2.4.6), qui sera un champ d'investigation futur.

Une autre question qui mérite développement concerne la réduction de dimension
pour ce type de procédure de test. En e et, lorsque le nombre de variables explicatives
est important (supérieur a 3 en pratique), la puissance du test de Zheng (1996) est
grandement a ectée. Adapter les résultats de Lavergne et Patilea (2006), qui utilisent
une technique de réduction de dimension pour ce type de procédure, est donc une piste
qui mérite d'étre explorée.

Parmi les autres champs d'investigation, citons également d'autres tests d'adéqua-
tion a d'autres modeles de régression : modeéles de régression quantile paramétriques,
ou modeéles de régression semi-paramétriques tels que le modéle de Cox, ou le modéle
single-index.
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Chapitre 6

Modele de régression single-index
pour la réduction de dimension

Dans un modele de régression non paramétrique, on cherche a estinma(x) =
E[Y j X = x], en cherchantm dans un espace de fonctions de dimension in nie. Par
rapport a l'approche paramétrique, cette approche présente l'avantage de nécessiter
moins d'hypothéses sur le modeéle, puisqu'on ne préjuge pas de la forme de la fonction (a
I'exception éventuelle d'hypothéses de régularité). Mais I'un des inconvenients majeurs
d'une approche purement non paramétrique de la régression réside dans le phénoméne
appelé " éau de la dimension", c'est a dire la di culté d'estimer convenablement la
fonction m lorsque la dimension du vecteur de variables explicative¥ 2 RY est grande
(en pratique, d , 3). An de surmonter cette importante limite de l'approche non
paramétrigue, tout en assurant plus de exibilité que ne le ferait un modéle purement
paramétrigue, un compromis consiste a employer un modéle semi-paramétrique tel que
le modéle single-index (SIM par la suite). Ce modele suppose que

m(x)= E[Y j X = i8] = VTR
J X = Wox] = f X Ho ; (6.0.1)

ouf estune fonction inconnue ety 2 £ ¥ RY un paramétre inconnu de dimension nie.

A n de s'assurer que le modéle est bien dé ni, on impose que la premiére composante
de | est égale a 1. Sjy était connu, le modéle se résumerait a un modéle de régression
non paramétrique, mais cette fois avec une variable explicativgdX de dimension 1.
Notons par ailleurs que le modéle de régression semi-paramétriqgue de Cox (Cox, 1972,
1975) est un cas particulier de modéle single-index. En e et, dans le modéle de Cox, le
taux de hasard conditionnel dépend d'une combinaison linéairgdX des variables qui
doit étre estimé. Néanmoins, le modéle Cox est moins général que le modele (6.0.1),
puisque dans ce cas, toute la loi d¥ sachantX dépend depdX (ce qui n'est pas le cas
dans le modeéle (6.0.1) ol seule I'espérance conditionnelle dépendg:)

Pour ce modéle, et en I'absence de censure, plusieurs approches ont été proposées
pour estimer | a la vitesseni 172, Typiquement, ces approches peuvent étre regrou-
pées en trois catégories M -estimation (Ichimura, 1993, Sherman, 1994b, Delecroix et
Hristache, 1999, Xia et Li, 1999, Xia, Tong, et Li, 1999, Delecroix, Hristache et Patilea,
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2006), "average derivative based estimation” (Powell, Stock et Stoker, 1989, Hardle et
Stoker, 1989, Hristache et al., 2001a, 2001b), et méthodes itératives (Weisberg et Welsh,
1994, Chiou et Mdller, 1998, Bonneu et Gba, 1998, Xia et Hardle, 2002). En présence
de censure, la méthode "average derivative" a été récemment utilisée par Burke et Lu
(2005) dans le modele (6.0.1).

Dans notre contexte de régression en présence de variables expliqu¥esensurées,
ces approches doivent étre adaptées. Dans ce chapitre, nous proposond/un estimateur
du paramétre g dans le modéle de régression en présence de données censurées. Les
deux approches synthetic data de Koul, Susarla et Van Ryzin (1981) et moindres carrés
pondérés sont a la base de nos procédures d'estimation. Les estimateurs |@eque
nous dé nissons peuvent ensuite étre utilisés pour estimer la fonctiom (x). Un autre
avantage de notre technigue est qu'elle ne requiert pas la continuité des variables |l
s'agit d'un avantage important par rapport a la technique "average derivative" utilisée
par Burke et Lu (2005) ou les variables explicatives doivent avoir une densité par rapport
a la mesure de Lebesgue (dans notre cas, seules les combinaisons linéaiésdoivent
avoir une densité).

Dans la section 6.1 est présentée une méthodologie bej estimation pour estimer
dans le modéle (6.0.1). Dans la section 6.2 sont présentés les résultats de consistance
des di érents estimateurs, la normalité asymptotique étant démontrée dans la section
6.3. Une étude par simulation est mise en +uvre dans la section 6.4 an de tester la
validité des estimateurs pour des échantillons de taille nie. La section 6.5 est consacrée
aux preuves techniques.

6.1 Méthodologie

Comme conséquence des propriétés de lI'espérance conditionnelle, pour toute fonction
J, 0O,
h i o, ©
argminE Y f X;p
U2£ 7
i i 06 Y -
argmin -y i fpkcp TI()F (xy):
i)

G

&
I

i
J(X) =arg rpzlg M (W) (6.1.1)

Bien entendu, I'équation (6.1.1) ne peut pas étre utilisée pour obtenipg; puisque deux
objets sont indisponibles, la fonction de répartition F d'une part, et la fonction de
régressionf (UX; ) = E[YjX % = xQ d'autre part. Une facon naturelle d'estimer po
consiste alors a estimer ces deux fonctions inconnues, et de les remplacer par leurs
estimateurs dans I'équation (6.1.1).

6.1.1 Estimation de la fonction de répartition

Dans l'esprit des chapitres précédents, cette fonction de répartition peut étre estimée
par l'estimateur F de Stute (1993) dé ni par I'‘équation (2.2.8), c'est la logique de
I'approche moindres carrés pondérés (MC). L'autre logique (synthetic data, SD) consiste
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a réécrire I'équation (6.1.1) de la fagon suivante,

SN -
J(X) =argT2!gM (1)

. . ¢
o = argmin E e X p

z

o7 F S )23 0dFE(x;y®);

ou la fonction de répartition F® est dé nie en (3.2.3). Pour l'estimation, on peut rem-
placer F° par F° dé ni en (3.2.8), ce qui revient a remplacerY; par les transformations
estimées?i“: Il faut noter que les fonctionsM et M  sont di érentes. En revanche, elles
ont toutes deux le méme minimumpp (les transformations synthetic data ne sont pas
destinées a estimelY et conservent seulement son espérance conditionnelle).

6.1.2 Estimation de f (uX; L)

An destimer f (u;W); on peut par exemple utiliser les estimateurs non paramé-

triques dé nis dans la section 5.1,
3

P WX | e
A = inleSHIuYi_
(U= —p—
K

i=1

s (6.1.2)
B

D'autres estimateurs non paramétriques peuvent également étre utilisés. Pour cette
raison, les résultats des sections suivantes sont présentés sans préjuger de la forme de
I'estimateur utilisé. Nous présenterons un certain nombre de conditions de convergences
qui doivent étre véri ées par ces estimateurs. Dans la section 6.5, nous Vvéri ons que ces
conditions sont bien satisfaites par I'estimateur (6.1.2).

Il faut noter que l'utilisation de I'estimateur (6.1.2) requiert que p°X posséde une
densité par rapport a la mesure de Lebesgue, pour 2 £; notée f,. En revanche, X
ne posséde pas nécessairement de densité, hypothése requise par la méthode "average
derivative" de Burke et Lu (2005).

6.1.3 La fonction de trimming J

La raison pour laquelle nous introduisons la fonction) dans I'équation (6.1.1) appa-
rait dans la dé nition de notre estimateur (6.1.2). A n d'assurer la convergence uniforme
de cet estimateur, le dénominateur doit étre minoré par une constante strictement po-
sitive. Pour cette raison, il est nécessaire de restreindre le domaine d'intégration a un
ensemble ouf ,(u) est minorée et strictement positive,f, désignant la densité dau®X:

Si nous connaissionglp; Nous pourrions considérer un ensemblBg = fu : f, (u) ,
cg pour une constantec > 0, et utiliser la fonction de "trimming"” J(U9X) = 1f10x 2Bog:
Bien s0r, ce trimming idéal ne peut étre calculé, puisqu'il dépend du paramétre inconnu
lo. Delecroix, Hristache et Patilea (2006) ont proposé une méthode pour approcher
cette fonction de trimming a partir des données. Etant donné un estimateur préliminaire
consistant |, de |o; les auteurs utilisent le trimming suivant,

0 — .
In(hX) = Lip 0x), oot
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ou l'on dé nit

1
X Ku“g” u

1
W= o h

i=1

Dans I'étude qui suit, nous nous concentrons principalement, pour simpli er, sur
une estimation qui utiliserait le trimming (incalculable en pratique) J(3X ), et par la
suite, nous justi erons dans la section 6.5 que, du point de vue asymptotique, il n'y a
pas de di érence a utiliserJn (LX) ou J (KX).

6.1.4 Estimation de la direction o

Estimation préliminaire de Lo. Pour estimer de fagon préliminairelp; on suppose,
a l'instar de Delecroix, Hristache et Patilea (2006) que nous connaissons un ensemble
B tel queinfyopuo¢ ffu(uOX) . ¢=2> 0g; et nous considérons la fonction de trimming
J(X) = lix2ggq. Pour calculer notre estimateur préliminaire u,; nous pouvons utiliser
soit I'approche MC, soit I'approche SD. En utilisant I'approche MC,
Z 3

b :argrSZirg Yi f“iuok;u¢ 2J‘(X)dl’-*(x;y);

et en utilisant I'approche SD,

Z 3 ¢
i ¢ 2
bh=argmin -y | Mcu T I0dRT (v ;
v

ol F* est dé nie en (3.2.8).

Estimation de po. Dans l'esprit de la relation (6.1.1), nous dé nissons nos estima-
teurs de |y suivant les deux approches, MC et SD, pour la régression en présence de
données censurées. Les estimateurs sont

Z h i ¢ 2
agmin =y i s In(8x)dF (xy)

Hmc

arg min MM () ;
M2E n 7 .

. h o | ¢I2 0 o} o

fso = argmin  y*i ko In(x)dF? (xy")

R SD .
arg min M= (W)

Dans la dé nition ci-dessus, nous restreignons notre optimisation a des voisinaggés, de
Ho; qui sont choisis a partir de l'estimation préliminaire par p,; et tels que£ , tend vers
f log: D'une fagon plus générale, les criteret WS et M SP peuvent étre vus comme
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des fonctions dey; G, et f. Ils estiment respectivement

£ o
MM = E fYi fX;wg®IwX)
_ * : N2 (0% Y -
= E JJT(T])fTI f(u%(,uigJ(PoX),
MW = E.FY®i f(uX;Wg2I(1eX) ;
Yo Yy
— - . . 0 .
= E ]-ET(Ti)I FUOXG ) JeX)

en choisissant par exemple la transformation KSV pour I'approche SD. Dans chaque
cas, les fonctionsM et M ® peuvent étre vues comme des fonctions dg (1 G)i 1, et
f , désignées par la suite comme

) £, _ ol
M1 (i ) 5f)= E A(Li G HiTi%X) -

Ce serait également le cas si, a la place de la transformation KSV, nous avions utilisé
la transformation de Leurgans (1987). De fagon analogue, nous pouvons écrire le critére
estimé comme
3 ,
1 1 X 1
Ma(wlli G151 = = A wlti G 515 TisX (6.1.3)
i=1

ou A, est obtenue en remplagant] (L3X ) par J, (18X ) dans la dé nition de A: Pour
I'estimateur MC, nous avons

e ¢ .

AMC G BT X = NTOT i f (wX)g™ I (X);
et pour l'estimateur SD basé sur la transformation KSV,

ASD 1. 1 ¢_©_ .1 %20

AT h ST X = £TH S(Ti )i f (X)) "I (HX):

Les propriétés asymptotiques de nos estimateurs reposeront sur des propriétés de régula-
rité des fonctionsA. Nous choisissons ici de présenter les critéres comme des fonctions de
l'inverse de la fonction de survie deC; plutét que comme des fonctions dés elle-méme.
Ceci pour souligner le fait que la performance de la procédure d'estimation dépend de
la convergence de I'estimateur de Kaplan-Meier d& et non de la convergence dé&: En

e et, ainsi que nous l'avons mis en évidence dans les chapitres précédents, la présence
de G au dénominateur est associée aux sauts #& A n de simpli er les notations, nous
désignerons parS), ! la fonction (1] G)i %, et par 8 ! la fonction (1 &G)i L.

6.1.5 Estimation de la fonction de régression

Disposant d'un estimateur deﬁ de po convergeant a la vitessen' 172, il est possible
d'estimer la fonction de régression en utilisantl et un estimateur f". Par exemple, en
utilisant f* de ni par (6.1.2), on obtient

3

P EAOX"[AOXg , o]
) = B
0= =P ok,
i=1 h
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Disposant de I'estimateur {i et de sa vitesse de convergence d'ordnel 12; d'autres
estimateurs non paramétriques de la régression peuvent étre envisagés, par exemple
polynédmes locaux ou estimateurs par projection par exemple.

6.2 Estimation consistante de |y

Dans cette section, nous prouvons la consistance dg et ﬁ: M, désignera toute
fonction satisfaisant (6.1.3), c'est a dire provenant soit de I'approche MC, SD (pour
simpli er, nous ne considérerons que la transformation de Koul, Susarla, Van Ryzin,
1981), ou de I'approche préliminaire. Les hypothéses nécessaires pour assurer la consis-
tance sont de trois types : hypothéses d'identi abilité pour lp et hypothéses générales
sur le modeéle de régression, hypothéses sur la censure, et hypothésesfsur

Nous présentons tout d'abord les hypothéses qui sont nécessaires pour assurer la
consistance de la procédure "idéale," c'est a dire celle qu'il serait possible d'utiliser si
la vraie fonction (1 G)i 1= S} 1 était connue. En e et, si S} ! est connue, une fagon
naturelle de procéder consiste a estimely par3

fideal =argmin My TESES A

Dans le cas de la méthode MC, par exemple, cela revient & rempladérpar F dé ni en
(2.2.9). Par la suite, lorsque nous montrerons la consistance des méthodes utilisées en
pratique (c'est a dire lorsqueG est inconnue), nous serons amenés a montrer une forme
d'équivalence asymptotique avec cette procédure dite idéale.

Hypothéses d'identi abilité pour Lo et hypothéses sur le modéle de ré-
gression. A I'évidence, nous avons besoin d'hypothéses de moment sMr pour dé nir
le critére M:

Hypothése 6.2.1 EY?< 1.

Nous avons également besoin de conditions classiques d'identi abilité pour assurer
gue o est bien dé ni, et nous supposerons qué et l'espace des variables explicatives
sont compacts.

Hypothése 6.2.2 SiMj (u;Shhf) = My (po; SiLif); alors = po.

Hypothése 6.2.3 £ et X = Supp(X) sont des sous-ensembles compacts Bé. De
plus les variablesi® possédent une densité, (z) uniformément bornée enz et p: On
suppose de plus que

fu@i f(2) - C ()i (15297
pour un certain a > 0 et une constanteC:

Nous supposons également que la famille de fonctiofs = ff (U; ) ;u2 £g est su -
samment réguliere pour satisfaire une propriété de loi des grands nombres uniformes.
L'hypothése suivante établit que cette classe de fonction est euclidienne (voir Pakes et
Pollard, 1989).
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Hypothése 6.2.4 On supposef (LX) i f (U9 1)) - K i u2k° ©(X), pour une
fonction © (X) bornée, et pour un certaln > 0

Il faut observer que la condition © bornée peut étre aaiblie, en la remplacant
par une condition de moment sur©. Cependant, cette condition est assez naturelle a
partir du moment oU nous supposons que les variables explicatives sont bornées, et ceci
simpli era nos arguments. En particulier, ceci implique quef est bornée.

Hypothéses sur ' Nous avons besoin d'une condition de type convergence uni-
forme pour

Hypothése 6.2.5 Pour toute fonction g, dé nissons, pour ¢ > 0;

kgky = sup PG i (0GWLr oxyse=2:
H2£ X

On suppose qué’\ peut se décomposer en deux parties,
= f°+ R,
aveckf®j fky = op(1); kRhky = Op(2); et
1 X L
SzurJf B IRn (K5 Xi)ii Zij 1t (uox)>e=2 = Op (1); (6.2.1)
pour toute variableZ; telle queE[jZ;jjX; = x]- M < 1:

Derriére la décomposition de’ on alidée de comparelf’\ de (6.1.2) avec l'estimateur
“idéal" f " obtenu en utilisant les vraies transformations synthetic data (inaccessibles),
c'est & dire = 3

FPu= p—

Voir la section 6.5.

Une hypothése plus forte que I'Hypothése 6.2.5 consisterait a supposer la conver-
gence uniformekf'j fki = op(1): Néanmoins, cette hypothése est plus di cile & mon-
trer pour les estimateurs que nous considéererons. En e et, si on considére les estimateurs
non paramétriques de la section 5.1, la relation (Ig 1. 2) est valable sous des conditions
d'intégrabilité relativement faibles, a savoir sup, yC (yi JAF(yjX = x) < 1.
Cette relation (5.1.2) est utile dans les problémes tels que le nétre ol I'estimateuf
n'est évalué qu'aux points d'observationX: En revanche, le résultat de convergence
uniforme du Théoréme 5.1.3 est obtenu sous des conditions d'intégrabilité plus fortes.

Hypothéses sur la censure. Dans le cas ou nous utilisons la transformation KSV,
on doit supposer queY"® posséde un moment d'ordre 2, ce qui revient a faire une
hypothése sur la censure.

Hypothése 6.2.6 On suppose qUEY 2 < 1 :
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On a vu au Chapitre 3 que ceci revenait a supposer que
t2dF (t)
1i G(1)
Les Hypothéses 6.2.1 a 6.2.6 permettent d'énoncer la proposition suivante. Cette

proposition fournit que, si I'on connait exactementS} ! on peut estimer de facon consis-
tante le paramétre dans l'une des approches présentées ci-dessus.

<1:

Proposition 6.2.1  Sous Ies Hypotheses 6.2.1 a 6.2.6,

1. 1. ¢ .
szuﬁpﬂv'n LSLN My S = o (1)
W

de sorte que
AN P .
Hideal ! Ho:

Cette proposition peut étre étendue a d'autres types de critéres s'écrivant sous la
forme (6.1.3) (par exemple pour la transformation de Leurgans), en posant des condi-
tions de régularité sur les fonctionsA:

Preuve: Nous présentons la preuve de cette propostion pouk, = A dans la dé -
nition (6.1.3). Ceci est su sant pour prouver le résultat pour la fonction M, utilisée
dans I'étape d'estimation préliminaire.

Pour le cas général, en utilisant le Corollaire 6.2.3, on en déduit qug, est un
estimateur consistant. De ce fait, on peut remplaced, par A dans la dé nition (6.1.3)
de M, (c'est a dire remplacerJ, par J (1x)) modulo un terme résiduel qui tend vers0
en probabilité (uniformément eny). Par ailleurs, puisque, dans cette seconde approche,
nous nous restreignons a un ensemble, tendant vers f pg; par continuité de f, en
K (et convergence uniforme de"\u, voir & ce sujet le Théoréme A.1), on gJ (U9X )j
1f,(ux )>c=2 + op(1); pour tout p2 £n:

Pour les deux fonctionsM,, considérées, nous avons

3
- : i 1.
Mo wSHT My S ﬁ Jf“(u%,u)n F (X I Z125, o, y5em2
i=1

WX X IAZ P8, ek yse 2

ou E[jZi(j )iji = x] est bornée uniformément erx; pourj = 1;2; et ol on a majorély,g
par 1t (uox)>c=2: Pour le premier terme, on décompos€ enf ° et Ry, suivant (6.2.1). En
appliguant I'Hypothese 6.2.5, on déduit que

1 X OO 1O iz _ .
ﬁzuEp— IFEX 0 X IZi 12, (uox)>e=2 = 0 (1):

Pour le second terme, on déduit de I'Hypothése 6.2.5 qud" fk, = Op(1): De plus,
en utilisant (6.2.1) on a

-::Zuw I i f WX EZP11r o )s0=2 = Op (1)
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On en déduit que

_3.-1.. T .

sup My wSHHT @ Mo S hf = op(1):
W2 £
] . L e T i .

A présent il reste a vérier que M, W, §5f i M1 ;S f  converge unifor-
mément vers zéro. Il s'agit des lors d'un probleme purement paramétrique (n'est plus
estimée). La convergence uniforme dbl, (i; S} 1) se déduit aisément de I'Hypothése
6.2.4.

]

Le Théoreme suivant compare l'approche "idéale", et celle utilisée en pratique lorsque
'on estime Sj *: En corollaire immédiat, on obtient la consistance des di érents estima-
teurs proposés.

Théoreme 6.2.2 Sous les Hypothéses 6.2.1 a 6.2.6, on a
= i _

p— ) . ) V
sup My S LF | My S Lt = op (1):
W2 £
Corollaire 6.2.3 Sous les Hypotheses 6.2.1 a 6.2.6, on a

P

b U o
e "
T

Preuve: De méme que dans la preuve de la Proposition 6.2.1, on remplade par
A dans la dé nition (6.1.3) de Mp; c'est a dire qu'on remplaceJ,, par J (u9x): Ecrivons

3 3

- . T . =
Mo S LR M S LT - M, us;S(‘)l;f“ i M1 ILS{;S(')l;f T
+ My wSEC i My S L

La premiére partie est étudiée par la Proposition 6.2.1. Par les Hypothéses 6.2.3 4 6.2.5
nous avons quekf'k; = Op(1): De plus, on a, pour chacun des deux critéres,

_ 3 ’ 3 T X0 - .
Mo SLT My wSTLT T (kK + KK )1 supEGi(tl)' G
n L <t 1i G(b)

EA'Ti;i.;Xi;Sé,l .

avecA | O; et E[A(Ti;i.;xi;sg, 1] < 1 : Soit k, = (log n)2 (par exemple) et désignons
par T la k°Me-statistique d'ordre de (Ty;:::; Tn). Par le Théoreme 2.1.7 de CsoOrg
(1996), on a —
wp SO GO
t Ty L1 G(D)

_ 3
_= Op k[la] 1=2
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Par ailleurs, en utilisant le Théoréme 2.1.6, on obtient
- 3 ’ 3 T 3 ’
Mo S5 My wSTHT T 0p ki 12

X i ¢
L AT X Sh

LT (o kn)

i=1
La seconde somme est une somme de quantités positives ne dépendant pag dedont
I'espérance tend vers zéro par le théoreme de convergence dominée de Lebesgue, donc
cette somme estop (1) uniformément en .

]

6.3 Normalité asymptotique

De méme qu'en l'absence de censure, nous montrons que nos estimateurgigledu
point de vue asymptotique, se comportent comme ceux que nous pourrions utiliser si
la véritable fonction f était connue. Ainsi, étudier la normalité asymptotique de ces
estimateurs se résume a étudier la normalité asymptotique des estimateurs correspon-
dants dans un modéle paramétrique de régression non linéaire, c'est a dire tels que ceux
étudiés au Chapitre 4.

Dans un premier temps, nous rappelons quelques éléments importants du cas pure-
ment paramétrique ("f connu") qui découlent directement des preuves des Théorémes
422et4.24.

L'étape suivante consiste & montrer que, sous des hypotheses supplémentaires de
convergence pouw';\ ainsi que des hypothéses supplémentaires sur le modéle, les estima-
teurs semi-paramétriquegiMC et (IS0 proposés dans ce chapitre sont asymptotiquement
équivalents aux estimateurs paramétriques correspondant.

A nouveau, les résultats de cette section pourraient étre étendus a d'autres types de
critéres sous des hypothéses portant sur la fonctioA intervenant dans (6.1.3).

6.3.1 Cas f connue

Par la suite, nous supposerons que, sur dep (1)j voisinages deu;
M iu;Sc‘,l;f(t: M1 iu;~°»c‘>1;f¢+ Op uw“ + op K j Lbk2¢+ R (6.3.1)
ou R, ne dépend pas dey, et nous supposerons également que
Mniu;%l:f¢: %(Mi Ho)°V (i Ho) + (i m)oi\évﬁ+0Pin‘1¢+ Rn;,  (6.3.2)
avecV une matrice constante etW, ) N (0;W). Ces deux assertions découlent di-

rectement des preuves des Theoremes 4.2.2 et 4.2.4. D'apres les Théoremes 1 et 2 de
Sherman (1994a), (6.3.1) fournit que{l = Op 'ni 1=2 , tandis que (6.3.2) permet de

déduire la loi asymptotique defl.
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Hypothéses sur le modele.  Nous désignons par f (x; ) le vecteur des dérivées
partielles def (p%; 1) par rapport & y, et par r ﬁf la matrice hessienne dé par rapport

au
Hypothése 6.3.1 f (uX; ) est deux fois continiment di érentiable par rapport ay; et
ruf etr ﬁf sont des fonctions bornées dX et p:

Dé nissons les fonctions
Ai(x;y)
Aa(x;y)
et dé nissons les matrices

£ 0 ol
E JgX)r of (X;p0)% uf (X;51o)

(yi fdx ) uf (X;Ho)d (H9X);
yruf (X Ho)J (H9X);

V =
. . . 0
WMC (Trax) = LI ffpb?i)]rGl(lfT(iX).m)J(uoX) + oy (AT H):
WO (T X) = J(Ex) EHul XHO) o o ohe uf (X o) + °(Aei To9;
1i G(Ti)
WMC — E[WMCWMCq;
WSD — E[WSDWSDC];

ou la fonction ° ;1 est dé nie au Théoréme 2.2.10. On déduit des preuves des Théorémes
4.2.2 et 4.2.4 que, dans le cas du serait connue, les fonctiongv M€ et M SP satisfont
(6.3.2), respectivement avec

10 &[T Qo XO)Ir uf (X35 10)I (KX)o 4
MC _ L7 [ o ST - .
1 X CHTir (X S
WP = %ni:lJ(lJSXi) TR é((Tii‘;O)i FHXi3 )T uf (Xispo) + °2(Ag; Tis):

Par suite, dans le cad connue, et sous les Hypothéses 6.2.1 a 6.3.1,
3 ’ .
pﬁ AMC i 1o ) N Io;vileCVilq:;

p 3“ . ¢
niw ) N o vilwSPyith

6.3.2 Cas f inconnue

Commef estinconnue, nous avons besoin de conditions sur la qualité de I'estimation
def parf".

Hypothéses sur f. Si nous évaluons la fonctionr ,f (x; ) au point (X; Ho); une
adaptation directe du Lemme A.5 de Dominitz et Sherman (2005) montre que

rf (G o) = FAdX)Fx i E[X jiOX = pdx]g; (6.3.3)

ou f 9désigne la dérivée par rapport & de la fonctionf (t; [o); dans le cas ou I'hypothése
suivante est véri ée.
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Hypothése 6.3.2 On suppose que la fonctior (t; o) est continuement dérivable par
rapport a t; de dérivéef 9 bornée.

Hypothéses sur f".
Hypothése 6.3.3 On rappelle la décomposition dd” provenant de I'Hypothése 6.2.5,
f (B = F2(u% W+ Ra(W;x):
On suppose que

sup jr (f P0G T uf CWILlt ogse=2 = op(1);

X;U2£
et
sup FeX) i F(UX;x) = Op ("n);
x:J (H9x)=1 g
. fol . ln
sup jr  fP0GH T WfOGW) = Op "
X;U2£

i ¢
avec","% = op 'ni 12" et que, pour unop (1)-voisinage£ » de Jo;
1
sup =
MZEE n 1i G(Tii)

+1 i)>C=
X2 £ (1 g

i=1
CEr PG ir W (Xl = op(nt YR, (6.3.4)
X 5330X,) .
TR M
£ (OXi;Ho) i T (KX i; ko)™ = op(ni ¥2): (6.3.5)

D'autre part, on suppose que

Xy uRn (K5 Xi) Zi 1, (uox )>e=2

sup_ "= op(ni 172, 6.3.6
P e 1 X 1 XM (639
1 X .
o JRa(RiXDiiZifle,goxyse=2 = Op("n); (6.3.7)
i=1

1 X iy L .
supT uRn (15 X[ Rn (Ho; Xi)[i Zij1f uox )>c=2 = Op(nT172);  (6.3.8)
H i=1

pour toute variablejZ;j telle quesup, E[jZ;jjXi = x]< 1 :

Remarque 6.1 Un énoncé plus fort que I'Hypothése 6.3.3 consisterait a imposer la
convergence uniforme der uf';\ ainsi que des vitesses de convergence ﬁépgd; Ho) et
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r u1"\(x;po): Mais ce type d'hypothése imposerait une condition d'intégrabilité supplé-
mentaire, voir a ce propos la discussion a la suite de I'Hypothése 6.2.5.
Une alternative aux équations (6.3.5) et (6.3.8) serait de supposer qdi€ud¢ po) 2 H
etr ,f (G o) 2 H; et quef (106 o) 2 H etr ,f' (6 o) 2 H avec probabilité tendant vers 1,
ou H et H désignent des classes de Donsker. Comme classes de Donsker nous pourrions

considérer
a

©
h:R! R;khk; <A;kh% <A, ;
f(x;t) ! xhy(t)+ ha(t);hi;hy 2 HK x 2 R¥g:

H
H’

La classeH est Donsker par le Théoreme 2.7.1 et son Corollaire 2.7.2 de Van der
Vaart et Wellner (1996). Pour H; on peut le montrer en considérant composante par
composante. Le résultat est alors une conséquence des Théorémes 2.10.6 de Van der
Vaart et Wellner (1996). En eet, H = xH + HX; on applique les exemples 2.10.7 et
2.10.10 de Van der Vaart et Wellner (1996). Néanmoins, pour obtenir que uf’\((l; o) 2

H avec probabilité tendant vers 1, on a besoin d'étudier la convergence uniforme de
r ﬁf"(tl; Wo): Pour les estimateurs a noyau que nous considérons, ceci conduit a imposer
des conditions sur le paramétre de lissage qui ne permettent pas de choisir urh de
l'ordre reconnu comme optimal en l'absence de censure, & savdir= O(ni 7°): Pour
cette raison, nous ne considérerons pas ce point de vue. Cette approche sera en revanche
utilisée au Chapitre 8, ou les conditions (6.3.4) a (6.3.8) sont plus délicates a véri er.

Nous pouvons a présent énoncer notre résultat de normalité asymptotique.

Théoreme 6.3.1 Sous les Hypothéses 6.2.1 a 6.3.3, nous avons
3 .

7 P ¢
Py 3ﬁMC il ) N o vi twMCyi 17
7 P ¢
Pa 2 o ) N lovilwsoyil'

Preuve: On applique tout d'abord la Proposition 6.5.4 pour obtenir queJn(L8X ;)
peut étre remplacé parJ (LX) ou par L, uox i)>c=2; plus des termes arbitrairement
petits. Par ailleurs, on se place sutt , qui est un op(1)j voisinage deyp.

Preuve pour AMC . On écrit

3 - 3

Mn w8 L1 Mp w8 Lf

2% R IEX) (Tii (X5 )
‘no 1i G(Tii)

i ¢ ¢!
2 AT CHTI I BT ST

22X aaex) Maig ¢ i ¢
n Ty amy |

Mn ;S L § 2A10 0 2Bgn:
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On décompose dans un premier tempA 1, en quatre termes,

1 IERX) (Tii X)) Mai o i @
A = ﬁizl 1 G(Tii) f° HoXiHo i f HoXi; ko
L BIHX) (F (BXii0) i f (UK )

_ 1i 6(Ti) _
£ fA'u%;ud;i f 'u°><i;u¢i f“'u8Xi;po¢+f luSXi;po¢
L 5908 (F (BXiiko) i f (i) Mo

1i G(Tii)
L BIWEX) (T i f (HGXi: o))

o1 6(Tii) _ _
£ f“'u°><i;u¢i f 'u%;u(ti f“'pSXi;po¢+f "X i 1o

= Aon+ Azn+ A + Asp.

¢ ¢f
WX ko i f'p8xi;po

¢l

A2, ne dépend pas dgL

Pour Azp, on utilise I'Hypothése 6.3.1 pour bornerf (WX ;o) i f (U ;1) par M £
Kui ok par un développement de Taylor. On voit que, par un développement de Taylor
au premier ordre, le crochet dansAs, est égal a(uj po)Jr Hf’\(X s ir Wf (X5 @] pour
un T2 £,: Par ailleurs, en utilisant la Proposition 6.5.4, on peut remplacer] (UX ) par
1”a(ﬂox)>°=29: On utilise I'Hypothése 6.3.3. On a

ruf’\(X;ﬂ)ir G = fr fEOGmir Wf X5ma+ r yRa(p; X):

Par la convergence uniforme de ,f °(X; @) (Hypothése 6.3.3), I'accolade tend ver®
uniformément enp et X tel que lffg(ﬂox)>c=29 =1: 0On adonc

o 1 G(1)=1 X Hlpr (gox,)se=ag uRn (5 Xi)
Aznj- op(KUi Wok?)+ kui Lok? sup = — . :
JAznj - op(kpi Hok?) + kpi o t<T(FnJ) 1 &) n ., 1i G(Tii)

Le Théoréme 2.1.6 et la relation (6.3.6) fournissent qupAsnj = op (Ki Hok?):
Pour A4n; on utilise un développement de Taylor au second ordre pour obtenir

12X 53(19Xi) (M 1o)° n.i ¢ i ¢
Agm = = f Xitwo) F i i f eXi:
4n n 1: é(Tii) ruf (Xi; o) HoXiiHo i HoXi; Ho

i=1
+0p (Kui Hok?);

Par (6.3.5) on obtient Az, = op (ki pokni 172):
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De facon similaire, pourAs,, nous avons

Ao = Wi K0P BIWEX) (Tii f(15Xi3 bo)
50 —

n =1 1i G(Tii)
h 3 3 i

£ r " XomEir f Xim
3

3
(i )2 e goxyse=z Tii fAXGH
L G (Tii )

|

hn 5i=1
£ ruf X ir of Xi@ + op(kpi Hok?);

ou l'on a utilisé que
if(Xis o) i F(EXimi- CEKMEi pok - Cii pok:

Pour le terme principal, on utilise la relation (6.3.4) de sorte que I'on obtientAs, =
op (kWi Hokni 72) + op (ki Hok?):
Pour B1,, écrivons

}X] +J (19X i)

B, Bahda ALV
! L Li G(Tii) .
|
£ f“u%puf u”x.uuf“LbX.LbH beubb¢2
HIWXi) Al o € ¢
T é-(T..) " o’ %X"poi
: é(Tll) p() I’ | pO I’pO

£ u%;u i f 'uoxi;u i X+ f X o

Par un développement de Taylor au premier ordre et des arguments similaires a ceux
utilises pour Asn; qui ugilisent 'Hypothese 6.3.3, on obtient que le premier terme est
de l'ordre op kpj pok? . Le deuxiéme terme ne dépend pas de Pour le troisiéme, un
développement de Taylor au premier ordre permet de le réécrire _

|

(Ui )X HIWX) I (BXiio) i F (GXisHo)] 1 uf *(X0) i uf (I Xi)

noo., 1i G(Tii)
L (i B2 HI(UBXI) [F° (MBX o) i F (HBX i W)l T LR (; Xi)
no . 1 G(Tii)
! i
(i )0 IEBXDERn (1 X)) XD I X0
n ., 1i G(Tii)

L (i 1) I (BX1)2 Rn (Hoi X )1 uRn( X3) .
n . 1i G(Tii)
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Une nouvelle fois, on peut utiliser la Proposition 6.5.4 pour remplaced (LX) par
lindicatrice 1ffﬂ(n°X )>c=2g: ON utilise également le Théoreme 2.1.6 pour remplace® par

G: Pour montrer que le premier terme est négligeable, on utilise la vitesse de convergence
de f *(u9G o) et r uf “(Ho; @ fournie par I'Hypothése 6.3.3. Pour le second terme, on
utilise la vitesse de convergence dé”(pd6 o) et (6.3.6). De méme pour le troisiéme
terme, en utilisant cette fois la vitesse der f “(Ho; § et (6.3.7). Pour le dernier terme,
on utilise (6.3.8). On obtient nalement que B1, = op (Kij pok?) + op (ki pokni 172):

Nous venons de montrer que

VN P M ek i ¢
Mo w8 5 = Mo S hf +op P20 + o kit kP

sur un ensemble de probabilité tendant versl Rappelolns deqplus gue sont satisfaites
les conditions (6.3.1) et (6.3.2). De lakuj pok = Op ni li=2 pgg le Théoreme 1 de
Sherman (1994a), et puisque, sur des voisinages d'ord@ ni =2 de o,

1 1 i ¢
Mo (i fw) = 5 (i H)°V (i Ho)+ B (Hi Ho)"Wn + 0p ni 1

nous pouvons appliquer le Théoréme 2 de Sherman pour conclure sur la loi asympto-
tique.

Preuve pour ASP. On procéde de méme que pouAMC | la seule di érence étant
dans le fait que G n'apparait pas dans les termes ol n'apparait pas au numérateur.
]

Si nous utilisonsf" dé nie par (6.1.2) pour estimer I'espérance conditionnellem, la
proposition suivante fournit les propriétés asymptotiques de cette procédure.

Proposition 6.3.2  Sous les Hypothéses 6.2.1 a 6.3.3, pour touttel quef oy (u) > 0,

3

o Ui fuibo)i h?(u) )N (0K v (W)f yox (W) 1)

ou
£ o]
T(u) = K1=2 @f (u; ko) + 2@F (Ui po) iy (WFgx (W)

R R
etKi= jKYu)jdu, Ko = jK%Qu)jdu:

La preuve de la Proposition 6.3.2, est fournie a la section 6.5.

6.4 Comparaison par simulation

Dans cette section, nous comparons le comportement de nos estimateurs avec ceux
proposés par Burke and Lu (2005) utilisant la technique "average derivative". Nous
avons considéré trois con gurations.
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Cong1l Cong 2 Cong3
"»N (0;2) "»N (0;1) "»N (0;1=16)
X »UJj 2;2]-U [j 2;2] X » UJ0;1]-U [0; 1] X »B(0:6)-U [j 1;1]
Fua) =1=2802+1 | TS = 2020 | 1) =1+0 11(u%)?
i 021X 1)
o =(1;1)° o =(1;2)° o =(1;2)°
C»UJ0;, 1] C»E(2) C»E(3)

La premiére con guration est utilisée par Burke and Lu (2005) dans leur procédure
de simulation. Observons que, dans ce modéle, I'Hypothése (1.1.1) n'est pas satisfaite
(cette condition (1.1.1) est également nécessaire dans I'approche de Burke et Lu), mais
ceci n'a pour seule conséquence que d'introduire un biais asymptotique dans l'estima-
tion. Dans la seconde con guration, on ne rencontre plus ce probléme, puisque est
exponentielle. Dans la troisieme con guration,B(p) désigne la loi de Bernoulli de para-
meétre p; de sorte queX ne posséde pas de densité par rapport a la mesure de Lebesgue,
mais c'est le cas poup® . Dans cette situation, on s'attend a ce que la technique "ave-
rage derivative" ne se comporte pas bien, puisqu'elle demande gie ait une densité.

Dans chaque con guration, sont simulés 1000 échantillons de di érentes taillen:
Pour chaque échantillon, les trois estimateurgivc ; fisp ; et flap (qui désigne I'estimateur
"average derivative" de Burke et Lu, 2005) sont calculés. Par la suite, on évaluglj pok?
pour chaque estimateur, dans le but d'estimer I'erreur quadratique moyennk [k{lj pok?]:
Nous utilisons des valeurs di érentes pour les paramétres; dans le but de modier la
proportion d'observations censurées15%; 30% et 50% respectivement). Les résultats
sont présentés dans le tableau ci-dessous.

Globalement, les performances des di érents estimateurs diminuent quand la pro-
portion d'observations censurées augmente. Les performances @4¢ et (IS° sont a
peu prés similaires. Dans toutes les con gurations envisagéeﬁ'}"C et ﬁSD semblent
plus performants quef*P : Ainsi qu'on I'attendait, dans la situation ol X n'a pas de
densité, I'estimateur ﬁAD ne converge pas, tandis que les deux autres se comportent
mieux.
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Cong1l n=30 n=>50 n =100
,1=2:4 (D 4:8656£ 10i 2 2:6822£ 10 ? 1:1733£ 101 2

(MC  1:2814f£ 104  4:0350£ 10i ° 2:0694£ 101 °
(S0 1:2200£ 104  8:3869£ 10 5 1:3820£ 10 °
,1=1:17 | (AP 45757£ 1002  3:3285£ 10 2 1:8236£ 10 2
(MC  1:5713£ 10/4  3:8088£ 10i ° 2:9482f 101 °
(S0 1:6925€£ 104  4:0177£ 105  1:9924f£ 10 5
,1=0:1 (A0 1:0102£ 10 1 7:4870£ 10 ? 5:0438£ 10 2
(MC  8:3666£ 10 * 1:3010£ 10 4  3:7669£ 10 °
(ISP 1:2000£ 10 3 6:7356£ 10 ° 2:3650£ 10 °
Cong 2 n =230 n =50 n =100
,2=0:2 (A0 4:1260£ 10 1 3:6920£ 10 I  3:4151£ 10 1
(MC  7:8201£ 10/3  6:5401£ 10 3  5:8660£ 10 3
(S0 1:8296£ 10 2 1:4721£ 10 ? 1:1034£ 10 ?
,2=0:1 (A0 3:5199£ 101 3:3522£ 10 1 2:8713f£ 10 1
(MC  1:2301£ 10012  7:8301£ 103  7:7180f£ 10 3
(S0 2:0822£ 10 2 2:0301£ 10 2 1:9741£ 10 2
.»=0:05 | [AP 1:6238 15553 15223
(MC  1:6312£ 10 2 1:5100£ 10i 2 1:2013£ 101 2
(S0 3:0344£ 1002  2:7057£ 10 2 2:2510£ 10i 2
Cong3 n=30 n =50 n =100
=11 (AD > 10 > 10 > 10
(MC  4:1896£ 104  3:1530£ 10 4 1:7453£ 10 4
(S0 4:6218£ 104  1:8696£ 104  1:5286£ 10 *
3=4 (AD > 10 > 10 > 10
(MC  9:1584f£ 104 3:3124£ 101 4 2:8984£ 101 *
(ISP  3:4912f£ 10 4 2:3344£ 10 4 2:2457£ 10 *
3=2 (D > 10 > 10 > 10
(MC  2:0159£ 10i 2 1:1431£ 10 2 2:4111£ 10 *
(SP  9:0591£ 10 4 2:0668£ 10 4 1:9921£ 10 4

6.5 Lemmes techniques

6.5.1 Propriétés de f

Nous prouvons ici quelques propriétés satisfaites par I'estimated? de ni par (6.1.2),
et plus particulierement nous montrons que cet estimateur satisfait les Hypothéses 6.2.5
et 6.3.3.

Comme annoncé, nous décomposoffisde la facon suivante,

8w = 205G W) + Ra(%);
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ou I'on dé nit p 3 .

c'est a dire I'estimateur "idéal" basé sur les véritables (inaccessiblesy;”.
Hypothéses sur le noyau.

Hypothése 6.5.1 K est symétrique, positif, a variation bornée K est continue-
ent dérivable, et sa dérivée est a variation bornée.
K(s)ds=1:

K a pour support[j 1;1].
Hypothése sur la fenétre.

Hypothése 6.5.2 La fenétre satisfait
nh*[logn]!'1 ;
nh&! o

Hypothéses de moments.

Hypothése 6.5.3 On suppose
y*dF(y)
[1i G(y)®

La premiére proposition énoncée ici assure que la fonctidrf' satisfait les propriétés
de convergence uniforme demandées par les Hypothéses 6.2.5 et 6.3.3.

<1:

Proposition 6.5.1  Sous les Hypotheses 6.5.1 a 6.5.3, on a
sup FRBGH i FOGH) 1r,qo0se=2 = Op(1);
XHinE —

Su%_rpf “Wewir o MW 1 gogse=2 = Op(1);
X;Hin — —

Op (ni 1=2hi 1=2[|ogn]1=2+ h2);

sup (WX ko) i f (X ko)
x:J (H9x)=1 _

sup 1 uf *(16x; ko) i T uf (KX Ho) Lr,ge5c=2 = Op(ni 2hi *Zflogn]™= + h?):

Avec les notations de I'Hypothése 6.3.3), = ni 1?hi [logn]*2 + h?; et "9
ni =2hi =2[logn]®*2+ h2: En utilisant les hypothéses sur la fenétren; on obtient ","9
op (ni 172):

Preuve: Conséquence du Théoreme A.1lm

Proposition 6.5.2  On suppose que, pour un certainn > _0;
Z —
sup— yC¥2* (yj )dF (yjX = x)-< 1 : (6.5.1)
X

Sous les Hypothéses du Théoréme 6.3.1 et sous les Hypothéses 6.5.1 & @5e,r ,f°
satisfont (6.3.4) et (6.3.5).
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Bien que Burke et Lu (2005) ne mentionnent pas d'hypothése du type (6.5.1), une
telle hypothése est implicitement requise dans leur démarche. Dans leur preuve de leur
Lemme A.7 page 199 de Burke et Lu (2005), les auteurs se réferent a I'équation (2.29)
de Lai, Ying et Zheng (1995). (Voir page 275 de Lai, Ying et Zheng que la condition C3
de Lai, Ying et Zheng est nécessaire pour obtenir leur équation (2.29).)

Preuve: Remarquons tout d'abord que, si I'on remplace"\ par f %; (6.3.5) et (6.3.6)
sont satisfaites, voir Delecroix, Hristache, Patilea (2006), Lemme C.2.

Nous ne prouvons que (6.3.6), la preuve pour (6.3.5) étant similaire. Pour prouver
(6.3.6), exprimons

3 .
LT X XKO XA (W weT,

r .R (LJ.X) 3 "
un(H, P X : 10
i1 n X
n 3i=1K ,LFIIL

3

P L o P o ]
Ly Copdio Bl Tk X (Wi | WO)T,
* h : i
ni 1P n LK WX 2

R (%) + RP (5 %):
Nous considérons uniquement

S = 12X 51 exyso=a(Ti | £ (X RS (1 X).
n._, 1i G(Tii) ’

l'autre terme étant similaire. En écrivant SH sous forme deU; processus,

oH = X WL oxyse=2(Tii F XSG 1 X)) T (W i W,-“)KOIHl X i X ﬂ_

ij hzfl\u(l-loxi) h

Par le Théoreme A.1, on a
- M 1 -
—1 X . o EXii px o (T f(Xi;W)=
SxL;]up_W i=1 Xt XM gox-e=2 h 1; G(Ti) a

= Op([logn]**?ni ¥¥2ni 32):  (6.5.2)
Eneet, E[(Tii f(UXi;W)f1li G(Tij)g Lju%X;]=0: Par ailleurs
X JWin i WiujjTijlfu(p‘)Xi)>c=2
- LX)

_ 1
i oull(xii & H(Tii f (OG5 )
Fonz 0K h 1i G(T)

jSt]

nh2

i=
X 4iTjc=2 (T ).
1i G(Tii)

Op (i *hi *[log n]1=2)%
i=1
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et en utilisant (6.5.1), on déduit que
supjSHj = op (nf 1)
U2 £

La proposition suivante assure que le restR,, satisfait les conditions des Hypothéses
6.2.5 et 6.3.3.

Proposition 6.5.3 On suppose (6.5.1). On a alors, sous les Hypothéses du Théoreme
6.3.1 et les Hypotheses 6.5.1 a 6.5.3,

kRpki = Op(1);
1 X .
HSZ%_I? " B JZiJJRn(U1Xi)Jlf“(uoxi)>c=2_ = op(1);
sup” 2R XD byoyeeme = iaey,

w2e o NIFEXis ko) i T (HEXi: ko)l 2

J1ZiJiRn (15 Xi)jjr pRn(l-b;Xi)jlqu(png)x1fu(u°Xj)>c:2 = op(n! 1:2):
i=1

Preuve: On exprime

A !
R (1 X) = X 5T, K Mo s Emi i omi)
YT b G(Ti IR h 1i 6(Tii)

En utilisant le Théoréme 2.1.6, il est clair que, par convergence uniforme d’él;

H 1

. . 1 X i bX .

Ra()j- Op(ME o Kk ERLES e
i=1

Le supremum enp et x de cette derniere somme est u®p (1) par le Théoréme A.1. De
plus, soit Z; une variable aléatoire telle quesup, E[jZ;jjX = x] soit bornée. Considérons

1
1 X : 1 X oG ek
ah SRS XOLrgex a2 = o o VI WK —hn
£ Tyif u(uX ) Y1 uoxi)se=2
X
+0p(1) £ -2h . jZijK (0):
Le dernier terme estOp (ni *hi 1) = op (1): Dé nissons, pour tout ¢, < ¢y ;
M T
1 X ST SRS .
Sh(¢e) = n2h .JZiJ(WJ'n i W)ITjIK % f/\u(li%(i)' 11fp(HoXi)>C=21Tj' R

6]
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OnasS,(¢) = Op(ni ¥72) = 0p (1) pour tout ¢ < ¢4 : On applique ensuite la Proposition
2.2.12 en remargquant que

H 1
1 X X i X
Sh(e)i SH(O) = Op@E - izik EELERL g,
i6]
On en déduit que
1 X .
ﬁzuEpm . JZiliRn (K5 Xi)i1t ,ox;)>e=2 = Op (1):

Pour obtenir une vitesse, enpo (pour obtenir la condition (6.3.7)), on utilise le
Lemme 2.2.3. On obtient ainsi

=2+" . . ﬂ
o X ey Mk X, L
Wo(; . i1=2yp L PR dc i N HoRi i HoAj i 1pi 1y-
Par ailleurs, par (6.5.1), la somme est d'espérance nie, de sorte que
1 X . 1o i
Py JZijJRn(Mo; Xi)j = Op(n' 7°) + Op(n' “h' 7):
i=1
Concernantr ,Rn(H; X); remarquons que
- u T -
X Xii 1% 4 - s
sup =" ZziK® EELLEE (1o(8Xiim0) i T (X ko)== Op(ni 2):

wex N i=1

Cette assertion se démontre en utilisant le Corollaire 4 de Sherman (1994a). On en
deduit, a partir de I'expression der Ry fournie au début de la Proposition 6.5.2, et en
utilisant de plus le Lemme 2.2.3, que

supj@ JZijr uRn (5 Xi) 1t uox ) >c=2 Op(ni thi ) X' 4iTijCct=2 " (T;j ).

we -, NIEPESXiHo) i F (X po)li n i Li G(Tii)

Il reste a considérer

Sat(en) = o JZIRE (s Xiiir uRE (Hos Xi)jdt, (8 )>c Lt (uox j )>c=2;
i=1

ou Re¢ etr ,R¢ sont des versions tronquées dR et r R (ou on écarte les termes tels
queT; > ¢ ). On considére alors les versions tronqué&¥(¢): De sup jWin | Wojlt,. , =
Op (ni ¥72); on déduit que

iSIM(e)i - Op(nithi 2) £ Wh(W);
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avecsuppg jWn(Wj = Op(1); de sorte que
supjSpH(¢)j = op (n' *7):
W2E
Il reste a appliquer la Proposition 2.2.12. Pour cela, par le Lemme 2.2.3, on obtient
o oo . 1
Op(n' 1) X #iTiC2"(Tii )izji, " WBXi i 18X

n2h " 1i G(Tii) h

iSat(en) i S

1Tj >¢,

£jr uRn (15 Xi)j s, uox )>e=21,, (19X )¢ -

De méme que pourRp; on montre kr |Rhk; = Op(1); de sorte que la Proposition
2.2.12 s'applique. m

6.5.2 Preuve de la Proposition 6.3.2

Si on remplacef” par f %; le résultat se déduit de Hardle et Stoker (1989).
Par ailleurs, on a, en utilisant le Lemme 2.2.3

. A !
HjTijCY¥™2* (Tii )1, 00X :
iRn(; )] - Op(ni )£ 1 L (i) fax>c=2, - AP el :
nh i1 1i G(Tii) h

K étant borné, et & support compact, on peut majorer
K(uk=h) - M £ Ljoene 1

En utilisant le fait que ﬁi to = Op (ni ¥2); on peut appliquer la Proposition 6.5.4, de
sorte que

_ , L 1 X HiTiC (Tij )10, x)=h<2 ;g
Rn(l;x)j - Op(niFHE — kAl + op(ni 172);
J n(U— )J P( ) nh - 1| G(TII ) P( )

On en déduit que

f(1% = 128D+ op(n )

et le résultat suit.

6.5.3 Trimming

Dans la proposition suivante, nous justions que le trimming Jn (LX) peut étre
remplacé parJ (u9x) modulo des termes su samment petits, ou parls, (ux)>c=2: Eneet,
I'Hypothese 6.2.3 et la convergence da, fournissent quesup,, ¢ . jf\u(u%()i f o (HOX)] =
op (1): Une autre utilisation de cette proposition est employée dans la preuve de la
Proposition 6.3.2.
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Proposition 6.5.4  Soit g, une fonction telle quesupz . jG (LX) i Gn(Ho;X)j =
op (1): Soit

Ui = (Ti; %5 Xi):
On a alors, pour toutk > 0;
1 X 1 X
o AWLg uxsemz = o AU L goixi)se
i=1 =15 |
X .
+0p n A W) 1 (oixiy>c + op(n'7):
i=1

Preuve: Voir également Lemme B.2 de Delecroix, Hristache, Patilea (2006). Pour
tout £ > 0 susamment petit,

o X
—ﬁ A(U;Ui)(lgn(po;xi)x i 1gn(u;Xi)>c:2)—

- . - ar

C o AW Dkg goxoi des =t o AW g (ux)i gn(moix )i

i=1 i=1

© (6.5.3)

D'aprés Delecroix, Hristache, et Patilea (2006), on a, st! O;

X - X

- A(u; U) 1y, Jon (HoiX )i cj<t—— 0(—ﬁ A(u; U) 1y, :gn(po;Xi)>c3:
i=1 i=1

Par ailleurs, soit
Zn= sup jon(X) i On(kosXi)j:
U2 E n ;X

On obtient que le second terme du membre de droite de (6.5.3) se majore p@p (1) £
1144 1(Zn): De plus, pour tout k > O et pour tout 0<" < 1;

P(N*1q 1(Zn) . ") < P(Zn > %):

On en déduit, pour tout = > 0;

11X
- A W) (Lg, (uoixi)>c | Lgy (xi)>c=2)
i=1

Op (ni ¥):

En choisissantz tel que supe  jOn (K Xi) i gn(ko; Xi)j ! 0; on en déduit le résultat.
[
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6.6 Conclusion et perspectives

Dans ce chapitre, nous avons proposé deux extensions a un cadre censuré d'une pro-
cédure deM j estimation proposée pour I'estimation du paramétre dans un modéle de
régression single-index (voir Ichimura, 1993). Ces deux procédures sont basées l'une sur
la transformation de Koul, Susarla, Van Ryzin (1981), l'autre sur les intégrales Kaplan-
Meier de Stute (1994). Dans les deux cas, nous avons obtenu la normalité asymptotique
de notre estimateur du parameétre, en montrant que, du point de vue asymptotique, il
se comportait comme un estimateur paramétrique.

Notre procédure a été démontrée dans le cas d'une suite de fenétretendant vers 0.
Nous pourrions modi er notre procédure pour permettre un choix adaptatif deh: Cette
approche a été proposée notamment pas Hardle, Hall, Ichimura (1993). En particulier,
dans tous nos résultats de convergence des estimatedfset f %; nous pouvons obtenir
une uniformité en h; notamment en renforcant I'nypothése d'intégrabilité (6.5.1).

Nous pourrions également considérer des fonctions de co(t autres que le co(t quadra-
tique. En particulier, Delecroix Hardle et Hristache (2003) proposent une procédure dont
ils démontrent I'e cacité asymptotique. La question de I'extension de cette méthode a
un cadre censuré, et éventuellement de son e cacité, peut étre un champ d'investigation
futur.

Un autre développement concerne la comparaison entre les méthodes single-index et
le modele de Cox (1972). En particulier, le modéle single-index étant plus général que
le modéle de Cox, l'estimateur deuy dé ni dans ce chapitre pourrait servir a construire
un test d'adéquation au modéle de Cox.



178 Chapitre 6



























































































































































































































