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RESUME

La thése a pour but de concevoir un outil simple d'atilisation, pour I'ingénieur, capable d'analyser
les champs de contraintes tridimensionnels responsables de délaminage au bord ou de fissuration
transverse dans les matériaux multicouches. Dans la premiére partie du mémoire, nous construisons
des modélisations multiparticulaires (M4) & partir de champs de contraintes tridimensionnels
approchés écrits sous forme de polyndmes de Legendre en z par couche. Les coefficients de ces
polyndmes sont des champs en (x,y) reliés aux efforts généralisés. Nous utilisons la formulation
d'Hellinger-Reissner pour en déduire les déplacements et les déformations généralisées associées.
Par stationnarité de la fonctionnelle, nous donnons les équations d'équilibre, les conditions aux
limites et le comportement écrit en souplesse. La richesse plus ou moins grande des champs de
contraintes approchés ainsi construit méne a 7n, 5n, 3n et (2n+1) (n: nombre de couches) équations
d'équilibre dans le plan. Dans la seconde partie de la thése, nous testons quatre modeles sur le
probléme de la traction simple pour des stratifiés non troués d'empilement quelconque et troués
d'empilement (0°, 90°);. Nous posons analytiquement les systémes d'équations qui par combinaison
se condensent en un systéme d'‘équations différentielles de degré 2 en y et dont la résolution se fait
par le logiciel de calcul formel MATHEMATICA. Sur le cas du stratifié (0°, 90°)s non troué, nous
montrons que ['énergie due aux efforts manquants dans les modeles réduits ne disparait pas
complétement mais est transférée sur celles des efforts restants. Dans le cas du modéle
multiparticulaire M4_(2n+1)M (M: pour membrane) le plus simple, pour assurer 1'équilibre global
de la plaque, nous proposons un concept, généralisable, d'effort linéique de type Dirac dont
I'intensité est relié au maximum des cisaillements au bord. Nous pensons que l'intensité du Dirac

peut servir de base & un critere sur le délaminage.
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ABSTRACT

The aim of the thesis is to designa tool for engineers, simple to use which is able to anaiyse 3D
stresses responsible for edge delamination or transverse crackings in multilayered materials. In the
first part of the dissertation, we built Multiparticle Models (M4) from 3D approximate stresses written
as Legendre's z polynomials layerwise. Polynomial coefficients are (x, y) fields which are connected
to generalized stresses. We use Hellinger-Reissner's formulation to deduce displacements and
associate generalized strains. Writing the formulation stationarity, we give equilibrium equations,
boundary conditions and constitutive laws. According to the different approximate stress fields we
have 7n, 5n, 30 and (2n+1) (n: layer number) plane equilibrium equations. In the second part of the
thesis, we test four models concerning the problem of the boundary traction conditions on any angles
laminates and (0°, 90°), laminate with circular opening. We write analytically the systems of equations
which condense on y second order of différential system of equations and whose resolution is
performed by MATHEMATICA. On (0°, 90°)s laminate without hole, we show that miss stresses
energy of reduced models do not disappear but is transfered on these still remaining stresses. On the
simplest Multiparticle Model M4_(2n+1)M case, to ensure a global equilibrium of laminate, we
propose a concept, which can be applied generally, of Dirac lineic stress whose intensity is connected
with the maximum of edge shear stress. We think that it can be used as the essential information in

order to define a criterion of delamination.

KEY WORDS

COMPOSITE - LAMINATE - DELAMINATION - MODELIZATION (?) - MULTI-PARTICLE -
DAMAGES - EDGE EFFECT - PLATE WITH HOLE
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1. Introduction générale

1. Introduction générale

L'utilisation des matériaux composites a fibres longues se développe lentement depuis une
cinquantaine d'années. Compte tenu de leurs propriétés remarquables de résistance et de raideur
spécifique, dans les années 70, les experts avaient prévu une généralisation rapide de leur emploi en
remplacement principalement des matériaux métalliques traditionnels. Il n'en a pas €té ainsi pour
trois raisons principales.

La premigre de ces raisons est que les matériaux métalliques ont remarquablement évolué, sans
doute en partie & cause de la menace de leur remplacement par les matériaux composites.

La seconde est due aux relatifs faibles progrés réalisés dans le domaine de la mise en oeuvre
automatisée des matériaux composites. Ainsi 'usage de ces matériaux n'apparait économiquement
intéressant que dans le cas de petites séries de pieces a forte valeur ajoutée et & performance
mécanique trés élevée. Ainsi on utilise le plus souvent ces matériaux composites dans les domaines
de I'aérospatial et du naval ou pour les matériels de sport. La SNCF envisage son utilisation pour la
réalisation de véhicules de T.G.V. [Cléon, 1994]. Au contraire dans 'industrie automobile ot les
séries sont plus importantes, 'usage des composites & haute performance reste treés marginal [Le
Borgne, 1996].

La troisi®me raison est liée 2 un certain "manque de confiance" des ingénieurs et des décideurs
techniques, notamment pour les pigces jouant un rdle structural majeur. Ce manque de confiance est
sans doute dfi principalement au fait que la plupart des formations d'ingénieurs mécaniciens ne
proposent pas d'initiation aux matériaux composites. Toutefois, il faut bien dire aussi que les outils
clairs et simples de dimensionnement de structures n'existent que si l'on s'intéresse a un
dimensionnement en raideur. Si l'on considére le dimensionnement en résistance ou en durée de vie
les outils actuels sont beaucoup plus lourds, les prévisions quelquefois contradictoires et 'on sait
bien que les critéres de résistance par couche ne donnent qu'une satisfaction limitée aux utilisateurs.
La conception d'outils simples pour le dimensionnement vis 2 vis de la rupture ou de la fatigue reste
donc encore du domaine de la recherche et c'est sans doute en travaillant dans cette voie que le

chercheur en mécanique peut le plus utilement aider I'ingénieur en matériaux composites.

Lorsque l'on étudie les phénoménes d'endommagement des matériaux composites qui précedent la
ruine des structures, en chargement quasi-statique monotone, cyclique ou dynamique, on retrouve
toujours les phénomenes de microfissuration transverse et de délaminage entre les couches qui
précédent les phénoménes de rupture de fibres [Crossman & Wang, 1982] [Tahari & Al., 1994].

Ces phénomgnes d'endommagement sont principalement pilotés par les efforts a I'interface entre les
couches. Ceci est évident si l'on considére le délaminage, mais est aussi vrai pour la micro

fissuration transverse car ce sont les efforts d'interface de cisaillement dans le plan qui "rechargent"
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les couches rompues entrainant le risque d'une augmentation du nombre de fissures transverses
{Caron, 1993] [Caron, 1997].

L'étude de ces phénomenes d'endommagement et les modéles permettant de les décrire et de les
prévoir font l'objet de trés nombreux travaux. Il est devenu impossible d'étre exhaustif dans leur
analyse.

Depuis les années 1970, beaucoup de ces travaux sont naturellement orientés vers I'analyse des
efforts 2 l'interface entre les couches avant l'apparition du premier endommagement. Nous citerons
plus loin quelques travaux qui nous paraissent importants. Il nous a semblé toutefois que les outils
€laborés jusqu'a présent pour I'analyse de ces efforts d'interface:

- n'avaient soit pas le niveau de simplicité nécessaire pour un usage dans les bureaux d'études,

- soit étaient trés simples, mais n'avaient pas un niveau de pertinence suffisant pour I'étude du
probléme.

1l nous a ainsi semblé qu'un outil ou plutdt une gamme d'outils simples et pertinents pour I'étude
des efforts d'interface dans une structure afin d'aider au dimensionnement des structures vis 2 vis de
la ruine restait a concevoir et qu'il y avait 13 matiére i un sujet de recherche utile.

L'outil devant étre simple, nous avons privilégié les modgles décrivant le multicouche comme une
surface. L'analyse des efforts entre les couches devant étre le produit essentiel du modéle, nous
nous sommes intéressés aux modéles multiparticulaires décrivant I'empilement 2 l'aide de plusieurs
particules en chaque point de la surface (une particule par couche). Dans ces modeles, les efforts

entre les couches sont naturellement décrits par les efforts entre les particules du modéle.

Le sujet du travail de recherche a donc été défini ainsi: Analyse des efforts i l'interface entre les

couches des matériaux composites 3 I'aide de Modeles Multiparticulaires de Matériaux

Multicouches (M4)

Le mémoire commence par une analyse bibliographique qui tente de recenser les modeles
appartenant de prés ou de loin 2 la famille multiparticulaire qui nous intéresse. Nous les comparons
aux autres grandes familles d'approches classiques de ces problémes d'analyse d'efforts d'interface

et d'étude de I'endommagement des structures en matériaux composites.
Puis, le mémoire est divisé en deux parties.

La premiére partie propose la construction systématique d'une famille de modgles multiparticulaires
€lastiques a l'aide de la méthode d'Hellinger-Reissner [Reissner, 1950] rappelée dans le chapitre L.

Elle est articulée en quatre étapes.

La premiére étape, décrite dans le chapitre II, propose une approximation des champs de contrainte

tridimensionnels sous forme polynomiale en z par couche ot z est la coordonnée de la direction
6
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hors plan. Les coefficients de ces polyndmes sont des champs en x et y. Les efforts généralisés du
modele seront aussi des champs en x, y reliés simplement aux coefficients de ces polyndmes. Les
modzles se distinguent suivant la "finesse" de la description polynomiale de ces champs
tridimensionnels. Pour que les champs de contraintes approchées 3D soient statiquement
admissibles, il est nécessaire que les efforts intérieurs généralisés vérifient des équations
d'équilibre. Le nombre de ces équations d'équilibre nous a servi 2 nommer les différents Modeles
Multiparticulaires de Matériaux Multicouches (M4). Nous proposons ainsi plusieurs
approximations 'statiquement admissibles des champs de contraintes 3D. Elles vont du modele
M4_7n, équivalent au modele local de Pagano [Pagano, 1978], jusqu'au modele M4_(2n+1)M qui

semble étre le plus simple que 1'on puisse construire dans cette famille.

Contenue dans le chapitre III, la deuxiéme étape de construction de modeles multiparticulaires
analyse, pour chaque modgle, les champs de déplacements généralisés déduits de la formulation
variationnelle des probleémes d'élasticité d'Hellinger-Reissner. Ainsi les champs de déplacements
généralisés apparaissent comme, en quelque sorte, des moyennes pondérées dans 1'épaisseur des
couches des champs de déplacements 3D. Dans une troisiéme étape, I'écriture de la stationnarité de
la fonctionnelle d'Hellinger-Reissner pour une variation de ces champs de déplacements généralisés
redonne les équations d'équilibre sur les efforts intérieurs généralisés déterminés au chapitre II

précédent ainsi que les conditions aux limites.

La quatriéme étape, exposée au chapitre IV de cette partie, vise a établir les comportements
élastiques reliant les efforts intérieurs généralisés et les déformations généralisées. Les
comportements sont obtenus en écrivant la stationnarité de la fonctionnelle d'Hellinger-Reissner
pour une variation des champs d'efforts intérieurs généralisés. Ainsi le comportement est écrit en
souplesse. Ayant toujours pour objectif la simplicité des modgles a construire, nous introduisons,
dans I'écriture des énergies élastiques en contrainte, certaines simplifications que nous pensons
justifiées. Ces simplifications conduisent & des écritures de comportement trés simples, mais
couplant en général les efforts et les déformations généralisés de plusieurs couches ou interfaces.
Ce couplage joue un role important dans la détermination des champs solutions d'un probléme de
calcul de structures sans pour autant compliquer beaucoup le probleéme. Il nous a semblé donc

inutile de pousser plus loin les simplifications de nos modeles.

La deuxime partie du mémoire vise  construire les solutions analytiques de quelques problemes
de traction simple de facon a comparer les solutions obtenues par les différents modeles entre elles
ainsi qu'a celles existant dans la littérature. Nous disposons alors d'informations permettant de juger
de la pertinence de tel ou tel modéle et de déterminer le modele le plus simple possible restant

pertinent pour le probléme 2 traiter. Cette deuxiéme partie est décomposée en deux chapitres.

Le chapitre V étudie I'empilement (0°,90°) en traction simple parallélement aux fibres a0°.

7
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Dans la premiére partie du chapitre, on écrit les équations des différents problémes pour les
principaux modeles multiparticulaires. On décrit 1a démarche de résolution de ces problémes, ce qui
conduit & des solutions analytiques simples obtenues 2 I'aide du logiciel de calcul formel
MATHEMATICA.

Dans la deuxi¢me partie du chapitre, nous donnons et comparons les principaux champs solutions,
tout d'abord dans le cas de la géométrie et des matériaux du probiéme posé par Wang et Crossman
[Wang & Crossman, 1977] et par Pagano [Pagano, 1978]. Ces données sont trés souvent reprises
dans la littérature pour pouvoir établir des comparaisons. Puis nous étendons ces résultats dans le
cas de la plaque semi-infinie, ce qui nous permet de proposer une solution approchée simple pour
un probléme d'effet de bord. La comparaison de ces différents modéles montre des "hypothéses
physiques" cachées derriére les simplifications énergétiques introduites dans le chapitre IV de la
premiére partie du mémoire. Elle aide 2 se faire une idée de la pertinence de ces simplifications.
Enfin, nous envisageons le cas ol un délaminage a commencé 2 partir du bord et nous en déduisons
le taux de relaxation d'énergie qui pilote le délaminage grice au modéle multiparticulaire le plus
simple a savoir le modéle M4_(2n+1)M. La relation simple entre ce taux de relaxation d'énergie et
les efforts intérieurs calculés précédemment renforce notre conviction sur la pertinence de I'analyse
et des simplifications.

Le chapitre VI aborde le méme probléme de chargement en traction simple mais pour un
empilement symétrique [61,...,9m]s quelconque. Dans ce chapitre, pour alléger le mémoire, nous
n'étudions que les solutions des modeles dits M4_5n et M4_(2n+1)M. En effet le premier modele,
M4_5n, se préte bien a un développement simple dans les codes éléments finis classiques par une
superposition d'éléments de coque préexistant dans le code. Il suffit pour cela d'y introduire une
énergie couplant I'ensemble des degrés de liberté de toutes les couches en un noeud. Le second
modele, M4_(2n+1)M, est le modele multiparticulaire le plus simple et nous pensons que son
domaine de pertinence est cependant trés étendu. Il couvre notamment les études sur les effets de
bord. '
La premicre et deuxiéme parties du chapitre expose la méthode de résolution analytique des
modeles M4_5n et M4_(2n+1)M.
La troisitme partie du chapitre reprend la géométrie et les matériaux utilisés dans [Wang &
Crossman, 1977] [Pagano, 1978] pour une comparaison de nos résultats avec ceux tirés de la
littérature. Nous traitons le cas des empilements (£6)et (6,6 —90),. Nous donnons en annexe X
quelques courbes d'efforts d'interface avec le modéle M4_(2n+1)M sur des huit couches formés
d'angles a 0°, 45°, -45° et 90°.
Dans la quatriéme partie du chapitre, nous proposons une analyse simplifiée des efforts d'interface
au bord d'un trou circulaire dans une plaque (0,90), troude soumise & une traction suivant la
direction des fibres a 0°. Nous reprenons pour cela I'idée de la méthode approchée développée par
[Raju & Crews, 1982). Cette méthode analyse les efforts au voisinage du bord du trou a un angle 6
en approximant le probléme par celui d'une traction simple sur une plaque semi-infinie constituée
8
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d'un empilement (8,6 —90), soumis 2 une déformation d'allongement £qq(6) parallélement au bord
libre, oll £q4(8) est la déformation obtenue au bord du trou pour une plaque infinie homogéne
équivalente & l'empilement. Ce dernier probléme admet une solution analytique simple donnée par
la méthode de [Lekhnitskii, 1968].

En conclusion, nous proposons un critére de délaminage trés simple et cohérent avec les analyses
développées dans ce mémoire. Nous le comparons avec ceux généralement proposés dans la
littérature.
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La conception des structures multicouches vis 2 vis de la raideur globale est particuliérement simple
puisqu'elle est généralement basée sur un modele de plaque de Love-Kirchhoff [Kirchhoff, 1850]
[Love, 1934] ou de Reissner-Mindlin [Reissner, 1945] [Mindlin, 1951]. Les caractéristiques de
plaque sont généralement obtenues par la théorie classique des stratifiés [Tsai & Al., 1980] [Gay,
1989] [Berthelot, 1992].

Ces modeles de plaque "classiques" dits au premier ordre ont été beaucoup étudiés dans les années
70-80 notamment pour évaluer quantitativement les erreurs par rapport aux solutions 3D
[Danielson, 1970], [Koiter, 1970], [Simmonds, 1972], [Simmonds & Duva, 1981}, [Ladeveze,
1976], [Ladeveze, 1980]. Ils continuent de faire aujourd'hui I'objet de réflexions approfondies
[Ladevéze et Simmonds, 1996] [Nayroles, 1996]. Il est maintenant bien admis que ces modeles
classiques permettent une bonne description des déformations globales de la plaque et des champs
de contrainte, sauf au voisinage des bords,  une distance d'environ 3 ou 4 fois 1'épaisseur. Or les
bords des plaques multicouches sont le lieu de concentration tridimensionnelle de contrainte,
pouvant avoir des conséquences importantes sur la résistance de la structure, en chargement
monotone, ou sur sa durée de vie en fatigue (ruptures par délaminage).

Le phénoméne de concentration tridimensionnelle de contraintes au voisinage des bords d'un
matériau multicouche est bien connu depuis longtemps [Hayashi, 1967]. Il peut notamment étre
clairement mis en évidence dans les rares solutions analytiques 3D exactes qu'il est possible
d'obtenir en choisissant convenablement le chargement [Pagano, 1969] [Pagano, 1970a].

Le champ de contrainte au bord peut méme devenir singulier [Bogy, 1968], [Hess, 1969], [Davet &
Destuynder, 1985] [Sanchez-Palancia, 1985] [Leguillon & Sanchez-Palancia, 1985, 1986]. La
singularité est donnée par la racine complexe d'un polyndme caractéristique d'un probléme aux
valeurs propres. L'analogie qui peut étre faite entre ce phénomeéne et celui de la singularité usuelle
des fissures en milieu homogene, a conduit quelques auteurs [Wang & Choi, 1982] & proposer sur
cette base une mécanique de la rupture, notamment pour ['initiation du délaminage par effets de
bords. Parmi d'autres travaux, notons le développement de 1'élément fini "métis" [Saxce & col.,
1994] qui semble intéressant. Cependant I'étude des singularités des champs au bord ne fournit pour
I'instant pas un outil utilisable pour I'ingénieur car, d'une part, la singularité est variable d'un
probléme 2 un autre rendant difficile I'établissement de critéres de délaminage, d'autre part le taux
de relaxation d'énergie dans un processus de délaminage ne semble pas relié simplement aux
facteurs d'intensité de contrainte correspondants [Leguillon, 1989]. Beaucoup de chercheurs ont
donc cherché d'autres voies pour analyser le probleme.

Une des premigres études numériques de ce phénoméne 3D a été faite par [Pipes et Pagano, 1970]
en utilisant une méthode de différences finies sur le cas d'un multicouche en traction uniforme,

mais, bien sdr, trés vite les principales études ont utilisé la méthode des éléments finis 3D. Parmi
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les papiers pionniers les plus cités utilisant cette méthode, notons: celui de [Rybicki, 1971] qui
propose une formulation variationnelle élément finis en contrainte; celui de [Wang et Crossmann,
1977], ces derniers utilisent un maillage tridimensionnel trés fin au voisinage des bords et des
interfaces; celui de [Spilker et Chou, 1980], ces auteurs construisent un élément fini multicouche
hybride en contrainte avec lequel ils réalisent I'équilibre dans chacune des couches et avec lequel
les conditions aux limites et les continuités des champs aux interfaces sont exactement vérifiées;
celui de [Raju et Crews, 1981] qui utilise une analyse éléments finis quasi-tridimensionnelle en
discrétisant trés finement un quart de la tranche du stratifié de plan (y, z), car les déplacements sont
supposés étre linéaires en x pour le déplacement suivant l'axe de traction et indépendants de x pour
les autres composantes du déplacement; celui de [Dong et Goetschel, 1982] qui expose une
méthode semi-analytique utilisée avec des interpolations éléments finis dans I'épaisseur des couches
et des champs exponentiels décroissants dans le plan des couches du bord vers l'intérieur de la
plaque; enfin celui de [Anquez & Al., 1985] qui utilise, sur l'exemple d'un barreau (ocl,ocz)s en
traction uniforme, des éléments finis pseudo-tridimensionnels quadrilatéres & 13 degrés de liberté: 3
déplacements par noeuds plus un degré de liberté commun 2 tous les éléments d'une méme section
de plan (y, z), pour rechercher les champs de contraintes sous une forme singulire. Ces études ont
généralement donné des résultats satisfaisants mais au prix de maillages pseudo3D ou 3D trés fins
puisque la taille caractéristique des mailles est en relation directe avec I'épaisseur des couches.
Cette maniére d'aborder le probléme est donc vite apparue trop lourde pour &tre utilisable dans un
logiciel simple de conception de piéces composites vis & vis de la rupture en chargement monotone
ou de la fatigue.

Beaucoup d'auteurs ont donc tenté de proposer des approches simplifiées pour I'étude des effets de
bord dans les matériaux multicouches. Nous tentons ici de donner quelques éléments d'information
sur les principales idées apparues. Nous proposons de les classer en 3 familles:

- les champs correcteurs d'effets de bord;
- les théories de plaque d'ordre supérieur;

- les modeles multiparticulaires.

2.1 Les champs correcteurs d'effets de bord

Les modeles classiques de plaques donnent une bonne approximation des champs sauf au voisinage
des bords ou les champs ne vérifient en particulier pas les conditions aux limites en contrainte. Il est
naturellement apparu l'idée de superposer aux champs de plaque d'autres champs dits "correcteurs"
n'ayant une valeur significative qu'au voisinage des bords et décroissant trés vite vers l'intérieur de
la plaque. Les équations que doivent vérifier ces champs peuvent étre obtenues par différentes
méthodes. Nous distinguons ci-dessous une approche asymptotique dont le petit paramétre
considéré est I'épaisseur de la plaque et une approche mixte contrainte-déplacement ot I'on cherche
11
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a minimiser l'erreur sur le comportement.

2.1.1 Approche asymptotique

Nous allons décrire succinctement la méthode dite du zoom asymptotique. Elle consiste 2 faire une
dilatation de rapport 1/e, e étant I'épaisseur, au voisinage du bord dans les directions normale & la
plaque et normale au bord, I'épaisseur de la plaque devient alors égale a I'unité, puis 2 faire tendre e
vers zéro. La plaque devient semi-infinie d'épaisseur unité. Les équations régissant les champs
correcteurs sont assez simples et couplent un probléme plan et un probléme antiplan.

Cette méthode est notamment mise en oeuvre par Engrand [Engrand, 1982a-1982b] qui s'inspire
des travaux de Fredrichs [Fredrichs & Dressler, 1961] et de Destuynder [Destuynder, 1980].

Les équations obtenues peuvent étre résolues soit par la méthode de Ritz-Galerkin, soit par une
méthode d'éléments finis dans I'épaisseur conduisant ainsi a la résolution d'un systéme aux valeurs

propres [Lecuyer, 1990]. La solution obtenue est de la forme:

3 .
@.1.1.1) £(&m) =D Re(t(m)e™%) avec Re(r)>0;m=

i=1

6=

o N
= =

L'inverse de la partie réelle des A; définit la profondeur caractéristique de la couche limite, c'est &
dire Ia distance 2 partir de laquelle son effet est négligeable [Lecuyer, 1987). Une identification
avec l'expérience est proposée pour la détermination de cette distance caractéristique [Lecuyer &
Engrand, 1991]. Cette méthode a conduit 2 la réalisation d'un logiciel nommé CLEOPS [Lecuyer,
1991] dont le cofit est trés réduit en temps de calcul.

Notons que dans le cas de stratifié épais présentant dans l'épaisseur une méme séquence
d'empilement qui se répéte périodiquement il est possible de s'inspirer de travaux
d’homogénéisation [Duvaut, 1976] et d'endommagement des matériaux composites [Léné, 1984]
pour proposer une méthode de calcul asymptotique qui repose sur une formulation variationnelle en
déplacement [Lecuyer & Al., 1987] [Dumontet, 1985] [Dumontet, 1990]. Un logiciel a été
développé sur cette idée et est commercialisé par la société SIMULOG et sur cette base est proposé

dans [Kail, 1994] un modele de plaque et de coque.

2.1.2 Approches mixtes

Les solutions tridimensionnelles de plaque sont approximées par superposition de deux effets: un
dit "intérieur” Up, c'est a dire de grande longueur d'onde, calculé par la version optimale du modele
de Reissner-Mindlin; et un dit "extérieur” Uy, de faible longueur d'onde, approximé par séries de
Fourier [Pecastaings, 1985].
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(2121) U=UP +UL

Pour le calcul de I'effet intérieur, de nombreuses études ont été menées, elles reposent sur le fait que
I'approximation cinématique du modgle de Love-Kirchoff pour I'étude du probléme de plaque et le
paradoxe qu'il entraine (état de déformation plane et contraintes G;3 approximativement nulles)
n'en fait pas un modele adapté pour l'étude des plaques épaisses ou 'étude des effets de bord
[Ladeveze, 1980] [Ladevaze, 1988] [Ladeveéze, 1991]. Une version optimale du modgle de plaque
de Reissner-Mindlin est proposée [Ladevéze & Pecastaing, 1988]. Cette version est dite au second
ordre, car en développant les champs de contraintes et de déformations, seuls sont gardés les termes
allant au second ordre [Ladevéze, 1987] [Pecastaings, 1987]. L'erreur se calcule, d'aprés une
méthode inspirée des travaux de Danielson [Danielson, 1970], de Koiter [Koiter, 1970] et
Simmonds [Simmonds, 1972], sur la loi de comportement et elle est en O(hzle). Apres
Iintroduction d'un coefficient de cisaillement dans la loi de comportement, les auteurs obtiennent
une meilleure approximation de I'énergie de cisaillement transverse. Dans le cas de plaque stratifiée
a couches orthotropes, le coefficient de cisaillement est trouvé indépendant de I'angle d'orthotropie
des couches par rapport 2 la structure [Sanchez & Racineux, 1995}

Le calcul des effets de bord se fait alors par ajout d'un résidu AH sur les conditions aux limites en
contraintes [Ladevéze, 1988] tel que:

2.12.2) AH= (T_d -o. E) sur le bord

Le travail de Pecastaings est étendu au cas de plaques stratifiées constituées de couches isotropes
transverses pour modéliser les endommagements dont le délaminage [Allix, 1989]. Le modéle
d'Allix est donc constitué de deux étapes. La premiére effectue un calcul de plaque classique. La
seconde est itérative et semi-analytique. Elle consiste 2 réanalyser la zone bord, 12 ol les champs
sont supposés tridimensionnels, en décomposant le probléme tridimensionnel en une série de
problemes bidimensionnels a l'aide de développements en série de Fourier qui sont rendus
performants par 'emploi de la Transformation de Fourier Rapide. Pour prendre en compte les
phénoménes d'endommagement, problémes non linéaires, Allix utilise une méthode de résolution
numérique a Grands Incréments de Temps (MAGIT). Cet endommagement progressif est décrit par
un paramétre d qui prend la valeur un lorsqu'il y a délaminage. Le calcul va jusqu'a 'ouverture de
fissures de délaminage. Ce modgle est construit pour des trous de petits diamtres ou 2 forte
courbure en tronquant les séries de Fourier. Le logiciel DSDM ainsi construit, effectue les
premires prévisions d'initiation du délaminage, de sa progression et de la visualisation des
endommagements dans le plan de la plaque et selon I'épaisseur [Allix, 1992]. Ce modgle a conduit
a établir un lien entre la mécanique de 'endommagement et la mécanique de la rupture en postulant

que pour un délaminage €tabli, le taux de restitution d'énergie critique Ge, calculé au moyen de la
mécanique de I'endommagement, est indépendant de la longueur de fissure G, = 2Y,. Une version
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simplifiée du modele (endommagements réduits 2 ceux des liaisons entre les couches et bord
faiblement courbé) est donné dans la thése de Daudeville [Daudeville, 1992]. Une premiere
comparaison des prévisions du logiciel DSDM avec l'expérience est amorcée dans une étude [Allix,
Ladevéze et Corigliano, 1992] ou les zones endommagées expérimentales et simulées sont
relativement voisines.

Nous pouvons aussi rattacher  cette section sur les champs correcteurs, le papier de [Bar-Joseph &
Pian, 1981] qui combine la méthode asymptotique et celle de Rayleigh-Ritz. Le domaine de
solution est divisé en deux régions: une intérieure et une extérieure. Le champ & l'intérieur est
déduit de 1'emploi de la théorie classique des plaques et le champ a l'extérieur (aux bords) est
obtenu par l'emploi de polyndmes de Legendre. Le champ de contraintes ainsi construit vérifie les
équations d'équilibre, la continuité interlaminaire et les conditions de bords libres. Les
comparaisons avec Pagano sont effectuées sur les exemples de plaques en traction et montrent que
le modele est prédictif.

24.3 Comparaison

Les deux types de modeles précédents ont la méme caractéristique a savoir qu'il faut pour calculer
un effet de bord, effectuer deux calculs: un de plaque, l'autre de correction d'effets de bord. Pour
éviter cela plusieurs auteurs ont cherché a construire des modélisations approchées permettant
d'estimer directement au premier calcul les effets de bord. La premiére idée qui vient  I'esprit est
de construire des théories de plaques d'ordre supérieur aux théories de plaque classique de Love-
Kirchoff et Reissner-Mindlin.

2.2 Les modéles de plaque d'ordre supérieur

Depuis les tout premiers travaux de Sophie Germain en 1815 sur les plaques minces [Levy, 1877]
en passant par les modeles, dits au premier ordre, de Love-Kirchhoff et de Reissner-Mindlin, de
nombreux auteurs ont développé des théories de plaques soit & partir de cinématiques plus raffinées
(ordre du développement supérieur) [Lardeur & Batoz, 1990], soit en construisant des champs de

contraintes plus riches. Nous passons en revue, dans ce qui suit, les différents principaux modeles.

La théorie au premier ordre de Reissner-Mindlin part du champ de déplacement suivant:
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u(xy,2) = ug(x,y) + 2y, (x.y)
(2.2.1) v(x,y,2) = vo(x.y) + 2, (x,y)
w(x,y.z) = wo(x,y)

C'est une théorie i cing champs. Les théories au premier ordre se distinguent principalement par la
manitre de prendre en compte I'énergie de cisaillement. En 1920 les travaux de Timoshenko sur
l'effet du cisaillement transversal, appliqués au cas des plaques par Reissner [Reissner, 1945] et par
Hencky et Uflyan en 1947 et 1948 obligent Mindlin [Mindlin, 1951] & modifier ses équations. 11
introduit un facteur de correction k (valant soit 2/3; 8/9; 12/ 12) appliqué a la loi de comportement
en cisaillement transversal pour mieux prendre en compte, dans I'écriture de I'énergie, les effets du
cisaillement transversal. Signalons I'approche récente du méme probléme par Sab [Sab, 1995], qui &
partir d'une famille de solutions analytiques de problémes de flexion aboutit 2 la conclusion que la
raideur  I'effort tranchant doit plutdt s'écrire comme I'inverse de l'intégrale sur I'épaisseur des
souplesses des matériaux, plutdt que comme l'intégrale des raideurs. Son modgle semble mieux

approcher les solutions analytiques 3D connues dans les problémes de flexion [Philippe, 1997].

Indépendamment des perfectionnements des théories au premier ordre, plusieurs auteurs proposent
des théories a un ordre supérieur. Depuis, de nombreux ordres de ce développement ont été
effectués. Ils s'écrivent sous la forme générale [Fish & Markolefas, 1992] suivante:

n
U (%y,2,t) = > 2¥u (xy,t) =12 A
222 k=0

m
w(x,y,z,t) = szwk(x,y,t)
k=0

En vue d'étudier les problémes d'impacts, [Whitney & Sun, 1973] propose un champ de
déplacement oti n vaut 1 et m vaut 2. Les coefficients de cisaillement employés sont empruntés aux
travaux de Mindlin et Medick (1969).

En 1975, Reissner modifie le champ de déplacement choisi initialement en 1945, pour introduire
dans son développement des termes cubiques pour les déplacements (n=3) dans le plan et
quadratique pour le déplacement selon la troisiéme dimension (m=2) [Reissner, 1975]. Les termes
Upg, Uzq €t Wy sont négligés. Cette théorie donne de bons résultats et est applicable a I'étude de la
plaque trouée. Mais en négligeant la contribution des déformations dans le plan, ce champ, bien
adapté au probléme étudié par Reissner, ne I'est pas forcément 2 tous les problémes. Seuls les effets

hors plan sont étudiés.

En 1977, Lo, Christensen et Wu [Lo, Christensen et Wu, 1977] reprennent cette fois de facon
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compléte le champ de déplacement de Reissner [Reissner, 1975]. Mais sans coefficient de
cisaillement transversal, ce modgle conduit 4 une mauvaise estimation de la rigidité de cisaillement

transversal.

[Reddy, 1984] fait un développement de la forme cubique dans le plan (n=3) et constant ailleurs
(m=0). [Nwokoy et Lexcellent, 1988] généralisent cette approche en développant les déplacements
jusqu'a I'ordre n et montrent que les résultats sont satisfaisants  l'ordre trois dans leur application
en flexion cylindrique dans le cas de plaques épaisses. Dans [Reddy, 1987], I'auteur propose un
champ quadratique partout (n=2 et m=2) donnant de bons résultats au dire de [Rohwer, 1992] par
comparaison avec les autres types de champs. Plus tard, en 1989, [Reddy, 1989] propose une forme

de champ de déplacement général tel que:

=

u(x,y,z.t) = > Uj(x,y,)®(z)

-
n

2.2.3) v(x,y,2,t)= Vj(x,y,t)cbj(z)

M=

1l
—_

J

w(x,y,2,t) = 3 W;(x,y,t)®@;(2)

M-

1

¥

Elle peut s'interpréter comme une approximation éléments finis semi-discréte des déplacements
suivant I'épaisseur, ot les fonctions ®j seraient les fonctions d'interpolations globales, Uj, Vj et Wj
les valeurs des déplacements aux noeuds. On retrouve 12 une idée déja proposée par [Levy, 1877].
Les applications sont effectuées par comparaison avec la solution exacte de flexion cylindrique de
[Pagano, 1969].

Puis Reddy s'associe avec Robbins [Robbins & Reddy, 1992] [Robbins & Reddy, 1993] pour

proposer une modélisation éléments finis basée sur la forme de ce champ.

Les résultats fournis par ces théories de plaque d'ordre supérieur sont généralement satisfaisants

mais font appel a des développements numériques trés coliteux.

De maniére alternative, certains auteurs proposent des développements d'ordre supérieur en
contrainte plutdt qu'en déplacement.

Dans les modéles en contrainte, on peut distinguer ceux qui considérent des développements
polynomiaux globaux sur I'épaisseur et ceux qui considérent des développements par couche. Nous
ne reprenons ici que ceux du premier type, ceux du deuxi®me type étant, pour des raisons exposées

plus loin, plus proches des modéles multiparticulaires.
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Par exemple [Tang, 1975] utilise un développement en série des contraintes, sous la forme de
polyndme en z dans toute I'épaisseur du multicouche. Son modele est basé sur le respect exact de
I'équilibre et des équations de compatibilité du champ de contrainte, mais la solution ne vérifie
qu'une part des conditions aux limites et en moyenne.

L'approche de [Flanagan, 1994] est assez semblable 2 celle de [Tang, 1975]. Elle s'appuie sur un
développement des fonctions de contraintes [Lekhnitskii, 1968] en produit de fonctions dans

lesquelles les coordonnées apparaissent sous forme de variables séparées.

Certains auteurs proposent aussi des formulations mixtes d'ordre élevé, citons par exemple:
[Verchery, 1974] qui propose une théorie des plaques stratifiées reposant sur une formulation mixte
3D et sur des approximations polynomiales dans 1'épaisseur des contraintes de cisaillement
transverse et d'arrachement et des déplacements.

[Liao et Tsai, 1992] modifie la formulation variationnelle mixte de Hellinger-Reissner pour
construire un €lément fini ayant, en chacun des noeuds, cinq degrés de liberté: la valeur des trois

déplacements u, v, w et la valeur des deux contraintes transverses (‘cxz,‘cyz). IIs appliquent leur

modele sur 'exemple de la flexion cylindrique.

En conclusion, l'utilisation des modeles d'ordre supérieur semble correcte pour l'analyse des
contraintes tridimensionnelles d'interface a partir du moment ol l'ordre est grand (au moins 3), ce
qui revient & I'idée d'employer des €léments finis construits  partir des déplacements, solution que
nous avons vue précédemment et qui méne 2 des calculs cofiteux.

L'utilisation d'une approximation du champ de contrainte a partir de champs en (x, y) définis par

couche. nous semble conduire 2 des modeles plus simples que ceux cités ci-dessus. Ce choix

revient & retenir une cinématique généralisée définie elle aussi A partir de champs en (X, y) par
couche. On est ainsi amené a considérer qu'en un point de la surface définissant géométriquement
I'objet se trouvent n particules, n étant le nombre de couches. C'est ce que nous appelons dans la

section suivante les modeles multiparticulaires.

2.3 Les modéles multiparticulaires

Par définition un modele multiparticulaire est un modele mécanique dans lequel les objets sont

caractérisés par:

1) un domaine géométrique Q qui est le support des champs. On appelle un point de matiére, un

point de ce domaine;

2) une décomposition de chaque point de matiére en n particules distinctes mais géométriquement
17
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confondues;

3) une cinématique définie par n champs sur Q, chaque champ correspondant a la cinématique
d'une des particules.

Ainsi par exemple, la mécanique des sols propose des modeles biparticulaires 3D (une particule
squelette et une particule fluide confondues au méme point) [Biot, 1941].

Si l'on considére un objet 3D stratifié perpendiculaire & €,, et si on approche les champs de

déplacement 2 l'aide de champs en (x, y) définis par couche, nous obtenons un modele

multiparticulaire surfacique contenant autant de particules que de couches. La cinématique de
chaque particule est donnée  l'aide des champs cinématiques définis dans la couche. De maniere
alternative, si 'on préfére approcher le champ de contraintes a l'aide de champs en (x,y) définis par
couche, les déplacements généralisés associés seront des champs cinématiques définis eux aussi par
couche. Nous avons donc 1a encore un modéle multiparticulaire surfacique.

Nous avons donc regroupé ci-dessous plusieurs modélisations qui par certains aspects de leur

construction pourraient se ramener a des modeles multiparticulaires.

1l semble que, dans le domaine qui nous intéresse, les premiers modgles que I'on puisse rattacher
aux modgles multiparticulaires, sont ceux de [Cox, 1951], [Hedgepeth, 1961] qui analysent
l'interaction entre fibres d'un U. D. [Foret, 1995]. Ces modeles utilisent une géométrie uniaxiale et
une cinématique pour chacune des fibres. Iis font intervenir une interaction entre les fibres lide &
leur mouvement relatif.

L'une des premiéres propositions de modélisation alternative de plaques multicouches, que nous
nommerions multiparticulaire, est celle de Puppo et Evensen [Puppo et Evensen, 1970]. Le modele
est basé sur une approche en contrainte d'un multicouche chargé dans son plan. Il prend en compte

les champs moyens par_couche. dans chaque couche. Le stratifié est modélisé comme un

empilement de couches anisotropes, dans lesquelles la contrainte d'arrachement est supposée nulle.
Les couches sont reliées par une couche isotrope dans laquelle le champ de contrainte est
tridimensionnel. Ce modgle permet de montrer comment l'influence des bords d'un stratifié génere
des valeurs finies significatives de cisaillement interlaminaire.

La construction du champ de contrainte par couche pourrait permettre de ramener le modele de
Puppo et Evensen 2 un modéle multiparticulaire tel que nous I'avons défini plus haut. Il apparait
comme l'ancétre du modéle Shear Lag Analysis popularisé en 1977 par [Garett et Bailey, 1977]
pour modéliser des problémes de fissuration transverse [Caron, 1993]. Ce modele fait 'hypothese
que les champs sont uniaxiaux et uniformes suivant l'épaisseur de chaque couche du stratifié. Le
modele de Shear Lag Analysis reste encore trés utilisé de nos jours dans des versions plus ou moins
sophistiquées [Macquire, Petitpas & Valentin, 1992] [Foret, 1995] [ Hadj-Ahmed & Al., 1997]
mais il ne peut traiter que de problémes de chargement dans le plan de la plaque multicouche. De
plus, ces modeles font intervenir des caractéristiques de raideur d'interface qui restent le sujet de
nombreuses discussions. Le modele Shear Lag Analysis nous apparait comme le plus simple des

Modeles Multiparticulaires des Matériaux Multicouches. Dans sa version plane il fait intervenir une
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cinématique & 2n champs en (x, y) (2 composantes de déplacement dans le plan pour chaque

particule-couche).

Le plus complet des modéles multiparticulaires, proposé dans la littérature, semble étre le modele

Local de Pagano [Pagano, 1978]. Il est construit a partir de la formulation variationnelle

d'Hellinger-Reissner et d'une approximation polynomiale des champs de contraintes par couche.

Les polynomes sont:

- de degré 1 pour les contraintes membranaires G,g(x,y,z) o.B € {1,2};

- de degré 2 pour les contraintes de cisaillement 643(x,y,z) o e {1,2} et

- de degré 3 pour les contraintes d'arrachement G33(x,y,z).

La formulation variationnelle d'Hellinger-Reissner restreinte aux approximations des champs de

contraintes ci-dessus conduit 2 une cinématique du multicouche 2 7n champs en (x,y) (7 champs par

particule-couche). Ces champs sont:

- 2 composantes de déplacement moyen sur I'épaisseur de la couche,

- 2 composantes de rotation moyenne de la section de la couche,

- 1 composante du déplacement moyen perpendiculaire au plan de la couche,

- 2 composantes correspondant & des moments d'ordre 1 et 2, par rapport au plan moyen de la

couche, du déplacement perpendiculaire 2 Ia couche (ces 2 derniers champs n'ont pas un sens

physique trés clair).

Ces champs "moyens" correspondent a des classes d'équivalence de champs de déplacement 3D (2

champs 3D appartenant a la méme classe d'équivalence si leur 7n "éléments de réduction" ci-dessus

sont égaux).

La formulation variationnelle d'Hellinger-Reissner permet de déduire le comportement élastique

linéaire généralisé du modele. Notons que ce modéle peut poser quelques difficultés au niveau des

conditions aux limites. Nous reviendrons plus loin sur cette question. Le modgle a une capacité de

prévision tout 2 fait intéressante, ainsi que Pagano I'a prouvé en comparant les résultats de ses

applications avec les calculs par éléments finis de [Wang et Crossman, 1977]. Il est

conceptuellement trés simple mais reste cependant assez lourd compte tenu du nombre élevé de

champs cinématiques intervenants. Ce modgle sera le point de départ de notre travail et notre

objectif sera de proposer une série de simplifications permettant de T'alléger tout en lui conservant

un bon niveaun de prédictibilité.

Plus tard Pagano a proposé une évolution de ce modéle lorsque le nombre de couches est trés élevé.

Il a nommé cette variante "Global Local Variationnal Model” fPagano & Soni, 1983]. L'idée de

Pagano est de conserver une approche en contrainte dans les quelques couches qui nous intéressent

et d'adopter une approche globale en déplacement pour toutes les autres couches de maniére

diminuer trés sensiblement le nombre de champs inconnus.

On peut rattacher aux approches multiparticulaires les travaux de [Ren, 1986] [Kassapoglou &

Lagace, 1986] et [Yin, 1991] car dans leur démarche ils utilisent une approximation des champs de

contraintes par couche. Ainsi [Ren, 1986] utilise un champ de contraintes dont la composante de

cisaillement transversal est quadratique par couche. Les déplacements sont considérés cubiques par
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couche et continus aux interfaces. Pour [Kassapoglou & Lagace, 1986] le champ de contraintes est
construit sous la forme d'un produit de fonctions & variables séparées, par couche, & partir de
1'équilibre des forces et moments. 1.'hypothése restrictive de constance selon I'épaisseur des
contraintes planes est émise. Les contraintes hors plan obtenues sont trés différentes de celles
obtenues par des méthodes moins restrictives. Dans [Yin, 1991], les fonctions de contraintes de
Lekhnitskii sont employées par couche pour déterminer les contraintes interlaminaires d'un

multicouche. Elles sont approximées de fagon polynomiale dans I'épaisseur.

Dans la suite du mémoire, nous nous placerons donc résolument dans la philosophie d'une approche
multiparticulaire car il nous a semblé qu'elle était la plus & méme de fournir l'outil simple mais
prédictif que nous recherchons.

Compte tenu de l'importance des recherches de Pagano pour notre travail, nous avons pensé utile de
conclure ce chapitre bibliographique par un récapitulatif de ses principaux travaux jusqu'au "Global
Local Variationnal Model".

2.4 Principaux travaux de N. J. Pagano

Nous faisons ici un bref rappel chronologique au cours de ces vingt-cinq derniéres années des

travaux de Pagano qui I'ont conduit & proposer un modéle nommé Global local variational model.

Sur des applications analytiques pour une deux et trois couches, Pagano met tout d'abord en évi-
dence les limitations des théories classiques de plaque et réfléchit a leur validation.
Pour ce faire [Pagano, 1969] compare sa solution analytique exacte avec celle obtenue par la

théorie des plagues classique de Love-Kirchhoff pour un chargement cylindrique perpendiculaire

. ( nIIx e g . . NPT N
de la forme qg sm(T), sur des stratifiés formés de plis orthotropes orientés 2 0° ou a 90%t

posés sur appuis simples. En faisant varier le rapport de la longueur de la plaque sur sa hauteur, il
montre, sur des courbes comparatives, la nécessité de prendre en compte les effets de cisaillement
transverse, et la convergence de ses solutions vers celles issues des théories classiques lorsque ce
rapport devient trés grand. Puis [Pagano, 1970a] donne des solutions analytiques tridimensionnelles
exactes pour des chargements perpendiculaires de type q(x,y) = osinpx.sinqy. Ces exemples sont
étendus [Pagano, 1970b] au cas de stratifiés dont les couches ne présentent pas une direction
d'orthotropie © parallzle aux axes x et y. Ces calculs peuvent servir de références comparatives pour

I'étude de structures sandwich [Philippe, 1997].

Sur l'exemple célebre de la plaque (ou poutre) quadricouche (8,-8), en traction uniforme [Pipes &

Pagano, 1970] mettent en évidence l'existence de concentration de contrainte de cisaillement
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interlaminaire au bord jusqu'a une distance équivalente a I'épaisseur de la plaque. Pour ce faire, ils
étudient un probleéme de traction uniaxiale suivant x tel que le champ de contraintes soit
indépendant de x. IIs utilisent les relations de comportement orthotrope et ils intégrent les équations
liant les déformations aux déplacements pour obtenir le champ de déplacement qui, aprés des

considérations de symétrie et de continuité aux interfaces, s'écrit ainsi:

u(x,y,z) = Cex + U(y,2)
(24.1) ' v(x,y,2)=V(y,z) ot C¢est une constante d'intégration
w(x,y,z)=W(y,z)

En injectant ce champ de déplacement dans les équations d'équilibre, ils obtiennent un systéme
d'équations différentielles partielles elliptiques au second ordre couplées. En utilisant les conditions
aux limites de bords libres, ils résolvent ce systéme par différences finies. Leurs résultats sont en
corrélation avec ceux de Puppo et Evensen [Puppo & Evensen, 1970]. Dans l'article de [Whitney &
Pagano, 1970}, la confirmation de l'importance de la prise €n comriec des contraintes de
cisaillement dans un modéle de plaque est démontrée sur des exemples de flexion et de vibration de
stratifiés.

Puis vient une série d'études sur la détermination de la contrainte d'arrachement supposée €tre, aux
vues d'observations expérimentales, la contrainte déterminante dans la prédiction des phénomenes
de délaminage.

En corrélation avec les résultats expérimentaux de Foye et Baker [Foye & Baker, 1970] sur des
stratifiés contenant des plis £15° et +45°, [Pagano & Pipes, v197l] présentent l'importance de
prendre en compte I'ordre des empilements pour pouvoir prédire les phénomenes de délaminage. A
partir du modele décrit dans le précédent article [Pipes & Pagano, 1970], et suivant que les plis &
+15°sont a l'intérieur ou a I'extérieur du laminé, dessinent sur une courbe (Cf. fig. 2.5.2.1) la dif-

férence significative des valeurs de la contrainte normale obtenues suivant I'épaisseur.

4

STACKING SEQUENCE

LIS -15% 457 --15"1s

______ 115 457 -45% -ms

Fig. 2.4.1: Comparaison sur deux laminés de la distribution de la contrainte normale suivant

I'épaisseur [Pagano & Pipes, 1971]
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Puis [Pagano & Pipes, 1973] reprennent leurs résultats précédents pour étudier l'influence de cette
contrainte normale sur les phénomeénes de délaminage. L'influence des séquences d'empilement est

étudiée sur une éprouvette stratifiée symétrique particuliere, restrictivement constituée de couches
orientées & 8, et£6, d'épaisseur totale respective h et hy, pour laquelle la contrainte

d'arrachement est maximale lorsque I'éprouvette est soumise a des efforts de traction de valeur
4c4bh (b est la demi-largeur et h la demi-épaisseur de la plaque). Pour le matériau en graphite-
epoxy choisi (EL=20.106 psi; E'[‘=1,3.106 psi; G]_,T=0,8.106 psi et v[, T=0,25), ils trouvent

0,=25°0,=90etng =%=3,1. Dans les tests, ils choisissent ce rapport égal a quatre et
2

étudient deux laminés de type ((25",~25°)2,90°)S et (9O°,(25°,—25°)2)S dont les couches sont
d'épaisseurs égales et de fagon a ce que la force induite par les contraintes de cisaillement soit
réduite. Ils trouvent le premier laminé délaminant alors que le deuxi®me ne I'est pas (la contrainte
d'arrachement étant obtenue négative). Ce résultat est en bon accord avec leurs observations
expérimentales.

En 1974, [Pagano, 1974] modifie le modéle de [Whitney et Sun, 1973] (Cf. Chap. I1.2) pour étudier
la distribution de la contrainte normale sur un probléme de flexion circulaire. Il choisit un champ de
déplacement de la forme suivante:

u(x,y,z) =€ x + U(y) + zy(y)
(24.2) v(x,y,2) = V(y) +2€(y)
w(x.y.z) = W(y) +z®(y)

qui induit un champ de contrainte normal écrit ainsi:
h
(24.3) q= —Gz(y,—zj = A cosh(A;y) + A, cosh(A,y)

olt A1, A2, A1 et A2 dépendent des caractéristiques mécanique et géométrique du stratifié.
La comparaison de ce modgle avec une approche élastique tridimensionnelle tirée de la thése de
Pipes pour un bicouche (0,90°) donne de bons résultats.
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Fig. 2.4.2: Comparaison de la distribution de 6z [Pagano, 1974]

[Pagano, 1978] construit ensuite un modéle en contrainte, & I'aide de la formulation variationnelle
d'Hellinger-Reissner [Reissner, 1950] en v.proposant des champs de type coque empruntés a
[Whitney & Sun , 1973] dans chaque couche. Cette modélisation, trés intéressante mais un peu
lourde, compte tenu du nombre de champs, s'est révélée étre en bon accord avec les études
tridimensionnelles réalisées par [Wang et Crossman, 1977] par éléments finis. Le Global Local
Variational Model de Pagano est une extension de ce modéle a des empilements 2 trés grand
nombre de couches dans lesquels la zone d'intérét est limitée 2 quelques couches [Pagano & Soni,
1983]. Ces travaux ont donné lieu & un ouvrage [Pagano, 1989] et un logiciel, nommé ASCA, de
bureau d'étude fonctionnant sur P.C. [Pagano & Soni, 1992].

Clest par cette approche en contrainte que nous choisissons de travailler et de développer nos

modeles. Nous I'exposons dans la suite du mémoire.
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PARTIE 1

CONSTRUCTION DE MODELES MULTIPARTICULAIRES
DE MULTICOUCHE ELASTIQUE A L'AIDE DE LA
FORMULATION VARIATIONNELLE DE HELLINGER-
REISSNER

CHAPITRE I La méthode d'approximation d'Hellinger-Reissner

CHAPITRE II Approximation des champs de contraintes 3D a partir des efforts intérieurs

~ généralisés des modéles multiparticulaires

CHAPITRE III Déplacements généralisés associés aux approximations en contrainte des

modeéles multiparticulaires

CHAPITRE IV Ecriture du comportement élastique linéaire cohérent avec les

approximations

24




Introduction PARTIE 1

Dans la partie introductive et bibliographique précédente, nous avons vu, qu'il
existait de nombreuses modélisations conduisant, parfois directement, souvent
en deux étapes, a l'analyse des efforts intérieurs généralisés de plaque et
d'efforts de cisaillement et d'arrachement aux interfaces. La pluspart des
modeles existants donnent de bonnes prévisions, mais, sont souvent trop
complexes pour répondre & une utilisation courante dans les bureaux d'études
en charge du dimensionnement des structures multicouches vis & vis de la
rupture en chargement monotone ou cyclique. L'objectif principal de cette
these est de proposer des modéles permettant de déterminer avec une bonne
approximation les efforts d'interface dans un multicouche élastique et de
simplicité suffisante pour une utilisation facile en bureau d’étude.

Nous proposons, dans cette premiére partie du mémoire, la construction d'une
famille de ces modeles. Nous avons vu précédemment que par souci de
simplicité, nous avons choisi de développer des modéles surfaciques. Pour
obtenir naturellement les efforts d'interface, nous avons choisi, en chaque point
de la surface, n particules si n est le nombre de couches et les efforts
interparticulaires sont alors les efforts d'interface cherchés. Plusieurs méthodes
sont possibles pour construire ces modéles. Parmi celles-ci, citons la trés
générale méthode des puissances virtuelles [Germain & Muller, 1986] qui
présente l'avantage de déterminer les efforts intérieurs généralisés et les
équations d'équilibre sans avoir a se préoccuper du comportement [Ehrlacher &
al., 1993], [Caron, 1993], [Ehrlacher & Al., 1994], [Foret, 1995], [Smaoui,
1996], [Naciri & Al., 1997] et [Philippe, 1997] .

Cependant, comme dans ce travail, nous ne nous intéressons qu'au
comportement élastique des multicouches, nous avons retenu pour construire
ces modeles une méthode d'approximation basée sur la formulation
variationnelle d'Hellinger-Reissner des problémes d'élasticité 3D [Reissner,
1950]. Cette méthode présente pour nous l'avantage de donner directement le
comportement élastique reliant les efforts intérieurs généralisés et les
déformations généralisées du modele. Nous la présentons bri¢évement au
chapitre 1. La méthode s'appuyant, tout d'abord, sur une approximation. des
champs de contrainte, nous présentons au chapitre II les différentes
approximations de G conduisant chacune 4 un modele différent. Au chapitre
I11, nous déduisons les déplacements généralisés associés de maniére cohérente
avec les approximations de G. Les comportements élastiques reliant les
contraintes généralisées et les déformations généralisées sont établis au
chapitre IV en postulant la stationnarité de la fonctionneile d'Hellinger-

Reissner par rapport aux efforts intérieurs généralisés.
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CHAPITRE 1

METHODE D'APPROXIMATION D'HELLINGER-REISSNER

I.1 Formulation variationnelle d'Hellinger-Reissner des problémes d'élasticit€ 3D
1.2 Utilisation de la formulation variationnelle d'Hellinger-Reissner pour la
construction de modeles approchés

1.3 Base polynomiale choisie
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Nous nous placons dans I'hypothése d'un comportement €lastique linéaire
au niveau 3D et nous souhaitons construire divers modeles approchés.
Pour mener a bien notre analyse d'efforts d'interface dans les matériaux
composites, nous utilisons une méthode de construction de modeles
approchés basée sur la formulation variationnelle d'Hellinger-Reissner
des probiemes d'élasticité 3D [Reissner, 1950]. Nous I'adoptons car elle
présente I'avantage de donner a la fois les contraintes généralisées, les
déplacements généralisés, les équations d'équilibre, les conditions aux
limites et surtout le comportement du modgle approché. Cette méthode a
notamment été utilisée par Reissner pour effectuer une théorie approchée
de plaque prenant en compte l'effort tranchant dans le cas d'une plaque
homogene. Pagano I'a reprise pour la construction de son modele "local”
de plaque multicouche [Pagano, 1978].

Nous rappelons dans la premiére section de ce chapitre en quoi consiste la
formulation variationnelle d'Hellinger-Reissner des problémes d'élasticité
3D et le théoréme associé.

Puis nous présentons dans la deuxiéme section les grandes lignes de cette
méthode de construction de modéles approchés. Elle consiste tout d'abord
a proposer une famille de champs de contraintes approchés 3D dont les
composantes s'expriment a l'aide d' "efforts intérieurs généralisés" définis
dans chacune des couches et aux interfaces. En introduisant cette forme
approchée des champs de contrainte 3D dans la fonctionnelle d'Hellinger-
Reissner, nous pouvons en déduire une relation d'équivalence sur les
champs de déplacements 3D. Les champs de déplacements donnant le
méme travail virtuel dans la famille d'efforts intérieurs approchés seront
équivalents. Ainsi les déplacements généralisés du modele seront ces
classes d'équivalence et se présentent comme des champs en (x, y)
correspondant 2 des moyennes pondérées des champs 3D. Les champs de
déplacements généralisés étant définis dans chaque couche, nous avons
donc ainsi construit un milieu multiparticulaire dans le plan (x,y), dans
lequel chaque point de matiére contient n particules (1 particule par
couche).

En écrivant la stationnarité de la fonctionnelle d'Hellinger-Reissner par
rapport 4 une variation des champs de déplacements généralisés, nous en
déduiront les équations d'équilibre et les conditions aux limites.

En écrivant la stationnarité de la fonctionnelle d'Hellinger-Reissner par
rapport aux efforts généralisés, nous en déduirons le comportement
approché.
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LIFORMULATION VARIATIONNELLE D'HELLINGER-REISSNER DES PROBLEMES
D'ELASTICITE 3D

Dans cette section, nous rappelons la formulation variationnelle des probléemes d'élasticité 3D
décrite dans l'article de [Reissner, 1950].

Nous notons respectivement A, A et A un tenseur A d'ordre 1,2 et 4.

Considérons le probléme d'élasticité 3D suivant:
Trouver les champs de déplacement U et de contraintes G tridimensionnels solutions dans le
domaine Q de frontiére dQ satisfaisant les équations suivantes:

- Equation de compatibilité:

(LLD) §u)= %(Gradg#Gradg)

- Equation d'équilibre quasi-statique:
L12) dive(x) +f(x) = 0 dans Q

ot f(x) est le champ de forces de volume

- Equation de comportement élastique linéaire:
L3 E(x)= S(x):5(x)

ot S(x) est le tenseur d'ordre quatre des souplesses du matériau en x

- Equations de conditions aux limites:

U(x) = U(x) sur 0Qy 0Qy N dQy =
— avec
(.n)(x) = T%(x) sur 3Q 0Qy L Qg =3Q

(114)

o UY%(x) est le déplacement imposé sur la partie 9y de la frontiere Q et T4(x) le vecteur

contrainte imposé sur la partie dQy de la frontiere Q.

Nous considérons maintenant la fonctionnelle suivante de Hellinger-Reissner définie sur les

couples de champs (Q*,g*), oll g* est un champ de vecteur continu 3D sur , C! par morceaux et

G’ estun champ de tenseur d'ordre 2 symétrique, C! par morceaux sur Q:
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HR(U'5)=| [é*(yzi(g*(g)—z(y.g*(z)—% 5 (x) ?@:é*(z)}m

(L15) e
~ J(3"n))-(U" - u)wyds - T¢(x).U"(x)as
Qg aQr

Théoréme:

La solution du probléme élastique est le couple (Q,g) qui rend stationnaire la fonctionnelle H. R..

On voit facilement que la stationnarité par rapport a une variation quelconque du champ de

déplacement tridimensionnel U™ donne les €quations d'équilibre et les conditions aux limites en
contraintes sur dQr:

vou®

j?:i(ag*)ag - [f(x).0U*dQ - jxd(ﬁ).ag*ds - j (5.n).oU'ds =0
Q Q E 9y

aLe) -

alors que la stationnarité par rapport A une variation quelconque du champ de contraintes

g . = L . Lo, ... ..
tridimensionnel G donne le comportement élastique linéaire et les conditions aux limites en
déplacement sur 9Qy;:

Vo5
95" E(U)da- jaﬁ*:?zédg ~ [(35".n).(u-u?)das=0 |
@LL7) o 2 0 |
S:5-5u) |
=
U= Qd 0Qy
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L2 UTILISATION DE LA FORMULATION VARIATIONNELLE D'HELLINGER-
REISSNER POUR LA CONSTRUCTION DE MODELES APPROCHES

Pour simplifier la présentation, dans la suite nous supposons I'absence de forces volumiques.

Aussi bien, Reissner pour la théorie des plaques homogenes avec prise en compte de I'effort
tranchant [Reissner, 1945], que, Pagano pour la construction de son modele "local” de plaque
multicouche [Pagano, 1978], ont procédé en quatre étapes pour la construction de modeles
approchés:
1) Construction des champs de contraintes 3D approchés:
Le sous-ensemble de I'ensemble des champs de tenseur d'ordre 2 symétrique régulier, dans
lequel évolue la variable champ G, est en général un sous-espace vectoriel ou affine de
I'espace vectoriel des champs tensoriels d'ordre 2 symétriques définis dans le domaine. Les
champs 5 appartenant a ce sous-ensemble s'expriment a l'aide de champs qui sont les
efforts généralisés du modele. Il est possible de considérer des sous-ensembles de champs
5 polynomiaux en z par couche. Les coefficients de ces polyndmes en z sont des champs
en (X, y) qui sont directement reliés aux efforts intérieurs du modeéle approché qui est donc
un modele plan.
2) Utilisation des champs de contraintes 3D approchés précédents, dans la fonctionnelle

d'Hellinger-Reissner, afin de mettre en évidence les champs de déplacements généralisés

cohérents avec les approximations en contrainte.

Le choix du sous-ensemble dans lequel 5" varie, implique une relation d'équivalence sur
les champs de déplacements continus. Deux champs de déplacement ayant le méme travail
virtuel pour tous les champs G du sous-ensemble sont dits équivalents. Les classes
d'équivalence des champs de déplacements sont les champs de déplacements généralisés du
modele. Ces classes d'équivalence, dans 1'application aux multicouches, sont valablement
représentées par des champs en (x, y) décrits par des moyennes pondérées sur I'épaisseur de
chaque couche des champs de déplacements 3D.

3) Ecriture de la stationnarité d'une approximation de la fonctionnelle de H. R. par rapport
aux champs de déplacements généralisés afin de retrouver les équations d'équilibre.

L'idée naturelle consistant i écrire la stationnarité de la fonctionnelle d'Hellinger-Reissner

sur les couples (Q*,E*), ol G appartient au sous-ensemble retenu et U” a l'ensemble

quotient des champs de déplacements continus 3D par la relation d'équivalence définie ci-
dessus, peut se trouver confrontée & quelques difficultés si les données en force 2 la frontiére
sur o€y ne sont pas compatibles avec la forme retenue pour 5" 1l est dans ce cas
nécessaire de "projeter” en quelque sorte les données en contraintes du probléme initial sur
I'ensemble que constitue les champs de type 5.0 sur d0Qy ol 5 appartient au sous-
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ensemble retenu. Cela revient & modifier éventuellement les termes contenant les efforts
surfaciques sur dQq dans la fonctionnelle d'Hellinger-Reissner. On peut aussi dire que les
conditions aux limites sont, dans le modgle approché, satisfaites en un sens "moyen" par
rapport aux conditions aux limites du probléme 3D. Moyennant cette modification de la
fonctionnelle d'Hellinger-Reissner, il est alors possible d'écrire sa stationnarité par rapport
aux déplacements généralisés. Nous retrouvons alors les €quations d'équilibre généralisées
du modele et ses conditions aux limites en contraintes généralisées.
4) Ecriture de la stationnarité de la Jonctionnelle approchée de H. R. par rapport aux
champs d'efforts généralisés afin d'établir le comportement du modéle approché .
Ce comportement est alors écrit en souplesse. Les déformations généralisées s'expriment
comme des fonctions affines des contraintes généralisées. En effet certains efforts extérieurs
peuvent apparaitre dans la relation déformations généralisées - contraintes généralisées.
Cest notamment le cas pour les multicouches si I'on a des efforts extérieurs sur les faces
supérieures ou inférieures ainsi que nous le voyons plus loin.
Notons que la fonctionnelle de H. R. utilise une écriture de I'énergie en contrainte. Dans les cas les
plus compliqués, cette écriture peut judicieusement étre "simplifiée" avant ['écriture de la L
stationnarité. C'est cette méthode que nous appliquons dans les chapitres suivants pour chacun de ‘
nos modeles multiparticulaires.

1.3 BASE POLYNOMIALE CHOISIE

Nous utilisons la convention suivante: a.etf € {1,2}. n est le nombre de couches.
Les tenseurs plans sont notés avec un ou plusieurs "~" suivant leur ordre.

Le multicouche est parallele au plan (x,y), l'empilement des couches se fait suivant la direction ez et

la premiére direction d'orthotropie de chaque couche fait un angle 8 avec la direction principale ex

du laminé:

n: nombre de couche total &

Fig. 1.3.1: Schéma du multicouche
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Chap. I - Méthode d'approximation de H.-R.

Nous résumons sur la figure suivante les différentes notations utilisées dans une couche i (i=1, n):

hj couche i Tei

Fig. 1.3.2: Notations utilisées dans une couche i

. . . N L, . =% .
Nous proposons dans ce qui suit de construire un modele approché en astreignant G a appartenir

au sous ensemble des champs polynomiaux en z par couche. Cela revient a retenir une
approximation des champs de contraintes 3D, solution du probléme, sous forme polynomiale en z

par couche. Compte tenu des équations d'équilibre 3D, dans I'hypothése ol les forces de volume
sont nulles, si p est le degré des polynémes en z approchant les composantes membranaires G,g du

champ de contrainte 3D, alors celui des composantes de cisaillement G, est au plus p+1 et celui

de la composante hors plan 033 est au plus p+2. Les polyndmes de la base sont différents dans
2-F
olt

chaque couche et nous retenons de les écrire en fonction de la grandeur adimensionneile
€;
1

comme indiqué sur la figure 1.3.2, e; est I'épaisseur de la i€me couche et h; la cote de son plan

moyen.

Compte tenu du fait que I'épaisseur des couches est petite par rapport aux autres dimensions de la
structure, il ne sera pas nécessaire de développer le sous-ensemble définissant 5" au dela des
polyndmes de degré 3 par couche.

Dans notre étude, nous prenons p égal 2 0 ou 1 et nous choisissons d'écrire, dans la couche i..ces
champs de contraintes tridimensionnels approchés dans une "base” polynomiale. Ces polyndmes de
degré croissant en z sont choisis orthogonaux entre eux afin de faciliter ultérieurement le caicul des

énergies élastiques écrites en contrainte, c'est a dire que:

13.1) : P (2)Pp(z)dz=0sia
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Chap. I - Méthode d'approximation de H.-R.

La "base" polynomiale choisie est la suivante:

Ph(z)=1
Pil(z) = (Z —ihi)
e
=2
(13.2) o (=B Y 1
i -0, 3(z-%
P3(Z)=—[ i~ j*’ﬁ)‘( o )

Ces polynémes sont reliés au polyndmes de Legendre classiques:

3x% -1 _5x% —3x

Ph(x)= 2

(13.3) PG(x)=1 Pr(x)=x PL(x)=

par les relations suivantes:

a3 P =

Notre choix donne ci-dessous des calculs un peu plus simples.
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Chap. I - Méthode d'approximation de H.-R.

Les polyndmes de cette "base" vérifient les relations suivantes:

e

Pl (z)P}(z)dz = ¢!

10 - ) el
’ i i i i _
P (z)=F2®)_2P0o(® iy 1 Pi(z)P}(z)dz =
e 10 € 3\ )= g

700

h;
i 1

ifn+) _ .
Pl(hi)_5 h . | X
1 || Peri@e=2

, Pl(hi)=—— J

i 2 h;

PO (Z)=O Pi h+ 1 h'
(- Po@) )=t R ¢
P} (z)=—% -\ P (z)Py(z)dz=—
e CPy(hy)=-1 5

13.5) NI 3N R

Z(Z)_T 1(z) pg(hj):___ he

—_
(o]
T

Dans le développement des champs g*(x,y,z) approchés sur cette "base” polynomiale, les

coefficients sont des champs en (x, y). Ils sont reliés aux efforts généralisés du modele approché.
C'est cette relation que nous explicitons au chapitre II suivant.
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CH. Il Approximation des champs de contraintes 3D

CHAPITRE 1T

APPROXIMATION DES CHAMPS DE CONTRAINTES 3D A
PARTIR DES EFFORTS INTERIEURS GENERALISES DES
MODELES MULTIPARTICULAIRES

IL.1 Les champs de contraintes 3D approchés du modele M4_7n

11.2 Les champs de contraintes 3D approchés du modele M4_5n

I1.3 Les champs de contraintes 3D approchés du modéle M4_3n plaque
11.4 Les champs de contraintes 3D approchés du modele M4_(2n+1) plaque ;
115 Les champs de contraintes 3D approchés du modéle M4_3n membrane

I1.6 Les champs de contraintes 3D approchés du modéle M4_(2n+1) membrane

IL.7 Les champs de contraintes 3D approchés du modele de Love-Kirchhoff
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CH. Il Approximation des champs de contraintes 3D

Dans ce chapitre afin d'exposer la premiére étape de construction de modeles
approchés par la méthode variationnelle d'Hellinger-Reissner rappelée au
chapitre précédent, nous choisissons d'écrire des champs de contraintes 3D
approchés, notés G°, polynomiaux en z par couche.

Les coefficients de ces polyndmes sont des champs en (x, y) (coordonnées
dans le plan des plaques étudiées). On pourrait penser les retenir comme
définition des efforts intérieurs généralisés, mais cette idée n'apparaft pas tres
bonne car il faudrait alors écrire la continuité du vecteur contrainte aux
interfaces, ce qui impliquerait des relations entre ces champs en (x, y). En
outre, il est préférable d'essayer de donner un sens physique aussi clair que
possible aux efforts intérieurs généralisés. Nous allons dans ce chapitre,
proposer une expression des coefficients de ces polynémes en fonction des
efforts intérieurs qui nous paraissent devoir étre retenus comme ayant la
signification physique la plus claire. Par construction, le champ G® construit
vérifie la continuité du vecteur contrainte aux interfaces. Nous posons ces
définitions dans la premiére section de ce chapitre. Certains efforts intérieurs
généralisés sont définis comme des champs moyens éventuellement pondérés
(moments) sur I'épaisseur des couches, alors que d'autres sont des champs
définis aux interfaces pour assurer automatiquement la continuité du vecteur
contrainte. Rappelons que ces efforts intérieurs généralisés sont des champs en
(X, ). Le milieu macroscopique obtenu est ainsi plan. L'aspect tridimensionnel
est rendu par l'indice i de couche variant de 1 a n.

Nous construisons ces champs en partant de I'approximation la plus riche, c'est
A dire faisant intervenir le plus d'efforts intérieurs généralisés. Puis, dans les
modeles successifs, nous diminuons progressivement le nombre de ces efforts
intérieurs généralisés en exploitant les équations d'équilibre auxquelles sont
soumises les approximations. Les différentes sections contiennent chacune une
approximation de champs de contraintes approchés.

Les différents modéles obtenus sont nommés d'une part a I'aide du nombre
d'équations d'équilibre sur les efforts intérieurs généralisés. D'autre part, pour
distinguer les modeles ayant le méme nombre d'équations d'équilibre, nous
qualifions de modéle "plaque" et de modéle "membrane” ceux qui utilisent
respectivement des approximations du premier degré et de degré O en z pour
les contraintes dans le plan des couches.

Dans tout ce qui suit, nous rappelons que nous avons supposées négligeables
les forces de volume.
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CH. Il Approximation des champs de contraintes 3D

IL1 LES CHAMPS DE CONTRAINTES 3D APPROCHES DU MODELE M4_7N

Pour construire les champs de contrainte 3D approchés, nous devons tout d'abord choisir le degré
des polyndmes approximant ces champs. Dans ce premier modgle, nous choisissons des polynomes
de degré un pour les contraintes membranaires G g, donc, par intégration des 2 premieres

équations d'équilibre 3D, des polyndmes de degré deux pour les contraintes &, et de nouveau par
intégration, de la derniére équation d'équilibre, de degré trois pour la contrainte Os3. Les
coefficients de ces polyndmes sont des champs en (x,y) qui sont reliés aux efforts intérieurs
généralisés du modgle. Nous choisissons les efforts intérieurs généralisés de fagon a ce qu'ils aient
le plus possible une signification physique, qu'ils assurent automatiquement la continuité du vecteur
contrainte et qu'ils soient en nombre suffisant pour permettre d'exprimer les coefficients des

polynomes.

Ainsi pour les composantes des contraintes membranaires G MOUS avons besoin de 2 champs

puisque I'approximation par polyndme de degré 1 demande 2 coefficients. Nous choisissons:

- Le tenseur plan d'ordre 2 N' des efforts normaux de la couche i :

(IL1.1) N%@ﬁ=JFwU%ﬂﬂ;

- Le tenseur plan d'ordre 2 M' des moments de flexion de la couche i par rapport au plan médian

de la couche:

+
iy

(.1.2) Mig(x,y) = J (z—hi)o,g(xy.2)dz;

Pour les composantes de cisaillement G, I'approximation est de degré 2 par couche, il nous faut
donc 3 champs d'efforts intérieurs. Cependant, nous devons assurer la continuité de O3 aux

interfaces. Ainsi, pour exprimer les coefficients des développements polynomiaux, nous

choisissons:

- Le vecteur plan Q! dleffort tranchant de la couche i:

+
by

(IL1.3) QM&”zIGwQJJME

i

- Le vecteur plan i+ deffort intérieur de cisaillement 2 I'interface i, i+1:
(I.1.4) it = 6a3(x,y,hi+);

a
- Le vecteur plan %111 deffort intérieur de cisaillement 2 l'interface i-1,i:
(IL1.5) i = 0a3(x,y,hi—);

o
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CH. Il Approximation des champs de contraintes 3D

Le choix du vecteur de cisaillement aux interfaces assure la continuité de G-

i,i+1

Remarque: Dans ce qui précéde %! est défini pour i variant de 1 a n-1 (les interfaces). Cependant
il est commode de noter:
70! L'effort extérieur de cisaillement sur la face inférieure de la couche N°1

et

™1 Peffort extérieur de cisaillement sur la face supérieure de la couche N°n

Comme dans la suite pour simplifier la présentation, nous restreignons I'étude au cas ou le vecteur

contrainte est imposé sur les faces supérieure et inférieure du multicouche, bien évidemment 7' et

=n,n+l

1 sont alors des données. Si nous notons T, (respectivcment T;)(x €{1,2} la composante

suivant o du vecteur contrainte imposé sur la face externe inférieure (respectivement supérieure) du
multicouche, nous avons:
(11.1.6) 10! (%,y) = =Tg(x,y) respectivement T"*!(x,y) = T%(x,y)

o

Pour les composantes d'arrachement 645 I'approximation est de degré 3, il nous faut donc 4 champs

d'efforts intérieurs. Cependant nous devons assurer la continuité de 043 aux interfaces. Ainsi, nous
choisissons d'exprimer le développement polynomial, tout d'abord, en fonction des efforts normaux

d'interface qui ont un sens physique clair:

- Le scalaire v"*! d'effort intérieur d'arrachement 2 l'interface i, i+1:
(IL1.7) Vi = ol (x,y,0);

- Le scalaire v'~" d'effort intérieur d'arrachement a l'interface i-1,i:
(I1.8) Vit =6l (x,y.h7);

i,i+1

Remarque: Dans ce qui précéde v"'™" est défini pour i variant de 1 & n-1 (les interfaces). Cependant

il est commode comme précédemment de noter:

vO! Ireffort extérieur normal sur la face inférieure de la couche N°1
et

v Teffort extérieur normal sur la face supérieur de la couche N°n

Ainsi, on défini:
(IL1.9) VO (x,y) = T3 (x,y) et v (x,y) = T3 (x,y)

ou Ty (respectivemcnt T}') est la composante normale du vecteur contrainte imposé sur la face

externe inférieure (respectivement supérieure) du multicouche.
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CH. II Approximation des champs de contraintes 3D

Comme nous avons besoin de quatre coefficients pour exprimer G33, nous choisissons en outre les
deux grandeurs suivantes dont le sens physique est moins direct:
- Les scalaires N et M} des moments d'ordre zéro et un de la contrainte normale au plan de la

couche i:
ht

Ni3(x,y)= th 033(x,y,2)dz
(11.1.10) ' ;

Mi(x,y) = I:;(z -B )633()(, y,z)dz

Ainsi que nous le verrons plus loin, ces choix conduisent & 7n champs cinématiques scalaires, donc

7n équations d'équilibre, d'oli la dénomination retenue M4_7n.

Tous calculs faits, dans la base polynomiale définie par (1.3.2), le champ de contrainte

a7n

tridimensionnel approché G'" choisi, compatible avec les efforts intérieurs généralisés du modgle

a 7n équations d'équilibre, s'écrit ainsi :

P (Z)

dLL.11) fxé"(x,y,z)z 0‘ﬁ(x y)=2 G43(7( y)Pi(z)

7 (x..7) = Q) U+ (1) 5 (x5 PiC)

(IL.1.12) : Pi( )
[ ohla)- S ) 570 2

o3(xy.2) = Ny() P22 i o)
(IL.1.13) +[Ni3(x,y)—%(Vi’m(x,y)+vi*"i(x,y))]—i(i2

+[673Mi3(x,y)—S(Vi’i”(x,y)—Vi"’i(x,Y))]Pia(Z)

1l est aisé de vérifier que le champ approché ci-dessus vérifie les équations (I1.1.1->10).

=a7n ==a7n

Pour que le champ G2’ soit en équilibre, il faut vérifier que dive®'" =0, ce qui implique les 7n

relations suivantes sur les efforts intérieurs généralisés:

- Premiére et deuxieme équations d'équilibre, facteur de
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CH. Il Approximation des champs de contraintes 3D

- =i i+l ~i-Li
(IL1.14) divN(x,y)+[‘c (x,y)-1 (x,y))zOsur(ﬂ

e (o Pi(z
- Troisi¢éme équation d'équilibre, facteur de #:

~
(IL.1.15) divQ'(x,y) + (vi’i”(x,y) —yiThi (x,y)) =0sur ®

(Notez la contribution de P (z) a cette équation)

- S (o 12
- Premiére et deuxiéme équation d'équilibre, facteur de TPKZ)I
1
e
L=l _Li+]

(IL.1.16) d;vl\zlll(x,y)+92l(’c (x,y)+1 (X,y)j_éi(x,y)=08ur0)

- Troisi¢me équation d'équilibre, facteur de —%P} (z):
el
i P2
(L1.17) Ni(x,y)- e7(v"'+l(x,y) + v'_l"(x,y)) —eTz—(div”’“'l (x,y)- div%'_l"(x,y)) =0sur @

- Troisi¢éme équation d'équilibre, facteur de —2 :
e
(IL.1.18)

oy 60MS(x,y
divQ'(x,y) ++

)_ %(div‘f'"l"(x,y) +diviti*l(x, y)) - S(VI’IH(X,}') —yi7h (X,y)) =0sur ®
e

Dans l'article de Pagano (Cf. ég. N°18 [Pagano, 1978] ), on retrouve les six équations d'équilibre
écrites ci-dessus dans (IL.1.14; 15 16 et 17) plus I'€quation notée ci-dessous:

(I.1.19)

-~ i P N . i . . .
divQ'(x,y) + ZO_MTEX,_y) - (v"”l(x,y) —yi7hi (x,y)) - %(div%‘_l"(x,y) +divibit! (x,y)) =0sur ®
e

1
Elle n'est autre que la combinaison linéaire des équations %(II.I.IS) + 5(11.1.18).

11.2 LES CHAMPS DE CONTRAINTES 3D APPROCHES DU MODELE M4_5N

On peut souhaiter construire un modele qui ne fasse pas apparaitre les efforts intérieurs généralisés
NjetMj dont la signification physique n'est pas directe. Pour ce faire, on déduit les champs de

contrainte du modgle a partir des champs G*'" en utilisant dans (II.1.13) les relations ci-dessous
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CH. Il Approximation des champs de contraintes 3D

issues des équations d'équilibre (II.1.17 et 18) du modele M4_7n:

3 2 2
2.1 Mi = S giy(7hi* 4 gi-L S (i imh) _ 8 g0
@D 7120 (x ) 12( ) oo dve
122) Ni = e,2 le( Fhitl %1—l,i)+e_i(vi,i+l +Vi-l.i)
- 712 2

Le modele ainsi construit conduit 2 Sn équations d'équilibre d'ott sa dénomination M4_5n.

Tous calculs faits, on obtient:

Ph(z) 12

(2.3) o33 (x.y,2) = Njg(x.y) +— Mg (x.y)Pi(2)
€

027 (x.2) = Ql(.9) P + (24 ) - )P @)

129 i (it l Li iz(Z)
(Qa(x Y)—g( (xy)+1 (X,Y)))—GT—
1.2.5)
i,i+l i-1,i X, .
G%g"(x,y,z) _ [[V (X )')';V ( Y)]+ lzdlv( 11+1(X Y) 7= ll( ,y))]PIO(Z) |

+(_ﬂQ_15(X,_) m dlv( 7 |+1(X y) ~i- 11(X’y)) +(Vi‘i+1(x,y) _ Vi—l’i(x,y))}Pi(Z)

+Edlv( 1|+1( Y) - 1‘(X Y))P2(2)+[ leQ (X y)+ dlv( ll+1(x y) 7= 1,( »Y))]Pg(z)

Sn

Notons que les champs G*°" et 5°'" ne se distinguent que sur la composante G33. Ainsi, nous

vérifions que cette composante G3; dépendant directement des deux efforts intérieurs généralisés
X,¥)

doit faire intervenir la divergence d'autres efforts intérieurs généralisés du modele pour qu'elle

vi_“(x,y) et Vi.i+1(

puisse s'écrire sous la forme d'une approximation polynomiale de degré trois. Ceci implique les 5n

relations suivantes sur les efforts intérieurs généralisés du M4 _5n:

- =1

i,i+1 ~i=Li
(IL.2.6) divN (x,y) +(’t (x,y)-7 (x,y)j =0sur ®
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CH. Il Approximation des champs de contraintes 3D

(I2.7) divQ'(x,y) + (v (x,y) -V (x,y)) = O sur @

=1

(I1.2.8) divM (x,y)+

Nl...

_i-Li il ,
[ (xy)+1 (Ly)]—Q'(x,y):Osurw

Elles sont identiques aux équations (II.1.14->16) du modéle M4 _7n.

I1.3 LES CHAMPS DE CONTRAINTES 3D APPROCHES DU MODELE M4_3N PLAQUE

Le modele a 5n équations d'équilibre peut, pour certaines applications, étre jugé trop riche donc
trop lourd. On peut alors tenter de construire un modéle qui ne fasse pas explicitement intervenir
I'effort tranchant Q' par couche. Pour ce faire, on tire Q' de l'équation d'équilibre (I1.2.8) du
modeéle M4_5n , soit:

i
(0.3.1) Q —leM‘ 2(,1:1 Li 7t 1+1)

Nous verrons plus loin que ce modele conduit & 3n équations d'équilibre d'olt sa dénomination
M4_3n. Les contraintes membranaires restent inchangées par rapport au modgle précédent M4_5n,
c'est & dire qu'elles s'expriment sous la forme d'approximations polynomiales, de degré un en z,
d'efforts généralisés. Nous nommons ce modele M4_3nP (P: plaque) suivant les conventions de

notations exposées dans I'introduction de ce premier chapitre.

En reportant dans I'écriture des contraintes (IL.2.4 et 5) I'expression (II.3.1), on obtient finalement:

(I1.3.2) :‘%"P(x,y,z) = 0Lﬁ(x y) PO(Z) +12 = OﬂB( x,¥)Pi(z)
O 7)< e )iy + et
(I13.3) © ‘
+( 11+l(X y) i- 11(X y))P( )+M(xl3[3(x y)P (Z)
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CH. Il Approximation des champs de contraintes 3D

Vi,i+1 X, +Vi~l,i X, i - . .
cgg“P(x,y,Z) =( ( Y) - ( Y) +f—2div(%“'+'(x,y)— ;tl—l,x(x’y)) Pi(z)
(IL3.4) + (—%div divM' (x,y) + (Vi (x,y) - vi“l’i(x,y)))P}(Z)

i . - . ~ . .
+ f—zdiv("c""'1 (x,y)-% (x,y))P'z(z) —divdivM'(x,y)P3(z)

Les efforts intérieurs généralisés associés aux composantes G, sont donc identiques au modele
M4_5n précédent:
i i
Naa(x,y) et Maﬂ(x,y)
Les efforts intérieurs généralisés du modéle M4_3nP associés aux composantes G 3 étant réduits a
. i-Li i,i+]
deux : T (xy) et g T (x,Y),
nous vérifions bien que pour étre cohérent avec les équations d'équilibre du milieu tridimensionnel
elles font intervenir des divergences d'efforts intérieurs généralisés.
De méme la composante G, de la couche i n'étant associée qu'a deux efforts intérieurs généralisés
du M4_3nP: viThi(x,y) et vt (x,y)
est exprimée 2 l'aide de divergences d'efforts intérieurs généralisés afin que son approximation
polynomiale en z soit de degré trois.

Ainsi, pour que le champ 53" vérifie I'équilibre, il faut que dive®>™ =0, ce qui implique les 3n

relations suivantes sur les efforts intérieurs généralisés du M4_3nP:
. =i i+l _i=Li
(I1.3.5) divN (x,y)+{T (x.y)-7 (x,y)] =0 sur @

(11.3.6)

div(divl\:/Ii(x,y)) + div(%i-(’ci“’i(x,y) + %i’i“(x,y))) + (vi’iJrl (x,y)— vi'l‘i(x,y)) =0sur ®

Ces équations au nombre de 3n et le fait que I'on ait conservé I'effort intérieur M expliquent le nom
donné 2 ce modele M4_3nP. Elles correspondent bien & I'élimination de l'effort intérieur Q' dans

les équations d'équilibre du M4_5n.
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CH. Il Approximation des champs de contraintes 3D

Il.4 LES CHAMPS DE CONTRAINTES 3D APPROCHES DU MODELE M4_2N+1
PLAQUE

Dans beaucoup d'applications, I'utilisation explicite des efforts normaux d'interface ne présente
qu'un faible intérét, I'essentiel de I'information recherchée se trouvant au niveau des champs de
cisaillement d'interface. Il est alors possible de construire un modgle plus simple. Nous verrons que
le nombre d'équations d'équilibre est réduit & 2n+1 d'oit le nom du modzle M4_(2n+1) P.

En sommant la troisi¢éme équation d'équilibre (I1.3.6) du modéle précédent M4_3nP de j=1 2i-1, on
peut tirer la contrainte normale d'interface vi_l’i(x,y), soit:

-1 .
L J . - ~ I
(IL4.1) viTi(x,y) = -T3 - E [%div(%““ () + T (x,y)) + divdivMI(x,y)
j=I
(Nous rappelons que Vol = -T3)

Pour avoir une expression symétrique, nous sommons (IL3.6) de j=i+1 2 n et nous tirons la
contrainte d'interface v"”l(x, y):

n
. t o) . L ~ .
(1L4.2) vt (x,y) =TT + E i_e—div(’cl’“' (x,y)+ B (x,y)) + divdivM(x,y)

jei+

1

(Nous rappelons que v™"*! = T})

Reportons ces deux valeurs dans I'expression de la contrainte G133 écrite en (I1.3.4) pour en déduire

une expression du champ de contrainte dans laquelle vi’i“(x,y) n'apparait pas. On obtient alors:

Pi(z) 12 . :
ol )+§2—Maﬁ(x,y)m<z>

(4.3) oag P (x,y,2) = Nig(x.y) o

s s M! X, .
03(32n+1)P(X,y,Z) - [%(T&'H(X,y) + T&—I,x(x,y)) +WJP6(Z)
(IL.4.4)
ii i~ i i P (z
n (Ta +1 (x,y) — Li (X,y))P| (z) +Maﬁ15(x, y)%

(IL.4.5)

44




CH. Il Approximation des champs de contraintes 3D

[Ty (x, Y)-TE(X y)

1N ¢ #41(x,y) + 17 ivdiv AT
+5 5 d1v T (x,y)+T™" (x,y))+d1vd1vM (x,y)
o~ .
03(32“+1)P(x,y,z) - Jll Pb(l)
1 ! Bl zi-L.] iy N
_E 3 dxv (xy)+7 (x,y))+d1vd1vM (x.y)

=

dlv( 11+1( y) x “(x,y))

( le( i, H‘l(x y)+7% -1 1(x’y))+%divdivl\:/li(X,y)]Pil(Z)

i _ - .
+Ed1v( it (xy) -7t 11(x,y))Pi,_(z)-—divdivM'()(,y)P'3(z)

De méme que précédent pour le modele M4_3nP, les efforts intérieurs généralisés associés aux
composantes ) sont:

Nog(x.y) et Myg(x.y)
Les efforts intérieurs généralisés du modele M4_(2n+1)P associé€s aux composantes T3 sont:

Tl “(X y) et ,cl 1+1(X y)
Ts font donc bien intervenir des divergences d'efforts de fagon a étre cohérent avec les équations
d'équilibre du milieu tridimensionnel et étre ainsi des approximations polynomiales de degré de
deux par couche.

La composante G3; de la couche i n'est associée a aucun effort intérieur généralisé du M4_(2n+1)P

ainsi sa construction ne fait intervenir que des divergences des autres efforts.

=a(2n+1)P =a(2n+1)P

Pour que le champ G

on(oyhi)=-Ts | o
N , ce qui implique les 2n+1 relations suivantes sur les efforts intérieurs
+
033(X’Y’hn)=T3

généralisés du M4_(2n+1)P:

vérifie 1'équilibre, il faut que dive =0 et que

i+l

- LimLi
(11.4.6) divN (x,y) +(1 (x,y)-t (x,y)] =0sur ®

(11.4.7) z[%div(%j_l’j(x,y) + i‘j’j“(x,y)) + div(d;vleflj(x,y)ﬂ + (Tg(x,y) + T;(x,y)) =0sur®

=1
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Notons que la 2n+1&me équation d'équilibre est la somme de i=1, n des équations (I1.3.6) du
modele M4_3nP.

IL5 LES CHAMPS DE CONTRAINTES 3D APPROCHES DU MODELE M4_3N
MEMBRANE

Nous nous intéressons maintenant 2 la construction d'un modele dans lequel on accorde peu
d'importance aux moments de flexion de chacune des couches (par rapport A son propre plan de
symétrie). Ce point de vue est surtout justifié compte tenu de la faible épaisseur de couches
(= 100pum) lorsque le nombre de couches est > 4.

Dans ce cas, les efforts intérieurs généralisés associés aux composantes G SONL:

&B(X’Y)

nous choisissons donc une approximation polynomiale de degré zéro par couche, d'ol la
dénomination "membrane" du modéle ainsi construit.

Les deux premiéres équations d'équilibre tridimensionnel imposent alors aux composantes de
contraintes de cisaillement o, d'étre exprimées sous la forme d'un polyndme de degré un par
couche. Or, les efforts intérieurs généralisés du modele M4_3nM associés a 043 dans la couche i
sont au nombre de trois. Soit:

Qu(x.y). T " (x.y) et T (x,y)

Cette information est trop riche pour construire une approximation polynomiale d¢ degré un. Nous
ne retenons, pour fabriquer le champ de contrainte de cisaillement, que les relations sur les
cisaillement (II.1.4 et 5) pour l'interface (i-1, i) et (i, i+1). L'effort tranchant Qix(x,y) s'exprime

. i-1,i ii+l
alors en fonction de T, "'(x,y)et Ty

(x,y) alaide de l'expression (IL.1.3).
La composante 033 de la couche i n'est associée qu'a deux efforts intérieurs généralisés du
M4_3nM, soit: Vit (x,y) et viitl(x,y)

Pour étre cohérent avec les équations d'équilibre du milieu tridimensionnel son approximation
polynomiale doit étre de degré deux par couche. Il nous faut donc faire intervenir des divergences

d'efforts intérieurs généralisés.

On obtient :
. Pi
(IL5.1) cg%"M(x,y,z) =Ngg(x.y) i(iz
(I.5.2) o™ (x,y,z) = %(rgi“(x,y) + ri;]'i(x‘y))PB(z) + ('ci;”l(x,y) - ‘cia_l'i(x,y))Pﬁ (z)
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i,i+1( _1,i+]

) N inLi ,
2 ) i

i-Li
3™ (x.y,z) = (V (x.y) er M

(I1.5.3)

~i-Li

n (Vi,i+l(x’y) _ vi—l,i(x,y))P}(z) +%div[%i’i+l(x,y) -1 (x,y)]Piz(Z)

““d'interface v

Remarque: nous avons choisi d'exprimer le tenseur des contraintes tridimensionnelles approchées

du modele multiparticulaire & 3n champs en fonction des efforts macroscopiques Ni(x,y)

T*1(x,y) et vi*!(x,y) seulement. L'effort tranchant Q'(x,y) n'est pas représenté dans les efforts

intérieurs généralisés du modele, c'est un choix, on peut en faire d'autres. Ce choix induit d'apres la

formule (I1.1.3) une relation entre l'effort tranchant de la couche i et les cisaillements d'interface:

(IL5.4) Qi(y)=Z (T (xy) + 15 (%))

Pour que le champ %™ vérifie I'équilibre, il faut que dive®™ =0, ce qui implique les 3n

relations suivantes sur les efforts intérieurs généralisés du M4_3nM, d'ot la dénomination donnée

au modgle:
o i i+l Li-Li
(11.5.5) divN (x,y) +[‘L‘ (x,y)—1 (x,y)] =0 sur ®
ei = . N .. . .
(I1.5.6) Ediv(‘f‘"“ (x,y)+3 M (x,y)) + (v“‘”(x,y) —yi7hi (x,y)) =0sur ®

Notons que ces approximations et les équations d'équilibre sur les efforts généralisés du modele
M4_3nM se déduisent globalement de celles du modéle M4_3nP dans I'hypothése ot I'on remplace

1\:/Iipar(:).

IL.6 LES CHAMPS DE CONTRAINTES 3D APPROCHES DU MODELE M4_(2N+1)
MEMBRANE

Si nous ne nous intéressons ni au moment de flexion propre de chaque couche, ni aux efforts

normaux d'interface, on peut alternativement, et de maniére équivalente, choisir M =0 dans les
écritures des champs de contrainte (I1.4.3) (IL.4.4) et (IL.4.5) du modéle M4_3nP. De méme que
pour le modéle M4_(2n+1)P, on peut aussi tirer les efforts intérieurs normaux généralisés
i,i+l i-1,i

etv par une sommation convenable des équations d'équilibre (11.5.6) du
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modele précédent M4_3nM et reporter ces valeurs dans sa contrainte normale écrite en (I1.5.3). On
obtient alors:

aL6.1) o M(x,y,2) = Nig(x,y) O(Z)
C
(I.6.2) 0;(32"+1)M(x,y,z) ;( |1+l(x y) T ll(x y))Pl( )+ ( 11+1(X y) - 11( ,y))P‘i(Z)
[13( |
3(xy) T3XY w1 e JJ+1 i-1
ZZ{zdxvt (x,y)+ &7 H(x, Y))}
-1
cggZ"“)M(x,y,z): _% [%dlv TJ J+l X y)+TJ lJ(x y))} PB(Z)
(L6.3) +Ed1v( B y) - T (x,y))
—?dlv( 11+1(X y) =i- “(x y))P‘(z)+—-d1v( 11+1( y) =i— ll(x’y))Piz(Z)

Les composantes G g De sont fonction alors que de:

i
Naﬂ(x’y )
Les efforts intérieurs généralisés du modéle M4_(2n+1)M associés aux composantes G5 sont

réduits a deux : T M (xy) et i (x,y)

La composante G5 de la couche i n'est associée A aucun effort intérieur généralisé .

Pour que le champ 32(2™*M ygrifie I'équilibre, il faut que divo>>"*"™ =, ce qui implique les

2n+1 relations suivantes sur les efforts intérieurs généralisés du M4_(2n+1)M, d'olt le nom donné
au modéle:

i,i+l ~i=Li
(1L.6.4) divN (x,y)+ ( (x,y)-1 (x,y)j =0sur

(I1.6.5) Z{% div(’cj‘l’j(x, y)+ hit (xy)):' + (T; (x,y)+ T3 (x, y)) =0sur w
i=1

Notons que la derniére équation d'équilibre correspond a la somme de i=1, n des dernitres
équations d'équilibre du modéle M4_3nM. Ces €quations (I1.6.4 et 5) sont aussi les équations
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d'équilibre sur les efforts généralisés du modele M4_(2n+1)P dans I'hypothese o I'on remplace
M par 0 .

IL7 LES CHAMPS DE CONTRAINTES 3D APPROCHES DU MODELE DE LOVE-
KIRCHHOFF

Notons qu'il est possible par sommation des équations d'équilibre dans le plan (I1.4.6) de j=lai-l
de tirer l'effort de cisaillement d'interface T (x,y) comme suit:

1 -Li
@71 = ZNaBB

(Nous rappelons que ‘ca =~Tg)

Pour avoir une expression symétrique, nous calculons hitl X,y) & partir de la somme de j=i+1 2 n,
o

soit:
n
el :
L7.2) Tt =Te + ZN{M
j=i+l
(Nous rappelons que T2 =Tg).

Si nous rajoutons ces deux valeurs dans l'approximation du modéle M4_(2n+1)P, nous obtenons:

I.7.3) G@fﬁK(x,y,z) =N wp(XY) =5~ PO(Z) +—-——Maﬁ(x y)Pi(2)

H H i Pi VA
6 (x,y.2) = aﬁ,ﬁ(x,ym(z)+Maﬁ,ﬁ<x,y)—25—)

-1
TS -T, 13 1 xy) | ;
Tole N Nog+y ZNM “W Ph(2)

j=1 j=iH

(IL7.4)
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_—T;(X’Y) ~T5(xy) e—idiv divi (x,y)
2 12 |

o .
div[T 2T ]+divdika(x,y)

1 .
oK (uy2)=|+2 Y|t Ph(2)

k=i+] ——E‘dlvdWNJ x y ; divdiVNj(X,)’)
j=k+1

cr A .
div[T 2T j+divdika(x,y)

— ——ZdIVdIVN (x,y)+ zdIVdIVNJ X,y)

j=k+1

—gdiv divM (x,y)

- o - i-1 Pi(z)
1L7.5 | [TF=T" 1 !
(1L7.5) +¢'| div 5 - «:11vd1vNJ (x,y)}+ ZdIVdIVNJ (x,y)
j=1 j=i+l
—1—d1vd1vN (x,y)Py(z) - dlvdIVMi(x,y)Pg(z)
Le champ UK vérifie par construction diva®X =0. Pour qu'il vérifie 1'équilibre, il suffit que:
LK + - —
O3 (X’Y:hn):T; 0'313(( XY, hl)'___‘a
(IL.7.6) LK . et K
+ - -
033 (va’hn) =T; o35 (xy,h7 ) =-T3

Ce qui implique les trois relations suivantes:

a7.m

n
div ZNi +T +T =0
=1
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(= (- *rhi \z. *_hT . -
(IL.7.8) divdiv Z[MJ+[hj—h—“ﬂ]—'-]NJJ +T§'+T§+(h" zh‘ ]div(T+—T“)=O

=1

Nous notons :

n
IL7.9) N = ENi
i=1

Cet effort intérieur est I'effort membranaire global sur le multicouche.
Les deux premiéres équations correspondent & 1'équilibre membranaire global du multicouche.
Dans la troisiéme équation, le terme:

n

(11.7.10) ¥ = 2[1@1‘ +(‘1{i —hL’ZL—hj-Jﬁ‘j

i=1

est le moment global des efforts intérieurs dans le multicouche par rapport 2 la surface moyenne de

. hi+h

cote . Cette derniére équation ne traduit donc que ['équilibre global de flexion du

multicouche.

Nous retrouvons avec N et M les équations d'équilibre d'un modéle de plaque de Love-Kirchhoff.

L'écriture des champs de contraintes 3D approchés est ainsi développée suivant le degré de finesse
du modele macroscopique recherché. Cette étude nous a conduit pour le modele le plus complexe,
M4_7n, aux champs de contraintes et équations d'équilibre de Pagano et pour le moins fin nous
retrouvons les équations du modéle de Love-Kirchhoff en passant par une série de modeles de
complexité et de richesse décroissante. A chacune de ces approximations en contrainte correspond

une cinématique généralisée que nous allons établir au chapitre suivant.
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CHAPITRE 111

DEPLACEMENTS GENERALISES ASSOCIES AUX
APPROXIMATIONS EN CONTRAINTE DES MODELES
MULTIPARTICULAIRES

IIL1 Les déplacements généralisés associés pour le modele M4_7n

IIL.2 Les déplacements généralisés associés pour le modele M4_5n

TI1.3 Les déplacements généralisés associés pour le modéle M4_3n plaque

IIL.4 Les déplacements généralisés associés pour le modéle M4_2n+1 plaque
1IL5 Les déplacements généralisés associés pour le modéle M4_3n membrane
IIL6 Les déplacements généralisés associés pour le modele M4 _2n+1 membrane

I11.7 Les déplacements généralisés associés pour le modgle de Love-Kirchhoff
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Les champs de contrainte G* tridimensionnels approchés ont été définis
pour chacun des six modéles multiparticulaires dans le chapitre II
précédent. Nous effectuons dans le chapitre III présent, les deuxieéme
étape et troisieme étape de construction de nos modeles par la méthode
d'Hellinger-Reissner. Nous déduisons par réécriture de la fonctionnelle
d'Helinger-Reissner les déplacements généralisés associés a ces
approximations et par stationnarité les équations d'équilibre et les
conditions aux limites.

Ainsi, il suffit d'écrire la fonctionnelle d'Hellinger-Reissner ou la partie
de cette fonctionnelle dans laquelle interviennent les champs de
déplacements (I.1.5). Les facteurs des contraintes généralisées
apparaissent généralement alors comme des moyennes dans I'épaisseur
des couches pondérées par des polyndmes en z des champs de
déformations 3D. En intégrant éventuellement par parties, on exhibe
facilement des champs de déplacements généralisés qui sont
généralement des moyennes dans l'épaisseur des couches de
déplacements 3D. Ces champs sont au nombre de 7n dans le cas du
modéle M4_7n. Dans le cas des autres modgles, certains de ces champs
n'apparaissent que dans les termes de frontieres sur 0o par application du
théoréme de la divergence. Le nombre de déplacements généralisés au
coeur de la plaque reste ainsi toujours égal au nombre d'équations
d'équilibre du modele.

Pour l'écriture des conditions aux limites, on considére les termes de bord
aprés applications éventuelles du théoréme de la divergence. Les termes
de 1a fonctionnelle doivent &tre modifiés en ne conservant dans les efforts
extérieurs au bord que la projection de ceux-ci sur la base polynomiale en
z adaptée au modele. L'écriture de la stationnarité par rapport aux
déplacements généralisés de la fonctionnelle d'Hellinger-Reissner ainsi
modifiée donne alors les équations d'équilibre sur les efforts intérieurs
généralisés au coeur de la plaque et les conditions aux limites en
contraintes généralisées.

Pour ne pas alourdir le mémoire, nous présentons en détail ces
raisonnements pour le modéle M4_7n et le modéle M4_5n uniquement,
car, pour les autres modéles, les raisonnements sont similaires a ceux du

modele M4_5n. Le détail des calculs est développé en annexe L.
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111.1 LES DEPLACEMENTS GENERALISES ASSOCIES POUR LE MODELE M4_7N

Nous nous intéressons dans le cas du modele M4_7n aux champs S dont les composantes peuvent
s'écrire (I1.1.11->13):

' .o P * : _
([IL1.1) ZE“ (x,y,2) = Ngg (x.y) O(Z) +— ws (x.Y)Pi(2) ze[hi ,hf]
el e B

1 1.2 = Qs (1) I+ (7 () < () PiC)

(IM.1.2) ! !
[Q(! (X y) ( lal+1 (X y) ] -1,i (X,y))} i(lz)
o3I (x,y,2) = Niz*(x,y)Pi—(iZ) * ITzzl\’ﬁs*(x,y)r’i (z)
e
@L1L3) +(Ni3 (x.y)~- 5 (v‘ s (x,y)+vi"’i*(x,y))}P2T(izl

60

+(_21\/113 (x.y)- 5( lx+1*(x,y)-Vi_l’i*(x,y)))Pg(z)

R - L P NS L L L SR AU £ 1S sonli
o NI M, Q, &M g+t NL ML, viTH et v sont des champs réguliers sur o. Ce sont
les efforts intérieurs généralisés du modele approché M4_7n.
Considérons la restriction de la fonctionnelle H. R. (Q*,g*) (1.1.5) au sous-ensemble des champs

S définis ci-dessus. Nous supposons pour simplifier le raisonnement que les conditions aux
limites sont données sur tout dQ de type vecteur contrainte imposée (3Qr = 0Q; 0Qy = J) et que

les forces volumiques sont nulles. dQ est la réunion de trois parties
wx{h,‘};mx{h:}et8mx{h,’;h:§}.

Notons que:

n h?
(IIL1.4) J...dQ=J. Lz dw:ZJ. J...dz do
Q

o\ h} i=l @\ h;

—

Le déplacement généralisé associé a I'approximation G s'obtient en considérant la partie de la
fonctionnelle H. R. (Q*E*) (1.1.5) qui dépend de U” et que nous notons T(g*f*):
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T(g*,%*)

CH. Il - Déplacements généralisés associés -

J.g*(z);i(g*(l))dg _ -[Id(ﬁ)
Q

aQ

U'(x)ds

En introduisant dans I'expression ci-dessus I'écriture du champ G écriten (IIL.1.1->3), on obtient:

(II1.1.6)
T ) h: 7
- 1 % .
Nip J.eaﬁ(g )P o(2) 4, +Mig 12 eqp(U")Pi(2)dz
hy h,‘
h! . h?
.k * pi Lk Lk o
+Qy j—agz“ —Pi(iz)d +(tg‘+‘ -t )J.a;jza Pi(z)dz
h;
e
* U, Pi(2)
(Qa ?( :xl+ +‘ra )) 5 o —dz
h;
he
i
+Qoz 333 PCE )dz+ 11+] J‘gffi P (
n b oL o
T U*,-* - : i
w3 W m
i=l | . 11+1 )) 8U3 PZ(Z)
+1
(Qa 2( ¢ ¢ ox, e
e
hy :
i* [ 9U; Pi(z U,
+Nj ja—; Z(l) —Msj *Pi(2)dz
h;
+(N‘3 e (Vi,1+l 1—1,1‘*)) QLL;PE(Z)d
2 Jz ¢
e
e
+(i.(;'Mi3* - S(Vi'i”* —yi-bi )]J s Pi(z)dz
el aZ
L L h- .
n hy
J.Td(x y.h ) x }',hJr do - J. T¢ x al Q x,y,h]’)dm—z.’. J.Id.g*dz ds
w

® i=1 3\ h;

ol les trois derniers termes correspondent respectivement aux termes de bords dus aux forces

s'exergant sur les faces des peaux supérieurs et inférieurs et des termes de bord dus aux forces
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s'exergant sur le contour de la plaque.
Nous introduisons les définitions et les notations suivantes:
-k
- U" est le champ de déplacement membranaire de la couche i (champ de vecteurs du plan) de

Lk
composantes Uy, o €{1,2} avec:

B
(II.1.7) Uy (x,y):J ZEZ)Ua(x,y,z)dz
-

- @ est le champ de rotation de la couche i (champ de vecteurs du plan) de composantes
@l ae{l,2} avec:

hy
3 12 . *
(IIL1.8) @, (x,y)= J.?P'I(Z)Ua(x,y,z)dz
€
,-

- ﬁi{_' est le champ de déplacement tangent de l'interface supérieure de la couche i (champ de

vecteurs du plan) de composantes uim* o€ {1,2} avec:
(TL1.9) whg (xy)=Ug(xy.hf)

-l estle champ de déplacement tangent de l'interface inférieure de la couche i (champ de

vecteurs du plan) de composantes ui_a* ae{1,2} avec:
(IIL1.10) uly (x,y)=Ug(xy.h7)

- Ui3 est le champ de déplacement moyen normal de la couche i (champ scalaire) avec:

. b i
(IL1.11) UL (xy)= jPO—(iZ)U’g(x,y,z)dz
by

Lk
T7l . . - Z
- U3 est un champ scalaire que nous pourrions appeler premier moment du déplacement nermal—-——-

avec:

hi

(IIL1.12) T5 (x,y)= iiJ.P;(z)U;(x,y,z)dz
€
h;
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Lk
- U3 estun champ scalaire que nous pourrions appeler, de méme, second moment du déplacement

normal avec:
. b pi (2)
(IL1.13) 03 (xy) = [ 22 U3(x.y.2)dz
he

- ui_; est le champ de déplacement normal de I'interface supérieure de la couche i avec:
(IIL1.14) uL;(x,y):U;(x,y,h?)
- ui_; est le champ de déplacement normal de I'interface supérieure de la couche i avec:
(IL1.15) uly (x,y)=Us(x.y.h7)

Notons en outre:

-~k
- € est le champ tensoriel plan d'ordre 2 de déformation membranaire de la couche i de

composantes:

Lo 1 aUl * oU;
1.1.16 Loxy)=o| Sy 7B
( ) ap (x.3) 2| oxg  Oxq

o.pe{l,2}

- ):(i est le champ tensoriel plan d'ordre 2 de courbure de la couche i de composantes:

. eSS
ML.1.17 L (xy)==| T2 B 1 Befl2
(MLLL7 Xep (x:3)=3 oy o | TP

Avec ces notations et en intégrant par parties chaque fois qu'apparait une dérivée par rapport 2 z,
T(Q*E*) se réécrit:
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(TIL1.18)
T(U",5")=
[ -: X ~ % o~ %i’iﬂ +%l_]l Lk % T‘
NCGE +MUy o+ — .(ﬁ’,, -ﬁ‘_)
et e (a0 )o@ - S e o
2 2
E": J- +Qi*.Gr~adUi3*+ei(7ci’iH* gl )GradU3
dw

i=l | @ +(Qi ——ezi—(%i’m 7L )j.G;adei;+(vi’i+l*+vi—“*)%(ui_3 —-ui_;)
12 %1/ . * .o * 12_.

+—Mi (—(u' +ul )—U‘ ) (N (v‘ i i ))( U! )
o2 35748 3 3 375 o 3

e (e ) GRS Ry
| e? 10 10

o (
JI (x.y.03 )} U" (%3, )deo - _[ T4(x.y.h .Q*(x,y,hl“)dw—zj‘ sz.g*dz ds

® ® i=l 3ol h;

On constate que les facteurs de ﬁi:, i, ui+3*, ui_; (i=1,n) hors ﬁi*, uﬂ;, il ul_; s'éliminent de
couche a couche. Ces quatre derniers termes s'éliminent avec les termes de bords sur
®X {hl’}et 0 X {h;}

Notons que ce résultat s'étend 2 la situation d'un délaminage de la iéme interface, s'il n'y a pas de
contrainte sur les levres de la zone délaminée. Dans ce cas, et contrairement au cas qui nous
intéresse ici, @' + et u”'l sont différents mais le facteur correspondant est nul. S'il y a des efforts
sur les lévres de la zone délaminée, les champs fli,_* et ﬁifl* ne s'éliminent plus et le modéle fait

*

.k
alors intervenir la différence @*! — @l qui joue le role d'une variable d'état du modgle.

Revenons au calcul de T(Q .0 ) on trouve apres élimination:
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(III.1.19)
n Ni*:éi*+l\-;[i*:):(i*+Q (CD’ +GradU3 +GradU3)
T(U'.5")= j o
i* 60 ~
i=1 o —M3 _"U N3 _U3
e’ e'

i+
5 (qf“ +GradU'+l)

L gk X i ik ~ "k
Noe s OO L@ 4 Grad U
J.~1,1+l . 2 ®
[0V]

+e'GradU} —ei+lGradUi3+l*

n
+2J'vi’*“*(— UL + U - 608 - 6T+ 4 504" - 503 )dm ZJ J.Td U dz ds

i=0 @ i=l w\ h;

Ainsi I'ensemble des champs Al et la fonctionnelle d'Hellinger-Reissner partitionnent

I'ensemble des champs Q*(L) en classes d'équivalence 4 'aide de la relation d'équivalence:
ut-u? s H R( U5 =HR (U*2 e ) veu

Deux champs de déplacement 3D U =t Q*z sont équivalents si leurs 7n champs surfaciques

fJ'*, &’i*, Ui; , ﬁé* et ﬁi;, que I'on peut déduire a I'aide des équations (II1.1.7, 8, 11, 12 et 13) sont

respectivement égaux deux 2 deux. Dans la suite nous appelons les déplacements généralisés du

modgle M4_7n , les 7n champs surfaciques ci-dessus. La liste ci-dessous donne la correspondance

entre les contraintes généralisées et les déformations généralisées:

. . = . T - -
N' & ¢ -—-%[GradU# GradU'j

. ~ = Jo T - -
M & F =%[Grad(1>'+ Grad@‘)

Q & diy=& +GradU} +Grad Ui
M; & dy =-—0j

c
Ny o dy, :EU3

i+l pri e~ i i et i+l (Ji+l
_fgi_& +Grad U;
(IIL.1.20) Fi it U 8] 5 (CD +GradU3J N ) ra

+e! Grad Ul ¢! Grad ot
V’ L+l o D||+l ( U' +U|+l 6U3 6U1+1+51‘J1 5U|+l)
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Remarque: on vérifie facilement que dans un mouvement rigidifiant 3D toutes les déformations

généralisées sont nulles, ce qui assure leur objectivité.

Pour retrouver les équations d'équilibre et déterminer les conditions aux limites, nous procédons

. N . e . . * =¥ - N
classiquement a une. intégration par parties convenable de T(Q ,0 ) ce qui donne apres

regroupement des termes en fonction des déplacements généralisés:

(OL1.21)
(—d;vlil'* i+l | Fi-Li ]Un
+(_d;vlf,[i*+(~2i*_%‘%x,n+x _%i—l,i*] q)x*
a * 60 * i * * * # L ®
T(g*,a*) .= H=divQ ML+ S div7 50 | s(vh i) O e
lu ol 2
i=l o
_(divéi* +(vi,i+l* _vi—l,i*))Uis*
12 % i f=iisl® _ zicli® it inLit) it
+ N3 —edlv(t’ -t )—6\/* +v'T | U3

=k ~ ok = .k ~ ¥ -~k i P * . el ¥
(3 )07 o5 )o@ S w0 i
n

; ~i* i* if=iiH* st} gt d 1r*
i=1 30| +Q" .nUj +e(’c' -1 ).QU3 - |T%Udz

La fonctionnelle écrite ci-dessus n'est pas exactement fonction seulement des 7n déplacements
hf

généralisés a cause du terme de bord — J-Id.g*dz et la stationnarité par rapport & Uest en général
hi

impossible. Dans la littérature, on trouve deux fagons de s'accommoder de cette difficulté. La plus

courante, consiste 3 faire 'hypothése que le vecteur contrainte sur le bord a une forme particuliére,

cohérente avec les hypotheses sur les champs de contraintes:

T(x,y,2) = T PiO(Z)H\'/Ii, 12Pi12(l)
- " i i
(IIL.1.22) T(x,y,2) = © e ‘
CPlz2) — Pl(2) A Py(®)
T§(x.y,2) = Qi (::(i )+Q§d le(, )+Q‘3d 261
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Dans ce cas, la fonctionnelle T(Q*E*) ne fait plus intervenir que les 7n champs de déplacements

généralisés. Elle admet des champs stationnaires pour une variation de U quelconque qui se
résume d'ailleurs & une variation des 7n champs de déplacements généralisés. Un raisonnement
classique permet de montrer alors que les facteurs des 7n champs de déplacements généralisés dans
I'expression ci-dessus sont nuls. On vérifie qu'il s'agit bien des 7n €quations d'équilibre attendues.

On vérifie de plus, sur le bord dw, 7n conditions aux limites en contraintes généralisées:

Zu

_ i
.Q—Td

Zu

"n=M},

(III.1.23)

N

i
i € (=iidl | ioli Ad
Q1 “'—(Tl i ])J-n = Q%d

Q'.n=0Qi,

el(%l,ﬁ-l _ %1-—1,1).2 — —éd

Remarquons que les trois derniéres conditions aux limites reviennent imposer au bord de la i¢me

couche:

(IL1.24) w2 Qe Qg Qg
e' e 2¢

Les conditions aux limites au bord de la i+1&me couche imposent:

i+ Airl =it

ziiel o _Q3q  Qig Q3

(II1.1.25) T = i+ i+
e € 2e

A .. . . . < md
1l faut bien siir que ces deux conditions ne soient pas contradictoires, ce qui est assuré si T3 est

continu en z sur le bord de la plaque.

N

Evoquons rapidement une alternative a I'hypothése concernant l'écriture du terme de force
extérieure T® sur do. Il est possible de décomposer le champ de déplacement Q*(x,y,z) sur la

base orthogonale de Pi)(z), Pi(z) et P} (z) lorsque z € [hl'h:’] soit:

. Uy (x,y.z) = P zUi*+ciPiZ(I)i*+AUi*x,y,z
(L1.26) U (xy,2) = «(xy.2) ‘0( ) 'oi .l( )_.Oi -a (A'* ) .
U3(x.y,2) = Ph(z)U +12Pi(2)T} +5Ps(2)0} +AUS (x.y,2)
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o U, &, Ul T} et UL sontdonnés par (IL.1.7;8;11;12;13).
Dans ce cas, AUL (x,y.z) est par construction une fonction de z orthogonale a Pi) et P"l et

AUY (x,y,z) 2 Pl), P! et P. Si on développe U"(x,y,z) sur la base orthogonale comme indiqué

by
dans (II1.1.26), le terme de bord — JId.Q*dZ peut s'écrire:
by
. It . Lk . Lk . Lk . L hr
(IL.1.27) T - MidT - QUL - QUL - Q4,05 - [T¢.AU"dz
. hy
oll
oo
Th, = [T Ph(z)dz
hy
L S
M, = [€'T5.Pi(z)dz
hi
oo
Q34 = JTg'Pb(Z)dZ
hi
b
=i d pi
(L128) Qi = h[12T3.P1(z)dz
oo
Qi = [5TS.Ph(2)dz
hy
Ceci revient 2 projeter les conditions aux limites sur la base choisie.
hf
Si maintenant nous modifions la fonctionnelle T(LI_*E*) en négligeant le terme _[Id.A[_I*dz,
ho

1
celle-ci n'est plus alors qu'une fonction des déplacements généralisés et la conclusion est identique
a celle qui précéde en termes d'équations d'équilibre et de conditions aux limites. Nous avons en

particulier 2 vérifier la condition suivante sous peine d'inexistence de solution:

(TI.1.29)

i AL O il Qi Gitl
Qg Qg Qg _ Qe Qa _ g
el el 2el eitl et ze|+l

Elle ne traduit plus alors la continuité de T$ en z le long du bord.

Nous avons en outre les deux conditions supplémentaires sur les données:
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(IL.1.30) oot o Qe Qg | Qg

e" e 2e"

=
i

(IL1.31) rco,ln:%_%_@d
1 =22 :
€ e! 2e

Notons que toutes ces conditions sont satisfaites dans Ie cas d'un bord libre qui peut donc étre

étudié avec le modele M4_7n.
I11.2 LES DEPLACEMENTS GENERALISES ASSOCIES POUR LE MODELE M4_5N

Il nous parait utile de reprendre en détail le raisonnement pour le M4_5n de maniére A montrer
clairement comment une élimination d'efforts intérieurs généralisés dans le M4_7n conduit 2 une

diminution du nombre de champs cinématiques associés.

Dans le cas du modéle M4_5n les composantes du champ G peuvent s'écrire (I1.2.3->5):

({2.1) g%" (x,y,2)=Ni ﬁ*(x,y)PO(Z)+£ aB*(x y)Pi(z) ze[hi_,h;"]
e

02&53"*()(,)’, ) Qa (X y) 0( ) ( :xH-l (X y) 1 -Li (X,y))Pi(Z)

11.2.2 ) .
( ) i e[ i 1 Li Py (z)
+ Qq (X’Y)_?(To,z (x.y)+7t (x,y)) o
(I.2.3)
vi,i+1* X,y _I_Vi—l,i* X,y ; ‘
o () | YO g i )50 ) i)

+[ dva 10 dIV( ii+l* (x,y)+71 (X,y))+(Vi'i+l*(x,y)—vi_l'i*(x,y))jpi(z)

5
+f—2d1v( ghi+l” (x,y)—3b (‘(,y))Piz(Z)-i-[ divdy” + 5 3 d]V( il (x,y)+%H (x,y))JPg(z)
ot Ki* 1\7[- Q -l ,%i'i“*, VimhT g yii+ gong des champs réguliers sur . Ce sont les efforts
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intérieurs généralisés du modele approché M4_5n.
De méme que pour le modéle M4_7n, le déplacement généralisé associé & I'approximation Gl
s'obtient en écrivant ce champ G dans la partie de la fonctionnelle H. R. (Q*E*) qui dépend de

U (II1.1.5). Une autre fagon d'envisager cette écriture est de remplacer NS* et Mi3 par leur valeur
tirées de (I1.2.1 et 2) dans 1'expression (II.1.6) de la section précédente. Soit:
(I11.2.4)

h! ) by
P * Py 12 #\pi
o Iﬁaﬂ(g ) e( Lz My [ egg(u Pl

h; h‘

hy he
.k * l . * . oK * .
Qi J‘ agjza P(;(iZ) dz+(’t&l+l __Tlu—l,l )J agzon Pi(z)dz
h;

b7

+

i Li* laU* Pi z
(Qa ( g il )) a_;——ze( )iz
hi
+Q aU3 Py(z )dz+( Liel* jaUa Pi(z

ax, e Oxg
B;

n h‘

+(Qfx* _EL(TEM* +1t )] auy st ) 4 do
dxg €
d

+V”+1 Vi 'dw(lm zi-Li* J3U3P1
12
o leQ ‘dlv( i+l ginLi )+(Vi,i+l* vi- J8U3 Pi(
5 10

+ le( |1+l ~x 11 J.aUS
12

T(U"5) =

€ Sy

h

( divQ’ + = dw( it +%H’i*)) 8U3 P}(z)dz
2 dz

hy

W (h
J.T (xy.08)-U*(x.y.h )doo - J.Id(x y.7 ) U ( x,y,h;)dm-EJ J-Id‘g*dz ds
w

o i=l 9w\ hy
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De méme, en introduisant les définitions et les notations posées précédemment (IIL1.7- ->17), en
intégrant par parties chaque fois qu'apparait une derlvee par rapport a z et en tenant compte de

x
I'élimination couche a couche des facteurs i\, ,ﬁ_ July uls (1—1 n) sauf les facteurs de

* * *

*
@} ,uls, il u1_3 qui s'annulent avec les termes de bords, T(g G ) se réécrit:

(IL.2.5)
T(g*,ﬁ*):
& :éi*+h§[i*:ii*_(%i,i+1* Fi-Li )Ul +(Qi*_§21(,~ci.i+l Ll )).(‘I‘)i*
+Q'" Grad UL +ei(%i’i+‘* - %"“J*).Gr}dﬁ;*
n ~ . i
divQ' 1 Lk A R R, . e\ % |
Z J‘ 1 _ SQ +f_0div(;tl,l+l +%1—l,1 )+(v1,1+l _vl-l,l ) Ul3 +e dlv( n+l %1—1,1 )Ug o
i=l | @ i
& _ 8 (zii+l* | zi-Li
+(Q —7(1: +1 )) GradU3
o Ci i [* - l'* P 2 L E
- —divQ' +?div(1"‘+ +77H ) (Ug —Eug )

ZJ J.Td U'dz {ds

llamh‘

Constatons que:

(1I1.2.6)
Je e oraty {0y Y= [ -2 g0
o o0
j (—ﬁ(%i’“‘* +%i—“*).GEad oy - e—idiv(%i'i“ +3il )ﬁ;*jdm = J‘—e—l(%f’”‘* + %i"l‘i*).gﬁg*
2 2 2
® e10]
J.(Q‘ Grad U} +dini*fJg*) = J-Qi* nUi
0] Jo

On trouve alors:
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(L.2.7)

T(U".5)= HN‘E' M Qi*.(d’:i* +Grad Uy ﬂdm
(0]

* g -~k ei,,‘* ei+1,,. * 1 L.k T Lk
) U1+1 . ¢ __2_(1)1 _T(le m+2jv1,1+l (U|3+l _Ul3 )du)

i=0 o

n .
(1 .. e' Lk gk ”L K T T I
+ § [(Ql _E(TMH +7¢ Li )]-EUE +ex(,tm+l _7 1 ).ﬂUi ]ds
N o

=

Ainsi les déplacements généralisés du modele M4_5n sont les 5n champs scalaires:

07,8 et Uy,
les deux autres déplacements généralisés du modéle M4_7n ont bien "disparus” du coeur de la
plaque ainsi qu'il était attendu.

La liste ci-dessous donne la correspondance entre les contraintes généralisées et les déformations

généralisées:
N o éi=%[Gr=adei+TGr:adﬁ‘J
Mo Q:Ci=%[G:ad&>i+TGr=ad(i)i]
(2.8) 9 o i =& +GradUi

N . . . ei”_ E:i+l~'
%I,H-l PN D1,1+1 — UH—l - _?(I)l _TQ)H'I

i,i+1 Litl _ (y7i+l _ i
v« Dy -(U3 —U3)

Ces déformations généralisées sont évidemment nulles dans tout mouvement rigidifiant.
Pour retrouver les équations d'équilibre et déterminer les conditions aux limites, nous procédons

classiquement A une intégration par parties convenable de T(Q*E*) ce qui donne apres

regroupement des termes en fonction des déplacements généralisés:
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ook IEVRL ¥ -k
F(~divN‘ - i ).U‘

* =% = ML o~k ei PR Ci . Lk Jo
T(U"5") . = H—divM' + Q1 — = ghi+lT _ & zi-liT | BT g
! 2 2
o

—divel — [yt i-Li®) Yegi *
H —divQ" —[v -V U3

Tk ~ ek ok ~ ~ ¥ i P . Lk ~
(N' .g).U' +(Ml ._QJ.Q)’ + Q! -e—(%“‘“ s )].gUg
{1.2.9) n 2
+ZJ. b s
=1 | +Q UL +ei(’~ri’i+l* - %i-“*).gﬁi; - jld.g*dz

h;

Nous voyons bien sir tout de suite que les variations des cing champs de déplacements généralisés
au coeur de la plaque redonnent les cinq équations d'équilibre attendus.
Intéressons nous aux termes de bord. Comme nous avons 5n champs de déplacements généralisés,

. * - I .
nous décomposons U (x,y,z) lorsque z € [hi ,hi+] de la maniere suivante:

Ul (x,y,2) = P (2)UL (X, y) + ¢'Pi (2)®1 " (x.y) + AU (x.y.2
a0 0 ) 3 ) = P (13) 4 BI04 (55)+ U7 (1.2

U3(x,y,z) = P} (z)Ui;(x,y) + AU;i (x,y,2)

avec AU*ai(x,y,z) orthogonal 2 Pi)(z) et Pi(z) et AU;i(x,y,z) orthogonal a Pi)(z).

. hi+
Le terme de bord — JId.Q*dz s'écrit alors:
hy |
ht ;
L.2.11) ~TL0" - MG - QU - [T¢. AU
hy :
ol
b
Tio = | Te-Ph(z)dz
h
oo
2.1 My, = [e'Tg.Pi(z)dz
by
by
Qiy = [TS.Ph(2)dz
h
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Si maintenant nous modifions la fonctionnelle T((_J_*,g*) en négligeant les termes de bord faisant

intervenir des composantes du champ de déplacement orthogonales aux composantes principales

¥ L% .k
Ul ,®;, etUj , nous obtenons les conditions aux limites ci-dessous:

Nin=T
(1.2.13) M'.n =M},
Q.n=0Q

Nous remarquons ici que, contrairement au modéle M4_7n, il n'y a pas de conditions a vérifier
entre les données aux limites ci-dessus.

Le modgle apparait, du point de vue des déplacements généralisés, comme un "empilement” de
plaque de Reissner-Mindlin (une plaque par couche). Nous verrons au chapitre suivant qu'au niveau
du comportement, ce n'est pas tout 2 fait si simple car on voit apparaitre un couplage entre les
efforts de différentes interfaces.

IIL.3 LES DEPLACEMENTS GENERALISES ASSOCIES POUR LE MODELE M4_3N
PLAQUE

Pour éviter d'alourdir le texte, le raisonnement complet, similaire a celui du M4_5n, concernant le
modzle M4_3nP est reporté en annexe. Nous ne donnons ici que les grandes lignes de ce
raisonnement.

A partir des composantes du champ de contraintes tridimensionnel approché du modele M4_3nP

(éq. 11.3.2->4 de I'annexe I), ot les efforts intérieurs généralisés du modele approché M4_3nP
Tk Tk L gk ol gk Lk T , . . . e

N M, gibE ghi+l imL e v gont des champs réguliers sur o, et & partir de I'écriture de
la stationnarité de la fonctionnelle H. R. (Q*E*) qui dépend de U’ par rapport a ce champ, nous

trouvons la fonctionnelle sous la forme suivante:
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n
(U5 = zﬂﬂri*:éi* - Mi*:G;adGr-adUé*}dm

i=1 g
. A O ei ~ % ei‘*'l ~ *
+2J“~c“'+l AU +?GradU§ +TGradU§'1 @
i=0 3
n
_+2J.Vi,i+l (Ui3+1 Ui )da)
i=0 5
(m31) * * * ~ =% *
n +e'(‘?"‘+l —i-li ).gﬁ; +(divl\~/1i .g)ﬂg n [0
+ZJ ds—zj Jf.g"dz ds
i=1 30 +(1C4" .g)@i +(Mi .g)GradU*3 i=l g\ h-

Ainsi les déplacements généralisés du modéle M4_3nP sont les 3n champs scalaires:
U et Ui3

La liste ci-dessous donne la correspondance entre les contraintes généralisées et les déformations

généralisées:
=, ~. = - T = -
N' o & =%[GradU'+ GradU']
a2 M & %' =-GradGradU}
=i,i+1 Ryi,i+] Fritl T el - i et - i+l
T’ <~ D" =lU -U +EGradU3 +7GradU3

i,i+l ii+1 _ i+l i
Vit o D = (Ul - uj)

Les déformations généralisées sont évidemment nulles dans tout mouvement rigidifiant.
Par intégration par parties de T(Q*,E*), en regroupant les termes en fonction des déplacements

-k 3 iy
généralisés et en faisant varier U' et Uy au coeur de la plaque, on obtient les équations d'équilibre

du modéle M4_3nP ci-dessous:

il ~i=Li

(I.3.3) divN (x,y) +[T (x,y)-7 (x,y)] =0sur ®

(1.3.4)
div(d;vl\:/li(x,y)] + div(%(%i“l'i(x,y) + %i‘”l(x,y))) + (vi'”' (x.y)- vi_l’i(x,y)) =0 sur ®
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Aprés modification des termes de bord de la fonctionnelle d'Hellinger-Reissner, en projetant
convenablement le vecteur contrainte sur l'espace choisi pour les contraintes du modele M4_3nP,

les conditions aux limites s'écrivent:

Zu

n=Ty

2

(L.3.5) a.Mi.n=M.n
d

~ x. i P . . = . - .
[divM1 + %(%"”1 + %"“)).g + %(;.M'.Q - Mg.;) =Qly

- i
~ zoel i el
nota: divM' +7(T"'+] +7 1") est l'effort tranchant

ot les donnés sont définies 2 partir des données 3D par:

h;
T = JTd.PB(Z)dz
h;
h;
Qi = J'Tg.Pg(z)dz
(IIL.3.6) h
h;
M = J‘eii‘d.Pil(z)dz

h;

Nous trouvons que les conditions aux limites au bord de chaque couche ont la forme trés classique
des conditions aux limites de plaque de Love-Kirchhoff: c'est a dire qu'il n'est pas possible
d'imposer indépendamment l'effort tranchant au bord et la composante tangentielle du vecteur
moment.

IIL4 LES DEPLACEMENTS GENERALISES ASSOCIES POUR LE MODELE M4_2N+1
PLAQUE

De méme que ci-dessus, le raisonnement complet est rédigé en annexe.

Le déplacement généralisé associé a I'approximation S écrit en annexe I (I1.4.3->5), s'obtient en
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écrivant ce champ dans la partie de la fonctionnelle H. R. Q*E* ui dépend de Q* (II1.1.5),
q P

~ kT % i 2k o * . L. Lo, ., . L
avec N',M' , 71~ et 14141 1eg efforts intérieurs généralisés du modele approché M4_(2n+1) P
qui sont des champs réguliers sur .

Apres calcul, on obtient finalement:

(ILr4.1)
! . |
(U5 J TS +T; )[u” L= ]dco+ZJ. NI (}ra(iGra<1(-—u+3 "ZL“ 3 Hdm
Y i=l ¢ /
SRTI
+ J AR VAR (e +26 Graol[u+3 +uly ]}1 Z j J.Td U'dz |ds
= i=l gw\ h;
- % o ~ o~ i %
M' .n.@' +diVMl (U3 +U3 ) : (TIH-I Ll )nU‘
= N l n * l *
+ +ei(%i,i+1*_,—Ci—l,i*)_g—;*_%(%i.m 4oL )'E[UH ;ru_s ] ds
i=l 3e ’
- * 1 * - - * %
—divM! [u+3 ;u_3 J+Ml .n Grad[qu3 MLE ]

Ainsi les déplacements généralisés du modele M4_(2n+1)P sont les 2n+1 champs scalaires: |
* *
o ul; +uls =W}

La liste ci-dessous donne la correspondance entre les contraintes généralisées et les déformations
généralisées:

N PN = %(G:adfji + TGzradfji)
M S
n ~ = ~
(1IL.4.2) ZI\Z/P o[ X —Grad Grad W,

i i+l -
+€_+.;_Gradw3j

Fitl Di.1+1:[ﬁi+!_01

Ces déformations généralisées sont évidemment nulles dans tout mouvement rigidifiant.
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Par intégration par parties de T(Q*,g*), en regroupant les termes en fonction des déplacements

~ ok .
généralisés et en faisant varier U' et W3* au coeur de la plaque, on obtient les 2n+1 équations

d'équilibre du modele M4_(2n+1)P suivantes:

~ =i il il
(I1.4.3) divN (x,y) +[1: (x,y)—7 (x,y)] =0sur®

(IL4.4) 2[%div(%j'l'j(x,y) +B(x,y)) + div(d;vl\:/[j(x,y)ﬂ+(T§(x,y) +T3(x,y))=0sur &

=1

Apreés modification de la fonctionnelle d'Hellinger-Reissner en projetant les termes de bord, on
obtient les conditions aux limites ci-dessous:

N'n=T}
n ~
M.n=M
(L4.5) t A=Yk
i=1
0, NG \
[divl\a/[i +e—(%i'i+l +7ci_1‘i)).n =t M'.n-M, EJ—de =0
i=1 i=1

ol les données sont définies a partir des données 3D par:

by
Ti(xy)= JTd(x,y,z).Pg(z)dz
B
h
Qsa(x.y)= J-Tg(x,y,z)dz
(IL4.6) .
n B
M,y (x,y)= ZJ.Td(X,y,z).eiPil(z)dz
i1 b

Nous retrouvons comme attendu une condition aux limites de type Love-Kirchhoff portant cette

fois-ci, et contrairement au modéle M4_3nP, sur I'ensemble des couches.
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IIL5 LES DEPLACEMENTS GENERALISES ASSOCIES POUR LE MODELE M4_3N
MEMBRANE

Le raisonnement complet, de méme que pour les 2 modles précédents, est donné en annexe I afin

de ne pas alourdir le texte.

A partir des composantes du champ de contraintes tridimensionnel approché du modele M4_3nM

i+l

P * N Lk
i,i+1 , i-1i sont

Tk g
(11.5.1->3) ot les efforts intérieurs généralisés du modele N' S R v etv
des champs réguliers sur ® et 2 partir de I'écriture de la stationnarité de la fonctionnelle H. R.

(Q*,—E-*) qui dépend de Q* (HI1.1.5) par rapport & ce champ, nous trouvons la fonctionnelle sous la

forme:
n n
T(Q*,g*) = ZJ-[IiJi*:éi*]d(o+Zjvi’i+l*(Ui3“* —Ui3*)d0)
i=] g i=0 @
= e x el o~ PR £ N ok
+ZJ.%““ .(fj'” -0 +%GradU'3 +92—GradU‘3+‘ ]dco
(L.5.1) 0 Y
1 n h;
+2J(ei(%i’i+l*—%i“"'*).gﬁg*)ds—z J sz.g*dz ds
i=1 3¢ i=1 3o\ by

Ainsi les déplacements généralisés du modele M4_3nM sont les 3n champs scalaires:
~ K .k
U' et U
La liste ci-dessous donne la correspondance entre les contraintes généralisées et les déformations

généralisées:
. = 1 = .. T = _.
N' & §'= 3 GradU'+ GradU'
. i - . ei - . ei+l ~ X
(IL5.2) ity DU Gl — Grad U} + TGradug+I
yii+l PN D1’1+ - (U13+I _Ug)
Les déformations généralisées sont évidemment nulles dans tout mouvement rigidifiant.

Pour retrouver les équations d'équilibre et déterminer les conditions aux limites, nous procédons

. ok L%
classiquement 2 une intégration par parties convenables de T(g*,G*). La variation de U' et Uj
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au coeur de la plaque redonne les équations d'équilibre attendues:

~ =i ~1,i+l ~i-Li
(I15.3) divN (x,y) +[’t (xy)-7 (x,y)] =0sur ®

i ' . . . . .
(1I1.5.4) e?div(%"”l(x,y) + %"“(x,y)) +(v"'+l(x,y) - v‘_l"(x,y)) =0sur

Si maintenant nous modifions la fonctionnelle T(Q*,g*) en projetant les termes de bord on obtient

les conditions aux limites ci-dessous:

Zn

‘.g:Tid
(IIL5.5) ol

=iitl | =icLi) - _ i
?(T +7T )-H—QEd

oll les données sont définies a partir des données 3D par:

hy
T = J T4 pi (2)dz
h;
(I1L.5.6) o ,
Qi = J-Tg.Pi)(z)dz

h;

Notons que nous avons ainsi n conditions reliant n-1 valeurs ghitl g,

Le probléme n'aura donc une solution que si la condition suivante sur les données est vérifiée:

e1

=0,1 ~n,n+l n ) i
(LLS.7) 2 R Z(_l)m Qi

i=1

Cette condition est satisfaite dans le cas d'un bord libre.
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II1.6 LES DEPLACEMENTS GENERALISES ASSOCIES POUR LE MODELE M4_(2N+1)
MEMBRANE

De méme, le raisonnement complet est donné en annexe L.

A partir des composantes du champ de contraintes tridimensionnel approché du modéle
M4_(2n+1)M (11.6.1->3) ol les efforts intérieurs généralisés du modele lili*, fi_l’i*et %i‘m* sont
des champs réguliers sur @, 2 partir de I'écriture de la stationnarité de la fonctionnelle H. R.

(Q*,E*) qui dépend de u* (II1.1.5) par rapport & ce champ nous trouvons la fonctionnelle sous la

forme suivante:

ILe.1
n h; n ~
' 5)=-Y | 1w o J[5E o
i=1 3o\ n; i=l o
z S R B S B LT R T
+ZJ%"‘” SO 07+ 258 Grgl Y U (T§+T§) = i Y 7N
2 2 2
i=0 ©
=z Ci - . ¥ s . - . Sk —_— ei PR3 . Sk un*+ul *
+2 _(%I,H-l +;t1—1,| )E‘Ul3 +el(7cl,l+l _%1—1.1 )‘ﬂUé ____(,~C1,1+1 + 7L )‘D +3 =3 | lds
2 2 2
i=1 3¢
Ainsi les déplacements généralisés du modele M4_(2n+1)M sont les 2n+1 champs scalaires:
~ K + *
188 , Uy > U3 = W3

La liste ci-dessous donne la correspondance entre les contraintes généralisées et les déformations
généralisées:

. ~, = - T = -
N' - &= %[GradU'+ GradU‘]
(111.6.2)

Fhitl o Pit z[ﬁm _Ui s el +2e1+1 G;adw3]

Ces déformations généralisées sont évidemment nulles dans tout mouvement rigidifiant.
Pour retrouver les équations d'équilibre et déterminer les conditions aux limites, nous procédons

- ~ . - . . = . . ~ ¥ *
classiquement 2 une intégration par parties convenable de T(Q*,c*). Une variation de U' ou W5

au coeur de la plaque redonne bien les équations d'équilibre attendues:
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CH. IIl - Déplacements généralisés associés -

- =1 1,1+ _i-Li
divN (x,y) +(‘E (x,y)-7 (x,y)) =0 sur ®

i[%le(%J—lyl(x,y) + '—fjxj+1(x’y))} + (Tg(x, y) + T;(X,y)) =0sur ®
j=1

Nous modifions la fonctionnelle d'Hellinger-Reissner en projetant les termes de bord. On obtient

les conditions aux limites ci-dessous:

1.6.5)

Nin=Ti
n

ei ~ii+] |, ~i-Li d
27(1' +74) = Qf

i=l

ot les données sont définies & partir des données 3D par:

(II1.6.6)

h
Ta(x,y)=j’rd(x,y,z)fa(zwz

Qi) = [ Tdxya)e

hy

Notons que contrairement au modéle M4_3nM nous n'avons pas de conditions sur les données au

bord.

II1.7 LES DEPLACEMENTS GENERALISES ASSOCIES POUR LE MODELE DE LOVE-

KIRCHHOFF

De méme que pour les quatre modéles précédents, pour ne pas alourdir le mémoire, nous donnons

le détail des calculs des déplacements généralisés du modele de Love-Kirchhoff en annexe 1.

. % =%
En résumé, comme précédemment, l'écriture de la stationnarité de la fonctionnelle H. R. (I_J ,0 )

qui dépend de U" (II.1.5) s'obtient & partir des composantes du champ de contraintes

tridimensionnel (I1.7.3->5), ot les efforts généralisés du modele de Love-Kirchhoff NietM' sont

des champs réguliers sur ®. On trouve:
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* *

T a e Y L
TH+T7+ ) divN' || e
i=l 2
* =% R _ .
TU"5)=-f [T;+Tg+h“ h, div(T+—T‘)J N
® N Ui} +u_3
~ N ~ % _ + T Tk 2
+divdin[M' +[hj—ﬂh—‘jN’ }
i=l 2
=k s ook ek T ~ T % ~
N' .0.U" +M' .n.®' +e'divN' U3 +divM' .nUj
n AT =T 1 - e & - za divME |
+ ||+ —= Y divNl 4= Y divNT + = | aUY |ds
(IL7.1) i=1 30 2 233 j=itl e
hf
- [T U
o

Ainsi les déplacements généralisés du modele de Love-Kirchhoff sont les 3 champs scalaires:
* * *

~=n ~1

iy il

2

*

W

En intégrant par parties, on trouve les déformations généralisées associes aux contraintes
généralisées. La liste ci-dessous en donne la correspondance:

_hy+hy

Zu

- Sym(Gr:adW*) - (Hi )Gr:ad Grad W"

(Im.7.2)

%' =-GradGrad W;

Zu

Les déformations généralisées sont évidemment nulles dans tout mouvement rigidifiant.

Par intégration par parties de la fonctionnelle T(Q*E*), en regroupant les termes en fonction des
déplacements généralisés et en faisant varier W~ et W; au coeur de la plaque, on obtient les
équations d'équilibre attendues du modéle de Love-Kirchhoff:

(17.3) divN + T+ T =0

+
n_hl

(11L.7.4)

divdivy +T§'+T§+(h )div(T+—T—)=o
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ot 'on a posé (Chapitre II):

(L7.5) N = 215?
I Nl TR
(IIL7.6) o —Z{M +[hl L ]N]

i=1

Enfin, modifiant la fonctionnelle d' Hellinger-Reissner en projetant les termes de bord, on trouve les

conditions aux limites suivantes:

N n= Qd
(LL7.5) M .n=My.n a
~ = hY—hy(sy Ao Jd(, = - !
divM +-2—L(T*-T7) |n- +—(t.M n-M .tj=0
e s
ou les donnés sont définies 2 partir des données 3D par:
h,
Qd(x,y) = JTd(x,y,Z)dz
hy
he |
Qaa(x.y)= JTg(x,y,z)dz
(I11.7.6) b}
% hi +h]
Mg(x,y)= ZJ.Td(x,y,z)(z - —“%)dz
i=l hy

On retrouve bien les conditions aux limites de Love-Kirchhoff.

Nous avons construit les efforts intérieurs généralisés, les déplacements et déformations
généralisées, les équations d'équilibre et les conditions aux limites en contrainte de nos divers
modeles approchés. Il nous reste maintenant & établir le comportement reliant les contraintes
généralisées et les déformations généralisées. Nous écrivons pour cela la stationnarité de la
fonctionnelle d'Hellinger-Reissner par rapport a une variation des efforts intérieurs généralisés
aprés avoir éventuellement simplifié I'écriture de l'énergie en contrainte. Cette démarche est

présentée au chapitre IV suivant.
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CHAPITRE IV

ECRITURE DU COMPORTEMENT ELASTIQUE LINEAIRE
COHERENT AVEC LES APPROXIMATIONS

IV.1 Comportement élastique linéaire du modele M4_7n

IV.2 Comportement élastique linéaire du modéle M4_5n

IV.3 Comportement élastique linéaire du modgle M4_3n plaque

IV.4 Comportement élastique linéaire du modéle M4_2n+1 plaque
IV.5 Comportement élastique linéaire du modéle M4_3n membrane
IV.6 Comportement élastique linéaire du modéle M4_2n+1 membrane

IV.7 Comportement élastique linéaire du modele de Love-Kirchhoff
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Iv.0.1)

ofyd

Sups 5 (SV)=Sthn (gb)aﬁ=4sgzﬁs et (3'3)

CH. 1V - Comportement -

Les efforts généralisés sont choisis, les contraintes tridimensionnelles
approchées sont construites, les déformations généralisées en sont

déduites, il reste 2 écrire le comportement global de notre objet plan.

Le comportement généralisé reliant les efforts intérieurs généralisés aux
déformations généralisées s'obtient en écrivant la stationnarité de la
fonctionnelle d'Hellinger-Reissner par rapport & une variation des efforts
intérieurs généralisés. La fonctionnelle d'Hellinger-Reissner comprend un
terme linéaire en fonction des efforts intérieurs généralisés dont les
cofacteurs sont les déformations généralisées et un terme quadratique en
fonction des efforts intérieurs généralisés qui est l'opposé de I'énergie
élastique écrite en contrainte pour les champs S approchés écrits a l'aide
des efforts intérieurs généralisés. La stationnarité par rapport a une
variation des efforts intérieurs généralisés implique donc que chaque
déformation généralisée soit égale a la dérivée par rapport a 'effort
intérieur généralisé correspondant de I'énergie de 1'énergie élastique écrite
en contrainte sur les champs S approchés. Nous nous intéressons donc

ci-dessous 2 I'écriture de cette énergie.
Notons S (z) le tenseur d'ordre 4 des souplesses du matériau. S'(z) est

constant dans chaque couche et est égal 2 S de composante
Si mno,pe{1,23}".

mnop

Pour simplifier, nous supposons que chaque couche est orthotrope et que
l'axe e, est un axe d'orthotropie. Ainsi les composantes de la matrice de

souplesse contenant un nombre impair d'indice 3 sont nulles.

Nous notons respectivement S' le tenseur d'ordre quatre plan des
souplesses sur les efforts tridimensionnels membranaires, S}, le scalaire

de souplesse sur les efforts tridimensionnels d'arrachement, §’Q le tenseur
d'ordre 2 plan de souplesse sur les efforts tridimensionnels de
cisaillement et §'3 le tenseur d'ordre 2 plan de souplesse du couplage

entre les efforts tridimensionnels membranaires et d'arrachement. Ces

tenseurs ont pour composantes [Ehrlacher, 1995]:

of
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(Iv.0.2)

(Iv.0.3)

(Iv.04)

(Iv.0.5)

1v.0.6)
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L'énergie en contrainte du champ de contrainte tridimensionnel approché

s'exprime sur chacune des couches en fonction de quatre termes ainsi:

* n i* i* i* i*
5 = E‘[wg +wy +wi +wh (dS

i=l g

®

ol wg est l'énergie élastique des contraintes membranaires Gup de la

couche i:
Ry
a1 [ za* 5 za*
w., =—]06":Sh6" dz
2
h?

1 2 .. . . N .
wi  est l'énergie élastique des contraintes O33 normales a la couche i:

¥ h
al 1 a *ai a
Wy ——1033 SVG33 dz
2.
i
i*
w3 est l'énergie élastique de couplage entre les contraintes

membranaires G,g et les contraintes normales 633 de la couche i:

*

wal est I'énergie élastique du cisaillement perpendiculaire au plan de la

couche i:
hy
ai* IJ a * (:i ) a*
Wg == |04 S .Og; dz
Q 2h~ o4 Q op B3

Pour construire les matrices de souplesse de chacun des modgles
multiparticulaires, il suffit de dériver cette énergie par rapport a chacun
des efforts généralisés concernés, nous obtenons ainsi les équations de
comportement en souplesse généralisée.

Nous rappelons le formulaire suivant:
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by
JP})(Z)P})(Z)CIZ =¢!
by
by ol
Pi(z)Pi(z)dz = —
il(z> e
h; [PL(2)Ph(z)dz = 0si o0 % B
i . el oy
av.0.7) [PaPh(z)dz =
hy
P3(z)P3(z)dz = —
i 700

IV.1 COMPORTEMENT ELASTIQUE LINEAIRE DU MODELE M4_7N

—a7n
Les contraintes tridimensionnelles approchées ¢ (x,y,z) du modele M4_7n sont écrites en

i < .
~i-1i

fonction des efforts macroscopiques N (x,y) , M (x,y), Q'(x,y), Ni(x.y), M3(x.y), %
i (x,y), viThi(xy) et Vi (xy) (L1.11->13).

(x.¥)s

¥ ok Ei z Lk it 3 g =k
av.1.1 o =R SR e 12 S
c 3
€i €
N e 1 . A Y
3i +—3-Ml3 +5 1(Ni3 %(VI,H-I +V1«l,1 )J
¥ . e e
(IV.12) 2wt =5
2
1 . Xk . *
7600(6(; Ml3 5(V1,|+l _Vl—ll )]
€
¥ =% Gi % ~ . =, L%
(IV.1.3) 2wi™ =N :[S%]Ng +M :[%sg)Mg
(<] el
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Tni” _
av.1.4) 2an =

Sachant que W'" = WAL est I'énergie élastique en contrainte (IV.0.2) du modele M4_7n, nous

avons ainsi les (5n+2(n-1)) lois de comportement dont cinq sont sur la couche i et deux sont sur

I'interface i,i+1 comme suit:

loi de comportement des efforts normaux de membrane de la couche i:

i o & i i
(Iv.1.5) e(x,y)=a“f, =S1 N (x,y)+ S3i Ni(x,y);
N e 2e

loi de comportement des moments de flexion et de torsion dans le plan de la couche i:

(AV.1.6) (xy)— =125, h:/l'(x,y)+£ IMi(x,y):
M el 2e’

loi de comportement des efforts de cisaillement hors plan de la couche i:

) n ~ . B
av.1..n aéb(x,y):a_;véi_z(gsb}Q (1jsl ( - 1:+;f1,1+1);

loi de comportement du moment d'ordre zéro de la contrainte normale au plan de la couche i:

i W™ (6 i 1, -Li 1s
V.18 dy, (x,y) = —— =S5t [— Nj — —(vi* 4 yithi ) 23N
( ) Ng( y) aNg v Sel 3 ]0( ) 2 C

loi de comportement du moment d'ordre un de la contrainte normale au plan de la couche i:

i oW (120 . 3 i1y, 6 Zi Z
1 — _qi i i+l _ ,i~Li ioari,
(IV.1.9) M, (x.y) = v "SV(7ei3M3 = (vii+ -y )j+—613 Si:M';

loi de comportement des efforts de cisaillement a I'interface i,i+1:
B+ (x )_8_W7f'_ 1z § 9 Sl+1 it 4 = e e gi zi-li
24 _a;ti,i-f-l 10 Q 30 Q
(IV.1.10) ;

2 51 ‘“S‘“ siget [ it zi+lis2
+E € +e + —36— Q T
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loi de comportement des efforts d'arrachement a l'interface i,i+1:

i, ow™ [ 1. ey -
DI3"+1(X,y) = —_—avi’i“ = SL[—E[NE - E(V“"}'l +Vv! l")D

. 1 eitl, . .
+ va+1(__[N§+l _ ___(V|+l,x+2 + V1,1+l)
10 2

(Iv.i.1 s 60
i i i id+l _ il
—WSV(—e—i—M3—5e (V \Y ))
S il 60 ikl o ikl i+liv2 _ it
+ﬁ)-S‘V (‘emMg —5¢! (Vl+ ey )

Avec, pour mémoire, les définitions des déformations généralisées établies dans le chapitre

précédent:
-~ = . T - -
g =—;—(GradU'+ GradU‘]
~. = - T = P
¥ Z%(Gradd)'+ Grad‘lil]
di, = &' + Grad U} + Grad U}
. 60 A
dy, =-—U3
€
dh, =30}
(1Vv.1.12) Fri+l i e i i et i+1 i+l
1 giin |00 ——2—(<I> +gradU3)--2—(<p + grad0%™)

+e'gradU} — e *lgradUiH

DE* =(-U} + Uy - 6T} - 605" + 505 - 505)

IV.2 COMPORTEMENT ELASTIQUE LINEAIRE DU MODELE M4_5N

=asn
Les contraintes tridimensionnelles approchées ¢ (x,y,z) du modele M4_5n sont écrites en

~i . o "
fonction des efforts macroscopiques N (x,y) , M (xy), Q'(xy), ¥ Mixy), (%),
viTHi(x,y) et vii*I(x,y) (I1.2.3->5). La distinction entre ce champ de contrainte tridimensionnel

approché et celui du modele 7n ne se fait que sur la composante 033, 'écriture des énergies ne
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T3 K
differe donc que sur celles de w3 et w3 . Soit:

ava. wi' =y

c

Lk
i . = . .
Dans le calcul de wy" intervient un terme en —divQ' que nous remplagons par vi*! —yi~bi

d'apres I'équation d'équilibre (11.1.15):

(Iv.2.2)
Lt ieLit i 2
S| YV +e_div(1i,i+1* _ Ti—l,i*)
2 12

. . 2 . . 2
Lk 1 1 1 1
i . e (e .. T gk 6/ ::q* L e'fe' . I P
2wyt =i +—[—dw(r"‘+‘ +7ib )+—(v"‘+1 —yithi )J ts [—dw(r"‘“ — il )J

121 10 5 12
i 2
& (Vi,i+1*_Vl—l,l*)+e_ldiv(,ci,i+l*+Ti—l,i*)
700 2
. Li+l* -l i
oi* 2 2
Iva.s) 2wy =
v l* 6 P Bi PR ] Lok
+—& _(v1,1+1 __Vx-—l,l )+_div(;fx,1+l +751—1,1 )
el 10
v24) wi = wi

Cette expression de l'énergie Wg?) permet assez facilement le calcul des variations par rapport aux

efforts généralisés N',M', Q" etvi*!. Le calcul des variations par rapport & ¥*! est un peu plus
compliqué puisque 7+ intervient dans I'expression aussi avec sa divergence.

De plus, le comportement généralisé déduit des expressions ci-dessus donne des calculs de structure
un peu lourd et le modele perd le caractére opératoire que nous recherchons a l'aide de nos
approximations. Nous simplifions donc l'expression des énergies élastiques approchées en
négligeant certaines contributions.

Simplification N°I:

Nous négligeons tout d'abord les énergies couplant les efforts membranaires et les contraintes

Lk
4 H T FORT 1 . .
perpendiculaires aux couches, c'est 2 dire que nous négligeons w%" Vi. Cela revient en quelque

sorte & négliger les effets Poisson dus au "pincement" des couches. Cette hypothése est habituelle
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dans la plupart des théories de plaque.

Simplification N°2:

Dans I'écriture wf,“

. .2 . ol il
apparaissent les termes en e' dlv(‘t:"1+1 +7 l") et des termes en
e' le( hitl £3i “) . La présence de ces termes complique beaucoup les calculs alors qu'étant

g i2 i3 TS . .
multipliés par ' oue', leur contribution a I'énergie est probablement faible.

Nous décidons donc de les négliger. Si l'on se reporte a I'énergie du M4_7n et aux équations (I1.2.1

o2
et 2), on voit que cette simplification revient a approximer M par 0 (v"”l—v‘—l") et

i
. el i o
Nj par E(V"‘+1 +v! l”).

Aprés ces simplifications le comportement s'écrit:

loi de comportement des efforts normaux de membrane de la couche i:

|mnn

i

(IV.2.5) e (x,y)= 1’:1.( y)i

loi de comportement des moments de flexion et de torsion dans le plan de la couche i:

i

av.2.6) 2 (0y) =28 Mi(xy);
e

loi de comportement des efforts de cisaillement hors plan de la couche i:

v dy(xy)= ( 6 j o} ( ) i (74 71,

loi de comportement des efforts de cisaillement a I'interface i,i+1: v ‘ .
ﬁi’i+](x,y) - Q Q Sn+1 Q1+1 +(— JSIQ Fi- ~Li ‘ )
(Iv.2.8)

2 ( iz et V2 siLin2
+E(elsb+ex+lsl+1) 11+l Sx+ i+1i+

loi de comportement des efforts d'arrachement a I'interface i,i+1:

av29) Di(x,y) = 9 eslvvl l,i+;_z(eisiv+ei+lsiv+l)vi,i+l +79_Oei+lsiv+lvi+l,i+2

Avec l'écriture des déformations généralisées établie dans le chapitre précédent et rappelée ci-

dessous:
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~. 1 ~ 1T o _i
~'=-2— GradU + GradU]
-~ 1 = .. T = _
X =5 Grad @'+ GradCI)’J

diy =®' +Grad Ul

. . . . ei~~ ei+1~.
%1‘1+1 PEN D1,1+l — U1+l —-t -E(Dl ____q)1+l

2

i+l L+l _ i+l i
Vit o Dy = (U -Uj)

IV.3 COMPORTEMENT ELASTIQUE LINEAIRE DU MODELE M4_3N PLAQUE (

Il s'agit d'exprimer les différents termes de 1'énergie écrite en contrainte en fonction des relations

liant les contraintes tridimensionnelles approchées o

—a3nP
(x,y,z) aux efforts macroscopiques

N (x,y), M (xy), 5" (x,y), 5% (xy), vi™H(xy) et v¥*!(x,y) du modele M4_3nP (IL3.1-

>3).

La distinction entre ce champ de contrainte tridimensionnel approché et celui du modle 5n ne se
fait que sur les composantes G5 et 633, I'écriture de I'énergie membranaire ne différe donc pas.

Les termes d'énergie (IV.0.3->6) apres calcul deviennent:

(Iv.3.1)

(Iv.3.2)

c

i* . i ~ =k A )2
2wt =g +Ie—2(—%divdivM' +(v"‘+l ~viTh ))
ei ei P . ok 2 ei ~ Tk 2
+— —div(’c”l+1 —zi-hi ) +—(divdile )
S{12 700

x *
3nP! _ _ 5nl
=W,

+Vv

L . 2
i-1,i i
* e . i * ~i It
+Edw(11,1+1 — 7 Li )]

Fei Vi,i+1*
2
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.y Vi,i+1*+vi—l.i* ol . L
N:SE > +—div(%“+‘ g )
Lk
3nP!
(IV33) 2w =
M‘ 6/ :i* o ei B R L
+ Sg(g(vmﬂ —i Li )-{-—le(TmH +7 1,1)
€
[ ~ =k ~ Ik ]
1ot | =ioni®) , divM' |5 1iint® . =ioni®) , divM!
_(,CI,IH +7i Li )+ .S’Qe‘. _(T1,1+1 4+ Li )+ i
2 e' 2 e

avs3a4)

Cette expression de 'énergie Wg“DP donnerait, elle aussi, par dérivation, un comportement un peu
compliqué. Nous allons donc proposer quelques simplifications.
Simplification N°I:

o
Nous négligeons wg"Pl Vi. Cela revient a négliger les conséquences de l'effet Poisson dd au
"pincement des couches” comme nous I'avons proposé dans le modele M4_5n.

Simplification N°2:

Dans w%,"Pi* apparaissent des termes en div(%i‘”1 + Ei_l'i) que nous négligeons (Cf. M4_5n). Ceci
nous conduit & approcher divdgvh:/[i* par —(Vi’m* —vi'l’i*) en utilisant I'équation d'équilibre
(11.3.6).

Simplification N°3:

Dans w%"Pi*apparaissent des termes en dgvl\:/[i que nous négligeons. Ceci revient a dire que

I'énergie associée aux contraintes de cisaillement perpendiculaires au plan de la couche peut

valablement &tre approchée a I'aide des seules contraintes de cisaillement d'interface. On peut dire
aussi que l'on se contente d'une approximation affine des contraintes Gyg dans chaque couche

lorsqu'il s'agit de déterminer cette partie de I'énergie €lastique.

Ainsi on aboutit au comportement suivant:

loi de comportement des efforts normaux de membrane de la couche i:

(IV.3.5) £ (x,y)=

w

i =i
=N (x,y);

l

€
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loi de comportement des moments de flexion et de torsion dans le plan de la couche i:

(IvV.3.6) T (xy)= —%gi:f/li(x,y);
e
loi de comportement des efforts de cisaillement 2 l'interface i,i+1:
V37 ) ]')i,i+l( _ Ei_gi ~iei, | igi i+1GiHl ) zhitl fﬁi_”_ém Fitli+2,
av.ismn X,y)— 6Q.T +§e Q+e Q T 6 Q I ;

loi de comportement des efforts d'arrachement  l'interface i,i+1:

Li+l =9 digiyicLi 13 ici o itlqitl\ it D itli+lyitlis2
(IV.3.8) D (x,y) = oS +-3—§(e S} +el ISy vt 4 €ISy
Nota: Si au lieu de la simplification N°2: divdivM’ = —(vi’i”* —yiTH ), on avait choisi de

~ D% ..
négliger les termes en divdivM' on aurait trouvé la déformation généralisée D‘3'1+l du modéle
M4_3nM (IV.5.7).

Rappelons que les déformations généralisées du modéle M4_3nP s'écrivent:
= 1 .= .. T = _
g = > GradU'+ GradU’

%' =-GradGrad U},
av.3.9)

Si,i+l rritl i e i el i+l
D" =10 -U +7GradU3+~2—GradU3

phitl = (Ui3+l _ U‘3)
v
IV.4 COMPORTEMENT ELASTIQUE LINEAIRE DU MODELE M4_(2N+1) PLAQUE

Il s'agit d'exprimer les différents termes de I'énergie écrite en contrainte en fonction des relations
liant les contraintes tridimensionnelles approchées ;a(an)P(x,y,z) aux efforts macroscopiques
N (xy), f/[i(x,y), b (x,y)et Th*(x,y) dumodele M4_(2n+1)P (IL4.3->5).

(2n+1)Pi” etwgz"“)"i*

It
(2n+1)P!
v 3

. Le terme w
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correspond 2 l'effet poisson di au pincement des couches qui a déja été négligé dans la plupart des

Lk
-~ N < . +1)P! Ll . (1
précédents modeles. L'énergie wg“ DPY st associée aux contraintes 033. Nous la négligeons car

la cinématique du multicouche dans la direction normale est prise trés schématiquement en compte
dans le modele M4_(2n+1)P a I'aide d'un seul champ W;(x,y) pour I'ensemble des couches. Nous

ne sommes donc pas trés loin d'une hypothése de rigidité infinie du matériau dans la direction 3.

I reste deux termes pour composer cette énergie élastique.

¥ Sk
(AV.4.1) CARLEL
(V.42) W(2n+I)Pi)k _ W3nPi*
o Q —YQ
Nous négligeons dans w(sz’])PI les termes en divl\?[i , le comportement s'écrit alors:
ghig! Q p

loi de comportement des efforts normaux de membrane de la couche i:

vt

=i

(IV.4.3) e(xy)== N (x,y);

o

loi de comportement des moments membranaire de Ia couche i:

T i
Iv.4.4) %(xy)= 1Tzz,Sl:M (x,y) Vie[in];
e

loi de comportement des efforts de cisaillement a I'interface i,i+1:

L. i\, . . . L. .. i+~ ot
(IV.4.5) D" (x,y) = [%)sb.%““ +%(e'$b +e 1Sy ).'"c"‘” +[°—6—Jsg‘.r‘+‘*‘+2
Avec la définition des déformations généralisées du modele M4_(2n+1)P rappelée ci-dessous:
~. 1 = _. T = _
g = 5 GradU'+ GradU'

(IV.4.6) % = —Grad Grad W5
i i+1

phi*l = (0““ g +2'3 GradW3J
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IV.5s COMPORTEMENT ELASTIQUE LINEAIRE DU MODELE M4_3N MEMBRANE

Il s'agit d'exprimer les différents termes de I'énergie écrite en contrainte en fonction des relations
—a3nM
liant les contraintes tridimensionnelles approchées & (x,y,z) aux efforts macroscopiques

=i

N (xy), T H(xy), T (xy), V7 (xy) et v (x,y) dumodele M4_3nM (I.2.1->3).
Nous rappelons que, l'effort tranchant Q:,(x,y) relié aux cisaillement par (II.5.4) n'est pas

représenté dans la construction du champ de contrainte tridimensionnel approché du modele
M4_3nM.

Les termes d'énergie aprés calcul s'écrivent:

av.s.a 2wIM = R (x,y)

€
LK . 2
(IV.5.2) 2wiMt _ g
R 2 i . e
+e_(vi,i+l _ 1—11) +€_div(%i,i+1 _zi-li )
12 720
O B I N
aV.5.3) awiM _ R - +——div(’c”'“ _gil )
%i‘i+l*+,~ci~l,i* - %i,i+l*+%i-—!,i*
e'Sh.
ok ¥ Q
3nM' _ 2 2
(AV.5.4) 2wiM' = |
+(%i,i+l*_%i—1.i*).e_l§i _ ,~ti,i+1*_%i—l,i*)
1279

Nous faisons les mémes simplifications que pour que le modéle M4_5n.
Cest a dire que:

Sk
- .. i . . N . '
1°) Nous négligeons ici encore w%"M Vi. Cela revient a négliger les conséquences de l'effet

Poisson dii au "pincement des couches".

Lk
3nM!

2°) Nous négligeons les termes en div(’l:i’i+l + %i'“) dans wy,

Ainsi, on aboutit au comportement suivant:
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loi de comportement des efforts normaux de membrane de la couche i:

=i

(IV5.5) e (xy)=

wun

i =i
=N (xy);

el

loi de comportement des efforts de cisaillement & I'interface i,i+1:

s = Lz Lz . iy
(IV.5.6) D *(x,y)= (%}S‘Q.%’“"' +%(e‘s'Q +e*ISG! ).%““ +(36—]sg‘.r‘“-‘+2;

loi de comportement des efforts d'arrachement a l'interface i,i+1:

(IV.5.7) D‘j”(x,y)z%s;v"“ +%(exslv+ex+lslv+l)vl,l+l +E6_e|+lslv+lvl+l,1+2

Notons que le comportement est légerement différent de celui du modele M4_3nP. Ceci vient du

Z %
fait que 'on a ici négligé l'influence du terme en divdiv M! contrairement au modéle M4_3nP.

Rappelons que les déformations généralisées du modele M4_3nM ont été établies au chapitre
précédent sous la forme:

-~ = - T = J
g =%(GradU'+ GradU‘]

. . . i . . i+l . X
Iv.5.3) Dhitl = (U’” -0 +92—GradU‘3 +eTGradU‘3+lj

pii+! = (Ui3+1 _ Ulz)

IV.6 COMPORTEMENT ELASTIQUE LINEAIRE DU MODELE M4_(2N+1)
MEMBRANE

11 s'agit d'exprimer les différents termes de I'énergie écrite en contrainte en fonction des relations
—a(2n+1)M )
liant les contraintes tridimensionnelles approchées o (x,y,z) aux efforts macroscopiques
=1 A . ..
N (x,y), ‘cl{l"(x,y) et T"'H(x,y) du modele M4 _(2n+1)M (I1.6.1->3). Nous négligeons icl

o

T3 Lk
1 1
encore les termes w(™*M' ¢t w(f“‘q)M .

v
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Les termes d'énergie s'écrivent:

1v.6.1) w(c2n+1)M‘ =wgnMi
i* %
(Iv.6.2) W(QZHH)M‘ :Waan

Le comportement s'écrit alors:

loi de comportement des efforts normaux de membrane de la couche i:

=1 i

(1v.6.3) e (xy)== ‘N (x.y)%

o |mx‘nl

loi de comportement des efforts de cisaillement 2 I'interface i,i+1:

. i~ . Lo .. i+l \x. it
(IV.6.4) Dl’lH(X,y) =(%}Sb.%]_l’l +%(elsb +e1+lsl(3-l).%1,x+1 +(%)S81'THLH2
Les déformations généralisées du modele M4_(2N+1)M issues du chapitre précédent sont:

~. = - T - o~
g =%(GradU‘+ GradU‘]
(Iv.6.5)

el +'$1+l

phi+! = (f)”l -0+ GradW3j

IV.7 COMPORTEMENT ELASTIQUE LINEAIRE DU MODELE DE LOVE-KIRCHHOFF

11 s'agit d'exprimer les différents termes de 1'énergie écrite en contrainte en fonction des relations
~aLK
liant les contraintes tridimensionnelles approchées ¢ (x,y,z) aux efforts macroscopiques du

modele de Love-Kirchhoff (I1.7.1->3).

. . x
Nous négligeons les termes wf,‘Kl* w%Kl*et WIQKl :
- pour I'énergie élastique de couplage entre les contraintes membranaires Oyp et les contraintes
normales G3; de la couche i, cela revient a négliger les conséquences de l'effet Poisson dii au
"pincement des couches" comme nous l'avons proposé dans le modéle M4_5n.
- dans I'énergie €lastique du cisaillement perpendiculaire au plan de la couche i apparaissent des

termes en divM' que nous négligeons.
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Le terme d'énergie restant est:
i* i*
avin wik = wln

C

Le comportement s'écrit alors:

Iu_)_z.n:

= w7 _hnthi )= 6 i
Sym| Grad W |—{ h; - GradGrad W5 = —:N
(Iv.72) i=Ln 2 ) e
GrzadGr—adW3 = %?:Mi
e.

Pour retrouver l'écriture habituelle du comportement de Love-Kirchhoff, nous introduisons a

nouveau les efforts membranaires globaux:

n i
Iv.13) N = ZN
i=l1

et les efforts de flexion globaux:

av.7.4) M = 2(1@1‘ + (H* - P—%}EJN‘]

i=l

Des équations (IV.7.2), on en déduit:

n =\t |
= ze{ S'] :Grad Grad W5

Zu
[7,3218)

-1 a . ~
i} :Sym[G;adW)— Zei(ﬁi—hig—m—J[ '
i=I
|
S~ nteny )G =
= Ze'(hi—%](s‘] :Sym(GradW)

i=1

Bu

(Iv.17.5)

~ N\~
§‘J Grad Grad W

n -\2
_ 2 oil _hathy AR
! 2 12

Si I'on note comme cela se fait classiquement:
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(Iv.7.6)

oo R2R1
1l
M=
0.._.
TN
il
|
j=2
=+
N+
o
4
N
21080
I

T
Il
=1
/N
N
(=2
|
=
= +
N |+
o
N
[3*]
+
|
S
N
AN
[ 721388
—

sachant que les déformations généralisées s'expriment sous la forme:

= SymGrad W

oM

av.io

% =-GradGrad W,

on retrouve bien le comportement classique d'une théorie de Love-Kirchhoff pour une plaque
multicouche:

2
1
>
o
+
[velTRN]
xu

(Iv.7.8)

2 u
1]
oun
™
+
Quu
=

Nous remarquons que:

z hy 2\l
A n'est autre que J‘[@J dz

hy
h

+ -
n'est autre que J(z - B—“—Zﬂj[

hy

+

! 2
‘ H h:+hrj ( <
n'est autre que || z— Er—

hy

o= RRN]

Qun

Lvann
|

o

N
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Conclusion PARTIE I

CONCLUSION PARTIE 1

Nous avons ainsi construit 6 modeles approchés pour I'analyse des efforts
d'interface dans les multicouches récapitulés dans [Chabot & Ehrlacher,
1997]. Nous avons montré comment la méme méthode permet de retrouver
la théorie monoparticulaire classique des plaques de Love-Kirchhoff. Le
plus complexe des modéles multiparticulaires, le M4 _7n, a 7n équations
d'équilibre et 7n champs de déplacements généralisés est identique au
modale "local" de Pagano [Pagano, 1978]. Le plus simple, M4_(2n+1)M, est
une généralisation du trés classique Shear-Lag-Analysis [Garett & Bailey,
1977] permettant notamment de considérer des problémes de flexion via la
déformation généralisée DM =7 -0 +§#1—Gr~adw3. Pour ce

dernier modgle, il est important de noter que les simplifications introduites
au niveau des énergies élastiques ont permis un découplage au niveau des
comportements membranaires (IV.6.3). Par contre, les comportements
d'interface restent couplés entre trois interfaces voisines dans (IV.6.4). En
effet, la déformation D'*! ne peut s'écrire linéairement en fonction de la

~1,i+1 mi-Li L, =i+Li+2

seule contrainte T mais aussi en fonctionde T~ " et T . Signalons

que l'on peut assez facilement montrer que les expressions couramment
utilisées dans la littérature pour la détermination d'une "raideur d'interface”
découplée en fonction des caractéristiques mécaniques et géométriques des
couches aboutissent 2 des contradictions [Carreira & Caron, 1996].

Ces six modeles étant construit, il nous reste 4 nous poser la question
essentielle de leur pertinence et de leur prédictibilité en fonction de la
question posée, & savoir le choix du modele le plus simple possible
compatible avec le niveau de pertinence et de précision demandé.

Bien évidemment la réponse i cette question n'est pas unique et dépend du
probléme posé. Cependant, nous pouvons déja remarquer que les modeles
M4_7n et M4_3nM ne peuvent étre utilisés avec n'importe quelle condition
aux limites.

Pour se faire une opinion, il est dans un premier temps utile (voir
nécessaire) de commencer par traiter complétement quelques applications
simples. C'est ce que nous ferons dans la deuxiéme partie de ce mémoire. Il
nous a semblé utile de donner un résumé étendu de cette partie I en annexe

VIII, reprenant, pour chaque modele, I'ensemble des équations établies.
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PARTIE 11

RESOLUTIONS ANALYTIQUES DES PROBLEMES DE
TRACTION A L'AIDE
DES MODELES MULTIPARTICULAIRES DES
MATERIAUX MULTICOUCHES

CHAPITRE V Multicouche [0°, 90°]  en traction

CHAPITRE VI Multicouches [0),...,0,, ] en traction
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Les équations de six modeles multiparticulaires des matériaux
multicouches viennent d'étre établies dans la premiére partie de ce
mémoire de thése.

Dans cette seconde partie, nous nous proposons de présenter quelques
solutions analytiques de problémes classiques de multicouche en traction.
Vu le chargement appliqué, nous n'avons pas considéré utile d'appliquer
les modeles de plaque M4_3nP et M4_(2n+1)P.

Nous étudions le quadricouche (0°, 90°)s dans le chapitre V. Dans la
premiére section du chapitre, nous résolvons les équations des modeles
multiparticulaires M4_7n de Pagano, M4_5n, M4_3nM et M4_(2n+1)M.
Le détail des calculs est reporté en annexe VI. La comparaison de ces
différentes solutions entre elles et avec d'autres solutions proposées dans
la littérature doit permettre de juger de la pertinence des différents
modeles. Pour cela dans la deuxiéme section, nous analysons, tout
d'abord, les termes d'énergie des différents modéles, puis, nous
comparons les efforts intérieurs généralisés et en particulier ceux
d'interface.

Dans le chapitre VI, nous nous proposons de présenter des solutions pour
la plaque multicouche d'empilement [91,...,9,“]S en traction. Le détail
des calculs est reporté en annexe VI Dans une premiére section, nous
résolvons les équations du probleme pour le modéle M4_5n dans le cas
particulier du quadricouche [91,92]5 de matériaux ayant leurs modules de
cisaillement transverse Gy et Gry égaux. Dans une deuxiéme section,
nous présentons la solution du méme probléme par le modele plus
simple, le M4_(2n+1) membrane, mais cette fois dans le cas plus général
d'un matériau quelconque pour un quadricouche et un huit couches. Dans
la troisiéme section du chapitre, nous comparons nos résultats avec ceux
de la littérature sur des empilements de type [6,-6] et [6,6 —90]. Dans
la derniére section, nous montrons comment en utilisant l'approximation

de Raju et Crews [Raju & Crews, 1981], il est possible d'étudier une
plaque [6,,6, ], trouée, en traction.
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CHAPITRE V

MULTICOUCHE (0°90°)s EN TRACTION

V.1 Calculs analytiques du quadricouche (0°,90°) en traction
V.1.1 Points communs aux différentes modélisations M4
V.1.2 Utilisation du modéle multiparticulaire M4_7n de Pagano
V.1.3 Utilisation du modéle multiparticulaire M4_5n
V.1.4 Utilisation du modéle multiparticulaire M4_3n membrane
V.1.5 Utilisation du modgle multiparticulaire M4_(2n+1) membrane
V.2 Analyse des résultats
V.2.1 Comparaison des énergies
V.2.2 Comparaison des efforts
V.2.3 Calculs du taux de relaxation d'énergie dans le cas du modéle
M4_(2n+1)M

V.3 Conclusion
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L'objet de ce chapitre est de calculer et d'analyser les champs solutions
pour différents modeles multiparticulaires dans le cas simple et classique
du quadricouche (0°,90°); en traction.

Dans une premiére section, aprés avoir présenté tout d'abord une méthode
simple de résolution analytique commune aux quatre modeles
multiparticulaires retenus pour traiter ce probléme (le M4_7n, le M4_5n,
le M4_3nM et le M4_(2n+1)M), nous posons le systéme analytique
condensé sous forme adimensionnel et les conditions aux limites de
chacun des différents modéles dans les quatre paragraphes suivants. Ce
sont ces systémes qui sont résolus par le logiciel de calcul formel
MATHEMATICA. Cela consiste simplement  résoudre un probléme
aux valeurs propres puis un systéme d'équations linéaires. Pour ne pas
alourdir le corps du texte le détail des calculs est donné en Annexe VL
Dans la seconde section de ce chapitre, nous analysons les courbes des
principaux champs de maniére & comparer les prévisions des différents
modeles sur la géométrie et le matériau donnés par l'article de Pagano
{[Pagano, 1978]. Tout d'abord, dans un premier paragraphe, nous
présentons les courbes énergétiques essentielles & la compréhension des
différentes simplifications énergétiques introduites dans I'écriture des
modgles. Nous montrons, par regroupement de certains termes d'énergie,
comment l'absence d'un effort généralisé d'un "sous modele" par rapport
3 un modgle plus complexe est compensée énergétiquement en partie par
les autres efforts de ce modele. Dans le second paragraphe, nous donnons
les courbes des efforts d'arrachement et de cisaillement d'interface de
chacun des modgles. Ces derniéres courbes nous permettent de mieux
expliquer le passage d'un modele 2 l'autre. Enfin, dans un troisiéme
paragraphe, nous montrons comment un raisonnement basé sur le taux de
relaxation d'énergie dans une plaque délaminée permet de calculer
directement le cisaillement maximum au bord d'un empilement (0°,90%)¢
a l'interface 0°/90° dans le cadre du modéle M4_(2n+1)M. Le résultat se
prolonge au cas de la plaque non délaminée. Cette étude permet I'ébauche
d'une réflexion appuyée sur I'analyse précédente concernant l'écriture de

critéres de délaminage pour les différents modéles multiparticulaires M4.
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V.1 CALCULS ANALYTIQUES DU QUADRICOUCHE (0°,90°)s EN TRACTION

V.1.1 Points communs aux différentes modélisations M4
L'empilement des quatre couches se fait suivant z. Nous numérotons les couches de 1 a 4 du bas
vers le haut. Les couches 1 et 4 sont des couches a 0° (par rapport 2 Ox) et les couches 2 et 3 2 90°.

Nous étudions deux géométries.

La premiére est une plaque bornée. Dans ce cas le domaine occupé par le multicouche est
xe[-11] ye[-b,b] ze[-2e,2e] ol e est I'épaisseur de chaque couche (Cf. fig. V.1.1.1):

€

¢4e

Fig. V.1.1.1: Schéma du quadricouche (0°,90°)s en traction

La seconde géométrie est une plaque semi-infinie. Dans ce cas x € J-oo,+oo] , y €]0,+oo[ et
z € ]-2e,2¢[. Le deuxiéme probléme se présente comme une limite du premier lorsque la largeur
est grande (b —> o). Il permet I'étude générale d'un effet de bord dans une piéce aussitdt que la
dimension perpendiculaire au bord est supérieure ou égale a environ 8e, car, comme nous le verrons
plus loin, au dela de cette distance l'effet de bord n'est plus sensible a la géométrie réelle de la
plaque.

La traction est effectuée suivant x. Nous nous plagons dans une hypothése d'invariance par
translation suivant x du probléme.
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1°) Champ '(x,y):

Dans le cas de la plaque bornée, le déplacement dans la direction x est de -d en x=-1 et +d en x=I.
Donc, l'invariance par translation et les symétries du probleme permettent de déduire que:

u'(x,y)=Ex ot 8=% Viel,4 V modeles;

Dans le cas de la plague semi-infinie, l'invariance par translation et les symétries du probleme
permettent de déduire que:

u'(x,y)=€x Viel4
ot € est une déformation d'allongement suivant x imposée.
2°) Autres champs:
Tous les autres champs sont indépendants de x et ne sont donc fonction que de la variable
y €[-b,b] ou y €[0,+e].
La symétrie de I'empilement et du chargement par rapport au plan z=0 nous conduit 3 nous
intéresser seulement aux champs des couches 1 et 2 et & ceux des interfaces 1, 2 et 2, 3 , ce qui
diminue sensiblement la taille du probléme.

Dans le cas de la plaque bornée, d'autres considérations de symétrie par rapport au plan y=0

permettent de montrer que les champs cherchés sont pairs ou impairs ce qui permet de restreindre
I'étude au domaine y €[0,b].

Dans le cas de la plaque semi-infinie, les efforts d'interface décroissent vers zéro a l'infini.

Si l'on retient comme inconnues principales les déplacements généralisés et les efforts intérieurs
généralisés, I'ensemble des équations d'équilibre et de comportement prend une forme simple. Cet
ensemble d'équations est composé de deux sous-ensembles:

- Le premier sous-ensemble est constitué d'équations algébriques linéaires (ce qui permet, nous le
verrons par la suite, de diminuer le nombre de champs principaux inconnus).

- Le second sous-ensemble est constitué d'équations différentielles linéaires du premier degré

2

particulierement simples permettant d'écrire les équations du probléme sous la forme:
(V.LLI) £ (y)=ME(y)+A

ol f(y) est le vecteur dont les composantes sont les champs inconnus principaux (aprés élimination
de certains champs a I'aide des équations algébriques).
On constate dans chaque cas que la taille du probléme peut étre facilement divisée par deux par

condensation et le probléme prend finalement la forme suivante:

”

(V.1.1.2) g (y)=

ol

-&(y)

ot les composantes de g sont des champs inconnus en nombre bien plus restreint que dans la forme

initiale du probléme.
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Les conditions aux limites (en y=0 et y=b pour la plaque bornée, ou y=0 et y — o= pour la plaque
semi- infinie) s'expriment 2 l'aide des champs composantes de g et de leur dérivée.
Pour résoudre ces équations, nous avons cherché les valeurs propres A, et les vecteurs propres g,

de la matrice P, puis nous avons écrit g(y) sous la forme d'une combinaison linéaire

d'exponentielles:
(V.1.1.3) : gly)= Z(apgp exp(\/ﬂy) +byg exp(—\/K—py))
p

oll Jkp est la racine carrée éventuellement complexe de A, dont la partie réelle est positive.
L'inverse de la partie réelle de /A, apparait comme une distance caractéristique de l'effet de bord.

Les coefficients a, et by, sont donnés par les conditions aux limites et donc par inversion d'un
systéme linéaire.

Dans le cas de la plaque bornée, dans la pratique pour que P soit bien conditionnée il est utile

d'écrire le probleéme sous forme adimensionnelle (y compris sur la variable y remplacée par bu,
u €[0,1)). Les différents coefficients de la matrice peuvent prendre sinon des valeurs dispersées sur

plusieurs ordres de grandeur. Pour que la matrice "des conditions aux limites" servant au calcul de
ay et by, soit bien conditionnée, il est en outre utile de chercher g(y) sous la forme:

(V.1L1.4) gly)= Zcpgp (exp(\/X—pb(u - 1)) +¢P exp(—\/k—pb(u + 1)))
P

ot gP est choisi en fonction de considération de symétrie des composantes g(y) par rapport 2 y,
toutes les composantes de €P valent 1 ou -1. La parité des solutions est ainsi "forcée" et le facteur

(u-1) dans les exponentielles permet d'écrire les conditions aux limites en y=b sans avoir des
coefficients démesurément grands ou petits dans la matrice permettant le calcul des constantes Cp

(dans les applications, nous choisissons b=8¢ pour comparer nos résultats avec ceux de [Pagano,
1978)).

Dans le cas de la plaque semi-infinie, les conditions de décroissance lorsque y — +oo conduisent &

écrire g(y) sous la forme:
(V.1.1.5) gly)= Ebpgp exp(—ﬁy)
p

Les conditions aux limites en y=0 permettent le calcul des coefficients b,. Pour avoir un systéme

mieux conditionné, il est préférable d'écrire le probléme sous forme adimensionnelle. En
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particulier, on change la variable y en u =% ou b est une longueur arbitrairement choisie comme

un petit multiple de I'épaisseur totale 4e de la plaque (dans les applications nous choisissons b=8e).
Lorsque I'on prend les deux précautions ci-dessus le calcul quasi-analytique des solutions, fait 2
l'aide du logiciel de calcul formel MATHEMATICA (version 2.2 pour Solaris de Wolfram
Research - Copyright 1988-93), ne pose pas de probléme.

Pour ne pas alourdir le texte, nous préférons donner le détail des calculs pour les différents modeles
en annexe VL.

Nous résumons dans les quatre paragraphes suivants les systémes d'équations programmés dans
MATHEMATICA pour chacun des modeles utilisés. Les équations sont trés similaires dans les cas
de la plaque bornée ou de la plaque semi-infinie. Aussi, dans la suite nous indiquerons lorsqu'une
équation ou un commentaire ne concerne que I'un des cas. En I'absence de cette indication les
équations concernent les deux cas.

V.1.2 Utilisation du modéle multiparticulaire M4_7n

Les champs inconnus principaux sont:

- Les déplacements généralisés:

- u'(x,y)=Ex

Ul(x’y):{ i( ) 1
vi(x,y)=v(y)

Ui(x,y) = Us(y

Ui(x,y) =T,

(V.12.1) i=1,4
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- Les efforts intérieurs généralisés:

2;3("’}') = N&'ﬁ(Y) (ouB)e{L2l ie(1,4)
M:xg(st) = Mixﬁ(y)
Qu(xy) = Q4(y)
Ni(xy)=Nj(y)
Mi(x,y) = Mi(y)
Ti&iH(X,Y) — Ti;”l(y) ae {1’2} ie (1,3)
i,i+1(y)

(V.1.22)

vi’m(x,y) =v

En écrivant l'ensemble des équations du probléme (voir annexe VI), y compris la symétrie par
rapport au plan z=0, on constate que n'interviennent que six champs cinématiques et douze champs
principaux d'efforts intérieurs généralisés, nous avons donc un total de dix-huit champs principaux

fonction de y a déterminer:

v(y), 0'(y), 9°(y), @' (y). Q%(y) et @(y)
N.MEL M2, QL Q% T, v vE NG, NE, MY et M

ou I'on a noté:

Vi123) Q(y)=Uj(y) + IA{é(y)

Q,(y) =U3(y)+ 03(y)

Q,(y) = Ul (y) + U3 (y) - 2T3(y) +203(y)
(V.1.2.4) N(y) = Npy(y) =-N5,(y)
(V.125) M'(y)=My(y) et M*(y)=M(y)
(V.1.2.6) Q)= et t=1?

Q*(y)=Q3(y)

Dans le cas de la plaque bornée: on a en plus, par symétrie par rapport au plan y=0,
v(y), 9'(y) et 9*(y) impairs et Q'(y), Q*(y) et Q*(y) pairs .
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En combinant les équations d'équilibre et de comportement, nous trouvons (annexe VI) pour ces
dix-huit champs principaux douze équations différentielles et six équations algébriques. Ces
€quations ont heureusement une structure trés simple qui permet de les condenser.

Nous rappelons que b est la demie largeur de la plaque dans le cas borné. C'est une valeur arbitraire
généralement égale & un petit multiple de 4e dans le cas de la plaque infinie. Notons avec le

changement de variable suivant y=bu:

1 2
(V.1.2.7) X(u)=(V = o P2 g™ Q 9 J(bU)
€ EN EN
N M M2 Q Q Q
V.1.2.8 =L —2 —
( ) X(u) (CEN ezEN ezEN [ ’ ](b )

12,23
(V.12.9) Z(u) = _NL N _M.3__ & Y b
CEN CEN e~ EN <] EN EN EN

On constate que les six équations algébriques s'écrivent:
(V.1.2.10) AY+B.Z=F

et les équations différentielles:

~

[~
1
Al

<

(V.1.2.11)

UII
|v<
mII

(V.1.2.12) |X Z+ Q|

A,B,C,DetE sont des matrices 6X6 écrites par la suite et Fet G sont des vecteurs a six
composantes connues.

La condensation de ces équations permettent d'aboutir & un systeme de six équations différentielles
du 2&me degré sur X, en effet: Z = —E_I.X.X +B™! .Fsi B est inversible. Donc:

)

”

(V.12.13) X =(ﬁ—§.§“

>l
oll

X

aANL = VNL T VNTVTL

aNT = VNT T VNLVLT
En posant

aLN = VLN T VLTVIN

arN = VN T VTLVLN
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(V.1.2.15)

(V.1.2.16)

(vV.1.2.17)

ol
[

wl|

b
—jc‘(l - VTLVLT)(
0
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0
0
0
0
0
-1
0 1
1
1 -
5
1
1 R
¥
0 R
140
9 _6vwnrvn L
7 5 140

bE

€

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 60 0 0 0
i= _aNL+a—zT— gaNT 0 -1 0
a
% 0 -——ay 0 1
At AN AT A g g
6 6 5 5
1 1 0
0 0 -1
0 1 0
1 10 9 6
—1+VNLVIN VNLVLN
— = 14 VNV SR, UG S
2 NTITN. 75 5
0 l—Vb;TVTN 0
“lovevin 1 Varvin _Z_ YNLVIN
5 6 5 6 7 5
0 —E 0 0
6
0 - 0 0
Zbe
0 - 0 0
= 2e
C=ly _b En L
10e GTN e
0 _b En 0o -2
10e GLN [
% b(13Ey  Ey ) b b
€ e\ 30Gy 110Gy e e
(EL"'ET)EN) 0
E E7
E 0
0 12==N(1—vqv
eET( TLVLT)
0 0 12
0 0
0 0

0 0
b 0
€
0 b
SbEx
5e Gy
o SbEN
5e Gy
b Ey b Ex
5eGry  5e G
0 0
0
0
_N(l“VTLVLT) 0
EL
0 0
0 0
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——a ———2a 0 0 0 0
¢ Ep TN ¢E, LN .
12E 0 0 0 -— 0
€
0 0 —122E’1am 0 0 0
E= e Er
bE
0 0 0 -12-=N, 0 0
(V.1.2.18) eE, LN
0 0 0 0 —E 0
be b
0 0 0 0 - —-—
c c
Avec les vecteurs suivants:
0
b
0 EE(VLT—VTL)
0 0
VN
(V.12.19) F= “8(*—2 +VTN) et G= 0
fohas 0
2 0
E(VTN_VLN) 0
6

Pour expliciter les conditions aux limites, nous distinguons les cas de la plaque bornée et de la
plaque semi-infinie.

a) Plaque bornée

Avec les conditions de parité et en fonction des inconnues, les conditions aux limites s'écrivent en

fonction des champs inconnus X et Y sous la forme:

X(0)=0
Yl(l) = 0

X, (1) =0
(V.1.2.20) X5(1)=0 t (=0
X (1)=0 Y3(1)=0
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b) Plaque semi-infinie
Les conditions aux limites du modele en fonction des champs inconnus X et Y s'écrivent

lim X(u)=0
U—>+eo Yl(o) - 0
(V.1.2.21) X,(0)=0 et [Y,(0)=0
X5(0)=0 ¥3(0)=0
XG(O) = O

Nous résolvons le systéme homogéne final de 6 équations différentielles du second ordre (V.1.2.13)
par le logiciel de calcul formel MATHEMATICA selon la procédure indiquée plus haut. La

solution concernant les principaux champs est donnée dans la seconde partie de ce chapitre.

V.1.3 Utilisation du modéle multiparticulaire M4_5n

Les champs inconnus principaux sont:

- Les déplacements généralisés:

. ui(x,y =€x
¥'(x) { 0)=€
vi(x.y)=v'(y)
(V.13.0) Ui(x,y) = wi(y) i=14
3 @l (x,y)=0
o'(xy)=1_; i
Dy (x,y)=9'(y)
- Les efforts intérieurs généralisés:
Nog(x.y)=Nog(y) () {L 2} ie(14)
Mig(x,y) = Mog(y)
(V.1.3.2) Qi (xy)=QL(y)
T (xy) =16 (y) ae{l,2} ie(3)

Vi’iH(X,y) — Vi,i+l(y)

En écrivant I'ensemble des équations du probléme (voir annexe VI), y compris la symétrie par

rapport au plan z=0, on constate que le probléme ne fait intervenir que cing champs cinématiques
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et huit champs d'efforts généralisés, nous avons donc un total de treize champs principaux en y

déterminer:

v(y), 0'(5), 9%(y). w'(y) et w¥(y)|

N, M, M2, Q!, Q% 1, v et v2]

Ot I'on a noté:

(V.133) v(y)=v3(y)-v\(y)

(V.13.4) N(y) = Njy(y) =—-N3,(y)

(V.13.5) M(y)=Mby(y) et M2(y)=M(y)
1 Nl

(V.1.3.6) Q()=Qaly et T=1

Dans le cas de la plaque bornée: on a en plus, par symétrie par rapport au plan y=0,
v(y), ¢'(y) et 9*(y) impairs et w'(y) et w?(y) pairs .

La combinaison des équations d'équilibre et de comportement (annexe VI) donne dix équations
différentielles et trois équations algébriques. Les équations algébriques permettent d'éliminer les
champs 7, vi2 et v23 des champs inconnus principaux.

Nous posons:

Q' Q2
(V.13.7) X(u)= ( 0102 eENJ(bU)
) e % el Bt S v e e e b
(V138 Y(u)= (eEN ezEN e2EN e e (bu)

ou b est la demie largeur de la plaque dans le cas de la plaque bornée et est un petit multiple de 4e
arbitraire dans le cas de la plaque infinie
Les équations différentielles s'écrivent:

(V.1.3.9) X =A.Y+F
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(V.1.3.10) Y =B.

[><

et le systéme se condense en:

(V.13.11) X =(

>
e
4

ot les tenseurs A, B et F sont donnés ci-dessous en posant

_CE.’L_EI. 0 0
Ep
0 12¢ 0
(V.13.12) A= 0 0 12
0 0o 0
0 0 0
(V.1.3.13)
a a
—a ot et
2 2
-2 a a
4 4
= | _2 a L]
B= 2 4 4
_ aEN _E aEN aEN
IOGTN € ZOGTN ZOGTN
__aBy aEy _b, _aBy
1OGLN ZOGLN c ZOGLN
_S(VLT - VTL)
0
(V.13.14) F=
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_15b GLnGy 1

a=
2e GLN +GTN EN .

b Ey

c= (1 - VLTVTL)—"‘—

0 0
0 0

0 0
1820b 2450 b

27le 1271 e
—3450b 6720 b
271 e 1271e
10Gy
b aEy
e 20Gy
__2EN
20G
6b Ey a Ey?
Se Gpy 100 Gy
a EN2
100 GGy

CET

__2Bn
10G 5
__2Ey
20G
b__eEn
€ ZOGLN
a EN2

7100 GynGin
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Pour €crire les conditions aux limites, nous distinguons le cas de la plaque bornée et de la plaque
semi-infinie.

a) Cas de la plaque bornée

Avec les conditions de parité en fonction des champs inconnus X et Y, les conditions aux limites
s'écrivent:

X0)=0 (=0
(V.1.3.15) Xy()=0 et [Yy(1)=0
Xs=0  |Y,(1)=0

avec Y = X_][X, - E]

b) Cas de la plaque semi-infinie

En fonction des champs inconnus X et Y , on obtient les conditions aux limites suivantes:

Jm XW=0 1y, (0)=0
(V.1.3.16) X,(0)=0 et [Y,(0)=0
X5(0)=0 Y;(0)=0

Nous résolvons le systeme par le logiciel de calcul formel MATHEMATICA selon la procédure

indiquée plus haut. La solution concernant les principaux champs est donnée dans la seconde

section de ce chapitre.

V.1.4 Utilisation du modéle multiparticulaire M4_3n membrane

Les champs inconnus principaux sont:

-Les déplacements généralisés:

( _{u‘(x,y>=8x

U'(x,y) , _
(V.14.1) vix,y)=v'(y) i=1,4

UL(x,y)=w'(y)

- Les efforts intérieurs généralisés:
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Nog(%,y) = Nog(y) (0.B)e{1,2}* ie(L4) ;
(V.142) ¥ (x,y) = 54 (y) oef{l.2} ie(13) |
vi,i+1(x’y) _ Vi,iH(y)
En écrivant l'ensemble des équations du probléme (voir annexe VI) y compris la symétrie par |
rapport au plan z=0, on constate que n'interviennent que trois champs cinématiques et quatre

champs d'efforts généralisés, soit sept champs principaux en y inconnus a déterminer:

v(y), w'(y) et w(y)]

N, 1,vh? et v2’3|

ot I'on note:

(V.143) v(y) = v*(y) - v'(y)
(V.144) N(y) = Nby(y) =N, ()
(V.1.4.5) T=152

Dans le cas de Ia plaque bornée: on a en plus, par symétrie par rapport au plan y=0, v(y) impair et
wl(y) et w?(y) pairs .

En combinant les équations d'équilibre et de comportement (annexe VI), nous obtenons quatre
équations différentielles et trois équations algébriques.

2

Les équations algébriques permettent d'éliminer les champs vb? v23 et w! des champs inconnus

principaux.

Nous posons:

(V.1.4.6) X(u) = (X,Ei)(bu)
€ kN
(V.L47) Y(u)= (—g—,%)(bu)
eEN

113



Chap. V - Applications [0°,90°] -

ol b est la demie largeur de la plaque dans le cas de la plaque bornée et un petit multiple de 4e
arbitraire dans le cas de la plaque infinie.

Les équations différentielles s'écrivent:
(V.1.4.8) X =A.Y+F

(V.1.4.9) Y =B.X

(V.14.11) A= E Er
12b
0 =2
5
0 _b
= €
(V.14.12) B:( b)S 2b | 1 5
2-|= | Z2By| —+—||=
) (< 16 3e GTN GLN 16
_S(VLT_VTL)
0
(V.14.13) F= 0
0
0

Pour €crire les conditions aux limites, nous distinguons le cas de la plaque bornée et celui de la

plaque semi-infinie.
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a) Cas de la plaque bornée

Avec les conditions de parité en fonction des champs inconnus XetY les conditions aux limites

s'écrivent:

V.14.14 X(0)=0 Y,(1)=0
(V.14.14) x,0)=0 1=

a) Cas de la plaque semi-infinie

Les conditions aux limites du modéle en fonction des champs inconnus X et Y s'écrivent:

Tim X(u)=0
(V.14.15) u—teo Y,(0)=0
X,(0)=0

Le systdme peut &tre facilement résolu par exemple 2 l'aide de¢ MATHEMATICA selon la
procédure indiquée plus haut. Les éléments principaux de la solution sont donnés dans la deuxi¢me
partie du chapitre. Dans ce modeéle, seules deux distances caractéristiques des effets de bord

interviennent.

V.1.5 Utilisation du modéle multiparticulaire M4_(2n+1) membrane

Les champs inconnus principaux sont:

- Les déplacements généralisés:

& (xy)= {u x,y)=&x

(V.1.5.1) vi(x’y):vi(y) i=1,4

5(xy) = w(y)
- Les efforts intérieurs généralisés:

Nip(x¥)=Ngg(y) (.B)e{1,2}* ie(14)

V152 ik y) = ghit] ae{l,2} ie(l3)
T (xy)=15" () : :

En écrivant l'ensemble des équations du probléme (voir annexe VI), y compris la symétrie par

rapport au plan z=0, on constate que le probléme ne fait intervenir qu'un champ cinématique et
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deux champs d'efforts généralisés, nous avons donc un total de trois champs principaux en y

déterminer:

ol 'on a noté:

(V.153) V(y) =v3(y)-v'(y)
(V.15.4) N(y) = Np;(y) =-N3,(y)
(V.1.5.5) =152

Dans le cas de la plaque bornée: on a en plus, par symétrie par rapport au plan y=0, v(y} impair.

En combinant les équations d'équilibre et de comportement, nous trouvons (annexe VI) deux

équations différentielles et 'équation algébrique écrite ci-dessous:

(V.1.5.6) 1=2 Sl |
€ GLN +GTN

Apres condensation le systéme d'équations différentielles se réécrit:

. 1—vi Vv G NG E; +E
N e e )
€ LN t 01N LET

I reste a exprimer les conditions aux limites. Distinguons le cas de la plaque bornée et de la plaque

semi-infinie.

a) Cas de la plaque bornée

Avec la condition de parité, les conditions aux limites s'écrivent:

(V.1558) IV (®)=€vir-vi) w(0)=0
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L'équation (V.1.5.7) s'intégre facilement en posant:

(V.1.5.9) A= 3(1 - VL;VTL j[ GmGin j(EL + ET)
e Gin+Gm A ELET

On en déduit la fonction inconnue v(y):

shAy

(V.1.5.10) W(y) =E(vir Vi)

Soit encore avec 1'équation algébrique (V.1.5.6):

GLNGTN Sh?\.y

3
V.1.5.11 =2&(v,..—
¢ ) ) e (VLT VT‘L)GLN + Gy Achib

1
Notons que dans ce modele une seule distance caractéristique de I'effet de bord apparait (X)

Lorsque les modules d'Young Ey et Et sont trés différents et les modules de cisaillement sont

proches (notés G) la distance caractéristique est proche de e 3—(;, ce qui pour les matériaux

composites courants reste de l'ordre de grandeur de e.

b) Cas de la plaque semi-infinie

Les conditions aux limites s'écrivent:

(V.15.12) vV(0)=€(vir-vo) 5 lim v(y)=0

y—>+oo

On en déduit:

M)
(V.15.15) v(y)=&(vir - VTL)T
Soit encore
3 GinGry M)
V.1.5.16 == —_ LNYTN
( ) ™y)==€(viy V“)GLN+GTN -
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Ce qui donne un cisaillement maximal de

(V.1.5.17) T ig(\,m — vy )G
Ae Gin +G1N

Les courbes sont tracées dans la deuxiéme partie de ce chapitre.
V.2 ANALYSE DES RESULTATS

Afin de pouvoir comparer aux résultats abondamment cités dans la littérature de [Wang et
Crossman, 1977] et [Pagano, 1978], nous choisissons d'appliquer ce qui précéde au matériau qu'ils
ont étudi€ et dont les caractéristiques sont rappelées ci-dessous:

E,;; =20 x 10 psi

Ey, = Eq3 = 2,1x10%psi

Gy, =Gy3 = Gp3 =0,85%10%psi
Vig = Vi3 =Vy3 =0,21

1 psi(pound force per square inch) = 6894,76 Pa
linch = 0,0254m

Dans le cas de la plaque bornée, les résultats se présentent sous forme de champs en y €[0,b]
(b=8e comme dans les articles précités) et dans le cas de la plaque semi-infinie, les résultats se
présentent sous forme de champs y €[0,+eo]. Les expressions quasi-analytiques de chacun des cas
sont généralement obtenues a I'aide d¢ MATHEMATICA. Nous avons constaté une trés forte
similitude entre les courbes de plaques bornées et des plaques semi-infinies. Ceci veut dire que d&s
que la largeur de la plaque bornée est supérieure 2 8e, la partie centrale de la plaque ne voit déja
presque plus l'effet de bord. Nous ne présentons donc les courbes que dans le cas des plaques
bornées, ce qui permet une comparaison directe avec les résultats couramment cités dans la
littérature.

I est facile d'obtenir la courbe en y de chacun des champs cinématiques et d'effort intérieur de
chaque modele, nous pouvons aussi déterminer pour chaque couche les différentes parties d'énergie
€lastique définies dans le chapitre IV. Tout ceci fait que le nombre de courbes donnant
exhaustivement les différentes solutions est trop important pour figurer dans le corps principal du
mémoire. Cependant ces courbes peuvent intéresser certains lecteurs de ce travail. Nous les avons

donc intégralement données en annexes II, IIL, IV et V. Dans ce chapitre, nous ne reprenons que
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celles qui nous paraissent essentielles pour juger de la pertinence des modeles et de leur domaine
d'application.

Nous présentons tout d'abord quelques courbes présentant une partition de I'énergie permettant une
comparaison synthétique globale des différents modeles pour la plaque bornée. Puis nous
présentons une comparaison des principaux champs d'efforts intérieurs.

A 1a fin du chapitre, nous présentons une réflexion sur les critéres de délaminage qui pourraient étre

utilisés conjointement 2 ces analyses de champs et nous illustrons en calculant le taux de relaxation

d'énergie pour une plaque (0",90°)s délaminée entre les deux couches & 90° a l'aide du modele le
plus simple. Nous montrons alors sur ce modéle M4_(2n+1)M comment une réflexion sur le taux
de relaxation d'énergie permet de déterminer directement, sans résolution d'équations

différentielles, le cisaillement maximal au bord de I'interface 0°-90°.

V.2.1 Comparaison des énergies

Cela n'aurait pas de sens de comparer directement les distributions des énergies élémentaires
puisque beaucoup d'entre elles, ci-dessous, ne sont pas définies pour certains modeles. Pour une
comparaison utile nous devons procéder a certains regroupements. Ainsi, nous proposons de
scinder la distribution surfacique de I'énergie de la plaque bornée en trois parties. Les deux
premiéres parties représentent la somme pour chacune des couches des énergies membranaires _Vi
et des énergies de couplage W_ﬁalcontraintes membranaires, contrainte d'effort normal (les dernieres
énergies ne sont non nulles que pour le modéle M4_7n). Nous nommons ces sommes "énergie de
couche" par un abus de langage assez légitime. La derniére énergie somme les énergies de
cisaillements Wad et les énergies d'effort normal ﬁ sur les couches & 0° et 90°. Par abus de
langage cette énergie est appelée "énergie d'interface”.

Nous constatons tout d'abord que "loin des bords" la densité surfacique d'énergie d'interface est
nulle et que la densité surfacique d'énergie de chacune des couches est celle que prévoit le modele
de Love-Kirchhoff.

Au voisinage des bords les densités surfaciques des énergies de couche décroissent alors que
I'énergie d'interface augmente.

On peut noter le résultat important suivant: quelque soit la modélisation retenue, la longueur
d'action de l'effet de bord est sensiblement la méme soit environ 4 fois I'épaisseur d'une couche,

c'est a dire I'épaisseur du quadricouche.
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DISTRIBUTION DE L’ENERGIE DE COUCHE DU 0
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Fig. V.2.1.1: Distribution de "I'énergie de couche" de la couche a 0°

Ainsi la distance caractéristique du modéle M4_(2n+1)M (V.1.5.9):

d =eJGLN +Gy E(Er 1
¢ . .
GinGrn  Ep+Er 3(1-virvm)
est une information essentielle sur le phénomeéne d'effet de bord (pour que 'effet de bord ne soit

plus sensible il faut s'éloigner du bord de 3 4 4 fois d,).

DISTRIBUTION DE L’ENERGIE DE COUCHE DU 90
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Fig. V.2.1.2: Distribution de "I'énergie de couche" de la couche & 90°
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DISTRIBUTION DE L‘ENERGIE DE L’INTERFACE 0/90
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Fig. V.2.1.3: Distribution de "l'énergie d'interface"

Bien siir le détail de la distribution surfacique de ces énergies est différent suivant les modeles,
cependant qualitativement on ne constate pas de différences importantes. Ce ne serait pas le cas si
au lieu de considérer ces "regroupements" d'énergies on analysait séparément chaque énergie
élémentaire (Cf. Annexes II, IIL, IV et V). On peut donc penser que le fait de négliger une énergie
dans la fonctionnelle, donnant I'expression de celle-ci en contrainte, conduit 2 un "transfert” de cette
énergie, au niveau des solutions des problémes élastiques, vers celle correspondant a d'autres efforts
(par exemple si on néglige 'énergie de couplage efforts membranaires, efforts normaux, I'énergie
membranaire est modifiée et cette modification compense, au moins qualitativement, I'énergie
modifiée). Ce point qui mériterait d'étre approfondi dans un cadre plus général est important, car il
implique qu'il n'est pas nécessaire de prouver quune énergie élastique non prise en compte dans la
fonctionnelle donnant le comportement est négligeable dans la solution d'un probléme élastique. On
peut sans doute se contenter de prouver que dans le passage d'un modele 3 un modele plus simple
les énergies qui disparaissent sont convenablement transférées sur d'autres composantes. Ce point
de vue est heureux car, par exemple, & I'évidence si les efforts d'arrachement sont importants aux
interfaces, le couplage effort membranaire effort d'arrachement ne recele pas une énergie surfacique
négligeable dans les solutions (Cf. annexes II TIL IV et V). Cette problématique de comparaison de
modzles joue un role trés important dans notre travail aussi nous y reviendrons plus loin, lorsque
nous étudierons les champs de contraintes solutions. Nous espérons apporter quelques arguments
supplémentaires de nature a convaincre le lecteur.
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V.2.2 Comparaison des efforts

Nous nous intéressons principalement aux efforts d'interface donc nous donnons sur les figures ci-
dessous la distribution du cisaillement & I'interface 0°-90° et les distributions des efforts
d'arrachement aux interfaces 0°-90° et 90°-90°.

En ce qui concerne les efforts d'arrachement du modéle M4_(2n+1)M, qui n'apparaissent pas
explicitement dans ce modele, nous les avons définis a partir des équations d'équilibre du modgle
M4 _3nM:

(vV.22.1) 2
vE(y)=2v(y)

Nous touchons 1a un autre point intéressant qui concerne la comparaison de modgles de finesses
différentes, nous y reviendrons plus loin. Signalons que ces contraintes d'arrachement peuvent étre
calculées a partir de I'écriture de la contrainte tridimensionnelle approché 02(32"*”"‘ (I1.63)ala

cote de I'interface concernée.

DISTRIBUTION DU CISAILLEMENT A L’INTERFACE 0-90
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Fig. V.2.2.1: Distribution du cisaillement 2 I'interface 0°-90°

Intéressons nous d'abord au cisaillement d'interface. Vue de loin, nous constatons une grande

similitude entre ces courbes, cependant une différence importante apparait au bord. En effet pour
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les modéles M4_3nM et M4_7n nous avons une condition aux limites qui impose 2 T.n d'étre nul
au bord. Ce n'est pas le cas dans les modéles M4_5n et M4_(2n+1)M.
Nous allons voir plus loin qu'une interprétation correcte de ces courbes, dans la perspective d'une
comparaison entres les modeles, consiste i considérer que les courbes de cisaillement du M4_5n et
M4_(2n+1)M sont en fait discontinues a l'extrémité, la discontinuité étant telle que I'on ait
finalement T.n =0 au bord. Ce point de vue peut péraitre A priori étrange mais il permet une
interprétation physique beaucoup plus riche des modélisations les plus simples.
Essayons de nous en convaincre, par exemple pour le modéle M4_(2n+1)M. Nous remarquons, tout
d'abord, que ce modgle est le cas limite du modéle M4_3nM lorsque Ey tend vers I'infini (la
souplesse L tend vers z€ro).

Ex

Nous tracons ci-dessous les différentes solutions en cisaillement d'interface et en effort
d'arrachement des modgles M4_3nM avec les raideurs normales Ey, 10Ey, 100Ey et 1000 Ey.

CONVERGENCE DU CISAILLEMENT DU M4_3n VERS LE M4 (2n+1)M A L’INTERFACE 0-90

T T T T T T

0.25¢

M4_(2n+1)M it

0.2

0.15F

. tau/[(d/1)*1076] Psi

0.05¢

y/b
Fig. V.2.2.2: Convergence du cisaillement du modéle M4_3nM

vers le modele M4_(2n+1)M a l'interface 0°-90°

On constate que progressivement les courbes des modéles M4_3nM épousent la courbe du
M4_(2n+1)M avec un retour de cisaillement & zéro au bord de plus en plus raide. C'est un argument
important en faveur de l'interprétation de la courbe de cisaillement du M4_(2n+1)M faisant
intervenir une discontinuité a I'extrémité y=b.
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Intéressons nous maintenant aux efforts d'arrachement par exemple aux interfaces 0°/90°.

DISTRIBUTION DE L’ARRACHEMENT A L’INTERFACE 0/90
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Fig. V.2.2.3: Distribution de I'arrachement 2 I'interface 0°-90°

On constate que la densité de I'effort d'arrachement est trés similaire dans la plupart des modeles a
I'exception du modele M4_(2n+1)M. La constatation est similaire pour I'arrachement entre les
couches 4 90° avec un effort d'arrachement environ double de celui du 0°-90°(fig. V.2.2.3 et
V.224).

0.5 DISTRIBUTION DE L’ARRACHEMENT A L’INTERFACE 90/90

0.4} M4_(2n+1)M

nu23/((d/1)*10%6] Psi

y/b

Fig. V.2.2.4: Distribution de l'arrachement & I'interface 90°-90°
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Pour comprendre cette différence, reprenons l'analyse du M4_(2n+1)M comme le cas limite du

M4_3nM lorsque E, tend vers l'infini.

CONVERGENCE DE L’ARRACHEMENT DU M4_3n VERS LE M4_(2n+l1)M A L’ INTERFACE 0-90
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Fig. V.2.2.5: Convergence de l'arrachement du modéle M4_3nM
vers le modele M4_(2n+1)M a l'interface 0°-90°

On constate que l'effort d'arrachement épouse de plus en plus la courbe du modéle M4_(2n+1)M a
I'exception de l'extrémité o sur une distance de plus en plus étroite se produit un effort
d'arrachement de plus en plus intense. En fait 'équilibre global entre les deux moitiés de
I'empilement séparées par une interface permet d'affirmer sans calcul que l'intégrale sur l'interface
de l'effort d'arrachement de chaque modéle M4 est nulle (Résultante verticale sur la couche 2 0° par
exemple). Ainsi méme si le support de la partie positive de I'effort d'arrachement devient trés petit,
l'intégrale de l'effort sur cette partie garde une valeur significative (et méme croissante) pour
compenser l'intégration sur la partie complémentaire. Lorsque Eyp tend vers l'infini, on trouve la
courbe donnant l'effort d'arrachement du modéle M4_(2n+1)M avec un Dirac d'arrachement a
l'extrémité. Ainsi l'effort d'arrachement qui apparait négatif dans le modéle M4_(2n+1)M est en fait
complété par un effort concentré positif de type Dirac & I'extrémité y=b. Ce point peut étre vu plus
simplement en adoptant les équations (V.2.2.1), définissant les efforts d'arrachement, au sens des
distributions. L'effort d'arrachement est relié 2 la divergence du cisaillement. Or le cisaillement est
discontinu en b ainsi que nous l'avons vu plus haut donc l'effort d'arrachement du modele
M4_(2n+1)M admet une distribution de type Dirac concentré en b.

En fait des commentaires équivalent  ceux développés ci-dessus dans le cas du passage du modele

M4_3nM au modele M4_(2n+1)M auraient pu étre explicités & chacune des simplifications des
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modgles décrits dans ce travail. Par exemple, le passage du modele M4_7n au modele M4_5n
s'effectue en faisant disparaitre de la modélisation initiale les efforts N§ et M§. Cela entraine:
1) la disparition des déplacements généralisés U_i3 et ﬁi3
2) la disparition des deux équations d'équilibre (II.1.17) et /11.1.18) dans lesquels apparaissent ces
efforts et qui sont associés a ces déplacements généralisés.
3) la disparition des conditions aux limites (III.1.23.e) et (III.1.23.g) qui sont associées a ces
déplacements généralisés. C'est ainsi que T.fi n'apparait plus nul au bord. Pour interpréter ceci, on
peut dire que:

- 7.0 est nul au bord mais peut étre discontinu;

- Ni3 et Mi3 peuvent étre définis dans le modele M4_5n a 'aide des équations d'équilibre
(1I.1.17) et (I1.1.18) du modele M4_7n comprises au sens des distributions;

- d'apres la définition de Ni3 et Mi3 ces efforts admettent une distribution de type Dirac au
bord.
On comprend ainsi mieux que chaque simplification consiste & décider de voir un peu plus flou au
bord de la plaque en faisant tendre vers O certaines souplesses. Ainsi faire tendre une souplesse vers
zéro revient a regarder les champs de "maniére floue" au voisinage du bord et 4 considérer qu'une
concentration d'effort intérieur peut étre schématisée par un effort concentré. Bien s@ir ce point de

vue peut étre étendu au passage ultime au modele de Love-Kirchhoff.

Donnons ci-dessous la distribution des efforts membranaires transverses en fonction des différents

modéles.
DISTRIBUTION DE L’EFFORT MEMBRANAIRE TRANSVERSE DANS LE 0
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Fig. V.2.6: Distribution de I'effort membranaire transverse dans le 0°
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Le modele de Love-Kirchhoff, contrairement aux autres, ne comprend pas la condition aux limites
Ni.n=0 au bord de chaque couche. On peut interpréter ceci en disant que le vecteur contrainte
membranaire est nul au bord mais discontinu. On peut définir le cisaillement d'interface & I'aide de
I'équation d'équilibre (I1.6.4) du modéle M4_(2n+1)M qui donne au sens des distributions un effort
concentré de type Dirac des efforts de cisaillement d'interface. L'intensité de ces efforts concentrés
se calcule facilement 2 I'aide des valeurs des discontinuités des vecteurs contraintes membranaires.

Ainsi l'intensité du Dirac de cisaillement 2 l'interface entre la couche a 0° et celle a 90° vaut:
(V.22.2) y)= —(N‘ (b). njﬁb (y)

ot 8, (y) est la distribution de Dirac en y=b.

Si l'on est tenté d'écrire un critére de délaminage sur 'effort d'arrachement entre les couches a 90°,
on peut proposer de reprendre I'équation d'équilibre (I1.5.6) du modéle M4_3nM comme définition
au sens des distributions de l'effort d'arrachement du modele de Love-Kirchhoff.

Compte tenu de ce qui précéde, cet effort d'arrachement est alors une distribution dont le support

est concentré en b et est proportionnel 2 la distribution dérivée de Dirac en y=b Sb,(y):
(V223) v (y) = e(g.Nl(b).g)ab'(y)

Dans ce cas pourquoi ne pas tenter de proposer un critére de délaminage sur cette intensité?
Comme nous ne reviendrons pas plus loin sur cette idée, développons 1a dans un cadre plus général.
Considérons un multicouche quelconque, avec un bord libre, modélisé a I'aide du modele de Love-
Kirchhoff.

Notons T' les valeurs obtenues au bord pour Ni.n. Selon notre proposition, il convient de
considérer qu'au bord libre, N'.n est discontinu et passe de la valeur T' a 0. L'équation d'équilibre
définissant les cisaillements d'interface est

(V2.2.4) divRi + 2+ _zi-li=g =1

En considérant N'.n discontinu, on trouve l'intensité du Dirac de cisaillement 2 l'interface i, i+1
(par sommation):

i
(V22.5) Fhit = —ETJ' Sp(y) i=lLn-1
j=1
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En définissant l'effort normal vi*! par I'-quation d'équilibre (I.5.6) du modile M4_3nM:
(V.2.2.6) %div(%i‘i“ i L e E I R TR

on trouve finalement:

i

yii+l = _%Z(%r.m + %r—l,r).gsb'(y)
(V.22.7) = i=Ln-1

1 T

-5 22T+ s ()

=l j=1

Notons:
i

.. r - - - i-1 -~
(V.2.2.8) Al %ZZ(TJ +T ) n= %[T‘ + 3 (2i-2j+ I)TJ:I.Q
r=1j=1 j=1

Ainsi le calcul des grandeurs Abit peut donner une idée du risque de délaminage 4 l'interface i,
i+1 On peut alors tenter un critére de délaminage sur ces valeurs.

Cependant si I'on souhaite parler de critére de délaminage, il semble physiquement plus fondé de le
faire porter sur le taux de relaxation d'énergie dans le processus de fissuration [Greszczuk, 1972]
[O'Brien, 1982].

1l est facile de calculer la solution élastique d'une plaque délaminée entre les deux couches a 90°
pour I'ensemble de nos modeles et donc de déduire le taux de relaxation d'énergie pour chacun
d'entre eux. Cependant notre travail de thése étant principalement centré sur l'analyse des champs,
nous ne le faisons pas systématiquement et, 2 titre d'illustration, nous ne le calculons que dans le
cadre du modele M4_(2n+1)M.

V.2.3 Calculs du taux de relaxation d'énergie dans le cas du modéle M4_(2n+1)M

Nous nous intéressons donc a une plaque (O",9O°)s de largeur 2b, comprenant deux fissures

symétriques-de délaminage de longueur a au voisinage des bord entre les couches & 90°. Nous
modélisons ce probléme a l'aide du modéle M4_(2n+1)M. Par raison de symétrie, dans la suite,
nous ne nous intéressons qu'a la partie y 2 0.

Les équations de champs de la partie non délaminée sont identiques a celles déja vu plus haut. Les
deux Ievres délaminées sont modélisées comme deux plaques M4_(2n+1)M 2a deux couches
chacune. La symétrie du probléme par rapport au plan z=0, nous autorise 4 ne nous intéresser qu'a

la [@vre inférieur (couches N°1 et 2). Les équations de champs sont faciles 2 écrire, nous ne le
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pas ici. La différence principale par rapport a ce qui a été fait plus haut vient de ce que le
déplacement w n'est pas nul.

Les conditions aux limites en y=b s'écrivent:

Ni(xb)n=0
(V.2.3.1) 1i=1,2

#2(x,b).0=0

Les conditions de raccordement en y=b-a sont la continuité des déplacements u;, v; et W et la

continuité du vecteur contrainte membranaire IiIi.g.

Des équations d'équilibre dans la partie délaminée et des conditions aux limites (V.2.3.1), on déduit
facilement que 712 est nul dans toute la partie délaminée et que les efforts membranaires
transverses sont nuls.

Ainsi chaque couche se trouve dans cette partie en état de traction uniaxiale.

Compte tenu des effets Poisson différents entre la couche a 0° et celle a 90°, les deux parties
délaminées se trouvent donc courbées (Cf figure V.2.3.1)

Az
§ 7 :
A° \F
?”’ : 1
04 1
2(b-a) a

+— e pe——

Fig. V.2.3.1: schéma de la plaque délaminée

On en déduit que la solution dans la partie non délaminée est identique 2 celle vu précédemment
(en y=b-a N n= O). Le cisaillement d'interface est donc discontinu en y=b-a (ceci est de

nature a confirmer nos arguments précédents).

Ecrivons le comportement d'interface dans les différentes parties:

v¥(y)=v!(y)+ew’(y)=0 dans la partie délaminée
(V.2.3.2)
eG nt+G
vA(y)=vi(y) = =B

y) dans la partie non délaminée
3 G NG
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Notons 1™ la valeur du cisaillement en y=b-a dans la partie non délaminée, faisons tendre y vers

b-a & droite et a gauche dans ces deux équations. Comme v2 et v! sont continus, on en déduit que
w'(y) est discontinu en y=b-a. La discontinuité de w’(y) vaut:

(V.23.3) [[w(b-a)[]= é%@ L
LNYTN

Ainsi les deux lévres délaminées font un angle non nul en y=b-a, de valeur 2” w'(b—a) [] Dans la
suite, lorsque nous notons w’(b —a), nous sous-entendons la limite & droite de w’ en (b-a).

Intéressons nous au taux de relaxation d'énergie dans une progression de la zone délaminée. Ce
taux est par définition:

(V2.3.4) G=-W

da

ol W est I'énergie élastique par unité de longueur de plaque suivant x (rappelons que le chargement
considéré est en déplacement imposé).

Notons 'V? I'intensité du Dirac d'effort d'arrachement au point de délaminage. C'est un effort

linéique de valeur, d'aprés (V.2.2.1) écris au sens des distributions:

(V.2.3.5) v = e

Reprenons un raisonnement classique de mécanique de la rupture pour calculer le taux de
restitution d'énergie G [Bui, 1970]. On peut calculer le travail de fermeture d'une fissure de
longueur a+da sur une longueur da. Dans ce travail, c'est essentiellement 1'effort linéique concentré
V;2§3 qui travaille dans un déplacement dont la partie principale vaut 2w’(b— a)da, puisque l'angle
d'ouverture est 2w’(b —a). Ainsi:

Ly,
(V23.6) G—E(vs 2w/(b~a))

On peut exprimer & nouveau G 4 l'aide du cisaillement maximal i l'interface (0°,90°) en y=b-a car
v§ et w'(b—a) peuvent sexprimer 2 I'aide de ™ ;

(V.23.7) G=1te rm“z(—GLGTNJ(: Gtau max)
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oW R .
Pour vérifier ce résultat, nous avons calculé directement G =——a;(= Gdelam) a partir de la

solution analytique de la plaque de largeur 2b délaminée symétriquement sur une longueur a et
reporté ci-dessous les deux courbes Gtaumax et Gdelam en fonction de la demi-longueur non

fissurée b-a. Nous constatons que les deux courbes sont bien confondues.

DISTRIBUTION DU TAUX DE RESTITUTION D’ENERGIE A L’INTERFACE 0-90

350
300
~ 250

%200- Gdelam
N1 Gtaumax
S
100
50¢
Ot

0 10 20 30 40 50
(b-a) /e

Fig. V.2.3.2: Taux de restitution d'énergie

Ainsi un critére de délaminage entre les couches 4 90° du type G=Gc revient a écrire un critére en
cisaillement maximal entre les couches 3 0° et 90°. Ce résultat qui relie la rupture entre les couches
4 90° & I'état de contrainte entre les couches & 0° et 90° n'est qu'apparemment paradoxal. En effet, le
sens physique du critére porte plutdt sur l'intensité de I'effort linéique d'arrachement v§’3 entre les

couches 4 90°. Notons le lien trés clair entre un critére portant sur v§’3 et le critére de délaminage le

plus couramment utilisé dans la littérature qui porte sur l'intégrale de l'effort d'arrachement a
I'interface calculé dans des modgles plus fins de type modélisation 3D [Whitney & Nuismer, 1974]
[Kim & Soni, 1984].

Cette modélisation trés simple M4_(2n+1)M nous semble capter I'essentiel de l'information
nécessaire pour prédire le délaminage sans qu'il soit nécessaire d'introduire de manitre artificielle
des distances caractéristiques pour l'intégration des efforts. Montrons maintenant comment calculer
le cisaillement maximal au bord d'une plaque dés que la largeur est suffisante (b 2 8epar exemple).
Pour cela plagons nous maintenant dans une situation de plaque suffisamment large et
suffisamment délaminée pour que la zone d'effet de bord ne soit plus sensible a la largeur de la
plaque. La plague peut alors &tre schématiquement partagée en trois zones.

La zone centrale ot toutes les couches sont soumises 4 la méme déformation. La densité surfacique
d'énergie, dans cette zone, est quasi-uniforme. Elle peut étre calculée & I'aide d'un modéle de Love-
Kirchhoff sur une plaque homogéne équivalente & l'empilement (0°, 90°); dont le module
longitudinal vaut:
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hom 1 VTLZEL2
(V.23.8) Ef"=————|E +Ey -4 —=—=
2(1=vrvrL) Er+Ep
Cette densité d'énergie surfacique vaut:
1(d)?
(V.2.3.9) W oentrale = E(EJ Ef°™ 4e

La zone d'effet de bord ol les champs sont variables. C'est dans cette zone qu'apparait les
cisaillements et les arrachements d'interface.
La zone délaminée ou chaque couche peut étre vue par le modéle M4_(2n+1)M comme étant
individuellement en traction uniaxiale. La densité surfacique d'énergie, dans cette zone, est
uniforme et vaut:

1

2
(V.23.10) W detam = 5(%) (EL +Er)2e

Lors d'une progression de fissure d'une longueur da, la zone d'effet de bord est translatée sans
changement. La zone centrale est raccourcie d'une longueur da. La zone délaminée est allongée
d'une longueur da. La densité d'énergie par unité de largeur d'éprouvette varie alors de:

oW 1 ( d

2
(V.23.11) Soda=s E) (EI™de +(E, +Eq)2¢)da

Le taux de relaxation d'énergie peut ainsi étre calculé "loin de la zone de progression" de fissure.

1(d)
(V.23.12) Gzi(f) (Efom e~ (B, + Er)2e)

ce qui se réécrit plus simplement:

2 a2
(V23.13) G=l(i) (EL ~Er) VitV
2\L/ (E +Eq)(1~vervo)

Notons qu'il est indépendant de la longueur de la fissure et de la largeur de la plaque, ce qui peut
etre vérifié sur la figure V.2.3.2 aussitdt que la largeur de la plaque est suffisante. Si on néglige,
comme on le fait dans le modéle M4_(2n+1)M, les énergies de flexion propre de chacune des
couches de I'empilement, I'équation (V.2.3.12) peut étre retrouvée 2 l'aide de I'équation (39) de
[Anquez & Nataf, 1987] qui a été établie 2 partir de I'étude de Ia souplesse globale de I'empilement
délaminée. Notons I'intérét d'une expression en fonction de la déformation imposée plutdt qu'en
fonction de la force, car dans ce premier cas, ainsi que nous l'avons dit, G est indépendant de la
longueur de la fissure.
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Notons que la combinaison des équations (V.2.3.7) et (V.2.3.13) permet le calcul direct du

cisaillement maximal sans avoir 2 intégrer les équations différentielles.

3Gy NG VITV d
(V23.14) T = \f INTN CLETL (EL-Er)—
(GLN+GTN)(EL+ET)(1—VLTVTL)( LoL

Comme dans le cas du modéle M4_(2n+1)M la zone délaminée est en contrainte uniforme, ce

résultat s'étend donc au cas ot il n'y a pas encore eu l'apparition d'une fissure de délaminage. On
constate d'ailleurs aprés quelques calculs I'identité des relations (V.1.5.17) et (V.2.3.14).

V.3 CONCLUSION

Dans ce chapitre nous avons établi la solution analytique pour le probléme de la traction d'un
empilement (0°,90°)S i l'aide des modeles M4_7n, M4_5n, M4_3nM et M4_(2n+1)M dont nous
rappelons que les détails des calcul sont écrits en annexe VL

L'analyse des solutions a permis de donner le sens physique d'une discontinuité au cisaillement
maximal au bord observé pour certains modéles. Ainsi, par exemple, nous avons mis en évidence
une force linéique d'arrachement concentrée sous forme d'un Dirac au bord des interfaces dans le
modele M4_(2n+1)M. Nous avons en outre montré qu'un critére sur l'intensité de ce Dirac peut,
dans cet exemple, étre équivalent 2 un critére portant sur le taux de relaxation d'énergie.

L'un des objectifs dans I'établissement de ces solutions analytiques étaient de pouvoir se faire une
opinion sur l'intérét relatif des modeles les uns par rapport aux autres. Ce point est a approfondir,

cependant, 3 notre avis, deux modéles semblent intéressants. Le premier est le modele

M4 (20+1)M qui, bien qu'il ne donne pas une distribution des champs de contrainte reproduisant
fidelement les champs 3D, présente l'avantage d'une extréme simplicité tant au niveau des calculs
que des concepts mécaniques. Ainsi notamment le concept de force linéique d'arrachement
concentré pourrait venir avantageusement remplacer celui de I'effort normal moyen [Whitney &
Nuismer, 1974] [Kim & Soni, 1984] largement utilisé dans la littérature en guise de critére de

délaminage. Le second est le modéle M4 5n. La prévision des champs de contrainte de ce modele
est trés voisine des champs 3D. Il se présente en outre comme un empilement de plaques de
Reissner couplées. L'énergie de couplage est plus complexe qu'un simple comportement classique
d'interface mais n'est pas pour autant plus compliquée & mettre en oeuvre numériquement. Le
développement de ce modéle dans un code de calcul disposant déja d'élément de type plaque de
Reissner serait donc relativement facile 2 faire. Ajoutons que contrairement aux modeles M4_7n et
M4 _3nM, les deux modéles M4_5n et M4_(2n+1)M ne réclament pas de conditions particulieres
sur les conditions aux limites pour obtenir des solutions.

Dans la suite du mémoire, nous ne nous intéressons donc plus qu'a ces deux modeles.
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CHAPITRE VI

MULTICOUCHES (6,,...,6,,),EN TRACTION

VL1 Calcul analytique du multicouche (91 ,...,Gm)s en traction par le modéle M4_5n
VI1.1 Equations générales du multicouche(8y....,8,, ), en traction
VL1.2 Application dans le cas du multicouche (6,8, ),
VI.2 Calcul analytique du multicouche (61,...,6m)s en traction par le modele
M4_(2n+1)M
VI.2.1 Equations générales du multicouche(ﬂ,,...,em)s en traction
V1.2.2 Application au multicouche (8,,6, )S en traction
VI.2.3 Application au multicouche (91,62,93,94)5 en traction -

VL3 Analyse des résultats - Comparaison avec la littérature
VI.3.1 Cas du multicouche (+8), en traction
V1.3.2 Cas du multicouche (6,6 —90), en traction

VL4 Analyse de la plaque trouée (0°,90°); en traction par le modéle M4_(2n+1)M

VL.4.1 Plaque homogene trouée en traction
V1.4.2 Méthode d'analyse quasi 3D au bord du trou
V1.4.3 Comparaison des résultats des modeles M4_5n, M4_(2n+1)M et de
[Raju & Crews, 1982]
V1.5 Conclusion
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Dans ce chapitre nous étudions la plaque multicouche (6,...,8,, )q en traction.

Dans une premiére section, nous posons les premiéres équations du modele M4_5n dans
le cas du multicouche (61,...,6m)sen traction. Afin de mener  terme un calcul quasi-

analytique et parce que les équations se simplifient nous calculons la solution pour un
quadricouche (8,8, ) en traction dans le cas particulier ol les modules de cisaillement

G et Gy sont égaux.

La deuxiéme étape de ce chapitre consiste a résoudre le probléme du multicouche a
empilement quelconque (61,..‘,6,“)5 par les équations du modele M4_(2n+1)
membrane. Nous donnons le systtme a résoudre pour un quadricouche et un huit
couches quelconque. Pour ces deux premiéres sections, afin de ne pas alourdir le corps
du texte, nous donnons en annexe VII le détail des calculs, seuls sont présents les
systemes finaux résolus par MATHEMATICA.

Dans la troisi®me section, nous analysons les premiers résultats sur des stratifi€s a bord

rectiligne non troués. Tout d'abord, nous présentons les courbes du multicouche (9,—9)S

en traction. Aprés avoir comparé 1'ensemble des champs de contrainte d'interface pour
un (+45), avec ceux de [Wang & Crossman, 1977], [Pagano, 1978], [Wang & Choi,

1982], [Robbins & Reddy, 1992 et 1993] et de [Flanagan, 1994], nous donnons, dans le
cas général, l'allure des cisaillements T,, et T,, maximum au bord de la plaque.

Comme il est prévu dans la littérature par [Herakovich, 1981] et [Pipes, 1972] nous
confirmons le pic des contraintes de cisaillement T,, sur l'empilement (15),. Puis sur
ce dernier empilement, nous analysons l'effet d'épaisseur constaté par [Lecuyer &
Engrand, 1992] a I'aide du modéle M4_(2n+1)M. Dans un deuxieéme paragraphe, nous
analysons le stratifi¢ (6,0 —90), que nous comparons 2 l'article de [Raju & Crews,

1981]. L'étude de cette famille d'empilements prépare 1'étude des effets de bords dans
une plaque (0°,90°), symétrique trouée étudiée dans la quatritme section de ce

chapitre. Ces analyses nous permettent de conforter le concept d'effort linéique résultant
d'arrachement du modele M4_(2n+1)M relié au cisaillement T, maximum. A titre

d'exemple d'analyse du huit couches, nous donnons en annexe X les courbes d'efforts
aux interfaces des multicouches [0°,45°,—-45°,90°) [45°,-45°,0°,90°]
[90°,0°,45°,-45°] aT'aide du modéle M4_(2n+1)M.

La quatriéme séction, nous I'avons dit, concerne I'analyse de plaque trouée (0°,90°),.
Nous nous inspirons d'une approche simplifiée par section radiale proposée par [Raju &
Crews, 1982] qui est acceptable lorsque le rayon du trou est trés supérieur a I'épaisseur

des couches (r = 20e). Avec cette hypothése simplificatrice, l'analyse se raméne a celle
des effets de bord dans des plaques semi-infinies pour des empilements (8,6 —90),

soumis 2 un allongement €(0) qui est égal 4 la déformation €gq(6) au bord d'une
plagque homogeéne anisotrope trouée dont le comportement homogéne est équivalent 2

I'empilement. L'expression analytique de €q4(60) est donnée par [Lekhnitskii, 1968].
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s

V1.1 CALCUL ANALYTIQUE DU MULTICOUCHE (61,...,6,“ )s EN TRACTION PAR LE
MODELE M4_5N

VI.1.1 Equations générales du multicouche (0,,..., Bm)s en traction

Considérons une éprouvette de largeur 2b et de longueur 21 constituée d'un empilement de n
(n=2m) couches (61,...,6,“)5, occupant le domaine Q =[-1,1]x[~b,b]x[-me,me] . L'éprouvette
est soumise & une traction telle qu'en x=-1 (respectivement x=1) le déplacement moyen suivant x est
-d (respectivement d), les autres bords sont libres. Dans la partie centrale de I'éprouvette, loin des
bords x=-1 et x=1, on peut faire une hypothése d'invariance par translation parallélement  I'axe des
x [Pagano, 1974]. Dans ce cas, la composante suivant x du champ de déplacement peut s'écrire
sous la forme (VI.1.1.1). Les autres champs ne sont fonctions que de y.

Les champs inconnus principaux sont:

- Les déplacements généralisés:

i _A
ﬁi(x,y)— u (X’Y)" LX+u {y)
vi(x,y)=vi(y)
(VLL.1.1) Ul(x,y) = wi(y) i=1,2m
y @} (x,y) = 9x(y)
q)](x’y)- i i
CI)y(x,y) = (py(y)

- Les efforts intérieurs généralisés:

Nig(xy)=Nig(y) (a,B)e{1,2}* ie(1,2m)
Mixg(x»Y) = MLB(Y)

(VL1.1.2) Qi (x.y)=Ql(y)
,C&Hl(x,y):'cgwl(Y) (XE{I,Z} ie(],Zm—l)

Vi,i+1(x’ y) — Vi,i+1 (y)

La symétrie du probléme par rapport au plan z=0 conduit 4 un probléme comprenant 16m-2 champs
en y inconnus;
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Tl o N N M ML ML O O gt
u', v, wh @), @y, Nij, Nip . Nap, My, Mip, My, Q, Qp, v i=1m

ettii=1,m-1

i+l
il

L'écriture de l'équilibre des couches 1 2 m et du comportement, conduit 2 (annexe VII) 6m-2

équations algébriques et 2 10m équations différentielles.

Les équations algébriques permettent d'exprimer:

i,i+] 1

- Les efforts d'arrachement d'interface v en fonction des déplacements wetwith

il it : PSP TS N SO T
- Les champs Q}, t'*' et 75" en fonction des Q}, 0}, @}, u’™ —u’ et v/*' - v/
- Les champs Nj; en fonction de N%, et Nj,.

- Les champs M, en fonction de Mi22 et Ml,.

11 reste donc les 10m champs suivants reliés par 10m équations différentielles:

NN MY ME; Q' u';vi;wi;cpix;tpﬂ

N = NGy N = Ny M =My 3 = M e Q' = Q)

Litl _ u1+1 —ut

On constate que I'on peut se contenter de faire apparaitre les 2(m-1) champs Gl el g
LA S

lieu des 2m champs ul et vi.,

En posant le vecteur a Sm-2 composantes suivant:

(VLL.13) X_(ui.i+1 Vit oi oi o
AL = VTL049,Q

le systéme final se réécrit sous la forme:

(VL1.1.4) M.X

Pour alléger, nous n'explicitons pas dans le cas général, I'expression de M étant assez compliquée.
A titre d'illustration, développons le cas particulier du quadricouche symétrique dont les modules
de cisaillement G et Gpysont égaux.
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VI.1.2 Application dans le cas du multicouche (6,,0, )

u=u‘-u
v=vl-vy
Dans le cas m=2, nous avons huit inconnues principales que nous notons Q1
Q2

Ox> Oy» 95 et 03

Rappelons que dans la suite, de fagon a pouvoir traiter plus simplement le probléme nous
restreignons I'application au cas particulier du quadricouche symétrique (91 .6, )S dont les modules

de cisaillement sont égaux soit: Gy = Gy.

La symétrie par rapport au plan y=0 rend u,v,(p}(, (pi,, (pi et q)§ impairs (Cf. annexe VII).

A N S P . , 2,
Grace au systéme d'équations algébriques (annexe VII) on exprime 1}’2, 112’2, Q{ , Q,z,v1 2et v en

fonction des huit inconnues principales ci-dessus.

1,2
Ty 4 S5e 1 2)
12, 1_=_( EECTNIN
(VL.1.2.1) G =l 12("’* ¢?)
(VL1.2.2) llf_-ﬁ(v_i( Ly 2))+ 3 (Q1+Q2)
G " ae\ T2\ 9y Oy S

Q _u 25, 5,
VL1.2. =—+Zpl -2
(VI12.3) Gy 3e 367 36™

Q u 5, 25,

VL1.2.4 =— gl +22
( ) Gy 3e 367 3%
(VL.1.2.5) v =_q!

(VL1.2.6) v23=_Q! - ?

Apres €criture des équations d'équilibre et des comportements en posant

5122 i _ o SieSiz i _ i }62
L omid 6 i_gi _Dl6_
S Biogh -l o Clogi - 2l6
i Si 1

(VL1.2.7) Al=8h, -

et en rendant le systéme d'équations différentielles du second ordre adimensionnel en posant:
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2
al—GLNAlb—2
(2
2 2 b?
a®=GnA e_2 a=al +a?
)
b2 b=b +b
b'=GnB' >
INT 2 c=c' +c?
2
b2 =Gy B2y U(s) = 20
e e
2 bs)
1_ lb_ Vs :l(__
o' =GN C'5 (s)=—>
(VL1.2.8) , b2 )(s) = pl(bs)

i) = L)

2

le systéme final a résoudre est alors de la forme: X” = _I\_Z.X avec X = (V,U,¢L,¢§,¢‘y,¢§,ql,q2)

Avec:
(VL1.2.9)
L -
4 3 3 8 8 8 8
B, S S s - % 3
4 3 3 8 8 8 8
—45a’ 0l g B 45b! 45b! 39b! —9p!
2 3 3 4 4 4 4
—453° , 25, 55 45b2 45b° -9p2 39b2
-20c? =2 =2
M= 2 3 3 4 4 4 4
—4sb! o 55 25 4% 45a' 39a' -9a
2 3 3 4 4 4 4
~4sb® 0 25, 55, 4% 450> 92 39
2 3 3 4 4 4 4
1890 . 0 ~15505 18655 . 17661 | -23331
10168 10168 10168 10168 10168
-12810 o 0 o 20005, 47355, 24801 63231
10168 10168 10168 10168 10168

L'expression des parités et des conditions aux limites en fonction des inconnues principales du

probléme donnent alors:
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(V1.1.2.10)

et

(VL1.2.11)

Ce systéme peut facilement étre résolu 2 1'aide de MATHEMATICA. Nous présentons les résultats

plus loin dans le chapitre aprés avoir donné la solution du méme probléme pour le modele

U(0)=0 ; V(0)=0 .
04(0)=0; ¢,(0)=0;
q'(0)=0

Chap. VI - Applications (0,,...,6,,)

s

M4_(2n+1)M dans la section suivante.

VL2 CALCUL ANALYTIQUE DU MULTICOUCHE (91"“’9"1)5 EN TRACTION PAR LE

MODELE M4_(2N+1) MEMBRANE

Nous étudions un probléme similaire & celui de la section précédente a l'aide du modéle

M4_(2n+1)M.

V1.2.1 Equations générales du multicouche (6 [5eees Om )s en traction

Nous faisons I'hypothése que loin des bords x=I et x=-1, les champs sont invariants par translation.

Les champs inconnus principaux sont:

- Les déplacements généralisés:

(VI2.1.1)

Les symétries par rapport aux plans z=0 et y=0 rendent respectivement w nul et ui(y) et Vi(y)

impairs.

U'(x,y)=

vi(xy)=vi(y)
Ui(x,y)=w(y)

u'(x,y):Ex+u (y)

i=1,2m
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- Les efforts intérieurs généralisés:

Nip(xy) =Nog(y) (@B)e{l2)? ie(i2m)

i,i+l

(V12.12) “
il (xy) = i (y) aef{l,2} ie(l,2m-1)

La prise en compte des symétries par rapport au plan z=0 conduit & un probléme comprenant 7m-2

champs en y inconnus:

ul, Vl, Nh, Niz, N122 i=1l,m

Litl Qi+l
LT,

i=l,m-1

L'écriture de 1'équilibre et du comportement conduit 2 3m-2 équations algébriques et 4m équations

différentielles. On constate que I'on peut se contenter de faire apparaitre les 2m-2 champs suivants:

i,i+l i+1 i
' =u'"" —u
(V12.1.3) ooh T

V1,|+l - V1+1 _ vl

au lieu des 2m champs ui et vi. On peut de plus éliminer les efforts membranaires Nj; ,

Ni22 et Niu entre les différentes équations.

Notons:
X le vecteur de composante (vl’z,ul’z,...,v“_l’",unwl’")
Y le vecteur de composante (15’2,11’2,...,1;'1’",1{‘_1'")
soit
_ k+Lk+2 _ k+Lk+2
Xkt =V Yors1 =T
_ k+Lk+2 __ ok+Lk+2
Xoks2 =0 Yoke2 =7

Le systéme final a résoudre se présente sous la forme:

X =Ma¥i o x"-MNX
Xy =Ny .Y,

(VI2.1.4) {
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les coefficients des matrices M et N sont donnés par:

Moy ks =22 +25

_ 1.k+2 k+l1
Moisioke2 =D +b

- k+2
Moit1,2K43 =2

)
Mo +1,2k44 =—b

k4l
Mok 41,2k =—b

_ k4l k4l
Mok 41,2k-1 =—2 Mogs2,2k-1 = =D
(V1.2.1.5)
les autres coefficients M sont nuls (M étant symétrique
ij Y q
ool k42, k4l _ o(pk+2 | pk+l
Noke1,2k41 = 2(0‘ +ao ) Noxe2,2641 = 2(5 +B )
_ o(pk+2 | gkl nfkt2 k4
Nok+1,2k42 = 2([3 +B ) Nok+2,2k42 = Z(Y +y )
k+2 k42
Nok+1,2643 = O Noy42,2k43 =B
k+2 )
Noks12k+4 =B Nox2,2644 =7
k+1 K+l
Nowe2 =B Nok226 =Y
okl _ pk+l
Nok+1,26-1 = O Nok+2,21-1 =B
(VI2.1.6)
les autres coefficients N jj sont nuls (ﬁ étant symétrique)
ou
) i 2 . gl )
{(VI2.1.7) A'=S), g% ; Bl =Sh - mi 2 o iz Sk .
11 3
Ai Bl i
a'=—,b' —etc' =—
[+
(VI2.1.8) et ,

i

. . . i . . .
o = E'szz’ p'= e"SIle ety' = eESlQu

6 6

_1.k+2 k+1
Mori2,2k+1 =D 7 +b

_ k42 kel
Moks2,2k42 =€~ +C

k2
Mo 42,2K43 = =D

_ k+2
Moi12,2k44 =—C

_xtl
Mok =—C

i

k>0
k>0

k>0
k>0

Enfin, nous rendons le systéme d'équations différentielles du second ordre adimensionnel en

posant:
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X(bu ’ b
l(u) = ;:(hoisi) X (u) = echoisi X(bu)
(V12.1.9) Y(ou) b2
X u ”
Z(u) = Gchoisi X (u) = echoisi —X—(bu)

ol les valeurs de e et GMS! sont choisies parmi toutes les valeurs des épaisseurs des couches

et parmi toutes les valeurs des modules de cisaillement selon le probléme 2 traiter.

Les systémes précédents (V1.2.1.4) aprés adimensionnalisation s'expriment ainsi:

X (W=20 Ny =Ty
(V12.1.10) G_‘i - =S W=7 7' x(w)]
x(u) = ;N y(u)=1.y(u)

Le vecteur x(u) vérifie les conditions de parité soit:
(VI2.1.11) x(0)=0

11 reste & exprimer, en fonction des inconnues du probléme, les conditions aux limites suivantes :

g ()= DA[SEE S

2k+1 e L Sicl-e-z S%(]-l—l
(VI2.1.12)

i, (1)< DA( I SIE

T eLlsh? s

V1.2.2 Application au multicouche (6,0 ) en traction

Dans un premier temps nous résolvons le systéme (V1.2.1.10) dans le cas du quadricouche (8, ,92)S

étudié dans la section précédente par le modéle M4_5n. Les matrices MetN s'écrivent alors sous la

forme:
1,.2 1,12
= (a +a” b +b
VI.2.2.1) M=
( [bl +b? o+ CZJ
1 2 1 2
= e[Sqn+Sq22 Saqiz2 +Sq12
(V1.2.2.2) N= E[s’ R e
Q12 T 2QI2 Q11 T9Qt1
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Le systeme se résout facilement & I'aide d¢ MATHEMATICA. Nous analysons les résultats plus
loin et nous tentons par la suite de résoudre le probleme du (6,,0,,05,0 4)s en traction.

V1.2.3 Application au multicouche (6,,0,,06;, 94)xen traction

Cette application nous permet dans un prerier temps d'avoir un apercu sur "l'effet d'épaisseur”
décrit dans l'article de {Lecuyer & Engrand, 1992]. Nous analysons pour cela les laminés [15,—15]S et

[152,—152]5. Puis dans un second temps, nous recherchons la solution du huit couches symétriques

[0,45,-45,90]¢ dont nous changeons 'ordre des couches pour prédire quel empilement est le plus -

délaminant.

Dans ce cas les matrices MetN s'écrivent alors sous la forme:

(V12.3.1)

(V12.3.2)

zll

w|o

al+a? blep? a2
b'+b% cl4c? b2
¥ = —a? b2 a%+a’
b2 —c?  b2+b
0 0 -a’3
0 0 -b
2
SL,, +82,, Shi,+S S0z
Q22 9022 D012 Q12 —
)
Sh,+S3, SL, +S SQi2
Q12 Q12 Sq11 +9qu TN
2 2
Son Saz g g
> ) Q22 T9022
3 2
Sa12 SQut 2 g
> ) 012 79012
3
0 0 Son
2
0 0 S_Ql.z_
2

~b? 0 0
- 0 0
b*+b®  —a’ -b’
Z+dd b’ -
-5 ad+a* bpi4vt
-7 pPebt Pt

s2
g2
o
2 Q3 o Sz
2., +5S 202 2912
o1z +Sai2 9 >

2 B Saiz S
S2,,+S 22 2L
Qu3 QI 5 2
Sqn g igt s st
5 Q22 +S022 Sqiz 5012
Sou 4 3 4
_3 Sai2 a1z San +San

De méme, le systeme se résout facilement a I'aide de MATHEMATICA.
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VI.3 ANALYSE DES RESULTATS - COMPARAISON AVEC LA LITTERATURE

Comme nous venons de le voir dans les deux premiéres sections de ce chapitre, les solutions des
plaques (61,...,6“)s en traction peuvent &tre calculées analytiquement par les modeles
M4_(2n+1)M et M4_5n. De fagon & pouvoir comparer, avec la littérature, les champs d'efforts

intérieurs d'interface obtenus par nos modéles, nous appliquons, dans cette troisieme section, ces
solutions aux cas de quadricouches (+8), et (8,8 —90), pour les modéles M4_(2n+1)M et M4_5n.

Les multicouches (0°,45°,—45°,90°), (45°,-45°,0°,90°), et (90°,0°,45°,-45°), étant souvent
étudiés dans la littérature, nous avons pensé utile de donner les prévisions du modele M4_(2n+1)M
en annexe X. Les courbes sont données par le logiciel de calcul formel MATHEMATICA.

VI.3.1 Cas du multicouche (18) en traction

Dans ce paragraphe, nous commengons par l'étude de 1'empilement (i45)s. Nous comparons les

résultats obtenus avec ceux de [Wang & Crossman, 1977], [Pagano, 1978}, [Wang & Choi, 1982],

[Robbins & Reddy, 1992 et 1993] et [Flanagan, 1994]. Nous donnons ensuite une analyse des
efforts intérieurs d'interface pour des empilements (£6), dont nous comparons le cisaillement T,,

maximum obtenu au bord en fonction de I'angle 8, avec celui de [Pipes, 1972], [Herakovich, 1981],
[Anquez & Al., 1985]. Enfin, nous analysons l'effet d'épaisseur dans le cas particulier du (£15),

pour comparer aux résultats de [Lecuyer & Engrand, 1992].

V13.1.a Empilement ($45),
Cet empilement est intéressant car il est trés souvent étudié dans la littérature. Les premiers travaux
ont d'ailleurs donnés des résultats qui étaient en désaccord [Puppo & Evensen, 1970] et {Pipes &
Pagano, 1970 fig. 9 page 547].

Le matériau et la géométrie sont identiques a ceux de [Pagano, 1978].

Commengons par étudier l'interface 45°/-45°.
Trois efforts intérieurs nous intéressent: les cisaillements Ty, et Ty, et I'arrachement v!2. Nous

rappelons que dans le modéle M4_(20+1)M l'arrachement est défini proportionnellement a la
dérivée du cisaillement T par les équations d'équilibre du modéle M4_3n (11.5.6):

yz
e 7
VLZ(Y) = _ETyz (y)

Pour ce qui concerne le cisaillement T,,, nous présentons ci-dessous successivement outre les
courbes obtenues par le modéle M4_5n et M4_(2n+1)M, les résultats de [Wang & Crossman,

1977), [Pagano, 1978] et [Flanagan, 1994]. Pour ne pas alourdir la figure, nous ne reportons pas les
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5
résultats de [Wang & Choi, 1982], [Robbins & Reddy, 1992 et 1993] qui sont en accord avec les
précédents.

DISTRIBUTION DU CISAILLEMENT tauXZ A L’INTERFACE 45/-45

1.75¢ ™
*
1.5F —_—— M4 (2n+1)M |
— — =~ M4 5n I
o125 : | E
<
; o Wang et Crossman (1977)
~ 1F ) 4
o H
E <© Pagano(1978)
—~
N N .
;;7 0.75 ozs 2 P
esnnee 8T
g | =Ny
So.5F 2 Theae T fage o 1
- .1
© 0.0 F-/a.na.gnn (lﬁs&)
0.25¢ -
¢ 0.2 0.4 0.6 e.8 1
v
0 L
0 0.2 0.4
y/b
Fig. V1.3.1.a.1: Comparaison de la distribution du cisaillement T,, 2 l'interface 45°/-45°

On constate un bon accord entse les prédictions des différents modeles avec cependant un
maximum du cisaillement prévu ﬁar le modele M4_(2n+1)M plus faible que celui prévu par les
autres modéles.

Avec un matériau différent, les résultats donnés dans [Anquez & Al., 1985 fig. 9 page 34] sont
qualitativement de méme nature.

L'analyse du cisaillement 1y, est un peu plus difficile. La courbe de [Wang & Crossman, 1977]

semble comporter une erreur de signe. [Pagano, 1978] ne donne pas cette information. La courbe
correspondante de [Flanagan, 1994] semble confirmer celle obtenue par le modéle M4_5n. Nous
nous référons donc aux articles de [Wang & Choi, 1982], [Robbins & Reddy, 1992 et 1993] et
[Flanagan, 1994]. La premiére constation est que tous les auteurs signalent que T, est trés petit &

l'interface par rapport a 1,,. Cela correspond aussi 2 la prévision de nos deux modgles avec méme
un cisaillement Ty, nul pour le modéle M4_(2n+1)M. Il n'est pas facile de reporter sur nos
diagrammes les résultats des autres auteurs compte tenu de la difficulté de mesurer les points de
leur courbe avec précision, aussi nous choisissons de reporter, a coté de notre figure, la figure
extraite de [Flanagan, 1994] (figure 6 p.949) ol la contrainte qui nous intéresse ici est la contrainte
G4- On constate une bonne correspondance entre cette courbe et celle obtenue par le modéle
M4_5n.
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DISTRIBUTION DU CISAILLEMENT tauYZ A L’INTERFACE 45/-45

0.0125 T T
° \
9 A‘ I
0.01p . % \
0.25 |
~ [ ——
0 [ =t !
& 0.0075¢F 0 ¢§“ | .
I~ !
ED 0.15 !
S 0.005¢ - M4 (2n+l)M ] 0.2 [X] 0.5 0.8 1 | ! 4
* - yo
3 P
T 0.0025} - — — M4 5n
N /
N
3 0 - L
3 ~ !
~N
-0.0025 N /
N /
~ -
~0.005 b . :
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
y/b
Fig. V1.3.1.a.2: Comparaison de la distribution du cisaillement 1, & I'interface 45°/-45°

Intéressons nous maintenant i I'arrachement v'? de cette méme interface. L'article de [Pagano,
1978] ne donne aucune information a ce sujet. Ecartons le résultat de [Wang & Crossman, 1977]
qui semble comporter une erreur de signe et comparons aux résultats de [Wang & Choi, 1982],
[Robbins & Reddy, 1992 et 1993] et [Flanagan, 1994]. On constate que cet effort normal d'interface
est en compression au bord mais d'intensité faible. En dehors du modéle M4(2n+1)M qui prévoit un
effort nul, tous les autres modeles sont en bon accord y compris avec les prévisions du modele
M4_5n. A titre d'illustration, nous reportons sur la figure ci-dessous les prévisions des modeles
M4_(2n+1)M, M4_5n et les résultats de Flanagan (fig. 6 p.949)
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DISTRIBUTION DE L’ARRACHEMENT A L’INTERFACE 45/-45

T — T T <o T
e ©
2 <
- \°
0 O ————e—— ©
\
@ \
M-0.05¢ <
> |
<
f=
= \
Lo-0.1f — M4 (2n+1)M o |
~ |
3
N4 —_— - M4 5n
e - ‘
N
N -0.15F <1
o © Flanagan (1994) |
=
!
-0.2 ¢ 1]
~0.2 L . : . L L
s 0 0.2 0.4 c.6 0.8 1

y/b
Fig. V1.3.1.a.3: Comparaison de la distribution de I'arrachement v'? a l'interface 45°/-45°

L'interface -45/-45 présente aussi un intérét.

De maniére étonnante la plupart des auteurs ne se sont pas intéressés directement 2 cette interface.
On peut toutefois tenter de reconstituer cette information 2 I'aide des courbes de contraintes données
par [Wang & Choi, 1982] (fig. 12 page 558) ou les résultats donnés dans 1'épaisseur par [Robbins &
Reddy, 1993] (fig. 6 page 672).

DISTRIBUTION DE L’ARRACHEMENT A L’INTERFACE -45/-45

T - T

0.25

M4 (2n+1)M I

- — — M4 5n

0.05} _ I

nu23/((d/1) *10%6] Psi

y/b
Fig. VL.3.1.a.4: Distribution de I'arrachement v** 2 I'interface -45°/-45°par le mod&le M4_5n
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Les figures indiquent I'existence d'un effort d'arrachement positif au voisinage du bord avec un fort
gradient entrainant le passage de l'effort en compression & une trés courte distance au bord.
Présentons la prévision du modéle M4_5n qui est conforme aux observations ci-dessus. L'effort

d'arrachement maximal au bord est faible et trés proche de ceux que I'on peut trouver dans les
résultats de la littérature. Analysons maintenant des empilements (+8); avec 6 quelconque.

VL3.1.b Empilements (8),

Le résultat qui intéresse généralement les auteurs qui ont publié sur les effets de bord dans les
empilements (£0),, est le maximum du champ de cisaillement 1,, i l'interface 6/~8 en fonction de

6.

12,0
NARMCO 5505
Boron-Epox
10.0 Py
.. &0
28
E oY
> 6,0 ~
el +0
5
~ 40
=)
R
" 20
0 80 90
0 \‘_l__)
0, Degrees
-2.0

Fig. VL.3.1.b.1: Cisaillement maximum T,, 2 l'interface 6/—8 par le modgle de [Pipes, 1972]

Nous constatons un pic de la contrainte de cisaillement t,, pour un angle a 15° avec notamment
un changement de signe aux environs de 6 = 60°, ce résultat est confirmé par une analyse éléments
finis 3D [Carreira, 1997].

Ces résultats peuvent dépendre du matériau, aussi ci-dessous, nous présentons deux exemples.

Dans le premier, nous comparons les résultats du champ T,, maximum 2 l'interface 6/-0 pour un
matériau tiré de [Pagano, 1978] prévus par les modeles M4_5n, M4_(2n+1)M. Nous constatons que

les prévisions du modéle M4_(2n+1)M et M4_5n ne sont pas semblables. Le modéle M4_(2n+1)M
sous estime un peu les efforts 7., ainsi que nous l'avons déja vu dans le cas du (+45°),.
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QUADRICOUCHE (THETA,-THETA)S

tauxzmax/[(d/1) *10"6] en Psi

T T T T

M4_(2n+1)M ]

\ — M4 _5n

20 0 60 80
theta (deg.)

Fig. V1.3.1.b.2: Comparaison du maximum de T, 2 I'interface 6/—6
des modéles M4_(2n+1)M et M4_5n pour le matériau de [Pagano, 1978]

Présentons maintenant les résultats, sous forme normalisée en fonction de I'angle 8 des modéles
M4_(2n+1)M, M4_5n et de l'article d'[Herakovich, 1981] dans le cas d'un matériau T300/5208
graphite epoxy dont les caractéristiques mécaniques sont trouvés dans [Lucking, Hoa et Sandar,

1984]:

(V13.1.b.1)

E;; = 145,0GPa

E,, =E33 =10,7GPa
Gy, =Gy; =4.5GPa
Gy =3.6GPa

Vlz = V13 =0.31
V23 = V32 =0.49
sz = V31 =0.023

Nous constatons une bonne similitude des deux courbes 2 la différence prés que celle donnée par

Herakovich est toujours positive alors que celle obtenue par le modele M4_(2n+1)M est 1égérement

négative a partir de l'angle a 60°. Notons que pour un matériau différent [Anquez & Al. 1985]

trouve aussi une courbe toujours positive.
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QUADRICOUCEE
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(THETA, -THETA} S
T

s

20

40

60

theta (deg.}

80

Fig. V1.3.1.b.3: Comparaison du maximum normalisé de T,, 2 l'interface 6/—0
des modeles M4_(2n+1)M et M4_5n pour le matériau T300/5208

Donnons ci-dessous, pour information, les différents champs d'interface au bord de la plaque dans

le cas d'une modélisation M4_5n, c'est & dire les contraintes T

contrainte v?>>2 l'interface -6/-8 :

Fig. VL.3.1b.4: Champs T,,, T, et v'% au bord a linterface 6/~8 et champ v>* aubord a

tauxz/(d/1) 10~3Pa

nl2/(d/1) 10~3Pa

40000
30000
20000
10000

Xz»

QUADRICOUCHE (THETA,-THETA)s (M4_5n)

TAUXZ (b)

20 40 60 80
theta (deg.)

nul2(b)

-500
-1000
-1500
-2000
-2500

a

l'interface -6/—6 pour le modele M4_5n avec un matériau T300/5208

0 20 40 60 80

theta (deg.)

t,, et v a l'interface 6/-8 et la

o TAUYZ (b)

< 50

i=3

~ 40

330 l
T 20 /

N

:lO / i
=3 0/’ 1
S 0 20 40 60 80

theta (deg.)
nu23(b)
<
D 2000 /\\
A=
= 1500
J 1000 /
2 \
S oot/
o~y
‘g 0/ \__.
0 20 40 60 80

theta (deg.)
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Nous constatons que les efforts Ty, restent trés petits par rapport aux efforts Ty,. Par ailleurs,
I'interface 6/-6 est en compression (vl'2 < 0) au bord alors que l'interface -8/~8 est en traction
(vz'3 > 0), les modules de ces efforts restent trés faibles. Le modéle M4_(2n+1)M donne pour les

mémes efforts des valeurs nulles. Ainsi pour un empilement +6, le délaminage sera piloté par la
contrainte de cisaillement 1,, al'interface 6/-6.

V1.3.1.c Effet d'épaisseur dans ]e(il5m)S

Nous validons, pour cet exemple les calculs analytiques du huit couches par le modéle
M4_(2n+1)M. Le phénomene d'effet d'épaisseur a été étudié par [Lecuyer et Engrand, 1992]. Les
auteurs se sont intéressés au cisaillement T,,  I'interface 15/-15 pour un matériau AS/3501-6 dont

les caractéristiques sont données ci-dessous:

E,, =129533MPa
(VI31C1) E22 = E33 =13056MPa
GlZ = G13 = G23 =5861MPa

V12 = Vl3 =V23 =0.3
e =0.169mm

Le multicouche est soumis & une force de traction N,, =1.MPa.

Les courbes sont données pour m=1 par les modéles M4_(2n+1)M et M4_5n et pour m=2 par le
modele M4_(2n+1)M seulement.
DISTRIBUTION DU CISAILLEMENT TAUXZ A L’INTERFACE 15/-15

T T T T T T

!
0.35¢ ]

— — — - M4 5n
M4_(2n+1)M 4

tauxz (MPa)

2
, ). fli, Izl

¥y {ma) E
2 3 7 5 G
y en mm
Fig. VL3.1.c.1: Effet d'épaisseur dans le (£15,,),
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On constate un bon accord entre les prévisions des différents modgles. Ces résultats confirment que

la profondeur de I'effet de bord est sensiblement égale & I'épaisseur de 1'empilement.

V1.3.2 Cas du multicouche (6,0 —90°) en traction

Cette famille d'empilement présente un intérét particulier pour deux raisons.

1) Les éprouvettes peuvent &tre facilement obtenues par une découpe suivant un angle 6 dans une
plaque (0°,90°),.

2) Sil'on s'intéresse & une plague (0°,90°), trouée, au bord du trou 4 un angle 6 dans le repére local
lié au bord libre, I'empilement apparait étre (8,8 —90°),. Nous reviendrons sur ce point dans la
section (VL.4).

Pour ces raisons les empilements (8,6 —90°), sont souvent étudiés d'un point de vue théorique ou
expérimental dans la littérature. Pour nos comparaisons, nous nous référons principalement a [Raju
& Crews, 1981]. Nous donnons ci-dessous les courbes normalisées par leur maximum de T,, &
l'interface 6/6—90° en fonction de 6, lesquelles sont obtenues a l'aide des modeéles M4_5n et

M4_(2n+1)M. Nous ajoutons sur la méme figure, la figure 12 de [Raju & Crews, 1981]:

QUADRICOUCHE (THETA, THETA-90)3

T T T T T

M4_(2n+1)M

tauxzmax normalise

o= o= « M4 5n

© Raju & Crews (1981)

1 - L % 1

0 20 40 60 80
theta (deg.)

Fig. VI.3.2.1: 1,, normalisé & l'interface 6 /6 —90° en fonction de 6
d'un empilement (8,8 —90°),
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Nous constatons la trés grande similitude de ces courbes. Cependant si on compare les valeurs

prévues par le M4_5n et le M4_(2n+1)M, on remarque que ce dernier modéle sous-estime un peu
Ty, comme pour les empilements (6,-6),.

QUADRICOUCHE (THETA, TEETA-90)3

2.5 T :

tauxzmax/{(d/1) *10°6}] Psi

=)

10 %0 27
theta (cdeg.)
Fig. VI.3.2.2: 1, alinterface 6/6—90° en fonction de §
d'un empilement (8,0 —90°); avec les modgles M4_(2n+1)M et M4_5n

20

Présentons maintenant les courbes donnant le cisaillement t,, au bord 2 l'interface 6/6—90° par

les modeles M4_(2n+1)M et M4_5n.

QUADRICOUCHE (THETA,THETA-90)5

[
o
T

©
)
T

tauyzmax/{(d/1) *10°6)] Psi

0 20 40
theta (deg.)

Fig. VI.3.2.3: 1, al'interface 6/6—90° en fonction de 8
d'un empilement (6,8 —90°), avec les modeles M4_(2n+1)M et M4_5n

154



Chap. VI - Applications (91,...,9,,,) s

s

Nous constatons que les deux prévisions sont trés proches. A 6 =45° Ty, €St & peu prés nul ainsi

que nous l'avions indiqué plus haut. Pour les angles proches de 8 =0° et 6 =90°, la valeur absolue
de 1y, est supérieure & T,,. Pour les autres valeurs de 6, la valeur de t,, est nettement supérieure a
cellede T, .

Analysons maintenant les efforts d'arrachement v'*? et v2au bord prédits par le modele M4_5n. Il
est intéressant de les comparer a l'effort linéique d'arrachement au bord prévu par le modeéle
M4_(2n+1)M. Pour avoir des unités identiques, nous reportons ci-dessous les efforts linéiques

d'arrachement du modele M4_(2n+1)M divisés par I'épaisseur de la couche.

(fig. aj
N
0.2 N
. N M4_(2n+1)M
2 \
, . -
2 2.1 \ ¥4_3a
S
S \
¥ \
3 ¢
N \
)
= \
_3 \
g0 \
S
3 N (fig. b)
N 0.4 —
~ - =
-0.2 N -~ S
~
] 20 10 60 30 >
2.2 N
theta (deg.) N M4_(2n+1)M
N — — - M{5n

-c.2b

nu23(b}/[(d/1)*10%6) ) Psi

-0.4F

theta (deg.)

Fig. V1.3.2.4: Comparaison des v 2 l'interface 6/6~90° (fig. a)et v>> 2 l'interface

6 -90°/6 — 90°(fig. b) en fonction de 6 d'un empilement (6,6 — 9O°)S par le modeie M4_5n

et les forces linéiques correspondantes du modele M4_(2n+1)M divisées par €

On constate qu'a l'interface (2, 3) les courbes données par les deux modeles ont une allure

vaguement semblable alors qu'a l'interface (1, 2) les différences sont beaucoup plus prononcées en
particulier sur toute une partie de la courbe 6 € [15°,45°]s ou les prévisions d'efforts sont de signes

opposés.
Cette différence trés importante de prévision entre les modéles mérite une analyse plus approfondie.
Nous pensons que le modéle M4_5n prédit convenablement les efforts d'arrachement 3D, mais nous

pensons aussi que les prévisions du modele M4_(2n+1)M doivent avoir un lien direct avec le
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phénomene de délaminage. Il ne s'agit donc pas de rejeter trop vite le modeéle M4_(2n+1)M sur la
base de cet échec de prévision des efforts d'arrachement 3D trés locaux.

On pelit tout d'abord interpréter ces différences en disant que les efforts linéiques du modéle
M4_(2n+1)M représentent une résultante sur une certaine distance des efforts d'arrachement 3D.

Pour informer plus complétement sur ce point, nous donnons en annexe IX la distribution des
efforts d'arrachement en y a l'interface (1,2) pour les modéles M4_(2n+1)M et M4_5n et 2
I'interface (2.3) pour le modéle M4_5n en fonction des valeurs de . On peut, par exemple, ainsi
expliquer que le maximum de I'effort linéique d'arrachement a l'interface (2, 3) du modgle
M4_(2n+1)M se situe 4 un angle différent de celui pour lequel l'effort d'arrachement du modéle
M4_5n est maximum. En effet pour les angles plus faibles que 20°, l'effort v** du modéle M4_5n

est plus faible que le maximum obtenu autour de 20°, mais il décroit moins vite en fonction de y.

ARRACHEIMENTS NU23 A LZ LONG DE L’INTERFACE THETA~90/THETA-$0 (M4_5n)

0.4}F -
0.3
S 0.2t
f=)
~
~
N ]
3 c.1
~
™
3
S 0 = =
= - = -
-0.2 F . 4
—_— - theta=20 deg.
theta=10 deg.
-0.2}F 4
0 0.2 0.4 0.6 0.8 Z

v/b

Fig. VL.3.2.5: Exemple de comparaison des v>> 2 6 =10° et 6 =20°
par le modele M4_5n pour I'empilement (6,8 —90°),

Ainsi la résultante sur une profondeur de I'ordre de e est supérieur pour 8 =10° par rapport &

0 =20°. I en est de méme de la force linéique d'arrachement prévue par le modele M4_(2n+1)M.
Nous reviendrons plus en détail sur ce point dans I'analyse de la plague (0°,90°), trouée de la

section suivante.
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Pour mieux comprendre, nous comparons le taux de relaxation d'énergie lors du délaminage dans le
plan de symétrie de I'empilement (2 fissures) au taux de relaxation d'énergie entre les couches 6/6—
90 (4 fissures):

—_—
— —

Fig. VI1.3.2.5: Schémas de plaques délaminées (2fissures et 4 fissures)

i
AN

Nous étudions, comme dans le chapitre précédent la situation ot les fissures ont suffisamment
progressé pour que 1'on puisse distinguer trois types de zones.

1) La zone centrale ou les champs sont trés proches de ceux déduits d'une approche par la théorie
classique de plaque multicouche. Dans cette zone centrale la densité surfacique d'énergie a
déformation de traction imposée est identique dans les deux cas de délaminage ci-dessus. Lors
d'une progression de fissure de longueur da, cette zone sera "raccourcie” de la longueur 2da. La
variation d'énergie par unité de longueur suivant x est égale a:

1(d)?
(V13.2.1) AW, __E(T] Bl ooom, (2da).4e

ol EL( est le module d'Young équivalent suivant x de I'empilement (6,6 — 90°),

9,8-90°)

2) Les zones proches des fissures de délaminage. Dans ces zones, les champs sont compliqués, mais
si la fissure a déja suffisamment progressé, ils sont simplement translatés lors d'une progression de
fissure sous chargement de déformation constant. Dans un calcul de taux de relaxation d'énergie
dans une progression de fissures sous déformation constante, le bilan énergétique correspondant a la
translation de ces zones sera nul.

3) La zone correspondant 3 l'extrémité des parties délaminées. Dans cette zone, l'influence de
I'extrémité des fissures ne sera plus trés sensible. Leur densité surfacique d'énergie pourra étre
étudiée simplement a l'aide de la théorie classique des plaques multicouches. Elle est la aussi
uniforme dans chaque levre.

Dans le cas de quatre fissures chacune des 6 1&vres est constituée d'un matériau homogeéne.
Dans le cas de deux fissures progressant dans le plan de symétrie, chacune des quatre 1&vres est
formée d'un empilement de deux couches.
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La densité surfacique d'énergie dans chacune des 1evres pourra étre approchée en considérant que
chacune d'elles est soumise a une traction uniaxiale 4 déformation Exx imposée avec les courbures

Xxx €t Xxy Dulles et les efforts membranaires Nyy, Nyy et de flexion M, nuls sur les faces

perpendiculaires a e, [Anquez & Al., 1990].

Dans le cas de 4 fissures, la densité surfacique d'énergie en un point de la zone délaminée est la

somme des densités surfaciques d'énergie pour les trois [&vres, soit:

VI.3.2.2 1(d 22 E_ +E
(VL3.2.2) AT e( Lo T ELg_opn)
ou E;  estle module d'Young suivant x de la couche a 6.

Dans le cas de 2 fissures, la densité surfacique d'énergie est:

VI1.3.2.3 Ld 24 E

( . A ) 5 T €. L(9,6—90°)

ol EL(9 0-o0°) est le module d'Young suivant x de l'empilement a deux couches non symétrique
(8,6 —90°).

La variation d'énergie dans ces zones par unité de longueur suivant x lors d'une progression de
fissure da est le produit des densités ci-dessous par une longueur 2da.

Le taux de relaxation d'énergie pour chaque fissure est:

oW
ngda

(VI3.2.4) G=~

ol n¢ est le nombre de fissures qui progressent.

Il vaut dans le cas de quatre fissures:

1(d)?
(VL3.2.5) G= Z(T) 23(2EL(9'9;90‘,)5 ~EL, ~EBr, o )

et dans le cas de deux fissures:

1(d)?
(VL3.2.6) G= E(T) 4e(EL(eve_W)s ~EL o e )
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Considérons un bicouche non symétrique en traction suivant x. Négligeons, en premiére
approximation les efforts de flexion de chacune des couches par rapport & leur propre plan de
symétrie. Notons N! (respectivement 1(12) les efforts membranaires de la couche 1 (respectivement

2). L'équilibre du tenseur des efforts résultants du bicouche (8,6 — 90°) sur une face perpendiculaire

alaxe e, s'écrit:

- Résultante suivant y sur la face du bicouche perpendiculaire a ey:

1 2 _
(VI3.2.7) N, +NZ =0

- Moment par rapport a l'axe e, dans le plan de l'interface du bicouche, des efforts sur la face du

bicouche perpendiculaire a e,

e\l N2 —
(V13.2.8) SNy =N, =0

- Résultante suivant x sur les faces du bicouche perpendiculaire a e,

(V13.2.9) N, +Nj, =0

-~ Moment par rapport a I'axe e, dans le plan de l'interface du bicouche, des efforts sur la face du

bicouche perpendiculaire a e

(V1.3.2.10) %N‘Xy - %Niy =0

Ainsi, si l'on néglige les moments de flexion de chaque couche par rapport a leur propre plan de
symétrie, I'état des contraintes dans chaque couche est membranaire uniaxial (N‘yy =0 N;y = O).

Donc, avec cette approximation:

E . +E. .

(V1.3.2.11) E. ~— 00"
(6.8-90°) 2

On constate alors, qu'au méme niveau d'approximation, le taux de relaxation d'énergie calculé plus
haut, dans le cas de quatre fissures est égal 2 la moitié du taux de relaxation d'énergie dans le cas de
deux fissures.
Nous relions, bien siir, ceci au fait que, dans le modéle M4_(2n+1)M, l'effort linéique au bord a
linterface (8,0 —90°) est égal 4 la moitié de celui 2 l'interface (6 —90°,6 —90°). C'est un argument

en faveur de I'opinion que l'effort linéique d'arrachement du modéle M4_(2n+1)M est une
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information synthétique directement utilisable pour la prévision des délaminages. Bien sir, ce point
de vue devra étre approfondi pour étre véritablement accepté et des calculs plus rigoureux de taux

de relaxation d'énergie devront étre faits dans des situations plus variées.

VI.4 ANALYSE DE LA PLAQUE TROUEE (0°,90°); EN TRACTION PAR LE MODELE
M4_(2N+1)M

Dans cette derniére section de ce travail, nous allons montrer comment,  I'aide des modeles M4_5n
et M4_(2n+1)M et de la méthode approchée d'analyse quasi 3D de [Raju & Crews, 1982] il est
possible d'analyser simplement les concentrations de contrainte au bord d'un trou dans une plaque
(0°,90°), en traction. Cette analyse s'appuie sur la solution analytique pour une plaque trouée
homogene anisotrope équivalente a I'empilement. Nous rappelons les éléments essentiels de cette
solution en VIL.4.1. Dans la section VL.4.2 nous rappelons en quoi consiste la méthode quasi 3D de
[Raju & Crews, 1982]. Cette méthode est bien adaptée i I'étude de plaques trouées dans lesquelles
le rayon du trou est supérieur A trois fois 1'épaisseur totale de la plaque. Dans la section V1.4.3, nous
présentons notre analyse. Elle combine la solution analytique de [Lekhnitskii, 1968] et notre étude
sur les empilements (6,0 —90°), donnée dans la section précédente en VI1.3.2. Nous comparons nos
prédictions a celles données par [Raju & Crews, 1982] A l'aide d'une étude éléments finis 3D ou
quasi 3D.

4
90

Fig. VL.4.1: Dessin de la plaque trouée (0°,90°), étudiée
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VI1.4.1 Plague homogéne trouée en traction

Considérons une plaque homoggne infinie, percée d'un trou de rayon R, constituée d'un matériau
anisotrope dont les caractéristiques élastiques sont EE, E%, vir et G'r. On choisit un repére

(0,§x,§y,§z) tel que l'axe des z soit orthogonal 2 la plaque, 1'axe des x paralléle 2 la direction
longitudinale et O le centre du trou. On soumet la plaque 3 l'infinie 3 un champ de contrainte
5% =pe, ®e,..

Ce probleme admet une solution analytique [Lekhnitskii, 1968] (page 171->177). En particulier, il
est possible de déterminer la déformation d'allongement gqq au bord du trou
(x=Rcos® y=1Rsinf):

= [E5
E}
(VI4.1.1) aee(e)zElh(k(k+n)cosze—ksin29) avec . -
T — o Ex _yn |, Ex
n= 7~ VTL |t 5h
Ef Gir
oil
Eh
(V14.1.2) Vi = E?VET
L

Cette analyse peut servir de premiére approximation pour le probléme d'une plaque trouée
constituée d'un empilement (0°,90°),.

Dans ce cas, si on note Ey,Er, vy et Gy les caractéristiques élastiques de la couche a 0°, le

matériau €quivalent a pour caractéristiques:

2 2 |
Bl =Eb=—— 1 Vg +E - 2VTET |
2(1-virvrL) (EL +E7)
E |
(VL4.13) vhy = 2
(EL +Eq) ,
h
GLr =G

La déformation d'allongement au bord du trou peut en premiére approximation étre calculée a I'aide

[Lekhnitskii, 1968]. Elle est reportée dans la figure ci-dessous:
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Plague trouee (0,90)s (lekhnitskii 1968)

-7L
4. 10 ]
_7 |
3. 10 ]
&
T
®
-7
9 2,10 [ 1
[}
+
Q
5
1& -7 L J
& 1. 10
0
-7L, . - : .
-1. 10, 20 40 60 80

theta (deg.)

Fig. (V1.4.1.1): Déformation d'allongement €gg au bord du trou

Voyons maintenant comment nous servir de cette approximation pour étudier les effets de bord  la

frontiére du trou.

V1.4.2 Méthode d'analyse quasi 3D au bord du trou

Cette méthode proposée dans [Raju & Crews, 1982] consiste 4 considérer que si le rayon du trou est
assez grand par rapport 4 la largeur de la plaque, un point au bord du trou "ne voit" pas la courbure
de la frontiere et donc localement les champs peuvent étre analysés 2 I'aide d'un modéle de plaque ‘
semi-infinie soumise & une déformation d'allongement dans la direction paralléle au bord libre de
valeur ggq (fig.15 [Raju & Crews, 1982]). Ces auteurs montrent qu'il n'est pas utile de prendre en
compte le gradient de cette déformation dans la profondeur de la plaque.

En un point au bord du trou, situé 4 un angle 6, I'empilement par rapport au bord libre semble étre
(6,6-90°),.
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btob ot

6-90°

Fig. VL.4.2.1: Analyse du bord du trou de la plaque trouée (0°,90°),

On peut donc s'inspirer de I'analyse précédente concernant les plaques (8,6 —90°), en remplagant la
déformation d'allongement d/1 par €q¢(6) pour avoir une analyse simplifiée des concentrations de

contraintes au bord du trou.

V1.4.3 Comparaison des résultats du M4_(2n+1)M, de [Raju & Crews, 1982]

Compte tenu de la méthode d'analyse approchée utilisée, les courbes présentées ci-dessous sont le
"produit” de la courbe (VI.4.1.1) donnant la déformation €gq(0) au bord du trou pour la plaque

homogene équivalente et des courbes du paragraphe VI.3.2 concernant l'analyse du multicouche
(6,6 -90°),.

Commencons en présentant la courbe donnant la prévision de la contrainte 0,4 4 l'interface 0°/90°,
soit le produit des courbes (VI.4.1.1) et (V1.3.2.2) donnant I'effort prédit par le modéle M4_5n. Pour

la comparaison, nous reportons sur la méme courbe celle de la figure 13 page 122 de [Raju &
Crews, 1982].
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Plaque trouee (0,90)s

T T T T T

1r < p
0.8 F ° M4 (2n+1)M -
o < — — - M{ 5n
w0
%0.6 - © Raju & Crews (1982) 4
&
2 <
N 0.4 F R
)
4
Q
S
+J
3
©w0.2F -
+
0 -
\]

0 20 40 60 80
theta (deg.)
Fig. V1.4.3.1: Comparaison des contraintes ©,q normalisées 2 I'interface 0°/90°

par les modeles M4_(2n+1)M, M4_5n et celui de [Raju & Crews, 1982]

L'allure des courbes est 1a méme pour ces différents modgles. On observe un pic des contraintes
pour un angle d'environ 10° & 15°. Bien siir si l'on regarde les valeurs maximales prévues par
modéles M4_5n et M4_(2n+1)M, on constate, ainsi que nous I'avons dit plus haut lors de I'étude du
(8,8 —90°), en traction, que les prévisions du modéle M4_(2n+1)M sont plus faibles que celles du

modele M4_5n.
Donnons maintenant la courbe du modéle M4_5n présentant l'effort d'arrachement dans le plan de

symétrie de l'empilement (produit de VI.4.1.1 et VI.3.1.b.4.d) et celle de la force linéique
correspondante divisée par e du modéle M4_(2+1)M.
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Plaque trouee (0,90)s

T T T T T

M4 (2n+1)M E

N — — - M4 5n

o
I
Ny
]
T
:

effort/[p*10°6]

theta (deg.)

Fig. VLI.4.3.2: Comparaison de l'arrachement v*> du modéle M4_5n et de la force linéique
correspondante divisée par e du modele M4_(2n+1)M a l'interface 90°/90°
en fonction de 6 de la plaque (0°,90°), trouée

L'allure générale de ces courbes est senblable a celles que 1'on trouve dans la littérature (exemple de
la figure 5a p136 de [Labossiére & Al., 1988]).

Comparons la force linéique concentrée d'arrachement prévue par le modéle M4_(2n+1)M dans le
plan de symétrie au voisinage du bord et la distribution de l'effort d'arrachement v23 prévue par le
modeéle M4_5n.

Pour cela, dessinons ci-dessous la courbe donnant I'effort linéique d'arrachement du modele
M4_(2n+1)M divisée par e (pour des raisons d’'homogénéité) et la distribution de v23 pour les
e

rayons R+£;R+
10 2
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Fig. V1.4.3.3: Effort linéique d'arrachement divisé par e du modéle M4_(2n+1)M
et distribution de v*? du M4_5n pour les rayons R, R + Te6; R +§-

a l'interface 90°/90°de la plaque (0°,90°), trouée

On constate sur ces courbes que si 1'on souhaite avoir un critére de délaminage portant sur la valeur
moyenne des efforts d'arrachements 3D 2 I'interface sur une certaine distance, il peut probablement
€tre remplacé par 'effort linéique d'arrachement au bord détermiiné par le modele M4_(2n+1)M.

Ca e

V1.5 CONCLUSION

Dans ce chapitre nous avons établi les solutions analytiques d'une plaque (81,.‘.,9m)5en traction,
dans le cas particulier (8,8, ) avec Gy =Gy pour le modéle M4_5n et dans le cas général pour
le modele M4_(2n+1)M. Nous rappelons que nous donnons dans I'annexe VII le détail des calculs.

Les comparaisons des efforts d'interface obtenus par ces deux modéles ont été menées 2 l'aide de

courbes tracées par le logiciel de calcul formel MATHEMATICA et la retranscription de points de

courbes tirées de la littérature.
L'analyse du (+45),, appartenant 2 la fois  la famille des (8), et des (6,6 —90°), nous a permis

de trouver un bon accord des résultats avec ceux de la littérature. Sur l'interface 45°/-45°, la
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contrainte de cisaillement 1., est pr'edorninante par rapport  la contrainte de cisaillement T, . Sur

cette méme interface l'effort d'arrachement est nul pour le modéle M4_(2n+1)M et est faiblement en
compression au bord puis devient plus loin faiblement positif pour le modele M4_5n. A l'interface
-45°/-45°, le modéle M4_5n prédit au bord un effort d'arrachement légérement positif. Ces résultats
sont conformes a ceux de la littérature. Le délaminage est piloté par la contrainte de cisaillement
T, a l'interface 45°/-45°.

Dans les empilements (+6), la contrainte la plus importante 2 l'interface 6/~8 est aussi la contrainte
de cisaillement 1, a l'interface. Les courbes obtenues pour différents matériaux sont en bonne
corrélation avec celles tirées de la littérature. Notamment T,, est maximum pour l'empilement
(215),.

L'étude des empilements (6,6 —90°) par les modeles M4_(2n+1)M et M4_5n, montre encore
I'importance du cisaillement T,, au bord  l'interface 6/6 -90°, dés que I'on s'éloigne des angles & 0°
et 2 90°. Un pic de ces contraintes est obtenu pour les angles a 15° et 75°. Les contraintes
d'interface sont correctement prédites par le modéle M4_5n. La comparaison de I'effort
d'arrachement du modéle M4_5n et de 'effort linéique d'arrachement du modéle M4_(2n+1)M-
semble contradictoire sur l'interface 6 -90°/6 -90° pour un angle compris entre 15°t 45°. Nous
pensons que le modéle M4_(2n+1)M tout en ne prédisant pas fidelement les champs de contraintes
3D, donne cependant une information plus synthétique sur les efforts responsables du délaminage.
Clest pourquoi, nous pensons que c'est un bon indicateur de I'information essentielle a retenir lors
d'une analyse du délaminage. Ce point de vue n'est qu'ébauché et mériterait d'étre confirmé par une
analyse plus approfondie sur des exemples plus variés.

L'analyse des empilements (6,0 — 90°)s, a l'aide de I'approximation quasi 3D proposée par [Raju &
Crews, 1982], nous permet de donner des indications sur les efforts d'interface de la plaque trouée
(0°, 90°)s en traction pour les modeles M4_5n et M4_(2n+1)M. Pour la contrainte de cisaillement
prédominante ©,q, les résultats quasi analytiques de nos modeéles sont en accord avec I'analyse
€léments finis de [Raju & Crews, 1982]. Ils prévoient un pic de cisaillement aux alentours de 75°
par rapport a la direction de traction. L'allure des courbes d'arrachement est semblable a celle de la
littérature.
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CONCLUSION PARTIE IT

Dans cette seconde partie, nous avons analysé, dans le chapitre V, une plaque
stratifiée (0°, 90°)sen traction par quatre différents modéles multiparticulaires
(M4_7n, M4_5n, M4_3nM et M4_(2n+1)M). La comparaison des prévisions de ces
différents modeles entre eux et avec les résultats de la littérature ([Pagano, 1978] et
[Wang & Crossman, 1977]) nous permettent d'en recommander deux
principalement.

Le modele M4_5n tout d'abord, car il se présente comme un simple empilement de
plaques de Reissner-Mindlin couplées i 1'aide d'une énergie faisant intervenir les
efforts des différentes interfaces. Ce modéle semble capable d'approcher de maniére
trés convenable les efforts intérieurs aux interfaces.

Le modele M4_(2n+1)M ensuite, car, bien qu'il ne permette pas une prédiction trés
fidele des efforts 3D, il conduit 4 un concept d'effort linéique d'arrachage au bord 2
l'interface, qui semble directement relié au taux de relaxation d'énergie dans un
éventuel phénomene de délaminage. Ce modéle, dont la trés grande simplicité est
attirante, permet des solutions analytiques variées et se préte bien a I'écriture de
crittres de délaminage simples et physiquement assez semblables & ceux de
[Whitney & Nuismer, 1974] [Kim & Soni, 1984].

Dans le chapitre VI, nous avons analysé une plaque stratifiée (6,,...,Gm)S avec les

deux modéles multiparticulaires M4_5n et M4_(2n+1)M. Pour différents types
d'empilements [+8]; et[6,6 —90°], nos modeles mettent bien en évidence
. I'importance, en général, de la contrainte T,, a l'interface (1, 2) au bord, résultat
déja bien connu dans la littérature [Pipes, 1972] [Wang & Crossman, 1977]
[Pagano, 1978] [Herakovich, 1981] [Raju & Crews, 1981] [Wang & Choi, 1982]
[Anquez & AL, 1985] [Robbins & Reddy 1992 et 1993] [Flanagan, 1994].
Le modele M4_5n donne ici encore une prédiction trés convenable des contraintes
3D aux interfaces conforme a celles donnés dans la littérature. Dans cette direction
de recherche, 1'étape suivante nous semble étre: le développement de I'outil
permettant le couplage adéquat de différentes coques de Reissner empilées (modele
M4 _5n) dans un code éléments finis industriel de calcul de structure (SAMCEF par
exemple); et la comparaison, dans des cas complexes, des prévisions de notre
modele M4_5n avec des calculs éléments finis 3D trés fins.
En revanche, les prévisions du modéle M4_(2n+1)M semblent souvent éloignées
des contraintes 3D. Cependant, & notre avis, les efforts intérieurs prédits par le
modele M4_(2n+1)M, notamment les efforts linéiques d'arrachement au bord des

interfaces, nous semblent étre trés directement en rapport, ici encore, avec les
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phénoménes de délaminage et les taux de relaxation d'énergie associé€s. Nous ne
pouvons malheureusement pas considérer que notre opinion est prouvée dans ce
travail, le nombre d'exemples abordés étant trop restreint. Notre conviction est,
malgré cela, déja tres forte sur l'intérét de poursuivre les investigations dans cette
direction. Le modéle M4_(2n+1)M semble avoir beaucoup des qualités que I'on
préte généralement aux bons modeles de type RdM, pour I'analyse des structures, en
bureaux d'études.

Ce travail passe bien sfir par I'analyse de plus d'exemples, le développement d'outils
numériques spécifiques [Smaoui, 1996] et la comparaison avec les nombreux
résultats expérimentaux de la littérature. La question principale est alors: "Peut-on
proposer un critere de délaminage, sous la forme d'une valeur critique de la force
linéique d'arrachement au bord de l'interface caractéristique du matériau, qui soit en
accord avec les observations expérimentales sur l'initiation du délaminage?” Le fait
que les auteurs utilisent souvent des critéres, en contrainte d'arrachement moyenne,
sur une distance caractéristique, nous donne bon espoir pour une réponse positive 2
cette question.

Si les travaux en cours & 'ENPC [Carreira, 1997] [Hadj-Ahmed, 1997] confirmaient
notre point de vue, I'objectif initial de la thése nous semblerait atteint et nous
pourrions ainsi avoir l'espoir d'avoir fait un travail utile pour les ingénieurs en

charge des calculs de structure en matériaux composites.
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