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Introduction

Dans la nature les syst�emes parfaitement ordonn�es et sans d�efauts n'existent pas. Lorsqu'un
syst�eme physique est observ�e �a une �echelle su�samment petite, il pr�esente toujours un caract�ere
d�esordonn�e (structures cristallines imparfaites, pr�esence d'impuret�es microscopiques, surfaces
fractales, etc...). Cependant, dans de nombreuses situations, la description macroscopique d'un
tel syst�eme sans prise en compte du d�esordre conduit �a de bons r�esultats : dans ces situations, les
e�ets induits par le d�esordre au niveau microscopique sont sans cons�equence macroscopique. Ce
n'est pourtant pas toujours le cas. Ainsi dans les syst�emes pr�esentant une coh�erence �a longue
port�ee ("macroscopique"), des e�ets induit par la pr�esence de d�esordre persistent apr�es une
moyenne d'ensemble [1]. Ils donnent lieu �a des ph�enomênes int�eressants et souvent non-intuitifs
comme la localisation d'ondes [2] ou l'apparition de nouvelles phases quantiques [3]. Ce domaine
de la physique, situ�e �a l'interface entre la physique microscopique (d�etails du d�esordre) et la
physique macroscopique (coh�erence �a longue port�ee), est celui de la physique m�esoscopique.

Ces e�ets coh�erents concernent, entre autres, la localisation d'onde �electronique ou de spin
dans les solides et la transition m�etal-isolant induite par le d�esordre. Ainsi, en physique de la
mati�ere condens�ee, de nombreux travaux (initi�es notamment par P. W. Anderson [4]) ont abor-
d�es ces questions depuis plusieurs dizaines d'ann�ees. Cela �etant, le d�esordre dans les conducteurs
�electroniques (impuret�es, d�efauts de la maille cristalline, etc) est inh�erent au syst�eme et ne peut
être compl�etement contrôl�e. De plus, la pr�esence d'interactions fortes complique l'analyse th�eo-
rique des ph�enom�enes envisag�es. Aujourd'hui encore, ces questions font l'objet de d�ebats que les
exp�eriences, d�elicates dans ces syst�emes fortement corr�el�es, ne peuvent trancher sans ambigu•�t�e.
En particulier, l'inuence des interactions sur le ph�enom�ene de localisation d'Anderson ou la
transition m�etal-isolant induite par le d�esordre sont des sujets encore ouverts.

Des ph�enom�enes de localisation dans le d�esordre existent �egalement pour les ondes sans
interaction que sont les ondes �electromagn�etiques [5{11] et acoustiques [12]. Leur observation
�a partir des ann�ees 1980 a permis une meilleure compr�ehension des e�ets coh�erents qui appa-
râ�ssent lors de la di�usion multiple d'une onde dans un milieu al�eatoire. En�n, les propri�et�es
de coh�erence �a longue port�ee de l'H�elium superuide peuvent être alt�er�ees par la pr�esence de
d�esordre, conduisant �eventuellement �a une perte du caract�ere superuide [13,14].

La r�ealisation exp�erimentale de condensats de Bose-Einstein gazeux, syst�emes quantiques
"macroscopiques", en 1995 [15, 16] a ouvert une nouvelle voie de recherche exp�erimentale. Les
condensats de Bose-Einstein gazeux poss�edent une coh�erence �a longue port�ee (de l'ordre de
la taille du nuage atomique). Celle-ci a �et�e mise en �evidence et mesur�ee dans de nombreuses
exp�eriences [17{19]. Par ailleurs, la pr�esence d'interactions (faibles) dans les nuages atomiques
d�eg�en�er�es est responsable des propri�et�es superuides des condensats atomiques [20]. Ces pro-
pri�et�es (coh�erence �a longue port�ee, spectre �a basse �energie du aux interactions, existence d'une
phase de condensation de Bose-Einstein) constituent l'un des points communs de ces syst�emes
gazeux d�eg�en�er�es avec les syst�emes de la mati�ere condens�ee comme l'H�elium superuide ou les
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supraconducteurs. Ces liens entre les supraconducteurs et superuides d'une part, et les conden-
sats de Bose-Einstein d'autre part, ont �et�e formalis�e par les travaux de Bogoliubov [21,22], qui
r�eunissaient les approches de Tisza et London [23,24] et de Landau [25].

Le comportement ondulatoire coh�erent des gaz de bosons ultra-froids en fait ainsi un candi-
dat pour l'�etude de nombreux ph�enom�enes quantiques (transitions de phase superuide-isolant
de Mott, transition de Kosterlitz-Thouless, vortex, etc) et en particulier celui de la localisa-
tion d'une onde mati�ere dans le d�esordre. De plus, le caract�ere superuide de ces syst�emes
peut permettre d'approfondir la connaissance de l'inuence du d�esordre sur ce ph�enom�ene. En-
�n, pr�esentant des propri�et�es similaires aux syst�emes de la mati�ere condens�ee, les condensats
de Bose-Einstein ont r�ecemment �et�e l'objet d'exp�eriences tentant de reproduire des situations
identiques �a celles des syst�emes solides fortement corr�el�es. Dans ce cadre, la r�ealisation la plus
embl�ematique avec des atomes froids est l'observation de la transition de Mott induite par les
interactions entre une phase superuide et une phase isolante [26]. Dans cette exp�erience, le
r�eseau optique dans lequel sont plac�es les atomes est parfaitement p�eriodique (sans d�efaut ni
phonon) et les interactions peuvent être identi��ees comme �etant responsable de la transition de
phase sans ambigu•�t�e. Ainsi, l'�etude de la transition m�etal-isolant induite par le d�esordre est
�egalement envisageable avec un gaz de Bose.

L'int�erêt d'utiliser les condensats gazeux pour �etudier l'inuence du d�esordre sur les ondes
de mati�ere et les syst�emes corr�el�es tient �a l'excellent contrôle de leurs param�etres, aux tech-
niques exp�erimentales dont nous disposons pour les manipuler et les observer [27, 28]. Nous
pouvons ainsi envisager nombre d'exp�eriences pour mieux comprendre les e�ets du d�esordre
dans les syst�emes coh�erents, et cela dans une situation o�u le d�esordre est tr�es bien contrôl�e.
De plus, la versatilit�e de ces syst�emes gazeux permet d'envisager di��erents types de d�esordre
(spectre dense et continu, quasi-p�eriodique, delta-corr�el�e) et d'analyser les e�ets des interac-
tions grâce au contrôle de ces derni�eres permis par les r�esonances de Feshbach [29{31]. En�n,
et il ne s'agit pas l�a du moindre int�erêt, les techniques d'imagerie sur les condensats gazeux
permettent d'observer directement le module de l'onde de mati�ere (dont le carr�e est la densit�e
atomique) dans le d�esordre. La r�ealisation de la localisation d'Anderson dans un tel syst�eme
conduirait �a un pro�l de densit�e d�ecroissant exponentiellement, signature embl�ematique s'il en
est du ph�enom�ene pr�edit par Anderson.

Travail de th�ese

Le travail de th�ese qui est pr�esent�e dans ce manuscrit a �et�e e�ectu�e dans le groupe d'Op-
tique Atomique du laboratoire Charles Fabry dirig�e par Alain Aspect. Les exp�eriences qui sont
d�ecrites ont �et�e r�ealis�ees sur la plus ancienne exp�erience du groupe (que nous appelons "BEC1"
parce qu'elle �etait la premi�ere �a obtenir la condensation de Bose-Einstein !) qui est supervis�ee
par Philippe Bouyer. Ma th�ese s'est par ailleurs achev�ee avec la destruction de "BEC1", apr�es
tant de bons et loyaux services... Laurent Sanchez-Palencia a rejoint notre groupe quelques
semaines apr�es le d�ebut de ma th�ese et il m'a encadr�e dans nos travaux th�eoriques et de mod�e-
lisation des exp�eriences r�ealis�ees.

Pour les raisons que nous avons �evoqu�ees dans les quelques lignes d'introduction qui pr�ec�e-
dent, notre �equipe, compos�ee de M. Hugbart, A. Varon, J. Retter et P. Bouyer �a mon arriv�ee,
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s'est lanc�ee dans l'�etude des e�ets du d�esordre sur les gaz de bosons d�eg�en�er�es. Il faut souligner
que j'ai eu la chance d'arriver sur une exp�erience d�ej�a construite et bien connue des personnes
y travaillant depuis plusieurs ann�ees.

Quelques semaines apr�es mon arriv�ee, nous avons mis en place un potentiel al�eatoire de ta-
velures sur les condensats et nous avons �etudi�e les modes collectifs d'oscillation dans le d�esordre.
Nous nous sommes alors tourn�es vers les propri�et�es de transport d'une onde de mati�ere dans un
milieu al�eatoire. Notre collaboration avec G.V. Shlyapnikov et D.M. Gangardt autour de cette
question a �et�e fructueuse. Nous avons observ�e la suppression de l'expansion d'un condensat dans
un guide magn�etique en pr�esence de d�esordre dont la compr�ehension (en particulier la question
de savoir s'il s'agissait d'un ph�enom�ene de localisation au sens d'Anderson) nous a conduit
dans deux directions. D'une part, nous avons con�cu un nouveau dispositif de cr�eation de tave-
lures avec une longueur de corr�elation plus petite (�egale �a 1 micron !) et nous avons d�evelopp�e
une m�ethode spectroscopique permettant une calibration pr�e�cise de l'amplitude du potentiel
al�eatoire vu par les atomes. D'autre part, ces travaux nous ont conduit �a l'�etude th�eorique
d'un r�egime de d�esordre di��erent de celui des exp�eriences et pouvant conduire �a la localisation
d'Anderson. P. Lugan a rejoint notre �equipe au milieu de ma th�ese et j'ai pu participer aux
travaux th�eoriques qu'il a men�es �a bien avec L. Sanchez-Palencia. Nous nous sommes par la
suite int�eress�es �a l'expansion libre d'un condensat d�esordonn�e apr�es avoir observ�e l'apparition
de grandes uctuations de densit�e dans le nuage atomique au cours d'un temps de vol. En�n,
apr�es la mort o�cielle de "BEC1", les toutes derni�eres semaines de travail ont �et�e consacr�ees �a
la mise en place d'un dispositif de tavelures sur une autre exp�erience du groupe, celle du laser
�a atome [32]. J. Billy et Z. Zuo, encadr�ees par V. Josse, vont donc poursuivre les travaux sur
la localisation d'onde de mati�ere dans le d�esordre.

Ainsi, les travaux qui sont pr�esent�es dans ce m�emoire sont ceux d'une �equipe. Ils n'auraient
pas pu aboutir sans les di��erentes contributions exp�erimentales et th�eoriques des uns et des
autres.

Plan du m�emoire

Le m�emoire d�ebute par un chapitre introductif aux e�ets induits par la pr�esence de d�esordre
sur les syst�emes coh�erents. Nous d�ecrivons la di�usion d'onde sans interaction dans un milieu
al�eatoire et introduisons les ph�enom�enes de r�etro-di�usion, de localisation faible et de loca-
lisation d'Anderson (ou localisation forte). Nous poursuivons par une br�eve description des
transitions de phase induites par le d�esordre et de la complexit�e introduite par les interactions
dans de tels syst�emes. Nous montrons les int�erêts pratiques �a �etudier les e�ets du d�esordre sur
une onde de mati�ere coh�erente �a l'aide de condensats de Bose-Einstein gazeux. Les di��erentes
r�ealisations exp�erimentales de d�esordre envisageables et les ph�enom�enes pouvant être observ�es
avec ces syst�emes sont pr�esent�es. En�n, nous d�e�nissons pr�e�cis�ement la notion de d�esordre ce
qui nous permet d'en extraire les caract�eristiques principales.

Le second chapitre pr�esente le potentiel al�eatoire que nous avons d�ecid�e d'utiliser dans nos
exp�eriences, �a savoir un champ de tavelures optiques. Apr�es avoir rappel�e les grandes lignes de
l'interaction lumi�ere/atomes dans le cadre de l'approximation dipolaire, nous pr�esentons en d�e-
tail les propri�et�es d'un champ de tavelures. Nous discutons certaines des propri�et�es statistiques
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d'un tel d�esordre en lien avec un principe ergodique spatial. En�n, nous pr�esentons la mise en
place du dispositif de cr�eation de tavelures ainsi que les m�ethodes que nous avons d�evelopp�ees
pour caract�eriser pr�e�cis�ement la longueur de corr�elation et l'amplitude typique de tels potentiels
al�eatoires [33].

Au troisi�eme chapitre, nous pr�esentons le dispositif exp�erimental de cr�eation de condensats
Bose-Einstein 3D (non-d�esordonn�es) de Rubidium 87 et nous rappelons quelques unes de leurs
caract�eristiques principales. L'extension de ce dispositif �a la r�ealisation des condensats d�esor-
donn�es et �a l'�etude des param�etres de ces derniers dans le pi�ege magn�etique est d�etaill�ee. En�n,
nous pr�esentons les r�esultats exp�erimentaux sur l'apparition de grandes uctuations de densit�e
au cours du temps de vol de tels condensats d�esordonn�es [34]. Nous discutons �egalement le
mod�ele que nous avons d�evelopp�e permettant de comprendre l'origine de telles uctuations de
la densit�e atomique. Cette �etude permet d'�etablir un lien entre les propri�et�es des condensats
d�esordonn�es �a l'�equilibre dans le pi�ege magn�etique et l'observation de ces derniers apr�es un
temps de vol.

Nous poursuivons au quatri�eme chapitre par un travail exp�erimental et th�eorique de l'expan-
sion 1D d'une onde de mati�ere dans un potentiel al�eatoire 1D. Apr�es avoir d�ecrit la technique
que nous avons d�evelopp�ee pour engendrer le transport de l'onde de mati�ere dans un guide
magn�etique, nous pr�esentons les r�esultats sur la suppression du transport dans un r�egime de
fort d�esordre [33,35]. Dans ce r�egime, la r�eexion sur une modulation unique du potentiel et la
pr�esence non-n�egligeable d'interaction conduit �a un pi�egeage classique du condensat. Ce mod�ele
que nous avons d�evelopp�e est corrobor�e par nos exp�eriences [33]. Nous nous tournons ensuite
vers l'analyse th�eorique d'un r�egime de faible d�esordre. Nous montrons en particulier qu'un
ph�enom�ene de localisation d'Anderson peut avoir lieu et nous discutons la faisabilit�e exp�eri-
mentale d'une telle proposition [36].

En�n, dans le dernier chapitre nous abordons la question du caract�ere superuide d'un
condensat d�esordonn�e �a travers les modes collectifs de basse �energie. Nous pr�esentons des r�e-
sultats exp�erimentaux sur les modes d'oscillation dipolaire et quadrupolaire et nous discutons
leur interpr�etation. Nous avons �egalement engendr�e une onde de densit�e sur le nuage atomique.
En observant sa propagation, nous pouvons alors �etudier les modi�cations de la vitesse du son
en pr�esence d'un potentiel al�eatoire.



C H A P I T R E 1

Onde de mati�ere et d�esordre : une
combinaison prometteuse

Dans ce chapitre, nous pr�esentons quelques id�ees g�en�erales sur les liens entre coh�erence et
d�esordre. Nous discutons les di��erents e�ets de la pr�esence de d�esordre sur les syst�emes quan-
tiques dans lesquels le caract�ere ondulatoire de la mati�ere joue un rôle primordial : condensation
de Bose, superuides, supraconducteurs. Nous pr�esentons dans un premier temps la di�usion
d'ondes dans un milieu al�eatoire, transport conduisant �a des ph�enom�enes de localisation. Nous
abordons �egalement la question des di��erentes phases quantiques qui peuvent exister en pr�e-
sence de d�esordre. Dans un second temps, nous discutons l'int�erêt d'une �etude du lien coh�e-
rence/d�esordre avec les syst�emes d'atomes froids. En�n, nous terminons ce chapitre par une
d�e�nition du d�esordre et des principales propri�et�es le caract�erisant, pr�esentant ainsi le cadre de
travail dans lequel nous nous inscrivons.

1.1 E�ets ondulatoires en pr�esence de d�esordre

Des e�ets spectaculaires (et souvent non-intuitifs) li�es �a la pr�esence d'un potentiel al�eatoire
dans la mati�ere se manifestent lorsque des ph�enom�enes d'interf�erences survivent �a une moyenne
d'ensemble : r�etro-di�usion, localisation faible, localisation d'Anderson, transition m�etal-isolant
induite par le d�esordre, etc... Ils requi�erent la manifestation quantique de la nature ondulatoire
de la mati�ere. Notons �egalement que ces e�ets concernent �egalement des ondes classiques comme
la lumi�ere ou les ondes acoustiques.

A�n d'appr�ehender le lien entre onde (coh�erence) et d�esordre, il est �eclairant de pr�esenter
le cas de la di�usion d'une onde scalaire sans interaction dans un milieu d�esordonn�e. Cette
approche met en �evidence un certain nombre de concepts li�es �a la th�ematique qui nous int�eresse
ici (paragraphe 1.1.2). Nous d�ecrivons ensuite succinctement des observations exp�erimentales
de ces e�ets sur la lumi�ere et sur les ondes �electroniques. Un autre sujet fait depuis plusieurs
dizaines d'ann�ees l'objet de nombreux travaux de recherche : la transition de phase quantique
induite par le d�esordre dans les syst�emes fortement corr�el�es (i.e. o�u les interactions jouent un
rôle central). Nous pr�esenterons quelques id�ees sur la nature particuli�ere des �etats d'un syst�eme
physique en pr�esence de d�esordre et d'interactions (paragraphe 1.1.3).

Auparavant nous allons dans un premier paragraphe (1.1.1) rappeler dans ses grandes lignes
l'av�enement du domaine de la physique qui consiste en l'�etude de la propagation d'ondes dans
les milieux al�eatoires. Ce domaine, �a l'interface entre coh�erence macroscopique et d�etails micro-
scopiques du d�esordre, peut être inclu dans la physique m�esoscopique. Ce petit retour historique
est de notre point de vue lui aussi �eclairant. Nous nous sommes largement inspir�es pour �ecrire ce
paragraphe du livre de E. Akkermans et G. Montambaux,Physique M�esoscopique des Electrons
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et des Photons[1]. Remarquons que nous parlons ici de milieux al�eatoires dans lesquels la dif-
fusion peut être consid�er�ee �elastique dans une bonne approximation. La pr�esence de di�usions
in�elastiques conduit g�en�eralement �a une forte diminution (voir une absence) des ph�enom�enes
li�es �a la pr�esence d'interf�erences.

1.1.1 Interf�erences et d�esordre, toute une h(H)istoire...

Comme nous l'avons mentionn�e en introduction, l'un des ph�enom�enes induits par le d�esordre
qui reste int�eressant (sa compr�ehension n'�etant pas encore aujourd'hui compl�ete) est la tran-
sition de phase quantique m�etal-isolant induite par le d�esordre dans les syst�emes fortement
corr�el�es. L'�etude de cette transition de phase quantique m�etal-isolant a �et�e d�evelopp�ee au cours
de la seconde moiti�e du XXi�eme si�ecle suite aux travaux d'Anderson sur la localisation forte [4].
Nous reviendrons sur cet e�et de localisation qui porte le nom de son auteur au paragraphe
1.1.2.3. Cette approche ne pouvait pas être discut�ee avant la description quantique de la mati�ere
puisque le caract�ere ondulatoire de cette derni�ere n'avait pas �et�e envisag�e avant l'av�enement
de la physique quantique. De nombreux travaux th�eoriques �etudiant les e�ets de la coh�erence
dans un milieu d�esordonn�e ont alors vu le jour et ouvert un vaste champ de recherche.Cela
�etant, ces approches th�eoriques �et�e beaucoup discut�ees et remises en cause avant les premi�eres
observations exp�erimentales dans les ann�ees 1980. De même, les connaissances li�ees �a la nature
ondulatoire de la lumi�ere ont conduit pendant de nombreuses ann�ees �a n�egliger les e�ets de co-
h�erence lors de la di�usion dans un milieu al�eatoire. Il apparaissait en e�et que l'e�et moyenn�e
sur un grand nombre d'�ev�enements al�eatoires devait être nul.

Prenons l'exemple de la di�raction. La �gure de di�raction d'un trou (statique), interpr�et�ee
comme un ph�enom�ene d'interf�erences avec le principe des sources secondaires de Huygens, est
celle bien connue d'une s�erie d'anneaux concentriques. Supposons maintenant que nous d�epla-
�cons le trou al�eatoirement dans le plan transverse �a la propagation lumineuse. Si la moyenne
temporelle e�ectu�ee par le d�etecteur (par un exemple l'oeil, une cam�era, etc...) a lieu sur un
temps grand devant le temps de d�eplacement de l'objet, une tâche lumineuse uniforme est obser-
v�ee. Ainsi, la �gure de di�raction disparâ�t avec la moyenne sur un grand nombre de di�usions
al�eatoires (chaque di�usion sur le trou di�ractant a lieu en un point di��erent de l'espace dans
notre exemple).

Cette id�ee a tr�es certainement �et�e confort�ee avec la r�ealisation des lasers et l'observation
d'un champ de tavelures ("speckle" en anglais) au d�ebut des ann�ees 1960. L'interpr�etation de
ce ph�enom�ene de r�eexion sur une surface rugueuse en terme de di�usion sur un grand nombre
de di�useurs al�eatoires a tr�es rapidement �et�e propos�ee [37]. Or, siun champ de tavelures se
caract�erise par une r�epartition al�eatoire de grains lumineux cr�e�ee par les interf�erences entre des
ondes �emises par di��erents di�useurs (pour une d�e�nition et une caract�erisation d'un champ
de tavelures voir la partie 2), unemoyenne d'ensemble, i.e. une moyenne sur un grand nombre
de r�ealisations de champ de tavelures, donne une r�epartition uniforme d'intensit�e. Ainsi, dans
cet exemple, une moyenne d'ensemble conduit �egalement �a une annulation de l'e�et des inter-
f�erences.

Par ailleurs, il faut mettre en avant les tr�es bons r�esultats obtenus par une th�eorie de la di�u-
sion "classique", ne prenant pas en compte les e�ets d'interf�erences, dans nombre d'observations



1.1 E�ets ondulatoires en pr�esence de d�esordre 15

exp�erimentales. Citons pour exemples la th�eorie de Mie de la di�usion lumineuse (d�evelopp�ee
en 1908) qui d�ecrit tr�es bien la lumi�ere r�e�echie par les particules des nuages dont la position et
le mouvement sont al�eatoires, la th�eorie de Drude (�egalement du d�ebut du XXi�eme si�ecle) de la
conduction �electronique dans un m�etal (o�u les impuret�es constituent les di�useurs al�eatoires)
qui conduit �a une valeur correcte de la conductivit�e moyenn�ee sur le d�esordre (i.e. en pratique
dans un �echantillon m�etallique su�samment long) ou encore celle du transfert radiatif [38]. A
la suite de ces observations (entre autres), il �etait consid�er�e que les e�ets coh�erents li�es �a la
pr�esence d'interf�erences dans les ph�enom�enes de di�usion multiple en pr�esence de d�esordre ne
devaient pas subsister �a une moyenne d'ensemble.

Paradoxalement, l'exp�erience ondulatoire qui a remis en cause cet �etat de la pens�ee est ve-
nue d'une onde dont la description est d�elicate en raison de la pr�esence d'interaction : l'onde
�electronique. A partir d'une exp�erience sur l'e�et Aharonov-Bohm, D. Yu. Sharvin et Yu. V.
Sharvin ont d�emontr�e exp�erimentalement la subsistance d'un e�et coh�erent (interf�erences �elec-
troniques) dans une situation o�u une moyenne d'ensemble sur le milieu al�eatoire di�usant est
e�ectu�ee [39]. Cette observation a marqu�e le d�ebut d'une s�erie d'exp�eriences qui ont indiscuta-
blement remis en cause l'id�ee selon laquelle les e�ets de coh�erence disparaissaient toujours apr�es
une moyenne d'ensemble. De nombreuses exp�eriences avec des ondes lumineuses ou acoustiques
ont par la suite con�rm�e cette persistance de la coh�erence. Nous en citerons quelques une dans
les paragraphes qui suivent.

1.1.2 Localisation d'onde dans le d�esordre

Nous allons maintenant esquisser une image de l'inuence du d�esordre sur la propagation
d'une onde. Pour illustrer notre propos nous discutons le cas d'une onde scalaire sans interaction.
Dans les paragraphes suivants, nous donnerons des exemples de modi�cations, induites par le
d�esordre, du transport d'une onde lumineuse puis d'une onde �electronique.

1.1.2.1 Di�usion d'onde dans un milieu d�esordonn�e

La pr�esence d'interf�erences constitue en quelque sorte la brique �el�ementaire vers une com-
pr�ehension des modi�cations apport�ees par le d�esordre. Ainsi, nous commen�cons par �ecrire
l'amplitude complexe d'une onde scalaire sans interaction di�us�ee dans un milieu al�eatoire sta-
tique. Nous identi�ons deux termes dans l'expression de l'intensit�e di�us�ee : l'un de ces termes
correspond �a la di�usion "classique" et l'autre �a la pr�esence d'interf�erences. Nous allons dans un
premier temps rappeler les caract�eristiques principales du ph�enom�ene de di�usion "classique"
(en l'absence de ph�enom�enes interf�erentiels). Une telle approche permet de d�ecrire tr�es correc-
tement la transmission ou la constante de di�usion de la lumi�ere moyenne ou la conductance
�electronique moyenne dans les milieux al�eatoires. Dans un second temps, nous prendrons en
compte la pr�esence des interf�erences et nous montrerons que leur pr�esence conduit �a des ph�e-
nom�enes de retro-di�usion et de localisation faible. En�n, nous pr�esenterons �a partir de cette
situation les e�ets d'un d�esordre plus fort qui conduit �a un ph�enom�ene de localisation forte o�u
la constante de di�usion s'annule. Ces ph�enom�enes de di�usion d'ondes dans un milieu d�esor-
donn�e ont fait l'objet de nombreux travaux de revue [1,40].
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Di��erentes �echelles spatiales interviennent dans la description du transport d'une onde dans
un milieu di�useur de taille �nie : la longueur d'onde � , le libre parcours moyenl, la taille du
milieu di�useur L, en�n (en anticipant un peu sur la suite) la longueur de localisationL loc. La
longueurL loc correspond �a l'�echelle spatiale typique de variation d'une fonction d'onde localis�ee.
Nous pouvons alors distinguer trois grands r�egimes de transport. Ler�egime balistique lorsque
L � l dans lequel il y a peu de di�usions, voir même �eventuellement aucune. Le milieu est
alors presque transparent en l'absence d'absorption. Ler�egime di�usif lorsquel � L � L loc

dans lequel il y a des di�usions multiples mais pas d'e�et de localisation forte de l'onde. En�n,
le r�egime de localisation forte lorsquel � L loc � L qui est lui aussi identi�able �a un r�egime
di�usif dont la constante de di�usion est nulle. Nous nous int�eressons ici aux deux derniers
r�egimes, c'est �a dire �a des r�egimes de di�usions multiples.

Consid�erons un milieu compos�e de di�useurs ponctuels, �elastiques, statiques1, r�epartis al�ea-
toirement (position r i ) dans lequel une onde plane monochromatique de vecteur d'ondek se
propage. L'amplitude complexeA (k; k' ) de l'onde di�us�ee avec le vecteur d'ondek' se met sous
la forme :

A (k; k' ) =
X

r 1 ;r 2

f (r 1; r 2)ei (k :r 1 � k' :r 2 ) (1.1)

o�u f (r 1; r 2) est l'amplitude complexe associ�ee �a la propagation sur un chemin de di�usions
multiples entre les pointsr 1 et r 2 (voir �gure 1.1). L'intensit�e associ�ee s'�ecrit alors :

jA (k; k' )j2 =
X

r 1 ;r 2

X

r 3 ;r 4

f (r 1; r 2)f � (r 3; r 4)ei (k :r 1 � k' :r 2 )e� i (k :r 3 � k' :r 4 ) : (1.2)

Le produit des amplitudesf (r 1; r 2)f � (r 3; r 4) fait intervenir un terme de phase qui est �egal �a
la di��erence de phase entre les deux cheminsr 1 ! r 2 et r 3 ! r 4. Cette di��erence de phase
varie al�eatoirement suivant les chemins emprunt�es. Ainsi une moyenne de ce produit sur les
di��erentes r�ealisations du d�esordre est nulle sauf dans les cas o�u les chemins correspondent �a
des trajectoires identiques (la di��erence de phase �etant alors nulle quelque soit la r�ealisation du
d�esordre). Il existe deux possibilit�es pour obtenir des trajectoires identiques :r 1 = r 3 et r 2 = r 4

ou r 1 = r 4 et r 2 = r 3. Ces deux chemins correspondent �a une propagation de l'onde suivant un
chemin donn�e selon le même sens de propagation ou en sens oppos�e comme l'illustre la �gure
1.1.

Il vient alors pour l'intensit�e di�us�ee moyenn�ee sur les r�ealisations du d�esordre (h:::i repr�e-
sente une moyenne sur les di��erentes r�ealisations du d�esordre) :

hjA (k; k' )j2i = h
X

r 1 ;r 2

jf (r 1; r 2)j2
�
1 + ei (k + k' ):(r 1 � r 2 )

�
i : (1.3)

L'�equation (1.3) fait intervenir la somme de deux termes. Le premier terme de phase nulle
correspond �a la propagation en sens identique. Il s'agit du terme de di�usion "classique" �egal
�a la somme des intensit�es di�us�ees sur chaque di�useur (hjA (k; k' )j2i = h

P
r 1 ;r 2

jf (r 1; r 2)j2i ),
terme qui existe en l'absence d'interf�erences. Le second terme a une phase non nulle qui s'�ecrit

1Dans les nuages atmosph�eriques ou les poudres par exemple, milieux dans lesquelles les particules di�usant
la lumi�ere ne sont pas �xes, cette approximation est valide [1]. Dans un gaz d'atomes froids o�u la lumi�ere di�us�ee
est r�esonante, cette condition n'est respect�ee qu'�a tr�es basse temp�erature [11].
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Fig. 1.1 { Repr�esentation sch�ematique des
deux types de chemins de di�usion qui
contribuent �a l'intensit�e du champ lumi-
neux di�us�e : a) chemins parcourus en
sens identiques qui correspondent �a la dif-
fusion classique ;b) chemins parcourus en
sens oppos�es (terme interf�erentiel) qui sont
�a l'origine de la r�etro-di�usion.

(k + k' ):(r 1 � r 2). Il correspond �a la pr�esence d'interf�erences et �a des chemins parcourus en
sens oppos�es (�gure 1.1). C'est la prise en compte de ce second terme qui conduit �a l'existence
d'e�ets particuliers dus aux interf�erences lors de la di�usion dans un milieu d�esordonn�e.

Dans un premier temps nous rappelons quelques r�esultats li�es �a la seule prise en compte du
terme classique dans la di�usion. Nous discutons ensuite les e�ets dus �a la pr�esence du second
terme interf�erentiel.

Di�usion "classique"

La th�eorie de la di�usion "classique" de la lumi�ere dans un milieu al�eatoire a �et�e �etablie au
d�ebut du XXi�eme si�ecle [38]. Une approche analogue due �a Blotzmann permet la description
du transport �electronique. Ces th�eories, ne prenant pas en compte les interf�erences, ont permis
la description d'un grand nombre de ph�enom�enes. Elles �etablissent notamment la variation de
la transmissionT en fonction du libre parcours moyenl et de la taille L du milieu di�usant,
hTi / l=L connue sous le nom de loi d'Ohm. Les uctuations de la transmission sont faibles
autour de leur valeur moyenne,h�T 2i =hTi 2 � 1. Une �equation de di�usion peut �egalement être
d�eriv�ee dans ce cadre [1,38], d�e�nissant ainsi en particulier une constante de di�usionD0 �nie
qui est une constante importante de ces probl�emes de transport.

R�etro-di�usion et localisation faible

Lorsque le terme d'interf�erence de l'�equation 1.3 n'est pas n�eglig�e, un e�et persiste apr�es une
moyenne d'ensemble sur le d�esordre dans deux cas particuliers :k+ k' ' 0 et r 1 = r 2. Le premier
cas correspond �a une observation de l'onde di�us�ee selon la direction oppos�ee au vecteur d'onde
incident : nous obtenons alors une intensit�e �egale au double de l'intensit�e di�us�ee selon les autres
directions de l'espace. Ce ph�enom�ene est appel�e r�etro-di�usion coh�erente de l'onde. Cet e�et,
impossible �a observer avec des ondes �electroniques, a �et�e mis en �evidence exp�erimentalement
avec les ondes �electro-magn�etiques (voir paragraphe 1.1.2.2). Le second cas (r 1 = r 2) correspond
�a l'existence de boucles ferm�ees. Ce ph�enom�ene quali��e de localisation faible est �a l'origine de
modi�cation du transport des �electrons notamment (voir paragraphe 1.1.2.3). En particulier, il
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est possible de d�e�nir et calculer un coe�cient de di�usion D loc du r�egime de localisation faible
par analogie au cas classique. On montre alors queD loc est �ni et inf�erieur �a la constante de
di�usion du cas classique, 0< D loc < D 0.

Notons que ces deux e�ets ont exactement la même origine et ont lieu en même temps. Ainsi,
l'observation de la r�etro-di�usion coh�erente d'une onde est consid�er�ee comme une manifesta-
tion du ph�enom�ene de localisation faible. Comme nous l'avions �evoqu�e en introduction, nous
sommes en pr�esence de ph�enom�enes interf�erentiels dont l'existence persiste apr�es une moyenne
d'ensemble sur le d�esordre. Si leur interpr�etation est aujourd'hui tr�es claire (et mise en �evidence
dans de nombreuses exp�eriences parmi lesquelles : [9,10,39,41,42]), leur caract�ere n'est pas tr�es
intuitif ! Il n'est pas �etonnant qu'ils aient vu le jour exp�erimentalement seulement au d�ebut des
ann�ees 1980 apr�es nombre de travaux th�eoriques...

Localisation d'Anderson ou localisation forte

Lorsque l'inuence du milieu di�usant devient plus importante, la renormalisation de la
constante de di�usion classique par le ph�enom�ene de localisation faible augmente : le coe�cient
de di�usion D loc diminue. Il vient alors un r�egime de localisation de l'onde o�u la constante de
di�usion devient nulle, D loc = 0, sauf en dehors d'une zone d'�etendue �nie de l'espace. Les
di�usions multiples engendrent des interf�erences destructives au del�a d'une certaine distance
typique, la longueur de localisation, et l'onde demeure alors localis�ee dans cette r�egion spatiale :
il s'agit du r�egime de localisation forte. Ce r�egime est donc tr�es di��erent du r�egime de localisation
faible o�u le coe�cient de di�usion est r�eduit mais demeure �ni dans tout l'espace. Dans le r�egime
de localisation forte, il vient une nouvelle loi pour la transmission de l'onde. Cette transmission
d�ecrô�t exponentiellement avec la taille du milieu di�useur, hlogTi / � L=L loc. De plus, les
uctuations de la transmission autour de sa valeur moyenne sont grandes,h�T 2i =hTi 2 > 1. Il
faut noter que dans un syst�eme 1D il n'y a pas de localisation faible (l'image des interf�erences
entre chemins (�gure 1.1) ne s'applique plus) et seul un ph�enom�ene de localisation forte existe.

Dans un milieu di�usant 3D, il existe un crit�ere, d�enomm�e crit�ere de Io�e-Regel, commu-
n�ement consid�er�e comme n�ecessaire pour l'obtention d'e�ets interf�erentiels pr�epond�erants. Ce
crit�ere, propos�e par Io�e et Regel [43], stipule que la longueur d'onde doit être sup�erieure au
libre parcours moyen,kl > 1=2� (k = 2�=� ). Lorsque ce crit�ere est respect�e, de nombreuses
di�usions ont lieu sur une longueur d'onde et le ph�enom�ene de localisation forte a une grande
probabilit�e d'avoir lieu. Remarquons, d'une part, que ce crit�ere n'est pas strict, et, d'autre part,
qu'il n'est aucunement n�ecessaire pour se trouver dans une situation de localisation faible o�u
la seule prise en compte des interf�erences su�t.

Le r�egime de localisation forte d'une onde dans un potentiel al�eatoire est un sujet origi-
nalement soulev�e par P.W. Anderson en 1958 dans un article intitul�e "Absence of Di�usion
in Certain Random Lattices" [4]. Reprenant des questions autour de la di�usion de spin et la
conduction �electronique en pr�esence d'impuret�es, P. W. Anderson propose l'�etude d'un mod�ele
de di�usion sur un r�eseau dont l'�energie potentielle de chaque site est une variable al�eatoire
(qui suit une certaine loi de distribution). Nous appelons r�eseau al�eatoire ce r�eseau particulier :
il s'agit en e�et d'un r�eseau au sens o�u les sites sont distribu�es spatialement de fa�con r�eguli�ere,
l'adjectif al�eatoire faisant r�ef�erence �a l'�energie sur site qui, elle, est al�eatoire. Il s'agit selon P.
W. Anderson [4] du mod�ele le plus simple permettant de conduire �a une image ayant un sens
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physique. En particulier, il ne prend pas en compte l'e�et des interactions qui existent pourtant
dans les syst�emes de la mati�ere condens�ee qu'il d�ecrit.

L'�etude d'Anderson consiste �a calculer le d�eplacement d'un spin (ou d'une particule) initia-
lement �x�e en un point du r�eseau al�eatoire. Sous certaines conditions, en particulier au del�a
d'une valeur minimale de la largeur en �energie de la distribution al�eatoire des �energies sur sites,
le couplage d'un site du r�eseau �a l'autre est supprim�e. Le transport du spin initial ne peut
plus alors avoir lieu et seules des transitions virtuelles sont possibles, transitions responsables
de l'�etalement du paquet d'onde initial dans une r�egion �nie de l'espace autour de la position
initiale. De plus, Anderson montre que la d�ecroissance de la fonction d'onde ainsi localis�ee
dans une r�egion �nie d�ecrô�t tr�es rapidement avec la distance du point consid�er�e �a la position
initiale. Le comportement de d�ecroissance spatialeexponentiellede la fonction d'onde �a partir
de son centre de localisation est embl�ematique de la localisation d'Anderson. Nous appellerons
longueur de localisation l'�echelle spatiale de d�ecroissance de la fonction d'onde localis�ee. No-
tons cependant que Gogolin a d�emontr�e qu'�a 1D une correction �a cette d�ecroissance purement
exponentielle de la fonction doit être prise en compte [44,45]. La d�emonstration math�ematique
rigoureuse de l'existence de la localisation d'Anderson a �et�e un peu plus tardive [46].

Nous tenterons de donner une image physique plus pr�ecise du ph�enom�ene de localisation au
sens d'Anderson �a 1D �a l'aide du formalisme de phase au paragraphe 4.3 o�u nous aborderons
ce concept dans le cadre des condensats de Bose-Einstein gazeux. Il est impossible de donner
une liste exhaustive de la litt�erature sur le sujet de la localisation d'Anderson, aussi citons
seulement quelques ouvrages de r�ef�erence [47{49].

1.1.2.2 Exp�eriences de di�usion lumineuse dans des milieux al�eatoires

Comme nous l'avons rappel�e au paragraphe 1.1.1, la recherche d'e�ets interf�erentiels lors
de la di�usion en pr�esence de d�esordre s'est d�evelopp�ee relativement r�ecemment, �a la suite de
l'exp�erience de Sharvin et Sharvin en 1981 [39]. Le ph�enom�ene de r�etro-di�usion coh�erente
de la lumi�ere a alors �et�e �etudi�e et sa premi�ere observation date de 1984 [9, 10]. Cela �etant il
a fallu attendre 1995 pour qu'une mesure exp�erimentale obtienne le facteur 2 sur l'intensit�e
attendu pour la lumi�ere r�etro-di�us�e [41] : cette observation n�ecessite une pr�ecision de 50� rad
sur l'angle du cône de lumi�ere r�etro-di�us�e. La �gure 1.2 pr�esente la mesure de l'intensit�e en
fonction de l'angle d'observation avec la direction de propagation de la lumi�ere. La n�ecessaire
pr�ecision angulaire pour l'�etude du ph�enom�ene de r�etro-di�usion explique que son observation
n'est pas eu lieu "par hasard" avant 1984.

Le ph�enom�ene de r�etro-di�usion a �et�e observ�e dans de nombreuses situations de di�usions
multiples de la lumi�ere : dans des solutions liquides de di�useurs en suspension [9,10], sur des
atomes froids [11], avec des champs de tavelures [50], et même avec une lumi�ere incoh�erente
comme celle du soleil [42,51].

En parall�ele �a ces travaux sur la r�etro-di�usion lumineuse, s'est d�evelopp�ee une recherche
visant �a mettre en �evidence les ph�enom�enes de localisation forte de la lumi�ere dans un mi-
lieu d�esordonn�e. Les premi�eres mesures e�ectu�ees sur la transmission lumineuse �a travers un
milieu de taille �nie [52] ont �et�e beaucoup discut�ees, en particulier la pr�esence possible d'ab-
sorption. Des mesures de uctuations de la transmission ont alors �et�e e�ectu�ee a�n d'�eviter
l'�ecueil de l'absorption [53]. Tr�es r�ecemment, des exp�eriences ont �et�e men�ees sur la transmis-
sion d'impulsions courtes �a travers des poudres [6, 7]. Un ph�enom�ene de localisation faible est
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Fig. 1.2 { Image du papier Phys. Rev.
Lett. 74, 4193 (1995). Mesure exp�eri-
mentale de l'intensit�e lumineuse dans
la direction de la r�etro-di�usion (angle
nul). Le facteur 2 sur l'intensit�e r�etro-
di�us�ee grâce �a la pr�esence d'interf�e-
rence est mesur�e. Notons la tr�es bonne
r�esolution angulaire n�ecessaire �a cette
observation.

indiscutablement mis en �evidence et la convergence vers le r�egime de localisation d'Anderson y
apparâ�t �egalement. En�n, au d�ebut de l'ann�ee 2007, le ph�enom�ene de localisation d'Anderson
a �et�e observ�e dans un cristal photonique [5]. Cette exp�erience consiste �a mesurer la di�usion
transverse (plan perpendiculaire �a la direction de propagation) de la lumi�ere, en l'absence et
en pr�esence de d�esordre. Un arrêt de la di�usion transverse est observ�e et le pro�l d'intensit�e
transverse alors mesur�e d�ecrô�t exponentiellement. De plus, ce travail met �egalement en �evi-
dence les modi�cations apport�ees par la pr�esence de faibles non-lin�earit�es : la localisation forte
demeure et la longueur de localisation diminue.

1.1.2.3 E�ets de localisation dans les conducteurs �electroniques

La mise en �evidence de l'e�et de r�etro-di�usion de la propagation d'ondes �electroniques
dans un conducteur d�esordonn�e est di�cilement envisageable exp�erimentalement et cet e�et
n'a pas �et�e observ�e. Cela �etant, il existe un certain nombre de cons�equences de la localisation
faible sur la conductance et sur la magn�eto-r�esistance des conducteurs �electroniques [54,55]. De-
puis le d�ebut des ann�ees 1980 nombre d'exp�eriences ont �et�e consacr�ees �a ces di��erents e�ets [56].

L'�etude des cons�equences de la localisation faible peut être �etendue �a celles de la localisation
forte. La transition entre ces deux r�egimes de localisation a �et�e mis en �evidence exp�erimenta-
lement dans des conducteurs �electroniques 1D en 1997 [57] et 2D dans les ann�ees 1980 [58].
D'ailleurs, c'est tr�es certainement l'absence de con�rmations exp�erimentales qui ont conduit P.
W. Anderson �a insister une nouvelle fois sur la v�eracit�e de son mod�ele lors la remise du Prix
Nobel qui lui a �et�e attribu�e en 1977, soit pr�es de 20 ans apr�es ses premiers travaux.

Cela �etant il faut remarquer que la pr�esence de l'interaction de Coulomb entre �electrons
complique l'image d'onde sans interaction localis�ee au sens d'Anderson et rend plus d�elicate
l'interpr�etation des exp�eriences. La compr�ehension de l'e�et des interactions sur les ph�eno-
m�enes de localisation a progress�e ces derni�eres ann�ees mais elle n'est cependant pas compl�ete.
L'approche exp�erimentale dans les conducteurs �electroniques ne peut apporter qu'une r�eponse
limit�ee �a cette question : il n'est pas possible de s'a�ranchir de la pr�esence de l'interaction de
Coulomb a�n de comparer une situation sans interaction avec celle de la pr�esence d'interaction.
Il nous semble que de ce point de vue, l'apport que peut apporter l'�etude de la propagation
d'un condensat de Bose-Einstein gazeux (dans lequel les interactions peuvent être contrôl�ees)
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dans un milieu d�esordonn�e peut s'av�erer important. Nous discuterons ce point au paragraphe
1.2.3.

En pr�esence de localisation forte, la di�usion de l'onde est supprim�ee et l'�etat dans lequel se
trouve le syst�eme est alors isolant. La transition de phase quantique m�etal-isolant induite ainsi
par le d�esordre est abord�ee dans le paragraphe qui suit.

1.1.3 Phases quantiques et transition m�etal-isolant induites par le
d�esordre

Nous avons d�ecrit au paragraphe pr�ec�edent les modi�cations du transport d'une onde ap-
port�ees par la prise en compte des interf�erences lorsque la di�usion a lieu dans un milieu
d�esordonn�e. Cette description nous conduit notamment �a la question de l'existence d'�etats lo-
calis�es d'une onde de mati�ere. Par ailleurs, le comportement d'une onde de mati�ere conduit
�a des ph�enom�enes aujourd'hui bien connus o�u la coh�erence joue �egalement un rôle central :
condensation de Bose-Einstein, supraconductivit�e et superuidit�e. Ces comportements quan-
tiques apparaissent lorsque la mati�ere se trouve dans des phases quantiques tr�es particuli�eres
caract�eris�ees, entre autres, par le peuplement macroscopique d'un seul et même �etat quantique.
Se pose alors la question de l'existence et de la persistence de telles phases en pr�esence de
d�esordre.

Dans ce paragraphe, nous essayons de donner une vue sch�ematique de l'inuence d'un poten-
tiel al�eatoire sur les �etats et les phases des ondes de mati�ere. Il s'agit donc l�a encore d'envisager
le lien entre coh�erence et d�esordre.

1.1.3.1 Une image sch�ematique des di��erents r�egimes

L'inuence du d�esordre sur les ph�enom�enes de supraconductivit�e et de superuidit�e a fait
l'objet de nombreux travaux au cours de la seconde moiti�e du XXi�eme si�ecle. Les travaux
que nous mentionnons ici d�ecrivent par exemple l'h�elium II superuide dans un milieu poreux
(a�erogel, Vycor) [14] et les supraconducteurs dits "sales" dans lesquels de nombreuses impuret�es
sont pr�esentes. Ces �etudes ayant des liens tr�es forts avec la condensation de Bose-Einstein, elles
ont �egalement abord�e l'existence de ce ph�enom�ene en pr�esence de d�esordre [59].

A partir de ces travaux sur les superuides et les supraconducteurs nous pouvons identi�er
trois grands r�egimes dont on peut se faire une image assez intuitive. Dans tous ces r�egimes, des
interactions sont pr�esentes entre les particules, interactions responsables des comportements
quantiques superuide et supraconducteur. Ces trois r�egimes sont :

R�egime de faible nombre de particules et faible d�esordre :dans cette situation les particules
peuplent des �etats �a une particule. Les particules se localisent alors dans les minima du
potentiel al�eatoire (leur fonction d'onde pouvant �eventuellement s'�etendre sur quelques
sites voisins). Les propri�et�es de ces �etats sont essentiellement d�etermin�ees par le spectre
de l'�etat fondamental du syst�eme. Dans ce r�egime il n'y a ni condensation ni superuidit�e.

R�egime de grand nombre de particules et faible d�esordre :dans une image classique, les par-
ticules localis�ees dans les minima du potentiel al�eatoire �ecrantent le potentiel pour les
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autres particules. Bien entendu, la prise en compte de la statistique quantique ne permet
pas de distinguer les di��erentes particules mais l'�ecrantage du potentiel par un terme de
champ moyen existe bien. Ce ph�enom�ene d'�ecrantage a �et�e mis en �evidence dans l'h�e-
lium II o�u la superuidit�e n'est pas pr�esente dans tout le volume du milieu poreux [13].
La coh�erence quantique �a longue port�ee n�ecessaire �a l'apparition de la superuidit�e est
alors possible. Dans ce r�egime, une approche th�eorique montre que le ph�enom�ene de
condensation de Bose-Einstein existe et que la fonction d'onde macroscopique s'adapte
aux modulations du potentiel al�eatoire grâce aux interactions [60]. L'inuence du potentiel
al�eatoire sur la fraction condens�ee et la fraction superuide est faible [60] et le formalisme
de Bogolyubov d�ecrit correctement ces faibles modi�cations [61]. La superuidit�e de l'h�e-
lium II dans un milieu poreux (pour une revue lire [14]) et la supraconductivit�e dans les
supraconducteurs "sales" [62] ont �et�e par ailleurs observ�es exp�erimentalement.

R�egime de grand nombre de particules et fort d�esordre :en pr�esence d'un d�esordre fort, la
superuidit�e comme la supraconductivit�e peuvent être d�etruites [60, 63]. Dans les sys-
t�emes 1D et 2D, il existe en e�et �a temp�erature nulle une amplitude �nie du d�esordre
au del�a de laquelle la coh�erence �a longue port�ee est supprim�ee [64]. Une transition de
phase quantique de l'�etat superuide vers une nouvelle phase isolante appel�ee verre de
Bose a �et�e d�emontr�ee [3,65]. Ce type de transition de phase induite par le d�esordre existe
�egalement dans les conducteurs �electroniques (il s'agit de la transition m�etal-isolant) et
est d�ecrite par le mod�ele la transition d'Anderson.

Transitions m�etal-isolant

Une transition m�etal-isolant peut être de deux natures di��erentes : soit son origine vient d'un
changement de la structure du cristal, impliquant une modi�cation de la bande de conduction,
soit la transition est de nature purement �electronique. Ce second type de transition m�etal-isolant
peut �egalement avoir deux origines distinctes. Elle peut être induite par des corr�elations �elec-
troniques dans un cristal (r�eseau) parfait. Elle est ainsi gouvern�ee par la pr�esence d'interaction
et elle est appel�ee transition de Mott (voir �gure 1.3) [66]. La transition de nature �electronique
peut aussi être induite par la pr�esence de d�esordre dans un syst�eme sans interaction. Elle est
alors appel�ee transition d'Anderson [47,66,67]. Nous nous int�eressons bien entendu ici �a ce der-
nier cas. Ce type de transition induite par le d�esordre a �et�e inspir�ee par le mod�ele de di�usion
d'Anderson que nous avons mentionn�e pr�ec�edemment [4]. L'absence de di�usion correspond
dans ce mod�ele �a l'existence d'une onde localis�ee, ce qui conduit naturellement �a �etudier la
transition entre phase m�etallique et isolante.

L'hamiltonien d'Anderson (du nom de son auteur) qui d�ecrit une telle transition m�etal-
isolant dans un r�eseau s'�ecrit en seconde quanti�cation

Ĥ = t
X

<i;j>

ây
i âj +

X

i

� i â
y
i âi (1.4)

o�u t est le couplage tunnel entre les sites du r�eseau et� i est une �energie sur site. Cet hamiltonien
ne prend en compte que le terme cin�etique et l'�energie potentielle al�eatoire sur site caract�eris�ee
par une distribution al�eatoire des �energies� i . En particulier, les interactions ne sont pas pr�e-
sentes. Les �energies� i sont suppos�ees distribu�ees al�eatoirement selon une distribution de largeur
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en �energieW. Lorsque que le rapportW=t est su�samment grand (pour une valeur �nie �a 3D
et d�es W > 0 �a 1D et �a 2D 2) l'�etat fondamental du syst�eme est un isolant [66,67] : au del�a de
cette limite (appel�ee "mobility edge" en anglais), les �etats propres du syst�eme sont localis�es et
il n'y a plus de di�usion.

Fig. 1.3 { Image du papier Phys. Rev.
Lett. 98, 130404 (2007) inspir�ee de [3].
Diagrammes de phase d'un gaz de bo-
sons dans un r�eseau en l'absencea) et
en pr�esence d'un potentiel al�eatoireb) et
c) . � est le potentiel chimique du gaz,U
son �energie d'interaction, J la constante
de couplage tunnel et� la largeur en
�energie de la distribution al�eatoire. Les
phases d'isolant de Mott (MI), de verre de
Bose (BG) et de superuide (SF) y appa-
raissent.

De nombreuses revues traitent du probl�eme de la transition d'Anderson et d�ecrivent ses
extensions �a des situations plus complexes [47, 66, 67], en particulier la prise en compte des
interactions. Cette extension aux syst�emes avec interactions est d�elicate et, si des progr�es ont
�et�e faits, l'existence de la transition d'Anderson en leur pr�esence constitue encore aujourd'hui
une th�ematique de recherche ouverte. Nous voulons simplement conclure en rappelant que ni
l'image de Mott (sans d�esordre) ni celle d'Anderson (sans interaction) ne peut d�ecrire les ex-
p�eriences avec les conducteurs �electroniques. La di�cult�e exp�erimentale principale d'une �etude
syst�ematique de ces deux e�ets vient du fait qu'ils ne peuvent être s�epar�es l'un de l'autre dans
les conducteurs. Au contraire, comme nous le rappellerons au paragraphe 1.2, cette s�eparation
et cette �etude syst�ematique est possible avec un condensat de Bose-Einstein gazeux, ce qui en
fait un candidat prometteur pour apporter de nouveaux �eclairages exp�erimentaux �a ces ques-
tions. Citons pour �nir l'�etude des phases quantiques dans lesquelles peuvent apparâ�tre un
gaz de Bose avec interactions en pr�esence de d�esordre e�ectu�ee par M.P.A. Fisheret al. [3].
Ces travaux ont constitu�e une avanc�ee majeure dans ce domaine de recherche et ont ouvert de
nombreuses voies.

1.1.3.2 Phases quantiques et ph�enom�enes "exotiques"

Un certain de nombre d'�etats ou phases quantiques de la mati�ere ont �et�e identi��es dans les
trois r�egimes que nous avons �enum�er�es au paragraphe pr�ec�edent. Dans les quelques lignes qui
suivent nous pr�esentons les di��erents �etats ou phases de syst�emes quantiques (bosoniques ou
fermioniques) en pr�esence de d�esordre. Nous �evoquons en�n quelques ph�enom�enes tr�es particu-
liers li�es �a la pr�esence de d�esordre. Dans ce paragraphe, nous n'avons pas la pr�etention d'être
exhaustif tant les travaux li�es �a la pr�esence de d�esordre sont nombreux...

2A 2D, il n'existe pas de d�emonstration rigoureuse mais toutes les calculs num�eriques e�ectu�es jusqu'�a
pr�esent vont en ce sens.
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Syst�eme bosonique

Dans le r�egime de faible nombre de particules et faible d�esordre, les particules peuplent
des �etats �a une particule. Ces �etats ont une �energie faible et sont fortement modi��es par la
pr�esence du d�esordre. En e�et, ces derniers sont d�etermin�es essentiellement par le spectre du
fondamental du syst�eme et celui-ci est fortement inuenc�e par la pr�esence de d�esordre. En
pr�esence d'un r�eseau d�esordonn�e,i.e. un r�eseau auquel se superpose un potentiel al�eatoire, le
syst�eme bosonique se trouve dans une phase appel�eeverre d'Anderson [68]. En l'absence de
r�eseau sous-jacent au d�esordre, les �etats peupl�es ont des �energies se trouvant dans la queue de
Lifshits du potentiel, et cet �etat est alors appel�everre de Lifshits. Notons que les �etats des verre
d'Anderson et des verres de Lifshits sont similaires [69].

Dans le r�egime de forte interaction et de faible d�esordre le gaz de Bose se trouve �a l'�etat
condens�e en pr�esence du potentiel al�eatoire. Le pro�l de densit�e suit les modulations du potentiel
al�eatoire ou celles d'un potentiel �ecrant�e par les interactions [13,59]. Cet �etat peut être appel�e
condensat d�esordonn�e.

Dans le r�egime de forte interactions et de fort d�esordre, la phase isolante dans laquelle se
trouve le gaz de Bose est appel�eeverre de Bose[3]. Une image simple de cette phase quantique
induite par le d�esordre consiste en di��erents �̂lots condens�es (superuides et compressibles) qui
ne sont pas en contact les uns avec les autres. Ainsi, le verre de Bose est une phase isolante
mais compressible, ce qui la distingue de la phase isolante de Mott qui n'est pas compressible.

Syst�eme fermionique

Comme dans un syst�eme bosonique, en pr�esence d'un faible r�eseau d�esordonn�e et de faibles
interactions, les fermions peuplent des �etats localis�es au sens d'Anderson. Le principe d'exclusion
de Pauli implique cependant une distribution des particules sur ces di��erents �etats localis�es
(selon la statistique de Fermi-Dirac) tr�es di��erente de celle d'une assembl�ee de bosons. Cette
phase quantique est appel�eeverre de Fermi [70]. Des simulations num�eriques montrent que
lorsque l'�energie d'interactions devient de l'ordre de l'amplitude du d�esordre, la d�elocalisation
l'emporte sur le ph�enom�ene de localisation et une mer de Fermi d�esordonn�ee apparâ�t [71].

La transition de phase induite par le d�esordre entre une phase m�etallique (liquide de
Fermi) et une phase isolante fait �egalement l'objet de nombreux travaux th�eoriques et les semi-
conducteurs "sales" sont des syst�emes exp�erimentaux permettant l'�etude de cette transition et
ses lois d'�echelle [72,73].

Quelques ph�enom�enes de syst�emes d�esordonn�es

Il existe au moins deux ph�enom�enes tr�es connus et tr�es �etudi�es que nous pouvons citer dans
les syst�emes d�esordonn�es, �a savoir le ph�enom�ene depercolation et lesverres de spin.

Les th�eories de percolation (bas�ees sur une th�eorie math�ematique des graphes) sont utilis�ees,
entre autres, pour d�ecrire le transport d'un liquide �a travers un milieu poreux, le comporte-
ment de certains appareils conducteurs d�esordonn�es ou encore la migration d'�epid�emies [74].
Elles posent la question de l'existence d'un chemin de di�usion sur un r�eseau qui permettrait
de traverser ce dernier sur une certaine distance. Cette question est abord�ee en fonction des
probabilit�es de liens entre chaque point du r�eseau.
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Les verres de spin repr�esentent des syst�emes discrets de spins dont chaque site est coupl�e �a
ses voisins par une amplitude al�eatoire [75]. L'une des caract�eristiques les plus embl�ematiques
de tels syst�emes est l'apparition d'un ph�enom�ene dit de frustration, situation dans laquelle de
tels syst�emes poss�edent plusieurs �etats fondamentaux et, ainsi, ne restent pas �a l'�equilibre dans
l'un d'eux mais �evoluent de fa�con permanente au cours du temps.

1.2 Et les atomes froids dans tout �ca ?

Si elle a con�rm�e exp�erimentalement le ph�enom�ene de condensation, la r�ealisation des pre-
miers condensats de Bose-Einstein gazeux en 1995 [15,16] a ouvert un nouveau champ d'inves-
tigation du monde quantique. Les possibilit�es exp�erimentales o�ertes (potentiels en tout genre,
modi�cation des interactions, techniques de mesure vari�ees) par les gaz d'atomes ultra-froids
combin�ees �a un excellent degr�e de contrôle lors de leur manipulation en ont fait l'un des sys-
t�emes quantiques les plus �etudi�es ces derni�eres ann�ees. Apr�es avoir d�etaill�e le formidable outil
d'investigation que repr�esentent les condensats gazeux, nous discutons leur �etude en pr�esence
de d�esordre : nous pr�esentons tout d'abord les di��erentes techniques pour la r�ealisation de po-
tentiels al�eatoires vus par les gaz d'atomes, ensuite les investigations possibles en lien avec les
e�ets mentionn�es aux paragraphes pr�ec�edents.

1.2.1 Un outil d'investigation formidable ! !

Les condensats de Bose-Einstein gazeux repr�esentent aujourd'hui un formidable outil d'in-
vestigation exp�erimentale de nombreuses questions soulev�ees au XXi�eme si�ecle (condensation
de Bose, superuidit�e, syst�emes corr�el�es, phases quantiques "exotiques", etc). L'int�erêt de ces
gaz d'atomes ultra-froids est triple :

{ un outil tr�es bien contrôl�e. La pr�ecision exp�erimentale sur les di��erents param�etres du
gaz de Bose (nombre d'atomes, temp�erature, fr�equences de pi�egeage, etc) est excellent.
De plus, ces syst�emes condens�es peuvent être isol�es d'un bain thermique (absence de re-
laxation et de d�ecoh�erence) et ainsi être manipul�es sur de longs temps d'interrogations
(de l'ordre de la seconde).

{ un outil versatile. Les condensats gazeux peuvent �a peu pr�es être plac�es dans n'importe
quelle situation : ils peuvent être 3D, 2D ou 1D ; ils peuvent être plac�es dans des po-
tentiels optiques, magn�etiques ou radio-fr�equence qu'il est possible de fa�conner �a volont�e
(pi�eges harmoniques, r�eseaux, double puits, potentiels al�eatoires, etc) ; les interactions
inter-atomiques peuvent être contrôl�ees �a l'aide de r�esonances de Feshbach (interactions
r�epulsives, attractives ou quasi-nulles)

{ des techniques de mesure vari�ees.La possibilit�e est o�erte d'observer les condensats ga-
zeux �a la fois dans l'espace r�eel (densit�e atomique) et dans l'espace des impulsions (apr�es
temps de vol) avec un dispositif d'imagerie par absorption, par uorescence ou encore
par contraste de phase. Des techniques de spectroscopie diverses (spectroscopie de Bragg
et Raman) ainsi que des techniques d'excitation pour la mesure des r�eponses statique
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et dynamique (modulations du con�nement pi�egeant, modulation d'un potentiel optique,
pr�esence d'un laser focalis�e, etc) ont �et�e d�evelopp�ees.

Ces trois aspects exp�erimentaux disponibles avec les condensats gazeux conduisent naturel-
lement �a vouloir �etudier les e�ets du d�esordre sur ce syst�eme coh�erent. Nous allons maintenant
pr�esenter les di��erentes techniques envisageables pour cr�eer un potentiel al�eatoire vu par les
atomes, premier pas vers ces �etudes.

1.2.2 Cr�eer du d�esordre : di��erentes techniques disponibles ou �a
venir...

A partir des travaux men�es depuis plusieurs ann�ees sur les condensats de Bose-Einstein, il
est possible aujourd'hui d'envisager di��erentes techniques exp�erimentales pour cr�eer un poten-
tiel al�eatoire vu par les atomes. Nous d�ecrivons ci-dessous les di��erentes techniques disponibles
ou envisageables pour cr�eer du d�esordre sur un gaz d'atomes ultra-froids3.

Les puces atomiques

Le refroidissement d'atomes dans le r�egime de d�eg�en�erescence quantique a �et�e r�ealis�e sur des
puces conductrices [76]. Elles cr�eent le champ magn�etique dans lequel les atomes sont pi�eg�es
et refroidis. Ce faisant, elles cr�eent aussi un potentiel al�eatoire magn�etique pour les atomes
pi�eg�es. En e�et, la rugosit�e des �ls conducteurs en surface de la puce engendre une rugosit�e
du pi�ege magn�etique [77]. Ce potentiel al�eatoire a n�eanmoins plusieurs d�esavantages pour une
�etude syst�ematique de l'inuence du d�esordre sur les atomes froids. Le principal d�esavantage
est certainement le caract�ere intrins�eque de ce potentiel al�eatoire �a ce type de dispositif, ce
qui implique en particulier qu'il est impossible de le faire disparâ�tre compl�etement. Même si
des �etudes r�ecentes ont montr�e qu'une modulation du courant dans les �ls de la puce permet
de diminuer l'amplitude de ce potentiel al�eatoire de fa�con cons�equente [78], il reste toujours
pr�esent. Un autre point n�egatif concernant ce type de d�esordre est l'impossibilit�e de changer
les param�etres du potentiel al�eatoire (comme l'amplitude ou l'�echelle des variations spatiales)
�a volont�e et ind�ependamment les uns des autres. Une possibilit�e pour faire varier l'amplitude
de ce potentiel est d'�eloigner ou de rapprocher le nuage d'atomes de la puce mais l'�echelle des
variations spatiales du potentiel change alors elle-aussi. Ainsi, la rugosit�e magn�etique pr�esente
sur les puces atomiques ne se prête pas �a l'�etude qui nous int�eresse.

Potentiels radio-fr�equence

Un potentiel al�eatoire de type magn�etique peut être cr�e�e �a l'aide d'antennes radio-fr�equence
(RF). Cette technique a fait l'objet d'une proposition r�ecente [79]. Le champ RF induit des
transitions entre les �etats hyper�ns de l'atome et ce dernier est alors habill�e par le champ RF.
D�es lors, �a l'aide d'un peigne de fr�equences RF correctement choisi, il serait possible de cr�eer
un potentiel al�eatoire pour un �etat hyper�n atomique. Notons que les param�etres du potentiel
al�eatoire pourraient être modi��es ind�ependamment et que ce potentiel al�eatoire peut être coup�e

3Nous n'avons pas pr�etention �a être exhaustif �a propos de chacune de ces techniques mais seulement �a les
pr�esenter dans les grandes lignes
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�a volont�e. Remarquons cependant qu'il est tr�es d�elicat de calculer exactement le champ magn�e-
tique r�esultant d'un tel peigne de fr�equence et donc de savoir pr�ecis�ement quelle con�guration
de potentiel est appliqu�ee aux atomes. En e�et, le champ RF ne r�esulte pas seulement de l'am-
plitude du champ magn�etique local mais �egalement de l'orientation vectorielle locale du champ
RF [80], ce caract�ere vectoriel conduisant �a un calcul di�cile du champ e�ectif vu par les atomes.

Deux esp�eces atomiques dans un r�eseau

D'un point de vue th�eorique, il est souvent plus ais�e de mod�eliser un potentiel al�eatoire
par un bruit blanc que de prendre en compte le support �ni du spectre de ce potentiel. Une
r�ecente proposition va dans ce sens, �a savoir la r�ealisation exp�erimentale d'un d�esordre ayant
un spectre tr�es proche de celui d'un bruit blanc [81]. Il s'agit dans ce cas d'utiliser deux esp�eces
atomiques di��erentes ou deux niveaux di��erents de la même esp�ece qui interagissent l'un avec
l'autre. Une condition suppl�ementaire tient �a la possibilit�e de cr�eer un r�eseau optique profond
pour l'une des esp�eces d'atomes sans que la seconde esp�ece ne voit ce r�eseau4. D�es lors, il serait
possible de faire un verre �a partir de la premi�ere esp�ece avec un taux de remplissage par site
inf�erieur �a 1. Cela signi�e que les atomes de la premi�ere esp�ece se comptent au nombre de z�ero
ou un par puits et qu'ils se trouvent distribu�es spatialement al�eatoirement. Lorsque la seconde
esp�ece (qui ne voit pas le r�eseau ou presque) se trouve dans cette même r�egion de l'espace,
elle interagit avec des atomes uniques, dispos�es al�eatoirement et sous forme d'une interaction
quasi-ponctuelle : une telle r�ealisation est donc tr�es proche d'un mod�ele de d�esordre constitu�e
de pics de Dirac identiques r�epartis al�eatoirement dans l'espace. La r�ealisation exp�erimentale
de cette proposition est envisageable avec les techniques actuelles mais elle est d�elicate �a mettre
en oeuvre. Un pas dans ce sens a �et�e franchi r�ecemment [82, 83]. Remarquons en�n qu'un tel
potentiel al�eatoire, vu par la seconde esp�ece atomique, n'est pas strictement statique puisque
la premi�ere esp�ece atomique peut di�user sur le r�eseau optique (avec un temps typique inverse
proportionnel au couplage tunnel entre les sites du r�eseau).

Potentiels optiques

Il est possible de cr�eer un potentiel al�eatoire pour les atomes froids optiquement. Il s'agit de
cr�eer un potentiel dipolaire pour les atomes en �eclairant ces derniers avec une lumi�ere su�sam-
ment puissante et proche de r�esonance telle que les d�eplacements lumineux du niveau atomique
des atomes soit importants [84,85]. Nous reviendrons sur cette notion de potentiel optique dans
le paragraphe 2.1 et nous allons donner ici les principes de cr�eation d'un potentiel lumineux
al�eatoire.

Masque de phase

Cette technique a pour but de faire l'image sur les atomes d'une surface d�esordonn�ee. Cela a
�et�e r�ealis�e exp�erimentalement avec une surface de chrome dont la structure �etait al�eatoire [86].
Il semble qu'un tel syst�eme doive être utilis�e sans aberrations optiques a�n de construire le po-
tentiel optique d�esordonn�e comme il est d�e�ni par les interf�erences issues du masque de phase.
Cet aspect requiert ainsi un tr�es bon syst�eme d'imagerie optique qui peut di�cilement être r�ea-

4Il est au moins n�ecessaire que ce r�eseau ait une amplitude tr�es faible pour la seconde esp�ece
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lis�e avec une grande ouverture num�erique. Or, comme nous le verrons par la suite, l'ouverture
num�erique est directement reli�ee (limite de di�raction) �a la taille des modulations spatiales du
potentiel al�eatoire. D�es lors, cette technique du masque de phase ne semble pas optimale pour
travailler avec une �echelle de variations spatiales du potentiel al�eatoire courte.

Potentiel optique de tavelures

Une r�epartition spatiale al�eatoire de l'intensit�e lumineuse peut être obtenue en �eclairant
un di�useur avec une lumi�ere laser [87]. La r�epartition de grains de lumi�ere ainsi r�ealis�ee est
appel�ee champ de tavelures (ou "speckle" en anglais). Il s'agit de la technique que nous utili-
sons [33, 35] dans nos exp�eriences et nous d�etaillerons ses propri�et�es et ses avantages dans les
paragraphes qui suivent. Un tel potentiel de tavelures a �et�e utilis�e pour la premi�ere fois au
LENS �a Florence [88]. En particulier nous verrons qu'il s'agit l�a d'un potentiel bien contrôl�e,
facilement modi�able et dont les propri�et�es statistiques sont pr�ecis�ement connues.

R�eseaux quasi-p�eriodiques

En�n, il est possible de cr�eer un quasi-d�esordre, c'est-�a-dire un d�esordre avec un ordre
�a longue port�ee, par exemple en utilisant des faisceaux laser contra-propageants dont les
fr�equences optiques sont incommensurables [89, 90]. Les propri�et�es statistiques de ces quasi-
d�esordres sont compl�etement di��erentes de celle d'un "vrai" d�esordre, en particulier la den-
sit�e spectrale de puissance est discr�ete (et non pas dense comme dans le cas de tavelures
par exemple). Cette technique a r�ecemment �et�e utilis�ee dans des exp�eriences au LENS �a Flo-
rence [91].

1.2.3 Observations possibles d'e�ets induits par le d�esordre avec les
atomes froids ?

La pr�esence d'un potentiel al�eatoire sur un condensat de Bose-Einstein gazeux permet l'�etude
de nombreux e�ets li�es aux propri�et�es des ondes de mati�ere dans le d�esordre. Nous citons ci-
dessous un ensemble de propositions th�eoriques qui vont dans cette direction.

Condensats de Bose-Einstein d�esordonn�es

L'existence d'un condensat gazeux avec interactions en pr�esence d'un potentiel al�eatoire
faible est �etablie d'un point de vue th�eorique. La r�ealisation exp�erimentale de tels condensats
d�esordonn�es permettrait d'�etudier, entre autres, les modi�cation du pro�l de densit�e induite
par le potentiel al�eatoire en fonction des interactions [92], la temp�erature critique de condensa-
tion dans le d�esordre [93], la d�epl�etion de la la fraction condens�ee et de la fraction superuide
induite par le d�esordre [94{96], la modi�cation de la vitesse du son ainsi que le d�ecalage en
fr�equence et l'amortissement des modes collectifs [95,97,98] ou encore les excitations de basses
�energies en pr�esence de d�esordre [99]. Rappelons que ces sujets ont un lien tr�es fort avec de
nombreuses questions abord�ees dans le cadre de l'�etude des superuides et des supraconduc-
teurs (voir 1.1.3.1).
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Localisation d'Anderson et interactions

Un condensat de Bose-Einstein gazeux est une onde de mati�ere coh�erente sur la taille du
nuage atomique �a su�samment basse temp�erature. Cette taille du nuage est de l'ordre de
quelques dizaines �a quelques centaines de microns. Les potentiels al�eatoires optiques (para-
graphe 1.2.2) poss�edent des variations spatiales, limit�ees par la di�raction, de l'ordre du mi-
cron. Il est donc tout �a fait envisageable d'obtenir des e�ets interf�erentiels forts avec une onde
de mati�ere s'�etalant sur un grand nombre de modulations du d�esordre. L'observation de sa
di�usion peut donc conduire au ph�enom�ene de localisation d'Anderson [36]. Cette approche
est certainement valide dans un condensat o�u les interactions ont �et�e r�eduites le plus possible
(�a l'aide de r�esonances de Feshbach magn�etiques [29, 30] ou optiques [31]) mais elle ne l'est
plus strictement en pr�esence d'interactions "fortes". Remarquons que si une telle onde de ma-
ti�ere �etait localis�ee au sens d'Anderson, avec une enveloppe d�ecroissant exponentiellement �a
partir du centre de localisation, ce pro�l exponentiel sur la densit�e du condensat pourrait être
observ�e directement avec une technique d'imagerie par absorption ! Jusqu'�a pr�esent, la seule
observation (�a notre connaissance) d'un tel pro�l exponentiel lors de la di�usion d'une onde
dans un milieu d�esordonn�e a �et�e r�ealis�ee au d�ebut de l'ann�ee 2007 dans un cristal photonique [5].

En pr�esence d'interactions "fortes" (celles usuellement pr�esentes dans les condensats ato-
miques), la situation devient plus complexe... et donc �egalement plus int�eressante ! Le jeu subtil
entre �energie d'interaction, �energie du potentiel al�eatoire et �energie cin�etique lors de la di�u-
sion d'une telle onde de mati�ere est un sujet ouvert aujourd'hui �a la fois d'un point de vue
th�eorique et exp�erimental. Pour ce qui est des travaux th�eoriques, citons l'�etude du transport
1D d'un condensat �a travers une r�egion d�esordonn�ee [100], celle de l'expansion d'un condensat
avec interactions dans un potentiel al�eatoire 1D [36,101] et son extension �a 2D et 3D [102]. Des
travaux th�eoriques ont �egalement �et�e men�es en l'absence d'interaction sur la localisation d'un
condensat dans un potentiel al�eatoire cr�e�e avec deux esp�eces atomiques [81] et dans un champ
de tavelures pour un syst�eme 2D [103].

Nouvelles phases quantiques en pr�esence de d�esordre

L'observation de la transition de phase quantique superuide-isolant de Mott dans un
condensat de Bose-Einstein gazeux [26] a d�emontr�e l'int�erêt de l'�etude des transitions de phases
dans de tels syst�emes. De nombreuses propositions th�eoriques envisagent la r�ealisation de phases
quantiques en pr�esence de d�esordre dans un gaz d'atomes ultra-froids et l'�etude des transitions
de phase superuide-isolante induite par le d�esordre.

Parmi ces propositions, nous trouvons celle de r�ealiser un verre de Bose et un verre d'An-
derson dans r�eseau d�esordonn�e [89] ou dans un r�eseau quasi-p�eriodique [104], celle de cr�eer un
verre de Fermi et un verre de spin dans des m�elanges fermions-bosons [90,105], celle d'observer
un verre de Lifshits (phase similaire �a celle du verre d'Anderson) dans un potentiel al�eatoire
sans r�eseau sous-jacent [106], etc...
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1.3 D�esordre, potentiel al�eatoire : d�e�nitions et propri�e-
t�es statistiques

La d�e�nition du mot d�esordre que nous trouvons dans tous les dictionnaires est tr�es simple :
l'absence d'ordre. Et le sens commun associe nombre de connotations n�egatives au mot d�esordre :
capharna•um, fatras, fouillis, pagaille, souk, confusion, etc... Dans ces di��erentes utilisations, la
seule d�e�nition du d�esordre qui est �nalement donn�ee se fait en opposition avec celle d'ordre.
Cette approche lexicale n'est donc d'aucune aide pour donner un sens au d�esordre... Au contraire,
avec tous les e�ets int�eressants que peut engendrer le d�esordre dans des syst�emes physiques co-
h�erents nous voudrions plutôt lui associer une connotation positive ! En physique, le d�esordre
se pr�esente sous la forme d'un potentiel dont l'amplitude et/ou les variations spatiales sont
al�eatoires. Les exemples auxquels nous avons fait r�ef�erence dans ce chapitre sont nombreux.
Nous allons dans les lignes qui suivent d�e�nir pr�ecis�ement ce que nous entendons pard�esordre
en utilisant pour cela une approche statistique. Nous allons �egalement pr�esenter quelques unes
de ses propri�et�es principales.

1.3.1 Un processus statistique al�eatoire

Nous voulons ici pr�eciser la d�e�nition que nous donnons au mot d�esordre a�n de d�eterminer
les situations dans lesquelles nous travaillons. Nous n'allons pas aborder n'importe quel type
de d�esordre et nous avons besoin de trouver un ensemble de caract�eristiques qui permettent de
cerner la notion recouverte par le mot d�esordre. Dans ce but, nous allons d�e�nir les propri�et�es
statistiques associ�ees au d�esordre.

Nous entendons le motd�esordre comme un processus statistique avec des propri�et�es bien
d�e�nies. Nous appelonspotentiel al�eatoire ou potentiel d�esordonn�e le type de potentiel vu par
le syst�eme �etudi�e, issu du d�esordre (en tant que processus statistique al�eatoire) et dont les va-
riations d'amplitude et/ou spatiales sont al�eatoires. En�n, uner�ealisation du potentiel al�eatoire
correspond �a un tirage particulier (selon la statistique du d�esordre) du potentiel al�eatoire. Ainsi,
le d�esordre n'est pas caract�eris�e par une r�ealisation particuli�ere du potentiel al�eatoire mais par
ses propri�et�es statistiques. En particulier, un ph�enom�ene observ�e ne peut être attribu�e �a la pr�e-
sence de d�esordre seulement s'il existe au sens statistique,i.e. seulement s'il persiste apr�es une
moyenne sur les r�ealisations du potentiel al�eatoire. Ce point fondamental a pour cons�equence
que, lorsque le travail porte sur l'inuence du d�esordre, chaque quantit�e �etudi�ee doit être moyen-
n�ees sur un grand nombre de r�ealisations du potentiel al�eatoire. Dans tout le manuscrit, nous
noteronsh:::i la moyenne statistique sur le d�esordre.

Comme nous venons de le mentionner, nous n'allons pas travailler avec n'importe quel
d�esordre. Il existe deux propri�et�es statistiques, d�e�nissant un type de d�esordre, que nous allons
supposer v�eri��ees : l'homog�en�eit�e spatiale des moyennes et l'absence de corr�elations �a longue
port�ee [69]. Remarquons que dans les situations exp�erimentales pour lesquelles nous avons men-
tionn�e la pr�esence de d�esordre ces deux hypoth�eses statistiques sont valides.

Homog�en�eit�e spatiale

Nous consid�erons une r�ealisationV(r ) d'un potentiel al�eatoire. L'hypoth�ese d'homog�en�eit�e
spatiale des moyennes stipule que toute moyenne statistique du potentiel al�eatoire est invariante
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par translation, ce qui s'�ecrit

hV(r 1)V(r 2):::V(r n )i = hV(r 1 + a)V(r 2 + a):::V(r n + a)i (1.5)

aveca un vecteur quelconque etn un entier positif. Cette propri�et�e est valide dans un syst�eme
d�esordonn�e de taille in�nie ayant la statistique d'un champ de tavelures.

Absence de corr�elation �a longue port�ee

L'hypoth�ese de l'absence de corr�elation �a longue port�ee �etablit la disparition des corr�elations
statistiques entre les valeurs du potentiel al�eatoire prises en deux points in�niment �eloign�es l'un
de l'autre. Cette hypoth�ese se met sous la forme, �a la limite [jaj ! 1 ] :

hV(r 1)V(r 2):::V(r n )V(r' 1 + a)V(r' 2 + a):::V(r' n + a)i =

hV(r 1)V(r 2):::V(r n )i � h V(r' 1 + a)V(r' 2 + a):::V(r' n + a)i (1.6)

Nous pouvons maintenant pr�esenter les caract�eristiques principales d'un d�esordre, d�e�nit
comme processus stochastique al�eatoire, poss�edant les propri�et�es d'homog�en�eit�e spatiale et
d'absence de corr�elation �a longue port�ee.

1.3.2 Propri�et�es statistiques et principe ergodique

Avec la d�e�nition du d�esordre en tant que processus stochastique al�eatoire (homog�ene spa-
tialement et sans corr�elations �a longue port�ee) que nous avons d�e�ni au paragraphe pr�ec�edent,
plusieurs mod�eles de d�esordre peuvent être envisag�es. Ces di��erents mod�eles permettent de
d�ecrire di��erentes situations physiques : mod�ele de d�esordre discret non-corr�el�e, mod�ele discret
avec une fonction de corr�elation �a deux points d'extension �nie, mod�ele continu gaussien, etc...
Nous n'allons pas pr�esenter ces di��erents mod�eles mais nous rappelons leurs propri�et�es com-
munes concernant leur caract�erisation �a travers les moments statistiques ainsi que le principe
ergodique spatial.

Caract�erisation statistique

Un potentiel al�eatoire V(r ) est compl�etement d�etermin�e par les propri�et�es statistiques du
mod�ele de d�esordre dont il est issu, ces propri�et�es �etant communes �a toutes les r�ealisations du
potentiel al�eatoire associ�e. Il peut être caract�eris�e par une distribution de probabilit�e normalis�ee
[1]

P[V(r )] DV(r ) =
1
Z

exp
�
� a

Z
dr F [V(r )] DV(r )

�
(1.7)

o�u a est une constante etF une certaine fonction li�ee au mod�ele de d�esordre envisag�e.
Une autre mani�ere de caract�eriser le d�esordre qui engendre le potentielV est de connâ�tre

toutes les fonctions de corr�elationCn de ce dernier d�e�nies par

Cn (r 1:::r n ) = hV(r 1)V(r 2):::V(r n )i : (1.8)

Cette information d�e�nit le processus al�eatoire (i.e. le d�esordre) engendrant les di��erentes r�ea-
lisations du potentiel al�eatoire. Remarquons que tr�es souvent, le calcul des di��erentes fonctions
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de corr�elation est e�ectu�e �a partir d'un fonctionnelle g�en�eratrice associ�ee �a la distribution de
probabilit�e (1.7). En e�et, en d�e�nissant la fonctionnelle g�en�eratrice telle que

�[ g] = hexp
� Z

dr g(r )V(r )
�
i (1.9)

il vient alors

Cn (r 1:::r n ) =
� n �[ g]

�g (r 1):::�g (r n )
jg=0 : (1.10)

Pour �nir, nous d�e�nissons ce que nous appellerons par la suite lesmoments statistiquesdu
potentiel al�eatoire V(r ) comme les valeurs aux pointsr 1 = r 2 = ::: = r n = r des fonctions de
corr�elation Cn . Ainsi le moment d'ordren est d�e�ni par

mn = hV n (r )i (1.11)

et il est invariant avec la positionr puisque le potentiel al�eatoire est spatialement homog�ene.

Ergodicit�e spatiale

Un d�esordre spatialement homog�ene (i.e. in�ni) sans corr�elation �a longue distance poss�ede
la propri�et�e d'être auto-moyennantpour toute quantit�e physique extensive [69]. Cette propri�et�e
d'auto-moyennage signi�e que toute quantit�e physique extensive volumiqueFdV tend vers une
valeur d�eterministe lorsque le volumedV dans lequel elle est �evalu�ee tend vers l'in�ni. Cette
valeur d�eterministe correspond �a la valeur moyenn�ee statistiquement sur une r�ealisation du
potentiel al�eatoire, i.e. sur un volume de petite taille �nie dV :

limdV !1 dV � 1FdV = hdV � 1FdV i : (1.12)

Le caract�ere auto-moyennant d'un potentiel al�eatoire peut être d�emontr�e en �etudiant les
moments statistiquesmn du potentiel. Lorsque tous les moments statistiques peuvent être
obtenus en int�egrant sur le volume du syst�eme le r�esultat donn�e par une seule r�ealisation, le
potentiel est auto-moyennant :

mn = lim [dV !1 ]
1

dV

Z

dV
dr V n (r ) for n = 1 :::1 : (1.13)

Dans une telle situation o�u le r�esultat sur une r�ealisation donne environ le même r�esultat que
la moyenne statistique, il n'est pas n�ecessaire d'e�ectuer une moyenne d'ensemble pour obtenir
un r�esultat statistiquement valide.

Le fait que la moyenne spatiale coincide avec la moyenne statistique est �equivalent auprin-
cipe ergodiqueusuellement formul�e en physique statistique qui suppose que la moyenne tempo-
relle est �egale �a la moyenne statistique. Il s'agit ici d'un principe ergodique spatial.

La densit�e d'�etat d'un syst�eme, d�esordonn�e ou non, est une caract�eristique importante dans
sa description. Or, une propri�et�e essentielle des d�esordres homog�enes sans corr�elation �a longue
port�ee est le caract�ere auto-moyennant de la densit�e d'�etat [69]. Ainsi, le spectre commun �a
toutes r�ealisations du potentiel al�eatoire donne une information commune �a celles-ci.
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D�esordre de volume �ni

Dans un syst�eme de volume �ni, le d�esordre n'est pas strictement homog�ene spatialement :
l'invariance par translation peut toujours être bris�ee d'une fa�con ou d'une autre. Dans les ex-
p�eriences, nous travaillons avec des syst�emes de taille �nie pour lesquels le d�esordre n'est donc
pas auto-moyennant au sens strict. Cela �etant, plus le volume du syst�eme est grand et plus le
d�esordre s'approche d'un d�esordre auto-moyennant. Nous allons pr�eciser ce point dans le cas
d'un syst�eme 1D dans les lignes qui suivent. Il est important de souligner que cette propri�et�e,
celle pour un syst�eme �ni de s'approcher d'un syst�eme auto-moyennant, est d�e�nie seulement
pour un certain nombre de quantit�es faisant apparaitrent une moyenne spatiale sur la taille du
syst�eme consid�er�e et pouvant s'exprimer en fonction des di��erents moments spatiaux. Cette
propri�et�e ne s'applique donc pas �a toute mesure e�ectu�ee sur le syst�eme de taille �nie.

Si pour un d�esordre spatialement homog�ene le principe ergodique spatial stipule que chaque
moment spatial d'ordren est �egal au moment statistique d'ordren, ce n'est plus le cas dans un
syst�eme de taille �nie. Dans un syst�eme de taille �nied, nous d�e�nissons les moments spatiaux
mn (d) avec

mn = d� 1
Z

d
dz Vn (z): (1.14)

Si la taille �nie d d'un syst�eme �a 1D (selon l'axe not�e Oz) est grande devant les variations
spatiales, not�ees � z, du potentiel al�eatoire, le syst�eme approche la situation auto-moyennante
pour les di��erents moments spatiaux. Ainsi, si la conditiond >> � z est remplie, le potentiel
al�eatoire doit pouvoir être consid�er�e auto-moyennant pour les di��erents moments spatiaux
mn (d) dans une bonne approximation.

Pour donner un peu plus de sens �a cette id�ee, nous pouvons consid�erer la situation d�ecrite
sur la �gure 1.4. Nous calculons le moment spatial d'ordre 2,m2(d), pour deux syst�emes de
tailles di��erentes. Nous pr�esentons deux r�ealisations du d�esordre pour chacun des syst�emes.
Pour le premier syst�eme (�gure 1.4a), le momentm2(d) est tr�es di��erent d'une r�ealisation �a
l'autre. C'est un r�esultat intuitif que nous aurions pu pr�edire en regardant les deux r�ealisations
du potentiel al�eatoire. Dans le cas du second syst�eme (�gure 1.4b), pour lequel le rapportd=� z
est beaucoup plus grand, les moments sur deux r�ealisations di��erentes donnent des r�esultats
tr�es proches. Ce dernier syst�eme est donc plus proche d'être auto-moyennant que le premier
pour le moment spatialm2(d).

En pratique il est utile de quanti�er la pr�ecision de cette approximation d'un potentiel auto-
moyennant. En e�et, en supposant que la quantit�e physique mesur�ee peut s'�ecrire en fonction
des di��erents moments spatiaux mn (d), cela permet d'identi�er les conditions pour lesquelles
il est n�ecessaire d'e�ectuer une moyenne d'ensemble des mesures exp�erimentales sur plusieurs
r�ealisations du potentiel al�eatoire, et celles pour lesquelles il est possible de consid�erer ce même
potentiel auto-moyennant. Nous pouvons pr�eciser cette situation en comparant la di��erence
entre les moments statistiquesmn et les moments int�egr�es sur la taille d du syst�eme. Nous
d�e�nissons la d�eviation standard � mn (d) du moment spatial d'ordre n par la relation usuelle
suivante (< ...> est la moyenne statistique sur les r�ealisations du d�esordre) :

� 2
mn

(d) = < m n (d)2 > � < m n (d) > 2 : (1.15)
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Fig. 1.4 { Illustration intuitive du fait que la taille d'un potentiel al�eatoire par rapport �a l'�echelle
typique de ses variations spatiales est li�ee au caract�ere auto-moyennant du potentiel pour les
di��erents moments spatiaux mn (d). Le tirage de ces deux potentiels a �et�e e�ectu�e �a partir de la
statistique d'un champ de tavelures.

Dans un syst�eme de taille in�nie (d = 1 ), la propri�et�e d'auto-moyennage implique que cette
d�eviation standard � mn (d = 1 ) est nulle, �.e. la moyenne spatiale de n'importe quelle puis-
sance du potentiel al�eatoire est �egale d'une r�ealisation �a l'autre. D�es lors que le potentiel n'est
pas auto-moyennant, cette d�eviation standard n'est pas nulle. Ainsi le calcul de la d�eviation
standard � mn (d) du moment mn (d) donne une valeur non nulle pour un syst�eme de taille �nie
qui peut être utilis�ee pour quanti�er la justesse de l'approximation d'auto-moyennage pour une
quantit�e physique mesur�ee donn�ee.

Comme nous l'avons d�ej�a mentionn�e, un d�esordre est caract�eris�e par la connaissance de
tous ses moments statistiques. Dans le cas d'un syst�eme strictement auto-moyennant les d�e-
viations standards detous les moments sont nulles. Pour un syst�eme de taille �nie il faudrait
donc aussi calculertoutes les moyennes statistiques a�n de caract�eriser l'�ecart �a un syst�eme
auto-moyennant pour toute quantit�e physique s'�ecrivant en fonction des di��erents moments du
potentiel. Dans la pratique, nous nous int�eressons �a la mesure d'une quantit�e physique particu-
li�ere sur le syst�eme de taille �nie. Nous pouvons alors restreindre l'�etude sur l'auto-moyennage
�a la question de savoir si, pour la quantit�e physique mesur�ee, le potentiel al�eatoire est auto-
moyennant. Il faut donc alors exprimer cette quantit�e physique �a partir de di��erents moments
du potentiel al�eatoire int�egr�es sur la taille du syst�eme et tester la validit�e de l'approximation
d'auto-moyennage sur ces seules moyennes.

En�n, rappelons que dans un syst�eme d�esordonn�e de taille �ni proche d'être auto-moyennant
le spectre des di��erentes r�ealisations du potentiel al�eatoire sera identique pour chacune d'elle.
Ce point s'av�erera important dans notre discussion du potentiel al�eatoire optique de tavelures
que nous utiliserons dans nos exp�eriences.
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1.3.3 Une caract�erisation pr�e�cise du d�esordre n�ecessaire

La mod�elisation et la compr�ehension de ph�enom�enes li�es �a la pr�esence de d�esordre n�ecessite
l'utilisation d'un mod�ele de d�esordre qu'il s'agit de choisir en fonction de la situation �a d�ecrire.
Ce choix du mod�ele implique tr�es souvent un certain nombre d'approximations par rapport �a
la situation r�eelle qu'il est d�elicat de d�ecrire dans toute sa complexit�e. Cela �etant, il existe des
potentiels al�eatoires pour lesquels le mod�ele du d�esordre est connu exactement. C'est le cas
pour le d�esordre issu d'un champ de tavelures que nous utiliserons dans nos exp�eriences avec
des atomes froids.

Une fois un mod�ele de d�esordre �etabli, l'analyse des r�esultats exp�erimentaux comme les
calculs num�eriques requi�erent une caract�erisation des principaux param�etres du potentiel al�ea-
toire. En particulier, pour un potentiel ayant une amplitude et une �echelle de variations spatiales
al�eatoires, deux param�etres permettent de caract�eriser ce dernier, �a savoir l'amplitude typique
� V des modulations du potentielV et l'�echelle spatiale de variation � z du potentiel selon un
axe (l'axe Oz ici). A ces deux param�etres, il convient d'ajouter la connaissance du spectre du
d�esordre qui sera commun �a toutes les r�ealisations du potentiel al�eatoire. Cet ensemble (spectre,
amplitude typique et �echelle spatiale) permet de d�ecrire dans une bonne mesure les di��erentes
r�ealisations du potentiel al�eatoire.

L'amplitude � V sera d�e�nie comme la d�eviation standard des variations de l'amplitude du
potentiel V , i.e.

� 2
V = hV 2i � h V i 2: (1.16)

L'�echelle de variation spatiale � z du potentiel al�eatoire sera d�e�nie comme la largeur de la fonc-
tion d'auto-corr�elation du potentiel. Remarquons en�n que les deux param�etres� V et � z sont
reli�es aux deux premiers moments du potentiel al�eatoire. En toute rigueur, ils ne caract�erisent
donc pas compl�etement le potentiel al�eatoire.

1.4 Conclusion

Depuis le milieu du 20i�eme si�ecle, le jeu subtil des interf�erences en pr�esence de d�esordre
a donn�e lieu �a de nombreux travaux exp�erimentaux et th�eoriques dans des domaines de la
physique aussi vari�es que la propagation lumineuse, la conduction �electronique ou encore la
superuidit�e de l'H�elium II. Les e�ets du d�esordre sur les ondes conduisent �a des ph�enom�enes
de localisation (la localisation d'Anderson en �etant certainement le plus embl�ematique) et �a
l'apparition de nouveaux �etats de la mati�ere. En particulier, l'�etude de la transition de phase
quantique m�etal-isolant induite par le d�esordre dans les syst�emes fortement corr�el�es constitue
l'un des sujets de recherche les plus actifs aujourd'hui. Les condensats de Bose-Einstein gazeux
repr�esentent un outil d'investigation formidable de ces e�ets coh�erents et permettent de re-
visiter un grand nombre de questions li�ees �a la pr�esence de d�esordre dans un syst�eme quantique
coh�erent et en pr�esence d'interactions plus ou moins fortes.

A la �n de ce chapitre, nous avons d�ecrit les propri�et�es g�en�erales de la notion de d�esordre et
ses r�ealisations. Nous poursuivons notre propos au chapitre suivant par la r�ealisation et la ca-
ract�erisation de potentiels al�eatoires optiques issus d'un champ de tavelures pour les condensats
de Bose-Einstein gazeux.





C H A P I T R E 2

Les tavelures : un potentiel optique
al�eatoire pour les atomes

La compr�ehension de l'interaction entre un faisceau lumineux monochromatique (un laser)
et la mati�ere est relativement r�ecente et a �et�e d�evelopp�ee en parall�ele des premi�eres r�ealisations
exp�erimentales sur la lumi�ere laser. La force optique dipolaire r�esultant de l'application d'un
champ laser sur un atome neutre a �et�e consid�er�ee pour la premi�ere fois par Askar'yan en 1962.
La proposition de Askar'yan visait �a cr�eer un pi�ege dipolaire pour des plasmas ou des atomes
neutres [107]. Le pi�egeage unidimensionnel d'atomes dans un r�eseau optique tr�es d�esaccord�e
[108], l'extension de ce pi�egeage �a trois dimensions et la distinction entre la force de pression
de radiation et la force dipolaire conservative [109,110] ont �et�e d�evelopp�es par la suite.

La premi�ere d�emonstration exp�erimentale de l'action de la force dipolaire sur des atomes
neutres a �et�e r�ealis�ee �a la �n des ann�ees 1970 par Bjorkholm et al. en utilisant un laser foca-
lis�e [111]. Mais il a fallu attendre 1986 et la premi�ere r�ealisation exp�erimentale d'un pi�ege optique
par Chu et al. [112] pour que le champ d'exp�erimentation de l'interaction atome-lumi�ere se d�e-
veloppe v�eritablement. Les atomes ainsi pi�eg�es optiquement sont refroidis jusqu'�a des temp�era-
tures de quelques micro-kelvin [27]. Cette voie du pi�egeage optique d'atomes neutres, prolong�ee
�a une phase d'�evaporation radio-fr�equence dans un pi�ege magn�etique a permis d'atteindre les
r�egimes de la d�eg�en�erescence quantique et l'obtention de condensat de Bose-Einstein [15,16] et
de mer de Fermi d�eg�en�er�ee [113]. La force optique dipolaire est aujourd'hui quotidiennement
utilis�ee dans les domaines des atomes froids et de l'optique atomique.

Outre l'aspect dissipatif de la force de pression de radiation utilis�ee pour le refroidissement
laser d'une assembl�ee d'atomes, l'interaction de la lumi�ere laser avec la mati�ere permet de cr�eer,
dans certaines conditions (avec des grands d�esaccords par rapport �a la fr�equence de r�esonance de
la transition atomique), des potentiels conservatifs. La r�ealisation d'un grand nombre de con�-
gurations est envisageable avec ces potentiels optiques. Des potentiels p�eriodiques �a une, deux
et trois dimensions ont �et�e r�ealis�es [114] et des structures plus exotiques en nid d'abeille [115],
en r�eseau de Kagam�e [116] ou encore avec une g�eom�etrie adapt�ee �a l'e�et Kondo [117] en-
visag�ees. Ces potentiels ont permis de re-visiter des probl�emes de la mati�ere condens�ee (par
exemple la transition superuide-isolant de Mott [26]), d'�etudier les e�ets des non-lin�earit�es sur
le transport d'onde de mati�ere dans des r�eseaux en analogie avec l'optique non-lin�eaire [114],
ou encore d'envisager des d�eveloppements futurs de la cryptographie quantique �a partir du pi�e-
geage d'atome unique [118]. La grande souplesse d'utilisation des potentiels optiques dipolaires
conservatifs permet �egalement d'envisager la r�ealisation de potentiels al�eatoires.

A la �n des ann�ees 1990, des travaux sur l'e�et Sysiphe ont d�ebouch�es sur la proposi-
tion d'utiliser un champ de tavelures dans une direction de l'espace pour le refroidissement
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tri-dimensionnel d'atomes [87]. Comme le soulignent Horaket al. [87], le champ de tavelures
engendre un potentiel stationnaire dont les variations spatiales d'intensit�e sont al�eatoires. Un
champ de tavelures est une �gure d'interf�erences entre des ondes multiples issues d'un grand
nombre de di�useurs. Les variations spatiales de l'intensit�e des tavelures sont al�eatoires et
sont d�etermin�ees par les propri�et�es statistiques issues du ph�enom�ene de di�raction. Nous avons
d�ecid�e d'utiliser une telle distribution spatiale al�eatoire d'intensit�e a�n de cr�eer un potentiel
optique al�eatoire pour les atomes froids. Cela tient deux choses : d'une part �a la exibilit�e,
sur le plan exp�erimental, de modi�er les param�etres de tels potentiels al�eatoires de tavelures,
d'autre part �a la connaissance exacte des propri�et�es statistiques de ces potentiels de tavelures.
Nous verrons, dans ce chapitre en particulier et dans les suivants dans une moindre mesure, en
quoi ces deux aspects ont �et�e fondamentaux dans notre travail.

L'utilisation de champ de tavelures pour les condensats gazeux a �egalement �et�e d�evelopp�ee
au LENS �a Florence donnant lieu �a la premi�ere publication dans le domaine des condensats
d�esordonn�es [88].

Dans cette partie, nous pr�esentons les caract�eristiques et la r�ealisation exp�erimentale d'un
champ de tavelures. Nous expliquons ensuite comment nous utilisons cette �gure d'interf�erences
pour cr�eer un potentiel optique al�eatoire pour les condensats de Bose-Einstein. En�n, nous
d�ecrivons dans le d�etail la mise en place et la calibration d'un tel d�esordre pour les atomes
froids [33].

2.1 La lumi�ere comme potentiel optique vu par les atomes

Dans ce paragraphe nous rappelons les principes qui sont �a la base de l'utilisation de la
lumi�ere laser pour cr�eer un potentiel optique vu par les atomes.

La description de l'interaction entre la lumi�ere laser et la mati�ere fait intervenir trois sys-
t�emes : le syst�eme atomique (que l'on peut consid�erer comme un syst�eme �a deux niveaux dans
un premier temps), le champ laser~E(~r) et le champ du vide (a�n de d�ecrire les processus
d'�emission spontan�ee). L'origine de l'interaction atome/lumi�ere est �electromagn�etique puisqu'il
s'agit d'un couplage entre le dipole �electrique de l'atome et le champ �electrique de la lumi�ere
laser et du vide. Il est bien connu que, dans ce cadre, l'atome est soumis �a une force qui s'�ecrit
comme la somme d'une force dissipative (proportionnelle au gradient de la phase du champ
laser) et d'une force conservative (proportionnelle au gradient du module du champ laser) [84].
La partie dissipative de cette interaction atome-champ laser est �a l'origine du refroidissement
d'atomes par la lumi�ere laser. Nous nous int�eressons ici �a la partie conservative de cette force,
appel�ee force dipolaire.

Potentiel optique dipolaire

L'origine physique des potentiels optiques vus par les atomes froids vient de la force dipolaire
proportionnelle au gradient du module du champ �electrique laser et se met sous la forme [85] :

~F =
1
2

Re (� (! L )) r (j ~E(~r)j2) (2.1)
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o�u � (! L ) est la polarisabilit�e de l'atome �a la pulsation du champ laser! L et ~E(~r) repr�esente
le champ �electrique de la lumi�ere laser. Le champ �electrique~E(~r) est ind�ependant du temps.
En e�et l'�echelle de temps du mouvement du centre de masse des atomes~=Erecul est grande
devant l'inverse de la pulsation laser! � 1

L , rendant possible la moyenne temporelle du carr�e du
champ �electrique laser instantan�e.

Pour une pulsation laser! L proche de la pulsation! 0 d'une transition atomique entre deux
niveaux atomiquesjgi et jei , la partie r�eelle de la polarisabilit�e s'�ecrit

Re (� (! L )) '
jhejd̂~E jgij 2

~(! 0 � ! L )
(2.2)

o�u d̂~E est l'op�erateur dipolaire dans la direction du champ laser~E.
Notant I (~r) = j ~E(~r)j2 l'intensit�e du champ laser, la force dipolaire subie par l'atome dans le

champ laser est donc proportionnelle �ar (I (~r)=(! 0 � ! L ). Ainsi, pour un d�esaccord vers le bleu
de la transition atomique (! L > ! 0) les atomes sont attir�es aux minima d'intensit�e alors que
pour un d�esaccord vers le rouge (! L < ! 0) les atomes sont attir�es par les maxima d'intensit�e.
Un pro�l d'intensit�e modul�e spatialement cr�ee donc un pro�l de potentiel pour des atomes
neutres.

Le calcul de la force dipolaire fait apparâ�tre des termes oscillant aux fr�equences! L + ! 0 et
! L � ! 0. En supposant que le d�esaccord� = ! L � ! 0 est faible devant la pulsation de la transition
atomique, j� j � ! 0, les termes oscillant �a! L + ! 0 peuvent être n�eglig�es devant ceux oscillant �a
� (approximation de l'onde tournante) [85]. Le potentiel auquel sont soumis les atomes se met
alors sous la forme simpli��ee :

V(~r) =
3�c 2

2! 3
0

�
�

I (~r) =
~� 2

8I sat

I (~r)
�

(2.3)

o�u 1=� est la dur�ee de vie du niveau atomique excit�e jei , c est la vitesse de la lumi�ere etI sat

est l'intensit�e de saturation de la transition atomique. Dans le cas d'un d�esaccord vers le rouge
(respectivement vers le bleu), les maxima d'intensit�e correspondent �a des maxima (respective-
ment des minima) du potentiel optique vu par les atomes.

Le calcul du potentiel dipolaire optique sur un atome �a deux niveaux [Eq.(2.3)] ne prend
pas en compte la structure complexe des niveaux atomiques dont le nombre ne se r�eduit pas �a
deux. Il est alors possible d'�etendre cette formulation du potentiel dipolaire au cas des atomes
�a plusieurs niveaux [85]. En utilisant les coe�cients de Clebsh-Gordan d�e�nis par

C(F 0;m F 0);(F;m F ) = hF 0; mF j ~d:~E jF; mF i ; (2.4)

et les moments dipolairesdF 0;F r�eduits des transitions hyper�nes F ! F 0, le potentiel dipolaire
d'un atome �a plusieurs niveaux s'�ecrit alors [85,119] :

V(~r) =
~� 2

8I sat

 
X

F 0

d2
F 0;F jC(F 0;m F 0);(F;m F ) j2

� F 0;F

!

I (~r): (2.5)
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L'�equation (2.5) pr�ec�edente montre qu'un pro�l d'intensit�e modul�e spatialement donne lieu
�a un potentiel dipolaire vu par les atomes ayant les mêmes modulations spatiales.

Force dissipative et chau�age des atomes

Comme nous l'avons mentionn�e, l'interaction atome/champ laser met en jeu une force dis-
sipative, appel�ee force de pression de radiation, qui peut transf�erer de l'�energie aux atomes.
Or nous travaillons avec des atomes condens�es et cette pression de radiation peut conduire �a
une diminution du nombre d'atomes condens�es, voire �a la disparition du condensat de Bose-
Einstein. Nous voulons donc travailler avec un potentiel seulement conservatif.

Dans le cas d'un atome �a deux niveaux, l'�energie mise en jeu par la pression de radiation
prend la forme [85]

~� sc =
3�c 2

2! 3
0

�
� 2

I (~r) =
�
�

V(~r): (2.6)

Le rapport entre cette �energie de dissipation et le potentiel conservatif dipolaire est in-
versement proportionnel au d�esaccord� . Ainsi, l'utilisation de grands d�esaccords� permet de
s'a�ranchir du terme de pression de radiation et de ne consid�erer que la partie conservative
V(~r) de l'interaction atome/champ laser. La contre-partie exp�erimentale �a cette situation de
grands d�esaccords r�eside dans la n�ecessit�e d'utiliser des intensit�es laser importantes a�n que
l'amplitude du potentiel dipolaire (Eq. 2.5) vu par les atomes ne soit pas ridiculement petite.

Dans toutes les exp�eriences d�ecrites dans ce m�emoire, nous nous placerons dans cette si-
tuation o�u la pression de radiation est n�egligeable �a l'�echelle de temps de nos exp�eriences. Le
potentiel optique al�eatoire cr�e�e �a partir d'un r�eseau de tavelures pourra alors être consid�er�e
comme un potentiel conservatif.

2.2 Les tavelures, un champ d'intensit�e lumineuse al�ea-
toire

Nous d�ecrivons dans cette partie l'origine du ph�enom�ene de tavelures et d�ecrivons ses prin-
cipales propri�et�es. Nous discutons �egalement l'observation d'un champ de tavelures avec un
d�etecteur dont la limite de r�esolution inue sur cette observation, ainsi que la question du
moyennage statistique dans un syst�eme de taille �nie.

2.2.1 Interf�erences lumineuses et champ de tavelures

On d�esigne par le terme "tavelures" ou "champ de tavelure" la distribution spatiale al�eatoire
d'intensit�e qui r�esulte de la di�usion d'une lumi�ere laser coh�erente sur une surface rugueuse (�-
gure 2.1). Cette di�usion de la lumi�ere laser par une surface rugueuse peut se faire en r�eexion
ou en transmission selon le montage et, dans les deux cas, elle consiste en une modulation spa-
tiale de la phase et de l'amplitude du champ �electrique de la lumi�ere incidente [120{122]. Dans
notre exp�erience, ces modulations de la phase et de l'amplitude du champ �electrique viennent
des variations locales de l'�epaisseur d'un verre d�epoli. Remarquons que dans ce m�emoire nous
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limitons notre �etude �a celle d'une surface rugueuse qui est identique au cours du temps, nous
obtenons ainsi une distribution de tavelures temporellement invariante.

Fig. 2.1 { Di�usion d'une onde plane incidente coh�erente par un verre di�useur. Les asp�e-
rit�es du verre di�useur engendrent des ondes partielles qui interf�erent au point~r et dont les
di��erences relatives de marche en~r peuvent être grandes devant la longueur d'onde.

La distribution spatiale d'intensit�e al�eatoire 1 ainsi engendr�ee poss�ede un contraste �elev�e.
Deux images de tavelures dont la forme des grains est di��erente sont pr�esent�ees sur les �gures
2.2a et 2.2b. Une coupe montrant les variations spatiales de l'intensit�e des tavelures selon une
direction est pr�esent�ee sur la �gure 2.2c. Le caract�ere al�eatoire des variations de l'intensit�e et
l'�echelle spatiale de modulation apparaissent sur ce pro�l unidimensionnel.

Notre verre d�epoli

Dans notre exp�erience, le di�useur est un verre d�epoli. Il s'agit d'une lame de verre atta-
qu�ee chimiquement. La lame de verre poss�ede l'avantage d'avoir une transmission proche de
l'unit�e. Le produit chimique plac�e sur le verre pour l'attaquer cr�ee des variations al�eatoires de
l'�epaisseur du verre d'un point �a l'autre de ce dernier. Nous avons caract�eris�e le r�esultat de
l'attaque chimique de la lame de verre en tra�cant le pro�l de la surface du verre �a l'aide d'une
pointe en contact avec le verre. L'amplitude typique des variations d'�epaisseur du verre, d�e�nie
comme la d�eviation standard de l'�epaisseur du verre, est �egale �a� ep ' 3:5� m. La fonction
d'auto-corr�elation de ces pro�ls d'�epaisseur permet d'�evaluer l'�echelle de variation spatiale sur
le verre. Nous obtenons2 � verre ' 0:3 mm.

Mod�elisation et propri�et�es statistiques des tavelures

A�n de comprendre et de d�ecrire le ph�enom�ene de tavelures, la surface rugueuse du di�useur
peut être mod�elis�ee comme une assembl�ee deN centres di�useurs ponctuels ind�ependants.
Cette image est valide lorsque l'�echelle spatiale� verre de variation de l'�epaisseur du verre (dans
le plan de la surface rugueuse, voir Fig. 2.1) est grande devant la longueur d'onde, chaque

1Notons que l'on parle souvent de "taches de lumi�ere", ou "grains de tavelure" pour d�ecrire cette distribution
spatiale de l'intensit�e.

2Ce qui correspond �a un angle de di�usion du verre d�epoli de 1 degr�e.
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Fig. 2.2 { a) Image de tavelures avec des grains isotropes.b) Image de tavelures avec des grains
anisotropes.c) Coupe d'une image de tavelures montrant les variations spatiales de l'intensit�e
selon une direction de l'espace.

di�useur ponctuel ayant pour taille typique la longueur de corr�elation � verre de la surface du
di�useur. En e�et, sur une taille inf�erieure �a la longueur de corr�elation � verre, les variations
de l'�epaisseur sont faibles et la di�usion de l'onde incidente peut être consid�er�ee uniforme en
premi�ere approximation. Au contraire, deux points de la surface rugueuse s�epar�es d'une distance
plus grande que la longueur de corr�elation� verre sont par d�e�nition d�ecorr�el�es. Ils di�userons la
lumi�ere incidente ind�ependamment l'un de l'autre, en particulier les amplitudes et les phases
di�us�ees par ces deux points seront ind�ependantes.

Les ondes partielles issues des di��erents centres di�useurs de la surface rugueuse poss�edent
donc des amplitudes et des phases al�eatoires et interf�erent constructivement ou destructivement
lors de leur propagation en un pointr de l'espace (voir Fig. 2.1).

Consid�erant que la transmission de l'onde incidente polaris�ee lin�eairement selonOy (voir
Fig. 2.1) �a travers le di�useur n'a�ecte pas sa polarisation, nous ne consid�ererons dans la suite
que son amplitude complexeA(~r). L'expression compl�ete du champ �electrique s'�ecrit alors

~E(~r; t) =
�

1
2

A(~r)ej! laser t + c:c:
�

~ey: (2.7)

L'amplitude complexe A(~r) du champ �electrique r�esulte de la di�usion sur la surface ru-
gueuse, c'est �a dire de la di�usion par lesN centres di�useurs ponctuels. A chaque centre
di�useur k sont associ�ees une amplitudeak=

p
N et une phase� k du champ �electrique partiel

di�us�e. L'amplitude complexe A(~r) s'�ecrit alors :

A(~r) = Eej� =
1

p
N

NX

k=1

akej� k : (2.8)
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Lorsque la rugosit�e de la surface du di�useur est telle que les d�ephasages des ondes partielles
di�us�ees sont uniform�em�ent distribu�es entre 0 et 2 � , toute la lumi�ere incidente est di�us�ee.
Dans ce cas, les tavelures sont dites "pleinement d�evelopp�ees". Dans notre cas, les variations
de l'�epaisseur du verre d�epoli sont �a l'origine de la modulation du champ �electrique incident.
Ainsi, la condition sur la rugosit�e de la surface du di�useur s'exprime en comparant la variance
de l'�epaisseur du verre d�epoli� ep (voir Fig. 2.1) avec la longueur d'onde de la lumi�ere incidente
� laser. En e�et, lorsque � ep � � laser les phases acquises localement par la lumi�ere incidente lors
de sa di�usion sur chaque point di�useur de la surface sont uniform�ement distribu�ees dans
[0; 2� ] et la composante de l'ordre z�ero ne se distingue pas des autres composantes de la di�u-
sion.

En supposant que les amplitudesak et les phases� k du champ �electrique di�us�e sont in-
d�ependantes3 et que les phases� k sont uniform�ement distribu�ees sur l'intervalle [0; 2� ]4, il est
possible d'utiliser le Th�eor�eme de la Limite Centrale pour les parties r�eelles et imaginaires de
l'amplitude complexe du champA(~r) d�es lors que le nombre de di�useurs est grand,N � 1.
L'amplitude complexe du champ �electrique di�us�e r�esulte alors d'une marche au hasard dans
le plan complexe.

Avec les hypoth�eses pr�ec�edentes, les parties r�eelle et imaginaire deA(~r) sont des variables
gaussiennes al�eatoires ind�ependantes et la distribution de probabilit�e au point~r de l'amplitude
et de la phase du champ di�us�e s'�ecrit [120] :

p(E; � ) =
1

�E 2
0
eE 2=E0 : (2.9)

Il est alors possible d'�etablir les propri�et�es statistiques de l'intensit�e des taveluresI = jE j2 �a
partir de celles de l'amplitude du champ �electriqueE [120]. En particulier, nous pouvons �etablir
les propri�et�es statistiques "du premier ordre" (�a un point) qui correspondent �a la distribution
d'intensit�e des tavelures et les propri�et�es statistiques du "second ordre" (�a deux points) qui
d�ecrivent notamment la fonction de corr�elation en intensit�e et donnent la taille typique des
grains de tavelures.

Dans les paragraphes qui suivent nous d�ecrivons ces propri�et�es statistiques des tavelures qui
sont �egalement les propri�et�es statistiques du d�esordre vu par les atomes (voir Eq. 2.5).

2.2.2 Amplitude des tavelures

Dans toutes nos exp�eriences nous utilisons une image de tavelures cr�e�ee par transmission �a
travers un verre d�epoli, comme indiqu�e sur le montage de la �gure 2.3. Pour la description des
propri�et�es du d�esordre cr�e�e, nous nous pla�cons dans le plan focal de la lentille qui sera notre
plan d'observation des tavelures (�gure 2.3).

L'image des tavelures de la �gure 2.2 met en �evidence les variations spatiales al�eatoires
de l'intensit�e lumineuse dans le plan d'observation des tavelures. Une r�ealisation de tavelures

3Cela vient de la d�e�nition de la taille des di�useurs comme nous venons de l'expliquer.
4Il s'agit de la condition d'obtention de tavelures pleinement d�evelopp�ees, condition valide dans notre exp�e-

rience o�u � ep ' 3:5 � m > � ' 780 nm.



44 Chap 2 - Les tavelures : un potentiel optique al �eatoire pour les atomes

Fig. 2.3 { R�ealisation exp�erimentale d'un champ de tavelures par transmission. Un faisceau
laser incident de diam�etreD 0 et de longueur d'onde� converge au foyer d'une lentille de focale
f . Un verre d�epoli di�use la lumi�ere laser et nous observons les tavelures dans le plan focal de
la lentille. La divergence �a 1/e du faisceau laser dans le plan focal de la lentille vautw.

correspond donc �a une distribution spatiale al�eatoire d'intensit�e dont les propri�et�es statistiques
sont propres aux tavelures.

Avec les hypoth�eses de la partie 2.2.1 sur les amplitudesak et les phases� k du champ
�electrique di�us�e par la surface rugueuse, il est �el�ementaire de montrer que la distribution
d'intensit�e I = jE j2 en un point du plan d'observation suit une loi exponentielle [120] :

P(I ) =
1

hI i
e� I

hI i ; (2.10)

o�u les crochetsh:::i d�esignent une moyenne statistique sur les r�ealisations de tavelures ethI i
est l'intensit�e moyenne au sens statistique.

La distribution d'intensit�e en un point (Eq. 2.10) nous donne une propri�et�e importante des
tavelures pleinement d�evelopp�ees : la d�eviation standard de l'intensit�e des tavelures est �egale �a
la valeur moyenne de l'intensit�e,i.e.

� I = hI i (2.11)

o�u la d�eviation standard � I est d�e�nie par

� I =
q

hI 2i � h I i 2: (2.12)

Ces �equations nous donnent �egalement deux propri�et�es exp�erimentales int�eressantes. Premi�e-
rement, le contraste, d�e�ni commeC = � I

hI i , est toujours �egal �a 1. Deuxi�emement, la probabilit�e
qu'un pic d'intensit�e d'un champ de tavelures ait une intensit�e sup�erieure ou �egale �a cinq fois
l'intensit�e moyenne est inf�erieure �a 1%. Cet ordre de grandeur donne une estimation raison-
nable des pics d'intensit�e les plus grands d'un champ de tavelures (voir la �gure 2.4). Tous
ces r�esultats th�eoriques sur la distribution d'intensit�e ont �et�e test�es exp�erimentalement depuis
plusieurs ann�ees. L'accord exp�erimental avec ces pr�edictions est excellent [123].

A partir de ces propri�et�es statistiques, il est possible de d�e�nir une amplitude des tavelures.
Notons bien que par "amplitude" des tavelures nous d�esignons l'intensit�e typique observ�ee,
i.e. le module de l'amplitude du champ �electrique. La d�eviation standard de l'intensit�e � I
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Fig. 2.4 { Variation spatiale de l'intensit�e d'une r�ealisation de tavelures selon une direction
de l'espace. La d�eviation standard� I (pointill�es noirs) caract�erise l'amplitude typique des pics
d'intensit�e. La longueur � z caract�erise l'�echelle spatiale des modulations de l'intensit�e.

caract�erise les variations de l'intensit�e du champ de tavelures. Sur le pro�l spatial d'intensit�e
de la r�ealisation de tavelures de la �gure 2.4,� I caract�erise donc l'amplitude typique des pics
d'intensit�e. Nous avons choisi de d�e�nir l'amplitude des tavelures comme la d�eviation standard
de l'intensit�e � I . Nous d�e�nissons �egalement l'amplitude � V du potentiel al�eatoire V par la
d�eviation standard du potentiel dipolaire associ�e �a la distribution d'intensit�e des tavelures. Il
vient donc :

� V =
2
3

~� 2

8I sat

� I

�
(2.13)

avec� le d�esaccord du laser incident sur le verre d�epoli.
L'intensit�e moyenne de l'image de tavelureshI i = � I est reli�ee �a l'intensit�e du laser incident

sur le verre d�epoli et �a l'angle de di�usion de ce verre. Cet angle de di�usion� est li�e �a la taille
des "grains" � verre du verre d�epoli par le ph�enom�ene de di�raction, � / �=� verre. Ainsi, cet
angle de di�usion augmente lorsque la taille� verre des grains du verre diminue, accroissant la
di�usion du faisceau laser incident et diminuant ainsi l'intensit�e moyenne du champ de tavelures
(�a intensit�e constante du laser incident).

Notons d�es maintenant que, si les propri�et�es statistiques en un point { l'intensit�e moyenne {
sont modi��ees par un d�eplacement du verre d�epoli dans la direction de propagation du faisceau5,
les propri�et�es statistiques �a deux points { la taille des grains de tavelures { sont inchang�ees par
cette translation.

2.2.3 Taille des grains de tavelures et fonction d'auto-corr�elation

Le paragraphe pr�ec�edent nous a permis de connâ�tre la statistique d'un champ de tavelures
en un point. Ces donn�ees nous renseignent sur les uctuations d'intensit�e du champ mais il
nous manque une information majeure dans nos exp�eriences, �a savoir la taille caract�eristique de
sa structure spatiale. Pour caract�eriser le potentiel al�eatoire issu d'une r�ealisation de tavelures,
il nous faut donc caract�eriser l'�echelle spatiale �z des variations de l'intensit�e du champ de

5Lorsque la distancel du di�useur au plan d'observation est diminu�ee (voir 2.3), le faisceau incident diverge
sur une distance plus courte, augmentant ainsi l'intensit�e moyenne de l'image de tavelures.
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tavelures (voir �gure 2.4). Cette longueur � z correspond �a la taille typique des grains de
tavelures.

L'�echelle de variations spatiales �z est d�e�nie comme la largeur de la fonction d'auto-
corr�elation CI de la distribution d'intensit�e d�e�nie par

CI (� r ) = hI (r )I (r + � r )i (2.14)

o�u I (r ) est l'intensit�e au point r et les crochets d�esigne la moyenne statistique.

La fonction d'auto-corr�elation de l'intensit�e est obtenue en appliquant la th�eorie de la dif-
fraction de Fresnel/Kirchho� au champ �electrique di�us�e, prenant en compte ses propri�et�es
statistiques [120, 122]. En se pla�cant dans l'approximation paraxiale, l'amplitude du champ
�electrique dans le plan focal de la lentille (voir la �gure 2.3) est la transform�ee de Fourier du
champ �electrique transmis par le di�useur. Ainsi, la fonction d'auto-corr�elation dans le plan
transverse de propagation ne d�epend que des termes de phase lin�eaire du champ �electrique.
Cependant, dans la direction de propagation, les termes quadratiques de la phase doivent être
pris en compte, conduisant �a une expression di��erente de la fonction d'auto-corr�elation [120].

Notre montage optique cr�eant les tavelures est tel que le faisceau laser incident illumine
une surface rectangulaire du verre d�epoli. Dans toute la suite de notre discussion, nous nous
placerons donc dans cette situation.

Lorsque le di�useur est �eclair�e uniform�ement par un faisceau rectangulaire de largeurDY et
de longueurDZ > D Y (comme dans notre montage exp�erimental), les fonctions de corr�elation
en intensit�e dans le plan transverse et dans la direction de propagation s'�ecrivent respectivement
[120,124] :

C?
I (�y; �z ) = hI i 2

�
1 + f

�
DY

�l
�y

�
f

�
DZ

�l
�z

��
; (2.15)

Ck
I (�x ) = hI i 2

�
1 + g

�
D 2

Y

�l 2
�x

�
g

�
D 2

Z

�l 2
�x

��
: (2.16)

Nous avons not�ef (u) = [sin( �u )=�u ]2 la transform�ee de Fourier de l'ouverture rectangulaire et
la fonction g(u) est d�e�nie par

g(u) =
2
u

�
C2

� r
u
2

�
+ S2

� r
u
2

��
(2.17)

o�u C(s) et S(s) sont respectivement les fonctions cosinus et sinus int�egrales. L'�equation 2.15
est valide dans le r�egime de Fraunho�er, c'est �a dire pour (�x 2 + �y 2)=l2 << 1.

Remarquons que pour une ouverture rectangulaire, la densit�e spectrale du champ de tave-
lureshjV(k)j2i (li�ee �a la transform�ee de Fourier de la fonction d'auto-corr�elation par le th�eor�eme
de Wiener-Kitchine) d�ecrô�t lin�eairement avec la composantek [voir la �gure 2.5b)]

Notons que la fonction d'auto-corr�elationC?
A (�y; �z ) de l'amplitude A du champ �electrique

dans le plan transverse est directement li�ee �a celle du l'intensit�e du champ de tavelures,

C?
I (�y; �z ) = hI i 2

"

1 +

�
�
�
�
C?

A (�y; �z )
C?

A (0; 0)

�
�
�
�

2
#

: (2.18)
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Fig. 2.5 { a) Fonction d'auto-corr�elation du champ de tavelures pour une ouverture rectangu-
laire. b) Densit�e spectrale du champ de tavelures pour une ouverture rectangulaire.

Nous d�e�nissons alors les �echelles spatiales �x, � y et � z des modulations de l'intensit�e
des tavelures selon les trois directions de l'espace, c'est �a dire la taille des grains dans ces trois
directions, comme le premier z�ero de la fonction [voir la �gure 2.5a]

CI (� r )
CI (0)

� 1: (2.19)

Cas des grains isotropes dans le plan transverse

Dans le cas o�u les optiques du montage d�ecrit par la �gure 2.3 sont circulaires et o�u l'ou-
verture rectangulaire est isotrope ou proche de l'être, c'est �a direDY � DZ , nous obtenons les
tailles de grains suivantes :

� y = �
l

DY
; � z = �

l
DZ

; � x ' 7:6�
l2

DY DZ
=

7:6� y� z
�

: (2.20)

Les grains de tavelures ont dans cette con�guration une taille comparable dans le plan trans-
verse � y � � z et la taille longitudinale � x est beaucoup plus grande que ces derni�eres (car
� y; � z > � ).

Il est int�eressant de remarquer que les tailles transverses des grains de tavelures corres-
pondent �a la limite de di�raction, c'est �a dire que les tailles transverses sont contrôl�ees par le
demi-angle� = D 0=2f qui est celui de la r�egion �eclair�ee du verre d�epoli vu depuis le point
d'observation (voir la �gure 2.3). La relation de transform�ee de Fourier entre la lentille et le
plan d'observation implique cette relation entre ouverture angulaire et taille de grain. De même,
la transform�ee de Fourier inverse entre le plan d'observation et la lentille implique que la tâche
d'�eclairement du champ de tavelure est d�e�nie par la taille des grains sur le verre d�epoli (voir
�gure 2.6).

La relation entre la taille des grains de tavelure �z ou � y et l'ouverture angulaire� montre
qu'une translation du verre d�epoli selon la directionOx ne change pas la taille des grains de
tavelures puisque l'angle� reste constant. De plus, les tailles de grains dans le plan focal de la
lentille sont ind�ependantes de la taille des di�useurs sur le verre d�epoli.
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Fig. 2.6 { Relation de transform�ee de Fourier entre les surfaces �eclair�ees et de corr�elation sur
le di�useur et dans le plan focal de la lentille.

Remarquons en�n que dans le cas des grains isotropes la taille longitudinale des grains de
tavelures � x est reli�ee �a l'aire transverse � y� z comme l'est la longueur de Rayleigh d'un fais-
ceau gaussien �a la surface transverse au col du faisceau (�a un un facteur num�erique pr�es).

Cas des grains anisotropes dans le plan transverse

Dans le cas de grains tr�es anisotropes �y � � z, la taille dans la direction de propagation
prend une autre forme. Des grains anisotropes sont obtenus si les ouvertures angulaires� Y =
D 0

Y =2l et � Z = D 0
Z =2l dans les deux directions transverses �a la propagation sont di��erentes.

Cela peut être r�ealis�e avec une ouverture du diaphragme rectangulaire anisotrope ou dans le
cas d'un montage avec des optiques cylindriques qui permettent d'�eclairer le di�useur avec un
faisceau anisotrope.

Dans le cas des grains anisotropes, nous obtenons

� y = �= 2� Y ; � z = �= 2� Z ; � x '
7:6� z2

�
: (2.21)

Comme nous l'avons d�ej�a �evoqu�e pour le cas des grains isotropes, les tailles transverses d�e-
terminent la taille longitudinale dans la mesure o�u il s'agit de propager un champ �electrique
ayant une surface transverse �x�ee �y� z. Cela �etant, dans le cas des grains anisotropes, il existe
alors deux �echelles de variations spatiales longitudinales de l'intensit�e, l'une �etant proportion-
nelle �a � y et l'autre �a � z. Ces deux �echelles �etant tr�es di��erentes, la taille des grains dans
la direction longitudinale va être d�e�nie par le carr�e de la plus petite de ces deux �echelles6,
�a savoir (min(�y ; �z)) 2 = � z2. L'�equation 2.20 donnant la taille des grains dans la direc-
tion Ox de propagation du faisceau laser correspond donc au cas particulier o�u �y ' � z et
(min(�y ; �z)) 2 ' � y� z.

6Il est possible d'interpr�eter ces r�esultats sur la variation des tailles d'un grain de tavelure en terme de
volume de coh�erence constant
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Dans un syst�eme anisotrope, la taille des grains de tavelures dans la direction de propaga-
tion � x peut donc être inf�erieure �a la taille la plus longue des grains dans le plan transverse
(� y dans notre cas).

La possibilit�e exp�erimentale qui nous est o�erte grâce au contrôle de la forme des grains de
tavelures,i.e. des variations spatiales du potentiel vu par les atomes, nous permet d'envisager la
r�ealisation de potentiels de dimension quelconque. En e�et, nous pouvons imaginer choisir des
tailles de grains telles que le potentiel optique sur la taille du nuage atomique soit uniforme selon
une direction spatiale (ou deux directions spatiales). Dans ce cas, le potentiel optique vu par le
nuage atomique est bidimensionnel (ou unidimensionnel). Dans notre r�ealisation exp�erimentale
nous tirerons avantage de cette possibilit�e pour r�ealiser un potentiel al�eatoire unidimensionnel
(paragraphe 2.4.1).

2.2.4 Champ de tavelures int�egr�e

Nous avons d�ecrit dans les paragraphes pr�ec�edents les principales propri�et�es d'un champ de
tavelures. La d�etection et la mesure de ces propri�et�es n�ecessitent l'utilisation d'un d�etecteur
dont la r�esolution spatiale est tr�es inf�erieure �a l'�echelle des modulations spatiales de l'intensit�e
des tavelures. Cette condition n'est pas forc�ement r�ealis�ee exp�erimentalement, ce qui implique
de prendre en compte les modi�cations des propri�et�es du champ de tavelures dues �a la r�esolu-
tion �nie du d�etecteur. Dans notre exp�erience nous calibrerons le champ de tavelures �a l'aide
d'une cam�era CCD. Le champ de tavelures obtenu �a l'aide d'une telle cam�era correspond �a la
convolution du champ de tavelures r�eel d�ecrit dans les paragraphes pr�ec�edents avec la fonction
de r�eponse de la cam�era. Il s'agit donc du champ de tavelures r�eel moyenn�e spatialement sur
la taille d'un pixel de la cam�era (voir la �gure 2.7). Nous donnons dans les quelques lignes qui
suivent les modi�cations attendues sur l'amplitude et la taille des grains du champ de tavelures
issues de cette int�egration r�ealis�ee par la cam�era.

Nous notonsD(y; z) la fonction de r�eponse du d�etecteur. Dans le cas de notre cam�era CCD,
la r�eponse du d�etecteur sur la taille d'un pixel carr�e (de côt�e L res) est uniforme etD(y; z) = 1
sur un carr�e de surfaceL2

res centr�e en (0; 0) et D(y; z) = 0 autrement. L'intensit�e mesur�ee par
le d�etecteur sur le pixel en (y0; z0) s'�ecrit alors

I D (y0; z0) =
1

L2
res

Z 1

1

Z 1

1
D(y; z)I (y + y0; z + z0) dydz (2.22)

o�u I (y; z) est l'intensit�e du champ de tavelures r�eel.

Le calcul de la moyenne et de la d�eviation standard du champ de tavelures int�egr�e s'e�ectue
simplement et nous obtenons [120] :

hI D i = hI i
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d�yd�z; (2.23)

o�u K D est la fonction d'auto-corr�elation de la r�eponse du d�etecteur,

K D (�y; �z ) =
Z 1

1

Z 1

1
D(y � �y; z � �z )D(y; z) dydz: (2.24)
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Fig. 2.7 { Pro�ls d'intensit�e d'un champ de tavelure r�eel (trait plein rouge �n) et du même
champ de tavelures int�egr�es (trait plein noir �epais) sur trois tailles de pixel :a) L res = 0:5� z,
b) L res = � z, c) L res = 1:5� z.

Comme le montre les pro�ls d'intensit�e int�egr�e de la �gure 2.7, le contraste du champ de
tavelures int�egr�e chute lorsque la taille du pixel crô�t. Pour un champ de tavelures pleinement
d�evelopp�e, le contrasteC = � I =hI i est �egal �a 1, C = 1. Ainsi, le contraste du champ de tavelures
int�egr�e CD = � I D =hI D i est inf�erieur ou �egal �a 1.

Goodman montre qu'il est pratique d'utiliser le param�etreM [120] d�e�ni par

M =

"
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1
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: (2.25)

Notons que ce param�etre est directement reli�e au contraste du champ de tavelures int�egr�e par
la relation

CD =

r
1

M
: (2.26)

Ce param�etre M correspond approximativement au nombre de tavelures par unit�e de lon-
gueur sur laquelle int�egre le d�etecteurL res (avec la conditionM � 1). Il est d'ailleurs possible
d'�ecrire le param�etre M sous une forme int�egrale ne faisant intervenir que le rapportL res=� z
en supposant une taille de grains de tavelures anisotrope telle que �y � L res. Avec la fonction
d'auto-corr�elation de nos taveluresC?

I (voir 2.2.3), il vient :

M =
�
2

Z 1

0
(1 � u) sinc2

�
� Lres

2�z
u
�

du
� � 1

: (2.27)

Cette int�egrale peut se r�esoudre num�eriquement et permet de relier le param�etreM au rapport
� z=Lres. Nous pr�esentons sur la �gure 2.8a) la solution de cette �equation int�egrale.
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L'int�erêt de la d�e�nition du param�etre M r�eside dans l'�ecriture qu'il permet de faire de la
distribution d'intensit�e du champ de tavelures int�egr�e. Dans l'ouvrage d�ej�a cit�e [120], Goodman
montre en e�et que la distribution d'intensit�e du champ de tavelures int�egr�e s'�ecrit :

PM (I D ) =
1

�( M )

�
M
hI i

� M

I M� 1
D exp

�
�M

I D

hI i

�
(2.28)

o�u �( M ) est la fonction Gamma d�e�nie par �( z) =
R1

0 dt t z� 1 exp (� t). Dans le cas o�u la limite
de r�esolution L res est tr�es petite devant l'�echelle des modulations d'intensit�e � z, le contraste
est �egal �a 1, CD ' 1 et le facteurM est lui aussi �egal �a 1. On constate alors que la distribution
d'intensit�e PM (I D ) mesur�ee avec le d�etecteur est �egale �a celle du champ de tavelures r�eel, comme
nous nous y attendions. Nous pr�esentons sur la �gure 2.8b) la distribution d'intensit�ePM (I D )
pour deux valeurs du param�etreM .

Fig. 2.8 { a) Rapport � z=Lres en fonction du param�etre M pour un dispositif de grains
anisotropes et une ouverture rectangulaire �a l'origine du champ de tavelures : les croix bleues
sont obtenues �a partir de simulations num�eriques des champs de tavelures int�egr�es de la �gure
2.7 ; la ligne en trait plein rouge correspond �a l'�equation (2.27).b) Distribution d'intensit�e
PM (I D ) pour deux valeurs du param�etreM . La premi�ere distribution correspond �a une limite
de r�esolution L res inf�erieure �a l'�echelle � z des modulations d'intensit�e des tavelures,L res � � z
(M = 1). La seconde distribution correspond �aL res > � z (M = 2:8)

Dans le cas o�u la limite de r�esolution n'est pas n�egligeable devant la taille de la fonction
d'auto-corr�elation du champ de tavelures (M = 2:8), la distribution d'intensit�e n'est plus ex-
ponentielle : elle est tronqu�ee pour les faibles valeurs d'intensit�e. En observant les pro�ls de la
�gure 2.7, nous observons e�ectivement que le moyennage e�ectu�e par les pixels de la cam�era
diminue la d�eviation standard de l'intensit�e (et donc le contraste CD ) et fait disparâ�tre les
points o�u l'intensit�e tombait �a z�ero.

Ajoutons deux remarques pour terminer cette discussion sur un champ de tavelures int�egr�e.
Premi�erement, l'amplitude des tavelures int�egr�ees� I D est modi��ee lorsque la limite de r�esolution
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L res est sup�erieure ou �egale �a � z. Cette limite de r�esolution critique est attendue puisque la
longueur � z est la distance sur laquelle l'intensit�e du champ de tavelures passe d'un maximum
�a un minimum (et inversement). Deuxi�emement, la limite de r�esolution critique pour ce qui
est de la modi�cation de la longueur de corr�elation des tavelures int�egr�ees n'est plus �z mais
� z = � z=� . En e�et, la densit�e spectrale du champ de tavelures est une fonction triangle dont
le support est 2=� z [voir �gure 2.5b)]. Ainsi, d�es que l'int�egration s'e�ectue sur une distance
sup�erieure �a � z=2 une partie de la densit�e spectrale du champ de tavelures est tronqu�ee et
l'�echelle de variation spatiale des tavelures dans l'espace r�eel s'en trouve modi��ee.

2.3 Moments d'un potentiel al�eatoire et auto-moyennage

Nous allons maintenant nous int�eresser aux moments statistiques d'un potentiel al�eatoire de
tavelures, en particulier a�n de discuter la n�ecessit�e de moyenner les exp�eriences sur un grand
nombre de r�ealisations du d�esordre.

Nous avons vu qu'il est possible d'envisager la r�ealisation de potentiels al�eatoires uni-, bi-,
ou tridimensionnels pour le nuage d'atomes (paragraphe 2.2.3). Dans cette partie, nous nous
restreignons �a discuter le cas d'un potentiel al�eatoirev(x; y; z) = v(z) unidimensionnel.

En principe, les observations exp�erimentales d'atomes froids dans un potentiel al�eatoire
d�ependent de la r�ealisation du potentiel, i.e. des d�etails microscopiques du potentiel (ce qui est
le cas pour les variations de la densit�e du nuage d'atomes par exemple). Cela �etant, lorsque
l'�etude porte sur l'inuence du d�esordre, il ne s'agit pas d'observer les di��erences qui existent
d'une r�ealisation �a l'autre puisqu'il s'agit l�a de l'impact d'une "partie seulement" du d�esordre.
Pour avoir acc�es �a l'inuence du d�esordre en tant que processus al�eatoire il s'agit de s'a�ranchir
des di��erences qui peuvent exister d'une r�ealisation �a l'autre. Il ne faut donc conserver que
l'information propre aux propri�et�es statistiques du d�esordre, communes �a chaque r�ealisation
de son potentiel al�eatoire. Ainsi, les propri�et�es de macroscopiques des condensats de Bose-
Einstein sur lesquelles nous voulons �etudier l'inuence du d�esordre (et non d'une r�ealisation
particuli�ere) doivent être extraites en e�ectuant une moyenne d'ensemblesur un grand nombre
de r�ealisations du potentiel al�eatoire7.

2.3.1 Ergodicit�e spatiale

Comme nous l'avons mentionn�e au premier chapitre 1.3, la connaissance de tous les fonctions
de corr�elation d'un potentiel al�eatoire caract�erise compl�etement ce potentiel et est �equivalente
�a la connaissance du processus al�eatoire qui d�e�nit le d�esordre engendrant les di��erentes r�ea-
lisations du potentiel al�eatoire. Ainsi, une fa�con de caract�eriser le d�esordre qui engendre le
potentiel v est de connâ�tre les moments statistiquesmn

mn = hvn (z)i (2.29)

7Exp�erimentalement, di��erentes r�ealisations du potentiel al�eatoire peuvent être obtenues en changeant le
verre d�epoli cr�eant les tavelures ou en �eclairant des r�egions du verre d�epoli d�ecorr�el�ees.
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du potentiel al�eatoire v(z)8. Dans le cas d'un syst�eme de taille �nied, nous d�e�nissons le moment
spatial d'ordre n du potentiel al�eatoire par

mn (d) =
1
d

Z d=2

� d=2
dz vn (z): (2.30)

Rappelons que pour un d�esordre homog�ene (voir 1.3), le principe ergodique implique
limd!1 mn(d) = hvni . Par ailleurs, nous d�e�nissons la d�eviation standard� mn (d) du moment
spatial d'ordre n par :

� 2
mn

(d) = hmn (d)2i � h mn (d)i 2; (2.31)

ce qui nous permet de discuter l'�ecart de notre syst�eme de taille �nie �a un syst�eme auto-
moyennant pour la mesure de quantit�es physiques s'exprimant en fonction des di��erents mo-
ments spatiaux du potentiel al�eatoire (voir 1.3).

Dans un premier temps nous allons explicitement calculer les d�eviations standards� m1 (d)
et � m2 (d) des moments d'ordre 1 et 2 pour potentiel al�eatoire de tavelures de tailled. Les
param�etres mesur�es exp�erimentalement dans les chapitres de ce m�emoire peuvent être d�e�nis
�a partir de ces deux moments, c'est pourquoi ils nous int�eressent plus particuli�erement. Nous
montrerons ensuite que dans le cas d'un potentiel al�eatoire issu de tavelures nous pouvons
r�eduire la question concernant la validit�e de l'approximation d'un potentiel auto-moyennant �a
celle du seul premier moment.

2.3.2 Le cas des deux premiers moments, m1(d) et m2(d)

Dans ce paragraphe, nous d�eveloppons le calcul des d�eviations standards� m1 (d) et � m2 (d)
pour les deux premiers momentsm1(d) et m2(d). Nous obtenons une formulation analytique
de ces d�eviations standards dans le cadre d'une approximation gaussienne de la fonction de
corr�elation du champ de tavelures. Ces r�esultats nous permettent de discuter le caract�ere auto-
moyennant d'un potentiel al�eatoire de taille �nie d.

Notons que le potentiel variant d'une r�ealisation �a l'autre, le champ de taveluresv(z) est
al�eatoire et donc que les momentsmn (d) sont des variables al�eatoires.

La moyenne statistique sur les r�ealisations du potentiel al�eatoireh:::i commute avec les
int�egrations spatiales sur une taille �nie. Nous pouvons ainsi �ecrire :

hmi (d)i =
1
d

Z d=2

� d=2
dz hvi (z)i (2.32)

hmi (d)2i =
1
d2

Z d=2

� d=2
dz

Z d=2

� d=2
dz0 hvi (z)vi (z0)i : (2.33)

Ainsi le calcul de � 2
m2

(d) n�ecessite la connaissance de la fonction de corr�elation du deuxi�eme
ordre hv2(z)v2(z0)i du champ de tavelures. Nous nous attachons dans les lignes qui suivent �a
d�eterminer cette fonction de corr�elation du champ de tavelures.

8Le d�esordre consid�er�e ici est homog�ene [69], c'est �a dire que ces propri�et�es statistiques moyennes sont
ind�ependantes du point z d'observation.
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Le potentiel unidimensionnelv(z) est un potentiel normalis�e tel que :

hv(z)i = 1 (2.34)

hv2(z)i = 2:

Nous appelonsA(z) l'amplitude normalis�ee du champ �electrique de la lumi�ere di�us�ee par le
verre d�epoli, i.e. v(z) = A � (z)A(z)9, et nous notonsCA (z1 � z2) = hA � (z1)A(z2)i la fonction
de corr�elation �a deux points de l'amplitude du champ �electrique A(z). Les variablesA(z1),
A(z2),...,A(z2k) �etant des variables complexes gaussiennes (voir paragraphe 2.2.1), nous pouvons
utiliser le th�eor�eme de Wick qui s'applique �a ces variables,

hA � (z1)A � (z2):::A� (zk)A(zk+1 )A(zk+2 ):::A(z2k)i = (2.35)
X

�

hA � (z1)A(zp)ihA � (z2)A(zq)i :::hA � (zk)A(zr )i ;

o�u
P

� repr�esente une somme sur lesk! permutations possibles (p; :::; r) de (1; 2; :::; k). Nous
pouvons alors calculer la fonction de corr�elation de premier et de second ordre �a deux points
du potentiel normalis�e v et nous obtenons,

hv(z)v(z0)i = 1 + jCA (z � z0)j2 (2.36)

hv2(z)v2(z0)i = 4 (1 + 4 jCA (z � z0)j2 + jCA (z � z0)j4) : (2.37)

Nous faisons l'approximation que la fonction d'auto-corr�elation de l'amplitude du champ
�electrique est une gaussienne :

jhA � (z)A(z0)ij 2 = jCA (z � z0)j2 = exp

"

�
�

� (z � z0)
p

3� z

� 2
#

: (2.38)

Cette gaussienne a un d�eveloppement de Taylor en (z1 � z2) ! 0 �egal �a celui de la v�eritable
fonction d'auto-corr�elation de nos images de tavelures [sin(�z )=�z ]2 pour une ouverture rec-
tangulaire (voir paragraphe 2.2.3). Cette approximation nous permet de mener les calculs des
di��erents moments statistiques du d�esordre de mani�ere simple et reproduit dans une tr�es bonne
approximation les r�esultats num�eriques utilisant la "vraie" fonction d'auto-corr�elation, comme
nous le discuterons par la suite (�gure 2.9). Le calcul peut aussi être e�ectu�e avec la v�eritable
fonction d'auto-corr�elation mais ce calcul, plus complexe, n'apporte rien �a la discussion.

Nous calculons dans un premier temps la d�eviation standard� m1 (d). Par d�e�nition, nous
avons

� 2
m1

(d) = hm2
1(d)i � h m1(d)i 2; (2.39)

avec

hm2
1(d)i =

1
d2

Z d=2

d=2
dz

Z d=2

d=2
dz0 hv(z)v(z0)i (2.40)

hm1(d)i =
1
d

Z d=2

d=2
dz hv(z)i = 1: (2.41)

9Avec cette d�e�nition, v(z) n'est pas un potentiel mais une intensit�e. Cela �etant, il su�t de multiplier v(z)
par ~� 2=8I sat � pour obtenir un potentiel. Ce facteur multiplicatif ne modi�ant en rien la discussion, il a �et�e
volontairement omis.
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Utilisant un changement de variable nous obtenons,
Z d=2

� d=2
dz

Z d=2

� d=2
dz0 C(z � z0) = 2

Z d

0
du [d � u] C(u); (2.42)

qui conduit, avec une fonction d'auto-corr�elation gaussienneC(u) = 1 + exp ( � u2=3), �a l'�equa-
tion suivante :

� 2
m1

(u) =

p
3�
u

Erf
�

u
p

3

�
+

3
u2

�
e� u2=3 � 1

�
: (2.43)

Ici, Erf(x) = 2p
�

Rx
0 dt exp(� t2) repr�esente la fonction Erreur et la variable adimensionn�ee

u = �d
� z est reli�ee au nombre typique de grain de speckle sur une tailled du syst�eme, d=� z.

Nous pouvons relier la d�eviation standard� 2
m2

(d) �a � 2
m1

(d) en utilisant le th�eor�eme de Wick
(Eq 2.36). Il vient :

� 2
m2

(d) = 16� 2
m1

(d) + 4 � 2
m1

(
p

2d): (2.44)

En substituant (2.43) dans (2.44), nous obtenons une expression analytique pour� m2 (u) :

� 2
m2

(u) =
16

p
3�

u
Erf

�
u

p
3

�
+

48
u2

�
e� u2=3 � 1

�

2
p

6�
u

Erf

 p
2u

p
3

!

+
6
u2

�
e� 2u2=3 � 1

�
: (2.45)

Nous avons v�eri��e num�eriquement que cette expression analytique est une tr�es bonne approxi-
mation, �a quelques pour-cents, du r�esultat num�erique utilisant la v�eritable fonction d'auto-
corr�elation [voir �gure 2.9a)]. L'utilisation de la formule analytique dans le cas d'une corr�ela-
tion gaussienne (2.45) peut donc d�e�nir avec une bonne approximation la valeur du moment
d'ordre 2 pour un champ de tavelure d'ouverture rectangulaire. L'�equation (2.45) nous permet
de quanti�er l'�ecart d'un syst�eme de taille �nie d avec un syst�eme auto-moyennant pour le
moment d'ordre 2.

A la limite asymptotique des grands syst�emes,d � � z, nous obtenons :

� m2 (d) ' � asymp
m2

(d) =

 
2
p

3�
u

(8 +
p

2)

! 1=2

' 7:60
1

p
u

: (2.46)

Dans la limite oppos�eed ! 0, nous trouvons

� m2 (d = 0) =
p

20: (2.47)

La fonction asymptotique (2.46) est une tr�es bonne approximation de la solution analytique
même pour un nombre de picsd=� z faible. En e�et, la di��erence � asymp = ( � asymp

m2
(d) �

� m2 (d))=� m2 (d) entre l'asymptote et la solution analytique est inf�erieure �a 1% pour des sys-
t�emes plus grand qued=� z ' 15 [voir la �gure 2.9b)].
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Fig. 2.9 { a) D�eviation standard normalis�ee � m2 (d)=� m2 (0) fonction de la longueurd du sys-
t�eme. Les losanges� correspondent au calcul num�erique dem2(d) avec la v�eritable fonction

d'auto-correlation Cv(z) = 1 +
�

sin[�z= � z]
�z= � z

� 2
. La ligne en trait plein noir repr�esente la solu-

tion analytique de l'�equation 2.45. Image ins�er�ee : d�etail pour les faibles valeurs ded. b) �Ecart
� asymp de la forme asymptotique de la d�eviation standard� asymp

m2
(d) �a la valeur analytique� m2 (d)

fonction de la longueurd du syst�eme.

Lorsque la tailled du syst�eme plac�e dans le potentiel al�eatoire tend vers l'in�ni, le syst�eme
devient auto-moyennant et� m2 (d) tend vers z�ero. La convergence asymptotique vers un d�esordre
auto-moyennant est toutefois lente et proportionnelle �a

p
� z=do�u d=� z est le nombre typique

de pics pr�esents sur la tailled du syst�eme.
Cette loi d'�echelle en

p
� z=d peut être interpr�et�ee en terme de variables discr�etes. En

e�et, si nous consid�erons l'amplitude v(zk) du potentiel al�eatoire sur un ensemble de points
zk = k�z, nous obtenons un ensemble de variables ind�ependantes (v(zk))k=1 ::N poss�edant la
statistique de l'intensit�e des tavelures. Le moment normalis�em2(d) n'est autre qu'une valeur
moyenne normalis�ee sur N =d=� z variables ind�ependantes. Or, il est bien connu qu'une telle
moyenne sur N variables ind�ependantes a pour loi d'�echelle 1=

p
N, i.e.

p
� z=d.

2.3.3 Moments d'ordre sup�erieur

Nous avons explicitement calcul�e les d�eviations standards des deux premiers moments dans
le paragraphe pr�ec�edent pour une fonction de corr�elation gaussienne. Nous allons maintenant
montrer qu'il existe une relation g�en�erale, toujours dans le cadre de l'approximation gaussienne
du paragraphe pr�ec�edent, qui permet de donner une borne sup�erieure �a la d�eviation standard
d'un moment d'ordre i quelconque en fonction du moment d'ordre 1.

Dans ce paragraphe nous notons� 2 = jCA (z � z0)j2 la fonction de corr�elation du premier
ordre en amplitudeA(z). Il existe une relation g�en�erale des moments joints dev(z) et v(z0)
d'un potentiel de tavelures [125] :

hvn (z)vm (z0)i = hv(z)i n+ m n!m! 2F1(� n; � m; 1;� 2) (2.48)

o�u n et m sont des entiers positifs et2F1 est une fonction hyperg�eom�etrique gaussienne.
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Pour les casn = m = 1 et n = m = 2, les moments joints sont les fonctions d'auto-
corr�elation de premier et de second ordre dev(z), et ces expressions s'�ecrivent :

hv(z)v(z0)i = 1 + � 2 (2.49)

hv2(z)v2(z0)i = 4 (1 + 4 � 2 + � 4) : (2.50)

Notons que ces expressions sont identiques �a celles obtenues au paragraphe pr�ec�edent avec le
th�eor�eme de Wick.

La fonction gaussienne hyperg�eom�etrique2F1(� n; � m; 1;� 2) est un polynôme de la variable
� 2. Nous notons ce polynôme

2F1(� n; � n; 1;� 2) =
N (n)X

k=0

ak � 2k (2.51)

o�u N (n) est un entier. Par d�e�nition de 2F1, a0 = 1.

Nous avons donc

hvn (z)vn (z0)i = ( n!)2
2F1(� n; � n; 1;� 2) (2.52)

et obtenons

hmi (d)2i =
1
d2

Z d=2

� d=2
dz

Z d=2

� d=2
dz0 hvi (z)vi (z0)i (2.53)

=
(n!)2

d2

Z d

0
du (d � u)

N (n)X

k=0

ak � 2k : (2.54)

La statistique des tavelures �a un point conduit �a hvn (z)i = n! et il vient

hmi (d)i 2 = ( n!)2: (2.55)

Ainsi, dans le calcul de� mn (d) le deuxi�eme terme hmi (d)i 2 annule le premier terme du d�eve-
loppement polynomial dehmi (d)2i (le terme a0). Cette caract�eristique est attendue puisque la
d�eviation � mn (d) doit tendre vers z�ero quand d tend vers l'in�ni : la contribution du terme
constant a0 dans � mn (d) doit donc être nulle.

Nous pouvons alors �ecrire

� 2
mn

(d) = ( n!)2
N (n)X

k=1

1
d2

Z d

0
du (d � u)ak � 2k (2.56)

ce qui nous conduit, avec l'approximation gaussienne pour la fonction d'auto-corr�elationhv(z)v(z0)i
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�a :

� 2
mn

(d) = ( n!)2
N (n)X

k=1

ak

d2

Z d

0
du (d � u) exp

"

�
�

k�u
p

3� z

� 2
#

(2.57)

= ( n!)2
N (n)X

k=1

ak

(
p

kd)2

Z p
kd

0
dv (

p
kd � v) exp

"

�
�

�v
p

3� z

� 2
#

= ( n!)2
N (n)X

k=1

ak � 2
m1

(
p

kd)

Pour d = 0 nous obtenons

� 2
mn

(0) = ( n!)2
N (n)X

k=1

ak : (2.58)

Comme� 2
m1

(
p

kd) < � 2
m1

(d) (la d�eviation standard de tous les moments tend vers 0 lorsque
la taille du syst�eme crô�t vers un syst�eme auto-moyennant) nous pouvons �ecrire l'in�egalit�e
suivante :

� 2
mn

(d)=� 2
mn

(0) < � 2
m1

(d): (2.59)

Cette in�egalit�e nous permet, dans le cas d'une fonction d'auto-corr�elation gaussienne, de donner
une limite sup�erieure �a la d�eviation standard normalis�ee d'un moment d'ordre n quelconque.
En e�et, les d�eviations standards normalis�ees de tous les moments d'ordrei > 1 sont stricte-
ment inf�erieures �a celle de l'ordre 1. Nous pouvons ainsi, �a partir de cette in�egalit�e, discuter
du caract�ere auto-moyennant d'un potentiel al�eatoire de tailled pour tous ces momentsmi en
connaissant le seule moment d'ordre 1,� 2

m1
(d).

Sur la �gure 2.10, nous tra�cons la di��erence entre les d�eviations standards des moments
d'ordre 1 et 2 et des moments d'ordre 1 et 3.

Fig. 2.10 { Di��erence entre les d�eviations standards normalis�ees � m2 (d)=� m2 (0) et
� m1 (d)=� m1 (0) (trait plein bleu, et entre � m3 (d)=� m3 (0) et � m1 (d)=� m1 (0) (trait pointill�e rouge),
en fonction de la tailled du syst�eme.



2.3 Moments d'un potentiel al�eatoire et auto-moyennage 59

2.3.4 Condition pour un potentiel al�eatoire auto-moyennant

Nous avons maintenant les �el�ements pour discuter du caract�ere auto-moyennant d'un po-
tentiel al�eatoire dans lequel est plac�e un syst�eme de tailled �nie pour la mesure de quantit�es
physiques s'exprimant en fonction des di��erents moments spatiaux du potentiel. Bien entendu,
un potentiel al�eatoire est strictement auto-moyennant lorsqu'il est de taille in�nie mais, comme
nous l'avons discut�e pr�ec�edemment, ce qui nous int�eresse ici est de quanti�er dans quelle mesure
un syst�eme de taille �nie est proche d'être auto-moyennant.

Dans nos exp�eriences, les quantit�es caract�erisant le transport que nous mesurons s'expriment
en fonction des moments d'ordre 1 et 2 du potentiel al�eatoireV(z). En particulier, nous nous
int�eresserons presque toujours �a la d�eviation standard� V du potentiel al�eatoire. Nous discutons
donc ici sur ce moment d'ordre 2 le caract�ere auto-moyennant de notre potentiel al�eatoire sur
une taille �nie d. Cela �etant, nous avons montr�e au paragraphe pr�ec�edent (paragraphe 2.3.3)
que la discussion peut se g�en�eraliser tr�es facilement aux moments de tout ordre dans le cas
d'une fonction de corr�elation d'amplitude gaussienne.

Dans la limite asymptotique d � � z, nous avons montr�e que l'expression de� m2 (d) se
r�eduit �a [voir (2.46-2.47)] :

� m2 (d)=� m2 (0) ' 0:959

r
� z
d

; (2.60)

o�u � 2
m2

(0) = hv(z)4i � h v(z)2i 2 = 20. Sur la �gure 2.9 nous tra�cons � m2 (d) obtenu num�eri-
quement en utilisant la v�eritable fonction d'auto-corr�elation d'ouverture rectangulaireCv(z) =

1 +
�

sin[�z= � z]
�z= � z

� 2
(losanges� ) ainsi que la solution analytique du cas de la fonction d'auto-

corr�elation gaussienne (line trait plein noir).

Le calcul num�erique et le calcul analytique avec la fonction d'auto-corr�elation gaussienne
donnent des valeurs similaires pour� m2 (d). Remarquons une nouvelle fois que l'approxima-
tion asymptotique (2.60) est tr�es bonne même pour de faibles valeursd=� z : la di��erence
entre l'�equation asymptotique (2.60) et la solution exacte de� m2 (d) pour une fonction d'auto-
corr�elation gaussienne est inf�erieure �a 1% d�es que la taille du syst�eme d�epasse quinze fois la
taille des grains de tavelures. Notons �egalement que la di��erence entre notre syst�eme de taille
�nie et un syst�eme auto-moyennant donn�ee par le moment d'ordre 1m1(d) est tr�es proche de
celle du second ordre.

Lorsque le nombre de grains de taveluresd=� z est sup�erieur �a 100, la di��erence entre le
moment d'ordre 2 d'un syst�eme �ni et celui d'un syst�eme auto-moyennant est inf�erieur �a 10%.
Comme nous allons le d�ecrire dans la partie suivante en calibrant le potentiel al�eatoire vu par les
atomes, nous nous trouverons toujours dans nos exp�eriences dans une situation o�ud=� z > 100.
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2.4 Mise en place exp�erimentale et calibration du po-
tentiel optique al�eatoire

2.4.1 Un potentiel al�eatoire contrôlable pour les atomes froids

Le potentiel al�eatoire optique cr�e�e �a partir d'un champ de tavelures poss�ede plusieurs avan-
tages :

{ il est bien connu. En e�et, comme nous venons de le montrer dans les paragraphes pr�e-
c�edents, les propri�et�es statistiques d'un tel d�esordre sont bien connues. Cela a au moins
deux cons�equences importantes. La premi�ere est exp�erimentale puisque la connaissance
des propri�et�es des tavelures va être utilis�ee dans les paragraphes qui suivent pour calibrer
pr�ecis�ement le potentiel al�eatoire vu par les atomes. La seconde cons�equence concerne
les aspects th�eoriques puisqu'il est possible de simuler num�eriquement et de calculer un
certain nombre de situations exp�erimentales grâce �a la connaissance des propri�et�es statis-
tiques du d�esordre.

{ il est pratique. Nous avons vu que l'amplitude du potentiel al�eatoire est directement
contrôl�ee par l'intensit�e du laser incident sur le verre d�epoli, intensit�e qu'il est extrême-
ment facile de changer �a notre guise. De plus, comme nous l'indique les formules obtenues
pour le calcul des grains de tavelures (paragraphe 2.2.3), nous pouvons modi�er ais�ement
ces tailles en jouant sur l'ouverture angulaire� du faisceau. D'ailleurs, nous pouvons
cr�eer un potentiel al�eatoire anisotrope en utilisant des ouvertures angulaires di��erentes
� Y 6= � Z . Ainsi, les param�etres d�ecrivant le potentiel al�eatoire vu par les atomes peuvent
être modi��es �a volont�e. De plus, nous pouvons allumer ou �eteindre le potentiel al�eatoire
en un temps tr�es court (typiquement inf�erieur �a 1 ms, temps de coupure d'un modulateur
acousto-optique). En�n, rappelons que ce potentiel al�eaoire est statique pour les atomes
froids.

{ il est performant. Nous pouvons en e�et faire varier l'amplitude du potentiel al�eatoire
�a notre guise, d'un potentiel tr�es perturbatif (tr�es faible puissance du laser incident) �a
un potentiel �elev�e (forte puissance du laser incident). Par ailleurs, la taille des grains de
tavelures qu'il est possible d'obtenir est limit�ee par la di�raction, ce qui correspond aux
plus petites variations spatiales qu'il est possible d'obtenir pour un d�esordre optique vu
par des atomes froids (�z � 1 � m).

Nous disposons donc avec ce potentiel optique al�eatoire d'un d�esordre contrôlable dont les
propri�et�es statistiques sont connues pr�ecis�ement pour nos exp�eriences avec des atomes froids.
Dans la suite de cette partie, nous allons d�ecrire la mise en place et la calibration ce potentiel.

Le dispositif exp�erimental

Dans nos exp�eriences, le potentiel al�eatoire est superpos�e au pi�ege harmonique dans lequel
se trouvent pi�eg�es les atomes de Rubidium en �eclairant ces derniers avec un laser traversant un
verre d�epoli, comme indiqu�e par la �gure 2.12. Les atomes sont situ�es dans le plan focal de la
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derni�ere lentille (le plan d'observation de la �gure 2.3), �a une distancel = 6 cm du di�useur. Ce
faisceau laser, inject�e dans une �bre optique jusqu'au montage de la �gure 2.12, est issu d'un
ampli�cateur optique (MOPA) qui est lui-même inject�e par une diode libre �a � � 780 nm (le
montage est d�ecrit sur la �gure 2.11).

Fig. 2.11 { Sch�ema du banc optique du laser utilis�e pour �eclairer le verre d�epoli. Un faisceau
laser de 60mW est fournit par une diode asservie en courant et en temp�erature. La longueur
d'onde de ce laser (proche de 780nm) est contrôl�ee par un signal de battement avec un laser
verrouill�e sur la raie de cross-overF = 2 ! F 0 = 2 � 3 du Rb87. Lorsque le faisceau laser
n'est pas coup�e par le modulateur acousto-optique, sa puissance est ampli��ee par l'ampli�cateur
optique qui permet l'obtention de 550mW �a sa sortie. Un syst�eme de d'optiques cylindriques
met ensuite en forme le faisceau pour l'injecter dans la �bre optique qui arrive au montage de
la �gure 2.12.

Le montage d�ecrit par la �gure 2.12 focalise le faisceau laser en l'absence de verre d�epoli
sur les atomes et est align�e perpendiculairement �a l'axe longOz0 du condensat. Remarquons
que nous notons ici les axes du syst�eme optique de taveluresOx0, Oy0 et Oz0 a�n de laisser les
notations Ox, Oy etOz aux axes propres du condensat. L'axeOz0 se confond avec l'axeOz du
condensat et les axesOx0, Oy0 correspondent �a une rotation autour de l'axeOz des axesOx et
Oy (l'axe Oy �etant d�e�ni par la direction du champ de gravitation). Notons �egalement que le
processus de di�usion al�eatoire �a l'origine du champ de tavelures n'est pas sensible aux aberra-
tions optiques. Ainsi, nous n'avons pas �a nous pr�eoccuper des probl�emes d'aberrations de notre
syst�eme optique pour lequel l'ouverture num�erique dans le planx0Oz0 est grande (O.N.' 0:44).

Les atomes de Rubidium du condensat pi�eg�e magn�etiquement se trouvent dans l'�etatjF =
1; mF = � 1 > . Nous travaillons avec des d�esaccords (� � 0:15 nm) grands devant la structure
hyper�ne des niveaux excit�es (� 200 MHz). Le potentiel dipolaire s'�ecrit alors �a partir de
l'�equation (2.5) :

V(~r) =
2
3

~� 2

8I sat

I (~r)
�

; (2.61)
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Fig. 2.12 { Syst�eme optique utilis�e pour cr�eer le potentiel al�eatoire avec des grains anisotropes.
Le condensat de Bose-Einstein, allong�e selon la directionOz, se situe au point de focalisation
du syst�eme de lentille selon les deux directions transversesOy et Oz. Les deux images sont
approximativement �a la même �echelle. La taille du faisceau laser �eclairant le verre d�epoli a des
tailles di��erentes selon les deux directions transverses, permettant ainsi de cr�eer des tavelures
anisotropes.a) Vue de côt�e du syst�eme optique.b) Vue de dessus du syst�eme optique.

o�u I sat = 16:56 W m� 2 est l'intensit�e de saturation de la raie D2 du Rb87, � =2� = 6:06 MHz
la largeur de la transition atomique, et le facteur 2=3 le coe�cient pour une lumi�ere polaris�ee � .

Dans toutes nos exp�eriences sur les condensats d�esordonn�es10, nous utilisons un d�esaccord�
vers le bleu (typiquement� ' 0:15 nm), de telle sorte que le potentiel soit r�epulsif et que les pics
d'intensit�e des tavelures correspondent �a des barri�eres pour les atomes. Dans le cas oppos�e d'un
d�esaccord vers le rouge (� < 0), les grains de tavelures correspondent �a des puits de potentiel et
les atomes pourraient �egalement être pi�eg�es par l'enveloppe gaussienne de l'image de tavelures
qui formerait elle aussi un puits de potentiel tr�es �evas�e.

Dans le paragraphe suivant 2.4.2, nous pr�esentons une m�ethode de calibration pr�ecise de
l'amplitude � V du potentiel al�eatoire V vu par les atomes. Dans nos exp�eriences en pr�esence
de d�esordre, cette amplitude� V est toujours inf�erieure au potentiel chimique, not�e � TF , du
condensat d'atomes, �evitant ainsi une situation initiale o�u les atomes seraient pi�eg�es par les
barri�eres du potentiel. Nous d�e�nissons une amplitude normalis�ee du potentiel al�eatoire par
rapport au potentiel chimique� TF du condensat pi�eg�e,

 =
� V

� TF
: (2.62)

Cette amplitude normalis�ee permet de quanti�er l'amplitude du potentiel al�eatoire par rapport
�a l'�energie typique disponible par atome,� TF . Cette amplitude normalis�ee est donc un nombre

10Ce qui n'est pas le cas pour la calibration de l'amplitude o�u le d�esaccord peut être vers le rouge.
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compris entre 0 et 1 dans nos exp�eriences.

La puissance en sortie de �bre du faisceau laser cr�eant le potentiel al�eatoire peut varier de 0
�a 150 mW. L'image de tavelures sur les atomes diverge avec des tailles transverses typiqueswy0

et wz0 qui sont deux ordres de grandeurs plus larges que les tailles du condensatRTF et LTF .
Ainsi, l'intensit�e moyenne de l'enveloppe gaussienne du faisceau peut être consid�er�ee constante
sur la r�egion o�u se trouvent les atomes.

Un montage pour des grains anisotropes

Dans le paragraphe 2.2.3, nous d�e�nissons l'�echelle typique de variation spatiale de l'intensit�e
des tavelures, �.e. la taille des grains de tavelures. La taille de ces grains dans une direction
transverse �a la propagation (Oy et Oz dans notre pi�ege) est inversement proportionnelle �a
l'ouverture du syst�eme optique selon cette direction. Nous pouvons ainsi cr�eer une image de
tavelures dont les grains sont anisotropes en contrôlant la taille du faisceau incident sur le verre
d�epoli. Nous utilisons des lentilles cylindriques pour mettre en forme le faisceau laser avant qu'il
ne di�use sur le verre d�epoli [voir 2.12a)]. Avec ce syst�eme optique, le faisceau laser est focalis�e
sur les atomes en l'absence de verre d�epoli.

Ainsi, la largeur du faisceau laser sur le verre d�epoli dans la directionOy0 est petite, DY 0 =
0:95 mm. Selon la directionOz0, le faisceau sortant de la �bre est d'abord �etendu puis focalis�e
sur les atomes avec une longueur sur le verre d�epoli grande,DZ 0 = 55 mm. Nous obtenons alors
un potentiel al�eatoire pour les atomes dont l'�echelle de variation spatiale est plus courte dans
la direction Oz0 que dans la directionOy0, � z0 < � y0. Le rapport entre ces deux �echelles de
variations spatiales �etant � Z 0=� Y 0 ' � Y 0=� Z 0 ' 58.

Avec ce syst�eme anisotrope, l'�echelle de variation spatiale dans la direction de propagation
� x0 est donc directement reli�ee �a l'�echelle transverse la plus courte, �z0 (paragraphe 2.2.3).

Nous verrons par la suite (voir le chapitre 3) que nos condensats de Bose-Einstein ont
une forme de cigare allong�e selon la directionOz (qui est confondue avec l'axeOz0), avec
un rapport d'aspect �egal �a 100 environ. Plus pr�ecis�ement, les demi-tailles de notre condensat
valent RTF = 1:5� m selon les deux directions transverses (Ox0 et Oy0) et LTF = 150 � m selon la
direction longueOz0. Cette anisotropie du nuage d'atomes combin�ee �a celle de notre potentiel
al�eatoire optique nous permet de cr�eer unpotentiel v�eritablement unidimensionnel pour le
BEC :

LTF � � z0 and RTF � � y0; � x0: (2.63)

Comme nous l'avons discut�e en introduction, l'int�erêt de travailler avec un potentiel al�ea-
toire unidimensionnel tient au fait que les e�ets du d�esordre doivent être plus marqu�es �a 1D
qu'�a 2D ou 3D.

Un montage pour des grains isotropes

Nous avons �egalement travaill�e, �a titre de comparaison, avec un autre montage optique pour
cr�eer un champ de tavelures avec des grains de taille isotrope dans le plan transverse. Les
caract�eristiques de ce montage sont les suivantes :

l = 140(5) mm; DZ0 = 25:4(1) mm: (2.64)
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Lors de la pr�esentation des r�esultats exp�erimentaux, nous pr�eciserons explicitement l'uti-
lisation de ce montage pour des grains isotropes. En l'absence de pr�ecision sur ce point, nos
discussions porteront alors sur le montage pour des grains anisotropes avec lequel nous avons
travaill�e l'essentiel du temps.

2.4.2 Calibration de l'amplitude du potentiel par spectroscopie micro-
onde

Le potentiel al�eatoire V(z) auquel sont soumis les atomes a pour origine la force dipolaire
de l'interaction lumi�ere-mati�ere. La calibration de l'amplitude de V(z) consiste �a mesurer le
d�eplacement lumineux des niveaux atomiques induit par le laser, �E / I

� , o�u I est l'intensit�e
du laser et � le d�esaccord du laser avec la transition atomique. Le d�esaccord� du laser peut
être obtenu exp�erimentalement avec une tr�es bonne pr�ecision par une technique de battement
optique. Il est cependant bien connu que des mesures photom�etriques pr�ecises sont extrêmement
d�elicates et ne conduisent pas �a une calibration de l'intensit�e e�ective sur les atomes �a mieux
qu'un facteur 2 ou 3 pr�es. Cela vient du fait, d'une part, que nous ne pouvons pas faire une telle
mesure avec un appareil photom�etrique plac�e l�a o�u se trouvent les atomes,i.e. �a l'int�erieur de la
cellule11, d'autre part, parce que notre syst�eme optique dont l'ouverture num�erique est grande
implique des variations spatiales tr�es rapides de l'intensit�e dans la direction de propagation
(Ox) de part et d'autre du point de focalisation du faisceau.

Si les mesures photom�etriques ne se r�ev�elent pas su�samment pr�ecises, il existe n�ean-
moins une technique beaucoup plus appropri�ee �a la calibration de l'amplitude du potentiel
al�eatoire : il s'agit d'utiliser les atomes pour sonder ce potentiel. L'id�ee est la suivante. D'une
part, nous cherchons �a mesurer le d�eplacement lumineux �EF =1 des atomes dans le niveau
jS3=2 F = 1; mF = � 1i et, d'autre part, nous pouvons induire une transition de l'�etat hyper�n
jF = 1i vers l'�etat jF = 2i en pr�esence d'une onde microm�etrique de fr�equence environ 6.8
GHz en l'absence de potentiel optique. Le spectre de cette transition micro-onde est obtenu
en observant le nombre d'atomes transf�er�esF = 1 �a F = 2 en fonction de la fr�equence de
l'onde micro-onde. Si nous e�ectuons une mesure du spectre micro-onde en pr�esence d'un laser
induisant un d�eplacement lumineux des niveauxjF =1i et jF =2i , le spectre sera modi��e par
rapport au cas sans potentiel optique. Nous allons montrer dans la suite comment relier ces
modi�cations spectrales aux d�eplacements lumineux �EF =1 et � EF =2 qui nous int�eressent.

Spectre hyper�n et amplitude du potentiel al�eatoire

Le condensat est pi�eg�e magn�etiquement dans le sous-niveau ZeemanjF = 1; mF = � 1i
(�gure 2.13). Nous utilisons un g�en�erateur de fr�equences micro-onde et une antenne pour induire
une transition � + 12 vers le sous-niveaujF =2; mF =0i . L'antenne consiste en un petit cylindre
de longueur 1 cm et diam�etre 0:4 mm que nous pla�cons au dessus de la cellule, �a une distance
de l'ordre de 5 centim�etres.

Les atomes qui e�ectuent la transition hyper�ne vers l'�etat jF = 2; mF = 0i ne sont plus

11A�n de prendre en compte les transmissions et r�eexions sur les optiques et la cellule.
12L'observation des r�esonances pour les polarisations� + , � et � � (r�esonances s�epar�ees par un multiple du

biais) permet de choisir la polarisation voulue.
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Fig. 2.13 { Sch�ema des niveaux de la raieS1=2 ! S3=2 du Rubidium 87. Le potentiel al�eatoire �a
780 nm induit un d�eplacement lumineux des niveauxF = 1 et F = 2 (d�eplacements repr�esent�es
�a l'int�erieur du cercle). La transition micro-onde utilis�ee pour la spectroscopie a lieu �a 6:8GHz.

pi�eg�es magn�etiquement puisque leur moment magn�etique est nul. Ils s'�echappent du pi�ege et
il est alors facile de les distinguer de ceux qui sont encore pi�eg�es : ils se d�eplacent par rapport
au centre du pi�ege et, apr�es un temps court (de quelques milli-secondes), ils sont spatialement
s�epar�es des atomes pi�eg�es. Notons qu'il est �a strictement parler incorrect de dire que les atomes
dans l'�etat jF =2; mF =0i sont non pi�eg�es. En e�et, ils sont soumis �a l'e�et Zeeman quadratique
qui cr�ee un potentiel de courbure non nulle (mais tr�es faible). Cela �etant, le d�eplacement des
atomes en pr�esence d'un potentiel de courbure tr�es faible est su�sant pour permettre de distin-
guer les populations des deux sous-niveaux consid�er�es. La mesure des populations respectives
en fonction de la fr�equence de l'onde micro-onde permet de tracer le spectre de la transition hy-
per�ne �etudi�ee. Dans la suite les spectres de la transition hyper�neF = 1 ! F = 2 sont trac�es
avec en ordonn�ee la fraction du nombre d'atomes restant dans l'�etat pi�eg�ejF = 1; mF = � 1i ,
N (f )=N0 (N0 �etant le nombre d'atomes total dans le condensat), en fonction de la di��erence
f = f mw � 6:835 GHz entre la fr�equence de l'antenne micro-ondef mw et la fr�equence de la
transition en l'absence de d�eplacement lumineux (' 6:835 GHz).

Un exemple de spectre de la transitionF = 1 ! F = 2 en l'absence de potentiel lumineux
sur les atomes est trac�e sur la �gure 2.14.

Ce spectre est d�eplac�e def B = f mw � 6:8GHz ' � 2795 kHz par rapport �a la fr�equence de
la transition F = 1 ! F = 2 et a une largeur de' 10 kHz. Ces deux observations, d�eplace-
ment de la fr�equence de r�esonance et largeur de la transition, viennent de l'e�et Zeeman sur le
sous-niveau magn�etiquejF = 1; mF = � 1i . D'une part, le pi�ege magn�etique de Io�e-Pritchard
que nous utilisons pour pi�eger les atomes de Rubidium a un biaisB0 de l'ordre de 2800 kHz,
d�epla�cant les atomes de l'�etat F = 1 par rapport aux atomes de l'�etat F = 2. Ce biais d�e-
place donc la fr�equence de r�esonance de la transition def B = gF � B B0=h � 2800 kHz. D'autre
part, la courbure du champ magn�etique sur la taille du nuage atomique induit une variation
spatiale de la fr�equence de r�esonance qui a pour cons�equence d'�elargir le spectre de la transition.

Lorsque le potentiel al�eatoire optique est pr�esent, les d�eplacements lumineux des deux �etats
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Fig. 2.14 { Fraction du nombre d'atomes restant pi�eg�es dans l'�etatF = 1 apr�es l'application
pendant 5 ms du couteau micro-onde autour def ' 6:835GHz en l'absence de potentiel al�ea-
toire. Le pi�ege magn�etique d�eplace le spectre de la transition de� 2795kHz et l'�elargit de 10kHz
(voir texte).

F = 1 et F = 2 modi�ent le spectre micro-onde. Les d�eplacements lumineux �EF =1 et � EF =2

sont inversement proportionnels aux d�esaccords� 1 et � 2 du laser du potentiel al�eatoire avec les
transitions atomiques, respectivementF = 1 ! F 0et F = 2 ! F 0, F 0 repr�esentant les di��erents
niveaux excit�es de l'atome. Ainsi, a�n d'obtenir une mesure accessible �a nos exp�eriences, il faut
utiliser un laser dont la fr�equence est proche de l'une des transitions atomiques,F = 1 ! F 0

ou F = 2 ! F 0, c'est-�a-dire avec� 1 ou � 2 proche de z�ero13.
Nous choisissons de placer la fr�equence du laser proche de la fr�equence de la transition

de l'�etat F = 2 a�n de minimiser l'�emission spontan�ee sur les atomes pr�esents dans notre
pi�ege �a l'�etat F = 1. Ce choix pour le d�esaccord du laser implique la n�ecessit�e de calibrer
tr�es pr�ecis�ement le d�esaccord � 2 par rapport �a l'�etat F = 2 puisque celui est faible (typique-
ment � 2 � 20MHz). Nous avons �egalement utilis�e les spectres micro-onde pour cela. Nous nous
sommes plac�es alternativement avec des d�esaccords� 2 positifs et n�egatifs en l'absence de po-
tentiel al�eatoire. Nous avons alors obtenus un spectre identique �a celui de la �gure 2.14 et un
spectre sym�etrique �a celui de la �gure 2.14 par rapport �a la fr�equence micro-onde qui corres-
pond au biais du pi�ege magn�etique. La comparaison d'un grand nombre de ces deux types de
spectres permet alors de localiser tr�es pr�ecis�ement le d�esaccord nul et donne une calibration du
d�esaccord� 2 �a 1 MHz.

Le d�esaccord du laser du potentiel al�eatoire �a la transition atomiqueF = 1 ! F 0 est de
l'ordre de � 1 � 6:8GHz. Ce d�esaccord est su�samment grand devant la structure hyper�ne
des �etats excit�es (de l'ordre de 200MHz, voir �gure 2.13) pour ne pas prendre en compte cette
derni�ere [119]. Le d�eplacement lumineux dans l'�etat ZeemanjF =1; mF = � 1i peut être alors
calcul�e en utilisant la formule de l'�equation (2.61) pour un faisceau laser polaris�e� . Il vient

13Rappelons que pour les exp�eriences sur les condensats en pr�esence d'un potentiel al�eatoire, le d�esaccord du
laser cr�eant ce potentiel avec la transition atomique F = 1 ! F 0 est choisi d'une toute autre mani�ere. Le choix
que nous faisons dans cette partie est guid�e par la seule mesure de spectroscopie micro-onde.



2.4 Mise en place exp�erimentale et calibration du potentiel optique al�eatoire 67

alors,

� EF =1 =
~� 2

8I sat

2
3

I
� 1

; (2.65)

avec� 1 le d�esaccord entre le laser et la transitionF = 1 ! F 0 = 3.

Le calcul du d�eplacement lumineux � EF =2 n�ecessite la prise en compte de la structure
hyper�ne des �etats excit�es puisque le laser est tr�es proche de r�esonance pour la transition
F = 2 ! F 0 (typiquement � 20MHz). Le laser du potentiel al�eatoire polaris�e� couple l'�etat
ZeemanjF = 2; mF = 0 i aux �etats jF 0 = 1; mF = 0 i et jF 0 = 3; mF = 0 i . Les coe�cients
de Clebsh-Gordan pour ces transitions valentC(1;0);(2;0) = �

p
4=10 et C(3;0);(2;0) =

p
9=15, et

les moments dipolaires r�eduitsd3;2 = 1 et d1;2 =
p

1=6. Le d�eplacement lumineux du niveau
jF =2; mF =0 i s'�ecrit alors [voir Eq. (2.5)] :
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Le laser �etant choisi proche de r�esonance vers l'�etat excit�eF 0 = 3 (voir �gure 2.13), la
contribution au d�eplacement lumineux � EF =2 du terme correspondant �a la transition vers
F 0 = 1 est n�egligeable (contribution inf�erieure �a 1%). Nous �ecrivons alors

� EF =2 '
~� 2
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; (2.67)

o�u � 3;2 = � 2 est le d�ecalage du laser �a la transitionF = 2 ! F 0 = 3 et vaut quelques dizaines
de m�ega-hertz. Nous avons alors� 1 = � 2 � 6:835 GHz� � 6:835 GHz. Le laser est ainsi toujours
d�ecal�e vers le rouge pour l'�etat F = 1 d'environ 6.8 GHz, cr�eant ainsi un potentiel attractif
pour les atomes pi�eg�es14. Par rapport �a la transition F = 2 ! F 0 = 3, le laser peut être d�ecal�e
vers le bleu ou le rouge. Cela �etant, pr�ecisons d�es maintenant que ce dernier d�esaccord �etant
toujours faible lors des mesures de spectroscopie micro-onde, les atomes transf�er�es par l'antenne
micro-onde vers l'�etat F = 2 sont expuls�es tr�es rapidement de la zone o�u se trouve la lumi�ere
du potentiel al�eatoire �a cause de l'�emission spontan�ee quasi-r�esonante.

Finalement, la modi�cation de la transition micro-ondeF = 1 ! F = 2 prenant en compte
les d�eplacements lumineux des deux �etats hyper�ns s'�ecrit :
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Des spectres micro-onde obtenus exp�erimentalement pour di��erentes intensit�es du laser du
potentiel al�eatoire sont pr�esent�es sur la �gure 2.15. Lorsque le potentiel al�eatoire �eclaire les

14Dans toutes nos exp�eriences d�edi�ees �a l'�etude de l'inuence d'un potentiel al�eatoire sur un condensat de
Bose, le d�ecalage� 1 est au contraire toujours choisi vers le bleu a�n d'�eviter une situation o�u un pi�egeage par
l'enveloppe du faisceau gaussien puisse être possible.
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atomes, des atomes s�epar�es spatialement voient des d�eplacements lumineux di��erents �a cause
des variations spatiales de l'intensit�e du champ de tavelures. C'est pourquoi les spectres micro-
ondes mesur�es sont �elargis comme nous pouvons le voir sur la �gure 2.15.

Fig. 2.15 { Fraction d'atomes restant dans l'�etat F = 1 apr�es l'application pendant 5 ms du
couteau micro-onde �a la fr�equencef mw = 6:8GHz + f . Le d�esaccord du laser cr�eant le potentiel
al�eatoire est �xe, � = 15 MHz, et les di��erentes puissances utilis�eesP sont indiqu�ees sur la
�gure.

Nous avons d�ecid�e de calibrer l'amplitude du potentiel al�eatoire� V sur les atomes �a partir
de la puissance optique mesur�ee en sortie de la �bre optique qui �eclaire notre verre d�epoli (voir
�gure 2.12). Il s'agit maintenant d'extraire de ces spectres l'amplitude du potentiel al�eatoire
� V et nous pr�esentons dans le paragraphe suivant un mod�ele simple permettant de mod�eliser
ces modi�cations du spectre micro-onde.

Mod�ele simple de l'e�cacit�e de transition micro-onde

Dans ce paragraphe, nous voulons mod�eliser l'�evaporation des atomes pi�eg�es de l'�etatF = 1
induite par le couteau micro-onde dans le potentiel al�eatoire.

Remarquant tout d'abord que l'�elargissement des spectres en pr�esence de tavelures est beau-
coup plus grand que l'�elargissement de la transition dû �a l'e�et Zeeman en l'absence de potentiel
al�eatoire, nous n�egligeons par la suite cet �elargissement Zeeman. Ensuite, nous supposons la
densit�e atomique constante15, et la seule statistique de la distribution de tavelures permet
d'extraire l'amplitude � V du potentiel al�eatoire. Les valeurs du d�ecalage laser� 2 utilis�ees exp�e-
rimentalement (quelques dizaines de M�ega-Hertz) cr�eent un potentiel optique dont l'amplitude
typique est 100 fois plus grande que le potentiel chimique du condensat. Ainsi, nous supposons
que les atomes sont essentiellement situ�es sur les maxima d'intensit�e de la �gure de tavelures
(�.e. au minima du potentiel al�eatoire), comme le met en �evidence la �gure 2.16.

15Le pro�l de densit�e du condensat �etant parabolique, il s'agit d'une bonne approximation mis �a part pour
les bords de la parabole.
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Fig. 2.16 { Image sch�ematique des d�eplacements lumineux des niveaux atomiques en pr�esence
de tavelures avant application du couteau micro-onde. Pour les d�esaccords consid�er�es dans cette
partie, les atomes sont distribu�es spatialement aux maxima locaux d'intensit�e des tavelures en
pr�esence du potentiel al�eatoireVR .

Nous �evaluons les maxima locaux de l'intensit�e �a partir de simulations de tavelures comme
l'indique la �gure 2.17a en prenant les plus proches maxima. Nous pouvons alors simuler la dis-
tribution P0(I max ) des maxima locaux d'intensit�e pour di��erentes valeurs de l'intensit�e moyenne
des tavelures. Nous obtenons l'histogramme de la �gure 2.17b. Un ajustement de cet histo-
gramme est obtenu �a l'aide de l'�equation

P0(I 0) =
4I 0exp(� 2I 0=�I 0)

�I 02
(2.68)

o�u �I
0

= 1:89� I est la valeur moyenne de la distribution des maxima locaux d'intensit�e. Nous
utiliserons dans la suite l'�equation 2.68 comme distribution des maxima locaux d'intensit�e d'une
�gure de tavelures.

La fr�equence micro-ondef mw = 6:8 GHz+f induit une transition pour les atomes dont
l'�energie est �egale �a l'intensit�e r�esonante I (f ) telle que [voir Eq.(2.68)]

h(f � f B ) =
3~� 2I (f )
40I sat� 2

: (2.69)

Le couteau micro-onde n'est pas in�niment �n et couple des atomes autour de la fr�equence
f mw . De plus, dans les exp�eriences, ce couteau n'est pas e�cace �a 100%. Aussi nous noterons�
l'e�cacit�e du couteau et � f la largeur en fr�equence coupl�ee par l'onde micro-onde autour de
sa fr�equence centralef mw avec cette e�cacit�e � .

Avec ces notations, le nombre d'atomes �evapor�es par le couteau micro-onde s'�ecrit

�
Z f +� f= 2

f � � f= 2
dI P 0(I )N0:

En supposant une probabilit�e P0(I ) ' P0(I (f )) constante sur l'intervalle � f coupl�e par le
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Fig. 2.17 { a) Trac�e des maxima locaux d'intensit�e (noir) sur une image de tavelures (rouge).
b) Distribution d'intensit�e des tavelures (rouge) et distribution des maxima locaux d'intensit�e
(histogrammes noirs). La courbe d'ajustement de l'�equation 2.68 est �egalement trac�ee (bleu).

couteau, le nombre d'atomes restant dans l'�etatF = 1 apr�es application du couteau micro-
onde �a la fr�equencef mw = 6:8 GHz+f s'�ecrit alors :

N (f ) = N0

�
1 � �

� f
3� 2=80�I sat� 2

P0(I (f ))
�

= N0 [1 � A P0(I (f ))] : (2.70)

Avec les �equations 2.70-2.68, nous obtenons :

N (f ) = N0

�
1 � B

(f � f B )
(1:89� I )2

exp
�

� 2
f � f B

1:89(f � I � f B )

��
(2.71)

o�u B = 320� A I sat� 2=3� 2.

Dans l'exp�erience nous mesurons la puissanceP en sortie de la �bre optique qui cr�ee les
tavelures. Nous voulons donc relier cette puissance directement �a l'amplitude� V du potentiel
al�eatoire vu par les atomes. A�n d'extraire l'amplitude � V des mesures exp�erimentales, nous
ajustons les spectres micro-onde obtenus en pr�esence de d�esordre avec la fonction suivante issue
de l'�equation (2.71) :

N (f ) = N0

�
1 � C (f � f B ) exp

�
� 2

f � f B

1:89(f � I � f B )

��
(2.72)

o�u C, f B et f � I sont les param�etres de l'ajustement.

Utilisant l'�equation (2.69) nous obtenons l'amplitude du potentiel � V �a partir de f � I � f B .
L'amplitude des tavelures� I extraite de cet ajustement est trac�ee en fonction de la puissance
P sur la �gure 2.18b. Un ajustement lin�eaire permet d'extraire la pente de la calibration de
l'amplitude � V fonction de la puissance mesur�ee en sortie de �breP :

� I =P = 1:0(1) � 103m� 2: (2.73)
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Fig. 2.18 { a) Fraction d'atomes restant dans l'�etatF = 1 apr�es l'application pendant 5 ms du
couteau micro-onde �a la fr�equencef mw = 6:8GHz + f . Le d�esaccord du laser cr�eant le potentiel
al�eatoire est �xe, � = 15 MHz, et les di��erentes puissances utilis�eesP sont indiqu�ees sur la
�gure. Les lignes en trait plein sont un ajustement des donn�ees avec l'�equation 2.72.b) � I en
fonction de P. L'ajustement lin�eaire donne � I =P = 1:0(1) � 103m� 2.

2.4.3 Calibration des variations spatiales du potentiel al�eatoire

L'�echelle typique des variations spatiales du potentiel al�eatoire est d�e�nie par la fonction
d'auto-corr�elation de ce potentiel (paragraphe 2.2.3). Cette �echelle spatiale est �egale �a la taille
typique des grains de tavelures et elle peut être calcul�ee �a l'aide des formules (2.20) pour cha-
cune des directions de l'espace. Cela �etant, notre syst�eme d'imagerie a une grande ouverture
num�erique (O.N.' 0:44) et n'est pas stigmatique. Nous avons donc mesur�e exp�erimentalement
la taille des grains dans le plan transverse (�y0 et � z0).

Une premi�ere m�ethode : mesure de la fonction d'auto-corr�elation

Nous avons calibr�e la taille des grains de tavelures �z0 �a partir des images obtenues sur une
cam�era CCD en calculant la fonction d'auto-corr�elation du champ de tavelures. Nous avons pris
des images pour di��erentes valeurs de l'ouvertureDZ 0=l en changeant la tailleDZ 0 d'�eclairage
du verre d�epoli par le faisceau laser incident. Nous tra�cons la largeur �z0 de la fonction d'auto-
corr�elation (d�e�nie par le premier z�ero comme au paragraphe 2.2.3) en fonction de 1=DZ 0 sur
la �gure 2.19.

Lorsque la taille des pixels de la cam�era CCD ne limite pas notre acquisition, nous pouvons
ajuster nos donn�ees avec une droite�=D Z 0. Cet ajustement doit être compar�e �a la formule
� z0 = �l=D Z 0 de l'approximation paraxiale. Pour des tailles de grains de tavelures trop petites
(typiquement inf�erieures �a deux fois la taille du pixel de la cam�era CCD) il est n�ecessaire de
prendre en compte la taille �nie du pixel. Sur la �gure 2.19 nous avons trac�e en pointill�e la
modi�cation de la taille attendue mesur�ee prenant en compte cette r�esolution �nie du d�etecteur.
Nous pouvons alors obtenir le coe�cient� de l'ajustement lin�eaire sur la taille des grains �z0sur
toute la plage de mesure. Cela nous conduit �a �z0 = 1:11(9) � �l=D Z 0. Nous extrapolons alors
la taille des grains pour l'ouverture exp�erimentaleDZ 0 = 55 mm avec laquelle nous travaillons.
Nous obtenons

� z0 = 0:95(7)� m:
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Fig. 2.19 { Mesure de la taille des grains de tavelures selon l'axe longOz du condensat �a
partir de la fonction d'auto-corr�elation (repr�esent�ee en image ins�er�ee). La courbe en trait plein
correspond au calcul th�eorique du paragraphe 2.2.3 alors que la courbe en trait pointill�e prend
en compte la r�esolution �nie du d�etecteur.

La taille de la fonction d'auto-corr�elation dans l'autre direction transverse (nullement limit�ee
par la r�esolution de la cam�era CCD) donne

� y0 = 54(1) � m: (2.74)

Nous calculons alors dans la direction de propagation du faisceau laser la taille longitudinale
des grains

� x0 '
7:6� z02

�
= 8:8� m: (2.75)

Une seconde m�ethode pour les grains inf�erieurs �a la r�esolution :
mesure de la perte du contraste

Comme nous l'avons expliqu�e dans le paragraphe pr�ec�edent, la mesure directe de la taille
de la fonction d'auto-corr�elation d'un champ de tavelures peut être limit�ee par la r�esolution
�nie du d�etecteur. Seule une extrapolation de l'ajustement lin�eaire attendu permet d'obtenir
une taille de grains inf�erieure �a celle du pixel de la cam�era dans notre exp�erience.

Cela �etant, il est possible de contourner cette limite de r�esolution en tirant pro�t des pro-
pri�et�es statistiques des tavelures [120, 124] et e�ectuant une mesure indirecte de la taille des
grains de tavelures. En e�et, la loi de distribution d'intensit�e du champ de tavelures (fonction
exponentielle) est elle aussi modi��ee par la limite de r�esolution du d�etecteur. Cette modi�cation
consiste en une perte du contraste des tavelures. Comme nous l'avons montr�e au paragraphe
2.2.4, cette perte de contraste peut être reli�ee au rapport entre la taille du pixel et la taille des
grains de tavelures �z0.
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Nous avons mesur�e la perte du contraste des tavelures en faisant un ajustement de la distri-
bution d'intensit�e obtenue sur la cam�era CCD a�n d'extraire le param�etre M [voir paragraphe
2.2.4]. Nous avons alors obtenu

� z0 = 1:1(1) � m:

Nous avons pu ainsi con�rm�e la premi�ere mesure de la taille �z0 des grains de tavelures dans
la direction o�u l'ouverture num�erique de notre syst�eme optique est la plus grande.

Calibration du montage de grains isotropes

Dans le cas du montage avec des grains isotropes, nous avons mesur�e exp�erimentalement

� z0 = 5:2(2) � m; � y0 = 5:2(2) � m;

dont nous d�eduisons
� x0 = 265(4) � m:

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons pr�esent�e le potentiel al�eatoire optique issu d'un champ de
tavelures que nous utilisons dans toutes les exp�eriences d�ecrites dans ce m�emoire. Une descrip-
tion d�etaill�ee du champ de tavelures a fait l'objet de la premi�ere partie de ce chapitre. Nous
avons port�e une attention particuli�ere aux deux caract�eristiques principales d'un tel potentiel
al�eatoire, �a savoir son amplitude typique � V et son �echelle de variation spatiale �z, et aux
modi�cations de ces derni�eres lors de l'observation avec un syst�eme d'imagerie de r�esolution
�nie. Nous avons ensuite discut�e une fa�con de quanti�er l'�ecart d'un potentiel al�eatoire de taille
�nie �a un potentiel auto-moyennant.

La mise en place exp�erimentale et la calibration pr�ecise du potentiel al�eatoire issu du champ
de tavelures a �et�e d�ecrite dans la derni�ere partie de ce chapitre. En particulier, une m�ethode
spectroscopique pour mesurer l'amplitude du potentiel permet une calibration pr�ecise de cette
derni�ere (typiquement �a 10% pr�es). Cette pr�ecision s'av�erera par la suite cruciale dans nos
�etudes (chapitres 4 et 5). Soulignons �egalement que nous disposons de deux dispositifs cr�eant
des champs de tavelures avec des longueurs de corr�elation di��erentes (� R = 1:7 et 0:33 � m),
nous permettant ansi d'�etudier des situations exp�erimentales en pr�esence de potentiel 1D ou
quasi-1D pour les condensats atomiques.

Nous allons maintenant mettre un gaz d'atomes froids en pr�esence de ce potentiel al�eatoire...





C H A P I T R E 3

Production et caract�erisation d'un
condensat de Bose-Einstein dans un
potentiel al�eatoire

Ce chapitre est d�evolu �a l'�etude des propri�et�es statiques et de l'expansion en temps de vol
de condensats de Bose-Einstein dans un potentiel al�eatoire 1D. En premier lieu se pose la ques-
tion de l'existence d'un condensat �a l'�equilibre dans un potentiel al�eatoire. Il n'est en e�et a
priori pas �evident que pour tout jeu de param�etres (nombre d'atomes, force des interactions,
amplitude du potentiel al�eatoire) un ph�enom�ene de condensation de Bose puisse avoir lieu.

La question de l'inuence d'un potentiel al�eatoire sur l'existence du ph�enom�ene de conden-
sation a des liens tr�es forts avec de nombreux travaux concernant l'�etude de la superuidit�e
et la supraconductivit�e en pr�esence de d�esordre. Ces travaux d�ecrivent la pr�esence d'un milieu
poreux (a�erogel, Vycor) dans l'h�elium II superuide et les supraconducteurs dits "sales" dans
lesquels de nombreuses impuret�es sont pr�esentes. Rappelons les trois grands r�egimes que nous
avons identi��es au chapitre 1 �a partir de ces travaux : unr�egime de faible nombre de particules
et faible d�esordre, un r�egime de grand nombre de particules et faible d�esordreet un r�egime de
grand nombre de particules et fort d�esordre. L'�etude des di��erentes phases d'un gaz de Bose
en pr�esence de d�esordre [3] a poursuivi toutes ces �etudes sur les ph�enom�enes de superuidit�e
et supraconductivit�e en pr�esence de d�esordre. Nous pouvons consid�erer aujourd'hui qu'elle a
constitu�e une avanc�ee majeure dans ce domaine et a ouvert de nombreuses voies. Nos propres
travaux se concentrent uniquement sur la phase de condensat d�esordonn�e.

Dans le premier paragraphe de ce chapitre, nous d�ecrivons succinctement les di��erents �etats
d'un gaz de Bose en pr�esence de d�esordre et nous �etablissons les conditions d'observation d'un
condensat de Bose-Einstein d�esordonn�e. Dans un second paragraphe, nous rappelons le proces-
sus exp�erimental d'obtention d'un condensat de Bose-Einstein non-d�esordonn�e et nous d�ecrivons
le dispositif qui permet d'obtenir un condensat gazeux d'atomes de Rubidium dans notre la-
boratoire. Nous poursuivons ce paragraphe par la description de la production de condensats
d�esordonn�es avec notre exp�erience. Nous �etudions alors quelques propri�et�es de ces condensats
d�esordonn�es dans le pi�ege magn�etique. En�n, le dernier paragraphe de ce chapitre est consacr�e
�a une �etude d�etaill�ee originale des uctuations de densit�e qui se d�eveloppent dans un condensat
d�esordonn�e au cours d'un temps de vol [34]. A partir d'un travail analytique sur l'expansion,
nous d�eveloppons un sc�enario d�ecrivant les exp�eriences en temps de vol. En particulier, ce mo-
d�ele met l'accent sur l'importance de l'expansion radiale au cours du temps de vol dans le
ph�enom�ene d'ampli�cation des modulations de densit�e.
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3.1 Diagramme d'�etats d'un gaz de Bose dans un poten-
tiel al�eatoire

Apr�es les travaux de M.P.A. Fisher et al. [3], de nombreuses papiers th�eoriques ont par la
suite poursuivi cette �etude avec pour point commun de traiter le cas d'un r�eseau d�esordonn�e.
Par r�eseau d�esordonn�e, nous entendons la pr�esence d'un potentiel p�eriodique (cr�e�e par exemple
optiquement avec une onde stationnaire) dans lequel se trouvent les atomes et auquel est ajout�e
un potentiel al�eatoire. Ces travaux �etaient notamment inspir�es par les probl�emes de la mati�ere
condens�ee (�electrons, supraconducteurs) o�u un r�eseau sous-jacent au potentiel al�eatoire est
toujours pr�esent. La pr�esence du d�esordre se caract�erise alors par une modi�cation de l'�energie
sur site du r�eseau. Il est souvent commode pour traiter ce probl�eme d'utiliser un hamiltonien
discret dont les points correspondent aux sites du r�eseau. Cet hamiltonien est appel�e hamiltonien
de Bose-Hubbard.

Les travaux qui ont suivi ceux M.P.A. Fisheret al. [3] auxquels nous avons fait r�ef�erence
incluent notamment des simulations Monte-Carlo pour �etudier les phases de verre de Bose et de
verre d'Anderson [68], des simulations Monte-Carlo pour �etudier la phase supersolide [126], une
th�eorie de champ moyen pour un gaz de bosons avec interactions [127], la proposition d'utiliser
des atomes froids pour tester les di��erentes phases quantiques d'un syst�eme d�esordonn�e [89],
l'�etablissement du diagramme de phase dans un r�eseau quasi-p�eriodique (fr�equence incommen-
surable) [104,128], etc... Cette liste est tr�es loin d'être exhaustive mais elle montre l'int�erêt de
la communaut�e scienti�que aux travaux th�eoriques sur l'inuence du d�esordre sur les �etats d'un
gaz de Bose depuis la �n des ann�ees 1980.

Dans ce m�emoire, nous nous int�eressons �a la pr�esence d'un gaz de Bose en pr�esence d'un po-
tentiel al�eatoire 1D sans r�eseau sous-jacent. Il s'agit donc de connâ�tre les di��erentes �etats d'un
gaz de bosons avec interactions en pr�esence d'un potentiel al�eatoire de tavelures, en particulier
l'existence d'une phase de condensat. Cette question a fait l'objet d'un travail r�ecent [106]. La
�gure 3.1 pr�esente le diagramme d'�etat obtenu pour un gaz de Bose en pr�esence d'un potentiel
al�eatoire 1D. Nous ne pr�esenterons pas cette �etude dans le d�etail. Il s'agit de d�ecrire succinte-
ment dans ce paragraphe les di��erents �etats existant dans ce syst�eme. Nous nous concentrerons
ensuite sur la seule phase de condensat de Bose-Einstein d�esordonn�e.

Les di��erents �etats quantiques obtenues en pr�esence d'un potentiel al�eatoire sont le verre
de Lifshits, le verre de Bose et la phase de condensat de Bose-Einstein d�esordonn�e.

En pr�esence de faibles interactions le gaz de Bose se trouve dans l'�etat appel�e verre de Lif-
shits. Dans cet �etat, les atomes se trouvent dans des �etats �a une particule localis�es au fond des
puits du potentiel al�eatoire (�eventuellement leur fonction d'onde s'�etend partiellement sur les
sites adjacents). La forme exacte de ces �etats r�esulte de la comp�etition entre �energie cin�etique
et �energie potentielle. En l'absence d'interaction, seul l'�etat de plus basse �energie potentielle est
peupl�e et tous les bosons se trouvent dans le même �etat. Lorsque de faibles interactions r�epul-
sives sont pr�esentes dans le gaz, le coût en �energie d'interaction devient trop important pour
conserver tous les atomes dans le même �etat1. D�es lors, les bosons se trouvent alors localis�es

1Dans un potentiel al�eatoire auto-moyennant, il est possible de trouver deux puits dont la di��erence d'�energie
potentielle est aussi faible que l'on veut.
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Fig. 3.1 { Diagramme des �etats d'un gaz de
Bose avec interactions dans un potentiel al�ea-
toire. L'amplitude du potentiel al�eatoire estVR ,
sa longueur de corr�elation � R et le potentiel
chimique du gaz de bosons� . Le diagramme
est trac�e pour � R = ~2=2m� 2

RVR constant.

sur plusieurs sites du potentiel al�eatoire. Cet �etat du gaz de bosons est appel�ee verre de Lifshits
car les di��erents �etats peupl�es par les bosons correspondent aux �etats d'�energie de la queue
de Lifshits du potentiel al�eatoire. Un nombre �ni d'�etats est peupl�e et le recouvrement des
fonctions d'onde associ�e �a chacun de ces �etats est n�egligeable. Le syst�eme peut alors être d�ecrit
par un �etat de Fock [106]. Le verre de Lifshits est donc une phase isolante et non compressible.

Lorsque les interactions sont plus importantes, le gaz de Bose entre dans une phase o�u plu-
sieurs condensats peuvent co-exister. Localement, un certain nombre de bosons sont d�elocalis�es
sur plusieurs sites du potentiel al�eatoire et constituent une partie superuide. A l'�echelle du
syst�eme entier, les di��erents �̂lots superuides ont un recouvrement n�egligeable et peuvent être
consid�er�es ind�ependants les uns des autres. Cette phase est commun�ement appel�ee verre de
Bose. Il s'agit d'une phase isolante et compressible.

En�n, pour de larges interactions (� � VR), le gaz de Bose est d�elocalis�e sur tout le cy-
lindre (i.e. sur l'ensemble du syst�eme de taille �nie). Cet �etat est superuide et correspond �a un
condensat de Bose-Einstein en pr�esence d'un potentiel al�eatoire. Dans la suite, nous d�esignerons
cette phase par condensat de Bose-Einstein d�esordonn�e. Le potentiel al�eatoire e�ectif vu par
les atomes du condensat d�esordonn�e d�epend �egalement des interactions. Nous discuterons ce
point plus en d�etail au paragraphe 3.3.4.2.

Notons que la �gure 3.1 pr�esente un diagramme d'�etat sch�ematique. Cependant, il est pos-
sible d'obtenir une expression analytique pour les fronti�eres d�elimitant les di��erents �etats du
diagramme. Dans l'hypoth�ese o�u� R = ~2=2m� RVR est une constante, ces fronti�eres qui ne sont
pas de v�eritables transitions de phase au sens thermodynamique sont des droites. En�n, il est
�egalement possible d'�ecrire les �equations d'�etat des di��erentes parties du diagramme 3.1 [106].

La description que nous venons de faire des di��erents �etats d'un gaz de Bose en pr�esence
de d�esordre met en �evidence les trois r�egimes que nous avions �evoqu�es au premier chapitre �a
partir des travaux th�eoriques sur la superuidit�e et la supraconductivit�e notamment : une phase
de particules localis�ees (�etats de Lifshits), une phase de condensation et une phase isolante de
verre de Bose. Cette �etude th�eorique que nous venons de d�ecrire succinctement d�emontre en
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particulier l'existence d'une phase de condensation de Bose-Einstein d'un gaz de bosons en pr�e-
sence d'un potentiel al�eatoire 1D. La premi�ere r�ealisation exp�erimentale publi�ee de condensats
gazeux d�esordonn�es date de l'ann�ee 2005, dans le groupe de M. Inguscio �a Florence [88].

Apr�es un rappel sur les condensats gazeux, nous allons dans les paragraphes suivants d�ecrire
la r�ealisation exp�erimentale et la caract�erisation de cet �etat de condensat d�esordonn�e.

3.2 G�en�eralit�es sur les condensats de Bose-Einstein

Dans ce paragraphe, nous pr�esentons les id�ees directrices et les principaux r�esultats concer-
nant les condensats de Bose-Einstein atomiques, en particulier ceux du r�egime (dit de Thomas-
Fermi) dans lequel se trouvent les condensats de Rubidium avec lesquels nous travaillons exp�eri-
mentalement. Nous pr�esentons �egalement bri�evement le dispositif exp�erimental nous permettant
d'obtenir la condensation du Rubidium 87. Ce dispositif a d�ej�a fait l'objet d'une description
d�etaill�ee dans les th�eses de nos pr�ed�ecesseurs [129{132]. Nous terminerons ce paragraphe par
la description de la r�ealisation exp�erimentale de condensats d�esordonn�es pi�eg�es ainsi que la
caract�erisation des principales propri�et�es de ces derniers.

3.2.1 Condensation de Bose-Einstein et �equation de Gross-Pitaevskii

Le ph�enom�ene de condensation de Bose-Einstein [28, 133] tient aux propri�et�es statistiques
d'un type de particules, les bosons, qui ne se manifestent que lorsque la nature ondulatoire
(quantique) de la mati�ere apparâ�t2. La th�eorie de la dualit�e onde-corpuscule associe �a une
particule de quantit�e de mouvementp une longueur d'onde, dite longueur de de Broglie,� dB =
~=p. A un ensemble statistique de particules ayant une �energie thermique moyenne �egale �a
3kBT=2 on associe une longueur de de Broglie thermique :

� dB =

s
2� ~2

mkBT
: (3.1)

Le caract�ere ondulatoire d'un ensemble de bosons apparâ�t lorsque la distance moyenne entre
particules est inf�erieur �a l'extension spatiale � dB de l'onde qui lui est associ�ee. Nous obtenons
alors le crit�ere

n� 3
dB � 1 (3.2)

o�u n est la densit�e du gaz de bosons.
Le crit�ere exact de condensation d'un gaz id�eal de bosons �a 3D [n� 3

dB � 2:612] s'obtient
en �etudiant la statistique d'une assembl�ee de bosons o�u il apparâ�t une saturation des niveaux
excit�es [28]. Tous les atomes ajout�es au syst�eme peuplent alors l'�etat fondamental et nous pou-
vons d�e�nir un condensat de Bose-Einstein comme un ensemble de particules dont un nombre
macroscopique peuple un seul et même �etat quantique.

A la limite thermodynamique, il est possible de d�e�nir la temp�erature critique T0
c pour le gaz

id�eal en dessous de laquelle le ph�enom�ene de condensation a lieu3. Dans un pi�ege harmonique
2Si la description corpusculaire (classique) des particules est valide, la statistique de Maxwell-Blotzmann

d�ecrit correctement ces derni�eres, qu'elles soient bosoniques ou fermioniques.
3Avec le crit�ere de condensation, il vient T0

c = 2� ~2

m

�
n

2:612

� 2=3
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Vext , cette temp�erature critique de condensation est �egale �a

kBT0
c = ~!

�
N

1:202

� 1=3

(3.3)

avec! = ( ! x ! y! z)1=3 et N le nombre d'atomes du gaz. Le nombre d'atomes condens�esN0, i.e.
occupant macroscopiquement l'�etat fondamental du syst�eme, suit l'�equation

N0

N
= 1 �

�
T
T0

c

� 3

: (3.4)

La description d'une assembl�ee de bosons sans interaction permet une compr�ehension in-
tuitive du ph�enom�ene de condensation mais ne permet pas de d�ecrire la situation d'un gaz
d�eg�en�er�e o�u des interactions sont pr�esentes. Même faibles, les interactions modi�ent profond�e-
ment la fonction d'onde du condensat de Bose-Einstein [28,133].

Dans les gaz d'atomes froids dilu�es avec lesquels nous travaillons [na3 � 1 o�u a est la
longueur de di�usion], les interactions sont tr�es bien d�ecrites par une di�usion en ondes. Il est
possible d'�ecrire une �equation d'�evolution pour l'op�erateur champ en seconde quanti�cation [94],
 ̂ , o�u le terme d'interaction est d�ecrit par la di�usion en onde s. Il vient

i~
@
@t

 ̂ (r ; t) =
�

�
~2�
2m

+ Vext + gj ̂ (r ; t)j2
�

 ̂ (r ; t) (3.5)

o�u g = 4� ~2a=m est la constante de couplage des interactions dans l'ondes.
En supposant alors l'existence d'un condensat de Bose-Einstein �aT = 0, nous pouvons

�ecrire  ̂ '  0 + �  ̂ o�u  0 est la fonction d'onde du condensat et�  ̂ l'op�erateur qui d�ecrit les
�etats excit�es orthogonaux au mode du condensat. En rempla�cant̂ '  0 dans l'�equation (3.5),
nous obtenons l'�equation de Gross-Pitaevskii d�ependant du temps.

En r�egime stationnaire (i.e. �a l'�equilibre), l'�equation de pr�ec�edente (3.5) se r�eduit, en sub-
stituant  0(r ; t) = � 0(r )e� i�t= ~, �a l'�equation de Gross-Pitaevskii ind�ependante du temps :

�
~2

2m
� � 0 + Vext � 0 + gj� 0j2� 0 = �� 0 (3.6)

et l'�energie � s'identi�e au potentiel chimique du condensat. Cette �equation fait apparâ�tre
trois �energies : l'�energie cin�etique proportionnelle �a ~2 ; l'�energie potentielle Vext ; l'�energie d'in-
teraction proportionnelle �a g. Elle permet de d�ecrire la plupart des propri�et�es des condensats
atomiques �a l'�equilibre dont nous allons donner quelques exemples dans les paragraphes qui
suivent. Notons que l'�equation de gross-Pitaevskii est insu�sante lorsqu'il s'agit de prendre en
compte la d�epl�etion quantique ou les corr�elations entre particules.

3.2.2 Le r�egime de Thomas-Fermi

Lorsque la densit�e n(r ) = j 0(r )j2 du condensat varie lentement dans l'espace, le terme
d'�energie cin�etique proportionnel �a ~2 devient n�egligeable dans l'�equation de Gross-Pitaevskii
(3.6). Des trois �energies mises en jeu par l'�equation de Gross-Pitaevskii [�energie d'interaction
� N0gj 0(r ; t)j2, �energie potentielle � N0Vext et �energie cin�etique � N0

~2 r 2

2m ], seules les
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�energies d'interaction et potentielle contribuent alors aux propri�et�es du condensat [28,133]. Ce
r�egime est appel�e r�egime de Thomas-Fermi.

Pour un condensat dans un pi�ege isotrope et d'extension spatialeR, le terme d'�energie
cin�etique est de l'ordre de ~2=2mR2 et le terme d'interaction de l'ordre degn. Ainsi, si la
taille du nuageR est grande devant la longueur de relaxation� = ~=

p
2mgn, R � � , le terme

cin�etique est n�egligeable devant le terme d'interaction. La condition du r�egime de Thomas-Fermi
requiert donc un nombre d'atomes su�sant a�n que la taille du nuage due aux interactions

r�epulsives soit grande devant l'extension spatiale de l'�etat fondamental du pi�egeaoh =
q

~
m! o�u

! = ( ! x ! y! z)1=3. Elle se met sous la forme

N0a
aoh

� 1: (3.7)

Nous voulons mettre l'accent sur deux caract�eristiques essentielles du r�egime de Thomas-
Fermi pour un condensat �a l'�equilibre dans un pi�ege magn�etique. Nous consid�erons un pi�ege
anisotrope identique �a celui de nos exp�eriences,! x = ! y = ! ? � ! z.

D'une part, le pro�l de densit�e solution de l'�equation de Gross-Pitaevskii ind�ependante du
temps (3.6) devient �evident. Il s'agit de la solution de l'�equationgn0(r ) + Vext (r ) = � TF o�u � TF

est le potentiel chimique dans l'approximation de Thomas-Fermi. Le pro�l de densit�e re�ete
alors le con�nement parabolique du pi�ege magn�etique :

n0(r ) =
r

� TF

g

"

1 �
�

x
RTF

� 2

�
�
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� 2

�
�
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LTF

� 2
#

� �

 

1 �
�

x
RTF

� 2

�
�

y
RTF

� 2

�
�

z
LTF

� 2
!

(3.8)

avec les longueurs de Thomas-Fermi du condensatRTF =
p

2� TF =m! 2
? et LTF =

p
2� TF =m! 2

z .
La fonction �( u) est la fonction de Heaviside. Un condensat dans le r�egime Thomas-Fermi
poss�ede une densit�e atomique qui suit les variations lentes (grandes devant� ) du potentiel
pi�egeant le condensat. En�n, en normalisantj� 0j2 au nombre d'atomes dans le condensatN0,
il vient pour le potentiel chimique,

� TF =
~! ?

2

�
15a? aN0

a2
z

� 2=5

(3.9)

o�u a? =
p

~=m! ? et az =
p

~=m! z.
Remarquons que la condition de validit�e du r�egime de Thomas-Fermi est locale. Ainsi, sur

les bords du condensat o�u la densit�e atomique chute jusqu'�a s'annuler, elle n'est plus satisfaite
et le pro�l de densit�e n'est pas parabolique. Cela �etant, la taille typique de la r�egion o�u le
condensat n'est pas dans le r�egime de Thomas-Fermi est donn�ee par la longueur de relaxation
� qui est en pratique tr�es petite devant la taille du nuage. Nous n�egligerons l'inuence de cette
zone dans toute la suite du m�emoire.

D'autre part, les propri�et�es dynamiques du condensat dans le r�egime de Thomas-Fermi
prennent une forme particuli�ere. L'�equation de Gross-Pitaevskii d�ependant du temps peut alors
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être d�ecrite par deux �equations hydrodynamiques coupl�ees sur la densit�en et le champ de vitesse
v4 [133],

@tn + div( vn) = 0 (3.10)

m@tv + r (
mv2

2
+ Vext + gn) = 0 : (3.11)

Les solutions des modes collectifs du condensat dans le r�egime hydrodynamique [Eq (3.10-
3.11)] conduisent �a une relation de dispersion qui fait intervenir les fr�equences du pi�ege magn�e-
tique [134]. En particulier, le mode d'oscillation du centre de masse selon l'axej = 1::3, appel�e
�egalement mode dipolaire, a pour pulsation! j et le mode de respiration, appel�e �egalement
mode quadrupolaire, a pour pulsation

p
5=2 ! z. Nous utiliserons ces r�esultats pour caract�eri-

ser le con�nement longitudinal ! z auquel est soumis le condensat de Bose-Einstein dans nos
exp�eriences.

3.2.3 BEC allong�es et uctuations de phase

Nous voulons ici rappeler quelques r�esultats sur la condensation de Bose-Einstein dans des
pi�eges tr�es anisotropes. La con�guration exp�erimentale du pi�ege que nous utilisons correspond
�a cette situation.

Dans un pi�ege harmonique tr�es anisotrope �a sym�etrie cylindrique [! x = ! y = ! ? � ! z],
les �etats excit�es d'un gaz id�eal peuvent être de deux natures di��erentes. Lorsque l'�energie de
l'�etat excit�e s'�ecrit � = ( nx

? + ny
? + 1) ~! ? + ( nz + 1=2)~! z avec des nombres quantiquesn? et

nz di��erents de z�ero, l'�etat a un caract�ere 3D et correspond �a un mouvement tri-dimensionnel.
Au contraire, lorsque l'�energie se met sous la forme� = nz~! z (n? = 0), l'�etat excit�e est 1D
et correspond �a un mouvement uni-dimensionnel. Il est alors possible de d�e�nir deux temp�era-
tures de condensation, l'une correspondant �a la saturation des �etats excit�es 1D,T1D , et l'autre
correspondant �a la saturation des �etats 3D,T0

c .
Si T1D > T 0

c > ~! ? , les �etats excit�es 3D saturent �a une temp�erature inf�erieure �a celle des
�etats 1D. En saturant en dernier lorsque la temp�erature est abaiss�ee, les �etats 3D limitent le
processus : il s'agit d'une condensation �a 3D. SiT0

c > T 1D > ~! ? , les �etats 3D saturent en
premier : un nombre macroscopique d'atomes va peupler l'�etat fondamental transverse. Par
contre, la distribution axiale reste thermique lorsque la temp�erature est comprise entreT0

c et
T1D . Il faut alors continuer �a baisser la temp�erature pour obtenir la saturation des �etats 1D.
On parle alors de condensation en deux �etapes [135].

La distinction entre �etats 1D et �etats 3D du gaz id�eal pi�eg�e permet de comprendre l'existence
d'un condensat de Bose-Einstein dans lequel des excitations thermiques 1D peuvent exister.
Cela �etant, la pr�esence d'interactions dans notre syst�eme rend la r�ealit�e plus complexe. Nous
ne voulons pas d�ecrire dans le d�etail cette complexit�e et nous renvoyons le lecteur �a la th�ese de
F. Gerbier par exemple [132].

Cette phase de condensat dans laquelle existent des excitations thermiques 1D est appel�ee
"quasi-condensat" [136]. Elle est d�ecrite par une fonction d'onde macroscopique sans uctuation

4Nous avons �ecrit  0 = n exp (i� ) et v = ~r �=m .
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de la densit�e atomique mais dont la phase varie spatialement et dans le temps. Ainsi, lors de
la condensation d'un gaz thermique vers un quasi-condensat, les uctuations de densit�e sont
r�eduites mais des uctuations de la phase qui sont la signature de la pr�esence d'�etats 1D peupl�es
thermiquement persistent. La �gure 3.2 pr�esente la forme d'un quasi-condensat.

Fig. 3.2 { Quasi-condensat dans un pi�ege ani-
sotrope. Les pro�ls de densit�en(z) et de phase
� (z) sont trac�es le long de l'axe longOz. Les
uctuations de densit�e sur le pro�l parabolique
sont tr�es faibles (et pas visibles �a cette �echelle)
alors que les uctuations de la phase appa-
raissent tr�es clairement (deux pro�ls de phase
ont �et�e trac�es).

Les uctuations de la phase du quasi-condensat permettent de d�e�nir une longueur de
corr�elation de la phase,L � , comme la distance moyenne sur laquelle la phase varie de 2� le long
du syst�eme.

Il est alors possible de d�e�nir la temp�erature caract�eristique T� en dessous de laquelle il y
a des uctuations de phase dans le nuage atomique par la relation

T� = T
L �

L
(3.12)

o�u L est la longueur longitudinale du quasi-condensat dans le pi�ege etT sa temp�erature. Ainsi,
si T � T� , le pro�l de phase varie beaucoup �a l'�echelle du syst�eme (L � � L). Au contraire, si
T � T� , le pro�l de phase est homog�ene sur la taille du nuage : on a alors un "vrai" condensat.
Dans un pi�ege harmonique anisotrope, il vient [137]

kBT� = 15N0
(~! z)2

32�
: (3.13)

De nombreuses �etudes ont port�e sur la caract�erisation des uctuations de phase dans un
quasi-condensat, citons notamment les techniques de spectroscopie de Bragg [138], de corr�e-
lation de second ordre [139] ou d'interf�erom�etrie atomique [140]. Notons �egalement que ces
uctuations de phase initiales sont en partie converties au cours d'une expansion en temps de
vol du quasi-condensat en uctuations de densit�e [141, 142]. Nous reviendrons sur ce dernier
point plus en d�etail au paragraphe 3.4 o�u nous discuterons l'expansion en temps de vol d'un
condensat allong�e d�esordonn�e.

3.3 Dispositif exp�erimental pour la r�ealisation de conden-
sats d'atomes

3.3.1 Les �etapes vers de la d�eg�en�erescence quantique

L'obtention de la d�eg�en�erescence quantique dans un gaz de bosons n�ecessite la r�ealisation
d'un nuage �a tr�es basse temp�erature dans lequel la densit�e atomique reste �elev�ee : il s'agit de
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r�ealiser un gaz atomique pour lequel la densit�e dans l'espace des phases est de l'ordre de l'unit�e
[n� dB � 1]. A titre de comparaison, la densit�e dans l'espace d'un gaz �a temp�erature et pression
ambiante est de l'ordre de 10� 8 at.cm� 3. L'obtention exp�erimentale de la d�eg�en�erescence quan-
tique s'av�ere capricieuse dans la mesure o�u de nombreuses �etapes avec un cheminement quelque
peu erratique dans l'espace des phases sont n�ecessaires. La �gure 3.3 pr�esente l'�evolution dans
l'espace des phases du nuage atomique au cours de ces di��erentes phases sur notre exp�erience.

Fig. 3.3 { L'odyss�ee dans l'espace des phases vers l'obtention d'un gaz de Bose d�eg�en�er�e...

Le dispositif exp�erimental de la "manip BEC1"ainsi que les di��erentes phases qui permettent
la r�ealisation d'un condensat de Bose-Einstein de87Rubidium ont �et�e d�ecrits en d�etail dans les
th�eses de nos pr�ed�ecesseurs [129{132]. Dans l'annexe A nous pr�esentons quelques donn�ees sur
l'atome de Rubidium. Nous allons ici tr�es succinctement rappeler ces di��erentes �etapes et d�e-
crire notre dispositif exp�erimental "BEC1".

La manipulation d'un gaz atomique �a tr�es basse temp�erature n�ecessite d'isoler ce gaz
d'�echanges thermiques �eventuels. A l'int�erieur d'une enceinte, la limitation principale vient
des collisions avec le gaz r�esiduel. Un cycle exp�erimental pour la r�ealisation d'un condensat de
Bose-Einstein dure environ 1 minute. Il faut donc que les collisions entre notre nuage atomique
et le gaz r�esiduel dans l'enceinte �a 300 K soit n�egligeable pendant la dur�ee de ce cycle. La
pression r�esiduelle qu'il faut atteindre pour cela est de l'ordre de quelques 10� 11 mbars.

La �gure 3.4 pr�esente le dispositif exp�erimental de la "manip BEC1" permettant de tra-
vailler dans des conditions de pression su�sante �a l'obtention d'un condensat dans l'enceinte
secondaire.

Les di��erentes �etapes exp�erimentales du refroidissement laser

Une vapeur d'atomes du Rubidium est extraite d'un four �a 120� C et se r�epand dans l'enceinte
primaire �a travers un tube horizontal de faible section. Ce dernier permet une premi�ere selection
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Fig. 3.4 { Dispositif exp�erimental de l'exp�erience "BEC1". Les atomes de Rubidium sont extraits
du four �a haute temp�erature (� 140 � C). Les faisceaux laser de la m�elasse transverse collimatent
le jet atomique qui entre ensuite dans le ralentisseur Zeeman. Lorsqu'ils parviennent dans la
cellule de l'enceinte secondaire, les atomes sont su�samment refroidis pour être captur�es dans
le pi�ege magn�eto-optique. Les atomes sont alors transf�er�es dans le pi�ege magn�etique o�u l'�eva-
poration RF conduit �a l'obtention d'un condensat de Bose-Einstein.

des seuls atomes dont la vitesse transverse n'est pas trop �elev�ee. Nous utilisons �egalement une
m�elasse transverse (sur la transitionjF = 2 > ! j F 0 = 3 > ) dans l'enceinte primaire a�n de
collimater le jet atomique.

Le jet atomique sortant de l'enceinte primaire rejoint la cellule de l'enceinte secondaire �a
travers un sol�eno•�de de section inhomog�ene �a l'int�erieur duquel le jet atomique est ralenti (de
130 �a 50 m/s environ) par l'action d'un faisceau laser contra-propageant d�esaccord�e de 133 MHz
vers le rouge de la transition cyclantejF = 2 > ! j F 0 = 3 > (voir annexe 1). A l'int�erieur de ce
sol�eno•�de, le champ magn�etique inhomog�ene engendre un d�eplacement des �etats atomiques qui
permet de compenser l'e�et Doppler a�n de rester proche de r�esonance (pression de radiation
grande).

Les atomes ralentis du jet peuvent alors être captur�es dans le pi�ege magn�eto-optique (PMO)
de l'enceinte secondaire constitu�e, d'une part, par un champ magn�etique quadrupolaire cr�e�e
par deux bobines (con�guration anti-Helmoltz) et, d'autre part, par six faisceaux lasers contra-
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propageant d�esaccord�es de 12 MHz de la transition cyclantejF = 2 > ! j F 0 = 3 > [voir �gure
3.5 b)]. Le m�ecanisme de refroidissement Doppler limite la temp�erature du nuage du PMO �a
~� =kB � 100� K et le m�ecanisme de refroidissement Sisyphe permet d'obtenir une temp�erature
inf�erieure de l'ordre de 40 � K. Nous chargeons typiquement 5� 108 atomes dans le PMO.
Pour compenser la d�esexcitation possible des atomes dejF 0 = 2 > vers jF = 1 > , sortant
ainsi de la transition cyclante du PMO nous utilisons un faisceau repompeur sur la transition
jF = 1 > ! j F 0 = 2 > .

A�n de transf�erer un grand nombre d'atomes dans le pi�ege magn�etique, la densit�e du nuage
avant le transfert doit être augment�ee. Or, lorsque la densit�e atomique devient importante
(� 108 � 109 at/cm 3), les atomes du PMO ne peuvent plus être d�ecrits comme des atomes ind�e-
pendant subissant la force de friction lumineuse et la force de rappel magn�etique. Les photons
spontan�es peuvent en e�et être absorb�es par le nuage atomique avec une probabilit�e �elev�ee,
conduisant �a une augmentation de la temp�erature et une saturation de la densit�e atomique �a
� 1010 at/cm 3. A�n de circonvenir cet e�et, nous pla�cons un cache au centre des faisceaux
repompeurs lat�eraux5 a�n de laisser les atomes dans l'�etat noirjF = 1 > pour les faisceaux
du PMO. Cette technique appel�ee Dark Spot est moyennement e�cace pour les atomes de
Rubidium. Nous utilisons �egalement un faisceau d�epompeur dont la section est �egale �a celle
du cache du Dark Spot pour augmenter le nombre d'atomes dans l'�etat noir : cette technique
est appel�ee Ultra-Dark Spot. A la �n de ces deux phases la densit�e atomique a augment�e d'un
ordre de grandeur (� 1011 at/cm 3) mais la temp�erature du nuage atomique (quelques centaines
de � K) est trop �elev�ee pour un transfert e�cace vers le pi�ege magn�etique. Une phase de m�e-
lasse optique permet de diminuer la temp�erature du nuage (au prix d'une perte de densit�e). Le
nuage est alors transf�er�e dans le pi�ege magn�etique o�u la phase suivante de refroidissement par
�evaporation radio-fr�equence va avoir lieu.

Un sch�ema r�ecapitulatif des di��erents lasers utilis�es sur notre exp�erience est pr�esent�e dans
l'annexe A.

Dans le paragraphe suivant nous d�ecrivons notre pi�ege magn�etique et le transfert vers ce
dernier o�u a lieu le processus d'�evaporation conduisant �a la d�eg�en�erescence quantique.

3.3.2 Notre pi�ege magn�etique

Le pi�ege magn�etique dans lequel nous obtenons les condensats de Bose-Einstein est de
type Io�e-Pritchard avec une g�eom�etrie cylindrique. La direction la moins con�nante du pi�ege
(axe long du nuage) est l'axeOz du champ dipolaire. Nous l'appellerons axe dipolaire ou
direction longitudinale du pi�ege. Le con�nement le plus �elev�e se trouve dans le planxOy du
champ quadrupolaire que nous d�enommerons plan transverse ou plan quadrupolaire. Les champs
dipolaire et quadrupolaire d'un tel pi�ege de Io�e-Pritchard s'�ecrivent respectivement (au second
ordre) avec une bonne approximation,
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La conception de notre pi�ege de Io�e-Pritchard est originale. Elle est bas�ee sur l'utilisation
de pôles ferro-magn�etiques guidant le champ magn�etique cr�e�e �a l'aide de bobines jusqu'aux
atomes. La �gure 3.5a) montre l'�electro-aimant dans son ensemble autour de la cellule en verre.
Six bobines cr�eent les champs magn�etiques du pi�ege de Io�e-Pritchard. A l'int�erieur de ces
bobines se trouvent six pôles ferro-magn�etiques dont les extr�emit�es sont approximativement
distantes de la cellule de 3 mm. L'ensemble est tenu par deux anneaux et constitue une seule
pi�ece.

Fig. 3.5 { a) Image de l'�electro-aimant cr�eant notre pi�ege de Io�e-Pritchard. Les 6 bobines
apparaissent en couleur autour des pôles ferro-magn�etiques qui guident le champ magn�etique
jusqu'�a la cellule. b) Sch�ema du dispositif exp�erimental autour la cellule rectangulaire. Les six
pôles ferro-magn�etiques du pi�ege sont repr�esent�es en pr�esence des lasers des di��erentes phases
du refroidissement et des bobines du PMO.

Nous pr�esentons sur la �gure 3.5b) une vue sch�ematique de la disposition des pôles ferro-
magn�etique autour de la cellule en pr�esence des di��erents faisceaux laser et bobines n�ecessaires
aux premi�eres phases de refroidissement laser. Remarquons en particulier la forme biseaut�ee
des pôles du champ quadrupolaire (planxOy) sur toute la largeur de la cellule selon la direc-
tion longitudinale Oz. Cette particularit�e permet de cr�eer un champ de con�nement transverse
homog�ene sur la largeur de la cellule selon la directionOz. Nous verrons au chapitre 4 l'impor-
tance de ce point lors de la r�ealisation exp�erimentale d'un guide magn�etique 1D selon l'axeOz.

Nous renvoyons le lecteur aux �etudes d�etaill�ees r�ealis�ees par nos pr�ed�ecesseurs de ce pi�ege
ferro-magn�etique [129{131, 143]. Rappelons tout de même que la conception de notre pi�ege
utilisant des pôles guidant le champ magn�etique jusqu'�a la cellule permet de cr�eer de forts
con�nements avec de faibles courants d'alimentation (typiquement 1.5 kG/cm avec 30 A). De
plus, le champ magn�etique transverse cr�e�e est homog�ene dans la direction longitudinale du pi�ege.
Cela �etant, outre l'encombrement spatial autour de la cellule, le principal inconv�enient de cet
�electro-aimant vient de la pr�esence de champs r�emanents cr�e�es par les pôles ferro-magn�etiques.
Une proc�edure de compensation �ne de ces champs r�emanents �a l'aide de bobines dites de "com-
pensation" a �et�e d�evelopp�ee lors de la mise en place de l'�electro-aimant [129{131, 143]. Cette
op�eration de compensation doit r�eguli�erement faire l'objet de r�eglages nouveaux et s'av�ere
d�elicate : seule une longue pratique du contrôle des courants dans les di��erentes bobines de
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compensation permet d'y parvenir !

Les atomes sont transf�er�es dans le pi�ege magn�etique dans l'�etat hyper�n magn�etiquejF =
1; mF = � 1 > . Lors du transfert, les courants d'alimentation des bobines du pi�ege en font un
pi�ege isotrope de fr�equence 2� � 17 Hz. Le nuage pi�eg�e magn�etiquement contient� 1:5 � 108

atomes dans l'�etat jF = 1; mF = � 1 > �a une temp�erature de l'ordre de 60� K. Une fois le pi�ege
isotrope charg�e, un cycle de compression6 en pr�esence d'une champ radio-fr�equence conduit �a
la r�ealisation d'un pi�ege anisotrope dont les valeurs exp�erimentales des gradient, courbure et
biais magn�etiques typiques sont
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Les derni�eres rampes d'�evaporation radio-fr�equence ont lieu dans cette con�guration aniso-
trope du pi�ege et conduisent �a la r�ealisation d'un condensat de Bose-Einstein avecN0 ' 4� 105

atomes. Les fr�equences �nales du pi�ege magn�etique, mesur�ees avec l'observation d'oscillations
dipolaires du condensat dans les directions transverses et longitudinale [voir paragraphe 3.2.2],
sont

! ? = 2� � 660(4) Hz ! z = 2� � 6:70(7) Hz: (3.14)

3.3.3 Observation et caract�erisation des condensats apr�es un temps
de vol

L'observation des nuages d'atomes dans notre exp�erience est toujours r�ealis�ee apr�es un
temps de vol. La taille du condensat explosant selon les directions transverses (Ox et Oy) dans
les toutes premi�eres milli-secondes du temps de vol (le temps typique de l'expansion radiale
est 1=! ? ' 0:25 ms [144, 145]), cette technique d'imagerie nous permet d'obtenir une bonne
r�esolution transverse7. Elle permet �egalement de s'a�ranchir des modi�cations spatiales de
r�esonance des �etats atomiques induites par la pr�esence du pi�ege magn�etique : la coupure de ce
dernier a lieu en 100� s mais il faut quelques milli-secondes aux �electro-aimants pour relaxer
vers un �etat d'�equilibre.

3.3.3.1 Lois d'�echelles dans un pi�ege d�ependant du temps

L'�evolution temporelle d'un condensat de Bose-Einstein dans le r�egime de Thomas-Fermi
en pr�esence d'un potentiel harmonique ext�erieur d�ependant du temps est bien connue. Les lois
r�egissant une telle �evolution ont �et�e �etablies th�eoriquement par Y. Kagan, E.L. Surkov et G.V.
Shlyapnikov [144] et Y. Castin et R. Dum [145]. En particulier, ces lois sont bien adapt�ees au
calcul de l'�evolution d'un condensat lach�e du pi�ege initial dans lequel il se trouvait initialement.

Nous consid�erons un condensat �a l'�equilibre se trouvant dans le r�egime de Thomas-Fermi
dans le pi�ege initial. Sa fonction d'onde initiale� 0(x j ) est telle que

gj� 0(x j )j2 = � T F �
X

j

m! 2
j x2

j

2
(3.15)

6Ce cycle est d�ecrit en d�etail dans la th�ese de S. Richard [131].
7Initialement la taille RT F ' 1:5 � m du condensat est inf�erieure �a la limite de r�esolution de notre syst�eme

d'imagerie ' 8:5 � m.



88
Chap 3 - Production et caract �erisation d'un condensat de Bose-Einstein dans

un potentiel al �eatoire

o�u les indicesj = 1::3 correspondent respectivement aux trois directions de l'espaceOx, Oy et
Oz.

Dans le r�egime de Thomas-Fermi le condensat suit des lois d'�echelle et le pro�l de densit�e
demeure parabolique au cours de l'expansion. Les facteurs d'�echelle seront not�esbj (t), l'origine
des tempst = 0 correspondant �a l'instant o�u le condensat est lach�e du pi�ege initial. La fonction
d'onde (r ; t) du condensat satisfaisant l'�equation de Gross-Pitaevskii s'�ecrit au cours du temps
de vol

 (r ; t) =
1

q Q
j bj (t)

�
�

x j

bj (t)

�
ei� 0 (r ;t ) : (3.16)

L'�evolution temporelle des facteurs d'�echelle est donn�ee par l'�equation [144,145] :

•bj + ! 2
j (t)bj =

! 2
j (0)

(bj
Q

k bk)
: (3.17)

La phase� 0(r ; t) qui apparâ�t �a l'instant t = 0 de l'ouverture du pi�ege initial vaut

� 0(r ; t) =
m
2~
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_bj
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x2

j � � (t) (3.18)

o�u la fonction � (t) est telle que@t � = �=
Q

k bk . La pr�esence de cette fonction� (t) permet
d'�ecrire des �equations dynamiques sous une forme simple [145]. Nous utiliserons notamment
cette transformation sur la phase� au paragraphe 3.4.

L'apparition du pro�l de phase � 0(r ; t) dans le condensat �a l'instantt = 0 correspond phy-
siquement au transfert de l'�energie de pi�egeage en �energie cin�etique via les interactions. Les
interactions r�epulsives pr�esentes dans le nuage cr�eent un champ de vitesse dont le gradient est
proportionnel �a la densit�e atomique locale. Ainsi, dans le r�egime de Thomas-Fermi, le champ
de vitesse et le gradient de phase ont la forme parabolique du pi�ege magn�etique8.

Consid�erons le cas d'un pi�ege de sym�etrie de r�evolution cylindrique dont les pulsations sont
not�ees ! ? et ! z respectivement dans les directions transverses (planxOy) et longitudinale
(Oz)9. Dans le cas o�u le pi�ege est anisotrope,! ? � ! z, le condensat Thomas-Fermi poss�ede
une forme de cigar allong�e selon l'axeOz. Cette forme anisotrope du condensat engendre un
gradient de vitesse transverse plus �elev�e que le gradient longitudinal : l'expansion du condensat
va donc se faire essentiellement dans les directions radiales aux temps courts.

Cette caract�eristique se retrouve dans les solutions des �equations d'�evolution des facteurs
d'�echelle,

b? (t) =
q

1 + ! 2
? t2 (3.19)

bz(t) = 1 + � 2

�
! ? t arctan(! ? t) � ln

� q
1 + ! 2

? t2

��
+ 0( � 4) (3.20)

o�u � = ! z=! ? � 1. En e�et, le facteur d'�echelle bz(t) n'�evolue pratiquement pas sur des
temps d'expansion typiques inf�erieurs �a 1=! z. Les temps de voltvol que nous utilisons dans

8Rappelons que le champ de vitesse est reli�e au gradient de phase parv = ( ~=m) r � 0
9Nous avons doncb1(t) = b2(t) = b? (t) et b3(t) = bz (t).



3.3 Dispositif exp�erimental pour la r�ealisation de condensats d'atomes 89

nos exp�eriences sont tels que! ztvol � 1. Nous pouvons donc consid�erer avec une tr�es bonne
approximation10 que l'�evolution longitudinale est gel�ee etbz(tvol ) ' 1.

3.3.3.2 Syst�eme d'imagerie par absorption

Nous utilisons la technique d'imagerie par absorption pour observer les nuages d'atomes de
Rubidium [27]. L'absorption d'un faisceau laser quasi-r�esonant par un nuage d'atomes ultra-
froids est correctement d�ecrite par la loi de Beer-Lambert lorsque la transition atomique n'est
pas satur�ee. Cela nous permet de connâ�tre le pro�l de densit�e du nuage tr�es simplement si
nous nous trouvons dans ce r�egime o�u l'intensit�e de la sondeI 0 est faible devant l'intensit�e de
saturation de la transition atomiqueI sat ' 1:6 mW/cm2. En e�et, nous pouvons alors �ecrire le
rapport entre l'intensit�e du faisceau sonde transmise �a travers le nuage et l'intensit�e incidente :

log
�

I transmise

I incidente

�
= � � abs

Z

y
dy n3D(x; y; z) = � � absn2D(x; z) (3.21)

avec� abs est la section e�cace d'absorption pour le d�esaccord� sonde et l'intensit�e I sonde du laser
sonde,� abs = � 0=[1 + (2� sonde=�) 2 + (2 I sonde=Isat)2] avec� 0 = 3� 2

L =2� .
Nous obtenons alors des images �a 2D dont chaque point de l'espace correspond �a la densit�e

atomique colonne int�egr�ee selon l'axeOy de notre exp�erience. Cette possibilit�e exp�erimentale
donn�ee par les atomes froids d'observer directement la densit�e du nuage est l'une des forces de
ces exp�eriences.

Le montage optique pour l'imagerie est d�ecrit sur la �gure 3.6. Une pr�esentation plus d�e-
taill�ee de ce dernier ainsi que du principe de l'imagerie par absorption peut être trouv�ee dans
les th�eses de S. Richard [131] ou F. Gerbier [132].

Fig. 3.6 { Syst�eme d'imagerie : le nuage d'atomes est �eclair�e selon l'axe vertical du champ
de gravitation par le faisceau laser "sonde". Nous utilisons ensuite un doublet (C1, C2) pour
e�ectuer un transport d'image jusqu'�a un objectif de microscope qui cr�ee un grandissement 1.8
sur la cam�era CCD.

La �gure 3.7 pr�esente plusieurs images d'un nuage d'atome de Rubidium refroidi �a une
temp�erature sup�erieure puis inf�erieure �a la temp�erature critique de condensationTc. La transi-
tion de phase vers la phase condens�ee apparâ�t lorsqu'une partie centrale du nuage devient tr�es
dense. La derni�ere image correspond �a celle d'un condensat de Bose presque pur (T ' 0:2Tc).

10La variation du facteur d'�echelle est de l'ordre de 1%.
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Fig. 3.7 { Images par absorption d'un gaz d'atomes de Rubidium lors de la transition de phase
de condensation. L'�echelle verticale en fausses couleurs correspond �a la densit�e 2D. Au dessous
de la temp�erature critique, T > T c le gaz est thermique. Lorsque la temp�erature descend sous
la temp�erature critique, T < T c, une partie condens�ee tr�es dense apparâ�t au centre du nuage.
Pour les plus basses temp�eratures, le condensat de Bose-Einstein est pur.

3.3.3.3 Analyse des images

Les images par absorption que nous obtenons apr�es un temps de vol nous donnent acc�es �a
la densit�e 2D n2D(x; z; tvol ) (l'int�egration colonne du nuage par le faisceau sonde a lieu selon
l'axe Oy). Nous pouvons alors tracer les pro�ls de densit�e dans chacune des deux directionsOx
et Oz. Nous pr�esentons sur la �gure 3.8 trois exemples de pro�ls de nuage issus d'images par
absorption apr�es un temps de vol. Il s'agit des cas d'un nuage thermique [a) et b) : T > T c],
d'un nuage mixte [
c) et d) : T ' 0:7 Tc] et d'un condensat de Bose-Einstein pur [e) et f ) : T ' 0:2 Tc]. Pour
ces trois exemples, l'ajustement de la densit�e 2Dn2D(x; z) est r�ealis�ee avec trois fonctions dif-
f�erentes : une gaussienne, une double structure gaussienne + parabole et une parabole.

Nous pouvons alors extraire de l'ajustement �a deux dimensions de ces images un grand
nombre de param�etres exp�erimentaux : le nombre d'atomes totalN ; la fraction condens�ee (et
donc le nombre d'atomes condens�esN0) ; la temp�erature du nuage lorsque la fraction condens�ee
est sup�erieure �a 15 % (en dessous l'ajustement de la partie thermique n'est pas tr�es bon) ; les
tailles radiales et longitudinales du condensatRTF et LTF ; les tailles de la partie thermique ;
etc... A�n de calculer ces param�etres dans le pi�ege, c'est-�a-dire avant le temps de vol, il faut
connâ�tre l'�evolution des facteurs d'�echelle. Dans notre pi�ege anisotrope (bz ' 1), il vient [voir
paragraphe 3.3.3.1]

n2D(x; z; t = tvol ) =
1

b? (tvol )
n2D

�
x

b? (tvol )
; z; t = 0

�
: (3.22)

Dans la partie 4, nous appellerons pro�l de densit�e longitudinal du condensat la quantit�e
n2D(x = 0; z; � ). Il s'agit d'un pro�l de densit�e selon la direction longue du condensat avant le
temps de vol. Il faut noter que ce pro�l de densit�e n'est pas int�egr�e selon la direction radialeOx.

Potentiel chimique et densit�e 2D
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Fig. 3.8 { Pro�ls de densit�e 2D n2D(x; z) dans les directions transverse [pro�ls du haut :a) ,
c) , e) ] et longitudinale [pro�ls du bas :b) , d) , f ) ] pour di��erentes temp�eratures.
a) et b) : T > T c ; ajustement avec une gaussienne.
c) et d) : T ' 0:7Tc ; ajustement avec une double structure (gaussienne + parabole).
e) et f ) : T ' 0:2Tc ; ajustement avec une parabole.

Supposons la pr�esence d'un potentiel ext�erieurVext ajout�e au pi�ege magn�etique. Ce potentiel
Vext est appliqu�e sur le condensat pi�eg�e pendant un temps� . Le con�nement magn�etique et
le potentiel ext�erieur sont ensuite coup�es en même temps et le condensat �evolue pendant un
temps de voltvol .

Dans le r�egime de Thomas-Fermi en pr�esence du potentiel ext�erieurVext , la densit�e 3D dans
le pi�ege magn�etique s'�ecrit

n3D(x; y; z; � ) =
1
g

�
� (� ) � m! 2

? x2=2 � m! 2
? y2=2 � m! 2

zz2=2 � Vext
�

; (3.23)

o�u � (� ) est le potentiel chimique du condensat �a l'instant� pass�e dans le pi�ege en pr�esence du
potentiel ext�erieur Vext . La densit�e 2D avant le temps de vol s'�ecrit alors

n2D(x; z; � ) =
Z

dy n3D(x; y; z; � ) =
4RTF

3g
p

� TF

�
� (� ) � m! 2

? x2=2 � V(z)
� 3=2

: (3.24)

En supposant que le potentiel ext�erieurVext est d'amplitude V0 faible devant � (� ), V0 �
� (� ), nous pouvons alors �ecriren2D(x = 0; z; � ) ' 4RTF � (� )3=2

3g
p

� TF
au premier ordre enV0=� (� ). Apr�es

un temps � de manipulation du condensat dans le pi�ege magn�etique, nous avonsn2D(x; z; � ) =
b? (tvol ) n2D(b? (tvol )x; z; � + tvol ). Finalement, il vient

� (� ) '
�

3g
p

� TF b? (tvol )
4RTF

n2D (b? (tvol )x; z; � + tvol )
� 2=3

: (3.25)

Cette derni�ere �equation relie le potentiel chimique� (� ) du condensat dans le pi�ege magn�etique
en pr�esence d'un potentiel al�eatoire perturbatif �a la densit�e 2D mesur�ee apr�es temps de vol. Ce
r�esultat nous sera utile au chapitre 4.
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3.3.4 Condensats de Bose-Einstein d�esordonn�es

3.3.4.1 Production et observation de condensats d�esordonn�es

La s�equence exp�erimentale qui conduit �a la production d'un condensat d�esordonn�e est pour
l'essentiel identique �a celle qui cr�ee un condensant non-d�esordonn�e. En e�et, la seule di��erence
tient au fait que, une fois un condensat non-d�esordonn�e cr�ee, nous appliquons sur ce dernier
un potentiel al�eatoire 1D issu d'un champ de tavelures. Le dispositif exp�erimental de cr�eation
du champ de tavelures a �et�e pr�esent�e en d�etail au chapitre 2. Le potentiel al�eatoire 1D est
appliqu�e sur le condensat pendant une dur�ee typique de 300 ms a�n que ce dernier soit �a l'�equi-
libre en pr�esence du potentiel optique de tavelures. Il faut noter que nous laissons le couteau
radio-fr�equence responsable du processus d'�evaporation allum�e dans la position �nale pendant
ce temps de 300 ms. Sa pr�esence permet d'obtenir un condensat d�esordonn�e �a l'�equilibre ther-
modynamique.

Une fois cr�e�es de cette fa�con, les condensats d�esordonn�es sont observ�es avec le disposi-
tif d'imagerie par absorption d�ecrit au paragraphe 3.3.3.2. Une image typique obtenue d'un
condensat d�esordonn�e de cette mani�ere est pr�esent�ee sur la �gure 3.9.

Fig. 3.9 { Image par absorption d'un condensat d�esordonn�e sur notre dispositif exp�erimental
apr�es un temps de vol de 15 ms. L'abscisse verticale (en fausses couleurs) repr�esente la densit�e
2D n2D(x; z). L'amplitude du potentiel al�eatoire pour cette image est = 0:15.

Il est important de noter les conditions exp�erimentales dans lesquelles nous obtenons un
condensat d�esordonn�e. Premi�erement, les condensats d�ecrits dans ce m�emoire sont form�es en
pr�esence d'un potentiel al�eatoire perturbatif, i.e. dont l'amplitude VR est inf�erieure au potentiel
chimique� TF du nuage d'atome en l'absence du potentiel al�eatoire, = VR=� TF < 1. Deuxi�eme-
ment, la longueur de relaxation des condensats de Bose-Einstein sur notre exp�erience,� ' 0:11
nm, est plus petite que la longueur de corr�elation du potentiel al�eatoire 1D,� R ' 0:33 � m ou
� R ' 1:70 � m suivant le dispositif utilis�e.

Nous pouvons d'ores et d�ej�a remarquer que le pro�l parabolique du condensat d�esordonn�e
rappelle celui d'un condensat non-d�esordonn�e. Dans les deux paragraphes qui suivent nous



3.3 Dispositif exp�erimental pour la r�ealisation de condensats d'atomes 93

d�ecrirons quelques propri�et�es des condensats d�esordonn�es �a l'�equilibre dans le pi�ege magn�etique
en pr�esence du potentiel al�eatoire. A ce pro�l parabolique s'ajoute des uctuations de densit�e
issues du potentiel al�eatoire. La pr�esence et le d�eveloppement au cours du temps de vol de ces
uctuations de densit�e a fait l'objet d'une �etude d�etaill�ee qui sera pr�esent�ee dans la derni�ere
partie de ce chapitre.

3.3.4.2 R�egime de Thomas-Fermi et potentiel al�eatoire liss�e

En pr�esence d'un potentiel al�eatoire 1D, un condensat de Bose-Einstein peut se trouver
dans le r�egime dit de Thomas-Fermi (paragraphe 3.2.2) o�u le terme d'�energie cin�etique est
n�egligeable devant l'�energie d'interaction. Cette condition est valide lorsque les variations de
la densit�e atomique ont lieu sur une �echelle spatiale grande devant la longueur de relaxation
� . Ainsi, les uctuations spatiales du potentiel al�eatoire ayant pour plus petite �echelle� R , la
condition du r�egime de Thomas-Fermi en pr�esence du potentiel al�eatoire s'�ecrit :

� � � R : (3.26)

Consid�erons la seule direction du condensat dans laquelle le potentiel al�eatoire poss�ede des
uctuations sur la taille du nuage, soit l'axeOz. Le potentiel ext�erieur Vext (z) s'�ecrit comme la
somme du pi�ege harmonique magn�etique et du potentiel al�eatoireVext (z) = 1

2m! 2
zz2 + VR(z).

Ainsi, si le condensat est dans le r�egime de Thomas-Fermi, les modulations de son pro�l de
densit�e selon l'axeOz re�etent les uctuations spatiales du potentiel al�eatoire. En particulier,
dans un tel r�egime les variations de la densit�e atomique auront pour �echelle la corr�elation du
potentiel al�eatoire � R .

Lorsque la corr�elation � R est au contraire sup�erieure �a la longueur de relaxation du conden-
sat, le terme d'�energie cin�etique n'est plus n�egligeable et le condensat sort du r�egime de Thomas-
Fermi. Dans ce cas, les modulations de densit�e du condensat ne peuvent suivre les uctuations
du potentiel al�eatoire.

Avec la d�e�nition de la constante � R [paragraphe 3.1], la condition d�ecrite par l'�equation
3.26 s'�ecrit :

� TF =
~2

2m� 2
�

~2

2m� 2
R

� � RVR : (3.27)

Cette �equation traduit la s�eparation rectiligne dans le diagramme 3.1 entre l'�etat de condensat
d�esordonn�e dans un potentiel al�eatoire liss�e (� TF � � RVR) et l'�etat de condensat d�esordonn�e
dans le potentiel al�eatoire r�eel (� TF � � RVR).

Dans le r�egime de Thomas-Fermi en pr�esence du potentiel al�eatoire (� � � R), la densit�e
atomique suit les uctuations du potentiel al�eatoire et s'�ecrit :

gn(�; z ) = � � VR(z) �
1
2

m! 2
? � 2 �

1
2

m! 2
zz2: (3.28)

Dans un potentiel al�eatoire de faible amplitudeVR � � TF , le condensat de Bose-Einstein est
donc d�elocalis�e sur toute sa taille et son pro�l de densit�e reproduit les modulations du potentiel
al�eatoire.

Dans le r�egime oppos�e (� > � R), le terme d'�energie cin�etique ne peut plus être n�eglig�e
devant le terme d'interaction. Cette nouvelle situation soul�eve la question de l'existence d'un
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condensat d�elocalis�e dans un tel potentiel al�eatoire. En e�et, une utilisation na•�ve du crit�ere de
Io�e-Regel [43] sugg�ere que l'onde de mati�ere qu'est le condensat pourrait être localis�ee lorsque
� > � R . Cependant, des travaux r�ecents e�ectu�es par L. Sanchez-Palencia [92] ont montr�es
que même dans une telle situation, si les interactions sont importantes et le potentiel al�eatoire
perturbatif (voir les conditions exactes de validit�e dans [92]), alors le condensat de Bose-Einstein
demeure d�elocalis�e. Cette �etude d�emontre l'utilit�e de d�e�nir un potentiel al�eatoire liss�e eVR(z)
par le terme d'interaction en champ moyen pr�esent dans le condensat.

Le potentiel al�eatoire 1D liss�e eVR(z) est d�e�ni par [92]

eVR(z) =
Z

dz G(z)VR(z) (3.29)

o�u la fonction G(z) est une fonction de Green d�ependant de la longueur de relaxation� du
condensat,

G(z) =
1

p
2�

exp

 

�

p
2z
�

!

: (3.30)

Avec ces d�e�nitions, la densit�e atomique du condensat de Bose-Einstein d�elocalis�e s'�ecrit

gn(�; z ) = � � eVR(z) �
1
2

m! 2
? � 2 �

1
2

m! 2
zz2; (3.31)

ce qui s'identi�e au cas d'un condensat dans le r�egime de Thomas-fermi en pr�esence d'un po-
tentiel al�eatoire liss�e eVR(z).

Fig. 3.10 { [Figure du papier PRA 74 053625 (2006)] Pro�ls de densit�e d'un condensat de
Bose-Einstein d�esordonn�e (� V = 0:1� TF et � R = 7:5 � 10� 3LTF ). La ligne continue (rouge)
correspond au pro�l de densit�e obtenu num�eriquement, la ligne en trait tiret�e (verte) au pro�l
parabolique en l'absence de potentiel al�eatoire et la ligne pointill�ee (noire) au pro�l en l'absence
de lissage du potentiel.a) Cas o�u la longueur de corr�elation du potentiel� R est grande devant
la longueur de relaxation� du condensat,� R=� ' 10. b) Cas oppos�e o�u � R=� ' 0:5.

L'image 3.10 montre deux pro�ls de densit�e d'un condensat d�esordonn�e obtenus en l'ab-
sence (� < � R) et en pr�esence (� > � R) de lissage du potentiel al�eatoire. Dans les deux cas, les
pro�ls de densit�e correspondent �a ceux d'un condensat en pr�esence d'un potentiel de tavelures
d�ecal�e vers le rouge (barri�eres de potentiel pour les atomes) [92]. Remarquons que la densit�e
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au centre du condensat d�esordonn�e est �egale �a celle du condensat non-d�esordonn�e et que la
pr�esence du potentiel al�eatoire se manifeste par l'apparition de modulations de la densit�e. Nous
mettrons en �evidence cette remarque �a partir des images exp�erimentales au paragraphe suivant.

Dans toute la suite du m�emoire (aux exceptions pr�es clairement mentionn�ees), nous d�esigne-
rons par "condensat d�esordonn�e" les condensats que nous cr�eons exp�erimentalement, �a savoir
un condensat dans un potentiel al�eatoire 1D perturbatif dans le r�egime de Thomas-Fermi.

3.3.4.3 Tailles et potentiel chimique des condensats d�esordonn�es

Un condensat d�esordonn�e dans le r�egime de Thomas-Fermi poss�ede un pro�l de densit�e
parabolique auquel s'ajoutent des modulations re�etant de la pr�esence du potentiel al�eatoire
(voir paragraphe 3.3.4.2). Le nuage atomique que nous cr�eons en pr�esence de d�esordre a donc
une forme de cigare allong�e donn�ee par le pi�ege magn�etique. Nous pouvons faire un ajustement
des images du condensat d�esordonn�e avec une parabole invers�ee a�n d'en extraire les tailles
radiales et longitudinales. Dans le groupe d'Hannovre [86], la d�ependance de la taille longitudi-
nale avec le nombre d'atomes pour un temps de vol �xe a fait l'objet d'une �etude exp�erimentale.

Fig. 3.11 { Evolution des tailles radialesRTF [cercles rouges : condensat ; disques bleus : conden-
sat d�esordonn�e ( = 0:1)] et longitudinales LTF [losenges rouges : condensat ; losenges pleins
bleus : condensat d�esordonn�e ( = 0:1)] d'un condensat en expansion apr�es un temps de voltvol .
Ces tailles sont extraites d'un ajustement �a 2D du pro�l de densit�e du nuage. La ligne pointill�ee
(resp. tiret�ee) correspond �a l'�evolution de la taille radiale RTF (resp. de la taille longitudinale
LTF ) d'apr�es les lois d'�echelles d'un condensat non d�esordonn�e.

Nous pr�esentons sur la �gure 3.11 l'�evolution en temps de vol des tailles radiale et lon-
gitudinale du condensat d�esordonn�e mesur�ees sur notre exp�erience. Nous faisons �egalement
�gurer des mesures similaires e�ectu�ees sur un condensat non-d�esordonn�e �a titre de compa-
raison. Les r�esultats de la �gure 3.11 d�emontrent exp�erimentalement que l'�evolution au cours
du temps de vol des tailles radiale et longitudinale d'un condensat d�esordonn�e dans le r�egime
de Thomas-Fermi (en pr�esence d'un potentiel al�eatoire perturbatif) est identique �a celle d'un
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condensat non-d�esordonn�e. En particulier, cette �etude montre que les facteurs d'�echelle du cas
non-d�esordonn�e demeurent valables en pr�esence d'un potentiel al�eatoire perturbatif.

Nous d�eduisons de la validit�e des facteurs d'�echelle que la densit�e 3D au centre du conden-
sat d�esordonn�e pi�eg�e est d�etermin�ee �a partir de la densit�e 2D apr�es un temps de vol comme
dans le cas d'un condensat non-d�esordonn�e. Ainsi les variations du potentiel chimique initial en
fonction de l'amplitude du potentiel al�eatoire peuvent être �etudi�ees �a partir des images par ab-
sorption apr�es temps de vol puisque, le condensat se trouvant dans le r�egime de Thomas-Fermi,
la densit�e 3D au centre du nuage pi�eg�e est directement reli�ee au potentiel chimique.

Nous �etudions les caract�eristiques des pro�ls de Thomas-Fermi du condensat d�esordonn�e.
Ces derniers correspondent �a un pro�l parabolique du condensat non-d�esordonn�e auquel sont
soustraites des modulations dues du potentiel al�eatoire. Dans ce but, nous mesurons le maxi-
mum max[n2D(x; z)] du pro�l de densit�e 2D n2D(x; z) du condensat ainsi que le maximum
max[n�t

2D(x; z)] de l'ajustement du pro�l par une parabole invers�ee.

Dans le cas d'un condensat non-d�esordonn�e, le pro�l de densit�e �etant une parabole inver-
s�ee les deux maxima max[n2D(x; z)] et max[n�t

2D(x; z)] sont �egaux. Dans le cas d'un condensat
d�esordonn�e, max[n2D(x; z)] doit �a peu pr�es être �egal �a celui d'un condensat non-d�esordonn�e
(voir �gure 3.10). Au contraire, en pr�esence d'un potentiel al�eatoire, max[n�t2D(x; z)] doit être
inf�erieur �a la valeur du condensat non-d�esordonn�e puisque l'ajustement du pro�l d�esordonn�e
par une parabole passe par un pro�l "moyen" comme le montre la �gure 3.12a).

Sur la �gure 3.12b), nous tra�cons le rapportRpro�ls entre les maxima du pro�l de densit�e 2D,
max[n2D(x; z)], pour un condensat d�esordonn�e et un condensat non-d�esordonn�e en fonction de
l'amplitude du potentiel al�eatoire  . Nous tra�cons �egalement le rapportRajust entre les maxima
des ajustements dans le cas d�esordonn�e et non-d�esordonn�e.

Il est important de souligner que les pro�ls utilis�es pour calculer les rapportsRpro�ls et
Rajust sont les pro�ls obtenus avec notre syst�eme d'imagerie. Ils n'ont pas �et�e l'objet d'une
correction permettant de prendre en compte la r�esolution �nie du syst�eme d'imagerie. Ainsi,
l'amplitude des modulations de densit�e des pro�ls r�eels est plus grande que celle mesur�ee ici.
Pour la discussion qualitative qui nous int�eresse ici nous n'avons pas besoin de prendre en
compte cette diminution du contraste due �a l'imagerie. Au contraire, au paragraphe 3.4 nous
prendrons en compte cet e�et qui a une incidence sur la discussion quantitative que nous ferons.

Comme nous l'avons expliqu�e, nous observons que le maximum d'un condensat d�esordonn�e
co•�ncide avec celui d'un condensat non-d�esordonn�e : le meilleur ajustement lin�eaire de leur
rapport est une droite presque horizontale dont l'ordonn�ee �a l'origine vaut 0.98 [courbe tiret�ee
bleue sur la �gure 3.12b)]. Par contre, l'ajustement lin�eaire du rapport des maxima des para-
boles ajustant les pro�ls de densit�e d�ecrô�t avec l'amplitude du potentiel al�eatoire : lorsque
augmente, l'amplitude des modulations crô�t et le rapport des maxima entre les cas d�esordonn�e
et non-d�esordonn�e d�ecrô�t.

Potentiel chimique d'un condensat d�esordonn�e

Pour un condensat 1D d�esordonn�e, nous avonsgn(z) = � 1D � Vext (z) � VR(z). Supposons
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Fig. 3.12 { a) Exemple de pro�l longitudinal d'un condensat de Bose-Einstein d�esordonn�e
apr�es un temps de voltvol = 20 ms (courbe bleu). La courbe en trait plein rouge correspond �a un
ajustement de ce pro�l de densit�en2D(x = 0; z) par une parabole invers�ee. Nous extrayions deux
quantit�es de ces pro�ls : le maximum de densit�e du pro�lmax[n2D(x = 0; z)] et le maximum de
l'ajustement par la parabole.b) Evolution du rapport Rpro�ls des maxima de densit�en2D(x; z)
d'un condensat d�esordonn�e et d'un condensat non-d�esordonn�e en fonction de l'amplitude
du potentiel al�eatoire [carr�es bleus]. Evolution du rapportRajust des maxima des ajustements
par une parabole (disques rouges). Les barres d'erreur correspondent �a une d�eviation standard
calcul�ee �a partir de l'analyse de 8 images.

que le potentiel al�eatoire soit normalis�e,i.e. hVR(z)i = 0, il vient alors,

gN =
Z

dz (� 1D � Vext (z)) �
Z

dz VR(z)

hgNi =
Z

dz (� 1D � Vext (z)) :

Le potentiel chimique d'un condensat 1D d�esordonn�e� 1D s'identi�e au potentiel chimique
du condensat non-d�esordonn�e cr�e�e dans les mêmes conditions exp�erimentales.

Pour un condensat 3D d�esordonn�e dans un pi�ege harmonique anisotrope, et en supposant
le potentiel al�eatoire de moyenne nulle, nous avons

gN =
Z

2�rdr
Z

dz (� 3D � Vext (r; z) � VR(z))

hgNi '
�

m! 2
?

Z
dz

 �
� 3D �

m! 2
zz2

2

� 2

+ hVR(z)2i

!

hgNi '
2�L
m! 2

?

�
8
15

� 2
3D + � 2

V

�
(3.32)

o�u L est la demie-taille du condensat,� 3D = m! 2
zL2=2.

Avec l'expression du potentiel chimique� TF dans le r�egime de Thomas-Fermi en l'absence
de potentiel al�eatoire [Eq. (3.9)], il vient

� 5=2
TF = � 5=2

3D +
15
8

� 2
V

p
� 3D ; (3.33)
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et un d�eveloppement perturbatif au premier ordre en� V =� TF , il vient

� 3D = � TF

�
1 �

6� 2
V

8� 2
TF + 3� 2

V

�
: (3.34)

Notons que pour une amplitude du potentiel al�eatoire = � V =� TF = 0:3 nous obtenons
� 3D = 0:93� TF . La correction qui doit être apport�ee au potentiel chimique pour un poten-
tiel al�eatoire perturbatif est faible (proportionnelle �a au carr�e � 2

V de l'amplitude du potentiel
al�eatoire) et sera n�eglig�ee dans l'analyse des exp�eriences que nous ferons dans la suite de ce
m�emoire.

3.4 D�eveloppement de uctuations de densit�e en temps
de vol induit par le d�esordre

Nous avons d�ecrit au paragraphe 3.3.4 la cr�eation et la caract�erisation d'un condensat de
Bose-Einstein d�esordonn�e dans un potentiel al�eatoire de tavelure. L'observation de ces conden-
sats d�esordonn�es est r�ealis�ee via la technique d'imagerie par absorption apr�es temps de vol [27]
(voir �egalement la pr�esentation de notre syst�eme d'imagerie au paragraphe 3.3.3.2). Ainsi,
les condensats d�esordonn�es sont observ�es apr�es un temps d'expansion libretvol (typiquement
5 < t vol < 25 ms) et non pas directement dans le pi�ege magn�etique. L'image 3.9 du paragraphe
3.3.4 d'un tel condensat d�esordonn�e apr�es un temps de voltvol = 15 ms pr�esente un pro�l de
densit�e qui uctue fortement spatialement selon la direction du potentiel al�eatoire (Oz). L'am-
plitude de ces uctuations de densit�e apr�es temps de vol est bien sup�erieure �a celle attendue
pour un condensat d�esordonn�e pi�eg�e (dans le r�egime de Thomas-Fermi). Il existe donc un m�eca-
nisme au cours du temps de vol responsable du d�eveloppement de larges uctuations de densit�e
dans un condensat d�esordonn�e. L'�etude exp�erimentale et la compr�ehension de ce ph�enom�ene
font l'objet de ce chapitre [34].

La pr�esence de uctuations de densit�e lors de l'expansion d'un condensat d�esordonn�e allong�e
a �egalement �et�e observ�ee dans le groupe de M. Inguscio �a Florence [88], celui de W. Ertmer
�a Hanovre [86] et dans le groupes de R. Hulet �a Rice University [146]. Ces observations n'ont
cependant pas fait l'objet d'une �etude syst�ematique et d�etaill�ee. Une interpr�etation possible de
ces observations exp�erimentales est l'ampli�cation des uctuations de phase dans le condensat
allong�e pi�eg�e par le potentiel al�eatoire [88, 147]. En e�et, ces uctuations de densit�e apr�es un
temps de vol sont similaires �a celles observ�ees dans un condensat allong�e non-d�esordonn�e au
cours d'une expansion libre [141,142]. Une autre interpr�etation possible du ph�enom�ene observ�e
dans un condensat d�esordonn�e est le d�eveloppement dynamique de larges uctuations de densit�e
au cours du temps de vol �a partir des modulations initiales de faible amplitude pr�esentes dans
le condensat d�esordonn�e pi�eg�e.

Il faut souligner ici que la question de l'existence de uctuations de phase induites par
le d�esordre d�epasse le cadre des condensats de Bose-Einstein gazeux d�esordonn�es. En e�et,
cette �etude partage un certain nombre de lien avec celles men�ees dans les supraconducteurs
d�esordonn�es et dans les syst�emes �electroniques granulaires. Dans les supraconducteurs d�esor-
donn�es l'existence de paires de Cooper a �et�e observ�ee alors que le syst�eme se trouve dans l'�etat
isolant [65,148,149]. L'origine de cette phase isolante alors que le param�etre d'ordre supracon-
ducteur n'est pas nulle pourrait tenir dans la pr�esence de grandes uctuations de phase entre
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les di��erents �̂lots supraconducteurs induites par le d�esordre [148, 150]. La pr�esence de fortes
uctuations de phase dans les supraconducteurs d�esordonn�es a par ailleurs �et�e mise en �evidence
exp�erimentalement [151]. En�n, mentionnons les �etudes men�ees dans les syst�emes �electroniques
granulaires autour de cette question des uctuations de phase induites par le d�esordre [152].

Dans ce chapitre, nous �etudions exp�erimentalement en d�etail les uctuations de densit�e
qui se d�eveloppent au cours du temps de vol dans un condensat d�esordonn�e. Nous d�ebutons
par d�ecrire les observations exp�erimentales sur un condensat allong�e non-d�esordonn�e. Nous
�etudions ensuite la d�ependance des uctuations de densit�e dans un condensat d�esordonn�e avec
l'amplitude du potentiel al�eatoire et la dynamique de ces derni�eres au cours du temps de vol.
Un calcul analytique de l'�evolution des uctuations de phase et de densit�e au cours du temps
de vol nous permet de d�evelopper un mod�ele d�ecrivant les observations exp�erimentales. En
particulier, nous pouvons �ecarter l'id�ee d'un accroissement des uctuations de phase dans le
condensat pi�eg�e induit par le potentiel al�eatoire. Nous montrons au contraire en quoi l'expansion
du nuage dans la direction transverse joue un rôle primordial dans le d�eveloppement de larges
uctuations de densit�e apr�es temps de vol �a partir des faibles modulations de densit�e dans le
condensat d�esordonn�e pi�eg�e.

3.4.1 Fluctuations de densit�e dans un condensat allong�e non d�esor-
donn�e

Dans ce paragraphe, nous allons caract�eriser les uctuations de densit�e qui apparaissent au
cours du temps de vol dans les condensats de Bose-Einstein allong�es en l'absence de d�esordre.
Nous d�e�nissons l'amplitude des uctuations de densit�e et nous pr�esentons une mesure des
uctuations dans un condensat non-d�esordonn�e. Nous analysons quantitativement leur ampli-
tude et nous discutons l'inuence du syst�eme d'imagerie sur le contraste observ�e des franges de
densit�e.

3.4.1.1 D�e�nition de l'amplitude des uctuations de densit�e

A�n de faire une �etude quantitative des uctuations de densit�e pr�esentes dans un condensat,
nous d�e�nissons l'amplitude de ces uctuations �a partir des pro�ls de densit�e 1D obtenus apr�es
int�egration dans les deux directions transverses du nuage atomique11. Pour cela, nous ajustons
les pro�ls de densit�e n1D(z) avec une fonction parabolique qui correspond au pro�l de Thomas-
Fermi n0

1D(z) qui ajuste le mieux le pro�l modul�e [voir la �gure 3.13a)]. Ainsi, �a partir des pro�ls
de densit�e 1Dn1D(z), nous d�e�nissons les modulations (normalis�ees) de densit�e� (z) autour du
pro�l de Thomas-Fermi paraboliquen0

1D(z) :

n1D(z) = n0
1D(z)[1 + � (z)]: (3.35)

Nous pr�esentons sur la �gure 3.13b) les modulations de densit�e� (z) du pro�l de densit�e de la
�gure 3.13a).

Nous pouvons alors calculer la d�eviation standard des uctuations de densit�e� (z) a�n de
quanti�er le d�eveloppement des uctuations de densit�e au cours du temps de vol. La d�eviation

11Rappelons que l'imagerie par absorption int�egre la densit�e atomique selon la directionOy et que nous
e�ectuons ensuite num�eriquement l'int�egration des pro�ls exp�erimentaux 2D selon l'axe Ox.
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Fig. 3.13 { a) Pro�l de densit�e n1D(z) d'un
condensat non-d�esordonn�e apr�es un temps de
vol de 15 ms selon l'axeOz (courbe bleue) et
ajustement paraboliquen0

1D(z) de ce pro�l de
densit�e (courbe rouge).b) Amplitude � (z) des
uctuations de densit�e normalis�ees (n1D(z) =
n0

1D(z)[1 + � (z)]).

standard � � est �evalu�ee sur une longueurL, soit

(� � )2 =
1
L

Z

L
dz � 2(z) �

�
1
L

Z

L
dz � (z)

� 2

: (3.36)

Dans nos exp�eriences, nous obtenons des condensats dont la fraction condens�ee est sup�erieure
�a 85%. Nous ne pouvons cependant pas être certains de la valeur r�eelle de la fraction condens�ee
pour des valeurs sup�erieures �a 85%12. L'incertitude sur la fraction condens�ee se traduit par une
incertitude sur les bords du pro�l de densit�e du condensat. De plus, l'erreur induite par le bruit
de l'imagerie devient d'autant plus importante que la densit�e atomique est faible. A�n d'�eviter
de prendre en compte des uctuations de densit�e associ�ees �a ces limitations exp�erimentales, le
calcul de � � est restreint �a 70% de la taille totale du condensat,i.e. L = 1:4LTF .

3.4.1.2 Mesure des uctuations de densit�e sans d�esordre

En l'absence de potentiel al�eatoire, les modulations de densit�e que nous mesurons sont
celles d'un quasi-condensat non-d�esordonn�e apr�es un temps de vol. La d�eviation standard de
ces uctuations � � est faible (de l'ordre de 4%) et n'�evolue pratiquement pas au cours du temps
de vol comme le pr�esente la �gure 3.14.

Nous pouvons �evaluer le bruit induit par notre syst�eme d'imagerie �a partir d'images sans
atomes. La valeur du bruit mesur�e se traduit par des uctuations de densit�e de l'ordre de 1:5%,
soit � � b ' 0:015. Cette valeur est donc la plus petite valeur que nous puissions mesurer avec
notre syst�eme exp�erimental. Les valeurs que nous mesurons (voir �gure 3.14) sont sup�erieures
�a cette valeur li�ee au bruit de l'imagerie par absorption.

Les uctuations de densit�e qui apparaissent dans un condensat allong�e non-d�esordonn�e ont
une origine thermique. Elles sont la cons�equence du peuplement d'excitations thermiques 1D
de basses �energies dans les condensats allong�es (voir 3.2.3). Il existe en e�et dans les condensats
allong�es pi�eg�es des uctuations de phase qui se transforment en uctuations de densit�e au
cours d'une expansion libre [137,141]. Nous avons rappel�e l'origine thermique des modulations
de phase initialement pr�esentes dans le condensat allong�e pi�eg�e au paragraphe 3.2.3.

12Un ajustement avec une double structure ne fonctionnant plus correctement.
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Fig. 3.14 { Evolution des uctuations de densit�e� � au cours du temps de vol dans un condensat
allong�e non-d�esordonn�e. La zone gris�ee correspond aux valeurs calcul�ees �a partir de l'�equation
(3.37) ne prenant pas en compte la diminution du contraste li�ee �a l'angle du faisceau sonde.
L'extension de la zone gris�ee re�ete l'incertitude de mesure sur la temp�erature du nuage ato-
mique.

La contribution des modulations de phase initialement pr�esentes dans le condensat allong�e
�a la d�eviation standard � � du pro�l de densit�e apr�es un temps de vol s'�ecrit [141]
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o�u � = ! ? tvol , � = ! ? =! z est le rapport d'aspect du pi�ege magn�etique etT� = 15(~! z)2N0=32�
est la temp�erature de phase (voir paragraphe 3.2.3). Cette �equation est valide pour des temps
de vol � tels que�= ~! ? ' 7 � � � �! ? =~! 2

z ' 7� 104 [141] et s'applique donc �a nos mesures.
Avec nos param�etres exp�erimentaux, nous obtenonsT� ' 105(5) nK. La temp�erature T du
condensat peut être extrapol�ee des mesures de temp�erature des nuages mixtes pour lesquels
la fraction condens�ee est inf�erieure �a 80% [153]. Nous obtenons alors une temp�erature �egale
�a T ' 80(15) nK. Nous pouvons alors �evaluer �� �a partir de l'�equation 3.37. En particulier,
l'�equation (3.37) montre que la d�eviation standard des uctuations de densit�e induites par la
pr�esence de modulations de phase initiales croit avec le temps de vol.

L'incertitude sur la mesure de la temp�eratureT du condensat induit une incertitude sur
l'amplitude des modulations de densit�e dans le nuage en expansion [voir �equation (3.37)]. Nous
calculons la zone correspondant aux valeurs de �� que nous nous attendons �a mesurer sur notre
exp�erience �a un temps de vol donn�e pour cette gamme de temp�eratures. Cette zone apparâ�t
en gris�e sur la �gure 3.14.

A�n de comparer les pr�edictions de l'�equation (3.37) avec nos mesures exp�erimentales, il
est n�ecessaire de prendre en compte la r�eduction du contraste li�ee �a notre syst�eme d'imagerie
comme nous le d�ecrivons dans les lignes qui suivent.

Images par absorption et limite de r�esolution



102
Chap 3 - Production et caract �erisation d'un condensat de Bose-Einstein dans

un potentiel al �eatoire

Le contraste des franges de densit�e observ�ees apr�es un temps d'expansion dans un conden-
sat (d�esordonn�e ou non) est en pratique r�eduit par deux limitations du syst�eme d'imagerie.
D'une part, la r�esolution spatiale �nie du syst�eme d'imagerie r�eduit le contraste observ�e lorsque
l'�echelle de variation spatiale des uctuations de densit�e est inf�erieure ou du même ordre que la
limite de r�esolution L res. D'autre part, un alignement du faisceau sonde imparfait par rapport
�a l'axe des franges de densit�e induit une diminution du contraste observ�e.

Notre syst�eme d'imagerie a une limite de r�esolution spatiale �nie qui correspond �a l'int�egra-
tion e�ectu�ee des photons que re�coit chaque pixel de la cam�era CCD. La fonction de r�eponse
de notre syst�eme d'imagerie (Fonction de Transfert de Modulation, FTM) a �et�e mesur�ee pr�eci-
s�ement au cours de la th�ese de M. Hugbart-Fouch�e [153]. La FTM d�ecroit lin�eairement avec la
fr�equence spatiale et la limite de r�esolution obtenue dans le plan du condensat (c'est-�a-dire en
prenant en compte le grandissement du syst�eme d'imagerie, voir 3.3.3.2) vautL res = 8:5 � m.

Si les uctuations de densit�e que nous observons varient sur une �echelle inf�erieure �aL res

alors le contraste observ�e des franges de densit�e sera inf�erieur au contraste r�eel. La connais-
sance de la FTM de notre syst�eme d'imagerie nous permet ainsi d'�evaluer la perte du contraste
induite par la r�esolution spatiale �nie de ce dernier. Nous utiliserons �egalement la FTM pour
comparer les r�esultats de calculs num�eriques aux observations exp�erimentales (voir paragraphe
3.4.2). Dans le cas qui nous int�eresse ici, �a savoir les uctuations de densit�e induites par la pr�e-
sence de uctuations de phase dans les condensats allong�es pi�eg�es, l'�echelle de variation spatiale
des uctuations de densit�e (de l'ordre de 20� m) est sup�erieure �a L res : la r�esolution de notre
syst�eme d'imagerie ne r�eduit donc pas le contraste mesur�e.

La seconde origine d'une r�eduction du contraste lors de notre mesure exp�erimentale vient de
l'angle � du faisceau sonde avec l'axe des franges de densit�e (l'axe longOz du condensat dans le
cas des uctuations de densit�e induites par les uctuations de phase initiales). Le contraste des
uctuations de densit�e va être diminu�e par le processus d'int�egration de la technique d'imagerie
par absorption. Cet e�et a �et�e discut�e lors des premi�eres observations de uctuations de densit�e
en temps de vol induites par des modulations de phase initialement pr�esentes dans un condensat
allong�e pi�eg�e [141,142].

Cette diminution du contraste d�epend �evidemment de l'angle� mais aussi du rapport entre
la taille transverse du condensatRTF (tvol ) apr�es temps de vol et l'�echelle spatiale de variation
des uctuations de densit�e d. Plus exactement, il vient [153]

Cmesure

Creel
=

sin[�R TF (tvol ) tan( � )=d]
�R TF (tvol ) tan( � )=d

: (3.38)

D'apr�es (3.38), l'augmentation de la taille transverseRTF (tvol ) au cours du temps de vol en-
gendre une diminution du contraste. Ainsi, l'�ecart croissant au cours de l'expansion de nos
mesures avec la valeur attendue d'apr�es l'�equation (3.37) concorde avec cette diminution du
contraste. Dans notre exp�erience, l'alignement du faisceau sonde avec l'axe verticalOy fait un
angle� de quelques mrad (inf�erieur �a 15 mrad). Il est cependant d�elicat de mesurer pr�ecis�ement
ce dernier.
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3.4.2 Etude exp�erimentale des uctuations de densit�e en pr�esence
de d�esordre

Apr�es avoir cr�eer un condensat de Bose-Einstein avec la s�equence exp�erimentale que nous
avons d�ecrit pr�ec�edemment, les atomes sont �eclair�es avec un champ de tavelures durant 300
ms. Nous obtenons alors un condensat �a l'�equilibre en pr�esence du potentiel al�eatoire. Nous
coupons alors simultan�ement le pi�ege magn�etique et le potentiel al�eatoire. Le condensat �evolue
alors librement pendant un temps de voltvol �a partir duquel nous prenons une image par
absorption. Rappelons que dans ces exp�eriences le potentiel al�eatoire est uni-dimensionnel avec
des variations spatiales selon la direction longue du condensatOz.

La �gure 3.15 pr�esente des images par absorption de condensats d�esordonn�es en expansion
prises apr�es di��erents temps de voltvol . La pr�esence et le d�eveloppement de uctuations de den-
sit�e selon la direction du potentiel al�eatoireOz apparâ�t clairement sur ces images �a 3D dont la
dimension verticale repr�esente la densit�e 2D du condensat. En l'absence de potentiel al�eatoire
sur le condensat pi�eg�e avant expansion, nous n'observons pas de uctuations de densit�e avec
une amplitude si �elev�ee.

Fig. 3.15 { En haut : images par absorption de condensats d�esordonn�es en expansion pour
di��erents temps de vol. L'axe vertical repr�esente la valeur de la densit�e 2D dans le plan spatial
horizontal. En bas : trac�es des pro�ls longitudinaux de densit�e 1Dn1D(z) (int�egr�es selon les
deux directions transverses) des condensats d�esordonn�es (bleu) et pro�ls paraboliques du r�egime
de Thomas-Fermin0

1D(z) (rouge).

Les larges uctuations de densit�e que nous observons (�gure 3.15) sont clairement li�ees �a
la pr�esence du potentiel al�eatoire puisqu'elles ne sont pas visibles sur les images apr�es temps
de vol de condensats non-d�esordonn�ees. De plus, elles correspondent �a une modulation de la
densit�e dans la seule directionOz du potentiel al�eatoire.

Nous pr�esentons dans ce paragraphe une �etude exp�erimentale d�etaill�ee des uctuations de
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densit�e qui se d�eveloppent au cours du temps de vol dans un condensat allong�e d�esordonn�e.
Nous �etudions la d�ependance de l'amplitude �� des uctuations avec l'amplitude du potentiel
al�eatoire. Nous comparons ensuite ces mesures exp�erimentales �a un calcul num�erique utilisant
l'�equation de Gross-Pitaevskii, ce qui nous permet notamment de quanti�er la r�eduction du
contraste dû �a l'alignement imparfait du faisceau sonde par rapport l'axe du potentiel al�eatoire.
En�n l'�evolution temporelle de ces uctuations de densit�e est caract�eris�ee au dernier paragraphe.

3.4.2.1 D�ependance avec l'amplitude du potentiel al�eatoire

Dans les exp�eriences que nous d�ecrivons ici, nous avons utilis�e un potentiel al�eatoire quasi-
1D avec une longueur de corr�elation �z = 5:5 � m et une amplitude  = VR=� TF issu d'un
champ de tavelures (voir 2). Le condensat d�esordonn�e est cr�e�e �a l'�equilibre en pr�esence du po-
tentiel al�eatoire comme nous l'avons d�ecrit au paragraphe 3.3.4. Nous coupons ensuite le pi�ege
magn�etique et le potentiel al�eatoire pour laisser le condensat s'�etendre librement durant un
temps de voltvol , dur�ee apr�es laquelle nous prenons une image par absorption. Nous extrayons
de la densit�e 2D,n2D , des images par absorption les pro�ls de densit�e 1D et nous calculons les
uctuations de densit�e � � .

Nous �etudions l'�evolution des uctuations de densit�e � � en fonction de l'amplitude  du
potentiel al�eatoire pour un temps de vol �xe. Sur la �gure 3.16, nous tra�cons �� en fonction
de  pour un temps de vol �egal �a tvol = 15 ms.

Fig. 3.16 { D�eviation standard � � des uctuations de densit�e normalis�ee en fonction de l'am-
plitude  = � V =� TF du potentiel al�eatoire pour un temps de vol �xe �egal �a tvol = 15 ms
(! ? tvol = 62:2). La zone gris�ee correspond �a la valeur attendue en l'absence de potentiel al�ea-
toire (  = 0).

La valeur de � � pour  = 0 correspond �a la valeur attendue en l'absence de potentiel
al�eatoire (paragraphe 3.4.1.2). Pour les faibles amplitudes du potentiel al�eatoire, la d�eviation
standard des uctuations de densit�e augmente lin�eairement avec l'amplitude �a partir de cette
valeur initiale � � ( = 0). Un ajustement de ces donn�ees exp�erimentales pour < 0:2 donne
� � = 0:58(3)  .

Pour des amplitudes relativement grandes du potentiel al�eatoire, 0:2 <  < 0:5, � � atteint
un maximum �a une valeur �egale �a 0:15 environ. Rappelons que l'amplitude maximum typique
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des barri�eres est de l'ordre de 5�  (voir le chapitre 2). Ainsi cette saturation est expliqu�ee
par le fait que pour > 0:2 le condensat a une forte probabilit�e d'être fragment�e dans le pi�ege.
L'�evolution au cours du temps de vol des uctuations de densit�e s'en trouve alors modi��ee et
l'amplitude des modulations attend un maximum. Notons que pour des amplitudes du potentiel
al�eatoire plus �elev�ees que celles pr�esent�ees sur la �gure 3.16, une d�ecroissance de l'amplitude ��
peut être attendue et c'est pourquoi nous avons utilis�e le terme de "maximum" dans les donn�ees
qui sont pr�esent�ees ici. En e�et, pour de larges amplitudes du potentiel al�eatoire ( > 0:5), le
condensat est fragment�es en de nombreuses parties dont les phases uctuent al�eatoirement,
conduisant �a une diminution du contraste observ�e sur la densit�e atomique apr�es un temps de
vol.

3.4.2.2 Calculs num�eriques de l'expansion �a 3D

Nous avons e�ectu�e des calculs num�eriques de l'expansion 3D d'un condensat 3D d�esordonn�e
avec l'�equation de Gross-Pitaevskii d�ependant du temps. Initialement le condensat se trouve
dans le r�egime de Thomas-Fermi en pr�esence d'un potentiel al�eatoire ayant une longueur de
corr�elation � z = 5:5 � m identique �a celle des exp�eriences. Les param�etres du pi�ege magn�etique
initial sont �egalement identiques �a ceux du pi�ege utilis�e dans nos exp�eriences, en particulier son
rapport d'aspect grand (environ �egal �a 100). Il faut cependant souligner que nous ne prenons
pas en compte la pr�esence de uctuations de phase initiales dans le condensat allong�e pi�eg�e.
Nous reviendrons plus loin sur cette di��erence avec le cas exp�erimental.

Pour un condensat pi�eg�e d�esordonn�e (! ztvol = 0) dans le r�egime de Thomas-Fermi (voir
3.3.4), les modulations de densit�e induites par le potentiel al�eatoire reproduisent les modula-
tions du potentiel. Les uctuations de densit�e du condensat pi�eg�e ont donc une amplitude �egale
�a 2VR

13 et une �echelle spatiale �egale �a la longueur de corr�elation �z = 5:5 � m. A�n de prendre
en compte la r�esolution �nie du syst�eme d'imagerie, nous avons simul�e le pro�l du condensat
d�esordonn�e dans le r�egime de Thomas-Fermi en pr�esence d'un potentiel al�eatoire (avec une lon-
gueur de corr�elation �egale �a � z = 5:5 � m) et e�ectu�e une convolution de ce dernier avec la FTM
de notre syst�eme d'imagerie. La �gure 3.17 pr�esente un pro�l de densit�e obtenu num�eriquement
et sa convolution avec la FTM de notre syst�eme d'imagerie exp�erimental.

Fig. 3.17 { Pro�l longitudinal de densit�e d'un
condensat de Bose d�esordonn�e dans le pi�ege magn�e-
tique (trait �n rouge) et pro�l convolu�e (trait �epais
bleu) avec la fonction de r�eponse (FTM) du syst�eme
d'imagerie (L res = 8:5 � m). Le condensat de lon-
gueur LTF = 150 � m se trouve dans un potentiel
al�eatoire d'amplitude  = 0:1 et de longueur de cor-
r�elation � z = 5:5 � m.

En moyennant sur 50 r�ealisations du d�esordre, nous obtenons que le contraste du pro�l
convolu�e Cconv est �egal �a 64% du contraste r�eelC, soit Cconv = 0:64(3) C. Notons que ce r�esul-

13Le facteur 2 ici vient de l'int�egration selon les directions radiales [34].



106
Chap 3 - Production et caract �erisation d'un condensat de Bose-Einstein dans

un potentiel al �eatoire

tat concorde avec le calcul e�ectu�e au paragraphe 2.2.4 pour un champ de tavelure int�egr�e14 :
avec � z=Lpixel = 5:5=8:5 = 0:65 il vient M = 2:2 et CD = 0:67.

A l'instant ! ztvol = 0, le condensat d�esordonn�e s'�etend alors sous l'e�et des interactions en
l'absence de pi�egeage magn�etique et de potentiel al�eatoire. Apr�es un temps d'expansiontvol ,
nous obtenons un nuage atomique 3D et nous int�egrons la densit�e dans les deux directions
transverses a�n d'obtenir un pro�l de densit�e 1D, n1D(z), identique �a celui calcul�es �a partir des
images par absorption exp�erimentales. Des pro�ls de densit�e 1D d'un condensat d�esordonn�e en
expansion obtenus num�eriquement sont pr�esent�es sur la �gure 3.18. Nous pr�esentons �egalement
sur cette �gure le r�esultat de la convolution de ces pro�ls obtenus num�eriquement avec la FTM
de notre syst�eme d'imagerie. Une dynamique assez complexe fait apparâ�tre des pro�ls tr�es
modul�es dont l'amplitude change au cours du temps de voltvol . Nous discuterons ce point en
d�etail au paragraphe 3.4.3.

Fig. 3.18 { Pro�ls de densit�e calcul�es �a par-
tir de l'expansion 3D d'un condensat d�esor-
donn�e (trait �n rouge) pour di��erents temps
de voltvol . Le potentiel al�eatoire dans lequel se
trouve le condensat avant l'expansion est iden-
tique �a celui des exp�eriences : issu d'un champ
de tavelures avec une longueur de corr�elation
� z = 5:5 � m et une amplitude = 0:1 ici.
Les pro�ls convolu�es avec la FTM du syst�eme
d'imagerie exp�erimental sont �egalement pr�e-
sent�es (trait �epais bleu).

A partir des pro�ls de densit�e convolu�es avec la FTM du syst�eme d'imagerie exp�erimental,
nous extrayons l'amplitude � � des modulations de densit�e. Nous �etudions les uctuations de
densit�e � � des calculs num�eriques en fonction de l'amplitude du potentiel al�eatoire pour les
mêmes param�etres exp�erimentaux que ceux de la �gure 3.16. Les r�esultats sont pr�esent�es sur
la �gure 3.19b). Nous avons �egalement calcul�e, �a partir des pro�ls de densit�e non-convolu�es,
l'amplitude � � des modulations de densit�e des condensats d�esordonn�es dans le pi�ege magn�e-
tique. Comme le montre la �gure 3.19a), nous obtenons dans le pi�ege magn�etique �� = 2 .
Nous retrouverons ce r�esultat par notre mod�ele (paragraphe 3.4.3).

Nous constatons que la d�ependance de �� avec sur la �gure 3.19b) est tr�es similaire �a celle
obtenue dans nos exp�eriences (�gure 3.16). D'une part pour les faibles amplitudes < 0:2 cette
d�ependance est lin�eaire avec un coe�cient � � = 1:25(2)  . D'autre part, pour des amplitudes
sup�erieures, � � sature comme dans l'exp�erience.

14Il faut noter que au paragraphe 2.2.4, la convolution n'a pas �et�e r�ealis�e comme ici avec la FTM mesur�ee
exp�erimentalement mais avec celle donn�ee par un ensemble de pixels rectangulaires.
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Fig. 3.19 { Amplitude � � des modulations de densit�e calcul�ee en fonction de l'amplitude du
potentiel al�eatoire �a partir des pro�ls obtenus num�eriquement. a) Avec les pro�ls num�eriques
dans le pi�ege magn�etique,� � = 2 ; b) Avec les pro�ls num�eriques convolu�es avec la FTM du
syst�eme d'imagerie pour un temps de vol detvol = 15 ms, � � = 1:22(1) .

R�eduction du contraste dans l'exp�erience

Nous discutons maintenant les origines possibles de la r�eduction du contraste des franges de
densit�e dans notre exp�erience. A partir des r�esultats des calculs num�eriques, nous pouvons dans
une bonne mesure �evaluer les di��erentes contributions. Nous identi�ons trois sources possibles
de r�eduction du contraste r�eel lors de notre mesure exp�erimentale : l'e�et de la r�esolution �nie
du syst�eme d'imagerie ; le d�efaut d'alignement de la sonde avec l'axe radialOy du condensat ;
le d�efaut d'alignement des franges de densit�e avec l'axeOy du nuage atomique.

Premi�erement,nous avons d�ej�a discut�e l'e�et de la r�esolution �nie du syst�eme d'imagerie
pr�ec�edemment (paragraphe 3.4.1.2), la mesure de la FTM nous permettant de quanti�er pr�e-
cis�ement cet e�et. Nous pouvons calculer le facteur de diminution du contraste induite par
l'imagerie sur les pro�ls obtenus num�eriquement. La �gure 3.20 pr�esente l'�evolution au cours
du temps de vol de ce facteur.

La diminution du contraste Cres induite par la r�esolution �nie de l'imagerie va �egalement
nous permettre d'�evaluer l'�echelle spatiale typique des modulations de densit�e au cours du temps
de vol. Nous d�ecrivons un peu plus loin dans ce paragraphe ce qu'il en est. Dans ce but, nous
utiliserons un ajustement des points de la �gure 3.20 que nous avons e�ectu�e avec une fonction
(arbitraire) du type

f (t) = A(1 � t exp[� B (t � t0)]) (3.39)

o�u A, B et t0 sont des param�etres ajustables. La ligne en trait plein sur la �gure 3.20 correspond
�a cet ajustement.

Dans un deuxi�eme temps, supposons que le faisceau sonde est bien align�e avec l'axe radial
Oy d'expansion du condensat. Dans les exp�eriences, le potentiel al�eatoire est g�en�er�e par un
champ de tavelures dont l'alignement avec les axes propres du condensatOy et Oz n'est pas
parfait. Ce d�efaut d'alignement a pour cons�equence une diminution du contraste mesur�e des
franges de densit�e. Un angle existe entre l'axe des franges d�e�ni par le potentiel al�eatoire et
l'axe Oz comme nous pouvons l'observer �a partir des images par absorption (voir Fig. 3.21a) en
comparant l'axe long du condensat �a celui des franges. La �gure 3.21a) met en �evidence sur les
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Fig. 3.20 { Facteur de diminution du contraste
Cres induit par la r�esolution �nie L res = 8:5 � m
du syst�eme d'imagerie calcul�e �a partir des pro-
�ls obtenus avec les calculs num�eriques. La
courbe en trait plein correspond �a un ajuste-
ment avec la fonction de l'�equation (3.39).

images exp�erimentales l'angle dont nous parlons avec l'axeOz. Selon cet axeOz, l'angle avec
les franges est de 2 degr�es environ.

Fig. 3.21 { a) Image exp�erimentale d'un condensat d�esordonn�e apr�es un temps de voltvol = 17
ms. La ligne blanche correspond �a l'axeOz de l'anisotropie du nuage alors que les axes rouges
correspondent aux axes des franges de densit�e. Nous observons un angle entre l'axe des franges
et l'axe Oz. b) Sch�emas de l'orientation des franges de densit�e avec l'axe verticalOy du faisceau
sonde pour deux temps de vol di��erents. Il faut noter que le produitRTF (tvol ) tan( � ) est constant
au cours du temps de vol (voir texte). Cette remarque implique que la diminution du contraste
des franges de densit�e due �a l'angle� est constante au cours de l'expansion libre du nuage
atomique.

De même, il existe un angle entre l'axe des franges et l'axe verticalOy du faisceau sonde [voir
�gure 3.21b)]. Nous ne pouvons pas mesurer cet angle �a partir des des images par absorption
puisque nous int�egrons la densit�e atomique selon cet axeOy. Comme nous l'avons discut�e dans
le cas d'un condensat non-d�esordonn�e, cet angle entre le faisceau sonde (suppos�e ici orient�e
selon l'axeOy) et l'axe des franges induit une diminution du contraste de ces derni�eres lors de
la mesure [Eq.(3.38)]. Il est important de noter que dans la situation que nous d�ecrivons sur la
�gure 3.21b), la diminution du contraste est constante au cours du temps de vol bien que la
taille radiale RTF (tvol ) augmente. En e�et, l'angle � entre le faisceau sonde et les franges [voir
la �gure 3.21b)] �evolue �egalement au cours du temps de vol via la taille radialeRTF (tvol ) du
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nuage : tan(� ) / 1=RTF (tvol ). Ainsi le produit RTF (tvol ) tan( � ) de l'�equation (3.38) est constant
au cours du temps de vol (la distance selon l'axeOz entre les deux lignes pointill�ees verticales de
la �gure 3.21b) correspond �a ce produit) et la diminution du contraste est �egalement constante.
Sur notre exp�erience, l'angle� des franges avec l'axeOy est inf�erieur �a 2 degr�es. La r�eduction
du contraste correspondante, constante au cours du temps de vol, est inf�erieure �a 1%. Cet e�et
est donc n�egligeable et nous ne le consid�ererons plus par la suite.

En�n, la troisi�eme origine d'une diminution du contraste que nous avons identi��ee vient de
l'angle qui existe entre le faisceau sonde et l'axe radialOy de l'expansion du nuage atomique.
Comme nous l'avons discut�e dans le cas de l'expansion d'un condensat allong�e pr�esentant des
uctuations de phase initiales (paragraphe 3.4.1.2), la formule de l'�equation (3.38) permet de
calculer la r�eduction du contraste Cangle associ�ee au d�efaut d'alignement du faisceau sonde.
Ce calcul requiert la connaissance de l'�echelle spatialed(tvol ) de variation des uctuations de
densit�e au cours du temps de vol.

Pour cela, nous utilisons le r�esultat sur l'�evolution du facteur de contraste dû �a la r�esolution
de l'imagerie (�gure 3.20). L'�evolution au cours du temps de vol de ce facteurCangle est li�ee
�a celle du rapport d(tvol )=Lres et elle est correctement d�ecrite en consid�erant que les pro�ls
de densit�e convolu�es correspondent �a des champs de tavelures int�egr�es avec un pixel carr�e de
taille L res

15. Initialement, nous avonsd(tvol = 0) = 5 :5 � m et avec les r�esultats du paragraphe
2.2.4 (i.e. un champ de tavelures int�egr�es par des pixels carr�es), nous calculons un facteur de
diminution du contraste �egal �a 0.64, valeur qui est en bon accord avec celle obtenue �a partir des
pro�ls de densit�e num�eriques avec la FTM de l'imagerie (voir �gure 3.20). A partir de la courbe
d�ecrivant l'�evolution du facteur du contraste Cangle de la �gure 3.20, nous pouvons calculer le
facteur M = 1=

p
Cangle pour les di��erents de vol dont nous pouvons alors extraire le rapport

d(tvol )=Lres (voir Eq. 2.27) et, en particulier, l'�echelle spatialed(tvol ). En reportant d(tvol ) dans
l'�equation 3.38, nous pouvons alors calculer l'�evolution temporelle du contraste pour un angle
� quelconque.

Comparaison exp�erience/calculs num�eriques

Comme nous l'avons soulign�e au d�ebut de ce paragraphe, nous n'avons pas pris en compte
l'existence de uctuations de phase dans notre condensat allong�e initial pour les calculs nu-
m�eriques. D�es lors, pour une amplitude nulle du potentiel al�eatoire, = 0, nous obtenons
num�eriquement des uctuations de densit�e nulles (voir �gures 3.19). Cette situation corres-
pond �a l'expansion 3D d'un condensat �a temp�erature nulle qui suit les lois d'�echelle [144,145].
A�n de comparer les r�esultats num�eriques �a l'exp�erience, il faut donc ajouter une contribu-
tion constante �a ces calculs num�eriques qui inclue les uctuations de densit�e g�en�er�ees par des
uctuations initiales de la phase.

Pour prendre en compte les deux e�ets qui contribuent �a la r�eduction du contraste dans
l'exp�erience (r�esolution �nie et angle du faisceau sonde), il faut multiplier les pro�ls convolu�es
avec la FTM du syst�eme d'imagerie par le facteurCangle(tvol ) correspondant au temps de vol
consid�er�e. En prenant un angle du faisceau sonde avec les franges de densit�e� = 0:33 degr�e,
nous obtenons un facteurCangle(! ? tvol = 60) ' 0:4. Nous comparons les mesures exp�erimentales

15voir paragraphe 2.2.4 pour la relation entre le facteur de diminution du contraste 1=
p

M et le rapport
d(tvol )=Lres.
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avec les calculs num�eriques sur la �gure 3.22. L'accord entre ces points sur toute la gamme des
amplitudes  test�ee est frappante. Nous en concluons que le facteur 0:4 utilis�e pour prendre en
compte la diminution du contraste li�ee au d�efaut d'alignement de la sonde donne un r�esultat
coh�erent. Il faut noter que l'angle � = 0:33 degr�e correspond �a une valeur tout �a fait plausible
sur notre dispositif exp�erimental. Nous avons en e�et une incertitude d'environ 1 degr�e sur
l'alignement du faisceau sonde.

Fig. 3.22 { Comparaison des mesures
exp�erimentales (disques rouges) avec
les calculs num�eriques (cercles bleus)
prenant en compte de la r�esolution �-
nie du syst�eme d'imagerie et l'angle
entre le faisceau sonde et l'axe des
franges.

Sur la �gure 3.15 trois pro�ls de condensats d�esordonn�es apparaissent pour trois temps
de vol di��erents. Au del�a de la pr�esence des franges de densit�e, nous pouvons observer que
l'amplitude de ces derni�eres �evoluent avec le temps de vol, en particulier nous observons que
les uctuations de densit�e augmentent avec le temps de vol. L'objet du paragraphe suivant
est l'�etude de cette dynamique des franges de densit�e au cours de l'expansion de condensats
allong�es 3D d�esordonn�es.

3.4.2.3 Evolution temporelle des uctuations de densit�e

Nous �etudions maintenant le d�eveloppement des uctuations de densit�e d'un condensat
d�esordonn�e au cours du temps de vol. La �gure 3.23 pr�esente l'�evolution dynamique de la
d�eviation standard normalis�ee des uctuations de densit�e � � pour un condensat d�esordonn�e
initialement en pr�esence d'un potentiel al�eatoire d'amplitude  = 0:4. Nous avons �egalement
report�e sur cette �gure la mesure des uctuations de densit�e pour un condensat non-d�esordonn�e.

Les uctuations de densit�e qui apparaissent lors de l'expansion d'un condensat 3D d�esor-
donn�e sont de plus grande amplitude (typ. 15%) que celles qui existent (typ. 4%) dans un
condensat non-d�esordonn�e cr�e�e dans des conditions exp�erimentales identiques (nombre d'atomes,
anisotropie du pi�ege). Par ailleurs, nos mesures mettent en �evidence l'augmentation de l'ampli-
tude � � des uctuations de densit�e d'un condensat d�esordonn�e pour des temps de vol inf�erieurs
�a 15 ms (! ztvol ' 62). Pour des temps de vol sup�erieurs, l'amplitude �� des uctuations de
densit�e sature.

Les calculs num�eriques de l'�equation de Gross-Pitaevskii d�ependant du temps pour les pa-
ram�etres de l'exp�erience �gurent �egalement sur la �gure 3.23 (ligne en trait plein rouge). Les
calculs num�eriques report�es sur la �gure 3.23 prennent en compte la r�esolution �nie du syst�eme
d'imagerie (convolution avec la FTM) et le facteurCangle(tvol ) du �a l'angle du faisceau sonde
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Fig. 3.23 { Evolution de la d�eviation standard� � des uctuations de densit�e normalis�ees� (z)
en fonction du temps de voltvol pour un condensat non-d�esordonn�e (disques bleus) et pour un
condensat d�esordonn�e (diamants rouges). La zone gris�ee correspond �a la mesure attendue de la
d�eviation � � (Eq. 3.37) d'un condensat non-d�esordonn�e en prenant en compte l'inuence de
notre syst�eme d'imagerie (voir paragraphe 3.4.1.2). La courbe en trait plein rouge correspond
au r�esultat des calculs num�eriques e�ectu�es avec les param�etres exp�erimentaux (voir texte).

avec l'axe des franges que nous avons calibr�e au paragraphe pr�ec�edent 3.4.2.2. L'accord entre
les mesures exp�erimentales et les r�esultats de ces calculs num�eriques est bon. En particulier, la
valeur de l'amplitude � � et sa dynamique obtenus num�eriquement reproduisent correctement
les observations exp�erimentales.

Comme nous l'avons soulign�e au paragraphe 3.4.2.2 les calculs num�eriques que nous avons
e�ectu�es ont pour �etat initial un condensat d�esordonn�e dans le r�egime de Thomas-Fermi dans
le pi�ege magn�etique anisotrope avec une phase uniforme sur toute la taille du nuage. Or, dans
un tel condensat anisotrope des uctuations de phase d'origine thermique sont initialement
pr�esentes dans le pi�ege (! ztvol = 0). La contribution de ces uctuations de phase initiales
dues �a l'anisotropie du pi�ege ont �et�e prises en compte avec l'ajout d'une constante �egale �a la
valeur mesur�ee dans les exp�eriencesen l'absence de d�esordre. Une fois cette constante ajout�ee
aux calculs num�eriques, ces derniers reproduisent les mesures exp�erimentales enpr�esence de
d�esordre. Ce point tend �a montrer que les uctuations de phase initiales ne sont pas modi��ees
signi�cativement par la pr�esence de d�esordre. Nous allons maintenant discuter de ce point
(modulations de phase initiales �a l'origine des uctuations de densit�e observ�ees en temps de
vol) en lien avec l'exp�erience.

3.4.2.4 Moyenne sur di��erentes r�ealisations du d�esordre

Les uctuations de densit�e induites en temps de vol par la pr�esence de uctuations de phase
initiales dans un condensat allong�e pi�eg�e se traduisent par un pro�l spatial qui change d'un
cycle de l'exp�erience �a l'autre. En e�et, ces uctuations de phase initiales ayant une origine ther-
mique, leur pro�l est modi��e lors de chaque r�ealisation exp�erimentale d'un nouveau condensat
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de Bose-Einstein. Il en r�esulte alors un pro�l de uctuations de densit�e en temps de vol qui dif-
f�ere d'un condensat �a l'autre r�ealis�es dans les mêmes conditions exp�erimentales (même pi�egeage
magn�etique, même potentiel al�eatoire �eventuel). Les images de condensats allong�es d�esordonn�es
pr�esent�ees sur la �gure 3.15 sont obtenues apr�es un moyennage sur 6 condensats d�esordonn�es
cr�e�es dans des conditions exp�erimentales identiques (en particulier avec la même r�ealisation du
potentiel al�eatoire). Les franges de densit�e que nous observons subsistent apr�es un tel moyen-
nage. De plus, le pro�l des uctuations de densit�e sur chaque condensat d�esordonn�e obtenu
avec la même r�ealisation du potentiel al�eatoire est identique. Cette observation exp�erimentale
exclut une origine li�ee �a des excitationsthermiquesinitialement pr�esentes dans les condensats
d�esordonn�es pi�eg�es. Nous en concluons que l'augmentation, engendr�ee par la pr�esence d'un po-
tentiel al�eatoire, des franges de densit�e en temps de vol n'est pas li�ee �a un accroissement des
uctuations de phase induit par le d�esordre dans les condensats pi�eg�es.

Par ailleurs, lorsque la r�ealisation du potentiel al�eatoire change, le pro�l des uctuations
de densit�e apr�es temps de vol est modi��e. Ce point est illustr�e par la �gure 3.24 pour trois
r�ealisations di��erentes du potentiel al�eatoire : les pro�ls des uctuations de densit�e pour ces
3 r�ealisations sont di��erents. Ce dernier point montre que les uctuations de densit�e qui se
d�eveloppent au cours du temps de vol d�ependent de la r�ealisation du potentiel al�eatoire : elles
doivent donc avoir un lien avec les modulations de densit�e initialement pr�esentes dans le conden-
sat d�esordonn�e pi�eg�e qui reproduisent les modulations de la r�ealisation du potentiel al�eatoire
(puisque le condensat est dans le r�egime de Thomas-Fermi).

Fig. 3.24 { Pro�ls de densit�e 1D de conden-
sats d�esordonn�es apr�es un temps de vol �xe
! ztvol = 62:2 pour trois r�ealisations di��erentes
du potentiel al�eatoire. Les pro�ls de densit�e dif-
f�erent d'une r�ealisation �a l'autre du d�esordre.

Nous allons maintenant d�ecrire la physique sous-jacente aux observations exp�erimentales sur
les condensats d�esordonn�es en temps de vol que nous venons de pr�esenter. Comme nous venons
de le montrer, l'origine de ces franges observ�ees n'est pas li�ee aux uctuations de phase initiales
dans le pi�ege magn�etique. Au contraire, notre approche analytique met en �evidence le rôle de
l'expansion radiale dans le processus de d�eveloppement des grandes uctuations de densit�e dans
les condensats d�esordonn�es �a partir des modulations de densit�e initialement pr�esentes dans le
pi�ege magn�etique (tvol = 0 ms).
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3.4.3 Description th�eorique de l'�evolution des uctuations de den-
sit�e et de phase

L'hypoth�ese d'un accroissement, induit par le d�esordre, des uctuations de phase initia-
lement pr�esentes dans les condensats allong�es pi�eg�es pour expliquer l'apparition de grandes
uctuations de densit�e au cours du temps de vol a �et�e r�efut�ee au paragraphe 3.4.2. Nous pr�e-
sentons dans ce paragraphe l'origine et les caract�eristiques du processus dynamique conduisant
�a l'apparition de grandes uctuations de densit�e dans les condensats d�esordonn�es allong�es au
cours du temps de vol. Ce processus dynamique subtil met en �evidence le rôle jou�e par l'expan-
sion radiale existant dans les condensats anisotropes. Nous voulons insister d�es maintenant sur
la n�ecessit�e d'une expansiontri-dimensionnelle du nuage atomique dans ce processus que nous
allons d�etailler dans la suite. De plus, de grandes modulations de densit�e seront observ�ees lorsque
les condensats sontallong�es selon une direction et le potentiel al�eatoire estuni-dimensionnel
selon cette direction longue des condensats. Notons que les exp�eriences qui ont mis en �evidence
de telles uctuations de densit�e (Florence [88], Orsay [34], Rice University [146] et Hanovre)
remplissent ces trois conditions.

3.4.3.1 Dynamique en temps de vol en repr�esentation densit�e/phase

Nous voulons �etudier l'expansion d'un condensat d�esordonn�e au cours d'une expansion libre.
Nous avons d�ecrit au paragraphe 3.3.3.1 l'�evolution en temps de vol de la fonction d'onde (r ; t)
d'un condensat initialement pi�eg�e et non-d�esordonn�e. La fonction d'onde (r ; t) a �et�e �ecrite en
fonction d'une fonction d'onde� (r ) stationnaire, seuls les facteurs d'�echellebj (t) et la phase
dynamique � 0(r ; t) variant dans le temps. Cette transformation avec une fonction d'onde�
stationnaire est valide en l'absence de modulations de densit�e et de phase initiales dans le
condensat.

A�n de d�ecrire analytiquement le d�eveloppement de uctuations de densit�e au cours du
temps de vol que nous observons exp�erimentalement, la fonction d'onde� doit d�ependre du
temps. Cela �etant, la dynamique de l'expansion d'un condensat d�esordonn�e et d�elocalis�e doit
être domin�ee par les mêmes facteurs d'�echellebj (t) et la même phase� (r ; t). L'�evolution tempo-
relle de� correspond alors �a de faibles uctuations de densit�e et de phase autour de leurs valeurs
obtenues pour un condensat non-d�esordonn�e. Nous utilisons ainsi la même transformation pour
la fonction d'onde mais cette fois la fonction d'onde� peut varier au cours du temps :

 (r ; t) =
1

q Q
j bj (t)
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�
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bj (t)
; t

�
ei� 0 (r ;t ) : (3.40)

Nous pouvons alors obtenir l'�equation d'�evolution de � �a partir de l'�equation de Gross-
Pitaevskii pour  et il vient en pr�esence d'un potentiel ext�erieur d�ependant du tempsVext (t),
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Lors du temps de vol que nous d�ecrivons, le potentiel al�eatoire et le pi�ege magn�etique sont
coup�es �a l'instant t = 0. Le potentiel ext�erieur Vext (t) est donc nul durant le temps de vol,
Vext (t) = 0. De plus, nous supposons que le pi�ege magn�etique est su�samment anisotrope,
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! ? � ! z, pour consid�erer le facteur d'�echelle selon la direction longitudinale constant,bz '
1. Ce mod�ele d�ecrit les exp�eriences que nous avons r�ealis�ees avec des temps de vol typiques
inf�erieurs �a 25 ms16.

Dans l'espace renormalis�e par les facteurs d'�echelle,X j = x j =bj (t), il vient alors
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o�u ~� 2 = X 2
1 + X 2

2 = � 2=b2
? (t) et ~z = X 3 = z=bz(t) sont les coordonn�ees radiale et longitudinale

de cet espace.

Nous nous int�eressons dans cette partie �a l'�evolution des modulations de densit�e dans le
condensat au cours du temps de vol. Nous allons donc d�ecomposer l'�equation pr�ec�edente (3.42)
en deux �equations coupl�ees faisant apparâ�tre la densit�e et la phase du condensat.

Ecriture densit�e/phase

La description de l'�evolution d'un condensat de Bose-Einstein au cours d'un temps de vol
peut s'�ecrire avec les variables densit�e et phase de la fonction d'onde� (X j ; t) :

� (R; t) =
p

~n(R; t) ei ~� (R ;t ) : (3.43)

Nous notons la densit�e ~n et la phase~� de la fonction d'onde� pour rappeler que cette den-
sit�e et cette phase sont celles de l'espace renormalis�e par les facteurs d'�echelle. En particulier,
dans le cas de notre pi�ege anisotrope, la densit�e r�eellen est reli�ee �a la densit�e ~n par la relation
n(�; z; t ) = ~n(~�; ~z; t)=b2

? .

En utilisant cette transformation dans l'�equation de Gross-Pitaevskii (3.42) et en identi�ant
les parties r�eelles et imaginaires, nous obtenons les deux �equations coupl�ees suivantes :

@t ~n = �
~

mb2
?

r ~�

�
~nr ~�

~�
�

�
~
m

@~z

�
~n@~z

~�
�

(3.44)

~ @t
~� =

g~n � �
b2

?

+
m! 2

? ~� 2

2b2
?

+
m! 2

z ~z2

2b2
?

�
~2

2mb2
?

"
4 ~�

p
~n

p
~n

+ jr ~�
~� j2

#

�
~2

2m

"
@2

~z

p
~n

p
~n

+ j@~z
~� j2

#

(3.45)

Ces deux �equations (3.44-3.45) d�ecrivent l'�evolution temporelle de la densit�e ~n et de la
phase~� du condensat en expansion. Remarquons que la pr�esence d'un potentiel al�eatoire dans
le pi�ege avant l'expansion n'apparâ�t pas dans ces �equations. Ce point vient du fait que le
potentiel al�eatoire �etant coup�e en même temps que le pi�ege magn�etique (�a l'instant t = 0), le
potentiel ext�erieur Vext (t) a �et�e pris �egal �a z�ero. Cela �etant, l'inuence du potentiel al�eatoire
a pour e�et de modi�er les conditions initiales de ces �equations coupl�ees (3.44-3.45). Il est en

16Au del�a de 25 ms de temps de vol, le condensat est d�etruit en touchant la partie inf�erieure de la cellule
dans laquelle il est fabriqu�e.
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e�et n�ecessaire de donner les conditions initiales �a l'instantt = 0 du d�ebut du temps de vol
pour rendre compl�etes les �equations pr�ec�edentes sur la densit�e et la phase.

Avant le temps de vol, le condensat est dans le r�egime de Thomas-Fermi en pr�esence du
potentiel al�eatoire V(z) comme nous l'avons justi��e pr�ec�edemment [paragraphe 3.3.4]. De plus,
les uctuations de phase initiales dues �a l'anisotropie du pi�ege �etant faibles dans les exp�eriences
que nous d�ecrivons, nous supposerons la phase initiale uniforme que nous pouvons prendre �egale
�a z�ero 17. Les conditions initiales s'�ecrivent alors

g~n(~�; ~z; t = 0) = � �
m! 2

? ~� 2

2
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m! 2
z ~z2

2
� V(~z) = g~n0(~�; ~z) � V(~z) (3.46)

~� (~�; ~z; t = 0) = 0 :

En l'absence de potentiel al�eatoire,V(z) = 0, les solutions des �equations coupl�ees (3.44-3.45)
sont simplement

~n(~�; ~z; t) = ~n0(~�; ~z) (3.47)
~� (~�; ~z; t) = 0 :

Il est naturel de trouver la solution stationnaire ~n(~�; ~z; t) = ~n0(~�; ~z) pour la densit�e ~n dans
l'espace renormalis�e par les facteurs d'�echelle. Cette solution correspond en e�et �a la solution
d�ecrite par les lois d'�echelles [144, 145], �a savoirn(r ; t) = n0(~�; ~z)=b2

? (t). Pour ce qui est de la
phase~� , le gradient de phase correspondant �a l'expansion du condensat a �et�e pris en compte
dans la transformation d�e�nissant la fonction d'onde � (c'est �a dire dans l'expression� 0(r ; t)
d�e�nie au paragraphe 3.3.3.1). Nous obtenons ainsi une phase~� nulle en l'absence de potentiel
al�eatoire.

La pr�esence du potentiel al�eatoire 1D sur le condensat pi�eg�e induit des uctuations de
densit�e initiale dans la direction longitudinaleOz18. Le nuage atomique poss�ede ainsi un terme
de champ moyen proportionnel aux modulations du potentiel al�eatoireV(z) dans le pi�ege
magn�etique. Lors de l'ouverture du pi�ege magn�etique (tvol = 0), ce terme de champ moyen
qui uctue spatialement imprime des modulations de phase sur le condensat dans la direction
longitudinale Oz du potentiel al�eatoire 1D. Ces derni�eres sont gel�ees par l'expansion radiale et
elles se convertissent ensuite en uctuations de densit�e aux temps de vol plus longs.

Nous d�e�nissons les uctuations de densit�e�n et de phase� respectivement par

� ~n(~�; ~z; t) = ~n(~�; ~z; t) � n0(~�; ~z) (3.48)
~� (~�; ~z; t):

Ainsi, la quantit�e � ~n(~�; ~z; t) correspond aux uctuations de densit�e autour du pro�l de densit�e
parabolique ~n0(~�; ~z) et ~� (~�; ~z; t) aux uctuations de la phase.

17Un calcul simple de la minimisation de l'�energie totale d'un condensat de Bose-Einstein d�esordonn�e �a
temp�erature nulle �a l'�equilibre conduit �a l'absence de uctuations de phase induite par le d�esordre.

18Comme nous l'avons d�ej�a discut�e, cela vient du fait que le condensat se trouve dans le r�egime de Thomas-
Fermi en pr�esence du potentiel al�eatoire.



116
Chap 3 - Production et caract �erisation d'un condensat de Bose-Einstein dans

un potentiel al �eatoire

Le potentiel al�eatoire �etant uni-dimensionnel selon l'axeOz, les uctuations de densit�e et
de phase induites par la pr�esence de ce dernier existeront dans la seule direction longitudi-
nale Oz. Nous supposons donc qu'aucune d�ependance radiale n'apparâ�t dans l'expression des
uctuations de densit�e et de phase.

En n�egligeant les termes faisant apparâ�tre une d�eriv�ee radiale et en utilisant une approxima-
tion de densit�e locale pour e�ectuer un traitement perturbatif au premier ordre en perturbation
� ~n � ~n0 and � ~� � 2� , il vient :

@t � ~n = �
~
m

~n04 z
~� (3.49)

� ~ @t
~� =

g� ~n
b2

?

+
~2

2m

�
j@z

~� j2 �
4 z� ~n
2~n0

�
: (3.50)

Trois termes contribuent aux uctuations de phase [Eq.(3.50)] : le premier terme de droite
est li�e �a la pr�esence d'interaction et les deux autres termes �a une �energie cin�etique (un terme de
gradient de phase et un terme de gradient de densit�e). En n�egligeant le second terme de droite
de l'�equation (3.50) (terme enj@z

~� j2), les uctuations de densit�e sont solutions d'une �equation
du second ordre,

@2
t � ~n �

�
mb2

?

4 z� ~n +
~2

4m2
4 2

z� ~n = 0 (3.51)

� ~n(z;0) = V(z)=g; @t � ~n(z;0) = 0:

La condition de validit�e de cette �equation (3.51) correspond �a une contribution n�egligeable
du terme enj@z

~� j2 de l'�equation (3.50) (terme j@z
~� j2). Aux temps courts, � ~n � VR=g et cette

condition de validit�e s'�ecrit ~2j@z
~� j2=2m � VR=b2

? , ce qui conduit �a

! ? t �
�

� R

�

� 2 (~! ? )2

�V R
: (3.52)

Dans la suite de notre discussion, nous supposerons cette condition de validit�e respect�ee aux
temps courts. Nous verrons par ailleurs que c'est bien le cas dans notre exp�erience.

La solution analytique de l'�equation du second ordre en temps (3.51) pour les uctuations de
densit�e est di�cilement soluble. Nous proposons comme alternative un sc�enario en deux temps.
D�es l'ouverture du pi�ege magn�etique, le terme de champ moyen induit par le potentiel al�eatoire
g� ~n(z) � V(z) imprime une phase qui uctue selon la direction du potentiel al�eatoire et qui est
homog�enes transversalement : il s'agit de disques de phase homog�enes dans la direction radiale.
Lors la premi�ere phase de l'expansion 3D d'un condensat tr�es allong�e, le nuage atomique explose
essentiellement radialement et les modulations longitudinales de phase imprim�ees parV(z) sont
gel�ees. Dans un second temps, les modulations de phase longitudinales se convertissent en de
grandes uctuations de densit�e, qui sont celles que nous observons dans les exp�eriences.

Remarquons que l'expression des uctuations de densit�e� ~n utilis�ee dans ce paragraphe
est celle des uctuations de densit�e dans l'espace renormalis�e par les facteurs d'�echelle. Les
uctuations de densit�e r�eelles sont donc � ~n=b2

? (tvol ). Dans les exp�eriences, nous avons �etudi�e
les uctuations de densit�e normalis�ees par le pro�l parabolique apr�es temps de vol, c'est �a
dire ~n0=b2

? (tvol ). Ainsi le calcul analytique de � ~n=~n0 correspond bien �a la quantit�e mesur�ee
exp�erimentalement.
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3.4.3.2 Mod�ele physique de l'expansion libre en deux �etapes

Nous nous proposons d'�etablir un sc�enario pour le d�eveloppement des larges uctuations de
densit�e observ�ees au cours du temps de vol �a partir des �equations coupl�ees (3.49)-(3.50). Ce
sc�enario distingue deux �etapes temporelles. Aux temps courts, l'expansion transverse du nuage
domine et g�ele la dynamique longitudinale : la phase se d�eveloppe transversalement alors que les
modulations de densit�e longitudinales en sont presque pas modi��ee. Aux temps longs, les mo-
dulations de phase se convertissent en uctuations de densit�e dans la direction longue du nuage.

Impression de modulations de phase et expansion radiale aux temps courts

Nous remarquons que dans le pi�ege initial, le condensat d�esordonn�e se trouve dans le r�egime
de Thomas-Fermi (� � � R). Ainsi, les deuxi�eme et troisi�eme termes de droite de l'�equation
sur la phase (3.50) (termes cin�etiques) sont n�egligeables devant le premier terme de droite de
cette même �equation (terme d'interaction). Ainsi, lors des premiers instants de l'expansion libre
du condensat d�esordonn�e, l'�equation sur la phase est gouvern�ee par le seul terme d'interaction
responsable de l'explosion radiale du nuage atomique. Cette �equation sur la phase~� se r�eduit
alors �a

� ~ @t
~� =

g� ~n
b2

?

: (3.53)

Si, de plus, nous supposons que les modulations de densit�e �evoluent peu durant la premi�ere
phase de l'expansion (gel de la dynamique longitudinale par l'explosion radiale du nuage),i.e.
� ~n(z; t) ' � ~n(z;0) = � V(z)=g, la phase s'�ecrit

~� (z; t) =
V(z)
~! ?

arctan(! ? t): (3.54)

Dans le cadre de nos approximations, la phase~� crô�t au cours du temps de vol avec une
constante de temps �egale �a 1=! ? , temps qui gouverne l'expansion radiale. Cette phase sature
rapidement (pour ! ? t = 10, nous avons 2=� arctan(! ? t = 10) = 0 :94).

En utilisant l'expression pr�ec�edente (3.54) pour l'�evolution temporelle de la phase~� aux
temps courts, nous obtenons alors avec l'�equation (3.49)

� ~n ' �
V(z)

g
�

~n0@2
z V(z)

m! 2
?

F (! ? t) (3.55)

avecF (� ) =
R�

0 d� 0 arctan(� 0) = � arctan(� ) � ln
p

1 + � 2.
A partir de (3.55) nous pouvons calculer l'amplitude �� des modulations de densit�e aux

temps courts. Nous avons Z

�
2��d� � ~n(z) = �R 2

TF � ~n(z) (3.56)

et la densit�e 1D au centre vaut ~n1D
0 = ��R 2

TF =2. Le second terme de� ~n [Eq.(3.55)] �etant
n�egligeable devant le premier, il vient alors avec un d�eveloppement au premier ordre

� � (t) ' 2
�

VR

�

� "

1 �
2
3

�
�

~! ?

� 2 �
�

� R

� 2

F (! ? t)

#

: (3.57)
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Il faut faire ici deux commentaires. Premi�erement, l'amplitude des modulations de densit�e ��
dans le pi�ege magn�etique est �egale �a 2VR=� . Le facteur multiplicatif 2 devant le terme VR=�
vient de l'int�egration transverse (� � �etant d�e�ni sur la densit�e 1D). Nous avions obtenu cette
d�ependance en analysant les pro�ls de densit�e obtenus par le calcul de l'�equation de Gross-
Pitaevskii 3D [�gure 3.19a)]. Deuxi�emement, le second terme de la formule 3.57 correspond �a
une faible d�ecroissance des modulations de densit�e aux temps courts : il s'agit de l'e�et du champ
moyen dans la direction longitudinale. Comme nous l'avons suppos�e pour obtenir l'expression
de la phase~� , ce terme doit être n�egligeable aux temps courts dans le cas d'un condensat tr�es
anisotrope (gel de la dynamique longitudinale lors de l'explosion transverse). Cependant sa
contribution peut être observ�ee sur les pro�ls de densit�e calcul�es num�eriquement : la courbe
num�erique pour � � d�ecroit en e�et aux temps courts sur la �gure 3.23.

Revenons maintenant sur les conditions de validit�e de nos di��erentes approximations.

Tout d'abord, nous avons n�eglig�e les termes "cin�etiques" dans l'�equation de la phase (3.50)
devant le terme d'interaction. Il faut donc que la condition (3.52) soit respect�ee a�n de pouvoir
n�egliger le terme en j@z

~� j2 dans (3.50). De plus, la condition sur le second terme cin�etique
(proportionnel �a 4 z� ~n) se met sous la forme

! ? t �
�

� R

�

� 2

: (3.58)

Ces deux conditions de validit�e sont v�eri��ees aux temps courts.
A ces deux conditions, il faut ajouter l'hypoth�ese d'une faible modi�cation des modulations

de densit�e, i.e. � ~n(z; t) ' � ~n(z;0) = � V(z)=g. A partir de l'�equation (3.55), cette condition
d�e�nit un temps typique t0 pendant lequel la dynamique longitudinale est gel�ee par l'expansion
transverse,

t0 =
1

! ?
F � 1

�
(� R=� )2(~! ? =� )2=2

�
: (3.59)

Ainsi, si ce temps typiquet0 est grand devant 1=! ? , la phase~� atteint sa valeur asymptotique
pendant la phase de gel de la dynamique longitudinale. Dans ce cas, la conversion des modu-
lations de phase en uctuations de densit�e longitudinales a lieu apr�es l'�etablissement complet
de ~� : nous pouvons clairement s�eparer les deux �etapes que nous d�ecrivons dans le temps. Au
contraire (et c'est le cas dans nos exp�eriences), si le tempst0 est de l'ordre de 1=! ? , la dyna-
mique longitudinale de d�eveloppement de uctuations de densit�e d�ebute avant la saturation de
la phase~� . Cela �etant, ce recouvrement temporel des deux �etapes ne remet pas en cause notre
mod�ele.

D�eveloppement de grandes modulations de densit�e aux temps longs

Aux temps d'expansion longs devant 1=! ? (mais courts devant 1=! z a�n de n�egliger l'ex-
pansion longitudinale), la dynamique longitudinale n'est plus gel�ee et les modulations de phase
~� (z) donnent lieu �a un d�eveloppement des uctuations de densit�e� ~n(z). Ce ph�enom�ene apparâ�t
lorsquet & t1 o�u t1 est un temps typique bien sup�erieur �a 1=! ? pour lequel le terme de champ
moyen (li�e aux interactions) de l'�equation (3.50) devient n�egligeable devant le terme d'�energie
cin�etique. Apr�es un temps d'expansion su�samment long, le facteur d'�echelle 1=b? (t) devient
inf�erieur �a 1 et le terme cin�etique proportionnel �a 4 z� ~n domine le terme de champ moyen
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g� ~n=b? (t).

En supposant que le gradient de phase (j@z
~� j2) reste n�egligeable, il vient alors l'�equation

aux d�eriv�ees secondes pour les uctuations de densit�e� ~n

@2
t � ~nk + ~2k4� ~nk=4m2 = 0 (3.60)

o�u � ~nk(�; t ) est la transform�ee de Fourier 1D de� ~n selon l'axeOz. La solution de l'�equation
(3.60) se met sous la forme

� ~nk(t) = � ~nk(t1) cos
�
(~k2=2m)(t � t1)

�
(3.61)

+(2 m� _~nk(t1)=~k2) sin
�
(~k2=2m)(t � t1)

�
:

Dans le cas o�u les deux �etapes du mod�ele sont s�epar�ees temporellement,t0 � 1=! ? , nous
pouvons choisir le tempst1 tel que 1=! ? � t1 � t0. D�es lors, l'�equation Eq. (3.55) implique
que � ~nk(t1) ' � V (z)=g est d�etermin�e par les uctuations initiales de densit�e dans le pi�ege
magn�etique. La valeur de la d�eriv�ee temporelle au tempst1 des uctuations de densit�e est
donn�ee par l'�equation (3.49) :

@t � ~nk(t1) ' � ~n0
@2

z V(z)
m! ?

arctan(! ? t1): (3.62)

L'origine de ce terme tient �a l'e�et des modulations de phase qui se sont cr�e�ees lors de la pre-
mi�ere �etape du mod�ele.

Chaque composante de Fourier des uctuations de densit�e� ~n [Eq.(3.61)] est donc la somme
d'un terme issu des uctuations de densit�e initialement pr�esentes dans le pi�ege magn�etique
(� ~nk(t1)) et d'un terme issu du d�eveloppement de modulations de phase lors de la premi�ere
�etape du mod�ele. Comme nous l'avons d�ej�a mentionn�e, l'augmentation de � � au cours du
temps de vol �a partir de sa valeur initiale dans le pi�ege magn�etique vient de la pr�esence de
modulations de phase, donc du second terme de l'�equation (3.61). Or, dans l'hypoth�ese o�u
~! ? � � , le terme en cosinus (/ VR=g) est n�egligeable et la contribution du seul second
terme de (3.61) (/ �V R=g~! ? ) donne les uctuations de densit�e aux temps longs. La condition
~! ? � � est valide dans nos exp�eriences.

Finalement nous obtenons

� � (t) '
p

8
�

VR

~! ?

�
arctan(! ? t1)I [� R; t � t1] (3.63)

avec pour un potentiel al�eatoire issu d'un champ de tavelures

I (� R; t) =

s Z 1

0
d� (1 � � ) sin2 [(2~t=m� 2

R)� 2]: (3.64)

Il faut souligner que l'�equation (3.63) met en �evidence que les uctuations de densit�e apr�es
temps de vol sont proportionnelles au rapportVR=~! ? , � � / VR=~! ? . Ainsi, dans le cas o�u
� � ~! ? , l'amplitude � � apr�es temps de vol est plus grande que l'amplitude des uctuations
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Fig. 3.25 { Comparaison des modulations de densit�e� � obtenues par int�egration num�erique de
l'�equation de Gross-Pitaevskii (en rouge) avec les �equations analytiques (3.57) (trait pointill�e
vert) et (3.63) (trait tiret�e bleu). Les barres d'erreur sur les r�esultats num�eriques correspondent
�a la d�eviation standard sur les di��erentes r�ealisations du potentiel al�eatoire. Les param�etres
sont identiques �a ceux de l'exp�erience, en particulier� R = 1:7 � m avecVR = 0:02� .

initiales dans le pi�ege magn�etique : il s'agit dans ce cas d'un accroissement des uctuations de
densit�e pour les raisons que nous avons pr�esent�ees dans notre mod�ele.

Par ailleurs, les uctuations de densit�e � (z) apr�es un temps de vol sont d�etermin�ees par
la r�ealisation V(z) du potentiel al�eatoire. Elles sont doncd�eterministes une fois la r�ealisation
du potentiel al�eatoire choisie, au contraire des uctuations de densit�e issues de uctuations de
phase thermiques.

En�n, l'�equation (3.63) montre que l'amplitude � � des uctuations de densit�e sature �a tr�es
long temps de vol �a la valeur � � (t) '

p
2(VR=~! ? ) arctan(! ? t1). Nous retrouvons ainsi �egale-

ment le ph�enom�ene observ�e dans nos exp�eriences (�gure 3.23).

Pour �nir, nous comparons les r�esultats des calculs num�eriques avec les formules analytiques
de notre mod�ele, en particulier les �equations (3.57) et (3.63), sur la �gure 3.25. Le bon accord
que nous obtenons justi�e notre mod�ele analytique en deux �etapes.

3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons pr�esent�e le dispositif exp�erimental "BEC1" de cr�eation d'un
condensat de Bose-Einstein de Rubidium. L'ajout d'un potentiel al�eatoire de tavelures nous
permet d'obtenir des condensats d�esordonn�es dans le r�egime de Thomas-Fermi (� � � R) avec
typiquement 3 � 105 atomes. Les propri�et�es statiques des condensats d�esordonn�es ont �et�e ca-
ract�eris�ees �a partir des images par absorption. Ce dernier point nous a conduit �a �etudier la
dynamique des uctuations de densit�e qui se d�eveloppent au cours du temps de vol dans les
condensats d�esordonn�es. Nous avons montr�e que ce ph�enom�ene n'est pas li�e �a l'augmentation,
induite par le d�esordre, des uctuations de phase pr�esentes dans les condensats allong�es [34]. Le
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sc�enario que nous avons propos�e met en lumi�ere le rôle crucial jou�e par l'expansion radiale dans
l'accroissement des (faibles) uctuations de densit�e pr�esentes sur les condensats pi�eg�es (tvol = 0
ms).

Apr�es avoir analys�e le processus dynamique d'un condensat d�esordonn�e en temps de vol,
nous allons �etudier au prochain chapitre un processus dynamique dans un guide magn�etique
uni-dimensionnel : l'expansion 1D et la localisation de condensats de Bose-Einstein en pr�esence
d'un potentiel al�eatoire.





C H A P I T R E 4

Transport et localisation d'un
condensat avec interactions dans un
potentiel al�eatoire

La r�ealisation exp�erimentale d'un condensat de Bose-Einstein d'atomes de Rubidium 87
dans un potentiel al�eatoire telle que nous l'avons d�ecrite au chapitre 3 conduit �a l'obtention
d'un condensat d�esordonn�e �a l'�equilibre. La pr�esence d'interactions conduit �a une d�elocalisation
de la fonction d'onde et �a l'existence d'une phase condens�ee d�esordonn�ee (paragraphe 3.3.4).
Un tel condensat d�esordonn�e constitue alors une source de mati�ere coh�erente pour �etudier toute
une vari�et�e de ph�enom�enes li�es au d�esordre : di�usion d'une onde de mati�ere dans un milieu
d�esordonn�e, e�et des interactions sur les ph�enom�enes de localisation induits par le d�esordre, mo-
di�cations des propri�et�es superuides ou encore nouvelles phases quantiques (chapitre 1). Dans
ce chapitre, nous allons �etudier le transport d'un condensat de Bose-Einstein avec interactions
en pr�esence de d�esordre.

L'un des ph�enom�enes int�eressants induits par le d�esordre lors du transport d'une onde est
la localisation de cette derni�ere, et notamment la localisation au sens d'Anderson [4]. Comme
nous l'avons discut�e en introduction (chapitre 1), ces ph�enom�enes de localisation apparaissent
avec tout type d'onde : ondes de mati�ere, ondes acoustiques, ondes �electro-magn�etiques... En
physique de la mati�ere condens�ee, ces ph�enom�enes de localisation sont cruciaux puisqu'ils sont
�a l'origine de modi�cations importantes de la conduction �electronique et de la transition m�etal-
isolant induite par le d�esordre. Cependant, le ph�enom�ene de localisation d'Anderson dans ces
syst�emes solides est d�elicat �a mettre en �evidence exp�erimentalement sans ambigu•�t�e. D'une
part, l'onde localis�ee ne peut être observ�ee directement �a l'int�erieur du solide. D'autre part, les
fortes interactions coulombiennes compliquent l'image d�evelopp�ee par Anderson pour des ondes
sans interaction. Ainsi, le pro�l de l'onde localis�ee sens�e être exponentiellement d�ecroissant �a
partir du centre de localisation (signature embl�ematique du ph�enom�ene pr�edit par Anderson)
n'a pas �et�e observ�e dans ces syst�emes. Au contraire, son apparition dans un condensat de Bose-
Einstein permettrait de mettre en �evidence de fa�con directe l'existence de ce ph�enom�ene de
localisation dans la mati�ere (l'observation du pro�l de l'onde de mati�ere dans nos syst�emes
gazeux �etant possible). Rappelons que de tels ph�enom�enes de localisation ont �et�e observ�es de
fa�con convaincante tr�es r�ecemment avec la lumi�ere lors du transport de pulses [7] et dans un
cristal photonique [5].

Par ailleurs, l'�etude des ph�enom�enes de localisation dans des condensats de Bose-Einstein
ne se limite pas �a une simple r�ealisation du mod�ele imagin�e par Anderson en 1958. En e�et,
dans la plupart des exp�eriences avec un gaz de bosons d�eg�en�er�es, les interactions entre atomes
ne peuvent pas être n�eglig�ees. Alors que la th�eorie d�evelopp�e par Anderson consid�ere un gaz
id�eal, les interactions peuvent compl�etement changer le sc�enario. Nous pouvons en e�et intuiti-
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vement nous attendre �a un ph�enom�ene de d�e-localisation en pr�esence d'interactions r�epulsives
ou �a un e�ondrement du nuage atomique lorsque ces derni�eres sont attractives. Il faut d'ailleurs
souligner que l'e�et des interactions coulombiennes dans les solides sur le ph�enom�ene de loca-
lisation d'Anderson reste tr�es ouvert. L'�etude du transport d'un condensat de Bose-Einstein
peut apporter des �el�ements de r�eponse �a ces questions.

Ce chapitre d�ecrit l'�etude du transport 1D d'un condensat de Bose-Einstein avec interactions
en pr�esence d'un potentiel al�eatoire. Nous commen�cons par d�ecrire le dispositif exp�erimental
permettant d'engendrer le transport de l'onde de mati�ere dans la seule direction du potentiel
al�eatoire 1D. Nous pr�esentons ensuite les r�esultats exp�erimentaux sur la localisation du conden-
sat en pr�esence de d�esordre [33,35]. La suppression du transport d'un condensat avec interac-
tions a �egalement �et�e observ�ee �a la même �epoque dans le groupe de M. Inguscio �a Florence [154].
Nous d�eveloppons un mod�ele, corrobor�e par un travail exp�erimental d�etaill�e, prenant en compte
la pr�esence des interactions entre atomes qui d�ecrit ce ph�enom�ene de localisation comme un
pi�egeage classique induit par le d�esordre. En particulier, nous montrons que le sc�enario de la
suppression du transport en pr�esence d'interaction est de nature di��erente de celui propos�e par
Anderson lorsque la r�eexion sur une modulationunique du potentiel al�eatoire est importante.
En�n, dans un dernier paragraphe, nous pr�esentons une approche th�eorique (bas�ee sur le for-
malisme de phase) de l'expansion d'un condensat de Bose-Einstein avec interactions dans un
d�esordre faible, i.e. un d�esordre pour lequel la transmission de l'onde de mati�ere sur chaque
modulation est proche de l'unit�e [36]. Dans cette situation de faible d�esordre, nous montrons
que le ph�enom�ene de localisation d'Anderson existe apr�es un temps de di�usion du conden-
sat su�samment long pour pouvoir n�egliger les interactions entre atomes. Nous calculons la
longueur de localisation du condensat et nous discutons la r�ealisation exp�erimentale d'un tel
sc�enario.

4.1 Induire le transport de l'onde de mati�ere

L'inuence du d�esordre est plus marqu�ee dans les syst�emes de basse dimension : �a 1D la
localisation d'Anderson existe pour tout le spectre d'�energie, �a 2D c'est �egalement le cas mais
la longueur de localisation peut être tr�es grande (en particulier plus grande que la taille du
syst�eme) alors qu'�a 3D la localisation forte n'apparâ�t qu'au del�a d'une certaine amplitude
du d�esordre (voir 1). Une fa�con simple de comprendre ces di��erences est la possibilit�e pour
l'onde, �a 2D et plus encore �a 3D, de contourner les principales modulations ou impuret�es du
potentiel al�eatoire. Sur notre dispositif exp�erimental, nous cr�eons des condensats atomiques 3D.
Cependant nous avons d�ecid�e de nous placer dans une situation o�u le transport des atomes est
restreint �a une seule direction selon laquelle ces derniers ne peuvent contourner les modulations
du potentiel al�eatoire de tavelures1. Pour cela, nous devons, d'une part, disposer d'un potentiel
al�eatoire 1D pour le nuage d'atomes et, d'autre part, induire le transport de l'onde de mati�ere
dans la seule direction de ce potentiel al�eatoire 1D. La r�ealisation de la premi�ere condition a
�et�e d�evelopp�ee au chapitre 2. La seconde condition sur le transport 1D du condensat 3D est
l'objet de ce premier paragraphe.

Nous d�ecrivons ici la r�ealisation et la caract�erisation d'un guide magn�etique 1D selon la
direction longitudinale Oz du condensat allong�e (voir 3). Le transport du condensat (expansion

1Nous utilisons le champ de tavelures pr�esent�e au chapitre 2 pour cr�eer un potentiel al�eatoire.
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due aux interactions r�epulsives et mouvement du centre de masse) a lieu selon ce seul axeOz
qui correspond �a l'axe du potentiel al�eatoire 1D d�ecrit au chapitre 2.

4.1.1 Ouverture du pi�ege magn�etique : transport induit par les in-
teractions

4.1.1.1 R�ealisation d'un guide magn�etique 1D

Rappelons que le pi�ege magn�etique dans lequel sont cr�e�es des condensats de Bose-Einstein
a une forme de cigare allong�e selon l'axeOz (pour plus de d�etails voir la partie ??). Comme
nous l'avons mentionn�e en introduction �a ce chapitre, nous avons d�ecid�e de r�ealiser un guide
magn�etique 1D pour observer l'expansion de l'onde de mati�ere selon cette seule direction spatiale
Oz. La r�ealisation exp�erimentale de ce guide magn�etique est bas�ee sur les avantages du pi�ege
�electro-magn�etique dont nous disposons.

Le dispositif exp�erimental cr�eant le pi�ege magn�etique dans lequel a lieu l'�evaporation RF vers
l'obtention de la condensation, poss�ede deux caract�eristiques primordiales pour notre propos,
�a savoir l'ind�ependance des con�nements transverses et longitudinal et l'homog�en�eit�e spatiale
du pi�egeage transverse. Nous voulons cr�eer un guide magn�etiqueunidimensionnel, ce qui se
traduit par la coupure du pi�ege magn�etique dans la direction longitudinale du condensatOz
tout en conservant le con�nement transverse (dans le planxOy). La possibilit�e qui est o�erte
par notre dispositif de contrôler de fa�con quasi-ind�ependante2 les con�nements transverses et
longitudinaux nous permet de r�ealiser cette ouverture unidimensionelle. Par ailleurs, la pr�esence
d'�electro-aimants coup�es en biseau sur une longueur de 2 cm permet d'obtenir une fr�equence
de pi�egeage transverse homog�ene sur cette longueur (voir �gure 4.1). Cette homog�en�eit�e du
pi�egeage transverse sur 2 cm est particuli�erement grande par rapport aux dispositifs standards.
Elle est cruciale dans les exp�eriences que nous allons d�ecrire ici puisque ainsi le pi�egeage trans-
verse est spatialement homog�ene lors de l'expansion longitudinal du condensat (la taille du
condensat, initialement �egale �a 300� m, croit lors de l'expansion jusqu'�a 1 mm environ, voir
4.1.1.2).

Notre pi�ege magn�etique est d�ecrit en d�etail au chapitre 3 (paragraphe 3.3.2). Le contrôle
des courants dans les bobines axiales (axeOz) et radiales qui cr�eent le con�nement dans le
plan transversexOy permet de changer les fr�equences du pi�ege selon les trois directions de
l'espace. En r�eduisant le courant dans les bobines axiales, nous ouvrons le pi�ege longitudinal
en modi�ant partiellement le con�nement transverse (la fr�equence du con�nement transverse
varie de moins de 10%).

La courbure magn�etique dans la direction longueOz ne s'annule pas lorsque le courant
d'alimentation des bobines dipolaires est nul. Ceci vient de la pr�esence des �electro-aimants et
du couplage de ces derniers avec les champs magn�etiques environnants. Pour un courant nul
dans les bobines axiales, nous avons mesur�e par des oscillations du centre de masse du conden-
sat la courbure r�esiduelle du champ magn�etique selonOz. Nous avons obtenu une fr�equence
de pi�egeage! z � 2� � 3 Hz. Nous avons mis en place une nouvelle alimentation de courant

2Il existe un faible couplage via les �electro-aimants entre les di��erents axes du pi�ege magn�etique. Il est
n�eanmoins empiriquement possible de limiter l'inuence de l'ouverture longitudinal sur le con�nement transverse
en jouant sur les courants des di��erentes bobines qui cr�eent le pi�ege magn�etique.



126
Chap 4 - Transport et localisation d'un condensat avec interactions dans un

potentiel al �eatoire

Fig. 4.1 { Image des �electro-aimants guidant
le champ magn�etique �a l'origine du con�ne-
ment transverse. La coupe en biseau sur une
longueur de 2 cm permet d'obtenir un champ
magn�etique et un con�nement transverse ho-
mog�enes sur cette longueur. L'int�erêt de ce dis-
positif r�eside dans le fait que cette longueur
est grande devant la taille maximale du nuage
apr�es expansion (de l'ordre de 1 mm) ce qui
implique une fr�equence de pi�egeage transverse
spatialement homog�ene lors de l'expansion.

des bobines dipolaires qui nous permet, une fois le courant baiss�e �a la valeur nulle avec la pre-
mi�ere alimentation, de faire circuler un courant en sens oppos�e �a celui du cycle magn�etique de
cr�eation d'un condensat. Ce courant en sens oppos�e permet de r�eduire la courbure r�esiduelle
dans le guide magn�etique �a 1:1 Hz (voir le paragraphe suivant). Remarquons que la mise en
place et l'utilisation de cette nouvelle alimentation en courant s'est av�er�ee d�elicate. En e�et,
la pr�esence de faibles couplages transverse/longitudinal des �electro-aimants rend di�cile l'ob-
tention d'un cycle magn�etique stable o�u un condensat est d'abord fabriqu�e puis transf�er�e (sans
perte ni chau�age) au guide magn�etique ouvert �a l'aide de la seconde alimentation. Nous avons
empiriquement trouv�e une situation qui nous est favorable en modi�ant les di��erents courants
d'alimentation des bobines.

Le champ magn�etique axial d�e�nit �egalement le biais de notre pi�ege de Io�e-Prichard (voir
3.3.2). Lorsque le courant des bobines axiales est su�samment diminu�e le biais magn�etique de-
vient �egal �a z�ero. Dans cette situation les atomes subissent des pertes de Majorana qui les font
passer de l'�etat pi�eg�e jF = 1; mF = � 1 > vers un autre �etat hyper�n non-pi�egeant ( mf = � 1
ou mF = 0) : ils s'�echappent alors du pi�ege magn�etique et sont perdus pour l'exp�erience. Il nous
faut �eviter ce ph�enom�ene. Ainsi, l'ouverture longitudinale est limit�ee exp�erimentalement par
un biais minimal n�ecessaire �a l'absence de pertes de Majorana. Nous avons mesur�e le nombre
d'atomes pr�esents dans le guide apr�es l'ouverture longitudinale en fonction du courant inverse
circulant dans les bobines axiales �a l'aide de la seconde alimentation. Lorsque ce courant cor-
respond �a un biais proche de z�ero, le nombre d'atomes du condensat dans le guide magn�etique
chute brutalement d'un ordre de grandeur (�gure 4.2). Cette apparition de pertes de Majorana
d�e�nit une valeur de courant maximale qui correspond �a notre ouverture maximale. Dans les
exp�eriences, le courant qui circule dans les bobines axiales est command�e par une alimenta-
tion contrôl�ee en tension. La tension d'alimentation correspondant �a l'apparition des pertes de
Majorana est 1:8 V (�gure 4.2). Nous nous sommes donc plac�es �a 1:75 V a�n d'obtenir une
ouverture maximale et un nombre d'atomes dans le guide magn�etique �egal �a celui du condensat
dans le pi�ege initial (pas encore ouvert longitudinalement).

Par ailleurs, nous avons observ�e qu'une ouverture brutale du pi�ege longitudinal induit des
pertes et du chau�age dans le nuage atomique (la fraction condens�ee diminue). A�n d'�eviter ces
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Fig. 4.2 { Nombre d'atomes du condensat dans
le guide magn�etique ouvert en fonction de la
limite tension de l'alimentation en courant in-
verse des bobines axiales. Les pertes de Majo-
rana correspondant �a un biais magn�etique nul
apparaissent pour une tension �egale �a1:8 V.

probl�emes nous ouvrons le pi�ege longitudinal en quelques milli-secondes (27 ms exactement).
Cela �etant, cette ouverture "lente" du pi�ege longitudinal demeure rapide par rapport �a la dyna-
mique du condensat et n'est donc pas adiabatique pour ce dernier. Si la condition d'adiabaticit�e
�etait respect�ee, le condensat serait �a l'�equilibre �a tout instant et la taille longitudinale s'�ecrirait
Ladiab (� ) =

q
2� TF

m! 2
z (� ) o�u ! (� ) est la fr�equence longitudinal du pi�ege �a l'instant � de l'ouverture.

La vitesse d'expansion r�eelle du condensatv(� ) devrait donc être sup�erieure �a celle de la condi-
tion d'adiabaticit�e, soit v(� ) > � L(� )=! z(� ) @� ! z. Nous verrons dans le paragraphe suivant
que cette condition n'est pas respect�ee. Pour le condensat, l'ouverture du pi�ege longitudinal
peut alors être consid�er�ee abrupte jusqu'�a la situation �nale o�u l'ouverture est maximale.

4.1.1.2 Observation de l'expansion en l'absence de potentiel al�eatoire

Nous pr�esentons dans ce paragraphe la caract�erisation du guide magn�etique 1D lors de
l'expansion d'un condensat en l'absence de potentiel al�eatoire.

Commen�cons par d�ecrire la s�equence exp�erimentale (pr�esent�ee sur la �gure 4.8) qui conduit �a
l'observation de l'expansion du condensat dans le guide magn�etique. Dans nos exp�eriences, nous
e�ectuons l'ouverture longitudinale du pi�ege apr�es l'obtention d'un condensat de Bose-Einstein
(non-d�esordonn�e) avec la s�equence habituelle (voir chapitre 3). Une fois le condensat obtenu, le
pi�ege est ouvert dans la direction longitudinale tout en maintenant le con�nement transverse.
L'instant o�u commence l'ouverture du pi�ege longitudinal est prise comme origine des temps
(� = 0 ms). A la �n de la s�equence exp�erimentale que nous venons de d�ecrire, nous prenons
une image par absorption apr�es un temps de vol det tof = 15 ms. Le temps d'expansion� ne
prend pas en compte le temps de vol (typiquementt tof = 15 ms). Remarquons �egalement que
le temps d'ouverture du pi�ege dans la direction du pi�ege longitudinal est inclus dans le temps
d'expansion. Ceci vient du fait que l'expansion du condensat �etant plus lente que l'ouverture
du pi�ege, l'expansion a lieu comme si le pi�ege �etait d�ej�a ouvert même lors des toutes premi�eres
milli-secondes de l'ouverture (voir paragraphe 4.1.1.1).

A la �n de l'ouverture du pi�ege longitudinal ( � = 27 ms), nous obtenons des condensats
purs avec un nombre N� 2:5 � 105 - 3 � 105 d'atomes dans le guide magn�etique 1D. Notre
s�equence exp�erimentale d'ouverture du pi�ege magn�etique n'induit donc ni chau�age ni perte
d'atomes.

Nous pr�esentons sur la �gure 4.4 trois images du condensat en expansion dans le guide ma-
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Fig. 4.3 { Sch�ema de la s�equence exp�erimentale pour l'ouverture longitudinale du pi�ege mang�e-
tique et l'expansion du condensat dans le guide magn�etique 1D. Le temps� = 0 ms marque la
�n du cycle habituel de cr�eation d'un condensat de Bose-Einstein et l'origine des temps (� = 0
ms) co•�ncide avec l'ouverture du pi�ege axial. L'expansion dans le guide magn�etique a lieu pen-
dant une dur�ee � . En�n, nous prenons une image par absorption apr�es un temps de volt tof .

gn�etique 1D. Nous observons l'expansion du nuage d'atomes condens�e dans la direction axiale
du pi�ege magn�etique 3. L'origine de cette expansion est la pr�esence d'interactions r�epulsives au
sein du nuage condens�e : lors de l'ouverture du pi�ege longitudinale, l'�energie de pi�egeage est
transform�ee sous forme d'�energie cin�etique par les interactions entre atomes.

Comme nous cherchons �a observer le transport de l'onde de mati�ere, il est important de
r�ealiser une bonne ouverture du pi�ege. Pour le v�eri�er, nous avons caract�eris�e ce guide magn�e-
tique et, en particulier, nous avons mesur�e la fr�equence de pi�egeage r�esiduelle longitudinale de
ce guide. A�n de mesurer la fr�equence de pi�egeage dans la direction dipolaire, nous e�ectuons
des oscillations du centre de masse du condensat dans le guide 1D. Les oscillations dipolaires

3Remarquons que notre syst�eme d'imagerie permet justement d'observer le nuage d'atomes selon cette
direction longitudinale.
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Fig. 4.4 { Images par absorption apr�es un temps de vol de 15 ms du condensat de Bose-Einstein
en expansion dans le guide magn�etique unidimensionnel [images moyenn�ees sur 3 r�ealisations
de l'exp�erience]. Les trois images correspondent respectivement �a des temps d'expansion dans
le guide 1D dea) 5 ms, b) 72 ms, c) 172 ms. Le trait pointill�e rouge sur la �gure a) indique
la direction longue du pi�ege magn�etique.

sont un tr�es bon test car leur fr�equence est �egale �a celle du guide! guide
z . De plus cette mesure

est tr�es robuste dans un potentiel harmonique puisqu'elle est ind�ependante de la statistique et
des interactions (th�eor�eme de Kohn [28]). Les oscillations dipolaires du condensat dans le guide
magn�etique sont repr�esent�ees sur la �gure 4.5a). Elles nous permettent de mesurer la fr�equence
du guide magn�etique selon l'axe longOz. Nous avons �egalement engendr�e des oscillations qua-
drupolaires dans le guide (voir �gure 4.5b). La fr�equence du mode quadrupolaire dans un pi�ege
allong�e vaut

p
5=2 ! guide

z [155]. La fr�equence longitudinale du pi�ege ouvert obtenue avec ces
deux mesures est en accord et sa valeur est

! guide
z = 2� � 1:10(5) Hz:

(4.1)

Fig. 4.5 { a) Position du centre de masse au cours des oscillations dans le guide magn�etique ou-
vert. La fr�equence des oscillations dipolaires est! dip = ! guide

z . b) Taille axiale du condensat dans
le guide magn�etique 1D. La fr�equence des oscillations quadrupolaires est! quad =

p
5=2 ! guide

z .

Nous pouvons extraire �a partir des images apr�es temps de vol (voir �gure 4.4) la taille RMS
longitudinale L rms (selon l'axeOz) du condensat en expansion. Nous tra�cons sur la �gure 4.6a)
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Fig. 4.6 { a) Evolution de la taille RMSL rms longitudinale du condensat en expansion dans
le guide magn�etique 1D apr�es un temps d'expansion� . b) Calcul num�erique de l'�evolution de
l'�evolution de la taille RMS L rms �a partir des facteurs d'�echelle bi (� ) en prenant en compte
l'ouverture �nale �a ! guide

z = 1:1 Hz et des facteurs d'�echelle transverse constants (bx (� ) =
by(� ) = 1 ). L'image ins�er�ee montre l'�evolution �a temps � plus longs : on observe les oscillations
quadurpolaires dans le guide de fr�equence! guide

z

l'�evolution de la taille L rms au cours de l'expansion dans le guide magn�etique 1D en l'absence
de d�esordre.

L'�evolution de la taille RMS, L rms, du condensat en expansion en l'absence de d�esordre est
lin�eaire avec le temps d'expansion� pour les temps! z� < 8. Ce comportement est conforme �a
celui pr�edit par les lois d'�echelle (voir la �gure 4.6b) et la vitesse RMS mesur�ee exp�erimentale-
ment, vrms = 2:47(3) mm/s, est tr�es proche de la valeur obtenue �a partir de calculs num�eriques
de l'�evolution temporelle des facteurs d'�echelle [144, 145]4, vnum

rms = 2:5 mm/s. Pour des temps
sup�erieurs �a ceux utilis�es dans nos exp�eriences, l'�evolution de la taille RMS fait apparâ�tre des
oscillations qui correspondent aux oscillations quadrupolaires dans le guide [voir l'image ins�er�ee
sur la �gure 4.6b)]. Ces oscillations quadrupolaires ont �egalement �et�e observ�ees exp�erimentale-
ment [�gure 4.5b)].

Les calculs num�eriques de l'�evolution temporelle des facteurs d'�echelle montrent que, dans
notre situation exp�erimentale, la vitesse dans le guide n'est pas sensible �a une ouverture brutale
ou �a une ouverture lente du pi�ege (moins de 1% de di��erence entre les vitesses obtenues). Au
contraire, la courbure longitudinale �nale obtenue dans le guide a une forte inuence sur la vi-
tesse RMS de la partie lin�eaire de l'expansion. En particulier, la solution asymptotique de l'�equa-
tion des lois d'�echelle dans le cas du pi�ege ouvert totalement (! guide

z = 0), b(� ) '
p

2! z� (' 3:6
mm/s), ne s'applique pas �a notre situation exp�erimentale.

Il faut remarquer qu'apr�es un temps� d'expansion dans le guide magn�etique 1D le nuage

4Le calcul de la vitesse d'expansion du condensat dans le guide magn�etique (avec! guide
z 6= 0) �a partir des

lois d'�echelle est d�elicate. C'est la raison pour laquelle nous avons e�ectu�e un calcul num�erique.
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d'atomes se trouve toujours dans un r�egime Thomas-Fermi. La fr�equence transverse du guide
magn�etique ! guide

? est tr�es grande devant la fr�equence longitudinale! guide
z . D�es lors, l'�evolution

durant un temps de voltvol � 1=! guide
z du condensat �etendu dans le guide 1D est domin�ee par la

dynamique transverse : l'�energie d'interaction du condensat est transform�ee en �energie cin�etique
selon la direction transverse au cours du temps de vol. Bien entendu, �a l'instant o�u d�ebute le
temps de vol le condensat n'est pas �a l'�equilibre dans le guide puisqu'il est en expansion et
les lois d'�echelle usuellement utilis�ees [144, 145] ne peuvent en toute rigueur pas s'appliquer.
Cela �etant, l'anisotropie du guide implique que le transfert de l'�energie d'interaction en �energie
cin�etique transverse est largement pr�epond�erant et que la contribution des interactions au cours
du temps de vol est n�egligeable selon l'axe longitudinalOz. Ainsi, nous concluons que l'�evolution
du pro�l longitudinal au cours du temps de vol tient �a la seule �energie cin�etique longitudinale
pr�esente au d�ebut du temps de vol, i.e. �a la �n de l'expansion dans le guide (le condensat
�etant en expansion selon cette direction longueOz). Nous pouvons alors �ecrire la taille RMS
longitudinale L rms du condensat apr�es une expansion et un temps de vol,

L rms(� + tvol ) = L rms(� ) + vrms(� )tvol : (4.2)

Pour un temps de vol �xe, la taille du condensat dans le guideL(� ) est obtenue en prenant
en compte la contribution constantevrmstvol �a cette taille qui vient de l'�energie cin�etique ini-
tialement disponible selon la direction longitudinaleOz. Apr�es un temps d'expansion typique
� � 2=! z, cette contribution de l'�energie cin�etique longitudinale �a la taille L apr�es un temps
de vol est typiquement de l'ordre de 4% pour un temps de vol de 5 ms (L(� ) � 250 � m et
vrmstvol � 12 � m) et de l'ordre de 12% pour un temps de vol de 15 ms. Cette contribution est
constante pour les longs temps d'expansion et elle ne change pas la mesure de la vitesse d'ex-
pansion. Il su�t,pour la prendre en compte, de soustraire le termevrms(� )tvol �a chaque mesure
exp�erimentale de la taille RMS.

4.1.1.3 Distribution d'impulsion d'un condensat en expansion

Dans cette partie, nous calculons la distribution d'impulsion d'un condensat de Bose-Einstein
unidimensionnel en expansion. Les interactions r�epulsives entre atomes sont responsables de
l'expansion longitudinale du condensat dans le guide magn�etique 1D. Elles donnent ainsi une
vitesse longitudinale au nuage d'atomes dans le pi�ege ouvert. Rappelons que la th�eorie des lois
d'�echelle [144,145] montrent que la forme du condensat ne change pas (si ce dernier est dans le
r�egime de Thomas-Fermi dans le pi�ege magn�etique non ouvert) et qu'une phase dynamique� (� )
se d�eveloppe dans le nuage atomique (voir 3.3.3.1). Pour un condensat 1D en expansion selon
Oz apr�es une ouverture compl�ete du pi�ege (! guide

z = 0 Hz), la fonction d'onde du condensat se
met sous la forme

 (z; � ) =
1

p
b(� )

 (z=b(� ); 0) exp[i� (z; � )]: (4.3)

La phase dynamique� s'�ecrit

� (z; � ) =
m
2~

_b(� )
b(� )

z2; (4.4)

o�u, d'apr�es les lois d'�echelle �a une dimension, le facteur d'�echelleb(� ) est donn�e par la formule
implicite [35] p

b(� )(b(� ) � 1) + log[
p

b(� ) +
p

(b(� ) � 1)] =
p

2! z�: (4.5)
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Apr�es un temps long d'expansion,! z� � 1, il vient b(� ) '
p

2! z� .

Pour les longs temps d'expansion dans le guide magn�etique 1D,! z� � 1, la densit�e du
condensat devient tr�es faible et les interactions peuvent être alors n�eglig�ees. D�es lors, il est
possible de d�ecomposer l'onde du condensat en expansion comme une superposition d'ondes
planes,

 (z; � ) =
Z

dk
p

2�
b (k; � ) exp(ikz ); (4.6)

avec une distribution d'impulsion D(k). Cette distribution d'impulsion D(k) d'un condensat
unidimensionnel en expansion s'�ecrit

D(k) = j b (k; � )j2 (4.7)

o�u b (k; � ) est la transform�ee de Fourier de la fonction d'onde du condensat en expansion (z; � ).

Dans le pi�ege magn�etique parabolique (avant l'ouverture longitudinale), le condensat se
trouve dans le r�egime de Thomas-Fermi. Sa fonction d'onde initiale s'�ecrit donc (z;0) =p

� TF (1 � z2=L2
TF ). Apr�es un changement de variable, il vient

b (k; � ) =

s
~� TF

� _b(� )

Z
dz exp(iz 2) [1 �

~2

m2_b(� )2L2
TF

k2 (4.8)

�
2~b(� )

m_b(� )b2(� )L2
TF

z2 �
�

2~b(� )

m_b(� )

� 3=2 k
b2(� )L2

TF
z]:

Dans l'expression pr�ec�edente deb (k; � ), les termes lin�eaire et quadratique enz varient
respectivement proportionellement �a 1=

p
! z� et �a 1=! z� . Aux temps longs! z� � 1, ces termes

deviennent n�egligeables devant les deux premiers termes. Il vient alors aux temps longs, avec
b(� ) '

p
2! z� ,

b (k; � ) ' A
q

1 � k2� 2
in (4.9)

o�u A est un nombre complexe et� TF = ~2=4m� 2
in . Remarquons que nous venons de d�e�nir une

nouvelle longueur de relaxation� in , � in = �=
p

2 o�u � est la longueur de relaxation que nous
avions d�e�ni jusque l�a [ � TF = ~2=2m� 2]. L'utilisation de cette longueur de relaxation� in permet
simplement d'�ecrire plus lisiblement un certain nombre d'�equations.

En notant que la condition de normalisation s'�ecrit
R

dk D(k) = N , nous obtenons �nale-
ment la distribution en impulsion du condensat 1D en expansion aux temps longs (! z� � 1)

D(k) '
3N� in

4
(1 � k2� 2

in )�(1 � k� in ) (4.10)

o�u �( x) est la fonction Heaviside.

Ce calcul sur la distribution d'impulsion d'un condensat 1D en expansion nous sera utile
lors de l'�etude th�eorique de l'expansion d'un nuage atomique au paragraphe 4.3. Les condensats
avec lesquels nous travaillons exp�erimentalement sont des condensats 3D et leur distribution
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d'impulsion D(k) n'est pas donn�ee par l'expression (4.10). Cela �etant, pour un condensat en
expansion dans un guide magn�etique 1D o�u le transfert d'�energie d'interaction en �energie cin�e-
tique ne peut se faire que dans la seule direction du guide 1D, la distribution d'impulsion peut
raisonnablement être identi��ee �a celle de l'�equation (4.10).

4.1.2 D�eplacement du centre de masse dans le guide 1D

Nous n'avons pas �evoqu�e une di�cult�e exp�erimentale sur le contrôle du gradient magn�e-
tique issue du couplage entre les �electro-aimants transverses et longitudinal de notre pi�ege
magn�etique. Des bobines de compensations sont plac�ees sur les �electro-aimants selon les trois
directions de l'espace a�n de pouvoir compenser les champs permanents g�en�er�es par nos �electro-
aimants lorsque les bobines des quadrupoles et du dipole ne sont plus aliment�ees. Ces bobines
de compensations sont normalement r�egl�ees sur le cycle habituel de cr�eation d'un condensat de
Bose-Einstein. Seulement lorsque nous e�ectuons l'ouverture du pi�ege longitudinal, le r�eglage
de ces compensations n'est plus optimis�e et doit être ajust�e pour la con�guration o�u le nuage
d'atomes est charg�e dans le guide magn�etique 1D.

Le r�eglage de ces compensations nous donne la possibilit�e de modi�er le mouvement du
centre de masse du condensat dans le guide. En e�et, nous avons utilis�e les bobines du "trap
tilt" qui compensent le gradient longitudinal pour donner une vitesse initiale au centre de masse
du condensat. Lors de l'expansion ce gradient est coup�e de telle sorte que le centre de masse
du nuage se d�eplace �a vitesse constante.

Nous avons observ�e le mouvement du centre de masse du nuage condens�e dans le guide
magn�etique. La �gure 4.7 pr�esente le d�eplacement du nuage dans le guide magn�etique 1D. La
position du centre de masse varie lin�eairement avec le temps d'expansion� dans le guide 1D (la
vitesse mesur�ee du centre de masse (cdm) vautvcdm = 4:4 mm/s). Nous pourrons ainsi observer
sur le mouvement du centre de masse la modi�cation du transport induite par la pr�esence d'un
potentiel al�eatoire.

Fig. 4.7 { Position du centre de masse au cours du d�eplacement du condensat dans le guide
magn�etique 1D apr�es application d'une acc�el�eration initiale.



134
Chap 4 - Transport et localisation d'un condensat avec interactions dans un

potentiel al �eatoire

Il est important de noter que lorsqu'un tel mouvement est donn�e au centre de masse du
condensat, le nuage d'atomes est �egalement en expansion longitudinale. En e�et, le pi�ege ma-
gn�etique doit être ouvert a�n d'observer le d�eplacement du centre de masse et les interactions
r�epulsives entre atomes engendrent, comme pr�ec�edement, l'expansion du condensat.

4.2 Suppression du transport par des modulations uniques
du potentiel al�eatoire

Dans cette partie, nous pr�esentons les r�esultats exp�erimentaux et le mod�ele th�eorique de
pi�egeage d'une onde de mati�ere en expansion dans un potentiel al�eatoire pour lequel, comme
nous le verrons, la pr�esence des interactions et les r�eexions sur une modulationunique jouent
un rôle crucial. Insistons une nouvelle fois sur le fait que dans nos exp�eriences le potentiel al�ea-
toire est toujours non pi�egeant pour le condensat initial : = � V =� TF < 1.

Nous discutons tout d'abord de l'observation exp�erimentale de la suppression du transport
en pr�esence du potentiel al�eatoire (en mesurant la taille RMS du nuage et en rep�erant la position
de son centre de masse). Nous pr�esentons ensuite un sc�enario de pi�egeage induit par le d�esordre
qui met en �evidence le rôle des interactions. En�n, nous montrons que les pr�edictions th�eoriques
du mod�ele sont en accord qualitatif et quantitatif avec nos r�esultats exp�erimentaux.

4.2.1 Observation de la localisation du condensat

L'expansion du condensat dans le guide magn�etique 1D en pr�esence du potentiel al�eatoire
est observ�ee avec des images d'absorption apr�es la s�equence d�ecrite pr�ec�edemment (voir la �gure
4.8).

Nous pr�esentons sur les �gures d), e) et f) de la �gure 4.9 l'image du nuage atomique pour
di��erents temps d'expansion � dans un potentiel al�eatoire d'amplitude  = 0:45. Il apparâ�t
clairement que l'expansion du nuage est arrêt�ee contrairement au cas sans d�esordre [images a),
b) et c)]. Dans une exp�erience similaire r�ealis�ee dans le groupe de Florence �a la même �epoque,
des r�esultats identiques ont �et�e observ�es sur la suppression de l'expansion [154].

Les images d-f) de la �gure 4.9 sont des images par absorption apr�es temps de vol en
pr�esence d'un potentiel al�eatoire. Les uctuations de densit�e observ�ees pr�ec�edemment (voir
paragraphe 3.4) ne sont pas visibles ici pour plusieurs raisons. Tout d'abord, les images d-f)
sont une moyenne sur les r�ealisations du potentiel al�eatoire. Ensuite, la longueur de corr�elation
(� z = 0:95 � m) du potentiel al�eatoire est environ 5 fois plus faible que celle du paragraphe 3.4
(� z = 5:5 � m) : la baisse du contraste due �a l'int�egration sur la taille du pixel e�ectif de la CCD
est donc plus grande (diminution d'un facteur 3.0 au lieu d'un facteur 1.5). En�n, lors de ces
images une expansion longitudinale a d�ej�a eu lieu et les uctuations de densit�e initiales avant
temps de vol sont donc diminu�ees par rapport au cas o�u le condensat est lach�e sans ouverture
longitudinale.

5Les images exp�erimentales sont moyenn�ees sur 5 r�ealisations du potentiel al�eatoire.
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Fig. 4.8 { S�equence exp�erimentale pour l'ouverture longitudinale du pi�ege mang�etique et l'ex-
pansion du condensat dans le guide magn�etique 1D cr�e�e. Le temps� = � 300 ms marque la �n
du cycle habituel de cr�eation d'un condensat de Bose-Einstein et l'origine des temps (� = 0
ms) co•�ncide avec l'ouverture du pi�ege dipolaire (le condensat est alors �a l'�equilibre en pr�esence
du potentiel al�eatoire).

La suppression manifeste de l'expansion du condensat a lieu dans un potentiel al�eatoire per-
turbatif pour lequel  = 0:4. Dans cette situation exp�erimentale, les atomes du nuage condens�es
ont une �energie typique de l'ordre de� TF sup�erieure �a deux fois l'amplitude du potentiel � V .
D�es lors, ils ne peuvent pas être pi�eg�es initialement dans le potentiel al�eatoire et l'arrêt de
l'expansion doit donc avoir lieu au cours de l'expansion. Nous allons donc �etudier plus en d�etail
ce ph�enom�ene de localisation en mesurant la longueur RMS du condensat en expansion.
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Fig. 4.9 { a), b), c) : Images par absorption apr�es un temps de vol de 15 ms du condensat de
Bose-Einstein en expansion dans le guide magn�etique unidimensionnel en l'absence de d�esordre
(images moyenn�ees sur 5 r�ealisations de l'exp�erience). Les trois images correspondent respecti-
vement �a des temps d'expansion dans le guide 1D de 5, 72 et 172 ms.d), e), f ) : Images par
absorption apr�es un temps de vol de 15 ms du condensat de Bose-Einstein en expansion dans le
guide magn�etique unidimensionnel en pr�esence de d�esordre ( = 0:4) et des temps d'expansion
identiques aux images a-c) : 5, 72 et 172 ms (images moyenn�ees sur 5 r�ealisations du potentiel
al�eatoire). La suppression de l'expansion du condensat en pr�esence d'un potentiel d�esordonn�e
apparait tr�es clairement sur les images d-f).

4.2.1.1 Evolution de la taille RMS L rms

Nous mesurons la taille RMS longitudinaleL rms(� ) (selon l'axeOz) du condensat en expan-
sion en pr�esence d'un potentiel al�eatoire �a partir des images par absorption [�gure 4.9]. Nous
tra�cons L rms(� ) en fonction du temps d'expansion� dans le guide magn�etique 1D sur la �gure
4.10.

Nous avons report�e la mesure e�ectu�ee en l'absence de potentiel al�eatoire ( = 0) et nous
pr�esentons l'expansion pour trois amplitude du potentiel ( =0.15, 0.23, 0.28). Nous observons
trois phases distinctes en pr�esence de d�esordre. Initialement, le condensat s'�etend comme en
l'absence de potentiel al�eatoire, ce qui con�rme bien exp�erimentalement que nous nous sommes
plac�es dans une situation o�u les atomes ne sont pas pi�eg�es �a l'instant� = 0 de l'ouverture
du guide magn�etique. Ensuite, nous observons que la vitesse d'expansion ralentit en pr�esence
du potentiel al�eatoire. En�n, le condensat n'�evolue plus �a partir d'une certaine taille L f

rms
asymptotique : le nuage d'atomes est pi�eg�e dans le potentiel al�eatoire. Les lignes en pointill�es
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Fig. 4.10 { Evolution temporelle de la taille RMSL rms du condensat en expansion dans un
guide magn�etique 1D en pr�esence d'un potentiel al�eatoire 1D d'amplitude = � V =� TF . Les
barres d'erreur repr�esentent la d�eviation standard sur 5 r�ealisations du potentiel al�eatoire.

pr�esentes sur la �gure 4.10 repr�esentent les valeurs �nales de la taille RMSL f
rms du condensat

lorsque ce dernier est pi�eg�e.
L'expansion non-perturb�ee aux temps tr�es courts (! z� < 1:5) sugg�ere que le potentiel al�ea-

toire n'a qu'un e�et tr�es faible au d�ebut de l'expansion, cette derni�ere �etant alors domin�ee par
les interactions. Cette remarque justi�era l'hypoth�ese aux courts temps d'expansion utilis�ee
dans le mod�ele d�evelopp�e au paragraphe 4.3.

Chaque point de la �gure 4.10 est obtenu en moyennant les r�esultats exp�erimentaux sur
5 r�ealisations du potentiel al�eatoire. Les barres d'erreur repr�esentent la d�eviation standard
correspondante. Il faut noter que ces barres d'erreur statistiques ne sont pas plus grandes
que les variations obtenues d'une exp�erience sur l'autre, sans changement de la r�ealisation du
potentiel. Nous pouvons donc conclure que notre syst�eme exp�erimental est auto-moyennant dans
la mesure o�u l'incertitude de mesure exp�erimentale d�epasse la d�eviation standard statistique.

La taille RMS L rms =
p

hz2i � h zi 2 d�epend de deux premiers moments du potentiel al�eatoire
(L rms d�epend de la d�eviation standard du potentiel � V ). Avec notre dispositif exp�erimental, les
d�eviations standard des deux moments du potentiel valent� m1 ' 11% � m2 ' 8%. Elles sont
inf�erieures �a l'incertitude de mesure qui vaut 15 %. Cette propri�et�e d'auto-moyennage nous
permet d'observer la modi�cation des propri�et�es de transport induite par le d�esordre (et non
pas induite par une r�ealisation particuli�ere) avec une seule exp�erience. C'est un avantage ex-
p�erimental consid�erable qui nous �evite de devoir e�ectuer une moyenne d'ensemble sur des
exp�eriences avec di��erentes r�ealisations du potentiel al�eatoire.

Nous observons que la taille �nale RMSL f
rms d�epend de l'amplitude du potentiel al�eatoire.

Plus l'amplitude  du potentiel est grande et plus petite est la taille �nale du condensatL f
rms

lorsqu'il est pi�eg�e. Nous avons mesur�e la d�ependance de la taille RMS �naleL f
rms avec l'am-

plitude  du potentiel al�eatoire. Nous pr�esentons sur la �gure 4.11 une mesure de la taille du
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condensat apr�es un temps d'expansion �xe! z� = 4:84 pour di��erentes amplitudes  du poten-
tiel. Pour les amplitude du potentiel al�eatoire sup�erieure �a  = 0:1 le condensat est localis�e �a
l'instant ! z� = 4:84 et la taille RMS du nuage correspond donc �a la taille asymptotique (voir
la �gure 4.10).

Fig. 4.11 { Longueur L rms du condensat pi�eg�e dans un potentiel al�eatoire d'amplitude apr�es
un temps �xe ! z� = 4:84 d'expansion dans le guide magn�etique 1D.

Nous observons que la taille �naleL f
rms du condensat pi�eg�e dans le d�esordre d�ecrô�t lin�eaire-

ment avec l'amplitude du potentiel al�eatoire. Nous discuterons cette �evolution avec le mod�ele
de pi�egeage induit par le d�esordre au paragraphe 4.2.2.1.

Les images par absorption du condensat pi�eg�e en pr�esence de d�esordre (�gure 4.9) montrent
que la densit�e au centre du condensat ne devient pas n�egligeable. Ce point est particuli�erement
important puisqu'il implique que les interactions, pr�esentes dans le condensat initial, ne de-
viennent pas n�egligeables apr�es l'expansion et le pi�egeage du nuage d'atomes. Les interactions
pourraient donc jouer un rôle dans le pi�egeage du condensat (nous verrons que c'est bien le cas
au paragraphe 4.2.2.1).

A�n de rendre plus quantitative cette constatation qualitative �a partir des images d'ab-
sorption, nous tra�cons les pro�ls longitudinauxn2D(x = 0; z; � ) du condensat en expansion6. La
�gure 4.12 permet de comparer l'�evolution de ces pro�ls longitudinaux en l'absence de potentiel
al�eatoire (  = 0) �a ceux de l'expansion en pr�esence du d�esordre pour deux amplitudes di��erentes
( = 0:15 et  = 0:3). La courbe rouge en pointill�es pr�esente sur chaque graphe repr�esente la
densit�e du condensat initial avant l'expansion dans le guide magn�etique 1D (� = 0). Il s'agit
d'une parabole invers�ee puisque le condensat �a� = 0 se trouve dans le r�egime de Thomas-Fermi
dans un potentiel magn�etique parabolique.

Au cours de l'expansion en l'absence de d�esordre ( = 0), le pro�l du nuage demeure une
parabole dont la taille L rms(� ) s'accroit et la densit�e au centren2D(x = 0; z = 0; � ) d�ecroit. Ce
sc�enario est conforme, comme nous l'avons d�ej�a soulign�e, aux th�eories de lois d'�echelle [144,145].

6La d�e�nition de ces pro�ls longitudinaux a �et�e discut�ee au paragraphe 3.3.3.3
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En pr�esence d'un potentiel al�eatoire (4.12b et c), la forme du pro�l longitudinal change au
cours de l'expansion et n'est plus une parabole invers�ee. Au bout d'un certain temps d'expan-
sion, ce pro�l devient stationnaire : sa forme n'�evolue plus. Le condensat est alors pi�eg�e et
cela correspond au r�egime o�u la taille du nuage en expansion reste constante, �egale �a la taille
�nale L f

rms. La forme du pro�l du condensat pi�eg�e poss�ede deux caract�eristiques particuli�eres.
Premi�erement, les bords du nuage pi�eg�e o�u la densit�e reste non n�egligeable sont tr�es abrupts.
Deuxi�emement, le densit�e de la r�egion centrale d�e�nie par les deux bords abrupts que nous
venons de mentionner est constante avec des modulations spatiales de faibles amplitudes. Le
pro�l parabolique initial a compl�etement disparu.

Fig. 4.12 { Pro�les longitudinaux du condensat en expansion apr�es des temps d'expansion
! z� = 1.0, 3.0, 5.1 et 7.2 dans un potentiel al�eatoire d'amplitudea)  =0, b)  =0.15 et c)
 =0.3. La ligne pointill�ee rouge correspond au pro�l du condensat dans le pi�ege initial (� = 0)
en l'absence de potentiel al�eatoire.

La pr�esence d'interaction est une caract�eristique du ph�enom�ene de pi�egeage qui a lieu en
pr�esence du potentiel al�eatoire dans les exp�eriences que nous venons de d�ecrire (voir 4.2.2.1).
En particulier, la densit�e au centre du condensat localis�e dans le d�esordre est du même ordre
de grandeur que celle du condensat initial avant l'expansion. De plus, il apparâ�t clairement sur
les pro�ls longitudinaux de la �gure 4.12 que la densit�e du nuage pi�eg�e n'a pas une forme expo-
nentielle d�ecroissante �a partir de son maximum. Pour ces raisons, le ph�enom�ene de localisation
en pr�esence d'un potentiel al�eatoire perturbatif ne correspond pas �a une localisation de l'onde
de mati�ere au sens d'Anderson [33, 35]. Il faut alors d�evelopper un mod�ele th�eorique prenant
en compte l'e�et des interactions pour d�ecrire le ph�enom�ene de localisation observ�e dans ces
exp�eriences. C'est l'objet de la partie 4.2.2.1.

4.2.1.2 Inhibition du mouvement du centre de masse

La �gure 4.13 montre l'�evolution temporelle de la position du centre de masse du conden-
sat en pr�esence de d�esordre. Nous avons �egalement report�e �a titre de comparaison l'�evolution
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lin�eaire dans le guide magn�etique en l'absence de potentiel al�eatoire.

Fig. 4.13 { Evolution de la position du centre de masse du condensat dans le guide magn�etique
1D pour di��erentes amplitudes  du potentiel al�eatoire. Les barres d'erreur repr�esentent la
d�eviation standard sur 5 r�ealisations du potentiel al�eatoire.

Nous observons, de fa�con analogue �a l'�evolution de la taille RMS, une localisation du centre
de masse de l'onde de mati�ere apr�es un certain temps pass�e dans le guide� loc similaire �a celui
de l'arrêt de l'expansion. La position �nale du condensat lorsque le ph�enom�ene de localisation a
lieu est d'autant plus proche de la position initiale que l'amplitude� V du potentiel al�eatoire est
grande. Le d�eplacement du condensat est donc d'autant plus faible que l'amplitude du potentiel
al�eatoire est grande.

4.2.2 Un r�egime de pi�egeage par des barri�eres uniques du potentiel
al�eatoire

Il s'agit de d�ecrire le pi�egeage de l'onde de mati�ere. Nous allons nous int�eresser aux m�e-
canismes qui peuvent conduire �a la localisation d'un condensat de Bose-Einstein interagissant
fortement dans un potentiel al�eatoire.

4.2.2.1 Sc�enario de pi�egeage induit par le d�esordre

L'expansion d'un condensat de Bose-Einstein dans un potentiel al�eatoire met en jeu trois
�energies : l'�energie cin�etique induite par les interactions lors de l'ouverture du pi�ege longitudinal,
l'�energie d'interaction dont nous avons vu �a partir des images du nuage localis�e qu'elle ne peut
être n�eglig�e dans nos exp�eriences, et en�n l'�energie potentielle associ�ee au potentiel al�eatoire.
Le r�egime de pi�egeage du condensat va alors di��erer selon l'importance relative des �energies
cin�etique et d'interaction. En e�et, comme nous allons le voir, dans les r�egions o�u l'�energie
d'interaction est grande devant l'�energie cin�etique (r�egion centrale), le pi�egeage r�esulte de la
comp�etition entre cette �energie d'interaction et l'�energie du potentiel al�eatoire. Au contraire,
dans les zones du nuage o�u l'�energie cin�etique domine (ailes du condensat en expansion), le
pi�egeage r�esulte de la comp�etition entre l'�energie cin�etique et celle du potentiel al�eatoire.



4.2 Suppression du transport par des modulations uniques du potentiel al�eatoire141

L'importance relative des contributions de l'�energie d'interaction et de l'�energie cin�etique
d�epend de la densit�e atomique locale du nuage. Nous pouvons d�es lors distinguer deux r�egions
dans le condensat en expansion, la partie centrale o�u les interactions dominent et les ailes o�u
ces derni�eres sont n�egligeables. Avant l'ouverture longitudinale du pi�ege magn�etique, l'�energie
d'interaction est grande devant l'�energie cin�etique : le condensat est dans le r�egime de Thomas-
Fermi. Lorsque l'ouverture est r�ealis�ee, l'�energie de pi�egeage est transf�er�ee sous forme d'�energie
cin�etique aux atomes7. Notons que ce transfert d'�energie est du �a la pr�esence d'interaction
r�epulsives dans le condensat. Au cours de l'expansion, les atomes ayant acquis une grande
�energie cin�etique se d�eplacent loin du centre initial du nuage. Ils peuplent alors ce que nous
appellerons par la suite les "ailes" du condensat. La densit�e atomique dans les ailes est faible et
l'�energie cin�etique est grande devant l'�energie d'interaction dans cette zone du nuage.

Les atomes n'ayant pas acquis une grande �energie cin�etique lors de l'ouverture se d�eplacent
lentement par rapport �a leur position initiale. Ils se d�eplacent alors dans la r�egion initiale du
condensat o�u la densit�e atomique est du même ordre de grandeur que celle du nuage initialement
pi�eg�e. Ainsi, dans la partie centrale du condensat en expansion l'�energie d'interaction est grande
devant l'�energie cin�etique. En l'absence de potentiel al�eatoire, nous observons en e�et (voir
�gure 4.12a) par exemple) que la densit�e au centre du nuage chute lentement et que l'�energie
d'interaction reste non n�egligeable.

Remarquons ici que nous ne pouvons pas exp�erimentalement observer de fa�con distincte les
ailes du condensat en expansion car, d'une part, la densit�e atomique y est trop faible pour que
notre syst�eme d'imagerie par absorption nous y donne acc�es et, d'autre part, parce que nous
d�etectons dans cette zone ext�erieure au condensat initiale une (tr�es) faible partie thermique.

Dans toute la suite de ce paragraphe, nous allons donc distinguer la partie centrale du
condensat en expansion o�u le pi�egeage met en jeu l'�energie d'interaction et l'�energie du po-
tentiel al�eatoire, et les ailes du nuage o�u le pi�egeage r�esulte de la comp�etition entre l'�energie
cin�etique et celle du d�esordre.

Pi�egeage dans les ailes

Dans les ailes, l'�energie des atomes est essentiellement de nature cin�etique et peut donc
être mise sous la formeE = ~2k2=2m. Le transport dans cette r�egion du nuage correspond
�a celui d'un ensemble d'ondes planes dans un potentiel al�eatoire. L'�energie typique de chaque
atome �etant �egale au potentiel chimique initial � = ~2=2m� 2 du condensat, le spectre d'im-
pulsion dans les ailes est �n et centr�e autour dek = 2=� . Comme nous l'avons mentionn�e,
nous n'avons exp�erimentalement pas acc�es �a ces faibles densit�es atomiques. Cela �etant, il est
possible de v�eri�er l'assertion pr�ec�edente �a partir du calcul num�erique du spectre d'impulsion
des ailes d'un condensat en expansion. L'�evolution temporelle d'un condensat en expansion a
�et�e d�etermin�ee �a partir de la r�esolution num�erique de l'�equation de Gross-Pitaevskii 1D par L.
Sanchez-Palencia [35]. La �gure 4.14 montre que le spectre obtenu pour les ailes du condensat
correspond bien �a notre description. En particulier, l'ajustement de la longueur d'onde moyenne
� mesur�ee dans les ailes du condensat est tel que�= 2� = �=2.

7L'�energie cin�etique mv2=2 apr�es l'ouverture se calcule �a partir du gradient de phase� = m_b(0)z2=2~b(0).
Comme, _b(0)=b(0) =

p
2! z il vient mv2=2 = m! 2

z z2.
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Fig. 4.14 { Longueur d'onde moyenne� mesur�ee dans les ailes du condensat en expansion
en fonction de la longueur de relaxation� . Les �etoiles correspondent aux calculs num�eriques.
Image ins�er�ee : example de spectre en impulsion obtenu sur le condensat.

Les atomes peuplant les ailes du condensat subissent des r�eexions et transmissions mul-
tiples sur les modulations du potentiel al�eatoire. Cela �etant, le pi�egeage de ces particules sans
interaction ne r�esulte pas d'une localisation au sens d'Anderson. En e�et, le pi�egeage des ailes
du condensat r�esulte d'une r�eexion sur uneunique grande et/ou large modulation du potentiel
al�eatoire. Cette analyse apparâ�t tr�es clairement sur les simulations de l'expansion du conden-
sat. Nous donnons un exemple du pro�l longitudinal obtenu lorsque le condensat est pi�eg�e dans
le d�esordre sur la �gure 4.15. Il y apparâ�t la pr�esence d'une large modulation du potentiel
al�eatoire �a l'abscisse o�u la densit�e dans les ailes chute brutalement.

Un potentiel optique de tavelures n'�etant pas born�e (voir le chapitre 2), il est possible de
trouver de larges modulations dans une r�ealisation de ce potentiel8. Prenons une barri�ere d'am-
plitude 5VR . Pour  = 0:3, l'amplitude de la barri�ere correspond �a 1.5 fois l'�energie cin�etique de
l'onde sans interaction. De plus la taille typique de la barri�ere �z est grande devant la longueur
d'onde � . La barri�ere pi�ege donc l'onde plane de vecteur d'onde 1=� .

Nous exprimerons plus pr�ecis�ement la condition d'obtention d'un d�esordre "faible" dans la
partie 4.3.2, c'est-�a-dire d'un potentiel pour lequel la transmission �a travers une modulation
est toujours proche de l'unit�e. Les r�eexions sur une modulationunique du potentiel al�eatoire
masque �egalement les e�ets de la localisation d'Anderson. Une condition n�ecessaire (mais pas
forc�ement su�sante) est donc d'�eviter de telles r�eexions quasi-totales (voir 4.3).

Pi�egeage de la partie centrale du condensat

Pour être concrets, nous d�e�nissons arbitrairement la partie centrale du condensat comme
une r�egion de longueur �egale �a la demi-taille initiale du condensat et centr�ee enz = 0, soit
� LTF =2 < z < L TF =2.

Au cours de l'expansion dans le guide magn�etique 1D, la densit�e dans la partie centrale

8De grandes modulations d'amplitude typique 5VR peuvent exister avec une probabilit�e non n�egligeable
(voir le chapitre 2).
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Fig. 4.15 { Pro�l d'un condensat pi�eg�e dans le potentiel al�eatoire apr�es un certain temps d'ex-
pansion. Ce pro�l est le r�esultat d'une r�esolution num�erique de l'�equation de Gross-Pitaevskii
�a une dimension. Il fait clairement apparâ�tre la pr�esence d'un grand pic du potentiel al�eatoire
l�a o�u la densit�e dans les ailes chute brutalement.

du condensat diminue lentement par rapport au temps d'ouverture du pi�ege longitudinal (sup-
pos�ee instantan�ee). Il est donc possible de d�e�nir un potentiel chimique e�ectif quasi-statique
� e� (� ) pour cette partie centrale apr�es un temps d'expansion� . Le terme d'�energie cin�etique
est n�egligeable dans l'expression du potentiel chimique e�ectif� e� (� ) de la partie centrale du
condensat.

Remarquons qu'au cours de l'expansion l'�energie cin�etique de la partie centrale est faible,
l'�evolution temporelle quasi-statique et la longueur de relaxation inf�erieure �a la longueur de
corr�elation du potentiel al�eatoire : l'approximation de Thomas-Fermi reste donc valide pour la
partie centrale du condensat en expansion. Cela signi�e en particulier que la densit�e de la partie
centrale du condensat est modul�ee par le potentiel al�eatoire. Nous d�e�nissons donc le potentiel
chimique e�ectif � e� (� ) en prenant la moyenne spatiale sur la partie centraleLTF :

� e� (� ) =
1

LTF

Z L TF =2

� L TF =2
dz [g n3D(x = 0; y = 0; z; � ) + V(z)] (4.11)

Le terme de pi�egeage magn�etique est n�eglig�e puisque l'ouverture est rapide devant le temps
typique de l'expansion du nuage (1=! z) et que le pro�l reste parabolique et suit les lois d'�echelle.

Tout comme la densit�e atomique, le potentiel chimique e�ectif d�ecrô�t lentement au cours
de l'expansion. Ainsi, apr�es un certain temps d'expansion, ce potentiel chimique� e� (� ) devient
inf�erieur �a l'amplitude typique des modulations du potentiel al�eatoire. La partie centrale du
condensat est alors pi�eg�ee classiquement dans le potentiel al�eatoire, il s'agit d'un fragmentation
du nuage atomique. Le crit�ere pour le pi�egeage de la partie centrale de l'onde de mati�ere est
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l'existence de deux grandes modulations du potentiel al�eatoire d'amplitude sup�erieure ou �egale
au potentiel chimique e�ectif � e� .

A�n d'alleger les notations et de simpli�er la discussion, nous allons supposer que le po-
tentiel al�eatoire a une moyenne nulle :< V > = 0. Le potentiel chimique e�ectif se r�eduit
alors �a � (� ) = � e� (� )� < V > . Cette derni�ere �egalit�e est exacte dans le cas d'un syst�eme
auto-moyennant pour lequel 1

L TF

RL TF =2
� L TF =2 dz V(z) = < V > = 0. Nous avons d�ej�a discut�e du tr�es

faible �ecart de notre syst�eme �a un syst�eme auto-moyennant (paragraphe 2.3.4) et le potentiel
e�ectif � est donc une tr�es bonne approximation dans le cas o�u nous supposons notre potentiel
de moyenne nulle. Insistons sur le fait que cette renormalisation dans l'�echelle d'�energie (telle
que < V > = 0) ne change rien �a la physique de notre probl�eme.

Dans notre potentiel al�eatoire 1D, la condition de fragmentation du condensat 3D concerne
la seule direction longitudinaleOz. Nous pouvons alors �ecrire cette condition de fragmentation
�a partir du potentiel chimique e�ectif � (� ), c'est-�a-dire �a partir de la densit�e atomique au centre
(r 2 = x2 + y2 = 0). En e�et, si le condensat fragmente enr = 0 selon l'axe longitudinal, il
est fragment�e dans le planxOy puisque la densit�e d�ecrô�t selon la direction radiale lorsquer
augmente. Et s'il n'est pas fragment�e au centre alors l'expansion continue et il n'y a pas de
pi�egeage.

Le nombre de modulations du potentiel al�eatoire sup�erieures au potentiel chimique sur la
taille LTF de la partie centrale du condensat s'�ecrit

Npics(V � � (� )) =
X

L TF

"

1 �
Z � (� )

0
dV P(V)

#

(4.12)

o�u P(V) est la probabilit�e d'avoir un pic d'amplitude V. Il vient alors avec une tr�es bonne
approximation

Npics[V � � (� ))] ' 0:94
�

LTF

� z

�
exp

�
� 0:75

V
� V

�
: (4.13)

La condition de fragmentation s'�ecrit alors simplementNpics = 2. Elle permet de relier le
potentiel chimique e�ectif �nal � f lorsque la partie centrale du condensat est pi�eg�e aux carac-
t�eristiques du potentiel al�eatoire � V et � z. Pour des faibles valeurs de l'amplitude du potentiel
al�eatoire  = � V =� TF nous obtenons

� f '
� TF

0:75
 ln

�
0:47LTF

� z

�
: (4.14)

Cette condition de fragmentation re�ete les propri�et�es statistiques des premier et second
ordres puisque le logarithme vient de la distribution exponentielle d'intensit�e �a un point d'un
champ de tavelures et que la taille �z est li�ee �a l'auto-corr�elation de ce champ de tavelures
(voir le chapitre 2). Le potentiel chimique �nal � f est une fonction croissante de l'amplitude .
La formule (4.14) est une caract�eristique du sc�enario de localisation.

Cela �etant, le potentiel chimique e�ectif � (� ) ne peut que d�ecrô�tre durant l'expansion. Par
cons�equent, il ne peut être sup�erieur �a sa valeur initiale� i �a l'instant � = 0 de l'ouverture,

� (� = 0) = � i =
g

LTF

Z L TF =2

� L TF =2

dz n3D(0; 0; z) =
11� TF

12
' 0:92� TF : (4.15)
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Nous pouvons �egalement �evaluer le temps typique d'expansion n�ecessaire pour obtenir la
fragmentation du nuage dans le potentiel al�eatoire. Apr�es un temps d'expansion� , le terme
d'�energie potentielle associ�ee au potentiel al�eatoire est de l'ordre deVR � (� = 0) =

p
bz(� ) et le

terme d'interaction de l'ordre degj� (� = 0) j2� (� = 0) =b3=2
z (� ) o�u � (� = 0) est la fonction d'onde

dans le pi�ege initial. La fragmentation a lieu lorsque ces deux termes sont �egaux, soitbzVR '
gj� (� = 0) j2. Avec bz(� ) '

p
2! z� et gj� (� = 0) j2 ' � T F , le temps d'expansion n�ecessaire �a la

fragmentation � f rag ' � T F =
p

2VR ! z ' 300 ms pour nos param�etres exp�erimentaux, temps qui
correspond �a nos mesures9.

Remarquons pour terminer que les simulations num�eriques de l'expansion �a une dimension
e�ectu�ees concordent parfaitement avec le sc�enario de localisation �a la fois de la partie centrale
du condensat et des ailes [35].

Le sc�enario de pi�egeage que nous venons de d�ecrire met en �evidence le rôle jou�e par de
grandes modulations du potentiel al�eatoire. En e�et, la localisation des ailes du condensat en
expansion a lieu lorsque la transmission �a travers une barri�ere unique est tr�es faible. La partie
centrale de l'onde de mati�ere est pi�eg�ee lorsqu'une condition de fragmentation li�ee �a l'�energie
d'interaction est remplie. Ce mod�ele est donc tr�es di��erent de celui �a l'origine de la localisation
d'Anderson o�u la transmission �a travers les modulations du potentiel al�eatoire est de l'ordre
de l'unit�e et o�u les interactions ne sont pas pr�esentes. Cette conclusion est �egalement celles
des groupes de Florence et de Hannovre. Le groupe de Florence a d�emontr�e exp�erimentalement
que le pi�egeage du condensat en expansion a lieu en pr�esence d'une barri�ere unique [154] et des
simulations num�eriques men�ees dans le groupe de Hannovre ont mis en �evidence la d�elocalisation
du condensat due �a la pr�esence d'interactions [86].

Si le sc�enario du pi�egeage dans les ailes ne peut être v�eri��e dans nos exp�eriences, nous
pouvons au contraire comparer nos r�esultats exp�erimentaux au mod�ele que nous venons de
d�ecrire pour le pi�egeage de la partie centrale du condensat. C'est l'objet du paragraphe suivant.

4.2.2.2 Comparaison r�esultats exp�erimentaux/mod�ele

A�n de comparer nos r�esultats exp�erimentaux avec le mod�ele de pi�egeage dans le potentiel
al�eatoire du paragraphe pr�ec�edent, nous devons extraire de nos donn�ees le potentiel chimique
e�ectif � (� ) de la partie centrale du condensat. Rappelons que l'exp�erience donne acc�es �a la
densit�e 2D n2D . Nous mesurons la densit�e moyenne sur les pro�ls longitudinaux du condensat
en moyennant spatialement la densit�e 2D sur la taille de la partie centrale :

n2D(� ) =
1

LTF

Z L TF =2

� L TF =2
dz n2D(x = 0; z; � ): (4.16)

Le potentiel chimique e�ectif s'�ecrit alors (voir l'�equation (3.24))

� (� ) = � 1=3
TF

�
3gn2D(� )

4RTF

� 2=3

; (4.17)

et il peut être ainsi directement extrait des images par absorption qui nous donne la densit�e
2D, n2D . Nous tra�cons sur la �gure 4.16 l'�evolution temporelle de la densit�e moyenn�een2D(� )

9Il s'agit l�a seulement d'un ordre de grandeur du temps de pi�egeage et non d'une formulation analytique
exacte.
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au cours de l'expansion rapport�ee �a la densit�e initialeni
2D = n2D(� = 0).

Fig. 4.16 { Evolution temporelle du rapportn2D(� )=n i
2D entre la densit�e moyenn�ee sur la partie

centrale du condensat et sa valeur initiale lors de l'expansion dans le guide magn�etique 1D pour
di��erentes amplitudes du potentiel al�eatoire  =0, 0.05, 0.10 and 0.30. La ligne en pointill�es
noirs correspond �a l'�evolution pr�edite par les lois d'�echelle en l'absence de potentiel al�eatoire
( = 0). Lorsque le pi�egeage de la partie centrale du condensat a lieu, la d�ecroissance de la
densit�e moyenne est exponentielle et est ajust�ee par les droites en trait plein. L'apparition de
cette d�ecroissance exponentielle indique la densit�e �nalenf

2D lorsque le pi�egeage induit par le
d�esordre a lieu.

En l'absence de potentiel al�eatoire, l'�evolution est en tr�es bon accord avec celle attendue
d'apr�es les lois d'�echelle (ligne pointill�e sur la �gure 4.16). En pr�esence du potentiel al�eatoire,
la densit�e moyennen2D(� ) d�ecrô�t plus lentement lors de l'expansion du nuage (cela vient de
la pr�esence de la rugosit�e sous le condensat). Lorsque la fragmentation du condensat a lieu, la
densit�e moyenne de la partie centrale a atteint la valeurn f

2D �  � TF =g[voir les �equations (4.14-
4.17)] o�u  = VR=� TF est l'amplitude du potentiel al�eatoire. La densit�e n2D doit ensuite rester
constante. Cependant, des processus conduisant �a des pertes d'atomes comme des collisions
ou de l'�evaporation ont toujours lieu lors de nos exp�eriences. Ainsi, la densit�en2D continue
de chuter au cours du temps avec une constante de temps li�ee �a ces processus de perte. Nous
observons exp�erimentalement (voir la �gure 4.16) que l'�evolution temporelle de la densit�e change
�a partir d'un certain temps � f rag d'expansion dans le guide magn�etique et sa d�ecroissance devient
exponentielle (l'�echelle verticale est logarithmique). Ce changement dans la forme de l'�evolution
de n2D(� ) indique l'apparition du pi�egeage induit par le d�esordre. Le premier point des droites
qui ajustent les donn�ees exp�erimentales avec une exponentielle sur la �gure 4.16 d�e�nit alors le
temps et la densit�e moyenne �nalen f

2D lors de la fragmentation du nuage.
Pour une amplitude du potentiel al�eatoire �egale �a  = 0:30, la fragmentation a lieu �a10

! z� = 0:5. La d�ecroissance temporelle observ�ee �a des temps plus long correspond donc �a des

10Ce qui est con�rm�e par l'observation des pro�les longitudinaux (�gure 4.12)



4.2 Suppression du transport par des modulations uniques du potentiel al�eatoire147

pertes d'atomes et elle est ajust�ee avec une exponentielle exp(� � � ). Nous obtenons 1=� ' 280
ms. Nous avons utilis�e la même constante de temps 1=� pour ajuster toutes les autres courbes
de d�ecroissance de la densit�e moyennen2D(� ) et obtenir ainsi la densit�e �nale n f

2D d�e�nie comme
la densit�e �a partir de laquelle l'ajustement exponentiel est correct. La di��erence entre la densit�e
du premier point exp�erimental qui se trouve sur l'ajustement exponentiel et le point qui le
pr�ec�ede dans le temps d�e�nit les barres d'erreur sur la densit�e �nalenf

2D (voir la �gure 4.17).

A partir de l'analyse pr�ec�edente, nous extrayons le potentiel chimique �nal

� f = � 1=3
TF

 
3gn f

2D

4RTF

! 2=3

: (4.18)

Nous tra�cons � f en fonction de l'amplitude du potentiel al�eatoire sur la �gure 4.17.

Fig. 4.17 { Potentiel chimique e�ectif �nal � f = � 1=3
TF

�
3gn f

2D
4RTF

� 2=3
du condensat pi�eg�e en fonction

de l'amplitude du potentiel al�eatoire. Le trait en ligne plein rouge correspond �a la pente pr�edite
par l'�equation (4.14). La ligne en traits pointill�es noirs correspond �a la valeur de saturation
0:92� [Eq. (4.15)].

La comparaison du potentiel chimique e�ectif �nal � f lorsque le condensat est pi�eg�e avec
l'amplitude  du potentiel al�eatoire permet de tester les �equations (4.14-4.15). D'apr�es l'�equation
(4.14), la pente de la fonction� f ( ) pour les faibles valeurs de re�ete les statistiques �a un
point (distribution exponentielle d'intensit�e) et �a deux points (longueur de corr�elation � z) et
peut être calcul�ee. Avec les param�etres de notre dispositif cr�eant le champ de tavelures, nous
obtenons� f ' 26:4(2) 103 �  . Cette droite est trac�ee en trait rouge sur la �gure 4.17. L'accord
entre cette pr�ediction et nos donn�ees exp�erimentales est excellent.

Pour de larges amplitudes du potentiel al�eatoire, le potentiel e�ectif �nal � f sature �a une
valeur qui correspond �a celle pr�edite par l'�equation (4.15) (cette pr�ediction apparâ�t en traits
pointill�es noirs sur la �gure 4.17).
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En�n, nous aimerions insister ici sur la n�ecessit�e d'une calibration pr�ecise de l'amplitude
du potentiel al�eatoire r�ealis�ee �a l'aide de la spectroscopie micro-onde (voir le paragraphe 2.4.2).
En e�et, sans cette calibration pr�ecise il nous serait impossible d'obtenir un tel accord entre les
pr�edictions de notre mod�ele et nos r�esultats exp�erimentaux. Or, c'est pr�ecis�ement cet excellent
accord qui permet de valider exp�erimentalement le mod�ele de pi�egeage induit par le d�esordre
que nous avons d�ecrit.

4.2.2.3 Expansion dans un potentiel quasi-1D

Le mod�ele de pi�egeage induit par un d�esordre 1D que nous venons de pr�esenter d�epend
tr�es fortement de la dimension du potentiel al�eatoire. En e�et, si le potentiel n'est pas stricte-
ment uni-dimensionnel, il est envisageable que des atomes puissent contourner les plus grandes
modulations cr�e�ees par les tavelures, modi�ant ainsi le sc�enario pr�ec�edent. Nous voulons dans
cette partie pr�esenter les r�esultats de l'expansion d'un condensat de Bose-Einstein dans un
potentiel al�eatoire quasi-1D et montrer dans quelle mesure le sc�enario du cas strictement uni-
dimensionnel est modi��e.

Dans la partie pr�esentant le potentiel optique issu des tavelures, nous avons d�ecrit deux
dispositifs permettant de cr�eer un champ de tavelures. Celui que nous avons utilis�e (dispositif
avec la plus grande ouverture num�erique, voir 2.4.3) dans les exp�eriences de localisation d�ecrites
jusqu'�a pr�esent a pour particularit�e d'engendrer un potentiel uni-dimensionnel pour le condensat
(� x; � y � RTF ). Le second dispositif ayant une ouverture num�erique plus petite cr�ee un
potentiel quasi-1D pour le condensat puisque nous avons une longueur de corr�elation transverse
� y ' 5:5 � m qui n'est pas signi�cativement plus grande que la taille transverse du condensat
2 � RTF = 3 � m.

L'observation des pro�ls longitudinaux du condensat en expansion dans le potentiel quasi-
1D met en �evidence la formation d'ailes additionnelles au condensat. Ces ailes sont clairement
visibles sur la �gure 4.18a par comparaison �a l'expansion dans le potentiel 1D sur la �gure
4.18b. Ces ailes additionnelles que nous observons sont di��erentes des ailes dont nous parlons
dans le sc�enario du pi�egeage induit par le d�esordre. En particulier, leur densit�e est grande (du
même ordre de grandeur que la densit�e de la partie centrale du condensat) alors que celle des
ailes du sc�enario est faible, rendant impossible l'observation exp�erimentale de ces derni�eres.

A�n de caract�eriser ces ailes additionnelles et d'exclure la possibilit�e qu'il s'agisse d'atomes
thermiques, nous avons �etudi�e l'expansion d'un nuage d'atomes mixte dont la fraction conden-
s�ee est �egale �a 15%. Remarquons tout d'abord que la partie thermique d'un nuage mixte est
pr�esente d�es les tous premiers temps d'expansion dans le guide magn�etique alors que les ailes
du condensat d�esordonn�e se forment au cours de l'expansion (voir la �gure 4.18a).

Nous pr�esentons sur la �gure 4.19 une comparaison des ailes pr�esentes avec un nuage mixte
(a) et un condensat d�esordonn�e sans partie thermique (b). Nous e�ectuons un ajustement
gaussien et parabolique dans ces deux cas. Il ressort de cette analyse que nous obtenons un tr�es
bon ajustement des ailes du nuage mixte (compos�ees d'atomes thermiques) par une gaussienne.
Dans le cas des ailes additionnelles pr�esentes pour le condensat d�esordonn�e, l'ajustement est
bien meilleur avec un parabole invers�ee.

Nous avons �egalement compar�e la vitesse d'expansion des ailes du nuage mixte avec celle
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Fig. 4.18 { Pro�ls de densit�e longitudinaux, moyenn�es sur 10 r�ealisations du potentiel al�eatoire,
apr�es des temps d'expansion� = 22, 72, 122 et 172 ms en pr�esence d'un potentiel al�eatoire
d'amplitude  = � V =� TF = 0:3 pour a) un potentiel quasi-1D (� y=RTF ' 3:5) et b) un
potentiel 1D (� y=RTF ' 36). Sur la �gure a), des "ailes" paraboliques sont clairement visible
autour de la partie centrale et continuent de s'�etendre apr�es le pi�egeage de cette derni�ere.

Fig. 4.19 { Ajustement de pro�ls de densit�e 1D �a partir d'une gaussienne (courbe rouge en
pointill�es �epais) et d'une parabole (courbe bleue en pointill�es �ns) : a) ailes lors de l'expan-
sion d'un nuage mixte avec une fraction condens�ee de 15% ; b) ailes lors de l'expansion d'un
condensat d�esordonn�e.

des ailes du condensat d�esordonn�e. Dans le cas de la partie thermique du nuage mixte, cette
vitesse a �et�e calcul�ee en utilisant la demi-largeur �a mi-hauteur de la gaussienne ajustant ces
ailes �a partir d'un ajustement double structure parabole+gaussienne du nuage mixte. La vitesse
d'expansion dans le cas du condensat d�esordonn�e a �et�e calcul�ee en utilisant la demi-largeur �a
mi-hauteur de la parabole invers�ee qui ajuste au mieux les ailes additionnelles.

L'�evolution de ces tailles est pr�esent�ee sur la �gure 4.20. La vitesse d'expansion des ailes
thermiques du nuage mixte vautvth = 11(2) mms� 1. Elle correspond bien �a celle d'un nuage
thermique �a la temp�erature T ' 600 mmK 11 calcul�ee en supposant l'�equipartition de l'�energie
kBT = mv 2=2.

La vitesse d'expansion des ailes du condensat d�esordonn�e vautvAiles BEC = 3:6(1) mm.s� 1.
Elle est donc tr�es di��erente de celle des ailes thermiques du nuage mixte, même si leur com-

11Cette temp�erature est mesur�ee �a partir des tailles du nuage thermique apr�es temps de vol.
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Fig. 4.20 { a) Evolution temporelle de la demi-largeur d'un nuage mixte. L'ajustement du pro�l
des ailes se fait par une gaussienne. b) Evolution temporelle de la demi-largeur d'un condensat
d�esordonn�e. L'ajustement du pro�l des ailes se fait par une parabole invers�ee. Image ins�er�ee :
�evolution temporelle de la demi-largeur d'un condensat pur en l'absence de potentiel al�eatoire.

paraison directe est d�elicate puisqu'elles sont calcul�ees �a partir de deux tailles di��erentes (la
demi-taille �a mi-hauteur de la gaussienne et celle de la parabole invers�ee). Nous pouvons �egale-
ment comparer les facteurs d'�echelleL(� )=L(� = 0) dans les deux situations (ailes thermiques
et ailes du condensat d�esordonn�e) puisque la forme des pro�ls de densit�e est conserv�ee. Nous
obtenons un facteur d'�echelle avec les ailes thermiques 1.5 plus grand que celui des ailes du
condensat d�esordonn�e.

Remarquons que la vitesse des ailes paraboliques du condensat d�esordonn�e,vAiles BEC =
3:6(1) mm.s� 1, correspond �a une vitesse d'expansion de la base de la parabole �egale �av = 5:1(1)
mm.s� 1. Elle est donc inf�erieure �a celle d'un condensat en expansion dans le guide magn�etique
en l'absence de potentiel al�eatoire,v0 = 6:4(2) mm.s� 1 (voir image ins�er�ee sur la �gure 4.20b)12.
Ces ailes ressentent donc la rugosit�e du potentiel al�eatoire.

Nous concluons ainsi, de la comparaison entre l'expansion d'un condensat pur et celle d'un
nuage mixte dans un potentiel quasi-1D, que les ailes paraboliques qui se forment au cours de
l'expansion du condensat pur ne correspondent pas �a une partie thermique. Il s'agit donc bien
d'atomes condens�es qui peuvent "contourner" les modulations du potentiel puisque ce dernier
n'est pas strictement uni-dimensionnel. Les atomes condens�es qui continuent �a s'�etendre dans
le potentiel quasi-1D ne sont pas d�ecrit par notre sc�enario de pi�egeage dans un potentiel 1D
puisqu'ils devraient être pi�eg�es au regard de leur potentiel chimique e�ectif.

La mesure de la taille RMS,L, de l'expansion d'un condensat dans un potentiel al�eatoire
quasi-1D fait apparâ�tre la suppression du transport puisqu'elle sature apr�es un certain temps
d'expansion [35]. Cependant, les ailes paraboliques peuvent continuer �a s'�etendre apr�es que la
partie centrale du condensat soit pi�eg�ee. Ainsi, la longueur �nale du condensat ainsi que le
temps �a partir duquel apparâ�t le pi�egeage induit par le d�esordre peuvent être modi��es par
rapport �a ceux du ph�enom�ene de localisation dans un potentiel 1D.

12Cette vitesse du condensat en l'absence de d�esordre correspond �egalement bien �a celle que nous aurions pu
calculer �a partir de la vitesse RMS, v0 =

p
6vrms .
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4.2.3 Pi�egeage dans le d�esordre et pi�egeage dans un r�eseau optique

Nous avons discut�e jusqu'�a pr�esent le pi�egeage d'un condensat de Bose-Einstein avec inter-
actions induit par un potentiel al�eatoire. Le caract�ere al�eatoire du potentiel utilis�e est re�et�e
dans la seule �equation qui donne le potentiel chimique e�ectif �nal [Eq. (4.14)] o�u les statis-
tiques �a un point et �a deux points du potentiel al�eatoire apparaissent. Cependant, le sc�enario de
pi�egeage que nous avons propos�e peut être �egalement appliquer au cas d'un potentiel optique
p�eriodique13. Nous voulons ici comparer cette situation du potentiel p�eriodique avec celle du
potentiel al�eatoire.

Nous allons consid�erer dans un premier temps un potentiel p�eriodique dont l'amplitude est
inf�erieure au potentiel chimique du condensat (situation similaire aux conditions exp�erimen-
tales avec le d�esordre). Dans un deuxi�eme temps, nous discuterons rapidement des r�esultats
exp�erimentaux obtenus r�ecemment dans le groupe de M. Oberthaler [156] o�u les pro�ls de den-
sit�e du condensat ainsi que le comportement de la taille du condensat en expansion montrent
des similitudes apparentes avec nos r�esultats exp�erimentaux. Dans cette exp�erience r�ealis�ee �a
Heidelberg, le r�eseau optique est tr�es profond (et non pas perturbatif). Nous verrons que la
physique sous-jacente �a l'arrêt de l'expansion du condensat avec interactions dans ce second
cas est tr�es di��erente de celle inh�erente au sc�enario de pi�egeage induit par le d�esordre.

R�eseau optique perturbatif

Une exp�erience d'expansion 1D d'un condensat dans un r�eseau optique d'amplitudeV0

inf�erieure au potentiel chimique initial du condensat ne doit pas conduire �a une suppression du
transport. Ou du moins, nous ne l'attendons pas. En e�et, avec une image de transmission des
atomes entre les di��erents sites du r�eseau, le couplage entre sites adjacents est constant sur tout
le r�eseau et un ph�enom�ene de localisation n'est pas attendu. C'est ce qui se passe dans les ailes
d'un condensat en expansion dans un r�eseau o�u l'�energie cin�etique des atomes est sup�erieure �a
l'amplitude des modulations du potentiel.

Cela �etant, cette image, vraie en l'absence d'interactions, est modi��ee par la pr�esence de
ces derni�eres. En particulier, la partie centrale du nuage devient pi�eg�ee apr�es un certain temps
d'expansion pour les mêmes raisons que celles qui conduisent au pi�egeage dans un potentiel
al�eatoire (voir 4.2.2.1) : lorsque le potentiel chimique e�ectif li�e �a la pr�esence des interactions
est �egal �a l'amplitude du r�eseau optique, l'expansion de la partie centrale est supprim�ee. Pour
un r�eseau optique avec des condensats identiques �a ceux de nos exp�eriences, cette condition
s'�ecrit � f = V0 ' 4:6 103 �  0 o�u  0 = V=� TF . La pente de cette relation lin�eaire entre� f et  0

est tr�es di��erente de celle obtenue pour un potentiel al�eatoire [Eq. (4.14)]. En particulier, cette
d�ependance lin�eaire est ind�ependante de la p�eriodicit�e spatiale du r�eseau (dans le r�egime o�u la
longueur de relaxation est petite devant cette derni�ere), au contraire de l'�equation (4.14) pour
le potentiel al�eatoire qui fait intervenir la longueur de corr�elation � z.

L'observation exp�erimentale de l'expansion dans un r�eseau perturbatif devraient cependant
être similaire �a celle de nos exp�eriences dans un potentiel de tavelures. En e�et, en supposant
que la seule partie centrale du condensat est d�etectable, le nuage va apparâ�tre pi�eg�e apr�es
un temps d'expansion dans le guide 1D. La di��erence entre le potentiel ordonn�e et le potentiel
d�esordonn�e viendra alors des temps caract�eristiques du pi�egeage et de la relation entre potentiel

13Il s'agit d'un r�eseau optique cr�e�e par deux ondes lumineuses contra-propageantes.
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chimique e�ectif �nal ( � f ) et amplitude du potentiel ( 0 ou  ).

Exp�eriences de Heidelberg : "self-trapping"

Une exp�erience de transport d'une onde de mati�ere dans un r�eseau optique profond a �et�e
r�ealis�ee dans le groupe de M. Oberthaler �a Heidelberg [156]. L'observation de l'expansion d'un
condensat dans ce r�eseau optique a conduit �a l'observation d'une suppression du transport en
pr�esence d'un nombre d'atomes su�sant (5000 dans l'exp�erience). La �gure 4.21 tir�ee du papier
de Anker et al. [156] met en �evidence la suppression du transport �a partir de la mesure de la
taille RMS du condensat en expansion (points exp�erimentaux ronds sur la �gure 4.21). Sur cette
�gure apparâ�t �egalement le pro�l de densit�e du condensat pi�eg�e. La forme du pro�l de densit�e
du condensat pi�eg�e, la saturation de la l'�evolution temporelle de la taille RMS du condensat en
expansion et la n�ecessit�e de la pr�esence d'interactions rappellent fortement les r�esultats exp�eri-
mentaux que nous avons obtenus dans un potentiel al�eatoire. Cependant, l'analogie s'arrêtent �a
ces quelques points de comparaison. Notons �egalement que la même physique est pr�edite dans
un potentiel quasi-p�eriodique [157].

Fig. 4.21 { [Figure du papier Phys. Rev. Lett.,
94, 020403 (2005)] Evolution de la taille RMS
d'un condensat dans un r�eseau optique profond
pour deux nombres d'atomes initiaux dans le
condensat (carr�es : 2000 atomes ; ronds :5000
atomes). Images ins�er�ees : pro�ls longitudi-
naux du condensat apr�es un temps d'expansion
d'environ 60 ms.

Dans un r�eseau profond14, un condensat de Bose-Einstein est form�e d'ondes de mati�ere
localis�ees au fond de chaque puits et il peut être d�ecrit par une s�erie de jonctions de Jo-
sephson [158, 159]. L'�etat initial du condensat avant l'expansion rel�eve donc d'une physique
compl�etement di��erente de celle d'un condensat d�elocalis�e sur un potentiel perturbatif.

Dans une s�erie de jonctions Josephson, les transitions par e�et tunnel d'un puits �a l'autre du
r�eseau d�epend fortement des e�ets non-lin�eaires. En particulier, dans un gaz d'atomes avec des
interactions r�epulsives, l'�echange de particule entre deux sites adjacents du r�eseau est supprim�e
lorsque la di��erence du nombre d'atomes entre ces deux puits est su�samment �elev�ee. C'est
le paradigme de la jonction Josephson : il existe un gradient de densit�e critique entre deux
puits adjacents au-del�a duquel les transitions par e�et tunnel sont supprim�ees [160]. Lors de

14Dans le cas de l'exp�erience [156], l'amplitude du r�eseau optique est �egale �a 10 fois l'�energie de recul et
chaque puits du r�eseau est peupl�e d'une centaine d'atomes.
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l'ouverture du pi�ege con�nant, le condensat commence par s'�etendre, ce qui signi�e que le
gradient de densit�e provenant du pro�l initial du condensat n'est pas su�sant au bord du nuage
pour bloquer les transitions par e�et tunnel. Au cours de l'expansion, des atomes s'accumulent
sur les bords du condensat et, si le nombre d'atomes est su�sant, le gradient de densit�e critique
entre deux puits adjacents est atteint : la transition par e�et tunnel est drastiquement r�eduit
et les atomes sont pi�eg�es. L'arrêt de l'expansion d'une onde de mati�ere dans un r�eseau profond
n'a donc rien �a voir avec le sc�enario de pi�egeage induit par le d�esordre que nous avons pr�esent�e.

4.3 Un autre r�egime de pi�egeage dans le d�esordre : la
localisation d'Anderson

Les exp�eriences que nous avons d�ecrites au paragraphe pr�ec�edent mettent en �evidence une
suppression du transport de l'onde de mati�ere en pr�esence de d�esordre. Cependant, comme
nous l'avons expliqu�e, ce ph�enom�ene de localisation est tout �a fait di��erent du ph�enom�ene de
localisation d'Anderson. Cette di��erence tient au fait que la localisation de l'onde de mati�ere
dans ces exp�eriences, �a la fois dans la partie centrale et dans les ailes de l'onde, vient de r�e-
exions sur une barri�ere unique. La pr�esence d'interactions dans notre syst�eme qui demeurent
non n�egligeables même lorsque l'onde de mati�ere est localis�ee est responsable du pi�egeage de
la partie centrale du condensat. Ce sc�enario est tr�es di��erent de celui sc�enario propos�e par An-
derson [4] qui traitait initialement le probl�eme d'un gaz id�eal. Ici, nous nous posons la question
de l'observation d'un autre r�egime de localisation o�u les interactions deviendraient n�egligeables
et le sc�enario propos�e par Anderson possible.

Il existe deux techniques exp�erimentales permettant de r�eduire les interactions en champ
moyen dans un condensat de Bose-Einstein. Le terme d'interaction s'�ecritgn(~r) o�u g et la
constante de couplage de l'interaction etn(~r) la densit�e atomique du condensat. Ces deux
techniques dont nous parlons consiste �a changer respectivement le premier terme, la constante
de couplageg, ou le second terme, la densit�en(~r), dans le terme d'interaction. La premi�ere
technique est appel�ee r�esonance de Feshbach et consiste �a utiliser un champ magn�etique pour
contrôler la longueur de di�usiona0 dans le nuage. Changer cette longueur de di�usion change
le terme de couplage de l'interactiong = 4� ~a0=m et par l�a même l'importance des interac-
tions dans le condensat atomique. Nous ne disposons pas de r�esonance de Feshbach sur notre
exp�erience et il faut noter que les atomes de Rubidium 87 ne sont pas de bons candidats sur
lesquels e�ectuer de telles r�esonances15. La seconde technique consiste �a diluer su�samment le
condensat de Bose-Einstein en le laissant s'�etendre spatialement pour diminuer la densit�e et
ainsi diminuer l'importance des interactions. Notons que, pour nous trouver dans une situa-
tion di��erente de celle d�ecrite au paragraphe pr�ec�edent, il faudra alors �eviter le ph�enom�ene de
pi�egeage par des modulationsuniques du potentiel al�eatoire, pi�egeage qui ne permet pas de
r�eduire su�samment les interactions pour les rendre n�egligeables.

Nous d�ecrivons dans ce paragraphe une approche th�eorique envisageant une exp�erience
d'expansion d'un condensat de Bose-Einstein o�u les interactions, initialement pr�esentes dans le
pi�ege, deviennent par la suite n�egligeable au cours de l'expansion [36]. Nous montrons qu'un

15Les r�esonances dans le Rubidium 87 apparaissent �a de forts champs magn�etiques (typ. 1000 Gauss) et sont
tr�es �etroites.
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ph�enom�ene de localisation au sens d'Anderson peut alors apparâ�tre et nous calculons le pro�l de
densit�e du condensat localis�e et la longueur de localisation. En�n, nous d�ecrivons les param�etres
exp�erimentaux �a mettre en oeuvre a�n d'observer ce ph�enom�ene.

4.3.1 Localisation d'onde au sens d'Anderson et exposant de Lya-
punov

Le ph�enom�ene de localisation d'une onde sans interactions dû �a la pr�esence de d�esordre a
�et�e propos�e pour la premi�ere fois �a la �n des ann�ees 50 par P.W. Anderson [4]. Dans ces tout
premiers travaux, Anderson d�ecrit la possible absence de di�usion d'�electrons dans une r�egion
�nie d'un cristal contenant des impuret�es distribu�ees al�eatoirement. Il montre en particulier que
ce ph�enom�ene de localisation est dû �a la pr�esence de d�esordre dans le syst�eme16. La localisation
au sens d'Anderson r�esulte d'interf�erences destructives entre les ondes multiples di�us�ees par
la structure du d�esordre (ou, dit autrement, d'interf�erences entre les di��erents chemins que
peut suivre l'�electron qui di�use sur un r�eseau d�esordonn�e). Il s'agit donc d'un ph�enom�ene
ondulatoire qui apparâ�t dans la mati�ere lorsque la nature quantique de cette derni�ere devient
pr�epond�erante. Cela �etant, si le ph�enom�ene de la localisation d'Anderson a �et�e initialement
d�evelopp�e pour une onde �electronique (quantique) [4] et ses cons�equences observ�e [57,58], des
ph�enom�enes de localisation dû �a la pr�esence de d�esordre ont �egalement �et�e observ�es avec des
ondes �electro-magn�etiques (classiques) [5{8,161] et des ondes acoustiques (classiques) [12].

Le ph�enom�ene de localisation d'Anderson peut avoir lieu dans une situation o�u l'ampli-
tude du potentiel al�eatoire est faible devant l'�energie typique de l'onde. Supposons que nous
travaillons avec des particules classiques (c'est �a dire de caract�ere corpusculaire) et que le po-
tentiel al�eatoire perturbatif soit conservatif et compos�e de barri�eres de potentiel. Dans cette
situation de faible potentiel al�eatoire, l'�energie de la particule classique est sup�erieure �a l'ampli-
tude des barri�eres : la particule passe au dessus du d�esordre sans que sa di�usion soit supprim�ee.
Supposons maintenant que la particule soit quantique. Son caract�ere ondulatoire implique des
r�eexions multiples sur les barri�eres du potentiel al�eatoire qui peuvent conduire �a la localisa-
tion de la particule. La r�ealisation d'une exp�erience de localisation au sens d'Anderson devient
alors particuli�erement excitante lorsqu'elle est r�ealis�ee avec ce qu'il est classiquement consid�er�e
comme des corpuscules (des atomes de Rubidium par exemple). Cette situation est une mani-
festation "magique" du caract�ere ondulatoire (quantique) de la mati�ere.

Dans un premier temps, nous allons d�ecrire plus en d�etail que nous ne l'avons fait au cha-
pitre 1 le ph�enom�ene de localisation d'Anderson. Il s'agit, pour le moment, de traiter le cas
g�en�eral d'une onde plane de vecteur d'ondek et nous ne faisons pas forc�ement r�ef�erence �a un
condensat de Bose-Einstein gazeux. Nous ne discuterons pas l'existence d'�etats fondamentaux
localis�es au sens d'Anderson dans le potentiel al�eatoire en �etudiant les �etats propres d'un sys-
t�eme ferm�e. Nous pr�esentons cependant la forme d'un tel �etat localis�e au sens d'Anderson sur
la �gure 4.22a). Cette image, qui fait notamment apparâ�tre le pro�l exponentiel de l'onde lo-
calis�ee, nous permet de discuter le processus du transport d'une onde plane sans interaction �a
travers un milieu di�usant al�eatoire.

16Rappelons que cette description a �et�e �elabor�ee a�n prendre en compte l'e�et du d�esordre dans la transition
conducteur �electrique-isolant.
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Fig. 4.22 { a) Onde plane de vecteur d'ondek localis�ee au sens d'Anderson (trait plein bleu)
dans un potentiel al�eatoire de faible longueur de corr�elation (trait plein rouge). La d�ecroissance
de l'enveloppe est ajust�ee par une fonction exponentielle (traits noirs pointill�es).b) Variation
de la phase autour de la valeur moyenne de l'onde plane�� (z) = � (z) � kz (trait plein noir)
dans le potentiel al�eatoire (trait plein rouge).c) Image agrandie de l'image b) : les modulations
du potentiel al�eatoire (trait plein rouge) induisent les variations spatiales de la phase� (z) � kz
(pointill�es noirs).

Nous allons ainsi esquisser une image dynamique de la localisation d'Anderson : celle de
la localisation d'une onde plane de vecteur d'ondek se propageant sur un potentiel al�eatoire
perturbatif 17. Le potentiel al�eatoire est suppos�e de tr�es faible amplitude devant l'�energie de
l'onde et de longueur de corr�elation petite devant la longueur d'onde 2�=k . La r�eexion de l'onde
plane sur chaque modulation du potentiel est alors faible et l'amplitude (z) de l'onde apr�es
chaque modulation est tr�es l�eg�erement inf�erieure �a l'amplitude avant la modulation (autrement
dit la transmission de l'onde est proche de l'unit�e). De même, la phase� (z) de l'onde plane va
être peu modi��ee par les modulations du potentiel al�eatoire : l'�ecart �� de la phase �a celle d'une
onde plane dans l'espace libre,�� (z) = � (z) � kz, va subir des sauts de phase faibles devant 2�
sur chacune des modulations du potentiel al�eatoire (voir �gure 4.22).

Les faibles r�eexions multiples subie par l'onde par chacune des modulations du potentiel
al�eatoire peuvent interf�erer. Le caract�ere al�eatoire de chacune de ses r�eexions multiples en-
gendre des interf�erences destructives qui induisent une diminution (faible) de l'amplitude de
l'onde lors de la transmission �a travers chacune des modulations du potentiel al�eatoire. Dans

17Cette image dynamique est inspir�ee du formalisme de phase que nous appliquerons au paragraphe suivant.
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cette image, l'�etat localis�e de l'onde se "construit" donc en quelque sorte au cours de la di�u-
sion sur les modulations du potentiel al�eatoire et la fonction d'onde localis�ee est caract�eris�ee
par une enveloppe qui d�ecrô�t spatialement �a partir du centre de la localisation. Nous pouvons
d�e�nir la longueur caract�eristique de d�ecroissance de l'enveloppe,L loc(k), que nous appellerons
longueur de localisation. Notons que le construction de cette enveloppe d�ecroissante �a partir
de nombreuses modulations du potentiel al�eatoire implique queL loc(k) � � z. La variation de
l'envelopper (z) de l'onde sur une distance de l'ordre de la taille de corr�elation �z du potentiel
est donc tr�es faible. Or, en anticipant quelque peu sur le paragraphe suivant, le formalisme de
phase permet alors d'�ecrire une �equation sur l'enveloppe du type [voir Eq(4.26)]

@zr (z) = f (z; k) r (z) (4.19)

o�u la fonction f varie spatialement sur une �echelle de l'ordre de la longueur d'onde� . Nous
pouvons alors remarquer que l'�echelle spatialeL loc(k) sur laquelle varie l'envelopper (z) de l'onde
est tr�es grande devant� . La valeur prise par la fonctionf aux di��erents points de l'espace est
donc faible. De plus, comme,� � � z, nous pouvons suppos�e que la valeur moyenne def sur
une �echelle spatiale �egale �a � z est ind�ependante du point de l'espacez (nous supposons ainsi
que la diminution de l'enveloppe est spatialement homog�ene). Nous pouvons alors �ecrire une
variation lin�eaire de r (z) sur cette �echelle � z,

r (z + � z) = r (z) � dr(z) = r (z)
�

1 �
� z
L loc

�
(4.20)

qui donne lieu �a un pro�l d'enveloppe exponentiel. A une distance du centre de localisa-
tion grande devant la longueur de corr�elation du potentiel al�eatoire, il vient alorsr (z) /
exp[� z=Lloc(k)]. Une fonction d'onde localis�ee au sens d'Anderson apparâ�t sur la �gure 4.22a) :
la phase de l'onde est �a peu pr�es �egale �akz puisqu'on voit toujours des oscillations p�eriodiques
et l'enveloppe d�ecrô�t exponentiellement comme le montre l'ajustement avec une fonction ex-
ponentielle. Les variations spatiales de la phase�� sur chaque modulation apparâ�t clairement
sur la �gure 4.22c). Remarquons �egalement que la variation de la phase�� sur un grand nombre
de modulation peut conduire �a des variations importantes de cette derni�ere comme le montre
la �gure 4.22b). La localisation de l'onde au sens d'Anderson r�esulte ainsi des interf�erences
multiples destructives engendr�ees par le d�esordre.

La d�ecroissance exponentielle de la fonction d'onde localis�ee au sens d'Anderson [voir �gure
4.22a)] est tr�es certainement la caract�eristique la plus connue de ce ph�enom�ene. Cela �etant, si
l'image de la localisation avec laquelle nous travaillons nous �a conduit �a ce type de d�ecroissance
pour l'enveloppe, nous verrons dans le paragraphe suivant qu'il faut apporter des corrections �a
ce comportement spatial de l'onde localis�ee [44,45].

Pour une fonction d'onde �etendue (non localis�ee), la longueur de localisationL loc est in�nie
(c'est le cas pour une onde plane en l'absence de potentiel al�eatoire). Il est alors plus commode de
d�e�nir un coe�cient  (k) �egal �a l'inverse de cette longueur de localisationL loc(k). Ce coe�cient
 (k) est appel�e exposant de Lyapunov. Dans le cas d'une onde non localis�ee, le exposant de
Lyapunov est nul,  (k) = 0. Si la longueur de localisation est �nie, (k) est di��erent de z�ero.
 (k) est d�e�ni par le comportement asymptotique de l'enveloppe de la fonction d'onde localis�ee
tel que [69],

 (k) = � lim jzj!1

�
log [r(z)]

jzj

�
: (4.21)
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Remarquons que nous prenons la moyenne sur les r�ealisations du potentiel al�eatoire a�n que
le exposant de Lyapunov ait un sens statistique et re�ete les propri�et�es statistiques du potentiel
al�eatoire.

Nous allons maintenant d�ecrire le formalisme de phase qui nous permet d'appr�ehender le
ph�enom�ene de localisation d'Anderson de particules libres. En particulier, l'exposant de Lya-
punov de la localisation d'Anderson est calcul�e et sa d�ependance avec les di��erents param�etres
du potentiel al�eatoire est discut�ee.

4.3.2 Formalisme de phase pour le calcul de l'exposant de Lyapunov

L'utilisation du formalisme de phase dans le probl�eme de la localisation d'Anderson est
guid�ee par le r�esultat attendu sur la forme de la fonction d'onde localis�ee (�gure 4.22). Il faut
noter que nous traitons ici le cas d'ondes �a 1D. Dans l'image que nous avons donn�e de la
localisation d'Anderson, nous pouvons extraire deux caract�eristiques particuli�eres. D'une part,
l'enveloppe de la fonction localis�ee d�ecrô�t exponentiellement sur des distances de l'ordre de la
longueur de localisationL loc grandes devant la longueur de corr�elation du potentiel al�eatoire.
D'autre part, sur chaque modulation du potentiel al�eatoire la phase de l'onde varie peu autour
de sa valeur� 0 = kz. Ainsi, la phase de l'onde plane non perturb�ee� 0 varie spatialement sur
une �echelle �egale �a la longueur d'onde� = 2�=k et les faibles perturbations induites par le
potentiel al�eatoire �� ajoutent des variations sur une �echelle de l'ordre de �z.

Ces deux comportements tr�es di��erents pour l'enveloppe et la phase de l'onde qui doit
localiser dans le d�esordre conduit naturellement �a �ecrire les �equations sur la fonction d'onde et
sa d�eriv�ee comme une �equation sur l'enveloppe et une �equation sur la phase de l'onde. Nous
introduisons donc deux nouvelles fonctions,r (z) et � (z), �a partir de la fonction d'onde et de sa
d�eriv�ee 18,  k(z) et @z k(z) :

 k(z) = r (z) sin[� (z)] (4.22)

@z k(z) = k r (z) cos[� (z)]: (4.23)

La fonction r (z) d�ecrit l'enveloppe de la fonction d'onde. La fonction� (z) d�ecrit la phase
de l'onde. La pr�esence du vecteur d'ondek dans l'�equation sur la d�eriv�ee @z k(z) permet sim-
plement un calcul plus facile par la suite.

On traite l'�equation de Schr•odinger �a une dimension de particules sans interaction :
�

�
~2

2m
@2

z + V(z)
�

 (z) = E (z): (4.24)

o�u E = ~2k2=2m.

Avec l'�equation (4.23), il vient  0(z)= (z) = k cotan[� (z)] et avec l'�equation de Schr•odinger
pr�ec�edente  

00
(z)= (z) = 2 m=~2 (V(z)=E � 1). L'�equation sur la phase� (z) s'�ecrit

18Il s'agit ni plus ni moins d'une d�e�nition sans aucune approximation, ce changement de fonctions pouvant
toujours être �ecrit.
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@z� (z) = k �
kV(z)

E
sin2[� (z)]: (4.25)

Cette �equation autonome sur la phase [ind�ependante de l'envelopper (z)] est le point central
du formalisme de phase. En e�et, cette �equation rend possible l'�ecriture d'un d�eveloppement
perturbatif sur la phase sans faire d'approximation sur les variations de l'enveloppe. Il est
�egalement possible d'�ecrire une �equation d'�evolution de l'envelopper (z) en remarquant que
r 2(z) =  2(z) +  02=k2,

@zr (z) =
�

kV(z)
2E

�
sin[2� (z)] r (z): (4.26)

L'exposant de Lyapunov d�e�ni �a l'�equation (4.21) s'�ecrit alors dans le formalisme de phase

 (k) = lim jzj!1

�
k

2zE

Z z

0
dz0 V(z0) sin[2� (z0)]

�
(4.27)

L'�equation (4.25) permet de faire un d�eveloppement perturbatif de la phase� (z) autour de
sa valeur en l'absence de potentiel al�eatoire19 V(z), � 0(z) = kz. Notons que ce d�eveloppement
perturbatif nous renvoie �a l'image que nous avons donn�ee de la localisation d'Anderson : sur
chaque modulation du potentiel, la phase� (z) = � 0(z) + �� (z) est peu modi��ee et �� (z) est un
petit param�etre. La validit�e de cette approche perturbative n�ecessite que la phase accumul�ee
sur l'�echelle spatiale de variation du d�esordre soit petite devant 2� . En utilisant l'�equation sur
la d�eriv�ee spatiale de la phase� , la condition de validit�e de cette approche perturbative s'�ecrit

Z

� z
dz0 V(z0) sin2[kz0] �

Z

� z
dz0 V(z0) � 2�

~2k
2m

: (4.28)

Dans notre m�emoire, un potentiel al�eatoire qui satisfait cette condition de validit�e de l'approche
du formalisme de phase sera quali��e defaible. Dans ce r�egime de faible potentiel, une modulation
de trop grande amplitude ou de trop large qui conduirait �a une transmission petite devant l'unit�e
ne peut exister. Un potentiel al�eatoire satisfaisant ces conditions est donc tr�es di��erent de celui
de la partie 4.2.2 o�u une large barri�ere unique pouvait inuencer fortement la propagation des
ailes du condensat en expansion.

De plus, la d�ecroissance exponentielle de l'enveloppe de la fonction d'onde r�esulte des mul-
tiples variations de la phase sur les modulations du potentiel al�eatoire. Nous avons donc un
r�egime o�u la localisation n'a pas lieu �a cause de la pr�esence d'une modulation unique du poten-
tiel al�eatoire mais grâce aux r�eexions sur un grand nombre de modulations du potentiel. Ce
r�egime de di�usion est donc di��erent du r�egime d�ecrit dans la partie 4.2.2.

Il faut ajouter une seconde condition de validit�e, que nous avons d�ej�a mentionn�ee, �a savoir
que la longueur de localisation trouv�ee soit plus grande que la longueur d'onde de l'onde plane
qui doit localiser. Cette seconde condition peut se mettre sous la forme

 (k) � k: (4.29)

19� 0(z) est la phase d'une onde plane de vecteur d'ondek.



4.3 Un autre r�egime de pi�egeage dans le d�esordre : la localisation d'Anderson 159

Un d�eveloppement au premier ordre de la phase dans l'�equation (4.23) de l'exposant de Lyapu-
nov obtenue par le formalisme de phase permet d'expliciter (k). Au premier ordre enV(z)=k,
�� (z) s'�ecrit

�� '
k
E

Z z

0
dz0 V(z0) sin2[kz0] (4.30)

Il vient alors

h
k

2zE

Z z

0
dz0 V(z0) sin[2� (z0)]i

' h
k

2zE

Z z

0
dz0 V(z0)

 

sin[2� 0(z0)] � 2 cos[2� 0(z0)]
k
E

Z z0

0
dz00V(z00) sin2[� 0(z00)]

!

i

'
k2

zE2

Z z

0
dz0

Z z0

0
dz00hV(z0)V(z00)i cos[2� 0(z0)] sin2[� 0(z00)]

puis, avec un changement de variableu = z0 � z00et le passage �a la limitez ! + 1 , nous
obtenons

 (k) '

p
2�

8� R

�
VR

E

� 2

(k� R)2 ĉ(2k� R) (4.31)

o�u ĉ est la transform�ee de Fourier de la fonction d'auto-corr�elation du potentiel al�eatoire.
L'exposant de Lyapunov pour une onde de vecteur d'ondek est proportionnel ĉ(2k). Cela

traduit la n�ecessit�e de l'existence d'une relation de Bragg pour l'ondek dans le potentiel al�ea-
toire a�n que cette derni�ere puisse être localis�ee au sens d'Anderson. Si la composante de la
densit�e spectrale du potentiel al�eatoire20 est non nulle enk0 = 2k alors une onde de vecteurk
peut subir des r�eexions multiples sur le potentielV(z) et devenir localis�ee. Dans le cas o�u la
composantek0 = 2k du potentiel al�eatoire est nulle, l'ondek ne peut pas être di�us�ee e�cace-
ment par le potentiel al�eatoire et la localisation d'Anderson ne peut pas avoir lieu. L'exposant
de Lyapunov est alors nul dans ce second cas.

La condition de Bragg n�ecessaire �a l'obtention d'une localisation au sens d'Anderson est
ainsi toujours satisfaite dans un potentiel al�eatoire spatialement� -corr�el�e. En e�et, dans ce cas
particulier o�u la longueur de corr�elation du potentiel est nulle la densit�e spectrale comporte
toutes les composantes du spectre avec la même amplitude.

Au contraire, dans le cas d'un potentiel al�eatoireV(z) cr�e�e par un champ de tavelures, le
spectre du potentiel est �a support �ni (voir le chapitre 2). Nous pouvons consid�erer, sans alt�erer
la g�en�eralit�e de notre propos, un potentiel normalis�e tel que

hV(z)i = 0 (4.32)

C(z) = hV(z0)V(z0+ z)i = V 2
R c(z=� R)

o�u c(u) est la fonction de corr�elation r�eduite du potentiel optique al�eatoire. Dans le cas d'une
ouverture rectangulaire, nous avonsc(u) = sin 2(u)=u2. Les grandeursVR et � R caract�erisent

20Le th�eor�eme de Wiener-Kitchine �etablit Ĉ(k) = hjV (k)j2i o�u V (k) est la composante spectralek du potentiel
al�eatoire.
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le potentiel al�eatoire et repr�esentent respectivement la d�eviation standard de l'amplitude du
potentiel, VR =

p
hV 2i , et la longueur de corr�elation� R du potentiel V(z).

Rappelons que la fonction de corr�elation d'un potentiel cr�e�e �a partir d'un champ de tavelures
a un support spectral �ni ??. Nous avons pour le potentiel normalis�e consid�er�e ici,

Ĉ(k) = V 2
R � R ĉ(k� R) (4.33)

ĉ(� ) =

r
�
2

(1 � �= 2) �(1 � �= 2):

La fonction �( u) est la fonction de Heaviside. D�es lors, dans le cadre de notre travail (approxi-
mation de Born, voir ci-dessous), les ondes de vecteurs d'onde sup�erieurs �akc = 1=� R ne peuvent
pas localiser au sens d'Anderson. Le vecteur d'ondekc correspond �a une fr�equence haute de
coupure pour la localisation. Plus pr�ecis�ement nous obtenons pour l'exposant de Lyapunov dans
un potentiel al�eatoire de tavelures :

 (k) =  0(k) (1 � k� R) �(1 � k� R);  0(k) =
�m 2V 2

R � R

2~4k2
(4.34)

L'exposant de Lyapunov est d'autant plus grand que la composante spectrale du potentiel de
tavelures est grande. Ainsi la longueur de localisation est d'autant plus faible que le vecteur
d'onde est petit devantkc.

Fig. 4.23 { Exposant de Lyapunov (k) en
fonction du vecteur d'ondek de l'onde in-
cidente dans un potentiel al�eatoire issu d'un
champ de tavelure. (k) est donn�e par l'�equa-
tion (4.34). Le domaine d'impulsion dans le-
quel la localisation d'Anderson apparâ�t est
gris�e.

L'existence d'une fr�equence de coupure pour la localisation d'Anderson ne va pas de soi
dans un syst�eme uni-dimensionnel. Des travaux th�eoriques ont montr�e que dans un potentiel
1D [162,163] ou 2D [164] tous les �etats de particules sans interaction sont localis�es. Cela �etant,
il a �et�e �etabli que pour des potentiels poss�edant certaines fonctions de corr�elation, il existe, dans
l'approximation de Born, deux �energies de coupure ("mobility edge" en anglais) d�e�nissant un
intervalle d'�energie en dehors duquel les �etats ne sont pas localis�es [165]. De même, notre calcul
au premier ordre de l'exposant de Lyapunov avec le formalisme de phase conduit �a l'existence
d'une impulsion de coupurekc = 1=� R au del�a de laquelle la localisation n'a pas lieu (�gure
4.23). Notons que nous nous sommes restreint au premier ordre de l'approximation de Born.
Un calcul incluant les contributions d'ordres sup�erieurs montrerait peut-être que l'exposant de
Lyapunov n'est pas strictement nul pour les vecteurs d'onde sup�erieurs �akc. Cela �etant, si
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 (k) ne s'av�ere pas nul pourk > k c, il est en tout cas tr�es faible et la longueur de localisation
associ�ee est tr�es grande. En particulier, pour la description en lien avec les exp�eriences qui nous
int�eressent ici, cela signi�e que la localisation des ondes de vecteurs d'onde sup�erieurs �akc n'est
pas possible sur un syst�eme r�eel de taille �nie.

4.3.3 Localisation d'un condensat 1D en expansion

Nous consid�erons un condensat de Bose-Einstein uni-dimensionnel avec des interactions r�e-
pulsives21. Ce condensat est initialement pi�eg�e dans un potentiel harmoniqueVpiege = mwzz2=2.
La taille �nie du gaz de Bose 1D permet l'obtention d'un condensat de Bose-Einstein dans un
r�egime de faible interaction [136]22. Nous ne consid�ererons pas le cas de forte interaction et d'un
gaz de Bose dans le r�egime de Tonks-Girardeau [166,167].

Le condensat de Bose-Einstein est plac�e en pr�esence d'un potentiel al�eatoire uni-dimensionel
V(z) cr�e�e �a partir d'un champ de tavelures (voir chapitre 2). Nous consid�erons un potentiel
perturbatif tel que VR � � TF . La fonction d'onde  (z; t) du condensat de Bose-Einstein est
d�ecrite par l'�equation de Gross-Pitaveskii

i~@t  (z; t) =
�

� ~2

2m
@2

z + Vpiege(z) + V(z) + g1D j (z; t)j2 � �
�

 (z; t): (4.35)

Le condensat se trouve �a l'�equilibre dans le pi�ege harmoniqueVpiege(z) et le potentiel al�eatoire
V(z). Nous supposons en outre que le condensat est dans le r�egime de Thomas-Fermi et la
densit�e 1D, n1D(z), s'�ecrit donc n1D(z) = � TF =g1D (1 � z2=L2

TF � V (z)) o�u LTF =
p

2� TF =m! 2
z

est la longueur de Thomas-Fermi23. A l'instant � = 0 nous coupons brutalement le seul pi�e-
geage harmonique et nous voulons d�ecrire l'expansion et la localisation de l'onde de mati�ere
dans le potentiel al�eatoire. Lors de l'expansion uni-dimensionnelle, la densit�e 1D du condensat
n1D = j (z; t)j2 d�ecrô�t lentement. Cette lente d�ecroissance permet de consid�erer le gaz de Bose
dans le r�egime de faibles interactions tout au long de l'expansion et de travailler avec l'�equation
de Gross-Pitaevskii pr�ec�edente24.

La situation que nous venons de d�ecrire avec la pr�esence du potentiel al�eatoire dans le pi�ege
initial est proche de celle des exp�eriences que nous avons d�ecrites pr�ec�edemment (voir 4.2) : d�es
l'ouverture du pi�ege le d�esordre est pr�esent. Cependant, pour le cas qui nous int�eresse dans cette
partie d'un potentiel al�eatoire faible, l'inuence initiale du potentiel al�eatoire au moment de
l'ouverture est faible. Ainsi, lors de l'ouverture du pi�ege et de la phase initiale d'expansion, nous
pouvons consid�erer que tout se passe de fa�con identique �a la situation en l'absence de d�esordre
et que seules les interactions sont �a prendre en compte (elles sont responsables de l'expansion).
Apr�es un temps d'expansion su�samment long, les interactions deviennent n�egligeables et il

21La constante de couplage des interactions r�eduite �a une dimension s'�ecritg1D = 2~! ? a.
22La densit�e 1D, n1D , du gaz doit être sup�erieure �a mg1D =~2, n1D � mg1D =~2. Pour un potentiel chimique

de l'ordre de la centaine de Hertz,n ' 107 m� 1 � mg1D =~2 ' 5:6 10� 8 m� 1.
23La condition pour être dans le r�egime Thomas-Fermi peut s'�ecrire sur le nombre d'atomes,N . Il faut alors

typiquement N � mg1D aho =~2 ' 10
24Plus pr�ecis�ement, le comportement temporelle de la fonction d'onde est d�ecrit par les lois d'�echelle du

paragraphe 4.1.1.3. La densit�e d�ecrô�t en 1=b(� ) avec un comportement asymptotique en 1=2! z � . Ainsi, pour
des temps d'expansion de l'ordre! z � � 100, la densit�e 1D n1D calcul�ee pr�ec�edement demeure sup�erieure �a la
constante mg1D =~2.
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faut alors prendre en compte la pr�esence du potentiel al�eatoire. Ainsi dans le paragraphe qui suit
nous allons utiliser un mod�ele en deux �etapes pour l'expansion : une premi�ere phase d'expansion
pilot�ee par les interactions en l'absence de d�esordre puis une seconde phase o�u le potentiel
al�eatoire est pr�esent et les interactions n�egligeables.

4.3.3.1 Un mod�ele d'expansion en deux �etapes

L'expansion d'un condensat de Bose-Einstein dans un potentiel al�eatoire faible peut être
mod�elis�ee en deux �etapes temporelles [36]. Lors d'une premi�ere �etape, le condensat s'�etend
sous l'e�et des interactions r�epulsives et l'inuence du potentiel al�eatoire faible est n�egligeable :
nous consid�ererons que cette premi�ere �etape se fait en l'absence de potentiel al�eatoire. Apr�es
un temps d'expansion su�samment long� 0, les interactions sont devenues n�egligeables et le
potentiel al�eatoire inue sur le transport de l'onde de mati�ere. Nous consid�ererons alors dans
cette seconde �etape que nous avons un paquet d'ondes planes sans interaction se d�epla�cant dans
un potentiel al�eatoire.

Lors de la premi�ere �etape, l'expansion du condensat 1D est principalement due �a la pr�esence
initiale d'interactions r�epulsives dans le pi�ege magn�etique en l'absence de potentiel al�eatoire.
Cette expansion est d�ecrite par les lois d'�echelles que nous avons utilis�ees pr�ec�edemment (para-
graphe 4.1.1.3). Aux temps longs,� � 1=! z, il en r�esulte la distribution d'impulsion D(k) [Eq.
(4.10)] du condensat,

D(k) '
3N� in

4
(1 � k2� 2

in )�(1 � k� in ): (4.36)

La �n de la premi�ere phase du mod�ele a lieu lorsque la densit�e atomique a diminu�e de telle
sorte que le terme d'interaction est devenu n�egligeable. Le condensat est alors peupl�e d'ondes
planes sans interaction avec la distributionD(k).

A l'instant � 0 � 1=! z nous allumons brutalement le potentiel al�eatoire et cela marque le
d�ebut de la seconde �etape. Les ondes planes sans interaction peuplant le condensat vont donc
être di�us�ees sur le potentiel al�eatoire V(z). D'apr�es les travaux sur la propagation d'ondes
planes dans le d�esordre [4], chacune d'elle va se localiser. Chaque onde plane exp(ikz ) va donc
être transform�ee en une onde localis�ee� k(z).

Le formalisme de phase que nous avons d�ecrit dans le paragraphe pr�ec�edent nous permet
de calculer l'exposant de Lyapunov (k) associ�e �a la localisation que chacune de ces ondes
planes [Eq. (4.34)]. Il nous faut maintenant calculer le comportement de la fonction d'onde du
condensat qui est compos�ee d'ondes planes de distribution d'impulsionD(k). Par ailleurs, nous
pouvons �ecrire explicitement les conditions de validit�e [Eq.(??-??)] de l'approche du formalisme
de phase pour le potentiel al�eatoire qui nous int�eresse ici, �a savoir un potentiel optique de
tavelures. Elles se mettent alors sous la forme

Z

� z
dz V(z) � 2�

~2k
2m

(4.37)

VR � R �
~2k
m

(k� R)1=2: (4.38)

Rappelons qu'un potentiel optique de tavelures respectant la premi�ere de ces conditions est
appel�e "faible".
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4.3.3.2 Fonction d'onde du condensat dans l'espace r�eel

La fonction d'onde du condensat peut être �ecrite �a partir des fonctions localis�ees� k(z) :

 (z) =
Z

dk
p

2�

p
D(k)� k(z): (4.39)

Nous nous int�eressons au pro�l de densit�en(z) du condensat, pro�l obtenu exp�erimentalement
�a partir des images par absorption. Nous prenons donc le carr�e de la fonction d'onde et nous
e�ectuons une moyenne statistique de telle sorte que

n1D(z) = hj (z)j2i : (4.40)

La phase d'une fonction localis�ee� k(z) �evolue dans le temps avec l'�energie de l'onde� k et
elle subit localement des variations spatiales issues du potentiel al�eatoire d�ependant �egalement
de l'�energie de l'onde� k . Les �energies des di��erentes ondes localis�ees� k �etant di��erentes, les
phases des fonctions localis�ees peuvent être consid�er�ees d�ecorr�el�ees les unes des autres dans une
bonne approximation. Dans notre mod�ele, nous supposons les phases� k des fonctions localis�ees
� k d�ecorr�el�ees de telle sorte quehexpi (� k � � 0

k)i ' 0 pour k 6= k0. Avec cette hypoth�ese, il vient
alors

n1D(z) = hj (z)j2i = 2
Z 1

0
dk D(k) hj� k(z)j2i : (4.41)

Un calcul exact de la d�ecroissance asymptotique des fonctions d'onde �electronique localis�ees
dans un potentiel d�esordonn�e 1D a �et�e e�ectu�e par Gogolin [44,45]. L'approche diagrammatique
utilis�ee par Gogolin pour calculer la corr�elation en densit�e �electronique montre qu'il existe des
corrections �a la d�ecroissance purement exponentielle de la fonction d'onde avec la distance. Dans
cette approche, la di�usion est trait�ee dans l'approximation de Born25 et le potentiel al�eatoire
est suppos�e tel que la longueur de localisation est sup�erieure �a la longueur de corr�elation du
potentiel al�eatoire. Le r�esultat obtenu pour la d�ecroissance asymptotique de la fonction d'onde
localis�ee � k se met sous la forme [44,45] :

hj� k(z)j2i =
� 2 (k)

2

Z 1

0
du u sinh(�u )

�
1 + u2

1 + cosh(�u )

� 2

� exp
�
� 2(1 + u2) (k)jzj

�
(4.42)

o�u  (k) est l'exposant de Lyapunov calcul�e pr�ec�edemment [Eq. (4.34)]26.
Loin du centre de localisation de la fonction d'onde� k ,  (k)jzj � 1, seuls les termes proches

de u = 0 vont contribuer �a l'int�egrale pr�ec�edente. Ainsi l'int�egrale (4.42) se r�eduit �a

exp [� 2 (k)jzj]
Z 1

0
du

�u 2

4
exp

�
� 2u2 (k)jzj

�
(4.43)

25Dans cette approximation, le champ di�us�e par chaque di�useur est suppos�e faible devant le champ incident.
Ainsi le seul le champ incident est consid�er�e dans le calcul de la di�usion : tous les di�useurs voient le même
champ incident. Il s'agit donc d'une m�ethode perturbative au premier ordre qui n�eglige les couplages issus des
champs di�us�es par chaque di�useur. Cette approximation est valide pour de faibles potentiels ou pour des
ondes de grande impulsionk.

26Dans le papier de Gogolin [44], l'exposant de Lyapunov n'est pas utilis�e explicitement mais une identi�cation
du comportement asymptotique de la fonction d'onde permet de relier la formule de Gogolin �a l'exposant de
Lyapunov
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et il vient,

hj� k(z)j2i '
� 7=2

64
p

2 (k)

exp(� 2 (k)jzj)
jzj3=2

(4.44)

La d�ecroissance exponentielle en (k)z de la fonction d'onde localis�ee est pr�esente dans l'ex-
pression pr�ec�edente de� k(z) et une correction alg�ebrique enjzj3=4 est trouv�ee par l'approche
diagrammatique de Gogolin.

A partir des expressions (4.10-4.44) nous pouvons calculer explicitement la densit�e du
condensat lorsque les di��erentes ondes planes qui le composent sont localis�ees. Il faut alors
distinguer deux r�egimes distincts de localisation de l'onde du condensat [36]. L'�equation (4.10)
d�etermine un vecteur d'ondekc = 1=� in maximum dans le spectre en impulsion du condensat
en expansion. Par ailleurs, l'�equation (4.34) sur l'exposant de Lyapunov introduit une seconde
coupure kc = 1=� R [Eq. 4.41]. L'int�egrale donnant la densit�e n1D(z) du condensat doit donc
être calcul�ee sur l'intervalle (0; kc = min 1=� in ; 1=� R). Nous allons consid�erer les deux limites
possibles pour la borne sup�erieure de l'int�egrale (4.41), �a savoirkc = 1=� in et kc = 1=� R .

Cas � in > � R : localisation du condensat

L'int�egrale (4.41) dans l'hypoth�ese o�u le vecteur d'onde de coupure est donn�e par la distri-
bution d'impulsion du condensat est

n(z) = 2
Z 1=� in

0
dk

3� in

4
p

2
(1 � k2� 2

in )
� 7=2

64
p

2

exp(� 2 (k)jzj)
p

 (k)jzj3=2
: (4.45)

Remarquant que les termes pr�epond�erants seront ceux pour lesquels l'exposant de Lyapunov
est le plus faible,i.e. k ' 1=� in , nous e�ectuons un changement de variableu = 1=� in � k. Nous
poursuivons le calcul en e�ectuant un d�eveloppement limit�e autour deu ' 0. Au premier
ordre enu, l'exposant de Lyapunov peut être mis sous la forme (k) =  (1=� in ) (1 + Au) avec
A = (2 � in � � R)=(1 � � R � in ).

La partie int�egrale peut être �egalement �evalu�ee pour u ' 0 et il vient
Z � in

0
dk (1 � k2� 2

in )
exp(� 2 (k)jzj)

p
 (k)

'
2� in

4A2 (1=� in )5=2

exp(� 2 (1=� in )jzj)
jzj2

(4.46)

Finalement, le comportement asymptotique (1=� in )jzj � 1 de la densit�e du condensat
s'�ecrit

n1D(z) /
exp(� 2 (1=� in )jzj)

jzj7=2
(4.47)

Toutes les ondes planes qui peuplent le condensat peuvent être di�us�ees e�cacement par
le potentiel al�eatoire (condition de Bragg respect�ee puisque� in > � R). Elles sont donc toutes
localis�ees au sens d'Anderson avec di��erentes longueurs de localisation. Il en r�esulte que le pro�l
de densit�e du condensat localis�e re�ete la d�ecroissance exponentielle de l'onde dont la longueur
de localisation est la plus grande, �a savoir celle de vecteur d'ondek = 1=� in .

Cas � in < � R : absence de localisation du condensat
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Dans la situation o�u le vecteur d'onde de coupure est donn�e par le support �ni du spectre
du potentiel al�eatoire kc = 1=� R , le r�esultat sur la densit�e n1D(z) du condensat localis�e est
quelque peu di��erent. Il vient en e�et

n1D(z) /
1

jzj2
: (4.48)

Dans cette situation, la localisation du condensat est donc alg�ebrique. Ce caract�ere alg�ebrique
vient du fait qu'une partie des ondes qui composent du spectre du condensat (k > k c = 1=� R)
ne peuvent pas localiser au sens d'Anderson puisqu'il n'existe pas de condition de Bragg pour
ces derni�eres.

Simulations num�eriques

Nous pr�esentons ici succinctement les r�esultats de calculs num�eriques de l'�equation de Gross-
Pitaevskii 1D [36]. Les calculs num�eriques e�ectu�ees ne suivent pas exactement le mod�ele
d'�etude que nous avons propos�e. En e�et, dans ces calculs le potentiel al�eatoire est pr�esent
avant l'ouverture longitudinale et le condensat s'�etend toujours en pr�esence du d�esordre. Par
ailleurs, le terme d'interactions de l'�equation de Gross-Pitaevskii est �egalement toujours pr�esent
au cours de l'expansion. Le con�nement magn�etique est lui coup�e �a� = 0 comme dans notre
mod�ele.

Lors de l'expansion en pr�esence d'un potentiel al�eatoire, le transport est supprim�e. Cet e�et
est observ�e en comparant la taille RMS du condensat en expansion en pr�esence et en absence de
potentiel al�eatoire. La �gure ins�er�ee sur l'image 4.24 compare la taille RMSL rms =

p
hz2i � h zi 2

pour deux valeurs de l'amplitude du potentiel,VR = 0 et VR = 0:1� .
Apr�es un temps d'expansion su�samment long, typiquement� ! z � 100 le pro�l de densit�e

du condensat devient presque stationnaire. Sur la �gure 4.24, nous tra�cons le r�esultat des
simulations num�eriques dans la situation o�u la localisation du condensat doit faire apparâ�tre
un pro�l exponentiel, � in > � R . Nous observons en e�et que le pro�l de densit�e stationnaire
d�ecrô�t exponentiellement �a longues distances (�echelle logarithmique sur la �gure 4.24). Nous
comparons le r�esultat de ces simulations num�eriques avec la formulation analytique issue de
notre mod�ele [Eq. (4.10-4.44-4.41)] ainsi qu'avec le comportement asymptotique [Eq. (4.47)].
L'accord entre les r�esultats num�eriques et la formulation analytique est excellent27, justi�ant
ainsi la validit�e de notre approche.

Remarquons que la formulation analytique a tendance �a sur-�evaluer la valeur de la densit�e
du condensat localis�e au centre (voir �gure 4.24). Cette particularit�e tient au fait que dans
notre approche la contribution des ondes planes localis�ees� k pour les faibles vecteurs d'ondek
n'est pas n�egligeable. Or, le calcul du exposant de Lyapunov avec le formalisme de phase n'est
pas correct pour ces faibles vecteurs d'ondek [voir les conditions de validit�e, �equations (4.38)].

Nous avons �egalement analys�e le comportement asymptotique de la densit�e du condensat
localis�e dans les simulations num�eriques. Pour le cas o�u� R=� in > 1 nous avons ajust�e le pro�l
obtenu avec les simulations par la fonctionjzj � ef f o�u � ef f est un param�etre ajustable. Pour la

27Il faut souligner que seul un facteur d'amplitude multiplicatif a �et�e utilis�e comme param�etre dans l'ajuste-
ment des simulations num�eriques par la formulation analytique.
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Fig. 4.24 { Pro�l de densit�e n(z) du condensat localis�e apr�es un temps d'expansion� ! z = 150.
Les param�etres utilis�es dans cette simulation sontVR = 0:1� , � in = 0:01LT F et � R = 0:78� in <
� in . Le r�esultat des simulations num�eriques apparait en trait noir, celui de la formulation analy-
tique [Eq. (4.10-4.44-4.41)] en trait plein rouge et celui de la formule asymptotique [Eq. (4.47)]
en pointill�es noirs. Image ins�er�ee : taille RMS L rms du condensat en expansion en l'absence
(VR = 0) et en pr�esence (VR = 0:1� ) du potentiel al�eatoire.

situation o�u � R=� in < 1, nous avons e�ectu�e un ajustement du pro�l de densit�e par la fonction
jzj � 7=2 exp(� 2 ef f jzj) o�u  ef f est un param�etre ajustable.

Fig. 4.25 { a) Exposant de Lyapunov ef f extrait de l'ajustement asymptotique de la densit�e du
condensat localis�e (points bleus) et formule analytique obtenue avec le formalisme de phase (trait
plein rouge). b) Exposant� ef f extrait de l'ajustement asymptotique de la densit�e du condensat
localis�e alg�eabriquement (points rouges) et valeur attendue (traits pointill�es noirs).

Nous comparons alors le r�esultat de ces ajustements avec notre formulation asymptotique
sur la �gure 4.25. Pour � R=� in > 1, nous attendons� ef f ' 2 d'apr�es l'�equation (4.48). Pour
� R=� in < 1, nous attendons ef f '  (1=� in ) [Eq. (4.47)]. L'accord entre le r�esultat de nos calculs
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num�eriques et le comportement asymptotique attendu est l�a encore excellent [36].

Le transport d'un condensat de Bose-Einstein avec interactions dans un potentiel al�eatoire
faible peut conduire �a une localisation au sens d'Anderson de toutes les ondes composant le
condensat en expansion (cas� R=� in < 1). Le pro�l du condensat localis�e met alors en �evidence
la signature du ph�enom�ene de localisation d'Anderson, �a savoir la d�ecroissance exponentielle de
la fonction d'onde �a partir du centre de localisation. Remarquons que si la localisation d'An-
derson est souvent invoqu�ee dans di��erents domaines de la physique pour expliquer l'�ecart de
propri�et�es de transport d'onde dans un milieu d�esordonn�e par rapport �a une di�usion classique,
l'observation de la d�ecroissance de la fonction d'onde ne semble avoir �et�e mise en �evidence que
tr�es r�ecemment dans un cristal photonique [5]. L'observation directe que nous pouvons faire
du pro�l de densit�e du condensat et donc du pro�l de la fonction d'onde est extrêmement
int�eressant puisqu'il permettrait de r�ev�eler de fa�con directe cette d�ecroissance exponentielle.

Remarquons en�n que les conditions de validit�e de ce mod�ele ne sont respect�ees ni dans
di��erents travaux th�eoriques r�ecents qui �etudient la localisation d'un condensat avec interactions
dans un potentiel al�eatoire [35, 101, 168] ni dans les conditions des exp�eriences qui ont �et�e
r�ealis�ees [33, 35, 154]. Une localisation au sens d'Anderson ne pouvait donc pas être obtenue
dans ces �etudes.

4.3.3.3 Discussion sur la r�ealisation exp�erimentale

Le sc�enario de localisation d'un condensat en expansion dans un potentiel faible requiert
deux conditions de validit�e [Eq. (4.38)]. La r�ealisation exp�erimentale de ce mod�ele doit se faire
dans ce cadre de validit�e, ce qui n'�etait pas le cas des premi�eres exp�eriences [33,35,154].

Lors de l'expansion, les atomes qui peuplent les ailes ont une �energie essentiellement ci-
n�etique. Les ondes planes qui correspondent �a ces atomes ont donc une impulsion typique
k ' 1=� in . La premi�ere condition de validit�e des �equations (4.38) dans les ailes du condensat
en expansion s'�ecrit alors Z

� z
dz0 V(z0) � 2�

~2

2m� in
:

Elle n'�etait pas satisfaite dans les exp�eriences de pi�egeage d�ecrites dans la partie 4.2 [33,35].
Dans les exp�eriences similaires r�ealis�ees au LENS �a Florence elle n'�etait �egalement pas satisfaite
[154]. A�n de satisfaire cette condition, il est n�ecessaire de travailler avec un potentiel al�eatoire
d'amplitude plus faible que celui utilis�e dans les exp�eriences mentionn�ees.

La seconde condition de validit�e qui permet d'obtenir une longueur de localisation inf�erieure
�a la taille du syst�eme s'�ecrit

VR � � (� in =� R)1=2:

Cette condition n'�etait �egalement pas respect�ee dans les exp�eriences d'expansion r�ealis�ees
[33,35,154]. L�a encore, l'utilisation d'un potentiel d'amplitude inf�erieure �a celui des exp�eriences
mentionn�ees doit permettre de respecter cette seconde condition.

Cela �etant, l'obtention d'un condensat localis�e au sens d'Anderson requiert une condition
exp�erimentale suppl�ementaire : � in > � R . La r�ealisation d'un condensat de Bose-Einstein dont
la longueur de relaxation� in est sup�erieure �a la longueur de corr�elation� R du potentiel al�eatoire
est la condition la plus d�elicate �a r�ealiser.
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Les plus petites longueurs de corr�elation r�ealis�ees exp�erimentalement aujourd'hui l'ont �et�e
en utilisant le potentiel de tavelures que nous avons d�ecrit au chapitre 228. Nous avons obtenu
� R ' 0:3 � m. Il est possible d'obtenir une longueur de corr�elation plus petite encore en g�en�erant
le champ de tavelures avec un laser de plus courte longueur d'onde. Dans un laser �a Argon par
exemple, il est possible de travailler avec une longueur d'onde �egale �a� = 480 nm.

Dans les exp�eriences que nous avons r�ealis�ees (paragraphe 4.2 et [33,35])29, la longueur de
relaxation est � in ' 0:1� m. Il est donc n�ecessaire d'augmenter� in . Il serait envisageable d'utili-
ser des r�esonances de Feshbach. Ne disposant pas de cette possibilit�e sur notre exp�erience, il est
�egalement envisageable de modi�er les fr�equences du pi�ege harmonique et le nombre d'atomes
du condensat. Avec les chi�res suivants,VR = 0:2� , � R = 0:27 � m et � in = 3� R=2 nous obte-
nons une longueur de localisation �egale �aL loc(1=� in ) ' 460 � m, inf�erieure �a la taille observ�ee
exp�erimentalement du condensat en expansion dans le guide magn�etique 1D [36].

Une exp�erience de localisation d'Anderson d'un condensat de Bose-Einstein avec interactions
peut donc être r�ealis�ee exp�erimentalement. A�aire �a suivre...

4.4 Conclusion

Notre �etude (�a la fois exp�erimentale et th�eorique) de l'expansion 1D d'un condensat de Bose
avec interactions dans un potentiel al�eatoire conduit �a identi�er deux r�egimes de localisation.
Dans le premier r�egime, la r�eexion sur une barri�ere unique du potentiel al�eatoire peut être
grande. D�es lors, les ailes du condensat en expansion se trouvent pi�eg�ees par de grandes mo-
dulations uniques du potentiel al�eatoire et les interactions entre atomes sont responsables d'un
pi�egeage classique du centre de l'onde de mati�ere. La suppression du transport du condensat
que nous avons observ�ee exp�erimentalement a lieu dans ce premier r�egime et nous avons pu
corroborer notre mod�ele par des r�esultats exp�erimentaux d�etaill�es [33,35]. Il faut souligner que
cette suppression du transport et son interpr�etation dans ce r�egime ont �egalement �et�e men�ees
dans les groupes de Florence [154] et Hannovre [86] �a la même �epoque. Dans le second r�egime,
celui dit de d�esordre faible, la transmission de l'onde de mati�ere �a travers une modulation unique
du potentiel al�eatoire est proche de l'unit�e. Apr�es un temps d'expansion su�samment long au
bout duquel les interactions deviennent n�egligeables, notre travail th�eorique d�emontre l'exis-
tence d'un r�egime de localisation d'Anderson pour le condensat dans le d�esordre [36]. En lien
avec l'exp�erience, nous identi�ons les param�etres permettant cette observation et nous calculons
la longueur de localisation dans le cas d'un potentiel al�eatoire de tavelures (des longueurs de
localisation inf�erieures �a 500� m sont obtenues).

Au chapitre 5, nous poursuivons notre �etude des propri�et�es dynamiques des condensats de
Bose-Einstein d�esordonn�es par l'�etude des modes collectifs de basse �energie. En particulier,
nous �etudions exp�erimentalement les modi�cations, induites par la pr�esence de d�esordre, sur
les modes d'oscillation dipolaire et quadrupolaire et sur la vitesse du son du condensat.

28La proposition d'utiliser des potentiels RF d�esordonn�es avec une petite longueur de corr�elation [79] n'a pas
�et�e r�ealis�ee exp�erimentalement.

29La situation exp�erimentale dans [154] est similaire.



C H A P I T R E 5

Modes collectifs de basse �energie dans
un condensat d�esordonn�e

Au chapitre 3 nous avons pr�esent�e et �etudi�e l'�etat fondamental d'un gaz de bosons ultra-
froids dans un potentiel al�eatoire : un condensat de Bose-Einstein d�esordonn�e. L'�etude des
modes collectifs de basse �energie d'un tel condensat de Bose-Einstein d�esordonn�e constitue
l'objet du pr�esent chapitre.

Les excitations dans un condensat de Bose-Einstein gazeux non-d�esordonn�e (faiblement) in-
teragissant ont fait l'objet de nombreux travaux exp�erimentaux et th�eoriques (voir par exemple
[133]). L'int�erêt port�e �a ces �etudes r�eside principalement dans deux aspects li�es �a ces excita-
tions. D'une part, il existe un lien tr�es fort entre le caract�ere superuide d'un liquide ou d'un
gaz et son spectre d'excitations. D'autre part, les fr�equences propres des excitations peuvent se
r�ev�eler être un outil de mesure de pr�ecision.

Il est attendu qu'un condensat gazeux se comporte comme un superuide de par la pr�esence
des interactions inter-atomiques (voir chapitre 1 et [133]). Or, un superuide est caract�eris�e par
son comportement dynamique [59]. Ainsi, l'�etude des excitations dans un tel syst�eme constitue
le premier pas vers une compr�ehension et une description de la superuidit�e. Les fortes inter-
actions pr�esentes dans l'h�elium superuide et les supraconducteurs rendent di�cile une �etude
exp�erimentale syst�ematique des excitations et du lien de ces derni�eres avec la superuidit�e.
Avant la r�ealisation exp�erimentale de la condensation des gaz alcalins, la compr�ehension de la
superuidit�e est donc essentiellement venue de travaux th�eoriques. Ces derniers ont commenc�e
par la th�eorie �a deux uides de Tisza et London (1938 ; [23,24]) et l'approche hydrodynamique
quantique de Landau (1941-1947 ; [25]). Ces approches ont �et�e poursuivies et en quelque sorte
r�eunies1 par Bogolyubov dans une seule et même th�eorie qui permet de d�ecrire le spectre des
excitations d'un syst�eme condens�e avec de faibles interactions [21,22].

Dans ce contexte th�eorique, les condensats gazeux, sur lesquels nous disposons d'un contrôle
et de techniques d'observation pr�ecis (chapitre 1 ), se sont av�er�es être un outil exp�erimental
formidable d'investigation de cette question. Les travaux exp�erimentaux portant sur l'�etude des
excitations dans un condensat de Bose-Einstein gazeux ont d�ebut�e avec la r�ealisation en labo-
ratoire de ces derniers [15, 16]. Les premi�eres observations exp�erimentales des modes collectifs
de basse �energie (modes dipolaire et quadrupolaire) apr�es temps de vol [169] et in-situ [170] ont
mis en �evidence l'accord entre les fr�equences propres mesur�ees et celles pr�edites par les travaux
th�eoriques �a temp�erature nulle (voir [28, 133] pour une revue des travaux th�eoriques sur ce
sujet). L'inuence de la temp�erature sur ces modes d'oscillation a fait �egalement l'objet d'une
�etude [170, 171], en particulier la pr�esence d'un amortissement interpr�et�e avec le m�ecanisme

1Superuidit�e et condensation de Bose-Einstein se trouvant alors r�eunis !
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propos�e par Landau [172, 173]. Des excitations d'ordre sup�erieur ont par ailleurs �et�e r�ealis�ees
sous la forme de propagation d'ondes de densit�e donnant lieu �a une mesure de la vitesse du
son au sens de Bogoliubov [20]. Les modes collectifs d'oscillations et les ondes de densit�e que
nous venons de mentionner sont des solutions lin�eaires de la r�eponse d'un condensat �a une
perturbation ext�erieure. Des excitations non-lin�eaires peuvent �egalement être cr�e�ees dans un
tel syst�eme, citons pour exemple les solitons [174,175].

La pr�esence de d�esordre (sous forme de porosit�e dans les a�erogels) dans l'h�elium liquide
peut conduire �a la destruction de la superuidit�e d'un tel syst�eme [13,14]. Le d�esordre a alors
une inuence sur les propri�et�es dynamiques des superuides. Dans ce cadre, il est int�eressant
d'�etudier la modi�cation des propri�et�es des modes collectifs d'un condensat de Bose-Einstein
en pr�esence d'un potentiel al�eatoire. En particulier, l'inuence du d�esordre sur les fr�equences
d'oscillations, sur l'amortissement des modes collectifs d'oscillation et sur la vitesse du son
constituent des sujets d'investigation de premi�ere importance.

Par ailleurs, les mesures de pr�ecision font tr�es souvent appel �a une mesure de fr�equence, la-
quelle devant être sensible �a l'e�et qui doit être d�etect�e et mesur�e. Ainsi, la mesure de fr�equences
propres des excitations d'un condensat atomique a ouvert une nouvelle voie exp�erimentale dans
ce domaine des mesures de pr�ecision. Dans ce cadre, nous pouvons notamment citer l'utilisa-
tion d'oscillations de Bloch dans r�eseau p�eriodique pouvant conduire �a la mesure du rapport
h=m [176], du champ local de gravitation [177] ou de forces di�electriques de surface [178].

L'inuence du d�esordre (qui peut être pr�esent de fa�con syst�ematique dans un syst�eme
d'atomes froids ; citons les puces atomiques pour exemple [77]) sur les mesures de pr�ecision
ainsi e�ectu�ees peut s'av�erer cruciale. R�ecemment, les modi�cations du ph�enom�ene d'oscilla-
tion de Bloch en pr�esence d'un potentiel al�eatoire ont d'ailleurs fait l'objet d'un premier travail
th�eorique [179].

Dans ce chapitre nous �etudions les modes collectifs de basse �energie d'un condensat de Bose-
Einstein en pr�esence d'un potentiel al�eatoire. Pour cela, nous �etudions deux types d'excitations
de basse �energie qui peuvent être g�en�er�ees en r�egime lin�eaire dans un condensat de Bose-Einstein
d�esordonn�e : les modes d'oscillation collectifs que sont les modes dipolaire et quadrupolaire dans
une premi�ere partie ; le d�eplacement d'un paquet d'ondes sonores la forme d'une modulation de
densit�e (de taille inf�erieure �a la longueur du condensat) dans une seconde partie. Les premi�eres
�etudes des oscillations dipolaire et quadrupolaire en pr�esence d'un potentiel al�eatoire ont �et�e
r�ealis�ees dans le groupe de M. Inguscio �a Florence [88].

Au del�a de l'approche (exp�erimentale) que nous d�eveloppons dans ce chapitre, un cadre
th�eorique plus g�en�eral d'�etude des excitations serait celui du formalisme de Bogolyubov en pr�e-
sence d'un potentiel al�eatoire, permettant de d�ecrire tout le spectre d'excitation d'un condensat
de Bose-Einstein d�esordonn�e. Nous n'aborderons pas cette question ici. Notons cependant que
des travaux r�ecents dans notre groupe ont trait�e ce probl�eme sous cet angle th�eorique [99]. En
particulier, ces travaux ont mis en lumi�ere la localisation au sens d'Anderson des excitations
de Bogolyubov d'un condensat d�esordonn�e ainsi que leur possible observation sur les dispositifs
exp�erimentaux aujourd'hui disponibles.
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5.1 Modes d'oscillation collectifs dans un potentiel al�ea-
toire

Dans cette premi�ere partie du chapitre consacr�e aux excitations de basses �energies dans un
condensat de Bose-Einstein d�esordonn�e nous �etudions les modes d'oscillation collectifs dipo-
laire et quadrupolaire. Le mode dipolaire correspond �a une oscillation de l'ensemble du nuage
atomique (et donc de son centre de masse) sans d�eformation du nuage. Le mode quadrupolaire
fait pour sa part r�ef�erence �a une d�eformation p�eriodique dans le temps du condensat, sans
d�eplacement de son centre de masse : il s'agit d'un mode de respiration du nuage atomique.

Dans un premier temps, nous rappelons bri�evement les r�esultats de la th�eorie hydrodyna-
mique �a temp�erature nulle concernant ces di��erents modes collectifs, en particulier nous donnons
l'expression de leur fr�equence d'oscillation. Nous d�ecrivons ensuite comment nous les cr�eons sur
notre exp�erience �a l'aide d'un gradient magn�etique ajout�e au pi�ege con�nant le condensat.

Dans un second temps, nous pr�esentons les mesures des fr�equences d'oscillation des modes
dipolaires (dans les directions longitudinale et transverse du pi�ege magn�etique) et du mode qua-
drupolaire en pr�esence d'un potentiel al�eatoire 1D. Nous discutons l'observation exp�erimentale
qui en est faite en lien avec la statistique du d�esordre.

En�n, nous pr�esentons dans un dernier paragraphe quelques mesures pr�eliminaires de l'amor-
tissement du mode dipolaire selon la direction du potentiel al�eatoire 1D. Les observations exp�e-
rimentales concernant cet amortissement ont �et�e e�ectu�ees dans des conditions exp�erimentales
imparfaites (fraction condens�ee diminuant au cours du temps). Conservant �a l'esprit la pr�e-
sence de ce d�efaut, nous discutons l'interpr�etation possible des r�esultats obtenus et la poursuite
envisageable �a ces travaux.

5.1.1 Modes dipolaire et quadrupolaire d'un condensat

5.1.1.1 Fr�equences propres en l'absence de potentiel al�eatoire

Comme nous l'avons introduit au chapitre 3 (paragraphe 3.2.2), l'�equation de Gross-Pitaevskii
d�ependante du temps peut être d�ecrite, dans le r�egime de Thomas-Fermi, par deux �equations
hydrodynamiques coupl�ees sur la densit�en et le champ de vitessev du condensat de Bose-
Einstein [133]. En l'absence de potentiel al�eatoire, il vient dans un pi�ege ext�erieurVext :

@tn + div( vn) = 0 (5.1)

m@tv + r (
mv2

2
+ Vext + gn) = 0 : (5.2)

En cherchant une solution oscillante �a la pulsation! du type n = n0 + �n ei ! t , il vient dans le
cas d'un condensat allong�e selon la directionOz :

! 2�n = �
1
2

r
�
! 2

? (R2
TF � r 2) + ! 2

z(L2
TF � z2)

�
r �n: (5.3)

Les solutions des modes collectifs du condensat dans le r�egime hydrodynamique sont des combi-
naisons lin�eaires de polynômes de degr�e 2n et des harmoniques sph�eriquesY m

l [134]. Le nombre
quantique n quanti�e l'excitation transverse et les nombresl et m le moment angulaire et sa
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projection sur l'axe longOz.

A partir de l'�equation (5.3), il n'est pas possible d'�ecrire une relation de dispersion g�en�erale
dans le cas d'un condensat en forme de cigare allong�e. Cela �etant il est possible d'�ecrire un
certain nombre de relation dans des cas particuliers [134].

Le mode d'oscillation dipolaire correspond �a une oscillation du centre de masse du conden-
sat : il s'agit d'un mouvement d'oscillation de l'ensemble du nuage sans d�eformation. Cette
oscillation du centre de masse peut être d�ecompos�ee comme une oscillation dans une direction
radiale (Ox ou Oy) et une oscillation dans la direction longitudinale du pi�ege magn�etique (Oz).
Les modes dipolaires correspondent �a la premi�ere excitation dont le moment angulairel est
non nul, i.e. l = 1. S. Stringari a montr�e que dans le cas d'un pi�ege anisotrope, des solutions �a
l'�equation (5.3) ont pour pulsation

! 2(m = � l) = l! 2
? et ! 2(m = � (l � 1)) = (l � 1)! 2

? + ! 2
z : (5.4)

Ces modes permettent de calculer les pulsations des modes dipolaires dans la direction radiale
(m = � l = � 1) et longitudinale (m = l � 1 = 0) qui valent respectivement

! D;x = ! ? et ! D;z = ! z: (5.5)

Le mode quadrupole (m = 0) correspond �a une oscillation des tailles radiales et longitudi-
nale en opposition de phase : cette fois il n'y a pas de mouvement d'ensemble du nuage mais
seulement une d�eformation qui �evolue dans le temps. Ce mode est �egalement appel�e mode de
respiration. Une relation de dispersion pour d'autres modes solutions de l'�equation (5.3) se met
sous la forme [134] :

! 2(m = 0) = ! 2
?

�
2 +

3
2

� 2 �
1
2

p
9� 4 � 16� 2 + 16

�
(5.6)

o�u � = ! z=! ? . Avec cette relation de dispersion nous pouvons calculer la fr�equence du mode
m = 0 dans un condensat allong�e (� = ! z=! ? � 1). Il vient alors pour ce mode quadrupolaire
la pulsation propre

! Q =
p

5=2 ! z: (5.7)

L'accord entre les mesures exp�erimentales des fr�equences de ces di��erents modes d'oscillation
en l'absence de potentiel al�eatoire avec les valeurs th�eoriques attendues que nous venons de
rappeler est tr�es bon [169,170].

5.1.1.2 Cr�eation des modes collectifs sur notre exp�erience

Les excitations collectives que nous �etudions exp�erimentalement (mouvement du centre de
masse et mode de respiration) sont g�en�er�ees dans le condensat grâce �a une modi�cation du
pi�ege magn�etique.

Pour engendrer un mouvement du centre de masse du nuage atomique (oscillations dipo-
laires), il su�t de d�eplacer le minimum du pi�ege magn�etique. Apr�es une translation rapide du
minimum du pi�ege, le condensat ne se trouve plus au minimum du champ magn�etique et il
va se d�eplacer vers le nouveau centre du pi�ege a�n de diminuer son �energie potentielle de pi�e-
geage [voir la �gure 5.1a)]. Il va ensuite osciller dans le pi�ege d�eplac�e si l'amortissement de son
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mouvement d'oscillation est faible2. Ce d�eplacement du minimum du pi�ege magn�etique dans
les directions longitudinale ou transverse peut être induit par l'ajout d'un gradient de champ
magn�etique.

De même, engendrer des oscillations quadrupolaires (un mode de respiration) peut être r�ea-
lis�e en modi�ant le champ magn�etique, en changeant la fr�equence du pi�ege radial par exemple.
En e�et, si la fr�equence transverse est brutalement augment�ee, le nuage atomique va être com-
prim�e dans la direction radiale et il va s'�etendre dans la direction longitudinale. La pr�esence de
la courbure magn�etique du pi�ege longitudinale comprime ensuite le condensat dans la direction
longue, le contraignant �a s'�etendre radialement : il connâ�t ainsi des oscillations quadrupolaires.
La fr�equence du pi�ege transverse �etant donn�ee par le gradient transverse du champ magn�etique
de l'�electro-aimant (voir paragraphe 3.3.2), une modi�cation du gradient transverse entrâ�ne
un changement de la fr�equence radiale! ? [voir la �gure 5.1b)]. Ainsi, nous utilisons �egale-
ment un gradient magn�etique pour cr�eer des oscillations quadrupolaires dans nos condensats
de Bose-Einstein.

Il faut remarquer que, dans nos exp�eriences, nous ajustons la valeur du gradient magn�etique
en fonction de l'oscillation que nous voulons g�en�erer dans le condensat. Ce choix se faitempi-
riquement et nous ne sommes pas en mesure d'en donner une justi�cation plus pr�ecise.

Fig. 5.1 { a) Pro�ls longitudinaux ( Oz) du champ magn�etique initial (traits tiret�es) et d�eplac�e
(trait plein) calcul�es pour nos param�etres exp�erimentaux : le d�eplacement du minimum du pi�ege
induit des oscillations dipolaires du nuage d'atome.b) Pro�ls radiaux ( Ox) du champ magn�e-
tique initial (traits tiret�es) et �nal (trait plein) calcul�es pour nos param�etres exp�erimentaux : le
changement de fr�equence radiale induit des oscillations quadrupolaires du condensat.

Des excitations dipolaire et/ou quadrupolaire sont ainsi g�en�er�ees dans notre condensat de
Bose-Einstein en ajoutant un gradient magn�etique �a la con�guration issue de notre �electro-
aimant pendant un temps court (typiquement 3 ms). Ce gradient magn�etique additionnel est
produit en utilisant les bobines qui cr�eent le champ magn�etique de la phase du Pi�ege Magn�eto-
Optique (PMO). Elles cr�eent un gradient qui peut être vari�e de 0 �a 10:5 G.cm� 1 avec le courant
qui les parcourt. Nous pr�esentons maintenant plus en d�etail les modi�cations du champ ma-
gn�etique apport�ees par la pr�esence de ce gradient magn�etique.

2Le th�eor�eme de Kohn appliqu�e �a un condensat de Bose dans un pi�ege harmonique stipule que les interactions
inter-atomiques ne cr�eent pas d'amortissement du mode dipolaire [28].
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Modi�cations du pi�ege magn�etique

Le gradient magn�etique cr�e�e par les bobines du PMO est proportionnel au courant qui les
parcourt. Ce courant est contrôl�e sur notre exp�erience par la tension de l'alimentation branch�ee
sur les bobines. Ainsi, le contrôle de la tension d'alimentation des bobines du PMO permet de
faire varier lin�eairement le gradient de champ magn�etique de 0 �a 10:5 G.cm� 1 environ.

Plus pr�ecis�ement, le gradient cr�e�e par les deux bobines du PMO poss�ede pour axe de r�evo-
lution l'axe radial orient�e selon la direction du champ de gravitation. Cet axe de r�evolution est
selon une direction d�ecal�ee de� /4 par rapport �a l'orientation des champs dipolaire et quadru-
polaire. Notons (O,X,Y,Z) le rep�ere li�e au champ du PMO, (O,x,y,z) �etant toujours le rep�ere
li�e aux champs dipolaire et quadrupolaire que nous avons utilis�e jusqu'ici. Nous avons pour le
champ du PMO :

~BPMO =

0
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0
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Un gradient est donc ajout�e selon les directions longitudinale et transverses du condensat.
Cependant, le con�nement magn�etique dans la direction radiale est r�ealis�e par un gradient
dont la valeur (150 G.cm� 1) est bien sup�erieure �a celle du gradient du PMO (au maximum
10.5 G.cm� 1). Ainsi, si le champ magn�etique du PMO est correctement align�e avec le champ
magn�etique de pi�egeage, le d�eplacement dans la direction radiale est n�egligeable3 et seule la
fr�equence de pi�egeage radial varie l�eg�erement puisque le gradient transverse passe de 150 �a 160
G.cm� 1 en pr�esence des bobines du PMO. Les champs dipolaire et quadrupolaire cr�e�es par
l'�electro-aimant ont �et�e pr�esent�es au paragraphe 3.3.2.

Le d�eplacement du centre du pi�ege selonOz lors de l'application du champ du PMO par
rapport �a sa position initiale peut être calcul�e en d�erivant la composante longitudinale du champ
total par rapport �a z. Il vient alors

dBz

dz
=

b
0

2
+ 2B

00
z = 0:

Il est int�eressant de remarquer que ce d�eplacement est proportionnel �a la valeurb
0

du gradient
appliqu�e. Cette derni�ere variant lin�eairement en fonction de la tension appliqu�ee (en fait du
courant) sur les bobines du PMO, nous obtenons un contrôle lin�eaire du d�eplacement en fonc-
tion de la tension appliqu�ee sur les bobines. Pour une tension de 12 V le minimum du pi�ege
magn�etique est d�eplac�e de 1.67 mm et il l'est de 280� m pour une tension de 2 V.

Contrôle de l'amplitude des modes d'oscillation

Comme nous l'avons mentionn�e plus haut, nous appliquons le gradient magn�etique pendant
un temps court (3 ms). Cela signi�e que nous modi�ons deux fois le pi�ege magn�etique : une

3Notons que le d�eplacement relatif dans le sens radial des deux minima des champs magn�etiques du MOT
et du pi�ege peut être �evalu�e en observant justement les oscillations dans la direction radiale que connâ�t le
condensat.



5.1 Modes d'oscillation collectifs dans un potentiel al�eatoire 175

premi�ere fois pour cr�eer un pi�ege dont le minimum est d�eplac�e et/ou un pi�ege comprim�e dans
la direction transverse ; une seconde fois pour revenir �a la con�guration initiale du pi�ege ma-
gn�etique en l'absence du gradient cr�e�e par les bobines du PMO.

D�es lors, le d�eplacement du centre de masse du condensat selon la direction longitudinale
n'est pas �egal �a celui du d�eplacement du minimum de champ magn�etique lors de l'application
du gradient. En e�et, si le gradient ajout�e change (presque) imm�ediatement la position du
minimum du pi�ege, il faut au contraire un certain temps au condensat pour se d�eplacer vers
le nouveau minimum. En 3 ms, le nuage d'atome n'a pas le temps d'atteindre le nouveau
minimum de champ magn�etique et son d�eplacement est inf�erieur �a celui du minimum du pi�ege.
Le d�eplacement typique du condensat que nous avons utilis�e pour engendrer des oscillations
dipolaires est de l'ordre de 15 �a 20� m.

De même, il n'existe pas un parall�ele exact entre la modi�cation de la fr�equence transverse
du pi�ege que nous pouvons calculer �a partir de la connaissance du gradient magn�etique ajout�e
et l'amplitude des oscillations dipolaires g�en�er�ees dans le condensat avec l'application durant
3 ms d'un gradient magn�etique. Typiquement nous engendrons des oscillations quadrupolaires
dont l'amplitude correspond �a des anisotropies du nuage de 15 �a 30%.

Cependant, les amplitudes du d�eplacement du centre de masse du condensat et l'amplitude
de la d�eformation du nuage varient avec la valeur du gradient magn�etique cr�e�e avec les bobines
du PMO. Nous conservons donc bien ainsi un contrôle sur ces amplitudes.

5.1.2 D�ecalage des fr�equences propres dans un potentiel al�eatoire

Dans ce paragraphe, nous pr�esentons les mesures de fr�equence des modes d'oscillation dipo-
laire et quadrupolaire d'un condensat de Bose-Einstein en pr�esence d'un potentiel al�eatoire 1D
selon la direction longue du pi�ege magn�etique. Le potentiel al�eatoire est cr�e�e avec le dispositif
optique de tavelures d�ecrit dans la partie 2. L'amplitude = VR=� TF du potentiel al�eatoire est
faible,  � 1, de fa�con �a �eviter tout e�et de pi�egeage sur une modulation unique du potentiel
al�eatoire. La longueur de corr�elation du potentiel al�eatoire dans la direction longitudinale du
condensat (axe 0z) est �egale �a � z = 1:1(1) � m (voir paragraphe 2.4.3). La direction transverse
selon laquelle nous observons des oscillations dipolaires (axe 0x) n'est pas un axe propre du
champ de tavelures. En e�et, la direction de propagation de la lumi�ere laser (axeOx0) cr�eant les
tavelures est orient�ee avec un angle de 20 degr�es par rapport �a l'horizontale (axe 0x). Les grains
de tavelures sont donc orient�es avec un angle de 20 degr�es par rapport �a l'axe transverseOx
(voir la �gure 5.2) et il faut tenir compte de cet angle pour calculer la taille des grains selon la
direction Ox. Nous obtenons selon l'axe transverseOx des images par absorption �x ' 21 � m.
Rappelons que nous avons alors �x ' 21 � m � RTF = 1:5� m et � y ' 23 � m � RTF = 1:5� m,
de telle sorte que le potentiel al�eatoire est bien uni-dimensionnel.

5.1.2.1 Mesures exp�erimentales

La s�equence exp�erimentale est la suivante. Apr�es avoir cr�e�e un condensat de Bose-Einstein
d�esordonn�e �a l'�equilibre comme nous l'avons d�ecrit pr�ec�edemment (voir le paragraphe 3.3.4),
nous appliquons le gradient magn�etique issu des bobines du PMO pendant 3 ms. Une fois le gra-
dient magn�etique coup�e, le pi�ege magn�etique est identique au pi�ege initial. Nous prenons pour
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Fig. 5.2 { Image sch�ematique d'un grain de
tavelures sur notre dispositif exp�erimental : il
est orient�e avec un angle de20 degr�es par rap-
port �a l'axe transverse Ox du syst�eme d'ima-
gerie par absorption. Dans cette con�guration,
les longueurs de corr�elation du potentiel al�ea-
toire sont � y0 = 54(1) � m, � x0 = 8:8(1) � m
et � x = 21(1) � m.

origine du temps� d'oscillation, � = 0, l'instant de la coupure du gradient magn�etique. Apr�es
un temps� non nul pendant lequel le condensat oscille dans le pi�ege magn�etique, nous coupons
brutalement ce dernier et prenons une image par absorption apr�es un temps de vol (voir 3.3.3.2).

Oscillations dipolaires

Nous observons le mouvement du centre de masse du condensat dans le r�ef�erentiel du la-
boratoire �a partir des images par absorption apr�es temps de vol. Le centre de masse du nuage
est mesur�e en prenant le centre de l'ajustement parabolique du pro�l de densit�e (r�egime de
Thomas-Fermi, voir 3.3.3.3). Nous tra�cons alors l'�evolution de la position de ce centre de masse
en fonction du temps d'oscillation� pass�e dans le pi�ege magn�etique. Nous avons r�ep�et�e des
mesures d'oscillation au cours du temps� pour di��erentes amplitudes du potentiel al�eatoire.
Dans ces exp�eriences, le potentiel al�eatoire est un potentiel optique de tavelures 1D selon la
direction longue du condensat.

La �gure 5.3 pr�esente le r�esultat de ces mesures. Les imagesa)-c) montrent les oscillations
dipolaires selon la direction longitudinaleOz du pi�ege magn�etique pour trois amplitudes du
potentiel al�eatoire 1D :  = 0,  = 0:04 et  = 0:15. En l'absence de potentiel al�eatoire,
la fr�equence du mode dipolaire est �egale �a celle du pi�ege longitudinal,! D;z = ! z [133]. Nous
mesurons la valeur exp�erimentale de! z de notre pi�ege magn�etique en utilisant de telles os-
cillations dipolaires. Nous mesurons� D;z = 6:75(7) Hz. En pr�esence d'un potentiel al�eatoire
faible, la fr�equence du mode dipolaire dans la direction longue ne varie pas aux incertitudes de
mesures pr�es. Les barres d'erreur sur la mesure de la fr�equence du mode dipolaire longitudinal
permettent d'a�rmer que la fr�equence de ce mode ne varie pas plus de 2.5% en pr�esence du
potentiel al�eatoire.

Les imagesd)-f ) pr�esentent les oscillations du centre de masse dans la direction transverse
du pi�ege magn�etique. En l'absence de potentiel al�eatoire ( = 0) nous obtenons une mesure la
fr�equence transverse! ? du pi�ege magn�etique, � D;x = 665(5) Hz. Selon cette direction transverse
(Ox) la longueur de corr�elation du potentiel al�eatoire est �egale �a � x = 21(1) � m, soit bien su-
p�erieure �a la taille transverse du condensat 2RTF = 3 � m. Nous pouvons donc consid�erer que
le potentiel est homog�ene sur la taille transverse du condensat. Le nuage d'atomes se d�eplace
n�eanmoins sur une distance de l'ordre de 40� m �egale �a 2 fois la longueur de corr�elation. En
pr�esence du potentiel al�eatoire [imagese)-f ) ], la fr�equence du mode dipolaire transverse n'est
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Fig. 5.3 { Oscillations dipolairesa)-c) Oscillations de la position du centre de masse selon la
direction longitudinale Oz du condensat pour des amplitudes du potentiel al�eatoire = 0,  =
0:04 et  = 0:15. Les fr�equences du mode dipolaire des images a)-c) valent� D;z = 6:75(7) Hz,
6:67(18)Hz et 6:76(25)Hz respectivement.d)-e) Oscillations de la position du centre de masse
selon la direction radialeOx du condensat pour des amplitudes du potentiel al�eatoire = 0,
 = 0:04 et  = 0:15. Les fr�equences du mode dipolaire des images d)-f ) valent� D;x = 665(5)
Hz, 662(6) Hz et 659(14)Hz.

pas modi��ee aux incertitudes de mesures pr�es. Dans cette direction, la pr�ecision du d�ecalage
en fr�equence est de 1.5%. Si le potentiel al�eatoire n'est pas strictement homog�ene sur toute la
distance parcourue par le condensat (il l'est sur la taille du condensat), ce d�eplacement sur une
distance 2� � x ne perturbe pas l'oscillation dipolaire.

Il est int�eressant de noter d�es �a pr�esent l'apparition d'une relaxation du mode d'oscillation
dipolaire dans la seule direction du potentiel al�eatoire 1D [�gure 5.3c) ]. Nous reviendrons sur
ce point au cours d'une �etude syst�ematique de cet amortissement au paragraphe 5.1.3. Nous
observons que lorsqu'un amortissement apparâ�t [�gure 5.3c) ], la dispersion des points de me-
sure de la position du centre de masse du condensat est plus importante.

Oscillations quadrupolaires

Nous avons e�ectu�e une mesure des oscillations quadrupolaires g�en�er�ees dans le condensat
de Bose en l'absence et en pr�esence du même potentiel al�eatoire 1D que celui utilis�e pour les
oscillations dipolaires. Sur la �gure 5.4, nous tra�cons l'�evolution temporelle du rapport d'aspect
RTF =LTF des tailles du condensat au cours des oscillations dans le pi�ege magn�etique. Le mode
de respiration du nuage apparâ�t tr�es clairement sous la forme d'une oscillation de son rapport
d'aspect.

En l'absence de potentiel al�eatoire, la fr�equence du mode quadrupolaire mesur�ee est� Q =
10:62(7) Hz. Sa valeur correspond donc bien �a la fr�equence attendue pour le mode dipolairep

5=2 ! z ' 2� � 10:65 Hz. En pr�esence d'un potentiel al�eatoire 1D d'amplitude = 0:10,



178 Chap 5 - Modes collectifs de basse �energie dans un condensat d �esordonn �e

Fig. 5.4 { Oscillations quadrupolairesa) En l'absence de potentiel al�eatoire :� Q = 10:62(7)
Hz. b) En pr�esence d'un potentiel al�eatoire d'amplitude = 0:10 : � Q = 10:53(8) Hz.

nous mesurons� Q = 10:53(8) Hz. Ainsi, nous n'observons pas de d�ecalage en fr�equence sur le
mode quadrupolaire aux erreurs de mesures pr�es. La pr�ecision exp�erimentale sur la mesure de
la fr�equence du mode quadrupolaire est de 0:7%. Elle est donc meilleure que celle sur la mesure
de la fr�equence du mode dipolaire mais nous n'observons pourtant pas de d�ecalage en fr�equence
en pr�esence du potentiel al�eatoire.

Aux incertitudes de mesures pr�es (seulement 0:7% sur la fr�equence du mode quadrupo-
laire), nos observations exp�erimentales des modes dipolaires et quadrupolaire nous conduisent
�a conclure �a l'absence d'un d�ecalage de la fr�equence propre de ces modes en pr�esence d'un
potentiel al�eatoire 1D. Nous pr�esentons dans le paragraphe suivant 5.1.2.2 le calcul du d�ecalage
induit par la pr�esence d'un potentiel al�eatoire propos�e dans [88]. Ce calcul est bas�ee sur la r�egle
des sommes. Nous discuterons ensuite au paragraphe 5.1.2.3 nos r�esultats exp�erimentaux et
les comparerons �a ceux obtenus dans le groupe de M. Inguscio �a Florence, o�u un d�ecalage en
fr�equence dû �a la pr�esence d'un potentiel al�eatoire a �et�e observ�e [88].

5.1.2.2 Calcul des fr�equences propres avec la r�egle des sommes

Le formalisme de la th�eorie de la r�eponse lin�eaire permet un calcul des fr�equences propres
des modes collectifs en pr�esence d'un potentiel al�eatoire par une approche di��erente de celle
bas�ee sur les �equations hydrodynamiques (5.1-5.2). Cette m�ethode, appel�ee r�egle des sommes,
permet �egalement de retrouver la valeur des fr�equences des modes d'oscillations en l'absence de
potentiel al�eatoire, dont nous avons donn�e la valeur au paragraphe 5.1.1.1 [28,180].

La technique de la r�egle des sommes n�ecessite la d�e�nition des moments en �energie du facteur
de forme dynamiqueSF associ�e �a un op�erateur F quelconque :

mp =
Z 1

0
dE SF (E)E p; SF (E) =

X

j

j < j jF j0 > j2� (E � E j 0):

L'op�erateur F d�ecrit l'action e�ectu�ee sur le syst�eme dont on veut calculer la r�eponse dans le
formalisme de la r�eponse lin�eaire. Le rapport des momentsmp permet de donner une limite
sup�erieure �a l'�energie des �etats excit�es par l'op�erateur F . Par exemple, consid�erant les �energies
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du fondamentalE0 et du premier �etat excit�e E1 il est possible de montrer que l'in�egalit�e suivante
doit être respect�ee [180] :

(~! = E1 � E0)2 � m3=m1: (5.8)

Cette valeur sup�erieure de l'�energie de l'excitation (m3=m1 dans notre cas) est tr�es proche
de l'�energie exacte du mode d'oscillation lorsque ce dernier est tr�es collectif. Ainsi cette m�e-
thode de la r�egle des sommes s'applique bien au cas des oscillations dipolaires et quadrupolaires.

La m�ethode de la r�egle des sommes donne donc une information sur la r�eponse dynamique
du syst�eme �a une excitation. Son int�erêt r�eside dans l'�ecriture simpli��ee qu'il est possible de faire
des di��erents moments mp en terme de commutateurs. Les di��erents momentsmp s'�ecrivent
en e�et �a partir de commutateurs entre l'hamiltonien H du syst�eme et l'op�erateur d'excitation
F 4. Il vient pour les moments d'ordre 1 et 3 les relations [28] :

m1 =
1
2

h
�
F + ; [H; F ]

�
i 0 (5.9)

m3 =
1
2

h
�
[F + ; H ] ; [H; [H; F ]]

�
i 0 (5.10)

o�u h:::i 0 signi�e prendre la moyenne d'un op�erateur sur l'�etat fondamental j0i du syst�eme. Il
est important de souligner que cette moyenne n'a rien �a voir avec la moyenne statistique sur
les r�ealisations du potentiel al�eatoire.

En l'absence de potentiel al�eatoire, la r�egle des sommes permet de retrouver les pulsations
propres des modes dipolaires et quadrupolaires avec des op�erateursF particuliers [180]. Pour
l'oscillation dipolaire selon l'axe long du pi�ege magn�etiqueOz, l'op�erateur s'�ecrit FD = z. Pour
le mode quadrupolaire, il faut utiliser l'op�erateur FQ = r 2 � �z 2.

En pr�esence d'un potentiel al�eatoire 1D,V(z), nous calculons les di��erents moments pour
l'hamiltonien H du syst�eme

H = �
~2r 2

2m
+ Vext +

4� ~2a
m

j j2 + V(z): (5.11)

Pour l'op�erateur correspondant �a l'oscillation dipolaire FD = z, il vient m1 = ~2=2m et m3 �
m0

3 = ( ~2=
p

2m)2h@2V(z)=@z2i 0 avecm0
3 le moment d'ordre 3 en l'absence de potentiel al�eatoire.

Le d�ecalage�! 2
D;z = ! 2 � ! 2

D;z sur la pulsation du mode dipolaire induit par la pr�esence du
potentiel al�eatoire 1D s'exprime alors sous la forme

�! 2
D;z '

1
m

h@2
z V(z)i 0: (5.12)

Pour l'op�erateur du mode quadrupolaireFQ = r 2� �z 2, nous obtenonsm1 = 2~2=m(hr 2+ � 2z2i 0)
et m3 � m0

3 = (
p

2~2�=m )2hz@zV + z2@2
z Vi 0. Il vient alors :

�! 2
Q '

1
m

hz@zV(z) + z2@2
z V(z)i 0

hz2i 0
(5.13)

4Il faut noter que le moment -1 ne peut pas s'�ecrire avec des commutateurs faisant intervenir les op�erateurs
H et F [180].
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avec�! 2
Q = ! 2 � ! 2

Q

Ainsi, le calcul du d�ecalage des fr�equences des modes dipolaire et quadrupolaire e�ectu�e avec
la r�egle des sommes sur une r�ealisation du potentiel al�eatoire peut être positif ou n�egatif. Ce
signe d�epend de la r�ealisation particuli�ere du potentiel al�eatoire consid�er�ee. Cette propri�et�e a �et�e
mise en �evidence exp�erimentalement dans le groupe de M. Inguscio [88]. Dans cette exp�erience,
le potentiel al�eatoire quasi-1D est cr�e�e �a partir d'un champ optique de tavelures d�ecal�e vers le
rouge. Les atomes "voient" donc des puits de potentiel. La longueur de corr�elation du potentiel
al�eatoire est 10 � m et le condensat s'�etend sur 6 puits. Des d�ecalages positifs et n�egatifs de la
fr�equence du mode quadrupolaire ont �et�e observ�es suivant la r�ealisation du potentiel al�eatoire
qui est utilis�ee. L'ordre de grandeur de ces d�ecalages en fr�equence est de quelques pour-cents.

Dans notre exp�erience (voir 5.1.2.1), nous n'avons pas observ�e de tels d�ecalages en fr�equence
bien que notre r�esolution exp�erimentale soit aussi bonne que celle de l'exp�erience de Florence
[88]. La discussion de ce point particulier est l'objet du paragraphe suivant.

5.1.2.3 D�ecalage en fr�equence et syst�eme auto-moyennant

Au paragraphe pr�ec�edent, le calcul du d�ecalage de la fr�equence des modes propres collec-
tifs induit par un potentiel al�eatoire par la r�egle des sommes a �et�e e�ectu�e en consid�erant une
unique r�ealisation du d�esordre. Cela �etant, les propri�et�es li�ees au caract�ere al�eatoire du d�esordre
acqui�erent un sens statistique seulement apr�es avoir �et�e moyenn�ees sur les r�ealisations du po-
tentiel al�eatoire (voir chapitre 1). Nous nous int�eressons dans ce paragraphe aux modi�cations
apport�ees par le potentiel al�eatoire sur la fr�equence des modes dipolaire et quadrupolaire au
sens statistique. Par l�a même, nous mettons ainsi en �evidence l'e�et des seules propri�et�es sta-
tistiques du d�esordre dans lequel peut se trouver un condensat de Bose-Einstein (et non pas
celles qui peuvent être li�ees �a une r�ealisation particuli�ere du d�esordre).

Comme nous l'avons mentionn�e en introduction (voir chapitre 1), le principe ergodique nous
o�re deux possibilit�es pour e�ectuer une moyenne statistique sur le d�esordre : soit nous e�ec-
tuons une moyenne sur les r�ealisations du d�esordre, soit nous e�ectuons une moyenne spatiale
sur un syst�eme su�samment long (et ainsi su�samment proche d'un syst�eme auto-moyennant).
Commen�cons pas discuter du moyennage sur un grand nombre de r�ealisation du d�esordre �a par-
tir de calculs num�eriques e�ectu�es par M. Modugno [168].

Un calcul num�erique des d�ecalages en fr�equence des modes dipolaire et quadrupolaire en pr�e-
sence d'un potentiel al�eatoire a �et�e e�ectu�e par M. Modugno de deux mani�eres di��erentes [168].
D'une part, il a appliqu�e la r�egle des sommes pour le potentiel al�eatoire et le condensat simul�es.
D'autre part, il a r�esolu num�eriquement l'�equation de Gross-Pitaevskii en pr�esence du même po-
tentiel al�eatoire. Le bon accord qui est trouv�e entre les deux m�ethodes justi�e l'emploi de la r�egle
des sommes dans ce contexte. Les distributions de probabilit�e des d�ecalages �! D;z = ! � ! D;z

et � ! Q = ! � ! Q calcul�es avec la r�egle des sommes �a partir de 1000 r�ealisations du potentiel
al�eatoire dans les conditions exp�erimentales de [88] sont pr�esent�ees sur la �gure 5.5. Les distri-
butions de probabilit�e du d�ecalage des modes dipolaire et quadrupolaire sont centr�ees autour
du d�ecalage nul. Elles mettent ainsi clairement en �evidence que les propri�et�es statistiques du
potentiel al�eatoire n'induisent pas de d�ecalage en fr�equence des modes d'oscillation dipolaire
et quadrupolaire : une moyenne statistique sur les r�ealisations du potentiel al�eatoire donne un
d�ecalage en fr�equence nul.
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Fig. 5.5 { Images du papier PRA,73, 013606 (2006). Distribution de probabilit�e du d�ecalage
en fr�equence des modes dipolaire (� D ) et quadrupolaire (� Q) calcul�ee avec la r�egle des sommes
pour le dispositif exp�erimental de Florence [88].

Comme nous l'avons discut�e au paragraphe 2.3.4, notre syst�eme exp�erimental peut être
consid�er�e auto-moyennant sur la taille du condensat5. D�es lors, l'observation que nous faisons
sur le mouvement de notre condensat correspond �a une moyenne spatiale sur un syst�eme auto-
moyennant (avec les incertitudes exp�erimentales, voir 2.3.4). Le r�esultat obtenu sur l'absence
de d�ecalage en fr�equence des modes d'oscillation collectifs apr�es un moyennage sur les r�ea-
lisations du d�esordre peut ainsi être con�rm�e par nos mesures exp�erimentales. En e�et, une
mesure sur une seule r�ealisation du d�esordre correspond, dans notre situation exp�erimentale, �a
une moyenne spatiale sur un syst�eme auto-moyennant. L'absence de d�ecalage en fr�equence des
modes d'oscillation que nous avons obtenu exp�erimentalement s'interpr�ete de cette mani�ere et
con�rme ainsi le r�esultat obtenu par une moyenne statistique des r�esultats exp�erimentaux [88]
et num�eriques [168] obtenus dans le groupe de Florence.

La pr�esence d'un potentiel al�eatoire 1D de faible amplitude (typiquement < 0:2) ne modi�e
pas la fr�equence des modes collectifs d'oscillation d'un condensat de Bose-Einstein. Cependant,
un amortissement important des oscillations dipolaires apparâ�t dans la direction du potentiel
al�eatoire [voir la �gure 5.3c)]. Le paragraphe suivant est d�evolu �a une �etude plus syst�ematique
de cet e�et.

5.1.3 Amortissement du mode dipolaire en pr�esence de d�esordre

Lors de notre �etude du d�ecalage en fr�equence des modes d'oscillation dipolaire (voir 5.1.2)
d'un condensat en pr�esence d'un potentiel al�eatoire, un amortissement est apparu dans la di-
rection du potentiel al�eatoire 1D (axe Oz, voir la �gure 5.3)6. Nous nous int�eressons dans ce
paragraphe �a cette observation en �etudiant de fa�con plus syst�ematique cet amortissement, en
particulier sa d�ependance avec l'amplitude du potentiel al�eatoire.

Les oscillations dipolaires d'un condensat de Bose-Einstein non-d�esordonn�e dans un poten-

5Rappelons que nos condensats s'�etendent sur pr�es de 300 pics du potentiel al�eatoire
6Un amortissement similaire a �et�e observ�e dans le groupe de M. Inguscio �a Florence [88]. A notre connaissance

il n'a pas fait l'objet d'une �etude syst�ematique d�etaill�ee.
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tiel harmonique (non dissipatif) ne sont pas amorties, et ce que le condensat soit 1D ou 3D. Ce
r�esultat peut être vu comme une cons�equence du th�eor�eme de Kohn appliqu�e �a un condensat
gazeux, th�eor�eme qui pr�edit que les interactions �a deux corps ne doivent pas induire d'amortis-
sement du mode dipolaire [28]. Ce r�esultat a �et�e mis en �evidence exp�erimentalement dans un
condensat 3D [169,170] et un condensat 1D [181] con�n�es dans des potentiels harmoniques. Il
apparâ�t �egalement dans nos mesures avec un condensat 3D [voir la �gure 5.3a)].

En pr�esence d'un potentiel optique p�eriodique, il a �et�e d�emontr�e exp�erimentalement que
les oscillations dipolaires d'un condensat 3D ne pr�esentent pas non plus d'amortissement [158].
Cependant, un fort amortissement de l'oscillation du centre de masse a �et�e observ�e dans un
condensat 1D plac�e dans un r�eseau optique p�eriodique [182]. Il est int�eressant pour notre pro-
pos de rappeler une interpr�etation qui a �et�e propos�ee �a l'observation de cet amortissement.
Dans [183], les auteurs interpr�etent l'amortissement du mode dipolaire d'un condensat 1D dans
un r�eseau optique comme la signature de la pr�esence d'un potentiel al�eatoire. Ce potentiel
al�eatoire serait cr�e�e par la pr�esence d'atomes d�epl�et�es (dont la fraction �a 1D peut devenir rela-
tivement importante alors qu'elle est n�egligeable �a 3D) r�epartis al�eatoirement sur les sites du
r�eseau optique. Ces atomes d�epl�et�es ne sont pas entrâ�n�es par le mouvement collectif du centre
de masse de la partie condens�ee. Ils contribuent ainsi, via l'interaction inter-atomique, �a une
�energie potentielle sur site qui change d'un site �a l'autre suivant le nombre d'atomes d�epl�et�es
qui s'y trouvent. Le condensat 1D est alors soumis �a un potentiel al�eatoire d�ependant du temps
(i.e. du mouvement des atomes d�epl�et�es sur les sites du r�eseau). Ce potentiel al�eatoire aurait
alors pour e�et de coupler le mode dipolaire �a d'autres excitations, engendrant ainsi son amor-
tissement. L'�etude de l'amortissement du mode dipolaire d'un condensat 3D en pr�esence d'un
potentiel optique al�eatoire peut peut-être permettre une meilleure compr�ehension de l'�etude
r�ealis�ee avec un condensat 1D dans un r�eseau [182]. Elle peut �egalement apporter des �el�ements
int�eressants en ce qui concerne la perte de superuidit�e en pr�esence de d�esordre.

Dans un premier paragraphe, nous pr�esentons nos r�esultats exp�erimentaux sur le mouve-
ment du centre de masse du condensat de Bose-Einstein 3D dans un potentiel al�eatoire 1D
d'amplitude faible  < 1. Le potentiel al�eatoire est cr�e�e optiquement �a partir d'un champ de
tavelures (voir la partie 2) et le mouvement du centre de masse est initi�e avec l'ajout d'un gra-
dient magn�etique dipolaire comme nous l'avons expliqu�e au paragraphe 5.1.1.2. Nous extrayons
ensuite le taux d'amortissement et �etudions son comportement en fonction de l'amplitude du
potentiel al�eatoire. Nous proposons en�n quelques pistes permettant l'interpr�etation de cette
observation. Un travail plus approfondi de l'interpr�etation de cet amortissement est n�ecessaire.

Il faut toute de suite pr�eciser que les exp�eriences que nous d�ecrivons ici n'ont pas �et�e r�ealis�ees
dans des conditions exp�erimentales parfaites. Nous avons en e�et �et�e confront�es �a une di�cult�e
dont nous n'avons jusqu'�a pr�esent pas pu identi�er l'origine, �a savoir l'apparition rapide (sur
une p�eriode ' 1=! z) d'une fraction thermique lors de l'oscillation dipolaire d'un condensat non-
d�esordonn�e. Le d�eveloppement de cette fraction thermique �etant identique pour un condensat
non-d�esordonn�e et pour un condensat en pr�esence d'un potentiel al�eatoire, nous estimons que
les r�esultats pr�eliminaires sur l'amortissement du mode dipolaire dans le d�esordre conservent
une signi�cation physique pertinente. Nous discutons ce point plus en d�etail au paragraphe
5.1.3.3.
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5.1.3.1 Observations exp�erimentales

Nous excitons des oscillations dipolaires selon l'axe long (Oz) et les directions transverses
(plan xOy) du condensat d�esordonn�e 3D en appliquant un gradient magn�etique qui d�eplace le
minimum du pi�ege magn�etique et engendre des oscillations du centre de masse du nuage (voir
5.1.1.2). Comme pr�ec�edemment, nous utilisons les bobines du PMO �a cette �n.

Des oscillations dipolaires du condensat dans la direction longitudinaleOz, celle du potentiel
al�eatoire 1D, sont pr�esent�ees sur la �gure 5.6. Nous tra�cons la position du centre de masse
(CDM) pour di��erentes amplitudes  du potentiel al�eatoire.

Fig. 5.6 { Oscillations dipolaires dans la direction longitudinaleOz en l'absence [a)] et en
pr�esence d'un potentiel al�eatoire 1D d'amplitude : b) :  = 0:15, c) :  = 0:23, d) :  = 0:40.
Les courbes en trait plein correspondent �a un ajustement des donn�ees exp�erimentales avec la
fonction d�e�nie �a l'�equation 5.14.

Nous observons un fort amortissement de ces oscillations lorsque l'amplitude du potentiel
al�eatoire augmente. Pour des amplitudes assez faibles ' 0:2, l'amortissement est d�ej�a impor-
tant. Il s'agit bien d'un amortissement puisque la relaxation vers le centre du pi�ege magn�etique
a bien lieu (voir la �gure 5.6). Un e�et de pi�egeage ("pinning" en anglais) est �a exclure. Dans le
cas d'un potentiel al�eatoire d'amplitude plus grande, typiquement � 1, un tel e�et de pi�egeage
du condensat a �et�e observ�e lors de mesures similaires sur le mode dipolaire [88]. Dans nos ex-
p�eriences, nous ne nous sommes pas plac�es dans cette situation o�u la relaxation des oscillations
du centre de masse ne se fait pas vers le centre (minimum) du pi�ege magn�etique.

Il faut souligner le fait que la vitesse du centre de masse du condensat est inf�erieure �a la
vitesse critique de la perte de superuidit�e au sens de Landau (voir le paragraphe 5.2.1.2). Cette
vitesse critique est �egale �a la vitesse du son qui dans notre exp�erience est �egale �acson ' 2:5
mm.s� 1. Or la vitesse maximum acquise par le condensat au cours des oscillations dipolaires
(celle qui correspond au passage du condensat au minimum du pi�ege magn�etique) est �egale
�a vmax ' 0:5 mm.s� 1. Il ne semble donc pas qu'un simple argument concernant la perte de



184 Chap 5 - Modes collectifs de basse �energie dans un condensat d �esordonn �e

superuidit�e puisse expliquer notre observation. Nous discuterons cette question au paragraphe
5.1.3.3.

Selon la direction transverse du condensat (axeOx), les oscillations dipolaires ne sont pas
amorties. Dans cette direction, le potentiel al�eatoire 1D vu par les atomes du condensat est
uniforme sur la taille du nuage. Rappelons cependant que lors des oscillations, le condensat voit
un potentiel qui varie lentement puisque l'amplitude de ces derni�eres est �egale �a deux fois la
longueur de corr�elation � x = 21 � m (voir 5.1.2). En pr�esence d'un potentiel al�eatoire de grande
amplitude ( = 0:4) pour lequel l'amortissement est tr�es important dans la direction longitudi-
nale (voir �gure 5.6), nous n'observons pas d'amortissement dans la direction transverse (voir
�gure 5.7). Même apr�es un temps d'oscillation sup�erieur �a 100 ms qui correspond �a plus de
65 oscillations dipolaires dans la direction transverse, aucun amortissement n'est d�etect�e selon
cette direction.

Fig. 5.7 { Oscillations dipolaires dans la direction transverseOx en l'absence (ronds noirs� )
et en pr�esence d'un potentiel al�eatoire 1D d'amplitude = 0:4 (cercles rouges� ). Les courbes
en trait plein correspondent �a un ajustement des donn�ees exp�erimentales avec une fonction
sinuso•�dale du temps.

Nous concluons de cette observation dans la direction transverse que le potentiel optique
al�eatoire 1D ne cr�ee aucune forme de chau�age du nuage induisant un amortissement. L'amor-
tissement observ�e dans la direction longitudinale vient donc de la pr�esence des modulations du
potentiel al�eatoire. De plus, il semble bien que ce soit le caract�ere d�esordonn�e du potentiel qui
entre en jeu puisque dans un r�eseau optique aucun amortissement dans un condensat 3D n'est
observ�e [158]. Nous allons maintenant extraire des donn�ees exp�erimentales selon la direction
longitudinale un taux d'amortissement.

5.1.3.2 Taux d'amortissement

A partir de l'�evolution temporelle de la position du centre de masse du condensat (�gure
5.6), nous extrayons un taux d'amortissement �. Pour cela nous e�ectuons un ajustement des
donn�ees exp�erimentales avec la fonction

A sin(! zt + � ) exp(� � t) (5.14)

o�u l'amplitude A, la phase� et le taux d'amortissement � sont des param�etres ajustables. Les
courbes en trait plein sur la �gure 5.6 correspondent aux ajustements des di��erentes oscillations
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dipolaires avec cette fonction. Nous tra�cons sur la �gure 5.8 l'�evolution du taux d'amortisse-
ment � en fonction du carr�e de l'amplitude du potentiel al�eatoire.

Fig. 5.8 { Taux d'amortissement � des oscillations dipolaires selon la direction du potentiel
al�eatoire 1D en fonction du carr�e de l'amplitude  de ce dernier.

Le taux d'amortissement � du mode dipolaire selon la direction du potentiel al�eatoire 1D
crô�t lin�eairement avec le carr�e de l'amplitude  . � est donc proportionnel �a � 2

V = < V 2 >
� < V > 2, ce qui n'est pas sans rappeler le th�eor�eme de uctuation-dissipation qui relie la
dissipation (l'amortissement) au carr�e de la d�eviation standard des uctuations (soit� 2

V ici).
Ce point est abord�e au paragraphe suivant 5.1.3.3.

L'amortissement observ�e pour des amplitudes du potentiel relativement grandes,i.e. 0:2 <
 < 0:5, peut avoir pour origine la fragmentation d'une partie du condensat. En e�et, l'ampli-
tude typique maximum des modulations du potentiel al�eatoire �etant de l'ordre de 5 , il est
possible que le condensat soit fragment�e lorsque > 0:2. Cela �etant, l'apparition d'un amortis-
sement a lieu pour des amplitudes plus faibles du potentiel al�eatoire (typiquement ' 0:05).
Pour de si faibles amplitudes, le condensat d�esordonn�e ne se trouve pas dans un r�egime de
fragmentation et une autre explication au ph�enom�ene d'amortissement du mode dipolaire est
n�ecessaire. Nous pr�esentons dans le paragraphe suivant quelques pistes possibles d'investigation
pour comprendre ce ph�enom�ene.

5.1.3.3 Quelques pistes d'interpr�etations

A notre connaissance, l'amortissement du mode dipolaire d'un condensat 3D dans un po-
tentiel al�eatoire 1D n'a pas encore fait l'objet d'une �etude th�eorique d�etaill�ee. Nous essayons
d'�eclaircir quelques points et donner quelques pistes pour l'interpr�etation de ce ph�enom�ene dans
les quelques lignes qui suivent.

Amortissement dû �a l'apparition d'une partie thermique ?

En l'absence d'un potentiel al�eatoire, les oscillations du centre de masse du condensat ne
sont pas amorties. Nos mesures exp�erimentales con�rment cette observation. Cela �etant, comme
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le montre la �gure 5.3a) nous avons restreint l'�etude de ces oscillations dipolaires �a la seule pre-
mi�ere oscillation. La raison exp�erimentale tient �a la modi�cation de la forme du condensat lors
de son oscillation. Nous avons observ�e que la densit�e atomique d�ecroit et le nuage s'�etale au cours
de l'oscillation dipolaire. Il faut souligner qu'il n'est pas �evident d'interpr�eter cette observation
exp�erimentale sans ambiguit�e. En e�et, celle-ci pourrait être due aussi bien �a l'apparition d'une
partie thermique lors des oscillations qu'au peuplement de modes du condensat de fr�equence
plus �elev�ee que celui du mode dipolaire. L'origine de cette d�eformation du condensat initial au
cours de l'oscillation dipolaire pourrait être li�ee �a la pr�esence du couteau radio-fr�equence �a la
valeur de la fr�equence �nale du processus d' �evaporation puisque lors des oscillations dipolaires
les atomes se d�eplacent dans une zone du pi�ege magn�etique o�u le couteau radio-fr�equence (RF)
peut alors coupler les atomes pi�eg�es vers un �etat non-pi�egeant. Si tel est le cas, nous aurions
pu �eviter cet e�et en ajustant, pendant les oscillations dipolaires du condensat, la fr�equence du
couteau RF �a une valeur sup�erieure �a celle de la �n du cycle d' �evaporation.

Pour caract�eriser cette d�eformation, nous avons e�ectu�e un ajustement de la densit�e ato-
mique 2D avec une double structure condensat+nuage thermique (i.e. parabole invers�ee +
gaussienne, voir 3.3.3.3). En l'absence de potentiel al�eatoire, le nombre d'atomes pr�esents dans
la partie "thermique" de l'ajustement (la partie gaussienne) crô�t au cours du temps d'oscilla-
tion (voir la �gure 5.9). Notons qu'en pr�esence de cette e�et de d�eformation du condensat, un
ajustement avec une double structure condensat+nuage thermique a �et�e e�ectu�e pour identi�er
le centre du condensat (i.e. le centre de la parabole invers�ee).

Fig. 5.9 { Evolution de la d�eformation
du condensat au cours des oscillations di-
polaires �a travers la mesure de la frac-
tion condens�ee obtenue en ajustant la den-
sit�e 2D avec une double structure pa-
rabole+gaussienne. Les ronds noirs (lo-
senges et carr�es rouges) correspondent
respectivement �a l'absence de potentiel
al�eatoire (�a la pr�esence d'un potentiel
al�eatoire 1D d'amplitude  = 0:22 et  =
0:40).

En pr�esence d'un potentiel al�eatoire, nous observons �egalement une d�eformation du conden-
sat identique �a travers la mesure du nombre d'atomes peuplant la partie gaussienne de l'ajus-
tement. La �gure 5.9 montre l'�evolution temporelle du nombre d'atomes peuplant la partie
gaussienne de l'ajustement pour deux amplitudes du potentiel al�eatoire. Cette "fraction non-
condens�ee" en pr�esence d'un potentiel al�eatoire d'amplitude quelconque �evolue de fa�con quasi
identique �a celle d'un condensat non-d�esordonn�e. Le potentiel al�eatoire n'induit donc pas un
accroissement de la d�eformation observ�ee par rapport �a celle qui est pr�esente lors de l'oscilla-
tion d'un condensat non-d�esordonn�e (accroissement de l'ordre de 5%). Qui plus est, l'�echelle de
temps sur laquelle a lieu la d�ecroissance de cette "fraction condens�ee" est identique en l'absence
et en pr�esence de potentiel al�eatoire.

Les r�esultats que nous pr�esentons sont donc �a consid�erer sous l'angle de ce probl�eme exp�eri-
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mental non r�esolu. Nous ne pouvons donc pas conclure formellement �a l'absence d'un chau�age
du condensat induit par la rugosit�e du potentiel al�eatoire. Nous pensons cependant que l'amor-
tissement du mode dipolaire d'un condensat oscillant dans un potentiel al�eatoire que nous
observons reste int�eressant �a discuter.

Des calculs num�eriques e�ectu�es par M. Modugno de l'�equation de Gross-Pitaevskii en
pr�esence d'un potentiel al�eatoire ont montr�e un amortissement des oscillations dipolaires [168].
En e�et, dans le cas d'un d�eplacement important du condensat initial (50% de la tailleLTF

du condensat pi�eg�e), un fort amortissement apparâ�t et dont l'origine est li�ee �a la rugosit�e du
potentiel selon l'auteur. En revanche, il faut noter que pour de faibles amplitudes des oscillations
du centre de masse (11% de la tailleLTF du condensat pi�eg�e), ces mêmes calculs num�eriques
ne mettent en �evidence ni amortissement ni chau�age du condensat.

Dans nos exp�eriences, le d�eplacement initial du condensat est de 15� m (voir la �gure 5.6)
�a comparer �a la taille initiale du condensat �egale �a LTF = 150 � m. Nous nous trouvons donc
dans la situation des calculs num�eriques de M. Modugno o�u ni amortissement ni chau�age ne
devraient apparâ�tre. Or, si nous n'observons pas de chau�age suppl�ementaire induit par le
potentiel al�eatoire, nous observons un amortissement du mode dipolaire, et ce même pour de
faibles amplitudes du potentiel al�eatoire.

Il est probable que la di��erence entre les calculs num�eriques sus-cit�es [168] et notre situation
exp�erimentale vienne de la longueur de corr�elation du potentiel al�eatoire. En e�et, dans les cal-
culs num�eriques la taille longitudinaleLTF du condensat est 5 plus grande que la longueur de
corr�elation � z du potentiel al�eatoire, LTF = 5� z, alors que dans notre exp�erience le rapport de
ces deux longueurs est de l'ordre de 150,LTF = 150� z. La question (�a laquelle nous ne pouvons
pas r�epondre exp�erimentalement avec certitude �a cause du probl�eme li�e �a la d�eformation du
condensat) consiste �a savoir si l'amortissement que nous observons est li�e ou non �a l'apparition
d'une fraction thermique importante dans le nuage oscillant.

Pour r�epondre �a cette question, il est possible, d'une part, de r�esoudre num�eriquement
l'�equation de Gross-Pitaevskii dans notre cas exp�erimental o�u la longueur de corr�elation du
potentiel al�eatoire est tr�es faible devant la taille du condensat, et, d'autre part, de r�ealiser de
nouvelles exp�eriences o�u il n'y a pas de d�eformation lors des oscillations dipolaires du condensat
non-d�esordonn�e. Avec cette situation exp�erimentale, il serait possible de conclure sur l'appari-
tion ou non d'une fraction thermique induite par la pr�esence du potentiel al�eatoire.

Couplage entre di��erents modes de basse �energie ?

Une autre piste pour l'analyse du ph�enom�ene d'amortissement en pr�esence d'un potentiel
al�eatoire consiste �a calculer le couplage induit par le d�esordre entre le mode dipolaire et d'autres
excitations du condensat. Comme le sugg�ere le travail th�eorique concernant l'oscillation d'un
condensat 1D dans un r�eseau optique [183], le potentiel al�eatoire pourrait induire un tel couplage
et par l�a même engendrer un amortissement du mode dipolaire qui serait ainsi d�epleupl�e.
Une telle approche pourrait envisager de calculer avec la r�egle d'or de Fermi le couplage du
mode dipolaire vers le continuum d'excitations du spectre d'un condensat d�esordonn�e. Une telle
analyse recouvrerait certainement la d�ependance lin�eaire de l'amortissement � avec le carr�e de
la d�eviation standard � 2

V de l'amplitude du potentiel al�eatoire.
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Dans cette optique, il serait �egalement int�eressant de faire le lien avec des travaux th�eoriques
qui ont trait�e de l'amortissement des phonons dans un potentiel al�eatoire de faible amplitude
[95,97].

5.2 Vitesse du son dans un condensat d�esordonn�e

Nous pr�esentons dans ce paragraphe une mesure de la vitesse du son dans un condensat de
Bose-Einstein d�esordonn�e. Cette mesure est e�ectu�ee en observant la propagation d'un pic de
densit�e sur le nuage atomique. Ce paragraphe poursuit donc l'�etude pr�ec�edente sur les modes
collectifs dipolaire et quadrupolaire en �elargissant le domaine d'investigation �a une nouvelle
forme d'excitations : la propagation d'ondes sonores dans un condensat d�esordonn�e.

Apr�es avoir rappel�e quelques r�esultats g�en�eraux sur la vitesse du son au sens de Landau et la
vitesse critique associ�ee au caract�ere superuide d'un condensat, nous pr�esentons la technique
exp�erimentale utilis�ee pour engendrer la propagation d'une onde de densit�e et nous caract�erisons
cette derni�ere. En�n, les r�esultats de nos mesures de la vitesse du son en l'absence et en pr�esence
d'un potentiel al�eatoire sont pr�esent�es et discut�es.

5.2.1 Superuidit�e et vitesse du son dans un condensat de Bose-
Einstein

Nous rappelons ici, d'une part, la valeur de la vitesse du son dans un condensat de Bose-
Einstein gazeux �a partir de la description hydrodynamique de celui-ci, et, d'autre part, la vitesse
critique, au sens de Landau, du condensat superuide.

5.2.1.1 Equations hydrodynamiques et vitesse du son

Au chapitre 3 (paragraphe 3.2.2), nous avons d�eriv�e les �equations hydrodynamiques pour
un condensat dans le r�egime de Thomas-Fermi. Ces deux �equations sont similaires �a celles
qui d�ecrivent la dynamique d'un superuide �a temp�erature nulle [59] et le condensat acquiert
dans ce r�egime un caract�ere superuide. La combinaison de ces deux �equations permet d'�ecrire
(en lin�earisant les �equations) une �equation du second ordre sur les modulations de densit�e
�n = n � n0, n0 �etant le pro�l de Thomas-Fermi dans le pi�ege magn�etique, [155] :

@2�n
@t2

= r � [c2(r )r �n ]: (5.15)

La quantit�e c(r ), homog�ene �a une vitesse, est telle quemc2(r ) = � � Vext (r ). L'�equation pr�ec�e-
dente (5.15) est analogue �a l'�equation de propagation d'une onde sonore �a la vitessec(r ). Ainsi
elle d�e�nit une vitesse du son locale,c(r ), dans le nuage atomique qui d�epend de la position
r . Les solutions de l'�equation (5.15) dans le cas d'un syst�eme homog�ene (Vext = 0) sont des
ondes sonores se propageant �a la vitessecson =

p
�=m =

p
gn0=m [133]. Remarquons qu'il est

n�ecessaire que la longueur d'onde des solutions de l'�equation de propagation (5.15) soit grande
devant la longueur de relaxation� du condensat (r�egime phonon du spectre de Bogoliubov).
Dans le cas o�u cette condition n'est pas respect�ee l'�equation de propagation lin�earis�ee n'est pas
valide. La pr�esence d'interactions est ainsi n�ecessaire dans la description hydrodynamique du
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uide qu'est le condensat de Bose-Einstein7.

Dans un pi�ege harmonique, des ondes sonores peuvent �egalement se propager dans le cas o�u
leur longueur d'onde est inf�erieure �a la taille du syst�eme. Elles sont alors solution de l'�equation
(5.15) lorsque deux conditions de validit�e sur leur vecteur d'ondeq sont remplies :qL � 1 et
q� � 1 [L �etant la taille longitudinale du syst�eme]. Si le pi�ege a une forme de cigare anisotrope8,
! ? � ! z, des ondes sonores undimensionelles peuvent se propager avec un vecteur d'ondeq tel
que qLTF � 1 et qRTF � 1. Dans une telle situation anisotrope, la vitesse du son d'une onde
longitudinale est modi��ee par rapport �a celle du cas uniforme et il vient [184,185] :

cson =

r
gn0(0)

2m
; (5.16)

Le facteur 2 suppl�ementaire de l'�equation (5.16) par rapport au cas homog�ene (cson =
p

�=m =p
gn0=m) vient de la pr�esence du con�nement harmonique radial. En e�et, la vitesse du son

que nous avons d�e�nie dans le cas homog�ene,c =
p

gn=m, fait en toute rigueur intervenir la
densit�e n moyenn�ee dans la direction radiale. Avec le con�nement harmonique, il vient alors
n = n0(0)=2 o�u n0(0) est la valeur de la densit�e 3D du pro�l de Thomas-Fermi au centre du
nuage.

5.2.1.2 Vitesse critique d'un condensat superuide

Le caract�ere superuide d'un gaz ou d'un uide se caract�erise par l'absence de dissipation
lors de son �ecoulement. Les travaux de Landau sur les superuides ont d�emontr�e l'existence
d'une vitesse critique en dessous de laquelle l'�ecoulement autour d'un obstacle se fait sans
dissipation [25]. Cette vitesse critique propos�ee par Landau est li�ee au spectre d'excitations dans
le superuide. Notant E(q) l'�energie du mode d'impulsion q, la vitesse critique est d�e�nie par
c0 = min q [E(q)=q] : en dessous de cette vitessec0, le uide ne peut pas �emettre d'excitations9

lors de son �ecoulement autour d'un obstacle et il s'�ecoule alors sans dissipation.
Il faut noter que la d�e�nition de la vitesse critique c0 est obtenue dans le cadre d'une th�eorie

perturbative. Dans le cas o�u des e�ets non-lin�eaires doivent être pris en compte dans le uide,
la vitesse critique peut être inf�erieure �a celle d�e�nie par Landau. En e�et, la formation de
vortex (ou de solitons �a 1D) dans de tels uides induit une dissipation �a une vitesse inf�erieure
�a c0. Des exp�eriences men�ees dans l'H�elium II ont mis en �evidence l'existence de cette vitesse
critique [186] et son lien avec la formation de vortex [187].

Les condensats de Bose-Einstein gazeux ont �egalement �et�e utilis�es pour tester la vitesse
critique de Landau de la superuidit�e. La d�emonstration de l'existence d'une vitesse critique
[188, 189] ainsi que sa d�ependance avec la pr�esence de vortex [190] dans les gaz ultra-froids
ont �et�e v�eri��es. Il faut noter que la vitesse critique au sens de Landau dans un condensat de

7Voir paragraphe 3.2.2
8Le calcul est e�ectu�e en consid�erant un cylindre, i.e. un con�nement radial parabolique et un potentiel

longitudinal homog�ene.
9Plus exactement, d'un point de vue �energ�etique, le superuide a int�erêt �a ne pas cr�eer d'excitations.
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Bose-Einstein d�epend du caract�ere attractif ou r�epulsif de l'obstacle autour duquel s'�ecoule le
condensat [191].

Dans un condensat de Bose-Einstein, la vitesse critique de Landau s'identi�e avec la vi-
tesse du son. En e�et, le spectre de Bogoliubov d'un condensat se met sous la formeE(q) =
q
p

c2
son + q2=4 o�u cson est la vitesse de propagation des ondes sonores dans le nuage atomique

condens�e [133] : nous obtenons alorsc0 = cson. Remarquons une nouvelle fois que le caract�ere
superuide d'un condensat vient de la pr�esence des interactions inter-atomique responsables de
la forme du spectre �a basse �energie (de type phonon). En l'absence d'interactions, le spectre
de particules libres �etant quadratique (/ q2), la vitesse critique au sens de Landau est nulle
et un tel uide n'est superuide qu'�a l'�etat stationnaire lorsqu'un grand nombre de bosons en
peuplent l'�etat fondamental. Au contraire, pour tout mouvement du uide, aussi petite que soit
sa vitesse, le comportement superuide disparâ�t avec l'apparition d'une viscosit�e non nulle.

5.2.2 Cr�eation d'un pic de densit�e

L'�etude de la vitesse du son qui a �et�e r�ealis�ee dans le groupe de W. Ketterle [20] avait
pour origine la cr�eation d'une perturbation de densit�e engendrant deux pics de densit�e contra-
propageants. La perturbation induite sur le pro�l de densit�e du condensat �a l'�equilibre �etait
engendr�ee par la pr�esence d'un faisceau laser focalis�e sur le nuage d'atomes. L'observation
du d�eplacement de ces pics de densit�e a permis d'en mesurer la vitesse de propagation et de
comparer cette derni�ere avec la vitesse du son attendue dans un condensat de Bose-Einstein
atomique.

Dans notre exp�erience, nous utilisons une propri�et�e li�ee au caract�ere superuide d'un conden-
sat de Bose pour engendrer un pic de densit�e. Comme nous l'avons rappel�e au paragraphe
pr�ec�edent 5.2.1.2, l'�ecoulement d'un condensat autour d'un obstacle est superuide seulement
au dessous d'une certaine vitesse critique. Nous pr�esentons dans ce paragraphe l'utilisation que
nous avons faite de la pr�esence d'un couteau radio-fr�equence10 comme obstacle permettant de
briser la superuidit�e du condensat et d'engendrer un pic de densit�e se propageant sur le nuage
atomique.

5.2.2.1 Un obstacle pour le condensat

L'obstacle que nous d�epla�cons dans le condensat, dans le but de modi�er le pro�l de densit�e
de ce dernier, est le point de l'espace o�u le couteau radio-fr�equence de la phase de refroidissement
�evaporatif est r�esonant avec les atomes se trouvant dans le pi�ege magn�etique. A�n de d�eplacer
le point de l'espace o�u le couteau �evapore les atomes un gradient magn�etique est appliqu�e alors
que le condensat se trouve dans le pi�ege magn�etique allong�e [voir la �gure 5.10a)]. L'application
du gradient magn�etique d�eplace �egalement le centre du pi�ege harmonique. Nous nous pla�cons
dans une situation exp�erimentale o�u le condensat peut être consid�er�e (presque) immobile11 : le
temps d'application du gradient magn�etique (' 3 ms) est court devant le temps de relaxation

10Il s'agit du couteau radio-fr�equence permettant d'e�ectuer le processus d'�evaporation conduisant �a la
condensation.

11Le condensat n'est pas compl�etement immobile et son d�eplacement engendre des oscillations dipolaires de
faible amplitude.
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du condensat dans le pi�ege harmonique (' 40 ms12). Ainsi, si l'amplitude du d�eplacement
du centre du pi�ege est su�samment grande, le point de r�esonance du couteau radio-fr�equence
traversera le condensat [voir �gure 5.10a)]. En�n, si la vitesse de d�eplacement du couteau sur le
condensat est sup�erieure �a la vitesse du son, la pr�esence de cet obstacle induit une perturbation
sur le pro�l de densit�e du nuage. En particulier, le couteau "emporte" dans son mouvement une
partie des atomes, engendrant leur accumulation sur le bord du condensat. Nous avons alors
cr�e�e un pic de densit�e situ�e sur le bord du condensat.

Il faut remarquer que, lors de la phase d'�evaporation vers la d�eg�enrescence quantique, le
couteau radio-fr�equence agit comme un "trou" pour les atomes en les faisant s'�echapper du
pi�ege magn�etique. Au contraire, lors du d�eplacement rapide du pi�ege magn�etique et du couteau
radio-fr�equence tel que nous l'envisageons dans cette partie, les atomes n'ont pas le temps de
s'�echapper du pi�ege magn�etique car le temps d'interaction avec le point de r�esonance du couteau
est bien plus court que le temps typique des transitions induites par ce couteau radio-fr�equence.

Fig. 5.10 { a) D�eplacement d'un obstacle dans un condensat de Bose : le point de l'espace o�u
les atomes sont r�esonants avec le couteau RF (point o�u la courbure du pi�ege de l'atome habill�e
par le champ RF devient nulle) traverse le condensat lors de la phase d'application du gradient
de champ MOT.b) Pro�ls longitudinaux ( Oz) du champ magn�etique initial (traits tiret�es) et
d�eplac�e (trait plein) calcul�es pour nos param�etres exp�erimentaux.

Comme dans le cas des excitations collectives du paragraphe pr�ec�edent 5.1, le gradient
magn�etique est produit en utilisant les bobines qui cr�eent le champ magn�etique de la phase
du PMO. Le minimum du pi�ege magn�etique connâ�t alors une translation lors de l'application
de ce gradient dans la direction longue du condensat, translation dont l'amplitude d�epend de
la tension appliqu�ee sur les bobines MOT. Pour une tension de 12 V le minimum du pi�ege
magn�etique est d�eplac�e de 1.67 mm et il l'est de 280� m pour une tension de 2 V.

En�n, il faut noter que l'application du gradient magn�etique du PMO engendre des os-
cillations dipolaires de faible amplitude du nuage atomique dans le pi�ege magn�etique (voir
paragraphe 5.1).

12Ce temps de relaxation est �evalu�e �a partir de la vitesse de d�eplacement du condensat mesur�ee lors de
l'observation des oscillations dipolaires dans le pi�ege magn�etique
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5.2.2.2 Observation de la propagation du pic de densit�e

Les exp�eriences sont men�ees de la fa�con suivante. Une fois le condensat cr�e�e �a l'�equilibre
dans le pi�ege magn�etique, nous appliquons le gradient magn�etique en pr�esence du couteau radio-
fr�equence pendant un temps de 3 milli-secondes puis ce gradient est �eteint �a nouveau. Ainsi
le centre du pi�ege magn�etique subit deux translations de sens oppos�e, la seconde annulant
le d�eplacement issu de la premi�ere. Ces deux d�eplacements rapides du pi�ege magn�etique ne
sont pas tout �a fait adiabatiques pour le mouvement du centre de masse du condensat et ce
dernier acquiert ainsi un mouvement d'oscillation de faible amplitude. Nous laissons ensuite le
condensat osciller dans le pi�ege magn�etique pendant une dur�ee� appel�ee par la suite temps
d'oscillation. En�n, nous coupons le couteau radio fr�equence et le pi�ege magn�etique et laissons
le condensat tomber sous l'e�et de la gravit�e pendant un temps de vol de l'ordre de 20 ms.
Nous prenons ensuite une image par absorption.

Lors de cette proc�edure exp�erimentale, la valeur du couteau radio-fr�equence durant l'appli-
cation du gradient magn�etique est identique �a la valeur �nale du processus d'�evaporation. Cette
fr�equence �nale de la derni�ere rampe est 20 kHz au dessus du fond du pi�ege magn�etique. Ainsi,
nous pouvons �evaluer la distanceDRF entre le point de r�esonance du couteau radio-fr�equence
et le centre du pi�ege. Nous avons� BB 00D 2

RF = 2� ~� � evap avec � � evap ' 20 kHz. L'application
num�erique donneDRF � 210�m .

Lorsque le gradient du PMO est appliqu�e avec une tension de 12 V, le point de r�esonance
du couteau RF traverse le condensat de part en part. Au contraire, si la tension utilis�ee est
�egale �a 2 V le point de r�esonance ne p�en�etre pratiquement pas dans le condensat. Nous avons
v�eri��e cette assertion exp�erimentalement en observant le condensat pi�eg�e apr�es application d'un
gradient avec une tension de 12 V et une tension de 2 V. Dans le premier cas, l'amplitude du
d�eplacement est telle qu'un pic de densit�e est g�en�er�e dans le condensat. Dans le second cas,
aucun pic de densit�e n'apparâ�t dans le nuage atomique.

Le d�eplacement du centre du pi�ege magn�etique se fait sur une �echelle de temps de l'ordre de
la milli-seconde et l'ordre de grandeur de la vitesse de ce d�eplacement est 1500 mm.s� 1. Cette
vitesse est trois ordres de grandeur au dessus des vitesses typiques du son dans un condensat
avec nos param�etres exp�erimentaux (cette derni�ere �etant de l'ordre de quelques milli-m�etres
par seconde). De cette mani�ere nous d�epla�cons l'obstacle que constitue le couteau RF dans le
condensat �a une vitesse sup�erieure �a la vitesse du son. L'�ecoulement du condensat autour de
l'obstacle n'est pas superuide et le pro�l de densit�e du nuage est fortement modi��e : un pic
de densit�e apparâ�t.

Une s�erie d'images par absorption prises apr�es application du gradient de champ magn�e-
tique pour un temps d'oscillation� variant entre 5 et 55 ms et un temps de vol de 17.3 ms est
pr�esent�ee sur la �gure 5.11. Nous y voyons tr�es distinctement le pic de densit�e engendr�e dans
le condensat ainsi que son d�eplacement sur le nuage au cours du temps d'oscillation� .

La pr�esence du pic de densit�e au dessus du pro�l parabolique du condensat est mise en
�evidence lorsque nous tra�cons la densit�e lin�eiquen1D(z) int�egr�ee selon les deux directions ra-
diales. Nous avons pris pour origine spatiale de chaque image le centre du pro�l parabolique
du condensat a�n de s'a�ranchir du mouvement d'oscillation dipolaire de l'ensemble du nuage.
Nous pr�esentons les pro�ls de densit�e 1D en pr�esence du pic de densit�e sur la �gure 5.12. Nous
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Fig. 5.11 { Images par absorption apr�es un temps de vol de 17.3 ms pour di��erents temps
d'oscillation � (de 5 ms �a 55 ms) apr�es application du gradient magn�etique. La propagation
selon l'axe longitudinalOz d'un pic de densit�e (zone marron/rouge en fausse couleur sur les
images) a lieu d'un bord �a l'autre du condensat.

observons tr�es clairement son d�eplacement. Il faut pr�eciser que nous n'avons pas observ�e de
r�eexion du pic de densit�e sur le bord du condensat. Pour un temps d'oscillation sup�erieur �a
� = 60 ms, le pic de densit�e disparâ�t.

Les predictions th�eoriques sur la vitesse du son dans un condensat allong�e [184,185] concernent
la propagation d'une onde sonore 1D. Le caract�ere 1D d'une onde sonore peut être mis en �evi-
dence �a partir des pro�ls de densit�e 1D de la �gure 5.12. Lorsque l'�echelle de variation spatiale
l du pic de densit�e est sup�erieure �a la taille transverse du condensatRTF , l'onde sonore a un
caract�ere 1D. En e�et, dans ce cas le pro�l de densit�e transverse est toujours �a l'�equilibre lors
de la propagation du pic de densit�e puisque le temps typique pour l'adaptation du pro�l trans-
verse estRTF =cson est court devant le temps de passagel=cson du pic de densit�e. Dans notre
exp�erience, la taille typique du pic de densit�e se propageant sur notre condensat est 15� m et
elle est donc sup�erieure �a l'extension radiale 2RTF = 3 � m du nuage condens�e. Le pic de densit�e
peut donc être consid�er�e comme une excitation 1D selon la direction longueOz du condensat.

5.2.2.3 Spectroscopie de Bragg d'un condensat excit�e

A�n de mieux caract�eriser l'excitation (notamment le pic de densit�e) que nous cr�eons dans
les condensats de Bose-Einstein par l'application du gradient magn�etique, nous avons mesur�e
la distribution en impulsion du nuage atomique. Pour cela, nous avons utilis�e une technique de
spectroscopie de Bragg �a 4 photons. Cette technique de spectroscopie a �et�e d�evelopp�ee sur notre
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Fig. 5.12 { Pro�ls de densit�e 1D n1D(z) du condensat au cours de la propagation d'un pic de
densit�e pour les images de la �gure 5.11 pour des temps d'oscillation� variant de 5 ms �a 55
ms.

exp�erience par S. Richard et F. Gerbier et sa description d�etaill�ee se trouve dans leurs th�eses
respectives [131,192]. Nous rappelons tr�es bri�evement dans les lignes qui suivent le principe de
cette m�ethode.

Spectroscopie de Bragg d'un condensat atomique

La spectroscopie de Bragg consiste �a faire di�racter l'onde de mati�ere que constitue le
condensat de Bose-Einstein sur un r�eseau optique. Le r�eseau optique est constitu�e de deux
ondes en phase contra-propageantes selon l'axe longitudinalOz [voir la �gure 5.13]. Ces deux
ondes, cr�e�ees dans notre exp�erience avec des faisceaux laser r�etro-r�e�echis, poss�edent un vecteur
d'onde jkL j = 2 �=� L et sont d�esaccord�ees de�! l'une par rapport �a l'autre. Le r�eseau optique
sur lequel est di�ract�ee l'onde de mati�ere se d�eplace donc �a la vitesse�!= 2kL .

L'obtention d'une di�raction e�cace des atomes requiert la conservation de l'impulsion et
de l'�energie au cours du processus. Pour un processus �a 4 photons, la condition de r�esonance
s'�ecrit :

2�! = 16! L �
4kLp

m
(5.17)

o�u p est l'impulsion de l'atome sond�e. Nous utilisons un processus �a 4 photons a�n de transf�erer
une quantit�e de mouvement plus importante aux atomes que lors d'un processus �a 2 photons.
Cela nous permet de mieux distinguer au cours d'un temps de vol la partie di�ract�ee du nuage.

La di�raction d'un seul ordre (nous ne voulons pas peupler les ordres sup�erieurs) se traduit
par la n�ecessit�e de travailler avec un temps d'application des lasers su�samment long13. Nous
utilisons des pulses laser d'une dur�ee de 2 ms qui permettent de travailler dans le r�egime de
Bragg avec un seul ordre di�ract�e. Nous appliquons ces pulses laser 2 ms apr�es la coupure du

13Il faut une temps sup�erieur �a 2 �= 2! recul ' 60 � s avec des atomes de Rubidium.
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Fig. 5.13 { Di�raction de Bragg �a 2n photons. A gauche : deux faisceaux laser contra-
propageants cr�eent le r�eseau optique sur lequel est di�ract�ee l'onde de mati�ere. A droite :
diagramme des �etats d'impulsion coupl�es par des processus �a2n photons.

pi�ege magn�etique. Cela nous permet de nous a�ranchir des probl�emes li�es aux collisions pr�e-
sentes lors de la di�raction dans un nuage dense. Nous obtenons alors des spectres en impulsion
des nuages atomiques en comptant le nombre d'atomes di�ract�es dans l'ordre +1 en fonction du
d�esaccord des faisceaux lasers. L'exemple du spectre d'un condensat dans le pi�ege magn�etique
(sans excitation avec le gradient magn�etique) est pr�esent�e en image ins�er�ee sur la �gure 5.14.

Mesures spectroscopiques

Le dispositif de spectroscopie est utilis�e dans un premier temps pour mesurer le spectre d'un
condensat au repos dans le pi�ege magn�etique. Nous obtenons un spectre �n dont la demi-largeur
�a mi-hauteur mesure 270 Hz. Cette largeur est sup�erieure �a la limite de r�esolution en impulsion
de notre syst�eme de spectroscopie. La dur�ee d'application des pulses des lasers utilis�es pour la
spectroscopie est 2 milli-secondes et limite la r�esolution �a 155 Hz14. La pr�esence de uctuations
de phase dans les condensats allong�es explique l'�elargissement que nous mesurons exp�erimen-
talement [131].

L'application d'un gradient magn�etique comme nous le proposons peut ne pas cr�eer de pic
de densit�e lorsque le d�eplacement du point de r�esonance du couteau est trop faible pour traver-
ser le condensat. Cependant, un tel d�eplacement de faible amplitude engendre des oscillations
dipolaires et quadrupolaires qui sont l'une des signatures de la pr�esence d'excitations dans le
condensat. Nous avons mesur�e le spectre d'un condensat excit�e par un faible d�eplacement du
centre du pi�ege magn�etique de tel sorte qu'aucun pic de densit�e n'est g�en�er�e. Ce spectre appa-
râ�t sur la �gure 5.14 en trait plein rouge. Il s'agit d'un spectre assez large par rapport au cas
d'un condensat au repos. Un ajustement lorentzien donne une demi-largeur �a mi-hauteur �egale
�a 4:8 � 0:8 kHz et un maximum en 18:1 � 0:1 kHz.

14L'obtention d'un spectre avec une r�esolution meilleure n�ecessite l'application des lasers pendant un temps
plus long. Nous n'utilisons pas des temps d'interrogation sup�erieurs �a 2ms car nous sommes alors limit�es par la
stabilit�e du montage.
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Fig. 5.14 { Spectres de Bragg (me-
sur�es avec un processus �a 2 photons)
d'un condensat oscillant dans le pi�ege
magn�etique sans pic de densit�e (trait
plein rouge) et d'un condensat avec
un pic de densit�e (trait pointill�e noir).
Les deux spectres sont ajust�es avec une
lorentzienne (traits �ns). Image ins�e-
r�ee : distribution en impulsion d'un
condensat �a l'�equilibre dans le pi�ege
magn�etique (mesur�e avec un processus
�a 4 photons) .

Pour une plus grande amplitude du d�eplacement du centre du pi�ege magn�etique, un pic de
densit�e apparâ�t dans le nuage d'atomes (voir la �gure 5.11). Nous mesurons le spectre d'un tel
condensat apr�es un temps d'oscillation� = 30 ms. Ce spectre est pr�esent�e sur la �gure 5.14.
Nous observons d'une part que le spectre est d�ecal�e de quelques kilo-Hertz et, d'autre part,
qu'il s'est seulement un petit peu �elargi. Le maximum d'e�cacit�e de di�raction avec la spec-
troscopie de Bragg qui correspond au nombre d'atomes maximum avec une même impulsion
est d�eplac�e de � � = 7:1 � 0:5 kHz. Ce d�eplacement � � est reli�e �a la di��erence de vitesse v
des atomes du pic par rapport �a ceux qui en sont en dehors par 2� � � = 4kLv. Il vient alors
v ' 1:40� 0:15 mm/s. La densit�e au centre des condensats di�ract�es dans cette exp�erience est
n0(0) ' 1:7(3) � 1014 cm� 3. La vitesse obtenue correspond dans une bonne approximation �a
celle attendue �a partir de l'�equation (5.16) pour la propagation d'un pic sur de tels condensats.
La demi-largeur �a mi-hauteur du spectre en pr�esence du pic de densit�e vaut 7:7 � 1:3 kHz.

Apr�es avoir engendr�e et caract�eris�e l'onde de densit�e que nous cr�eons sur un condensat de
Bose-Einstein, nous �etudions son d�eplacement et en mesurons la vitesse de propagation. Les
r�esultats sont pr�esent�es au paragraphe suivant.

5.2.3 Mesures de la vitesse du son dans un condensat de Bose-
Einstein

5.2.3.1 Mesure exp�erimentale dans un condensat non-d�esordonn�e

Nous avons �etudi�e la d�ependance de la vitesse de propagation du pic de densit�e avec la
densit�e n0(0) au centre du condensat pi�eg�e. Dans les exp�eriences, la densit�en0(0) est chang�ee
en diminuant le nombre d'atomes dans le condensat. A�n de diminuer le nombre d'atomes
dans le condensat, nous conservons le nuage d'atomes condens�es dans le pi�ege magn�etique en
pr�esence de l'�evaporation radio-fr�equence pendant un temps plus long. Nous appelons "temps
de bouclier" le temps suppl�ementaire pendant lequel est conserv�e le condensat dans le pi�ege
magn�etique. La �gure 5.15 pr�esente la d�ependance du nombre d'atomes et de la densit�e au
centre du condensat avec le temps de bouclier.
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Fig. 5.15 { Evolution du nombre
d'atomes (ronds rouges) et de la den-
sit�e au centre (losanges vides bleus) en
fonction du temps de bouclier pour un
condensat excit�e avec le couteau radio-
fr�equence.

La mesure de la vitesse de propagation du pic de densit�e �a partir des images par absorption
(�gure 5.11) est e�ectu�ee dans le r�ef�erentiel o�u le condensat est au repos : nous analysons les
images par absorption en e�ectuant un ajustement du pro�l de densit�e parabolique du conden-
sat sous le pic de densit�e et l'origine de l'axe longitudinalOz est choisie comme �etant le centre
de l'ajustement parabolique. Nous pouvons alors tracer l'�evolution temporelle de la position
du pic de densit�e selon l'axeOz dans ce rep�ere et nous e�ectuons un ajustement lin�eaire de
cette �evolution dont nous tirons la valeur de la vitesse de propagation du pic. Nous tra�cons
sur la �gure 5.16 ci-dessous le r�esultat de nos mesures. La courbe th�eorique de l'�equation de la
vitesse du son Eq.(5.16) en fonction de la densit�en0(0) est �egalement report�ee sur la �gure 5.16.

Fig. 5.16 { Vitesse de propagation d'un pic de densit�e en fonction de la densit�e au centre de ce
pic. La courbe en trait plein, sans param�etre ajustable, correspond �a l'�equation 5.16 qui d�ecrit
la vitesse d'une onde sonore 1D dans un condensat allong�e.

La courbe sans param�etre ajustable de l'�equation (5.16) est en tr�es bon accord avec nos
r�esultats exp�erimentaux. La d�ependance de la vitesse de propagation du pic de densit�e re�ete
ainsi tr�es bien celle de la vitesse du son du condensat de Bose sous-jacent : l'onde de densit�e se
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propageant sous la forme d'un pic de densit�e correspond �a une excitation sonore du condensat.
Il a �et�e sugg�er�e [185] que la vitesse de propagation d'une onde sonore sous forme d'un pic de
densit�e dans un condensat avec interactions fortes soit plus rapide que la vitesse d�etermin�ee
par l'�equation (5.16). Les barres d'erreur sur nos mesures exp�erimentales ne permettent pas de
mettre en �evidence un �ecart �a l'�equation (5.16). Cette �equation d�ecrit tr�es bien la propagation
d'ondes sonores dans nos condensats allong�es, et ce même lorsque l'amplitude du pic de densit�e
est comparable avec la densit�e du condensat sous-jacent.

Dans l'�etude pr�ec�edente r�ealis�ee dans le groupe de W. Ketterle [20], une d�eviation entre
les mesures et l'�equation (5.16) a �et�e observ�ee aux faibles densit�es. Cet �ecart est attribu�e �a
la technique utilis�ee pour travailler avec de faibles densit�es atomiques qui consiste �a ouvrir le
pi�ege radial. En e�et, dans ce cas, le rapport d'aspect diminue lorsque la densit�e diminue et
le caract�ere 1D du pic de densit�e se propageant dans le condensat devient moins prononc�e.
Au contraire, dans nos exp�eriences nous conservons le même rapport d'aspect! ? =! z ' 100
pour toutes les densit�es atomiques utilis�ees. Le caract�ere 1D du pic de densit�e se propageant
sur notre condensat n'�evolue donc pas avec la densit�e atomique. Nous n'attendons donc pas
de d�eviation par rapport aux pr�edictions [184] pour toute la gamme de densit�e que nous avons
test�ees et c'est bien en accord avec ce que nous obtenons.

Les travaux de Kavoulakis et Pethick [185] de propagation d'onde sonore dans un condensat
1D tendent �a montrer que la dispersion dans le cas d'une forte perturbation du pro�l de densit�e
devrait être importante �a cause de la pr�esence des interactions. Le pic de densit�e devrait ainsi se
distordre ou s'�etaler lors de sa propagation. Cependant, nous n'observons pas un tel ph�enom�ene
apparâ�tre clairement dans notre exp�erience15. Une �etude plus pr�ecise de l'�evolution de la forme
du pic de densit�e au cours de sa propagation est certainement n�ecessaire. Une analyse des
di��erents pics secondaires qui peuvent apparâ�tre au cours de la propagation du pic principal
(voir �gure 5.12) irait �egalement dans cette voie, �a savoir celle de l'�etude de la distortion du
pro�l de densit�e induite par la propagation du pic principal.

5.2.3.2 Formation d'une onde de choc ?

La propagation d'une onde de densit�e sur un condensat de Bose-Einstein a �et�e trait�ee dans
les travaux th�eoriques que nous avons mentionn�es jusqu'�a pr�esent [155,184,185] dans un cadre
perturbatif. Dans ces �etudes l'amplitude du pic de densit�e est suppos�e faible par rapport �a
la densit�e du condensat sous-jacent. Les pro�ls de densit�e 1D observ�es dans notre exp�erience
(�gure 5.12) montrent que le pic de densit�e dont nous observons la propagation a une am-
plitude du même ordre de grandeur que la densit�e du condensat sous-jacent. Cette situation
exp�erimentale est donc di��erente des approches th�eoriques sus-mentionn�ees, bien que le r�esultat
sur la d�ependance de la vitesse de propagation avec la densit�e du nuage atomique sous-jacente
soit corrobor�ee dans les exp�eriences. Dans un papier sur la formation d'onde de choc [193], B.
Damski propose une approche th�eorique de cette situation non-perturbative.

Dans [193], B. Damski e�ectue le calcul de la vitesse de propagation d'un pic de densit�e
de forme gaussienne et d'amplitude quelconque dans un condensat 1D de densit�e uniforme. Il
justi�e �egalement en quoi ce calcul reste correct dans le cas d'un condensat 1D pi�eg�e dans un

15Cette distortion n'a pas �et�e observ�ee dans de l'exp�erience d�ej�a cit�ee du groupe de W. Ketterle [20]
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potentiel harmonique anisotrope16. Dans cette �etude th�eorique, B. Damski montre que le pic
se d�eforme au cours de sa propagation, le pro�l de ce dernier devenant de plus en plus raide.
Finalement, la propagation du pic initial peut donner naissance �a une onde de choc. L'un des
r�esultats de cette approche est que la vitesse du son de l'�equation perturbative (5.16) doit être
multipli�ee par un facteur A(� ) avec

A(� ) = 3
p

1 + � � 2 (5.18)

o�u le param�etre � est �egal �a l'amplitude du pic de densit�e rapport�e �a celle du condensat sous-
jacent n0(0).

Dans notre situation exp�erimentale,� � 1 et nous obtenons pour le param�etre de Damski
A (� ) ' 2:24. Avec ce facteur multiplicatif, la courbe th�eorique (5.18) ne correspond pas aux
mesures exp�erimentales. De plus, comme nous l'avons mentionn�e au paragraphe pr�ec�edent, si
nous n'avons pas e�ectu�e une �etude syst�ematique et pr�ecise de l'�evolution de la forme du pic de
densit�e se propageant, nous ne voyons cependant pas l'apparition d'un pro�l du pic de densit�e
plus raide qui pourrait être la signature de la formation d'une onde de choc. Il semble donc que
l'approche th�eorique perturbative soit la mieux adapt�ee pour d�ecrire la propagation de l'onde
de densit�e que nous avons g�en�er�ee dans notre condensat, et ce en d�epit de l'amplitude non
perturbative du pic de densit�e.

5.2.3.3 Vitesse du son en pr�esence d'un potentiel al�eatoire

Nous pr�esentons dans ce dernier paragraphe les mesures de la vitesse de propagation d'un
pic de densit�e dans un condensat allong�e en pr�esence d'un potentiel al�eatoire.

Modi�cations th�eoriques attendues...

Plusieurs travaux th�eoriques traitent la question de la vitesse du son dans un condensat
d�esordonn�e [95,97,98]. L. Zhang a �etudi�e l'hamiltonien d'un syst�eme de bosons d�esordonn�es en
e�ectuant une analogie entre ce dernier avec un syst�eme de spin 1/2. Dans ce cadre, le calcul
d'un d�ecalage de la vitesse du son conduit �a une r�eduction de la vitesse du son en pr�esence d'un
potentiel al�eatoire.

Giorgini et al. ont �etudi�e les propri�et�es d'un condensat de Bose en pr�esence d'un potentiel
al�eatoire perturbatif [95]. Leur approche consiste �a utiliser le formalisme de l'hydrodynamique
quantique en y ajoutant un potentiel al�eatoire perturbatif. En particulier, ils calculent la va-
riation de la vitesse du son due �a la pr�esence du potentiel al�eatoire dont la statistique est celle
d'un bruit blanc. Ils obtiennent

cson = c0
son

�
1 +

5
4

� n

n0

�
(5.19)

o�u c0
son (respectivementn0) est la vitesse du son (respectivement la densit�e) en l'absence de

potentiel al�eatoire et � n la partie normal du gaz induite par la pr�esence du d�esordre. Selon leurs
travaux, la vitesse du son devrait donc augmenter en pr�esence d'un potentiel al�eatoire. Cela
�etant, il faut remarquer que cette correction peut être faible puisque la partie normale du gaz
� n est petite devant la densit�e du condensatn0 dans un potentiel al�eatoire perturbatif.

16Comme pr�ec�edemment, il s'agit dans ce cas de diviser l'expression de la vitesse du son du cas uniforme par
un facteur

p
2 pour prendre en compte le con�nement radial.
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Plus r�ecemment, Yakulov et Graham ont �egalement calcul�e les modi�cations attendues sur
la vitesse du son en pr�esence d'un potentiel al�eatoire [98]. Leur approche est bas�ee sur une th�eo-
rie de champ moyen stochastique avec laquelle ils peuvent traiter le probl�eme d'un potentiel
al�eatoire d'amplitude quelconque. Ils obtiennent une d�ependance de la vitesse du son avec la
partie normale � n de signe oppos�ee �a celle obtenue par Giorginiet al. [95] (mais une r�eduction
de la vitesse du son comme L. Zhang [97]). Ils montrent que la vitesse du son doit �egalement
d�ependre de la partie anormale du gaz de Bose, et ce avec un signe oppos�e �a la d�ependance
avec la partie normale� n . Leur conclusion est que ces deux d�ependances de la vitesse du son se
compensent et que cette derni�ere doit peu varier en pr�esence d'un potentiel al�eatoire. Dans le
cas d'un potentiel delta-corr�el�e, Yakulov et Graham obtiennent d'ailleurs la même formule pour
la vitesse du son en pr�esence d'un potentiel al�eatoire que celle du cas sans d�esordre [Eq.(5.16)].
En�n, les auteurs pr�ecisent que des simulations num�eriques qu'ils ont e�ectu�ees montrent que
la vitesse du son d�ecrô�t tr�es lentement avec l'amplitude du potentiel al�eatoire.

Lors de travaux r�ecents dans notre groupe, le spectre des excitations de Bogolyubov en pr�e-
sence d'un potentiel al�eatoire perturbatif a �et�e �etudi�e [99]. Dans cette �etude, il a �et�e d�emontr�e
que le potentiel al�eatoire vu par les modes collectifs de basse �energie (quasi-particules dont le
vecteur d'ondek est tr�es inf�erieur �a la longueur de relaxation � , k � � ) est �ecrant�e par la pr�e-
sence des interactions entre atomes17. Une cons�equence de cet �ecrantage du potentiel al�eatoire
pour les phonons (k � � ) est la tr�es faible localisation de ces modes dans le d�esordre [99]. Pour
le propos concernant la vitesse du son qui nous int�eresse ici, l'�ecrantage du potentiel al�eatoire
aux basses �energies a pour cons�equence une modi�cation tr�es faible de la relation de disper-
sion d'un condensat d�esordonn�e par rapport au cas non-d�esordonn�e. L'inuence du potentiel
al�eatoire �etant faible puisque le potentiel est �ecrant�e, il est naturel d'obtenir une relation de
dispersion peu modi��ee par la pr�esence de ce dernier. D�es lors, si la relation de dispersion n'est
modi��ee que marginalement la vitesse du son doit �egalement l'être. Des premi�eres simulations
num�eriques e�ectu�ees par P. Lugan dans le cas d'un potentiel al�eatoire de tavelures con�rment
que le spectre �a basse �energie en pr�esence du d�esordre est tr�es proche du spectre du condensat
non-d�esordonn�e. Cette analyse num�erique renforce ainsi l'id�ee selon laquelle la vitesse du son
doit être faiblement modi��ee par la pr�esence d'un potentiel al�eatoire. Une �etude plus d�etaill�ee
de ce point est en cours dans notre groupe.

Mesure de la vitesse du son en fonction de l'amplitude du potentiel al�eatoire

A�n d'e�ectuer une mesure de la vitesse du son dans un condensat d�esordonn�e, nous avons
r�ep�et�e les exp�eriences consistant �a observer le d�eplacement d'un pic de densit�e en pr�esence
d'un potentiel al�eatoire. Le potentiel al�eatoire que nous utilisons consiste toujours en un champ
de tavelures qui �eclaire les atomes (voir partie 2). Dans ces exp�eriences nous avons utilis�e le
dispositif exp�erimental dont l'ouverture num�erique est la plus faible. Ainsi le potentiel al�eatoire
est quasi-1D et sa longueur de corr�elation dans la direction longitudinale du pi�ege (celle du
d�eplacement du pic de densit�e) vaut � z = 5:5 � m. L'amplitude normalis�ee du potentiel al�eatoire
est toujours not�ee  = � V =� .

17Il n'existe pas d'interactions entre quasi-particules, les interactions auxquelles nous faisons r�ef�erence ici
sont celles qui existent entre atomes et qui se manifestent dans les �equations sur les quasi-particules par un
terme d'�energie de champ moyengn0 [99].
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Pour ces mesures de la vitesse du son, nous avons utilis�e un potentiel al�eatoire tr�es per-
turbatif :  < 0:05. Cette situation nous permet de nous a�ranchir du cas o�u il pourrait y
avoir une forme de pi�egeage d'une partie du nuage similaire au ph�enom�ene de localisation sur
des barri�eres uniques du potentiel al�eatoire (chapitre [?]). De plus, nous nous trouvons alors
exp�erimentalement dans une situation proche des discussions th�eoriques que nous avons men-
tionn�ees [95,98,99,194] dans lesquelles le potentiel al�eatoire est (tr�es) faible.

La s�equence exp�erimentale consiste dans un premier temps en la cr�eation d'un condensat de
Bose d�esordonn�e. Dans un deuxi�eme temps, le gradient magn�etique est appliqu�e de telle sorte
�a g�en�erer un pic de densit�e (avec une tension de 12 V appliqu�ee aux bobines du PMO, voir
5.1.1.2). Nous prenons alors des images apr�es di��erents temps d'oscillations� pour observer
le d�eplacement du pic de densit�e sur le condensat d�esordonn�e. Nous extrayons de ces obser-
vations la mesure de la vitesse du son comme pr�ec�edemment (paragraphe 5.2.3.1). La �gure
5.17 pr�esente l'�evolution de la vitesse du son en fonction de l'amplitude du potentiel al�eatoire.

Fig. 5.17 { Vitesse de propagation du pic de densit�ec mesur�ee dans un condensat d�esordonn�e
�a partir de la propagation d'un pic de densit�e (n0 ' 2:5 cm� 3) en fonction de l'amplitude du
potentiel al�eatoire.

Nous n'observons pas de variation de la vitesse du son en fonction de l'amplitude du potentiel
al�eatoire pour  < 0:05. Aux incertitudes de mesures exp�erimentales pr�es, la vitesse du son en
pr�esence d'un potentiel al�eatoire perturbatif est �egale �a la vitesse du son mesur�ee dans un
condensat non-d�esordonn�e.

Cette absence d'�ecart entre la vitesse du son d'un condensat non-d�esordonn�e et celle d'un
condensat d�esordonn�e est un r�esultat exp�erimental int�eressant. A notre connaissance, il s'agit
d'ailleurs de la premi�ere mesure exp�erimentale e�ectu�ee dans un condensat gazeux d�esordonn�e.
De plus, la modi�cation de la vitesse du son induit par la pr�esence d'un potentiel al�eatoire reste
un sujet th�eorique assez ouvert [95,97,98]. Notre �etude permet donc d'apporter un �el�ement de
r�eponse exp�erimental �a cette question en concluant, dans la limite donn�ee par les incertitudes
de mesure, que la vitesse du son d'un condensat d�esordonn�e dans un potentiel al�eatoire faible
est identique �a celle d'un condensat non-d�esordonn�e. Notre interpr�etation de ce r�esultat exp�eri-
mental est li�ee �a l'�ecrantage des excitations de basse �energie [99], cet �ecrantage �etant �a l'origine
de la tr�es faible inuence du potentiel al�eatoire sur la propagation d'onde sonore et sur la vitesse
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du son . Une �etude plus d�etaill�ee (en cours dans notre groupe) de la courbe de dispersion d'un
condensat d�esordonn�e devrait permettre une justi�cation plus �etay�ee de l'argument que nous
venons d'avancer.

D�ependance de la vitesse du son avec la densit�e atomique du condensat d�esordonn�e

La vitesse du son dans un potentiel al�eatoire faible �etant �egale �a la vitesse du son en l'absence
de d�esordre et ind�ependante de l'amplitude du potentiel al�eatoire se pose alors la question de
sa d�ependance avec la densit�e du nuage atomique. En particulier, la d�ependance donn�ee par
l'�equation (5.16) s'applique t-elle �egalement au cas d�esordonn�e ?

Nous avons ainsi compl�et�e l'�etude de la vitesse du son dans un condensat d�esordonn�e en
mesurant sa d�ependance avec la densit�en0(0) du condensat sous-jacent. Comme dans les ex-
p�eriences en l'absence de potentiel al�eatoire, nous modi�ons la densit�e du condensatn0(0) en
le conservant pendant un temps de bouclier plus ou moins long avant d'appliquer le gradient
magn�etique cr�eant l'excitation.

La �gure 5.18 pr�esente les r�esultats de nos mesures dans un potentiel al�eatoire d'amplitude
faible  = 0:02.

Fig. 5.18 { Vitesse de propagation du pic de densit�e. Les losanges rouges correspondent aux
vitesses mesur�ees en l'absence de potentiel al�eatoire [�gure 5.16]. Les cercles noirs correspondent
aux vitesses mesur�ees en pr�esence d'un potentiel al�eatoire perturbatif d'amplitude = 0:02. La
courbe en trait plein rouge est la pr�ediction th�eorique de l'�equation (5.16).

Les mesures e�ectu�ees en l'absence de potentiel al�eatoire ont �et�e report�ees sur la �gure 5.18.
Les vitesses mesur�ees en pr�esence du potentiel al�eatoire perturbatif d'amplitude = 0:02 sont
identiques �a celles e�ectu�ees en l'absence de d�esordre. En particulier, nous observons que la vi-
tesse du son sur un condensat d�esordonn�e a la même d�ependance avec la densit�e que la vitesse
du son en l'absence de potentiel al�eatoire : elle suit correctement l'�equation (5.16).
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L'�ecrantage du potentiel al�eatoire pour les excitations de basse �energie [99] est (presque)
identique pour les valeurs de la densit�en0(0) du condensat avec lesquelles nous avons travaill�es.
En e�et, nous avons seulement vari�en0(0) du simple au double. Ainsi, comme nous l'avons
propos�e au paragraphe pr�ec�edent, l'�ecrantage du potentiel al�eatoire pour les excitations sonores
pourrait justi�er cette observation exp�erimentale.

Cependant, il est important de remarquer que l'�ecrantage du potentiel al�eatoire pour les
excitations de basse �energie d�epend de la densit�e du condensat [99]. Dans un condensat avec des
interactions entre atomes plus faibles, l'�ecrantage du potentiel al�eatoire pour les modes de basse
�energie est r�eduit. D�es lors, il serait int�eressant d'�etudier ce r�egime o�u l'�ecrantage du potentiel
al�eatoire serait r�eduit et d'observer s'il est possible de mettre en �evidence un �ecart entre la
vitesse du son en l'absence et en pr�esence de d�esordre. Une technique exp�erimentale permettant
d'atteindre un tel r�egime pourrait être fournie par l'utilisation de r�esonances de Feshbach [29{
31]. Nous n'aborderons cependant pas cette question (tr�es ouverte) dans ce manuscript.

5.3 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons pr�esent�e une �etude exp�erimentale des excitations de basse
�energies dans un condensat de Bose-Einstein en pr�esence d'un potentiel al�eatoire faible.

Nous avons mesur�e la fr�equence des modes collectifs dipolaire et quadrupolaire dans un
condensat d�esordonn�e et justi��e l'absence de d�ecalage en fr�equence au regard du caract�ere
auto-moyennant de notre syst�eme exp�erimental. Nous avons pr�esent�e une �etude originale du
fort amortissement du mode d'oscillation dipolaire selon la direction du potentiel al�eatoire :
le taux d'amortissement � croit lin�eairement avec le carr�e de l'amplitude du potentiel al�ea-
toire, � 2

V . Nous avons discut�e des interpr�etations possibles de cette observation en soulignant
la di�cult�e qui est la notre d'apporter une r�eponse explicite d'un point de vue exp�erimental
suite �a la pr�esence d'un probl�eme non-r�esolu sur notre exp�erience (d�eformation du condensat
non-d�esordonn�e lors de son oscillation dans le pi�ege magn�etique).

Nous avons �etudi�e la propagation d'onde de densit�e dans un condensat d�esordonn�e. En
l'absence de potentiel, nos mesures exp�erimentales sur la vitesse du son con�rment les r�esultats
exp�erimentaux pr�ec�edents [20] et l'approche th�eorique perturbative [184], et ce même dans une
situation exp�erimentale qui d�epasse ce cadre th�eorique perturbatif. Nous avons mesur�e la vitesse
du son en pr�esence d'un potentiel al�eatoire de faible amplitude. Dans ce cas, nos mesures ne
mettent pas en �evidence de modi�cation de la vitesse du son due �a la pr�esence du d�esordre
(aux incertitudes exp�erimentales pr�es) et la d�ependance de cette vitesse du son avec la densit�e
du condensat sous-jacent est identique �a celle du cas d'un condensat non-d�esordonn�e. En�n,
nous avons interpr�et�e ces observations en lien avec l'�ecrantage du potentiel al�eatoire pour les
excitations de basse �energie induit par la pr�esence des interactions [99]. Cette derni�ere piste
doit être poursuivie a�n d'�etayer les arguments que nous avons avanc�es �a la �n de ce chapitre.
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Dans ce m�emoire, nous avons pr�esent�e les �etudes que nous avons e�ectu�ees sur l'inuence
du d�esordre dans les syst�emes coh�erents que sont les condensats de Bose-Einstein de gaz dilu�es.

Les e�ets, non-intuitifs et forts, induits par la pr�esence d'un d�esordre même faible dans
les syst�emes quantiques et les di�cult�es de la compr�ehension de ces ph�enom�enes en pr�esence
d'interactions ont �et�e rappel�es au chapitre 1. Nous avons d�ecrit au chapitre 2 la mise en place
et la calibration d'un potentiel al�eatoire optique 1D engendr�e par un champ de tavelures. Au
contraire de nombreuses situations o�u le d�esordre est impos�e, il faut souligner le contrôle dont
nous disposons sur un tel potentiel al�eatoire optique (modi�cation des param�etres principaux
� z et � V , coupure rapide possible). Une calibration par spectroscopie de l'amplitude du poten-
tiel al�eatoire et l'obtention de courtes longueurs de corr�elation (jusqu'�a� z ' 0:33 � m) ont fait
l'objet d'une attention particuli�ere [33]. Nous avons ensuite pr�esent�e au chapitre 3 le dispositif
exp�erimental de cr�eation de condensats de Bose d�esordonn�es. Leurs principales caract�eristiques
dans le pi�ege magn�etique et leur �evolution au cours du temps de vol ont �et�e �etudi�ees. En parti-
culier, nous avons mis en �evidence exp�erimentalement le d�eveloppement de grandes uctuations
de densit�e au cours de l'expansion libre d'un condensat d�esordonn�e [34]. Nos exp�eriences d�e-
montrent que ce ph�enom�ene n'est pas li�e �a l'existence de uctuations de phase dans le nuage
pi�eg�e. Au contraire, le mod�ele th�eorique que nous avons propos�e montre que l'origine de ces
modulations est l'impression d'une modulation de phase d�eterministe par le potentiel al�eatoire
lors de l'ouverture du pi�ege magn�etique. Les r�esultats d'une int�egration num�erique de l'�equation
de Gross-Pitaevskii �a 3D sont en tr�es bon accord �a la fois avec nos mesures exp�erimentales et
avec les pr�edictions analytiques de notre mod�ele.

Le m�emoire se poursuit par la pr�esentation de nos travaux sur l'expansion d'un condensat
dans un potentiel al�eatoire en pr�esence d'interactions entre atomes (chapitre 4). Nous avons
�etudi�e deux r�egimes di��erents de suppression du transport de l'onde de mati�ere en pr�esence
de d�esordre. Dans le premier r�egime o�u les interactions sont importantes et la r�eexion sur
une barri�ere peut être proche de l'unit�e, nous avons observ�e exp�erimentalement un pi�egeage
du condensat avec une partie centrale o�u la densit�e atomique demeure �elev�ee [33, 35]. Dans le
mod�ele que nous avons propos�e, la partie centrale du condensat o�u les interactions dominent
est pi�eg�ee classiquement suite �a l'existence de grandes modulations du potentiel al�eatoire (ici
le d�esordre est relativement grand,� V � 0:1 � 0:5� ). Dans les parties lat�erales, la r�eexion sur
une modulation unique du potentiel al�eatoire peut être proche de l'unit�e et cette caract�eris-
tique engendre le pi�egeage des ailes du nuage. Il faut souligner le tr�es bon accord qualitatif et
quantitatif de nos mesures exp�erimentales avec notre mod�ele. Par la suite, nous avons consid�er�e
th�eoriquement un second r�egime d'expansion du condensat o�u le potentiel al�eatoire estfaible,
quali�catif dont nous donnons une d�e�nition pr�ecise [36]. Pour un tel d�esordre, la partie cen-
trale qui peut être pi�eg�ee classiquement repr�esente alors une faible partie du nuage atomique
et la probabilit�e d'une r�eexion importante (proche de l'unit�e) sur une modulation unique du
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potentiel al�eatoire est n�egligeable. D�es lors, nous montrons que le ph�enom�ene de localisation
d'Anderson peut être responsable du pi�egeage de l'onde de mati�ere et qu'il est envisageable de
r�ealiser une telle observation avec les exp�eriences actuelles [36].

En�n, nous �etudions au dernier chapitre (chapitre 5) les e�ets induits par le d�esordre sur les
propri�et�es des modes collectifs des condensats. Cette �etude a un lien tr�es fort avec le caract�ere
superuide des gaz d�eg�en�er�es. Dans un premier temps, nous avons montr�e que les fr�equences
propres des modes d'oscillation dipolaire et quadrupolaire ne sont pas modi��ees signi�cative-
ment dans un d�esordre auto-moyennant. En revanche un amortissement important du mode
dipolaire dans la seule direction du potentiel al�eatoire 1D a �et�e observ�ee et nous avons pro-
pos�e une piste d'interpr�etation de ce ph�enom�ene. Dans un second temps, nous avons mesur�e
la propagation d'une onde de densit�e sur le nuage atomique. Il est int�eressant de souligner
qu'en l'absence de d�esordre nous obtenons une mesure de la vitesse du son qui correspond aux
pr�edictions th�eoriques perturbatives [155, 184, 185] alors même que l'amplitude de l'onde de
densit�e qui se propage est grande. Dans le cas d'un condensat d�esordonn�e, nous n'observons
pas de d�ecalage de la vitesse du son pour les di��erentes amplitudes du potentiel al�eatoire et les
di��erentes densit�es atomiques avec lesquelles nous avons travaill�ees. Il nous semble que cette
observation doit être mise en parall�ele avec un travail th�eorique r�ecent [99] qui montre l'�ecran-
tage du potentiel al�eatoire pour les excitations de basses �energies.

Les exp�eriences que notre �equipe a men�ees sur les condensats atomiques en pr�esence de
potentiel al�eatoire, en parall�ele de travaux exp�erimentaux sur cette même th�ematique �a Florence
[88, 91, 154], �a Hanovre [86] et �a Rice University (dans le groupe de R. Hulet), constituent un
premier pas vers nombre d'autres �etudes des gaz ultra-froids dans le d�esordre. En plus d'une
�etude plus approfondie de l'amortissement du mode dipolaire, nous pouvons identi�er trois axes
de recherche pour prolonger ces travaux.

Premi�erement, le ph�enom�ene de localisation d'Anderson d'une onde de mati�ere (avec l'obser-
vation directe du pro�l de l'onde localis�ee) est une voie d'�etude prometteuse. Il semble possible
d'observer exp�erimentalement la localisation d'Anderson d'un condensat avec interactions dans
un potentiel al�eatoire 1D [36]. Un enjeu important serait ensuite de d�emontrer l'existence de ce
ph�enom�ene de localisation dans des potentiels al�eatoires 2D et 3D. De plus, l'utilisation de r�eso-
nances de Feshbach sur les gaz d'atomes ultra-froids permettrait d'�etudier directement dans les
exp�eriences l'inuence des interactions sur ce ph�enom�ene pr�edit par Anderson dans le cas d'un
gaz id�eal [4]. Une autre piste de travail possible sur le transport d'ondes de mati�ere consisterait
en l'observation du ph�enom�ene de r�etro-di�usion coh�erente dans un potentiel al�eatoire 2D ou
3D. Une telle �etude serait envisageable avec un laser �a atomes guid�e [32].

Deuxi�emement, �a l'instar des travaux sur la transition de Mott dans un r�eseau optique [26],
l'�etude des phases quantiques d'un gaz de Bose dans le d�esordre constitue un autre axe de
recherche int�eressant. R�ecemment, une phase isolante d�esordonn�ee 1D a �et�e obtenue dans un
quasi-d�esordre [91], la caract�erisation et l'identi�cation de cette derni�ere avec un verre de Bose
�etant actuellement poursuivies. L'observation et la caract�erisation de phases comme les verres
d'Anderson et Lifshits [68, 106] ou de Bose [3] permettrait certainement de mieux cerner l'in-
uence du d�esordre dans les syst�emes fortement corr�el�es. L'�etude de ces transitions de phase
superuide-isolant avec des d�esordres dont le spectre est dense (comme celui issu d'un champ ta-
velures par exemple) est �egalement envisageable et pourrait apporter des ph�enom�enes di��erents
de ceux observ�es dans un d�esordre au spectre discret (comme celui du quasi-d�esordre).
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Troisi�emement, les �etudes th�eoriques des excitations de Bogoliubov en pr�esence de d�esordre
ont d�emontr�e l'existence d'un ph�enom�ene de localisation d'Anderson d�ependant du vecteur
d'onde de l'excitation [99,195]. Une technique de spectroscopie de Bragg [196,197] permettrait
de tester cette d�ependance. Le ph�enom�ene de localisation des excitations d�epend fortement
du type de d�esordre, en particulier de la longueur de corr�elation du potentiel al�eatoire [106].
Ainsi, il serait int�eressant de mener cette �etude des excitations de Bogoliubov dans un potentiel
al�eatoire issu d'un champ de tavelures o�u il est possible exp�erimentalement de modi�er assez
facilement la longueur de corr�elation.

En�n, nous pouvons conclure en �evoquant l'extension des �etudes exp�erimentales qui ont
�et�e men�ees avec des condensats de Bose au cas de mer de Fermi d�eg�en�er�ees ou de m�elanges
fermion-boson [90,105]. La statistique fermionique et l'absence d'interaction en ondes entre les
atomes peuvent conduire �a des di��erences dont l'�etude peut s'av�erer int�eressante, en particulier
en lien avec les syst�emes de la mati�ere condens�ee.





ANNEXE A

Atome de Rubidium et lasers

A.1 L'atome de rubidium 87

Nous pr�esentons ci-dessous quelques chi�res utiles concernant l'atome de Rubidium 87. Le
lecteur trouvera une pr�esentation plus compl�ete dans [198].

{ Propri�et�es physiques

Nombre atomique Z = 37
Abondance relative 27:8%
Masse m = 1:44� 10� 25 kg
Liqu�efaction TL = 39:3� C
Vaporisation TV = 688� C
Spin nucl�eaire I = 3=2
Longueur de di�usion1 a = 5:3 nm
Constantes de recombinaison �a 3 corps2 K 3 = 5:8� 10� 30 cm6.s� 1

{ Propri�et�es de la raie D2

Longueur d'onde (air) � = 780:03 nm
Largeur de raie � = 6 :07 MHz
Intensit�e de saturation I sat = 1:67 mW/cm2

Temp�erature Doppler TD = 146 � K
�Energie de recul Er =h = 3:77 kHz
Vitesse de recul vr = 5:88 mm=s
Temp�erature de recul Tr = 362 nK

{ Raies 52S ! 52P
Nous rappelons ici la relation entre le taux d'�emission spontan�ee � et le dipôled = 2:53 C.m,

1La longueur de di�usion est pratiquement ind�ependante des sous-�etats consid�er�es. Cette propri�et�e n'est pas
g�en�erale mais particuli�ere au rubidium 87.

2Nous donnons la valeur de [199] mesur�ee pour un condensat dans l'�etatjF =1 ; mF = � 1> . Pour des atomes
thermiques, le taux donn�e doit être multipli�e par 6.
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Fig. A.1 { RaiesD1 et D2 du 87Rb: Seule la raieD2 intervient dans le processus de refroidis-
sement laser (Chapitre 1). Les longueurs d'onde sont ici donn�ees dans le vide.

associ�e �a la transition S ! P, ind�ependant de l'�etat �n ou hyper�n [200] :

� =
8� 2d2

3"0~� 3
: (A.1)

A.2 Les lasers de "BEC1"

Les sources laser utilis�ees sur notre exp�erience sont uniquement des lasers �a semi-conducteur.
Cette diodes laser semi-conductrices sont mont�ees dans des cavit�es �etendues �a l'aide d'un r�eseau
lorsque nous voulons les a�ner et les accorder spectralement (�a l'aide d'un dispositif de spec-
troscopie par absorption satur�ee). Nous appelons ces lasers �ns et asservis sur une transition
atomique laser "maitres". Nous utilisons �egalement des laser dits "esclaves" qui sont inject�es par
un laser "mâ�tre". L'int�erêt d'une telle injection tient seulement �a l'obtention d'une puissance
optique sup�erieure �a celle qui sort d'un laser "mâ�tre". Chaque diode esclave d�ebite donc 70 �a
80 mW, avec une largeur de raie inf�erieure �a 1 MHz. En�n, des modulateurs acousto-optiques
(MAO) servent �a accorder les lasers dont la fr�equence ne se trouvent pas exactement sur une
raie du signal d'absorption. Nous renvoyons le lecteur int�eress�e au manuscript de Y. Lecoq [201]
pour de plus amples d�etails sur les sources laser et leur asservissement.

La �gure A.2 r�esume ce qu'il faut savoir sur les transitions utilis�ees. Nous utilisons la tran-
sition ferm�ee F = 2 ! F 0 = 3 pour le pi�ege et l'imagerie. Nous l'utilisons aussi pour le
ralentissement, mais le laser est d�esaccord�e de 133 MHz car le champ magn�etique est non nul
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Fig. A.2 { Synoptique des lasers utilis�es pour le refroidissement et l'imagerie.

�a la sortie du ralentisseur Zeeman.
Malgr�e le d�esaccord utilis�e, la probabilit�e d'exciter le niveau F 0 = 2 au cours d'un cycle avec

un retour possible versF = 1 est non nulle. Le temps caract�eristique de ce d�epompage est�
1 ms. Il est donc n�ecessaire de superposer au pi�ege et au ralentisseur1 un faisceau repompeur
partant de F = 1 (et arrivant en l'occurrence sur F 0 = 2). En revanche, pour transf�erer les
atomes dans le pi�ege magn�etique dans l'�etatF = 1, nous utilisons cette fois un d�epompeur. Ce
d�epompeur est �egalement utilis�e pendant la phase dite d'Ultra Dark Spot (voir le paragraphe
3.3). En�n, les atomes issus du pi�ege magn�etique sont repomp�es avant la prise d'image (pendant
leur temps de vol) puisque la sonde est accord�ee surF = 2 ! F 0 = 3. En revanche, le temps
d'exposition est su�samment court (typiquement 100� s) pour qu'il ne soit pas n�ecessaire de
repomperpendant la prise d'image.

1La dynamique de repompage/d�epompage pendant le ralentissement est loin d'être triviale, voir [202] pour
une discussion approfondie.
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