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Résumé

Cette thése développe une approche basée sur la géométrie pro-
jective pour analyser et traiter des séquences d’images obtenues avec
une caméra mobile. Les dérivations et démonstrations sont faites sans
supposer qu’une information a priori est disponible sur les images, que
ce soit sur le mouvement de la caméra ou sur leurs parametres in-
trinseques, comme la distance focale ou les points principaux. Il peut
méme s’agir de caméras différentes. La seule hypothese est que la scene
est rigide.

Le premier chapitre introduit le modele mathématique de la caméra
que nous utilisons, c’est & dire le modele perspectif. A partir d’une for-
malisation en géométrie projective de la structure d’une caméra, nous
dérivons les objets mathématiques nécessaires a la compréhension d’un
systeme de deux caméras, c’est & dire la géométrie épipolaire, puis de
trois caméras avec les trilinéarités. Une théorie unificatrice est présen-
tée, basée sur des déterminants, qui permet de généraliser les objets
utilisés pour le cas de deux et de trois caméras au cas d’un nombre
quelconque de caméras. Les liens entre ce formalisme et d’autres théo-
ries sont mis en évidence. Nous étudions aussi avec soin comment les
objets peuvent se calculer les uns & partir des autres, en prenant soin
de n’omettre aucun cas particulier.

Ces modeles auraient une utilité limitée si il n’existait pas de mé-
thodes pour estimer cette géométrie. C’est 'objet du deuxieme cha-
pitre. Tout d’abord, nous présentons les algorithmes utilisés pour ex-
traire des images les primitives d’intérét que nous allons utiliser par la
suite. Il s’agit de points et de droites vus dans plusieurs images. Nous
distinguerons les procédés d’extraction de ces primitives des procédés
de mise en correspondance. Nous abordons le probleme de ’estimation
de la géométrie des caméras sous plusieurs angles, & partir des matrices
fondamentales représentatives de la géométrie épipolaire, & partir du
tenseur trifocal, représentatif des trilinéarités, ou bien directement,
4 partir des épipoles seulement. Cette estimation est faite par petits
groupes de vues qui ont des primitives en commun. Il faut alors recoller
les estimations partielles pour pouvoir exprimer toutes les matrices de
projection dans la méme base. Plusieurs méthodes sont possibles pour
calculer ce changement de base. Nous en décrivons trois, que nous com-
parons a ’aide de tests statistiques. La géométrie globale peut ensuite
étre raffinée & l'aide de différents procédés itératifs. Toutes les mé-
thodes sont testées sur des données synthétiques et sur des séquences
réelles.

La deuxieme partie de cette these présente ’application & un sys-
teme de caméras d’une extension de la géométrie projective, la géomé-
trie projective orientée. Nous introduisons tout d’abord les concepts



iii

mathématiques nécessaires et les théoremes qui en découlent. Nous ex-
plorons aussi les possibilités offertes par la géométrie projective orien-
tée, comme la notion de gauche ou de droite, d’enveloppe convexe et
de segment. L’application de ces outils & la vision conduit & l’orien-
tation des caméras et des plans focaux de ces caméras. Tous les ob-
jets que nous avons étudiés précédemment possedent maintenant une
orientation. C’est le cas en particulier des matrices fondamentales et
des épipoles. Les applications pratiques sont multiples. Nous décrivons
comment cette méthode est employée pour supprimer des faux appa-
riements, ou bien pour construire des enveloppes convexes d’objets, ou
encore pour déterminer les parties visibles dans une nouvelle vue, ce
qui nous sera utile par la suite. Nous montrons les liens qui existent
entre cette théorie et une autre, différente, mais conduisant aux mémes
résultats: la chiralité.

La troisieme partie de cette these montre diverses applications de
ces algorithmes & des problemes concrets.

Le premier chapitre traite des applications dans les images direc-
tement. L’exemple abordé est celui de la synthése de nouvelles vues
sans utiliser de modeles tridimensionnels. Cette méthode a ’avantage
de permettre un rendu beaucoup plus réaliste des scenes puisqu’elle
est basée sur les images et non pas sur des modeles de réflectances et
de textures. Cette méthode est aussi avantageuse dans le cas de scenes
changeant constamment et pour lesquelles la construction d’un modele
3-D est inadaptée.

Le dernier chapitre est consacré aux méthodes d’obtention d’un
modele tridimensionnel de la scéne a partir de vues non calibrées. L’es-
timation de la géométrie des caméras permet de simplifier grandement
I’estimation de la structure de la scéne. L’introduction de quelques
contraintes supplémentaires, comme le parallélisme de quelques droites
ou l'orthogonalité de quelques autres permet de transformer le modele
3-D projectif en un modele 3-D euclidien. Des expériences dans des
conditions réelles sont présentées, pour la reconstruction d’un béati-
ment & partir de différentes vues.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Motivations

Les images sont de plus en plus présentes dans notre environnement. La
demande est forte pour la création d’images, que ce soit pour la fiction, pour
la simulation ou bien pour le jeu. Ces images peuvent étre créées de maniere
cinématographique, ou bien a partir de dessins, ou bien & partir d’ordinateurs.
Ces images informatiques nouvelles peuvent étre soit le traitement d’images
réelles, soit une invention complete de 'ordinateur (et de son maitre).

Pour que ces images soient visuellement correctes, elles doivent issues de
la géométrie tridimensionnelle de la scene. La principale difficulté est alors de
déterminer les parametres des images sources dans la scene, qui sont parfois
disponibles, mais le plus souvent inconnues.

Comprendre et calculer la géométrie d’une scene a partir d’images est un
probleme extrémement difficile (et n’ayant pas toujours toujours une solution
unique). Plusieurs approches existent, notamment en stéréovision binoculaire
[Marr et Poggio, 1977, Dhond et Aggarwal, 1989, Hotz, 1991, Nishihara et
Poggio, 1983, Nishihara et Poggio, 1984], trinoculaire [Ayache et Lustman,
1987a, Ito et Ishii, 1986b, Kitamura et Yachida, 1990, Pietikainen et Har-
wood, 1987| et multi-baseline [Ohta et Kanade, 1985, Milenkovic et Kanade,
1985, Kanade et Okutumi, 1990 . D’autres méthodes sont basées sur 'esti-
mation de la structure a partir du mouvement comme [Aggarwal et Nand-
hakumar, 1988, Huang et Netravali, 1994, Jerian et Jain, 1991, Weng et al.,
1992, Lee et al., 1995].

Malheureusement, toutes ces méthodes supposent connus les parametres
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optiques de la caméra. Or, de nombreux facteurs peuvent changer la valeur
de ces parametres: il peut s’agir d’'un changement de focale pour permettre
de sélectionner un détail de la scene [Enciso et al., 1994, Viéville et al., 1994,
Viéville, 1995, Aloimonos et al., 1988, Pahlavan et al., 1993|, il peut s’agir
d’une mise au point [Krotkov, 1989, Krotkov et Bacjcsy, 1993, Das et Ahuja,
1993.

Ces parametres peuvent étre mesurés a l’aide d’un laser [Willson, 1994,
Willson et Shafer, 1993], mais, habituellement, on se sert de ’analyse d'une ou
plusieurs images d’une mire dite de calibration. Cette mire peut étre fixe ou en
mouvement. C’est généralement un cube, un diedre [Robert, 1993| ou un plan
que 'on déplace |Tsai, 1986, Lenz et Tsai, 1987, Tsai, 1987, Tsai, 1989, Lenz
et Tsai, 1988]. Malheureusement, obtenir des images de cette mire est parfois
malcommode, comme pour les applications sous-marines, mais parfois aussi
impossible, comme par exemple pour les applications spatiales et planétaires,
olt le transport de tels objets présente un cotit prohibitif. D’'une maniere plus
générale, cette calibration rend le systeme plus difficilement utilisable par des
non spécialistes, de par sa relative complexité. Il existe toutefois des logiciels
commerciaux utilisant une calibration approximative comme PhotoModeller.

De plus, 'utilisateur veut parfois avoir un controle actif de son systéme de
caméras. Il peut vouloir se concentrer sur des zones de 1'image particuliere-
ment intéressantes, ou bien déplacer son champ de vision sur des objets plus
proches ou plus lointains et faire une mise au point de 'image. Ces systemes
de vision active [Ma et Olsen, 1990, Pahlavan et al., 1993| ont beaucoup de
mal & conserver une calibration au cours du temps.

Pis encore, on veut pouvoir traiter des images qui ont été prises avec
une caméra ou un appareil photo dont la calibration n’est pas disponible.
Il s’agit de films préexistants, de photos prises par des non spécialistes, de
vidéos amateur. Pour toutes ces applications, la calibration est simplement
impossible.

Nous allons tenter d’apporter une réponse a ces problemes dans cette
these en prenant le parti de ne pas calibrer nos images. Bien siir, ce choix va
entrainer de nombreux problemes a résoudre. Ce parti pris pour la simpli-
cité d’acquisition va entrainer des difficultés de traitement. En ayant moins
d’informations a priori sur la géométrie du systeme, les résultats possibles
seraient moins intéressants. Il va donc falloir que nous obtenions cette infor-
mation manquante pour faciliter le travail de 'utilisateur.

Tout d’abord, nous allons nous demander quelle est I'information maxi-
male que nous pouvons extraire des images sans calibration. La réponse dé-
pendra bien sir du nombre de caméras et de leur configuration géométrique,



1.2 Contributions de cette theése

comme nous le verrons au cours du premier chapitre. Il nous faudra ensuite
estimer cette information géométrique, ce que nous ferons au deuxieéme cha-
pitre. Nous présenterons diverses méthodes ainsi qu’'une comparaison basée
sur des données exactes ainsi que sur des données réelles. Notre modele se-
rait malgré tout incomplet si nous n’introduisions pas la notion d’orientation
au chapitre 3. En effet, si les notions de devant la caméra et de derriere la
caméra sont évidentes lorsque ’on est calibré, elle deviennent beaucoup plus
délicates a appréhender sans cette hypothese. Cette information est pour-
tant cruciale pour plusieurs applications. Ces applications seront présentées
au chapitres 4 et 5. Nous montrerons qu’il est possible de synthétiser de nou-
velles vues sans avoir a reconstruire un monde tridimensionnel, de construire
une mosaique a partir de plusieurs images. Les domaines d’utilisation de ces
méthodes sont extrémement nombreux: on imagine un jeu vidéo de courses
de voitures ou les images ne sont pas synthétiques, mais des images réelles
d’un circuit existant. On imagine un développement panoramique de pho-
tos d’un paysage pris en plusieurs fois. On imagine un catalogue de vente
par correspondance sur votre télévision branché sur une simple ligne de télé-
phone. Certaines de ces applications sont déja au stade commercial comme
par exemple QuickTime VR d’Apple.

Nous montrerons dans un deuxieme temps qu’il est possible de recons-
truire une sceéne a partir de différentes vues et ceci sans calibration. Enfin,
nous montrerons comment il est possible de calibrer un systeme de camé-
ras interactivement sans mire, mais avec des images d’'une sceéne quelconque.
La encore, les domaines d’utilisations sont nombreux. On voudrait recons-
truire une ville détruite pendant la guerre a partir d’un film. On voudrait
construire facilement des modeles tridimensionnels pour I’animation, simple-
ment & partir d’images de ces objets. On voudrait montrer aux gens une
cuisine dans leur appartement virtuel obtenu a partir de photos de famille.
Des programmes commerciaux existent pour certaines de ces applications,
avec toutefois des conditions plus restrictives. Ces logiciels sont développés
par des sociétés issues de la photogrammétrie comme PhotoModeller.

1.2 Contributions de cette these

Dicunt er Cesaris tunc ait illis reddite ergo quee sunt Cesaris
Cesari et que sunt Dei Deo.

Mathieu, 22-21
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1.2.1 Premieére partie

La section 2.1 est enseignée dans tous les cours de vision par ordinateur.
Les personnes y ayant contribué sont trop nombreuses pour étre nommeées ici.
Ce sont principalement des modeles utilisés par les photogrammetres qui ont
été repris en vision par ordinateur. La section 2.2 présente principalement
le travail de Thomas Huang et Olivier Faugeras ainsi que des parties de la
these de Quang-Tuan Luong. Je suis responsable pour la premiere partie de la
section 2.3, tandis que la deuxieme partie reflete le travail d’Amnon Shashua
et de Richard Hartley. La théorie unificatrice des déterminants est l'ceuvre
d’Olivier Faugeras, de Bernard Mourrain ainsi que de Bill Triggs. Le passage
d’un formalisme & un autre correspond & ma recherche.

Les méthodes d’extraction de primitives d’intérét ainsi que de mise en cor-
respondance sont une compilation des idées et méthodes de Thierry Blaszka,
Cyril Zeller et Rachid Deriche. L’estimation de F pour une paire d’images est
le travail de Quang-Tuan Luong et de Zhengyou Zhang. L’estimation de T a
été réalisée par mes soins a partir d’idées de Richard Hartley. J’ai construit
les méthodes exposées a la section 3.4 mis a part l'ajustement de rayons
emprunté a la communauté de photogrammétrie.

1.2.2 Deuxiéme partie

La théorie de la géométrie projective orientée a été construite au siecle
dernier. Son introduction en vision computationelle est due a Jorge Stolfi.
Les implications pour la vision par ordinateur ont miri apres de nombreuses
discussions avec Olivier Faugeras. Des théories similaires ont été développées
par Richard Hartley dans un formalisme différent.

1.2.3 Troisiéme partie

La synthese d’images sans modele tridimensionnel et la compression d’ima-
ge non destructive est une nouveauté apportée par cette these. Les applica-
tions de ce domaine sont probablement trés vastes, et beaucoup reste encore
a faire.

Les applications tridimensionnelles ont été développées au sein d’un pro-
jet Européen : REALISE, en collaboration avec Thomson-Syseca, ['université
d’Utrecht et le Fraunhofer Institute a Darmstadt. Le travail présenté est par-
tiellement du a Luc Robert et Cyrille Gauclin.
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Chapitre 2

(Géométrie d’un systeme de N
cameéras

Dans ce chapitre, nous décrivons d’abord le formalisme qui nous permet
de représenter chaque caméra séparément, puis des systemes de deux et trois
caméras, et enfin un ensemble quelconque de caméras. Le formalisme ma-
thématique sous-jacent est celui de la géométrie projective, particulierement
adapté comme nous allons le voir.

2.1 Le modele de la caméra

L’objet de cette section est de décrire quels modeles de caméras existent
et sont appropriés a nos applications et quels modeles de caméras nous al-
lons utiliser. Le modele de caméra représente le mécanisme mathématique et
physique qui permet de produire une image a partir d’une scene tridimen-
sionnelle. Dans tous les cas, il s’agit d’une projection au sens mathématique
du terme de ’espace vers le plan rétinien. Nous privilégierons le modele pers-
pectif ou modele sténopé pour des raisons qui seront développées plus loin.

Le lecteur trouvera ici peu d’informations sur ’aspect photométrique de la,
formation des images sur une rétine. Cet aspect est occulté par le fait que nous
utilisons des primitives images ou primitives d’intérét qui ont été extraites a
une étape antérieure des calculs. L’extraction et la mise en correspondance
de primitives impliquent des hypotheéses tres précises sur la photométrie,
mais ces aspects sortent du champ de nos investigations. Nous reparlerons
cependant un tout petit peu de la réflectance au chapitre 5.1.3.



Géométrie d’un systéeme de N caméras

2.1.1 Le modele sténopé

Ce modele que nous avons choisi est aussi le plus couramment utilisé. Une
caméra est représentée par un plan rétinien II" et un centre optique C' qui
n’appartient pas a II". L’image d’un point M de ’espace est la trace du rayon
(C, M) sur le plan II" (voir figure 2.1). Le plan parallele & IT" et passant par
C est appelé plan focal et est noté I1/. La distance focale f est Cc ol ¢ est
la projection orthogonale de C' sur II". ¢ est aussi appelé point principal.

I
—_

i
R
/]

o)

nf

F1G. 2.1 — Modeéle sténopé. Projection d’un objet de l’espace 3-D sur le plan
rétinien.

Soit R(O, R, Ry, R.) un repere orthonormé de l'espace et (o0, u, v) un re-
pere affine du plan I1". L’expression analytique de la projection se décompose
en trois parties distinctes:

— Un changement de repere de ’espace.
— Une projection.
— Un changement de repere dans le plan.

Pour un point M donné de I'espace représenté par le vecteur M,.(X,, Y., Z,.)
dans le repere R, ses coordonnées dans le repere associé au centre optique
Re(C,C,, Cy, C,) (avec C, orienté suivant C'c) sont M.(X,,Y,, Z.) = RM, +
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t. R et t décrivent le changement de repere entre R et R¢. La projection
sur IT" s’obtient en divisant X. et Y. par Z./f. Le passage du repere induit
par R¢ sur ITI" au repere (o, u,v) se fait de la maniere suivante:

(=05 ) Go)-(n) e

0 est 'angle entre les vecteurs u et v. «, et o, sont les facteurs d’échelle
sur les axes. Ils représentent la distance focale exprimée en unités pixel ho-
rizontalement et verticalement. ug et vy sont les coordonnées de ¢ dans le
repere (o, u,v).

En pratique, 6 est toujours proche de 7/2 [Vaillant, 1990], a, et «, sont
donnés par les constructeurs pour les caméras CCD. Le rapport a,/a, varie
peu [Faugeras, 1993| lorsque 1'on change la distance focale.

La caméra est donc représentée par R, t, «a,, «,, 0, uy, vg. R et t sont
appelés les parametres extrinseques puisqu’elles ne dépendent que de la posi-
tion de la caméra dans I’espace. R dépend de 3 parametres, t de 3. Les autres
parametres sont appelés les parametres intrinseques puisqu’ils ne dépendent
que de la caméra.

La description de l'opération de projection peut grandement étre sim-
plifiée en utilisant les coordonnées homogenes comme nous le verrons a la
section 2.1.3.

2.1.2 Autres modeles

Des modeles différents existent (voir figure 2.2). Ils ont pour certains
I’avantage de la simplicité, comme le modele orthographique ou le modele
paraperspectif. D’autres brillent par leur complétude et une meilleure prise
en compte de 'optique de la caméra, au prix de parametres additionnels.
Une comparaison de ces différents modeles sans distorsion peut étre trouvée
dans [Horaud et al., 1994| par exemple.

2.1.2.1 Le modéele orthographique

Le modele de projection orthographique est simplement un modele per-
spectif dont le centre optique est a 'infini. Les rayons optiques arrivent donc
tous parallelement sur le plan rétinien. Ce modele a permis de nombreux
travaux en structure a partir du mouvement [Tomasi et Kanade, 1991, Ullman
et Basri, 1991|, mais les auteurs, conscients du manque de réalisme de ce
modele, ont tentés d’étendre leurs théories a la perspective [Basri, 1993] ou
a la paraperspective [Poelman et Kanade, 1994, Poelman et Kanade, 1993].
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Plan Rétinien
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- - —Q Perspectif

F1G. 2.2 — Comparaison de trois différents modeles utilisés en vision par ordi-
nateur : orthographique, paraperspectif et perspectif. Le méme objet est projeté
de 8 manieres différentes. Les rayons optiques sont indiqués en pointillés.
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2.1.2.2 Le modele paraperspectif

Le modele paraperspectif est apprécié en vision par ordinateur car il est
bien plus complet que le modele orthographique. Il tient compte du facteur
d’échelle, de I'apparence d’objets a la périphérie de la caméra.

Pour une projection paraperspective, on détermine tout d’abord un plan
médian de la scene qui est parallele au plan rétinien de la caméra. On choisit
un point G le plus au centre possible de la scene sur ce plan. L'axe (C,G)
définit une direction de projection A.

La projection d’un point M s’effectue alors ainsi: On projette M sur le
plan médian suivant la direction A en Ma. On projette ensuite Ma sur le plan
rétinien de maniere perspective. Toutefois, puisque tout les points Ma appar-
tiennent au méme plan de ’espace, cette deuxieme projection peut s’exprimer
plus simplement. Elle est équivalente & une homographie qui transforme les
points du plan médian en points du plan image, comme montré a I’appendice
B.

Bien qu’il soit utile pour certaines applications [Poelman et Kanade,
1994], ce modele ne présente pour nous aucun attrait, puisqu’il est moins
général que le perspectif, et que les calculs n’y sont pas plus simples.
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2.1.2.3 Prise en compte de la distorsion
Trois hypotheses implicites sont contenues dans les sections précédentes:
— L’image se forme sur une surface plane.
— Les pixels sont régulierement espacés dans le plan image.
— La caméra n’a pas de distorsion optique.

Il est généralement considéré que les deux premieres hypothéses sont re-
lativement bien vérifiées pour les caméras CCD. Par contre, la distorsion op-
tique n’est, elle, pas négligeable. Celle-ci transforme les coordonnées image
idéales en coordonnées image réelles x, et y, :

Ty, = Tqg+0:(Ta,Ya)
Yo = Ya+ 0y(Ta,Ya)

Une littérature relativement abondante traite de divers modeles de distor-
sion, et de leur utilité pratique. Il n’est néanmoins pas tres facile d’en com-
parer les conclusions, car elles dépendent beaucoup du matériel utilisé pour
I’expérimentation, lequel est de qualité extrémement variable. Les éléments
de distorsion le plus souvent considérés sont les éléments radiaux qui s’ex-
priment sous une forme polynomiale:

Ty = Tq(1 4+ K72 + Kory +..0)

ol

ra=/z5+yj

Plusieurs expériences [Tsai, 1987, Beyer, 1992| ont montré que le premier
ordre était généralement suffisant pour que la différence entre le point exact
et le point projeté dans 'image soit inférieure a 0.1 pixels.

Il est possible d’annuler la distorsion de ces images en extrayant des
contours qui sont sensés étre des segments, puis en cherchant la meilleure
transformation de ces contours vers des segments de droite. La présence de
segments dans I'image est donc tout ce dont nous avons besoin pour passer
d’une image avec distorsion a une image sans distorsion. L’avantage de ces
méthodes est qu’elles operent de maniere indépendante sur chaque image et
ne nécessitent aucune estimation préalable de parametres intrinseques ou/et
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extrinseques. Nous considérerons toujours que cette étape de rectification a
été effectuée au moment de I'acquisition des images, et nous nous ramenerons
ainsi au modele projectif simple. Diverses méthodes existent [Brand et al.,
1993]. Nous avons utilisé [Devernay et Faugeras, 1995|.

2.1.3 Formulation projective

Nous supposons ici que le lecteur possede des connaissances élémentaires
en géométrie projective. Si ce n’était pas le cas, une introduction destinée a
un public de vision par ordinateur peut étre trouvée dans [Faugeras, 1993 ou
dans le dernier chapitre de [Mundy et Zisserman, 1992|. Une présentation plus
mathématique en est donnée par exemple dans [Kanatani, 1991, Enriques,
1930, Springer, 1964, Semple et Kneebone, 1952].

Nous utiliserons le plongement standard de R"™ dans P", c’est a dire que
le point M de coordonnées (z1,...,xz,) de R™ sera représenté dans P" par
les coordonnées (Azq, ..., Ax,, \) avec A # 0.

La géométrie projective et les coordonnées homogenes ont beaucoup d’avan-
tages bien connus pas rapport a leur pendants cartésiens. Du point de vue
de la vision par ordinateur, leurs qualités principales sont:

— Des formules plus simples: L’utilisation des coordonnées homogenes
conduit généralement & des formules plus simples qui n’utilisent que
les fonctions de base de l'algebre linéaire: déterminants, produits vec-
toriels, produits scalaires, multiplication de matrices, etc ... Toutes les
transformations affines, euclidiennes et toutes les projections perspec-
tives peuvent s’exprimer comme des applications linéaires agissant sur
les coordonnées homogenes des points. Par exemple, les coordonnées
cartésiennes du point d’intersection entre les droites D et D' du plan,
représentées par ar + by +c =0 et rz + sy + ¢t = 0 sont:

bt —cs cr —at

( ) (2.2)

as —br’ as — br

En coordonnées homogenes, U'intersection de (a,b,c) et (r,s,t) est

(bt — cs,cr — at,as — br) (2.3)

qui n’est rien d’autre que les coordonnées du produit vectoriel de (a, b, ¢)
et (r,s,t). Comme le montre cet exemple, on peut éliminer la plupart
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des étapes de divisions dans les formules géométriques. Les économies
réalisées sont souvent suffisantes pour contrebalancer le cotit de traite-
ment d’une coordonnée supplémentaire.

— Moins de cas particuliers : Les coordonnées homogenes permettent une
représentation efficace des points et des lignes a 'infini d’une maniere
tres naturelle, sans aucun rajout, ni de tests, ni de structures addition-
nelles. Ces objets sont des données valides pour beaucoup d’applica-
tions et sont souvent utilisés en vision par ordinateur. Ils aident aussi
a réduire le nombre de cas particuliers a traiter pour une application
donnée. Par exemple, un programme calculant 'intersection de deux
droites n’aura pas a tester leur parallélisme éventuel. Un point “a I'in-
fini” sera produit dans ce cas. En revanche, les modeles cartésiens ou
euclidiens doivent traiter ce cas séparément. Si des procédures de ce
type sont imbriquées, le nombre de tests grossit généralement de ma-
niere multiplicative plutot qu’additive.

— Unafication et extension des concepts: Un autre avantage de la géo-
métrie projective est sa capacité a unifier des concepts apparemment
différents. Par exemple, les différences entre les cercles, les ellipses, les
hyperboles et les paraboles disparaissent en géométrie projective ou
elles deviennent toutes des instances de la méme courbe, la conique
non dégénérée. Un cas plus intéressant pour notre étude est celui des
projections perspectives, qui, compliquées a exprimer en géométrie eu-
clidienne parce qu’elles échangent des points a l'infini et des points finis,
deviennent des applications linéaires banales en géométrie projective.
Nous en ferons une tres grande utilisation par la suite.

— Dualité : Considérons la fonction * qui & un point p = (a, b, ¢) associe la
droite p* = (a, b, ¢) et vice versa. Cette application préserve 'incidence :
si le point p est sur la droite [ alors la droite p* passe par le point [*.
L’existence d’une telle application implique que pour toute définition,
tout théoreme, tout algorithme concernant les points a son équivalent
pour les droites et vice versa. Ces dualités, que ce soit dans le plan P?
entre droites et points ou dans P? entre plans et points nous seront tres
utiles.

Reprenons maintenant le modele développé en 2.1.1 avec une formulation
projective: le point M est donc représenté dans R par M, de P? qui a pour
coordonnées (X,,Y,, Z,.,1). le changement de repere est la multiplication

1. Le fait que M ait des coordonnées dans une base euclidienne impose qu’il ne soit pas
a l'infini.
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par une matrice K qui s’exprime facilement en fonction de R et t.

K:(%i) (2.4)

L’étape de projection est une multiplication par Pg, avec

Py = (I3 | 0) (2.5)

Le changement de coordonnées est exprimé par la matrice A,

0y —0,cotl  ug
A= 0 «q,sinf (2.6)
0 0 1

Ces trois opérations sont habituellement combinées en une seule. On
représente cette projection par P = AP K. Le modele sténopé de la ca-
méra est donc équivalent & I’équation projective suivante:

m=PM (2.7)

Cette équation est bien sir définie seulement & une constante multipli-
cative prés comme toutes les équations projectives. P est une matrice 3 x
4 définie a un facteur d’échelle pres et P est de rang 3. On retrouve donc
la dépendance en 11 parametres. Par la suite, nous ferons le plus souvent
abstraction de A, de Py et de K pour nous concentrer sur P qui contient
toute I'information de projection.

Cette formulation a quelques implications.

— Les points qui vérifient 13.M = 0 sont les points qui se projettent &
I'infini sur la rétine. Cette équation peut étre vue comme représentant
'appartenance d’un point M & un plan représenté par 12. Or, les points
se projetant & l'infini sur la rétine appartiennent au plan focal. 1" re-
présente donc le plan focal. De maniere équivalente, la premiere ligne
11" (respectivement la deuxieme ligne 11) représente le plan ayant u
(respectivement v) comme trace sur II".

— Le centre optique C' vérifie I’équation P.C = 0. En effet, C' appartient
aux plans définis par 17, 17" et 1I'. Ces trois plans sont distincts, ils se
coupent donc en un point unique. On a donc P.C = 0 pour le centre
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optique C' et pour lui seulement. On remarque aussi que 0 n’est pas un
point projectif. L'image du centre optique n’est donc pas défini par la
matrice de projection. On retrouve ceci par la géométrie. L’'image du
centre optique par une projection perspective n’est pas définie.

2.1.4 Géométrie de N caméras

Dans cette section, nous allons considérer le cas d’un systeme de N camé-
ras, qui peuvent étre semblables ou différentes. Nous allons déterminer quel
est le nombre de parametres nécessaires pour décrire ce systeme.

Le nombre de parametres nécessaire pour décrire le systeme dépend des
transformations qui doivent laisser le systéme invariant. Les parametres de-
vront étre des invariants a une certaine classe de transformations. Par inva-
riant, on entend propriété d’'une configuration géométrique qui reste inchan-
gée sous l'action d’une classe de transformation. Par exemple, la distance
entre deux points est un invariant pour les transformations euclidiennes, mais
n’est pas un invariant pour les transformations projectives. Chaque invariant
scalaire indépendant s’appelle un degré de liberté. On dit que le systeme a «
degrés de liberté sous I'action des transformations euclidiennes si la configu-
ration géométrique est caractérisée par a parametres indépendants invariants
aux transformations euclidiennes.

Nous nous sommes placés depuis le début de ce chapitre dans le for-
malisme des matrices de projection. Chacune de ces matrices de projection
dépend de 11 parametres puisque le facteur d’échelle n’intervient pas dans
les équations?.

Les transformations qui nous intéressent sont les transformations de I'es-
pace. Si nous considérons les transformations projectives, le nombre de degrés
de liberté est donc

a=11N —15 (2.8)

Bien sir, pour N = 1, le nombre de degrés de liberté n’est pas négatif,
mais simplement nul.
Si nous considérons les transformations affines de I’espace, alors

a=11N —12,
si nous considérons les transformations euclidiennes, alors

a=11N -6

2. Nous pouvons par exemple décider que le plus grand élément doit étre de norme un,
ou bien que la somme aux carrés des éléments est un.
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Une approche plus complete du comptage des invariants & un groupe
donné peut étre trouvée dans 'introduction de [Mundy et Zisserman, 1992].

2.2 La stéréovision binoculaire

Apres avoir défini le formalisme de la projection sur une caméra, nous
nous intéressons aux relations qui existent entre deux vues de la méme scene.
Nous verrons principalement qu’il existe une relation projective bilinéaire
entre deux points en correspondance.

2.2.1 La matrice essentielle

La matrice essentielle a été introduite pour la premiere fois par Longuet-
Higgins |Longuet-Higgins, 1981| dans le contexte de I’étude du mouvement.

La dérivation est relativement simple puisque les deux caméras sont sup-
posées avoir des parametres intrinseques connus. On ne travaille alors plus
en coordonnées pixels, mais en coordonnées image corrigées. Cela signifie que
par un choix judicieux du repere de ’espace et de celui de la premiere caméra,
on peut se ramener au systeme suivant

Py =[I]0]
P, — [RJt] (2.9)

ot R,t est le déplacement entre la premiere et la deuxieme caméra. Soit
M un point de l'espace représenté par le vecteur [X,Y,Z, T|", m; sa pro-
jection dans la premiere image, m, sa projection dans la deuxieme image.
On voit tout de suite que my est 'image de la projection de M sur le plan
d’équation T" = 0. Puisque M n’est pas a l'infini, il peut s’écrire sous la forme
[X,Y, Z,1]". En remplagant 2.9 dans 2.7, on obtient

X
m; — Y

Z
m; = Rm;+t

On remarque tout d’abord que si t = 0 ot si M est dans le plan d’équation
T =0, le systeme précédent se réduit a

my — le
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On note aussi R = H,, car R représente une homographie® entre points
du plan & U'infini. Pour tous les autres points, le théoreme suivant s’applique:

Proposition: Il existe une matrice 3 x 3 notée Ei5 qui vérifie pour tout
M, associé a ses projections dans les images m; et ms,

m, Ejm; =0 (2.10)
Preuve: Il suffit de choisir E15 = [t]<R. En effet, puisque my = Rm; +t,

nglgml = (Rm1+t)T([t]me1>
= (Rmy)"[t].(Rmy)
= 0.

car [t] est antisymétrique. Certaines remarques viennent immédiatement
a esprit : de par sa forme, Ej5 n’est pas de rang 3 mais de rang 2. On note
er» le noyau de Eq, et on 'appelle épipole de la caméra 2 dans I'image 1. Le
vecteur Ejsm; représente une droite dans la plan de I'image 2. La relation
2.10 signifie donc 'appartenance de m, a une droite donnée, et ce quel que
soit le point sur le rayon correspondant m;. Ces droites sont appelées droites
épipolaires.

L’existence d’un noyau ey, signifie que toutes les droites épipolaires passent
par un méme point de I'image. Un tel point est de toute évidence 'image
du centre optique de la deuxieme caméra, comme illustré par la figure 2.3.
e, appartient a toutes les droites épipolaires engendrées par des points de
I'image 2 (voir figure 2.4). En fait, on a E;ym; = ey; X my. D’autre part, en
transposant la relation 2.10, on a Ei, = EZ,.

Toutefois, la dérivation de I’équation 2.10 masque une explication géomé-
trique plus simple: Connaissant m;, M se trouve sur le rayon Cim;. my se
trouve donc sur I'image de ce rayon dans la deuxieme caméra (figure 2.3).

L’interprétation géométrique nous permet aussi de voir que les lignes épi-
polaires sont en correspondance. En effet, Eom; et Eg;ms sont les traces sur
les images 1 et 2 du plan défini par C, Cs et M. Tout les points appartenant
a Eiom; auront Ey;m, pour droite épipolaire.

On peut aussi citer d’autres propriétés, sur lesquelles nous ne nous éten-
drons pas, puisque nous n’en n’aurons pas usage. Citons simplement le fait

3. Le fait qu’un plan de l’espace corresponde & une homographie dans les images est
démontré & ’appendice B.
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F1G. 2.3 — La géométrie épipolaire. Cy et Cy sont les centres optiques. ey

ey sont les épipoles.

et
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que les faisceaux de droites épipolaires sont en correspondance homogra-
phique [Luong, 1992|, que E a deux valeurs propres identiques et une valeur
propre nulle [Huang et Faugeras, 1989|, que I'on peut retrouver R et t a
partir de E [Netravali et al., 1989].

2.2.2 La matrice fondamentale

La matrice essentielle, bien que nous ayant appris beaucoup sur la géomé-
trie d’un systeme binoculaire, n’est pas suffisante pour ce que nous voulons
faire. En effet, nous ne voulons pas nous restreindre au cas ot les parametres
intrinseques sont déja connus. Luong a démontré que dans ce cas, il existe
une entité plus appropriée pour l'étude des caméras qui est une matrice
3 x 3 appelée matrice fondamentale et notée F. Elle est reliée & la matrice
essentielle par une simple relation linéaire:

F12 - A2E12A;1 (211)

ol A; et A, sont les matrices de parametres intrinseques définies par
I’équation 2.1.

Les propriétés de F sont relativement semblables a celles de E. I’équation
2.1 implique que le rang de F est deux comme E. Le noyau de F5 est toujours
I’épipole ey et est toujours I'image du centre optique de la deuxieme caméra
vu dans la premiere, mais exprimé cette fois en coordonnées pixels au lieu
d’étre en coordonnées image normalisées. L’équation 2.10 se transforme en

m; Fom; =0 (2.12)

Toutes les entités sont exprimées en pixels. F1osm; est toujours la droite
de I'image 2 sur laquelle se trouvent les correspondants possibles de m;. Les
droites Fiom; et Fyymy sont toujours en correspondance homographique.
Une différence toutefois: Les deux valeurs singulieres non nulles de F ne sont
en général pas identiques.

La matrice F, bien qu’étant une matrice 3 x 3 définie & un facteur d’échelle
pres, ne dépend que de 7 parametres puisque |F| = 0. Ces 7 parametres sont
en fait les coordonnées des deux épipoles (deux fois deux parametres) et ’ho-
mographie de P! qui fait correspondre une droite épipolaire & une autre (trois
parametres). Cette décomposition est étudiée en détail dans [Luong, 1992].
D’autres décompositions sont bien str possibles, certaines étant numérique-
ment plus intéressantes, certaines ayant des significations géométriques plus
faciles. Elles comportent toutes 7 parametres indépendants, ce qui signifie
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que la matrice fondamentale contient toute I'information d’un systeme bino-
culaire projectif qui dépend de 11 x 2 — 15 = 7 parametres (cf équation 2.8).
On peut se reporter a [Viéville et al., 1995] et |[Luong et Viéville, 1994] pour
de plus amples détails.

Récapitulons les principales propriétés d'un systeme binoculaire.

— Il existe une matrice (Ejs si les parametres intrinseques sont connus,
Fi, siils sont inconnus) qui vérifie myFom; = 0, quels que soient les
pixels m; et m, images d’'un méme point 3-D.

— Fiom; est la droite épipolaire engendrée par m;.
- F21 - F,{2

— ey (resp. ey ) appartient au noyau de Fy, (resp. F1,). Il représente
I'image de Cy (resp. C) dans l'image 1 (resp. 2).

— La matrice F dépend de 7 parametres.

2.3 Trois caméras

Le cas de trois caméras présente un intérét particulier: c’est la configura-
tion générique avec le plus petit nombre de caméras. Pour bien comprendre la
géométrie compliquée d’un systéme de N caméras, il faut d’abord s’attacher
a bien comprendre la géométrie de 3 caméras. En effet, aucun phénomene
mathématique nouveau ne va apparaitre lorsque l'on passe de 3 & N images
comme remarqué en [Beardsley et al., 1992].

La raison en est simple: le groupe des transformations projectives de
I’espace agit a droite sur les matrices de projections par P; — P;H. Si l'on
fixe la géométrie des caméras, mais en laissant varier la base de l’espace P?
dans laquelle elle est représentée, pour une seule caméra, P; est quelconque.
Pour deux caméras, P, est quelconque et Py a 4 degrés de liberté. Les 7
degrés de liberté restants correspondent & la matrice fondamentale F,. Pour
plus de deux caméras, P, est quelconque, P, a 4 degrés de liberté une fois
que P est choisi, mais P3 ... Py sont fixés une fois que P et Py sont choisis.
Le choix de Py et Py n’est que le choix de la base de P3 dans laquelle sont
exprimées les matrices de projection. En effet, la premiere colonne de P,
représente 'image du point projectif [1,0,0,0]” dans la premiere image, la
deuxieme représente 'image de [0, 1,0, 0]7, etc...La preuve exacte sera donnée
par la suite.
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Cela signifie que, si les images 1 et 2 jouent un role particulier puisque
le choix de leurs matrices de projection associées permet de fixer la base de
P3, les images suivantes se comportent algébriquement de maniere identique :
elles ajoutent 11 parametres au systeme. La méthode qui va nous servir a
calculer la troisieme matrice de projection peut aussi nous servir pour calculer
la Nieme.

Nous nous attacherons a étudier ce cas avec soin, car il permet une bonne
compréhension des problemes de la géométrie de N caméras.

2.3.1 Les contraintes entre les trois matrices fondamen-
tales

Pour un systeme trinoculaire, il y a trois matrices fondamentales, qui
totalisent donc 3 x 7 = 21 parametres. Or, I’équation 2.8 nous donne 3 x 11 —
15 = 18 parametres. Ces 21 parametres ne sont donc pas tous indépendants.
Nous étudions deux cas, suivant la position relative des centres optiques. Le
lecteur ne doit pas penser que le cas ou les centres optiques sont alignés
est une manie de mathématicien: les instabilités numériques au voisinage
de cette situation peuvent étre particulierement importantes comme nous
le verrons ultérieurement. Or, il est extrémement fréquent que 'opérateur
déplace la caméra en ligne droite ou lui applique une rotation pure autour
de son centre optique.

2.3.1.1 Cas ou (', Cy et (3 ne sont pas alignés

Nous empruntons ici des calculs & [Faugeras et Robert, 1994]. Si Cy, C5 et
Cj3 ne sont pas alignés, il existe des contraintes entre les épipoles. Prenons par
exemple les épipoles e;3 et ey3 images de C'3 dans la premiere et la deuxieme
caméra. La droite épipolaire 1, de e;3 dans la deuxieme image est Fiseqs.
D’autre part, 1, contient ey; et es3, on a donc Iy = ey; X ey3. La relation
s’écrit alors:

F12€13 = €93 X €91 (213)

[’équation 2.13 fait intervenir les trois matrices fondamentales: F1y, F3
et Fy3. Des relations équivalentes existent en choisissant C; et Cy a la place
de Cg :

Fsiess = epn Xeps

Fiey = e3 Xes
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Toutes ces contraintes s’interpretent géométriquement par le fait que
tous les épipoles appartiennent au méme plan, c’est a dire a celui défini
par (Cy,Cy, C3) (voir figure 2.5). Ce plan est appelé plan trifocal. Cette dé-
monstration n’est valable que si C, C5 et C3 ne sont pas alignés.

F1G. 2.5 — 6 épipoles dans un plan. 1y, 1y et 13 représentent la trace du plan
trifocal dans les images.

Ces trois contraintes nous satisfont pleinement puisque le systeme dépend
de 18 parametres et que les matrices fondamentales en exhibent 21 auxquels
on peut soustraire les 3 contraintes.

2.3.1.2 Cas ou ('}, (5 et ('35 sont alignés

Les contraintes prennent alors une forme beaucoup plus simple; on a le
systeme suivant:

€12 = €13
€3 = €71
€31 = €32

Les degrés de liberté du systeme sont alors bien moins nombreux. La
détermination d’un épipole dans chacune des images fixe les trois autres. Il
suffit par exemple de déterminer ey, es3 et e3;. Chaque matrice fondamen-
tale dépend alors de cinq parametres (un épipole, et une homographie de
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droites épipolaires). Géométriquement, nous avons tous les épipoles sur la
méme droite comme dans la figure 2.6. Dans ce cas, les matrices fondamen-
tales ne contiennent pas toute I'information du systeme trinoculaire. Nous
verrons en effet qu’il est impossible de trouver les matrices de projection si
I’on ne connait que les matrices fondamentales. D’autres informations per-
mettent bien str de trouver ces matrices de projection, comme par exemple
des correspondances entre les trois images, ou bien la connaissance d’une
trilinéarité, comme nous le verrons plus tard.

\

€ e
612/613 621/623 —/.31/ 2
I 7
@ Cs

\

F1G. 2.6 — 6 épipoles sur une droite

Il apparait désormais clair que les matrices fondamentales ne constituent
pas un bon moyen de représenter un systéme trinoculaire. Elles cumulent
deux défauts: Elles peuvent a la fois étre redondantes et I’expression des
contraintes entre elles est malaisé*, ou bien ne pas contenir toute l'informa-
tion nécessaire pour retrouver la structure projective de la scene.

La situation empire avec le nombre de caméras comme 'intuition le laisse
penser. En effet, le nombre de matrices fondamentales est N(N — 1)/2 soit
un total de 7N (N — 1)/2 parametres. Ceci est bien évidemment a comparer
avec les 11N — 15 degrés de liberté du systeme. Par exemple, pour N = 20, le
systeme a 205 degrés de liberté, mais les matrices fondamentales ont 139300
parametres !

4. Les équations du type 2.13 font intervenir des noyaux d’applications linéaires. Ce
sont donc des contraintes polynoémiales. En 'occurrence, ’ordre de ces polyndmes sont
3 ou 4. Il existe d’autres types de contraintes que celles-ci pour un nombre de caméras
supérieur a 4, et ces contraintes sont aussi polynémiales, mais d’ordre 5. Elles sont de la
forme (F14m1 X F241’1’12)TF34(F131’1’11 X F23m2) =0.
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2.3.2 Les trilinéarités

Les trilinéarités ont été introduites pas Amnon Shashua dans le contexte
de la reconnaissance d’objets a partir de vues différentes [Shashua, 1994a).
Shashua étendait ainsi une proposition de Ullman et Basri [Ullman et Basri,
1991] limitée aux projections orthographiques. Par souci de clarté, nous ne
démontrerons pas leur existence a la maniere de Shashua, mais nous emprun-
terons des calculs plus simples a Hartley [Hartley, 1994c]|.

Placons nous tout d’abord dans une base projective telle que Py exprimé
dans cette base ait la forme particuliere [I|0]. Posons

P, = [Cbik]
Py = [bu]

Etant donnée la forme simple de Py, le point M s’écrit :

= ()

avec t a déterminer. On peut vérifier que t est simplement l'invariant affine
relatif k& développé par Shashua dans [Shashua, 1994b|. Maintenant, si I’on
projette M dans la deuxieme image, on obtient

3
Vi € {]_, 2,3}, ml2 = Z aikmlf + Cli4t
k=1

Nous pouvons éliminer le facteur d’échelle inhérent a ces équations pour
obtenir

m; (ajkm'f + Clj4t) = m% (alkm'f + Cli4t)

Chaque choix d’indices ¢ et j distincts donne une équation différente.
Parmi ces trois équations, seulement deux sont indépendantes. A partir de
chacune de ces équations on peut estimer ¢ de maniere indépendante.

t =m§(mhaj, — miai,) ) (mia, — mhaj,) (2.14)
En substituant cette valeur de ¢, M peut s’écrire

M — < (m%cm — M) my >
(myaje — mjai)my

En projetant maintenant ce point dans la troisieme caméra,
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L ki, i
my = bymy(miai —mhajs)

k(o i j
buamy (myaj, — miaq)

_|_

k. 1
m1m2 (ajkbl4 — aj4blk)

k. 7
mymy(aibiy — aiaby)

On peut ranger les éléments dépendants de P, et P3 dans un tenseur
pour obtenir I’expression suivante

ms3 — 11y (m’éTkﬂ - m%TkZl) (215)

avec

Tijk = ajibra — ajaby; (2.16)

En modifiant 2.15, on obtient

> mf(mimy Togr — mdm3 Tea) = > mf (mymhTijm — mdmsTiim)
k k (2.17)

On peut, a la maniere de Bill Triggs, réécrire ces nombreuses équations,
en une seule, en considérant tout les indices possibles pour i, 7, [ et m:

(o] [Ty ][ms]x = 053 (2.18)

L’équation 2.18 met en évidence la structure de tenseur. Le tenseur est
covariant par rapport a m; et contravariant par rapport a m, et ms.

Les équations 2.17 sont exactement les relations trilinéaires introduites
par Shashua dans [Shashua, 1994b|. Dans ces équations, i, j, [ et m sont des
variables. Il y a une équation pour chaque choix d’indices i # j et [ # m.
Etant donné que Pon obtient des équations identiques si I'on inverse i et j
ou [ et m, nous pouvons considérer sans restriction que i < j et que [ <
m. Il y a donc 9 équations différentes mais pas nécessairement linéairement
indépendantes. Ce nombre est implicite dans la dérivation de I’équation 2.18.
Ici, nous notons les équations suivant les indices 7, j, [ et m qui ont servi a les
créer. L’équation pour laquelle 1 = 1,7 =2,m = 1,1 = 2 est notée Fi919 = 0.
Considérons par exemple les équations
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+mim3Te1) (2.19)

_ k 2 1
Eysio = Ypemi( mimgTiss

+mi3m3Tio1) (2.20)

+mim3Tis1) (2.21)
alors, on vérifie que 'on a I'identité
m3Biz12 + myEasis + m3Espp =0

On peut aussi démontrer de la méme maniere que FEia,, est combinaison
linéaire de Fsz,, et de Esppy, mais aussi que FEjjjp est combinaison linéaire
de Ejjo3 et de Ejj31. Le nombre d’équations indépendantes est donc 4.

Le role de la caméra 1 étant particulier dans notre démonstration, nous
pouvons aussi choisir la caméra 2 et la caméra 3 pour obtenir encore 8 autres
équations. Nous classifierons ces équations comme appartenant au groupe 1,
au groupe 2 ou au groupe 3 suivant la caméra choisie pour jouer un role
particulier.

Le tenseur 7" comporte 27 coefficients qui sont bien entendu définis & un
facteur d’échelle pres, soit 26 coefficients si on choisit une normalisation pour
T. Ces 26 coefficients ne sont pas indépendants puisque on peut les déduire
des 18 coefficients représentant les matrices de projection. En fait, un simple
calcul de déterminant montre que T';;, T5;; et T3;; sont de rang 2. On peut
noter uy, (respectivement v;) le noyau de la matrice Tj,; (respectivement T}7;;)
a k fixé. La famille de vecteurs {u;} (respectivement {v;}) est orthogonale
a I’épipole a;y (respectivement b;4). Ces contraintes déterminent 5 équations
(trois pour la nullité des déterminants des matrices Ty;; a k fixé, et deux pour
la dépendance entre les vecteurs uy et entre les vecteurs v). Nous n’avons
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malheureusement encore que 5 équations, ce qui nous laisse encore avec 21
parametres. Ceci est di au fait que les matrices de projection P; et P, ont
encore 3 degrés de liberté dont nous ne nous sommes pas préoccupés. Nous
verrons dans la section suivante ainsi qu’a la section 2.5 comment exprimer
ces dernieres contraintes de maniere satisfaisante.

Ce tenseur 1" a aussi une signification pour la mise en correspondance des
droites entre 3 images. En effet, connaissant I'image d’une droite dans deux
caméras, on peut en déduire son image dans une troisieme grace a la formule

A =D MM T (2.22)

7k

oll A, est le représentant projectif de la droite projetée dans I'image p.
Ce résultat est démontré dans [Hartley, 1994b| et plus tard a 1’équation 2.36.

2.4 Une théorie unificatrice: les déterminants

Le lecteur inquiet voit le nombre de caméras grandir et les équations
se complexifier, apparemment sans limite. Il n’existe pour l'instant pas de
relations entre la maniere dont nous avons dérivé la géométrie trilinéaire et
la géométrie épipolaire. La géométrie de deux caméras était décrite par une
matrice 3 X 3 avec 1 contrainte, la géométrie de trois caméras par un tenseur
3 x 3 x 3 avec 8 contraintes. Il n’est pas envisageable de continuer sur cette
voie pour déterminer la géométrie de N caméras.

Heureusement, Faugeras et Mourrain d’une part [Faugeras et Mourrain,
1995|, Triggs d’autre part |Triggs, 1994] ont démontré simultanément qu’il
n’existait rien au dela des quadrilinéarités, ou plus exactement que les N-
linéarités sont des combinaisons des bi-,tri- et quadrilinéarités. De plus, les
bilinéarités, les trilinéarités et les quadrilinéarités peuvent se dériver de ma-
niere identique en suivant la méme méthodologie.

Dans cette section et dans cette section seulement, nous noterons

i
P,=|i+1 (2.23)
i+2

parce que les lignes des matrices de projection occuperont une place tres
importante dans notre exposé.
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2.4.1 Breéeves Notions sur I’algebre de Grassmann-Cayley

L’algebre de Grassmann-Cayley connu sous le nom d’algebre double est un
formalisme algébrique pour exprimer des relations en géométrie projective.
L’algebre double peut étre défini sur un espace vectoriel comme suit :

Definition:

Soit E™ un espace vectoriel de dimension n défini sur un corps
KC®. Sur cet espace on va définir la forme n-linéaire alternée qu’on
appelle crochet :

X1 ... Xy > [X1 .. .0X,] = det(x;) € K

ol X; = (l‘il, e ,l‘m)T e B,

Alors, I'espace E™ doté de cette opération définit un espace Cay-
ley. Un espace Cayley qui posséde la propriété suivante

Vx € E",3x5...x, tels que [x x5...%x,] #0

est appelé un espace Cayley standard.

Dans cet espace, on peut définir la relation d’équivalence suivante :

Definition:

On dit que deux séquences de k vecteurs indépendants a;, i =
1...ket b;,s =1...k sont équivalentes si pour n'importe quel
ensemble de n — k vecteurs indépendants Xz y1,... ,X, On a:

[ag...ak Xpp1...Xp] =[b1...bp Xpp1 ... Xy]

Les classes d’équivalence de cette relation s’appellent des exten-
seurs de degré k et sont notés A = a; Vay V...V a; ou plus
simplement A = ajay...ay.

Les vecteurs a;,2 = 1...k étant indépendants, ils définissent un sous es-
pace de E™ de dimension k que 'on va noter par A = span{a;,a,,...,a;}.
L’opération V introduite par la relation d’équivalence est un produit exté-
rieur, multilinéaire, associatif et antisymétrique, que 1’on appelle réunion.

5. K est en général le corps des réels ou le corps des complexes.
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A Taide de cette opération on peut définir 1'algebre extérieur suivant (voir
[Dieudonné, 1969]) :

Definition:

Soit {eq,...,e,} une base de E™. Pour un quelconque k£ < n, on
peut définir 'espace vectoriel A*(E™) de dimension C¥ tel que:

{ejIVejZ\/...Veij < <jo<...<Jp SN}
soit une base pour cet espace. Alors,

AE™) =A(E") DA E") D...0 A (E")
ou A°(E™) = K est un algebre extérieur défini par V.

Si on considere maintenant k éléments indépendants a; € E",i =1...k
tel que a; = 3% «yje;, grace a la multilinéarité et a antisymétrie du produit
extérieur, on obtient :

A = ayVaV...Va, = Z det(Mjle...jl)ejl V €, V...V €
1<71<g2<...<51<k

olt My, 5, = (@mj,)mm=1.k- Ceci montre qu'un extenseur de degré k est
un élément de Pespace A*(E™). Si maintenant on prend deux extenseurs
A =ajay...a; de degré k et B =b;...b; de degré [, leur réunion A VB =
ai...apby...b; est également un extenseur de degré k + [ tel que:

Definition:

La réunion A V B est non nulle si et seulement si les vecteurs
a;,as,...,ag, by,by, ..., b; sont indépendants. Dans ce cas, on
a:

A+B=AVB=span{a;,... ,a;,by,... b}

Cette proposition montre que la réunion des extenseurs correspond aux
réunions des sous espaces vectoriels engendrés par les extenseurs, ce qui ex-
plique le choix du nom de réunion pour le produit extérieur V. La question
qui se pose maintenant est de trouver une opération définie sur les exten-
seurs qui corresponde aux intersections des sous espaces vectoriels corres-
pondants. On va d’abord identifier I'espace A™(E™) de dimension C; = 1
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avec l'espace K par eje,...e, = 1. En conséquence, un extenseur de degré
n peut étre exprimé par le déterminant formé par les n vecteurs, c’est a dire
aj...a, =[ay,...,a,)

Definition:

Soit maintenant deux extenseurs A de degré k et B de degré [,
tel que k£ + 1 > n. On va définir I'opération appelée intersection,
notée par A par:

AANB= Z Sgn(a)[aa(l) .. .ag(n_l)bl .. -bl]ao(n—l-i-l) oo Qo(k)

olt o est une permutation de {1,2,...,d} telle que o(1) < 0(2) <
.<on—=1leton—-1+1)<...<a(k).

il est évident que A A B est un extenseur qui appartient a A¥*-"(E"). A
I’aide de ces opérations, on peut définir ’algebre double :

Definition:

L’espace Cayley (E",[.]) doté des opérations V et A est appelé
I’algebre Grassmann-Cayley ou algebre double.

Nous serons souvent amenés a travailler dans I’espace dual E*" des formes
linéaires sur E". Nous pouvons définir de la méme maniere l'algebre de
Grassmann-Cayley sur ’espace dual. Le noyau d’un élément H de E*" est
un hyperplan de E™. Nous associons aussi a ’'élément L = H{V Hy V...V H},
I’espace linéaire L d’hyperplans H tels que HV H,V H,V ...V H;, = 0 Si nous
notons L I’ensemble des vecteurs appartenant au noyau de H pour H € L,
alors L =n%_ H,.

On voit alors que dans le dual, les opérations de réunion et d’intersection
sont inversées. Cela correspond a la relation bien connue:

(AN B)* = At + B+

Pour plus de clarté, donnons quelques exemples dans les espaces que
nous utiliserons par la suite, c’est & dire P? and P3. La liste exhaustive des
propriétés se trouve dans [Csurka, 1996]. Dans P?, les objets sont des points
du plan. Leur réunion est une droite du plan, c’est a dire un objet de ’espace
dual de P?, que nous pouvons identifier immédiatement avec un objet de P>
en utilisant la bijection canonique entre un espace et son espace dual. Dans
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P2, les opérations V et A sont identiques et équivalentes au produit vectoriel
X.

Dans P32, Iidentification entre ’espace et son dual identifie des plans et
des points. La réunion de deux points est une droite, tandis que I'intersection
de deux plans est aussi une droite.

De plus amples détails peuvent étre trouvés dans la littérature de vision
par ordinateur [Carlsson, 1994, Csurka, 1996| ou bien dans la littérature
mathématique [Sturmfels, 1993, Barnabei et al., 1985].

2.4.2 Les N-linéarités

L’équation de projection de la premiere caméra s’écrit

avec m; = (21,91, 21)7. L’équation (2.24) est équivalente aux trois équations
non indépendantes:

Zl].M - x131\/[ =0

En effet, par définition, I’égalité de deux grandeurs projectives a et b est
équivalente & a = Ab. Dans le cas de points de P?, ceci est aussi équivalent
a ax b =0. Ce sont les trois équations décrites ci dessus. Ces équations ne
sont pas indépendantes puisque z; fois la premiere plus x; fois la deuxieme
est proportionnel a la troisieme fois ;.

On choisit deux équations parmi les trois pour chaque caméra et on les
regroupe dans une matrice. Nous avons choisi les deux dernieres, mais tout
autre choix conduit aux mémes résultats puisque ces équations sont linéai-
rement dépendantes et que nous allons nous intéresser a la nullité de divers
déterminants. On obtient alors par exemple pour quatre caméras 1’équation
matricielle

n3 — 2
Zl]. — £U13
126 — 225
224: - 1'26
AM = "0 — 28 M =0 (2.26)
237 - 1'39
y412 - 2’311
L Z410 — ZL‘312 ]
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L’existence d’une solution M a cette équation implique que tous les mi-
neurs d’ordre 4 de la matrice sont nuls. Chaque mineur va donc nous donner
une équation différente. Il existe plusieurs choix possibles: Nous pouvons
choisir deux lignes relatives a une image et deux lignes relatives a une autre,
deux lignes relatives a une image et une relative a deux autres, ou bien encore
une ligne pour quatre images différentes. Nous venons de décrire toutes les
combinaisons possibles. Il ne peut intervenir plus de quatre images dans la
méme équation. Nous sommes donc déja rassurés en ce qui concerne ’explo-
sion possible de N-linéarités: il n’y a rien au dela des quadrilinéarités. Il est
maintenant clair que le choix des deux équations parmi les trois

L’interprétation des vecteurs 1,2,3 est assez simple. Ce sont des plans
passant par le centre optique de la premiére caméra C;. 3 représente le plan
focal, 1 (respectivement 2) représente le plan passant par C et ayant comme
image u (respectivement v), si notre repere image est affine. u et v sont les
vecteurs définis a la section 2.1.1 comme les axes de coordonnées des pixels
dans I'image.

2.4.2.1 Les bilinéarités

Choisissons tout d’abord le mineur formé par les quatre premieres lignes.
Apres un simple développement, la nullité de ce mineur se traduit en

212oma Framy =0 (2.27)

avec

2,3,5, 6] 1,3,5,6 1

F,=| —[2,3,4,6] [1,3,4,6] —[1,
2,3,4,5] —[1,3,4,5] [1

ol [i,j, k, 1] est le déterminant de ces 4 vecteurs.
Le facteur z;2, provient de notre choix des équations. Un autre choix
d’équations aurait conduit & un facteur différent, mais & un polynéme m} F,m;
identique. On vérifie en le développant et en simplifiant les déterminants de
maniere algébrique ([Mourrain et Stolfi, 1994] ou [Sturmfels, 1993]) que le
déterminant de Fy est bien nul. Ces calculs sont en fait une réécriture des
polynomes en les déterminants de matrices 4 x 4 en une forme normale. Cette

forme normale est nulle si et seulement si le polynéme est une conséquence
des relations de Pliicker.

_[7vv]

2,5, 6]
2,4, 6] (2.28)
2,4, 5]
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Les épipoles se calculent de maniere simple comme le produit vectoriel
de deux des colonnes ou de deux des lignes. Apres quelques réécritures, on
obtient

e, = [[1,4,5,6],[2,4,5,6],(3,4,5,6]]" (2.29)
es = [[1,2,3,4],[1,2,3,5],[1,2,3,6]" (2.30)

On peut démontrer ces expressions de maniere différente : En effet, C5 est
représenté par le vecteur 4 A5 A6 puisque ce vecteur doit étre le noyau de Ps.
L’image d'un point M de Pespace dans la caméra 1 est [1.M,2.M, 3.M]T.
Ici, I'image de 'y dans la caméra 1, c’est a dire

e =[[1,4,5,6],[2,4,5,6],[3,4,5,6]]"

Une autre expression est obtenue de la méme maniere avec C; = 1A2A3.
On vérifie bien stir que I'on a toujours Fise;o =0 et Fﬂegl =0.

L’interprétation géométrique de ces bilinéarités est simple: Etant donné
deux points se correspondant dans deux images, les rayons issus de ces points
et passant par les centres optiques doivent se couper. En effet, dire que le
déterminant de la matrice dont les lignes sont constituées de quatre plans est
nul est équivalent & dire que ses quatre plans se coupent en un point unique.
Les quatre plans sont ici deux plans passant par C; et deux plans passant
par Cs. Les plans engendrés par une caméra ne sont pas confondus, sinon
les deux lignes correspondant a cette caméra seraient liées. Ces deux paires
de plans définissent donc deux droites qui se coupent en un point, le point
d’intersection des quatre plans.

Cette contrainte est exactement la contrainte que nous avons ici. Elle
est plus connue sous le nom de contrainte épipolaire comme nous l’avons
mentionné a la section 2.2.

2.4.2.2 Les trilinéarités

Si nous prenons maintenant deux lignes relatives & une image puis deux
autres relatives a deux autres images, nous obtenons une relation trilinéaire
en les coordonnées de m dans les 3 images.

Choisissons par exemple les deux lignes impliquant la premiere caméra et
la premiere ligne de la deuxieme et de la troisieme caméra dans 1’équation
(2.26). En développant le déterminant on obtient:
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0 = (ziBAL+21A2+21212A3) A (126 — 225) A (y39 — 238)
= z1(—y1y293[1, 3, 6,9] + y19223[1, 3,6, 8]
+11Y322[1,3,5,9] — y12223[1, 3, 5, 8]
+1y2y321[1,2,6,9] — y12123[1, 2, 6, 8]
—y32122[1,2,5,9] + 212223[1, 2, 5, 8]
+2192y3(2, 3,6, 9] — 12y223(2, 3, 6, 8]
—21Y322(2, 3,5,9] + 112223(2, 3, 5, 8])
On ne tient pas compte du facteur z; qui est génériquement non nul.
Géométriquement, cette équation signifie que le rayon Cymy, le plan passant

par la droite 5 A 6 et my ainsi que le plan passant par 8 A9 et mj se coupent
(voir figure 2.7).

Avec trois caméras, on peut construire 4 relations indépendantes de ce
type, que nous n’énumérerons pas ici pour ne pas ennuyer le lecteur. Il y a
deux choix possibles pour la ligne de la deuxieme image, deux choix pour la
ligne de la troisieme image.

A la section 2.3.2, nous avons vu qu'il existait 9 trilinéarités qui s’ex-
priment & partir du tenseur 7'. Ces 9 trilinéarités sont combinaisons linéaires
des quatre que nous avons obtenus précédemment. En effet, les neuf trilinéa-
rités s’obtiennent en prenant les trois lignes de (2.25) au lieu de deux d’entre
elles. On a alors deux fois le choix entre trois possibilités au lieu de deux fois
le choix entre deux possibilités. Les équations de (2.25) étant linéairement dé-
pendantes, les déterminants qui en sont issus le sont aussi. Nous verrons plus
tard a la figure 2.7 que les trilinéarités sont en fait issues de deux faisceaux
de plans autour des axes Comy et C3mgs. Ces faisceaux de plans peuvent étre
représentés par deux plans distincts appartenant au faisceau. Plusieurs choix
sont bien entendu possibles. C’est le choix de deux combinaisons linéaires des
équations (2.25) qui détermine les deux plans. On peut exprimer ces relations
pour tous les plans du faisceau. La représentation tensorielle des trilinéarités
correspond a trois plans du faisceau.

Les trilinéarités obtenues a partir des déterminants se classent aussi en
trois groupes selon la caméra qui est particularisée. Ici, deux lignes du déter-
minant comportent des termes de cette caméra. On numérote les équations en
fonction des lignes qu’elles font intervenir. Celle explicitée plus haut est par
exemple numérotée ¢(1,2,3,5). Les bilinéarités peuvent aussi étre numérotées
de la méme facon : 'équation m!F,m; = 0 est numérotée (1,2,3,4).
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78/\9

F1G. 2.7 — Interprétation géométrique d’une trilinéarité. La condition est que
la droite passant par Cy et my, le plan II(5 A 6, m3) construit a partir de la

droite 5 A 6 et du point my, et le plan TI(8 A 9, mg3) se coupent en un point
de [’espace.
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2.4.2.3 Les quadrilinéarités

Prenons maintenant une ligne par image dans notre déterminant. Nous
obtenons alors une relation quadrilinéaire en m;, m,, ms et my. Nous allons
démontrer que ce type de relation est toujours une combinaison linéaire de
bilinéarités et de trilinéarités.

Considérons donc la matrice A 2N x 4 présentée a 'équation (2.26). Ecrire
que tous les mineurs d’ordre 4 sont nuls est équivalent & écrire que la matrice
est de rang 3. Pour prouver ceci, il est suffisant de démontrer que toutes
les lignes sont combinaisons linéaires de 3 lignes fixées. Ceci peut étre fait
en calculant le déterminant obtenu par le choix de trois lignes, plus d’une
quatrieme appartenant aux 2/N — 3 restantes.

Choisissons les deux premieres lignes de la matrice comme les deux pre-
mieres lignes fixes de notre déterminant. Elles ne sont pas collinéaires parce
que le rang de Py est 3. La troisieme ligne est choisie comme n’étant pas
combinaison linéaire des deux premieres. Le choix de cette troisieme ligne
fixe est toujours possible, sinon le rang de notre matrice A serait 2. Nous
reviendrons sur ce cas particulier.

Maintenant, tous les déterminants écrits de cette facon sont des trilinéa-
rités ou des bilinéarités (juste dans le cas ou la quatrieme ligne provient de
la méme image que la troisieme). Tous les autres déterminants, c’est a dire
les contraintes quadrilinéaires, mais aussi les bilinéaires et trilinéaires pas
encore calculés sont combinaison linéaire des expressions déja calculées. La
conséquence algébrique est que toute l'information est contenue dans une
bilinéarité et 2/N — 4 trilinéarités. Les quadrilinéarités sont des combinaisons
linéaires a coefficients de celles ci.

Considérons maintenant le cas particulier o A est de rang 2. Cela signifie
que M n’est pas un point unique, mais est juste contraint sur une droite. Ce
cas correspond & une configuration ol tous les centres optiques et le point
M sont alignés.

2.4.3 Trilinéarités sur les droites

Le cas des droites est important car elles sont souvent présentes dans les
images que nous avons a traiter et leur détection est relativement plus stable
que celle des points.

Nous allons devoir introduire des matrices de projection pour droites.
Etant donné deux point M; et M, définissant a une droite A de lespace,
on représente A par un vecteur a 6 dimensions de coordonnées de Pliicker
A= M; AM, = [AZ AB AMAZ A2 AT A est défini & un facteur
d’échelle pres. L’image A de A est représentée par le vecteur A tel que
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On note que dans P?, les opérateurs A et x sont équivalents. En déve-
loppant 1’équation précédente, on obtient :

A= ((22M,)(3.M,) — (3.M,)(2.M,),
(3.M1)(1.M;) — (1.M,)(3.M,),
(1.M,)(2.M,) — (2.M;)(1.M,))

Chaque coordonnée de ce vecteur est antisymétrique en My, M. De plus,
la premiere coordonnée est antisymétrique en 2,3, la deuxieme en 3,1 et la
troisieme en 1, 2. Il est facile de vérifier que A a pour coordonnées

A = [(2A3)TA,
(3A1)TA,
(1 A2)TA)T

Nous pouvons réécrire cette équation linéairement en fonction des coordon-
nées de Pliicker:

A=PA (2.32)

ot P est une matrice 3 x 6 définie & un facteur d’échelle pres. Les rangées de
P sont 2 A 3,3AN1et 1A2. La matrice P joue le méme role pour les droites
que P pour les points. De la méme maniere que pour les points, on obtient
un systeme d’équations du type

MIA2—X2A3
M1IA2-M3A1 A=0 (2.33)

oll )\;- est la 7eme coordonnée de la droite A vue dans I'image j. Chaque
ligne de la matrice qui apparait dans le terme gauche de ’équation est une
droite de I’espace passant par le centre optique. Ceci est extrémement facile
A vérifier: par exemple, pour la premiere ligne, Al1 A2 — A32A3 = -2 A
(A{1 + A33). Si nous considérons 3 caméras, la matrice de (2.33) devient
6 x 6. Chaque ligne de cette matrice est notée L; et représente une droite de
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I’espace. L; et L, passent par le centre optique de la premiere caméra, L3
et L, par le centre optique de la deuxieme caméra et Ls et Lg par le centre
optique de la troisieme. De plus, si nous considérons la réunion de L3 et Ly,
nous obtenons le plan:

LiVL, = (M4A5—XABA6)V(N54A5—)\6A4)
= A4+ 35+ \36.
Une dérivation identique s’opere pour L5V Lg. Ces deux plans se coupent
en A. En effet, L3 V Ly (respectivement Ls V Lg) représente le plan passant

par A et le centre optique de la deuxieéme (respectivement troisieme) caméra.
Exprimons alors que L; et Ly coupent A:

L1 A ((Lg V L4) VAN (L5 V L6)) = 0
Lo AN ((LsV Ly) AN(LsV Lg)) =0

Chacune de ces équations est un polynome de degré 5 en les coefficients
de A1, Ay et A3. En fait, puisque les 2 termes sont divisibles par A3A3, ces
deux conditions sont de degré 3. Elles s’expriment de la maniere suivante :

(MLIA2=M2A3) A M4+ X5+ A36) A (AT +A8+2039) =0
ALTA2=NB3A1)A N4+ A5+ X6) A (NT+A8+)39) =0

On peut réécrire ces équations de la fagon suivante:

3 . o

Al Z Tsij oAy =X ?,j:l Ty ANy =0 (2.34)
5,5=1

MDD Togho s —Af S TN, =0 (2.35)
5,5=1

On en tire ’expression plus compacte :

M= T (2.36)
jk
On reconnait 1'équation (2.22). Des relations symétriques peuvent étre
obtenues en considérant les caméras 2 et 3. Il faut noter que nous n’avons
pas ici directement utilisé les déterminants, mais plutot les propriétés des
droites dans l'algebre de Grassmann-Cayley.
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2.4.4 Différentes paramétrisations minimales

Nous avons vu que les quadrilinéarités étaient des combinaisons linéaires
des bilinéarités et des trilinéarités, nous pouvons donc les exclure de notre
étude puisqu’elles n’apportent pas d’information. Nous avons une descrip-
tion minimale des bilinéarités grace a I’étude de la matrice fondamentale.
Toutefois, les contraintes entre les coefficients des trilinéarités restent un peu
mystérieuses. Le tenseur 7" comporte 27 éléments définis & une constante
multiplicative pres, c’est a dire 26 parametres tandis que la géométrie pro-
jective de 3 caméras ne dépend que de 18 parametres. Il existe un grand
nombre de descriptions minimales de ce tenseur en 18 parametres. Nous en
développerons deux:

— La description a base de matrices de projection
— La description a base de contraintes internes

La description a base de matrices de projection est implicitement exposée
a la section 2.5 puisque nous y étudierons la transformation d’un tenseur tri-
focal en un jeu de matrices de projection. La description & base de contraintes
internes permet plus de flexibilité dans le choix de la paramétrisation.

La description a base de contraintes est simplement basée sur le fait que
le tenseur trifocal possede 27 parametres définis a un facteur d’échelle pres.
Or, le fait que ce tenseur soit issu de trois matrices de projection qui ne
dépendent, elles, que de 18 parametres impose des contraintes. Nous avons
donc 27 — 18 = 9 contraintes internes au tenseur. Ces contraintes devront
toujours étre vérifiées pour que le tenseur 1" soit effectivement un tenseur
trifocal.

Il est clair géométriquement (voir la figure 2.8) et cela peut étre vérifié
algébriquement que pour toutes les trilinéarités, on a

Vmy, T(ml, €21, e31)

Vm,, T(€12, my, 932)

0
0
0

Vmg, T(e13, €23, m3)

ol T(my, my, m3) représente les trilinéarités au point (mj, my, mg).

Si I'on note T;; le vecteur obtenu en fixant les deux dernieres coordon-
nées du tenseur a ¢ et j, on démontre [Faugeras et Mourrain, 1995| que ces
équations sont équivalentes aux relations suivantes:

V{i, 7, l,m}, | TaTiuTim||TjmTin Tl — |TimTjmTit||TjiTuTim| =0
(2.37)
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F1G. 2.8 — Les épipoles vérifient les trilinéarités avec un point quelconque. En
effet, es; et Cy, e31 et Cy définissent des faisceaux de plans passant par C;.
Tous les rayons issus du centre optique Cy coupent donc ces deux faisceaux
de plans en un point unique qui est le centre optique de la premiére caméra.
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Ces équations sont trivialement vérifiées pour ¢ = j et pour [ = m. De
plus, échanger les parametres ¢ et 7 ou bien [ et m conduit a des équations
identiques. On peut donc considérer sans restriction que 'onai < jetl < m.
On obtient alors 9 contraintes différentes et indépendantes.

Si nous exprimons maintenant par exemple T; comme fonction linéaire
de Tj;, T}, et Ty, qui sont génériquement indépendants

il il il
Til = O[lejl + ij + O[imTim

m
alors I’équation (2.37) se simplifie en:

i il il
Qi O = Wy,
ce qui nous permet de parametriser T;; en fonction de trois autres vecteurs
ok ; i il : : i il il
en utilisant deux parametres (cj,,,a%) au lieu de trois (aj,,,a%, aj,). En
répétant cette procédure, on obtient une paramétrisation minimale de 7'.

2.4.5 Lien avec les descriptions de Hartley et de Shashua

Dans |Hartley, 1994a|, Richard Hartley démontre que les relations issues
de son tenseur trifocal sont identiques aux trilinéarités d’Amnon Shashua.
Nous nous contenterons alors de démontrer que les trilinéarités issues des
déterminants sont les mémes que celles de Richard Hartley. L’identification
avec les trilinéarités de Shashua s’opérera par transitivité.

Hartley utilise le tenseur 7' que nous avons introduit a la section 2.3.2.
Ses équations ont la forme suivante

3
k i 1 7.1 ) Jo..m
Z my (mymy Ty, — myms Ty, — mom3 Ty + mymy Ty )
k=1 (2.38)

avec (i,7,1,m) € {1,2,3}*. T y a une équation pour chaque choix d’indices
tel que ¢ # 7 et [ # m. On obtient des équations identiques si ’on inverse
1 et jouletm.Ilyadonc9 équations différentes donc 4 seulement sont
indépendantes.

En identifiant ces équations avec celles issues des déterminants obtenues
a partir des deux lignes correspondant a la premiere image et une ligne dans
chacune des deux images restantes, on remarque que 7;;;, est construit en pre-
nant 1’élément ¢ de la premiere colonne, 1’'élément j de la deuxieme colonne,
I’élément k de la troisieme colonne de la matrice suivante:
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273 4 7
3A1 5 8 (2.39)
1A2 6 9

Par exemple, T11; = [2,3,4,7]. Ceci montre I’équivalence entre les trili-
néarités de Hartley et celles induites par les déterminants, et par transitivité
avec celles de Shashua.

On vérifie aussi que si 'on choisit Py = [I]|0], Py = [ai] et Py = [bi], les
formules de déterminants se simplifient. Ainsi

12,3,1,j] = anbjs — aubj
[1,3,1,j] = aiobjs — aisbjs
[17 2, iaj] = Cli3bj4 - ai4bj3

donne les mémes expressions que 1’équation (2.16). On a aussi l'identification
entre équations. En effet, pour les trilinéarités du premier groupe, (1,2, 3,5)
correspond & 1'équation de Hartley (2.38) en choisissant i = 1,7 = 3,0l =1 et
m=311,236)ai=1j=31=2etm=311,245)2i=2;=31=
1 et m = 3, et finalement #(1,2,4,6) correspond au choix i = 2,j = 3,1 =2
et m = 3.

2.5 Relations entre les différentes entités

Toutes les entités que nous avons manipulées jusqu’a présent ont 1’avan-
tage d’opérer linéairement sur les points de l'image. Le prix a payer est
qu’elles ne sont pas exprimables sans contraintes, mais surtout que leur
nombre n’est pas proportionnel au nombre de caméras, comme la formule 2.8.
C’est pourquoi il est particulierement intéressant de revenir au formalisme
des matrices de projection. Elles contiennent toute 'information relative a la
géométrie du systeme et ne sont pas contraintes entre elles. Il est extréme-
ment aisé de passer des matrices de projection (que nous noterons P = [Q|t])
aux matrices fondamentales par la formule suivante

Fi; =[t; - Q;Q; 't],Q:Q;" (2.40)

Cette relation est vraie si Q; et Q; sont inversibles.
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Le passage des matrices de projection aux trilinéarités s’effectue grace aux
formules 2.16 si Py = [I|0] ou aux formules 2.39 sinon. Toutefois, la transfor-
mation des bi- et trilinéarités en matrices de projection est plus complexe,
d’un point de vue théorique et d’'un point de vue pratique.

2.5.1 De F vers P

Dans cette section nous supposons connues toutes les matrices fonda-
mentales F;; entre les images et nous cherchons un jeu possible de matrices
de projection (définies & une transformation projective de P3 pres). Nous
distinguerons deux cas, selon que les centres optiques sont alignés (épipoles
confondus) ou en position générale. Encore une fois (comme & la section
2.3.1), cette distinction est amenée par une étude approfondie des cas pra-
tiques. Cette distinction n’existe pas dans les travaux de Luong et Viéville
[Luong et Viéville, 1994]. Leurs calculs ne s’appliquent pas si les centres op-
tiques sont alignés.

Nous restreindrons nos démonstrations aux cas de trois caméras par sim-
plicité, P;, 2 > 3 pouvant étre calculé de la méme maniere que Pj.

2.5.1.1 Cas ot les épipoles sont disjoints

Nous avons vu a la section 2.3.1 que, dans ce cas, les matrices fonda-
mentales dépendent de 18 parametres, exactement comme les matrices de
projection. Toutefois, en pratique, les 21 parametres ne vérifient pas exacte-
ment les trois contraintes. Ils nous faudra en tenir compte dans nos calculs.

Tout d’abord, nous pouvons choisir

P, = [10]

P, = [[821]XF12|821]l;T 0 ]

Oy

Ce choix prend en compte la contrainte épipolaire symbolisée par Fi,.
En effet, si F est la matrice fondamentale issue de P et Py, en utilisant les
formules 2.40,

F = [a4e21]x([e21]XF12+e21aT)

= [621]x [821]><F12

En utilisant le fait que pour tout x,
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Fx = €91 X (621 X (F12X))
= (eglF12X)821 — (851812)F12X

= FIQX

puisque el; F5x = 0 pour tout x.

Notons @ le vecteur [aT a4]T. P, et P, vérifient bien la géométrie épipo-
laire imposée. La présence du vecteur & permet de tenir compte des degrés de
liberté existant. En effet, nous avons choisi arbitrairement les 11 parametres
de la matrice P, la matrice fondamentale détermine 7 parametres de Ps,
il reste donc 4 parametres libres que nous regroupons dans le vecteur a. Le
vecteur & n’intervient bien str pas dans I’expression de F. On remarque aussi
que le centre optique de la premiere caméra est représenté par [0,0,0,1]"

Ensuite, nous montrons que, a partir d’un choix arbitraire de @, la forme
de P3 est déterminée sans ambiguité.® De la méme maniere que nous avions
contraint Py a l'aide de la premiere caméra, exprimons Pjs .

Py = leal Pulenl | 37 0 | (2.41)

Comme nous ’avons montré plus haut, cette forme nous assure que les
contraintes épipolaires entre les images 1 et 3 sont vérifiées. Nous devons nous
assurer que Fy3 peut aussi se calculer a partir de Py et P3. Décomposons P,
et P3 sous la forme [Q]t].

Q: = [es]xFi2+eya’
ty = ey

Qs = [es]«Fi3+e3”
t3 = [Oiey

De ces expressions, nous pouvons déduire celles de e3y et de Fo3

)\632 == tg—QgletQ (242)
1Fy = [en]QsQ,’ (2.43)

6. Géométriquement, on voit que la position de Cs peut étre déduite de la position de
C1 et Cy avec eg3, es3 et la position des plans image 1 et 2.
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Nous avons introduit les parametres A et u pour prendre en compte I'in-
connue d’échelle dans ces équations. A partir de la deuxiéme équation, on
déduit”

pF23Qo = [e32]x Qs (2.44)

et en développant

pFa3([ear]«Fia + 821CYT) = [es2]« ([es1]xF13 + 8315T) (2.45)

puis

(ess x e31)3" = uFasles]«Fia — [ess]«[es1]xFis + puFaseq ol
(2.46)

oll, en séparant colonne par colonne

Bi(ess x es31) =L + pa;Fozen (2.47)

Or, les vecteurs e3y X e3; et Faseq sont proportionnels puisqu’ils repré-
sentent tous les deux la trace du plan trifocal CyC5C5 sur la troisieme image.
Il s’agit de I'expression des contraintes qui existent entre les matrices fon-
damentales, comme nous ’avons décrit a la section 2.3.1. Si les matrices
fondamentales sont cohérentes entre elles, il existe un u tel que les vecteurs
l; soient proportionnels a I'image du plan trifocal. Ceci est vrai parce que
les deux termes de 1; représentent des droites passant par es,® et, avec une
combinaison linéaire, nous devons étre capables de produire une droite qui
passe a la fois par ess et e3;. Nous devons donc trouver la méme valeur pour
1 quel que soit 7.

On peut éliminer p entre ces trois équations. L’équation 2.47 est une
équation liant deux grandeurs projectives. Ces deux grandeurs projectives
sont dites égales si et seulement si elles sont proportionnelles. Si elles appar-
tiennent & P2, alors ceci est équivalent & dire que leur produit vectoriel est
nul. En transformant de cette maniere I’équation 2.47, on obtient

7. Nous avons choisi Q5 de déterminant non nul, ce qui nous est autorisé par un choix
approprié de a. En effet, puisque Q2 = [e21]xFi2 + ea1a”, pour tout vecteur x, Qox sera
la somme d’un vecteur orthogonal & es; et d’un vecteur de méme direction que es;.

8. Les deux termes de 1; sont de la forme e3> X x oll X est soit 3;e31 soit ez X F§3. On
a e3y.]; = ego.(e33 X x) = 0. Chaque terme de [; représente donc une droite passant par
€392.
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fu+a;v+w=0 (2.48)
avec
u = (632 X 631) X (F23(621 X sz))
v = (832 X (831 X F113)) X F23821
w = (e X (e3 X Fi3)) x (Fas(ea x Fi,))

Cette équation (2.48) vectorielle d’inconnue [; a une solution qui peut
s’exprimer ainsi:

g = Wl +w) (2.49)

ulu

Nous pouvons donc trouver les 3; pour i € {1,2,3} a partir des a; corres-
pondants. Il faut toutefois noter que ’équation 2.48 est une équation entre
vecteurs de dimension 3 qui n’a pas de solution en général si les vecteurs
u, v et w sont quelconques. Ici, il existe une solution par construction. Les
équations liant les éléments des vecteurs u, v et w sont induites par les
contraintes existant entre les matrices fondamentales comme celles vues a la
section 2.3.1. Les matrices Qs et Q3 sont alors définies de maniere unique.
Nous procédons de méme pour calculer (3, en utilisant I’équation 2.42.

Aesy = frest — s Q3Qy ey (2.50)

Encore une fois, on peut éliminer A\ dans cette équation vectorielle pour
obtenir 34 en fonction de ay. On obtient alors

Bi(esr X e32) — 064(Q3Q2_1821) X ezs =0 (2.51)

Le calcul des 3; en fonction des «; est donc achevé. Nous avons donc
obtenu un jeu de matrices Py, Py, P3 qui engendre les matrices fondamentales
Fi2, Fo3, F31.
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2.5.1.2 Cas o1 les épipoles sont confondus

La démonstration précédente ne tient plus dans le cas ou les centres op-
tiques sont alignés. En effet, il n’existe plus de plan trifocal, puisque tous
les plans appartenant au faisceau défini par la droite contenant C;, Cs et C3
contiennent les 3 centres optiques.

Pour calculer les matrices de projection a partir des matrices fondamen-
tales, nous pouvons nous servir du fait que les centres optiques se trouvent
tous sur un méme droite. Si nous fixons C; et Cy, alors C3 a un degré de
liberté, sa position sur la droite C;C5, contre 3 auparavant, ses coordonnées
dans ’espace. Le systéme de trois caméras a donc 16 inconnues au lieu de
18. Toutefois, nous avons démontré a la section 2.3.1 que les trois matrices
fondamentales ne dépendaient plus que de 15 parametres. Il n’y a pas d’issue
si nous n’injectons pas de l'information & ce stade.

L’interprétation géométrique est la suivante: C3 est représenté dans les
images 1 et 2 par ez et es3. Si C3 n’appartient pas a la droite CC5, nous
pouvons le reconstruire. Cependant, aucun point de la droite C;C, ne peut
étre reconstruit. Nous nous trouvons alors dans I'impossibilité de déterminer
les coordonnées spatiales de C5 a partir de ses images dans les caméras 1 et
2.

Ce probleme n’est absolument pas insurmontable. Dans ce cas, il nous
faut trois bilinéarités et une trilinéarité pour étre capable de prédire un point
générique dans la troisieme image a partir de ses images dans les deux autres.
En effet, pour tout point représenté par m;, m, et mg, les lignes épipolaires
générées par m; et m, dans la troisieme image vont étre confondues. Il
n’est alors pas possible de déterminer la position de mjs sur cette ligne. La
connaissance d’une trilinéarité suffit.

On peut aussi résoudre ce probleme si nous avons acces a quelques triplets
de points réputés correspondre au méme point de I'espace. L’existence de tels
triplets de points est vérifié dans la quasi totalité des cas pratiques. Soit M
un tel point de 'espace. A partir de P et Py, nous pouvons reconstruire ce
point M dans ’espace, comme décrit a 'appendice B.3. Or, ce point vérifie
I’équation de projection vers la caméra 3, donc mz = P3M. Nous avons donc
pour mj les équations suivantes:

ms = P3M
m3TF13m1 = 0
m§F23m2 =0

Les deux dernieres équations sont redondantes puisque l'on a Fi3m; =
Fy3m,. La premiere équation vectorielle n’apporte pas deux équations sca-
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laires comme on pourrait s’y attendre, mais une seule. En effet, si I’on change
le systeme de coordonnées tels que I’axe x soit parallele a la droite épipo-
laire et y perpendiculaire, I’équation mz = P3M se décompose en mj = 0
et m¥ = AM. m} = 0 signifie simplement Iappartenance de mj3 & la droite
épipolaire. Donc, 'information apportée par msz = P3M n’est que la position
de mj sur la droite épipolaire de m; et my. Il faut donc trois points M pour
déterminer completement Pj.

2.5.2 De T vers P

Deux solutions se présentent a nous: soit nous supposons que nous avons
une représentation de 7" qui est minimale, c’est a dire qu’elle ne dépend que de
18 parametres, ou formulé différemment, que les parametres dont elle dépend
vérifient les contraintes qui doivent exister entre eux, soit nous supposons
que notre représentation dépend de plus de parametres et ne vérifie aucune
contrainte spécifique a la géométrie trinoculaire. Tous les tenseurs 3 x 3 x 3
ne sont pas possibles, mais seulement un sous espace de dimension 18. La
détermination de ce sous espace est décrite a la section 2.4.4.

Le premier cas a ’avantage d’étre simple et bien maitrisé. Le deuxieme cas
est malheureusement le plus courant si nous n’avons pas fait une minimisation
de parametres de 1" sous contraintes. Toutefois, nous présenterons pour ces
deux approches une seule et méme méthode, qui s’apparente & une projection
de I'espace des tenseurs T' généraux vers la sous-variété des tenseurs T' que
I’on peut obtenir & partir des matrices de projection. Si les contraintes sont
déja vérifiées, la transformation consiste simplement en un changement de
repere, si elles ne le sont pas, la transformation est une projection sur I’espace
des matrices de projection suivie d'un changement de repere a l'intérieur de
cette variété. En ’absence de métrique sur l'espace des tenseurs définis a
un facteur d’échelle pres, il est impossible de dire si il s’agit de la meilleure
projection possible ou non.

Les matrices de projection représentent donc une paramétrisation possible
de l'espace des tenseurs trifocaux. Nous reprenons ici les notations de la
section 2.3.2. Notons tout d’abord que si Py = [I|0], alors ey = [a4] et
e31 = [bis]. En effet, on utilise la formule 2.40,

e; =1t — QiQ}ltj (2.52)
or, t; = 0 donc
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Nous savons (2.16) que T, = a;ibga — ajaby;. Si nous arrivons a calculer
les épipoles ey et esq, c’est a dire a4 et by, le probleme du calcul de P, et
P; en fonction de T sera un probleme linéaire.

On note a; la 7eéme colonne de la matrice P, et b; la ¢éme colonne de la
matrice P3. On a alors

On remarque que r; = a; X a4 appartient au noyau de T; et que s; =
b; x b, appartient au noyau de T?. On peut donc calculer les vecteurs r;
et s; en fonction de 7°. On peut bien str utiliser la méthode de son choix
pour résoudre le systeme T7s; = 0. Si le tenseur T est issu de matrices de
projections, le systéme aura une solution. Dans le cas contraire, on peut par
exemple chercher le vecteur correspondant a la plus petite valeur singuliere
de Tl

Par construction,
Vi€ {1,2,3}, rfa, =0

Nous connaissons les vecteurs r;, nous pouvons en déduire le vecteur ay qui
n’est rien d’autre que ey;. Encore une fois, si le tenseur est issu de matrices
de projections, le systeme aura une solution exacte et sinon nous devrons
nous contenter d’une solution approchée.

Les équations 2.16 deviennent alors linéaire en les inconnues a; et b; pour
i € {1,2,3}. Ce systeme de 18 inconnues et 27 équations peut étre alors
résolu. Bien siir, la solution sera exacte si le tenseur vérifie les contraintes
internes, et approchée sinon.

Il est important de noter que si aucune précaution n’est prise, les éléments
de T auront des ordres de grandeurs tres différents. Il est donc souhaitable
de normaliser les points avant de calculer les trilinéarités. La normalisation
s’effectue en choisissant un repere image tel que les coordonnées = et y des
points soient comprises entre —1 et 1. Il est aussi souhaitable de normaliser les
équations avant d’effectuer une résolution aux moindres carrés en normalisant
par exemple les vecteurs r; a 1 avant de résoudre r;.a; = 0. Cela donne un
poids identique a tous les vecteurs r;.

2.5.3 De 3 & N caméras

Nous avons exposé au cours de ce chapitre de nombreuses méthodes pour
calculer la géométrie d’un systeme de 3 caméras. Comment généralise t’on

9. On remarque au passage que la matrice formée des vecteurs r; n’est rien d’autre que
F15 et que la matrice formée des vecteurs s; n’est que Fy3. Ceci nous donne une méthode
efficace pour passer de T & une représentation partielle des bilinéarités.
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ces calculs a un nombre quelconque de caméras?

Nous avons vu a la section 2.4 qu’il n’existe pas de relations linéaires
entre des points images d’'un méme point tridimensionnel faisant intervenir
plus de quatre images. De plus, les quadrilinéarités sont des combinaisons
linéaires de bilinéarités et de trilinéarités. Les relations linéaires entre points
sont donc limitées & trois caméras.

Ces relations entre deux ou trois caméras peut se transformer en matrices
de projection. Toutefois, si nous menons nos calculs de maniere indépendante
pour chaque triplet, les matrices de projection que nous allons obtenir seront
exprimées dans des bases projective de I'espace différentes. Les objets recons-
truits dans P? le seront dans cette base. Or, si nous connaissons 1’expression
de plusieurs objets!® dans des bases différentes, il nous est possible de cal-
culer la matrice de changement de base. Plus spécifiquement, si P et P’
représentent la méme matrice de projection dans deux bases différentes, la
matrice de changement de base H qui est une matrice 4 x 4 définie & une
facteur multiplicatif pres, vérifie:

P =PH .

Si M et M’ sont des points de P2, la matrice de changement de base
devra satisfaire:
M' = HM

Il est donc possible, en estimant par exemple les matrices de projection
par sous-ensembles de trois, de calculer les matrices de changement de base
entre les différents sous-ensembles, et donc de construire une représentation
des N caméras dans une méme base de 1’espace.

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié les différents modeles de caméras.
Notre choix s’est porté sur le modele perspectif, et ce pour plusieurs raisons.
Contrairement au modeles orthographique et paraperspectif, il décrit bien
les déformations dues & un changement de profondeur dans la scene. Il est
associé a un formalisme mathématique agréable, la géométrie projective. nous
n’avons pas choisi un modele plus compliqué, comme ceux qui integrent les
distorsions des images car nous pouvons rectifier indépendamment chacune
des images et nous ramener & un modele perspectif.

Partant de ce modele de la géométrie d’'une caméra, nous avons entrepris
de construire une théorie pour une paire de vues. L’'objet central est alors une

10. un objet pouvant étre ici une matrice de projection, un point ou une droite de ’espace
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matrice 3 X 3 de déterminant nul et définie & un facteur d’échelle pres appelée
matrice fondamentale. Cette matrice concentre I'information épipolaire, qui
a un point fait correspondre une droite dans ’autre image. Cette droite est
I'image du rayon issu de ce point.

Nous nous sommes ensuite penchés sur le cas un peu plus complexe de
trois caméras, et nous avons vu premierement que les matrices fondamentales
étaient inadaptées et que la géométrie pouvait étre capturée, entre autres par
un tenseur 3 x 3 x 3 défini & un facteur d’échelle pres et vérifiant certaines
contraintes internes. Ce tenseur caractérise les relations linéaires existant
entre les coordonnées 2-D des points.

Toutefois, les dérivations des deux précédentes sections n’ayant rien de
systématique, nous sommes revenus aux équations initiales de la projection
pour établir une théorie des relations linéaires entre les points des images.
Cette théorie est basée sur les déterminants. Elle nous fournit non seulement
une méthode de calcul de toutes les relations linéaires dans les images, mais
aussi une explication pour les contraintes existantes entre les différent objets
manipulés.

Finalement, nous avons présenté des méthodes a la fois théoriques et
pratiques pour passer d’une représentation possible (matrice fondamentales,
trilinéarités, matrices de projection), vers une autre. Il doit maintenant étre
clair que le passage des matrices de projection vers les trilinéarités ou les
bilinéarités est une opération facile. Les opérations inverses, des trilinéarités
ou des bilinéarités vers les matrices de projection sont des opérations difficiles,
qui nécessitent certaines précautions. Nous n’avons pas étudié les méthodes
pour passer directement des trilinéarités aux bilinéarités et vice versa puisque
nous pouvons les relier en passant par un jeu de matrices de projection.
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Chapitre 3

Estimation de la géométrie des
cameéras

3.1 Comment obtenir les appariements?

Nous allons maintenant nous intéresser a l’estimation de la géométrie du
systeme de caméras. Nos données vont étre des correspondances de primitives
entre les images. Ces correspondances doivent étre obtenues uniquement a
partir des images. Aucune supposition n’est faite sur la structure de la scéne
ni sur la géométrie des caméras, ce sont des inconnues toutes les deux.

Le probleme de la mise en correspondance, comme celui de la segmenta-
tion, est I'un des problemes les plus difficiles, et bien sir loin d’étre résolu en
vision par ordinateur et en vision pour la robotique. Ici, nos données vont étre
des primitives dans des images différentes et leurs attributs et nous devons
identifier si elles proviennent de la méme primitive 3-D. On appelle aussi ce
probleme appariement.

La recherche dans ce domaine est toujours tres active (On peut consul-
ter, entre autres, [Brown, 1992, Dhond et Aggarwal, 1989, Goshtasby et al.,
1984, Hummel et Zucker, 1983, Kahl et al., 1980, Zhang et al., 1994, Maitre et
Wu, 1987, Robert et Faugeras, 1991, Zhang, 1993, Zhang et Faugeras, 1992],
mais aussi bien d’autres ...), méme si une énorme quantité de travail a été
accomplie au cours de ces 15 dernieres années. Hélas, les résultats dépendent
toujours d’heuristiques plus ou moins bien vérifiées, comme la similitude des
profils d’intensité. En effet, ce qui apparait simple & ’oeil humain est assez
difficile & réaliser avec des machines. Il faut a la fois détecter des primitives,
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et les apparier alors quelles sont généralement différentes. On regarde plu-
sieurs images pour justement en apprécier les différences. On cherche donc
alors une relative similitude vérifiant quelques contraintes pour restreindre
les possibilités. Il n’existe pas a ’heure actuelle de systeme mettant en cor-
respondance plusieurs images qui soit robuste a des changements d’aspect ou
d’orientation des objets. Certains systémes s’en approchent, mais personne
ne prétend avoir trouvé une solution satisfaisante a ce probleme difficile.

Ces difficultés sont parfois contournées en prenant des séquences fine-
ment discrétisées dans le temps. En effet, puisque 'intervalle de temps entre
les images est petit et que la vitesse des objets est contrainte par des lois
physiques & étre bornée, on peut obtenir des déplacements tres petits d’une
image a 'autre. L’espace dans lequel on va devoir chercher le correspondant
est restreint & un voisinage de la primitive d’intérét en question.

3.1.1 Les primitives d’intérét utilisées: points et droites
3.1.1.1 Les points

Les points saillants de la surface d’intensité de I'image sont des points
appropriés pour la mise en correspondance. En effet, ils sont facilement iden-
tifiables d’une image a l'autre puisqu’ils représentent des “événements” de la
surface d’intensité, le plus souvent des discontinuités. Ces points représentent
souvent (mais pas exclusivement) des coins des objets dans I'image. Leur mise
en correspondance sera basée sur la similitude de leur profil d’intensité.

Les coins dans une image de fonction d’intensité I(x,y) sont obtenus
comme maxima d’un opérateur O(z,y) appliqué a I'image : ce sont les points
(%0, y0) de 'image tels que

V(]I,y) € Vao(xmyO) > O(l',y)

ot V' est un voisinage de (zo,yp), généralement, un rectangle centré en
(%0, 0); seuls les points dont la valeur O(z,yo) est supérieure & un seuil
sont réellement considérés comme des coins.

L’opérateur que nous avons utilisé est celui décrit dans |[Harris et Ste-
phens, 1988]. Il est une version légerement modifiée de I'opérateur de Plessey
[Harris, 1987, Noble, 1988] :

O(z,y) = det(C(z,y)) — k(trace(C(z, y)))?

avec
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Dans la formule ci-dessus, ﬁ’(x,y) est la fonction obtenue & partir de
F(z,y) apres lissage, c’est-a-dire, convolution par un noyau de convolution

Gy(z,y):

Flz,y) = / - / - Gy —u,y —v)F(u,v)dudv
Les noyaux de convolution sont choisis séparables en = et y, c’est-a-dire
que G, (z,y) = g,(x)g,(y). Le plus souvent utilisé est le noyau gaussien

]_ 22

0_1‘: 6720_2
90(2) —

oll ¢ correspond au rayon approximatif du noyau.

Cette fagon de procéder produit les coordonnées des coins a un pixel pres,
ce qui est suffisant pour la procédure de corrélation utilisée qui ne prend en
compte que des coordonnées entieres. Une précision subpixelique est obtenue
a posteriori en raffinant chacun des coins extraits a partir de 'opérateur
précédent, a ’aide d’une méthode basée sur un modele paramétrique local
du coin [Blaszka et Deriche, 1994, Blaszka et Deriche, 1995, Rohr, 1992b|.
On peut aussi utiliser des méthodes de mise en correspondance ayant une
précision inférieure au pixel comme [Devernay et Faugeras, 1994a, Devernay
et Faugeras, 1994b|.

Il existe bien sir d’autres extracteurs de coins avec des caractéristiques
plus ou moins différentes. Ils sont recensés dans [Deriche et Giraudon, 1993,
Rohr, 1992a| par exemple.

3.1.1.2 Les droites

Les droites sont au moins aussi intéressantes que les points, parce que cer-
taines de leurs caractéristiques peuvent étre détectées avec plus de stabilité
que les points. En effet, si les extrémités d’un segment peuvent varier gran-
dement d’une image & l'autre, 'orientation ainsi que la distance a 1’origine
sont extrémement stables. Ces qualités sont particulierement intéressantes
puisque la précision des primitives d’intérét détermine la précision de nos
estimations. On utilise alors comme parametres des lignes ’orientation 6, la
longueur [, la distance a l’origine a et la coordonnée du point milieu sur le
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segment b. 6 et a ont une variance faible par rapport a celle de [ et de b. On
note aussi que plus un segment est long, plus son orientation est précise.
Les droites sont extraites a partir d’'un détecteur de contours comme ceux
décrits dans [Canny, 1986, Deriche, 1987, Spacek, 1985, Devernay, 1993]. Ces
approches fonctionnent toutes en combinant des lissages avec une dérivation
pour déterminer les plus grandes variations de l'intensité dans I'image. Les
contours sont extraits a partir de I'image d’intensité, puis on les approxime
par des segments qui vont constituer nos droites. On prend bien sir soin de
retirer les segments trop courts qui sont moins significatifs. On peut aussi
utiliser des approches a base de modeles paramétriques pour obtenir une
estimée plus précise [Blaszka et Deriche, 1994, Blaszka et Deriche, 1995].

3.1.2 Mise en correspondance

La mise en correspondance de primitives d’intérét entre plusieurs images
se base tout d’abord sur la similitude des profils d’intensité avoisinants. Cette
similitude va étre mesurée par la corrélation entre les deux vecteurs associés
a ces profils d’intensité. Cette corrélation est une grandeur statistique re-
présentant la Cette premiere étape va permettre d’associer un point d’une
image a un ou plusieurs points dans une autre image. Une deuxieme étape
permet généralement de lever cette ambiguité en supposant que deux points
pres 'un de 'autre dans une image doivent avoir des correspondants peu
éloignés dans une autre image. Il s’agit alors d’une contrainte sur I’ensemble
de la scene et non plus sur des primitives séparées. Dans le cas du suivi,
cette contrainte est prise en compte au moment de la mise en correspon-
dance, puisque ’on va chercher le correspondant dans un voisinage proche
de 'ancienne position de la primitive, et méme dans certains cas, dans une
direction seulement si I’on connait la loi d’évolution de la position de ce
point. Les algorithmes de suivi sont souvent basés sur des méthodes issues
du filtrage de Kalman, comme dans |[Deriche et Faugeras, 1990, Sethi et Jain,
1987, Zhang, 1994, Bascle et al., 1994, Crowley et Stelmaszyk, 1990, Gam-
botto, 1989, Giai-Checa et al., 1993]. Nous développerons ici uniquement et
brievement la mise en correspondance a base de corrélation et la relaxation
pour lever les ambiguités.

3.1.2.1 Corrélation

Lorsqu’aucune information n’est connue sur le modele, ni sur le systeme,
ni sur la scene observée, la seule information disponible pour déterminer si
deux points, appartenant a deux images différentes I; et I, se correspondent
est la fonction d’intensité définissant chacune des images.
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L(V1) I,(V2)

Fi1G. 3.1 — Si les deux points my de l'image I; et mo de ['image Iy sont en
correspondance, la valeur de la fonction d’intensité de I, dans un voisinage
Vi de my est corrélée a celle de la fonction d’intensité de I, dans un voisinage
V5 de mas.

Considérons une correspondance de points (mq,my) entre I; et I. Soit
M le point de la scéne qui se projette en m; et msy. En considérant que M
appartient & une surface lambertienne, si I; et I, sont issues d’une méme
caméra, l'intensité de my est égale a celle de my. Si I} et I, sont issues de
deux caméras différentes, la fonction reliant l'intensité de m; a 'intensité de
msy est indépendante de M et monotone. En conséquence, les vecteurs i; et
iy représentant, respectivement, les valeurs de la fonction d’intensité de I,
dans un voisinage V| de m; et les valeurs de la fonction d’intensité de I, dans
un voisinage V5 de ms, sont fortement corrélés puisque ces voisinages sont,
en général, eux-mémes en correspondance (voir la figure 3.1). Dans le cas
ou Vi et V5 correspondent a une portion de plan de la scene, par exemple,
nous pouvons déduire I'un des vecteurs i; et i, de 'autre, en nous appuyant
sur le fait que, d’apres 'appendice B, V; et V5 sont alors en correspondance
homographique.

Lorsque seules les fonctions d’intensité sont connues, la relation générale
entre i; et iy est impossible & déterminer et nous ne pouvons qu’exhiber un
critere de corrélation qui mesure le degré de corrélation entre i; et iy. Les cri-
teres les plus communément utilisés découlent des approximations suivantes
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qui consistent a supposer que:

— la fonction reliant l'intensité i de my a l'intensité i; de m; est affine,
c’est-a-dire, de la forme i, = ai; + b,

— Vi et V5 correspondent a une portion de plan, et donc, la surface autour
de M est localement assimilée & un plan,

— I'homographie h associée a ce plan est la translation de vecteur m;ms,,
ce qui revient a considérer que les images sont localement rectifiées
par rapport a ce plan; cette derniere approximation conduit a prendre
exactement la méme forme pour V; et V5, généralement, un rectangle,
centré en my pour Vi et en my pour V, et appelé fenétre de corrélation.

Les quatre criteres classiques suivants s’en déduisent alors selon les hypo-
theses supplémentaires faites sur a et b:

— |iy — 1|, qui suppose que a =1 et b = 0, ce qui est une bonne approxi-
mation si Iy et I viennent d’'une méme caméra;

(i — 1) — (i1 —11)|, ot 7; est l'intensité moyenne de I; sur Vj; ce critere
suppose seulement que a = 1;

cos(iy, 11), qui suppose seulement que b = 0;

— cos((iz — i2), (i; — 11)), qui ne fait aucune hypothese sur les valeurs de
a et b.

Moins il y a d’hypotheses faites sur a et b, plus le critere correspondant est
général, mais aussi, plus son calcul nécessite un nombre élevé d’opérations.
Nous avons utilisé le dernier des critéres exposés ci-dessus.

Des criteres plus généraux que les précédents sont obtenus en relachant
la contrainte sur h, c’est-a-dire, en autorisant A a étre n’importe quelle ho-
mographie, ou au moins, n'importe quelle application linéaire affine. Dans
ce cas, nous avons V5 = h(V) et iy se calcule a partir de i; par interpola-
tion. Le calcul du critere de corrélation consiste alors a trouver I’homographie
hmaez qui conduit au meilleur score de corrélation calculé & partir d'un des
quatre criteres définis précédemment. La procédure est donc beaucoup plus
complexe puisqu’elle comprend une phase de minimisation par un processus
itératif. En contre partie, la connaissance de h,,,, constitue, en général, une
information supplémentaire précieuse, en relation avec la normale & la sur-
face en M |[Devernay et Faugeras, 1994b|.Une étude comparative de différents
criteres de corrélation se trouve dans [Aschwanden et Guggenbiihl, 1992].



3.1 Comment obtenir les appariements?

59

3.1.2.2 Relaxation

Le but de I’étape de relaxation est d’extraire de l’ensemble incohérent
de correspondances de point potentielles produit par 1’étape de corrélation
décrite dans la section 3.1.2.1, I'ensemble des bonnes correspondances de
point. Cet ensemble doit étre:

— cohérent, dans le sens oll un coin ne doit étre impliqué que dans une
seule correspondance de points,

— grand, car nous supposons que les bonnes correspondances de points
sont présentes dans ’ensemble produit par 1’étape de corrélation dé-
crite a la section 3.1.2.1. Les points en correspondance ont une forte
corrélation entre eux.

— cohérent avec les hypotheses qui justifient 'utilisation du critere de
corrélation, c’est-a-dire que les coins en correspondance doivent étre
localement, approximativement en correspondance homographique, ou
au moins, affine ou euclidienne.

Un critere de relazation est défini qui tient compte de ces caractéristiques,
le but de I’étape de relaxation devenant alors la maximisation de ce critere.

Le critere de relaxation. Le critere de relaxation est défini pour un en-
semble S de correspondances de point. A chaque correspondance de points
(m1,ms) de S, est attribué un score de relazation s(my, my) qui est toujours
positif et mesure le degré de cohérence de (my, my) avec les caractéristiques,
décrites ci-dessus, voulues pour les correspondances finales. Le critere de re-
laxation est alors défini comme la somme des scores de relaxation de toutes
les correspondances de point de S:

CS) = > s(mi,my)

(m1,m2)ES

Ainsi, maximiser ce critére revient & maximiser les scores de relaxation et
donc choisir I’ensemble des bonnes correspondances de point.

Le score de relaxation. Le score de relaxation d’'une correspondance de
points (my, my) est lui-méme défini comme une somme de scores toujours
positifs:

s(my, my) = > d(ming, mans) (3.1)

(n1 ,nz)EV(ml ,m2)
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ot V(my, my) est le voisinage de (my, my) et §(i, V) est le score de similarité
entre U et U.
V(my, my) est défini comme suit :

V(my,ma) = {(m,ns) € S, [[mim || <7 et lman, || <r}

ot 7 est un seuil fixant le rayon du voisinage. Ainsi, plus il y a de corres-
pondances de point dans le voisinage de (my,my), plus s(my, ms) est élevé.
Cette définition a pour but de favoriser les ensembles & nombre élevé de
correspondances de point.
(i, U) est défini comme suit :
1 9]

W si kio < Tl < ko et |(ﬁ,77)| <00,

5(it, 7) =

0 sinon.

olt kg > 1 et 6y > 0. Cette définition montre que @ et ' sont considérés comme
similaires si ¥ est I'image de « par une similitude d’angle compris entre —f, et
Oy et de rapport compris entre ﬁ et kq. Elle favorise donc les correspondances
de point (mq, my) telles que le voisinage de my se déduit approximativement
de celui de m; par une application affine proche de la translation de vecteur
miing, ce qui est cohérent avec le critere de corrélation utilisé. [’approxima-
tion est d’autant plus valable que les voisinages considérés sont restreints:
c’est pourquoi, d’une part, s(my, my) ne prend en compte que le voisinage de
(my, my) et d’autre part, §(miny, mans) est d’autant plus grand que n; est
proche de m; et ny est proche de msy. De la méme maniere que pour le critere
de corrélation, la définition du score de similarité peut étre rendue plus géné-
rale en faisant une approximation plutot par une homographie que par une
similitude. Dans ce cas, plus de deux correspondances de point potentielles
doivent étre considérées.

Enfin, dans la somme présente dans la définition de s(my, ms) donnée par
I'équation (3.1), les voisins n; de m; ou ny de my ne sont comptés qu’une
seule fois: si deux scores de similarité §(mqini, mans) et 6(m;n’1,m;n’2) ont
un point en commun, c¢’est-a-dire que n; = n} ou ny = n, alors, seul le plus
grand des deux est pris en compte. Ceci empéche s(my,my) d’étre grossi, de
facon indésirable, du fait de la présence de nombreuses correspondances de
point potentielles contradictoires au voisinage de (my, m2).

La maximisation. La maximisation est faite de maniere itérative. L’en-
semble S des correspondances de point est initialement celui produit par
I’étape de corrélation décrite dans la section 3.1.2.1. A chaque itération, dans
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un premier temps, tous les scores de relaxation sont calculés; ils permettent,
dans un second temps, d’extraire de S de bonnes correspondances de point,
de telle sorte que S évolue vers un ensemble cohérent qui maximise C(S).

Pour cela, 'extraction de & de bonnes correspondances de points est faite
de la fagon suivante: une correspondance de points (mq, my) potentielle est
considérée comme bonne s’il n’existe pas d’autre correspondance de points de
S impliquant m; ou my qui ait un score de relaxation supérieur a s(mq, ms);
pour toute bonne correspondance de points (mg, my), toutes les correspon-
dances de point potentielles impliquant m; ou msy sont Otées de S.

Le processus itératif est stoppé des lors qu’aucune nouvelle bonne cor-
respondance de points n’a été trouvée. Il est nécessairement stoppé a un
moment donné, puisqu’a chaque itération, au moins une correspondance de
points potentielle est otée de S et le nombre total de correspondances de
point potentielles est limité.

Une fois le processus itératif stoppé, toutes les correspondances de points
potentielles de & qui ont un coin en commun sont Otées de S de facon a
obtenir un ensemble cohérent.

Une description plus complete de cet algorithme se trouve dans [Zhang
et al., 1994]. D’autres relaxations sont utilisées dans |[Rosenfeld et al., 1976,
Zucker et al., 81, Pollard et al., 1985, Li, 1990, Faugeras et Berthod, 1980,
Faugeras et Berthod, 1981].

3.2 Estimation de F

Les matrices fondamentales sont les objets les plus simples que nous avons
a manipuler. Il va nous étre souvent utile de les estimer pour pouvoir initia-
liser d’autres estimations.

3.2.1 [Estimation des F;; paire par paire

Avant de penser obtenir une représentation globale de la géométrie proje-
ctive du systeme de caméras, il est souvent utile d’obtenir une représentation
paire par paire, de maniere indépendante. Soient 7 et j une telle paire de camé-
ras. Ces matrices fondamentales ne respecteront bien stir pas les contraintes
qui existent entre elles, comme celles que nous avons vues a la section 2.3.1.
Elles seront néanmoins utiles comme point de départ pour de nombreux al-
gorithmes. La méthode se décompose habituellement en deux parties:

1. une estimation linéaire (aux moindres carrés) de F;;.
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2. un raffinement itératif (une minimisation avec un critere non linéaire)

de Fzg

Les équations nécessaires a la premiere partie dérivent directement de
I’équation épipolaire fondamentale m]TFijmi = 0. On obtient ainsi une équa-
tion par appariement (m;, m;). Cette équation fait intervenir les 9 coefficients
de F;; de maniere homogene de degré 1. Pour N appariements, on obtient
un systeme de N équations linéaires homogenes de degré 1 a 9 inconnues. 8
appariements sont donc nécessaires pour obtenir un résultat. Pour un plus
grand nombre d’appariements, on utilise une méthode de moindres carrés
linéaires pour résoudre le systeme surdéterminé. Il existe des méthodes pour
calculer une matrice fondamentale avec moins d’appariements (7 est bien
str le minimum, la matrice fondamentale ayant 7 parametres indépendants),
mais nous ne les utiliserons pas ici. Le lecteur intéressé peut se reporter a
[Torr et al., 1995] ou a des articles plus anciens [Hesse, 1863, Sturm, 1869).

La méthode linéaire a cependant plusieurs inconvénients, comme mention-
né dans la these de Quang-Tuan Luong [Luong, 1992|. Tout d’abord, elle
ne prend pas en compte les contraintes internes a la matrice fondamentale.
Les équations mfFijmi = 0 n’imposent pas que le déterminant de F;; soit
nul. L’expérience prouve d’ailleurs que les matrices F;; obtenues par cette
méthode ne sont pas de rang deux en général. Ensuite, le résultat minimise
> |m]F;;m;|> qui ne représente pas une distance avec une interprétation
physique. Les différents termes de I’équation peuvent avoir des ordres de
grandeurs différents et donner ainsi des résultats différents a partir des mémes
données. Le critere n’est pas invariant a un changement de représentant proje-
ctif pour les points m; ou m;. On substitue alors & ce critere un autre, plus
“physique” mais non quadratique. Il s’agit de la distance d’un point a la droite
engendrée par son correspondant dans l'autre image.

Le résultat du calcul linéaire est toutefois utile parce qu’il donne une
initialisation le plus souvent correcte et obtenue & un cotit de calcul moindre.
[’étape suivante est la minimisation d’un critere non linéaire.

Les criteres que 'on cherche maintenant & minimiser sont des criteres
avec une signification géométrique dans les images. L'un d’entre eux, le plus
utilisé, est :

m;FFl]mZ TFT

CFy) = > ( )? +(

Ce critere mesure en fait la distance entre un point et la droite épipolaire
du point correspondant dans I'autre image comme montré en figure 3.2. Le
critere comprend deux termes afin d’étre symétrique par rapport a ¢ et a j.
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F1G. 3.2 — Distance épipolaire entre m; et Fz;mj et entre m; et F;;m,;.

Une fois que le critere n’est plus linéaire, il n’y a aucune raison de main-
tenir une paramétrisation de F;; qui ne tienne pas compte de la contrainte
|Fi;| = 0. Différentes paramétrisations existent et sont répertoriées dans
[Luong, 1992|. 1l existe par exemple une paramétrisation par les épipoles
e;; et e;; et 'homographie qui relie les droites épipolaires correspondantes
entre elles.

Le calcul de F;; apparait alors comme une minimisation de C' par rapport
a un vecteur de 7 parametres.

3.2.2 Estimation de F sous contrainte

La méthode précédente est valable pour un calcul entre deux images.
Comment peut on généraliser le calcul des matrices fondamentales pour un
nombre quelconque d’images?

La premiere extension évidente de ce procédé est de calculer les matrices
F;; en utilisant la méme paramétrisation, mais en opérant une minimisation
sous contraintes. Nous voulons ici calculer toutes les matrice F;; de maniere
simultanée, sans passer par les matrices de projection ou les trilinéarités.
Des méthodes pour calculer I’ensemble des matrices fondamentales & partir
de certaines d’entre elles seront présentées a la section 2.5.1.

Cette méthode apparait vite comme inutilisable en pratique. En effet,
Il existe 7TN(N — 1)/2 parametres, mais le nombre de contraintes est gi-
gantesque: Il existe 3 contraintes de plan trifocal par triplet, donc N(N —
1)(N —2)/2 contraintes de ce type. Il existe d’autres contraintes pour 4 camé-
ras, qui fournissent une équation, donc N(N —1)(N —1)(N —3)/24. Puisque
le nombre de contraintes varie en O(N?) et O(N*), il existe un N tel que
ces contraintes soient algébriquement dépendantes. En effet, pour N > 7, il
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y a plus de contraintes que de parametres. Les relations entre ces contraintes
sont complexes et font intervenir les coefficients des matrices F a des degrés
élevés. A titre d’exemple, pour 7 caméras, le nombre de parametres du sys-
teme est de 62, le nombre de parametres des matrices fondamentales est de
87 et le nombre de contraintes d’ordre 3 et 4 est de 140! Cet exemple nous
montre que lorsque nous voudrons estimer la géométrie d’'un systeme a plus
de trois ou quatre caméras, il nous faut absolument le paramétrer avec des
matrices de projection ou avec une autre représentation, mais qui dépende
linéairement du nombre de caméras.

Il faut toutefois modérer ce discours en signalant qu’il est possible de
choisir un sous-ensemble de matrices fondamentales & partir desquelles elles
peuvent étre toutes calculées, au besoin en passant par des matrices de pro-
jection. Le nombre de contraintes est alors beaucoup moins grand puisque le
nombre de matrices fondamentales varie en O(N) et non plus en O(N?). Le
nombre exact de parametres varie en fonction du sous ensemble choisi. La
Figure 3.3 montre un sous ensemble possible & 2N — 1 matrices fondamen-
tales.

F1G. 3.3 — Un sous ensemble de matrices fondamentales permettant d’obtenir
l’ensemble de la géométrie épipolaire. Chaque trait représente une matrice
fondamentale, chaque point une caméra. Cet ensemble contient 2N — 1 ma-
trices fondamentales.

Cette minimisation reste cependant lente & cause des calculs a faire a
chaque itération : calcul des P a partir du sous ensemble des F, puis calcul
de lensemble des F puis calcul du critere dans les O(N?) paires. Ceci est
équivalent a ce qui sera discuté plus tard a la section 3.4.1.

3.3 Estimation de T

Comme les bilinéarités, les trilinéarités nous sont utiles comme point de
départ de nos estimations. C’est pour cette raison que nous nous attacherons
a leur estimation comme moyen pour retrouver la géométrie épipolaire d'un
ensemble de caméras.
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3.3.1 Meéthode linéaire
Rappelons nous 'équation (2.17).

> mh(mymg Trjr — miymy Ty) = 3 mf (mymb Tejm — mymiThir,)
k k
Si on considére m;, m, et mjs connus, ce qui est le cas puisque nous

supposons donnés un certain nombre d’appariements, les différents choix pour
i, j, [ et m donnent quatre équations en les éléments de T". Avec 7 points, nous
obtenons 28 équations, ce qui est suffisant pour résoudre notre systeme de 27
inconnues définies a un facteur d’échelle pres. Bien str de meilleurs résultats
seront obtenus avec un nombre de points tres supérieur a 7 en utilisant des
méthodes aux moindres carrés. Cette estimation pose cependant certains
problémes:

— Le tenseur 7T résultant n’a aucune raison particuliere de vérifier les
contraintes qui existent entre ses coefficients. En effet, ils sont tous
considérés de maniere indépendante dans I'équation (2.17).

— La quantité minimisée est relativement mal définie puisqu’il s’agit d’un
produit de trois coordonnées de points image et d'un élément de T
Cette quantité minimisée n’a aucune signification physique. De plus,
nous n’avons aucune garantie que les équations ont le méme ordre de
grandeur. En effet, les éléments m? intervenant dans les équations (2.17)
n’ont pas tous le méme ordre de grandeur. En effet, il est courant que
les vecteurs m soient de la forme (z,y,1)” ou x et y varient dans toute
I'image. Les deux premieres composantes sont donc le plus souvent en
O(10%) tandis que la troisieme reste & 1. Les équations faisant intervenir
ces termes d’ordre de grandeurs différents auront elles-mémes des ordres
de grandeurs différents. Si les ordres de grandeurs des équations sont
différents, alors leur poids dans le résultat final va aussi étre différent.

Une premiere solution pour rendre la méthode plus robuste est d’intro-
duire des équations trilinéaires entre droites comme en 2.3.2. Puisque les
droites sont détectées de maniere plus stable dans les images, les équations
qui en découlent sont moins sensibles au bruit.

Une deuxieme précaution utile est de normaliser les droites et les points
pour que les différentes coordonnées soient de tailles approximativement iden-
tiques. Pour les points, on utilise un changement de repere qui ramene les
coordonnées x et y des points entre -1 et 1. Les résultats obtenus avec norma-
lisation sont meilleurs que les résultats sans normalisation de plusieurs ordres
de grandeur. La raison en est simple: les coefficients T;;;, sont multipliés soit
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par des coordonnées (x,y) entre 0 et la taille de 'image en pixels (quelques
centaines) soit par 1 (z), et ceci trois fois. Il en résulte que le tenseur 7" a des
entrées 10® fois plus grandes que d’autres. Bien siir les entrées les plus petites
ont autant d’importance que les grandes, mais elles sont négligées lors des
calculs. Cette normalisation est aussi souhaitable pour le calcul des matrices
fondamentales, mais il est moins critique dans ce cas car la différence est de
deux ordres de grandeur au lieu de trois.

Une troisieme amélioration consiste a prendre en compte les 9 équations,
méme si certaines sont des combinaisons linéaires des autres. Les résultats
ne sont pas différents en cas de bruit faible, mais se stabilisent mieux si le
bruit sur les points augmente.

3.3.2 Méthodes non linéaires

Comme pour 'estimation des matrices fondamentales, on peut, au lieu de
minimiser les carrés des équations (2.17), minimiser des distances physiques
dans les images pour avoir de meilleurs résultats. Le prix a payer est en
général que le critere n’est plus quadratique en fonction des variables et qu’il
n’existe alors plus de solution non itérative. Puisque nous avons introduit
ainsi des non linéarités, on peut aussi transformer une représentation non
minimale en une représentation minimale. Cela permet d’obtenir en fin de
minimisation un objet qui vérifie les contraintes qui lui sont imposées. C’est
aussi ce que nous allons faire ici.

Le critere d’ajustement des trilinéarités est un critere simple : Etant donné
m;, m, et m3 une correspondance, nous calculons le critere comme suit: a
partir de m; et my, les 9 trilinéarités génerent 9 droites. Nous calculons
la somme des carrés des distances entre ms et ces 9 droites. Pour rendre
symétrique le critere, nous opérons pareillement avec m, et mjs ainsi qu’avec
m; et my. Une idée de ce critere est donnée dans la figure 3.4. Bien sir,
si ce triplet vérifie les contraintes épipolaires, les 9 droites se coupent en
un point et plusieurs d’entre elles sont confondues. Malheureusement, cette
situation est rare puisque les points qui nous sont donnés pour ’estimation
de la géométrie peuvent étre bruités. Les 9 droites se coupent alors en trois
points distincts correspondant aux trois choix possibles pour le plan passant
par m, (voir figure 2.7).

Nous pouvons choisir plusieurs types de paramétrisations minimales. Le
choix devra surtout étre conduit par la simplicité de la paramétrisation et par
la facilité a la déduire d’une configuration qui ne vérifie pas les contraintes.
Nous avons principalement étudié la paramétrisation par matrices de projec-
tion ainsi que la paramétrisation du tenseur par des méthodes issues de la
théorie des déterminants.
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N

F1G. 3.4 — Critére a minimaser pour obtenir des trilinéarités de maniere non
linéaire. Les points my et my engendrent 9 droites dans la troisieme image.

La minimisation qui en résulte comporte 18 variables et 27 x M fonctions
3 fois 9 par point), ot M est le nombre de triplets présents dans les images.
g

3.4 Estimation de P

Nous avons vu précédemment (& la section 2.5) que les matrices de proje-
ction étaient l'élément fédérateur de la géométrie des caméras. Les autres
entités (bilinéarités et trilinéarités) peuvent étre calculées simplement a partir
des P. Il existe de nombreuses manieres de les estimer. Nous allons les passer
en revue. Elles se divisent en trois familles: on peut partir des matrices
fondamentales ou des trilinéarités que ’on aurait estimées auparavant, ou
bien les calculer directement a partir de correspondances de points ou de
droites.

3.4.1 Estimation de P a partir de F

Il est clair que ce calcul des matrices P en fonction des matrices F ne
peut pas toujours étre mené a bien. En effet, la situation va se bloquer des
que 'on va se trouver face & trois centres optiques alignés. Elle peut se dé-
bloquer si I’on peut se permettre de choisir les caméras dans un ordre tel
que trois centres optiques consécutifs ne soient jamais alignés ou bien si l'on
a des appariements entre triplets d’images, et pas seulement entre paires
d’images. Nous supposerons cette hypothese réalisée dans cette section. Elle
est effectivement réalisée dans 'immense majorité des cas pratiques.

Nous procéderons alors comme suit : & partir d’'une paire de caméras (que
nous noterons 1 et 2), nous pouvons calculer P; en nous aidant de Fy; et Fy;
comme nous l'avons décrit a la section 2.5.1. Il faut d’abord fixer P; et Py en
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fonction de F5, puis P; en fonction de Fy; et Fy;. En faisant varier ¢ de 3 a IV,
nous pouvons obtenir une description complete et cohérente de la géométrie.
Nous avons choisi ici un sous ensemble des matrices fondamentales qui permet
d’engendrer 1’ensemble de la géométrie épipolaire. D’autres sous-ensembles
existent, comme celui décrit dans la figure 3.3. Pour qu'un sous-ensemble
de matrices fondamentales puisse engendrer I’ensemble de la géométrie épi-
polaire, il suffit qu’il engendre toutes les matrices de projection. En effet,
une fois les matrices de projection connues, les matrices fondamentales se
déduisent grace au équations (2.40). Pour pouvoir calculer les matrices de
projection a partir des matrices fondamentales, il faut que chaque image soit
reliée & deux autres images reliées entre elles. Il existe un grand nombre de
graphes vérifiant ces contraintes. La figure 3.3 est un exemple parmi d’autres.

En pratique, on a a notre disposition beaucoup plus de matrices fonda-
mentales que le nombre minimal nécessaire. Si 'on calcule des matrices de
projection en utilisant différentes matrices fondamentales, on obtient plu-
sieurs valeurs a priori différentes des matrices de projection. On utilise alors
une approximation pour combiner ces valeurs, le barycentre projectif. La mé-
thode de calcul de ce vecteur est détaillé dans I’appendice B. Il nous permet
de combiner plusieurs valeurs estimées pour le méme objet projectif. Il faut
aussi bien str faire attention d’exprimer toutes les matrices de projection
dans la méme base de P3.

Le sous-ensemble que nous avons choisi présente plusieurs inconvénients:

— Le calcul est extrémement sensible a la qualité de F5, qui intervient
directement dans le calcul de tous les P;. On peut bien sir choisir les
caméras 1 et 2 en fonction de la qualité des résidus obtenus a la fin
de la minimisation non linéaire, mais cette mesure ne garantit qu’une
adéquation aux données, pas une mesure d’erreur par rapport a un
absolu non disponible. Le choix est alors risqué, et il est bon de faire
plusieurs tentatives avec des caméras de référence différentes.

— Elle utilise uniquement les matrices Fi5, Fy;, Fy;, et ignore toutes les
autres qui, simplement redondantes en théorie, assureraient en pratique
au systeme une robustesse et permettraient une amélioration notable de
la qualité des résultats. Ce défaut peut étre compensé par une moyenne
projective des valeurs obtenues en utilisant différents sous ensembles.

On peut aussi faire une minimiser la distance entre les matrices fondamen-
tales engendrées par les matrices de projection et les matrices fondamentales
initiales. La difficulté réside principalement dans le choix d’une distance entre
matrices fondamentales. On peut en définir plusieurs types:

— La distance relative entre les épipoles comme dans [Luong, 1992]. Cette
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distance a ’avantage d’étre simple, et 'inconvénient de peu pénaliser
une différence d’orientation dans les droites épipolaires par rapport a
un simple décalage de ’épipole.

— Une distance sur les vecteurs de P°?. On range les neuf éléments de la
matrice dans un vecteur que l’'on normalise a 1. La distance est alors
définie comme le cosinus de deux tels vecteurs. Cette distance ne tient
pas compte des contraintes internes a la matrice fondamentale comme

— La distance sur les 7 parametres indépendants de la matrice fondamen-
tale. L’inconvénient de cette distance est qu’elle ne représente aucune
grandeur physique palpable et que les différents parametres n’ont pas
le méme ordre de grandeur.

— La distance moyenne d’un point a l’épipolaire générée a partir d’une
correspondance parfaite selon la premiere matrice fondamentale et de
la deuxieme matrice fondamentale. Cette distance est une distance sta-
tistique. En effet, il n’est pas possible de parcourir tout l’espace des
correspondances parfaites au sens de la premiere matrice fondamentale.
Nous devons donc échantillonner cet espace et effectuer une moyenne
sur les échantillons. Cette distance n’est pas calculable non plus de
maniere formelle & partir d’intégrales. Elle est décrite dans la figure
3.5.

C’est, véritablement la distance qui nous intéresse, elle mesure quelque
chose de géométrique qui a une signification dans I'image. Elle a cepen-
dant un grave défaut: elle n’est pas calculable simplement et on doit
avoir recours a des méthodes statistiques. Le temps de calcul de cette
distance la rend inutilisable en pratique a l'intérieur d’une minimisa-
tion.

Nous avons utilisé la troisieme distance mentionnée. En effet, quelques es-
sais avec la derniere distance ont donné des résultats similaires a la troisieme,
mais au bout de quelques heures.

3.4.2 Estimation de P a partir de T

Il suffit de reprendre les calculs de la section 2.5 pour transformer un
ensemble de trilinéarités en trois matrices de projection. Si l'on cherche a
calculer plus de trois matrices de projection, il faut utiliser une estimation
en cascade. On estimera d’abord P;, P, et P3 puis Py, P3 et P, et ainsi
de suite jusqu'a Py 5, Py 1 et Py. Ces groupes de matrices seront estimés
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F1G. 3.5 — Distance entre deux matrices fondamentales. Cette distance est es-
timée sur la zone de l’espace qui est visible dans les deux images. Des points
(my, my) vérifiant la géométrie épipolaire de la premiére matrice fondamen-
tale F sont tirés au hasard. On vérifie leur adéquation a la deuriéeme matrice
fondamentale F'.

dans des bases projectives différentes, il faudra donc utiliser les techniques
décrites plus loin (a la section 3.5) pour ramener ces estimations dans des
bases différentes & une base unique de P3. Les différentes estimations de la
matrice de projection pour une caméra seront moyennées suivant la méthode
développée a 'appendice B.

3.4.3 Estimation directe de P

Pourquoi ne calculerions nous pas les matrices de projection directement?
En effet, une matrice de projection n’est rien d’autre qu’une matrice de chan-
gement de base multipliée par une matrice de projection canonique, multi-
pliée par une autre matrice de changement de base. Il nous suffirait donc de
choisir une base de P3, la méme pour toutes les caméras, et de connaitre
les images des points la composant dans toutes les images. Pour que cet en-
semble de points soit une base de P3, il faut qu'il n’y ait pas de groupe de
quatre points qui soient coplanaires. Il ne nous resterait plus alors qu’a “ca-
librer” la caméra a 1’aide de ces cinq points pour obtenir une représentation
de la géométrie. Malheureusement, les cinq points engendrent dix équations
pour une matrice qui compte onze parametres. Il nous faut donc une donnée
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supplémentaire. Nous avons choisi d’utiliser un épipole plutét qu’un sixieme
point par facilité, car les équations sont plus simples dans ce cas. La méthode
n’est donc pas véritablement directe dans ce cas puisqu’elle utilise les épi-
poles calculés a partir des matrices fondamentales. On peut la rendre directe
en utilisant six points quelconques.

Les matrices de projection vont étre calculées par paires, mais il va de
sol que si toutes les paires sont calculées dans la méme base, la matrice P;
ne dépendra pas de I'image j avec laquelle elle a été associée, sauf en ce qui
concerne ’épipole. Si nous estimons les matrices de projection a partir de
6 points, ce n’est plus le cas. La matrice P; dépend alors uniquement des
points présents dans I'image ¢. Cette variante permet de ne plus dépendre de
’épipole dont Pestimation est parfois instable [Luong, 1992].

Nous présentons ici le calcul de P; et P, en fonction de 5 points a¥ et
a;?, k variant de 1 & 5 et des épipoles e;; et e;; estimés a partir des matrices
fondamentales ou bien directement. Les points 3-D correspondants aux a*
seront notés A*. Leur coordonnées sont pour l'instant inconnues.

Nous choisissons maintenant comme base canonique de P? la base AF,
ke {1,...,5}. On a A' =10,0,0,1]",... A% = [1,1,1,1]". On va aussi
effectuer un changement de base projective dans les images pour que les
points a¥ et af, pour k variant de 1 a 4 représentent la base projective
standard de P?. On a alors a! = [0, 0, 1]7 par exemple. Ces changements de
bases vont nous permettre d’exprimer simplement les matrices P. En effet,
si on note

PA* =pa® k=1,... .4 (3.3)

On obtient une forme simple de P pour les images 7 et j:

pr 0 0 py
P= 0 P2 0 P4 (34)
0 0 p3s pu

Si a® = [, 3,7]7 , alors la relation PA® = psa® donne les trois équations

p1+ps = psa
p2+ps = psf3
P3s+ps = psY

Les matrices de projections peuvent alors s’exprimer différemment en
posant = = ps5/ps
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ar —1 0 0 1
P= 0 bx—1 0 1 (3.5)
0 0 ye—1 1

Cette expression est bien entendu valable pour les images ¢ et j avec un
parametre x différent. On peut en déduire les coordonnés de C; et de C}
puisque PC = 0. On obtient alors

1 1 1
nt

C =
(1—ax’1—ﬁx’1—7x’

(3.6)

Nous pouvons donc déterminer les épipoles e;; et e;;. En effet, e;; = P,C;,
soit

o = (L% L] Bixi — Bix; vivi — 0% yr (3.7)
) T 9 9 .
1— ;T4 1— ﬁjl‘j 1— Vi

La connaissance de e;; est suffisante pour déterminer les deux parametres

z; et z;. Les a, (8 et 7 sont connus, puisque les coordonnées des points a’

sont connues. La démonstration exacte se trouve dans |Faugeras, 1992]. Il se

trouve alors que les solutions pour z; et x;,

eji.(a) x a3)
vi.(a? x a?)

a?.VQ
Tr;, = 5 T;

avec

Oéiejim
Vi = ﬁiejz’y
Yi€ji.
(v — Bi)eji, i
vo= | (& —v)eji.ej,
(B — ai)ejiz €jiy,

On remplace x; et x; dans les expressions de P; et P;.
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3.4.4 Meéthodes robustes

Le probleme de I’approche développée a la section précédente est que
si 'un des points est faux pour une image alors tout notre raisonnement
s’écroule et les matrices de projection calculées pour cette image sont fausses.
De plus, il est a premiere vue difficile de garantir que les points choisis dans
les images ne forment pas une structure dégénérée. En effet, nous avons vu
que ces cing points formaient une base de I’espace projectif P?3 si et seulement
si il n’existait pas de sous-ensemble de quatre points coplanaires. Certaines
approches a base d’invariants existent pour détecter les configurations dégé-
nérées [Rothwell et al., 1993], mais il n’existe pas de métrique pour déterminer
I’éloignement d’une base de la configuration dégénérée. Dans le monde eu-
clidien une telle mesure serait le volume engendré par la base ou de maniere
équivalente le déterminant des trois vecteurs unitaires composant la base.
Une telle mesure n’existe malheureusement pas en géométrie projective.

Il nous faut donc une mesure qui nous permette de décider si une base
choisie est bonne ou mauvaise. Si la base est bonne, elle va correctement
expliquer la scene tridimensionnelle en fonction des images. Cela signifie que
les points en correspondance vont donner lieu a des triangulations pour les-
quelles les rayons se couperont en un seul et méme point. Si les matrices
de projection sont fausses, ces reconstructions vont étre fantaisistes, puisque
pour la majorité de points, les rayons issus des images ne se couperont pas.
On peut cependant effectuer une reconstruction approchée de ces points 3-D
comme expliqué a I’appendice B.3.

Afin de tirer une grandeur significative de cette conjecture, nous pouvons
reprojeter les points triangulés dans les images. Si les rayons se coupent bien
en un point, alors pour toutes les images, les points reprojetés doivent se
trouver pres des points originaux. Si tel n’est pas le cas, la distance des points
reprojetés au points originaux va étre élevée. La formulation mathématique
de cette distance est la suivante:

CPy,...,Py,M;) = \l;(zg - Eg:ﬁj;ﬁ + (mg — Eg:ﬁj;@?g&

Celle ci permet de mesurer si un point est correct sous I’hypothese que
les matrices de projection le soient. On peut aussi la raffiner en choisissant
de séparer les termes suivant les images. Le critere devient alors:
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On peut alors dire si un point est faux, et dans quelles images. En effet,
un point faux dans I'image ¢ seulement aura un critere élevé dans cette image
et faible dans les autres.

La procédure que nous allons suivre est une procédure classique d’esti-
mation robuste, 'estimation a la moindre médiane des carrés. Le lecteur est
reporté a I'appendice A pour plus d’informations concernant les méthodes
d’estimation robuste. Nous allons tirer au hasard un certain nombre de bases
possibles (en pratique de Pordre de la centaine au millier), ce nombre dépen-
dant de la probabilité de trouver une base correcte dans toutes les images.
Nous allons ensuite calculer les matrices de projection pour toutes ces bases,
puis les distances de reprojection pour tous les autres points de la scene. Nous
choisirons alors la base pour laquelle la médiane des distances de reprojection
est la plus faible. Les points pour lesquels la distance de reprojection est bien
supérieure & la médiane (“bien supérieur” est déterminé comme & appendice
A) sont considérés comme faux et éliminés des calculs pour la suite.

Cette méthode a ’avantage de sélectionner une bonne base sur ses résul-
tats (faible distance de reprojection) et non sur sa possibilité de bons résultats
(non dégénérescence). L’expérience prouve que les bases choisies par ’algo-
rithme sont en général composées de points bien répartis dans la scene tant
au niveau de la profondeur que des directions. De plus, cette méthode permet
non seulement de sélectionner la meilleure base possible parmi celles tirées
au sort, mais aussi d’éliminer les points qui sont manifestement faux.

Les deux fagons de calculer les matrices de projection de maniere directe
(avec I’épipole comme sixitme point ou non) ont une complexité et des ré-
sultats différents suivant les cas. Avec I’épipole, la procédure est plus rapide
puisque moins de tirages sont nécessaires pour obtenir une base correcte. Par
contre, si I’épipole est mal estimé, la méthode a six points donne bien sir de
meilleurs résultats.

3.4.5 Raffinements non linéaires

Dans cette section, nous allons nous raffiner la géométrie des caméras
obtenues par n’importe laquelle des méthodes décrites depuis le début de ce
chapitre. Ces méthodes fournissent toutes une estimée initiale de la géométrie
qui peut étre améliorée.

Le raffinement n’est pas toujours nécessaire. En effet, si ’estimée ini-
tiale est bonne, on peut se dispenser de ’étape de raffinement. Toutefois,
les méthodes d’estimation initiale que nous avons décrites nécessitent le plus
souvent un raffinement, et ceci pour plusieurs raisons:

— Pour la méthode directe, avec ou sans I'estimation robuste, nous n’avons
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pris en compte que cing correspondances et un épipole. Les autres cor-
respondances a notre disposition sont ignorées. Il est important de les
faire intervenir dans le résultat final en vérifiant que la géométrie est
correcte sur tout les points et qu’il n’en n’existe pas qui jouent un role
particulier. En utilisant tous les points lors de I'étape de raffinement,
nous éliminons ce défaut.

— Pour les méthodes basées sur les trilinéarités ou sur les matrices fonda-
mentales, tous les points sont pris en compte au moment du calcul des
trilinéarités ou des matrices fondamentales. Toutefois, le passage d’une
représentation F ou 1" & celle des matrices P s’apparente a une projec-
tion sur une sous variété. Plusieurs projections sur cette sous variété
peuvent étre utilisées. Il n’est pas garanti que la nétre donne un bon
résultat par rapport au point dans les images. L’étape de raffinement
consiste alors en un déplacement sur la variété.

Ces raffinements peuvent ne pas étre nécessaires si

— la méthode robuste donne une erreur médiane tres faible pour la base
choisie

— la projection sur la sous variété a entrainé une faible variation des para-
metres, ou autrement dit, si les matrices F ou les trilinéarités vérifiaient
déja les contraintes.

L’algorithme de Levenberg-Marquardt est un algorithme bien connu pour
effectuer des minimisations non-linéaires. Toutefois, il est ici décrit en détail
car c¢’est un ingrédient fondamental des méthodes présentées a cette section.

3.4.5.1 Minimisation de Levenberg-Marquardt

Etant donnée une relation vectorielle y = f (x) olt y et x sont des vecteurs
d’espace R" et R™ et une mesure y pour y, nous désirons trouver le vecteur x
qui satisfait le mieux la relation vectorielle. Plus précisément, nous cherchons
le vecteur x satisfaisant § = f(x) + € pour lequel ||€|| est minimal.

Itération de Newton La méthode de l'itération de Newton démarre avec
une estimée initiale x et raffine cette estimée avec I'hypothese que f est
localement linéaire. Si I'on développe f(xo+ A) au premier ordre en xg, on
obtient :

f(X() + A) = f(X()) + JA
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olt J est la matrice jacobienne et A un petit déplacement dans R™. Si nous
choisissons x; = xp+A, nous obtenons y— f(x1) = y—f(x0) —JA = €,—JA.
Nous devons donc choisir A pour que ||€y — JA|| soit minimum. Ceci est un
probleme de moindres carrés linéaires. Une simple dérivation nous donne la
contrainte

JTIA =J"¢

On appelle cette équation ’équation normale. La solution au probleme
de minimisation est donc obtenue en commencant par une estimée initiale xq
et en la raffinant en calculant des approximations successives par

Xi+1 = X; + Ay
ou A; est la solution des équations normales
JTIA; =T,

La matrice J est la matrice jacobienne évaluée a x; et €; =y — f(x;). On
espere que cet algorithme converge vers la solution désirée. Malheureusement,
il est possible que la procédure itérative converge vers un minimum local
ou ne converge pas du tout. Le comporte de cet algorithme itératif dépend
beaucoup de 'estimée initiale xg.

L’itération de Levenberg-Marquardt La minimisation de Levenberg-
Marquardt est une petite variation de la minimisation de Newton. Les équa-
tions normales NA = JTJA = J7¢ sont remplacées par les équations nor-
males augmentées N'A = JT¢€ ou N/, = (1 + 6;;\)N;; ol &;; est le symbole
de Kronecker.

La valeur )\ est initialisée & une valeur donnée, typiquement 1073, Si la
valeur de A obtenue en résolvant les équations normales augmentées entraine
un réduction de 'erreur alors 'incrément est accepté et A est divisé par 10
avant la prochaine itération. Si au contraire A entraine une augmentation de
I’erreur, alors A est multiplié par 10 et les équations normales sont résolues a
nouveau jusqu’a ce qu'une valeur de A qui réduise ’erreur soit trouvée. La
procédure de résolutions répétées des équations normales augmentées jusqu’a
ce que A réduise l'erreur est une itération de Levenberg-Marquardt.

3.4.5.2 Ajustement des rayons optiques

Cette méthode est connue sous le nom de “bundle adjustment” en anglais
dans les communautés de vision par ordinateur et de photogrammétrie. C’est
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une méthode ancienne [Brown, 1958|, utilisée par les photogrammetres de
maniere manuelle au début [Slama, 1980], elle a surtout été utilisée dans le
cas d’une calibration forte [Brown, 1971, Gruen, 1978, Gruen et Beyer, 1992],
avec tous les parametres intrinseques et extrinseques connus, mais rien dans
la méthode n’en fait un usage direct. Nous I'avons adapté a la reconstruction
projective. La présentation que nous en faisons ici est inspirée de Hartley
[Hartley, 1994a].

Le but est simple. Il s’agit d’obtenir a la fois des points M; de I'espace
et des matrices de projection P; qui vérifient au mieux les correspondances
trouvées dans les images, c’est & dire qui minimisent la distance D entre les
points m;;, projetés dans les images des points M;, et les points m;;, seule
donnée du probleme.

D =3,%;(d(m;;, P;M;))?
=22 5%]‘

ol d est la distance entre deux points du plan rétinien.

Cette minimisation est énorme. Si 'on note M le nombre de points, on
minimise NM fonctions de 11N — 15 + 3M variables. Les scenes que nous
traitons comporte environ une dizaine de vues et quelques centaines de points.
Pour par exemple 10 vues et 400 points, cela ne représente pas moins de 4000
fonctions de 1300 variables. Une telle minimisation, effectuée sans précaution
ou modification est bien sir hors de question.

Lorsque les matrices de projection et la localisation des points de l'es-
pace interviennent & la fois dans la matrice jacobienne qui est la matrice
des dérivées partielles de €;; par rapport aux variables M; et P;, celle-ci a
une structure spécifique dont nous allons faire usage. Il s’agit d’une structure
en blocs, creuse, qui va donner des équations pour le calcul des nouvelles
itérations tres facilement simplifiables .

Dans notre cas, les variables sont de deux types: il s’agit soit des co-
efficients des matrices de projection, soit des coordonnées de points de P3.
Une variation des coordonnées de M, va résulter en un changement des m,;
ayant le méme indice j. Pareillement, une variation de P; va affecter les m;;
de méme indice 7. En conséquence, la matrice jacobienne J a une structure
creuse ressemblant a celle de la figure 3.6.

La figure montre le cas de quatre points et de trois caméras, mais elle
peut aisément étre étendue au cas de N caméras et M points. Dans le cas
oll certains des parametres sont fixés a une valeur donnée, il disparaissent
simplement de la matrice jacobienne. Il s’agira pour nous de P; que nous
laisserons constant, puisque son changement équivaudrait a un changement
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P, P, P M, M, M; M,

F1G. 3.6 — Matrice jacobienne creuse par blocs. Les parties noires représentent
les €éléments nuls, les parties blanches représentent les éléments non nuls. Par
exemple, la premiere ligne correspond a €11 et ne dépend que des variables Py

et My, my; étant fixé. Les dérivées partielles de 11 par rapport aux autres
variables sont nulles.
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de base projective. Dans certains cas, P; est fixé & sa valeur initiale PY, dans
d’autre cas, I’ensemble est ramené dans une base telle que Py = [I]0]. Ceci a
relativement peu d’importance pour la suite de la discussion.

A cause de la structure par blocs de J, la résolution du systeme J'Jx = b
se présente comme a la figure 3.7. La résolution de ce systeme est indispen-
sable pour calculer le vecteur d’incrément entre la position courante et la
nouvelle itération, qui s’exprime comme (J7J)~1J7¢.

FIG. 3.7 — Equations normales par blocs

Il est possible de donner des formules explicites pour chacun des blocs.
Pour ceci, il nous faut définir la matrice des dérivées partielles d’un vecteur
par rapport & un autre. Si f(x) est une fonction de E™ vers EP, alors, la
matrice des dérivées partielles de f par rapport a x est une matrice n X p
dont I’élément 7, 7 est la dérivée partielle de la i—;fme coordonnée de f par

rapport a la j-ieme coordonnée de x, c’est a dire o2=.
’ Ox;

onmi;;

aP;
coordonnées de P; de dimension 2V x 11M et 5% la matrice des dérivées
J

partielles de m;; par rapport aux coordonnées de M; de dimension 2N x 4M,
si de plus, nous notons ¢;; I’erreur résiduelle au point m;;, nous pouvons écrire

Donc, si est la matrice des dérivées partielles de m;; par rapport au

om
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om;; ~0m;;
U, = N
L
driny; Oty
V. — ij 7 O
2, o,
i, o
opP, ) oM,
om;;
e(Pi) = > ( GP_])T%)

J

Wi = (

L) = TG e)

i

Les matrices U; sont des matrices 11 x 11, V; des matrices 4 x 4, W;
des matrices 11 x 4. Les vecteurs ¢(M;) et ¢(P;) sont respectivement de
dimensions 4 et 11. Les équations normales peuvent s’écrire sous la forme
compacte

U W AP) \ [ eP) (3.10)
wi v AM) )\ eM) '
olt les matrices U, V| les vecteurs A(P), A(M), (P) et £(M) sont eux méme
composés de blocs.

Si nous supposons que la matrice V est inversible, nous pouvons multiplier
chaque membre de I’'équation précédente par

( (I) —le—l ) (3.11)

pour obtenir

( U-WV'W’' 0o ) ( A(P) ) _ ( £(P) — WV~¢(M)

w7 \% e(M) >(3_12)

Ce qui peut étre séparé en deux groupes d’équations. La premiere est

(U-WV'WHA(P) = £(P) - WV~ '¢(M) (3.13)
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que 'on peut résoudre pour trouver A(P). La solution peut donc étre sub-
stituée dans la deuxieme équation, ce qui donne

AM) =V e(M) - Wie(P)) (3.14)

Grace a la forme spécifique de V, il est possible de calculer tres efficace-
ment les quantités intervenant dans ’équation (3.13). Plus spécifiquement,
si on note A la matrice U~ WV ™'W7 et b le vecteur £(P) — WV ~'s(M),
la matrice bloc A;; et le vecteur bloc b; vérifient

k

by = 2(Pi) =3 W;V;'e(M)
J

ol d;; est le symbole de Kronecker.

La matrice A et le vecteur b peuvent aussi étre calculés directement a
partir des dérivées partielles sans qu’il y ait besoin de calculer la matrice ja-
cobienne ou les équations normales. La force vient de ce que nous n’inversons
plus une matrice jacobienne fois sa transposée de taille 1300 x 1300, mais un
grand nombre de matrices 4 x 4 et de matrices 11 x 11, ce qui est une tache
autrement plus facile et plus rapide!

Armés de ces calculs préliminaires, nous pouvons maintenant exposer
notre algorithme de minimisation, connu sous le nom de minimisation de
Newton. On part d’une solution initiale X au probleme. X regroupe toutes
les variables, c’est & dire tout les M; et tout les P;. Nous calculons alors
la valeur du vecteur ¢ en ce point et nous estimons la matrice jacobienne
oll, plus exactement, les matrices U;, V; et W;;. Ces matrices peuvent étre
calculés par approximation des dérivées partielles ou bien par un calcul exact
des dérivées partielles. Le calcul exact est ici facile & mener & bien, nous
le préférerons aux calculs approchés. Ce calcul est présenté a I’appendice
C. Nous calculerons alors le vecteur A a partir des équations développées
plus haut. Ce vecteur A et le vecteur X nous permettent de calculer la
nouvelle estimation des variables, c¢’est a dire un nouveau vecteur X. On
répete I'opération jusqu’a ce que la norme du vecteur A soit inférieur a la
précision désirée.

L’algorithme vient d’étre décrit dans le cas d’une itération de Newton. Il
est facile de voir que ceci peut étre transformé en une itération de Levenberg-
Marquardt en augmentant la matrice jacobienne d’un coefficient A, ce qui
revient a augmenter les valeurs de U et V de maniere similaire. Ceci nous
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permet d’assurer que la matrice V reste inversible. Dans notre configuration
particuliere, la matrice V n’est en général pas inversible car M peut changer
(en particulier d’échelle) sans que m;; change. La matrice V a donc en général
une valeur propre nulle avant d’étre augmentée.

Il existe plusieurs extensions de cet algorithme [Okamoto, 81, Forstner
et Pertl, 1986, Gruen, 1978, Slama, 1980, Zeller, 1952, Okamoto, 84, Brown,
1976, Zeller, 1996|, par exemple pour tenir compte de l'incertitude initiale
sur les points et leur donner un poids en conséquence. Cela permet de te-
nir plus compte des données dont on est siir que des données douteuses ou
peu précises. Dans notre cas, 'incertitude sur les points n’est pas connue,
nous n’utiliserons donc pas ces méthodes. D’autres algorithme sont plus
adaptés lorsque des contraintes existent sur les parametres des différentes
caméras. Les parametres intrinseques peuvent étre constants par exemple.
Nous n’avons pas ici fait de supposition particuliere sur les caméras utilisées,
contrairement a |Zeller, 1996, ou I’ajustement de faisceaux se fait avec des
parametres intrinseques constants au cours de la séquence.

3.4.5.3 Ajustement des lignes épipolaires

La méthode est ici tres proche de celle utilisée pour calculer une matrice
fondamentale entre deux images. La minimisation non linéaire que nous ef-
fectuons a comme parametres Fy et les matrices de projection Py, ...  Py.
Les matrices de projection sont normalisées de maniere a ne conserver que 11
parametres. Pour ce faire, on peut par exemple fixer un de leurs éléments a 1
ou bien fixer la somme des carrés des éléments a 1. L’ensemble a bien 11N —15
degrés de liberté comme souhaité. Les parametres sont tous indépendants.

Le critere choisi est la somme des distances d’un point aux droites épi-
polaires générées par ses correspondants dans les autres images. Ce critere
s’exprime de la maniere suivante:

T
mj Fl]ml

C(Fi2,Ps,... ,Py) =333 ( )

i=1 m £ \/(mJTFumz)% + (ijFijmi)% (3.15)

Ce critere n’est en fait que la généralisation de celui choisi pour I’estima-
tion non linéaire de F (équation 3.2). La figure 3.8 représente le critere pour
un choix de 7. Ce criteére ne privilégie aucune image, méme si la paramétri-
sation privilégie les images 1 et 2. Si une correspondance est absente d’une
ou de plusieurs images, les termes sont mis a zéro.

Il faut noter que si la convergence des rayons optiques implique la conver-
gence des lignes épipolaires, la réciproque n’est pas toujours vraie. En effet,
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F1G. 3.8 — Critere d’ajustement des droites épipolaires

lorsque les centres optiques sont alignés (ou quasiment alignés), la distance
minimisée n’est plus la distance a plusieurs droites, mais a une seule et unique
droite. La convergence peut donc avoir lieu en n’importe quel point de la
droite alors qu'un seul d’entre eux acheve la convergence au sens des rayons.
Cette méthode est donc a déconseiller si le centre optique se déplace sur un
ligne au cours de grandes parties de la séquence. On peut toutefois utiliser
cette méthode puis la faire suivre d’'un ajustement de rayons pour vérifier
que 'on ne se trouve pas dans un tel cas. I’ajustement de rayons terminera
immédiatement, puisque les minima des deux méthodes sont les mémes.

3.4.5.4 Ajustement des trilinéarités

Nous avons vu au chapitre précédent que les trilinéarités sont des équa-
tions liant les coordonnées des images d’un point de I’espace. Ces relations
sont, comme leur nom l'indique, trilinéaires. D’un point de vue pratique, si
I’on considere deux des points comme fixés, un tenseur trifocal va engendrer
9 équations différentes suivant les indices que nous déciderons de prendre en
compte. Ces équations seront linéaires en les coordonnées du troisieme point,
elles représentent donc des droites dans la troisieme image. Elles sont au
nombre de 9 parce que nous avons trois choix possibles pour les coordonnées
utilisées dans la deuxieme image, c’est a dire (x,y), (y, z) et (z,2). Le méme
choix existe dans la troisieme image.

Si l'on revient a l'interprétation géométrique des trilinéarités (figure 2.7),
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on voit que les trilinéarités que nous considérons ici avec notre tenseur 71’
privilégie la premiere image. En effet, chaque trilinéarité est I’expression de
I'intersection d’une droite issue de la premiere image et de deux plans issus
des images 2 et 3. Il y a trois choix possibles pour le plan dans la deuxieme
image et trois choix possibles pour le plan dans la troisieme image. Selon le
choix du plan dans la deuxieme image, le point d’intersection dans l'espace
va étre différent. Ce point peut étre déterminé a partir des deux premieres
images seulement comme l'intersection d’un plan et d’une droite. Si le couple
de points my,m, vérifie la géométrie épipolaire, alors les trois plans possibles
de la deuxieme image couperont la droite issue de la premiere image en un
seul et méme point. Si ce n’est pas le cas, ces trois points seront distincts.

Dans la troisieme image, chacun de ces trois points engendre trois droites
suivant le choix du plan associé a la troisieme image. Encore une fois, si les
points sont en correspondance épipolaire, les neuf droites se couperont en un
seul et méme point.

F1G. 3.9 — Droites engendrées dans la troisieme image par un tenseur du
premier groupe lorsque [’on connait m; et my. Les points my et my sont
présentés ici en situation générale, ils ne vérifient pas la contrainte épipolaire
existant entre les images 1 et 2.
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Dans la figure 3.9, de nombreuses droites sont représentées comme étant
soit verticales, soit horizontales. Ceci n’est pas le fait du hasard, mais sim-
plement du choix des coordonnées (x,z) et (y,z) dans la troisieme image.
La base image choisie pour cette figure étant un repere pixel orthogonal
dans 'image, ces droites sont donc soit verticales soit horizontales. L’orien-
tation des droites engendrées par le troisieme choix de coordonnées n’est pas
constant.

Le critere que nous utiliserons pour cette étape de raffinement de la géo-
métrie du systeme est simplement la somme des carrés des distances du point
mesuré ms a ces neuf droites obtenues par les trilinéarités. Il est bien entendu
que, le critere devant étre symétrique par rapport a toutes les images, nous
allons additionner les résultats obtenus en considérant les paires (mj, m,),
(my, m3) et (m3,my). Un autre critere possible est la distance de my a ces
trois points particuliers. Ce critére doit aussi étre symétrisé. Les résultats
seront similaires, mais le temps de calcul sera plus faible.

Il y a six ordres possibles pour choisir les trois images. Nous devons consi-
dérer ces six ordres car les trois images jouent des roles différents suivant leur
place dans le triplet. Chacune de ces 6 configurations va générer 9 droites,
soit un total de 54 distances pour chaque triplet de points. Le nombre de
triplets étant de l'ordre de quelques centaines, le taille du vecteur d’erreur
est de quelques milliers.

Lorsque nous avons plus de trois images, nous devons calculer ces dis-
tances pour tous les triplets possibles, c’est & dire N (N —1)(NN —2) possibilités
ot NV est le nombre d’images.

3.5 D’une description locale & une description
globale

En regle générale, nous n’estimerons pas les matrices de projection pour
la séquence entiere, mais pour des sous-séquences. Il peut se trouver que notre
méthode d’estimation marche mal ou ne marche pas pour un certain nombre
d’images. C’est le cas par exemple pour I'estimation a base de trilinéarités,
ol 'on considere les matrices par blocs de trois. C’est le cas aussi de la
méthode robuste puisque le nombre d’essais varie exponentiellement avec le
nombre de caméras. Il peut se trouver aussi que notre séquence couvre un
grand nombre d’images et qu’il ne soit pas possible de trouver suffisamment
de points en commun dans ces images. C’est par exemple le cas si on cherche
a modéliser un objet vu sous toutes ses faces. Il n’y aura alors pas ou peu de
points communs a toutes les images.



86

Estimation de la géométrie des caméras

Il nous faut donc un procédé pour mettre bout a bout des mini-séquences.
Mettre bout a bout des sous-ensembles de matrices de projection estimées
dans des bases différentes signifie seulement que l'on veut étre capable de
calculer la matrice de passage d’une base a I'autre de proche en proche pour
obtenir ’ensemble de la séquence exprimé dans une méme base de 1’espace.

Nous allons décrire deux méthodes pour trouver la transformation pro-
jective qui ramene deux jeux de matrices de projection sur une méme base.
I1 est clair que si on peut exprimer deux jeux de matrices de projection dans
une base commune, on pourra alors sans trop de difficulté exprimer tous les
jeux dans une méme base en procédant de proche en proche. D’autres mé-
thodes existent si la base d’arrivée est quasiment euclidienne comme dans
[Kanatani, 1992].

3.5.1 Changement de base en utilisant les matrices de
projection

Supposons que nos deux jeux de matrices se recouvrent sur au moins deux
images. Ils peuvent se recouvrir sur plus de deux, les calculs n’en seront que
plus stables. Soit Py,...,P; le premier jeu et Q;,...,Qx le deuxiéme, avec
t — 7 > 2. Soit H la collinéation recherchée, celle qui nous fait passer de la
base du deuxieme jeu & la base du premier. On a pour tout k € {j,... ,i}

P, = QH (3.16)

L’équation 3.16 est définie a un facteur d’échelle pres, elle est donc équi-
valente & 11 équations scalaires, linéaires en les coefficients de H. 1 suffit de
15 équations pour résoudre le probleme puisque H dépend de 15 parametres.
Il nous faut donc au minimum deux caméras. Le systeme est alors résolu avec
une méthode aux moindres carrés.

3.5.2 Changement de base en utilisant le nuage de points

Supposons maintenant que les ensembles de points tridimensionnels re-
construits & partir de nos jeux de matrices et les points m dans les images
aient 5 points M; en commun. Les points sont réputés étre en commun si
leurs images sont en correspondance. Les ensembles d’images associées aux
deux jeux peuvent étre disjoints. Il peut y avoir plus de 5 points en commun,
les calculs n’en seront que plus stables. Soient M; les points estimés dans la
base du premier jeu, et M les points estimés dans la base du deuxiéme jeu.
On a alors, en utilisant les mémes notations qu’au paragraphe précédent
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M, =H 'M, (3.17)

[’équation 3.17 est aussi linéaire en les coefficients de H™!, et est aussi
définie & un facteur d’échelle pres. Elle est donc équivalente a 3 équations
scalaires. Il faut alors 5 points pour déterminer completement H. En présence
d’un plus grand nombre de points, nous utiliserons une méthode aux moindres
carrés pour résoudre le systeme surdéterminé.

3.5.3 Changement de base par recalage dans les images

Il existe d’autres méthodes pour résoudre ce systeme. En effet, nous avons
cherché la collinéation qui transforme le mieux un ensemble de points pro-
jectifs en un autre ensemble de points projectifs. La distance que nous mini-
misons n’a pas de signification géométrique dans les images. On peut alors
envisager de chercher la meilleure collinéation dans un sens différent, par
exemple, celle qui, une fois les points transformés va assurer une bonne re-
projection dans les images. Les points reconstruits dans le deuxieme jeu,
transformés dans le premier et projetés dans les images du premier jeu de-
vront étre pres de leur correspondants. La distance mesurée est alors une
distance euclidienne en pixels.

3.5.4 Comparaison

Nous présentons ici des résultats statistiques pour comparer les diverses
méthodes. Le mode opératoire est le suivant: les matrices de projection ini-
tiales sont des matrices de projection euclidiennes, et les points sont dans
une sphere devant les caméras'. Une transformation homographique aléa-
toire de I'espace est alors imprimée aux points et aux matrices de projection.
A partir des deux jeux de points, on calcule cette homographie de 3 manieres
différentes:

— En utilisant des matrices de projection calculées & partir des points 2-D
bruités et des jeux de points 3-D. (P). Cette méthode est celle qui est
décrite a la section 3.5.1. Ici, les matrices de projection ont été calculées
a partir des équations m = PM en connaissant les points M.

— En utilisant les nuages de points 3-D directement et une résolution aux
moindres carrés. (SVD). Cette méthode est celle qui est décrite dans la
premiere partie de la section 3.5.2.

1. Cette information n’est bien sir pas utilisée dans les procédures de recalage, mais
seulement dans le calcul de certaines distances.
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— En minimisant Perreur de reprojection des points 3-D. (Mini). L’es-
timation initiale utilisée pour cette minimisation est le résultat de la
méthode (SVD). Cette méthode est celle qui est décrite dans la section
3.5.3.

Les estimations données par les différents algorithmes sont alors évaluées
par rapport aux données exactes par trois distances. On note Hy I’homogra-
phie exacte, H I’homographie calculée, hy et h sont les vecteurs de P'® leur
correspondant, M les points de I’espace dans la premiere base (euclidienne),
m les points dans les images.

— Distance Euclidienne 3-D. Nos points originaux étaient des points eucli-
diens. Cette distance mesure la moyenne des distances des points entre
eux une fois tous dans la méme base euclidienne. Son expression est

> digs (ML, HyH="M) + ds (M, HH, ' M)
e =
2

points

— Distance Angulaire dans P'. Les homographies de P? vers P? peuvent
étre représentées comme des vecteurs unitaires de dimension 16. L’angle
entre ces vecteurs est une distance. Cette distance existe indépendam-
ment des points choisis. Son expression est

( h.hj )

a = arccos(————

| huf[|hol |

— Distance en pixels dans les images. Cette distance mesure la moyenne
des distances entre les points 2-D images des points 3-D ramenés dans
la méme base. C’est la distance que minimise la méthode Mini. Son
expression est

dpe (PM, PHH™'M) + dz:(PM, PHH; 'M)
p= 2 2 >

points images

Nous avons fait ces expériences pour 40 homographies différentes et 9
niveaux de bruit (0.0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.7, 1.0, 1.5 pixels). Les expé-
riences ont aussi été faites pour un nombre de points variable (7, 20, 50, 100).
Il faut noter qu’une détection subpixelique des points donnera une précision
de l'ordre de 0.2 pixel tandis qu'un détection classique donnera une précision
de l'ordre de 1.0 pixel. Les expériences ont été conduites sur 3 images.
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40 tirages ont été effectués pour chaque niveau de bruit. Nous avons
utilisé un bruit uniforme. Le bruit uniforme nous a paru plus adapté pour
modéliser I'erreur de localisation des points d’intérét dans une image que le
modele gaussien. En effet, le modele gaussien autorise des erreurs infinies, ce
qui n’arrive pas en pratique. Ce modele est utilisé en reconnaissance d’ob-
jets par d’autres auteurs désireux de faire des statistiques probantes avec des
tirages de Monte-Carlo [Grimson et al., 1994, Rothwell, 1995]. Les résultats
présentés sont les moyennes sur tous les essais. Il faut noter que les erreurs
médianes différaient tres faiblement des erreurs moyennes dans nos expé-
riences. Les deux jeux de points ont été bruités différemment. L’initialisation
de la méthode Mini a été la méthode Svd. Des résultats différents auraient
été obtenus avec les valeurs données par P pour point de départ.

0.003

P
Mini —+-
Svd -8--

0.0025 -

0.002 |-

0.0015 -

0.001
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FIG. 3.10 — Evolution des résultats des différents algorithmes lorsque le
nombre de points varie. Le bruit est ici de 0.3 pizel. Les erreurs de la méthode
(P) ont été divisées par 103. La distance est la distance angulaire dans P'°.

Les méthodes SVD et Mini semblent donc relativement peu sensibles au
nombre de points, méme si les résultats s’améliorent légerement avec le
nombre de points comme on peut le voir sur les figures 3.10, 3.11 et 3.12.
La méthode basée sur les matrices de projection marche nettement moins
bien. Toutes les méthodes fonctionnent mieux avec un plus grand nombre
de points, ce qui n’est pas surprenant. Les algorithmes SVD et Mini se com-
portent tout deux de maniere similaire.

De l'interprétation des résultats présentées dans les figures 3.13, 3.14 et
3.15, il ressort que la méthode P est instable lorsque le bruit augmente (su-
périeur a 0.5 pixel). Les deux autres méthodes sont relativement robustes au
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1.4
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FIG. 3.11 — Evolution des résultats des différents algorithmes lorsque le
nombre de points varie. Le bruit est ici de 0.3 pixel. Les erreurs de la méthode
(P) a été divisées par 10°. La distance est la distance euclidienne 3-D.
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F1G. 3.12 — Evolution des résultats des différents algorithmes lorsque le
nombre de points varie. Le bruit est ici de 0.3 pizel. Les erreurs de la méthode
(P) a été divisées par 10?. La distance est la distance pizel dans les images.
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FIG. 3.13 — Evolution des résultats des différents algorithmes lorsque le bruit
varie. La distance présentée ici est la distance angulaire. Les résultats ont été
obtenus avec 100 points. Les erreurs des algorithmes (Mini) et (SVD) ont été
multipliées par 10° pour obtenir le méme ordre de grandeur.
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FIG. 3.14 — Evolution des résultats des différents algorithmes lorsque le bruit
varie. La distance présentée ici est la distance euclidienne de [’espace. Les
résultats ont été obtenus avec 100 points. L’erreur de l'algorithme (P) a été
multipliée par 102 pour obtenir le méme ordre de grandeur.
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FIG. 3.15 — Evolution des résultats des différents algorithmes lorsque le bruit
varie. La distance présentée ici est la distance entre les points dans les images.
Les résultats ont été obtenus avec 100 points. L’erreur de l’algorithme (P) a
été multipliée par 102 pour obtenir le méme ordre de grandeur.
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bruit, les erreurs restent tres petites pour tous les niveaux de bruit.

La différence de qualité entre les méthodes Mini et SVD est tres peu sen-
sible. Or, I'utilisation d’une minimisation non linéaire rend les temps de cal-
cul nettement plus longs. L’intérét de la méthode Mini est donc minime. Des
résultats différents auraient pu étre obtenus avec une initialisation différente.

Une des raisons pour laquelle la méthode P fonctionne moins bien est
qu’elle opere sur 3N plans qui sont les trois lignes des N matrices de pro-
jection au lieu d’opérer sur les M points. Plus précisément, les équations
(3.16) sont des équations liant deux plans de I’espace tridimensionnel. En
effet, comme nous ’avons vu a la section 2.1.3, les lignes des matrices de pro-
jection représentent des plans passant par le centre optique. Les équations
(3.16) sont la formulation algébrique du fait que ces plans exprimés dans la
base du premier jeu doit se transformer en le méme plan exprimé dans la base
du second jeu. On applique en fait le changement de base aux trois plans qui
définissent la caméra. Le fait d’opérer sur les données originales (les points)
semble étre un avantage pour les méthodes SVD et Mini.

3.6 Expériences et comparaison

Dans cette section nous présentons les résultats et la comparaison des dif-
férentes méthodes sur des jeux de données synthétiques avec un bruit ajouté
variable, et sur des séquences réelles.

3.6.1 Données synthétiques

Les niveaux de bruit choisis sont de 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.7, 1.0 et 1.5
pixels. Le bruit attendu pour une détection subpixelique est de I'ordre de 0.2
pixel tandis qu'une détection classique donnera des résultats comparables a
ceux de 1.0 pixel. Aucune fausse correspondance n’a été incluse. Nous avons
travaillé avec trois et six images. Les données sont similaires a celles utilisées
a la section précédente.

3.6.1.1 Matrices de projection

Nous présenterons tout d’abord les résultats des différentes méthodes de
calcul des matrices de projection. Les méthodes présentées sont:

— Méthode a partir des matrices fondamentales (F).

— Méthode a partir des trilinéarités normalisées (TN).
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— Méthode directe & 2000 essais (D2).

— Méthode directe & 10000 essais (D10).
Nous jugerons de leur qualité sur plusieurs criteres:

— La distance entre les matrices de projection calculées et réelles, calculée
comme un angle sur la sphere de PV =1% apres les avoir ramenées 2
une méme base de P?. Cette distance n’a pas d’unité («).

— La distance entre les points projections des points 3-D estimés et les
points projections des points 3-D réels. Cette distance est en pixels

(DR).

— La distance entre les points reconstruits une fois appliquée la transfor-
mation pour les ramener dans la méme base de P3, qui se trouve étre
une base euclidienne. Cette distance est en millimetres. (DE).

0.05 T T T T T T T X
D10 ~—
0.045 D2 -+ |
F e
TN -
0.04 4
0.035 - _
0.03 i
0.025 i
0.02 i
X
0.015 |
I
0.01 i
. *E';':;;;(:iff'_“
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

F1G. 3.16 — Comparaison des différentes méthodes pour 3 vues: La mesure
d’erreur utilisée est la distance a. Les abscisses représentent le bruit sur les
points.
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F1G. 3.17 — Comparaison des différentes méthodes pour 3 vues: La distance
utilisée est la distance DR. Les abscisses représentent le bruit sur les points.
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F1G. 3.18 — Comparaison des différentes méthodes pour 3 vues: La distance
utilisée est la distance DE. Les abscisses représentent le bruit sur les points.
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F1G. 3.19 — Comparaison des différentes méthodes pour 6 vues: La distance
utilisée est la distance . Les abscisses représentent le bruit sur les points.
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F1G. 3.20 — Comparaison des différentes méthodes pour 6 vues: La distance
utilisée est la distance DR. Les abscisses représentent le bruit sur les points.
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F1G. 3.21 — Comparaison des différentes méthodes pour 6 vues: La distance
utilisée est la distance DE. Les abscisses représentent le bruit sur les points.

La méthode basée sur la moindre médiane des carrés est la plus fiable
comme il apparait dans les graphes des figures 3.16, 3.17, 3.18, 3.19, 3.20 et
3.21. En fait, elle réalise précisément le but recherché: Obtenir des matrices
de projection qui expliquent les images de maniere satisfaisante. Les images
sont bien expliqués lorsque 'on est capable de trouver de points de 1’espace
et des matrices de projection dont les points dans les images se déduisent.
En théorie, deux jeux de matrices de projection exprimées dans deux bases
différentes expliquent la scene de maniere identique. En pratique, le condi-
tionnement numérique varie beaucoup suivant le choix de la base. En fait, si
I’on regarde les bases choisies par ’algorithme, les points les composant sont
en général bien répartis dans ’espace. D’une certaine maniere, ils englobent
la scene.

La méthode basée sur les matrices fondamentales fonctionne bien (voir
les figures 3.16, 3.17 et 3.18) pour un faible nombre de caméras (entre 2 et 4).
Elle donne les meilleurs résultats pour un ensemble de trois caméras?. Mais
ses performances se détériorent rapidement comme on peut le voir entre les
figures pour 3 caméras et les figures pour 6 caméras. Ceci est principalement
du a l'initialisation algébrique exposée a la section 2.5.1 qui prend en compte

2. pour la configuration que nous avons tiré au hasard.
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F1G. 3.22 — Comparaison des méthodes directes pour 6 vues : La distance utili-
sée est la distance DE. Ce graphe est le méme que le précédent, mais [’échelle
est différente et seulement les deux meilleures méthodes sont présentées.
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certaines caméras plus que d’autres. Il suffit alors d’une faible perturbation
sur des données sensibles pour que I’ensemble de I’estimation devienne erroné.
Cet effet est plus sensible lorsque le nombre de caméras augmente. Pour les
mémes raisons, TN conduit & de bons résultats a des faibles niveaux de
bruit, mais se détériore avec l'augmentation du bruit. Sa relative stabilité
par rapport a la méthode F s’explique simplement: le nombre de caméras
pris en compte dans chaque bloc est plus important pour TN (3) que pour
F (2). L’initialisation sera donc bonne pour au moins 3 caméras, au lieu de
I’étre pour seulement 2. En revanche, quand le bruit devient trop important,
la projection de T sur ’espace des tenseurs trifocaux ne se passe pas tres
bien, et le résultat devient rapidement mauvais.

Les méthodes D10 et D2 donnent des résultats similaires a tous les niveaux
de bruit comme on peut le voir sur le graphe de la figure 3.22. Les résultats
sont méme identiques aux faibles bruits parce que la base choisie est la méme.

En pratique, D10 est environ 5 fois plus lent que D2, pour une différence
de qualité marginale par rapport au temps de calcul. De méme, TN est beau-
coup plus rapide que D2 et donne des résultats satisfaisants dans la majorité
des cas. Ceci n’est bien str vrai que si la scéne ne comporte pas de faux
appariements. Si ce n’est pas le cas (ce n'est jamais le cas dans les scenes
réelles), il faudra adapter une moindre médiane des carrés sur TN, ce qui
ramenera cette méthode a des temps de calculs similaires.

3.6.1.2 Raffinement

Les distances et les niveaux de bruit sont les mémes qu’a la section pré-
cédente. Nous comparons ici trois résultats:

— Le meilleur résultat sans raffinement (-).
— Avec ajustement de droites épipolaires (E).
— Avec ajustement de rayons (R).

— Avec ajustement de trilinéarités (T).

Les criteres de comparaison et les niveaux de bruit sont identiques. On
voit que 'ordre de grandeur des résultats reste le méme quelque soit la mé-
thode de raffinement utilisée. La raison principale est que le résultat initial
est relativement bon dans la majorité des cas. La méthode basée sur les trili-
néarités fonctionne moins bien que les autres, mais ceci est du principalement
a sa tres lente convergence. Le temps nécessaire a la mise en oeuvre de cette
méthode est 15 fois supérieur aux autres méthodes. En effet, le nombre de



3.6 Expériences et comparaison

101

fonctions criteres a calculer & chaque itération est bien plus important. Cela
augmente aussi la taille de la matrice jacobienne & conserver?.
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F1G. 3.23 — Comparaison des méthodes de raffinement pour 6 vues. La dis-
tance utilisée ict est la distance o.. Les abscisses représentent le bruit sur les
points.

Au regard des figures 3.23, 3.24 et 3.25, la méthode F semble donner de
meilleurs résultats que la méthode & base d’ajustement de rayoms, et ceci
de maniere consistante. Ceci n’aurait vraisemblablement pas été le cas si
notre configuration avait eu plusieurs centres optiques alignés. Cela n’indique
pas tant que la convergence est meilleure dans la méthode F que dans les
autres, mais qu’elle converge plus vite. En effet, par souci d’égalité, toutes
les méthodes ont été bridées a 2000 itérations.

3.6.2 Séquences réelles

Nous avons ensuite testé nos algorithmes sur deux séquences différentes,
la premiere est la place des Arcades a Valbonne et la deuxiéme est un bati-
ment (la bibliotheque de 'INRIA & Sophia-Antipolis). Aucune donnée exacte

3. Pour plus de détails sur les algorithmes de minimisation utilisés, le lecteur est reporté
a l'appendice 3.4.5.1
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Fi1G. 3.24 — Comparaison des méthodes de raffinement pour 6 vues. La dis-
tance utilisée ici est la distance DR. Les abscisses représentent le bruit sur
les points.
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F1G. 3.25 — Comparaison des méthodes de raffinement pour 6 vues. La dis-
tance utilisée ici est la distance DE. Les abscisses représentent le bruit sur

les points.
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n’a été fournie avec ces séquences. Il est cependant possible de s’assurer vi-
suellement de la qualité des résultats a 1’aide de la géométrie épipolaire.

Les images utilisées pour ces séquences ont été prises avec un appa-
reil photo commercial Canon, puis ont été développées sur PhotoCD. Nous
n’avons pas utilisé les images a leur résolution maximale (3072 x 2048), mais
a une résolution intermédiaire : 768 x 512 pixels. Implicitement, cela veut dire
que nous pourrions obtenir des résultats quatre fois plus précis en utilisant
des primitives détectées dans les images a pleine résolution. Les images origi-
nales sont en couleur, nous avons utilisé seulement I'information de luminance
pour extraire nos points d’intérét et les mettre en correspondance.

3.6.2.1 La place des arcades a Valbonne

La séquence présentée ici est une séquence de 8 images de la place des
Arcades & Valbonne. L’estimation de la géométrie a été faite en 3 blocs de
4 images. Nous avons utilisé la méthode directe robuste avec 2000 bases
essayées. Les blocs ont été ensuite recollés les uns avec les autres en utilisant
les méthodes décrites en 3.5.2.

La figure 3.26 et la figure 3.27 montrent que les droites épipolaires sont
bien estimées. La distance entre un point et les droites épipolaires est généra-
lement inférieure a deux pixels. Les résultats obtenus avec cette séquence en
utilisant le fait que les parametres intrinseques n’ont pas varié [Zeller, 1996|
sont légerement meilleurs, mais du méme ordre de grandeur.

La figure 3.28 montre une vue d’ensemble de la scéne avec quelques droites
épipolaires tracées entre les images.

3.6.2.2 La bibliotheque de PINRIA

L’estimation de la géométrie a été faite en deux étapes, tout d’abord
sur les trois premieres images, puis sur les trois dernieres. Les deux jeux de
matrices de projection ont été rapportés a la base utilisée dans le premier
jeu en utilisant les points reconstruits en commun comme a la section 3.5.2.
Nous avons utilisé la méthode directe robuste avec 2000 bases essayées.

La figure 3.29 montre que les droites épipolaires sont bien estimées. Ceci
est important parce que la géométrie épipolaire est un invariant projectif de
la structure de ’ensemble de caméras. L’exactitude de la géométrie épipo-
laire est une condition nécessaire? de la géométrie projective du systéme de

4. mais pas forcément suffisante. En effet, si les droites épipolaires sont confondues dans
une image, la géométrie épipolaire ne contraint pas le point & se trouver & un pixel donné,
mais simplement sur une droite donnée. Sa position exacte sur la droite peut étre fausse.
La géométrie projective des caméras sera alors fausse, mais la géométrie épipolaire sera
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FiG. 3.26 — Détails de la géométrie épipolaire calculée sur la place des Ar-
cades. Trois des huit tmages sont présentées. Elles appartiennent a trows blocs
différents (deuziéme, cinquiéme et septiéme images)
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F1G. 3.27 — Détails de la géométrie épipolaire calculée sur la place des Ar-
cades. Quatre des huit images sont présentées. Le détail est le sommet d’une
antenne de télévision.
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F1G. 3.28 — Vue d’ensemble de la place. Des droites épipolaires sont tracées
en certains points. On remarque que les droites épipolaires se coupent en des
points uniques. Ces points sont en correspondance entre les images.
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caméras. La figure 3.30 présente une vue grossie autour d’un point particu-
lier. On remarque que la distance entre le point et les droites épipolaires est
inférieure au pixel dans tous les cas.

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons développé des méthodes d’estimation des
objets représentant la géométrie d'un systeme de caméras, jusqu’au résultat
final qui assure une cohérence entre les données, c’est a dire les matrices de
projection.

Le point de départ est toujours I'estimation de correspondances entre les
images. C’est la partie la plus critique du systeme. Des bonnes correspon-
dances permettent généralement d’obtenir une bonne géométrie du systeme.
Toutefois, ces bonnes correspondances sont difficiles & obtenir.

L’estimation a base de matrices fondamentales souffre de défauts ma-
jeurs: elle ne permet pas I'obtention d’un résultat a coup str et elle est tres
dépendante de la qualité de ’estimation d’une des matrices fondamentales.

Les trilinéarités sont tres sensibles au bruit. Un bruit faible peut faci-
lement perturber I'estimation de ces dernieres, méme en prenant toutes les
précautions nécessaires pour normaliser les données.

Au contraire, I'estimation directe des matrices de projection est assez
robuste et permet ’estimation de la géométrie pour un nombre de caméras
plus grand (6-8 au lieu de 3). Cette méthode ne marche absolument pas sans
les méthodes statistiques robustes. En effet, les méthodes robustes servent
non seulement & éliminer les faux appariements, mais aussi a choisir une
paramétrisation des matrices de projections.

Une estimation sur un petit nombre de caméras ne suffit pas forcément
pour nos applications. Nous estimons donc alors la géométrie de caméras
par sous-ensembles que nous recollons ensuite. Le changement de base est
effectué en mettant en correspondance les points. Il est clair que ’algorithme
de découpage en sous-ensembles doit dépendre de la scene observée et de la
continuité des appariements dans cette scene. Plus de recherches devraient
étre faites pour déterminer un algorithme automatique.

La géométrie ainsi obtenue est raffinée par des méthodes itératives. Il en
existe principalement deux classes, qui minimisent 1'une une distance entre
points, l'autre une distance entre point et droite. Les deux sont mesurées
dans les images.

Les résultats montrent clairement la supériorité des méthodes directes et
robustes, méme en l'absence de fausses correspondances. Ces méthodes ont

correcte.
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Fic. 3.29 — Cing images de la bibliothéque de I’INRIA. Des droites épipolaires
sont tracées entre les images a certains points.
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Fi1G. 3.30 — Détails des droites épipolaires tracées sur l'image autour d’un
point caractéristique. Le point est ici le coin inférieur droit de la facade de
la bibliotheque.
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toutefois un cott exponentiel en le nombre d’images. Il faut donc les associer
a des méthodes de recalage entre sous-séquences pour pouvoir les utiliser sur
plus de 5 & 10 images.

Pour le raffinement, 'ajustement de faisceaux est la méthode donnant
des bons résultats le plus rapidement. De plus, il est facile d’implémenter des
extensions de cette méthodes a des cas plus particuliers.
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Deuxieme partie

(Géométrie projective orientée
appliquée a la vision par
ordinateur






Chapitre 4

(Géométrie projective orientée

Dans tout ce qui précede, nous avons utilisé le formalisme de la géométrie
projective. Ceci nous a permis de dériver de nombreux résultats, mais il reste
néanmoins un probléeme important que nous n’avons pas abordé.

Lorsque nous allons prédire quels points des images sources doivent étre
utilisés pour calculer I'intensité d’un pixel de 'image synthétisée, il se peut
fort que nous n’ayons pas une solution unique. En effet, nous n’avons aucun
moyen de discriminer entre les différents points présents sur le rayon. L’ordre
dans lequel les points sont vus dans une image est simplement I'ordre réel
des points auxquels on a appliqué une transformation projective. C’est a dire
que quatre points peuvent se retrouver dans un ordre quelconque.

Ces problemes d’orientation vont se retrouver lorsque nous allons essayer
d’éliminer les faces cachées dans notre synthese d’image. Ceci est la principale
motivation pour établir cette théorie. En effet, il n’est pas possible de savoir
quel point est visible en utilisant la géométrie projective non orientée.

Nous allons introduire dans ce chapitre un outil qui va nous permettre de
résoudre ces problemes, la géométrie projective orientée.

La géométrie projective orientée et les problemes qui y sont reliés sont
encore relativement rarement évoqués dans la littérature de vision par ordi-
nateur. Les premiers articles sur le sujet sont de Richard Hartley ([Hartley,
1993a| et d’autres articles non publiés). Hartley introduit le concept d’inva-
riant chiral, et développe une théorie similaire & la nétre mais sans se placer
dans un formalisme mathématique bien défini. Son travail ne concerne que
les reconstructions projectives a partir de paires d’images, alors que nous
abordons ici le probleme pour un nombre d’images quelconque.
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4.1 Principes de bases

Nous présenterons dans cette section la géométrie projective orientée en
supposant une connaissance approfondie de la géométrie projective classique.
Comme Jorge Stolfi dans son livre [Stolfi, 1991], notre exposé sera didactique
et s’adresse plutot aux utilisateurs qu’aux mathématiciens.

4.1.1 Géométrie projective classique et orientée

Dans la premiere partie de ce document, nous louions les mérites de la
géométrie projective. La géométrie projective classique, malgré toute sa puis-
sance, a un inconvénient majeur qu’il est bon de citer ici. Les plans et les
droites ne sont pas orientables. De maniere informelle, cela signifie qu’il n’est
pas possible de définir le sens des aiguilles d'une montre pour un plan donné.
Il n’est pas non plus possible de définir un sens sur une droite, comme par
exemple le sens de la propagation de la lumiere sur un rayon. De la méme
maniere, la gauche et la droite, le devant et le derriere n’existent pas en
géométrie projective classique puisqu’il n’est pas possible de distinguer une
face du plan de ’autre, un coté de la droite de ’autre. Il existe toutefois une
adaptation de la géométrie projective qui permet d’éviter ces problemes. La
géométrie projective orientée part d’une définition légerement différente de
la géométrie projective classique. La géométrie projective classique considere
que deux vecteurs représentent le méme point si et seulement si ils sont pro-
portionnels & une constante non nulle pres. La géométrie projective orientée
restreint cette définition & une constante strictement positive. On remarque
tout de suite que cela équivaut a un dédoublement de ’espace. En géométrie
classique, le plan P? est représenté par une sphere pour laquelle on a identifié
les points antipodaux. En géométrie orientée, T2 est représenté simplement
par une sphere (voir figure 4.1).

On peut aussi représenter P? par un plan auquel on a adjoint une droite
a linfini. 72 est représenté par deux plans auxquels on a adjoint une droite
a l'infini commune (voir figure 4.3). Un de ces plans est le devant, l'autre
est le derriere. On peut passer facilement de la représentation sphérique a la
représentation planaire comme indiqué & la figure 4.2 pour P!.

Une ligne (un objet de 7') est en fait la superposition de 2 droites, I'une
étant le devant, I'autre le derriere.

Ces principes s’étendent bien sir a 7™ pour tout n, mais les exemples
sont plus difficiles & visualiser pour n > 3.
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FIG. 4.1 — Représentation sphérique de P? et T2

F1G. 4.2 — Passage de la représentation sphérique a la représentation planaire
pour PL.
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derriere
devant

F1G. 4.3 — Représentation planaire de P?* et T?
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4.1.2 Orientation
4.1.2.1 Approche mathématique

Definition:

On appelle simplexe a k points un k-uple ordonné de points de
T™. En représentation sphérique, un simplexe s est un n + 1-
uple ordonné de vecteurs unitaires de R"*'. Un simplexe est dit
dégénéré si ces vecteurs ne sont pas linéairement indépendants.

La notion de simplexe est bien siir tres reliée a la notion de bases dans un
espace vectoriel. On appelle espace engendré par un simplexe s l'intersection
de T™ avec l'espace engendré par les vecteurs de s dans R"!. La dimension
de s est par définition celle de I'espace qu’il engendre. De maniere évidente,
un simplexe a k points est non dégénéré si et seulement si sa dimension est
k — 1. Deux simplexes sont dits équivalents si il existe un moyen de passer
de 'un & l'autre de maniere continue en les déformant et si tous les états
intermédiaires sont non dégénérés. Un simplexe a trois points est équivalent
a un autre simplexe a trois points si il est possible de déplacer les trois points
du premier simplexe sur la spheére jusqu’au deuxieme simplexe sans que les
trois points ne soient alignés a aucun moment.

Les simplexes engendrant 7" se divisent naturellement en deux classes
d’équivalence. Nous identifierons ces deux classes avec les deux orientations
de 7" en choisissant un représentant positif dans une des classes.

4.1.2.2 Exemples de sous espaces orientés

L’exemple le plus simple est celui des (sous-)espaces de dimension 0. Selon
la définition, un sous espace de dimension zéro est une paire ordonnée de
points antipodaux sur la sphere. Un sous espace orienté est une paire (a, b)
de ce type pour laquelle on a choisi I'un des points avec une orientation
positive. On notera a = —b. On voit que leur représentants a et b vérifient
a= —b.

Un autre exemple est celui des droites dans 72. Deux simplexes (p,q) et
(r,s) sont équivalents si et seulement si il est possible de transformer 'un
en l'autre sans passer par un simplexe dégénéré. A chaque instant au cours
de cette transformation, (ps,q;) détermine un ordre circulaire sur la droite
e X qr, celui allant de p; & g; par le chemin le plus court (voir figure 4.4).

On note que, entre autre, pV g = —(q¢Vp) = (—-p)V (—q), et que =pV q =
pV ().
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FIG. 4.4 — Droite orientée dans T?>

4.1.3 Propagation de l’orientation

Apres les exemples que nous venons de voir, on peut légitimement se
poser la question de la propagation de l'orientation au cours des opérations
projectives usuelles. L’orientation se propage lorsque 'on joint deux points,
la droite étant celle qui relie les deux points par le plus court chemin. Le plus
court chemin peut croiser ’hyperplan & 'infini si les deux points sont 'un
sur le devant, 'autre sur le derriere. L’orientation se propage aussi lorsque
I’on joint un point et une droite. Le plan est alors orienté de maniere a ce
que la droite tourne autour du point dans le sens positif.

L’orientation se propage aussi lors des opérations d’intersection. Deux
plans orientés II; et Il se coupent en une droite orientée [. On détermine
I'orientation de cette droite de la maniere suivante: on considere le sens
de rotation pour passer d’'un plan a I’autre par le plus petit chemin et I'on
applique la regle de la main droite. Tous les objets propagent leur orientation
a travers les opérations projectives.

4.1.4 Droite et gauche, devant et derriere, enveloppes
convexes

A partir de ces quelques notions, nous pouvons aisément définir la droite
et la gauche d’une ligne. Un point est dit a gauche si il est sur le coté gauche
lors d’un parcours de la droite dans le sens de son orientation. De méme, un
point est dit devant un plan si le simplexe formé par un simplexe positif du
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plan et le point est une base directe de I’espace. On dira qu’il est derriere si
la base est indirecte.

La définition d’un enveloppe convexe d’un ensemble de points X est
aussi possible. Les algorithmes classiques d’estimation d’enveloppes convexes
peuvent s’appliquer puisque nous avons un moyen de décider si deux points
sont d’un méme c6té d’un plan ou non.

4.2 Application a la vision

Les principaux problemes d’orientation rencontrés en vision stéréosco-
pique et en structure a partir du mouvement sont reliés a 'orientation de
la caméra et a ’orientation d’'un point de ’espace par rapport & un point a
partir d’informations dans les images.

Nous nous attacherons tout d’abord a l'orientation d’'une caméra. Jus-
qu’ici, aucun algorithme projectif ne pouvait spécifier qu'une caméra ne
voyait que le monde devant elle, et non pas le monde derriere elle.

4.2.1 Plan focal orienté

L’orientation d’une caméra se fait en pratique d’'une maniere assez simple.
Il suffit de choisir un point visible dans cette caméra et dont on a les coor-
données spatiales (elles pourront avoir été obtenues par triangulation avec
une autre caméra, ou étre une donnée, comme dans la calibration). Nous
décidons que ce point se trouve devant la caméra.

L’existence de telles données (les coordonnées d’un point dans P’espace et
dans I'image) est vérifiée dans tous les cas pratiques. Si il s’agit d’une caméra
calibrée, les points de la mire de calibration sont devant la caméra, et nous
connaissons leurs coordonnées spatiales puisque 1’objet est connu. Dans le cas
d’une calibration dite faible, la scene n’est pas connue, mais il est toujours
possible de reconstruire au moins un point de la scéne (vue par au moins deux
caméras) dans l'espace!. Ce point est lui aussi bien stir devant la caméra. 11
est méme en fait devant les deux caméras dans lesquelles il apparait, ce qui
nous permet aisément de propager l'orientation sur I'ensemble des caméras
du systeme.

Pour obtenir cette orientation, nous avons juste besoin d’une seule hy-
potheése: les points de ’espace que nous considérons ne sont pas sur le plan
focal, ou bien, de maniere équivalente, ils ne se projettent pas sur la droite &

1. La calibration faible, ou calcul de la matrice fondamentale, nécessite un minimum de
7 points.
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I'infini dans 'image. Cette condition est en fait toujours vérifiée puisqu’au-
cune caméra ne voit les points qui sont sur son plan focal.

On suppose fixé le repere dans lequel sont exprimés les points de 'image.
Soit M notre point de référence qui se projette en m en suivant 1’équation
m = PM. P peut s’écrire de la maniere suivante

1; représente le plan focal. En effet, les points vérifiant I M = 0 se pro-
jettent a l'infini dans I'image, donc sont dans le plan focal. La derniere co-
ordonnée de m n’est rien autre que 17 M. Le signe de cette expression nous
renseigne sur la position relative de M et de I3. Suivant nos conventions, 12 M
doit étre positif puisque M est devant le plan focal. Ceci détermine donc le
signe de I3 et donc le signe de P. Pour tout point M’ de 73, la derniere
coordonnée de m’ nous donne la position de M’ par rapport a la caméra,
en prenant M comme un représentant du devant. Si la derniere coordonnée
de m' est positive, M’ est du méme coté de la caméra que M. Si elle est
négative, M’ est de 'autre coté. Si elle est nulle, alors M’ appartient au plan
focal.

L’analogie géométrique la plus appropriée ici est celle du double plan pour
représenter le sous espace projectif qui correspond a ITy. La caméra est alors
représentée par deux plans (I'un recevant les projections du devant et 'autre
du derriere) et une droite représentant les points se projetant a I'infini comme
a la figure 4.5. Une autre représentation est la représentation sphérique. Si
I’on se place dans un plan contenant C' et M, on obtient le schéma présenté
a la figure 4.6.

Le signe de P détermine donc sans équivoque l'orientation de notre ca-
méra. Une caméra orientée de maniere opposée regardera exactement dans
I’autre direction, avec les mémes propriétés quant a la projection. Ces deux
caméras générant des images tres différentes de la méme scene. Une caméra
en Corse regardant vers le Sud verrait la Sardaigne (orientation correcte) ou
la France et 1'Italie (orientation opposée). Il est rassurant de voir qu’elles
sont représentées par des objets mathématiques différents.

Il faut cependant étre conscient que nous n’avons pas pour l'instant la
capacité de connaitre a priori l'orientation des points de l’espace 72. Ainsi,
a partir de I’expression de C dans P?, il ne nous est pas possible de décider
lequel, de C' ou de —C est le point qui nous intéresse. Ce choix ne va pas
avoir d’incidence sur l'orientation de la caméra mais change 1’orientation des
rayons optiques. En effet, (=C) AM = =(C A M).
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I17/devant

I1;/derriére

F1G. 4.5 — Une caméra orientée. FElle est représentée par un plan orienté,
qui se décompose en deuz plans (celui de devant et celui de derriére). Ces

deux plans ont une droite en commun, qui représente la ligne a ["infini de ces
plans.

F1G. 4.6 — Une “tranche” de caméra orientée présentée suivant le modele sphé-
rique. C et =C sont les centres optiques possibles. La ligne en gras représente

lintersection avec le plan focal I1¢, la ligne fine le rayon optique dessiné ici
au départ de C.
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4.2.2 Epipoles et matrices fondamentales orientées

L’orientation de notre matrice de projection n’est pas bien stir sans consé-
quence sur les autres objets de notre formalisme. Les épipoles, par exemple,
sont définis comme les projections d’autres centres optiques sur notre caméra.
Ces épipoles vont donc étre orientés comme les autres points. Si le centre op-
tique de ’autre caméra est derriere le plan focal de la premiere, I’épipole aura
une orientation négative (une troisieme coordonnée négative). Pratiquement,
on dispose d’une expression orientée pour P; et P,. C; et C, se calculent en
utilisant la propriété développée a la section 2.1.1: PC = 0. Le probleme est
ici que nous ne disposons d’aucune information sur l'orientation du centre
optique. En effet, C, et =C, sont deux solutions possibles de P,C, = 0. La
figure 4.7 représente le plan épipolaire de M en utilisant le modele sphérique
de T2

On remarque que l’espace est divisé en quatre zones par les deux plans
focaux. On note ++ le quartier devant les deux plans focaux, +- le quartier
devant la premiere caméra et derriere la seconde, -+ le quartier derriere
la premiere caméra et devant la seconde et — le quartier derriere les deux
caméras. Pour N caméras, on aura une liste de NV fois + et -.

Cependant, contrairement au cas monoculaire ot le changement d’orien-
tation du centre optique est sans importance, ici le choix de Cy ou =C, va
changer le signe de leur projections dans les images, c’est a dire les épipoles.
L’orientation des épipoles va donc dépendre de ce choix, qui va placer C5
soit devant soit derriere la premiere caméra. Si les épipoles sont orientés, les
droites épipolaires le sont aussi puisque l'orientation se propage. L’équation
de la droite épipolaire engendrée par m; dans I'image 2 est 15" = ey X my
qui hérite des orientations de ey; et de my. Notons que nous avons ici impli-
citement choisi le sens de parcours sur la droite épipolaire comme allant de
I’épipole vers le point considéré. Cela implique naturellement que le sens de
parcours sur le rayon optique est de C'; vers M. Le choix de ’autre orientation
aurait été possible si les deux termes du calcul de 15" avaient été inversés.

Si les droites épipolaires sont orientées, il apparait normal que les matrices
fondamentales le soient aussi. En effet, on a 13" = Fiamy ot my et I3
sont des quantités orientées. Deux points m; différant juste par l'orientation
généreront deux droites épipolaires d’orientations opposées.

Le signe de F, est fixé par le choix de I'orientation d’un épipole, puisque
15" = Fiym; = ey x my. Cependant, nous ne pouvons pas pour autant
en déduire le signe de e;,. En effet, nous n’avons plus Fy, = FI | mais
Fi, = £F7,. En particulier, si C, est devant IT} et Cy est derriere IT7, on a
F12 - _|F%11.

Nous ne pouvons pas calculer 'orientation des droites épipolaires a partir
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F1G. 4.7 — Le plan épipolaire de M représenté suivant le modeéle sphérique.
Les lignes 1y et 1y représentent les intersections des plans focauz avec le plan
épipolaire de M.
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de I'orientation des caméras si nous nous limitons aux hypotheses précédentes
(connaissance d’un point devant les caméras). Par contre, si nous connais-
sons 'ordre de deux points sur une épipolaire, nous pouvons déterminer son
orientation sans avoir a la choisir arbitrairement. L’orientation de la droite
épipolaire 15 et celle du point m; étant connu, on peut en déduire I'orienta-
tion de F5. La connaissance de I'orientation de 1}"? nous donne 'orientation
de FQl.

Le probleme du choix est aussi résolu si nous travaillons dans un espace
affine, puisque C; et C, étant des points réels, ils sont contraints a étre devant
le plan & l'infini, ce qui élimine donc —C; et =C,. En effet, un seul point
parmi une paire de points antipodaux peut se trouver devant le plan & I'infini
(en fait devant n’importe quel plan). On connait alors I'orientation des points
représentant les centres optiques. L’orientation de C; et C, étant déterminée,
I’orientation des épipoles et de la matrice fondamentale se déduit des formules
ci-dessus. En effet, ey = PyC; par exemple, ce qui nous permet d’obtenir le
signe de ey; puisque nous connaissons l’orientation des deux autres entités.

4.2.3 Enveloppes convexes, deux approches

Une autre propriété agréable de la géométrie projective orientée est d’au-
toriser le positionnement d’un point par rapport a un plan ou a une droite,
autorisant ainsi la construction d’enveloppes convexes dans le plan ou dans
I’espace. Ces enveloppes convexes peuvent étre utilisées en vision pour obte-
nir une description géométrique plus simple d’un objet pour un algorithme
de reconnaissance utilisant des invariants affines ou projectifs, ou bien pour
évaluer I'espace libre en face d’un robot.

Une méthode pour calculer ’enveloppe convexe d’un objet a été proposé
par Luc Robert [Robert et Faugeras, 1995|. Il est malheureusement clair,
comme le notent d’ailleurs les auteurs, que ses calculs et interprétations géo-
métriques s’effondrent si les points ne sont pas tous dans le quart d’espace
devant les deux caméras ou tous dans le quart d’espace derriere les deux
caméras. Son approche est basée sur les homographies qui existent entre les
points d’un plan vus dans deux caméras.

Notre approche est plus analytique et plus classique d’une certaine ma-
niere. Un plan dans ’espace est défini par les reconstructions de trois points
qui sont vus dans les images. Ces points de ’espace n’étant pas orientés, le
plan ne l’est pas non plus. Par contre, il est extrémement facile de dire si
deux points M et M’', dont on sait qu’ils sont visibles, sont du méme coté
de ce plan II en comparant le signe des deux produits scalaires du vecteur
représentant [T avec M et M’ orientés de telle maniere qu’ils appartiennent
a la zone ++.
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Les mémes algorithmes s’appliquent alors: il s’agit par exemple de ’algo-
rithme du paquet cadeau [Preparata et Shamos, 1985]. Les résultats sont bien
sir identiques. Toutefois, notre algorithme peut s’appliquer dans les cas oll
la sceéne n’est pas entierement devant les caméras, ce qui arrive fréquemment
si 'on se déplace a l'intérieur une scéne.

4.3 Implications

Dans cette section, nous montrons deux cas ou la géométrie projective
orientée permet une meilleure résolution de deux problemes pratiques en vi-
sion par ordinateur. Dans la premiere partie, nous apprendrons a faire la
différence entre une reconstruction 3-D a partir de la stéréovision possible et
impossible. Dans la deuxieéme partie, nous appliquerons la géométrie projec-
tive orientée a la détermination du sens de parcours sur les épipolaires.

4.3.1 Reconstructions possibles et impossibles
4.3.1.1 Théorie

Dans cette section, nous ne mentionnerons que le cas de deux caméras
pour garder un discours clair et concis. L’extension de 2 & N caméras est
immédiate.

Nous avons vu dans les sections précédentes que nous pouvions détermi-
ner si un point d’une scene est devant ou derriere la caméra une fois que l'on
a choisi la position d’un point de référence. Il est clair que pour un systeme
de stéréovision, tous les points reconstruits doivent étre devant toutes les
caméras. Ceci va nous permettre d’éliminer des faux appariements qui don-
neraient lieu a des points impossibles, la scéne traversant un des deux plans
focaux.

Les plans focaux des deux caméras divisent l’espace en quatre zones
comme montré a la figure 4.8 et a la figure 4.7. La reconstruction doit étre
dans une et une seule zone. Les plans focaux doivent étre considérés comme
des murs infranchissables. En effet, la scene ne peut pas se situer de part et
d’autre d’un plan focal. Les points doivent donc tous étre reconstruits dans
une seule zone.

Nous n’essayons pas ici de démontrer que nous allons pouvoir nous débar-
rasser de tous les faux appariements, mais simplement que cette étape peu
cofiteuse (une reconstruction projective) va améliorer les résultats a peu de
frais.

La méthode est extrémement simple. Fixons nous un devant et un der-
riere de référence pour chaque caméra, arbitrairement si besoin est. Nous
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~ Zone ++ -7
Zone -+ ~o Zone +-
2 Zone — 1
I1% 11}

FIG. 4.8 — Division de T3 en 4 zones: devant et derriére les plans focauz.

pouvons alors obtenir a partir des correspondances deux matrices de pro-
jection orientées représentant nos deux caméras. La reconstruction des ap-
pariements dans l’espace nous donne un nuage de points de P3. Ces points
de P? correspondent & des paires de points antipodaux (M, M_) de T3,
Nous ne savons pas pour l'instant lequel de ces points correspond a M et
lequel correspond a # M. Un seul de ces points se reconstruit devant H} .
Notons ce point M . M, peut étre devant ou derriere ch. Si il est derriere,
il est alors considéré comme faux puisque M, et M_ appartiennent a des
zones impossibles, c’est a dire des zones ou les points visibles ne peuvent
pas se trouver. Si M se trouve devant I1%, alors il peut étre juste ou bien
faux. En effet, nous ne pouvons pas distinguer entre un point qui se trouve
dans la zone — et un point qui se trouve dans la zone ++. Dans notre cas,
le point effectivement reconstruit pourrait étre M_ et il n’y a pas de moyen
de décider lequel de M ou de M_ est le point physique. Encore une fois,
cette ambiguité est levée si nous connaissons la structure affine de la scene.
Les points sont physiques et doivent donc se trouver devant le plan & I'infini.
Nous pouvons alors immédiatement décider lequel de M, et M _ est le point
physique M.

Nous venons de démontrer que nous pouvons éliminer deux zones en géo-
métrie projective orientée, mais trois zones si nous connaissons le plan a
I'infini. La situation s’améliore avec le nombre de caméras, car les zones pos-
sibles sont toujours ++- - -+ et —- - - - tandis que le nombre de zones augmente
en 2V, N étant le nombre de caméras. Cette situation est décrite a la figure
4.9.



4.3 Implications

129

N +++ -
N +4+++
\ A
-+++ ~ _k7
= [
____ \—\——\ / | ++--
N s— >l _tiot
SF-H+ -7 T T T e
--++ ~_-7 '
_ - I
/// \\ i
= S +--+ I
- \\ '] -
-—-=-4 \\ i
I
I

FIG. 4.9 - Evolution des zones avec le nombre de caméras. L’exemple présenté

1ct est avec 4 caméras.

4.3.1.2 Algorithme

Notre algorithme de rejet est simple: Une des zones est majoritaire puis-
qu’elle correspond a la scene réelle (Nous faisons ici I'hypothese implicite que
les mises en correspondance correctes sont plus nombreuses que les mises
en correspondance incorrectes, ce qui est heureusement le cas courant). Les
points reconstruits dans les trois autres zones sont alors marqués (tempo-
rairement) comme incorrects. A partir des points marqués corrects, on peut
recalculer une matrice fondamentale et réestimer les matrices de projection.
On reconstruit alors tous les points (corrects et incorrects) pour pouvoir de
nouveau les séparer en quatre zones.

Les deux images ci-dessous ont été prises avec une caméra CCD conven-
tionnelle. La géométrie épipolaire a été calculée a partir de correspondances
de points. Malgré les méthodes de relaxation et de rejet de faux appariements
(|[Torr et Murray, 1993, Torr et Murray, 1992, Torr, 1995| [Zhang et al., 1994]),
il reste encore quelques mauvais appariements. Ces appariements vérifient la
géométrie épipolaire, ont un profil d’intensité semblable. En utilisant 1’orien-
tation, nous avons pu détecter deux faux appariements numérotés 41 et 251
dans les images (figure 4.10). Ces points satisfont les contraintes épipolaires.
Ceci peut ne paraitre pas beaucoup, mais c’est principalement parce que la
majorité des autres appariements incorrects ont été éliminés aux étapes pré-
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cédentes. Cette méthode est & utiliser en complément des autres (relaxation,
méthodes robustes).

F1G. 4.10 — Fauz appariements détectés grace a l’orientation. Le point cor-
respondant dans [’espace est reconstruit derriére les plans focaux.

Cette méthode peut étre étendue a tout plan qui ne traverse pas la scene
et dont I'on connait I’équation. Par exemple, on désire, pour certaines appli-
cations que la scéne ne soit ni trop loin ni trop pres. La reconstruction pos-
sible va alors se situer entre deux plans paralleles? aux plans focaux. C'est ce
que fait Francis Lustman dans [Lustman, 1988|. Il rajoute une contrainte a la
mise en correspondance qu’il appelle contrainte de disparité. Cette contrainte
n’est que la spécification de deux plans entre lesquels la scene doit se trouver.

Cette contrainte a été développée par Cyrille Zeller [Zeller, 1996]. Dans
ces travaux, les images sont supposées étre rectifiées, c’est a dire que les
épipoles sont a l'infini dans la direction horizontale. On peut alors définir
la disparité d comme la différence de position sur la droite épipolaire de
deux points en correspondance. La contrainte d,;, < d < d.. force les
points en correspondance a se trouver entre deux plans paralleles au plan de
rectification. Une étude complete sur la rectification peut étre trouvée dans
[Robert, 1993, Zeller, 1996].

On peut généraliser cette approche a des images non rectifiées en utilisant
la géométrie projective orientée. En effet, une fois notre géométrie épipolaire

2. Attention. Une telle notion n’existe pas en géométrie projective. Des contraintes
supplémentaires sont nécessaires pour pouvoir exprimer cette propriété. Dire que deux
plans sont paralleles est équivalent & dire qu’ils se coupent en une droite qui appartient
au plan & l'infini, qui n’est défini qu’une fois la structure affine connue.
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orientée, nous pouvons ordonner les points sur le rayon optique. On note
H, et H; les homographies associées aux plans II; et H; entre lesquels les
points doivent se trouver. Les points devront se trouver derriere les plans II;
et devant les plans II;. Soit un point M de I'espace qui est visible dans les
caméras en m; et ms.

Regardons la droite épipolaire Fi,m; de m; dans 'image 2. Sur cette
droite, on a le point my, mais aussi tous les points H,m; et H;-ml. Cette

droite est orientée puisque l'orientation de la matrice fondamentale est connue.

Si M est entre les plans I1; et H;, alors, en parcourant depuis I’épipole ey la
droite épipolaire, on va d’abord trouver tous les points H;m; puis m, puis
tous les points Hjm,.

Si les images sont rectifiées et si les plans II; et IT; sont paralleles au plan
de rectification alors les homographies sont simplement des translations de
direction horizontale. On retrouve alors la contrainte d,.;;, < d < dqz-

4.3.2 Sens de parcours des épipolaires

Le probleme est le suivant: Etant donné deux points d’une scéne qui
sont représentés par un seul point dans une vue, on veut savoir de quel
point il s’agit en s’aidant d’une deuxieme vue (voir figure 4.11). Ce probleme
est central en transfert de vues et en compression d’images |[Faugeras et
Laveau, 1994, Laveau et Faugeras, 1994, McMillan et Bishop, 1995] pour la
détermination des surfaces cachées.

Il n’est pas possible d’identifier le point en utilisant la géométrie épipolaire
simple, puisque les deux points appartiennent a la méme droite épipolaire.
Il faut identifier le point qui est le plus prés du centre optique sur le rayon.
Il s’agit bien sir du premier point atteint par le rayon lorsqu’il est parcouru
du centre optique vers l'infini dans le demi-espace devant la caméra. Il faut
se défaire de I'impression fausse qu’il s’agit toujours du point le plus pres
de I’épipole. En effet, la situation s’inverse des que le centre optique de la
deuxiéme caméra franchit le plan focal de la premiere comme le lecteur peut
s’en convaincre a ’aide de la figure 4.12.

Il est suffisant de faire intervenir la géométrie projective orientée pour
résoudre ce probleme de maniere simple et élégante. Nous avons vu a la
section précédente que tous les points de 72 se projetaient sur les images
avec un signe qui dépendait de leur position par rapport au plan focal. Soit
(), le centre optique de la caméra 2 ol les deux points de 72 apparaissent
comme confondus. 5 se projette sur la caméra 1 en eqy. Le signe de e;5 nous
renseigne sur la position relative de C5 et H}, mais cette information n’est
pas celle que nous allons essayer d’extraire directement. Considérons en effet
le segment orienté e;; X m$ ol m{ est I'un des points ambigus. Le segment
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6 C,

F1G. 4.11 — Deux points de l’espace confondus dans une des caméras.
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Fic. 4.12 — Changement d’orientation lorsque le centre optique de la
deuxiéeme caméra traverse le plan focal de la premiére caméra. Il est noté

Cy et Cl suivant la configuration. L’épipole correspondant est noté ey, et
el12.
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est orienté de la méme maniere que le rayon qui lui est associé dans l'espace,
c’est & dire partant de C5 et se dirigeant vers la scene et 'infini. Il suffit de
suivre le segment orienté a partir de e;y pour trouver le premier point qui
est visible a partir de (5 dans la caméra 2.

Dans le cas de la figure 4.12, il nous faut tout d’abord connaitre ’orien-
tation de la géométrie épipolaire. Elle ne sera pas la méme dans les deux cas.
En effet, €15 aura une orientation négative tandis que e;; aura une orienta-
tion positive. Pour connaitre I'orientation de la géométrie épipolaire, il suffit
de connaitre l'orientation d’une seule droite épipolaire.

Que se passe-t-il lorsque 'orientation n’est pas respectée? Pour mieux le
comprendre, la figure 4.13 montre deux fois la méme vue, synthétisée une
fois avec 'orientation correcte, une fois avec une orientation erronée. La vue
synthétisée avec l'orientation erronée apparait comme étant vue “de I'autre
coté”. L'interprétation géométrique est simple: la caméra inversée regarde de
Iautre coté, mais suffisamment loin pour passer a travers l'infini et revenir
de lautre coté de l'objet (voir figure 4.14).

F1G. 4.13 — 2 images synthétisées avec des caméras différant uniquement par
l’orientation. L image de gauche présente des anomalies sur le coté qui sont
dues au fait que le sein droit du mannequin est vu par derriere. L’objet n’est
pas complet parce que les images sources ne le couvrent pas entierement.

Ceci nous montre qu’il n’y a pas un choix possible pour chaque ligne épi-
polaire ambigué, mais un seul choix global entre deux orientations possibles.
Il suffit de choisir I'orientation d’une ligne épipolaire dans une image pour
fixer 'orientation de toutes les lignes épipolaires dans cette image, et donc,
de toute I'image synthétisée. Un programme peut facilement créer les deux
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[T [

F1G. 4.14 — La caméra qui reqardait a travers linfini. Les rayons traversent
le plan a infini pour se retrouver de [’autre coté de la caméra.

images, puis 1'utilisateur sélectionne celle qui est plausible visuellement. On
peut aussi procéder par continuité, si le centre optique de la nouvelle caméra
se déplace lentement, et conserver la méme orientation tant que le centre op-
tique de la nouvelle caméra ne traverse pas un plan focal des caméras source,
ce qui peut étre détecté facilement.

4.4 Liens avec la chiralité de Richard Hartley

Richard Hartley a développé une théorie parallele a la notre en utilisant
un formalisme différent. Ses résultats sont les mémes, mais les calculs sont
différents. En particulier, il n’utilise pas la géométrie projective orientée mais
une géométrie euclidienne plongée dans un espace projectif non orienté. Dans
son formalisme, toutes les transformations projectives ne sont pas autorisés.
En particulier, la multiplication par un nombre négatif est évitée tout au long
du document en considérant que tout les points qui ne sont pas a l'infini ont
leur derniere coordonnée projective égale a un.

Implicitement, ceci signifie que nous travaillons toujours dans 7°%, le de-
vant de 72. Bien sfir, cela est rendu difficile par le fait que nous ne connaissons
pas l’équation du plan & l'infini, donc nous ne savons pas identifier 737.

Au cours de cette section, nous ferons toujours référence au notations de
[Hartley, 1996] et nous les comparerons & nos démonstrations des sections
précédentes.
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4.4.1 x détermine si un point est devant ou derriére une
caméra

Dans [Hartley, 1996], x(x, P) est défini de la maniere suivante:
x(x,P) = (detM)3t/w

ot x est un point de I’espace P? de coordonnées (z,y, z,t) qui se projette en
u de coordonnées (u, v, w) sur la caméra ayant pour matrice de projection
P = [M|v]. Seul le signe de x nous intéresse. On remarque que ce signe est
invariant & un changement de coordonnées homogenes. En fait, ce signe est
exactement celui de 1I.M dans nos calculs. Précisément, si 'on désire garder
les mémes conditions aux limites, c’est-a-dire que y = oo sur le plan focal et
x = 0 sur le plan a l'infini, alors on peut considérer que

L1
XTrw™m

Les mémes résultats sont alors obtenus:

— Le signe des objets mathématiques (matrices et vecteurs) est impor-
tant et ne doit pas étre négligé. Pour nous, il s’agit de savoir a quelle
partie de 72 le point appartient. Pour Richard Hartley, le monde est
fondamentalement euclidien, le signe des vecteurs est donc important.

— Un point est dit devant une caméra si x(x,P) > 0 ou, de maniere
équivalente si 1I.M > 0. Ces deux expressions représentent la méme
propriété physique. Le point 3-D est d'un coté ou de I'autre du plan
focal.

4.4.2 Toutes les reconstructions projectives ne sont pas
possibles

Hartley définit les réalisations fortes comme des reconstructions possibles
au sens de l'orientation. Par reconstruction possible, on entend la méme chose
qu’a la section précédente, c’est a dire une reconstruction qui se trouve devant
les plans focaux. Il en déduit qu’il doit exister un plan Il tel que tous les
points reconstruits soient devant la caméra et (de maniere implicite) devant
le plan a l'infini. La position de ce plan a l'infini n’est malheureusement
pas connue en général. Ce plan peut donc étre déplacé a loisir. La position
laissant le plus de liberté est celle d’un plan contenu dans les zones -+ et +-
et passant par la droite d’intersection des plans focaux (voir figure 4.15). On
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S o Zone ++ P

HQ Zone — Hl

F1G. 4.15 — Position possible du plan a linfini par rapport aux plans focaux.

retrouve alors I'impossibilité de distinguer les zones ++ et — sans information
sur la position du plan a 'infini.

Les réalisations faibles sont des reconstructions projectives quelconques
qui ne vérifient aucune propriété particuliere, c’est a dire qu’elles peuvent tra-
verser les plans focaux, étre partiellement ou entierement derriere les images,
etc.... Comme nous, Hartley démontre que toutes les réalisations faibles ne
sont pas possibles. Les réalisations fortes, par contre, le sont.

4.4.3 Visibilité

Hartley démontre aussi qu’il existe seulement deux orientations possibles
de la scene, que l'on peut désambiguer dés que 'on connait la position du
plan & l'infini. Il rajoute cependant un élément intéressant: si il n’existe pas
de plan séparant la scene des deux centres optiques, alors ’orientation peut
étre déterminée de maniere unique. Ceci découle directement du fait que,
dans ce cas précis, nous pouvons positionner le plan & 'infini par rapport a
la scéne et aux caméras.

En effet, le plan a l'infini ne peut pas se trouver entre la scene et les
caméras, par hypothese. Les caméras et la scene sont donc du méme coté du
plan & 'infini. On peut alors décider lequel de Cy ou —C, est le point correct
une fois le représentant de C choisi. Le signe de 1’épipole est alors fixé. La
visibilité en découle.
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4.5 Conclusion

Dans cette partie, nous avons introduit dans la vision par ordinateur un
nouveau concept, celui d’orientation projective. A ’aide de modifications
tres simples (garder un signe) aux théories existantes, nous obtenons des
propriétés tres utiles pour un certain nombre d’applications.

Les modifications de la théorie projective en vision entrainent des modi-
fications de son interprétation. Le plan focal possede désormais un “devant”
et un “derriere”. Les épipoles et les droites épipolaires ont une orientation,
qui est reliée au sens du parcours de la lumiere sur le rayon. Les plans de
I’espace peuvent eux aussi étre orientés, et ceci nous permet de définir des
enveloppes convexes sans abandonner I'agréable formalisme de la géométrie
projective.

Les applications sont multiples. Celles que nous avons développées ici sont
au nombre de deux, mais on peut en imaginer d’autres:

— Suppression de points aberrants lors d’une reconstruction projective.

— Organisation d’'une géométrie épipolaire pour tenir compte des contraintes

de visibilité.

— Raffinement des invariants & des fins de reconnaissance comme dans
[Hartley, 1996] ot dans les travaux de Charlie Rothwell.
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Chapitre 5

Applications

5.1 Synthése de nouvelles vues sans modele tri-
dimensionnel

L’utilisation de matrices de projection projectives est particulierement ap-
proprié pour les applications dont le domaine d’action se limite aux images.
En effet, si il semble manquer de 'information entre notre monde 3-D pro-
jectif et le monde 3-D euclidien, pour les images les matrices de projection
contiennent autant d’information qu'une calibration complete.

Nous étudierons ici deux applications différentes: Tout d’abord la syn-
these de vues nouvelles sans modele tridimensionnel, puis nous présenterons
une méthode pour compresser les séquences d’images de maniere non des-
tructive.

5.1.1 Intérét de la démarche

La synthese d’images correspond traditionnellement a ’opération sui-
vante: on projette un monde 3-D sur le plan rétinien d’'une caméra virtuelle,
en utilisant les attributs photométriques attachés au modele 3-D. Ces attri-
buts sont généralement la couleur, la réflectance, voire la bi-réflectance, la
direction des sources lumineuses par rapport a l’objet, etc..

Dans les applications qui nous intéressent, le modele 3-D est obtenu &
partir d’images, qui ont été mises en correspondance, probablement prises
avec des caméras préalablement calibrées. Le modele 3-D a été reconstruit par
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une intersection de rayons ou par n’importe quelle autre méthode. En suivant
cette démarche, on voit que ces différentes images sources sont compilées en
un modele 3-D dont on peut donner un rendu facilement.

Il est clair aussi que cette démarche perd tout son intérét si le modele 3-D
change en permanence. Les approches classiques sont donc bien adaptées
a 'observation d’une maison ou d’'une bouteille & partir d’'une multitude
de points de vue, mais inadaptées a la restitution d’un match de basket
filmé par plusieurs caméras, ou 'utilisateur se déplacerait virtuellement sur
le terrain. De tels systemes a partir d’images réelles sont actuellement a
I’étude et correspondent a un développement probable des techniques de
réalité virtuelle. L'université Carnegie-Mellon & Pittsburgh a un projet de ce
type destiné a plusieurs applications, dont 'imagerie médicale. Ce projet est
décrit dans [Kanade et al., 1995] ou sur le Web!. D’autres projets existent
comme celui de Mc Millan [McMillan et Bishop, 1995, McMillan, 1995].

Dans ce cas, la compilation de la collection d’images a peu de sens puis-
qu’il faut la refaire a chaque fois. Nous proposons ici une méthode qui se
base sur la compilation de la structure de I’ensemble de caméras, qui lui,
dans cette application, reste fixe. Pour reprendre I’exemple du match de bas-
ket, le spectateur reste immobile pendant de longues périodes par rapport
aux joueurs qui se déplacent.

Cette compilation de la structure des images revient a court-circuiter
I’étape intermédiaire de la génération du modele 3-D. Au lieu d’avoir le sys-
teme:

modele 3-D = F(images sources)
image résultats = G(modele 3-D)
on a
image résultats = G o F(images sources)

L’essentiel de ce chapitre repose simplement sur la simplification de GoF'.

Nous allons présenter dans ce chapitre principalement du transfert entre
deux vues (dites vues sources) et une troisieme (vue destination ou nouvelle).
Ceci ne doit pas étre vue comme étant en opposition avec les chapitres pré-
cédents ol nous avons estimé la géométrie de plus de trois caméras. En effet,
pour rendre le systeme utilisable, il faut prendre plus de deux vues de la
scene, quitte a sélectionner deux d’entre elles au moment de la synthese en

1. http://www.ius.cs.cmu.edu/afs/cs/user/pjn/www/VirtualizedR.html
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fonction de la position de la vue destination. Toutes les images sources et
I'image destination devront avoir une géométrie cohérente, ce qui explique
nos calculs des chapitres précédents sur plus de trois caméras.

5.1.2 Transfert de primitives d’intérét

Cette simplification qui consiste a inférer une image a partir d’autres
images est communément appelée transfert dans la littérature de vision par
ordinateur. Ces techniques sont issues de la stéréovision trinoculaire et de
la reconnaissance d’objets & partir de vues multiples: [Barrett et al., 1992],
[Ito et Ishii, 1986b], |Pietikainen et Harwood, 1986], |Pietikainen et Harwood,
1987], [Ayache et Lustman, 1987b|, [Gurewitz et al., 1986, [Hansen et al.,
1988, [Ito et Ishii, 1986a|, [Milenkovic et Kanade, 1985], [Ohta et al., 1986].

L’idée est relativement simple: si on connait deux points en correspon-
dance dans les images 1 et 2, le point de I'image 3 leur correspondant se
trouve a l'intersection des droites épipolaires engendrées par ces deux points,
c’est a dire Fi3m; et Fosms,. La figure 5.1 illustre ce procédé. Ces méthodes
ont été exploitées pour lever une ambiguité entre des correspondances entre
les deux premieres images a ’aide de la troisieme ou pour obtenir des cartes
de disparité comportant moins de défauts et d’aberrations, mais aussi pour
reconnaitre une troisieme vue d’un objet a partir de deux vues connues.

Fizm; Fiym,

e

ms

F1G. 5.1 — Transfert épipolaire simple.

Ces méthodes fonctionnent bien lorsque les caméras sont disposés en tri-
angle, deux sur une base horizontale et une troisieme plus en hauteur, ce
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dont la plupart des gens s’assuraient naturellement dans le but d’obtenir une
faible incertitude sur leur reconstruction, mais elle marche mal si le plan
trifocal (plan contenant Cj, Cy et C3) vient a couper le plan image (voir la
comparaison de la figure 5.2). En effet, sur le plan trifocal, la droite épipolaire
engendrée par m; est confondue avec celle engendrée par m,. L’intersection
de ces deux droites est alors tres sensible au bruit, qui peut venir soit de
I'imprécision de la correspondance, soit de I'inexactitude de la géométrie épi-
polaire. Il faut alors utiliser une méthode différente, comme celle décrite dans
|[Okutomi et Kanade, 1991] par exemple. Nous allons présenter ici une mé-
thode qui conviendra pour les deux cas de figures, sans que ’on ait a tester
la configuration et choisir une méthode ou une autre.

£
e
h

F1G. 5.2 — Comparaison de méthodes de prédiction (droite : avec instabilités
dans le plan trifocal, gauche : sans instabilités).

Choisissons deux paires de lignes épipolaires qui sont “loin” de la trace
du plan trifocal dans les images. “Loin” pouvant si nécessaire étre hors des
images, le choix d’une coordonnée ayant un ordre de grandeur différent
conviendra. Nous notons ces deux paires (I7,10) et (I,13). Choisissons un
point p; sur I} et un point py sur [P. Ceci représentera un point P de I’es-
pace. Si M est le point de I’espace correspondant a m; et my, la ligne (PM)
rencontre le plan défini par (I%,13) en un point Q. Les images de Q dans les
images 1 et 2 sont q; et ;. Nous pouvons maintenant construire ps (res-
pectivement q3) comme l'intersection des lignes épipolaires engendrées par
p1 et po (respectivement q; et qz). p3 et g3 sont bien définis puisque P et
Q sont loin du plan trifocal. m3 peut alors étre facilement calculé comme
I'intersection de e3; X e3s et p3 X (3.
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Cette construction est décrite dans la figure 5.3 dans les images et dans
la figure 5.4 dans I'espace. On peut aussi calculer directement p3 X q3 comme
'image de p; X q; et de p; X g, en utilisant les méthodes de [Faugeras et
Robert, 1994]. Cette derniere méthode permet une prédiction légerement plus
rapide puisque plus de données peuvent étre précalculées.

q2

F1G. 5.3 — Transfert épipolaire a proximité du plan trifocal : vue 2-D.

Il faut noter que si le plan trifocal n’est pas défini, c’est a dire si les trois
centres optiques sont alignés, ces méthodes ne s’appliquent pas. Elles ne sont
pas nécessaires non plus si ’on dispose des trilinéarités. Avec T, le transfert
est immédiat puisque l'on dispose d’équations pour trouver les coordonnées
de mgs directement en fonction de m, et m;. Les trilinéarités devront donc
préférentiellement étre utilisées si on n’utilise pas le coté géométrique de la
prédiction. La prédiction des droites peut aussi se faire a l'aide des trilinéa-
rités [Hartley, 1993b].

5.1.3 Transfert d’image

La généralisation directe de ce schéma de prédiction ol l'on construit
une troisieme image a partir des deux autres ne fonctionne malheureusement
pas bien si 'on essaye de prédire tous les points d’une image. En effet, les



146

Applications

Cs

Ch

F1G. 5.4 — Transfert épipolaire a prorimité du plan trifocal : vue 3-D.

points qui ont une distribution réguliere dans la premiere image n’ont aucune
raison d’étre distribués régulierement dans les autres. Considérons I’exemple
simplifié de la figure 5.5. Un maillage régulier dans les deux images ne donne
pas forcement le méme échantillonnage sur l'objet. Ceci se traduit dans les
images synthétisées par la présence de trous (voir figure 5.6).

Pour pallier ce probleme, il faut parcourir non pas les pixels des images
sources mais les pixels des images destinations. De cette maniere, la discré-
tisation des images sources ne créera pas de vide dans 'image & synthétiser.
Si on se place du point de vue spatial, cela revient a balayer le rayon issu
du pixel de I'image destination au lieu de reconstruire un point & partir des
images sources puis de le projeter dans I'image destination. Le parallele avec
le lancer de rayons est immédiat. Ceci complique notablement nos affaires,
puisqu’au lieu d’avoir une inconnue (ms), nous en avons plusieurs (mj, my).
Lorsque nous parcourons les pixels de la troisitme image (mgs), nous par-
courons les droites épipolaires dans les deux premieres images. Il nous faut
ensuite parcourir les pixels le long de ces droites épipolaires. Ces pixels sont
liés par la carte de disparité. On va donc chercher les pixels qui se trouvent
sur la droite épipolaire engendrée par ms et dont tous les correspondants se
trouvent sur une droite épipolaire engendrée par mg.

Il peut y avoir plusieurs solutions & ce probleme comme le montre la figure
5.7. Le choix entre les solutions n’est pas possible sans 1’aide de la géométrie
projective orientée. En effet, le point que nous recherchons est le premier
que le rayon rencontre lorsqu’il part du centre optique vers I'infini, mais ce
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Object

F1G. 5.5 — Probléeme de discrétisation entre deuxr images.

F1G. 5.6 — Présence de trous dans ['tmage synthétisée. Les trous sont dus au
fait qu’un balayage réqulier de la scéne dans une des tmages de départ ne
garantit pas un balayage régulier de la scéne dans ['image synthétisée. On
voit donc apparaitre des wrrégularités.
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Fi1G. 5.7 — Solutions multiples. Il existe plusieurs points de la scéne sur le
meéme rayon.

rayon n’est pas orientable en géométrie projective classique et il n’est donc
pas possible de distinguer le premier point du dernier.

5.1.3.1 A Daide de la géométrie épipolaire

La situation est simple. Nous connaissons le point recherché dans I'image
destination, mais dans aucune des images sources. A partir de la géométrie
épipolaire, nous pouvons construire les lignes correspondant a ce point dans
toutes les images sources. Il va falloir parcourir ces lignes dans le sens corres-
pondant au rayon issue de I'image destination. Ce sens nous est donné par
la matrice fondamentale orientée.

Si nous sommes loin du plan trifocal, pour chaque point dans la premiere
image source, calculons ses correspondants a partir des cartes de disparité
ou cartes de correspondances que nous avons obtenues au préalable. Ces
correspondants se trouvent sur les droites épipolaires engendrées par le point
source uniquement si le point spatial correspondant est sur le rayon partant
du point source.

Le point que nous recherchons

— est sur les droites épipolaires dans toutes les images sources (pour étre
sur le bon rayon).

— est en correspondance par les cartes de disparité (pour étre un point
physique).
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— est le premier sur le rayon & vérifier ces contraintes (pour étre le premier
point visible).

Nous pouvons alors parcourir le rayon orienté dans la premiere image
source. A chaque point nous associons ses correspondants dans les autres
images sources. Cette image par la carte de disparité du rayon va étre une
courbe dans les autres images. Cette courbe va couper la droite épipolaire
en un ou plusieurs points (voir figure 5.8). Seul le premier de ces points nous
intéresse. Les autres représentent des points de la scéne sur le méme rayon,
mais invisibles depuis notre image.

Si nous nous trouvons a proximité du plan trifocal, il faut alors encore
une fois utiliser une méthode avec un point extérieur. Le parcours ne se fait
plus sur la droite épipolaire du point destination, parce que tous les points
sur cette droite ont leur correspondant sur cette droite vue dans les autres
images. Nous parcourons alors en fait I’espace des droites passant par un
point donné extérieur au plan trifocal.

F3im;

F3om;

=

F1G. 5.8 — Les droites épipolaires dans les images sources ainsi que l'image
par les cartes de disparité de la droite épipolaire dans la premiere image. Deux
points de la scéne se trouvent sur ce rayon. Seul le point M est visible.

5.1.3.2 A l’aide des trilinéarités

La situation avec les trilinéarités est un petit peu différente. En effet, si
nous substituons mg dans les équations (2.17) nous obtenons 2 équations
indépendantes ol les coordonnées de m, sont des fonctions linéaires des co-
ordonnées de m;. On obtient donc non pas une correspondance de droite a
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droite, mais une correspondance de point & point, ces points étant contraints
a étre sur deux droites. La méthode n’a plus besoin d’étre géométrique. Il
suffit de trouver tous les points vérifiant les contraintes de disparité et les
contraintes trilinéaires. Parmi ces points, le seul visible est celui qui est le
plus pres de I’épipole si celui-ci est orienté positivement, ou le plus loin si il
est orienté négativement.

5.1.4 Résultats
5.1.4.1 Avec correspondances denses

La figure 5.9 présente un exemple de synthese sans modele tridimension-
nel. Les deux images ont été acquises face a l'objet de la sceéne. L’image
reconstruite est une vue de coté. On voit que les faces cachées sont correc-
tement traitée, en particulier au niveau du cou et de la poitrine droite. Les
manques dans la reconstitution sont dus a ’absence d’information dans les
images sources. Le coté gauche du cou, par exemple, n’est pas visible dans
les images sources, il est normal qu’il ne soit pas présent dans I'image finale.
La fine bande sur la gauche est une erreur de la carte de corrélation. Si la
mise en correspondance est fausse, alors I'information spatiale est fausse et
I'image est forcément inexacte. La précision de nos calculs est inférieure au
pixel.

5.1.4.2 Avec correspondances éparses

Parfois, I'obtention d’une carte de disparité est malaisée. Il est quand
méme possible de donner un rendu tres réaliste de nouvelles vues sans avoir
de cartes de correspondances dense. Pour les expériences qui vont suivre,
seulement une cinquantaine de correspondances étaient disponibles sur toute
I'image.

Tout d’abord, on effectue une triangulation de Delaunay entre les cor-
respondances éparses dans les deux images. On obtient ainsi un nombre de
triangles qui sont en correspondance affine les uns avec les autres, ce qui im-
plicitement est équivalent & considérer que les zones définies par les triangles
sont planes (ou apparaissent comme planes dans nos images). Pour chaque
sommet de triangle, on calcule sa position dans la nouvelle image a partir de
ses positions dans les images source et des trilinéarités. Les pixels présents
a l'intérieur du triangle peuvent étre interpolés a partir des intensités dans
les images sources. Cette interpolation n’est ni plus ni moins que du “tex-
ture mapping”, qui peut étre réalisé en temps réel sur des machines de type
Silicon Graphics. Cela consiste simplement en une transformation affine des
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FiG. 5.9 — Syntheése d’images sans modéle tridimensionnel. Les deur images
sources sont présentées au dessus, 'image destination en dessous. Cette ex-
périence est particulierement convaincante car la position de ['tmage desti-
nation est tres différente de la position des images initiales, exacerbant ainsi
les défauts possibles.
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intensités des images source dans la nouvelle image.

La figure 5.11 montre les 6 images initiales utilisées pour générer la sé-
quence qui va suivre. Pour obtenir un champ de vue assez large, nous avons
regroupé ces images trois par trois comme montré a la figure 5.10. Ceci est
possible puisque les images ont été prises du méme point de vue [Szeliski,
1994, Hartley, 1994c|. Les deux images mosaiques sont présentées a la figure
5.12.

Point de vue 1 Point de vue 2

F1G. 5.10 — Configuration utilisée pour [’acquisition d’images

Le mode opératoire a été le suivant: On a d’abord calibré les caméras
partiellement, en supposant que le centre de I'image était le point principal
et 90 degrés 'angle entre les axes. On sait qu’entre deux photos prises du
méme point de vue il existe une homographie qui transforme une image dans
le repere de la deuxieme ([Szeliski, 1994, Hartley, 1994c| mais aussi [Irani
et al., 1995, Anandan et al., 1994| et bien d’autres). Si on sait de plus que les
deux images ont les mémes parametres intrinseques, alors il existe de plus des
contraintes liant cette homographie aux parametres intrinseques comme le
démontre Hartley dans [Hartley, 1994c|. A partir de ces contraintes, on calcule
la distance focale utilisée lors de la prise de vue. Le calcul de 'homographie
se fait en mettant en correspondance des points dans les trois vues et en
calculant la meilleure homographie possible entre elles. Le résultat est ensuite
raffiné en utilisant les intensités dans I'image comme dans [Zoghlami, 1995].

On a alors deux images mosaiques prises de deux points de vue différents.
On connait les parametres intrinseques de ces deux vues. On calcule la ma-
trice fondamentale. A partir de la matrice fondamentale et des parametres
intrinseques, on en déduit la matrice essentielle, que 1’on décompose en une
rotation et une translation. On peut alors spécifier la nouvelle vue dans le
repere des deux vues de référence.

Quelques images des séquences engendrées sont présentés ici. La premiere
séquence est une interpolation du mouvement entre les deux mosaiques. La
séquence comporte 20 images, mais seulement 4 sont visualisées a la figure
5.13. La deuxieéme séquence est un mouvement inventé, une translation vers
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F1G. 5.11 — Les 6 tmages sources utilisées pour calculer les nouvelles images.
Elles sont prises de 2 points de vue différents, avec a chaque fois trois orien-
tations différentes. Les 3 premieres photos ont été acquises d’un point de vue,
les trois suivantes d’un autre point de vue. Les images ont été acquises avec
un appareil photo standard.
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F1G. 5.12 — Les deux images mosaiques engendrées a partir des 6 images
précédentes. Les zones noires représentent des parties visibles dans aucune
des 1mages.
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I’avant & partir de la premiere caméra. La séquence vidéo comporte 50 images,
mais seulement 5 sont présentées a la figure 5.14.

Le rendu visuel est bon, les séquences sont fluides, mais on peut remarquer
quelques défauts diis a la représentation que nous avons utilisé. En effet, notre
triangulation dans une image n’autorise pas les discontinuités de profondeur.

Les algorithmes de stéréovision supposent souvent 1’existence d'une contrainte

dite contrainte d’ordre qui dit que si deux points M® et MP? sont situés sur
le méme objet opaque et dans un méme plan épipolaire, alors leur projec-
tions sont nécessairement rencontrées dans le méme ordre si ’on parcours les
droites épipolaires de gauche a droite dans I'une ou l'autre des images. Cette
contrainte n’est pas toujours vérifiée comme le montre la figure 5.15.

Des que les contraintes d’ordre ne sont plus vérifiées, des choses étranges
peuvent se passer. En effet, la représentation suppose que ’ordre des triangles
est le méme dans toutes les images. Il suffit de regarder le lampadaire sur
la gauche de I'image et son interaction avec l’arbre qui est derriere lui pour
avoir une vision plus nette du probleme. L’extréme gauche de I'image cause
aussi des problemes. En effet, plusieurs triangles (présentés a la figure 5.16)
traversent la route et ont donc une grande différence de disparité d’un coin
a autre. Ces coins vont se déplacer avec une amplitude tres différente, ce
qui va causer un étirement excessif du triangle. Dans les images présentées,
les problemes se posent au niveau du lampadaire sur la gauche et entre la
jonction entre les arbres du fond et ceux du devant sur la droite. On a 1'im-
pression que le poteau se tord au fur et & mesure et que les arbres du devant
traversent la route (ce qu'’ils font effectivement dans cette représentation).

Cette modélisation de la sceéne en triangle n’est pas excellente non plus
d’un point de vue théorique, puisqu’elle suppose que la scene est plane par
morceaux, ce qui n’est évidemment pas vrai. Elle suppose aussi que la trans-
formation affine qui permet de passer d’un triangle dans une image source a
son correspondant dans I'image destination est une bonne approximation de
I’homographie correspondant au plan du triangle. Comme démontré a I’ap-
pendice B, ceci signifie que cette transformation affine doit laisser I’épipole
invariant. Ceci est rarement vérifié.

Cependant, malgré toutes ces petites incorrections, la séquence reste par-
faitement crédible quant au mouvement 3-D. Il n’y a pas d’a-coups et le
rendu visuel est bon.
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F1G. 5.13 — / images extraites d’une séquence de 20. Le mouvement est une
interpolation entre les mosaiques.
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FiG. 5.14 — 5 images extraites d’une séquence de 50. Le mouvement est un
mouvement de translation vers [’avant a partir de la premiére caméra.
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FI1G. 5.15 — La contrainte d’ordre n’est pas vérifiée. En effet, les points m¢
et m? n’apparaissent pas dans le méme ordre dans les deuz images.

FiG. 5.16 — Triangulation dans l'image.
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5.2 Construction de modeles 3-D a partir de
séquences d’images

Malgré tout le bien que 1’on peut penser des images, il existe de nom-
breuses applications ot un modele 3-D est désirable, voire indispensable. Il
peut s’agir d’architecture, de réalité virtuelle pour laquelle seul un modele
tridimensionnel permet un rendu rapide de la scene, ou bien méme de carto-
graphie. Traditionnellement, les modeles 3-D sont obtenus manuellement, en
spécifiant le modele facette par facette, dans la majorité des cas, ou a partir
de vues calibrées avec le plus grand soin dans les autres cas.

Les méthodes manuelles ont bien entendu comme inconvénient majeur
leur aspect fastidieux. Les architectes passent des heures a dessiner et redes-
siner ce qui pourrait étre construit a partir d’images. Mais le défaut le plus
souvent constaté est le manque total de réalisme. L’environnement cubique
a plans uniformes ne suffit pas pour des applications de rendu. Il est par
ailleurs relativement difficile de choisir une texture (souvent trop parfaite) et
de la coller sur des facettes. Il apparait donc naturel de s’inspirer d’images
et photos pour obtenir des rendus plus réalistes.

Les méthodes semi automatiques comme celles utilisées par les photogram-
metres ont I'inconvénient de nécessiter un équipement de grande précision et
donc fort cotiteux comme les caméras tres haute résolution utilisées en carto-
graphie aérienne. Ces caméras doivent étre calibrées avec le plus grand soin.
La recherche de la qualité lors de cette calibration est un probleme encore
d’actualité, comme en témoignent les nombreux articles parus sur ce sujet
au cours de ces dernieres années comme par exemple [Gruen et Beyer, 1992,
Beyer, 1992]. Ces caméras sont toujours des caméras a focale fixe avec une
mise au point a l'infini, ce qui est assez contraignant pour les applications
grand public.

Si ces spécifications sont parfaitement adaptées pour la cartographie aé-
rienne, elles ne correspondent pas a des problemes pour lesquels moins de
précision est requise, mais ol la flexibilité et le prix ont une importance dé-
terminante. Pour permettre une grande diffusion de ces outils dans le grand
public, la calibration doit étre inexistante ou cachée, les appareils photo ou
caméras disponibles en grandes surfaces. Nous avons donc choisi de tester
nos algorithmes sur deux types de matériels:

— une caméra vidéo Grundig VHS SECAM. VHS (marque déposée de
JVC) est le standard en ce qui concerne les caméras vidéo non profes-
sionnelles (par opposition & Betamax de Sony qui est utilisé par des
cameramen spécialistes). La caméra est dotée d’'un autofocus (lent!).
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— un appareil photo Canon EOS 100 (ou EOS Elan) avec un objectif a
focale variable 28-105 mm. L’appareil est autofocus. Les films utilisés
sont des films commerciaux a 100 ou 200 ASA de Kodak ou de Fuji. Le
développement a été réalisé sur PhotoCD Kodak, un systeme de plus
en plus répandu (disponible & la FNAC).

Le choix de ces deux techniques a été motivé par leur faible coiit et leur
tres grande disponibilité dans le public.

Le systeme que nous allons présenter est en grande partie basé sur 1'in-
teractivité avec I'utilisateur. Certaines parties peuvent bien sir étre automa-
tisées, mais au prix d’une moins grande robustesse. Les différentes étapes de
la modélisation sont

— Le calcul de la géométrie projective des caméras.

— Le calcul de 'homographie qui transforme notre monde projectif en
un monde euclidien & un facteur d’échelle pres. Ce calcul nécessite
I'intervention de 'utilisateur. En effet, nous savons que la géométrie
projective est la seule information que nous pouvons trouver a partir
des images seulement. L’ utilisateur doit donc faire des hypotheses sur
la structure tridimensionnelle de la scene. Ici, les droites paralleles per-
mettront de déterminer le plan & l'infini, tandis que les angles ou les
rapports de distances induiront un monde euclidien.

— La détermination des primitives d’intérét dans les images de maniere
interactive. L’utilisateur veut modéliser un polygone dans 'espace, il
doit cliquer les points de ce polygone dans deux images. La connaissance
de la géométrie projective permet de trouver le polygone dans toutes
les autres images. Nous utiliserons pour ce faire, soit les trilinéarités
soit de maniere équivalente, une reconstruction puis une reprojection.

Le premier point a été traité aux chapitres 2 et 3. Le calcul de 'homo-
graphie est développé dans la section 5.2.1. La modélisation proprement dite
sera traitée a la section 5.2.2.

5.2.1 Calcul de ’homographie de retour a ’euclidien

Nous suivons ici la philosophie développée dans [Faugeras, 1995| pour la
stratification des représentations euclidienne, affine et projective de I’espace.
Le calcul se décompose naturellement en deux parties. Nous allons tout
d’abord passer du monde 3-D projectif & un monde 3-D affine o1 nous aurons
identifié le plan a I'infini. Nous nous raménerons ensuite a un espace euclidien
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a une échelle pres en identifiant des angles et des rapports de distances. Si
on le désire, le choix d’une valeur pour une distance nous ramenera a un
modele 3-D euclidien. Ceci n’est pas toujours nécessaire, en particulier pour
les applications liées & la synthese d’images et la réalité virtuelle.

5.2.1.1 Du projectif a ’affine

Nous utilisons le plongement standard de A3 dans P2, obtenu en identi-
fiant A> & P3 /Tl ou I, est un plan appelé plan & Uinfini et qui peut étre
vu comme ’ensemble des directions des droites de A3. Ce plongement est
équivalent au choix de T"= 0 pour plan a l'infini.

La connaissance de II,, dans notre espace projectif nous permet de choisir
une base telle que le plan a l'infini ait effectivement 7" = 0 pour équation.
Cette base sera alors une base affine de la scene.

Une propriété de I'espace affine par rapport a I’espace projectif est d’avoir
identifié I’ensemble des points qui sont a I'infini. Pour nous, la meilleure fagcon
de déterminer cet ensemble est de trouver le point d’intersection de droites
paralleles dans la scene. Un détection automatique est possible. On peut, en
passant par ’espace dual des droites du plan, c’est a dire les points du plan,
faire passer une droite par un maximum de points. Cette droite est le dual
du point d’intersection des droites. Cette méthode est relativement risquée
et peut mener a des erreurs qui seront fatales pour notre retour a l’espace
affine. Plutot, nous utiliserons une méthode interactive, ol 'utilisateur, aidé
de la méthode automatique si besoin est, choisit les droites paralleles dans
les images. Avec trois directions non coplanaires, nous pouvons retrouver
I’équation du plan & linfini II,, puisque nous pouvons trouver trois points
non alignés sur le plan a I'infini. Il nous suffit ensuite de choisir pour notre
homographie une application qui envoie Il sur le plan d’équation 7" = 0.

Plus précisément, soit (D;) les droites paralleles de l’espace dont nous
mesurons les projections (d;;) dans les images. (d;;) est représenté par le
vecteur d;;. Nous voulons calculer le point d’intersection V. = N,;(D;) que
nous savons étre sur II... Le probleme que nous cherchons a résoudre est le
suivant : étant donné d;;, trouver V. Puisque I'image de V dans la caméra j
est sur (d;;),

V(i,j) diP;V =0 (5.1)

Ce systeme comporte autant d’équations qu’il y a de lignes visibles dans
les images. Il est linéaire et homogene en fonction des quatre coordonnées
de V. Nous pouvons le résoudre avec une méthode d’extraction des valeurs
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singulieres. En effet, V est le vecteur singulier correspondant a la plus petite
valeur singuliere de la matrice dont les rangées sont d;f';Pj.

On aurait aussi pu calculer les images de V dans les images comme
meilleur point d’intersection des d;;, mais les point v; n’auraient alors pas vé-
rifié les contraintes épipolaires. Expérimentalement, les résultats sont moins
stables.

Le procédé précédent peut étre appliqué pour autant de familles de droites
paralleles que désiré. On obtient alors une collection de points V; qui sont
sur le plan a l'infini. Le calcul de Il se fait grace aux équations suivantes:

Vk Vil =0 (5.2)

Ce systeme d’équations est résolu de la méme maniere que précédemment,
avec un calcul de valeurs singulieres.

La figure 5.17 montre un ensemble de droites paralleles utilisé pour nos
calculs. La figure 5.18 montre une reconstruction affine de la scene. Une figure
montrant une reconstruction projective quelconque est inutile, parce que la
scéne est en général méconnaissable.

5.2.1.2 De P’affine vers ’euclidien

A cette étape, nous allons demander a 'utilisateur de sélectionner dans
les images des paires de droites perpendiculaires dans I’espace. Leurs inter-
sections avec le plan a I'infini V;, V; représentent leurs directions. Alors, leur
orthogonalité s’exprime de la maniere suivante:

VIV, =0 (5.3)

Nous cherchons une transformation de la base affine obtenue précédem-
ment en une base euclidienne orthonormée. Cette transformation que nous
cherchons & évaluer possede 5 parametres: En effet, nous pouvons trans-
former un point quelconque en l'origine du repere O, la premiere direction
en [1,0,0,0], la deuxieme direction en [\, 1,0,0], la troisieme en [u, v, 1,0].
Il reste alors les facteurs d’échelle suivant ces axes: «, 3, v puisque nous
désirons obtenir une base orthonormée et non pas une base seulement or-
thogonale. Nous savons qu’il est possible de retrouver la scene a un facteur
d’échelle pres seulement. Nous ne pouvons calculer que 3/« et v/a. Nous
pouvons donc décider, par exemple, que a = 1.

Les parametres de notre transformation sont donc A, u, v, 3, v. Le critere
que nous allons chercher & optimiser est
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FiG. 5.17 — Ensemble de droites paralléles détectées dans une image.
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F1G. 5.18 — Reconstruction affine d’une scéne, ici des toits d’un village suisse.
Vue de haut (droite) et vue de coté (gauche). La scéne est trés distordue,
mais le parallélisme est conservé. La base a €été choisie pour que le plan a
linfint ait T = 0 pour équation. L’origine est un des points de la scéne et les
trois directions ont été choisies non coplanaires mais ne représentent rien de
particulier.

C =3 (VIAT(B,7, A 1, v)A(B, 7, A, 1, v) V) (5.4)
(4.9)
avec
a B yu 0
10 5 w0
A(ﬁ777)\7u71/)_ 0 0 ,)/ 0
0 0 0 1

Il faut bien stir normaliser les vecteurs V pour éviter que certains prennent
plus d’importance que d’autres. Si les vecteurs sont normalisés, le critere
représente la somme des carrés des cosinus des angles entre vecteurs. La
minimisation de C' en fonction des parametres de la transformation n’est
pas linéaire et nous utilisons une méthode itérative de Levenberg-Marquardt
comme celle décrite a la section 3.4.5.1 pour obtenir les meilleures valeurs
possibles des parametres. L’initialisation de la minimisation a peu d’influence
sur les résultats finaux. Une initialisation possible est « = = v =1 et
A= pu=v=0. En combinant les deux transformations (projectif vers affine
et affine vers euclidien), on obtient une homographie H transformant notre
reconstruction projective en une reconstruction euclidienne.
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La figure 5.19 montre des droites perpendiculaires sélectionnées dans les
images pour calculer la transformation affine vers euclidien. La figure 5.20
montre une reconstruction euclidienne obtenue apres la minimisation. La
scene est désormais reconnaissable.

F1G. 5.19 — Droites perpendiculaires sélectionnés pour calculer la transfor-
mation de la reconstruction affine vers la reconstruction euclidienne.

5.2.2 Modélisation dans les images

La connaissance de la géométrie projective de I’ensemble des caméras
peut aider 'utilisateur au cours de la modélisation. En effet, un point sé-
lectionné dans plusieurs images doit satisfaire certaines contraintes. Imposer
ces contraintes au moment de la sélection du point permet

— de simplifier la modélisation pour I'utilisateur en minimisant le nombre
de clics souris nécessaires.

— de s’assurer que les points dans les images représentent effectivement
des points physiques. La reconstruction est plus simple dans ce cas.

La modélisation d’un polygone, d’un segment ou d’un point peut étre vue
comme plusieurs modélisations de points. Nous décrivons donc seulement la



166 Applications

F1G. 5.20 — Reconstruction de la scéne apres la minimisation des parameétres
de retour o euclidien. Vue de dessus (droite), de coté (gauche) et de biais

(bas). La scéne est désormais reconnaissable, les angles et les rapports de
distance sont préservés ainsi que le parallélisme.
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modélisation d’un point 3-D & partir des images, élément de base de toutes
les autres modélisations.

L’utilisateur sélectionne le point qui l'intéresse dans une des images. Les
contraintes données par la géométrie des caméras imposent que dans toutes
les autres images, le point se trouve sur la droite épipolaire engendrée par le
point sélectionné comme le montre la figure 5.21.

FIG. 5.21 — Un point dans une image (G gauche) contraint ses correspondants
a se trouver sur sa droite épipolaire (4 droite)

L’utilisateur choisit alors une deuxieme image. Le point qu’il désire sélec-
tionner est contraint a se trouver sur la droite épipolaire. Une fois ce point
déterminé, nous pouvons calculer les coordonnées des projections du point
3-D correspondant dans toutes les autres images (voir figure 5.22), soit en
utilisant des trilinéarités, qui donneront directement le troisieme point en
fonction des deux premiers, soit par une reconstruction a partir de deux
images puis une projection dans les images restantes. Ces deux méthodes
sont équivalentes d’un point de vue géométrique, mais la méthode utilisant
les trilinéarités est plus rapide car plus compacte. De plus, les trilinéarités
peuvent étre partiellement précalculées apres le choix du premier point. La
fonction liant le deuxieme point & un point d’une autre image est alors li-
néaire.

5.2.3 Reconstruction

Une fois modélisée, la scene est reconstruite par simple intersection de
rayons (les rayons se coupent car nous avons imposé cette contrainte au
moment de la modélisation). On associe alors a chaque face des propriétés
photométriques pour permettre un rendu réaliste. Idéalement, ces attributs
photométriques sont déduits des images.
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]

FIG. 5.22 — Le choiz d’un deuziéme point (contraint sur une droite épipolaire)
détermine sans ambiguité la position de ses correspondants dans toutes les
autres tmages.

Les figures 5.23 et 5.25 présentent une vue de dessus de la bibliotheque
de 'INRIA & Sophia-Antipolis. Les figures 5.24 et 5.26 présentent un autre
angle de vue. Ce modele 3-D a été obtenu a partir de cing images prises avec
I’appareil photo mentionné plus haut.
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F1G. 5.23 — Vue de dessus de la bibliothéque de I'’INRIA. Vue en fil de fer.

F1G. 5.24 — Vue de coté de la bibliothéque de 'INRIA. Vue en fil de fer.



170 Applications

FIG. 5.25 — Vue de dessus de la bibliothéque de I’INRIA. Image synthétique.

F1G. 5.26 — Vue de coté de la bibliotheque de 'INRIA. Image synthétique.



Chapitre 6

Conclusion

6.1 Contributions et résultats

6.1.1 Géométrie des caméras

Le chapitre 2 nous a montré quelles sont les relations entre les différents
objets apparaissant dans la théorie d’un systéme multi-caméras et comment
ces objets apparaissent et sont utilisés. On retiendra que la représentation
la plus générale est celle des matrices de projection, qui ne souffre d’aucune
contrainte algébrique liant ces parametres ni de dégénérescences. De plus, les
matrices fondamentales et les matrices de projection se calculent facilement
a partir des matrices de projection. Nous avons aussi montré comment tous
nos objets se dérivaient de maniere systématique a travers la théorie des
déterminants.

Au cours du chapitre 3 nous avons expérimenté diverses méthodes pour
calculer cette géométrie. Les méthodes basées sur les matrices fondamentales
et sur les trilinéarités donnent des résultats corrects, mais la méthode ba-
sée sur une estimation directe des matrices de projection fonctionne encore
mieux. Si cela est nécessaire, on peut raffiner les résultats en utilisant une
ou plusieurs méthodes présentées ici. La méthode de ’ajustement de rayon
a ma faveur, de part sa simplicité et des bons résultats qu’elle donne. Nous
avons aussi présenté différentes méthodes pour recaler des sous-séquences
entre elles. Avec chacune de ces étapes sont présentés des résultats sur des
images synthétiques et sur des images réelles.
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6.1.2 Géométrie projective orientée

Le chapitre 4 introduit une nouveauté rendue nécessaire par la synthese
de vues, l'orientation en géométrie projective. Ce concept, nouveau en vision
par ordinateur, s’applique facilement et de maniere élégante. Diverses ap-
plications en découlent, comme 1’élimination de fausse correspondance et la
définition d’enveloppe convexe. Les droites épipolaires sont alors orientées, ce
qui rend la synthese de nouvelles vues possibles en désambiguant les points
visibles et ceux qui ne le sont pas.

6.1.3 Applications

Nous avons fait au chapitre 5 une présentation de différentes méthodes de
synthese de nouvelles vues a partir de vues connues et ce sans modele tridi-
mensionnel. La faisabilité est démontrée et plusieurs exemples de séquences
sont disponibles. Les occultations sont convenablement traitées grace a la
géométrie projective orientée.

La construction de modeles tridimensionnels euclidiens est vue au chapitre
6. Pour construire un modele euclidien & partir d’'un modele projectif, il suffit
de rajouter certaines contraintes comme le parallélisme ou ’orthogonalité. On
peut alors obtenir des modeles utilisables en réalité virtuelle ou en synthese
d’images.

6.2 Extensions

Plusieurs extensions sont possibles a cette these, aussi bien au niveau de
I’estimation de la géométrie des caméras que des applications.

6.2.1 Géométrie des caméras

— Dans cet ouvrage, nous considérons le cas d'une scene rigide et d’une
caméra mobile ou bien une scene rigide en mouvement et une caméra
fixe. Dans un certain nombre d’applications, ceci peut s’avérer insuf-
fisant puisqu’il n’est pas toujours possible d’avoir un seul objet rigide
dans la scene. Les méthodes présentées ici sont robustes a la présence
de petits objets mobiles dans la scene qui sont alors éliminés comme
fausses correspondances, mais la présence de deux mouvements rigides
d’égale importance n’est pas traitée.

— Nous avons choisi de nous placer dans le cas le plus général, ol les
parametres intrinseques de la caméra varient librement d’une image a
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I’autre. En réalité, au cours d’'une séquence d’images prises a des ins-
tants successifs, les parametres intrinseques varient relativement lente-
ment. On peut donc utiliser des méthodes de suivi comme le filtrage de
Kalman pour obtenir une estimée initiale des matrices de projection.

— Le cas des trilinéarités mis a part, nous n’avons pas utilisé les droites
dans les images pour notre estimation. Tout porte a croire que ce serait
bénéfique, puisque certains parametres des droites (l’orientation par
exemple) sont estimés avec beaucoup de précision a partir des images.

— On veut aussi pouvoir déterminer automatiquement le découpage en
sous-séquences qui va permettre la meilleure estimation. Les criteres a
prendre en compte sont entre autres le nombre de points suivis entre les
différentes images d’une sous-séquence (doit étre suffisamment grand),
le déplacement des points en pixels (doit étre suffisamment grand aussi).
D’autres parametres peuvent aussi entrer en ligne de compte.

6.2.2 Transfert et synthése de nouvelles vues

— Pour la synthese a base de correspondances éparses, nous avons utilisé
des points mis en correspondance manuellement. Ce processus pour-
rait étre partiellement automatisé en effectuant une segmentation de la
scene en zones localement planes.

— Le probleme des discontinuités reste a traiter. En effet, notre repré-
sentation n’autorise pas de discontinuités de profondeur dans la scene.
On peut éliminer ce probleme en séparant la scene en plusieurs couches
visuelles comme dans le dessin animé. Ces couches ne sont pas nécessai-
rement a liées a la profondeur. Le découpage en couche peut étre une
opération interactive (facile) ou le résultat d’une segmentation (plus
difficile).

— Nous n’avons pas étudié ici comment sélectionner la paire de vue la
plus appropriée parmi les N disponibles. Il faudrait bien str prendre
en compte la proximité des centres optiques, mais aussi 1’orientation
des caméras.

6.2.3 Construction de modeles tridimensionnels

— Dans notre approche, nous avons tout d’abord estimé la géométrie du
systeme de caméras automatiquement puis la géométrie de la sceéne
a l'aide de l'intervention de l'utilisateur. Nous pourrions utiliser cette
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information pour estimer & nouveau la géométrie de la scéne et obtenir
de meilleurs résultats.



Annexe A

Les algorithmes d’estimation
robuste

Une méthode d’estimation de parametres a partir de données est « ro-
buste » si son résultat est peu influencé par la présence de données « aber-
rantes», c’est-a-dire, dont la probabilité d’apparition est faible dans le cadre
du modele. Ces données aberrantes sont, soit faiblement aberrantes, mais en
nombre important, soit fortement aberrantes, mais en faible nombre.

A.1 Moindre médiane des carrés

Cette méthode est fondée sur le fait que, pour une variable aléatoire dont
la distribution est fortement centrée, la médiane est un estimateur de la valeur
centrale plus robuste que la moyenne. Au lieu de minimiser la moyenne des
carrés des erreurs, comme le fait la méthode aux moindres carrés ordinaires,
elle minimise donc leur médiane :

2
min Y’(a) avec x*(a) = medic (W) (A.1)

0;

Comme il n’y a pas d’expression analytique de la médiane, la minimi-
sation se fait en cherchant aléatoirement dans l’espace des solutions. Plus
précisément, si ¢ est un entier supérieur ou égal au nombre minimum de
données nécessaires pour calculer a, N solutions a;, ..., ay sont calculées
par une méthode non robuste (moindres carrés linéaires ou non linéaires) &
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partir de N ensembles de ¢ données tirés aléatoirement dans ’ensemble des
n données initiales. La solution a; qui minimise x*(a) est alors choisie. Les
données telles que
yi — fi(xi,a;)
a;

>0

oll 0 est une estimation de la variance (voir [Rousseeuw et Leroy, 1987|),
sont considérées comme aberrantes et rejetées. Un raffinement de la solution
a; est finalement effectué en appliquant une méthode aux moindres carrés
ordinaires aux données restantes.

N est choisi de telle sorte que la probabilité P que le tirage des N en-
sembles de ¢ données contienne au moins un ensemble exempt de toute don-
née aberrante soit tres proche de 1. Nous sommes ainsi quasiment sir qu’au
moins une solution parmi les /N solutions a;, ..., ay est bonne.

P se calcule comme suit: si a est le pourcentage estimé de données aber-
rantes présentes dans les données initiales, 1 — a est la probabilité qu’une
donnée ne soit pas aberrante; (1 —a)? est la probabilité qu'un ensemble de q
données soit exempt de toute donnée aberrante; 1 — (1 — a)? est la probabi-
lité qu'un ensemble de ¢ données contienne au moins une donnée aberrante;
(1 — (1 —a)?)" est la probabilité qu'un tirage de N ensembles de ¢ données
contienne au moins un ensemble de ¢ données contenant au moins une donnée
aberrante; donc, P =1 — (1 — (1 —a)?9)N. N est donc donné par la formule
suivante :

In(l1 — P)

N=tma—a=ay

(A.2)



Annexe B

Compléments de géométrie
projective appliquée a la vision

Cet appendice est consacré a certains détails et petits calculs de géométrie
projective permettant d’exprimer des propriétés intéressantes pour le modele
sténopé.

B.1 Les plans de ’espace correspondent a des
homographies de I'image

Considérons des points M; de I'espace se trouvant en configuration géné-
rale dans un méme plan, et leur image m; par une relation projective linéaire
de P3 vers P2. Celle-ci dans ce cas précis se restreint & une relation entre les
deux plans , qui, & titre de relation projective de P2, est une homographie h.
Si nous disposons de deux images m; et m/ des mémes points M; de la scene,
nous pouvons considérer la relation h'oh~! entre ces deux images. C’est éga-
lement une relation homographique c’est a dire qu’il existe une matrice 3 x 3
inversible H telle que nous ayons 1’égalité projective

Le fait que H soit inversible découle aussi du fait qu’une relation du méme
type doit exister si nous échangeons le s roles des deux images. L’homographie
inverse a pour matrice H™!.
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Quatre points sont nécessaires pour calculer une homographie, mais seule-
ment trois points définissent un plan. La réponse a ce paradoxe apparent
est dans la matrice fondamentale. Fn effet, les 4 points doivent vérifier la
contrainte épipolaire et donc, il existe une relation entre la matrice fonda-
mentale et toute les homographies possibles entre les deux images. Si on
reprend ’expression B.1 en la remplagant dans I’équation épipolaire 2.12, on
obtient

(Hm,) ' Fm; = 0 (B.2)

d’oll

m!H Fm,; = 0 (B.3)

et ceci, pour tout m;. On en déduit alors

H'F+F'H=0 (B.4)

Cette équation plus trois points permet de définir 'homographie.

B.2 Comment faire un barycentre projectif?

Ce qui va suivre ne constitue pas un traité mathématique, la notion de
barycentre n’existant pas en géométrie projective. Toutefois, il existe des pro-
blemes ot le barycentre (ou les moyennes) sont utiles. On a par exemple deux
estimations v; et vy d’'un méme vecteur, auxquelles peuvent étre associées
des mesures d’incertitude et 'on désire combiner ces deux estimations de ma-
niere cohérente. En géométrie classique, le vecteur estimé est un barycentre
de v; et vy avec des poids dépendants de leur incertitudes relatives.

La formule du barycentre G de N points M; de poids «; est

M
B pIFRe

Or, la somme de vecteurs n’est pas définie en géométrie projective. Cette
formule n’est donc pas directement applicable.

Revenons donc a la représentation de vecteurs projectifs. Ces vecteurs
sont des classes d’équivalence qui peuvent étre représentées par un de leurs
éléments de norme 1. On identifie alors P" & la sphere S™*! ot les points

G
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antipodaux sont identifiés. Si l'on travaille en géométrie projective orientée
comme au chapitre 4, alors, on identifie exactement 7" avec S™*!. Sur la
sphere, une distance qui ne dépend pas de la base choisie est la longueur
de I'arc du grand cercle entre deux points. On définit le barycentre projectif
comme étant le point G de 8" (voir figure B.1) minimisant le critere suivant

> a;Arclength(M;, G)

C =

>y

F1G. B.1 — Le barycentre projectif. Nous présentons ici un exemple de bary-
centre entre trois points de S"t1. Les vecteurs sont tous unitaires.

Diverses remarques peuvent étre faites:

— Le point déterminé ainsi n’est pas forcément unique. En effet, consi-
dérons 2 points antipodaux. Leur point milieu peu se trouver sur tout
I’équateur leur correspondant. Nous aurons cependant rarement a trai-
ter ce cas en pratique car les points que nous devrons moyenner sont
des points proches les uns des autres.

— Le calcul d’un tel point résulte d’une minimisation non linéaire. En
effet, si 'on dérive C' par rapport a G,

oC M,
90 _ v,
0G Z 1— (M,.G)?

Le calcul des zéros de cette expression conduit a des calculs non li-
néaires. Le barycentre projectif n’a donc pas de formule explicite.
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En dépit de ces défauts et du coté tres pragmatique de sa définition, le
barycentre projectif permet de résoudre les problemes de combinaison de plu-
sieurs estimées d’une maniere plus satisfaisante que le choix aléatoire d’une
des deux estimées.

B.3 Comment reconstruire des points de P3?

Le probleme est le suivant: étant donné des matrices de projection P;
pour les images ¢ de 1 & N, et les images m; d’'un point tridimensionnel M
inconnu, comment calculer M?

Il existe plusieurs méthodes, qui sont comparées dans [Rothwell et al.,
1995]et dans [Hartley et Sturm, 1994]. Nous allons nous concentrer sur deux
d’entre elles: la méthode linéaire a base de décomposition en valeurs singu-
lieres et la méthode non linéaire.

B.3.1 La méthode linéaire

Les seules équations dont on dispose sont les équations (2.7):

Nous pouvons réécrire ces équations comme & la section 2.4 pour obtenir
I'équation matricielle (2.26) que I'on résume sous la forme

AM =0

ol A est une matrice 2N X 4 qui ne depend que des vecteurs m; et des
matrices P;. Si les points m; et les matrices P; engendrent des rayons qui se
coupent en un point unique, ce systeme aura une solution unique et A sera
de rang trois, comme démontré a la section 2.4. Toutefois, ce systeme peut ne
pas avoir de solution exacte si les points m; ou les matrices P; sont sujettes
aux bruits ou aux erreurs. Dans ce cas, nous allons essayer de minimiser
||AM]|| sour la contrainte que |[M|| = 1. La solution M de ce probleme de
minimisation linéaire est le vecteur propre de norme 1 associé a la plus petite
valeur propre en valeur absolue de ATA. Ce vecteur propre est exactement
le vecteur singulier associé a la plus petite valeur singuliere de A.

B.3.2 La méthode non linéaire

La méthode linéaire, bien que donnant des bons résultats dans la majorité
des cas, souffre de quelques défauts:

— Le résultat est sensible & la multiplication par une constante d’une
des matrices de projection. En effet, si 'on multiplie P; par A, cela a
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pour effet de multiplier les deux lignes de A correspondantes par A.
Les valeurs singulieres de A ainsi que leurs vecteurs associés vont étre
modifiés.

— La distance minimisée (||AM]|) ne représente rien d’un point de vue
géométrique, ce qui rend le résultat difficilement prévisible.

La solution est alors de changer le critere de minimisation pour le rendre
significatif géométriquement et indépendant d’un changement d’échelle des
matrices de projection. Le critere que nous avons choisi est la distance dans
les images entre la projection du point M suivant P; et m;. Ce critere n’est
pas linéaire en fonction des données et nous devrons utiliser une minimisa-
tion itérative (comme celles décrites a I'appendice 3.4.5.1) pour obtenir le
minimum. Le critére s’exprime sous la forme suivante:

o) = 32 — T+ (-

m; m;

(2 (2

Une initialisation possible pour M est le résultat de la méthode linéaire.
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Annexe C

Calculs relatifs & ’ajustement de
rayons

Nous cherchons ici & calculer les matrices U;, V;, et W;; en fonction de

la position courante.
Calculons tout d’abord gtl\r/lﬁ . On a les formules
J

o _ PIM
S Y |
., PIM
T piM

)

ot P! représente la [-ieme ligne de la matrice P;. En dérivant par rapport &
M, on obtient

oMy, (eavp!—(PIMP?
oM; (PIM)?
O, (pan)P2—(P2M)P?
oM; (P7M)?

8ri1i]-

5P On a les formules

On calcule de méme
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. _ PIM
" T pIM
. _ PIM
S BV

Nous décomposerons le calcul en deux parties. La premiere partie est le
calcul de la derivée de m,;; par rapport a un élément d’une des deux premieres
lignes de P;, la deuxieme traitant la dérivation par rapport a un élément de
la troisieme ligne.

Pour les deux premieres lignes (I = 1,2) , on a simplement :

Om}; M
= 5k:l
OP! PM

Pour la troisieme,

omj;  (P*M)P?

ij

9P~ (PIM)

De ces expressions, on peut déduire celles de U;, V; et W;.



Annexe D

Notations utilisées

— —: opposition en géométrie projective orientée.
— a X b: le produit vectoriel de a par b.

— [a]x : la matrice associée au produit vectoriel vérifiant VYm, [a],m =
a x m.

— A: la matrice des parametres intrinseques.

— A™: Despace affine de dimension n.

— 0, : les facteurs d’échelle pixels.

— c¢: le point principal.

— (': le centre optique.

— e;;: 'épipole de I'image ¢ générée par I'image j

— E;; : la matrice essentielle entre les images ¢ et j.

— f:la distance focale.

— F;; : la matrice fondamentale entre les images 7 et j.
— G : le barycentre de plusieurs points.

— H: une homographie, c’est a dire une relation linéaire projective.
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— I: la matrice identité.

— A: une droite dans les images.

— A : une droite dans 'espace.

— m: un point des images.

— M : un point de ’espace.

— P;: la matrice de projection de la caméra i.
— P™: I'espace projectif de dimension n.

— II": le plan rétinien.

— I/ : le plan focal.

[T : le plan a linfini.

R™: I’espace euclidien de dimension n.

T : le tenseur trifocal.
— T": T'espace projectif orienté de dimension n.
— ug, Vo : les coordonnées du point principal.

Sauf indication contraire, toutes les équations vectorielles et matricielles
de cet ouvrage s’entendent a un facteur multiplicatif pres. Les numéros
d’images sont en indices tandis que les numéros de coordonnées sont en ex-
posant.
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