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Nous utiliserons les notations suivantes tout au long de ce manuscrit :

mesure de dirac en x
f fonction semi-continue supérieurement (resp. semi-continue inférieurement)
enveloppe semi-continue supérieure de f

0z
f s.c.s. (resp. s.c.i.)

f
f défaut de semi-continuité supérieure de f
fIK] projeté d’une application f : M — R par une surjection continue 7 : M — K
ex(K) ensemble extrémal d’un convexe K
forf prolongement affine & K d’une fonction réelle f définie sur ’ensemble extrémal de K
1g fonction indicatrice de ’ensemble E
r(x) ordre d’accumulation topologique d’un point z dans un compact donné
[en He compactification des candidats Hy
HyP P puissance normalisée du candidat H
ocap(C) capacité orbitale d’un borélien C
A adhérence de A

o
intérieur de A

A
B(z,n,e) boule de Bowen de centre x, d’ordre n et de rayon e
U™ (resp. P"™) n™e itéré du recouvrement ouvert U (resp. de la partition P)
diam(Y) diameétre de Y
Tnat (X, T) — (X, T) extension naturelle de (X, 7))
htop(T) entropie topologique de T’
h*(T) entropie de queue de T
Oy mesure de Dirac au point x
h(T) entropie k dimensionnelle de T’
P(M) ensemble des mesures de probabilité boréliennes supportées par M
x, barycentre d’une mesure p € P(K) avec K convexe
M(X,T) ensemble des mesures de probabilité boréliennes T invariantes
M (X,T) sous-ensemble de M (X,T) des mesures ergodiques
h(w) entropie dite métrique (ou de Kolmogorov-Sinai) d’une mesure invariante p

I1f |l o norme infinie usuelle, i.e. supremum de f
171l supremum des dérivées partielles d’ordre < r de f: R™ — R"
(A norme des dérivée d’ordre < r de f: (M, |||la) — (N, ||lI~)
Hl2 norme euclidienne usuelle sur R
o8 f dérivée partielle d’ordre 8 € N? d’une fontion f définie sur un ouvert de R¢
™ fibré tangent d’une variété M
deg(A) degré d’un ensemble semi-algébrique
deg(f) degré d’une fonction semi-algébrique
degré fonctionnel d’une fonction semi-algébrique

deg™(f)
x(1) exposant de Lyapounov maximal d’une mesure ergodique p
xX* (1) maximum de x(p) et de 0
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Introduction

L’entropie estime le nombre d’orbites distinctes d’un systéme dynamique calculé & une certaine
échelle. On s’intéresse dans cette thése aux propriétés de continuité et aux propriétés asymptotiques
de cette quantité lorsque I’échelle décroit vers zéro. Celles-ci sont reliées & l'existence d’un codage
de la dynamique par un alphabet fini.

Nous considérons le cas des systémes dynamiques de classe C" définis sur une variété compacte.
Nous cherchons & décrire de facon précise ces systémes dynamiques du point de vue de I'entropie.
Plus lordre de régularité r de la dynamique est grand, plus la convergence de I'entropie est forte et
plus ses propriétés de continuité sont riches.

Dans la suite de I'introduction, nous rappelons tout d’abord la notion d’entropie en systémes
dynamiques. Puis nous présentons les différents thémes abordés dans cette thése : les structures d’en-
tropie, la théorie de Yomdin-Gromov et enfin la théorie des extensions symboliques. Nous énoncerons
nos résultats au fur et & mesure de la présentation.

0.1 Entropie

Un systéme dynamique est la donnée d’une application continue 7' d’un espace métrisable com-
pact X dans lui-méme. L’orbite future d’un point x de X est ’ensemble des images de x par les
itérés de T :

z, Te, Tz, ... T"z, ...

L’entropie topologique hy,,(T") compte le nombre d’orbites distinctes (Définition p. 46). Plus
précisément le nombre d’orbites de longueur n que 'on peut différencier & 1’échelle € est de Iordre
de emhtor(T) pour des échelles e arbitrairement petites. L’entropie de queue h*(T'), parfois appelée
entropie locale, mesure I’entropie apparaissant a des échelles arbitrairement petites (Définition p.
50). On a toujours 0 < h*(T') < hyop(T).

On appelle mesure invariante toute mesure de probabilité borélienne y satisfaisant o T = p.
Les orbites se répartissent suivant de telles mesures : si € X, tout point d’accumulation pour la
topologie faible * de la suite (1 Zz;é d7kg )neN st une mesure invariante. Une mesure p invariante
est dite ergodique si tout borélien de X invariant par T est de p mesure totale ou de p mesure nulle.
On note M(X,T) l'ensemble des mesures invariantes et M (X,T) C M(X,T) le sous-ensemble
des mesures ergodiques. De facon analogue a 'entropie topologique, on peut définir I’entropie dite
meétrique ou de Kolmogorov-Sinai (Définition p. 48) h(u) d’une mesure invariante yp € M(X,T')
en comptant le nombre d’orbites distinctes vues par la mesure pu.

L’entropie topologique et 'entropie métrique sont reliées par le principe variationnel suivant :



0.2. Structure d’entropie

sup  h(p) = sup  h(p) = hiep(T)
HEM(X,T) HEM(X,T)

Les mesures invariantes p vérifiant h(u) = hyop(T') sont dites maximales ou d’entropie maximale.
Elles refletent toute la dynamique topologique du point de vue de I'entropie. Mais de telles mesures
n’existent pas toujours, méme pour des systémes dynamiques différentiables. Cependant lorsque T'
est de classe C*°, S. Newhouse a montré 'existence de mesures maximales en s’appuyant sur la
théorie de Yomdin.

0.2 Structure d’entropie

L’entropie métrique analyse plus finement la complexité d’un systéme dynamique que I’entropie
topologique. La notion de structure d’entropie est un outil encore plus précis, qui détermine en par-
ticulier 'entropie métrique, et donc 'entropie topologique, mais aussi I’entropie de queue.

On peut calculer lentropie métrique de plusieurs facons différentes comme limite d’une suite
croissante de fonctions réelles définies sur l’ensemble des mesures de probabilité invariantes (de
telles suites seront appelées des candidats d’entropie) : & aide de partitions, avec la formule de
Katok, avec la formule de Brin-Katok, avec une formule de Misiurewicz ponctuelle pour ’entropie
de queue... La théorie des structures d’entropie introduite par T. Downarowicz permet d’unifier la
plupart de ces approches. Les structures d’entropie (Définition p. 73) sont des candidats d’entropie
remarquables, dont les propriétés de convergence reflétent la dynamique topologique. On verra par
exemple que 'entropie & la Katok est une structure d’entropie, mais ce n’est pas le cas de I’entropie
a la Misiurewicz. La suite constante égale & la fonction entropie est une structure d’entropie si et
seulement si I’entropie de queue est nulle.

Si H = (hk)ken est une structure d’entropie, alors la fonction u : M(X,T) — R définie par
u=limg_, | m vérifie le principe variationnel suivant (f désigne la plus petite fonction semi-
continue supérieurement plus grande que f) :

Théoréme 0.2.1 (Downarowicz, D.B. p. 77) Soit X un espace métrisable compact et T :
X — X une application continue d’entropie topologique finie, alors

sup  u() = T [ hyllow = h*(T)
pEM(X,T) k—+o0

De plus il existe une mesure p € M (X, T) telle que u(p) = h*(T).
T. Downarowicz a montré ce théoréme dans le cadre des homéomorphismes. Nous donnons une
preuve élémentaire de ce principe variationnel et nous l’étendons au cadre des endomorphismes.

Nous généralisons aussi certaines structures d’entropie obtenues par T.Downarowicz dans le cadre
des homéomorphismes :

Théoréme 0.2.2 (D.B. p.75) Les candidats d’entropie a la Katok et o la Newhouse sont des
structures d’entropie aussi dans le cadre des endomorphismes.

0.3 Théorie de Yomdin-Gromov

Y. Yomdin a introduit des outils de géométrie semi-algébrique pour majorer la complexité dy-
namique locale des applications de classe C". L’approche de Y. Yomndin s’appuie sur un résultat de
reparamétrisation d’ensembles semi-algébriques, que nous rappelons maintenant.

10



0.3. Théorie de Yomdin-Gromov

Un ensemble semi-algébrique est un sous-ensemble de R? défini par des égalités et des inégalités
polyndémiales. On peut, comme pour les polynomes, définir une notion de degré qui estime la com-
plexité algébrique d’un ensemble semi-algébrique. Le lemme algébrique de Yomdin-Gromov affirme
que l'on peut borner la complexité différentielle d’un ensemble semi-algébrique par sa complexité
algébrique :

Théoréme 0.3.1 (Gromov p.97) Soient r,l et d des entiers positifs. Pour tout ensemble semi-
algébriqgue A C|0,1[¢ de dimension 1, il existe un entier N et des applications continues semi-
algébriques ¢, ..., oy 3]0, 1['=]0, 1[%, telles que :

— ¢; est réelle analytique pour i =1,....,N ;

— il = maxg,|g|<r ||85¢)Z-||oo <lpouri=1,..,N;

- Ui ¢i(0.10) = 4.

De plus N et deg(¢;) sont bornés par une fonction de deg(A), d et r.

Nous montrons ce théoréme au chapitre 4. A.Wilkie et J.Pila ont obtenu simultanément une
preuve dans un contexte o-minimal [52]. Aucune preuve compléte n’avait été produite auparavant.
Y. Yomdin avait cependant établi une version plus faible du théoréme précédent, mais suflisante
pour les applications dynamiques [58].

Au moyen du théoréme précédent, Y.Yomdin obtient par interpolation polynomiale une estimée
de la complexité dynamique locale d’une application C" et en déduit la conjecture de Shub (qui affirme
que la croissance homologique est majorée par l’entropie topologique) pour les applications C*°.
J.Buzzi montre, en suivant les travaux de Y.Yomdin, que Uentropie de queue h*(T') vérifie I'inégalité
h(T) < dR(T) pour une application T : M — M de classe C" définie sur une variété compacte

T

M de dimension d, ot R(T) := max(lim, 40 + log |[DT™||,0) pour une norme riemmanienne |||

quelconque de M. En particulier, 'entropie de queue d’un systéme dynamique C* est nulle. En
suivant cette approche, nous montrons un résultat un peu plus précis :

Théoréme 0.3.2 (D.B. p.108) Soit M une variété C" compacte et T : M — M une application
de classe C". Si u est une mesure ergodique, on note x(u) son exposant de Lyapounov mazimal. Enfin
on note Xiff le prolongement harmonique (Définition p. 40) de x4 := max(y,0) sur M(M,T).

Alors pour tout p € M(M,T), on a :

aff
u(u) < W) 1)

r

Enfin nous établissons avec une approche semi-algébrique nouvelle une formule pour ’entropie
k dimensionnelle (Définition p. 55) d’un produit d’applications C*°. Pour tout entier d > 1, on
note Ag := {f :[0,1]¢ — [0,1]¢ de classe C*}.

Théoréme 0.3.3 (D.B. p. 112) Soient fi1, ..., fn € Ugsy Aa, alors
hl(fl X ..o X fn) = i:HllaXn hl(fz)

Théoréme 0.3.4 (D.B. p. 111) Soient f € Ay et g € Ay, alors pour tout k=1, ...,d :

hi(f < g) = max(hiop(f) + hi—1(9), 2 (9)) (2)

Corollaire 0.3.5 Le produit d’une application f € A1 d’entropie non nulle et d’une application
g € Ay entropie-dilatante (Définition p. 55) est entropie-dilatant.

J. Buzzi a montré la formule (2) pour un produit fini d’applications C*° de 'intervalle. De plus,
pour tout r € N, il a exhibé un exemple de produit d’applications de I'intervalle de classe C", pour
lequel la formule (2) ne s’applique pas.
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0.4. Extensions symboliques

0.4 Extensions symboliques

Le décalage sur l'espace des suites indexées par Z a valeurs dans {1,..., K} est défini comme
suit :
V(@n)nez € {1, ., K}, 0((zn)nez) = (Tni1)nez

On appelle sous-décalage la dynamique induite par ¢ sur un sous-ensemble fermé invariant de
{1,.., K}~

On dit que ((Y,S),7) (Uapplication 7 est parfois implicite) est une extension de (X,T) si
m Y — X est une application continue surjective telle que m oS = T o m. L’extension (Y,.5)
"contient plus d’information" que (X, T) : U'entropie de (Y, S) est plus grande que celle de (X, T).
Si (Y,.5) est un sous-décalage, alors (Y, S) est appelée une extension symbolique. Nous insistons
sur le fait qu’il s’agit de sous décalages généraux; a priori ils ne sont pas de type fini.

Considérons un systéme dynamique (X, T) d’entropie topologique finie. Admet-t-il une extension
symbolique ? Cette extension est-elle proche de (X, T") du point de vue de 'entropie 7 Cette question
fut soulevée par J. Auslander & la fin des années 80. Une condition nécessaire évidente & 'existence
d’une extension symbolique de (X, T') est la finitude de 1’entropie topologique de T. M. Boyle ré-
pond négativement & la premiére question en construisant un systéme dynamique zéro dimensionnel
d’entropie topologique finie sans extension symbolique.

Dans [12], M. Boyle et T. Downarowicz ont développé un formalisme fonctionnel trés élégant qui
permet de relier ce probléme aux propriétés asymptotiques des structures d’entropie. Rappelons en
les grandes lignes (voir Chapitre 5 pour une présentation plus détaillée).

Sim: (Y,S) — (X, T) est une extension symbolique, on considére la fonction hZ,, : M(X,T) — R

définie par hl,, (1) == sup,cmev,s) h(v). Alors la fonction d’entropie d’extension symbolique
T*r=p

hsew : M(X,T) — R est définie comme suit :

Rsex = inf hT
(1) e e cat (1)

ot linfimum porte sur toutes les extensions symboliques (Y, 5) de (X,T) (si (X,T) n’a pas d’ex-
tension symbolique, on pose hge, = +00).

Enfin ’entropie topologique d’extension symbolique hge,(T) est Uinfimum des entropies
topologiques des extensions symboliques de (X, T) :

hsea(T) = m(Y,si)n_f>(X,T) fitop(S)
T. Downarowicz et M. Boyle [12] réduisent le probléme d’existence d’extensions symboliques
& des propriétés de convergence des structures d’entropie. Expliquons plus en détail leur principal
résultat. Soit H = (hy)ken une structure d’entropie. On peut définir la suite transfinie (i.e. indexée
par les ordinaux) suivante.
On pose tout d’abord ug = 0. Puis on distingue les cas d’un ordinal successeur et d’un ordinal
limite :

— si a est un ordinal successeur :

U = lim wuq_1+h— hy
k—-+o0

— sl a est un ordinal limite :

Uq = SUD Uy
<o
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0.4. Extensions symboliques

Cette suite est stationnaire & partir d’un ordinal o*, appelé I’ordre d’accumulation de (X, T).
Le principal résultat de [12]| peut étre énoncé de la fagon suivante :

hsex = h + uq*

M. Boyle et T. Downarowicz [12] prouvent aussi le principe variationnel suivant :

hsex (T> = sup Psex (,U)
HEM(X,T)

Dans le cas ot 'entropie de queue est nulle, M.Boyle, D.Fiebig et U.Fiebig ont montré qu’il exis-
tait une extension symbolique 7 : (Y,S) — (X, T), telle que h(n*v) = h(v) pour tout v € M(Y,5).
C’est en particulier le cas des applications C°.

S. Newhouse et T. Downarowicz ont conjecturé que si T': M — M est une application de classe
C" sur une variété compacte M de dimension d, alors
drR(T
hea() < 17
Ils construisent de plus des exemples de difféomorphismes avec une entropie topologique d’extension
symbolique non nulle, ol cette borne est atteinte.

Récemment, T. Downarowicz et A. Maass ont montré cette conjecture dans le cadre des appli-
cations de l'intervalle. Ils prouvent aussi dans ce cadre que pour tout entier n :

n

R(T
ol < 3 )

r
=1

et pour tout ordinal « :
R(T)

[talloo < 1

Nous exhibons au chapitre 6 des applications de 'intervalle pour lesquelles ces bornes sont optimales
dans le sens suivant.

Théoréme 0.4.1 (D.B. p. 132) Pour tout entier r > 2,

1. Il exziste une application C™ de Uintervalle g telle que pour tout entier n :

n

log [|4'|
k=1

et

_ loglg'll
[tarlloo = 1

2. Pour tout € > 0, il existe une application C" de l'intervalle g avec 2 < ||¢'||co < 3 telle que

1 /
o 0g 19|

hse:c Z 1_
(9) > ( —

M. Boyle et T. Downarowicz ont montré dans [12] que Iordre d’accumulation a* d’un systéme
dynamique est un ordinal dénombrable. Nous nous sommes intéressés & construire des exemples avec
un ordre d’accumulation dénombrable arbitrairement grand.
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0.5. Résumé des chapitres

Théoréme 0.4.2 (D.B. p. 32) Pour tout ordinal dénombrable (3, il existe un systéme dynamique
zéro dimensionnel d’ordre d’accumulation plus grand que (3.

Enfin, nous considérons le probléme des extensions symboliques dans le cadre des applications
continues affines par morceaux du plan.

Théoréme 0.4.3 (D.B. p. 150) Soit (X, T, P) une application continue affine par morceaux du
plan. Pour toute mesure invariante [, on a :

hsea (1) < B(p) + Y 1(p) P (p)
peEP

ot P est Uensemble des points périodiques dont l'orbite rencontre un sommet d’une partition itérée

1 _
P™ pour n € N et hypyt(y) :=limsup — logf{A € P" :y € A} poury € X .

n—+4oo T

0.5 Résumé des chapitres

Chapitre 1

Nous commencons par introduire le formalisme fonctionnel de M.Boyle et T.Downarowicz, qui
nous sera utile pour présenter la théorie des structures d’entropie et la théorie des extensions sym-
boliques. Nous avons essayé de faire la synthése la plus compléte possible des outils fonctionnels
employés dans ces théories dynamiques. Il y a dans cette partie peu de résultats nouveaux. On
construit toutefois des exemples de structure d’entropie avec un ordre d’accumulation arbitraire-
ment grand (Théoréme 0.4.2).

Chapitre 2

Dans ce chapitre nous commencons par rappeler les notions d’entropie topologique, d’entropie
métrique et d’entropie de queue. Bien stir il ne s’agit pas d’un exposé exhaustif ni méme représentatif
du sujet.

La seconde partie de ce chapitre est consacrée a la notion de partitions essentielles due & E.
Lindenstrauss et B. Weiss. Nous formulons un principe variationnel pour l'entropie conditionnelle
relative & des partitions essentielles. Nous introduisons ensuite une nouvelle classe de partitions : les
partitions topologiques.

On appelle candidat d’entropie une suite croissante de fonctions positives définies sur I’ensemble
des mesures de probabilités boréliennes invariantes de (X,7) ayant pour limite la fonction entro-
pie métrique. Nous présentons quelques candidats d’entropie. Excepté le candidat & la Brin-Katok
HBK= ces candidats font partie d’une longue liste de candidats introduits par T. Downarowicz dans
[31].

On donne alors des nouveaux résultats de comparaison entre ces candidats. La nouveauté de ces
résultats vient du fait que ’on se passe de 'hypothése d’inversibilité qui permettait de travailler avec
des partitions essentielles [31].

Puis nous rappelons la notion de structure d’entropie introduite par T. Downarowicz. Il s’agit
d’une classe d’équivalence remarquable de candidats d’entropie, dont les propriétés asymptotiques
sont reliées entre autres a l’existence d’extensions symboliques.

Enfin, dans la derniére partie de ce chapitre, on donne une preuve élémentaire du principe va-
riationnel pour l'entropie de queue (Théoréme 0.2.1) & partir du principe variationnel conditionnel
pour les partitions essentielles obtenu précédemment.

Chapitre 3

Nous donnons dans un premier temps une preuve compléte et élémentaire du lemme algébrique
de Y. Yomdin et M. Gromov (Théoréme 0.3.1), qui n’avait pas été déemontré jusqu’a présent. Celle-
c¢i va paraitre a Israel Journal of Mathematics. Dans un travail simultané, A. Wilkie et J. Pila ont
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0.6. Perspectives, questions ouvertes et conjectures

obtenu [52] une preuve indépendante dans un cadre o-minimal. Nous n’avons pas jugé nécessaire de
reprendre la rédaction de la preuve, que nous présentons donc sous la forme d’un article.

Dans un second temps nous énoncons une version du lemme algébrique différente de la version
initiale de M. Gromov. Enfin, nous présentons quelques résultats quantitatifs concernant le degré
des fonctions semi-algébriques, ainsi que le nombre de composantes connexes d’ensembles semi-
algébriques, qui nous seront utiles dans le chapitre suivant pour établir une formule pour I’entropie
k dimensionnelle d’un produit d’applications C*.

Chapitre 4
Dans ce chapitre, nous rappelons tout d’abord en suivant la présentation de M. Gromov dans
son séminaire Bourbaki et de J. Buzzi dans sa thése comment le lemme algébrique permet de re-
paramétrer par des contractions semi-algébriques les boules de Bowen et de borner ’entropie de
queue h*(T) d’'une application T' : M — M de classe C" définie sur une variété compacte M de
dR(T)

dimension d, comme suit : h*(T) < =

X% ()
IS

. Nous obtenons en fait un nouveau résultat plus précis.

On montre que u(p) <
h(T) = SUPLeM(X,T) u(p)-

Enfin nous généralisons un résultat de J.Buzzi [24] sur Pentropie k dimensionnelle d’un produit
d’une application C* de [0, 1] avec une application C* de [0,1]¢ (Théoréme 0.3.4). Nous obtenons
une formule pour le produit d’applications C*° de dimension quelconque uniquement pour le cas
de l'entropie unidimensionnelle (Théoréme 0.3.3). Ces résultats sont obtenus & partir des estimeées
quantitatives de la partie précédente.

pour toute mesure invariante p (Théoréme 0.3.2). Rappelons que

Chapitre 5

Dans ce chapitre nous rappelons tout d’abord la problématique des extensions symboliques. Puis
nous énongons les résultats principaux de M. Boyle et T. Downarowicz [12]. Aprés avoir évoqué le cas
asymptotiquement h expansif, nous évoquons le cas des dynamiques des applications de classe C".
Nous rappelons briévement les exemples de S.Newhouse et T.Downarowicz et donnons les principales
idées du théoréme de T.Downarowicz et A.Maass sur les extensions symboliques d’une application
C" de l'intervalle. Puis nous exhibons les premiers exemples d’applications C" de l'intervalle, qui
montrent que la borne obtenue par T.Downarowicz et A.Maass est optimale (Théoréme 0.4.1). Enfin
nous majorons l’entropie d’extension symbolique en fonction de l’entropie de multiplicité pour les
applications affines par morceaux du plan (Théoréme 0.4.3).

0.6 Perspectives, questions ouvertes et conjectures

Nous concluons cette introduction par une liste de questions prolongeant les travaux présentés
dans cette thése.

0.6.1 Principes variationnels

Pour tout ordinal «, le supremum sup,caqx,7)Ua est un invariant topologique, i.e. si deux
systémes dynamiques (X,T) et (Y,S) sont topologiquement conjugués alors sup,caq(x,7)Ua =
SUP e Mm(y,s) Ua- Pour @ = 1 cette quantité coincide avec l'entropie de queue d’apres le principe
variationnel (Théoréeme 0.2.1).

Question 0.6.1 Peut-on définir, pour tout ordinal o, le supremum sup,ecq(x,1) ta de fagon pure-

ment topologique, en le formulant comme entropie de queue avec des recouvrements de (n,€) boules
de Bowen ?
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0.6. Perspectives, questions ouvertes et conjectures

0.6.2 Entropie £ dimensionnelle

Pour établir les théorémes 0.3.3 et 0.3.4, on utilise un argument de connexité propre a la dimen-
sion 1. La formule pour ’entropie dimensionnelle se généralise-t-elle en toute dimension ? On peut
aussi s’'interroger sur l'existence d’une telle formule pour des applications définies sur des variétés
compactes quelconques.

Question 0.6.2 Soient M et N des variélés compactes de dimension respective p et q. On considére
f:M—Metg: N— N des applications de classe C®. A-t-on pour tout 0 <k <p-+q :

hi(f x g) = max (hi(f) + hm(g)) ?

(1,m)eN2
l+m=k

0.6.3 Caractérisation des structures d’entropie pour les applications C”

Le théoréeme de réalisation de T.Downarowicz et J.Serafin (Théoréme 2.3.2) caractérisent les
structures d’entropie des systémes dynamiques continus. Dans le cadre C", beaucoup de questions
restent ouvertes :

Simplexe de Choquet des mesures invariantes

Il est bien connu que ’ensemble des mesures de probabilité invariantes d’un systéme dynamique
est un simplexe de Choquet. D’aprés le théoreme de réalisation de T.Downarowicz et J.Serafin,
tout simplexe de Choquet peut-étre réalisé comme ’ensemble des mesures invariantes d’un systéme
dynamique continu.

Question 0.6.3 Quels sont les simplezes de Choquets réalisés par des dynamiques de classe CT avec
r € N? de classe C® ?

Borne supérieure de u et h,., pour les applications de classe C"

Le théoréme 0.3.2 met en évidence une certaine rigidité des structures d’entropie pour les appli-
cations de classe C". On peut chercher a préciser cette rigidité en bornant les fonctions u, vy, hses-
Tout d’abord on aimerait améliorer 'inégalité (1) du théoréme 0.3.2 comme suit :

Question 0.6.4 Peut-on remplacer dans linégalité (1) le terme dx+ par la somme Z?Zl Xi+ des
exposants de Lyapounov positif ¢

Pour les autres termes de la suite transfinie, nous précisons la conjecture de T.Donwnarowicz et
S.Newhouse de la fagon suivante :

Conjecture 0.6.5 Soit M une variété compacte de dimension d et T : M — M wune application de
classe C" et soit p € M(M,T), alors pour tout ordinal o :

(et aXi) ™ ()
r—1

et pour tout n € N, le terme uy,(u) est borné plus précisément comme suit :

ua(ﬂ) <

rk r—1

(1) < Zn: Cimr.ai) 1) (Eica,aXi) (1)
k=1

Cette conjecture a été démontrée par T.Downarowicz et A.Maass (Théoréme 5.5.15) dans le
cas des applications de l'intervalle. La preuve utilise de facon fondamentale la notion de branches
monotones.
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0.6. Perspectives, questions ouvertes et conjectures

Ordre d’accumulation

Toujours dans la perspective de caractériser les structures d’entropie pour les applications de
classe C", on peut se demander si tous les ordinaux dénombrables sont réalisés comme ordre d’ac-
cumulation d’un systéme dynamique de classe C". En généralisant les exemples du théoréme 0.4.1,
nous espérons montrer :

Conjecture 0.6.6 Pour tout ordinal «, il existe une application de lintervalle de classe CT dont
lUordre d’accumulation égal & o
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Chapitre

Formalisme fonctionnel

Nous commengons par introduire un formalisme fonctionnel, qui nous sera utile pour présenter la
théorie des structures d’entropie et la théorie des extensions symboliques. Nous avons essayé de faire
une synthése compléte des outils fonctionnels employés dans ces théories dynamiques. Il y a dans
cette partie peu de résultats nouveaux : beaucoup sont empruntés & M. Boyle et T. Downarowicz
[12], [31]. On construit toutefois des exemples de candidat avec un ordre d’accumulation dénom-
brable arbitrairement grand.

L’entropie métrique d’un systéme dynamique, définie sur le simplexe de Choquet des mesures de
probabilité invariantes, compte le nombre d’orbites que 'on distingue & des échelles arbitrairement
petites et s’obtient ainsi comme limite croissante de fonctions affines. On est donc amené & étudier
les propriétés asymptotiques d'un point de vue topologique et affine de telles suites de fonctions
définies sur un simplexe de Choquet.

Dans ce chapitre, on considére un espace métrisable compact M non vide. Nous rappelons tout
d’abord dans le premier paragraphe quelques propriétés élémentaires des fonctions semi-continues
supérieurement. On appelle candidat une suite croissante de fonctions réelles définie sur M. Le se-
cond paragraphe est consacré aux propriétés asymptotiques des candidats dans un cadre purement
topologique. Nous construisons des exemples de candidats d’ordre d’accumulation dénombrable ar-
bitrairement grand. Dans les paragraphes suivants, on étudie les candidats définis sur des compacts
munis de structures de plus en plus riches : on suppose tout d’abord que M est un convexe, puis un
simplexe de Choquet et enfin un simplexe de Bauer. Dans le cadre affine, on s’intéressera particu-
liérement & comparer un candidat avec sa restriction a ’ensemble extrémal.

Dans le chapitre suivant, on rappellera le théoréme de réalisation de T. Downarowicz et J. Serafin
(Théoreme 2.3.2), qui permet de réaliser les exemples abstraits présentés dans cette partie comme
des exemples dynamiques.

1.1 Fonctions semi-continues

Nous rappelons tout d’abord certaines propriétés élémentaires des applications semi-continues,
en particulier celles relatives a la convergence monotone de fonctions semi-continues. Ensuite, nous
définissons ’enveloppe semi-continue supérieure et la projetée d’une application et présentons les
liens entre ces deux notions. Nous terminons ce paragraphe par un théoréme de séparation.

Dans ce paragraphe, M désigne un compact métrisable non vide.

Définition 1.1.1 Une fonction f : M — R est dite semi-continue supérieurement si l'une des
conditions équivalentes suivantes est vérifiée :
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1.1. Fonctions semi-continues

Pour tout o € R, l’ensemble {x : f(x) > a} est compact;
lim SUDy g f(y) < f(.%‘) ;

il existe une suite de fonctions continues (fn, : M — R)pen, telle que f = inf e fn ;

e o =

il existe une suite décroissante de fonctions continues (fy, : M — R)pen, telle que f =

Une fonction f : M — R est dite semi-continue inférieurement, si —f est semi-continue supé-
rieurement.

On notera s.c.s. (resp. s.c.i.) pour semi-continue supérieurement (resp. pour semi-continue infé-
rieurement).

Exemple 1.1.2 Si F' (resp. U) est un fermé (resp. ouvert) de M, alors la fonction indicatrice 1p
de F (resp. 1y de U) est une fonction s.c.s. (resp. s.c.i.).

Il est élémentaire que :

Proposition 1.1.3 Toute fonction s.c.s. (resp. s.c.i.) f: M — R est bornée supérieurement (resp.
inférieurement) et atteint son maximum (resp. son minimum,).

Nous énongons maintenant différentes propriétés des fonctions s.c.s. (celles-ci se transposent
aisément aux cas des fonctions s.c.i.).

1.1.1 Limites décroissantes de fonctions s.c.s.

La semi-continuité supérieure est préservée par passage a I'infimum. Cette propriété sera souvent
utilisée par la suite, ainsi que la propriété (4) de la proposition 1.1.4 suivante, qui affirme que l'on
peut intervertir le supremum sur M et la limite en n d’une suite décroissante (f,,)nen de fonctions
s.c.s. définies sur M.

Proposition 1.1.4 1. La limite d’une suite uniformément convergente de fonctions s.c.s. est
elle-méme s.c.s. ;

2. Linfimum d’une famille quelconque de fonctions s.c.s. est une fonction s.c.s. ;

3. Soit g une fonction s.c.i. et soit (fn)nen une suite décroissante de fonctions s.c.s. convergeant
vers une fonction f < g, alors il existe N tel que pour tout n > N, f, < g. En particulier,
une suite décroissante de fonctions s.c.s. convergeant simplement vers une fonction continue
est uniformément convergente ;

4. Soit (fn)nen une suite décroissante de fonctions s.c.s., alors

lim sup f,(z) =sup lim f,
=100 zeM zeM Nt

Les propriétés (1), (2) et (3) sont bien connues. La derniére correspond a la proposition 2.4 de
[12]. Nous rappelons rapidement la preuve de celle-ci.

PREUVE DE LA PROPRIETE (4) DE LA PROPOSITION 1.1.4 :
L’inégalite lim,, sup,c s fn(x) > sup e limy, f, est triviale. Supposons par 'absurde que lim,, sup,¢s fn(z) >
Sup,er limy, fr,. Alors d’apres la propriété (3) de la proposition 1.1.4, il existe un entier N tel que
pour tout p > N, on a f, < lim,sup,c,s fn(z). Mais la fonction f, étant s.c.s., elle atteint son
maximum. La suite (f,)pen étant décroissante, on a de plus sup,¢c s fp(z) > lim, sup,cpr fn(x). On
obtient donc une contradiction. g
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1.1. Fonctions semi-continues

1.1.2 Enveloppe semi-continue supérieure d’une fonction

L’enveloppe semi-continue supérieure fd’une fonction bornée supérieurement f: M — R
est la plus petite fonction s.c.s. plus grande que f, soit :

fi= inf{g : g s.cs. et g>f}
On vérifie aisément que f: M — R est définie par f(x) := limsup,_,, f(y). On note f:: f— fle
défaut de semi-continuité supérieure de f. Si f : M — R est une fonction non bornée supérieure-
ment, on pose par convention f = f = +oo.

Remarquez que si f et g sont deux fonctions réelles définies sur M, alors m < ]74— g et
f+9<f+3

1.1.3 Projetée d’une application s.c.s.

Rappelons tout d’abord la notion de projetée. Soit 7 : M — K une surjection continue entre deux
espaces métrisables compacts M et K et soit f une fonction réelle définie sur M. Alors la fonction
projetée de f par 7 est la fonction notée fI5] (ou parfois fImM—K]) de K dans R|J{+oo} définie
par :

Vo e K, fM(z) = sup f(y)

m(y)==
Si f est une fonction de K dans R, on note 7 f la fonction relevée de f par m, i.e. la fonction
de M dans R, définie par :
Va € M, 7f(x) = f(n())

Proposition 1.1.5 1. Soit f une fonction réelle définie sur K, alors (mf)I5 = f
2. Soit f une fonction réelle définie sur M, alors w(fIE) > f.

La preuve est immédiate. En général l'inégalité de l’assertion (2) est stricte. Considérons par
exemple D'application 7 : {0,1} — {0} et 'application f : {0,1} — R définie par f(0) = 0 et
f(1) = 1. alors fH =1 et donc w(fHH) =1 # f.

Observons que pour tout réel o, on a {fI&] > a} = 7({f > a}). On en déduit facilement la
proposition suivante :

Proposition 1.1.6 (Remarque 2.6 de [12]) Si f : M — R est s.c.s. , alors fUS! Uest aussi. En
K] —
particulier, pour toute fonction f: M — R, on a (f) > fIKl,

Enfin, la projetée d’une composition est donnée par la formule suivante :

Proposition 1.1.7 Soient v : N — M et w: M — K des surjections continues entre des espaces
métrisables compacts N, M et K. Alors pour toute fonction réelle f définie sur N et pour tout

reK, ona: fE(z):= SUD o (y)=z J (Y) = SUDz(2)=p (supw(y)zz f(y)), c’est o dire :

ﬂm&NHK]:(fww>mﬂymMﬁK]

1.1.4 Théoréme de séparation

Nous énoncons un théoréme de séparation, qui est utile pour établir le théoréme 1.2.9.

Théoréme 1.1.8 (Théoréme 7.6 de [4]) Soient f,h deux fonctions réelles définies sur M telles que
h est s.c.s., f est s.c.i. et h < f, alors il existe une fonction continue g telle que h < g < f.
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1.2. Candidats

1.2 Candidats

Nous rappelons maintenant la notion de candidat, ainsi que les objets asymptotiques associés :
les superenveloppes et la suite transfinie des (uq)q. L’ordre d’accumulation est un ordinal qui estime
I’échelle & laquelle "s’accumule” un candidat. Nous construisons des exemples de candidat avec un
ordre d’accumulation dénombrable arbitrairement grand. Enfin nous étudions ces objets vis & vis de
la restriction et du relévement par une surjection continue.

Définition 1.2.1 Soit M un espace métrisable compact non vide. Un candidat de M est une suite
croissante de fonctions H = (hy : M — R)gen convergeant simplement vers une limite bornée
h = limg_, 4 o0 hi, appelée la limite du candidat H. De plus, on impose par convention : hg = 0.

Un candidat H := (hi)ken est dit a différence s.c.s. si pour tout k € N, la fonction hyi1 — hy, est
s.c.s. Remarquons que les fonctions hy sont alors elles-mémes s.c.s. puisque hg = 0.

On notera parfois aussi lim H = h la limite du candidat H.

On pourrait se passer de 'hypothése bornée (sur h) mais on évite ainsi certaines conventions.
Cette hypothése est justifiée par le fait, que ’on s’intéressera par la suite uniquement & des systémes
dynamiques d’entropie finie.

On cherche & décrire la convergence de la suite définissant un candidat de fagon précise. Dans
un premier temps, on pourrait par exemple distinguer les candidats suivant que la convergence est
uniforme ou pas. En fait on va associer & un candidat plusieurs objets qui caractérisent de maniére
beaucoup plus fine la convergence de (hy)ken vers h.

1.2.1 Superenveloppe d’un candidat

Nous rappelons dans ce paragraphe la notion de superenveloppe et certaines de ses proprié-
tés. Dans la théorie des extensions symboliques, les superenveloppes sont les projetés de 'entropie
meétrique des extensions symboliques (Théoréeme 5.2.1).

Définition 1.2.2 Soit un candidat H := (hy)ken de M. Une fonction E : M — R est une superen-
veloppe de H si E > h et si pour tout x € M, on alimy_, o E — hi(x) = 0 (ou de fagon équivalente,

limy 100 B — hy = E — h). Enfin on considére la fonction E = +o0o comme une superenveloppe de

H.

Lemme 1.2.3 (Lemme 2.1.4 de [31]) Soit E # +o00 une superenveloppe de H, alors la fonction
E — h est s.c.s.

—_—~—

PREUVE : Clairement pour tout kK € N, on a E—h<E-h— (E — h) et donc

E—h< lim (ﬁk—(E—hk)) = lim E—hp=0
k——+o0 k——+o00

g

On peut définir plus simplement la notion de superenveloppe dans le cas des candidats & diffé-
rences S.C.S. :

Lemme 1.2.4 (Lemme 2.1.6 de [31]) Soit H un candidat & différences s.c.s., une fonction E : M —
R est une superenveloppe si et seulement si E— hy est s.c.s. pour tout entier k. En particulier, toute
superenveloppe EE de 'H est s.c.s.

PREUVE : Supposons que E est une superenveloppe et montrons que E — hy, est alors s.c.s. (I'impli-

P

cation réciproque est triviale). On a E — hy < E — h; 4+ h; — hy, puisque h; — hy est s.c.s. En passant
& la limite en [, on obtient £ — hy < F —h+ h — hy = E — hy car E est une superenveloppe. O
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On note E'H la plus petite superenveloppe de ‘H, i.e. EH = infg F, 'infimum portant sur les
superenveloppes E de H. S’il n’existe pas de superenveloppes finies, alors EFH = +o0.

Lemme 1.2.5 (Lemme 2.1.5 de [31]) E'H est elle-méme une superenveloppe.

PREUVE : C’est clair si FH = 400. Supposons E'H # +o00. Soient € > 0 et € X. Considérons une
superenveloppe F de H telle que (E — EH)(x) < e. Alors

Jim EH —hy(2) < lim (E ~hy(z) — (EH — hk)(af)) < Jim B hy(x) + (B~ EH)(2) <

O

La fonction E'H est un premier outil pour mesurer la convergence de H. La convergence uniforme
est caractérisée dans le lemme suivant. D’un point de vue dynamique, on en déduira que toute
application dont I’entropie de queue est nulle admet une extension symbolique principale (Théoréme
5.3.1).

Lemme 1.2.6 (Proposition 3.2 de [12]) La convergence de la suite (hy)ken est uniforme si et seule-
ment st E'H = h.

PREUVE : Supposons que (hy)ren converge uniformément vers h et montrons que EH = h. 1l suffit

de vérifier que h est une superenveloppe de H. Cela résulte immédiatement de 1’inégalité suivante :

h = hi < supepr(h — hi)(z). i
Réciproquement supposons que E'H = h; en particulier, h est une superenveloppe, i.e. limg_, 100 h — by =

0. Or h étant la limite de la suite (hg)gen, on a : limg_,4 oo h — by = limg_, oo h — b, = 0. Enfin,
en appliquant la propriété (4) de la proposition 1.1.4 & la suite décroissante de fonctions s.c.s.

(h — hi)ken, on obtient limy_, oo sup,cpr(h — hi)(x) = sup,eps limg— 400 b — hy(x) = 0. O
Cependant E'H ne différe pas de h du point de vue générique :

Lemme 1.2.7 (Proposition 3.3.1 de [12]) Supposons EH # +oo, alors EH = h sur un ensemble
résiduel.

PREUVE : Soit € > 0, alors E. := {E'H — h > €} est un fermé d’intérieur vide. En effet si U est un
ouvert de M inclus dans F, la fonction E'H — ely est alors une superenveloppe de H (la fonction
—1y est s.c.s. puisque U est ouvert), ce qui contredit la minimalité de EH. On conclut la preuve du
lemme en remarquant que {EH # h} = U, ey E1/n- O

Nous donnons maintenant une premiére caractérisation de la plus petite superenveloppe dans le
cas ol H est & différence s.c.s.

Définition 1.2.8 Soit H := (hi)ken un candidat a différence s.c.s., un recouvrement continu de
H est une suite G := (gr)ren de fonctions continues de M dans R telle que gx > hjr1 — hy pour
tout k € N et telle que XG := Z;ZO?] gr. converge simplement.

A T'aide du théoréme de séparation 1.1.8, on montre facilement le théoréme suivant :

Théoréme 1.2.9 (Théoréme 2.18 de [12]) E'H = infg $G, ot Uinfimum porte sur tous les recouvre-
ments continus de H. De plus, il existe un recouvrement continu G tel que sup ¢y G = sup,ec s EH.

Nous rappelons maintenant 'exemple 2.20 de M. Boyle et T. Downarowicz [12], pour lequel il
n’existe pas de superenveloppes bornées, c’est & dire E'H = +o0.
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Exemple 1.2.10 Soit M un compact métrisable sans point isolé et séparable (par exemple l'inter-
valle [0,1]). Soit (qn)nen une suite d’éléments de M dense dans M. Posons H = (hi)ren avec
hi := h—1 +1g, pour tout k > 1. C’est un candidat de M a différences s.c.s. Clairement lim’H < 1.
Considérons maintenant G := (gx)ken un recouvrement continu de H. Pour tout k, il existe un voi-
sinage ouvert Uy de qi tel que pour tout x € Uy, gi(x) > 1/2. Montrons que 3G n’est pas borné
supérieurement. Il suffit de montrer que pour tout entier l, il existe un point x; de M, tel que x;
rencontre au moins | voisinages ouverts Uy. En effet, on a alors XG(x;) > 1/2. On raisonne par
récurrence sur l. Par hypothése de récurrence, il existe des entiers ni,...,ny, tel que x; € ﬂé:l Un,.

La suite (qn)nen €tant dense, il existe njyq > ny, tel que qn,,, € ﬂlizl U,, et on a donc ﬂiii Un, # 0.

On a considéré au lemme 1.2.6 un candidat H = (hg)ren tel que la suite (hg)gen converge

uniformément. Si on suppose de plus que H est a différence s.c.s. alors la limite h de H est elle-méme
s.c.s. par convergence uniforme (propriété (1) de la Proposition 1.1.4). Cependant la continuité de
h n’entraine pas en général F’H = h comme le montre 'exemple 2.19 de M.Boyle et T.Downarowicz
[12], que nous rappelons maintenant. La plus petite superenveloppe d'un candidat H est donc liée aux
propriétés de convergence de la suite définissant H et non, uniquement, aux propriétés de continuité
de la limite de H.
Exemple 1.2.11 Soit M := {2, n € N—{0}}\U{0}, muni de la topologie induite par la distance
euclidienne sur [0,1]. On considére le candidat H := (hy)ken, avec hy = 1g et hy = hg_1 + 1y, pour
k > 2. Clairement h =1 el donc h est en particulier continue. Cependant toul recouvrement continu
G := (gk)ken de H vérifie ¥G(0) > 2. Donc EH(0) > 2 et EH # h.

1.2.2 Suite transfinie associée A un candidat

La construction suivante due & T.Downarowicz et M.Boyle utilise les ordinaux. Elle permet de
calculer la plus petite superenveloppe en se passant des superenveloppes.

Pour une introduction aux ordinaux, nous renvoyons a [9], [36] ou encore aux notes de cours de P.
Dehornoy [27]. Toutefois nous rappelons rapidement certaines propriétés élémentaires des ordinaux.

Si a est un ordinal, oo J{a} est un ordinal appelé le successeur de « et est noté a+ 1. Si o est
un ordinal successeur, on notera o — 1 'ordinal dont le successeur est a. Tout ensemble non vide
A d’ordinaux admet une borne supérieure | J A qui est aussi un ordinal. Lorsque A := (g )ren est
une suite croissante d’ordinaux, on notera™ limgen o = (J A. Un ordinal est dit limite si A = [J A
Les ordinaux se partagent en ces deux catégories : les ordinaux successeurs et les ordinaux limites.
On note w le premier ordinal de cardinal infini. I’addition, la multiplication et I’exponentiation des
entiers s’étendent aux ordinaux. Cependant ’addition et la multiplication ne sont plus commuta-
tives : l+w =w #w+ 1 et 2.w = w # w.2. Terminons par quelques remarques sur la cardinalité
des ensembles ordinaux. L’ordinal w est dénombrable comme l'ordinal w?. Il en est de méme de
I'ordinal w* car celui-ci s’écrit comme une union dénombrable d’ensembles dénombrables. Mais il
existe cependant des ordinaux de cardinal non dénombrable.

Considérons un candidat H. On définit par récurrence la suite (uy)q indexée par les ordinaux de
la fagon suivante.

On pose tout d’abord up = 0. Puis on distingue les cas d'un ordinal successeur et d’un ordinal
limite :

— si «a est un ordinal successeur, alors on définit

Uy = lim wug_1+h— hg
k—-4o00

*. Lorsqu’on munit les ordinaux de la topologie de l'ordre, on retrouve la notion usuelle de limite
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— si « est un ordinal limite, alors on définit

Ug = SUP U
<o

La suite (uq)q indexée par les ordinaux est appelée la suite transfinie associée au candidat H.
Pour éviter les confusions, on utilisera parfois la notation u/f.

Pour tout ordinal «, ou bien u, = +o0o ou bien u, est une fonction s.c.s. comme infimum de
fonctions s.c.s. d’aprés la proposition 1.1.4. De plus, o — u,, est croissante. Clairement si uq = uq41,
alors pour tout 3 > «, ug = u,. Comme on le verra dans la section suivante, il existe un ordinal
dénombrable oy, tel que uq,, = U, +1 €t donc ug = uq,, pour tout 8 > ax.

Cependant ce résultat n’est pas vrai ponctuellement : uq41(2) = uq(z) n’entraine pas en général
uq(z) = ug(x) pour tout § > . On verra en effet dans I'exemple 1.2.35, que u;(z) = 0 n’entraine
pas uy,(x) = 0. Toutefois, on a :

Proposition 1.2.12 Soit H := (hg)ken un candidat de M. Soient o un ordinal et x € M. Si ug,
est continue en T et si Ug(x) = Uat1(x), alors ugin(T) = ua(x) pour tout n € N. En particulier si
ui(x) =0, alors up(z) = 0 pour tout entier n.

Remarquons tout d’abord que si u, est continue en x et si uq () = uq+1(z), alors (ua:i\—/ua)(x) =
0. La proposition 1.2.12 ci-dessus est alors une conséquence triviale du lemme suivant :

Lemme 1.2.13 Soit « un ordinal, alors la suite (Ugtn+1 — Uatn)neN est décroissante.

PREUVE : Soit un o un ordinal et n un entier. On a pour tout entier k,

—_—~—

Uatntl +h —h < Uayni1 — Uatn + Uagn + h — hy

En passant & la limite quand k tends vers l'infini, on obtient uqint2 — Uaint1 < Uatntl — Uatn
puis en passant & l'enveloppe semi-continue supérieure Ug+n+2 — Uatntl < Uatntl — Uatn O
La suite (uq)q étant une suite décroissante de fonctions s.c.s., on a d’aprés la propriété (4) de la

Proposition 1.1.4 et la propriété de croissance de la suite définissant un candidat :

Proposition 1.2.14 Soit H := (hi)ken un candidat de M, alors pour tout ordinal «,
Sup ua+1(1‘) = lim lim sup (Ua + hy — hk)(x)
zeM kENIEN ze M
et si a est un ordinal limite,
sup uq(x) = sup sup ug(x)
reM B<axzeM

En particulier, sup uj(x) = lim lim sup (h; — hg)(z).
zeM keNIEN ge

Nous montrons dans la proposition suivante que la suite tranfinie des u, est sous-additive. Cette
propriété élémentaire, qui n’apparait pas dans les travaux de M.Boyle et T.Downarowicz, nous a
incité & travailler avec les ordinaux indécomposables dans la construction des exemples présentés au
théoréme 1.2.35.

Proposition 1.2.15 Soit «, 8 deuz ordinauz, alors pour tout x € M :

o 5(2) < a(2) + ug(a) (L1)
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PREUVE : On fixe un ordinal « et on montre par récurrence sur 8 que uq4+3(2) < uq(z) + ug(x)
pour tout x dans M. C’est clairement vrai pour 8 = 0. Il est évident qu’il suffit de considérer le
cas ol U, # +00. Supposons 'hypothése de récurrence soit vérifiée pour tout v < ( et montrons
I’assertion pour A. On distingue deux cas, suivant que 3 est un ordinal limite ou non. Supposons
tout d’abord que § n’est pas un ordinal limite. On a alors

P

Ua 8 = lim Uat+ps—1 T h — hy,
k—-4o00
Soit, par hypothése de récurrence et puisque la fonction u,, est s.c.s. :
Ugsg < Uo + lim ug_1 +h — hp = uq +ug
k——+o0

Si 3 est un ordinal limite, alors o + (3 aussi et :

Ua+p = SUP Uay
<8

et donc par hypothése de récurrence et par semi-continuité supérieure de ug :

ua+ﬂ§ua+sgg/\@:ua+u5
v

O

Remarquons que dans I'inégalité (1.1), le terme de droite est commutatif en « et 3 contrairement
au terme de gauche. En particulier si H est un candidat de M avec uy41(x) # Ui+w(x) = uy(z)
pour un point & € M, alors on a I'inégalité stricte : ujqy,(x) < u1(z) + uy(z). Un tel exemple de
candidat sera exhibé aprés le théoréme 1.2.35.

La suite des (uq)q ne dépend pas de la valeur du candidat en un point :

Lemme 1.2.16 Soit E C M une union finie de points de M. Considérons H := (hg)ren et G 1=
(9k)ken deuz candidats de M dont les valeurs différent uniquement sur E, i.e. hi(z) = gi(x) pour
tout © ¢ E. Alors pour tout ordinal o, on a :

u, = U

H g
« «
PREUVE : Remarquez tout d’abord que si deux fonctions coincident sur un ouvert alors leurs enve-
loppes semi-continues supérieures coincident aussi sur cet ouvert. L’ensemble M — FE étant ouvert,
on en déduit facilement que ult(x) = ud(x) pour tout x € M — E et tout ordinal a.

On montre maintenant par récurrence sur a que uf(z) = ug(z) pour x € E.

(6%
Si « est un ordinal successeur, on a :

ult(z) = lim wlt | +h—hy
k—+o00
par hypothése de récurrence, il vient :
ult(z) = lim ud | +h—hy
k—-+o00

u?f(ac) = lim max < lim (ug_1 +h—hg)(y), (ug_l 4+ h — hk)(x)>
k—+o00 y—z, y¢L

Puis les fonctions hy et g coincidant en dehors de F, on a :

Le cas ou « est un ordinal limite est trivial.
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Enfin nous terminons ce paragraphe par une remarque élémentaire : la fonction u; borne le défaut
de semi-continuité supérieure de la limite du candidat.

Proposition 1.2.17 (Proposition 5.1.3 de [31])
Soit H = (hi)ken un candidat s.c.s., i.e. pour toul entier k, la fonction hy est s.c.s., alors

h—nh S (75}
PREUVE : Pour tout entier k, on a h<h-— hi + hi. On obtient le résultat voulu en prenant la limite
quand k tends vers l'infini. O

1.2.3 Ordre d’accumulation

Nous avons observé que la suite transfinie associée & un candidat était croissante. Mais cette
suite ne croit pas indéfiniment :

Théoréme 1.2.18 (Théoréme 3.3 de [12]) Soit H un candidat et (uq)qa la suite transfinie associée,
alors il existe un ordinal dénombrable o tel que :

VB > o, ug = Ua (1.2)
L’ordre d’accumulation oy du candidat 'H est le plus petit ordinal o vérifiant (1.2).

PREUVE : Notons dy une métrique sur M qui en fait un espace compact. On munit [0, +oo] de
la métrique dy(x,y) = |arctan(x) — arctan(y)|. L’ensemble [0, +oc] muni de cette métrique d; est
alors un espace compact. L'ensemble K, := {(z,y) € M % [0,4+00], y < uq(x)} est compact et
a — K, est croissante pour l'inclusion. Notons D la métrique de Hausdorff sur I'ensemble H des
compacts de (M x [0, +oo], max(do, d1)), rappelons que (H, D) est alors compact. Si o < 3 < =, alors
D(Kq,K3) < D(Kq, Ky). Pour tout € > 0, 'ensemble des ordinaux E, := {a, D(Kqy, Kat1) > €}
est fini. En effet, sinon il existe une suite strictement croissante (c,)neny C EL et on a donc d’aprés la
remarque précédente, D(K,,,, Ka,,) > € pour tout n # m, ce qui contredit la compacité de (H, D).
La borne supérieure a de (J. Ee est donc dénombrable et pour tout 8 > a + 1, on a Koq1 = Kp
et donc ug = uq41. 0

On peut relier la plus petite superenveloppe de H et u,,,. Le point de vue des superenveloppes
et celui de la suite transfinie se rejoignent en effet de la fagon suivante :

Proposition 1.2.19 Soit H un candidat de M,

Uy, = EH —h

H

PREUVE : M. Boyle et T. Downarowicz (Théoréme 3.3 de [12]|) énoncent ce résultat dans le cadre
d’un candidat a différence s.c.s. Dans le cas plus général d’un candidat quelconque, leur preuve
s’adapte facilement comme suit.

Montrons tout d’abord que u, < EH — h pour tout ordinal «. Clairement on peut supposer
EH # oo. Clest trivial pour a = 0. On raisonne par récurrence ; supposons l'inégalité vérifiée pour
tout B < a. Lorsque « n’est pas un ordinal limite, on a pour tout entier & :

EFH—-—hy=FEH—h+h—hg>uqp1+h—hg

donc en passant aux enveloppes semi-continues supérieures

Eﬂ—\jhk > Uq—1 + h — hk
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Puis en faisant tendre k vers +o0o, on obtient, puisque F'H est une superenveloppe de ‘H d’aprés
le lemme 1.2.5,
EH —h > u,

Dans le cas ol « est un ordinal limite, la fonction E’H — h étant s.c.s. d’aprés le lemme 1.2.3, on

Uy =supug < EH—h=FEH —h
[B<a
Maintenant montrons que uqg4+1 = Uq < Uq = EH — h. Cela conclut facilement la preuve de la
proposition.

Supposons tout d’abord que uq, = E'H — h, on a
Uoq +h — hy = EH — hy,

et donc

Ugr1 = lim EH —h
ot k—-4o00 k

et E’H étant une superenveloppe toujours d’aprés le lemme 1.2.5, on obtient :
Ua+1 = EH—h

Supposons maintenant que uq,+1 = uq. Pour montrer que u, + h > E'H, il suffit de montrer que

~——

Uq + h est une superenveloppe, i.e. limg oo g + h — by — (uq + h — hy) = 0. Mais par deéfinition
de uq41, on a clairement : limg_, 400 Uq +h — hg — (U + h — h) = Uat1 — Uq- O

Remarque 1.2.20 Dans le cas ot 'H est & différences s.c.s. et EH # 400, alors E'H est s.c.s.
d’apres le lemme 1.2.4. La fonction h s’écrit alors comme la différence de deuz fonctions s.c.s. En
particulier, h o un Gs dense de points de continuité. La réciproque est fausse. Si l’on modifie le
candidat H = (hy)gen de Uezemple 1.2.10, en posant pour tout entier k non nul, hj, = 1o + hy,
ou C est le complémentaire dans [0, 1] de la suite (gn)nen. Alors le candidat H' := (h})ren vérifie
imH =1 (en particulier limH' est continue) et EH = +oo.

D’un point de vue dynamique, ceci entraine que [’entropie métrique d’un systéme dynamique
admettant une extension symbolique admet un Gs dense de points de continuités.

Il est en général difficile de calculer 'ordre d’accumulation associé & un candidat. La proposition
suivante donne cependant un critére qui permet de borner supérieurement ’ordre d’accumulation. Ce
résultat nouveau permet de mieux comprendre les candidats ayant un grand ordre d’accumulation.

Proposition 1.2.21 Soit H un candidat de M. Soit (k) gen une suite strictement croissante d’ordi-
nauz et notons o = limgen o Si la suite (uq, )ken est uniformément convergente, alors ug = Ua+1,
c’est a dire ay < « .

PREUVE : La suite des u, étant croissante, on a : limg_, o0 U, = SUPg<q Ug- Soit € > 0. Par
convergence uniforme de la suite (uq, )ken, il existe un entier N tel que pour tout n > N, on a :
Uq,, > SUPpUZ — €
B<a

—~—

Soit en prenant ’enveloppe semi-continue supérieure : uq,, > Uq—€. Puis uq,, +1 = limg— 4 o0 Uq,, +h — b >
limg .y oo Uo + h — hi — € = uq41 — €. Mais limgen(a + 1) = a et donc uq > uqq1 — €. Ceci étant

vrai pour tout € > 0, on obtient u, = uq41-
O

Remarque 1.2.22 La condition de convergence uniforme est suffisante mais non nécessaire : nous
verrons aprés le théoreme 1.2.35 un exemple avec un ordre d’accumulation égale’ a w, ot la conver-
gence de la suite (uy)pen n'est pas uniforme.

7. Rappelons que w désigne le premier ordinal infini

27



1.2. Candidats

Lien avec ordre d’accumulation topologique

Rappelons la notion d’ordre d’accumulation topologique. Soit M un compact métrisable. On
note Mj le complémentaire dans M des points isolées de M : ie. My = {z € K, 3(xn)nen €
(M — {2})N telle que x, nooo, x}. Par récurrence, on définit pour tout ordinal «, l’ensemble
My41 comme le complémentaire dans M, des points isolés de M, et si 8 est un ordinal limite,
Mﬁ = ﬂa<ﬂ M.

Un point = de M est dit d’ordre transfini si il existe un ordinal v, tel que « ¢ M, ; ordre
d’accumulation r(x) de = est alors le plus grand ordinal « tel que z € M,,. Autrement dit les points
d’ordre o sont les points isolés de M. Il est bien str possible qu’aucun point de M ne soit d’ordre
transfini, ¢’est par exemple le cas de M = [0, 1]. Cependant si M est un compact dénombrable alors
tout point de M est d’ordre transfini dénombrable.

Dans [12], les auteurs donnent plusieurs estimées de la plus petite superenveloppe d’un candidat
en fonction de 'ordre d’accumulation topologique, comme par exemple la proposition 1.2.25 que
nous rappelons a la fin de ce paragraphe. Le résultat nouveau suivant relie I'ordre d’accumulation
d’un candidat de M avec l'ordre d’accumulation topologique de M.

Proposition 1.2.23 Soit H un candidat de M et x € M un point d’ordre transfini o. Alors
e sia € N, on a pour tout ordinal 3 > «,

e si v ¢ N, on a pour tout ordinal 3 > «,
ug(r) = tay1(z)

Remarque 1.2.24 Aprés le théoréeme 1.2.835, on donnera un exemple H de candidat défini sur un
compact, dont tous les points ont un ordre d’accumulation topologique inférieur ou égal o w, tel que
Uordre d’accumulation du candidat H est w + 1.

PREUVE :
On peut clairement supposer que u, # +00. On raisonne par récurrence sur les ordinaux «.

Considérons tout d’abord le cas o = 0. Les points z € M d’ordre topologique r(z) = 0
sont les points isolés de M. Donc toute fonction réelle f définie sur M vérifie f(z) = f(z). En
particulier pour tout entier [, on a m(:r) = (h — hy)(z) et pour tout ordinal limite (3, on a
ug(z) = suﬁ;:ﬁ/uv(x) = SUp, g Uy(7). On en déduit facilement que ug(x) = 0 pour tout ordinal j3.

Supposons la proposition vraie pour tout ordinal < « et montrons que pour tout x d’ordre to-
pologique 7(z) = a et pour tout 8 > a, on a ug(T) = Ugt1—c(a)(T) avec e(a) = 1 si a est fini et
€(a) = 0 sinon. On raisonne de nouveau par récurrence, celle-ci portant maintenant sur 3. Nous
distinguons deux cas selon que (3 est ordinal limite ou non.

Supposons tout d’abord que § n’est pas un ordinal limite.
ug(z) = lim wug_; +h — hi(x)
k—+o00

Si (zn)nen est une suite de points de M — {x} convergeant vers x, alors limsup, ¢y 7(zn) <
r(x) = a. Donc

' —z, r(z')<a

u5_1/—|—\_h/— hi(z) = max ( limsup (ug—1 +h— hg)(2'), (ug—1 +h — hk)(x)>
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soit par hypothéses de récurrence,

uﬂfl/—i_—\h/— hi(x) = max < limsup  (uq—ea) +h — hi)(2), (Uag1—e(a) T h— hk.)(a:)>

' —z, r(z)<a

w1+ h = () = max (Ua o) + b= A(@), (Uas1ca) + b — i) (@)
et en passant a la limite en k,
uﬂ(l‘) = Ua41—¢(a) (:E)

On considére maintenant le cas o 3 est un ordinal limite.

up(z) = sup uy(z)
v<B

ug(x) = max lim sup sup uy (z') | , sup uy(x)
' —z, r(z)<a \v<pB v<p
soit par hypothéses de récurrence,
uﬁ(x) = max ( lim sup uafe(a)(xl)a Uat1—e(a) (x)> = Uat1—e(a) (IIZ)

' —z, r(z')<a

O

D’aprés la propriété de sous-additivité (Proposition 1.2.15), on a up(z) < nui(z) pour tout entier
n. D’aprés la proposition ci-dessus et la Proposition 1.2.19, on en déduit :

Proposition 1.2.25 (Proposition 3.10 de[12]) Soit H un candidat de M, alors

EH(z) < h(z) + r(x)ui(x)

1.2.4 Exemples de candidats avec un ordre d’accumulation arbitrairement grand

Pour tout ordinal dénombrable «, on construit un candidat d’ordre d’accumulation plus grand
que a.

Nous travaillons avec une classe particuliére d’ordinaux : les ordinaux indécomposables. L utili-
sation des ordinaux indécomposables est ici motivée par la propriété de sous-additivité de la suite
transfinie (Proposition 1.2.15) comme nous Pexpliquerons plus en détails au théoréme 1.2.35.

Définition 1.2.26 [9/,/36] Un ordinal o est dit indécomposable s’il n’existe pas de décomposition
non trivialet de o sous la forme a = a1 + a9 avec as < aj.

Par exemple le premier ordinal de cardinal infini, w, est indécomposable. L’ordinal w? est aussi
indécomposable. Mais pour tout entier k # 0,1, 'ordinal w.k n’est clairement pas indécomposable.
Remarquez aussi que les ordinaux indécomposables sont nécessairement des ordinaux limites. Les
ordinaux indécomposables sont en fait caractérisés de la fagon suivante :

Proposition 1.2.27 [36] Un ordinal o # 0 est un ordinal indécomposable si et seulement si il existe
un ordinal 3 tel que o = WP.

En particulier suivant que 8 est un ordinal successeur ou limite, on a l'alternative suivante :

Corollaire 1.2.28 Soit o un ordinal indécomposable, alors

1. par décomposition triviale on entend a = o+ 0
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— ou bien il existe un ordinal indécomposable o, tel que o = a.w ;
— ou bien o = |J{ :~ indécomposable et v < a}.

On peut décomposer tout ordinal comme une somme finie d’ordinaux indécomposables. Cette
écriture est appelée la forme normale de Cantor (ou écriture en base w) d’un ordinal :

Proposition 1.2.29 Soit o un ordinal, il existe un entier n et des ordinauz indécomposables o >
e >y tels que
a=oa1+..+a,

Nous allons utiliser dans la suite le procédé de compactification suivant :

Définition 1.2.30 Soit (M,,)nen une suite d’espaces topologiques compacts, le compactifié de l'union
disjointe [],cny My des M, en un point noté 0 est Uensemble X = [[,cny Mn [1{0} muni de la
topologie engendrée par les ouverts de M, et les ensembles X — M, pour tout entier n. Cette topologie
fait de X un espace compact.

Nous étendons ce procédé de compactification aux candidats.

Définition 1.2.31 Soit (Hy)ren une suite de candidats. Notons My le domaine de définition de
Hy, i.e. Hy est un candidat de M. Le candidat compactifié [ [, Hy est le candidat (hy)ien de
[,en Mn T1{0} coincidant avec Hy, sur My, pour tout entier k et vérifiant hy(0) = 0 pour tout entier
l.

On relie maintenant le supremum de u, pour le candidat compactifié [ [, .y Hi, avec le supremum

Hy,
des u//*.

Lemme 1.2.32 Soit (Hg)ren une suilte de candidats. Pour tout entier k, on note hE la limite du
candidat Hy,. On suppose que la suite (|h*||s)ken converge vers 0. Le candidat compactifié [ [,c Hr
vérifie alors pour tout ordinal G :
I ——
keN

et
ug(0) = lim sup Hugl Il oo

——+00

PREUVE : Pour tout entier k, I'ensemble Mj, est ouvert dans le compactifié [], . M, [[{0}. En
particulier, le candidat compactifié vérifie : ug(x) = ug’“ () pour tout ordinal 5 et tout x € M. Il

suffit donc de montrer que ug(0) = limsupy_, | o Hungoo Remarquons tout d’abord que ug(0) >

limg 400 Huglﬂoo par semi-continuité supérieure de ug. Montrons l'inégalité inverse. Si 3 est un
ordinal successeur on a ug(0) < ug_1(0) + u1(0) par sous additivité de la suite transfinie (uq)aq-
Notons h la limite du candidat compactifié. On a u1(0) < h(0) < limp_ 40 ||R¥]|oc = 0 et donc

ug(0) = ug-1(0)
Si B est un ordinal limite, alors pour tout entier k :

ug(0) < supsupmax (Hu?l [ oos uy(0))

1>k v<p3
H,
< supmax | [Jug’||loc, sup us(0)
>k y<B
On conclut facilement la preuve du lemme en raisonnant par récurrence sur (. O
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Un compact pointé est la donnée d’un couple (M, m), ou M est un espace compact et m un point
de M. Un candidat pointé est un candidat défini sur un espace compact pointé. Nous définissons
maintenant le produit de deux candidats pointés :

Définition 1.2.33 Soient H := (h)ien et G := (g1)1en deuz candidats pointés respectivement de
(M, m) et (N,n). Le candidat pointé produit H x G = (f)ien de (M x N, (m,n)) est défini par :
- filz,n) = h(z) pour tout I € N et pour tout v € M ;
- filz,y) = gi(y) pour tout | € N et pour tout x € M et tout y € N — {n}.

Si (M,m) est un compact pointé et p un entier non nul, alors pour tout candidat H de (M,m),
on note (H)*P le candidat pointé H x (H X (... x H)) de (MP,mP), ou on a multiplié p fois H
avec lui-méme & gauche (mP désigne l'élément (m,...,m) de MP). Ce candidat est appelé la p©™¢
puissance du candidat H.

Nous étudions maintenant certaines propriétés de la puissance d’un candidat, qui nous seront
utiles pour la construction d’exemples avec un ordre d’accumulation arbitrairement grand (Théoréme
1.2.35).

Lemme 1.2.34 Soit (M, m) un compact pointé. Fizons o un ordinal limite. On considére H =
(hg)ken un candidat pointé de (M, m), tel que :

— |ty |loo £ 1 pour tout ordinal v ;

— uq(m) =1 et ug(m) = 0 pour tout ordinal § < «.

Alors pour tout entier p non nul, le candidat H>*P vérifie :
~ |ty |loo < p pour tout ordinal v ;

~ Nvaklloo < k pour tout entier k;

— Uqp(mP) = p et ug(mP) =0 pour tout ordinal 5 < c.

PREUVE :

On raisonne par récurrence sur p. Le cas p = 1 suit trivialement de la propriété de sous-additivité
de la Proposition 1.2.15. Supposons le lemme vrai pour p et montrons le pour p+ 1. On notera (uh),
la suite transfinie associée au candidat H*? = (h} )ren et h? sa limite. Par définition de la puissance
P, on a les relations suivantes pour tout entier k :

- hi“(x,mp) = hy(z) pour tout x € M ;

- hz,;ﬂ(:c,y) = hi(y) pour tout x € M et tout y € MP, y # mP.

Pour tout (z,y) € M x MP, on a donc (RP*1 — BP* ) (z,y) < (h — hy)(x) + (B? — h2)(y). On
en déduit facilement que pour tout ordinal v, on a w2 (z,y) < uy(z) + uh(y). Par hypothese de
récurrence, on obtient donc que ||u13,+1|]OO < p+ 1 pour tout ordinal ~.

D’aprés la propriété de sous-additivité (Proposition 1.2.15), on a ||uq.kllco < k||tal/co. De plus,
a étant un ordinal limite, [|ua |l = supge, |luglloo- Il suffit donc de montrer que [|ug|l < 1 pour
tout § < a. On fixe un ordinal # < o et montrons que ug(z,y) < 1 pour tout (x,y) € M x MP. On
distingue deux cas :

— On suppose que y # mP. Si V est un voisinage ouvert de y ne rencontrant pas m?, alors M x V
est un voisinage ouvert de (x,y) tel que h2*'(2/,y/) = h(y') pour tout (z',y') € M x V. On
en déduit que ugﬂ(x,y) =ub(y) <1;

— On suppose que y = mP. Soit 8 < « un ordinal. Puisque ug(mp) = 0, il existe un voisinage

ouvert V. C MP de mP tel que ug < € sur V. (rappelons que la fonction ug est s.c.s.).

Maintenant, pour tout (z’,y') € M x V., on a ung (2",y") < ug(a’) +uj(y') <ug(a')+e Ceci
étant vrai pour tout €, on obtient que ugﬂ(x,mp) =ug(z) < 1.
Il reste & montrer que u’;L(;H) (mP*1) = p+ 1. Fixons un point = de M. Pour tout y € MP —

{mP}, on a hiﬂ(m,y) = W} (y). D’apres le lemme 1.2.16 et par hypothese de récurrence, on a alors

u’oﬁ;l(x,mp) > ub p(mP) =p. Or ||u’£;,1HOO < p. On a donc uﬁf;l(:r,mp) = p pour tout x € M. On en
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déduit facilement que ug ptg(z, mP) > ug(z) + p pour tout S < « et finalement uit;+1)(mp+1) =

p+ 1 O

p
On normalise le candidat H*P en le divisant par p et on note H;? := (%)keN le candidat ainsi
obtenu.

Nous définissons maintenant par récurrence sur les ordinaux indécomposables dénombrables «
une famille E, de candidats pointés. Tout d’abord E; est réduit au candidat H = (hg)ren de
M = UnEN—{O}{%} U{0} pointé en 0 (M étant muni de la topologie usuelle) défini par (L) = 1si
k <mn et hy(L) = 0 sinon et hy(0) = 0 pour tout entier k.

Soit o un ordinal indécomposable dénombrable. Supposons que 1'on a défini, les familles Eg, pour
tout ordinal indécomposable 8 < «. Définissons maintenant F,. On distingue les deux cas suivants
qui correspondent & l'alternative présentée au Corollaire 1.2.28 :

Premier cas : 'ordinal indécomposable « s’écrit sous la forme a = limgey ag, ot (ax)ken est
une suite strictement croissante d’ordinaux indécomposables. Alors I, est I’ensemble des candidats
compactifiés de la forme [[,~, H* pointé en un point noté 04, o0 p est un entier et H* € E,,
pour tout entier k.

n>p

Second cas : I'ordinal indécomposable « s’écrit sous la forme limgey .k, ot @ est un ordinal
indécomposable. Alors E, est I’ensemble des candidats compactifiés de la forme ]_[nzp(Ho‘)lX P pointé

en un point noté Oy, ol p est un entier et H* € Ej.

Théoréme 1.2.35 Soit € > 0 et soient a > [ deuz ordinauz indécomposables dénombrables. Alors
il existe un candidat H € E,, pointé en Oy, tel que :

1. [limHl||e < €;

£ oo < €;

3. |luylloo < 1 pour tout ordinal v ;

4. uy(0q) = 0 pour tout ordinal x < o et uqa(04) = 1.

Remarquons que la condition « indécomposable est nécessaire. En effet supposons que « n’est
pas indécomposable alors il existe des ordinaux 0 # as < oy tels que a = a1 + as. Mais d’aprés la
propriété de sous-additivité de la suite transfinie (Proposition 1.2.15), on a l'inégalité ug < uq, +Ua,-
Donc si les fonctions ug pour 3 < a s’annule en un méme point alors u, s’annule aussi en ce point.
L’assertion (3) du théoréme ci-dessus ne peut donc étre vérifice. C’est cette remarque qui nous a
motivés a travailler avec les ordinaux indécomposables.

PREUVE : On raisonne par récurrence sur l'ordinal indécomposable dénombrable a. On distingue
deux cas :

Premier cas : L’ordinal indécomposable « s’écrit sous la forme o = limgen o 0U (g )gen €st une
suite strictement croissante d’ordinaux indécomposables. Par hypothése de récurrence, il existe pour
tout entier k£ non nul un candidat H** € F,, pointé en 0,, vérifiant :

— lim MOk < £

- e < £
ap_1 1100 —= [
- Huyak loo < 1 pour tout ordinal ~;

— Uy (04, ) = 0 pour tout ordinal x < ay et uq, (0n,) = 1.
Soit 0 < a un autre ordinal indécomposable, il existe un entier n tel que 8 < «,. Le candidat
compactifié [], ., H* vérifie alors (on établit les points 1, 2 et 4 a 'aide du lemme 1.2.32) :

L. [[uglloc = supgsp HUTB{% oo < SUPgs, Huy:k oo < SUPgs, Huy:i oo <€
HY

2. |luylloo = Supgp [[us" " |l < 1 pour tout ordinal ~;
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3. i (TTjsp H™*) lloo = SUPg>y, | lim H* oo < €

4. Pour tout ordinal x < «, il existe un entier n, tel que a,, > x. On a alors :

. €
Uy (0a) < kl{l—}—loosilp [udf oo < kETooT_lp [uds™ oo < Jim =0

Enfin
Ua(0q) > lm 1w, (04,) =1
k—4o00

Second cas : I’ordinal « s’écrit sous la forme a = limgey a.k ol & est indécomposable.

Remarquons que si § est un ordinal indécomposable tel que 8 < «, alors 6 < a. Il suffit donc de
considérer le cas [ = a.

Soit p un entier tel que % < e. Soit H® € E5 veérifiant :

— [[limH% e < 1;

— |luy|loo < 1 pour tout ordinal v;

— uy(0n) = 0 pour tout ordinal x < & et ugz(0z) = 1.

Considérons le candidat compactifié Hk>p(H5‘)1Xp. D’apres les lemmes 1.2.34 et 1.2.32, ce candi-
dat vérifie :

) - < (Ho)k <1 .
Nuglloo < supgs, lug loo < p <6

a\xk
2. ||ty lloo = SUPEs, HugH i loo <1 pour tout ordinal ~;
3. [[lim Hk>p(H&)1Xp||oo = SUPg>p [ hm(H&)XpHoo < l <€,

4. ug.m,(0) < hmkaJFOO SUp;> Hu H)y! loo < limg_ 4o 7+ = 0 pour tout entier m. Enfin 1, (0a) =

limg_ 4 oo u(~ it (0z.k) = 1.
UJ

On obtient ainsi, pour tout ordinal indécomposable «, un exemple de candidat dont l'ordre
d’accumulation est supérieur & « d’aprés le point (4) de ’énoncé du théoréme précédent. Nous
conjecturons que tout ordinal dénombrable peut étre réalisé comme ordre d’accumulation d’un can-
didat. Pour prouver cela, il suffirait de montrer que les éléments de F, sont exactement d’ordre « et
que l'ordre du produit de deux candidats est la somme des ordres de ces deux candidats. On pourrait
alors conclure en utilisant la forme normale de Cantor d’un ordinal.

Nous examinons maintenant plus en détails le cas a = w. Rappelons que H! = (hy)ren € E est
le candidat de M = UnEN—{O}{%} [1{0} défini par hy (1) = 1sik < net hy() = 0 sinon et hy(0) = 0
pour tout entier k. Le candidat compactifié [[,cn_(oy (HYH)*™ := (gr)ken de [nen—qoy M" T1{0.}
est d’ordre d’accumulation exactement w. En effet pour tout € M™, on a u,(r) = u,(x) pour
tout ordinal v > n d’aprés la proposition 1.2.23 (I'ordre d’accumulation topologique de tout point
de M™ est au plus n). De plus uq+1(0y) = ua(0y), car g — g est continue en 0, et (g — gx)(0,) = 0.
Remarquez aussi que pour tout entier n, on a ||supgey tk — Unlloo = 1, car u,(0;) = 7 pourl >n
et u;(0;) = 1. En particulier la suite (up)neny n'est pas uniformément convergente. La condition
d’uniforme convergence dans la proposition 1.2.21 n’est donc pas nécessaire (Remarque 1.2.22).

Enfin nous considérons une variante du compactifié [ [, . (H)*™ := (gi)ren en posant g (0;) = 1
si k > 1 et gr(0;) = 0 sinon. D’aprés le lemme 1.2.16, ce changement n’affecte les valeurs de
la suite transfinie (uq)a qu’en 0,. On calcule facilement u1(0,) = uw(0y) = 1 et uy41(0y) >
limy s 4 o0 limsup;_, , o (U +h — hy)(0;) = 2. L’ordre d’accumulation du candidat compactifié modi-
fié est donc supérieure ou égale & w + 1, puis exactement égale & w + 1 d’aprés la Proposition 1.2.23.
Cet exemple justifie la remarque 1.2.24.
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Dans les deux paragraphes suivants, on relie la suite transfinie et les superenveloppes d’un can-
didat H de M avec celles de sa restriction & un sous-ensemble compact K de M et celles de son
relévement par une surjection continue m : M’ — M. Ces résultats nous permettrons, dans un
cadre affine, de comparer les propriétés de convergence d’un candidat avec celles de sa restriction &
I’ensemble extrémal.

1.2.5 Restriction d’un candidat

Si K C M et f est une fonction définie sur M, on notera f, la restriction de f a K.

Définition 1.2.36 Soit H := (hg)ken un candidat de M. Soit K C M un compact. On appelle
restriction du candidat H a K le candidat noté Hy défini par Hr := ((hk) /i) ken-

Proposition 1.2.37 Avec les les notations ci-dessus :
1. pour tout ordinal o, ult® < (ull)x ;
2. s1 B est une superenveloppe de H, E,k est une superenveloppe de K ;
8. E(Hk) < (EH) k-

PREUVE : (1) et (2) viennent du fait que si f : M — R, alors f/\;( < .]?/K (3) se déduit facilement
de (1) ou (2). O

Les inégalités des assertions (1) et (3) de la proposition précédente peuvent étre strictes. Remar-
quons par exemple que si K est réduit & un point, alors u**¥ = 0 pour tout ordinal a.

1.2.6 Relevé d’un candidat

Soient M, K deux espaces métriques compacts et 7 : M — K une application continue surjective.
Si f est une fonction de K dans R, rappelons que 7 f est la fonction définie sur M par 7 f(x) = f(7x).

Définition 1.2.38 Soit H := (hi)ken un candidat de K. Le candidat relevé de H noté mH est le
candidat de M défini par mH := (7hy)ken.

Proposition 1.2.39 Avec les notations précédentes,

1. lim(7H) = wlim(H) ;
. pour tout ordinal o, on a ult < wult;

2
3. pour tout ordinal o, on a (ugH)[K} = uy, en particulier ay < Q5
4

. st E est une superenveloppe de 'H, alors wE est une superenveloppe de wH. En particulier,
E(mH) <7EH;
5. si H est a différence s.c.s. et si E est une superenveloppe de wH, alors la projetée E) est une
superenveloppe de H ;
6. (ErH)X] = EH ;

7. st on suppose de plus w ouverte, alors ugH = mult et donc apy = ay el E(rH) =n(EH).

«

PREUVE : (1) Le premier point est trivial.

(2) L’inégalité est triviale pour o = 0. Supposons l'inégalité vérifiée pour tout 8 < «. Considérons
tout d’abord le cas d’'un ordinal successeur «. Par continuité de 7 et par hypothése de récurrence,
on a :

w(h—hg) +uf™ <7 (h — hi, + ugf_1>
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soit en passant & la limite en k,
TH 7T’LLH

« — (e}

Si a est un ordinal limite, on a par hypothése de récurrence,

sup ugH < (sup u?)
B<a B<a

puis par continuité de 7,

sup ugH <m (Sup u?)
B<a B<a

c’est & dire
H

TH
U, " < mU,

(3) En prenant l’application projetée dans l'inégalité précédente, on obtient pour tout « transfini :
(urM) K] < ot Supposons I'egalité (ugH)[K] = u?,} établie pour tout 8 < a. On suppose tout d’abord
que « n’est pas un ordinal limite. On a :

— 5]
(uTTHIET = < lim <ug’j1 +m(h — hk))>

k—+o00

D’apreés la propriété (4) de la proposition 1.1.4, on peut intervertir le passage a la projetée et la

limite en & :
' (K] ' (K]
<kEToo <ug7f1 +7(h — hk)>> = kgrfoo (ugffl +7(h — hk)>

Kl =
Puis d’aprés la proposition 1.1.6, on a (f) > fIK] pour toute fonction f: M — R. Donc

(7)) ()

[K] = U’Zx-l—

Or par hypothése de récurrence, (uf’;) ;- Finalement on obtient donc

(ur)IE] > Eer% <uy_1 +h— hk> =ul

Considérons maintenant le cas oll a est un ordinal limite. Toujours d’aprés la proposition 1.1.6,

—_—~—

N\ K] (K]
sup ugH > | sup ugH
B<a B<a

De plus par interversion des supremums (celui en « et celui définissant [K]) et par hypothése de

récurrence,
(K] K«
sup ugH = sup ((ugH)[ ]> = sup ug
B<a B<a B<a

WH)[K} > uz;l-

On conclut donc que (uf >

(4) Soit E : M — R. Par continuité de m, on a 7(E — hg) —7(E —hg) <= <E/:_Ek —(E - hk)>
et donc si E est une superenveloppe H, alors mFE est une superenveloppe de mH.
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(5) Supposons ‘H a différences s.c.s. Remarquons que 7 étant continue, 7H est aussi a différences
s.c.s. Soit E une superenveloppe de mH, alors on peut écrire EE] — by = (E — whk)[m. La fonc-
tion E —mhy, étant s.c.s., il en va de méme de EU] —hy, d’apreés la proposition 1.1.6, ce qui prouve (5).

(6) On peut déduire (6) de I’étude des superenveloppes (Propriétés (4) et (5)) dans le cas o 'H
est & différences s.c.s. ou bien a partir de la suite transfinie u, (Propriété (3)) de fagon générale.
Faisons-le tout d’abord en utilisant les superenveloppes lorsque H est & différences s.c.s. : il suit
clairement de (4) que E(nH) < n(EH) et donc en prenant les projetées, (E(nH))¥) < FH. L'in-
égalité inverse suit trivialement de (5). Montrons maintenant (6) dans le cadre général a 1’aide de
7rH)[K] = ut. En passant au supremum en o, puis

par interversion des suprema (celui en a et celui définissant 1), on a (supa ugH)[ - sup,, u’t,

étude de la suite transfinie. D’apreés (3), on a (uf)

soit d’apres la proposition 1.2.19, (E(7H) — Fh)[K] = EH — h. De plus on observe facilement que
(E(rH) — 7)) = (BE(xH)E) = h. On conclut donc que (E(xH))E = EH.

(7) Supposons maintenant 7 ouverte. On raisonne par récurrence sur «. Le cas a = 0 est
trivial. On suppose ugH = ﬂ(ug) pour tout B < « et montrons uf* > m(ult), Iinégalité in-

verse ayant déja été établie en (2). Supposons tout d’abord que « n’est pas un ordinal limite.
Soit k € N et # € M, 7 étant ouverte et surjective, il existe une suite (x)neny € MY conver-

geant vers z, telle que w <uyl +h— hk> (x) = limy oo m(ult | + h — hy)(z5). Mais alors par

hypothése de récurrence : 7 (u?}l +h— hk> (z) < m(uX { +h—hg)(x) = (Wt + 7 (h — hg))(2).

En passant & la limite en k, on obtient u™" > m(ulf). Supposons que a est un ordinal limite.
Soit & € M, 7 étant ouverte et surjective, il existe une suite (z,)neny € MY convergeant vers z,

telle que 7 (supﬁ<a uE‘) (7) = limp— oo (SUPg<y Wug)(xn), et donc par hypothése de récurrence,

T (supﬂ<a u?) (x) < <supﬁ<a ugH> (z), i.e. mult < u™,
O

En général, si 7 n’est pas ouverte, on peut avoir u7'*(z) < mult(x). Considérons par exemple la

surjection continue 7 : [0,1] — S définie par 7(x) = €2 et le candidat H := (hg)ren de S' défini
par hyp1 = hg+1 iz pour tout entier k. On a u}t(1) =1 et donc (wult) (1) = 1. Mais u]"¢(1) =0,
e

k+1
car mhi41 = mhy +1__1  pour tout entier k. Remarquons que E'H = u? +h, E(mH) = u’fH + h

2(k+1)

et 7h(1) = h(1). Donc on a aussi E(7H) # m(EH).

1.2.7 Equivalence

Dans [31], T. Downarowicz introduit un préordre sur les candidats pour comparer leurs propriétés
asymptotiques. Rappelons qu’un préordre est une relation binaire réflexive et transitive. On munit
I’ensemble des candidats de M du préordre suivant :

Définition 1.2.40 Soient H = (hg)ken €t G = (gk)ken deuz candidats de M,
H = G si pour tout v > 0 et tout k € N, 4l existe | € N tel que hy > g, — 7.

On définit alors une relation d’équivalence ~ sur ’ensemble des candidats :

Définition 1.2.41 On dit que deuz candidats H et G de M sont équivalents et on note H ~ G, si
H=GetG=H.

Deux candidats équivalents ont les mémes propriétés asymptotiques :

Proposition 1.2.42 (Théoréme 2.3.2 de [31]) Soient H el G deuzr candidats équivalents, alors
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1.3. Cadre afline

1. imH =1lim G,

2. pour tout ordinal o, ult = ug ;
3. ay=ag;
4. E est une superenveloppe de H ssi E est une superenveloppe de G ;

5. F'H = EG.

PREUVE : (1), (2) et (4) sont des conséquences triviales de la définition de la relation d’équivalence
~. Le point (3) (resp. (5)) se déduit de fagon évidente de (2) (resp. 4). O

Nous donnons maintenant un critére permettant de comparer deux candidats.

Proposition 1.2.43 Soient H = (hg)ren €t G = (gk)ken deur candidats de M. Supposons qu’il
existe une famille C := (cmm : M — RV nen de fonctions s.c.s. décroissante en n, i.e. Ym €
N, cmnt1 < cmn telle que g — hyp < e et limy, oo G = 0. Alors H = G.

(Cm,n)neN est une suite décroissante de fonctions s.c.s. convergeant vers 0. D’aprés la Proposition
1.1.4 (3), cette convergence est uniforme et donc il existe N tel que pour tout n > N, on a ¢y pn < 7,
c’est a dire hy, > gm — 7. 0

PREUVE : Fixons v > 0 et m € N. On a g, — hy, < ¢ pour tout entier n. La suite de fonctions

1.3 Cadre affine

On étudie dans ce paragraphe les objets introduits précédemment lorsque le compact M est muni
d’une structure affine. Nous rappelons tout d’abord quelques théorémes usuels d’analyse convexe.
Puis nous donnons des propriétés élémentaires des fonctions semi-continues concaves (ou convexes).
Apres avoir rappelé la notion de fonction harmonique, on étudie la suite transfinie et les superenve-
loppes d’un candidat dans un cadre affine.

On suppose dans cette section que M est un compact convexe métrisable d’'un espace vectoriel
topologique localement convexe E. Un candidat H := (hy)ren de M est dit affine si les fonctions hy
sont affines. Rappelons que 'ensemble extrémal d’un ensemble convexe F' est le sous ensemble noté
ex(F) de F défini comme suit : ex(F) =F —{Ay+ (1 =Xz : y# z € F et A €]0,1[}. Enfin si
C' est un sous-ensemble de E, 'enveloppe convexe de C, notée conv(C), est le plus petit ensemble
convexe contenant C.

1.3.1 Théorémes usuels

Nous rappelons dans ce paragraphe trois résultats classiques d’analyse convexe. Le premier est
un corollaire du théoréme de séparation de Hahn-Banach et le second est le théoréme bien connu de
Krein-Milman. Nous terminons ce paragraphe en énoncgant le théoréme de Carathéodory, qui donne
une description des compacts convexes de dimension finie.

Le théoréme de Hahn-Banach est un théoréme de séparation dans le cadre affine. On énonce ici
un corollaire du théoréme de Hahn-Banach, qui permet de séparer deux points distincts de M par
une fonction affine continue :

Théoréme 1.3.1 [51] Soit M un compact conveze d’un espace vectoriel topologique localement
conveze. Soient a,b deur éléments distincts de M. Il existe une application affine continue de

f:M — R telle que f(a) =0 et f(b) =1.
Le théoréeme de Krein-Milman relie M et son ensemble extrémal ex (M) :

Théoréme 1.3.2 [51] Soit M un compact convexe d’un espace vectoriel topologique localement
conveze, alors :
conv(ex(M) =M
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1.3. Cadre afline

Le théoréme de Carathéodory caractérisent les compacts convexes de dimension finie :

Théoréme 1.3.3 [51] Soit M un compact convexe de R™, alors tout point de M s’écrit comme une
combinaison linéaire de au plus n+ 1 points et M = conv(ex(M)).

Corollaire 1.3.4 Si M est un compact de R™, alors conv(M) est compacte.

Remarquons que le théoréme et le corollaire précédents sont faux en dimension infinie :

Exemple 1.3.5 Considérons le compact conveze M = {(up)nen € (RN, 3= yun < 1}, on (RT)?
est muni de la topologie produit. L’ensemble extrémal ex(M) de M est formé de la suite nulle, notée
0, et des suites de Kronecker &, pour tout n € N. Rappelons que les suites de Kronecker sont définies
par (0p)p =1 sip =n et (6n)p = 0 sinon. L’ensemble ex(M) est clairement compact. Cependant
lenveloppe convexe conv(ex(M)) de M est le sous-ensemble de M formé des suites nulles a partir
d’un certain rang, qui n’est pas compact. On en déduit donc que conv(ex(M)) # M.

1.3.2 Fonctions s.c.s. affines et concaves

Les propriétés affines et les propriétés de semi-continuité d’une fonction "se conjuguent bien" :

Théoréme 1.3.6 (Théoréeme 21.22 de [25]) Toute fonction affine s.c.s est une limite décroissante
de fonctions continues affines.

Théoréme 1.3.7 (Théoréme 21.18 de [25]) Si h est une fonction s.c.s. concave, alors h = inf, g,
ot Uinfimum porte sur toutes les fonctions g affines continues telles que g > h.

Proposition 1.3.8 Si f est concave, alors ]? est concave.

PREUVE : Soient z,y € M et soit A € [0,1]. Si (Zn)nen €t (Yn)nen sont deux suites & coefficients
dans M convergeant respectivement vers x et y, alors la suite (Az,, + (1 — A)zy,)nen converge vers
Az + (1 = N)y. On en déduit que limsup,_,y, 4 q-ny, f(2) = limsup,i_, v, fF(AZ" + (1 — A)2").
Puis par concavité de f, on obtient

limsup f(z) > limsup Af(2') + (1 — A) limsup f(z”)
z—Az+(1-N)y =z 2 —y

cest a dire f(Ax + (1 = N)y) > Af(x) + (1 = X)f(y). O

En général la fonction f peut étre strictement concave méme si f est affine, comme le montre
I’exemple suivant.

Exemple 1.3.9 Considérons la variante suivante du compact conveze présenté a la fin du paragraphe
précédent : M = {(un)nen € [—1,1] x [0, 1]NAD ™ lun| < 1}, muni de la topologie produit. La

fonction f: M — R définie par f((un)nen) = D cn Un est affine. On a F(0) =limp_ oo f(0,) = 1

et f(do) = —f(—d0) = 1. En particulier 1 = f(0) > £(f(do) + f(—do)) = 0.
On en déduit facilement de la Proposition 1.3.8 la proposition suivante :

Proposition 1.3.10 Soit H = (hi)ken un candidat affine. Alors pour tout ordinal «, la fonction
Uq est concave. En particulier, E'H est concave.

En général, u, et E'H ne sont pas des fonctions affines comme nous le verrons a 'exemple 1.6.4.
On établit aussi facilement la proposition suivante :

Proposition 1.3.11 (Proposition 2.7 de [12]) Si 7 : M — K est une surjection affine entre deux
ensembles convezes, et si f est une fonction réelle affine définie sur M, alors fUI est concave.
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1.4. Simplexe de Choquet

1.3.3 Barycentre et (sous-)harmonicité

Soit p une mesure borélienne de probabilité sur M. Soient x}' des éléments de M tels que p est
limite * faible de % Yo dzn. Par compacité et convexité de M, il existe, quitte & extraire une sous
suite, un élément x, € M tel que z, = lim, 4 % >, ;. Alors on a pour toute fonction affine
continue f: M — R, f(z,) = limp— 40 % S f(z) = [ fdu. D’apreés le théoréme de séparation
de Hahn-Banach (Théoréme 1.3.1), le point x,, est unique et la fonction p — x, est continue. Le
point x,, est appelé le barycentre de la mesure p, et la fonction p — x,, la fonction barycentre,
notée bar : P(M) — M.

Définition 1.3.12 Une fonction borélienne f : M — R est dite harmonique (resp. sous-harmonique,
resp. sur-harmonique) si pour toute mesure de probabilité borélienne p, on a :

/fdMZ(TGSp- <,resp. >)f(zy)

Clairement, toute fonction harmonique est affine. Par définition, les fonctions affines continues
sont harmoniques. Les fonctions affines s.c.s. (resp. s.c.i.) sont aussi harmoniques, car elles sont
limites monotones de fonctions s.c.s. (resp. s.c.i.) (Théoréme 1.3.6). De fagon similaire, les fonctions
concaves s.c.s. sont sous-harmoniques d’aprés le Théoréme 1.3.7.

Un candidat H := (hy)ren est dit harmonique, si les fonctions hy sont harmoniques. Remarquez
que si ‘H est un candidat harmonique, alors lim H est aussi harmonique par convergence monotone.

Corollaire 1.3.13 Soit H un candidat harmonique. Alors E'H est une application concave sous-
harmonique.

PreUVE : D’aprés la Proposition 1.3.10, la fonction u,,, = E'H — h est une application concave.
La fonction uq,, étant s.c.s., E'H — h est sous-harmonique. Mais la fonction h est harmonique et on
conclut donc que E'H est sous-harmonique. O

1.4 Simplexe de Choquet

On dit que M est un simplexe de Choquet si pour tout x € M, il existe une unique mesure
de probabilité borélienne p, supportée par ex(M) de barycentre x. De facon équivalente, la fonction
barycentre p +— x, est une bijection entre I’ensemble des mesures de probabilité boréliennes suppor-
tées par ex(M) et M.

Rappelons que I'ensemble des mesures invariantes d’un systéme dynamique est un compact
convexe dont ’ensemble extrémal coincide avec I’ensemble des mesures ergodiques. C’est un simplexe
de Choquet d’aprés le théoréme de décomposition ergodique [57].

Dans ce cadre, on commence par rappeler un théoréme de séparation qui nous permettra de
caractériser la plus petite superenveloppe au moyen de recouvrements continus affines. Par ailleurs,
pour calculer la plus petite superenveloppe d’un candidat affine, il nous suffit de considérer les
superenveloppes affines. On termine ce paragraphe en introduisant le prolongement affine dune
fonction définie sur ’ensemble extrémal.

1.4.1 Recouvrement continu affine

Lorsque M est un simplexe de Choquet, nous disposons du théoréme de séparation suivant :

Proposition 1.4.1 (Théoréme 2.11 de [12]) Soient h < f deux fonctions définies sur M, telles que
h est affine s.c.s. et [ est s.c.i., alors il existe une application affine continue g telle que h < g < f.
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1.5. Simplexe de Bauer

Un recouvrement continu affine est un recouvrement continu constitué de fonctions affines. On a
un résultat analogue au théoréme 1.2.9 dans le cas des recouvrements affines. Celui-ci se déduit du
théoréme de séparation précédent.

Théoréme 1.4.2 (Proposition 4.1 de [12])

Soit H un candidat affine & différence s.c.s., alors E'H = infg XG, ot Uinfimum porte sur les
recouvrements continus affines.
1.4.2 Superenveloppe affine

On note EoH 'infimum des superenveloppes affines de H.

Théoréme 1.4.3 (Théoréme 4.3 de [12])

Soit 'H un candidat affine, alors EAH = EH et infg, sup,cpr Fa(x) = sup,ep EH(x), ot
Uinfimum porte sur les superenveloppes affines de H. Par contre, Uinfimum n’est pas forcément
atteint contrairement au recouvrement simplement continues (voir Exemple .7 de [12]).

1.4.3 Projetées de fonctions affines

Nous avons rappelé & la Proposition 1.3.11, que la projetée d’une application affine est concave.
Pour les simplexes de Choquet, on montre au moyen du théoréme de Radon-Nikodym :

Proposition 1.4.4 (Proposition 2.7 de [12]) Soit f : M — R une fonction affine et m: M — K une
surjection affine continue entre deux simplexes de Choquet, telle que w préserve les points extrémaux
(i.e. m(ex(M)) C ex(K)), alors fI5 est affine.

1.4.4 Décomposition extrémale

Soit M un simplexe de Choquet et f une application s.c.s. affine, alors par définition de py,

f(z) = / frea(an) At
ex(M)

Si on se donne une fonction borélienne bornée g : M — R, on peut lui associer naturellement un
prolongement affine a M, ¢*/f : M — R de la facon suivante :

g (z) = / g
ex(M)

L’affinité résulte immédiatement de l'injectivité de 'application x +— u,. Par contre, si g est conti-
nue (resp. s.c.s.), Uapplication g%/ n’est pas forcément continue (resp. s.c.s.). La fonction g%// est
appelée le prolongement affine ou prolongement harmonique de g.

Cependant dans le cas ol f est convexe, on a le résultat suivant di & T.Downarowicz et A.Maass.
Théoréme 1.4.5 Soit M un simplexe de Choquet et soit f une fonction convexe s.c.s. sur M alors

(f/em(M))aff est aqusst s.c.s. et (f/ex(M))“ff > f.

1.5 Simplexe de Bauer

On dit que M est un simplexe de Bauer si ex(M) est compact et si I'application p — z,, est
injective.
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En fait un simplexe de Bauer est de Choquet : la surjectivité de l'application u +— x, résulte de
la compacité de ex(M), comme le montre le raisonnement suivant. D’aprés le théoréme de Krein-
Milman (Théoréme 1.3.2), M est 'adhérence de ’enveloppe convexe de son ensemble extrémal. En
particulier, tout point x € M s’écrit sous la forme : z = limnHJroo%Z?:l xl', avec z' € ex(M).
Soit p une limite faible de (% Yoy 6;5?)”61\; dans ’ensemble des mesures de probabilité boréliennes
supportées par ex(M), qui est compact par compacité de ex(M ). Clairement le barycentre de p est
x.

Remarquons que si M est un simplexe de Bauer, alors 'application  +— pu, est continue :
c’est la fonction inverse de I’application continue p +— x, bijective entre les deux espaces compacts
P(ex(M)) et M.

Proposition 1.5.1 Soit M un simplexe de Choquet et soit C' C ex(M) un compact. Alors conv(C)
est un simpleze de Bauer d’ensemble extrémal C.

PREUVE : 1l suffit de vérifier que ex (conv(C)) = (', puisque, M étant un simplexe de Choquet

et C' C ex(M), l'application barycentre définie sur C' est injective. Clairement C' C ex (conv(C))

toujours parce que C' C ex(M). Montrons l'inclusion inverse. Soit x € conv(C), on écrit la décom-
position extrémale de x dans M : x = fem( M) ydp,(y). On montre facilement, en écrivant = comme
limite de barycentres de points de C, que la mesure u, est supportée par C. Si u, est atomique,
alors x € C. Sinon on peut écrire p, sous la forme p, = Avy + (1 — Ao, ot A €]0, 1] et v; sont des

mesures supportées par C. On a alors x = A fc ydvy + (1 = )\) fC ydvy. Les deux éléments du terme

de droite appartiennent a conv(C) et donc = ¢ ex (conv(C)). O

Dans R™, I'enveloppe convexe de n + 1 points engendrant R™ (i.e. n’appartenant pas a un méme
hyperplan) est un simplexe de Bauer. Nous donnons maintenant un exemple plus général comprenant
des exemples de dimension infinie.

Proposition 1.5.2 Si K est un compact, alors P(K), l'ensemble des mesures de probabilités a
support dans K, est un simplexe de Bauer.

PREUVE : En effet, les points extrémaux de P(K) sont les mesures de dirac en les points de K et
lapplication K — ex(P(K)), définie par = +— J;, est un homéomorphisme. De plus, 'application
barycentre de P(ex(P(K))) dans P(K) est 'application induite sur les mesures de probabilités par
I'inverse de I'homéomorphisme précédent. On en déduit que P(K) est un simplexe de Bauer. O

Nous exhibons maintenant un exemple de simplexe de Choquet, qui n’est pas un simplexe de
Bauer :

Exemple 1.5.3 Montrons que le compact convere M de lexemple 1.3.9 est un simplexe de Choquet
et non de Bauer. Rappelons que M était défini par M = {(un)pen € [—1,1]x[0, N1 5™ lup| <
1}. L’ensemble extrémal de M est formé des suites de Kronecker 6, pour n € N et de —d¢. La suite
(On)nen converge vers la suite nulle, qui n’appartient pas a l'ensemble extrémal de M. Celui-ci n’est
n’est donc pas compact. En particulier M n’est pas un simplexe de Bauer. Montrons maintenant que
M est un simpleze de Choquet. Soit u = (up)nen € M la suite u s’écrit trivialement de fagon unique
sous la forme u = ZneN—{O} an Oy + a3'50 —ag 6o avec (an)nen vérifiant Y - an = 1. On vérifie en

1+uo— n Un _ 1— n U,
effet que a, = u, pour n € N— {0}, af = % et ag = %

1.5.1 Décomposition extrémale

Rappelons que si M est un simplexe de Bauer, alors P(ex(M)) est compact et l'application
p +— x, est donc une application bijective continue entre les deux espaces compacts P(ex(M)) et
M ; elle est donc bicontinue. L’application ¢g*/f définie p. 40 est alors continue (car x — ju, est
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continue) et on obtient ainsi une bijection entre les fonctions continues (respectivement s.c.s.) sur
ex(M) et les fonctions affines continues (respectivement s.c.s.) sur M.

Si f est une fonction harmonique, alors I’enveloppe semi-continue supérieure de f est harmo-
nique :

Proposition 1.5.4 Soit M un simplexe de Bauer et f : M — R une application harmonique, alors

f est harmonique e (f)/ex(kf) f/ea:(M)

PREUVE : L’application f étant affine, fest une application concave d’aprés la Proposition 1.3.8.
Mais les applications concaves s.c.s. sont sous-harmoniques, donc f est sous-harmonique. Aussi le sim-

aff
plexe M étant un simplexe de Bauer, la fonction (f/ex(M)) est s.c.s. De plus par harmonicité de f,

—_ —_— aff —_—
ona f(r) = few(M) fdp, < ex(M) f/e:c(M)d,Uz = (f/ex(M)) (z). Donc f(z) < ex(M) f/ex(M)dM:Jc <

—_—

fex(M) fdux, i.e. fest sur-harmonique. Finalement fest donc harmonique et f/e(ar) = (f) Jea()

1.5.2 Suite transfinie

On déduit de la proposition précédente que la suite transfinie associée & un candidat harmonique
défini sur un simplexe de Bauer est formée de fonctions harmoniques.

Proposition 1.5.5 Si H est un candidat harmonique d’un simplexe de Bauer, alors us est harmo-
Hez(l\/[)

nique pour tout ordinal o. En particulier E'H est harmonique. De plus, on a (uy)/m(M) = Uq

el donc aussi (EH)/ex(M) = E<Hex(]V[))'

PREUVE : On raisonne par récurrence sur a. Le cas o = 0 est trivial. On suppose que ug est har-
monique pour tout 0 < «. Considérons tout d’abord le cas oll a n’est pas un ordinal limite. La

—_—

fonction uq—1 + h — hi étant harmonique, il en est de méme de u,—1 + h — hy d’aprés la propo-
sition 1.5.4 et donc aussi de u, en passant & la limite en k, par convergence monotone. De plus

toujours d’apres la proposition 1.5.4 et par hypothése de récurrence, on a (ult | +h — hk> =
/ex(M)

u?ﬁﬁ”’” + (h — hi) jex(ar)- En passant a la limite en k, on en déduit que (uy)/w(M) = uz{”(M).
Supposons maintenant que « est un ordinal limite. L’application supg, ug est harmonique par

convergence monotone et donc il en est de méme pour u, = suﬁgga/ ug. Enfin on montre comme

précédemment & l'aide de la proposition 1.5.4 et par hypothése de récurrence que : (qu) Jex(M) =

Hew( M
Uy M

g

1.5.3 Superenveloppes

On relie maintenant les superenveloppes affines d’un candidat harmonique défini sur un simplexe
de Bauer avec les superenveloppes de la restriction de ce candidat a I'ensemble extrémal du simplexe
de Bauer.

Proposition 1.5.6 (Paragraphe 2.6-2.7 de [13]) Soit H un candidat harmonique d’un simpleze de
Bauer M. Si E est une superenveloppe de Hey(rr), alors EIf est une superenveloppe affine de H.
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Il eziste une bijection entre les superenveloppes affines de H et les superenveloppes de H op(ary- En
particulier, E'H est harmonique et (EH)/%(M) = E’Hew(M),§

PREUVE : On montre tout d’abord que si E est une superenveloppe de Hey(r), alors E est une su-
perenveloppe affine de H ; puis nous en déduisons que E’H est harmonique et (EH) Jea(M) = EHeo(ar)-

(1) Soit E une superenveloppe de Hey(pp). Pour tout 2 € M, on a (B — hy)(z) = fex(M) (E—
ﬁkdﬂx-

—_—~—

La fonction E étant une superenveloppe de H,(ar), on obtient par convergence monotone limg_, 1 Eaff — hy(x) <

P

hi)dpiz. Puis la fonction @ — [ E/:—ﬁkd,um étant s.c.s., on a B — hy(x) < [

—_—~—

fez(M)(E — h)dp, puis par harmonicité de H, limy_ o B4 — hy(z) = (B — b)(2).

(2) D’apres la proposition 1.2.37(2) et le point (1) précédent, il existe une correspondance entre

les superenveloppes affines de H et les superenveloppes de H,,(1s). En particulier ((EH)/ex(M))aff >

(E(HW(M)))GH > EH, c’est a dire que E'H est sur-harmonique. Mais d’aprés la proposition 1.3.13,
la fonction E'H est toujours sous-harmonique. O

Nous terminons ce paragraphe sur ’étude des candidats définis sur un simplexe de Bauer par
la remarque suivante qui permet d’étendre les exemples topologiques présentés dans les sections
précédentes dans un cadre affine.

Remarque 1.5.7 On peut transposer tous les exemples (Exemple 1.2.10, Exemple 1.2.11 et Théo-
réme 1.2.35) topologiques précédents de candidats H définis sur un espace compact métrisable M
dans le cadre affine en étendant les candidats H sur le simpleze de Bauer P(M) par prolongement
harmonique (rappelons que ex(P(M)) est homéomorphe & M ). D’aprés les propositions 1.5.6 et
1.5.5, la suite transfinie et les superenveloppes associées & ce nouveau candidat affine s’obtiennent
par prolongement affine.

Fort des résultats obtenus dans le cadre d’un simplexe de Bauer, nous revenons maintenant &
I’étude de la décomposition extrémale sur un simplexe de Choquet :

1.6 Décomposition extrémale sur un Choquet

Lorsque g est une fonction réelle positive définie sur 'ensemble extrémal d’un simplexe de Cho-
quet et a support compact, on montre que le prolongement affine ¢g*// de g est s.c.s. en se ramenant
au cadre des simplexes de Bauer.

Proposition 1.6.1 Si M est un simpleze de Choquet et si g : ex(M) — R est une fonction s.c.s.
positive a support compact dans ex(M), alors g“ff est s.c.s.

PREUVE : Notons C' C ex(M) le support de g. D’aprés la Proposition 1.5.1, 'ensemble conv(C')
est un simplexe de Bauer dont I’ensemble extrémal est C. Alors (g%//) oo (@) = (g /C)af F est s.c.s.

Soit € M et (2,,)nen une suite d’éléments de M convergeant vers z tels que lim,,_ ;o0 g% (2,) =

ﬁ(m) On va montrer que ¢*/f(x) > lim, ., g%/ (2,). On peut supposer que y,,(C) # 0 pour
tout n € N, car sinon g¢/f(z) = 0. On peut aussi supposer que p,, (C) # 1 car sinon z, x,, € conv(C)
et nous avons déja remarqué que (g“ff)/m est s.c.s.

On écrit alors p, sous la forme suivante : iz, = AopS, + (1 — A\p)pd=C, avec A, = 1, (O)

tan (N C) M-C()) = Han (N M-C)

et ugn() =S et de méme pg S =0) Pour tout entier n, on considére y, €

§. Remarquons que nous avons déja montré ce fait en utilisant les suites transfinies dans la proposition précédente
1.5.5.
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1.6. Décomposition extrémale sur un Choquet

conv(C') le barycentre de ,ufn. Remarquons alors que g%/ (x,) = A\g®/ (y,,). Quitte a extraire une

sous-suite, on peut supposer que les suites (Y )nen et (An)nen sont convergentes. Notons y € conv(C)
la limite de la suite (yp)nen et A la limite de la suite (Ay)pen. Ona z = Ay + (1 — \)z avec z € M
et donc

g™ () = Mg (y) + (1 = Mg (2) > Ag™ 7 (y)

De plus par semi-continuité supérieure de (g%/7) Jeono(©)

AT (y) > lm Mg (yn) = lim ¢ (2,) = g2/ ()

n—-+o0o n—-+o0o

Donc ¢%f est s.c.s. O

En particulier, lorsque M est un simplexe de Choquet, il y a une bijection entre les fonctions
s.c.s. positives sur un compact C' C ex(M) et les fonctions affines s.c.s. positives sur M dont la
restriction a ex(M) est a support dans C.

En général si g : C' — R est une fonction continue, la fonction g®ff n’est pas continue. Avec les
notations de 'exemple 1.3.9, la fonction g = 15, + 1_5, est continue sur son support {dp, —dp}, qui
est compact dans ex(M). Mais ¢*/f n’est pas continue : g*/f(0) =1 et lim,,_ 4o %/ (6,) = 0.

On relie maintenant la suite transfinie et les superenveloppes d’un candidat harmonique défini
sur un simplexe de Choquet avec celles de sa restriction a la cléture de I'ensemble extrémal.

Soit M un simplexe de Choquet et H un candidat harmonique de M. Soit 7 : P <ex(M)) — M

I’application barycentre. Cette application est affine, continue et surjective. On vérifie aisément que
le candidat 7H est aussi harmonique (en effet pir, = 7* ).

D’aprés la proposition 1.2.39, EH = (E(?TH))UW] et pour tout ordinal «, on a u

H _ (UWH)[M].

Mais P(ex(M)) étant un simplexe de Bauer, on a d’apreés les propositions 1.5.6 et 1.5.5 : E(7H) =
af f )0 cpeaany |

<E ((ﬂH)em(P(W)Q) et utM = <u((x )”(P(”(M)))) . Or (ﬂ—H)em(P(m)) coincide avec la

restriction du candidat = (Hm) défini sur le simplexe de Bauer P <e:1:(M )) aex (73 (W))

Finalement, on a donc :

Théoréme 1.6.2 (Proposition 2.7 de [13] pour 1’égalité (1.3)) Avec les notations précédentes,

b= <(E (”(Hexw))))aff) : (1.3)

Wf £\ [M]
ult = <(ui.i<”w<w)) ff) (1.4)

En fait 1’égalité (1.3) differe de celle de la Proposition 2.7 de [13], que nous n’avons pas réussi
af f\ M
a prouver. Celle-ci s’écrit sous la forme FH = ((ﬂ'E <HW)) ) . En général comme nous

et pour tout ordinal o :

l’avons vu apres la proposition 1.2.39, on a seulement E(7H) < 7EH ...

On déduit en particulier du théoréme précédent :
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1.6. Décomposition extrémale sur un Choquet

Corollaire 1.6.3 Avec les notations précédentes, on a :

sup EH(z) = sup FEH(x)

zeM x€ex(M)
et pour tout ordinal o :
sup uli(w) = sup ul{(x)
zeM x€ex(M)

PREUVE : Montrons le pour la plus petite superenveloppe, la preuve pour la suite transfinie étant
complétement analogue. D’apres le théoréme précédent, on obtient facilement en prenant le supre-
mum pour z € M :

sup EH(z) = sup  E(r(H 7)) ()
zeM yeP (ex(M))

puis d’apres la Proposition 1.2.39 (6),

sup EH(z) = suL(E(W(Hm(iM)))

zeM y€ex (M) yEex(M)

et enfin d’apres la Proposition 1.2.37 (3),

sup EH(z) = suwp_ E(Hop)w) < sup EH(y)
zeM y€ex (M) y€ex (M)

0

Cependant le supremum de E'H n’est pas atteint en général sur ex(M ) comme le montre ’exemple
4.8 de M. Boyle et T. Downarowicz [12| que nous rappelons maintenant :

Exemple 1.6.4 On considére le simpleze de Choquet (mais pas de Bauer) de lexemple 1.5.9 :
M = {(un)nen € [~1,1]x[0, 1]N-{0} Y nen Un < 1}. Rappelons que 0, désigne la suite de Kronecker
au point n. On pose hy = 1?({{_50}, On a donc hy(0) = 1. Rappelons que h; est s.c.s. mais n’est pas
continue. En revanche on vérifie facilement que 1gff est continue pour tout n > 1. Pour tout entier

n > 1, on pose hpi1 = hy + lgff. La fonction hpy1 — hy est continue pour tout entier n > 1. De
plus le candidat H = (hi)gen est a différences s.c.s. En particulier la fonction EH — hy, est s.c.s.
pour tout entier m > 1 d’aprés le Lemme 1.2.4 et on a donc :

EH —hy, > h — oy

Mais puisque hp11 — hy est continue pour tout entier n > 1, on en déduit que

h — Ty, + hom — hig = b — Iy

—_~—

est une fonction s.c.s. pour tout entier k > m > 1. Donc h — hy, + hy, est une superenveloppe de H
puis

EH =h— hp + him (1.5)

Donc EH(0) = m(O) + h1(0) = 2 mais EH jepary = 1. En effet, pour tout entier p, on a

h —hpt1(6p) =0 et hpy1(6p) =1 et on a aussi h — hi(—dp) =0 et ho(—bp) = 1.
Remarquez que h = 1 et qu’en passant & la limite quand m tends vers 400 dans [’égalité 1.5 on
obtient EH = w1 + h. Donc on a aussi u1(0) =1 et ui(z) = 0 pour tout x € ex(M).
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Chapitre

Structure d’entropie

Dans ce chapitre nous commencons par rappeler les notions d’entropie topologique, d’entropie
métrique et d’entropie de queue. Bien sir, il ne s’agit pas d’un exposé exhaustif ni méme représentatif
du sujet.

La seconde partie de ce chapitre est consacrée a la notion de partitions essentielles due & E.
Lindenstrauss et B. Weiss. Nous formulons un principe variationnel pour l'entropie conditionnelle
relative & des partitions essentielles. Nous introduisons ensuite une nouvelle classe de partitions : les
partitions topologiques.

On appelle candidat d’entropie une suite croissante de fonctions positives définies sur I’ensemble
des mesures de probabilités boréliennes invariantes de (X,7T) ayant pour limite la fonction entro-
pie métrique. Nous présentons quelques candidats d’entropie. Excepté le candidat a la Brin-Katok
HBKE= ces candidats font partie d’une longue liste de candidats introduits par T. Downarowicz dans
[31].

On donne alors des nouveaux résultats de comparaison entre ces candidats. La nouveauté de ces
résultats vient du fait que 'on se passe de 'hypothése d’inversibilité qui permettait de travailler avec
des partitions essentielles [31].

Puis nous rappelons la notion de structure d’entropie introduite par T. Downarowicz. Il s’agit
d’une classe d’équivalence remarquable de candidats d’entropie, dont les propriétés asymptotiques
sont reliées, entre autres, a 'existence d’extensions symboliques, comme on le rappellera au chapitre
6.

Enfin, dans la derniére partie de ce chapitre, on donne une preuve élémentaire du principe
variationnel pour ’entropie de queue a partir du principe variationnel conditionnel pour les partitions
essentielles obtenu précédemment. Cette preuve a fait 'objet d’un article qui va paraitre & Ergodic
Theory and Dynamical Systems [16].

2.1 Généralités sur I’entropie

On considére un espace métrique compact (X, d) et T' une application continue de X dans lui-
méme.

2.1.1 Entropie topologique

L’entropie topologique compte le nombre d’orbites distinctes du systéme dynamique (X, 7). Cette
quantité introduite par R. Adler, A. Konheim et M. McAndrew [1] peut étre définie de facon purement
topologique avec des recouvrements ouverts. Dans le cadre d'un espace métrique, il existe deux
approches possibles pour calculer I’entropie topologique : les ensembles couvrants et les ensembles
séparés. Ces formulations dans le cadre métrique sont dues & R. Bowen.

46



2.1. Généralités sur ’entropie

Recouvrements ouverts

On appelle recouvrement ouvert de X une famille finie d’ensembles ouverts de X, qui recouvre
X (i.e. la réunion de ces ouverts est 'ensemble X tout entier). Si i/ est un recouvrement ouvert, pour
tout entier n, on note U™ le recouvrement ouvert défini par U" := {Ug T~ 'UL ...\ T~ DUn-1 .
Uo,...,Up—1 € U}. La suite (minf{F : F C U" et F recouvre X}),cn est clairement sous-
multiplicative et on peut donc définir :

Définition 2.1.1 Soit U un recouvrement ouvert de X . L’entropie hiop(T,U) de T relative a U est
définie comme suit :

1
hiop(T,U) = lig_l —logmin{#fF : F CU" et F recouvre X}
n—-roo N

L’entropie hiop(T) de T est le supremum de hiop(T,U) sur tous les recouvrements ouverts U de
X :

hiop(T') = sg{p hiop(T,U)

Ensembles (n,€) couvrants

On rappelle maintenant 'approche "métrique" de I’entropie avec les ensembles (n, €) couvrants :

Définition 2.1.2 Soient x € X, € > 0 et n € N. La boule de Bowen de centre x de rayon € d’ordre
n, notée B(x,n,¢€), est définie comme suit :

B(z,n,e) :={ye X : d(T"x), T"y)) <€, k=0,...,n—1}

C’est la boule de centre x et de rayon e pour la distance d, de M définie par d,(y,z) =
MaXg=0,. n—1 d(T*(y), T*(z)) pour tout y,z € M.

Définition 2.1.3 Soient E C S C X, l'ensemble E est appelé un ensemble (n,e) couvrant de S
51

S C U B(z,n,¢)

zeFE

On note 7(n, €, S) le cardinal minimal d’un ensemble (n, €) couvrant de S.

Définition 2.1.4 Soient S C X et € > 0, Uentropie topologique de S & I’échelle € est définie comme
suit

1
hiop(S, €) := limsup - logr(n,e€,S)

n—-+o0o

La quantité hp (S, €) compte donc le nombre d’orbites issues de S de longueur n a l'échelle e.
I’entropie topologique est la quantité obtenue lorsqu’on fait tendre cette échelle vers 0 :

htop(S) = hr% htop(S, 6)
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2.1. Généralités sur ’entropie

Ensembles (n,€) séparés

On rappelle maintenant la définition de ’entropie topologique au moyen des ensembles (n,€)
séparés.
Définition 2.1.5 Soient E C S C X, l'ensemble E est appelé un ensemble (n,e) séparé de S si

pour tout x,y € B, il existe 0 < k < n — 1, tel que d(T*(z), T*(y)) > e.

Un ensemble E est donc (n, €) séparé, s’il est € séparé pour la métrique d,,. On note s(n, ¢, S) le
cardinal maximal d'un ensemble (n, €) séparé de S. On peut définir I'entropie topologique d’un sous
ensemble S de X comme suit :

1
hiop(S) = lim lim sup — log s(n, €, S)

e—=0 pstoo N

Coincidence des différentes définitions

Remarquons tout d’abord que :

— si U est un recouvrement ouvert de diameétre diam(U) = minyey diam(U) alors pour tout
entier n les éléments de U™ sont inclus dans une (n, diam(U)) boule de Bowen ;

— si U est un recouvrement ouvert de nombre de Lebesgue Leb(U) alors toute (n, Leb(U)) boule
de Bowen est incluse dans un élément de U™.

En résumé, on a :

r(n, diam(U), X) < min{§F : F CU" et F recouvre X} < r(n, Leb(U), X)

Les définitions de l'entropie topologique avec les recouvrements ouverts et avec les ensembles
(n, €) couvrants coincident donc.

On vérifie aussi facilement que :
S(”’? 2675) < T(”? €, S) < $<na67‘9)

On obtient donc la méme quantité si on calcule l'entropie & partir des ensembles (n, €) séparés ou a
partir des ensembles (n, €) couvrants.

2.1.2 Entropie mesurée

On rappelle maintenant la définition de 'entropie dite mesurée, métrique ou de Kolmogorov-Sinai
d’une mesure & partir de partitions.

Entropie relative 4 une partition

Dans la suite on entend par partition de X toute partition finie de X en ensembles boréliens. Le
diamétre diam(P) d’une partition P est le maximum des diamétres des éléments de P. Soient P et
Q) deux partitions de X, on dit que P est plus fine que @), si tout élément de P est inclus dans un

élément de Q. Une suite de partitions P = (Pj)ken est dite raffinante si klim diam(Pg) = 0 et si
——+00

P11 est plus fine que P, pour tout entier k.
Si P est une partition et n un entier, on note P™ la n®"¢ partition itérée définie par :

n—1
Pr=\/T7"P={A T "Ar..(\T" " VAp1 : A,.., Ay 1 € P}
=0
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On définit I'entropie H,,(Q) d’une mesure de probabilité borélienne y relativement a la partition
() comme suit :

H,(Q) =~ 3 lA)log ()

A€Q,

n(A)#0
Il résulte de la propriété de concavité du log que si P et () sont deux partitions de X alors
H,(P\ Q) < H,(P)+ H,(Q). De plus si u est une mesure 7' invariante, H,(T'Q) = H,(Q). En

particulier, dans ce cas, la suite (H,(Q"))nen est sous additive et on peut donc définir :

o1 ny _eoe b n
h’(,an) = lim 7H(:U'7Q )_TllrelgnH(,an )

n—+oo N

On définit I’entropie h(u) de p comme suit :
h(u) := sup h(p, Q)
Q
oll le supremum porte sur toutes les partitions de X.

L’entropie de p peut aussi étre calculée & ’aide de partitions dont le diamétre tend vers zéro :

Proposition 2.1.6 [57] Soit (X,T) un systéme dynamique et soit (Py)ren une suite de partitions
telle que lim diam(Py) = 0, alors on a pour tout p € M(X,T) :

k—+4o00

= 1 P
h(p) = lim h(p, P)

Entropie conditionnelle

On considére deux partitions P et (Q de X et p une mesure de probabilité borélienne, on définit
I’entropie conditionnelle de u pour la partition P conditionnellement & la partition @ comme
suit :

Hu(PIQ)= ) n(A)H,,(P)
A€Q,

n(A)#0

ol 114 est la mesure de probabilité induite sur A par p, i.e. pa(B) = pour tout borélien B.

wANB)
-~ u(A)

Toujours par des propriétés de concavité, on peut montrer que la suite (H,(P"|Q"))nen est sous
additive lorsque p est une mesure de probabilité invariante. On peut donc définir :

M(p, PIQ) = Tim L H,(P"IQ") = inf (s, P"IQ")

n—4+oo n

On montre facilement que h(u, P\/ Q) = h(u, Q) + h(u, P|Q), en particulier si P est plus fine
que @, on a h(p, P) = h(p, P\ Q) = h(p, Q) + h(n, P|Q).

Rappelons finalement que l'entropie conditionnelle relativement a deux partitions définit une
application affine de M(X,T) [57].

2.1.3 Entropie de queue

L’entropie de queue a été introduite par M. Misiurewicz [45] en utilisant des recouvrements ou-
verts sous le nom d’entropie topologique conditionnelle. Elle estime ’entropie apparaissant a des
échelles arbitrairement petites. J. Buzzi utilise cette notion sous le nom d’entropie locale. Cette
derniére terminologie "entropie de queue" est due a T. Downarowicz et se justifie trés naturellement
par le principe variationnel [31] associé qui montre que entropie de queue est égale au défaut de
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non-uniformité de la convergence de la fonction entropie calculée a des échelles de plus en plus petites
(Théoréme 2.8.1).

On rappelle dans ce paragraphe la définition de 'entropie de queue & partir des recouvrements
ouverts puis des boules de Bowen. On énonce ensuite quelques propriétés élémentaires de I'entropie de
queue. Enfin on montre pour les dynamiques de 'intervalle, en suivant ’approche de M. Misiurewicz
dans [46], qu’ il existe des fers a cheval de taille arbitrairement petite d’entropie proche de I’entropie
de queue.

Avec les recouvrements ouverts

SilU et V sont deux recouvrements ouverts de X et x € X, on définit :
H(n,V]z,U) = nllﬁxlxlogmin{ﬁf : F C V" et F recouvre U}
ou le maximum porte sur tous les éléments U]’ de la partition itérée U™ contenant x.

On définit aussi, toujours par un argument de sous-additivité :

1 1
h(VIU):= lim —sup H(n,V|z,U) = REEI}OO EH(VTLW”)

n—+00 N e X

avec
HVU) = 1[1]1az>1<10g min{fV : W CV et W recouvre U}
€
Enfin ’entropie de queue h*(T') de T est la quantité suivante :

R*(T) := inf sup h(V|U)
LY
les suprema portant sur tous les recouvrements ouverts finis U et V de X.

Avec les ensembles (n,€) couvrants

Soient €,0 > 0 et z € X, on définit :

H(n,d|x,€) :=logr(n,d, B(x,n,¢€))

1
h(é|€) := limsup — sup H(n,d|z,€)
n—+oo T zeX

h*(T) := 151% %13(1) h*(dle)

Comme pour l'entropie topologique, nous vérifions que ces deux définitions coincident. Plus
précisément, nous établissons facilement les inégalités suivantes :

h(diam(V)|Leb(U)) < h(V|U) < h(Leb(V)|diam(U)) (2.1)

On peut en fait intervertir le supremum en x € X ou en U™ € U™ avec la lim sup en n. Formulons
ceci plus précisément avec les définitions suivantes :

1 1
h(d]e) := sup limsup —H (n,d|z,€) et A(V|U) :=sup lim —H(n,V|z,U)
n n

z€X n—+oo reX M+

L (T) := 21_1% %1_1%@ (dle) = 12f51¢pﬁ(V|L{)
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les deux termes de droites de la derniére égalité coincidant d’aprés (2.1). On a clairement les inégalités
suivantes :

h(VIU) < h(VIU) et h(5]e) < h(s]e)

et donc

h*(T) < h*(T)
Proposition 2.1.7 [Bowen/(Proposition 2.2 de [11])
B (T) = h*(T)

Dans la suite on établira cette proposition comme conséquence d’un principe variationnel di a
T. Downarowicz (Théoréme 2.7.9).

La notion suivante due & M.Misiurewicz généralise les notions plus fortes d’expansivité et de
h-expansivité [11].

Définition 2.1.8 (M. Misiurewicz) [43] Un systéme dynamique est dit asymptotiquement h-ezpansif
st son entropie de queue est nulle.

Les applications de Dintervalle monotones par morceaux (avec un nombre fini de morceaux)
sont asymptotiquement h-expansives. Nous rappellerons aussi que les dynamiques de classe C* sont
asymptotiquement h-expansives (Corollaire 4.2.6).

Propriétés de ’entropie de queue

On montre facilement que I'entropie de queue est invariante par conjugaison topologique tout
comine ’entropie topologique.

Nous énoncons maintenant les formules suivantes pour ’entropie de queue d’un produit direct
et d’une puissance. Ces formules sont analogues a celles vérifiées par 'entropie topologique et s’éta-
blissent sans difficulté.

Lemme 2.1.9 Soitn € N,
h*(T™) = nh*(T)

Lemme 2.1.10 Soient (X,T) et (Y,S) deux systémes dynamiques, alors
h*(T x S) = h*(T) + h*(S)

Nous relions maintenant l’entropie de queue de (X, T") avec 'entropie de queue de son extension
naturelle (Y,7T) (L’extension naturelle d’un systéme dynamique est définie en appendice).

Lemme 2.1.11 h*(T) = h*(T)

PREUVE :
Nous allons montrer les deux points suivants :
— Toute boule de Bowen pour T est contenue dans le relevé d’une boule de Bowen pour T' de
méme ordre et de méme rayon.
— Tout relevé d’une boule de Bowen pour T est recouvert par N boules de Bowen pour T de
méme ordre et de rayon quintuple, avec N dépendant uniquement du rayon.
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2.1. Généralités sur ’entropie

Supposons les deux points ci-dessus vérifiés et montrons h*(T) = h*(T). Soit € > § > 0, n €
N — {0}. Soit z = (z)pez € X et soit E5 un ensemble (n,6) couvrant de Br(zg,n,€) avec fE; =
r(n,d, Br(zg,n,€)). D’aprés le premier point, nous avons

BT(x,TL, 6) - ﬂ—ilBT(x[)v n, 6) - U WﬁlBT(?ﬁna 5)
yELs

puis en utilisant le second point pour chaque y € Ey, il existe Z, C X avec §Z, < N tel que

7 'Br(y,n,d) C U B7(z,n,50)
2€Zy

Finalement nous obtenons
r(n, 50, Bx(x,n,€)) < Nr(n,d, Br(zo,n,€))

et donc h*(T) < h*(T).

Etablissons maintenant 'autre inégalité. Considérons xg € X. D’apres le second point, il existe
E C X avec tE < N, tel que :

Br(zg,n,e) Cm U Bz (x,n, 5¢)
zelR

et puis en utilisant le premier point, nous avons :

T(”? (57 BT($07 n, 6)) < N sup T(nv 57 BT(Z7 n, 56))
zeX

et donc h*(T) < h*(T).

Nous montrons maintenant les deux points. Le premier suit aisément de la définition de la distance
d. Vérifions le second point. Soit € > 0, n € N—{0} et (z,)pez € Y. Note N := [—logy(€)] +2. Consi-
dérons un recouvrement ouvert ¢ de X de diameétre inférieur a e. Pour chaque U := (U, ...,Uan) €
UPN | posons Ay = {(zp)pez €Y : VI € [-N,—-1], 21 € Uyns1 et VI € [n,n+ N —1], z; €
Ui N-ns1} N7 Br(20,n, €). Pour chaque U € U avec Ay # 0, on choisit yV = (le)leZ e Ay.
Montrons que 7' Br(zg,n,€) C Uvewey, ay20 Bx(yY,n, 5¢). Soit y = (yi)iez € © ' Br(xo,n,e).
Il existe U € U tel que d(yY,y) < € pour | € [-N,-1]U[n,n + N — 1]. Puisque y%,y €
71 Br(z0, 7, €) nous avons d(y",y;) < 2¢ pour [ € [0,n — 1]. Finalement nous obtenons pour tout
qgeo,n—1]:

- X dWY, g Yitq)
749 U 774 . i+q>» Jit+q
1=—00

Ayl vivg) 1
- Z 9lil + aN-1 < 5e
i+q€[-N,n+N—-1]

Entropie de queue pour les applications de l’intervalle

Dans le cas des applications de l'intervalle, I’entropie topologique est caractérisée par les fers a
cheval [46]. Ce résultat est dia & M.Misiurewicz. Nous montrons en adaptant la preuve de M. Mi-
siurewicz qu’il existe un résultat analogue pour I'entropie de queue des applications de l'intervalle.
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2.1. Généralités sur ’entropie

Plus précisément il existe des fers & cheval de taille arbitrairement petite et d’entropie proche de
I’entropie de queue.

Nous rappelons tout d’abord la notion de fer & cheval pour les applications de I'intervalle et nous
énoncons le théoréme de M.Misiurewicz.

Définition 2.1.12 Soit f une application de Uintervalle. Une famille J = (Ji, ..., J,) d’intervalles
fermés disjoints est appelé un p fer a cheval pour f si Jp C f(J;) pour tout (i,k) € [1,p]>.

Nous notons Hj :=(,cn [~ "J le compact maximal invariant associé a J et (E;, o) le décalage
sur I’ensemble E; := {1, ...,p}" des suites indexées par N a p symboles . L’application 7 : (Hj, f) —
(X, 0), définie par (7(z))r = q si f¥(z) € J, pour tout k € N, est une semi-conjugaison. En
particulier hiop(f) > logp.

En fait les fers a cheval caractérisent ’entropie topologique des applications continues de 'inter-
valle :

Théoréme 2.1.13 (Misiurewicz)[46],/3] Soit f une application continue de l'intervalle d’entropie
log(p)
> h.

hiop(f) > 0 alors pour tout h < hyop(f) il existe un p fer & cheval pour NV avec —S7
Nous montrons le résultat analogue suivant pour I’entropie de queue. On adapte la preuve de M.
Misiurewicz présentée dans [54] :

Théoréme 2.1.14 Soit f une application continue de 'intervalle dont ’entropie de queue est non
nulle. Pour tout 0 < h < h*(f) et pour tout € > 0, il existe un fer a cheval J avec hiop(Hy) > h et
diam(f"J) < € pour tout n € N.

PREUVE : On suit la preuve du théoréme de M. Misiurewicz pour l'entropie des applications conti-
nues de l'intervalle. On va travailler avec ’entropie de queue définie & partir de recouvrements ouverts.

On suppose tout d’abord h*(f) > h > 3. Soient U, V des recouvrements ouverts de [0, 1], tels que
h(V|U) > h > 3. On peut supposer que U et V sont constitués d’intervalles ouverts. Si @ est une
collection de sous-ensembles disjoints de [0, 1] et W un ouvert de [0, 1], on note §(Q|W) le nombre
d’éléments de @ rencontrant W. Soit P une partition de [0, 1] en intervalles plus fine que V et U.

1 Pn n
On a alors h(P|U) := limsup sup log 4(P"|U™) > h(VIU) > h > 3.
n

n—-+oo Ureun

Pour tout A € P, tout @ C P et tout entier n, on note Q" la collection de sous ensembles de A, dé-

1 mn Un
finie par Q% := {A(f~'B : B € Q"'}. Onconsidere F := {A € P : limsup sup log 4(PAIU™) _

n—-+oo Uneln n
R(P|U)}. On va tout d’abord montrer que h(Fa|lU) = h(P|U) pour tout A € F. En écrivant tout

élément de P} sous la forme (ﬂf:_ol ”A,-) N (ﬂ?;,i f*jAj> avec Ag = A, Aq,...,Ap_1 € F et

Ay ¢ F, puis en regroupant les éléments de P} suivant cet instant &, on obtient :

sup §(FAIUR) D sup  §(PyHUTR)

n
sup #(PRU™) <>
Ukeuk AEF Un—keyn—=k

Ureun P

Or il est bien connu que si on considére deux suites (an)nen €t (bp)nen & valeurs dans R,
lo o Qxby loga log b ) R
alors lim sup 8 (2k=0 Obn—k) = max(lim sup & ™ lim sup @) En appliquant ceci & I'inéga-

lité précédente, on obtient pour tout A € F :

R(PIU) = h(Faltd) (2.2)
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2.1. Généralités sur ’entropie

Une n-chaine d’intervalles de P est une suite de n intervalles non vides de la forme suivante :

(Ao, Ar [ F(A0)s ooy Ana () " (A0))

avec A; € P pour tout i = 0,...,m. A une telle n-chaine d’intervalles de P, on peut associer un
intervalle Ja, .4, , tel que pour 0 <i <n—1ona fi(JAO’,__7An71) C Ajet 7N Jayn, ) =
Ap_ 1NN 1(Ap) (Lemme 1.4.3 de [54]). Si E est une collection de n-chaines d’intervalles de P
de premier terme Ay, tel que Ay C f™(J) pour tous les intervalles J associés a ces n-chaines, alors
les intervalles J forment un §F fer a cheval pour f™.

Pour A,B € F et U™ = ﬂ?:_ol ~U; € U™, on considére le nombre c¢(A, B,U™) de chaines
d’intervalles (Ag, A1 () fAo, ..., An_1)... ) f* L Ap) telles que :

- Ag=Aet A; € F pour tout i =0,...,n — 1;

- A; CU; pour tout ¢ =0,...,n—1;

- BC fn(JAop--,Anfl)'

On définit alors ¢(A, B,n) := sup c(A, B,U"™). Clairement c¢(A, B,n)xc(B,C,m) < c¢(A,C,n+

ureun

m). Nous allons montrer qu’il existe Ag € F, tel que ¢(Ag, Ag,n) > h™. On obtiendra ainsi un [A"]+1
fer & cheval pour f™.

Fixons U™t € Y"1, On peut écrire U™ sous la forme U™ := U™ f~"U,, avec U™ =
ﬂ?;ol —U; € U™ et U, € U. Pour tout Jga,, . 4, ,, il existe au plus deux éléments de F qui

)

rencontre le bord de f™(J4,,.. A, ;) car ensemble f™(Ja,. .. A, ,) est un intervalle. On a donc :

> per, Bcu, (A, B, U")
ZBG]—', BCU,, ﬁ{(AQ, ...,An_l) e Fn | Ay = A,Al cU;,BC fn(JAo,...,An_l)}
ZBE]—', BCU,, ﬁ{(Ao, ...,An_l) eF" | Ay=A,A; C Ui,Bﬂfn(JAoy,_,7An,1) # @})
—Qﬁ{(Ao, ...,An_l) e Fn ‘ Ag=A,A; C UZ‘}

AV

Mais observons que ZBE?,BCU,L 8{(Agy ey An_1) € F | Ag = A, A; C Ui, BN f*(Jag....A, 1) 7
0} est exactement #{(Ao,...,A,) € F"T1 | Ay = A, A; C U;}. Donc en passant au sup en U™, on
obtient :

sup Y c(A,B,n) > sup  H(FLTNUMT) -2 sup §(FAUM)
Unez,{ BG]: BCUn Un+1€un+1 U"GU"

Notons ay, 1= supyneyn §(F4|U™). D’aprés I'égalité (2.2), on a limsup,,_, | bg% > h > 3. De
plus ap11 < §F X ay,. Cest un exercice simple ( Lemme 4.2.4 de [54]) d’en déduire que pour tout
entier IV, il existe n > N tel que a,, > h" et ap+1 > 3a,. En appliquant ceci a I'inégalité précédente,
on conclut que pour tout entier N, il existe n > N tel que :

sup Z c¢(A,B,n) > any1 — 2an > ap > h"
Un€U peF BCU,

En particulier, il existe B € F tel que ¢(A, B,n) > g—;

Pour tout A € F, il existe donc un élément ¢(A) de F tel que

1
limsup — log ¢(A, p(A),n) > h

n—+4oo N

L’application ¢ : F — F a un point périodique, que ’on note Ag et d’aprés les estimées précé-
dentes, limsup,,_,, o % log ¢(Ag, Ag,n) > h. Ceci montre le théoréme pour h*(f) > 3.

Etudions maintenant le cas général en considérant une itérée de f. Soit € > 0. Soit m € N, tel que
R*(f™) = mh*(f) > 3. Par uniforme continuité de f™, il existe § > 0 tel que pour tout ensemble F
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2.1. Généralités sur ’entropie

de diamétre < § et pour tout i = 0, ...,m — 1, le diamétre de f*(F) est < e. On applique le théoréme
A f™ et 0 : pour tout réel h < h*(f), il existe un entier N et un fer & cheval H pour f™V avec
hiop(H, f™) > mh et diam(f™"H) < 0 pour tout entier n. Clairement hy,,(H, f) = w > h.
Enfin d’aprés le choix de §, on a diam(f"H) < e pour tout entier n. O

Remarque 2.1.15 On déduit facilement du théoréme 2.1.18 de M. Missiurewicz que l’entropie topo-
logique est une fonction s.c.i. sur 'ensemble C([0,1]) des applications continues de lintervalle muni
de la topologie de la convergence uniforme. Cependant il est faur que l'entropie de queue est une
application s.c.i. sur C([0,1]). En effet on peut construire une application de lintervalle avec une
entropie de queue non nulle en construisant des fers a cheval s’accumulant sur un point fizre. On
crée pour cela une suite de zig-zags de plus en plus petits au voisinage d’un point (Voir Proposition
5.5.8). Une telle application est une limite uniforme d’applications monotones par morceauz (avec
un nombre fini de morceauz). Or les applications monotones par morceaux ont une entropie de queue
nulle.

Question 2.1.16 Pour les difféomorphismes C1T% de surface, A. Katok [37] a prouvé qu’il existait
un compact hyperbolique d’entropie arbitrairement proche de entropie topologique. On peut alors se
demander si ce résultat peut se transposer encore a 'entropie de queue. Formulons plus précisément
notre question. Soit M une surface compacte et f : M — M un diffé¢omorphisme C'7¢, existe-
t-il, pour tout € > 0 et tout h < h*(T), un compact hyperbolique K tel que que hyop(K) > h et
diam(f"K) < € pour tout entier n ?

2.1.4 Entropie k dimensionnelle

Soit M une variété compacte C*° de dimension d et T': M — M une application continue.

Définition 2.1.17 Pour tout 0 < k < d, l’entropie k dimensionnelle de T, notée hy(T), est
définte comme suit :

hi(T') = sup hiop(0)
ou le supremum porte sur les applications o :]0, 1[k—> M de classe C*°.
Remarquons que hg(T') = hop(T).

Munissons M d'une structure riemannienne et notons X5 ’ensemble des applications o :]0, 1[F—
M de classe C* avec [|o||s := maxo<i<s sup,ejo 1 [D'0fle < 1, ot ||l est la norme subordonée a la

norme ||[|2 de R¥ et & la norme o) de ToyM. J. Buzzi [24] a montré que 'on peut intervertir,
dans le cas C*°, le supremum en o avec les autres passages a la limite dans la définition de 'entropie
k dimensionnelle, ¢’est & dire : si T est de classe C* alors

1
hp(T) = lim limlimsup sup — logr(n,€, Image(o))
§5—=+00€e—=0 pnotoo gex, T

Le concept suivant a été introduit et étudié par J. Buzzi dans [22] :

Définition 2.1.18 Avec les notations précédentes, l'application T est dite entropie-dilatante si

hd—l(T) < hd(T> = htop(T)
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2.2. Partitions essentielles et topologiques

2.2 Partitions essentielles et topologiques

Les partitions essentielles sont des partitions remarquables sous deux points de vue. D’une part
I’entropie relative a une telle partition est s.c.s. D’autre part ces partitions différent peu du point de
vue dynamique d’un recouvrement ouvert : ce sont des partitions dites topologiques. Ces deux pro-
priétés sont exploitées de fagon essentielle dans notre preuve du principe variationnel pour ’entropie
de queue [16].

Nous commencons par quelques rappels sur la capacité orbitale d’un ensemble. Cette notion a été
étudiée par E. Lindenstrauss et B. Weiss dans [42] et [41]. Puis nous rappelons la notion de partitions
essentielles, leurs propriétés élémentaires ainsi que les résultats d’existence de suites raffinantes
de partitions essentielles. On explique aussi, en suivant ’approche de T.Downarowicz, comment
I’existence d’un telle suite de partitions permet de construire une extension zero-dimensionnelle
principale. Ensuite nous introduisons la notion de partitions topologiques et nous relions l'entropie
combinatoire de ces partitions a I’entropie topologique. Nous prouvons aussi un principe variationnel
pour 'entropie conditionnelle relative & des partitions essentielles. Nous terminons ce paragraphe en
étudiant le probléme d’existence des partitions topologiques dans le cas simple de la dimension 1.

2.2.1 Capacité orbitale

Soit C un sous ensemble de X. Notons 1¢ la fonction Caracteristique de 1 ensemble C'. La suite
(SUPgex Yoo ' 10(Tx))nen est sous-additive et donc la suite (L sup,ex 1 ' 16(T2) ) pen converge
et de plus

lim — sup Z lo(Tz) = inf — sup Z lo(T'x)

n—+toon z€X neN 7 r€X

On peut donc définir la quantité suivante :

Définition 2.2.1 La capacité orbitale ocap(C) d’un sous-ensemble C' de X est définie comme

suit :
n—1

_7 1 i
ocap(C) = ngrfoo - :lel)% z; lo(T'z)

On relie maintenant la capacité orbitale d’un sous-ensemble de C' avec la mesure p(C) pour les
mesures invariantes p.

Lemme 2.2.2 [41] Pour tout borélien C de X, on a

sup  pu(C) < ocap(C)
HEM(X,T)

De plus, si C est fermé,

sup  p(C) = ocap(C)
HEM(X,T)

PREUVE :
Soit p une mesure de probabilité invariante et C' un borélien de X. On a clairement par invariance
de la mesure p :

n—1
p(C) = - S u(riC)
1=0
1n—1 n—1
ue) =33 /X Lo(T's)dn(a) < 1 sup 3 1e(T')
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2.2. Partitions essentielles et topologiques

En particulier, on a
sup  p(C) < ocap(C)
HEM(X,T)

On peut aussi invoquer le théoréme ergodique. En effet on a tout d’abord d’aprés le théoréme
de décomposition ergodique, sup,e(x,1) #(C) = supuepm. (x,1) #(C), ot Mc(X,T) désigne I'en-
semble des mesures ergodiques. Enfin d’apres le théoréme ergodique de Birkhoff, si p est une mesure
ergodique, alors pour p presque tout x :

1 1 T’
n;ffng o we)

et donc ocap(C) > u(C).

Supposons maintenant C' fermé. Pour tout n € N, on considére x, € X, tel que :

Zlc Tzn —sup21c TZ

mEX

Pour tout n € N, on note u, := %ZZ;(I) T+, = %Ez;é Orkg, - Quitte & extraire une sous-suite,
on peut supposer que u, — pu € M(X,T). L’ensemble C étant fermé, on a par convergence * faible
de p, vers p :

limsup p,, (C) < p(C)

n—-4oo
Or
1 n—1
lim su C)= lim —su lo( T'x) = ocap(C
nﬂ+oc1>) Mn( ) n—+00 1 xe)% Z ) p( )

g

Lemme 2.2.3 [}1] Soit C un sous-ensemble fermé de X . Alors pour tout € > 0, il existe un voisinage
U de C tel que ocap(U) < ocap(C) + .

PREUVE : Nous présentons deux preuves : la premiére est due & Lindenstrauss et utilise le point de
vue "fréquence", i.e. la définition de ocap(C') comme étant la fréquence maximale de passage dans
C, la seconde, qui m’a été suggérée par T.Downarowicz, utilise un point de vue mesuré a I'aide du
lemme précédent.

(1) Soit € > 0 et soit N € N tels que + sup,cx Zi]\:ol 1o(T'z) < ocap(C) + e. Autrement dit
intersection des ensembles C,T~1C, ..., TI=N(ocap(©)+)]-11 ogt vide. L’ensemble C' étant fermeé,
il existe un voisinage ouvert U de C tel que les ensembles U, 71U, ..., TI=N(ocap(C)+I)l-171 gpient
encore disjoints, c’est a dire

N-1

1
— 1y (T'z) < C
leelgz u(T'z) < ocap(C) + €

Par sous additivité de la suite (sume S lc(Tia?)) W on conclut que
ne
N-1

1
ocap(U) < — su 1 TZ < ocap(C) + €
p(U) N%EZ v(T'z) p(C)

o7



2.2. Partitions essentielles et topologiques

(2) Notons Cy, := {z € X, d(z,C) < 1}. Pour tout entier n, la fonction f, : M(X,T) — R
définie par f,(u) := u(Cy) est s.c.s. car C), est fermé. La suite (fy,)nen est décroissante et converge
vers f: M(X,T) — R, définie par f(u) := pu(C). D’apres la proposition 1.1.4 (3), on a

o
sup  p(C)= lim  sup p(Cp)= lim  sup pu(Cy)
pEM(X,T) o0 e M(X,T) o0 e M(X,T)

c’est & dire d’aprés le lemme précédent :

ocap(C) = lim ocap(C’On)

n—-—+00

o

11 suffit donc de prendre U :=C), pour n assez grand. 0

2.2.2 Partitions essentielles

Nous rappelons maintenant la notion de partitions essentielles et les résultats de E. Lindenstrauss
et B. Weiss concernant 1’existence de telles partitions.

Définition 2.2.4 Une partition P esl dile essentielle si l'une des trois condiltions équivalentes
suivantes est vérifiée :

1. Les bords des éléments de P ont une capacité orbitale nulle ;
2. Les bords des éléments de P sont de mesure p nulle pour tout p € M (X, T) ;

3. Pour tout A € P, le sous ensemble M(X,T) de l’ensemble P(X) des mesures de probabilité
boréliennes de X est inclus dans l'ensemble des points de continuité de la fonction fa : P(X) —
R* définie par fa(p) = u(A) pour tout p € P(X).

Remarque 2.2.5 Si Q et P sont deuz partitions essentielles, alors la fonction p — H,(P|Q) de
P(X) dans RY est continue. On en déduit que la fonction i — h(p, P|Q) = inf,en 2 H,(P"|Q™)
de M(X,T) dans RT est s.c.s. Cependant cetle derniére propriété est plus faible que le caractére
essentielle de la partition (Condidérer par ezemple T' = Ids: et deuz partitions non triviales du cercle

s).

Une partition est dite clopen si tous les éléments de cette partition sont & la fois des ouverts
et des fermés de X ou de facon équivalente si la frontiére de cette partition est vide. En particulier
une partition clopen est une partition essentielle. Si X est zero-dimensionnel alors (X, T') admet une
suite raffinante de partitions clopen, donc essentielles. Cependant I'existence de suite raflinante de
partitions essentielles est en général beaucoup plus difficile & obtenir.

Existence de partitions essentielles

Clairement, le cercle S' pour la dynamique triviale, T = Id, n’admet pas de partitions essen-
tielles non triviales. Les deux théorémes suivants nous assurent l'existence d’une suite raffinante de
partitions essentielles sous certaines hypothéses.

Théoréme 2.2.6 (E. Lindenstrauss [40]) Soient X un espace métrique compact de dimension topo-
logique finie et T un homéomorphisme de X d’entropie finie tel que Uensemble des points périodiques
est de dimension zero, alors il existe une suite raffinante de partitions essentielles.

Dans le cas de la dimension 0, ce théoréme est trivial d’aprés le commentaire précédent. Ca ’est
aussi dans le cas de la dimension 1. En effet si P est une partition en intervalles, alors le bord de P
est constitué d’un nombre fini de points. Or un point est chargé par une mesure ergodique invariante
si et seulement si ce point est périodique et cette mesure est la mesure périodique correspondante.
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Théoréme 2.2.7 (E. Lindenstrauss, Theorem 6.2 [41]) Si T est un homéomorphisme de X d’en-
tropie finie admettant un facteur minimal infini (c’est & dire non réduit 4 une orbite périodique),
alors il existe une suite raffinante de partitions essentielles.

On ne sait pas si ce théoréme est encore vrai dans le cas non-inversible. De plus, on espére pou-
voir remplacer la condition du facteur minimal non trivial par la nullité de la dimension des points
périodiques comme dans le cas de la dimension finie (Théoréme 2.2.6).

La condition d’un facteur minimal infini semble difficile & employer. On utilisera essentiellement
le corollaire suivant qui nous donne pour tout homéomorphisme d’entropie finie une extension pré-
servant I'entropie (extension principale, voir paragraphe suivant) admettant une suite raffinante de
partitions essentielles :

Corollaire 2.2.8 Soit o un nombre irrationnel. Notons R, : S' — S' la rotation du cercle d’angle o.
On suppose que T est un homéomorphisme de X . Alors (X x SL, T x Ra) admet une suite raffinante
de partitions essentielles.

Partitions essentielles et extension zero-dimensionnelle principale

Un systéme dynamique (Y,.S5) est une extension de (X,T) s’il existe une application continue
m:Y — X telle que w0 S =T o et telle que I'application 7* : M(Y,S) — M(X,T) induite par 7
est surjective. Cette extension est dite principale si h(7*u) = h(p) pour tout p € M(Y,S).

Soit P := (Pj)ken une suite raffinante de partitions. Considérons l’extension symbolique (7, Xp)
associée a P (cf Appendice A). Si Vorbite de x € X ne rencontre pas les bords des partitions de P,
alors x admet un unique antécédent pour cette extension. Donc si les partitions Py sont essentielles,
alors 7 est un isomorphisme mesuré, en particulier 7 induit un homéomorphisme sur les ensembles
de mesures invariantes et 7 est une extension principale.

On en déduit donc d’apreés le corollaire 2.2.8 et le théoréme A.2.1 de ’Appendice A :

Théoréme 2.2.9 (Proposition 7.8 de [12]) Tout systéme dynamique d’entropie topologique finie
admet une extension zero dimensionnelle principale.
2.2.3 Partitions topologiques

On définit ici une nouvelle famille de partitions : les partitions topologiques. Celles-ci "dif-
férent peu d’un recouvrement ouvert d’un point de vue dynamique" :

Définition 2.2.10 On dit qu’une partition P est topologique si pour tout o > 0, il existe A > 0,
tels que pour tout 6 < A,

limsupllogsupjj{A epr" . AﬂB(:c,n,é) #@} <«

n—+oo T reX

Le lemme suivant est le point clé de notre preuve du principe variationnel pour ’entropie de
queue. Il nous permettra de relier ’entropie combinatoire conditionnelle relative a des partitions
essentielles et 'entropie de queue (Proposition 2.2.14).

Lemme 2.2.11 Les partitions essentielles sont topologiques.

PREUVE : Soit P une partition essentielle. Par définition, on a ocap(9P) = 0. Soit a > 0. D’apres

le lemme 2.2.3, il existe un ouvert U D 0P, tel que ocap(U) < m. Considérons le recouvrement
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o
ouvert V :={U, A : A € P} et notons ey le nombre de Lebesgue de ce recouvrement ouvert. Pour
tout € X et § < ey, la boule de centre x et de rayon § est soit incluse dans U soit incluse dans un

;)1 avec A € P. En particulier la boule de centre x de rayon ¢ rencontre plusieurs éléments de P si et
seulement si x € U. On en déduit que le nombre d’éléments de P™ rencontrés par la boule de Bowen
centrée en x d’ordre n et de rayon J est au plus de (j:lP)ZZ:o lo(T*@) £y prenant le supremum pour
x € X puis la limite supérieure logarithmique en n, on obtient :

1
lim sup — log sup f{A € P" : AmB(l‘, n,d) # 0} < ocap(U)log(fP) < «
zeX

n—+oo N

O

Dans le cas de la dimension finie, I'existence de suite raffinantes de partitions essentielles est reliée
& la dimension des points périodiques. Dans le cas des partitions topologiques, nous conjecturons qu’il
existe en toute dimension une suite raffinante de partitions topologiques. On montrera facilement la
conjecture dans le cas de la dimension un (Voir p. 63).

Entropie combinatoire relativement a des partitions

Nous donnons ici une premiére illustration de la notion de partitions topologiques. Rappelons
que l'on peut définir I’entropie combinatoire h(7, P) de T par rapport a la partition P comme
suit [34] :

. 1 n
h(T,P) := nEI—Eoo - log P
11 s’agit de ’entropie de la dynamique symbolique X p engendrée par la partition P (Cf Appendix A).
Trivialement, on a h(T, P) > hop(T, diam(P)).

Mais en général cette quantité peut étre strictement plus grande que I'entropie topologique.
Considérons par exemple une dynamique Nord-Sud sur la sphére S? avec doublement de la latitude.
Alors I'entropie topologique est nulle alors que I'entropie combinatoire d’une partition constituée de
deux hémispheres séparés par un méridien est égale a log 2 (remarquons que cette partition n’est pas
essentielle, car le dirac au pole sud est une mesure invariante chargeant le bord de la partition). Ce
"phénomeéne" permet aussi de construire des exemples affines par morceaux d’entropie topologique
strictement plus petite que Uentropie de multiplicité (Définition 5.6.2). Toutefois, si P est une tri-
angulation de X de valence r, alors h(T, P) < hyop(T) + log(r).

Dans le cas ol la partition considérée est topologique, on a :

Proposition 2.2.12 Soit P une partition topologique, alors
(T, P) < hiop(T)

PREUVE : Soit a > 0. La partition P étant topologique, il existe A > 0, tel que pour tout § < A,
toute boule de Bowen de rayon § et d’ordre n grand rencontre au plus e®” éléments de P™. Donc
hiop(T',0) > h(T, P) — . En faisant tendre §, puis « vers 0, on obtient : hy, (1) > h(T, P). O

La proposition précédente associée a I'inégalité h(T', P) > hyop(T, diam(P)) donne le corollaire
suivant :

Corollaire 2.2.13 Si P := (Py)gen est une suite raffinante de partitions topologiques, alors

htop(T): lim h(T,Pk>

k—+4o00
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Entropie combinatoire conditionnelle

Si P et Q sont deux partitions de X, on peut, par un argument de sous additivité, définir
I’entropie combinatoire conditionnelle de P sachant () comme suit :

1
h(T,P|Q) := lim —log su BeP' A(|B#0
(T.PIQ) = lim log sup 4 (B #0}

Soit P := (Px)x une suite raffinante de partitions. On définit Uentropie de queue relativement &
cette suite de partitions de la fagon suivante :

KT, P)= lim lim h(T,P|P)

k——4o00 [—+00

Proposition 2.2.14 Si P est une suite raffinante de partitions topologiques, alors h*(T) = h*(T,P).

PREUVE :
Soit € > 0. Par définition des partitions topologiques, pour tout entier k, il existe d; > 0 tel que :

limsupl sup log{A € P, B(z,n,d) ﬂA #0} <e

n—+oo M zeX

Pour tout n € N on obtient facilement les inégalités suivantes :

sup r(n,diam(FP,), B(z,n,d)) < sup t{A € P}, B(x,n,d) ﬂA # 0} x sup #{B € P', BC A}
zeX zeX Aepp

sup #{B € ', BC A} < sup#{A € P/, B(x,n,8)( |A # 0} x sup r (n,d;, B(z, n, diam(FP})))
AeP] zeX reX

Puis en prenant la limite logarithmique en n, on a :

1
h(diam(P})|d;) = limsup — log sup r(n, diam(P,), B(z,n,d)) < h(T, P,|P;) + €
n—+oco 1 zeX

1
h(T, B|P;) < limsup — log sup r (n, d;, B(x,n,diam(Py))) + € = h(§;|diam(Py)) + €
n—+oo M zeX

Enfin en faisant tendre [ puis k vers +o00, on obtient |h*(T) — h*(T, P)| < €. Ceci étant vrai pour
tout € > 0, on conclut que :

(T, P) = h*(T)

Entropie combinatoire et entropie mesurée

Nous comparons I'entropie combinatoire avec I’entropie mesuré. Soient P et Q deux partitions
de X. Considérons p € M(X,T). Rappelons que pour tout entier n,

Hu(Pn’Qn) = E /’L(A)HHA(PH)
AeQn,
p(A)#0

avec pa(.) = ”(ﬁQ)‘).
Or, par un argument classique de concavité, H,,(P") < log4{B € P", B[ A # (}. On obtient

donc
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1 1
- niOon") < = n
~H,(P"|Q") < nASélgnlogti{BeP : BﬂA;«é@}

puis en prenant la limite quand n tend vers 400 :

h(p, P|Q) < (T, P|Q) (2.3)

Théoréme 2.2.15 Soient P et Q) deuz partitions essentielles, telles que P est plus fine que Q, alors

o h(p, P|Q) = o h(p, PIQ) = W(T, P|Q)
PREUVE :

Justifions tout d’abord 'égalité max,crq(x,1) M1, P|Q) = max,e pm, (x,1) M, P|Q). L'entropie
conditionnnelle A(., P|Q) définie sur M(X,T) est une application affine s.c.s. d’aprés la remarque
2.2.5. Donc cette fonction est harmonique et atteint son maximum en une mesure ergodique.

Montrons maintenant que max,e p(x,7) h(1t, P|Q) = h(T, P|Q). D’aprés l'inégalité précédente
(2.3), il suffit de montrer qu'’il existe une mesure invariante p telle que h(p, P|Q) = h(T, P|Q). On
s’appuie sur les idées de M. Misiurewicz utilisées dans sa courte preuve du principe variationnel
pour Uentropie topologique [44]. Avant cela nous rappelons sans preuve deux lemmes classiques.
Commencons par la propriété de concavité de ’entropie conditionelle.

Lemme 2.2.16 [57] Soit A € [0,1] et soient p,v deuz mesures de probabilité. Soient P,Q deux
partitions. Alors

Hyq (12w (P1Q) = AH,(P|Q) + (1 — A\ H, (P|Q)
L’entropie conditionnelle satisfait aussi la propriété de sous-additivité suivante :
Lemme 2.2.17 [57] Soient A, B,C, D des partitions, alors
H,(Av B|CVD)<H,A|C)+ H,(B|D)

Revenons 4 la preuve du théoréme 2.2.15.

Fixons | > k € N. Soit A, un élément de Q", tel que §{B € P", B C A,} = maxacqn #{B €
P", B C A}. Puis posons A, :={B € P", B C A,}. On choisit arbitrairement xp € B pour tout
B € A,. Considérons les deux mesures de probabilité suivantes u, et v, :

1
Hn ::E Z Oup

BeA,

n—1

Uy = 1 ZT*k,un

n
k=0

Toute limite faible de (v, )nen est clairement T-invariante. Quitte & extraire une sous suite de
(Vn)nen, on peut supposer, que v, — n € M(X,T) quand n — +o0.

Puisque la mesure pu,, est supportée par A, € Q™, nous avons :

H,,, (P"Q") = H, (P") (2.4)

Il existe au plus un zp dans un élément donné de P". Donc u,(B) = ti«%n ou iy (B) = 0 pour
tout B € P™. On en déduit :

Hy, (P") = log(§An) (2.5)
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Pour 0 < j < m < n, nous coupons lintervalle d’entiers (0,n) en [-] — 2 sous intervalles de

longueur m : (4,7 +m—1), ..., (j + km,j+ (k+1)m — 1),... avec au plus 3m termes restants.

D’aprés le lemme 2.2.17, nous avons :

[]-2 jHk+)m=1  G(k+Dm-1
H, (P"|Q") < Z H, \/ T’ZP‘ \/  T7Q| +3mlog(tP)
i=j+km i=j+km

(]2

H, (P"|Q") < Z Hpeyinm,, (P™Q™) + 3mlog(4P)

En sommant sur j pour 0 < j < m, nous obtenons :

n—1

o (PPQM) € 37 Hy,, (P™IQ™) + 3m?log(4P)
k=0

L’entropie conditionnelle étant concave (Lemma 2.2.16), on a :
mH,, (P"|Q") < nH,, (P™|Q™) + 3m® log(£P)
Alors en combinant avec (2.4) et (2.5), nous obtenons :

H,, (P™|Q™) _ log(tAy) — 3m log(4P)
m - n

Puisque les partitions P et @ sont essentielles, la fonction p+— H,(P™|Q™) est continue. Donc
en prenant la limite quand n tend vers I'infini, on obtient :

H.(P™ O™ 1
M > hmsup 7]Og sup {B € Pna B C A} = h(T’P‘Q) (26)
m n—-+oo n AEQ”

puis en prenant la limite quand m tend vers l'infini :

h(n, P|Q) = h(T, P|Q)

2.2.4 Cas de la dimension 1

Nous examinons dans le cas de la dimension 1 les propriétés de semi-continuité de ’entropie
conditionnelle relative & des partitions topologiques. Nous montrons aussi ’existence de suites raffi-
nantes de partitions topologiques.

On suppose désormais que X = S! ou X = [0, 1].

Proposition 2.2.18 Si P et Q sont des partitions topologiques en intervalles de X, alors la fonction
h(.,P|Q) de M(X,T) dans R est s.c.s.

PREUVE :

Soit a > 0. Les partitions P et @) étant topologiques, la boule de Bowen B(p,n,d) d’un point
périodique p est un voisinage ouvert de p rencontrant au plus e®” éléments de P™ U Q™ pour § assez
petit et n assez grand. Si un élément A de P™ U Q™ a un bord qui est un point périodique, alors
lorbite périodique de ce point rencontre P U Q. Notons E ’ensemble des éléments de P™ U Q"
rencontrant une boule de Bowen B(p, n, §) avec p un point périodique dont I’orbite rencontre 9 PUIQ.
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Nous notons aussi E’ le sous-ensemble de P" VV Q™ des éléments de la forme A() B avec A,B € E.
Remarquons que tout élément de (P"V Q™ — E')|J (P™ — E) ne contient pas de points périodiques
dans son bord. Puisque les partitions P et ) sont en intervalles, on a $F < 2(§P + $Q)Le®", on
L est le maximum des périodes des points périodiques appartenant au bord de P ou de ). Pour n
suffisament grand, on obtient alors pour tout p € M(X,T) :

H(PMQ") = > —u(A)logu(A) = [ > —u(A)logu(A)

AePnrvQn AeQn

|H,(P"1Q™)— > —u@logp(A) — | Y —p(A)logp(A) | | | < 2an+2log(2(4P+£Q)L)
AePrVQn—E AeQn—E

La fonction p+— >° 4c pnygn_pr —#(A) log u(A) — (EAGQ"—E —u(A)log u(A)) est continue en
i, car les éléments de PV Q" — E’ et de Q™ — E ne contiennent pas de points périodiques

o —

dans leur bord. On en déduit que H (P"|Q") < 5an pour n suffisament grand. Donc h(., P|Q) <

—_~—

inf,en %H(.,P”\Q”) < h(., P|Q) 4 ba. Ceci étant vrai pour tout o > 0, on conclut que A(., P|Q)
est s.c.s. Il

Remarque 2.2.19 De la méme fagon, on peut se passer de I’hypothése essentielle (utilisée unique-
ment en (2.6)) dans la preuve du théoréeme 2.2.15; i.e. si P et Q sont deuz partitions topologiques
en intervalles de X avec P plus fine que Q, alors max,c v x,1) h(p, P|Q) = h(T, P|Q).

Question 2.2.20 Y a-t-il un analogue de la Proposition 2.2.18 en dimension supérieure ¢
Dans le cas de la dimension 1, il existe toujours une suite raffinante de partitions topologiques :

Proposition 2.2.21 Soit X = S! ou X = [0,1] et soit T une application continue de X dans
lui-méme. Alors (X, T) admet une suite raffinante (Py)ren de partitions topologiques en intervalles.

PREUVE :

On travaille tout d’abord avec X = S'. D’aprés le théoréme de Baire, si 'ensemble des points
périodiques de T de période n est d’intérieur vide pour tout entier n alors 'ensemble des points
périodiques de T est lui aussi d’intérieur vide. On en déduit que, pour tout o > (3 > 0, il existe une
partition P en intervalles telle que :

— 0P = Ey|J B> tels que Ej est de capacité orbitale nulle (i.e. ne rencontrant pas les points pé-

riodiques) et il existe un entier n, tel que tout x € Fj est dans l'intérieur des points périodiques
de période n;
- a < diam(A) < 8 pour tout A € P.

Soit v > 0 et soit un ouvert U D Ej, tel que ocap(U) < ~. Soit 01 := d(E;, X — U). Soit
dg = max{a,f/"B(Ezya) = Id}. Soit x € X. On pose ¢ := %61’62). La boule de centre T%z et de
rayon ¢ rencontre au plus 2 éléments de P puisque § < «. Si elle rencontre exactement deux éléments
de P, alors B(T*z,6) C U ou bien T/nB(Tkx,é) = Id. Le premier cas arrive avec une fréquence plus
petite que v, car ocap(U) < . Quant au second cas, observons que si T/”B(y’é) = Id, alors pour tout
entier m, la boule de Bowen B(y,nm,J) coincide avec la boule de Bowen B(y,n,d) et rencontre
donc au plus 2" éléments de P™". On en déduit facilement que P est une partition topologique.

Dans le cas de l'intervalle, certes les deux extrémités 0 et 1 peuvent étre des points périodiques
isolés, mais les boules de centre 0 et 1 et de rayon § (avec 6 comme ci-dessus) ne rencontrent qu’un
élément de P. g
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2.3 Candidats d’entropie et théoréme de réalisation

Dans cette partie, nous relions le formalisme fonctionnel introduit dans le chapitre précédent
avec I'entropie des systémes dynamiques.

Définition 2.3.1 Soit (X,T) un systéme dynamique d’entropie topologique finie. Un candidat
d’entropie est un candidat du compact M(X,T), dont la limite est la fonction entropie métrique.

Il est bien connu que I'ensemble M(X,T') des mesures de probabilité boréliennnes invariantes
par T est un simplexe de Choquet, dont les points extrémaux sont les mesures ergodiques. On sait
aussi que 'entropie métrique bien que n’étant a priori ni s.c.s. ni s.c.i. est une fonction harmonique
[57]. Le théoreme suivant est fondamental : il permet de réaliser de fagon dynamique les exemples
"formels" du chapitre précédent.

Avant d’énoncer le théoréme nous rappelons tout d’abord la notion de limite inverse. Soit
(Xk, Tk ) ken une suite de systémes dynamiques munie d’une suite d’applications continues surjectives

(mkt1 : Xkr1 — Xg)ken- On appelle limite inverse de (X, Tk, 7k )ken Uensemble limyey (Xg, T) :=
{(zx)keny € Xo X oo X Xg X oo | Tpg1(Tk+1) = xp} muni de la plus petite topologie rendant les
applications 7 o ¢ continues, o ¢ est la projection du produit X; X ... X X X ... sur le k"¢
facteur Xj.

Enfin on appelle sous décalage la dynamique induite par un décalage complet & alphabet fini sur
un sous ensemble invariant fermeé.

Théoréme 2.3.2 (Downarowicz, Serafin)[Théoréme 3 de [33]]

Soit M un simpleze de Choquet et F := (fx)ren un candidat affine de M a différences s.c.s. Alors
il existe un systéme dynamique zéro dimensionnel (X,T), qui est une limite inverse de sous-shifts
(X,T) =limgen (Xg,S), et un homéomorphisme affine a : M(X,T) — M tel que froa(p) = h(Pjup)
pour tout € M(X,T).

En particulier tout simplexe de Choquet est homéomorphe au compact des mesures invariantes
d’un systéme dynamique zéro dimensionnel.

Question 2.3.3 Quels sont les simplexes de Chogquet (resg. les candidats) que l'on peut réaliser par
des dynamiques plus réguliéres, i.e. de classe C" avec r € N ?

2.4 Exemples de candidats d’entropie

Présentons quelques candidats d’entropie. Excepté la modification du candidat & la Brin-Katok
HBE= les autres candidats font partie d’une longue liste de candidats introduits par T. Downarowicz
dans [31].

2.4.1 Entropie relativement a une suite raffinantes de partitions

Nous commencons par le candidat "historique". On considére une suite raffinante P := (Pg)ken
de partitions de X. Nous noterons Hp le candidat défini par Hp := (h(., Px))ken. La suite P étant
raffinante, on a :

— pour tout entier k, la partition P,y est plus fine que la partition Py, et donc h(., Pyy1) >

h(., Py ;
— le diamétre de Py, décroit vers 0 quand k& — +oo, ce qui entraine d’aprés la Proposition 2.1.6 :
Le candidat Hp est donc bien un candidat d’entropie.
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2.4.2 Entropie d’une famille de fonctions

Le candidat suivant a été introduit par T. Downarowicz [31]. Il présente des propriétés de conti-
nuité trés agréables et permet de définir la notion de structure d’entropie de fagon intrinseéque
(indépendamment des choix dans la Définition 2.6.1).

Définition

Soit f : X — [0,1] une fonction. On note Ay la partition de X x [0, 1] définie par Ay := {(x,t) :
flz) < t}[I{(x,t) : f(z) > t}. Si F désigne une famille de fonctions de X dans [0,1], alors on
note Ax la partition de X x [0, 1] définie par Ar := erf Af. SiS: X — X est une application
de X dans lui-méme, alors pour tout entier k, on a S_kAf = Aygogr. On définit Uentropie de u
relativement & F par

hp, F) := thId,Xxsl (kXA AF)

Propriétés de semi-continuité supérieure

Supposons que f : X — [0,1] est une application continue. Alors 0Ay C T’y := {(x,t) €
X x [0,1], f(xz) =t}. D’apreés le théoréme de Fubini, p x A(I's) = 0 et donc p x A(0Af) = 0 pour
toute mesure de probabilité invariante p. On en déduit que si F et G sont deux familles de fonctions
continues de X dans [0, 1], telles que G C F alors la fonction h(.,F) — h(.,G) : M(X,T) — RT est
une fonction s.c.s.

Suite raffinante de familles de fonctions

On munit X x [0, 1] de la distance produit D((z,t), (y,s)) := max{d(x,y), |t — s|}. On dit que
(Fn)nen est une suite raffinante de familles de fonctions si (A, (X x [0,1])), cy est une suite
raffinante de partitions de X x [0, 1[. Si F,, est une suite raffinante de familles de fonctions, alors
la suite (h(u, Fr))nen est décroissante et converge vers la fonction entropie métrique (observez que
px MX x {1}) = 0). La suite H/*" := (h(u, F))nen est donc un candidat d’entropie.

Existence de suites raffinantes de familles de fonctions continues

Nous construisons dans ce paragraphe une suite raffinante de famille de fonctions continues. Pour
tout entier ¢ € N*, nous allons exhiber une famille de fonctions continue G, telle que diam (Ag, (X x
%. La suite (Fq)gen+ avec Fy := e g Gq est alors une suite raffinante de familles de fonctions conti-
nues (on prend I'union pour s’assurer que la suite de partitions Az, est de plus en plus fine). Tout
d’abord, pour tout entier 0 < k£ < ¢, on note g; la fonction constante égale a g. Remarquons que
{(z,t) :gp(z) <t} {(z,t) : gpr1(z) >t} = X x [%, %[ Ensuite, par compacité de X, il existe
un sous ensemble fini E, de X, tel que |J, o B(z, ) X. D’aprés le théoréme d’Urysohn, pour
tout z € Ey, il existe une fonction continue f, : X — [O 1] tel que f,(x) = 0 pour tout = € B(z, 271)
et fo(x) =1 pour tout =z € B(z, ) Clairement X x [0,1[= U,cp {(2,t) : fz(x) <t} et pour tout
z € Eg,ona{(x,t) : f.(x) <t} ﬂ (X x[0,1]) € B(z, (1]) [0, 1]. D’apreés les remarques précédentes,
il est clair que G, :={gx, k € D,q} U{f., z € E;} convient.

Suites de partitions et suite de fonctions

Une suite raffinante de partitions induit naturellement une suite raffinante de familles de fonctions
de X dans [0, 1]. En effet, a une partition P, on associe la famille de fonctions Fp := {1y, U € P}.
De plus par définition, cette correspondance préserve 'entropie : h(., Fp) = h(., P).

Enfin lorsque l'on suppose que X est zéro-dimensionnel, une suite de partitions (Py)gen est une
suite raffinante de partitions clopen si et seulement si (Fp, )ren est une suite raffinante de familles
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de fonctions continues. En effet, U C X est un clopen si et seulement si la fonction indicatrice 1y
de U est continue.

A partir de maintenant, on considére une suite raffinante de familles de fonctions continues
(Fr)ren et on note H/"" le candidat H/*" := (h(., Fi))ren-

2.4.3 Entropie a la Katok

Dans son célébre article [37], A.Katok donne une formule pour ’entropie métrique d’une mesure
ergodique p, analogue & la formule de Bowen pour ’entropie topologique : on compte le nombre
d’orbites a une précision donnée, aux yeux de pu.

Soient € > 0, 1 > ¢ > 0, et pu une mesure ergodique, on définit

1
Iy (p, €) = hmiupﬁlogmin{ﬁC | u(|J B(z,n,e)) > 0}
noTee zeC

Alors, on a :
Théoréme 2.4.1 (Katok) [37] Pour tout 1 > o > 0, et pour toute mesure ergodique fu :
tim 2 41, ) = hi(y)
€E—>
L’entropie hfat est initialement définie pour les mesures ergodiques, on I’étend par harmonicité
sur le simplexe de Choquet des mesures invariantes.
Soit (€x)ken une suite strictement décroissante de réels positifs tendant vers 0. On définit alors le
candidat HE .= (hEK(. €;))ren. On déduit du théoréme de convergence monotone et du théoréme

2.4.1 que le candidat Hf“t a pour limite la fonction entropie métrique h; c’est donc un candidat
d’entropie.

On vérifie facilement U'inclusion Br(z,e,mn) C Brm(x,€,n) entre les boules de Bowen pour T
et T™. On en déduit la proposition suivante :

Proposition 2.4.2 Avec les notations précédentes, on a pour tout p € M(X,T), tout € > 0 et tout
m e N :
BE (1, e, T™) < mbE (i, e, T)

Remarque 2.4.3 En général, l'inégalité précédente est stricte.

Considérons ({0,1}N, 0, 1) le décalage G deuz symboles muni de la mesure de Bernoulli et de la

distance d(z,y) = EkEleEkQ;kyk"

Soit 0 < € < 1. Notons m := [logy(e™1)] + 1. Toute boule de Bowen de rayon e et d’ordre

n pour o®™ est de |1 mesure 27}”1- Donc pour tout o €]0,1[, on a hE®(u,e,d?™) = mlog?2 #

2mhE e (1, e, o) = 2mlog2.

Nous profitons de ce dernier résultat pour faire un apparté concernant ’entropie des mesures 7T'
et T invariantes. Il suit de la Proposition 2.4.2 et du Théoréme 2.4.1 que pour tout p € M(X,T)
et tout m € N, on a h(u,T"™) = mh(u,T). Nous relions maintenant 1’entropie d’une mesure 7™

. . NEE) . . . ., 1 m—1 sk .
invariante 4 a l'entropie de la mesure 7' invariante associée - ;"0 T*"pu

Lemme 2.4.4 Pour tout m € N — {0} et tout p € M(X,T™),

—_

m—

1
k=0 m

h(

1
m
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PREUVE : Fixons un entier m non nul. L’entropie métrique étant une fonction harmonique, il suffit
de montrer que h(T**u, T™) > h(u, T™) pour tout p € M (X, T™) et tout k = 0,...,m — 1. Soit u
une mesure 7™ ergodique et soit € > 0. Pour tout 6 > 0 et tout n € N considérons Cs,, C X tel
que T*k,u(UxeCé _Brm(x,n,6)) > 3 et limsup,,_, ., = log#Cs,, = hf/%t(T*k’,u, 9,T™). Par uniforme
continuité de T,’ il existe 69 > 0 tel que pour tout & < dp et tout x € X, on a Bpym(z,n,0) C
Br(z,n,¢). Puis remarquons que pour tout k € N et tout € X , on a r7(n,2¢, T *Br(z,n,¢€)) <
rr(k,e,X). On a donc rpm(n, 2, T~%Bprm(x,n,0)) < rr(n,2¢, T"*Br(x,n,€)) < rr(k,e,X). On en
déduit que pour § < dg :
s (T, 6,T™) > b (p, 26, T™)
Enfin en faisant tendre § puis € vers 0, on obtient

R(T* 0, T™) > h(p, T™)

2.4.4 Entropie modifiée & la Bowen

Ce candidat introduit par T. Downarowicz s’inspire de la définition de Bowen de I’entropie to-
pologique.

Soient € > 0, 1 > o > 0 et p une mesure ergodique, on définit :
1
hBo(u,€) := inf limsup —logmin{fC | C C F, C ensemble (n,¢) séparé}
F,/L(F)>O’ n—4oo N

Par ergodicité, cette quantité ne dépend pas de o (voir Identité 6.4.2 de [31]) et est donc notée
simplement h5°%(p, €).

Soit (€x)ken une suite strictement décroissante de réels convergeant vers 0. On obtient par exten-
sion harmonique un candidat de M(X,T), HBV := (hP°%(., €;))ren. Nous montrerons au théoréme
2.5.1 que les candidats HB" et HE9 sont équivalents. Deux candidats équivalents ayant meéme
limite, il s’en suit que lim HP°% = h et le candidat HP°" est donc bien un candidat d’entropie.

2.4.5 Entropie a la Brin-Katok

M. Brin et A. Katok [15] relient I’entropie métrique d’une mesure ergodique p a la décroissance
en temps de la u-mesure des boules de Bowen autour de presque tout point.

Soient € > 0 et p une mesure ergodique. Pour x € X, on note :

1
WP, €)= T sup —— log(u(B(, €, )))

n—-—+o0o

1
hBK_ (.’L’, 122 E) = hmJerf _E 10%(#(3@37 €, n)))

Puisque B(z,n,¢) C T7'B(Tz,n — 1,¢€), la fonction hBE+(., u, €) (resp. hBE=(., u,€)) est sous-
invariante et est donc par ergodicité presque partout égale a une constante, que I'on note 25+ (u, €)
(resp. KPR~ (u, €)).

Théoréme 2.4.5 (Brin,Katok) [15] Soit u une mesure ergodique, alors

lim K75 (p, €) = lim A58 (1, €) = h(p)

On considére le candidat HBX+ := (WBE+( €;))ren, obtenu par prolongement harmonique sur
M(X,T). On définit de méme le candidat HBE~.

Les candidats HPX+ et HPE~ ont pour limite la fonction entropie métrique h d’aprés le Théo-
réme 2.4.5 et par convergence monotone.

68



2.4. Exemples de candidats d’entropie

2.4.6 Entropie locale a la Newhouse

Ce candidat a été introduit par S.Newhouse dans [48], puis repris par T.Downarowicz [31],
lequel remplaga uniquement I’hypothése F' compact par F' borélien. Par régularité des mesures
de probabilité, ce changement n’affecte pas la valeur du candidat. C’est le candidat utilisé par
T.Downarowicz et A.Maass dans la preuve du théoréme Antarctique (Théoréme 5.5.16).

Définition 2.4.6 Soitz € X, e¢>0,0 >0, ne N et FF C X un ensemble borélien, on définit :

H(n,dé|x, F,e) :=logmax{tF : E C FﬂB(az,n,e) et E ensemble (n,d) séparé}

H(n,d|F,€) :=sup H(n,o|z, F,¢)
zeF

1
h(d|F,€) := limsup —H (n, §| F, €)
n

n—-+00
h(X|F,e) := %HI(I) h(S|F,¢€)
Soit p une mesure ergodique, on définit :

RN (X |, €) := li inf  h(X|F,
(X|p,€) limy (X|F,e)

On considere le candidat HYY = (AN ey := (h—hN¥(X|., €;))ken obtenu par prolongement

harmonique sur M(X,T). En fait HV¢" est un candidat d’entropie (c’est a dire limHV® = h
ou encore lim. o hV(X|.,€) = 0) mais ce n’est pas complétement trivial (on le montrera en le
comparant avec d’autres candidats (Théoreme 2.5.4)). On peut aussi définir une notion similaire
en remplagant les boules de Bowen par des recouvrements ouverts. On obtient ainsi un candidat
équivalent.

2.4.7 Entropie a la Misiurewicz

Le candidat de Misiurewicz est une formulation mesurée de ’entropie topologique locale de Mi-
siurewicz [45]. Nous rappelons la formulation du candidat de Misiurewicz utilisant les recouvrements
ouverts :

Candidat de Misiurewicz avec les recouvrements ouverts

Soient U, V deux recouvrements ouverts de X. Soit p une mesure ergodique. Rappelons que pour
tout € X, on a défini dans le paragraphe sur ’entropie de queue p.50 :

H(n,V|z,U) = logmax{§F, F C V" et F recouvre U, }

ol le maximum porte sur tous les éléments U}’ du recouvrement itéré U" contenant x. On a
clairement H(n + m,V|z,U) < H(n,V|x,U) + H(m,V|T"z,U). D’aprés le théoréme sous-additif
ergodique, on peut donc définir pour p presque tout x :

h(V|z,U) := lim H(n, V|z,U)

n—-+4oo n

h(V|p,U) = /h(V!x,L{)du(x)

WM (u,U) = sup h(V |, U)
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le supremum portant sur tous les recouvrements ouverts V de X.

Soit (U )ken une suite de recouvrements ouverts telle que le diamétre de Uy, tend vers 0 quand k
tend vers 4+o00. On définit le candidat & la Misiurewicz comme suit : HM® := (h — KM (, Uy))ren.

Candidat de Misiurewicz avec les boules de Bowen

On peut aussi présenter le candidat de Misiurewicz au moyen des boules de Bowen. Soit € > 0,
0 > 0 et soit x € X, on définit avec les notations introduites p.50 :

1
h(é|x,€) := lim sup 5H(n, |z, €)

n—-+o0o

h(d|u,€) := /h(5|x,e)du(1:)
B, €) := Tim h(3u, €)

Soit (€x)ren une suite décroissante de réels convergeant vers 0. On définit le candidat a la Mi-
siurewicz comme suit : HM® := (h — hM(_ ¢;))zen. On montre facilement en comparant boules de
Bowen et recouvrements ouverts que ’on obtient en candidat équivalent au candidat de Misiurewicz
obtenu & partir des recouvrements ouverts.

Nous verrons que le candidat de Misiurewicz n’est pas en général un candidat d’entropie, i.e.
lim H # h.

2.5 Quelques résultats de comparaison des candidats

Nous présentons ici quelques résultats nouveaux de comparaison de candidats dans le cadre des
endomorphismes.

2.5.1 Comparaison des candidats H?" et HX

Théoréme 2.5.1 Soit o €]0,1[, les candidats HPV et HE® sont équivalents.

PREUVE :

On montre tout d’abord que HP% = HXa Soit 1 une mesure ergodique. Soit n € N et € > 0.
Soit F'un borélien de p mesure plus grande que o. Si C' C F est un ensemble (n, €) séparé de cardinal
maximal, alors F C |J,cc B(z,n,€). On en déduit que h5°(p, e) > hE(p, €).

On montre maintenant que HX% = HB°%, Fixons € > 0. Soit a arbitrairement petit et y une
mesure ergodique.

Notons A,, une union de (n, €) boules de Bowen de p mesure > o de cardinal minimal. Par défini-
tion de ’entropie a la Katok, il existe K € N, tel que A,, est une union d’au plus exp (n(hf“t(u, €) + a))
(n,€) boules de Bowen pour n > K.

Notons A := limsup,,cy Ay. Clairement, p(A) > o. Soit M € N, tel que ,u(U,iV[:O TkA) >1-a.
Soient L, N € N, tels que L > N > max (%,K) et tels que B := U]szo Tﬁk(UNgngL A,,) verifie
uw(B) > 1 — a. Notons B, := {z € X | Vk > n,w < a}. D’aprés le théoréme de
Birkhoff, il existe P, tel que u(Bp) > o.
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On considére maintenant une orbite issue de Bp de longueurs n > P + g Nous la découpons en
segments d’orbite disjoints de longueur k € [N, L] et contenus dans un des recouvrements Ay, plus
un reste constitué des "temps d’attente" entre ces segments qui sont inclus dans les trois catégories
suivantes :

— en dehors de B : cela correspond & une fréquence < « par définition de Bp et car n > P

— dans B mais en attente de durée < M de Uy, <7 An, ce qui est encore négligeable car

M < aN; -

— passage dans le dernier Ay avec k € [N, L], si on en est pas sorti au temps n. La proportion

du temps occupé par ce passage est encore < «, car k < L < an.

On obtient ainsi un recouvrement de Bp par des (n,2¢) boules de Bowen de cardinal au plus
exp(n(hE9 (u, ) + ¢(a)), ot ¢(t) — 0 quand ¢ — 0. Enfin si D est un sous-ensemble de Bp, qui est
(n,4e) séparé, il existe au plus un élément de D par (n,2¢) boule de Bowen. On conclut donc que

B2 (1, 4¢) < W (u,€)

2.5.2 Comparaison des candidats d’entropie Katok et Brin-Katok

Théoréme 2.5.2

Hé{/it t HBK*

PREUVE : Nous allons montrer que H?{(/‘f = HBE=_ Soit € > 0 et soit p une mesure ergodique. Il

existe un ensemble F' de mesure u(F) > % satisfaisant la propriété suivante. Pour tout v > 0, il
existe M € N tel que pour tout n > M et tout z € F :

1
_E IOg M(B(:Ua n, 26)) > hBK_ (Na 26) -

Soit B" := |J,ecen By, n,€) une collection de (n,€) boules de Bowen de p mesure > 3/4, de
cardinal minimal. Notons E<" := {y € C°", B(y,n,e) N F # 0}; on a u(U,cpen By, n,€)) > 1/2.
A tout y € ES™ on associe un z € F', tel que z € B(y,n,€) N F. Alors u(U,B(z,n,2€¢)) > 1/2. On a
donc :

8C™ X sup pu(B(z,n,2¢)) > 1/2

zeF
done log gC™ 1 B 2 log 2
Ogﬁ Z inf B Og:u( (Z,TL, 6)) _ 0g
n zeF n n

Puis par définition de F', on obtient en prenant la limite logarithmique en n :

RS (s €) > hPE (1, 2¢)

On a aussi la domination suivante :

Théoréme 2.5.3

BK+ Kat
HEET = Hy gy

PREUVE : Soit €,7 > 0 et g une mesure ergodique, notons A, = {z € X, u(B(x,n,¢)) >
e—n(hBKJr(%e)Jr“/)}. Par définition de hB5+ on a lim,_ oo p(A,) = 1. Soit n un entier assez grand
de sorte que pu(A,) > 1/2.
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On choisit 7 arbitrairement dans A, puis z2 € A, tel que B(z2,n,¢) N B(x1,n,€) = ... puis
xiy1 € Ay, tel que B(zip1,n,€)() <Uk:1z B(zg,n, e)) = (.

Les boules de Bowen ainsi définies étant disjointes et de volume minoré, le processus s’arréte
pour ¢ =: I,. On obtient ainsi £1,, boules de Bowen disjointes de volume “grand”, on a donc

#I, x e PP o) < g

Par ailleurs, par définition de I,,, on a aussi A, C Uk:l,...,ln B(xy,2e,n). Donc

| I
hBK+(,u, €) + v > limsup 0g i1

n—-+oo n

> hijs (. 2¢)

Ceci étant vrai pour tout v > 0, on obtient h3X+(u, ¢) > h{(/%t(,u, 2¢).

2.5.3 Comparaison des candidats Newhouse et Brin-Katok

Théoréme 2.5.4
HNew - HBK*

PREUVE :

Soit p une mesure ergodique, k € N — {0} et o €]0,1]. Il existe un ensemble F de mesure
p(F7) >1— 4% x 3(1 — o) satisfaisant la propriété suivante. Pour tout v > 0, il existe My € N tel
que pour tout n > My, et tout x € F}] :

1 )
= log p(B(w,n, &) = WP (nyex) =y

1
——log p(B(w,n, &) < WP () +

Notons F7 := (,en_qoy Fiy - On vérifie facilement que

p((F)) <Y n((FY))<1l-o

keN
et donc

w(F) >o

Soient [ > k deux entiers, tels que ¢ < % et soit x € F. Considérons un ensemble (2¢;,n)

séparé E inclus dans F'() B(x,n, %) de cardinal maximal. Par définition de I’entropie & la Newhouse
H(n,2¢|z, F, %) = log{E. L'ensemble E étant (2¢;,n) séparé, les boules de Bowen B(z,n,¢) pour
z € E sont disjointes. De plus ces boules de Bowen sont incluses dans B(xz,n, ), car E C B(z,n, 5)
et ¢ < 4. On en déduit que :

H(n,2ala, F, ) + inf log j(B(z,m, 1)) < log p(B(w,n, )
FAS

Rappelons que par définition H(n,2¢|F, %) = sup,cp H(n,2¢|z, F, %). On obtient donc en
passant au supremum pour z € F' :

H(n, 26|F, %) + inf log u(B(2,n, 1)) < suplog p(B(z, 1, e1))
2 zeF zeF

En prenant la limite logarithmique en n, on a :

1 1
h(2¢|F, %) + liminf — inf log u(B(z,n, €)) < limsup — sup log u(B(z,n, €x))
n—-+oo N zEF n—+oo M zcF
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1 1
h(2¢|F, %k) < (hmsup— inf log u(B(z,n, 61))) — (hminf— sup log,u,(B(z,n,ek))>

n—-+oo n zel n—+00 N zer

puis par définition de F' :

€ _
h(2€|F, 5’“) < WPEH () — hPE (pe) + 2

En prenant la limite quand [ — +oo, puis quand o — 1, on obtient :

ew €k _
WYX, ) < B() — 0P ()

2.6 Structure d’entropie

Soit T une application continue d’un espace métrisable compact X dans lui-méme d’entropie finie.
D’aprés la proposition 2.2.9, un tel systéme dynamique admet une extension zéro dimensionnelle
principale. Nous considérons maintenant une famille particuliére de candidats sur M(X,T) :

Définition 2.6.1 Soient (X',T') une extension zéro-dimensionelle principale de (X,T) et P =
(Py)ken une suite raffinante de partitions clopen de X'. Une structure d’entropie H = (hg)ren
est un candidat de (X,T), tel que le candidat relevé mH de M(X',T') est équivalent au candidat

Hp = (h(., Pg))ren-

Lemme 2.6.2 (Théoréme 7.0.1 (1) de [31]) Cette définition ne dépend ni du choiz de l’extension
principale zéro dimensionnelle, ni du choix de la suite raffinante de partitions essentielles de cette
extension.

PREUVE : Il suffit pour montrer cela d’exhiber un candidat H de (X,T) tel que 7H ~ Hp pour
toute extension zéro-dimensionnelle principale et pour toute suite raffinante de partitions essentielles
P. On va montrer que c’est le cas de H/*" := (h(., Fi))ren, ot (Fi)ren est une suite raffinante
de familles de fonctions continues. Soit 7w : (X', T') — (X,T) une extension zéro-dimensionnelle
principale et soit P := (Pj)ken une suite raffinante de partitions clopen de Y. Pour tout entier k,
on note 7F, = {fom, f € Fi}. On applique la Proposition 1.2.43 avec les suites de fonctions
aHI " = (h(., 7F%))ken; HE et C := (h(., (7 Fn) U Fp,,) — h(-, 7F3) )mmen. Remarquons que 7 étant
principale, lim 7H/*" = lim H” = h et donc lim,_ cmn < h —lim aH/" = 0. On déduit donc
que 7HI" = HP L autre inégalité s’obtient en inversant les roles de (Fp,)ken et (mFk)ken- O

Remarque 2.6.3 Deux structures d’entropie sont uniformément équivalentes et tout candidat, qui
est équivalent G une structure d’entropie, est aussi une structure d’entropie. En d’autres termes,
lUensemble des structures d’entropie est une classe d’équivalence pour la relation d’équivalence ~ sur
les candidats.

D’aprés la remarque précédente et la proposition 1.2.42, la suite transfinie (ult), et I'ordre d’ac-
cumulation oy sont indépendants du choix d’une structure d’entropie. Nous utilisons les notations
suivantes :

Notations 2.6.4 Pour tout ordinal vy, on note simplement u, la fonction qu pour toute structure

d’entropie H. De méme, ™ désigne l'ordre d’accumulation ayy de toute structure d’entropie H et est
appelé D’ordre d’accumulation de (X, T).
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Les structures d’entropies sont préservées par les extensions principales :

Proposition 2.6.5 Soit 7 : (Y,S) — (X,T) une extension principale de (X,T) alors H est une
structure d’entropie de (X,T') si et seulement si TH est une structure d’entropie de (Y, 5)

PREUVE : Soit ¢ : (X', T") — (Y,S) une extension zéro-dimensionnelle principale de (Y, S), alors
o1 est une extension zéro-dimensionnelle principale de (X, T'). D’aprées le lemme 2.6.2, il suffit de
considérer une seule extension zero-dimensionnelle principale pour montrer qu’un candidat est une
structure d’entropie. Donc H est une structure d’entropie si et seulement si (7 o )H = (7H) est
équivalent a Hp, ot P est une suite raffinante de partitions clopen de (X’,T"), c’est & dire si et
seulement si mH est une structure d’entropie. O

Dans [31], T.Downarowicz définit une structure d’entropie comme précédemment (Définition
2.6.1) dans le cas ou T est un homéomorphisme. Dans le cas ol 'application est non inversible, il
définit une structure d’entropie comme un candidat ‘H de M(X,T') s’écrivant sous la forme H =
TG avec G une structure d’entropie de 'extension naturelle (X, T) de (X, T) (Cf Appendice B). La
définition de T.Downarowicz et la notre coincident. En effet, 'extension naturelle étant principale,
on a d’aprés la Proposition 2.6.5 :

Corollaire 2.6.6 Soit mpq : (X, T) — (X,T) lextension naturelle de (X,T), alors H est une
structure d’entropie de (X,T) si et seulement si muaH est une structure d’entropie de (X, T).

2.7 Exemples de structures d’entropie

Dans [31], T. Downarowicz travaille principalement dans le cadre des homéomorphismes. Il a
souvent recours & ’existence de partitions essentielles pour le produit de la dynamique avec une
rotation irrationnelle du cercle. Or rappelons que ce résultat n’a été établi par E. Lindenstrauss et
B. Weiss que dans le cas des homéomorphismes. Nous résumons dans un premier temps une partie des
résultats obtenus par T. Downarowicz dans le cadre des homéomorphismes, puis nous déduisons de
nouvelles structures d’entropie pour les applications au moyen des résultats de comparaison obtenus
précédemment.

2.7.1 Cadre des homéomorphismes

On suppose tout au long de ce paragraphe que 7' : X — X est un homéomorphisme. Concernant
les candidats d’entropie HBE+ HNew HBow ot K T Downarowicz [31] montre :

Théoréme 2.7.1 (Downarowicz) [31] Les candidats HBE+, HNew HBow et HE  pour tout
1> 0 >0, sont des structures d’entropie.

En fait, en reprenant les travaux de Downarowicz, il n’est pas difficile de montrer :
Corollaire 2.7.2 Le candidat HBX~ est une structure d’entropie.

PREUVE : 11 est clair que HBE+ = HBE= De plus I'argument (Lemme 7.1.10(1) de [31]) pour
montrer que HEE+ = Hef s'applique aussi & HEK—. O

Examinons maintenant le cas du candidat de Misiurewicz. Remarquons tout d’abord que HM?
n’est pas en général un candidat d’entropie, comme le montre 'exemple suivant.

Exemple 2.7.3 Soit (X,T) un homéomorphisme du plan affine par morceauz d’entropie positive
(voir définition p. 144). Notons X C R3 la pyramide de base X C R2x {0} et de sommet S = (0,0, 1).
On prolonge T par T sur X de facon affine en fizant S. En particulier T préserve la coordonnée en
z. Notons 0g la mesure de dirac en S. Pour toul entier k, on note Uy, le voisinage Uy, := {z > 1— %}
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de S et on considére un recouvrement ouvert Uy, de X tel que le diamétre de Uy, est égal a diam(Uy).
Remarquons alors que pour tout k € N :

. 1
M (55, Uy,) > sup lirf —log max{#§F C V" et F recouvre U} = hyop(T) > 0
AV n—-roo N

En particulier im(HM) £ h. On en déduit que HM* n'est pas une structure d’entropie.
Pour le candidat de Misiurewicz, T. Downarowicz obtient cependant les résultats suivants :

Théoréme 2.7.4 (Downarowicz) [31] Soit X un espace métrisable compact et soit T : X — X
un homéomorphisme, alors le candidat HM® vérifie :
— H = HM pour toute structure d’entropie H ;

Mis
- u? = Ui.

T. Downarowicz construit aussi un exemple d’homéomorphisme avec u;ﬂ“s > ug. Remarquons
enfin que 1’égalité U?Mis = w1 entraine d’aprés le principe varaitionnel que ’on rappellera dans le
paragraphe suivant (Théoréme 2.8.1) que sup,c vq(x,1) u?ms (1) = h*(T).

Enfin concernant le candidat associé & une suite raffinante de partitions P, on a :

Théoréme 2.7.5 (Downarowicz) [31] Soit X un espace métrisable et soit T : X — X un ho-
méomorphisme. Considérons P une suite raffinante de partitions de X. Alors Hp = H pour toute
structure d’entropie H. Il existe des exemples ot H = Hp est faux pour toute structure d’entropie

H.
Cependant dans le cas ou les partitions sont essentielles, on obtient une structure d’entropie :

Théoréme 2.7.6 Si P = (Py)ren est une suite raffinante de partitions essentielles alors, Hp est
une structure d’entropie.

PREUVE : En effet chaque partition P se reléve en une partition clopen Oy dans 'extension prin-
cipale zéro-dimensionnelle associée & P (cf appendix A) & un ensemble prés de mesure p nulle pour
tout u € M(X,T). Il s’ensuit que 7Hp = Ho avec O = (Oy)pen. Par définition, H” est donc une
structure d’entropie. (|

2.7.2 Cadre des applications
Résultats connus

Théoréme 2.7.7 (Downarowicz) [31] Le candidat HPET est une structure d’entropie pour les
applications et H = HN pour toute structure d’entropie H.

En fait I’'argument de T. Downarowicz (Claim 10.0.6 de [31]) pour montrer que HZX+ s’applique

tout aussi bien a HEE—.

Conséquences des comparaisons de candidats obtenues précédemment
Théoréme 2.7.8 Les candidats HPEY, HBE= HNew et HE pour tout 1 > o > 0, sont des

structures d’entropie.

Dans [29], T.Downarowicz et A.Maass travaillent avec le candidat de Newhouse pour établir
I’existence d’extensions symboliques pour les applications de l'intervalle de classe C". Le théoréme
précédent nous assure que ce candidat est bien une structure d’entropie.
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Candidat de Misiurewicz

Théoréme 2.7.9 Dans le cadre des applications non inversibles, on a encore :

PREUVE :

Puisque le théoréeme est vrai dans le cadre des homéomorphismes (Théoréme 2.7.4), il suffit
de montrer que HM?® reste inchangé en passant & l'extension naturelle. Plus précisément si mpq; :
(X,T) — (X,T) désigne l'extension naturelle de (X,7T), nous allons montrer que m,qH¥* ~
HAYMS . Admettons-le et vérifions I'affirmation du théoréeme 2.7.9. Rappelons que H est une structure
d’entropie de (X,T) si et seulement si 7y H est une structure d’entropie de (X,T) (Corollaire
2.6.6). Donc on a

Tnatd ~ H = H%hs =~ 7'rnat,}_lé\(/[is

pour toute structure d’entropie H de (X, T) et toute structure d’entropie G de (X, T). On en déduit
trivialement que G = HA® pour toute structure d’entropie G de (X, T). Enfin d’aprés la proposition

M(X,T)]
1.2.39, on a uf = (mwt (u’lr"“tf» pour tout candidat F de M(X,T). On a donc :

HMis narH A\ | MET)]
Uq = | Tnat | U

Les deux candidats TrnatHﬂ\? i et ’H%is étant équivalents, ils ont méme wu; d’aprés la Proposition

1.2.42 -
(WW (u;rthé‘é[is>)[M(X,T)} _ (WW (u?¥)> M(X,T)]

Puis d’aprés le Théoréme 2.7.4, on a pour toute structure d’entropie H de (X, T) :

ris\ \ M(X,T)]
<7Tnat (u?gg )) = (ﬂ'nat (’I,L?l-l))[M(X’T)}

Enfin d’aprés le Corollaire 2.6.6 et en appliquant de nouveau la Proposition 1.2.39, on a pour
toute structure d’entropie G de (X,T) :

(ﬂnat (uvli))[M(X,T)] _ (ﬂnat (u?mg» [M(X,T)] _ u% o

On conclut que u?ms = u1. Il nous reste donc & montrer que WH% i~ H]\Y/”s.

Soit € M(X,T). Soit (Uy)ren une suite de recouvrements ouverts de X tel que diam(Uy) — 0
quand k tend vers Uinfini. Soit V un recouvrement ouvert de X, il est clair que H(n,V]z,U) =
H(n,V|zT,Uy), ot Uy et V désignent respectivement les relevés & 'extension naturelle des recou-
vrements Uy et V. Mais a priori, le diametre de Uy, ne tend pas vers 0. Par contre c’est le cas du

T —k 52k
recouvrement U :=T" (Uy,").

Montrons que pour tout Z € X, on a : h(V\TkT, Z/T,’C) = h(V|Z,Uy,). Soit F, € V" recouvrant
(W)f = Tk((LTk%Jrn)Tka), alors T " F,, recouvre (LT;C%JFTZ)T%E. Or puisque F,, € V", la collection

——k . . 2k
d’ouverts T " F, s’écrit comme une union de au plus fV2* x §F,, éléments de V ™ On conclut que

h(V|z,U}) > h(Vﬁ_kf, Uy,) pour tout T € X ou encore h(vﬁkf, Uy) > h(V|z,Uy) pour tout T € X.
Réciproquement, soit Gay, 1, C V2¥+™ recouvrant (Uj,)2. Donc T'“(g%+n) recouvre T (LTszn)

(Z/T]én)fkj Clairement Tk(g2k+n) est inclus dans une union de au plus #Gog1, €léments de V™. On
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2.8. Principe variationnel pour ’entropie de queue

conclut que h(V|T kf, U < h(Vz,U).

On conclut par invariance de p, que

hVN(ma) ™ (1), U7) = hVN(0) ™ (1), Ur) = h(V i, Us)

De la méme facon, on montre que : h(T" v’ P17 ) " (1), UL) = h(V| (T 0,) " (1), UL) pour tout entier
p. Finalement, en prenant le supremum sur les recouvrements ouverts V de X, on obtient pour tout
entier p :
PY;2P -1 7 Mi
Sup (V™ ()™ (1), Uy,) = K" (u, Ug)
Si W et W de X sont deux recouvrements ouverts, tels que le diamétre de W est strictement
inférieur au nombre de Lebesgue de W’ alors pour tout recouvrement ouvert i de X, on a clairement :

ROV (7 ) (1), U) < h(OW| (78 )~ (1), U). Puisque inf{diam(Tpvzp) : Vrecouvrement ouvert de X et p €
N} =0, on conclut que :

WM () ™ () Up) = P (U

Il s’en suit que : HA® ~ WnatHM i ou encore 7, étant un homéomorphisme : THY® ~ HM e

g

Suites raffinantes de partitions de 'intervalle

Dans ce dernier paragraphe, nous montrons que le candidat associé a toute suite raffinante de
partitions topologiques en intervalles de [0, 1] est une structure d’entropie.

Proposition 2.7.10 Soit T une application de lintervalle et P une suite raffinante de partitions
topologiques en intervalles de [0, 1], alors Hp est une structure d’entropie.

PRrREUVE : Il suffit de montrer que H” et H“" sont équivalents. Soit (Py)ken une suite raffinante de
partitions topologiques en intervalles et (Fj)gen une suite raffinante de famille de fonctions continues.
D’apres la proposition 1.2.43, il suffit de remarquer que les fonctions h(., F, |J Fp,,) — h(., Fp,,) et
h(., FnUFp, )—h(., Fp, ) sont s.c.s. Ces propriétés de semi-continuité s etabhssent de fagon analogue
a la Proposition 2.2.18. O

2.8 Principe variationnel pour I’entropie de queue

Nous énoncgons maintenant le principe variationnel pour l’entropie de queue, qui est dia a T.
Downarowicz dans le cadre des homéomorphismes. La preuve initiale est relativement complexe.
Elle utilise des résultats fins sur le candidat de Misiurewicz ainsi que le principe variationnel de
Ledrappier-Walters pour ’entropie d’une extension.

Théoréme 2.8.1 (Downarowicz, D.B.) Soit X un espace métrisable compact et T : X — X une
application continue d’entropie topologique finie, alors

sup u(u) = h*(T)
HEM(X,T)

De plus il existe une mesure p € M (X, T) telle que u(p) = h*(T).
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2.8. Principe variationnel pour ’entropie de queue

La derniére affirmation n’a que peu d’intérét dynamique. Tout d’abord la fonction u étant s.c.s.,
elle atteint son supremum sur le compact M(X,T). Enfin dans beaucoup de cas dynamiques, la
cloture des mesures ergodiques correspond & ’ensemble des mesures invariantes. C’est par exemple
le cas sous 'hypotheése de spécification qui entraine que les mesures périodiques sont denses dans les
mesures invariantes [28]. L’affirmation est donc tautologique sous cette hypothese.

Remarque 2.8.2 En général la fonction u n’atteint pas son mazimum sur les mesures ergodiques.
Il est également faur que sup,e pq, (x,1) u(p) = h*(T). Voir Exemple 1.6.4 et Théoréme 2.5.2.
Cas ou (X,7T) admet une suite raffinante de partitions essentielles

On suppose tout d’abord que (X,T) admet une suite raffinante de partitions essentielles, P :=
(Pr)ken. D’apres le théoréeme 2.7.6, le candidat HP est une structure d’entropie. 11 suffit donc de
montrer le principe variationnel pour I'entropie de queue pour le candidat H”.

D’aprés le théoréme 2.2.15, on a, pour tout [ > k € N, le principe variationnel suivant :

sup  hlu, PIPy) = h(T, P|Py) (2.7)
HEM(X,T)

Mais les partitions essentielles étant topologiques (Lemme 2.2.11), on peut calculer I'entropie de
queue A partir des entropies combinatoires (Proposition 2.2.14) :

li li = h"(T 2.

Enfin d’aprés la Proposition 1.2.14 :

lim lim  sup Ay, B|Py) = sup u(p) (2.9)
k——+o0 l——+00 pEM(X,T) HEM(X,T)

On obtient le principe variationnel pour I'entropie de queue en combinant les trois égalités (2.7),
(2.8) et (2.9).
Preuve du principe variationnel dans le cas général

Soit X un espace métrisable compact et T : X — X une application continue d’entropie topolo-
gique finie. D’apreés le corollaire 2.2.8, le produit de l’extension naturelle (X,T) de (X,T) avec une
rotation irrationnelle du cercle (Rp,S') admet une suite raffinante de partitions essentielles.

On a donc d’apres le cas précédent :

sup u(p) = h*(T x Ryp) (2.10)
REM(X XSLTxRy)

D’apres la formule pour I'entropie de queue d’un produit (Lemme 2.1.10) et de Ientropie de
queue de 'extension naturelle (Lemme 2.1.11) on a aussi :

h*(T x Rg) = h*(T) (2.11)

De plus 'extension 7 : (X x S1, T x Ry) — (X,T) étant principale, si H est une structure
d’entropie de T' X Ry, alors le candidat projeté nH est une structure d’entropie de T' d’aprés la
Proposition 2.6.5. Enfin d’aprés la Proposition 1.2.39, on a la relation (u™")MED] = ¢ o en
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*

particulier, par surjectivité de 7%, on a sup,e(x,7) u™(p) = SUP e M(X xS1,T'x Ry) uM (). On en
déduit que :

sup  u(p) = sup u(p) (2.12)
PEM(X,T) pEM(X xS, TXRy)

On obtient donc en combinant les égalités précédentes (2.10), (2.11) et (2.12) :

sup  u(p) = h*(T)
HEM(X,T)

2.8.1 Cas de l’'intervalle

La preuve du principe variationnel pour ’entropie de queue est élémentaire dans le cas ot il existe
une suite raffinante de partitions essentielles. Dans le cas général, on fait appel au théoréme d’exis-
tence de partitions essentielles de E. Lindenstrauss. Dans le cas de 'intervalle, on peut contourner
I’emploi du Corollaire 2.2.8.

En effet on a vu précédemment qu’ il existait des suites raffinantes de partitions topologiques en
intervalles (Proposition 2.2.21) et que le candidat d’entropie associé était une structure d’entropie
(Proposition 2.7.10). D’aprés la Remarque 2.2.19, on peut appliquer le principe variationnel pour
I’entropie conditionnelle 2.2.15 & un tel candidat. On en déduit le principe variationnel pour 'entropie
de queue comme ci-dessus (combinaison de (2.7), (2.8) et (2.9)).

2.8.2 Conséquences du principe variationnel

L’entropie de queue est une borne supérieure du défaut de semi-continuité supérieure de ’en-
tropie métrique. Ce résultat est connu depuis longtemps : on peut raisonnablement attribuer a M.
Misiurewicz et 3. Newhouse. On peut le montrer sans avoir recours & des partitions essentielles. Ce-
pendant nous le voyons ici comme une conséquence triviale du principe variationnel pour ’entropie
de queue :

Théoréme 2.8.3 (Misiurewicz, Newhouse) Soit (X,T') un systéme dynamique d’entropie finie,
alors

h—h < h*(T)

PrREUVE : D’aprés la Proposition 1.2.17, on a h—h < wu. On conclut en appliquant le principe
variationnel pour I'entropie de queue (on utilise uniquement l'inégalité la plus simple : u(p) < h*(T)).
O

Remarque 2.8.4 Il n’y a pas de principe variationnel entre ces deur quantités : il existe un systéme
dynamique (X, T), tel que sup e pq(x,m)(h—h) (1) < h*(T) (voir Ezemple 1.2.11 et Théoréme 2.3.2).

La Proposition 2.1.7, qui affirmait que ’on pouvait intervertir le supremum en x et la limite en
n dans la définition de I’entropie de queue (h*(T') = h*(T)), peut aussi se voir comme un corollaire
du principe variationnel.

PREUVE DE LA PROPOSITION 2.1.7 : D’aprés le principe variationnel pour ’entropie de queue et
d’apres le théoréme 2.7.9, on a sup,,c p((x,1) uM® () = h*(T). Il suffit de remarquer SUP e M(X,T) uMis (1) <
R*(T). D’aprés la proposition 1.2.14, on a sup,e v(x,7) w1 () = limg— 400 SUP e p(x,7) hMis (). Or
en utilisant le candidat de Misiurewicz défini avec les boules de Bowen, on a avec les notations des

pages 50 et 70 : hM(u, €)) = lims_o [ h(0|x, ex)dp < lims_o h(Jex) et donc

sup  ul®(p) < lim lim h(d|e) = h*(T)
pEM(X,T) k—+o00 §—0
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2.8. Principe variationnel pour ’entropie de queue

Enfin on déduit facilement du principe variationnel pour ’entropie de queue le théoréme suivant
da a F. Ledrappier [39], qui montre I'invariance de I'entropie de queue par une extension principale :

Théoréme 2.8.5 (Ledrappier [39]) Soit (X,T) un systéme dynamique d’entropie finie, et soit
m:(Y,8) = (X,T) une extension principale de (X,T) d’entropie finie, alors

h*(T) = h*(S)

PREUVE : Soit H une structure d’entropie de (X,T'). L’extension 7 : (Y,S) — (X,T) étant prin-
cipale, le candidat 7H de (Y, .S) est aussi une structure d’entropie d’aprés la proposition 2.6.5. De
plus d’apreés la proposition 1.2.39, on a la relation : (u’fH)[M(X’T” = u71{ puis par surjectivité de 7* :
SUP e M (Y,5) uT™ = SUP e M(X,T) ult(1). On déduit alors facilement du principe variationnel pour
I'entropie de queue que h*(T') = h*(S5). O
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Chapitre

Le lemme algébrique de Yomdin-Gromov

Dans ce chapitre, nous donnons dans un premier temps une preuve compléte du lemme algé-
brique de Yomdin et Gromov. Cette preuve va paraitre a Israel Journal of Mathematics [18]. Nous
n’avons pas jugé nécessaire de reprendre la rédaction de cette preuve, que nous présentons donc sous
la forme d’un article.

Dans un second temps nous énoncons une version du lemme algébrique différente de la version
initiale présentée par Gromov.

Enfin, nous présentons quelques résultats quantitatifs concernant le degré des fonctions semi-
algébriques, ainsi que le nombre de composantes connexes d’ensembles semi-algébriques.

A Proof of Yomdin-Gromov’s Algebraic Lemma
David Burguet,
CMLS - CNRS UMR 7640
Ecole polytechnique
91128 Palaiseau Ceder France
(e-mail : burguet@math. polytechnique. fr)

Abstract : Following the analysis of differentiable mappings of Y. Yomdin, M. Gromov has stated a
very elegant “Algebraic Lemma” which says that the “differentiable size” of an algebraic subset may
be bounded in terms only of its dimension, degree and diameter - regardless of the size and specific
values of the underlying coefficients. We give a complete and elementary proof of Gromov’s result.

3.1 Introduction

A semi-algebraic set is a subset of some R? defined by a finite number of polynomial inequalities
and equalities. Its degree is the sum of the total degrees of the polynomials involved. A semi-algebraic
map is a map whose graph is a semi-algebraic set and the degree of the map is the degree of the set.
Necessary definitions and basic properties of real semi-algebraic geometry are recalled in the third
section.

Y. Yomdin [60] developed many tools around “quantitative Sard Lemmas” involving the diffe-
rentiable size of semi-algebraic sets. M. Gromov observed that one of these tools could be refined to
give the following very elegant statement :
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Theorem 3.1.1 (Yomdin-Gromouv’s algebraic Lemma) Let r,1 and d be positive integers. For any
semi-algebraic compact subset A C [0,1]% of dimension [, there exist an integer N and continuous
semi-algebraic maps ¢1, ..., on : [0,1]" — [0,1]¢, such that :

— ¢ is analytic on |0, 1[* ;

= N ¢illr == maxg,g<, 0°0; 0.1 tllo0 <15

- Uiy 0i((0.1) = A,

Moreover N and deg(¢;) are bounded by a function of deg(A), d and r.

In his Séminaire Bourbaki [35], M. Gromov gives many ideas but stops short of a complete
proof. In [59],[58], Y. Yomdin used a weaker version of the previous theorem. In this initial form,
the parametrizations omitted a subset covered with at most C'log(1/«) cubes of radius «, for ar-
bitrarily small & > 0. This version was sufficient for the dynamical applications presented in [59],[58].

By using polynomial Taylor’s approximation, this theorem gives estimates of the local com-
plexity of smooth maps. Yomdin used it to compare the topological entropy and the “homological
size” for C" maps. S. Newhouse [48] showed, using Pesin’s theory, how this gives, for C*>* smooth
maps, upper-semicontinuity of the metric entropy and therefore the existence of invariant measures
with maximum entropy. J. Buzzi [23] observed that in fact Y. Yomdin’s estimates give a more uni-
form result called asymptotic h-expansiveness, which was shown by M. Boyle, D. Fiebig and U.
Fiebig [14] to be equivalent to the existence of principal symbolic extensions for C* smooth maps.
The dynamical consequences of the above theorem are still developing in the works of M. Boyle, T.
Downarowicz, S. Newhouse and others [32],[12].

The theorem is trivial for d = 1 : the semi-algebraic subsets of [0, 1] are the finite unions of
subintervals of [0, 1]. We deal with the 2-dimensional case as suggested by M. Gromov. This simple
and instructive case is the subject of section 5. We prove the general case by induction using the
notion of (C%, K) triangular maps introduced in section 2. The induction steps are of three types :

— we consider a semi-algebraic map defined on a semi-algebraic set of higher dimension and we

bound the first derivative in the first coordinate.

— fixing the dimension of the semi-algebraic set, we bound the derivatives of the next higher

order wrt the first coordinate.

— fixing the dimension of the semi-algebraic set and the order of derivation, we bound the next

partial derivative for a total order on N¢.

As I was completing the submission of this paper, I learnt that A. Wilkie had written a proof of
the same theorem [52]. I am grateful to M. Coste for this reference.

3.2 Technical tools

Yomdin-Gromov’s Lemma is proved by controlling the derivatives one after the other. This is
made possible by the notion of triangular maps, which already appears in Y.Yomdin’s works [58].

3.2.1 Triangular maps
Definition 3.2.1 A map v :]0, 1['—]0, 1[¢ is triangular if | < d and if

T/’ = (wl(xla ceey xl)u ceey wd—l—i—l(xlv ceey xl)v ¢d—l+2(x27 ceey xl)v ceey ¢d—l+k(mkv ceey CU[), ceey ¢d(1’l))a
for a family of maps (; 3]0, 1[™" 4170 =10, 1[)im1,. g-

Fact 3.2.2 If :]0,1[™—]0,1[” and ¢ :]0,1["—]0, 1[™ are triangular, then so is Yo¢ :]0, 1[*—]0, 1[P.
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3.2. Technical tools

3.2.2 (C* K) maps

First we introduce the following order on N? used for the induction in the proof of Yomdin-
Gromov’s algebraic Lemma.

Definition 3.2.3 N¢ is endowed with the order =, defined as follows : for a = (a1, ...aq), B =
(B1,..04) € N4, o < B if (a = B) or (Ja| = Yoo < |B]) or (lof = |B] and ag, < By, where
kE:=max{l <d : oy # Gi}).

In fact, o < G iff (|al, ag, @g—1, ..., @1) precedes (|5, Ba, Ba—1,---, S1) in the usual lexicographic
order.

Definition 3.2.4 Let K € RT, a € N? — {0}. Let A C R? be an open set. A map f: A — RF isa
(€, K) map, if f = (f1, ..., fx) is a C1®l map and if || f||a := maxg=a1<i<k |0° fillo < K.

If a = (0,0...,7) (i.e.; all the partial derivatives of fof order up to r are bounded by K ), we write
(C",K) and ||.||, instead of (CO0") K) and I-ll0,....0,)-
3.2.3 Composition of (C*, 1) maps

The two following lemmas deal with the composition of (C*, 1) maps :

Lemma 3.2.5 For all d,r € N*, there exists a real number K = K (d,r), such that if 1, ¢ :0,1[?—
10, 1[¢ are two (C",1) maps, then ¢ o ¢ is a (C", K) map.

PRrOOF : It follows directly from the formula of Faa-di-bruno for the higher derivatives of a composi-
tion, which we recall for completeness : let v, ¢ :]0, 1[¢—]0, 1[¢ be two C" maps and let (hq, ..., h,) €
(R we have ! :

D" (o) (@)(h1, oo he) = D > 0glin, ey iq) DIP($(2)) (D $(@) (Pt oovs iy )y ooy DU G(2) (i1, -0 )

1<q<r i1 siq

where the second sum is over all non zero integers i1, ..., 44 satisfying X _ i, = r. 0

We shall need the following adaptation of Lemma 1 to triangular maps.

Lemma 3.2.6 For all d,r € N*, there exists a real K = K(r,d) such that if ¥, ¢ :]0,1[%—]0,1[* are
two (C*,1) maps with |a| =7 and if ¢ is a triangular map, then ¥ o ¢ is a (C*, K) map.

We introduce some notations for the proof of Lemma 3.2.6. Let (e;);i=1,. 4 be the canonical basis
of RY. For i =1,...,d, V; C R is the vector space generated by ey, ..., €;.

For a € N% with |a| = 7, v® 1= (e1,...,€1,..., €4, ... eq) € (RN and V® := V] x ... x V| x... X
—— —_——

————
a1 aq a1

Vg % ... x Vg C (RY)". Observe that, for a C" map f :]0, 1[4—]0, 1[¢, we have 9, f(x) = D" f(z)(v®).

—_——

aq

Fact 3.2.7 Let 1 < k < d be an integer. Let f := (f1,..., fa) 3]0, 1[4—]0,1[ be a C* triangular map.
Then for all x €]0,1[¢, 0y, f(z) € Vj.

PROOF : Let [ > k be an integer. The map f being triangular, fi(x) = fi(xy, ..., z4) and therefore
we have 0,, fi = 0. O

. . r—1-xk_ 4
'I'. O'q(’Ll, ...,Zq) = HOSkSqfl ( 7>_E;€;[F1T;’)

83
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Fact 3.2.8 Let f :]0,1[2—]0,1[* be a C" map. Let o € N% with |a] = r and w € V. Then
D" f(z)(w) = Eg=<qwgdsf(x), where wg is a polynomial in the coordinates of w, of which the coef-
ficients depend only on r and d. If w := (v1,...,v4) € (R, we have w, = [licy. avii, where vi;

denotes the it coordinate of v;.

PROOF : For w € {e1} x ... x {e1} x... x {e1,e2,...,eq} x ... x {e1,€9,...,eq} C Vg, it results from

-~

(o1 aq
the definition of the order <. We conclude the proof by multilinearity. U
Lemma 3.2.6 is easily implied by the following fact :

Fact 3.2.9 Let a € N? with |a| = r. Let v, ¢ :]0,1[%—]0,1[? be two C" maps. We assume also, that
¢ is a triangular map. Then 94(¢ 0 ¢)(x) = Oap(d(2)) [1,=1, 4(0r,0i(2))* + R(Ipy), 040 = B <

fa, v < a), where R is a polynomial depending only on r and d.

PROOF : Let (v1,...,v4) := v,. Using the formula of Faa-di-bruno, we only have to consider the
general term DU (¢(z)) (D ¢(z)(v1, .., vy ), oy D9G(2) (Vp—iy+1, -, vy)) for some non zero integers
i1, ..., iq satisfying X7_, i = r. We have only to study the two following cases (only derivatives of 1
and ¢ of order < r are involved in the other terms) :
— ¢=1and iy =r > 1: the corresponding term is Dy (¢p(x))(D"p(x)(v)) = D(p(x))(0ad(x)).
Therefore this term contains also only derivatives of 9 of order < a and derivatives of ¢ of

order < a.
— g=randi; =iy =.. =1, = 1:the corresponding term is DY(¢()) (0, @, ..., Oxy @, ..., Oz, @, ..., 02, 0).
ai ag
By Fact 3.2.7, (03,9, ..., 0z, @, ..., 0z, b, ..., Oz,¢) € V. Then we apply Fact 3.2.8 to get the de-
—— —_—
ay ag
sired result.
Il

3.3 Real semi-algebraic geometry

In this section we recall basic results concerning semi-algebraic sets. We borrow them from [6],][7]
and [26].

3.3.1 Semi-algebraic sets and maps

Definition 3.3.1 A C R? is a semi-algebraic set if it can be written as a finite union of sets of
the form {x € R | P (z) > 0,...,P.(z) > 0,P.y1(x) = 0,..., Py s(x) = 0}, where r,s € N and
P, ..., Pris € R[Xy,..., X4] . Such a formula is called a presentation of A.

The degree of a presentation is the sum of the total degrees of the polynomials involved (with mul-
tiplicities). The degree deg(A) of a semi-algebraic set A is the minimum degree of its presentations.

Remark that the number of polynomials occurring in a presentation of a semi-algebraic set is
bounded by the degree of this presentation.

Definition 3.3.2 f: A € R? — R” is a semi-algebraic map if the graph Iyi={(z,f(x)) : =€
A} C RYXR" of f is a semi-algebraic set. The degree deg(f) of a semi-algebraic map f is the degree
of its graph T'y.

Definition 3.3.3 A Nash manifold is a real analytic submanifold of R%, which is also a semi-
algebraic set.
A Nash map is a map defined on a Nash manifold, which is both analytic and semi-algebraic.

T. Let a,8eN, B<aif < aand 8 # a
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3.3.2 Tarski’s Principle

Theorem 3.3.4 (Tarski’s principle) Let A C R™1 be a semi-algebraic set and 7 : R — RY the
projection defined by w(x1,...,x441) = (21, ..., 2q), then w(A) is a semi-algebraic set and deg(mw(A))
is bounded by a function of deg(A) and d.

PROOF : See [7] Thm 2.2.1 O

Corollaire 3.3.5 Any formula combining sign conditions on semi-algebraic functions by conjunc-
tion, disjunction, negation and universal and existential real quantifiers defines a semi-algebraic set.
Moreover the degree of this semi-algebraic set is bounded by a function of the degrees of the semi-
algebraic functions involved in the formula.

PROOF : See [7] Prop 2.2.4 O

Corollaire 3.3.6 Let f : A C R? — R” be a semi-algebraic map, then A and f(A) are semi-algebraic
sets. Moreover deg(A) and deg(f(A)) are bounded by a function of deg(f),d and n.

PROOF : Immediate. O

Corollaire 3.3.7 If ¢ and ¢ are two semi-algebraic maps, such that the composition ¢ o 1 is well
defined, then ¢ o is a semi-algebraic map. Moreover its degree is bounded by a function of deg(¢)

and deg(v).

PROOF : See |7| Prop 2.2.6 0

Corollaire 3.3.8 Let r € N. Let A C R? be a semi-algebraic open set and let f : A — R™ be a
Nash map. The partial derivatives of f of order r are also semi-algebraic maps of degree bounded by
a function of deg(f), d, n and r.

PROOF : See [7] Prop 2.9.1 O

3.3.3 Continuous structure of semi-algebraic sets

We recall now classical results concerning the structure of semi-algebraic sets. The first results
deal with stratification and the last ones with decomposition into cells.

Proposition 3.3.9 For any semi-algebraic subset A C|0, 1[d+1 , there exist integers m, q1, ..., Gm,,disjoint
Nash manifolds Ay, ..., Ay, CJ0,1[¢ and Nash maps, Gi1 < ... < (g @ Ai —]0,1], for all 1 <i < m,
such that :

— A coincides with a union of slices of the two following forms {(x1,y) €]0,1[xA4; : Gr(y) <

1 < Giir1(y)} and {(Gr(y),y) 1y € Ai};
— the integers m, q;, deg(A;), deg(i ;) are bounded by a function of deg(A) and d.

PRrROOF : This is Thm 2.2.1 in [6] except that there the maps (; j are only claimed to be continuous.
Using Thom’s Lemma, we can assume, that ¢; , are Nash maps, as noticed in Remark 1 of [26]. O

We let adh(H) (resp. int(H ), resp. 0H) denote the closure (resp. the interior, resp. the boundary)
of the set H C R? for the usual topology.

For open semi-algebraic sets, we have the following result :
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Corollaire 3.3.10 For any semi-algebraic open subset A C|0, 1[TF1 there exist integers m, q1, ..., gm,
disjoint semi-algebraic open sets Ay, ..., Ay, CJ0,1[¢ and Nash maps, (i1 < ... < Cig, @ Ai —]0,1[, for
all 1 < i <'m, such that :

— adh(A) coincides with a union of slices of the following form adh({(x1,y) €]0,1[xA4; : i x(y) <

1 < Girr1(Y)}) ;
— the integers m, q;, deg(A;), deg((; ;) are bounded by a function of deg(A) and d.

PRrROOF : Let A CJ0, 1[d+1 be a semi-algebraic open set. We apply Proposition 3.3.9 to A, and keep
only the slices of the form {(z1,y) €]0,1[xA4; : ¢ x(y) < 21 < (i x+1(y)}, where A; is an open set. Let
us check that the closure of this slices is adh(A). Let © € A and let U C A be an open neighborhood
of z. This neighborhood can’t intersect only slices of the form {(¢; x(v),y) : y € A;} and of the form
{(z1,y) €]0,1[xA4; : Gr(y) < 1 < (irt+1(y)}, where the dimension of A; is strictly less than d.
Indeed such sets have empty interior. We conclude that € Uy, . 4, 45 openy adh({(z1,¥) €]0, 1[x 4, :
Gk(y) < @1 < Gr1(y)}), and then A C Uy . 4, is openy 2dh({(z1,9) €]0,1[xA; : Gr(y) < 21 <
Gik+1(Y)})- O

Proposition 3.3.11 Let A C R" be a semi-algebraic set. There exist an integer N bounded by a
function of deg(A) and connected Nash manifolds Ay, ...,An such that A = Hfil A; and Yi # j
(A;Nadh(4;) #0) = (A; C adh(4;) et dim(A;) < dim(4;)). (11 : disjoint union,).

PROOF : See [26] Prop. 3.5 p 124 O

Definition 3.3.12 In the notations of the previous proposition, the dimension of A is the maximum
of the dimensions of the Nash manifolds Ay, ...An.

In the following corollary, we reparametrize a semi-algebraic set with Nash maps of bounded
degree. The point of Yomdin-Gromov’s algebraic Lemma is that one can bound the differentiable
size of the reparametrizations. The corollary 3.3.14 is a stronger form of Thm 2.3.6 in [7], so we
produce a detailed proof.

Definition 3.3.13 . Let A C]0,1[% be a semi-algebraic set of dimension . A family of maps (¢; :
10,1['— A)i=1,. N is a resolution of A if :

— each ¢; is triangular;

— each ¢; is a Nash map;

- A=UL ¢i(0,10) 1.

Let M € N. A M-resolution of A is a resolution of A, (¢;)i=1,... N, such that :
- N<M;
— deg(¢i) < M.

Any semi-algebraic set A C]0, 1[¢ admits a resolution, (¢i)i=1,..N, with N and deg(¢;) bounded
by a function of deg(A) and d. In a formal way :

Corollaire 3.3.14 Given integers d, §, there exists an integer M = M(d,J), such thal any semi-
algebraic set A C]0,1[? of degree < & admits a M-resolution.

PROOF : We argue by induction on d. We note P(d) the claim of the above corollary for semi-
algebraic subsets of |0, 1[¢. P(0) is trivial. Assume P(d).

Let A C]0,1[*! be a semi-algebraic set of dimension . Proposition 3.3.9 gives us integers m,
q1, -y Gm, disjoint Nash manifolds Ay, ..., A, CJ0, 1[4 and Nash maps, Gi1 < ... < Gig, @ Ai —]0,1]
such that :

f. by convention ]0, 1[°= {0}
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— A coincides with a union of slices of the two following forms {(z1,y) €]0,1[xA4; : Gr(y) <
21 < Gk+1(y)} and {(Gir(y),y) 1y € A}

- m, ¢;, deg(A;), deg((; ;) are bounded by a function of deg(A) and d.

We note [; the dimension of A;; we have : I; < 1. Apply the induction hypothesis to 4; C]0, 1[* :
there exists a resolution of A;, i.e. an integer N; and Nash maps ¢; 1, ..., ¢ n; :]0, 1[li—> Aj;, such that
A; = U;])V:H ¢i (0, 1[%) and N;, deg(¢;) are bounded by a function of deg(A;) and d, therefore by a
function of deg(A) and d.

First, we consider a slice of the form {(z1,y) €]0,1[xA4; : ;x(y) < x1 < (ix+1(y)} Observe that
the dimension [; of the Nash manifold A; is, in this case, strictly less than [. Then, for 1 < p < N;,
we define ¥; i, :]0, 1['— A as follows : ;. p(z1, 22, ..., 71) = (21(Gpr1 — Cik) © Gip(T2, ey T 41) +
Gik © Gip(T2y oy Tpy41)s Gip(T2y ooy T1y1)).

Consider now a slice of the form {(¢; x(v),y) : y € A;}. For 1 < p < N;, we define ;1. :]0, 1[!—
10, 1[4 as follows : Vi ke p(@1, s 1) = (G © Gip(T1, ey 21,), Pip(T1, 00y 2y,)).

The family of maps F := (v kp)ikp is a M-resolution, with M depending only on d and deg(A) :
— each v; 1, is a Nash triangular map ;
= A= pp¥ikp(0,1[);
— the cardinal of F is bounded by 3", ¢;N;;
— each deg(1; 1 p) is bounded by a function of deg(A) and d, according to Corollary 3.3.7.
O

A limit of semi-algebraic maps of bounded degree is again a semi-algebraic map :

Corollaire 3.3.15 Let (f, :]0,1[4—=]0,1[F)en be a sequence of continuous semi-algebraic maps of
degree < 8, such that (fu)nen converges uniformly to f :)0,1[7— [0,1]*. Then f is a continuous
semi-algebraic map of degree bounded by a function of d,k and §.

PROOF : It’s enough to prove the Corollary for k = 1.

Let (f, :]0,1[4—]0,1])nen be a sequence of semi-algebraic maps of degree < 4. For all n € N,
there exists P, € R[X1, ..., X4+1] —{0} of degree < 4, such that P,(x1, ..., x4, %%—%fn(:cl, v xq)) =0,
Vo = (x1,...,24) €]0,1[%. The set R[X1, ..., X4;1] of polynomials in d 4 1 variables is endowed with
the norm : || P|| := supyend+1 |@al, for P =% cnar1ao X . By dividing P, by || P,||, we can choose
||P|| = 1. Then, by extracting a subsequence, we can assume that P, — P # 0, with deg(P) < 0.
It’s easy to check that P(z, 1+ % f(2)) = 0. By applying Proposition 3.3.9 to {P = 0} )]0, 1[**! (we
consider 1 + 1 f, instead of f,, because f(z) might be on the boundary of [0,1]¢) and by continuity
of f, we conclude there exists a partition of ]0,1[¢ into Nash manifolds (A;)i=1,..~ and Nash maps
G+ A; —]0, 1] with N and deg(¢;) bounded by a function of 0 and d, such that F%+%f = Uizl,...,N Le,.
In particular, f is a semi-algebraic map of degree bounded by a function of § and d. O

3.3.4 (C*-resolution of semi-algebraic sets and Nash maps

In this section, we define notions to estimate the differentiable size of semi-algebraic sets and
maps.

Definition 3.3.16 A Nash map f : A C R? — R” is estendable if f extends continuously on
adh(A).

Notations 3.3.17 Let f : A C R* — R” be a extendable Nash map. We note f the unique conti-
nuous extension of f.

Remark 3.3.18 This extension is unique by continuity of f. By using Corollary 3.5.5, observe thal
f is a semi-algebraic map and that deg(f) is bounded by a function of deg(f).
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Definition 3.3.19 Let K € RT. Let A C]0,1[¢ be a semi-algebraic set of dimension . Let a €
N! — {0}. The family of maps (¢; :]0,1['— A)i—1. N is a (C%, K)-resolution of A if :

— each ¢; is triangular;

— each ¢; is a (C%, K) extendable Nash map ;

~ adh(4) = U, du((0, 1),

Let M € N. A (C¥, K, M)-resolution of A is a (C*, K)-resolution of A, (¢i)i=1,.. N, such that :

S N<M;

~ deg(¢;) < M.

Definition 3.3.20 Let K € RT. Let fi, ..., fr : A —]0,1[ be semi-algebraic maps, where A C]0, 1[¢
is a semi-algebraic set of dimension l. Let « € N' — {0}. The family of maps (¢; :]0,1['— A)i—1._ N
is a (C, K)-resolution of (f;)j=1,..k if :

— each ¢; is triangular;

— each ¢; and each fjo ¢; is a (C¥, K) extendable Nash map ;

~ adh(4) = Ui, 6:((0,1']).

Let M € N. A (C*, K, M)-resolution of (f;)j=1,..k, (¢i)i=1,...~, 15 a (C*, K)-resolution of (f;)j=1,..k
such that :

- N S M ;

= deg(¢i) < M and deg(fj o ¢;) < M.

If @ = (0,0...,7), we write (C", K), (C", K, M) instead of (C(%0) K (CO0r) K M).

Remark 3.3.21 A C%-resolution of a semi-algebraic set A is in a obvious way a C*-resolution of
the characteristic function of A.

To prove Yomdin-Gromov’s algebraic Lemma, we take limits of parametrizations of a semi-
algebraic set close to A, so that these limits repametrize adh(A). That’s why in the previous defini-
tion of a C%*-resolution we reparametrize adh(A), contrary to the definition 3.3.13 of a resolution.

The following remark is very useful later on :

Lemma 3.3.22 Given an integer d and a real number N, there is an integer M = M(N,d), such
that for any a € N4 — {0} and for any (C%, N) Nash map f :]0,1[¢—]0,1], there exists a (C*,1, M)-
resolution of f.

PROOF : We use homothetic reparametrizations of ]0,1[%. The details are left to the reader. O

3.3.5 (a, M)-adapted sequence

We will use the following notion to prove Yomdin-Gromov’s algebraic Lemma :

Definition 3.3.23 Let o € N¢ — {0} and M € N. Let (f; : A —]0, 1))i=1,...k be a family of Nash
maps defined on a semi-algebraic open set A C|0,1[%. A sequence (o, M)-adapted to (fi)i=1, .k is a
sequence (An)nen of semi-algebraic sets, such that :

- A, C A for eachn € N;

— Gy = SUp,c d(z, Ap) —— 0, where d(x, Ay,) is the distance between x and A, ;

- deg(A,) < M ;

= (fija,)i=1,...k admits a (C*, 1, M)-resolution.

If a =(0,0...,7r), we write (r, M) instead of ((0,...,0,7), M).
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3.4 Statements

Given a family of semi-algebraic functions, we shall first reparametrize them away from their
singularities. Then we prove the main theorem.

Proposition 3.4.1 For any family (f; : A —]0,1[)i=1,...x of Nash maps defined on a semi-algebraic
open set A C|0, 1[4, there exists a (r, M)-adapted to (fi)i=1, .k, with M depending only on d,r and
max;(deg(fi)).

The following proposition follows from the above :

Proposition 3.4.2 For any family (f; : A —]0,1])i=1,...k of Nash maps defined on a semi-algebraic
open set A C|0, 1[4, there is a (C", 1, M)-resolution of (fi)i=1.. k, with M depending only on d,r and
max;(deg(f;)).

We deduce the following proposition from Proposition 3.3.9 and Proposition 3.4.2 :

Proposition 3.4.3 For any semi-algebraic set A C]0,1[%, there exists a (C",1, M) resolution of A,
with M depending only on d,r and deg(A).

Now we show how Proposition 3.4.1, Proposition 3.4.2, Proposition 3.4.3 and Yomdin-Gromov’s
algebraic Lemma follow from the case k = 1 of Proposition 3.4.1. In fact we show stronger results,
which are used in the induction in the last section.

Notations 3.4.4 Let E = Ud21(Nd —{0}) x {d} together with the order :
(Bye) < (a,d) if (e<d) or (e=d and § = a)

We write (r,d) instead of ((0,...,0,7),d) € E.
The order < coincides with the lexicographic order of (d, |a|, ag, ..., a1).

Notations 3.4.5 Fiz (a,d) € E and k € N. We will write Q3(a, d, k), Q4(a,d, k), Q5(c,d, k) for

the following claims :

Q3(c,d, k) : for any family (f; : A —]0,1[)i=1...k of Nash maps defined on a semi-algebraic open
set A CJ0, 1[4, there exists a sequence (c, M)-adapted to (f;)i=1.. k, with M € N depending only on
max;(deg(fi))-

Q4(a,d, k) : for any family (f; : A —]0,1[)i=1,.x of Nash maps defined on a semi-algebraic
open set A C|0, 1[4, there exists a (C", 1, M)-resolution of (f;)i=1,. k, with M € N depending only on
max;(deg(fi)).

Q5(a,d) : for any semi-algebraic set A C|0,1[¢, there exists a (C",1, M) resolution of A, with
M € N depending only on deg(A).

In the statements of Proposition 3.4.1 and Proposition 3.4.2, we only need to reparametrize a
single Nash map :

Lemma 3.4.6 The claim Q4(«a, d, 1) implies the claim Q4(«,d, k) for all k € N*.
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PROOF :

We argue by induction on k. Assume Q4(«, d, 1), VI < k : for any [-families g1, ..., g; : B —]0,1[ of
Nash maps of degree < §, with B C]0, 1[¢ a semi-algebraic open set, there is a (C, 1, M )-resolution
of g1, ...,q1, with M = M(l,0).

Let fi,..., fua1 : A —]0,1[ be Nash maps of degree < §, with A C]0,1[? a semi-algebraic open
set. In the following, for each | < k, we note M; = M(l,J). According to the induction hypothesis,
there exists (¢)i=1,..n a (C*, 1, My)-resolution of (f1,..., fr). By Q4(«,d) for k = 1, for each i, we
can find (¢ ;)j=1,.. N, a (C*, 1, My)-resolution of fi 41 0 ¢;.

According to Lemma 3.2.6, the maps ¢; o 1; j, of which the number is Zfil N; < MMy, are
(C, K) extendable Nash maps, with some K = K(|a|,d). The same holds for the maps f, o ¢; 01 ;
for all 1 < p < k. We control the degree of these Nash maps by applying Corollary 3.3.7. For each i,
(¥ij)j=1,...n; being a (C*, 1)-resolution of fi41 o ¢;, the maps fi11 0 ¢; 09, ; are (C*, 1) extendable
Nash maps. Moreover, we have in a trivial way : adh(A) = |, ; i o EZ;([O, 1]9). We conclude the
proof of Q4(«,d, k + 1) by applying Lemma 3.3.22. O

Lemma 3.4.7 The claim Q3(«, d, 1) implies the claim Q3(«,d, k) for all k € N*.

Proor :

We adapt the above proof for Q3(«, d) as follows (we use the same notations). Let (A,)nen be a
sequence a-adapted to (f;)i=1,.. k. Hence, for all n € N, there exists (¢§L)j:1,...,Nn a (C%, 1) resolution
of (fi/a,)i=1,..k- For n, j, let (Ap”)pen be a sequence a-adapted to fry1 0 5.

We use the following remark, which is an easy consequence of the uniform continuity :

Remark 3.4.8 If (An)nen 5 a sequence of subsets of [0,1] satisfying SUPgepo) d(@, An) ——— 0

n—-+o0o

and ¢ : [0,1)' — [0,1]¢ is a continuous map, then SUPgeg(0,1)) ATs 9(An)) ——— 0.

n—-+00
According to the above remark for ¢7, we can choose an integer p;,, for each n € N and each 1 <

J < Np, such that supgegn((o,1)4) d(, qﬁ?(Agj’,J;)) < 1/n. Now, let us show that B,, := U;V:nl gb?(AZ;jn)
J ’ ’ 5

defines a sequence a-adapted to (f;)i=1,.. k+1-
Observe that B, is a semi-algebraic set because each ¢ is a semi-algebraic map and each Ay

is a semi-algebraic set. Moreover Ny, deg(¢7}) and deg(AZ]’,?n) and therefore deg(B,,) are bounded by
a function of max;(deg(f;)), |o| and d. Finally, we have :

supd(z, Bn) < supd(z, Ay) + max ( sup  d(z,¢] (A7 ) < ap+ 1/n —— 0.
€A €A j=1,...;,Npn, x€¢?([071]d) I n—-+o0

Notations 3.4.9 In the following, we note :

Qi(a,d) := Qi(a,d, 1) = [Vk € N*| Qi(«,d, k)] fori=3,4 and

Pi(a,d) := [V(B,e) € E with (B,¢) < (a,d), Qi(c,d)] fori=3,4,5.

Observe that for i = 3,4,5, Pi(«,d) is the claim of Proposition ¢ for all pairs (3,e) € E with
(8, €) < (a,d).

Now we show that Proposition 3.4.3 follows from Proposition 3.4.2 :
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PROOF OF PROPOSITION 3.4.3 (P4(r,d) = P5(r,d+1)) :

We only need to prove P4(r,d) = Q5(r,d + 1).

Let A C]0,1[%"! be a semi-algebraic set of dimension I > 1.7 Under Proposition 3.3.9, it is

enough to consider the two following special cases :

— A C]0,1[%! is a semi-algebraic set of the form : {(z1,y) €]0,1[xA4" : n(y) < z1 < ((y)},
where A’ C]0,1[? is a Nash manifold of dimension I — 1 and n,{ : A’ —]0, 1] Nash maps, such
that deg(n),deg(¢),deg(A’") depend only on deg(A) and d. By using a M-resolution of A’
(¢ :]0,1[""1—=]0,1[%);=1.... N, with M = M(d,deg(A)) and by considering 7 o ¢; and ¢ o ¢;, we
can assume that A’ =)0, 1["~!, with [ < d+1. So we can apply Q4(r,1—1) to ({,n) : there exists
(¢i)i=1,..~ a (C",1, M")-resolution of (¢,n) with M’ = M'(r,d, deg(A)). For each ¢, we define
1; :]0,1[x]0, 1"t — A in the following way : 1;(z,y) = (z(Cod; —no¢;)(y) +n0di(y), ¢i(y)).
We control the degree of 1); by applying Corollary 3.3.7. Then (v;);=1,... n is a (C", 2)-resolution
of A. We conclude the proof using Lemma 3.3.22.

— A is a semi-algebraic set of the form {(¢; x(y),y) : y € A’}. The dimension [ of A is strictly
less than d + 1. The decomposition into cells gives us a M-resolution of A, (¢; :]0,1['—
A)i=1,..N, with M = M (d, deg(A)). We conclude the proof, by applying for each i, Q4(r,1) to
the coordinates of ¢;.

O

Finally we deduce Proposition 3.4.2 from Proposition 3.4.1. In fact we prove : P3(r + 1,d) =
P4(r,d).

PROOF OF PROPOSITION 4 (P3(r +1,d) = P4(r,d)) :

We argue by induction on d. Assume that for e < d, we have P3(s + 1,e) = P4(s,e) for all
s € N. Let r € N. Let us show P3(r + 1,d) = Q4(r,d).

Let f: A —]0,1[ be Nash map of degree < §, where A C]0,1[? is a semi-algebraic open set.
According to Q3(r + 1,d), there exists a (r + 1, M)-adapted sequence (A, )nen to f with M =
M(r,d,d). Let (¢¥)i<n, be a (C"+1,1, M)-resolution of fa,- Forall k € N, N, < M. By extracting
a subsequence, we can assume N = N, for all k € N. According to the Ascoli theorem, B(r+41)(@¢+DN
is a compact set in B(r)@*tDN where B(r) is the closed unit ball of the set of C" maps on ]0, 1[¢
onto R, endowed with the norm ||.||,. By extracting a subsequence from the sequence (¢}, f o ¢ )nen,
we can assume, that for each i = 1,...; N, (¢")nen and (f o ¢}')nen converge in ||.||, norm to (C",1)
maps. Let 1); be the limit of (¢'),en. Observe that f o; =lim, f o ¢} is also a (C",1) map.

By Corollary 3.3.15, the maps ¢; and f o 1; are semi-algebraic maps of degree bounded by a
function depending only on r, § and d. But a priori, these maps are not Nash maps and they are
onto [0,1]%. By applying Corollary 3.3.5, we note that X; =0, 1[4~ (9]0, 1]%) is a semi algebraic
set of degree bounded only by a function depending only on r, § and d.

Let us check that (J;_; _ y ¥i(adh(X;)) = adh(A). It is enough to show that A C |,y ¥i(adh(X;)),
because we have ¥;(adh(X;)) C adh(A), for all 4, by convergence of ¢ to 1;. Let x € A C]0, 1[%, there
exists a sequence x, € A, C|0,1[?, such that z,, — x. By extracting a subsequence, we can assume
that there exist 1 <4 < N and a sequence (y,, € [0,1]%),en such that x, = ;Z)?(yn) By the uniform
convergence of ¢} to ¢;, we have ¢;(y,) — z. We easily conclude that J,_; y ¢:([0, 1]9) = adh(A).
But [0,1]% — adh(X;) C ;'(9[0,1]%); therefore A C Uizt ¥i(adh(X;)), because A cjo, 1[¢.
Finally adh(A) = U,_; n %i(adh(Xy)).

Apply Proposition 3.3.9 to the graph Fwi/xi of ¥;/x,. There exists a partition of X; into Nash
manifold (X,‘Lj)j:17._.,13,i, such that z/zi/Xg is a Nash map onto ]0, 1[%. Moreover P3(r +1,d) = P3(r +

1,d—1) = PA(r,d—1) = P5(r,d). By applying P5(r,d) to each Xij? and by composing the maps ;
with the (C",1) Nash map obtained from the (C", 1) resolution of X7, we get a (C", K, M )-resolution
of f, with K = K(r,d) and M = M(r,deg(f),d). We conclude the proof by applying Lemma 3.3.22.

O

1. The case of dimension 0 is trivial
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3.5. Case of dimension 1

Finally, Yomdin-Gromov’s algebraic Lemma follows from Proposition 3.4.3.

PROOF OF YOMDIN-GROMOV’S ALGEBRAIC LEMMA : Let A be a semi-algebraic compact subset of
[0,1]¢. We apply P5(c,d) to A F for each open hypercube F, which takes part in the skeleton of
[0, 1]¢. O

Now we only have to prove Proposition 3.4.1 for a single Nash map.

3.5 Case of dimension 1

First we study the case of dimension 1, where we can prove right away Proposition 4. The case
of dimension 1 allows us to introduce simple ideas of parametrizations, which will be adapted in
higher dimensions.

The semi-algebraic sets of |0, 1] are the finite unions of open intervals and points. So it’s enough
to prove Proposition 4 for A of the form ]a,b[C]0,1[. We recall that a bounded Nash map defined
on a open bounded interval I extends continuously on adh(I) (See [7] Prop 2.3.5).

PROOF OF P4(1,1) (CASE OF THE FIRST DERIVATIVE)

Let f :]a,b[—]0,1] be a Nash map. We cut the interval |a,b| into a minimal number N of
subintervals (Ji)k=1,.. n, such that for each k, Vo € Jy, |f'(z)] > 1 or Vo € Jy, |f'(x)] < 1. The
integer N is bounded by a function of deg(f) : apply Proposition 3.3.9 to {z €]0,1[: |f'(z)| < 1}
and {z €]0,1[: |f'(z)| > 1} and use Corollary 3.3.8.

On each interval Jj, we consider the following parametrization ¢ of adh(Jy) = [c,d] C [0,1] :

- ¢(t) =c+t(d—c)if |f'| <1 and then we have deg(¢) =1, deg(f o ¢) = deg(f).

- ¢(t) = fH_C’ld](f(c) + t(f(d) — f(e))) if |f| > 1 and then we have deg(¢) = deg(f) (indeed

deg(f~') = deg(f)) and deg(f o ¢) = 1.
O

PROOF OF P4(r,1) (CASE OF HIGHER DERIVATIVES) : We argue by induction on r : assume
P4(r,1), with r > 1 and prove P4(r + 1,1).

Let f :]a,b[C]0,1[—]0, 1[ be a Nash map. By considering for all i = 1, ..., N the family (fo¢;, ¢i),
where (¢;)i=1..n is a (C",1, M) resolution of f (with M = M(r)) given by P4(r,1), we can assume
that f is a (C”,1) Nash map.

We divide the interval ]a, b[ into a minimal number N of subintervals on which |f!
increasing or decreasing, ie, the sign of f"+t1) f("+2) ig constant. Consider the case where |f (
is decreasing, the increasing case being similar. We reparametrize these intervals from [0, 1] with
linear increasing maps ®;. We define f; = f o ®;. Obviously f; is a (C",1) Nash map and ]fi(r+1)| is
decreasing. In the following computations, we note f instead of f;.

Setting h(z) = 22, we have :

m+1)| is either

r+1)‘

(f o )V (@) = (22) 1 fUHD (2?) + R(x, f(2), ... [V ()
where R is a polynomial depending only on r. Therefore

Ve €0, 1] |(f o ) ()] < [(22)H FUHD (@) + C (), (3.1)

where C(r) is a function of r.
Furthermore, we have

2 f0) ()| = /0 £ (@) dt < | /0 U @yat = |7 (x) — £ (0)] < 2 (3.2)
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3.6. Proof of Proposition 3

Indeed either f("+1)(z) = 0 and then the inequality is trivial or f"+1)(z) # 0 and therefore the sign
of fU*(t) is constant because |f"+V)| being decreasing, we have for t €]0,z] : 0 < [f+D(z)| <
|f(+1(t)|. By combining inequalities (3.1) and (3.2), we obtain :

(21.)7'—&-1
2

[(f o b)) ()] < C(r) +2 <C(r)+2+

X

Finally deg(®; o h) = 2 and deg(f o h) = 2deg(f). We show now that N is bounded by a function
of deg(f) and r like in the first step of the proof : we apply Proposition 3.3.9 to the semi-algebraic
set {z €]0,1[: fO+D(2) f0*+2)(z) > 0} and we use Corollary 3.3.8.

We conclude the proof of P4(r 4+ 1,1) by applying Lemma 3.3.22.

3.6 Proof of Proposition 3

The proof of Proposition 3.4.1 is an induction both on the dimension d and on the order of
derivation «.

In the first step we increase the dimension d.
Then, fixing the dimension d, we increase the order of derivation « according to the total order
=<. To be more explicit, let us introduce the following notation :

Notations 3.6.1 For a € N, we set :
a®l:=min{eN:a=<p and o # 3}

We prove P3(a,d) = P3(a & 1,d). We will distinguish two cases : |a & 1| = |a| + 1, ie
a=(0,...,0,s), for some s € Nand |a ® 1| = |a].

In fact, we prove in this section Yomdin-Gromov’s Lemma by induction. We summarize in the
following diagram the different dependences involved in the induction :

P3(a, d)

T

P3(la® 1] +1,d—1)

|

Pi(la®1],d — 1)

|

P5(|la @ 1|, d)

Z//////

P3(a®1,d)

’ Increase of the dimension : [Vr € N P3(r,d)] = P3((1,0,...,0),d+ 1) ‘

PROOF :
Let f: A c]0,1[¢*'—]0,1[ a Nash map, defined on a semi-algebraic open set A C R We
work on A, = {z € A :d(z, AS) > 1/n} in order to ensure that f extends continuously on adh(A4,,).
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3.6. Proof of Proposition 3

The set A, is a semi-algebraic open set of degree bounded by a function of deg(A) and d (Corollary
3.3.5). For simplicity, we note A instead of A,.

We consider the following semi-algebraic open sets : Ay = {&x € A, |0y, f(z)] > 1} and A_ =
int({x € A, |0z, f(x)] <1}). We have adh(A) = adh(A4) |Jadh(A_). Obviously adh(A)Jadh(A_) C
adh(A). Let us show A C adh(Ay)Jadh(A_). Let y € A. If y ¢ adh(Ay), as A is open, there exists
r > 0, such that the ball B(y,r) C A(VAL C {z € A,|0,, f(x)| < 1} and thus y € A_. Remark that
deg(Ay),deg(A_) are bounded by a function of deg(f) according to Corollary 3.3.5.

According to P3(2,d) = P4(1,d) = P5(1,d+ 1), there exist (C',1) extendable Nash triangular
maps (¢;)1<j<n, such that adh(A-) = U;<;<y_ ¢;([0, 1]%) and such that N_, deg(¢;) are bounded
by a function of deg(A_), and thus by a function of deg(f). We have |0, (f o ¢;)| < 1, so the maps
¢; can be used to build a resolution of f.

For A, we consider the inverse of f. Observe first, that according to Corollary 3.3.10, we can
assume that Ay is a slice of the following form {(z1,y) €]0,1[xA" : {(y) < z1 < n(y)}, where
A" C]0,1[? is a semi-algebraic open set of R? and (,n : A, —]0,1[ are Nash maps.

Define D, = {( (‘Tl’ )7y) : (:m,y) S A+} We define g : Ay — Dy, g(xlvyl) = (f(mlvy)’y))
This map ¢ is a local diffeomorphism, by the local inversion theorem. Moreover, g is one to one,
because g(x1,y) = g(«},y’) implies y = v/, and f(z1,y) = f(x),y) implies 1 = 2, because
|0z, f(x)| > 1 for x € A;. The map g extends to a homeomorphism g : adh(Ay) — adh(D. ), since
f is continuous on adh(A) (Recall that we note A := A4,,).

Observe that D, is a semi-algebraic open set of R¥T!. On D, we define ¢ : ¢(t,u) := g1 (t,u) =
(f(.,u)"(t),u). The Nash map ¢ : Dy — A, is triangular and deg(¢) = deg(f). Define ¢(t,u) =

(z1,y). We compute :
zlmhy ~an7 Vol (21,9)
Id

As (z1,y) € Ay, we have |0, 0(t,u)| =

o) \ < 1. Furthermore, we check

op(t,u) =t.

Therefore, ¢ and f o ¢ are (C(LO""’O), 1) extendable Nash triangular maps. In order to obtain a
resolution, we apply again P5(1,d + 1) to D,. That gives (C!, 1) extendable Nash triangular maps
¥; 300, 1[4 — D, j < Ny, such that Ny, deg(t;) are bounded by a function of deg(D.), thus by
a function of deg(f) and such that adh(D4) = U;<;<n, ([0, 1]%+1). Moreover, by applying Fact
3.2.9, we get :

101 (¢ 0 5)| = |02, (6)]-105, (47)] < 1

because v; is triangular. We have also :
‘6561 (f o¢po ¢])| = |89617w[}]1| <1,

where ¢1 is the first coordinate of w] The parametrizations ¢ o;:]0,1[4T1—]0,1[¢*! are therefore

- adh(A+) = U5 ¢045([0, Hd“),

— each fogot;isa (c(1:0---0) 1) Nash map;

— deg(¢ o 1)j), deg(f o ¢ o ;) are bounded by a function of |a|,d, and deg(f) according to
Corollary 3.3.7.

Finally, {¢1, ..., on , 01, ..oy, } is a (C10-0) 1)-resolution of f.

’ Increase of the derivation order : P3(s,d) = P3((s+ 1,0, ...,0),d) ‘
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3.6. Proof of Proposition 3

PROOF :
Like in the case of dimension d = 1, we begin with the following reduction.

Affirmation 3.6.2 i is enough to show the result for a single (C*,1) extendable Nash map f: A =
10, 1[*—]0, 1.

PROOF OF CLAIM 3.6.2 : Assume P3((s + 1,0,...,0),d) for a single (C*,1) extendable Nash map
f: A =]0,1[=]0, 1[. The proof of Lemma 3.4.7 implies P3((s + 1,0, ...,0),d) for any family (g; :
10, 1[4—]0,1[);=1,.._x of (C%, 1) extendable Nash maps. Let f : A C]0,1[?—]0, 1[ a Nash map, defined
on a semi-algebraic open set A C]0,1[!. By applying Q3(s,d) to f, we obtain a (C*, 1) resolution
(#7)i=1,..N,, of fa,, with A, an adapted sequence. We apply @3((s + 1,0,...,0),d) to the family
(f o ¢, ¢%) of (C%,1) extendable Nash maps defined on ]0,1[%. We conclude by constructing a
((s+1,0,...,0), M)-adapted sequence for f with M = M (s,d, deg(f)), like in the proof of Lemma
3.4.7. O
Let f:]0,1[4—]0,1[ be a (C*,1) Nash map.

We cut up 0, 1[? according to the sign of yw like in the first step of the proof : A, =

s+1 s+2
] Ox]

{z €0,1[% 2 ()22 (x) > 0} and A_ = int({z €]0,1[% 2 (2)2 5 (x) < 0}). We have
1 Ty t 1

again adh(A4) = adh(Ay)(Jadh(A_). In the following, we consider only A = Ay, the case of A_

being similar. According to Corollary 3.3.10, we can assume that A is a slice of the following form

{(z1,y) €)0,1[xA" : ((y) < z1 < n(y)}, where A’ C]0,1[%"! is a semi-algebraic open set and

¢,n: A" —=]0, 1] are Nash maps.

"~ (21, y) (we fix y), we

Applying the estimate (3.2) obtained in Part 5 to the function x; +— ST
1

get for (z1,y) € Ay,

8s+1f )
-4 < - =
o = =

The induction hypothesis P3(s, d) implies P3(s+2,d — 1) and P3((s +2,d — 1) implies P4(s +
1,d—1). Apply P4(s+1,d—1) to ({,n) : there exist (C**1,d — 1) extendable Nash triangular maps
h :]0,1[¢1—=]0, 1[¢~!, of which the images of the extensions cover adh(A’), such that ¢ o h and noh
are (C**1,d — 1) Nash maps. Define 1 :]0, 1[x]0, 1[*"1— A,

(3.3)

(v, w) = (€ o h(w).(1 —vd) + 1o h(w).v}, h(w))

The maps ¢ are triangular, ||1||s+1 < 2 and the images of their continuous extensions cover adh(A).

In the new coordinates (v, va, ...,vq) =: (v1,w), we have :
21 = ((y) = Coh(w).(1 = vf) +n0 h(w)vf = ((h(w)) = vf.(1 0 h(w) — ¢ o h(w))
and therefore the previous estimate (3.3) become :

o5t 2
G )l <

< Wl hw) = Co hw)] (34)

Moreover, applying Fact 4, we get :

s+1(0r o s+1 k
W(vhw) = (2vl)s+1(noh(w)—Coh(w))g SJFJ; (¥ (v1,w))+R(noh(w)—Coh(w), vy, (g{
Y1 Ty Ty

(¥ (v1,w)))k<s),

where R is a polynomial, which depends only on s and d. Using the last inequality (3.4), the first term
is less than 2°*2. Consider the second term. The map f is a (C*,1) Nash map, therefore |%| <1,
1
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3.6. Proof of Proposition 3

for k < s. Thus |R(n o h(w) — ¢ o h(w), vy, (ﬁ(w(vl,w)))kgs)\ is bounded by a function of s and

k
Oxf

d, and hence \w\ also. We apply Lemma 3.2.5 to control the derivatives of lower order than

8'Uf+1
s of f o). Using Lemma 3.3.22, we can assume that v is a (C5*1 1) Nash map and f o is a
(C(SJFLO"“’O), 1) Nash map. d

We deal now with the last step of the proof.
| Control of the following derivative : P3(a,d) = P3(a @ 1,d) with a # (0, ...,0,s) |

Observe that the condition o # (0, ...,0, s) implies |a| = | @ 1| : the order of derivation is fixed.

PROOF : Like in Claim 3.6.2, we can assume that f :]0,1[—]0,1[is a (C®, 1) Nash map.

Define A, =]1/n,1 — 1/n[*1. According to Tarski’s principle, B = {(z1,y) € adh(A4,)
\%(wl,y)\ = Supte[l/n,l_l/n](@;%‘ijf(t,y)])} is a semi-algebraic set of degree bounded by a func-
tion of deg(f) and s. By the definition of an adapted sequence, the sup above is finite (Recall that f is
not supposed to be analytic in a neighborhood of A, so that we can’t work directly with A). According
to Proposition 3.3.9, B is covered by sets (B;)i=1,..~n, Bi = {(z1,y) €]0,1[x B : vi(y) < z1 < Ai(y)}
or B; = {(04(y),y) € B!} , where B! C]1/n,1 —1/n[?"! are semi-algebraic sets of R%"!, such that
UN, B/ =]1/n,1 —1/n[*"" and where 0;,7;, A; : B, —]0,1] are Nash maps. In the first case, we set
oi = 1/2(A; + ;). Afterwards, we consider only the sets B], which are open sets. Observe that for
these sets we have |Jadh(B!) = [1/n,1 — 1/n]4 L.

By using the Tarski’s principle and Proposition 3.3.9, we check that N and the degree of o;

are bounded by a function of deg(f) and |«|. Define the Nash map g; : B} —]0,1[, ¢i(y) =

1 9a®)y
2 61&‘1@1)1

because f is a (C% 1) map and ((a @ 1)1,0,...,0) = a. The induction hypothesis P3(«,d) implies
P3(Ja| 4+ 1,d — 1) and thus P4(|a|,d — 1), which applied to (o, g;) gives (C!*!,1) extendable Nash
triangular maps h; x :]0, 141 B, such that g; o h; ;, and o; o h;j, are (Cl*l 1) Nash and such that
Uy hi ([0, 11971) = adh(B)).

(0i(y),y), where (a @ 1); denotes the i'® coordinate of o @ 1. The map g; is onto ]0, 1],

Then, h;}, being triangular, we have according to Fact 4 :

V2OV (g 0 i) OO f Ohi

Oh;
o h, , (a®l)y (70K
9z (a®1)2,....(a®1) ) (y) = Hpo®1 (0i0 hl,k’(y)> huk(y)) x ( Oy ) 2.

8xd

2 )(a@l)d + R

where R is a polynomial, depending only on «, in the derivatives of f of order < « and in the
derivatives of h; ) and o; o h;j, of order less than |«|. The map h;j is a (C|a|, 1) Nash map and by
hypothesis f is a (C%, 1) Nash map, so that we have |R| < C(|al,d), where C is a functiont of ||
and d.
After all gioh;y is a (Cl*l, 1) Nash map. Hence we have

804@1f

| 5pam1 (i0hin(y); hik(y))(

Oh; j,
O0xy

§(@®D)z,.,(a®1)a) (g, o hi k)
(G P TV

Oh; i,

5 )@eh:

)(a@l)d‘ < ’2

+R] < C(lal,d)

Define ¢; . :]0, 1[—]0, 1[¢ by :
Gik(r1,y) = (1/n + bow1, hik(y)), with b, :==1—2/n.

The parametrization ¢;  is a (C*®!, 1) Nash triangular map :

t. In order to simplify the notations, we will denote by C any function of |«| and d
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3.7. Une autre version du lemme algébrique

. . . . 0*®L(fop; adl
— Using again the triangularity of h; ;, and Fact 4, we get : 830(5@? k) gxa@{ (1/n+bnpx1, hi g (y)) x

(bn)(a@l)l(%)(“@1)2...(%)(“@1% + S, where S is a polynomial in g‘% with # < « and in

the derivatives of h; ;, of order less than ||, S depending only on a. Therefore |S| < C(|al, d).

.. a®1 ; ; @l
Moreover by definition of o;, \%(1/7’@—}—1)”371, hik(y))x (%)(a@l)z _,.(%)(a@l)q < \%(oio

Ohi s\ (a Ohi o~ (a
ik (y): higk(y)) % (T;)( Oz () ®a| < C(|al,d),

thus

9*®1(fo i oa®1 ahz Oh;

PR < | T (14 b, hay) x (St )00 (Y )(@81] 1|5 < O(lal, d)

B ( oo,
— Finally for 8 < «, only the derivatives of f of order < « take part in the expression %,
98 ( fodb,

again because of the triangularity of h; ;, and Fact 4. Hence |%\ < C(|al,d).

Lemma 3.3.22 gives us a (C%, 1, M)-resolution of f/ 4, with M = M(|a|,d,deg(f))-
O

3.7 Une autre version du lemme algébrique

Nous donnons maintenant une version plus forte du lemme algébrique (Théoréme 3.1.1), qui a
I'avantage de s’appliquer & des ensembles semi-algébriques non compacts et qui est une conséquence
de la Proposition 3.4.3 de l'article précédent.

Théoréme 3.7.1 (Yomdin-Gromouv’s algebraic Lemma) Soient r,l et d des entiers positifs. Pour
tout ensemble semi-algébrigue A CJ0,1[¢ de dimension 1, il existe un entier N et des applications
continues semi-algébriques ¢1, ..., on 3]0, 1[{=]0,1[%, telles que :

— ¢; est réelle analytique pour tout t =1,..., N ;

= [|¢illr := maxg. <, 10%0i]l00 < 1 pour touti=1,...,N ;

- Ui 0ij0,10) = A,

De plus N et max;—1,. n deg(¢;) sont bornés par une fonction de deg(A), d et r.

PREUVE : D’aprés la Proposition 3.4.3, il existe une (C",1, M) résolution de A que 'on note ¥y
avec M dépendant uniquement r,d, deg(A). On pose Ay = A — ey, ¥(]0, 1["). L’ensemble semi-
algébrique A; est de degré borné par une constante dépendant uniquement de r, d, deg(A) puisqu’il en
est ainsi du cardinal de ¥y et du degré des éléments de ¥;. De plus A; est de dimension < dim(A) = [.
En appliquant maintenant la proposition 3.4.3 & A1, on obtient une résolution Ws de A;. On note
Az = A1 — Uyew, ¥(10, 1[4)... On définit ainsi par récurrence A; et ¥,;. Remarquez que Agy; = 0)
puisque dim(4;) < dim(A) —i pour i = 1,...,d + 1. La famille de fonctions ,_; 4, ¥: satisfait
les hypothéses du théoréme. O

De la méme facon, on a I’énoncé fonctionnel suivant :

Théoréme 3.7.2 Pour toute famille (f;/A —]0,1[)j=1,. k d’applications de Nash définies sur un
ensemble semi-algébrique ouvert A C|0, l[d, il existe un entier N et des applications continues semi-
algébriques ¢, ..., on :]0, 1['— A, telles que :

— ¢; est réelle analytique pour tout 1 =1,..., N ;

~oillr <1, |Ifjo ¢illr <1 pour touti =1,...,N et tout j=1,....k;

- UY, ¢:(0,1]) = A

j=1,..k
d etr.

97



3.8. Estimées quantitatives pour les fonctions semi-algébriques

Remarque 3.7.3 Soit C € RY. Quitte a recouvrir | — C,C[% en cubes de taille unitaire, on peut
remplacer la condition A C]0,1[¢ par A C] — C,C[* dans les théorémes 3.7.1 et 3.7.2. Le nombre
de reparamétrisations dépend alors aussi de C. Autrement dit : "la complexité différentielle d’un
ensemble semi-algébrique est bornée par son diamétre et sa complexité algébrique”.

3.8 Estimées quantitatives pour les fonctions semi-algébriques

3.8.1 Degré pour les fonctions semi-algébriques

Nous avons défini dans Darticle précédent le degré deg(f) d’une fonction semi-algébrique f,
comme étant le degré de son graphe I'y. Nous définissons maintenant une notion de degré pour
les applications semi-algébriques avec laquelle il est plus facile d’avoir des estimées quantitatives.
Celles-ci nous seront utiles pour montrer dans la prochaine section une formule pour 'entropie k
dimensionnelle d’un produit.

Définition 3.8.1 [53] Soient A C]0,1[? et f: A — R une application semi-algébrique. Le degré
fonctionnel de f noté deg*(f) est le degré minimal des polynéomes annulateurs de f, c’est a dire
des polynomes P € R[ X1, ..., X4, Y] — {0}, tels que P(x, f(z)) = 0 pour tout x € A.

Si @ :]0, 1[d—> R est un polynéme non constant, on retouve la notion usuelle de degré : deg*(Q) =

deg(Q)-

Remarque 3.8.2 Si f est a valeurs dans |0, 1[, alors d’apreés la proposition 3.3.9 appliquée {(z,y) €
Ax]0,1[, P(z,y) = 0}, le degré deg(f) de f au sens de la définition 3.3.2 est borné par une fonction
dépendant uniquement du degré fonctionnel deg*(f) et de d.

Soit A un anneau commutatif unitaire intégre. Considérons deux éléments P et @) de A[X] de
degrés respectifs m et n :

m n
P(X)=> a;X"et QX)=> bX'
i=0 i=0
Le résultant Resx (P, Q) est le déterminant de la matrice suivante dite de Sylvester (voir [38] ou
[56] pour plus de détails) :

A, 0 ces 0 by, 0 - 0
Am—1 QA . s bn—l bn :
am—1 - 0 : b1 - 0
ao - QA bo . bm
0 ao am-1 0 bo bn-1
0 o0 a0 0 by

Si P et @ sont deux polynomes de R[Xo, X, X», ..., X,,] le résultant Resx, de P et de Q en X
est le déterminant de la matrice de Sylvester associée aux polynémes P et () vu comme polyndéme
en Xy a coefficients dans R[X7, ..., X,,]. En particulier Resx,(P,Q) € R[X7,...,, X,]. Le degré total
de Resx,(P,Q) est borné par le produit des degrés totaux de P et de Q (Théoréme 10.9 de [56]).

Enfin si P et () ont une racine commune (xo, Z1, ..., T ), alors Resx,(P)(x1, ..., zn) = 0 (Proposition
8.1 de [38]).

La proposition suivante estime le degré fonctionnel d’une composition de fonctions semi-algébriques :
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Proposition 3.8.3 Soient go, g1, ..., 9a 3]0, 1[2—=]0, 1[ des fonctions semi-algébriques alors

d

deg*(go(g1, - 9a)) < [ [ deg™(9:)
i=0

ot go(g1, ..., ga) désigne la fonction qui a (z1,...,24) €]0,1[* associe go (g1(21), ..., ga(rq)).

PREUVE : Pour tout i € [0,d], notons P; un polynéme annulateur de g; de degré minimal, i.e.
deg(P;) = deg*(g;).

e Py(Yy,....Y3,Y) = 0
On élimine Y7 dans
! { P (Xy,..,Xq, Y1) = 0
Remarquons que pour tout (z1, ..., 24, Y2, ..., yq) dans ]0, 1[>4~1, on a :
PO(gl(-rlw"’xd)ayQa"'ydagO(gl('rb"'7$d)7y27"'7yd)) = 0
Pl(:rl,...,xd,gl(xl,...,xd)) = O

Les polynomes Py et P; vu comme éléments de R[ X7, ..., X4, Y1, ..., Yy, Y] ont donc
(@1 ey Ty 91(T1, oy 235 Y2, - Yd—15 90 (g1 (X1, .oy Ta), Y2, -, yq)) € R?H! comme racine commune. On
en déduit que :

Resy, (P1, Py) (21, -+, Xd; 91(T1, s Td), Y2, --Yd—1, 90 (91 (1, s Ta)s Y25 -, Ya)) = 0
De plus le degré total de Resy, (P1, Py) est borné par deg(P1)xdeg(Fp). Notons Q1 = Resy, (P1, Pp).

Q1(Xy,..., Xg, Y2, ..., Yg,Y) = 0

Puis on élimine Y5 dans
2 { Py(X1, ..., Xq,Y3) =0

On a maintenant pour tout (21, ..., Z4,¥3, ..., ¥q) dans |0, 1[24=2 ;
Resy, (P, Q1) (1, -, T, 91(T1, -+, Ta), Y3, -Yd—1, 90 (91(T1 -+, Td), G2(T1, o0y ), Y3, -y Ya)) = O

et le degré de Resy, (P2, Q1) est borné par deg(P») x deg(Py) x deg(Py) et ainsi de suite... on
définit par récurrence Q; := Resy,(P;, Qi—1) € R[ X1, ..., X4, Yit1, ..., Yy, Y] pour i < d—1. pour tout
(xla <o Tdy Yit 1, "'7yd) dans ]07 1[2d71 :

Q’i (xla ooy 'Id,gl(xl? () I‘d), Yi+1,---Yd—1, 90 (gl(xl’ X3) xd)v X3 gi(xla ey xd)a Yit1, -+ yd)) =0
De plus le degré de Q; vérifie : deg(Qi) < [[;—g . ;deg(P).
Alors Qq = Resy, (P, Qa—1) € R[X7, ..., X4, Y] est un polynoéme annulateur de go(g1, ..., ga) i-e.

pour tout (x1,...,24) €]0,1[%, on a Qq(z1, ..., T, 9o(91(21, ..y Ta), -y ga(T1, ..., £q))) = 0. En particu-
lier deg*(go(91, -+, 9a)) < deg(Qa) < [TLg deg(Ps) = [Tiq deg™(g2).

g

En composant des polyndémes a une variable, on vérifie facilement que ’énoncé de la proposition
précédente est optimal pour d = 1.

Sif=(f1,..., fa) :]0,1[*— R est une application semi-algébrique, on pose deg*(f) := Z deg* (fi).
d

i=1,...,

Corollaire 3.8.4 Soient f :0,1[7—=]0,1[* et g :]0,1[¢—]0,1[¢ deuz applications semi-algébriques,
alors
deg*(f o g) < deg”(f)deg”(g)"
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Cette estimée du degré de la composition de deux fonctions semi-algébriques est "satisfaisante"
d’un point de vue dynamique :

Corollaire 3.8.5 Si f1,..., [, sont des applications semi-algébriques de )0, 1[¢ dans ]0,1[* alors

deg*(fio...0 fn) < deg*(f1) [ [ deg™(£:)"

1=2

Rappelons que d’apres le principe de Tarski, le degré deg(f o g) (comme défini & la Définition
3.3.2 dans larticle précédent ) est borné par une fonction dépendant uniquement du degré deg(f)
de f et du degré deg(g) de g. Si le graphe de f (resp. de g) s’écrit comme une combinaison boo-
léenne de conditions de signe sur m polynomes (resp. n) de degrés p (resp. q), alors le graphe de
la fonction composée f o g est décrit par une combinaison booléenne de conditions de signes sur
((m + n) x max(p, q))°@) polynomes de degrés max(p, ¢)°@ d’aprés le théoréme 14.16 of [5]. Ce
résultat quantitatif relatif & I’élimination des quantificateurs ne nous permet de conclure que le degré
d’une composition de n applications semi-algébriques de degré borné est au plus exponentiel en n.
C’est pourquoi, nous avons travaillé avec cette autre notion de degré mieux adaptée au graphe de
fonctions semi-algébriques.

Notations 3.8.6 Soit f = (f1,..., f4) :]0,1[%— R? une application de Nash. Pour touti =1,...,d,
nous considérons des polynomes P; annulateurs de f; de degré minimal. On note Ay le sous-ensemble
algébrique de 10, 1[*xR? défini par :

Ap = {(z1,...xa, Y1, -, Ya) €0, 1[d><]Rd t Pi(z1,...,2q,y) =0, 0y, Pi(x1,...,24,yi) # 0 pour touti =

Enfin rappelons que le graphe Ty de f est défini comme suit : Ty = {(z, f(z)),z €]0,1[¢} C
10, 1[d><]Rd. Dans la suite on note 7 : R x R4 — R? la projection par rapport au second facteur de
sorte que m(I'y) coincide avec limage de f.

Proposition 3.8.7 Soit f :]0,1[%— R? une application de Nash, alors L'y Af est une union de
composantes connexes de Ay. En particulier toute composante connexze de I'y () Ay est une compo-
sante connexe de Ay.

PREUVE : Rappelons que pour les ensembles semi-algébriques, connexité par arc équivaut a connexité
[7]. Soit A une composante connexe de Ay rencontrant le graphe de f . Raisonnons par ’absurde :
supposons qu’il existe un point a € A qui n’est pas dans le graphe de f. Soit A : [0,1] — A un
arc continu reliant a & un point du graphe, i.e. A(0) = a et A(1) € I'y. Soit ¢ = inf{s, A(s) € I's}.
Par continuité de f, le point A\(¢) appartient aussi au graphe de f. En particulier, ¢ est strictement
positif. Notons (z, f(z)) = A(t) € Ay. Puisque pour tout ¢ = 1,...,d, on a 0y, P;(z, fi(x)) # 0, il
existe, d’aprés le théoréme d’inversion locale, des voisinages ouverts U de x et V de f(x) et une
fonction g : U — V de classe C! tels que

[(u,v = (v1,...,0q9)) €U XV, P;(u,v;) =0 pour tout : = 1,...,d] < [u € U,v = g(u)] (3.5)

Par continuité de f, il existe un voisinage ouvert U’ C U de z tel que pour tout u € U,
(u, f(u)) € U x V. D’aprés l'équivalence (3.5) et P; étant un polynéme annulateur de f; pour
tout i = 1, ..., d, les fonctions f et g coincident sur U’. Mais l'application A étant continue, il existe
0<s<ttelque\([s,t]) € UxV.Or \([s,1]) C A C {(u,v = (v1,...,v4)) €]0,1[¢x]0, 1[¢, P;(u,v;) =
0 pour tout ¢ = 1,...,d}. On en déduit donc, toujours d’aprés I'équivalence (3.5), que A([s,t]) C I'y,
ce qui contredit la définition de ¢. O
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Remarque 3.8.8 L’application f = (f1,..., fa) €tant une fonction de Nash et le polynome P; étant
un polynome annulateur de f; de degré minimal pour tout i = 1,...,d, 'ensemble semi-algébrique
By = UL {z €)0,1[%, 8,,Pi(x, fi(z)) = 0} est de dimension < d. En particulier, Image(f) —
(L Af) C f(By) est un ensemble semi-algébrique de dimension < d.

3.8.2 Nombre de composante connexes

Nous rappelons maintenant que le nombre de composantes connexes d’un ensemble semi-algébrique
A C R? est borné par une fonction dépendant uniquement de son degré deg(A) et de d. Plus préci-
sément, on a [60] :

Théoréme 3.8.9 Soit A C R? un ensemble semi-algébrique. Soit A = |J}_, ﬂ?;l Ai; une écriture
de A ot Aj; est un ensemble semi-algébrique élémentaire de la forme {p;; > 0} ou {p;; > 0}, avec
pij des polynomes de degré k;;. Posons k; = ;Z:l kij. Alors le nombre de composantes connezes de
A est inférieur ou égal a 1 S°F | k;(k; — 1)471.

Avec les notations 3.8.6, on obtient en appliquant le théoréme précédent a Ay = {(x1,...¢4, Y1, ---, Ya) €
]0’ 1[dXRd7 Pi(xh "'7xdayi) =0: 8yiPi(:Bla -~'7:I;d7yi) ?é 07 I = la 7d} :

Corollaire 3.8.10 Soit f :]0, 1[d—> R? une application de Nash. Le nombre de composantes connexes
de Ay est borné par Cdeg*(f)?, ou C est une constante dépendant uniquement de d.

Corollaire 3.8.11 Soit f :]0,1[4— R une application de Nash. Soient A une composante conneze
de Ay et B C R un ensemble semi-algébrique alors le nombre de composantes connexes de
(m(A) x RYN B est borné par Cdeg*(f)? oi C est une constante dépendant uniquement de d et
du degré de B.

PREUVE : La projection 7 étant continue et surjective, le nombre de composantes connexes de
(m(A) x R) ) B est borné par le nombre de composantes connexes de (4 x R) () (0, 1[*x B). Puisque
A est une composante connexe de Ay, ce nombre est aussi borné par le nombre de composantes
connexes de (Ay x R) (N (]0,1[*x B). On conclut aisément au moyen du Théoréme 3.8.9 précédent.

O

Corollaire 3.8.12 Soit f :]0,1[4— R une application de Nash. Soient A une composante conneze
de Ay et P :[0,1] — R?% un polynoéme, alors le nombre de composantes connezes de {t € [0,1], P(t) €
7(A)} est borné par Cdeg*(f)?, ou C est une constante dépendant uniquement de d et du degré de
P.

PREUVE : On vérifie de nouveau facilement que le nombre de composantes connexes de {t, P(t) €
m(A)} est borné par le nombre de composantes connexes de (R x w(A)) (| 'p. 1l suffit ensuite d’ap-
pliquer le corollaire précédent 3.8.11 & (R x w(A)) (N T'p.

a
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Chapitre

Applications dynamiques de la théorie de
Yomdin-Gromov

Dans ce chapitre, nous rappelons tout d’abord, en suivant l'exposition de M.Gromov dans son
séminaire Bourbaki [35], comment le lemme algébrique permet de reparamétrer par des contractions
semi-algébriques les boules de Bowen. Comme ’a remarqué J.Buzzi dans sa thése [19], on peut alors
borner I'entropie de queue h*(T') d’une application T' de classe C" définie sur une variété de dimen-
sion d de la fagon suivante : h*(T) < dR(T)

- T
Nous obtenons en fait un résultat nouveau, plus précis. On montre que, u(p) < w pour
toute mesure invariante p, o x(v) désigne l'exposant de Lyapounov d’une mesure ergodique v et
X+(v) = max(x(v),0). Cette derniére inégalité a déja été démontrée par T.Downarowicz et A.Maass
dans le cas des applications de I'intervalle (Théoréme 5.5.15) en se passant de la théorie de Y.Yomdin
mais en utilisant, de facon trés spécifique & la dimension un, les liens entre points critiques et entropie.

Enfin nous généralisons un résultat de J.Buzzi [24] sur 'entropie k dimensionnelle du produit de
deux applications C°°, dont 'une est définie sur I'intervalle. On obtient une formule pour le produit
d’applications C* de dimension quelconque uniquement pour le cas de ’entropie unidimensionnel.
Ces résultats sont obtenus & partir des estimées semi-algébriques quantitatives du chapitre précédent.

4.1 Reparamétrisation contractante des boules de Bowen

En conjugant le lemme algébrique présenté dans le chapitre précédent avec l'interpolation poly-
nomiale, Y. Yomdin obtient une reparameétrisation des boules de Bowen des dynamiques de classe C"
par des applications semi-algébriques contractantes. On reprend cette approche dans ce paragraphe.

Dans la suite, on considére des entiers r, d et [, qui représentent respectivement ’ordre des déri-
vées a "controler", la dimension de I’espace ambient et la dimension de I’ensemble & reparamétrer.

On définit tout d’abord une nouvelle notion de C" résolution qui permet de reparamétrer des
applications de classe C" et non uniquement des applications de Nash (Définition 3.3.20). Si 0 =
(01y.ey0m) : U C R™ — R”™ est une application de de classe C" définie sur un ouvert U de R™, on

note |[D"0|joo = max  max sup |0°0;(z)|. Rappelons qu'on a alors ||o||, = maxi<s<, | D*0||oo.
i=1,...;n BeN™ |B|=r zcU o

Définition 4.1.1 Soit S un sous-ensemble de R? et soit o :] — 1,1['— R une application C" avec
lo|l- < +oo. Une C" résolution de o sur S est une famille finie U d’applications Nash v ;] —1,1['—
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] — 1,1 telles que :
— ol <1etfloodl, <1;
- Sﬂ[mage(a) C U Image(o o).

Yew

On appelle degré fonctionnel de la C" résolution ¥ le maximum des degrés fonctionnels
deg* (1) (cf. Défintion 3.8.1) de v pour ¢ € V.

Théoréme 4.1.2 Soit o :] — 1,1['— R? une application C" avec ||o||, < 400, alors il existe une C"
résolution ¥ de o sur | — 1,1[¢ de cardinal inférieur a Cmax(HDTUHé/J, 1) et de degré fonctionnel

mnférieur a C, ou C est une constante dépendant uniquement de r, | et d.

PREUVE : Supposons tout d’abord que ||D"o|lc < 1. Notons P :] — 1,1['— R? le polynome de
Lagrange de degré r — 1 de o en 0. D’apreés la formule de Lagrange avec reste intégral,

|lo — Pl <C||D"0||ec <C (4.1)

avec C' = C(r,1,d). D’aprés le Lemme algébrique de Yomdin-Gromov (version fonctionnelle du
Théoréme 3.7.2 et Remarque 3.7.3), il existe une C" résolution ¥ de P sur | — C — 1,C + 1[' de
cardinal et de degré fonctionnel bornés par C' = C'(r, 1, d).

Vérifions que | — 1, 1[¢( Image(o) C Uyew Image(ootp). Soit z €] -1, 1 tel que o(x) €] —1, 1[4
D’aprés I'inégalité (4.1), P(z) €] — C —1,C + 1[% et donc x € U Image(1)).

e

De plus ||jo o ||, < C"||o — P||,||¥]lr + ||P o ¢, < C" avec C" et C" dépendant uniquement
de r, [l et d (Lemme 3.2.5). En composant les applications v par des contractions affines de rapports
% au nombre de C"™, on obtient une C" résolution de o sur | — 1, 1[d de degré fonctionnel au plus
C’ et de cardinal borné par C'C"".

Enfin on se raméne au cas ou o satisfait ||D"o|lcc < 1 en composant o par des contractions

!

_1 L
affines de rapport ||D"0l|s" au nombre de ||D"o||%. O

On généralise la notion de boule de Bowen (Définition 2.1.2) pour des suites de fonctions de la
fagon suivante. Soit ((Xy,dy)), ey une suite d’espaces métriques et soit F := (f,)nen une suite de
fonctions avec f,, : X1 — X, pour n € N — {0} et fo = Idx,. Pour tout z € Xy, tout € > 0 et
tout n € N — {0}, on note B (z,n,¢) :== {y € Xo : Vi=0,...n—1, d;(f(2), fi(y)) < €} avec
f9 = fjo..ofo pour tout j € N.

On déduit du théoréme 4.1.2 I’énoncé dynamique suivant :

Théoréme 4.1.3 Soit F = (fk ‘R4 — Rd)keN une suite de fonctions de classe C" avec fo = Idpa

et soit o ;] — 1, 1['— R? une application C" avec ||c||, < +00. On munit R? de la norme ||||oo-

Pour tout n € N — {0}, il existe une famille finie ¥,, d’applications ¢ :] — 1,1['—] — 1,1, telle
que :

— 1 est une application de Nash de degré fonctionnel deg*(v) < C™;

]l <Let|ffooor|, <1pourk=0,...n—1;

~ B7(0,n,1) N Image(c) C Uw@pn Image(o o) ;

n—1

~ 80, < C"|D"ol|% [ [ max((fr) - a1 201l 1)-

k=1
avec C une constante dépendant uniquement de r, | el d.

PREUVE : On raisonne par récurrence sur n. Le cas n = 1 est une conséquence du théoréme précédent
appliqué a o. Supposons construite la famille ¥, et considérons un élément v, de ¥,. On peut
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supposer que 'image de f"~! o o 01, rencontre | — 1, 1[? (sinon I'image de o o 4, ne rencontre pas
B7(0,n,1) D B¥(0,n + 1,1)). Puisque ||f* oo oy, < 1, 'image de f"~! oo o1, est incluse
dans | — (2d + 1),2d + 1[%. On obtient, en appliquant le Théoréme 4.1.2, une C" résolution @ de
froog oy, sur | —1,1[% de cardinal inferieur & C'||D” (f™ 0 0 0 y) ||oo et de degré fonctionnel au
plus ¢’ avec C' = C’(r,1,d). Or I'application f"~! o o o, étant de norme ||||, inférieure & 1, on
a d’apres le Lemme 3.2.5 : ||D" (f" 00 0tn)[leo < C"[[(fu) - 2as1),arnyllr Il 00 0 s <
C"(|(fn) 1= (2d41), 24 1) I avee C" = C"(r,1,d).

Soit € B¥(0,n +1,1)( Image(c) C B¥(0,n,1) () Image(c). T existe 1, € ¥, et y €] — 1, 1[
tel que z = o 0, (y). De plus puisque fo (f"Looo,)(y) = f(x) € — 1,14, il existe ¢, € Dy,
et z €] —1,1[ tel que y = ¢,(2). On a donc & = o 0 1, 0 ¢, (z) et on obtient finalement :

B”(0,n,1) ﬂ Image(o) C U Image(o o1y, o ¢y,)
wnE\IJm ¢>n€‘1>¢n

Aussi, d’aprés le corollaire 3.8.4, on a deg* (¢, o ¢n) < deg* (b, )deg* (pn)? < deg* (1,)C".
Enfin en appliquant de nouveau le lemme 3.2.5, les applications ), © ¢, et f* o1, o ¢, pour
n € Uy, ¢ € Oy, et k € [0,n — 1] sont des applications de norme ||||, inférieure a C”. Quitte &

composer les applications ¢ par des contractions affines, recouvrant | — 1,1[', de rapport % et en
nombre < C" la famille {¢yp 0 ¢y, : Y € Uy, ¢y, € By, } satisfait les propriétés requises pour W, 1
avec C' = max(C", C'C"+1). O

Rappelons que si f = (fi,..., fm) est une fonction de R™ dans R™ de classe C", alors

| fll == max max sup \aﬁfi(x” (Définition 3.2.4). Si f : M — N est une application C"
i=1,...m BeN™, |B|<r zcRm

entre deux variétés riemanniennes (M, ||||ar) et (IV,]|||n), alors pour tout entier r # 0, on définit

Il = max sup D7 fllz ot ||| est 1a norme subordonée & ||[| et |||l f(z), c’est & dire || D3 f]lz =
=L geM
sup |D® f(u1, ..., us) || f(z) POUr tout s = 1,...,7.
(Upyeees ug)ETy M,
lurllz=.=llusllz=1

L’application f est dite C" unitaire si ||f], < 1.

Dans le théoréme suivant, on reparameéte une boule de Bowen de rayon assez petit de sorte que le
nombre de reparamétrisations ne dépendent plus que des dérivées premieres des fonctions (fy,)nen.
De plus on travaille sur des espaces euclidiens généraux.

Théoréme 4.1.4 Soit £ = (Ey, ||||n) une suite d’espaces vectoriels euclidiens de dimension d. Soient
€1 >0 et F = (fn: Epn— Enti)nen une suite de fonctions de classe C" avec fo = Idg,, telle que
sup |”(fk)/B|wk(0,q)Wr < +o0. Pour tout | € N, on munit | — 1,1 de la norme euclidienne usuelle ||||2.
keN

Alors il existe un réel g > 0 dépendant contindment de sup m(fk)/BHHk(Ovﬁl)”’T satisfaisant la
keN

propriété suivante. Pour toul € < €y, pour toute application o :] — 1,1[Z—> Ey de classe C" avec
loll- < 4oc et pour tout n € N—{0}, il existe une famille finie ¥,, d’applications ¢ :]—1,1['—]—1,1[,
telle que :

— 1 est une application de Nash de degré fonctionnel deg*(v) < C™;

— ) et f¥ oo o sont C" unitaires pour k=0,...n—1;

- B7(0,n,¢) (N Image(o) C Upew, Image(o o) ;

n—1
cn 1 l/r
- 80 < ol TT max(U) sy, 00l

k=1
avec C une constante dépendant uniquement de r, | el d.

PREUVE : On considére tout d’abord le cas (Ey, |[||l.) = (R?, ||||2) pour tout n € N. Soit g : R — R?
une application de classe C". Notons p, : R? — R? ’homothétie de rapport €, c’est & dire pe(z) := ex
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pour tout z € R? et notons e.g : R — R? la conjuguée de F par p, définie par e.g := p-'ogop. =
¢ 1g(e.). On a pour tout z € R? et tout 1 <k <r,

D" (e.g) (x) = "~ D¥g(ex)

En particulier, il existe ¢y > 0 dépendant contintiment de sup ||( fx) < 00 tel que pour tout
keN

/]—61,61 [d |||7"

0<e<eet tout k € N,

H|(G-fk)/}—(2d+1),2d+1[d Il-=1 (ﬁ-fk)/}—(2d+1),2d+1[d ll1

On pose €.F = (e.fr)ren. Nous remarquons alors que B (0,n,¢) = ¢B“*(0,n,1) pour tout
e > 0. Puisque ||||oc < ||ll2 < plllloo sur RP pour tout entier p, on vérifie facilement les propriétés
suivantes pour tout € > 0 et tout n € N — {0} :

— La boule de Bowen BﬁQ(O,n, €) pour la norme |[|||2 est incluse dans la boule de Bowen

Bﬁm(o,n, €) pour la norme ||||oo ;
—sig= (91, ,9n) : U CR™ — R™ est une application de classe C" définie sur un ouvert U de
R™ alors la norme | g||, associée a la norme euclidienne ||||2 sur R™ et sur R™ est bornée par

nmngHT =nm" max - max sup]@ gi(x)].
-n BENT, |B|<r zeU
Le théoréme est alors une conséquence immeédiate du théoréeme 4.1.3 appliqué a la famille de
fonctions e.F et & 0. = € lo.
Enfin revenons au cas euclidien général. Pour tout n € N, on choisit une base orthonormée

By := (e, ...;e%) de (Ey, ||[|n)- Soit ¢y : (RY, ||[l2) — (En, ||||n) Visométrie ¢y, définie par ¢y, (e;) = ef.
On est ramené au cas (R?, ||||2) en considérant la suite (qb;}rl O fn © On)nen- O

Nous reparamétrons maintenant les boules de Bowen associées & une suite d’applications de classe
C" définies sur une variété compacte riemannienne.

Théoréme 4.1.5 Soit M une variété C" compacte riemanienne et soit F = (fn)nen : M — M une

suite de fonctions de classe C", telle que sup || fx|l» < co. Pour tout | € N, on munit | — 1,1[ de la
keN
norme ||||z2-

Il eziste un réel eg > 0 dépendant contindment de sup || fx|,» satisfaisant la propriété suivante.
keN

Pour tout € < €y, pour toute application o ] — 1,1['— M de classe C" avec |o||, < +00, pour tout
x € M et pour tout n € N — {0}, il ewiste une famille finie ¥, d’applications ¢ :] —1,1['—=] — 1,1[,
telle que :

— 9 est une application de Nash de degré fonctionnel deg*(v)) < C™;

— 9 et fFoo o sont C" unitaires pour k=0, ...n—1;

~ B”(x,n,¢) ﬂlmage( ) C Uyew, Image(o o) ;

D?
oo, < oy Hmax 1), e 7 1).

avec C une constante dependant uniquement de v, 1, d et D une constante dépendant uniquement de
(M, [l[]a1)-

PREUVE :
Notons Rj,; le rayon d’injectivité de M et exp : TM(R;n;) — M 'application exponentielle,
oun TM(r) = {(z,u), w € T,M(r)} et T,M(r) = {u € T,M,|u|, < r} pour tout r € R.
Puisque sup || fx[|1 < oo, la suite F est uniformément équicontinue : il existe R < R’ < Rjp; tel
keN

que fr(B(z,R)) C B(fx(z), R") pour tout x € M et tout k € N.
Soient x € M et n € N— {0}. Pour tout n € N — {0}, on considére la fonction

hon = (Tpn1 (@) M(R), || n1(a)) = (Tpo @y MR, ||| n(y) définie par hy := eappa 0 froeapn-i(q) et
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4.2. Entropie de queue des applications C"

notons g, un prolongement C" de hyp, & Tpn—1(,) M. 1l existe une constante D dépendant uniquement
de (M, |l|[ar) telle que |[(expe) mm(mylls < D et lexp; ') By rylli < D. On a alors pour tout
neN-—{0}et tout 0 <r <R:

Enfin on pose g9 = Idp,p et on note G := (gr)ren. Remarquons alors que par définition de
I’application exponentielle, on a alors B (x,n,€) = BY(x,n, €) pour e < R.
On conclut la preuve en appliquant le théoréme précédent a la suite de fonctions G := (gx)ken
pour €1 = R.
U

Si (fn)nen est une suite de fonctions de M dans lui-méme, alors pour tout entier p on note
(f,fp)keN la suite de fonctions définie par f]fp = frptp—10° frptp—2© ... 0 frp. On applique maintenant
le théoréme précédent a la suite ( f,fp) ren afin de supprimer la constante algébrique dans ’estimée
logarithmique en n du nombre de reparamétrisations.

Théoréme 4.1.6 Soit M une variété C" compacte riemanienne et soit F = (fn)nen : M — M une
suite de fonctions de classe C", telle que sup || fx]l- < co. Pour tout I € N, on munit | — 1,1 de la
keN

norme ||||2-

Pour tout entier p, il existe un réel ¢g > 0 dépendant contindment de sup || fx|» satisfaisant la
keN

propriété suivante. Pour tout € < eq, pour toute application o :]—1,1['— M de classe C" avec ||o||, <
+00, pour tout n € N et tout x € M, il existe une famille finie ,, d’applications 1 :|—1,1['—]—1,1[,
telle que :

— 1 est une application de Nash de degré fonctionnel deg*(v) < Cr ;

— 4 et ff oo o sont C" unitaires pour k=0, ...n—1;

~ B (z,n,¢) N Image(c) C Uyew, Image(o o) ;

o [n/p]
(D*C)» ; 2pl P Ur
Il 11sup (1F) L masx((rL) g 1 1)

avec C une constante dépendant um’quemen; de r,l,d et D une constante dépendant uniquement de
(M, [I]])-

- ﬁ\I’n S El

PREUVE : Soit m € N. Clairement la boule de Bowen d’ordre mp pour (fi)ren est incluse dans la

boule de Bowen d’ordre m pour (f;fp)keN- On applique le théoréme précédent a la suite (f;fp)keN

et on obtient ainsi un reparamétrage ¥h, de la boule de Bowen d’ordre m pour ( f,fp)keN. De plus

quitte & composer les reparamétrisations 1 € W5, par des homothéties de rapport (sup || fxll-) "7,
keN

les applications f* o o 04 sont C" unitaires pour tout entier k& < mp. Ceci conclut la preuve du
théoréme pour les entiers n multiples de p. On en déduit facilement le cas général en remarquant

que B (z,n,¢) c B (x, {%] D, €). O

4.2 Entropie de queue des applications C”

Soit M une variété compacte de dimension d et T : M — M une application de classe C'. Pour
alléger les notations définies p. 104, pour tout entier n et tout € M, on note || D,T"|| := || DTz la
norme subordonnée & |||z et ||||zng. On écrit aussi || DT"||oo = || T"|l1 = supes [|[D2T]]. Rappelons

1
que si v est une mesure ergodique, la fonction z — lir+n —log ||D,T"|| est presque partout égale
n—-+oo N

5 lim fzeM log || D,T"||dv(x)

I d’aprés le théoréme ergodique sous additif. Par sous additivité,
n——4o00 n
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4.2. Entropie de queue des applications C"

fxeM log || D, T"||dv(x)

cette derniére quantité est aussi égale & inf . C’est 'exposant de Lyapounov

neN n
maximal x(v) de v. On note x4 = max(x,0) et log, = max(log,0). La fonction x est ainsi définie

sur 'ensemble M (M, T) des mesures ergodiques T invariante. Rappelons que le prolongement affine
d’une fonction définie sur I’ensemble extrémal d’un simplexe de Choquet a été défini p. 40.

Proposition 4.2.1 Le prolongement affine Xiff de x4+ est une fonction harmonique s.c.s. sur
M(M,T). Pour tout p € M(M,T), on a :

aff; N _ ffmeMlongHDxT”HdM(f)
X ) = neN n

PREUVE : Si v est une mesure ergodique, x4 (v) coincide avec la limite v presque sire de

1
liIJIrl —log, [|D,;T"||, qui toujours d’aprés le théoreme ergodique sous additif est égale &
n—-roo N

i Joenr 108+ DT dv(z) lim Jeerr 1084 | DT ||dv ()

neN n n—+oo n

lo D, T"||du(x
Pour tout entier n, la fonction f, : M(M,T) — R définie par f,(u) = fxeM 8+ | DaT"[dp()
n

pour tout pu € M(M,T) est continue et affine; elle est donc aussi harmonique. Remarquons aussi
que pour tout pu € M(M,T), la suite (f,(1t))nen est sous-additive.

Soit p € M(M,T), on note M, la décomposition ergodique de i, c’est & dire I'unique mesure de
probabilité borélienne supportée par les mesures ergodiques ayant u pour barycentre (Définition p.
39). On a :

X (1) = / X+ (v) dM,(v)
Me(M,T)

Xiff(ﬂ) :/ lim f,(v) dM,(v)
Me(M,T) W F00

Clairement f,,(v) < log, ||DT||s pour tout v € M(M,T). On obtient donc par convergence
dominée :
aff ;
Xy (p) = lim Jn(v) dMy(v)
+ n—-+o0o Me(M,T) n ®
puis par harmonicité de f, :
W)= lim fap)

n—-+o00

Enfin par sous-additivité de la suite (f,(1))nen, la limite ci dessus est aussi un infimum :

aff :

= inf
Xy () = inf fulu)

La fonction Xif 7 est donc s.c.s. comme infimum de fonctions continues. Elle est aussi affine par
construction. Or les fonctions affines s.c.s. sont harmoniques. O

Dans le cas d’une application f : [0,1] — [0, 1], T. Downarowicz et A. Maass utilisent un argument
plus sophistiqué pour montrer la semi-continuité supérieure de y 4. En effet, dans ce cas, 'exposant
d’une mesure ergodique p veérifie x(u) = [log|f’|du. La fonction 14 (u) = max( [ log|f’|du,0) est
une fonction convexe s.c.s. définie sur tout M([0, 1], f). En appliquant la Proposition 1.4.5, on ob-

tient que 'extension harmonique de 9 /o ([0,1],5) qui n'est rien d’autre que X‘iff, est s.c.s.
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4.2. Entropie de queue des applications C"

Théoréme 4.2.2 Avec les notations précédentes, on a pour tout p € M(M,T) :

d aff
r
PREUVE : Soit & > 0 et u € M(M,T). Considérons un entier p tel que Xiff(,u) > Jaslo8+ HD;(TP)Hd“(J:) -
a o g(D*0) < a, oit D et C sont les constantes dans le théoréme 4.1.6.

d
On travaille avec ’entropie a la Misiurewicz (Définition p.70). D’aprés le Théoréme 4.1.6 appliqué

a la suite constante égale & T et a un atlas fini ¥ de M constitué d’applications o :] — 1, 1[4— M de
classe C" avec ||o||, < +o0, il existe ¢y > 0, tel que pour tout €y > € > > 0 et pour tout x € M :

[n/p] 9
d 1 log(D=C)
h(d|x, e _fhmsu log™ su D,T?| | + —=———~
(6], €) p > " log ( p )H y \) ,

n—+00 i=1 yEB(TPx,e

En effet, avec les notations du Théoréme 4.1.6, si Es CJ0,1[? est le réseau de taille %, ie.

I’ensemble des points de ]0, 1[¢ de la forme & pour k € N, alors U o o0 1p(FEs) est un ensemble (n, d)
PheWn,

couvrant de B(xz,n,€), car f¥ oo o 1 est C unitaire et donc contractante pour tout k = 0,...,n — 1

et tout v € U,,.

[“/P]
d
Si v est une mesure ergodique pour TP, le terme — lim sup = E log™ sup  [|[DyTP]| | est
T n—+oo M i=1 yEB(TPx,€)

égal pour v presque tout ¢ a % f 1 9e(x)dv(x) d’aprés le théoréme ergodique avec

ge(x) == log™ ( sup | DyT?]| |. On obtient donc pour v presque tout z :

yEB(z,€)
(z)d
h(d|z,€) < d oy ge(x)dv( )—|—a
pr
d (z)d
/ h(é|x,e)dv(x) < Jas 9e(@)dv () +a
M pr

Puis par harmonicité, on a pour tout & € M(M,TP) et donc pour tout £ € M(M,T) :

[ e epte(e) < L ILED
M

pr
De plus l'inégalité ci-dessus étant vérifiée pour d arbitrairement petit, on en déduit que

Mis dfMge df()
(g e) < S

Enfin la fonction de M(M,T) dans R définie par & — [, ge(x)dé(x) étant continue, on a :

(hﬂzs\(-/,e)) (1) < dfMgepr dy() +a

Par convergence monotone, [y, ge(z)du(x) tend vers [log™ || Dy(TP)||du(x), quand € tend vers 0.

, aff
D’aprés le choix de p, on obtient donc en passant & la limite : u{ms(u) dx+ ,( “ + 2a. Ceci étant

vrai pour tout a > 0, on a finalement :
aff
u{\/[ZS('u) < dX—i-T(M)

Rappelons enfin que le candidat de Misiurewicz n’est pas en général une structure d’entropie
Exemple 2.7.3) mais qu'on a toutefois % = u; = u (Théoréme 2.7.9).
1
O
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4.2. Entropie de queue des applications C"

Question 4.2.3 Si p est une mesure ergodique, notons x1(u) > ...xa(p) ses d exposants de Lyapou-
d

nov. On considére la somme ZXH‘ des exposants positifs. Peut-on alors remplacer le terme dx_’
=1

aff

(Stivis)™

r

7

aff
r (Z Xi+> dans la proposition précédente, i.e. a-t-on u(p) <

Soient M une variété compacte munie d’une structure riemannienne |||| et 7' : M — M une fonc-
1

tion de classe C1. La suite (log, [|[DT™||so)nen est clairement sous-additive. On note R(T) := lir}g —log, [|DT"||
n—-+oo n

Remarquons que R(T) est en fait indépendant de la structure riemannienne choisie. De plus, pour
tout p € N, on a R(T?) = pR(T'). La quantité R(T') est en fait reliée a I'exposant de Lyapounov des
mesures ergodiques par le principe variationnel suivant :

Lemme 4.2.4 Avec les notations ci-dessus,

R(T)= sup  x4(n)
HEM(M,T)

PREUVE : Il est clair que  sup  x+(p) < R(T). Montrons l'inégalité inverse. On peut supposer

1
que R(T) > 0 et donc que R(T') = lirf —log || DT" || Fixons un entier p. Pour tout n € N, on
n—+4o0o n

choisit @3, € M, tel que ||D»T"|| = HDT”YDHOO On consideére les suites de mesures de probabilité
(n—1)p—1
(b)) n>2 et (Vh)n>2 définies par pf) = —— Z Opkp(y2) €t VE 1= Z TP = 1 Z Ok (o2

pour tout entier n > 2. Toute limite faible de (Vn)neN est T—1nvar1ante Pourpe Netl e [[O p—1],
on a :

n—2

% 1
/ log || Dy TPl d(T* b ) (y) = 7210g||DTka vad
Y " k=0
1
2 =g 108 1Dy T
1 J—

1 ,
<1og||DT"P||oo—2 max _log | DT ||oo>
-1 I’ef0,p—1]

Notons P(M) I'ensemble des mesures de probabilité de M muni de la topologie faible *. Quitte
A extraire une sous-suite, on peut supposer que (uh)nen converge. Notons pP sa limite et soit
p 1
ZT*lu € M(M,T). Lafonction f, : P(M) — Rquia& € P(M) associe [,,log, || D,T?|d¢(y)

1=0
étant continue, on obtient en passant & la limite quand n tend vers l'infini :

-1
1 1% 1 ,
= | log. ||D,TP||dvP > = lim ——— (log ||DT™]|., —2 max logl|DT"
e ipiarts) = U5 (o (e IDTe -2, s s 107
R(TP
P
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La suite de fonctions (f,)pen est sous-additive. En particulier, la suite (%)pGN converge simplement

vers inlgI @. De plus si (pn)nen est une suite divergente d’entiers telle que p,, divise p,41 pour tout
peN p
an

entier n, la suite (“22),cn est décroissante. Considérons une telle suite (pp,)nen.

p'"/
D’apres la Proposition 1.1.4 (4) appliquée a la suite de fonctions s.c.s. (fp—”)neN et d’apres la

Pn
Proposition 4.2.1, on a :

. 1
swp 0 = swpdim - [ log 10,77 duty)
pEM(M,T) PEM(M,T) =T Pn Sy

1
= lim  sup — [ log|DyT""||du(y)
n—=+%0 e M(M,T) P J M

> R(T)

La fonction Xj_f T stant harmonique, on en déduit que :

sup  x+(u) = R(T)
HEM(M,T)

a
Le théoréme suivant da a J. Buzzi [19] borne supérieurement 1’entropie de queue des applications

de classe C" :

Théoréme 4.2.5 (Buzzi) Soit M une variété compacte de dimension d et soit T : M — M une
application de classe C", alors

R(T)

W (T) <d
(1) < d=

(4.2)

On peut reprendre directement la preuve du Théoréme précédent 4.2.2. Ici nous allons voir
I'inégalité (4.2) comme une conséquence du Théoréme 4.2.2 et du principe variationnel pour I'entropie
de queue.

PREUVE : D’apreés le principe variationnel pour entropie de queue (Théoréme 2.8.1), on a
sup () = h*(T)
HEM(M,T)
Puis d’aprés le théoréme 4.2.2; on a pour toute mesure invariante p :

d aff
r
On conclut finalement d’aprés le lemme 4.2.4 (on utilise uniquement 'inégalité triviale) que

dR(T)

r

h*(T) <

O

Corollaire 4.2.6 Soit M une variété C* compacte de dimension d et soit T : M — M une appli-
cation de classe C*°, alors

h*(T) = 0

En particulier d’aprés le théoréme 2.8.3, Uentropie métriqgue h : M(M,T) — R est une fonction
s.C.8.
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4.3 Entropie k dimensionnelle d’un produit d’applications C*

Nous relions Uentropie k dimensionnelle (Définition 2.1.17) d’un produit d’une application f de
classe C*° de l'intervalle et d’une application g de classe C* de [0, l]d en fonction de 'entropie k — 1
et k dimensionnelle de g et de 'entropie topologique de f. Une telle formule a déja été établie dans le
cas d’un produit d’applications C*° de 'intervalle par J. Buzzi dans [24]. 1l existe des contre-exemples
a une telle formule pour des applications de classe seulement C" (Remarque 3.3 de [24]). Notre tech-
nique ne permet cependant pas de montrer "cette convexité des entropies k-dimensionnelles" pour un
produit d’hypercubes de dimensions quelconques, excepté dans le cas de 'entropie unidimensionnel.

Nous rappelons tout d’abord la "concavité de 'entropie k£ dimensionnelle" d’un produit :

Proposition 4.3.1 Soient f : [0,1]P — [0,1]P et g : [0,1]9 — [0,1]? des applications de classe C",
alors on a pour tout 0 <k <p+4gq :

hi(f < g) = max (hi(f) + hm(g))

(1,m)€EN2
l+m=k

PREUVE : Soit un entier k& < p + ¢ et soit (I,m) un couple d’entiers tel que | + m = k. Soient
01 :]0, 1['=]0, 1[P et oy, :]0, 1[™—]0, 1[4, telles que ||oy|,» < 1 et ||om|l» < 1. Alors o7 x oy, 20, 17—
[0, 1]P*4 vérifie aussi ||o; X 0| < 1. De plus lorsqu’on munit ]0, 1[*,]0, 1[™,]0, 1[**™ de la norme
oo, on a 7(n, €, Image(o; X o)) = 7(n,€,Image(oy)) x r(n,e, Image(oy,)). En effet pour tout
couple (z,y) € [0,1]7 x [0,1]7, on a By ((z,y),n,€) = By (7,n,€) X By (y,n,€). En prenant le
supremum sur les applications oy et o, avec |[oy, < 1 et ||op|l» < 1, puis la limite logarithmique
quand n tend vers U'infini, et enfin la limite quand € tend vers 0, on obtient :

hie(f x g) = hi(f) + hin(g)

g

Nous énoncons maintenant nos résultats de "convexité de I’entropie k dimensionnelle" d’un pro-
duit :

Théoréme 4.3.2 Soient f : [0,1] — [0,1] et g : [0,1]¢ — [0,1]? des applications C*, alors pour
tout k=1,...,d :
hi(f x g) = max(hiop(f) + hi—1(9), hi(9))

Corollaire 4.3.3 (Buzzi) [2/] Soient f1, ..., fa des applications C* de Uintervalle telles que hiop(f1) >
hiop(f2) > ... > hiop(fa), alors pour tout 1 <k <d :

hk(fl X ..o X fd) = htop(fl) + ...+ htop(fk)

PREUVE DU COROLLAIRE 4.3.3 : On raisonne par récurrence sur d € N—{0}. La formule est triviale
pour d = 1. Supposouns la vérifiée & l'ordre d et montrons la a 'ordre d + 1.

Considérons f1, ..., fg+1 des applications C* de 'intervalle. D’apreés le théoréme 4.3.2 appliqué &
f=fietg=fox..x fgi1,0n apourtout k=1,...d:

hk(fl X ... X fd—i—l) = max(htop(fl) + hk_l(fg X ...fd+1),hk(f2 X ... X fd+1))

soit par hypothése de récurrence :

hie(f1 X oo X fa1) = Paop(f1) + o + hiop(fi)
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Rappelons qu’une application f : [0,1] — [0,1]¢ est dite entropie dilatante [22] si hg_1(f) <
htop(f)'

Corollaire 4.3.4 Le produit d’une application C* de l'intervalle d’entropie non nulle et d’une ap-
plication C>® entropie dilatante de [0,1]? est lui aussi entropie dilatant.

PREUVE : Soient f : [0,1] — [0, 1] une application C*° d’entropie non nulle et g : [0,1]¢ — [0, 1]¢
une application C* entropie dilatante, i.e. hg—1(g) < hiop(g). D’apres le théoréme 4.3.2, on a :

hd(f X g) = max(htop(f) + hdfl(g)a htop(Q))
< hiop(f) + iop(g) = hiop(f % g)

C’est & dire f x g est entropie dilatante.
O

Dans le cas de I'entropie 1 dimensionnelle, on obtient une formule s’appliquant & des dynamiques
C* de dimension quelconque.

Théoréme 4.3.5 Soient f:[0,1]P — [0,1]P et g : [0,1]7 — [0,1]? des applications C*°, alors :
hi(f x g) = max(h1(f), h1(g))

La fin de ce chapitre est consacrée a la preuve des Théorémes 4.3.2 et 4.3.5. Dans un premier
temps, on réduit par interpolation polynémiale la preuve des Théorémes 4.3.2 et 4.3.5 & 1’étude
de lentropie k£ dimensionnelle de I'image d’un polynoéme. On introduit ensuite la notion de (n,e€)
cellules. D’un point de vue dynamique elles jouent le méme role que les (n, €) boules de Bowen. Ces
cellules sont aussi des ensembles semi-algébriques de degré fonctionnel borné. On est ainsi ramené
a un contexte purement algébrique et on peut alors estimer le nombre de (n,€) cellules rencontrant
I'image de cette application polynémiale au moyen des résultats semi-algébriques quantitatifs obte-
nus dans le chapitre précédent.

4.3.1 Reéduction au cas polyndémial

On explique dans ce paragraphe, comment pour estimer I’entropie k& dimensionnelle

1
hi(f) := lim limlimsup sup —log r(n, e, Image(o))
574020 n—too g 1fk—jo,1)d cs,
llofls<1

d’une application f : [0,1]¢ — [0, 1]¢ de classe C*, on est réduit au cas ¢ polynomial. Cette réduction
est déja présentée par J.Buzzi dans [23].

Lemme 4.3.6 Soit f : [0,1] — [0,1]? une fonction de classe C® et soit M > 1 une constante
de Lipschitz de f. Pour tout o > 0, tout € > 0 et toute application o :)0,1[F— [0,1]? de classe C"

satisfaisant ||ol|, < 1 avec r := [W} + 1, il existe un entier N satisfaisant la propriété suivante.

an et des applications polynomiales Py, ..., P : RF —

Pour tout n > N, il existe un entier K <e
R? telles que :
~ deg(P;) <r pour touti=1,.... K ;

~ SUPgen ||(R;)/]071[k”5 <1 pour touti=1,...,.K;

K
- r(n,e, Image(@)) < Y r(n, 5. Pi((0, 1) ([0, 1.
=1
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PREUVE : Divisons [0, 1]¥ en (C||DTU\|OO)§M% sous cubes isométriques R de taille au plus (C’HDTJHOO)*%M

klog M
o

ou C = C(e,r, k) est une constante que 'on fixera plus tard. Nous rappelons que r = [ } + 1.

k kn . .
Pour n grand, on a (C||D"0||ec)r M + < €*™ : le nombre de sous cubes obtenus suite au découpage

précédent est donc au plus de e®™. Soit P le polynome de Lagrange de o de degré r — 1 en le centre
g d’un sous cube R. Remarquons que

sup [|P/rlls = [[P/gllr—1
seN

(P =) /gllr—1 + llo/gllr—
diam(R)|lo/gllr + llo/rllr
< 2

De plus, pour tous les points u de R, on a en choisissant bien C' = C(e,r, k) :

DT’
< Dol

T € —n
lo(u) = P(u)]| lu—ql” < 5M

Ceci implique que o(u) appartient & B(P(u), n, §). En particulier r(n, €, 0(R)) < r(n, §, P(R) N[0, 1]9).

De plus on peut supposer que le diamétre des sous cubes R est inférieur & % On conclut alors en
composant les polynémes P : R — [0, 1]% par des contractions affines ¢ définies sur [0, 1]* de rapport
< 3 (de sorte que ||[P o @], < 1) et envoyant [0,1]* sur R.

O

Remarquons que les conclusions du Lemme 4.3.6 sont encore satisfaites avec les polynémes P; +c¢
avec ¢ € R? assez petit.

4.3.2 Définition des (n,¢€) cellules
Cellules en dimension un
On définit tout d’abord la notion de (n, €) cellule pour les applications C* de l'intervalle. Soit f
une telle application. Il existe des fonctions a : Rt — R avec hH(l) ale) =0et N : RT — N vérifiant
€—

la propriété suivante. Pour tout € > 0 et tout entier n > N(e), il existe un entier K, et des réels
0=a <az <..<ag,, =1, tels que K., < ehtop(+a()) et tout segment [a;, a;1+1] est inclus
dans une (n, €) boule de Bowen pour f.

Pour tout € > 0 et tout n > N(€), on fixe par un choix arbitraire un tel découpage ([a;, @it1])i=1,... K. —1

de lintervalle [0,1]. Pour éviter les confusions on notera parfois €y(f) = ey, a(f,e) = a(e),
N(f,€) == N(o)

Définition 4.3.7 Soit E un sous ensemble de [0,1]. Soient € €]0, o[ et n > N(e€). On appelle (n,€)
cellule de E un intervalle de la forme [a;, ai11] avec 1 < i < K., — 1, tel qu’il existe © € E vérifiant

[ai, aiv1] (N B(z, n,€) # 0.

Cellules en dimension supérieure

On généralise maintenant la notion de (n,€) cellules en dimension supérieure. Soit d un entier
> 2 et soit f : [0,1]% — [0,1]% une application C*°. On applique le Théoréme 4.1.6 & la fonction
f de classe C* avec p et r arbitrairement grand. On en déduit qu’il existe un réel e¢g > 0 et des
fonctions « :]0, eg[— RT avec lgr(l) a(e) =0 et N :]0,e[— N vérifiant la propriété suivante. Pour tout

€ €]0, eg[, tout = € [0,1]% et tout n > N(e), il existe une famille ¥;;* d’applications semi-algébriques
Y] — 1,14 [0,1]%, telle que :
— deg*(¥) < )" pour tout ¢ € Uy”;
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4.3. Entropie k dimensionnelle d’un produit d’applications C*

— f¥ o) est elipschitzienne pour tout k = 0,...,n — 1 et pour tout ¢ € ¥y, En particulier,
I'image de v est incluse dans une (n, €) boule de Bowen;

— Image(y) (N B(z,n,€) # 0 et donc Image()) C B(x,n,2¢) pour tout ¢ € Uy" ;

= B, m,€) C Upens Image(s);

< el

Pour tout € €]0, o[, tout = € [0,1]¢ et tout n > N(e), on fixe par un choix arbitraire une telle
famille ¥;;”. Comme pour les cellules de dimension un, on notera parfois eo(f) := €g, a(f,€) := a(e),
N(f,¢) = N(o)

Définition 4.3.8 Soit E un sous ensemble fini de [0,1]%. Soient € €]0, o[ et n > N(¢). On appelle
(n,€) cellule de E les ensembles de la forme m(A) avec A une composante connexe™ de I'y, N Ay, pour
€ W' et x € E. On note Ag lensemble des (n,€) cellules de E et A l'union des (n,€) cellules
de E.

Rappelons qu’une composante connexe de I'y, N Ay, est une composante connexe de Ay, (Propo-
sition 3.8.7). D’aprés le Corollaire 3.8.10, le nombre de composantes connexes de A, est borné par
Cdeg* ()¢ avec C = C(d). On en déduit donc que le nombre de (n,€) cellule de E est borné par
Cea(e)(d-i—l)ntlE_

Remarquons aussi, que si E est un ensemble (n,€) couvrant, alors les (n,€) cellules de E re-
couvrent [0,1]¢ & un ensemble semi-algébrique de dimension d — 1 prés, d’aprés la remarque 3.8.8.
En particulier, on a alors [0,1]¢ = |4 A4, ott I'union porte sur les (n, ) cellules A de E, c’est a dire
[07 1]d = TE

On aimerait définir les cellules directement comme les images des applications ¢ € |J,cp e
qui recouvrent tout [0,1]¢, dans le cas ot E est un ensemble (n,¢) couvrant [0,1]¢. Cependant
nous n’avons pas réussi a estimer de facon satisfaisante le nombre de composantes connexes de
I'intersection de tels ensembles avec un ensemble semi-algébrique donné.

On pourrait définir les (n,€) cellules de U'intervalle en appliquant le méme procédé. Cependant
la définition 4.3.7 présente un avantage qui nous sera utile par la suite : les cellules ainsi définies
sont d’intérieur disjoints, contrairement & la définition en dimension supérieure.

Cellule produit

Pour un produit d’applications C*°, on introduit des cellules produits :

Définition 4.3.9 Soient f : [0,1]P — [0,1]P et g : [0,1]? — [0,1]? deuz fonctions de classe C* et
sotent Ey et Ey des sous ensembles respectifs de [0,1]P et [0,1]9. On appelle (n,€) cellule produit
de Ey x E4 tout produit d’une (n,€) cellule de Ey et d’une (n,€) cellule de Eg. On note Ag,xE,
Uensemble des (n,e) cellules produits de Ey x Eq el Ap,xp, union des (n,¢) cellules produits de

Ef X Eg.
4.3.3 Entropie et (n,¢) cellules

On étudie dans ce paragraphe comment obtenir des estimées de I'entropie en comptant les (n, €)
cellules associées & un ensemble (n, €) couvrant. Nous considérons une application f : [0,1]¢ — [0, 1]%
de classe C*°.

Lemme 4.3.10 Il existe un réel €, > 0 et une fonction o' :]0,e,[— R avec lin% o' (€) =0 et une
€E—

fonction N’ :)0,¢ej[— N wérifiant la propriété suivante. Pour tout sous ensemble J de [0,1]¢, tout
€ €]0,€h[, tout n > N(e) et tout ensemble (n,e) couvrant E de [0,1]¢ de cardinal minimal, on a :

8 {(n,€) cellules de E rencontrant J} < e " (n, e, .J)

*. Ay a été défini au chapitre précédent (Notations 3.8.6)
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Pour éviter les confusions, on notera parfois €,(f) := €, o/(f,€) :== /(€), N'(f,€) = N'(e).

PREUVE : On suppose d > 2, la preuve étant analogue pour une application de Iintervalle et les
cellules associ¢es. On considére € €]0, ¢ et un entier n > N(4¢). Soit I’ un ensemble (n, €) couvrant
de J de cardinal minimal. En composant tout élément i € per par des contractions affines de
rapport %, on obtient, pour tout # € F, une reparamétrisation de B(z, n, 4¢) par des applications 1,
telle que f* o1} est e contractante pour tout k = 0, ...,n — 1, au nombre de 4dea(e)n En particulier,
U.er B(x,n, 4¢) est recouvert par des (n, €) boules de Bowen au nombre de 4de(4)my(n ¢ .J). Notons
G l’ensemble des centres de ces (n, €) boules de Bowen.

On consideére le sous ensemble E; de E des points = € E tels que B(z,n,2¢)()J # 0. Montrons
que (E — E;)|JG est un ensemble (n, €) couvrant de [0, 1]%. Tl suffit de montrer que si z € E alors
B(z,n,€) C Uycr B(y,n,4e). Considérons un élément = de E;. 1l existe un élément y € F' tel que
B(xz,n,2¢)(B(y,n,e)(\J # 0 et donc B(x,n,e) C B(y,n,4e). Puisque E est de cardinal minimal
parmi les ensembles (n, €) couvrants, on a $E; < #G < 4% (n ¢, J).

Rappelons que, pour tout = € [0,1]¢, toute (n,e) cellule de z est incluse dans la boule de
Bowen B(xz,n,2e). On en déduit qu'une (n,e) cellule de E rencontrant J est une (n,e€) cellule de
E;. Le nombre de (n,€) cellules de E rencontrant J est donc au plus de Ce™d+hn y 4B, <
C4d€(a(4e)+a(e)(dJrl))nT‘(?’L,6, ,]) 0

Etudions maintenant 1’inégalité inverse : nous cherchons & minorer le nombre de cellules rencon-
trées par un sous ensemble J de [0, 1]d par le cardinal d’un ensemble couvrant de J. Cela pourrait
paraitre immediat car toute (n,e€) cellule est incluse dans une (n,€) boule de Bowen. Cependant
n’oublions pas que les cellules d’un ensemble couvrant recouvrent [0, 1]d a un ensemble de dimension
d — 1 pres. On doit donc s’assurer que J n’évite pas les (n,€) cellules.

Lemme 4.3.11 Soient € €]0,¢0] et n > N(¢). Soit E un ensemble (n,€) couvrant de [0,1]%. On
considére une application polynomiale S : R¥ — R, Pour tout e € R, il existe ¢ €] —e, e[d, tel que
Se =8 + ¢ vérifie :

r(n, 2€, S.([0,1]%) N [0,1]%) < min {ﬁf t FCAp et S([0,1%)n ([ 4) = Se(0,1]%) n AE}
AeF

PREUVE : D’aprés la Proposition 3.3.11, 'ensemble S([0, 1]¥)N [0, 1]¢ s’écrit sous la forme S([0, 1]¥)N
[0,1]¢ = Hf\il A;, ot A; est une variété de Nash connexe pour tout ¢ = 1,..., N. De méme le bord
0A d’une cellule s’écrit comme une union finie de variétés de Nash connexes d’intérieur vide. Quitte
a translater un peu S on peut supposer que pour tout i = 1,..., N, la variété A; est transverse aux
cellules de F, i.e. dim(4;()0A) < dim(A4;) < d pour toute (n,e) cellule A de E. Rappelons que
[0,1]9 = A = Uiea, A- On a done :

A; = U A; NA
AEAE

A = U A,NAlU U A;NOA
A€eAp AcAEg

mais puisque (J ¢ 4, Ai N OA est de dimension < dim(4;) :

A; = U A NA
AcAEg

et donc
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s(o,1%no, " = |J | 4n4a

Soit F C Ag un sous-ensemble de E tel que S([0,1]%) N (Uaer A) = S([0,1]*) N Ap. On a alors :

S0, 1M N0, 14 = 5([0,1*) N Ag
= |J S(o,17)nA

AcF

Toute (n,€) cellule est incluse dans une (n,€) boule de Bowen et donc ’adhérence d’une telle
cellule est incluse dans une (n,2¢) boule de Bowen. Ainsi r(n, 2¢, S([0, 1]¥) N[0, 1]¢) est borné par le
cardinal F. g

On peut dans le lemme précédent considérer un produit d’application. On obtient alors les mémes
conclusions en travaillant avec les cellules produits associés & des ensembles (n, €) couvrants.

Lemme 4.3.12 Soient f : [0,1]P — [0,1]? et g : [0,1]7 — [0,1]9 des applications C*°. Soient € €
10, min(eo(f),e0(g))[ et n > max(N(f,€), N(g,€)). Soient Ey C [0,1]P un ensemble (n, €) couvrant de
[0,1] et E, C [0,1]7 un ensemble (n, €) couvrant de [0,1]9. On considére une application polynomiale
S =(P,Q):RF — RP x RY. Pour tout e € RT, il existe c €] — e, e[Pt9, tel que S, := S + ¢ vérifie :

r(n, 2¢, S.([0, 11%)N[0, 1]P+9) < mm{ﬁH H C Ag;xE, et Sc([0, 1% U A) ]k)ﬁAEfng}
AeH

4.3.4 Recouvrement par des (n,¢) cellules

On recouvre I'image d’une application poélynomiale par les (n, €) cellules produits associées a des
ensembles (n, €) couvrants. Nous nous intéressons tout d’abord au cas d’une courbe polynomiale.

Lemme 4.3.13 Soient f : [0,1]°P — [0,1]7 et g : [0,1]7 — [0,1]7 des applications C* et soient
Ey C (0,17 et B, C [0,1]9. Soient € €]0, min(eg(f), €o(g)[ et n > max(N(f,€), N(g,€)). On considére
une courbe polynomiale S = (P, Q) : [0,1] — RP x R%. Alors on a :

mm{ﬁ'H H C Ag;xg, et S([0,1]) UA OI)QAEfxE}<
AeH

C(p, deg(P))eP*Sm s 4 {(n, ) cellules de E¢ rencontrant P([0,1])}
+ C(q,deg(Q))e?* 9 {(n, ) cellules de E, rencontrant Q([0,1])}

ot C est la constante du Corollaire 3.8.12.

PREUVE : Notons A (resp. Ay) le nombre de (n,¢€) cellules de Ey (resp. de Ey) rencontrées par
Iimage de P (resp. de Q). D’aprés le Corollaire 3.8.12, le nombre de composantes connexes de
{t € [0,1] : P(t) € Cf} est inférieur a C(p, deg(P))eP* )™ pour toute (n,e) cellule C; de Ey.
L’ensemble de ces intervalles définit une partition 7t en intervalles de [0,1] de cardinal au plus
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20(p, deg(P))eP* /)" A 4 1. Observons que pour tout élément .J de Ty, ou bien P(J) ne rencontre
pas les (n,€) cellules de Ef ou bien il existe une (n,€) cellule de E¢ contenant P(J). On définit de
méme, en remplacant f par g et P par @, une partition T, en intervalles de [0,1] de cardinal au
plus 2C(q, deg(Q))eqo‘(g’e)"Ag + 1, telle que pour tout élément J de Ty, ou bien Q(J) ne rencontre
pas les (n,€) cellules de E,; ou bien il existe une (n,€) cellule de E, contenant Q(J) .
Considérons un intervalle K élément de la partition jointe 77 \/7T,. Ou bien I’ensemble S(K)
ne rencontre pas les (n,e€) cellules produits de Ef x E4 ou bien S(K) est inclus dans une (n,e)
cellule produit de Ey x Eg. En particulier S([0,1]) (| Ag,xE, est recouvert par au plus §(7 \/ 7))
(n,€) cellules produits de Ef x E;. Or Ty et T, étant des partitions en intervalles de [0,1], on a
8 (Tr V Ty) < HT5 + 4T, < Clp, deg(P))er* " Ay 4 C(g, deg(Q))e® 0 A,.
U

On considére maintenant le cas du produit d’une dynamique de I'intervalle et d’une dynamique
de [0,1]¢ toutes deux de classe C*°. Rappelons que les cellules d’une application de lintervalle sont
des intervalles d’intérieur disjoints.

Lemme 4.3.14 Soient f : [0,1] — [0,1] et g : [0,1]¢ — [0,1]¢ des applications C> et soient Ey C
[0,1] et B, C [0,1] des sous-ensembles respectifs de [0, 1]P et [0,1]9. Soient e €]0, min(eo(f), e0(g))][ et
n > max(N(f,¢), N(g,¢)). On considére une application polynémiale S = (P, Q) : [0,1]* — R x R,
Alors on a :

tt{(n,e) cellules produit de E¢ x E4 rencontrant S(]0, 1]k)} <
C(d, deg(S))e® 9 x 4 {(n, €) cellules de Eg4 rencontrant Q(|0, 1]d)}

+ Z 8 {(n,€) cellules de E, rencontrant Q (P~'({b}))}
bed AR,

avec C la constante du Corollaire 3.8.12.

PREUVE : Soit S = (P,Q) : [0,1]* — R x R une application polynomiale. On note comme précé-
demment Ay (resp. Ay) le nombre de (n,¢€) cellules de Ey (resp. de Ej) rencontrées par l'image de
P (resp. Q). Soit Cy une (n, €) cellule de £, rencontrant I'image de Q. D’aprés le corollaire 3.8.11, le
nombre de composantes connexes de S([0, 1]¥) N[0, 1]4+1 N (C, x [0, 1]) est borné par Ce?(9:)™ avec
C = C(d,deg(S)). Rappelons que les (n,€) cellules de E¢ sont les intervalles de la forme [a;, a;jt1]
avec 1 < i < K, — 1. Pour tout 1 < i < K,,, on note R; la collection de (n,¢€) cellules de E,
rencontrant Q (P~!({a;})).
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[0.1]

(L0119

QPHay) - ; [0

i e et

Dessin 1

Soit Cy une cellule de E; telle que Cy ¢ U,

Cy x {a;} séparent S([0,1]%)N(C, x [0,1]) (voir Dessin 1). Donc toute composante connexe de

S([0,11%) N (Cy x [0,1]) rencontre au plus une cellule produit de la forme [a;, a;+1] x Cy avec 1 <

i < Kep. On en déduit que le nombre de (n, €) cellules produits de E; x E, rencontrant S([0, 1]%)

est inférieur a Ced®(9)" x Ay + Z iR;. O
i=1,...Ken

.....

K., Ri. Pour tout ¢ = 1,..., K », 'ensemble

4.3.5 Conclusion des preuves des théorémes 4.3.5 et 4.3.2 :

PREUVE THEOREME 4.3.5 : :

Soient f :[0,1]7 — [0,1]P et g : [0,1]? — [0, 1] deux applications de classe C*°. On considére € €
10, min(eo(f), e(f), €0(g), €6(g))[ et n > max(N(f,€), N'(f,€), N(g,€), N'(g,¢€)). On est tout d’abord
réduit d’apres le Lemme 4.3.6 & considérer une courbe polynomiale S = (P, Q) : [0,1] — RP x R de
degré indépendant de n. Soient Ef C [0, 1]P et E,; C [0,1]¢ des ensembles (n, €) couvrants de cardinal
minimal de [0, 1]P et de [0, 1]7 respectivement. On note Af (resp. Agy) le nombre de (n,¢€) cellules de
Ey¢ (resp. de E ) rencontrées par I'image de P (resp. Q).

Quitte & translater un peu S, on a, d’aprés le lemme 4.3.11 :

’I“fxg(n,QE,S([O, 1]) [O 1]p+q) < mln{ﬁ?‘[ :HC AEfng et S 0 1 U A )QAEfXEg}
AeH

Puis on déduit du Lemme 4.3.13 :
rrxg(n,26,9([0,1]) N [0,1719) < C(p, deg(P))e** V" Ay + C(q, deg(Q)e* ™) A,
Enfin d’aprés le Lemme 4.3.10 :

rxg(n,26,5([0,1]) N [0,1]P7) < C(p, deg(P))eP>F+" Uy (e, Image(P))
+C(gq, deg(Q))el 1@+ (@D (n e Image(Q))

On conclut alors facilement que :

hi(f x g) < max(hi(f), h1(g))
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PREUVE THEOREME 4.3.2 :

Soient f : [0,1] — [0,1] et g : [0,1]¢ — [0,1]¢ deux applications de classe C*. On consideére
e €]0, min(eo(f), €5(f), €0(9), €5(9))[ et n > max(N(f,€), N'(f,€),N(g,€), N'(g,€)). Comme dans la
preuve ci dessus du Théoréme 4.3.5, il suffit de considérer S : (P,Q) : [0,1]* — R x R%, une
application polynomiale de degré indépendant de n. Soient Ey C [0,1] et E, C [0, 1]¢ des ensembles
(n,€) couvrants de cardinal minimal de [0,1] et de [0,1]? respectivement. De plus, on translate
légerement S de sorte que, d’une part, I'image de S est transverse aux hyperplans {z = ¢;}, c’est a
dire dim(S([0, 1]*) N{z = ¢;}) < dim(S([0, 1]*)) pour i = 1, ..., K., et que, d’autre part, le Lemme
4.3.12 s’applique, ce dernier point entrainant :

Txq(n, 26,S([0,1]F) N[0, 1) < 4 {(n, €) cellules produits de Ey x E, rencontrées par S([0, 1]k)}

Puis, en appliquant le Lemme 4.3.14, on obtient :

Trxg(n,26,S([0,11F) N[0, 1) < O(d, deg(S))e® 9y {(n, €) cellules de E, rencontrant Q([0, 1]"3)}
Ks,n

+ Z f {(n, €) cellules de E, rencontrant Q (P_l({ai}))}
i=1

Enfin d’aprés le Lemme 4.3.10 :

rxg(n,26,S([0,11F) N[0, 1]7) < C(d, deg(S))el® @t @Dy (n, e, Q([0,1]%) N [0,1]%)
+e hImelhiortalban max  ry(n, e, QP ({a:})))

=1, Ken

Or puisque I'image de S est transverse aux hyperplans de coordonnée de Q(P~!({a;})), l'en-
semble Q(P~!({a;})) est un ensemble semi-algébrique de dimension k — 1 et de degré indépendant
de n. D’apres le lemme algébrique de Yomdin-Gromov (Théoréme 3.7.1), on peut reparamétrer celui-
ci par N applications de ]0,1[*~! dans [0, 1]? de norme ||||s inférieure & 1 avec N = N (s, d, deg(S)).

On conclut facilement que :

hi(f < g) < max(hg(g), hiop(f) + hr-1(9))

119



Chapitre

FExtensions symboliques

Dans ce chapitre nous rappelons tout d’abord la problématique des extensions symboliques. Puis
nous énoncons les résultats principaux de M. Boyle et T. Downarowicz présentés dans [12]. Apres
avoir évoqué le cas asymptotiquement h-expansif, nous considérons le cas des dynamiques des ap-
plications de classe C". Nous rappelons briévement les exemples de S. Newhouse et T. Downarowicz
et donnons les principales idées du théoréme de T. Downarowicz et A. Maass sur les extensions
symboliques d’une application C" de l'intervalle. Nous exhibons des exemples d’applications C" de
I'intervalle, qui montrent que la borne de I'entropie d’extension symbolique obtenue par T. Downa-
rowicz et A. Maass est optimale. Enfin nous bornons I’entropie d’extension symbolique en fonction
de 'entropie de multiplicité pour les applications affines par morceaux du plan.

5.1 Problématique

On dit que (Y, S) est un sous-décalage s'il existe K € N*, tel que Y est un sous ensemble fermé
de {0,1,..., K}? invariant par le décalage S sur Y.

Soit X un espace métrisable compact et 7' : X — X une application continue. On dit que (Y, .S)
est une extension s’il existe une application continue 7 : Y — X telle que 7* : M(Y, S) — M(X,T)
est surjective™ et m o S = T o 7. Cette définition est plus faible que la définition usuelle qui impose
la surjectivité de I'application w. Avec cette définition plus souple, I'extension naturelle, bien que
n’étant pas surjective, est une extension.

Rappelons [57] que si (Y, .S) est une extension de (X, T) et u € M(Y,S), alors h(u) > h(m*p) et
donc 7m* étant surjective, on a d’aprés le principe variationnel pour I’entropie topologique, hyop(S) >

hiop(T).

Définition 5.1.1 Une extension symbolique (Y,S) d’un systéme dynamique (X,T) est une ex-
tension de (X, T) telle que (Y,S) est un sous-décalage.

Une premiére question naturelle est de savoir si une dynamique (X, T) admet une extension sym-
bolique. Dans le cas ou une telle extension existe, on peut alors se demander si celle-ci est proche
de (X,T) au sens de I'entropie. Par exemple, d’'un point de vue topologique, peut on choisir (Y, .5)
de sorte que hyop(S) = hiop(T) ou plus généralement quelle est la valeur minimale de hy,(S) ? On
introduira aussi une fonction définie sur M(X,T") pour mesurer comment différent les deux systémes
du points de vue de ’entropie métrique. I’entropie topologique de l'extension étant plus grande que
I’entropie topologique du facteur, comme nous venons de le rappeler, une condition nécessaire évi-
dente & I'existence d’extensions symboliques est la finitude de ’entropie topologique.

*. Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, on notera aussi 7w ’application induite sur les mesures invariantes
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5.2. Théorémes des extensions symboliques

Dans certains cadres, on sait montrer 'existence d’extensions symboliques grace a des arguments
de nature géométrique [2] :
— Dans le cas des applications uniformément hyperboliques, la dynamique symbolique associée
a une partition de Markov fournit une extension symbolique principale [10].

— Dans le cas des applications monotones par morceaux de 'intervalle, la dynamique symbolique
associée a la partition en branche monotones fournit une extension symbolique principale ("il
n’y a pas d’entropie dans les branches monotones").

Dans le paragraphe suivant nous rappelons le principal théoréme de la théorie des extensions
symboliques. Celui-ci relie 'entropie des extensions symboliques d’un systéme dynamique avec les
superenveloppes des structures d’entropie. On rappelle aussi quelques propriétés élémentaires de
I'entropie d’extension symbolique établies dans [13].

5.2 Théorémes des extensions symboliques

Sim:(Y,S) — (X,T) est une extension symbolique, on estime le défaut d’entropie entre (Y, 5)
et (X,T) al’aide de la fonction suivante :

T MX,T) — R
K = SUPpeMm(Y,S), nv=p h(V)

C’est la fonction projetée de h induite par 'action de 7 sur les mesures invariantes.

On peut maintenant énoncer le théoréeme fondamental de la théorie de Boyle et Downarowicz. 1l
relie 'entropie d’extension symbolique et les propriétés de convergence des structures d’entropie :

Théoréme 5.2.1 (Théoréeme 5.5 de [12]) Soit X un espace métrisable compact et T : X — X
une application d’entropie finie. Soit ‘H une structure d’entropie. On considére une fonction E :
M(X,T) — [0,400]. Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

1. E est une superenveloppe affine bornée de H ;

2. 11 existe une extension symbolique m: (Y,S) — (X, T) telle que E = h7,,.

Comme on peut s’en douter la partie la plus difficile consiste & montrer que (1) implique (2) :
il faut construire explicitement une extension symbolique vérifiant £ = h7,,. L’autre implication
résulte facilement de propriétés de continuité de I'entropie pour les sous-décalages. M.Boyle et
T.Downarowicz [12] étudient tout d’abord le cas zéro-dimensionnel et montrent ensuite comment
on s’y raméne. Ici nous présentons une preuve directe de I'implication (2) = (1) en utilisant la
structure d’entropie H/*" et nous expliquons comment on est réduit de facon évidente au cas zéro-
dimensionnel pour prouver I'implication inverse (1) = (2) (On évite ainsi le recours au Théoréme

7.5 de [12]). Nous ne détaillons pas la preuve de (1) = (2) dans le cas zéro-dimensionnel.

PREUVE DE L'IMPLICATION (2) = (1) : On travaille avec la structure d’entropie H/%". Soit 7 :
(Y,S) — (X, T) une extension symbolique de (X,T). Alors

(heet = hi) (1) = sup h(v) — W' (v, Fy)
veM(Y,S), tv=p
(hier — o) (1) = sup h(v) = b (v, (Fy o))

veM(Y,S), tv=p
Or (Y, S) étant un sous-décalage, pour tout v € M(Y,S), on a h(v) = h(v, P) ou P est la partition
coordonnée zéro. En particulier h(v) = A/ (v, Fp) = /" (v, Fp|J(F o 7)) et donc v +— h(v) —
RS (v, Fi o) est s.c.s. sur M(Y, S) d’aprés les propriétés de continuité de H/*" établies p. 66. On
en déduit que A7, — hg est s.c.s. comme projetée d'une fonction s.c.s. d’aprés le Théoréme 1.1.6 et
affine comme projetée d’une application affine d’aprés la Proposition 1.4.4. O
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5.2. Théorémes des extensions symboliques

Nous montrons maintenant comment on est réduit au cas zéro-dimensionnel pour montrer (1) =
(2).

PREUVE DE LA REDUCTION DE (1) = (2) AU CAS ZERO DIMENSIONEL :

D’aprés le Théoréme 2.2.9, 'application T' étant d’entropie finie, il existe une extension zero
dimensionnelle principale ¢ : (Z,R) — (X, T). Or d’aprés la Proposition 2.6.5, un candidat H de
(X, T) est une structure d’entropie si et seulement si ¥’H est une structure d’entropie de (Z, R). Soit
E une superenveloppe de 'H, alors ¢ E est une superenveloppe de ¢’H d’aprés la Proposition 1.2.39. Si
I’on suppose connu le cas zéro-dimensionnel, il existe une extension symbolique 7 : (Y, 5) — (Z, R)
tel que A7, = ¢ E. Rappelons que d’aprés la Proposition 1.1.7, la fonction hf;tﬂ est la projetée de
hT., et donc de ¢ E par 1. Or la projetée du relevé est lidentité : (¢ E)M&ET] = E (Proposition
1.1.5), c’est a dire h¥F = E. O
Définition 5.2.2 L’entropie d’extension symbolique hge, : M(X,T) — R est la fonction défi-

nie comme suit

™

hger = inf Tt

m:(Y,8)—(X,T)

ot Uinfimum porte sur les extensions symboliques (Y,S) de (X,T). Lorsque (X,T) n’admet pas
d’extension symbolique, on pose hge, = +00.

Il résulte du Théoreme 5.2.1 et du Théoréme 1.4.3 que :

Corollaire 5.2.3 Soit X un espace compact métrisable et T : X — X wune application d’entropie
finie. Soit H une structure d’entropie de (X,T). Alors

hsex =LEH

De plus, il existe une extension symbolique 7 : (Y, S5) — (X, T) telle que hgex = hZ,, si et seulement
si la fonction hge, est affine.

Il existe des structures d’entropie a différences s.c.s. : c’est le cas de H/%". On en déduit d’apreés
le Lemme 1.2.4 que la fonction hge; est s.c.s.
On peut aussi s’intéresser & la quantité topologique suivante :

Définition 5.2.4 L’entropie topologique d’extension symbolique, notée hser(T), de (X, T) est
le minimum des entropies topologiques des extensions symboliques de (X, T).

Toujours d’apres le Théoréme 1.4.3, on a le principe variationnel suivant pour ’entropie d’exten-
sion symbolique :

Corollaire 5.2.5 (Théoréme 8.1 de [12]) Soit X un espace compact métrisable et T : X — X une
application d’entropie finie. Alors

sup Rsex (U) = Rgex (T)
HEM(X,T)

De plus d’aprés le Corollaire 1.6.3, la fonction s.c.s. hge, atteint son maximum sur la cloture des
mesures ergodiques.

Nous terminons ce paragraphe en rappelant les formules établies par M. Boyle et T. Downarowicz
dans [13| pour 'entropie d’extension symbolique d’un produit direct et d’une puissance :

Proposition 5.2.6 (Théoreme 3.2 de [13]) Soient (X,T) et (X',T") deux systémes dynamiques
d’entropie finie, alors

hseaz(T X T,) — hsex (T> + hSGCE(T/)
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5.3. Cas asymptotiquement h-expansif

Dans la preuve de ce théoréme, M. Boyle et T. Downarowicz montrent que pour tout (u,v) €
M(X,T) x M(X',T"), on a pour tout ordinal a,

Ua (X V) = ua(p) + ua(v) (5.1)
L’entropie d’extension symbolique d’une puissance est donnée par la formule suivante :

Proposition 5.2.7 (Théoréme 3.3 de [13]) Soit (X,T') un systéme dynamique d’entropie finie. Pour
tout entier n, on a :

hse$ (Tn) - nhsez(T>

On commence par rappeler I’étude des extensions symboliques des dynamiques asymptotique-
ment h-expansives.

5.3 Cas asymptotiquement h-expansif

Rappelons qu'un systéme dynamique (X, T) est dit asymptotiquement h-expansif si son entropie
de queue h*(T') est nulle. C’est le cas des applications de classe C*° définies sur une variété compacte
(Corollaire 4.2.6). Sous cette hypothése d’asympotique h-expansivité, on a un résultat tres fort :

Théoréme 5.3.1 (Théoréme 8.6 de [12]) Soit (X,T) un systéme dynamique, alors les conditions
sutvantes sont équivalentes :

1. (X,T) est asymptotiquement h-expansif;
2. E'H = h pour toute structure d’entropie H ;

3. Il existe une extension symbolique principale de (X,T), en particulier hgey = h.

L’implication (1) = (3) a été établie avant le théoréme des extensions symboliques par M.
Boyle, D. Fiebig, U. Fiebig [14] et indépendamment par T. Downarowicz [30] (dans le cas zéro-
dimensionnel). Cependant on peut la voir maintenant comme une conséquence simple du théoréme
des extensions symboliques et du principe variationnel pour ’entropie de queue.

PREUVE : Remarquons tout d’abord que (2) < (3) est une conséquence triviale du Corollaire 5.2.3,
car la fonction entropie métrique h est affine.

Montrons maintenant (1) < (2). D’apreés le principe variationnel pour Uentropie de queue, (X, T)
est asymptotiquement h-expansif si et seulement si u; = 0. Or cette derniére condition est équivalente
a uq = 0 pour tout ordinal non nul « ou encore d’aprés le Théoréme 1.2.19, & E'H = h pour toute
structure d’entropie H. O

Les dynamiques de classe C* définies sur une variété compacte, étant asymptotiquement h-
expansives, admettent une extension symbolique principale.

T. Downarowicz et S. Newhouse [32] observent alors que tout difféomorphisme C" avec r > 1,
qui est C" structurellement stable, admet une extension symbolique principale. En effet si f est un
tel diffeomorphisme, il existe un voisinage Uy de f dans Dif f"(M) tel que tout difféomorphisme
de Uy est topologiquement conjugué & f. L’espace Dif f°(M) étant dense dans Dif f" (M), le dif-
féomorphisme f est topologiquement conjugué & un difféomorphisme C*°, qui admet une extension
symbolique principale d’aprés la remarque précédente. On retrouve en particulier le fait que les Ano-
sov admettent une extension principale.

On peut aussi observer simplement quun Anosov est expansif : de > 0 Vo # y In € Z tel que
d(T"x,T"y) > e. En particulier tout Anosov est asymptotiquement h-expansif et admet donc une
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5.4. Minoration de hgey

extension symbolique principale.

Pour les difféomorphismes de surfaces, il existe en fait un résultat plus général diu & Pacifico et
Vieitez [49] :

Théoréme 5.3.2 (Pacifico, Vieitez) Tout difféomorphisme d’une surface compacte admettant une
décomposition dominée’ est h-expansif, i.c. il existe € > 0, tel que h*(f,€) = 0. En particulier un tel
difféeomorphisme admet une extension symbolique principale.

5.4 Minoration de hg,.,

Nous allons donner dans les paragraphes suivants des exemples de dynamiques avec une entropie
d’extension symbolique minorée. Pour obtenir une telle minoration, on accumule des fers & cheval
a des échelles de plus en plus petites. Cette idée est formalisée dans le lemme suivant. Méme si ce
lemme n’est pas énoncé explicitement sous cette forme, ce principe est utilisé par S.Newhouse et
T.Downarowicz (plus précisément au lemme 6.2 de [32]).

Nous travaillons ici avec le candidat a la Katok HE® := (hE)(. ex)ren = (hi)ken introduit

2

2
au paragraphe 2.4.3. Nous utilisons la notation suivante : B(x,00,¢€) = [,y B(z,n,€) = {y €
X : Vk €N, d(T*z,T*y) < €}. Enfin si p est un point périodique, on note O(p) 'orbite de p et
Vp = W Z 04 la mesure périodique associée a p.
q€0(p)

Lemme 5.4.1 Soit f: X — X une application continue définie sur un espace métrisable compact
X. Soit p une mesure de probabilité f-invariante et soit (ak)keN—{O} une suite de réels positifs.

On suppose que, pour tout k € N, il existe des points périodiques (p(l'l,...7i2k+1))(i17'..7i2k+1)€N2k+1 et
des mesures de probabilit¢ invariantes (ji;
g = ) tels que :

1. Pour tout (i1,...,i9r) € N2k les mesures périodiques Vo,

1,---,i2k))(i1,...,i2k)€N2k (on pose par convention N° = {()} et

ingsn) convergent VeTrs fi(iy . iyy)

quand iox+1 tend vers 400 ;

2. Pour tout (iy,...,i0x4+1) € N?*T1 les mesures (i convergent vers Yp., . quand

7"'7i2k+2)
iog+2 tend vers 400

3. Pour tout € > 0, il existe un entier I > 0 vérifiant :

Vigr > I 3w € X tel que pig,,. iy (B(x,00,€)) = 1

4. Pour tout (iy, ..., o) € N?% | les limites successives lim < lim ... < lim h(u(ih_”,m))> >

i1—+o00 \ ig—+00 gk —+00

sont bien définies et lim  lim ... lim hA(p )) = a.

i1—400i2—+00  dgp——+00 (#1502

Alors pour tout n € N on a :

n
un(p) > a
=1

PREUVE :

On introduit tout d’abord les notations suivantes pour tout 1 < I < k et tout (i1,...,i9-1) €
NQZ—I .

ap (i1, -y lo1—1) = mhji” mlLH}rOO Rty ... inn))

. Cette notion est plus faible que 'uniforme hyperbolicité. Nous renvoyons a [8] pour une définition précise.
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5.4. Minoration de hgey

Nous allons montrer que pour tout entier n et tout entier k < n :

n

o an) 2 > nokra(in, o inggy41) (5.2)
l=n—k+1

,,,,,

Nous obtenons la conclusion du lemme pour k& = n. En effet on a alors :

un(p) = lim un ()

i1—+00

n
) lim Zal,l(ﬁ)
11 —+00 =1

v

n
Un(ﬂ) > Z aj
=1

Prouvons maintenant l'inégalité (5.2). Fixons un entier n. Tout d’abord l'inégalité est triviale
pour k = 0. Supposons I'inégalité (5.2) vraie pour 0 < k < n et montrons la pour k+1. Rappelons que

par définition, ugiq(p) = 11111 h —/l;;:— ug(pt). Or d’aprés 'hypothése (2), les mesures fi(;, s, )
g—+o0

convergent vers la mesure périodique p, _— quand igx12 tend vers U'infini. On en déduit :
u o > lim limsu ( h—h i U i )
k“(%“I """ 22(n—k—l)+1)) T gt <i2(nk)—>Eoo ( Q)(M(“"“’l?(n*kﬂ) + k(u(llv---h(nfk)))

~~~~~ “2(n—k)+1)
VIS [h(iy i) quand ip(,—g)4+1 tend vers Uinfini. On a

)

convergent pour la topologie faible *

donc :

U o > limsu U o
Hir i) 2 i2(n—k)+1—1>3+oo ... “2(n—k)+1)
Par hypothése de récurrence le terme de droite de l'inégalité précédente est plus grand que :

n

~ lim Z Akt 1,1 (015 oy 12 (n—k)+1)
12(n—k)+1 100 [

D’apreés I'hypothése (3), pour tout €, > 0, il existe un entier I, > 0 vérifiant la proprieté
suivante. Pour tout iy, py > Iy, il existe x € X vérifiant p;, 4, (B(z,00,€4)) = 1. Donc
hq(#h,.“,ig(n_k)) = hf“t(uil,m@(n_k),eq) = 0. On en déduit facilement que :

2

lim ( lim sup hq(:“(il,--‘,izmk)))) =0

4100 \ iy gy =00

Finalement on obtient :

U o > lim h(pe, 4 + limsup wu o
k—i—l(’yp(” ,,,,, 12(’“*7“*1)4’1))_7:2(.,1_]@—?4-00 (M(zl,-..,zQ(n_k))) ig(n_k>—£oo k(“(zl,-..,zg(n—k)))
Uk1(Vpgi, iz(n_k_1)+1>) > Ankn—k(i1, s B2(n—k)—1)
n
+ lim  lim Z Akt 1,0 (015 s 12 (n—k)41)
12(n—k) 00 b2 (n—k)+1—+00 I—m—ht1

n
> Z Ak (315 oy P2(n—k)—1)
l=n—k
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5.5. Résultats C"

Pour simplifier les notations nous utiliserons aussi la forme suivante du lemme précédent :

Lemme 5.4.2 Soit f : X — X une application continue définie sur un espace métrisable compact
X admettant un point fize p. Soit (ax)ken une suite de réels positifs.
On suppose que pour tout k € N il existe des points périodiques (p(il7.”,,-%))(i17.__7i2k)eNzk et des

mesures de probabilités invariantes (L, .. iy 1)) (iy,...igns, )eN2k+1 (O pose par convention NO = {()}
et 0p = dp) tels que :

1. Pour tout (i1, ..., iop41) € N2+ les mesures périodiques Vo,

. convergent vers
..... 12k +2) 9 /’L(

i1yesi2k41)
quand iok4o tend vers 400 ;

2. Pour tout (iy,...,i9;) € N?* les mesures (i

convergent Vers Yp, .. quand iok11
tend vers +00;

»"'7i2k+1)

3. Pour tout € > 0, il existe un entier I > 0 vérifiant :

Vigpy1 > I Jv € X tel que p B(z,00,¢)) =1

i17---»i2k+1)<

i1—400 \ i9—+00 i2k+1—>+00

sont bien définies et llm lim ... lim  A(ug . > ap.
/i 11—=+00i2—+00  iggy1—+00 (M(“""’Z%“))i F

4. Pour tout (iy, ..., i9541) € N2*T1 les limites successives  lim ( lim ... < lim h(u(ihm’i%ﬂ))) )

Alors pour tout n € N nous avons

Le lemme 5.4.2 est un cas particulier du lemme 5.4.1 (posez 1 = J, et changez convenablement
les indices).

5.5 Résultats C"

On a vu dans le paragraphe 5.3 correspondant au cas asymptotiquement h-expansif que toute
dynamique C* avait une extension symbolique principale. C’est faux en général pour les dynamiques
de classe uniquement C". T. Downarowicz et S. Newhouse ont en effet construit des exemples de
difféeomorphismes C" définis sur des variétés de dimension supérieure ou égale & deux n’ayant pas
d’extension symbolique principale. Nous construisons des exemples analogues en dimension un. S.
Newhouse et T. Downarowicz ont conjecturé que toute application C" avait une extension symbolique.
Celle-ci a été démontrée récemment par T. Downarowicz et A. Maass dans le cas des applications
de l'intervalle.

Dans ce chapitre, nous énoncons tout d’abord la conjecture de S. Newhouse et T. Downarowicz
et nous rappelons brievement leurs exemples C". Puis nous détaillons notre construction sur l'in-
tervalle. Enfin on donnera un apercu de la preuve de T. Downarowicz et A. Maass dans le cas des
applications de l'intervalle.

Soit M une variété compacte. Pour tout r > 1, on note Dif f" (M) (resp. C"(M)) I'ensemble des
diffeomorphismes de M (resp. des endomorphismes) de classe C "l dont la différentielle d’ordre r est
r — [r] Holder.

5.5.1 Conjecture principale

T. Downarowicz et S. Newhouse ont énoncé la conjecture suivante pour les applications de
classe C". Rappelons que R(T) = limsup,,_, ., +log" |[[DT"||« avec [|.|| une norme riemannienne

quelconque sur M et que Xif / désigne le prolongement harmonique x4+ = max(x,0), ou y est
I'exposant de Lyapounov maximal (Définition p. 107).
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5.5. Résultats C"

Conjecture 5.5.1 (Downarowicz, Newhouse)[32] Soit M une variété compacte de dimension d et
T un élément de C" (M) avec r > 1, alors

rdR(T

hsee(T) < r_(l)
En d’autres termes, ils conjecturent que toute dynamique 7' de classe C" admet une extension
symbolique (Ye, Se) avec hyop(Se) < Td%(lT) + € pour tout € > 0. Nous précisons cette conjecture de

la fagon suivante :

Conjecture 5.5.2 Soit M une variété compacte de dimension d, soit T un élément de C"(M) avec
r > 1 et soit p € M(M,T), alors pour tout ordinal « :

dxi! ()
< At M

et pour tout n € N, le terme uy,(u) est bornée plus précisément comme suit :

D () dx (w)
un () <y e <

k=1

Ce dernier énoncé entraine la conjecture 5.5.1 précédente de S.Newhouse et T. Downarowicz. En
effet d’aprés l'inégalité de Ruelle et la relation hgey = h + uq+, on a pour tout up € M(M,T) :

rax! ()

hsew S
(1) 1

et donc d’aprés le principe variationnel pour I’entropie d’extension symbolique :

rdR(T)
SEX T S -
hsex(T) r—1

5.5.2 Exemples C" de Downarowicz-Newhouse pour les difféomorphismes

Soit M une variété compacte et soit 7 € N*. On munit Dif f" (M) de la topologie de la conver-
gence uniforme des dérivées d’ordre < 7.

Théoréme 5.5.3 [Downarowicz, Newhouse/
1. Il existe un difféomorphisme de classe C* de M, qui n’a pas d’extension symbolique ;

2. Pour tout entier 2 < r < 400, il existe un ensemble résiduel R de Dif f" (M), un ouvert U de
Diffr(M) et une constante ¢ = c(U) > 0 tels que pour tout f € R(U, on a :

hsex(f) > htop(f) +

Expliquons en quelques mots les grandes lignes de la construction. Rappelons tout d’abord
quelques notions usuelles de dynamiques différentiables.

Soit f un difféomorphisme d’une surface compacte. Si p est un point périodique hyperbolique,
un point q est dit homocline pour p si

g€ W*(p)[(\W*"(p) — O(p)

ou W#(p) (resp. W"(p)) désigne la variété stable (resp. instable) de p. Ce point homocline est dit
transverse si I'intersection est transverse et tangent sinon. On dira que f a une tangence homocline
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si il existe un point homocline tangent pour un point périodique hyperbolique p de f.

Il est facile de voir que si f a une intersection homocline transverse pour un point hyperbolique
p alors il existe des fers a cheval arbitrairement proche de p [47]|. En particulier 'entropie d'un tel
difféeomorphisme est non nulle. Pour obtenir une suite de fers & cheval d’entropie minorée, on consi-
dére un point périodique ayant des intersections hétéroclines arbitrairement proches d’une tangence
homocline. On obtiendra ainsi une suite de fer & cheval d’entropie minoré tendant vers ce point pé-
riodique. Si f est un difféeomorphisme C”, les conditions de régularité entrainent que 'entropie de ces
fers & cheval ainsi que ’exposant maximal des mesures portées par ces fers & cheval sont inférieures
ou égales a @. On montre alors le Théoreme 5.5.3 en construisant des fers a cheval d’entropie
minorée s’accumulant les uns sur les autres au moyen du lemme 5.4.1 précédent et d’arguments
génériques sur ’existence de tangences homoclines.

Remarque 5.5.4 Dans [13], M.Boyle et T.Downarowicz s’appuient sur l'exemple de M. Misiurewicz
de difféomorphismes sans mesure d’entropie mazimale [43] pour construire explicitement (contraire-
ment a la construction générique précédente) un difféomorphisme d’une variété de dimension 4, avec
hsex(T') # hiop(T). Nous ne revenons pas sur la construction de cet exemple.

5.5.3 Exemples C" sur ’intervalle

Dans ce paragraphe, nous exposons notre construction d’applications C" de l'intervalle avec une
grande entropie d’extension symbolique. Ce résultat, rédigé en anglais, fait I'objet de la prépublica-
tion [17].

Horseshoe for interval maps

Let us first introduce some notations and definitions.

In our construction we consider horseshoes (Définition 2.1.12) of the following simple form.

Définition 5.5.5 Let f : [0,1] — [0,1] be a C" interval map and p, N € N. A quast linear (p, N)
horseshoe (resp. a linear (p, N) horseshoe) for f is an ordered* p horseshoe J = (Ji, ..., J,) for
N such that :

- Al =1Ll = . =|Jl;

CF) = F) = = F(Jy) = K ;

— f is increasing on J; when i is odd and f is decreasing on J; when i is even;

— f s affine on J; for alli=1,....,p—1 (resp. foralli=1,....p);

— there exists J; < b; < Jipq1 such that fO(b;) =0 forl=1,...r andi=1,...,p—1;
- /]\I[(*l is affine.

The slope of a quasi linear horseshoe J is defined by s(J) := ||((}‘/]Y]1)’\|OO
We will write HY the compact f% invariant set associated to a (quasi-) linear (p, V) horseshoe

J = (J1,..., Jp) for f, that is HY = MNhen fNJ, and we denote H; the compact f invariant set
associated, that is Hy:= Up_o  n_1 ).

Remark that if J = (Ji, ..., Jy) is a n horsehoe for f then the collection (Ji, ..., Jn—1) denoted by
J’ defines a (n — 1) horsehoe for f. To simplify the notations we mean sometimes by J the union of
the intervals defining the horseshoe J. We will use the following technical lemma :

I. If i < k then x; < xy for all (x;,xx) € J; X Ji
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Lemma 5.5.6 Let f :[0,1] — [0,1] be a C" interval map and J = (Ji,...,Jp) a (p, N) quasi linear
horseshoe for f. Then there exists a sequence of periodic points (Pn)nen in J' with periods (N Pp,)pen
and a sequence of points (p),)nen in J' such that :

— the periodic measures v, converge to the measure of mazimal entropy of Hj ;

— the sequence (f(pn))nen is monotone ;

~ fNPr s increasing and affine on [pn,pl] ;

Uy © VB ([ ).

PROOF : Recall K = f(J1) = ... = f(Jp). We assume f/]\;(_l is increasing (one can easily adapt

the proof in the decreasing case). We denote ({1, ...,p}Y, ) the one-sided shift with p symbols. The
map 7 : (HY, V) — ({1,...,p},0) defined by (7(z))r = ¢ if f¥*(x) € J, for all k € N is a
semi-conjugacy. As fV is expanding on each element of J' the restriction of 7 on H l]]\f is one-to-one
and therefore 7 : (H?f, M) — ({1,....,p — 13N ) is a conjugacy. It is well-known that the periodic
measures are dense in M(({1,...,p—1}N, o)) : in particular there exists a sequence (g, )nen of periodic
points of ({1, ...,p—1}Y, o) with periods (P, ),ecn such that the associated periodic measures converge
to the measure of maximal entropy p of ({1,...,p— 1}N, o). One can also clearly arrange this sequence
such that for all n € N the integer #{k € [0, P, —1], (¢¥g,)0 is even} is even. We put p,, = 7~ *(g,) s0
that p, € J' is a periodic point of f with period N P,. Moreover fN is increasing near p,, because
we assume f%;l is increasing and that #{k € [0, P, — 1], (0¥g,)o is even} is even. By extracting a
subsequence one can also assume that (f(pn))nen 1S monotone.

The periodic measures 7,, converge to % Zivz_ol [ty € M([0,1], f) which is a measure of
maximal entropy of H .. Indeed, as 7 is a conjugacy from (Hﬁ\f, M) to ({1,...,p — 13N, o) we have
R(m* =, fN) = h(p,0) = higp({1,..;,p — 1}, 0) = htop(fN,Hy). Moreover according to Lemma
2.4.4 we have h(% ,]j:_ol frrem=lu, f) = %h(w*_lu, M) = %htop(fN, Hj-\f) Finally it is easily seen
that htop(fN7 HLJ]\/[) - Nhtop(fa Ht]]\/[) = Nhtop(f7 UIQV:_Ol fk(H]\{)) = Nhtop(fy HJ’)-

Observe now that f% is affine on each interval which is a connected component of ﬂkpial fEN g
because f is affine on each element of J’. Moreover the image by fN%» of any such interval contains J;
for all i = 1,..., p because .J is a horseshoe for fV. Let us denote [p/, p/,] the interval containing p,,. As
fNPn is increasing near p, and as J, stands at the right of p, we conclude that J, C fN([p,, pl]).

O

A model of interval maps with entropy of first order

The question of continuity of the entropy for smooth dynamical systems was studied early on.
M. Misiurewicz [43] gave the first examples of C" diffeomorphisms defined on a compact manifold of
dimension 4 without measures of maximal entropy. Then S.Newhouse [48] proved, using Yomdin’s
theory, that the entropy function was upper semi-continuous for C*° systems. Counter-examples for
interval maps appear much later. In his thesis [19] J.Buzzi built an example of C" maps without
measure of maximal entropy (see also [55]).

In Misiurewicz’s and Buzzi’s examples the stategy is the same : you construct "smaller and
smaller horseshoes" converging to a fixed point such that their entropies converge increasingly to
the topological entropy. By "small horseshoe" J we mean that the orbit of the associated compact
invariant set Hy is contained in the e-neighborhood of some periodic orbit for € > 0 small.

In this section we recall the main idea in the example of J.Buzzi, which will be a model of "first
order" in our example. We first begin with the following easy lemma, which will be useful in the
next constructions :

Lemma 5.5.7 1. There exists a constant 1 > My > 0 with the following properties. Let a,b €
[0,1]. Let « € RY and ¢,d € R with |c — d| < Mya|a — b|". Then there exists a C*° monotone
map f: R — R such that :
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= |l fllr == maxp=1,.» Hf(k)Hoo <oy
- fla)=c, f(b)=d;
~ f®a)=fRDB) =0 fork=1,..,r.

2. There exists a constant 1 > My > 0 with the following properties. Let a,b € [0,1]. Let « € RT,
c€R and ¢ € R with (b—a) > 0 and |¢/| < Maa|a—b|""t. Then there exists a C> monotone
map f: R — R such that :
1Al = maxgoy e [|FF oo < @

- fla) = ¢, [f(a) = f(b)| < ala—b[";
- flla)=¢, f'(b) =0;
~ f®(a)=f®DB) =0 fork=2,..,r.

PROOF : (1) We are easily reduce to the case ¢ < b and ¢ < d. Let FF : R — R be a C* non-

decreasing map such that F(0) = 0 and F(1) = 1 and F®(0) = F(®)(1) = 0 for k = 1,...,r. Put

My = min(ﬁ, 1). Fix a,b, ¢,d, o as in the statement of the lemma (1). We define f as follows
f=le—dlF(ja—b""(.~a) +c

Clearly f®)(a) = f®)(b) = 0 for k = 1,...,r and f(a) = ¢, f(b) = d. Moreover |f*)|o =
la —b|*|c — d|[|F®)||o < a forall k=1,...,7.

(2) We are easily reduce to the case a < b and ¢/ > 0. Let F : R — R be a C* non-decreasing
map such that F(0) =0, F(1) =1, F'(0) =1, F'(1) =0 and F®(0) = F®(1) =0 for k =2, ..., 7.
Put M := min(ﬁ, 1). Fix a,b, ¢, ¢, v as in the statement of the lemma (2). We define f as follows

f:=Cla—blF(la—b" (. —a))+c

Clearly f®)(a) = f®)(b) =0 for k = 2,...,r and f(a) = ¢, f'(a) = ¢/. We put d := f(b). Moreover
1/ oe = dla =B FHFW oo < @ for all & = 1.7 and |f(a) = fO)] = | [,y /' (Ddt] <
o= B F oo < ala — B

O

We can now explain our model :

Proposition 5.5.8 Let e >0, A > 1, 0<p<p <q¢d <q<1andlet f:[0,1 — [0,1] be a C"
interval map, such that p is a periodic point of f of period P and f(q) = p, ) (q) = f(k)(q’) =0
for k=1,...,r. We also assume there exists an integer S such that :

o f5(p) =p, i.e. S is a multiple of P ;

o f5 is increasing and affine on [p,p'] with slope X ;

e ge f3(Ip,p)).

Then there exists a C" interval map g such that f = g outside the interval |¢', q[, || f']lcc = l¢']lco
and || f — gll» < €. Moreover there ezist a strictly increasing sequence of integers (T, )nen, a strictly
increasing sequence of even integers (Ny)nen, a sequence of intervals ([Ty, yYn])nen and a sequence
of linear horseshoes (J™)nen such that :

o fO(z,)=fO(y,)=0forallneNandl=1,..r;

o J" C [xn,yn] C ¢, q] for alln € N and lim =z, = ngrfmyn =gq;

n—-4oo

e J" is a linear (N, ST, + 1) horseshoe for g with slope 7712(”)55;”)%1 ;
. . log N, logA
mny __ _ .
. nhlf hiop(J )_nhg-l T~

o [nvariant measures supported by H jn converge in the weak star topology to the periodic measure
associated to p when n goes to infinity.
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graph of g near q

Drawing 4

Drawing 5

A4

Drawing 2 : Accumulation of small horsehoes

PROOF :

Let ng be large enough such that ¢ — nio > ¢'. For all n > ng we put g equal to a N,, zig zag of
height m on [Ty, yn] :==[q — %, q-— % + 3#] as described on the above picture (Drawing 2).

More precisely for all ¢ = 0,...,N;, — 1 the map g is affine on the interval J;* := [y + (i +
i)ﬁ,wﬁ(ﬂr%)gn&m with slope W and g(J7") = ... = Q(J]?/n) = [anaan+m]'
Then according to Lemma 5.5.7 (2), one can extend g on the whole interval [z, y,] such that :

— g®)(z, + Zﬁ) =0fork=1,..,7rand for i =0,..., N, ;

r—1
= 119 jtznguillr < 352 ;

= 9(yn) = g(xn) € [an — M21n2 X (3n2§\7n)man]-
We choose a,, such that f maps [a,, a, + m] on the expanding part [p, p'] of £ during a
time T}, and then comes back on [z, y,], that is 5T ([a,, an + m]) D [@n, yn]. We choose

T,, minimal for this property. This can be done because ¢ € f°([p,p']). In this way we obtain for all
integers n > ng a linear horseshoe J" = (J7', ..., Jy, ) for g°T»+1. The condition on Ty, is :

i<)\T 1 gA%

n2 — n2n2(3n2Nn)T n (53)

and the condition on a,, is :

fSTn (an) = Tn

that is :
ATn(an _p) =Tn —p
log N, log A
We deduce from the inequality (5.3) that lirf 98T _ 82 One can also replace N, by
n—-—+o0o n r

N, — 1 to ensure N,, is even.
By using Lemma 5.5.7(1) one can now extend g in a C" way on the whole interval [z, g] such
that for all n > ng :
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1 1g(yn) — g(xnt1)
Hg/[yn,xn_._ﬂ”’f < M

(Yn — Tns1)"
6 1
< —n — -
< " (@n — any1 + M2n2(3n2Nn)’”)
r r
< 6 n2r()\7Tn + 1 ) < 6 (1 + 1/M2)
Ml M2n2(3n2]\7n)7’ MlNﬁ

We extend g in a C" way on [¢/, zp,] by putting for all z € [¢, xp,] :
9(wny) — f(d') < q—d ’ ’ ’ )
r—q)+q)—Jq
f(q) _ f(q’) ( /( ) ) f( )
One checks easily that g(¢') = f(¢') and ¢ (¢) = g®) (2,) =0 for k=1,...,r
We conclude the proof by choosing ng large enough such that §7(1+1/Mo) <e€and

MlN”?O
”(f_g) q xno HT S €.

g(x) = f(d) +

Tng

log ||g’[| o

An example with | sup,cytnlc = =25

Following the previous construction of J.Buzzi we are going to build an example of C" interval

log [|l9’ [l oo

map with || sup,en tnlco = =25

Theorem 5.5.9 There exists a C™ interval map g such that

log |9 || oo
| Supun\loo = ———

>0
neN r—1

We build a collection of C" maps (gx)ren|j{oc} defined on [0, 1] fixing 0 and with first derivative

bounded by 5. For all I € N and for all (iy, ..., 4942) € N?*2 there exist points Diy, ... in14o, iDtervals
(Tiy,..osinisr > Yit,..izia |» cOllections of disjoint closed intervals J;, i, ,, integers Py, ,, Tj,, ., and even

such that for all k£ € N|{J{oo} and all integers | < k we have :

. .. . Siy,..., i
is a periodic point of g, !

integers Nj,,.,

/
i p111---7221+2 S Jil,...,igH_l

o f(m) (Tiryoinisr) = Jom) (Yiryoings) =0 form =1,..r;
b Ji1»---7i21+1 C [xi17"'7i2l+17yilv"'7i2l+l:| C [xih---ﬂ'zl—lvyil,---7i21—1] (the last inclusion holds Only for

of period P;

2042

0#1<k):
® Jii,...ins, 15 @ quasi linear (Niy,, ,,Siy,... iy Tiy, + 1) horseshoe for g and J;, i, ., is a linear
horseshoe;

- =

° lim .
t9]41—+00 Hgk/[le

where the integers Sir..im for m < 2k+1 are defined inductively in the following way : S;, = T;,,
Sitooisier = Sin i X T +1 and S;, . =5; x P; Remark that the integer S;, ..

2141 015082041 1204+2"
is the period of pzl,._ for gg.

..... ingp1 Y1 inge

421+2 2042

-722l+2

These periodic points and horseshoes can also be arranged to satisfy the following properties so
that one can apply Lemma 5.4.2. To simplify the notations we write Hj;, instead of Hj

312041 i1in g
and H] instead of H T
1 7‘2H’ ,,,,, i1

For all k € NJ{oo} and for all integers 0 <[ <k, we have :

1. the sequence of periodic measures ('ypil iny2€N converges to the measure of maximal

inisa)

entropy of H/ when 4919 — 400 in M([0, 1], gr);

01582041
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2. Measures supported by Hj ., when ig 1 — 400 in M([0,1], gx)

(Measures supported by H converge to dp when i; — +00);

converge to p,,

3. for all € > 0 there exists an integer Ij such that :

Vigiy1 > I Jz € [0,1] s.t. Hj, C By, (z,€,00) ;

yeees 82041

log5

. i1,...
11—+400  ig41—+00 e

One deduces easily from the above assertions 1-4 that the map go, satisfies the assumptions
. . 1 oo
1-4 of Lemma 5.4.2. Then by applying this lemma for goo, we get : || sup,en %n /oo > %. The
converse inequality follows from the Theorem 5.5.15 of T. Downarowicz and A. Maass, which will
be exposed in the next section.

We explain now the construction of the sequence (gn)nen. We first consider a C" interval map

g-1, such that g_1(0) = 0, g-1(3) = 0, [|¢"1]l« = 5, g-1 is affine with slope A = 5 on [0, %]
Leg_1(]0,4]) = [0, 3]) and g&k) L= ggf) 1y =0 for k =1,...,7. We can assume moreover that
2 6 6 1132 1\
1(g=1)"1 ]leo < 4. See Drawing 3.

/1311

1 -
graph ofg_1

7 E—

I I T
14 142 1

Drawing 3

One can apply Proposition 5.5.8 to the map g 1 withe=1,S=1,A=5,p=0,p = %, qd = %,

g = 5 and get a map go (with ||g)|| < 5) which admits a sequence of horseshoes (H;, );en and
sequences of periodic points (p;, 4, )i, isen satisfying all the above required conditions (1), (2), (3),
(4) for k = 0.

Assume that g is already built and define gx1.

The horseshoes Ji; i,y = (J1,-, I,

2k+1
get gr11 from g we only change g on [fnil,...,izk“vyil,...,ing] with 79541 large enough such that
2

) are linear (Ni,, ;S iy, ) horseshoes for gi. To

the r derivative of gr on [Ty, iy ys Yir,...sinpsq) 15 less than ;,‘:I—j, Let us consider one such horse-
shoe Ji,.... iy, and we denote it J = (J1,...,Jn) (We also use the simplified notations H := Hy,
H' = Hy, [m,y] = [xilv---7i2l+17yily---7i21+1] and S := Silv---ai2k+l)‘

First step : Recall H' is a linear (N, S) horseshoe for g;. By applying Lemma 5.5.6 there exists
a sequence of periodic points (p,)nen in J' with periods (SP,)nen for gr and a sequence of points
() )nen in J' such that :

— the periodic measures 7, converge to the measure of maximal entropy of H ;

— the sequence (gx(pn))nen is monotone;
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— g7T is increasing and affine on [p,, pl] ;

— JIn C g ([pns ).

Let P denote the limit of (gx(pn))nen- On the last branch Jx ¢ J’ of the horseshoe J we create
a tangency of order 7 with the horizontal line {(z/, P), 2’ € [0,1]} at the point Q@ = g; ' (P)(Jn
by applying Lemma 5.5.7(1) to g on [by—1,Q] and on [Q,y]. We recall Jy_; < by_1 < Jy and
fO@byn_1)=0forl=1,...,r. We get a new map uy. The norm |||, changed only on [bx_1,] in the
following way : (k) s, slle < M (01) s gl Tndeed |g(bn—1) — g(@)] < llgi b1 — QI
and |gx(y) — 9x(@)] < |lgkllrly — @|". As N is even, the map g is non-increasing on Jy accor-
ding to the fourth item of the definition 5.5.5 of (quasi-) linear horseshoe. Remark that uy is again
non-increasing on Jy and the family of intervals (Ji, ..., Jx) is a quasi linear (XN, ) horseshoe for u.

graph of u, D/rawmg >

Drawing 4 : first step

Second step : Let us assume the sequence (gi(pn))nen is converging increasingly. Let gy,
denote the point of Jy such that ug(gn) = ur(pn) = gi(pn)- Since uy is non-increasing on Jy, the
sequence ¢, is also non-increasing. By extracting a subsequence one can assume that |g, — Q| <
2(|gn — gn+1|). Finally we put g9 = by—1. We create tangencies of order r with the horizontal line
{(«', gr(pn)), 2’ €10,1]} at the point g, by applying again Lemma 5.5.7(1) to [a, b] = [gn, gn+1] and
[d, c] = [ug(gn+1), uk(gn)] for all integers n. This can be done by preserving almost the norm |||, of
ug. In fact

ur(@nr1) = ur(@n)] < (ur) @y llrlan — Q" < 27[[(ur) @y Irlgn — gnaal”

We get a new map which is again C" with horizontal tangencies of order r at each point g,. We
denote by vy this new map ; we have ”(Uk)/[x,y] Il < 2er1 ||(uk)/[m7y] Ilr < 2TMf2|| (gk)/[%y] Ilr < 1/2k.
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graph of v,

vig)=gp) F----b—--m————

[ 2l T,

N-1 4, Q y
Drawing 5 : second step

If the sequence (gi(pn))nen converges decreasingly, we can create in the same way horizontal
tangencies of order r on [Q,y] accumulating on @. In the following we assume always (gx(pn))nen
converges increasingly. The rest of the construction is completely similar in the decreasing case.

Third step : According to Lemma 5.5.6 there exists p), such that v,fP” is affine on [pp, )]

with slope A equal to s(H)™™ and Jy C v,fp"([pn,p;z]). By applying Proposition 5.5.8 with ¢ = 2%,
"S =SP,), A= s(H)™, p=opn p =0, ¢ =g, and ¢ = ¢,41, one can create small horseshoes
accumulating on p, for all integers n to get finally grp4+1. We have created in this way a sequence
of new horseshoes for each J = Jis,ooioprr - Coming back to the initial notations this sequence

of new horseshoes and their associated intervals are denoted J;, 4, ., and [xil,...7i2k+37yil,...,i2k+3]~

We also denote by Tj,, ., and N, . the integers such that Ji i, ., is a Ny, ., horseshoe for
Ty g5y, +1 . .
. flf“ Pk Finally py, and P, are respectively denoted by piy i, . and P, . It follows

easily from the construction that the new horseshoes Ji; . i, are (Niy, 5, Si; ... iz, ) linear horse-
shoes for g1 and that the previous horseshoes J;, . i, , for [ <k are modified only on their last
branch and therefore are again (Ni,_,, Si,....iz,) quasi linear horseshoes for gx,1. By Proposition
5.5.8 the slope of the horseshoe J;, . is related with the slope of the horseshoe J;, . in the
following way :

sl2k+3 csl2k41

TY
S(Jil Y 1) ‘2k+3
5(Jiy, . iogys) = = L — (5.4)
11 12k+3 Z%k+3(3zgk+3Ni2k+3)r 1

Notice that the modifications to get gry1 from gr are made only on the intervals [z,y] =

. M2
[Ty, igg 1> Yin,ooines ] Where the derivatives of order < r of gi are less 5. Therefore

lgk+1 — gkl < sup|l(gr+1 — 9k) Jfey)llr

[z,y]
< [SUIT (l9x+1 /iwgpllr + 9% /iz0]lr)
x?y
M
< sup |{ [|gr41 /[:p,y]”r + Y
[z,y]

After the second step, we have [[vg /jzyllr < 2% Then by having applied Proposition 5.5.8 with

€= 2%, we get |grr1 jzyllr < 2% + vk Jyllr < %%1 We have finally (M; < 1) :

1
k41 — grllr < oh—2

135



5.5. Résultats C"

Therefore the maps gj converge uniformly in C” topology to a C" map goo. The claims (1),(2)
and (3) of p.132 follow easily from the construction. Let us check the item (4).

Computation of a lower bound of the sex entropy of g

One can remark that the Lyapounov exponent A;, _ ;,, ., of the periodic point p;, ., ., can be
written in terms of the slope of J;; . i, ., in the following way :
A . logs(Jil,---7i2k+1)
U1yeei2k42 . i
21,002k+1
Now let us compute the topological entropy h;, .. i, of the quasi linear (Ny,, , ,, Si....in.., ) hor-
seshoe Ji iy, and the entropy hj, o of the linear (Ny,, ,, —1, Si, ... ip., ) horseshoe J; ioess -
h- ' . log Ni2k+1
2kl Q. L
e Si17~-~7i2k+1
/ ' _ log(Ni2k+l - 1)
foent2k Sila---7i2k+1
Since Ny, ., grows exponentially, we have by taking the limit in ig 1 :
i . . = i ! )
i = MR (5.5)

We have the two following relations according to equation (5.3) and to equation (5.4) respecti-
vely :

— Each element of J;, ., ., spends enough time during the expanding and affine part to get a
horseshoe (Equation (5.3) p.131) :

Weniog T i2k41 X 5 5 5
- - ' - =< -
2Z2k+1(322k+1N12k+1) 315k 11

Then we get after a simple computation :

Sil,...,ing —2 v Aiy... gy _IOg(6i2k+1) < h: ) — log Ni2k+1 < Si1:~'~7i2k+l -1 % Aiy... iy _lOg(6i2k+1)
> Mgy i = >

Si17~--7i21€+1 r Si btk S; Si r ( )Si

5.6

Lyensi2k+1
— The Lyapounov exponent of p;,, ., decreases with k because we spend more and more time
(precisely P;,, ) in the affine part with slope 1 — of the horseshoe J;, .

Tsee2k+1 Tyeei2k+1 Tseesl2k+1

ik
i§k71<3i§k—1Ni2k—l) o

(Equation (5.4) p.135) :

Py,
Nt s ving XS igy — o '1,~~~’i2k—2><((5i1 ~~~~~ igg—1 1)P12k) <'2 ; 1 T_1>
i1 (31341 Nigy_y)
and we get therefore :
(Sir,..izes — 1) Pigy

Aipeonying, = e 2 Aitygiog—s = (1= DRy, ing (5.7)

Sih---,izk
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Since T, ., (and thus Sj i, ) increases linearly in 4g,41 and P;,, goes to infinity when i
goes to infinity, we obtain by taking successively the limit in éox41, %9k, ...y 1 :

i1—to0 gk s1—-F00 1yeeesl2k+1 Fir—too igpoo | TLrnizk
lim o lm Ny, = lm .. Hm o Ny, — (r—1) lIm ... lim Ay,
11 —+00 12} —+00 11 —+00 12k —2—+00 11 —+00 12 —1—+00
By putting ap = lim ... lim Ay 4, and By = lim ... lim X 4, , we have ac-

11 ——+00 iok+41—+00 11 ——+00 io —+00

cording to the previous equations :

S

Lo o
Br = Br—1—(r—1)op_1

We get O = Br—1 — (r — Dag—1 = Br—1 — L;lﬁk:—l = ﬂ’jjl. Moreover 3y is the Lyapounov
exponent of the fixed point 0, which is equal to log5. Therefore we conclude that £, = k;g,;f and
_ logb -
o = R 1.e.

log 5

lim ... lim A ; = —
U15e502k41 rht1

11 ——+00 iok+1—+00

This concludes the proof of Theorem 5.5.9.

An example with hge,(g9) = %(1 —€)

r—1

For a C" interval map g, we have according to the variational principle for the sex entropy (Theo-
rem 2.8.1) and the Theorem 5.5.15 of T.Downarowicz and A.Maass, which implies the conjecture
5.5.2 for interval maps :

log [|9'loo _ 10g [|9ll
r—1 = r—1

We prove now that this upperbound is optimal in the following sense :

hse:c(g) < htoz?(g) +

Theorem 5.5.10 For all € > 0 there exists a C" interval map g with ||¢||cc > 2 such that :

r1og|glloc

hsex(g) > (1 —€) r—1

However we don’t know if there exist examples with hseq(9) = hiop(g) + %.

PROOF : We explain the modification of the previous example (Theorem 5.5.9) to get for every € > 0
an example with ||¢'||cc > 2 and hgez(g) > (1 — e)%. Let f be a C" map with the following
properties :

— f is increasing on [0, 15¢]|J[1 — ¢, 1] and decreasing on [15¢,1 — €] ;

CFO0) = f(1—) =0, £(559) = L and £(1) = 2¢:

— fis affine on [0, 5 — €] (resp. on [§ +¢,1 — 5]) with slope 2 (resp. —12-).

Clearly this map can be C" extended such that || f/[|cc < 2=

—€"
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graph of f
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The topological entropy of f is greater than log 2, because ([§, 3 —€], [3+€, 1—3¢]) is a linear (2, 1)
horseshoe for f. Let u be a measure of maximal entropy of this horseshoe, there exists a sequence
of periodic points (pn)nen such that the associated periodic measures are converging to p and the
sequence (f(pn))nen is converging to a point P € [§,2¢]. Then one can apply the same process as
in the last example to create quasi linear horseshoes accumulating on g, = ( f/[l,gl])_l(pn) with

im0 gn = Q € f([5,5 — €]), such that the new map g satisfies ue,(vp,) = % without
changing ||¢'||o (recall w is the first infinite ordinal). Then we get :
Psex (,u) > h(/‘) + lim sup uw(’)/pn)
n—-+00
1 /
> log2 o+ elldll
r—1
1 /
T
O
An example with sup,,c vo,11,9) (U2 — u1)(p) > log'i%

By considering the example of Theorem 5.5.9, the examples of S.Newhouse and T.Downarowicz
[32] and the main conjecture 5.5.2, one can wonder if for a C" map T defined on a smooth compact
manifold M of dimension d we have for all n € N :

R(T
SUp (e — ) (1) < Aot (5.8)
UEM(M,T) r

If such inequalities hold for some dynamical system (X,T), it implies that the sequence (u,)pen is
uniformly converging. According to Proposition 1.2.21 we have in this case u,+1 = u,, and then the
order of accumulation of (X, T') is at most the first infinite ordinal w. In the following we prove the
inequalities (5.8) are false in general :

Theorem 5.5.11 There exists a C" interval map g : [0,1] — [0, 1] such that

log ||g'|lo
sup (g — ) () > 2819l
pEM([0,1].9) r
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PRrROOF : We modify the construction of the example of Theorem 5.5.9. Let us explain the main
idea : in the previous construction of gy one can create horseshoes with entropy < % but with
a slope bigger than in the estimates obtained for the example of Theorem 5.5.9. In the next step
(construction of g1), one can use this amount of expansion to get horseshoes with bigger entropy

such that (ug —uq)(dp) > bgllﬂ%““. We give now more details.

Let A > rlog3. We choose g_; to be a map with three branches of monotonicity (in particu-
lar the topological entropy of go is less than log3) such that g_; is affine with slope e* > 1 on
[0, 6%] and [|¢g’ ;|leo = €. Fix some real ag such that log3 < ag < % Then following the construc-
tion of go, one can build the horseshoes (J;, )i;en such that hyp(Hy, ) < ag for all integers i1 and
i11—i>I—I|-100 hiop(H. ]il) < ag. It follows easily that the tail entropy of gg is bigger or equal to ag.

Let us prove now that the tail entropy of gg is equal to ag. According to the variational prin-
ciple for the tail entropy for the Katok entropy structure HE® = (hj)ren, we have h*(go) =

lim sup (h—hg)(v) = lim sup  (h — hg)(v) the last equality following from the har-
k—+oo e M(X,T) k—+oo ye M (X,T)
monicity of Hff at Therefore for all € > 0 there exists an integer k and an ergodic measure ji such

2
that (h — hy)(pe) > h*(g) — €.

We show now that if x is a typical point for . then x must visit an interval of the form [z, yn],
that is pe([zn,yn]) > 0 for some integer n. Let M := [0,1] — U, en[Tn, yn]- The map (go)/ns can
be extended on [0, 1] such that the extension has three branch of monotonicity. Then p(M) =1
implies h(u.) <log3 and therefore (h — hy)(1e) < log3. We get a contradiction for e small enough.

Remark also that the topological entropy restricted to [z, Y] is equal to hiop(H j, ). We conclude
that h(p) < sup hyop(Hy,) = ao and therefore h*(go) = ao.

neN

Now we follow the construction of g;. According to equation (5.7) the Lyapounov exponents
(Niyig)isen of the periodic points (p;, i,)i,eN, Whose associated measures converge to the measure of
maximal entropy of Hj , satisfies \;, 4, = %)\ — (r = 1)h;, with h;, — ap when i goes to

Zl T K2
infinity. Therefore for large i1, i2 we obtain the following estimate : A\;, i, @ A — (r—1)ag > % Then,

following the construction of g, one can build the horseshoes Hy, , . such that their topological

entropy is almost equal to /\”% > 2 Arguing as above we easily prove that the tail entropy of ¢;

ol
A—(r—1 A—(r—1 by
(r—1)ag (r—=Dao > A

is equal to max(ap, —=). Put a; := . ol

In the following we choose ag = T)\—1 Then a; = ag. According to Lemma 5.4.2 we have

A
dg) > =2
UQ(o)_ao+a1 o —1
and
A
dg) > ag =
wi(do) 2 a0 = 573
Moreover according to the variational principle for the tail entropy and the inequality us < 2u;,
we get :
(1) = W (g1) = 5.
sup ui\p) = g1) =
HeM([0,1),9:) 2r—1
. 2\
sup  ua(u) < 20 (g1) =
HEM((0,1],91) 2r—1
Therefore we have finally wus(dg) = 221 and wuy(dg) = ﬁ Thus since r > 2,

log ||g1lloc _ [191lloc
— 5a) =
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Our argument can be easily adapted to get, for every integer n > 2, examples with

1 /
sup  (Upg1—up)(p) > %‘(LHOO. Indeed one can modify the map g, of the example of Theorem
r

neM([0,1],9)
5.5.9 in the same way as above such that for all k =0, ...,n :

klog [|g7llo
sup  ug(p) = up(do) = ——
HEM([0,1],9n) r+n(r—1)
Then one can deduce an exemple of C" interval map such that the sequence (uy,)nen does not
converge uniformly. Indeed one can modify the example of Theorem 5.5.10 in the following way.
With the notations of the proof of Theorem 5.5.10 one can follow the above construction to ensure

that ug(vp,) = % for all n € N and for all £ =1,...,n. We get then

_ loglg'llo
sup supu; —uy | (p) = —————
HEM((0,1],9) \IEN r—1

Following the strategy of the abstract example (Théoréme 1.2.35) with arbitrarily large order of
accumulation presented in the first chapter, we hope to prove the following conjecture :

Conjecture 5.5.12 For any countable ordinal o there exists an example of C" interval map with
order of accumulation equal to .

Higher dimensional examples

By considering product of the previous examples of interval maps, we get examples of any
dimension with large sex entropy :

Corollaire 5.5.13 For any integer d, there exists a C" map T : [0,1]% — [0,1]% with non zero
topological entropy (in particular ||DT||co > 1) such that :

_ dlog || DT ||
[suptn oo = ———
neN r—1

PROOF : Such an example has been already built for d = 1 (Theorem 5.5.9). Let g be such an
interval map. We denote g4 := g X ... X g. By the inequality (5.1) p. 123 we have :
—_—
dx

[ sup uf[loc = dl| sup uf [l
neN neN

Also || Dgdllec = ||Dgllco- This concludes the proof.

Similarly by applying Theorem 5.2.6 we obtain :

Corollaire 5.5.14 For all integer d and all € > 0, there evists a C" map T : [0,1]% — [0,1]¢ with
|DT |00 > 2 such that :
drlog || DT

haea(T) = (1= =22
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5.5.4 Extensions symboliques de C"([0,1]) selon T. Downarowicz et A.Maass

Nous donnons dans ce paragraphe un bref apercu de la preuve de la conjecture 5.5.2 dans le cas
des applications de l'intervalle :

Théoréme 5.5.15 (Downarowicz, Maass) Soit f : [0,1] — [0,1] une application C" de l'inter-
valle et soit p € M([0,1], f). Alors pour tout ordinal o, on a :

X (w)

<
ua(p) < r—1

en fait on a aussi pour tout n € N :

n aff(

X+ 1)

<
un(p) < ok

k=1

Nous rappelons tout d’abord le théoréme Antarctique di & T. Downarowicz et A. Maass. Ce théo-
réme borne 'entropie locale de Newhouse d’une mesure ergodique v proche d’une mesure invariante
u en fonction de la différence des exposants de Lyapounov de u et de v.

Dans le cas d’une application C! de I'intervalle f, 'exposant de Lyapounov x(v) d'une mesure
ergodique v vérifie x(v) = f[o,l] log | f'|dv. On étend alors la fonction x sur M([0, 1], f) en définissant
pour tout p € M([0,1], f) :

x(1) =/ log | f'|dp

)

Remarquons que la fonction x4+ = max(x,0) : M([0,1], f) — R est une fonction convexe s.c.s.

Théoréme 5.5.16 Soit f une application C" de lintervalle avec r > 1. Soit p une mesure de

probabilité invariante. Alors pour tout v > 0, il existe un recouvrement ouvert V,, de X et un réel €,
tels que pour toute mesure ergodique v vérifiant d(v, ) < €,, on a :

— v

hNew(X‘V,Vu) < XJF(MT), i@r( ) +

La preuve du théoréme antarctique s’appuie sur le lemme suivant, qui estime le nombre de
branches monotones ou la dérivée de f est grande. Nous proposons une preuve alternative a celle de
T. Downarowicz et A.Maass dans le cas ou 7 est un entier > 2 :

Lemme 5.5.17 Soit f une application C" de 'intervalle avec r > 2. Alors il existe une constante
¢ > 0, telle que pour tout s > 0 le nombre de branches monotones de f sur lesquelles |f'| dépasse s

i
est au plus de cs™ 1.

PREUVE : On découpe l'intervalle [0, 1] en [b(Hf(T)Hoos)fﬁ] + 1 sous intervalles de longueur <

1
(b]| £ || oos) ™. Soit T un de ces sous-intervalles, notons Py le polynome de Lagrange de degré r — 1
au centre de I. La constante b = b(r) peut étre choisie de sorte que

S

£ = Pl <

Alors si J est une branche monotone incluse dans I, sur laquelle |f’| dépasse s (i.e. J est une
composante connexe de {|f’| > 0} rencontrant {|f'| > s}), cette branche monotone J contient
au moins une composante connexe de {|P| > $} d’aprés I'inégalité précédente. Or le nombre de
composantes connexes de I’ensemble de {|P| > §} est clairement borné par 2r.

On en déduit que le nombre de branches monotones sur lesquelles |f’| excéde s est borné par
2rgl. O
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Donnons maintenant les idées principales de la preuve du théoréme Antarctique. Le recouvrement
ouvert V,, est composé de branches monotones et d’un voisinage ouvert U des points critiques tel
que [;;log|f'|dp ~ 0. On considére v assez proche de p de sorte que [, log|f'|dv ~ [;;.log|f'|dp ~
Xiff(u). Maintenant dans la définition de AV (X|v,V),), on choisit I'ensemble F de mesure v(F)
proche de 1 comme Iensemble ot la somme de Birkhoff de 1y log|f’| est proche de [, log|f’|dv.
Pour estimer hV¢¥(X|v,V,) il suffit alors de compter le nombre de branches monotones rencontrées
par les points de F' (dans une branche monotone, le nombre de points (n, €) séparés est linéaire en
n). Si on veut que les points de F' rencontrent des branches monotones qui ne sont pas des éléments
du recouvrement V,, les points de F' doivent visiter U et I'exposant de v doit donc étre plus petit
que celui de p. Le lemme précédent appliqué a f permet de quantifier précisément ce phénomeéne et
d’aboutir & I’énoncé du théoréme Antarctique.

Dans le théoréme Antarctique, la mesure v considérée est ergodique. Le théoréme suivant, appelé
théoréme de passage, affirme qu’il suffit d’estimer "I'entropie locale" des mesures ergodiques v prés
d’une mesure invariante p pour avoir une estimation de ’entropie locale pour toutes les mesures
invariantes prés de u. Le théoréme de passage est énongé dans [29] au moyen du candidat d’entropie
de Newhouse. Il s’étend sans difficulté & une structure d’entropie quelconque.

Théoréme 5.5.18 (Downarowicz, Maass) Soit (X, T) un systéme dynamique topologique et H :=
(hi)ken une structure d’entropie. Soit g : M(X,T) — R une fonction conveze s.c.s. telle que pour
tout p € M(X,T) et tout v > 0 il existe un entier k et un réel € satisfaisant la propriété suivante.
Pour toute mesure ergodique v avec d(u,v) < € on a :

(h—hi)(v) < g(p) — g(v) +7
Alors pour pour tout up € M(X,T) et tout v > 0 il existe un entier k' et un réel € tels que pour
toute mesure invariante v avec d(v,pu) < € on a :

(h— b)) (v) < g™ () — g™ (v) +~

On explique maintenant briévement comment le théoréme 5.5.15 résulte du théoréme Antarctique
et du théoréme de passage. On montre par récurrence sur l'ordinal o que :

aff
Uo < 2F
r—1

(5.9)

On initialise tout d’abord la récurrence. Rappelons que hlY¥ = h — hNe¥(X|., V;) avec (Vi)ken
une suite de recouvrements ouverts telle que limy_, diam(Vy) = 0. D’aprés l'inégalité de Ruelle,
h — h,i,v ew <L Xif 7. On deduit alors du théoréme Antarctique et du théoréme de passage(Théoréme
5.5.18), que pour k assez grand et v proche de p :

aff aff aff
— v
X+ (1) X+ ( )+7)< X+ (M)+7

(h = BYE) ) = BV (X Vi) < (x4 ), =2 <X

aff
On conclut facilement que uj(p) < M On retrouve ainsi le théoréme 4.2.2 dans le cas de la

dimension un tout en évitant la théorie de Yomdin.
Supposons U'inégalité (5.9) vérifiée pour tout ordinal < « avec o un ordinal successeur. Soit p une

mesure invariante. On a uq (1) = limg_ 400 B — Y + uq_1(p). D’apreés le théoréme Antarctique et
le théoreme de passage, pour tout v > 0, on a pour k assez grand et v proche de p : (h—h¥)(v) <

X (x4 ) . N
St ————F—— 4+ ~. On en déduit donc, par hypothése de récurrence, que (h — h, " + uq—1)(v) <

r—1
aff — aff
Xj_im + 7. Puis on conclut facilement que uq (1) = limg_ 4 (h — hiyew 4+ ua_1> (1) < MTEM) La

fonction Xif T étant s.c.s. le cas oil o est un ordinal limite est immédiat.
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5.6 Dynamiques C* et affines par morceaux

Nous étudions dans cette partie la théorie des extensions symboliques pour les applications C*
par morceaux, puis pour les applications affines par morceaux du plan. Ces dynamiques sont les
dynamiques les "plus simples" contenant des exemples non asymptotiquement h-expansifs. Nous
bornons leur entropie d’extension symbolique en fonction de 'entropie de multiplicité.

5.6.1 Entropie d’extension symbolique pour les applications continues C* par
morceaux

Ici on g’intéresse & la théorie des extensions symboliques dans le cas des applications C* par
morceaux de R%. On donne une borne supérieure explicite pour l'entropie topologique d’extension
symbolique.

Définition 5.6.1 Une dynamique par morceaux est la donnée dun compact X C R%, d’une
partition P := (A;)i=1,..n de X et d'une application continue T': X — X

Remarquons que les dynamiques par morceaux, au sens ou nous l’entendons, sont globalement
continues.

L’entropie de multiplicité Ay (7)) d’'une dynamique par morceaux (X, T, P) est définie comme
suit :

Définition 5.6.2 L’entropie de multiplicité de Y C X est définie comme suit :

1
Pt (T,Y') := limsup — log Mult(P",Y’)

n—-+oo 1
avec Mult(P",Y) := maxyey fH{A € P": y € A}

Définition 5.6.3 Une dynamique par morceauz (X, T, P) est une dynamique C* par morceauz
si T4 se prolonge en une application C* de R? pour tout A € P.

Proposition 5.6.4 Soit (X, T, P) une dynamique C* par morceaus de R, alors
h* (T) S hmult (T, X)

PREUVE :
Soit € > 0 et soit ng € N, tels que :

1
— log Mult(P™, X) < hyput(T) + €

no

On consideére le systéme (X, 7™ P™). Soit dy > 0, tel que pour tout x € X, la boule de centre
x et de rayon &g rencontre au plus Mult(P™, X) éléments de P™. Toute boule de Bowen d’ordre n
et de rayon dp pour 7™ rencontre au plus (Mult(P™, X))" éléments de P™"0.

Nous rappelons maintenant le résultat suivant, qui est une conséquence facile du Théoréme 4.1.6.

Lemme 5.6.5 Soit ¢ > 0 et soient Ty, T4, ..., T, des applications C°° avec Ty = Id. Alors il existe
91 > 0, tel que pour toute application o : N — {0, ...,7} avec o(0) =0,

1
lim lim sup <Sup —log rr(n, B, Br,(z,n, 51))) <e€
B—0 n—+oo zex N

ol BT(7 (:E,n,(‘h) = {y eX : d(Ta(k:) 0...0 TO’(O)(y)7TO'(k3) 0...0 TU(O)(:B)) < (51, k= 0, ey — 1}.
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Notons P"™ = {Ay,...,A.} et T, = T/Z‘l)k pour tout k = 1,...,7. Soit 6 < min(dp,d1). Avec les
notations du lemme précédent, on a :

1
R*(T™,§) < lim limsup — log supz r(n, 8, Br, (x,n,0))

B—0 n—too N z€X

ou la somme porte sur les applications o : {0,...,n} — {0,...,r} telles que Br, (z,n,0) # 0. Or

d < dp a été choisi de sorte que le nombre de telles applications o soit inférieur & Mult(P™, X)™.

On conclut donc avec le lemme précédent et le lemme 2.1.10 que :

R*(T") = noh™(T) < log Mult(P™,X) + ¢ < nohmu(T, X) + 2npe

Ceci étant vrai pour tout €, on obtient finalement :

h* (T) S hmult (T, X)

Théoréme 5.6.6 Soit (X, T, P) une dynamique C* par morceauz de R?, alors
hsem (T) < hmult (T7 X) + htOP(T)

PREUVE : On introduit 'extension suivante commune a (X,T, P) et a sa dynamique symbolique
(3,0) :

Yx X:={(A,z) e PLx X :VneNT "z € A,}

muni de T(A4,z) = (0 A, Tx). Clairement on a : htop(T) < hiop(T) + hupuit (T).

D’aprés le lemme 5.6.5, on a en raisonnant comme dans la preuve de la proposition précédente :
h*(T,X x X) = 0. Donc (T,¥ x X) a une extension symbolique principale (Y, S). On a hyp,(S) =
htop( ) < hmult(T X) + htop( ) O

5.6.2 Définitions et propriétés générales des applications affines par morceaux

Nous étudions dans la suite ’entropie d’extensions symboliques des applications affines par mor-
ceaux. On définit tout d’abord les dynamiques affines par morceaux. On dit que A C R? est un
polytope s'il s’écrit comme une union finie d’ensemble de la forme {x € R? : f1(z) =0, ..., f.(z) =
0, fry1(x) > 0,..., frrs(x) > 0} avec 7,5 € N et fi,..., fris des formes affines de R, En d’autres
termes, un polytope est un ensemble semi-algébrique, qui admet une écriture faisant uniquement
intervenir des polynomes de degré 1 (voir Définition 3.3.1). Comme nous ’avons défini, un polytope
n’est pas nécessairement convexe, ni connexe.

Définition 5.6.7 Une dynamique par morceauvy (X, T, P) est une dynamique affine par mor-
ceaux si X est un polytope et P une partition de X en polytopes et si T) 5 est une application affine
pour tout A € P.

On considére, dans la suite de ce paragraphe, (X,T, P) une dynamique affine par morceaux.
Rappelons tout d’abord que sous ces hypothéses :

Proposition 5.6.8 Pour toute mesure invariante pu, on a h(u) = h(p, P).

PREUVE : On note P = (Ay, ..., A;). Soit x une mesure invariante de (X, 7, P). On partitionne X
en un réseau cubique de taille 9. On note Q la partition ainsi obtenue. Quitte a translater un peu

@, on peut supposer que x(9Q) = 0. Notons Q = {A yN--NT, (— 1)( on)), o:N—={1,..,r}},
ou T( ) : Ta( ) ...OTU( 1)-
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On a
on
Hy(Q") < Hy(P") + max log #{A €Q , A[| B # 0}
n

Or pour tout B € P", ’ensemble 52 () B est un ensemble semi-algébrique défini par des unions et
des intersections de au plus C'(P)n demi-plans, ot C(P) est une constante dépendant uniquement de
P. D’aprés le Théoréme 3.8.9, le nombre de composantes connexes de cet ensemble semi-algébrique
est borné par (C(P)n)? (dans le cas d'un polytope, le Théoréme 3.8.9 se démontre en fait par
récurrence sur d de fagon élémentaire). En particulier,

limsuplérggglogﬁ{A Eé , AﬂB #0} =0

n——+oo N

et donc h(u, Q) < h(u, P) puis h(p) = h(p, P). O

Corollaire 5.6.9 Si P est une partition essentielle, alors h = h(., P) est une application s.c.s. et
donc hger = h.

Considérons une collection P fixée de polytopes disjoints de R?. L’ensemble des dynamiques
affines par morceaux définies sur la partition P s’identifie naturellement & un sous espace de 'espace
vectoriel R X(d2+d), une application affine étant déterminée par sa partie linéaire et 'image d’un
point. On transporte ainsi la mesure de Lebesgue de R *x(d*+d) gur Tensemble des dynamiques
affines par morceaux. J. Buzzi a montré que Lebesgue presque toute application dynamique par
morceaux sur X a une entropie de multiplicité nulle (Théoréme 1 de [20]). D’aprés la Proposition
5.6.4 et le Théoréme 5.3.1, on a donc :

Proposition 5.6.10 Lebesque presque tout application affine par morceaux définie sur P est asymp-
totiquement h-expansif et a donc une extension symbolique principale.

Nous étudions maintenant le cas spécifique des homéomorphismes affines par morceaux du plan.

5.6.3 Cas des homéomorphismes affines par morceaux du plan

Nous rappelons le fait suivant dit & S.Newhouse (Lemme 2.3 de [21]) :

Proposition 5.6.11 L’entropie de multiplicité d’un homéomorphisme affine par morceaus du plan
est nulle.

D’aprés la proposition précédente 5.6.11 et la Proposition 5.6.4, on a :

Corollaire 5.6.12 Les homéomorphismes affines par morceaux du plan sont asymptotiquement h-
expansifs. En particulier, un tel systéme dynamique admet une extension symbolique principale et
hse:r = h.

5.6.4 Un exemple affine par morceaux du plan avec hy., # h

Dans ce paragraphe, nous donnons un exemple de dynamique affine par morceaux du plan, ou
hse:r 7& h.

Considérons dans le plan les points de coordonnées A = (0,0), B = (—1,1), C = (1,1) et
D = (0,1). On considére I'application affine T fixant A et envoyant les triangles ABD et ADC
sur le triangle ABC' (c’est & dire TA = A, TD = B, TC = C, TB = (). Plus précisément, sur
-2 -1

le triangle ABD, 'application T est donnée par T = ( 0 1

r-(5 )

) et sur le triangle ADC, par
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On obtient ainsi une dynamique affine par morceaux. Pour tout y € [0,1], notons L, :=
[—y,y] x {y}. Pour tout y € [0,1], remarquons que T(L,) = L, et pour y # 0 l'application
Typ, : Ly — Ly est conjuguée a l'application f : [0,1] — [0, 1] définie par f(z) = 1 — 2|z — 1/2|
qui est d’entropie log(2). Notons v, une mesure d’entropie maximale de T}, , alors 11111% vy — 0o

et 1in%) h(vy) = log(2) > h(dy) = 0. Puis ui(dp) > (h — h)(d) = log(2) = hiop(T). En pariculier
y*)

hsex # h. Nous calculons maintenant précisément la suite transifinie (uq)q-

Nous allons montrer que u;(u) = 1(0)log 2 pour tout u € M(X,T). Par concavité de u; (Propo-
sition 1.3.10), on a l'inégalité u; (1) > p(0)log 2 pour tout p € M(X,T'). Considérons une structure
d’entropie harmonique H = (hy)ren (par exemple H ). Soit p une mesure invariante. On désin-
tegre u le long du feuilletage invariant horizontal : il existe une mesure de probabilité £ sur [0, 1] et
des mesures Ty, invariantes p, supportées par Ly, pour § presque tout y, telles que p = | pydv(y).
Pour tout € > 0 on obtient par harmonicité de hy et h :

(h— h) () = / (h — he) ()l () + / (h — h) () ()
y=>e Y

<e

Soient a > 0 et € > 0 tels que p({y < €}) < u(0) +a. On a :

(h = hi)(p) < / (h = h) (py ) dv (y) +10g(2) (1(0) + @)

y>e

(h=hg)(p) < sup (b —hy)(p) +1og(2)(p(0) + @)
peM({y>e},T)

Puis en prenant ’enveloppe semi-continue supérieure et la limite quand k£ tend vers +oo, on a
d’aprés le principe variationnel pour I'entropie de queue :

ur(p) < W (T)qy=ep) + 1og(2)(1(0) + )

Or T)gy>e est conjugué a f x Idyg ). Donc h*(T)y>q) = h*(f) = 0 (I'entropie de queue des
applications de l'intervalle monotones par morceaux est nulle). De plus l'inégalité précédente étant
vérifiee pour tout o > 0, on obtient finalement :

u1(p) = log(2)p(0)

En particulier, u; est affine et comme on le verra & la Proposition 5.6.19, ceci entraine que ’ordre
d’accumulation de (X, T) est égale a 1. Donc pour tout ordinal o non nul, on a u, = uy.
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5.6.5 Estimation de h,., pour les applications continues affines par morceaux du
plan

Dans la suite, on choisit pour structure d’entropie, sauf indication contraire, I’entropie définie a
la Katok HL% avec A €]0, 1[ arbitraire. Soit (X, T, P) une dynamique affine par morceaux du plan
non nécessairement inversible.

Définition 5.6.13 On appelle sommet de P™ toute extrémité d’arrétes de P™. Notons S(n), l'en-
semble des sommets de P". On note P(n) l'ensemble des points périodiques dont [’orbite rencontre
S(n) et Q(n) C P(n) lensemble des points périodiques dont l'orbite rencontre S(n) — S(n — 1).
Notons P :=J,,en P(n) = Upen S(n).

Lemme 5.6.14 Soit p € Q(l). Alors pour tout entier n,
Mult(P",p) < (24P)7*!

En particulier,
log(2¢P)

l
PREUVE : Soit p € Q(I). Soient k,m € N et g un point de lorbite périodique O(p) de p. Si un
élément A = AkﬂT*klAm de PE+mIl avec A, € P et A,, € P™ contient le point ¢ dans son
adhérence, alors Ay, contient g dans son adhérence et A,, contient le point T*'¢ dans son adhérence.

On en déduit que #{A € P*+mIl ¢ c A} < #{A € P¥, ¢q € AM{A € P™, THq € A}. TI
s’en suit que la suite (maxgco(p) Mult(P™, q))nen est sous-multiplicative et donc Mult(P'™, p) <

hmult (p) <

(maxqeo(p) Mult(P!, q))m pour tout entier m.

Pour conclure la preuve, il suffit de montrer que M ult(Pl, q) < 24P pour tout ¢ dans 'orbite de
p. Or par définition de Q(I), l'orbite de p ne rencontre pas S(I — 1), donc ¢ est dans I'adhérence d’au
plus 2 éléments de la partition P/~ et donc d’au plus 24P éléments de la partition P'. O

La proposition suivante est un point clé dans notre estimation de ’entropie d’extension symbo-
lique des applications affines par morceaux (Théoréme 5.6.17).

Proposition 5.6.15 Soit (X, T, P) une dynamique affine par morceauz du plan. Soit p une mesure
T-invariante. Pour tout € > 0, il existe un entier k. et un voisinage V. de p tels que pour tout
vel, :

(b=t ) (V) <Y p) hnate (p) + €
peEP

PREUVE :
Soit € > 0. Notons N := [2] + 1. On considére un entier m > N, tel que Vp € S(N) et Vn > m :

1
- log(Mult(P",p)) < hpmu(p) + (5.10)

1S(N)

A tout p € S(m), on associe un réel positif r,, tel que :
— La boule ouverte B(p,r,) de centre p et de rayon 7, ne rencontre que les éléments de P™
contenant p dans leur adhérence;

— B(p,mp) N Blg,rg) = 0 pour p # g € S(m).
Pour simplifier, on note B, := B(p,rp) et Bj, := B(p,%). Nous montrons d’abord le lemme
suivant :

Lemme 5.6.16 Pour tout € > 0, il existe un entier k., tel que pour tout v € M(X,T),

(h=hi)w) < Y v(By)homun(p) +logtP Y v(B,— By) +e (5.11)
peES(M) peS(m)
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PREUVE DU LEMME 5.6.16 :
On travaille dans un premier temps avec le systéme itéré (X,7™, P™) et on considére
une mesure 7" invariante v.

Supposons tout d’abord v ergodique. Par ergodicité, il existe F', avec v(F) > 1 — % et un entier
ny, tels que pour tout x € F, tout n > ny et tout p € S(m) :

i{k <n|T™*(z) € B} , €

‘ - - v(B,)| < 7S (m) (5.12)
§{k <n|T™*(z) € B, — B} , €
‘ = (B, = B))| < g (5.13)

De plus, par le théoréme de Shannon-McMillan-Breiman (voir Appendices) et d’aprés la Pro-
position 5.6.8, il existe F’ avec v(F') > 1 — % et un entier no, tels que pour tout x € F’/ et tout
n>mng:

v(P") < exp(—nh(v,T™) 4 ne) (5.14)
Notons 61 = w, ou D et E varient parmi les composantes connexes de (OP™) —
(Upes(m) B;) et dy = W. Soit ¢ < min(d1,d2) et soit n > max(ny,ng). Considérons

By’ = Uyec Brm(y,n, ) une union de (n,d) boules de Bowen pour 7™ de mesure v plus grande
que A. Nous allons maintenant compter le nombre d’éléments de P™™ qui recouvrent une boule de
Bowen Bpm(y,n,d) intersectant F.

On commence par les observations suivantes :

L. Si z est un point de By, avec p € S(m) alors B(z,20) C By, car § < d < . Or B, ne rencontre

que les éléments de P™ contenant p dans leur adhérence. Il en est donc de méme de B(z, 26).
hes(m) Bp alors B(z,20) C
X = (Upesim) By) toujours car § < d2. De plus par connexité de la boule, si B(z,2d) rencontre
deux éléments de P™, alors B(z,2d) rencontre la frontiére de ces deux éléments. Remarquons
que (OP™) = (Upesm) By) est une union finie disjointe de segments affines. Chacun de ces
segments rencontre au plus deux éléments de P™. Puisque 6 < 41, la boule B(z,20) rencontre
au plus un de ces segments et donc rencontre au plus 2 éléments de P™.

2. Si l'on suppose maintenant que z est dans le complémentaire de | J

Soit y € C, tel que la boule de Bowen Bpm(y,n,d) rencontre F. Alors il existe z € F tel que
Brm(y,n,d) C Brm(x,n,2J). On compte maintenant le nombre d’éléments de P™" rencontrant la
boule de Bowen Brm(x,n,20) :

n—1
t{A € P, A(\Brm(x,n,20) #0} < [[ #{A € P™, A\ B(T"™x,26) # 0}
=0

A€ P, ANBro(2.n,20) 0} < Tlicn, pimacy, ., 5y HA € P ANB(T™a,25) # 0}
]__[l<n7Tlmx€Up€S(m) Bp*B;, ﬂ{A S PWL7 AﬂB(Tlmx’ 25) 7é @}X

Hl<n,Tlmoc¢U B, Ij{A €epr”, Aﬂ B(Tlmxv 25) # @}

pES(M)
On deéduit du point (1) de la discussion précédente et de (5.12) que pour tout x € F :
11 H{Ae P, A\ Brn(T'2,20) #0}y < [ Mult(P™,p)" B0 (1P)mme
I<n, TleUpes(m) Bl peES(M)
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et d’apres le point (2) :

11 H{Ae P, A(B(T'™x,20) # 0} < 2"

l<n,T'"™a¢\J,es(m) Br

enfin d’apres (5.13) :

1T H{A e P™, A(B(T'™x,26) # 0} < (4P)""(FZpesim V(Er=By)
l<n,T'"mzel,c5(m) Br—Bp

On en conclut que pour tout y € C, si la boule de Bowen Brm(y,n,d) intersecte F, alors elle
rencontre au plus (§P)™" 2+ pesn) V(Br=5p))gn [esm) Mult(P™, p)™(Ur) glements de la partition
itérée (P™)". Par ailleurs, on a v(By® N F/ N F) > \/2. Par conséquent :

ﬂBQ"S(ﬂP)m"@E"FZPGS(W v(Bp=Bp))gn H Mult(Pm,p)"”(Bé) sup v(P;") > \/2

!
peS(m) zeF

Les éléments de la forme P™ étant de v mesures majorées d’apres le choix de F’ (Inégalité
(5.14)), on a :

B (4P Soes "B Bgn TT Mult(P™, )™ %) > Deap(n(h(v, ™) — )
peES(M)

Donc pour € < J, on a
(h—h) (@, T™) < Y v(B))log(Mult(P™,p)) + mlog(#P)(2c+ > v(B,— B})) +log(2) + ¢

pEP(m) pEP(m)
Les fonctions h et hy étant harmoniques, 'inégalité ci-dessus est vraie pour tout v € M(X,T™).
On revient au systéme initial (X,7, P) et on considére une mesure 7T-invariante v.
En particulier v est 7™ invariante. D’aprés la Proposition 2.4.2, on a hi(v, T™) < mhy(v,T)

et aussi h(v,T™) = mh(v,T). Puisque m > N > 1, on obtient donc (en notant h(v) = h(v,T) et
hie(v) = hi(v,T)) :

h(v) — hg(v) < Z v(B,) +log P Z v(By — B,) + (1+2log(¢P) +log(2))e
pes(m) pes(m)

log(Mult(P™, p))
m

D’apres U'inégalité (5.10) et le lemme 5.6.14, on conclut que pour tout v € M(X,T) :

log(28P
W)~ ) < Y vBphon) - Y BB fogip S v, - Byt
peS(N) peS(m)—S(N) peS(M)

(1+2log(tP) + log(2))e

h(v) = he() < Y v(Bp)hmut(p) +logtP Y v(B, — By) + (14 3log(£P) + 2log(2))e
peS(m) peES(M)

ce qui conclut la preuve du lemme 5.6.16. O
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Nous terminons maintenant la preuve de la Proposition 5.6.15. Soit u € M(X,T) et soit € > 0.
Pour tout p € S(m), le rayon r, de B, = B(p,rp) peut étre choisi de sorte que :

= Dpesm) 1(By) = u(p)| < € et 3 csony m(By — By) <€

~ W0By) = u(OB)) =

Pour tout p € S (m), il existe un voisinage ouvert V. de u tel que pour tout ¥ € V, on ait
2 opesim) [V(Bp) — u(p)] < € et 3o csm) V(Bp — By) < €. De plus remarquons que u(p) = 0 pour
p ¢ P. Enfin on a clairement hy,+(p) < logdP pour tout p € X. Donc pour tout v € V,, on a
d’aprés le lemme 5.6.16 précédent :

h(v) = hi (V) <Y 1(p) B (p) + (21og 4P + 1)e
pEP(m)

g

On déduit de la proposition précédente une borne supérieure pour ’entropie d’extension symbo-
lique.

Théoréme 5.6.17 Pour tout mesure invariante [, on a :

h8€$ + Z N mult
peEP

PREUVE :
Il suffit de montrer que f(u) := h(p) + 3 ,cp #(P)hmuit(p) est une superenveloppe affine pour

la structure d’entropie HK‘”, i.e. le défaut de semi-continuité de f — hy tend vers 0 quand & tend

vers +00. Remarquez que les suites (f — hg)ren et (f — hi)ren étant convergente, il est suffisant de
considérer une sous suite divergente (k)pen-

Soit € > 0. On note N = [1] + 1. Pour tout entier k, on considére une suite (v¥),en de me-
sures invariantes telle que ¥ — u pour la topologie faible * quand n tend vers linfini et telle

que lim, i oo(f — he)(F) = f — hi(u). Fixons un entier k. Quitte & extraire une sous-suite,
on peut supposer que Vﬁ(p) converge quand n tend vers 'infini pour tout p € P(N). Notons
)\g := limy— 400 v¥(p). Puisque v¥ converge faiblement vers u, on a A, < u(p). On écrit v sous

la forme suivante :

vh= Y v+ (1— D vip) | &

peP(N) pEP(N)

La suite de mesures (£¥),,cn converge vers la mesure normalisée de p — ZpEP N) /\’;(5},, que 'on$
note &¥. Par compacité de M(X,T), quitte a extraire une sous-suite, on peut supposer que (£¥).en

converge vers une mesure de probabilité invariante £. On peut aussi supposer que ()\]Ij) keN converge

vers un réel A, pour tout p € P(N). Onaalors pp =3 cp(n) Apdp+ (1 — 2 peP(N) )\p> ¢. Remarquons

que pour tout p € P(N) on a en particulier :

p(p) = - ) (5.15)

pEP(N)

Les fonctions h et hi sont affines. De plus, elles sont nulles sur les mesures périodiques. De plus
d’apres le lemme 5.6.14, hy:(p) < €log(24P) pour p € P — P(N).
On a donc :

§. si vk = ZPGP(N) *(p)dp ou bien si p = Zpg, (™) AEs,, alors on pose £f = &, = 7, pour un p € S(N) choisi
arbitrairement
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JWB) — @y < (1= 30 vh0) | =)&)+ S vED)hman(p) + log(24P)

pEP(N) pEP(N)

D’aprés la Proposition 5.6.15 appliquée a &, il existe un entier k. vérifiant la propriété suivante.
Pour tout entier k£ > k., il existe un entier Ny tel que pour tout n > Ny :

(h = hi)(€R) <D &) hmuie(p) + €

peP
On en déduit donc pour k > k. :

f - hk’ Z )‘k Zé(p)hmult Z )\ hmult (1 +10g<2ﬁp))6

pEP(N pEP pEP(N

Puis en prenant la limite quand k tend vers 'infini, on a d’aprés ’égalité (5.15) :

lim f hk() < 1- Z )\p Zg(p)hmult(p)‘F Z )‘phmult(p)+(1+10g(2ﬁp))€

k—-+oco
pEP(N) pEP peP(N)

< Y mPhna @)+ 1= D A D E@hman(p) + (1+log(24P))e

peP(N) peP(N) peP—P(N)
Enfin d’aprés le lemme 5.6.14, on a :
> &P hmun(p) < €log(24P)
peEP—P(N)
donc on obtient finalement :

kggloof hie(1) < () hamair (p) + (210g(24P) + 1)e = (f — h) () + (21og(2£P) + 1)e
peEP

L’inégalité précédente étant vérifiée pour tout € > 0, on conclut que limyg_, oo f — h = f — A,
i.e. f est une superenveloppe de le structure d’entropie HK‘”.
O

On en déduit le corollaire suivant d’aprés le principe varaitionnel pour ’entropie d’extension
symbolique (Corollaire 5.2.5) :

Corollaire 5.6.18 Soit (X, T, P) une application affine par morceaux du plan. Alors
hsez(T) S htop(T) + hmult(Tv P)

On conjecture que l'ordre d’accumulation d’un systéme dynamique affine par morceaux a un
ordre d’accumulation égale & 1. Dans le cas des applications du plan, nous n’avons réussi & montrer
ce résultat uniquement sous ’hypothése u; affine. Nous ne savons pas si cette hypothése est vérifiée
par toutes les dynamiques affines par morceaux du plan.

Proposition 5.6.19 Si uy est une fonction affine, alors lordre d’accumulation de (X,T) est au
plus 1.
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PREUVE : Nous allons montrer que pour tout entier k, la fonction u; + h — hy est s.c.s. Il en découle
clairement que us = uy.

Soit k un entier fixé. Considérons une suite (v, ),en de mesures invariantes telle que limy,—, oo v, =
woet limy, yoo(ur +h — hg)(vn) = w1 —Ti\z/— hi(p). Comme dans la preuve du théoréme précédent,
on peut supposer que pour tout p € P(N), la suite (1,(p))nen converge vers un réel noté A, pour
N =[] + 1. On écrit v, sous la forme :

Un = Z Vn(P)5p+(1_ Z vn(p))én

pEP(N) pEP(N)

avec &, convergeant vers £, la mesure normalisée de p — ZpeP N) ApOp.
Dans la suite de la preuve, on choisit pour structure d’entrople une structure d’entropie affine a
différences s.c.s. (par exemple H 7).

Les fonctions h et hy étant d’une part affines et d’autre part nulles sur les mesures périodiques,
on a :

limsup(h — hg)(vn) < (1= Y Ap)limsup(h — ) (6n)
n—-+o0o pGP(N) n—-+4o00

Soit [ > k un entier, on a par semi-continuité supérieure de h; — hy :

limsup(h — hp)(va) < (1= D M)(h— = (&) + (= hi)(€))

n—-+o00 pEP )

Soit en passant a la limite quand [ tend vers 400 :

limsup(h — hy)(vp) < Z Ap)(u1(§) + (h — hg)(€))

noteo pEP(N)

Enfin, la fonction u; étant affine :

U Yho hi(p) < limsupui(vy,) + limsup(h — h)(vy)

n—-+o00 n—-+o00

Vp(p)o
Z Ap | limsup Z ( PP ) ) p)

peP(N n—+00 peP(N ZpeP(N) Vn(p)

IN

Z Ap | limsup ug (&) + Z Ap | (i (&) + (h = hg)(6))

pEP(N noteo pEP(N)

D’aprés le Théoréme 5.6.17 précédent, on a ui(&n) < hsex(&n) < ZpE'P &n(P)hmuie(p). De plus
&n(p) = 0 pour tout p € P(N). On a donc d’apres le lemme 5.6.14 : uy(§,) < elog(24P).
Par semi-continuité supérieure puis par concavité de uy, on obtient finalement :

__ Apd
Wi < [ 3w |w (W) S | @+ (h h)(©) + clog(2eP)
pEP(N) 2pep(v) M pEP(N)
< w(p — D N | (h=h) () + elog(2tP)
pEP(N)

< (up +h— hg)(u) + elog(24P)

L’inégalité ci-dessus étant vraie pour tout € > 0, on en déduit que u; + h — hy est s.c.s.
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Annexe A

Appendices

A.1 Dynamique symbolique associée & une partition

Soit X un espace métrique compact et P une partition de X. Soit T une application continue
par morceaux relativement a P.

Définition A.1.1 La dynamique symbolique induite par (X, T, P) est :

Y:={AePl:FxreXVneNTwweA,}
muni du décalage.

La dynamique symbolique induite par la partition (X, 7, P) n’est pas en général une extension
de (X,T).

On considére maintenant une suite raffinante de partitions P := (Px)gen- Notons X C Pk,Z la
dynamique symbolique associé a (X, T, Py). La dynamique symbolique associée a la suite de partition
P est le compact [[cny Xk C [lpen PkZ muni du décalage sur chaque coordonnée. L’application
T ([Tyen Zks0) — (X, T) donnée par m((AF)nez ken) = Npeny A définit une extension de (X,T).

A.2 Extension naturelle

Rappelons comment est définie I’extension naturelle (X,T) d'un systéme dynamique (X, T) est
définie comme suit. Notons Y := {(z)nez € X% : Ty = xpy1} et m:Y — X la projection définie
par m((2n)nez) = xo. On munit Y de la métrique d((n)nez, (Un)nez) == D nez d(:;’ll;?"). L’extension

naturelle T : Y — Y de (X, T) est le décalage : T((2n)nez) = (Tni1)nez.

Théoréme A.2.1 [ ’extension naturelle induit un homémorphisme entre M(X,T) et M(X,T). De
plus cette extension est principale.

A.3 Théoréme de Shanon-Macmillan-Breimann

Nous rappelons ici la version ergodique du théoréme de Shanon-Mecmillan-Breiman [50] :

Théoréme A.3.1 Soit (X,B, 1) un espace mesuré, P une partition mesurable finie, et T : X — X
une application mesurable ergodique. Pour tout n € N et tout x € X, on note P]' l'élément de la
partition itéré P™ contenant x. Alors pour p presque tout © € X,

1 n
— - log w(Py) — hp, P)
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degré d’un ensemble semi-algébrique (d’une fonc-
tion semi-algébrique), 84
dynamique affine par morceaux, 144
dynamique par morceaux, 144
dynamique symbolique, 153

compactification d’une suite de candidats, 30

partitions essentielles, 58

partitions topologiques, 59
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ensembles (n, €) couvrants, 47
ensembles (n, €) séparés, 48
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entropie combinatoire conditionnelle, 61 simplexe de Choquet, 39
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entropie de multiplicité, 143 suite raffinante de partitions, 48
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extension, 120
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Titre Entropie des systémes dynamiques différentiables

Dans ce travail nous nous intéressons aux systémes dynamiques du point de vue de ’entropie.

Nous rappellons tout d’abord le formalisme des strutures d’entropie introduit par T.Downarowicz. Dans ce cadre
on donne en particulier une preuve élémentaire du principe variationnel pour ’entropie de queue et on généralise
certaines structures d’entropie aux endomorphismes.

Dans un deuxiéme temps, nous reprenons ’approche semi-algébrique de Y. Yomdin et M. Gromov pour controler
la dynamique locale des applications de classe C". On présente une preuve compléte du lemme algébrique de Gromov,
qui est un point clé de la théorie de Yomdin. Aussi nous déduisons de nouvelles applications dynamiques de cette
théorie : d’une part nous bornons l'entropie de queue mesurée en fonction de I’exposant de Lyapounov; d’autre part
nous généralisons une formule due a J.Buzzi pour ’entropie k-dimensionnelle d’un produit d’applications de classe
Cc=.

On s’intéresse enfin a la théorie des extensions symboliques due & M.Boyle et T.Downarowicz pour les applications
C" et affines par morceaux du plan. On exhibe en particulier des exemples de dynamique C” de l'intervalle ayant une
grande entropie d’extension symbolique. Nous donnerons aussi une borne de I’entropie d’extensions symboliques pour
les applications affines par morceaux du plan.

Mots clés :
entropie, extensions symboliques, géométrie semi-algébrique
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entropy structure, symbolic extension, semi-algebraic geometry
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