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Résumé

L'objectif de cette thèse est de formuler des méthodes d'assimilation de données adaptées à
la simulation du comportement mécanique du coeur tout au long d'un battement cardiaque.
La motivation est de béné�cier dans la compréhension du comportement de l'organe à la fois
du développement des techniques d'imagerie cardiaque et de l'interêt croissant des cliniciens
pour la modélisation et la simulation numérique. Pour ce faire, il est nécessaire d'adapter (c'est
à dire d'estimer des quantités incertaines dans le modèle telles que les conditions initiales,
certains paramètres et les conditions aux limites en plus de l'anatomie) des simulations géné-
riques aux spéci�cités d'un patient (potentiellement malade, donc) donné.

Nous présentons une stratégie nouvelle adaptée à l'estimation de systèmes mécaniques, et
plus généralement de systèmes hyperboliques du second ordre, avec des conditions initiales et
des paramètres inconnus. Notre idée est d'adopter une approche par �ltrage sur la formulation
en système dynamique du problème a�n de construire un estimateur conjoint état-paramètres
utilisant les mesures disponibles. Le fondement de cette approche est d'obtenir un système
dynamique modi�é qui converge vers la trajectoire cible en incorporant des termes de correc-
tion liés aux données. En premier lieu, en supposant les paramètres connus, l'estimation d'état
est réalisée en utilisant des observateurs de Luenbergerexploitant la stabilisation par feedbackà
des �n d'estimation. Ces types d'observateurs sont reconnus pour leur potentielle ef�cacité
et robustesse. Notamment, à la différence d'approches « Kalmaniennes » classiques, ces �ltres
peuvent être numériquement adaptés à des systèmes issus de la discrétisation d'EDP et (bien
que non optimaux au sens des moindres carrés) la stabilité exponentielle du système de l'er-
reur d'observation sous-jacent assure la convergence de l'estimateur. Ainsi, nous analysons
en particulier la stratégie collocalisée du Direct Velocity Feedback (DVF) utilisée en contrôle
des structures. Nous formulons aussi une méthode originale dans le cas de mesures de dé-
placements voire de positions (et par extension de contours dans une image) béné�ciant de la
« dualité » entre la contrôlabilité de systèmes réels et l'observation à partir de systèmes numé-
riques.

Lorsque les paramètres sont incertains, nous étendons alors l'estimateur en ajoutant une
dynamique paramétrique. L'effet des observateurs d'état précédents est alors de restreindre
l'incertitude à l'espace paramétrique (d'ordinaire de plus petite dimension que pour l'état)
a�n d'y appliquer des �ltres de rang réduitH 2 ou H 1 . La convergence de l'estimateur résul-
tant peut alors être mathématiquement démontrée et nous l'illustrons en estimant (à partir de
données synthétiques précisément modélisées) des paramètres distribués de type raideurs et
contractilités avec la perspective d'aide au diagnostic de régions infarcies du muscle cardiaque.
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Abstract

The objective of this thesis is to formulate data assimilation methodologies adapted to the sim-
ulation of the heart mechanical behavior over a complete beat. The motivation is to bene�t
from both the development of cardiac medical imaging and the increased interest of clinicians
for in-silico modeling and simulation. In this respect, it is now necessary to be able to adapt
– that is, not only to adapt the anatomy of the patient but also to estimate unknown quantities
in the model such as initial conditions, parameters, boundary conditions – generic simulations
to the behavior of a speci�c – potentially ill – patient.

We present a novel strategy to perform estimation for mechanical systems, and more gen-
erally for second-order hyperbolic equations with uncertain initial conditions and parameters.
We decide to adopt a �ltering approach on the dynamical system formulation to construct a
joint state-parameter estimator that uses some measurements available in standard operating
conditions. Namely, the aim is to obtain a modi�ed dynamical system converging to the refer-
ence by incorporating correction terms using the data. First, in the case of known parameters,
state estimation is performed with a �lter based on Luenberger observers which use feed-
back control strategies for estimation purposes. These types of state estimators can be selected
according to their particular effectiveness and robustness. In particular, unlike the classical
Kalman approach, these �lters can be computationally tractable for numerical systems arising
from the discretization of PDEs and – although optimality is lost – the exponential stability
of the corresponding controlled system gives exponential convergence of the estimator. In
this respect, we more speci�cally analyze collocated strategies as the Direct Velocity Feedback
(DVF) arising in the control of mechanical structures. We then formulate an original observer
approach when the available measurements are displacements or positions – with extension
to contours tracking in images – taking full advantage of the “duality” between an actual con-
trolled system and the in-silico observer system.

With uncertain parameters we extend the estimator by incorporating the parameters in an
augmented dynamical system. The effect of the �rst stage state �lter then consists in essence
in circumscribing the uncertainty to the parameter space – which is usually much “smaller”
than the state space – and allows for an H 2 or H 1 type �lter in the resulting low rank space.
This second step is related toreduced rank �lteringprocedures in data assimilation and observer
theory. The convergence of the resulting joint state-parameter estimator can be mathematically
established, and we demonstrate its effectiveness by identifying localized parameters. The test
problems considered, motivated by cardiology, are based on synthetic measurements available
in medical imaging. They focus on the identi�cation of stiffness and contractility parameters
in the mechanical model, with the perspective of diagnosis assistance for infarcted regions in
the cardiac tissue.
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Introduction

Même obtenue à l'aide d'images possibles, quoi de plus réel, bien
que contingent, qu'une guérison.

� Michel Serres, La Recherche, janvier 2006

En essayant d'imiter dans sa démarche la rigueur in�exible d'on ne
sait quel automate, tout en portant son plateau avec une sorte de

témérité de funambule, en le mettant dans un équilibre
perpétuellement instable et perpétuellement rompu, qu'il rétablit

perpétuellement d'un mouvement léger du bras et de la main [...] Il
s'applique à enchaîner ses mouvements comme s'ils étaient des

mécanismes se commandant les uns les autres.

� Jean Paul Sartre, L'Être et le Néant, � Le garçon de café �

Le titre de cette thèse évoque la conjonction de différents champs scienti�ques que sont
la médecine, la mécanique et l'assimilation de données. La médecine tout d'abord, qui est un
champ d'applications de plus en plus présent dans les sciences de l'ingénieur. Les récents ef-
forts de repositionnement des politiques scienti�ques de l'INRIA, ou du CEA, autour de la
simulation pour le vivant en sont des exemples français parmi d'autres. Plus particulièrement,
il existe aujourd'hui de plus en plus de simulations numériques sur des systèmes biologiques,
notamment humains : propagation d'ondes dans le cerveau, écoulements sanguins ou pul-
monaires, ostéoporose, croissance cellulaire, et dans notre cas la simulation de la contraction
cardiaque. Cette émergence d'applications nouvelles est portée par le développement sans
précédent des outils d'acquisition de données, notamment d'imagerie médicale (scanner, IRM,
échographie 3D...) qu'on souhaite désormais coupler à une modélisation �ne des phénomènes
physiques comme ce fut le cas pour d'autres systèmes industriels. En particulier, la mécanique
des structures trouve autour de la modélisation du myocarde un exemple original de matériau
complexe à la fois multi-échelles, composite, anisotrope, actif et même vivant qui représente
un nouvel enjeu scienti�que avec une double exigence méthodologique de modélisation et
d'identi�cation quantitative de ses composantes. Quant à l'assimilation de données, ce terme
a pour origine la météorologie et plus généralement les sciences de l'environnement. Il dé-
signe toute la gamme de problèmes inverses consistant à identi�er les grandeurs inconnues
d'un problème d'évolution à partir d'observations réelles (toujours plus nombreuses et riches).
Ainsi la dynamique cardiaque, suivie au travers des nouvelles modalités d'imagerie dans l'ob-
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jectif de l'identi�cation des caractéristiques spéci�ques de l'organe, notamment pathologiques,
semble se prêter parfaitement à l'extension de cette discipline à un nouveau champ d'appli-
cation, la médecine, et disciplinaire, l'élastodynamique au sens large. C'est donc une thèse
pluridisciplinaire qui, entre biomécanique et « météo du cœur » souhaite d'abord proposer
des méthodes mathématiques originales pour l'assimilation de données sur des systèmes ca-
ractéristiques en élastodynamique, linéaire et non-linéaire, et plus généralement les systèmes
hyperboliques du second ordre.

Contexte

� ENJEUX DE SOCIÉTÉ AUTOUR DES MALADIES CARDIO -VASCULAIRES – Les maladies cardio-
vasculaires sont désormais en Europe la deuxième cause de mortalité après les maladies can-
céreuses avec 4,35 millions de décès par an, et encore la première aux Etats-Unis. D'ici 2010,
elle représentera la première cause de décès dans les pays émergents. Les maladies cardio-
vasculaires les plus fréquentes sont les accident vasculaires cérébraux (AVC, qui ne nous occu-
peront pas dans cette thèse), les maladies coronariennes conduisant à l'infarctus du myocarde,
les troubles du rythme ou arythmies cardiaques, mais il existe aussi un très grand nombre
de pathologies moins fréquentes, notamment celles liées à des malformations congénitales au
niveau des ventricules, oreillettes ou valves cardiaques. Ces maladies ont un impact sur l'éco-
nomie européenne d'environ 169 milliards d'euros par an (voir Petersen et al (2005)).

Or le diagnostic précoce de ces maladies constitue un enjeu majeur pour assurer leur recul.
Il a d'ailleurs d'ailleurs permis, depuis deux décennies, de limiter statistiquement le dévelop-
pement des maladies cardio-vasculaires face aux maladies cancéreuses. Cependant, ce sont
principalement les accidents vasculaires cérébraux qui ont chuté (d'un tiers entre 1982 et 1994)
avec une meilleure prise en charge de l'hypertension artérielle ; a contrariole taux de mortalité
des maladies cardiaques n'a diminué que de 8% sur la même période et reste un dé� majeur
malgré la généralisation des appareils d'imagerie (notamment IRM) dans les pays développés.

� M ODÉLISATION MATHÉMATIQUE EN PHYSIOLOGIE CARDIAQUE – Le cœur, organe vital
par excellence, est le siège de phénomènes physiques extrêmement divers qui éveillent natu-
rellement la curiosité de tout modélisateur. A l'origine de la contraction de l'organe, on trouve
une activité électrique régulière correspondant à la propagation d'une onde de dépolarisation
à la surface du coeur. Cette activité, on la « ressent » quelquefois (notamment dans des situa-
tions pathologiques telles que la �brillation ventriculaire qui précède l'infarctus) mais surtout
on la mesure à travers l'examen électrocardiographique (ECG). Répondant à cette activation,
le coeur en tant qu'entité mécanique se contracte a�n d'assurer sa fonction : celle de pomper le
sang côté poumons pour qu'il soit réoxygéné, et vers le reste des organes pour les alimenter. Ce
moteur, au sens thermodynamique du terme a, de plus, la particularité qu'il s'auto-alimente en
oxygène via ses coronaires ; on parle alors de perfusion. Evidemment cette activité mécanique
et �uide, on la ressent et on la mesure lors de l'auscultation, la prise de tension et désormais
l'imagerie médicale notamment échographique et IRM. Autant de phénomènes donc qui, si
on souhaite simuler le comportement cardiaque, mobilisent de nombreuses compétences en
modélisation physique, en calcul scienti�que et en traitement du signal.
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L'analyse mathématique des phénomènes biologiques et notamment physiologiques (c'est-
à-dire traitant des fonctions des organes), qu'on appelle parfois physiologie mathématique,
date déjà de plus d'un siècle avec les travaux de Helmoltz (dès 1851 en ophtalmologie) et
Frank (plus près de notre sujet sur le muscle cardiaque en 1899). La notion de modèle au sens
physique et mathématique du terme est donc ancienne et connaît sans doute en cardiologie
sa plus forte avancée avec les travaux de A.F. Huxley et Hodgkins (Prix Nobel de Medecine
en 1963) en électrophysiologie nerveuse et cardiaque, puis A.F. Huxley seul pour son mo-
dèle de contraction cardiaque à l'échelle de la �bre en 1957. Très tôt pour l'activité électrique
cardiaque, les aspects à la fois de modélisation à l'échelle cellulaire mais aussi de compréhen-
sion de la propagation de l'onde électrique notamment pour ses conséquences pathologiques
(la �brillation notamment) à la surface de l'organe ont été étudiés intensivement. Ainsi d'un
côté on progressait sur des modèles d'équations différentielles ordinaires (EDO) de compor-
tement cellulaire, mais aussi sur les aspects distribués, donc équations aux dérivées partielles
(EDP), du phénomène à travers des modèles de réaction-diffusion que Kolmogorov en 1937
appliquait déjà en électrophysiologie. En revanche, pour ce qui est des EDP en mécanique, la
notion de mécanique des milieux continus intégrant la loi locale de contraction cardiaque a
suscité nettement moins d'enthousiasme, comme si elle semblait acquise.

Une fois ces questions de modélisation révélées, l'intérêt de la communauté du calcul
scienti�que pour ces phénomènes physiologiques au même titre que d'autres phénomènes
d'EDP datent des années 70. Sans rentrer dans les détails côté électrique on peut notamment
citer les travaux précurseurs de Colli Franzone et al (1980) et de Pan�lov et Winfree (1985) un
peu plus tard. Côté mécanique c'est surtout Hunter (1975) en mécanique du solide et Peskin
(1982) à la fois côté solide mais aussi �uide sanguin à qui on doit les premières contributions
majeures.

� UNE RELATIVEMENT FAIBLE PERCÉE APPLICATIVE – Etonnamment, alors que dans de
nombreuses autres applications du calcul scienti�que, des résultats de 1970 pourraient aujour-
d'hui sembler obsolètes au vu de l'amélioration conjointe des machines, des algorithmes et
parfois des méthodes, ces résultats en mécanique cardiaque font encore �gure de références.
Les raisons sont à mon sens de plusieurs natures :

� D'abord les aspects numériques du comportement physiologique de l'organe coeur sont
complexes car ils mettent en jeu des EDP de natures très diverses (visco-élastodynamique
non-linéaire, Navier Stokes, réaction diffusion, électrostatique pour l'ECG). Autrement
dit, même après une modélisation convaincante, la physiologie intégrative qui consiste
à mettre en musique l'ensemble est un dé� en soi et nécessite sans doute des capacités
numériques hautes performances.

� Ensuite parce qu'il est très dif�cile d'être très con�ant sur les qualités intrinsèques des
modèles en l'absence d'une modélisation, �ne notamment en mécanique des milieux
continus, et d'expérimentations tissulaires. Or il est clair qu'en biologie le paramétrage
et la quanti�cation des constantes physico-chimiques constitutives du problème étu-
dié sont à la fois essentiels et complexes. Se pose en effet la question de l'obtention
de données sur lesquelles recaler les modèles de phénomènes in-vivo. Côté électrique,
la communauté de la physiologie mathématique s'est toujours appuyée sur des don-
nées expérimentales permettant l'analyse de la dépolarisation chimique au niveau de la
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membrane cellulaire. Côté mécanique, les expérimentations de type éprouvettes (au sens
mécanique) à l'image de Huxley sont plus rares même si on peut citer les nombreuses
expériences de Hunter (1975) côté loi de comportement active et passive pour les tissus
cardiaques, de Fung (1993) sur les tissus en général, ou par la suite des expériences au ni-
veau cellulaire à partir de pinces optiques (voir Cazorla et al (2003)), sorte d'éprouvettes
microscopiques.

� Le dernier élément, sans doute lié aux deux premiers mais pas uniquement, est le relati-
vement faible intérêt des médecins pour ce type de simulations. Autrement dit, à la diffé-
rence d'autres disciplines où l'industrie cherche des solutions auprès de la communauté
du calcul scienti�que, ici c'est plutôt l'inverse où cette dernière cherche à convaincre les
praticiens d'un nouveau besoin, avec un succès mitigé. Pour l'instant la seule commu-
nauté de mathématiques appliquées intégrée dans la chaîne médicale reste la commu-
nauté du traitement de signal et d'images, donc de l'analyse des données, avec en toile
de fond trois grands industriels, Philips, General Electrics et Siemens, fournisseurs d'ins-
truments de mesure tant au niveau machines que logiciels. Ces industriels répondent
d'ailleurs aux attentes de la communauté médicale en l'aidant à formaliser l'analyse des
données obtenues toujours plus riches et complexes mais sans chercher à apporter une
réponse « physiologique donc médicale ».

Ainsi à l'heure actuelle, la simulation numérique en physiologie cardiaque est certes très riche
et donne lieu à de nombreux développements mais constitue avant tout un outil explicatif,
pédagogique au sens noble du terme. En revanche elle n'est pas encore perçue comme un
outil prédictif potentiel pour la communauté médicale. C'est à mon sens la raison qui fait que
ces résultats pionniers restent des références dans l'attente que la modélisation franchisse le
nouveau cap de l'aide au diagnostic.

� COUPLAGE MODÈLES -DONNÉES – Face à la dif�culté de mettre en oeuvre des validations
aux niveaux cellulaire et tissulaire du point de vue expérimental mais surtout parce que in-
trinsèquement on parle d'un organe qui doit être considéré dans son ensemble et dans son
milieu in-vivo ; face aussi à la dif�culté de dé�nir des conditions aux limites raisonnables pour
l'organe qui est bien évidemment entouré de tous les autres ou celle de dé�nir dans quelle
con�guration de référence il est ; face à l'ensemble de ces incertitudes de modélisation donc
qui réduisent dé�nitivement la modélisation à être descriptive plus que prédictive, nous sou-
haitons utiliser les données, les observations issues de modalité de mesure considérée : image-
rie pour la cinématique, ECG ou sondes pour l'électrique, cathéter ou dispositifs de mesures
de pressions artérielles pour nourrir et adapter la modélisation. Cette notion d'assimilation
de données existe aussi dans les communautés du calcul scienti�que, notamment celles pour
qui la confrontation modèle-données est absolument nécessaire : météorologie, climatologie,
géophysique ou exploration pétrolière, et désormais le transport de polluants. Dans ces dif-
férentes situations on utilise les données pour pallier les incertitudes de modélisation comme
en traitement d'images à base de modèle on utilise les modèles pour palier les manques et les
bruits de mesures.

On constate alors que dans ces disciplines, modélisation, données, expérimentation et va-
lidation s'interconnectent au lieu de se succéder. Il y a un siècle c'était l'expérimentation qui
validait une théorie physique. De nos jours, si comme Michel Serres le dit la simulation nu-
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mérique est le troisième pilier de la recherche, elle reste un moyen soit d'expérimenter un modèle
physique qui ne pourrait être soumis à l'expérimentation (très petites et très grandes échelles)
soit elle est la représentation du modèle et exige d'être, elle aussi, validée par l'expérimenta-
tion (souf�erie en aéronautique). Pour autant, le référent est toujours dé�ni. En assimilation de
données on pourrait penser qu'il n'y a plus de référent puisque modèle, mesure et simulations
sont si fortement interconnectés qu'on ne sait plus qui détermine ce qui est « vrai » de ce qui
ne l'est pas. Le référent est alors transporté au niveau de l'application. Schématiquement, si le
modèle et sa simulation recalée sur les données prouvent qu'ils peuvent fournir au praticien
une information qui statistiquement est différenciante pour telle ou telle pathologie, alors ils
sont pertinents vis-à-vis des données fournies et pour le type de pathologie étudiée. C'est le
sens de la citation de Michel Serres en tête de cette introduction : la contingence c'est ce qui est
nécessaire et donc une théorie n'est nécessaire que lorsqu'elle est confrontée à la solution qu'on
veut qu'elle apporte. Cette idée est d'ailleurs très ancienne et très générale en épistémologie.
Elle n'implique pas un relativisme logique avec en ligne de mire la simple ef�cacité statis-
tique à l'image des premiers simulateurs médicaux basés sur le data mining dans les années
60. L'objectif était en effet de créer une sorte de médecin virtuel qui puisse détecter certaines
pathologies simplement par analogie dans une base de cas. Ici, on doit aller le plus loin pos-
sible dans la propre validation physique de chacun des aspects théoriques : la mesure sur ses
moyens d'acquisition et de traitement à partir de fantômes, la modélisation sur ses paramètres
et ses simpli�cations à partir d'expériences cellulaires et tissulaires, l'assimilation de données
via des problèmes inverses synthétiques. Mais en tout état de cause l'application, c'est-à-dire
le diagnostic (dans quel état est le patient aujourd'hui) ou le pronostic (comment va-t-il évo-
luer), ne sera possible qu'avec ces trois éléments couplés ensemble et validés par rapport aux
résultats de diagnostic et de pronostic. Avant cela, il ne peut y avoir d'application, ce qui ex-
plique sans doute la relative retenue de la communauté médicale à propos de la simulation
numérique pour le vivant.

Enjeux théoriques

Le sujet de cette thèse s'inscrit donc dans ce contexte scienti�que et dans la volonté de coupler
modèles et données avec la perspective de pouvoir transformer l'outil pédagogique qu'est un
modèle numérique cardiaque en un outil potentiellement de diagnostic et de pronostic, car
adapté au patient considéré. L'originalité thématique est donc d'introduire la notion d'assimi-
lation de données dans la communauté de la modélisation pour les sciences du vivant, comme
elle l'est déjà dans d'autres communautés d'ingénierie.
Cependant, nous n'avons pas voulu faire de ce travail la simple mise en musique de méthodes
déjà disponibles, mais véritablement revisiter ces méthodes dans le cadre de la mécanique car-
diaque. A fortiori , nous ne sommes pas à un stade d'intégration de méthodes pour l'ensemble
des phénomènes physiques concernés : ce n'est sans doute pas encore possible du point de vue
méthodologique à cause des nombreux couplages electro-mécaniques et �uides-structures et,
si ça l'était, cela deviendrait alors un dé� d'ingénierie. Ici, nous particularisons le problème
global à celui des aspects propres à la mécanique des milieux continus et nous envisageons
d'y dé�nir de nouveaux outils d'assimilation de données dont la portée espère dépasser le
cadre cardiaque pour la mécanique des solides en général, voire d'autres problèmes d'évolu-
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tions pour des EDP hyperboliques du second ordre (équation des ondes par exemple).

� CONTEXTE THÉORIQUE – Avant de présenter notre démarche, j'aimerais donner quelques
éléments de contexte théorique autour de l'assimilation de données. Ce terme est profondé-
ment associé aux disciplines dont j'ai parlé plus haut, notamment la météorologie, mais cor-
respond à des théories plus anciennes d'automatique et de contrôle optimal, et plus particuliè-
rement de théorie de l'observation. Celle-ci est en quelque sorte le dual de la notion de contrôle
en automatique. En effet, en contrôle on considère le problème de commander un système dy-
namique pour l'amener d'un point A à un point B, et éventuellement de manière optimale
c'est-à-dire en minimisant par exemple le temps pour y parvenir, l'énergie déployée, ou tout
autre critère. En observation, la problématique est de déterminer l'état d'un système à partir de
mesures partielles disponibles. D'ailleurs de la notion d'observation émerge la notion d'iden-
ti�cation, c'est-à-dire celle de retrouver un ensemble de paramètres à partir des observations.
On parle souvent d'état du système dynamique pour les variables qui évoluent au cours de
la dynamique et qui caractérisent le système mais cette notion est toute relative puisque les
paramètres peuvent aussi être une partie « statique » de l'état du système. La frontière entre
identi�cation et observation (d'état) est ainsi très ténue et on parlera aussi d'estimation au
sens large pour regrouper toutes ces notions. En observation comme en contrôle, on peut aussi
dé�nir une notion d'optimalité si on souhaite minimiser une certaine norme entre ce qu'on
a observé initialement du système et ce qu'il donnerait comme observations dans l'état. On
rejoint alors les principes de l'estimation de type moindres carrés au sens de Gauss pour des
normes bien choisies.
Pour résumer schématiquement cette dualité contrôle-observation on peut donc dire que dans
le premier on connaît l'état et on cherche une trajectoire et dans l'autre on connaît une trajec-
toire et on cherche un état. Si le contrôle est « exogène » au sens où il est indépendant de l'état
du système on parle de commande en boucle ouverte. Mais le plus souvent on s'intéresse à
des contrôles qui s'ajustent en fonction de l'état du système appelés commandes en boucle
fermée. Dans ce cas, les notions de contrôle et d'observation se rejoignent puisque le système
effectue des observations pour déterminer son état et assurer le contrôle. C'est typiquement le
cas d'une poursuite de missile où le missile adapte sa trajectoire en fonction de l'écart entre sa
position et celle de l'avion. En plus de ces deux notions une troisième apparaît rapidement qui
est la notion de stabilisation. La stabilisation correspond à maintenir un système dynamique
dans une position d'équilibre. Autrement dit si les jambes d'un enfant jouant à la balançoire
lui permettent de contrôler l'amplitude, il peut les utiliser pour arrêter la balançoire plus rapi-
dement, c'est-à-dire la stabiliser sur sa position de repos. Stabilisation, contrôle et observation
sont �nalement intimement liés puisque contrôler un système c'est stabiliser l'erreur entre le
système et la cible et de même pour l'observation.
Nous avons donc quatre notions fondamentales en automatique : contrôle (ou commande),
observation et identi�cation (estimation), et en�n stabilisation.

Initialement concentrée sur les systèmes dynamiques de dimension �nie (donc d'EDO),
l'automatique a aussi permis le développement de théories autour des équations aux dérivées
partielles d'évolution grâce notamment aux travaux de Lions (1968) en contrôle et Bensous-
san (1971) en observation. D'ailleurs la citation du garçon de café de Sartre est un clin d'oeil
aux travaux de Coron (2007) en stabilisation non-linéaire sur les équations de Saint-Venant.
L'assimilation de données dans les disciplines évoquées plus haut prend alors racine dans ces
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concepts d'automatique pour les équations aux dérivées partielles par l'approche du contrôle
optimal puisque l'idée est bien de chercher le « meilleur » état x à un instant t satisfaisant un
certain nombre d'observations z au cours du temps.
Supposons que nous ayons des observations disponibles sur[0; T], en suivant la terminologie
rappelée par Bensoussan (1971), on parle delissagesi on souhaite estimer les meilleurs x(t) sur
[0; T], et de �ltrage si on ne souhaite quex(T). La détermination de x(t) pour t > T est ce qu'on
conçoit classiquement comme de la prédiction. Pour nous en médecine, en imaginant qu'on
dispose des mesures sur un intervalle [� T; 0] par rapport au présent, le lissage correspond à
retrouver l'historique, le �ltrage correspond donc au diagnostic et la prédiction au pronostic.
Que ce soit pour l'identi�cation en géophysique, ou l'observation en météorologie, la méthode
la plus naturelle en assimilation de données au vu des systèmes d'EDP sous-jacents est de mi-
nimiser directement la fonctionnelle par des méthodes de gradient donnant directement la
solution de lissage. On a appelé ces méthodesméthodes variationnellescar elles minimisent ex-
plicitement le critère optimal et on en trouve une description exhaustive dans Banks et Kunisch
(1989) ; Chavent (2008) en identi�cation et Blum et al (2008) en observation. Pour le �ltrage,
le problème avait été résolu par Wiener (1949) sur des systèmes de dimension �nie, puis en
1962 Kalman établit une propriété très forte de récursivité dans le �ltre de Wiener. Il démontre
que le �ltre de Wiener peut être obtenu en considérant le problème de minimisation sur des
intervalles successifs. Ainsi quand T augmente il n'est pas nécessaire de recalculer toute la
minimisation mais il suf�t de minimiser sur la nouvelle fenêtre à partir de l'état �ltré obtenu
précédemment. Cette propriété de récursivité est extrêmement intéressante en terme opéra-
tionnel. Ces �ltres peuvent s'appliquer dans le cadre des EDP (voir notamment Bensoussan
(1971)) mais en contrepartie leur coût de mise en oeuvre numérique pour les systèmes distri-
bués en limite l'utilisation. Le �ltrage est donc moins développé pour les EDP, ou alors avec
des versions dites réduitesqui ne vont stabiliser l'erreur d'estimation que partiellement. En
océanographie par exemple, les travaux de Pham et al (1997) ; Hoteit (2001) suivent cette idée.

� EDP, ANALYSE NUMÉRIQUE ET FILTRAGE – Ces différents éléments théoriques nous per-
mettent de positionner clairement notre recherche. L'objectif est ainsi de proposer des mé-
thodes pertinentes pour mettre en oeuvre les principes du �ltrage pour des systèmes d'EDP
en mécanique cardiaque. Une fois les �ltres imaginés, la propriété de récursivité nous conduira
à résoudre un problème numérique dont la structure reste similaire à l'approximation numé-
rique classique (sans utiliser les observations) du phénomène physique modélisé. Cette struc-
ture nous amène alors à nous poser les questions d'analyse numérique usuelles de conver-
gence de notre observateur numérique vers le système réel. Nous verrons alors qu'à l'aide
des outils standard d'analyse numérique, le �ltrage nous permet de justi�er l'utilisation de
mesures dès que possible pour améliorer la qualité de l'approximation numérique. En�n,
comme dans les autres méthodes d'assimilation de données, nous aurons alors la possibilité
de prendre en compte l'ensemble des incertitudes de modélisation, ce que, en mécanique car-
diaque, nous mettrons à pro�t dans l'identi�cation des paramètres mécaniques du tissu avec
un objectif de diagnostic de pathologies de la contraction du myocarde.
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Organisation du document

� CHAPITRE 1 – Le premier chapitre, introductif, constitue une synthèse des approches
classiques en estimation. J'ai voulu à la fois présenter les résultats sous l'angle déterministe
(contrôle optimal) mais aussi probabiliste (estimation bayesienne). L'accent est sans doute net-
tement plus marqué sur le formalisme déterministe mais les considérations probabilistes nous
ont aussi offert un cadre d'interprétation complémentaire et riche. A ce titre, mon introduc-
tion à l'estimation bayesienne en tout début de chapitre doit beaucoup au cours donné par
A. Bensoussan à l'école d'été CEA-EDF-INRIA 2006 sur l'assimilation de données.

La plupart des éléments présentés préparent les démonstrations des résultats originaux
des chapitres 3 et 4. J'ai de plus souhaité compléter cette présentation en formulant la solution
du problème de �ltrage dans un contexte non-linéaire par les méthodes de programmation
dynamique. Ces résultats sont classiques, mais dans mon expérience ne se trouvent pas fa-
cilement sous forme synthétique. Bien que leur application soit peu envisageable pour des
systèmes non-linéaires de grande taille, on peut au moins s'en inspirer pour formuler ensuite
des extensions robustes ou sous-optimales.

� CHAPITRE 2 – A l'autre extrémité du spectre, le chapitre 2 débute par une synthèse des
travaux de modélisation et d'analyse numérique réalisés depuis plusieurs années à l'INRIA,
notamment au sein de l'action Cardiosense3D. Il m'apparaissait nécessaire de réaliser cette
synthèse, plus détaillée que celle réalisée en 2006 avec le �lm «le cœur numérique» (voir Cha-
pelle et al (2006)), pour deux raisons. La première est qu'il est incontournable de présenter le
registre (catégorie d'EDP, type de paramétrage, comportement qualitatif des solutions...) dans
lequel la modélisation directe opère avant de s'attaquer aux problèmes inverses. La seconde
est que cette synthèse a conduit à revisiter un certain nombre des composants de la modélisa-
tion directe (schémas en temps, conditions aux limites, modélisation anatomique, voir article
en préparation Chapelle et al (2008)), à comparer d'ailleurs, pour mesurer le chemin parcouru,
avec ce qui était présenté en 2006, mais aussi à réaliser un code numérique1, aujourd'hui uti-
lisé à la fois en simulation mécanique cardiaque directe et inverse, code dont je suis l'auteur
principal.

Dans la seconde partie du chapitre, nous nous concentrons sur une présentation des dif-
férents types de mesure employés en cardiologie. Au delà de la description de ces techniques,
nécessaire à la formalisation des opérateurs d'observation des chapitres suivants, nous nous
sommes intéressés à certains aspects de modélisation des mesures, avec la motivation d'en gé-
nérer des synthétiques réalistes, notamment en imagerie cardiaque. Celles-ci nous donneront
les moyens d'évaluer nos méthodes inverses indépendamment de la qualité prédictive du mo-
dèle. Mais par ailleurs, l'enjeu peut s'étendre à la communauté de l'imagerie pour l'évaluation
de ses méthodes de traitement, comme le montrent notre collaboration avec E. Angelini de Te-
lecom ParisTech (voir Duan et al (2007)) et le coencadrement du stage de Master de O. Talcoth
(voir Talcoth (2007)).

1Code heartLab (30 000 lignes) architecturé sur la librairie élément �nis OpenFEM(www.openfem.net)
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� CHAPITRE 3 – Nous attaquons dans ce chapitre le cœur du sujet en formulant un certain
nombre de �ltres ef�caces pour l'observation de l'état d'un système mécanique distribué, donc
hyperbolique du second ordre, en linéaire puis non-linéaire. Leur principe réside dans l'uti-
lisation de lois de feedback robustes, performantes, de faible coût numérique et à portée de
main dans les codes de simulation, y compris commerciaux, pour construire des observateurs
de Luenberger. Le feedback collocalisé de type Direct Velocity Feedback(DVF) nous en a fourni
un premier exemple naturel dans les con�gurations où l'on peut mesurer des vitesses. Mais
l'originalité des résultats réside surtout dans la possibilité d'imaginer des lois de contrôles
qui ne sont envisageables que parce que l'observateur n'est pas un système réel mais un ob-
jet numérique. Ainsi, il a été possible de concevoir un �ltre, de performance équivalente au
DVF, utilisant directement des mesures de déplacement, bien plus répandues en pratique. Ces
�ltres ont été analysés en profondeur dans leur version linéaire, avant de donner lieu à des
extensions non-linéaires, que ce soit pour la dynamique ou les mesures.

Au delà d'avoir ainsi obtenu un observateur compatible avec la mécanique cardiaque,
nous avons pu formuler une nouvelle méthode pour exploiter des images (donc des mesures
profondément non-linéaires) dans l'estimation de trajectoires de systèmes élastodynamiques,
avec des applications naturelles en asservissement visuel. L'impact potentiel de telles mé-
thodes dépasse donc largement le cadre strict de l'assimilation de données en cardiologie, pour
s'étendre d'une part vers des systèmes (mécaniques) plus généraux, mais aussi de l'autre vers
le traitement de séquences d'images à base de modèles (version faible, en quelque sorte, de
l'assimilation de données, où le modèle n'a pas essentiellement vocation a être prédictif). Ces
différents résultats ont donné lieu à l'article (Moireau et al (2008a)) soumis à Inverse Problems.

� CHAPITRE 4 – Ce dernier chapitre ajoute l'identi�cation paramétrique à l'estimation
d'état, ou plutôt s'appuie sur les résultats du chapitre 3 pour formuler des estimateurs pa-
ramétriques robustes. La principale dif�culté provient de notre abandon (nécessaire), dans la
formulation des observateurs d'état, des approches de type contrôle optimal Kalmanien qui
sont connues pour s'étendreau cas de l'estimation conjointe état-paramètres. Cependant, la
théorie du �ltrage adaptatif offre les moyens de contourner cette première dif�culté. Notre
principal résultat, est à nos yeux, d'avoir pu établir l'équivalence entre certains types de �ltres
adaptatifs et la famille des �ltres « Kalmaniens » réduits. Ceux-ci, souvent utilisés sur des esti-
mateurs dont on peut assurer que seule une faible partie de la dynamique doit être contrôlée,
apparaissent naturellement dans nos formulations « une fois » que nos observateurs de Luen-
berger initiaux ont restreint l'incertitude sur l'espace paramétrique. Cette équivalence nous a
permis de démontrer la performance (à la fois en termes de convergence d'erreur et d'optima-
lité au sens variationnel H 2 ou H 1 ) des �ltres proposés, de formuler des schémas en temps
adéquats, et d'imaginer des extensions non-linéaires ef�caces. Au passage, nous avons dé-
montré que le �ltre non-linéaire SEIK de Pham et al (1997) est une version particulière de �ltre
UKF (Unscented Kalman Filterproposé par Julier et al (1995) et d'utilisation pratique courante,
car notoirement plus robuste que le �ltre EKF en présence de non-linéarités) sous une forme
réduite dont nous proposons l'extension dans le cas général (résultat semble-t-il original). Là
encore ces travaux ont conduit aux deux articles (Moireau et al (2008b) ; Chapelle et al (2009))
déjà publiés.
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CHAPITRE

1 Principe d'estimation moindres
carrés

Que c'est à lui que les sciences de l'observation sont redevables
d'une méthode de calcul qu'il a nomméméthodes des moindres

carrés des erreurs, et dont Laplace a montré tout l'avantage
probable sous le rapport de la précision des résultats ;

� Siméon Denis Poisson, Discours prononcé aux funérailles de
Adrien-Marie Legendre

Une intelligence qui à un instant déterminé devrait connaître
toutes les forces qui mettent en mouvement la nature, et toutes les
positions de tous les objets dont la nature est composée, [...] pour

une telle intelligence nul serait incertain et le propre futur comme
le passé serait évident à ses yeux.

� Pierre-Simon Laplace, Essai philosophique sur les
probabilités
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1.1 Introduction à l'estimation bayesienne

ON s'intéresse à un système physique accessible uniquement au travers demesuresaussi
appeléesobservations. Ce système est caractérisé par un ensemble de grandeurs (supposé

�ni pour l'instant) de dimension N le caractérisant. Nous appellerons ces grandeursvariables
d'état du système puisqu'elles rendent compte effectivement de l'état dans lequel le système
se trouve. Certains ouvrages, notamment en statistique, parlent de paramètresdu système mais
nous garderons ce terme pour caractériser le sous ensemble des variables d'état qui n'ont pas
de dynamique propre... Ce vecteur d'étatrassemblant l'ensemble des variables, est déterministe
mais inconnu. Cependant les mesures sont souvent bruitées au sens probabiliste usuel et donc
on pourra juger pertinent ou non, suivant les situations, de considérer l'état lui-même comme
probabiliste à travers sa probabilité a prioriPX . Si on agrège les observations sous forme d'un
vecteur de dimension �nie m (car les mesures sont toujours en nombre �ni), l'approche proba-
biliste nous permet de considérer la probabilité a posterioriPX jZ qui n'est autre que la probabilité
conditionnelle que X = x sachantZ = z où x et z sont des réalisations particulières1 pour les
vecteurs aléatoires considérés. A partir de l'identité

P(X; Z ) = P(X jZ )P(Z ) = P(Z jX )P(X );

la règle de Bayesdonne cette probabilité a posteriori sous la forme

P(X jZ ) =
P(Z jX )P(X )

P(Z )
: (1.1)

Dans le cas où les variables aléatoires sont dé�nies par leur densité de probabilité p(X ), p(X jZ )
(avec les mêmes conventions de notation), la règle de Bayes s'applique directement sur les
densités et par exemple

p(Z ) =
Z

p(Z jX )p(X ) dX:

Dans tous les cas, le principe de l'estimation consiste à trouver une fonction de Z noté X̂ (Z ) qui
résume l'information sur X contenue dans la mesureZ . Cette notion est d'ailleurs à rapprocher
de celle de statistique suf�sante (en anglais) ou exhaustive de Fisher (cf. Casella et Berger
(2002)) qui exprime le fait que connaître X̂ (Z ) à partir de Z est suf�sant vis-à-vis de X

p(Z jX̂; X ) = p(Z jX̂ ):

Cet estimateur X̂ (Z ) admet donc une densité de probabilité en tant que fonction de la variable
aléatoire Z . Insistons sur le fait qu'il y a ici deux types d'évaluation probabiliste dans la mani-
pulation de l'estimateur. Tout d'abord, celui-ci est dé�ni au travers d'évaluation de X sachant
Z = z �xé ; puis c'est en tant que fonction de Z de nouveau variable aléatoire que l'on peut
analyser sa qualité statistique. En effet, l'estimateur, comme fonction de Z , est quali�é de bon
estimateur s'il est

� sans biais, ce qui signi�e que l'erreur ~X = X � X̂ entre l'état et l'estimateur est en
moyenne nulle

E( ~X ) = 0;

1on omettra les réalisations quand il n y a pas d'ambiguité pour écrire simplement P(X ) au lieu de P(X = x)
etc...
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� consistant c'est-à-dire que, plus le nombre d'observations est grand, plus l'estimateur
converge vers l'état réel du système. Cette notion est conditionnelle à la notion d'ob-
servabilité du système, c'est-à-dire qu'on assure que dans Z on ajoute des observations
nouvelles vis-à-vis de l'estimation ;

� ef�cace , par exemple au travers d'une covariance d'erreur minimale. Ainsi X̂ est ef�cace
si

8�; Cov( ~X ) � Cov(X � � (Z )) ;

où Cov(�; �) est la matrice de covariance de deux vecteurs aléatoires entre eux2. Autre-
ment dit, ce critère signi�e que la covariance de l'erreur d'estimation est minimale parmi
toutes les statistiques � (Z ). En fait, cette dernière notion contient la première car on dé-
montre qu'un estimateur biaisé ne peut-être ef�cace.

Nous allons maintenant donner trois exemples d'estimateurs parmi les plus classiques.

� MMSE (M INIMIUM M EAN -SQUARE ESTIMATOR ) – Dans le cas où on associe àX une
densité de probabilité a priori, le MMSE est l'estimateur qui minimise

X̂ = argmin E((X � � (Z ))T (X � � (Z )))

Rappelons la propriété classique de type projection orthogonale de l'espérance condition-
nelle,

LEMME 1.1.1 (PROJECTION ORTHOGONALE )

8�; E((X � E (X jZ ))T � (Z )) = 0 : (1.2)

� Démonstration :

E((X � E(X jZ ))T � ) =
Z

E((X � E(X jZ ))T � jZ )p(Z )dZ

=
Z

E(X T � jZ )p(Z )dZ �
Z

E(E(X jZ )T � jZ )p(Z )dZ:

Mais � et E(X jZ ) ne dépendant que de Z , prendre leur espérance sachantZ signi�e qu'ils sont
constants vis-à-vis de cette espérance donc

E(X T � jZ ) = E(X jZ )T � = E(E(X jZ )T � jZ )

ce qui, réinjecté dans la formule plus haut, conduit au résultat. �

Par conséquent on peut préciser le MMSE :

THÉORÈME 1.1.2
Le MMSE est l'espérance conditionnelle de X sachantZ

X̂ = E(X jZ ); (1.3)

et en particulier
8�; E((X � X̂ )T � ) = 0 :

2Lorsque la covariance n'a qu'un seul argument, elle correspond à la covariance du vecteur avec lui-même (la
variance en scalaire).
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� Démonstration : Le lemme de projection orthogonale permet de formuler une démonstra-
tion autour d'une formule de Pythagore du type

8�; E((X � � )T (X � � )) = E((X � X̂ + X̂ � � )T (X � X̂ + X̂ � � ))

= E((X � X̂ )T (X � X̂ )) + E(( X̂ � � )T (X̂ � � ))

� E((X � X̂ )T (X � X̂ )) : �

REMARQUE 1.1.1
Il est possible de démontrer que la minimisation de l'erreur en espérance E((X � � (Z ))T (X � � (Z )))
est compatible avec la dé�nition de l'ef�cacité à partir de la variance d'erreur Var (X � X̂ ). Ces notions
sont plus généralement toutes reliées aux bornes de Cramer-Rao (voir Legland (2002)) structurant les
notions d'ef�cacité.

� LSE (LEAST SQUARE ESTIMATOR ) – ou en français estimateur moindres carrés. Dans le cas
où X est aléatoire, le LSE est la statistique� qui minimise la fonctionnelle

X̂ = argmin

8
<

:
J (� ) =

 
�
Z

! T

P � 1

 
�
Z

! 9
=

;
; (1.4)

où P est la matrice de covariance associée au couple aléatoire(X; Z )

P =

 
P X P ZX

P XZ P Z

!

=

 
Cov(X ) Cov(X; Z )

Cov(X; Z ) Cov(Z )

!

:

THÉORÈME 1.1.3
Si P Z est inversible le LSE est donné par

X̂ = E(X ) + P XZ (P Z) � 1(Z � E(Z )) : (1.5)

� Démonstration : Quitte à opérer un shift dans la fonctionnelle, on peut supposer les va-
riables centrées. Dans ce cas, en développant le critère quadratique sous la formeJ = � T A� +
2� T BZ + Z T CZ donc le minimum est atteint en

X̂ = � A � 1BZ = P ZX (P Z) � 1Z: �

Si P Z n'est pas inversible, il est possible de dé�nir un inverse généralisé (au sens classique
de Moore-Penrose Penrose (1955), cf. Section 1.2.1) deP Z tel que cette formule reste vraie. On
pourra notamment se reporter à Lipster (2008) pour une preuve exhaustive. Nous exploiterons
pour notre part au chapitre 4 des développements autour de cette généralisation laissée de côté
pour l'instant.

� BLUE (BEST LINEAR unbiasedESTIMATOR) – Dans la formulation de ce troisième estima-
teur, on choisit de restreindre le type de fonction � en cherchant la meilleure prédiction linéaire
en Z pour la covariance d'erreur. On dé�nit ainsi l'estimateur par

X̂ = E(X ) + K (Z � E(Z )) où K = argmin E( ~X T ~X ): (1.6)

On peut aussi démontrer que, assez logiquement, cet opérateur linéaire K est, en un cer-
tain sens, un opérateur de projection orthogonale. Pour ce faire, commençons par un rappel
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sur les variables aléatoires. L'ensembleL (
 ; F ; P) des variables aléatoires de carré intégrable
dé�nies sur (
 ; F ; P) est un espace de Hilbert (en fait simplement son espace quotienté par le
noyau de P) pour le produit scalaire

8(x; y) 2 L (
 ; F ; P)2; < x; y > = E(xy):

Il est donc possible de dé�nir sur n'importe quel ensemble convexe fermé V une projection
orthogonale minimisant la distance à V

8x; kx � � V(x)k2 = inf
y2V

kx � yk2 = inf
y2V

E((x � y)2):

En particulier sur l'espace Vect f 1; zg, dont une base orthogonale est clairement(v1; v2) = (1 ; z�
E(z)) , on obtient

x̂ =
X

k=1 ;2

E(xvk )
E(vkvk )

vk = E(x) + P zx (P z) � 1(z � E(z)) :

Sur l'espace desvecteurs aléatoires cette fois, on peut soit écrire ce même résultat sur un espace
tensorisé (voir Lipster (2008)), ou se rappeler qu'à défaut d'avoir un espace de Hilbert, on a un
module de Hilbert sur SN (R) muni de la relation

8(X; Y ) 2 L (
 ; F ; P)2; < X; Y > = E(XY T ) 2 SN (R):

Or, sur les modules de Hilbert la notion de projecteur orthogonal continue d'exister, et on
obtient une relation similaire (mais matricielle)

X̂ =
X

k=1 ;2

E(XV T
k )E(VkV T

k ) � 1Vk = E(X ) + P XZ (P Z) � 1(Z � E(Z )) :

avec toujours (V1; V2) = (1 ; Z � E (Z )) . On constate que, en tout rigueur, l'inverse de E(V1V T
1 )

par exemple n'est pas dé�ni. Cependant, dans ce cas, elle est dé�nie au sens généralisé (tou-
jours de Moore Penrose) et par exemple ici vaut 1

N (voir un exemple similaire remarque 1.2.1 de
la Section 1.2.1 sur les inverses généralisés, et plus précisément Lipster (2008)). Cette expres-
sion caractérise alors le BLUE sur n'importe quel type d'espace de vecteurs aléatoires avec
K = P ZX (P Z) � 1.

En�n, concernant son ef�cacité, on peut démontrer que ce minimum de variance d'erreur
est aussi un minimum au sens de la covariance d'erreur K = argmin E( ~X ~X T ). En effet, pour
tout opérateur linéaire � , l'erreur pour ce choix d'estimateur

E( ~X � ~X T
� ) = P X + � P Z � T � � P ZX � P XZ � T :

Puis avec la structure de K = P ZX (P Z) � 1, estimateur optimal, et quelques manipulations al-
gébriques

E( ~X � ~X T
� ) = E( ~X K ~X T

K ) + ( K � �) P Z(K � �) T > E( ~X K ~X T
K ):

Cet estimateur est donc bien le plus ef�cace des estimateurs linéaires au sens des covariances
et la covariance d'erreur est donnée par une expression que nous allons retrouver tout au long
de ce mémoire :

E( ~X T ~X ) = P X + P XZ (P Z) � 1P ZX : (1.7)

Nous constatons avec les différentes caractérisations de ces trois estimateurs naturels qu'ils
sont étroitement liés. En particulier les expressions des deux derniers conduisent immédiate-
ment au théorème suivant :
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THÉORÈME 1.1.4
Supposons P Z est inversible, alors le meilleur estimateur linéaire est l'estimateur moindres
carrés.

Ainsi, on pourra par la suite utiliser soit le critère LSE, soit le critère BLUE, soit la notion
de projection orthogonale pour rechercher ce même estimateur. De plus, nous avons vu que
BLUE-LSE véri�ait une propriété d'orthogonalité analogue à celle du MMSE (i.e l'espérance
conditionnelle). Ainsi on notera le meilleur estimateur linéaire sous la forme (introduite aussi
dans Lipster (2008))

X̂ = Ê (X jZ ) (1.8)

pour respecter cette analogie.

A fortiori , la comparaison ne s'arrête pas là entre ces deux estimateurs (BLUE, LSE d'un
coté et MMSE de l'autre) dans le cas des variables gaussiennes. En effet, on démontre le résultat
suivant :

THÉORÈME 1.1.5
Si X et Z sont des variables gaussiennes, alors

X̂ = E(X jZ ) = Ê (X jZ ) = E(X ) + P XZ (P Z) � 1(Z � E(Z )) :

� Démonstration : Il existe plusieurs démonstrations de ce résultat. Nous choisissons ici la
démonstration sans doute la plus directe et technique, et pas nécessairement la plus élégante.
Ce choix est motivé par le fait qu'elle permet en revanche de présenter quelques manipulations
algébriques que nous verrons réapparaître tout au long de la présentation. Là encore, on peut
se ramener à l'étude de variable centrées par une simple translation donc on considère E(X ) =
0 et E(Z ) = 0 .

Les distributions gaussiennes s'expriment simplement à partir des deux premiers mo-
ments sous la forme, par exemple pour Z ,

p(Z ) = (2 � ) � m
2 det(P Z) � 1

2 exp
�

�
1
2

Z T (P Z) � 1Z
�

;

et de même pour la loi de X . De plus les deux vecteurs aléatoires étant gaussiens leur loi
conjointe est elle-même gaussienne de densité

p(X; Z ) = (2 � ) � N + m
2 det(P) � 1

2 exp

0

@�
1
2

 
X
Z

! T

P � 1;

 
X
Z

! 1

A ;

où comme nous l'avons déjà introduit

P =

 
P X P XZ

P ZX P Z

!

:

L'inverse de cette matrice bloc 2 � 2 symétrique est donnée par les relations usuelles ( « à
l'image des cofacteurs dansM2(R) »)

P � 1 =

 
(Pa) � 1 � (Pa) � 1P XZ (PZ ) � 1

(� (Pa) � 1P XZ (PZ ) � 1)T (P Z � P ZX P X P XZ ) � 1

!

=

 
A B

B T C

!

;
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où Pa = P X � P XZ (P Z) � 1P ZX . Ainsi la loi conditionnelle de X sachantZ est donnée par

p(X jZ ) =
p(X; Z )

p(Z )
= (2 � ) � N

2

�
det(P)
det(P Z)

� � 1
2

exp
�

� 1
2

�
X
Z

� T
�

A B
B T C� (P Z ) � 1

� �
X
Z

� �
:

Procédons maintenant à quelques manipulations algébriques. Tout d'abord, le terme dans l'ex-
ponentielle peut être simpli�é par l'utilisation du lemme d'inversion matricielle suivant

LEMME 1.1.6 (INVERSION M ATRICIELLE )
Soit M 1, M 12, M 21, M 2 des matrices avecM 1 et M 2 et M 2 � M 21M � 1

1 M 12 inversibles, alors
M 1 � M 12M � 1

2 M 21 est inversible et

(M 1 � M 12M � 1
2 M 21) � 1 = M � 1

1 + M � 1
1 M 12(M 2 � M 21M � 1

1 M 12) � 1M 21M � 1
1 :

� Démonstration : La preuve la plus classique de ce lemme repose sur la résolution du sys-
tème Y = MX décomposé par bloc

 
Y1

Y2

!

=

 
M 1 M 12

M 21 M 2

!  
X 1

X 2

!

:

En effet, on peut réduire ce système à un seul bloc sur X 1 (resp. sur X 2) par des compléments
de Schur M 1 � M 12M � 1

2 M 21 (resp. M 2 � M 21M � 1
1 M 12). La solution du système étant unique,

on en déduit le lemme en identi�ant le bloc (1; 1) de M � 1.

Il existe aussi une démonstration directe de ce lemme par la manipulation suivante

�
M � 1

1 + M � 1
1 M 12(M 2 � M 21M � 1

1 M 12) � 1M 21M � 1
1

�
M 1 � M 12M � 1

2 M 21) =

1 + M � 1
1 M 12M � 1

2 M 21 + M � 1
1 M 12(M 2 � M 21M � 1

1 M 12) � 1M 21M � 1
1 (M 1 � M 12M � 1

2 M 21);

or le dernier terme se simpli�e avec l'avant dernier si on remarque que

M � 1
1 M 12(M 2 � M 21M � 1

1 M 12) � 1M 21M � 1
1 (M 1 � M 12M � 1

2 M 21)

= M � 1
1 M 12(M 2 � M 21M � 1

1 M 12) � 1(M 21 � M 21M � 1
1 M 12M � 1

2 M 21)

= M � 1
1 M 12(M 2 � M 21M � 1

1 M 12) � 1(M 2 � M 21M � 1
1 M 12)M � 1

2 M 21

= M � 1
1 M 12M � 1

2 M 21;

ce qui assure bien que

�
M � 1

1 + M � 1
1 M 12(M 2 � M 21M � 1

1 M 12) � 1M 21M � 1
1

�
M 1 � M 12M � 1

2 M 21) = 1: �

En effet, ce lemme permet alors de prouver que

(P Z � P ZX P X P XZ ) � 1 � (P Z) � 1 = ( P Z) � 1P ZX (Pa) � 1P XZ (P Z) � 1;

donc

 
X
Z

! T 
A B

B T C � (P Z) � 1

!  
X
Z

!

= ( X � P XZ (P Z) � 1Z )(Pa) � 1(X � P XZ (P Z) � 1Z ):
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Deuxièmement, la décomposition LU de la matrice de covariance conjointe donne
 

P X P ZX

P XZ P Z

!

=

 
Pa P ZX

0 P Z

!  
1 0

(P Z) � 1P XZ 1

!

;

donc
det(P) = det( Pa) det(P Z):

Ainsi avec X̂ = P XZ (P Z) � 1Z , la densité conjointe s'exprime sous la forme

p(X jZ ) = (2 � ) � N
2 det(Pa) � 1

2 exp
�

�
1
2

(X � X̂ )T (Pa) � 1(X � X̂ )
�

;

assurant que la probabilité conditionnelle est bien une gaussienne de moyenne X̂ et de cova-
riance Pa, ce qu'il fallait démontrer. �

Il est remarquable que dans le cas des variables gaussiennes, la covariance associée à la loi
de propabilité de X sachantZ soit exactement la matrice de covariance de l'erreur d'estimation
du BLUE issue de la moyenne sur Z . Cette propriété est en fait la conséquence du fait que Pa

est indépendant de Z ce qui implique pour les variables gaussiennes que la covariance d'erreur
pour tout Z et celle sachant unZ donné sont égales.

REMARQUE 1.1.2
On parle beaucoup aussi d'estimateur dit de maximum a posteriori qui maximise p(X jZ ). Ce que nous
venons de voir montre que dans le cas gaussien, ce maximum est le LSE. Inversement, on pourrait aussi
dé�nir un estimateur en maximisant p(Z jX ) qui on le rappelle est donné par la règle de Bayes

p(Z jX ) =
p(X jZ )p(Z )

p(X )
:

Cet estimateur est bien connu puisque c'est le maximum de vraisemblance. Nous utiliserons peu cette
notion pour lui préférer le plus souvent des estimateurs LSE plus simples à dé�nir, y compris dans le
cadre déterministe.

1.2 Inverses généralisés au sens des moindres carrés

Cette introduction pose les bases très générales de la notion d'estimation statistique et permet
de se familiariser avec un certain nombre de concepts, notations, et dénominations. Nous al-
lons désormais préciser la notion d'estimateur dans le cas où l'on dispose d'une structure liant
la mesure Z et le vecteur d'état X 3. En effet, les observations sont, à l'origine, le résultat d'un
processus de mesure sur l'état. Cet état nous est peut-être inaccessible (la mécanique quantique
est pleine de ce genre de situations) mais il est à l'origine de cette mesure et algébriquement
on peut considérer qu'il existe un opérateur, appelé opérateur d'observation, générant Z à partir
de X . Quand bien même on ne connaît pas l'état précisément, on sait décrire raisonnablement
l'opérateur de mesure. Si cet opérateur est noté H , alors mathématiquement on considère la
situation

Z = H (X ) + �; (1.9)

3Dans cette situation, il est courant en statistique d'appeler paramètre ce vecteur X mais nous conservons ce
vocable pour un usage plus spéci�que
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où � représente l'ensemble des bruits associés à la mesure. Si l'opérateur d'observation est
bien modélisé(car là aussi il y a en fait un travail de modélisation physique) alors on peut
raisonnablement supposer le bruit de mesure de moyenne nulle E(� ) = 0 . En toute généralité,
il faudrait considérer que le bruit n'est pas nécessairement additif Z = H (X; � ) mais nous
n'étudierons pas cette situation en détails. En revanche, nous verrons plus loin dans l'exposé
que, dans certaines situations, on ne connaît pas deH qui fournit explicitement la mesure
mais qu'on sait simplement dire si une mesure est en adéquation avec le système à travers une
fonction de véri�cation implicite

D(Z; X ) = �:

Toujours est-il que, dans un premier temps, la situation classique (1.9) sera privilégiée
dans les calculs et les trois sections suivantes vont nous permettre de préciser nos estimateurs
dans ce cadre. De plus, nous allons commencer à voir que l'estimation se formule aussi dans
un cadre déterministe. Les notions de moyenne et de bruit se transforment alors en notions
d'a priori et d'incertitude. Subtilement, les résultat algébriques �naux seront similaires mais
le cadre fonctionnel et le formalisme diffèrent assez nettement entre les deux. L'ambition de ce
chapitre, et même du reste de cet exposé, n'est pas de présenter dans chaque cadre l'ensemble
des résultats. Nous ne le ferons que pour les quelques paragraphes qui suivent avant de re-
bondir, dans les situations plus délicates, d'un formalisme à l'autre pour obtenir les résultats
critiques vis-à-vis de nos méthodologies. On notera sans doute un certain tropisme détermi-
niste, comme le suggère le titre de cette section et des suivantes.

1.2.1 Inverse généralisé d'un opérateur d'observation

Commençons tout de même par l'approche probabiliste et supposons, de plus, que H linéaire
et que le bruit � est indépendant de X et de covariance E(�� T ) = W . On considère en outre
que X n'est pas aléatoire mais simplement inconnu et nous cherchons le meilleur estimateur
linéaire X̂ = KZ . L'estimateur étant non biaisé on a

E(X̂ ) = X ) KH = 1:

Le lemme suivant fournit alors l'estimateur

LEMME 1.2.1
Soit K = ( H T W � 1H ) � 1H T W � 1 alors

8� j � H = 1; Cov(X � KZ ) � Cov(X � � Z ):

� Démonstration : Tout d'abord on remarque que

8� j � H = 1; � W K T = KW � T = ( H T W � 1H ) � 1 = KW K T ;

(ce qui ressemble encore à un relation de type produit scalaire sur un module de Hilbert). Donc

8� j � H = 1; � W � T = KW K T + (� � K )W (� � K )T ;

(ce qui ressemble cette fois à une forme de théorème de Pythagore sur un module de Hilbert).
De plus pour tout � tel que � H = 1, on a E((X � � Z )(X � � Z )T ) = � W � T donc K est bien
l'opérateur qui minimise cette covariance. �
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REMARQUE 1.2.1
Un exemple instructif d'application de cet estimateur est la situation élémentaire où l'on souhaite es-
timer une grandeur scalaire x à partir de m échantillons x i de celle-ci. Le résultat est évidemment de
choisir la moyenne empirique comme estimateur

x̂ = Em (x) = 1
d

X

1� i � m

x i :

Pour retrouver ce résultat, on dé�nit ici

Z = ( x1; � � � ; xm )T ; et H = (1 ; � � � ; 1)T ;

tel qu'on ait bien Z = Hx et on choisit W = 1. Dans ce cas on retrouve bien

x̂ = ( H T H ) � 1H T Z =
1
d

(1; � � � ; 1) � (x1; � � � ; xm )T = Em (x):

Du point de vue déterministe, on reconnaît dans les expressions ci-dessus les expressions
classiques de l'inverse généralisé deH pour la norme k�k2

W � 1 = < :; : > W � 1 . D'ailleurs en
notant H 0 = H T W � 1 on a bien

X̂ = ( H 0H ) � 1H 0Z:

Or l'inverse généralisé correspond en fait à la minimisation d'un critère quadratique

min
X

�
J (X ) =

1
2

kZ � HX k2
W � 1

�
; (1.10)

où W � 1 est une norme4 de type L 2, à dé�nir, caractéristique de l'incertitude potentielle entre
Z et X . La solution de ce problème de minimisation est obtenue simplement en différentiant
le critère,

dJ (X ) = ( Z � HX )T W � 1H;

tel que le minimum est donné par dJ (X̂ ) = 0 soit

X̂ = ( H T W � 1H ) � 1H T W � 1Z: (1.11)

Du point de vue des notations, on notera dans toute la suite comme pour l'erreur d'esti-
mation ~X = X � X̂ , l'erreur d'observation (ou résidu) ~Z = Z � H X̂ . Elle véri�e d'ailleurs
l'identité

~Z = ( 1 � H (H 0H ) � 1H 0)Z:

Si nous revenons au point de vue « probabiliste », la minimisation d'un tel critère s'inter-
prète également et devient

min
�

J (� ) =
1
2

k� k2
W � 1

�
: (1.12)

Dans ce cas,W = E(�� T ) est la matrice de covariance du bruit� . Par exemple si les différentes
composantes de la mesure ne sont pas corrélées alors

E(� ) = 0 ; E(�� T ) =

0

B
@

� 2
1

...

� 2
m

1

C
A :

4L'utilisation de l'inverse pour dé�nir une norme est purement conventionnelle et permettra d'interpréter W à
partir de covariances. Pour autant en dimension in�nie c'est bien directement la norme qu'on saura véritablement
dé�nir et non son inverse.
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et J s'écrit sous une forme bien connue en estimation moindres carrés depuis Gauss

J (� ) =
1
2

X

1� i � m

�
� i

� i

� 2

:

Inversement l'approche déterministe nous permettra rapidement d'obtenir une extension
de ce résultat dans le cas oùH est non-linéaire. On remarque aussi que �nalement le LSE ici
est bien un estimateur ef�cace (au sens statistique dé�ni en introduction) puisqu'il véri�e bien
une propriété de minimisation de covariance. En supposant Z gaussien, on peut montrer que
c'est aussi le maximum de vraisemblance.

1.2.2 Terme d'ébauche

� A PPROCHE PROBABILISTE – Dans cette deuxième situation, on imagine disposer, en plus
des observations, d'informations sur la loi de probabilité de X traduisant les connaissances
a priori. Les hypothèses sur le bruit de mesure restent inchangées. En général, cette loi est
connue uniquement à travers sa moyenne et covariance, ce qui naturellement la caractérise
complètement dans le cas gaussien. On reprend stricto sensu, le cas présenté en introduction
avec simplement la structure d'observation (1.9). Il est alors possible de préciser les covariances
de Z et X

P Z = E(�� T ) + H E((X � E(X ))( X � E(X ))T )H T = W + HP X H T ;

et
P XZ = E((X � E(X ))( X � E(X ))T )H T = P X H T :

Dans ce cas on obtient directement

X̂ = E(X ) + P X H T (W + HP X H T ) � 1(Z � H E(X )) : (1.13)

Le lemme d'inversion matricielle nous fournit une autre structure sous la forme

X̂ = E(X ) + (( P X ) � 1 + H T W � 1H ) � 1H T W � 1(Z � H E(X )) : (1.14)

De plus la covariance de l'erreur d'estimation est

Pa = P X � P XZ (P Z) � 1P ZX = P X � P X H T (W + HP X H T ) � 1P X H T (1.15)

= (( P X ) � 1 + P XZ (P ZZ ) � 1P ZX ) � 1: (1.16)

Rappelons que, dans le cas gaussien, c'est aussi la covariance de la loi de probabilitép(X jZ )
pour tout Z .

� A PPROCHE DÉTERMINISTE – Cette connaissance surX se traduit du point de vue détermi-
niste par l'existence d'un a priori X 0 sur X . Ce dernier est alors souvent appeléterme d'ébauche
dans la littérature de l'assimilation de données (voir entres autres Talagrand (2003)) et traduit
une connaissance simplement imparfaite sur le système. Le problème de l'estimation consiste
alors à trouver l'indétermination � X sur X telle que

(
X = X 0 + � X

Z = HX + �
(1.17)
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à partir des données d'ébauche X 0 et d'observation Z . Cette situation peut se ramener à la
dé�nition d'un inverse généralisé dans un espace d'observation augmenté en dé�nissant une
nouvelle observation notée

Z = ~HX + ~�;

avec

Z =

 
X 0

Z

!

; ~H =

 
I
H

!

; ~� =

 
� � X

�

!

;

où la norme sur l'incertitude est simplement tensorisée par rapport aux normes relatives sur
� et � X

~W =

 
P0 0
0 W

!

:

On doit donc minimiser J (X ) = 1
2kZ � ~HX k2

~W � 1 , qui réécrit sur les variables initiales devient

min
X

�
J (X ) =

1
2

kZ � HX k2
W � 1 +

1
2

kX 0 � X k2
P � 1

0

�
: (1.18)

On retrouve alors le même critère que pour l'estimation probabiliste, la tensorisation des
normes traduisant formellement la notion d'indépendance des bruits-incertitudes. Si on as-
socie la norme déterministe P0 à la covariance PX , les équations pour l'estimateur sont les
mêmes ici que dans le cadre probabiliste mais apparaissent naturellement sous la forme (1.14)

X̂ = X 0 + ( P � 1
0 + H T W � 1H ) � 1H T W � 1(Z � HX 0): (1.19)

Pour obtenir la première forme (1.13), il faut évidement utiliser le lemme d'inversion matri-
cielle « en sens inverse ». Pour cela on dé�nit P+

0 par

P+
0 = ( P � 1

0 + H T W � 1H ) � 1; (1.20)

d'où
X̂ = X 0 + P+

0 H T W � 1(Z � HX 0); (1.21)

et on remarque immédiatement que P+
0 est lePa obtenu dans le cadre probabiliste c'est-à-dire

la covariance d'analyseou covariance a posteriori. On peut alors dé�nir

K = P+
0 H T W � 1 = ( P � 1

0 + H T W � 1H ) � 1H T W � 1 = P0H T (W + HP0H T ) � 1;

tel que X̂ = X 0 + K (Z � HX 0) est bien un estimateur linéaire en X 0.

Il est intéressant de constater que, autant dans l'approche probabiliste il est plus naturel de
directement considérer cette situation d'estimation où X et Z sont aléatoires, autant dans celle
déterministe le résultat découle directement de l'inverse généralisé de la section précédente.
En effet, on prend conscience, avec cette dernière démonstration, que toute l'information peut
initialement être considérée comme une observation au lieu d'une connaissance a priori sur le
système. Ces notions d'observation et de connaissance sont donc relatives à un contexte donné,
et l'objectif de la fonctionnelle J est de permettre la comparaison des différents éléments de
connaissance sur le système dans les espaces qui les caractérisent. Notamment, l'importance
donnée à chaque partie du critère est entièrement contenue dans le choix des matricesW et
P0 dé�nissant les normes. Nous avons vu que W s'interprétait comme la covariance du bruit
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d'observation, et P0 est appelée aussicovariance a priori. Par exemple, siW traduit sur � un bruit
de faible amplitude alors la partie observation du critère sera prépondérante et la connaissance
jouera simplement le rôle d'une régularisation de Tikhonov. En effet, réécrivons l'estimateur
sous la forme

X̂ = ( P � 1
0 + H T W � 1H ) � 1(P � 1

0 X 0 + H T W � 1Z ); (1.22)

alors si P � 1
0 est petit devant H T W � 1H , celui ne sert qu'à rattraper un éventuel défaut d'in-

jectivité de l'opérateur H qui ne permettrait pas de dé�nir l'inverse généralisé de la section
précédente (H 0H n'est pas inversible dans ce cas). Ce défaut d'injectivité dé�nit d'ailleurs le
caractèremal posédu problème inverse qu'on cherche à résoudre ici.

A�n de préciser le cas limite P � 1
0 ! 0, il est possible de reformuler le problème de mini-

misation sous la forme d'un problème mixte. En effet, on a

dJ(X ) = 0 , P � 1
0 (X � X 0) � H T W � 1(Z � HX ) = 0 :

En introduisant alors la variable

� = W � 1(Z � HX );

on est donc ramené à résoudre le système étendu de taillem + N
 

W H
H T � P � 1

0

!  
�
X

!

=

 
Z

� P � 1
0 X 0

!

: (1.23)

Or « P � 1
0 petit devant W � 1 �xé » est asymptotiquement équivalent à « W petit devant P0 �xé »

ce qui donne à la limite dans la formulation mixte
 

0 H
H T P � 1

0

!  
�

X 0

!

=

 
� Im(H) Z
P � 1

0 X 0

!

: (1.24)

où � Im(H) est la projection orthogonale selon la norme W � 1 sur l'espace image de H . Ce pro-
blème est alors équivalent à la minimisation sous contrainte

min
X j � Im(H) Z = HX

�
J0(X ) =

1
2

(X � X 0)T P � 1
0 (X � X 0)

�
: (1.25)

Notons que, dans le cas oùH est injectif, la contrainte � Im(H) Z = HX caractérise directement
la solution et on retrouve l'inverse généralisé (y compris lorsque H n'est pas surjectif du fait
de la projection). Cette minimisation a donc vocation à fournir une solution limite générale y
compris pour H non injectif et/ou non surjectif.

Cependant, dans tout ce qui suit, rien ne permet de préjuger de l'importance de la contri-
bution d'observation par rapport à l'a priori. Ainsi, on peut très bien considérer que notre
con�ance est prépondérante dans X 0 et que les observations ne vont être qu'une forme de
régularisation.

1.2.3 Estimation récursive

Dans la dernière situation de la présente introduction, sans doute plus arti�cielle que les pré-
cédentes mais néanmoins instructive sur la forme, on suppose disposer d'une série de mesures
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obtenues séquentiellement par rapport au système. Autrement dit, soit (Zn )n une suite de me-
sures obtenues à différents instantstn par l'intermédiaire d'un opérateur d'observation Hn que
l'on suppose différent à chaque instant.

Zn = HnX + � n :

On souhaite construire un estimateur et, si possible tel que celui-ci puisse lui aussi être calculé
récursivement a�n de béné�cier des temps t < t n directement dans l'estimation à tn .

� A PPROCHE DÉTERMINISTE – Plaçons nous à l'instant tn , et écrivons l'estimateur complet
en imaginant qu'il n'y ait pas d'ébauche. On pose

Z = ~HX + ~�;

avec

Z =

0

B
@

Z0
...

Zn

1

C
A ; ~H =

0

B
@

H0
...

Hn

1

C
A ; ~� =

0

B
@

� 0
...

� n

1

C
A :

Si on suppose de plus les incertitudes de mesures indépendantes entre elles, la normeW est
tensorisable et donc diagonale bloc

W =

0

B
@

W0 0
...

0 Wn

1

C
A :

Comme dans la remarque de la Section 1.2.1, on obtient immédiatement

X̂ n =
� nX

k=0

H T
k W � 1

k Hk

� � 1 nX

k=0

H T
k W � 1

k Zk : (1.26)

Posons alors la suite d'opérateurs symétriques (Pn )n dé�nie par

P � 1
n =

nX

k=0

H T
k W � 1

k Hk : (1.27)

Clairement, (Pn )n véri�e la relation de récurrence

P � 1
n = H T

n W � 1
n Hn + P � 1

n� 1: (1.28)

Cette relation de récurrence peut être réécrite directement sur Pn en utilisant le lemme d'in-
version matricielle. On obtient ainsi dans notre cas

Pn = Pn� 1 � Pn� 1H T
n (Wn + HnPn� 1H T

n ) � 1HnPn� 1: (1.29)

Ainsi X̂ n se déduit récursivement de X̂ n� 1 par

X̂ n = Pn

� nX

k=0

H T
k W � 1

k Zk

�
= PnP � 1

n� 1X̂ n� 1 + PnH T
n W � 1

n Zn

= X̂ n� 1 + PnH T
n W � 1

n Zn � K nHn X̂ n� 1;
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où on dé�nit
K n = Pn� 1H T

n (Wn + HnPn� 1H T
n ) � 1: (1.30)

Quelques manipulations matricielles inspirées du lemme d'inversion matriciel permettent de
simpli�er l'expression ci-dessus :

K n = PnP � 1
n Pn� 1H T

n (Wn + HnPn� 1H T
n ) � 1

= Pn (H T
n W � 1

n Hn + P � 1
n� 1)Pn� 1H T

n (Wn + HnPn� 1H T
n ) � 1

= Pn (H T
n W � 1

n HnPn� 1H T
n + H T

n )(Wn + HnPn� 1H T
n ) � 1

= PnH T
n W � 1

n (HnPn� 1H T
n + Wn )(Wn + HnPn� 1H T

n ) � 1

= PnH T
n W � 1

n : (1.31)

L'estimateur s'écrit �nalement

X̂ n = X̂ n� 1 + K n (Zn � Hn X̂ n� 1): (1.32)

Evidemment, toutes ces manipulations ne sont possibles que sous condition que Pn est in-
versible. C'est la condition nécessaire d'existence de l'inverse généralisé. On remarque de plus
que l'expression (1.32) est algébriquement la même que l'équation (1.21). Ainsi, dans cette
con�guration, l'estimateur moindres carrés peut s'exprimer séquentiellement en considérant
à chaque nouveau pas de tempsX̂ n� 1 comme le nouveau terme d'ébauche. D'ailleurs on peut
pousser ce raisonnement plus loin et oublier l'expression (1.27) pour ne garder que les ex-
pressions récursives (1.28) et (1.29) initialisées en fonction des connaissances a priori àt0 (cf.
Remarque 1.2.3). Dans ce cas, ce terme d'ébauche supplémentaire assure l'inversibilité dePn à
tout instant comme expliqué à la section précédente 1.2.2.

REMARQUE 1.2.2
Dans le cas oùPn n'est pas inversible, il est cependant possible d'exprimer un �ltre à partir d'un inverse
généralisé dePn à l'image de ce que nous avions abordé en introduction. Ce cas sera largement étudié
au quatrième chapitre et nous le laissons donc de côté pour l'instant.

Une dernière manipulation algébrique permet �nalement d'exprimer Pn en fonction de
K n :

Pn = Pn� 1 � Pn� 1H T
n (Wn + HnPn� 1H T

n ) � 1HnPn� 1

= ( 1 � K nHn )Pn� 1: (1.33)

Cette formulation peut-être symétrisée par utilisation de nouveau du lemme d'inversion ma-
tricielle et donne, tout calcul fait, une expression que nous n'utiliserons pas mais qu'on re-
trouve régulièrement dans les ouvrages

Pn = ( 1 � K nHn )Pn� 1(1 � K nHn )T + K nWnK n :

REMARQUE 1.2.3 (INITIALISATION ET TERME D ' ÉBAUCHE )
Dans le cas où il n'y a pas d'a priori et où on dispose d'observation dès l'instant 0, la récurrence est
intialisée de telle sorte que

P � 1
n =0 = H T

0 W � 1
0 H0:

Dans le cas où on dispose d'un terme d'ébauche, lui-même pouvant être considéré comme une obser-
vation supplémentaire à l'instant initial, on initialise suivant

X n =0 = X 0 + Pn =0 H T
0 W � 1

0 (Z0 � H0X 0);
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avec
P � 1

n =0 = H T
0 W � 1

0 H0 + P � 1
0 :

Ainsi, la forme « non récursive » (1.26) est modi�ée par la prise en compte de l'a priori suivant

X̂ n =
�

P � 1
0 +

nX

k=0

H T
k W � 1

k H k

� � 1�
X 0 +

nX

k=0

H T
k W � 1

k Zk

�
: (1.34)

� A PPROCHE PROBABILISTE – Encore une fois, insistons sur le fait que cette écriture sé-
quentielle n'est possible que parce que W est diagonale bloc. Du point de vue probabiliste,
cela signi�e que la covariance entre les bruits d'observation est diagonale donc que les bruits
� n sont indépendants les uns des autres. Dans l'hypothèse supplémentaire où chaque � n est
gaussien, on appelle ce type de bruit un bruit blanc en temps. Nous utilisons ici la notion de
projection orthogonale vue en introduction 5 pour obtenir l'estimateur directement de manière
récursive. En effet, introduisons l'espace dé�ni à tn par

Vn = Vect(1; Z0; : : : ; Zn ) = Vn� 1 � Vect(Zn � � Vn � 1 (Zn ))

le vecteur aléatoire cn = ( Zn � � Vn � 1 (Zn )) de Vn orthogonal à Vn� 1 est appelé composante
d'innovation. Ainsi notre meilleur estimateur linéaire est directement obtenu récursivement

X̂ n = X̂ n� 1 + K n (Zn � Hn X̂ n� 1);

où
K n = Cov(X; cn )Cov(cn ) � 1:

Or l'indépendance des bruits donne

cn = Zn � � Vn � 1 (Zn ) = Zn � Hn X̂ n� 1 = ~Zn

donc

Cov(X; cn ) = E((X � X̂ n� 1) ~Z T
n ) = E((X � X̂ n� 1)(X � X̂ n� 1)T )H T

n = Pn� 1H T
n ;

avecPn� 1 = Cov(X � X̂ n� 1). De même

Cov(cn ) = Cov( ~Zn ) = HnPn� 1H T
n + Wn ;

donc �nalement

X̂ n = X̂ n� 1 + Pn� 1H T
n (HPn� 1H T

n + Wn ) � 1(Zn � Hn X̂ n� 1): (1.35)

On véri�e de plus directement que Pn satisfait les mêmes relations de récurrence que précé-
demment

Pn = Pn� 1 � Pn� 1H T
n (Wn + HnPn� 1H T

n ) � 1HnPn� 1;

et pour le �ltre

K n = Pn� 1H T
n (HnPn� 1H T

n + Wn ) � 1

= PnH T
n W � 1

n :

Pour le MMSE, si initialement les probabilités sont gaussiennes, la linéarité de l'opérateur
d'observation permet le même type de projection à partir, cette fois, de l'espérance condition-
nelle (qui est opérateur linéaire). BLUE et MMSE ont donc la même formulation récursive sous
l'hypothèse de variables gaussiennes.

5voir la dé�nition sur un module de Hilbert quand nous avons introduit le BLUE
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1.3 Estimation pour les systèmes dynamiques linéaires

Nous allons désormais considérer un problème d'estimation pour un système dynamique al-
ternativement discret en temps ou continu. A ce stade, nous ne mènerons plus à terme l'exer-
cice, trop ambitieux, de démontrer les résultats d'estimation à la fois dans le cadre probabiliste
et déterministe. De notre point de vue, nous privilégierons l'approche déterministe, notam-
ment car le point de vue probabiliste en temps continu nous obligerait à introduire le forma-
lisme des ODS (puis EDS d'ailleurs). Or nous n'utiliserons au �nal (chapitre 3) qu'une partie
des notions de cette théorie en ne considérant que quelques aspects des processus de Wiener et
des variables cylindriques introduites par Bensoussan (1971). Ainsi l'aspect probabiliste nous
fournira préférentiellement un cadre d'interprétation formel par lequel on obtient rapidement
la formulation algébrique du �ltre de Kalman. Sa version déterministe, elle, nous conduira di-
rectement à établir des schémas en temps pertinents pour le problème d'estimation en temps
continu. A noter que dans ce premier chapitre introductif les mesures sont supposées être dis-
ponibles à tout instant de l'évolution du système dynamique. Ainsi en toute généralité dans le
cadre continu en temps, le problème que nous considérons est l'estimation du système

(
_X = A(X; ! (t); t)

X (0) = X 0 + � X ;
(1.36)

à partir de mesures toujours sous la forme Z = H (X ) + � . Dans cette modélisation, ! re-
présente potentiellement une incertitude sur la dynamique que nous ne considérerons pas la
plupart du temps pour la raison suivante. Cette erreur de dynamique s'interprète comme une
erreur de modélisation, c'est-à-dire qu'on ne donne à l'estimateur du système qu'une connais-
sance imparfaite de la vraie dynamique du système qu'il estime. On sait que ces erreurs de mo-
dèle sont souvent critiques en assimilation de données comme le montrent les travaux réalisés
dans les disciplines historiques de l'assimilation (voir, parmi de nombreux exemples, Mallet
et Sportisse (2006) en qualité de l'air). Cependant elle peuvent aussi permettre de masquer
le véritable comportement des estimateurs car « sous elles » on peut cacher ou, au contraire,
surestimer beaucoup de choses. En d'autres termes, il apparaît parfois que toute estimation
bonne ou mauvaise d'un phénomène dynamique aurait pu être une bonne estimation pour un
autre modèle et un certain bruit. Donc, si on veut juger un estimateur et sans doute par la suite
notre capacité de modélisation de la dynamique du phénomène qu'on estime, il vaut mieux,
dans un premier temps, ne pas accepter d'erreurs de modèles dans l'estimation et dire qu'on
fait l'effort d'avoir une connaissance �ne de la dynamique du système.

En�n, précisons que dans cette section nous nous limitons pour l'instant à une dynamique
linéaire.

1.3.1 Cas discret en temps : Cadre déterministe

On considère donc le système dynamique linéaire (X n )n dé�ni à partir d'un opérateur de
transition An+1 jn ,

X n+1 = An+1 jnX n + Rn ; (1.37)
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pour lequel on suppose incertaine la condition initiale X n=0 . Ainsi, il existe � X tel que cette
condition initiale s'exprime à partir de l'a priori X 0 sous la forme

X n=0 = X 0 + � X :

Le système dynamique est donc entièrement dé�ni par

(
X n+1 = An+1 jnX n + Rn

X n=0 = X 0 + � X
(1.38)

et les observations sont elles-mêmes données par un opérateur d'observation linéaire

Zn = HnX n + � n :

La démarche que nous allons suivre est similaire à celle exposée Section 1.2.3 où on a introduit
un estimateur à partir d'un inverse généralisé avant de le reformuler sous forme récursive.
Pour cela, nous commençons par exprimer l'ensemble des états et des observations à partir
de l'incertitude « originelle » qu'est la condition initiale. Soit, d'une part, R nj0 la résolvante
discrète du système dé�nissant l'état X n à partir de X n=0 , on a

X n = R nj0X n=0 = Anj0X n=0 +
n� 1X

k=0

Anjk+1 Rk : (1.39)

où Anjk+1 = Anjn� 1�� � �� Ak+2 jk+1 et avec la convention Anjn = 1. D'autre part, les observations
peuvent être représentées par un vecteur d'observations augmenté du type

Z = ~HX 0 + ~� avecZ =

0

B
@

Z0
...

Zn � Hn
P n� 1

k=0 Anjk+1 Rk

1

C
A ; ~H =

0

B
@

H0
...

Hn � Anj0

1

C
A :

où apparaît implicitement la dynamique de (X n ). Si on suppose les bruits de mesure indé-
pendants au sens déterministe où la norme associée à ~X est la tensorisation des Wn (cf. Sec-
tion 1.2.3), on peut donc dé�nir �X n l'estimation de X n=0 à partir, seulement, de l'observation
Z soit (cf. expression (1.34)),

�X n =
�

P � 1
0 +

nX

k=0

~H T
k W � 1

k
~Hk

� � 1�
X 0 +

nX

k=0

~H T
k W � 1

k Z k

�
:

Cette même Section 1.2.3 nous a permis alors d'exprimer �X n sous une forme récursive

�X n = �X n� 1 + �K n (Zn � ~Hn �X n� 1)

et
�K n = �PnH T

n W � 1
n :

Notre objectif est maintenant de formuler une version récursive de l'estimation X n lui-même.
Pour ce faire, on introduit

X̂ +
n = R nj0

�X n = Anj0
�X n +

n� 1X

k=0

Anjk+1 Rk ;
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et on véri�e alors l'identité

X̂ +
n = X̂ �

n + Anj0
�K n (Zn � Hn X̂ �

n );

en dé�nissant
X̂ �

n = Anjn� 1X̂ +
n� 1 + Rn� 1: (1.40)

Reformulons �nalement le �ltre à partir des relations de récurrence sur �Pn que nous rappelons

�P � 1
n = ~H T

n W � 1
n

~Hn + �P � 1
n� 1 = AT

nj0H T
n W � 1

n HnAnj0 + �P � 1
n� 1:

En dé�nissant
P+

n = Anj0
�PnAT

nj0;

et
P �

n = Anjn� 1(P+
n� 1)AT

njn� 1; (1.41)

on en déduit directement que

(P+
n ) � 1 = H T

n W � 1
n Hn + A � T

njn� 1(P+
n� 1) � 1A � 1

njn� 1 = H T
n W � 1

n Hn + ( P �
n ) � 1 (1.42)

Ainsi, il existe un �ltre K n tel que

X̂ +
n = X̂ �

n + K n (Zn � Hn X̂ �
n ); (1.43)

s'exprimant sous une forme similaire à celles présentées Section 1.2.3

K n = Anj0
�K n = Anj0

�PnAT
nj0H T

n W � 1
n = P+

n H T
n W � 1

n

= P �
n H T

n (Wn + HnP �
n H T

n ) � 1;

où la dernière transformation utilise la même technique algébrique que dans l'équation (1.31).

L'ensemble des équations (1.40),(1.41),(1.42) et (1.43) dé�nissant respectivement̂X �
n , X̂ +

n ,
P �

n et P+
n construisent un procédé d'estimation dynamique plus connu sous le nom de �ltrage

de Kalman-Bucyd'après l'article historique de 1960 Kalman et Bucy (1961). La démonstration
est d'ailleurs assez éloignée de celle-ci puisqu'elle repose sur le �ltre optimal de Wiener dont
Kalman propose un version récursive dans un cadre probabiliste (cf. section suivante pour un
résumé des grandeurs probabiliste sous-jacentes). C'est un estimateur appelé aussi prédicteur-
correcteur (voir schéma (1.1)) où on note la prédiction X̂ �

n+1 , ou encoreX̂ n+1 jn , et la correction
X̂ +

n+1 ou encore X̂ n+1 jn+1 . De même, Pn+1 jn et Pn+1 jn+1 et sont appelées respectivement co-
variance de prédiction et d'analyse d'après l'interprétation que nous en ferons à la section
suivante. A noter en�n que le �ltre de Kalman est stricto-sensul'opérateur K n mais on utilise
parfois cette dénomination pour décrire l'estimateur global.

REMARQUE 1.3.1 (INTIALISATION )
Avec un terme d'ébauche et des observation à l'instant 0, la procédure commence par initialisation de

(P+
0 ) � 1 = P � 1

0 + H T
0 W � 1

0 H0;

et
X +

n =0 = X 0 + K 0(Z0 � H0X 0):

Mais on pourrait tout aussi dire que P �
0 = P0 et X �

n =0 = X 0. Les expressions peuvent être modi�ées en
conséquence en l absence d'a priori où d'observation initiale. En particulier, dans de nombreux cas, l'a
priori prend déjà en compte l'observation à t0 et c'est pourquoi l'algorithme est présenté le plus souvent
en commençant par l'étape de prédiction.
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O
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FIGURE 1.1: Filtre de Kalman discret en temps vu comme un algorithme prédiction
correction.

Pour revenir à une structure de système dynamique plus conventionnelle, il est évidem-
ment possible de réécrire sous forme séquentielle classique cette procédure d'estimation-cor-
rection en dé�nissant

X̂ n = X̂ �
n ; Pn+1 = P �

n+1 :

La dynamique devient alors

8
>><

>>:

K n+1 = Pn+1 H T
n+1 (HPn+1 H T

n+1 + Wn+1 ) � 1

X̂ n+1 = An+1 ;n X̂ n + Rn+1 jn + K n+1
�
Zn+1 � Hn+1 (An+1 jn X̂ n + Rn+1 jn )

�

Pn+1 = An+1 jnPnAT
n+1 jn � An+1 jnPnH T

n (HnPnH T
n + Wn ) � 1HnPnAT

n+1 jn

(1.44)

Cette dynamique sur la prédiction (il existe de même une dynamique uniquement à partir de
la correction) sera appelée dynamique «one-step», à la différence des expressions prédiction-
correction vues plus haut.

REMARQUE 1.3.2
Nous venons de formuler les équations du �ltrage de Kalman uniquement à partir d'inverse généralisé.
Ce type d'arguments se retrouve dans le très complet Hassibi et al (1999) qui en pro�te d'ailleurs pour
proposer l'extension au cas W non positive où l'inverse généralisé est posé sur un espace de Krein et
non de Hilbert. Ceci lui permet d'introduire directement l'estimation H 1 que, pour notre part, nous
présenterons classiquement Section 1.4.2 via la théorie du contrôle optimal.

En anticipant un peu sur la suite, l'approche que nous venons de présenter justi�e aussi les théo-
rèmes relatifs à l'observabilité des systèmes que nous présenterons Section 1.3.5.

Comme précédemment le �ltre de Kalman est aussi un estimateur moindres carrés. Pour
présenter la fonctionnelle associée on considère pour la même dynamique (1.37) une suite
(X n (� ))n tel que X n=0 = X 0 + � . Etant données les observationsZn et l'a priori sur la condition
initiale X 0, on cherche alors le paramètre� optimal pour le critère quadratique

min
�

(

Jn (� ) =
1
2

k� k2
P � 1

0
+

1
2

nX

k=0

kZk � HkX k (� )k2
W � 1

k

)

: (1.45)
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PROPOSITION 1.3.1
L'estimateur formulé par le �ltre de Kalman, dont les équations « one step » sont données par
(1.44), véri�e le critère optimal discret

(X̂ n )n = ( X n (argmin
�

Jn ))n :

� Démonstration : Dans ce cadre récursif,X n (� ) est une fonction af�ne de � et on démontre
sans dif�culté 6 qu'ainsi J est convexe et dérivable par apport à � . Dans ce cas,J admet un
unique minimum obtenu une fois encore par dJ = 0 . Or

dJn (� ) � �� = � T P � 1
0 �� �

nX

k=0

(Zk � HkX k )T W � 1
k Hk d� X k � ��;

où

d� X k+1 = Ak+1 jk d� X k ; d� X 0 = 1:

On introduit alors une suite �nie (pk )1� k� n+1 véri�ant la dynamique adjointe de celle de X k

entre 0 � k � n (
pk � AT

k+1 jkpk+1 = H T
k W � 1

k (Zk � HX k )

pn+1 = 0
(1.46)

L'expression de la différentielle se simpli�e alors

dJn (� ) � �� = � T P � 1
0 �� �

nX

k=0

(Zk � HkX k )T W � 1
k Hk d� X k � ��

= � T P � 1
0 �� +

nX

k=0

(� pk + AT
k+1 jkpk+1 )T d� X k � ��

= � T P � 1
0 �� �

nX

k=0

pT
k d� X k � �� +

nX

k=0

pT
k+1 d� X k+1 � ��

= � T P � 1
0 �� � pT

0 ��:

On obtient donc �� = P0p0.

A partir des équations de Kalman « one-step » dé�nies précédemment, on véri�e alors par
récurrence que

X k ( �� ) = X̂ �
k + P �

k pk ; 1 � k � n: (1.47)

En effet, en utilisant la covariance a posteriori P �
k+1 = Ak+1 jkP+

k AT
k+1 jk , on a

X̂ �
k+1 = X k+1 � Ak+1 jkP+

k AT
k+1 jkpk+1

= X k+1 � Ak+1 jkP+
k (pk � H T

k W � 1(Zk � HkX k ))

= Ak+1 jk (X̂ �
k + P �

k pk ) + Rk � Ak+1 jkP+
k pk + Ak+1 jkP+

k H T
k W � 1(Zk � Hk (X̂ �

k + P �
k pk ))

= Ak+1 jk X̂ �
k + Rk + Ak+1 jkP+

k H T
k W � 1(Zk � Hk X̂ �

k )

+ ( Ak+1 jkP �
k + Ak+1 jkP+

k � Ak+1 jkP+
k H T

k W � 1HkP �
k )pk :

6voir aussi la démonstration pour le problème en temps continu qui demande un tout petit peu plus de soin
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Or la matrice multipliant pn est nulle car, en la multipliant par AT
k+1 jk , on a alors

Ak+1 jkP �
k AT

k+1 jk + Ak+1 jkP+
k AT

k+1 jk � Ak+1 jkP+
k H T

k W � 1P �
k AT

k+1 jk

= Ak+1 jkP �
k AT

k+1 jk + P �
k+1 � Ak+1 jkK kP �

k AT
k+1 jk

= Ak+1 jkP �
k AT

k+1 jk + P �
k+1 � Ak+1 jkP �

k H T
k (HkP �

k H T
k + Wk ) � 1HkP �

k AT
k+1 jk

= 0 ;

ce qui démontre la relation (1.47). En particulier on a

8n; X̂ �
n+1 = X n+1 (argmin Jn );

où n indice à la fois la suite et le critère. �

Cette présentation peut sembler un peu « laborieuse ». En fait, la Section 1.3.3, en continu,
apportera un éclairage plus naturel sur cette preuve qui, en discret, a le gros avantage de
ne présenter aucune dif�culté théorique mais d'être simplement technique du point de vue
algébrique.

1.3.2 Cas discret en temps : Cadre probabiliste

Une approche probabiliste pemettant de retrouver rapidement les équation du �ltre de Kalman
s'appuie sur les mêmes arguments qu'à la Section 1.2.3 où nous avions vu comment le MMSE
ou le meilleur estimateur linéaire pouvaient s'obtenir récursivement à partir de la composante
d'innovation lorsque l'ensemble des observations augmentait. De même, il est élémentaire de
déterminer comment l'estimateur est propagé par l'opérateur de transition. A�n d'écrire le
MMSE, on utilise les notations suivantes dé�nies pour tout n :

estimateur a priori : X̂ �
n+1 = E(X n+1 jZ0; : : : ; Zn ),

covariance a priori : P �
n+1 = E((X n+1 � X̂ �

n+1 )(X n+1 � X̂ �
n+1 )T ),

estimateur a posteriori : X̂ +
n+1 = E(X n+1 jZ0; : : : ; Zn+1 ),

covariance a posteriori : P+
n+1 = E((X n+1 � X̂ +

n+1 )(X n+1 � X̂ +
n+1 )T ),

dont l'interprétation nous est déjà apparue au cours des sections précédentes. Pour le BLUE,
on peut dé�nir les mêmes quantités mais dans ce cas l'espérance conditionnelle est simplement
remplacée par Ê (X jZ ) avec les mêmes propriétés de projecteur orthogonal. On a, au travers
de la dynamique,

X̂ �
n+1 = E(X n+1 jZ0; : : : ; Zn )

= An+1 jnE(X n jZ0; : : : ; Zn ) + Rn

= An+1 jn X̂ +
n + Rn ;

(1.48)

et de même

P �
n+1 = E((X n+1 � X̂ �

n+1 )(X n+1 � X̂ �
n+1 )T )

= An+1 jnE((X n � X̂ +
n )(X n � X̂ +

n )T )AT
n+1 jn

= An+1 jnP+
n AT

n+1 jn :

(1.49)
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Puis l'intégration de la nouvelle observation donne pour le MMSE dans le cas de variables
gaussiennes ou pour le BLUE en considérant Ê ,

X̂ +
n+1 = E(X n+1 jZ0; : : : ; Zn+1 )

= X̂ �
n+1 + K n+1 (Zn+1 � Hn+1 X̂ �

n+1 );
(1.50)

avec dans l'ordre (voir la démonstration de la section 1.2.3), plusieurs relations dé�nissant le
�ltre

K n+1 = P �
n+1 H T

n+1 (Hn+1 P �
n+1 H T

n+1 + Wn+1 ) � 1

= P+
n+1 H T

n+1 W � 1
n+1 ;

(1.51)

et

P+
n+1 = ( 1 � K n+1 Hn+1 )P �

n+1

= (( P �
n+1 ) � 1 + H T

n+1 W � 1
n+1 Hn+1 ) � 1

= ( 1 � K n+1 Hn+1 )P �
n+1 (1 � K n+1 Hn+1 )T + K n+1 Wn+1 K T

n+1

: (1.52)

Ainsi, dans le cadre probabiliste, on formalise le �ltrage de Kalman sous la forme du
meilleur estimateur linéaire dans le cas d'opérateurs de transition et d'observation linéaires,
ou le MMSE pour les variables gaussiennes7.

1.3.3 Cas continu en temps

On considère le système dynamique suivant dé�ni sur [0; T]

(
_X = A(t)X + R(t)

X (0) = X 0 + � X
(1.53)

La condition initiale exacte est inconnue au sens où X 0 est une donnée mais pas� X . En re-
vanche, on dispose d'observations au cours du temps qui s'expriment en fonction de l'état par
l'application d'un opérateur toujours supposé linéaire

Z = HX + �:

où H = H (t) peut dépendre du temps bien que nous ne le précisons pas dans les notations.

Pour estimer ce système on souhaite trouver la trajectoire qui minimise la fonctionnelle de
coût

min
�

�
JT (� ) =

1
2

k� k2
P � 1

0
+

1
2

Z T

0
kZ � HX � k2

W � 1 dt
�

; (1.54)

pour toute trajectoire de même dynamique que (1.53) mais de condition initiale

X � (0) = X 0 + �:

Ce problème de minimisation est ainsi appelé problème LQ (linéaire-Quadratique) car la dyna-
mique du système est linéaire pour un critère moindres carrés à minimiser.

7D'ailleurs les variables sont alors gaussiennes tout au long de l'estimation ce qui est nécessaire pour la récur-
rence



36 Chapitre 1. Principe d'estimation moindres carrés

On suppose que A(t) et R(t) sont continus sur [0; T] si bien que le système (1.53) admet
une solution globale et que son �ot s'exprime, dans un cadre linéaire, à partir de la résolvante
du système homogène notée

R :

(
[0; T]2 � RN ! RN

(t2; t1; X 1) 7! X (t2) solution de _X = A(t)X; X (t1) = X 1

On rappelle que si le système est autonome (i.e.A(t) = A est indépendant du temps) alors
R(t2; t1) = eA(t2 � t1 ) . De plus, en toute généralité, R(t; t ) = 1 et la composition suit

R(t2; t1) � R (t1; t0) = R(t2; t0):

Ainsi la résolvante est inversible d'inverse

R � 1(t; s) = R(s; t):

En�n, on obtient la solution du problème non homogène par la méthode de variation de la
constante

X (t) = R(t; 0)X (0) +
Z t

0
R(t; s)R(s) ds: (1.55)

A�n de retrouver, dans le cadre continu, la dynamique du �ltre de Kalman à partir de
la minimisation de la fonctionnelle (1.54), nous suivons une démonstration très classique en
contrôle optimal composée des étapes suivantes.

� EXISTENCE DE TRAJECTOIRES MINIMISANTES – Commençons tout d'abord par nous as-
surer que le problème est bien posé, la preuve du lemme suivant offrant un éclairage supplé-
mentaire sur la nécessité d'intégrer dans le critère un a priori sur � .

LEMME 1.3.2
Supposons queP0 > 0, alors il existe une trajectoire minimisante pour le problème LQ

� Démonstration : Soit (� n )n une suite minimisante pour la fonction coût JT . Alors

8�; J T (� ) � � k� k2

implique que (� n )n est borné et on peut extraire une sous-suite convergente. D'après la for-
mule de variation de la constante, la suite de fonctions (X � n (t)) dé�nie à partir de � n converge
simplement et on peut passer à la limite dans l'équation. On a alors

�X (t) = R(t; 0)(X 0 + �� ) +
Z t

0
R(t; s)R(s)ds;

qui permet de passer à la limite dans le critère. Ainsi

JT ( �� ) � lim
n

�
k� nk2

P � 1
0

+
Z T

0
kZ � HX � n k2

W � 1 dt
�

= min
�

JT ;

donc �� minimise bien la fonctionnelle de coût. �

� CONVEXITÉ DE JT – En plus de l'existence, on a unicité de la trajectoire minimisante car
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LEMME 1.3.3
La fonction � 7! JT est strictement convexe

� Démonstration : Tout d'abord � 7! k � k2
P � 1

0
est strictement convexe. De plus, par linéarité de

la résolvante � 7! X � est clairement convexe. En�n l'application x 7! k Z � HX k2
W � 1 est stric-

tement convexe et l'intégrale préserve la convexité. Donc par composition JT est strictement
convexe par rapport à � . �

� CARACTÉRISATION DU MINIMISANT – Il est alors possible de caractériser le minimisant
en introduisant la variable adjointe :

THÉORÈME 1.3.4
Pour la trajectoire optimale X �� on dé�nit l'état adjoint p : [0; T] ! RN tel que

(
_p + A(t)T p = � H T W � 1(Z � HX �� )

p(T) = 0
(1.56)

et alors
�� = argmin

�
JT = P(0)p(0): (1.57)

� Démonstration : Dans le cadre LQ, on peut directement dériver JT au sens de Fréchet et le
minimum véri�e

dJT ( �� ) = 0

Par unicité du minimum global cette condition est nécessaire et suf�sante.
Or on a pour tout accroissement ��

dJT � �� = � T P � 1
0 �� �

Z T

0
(Z � HX � )T W � 1H dX � � �� dt;

où dX � (dérivée par rapport à � de X � ) véri�e
8
<

:

__
dX � = A(t) dX �

dX � (0) = 1

Le système(1.56)est bien dé�ni sur [0; T] pour tout X � au second membre solution du système
de Cauchy (1.53). En remplaçant alors � (Z � HX � )T W � 1H par _pT + pT A(t) et en intégrant
par parties on obtient

dJT � �� = � T P0�� +
Z T

0
( _p + A(t)T p)T dX � � �� dt

= � T P � 1
0 �� �

Z T

0
p(t)T __

dX � � �� dt +
�
p(t)T dX � :��

� T
0 +

Z T

0
p(t)T A(t) dX � � �� dt

= � T P � 1
0 �� � p(0)T ��;

donc au minimum
�� = P0p(0): �
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On remarque que cette équation adjointe est cohérente avec celle utilisée en temps discret.
En effet, pour pouvoir comparer temps discret et continu, il suf�t de poser An+1 jn = 1 + � tA
et de considérer la limite � t ! 0. Dans ce cas on retrouve pour l'équation adjointe discrète

pk � (1 + � tA T )pk+1 = pk � pk+1 � � tA T pk+1 = H T W � 1
k (Z � HX );

ce qui donne à la limite avec Wk = 1
� t W (nous verrons plus loin la justi�cation de ce choix),

� _p � AT p = H T W � 1(Z � HX ):

� EQUATION DE RICCATI ET CONTRÔLE EN BOUCLE FERMÉE – L'objectif est maintenant
d'exprimer le contrôle optimal �� en boucle fermée. En effet, le problème de minimisation s'ex-
prime �nalement sous la forme d'un problème aux deux bouts

8
>>>>><

>>>>>:

_X �� = A(t)X �� + R(t)

X (0) = X 0 + P(0)p(0)

_p + A(t)T p = � H T W � 1(Z � HX �� )

p(T) = 0

(1.58)

et nous aimerions le reformuler comme un problème de Cauchy pour un calcul séquentiel. En
fait, ceci est possible au temps �nal d'après le théorème suivant.

THÉORÈME 1.3.5
Il existe r (t; X 0) 2 RN , et P(t) 2 MN (R) tel que

X �� (t) = r (t) + P(t)p(t); (1.59)

où r est indépendant de p et véri�e

(
_r = A(t)r + R(t) + PH T W � 1(Z � Hr );

r (0) = X 0
(1.60)

et où P est solution sur [0; T] de l'équation matricielle de Riccati

(
_P � PAT � AP + PH T W � 1HP = 0

P(0) = P0
(1.61)

de plus, au temps �nal d'estimation

X �� (T) = r (T): (1.62)

� Démonstration : Soit R � la résolvante du système de Cauchy linéaire (X (0); p(0)) 7! (X; p) :

R =

 
R xx

� R xp
�

R px
� R pp

�

!

:

Par dé�nition (
X (t) = R xx

� (t; 0)X (0) + R xp
� (t; 0)p(0) + Cx(t)

p(t) = R px
� (t; 0)X (0) + R pp

� (t; 0)p(0) + Cp(t)
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où Cx(t), Cp(t) correspondent à la variation de la constante sur les seconds membres. Orp(0) =
P � 1

0 (X (0) � X 0), donc

(
X (t) = ( R xx

� (t; 0) + R xp
� (t; 0)P � 1

0 )X (0) � R xp
� (t; 0)P � 1

0 X 0 + Cx(t)

p(t) = ( R px
� (t; 0) + R pp

� (t; 0)P � 1
0 )X (0) � R pp

� (t; 0)P � 1
0 X 0 + Cp(t)

On omettra les variables temporelles de R tant qu'il n y a pas d'ambiguïté. Le caractère bien
posé du problème LQ assure l'inversibilité de (R px

� + R pp
� P � 1

0 ) d'où on déduit l'existence d'une
relation af�ne entre X et p de la forme

X (t) =
�

�R xp
� P � 1

0 + ( R px
� + R pp

� P � 1
0 ) � 1R pp

� P � 1
0

�
X 0

+
�

Cx(t) � (R xx
� + R xp

� P � 1
0 )(R px

� + R pp
� P � 1

0 ) � 1Cp(t)
�

+
�

(R xx
� + R xp

� P � 1
0 )(R px

� + R pp
� P � 1

0 ) � 1
�

p(t)

Notons cette relation sous la forme condensée (1.59)

X (t) = r (t) + P(t)p(t);

où r est indépendant de p. On dérive cette relation par rapport au temps en utilisant les dyna-
miques respectives deX et p. Le couple (r; P ) véri�e alors la relation différentielle

_r + PH T W � 1Hr � Ar + ( _P � PAT � AP + PH T W � 1HP )p = R + PH T W � 1Z:

L'indépendance de r par rapport à p conduit à

_P � PAT � AP + PH T W � 1HP = 0 ;

et
_r = Ar + R + PH T W � 1(Z � Hr );

et donc aux dynamiques (1.60)et (1.61) respectivement de P et r . De plus, la relation af�ne
(1.59)appliquée au temps �nal assure bien que

X �� (T) = r (T): (1.63)

A noter en�n que P s'exprime donc en fonction de la résolvante du système et assure ainsi
l'existence d'une solution pour l'équation de Riccati. �

Notons �nalement X̂ : T 7! r (T), alors X̂ véri�e la dynamique suivante

( _̂X = A(t)X̂ + R(t) + K (Z � H X̂ )

X̂ (0) = X 0

(1.64)

où
K = PH T W � 1; (1.65)

et P véri�e l'équation de Riccati. Cet estimateur utilise l'information disponible sous forme
d'un feedback, c'est pourquoi nous parlions bien d'un contrôle en boucle fermée à partir de
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la formulation variationnelle. En�n à tout temps T, X̂ (T) correspond au minimum de la fonc-
tionnelle

JT (� ) = k� k2
P � 1

0
+

Z T

0
kZ � HX � k2

W � 1 dt

Le fait que c'est simplement en �n de fenêtre en temps (cf. expression (1.63)) que le �ltre re-
joint la trajectoire minimisante est absolument fondamental dans la compréhension de l'équi-
valence entre les deux stratégies et nous l'illustrons Figure 1.2. D'ailleurs en non-linéaire nous
réutiliserons ce principe pour passer du contrôle optimal au �ltre (voir �n de Section 1.4.1).

T

T /2

Iterations
minimisation

Trajectoire
cible
Filtre de
Kalman

Faible observabilitŽ

Forte observabilitŽ

FIGURE 1.2: Exemple de trajectoire entre l'approche variationnelle et l'approche
séquentielle. Avec des observations comprises entre [0; T=2] le variationnel et
le séquentiel n'ont pas encore convergé par manque d'observabilité (voir Sec-
tion 1.3.5).

En fait, le changement de variable (X; p) ! (r; p) est une façon de trigonaliser inférieure-
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ment par bloc la dynamique du problème couplé état–état adjoint puisque la dynamique de
l'estimateur séquentielle est indépendante de p. Matriciellement, la dynamique couplée s'écrit

d
dt

 
X
p

!

=

 
A 0

H T W � 1H � AT

!  
X
p

!

+ terme cst;

 
X (0)
p(0)

!

=

 
1 P0

0 1

!  
X 0

p0

!

:

qui n'est pas trigonalisée inférieurement du fait de la condition initiale (voir aussi plus loin le
cas plus �agrant avec bruit de modèle). Après changement de variable on recherche donc une
dynamique de la forme

d
dt

 
1 P
0 1

!  
X
p

!

=

 
� 0
� �

!  
1 P
0 1

!  
X
p

!

+ terme cst;

soit  
0 _P
0 0

!  
1 P
0 1

! � 1

+

 
1 P
0 1

!  
A 0

H T W � 1H � AT

!  
1 P
0 1

! � 1

=

 
� 0
� �

!

:

Cette relation est satisfaite sur le bloc (1; 2) si et seulement si

(2; 1) : � _P + PAT + AP � PH T W � 1HP = 0 :

Nous venons ainsi de voir en temps continu ou en discret l'équivalence entre deux ap-
proches classiques : d'un côté l'approche dite variationnellequi consiste à minimiser une fonc-
tion coût pour trouver le contrôle optimal (ici la condition initiale) caractérisant la trajectoire
du système cible ayant fourni les observations. De l'autre, une approche séquentielle dite de
�ltrage qui consiste à poursuivre la trajectoire cible à partir de la condition initiale moyenne
en utilisant les observations disponibles pour corriger la dynamique. Ces deux approches sont
radicalement différentes dans leur esprit de mise en oeuvre mais pourtant elle correspondent
au même point en �n (relativement au critère) de trajectoire T. Nous avons vu que, du point
de vue probabiliste, cette équivalence est analogue à l'équivalence entre le meilleur estimateur
linéaire et l'estimateur moindres carrés ce qui d'ailleurs permet aussi de procéder aux mêmes
démonstrations que ce que nous venons de voir dans le cadre des équation différentielles sto-
chastiques. En�n, malgré la présentation suivie dans cette section que nous avons souhaitée
crescendo dans les aspects théoriques, la démonstration la plus naturelle du point de vue for-
mel est certainement celle en temps continu. Dans ce cas on peut alors légitimement se poser la
question de sa mise en oeuvre informatique qui nécessite forcément la dé�nition d'un schéma
en temps. Or, la version discrète en temps nous fournit directement ce schéma (notamment
pour l'équation de Riccati) car elle minimise aussi un critère variationnel qui serait la version
discrétisée par une simple méthode des trapèzes du critère continu. En effet, supposons que
X n approche X (n� t) alors

JT (� ) =
1
2

k� k2
P � 1

0
+

1
2

Z T

0
kZ � HX � k2

W � 1 ds '
1
2

k� k2
P � 1

0
+

1
2

nX

k=0

kZk � HkX k (� )]k2
W � 1

k
;

si on choisit une norme sur le bruit de mesure discret de la forme

Wk =
1

� t
W (1.66)
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� CADRE PROBABILISTE – Pour comprendre la singularité qui apparaît dans (1.66) vis-à-
vis du pas de temps, et les liens entre problèmes continu et discret, il est utile d'introduire
quelques concepts de calcul stochastique. On dé�nit tout d'abord un processus de Wiener
comme une variable aléatoire fonction du temps w(t) gaussienne et centrée pour tout t � 0 et
telle que

Cov(w(t); w(t0)) = min( t; t 0)W; 8t � 0; t0 � 0;

où W est une matrice symétrique positive. On introduit ensuite le bruit blanc � (t) associé au
Wiener w(t) par dérivation en temps :

dw = �dt;

et on montre que

Cov(� (t); � (t0)) = � (t � t0)W: (1.67)

Pour une observation continue en temps, il est alors classique de modéliser l'incertitude à
partir d'un tel bruit blanc, ce qui donne un sens probabiliste à l'identité

Z (t) = HX (t) + � (t):

On retrouve le lien avec le bruit blanc discret en notant qu'une mesure n'est en réalité jamais
instantanée, et donc on aurait plutôt, à intervalles réguliers,

Zk = Z (tk ) =
1

� t

Z tk

tk � � t

�
HX (s) + � (s)

�
ds =

1
� t

Z tk

tk � � t
HX (s) ds + � k ;

auquel cas on retrouve bien (1.66) car

Cov(� k ) =
1

� t2

Z tk

tk � � t

Z tk

tk � � t
E(� (t)� (t0)) dtdt0 =

1
� t2

Z tk

tk � � t
W dt =

1
� t

W; (1.68)

et évidemment Cov (� k ; � k0) = 0 si k 6= k0.

1.3.4 Bruits de modèle

Même si en pratique nous l'utiliserons peu dans les chapitres suivants, nous rappelons succinc-
tement comment les théorèmes présentés ci-dessus s'étendent au cas d'une erreur de modèle
si souvent utilisée en pratique en assimilation de données. Comme précisé dans (1.36) l'erreur
de modèle, c'est-à-dire l'indétermination sur la dynamique, peut être comprise de manière
duale comme la présence d'un contrôle sur l'ensemble de la trajectoire, et pas seulement sur la
condition initiale. Dans le cas linéaire étudié ici, le problème (1.36) s'écrit

(
_X = A(t)X + B! (t) + R(t)

X (0) = X 0 + � X
(1.69)

et le critère minimisé devient

JT (�; ! ) =
1
2

k� k2
P � 1

0
+

1
2

Z T

0
(kZ � HX � k2

W � 1 + k! k2
S� 1 ) dt:
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Toute la théorie que nous venons de présenter reste valide pour les questions d'existence de
trajectoire minimisante, de convexité de la fonctionnelle, de formalisme adjoint et d'expression
d'un estimateur en boucle fermé à partir des observations. Elle est cependant plus technique :

� EXISTENCE – La preuve nécessite plus d'attention car ! 2 L 2([0; T]; RN ). On considère
toujours des suites minimisantes (� n ; ! n ). Or pour ! n , on généralise en fonction de l'espace
fonctionnel ce que nous avions dit pour � n . En effet,

JT (�; ! ) � � k! k2
L 2

permet de déduire que (! n ) est bornée dansL 2([0; T]; RN ) donc converge faiblement vers �! .
Puis, la variation de la constante s'écrit désormais

X n (t) = R(t; 0)(X 0 + � n ) +
Z t

0
R(t; s)(B (s)un (s) + R(s)) ds:

si bien que, à une sous suite près, on a toujours la convergence simple de la suite(X n )n . La �n
de la preuve est alors identique :

JT ( ��; �! ) � lim inf
n

JT (� n ; ! n )

car Z T

0
k�! k2

S� 1 dt � lim inf
n

Z T

0
k! nk2

S� 1 dt:

Donc JT est minimum pour ( ��; �! ). La stricte convexité étant toujours assuré, ce minimum est
aussi unique.

� A DJOINT – L'équation adjointe n'est pas modi�ée mais le critère ayant deux arguments,
il doit donc être dérivé par rapport à ses deux variables. On a toujours

d� JT = 0 , �� = P(0)p(0);

mais aussi

d! JT =
Z T

0
(pT B + ! T S� 1) dt = 0 , �! = SBT p:

Donc le système optimal couplé l'est désormais tout au long de la trajectoire, et pas simplement
aux deux bouts 8

>>>>><

>>>>>:

_X �� = A(t)X �� + BSB T p + R(t)

X (0) = X 0 + P(0)p(0)

_p + A(t)T p = � H T W � 1(Z � HX �� )

p(T) = 0 :

(1.70)

� RICCATI – Réécrire ce problème sous forme de Cauchy est toujours possible, mais l'équa-
tion de Riccati est modi�ée et, a�n d'éviter des développements techniques redondants par
rapport au cas « modèle parfait », nous utilisons le principe de diagonalisation par blocs pour
obtenir directement les nouvelles relations. En effet, trigonaliser sous la forme

 
0 _P
0 0

!  
1 P
0 1

! � 1

+

 
1 P
0 1

!  
A BSB T

H T W � 1H � AT

!  
1 P
0 1

! � 1

=

 
� 0
� �

!



44 Chapitre 1. Principe d'estimation moindres carrés

n'est possible que si cette fois

� _P + PAT + AP � PH T W � 1HP � BSB T = 0 ;

et le feedback est toujours

K = PH T W � 1:

� CADRE DISCRET EN TEMPS – Du point de vue probabiliste les démonstrations du �ltrage
de Kalman sont exactement les mêmes pour peu qu'on suppose que ! est lui aussi un bruit
blanc. Ainsi, pour le cas discret en temps, il n'y a pas de dif�culté et l'algorithme prédiction-
correction est simplement modi�é au niveau de la covariance de prédiction avec

P �
n = An+1 jnP+

n AT
n+1 jn + BnSnB T

n : (1.71)

REMARQUE 1.3.3 (LAGRANGIEN )
Un formalisme classique en estimation est de considérer le Lagrangien a�n d'obtenir directement l'équa-
tion adjointe. On pourra se reporter à Chavent (2008) pour une présentation détaillée sous cet angle. En
effet, notre problème de minimisation initiale est en fait sous contrainte de l'équation d'état, soit

8
<

:

min
X;!

JT (X; ! )

avec _X = A(X ) + B!; X (0) = X 0 + �:

La minimisation opère sur l'ensemble de l'état (puisqu'il est contraint), donc en particulier sur � , ce
qui lui donne un statut particulier entre variable de contrôle et condition initiale de l'état. Ce problème
admettant une solution peut être remplacé par la formulation min-max

min
X;!

max
p

(

L (X; !; p ) = JT (X; ! ) +
Z T

0
pT ( _X � A(X ) � B! ) dt

)

;

sous des hypothèses de régularité suf�santes sur X (par exemple « C1 en temps »). Dans ce cas, une
condition nécessaire est la stationnarité du Lagrangien. Or

L (X; !; p ) = JT (X; ! ) + [ pT X ]T0 +
Z T

0
� _pT X � pT (A(X ) + B! ) dt

donc
@L
@X

= 0 ) _p +
@A
@X

T

p +
@H
@X

T

W � 1(Z � H (X )) = 0 ;

@L
@X(0)

= 0 ) P � 1
0 (X (0) � X 0) � p(0) = 0 ;

@L
@X(T)

= 0 ) p(T) = 0 ;

@L
@p

= 0 ) _X � A(X ) � B! = 0 :

Les dérivations par rapport à X (0) et X (T) sont légitimes. Elles sont en fait partie intégrante de la
dérivation variationnelle par rapport à X pour des fonctions test en temps « concentrées » en0 ou T.

A noter que nous avons anticipé sur la Section 1.4 en traitant le cas général d'opérateurs non-
linéaires.
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1.3.5 Notions d'observabilité, de contrôlabilité et d'identi�abilité

Nous avons pour l'instant passé sous silence la question de l'ef�cacité de ces estimateurs dy-
namiques. Or, ce n'est pas parce qu'il sont dé�nis à partir d'un critère moindres carrés, et qu'ils
sont donc optimaux relativement à ce critère, qu'ils permettent d'obtenir une solution perti-
nente pour le problème d'estimation. Autrement dit, à un instant T donné, le problème admet
bien une solution mais cette solution est peut-être loin de la cible, ce que nous avions illustré
Figure 1.2. La question de l'ef�cacité se traduit pour les problèmes d'évolution via les condi-
tions d'observabilité que nous avons déjà mentionnées. Elles se dé�nissent rigoureusement
comme suit.

D ÉFINITION 1.3.6
Un système continu en temps est dit observable si pour toute condition initiale et pour tout
temps T, la condition initiale peut être déterminée de manière unique à partir des seules ob-
servations disponibles Z (t); t 2 [0; T].

Cette dé�nition admet un pendant dans le cadre discret en temps (d'ailleurs moins restric-
tif).

D ÉFINITION 1.3.7
Un système discret en temps est dit observable pour toute condition initiale il existe un en-
tier n tel que la condition initiale peut être déterminée de manière unique à partir des seules
observations disponibles Zn ; 0 � k � n.

Il existe un certain nombre de tests d'observabilité permettant de déterminer a priori si le
problème est �nalement bien posé ou non. Le plus classique dans le cas où la dynamique est
linéaire autonome est le critère de Kalman :

THÉORÈME 1.3.8 (CRITÈRE DE K ALMAN )
Soit Q la matrice d'observabilité dé�nie par

Q =

0

B
B
B
B
@

H
HA

...
HA N � 1

1

C
C
C
C
A

;

alors le système est observable si et seulement si le rang deQ est N .

Ce théorème est valide en temps discret et continu. Pour le cas discret, la formalisation du
�ltre à partir de Hassibi et al (1999) que nous avons vue en remarque 1.3.2 fournit directement
le critère, puisque �nalement elle permet de lier la dynamique en temps à l'inversion statique
d'un opérateur de dimension nN où on a concaténé tous les pas de temps. En temps continu,
en fait le résultat est valable même si nous ne pouvons pas a priori « augmenter l'état conti-
nûment » pour nous ramener au cas statique. Cependant, le théorème de Cayley-Hamilton
permettant d'exprimer toute puissance de A fournit à la fois le résultat en discret et en continu.

Cependant, le calcul du rang de cette matrice d'observabilité Q est bien trop coûteux en
pratique pour les dimensions de système que nous allons considérer et on lui préfère un critère
équivalent qui peut de plus se généraliser pour les systèmes non autonomes.
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D ÉFINITION 1.3.9 (GRAMMIENNE D ' OBSERVABILITÉ )
On dé�nit la grammienne d'observabilité du système observé

G(t0; t1) =
Z t1

t0

R(t0; s)T H (s)T H (s)R(t0; s) ds

où R est la résolvante du système linéaire.

Dans le cas autonome,R(t2; t1) = eA(t2 � t1 ) donc la grammienne est donnée par la formule
classique

G(t0; t1) =
Z t1

t0

eA T (s� t0 )H (s)T H (s)eA(s� t0 ) ds:

THÉORÈME 1.3.10 (CONDITION D ' OBSERVABILITÉ )
Le système est observable sur[0; T] si et seulement si il existe t 2 [0; T] tel que la grammienne
d'observabilité G(0; t) est dé�nie positive.

Cette propriété se dé�nit aussi en temps discret. Soit Qn dé�nie par

Qn =

0

B
B
B
B
@

H
HA 1j0

...
HA njn� 1 : : : A1j0

1

C
C
C
C
A

;

alors la grammienne d'observabilité est donnée par

Gn = QT
n Qn :

Dans le cas où 8k; Ak+1 jk = A alors QN est la matrice d'observabilité et la grammienne
devient simplement pour tout n

Gn =
nX

k=0

(Ak )T H T HA k :

A noter que, classiquement, on dé�nit les grammiennes sans préciser la norme d'observa-
tion W . Cependant c'est bien par rapport à cette norme qu'il faut déterminer comment évolue
l'observabilité, car plus les valeurs propres de G augmentent plus on peut espérer converger
rapidement sur la trajectoire cible. Donc, soit on introduit W dans la matrice d'observabilité,
soit on calcule ces valeurs propres par rapport à W .

En�n cette condition d'observabilité est liée aux matrices « de covariance » par l'équation
de Riccati sous la forme

THÉORÈME 1.3.11
Le système est observable si et seulement si l'équation de Riccati

(
_P � PAT � AP + H T W � 1H = 0

P(0) = 0

admet une solution dé�nie positive pour t 2 [0; T].
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On comprend mieux la différence entre les exigences de minimisation du critère varia-
tionnel où on voyait la covariance P0 sur la condition initiale qui permettait de minimiser le
critère en toutes circonstances et qui apparaissait donc comme condition initiale de l'équation
de Riccati et le théorème ci-dessus qui ne juge l'estimateur que par rapport aux observations.
C'est l'équivalent dynamique de ce que nous avions vu en statique entre inverse généralisé
classique et inverse généralisé avec terme d'ébauche. A noter encore une fois que ce théorème
a lui aussi un pendant discret en temps.

Ces notions d'observabilité sont duales des notions de commandabilité pour un système
du type _X = AX + BU avecU un contrôle à déterminer pour transférer toute condition initiale
�xée X (0) vers une valeur quelconque X (t). On parle alors de contrôlabilité exacte du système
et la matrice de commandabilité est alors

P =

0

B
B
B
B
@

B
AB

...
An� 1B

1

C
C
C
C
A

:

et la grammienne

GB =
Z t1

t0

R(t1; s)BB T R(t1; s)T ds:

Ainsi, commandabilité de système et observabilité sont deux notions qui formellement sont
encore une fois très étroitement liées et font appel au mêmes outils d'analyse. Les liens entres
ces grammiennes de contrôlabilité et d'observabilité ainsi que l'existence d'un contrôle sur le
système apparaîtront plus clairement 3.3.3. Du point de vue strict du vocabulaire, elle explique
déjà pourquoi nous parlons généralement de contrôle optimal ou de commande optimale pour
� et ! y compris en observation.

Reste la notion d'identi�abilité dont nous avons parlé en préambule et qui est réservée à
l'estimation paramétrique. Pour l'instant, nous avons simplement mentionné le problème de
l'estimation de condition initiale à modèle exact ou incertain. Cependant, cette incertitude est
souvent la conséquence d'une connaissance imparfaite de certains paramètres physiques du
modèle. Dans ce cas, mais nous le verrons plus précisément au chapitre 4, on peut formaliser
l'incertitude via la dépendance paramétrique en considérant des systèmes de la forme

_X = A(X; � );

où � = � 0 + � � rassemble l'ensemble des paramètres incertains. L'identi�abilité correspond
alors à la condition d'observabilité pour les paramètres. D'ailleurs, une technique classique
consiste à augmenter l'état X avec les paramètres sous la forme

d
dt

 
X
�

!

=

 
A(X; � )

0

!

:

L'identi�abilité paramétrique est ainsi une forme d'observabilité et suit donc les mêmes cri-
tères.
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1.4 Extensions autour de la théorie LQ

Ce que nous venons de démontrer jusqu'à présent pour les systèmes dynamiques continus
en temps s'intègre dans le cadre plus général du contrôle optimal (ou commande optimale),
comme déjà introduit au paragraphe précédent sur l'observabilité. Cette théorie ne s'applique
pas exclusivement au cas dynamique linéaire, critère quadratique (LQ). Cependant, pour une
dynamique bruitée non-linéaire

(
_X = A(X; t ) + B!

X (0) = X 0 + � X
(1.72)

et un observateur non-linéaire sous forme générale

D(Z; X ) = � 2 Rm ; (1.73)

les preuves sont bien plus dif�ciles que pour le cas LQ et sont fondées sur le principe du
minimum de Pontryagin 8. Nous proposons ici une présentation assez générale à partir de
Mortensen (1968) ; Fleming (1997) qui permet de trouver l'existence de minimisant pour le
coût

JT (�; ! ) =
1
2

k� k2
P � 1

0
+

1
2

Z T

0
kD(X; Z )k2

W � 1 + k! k2
S� 1 dt; (1.74)

mais surtout de reformuler cette minimisation sous forme de boucle fermée via la program-
mation dynamique et donc de trouver l'extension non-linéaire du �ltre optimal. En pratique,
ce �ltre est, nous le verrons, « impossible » à calculer explicitement et c'est pourquoi la plupart
des �ltres en non-linéaires divergent de la notion de contrôle optimal pour être simplement
« des �ltres approchés ». Nous pourrons cependant mieux motiver les deux derniers �ltres
que nous examinerons aux paragraphes suivants : le �ltre de Kalman étenduEKF et le �ltre de
Kalman dit unscentedUKF.

1.4.1 Filtre non-linéaire déterministe

� PRINCIPE DE PONTRYAGIN – En toute généralité, la minimisation du critère (1.74) est
donnée par le principe du Mimimum de Pontryagin (voir Th. 5.1 de Fleming et Rischel (1975)).
En fait dans Fleming (1997), le théorème de Pontryagin est dé�ni et démontré dans le cadre de
ce qu'on appelle un problème de Mayer. c'est-à-dire un problème où la fonction coût est de la
forme

g = ( g1 : : : gd): JT = g1(�; T ); 8i > 1; gi (� ) = 0 ;

sans intégrale en temps mais où g : RN ! Rd. A contrario, un problème de Lagrange ne
comporte que l'intégrale en temps

JT =
Z T

0
L(X; !; t ) dt:

Notre cas est hybride, et appelé Mayer-Lagrange

JT = g1(�; T ) +
Z T

0
L(X; !; t ) dt; 8i > 1; gi (� ) = 0 ;

8Principe du maximum suivant le sens où on le regarde
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avecg = g1 = 1
2k� k2

P � 1
0

(on pourrait d'ailleurs faire toute la présentation en gardant g) et

L (X; ! ) =
1
2

(kD(X; Z )k2
W � 1 + k! k2

S� 1 ): (1.75)

En fait ces trois problèmes sont équivalents. Pour passer de Lagrange à Mayer, on considère
un problème étendu X e =

� X
X d

�
où _X d = L(X; !; s ). Réciproquement, un problème de Mayer

devient un problème de Lagrange en considérant toujours un état étendu tel que _X d = 0 sur
la nouvelle composante, puis gd+1 (�; T ) = X d(T) � 1

T g1(� ). Dans ce cas la fonctionL = X d.

Toutes ces notions justi�ent la présentation de Fleming et Rischel (1975) du principe de
Pontryagin pour les problèmes de Mayer que, pour rester consistant, nous réadaptons au pro-
blème de Mayer-Lagrange de type (1.74) (voir aussi Faurre et Robin (1984)).

THÉORÈME 1.4.1 (PRINCIPE DE PONTRYAGIN )
Pour X véri�ant la dynamique de (1.72), on dé�nit le Hamiltonien H associé au critère(1.74)
(avecL dé�ni en (1.75))

8t 2 [0; T]; H (X; !; p; t ) = L(X; ! ) � pT (A(X; t ) + B! ): (1.76)

Le critère JT est minimum si et seulement si

8t;
@H
@!

= 0 ;

avecp véri�ant l'équation adjointe

_p +
@A
@X

T

p =
@D
@X

T

W � 1D(Z; X ); (1.77)

de condition �nale p(T) = 0 et initiale p(0) = P � 1
0 � .

Nous ne démontrons pas ce résultat largement hors de portée de cette introduction suc-
cincte, mais analysons simplement ses implications. Pour la dynamique et le critère considérés,
on peut préciser le Hamitlonien

8t;
@H
@!

= 0 ) 8 t; �! = SBT p(t)

On en déduit le Hamiltonien optimal �H par substitution dans H. En effet

H (X; p; �!; t ) =
1
2

pT BSB T p +
1
2

D(Z; X )T W � 1D(Z; X ) � pT (A(X; t ) + BSB T p)

donne
�H(X; p; t ) = �

1
2

pT BSB T p +
1
2

D(Z; X )W � 1D(Z; X ) � pT A(X; t );

On retrouve alors les équations de la dynamique et de l'adjoint à partir du Hamiltonien opti-
male sous la forme d'équation de de Hamilton

8
>><

>>:

_X = �
@�H
@p

T

= A(X; t ) + BSB T p

_p =
@�H
@X

T

= �
@A
@X

T

p +
@D
@X

T

W � 1D(Z; X )

(1.78)
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avec les conditions aux deux bouts

X (0) = X 0 + �; p (0) = P � 1
0 �:

� PROGRAMMATION DYNAMIQUE – En fait ce principe de Pontryagin est directement lié à
la programmation dynamique ou à la théorie de Hamilton-Jacobi. Elles consistent à analyser
l'évolution du critère en temps �nal T pour une trajectoire dont on contraint uniquement le
point d'arrivée X (T) = X . On pose alors

V (X; T ) = min
! jX (T )= X

JT (�; ! );

souvent appelé « cost-to-come »9. On note que dans cette minimisation la condition initiale
X (0) = X 0 + � est obtenue par intégration rétrograde en temps à partir du point d'arrivée une
fois ! choisi. On ne considère donc plus � comme un contrôle. Le principe de la programmation
dynamique est alors de démontrer que V : RN � [0; T] ! R satisfait une équation de Hamilton-
Jacobi-Bellman (HJB)

8t;
@V
@t

(X; t ) � �H (X; r X V(X; t ); t) = 0 : (1.79)

On utilise la notation r X pour exprimer ici un gradient, 10 c'est-à-dire le dual de la différentielle
de V qui est bien de même dimension que X . Nous ne démontrerons pas cette relation dans le
cas général mais nous nous contenterons d'un aperçu dans le cas discret (voir Remarque 1.4.1
ci-dessous). Cependant, une fois cette équation admise (du moins son origine), le théorème
suivant lie la solution de cette équation à la commande optimale issue du principe du maxi-
mum.

THÉORÈME 1.4.2
Si l'équation de Hamilton-Jacobi-Bellman

8t;
@V
@t

(X; t ) � �H (X; r X V(X; t ); t) = 0

admet une solution C1 avec pour condition initiale

V (X; 0) =
1
2

kX � X 0k2
P � 1

0
;

alors la commande �! (X; t ) = argmin( H(X; r X V(X; t ); !; t )) est optimale pour le critère JT .

� Démonstration : On commence par démontrer que

8t; r X V( �X (t); t) = p(t);

pour �X l'état associé à la commande optimale �! dont on ne sait pas encore que c'est �! donné
par le principe de Pontryagin. A�n de prouver cette relation, démontrons que r X V(X; T ) vé-
ri�e la même dynamique que p. En dérivant par rapport à X la condition initiale sur V , on
obtient déjà

r X V(X; 0) = p(0):

9Coût pour atteindre à X alors qu'en contrôle, on introduit plutôt un coût « cost-to-go » pour partir d'un état X
10A ne pas confondre avec la notation r des mécaniciens utilisée au chapitre 2 simplement pour dire qu'on

dérive non pas par rapport à un champ mais par rapport à un système de coordonnées.
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Puis en dérivant l'équation HJB (sous condition de différentiabilité donc)

r X

@V
@t

�
@�H
@X

T

( �X; r X V; t) � r 2
X V �

@�H
@p

T

( �X; r X V; t) = 0 ; (1.80)

r X

@V
@t

+ (
@A
@X

T

r X V �
@D
@X

T

W � 1D(Z; �X )) + r 2
X V � (A( �X; t ) + BSB T r X V) = 0 : (1.81)

Or
d
dt

r X V = r X

@V
@t

+ r 2
X V � _�X;

où _�X correspond bien à la dynamique de �X pour le contrôle �! . Or, comme au paragraphe
précédent, on détermine dès le départ �! = SBT r X V d'après l'expression de H. Ainsi, r X V
véri�e la même dynamique que p, c'est-à-dire

d
dt

(r X V) +
@A
@X

T

r X V =
@D
@X

T

W � 1D(Z; �X ):

Ayant, de plus, même condition initiale, ils sont donc égaux. En particulier on obtient donc
que �! = �! dé�ni dans le principe de Pontryagin. �

On peut désormais utiliser la condition au temps �nal sur p pour obtenir une relation
intéressante sur V (alors que pour Pontryagin, c'était plutôt la condition �nale sur p qui était
naturelle et la condition initiale qui fournissait une information nouvelle...)

8T; r X V( �X (T); T) = 0 : (1.82)

Cette relation nous permet de déduire l'équation de l'estimateur séquentiel X̂ comme la
solution de cette équation pour tout temps . En effet, considérant maintenant la dé�nition
implicite de X̂ pour tout t comme solution de r X V(X̂; t ) = 0 , on a alors

d
dt

r X V(X̂; t ) = 0 (1.83)

Or, les mêmes règles de composition des dérivées qu'en (1.80),(1.81) ajouté à la relation (1.83)
fournissent

0 =
d
dt

�
r X V(X̂ (t); t)

�
=

�
@
@t

r X V
�

(X̂ (t); t) + r 2
X V � _̂X

= r X

� �H (:; r X V(:; t); t)
�

(X̂ (t); t) + r 2
X V � _̂X

=
@�H
@X

T

(X̂; r X V; t) + r 2
X V �

@�H
@p

T

(X̂; r X V; t) + r 2
X V � _̂X;

d'où, de nouveau en remplaçant les composantes de la différentielle du Hamiltonien, on ob-
tient l'équation de l'estimateur

8
<

:

_̂X = A(X̂; t ) � (r 2
X V) � 1 @D

@X

T

W � 1D(Z; X̂ )

X̂ (0) = X 0

(1.84)

Mortensen (1968) utilise classiquement une observation de type Z = H (X ) + � (H opérateur
d'observation et pas Hamiltonien H !) d'où pour lui l'expression du �ltre

_̂X = A(X̂; t ) + ( r 2
X V) � 1 @H

@X

T

W � 1(Z � H (X̂ )) :
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Ici, comme en théorie LQ, on a d'abord obtenu un minimiseur sur une fenêtre en temps [0; T],
avant de faire varier cette fenêtre a�n d'obtenir le feedback en boucle fermée. On est donc
dans le même principe d'équivalence que Figure 1.2. La seule dif�culté de cette expression est
qu'elle nécessite le calcul de la Hessienne deV qui elle-même suit une équation de Hamilton-
Jacobi-Bellman en fonction de la variable X . La complexité algorithmique d'une éventuelle
mise en oeuvre numérique rend inutilisable cette expression pour des systèmes de grande
taille comme le nôtre. La théorie LQ est �nalement un cas particulier de cette situation où
justement on peut résoudre explicitement l'équation de Hamilton-Jacobi

@V
@t

(X; t ) + r X V T AX +
1
2

r X V T B T SBr X V T �
1
2

(Z � HX )T H T W � 1H (Z � HX ) = 0 :

de condition initiale
V (X; 0) =

1
2

(X � X 0)T P � 1
0 (X � X 0):

Dans ce cas (seulement) l'équation se résout par séparation des variables sous la forme

V(X; t ) =
1
2

X T P(t) � 1X (1.85)

avecP solution de l'équation de Riccati déjà présentée Section 1.3.4. On retrouve alors exacte-
ment les équation du �ltre de Kalman puisque la différentielle d'ordre 2 est indépendante de
X :

(r 2
X V) � 1 = P:

REMARQUE 1.4.1 (PROGRAMMATION D YNAMIQUE EN TEMPS DISCRET )
Nous avons admis le principe de programmation dynamique entre J et V justi�ant l'introduction de
l'équation de Hamilton Jacobi. Celle-ci peut donc sembler tomber du ciel. Le cas continu est en fait assez
complexe du point de vue théorique pour manipuler les expressions sans connaissance a priori de leur
régularité (introduction des solutions de viscosité etc...). Nous proposons cependant une justi�cation
dans le cadre discret en temps tirée de Faurre et Robin (1984) pour �xer les idées.

Soit le système récursif
8n; X n +1 = An +1 jn (X n ; ! n );

et le critère

Jn (�; (! k )1� k � n ) = g(� ) +
nX

k=0

L k (X k ; ! k ):

On dé�nit à n �xé
Vn (X ) = min

( ! k )0 � k � n

Jn ;

où X est la valeur �nale X n +1 = X de la suite récursive (X k )0� k � n partant de X 0 + � (X; ! ) déterminé
de façon rétrograde. A�n de se ramener à un problème classique de contrôle on dé�nit donc l'opérateur
rétrograde

X n = A � 1
n +1 jn (X n +1 ; wn ); X n +1 = X:

Ainsi on a

Vn (X ) = min
( ! k )0 � k � n

f Jn (� X )g = 0

= min
( ! k )0 � k � n

(

g(� ) +
n � 1X

k=0

L k (X k ; ! k ; k) + L n (X n ; wn )

)

= 0

= min
! n

(

min
( ! k )0 � k � n � 1

n
g(� ) +

n � 1X

k=0

L k (X k ; ! k ; k)
o

+ L n (A � 1
n +1 jn (X; ! n ); wn )

)

= 0
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soit �nalement l'équation de Hamilton-Jacobi-Bellman discrète

Vn (X ) = min
!

n
Vn � 1(A � 1

n +1 jn (X; ! )) + L n (A � 1
n +1 jn (X; ! n ); ! )

o
: (1.86)

Pour retrouver l'équation continue on peut formellement travailler par différence �nie. On a vu
que pour faire une comparaison temps discret - temps continu il fallait prendre

L k (�; �) = � tL (�; �; tk );

et par exemple pour les opérateurs de transition

A � 1
k+1 jk (�; �) = 1 � � tA (�; �; tk ):

Dans ce cas on obtient par différence �nie

V (X; t n ) � V (X; t n � 1) = min
!

f � tL (X; !; t n ) + V (1 � � tA (X; !; t n ); tn ) � V (X; t n )g ;

d'où nous retrouvons l'équation de Hamilton-Jacobi continue en passant à la limite pour des données
C1 (ici formellement donc !).

@V
@t

(X; t ) + min
!

�
� L (X; !; t ) + ( r X V)T A(X; !; t )

	
=

@V
@t

(X; t ) � �H (X; r X V(X; t ); t) = 0 :

1.4.2 Contrôle robuste

a. Formulation du problème d'optimisation

Nous savons maintenant que le �ltre de Kalman faisait intervenir des hypothèses fortes sur le
bruit, notamment que celui-ci devait être blanc, lorsque l'on souhaitait l'interpréter de manière
probabiliste. En continu, cependant, ce que nous venons de voir est généralisable à des situa-
tions où le bruit est simplement évalué au travers de la norme W � 1 (y compris non diagonale)
et nous n'avons pas les dif�cultés de formalisme autour du type de bruit en temps nécessaire.
En fait, toute une discipline s'est créée dans un optique de pouvoir prendre en considération
tous les types de bruit dans les approches de contrôle optimale, y compris dans un cadre pro-
babiliste. Ce type d'estimation, appelé contrôle robusteou contrôleH 1 , suppose le bruit le plus
désavantageux possible avant de déterminer un estimateur. On trouvera une description ex-
haustive des enjeux et fondements théoriques de cette théorie dans Başar et Bernhard (1995) et
notre présentation de ses implications côté �ltrage est inspirée de Başar (2002).

L'estimateur reste une fonction uniquement des observations mais l'objectif du �ltrage
H 1 est donc de choisir le meilleur estimateur pour tous les bruits possibles. Il véri�e donc le
critère

inf
X̂

sup
�;�;!

RT
0 kX � X̂ k2

N dt

k� k2
P � 1

0
+

RT
0 (k� k2

W � 1 + k! k2
S� 1 ) dt

; (1.87)

où l'erreur d'estimation sur X (i.e. la sortie de l'estimateur) est évaluée dans une norme N
de notre choix. Rapidement, on s'affranchit de ce problème inf-sup pour se �xer l'objectif d'un
estimateur qui assure un contrôle des bruits dans le pire des cas. On se concentre donc sur
trouver un X̂ (Z ) tel que

sup
�;�;!

RT
0 kX � X̂ k2

N dt

k� k2
P � 1

0
+

RT
0 (k� k2

W � 1 + k! k2
S� 1 ) dt

�
1
�

: (1.88)
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Pour véri�er ce critère d'ef�cacité, �xons nous d'abord, à l'image de ce que nous avons vu en
introduction de ce chapitre, un choix � (Z ) de fonction de Z �xé. Alors, on peut déjà regarder
si

sup
�;!

�
J �

T (�; ! ; � ) =
1
2

Z T

0
kX � � k2

N �
1

2�
k� k2

P � 1
0

�
1

2�

Z T

0
(kD(Z; X )k2

W � 1 + k! k2
S� 1 ) ds

�
� 0:

(1.89)
Ce critère est très semblable au critères moindres carrés précédentsau signe près (ce qui est
fondamental !). D'ailleurs, le critère moindres carrés usuel est appelé critèreH 2 par comparai-
son. Pour calculer cette borne-sup on introduit donc, comme précédemment, la fonction

V (X; T ; � ) = sup
! jX (T )= X

J �
T (�; ! ; � ):

où la condition �nale est �xée à X et la condition initiale est donc obtenu de manière rétro-
grade. Elle satisfait l'équation HJB

@V
@t

(X; t ) � �H (X; r X V(X; t ); t) = 0 ;

pour

�H (X; p; t ) = � pT A(X; t ) +
1
2

kX � � k2
N �

1
2

kD(Z; X )k2
W � 1 �

�
2

pT ST BSp: (1.90)

et condition initiale
V (X; 0; � ) = �

1
2�

kX � �X 0k2
W � 1 :

Le théorème 1.4.2 permet alors de dé�nir un estimateur noté X̂ tel que

r X V(X̂ (T); T; � ) = 0 :

Mais dans ce cas, l'équation de HJB nous assure qu'en choisissant� = X̂ (T) on a

8T;
dV
dt

=
@V
@t

+ r X V _̂X =
@V
@t

(X̂ (T); T; X̂ (T)) � 0:

Comme la condition initiale de V est négative, on a bien un estimateur véri�ant (1.89).

b. Cas particulier LQ H 1

Reconsidérons maintenant le cas oùA est linéaire pour déterminer l'extension H 1 du pro-
blème LQ. Pour ce qui est de la résolution de HJB, la même séparation des variables (1.85)
s'applique ici. On décompose donc V sous la forme

V(X; T ) =
1
2

X T P(t) � 1X;

où P véri�e alors une équation de Riccati particulière de la forme
(

_P = AP + PAT � (H T W � 1H � 1
� 2 I ) + PSP

P(0) = P0

(1.91)

Cette expression introduit une contrainte sur l'existence de solution. En effet, les solutions
de l'équation de Riccati ne peuvent être dé�nies sans ambiguïté dans les matrices dé�nies
positives seulement lorsque le second membre est positif. Donc le coef�cient � est contrôlé par
le temps T pour lequel on souhaite une estimation.
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1.4.3 Filtre EKF

Nous reprenons le �l conducteur de notre première section mais cette fois les opérateurs sont
non-linéaires. Comme précédent nous repartons du cas statique car il offre déjà l'aperçu de la
formulation des estimateurs, a fortiori quand on cherche une expression récursive. Désormais,
la dif�culté majeure réside dans l'absence d'équivalence variationnelle et il est donc nécessaire
d'imaginer des formulations approchées.

a. Cas statique

Commençons par le cas statique, c'est-à-dire qu'on souhaite « inverser » la relationZ = H (X )+
� . En suivant la même approche déterministe que Section 1.2.1, dJ (X̂ ) = 0 impose cette fois

dH (X̂ )T W � 1(Z � H (X̂ )) = 0

cette équation implicite peut être résolue par approximation par une méthode de descente

X̂ k = X̂ k� 1 + k dH (X̂ k� 1)T W � 1(Z � H (X̂ k� 1)) :

Cependant, dans ce type de méthode de gradient, on sait que leur ef�cacité est relative au
préconditionnement devant le gradient. Or nous connaissons un préconditionneur de dJ via
l'inverse généralisé du linéarisé. Donc on choisit plutôt une approximation

X̂ k = X̂ k� 1 + k( dH (X̂ k� 1)T W � 1 dH (X̂ k� 1)) � 1 dH (X̂ k� 1)T (Z � H (X̂ k� 1)) ;

cette méthode pouvant toujours être arrêtée après un petit nombre d'itérations. En particulier
après une itération on a simplement considéré le problème d'observation linéaire sur le déve-
loppement de Taylor à l'ordre 1 de l'observateur. Dans ce cas, nous avons en fait inversé une
relation d'observation sur l'erreur linéarisée

Z = d H (X̂ n )(X � X̂ n ) + H (X̂ n ) + � n

qui, avec H l
n = d H (X̂ n ), peut se réécrire sous forme d'une observation linéaire

eZ
n = Z � H (X̂ n ) = H l

neX
n + � n : (1.92)

Une autre possibilité est d'utiliser une méthode du second ordre en résolvant un algo-
rithme de Newton sur la relation dJ (X̂ ) = 0 . Dans ce cas, on obtient

dJ (X̂ k� 1) + d 2J (X̂ k� 1) � (X̂ k � X̂ k� 1) = 0 :

Or la différentielle d'ordre 2 de J est matriciellement

d2J (X ) = d H (X )T W � 1 dH (X ) �
X

1� i � m

(Z (i ) � H (i ) (X ))T W � 1
i d2H (i ) (X );

où les H (i ) (:) sont les m composantes deH (:). Donc

X̂ k = X̂ k� 1 +
�

H l
k� 1W � 1H l

k� 1 �
X

1� i � m

(Z (i ) � H (i ) (X̂ k� 1))W � 1
i d2H (i ) (X̂ k� 1)

� � 1

(H l
k� 1)T W � 1(Z � H (X̂ k� 1)) :
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k = 0k = 1...f ( X )

f ( X )=0

k = 2

FIGURE 1.3: Principe de l'algorithme de Newton (utilisé aussi au chapitre 2).

b. Cas dynamique

Dans le cas dynamique et dans l'impossibilité de calculer explicitement r 2
X V, on procède au

même type d'approximation qu'en statique en remplaçant la dynamique et l'équation d'ob-
servation par leur linéarisé. Dans ce cas on dé�nit un �ltre K remplaçant r 2

X V. C'est le cadre
classique du �ltre de Kalman étendu.

� CAS DISCRET EN TEMPS – on suppose donc disposer d'une estimation à l'instant n, notée
X̂ +

n , associée à une covariance d'erreur d'estimation P+
n . Commençons alors par la prédiction

X̂ �
n+1 = E(A(X̂ +

n + ~X +
n )jZ0 : : : Zn )

= E(A(X̂ +
n ) +

@A
@X

~X +
n + o(k ~X +

n k)jZ0 : : : Zn )

= A(X̂ +
n ) +

@A
@X

E( ~X +
n jZ0 : : : Zn ) + o(k ~X +

n k):

Rien ne permet cependant de déterminer, dans le cas général,E( ~X +
n jZ0 : : : Zn ). En effet, la seule

chose qu'on peut a priori supposer récursivement est que l'estimateur est non biaisé ce qui
signi�erait E( ~X +

n ) = 0 . Sinon, il faut soit supposer que jusqu'à présent on avait réussi à obtenir
le MMSE soit que si on avait par exemple choisit un estimateur BLUE, les variables aléatoires
étaient restées gaussiennes. On fait cependant le choix de « supposer »E( ~X +

n jZ0 : : : Zn ) = 0 en
plus de limiter le développement de Taylor de A à l'ordre 1. On se limite donc à

X̂ �
n+1 = A(X +

n ): (1.93)

La covariance d'estimation véri�e elle

P �
n+1 = Cov(A(X n ) � A(X +

n )jZ0 : : : Zn )

=
@A
@X

E( ~X +
n ( ~X +

n )T jZ0 : : : Zn )
@A
@X

+ o(k ~X +
n k);

or là encore E( ~X +
n ( ~X +

n )T jZ0 : : : Zn ) n'est pas P+
n sauf à imaginer des variables gaussiennes

mais on la surestime en la remplaçant par

P �
n+1 =

@A
@X

(X +
n )P+

n
@A
@X

(X +
n )T : (1.94)

Pour les observations, on considère la variable d'erreur d'observation

~Zn+1 = Zn+1 � H (X̂ �
n+1 )

= H (X n+1 ) � H (X̂ �
n+1 ) + � n+1

=
@H
@X

(X̂ �
n+1 ) ~X �

n+1 + � n + o(k ~X �
n+1 k):
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Donc en se limitant à l'ordre 1, on peut alors appliquer un estimateur BLUE à cette variable
aléatoire ~X �

n+1

Ê ( ~X n+1 j ~Zn+1 ) = E( ~X �
n+1 ) + Cov( ~X �

n+1 ; ~Zn+1 )Cov( ~Zn+1 ) � 1( ~Zn+1 � E( ~Zn+1 )) :

Or en se limitant à l'ordre 1
E( ~Zn+1 ) = 0 ;

puis

Cov( ~X �
n+1 ; ~Zn+1 ) = P �

n+1
@H
@X

(X̂ �
n+1 )T ;

et

Cov( ~Zn+1 ) � 1 =
@H
@X

(X̂ �
n+1 )P �

n� 1
@H
@X

(X̂ �
n+1 )T + Wn :

On obtient donc pour la phase de correction

X̂ +
n+1 = X �

n+1 + Ê ( ~X n+1 j ~Zn+1 )

= X �
n+1 + P �

n+1
@H
@X

(X̂ �
n+1 )T

�
Wn +

@H
@X

(X̂ �
n+1 )Pn+1

@H
@X

(X̂ �
n+1 )T

� � 1�
Zn+1 � H (X̂ �

n+1 )
�
:

Cependant il est immédiat, en reconsidérant la démonstration du �ltre de Kalman via les pro-
jections successives, que cette estimation n'est en rienE(X n+1 jZ0 : : : Zn+1 ) ! Donc la récurrence
ne tient pas et le �ltre EKF est un �ltre heuristique . Finalement, on peut résumer l'algorithme

EKF en posantA l
n+1 jn =

@An+1 jn

@X
et H l

n =
@Hn

@X
.

� Prédiction :
(

X̂ �
n+1 = An+1 jn (X̂ +

n ); (Estimation a priori)

P �
n+1 = A l

n+1 jn (X̂ +
n )P+

n A l
n+1 jn (X̂ +

n )T ; (Covariance a priori)
(1.95a)

� Correction :
8
>>>>><

>>>>>:

Cn+1 = H l
n+1 P �

n+1 (H l
n+1 )T + Wn+1 ; (Covariance de l'innovation)

K n+1 = P �
n+1 (H l

n+1 )T C � 1
n+1 ; (Gain de Kalman)

X̂ +
n+1 = X̂ �

n+1 + K n+1
�
Zn+1 � Hn+1 (X̂ �

n+1 )
�
; (Estimation a posteriori)

P+
n+1 = ( I � K n+1 H l

n+1 )P �
n+1 ; (Covariance a posteriori)

(1.95b)

Pour obtenir le �ltre de Kalman il suf�t donc simplement de prendre An+1 jn (�) = A l
n+1 jn (�) =

An+1 jn .

� CAS CONTINU EN TEMPS – En�n, ce système récursif s'étend au cadre continu sous la
forme

8
>>>>>>><

>>>>>>>:

X̂ = A(X̂; t ) + K (Z � H (X̂ )) ; (Estimateur)

X̂ (0) = X 0; (A priori sur la condition initiale)

K = P
@H
@X

T

W � 1; (Gain de Kalman)

� _P + P
@A
@X

T

+
@A
@X

P � P
@H
@X

T

W � 1 @H
@X

P = 0 ; (Riccati)

(1.96)
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REMARQUE 1.4.2 (BRUIT NON ADDITIF )
Si on souhaite s'affranchir de l'hypothèse de bruit additif, c'est-à-dire

Z = H (X; � );

alors le �ltre EKF linéarise la dépendance et se ramène au cas additif avec

W !
@H
@�

T

W
@H
@�

:

De même, toutes ces expressions sont compatibles avec une observation de la forme� = D(Z; X ). En�n
pour un bruit de modèle non additif il suf�t d'ajouter dans le Riccati le terme

@A
@!

T

S
@H
@!

:

c. Kalman d'ordre 2

A l'image de ce que nous avons fait en statique, il est aussi possible de considérer un �ltre de
Kalman d'ordre 2 comme le prolongement du �ltre EKF un cran plus loin dans les dévelop-
pements de Taylor. On peut trouver de nombreux compléments dans Jazwinsky (1970) ainsi
qu'un résumé pratique et bibliographique dans Simon (2006).

� CAS DISCRET EN TEMPS – On reprend rapidement le �ltre EKF mais on développe l'opé-
rateur de transition à l'ordre 2,

X̂ �
n+1 = E(A(X +

n ) +
@A
@X

~X +
n +

1
2

@2A
@X2 : ~X +

n 
 ~X +
n + o(k ~X +

n k2)jZ0 : : : Zn );

donc

X̂ �
n+1 = A(X +

n ) +
1
2

@2A
@X2 (X +

n ) : P+
n+1 : (1.97)

La matrice de covariance à l'ordre 2 est la même que pour le �ltre EKF car les termes supplé-
mentaires sont tous au moins d'ordre 2 (voir Section 1.4.4 pour un développement détaillé)

P �
n+1 =

@A
@X

(X +
n )P+

n
@A
@X

(X +
n )T : (1.98)

Côté correction, les choses se compliquent avec le développement à l'ordre 2 de l'erreur
d'observation

~Zn+1 =
@H
@X

(X̂ �
n+1 ) ~X �

n+1 +
1
2

@2H
@X2 (X̂ �

n+1 ) ~X �
n+1 
 ~X �

n+1 + � n+1 + o(k ~X �
n+1 k3):

On a alors

Ê ( ~X n+1 j ~Zn+1 ) = X̂ �
n+1 + Cov( ~X �

n+1 ; ~Zn+1 )Cov( ~Zn+1 ) � 1( ~Zn+1 �
1
2

@2H
@X2 (X̂ �

n+1 ) : P �
n+1 ):

La correction de biais d'observation induit des modi�cations sur les matrices de covariance
Cov( ~X �

n+1 ; ~Zn+1 ) et Cov( ~Zn+1 ). Certes, on a toujours

Cov( ~X �
n+1 ; ~Zn+1 ) = E( ~X �

n+1 (� n+1 +
@H
@X

(X̂ �
n+1 ) ~X �

n+1 �
1
2

@2H
@X2 (X̂ �

n+1 ) : P �
n+1 )T )

= P �
n+1

@H
@X

(X̂ �
n+1 )T ;
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mais

Cov( ~Z �
n+1 ; ~Zn+1 ) = E

�
(� n+1

@H
@X

(X̂ �
n+1 ) ~X �

n+1 �
1
2

@2H
@X2 (X̂ �

n+1 ) : P �
n+1 )( : : :)T )

�

= Wn +
@H
@X

(X̂ �
n+1 )P �

n+1
@H
@X

(X̂ �
n+1 )T +

1
4

� @2H
@X2 : P �

n+1

�� @2H
@X2 : P �

n+1

� T

= Wn +
@H
@X

(X̂ �
n+1 )P �

n+1
@H
@X

(X̂ �
n+1 )T + � n+1 :

La notation tensorielle est mélangée à la notation matricielle a�n de simpli�er l'écriture mais
il faut se reporter au cas statique pour un notation matricielle plus rigoureuse.

Finalement, tous calculs faits, la correction d'ordre 2 est donc

X̂ +
n+1 = X̂ �

n+1 + P �
n+1

@H
@X

(X̂ �
n+1 )T

�
Wn +

@H
@X

(X̂ �
n+1 )Pn+1

@H
@X

(X̂ �
n+1 ) + � n+1

� � 1

�
Zn+1 � H (X̂ �

n+1 ) �
1
2

@2H
@X2 (X̂ �

n+1 ) : P �
n+1

�
: (1.99)

et pour la covariance

P+
n+1 = P �

n+1

+ P �
n+1

@H
@X

(X̂ �
n+1 )T

�
Wn +

@H
@X

(X̂ �
n+1 )Pn+1

@H
@X

(X̂ �
n+1 ) + � n+1

� � 1 @H
@X

(X̂ �
n+1 )P �

n+1 : (1.100)

� CAS CONTINU EN TEMPS – L'estimateur continu est encore une fois obtenu en passant
à la limite à partir du système récursif réecrit sous forme « one-step ». Nous n'effectuons pas
ce calcul laborieux mais indiquons juste pour la suite que lorsque A est non-linéaire mais H
linéaire, le �ltre revient simplement à corriger la dynamique à l'ordre 2 sous la forme

X̂ = A(X̂ ) + K (Z � HX ) +
1
2

@2A
@X2 (X̂ ) : P: (1.101)

1.4.4 Filtre UKF

Les deux �ltres que nous venons d'étudier sont donc fondés sur la qualité de l'approximation
de variables aléatoires résultant de l'application d'opérateurs linéaires. Le �ltre EKF est très
largement utilisé mais conduit à des estimations assez grossières. Quand au �ltre de Kalman
d'ordre 2, il montre en pratique de fortes instabilités comme le résume Simon (2006). C'est
ainsi que Julier et al (1995) proposèrent, à partir de la propagation de variables aléatoires par
des opérateurs non-linéaires, non pas d'utiliser des développements de Taylor tronqués mais
leur version interpolée. Ils en déduisent le �ltre UKF pour Unscented Kalman Filter, écrit spé-
ci�quement dans le cadre discret en temps, dont l'ef�cacité est avérée dans de nombreuses
situations pratiques. Par exemple sur des systèmes mécaniques de faible dimension on peut
déjà citer les travaux de Wu et Smyth (2006) ou Mariani et Ghisi (2007). A�n de le présenter,
nous commençons par un bilan des formules des développements de Taylor que nous venons
d'écrire pour les �ltres EKF et d'ordre 2 avant de montrer comment l'interpolation et l'uti-
lisation de covariances empiriques permettent de nouvelles approximations. Ensuite le �ltre
UKF est exactement à l'image des deux précédents pour la dé�nition des étapes de prédiction
et de correction. C'est donc lui aussi un �ltre avant tout heuristique. C'est un reproche qui a
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d'ailleurs rendu délicate l'introduction de ce �ltre d'un point de vue théorique (voir notam-
ment Lefebvre et al (2002)) avant que des mises en oeuvre pratique assurent son ef�cacité par
rapport au �ltre EKF. C'est pourquoi ce �ltre datant de 1995 donne parfois l'impression d'avoir
véritablement émergé cinq ans plus tard (cf. Julier et al (2000)).

a. Transformation unscented

Supposons donc que nous voulions estimer la moyenne �X f et la covariance P ff du processus
aléatoire X f dé�ni par l'application d'une fonction non-linéaire sur X

X f = f (X ): (1.102)

En utilisant la formule de Taylor-Lagrange autour de �X avec ~X = X � �X , on résume les
expressions à l'ordre 2 déjà utilisées :

� Moyenne

�X f = E(f ( �X + ~X ))

= E(f ( �X ) + d f ( �X ) ~X + 1
2 d2f ( �X ) : ~X 
 ~X + o(k ~X k2))

= f ( �X ) + 1
2 d2f ( �X ) : P + o

�
E(k ~X k2)

�
:

� Covariance

P ff = E((X f � �X f )(X f � �X f )T )

= E(( df ( �X ) ~X + 1
2 d2f ( �X ) : ( ~X 
 ~X � P))( d f ( �X ) ~X + 1

2 d2f ( �X ) : ( ~X 
 ~X � P))T )

+ o
�

E(k ~X k2)
�

= d f ( �X ) � P � df ( �X )T + o
�

E(k ~X k2)
�

:

Then,

Supposons maintenant qu'on souhaite approcher chacune de ces expressions à partir d'éva-
luations sur un nombre restreint de valeurs (particules). On dé�nit donc r particules appelées
classiquement sigma-pointspar

X i = �X + ~X i ; (1.103)

avecr > N mais du même ordre de grandeur . À ces particules, on associer coef�cients � i tels
que les relations suivantes soient véri�ées

8
>>>>>>><

>>>>>>>:

X

1� i � r

� i = 1

X �
def=

X

1� i � r

� i X i = E(X )

P XX
�

def=
X

1� i � r

� i (X i � X � )(X i � X � )T = P XX

(1.104)

Ces conditions impliquent alors
8
>><

>>:

X

1� i � r

� i ~X i = 0

X

1� i � r

� i ~X i ~X T
i = P XX

(1.105)
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et permettent d'exprimer la moyenne et variance de X f à partir des Sigma-points propagés:

X f
i = f (X i ): (1.106)

En effet on véri�e alors

X f
�

def
=

X

1� i � r

� i X
f
i

= f ( �X ) +
X

1� i � r

� i df ( �X ) ~X i +
X

1� i � r

� i d2f ( �X ) : ~X i 
 ~X i + o
�

E(k ~X k2)
�

= f ( �X ) + d 2f ( �X ) : P XX + o
�

E(k ~X k2)
�

= �X f + o
�

E(k ~X k2)
�

;

et

P XX
�

def
=

X

1� i � r

� i (f (X i ) � X f
� )( f (X i ) � X f

� )T

=
X

1� i � r

� i

�
df ( �X ) ~X i + d 2f ( �X ) : ( ~X i 
 ~X i � P XX ) + o

�
E(k ~X k2)

��
(:::)T

= d f ( �X ):

0

@
X

1� i � r

� i ~X i ~X T
i

1

A : df ( �X ) + o
�

E(k ~X k2)
�

= d f ( �X ) � P XX � df ( �X ) + o
�

Ek ~X k2
�

= P ff + o
�

E(k ~X k2)
�

:

Cette approximation de la moyenne et de la covariance d'un vecteur aléatoire transformé par
un opérateur non-linéaire est le point de départ de l' Unscented Kalman FilteringUKF.

� CHOIX DES SIGMA -POINTS – La seule dif�culté est de bien dé�nir les sigma-points « au-
tour » de X tels que l'interpolation de l'opérateur non-linéaire soit « bonne ». L'avantage est,
qu'en fait, il suf�t de déterminer les sigma-points d'un vecteur aléatoire I de même dimen-
sion, de moyenne nulle E(I ) = 0 et de variance l'identité P I = 1. En effet, si on suppose ces
sigma-points I i dé�nis, on peut prendre

~X i =
p

P XX I i (1.107)

pour toute racine carrée de P XX , et véri�er les conditions ci-dessus
8
>><

>>:

X

1� i � r

� i ~X i = 0

X

1� i � r

� i ~X i ~X T
i =

p
P XX � I d �

p
P XX = P XX :

(1.108)

Nous nommerons personnellement de tels points sigma-points unitaires. Il est important de no-
ter que les sigma-points permettant le calcul de la covariance empirique peuvent être placées
à une rotation unitaire près. En effet pour U 2 ON (R), en dé�nissant

~X i = U
p

P XX I i ;

on a toujours X

1� i � r

� i ~X i ~X T
i =

p
P XX � UT U �

p
P XX = P XX :
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P  =  df .P .df

UKF

Sigma-Points

Transformed
 Sigma-Points

X  =  f ( X )f

X  =  f ( X )f

f

EKF

Evolution des 
tirages de X

FIGURE 1.4: Principe de la transformation UKF a�n de mieux représenter l'évo-
lution non-linéaire d'une variable aléatoire. Sont représentés en gris différents
tirages de la variable aléatoire (ici N=2). Les covariances des variables aléatoires
sont représentées par des ellipses d'axes les composantes principales de la matrice
P.

Le dernier point concernant la répartition des sigma-points est leur distance par rapport à la
moyenne. Il est clair que les trois conditions sur les points et les coef�cients � i ne sont pas
une contrainte très forte sur la distance de chaque point par rapport au point moyen. En ef-
fet, il n'est pas dif�cile d'imaginer éloigner les points des un des autres tout en compensant
au niveau des coef�cients � i . Cette critique, parmi d'autres, est en particulier présente dans
Lefebvre et al (2002). Il est donc crucial de choisir la distance globale des points par rapports
à première propriété recherchée qui est d'interpoler à l'ordre 2 l'opérateur non-linéaire f agis-
sant sur le processusX . Pour cela, comme présenté Figure 1.4, on essaiera autant que faire ce
peut de placer les sigma-points à

p
E(kX � E(X )k) de la moyenne. Or

E(kX � E(X )k2) = E((X � E(X ))T (X � E(X )))

= E(tr(( X � E(X ))T (X � E(X )))) = E(tr(( X � E(X ))( X � E(X ))T ))

= E(tr P):

Donc si P est la matrice unité les tirages sont en moyenne à
p

N et les sigma-points doivent
l'être aussi. A�n d'illustrer ces remarques nous �nissons par quelques exemples de sigma-
points caractéristiques

� sigma-points canoniques 11(r = 2N ) : Ils sont placés sur la base canonique de part et

11cette dénomination n'est pas of�cielle. Ces sigma-points sont en fait l'échantillon historique proposé par Julier
et al (2000)
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d'autre de l'origine. Leurs coef�cients associés sont tout simplement � i = 1
2N :

I i =

( p
N; si 1 � i � r

�
p

N; si N + 1 � i � 2r
(1.109)

(0,0,1)

(1,0,0)

(0,1,0)

(0,0,-1.7)

(0,0,1.7)

(0,1.7,0)

(0,-1.7,0)

(0,0,1.7)

(0,0,-1.7)

FIGURE 1.5: Sigma-points canoniques en dimension 3. Pour obtenir les sigma-
points étoilés il suf�t d'ajouter la moyenne. En bleu, la matrice de covariance uni-
taire.

� sigma-points étoilés 12 (r = 2N + 1 ) : Au points dé�nies plus haut on peut ajouter un
point centrale correspondant à la moyenne avec un poids particulier.

I i =

8
>><

>>:

p
N; si 1 � i � r

�
p

N; si N + 1 � i � 2r

0 si i = 2 r + 1

(1.110)

dans ce cas, Julier, and J. K. Uhlmann (2002b) démontre que certains types de densité
peuvent être représentés à un ordre supérieur à deux pour un choix de poids adéquat de
� i .

� sigma-points simplectiques (r = N + 1 ) : CesN + 1 points correspondent au plus petit
nombre nécessaire pour représenter la covariance et sont situés sur le polyèdre régulier
de rayon

p
r . A l'image de ce qui est proposé dans Julier, and J. K. Uhlmann (2002a), on

construit ces points récursivement en dé�nissant

I i =
p

N + 1 ~I i;N +1

où les ~I i;r sont issus de la matrice de leur coordonnées[~I i;N +1 ] dé�nie ci-dessous. De ma-
nière générale, la matrice de MN;r où chaque colonne correspond à un des sigma-points
sera noté [X i ] avec l'abus de notation sur l'indice. Pour les ~I i;N +1 , nous la construisons

12idem (cf. note précédente)
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comme suit

8
>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>:

[~I i; 1] =
�

�
1

p
2�

1
p

2�

�
; � =

r
r + 1

[~I i;d ] =

0

B
B
B
B
B
B
@

0

[~I i;d � 1]
...

0
1

�d (d + 1)
: : :

1
�d (d + 1)

� d
�d (d + 1)

1

C
C
C
C
C
C
A

; 2 � d � N + 1

Concernant les poids, puisque chaque point est placé sur un polyèdre régulier entourant
la moyenne, ils sont donc tous égaux à � i = 1

N +1 .

(0,0,1)

(1,0,0)

(0,1,0)
(1.41,0.82,0.58)

(-1.41,0.82,0.58)

(0,0,-1.7)

(0,-1.63,0.58)

FIGURE 1.6: Sigma-points simplectiques en dimension 3 placés donc sur un tétra-
èdre régulier

b. Unscented Kalman Filtering

Le principe du �ltre unscentedest d'utiliser les moyennes et covariances empiriques et leur pro-
pagation en lieu et place des moyennes et covariances approchées des �ltres EKF. On obtient
donc directement
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Evidemment, pour les mêmes raisons que EKF, il n'y a pas de justi�cation rigoureuse au
�ltre unscentedsauf dans le cas où les variables sont supposées gaussiennes où alors on peut
considérer E(X jZ ) au lieu de Ê (X jZ ). Mais même dans ce cas les opérateurs non-linéaires ne
permettent pas d'af�rmer que les variables restent gaussiennes au cours du temps. On paye de
nouveau l'absence de récursivité. Cependant ce n'est pas pour cela que le �ltre n'est pas bon.
Il est déjà sans biais et la question de son ef�cacité, i.e. la covariance d'erreur �nale moyennée
sur toutes les observationsZ , peut légitimement être posée. Cette question est semble-t-il pour
UKF, comme pour les �ltres EKF et d'ordre 2, toujours ouverte. Toujours est-il que les trois der-
niers �ltres que nous venons d'aborder appartiennent donc à la même classe de �ltres appro-
chés « gaussiens ». Leur seule distinction se situe dans la gestion des développements de Taylor
des opérateurs non-linéaires. Malgré la notion de particules introduites par le �ltre UKF, leur
nombre et leur positionnement font qu'on est très loin des approches particulaires (cf. Legland
(2002)) et même de �ltrage d'ensemble EnKF synthétisé dans Evensen (2007). Pour le premier,
toute la distribution est estimée à partir de particules via des méthodes de Monte-Carlo. Pour
le deuxième, souvent imaginé comme une version stochastique du �ltre EKF, on reste dans
la catégorie des �ltres « gaussiens » qui ne cherchent que les deux premiers moments de la
distribution de probabilité à partir de moyennes et covariances empiriques de particules (voir
Blum et al (2008)). Cependant, pour ce �ltre EnKF comme pour le �ltre particulaire, on utilise
un très grand nombre de particules alors qu'UKF sélectionne le nombre « juste » nécessaire à
l'interpolation des opérateurs non-linéaires. Ce dernier est pour ces raisons fondamentalement
déterministe par rapport aux deux autres.

1.5 Conclusion

Ce premier chapitre est donc un tour d'horizon des différentes techniques d'estimation en
dimension �nie. Il nous a permis d'introduire l'ensemble des concepts utiles pour structurer
notre problématique d'estimation et de montrer comment en passant du point de vue pro-
babiliste au point de vue déterministe on peut apporter de nouveaux éclairages. Notamment
nous avons fait le lien entre d'un côté l'approche dite variationnelle consistant à minimiser un
critère de coût relatif à l'erreur d'observation et d'a priori et de l'autre les approches séquen-
tielles. Cependant, nous avons déjà commencé a observer que l'équivalence ne vaut que dans
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le cadre LQ. Dès qu'on s'écarte de cette situation, on peut alors choisir de continuer à mini-
miser le critère ou de trouver un �ltre ef�cace malgré tout. Reste maintenant à appliquer ce
que nous avons vu en grande dimension avec des vecteurs aléatoires approchant des champs
continus relatif à la modélisation de la contraction mécanique du coeur. Or en pratique, il existe
de nombreuses limitations liées à la taille du système notamment pour les approches séquen-
tielles comme déjà constaté avec HJB. Ainsi l'approche variationnelle est « souvent » préférée
dans les disciplines historiques de l'estimation pour ces modèles distribués, i.e l'assimilation
de données. Nous choisirons pourtant une approche séquentielle où nous allons proposer des
�ltres implémentables, y compris en non-linéaire car adaptés à la physique du problème consi-
déré. Pour ce faire, il nous faut d'abord maîtriser le problème direct de la contraction cardiaque
en profondeur, soit l'objectif du chapitre suivant.



CHAPITRE

2 Modélisation cardiaque

There are three things that every beginner in elasticity theory
should know. The �rst is that « Kirchhoff » has two h's in it. The
second is that Hooke's law will not be found as a basic axiom (it

« really » means you are working with linearized theory). The third
is that researchers in elasticity theory are very opinionated, even

when they are wrong.

� Jerrold E. Marsden and Thomas J.R. Hugues,preface of
Marsden et Hughes (1983)
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2.1 Le cœur

L E cœur est un organe à l'activité complexe. C'est une pompe musculaire commandée par
des signaux électriques dont la fonction est de pulser le sang à chaque battement. Son

architecture en plusieurs chambres d'admission et d'éjection ainsi que ses propriétés électro-
mécaniques en font un moteur adapté à l'organisme. L'objectif de ce chapitre est de présenter
une modélisation possible de cette activité, principalement dans ses aspects de mécanique du
solide lors de la contraction de l'organe. Cette modélisation, fondée sur une approche multi-
échelle allant de la �bre musculaire à l'organe tout entier, est le résultat d'un travail collectif à
l'INRIA auxquelles les contributions de cette thèse sont principalement numériques. Et si nous
présentons en détails dans ce chapitre l'effort de modélisation bien que l'objet de cette thèse
soit le problème inverse, c'est que nous sommes convaincus que pour présenter et valider une
méthodologie d'estimation il est absolument indispensable de bien comprendre les proprié-
tés intrinsèques du modèle direct. Les propriétés strictement quantitatives sont, en revanche,
secondaires dans cette démarche. Certes envisager une application clinique à plus long terme
nécessitera une confrontation quantitative intensive à l'expérience. Cependant cette valida-
tion est partiellement découplée de la dé�nition des méthodes d'assimilation de données si on
peut assurer que celles-ci sont dé�nies synthétiquement sur des modèles et des mesures nu-
mériques représentatifs des dif�cultés d'observabilité du problème. Ainsi, ce chapitre est plus
un itinéraire à travers toutes les briques nécessaires et effectivement assemblées dans un simu-
lateur de mécanique cardiaque avant (ou plutôt en parallèle de) la dé�nition et la formalisation
des estimateurs inverses.

Art•re
Pulmonaire

Oreillette
gauche

Oreillette
droite

Septum

Aorte

Valve 
sigmo•de

Valve 
mitrale

Valve 
tricusp•de

Ventricule
gauche

Ventricule
droit

Pericarde

FIGURE 2.1: Coupe anatomique tirée de Netter (1969).
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2.2 Eléments de physiologie cardiaque

2.2.1 Anatomie Cardiaque

L'anatomie cardiaque est adaptée à sa fonction principale de pompe cardiaque. Elle comprend
quatre chambres. Les oreillettes droites et gauches sont en quelque sorte des chambres d'accès
vers leur ventricule respectif, droit et gauche, eux-mêmes véritables chambres de propulsion
vers respectivement les poumons (petite circulation), et respectivement le reste de l'organisme
(la grande circulation) via l'aorte. Le mécanisme de remplissage-éjection est contrôlé par dif-
férentes valves qui assurent l'écoulement unidirectionnel du sang. Tout d'abord les valves
auriculo-ventriculaires(tricuspideà droite et mitraleà gauche) remplissent deux fonctions : d'une
part elles canalisent le sang de l'oreillette vers le ventricule ; d'autre part elles préviennent, lors
de la contraction ventriculaire ( systole), le re�ux du sang vers l'oreillette. Comparativement, les
valves dites sigmoïdessituées à la jonction entre l'un des ventricules et, soit l'aorte à gauche ou
l'artère pulmonaire à droite, empêchent, pendant le remplissage, le re�ux du sang des artères
vers les ventricules.

Les deux ventricules, qui sont donc les forces motrices, correspondent chacun à un ellip-
soïde épais et tronqué. Le gauche est approximativement un solide de révolution, alors que le
droit vient s'encastrer dans le premier (cf. Schéma 2.4). Principalement constitué du myocarde,
muscle s'étendant de l'endocarde délimitant l'intérieur des ventricules, à l'épicarde délimitant
l'extérieur, les ventricules ont une épaisseur respective moyenne de 0:5 cm pour le droit, et
1:5 cm pour le gauche qui génère le plus gros effort de propulsion. L'endocarde et l'épicarde
sont deux couches minces délimitant donc la région musculaire, et l'ensemble du cœur est
lui-même contenu dans le sac péricardique.

1714

13

16

159

8

7

11

10

53

12
6

4

2

1

1. basal anterior
2. basal anteroseptal
3. basal inferoseptal
4. basal inferior
5. basal inferolateral
6. basal anterolateral

 7. mid anterior
 8. mid anteroseptal
 9. mid inferoseptal
10. mid inferior
11. mid inferolateral
12. mid anterolateral

1.3 apical anterior
14. apical septal
15. apical inferior
16. apical lateral
17. apex

apex

mid

apical

basal

18

19

20

21

22

25

23

24 27

26

28

18. basal anterior
19. basal anterolateral
20. basal inferolateral
21. basal inferior
22. mid anterior
23. mid anterolateral

24. mid inferolateral
25. mid inferior
26. basal anterior
27. basal inferior
28. apex

top

FIGURE 2.2: Régions AHA of�cielles pour le ventricule gauche et extension au
ventricule droit.



70 Chapitre 2. Modélisation cardiaque

Side

Top

500 mm

Sides

10% 30% 50% 70% 90%

FIGURE 2.3: Exemple d'imagerie de tissu cardiaque de rat. Échantillon transmu-
ral complet (haut) et plusieurs coupes à différentes distances de l'épicarde (bas).
L'image est tirée du cours Smith et al (2000).
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FIGURE 2.4: Schéma de la répartition transmurale des �bres (à gauche) et de l'en-
roulement dans le ventricule gauche (à droite).
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L'orientation du cœur dans l'organisme peut varier sensiblement en fonction de la cor-
pulence des individus, et on dé�nit souvent son grand axe comme le plus petit axe principal
d'inertie du ventricule gauche. La partie inférieure des ventricules, c'est-à-dire de plus petite
élévation par rapport au grand axe, se nomme l'apex et la supérieure où viennent se gref-
fer les oreillettes est appelée la base. L'American Heart Association, AHA/ACC/SNM (1992),
propose de plus de régionaliser les ventricules en dix-sept régions pour le gauche, auxquelles
nous en ajoutons onze pour le droit. Malgré d'assez fortes disparités ces régions correspondent
sensiblement à des zones d'effet de coronaires principales et donc elles sont raisonnables à la
fois du point de vue de la localisation spatiale et de la physiologie.

Au niveau du tissu maintenant, le myocarde est essentiellement constitué d'un enroule-
ment de �bres, un peu à la manière d'une pelote de laine. De nombreuses études anatomiques
ont été consacrées à décrire l'organisation géométrique des �bres source d'anisotropie struc-
turelle pour le tissu (voir Mourad (2003) pour une présentation complète). Il a été montré no-
tamment par Streeter (voir notamment Streeter (1979) et ses références) que les �bres courent
sur un ensemble de surfaces emboîtées en passant de l'endocarde à l'épicarde via l'apex. Ainsi
on distingue trois couches :

� une couchesuper�cielle ou sous-épicardiqueoù les �bres sont hélicoïdales d'angle compris
entre -60 et -80 degrés ;

� une couche moyennequi n'est présente que dans le ventricule gauche où les �bres sont
orthoradiales par rapport au grand axe ;

� une couche profonde ou sous-endocardiqueoù les �bres sont hélicoïdales d'angle compris
entre -60 et -80 degrés.

La séparation entre ces trois couches est en réalité progressive, néanmoins on pourra la conser-
ver conventionnellement pour sous échantillonner la « régionalisation AHA ».

REMARQUE 2.2.1
Plusieurs études (voir Smith et al (2000) et ses références ou Usyk et al (2000)) ont de plus montré
l'existence d'une structure en feuillets orthogonaux à la �bre puisque composés en fait de plusieurs
d'entre elles regroupées dans la direction radiale. Ainsi le myocarde présenterait non pas une mais
deux directions privilégiées.

2.2.2 Cycle cardiaque

Le cycle cardiaque est présenté sur la �gure 2.5. L'activité se décompose ainsi en quatre phases
se succédant en moins d'une seconde en moyenne (la fréquence cardiaque étant généralement
de 60-80=min). On observe ainsi successivement :

1. la phase de contraction de la systole (phase I, env. 50ms) :
Les ventricules se contractent sous l'effet de l'onde de dépolarisation (voir le paragraphe
2.2.3). Toutes les valves étant fermées (la contraction est dite isovolumétrique), la pres-
sion monte alors très rapidement jusqu'à atteindre la pression dans l'aorte pour le ven-
tricule gauche (resp. l'artère pulmonaire pour le ventricule droit) d'environ 80 mmHg
(resp 10mmHg). Les valves sigmoïdes s'ouvrent alors.
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2. la phase d'éjection (phase II, env. 210ms au repos) :
La pression dans le ventricule gauche et dans l'aorte continuent de croître jusqu'à la pres-
sion systolique(phase II env. 120mmHg). En début de phase IIa, la plus grande partie du
volume systoliqueVs est expulsé rapidement et le débit aortique atteint alors son maxi-
mum. Par la suite, l'excitation du myocarde cesse et la pression ventriculaire commence
à diminuer jusqu'à devenir inférieure à celle de l'aorte (resp. l'artère pulmonaire) en-
traînant la fermeture des valves. Le volume d'environ 40ml qui reste dans le ventricule
gauche est appelé alorsvolume télésystolique.

3. la phase de relaxation isovolumétrique (phase III env.60ms) :
Pendant ce temps, les oreillettes se sont à nouveau remplies. La pression ventriculaire
chute alors brusquement tandis que la pression auriculaire augmente jusqu'à ouverture
de la valve mitrales à gauche ou pulmonaire à droite.

4. la phase de remplissage de la diastole (phase IV env. 500ms) :
Le sang s'écoule alors très rapidement des oreillettes vers les ventricules de sorte que
ceux-ci se remplissent à environ 80% en seulement le quart de la durée de la diastole
(phase de remplissage rapide (IVa)). Puis le remplissage se ralentit et les oreillettes se
contractent permettant la �n du remplissage (soit pour environ 20 % du remplissage
total).

Cette description qualitative correspond à une fréquence cardiaque normale au repos ; lorsque
le rythme cardiaque augmente, le cycle cardiaque diminue aux dépens de la diastole. De ce
fait, c'est alors la pression auriculaire qui participe quantitativement le plus au remplissage
des ventricules.

2.2.3 Formation et conduction de l'excitation électrique

Bien que notre problématique soit essentiellement focalisée sur les aspects mécaniques de la
contraction, il est fondamental de comprendre la nature de l'excitation électrique du myocarde
comme origine de sa contraction.

La genèse de l'excitation siège dans l'organe lui-même, contrairement à ce qui peut se
passer au niveau des muscles squelettiques : on parle alors de rythme spontané ou d'auto-
nomie du cœur. Du point de vue électrique, le myocarde, auriculaire et ventriculaire, est un
syncitium, c'est-à-dire que les cellules ne sont pas isolées les unes des autres mais reliées par
des gap-junctions. Ainsi, une excitation naissant dans une des oreillettes se propage jusqu'à
contraction complète de celles-ci, et de même pour les ventricules.

L'excitation du cœur naît au niveau du nœud sinusal qui constitue en quelque sorte le
pacemaker. La propagation de l'excitation s'étend à partir de ce point sur les deux oreillettes
et au nœud atrioventriculaire(nœud AV) où elle rejoint le myocarde ventriculaire par les deux
branches du faisceau de His et par le réseau de Purkinje. Là, elle parcourt le myocarde de
l'intérieur vers l'extérieur et de la pointe ( l'apex) vers la base (voir Figure 2.6).

REMARQUE 2.2.2
Le cœur peut donc battre de manière autonome, sans innervation extérieure, et sa fréquence est le re�et
de l'émission périodique et de la propagation de cette onde d'excitation. Cependant, l'innervation est
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nécessaire à l'adaptation de la fonction cardiaque à la demande variable de l'organisme sur des échelles
de temps allant de la dizaine de battements à plusieurs minutes. Dans ce cas, les trois caractéristiques
suivantes peuvent être modi�ées :

� la fréquence de formation des impulsions par le pacemaker, donc la fréquence des battements
cardiaques (effet chronotrope),

� la vitesse de conduction de l'excitation , spécialement dans le nœud AV (effet dromotrope),

� la force de contraction musculaire (effet inotrope).

Ces modi�cations de l'activité sont provoquées par un certain nombre de neuro-transmetteurs tels que
l'acetylcholine ou la noredraline .
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FIGURE 2.6: Propagation de l'excitation électrique cardiaque. Schéma inspiré de
Netter (1969)
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Le tracé desélectrocardiogrammes(ECG) renseigne sur les différents instants de la formation
et conduction de l'onde électrique en visualisant les différences de potentiels (quelques mV)
entre différents points de la surface du thorax résultant de la diffusion de l'activité électrique
cardiaque. En d'autres termes, l'ECG correspond au champ électrostatique « lointain » de l'état
de la dépolarisation à la surface1 du cœur. vis-à-vis de l'ECG cette dernière est d'ailleurs équi-
valente à un dipôle électrique qui varie tout au long du cycle tant en taille qu'en direction en
fonction de la propagation. On réalise alors jusqu'à douze mesures de différence de potentiel,
appelées dérivations et illustrées Figure 2.7, empiriquement suf�santes au thérapeute. Plus
précisément, sur chacun des tracés on retrouve trois dé�exions caractéristiques de la dépolari-
sation

� l' ondeP correspondant à l'activation des oreillettes,

� le complexeQRS correspondant à celle des ventricules,

� l' ondeT traduisant la repolarisation des cellules ventriculaires,

et c'est l'analyse de ces différents événements sur les dérivations qui permet le diagnostic.
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FIGURE 2.7: Illustration des signaux des 12 dérivations ECG

2.2.4 La fonction cardiaque

� D IAGRAMME PRESSION -VOLUME ET TRAVAIL DU CŒUR – Du point de vue de l'organe
cœur, la relation pression intra-ventriculaire - volume ventriculaire (conséquence de la relation
longueur - étirement musculaire cf Section 2.2.6) exprime le travail de la pompe cardiaque.
Dans cet examen, on privilégie le ventricule gauche qui est responsable de l'éjection du sang
dans la grande circulation et constitue donc la principale fonction motrice de l'organe. La
construction de ce diagramme nécessite tout d'abord 4 courbes d'appuis :

� la courbe d'étirement au repos : Elle indique les pressions qui se forment passivement
pour divers volumes de remplissage,

� la courbe des maxima isovolumétriques : Correspond à la pression maximale obtenue
à volume constant,

� la courbe des maxima isotoniques : Correspond au volume maximal obtenu à pression
constante cette fois,

1simplement à la surface pour des raisons de champ équivalent
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� la courbe des maxima auxotoniques : Durant la systole, la contraction isovolumétrique
est suivie d'une phase d'éjection, dite auxotonique, où le volume diminue alors que la
pression continue d'augmenter. Ce type mixte de contraction porte le nom de contraction
à postcharge. Pour un volume de remplissage donné, son maximum change, celui-ci étant
lié à la pression télédiastolique, mais tous ces maxima sont situés sur une courbe qui
relie le point isovolumétrique et le maximum isotonique correspondant à un remplissage
donné.
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FIGURE 2.8: Diagramme PV de la pompe cardiaque

Le cycle de travail s'inscrit donc entre ces quatre courbes dont les valeurs caractéristiques
ont déjà été données Section 2.2.2. Il faut noter que comme tous les cycles « thermodyna-
miques » de moteur, ce cycle se parcourt dans le sens trigonométrique et que le travail effectué
par le ventricule gauche correspond à l'aire de la surface délimitée par le diagramme. Ainsi on
obtient typiquement

Z
P dV = 13300 Pa : 80:10� 6 m3 = 1 :07J[N.m];
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pour le ventricule gauche, et 0:16 J pour le ventricule droit. La plus grande partie du travail
global P-V systolique est fournie directement par le myocarde lors de la contraction active ce
qui correspond à l'aire [A� D � D0� A0] (Figure 2.8). Une petite partie est fournie par la réaction
passive et élastique à sa distension lors du remplissage (surface[A0� A� V ] Figure 2.8). En fait ce
travail est assuré à80%indirectement par le myocarde ventriculaire et le reste directement par
la contraction auriculaire, ainsi que par les muscles respiratoires et les muscles squelettiques
qui participent ensemble au retour veineux.

Cependant, le travail systolique des deux ventricules ne représente pas tout le travail du
cœur, car celui-ci doit fournir encore 20%de surplus à l'onde pulsative (distension des parois
des vaisseaux), ce qui correspond à la surface[D_S � D0] Figure 2.8. On obtient ainsi comme
travail total WTOTAL ' (1:07+0:16) : 1:2 ' 1:45soit une puissance au repos, pour une fréquence
de 70 pulsations par minute, de PW = 1 :47� 1:17� 1 = 1 :71 W.

� RÉGULATION DU VOLUME D ' ÉJECTION – Un phénomène très important dans la fonction
cardiaque est l'ensemble des contrôles qui permettent son adaptation aux changements d'envi-
ronnement. Or, autant l'adaptation de l'activité cardiaque aux besoins de l'organisme est sous
contrôle extrinsèque, autant l'adaptation du volume d'éjection ( VES ) au volume de remplissage
(liées à la position du corps, à la respiration...) et à la pression aortique dépendent directement
de l'étirement télédiastolique 2 du myocarde. Ce mécanisme, connu sous le nom demécanisme
de Frank-Starling, se traduit par trois phénomènes :

1. Premièrement lorsqu'il y a augmentation de remplissage (préchargeou preloaden an-
glais). Dans ce cas le début de la phase de mise en tension du muscle (point A) est dé-
placé vers la droite. De fait, le volume télédiastolique augmente de même que le volume
d'ejection, ce qui conduit donc à une régulation. Le travail global lors de ce cycle est donc
lui aussi plus important.

2. Deuxièmement lorsque la pression aortique augmente (postchargeou afterload), la valve
aortique ne s'ouvre que pour une pression aortique plus élevée. Ainsi pendant une phase
transitoire le volume d'éjection est moindre.

3. En�n, lorsque la modi�cation de l'activité cardiaque est indépendante de la précharge ou
de la postcharge, (on parle decontractilité modi�ée ou d'inotropie), c'est que la contracti-
lité est modi�ée sous l'effet de l'augmentation de la fréquence cardiaque ou par l'action
inotrope de la noredrénaline ou de l'adrénaline. Les maxima isovolumétriques sont alors
déplacés vers le haut. Le cœur peut ainsi travailler avec une pression plus élevée et son
travail augmente.

Une conséquence directe du mécanisme de Franck-Starling pour la régulation globale du sys-
tème cardio-vasculaire est l'égalisation des volumes d'éjection dans les deux ventricules évi-
tant ainsi toute stase dans le circuit pulmonaire et systémique.

2 en �n de diastole
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2.2.5 Le réseau vasculaire

a. Description générale

Le réseau vasculaire est constitué d'un ensemble de vaisseaux de diamètres et de propriétés
différents comme résumé sur la �gure 2.10 et le tableau 2.9. A partir du cœur le cheminement
du sang dans la grande circulation est alors le suivant. Expulsé par le ventricule gauche dans
l'aorte, le sang est ensuite réparti par les grosses artères dans le réseau périphérique constituée
d'artérioles puis de capillaires. Ensuite, le sang « remonte » vers le cœur par les veines, les
branches veineuses, les grosses veines et en�n les veines caves. La pression sanguine moyenne
passe alors de100mmHg dans l'aorte à environ 2� 4 mmHg dans les veines caves. Ceci donne
une perte de charge de 97 mmHg qui correspond à une résistance périphérique totale (RPT)
de 18mmHg.min.L � 1 d'après la relation simple (équivalent de la loi d'Ohm électrique)

� P = Q:Rp;

où Q est le débit sanguin. D'après la loi de Poiseuille, on sait que la résistance à l'écoulement
dans un tube dépend de la longueur du tube, de la viscosité du liquide et de la puissance 4
du rayon sous la forme R / 8 l�

�r 4 , ce qui permet d'imaginer l'importance de chaque réseau de
vaisseaux dans la RPT, notamment :

� les petites artères sont responsables de près de50%de la RPT et la modi�cation du rayon
de ces vaisseaux a de fortes conséquences sur la RPT,

� les capillaires, bien qu'ayant un rayon plus petit participent tout de même à 27% de la
RPT, car leur nombre est considérable
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FIGURE 2.9: Pression moyenne, �ux, et surfaces pour différentes catégories de vais-
seaux.

b. Effet Windkessel

Au niveau des grandes artères, un phénomène vient s'ajouter à la simple perte de charge. Leur
paroi se distend durant la phase d'éjection sous l'effet du débit créant une sorte de capacité
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FIGURE 2.10: Réseau artériel et veineux desservi et desservant le cœur
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(toujours par analogie électrique) puisqu'une partie du volume éjecté est « temporairement
stockée » dans la lumière élargie du vaisseau. Ce phénomène est souvent appeléeffet Windkes-
sel.

c. Retour veineux

C'est le réseau veineux qui constitue �nalement le réservoir à sang de l'organisme, d'autant
que les veines sont bien plus extensibles que les artères (phénomène de rétention bien connu).
Vu la faible pression régnant les veines, la force de propulsion du �ux veineux est due à quatre
actions :

� le résidu de pression artérielle maintenue au delà du réseau capillaire,

� le phénomène de succion dû à l'abaissement du plancher valvulaire lors de la contraction
cardiaque,

� la pression exercée sur les parois des veines par les muscles squelettiques,

� la respiration qui provoque une hypertension dans l'abdomen et une dépression dans la
cage thoracique.

2.2.6 Physiologie détaillé des tissus musculaires cardiaques

Nous venons de présenter rapidement les grandes lignes du fonctionnement du cœur à l'échelle
de l'organe. Passons maintenant à une échelle plus petite dite mésoscopique de description de
la �bre musculaire cardiaque avant de nous intéresser au comportement microscopique qui
régit sa contraction. Le description qui suit s'applique à ce qu'on appelle les muscles striés,
c'est-à-dire qu'elle est valide en grande partie à la fois pour les �bres cardiaques et les �bres
squelettiques.

Les muscles striés, illustrés Figure 2.11, sont des structures « multi-échelles » dont l'élé-
ment principal est la cellule musculaire. Comme nous l'avons déjà mentionné, celle-ci est une
�bre dont le diamètre moyen varie en moyenne de 10 à 100 � m et dont la longueur peut
atteindre 15 cm pour les muscles squelettiques 3 ! La �bre musculaire est délimitée par une
membrane cellulaire appelée sarcolèmecontenant le sarcoplasme(cytoplasme), des sarcosomes
(mitochondries, cellules associées à la respiration), ainsi qu'une centaine demyo�brilles.

A l'échelle de la myo�brille, celle-ci est divisée en compartiments d'environ 2 � m de lon-
gueur, appelés sarcomères et limités par des disques Z. Lorsqu'on les observe au microscope,
ils apparaissent comme une succession de bandes alternativement claires et sombres d'où leur
dénomination de muscle strié. Ceci est dû en fait à la disposition de �laments épais de myosine II,
et de �laments �ns d'actine. On note, à l'intérieur de deux disques successifs, trois bandes :

� la bande Ine comportant que des �laments d'actine, (on en compte quelques milliers par
sarcomère)

3les �bres de viandes reconnaissables à l'œil nu sont en fait des réseaux de 100-1000�m formés d'une dizaine
de �bres
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� la bande Adans laquelle les deux types de �laments se chevauchent, et forment en son
centre le disque M

� la bande Hne comportant que des �laments de myosine.

A l'échelle, cette fois, du �lament de myosine, on observe que ce dernier est constitué d'un
paquet d'environ 300 molécules de myosine II. Chaque molécule possède deux têtes globu-
laires reliées par la partie cervicale(analogie simplement compréhensible d'après la Figure 2.11)
à la partie caudale�liforme du reste de la molécule. Chaque tête de myosine possède un domaine
moteuravec une poche à nucléotide(ATP) et un site de liaison à l'actineet l'ensemble de la partie
tête-cou-partie caudale peut faire basculer ces têtes de myosine lors de leur interaction avec
l'actine (c'est le glissement des �laments).

Concernant l'actine, molécule globulaire, env. 400 molécules de celle-ci peuvent s'enchaî-
ner à la manière d'un collier de perles pour former un polymère. En fait, ce sont deux molécules
de ce types qui, associées à la molécule de tropomyosine, forment le �lament d'actine comme
illustré Figure 2.11. La molécule de tropomyosinequi possède une structure similaire s'enroule
donc autour des deux polymères d'actine et tous les 40nm environ vient se �xer une molécule
de troponinequi sera responsable de l'interaction avec les têtes de myosine.
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Žpais

disque M

FIGURE 2.11: Description multi-échelles de la �bre musculaire

Le sarcomère comprend encore un système élastique de plus de100nm de long, la titine,
qui lie les disques Z au disque M.

En�n, on sait que toute les cellules comportent un réticulum endoplasmiquequi est normale-
ment responsable, au niveau du cytoplasme, des échanges protéolipidiques avec la cellule. Pour
les cellules musculaires, ce reticulum est un peu différent et porte le nom de reticulum sarcomé-
rique. Il est formé de compartiments fermés, parallèles aux myo�bres appelés tubes longitudi-
nauxqui sont essentiels dans le stockage des ionsCa2+ , cheville ouvrière de la propagation de
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l'impulsion électrique dans le tissu.

a. Contraction de la �bre musculaire

� EXCITATION DE LA FIBRE MUSCULAIRE – Au niveau électrique, la membrane cellulaire
constitue une barrière pour les ions porteurs de charges entre le milieu intra- et extra-cellulaire.
Néanmoins, certaines espèces et en particulier les ionsNa+ , K + et Ca2+ initialement stockés
dans le reticulum endoplasmique peuvent être échangés entre ces deux milieux au travers
de pompes et échangeurs chimiques complexes. Les gradients ainsi formés notamment en
ions Ca2+ entraînent une différence de potentiel transmembranaire qui se propage de cellule
en cellule formant une vague qui s'entretient par l'activation des canaux ioniques. On parle
alors de potentiel d'action décrit macroscopiquement Section 2.2.3. Lors de la relaxation, la
cellule revient à l'équilibre électrique avec en particulier la recaptation des ions calcium dans
le reticulum sous l'action d'ATP, carburant de ces mécanismes.

� LE FILAMENT GLISSANT – Le mécanisme conduisant à la contraction à partir du gradient
en ions calcium est connu sous le nom de théorie du �lament glissant dont les différentes
étapes sont présentées Figure 2.12. La myosine II et les �laments d'actine d'un sarcomère sont
en effet disposés de telle manière qu'ils peuvent s'emboîter ensemble. Les têtes de myosine se
�xent alors au �lament �n en formant un angle donné. Suite à une modi�cation structurale de
la molécule de myosine II cet angle se modi�e et la tête de myosine entraîne avec elle tout le
�lament �n dans son glissement. La tête se détache alors, se distend à nouveau, et est prête
pour une nouvelle liaison dans le cycle suivant.

ATP

ADP
PCa

++

Actine (A) Complexe
Troponine

Tropomyosine

Myosine (M)

Phosphate
AdŽnosine
diphosphateions Calcium

FIGURE 2.12: Etapes de la formation d'un pont actine-myosine

D'un point de vue du �lament complet, ce mécanisme est la cause du rapprochement des
deux disques Z par la réduction de la zone H . Quand les �laments épais se retrouvent en butée
sur les disques Z , le muscle est alors en contraction maximum.

Du point de vue chimique, le mécanisme d'appariement de la tête de myosine puis la
modi�cation d'angulation sont des phénomènes complexes. La liaison initiale entre la tête
de myosine et l'actine nécessite tout d'abord la �xation d'une molécule d'ATP. Le complexe
ATP-myosine réalise alors un angle d'environ 90 degrés avec l'actine mais la liaison est faible.
L'arrivée d'ions Ca2+ sur le complexe tropomyosine-troponine entraîne, par l'intermédiaire de
l'actine, l'ATPase de la myosine, soit l'hydrolyse de la myosine. Il s'ensuit la formation d'un
complexe A � M � ADP � P. Le détachement du P change alors la conformation du complexe
et la liaison actine-myosine devient forte. Les têtes pivotent alors pour former un angle de
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40 degrés en entraînant le �lament de myosine. La libération de l'ADP amène alors les têtes
dans leur position �nale (45 degrés) dans une con�guration extrêmement stable puisqu'en
l'absence d'ATP pour faire remonter les têtes elle correspond à l'état observé pendant la rai-
deur cadavérique. Quand, en revanche, l'ATP vient de nouveau se �xer sur les têtes, celles-ci
se redressent. Parallèlement à cela la concentration d'ions calcium diminue pour passer en
dessous des1� mol.l � 1. C'est alors que les deux molécules d'actine et myosine se détachent en
attendant un nouveau potentiel d'action pour recommencer un cycle.

Ainsi le cycle complet de réaction conduisant à l'attachement-détachement de la tête de
myosine sur l'actine s'écrit (voir dé�nition des symboles Figure 2.12)

M:ATP
k1�! M:ADP:P

M:ADP:P + A
k2�! AM:ADP:P

AM:ADP:P
k3�! AM + ADP + P

AM + ATP
k4�! M:ADP + A

ADP + P
k5�! ATP

(2.1)

A noter que l'équation 5 est présente uniquement pour fermer le cycle. De plus les ions Ca2+

n'apparaissent pas directement dans ce cycle.

Du point de vue un peu plus macroscopique, ce mécanisme au niveau des têtes de myosine
n'est pas synchronisé sur tous les �laments donc la contraction s'opère par saccades. De plus, il
n'opère pas dans toutes les con�gurations du tissu. En effet, quand l'étirement est maximum,
il n'est plus possible de faire d'autres ponts, et inversement quand la longueur est trop faible,
les ponts se recouvrent les uns les autres et ne contribuent plus. Ainsi la tension maximale est
obtenue pour une longueur de repos « moyenne ».

b. Propriétés mécaniques du muscle

Le modèle du �lament glissant dé�nit le comportement mécanique actif de contraction car-
diaque en l'associant directement au nombre de ponts actine - myosine formés. Cependant, le
comportement mécanique des �bres musculaires ne se limite pas au sarcomère et s'exprime
aussi de façon passive (indépendamment de l'activité électrique), notamment dans les phases
de relaxation du tissu (lors de la repolarisation du tissu).

Du point de vue passif donc, un muscle au repos peut être étiré comme un élastique et
la force résultante au début est très faible. Elle croit ensuite de manière exponentielle avec
l'allongement : on obtient alors la courbe d'étirement de repos. Lors d'un allongement très
important, le tissu de soutien résiste et empêche le démantèlement des �bres. Mais c'est avant
tout la titine qui assure ce rôle. Cette molécule se situe à deux endroits. Au niveau de la bande
A pour positionner le �lament de myosine mais aussi sur la bande I en série avec les autres
composantes.

Ces deux comportements, actifs et passifs, permettent de tracer les relationsTension� Lon-
gueur T � L sur un diagramme, la contrainte totale pouvant être développée dans la �bre
musculaire devenant la somme des deux contributions actives et passives. En régime mus-
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culaire « normal », les différentes contractions possibles vont en fait s'inscrire à l'intérieur de
ces courbes maximales avec en particulier deux contractions caractéristiques :

� la contraction isométriques'opérant à longueur constante (correspondant à un déplace-
ment vertical sur le diagramme T � L). Ce type de contraction n'est rendu possible que
par la composante élastique en sériecorrespondant aux bandes Z qui compense la modi�-
cation de longueur provoquée par l'attachement des ponts.

� la contraction isotoniqueà pression constante (correspondant à un déplacement horizon-
tal sur le diagramme T � L) lorsque la charge sur la �bre est nettement supérieure à ce
qu'elle peut équilibrer.

Ces deux types de contractions sont, dans le cadre de la �bre cardiaque, corrélées respecti-
vement au comportement isovolumique (puisque le myocarde correspond à une pelote de
�bres enroulée sur elle-même), ou à la contraction isobare du myocarde complet. Ainsi, le dia-
gramme (P; V) du cœur complet est similaire à celui du diagramme (T; L) de la �bre cardiaque
(similarité des Figures 2.8 et 2.13). Mécaniquement, il y a donc une analogie possible entre le
muscle tout entier et le comportement moyen de la �bre. Dans les autres situations, la contrac-
tion du muscle est dite auxotoniqueet correspond à une tension et une longueur variables.
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FIGURE 2.13: Diagramme Tension-Longueur pour le muscle cardiaque (à gauche)
et à titre de comparaison pour le muscle squelettique (à droite).

REMARQUE 2.2.3
Il est intéressant de constater que, bien que très similaires dans leur principes, les muscles striés pré-
sentent des différences fonctionnelles essentielles suivant qu'ils sont squelettiques ou cardiaques.

� le muscle squelettique est plus extensible que le muscle cardiaque.

� le point de fonctionnement est différent pour les deux types de muscles et situé au niveau du
maximum de la force active pour le muscle squelettique. Ceci laisse une zone d'activité supplé-
mentaire pour le cœur, modi�able par la concentration en ions [Ca2+ ] et observable à travers
l'effet Frank-Starling.
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� une différence dans l'excitation puisque le plateau est plus long dans le muscle cardiaque et la
contraction dépend de la longueur de ce plateau. De plus l'excitation s'étend à tout le cœur dès
qu'elle a commencé.

2.3 Modélisation électromécanique cardiaque

Nous venons de parcourir l'essentiel de la physiologie cardiaque nécessaire à la formulation
d'un modèle mécanique pour le cœur. Pour ce faire, nous commençons par quelques rappels
indispensables de mécanique des milieux continus avant de présenter la loi de comportement
utilisée pour la formulation de notre problème direct.

2.3.1 Formulation mécanique en Lagrangien total

a. Cinématique

On considère un solide déformable représenté à tout instant t par un ouvert 
( t) (noté 
 quand
il n y a pas d'ambiguïté). De plus, on suppose que @
( t) existe et estC1 par morceaux (en
particulier une normale est dé�nie en tout point de @
( t)). En con�guration Lagrangienne, on
se donne une con�guration de référence (
 0; @
 0) (pas nécessairement égale à(
(0) ; @
(0)) )
telle que la déformation est une application bijective � de la con�guration de référence sur
la con�guration courante. La déformation donne la position de chaque point du solide à tout
instant :

� :

(

 0 ! R3

� 7! x = � (� ; t)

� � (t )

� (t )

� � 0

�

�

0

�
x

FIGURE 2.14: Con�guration de référence, déformée et transformation

On note y le déplacement
y(� ; t) = x � � = � (� ; t) � � ;

F est le gradient de transformation

F (�; t ) = r
�
� = 1 + r

�
y;

tel que toute modi�cation de volume est obtenue par Jd
 où J = det F et d
 désigne la mesure
de volume (ici en con�guration de référence). De même, toute modi�cation d'aire est donnée
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par JF � T dS. De plus, C = F T F est le tenseur de déformation à droite de Cauchy-Green, ou
tenseur de dilatation puisque

8�� 1; �� 2; < � x1; � x2 > = < F � � x1; F � � x2 > = < �� 1; �� 2 > C :

Le tenseur de Green-Lagrange est notée,

e =
1
2

(C � 1) =
1
2

�
r

�
y + ( r

�
y)T + ( r

�
y)T � r

�
y
�

;

et son linéarisé "

" =
1
2

�
r

�
y + ( r

�
y)T

�
:

b. Principe fondamental de la dynamique
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FIGURE 2.15: Cube de Cauchy pour le tissu cardiaque. Sont représentées les com-
posantes du tenseur de Cauchy � et les efforts résultant sur chaque surface T. La
�bre apparaîtra dans la loi de comportement Section 2.3.2

.

En con�guration déformée, le principe fondamental de la dynamique liant contraintes et
forces extérieures se retrouve à partir du cube de Cauchy Figure 2.15,

div � + � (f � •y) = 0 ; sur 


où � est le tenseur de contraintes de Cauchy,� la masse volumique du solide et f la résultante
des efforts. En formulation faible sur l'espace V des déplacements admissibles, on obtient

8v 2 V(
) ;
Z



� : r xv d
 =

Z



� (f � •y) � v d
 :

Le tenseur de Cauchy étant symétrique, on peut symétriser aussi r x et ainsi faire apparaître
" (v) = 1

2

�
r

�
v + ( r

�
v)T

�
le tenseur de déformation linéarisé en con�guration déformée

8v 2 V(
) ;
Z



� : " (v) d
 =

Z



� (f � •y) � v d
 ;
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Pour passer en Lagrangien total on effectue le changement de variablex ! � . Comme

r
x
v = r

�
v � r

x
� = r

�
v � (r

�
x) � 1 = r

�
v � F � 1;

on obtient

8v 2 V(
 0);
Z


 0

� : r
�
v � F � 1J d
 =

Z


 0

� 0(f � •y) � v d
 :

En toute rigueur, seules les forces extérieuresf dites conservatives (i.e. ne dépendant pas de
la con�guration) peuvent s'écrire simplement sur la con�guration de référence ; les autres,
comme par exemple les efforts de pression, sont à composer avec la déformation, mais nous
ne le préciserons pas dans la formulation pour alléger l'écriture. En introduisant T = J� � F � T

le premier tenseur de Piola-Kirchhoff(non symétrique) on obtient donc

8v 2 V(
 0);
Z


 0

T : r
�
v � d
 =

Z


 0

� 0(f � •y) � v d
 ;

qui donne en formulation forte

div T + � 0(f � •y) = 0 ; sur 
 0:

Pour conserver des tenseurs symétriques, on utilise le second tenseur de Piola-Kirchhoff

� = F � 1 � T = JF � 1 � � � F � T ;

la formulation faible des équations du mouvement devenant

8v 2 V(
 0);
Z


 0

� : F T � r
�
v � d
 =

Z


 0

� 0(f � •y) � v d
 :

Or r
�
v = d yF � v, donc le symétrisé de F T � r

�
n'est autre que la différentielle du tenseur de

déformation par rapport au déplacement, soit

dye � v =
1
2

�
( dyF � v)T � F + F T � dyF � v

�
;

conduisant à l'expression du principe de la dynamique en con�guration de référence que nous
utiliserons par la suite

8v 2 V(
 0);
Z


 0

� 0•y � v d
 +
Z


 0

� : dye � v d
 =
Z


 0

� 0f � v d
 : (2.2)

A noter qu'on utilise souvent en mécanique la notation compactée �e = dye � v.

REMARQUE 2.3.1
Les bilans énergétiques en mécanique sont obtenus classiquement en testant les formulations variation-
nelles sur les vitessesv = _y. Ainsi le tenseur de Cauchy � est le conjugué énergétique du tenseur de
déformation linéarisée puisque "( _y) = _" . De même, le premier tenseur de Piola-Kirchhoff T est le conju-
gué énergétique du gradient de déformation F car r

�
_y = _F et le second tenseur de Piola-Kirchhoff �

est celui du tenseur de déformation Green-Lagrange e car dy e � _y = _e.
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2.3.2 Loi de comportement mécanique

Commençons par rappeler une décomposition classique du tenseur des contraintes en fonction
du travail développé sur les déformations de type dilatation ou contraction isotrope. Soit

p = �
1

3J
� : C (2.3)

et
�

d
= � + pJC � 1 (2.4)

Alors pour tout déplacement virtuel v = � x où dyF � v = �F et donc dye � v = �C

�
d

: dye � v = � � : C + �pJC � 1 : C = 0 :

Donc �
d
, appeléepartie déviatoriquedu tenseur des contraintes, ne travaille pas sur les dilata-

tions ou contractions isotropes.

De plus, la variable p s'interprète comme la pression hydrostatiquedu système. En effet, si le
système est en équilibre avec une pression extérieurepe,

Z


 0

� : dye d
 =
Z

@

� pe� � v d
 :

et en introduisant le volume

j
 j =
Z


 0

J d
 ;

dont la différentielle est

dy j
 j � v =
Z


 0

JF � 1 : dyF � v d
 =
Z



divx(v) d
 ; (2.5)

on obtient pour tout déplacement virtuel v = � x

pe

Z

@

� � v d
 = pedy j
 j � v = 3p� j
 j ) p = pe:

a. Hyperélasticité

On dé�nit un matériau hyperélastique comme un corps élastique homogène ne dissipant pas
d'énergie pendant un cycle (voir Le Tallec (1994)). Ainsi pour toute transformation � (� ; t) =
F (t):� + c(t) périodique de période T,

Wcycle =
Z T

0

Z


 0

T(F ) : _F d
 dt =
Z F (T )= F (0)

F (0)
T(F ) : dF = 0 (2.6)

D'après le théorème de Stokes, il existe donc une fonction W e tel que T(F ) = @We

@F . Ceci cor-

respond physiquement au cas particulier de l'inégalité de Clausius-Duhem en l'absence de
dissipations Truesdell et Noll (1965).

On peut aller plus loin dans la formulation de W e puisqu'une rotation de corps rigide
n'entraîne pas de modi�cation énergétique. Mathématiquement on a donc,

8Q 2 SO3(R); W e(F ) = W e(Q � F ): (2.7)
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En choisissantQ = Q �
p

C � F � 1, on obtient que W e est en en fait une fonction de C, qui �ltre
toutes les rotations dans F . En outre, dans le cas isotrope, l'indépendance par rotation de la
con�guration initiale impose que

8Q 2 SO3(R); W e(C) = W e(Q � C � QT ): (2.8)

En choisissant pour Q la matrice des vecteurs propres du tenseur (symétrique) de Cauchy-
Green, on obtient �nalement que W e est une fonction uniquement des valeurs propres du
tenseur. Autrement dit, elle s'exprime uniquement en fonction de ses invariants

I 1 = tr( C); I 2 = 1
2(tr( C)2 � tr( C2)) I 3 = det( C) = J 2 (2.9)

En second tenseur de Piola-Kirchhoff cette relation se traduit en fonction de son conjugué
énergétique sous la forme

Il existe W e = W e(I 1; I 2; I 3) tel que � (e) =
@We

@e
(I 1; I 2; I 3): (2.10)

En pratique, le tenseur des contraintes est donc obtenu directement à partir de la dérivée
de W e par rapport aux invariants

� = 2
X

1� i � 3

@We

@Ii
�

@Ii
@C

;

avec les identités classiques

@I1
@C

= 1;
@I2
@C

= ( I 11 � C);
@I3
@C

= I 3C � 1: (2.11)

Du point de vue énergétique, on remarque alors que le travail des forces intérieures W int

W int (t) =
Z t

0

Z


 0

@We

@e
: dye � _y d
 dt =

Z t

0

d
dt

Z


 0

W e(e) d
 dt = Em (t) � E m (0);

où Em (t) devient l'énergie élastique du système dont le principe des travaux virtuels dérive
directement en statique

min
y

(Em � W ext):

� EXEMPLES – Il existe de nombreux exemples de lois hyperélastiques, par exemple les
énergie de type « néo-Hookéen »W e = � 1(I 1 � 3) ou « Mooney-Rivlin » W e = � 1(I 1 � 3) +
� 2(I 2 � 3). Une énergie plus riche et que nous utiliserons par la suite fut proposée par Ciarlet
et Geymonat (1982)

W e(e) = � 1(I 1 � 3) + � 2(I 2 � 3) + a(I 3 � 1) � (� 1 + 2 � 2 + a) ln( I 3): (2.12)

La loi la plus simple dans cette classe correspond au matériau de Saint-Venant-Kirchhoff ca-
ractérisée par l'énergie

W e(e) =
�
2

(tr( e))2 + � tr( e2); (2.13)

qui elle aussi peut se réécrire en fonction des invariants. Cependant, à la différence de l'éner-
gie proposée par Ciarlet-Geymonat, elle est in�niment compressible à énergie �nie et ne véri�e
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pas les hypothèses de polyconvexité utilisées dans les théorèmes d'existence de solution (voir
Ciarlet (1988)). En revanche, cette énergie reste utilisée en pratique car elle est l'extension non-
linéaire directe de la loi de Hooke pour les matériaux élastiques. En fait tous les matériaux
hyperélastiques isotropes se ramènent à cette loi de Hooke dans le cas des petites déforma-
tions, où l'on a

�( " ) = � tr( " )Id + 2 �" ; (2.14)

avec � ,� les coef�cients de Lamé équivalents.

� INVARIANTS RÉDUITS – On dé�nit souvent des invariants réduits qui se prêtent plus
naturellement à la décomposition pression-tenseur déviatorique. A cette �n, on considère de
nouveau les déformations virtuelles de type contraction-dilatation isotrope v = � x, dye � v =
�C . Or

@I1
@C

: C = I 1;
@I2
@C

: C = 2 I 2;
@I3
@C

: C = 3 I 3;

si bien qu'en choisissant

J1 = I 1I
� 1

3
3 ; J2 = I 2I

� 2
3

3 ; J3 = I
1
2
3 = J: (2.15)

ceux-ci véri�ent
@J1
@C

: C = 0 ;
@J2
@C

: C = 0 ;
@J3
@C

: C =
3
2

J:

si bien que

�
d

= 2
X

i =1 ;2

@We

@Ji
:
@Ji
@C

; p = �
@We

@J
;

avec les identités

@J1
@C

= I
� 1

3
3 (1 �

1
3

I 1C � 1);
@I2
@C

= I
� 2

3
3 (I 11 � C �

2
3

I 2C � 1);
@I3
@C

=
1
2

I
1
2
3 C � 1: (2.16)

� INCOMPRESSIBILITÉ – Pour les matériaux incompressibles, toute déformation préserve le
volume donc les seuls transformations admissibles sont telles que J = det F = 1 . On remarque
que, dans ce cas, la démonstration de la dépendance de l'énergie en fonction des invariants
reste valable mais n'est plus qu'une fonction des deux premiers invariants W e = W e(J1; J2)
puisque J3 = 1 . De plus, la contrainte cinématique introduit un multiplicateur de Lagrange
dans la formulation variationnelle (2.2) puisque

min
y;J =1

(Em � W ext) = min
y

max
p

� Z


 0

W e(e) + p(1 � J ) d
 � W ext
�

:

Ainsi le tenseur des contraintes devient

� =
@We

@e
� p

@J
@e

=
@We

@e
(J1; J2) � pJC � 1;

et on retrouve ici que le multiplicateur p n'est autre que la pression hydrostatique alors que
@We

@e (J1; J2) est la partie déviatorique.

Dans le cas de la quasi-incompressibilité on transforme la formulation mixte en formula-
tion pénalisée du type W e(e) = W e(J1; J2) + �

2 (1 � J )2 avec � grand pour que la formulation
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variationnelle statique redevienne miny(Ui ). Dans ce cas, on obtient pour la pression hydro-
statique

p = � (1 � J ):

De même, l'énergie de type Ciarlet-Geymonat, réécrite sur les invariant réduits sous la forme

W e(e) = � 1(J1 � 3) + � 2(J2 � 3) + � (J � 1) � � ln(J );

peut conduire aussi à une formulation pénalisée où la parabole (1 � J )2 est remplacée par
� (J � 1) � � ln(J ). Dans cette expression que nous utiliserons �nalement pour nos matériaux
hyperélastiques on a alors

p = �
1 � J

J
:

REMARQUE 2.3.2
Certains matériaux ne sont pas isotropes et dans ce cas, on peut montrer (mais c'est nettement plus
technique, voir Raoult (2009)) que d'autres invariants interviennent. Par exemple pour un matériau dit
isotrope transverse, c'est-à-dire avec une direction privilégiée en tout point n(x) on peut alors décom-
poser l'énergie suivant deux autres invariants

I 4 = n � C � n; I 5 = n � C2 � n;

tels que W e = W e(I 1; I 2; I 4; I 5) et avec ces invariants4

� = 2
� � @We

@I1
� I 1

@We

@I2

�
1 �

@We

@I2
C + I 3

@We

@I3
C � 1

+
@We

@I4
n 
 n +

@We

@I5
(C � n 
 n + n 
 C � n)

�
: (2.17)

Pour des matériaux complètement anisotropes appelés matériaux orthotropes, on fait cette fois appa-
raître 8 invariants où I 6 et I 7 sont les équivalents de I 4 et I 5 sur la nouvelle direction n0 et I 8 = n � C � n0.
Cependant, indépendamment de la complexité que représente la quanti�cation numérique de tous ces
invariants, il y a manifestement une surdétermination puisque, C étant symétrique, seuls 6 termes sont
nécessaires à sa dé�nition.

b. Viscoélasticité

En présence de viscosité, l'égalité (2.6) devient inégalité de Clausius-Duhem, soit

8e; _e;

 
@We

@e
� �

!

: _e � 0:

Cette inégalité est notamment respectée en introduisant une fonctionelle W v(e; _e) convexe en
_e avec @Wv

@_e (e; 0) = 0 telle que

� =
@We

@e
+

@Wv

@_e
:

Il est cependant très dif�cile de quanti�er expérimentalement ces fonctionnelles et certains
travaux ont conduit à la dé�nition de lois relativement complexes pour les tissus biologiques

4on peut aussi faire le même type de formulation avec des invariants réduits compatibles avec la notion de
tenseur déviatorique
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Pioletti et al (1998). En l'absence de véritable consensus sur le sujet nous nous limiterons à des
éléments visqueux relativement simples de la forme

W v =
�
2

tr( _e2) ) � v =
@Wv

@_e
= � _e

c. Modélisation microscopique des myo�brilles

Nous venons de présenter des lois de comportements mécaniques classiques pour traduire
un comportement élastique passif d'un matériau. Mais nous avons vu que la mécanique car-
diaque est principalement fondée sur l'existence d'un comportement de contraction actif, c'est-
à-dire commandé par l'activité électrique, au niveau des sarcomères. C'est ce comportement
qu'il nous faut à présent modéliser.

� M ODÈLE DE CONTRACTION DE H UXLEY – La mécanique d'attachement et de détachement
des ponts est représentée par la Figure 2.16. Huxley (1957) postule que l'attachement d'une
tête de myosine n'est qu'une fonction de x 2 [0; h] avec h un seuil d'élongation. On introduit
la variable s = x

h (c'est-à-dire une forme de variable angulaire traduisant le fait que la tête
« pivote » pour s'attacher). Soit n la fraction (« statistique ») de ponts existant à cette élongation.

x

ec

FIGURE 2.16: Schéma mécanique associé au mécanisme du �lament glissant

Le modèle de Huxley détermine la dynamique de création des ponts sous la forme

dn
dt

(s; t) =
@n
@t

+ _ec
@n
@s

= (1 � n)f � ng; (2.18)

avec _ec = @s
@t, en supposant qu'une fois la myosine attachée, elle se déplace à la vitesse de l'en-

semble. On désigne parf la fréquence de création d'un pont et g la fréquence de détachement.
En particulier si f et g sont nulles le nombre de ponts est constant, sinon f (resp. g) s'applique
sur le nombre de pont potentiels a créer (1 � n) (resp. détruire n). L'effort de modélisation
réside ainsi dans le choix judicieux de f et g et nous résumons ici les travaux issus de Bestel
(2000).

Lorsque le cycle chimique (2.1) d'attachement a lieu, on peut comparer la concentration
[AM ] d'actine myosine liées à n. La loi d'action de masse écrite pour le cycle donne alors après
simpli�cations :

d
dt

[AM ] = k3[AM:ADP:P ] � k4[AM ][ATP ]

= k2[A][M:ADP:P ] � k4[AM ][ATP ]

= k1[M:ATP ] � k4[AM ][ATP ]:

(2.19)
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Notons alors � A et � M les quantités d'actine et de myosine. Elles sont constantes et égales
et donnent, en considérant l'une ou l'autre des espèces comme limitant, la concentration totale
en paires possibles.

� = � A = [ AM ] + [ A] + [ AM:ADP:P ];

ou

= � M = [ AM ] + [ M:ATP ] + [ AM:ADP:P ] + [ M:ADP:P ]:

Huxley (1957) choisit de prendre � = � M tel que n = [A ]
� . On obtient alors grâce à la loi d'action

de masse

� = [ AM ] +
�

1 +
k1

k3
+ k1k2[A]

�
[M:ATP ]

, puis avec (2.19)

d[AM ]
dt

=
k1

1 + k1
k3

+ k1
k2 [A ]

(� � [AM ]) � k4[ATP ][AM ]

. Un certain nombre d'études ont pu donner des ordres de grandeur des vitesses de réactions
k1 � k2 � k3 et on notera kAT P = k3 caractérisant l'activité du cycle (2.1) en présence d'ATP.
On obtient �nalement

d
dt

�
[A]
�

�
= kAT P

�
1 �

[A]
�

�
� k4[ATP ]

[A]
�

: (2.20)

Ainsi nous obtenons pendant le cycle chimique f = kAT P supposé constante car l'ATP est
majoritaire et g = k4[ATP ]. En�n, les considérations numériques (voir encore Bestel (2000))
permettent de poser k4[ATP ] = k3 (typiquement k3 ' 75s� 1, k4 = 750:103L:mol � 1:s� 1 et
[ATP ] = 100� mol :L � 1) donc g = kAT P également. En�n le cycle n'a lieu qu'en présence d'ions
calcium et toujours pour s 2 [0; 1] donc

f (s; t) = kAT P 1s2 [0;1]1[Ca2+ ]>C ;

où C est la concentration seuil d'enclenchement de la réaction 2.1.

Pour la fréquence de détachement, les phénomènes sont plus complexes. Pendant la re-
laxation lorsque [Ca2+ ] < C; des ponts sont détruits par l'aspiration des ions calcium par les
pompes sarcoplasmiques. De plus, en contraction comme en relaxation, certains ponts sont
détruits par des phénomènes purement mécaniques quand la vitesse relative des �laments est
trop grande. Finalement la fonction g est dé�nie sur toute la période de contraction-relaxation
par

g(s; t) = � j _ecj + kAT P 1s=2 [0;1]1[Ca2+ ]>C + kRS 1[Ca2+ ]<C :

Il est possible de dé�nir une seule variable de commande u pour représenter ces deux
fonctions f et g.

u(t) = ju(t)j+ � j u(t)j � avec

(
ju(t)j+ = kAT P 1[Ca2+ ]>C

ju(t)j � = kRS 1[Ca2+ ]<C

f (s; t) = ju(t)j+ 1s2 [0;1];

g(s; t) = ju(t)j + � j _ecj � f (s; t):

(2.21)
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Cette commandeu est fonction de la concentration en ions calcium et pourra donc être dérivée
« indirectement » (i.e. à kAT P et kRS près) des modèles d'activation électrique.

� EQUATIONS DES MOMENTS – Le passage à l'échelle « mésoscopique » du sarcomère à
partir du modèle de Huxley utilise des équations de moments sur la variable « statistique » s
inspirées de Zahalac (1981). On dé�nit ainsi les moments successifs

� p =
Z

R
spn(s; t) ds:

Le choix judicieux des fonctions f et g, notamment tel que la somme f + g est indépendante
de s, permet de déterminer une relation entre un moment d'ordre p et seulement ses prédé-
cesseurs.

_� p =
Z

R
sp(f � (f + g)n � _ec

@n
@s

) ds

= f p � (f + g)� p + p_ec� p� 1;

où f p =
R

R spf ds est le moment d'ordre p de f .

De ces moments, on fait alors apparaître des variables macroscopiques naturelles en consi-
dérant le sarcomère comme une collection de ressorts statistiques.

1. Moment d'ordre 0 : soit kc la raideur associée au moment d'ordre 0 traduisant la rigidité
du sarcomère en fonction du nombre de ponts attachés

kc = k0

Z

R
n(s; t) ds ;

2. Moment d'ordre 1 : soit � c la contrainte associée à cet ensemble de « ressorts » que l'on
considère à l'équilibre en s = � s0 < 0 (i.e. ens = 0 le ressort est sous tension)

� c = k0

Z

R
(s + s0)n(s; t) ds:

Le système d'équations différentielles sur les moments conduit à un modèle de loi de com-
portement que nous appellerons par la suite modèle « Bestel-Clément-Sorine »Bestel et al (2001)

(
_kc = � (juj + � j _ecj)kc + k0 juj+
_� c = � (juj + � j _ecj)� c + _eckc + � 0 juj+

(2.22)

où tous calculs faits on a posé � 0 = ( 1
2 + s0)k0.

A la contrainte � c nous devons ajouter deux éléments pour obtenir la contrainte �nale.
Tout d'abord, il y a un certain nombre d'éléments visqueux dans le processus d'attachement-
détachement. Ensuite, souhaitant prendre en compte l'effet Starling qui stipule que plus la
déformation ec est importante (i.e. au cycle précédent le cœur s'est beaucoup rempli) plus la
contrainte doit être forte pour permettre une éjection on ajoute une fonction d(ec) en facteur
de � c et on pro�te de l'intégration de cette fonction pour prendre en compte un deuxième
phénomène physiologique qui est le démantèlement possible des �bres lors de déformations
trop fortes. Ainsi d a la forme présentée �gure 2.17. Finalement la contrainte totale dans le
sarcomère est donc

� c = d(ec)� c + � c _ec: (2.23)
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FIGURE 2.17: Fonction d associé à l'effet Starling et au démantèlement des �bres

� BILAN ENERGÉTIQUE DANS LE SARCOMÈRE – Encore une fois, ce sont les moments (ici
d'ordre 2) qui nous fournissent la variable interprétable macroscopiquement. En effet, l'énergie
élastique contenue dans un ressort microscopique est k0

2 (s+ s0)2 donc on pose comme énergie
« linéique » moyennée sur la collection de ponts

Uc =
k0

2

Z

R
(s + s0)2n(s; t) ds:

D'après l'équation différentielle sur les moments on obtient

_Uc =
k0

2

Z

R
(s + s0)2f ds � (juj + � j _ecj)Uc + _ec� c

= � (juj + � j _ecj)Uc + _ec� c + U0 juj+ ;
(2.24)

avecU0 = k0
2 (s2

0+ s0+ 1
3) > 0. Cependant, on aimerait pouvoir dé�nir cette énergie directement

par rapport aux variables macroscopiques car cette grandeur nous aurait donné une quantité
naturelle à « contrôler » pour dé�nir un schéma en temps. En fait, l'énergie la plus naturelle à
dé�nir à partir de � c et kc est l'énergie élastique « linéique » suivante

	 c =
1

2kc
� 2

c ; (2.25)

dont la dynamique est

_	 c =
� c

kc
_� c �

1
2kc

� 2
c

_kc

kc

= � (juj + � j _ecj)	 c + _ec� c + k0

�
� c

kc
(s0 +

1
2

�
1
2

� c

kc
)
�

juj+ :
(2.26)

Cette dynamique est très proche de celle de l'énergie micro à la différence de la constante
positive U0 remplacée par l'expression (dynamique) � c

kc
(s0 + 1

2 � 1
2

� c
kc

). On sait que � c
kc

est une
forme de déformation moyenne dont la dynamique est d'ailleurs

d
dt

� c

kc
=

_� ckc � _kc� c

k2
c

= _ec +
k0

kc
(
1
2

+ s0 �
� c

kc
) juj+ :
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Autrement dit la variable � c = � c
kc

� ( 1
2 + s0) véri�e

_� c = �
k0

kc
juj+ � c + _ec;

qui se stabilise que si _ec = 0 (i.e � c
kc

! 1
2 + s0 dans ce cas). Par conséquent il est possible de

contrôler 	 c à partir des seules variables macroscopiques� c et kc, mais � c
kc

ne correspond pas
exactement à l'énergie emmagasinée microscopiquement dans les ressorts élémentaires pour
le choix de f effectué.

d. Modèles rhéologiques

Hooke :

Newton :

Maxwell :

Voigt :

¾= A e

¾= ¹ _e

1
¹

¾+ A ¡ 1¾= _e

¾= A e+ ¹ _e

FIGURE 2.18: Principaux montages rhéologiques linéaires

Des comportements mécaniques complexes, notamment pour les tissus biologiques, peu-
vent être formalisés par des modèles rhéologiques (voir notamment Le Tallec (1994)). L'idée
sous-jacente est de décrire le comportement macroscopique global comportant plusieurs élé-
ments constitutifs par analogie avec un ensemble de ressorts et amortisseurs en série et paral-
lèles. Les éléments les plus utilisés sont décrits en Figure 2.18.

Dans le cas de petits déplacements, on démontre sans peine que l'association de différents
éléments suit les lois naturelles des montages en série et parallèle.

En non-linéaire cependant, la loi de composition série est plus complexe. En effet, soit un
élément 1D (qui nous le verrons nous suf�ra par la suite) correspondant à deux matériaux
élastiques en série. Alors on a

� = � 2 � � 1 ) r � = r � 2 � r � 1;

d'où
1 + 2e = (1 + 2 e1)(1 + 2 e2): (2.27)

Pour les contraintes, les énergies libres s'additionnent W (e) = W1(e1) + W2(e2) sous la con-
trainte cinématique (2.27). La minimisation de l'énergie (en statique) permet aussi de dé�nir
e1 et e2 à l'équilibre

(e1; e2) = argmin
1+2 e=(1+2 e1 )(1+2 e2 )

W (e);
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� 1 = � 2

e = e1 + e2

e1 � 1

e2 � 2

e1 � 1 e2 � 2

e1 = e2

� = � 1 + � 2

FIGURE 2.19: Schéma rhéologique série et parallèle et règles d'association linéaires

d'où on tire les relations
(

W 0
1 de1 + W 0

2 de2 = 0

(1 + 2e2) de1 + (1 + 2 e1) de2 = 0

(avecW 0
1, resp W 0

2, la dérivée de W1, resp W2, par rapport à la déformation scalaire e1, resp e2).
On obtient alors

W 0
1

1 + 2e2
=

W 0
2

1 + 2e1
:

En�n la contrainte totale dans l'élément � = @W
@e est donnée par

dW = � de = W 0
1 de1 + W 0

2 de2

=
W 0

1

1 + 2e2
((1 + 2 e2) de1 + (1 + 2 e1) de2)

=
W 0

1

1 + 2e2
de;

et de même en intervertissant 1 et 2. Ainsi, la loi rhéologique est �nalement modi�ée sous la
forme

� =
� 1

1 + 2e2
=

� 2

1 + 2e1
: (2.28)

e. Loi de comportement cardiaque

Reste maintenant l'assemblage �nal de Chapelle et al (2001) constitué des éléments passifs
et actifs décrits précédemment suivant le schéma rhéologique étendu ici en non-linéaire. Ce
principe de composition rhéologique avait d'ailleurs était initialement exprimé pour le cœur
par Hill (1938). Nous avons d'après le schéma �nal Figure 2.20 :

� l'élément actif décrivant le comportement actif du sarcomère d'après le modèle Bestel-
Clément-Sorine

� c = d(ec)� c + � c _ec:
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� en série, un élément résistif correspondant aux différent disques Z . Cet élément assure
la propriété d'isométricité locale de la �bre cardiaque puisque l'élément contractile peut
se contracter (ec 6= 0) sans déformation totale de la �bre e = 0 . En notant es; � s les
déformations et contraintes monodimensionnelles de cet élément, on a

� s = Eses;

et le modèle rhéologique fournit

� c = d(ec)� c + � _ec = Es
e1D � ec

(1 + 2ec)3 (1 + 2e1D ); (2.29)

où e1D = n � e � n est la déformation dans la direction de la �bre.

� En parallèle, les éléments passifs décrivant la matrice de collagène et d'élastine entou-
rant la �bre. Cet élément passif est 3D et contient les lois hyperélastique et visqueuse
présentées.

8
>>>><

>>>>:

� p = � e + � v =
@We

@e
(J1; J2) +

@Wv

@_e
+ � (J � 1)C � 1

W e = � 1(J1 � 3) + � 2(J2 � 3)

W � =
�
2

tr( _e2)

(2.30)

L'ensemble de ces éléments dé�nissent le tenseur des contraintes total

� = � p + � 1D n 
 n; (2.31)

avec pour la contrainte spéci�que du sarcomère

� 1D =
� c

1 + 2es
=

� s

1 + 2ec
:

Dans le cas où d(ec) = 1 , la relation rhéologique ci-dessus conduit (elle a en fait été écrite
pour cela cf. Section 2.3.2.d.) à partir de l'équation (2.31) à l'identité

� : dye:v = � p : dye:v + � s des:v0+ � c dec:v0: (2.32)

Testée sur la vitesse, elle donne

� : _e = � p : _e+ � s _es + � c _ec;

permettant l'écriture du bilan d'énergie total

d
dt

�
Ec + Em +

1
2

Z


 0

Ese2
s d
 +

Z


 0

Uc d

�

=

Pext +
Z


 0

U0 juj+ d
 �
Z


 0

(juj + � j _ecj)Uc d
 �
Z


 0

@Wv

@_e
: _ed
 ; (2.33)

où, en résumé,

� E c est l'énergie cinétique
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� Em est l'énergie hyperelastique isotrope

� 1
2

R

 0

Ese2
s d
 est l'énergie de l'élément passif série sur la �bre On remarque que cette

formulation est compatible avec les matériaux isotropes-transverse de la remarque 2.3.2

� Uc est l'énergie élastique microscopique des ponts actine-myosine décrite en (2.24)

les termes sources

� P ext est la puissance des efforts extérieurs

�
R


 0
U0 juj+ est la puissance positive fournie par le moteur actine-myosine

et les termes dissipatifs

�
R


 0
(juj + � j _ecj)Uc d
 est l'énergie dissipée par les mécanismes de création et destruction

des ponts

�
R


 0
� @Wv

@_e : _e est l'énergie dissipé par la viscosité passive

es � s ec � c

e1D � 1D

µ

Es

W

�

� c

FIGURE 2.20: Schéma rhéologique complet pour le modèle de �bre active (dans la
direction n).

Il existe beaucoup d'autres modèles de contraction cardiaques par exemple ceux présentés
dans Schmid et Hunter (2006) ; Hunter et al (1998) ; Sachse (2004). Ces modèles sont tous fon-
dés sur une loi de comportement comprenant un composé actif et un passif. La plupart sont
issus d'interpolation de données expérimentales qui les légitiment. Cependant soit ils ne véri-
�ent pas de propriété énergétique globale, soit ils utilisent des fonctionnelles « singulières ». Le
modèle le plus utilisé historiquement est certainement celui de Hunter rappelé dans Schmid et
Hunter (2006). A noter aussi les tentatives d'obtention des lois macroscopiques par des procé-
dés d'homogénéisation par exemple Caillerie et al (2003) qui est cependant restreinte à la seule
partie passive. Encore une fois, l'objectif n'est certainement pas de comparer ces modèles entre
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