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Introduction

Un souhait l�egitime lorsque l�on observe un ph�enom�ene physique r�eel avec lequel
on d�esire interagir est d�en �elaborer un mod�ele	 Il existe pour ce faire essentiellement
deux approches � on peut supposer qu�un mod�ele exact du syst�eme r�eel existe	 Il
est souvent n�ecessaire de le simpli
er� soit de le r�eduire� pour l�exploiter	 Il s�agit
du cadre de l��etude r�ealis�ee dans sa th�ese par �Mic ���	 Le lecteur int�eress�e par
une bibliographie assez compl�ete sur les m�ethodes de r�eduction alors utilis�ees s�y
reportera	 On �evoquera ici les plus connues� et en particulier les m�ethodes modales
car elles interviendront dans certaines des applications d�evelopp�ees par la suite	

Mais la connaissance d�un mod�ele exact pour le ph�enom�ene observ�e peut
para��tre irr�ealiste	 C�est pourquoi� une seconde approche suppose que l�on ne peut
de toutes fa�cons qu�approximer le syst�eme physique r�eel	 Elle proc�ede alors de
l�identi
cation� probl�eme classique en automatique qui tente de r�epondre �a des
pr�eoccupations plus g�en�erales� �a savoir repr�esenter des syst�emes physiques concrets
dont on ne conna��t pas �a priori de mod�ele r�eel	 Ceci nous permettra d�introduire les
m�ethodes d�approximation rationnelle au sens d�une norme� auxquels le probl�eme
d�identi
cation est li�e� comme cela est fait par �Bar ��a� et ses r�ef�erences	 Plus par

ticuli�erement� nous �evoquerons la m�ethode d�approximation au sens de la norme de
Hankel� approximation initi�ee par un r�esultat de �AAK ��� et qui fait l�objet de ce
m�emoire	

Ainsi� quel que soit le type de m�ethode choisie� la r�eduction appara��t comme
une �etape naturelle �a la repr�esentation des syst�emes	 De plus� disposer d�un mod�ele
r�eduit pr�esente des int�er�ets multiples parmi lesquels �

� la possibilit�e de pallier �a des di�cult�es d�ordre num�erique lorsque le syst�eme
est de dimension �elev�ee et que l�on veut utiliser le mod�ele �a des 
ns de simu

lation�

� permettre l�extension de m�ethodes d�automatique comme la commande� le

ltrage 	 	 	On peut ainsi �evoquer le contr�ole robuste des grandes structures
�exibles� �par exemple les appendices utilis�ees pour les satellites �panneaux
solaires� antennes�	 	 	 �� dont la premi�ere �etape consiste en une approximation
L� ��Cur ����	
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Les m�ethodes de r�eduction des syst�emes complexes que nous pr�esentons main

tenant partent de l�hypoth�ese qu�un mod�ele math�ematique lin�eaire donnant une
description d�etaill�ee du processus est connu	 Le but recherch�e� par une proc�edure
d�approximation� est alors de d�eterminer un autre mod�ele lin�eaire de dimension 
nie
inf�erieure �a celle du pr�ec�edent� qui soit une repr�esentation satisfaisante du syst�eme	

Il existe une palette de m�ethodes qui permettent de r�ealiser une telle approxima

tion �Mic ���	 Leur utilisation est plus justi
�ee par les bonnes performances qu�elles
permettent d�obtenir plut�ot que par leur assise th�eorique	 Ainsi il existe principale

ment deux fa�cons d�aborder le probl�eme	
La premi�ere approche consiste �a calculer un mod�ele r�eduit dont le d�eveloppement
co��ncide avec celui du mod�ele math�ematique repr�esentant le syst�eme jusqu��a un
certain degr�e	 Cette approche regroupe les m�ethodes modales et les m�ethodes
d�approximation de Routh ou de Pad�e	 �Sha ���GLP ���
Une autre solution plus rigoureuse� mais num�eriquement plus lourde� consiste �a
d�e
nir une mesure caract�erisant l�erreur commise en r�eduisant la dimension du
mod�ele et �a calculer un mod�ele r�eduit qui minimise cette mesure	

Plus particuli�erement� d�ecrivons ici les fondements des m�ethodes modales	 Elles
consistent �a exploiter la relation entre les modes �ou spectre des valeurs propres du
syst�eme� et le comportement du syst�eme auxquels ils sont associ�es	 Ainsi l�approche
modes dominants� classique en r�eduction consiste �a s�eparer les modes du syst�eme
en deux groupes �

� les modes dominants qui sont conserv�es dans le mod�ele r�eduit�
ce groupe est habituellement constitu�e par les modes instables �valeurs propres
ou p�oles �a partie r�eelle positive� et par les modes les plus lents �valeurs propres
�a partie r�eelle n�egative les plus proches de l�origine��

� les modes les plus rapides qui sont n�eglig�es	

Il appara��t clairement que le mod�ele r�eduit va d�ependre des choix retenus pour la
s�election des modes	
Dans �Mic ���� une m�ethode plus �elabor�ee est utilis�ee � l�agr�egation lin�eaire de vari

ables d��etat� qui consiste �a imposer une relation lin�eaire entre les �etats du syst�eme
et du mod�ele r�eduit	 Ainsi� certaines propri�et�es du syst�eme original sont conserv�ees
par le mod�ele agr�eg�e comme par exemple la commandabilit�e	 De plus le choix des
modes �a conserver est �etabli conform�ement �a des crit�eres d�eduits de l��etude �

� de l��energie associ�ee �a chaque mode �
on calcule les contributions �energ�etiques apport�ees par chaque mode dans la
sortie du syst�eme et on en r�ealise une classi
cation par ordre d�importance
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d�ecroissante� on retire de cette classi
cation les modes successifs dont la con

tribution s�annule �du fait de signes oppos�es��

� de certaines propri�et�es du r�egime asymptotique �
des erreurs peuvent �etre commises si l�on ne tient pas compte des discon

tinuit�es introduites par certains modes rapides� le classement pr�ec�edent les
anihilant totalement	 Il faut donc e�ectuer certaines corrections	 Celles
ci
�etant faites� on dispose d�un classement des modes suivant leur contribution
�energ�etique	

On retient alors les modes r�eellement dominants selon cette derni�ere classi
cation	
Il arrive que cette dominance soit claire mais souvent le choix des modes s�av�ere dif


cile	 Certains� comme il est soulign�e dans �Hug ���� pensent� de mani�ere excessive
nous semble
t
il� que l�id�ee de mode est par essence une id�ee math�ematique et qu�il
est fortement improbable qu�aucune structure r�eelle ne vibre exactement de telle
sorte que ses points bougent �a l�unisson	 Il faut cependant reconna��tre que pour
certaines structures� notamment m�ecaniques� l�id�ee du mode est souvent bonne�
sp�ecialement pour les modes les plus lents et que cela justi
e en partie le principe
d�approximation qui les utilise	 En revanche� l�ad�equation entre la th�eorie et la pra

tique pour les modes rapides est moins claire	 Aussi� quelle que soit la m�ethode
de classi
cation choisie� il existera un litige sur le bien
fond�e de la dominance d�un
mode par rapport �a un autre	

Ceci permet de conclure provisoirement qu�une hypoth�ese de connaissance du
mod�ele �qui implique la connaissance de l�ordre du mod�ele en dimension 
nie� non
seulement est simpliste car �eloign�ee de la r�ealit�e physique �il ne semble pas possible
de d�ecrire exactement un ph�enom�ene physique par des �equations math�ematiques�
mais n�aboutit m�eme pas �a la d�etermination d�un approximant optimal	 Autant de
raisons pour recourir au type d�approximation que nous pr�esentons dans le para

graphe suivant qui ne suppose pas la connaissance du mod�ele r�eel et qui de plus est
optimal	

Voyons ici comment le probl�eme de la r�eduction de mod�ele est li�e �a une
proc�edure� classique en automatique� appel�ee l�identi
cation	 Identi
er un syst�eme
physique concret� soit le d�ecrire par un mod�ele qualitatif� est un pr�e
requis pour
la r�esolution des probl�emes d�automatique de commande ou d�estimation	 Il existe
de nombreux algorithmes permettant de r�epondre �a ces questions dans le cas de
syst�emes rationnels� la r�esolution �etant encore simpli
�ee lorsque la dimension de
l��etat� que l�on appellera ordre du syst�eme� ne d�epasse pas un certain entier n	 Ceci
explique donc l�aspect attractif des mod�eles rationnels	 D�esormais� r�eduction de
mod�ele et approximation rationnelle seront des notions confondues	

Mais ceci d�ebouche sur un �ecueil lors des proc�edures d�identi
cation classiques	
Car si l�on suppose que les mesures e�ectu�ees sur le syst�eme physique proviennent
d�un mod�ele rationnel� se pose alors le probl�eme d�elicat de la d�etermination de son
ordre	 En g�en�eral� cet ordre d�epend du nombre de mesures r�ealis�ees sur le syst�eme
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physique	 Et pour obtenir un mod�ele d�ordre peu �elev�e� il est n�ecessaire d�abaisser
arti
ciellement cet ordre par des m�ethodes souvent peu ma��tris�ees	 Simplicit�e et

d�elit�e se retrouvent alors situ�ees aux antipodes	

Pour pallier �a cela� une approche nouvelle des probl�emes d�identi
cation
�emerge depuis quelques ann�ees	 Elle consiste� comme l�explique �Bar ��a�� �a rejeter
l�hypoth�ese peu r�ealiste de l�exactitude du mod�ele � les donn�ees proviennent d�un
syst�eme pas forc�ement rationnel	 Quant �a l�ordre� il n�est plus consid�er�e comme une
quantit�e �a d�eterminer mais repr�esente un param�etre du probl�eme	 Tr�es pr�ecis�ement�
on recherche un mod�ele rationnel qui soit le plus �proche� du syst�eme physique
et dont l�ordre ne d�epasse pas un certain entier n	 Il faut alors expliciter le sens
math�ematique donn�e �a �proche� � en plongeant le syst�eme �a identi
er et l�ensemble
des mod�eles rationnels dans un espace vectoriel norm�e	 On a ainsi pos�e le probl�eme
en terme d�approximation rationnelle dans un espace vectoriel norm�e� et on dispose
d�une mesure objective de l�erreur faite en identi
ant le syst�eme �a son mod�ele	 On
peut en fonction de cette donn�ee� faire varier l�ordre de l�approximant	
Il existe alors plusieurs types d�approximations rationnelles int�eressants du point de
vue de l�Automatique� et dont certains sont mentionn�es en annexe A� qui di��erent
par la norme au sens de laquelle le probl�eme d�approximation est pos�e	

Nos travaux se sont concentr�es sur l��etude de l�approximation au sens de la
norme de Hankel� pour laquelle l�erreur �a minimiser est d�e
nie par

inf
yr

sup
u

ky � yrkL�
kukL�

o�u y repr�esente la sortie du syst�eme initial� yr celle du syst�eme r�eduit d�ordre r et
o�u u repr�esente toute entr�ee born�ee pour la norme L�	 On peut �egalement poser ce
probl�eme d�approximation en terme d�op�erateur de la fa�con suivante�

Soit h � L�� ��� IRp�m� la r�eponse impulsionnelle du syst�eme initial de dimen�
sion �nie� Supposons que h ait pour op�erateur de Hankel associ�e ! de rang n ���
Il s�agit de trouver un op�erateur �!k de rang �ni k � n� parmi tous les op�erateurs
de Hankel !k de rang k qui minimisent k! � !kk� o�u la norme de Hankel k k est
la norme induite sur l�espace des op�erateurs lin�eaires born�es de L�� ��� IRm� dans
L�� ��� IRp��

On sait e�ectivement calculer le meilleur approximant au sens de la norme de
Hankel pour les syst�emes de dimension 
nie �AAK ���Glo ���KLi ���Enn ���	 Les
r�esultats obtenus ainsi ont abouti �a diverses applications pour des probl�emes de
conception et de contr�ole �par exemple voir �Fra �"��	

Notre �etude concerne l�application de cette m�ethode d�approximation optimale
�a la r�eduction des mod�eles de dimension in
nie	 S�il existe alors des r�esultats

�Le premier chapitre de ce m�emoire devrait permettre d��eclaircir cet �enonc�e pour le lecteur peu
familier avec les notions qu�il invoque�
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th�eoriques permettant de g�en�eraliser certains r�esultats du cas 
ni �GCP ���Bon ����
ils concernent des syst�emes particuliers et leurs applications restent d�elicates voire
m�eme ardues	 Ainsi seule l�approximation au sens de la norme L� de syst�emes
de dimension in
nie qui utilise une technique alliant l�approximation optimale de
Hankel et une troncature �d�une r�ealisation particuli�ere du syst�eme �dans la base
d��equilibre ou �a sortie normale� ou d�une d�ecomposition modale 	 	 	 � donne des
r�esultats pratiques int�eressants	

Le principal objectif de ce travail a �et�e de chercher �a g�en�eraliser ces r�esultats �a
de nouveaux types de syst�emes de dimension in
nie	 Ainsi� on a montr�e que pour
des ph�enom�enes d��evolution d�ecrits par des �equations aux d�eriv�ees partielles� par
rapport au temps et aux variables d�espace� il �etait possible� en adaptant cette
m�ethode� d�obtenir et de caract�eriser des mod�eles r�eduits	

Avant de pr�esenter l��etude en elle
m�eme� il nous a sembl�e n�ecessaire de con

sacrer une partie �a des rappels th�eoriques� a
n d�expliciter en quoi consistait la
m�ethode d�approximation au sens de la norme de Hankel	 En e�et� elle s�articule
autour de l�utilisation des op�erateurs de Hankel et il est int�eressant de voir com

ment ces op�erateurs� d�e
nis dans un cadre math�ematique abstrait� permettent la
repr�esentation des syst�emes dynamiques tels qu�ils sont d�e
nis par l�automaticien	
Cela est expos�e dans le premier chapitre de ce travail� qui ne contient pas de r�esultats
originaux� mais dont l�objectif principal est de motiver la suite	 Le deuxi�eme
chapitre de cette partie donne alors les fondements de l�approximation au sens
de la norme de Hankel	

Puis dans une seconde partie� on pr�esente les r�esultats que l�on a �etablis concer

nant l�approximation de syst�emes de dimension in
nie	 Cela �a travers deux types de
probl�emes d��evolution � un probl�eme de di�usion de chaleur� de type parabolique�
pour lequel la m�ethode d�approximation s�adapte assez directement� deux probl�emes
hyperboliques d�ecrivant l��evolution d�une poutre en �exion et en torsion� pour
lesquels une approche dite de �relaxation�� pr�ealable �a l�approximation� a �et�e mise
au point	
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Premi�ere Partie

Rappels th�eoriques sur

l�approximation de Hankel





Chapitre Premier

Introduction aux op�erateurs de

Hankel

La mani�ere la plus int�eressante de pr�esenter les op�erateurs de Hankel consiste �a les
consid�erer lorsqu�ils agissent sur certains espaces de fonctions analytiques� notam

ment sur les espaces de Hardy	
Aussi allons
nous dans un premier temps pr�esenter le cadre math�ematique auquel
nous ferons r�ef�erence tout au long de ce travail	 Nous aborderons ainsi� la th�eorie des
fonctions	 Puis� nous rappellerons certaines propri�et�es des op�erateurs d�e
nis sur un
espace de Hilbert	 Nous nous sommes pour cela inspir�es de l�approche utilis�ee par
J	R	 Partington dans �Par ���	 On pourra �egalement se r�ef�erer �a �Dur � �Gar ���
pour ces r�esultats	
Forts de ces �el�ements th�eoriques math�ematiques� on d�e
nira alors les op�erateurs
de Hankel et on �etablira leur lien avec la repr�esentation des syst�emes dy

namiques	 On cherchera alors �a donner une interpr�etation des valeurs singuli�eres
associ�ees �a l�op�erateur de Hankel� dont on mesurera l�importance pour la m�ethode
d�approximation expos�ee par la suite	

��� Pr�eliminaires

����� Les espaces de Hardy

Soit T le cercle unit�e� U �resp	 #U� le disque unit�e ouvert �resp	 ferm�e�	 On
repr�esentera par z la variable du plan complexe C	
On d�esigne par L��T� l�espace des fonctions mesurables sur le cercle T� param�etris�e
par fei��  � � � ��g avec la norme

kfk� $
�
�

��

Z ��

�
jf�ei��j�d�

����

��
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o�u l�on identi
e deux fonctions si elles sont �egales presque partout	 Rappelons que
fein� � n � ZZg forme une base orthonormale de L��T�	
De mani�ere similaire L��T� est l�espace des fonctions mesurables et essentiellement
born�ees sur T avec

kfk� $ ess sup jf�ei��j ��
o�u sont n�eglig�es les ensembles de mesure nulle lors de la d�etermination du sup
essentiel	
Remarquons que zn est analytique dans U pour n �  	 Les espaces de Hardy
permettent d��etablir un lien entre les espaces L��T� et L��T�� et les fonctions
analytiques sur le disque	
Ainsi� on d�esignera par H� �resp	 H�

� � l�espace des fonctions analytiques dans U
�resp	 dans le compl�ementaire de #U�� nulles �a l�in
ni pour H�

� � prenant des valeurs
r�eelles pour les valeurs r�eelles de la variable et telles que l�on ait

sup
r��

�resp� sup
r��

�
�

�

��

Z ��

�
jf�rei��j�d�

����

�� ��	�	��

Tout �el�ement de H� �resp	 de H�
� � peut s��ecrire sous la forme

�X
�

fnz
n� �resp	

��X
��

fnz
n�� s�erie g�eom�etrique dont le rayon de convergence est au moins �	

Voyons comment on identi
e les espaces de Hardy H� et H�
� �a des sous espaces de

L��T�	 Soit f � H� �resp	 f � H�
� � donn�ee par

f�z� $
�X
�

fnz
n

�
resp�

��X
��

fnz
n

�
�

On montre alors �par exemple �Dur � �� que le sup de ��	�	�� est �egal �a
X
n

jfnj�

quantit�e qui est donc 
nie� de sorte que l�on peut d�e
nir kfk�H�
$

�X
�

jfnj�� et con

sid�ererH� en tant qu�espace de Hilbert avec la base orthonormale fzn�  � n ��g
et comme un sous espace ferm�e de L��T�	 Un raisonnement similaire conduit aux
m�emes conclusions pour H�

� 	 De plus on montre que dans ��	�	�� le sup pour r � �
�resp	 pour r � �� est aussi la lim lorsque r� �	

On peut �egalement montrer l�existence d�un op�erateur J d�e
ni de

H� �� L��T� �resp� de H�
� �� L��T��

isom�etrique� qui assigne �a une fonction f � H� �resp	 f � H�
� �� une fonction

%f � L��T� d�e
nie presque partout comme la limite radiale de f comme �enonc�e
dans la proposition suivante



Pr�eliminaires ��

Proposition ���

Si f�w� $
�X
�

anw
n � H� alors pour jwj � � �

f�w� $
�

��

Z
jzj��

%f �z�

z � w
dz �formule de Cauchy�

o�u %f est le prolongement de f �a T en prenant la limite au sens L� des fonctions

fN �z� $
NX
�

anz
n�

Donc J prolonge f en %f sur le disque ferm�e en lui assignant des valeurs �a la fronti�ere	
On peut alors identi
er f et %f et d�e
nir f par la suite des coe�cients de Fourier
associ�ee �a %f 	
H� �resp	 H�

� � s�identi
e alors au sous espace de L��T� dont les coe�cients de
Fourier d�indice strictement n�egatifs �resp	 positifs� sont nuls	 On verra que ceci
est interpr�et�e dans le cadre des syst�emes dynamiques� comme repr�esentatif d�un
syst�eme anticausal� soit d�e
ni pour un temps t n�egatif �resp	 syst�eme causal�	

De m�eme� on d�e
nit H� �resp	 H�
�� comme l�espace de toutes les fonctions analy


tiques et born�ees sur le disque unit�e ouvert U �resp	 dans le compl�ementaire de #U�
avec la norme

kfk� $ sup
jzj��

jf�z�j�

H� �resp	 H�
�� est un espace de Banach que l�on peut identi
er au sous espace

ferm�e de L��T� dont les coe�cients de Fourier d�indice strictement n�egatifs �resp	
positifs� sont nuls	

Consid�erons maintenant les fonctions analytiques dont le domaine est un demi plan
au lieu d��etre un disque� la relation entre le disque et le demi plan est donn�ee par
l�op�erateur de M�obius isom�etrique associant les fonctions analytiques dans le demi
plan droit C� $ fs � C�Re�s� �  g aux fonctions analytiques dans U � et d�e
ni
par �

M � s � C� ���Ms $
�� s

� & s
$ z � U �

On peut noter que pour ce qui est des syst�emes dynamiques� cet op�erateur permet
le passage du temps discret au temps continu	
D�e
nissons alors les espaces de Hardy sur le demi plan droit C�	 H��C��
�resp	 H��C��� est l�espace des fonctions G analytiques et born�ees dans C� avec

kGkH��C�� $ sup jG�s�j �resp	 kGk $ sup
x��

�
Z ��

��
�jG�x & iy�j�dy���� � ��	

Il existe des isom�etries injectives entre les ensembles suivants �
H��C�� �� L��iIR� et H��C�� �� L��iIR��
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Dans le cas o�u les espaces de Hardy sont d�e
nis sur U � on a mis en �evidence les iso

morphismes entre ces espaces de Hardy et l� par utilisation des s�eries de Fourier	 De
m�eme� dans le cas o�u les espaces de Hardy sont d�e
nis sur C� et gr�ace �a l�op�erateur
de M�obius et �a la transform�ee de Laplace on exhibe les isomorphismes avec L��IR�	
Ainsi� on peut r�ecapituler les di��erents isomorphismes reliant ces espaces	
Consid�erons l�espace de Hardy H� d�e
ni sur U 	 On note l�� $ l�f � �� �� 	 	 	g	 On a
alors un isomorphisme entre l�� et H� en associant �a la suite �fn� de l�� l��el�ementP�

� fnz
n de H�	

On a �egalement un isormorphisme entre l�� et le cojugu�e de H�� soit H�
� � par asso


ciation de �fn� �a
P�

� fnz
���n	

Par cons�equent on peut d�e
nir l�isomorphisme �

I � H� �� H�
�

f�z� ��� ���z�f���z�

De la m�eme fa�con on peut d�e
nir un isomorphisme entre L�� �&�� et H��C��	
Dressons ici un sch�ema des di��erents isomorphismes reliant ces espaces �

Espace de Hardy d�e
nis sur et �a l�ext�erieur du disque unit�e

L��T� $ H�
� 	 H�

m m m
l��ZZ� $ l�f	 	 	 ������g 	 l�f � �� �� 	 	 	g

causalit�e anticausalit�e

Espaces de Hardy d�e
nis sur les demi
plans complexes

L��iIR� $ H��C�� 	 H��C��
m m m

L��IR� $ L�����  � 	 L�� �&��

Parce que les m�ethodes de r�eductions que nous �etudierons sont exploitables princi

palement lorsque les op�erateurs de Hankel sont compacts� nous allons maintenant
rappeler quelques propri�et�es des op�erateurs compacts	

����� Op�erateurs d�e�nis sur un espace de Hilbert

Dans tout ce qui suit ��Par ���� les op�erateurs sont suppos�es continus� les espaces
de Hilbert sont d�e
nis sur C	
Soit H un espace de Hilbert muni du produit scalaire not�e � � �� T un op�erateur
de H �� H lin�eaire�
La norme de l�op�erateur est d�e
nie dans H par �

kTk $ sup fkTxk�kxk� x 
$  g�
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Si T est un op�erateur compact� il admet une d�ecomposition dite de Schmidt�
int�eressante car elle introduit la notion de valeurs singuli�eres� notion primordiale
pour notre probl�eme d�approximation comme on le verra dans ce qui suit	 Ainsi�
lorsque T est compact� il existe des suites orthonormales �ui� et �vi� pour i � � et
des scalaires 	i d�ecroissant vers  tels que

Tx $
�X
�

	i�x� ui�vi�

Les 	i sont les valeurs singuli�eres �parfois nomm�ees nombres d�approximation ou
encore valeurs propres g�en�eralis�ees� associ�ees �a l�op�erateur T 	 Les couples �ui� vi�
de vecteurs propres qui leur sont associ�es sont appel�es paires de Schmidt	
Les valeurs singuli�eres permettent donc d��ecrire un op�erateur comme la somme
d�op�erateurs de rang �	

Introduisons ici certaines classes d�op�erateurs qui s�av�ereront d�un grand int�er�et
pour la mise en 'uvre des m�ethodes de r�eduction �etudi�ees	 Aussi nous donnons
ici la d�e
nition des op�erateurs dits de classe Cp et plus particuli�erement celle des
op�erateurs C� et C�	

D�e�nition ���
On dit qu�un op�erateur compact T est de classe Cp �� � p ��� si et seulement si

�X
�

	i�T �
p ���

En particulier� C� est la classe des op�erateurs nucl�eaires� C� est la classe des
op�erateurs de Hilbert Schmidt�

De plus� on peut montrer que Cp est un espace de Banach muni de la norme

kTkCp $ �
�X
�

	i�T �
p���p�

Pour l�espace C� on a en plus le r�esultat suivant �
C� est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

� S�T �$
�X
�

�Sxk� Txk�

o�u �xk� est une base orthonormale et o�u la valeur obtenue est ind�ependante de la
base xk choisie	 C� est donc un espace norm�e de norme associ�ee �

kSkHS $ �
�X
�

kSxkk����� $ �
�X
�

	k�S�
������

Quant �a la norme dans C� elle sera not�ee �

kSkN $
�X
�

	k�S��
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��� Les op�erateurs de Hankel

Introduisons maintenant les op�erateurs de Hankel	

On appellera matrice de Hankel une matrice de la forme�
BBBB�
a� a� a� 	 	 	
a� a� 	 	 	

a�
			

			

�
CCCCA

c�est �a dire une matrice f�cij�� i� j $  � 	 	 	 ��g o�u les cij d�ependent uniquement de
i& j� et peuvent donc s��ecrire cij $ ai�j pour une certaine suite a�� a�� a�� 	 	 	
Sous certaines conditions d�admissibilit�e cette matrice est associ�ee de mani�ere na

turelle �a un op�erateur ! sur l�espace de Hilbert l� des suites de carr�e sommable et
on a

�!x�i $
�X
�

ai�jxj

pour x $ �x�� x�� x�� 	 	 	� � l�� ! est un op�erateur de Hankel	 On le repr�esentera
aussi par �a�� a�� a�� ����� lorsque aucune confusion ne sera possible	

De mani�ere similaire� un op�erateur de Hankel int�egral sur L�� �&�� a la
repr�esentation

!x�t� $
Z �

�
h�t& s�x�s�ds

de telle sorte que le noyau� h�t& s�� depend de la somme des deux variables	

Nous allons dans ce paragraphe voir comment on peut repr�esenter le comportement
d�un syst�eme dynamique lin�eaire stationnaire par sa seule matrice de Hankel �ou son
op�erateur de Hankel�	 Nous essaierons �egalement de d�egager l�int�er�et de ce mode
de repr�esentation pour le probl�eme d�approximation	

����� Syst�emes et Op�erateurs de Hankel

On adoptera le formalisme classique suivant �comme par exemple dans �FR ����
pour la repr�esentation des syst�emes dynamiques de dimension 
nie �
un syst�eme dynamique lin�eaire constant� de dimension n� �a p entr�ees� q sorties est
un triplet de matrices ( $ fA�B�Cg� o�u A est de dimension n� n� B de dimension
n� p� C de dimension q � n	
Les coe�cients de ces matrices sont �el�ements d�un corps K� et ( peut repr�esenter�

� un syst�eme �a temps continu ��
)x�t� $ Ax�t� &Bu�t�
y�t� $ Cx�t�

��	�	��
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� un syst�eme �a temps discret ��
xk�� $ Axk &Buk
yk $ Cxk

��	�	��

o�u u � Kp �l�espace des entr�ees��
x � Kn �l�espace d��etat��
y � Kq �l�espace des sorties�	
La dimension n de l�espace d��etat� est appel�ee la dimension du syst�eme	

Etant donn�ee la condition initiale x� � dans le cas continu� �resp	 x� dans le cas
discret�� on peut �ecrire la solution du syst�eme �	�	� �

y�t� $ CeAtx� � &
Z t

�
C expA�t � 
 �Bu�
 �d
 � t �  �������

�
resp� la solution de ����� � yk $ CAkx� &

kX
l��

CAk�lBul � k �  �

�
�������

La contribution de l�entr�ee u �a la sortie y� est donc donn�ee par le produit de con

volution de u et de la r�eponse impulsionnelle du syst�eme CeAtBe�t� o�u e�t� est
l��echelon de Heaviside �resp	 CAiB�	

Les d�eriv�ees successives en  du noyau analytique CeAtB ou les termes de la suite
du noyau fCAiBg� donnent une suite de matrices q � p fHig� �resp	 fhig� telle que �

Hi $ hi $ CAi��B pour i $ �� �� 	 	 	

qui sont les param�etres de markov du syst�eme	 Ils permettent d�acc�eder �a la des

cription externe du syst�eme ( puisque celle
ci n�ecessite

� dans le cas continu� la donn�ee de la r�eponse impulsionnelle

h�t� $ CeAtBe�t� $
�X
�

Hi��
ti

i*
e�t�

soit la donn�ee de la fonction de transfert

H�s� $ C�sI �A���B $
�X
�

His
�i�

� dans le cas discret� la donn�ee de la fonction de transfert

H�z� $ C�zI �A���B $
�X
�

hiz
�i

soit la donn�ee de la suite fhig qui d�e
nit la r�eponse impulsionnelle du syst�eme�
c�est �a dire telle que

yj $ �h � u�j $
jX
�

hiuj�i�
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La donn�ee de la matrice Hankel in
nie� not�ee ! et d�e
nie par

!fH�z�g $

�
BBBB�
h� h� h� 	 	 	
h� h�

h�
			

			

�
CCCCA

permet donc de caract�eriser compl�etement (	

����� Le r�esultat de Nehari � op�erateur et symbole

Nous allons introduire la notion de norme de Hankel� qui gr�ace �a un r�esultat fonda

mental de Nehari �Neh ���� �expos�e ci apr�es� procure une mesure signi
cative des
fonctions de L��T�	 Cependant� et c�est ce qui la di��erentie de la norme de L��T��
comme la norme de Hankel de toute fonction de H� est nulle� on la consid�ere seule

ment comme une semi norme � ainsi� deux fonctions de L��T�� identiques �a une
fonction de H� pr�es ont la m�eme norme de Hankel	
Donc lorsque l�on utilise la norme de Hankel� on doit tenir compte du fait que
l�on n�eglige �l�e�et� d�une fonction additive de H�	 Or ceci ne constitue pas un
inconv�enient s�erieux en g�en�eral	 En e�et� lorsque l�on �etudie les syst�emes lin�eaires
dynamiques� on suppose que ces syst�emes sont causaux� c�est �a dire d�e
nis �a partir
d�un temps t �  	 Or ceci revient �a supposer que leur fonction de transfert pour
le cas mono entr�ee� mono sortie� appartient �a H�

�	 La projection de la fonction
transfert sur H� est soit constante soit nulle	 Aussi� la norme de Hankel devient
pour ce type de syst�emes une mesure signi
cative	

D�autre part� l�importance de cette norme dans le probl�eme de l�approximation
rationnelle vient aussi de ce que le meilleur approximant rationnel �strictement
propre� de degr�e 
x�e� de la fonction de transfert d�un syst�eme lin�eaire stable avec
une erreur d�approximation donn�ee peut �etre d�ecrit analytiquement	 Cette �el�egante
description analytique est due �a un r�esultat fondamental d�Adamjan� Arov et Krein
�AAK ���	

Consid�erons le cas o�u l�on dispose de la forme matricielle de l�op�erateur comme
explicit�ee ci dessus	
On d�e
nit la norme de Hankel comme �etant la norme classique associ�ee �a un
op�erateur et on la notera k k	
Nehari �Neh ��� a introduit un r�esultat tr�es important sur la meilleure approxima

tion rationnelle � il �etablit l�existence d�une association bi
r�eciproque �

Op�erateur de Hankel born�e ! 
� fonction de L��T�

qui conserve les normes� soit telle que k!k $ kfk�	 Cette association est fonda

mentale car elle permet de traiter indi��eremment le probl�eme d�approximation d�un
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op�erateur en norme d�op�erateur ou d�une fonction en norme L�	 L�op�erateur !�f�
dont l�action est caract�eris�ee par !�f� $ PMfR o�u

R � H� �� L� avec R�
P�

� anz
n� $

P�
� anz

�n �
Mf � L� �� L� avec Mfh $ fh et
P � L� �� H� avec �

P��
�� cnz

�n� $
P�

� cnz
n

d�e
nit donc une application lin�eaire born�ee de H� dans H�	 De plus on a

k!�f�k � kfk��

Th�eor�eme ��� 	Nehari

Une matrice de Hankel ! est born�ee si et seulement si il existe f � L��T � telle que
! $ !�f�� De plus il existe %f � L��T � telle que

inf
g�H�

kf � gk� $ k %fk� $ k!k�

Cette quantit�e est la norme de Hankel de la fonction f que l�on notera

kfkH �
$ k!k�

On introduit alors la notion de symbole associ�e �a l�op�erateur de Hankel de la fa�con
suivante � une fonction g � L��T� telle que gk $ ak pour �k $  � �� �� ���� est un
symbole associ�e �a l�op�erateur de Hankel correspondant �a la matrice �a�� a�� ������
On peut remarquer que � f � H� $� !�f� $  �

D�es que l�on dispose du symbole associ�e �a un op�erateur de Hankel� on peut donc
acc�eder �a sa norme	

D�eterminer g correspondant �a ! est appel�e le probl�eme de prolongement de Nehari	
Le th�eor�eme qui suit donne une solution explicite �a ce probl�eme� le symbole exhib�e
�etant unique	

Th�eor�eme ��� 	Sarason

Si ! � H� �� H� correspond �a la matrice de Hankel �a�� a�� ����� et f � H�� f n��etant
pas nulle� telle que k!fk $ k!kkfk� alors il existe un symbole unique g associ�e �a

!� de norme minimale kgk� $ k!k et il est donn�e par g $
!f

Rf
soit g�z� $

!f�z�

f���z�
�

De plus� jg�ei��j est constant presque partout�

Ce r�esultat a les cons�equences suivantes � il permet de d�eterminer le symbole associ�e
�a l�op�erateur de Hankel lorsque la norme de celui
ci est atteinte	 Or c�est le cas
lorsque les op�erateurs sont compacts	
C�est pourquoi on va regarder pour quelles conditions sur le symbole l�op�erateur de
Hankel est de rang 
ni et compact	
Un th�eor�eme fondamental permet de d�eterminer le rang de l�op�erateur de Hankel �
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Th�eor�eme ��� 	Kronecker

�f�� f�� ���� d�etermine un op�erateur de Hankel de rang �ni si et seulement si f��z &
f��z

� & ��� est rationnelle� Ce rang est �egal au nombre de p	oles de cette fonction
dans le disque fjzj � �g�

Une interpr�etation de ce th�eor�eme dans le cadre des syst�emes dynamiques sera
la suivante � le rang de l�op�erateur de Hankel est �egal �a la dimension du syst�eme
lin�eaire auquel il est associ�e	 On en d�eduit le corollaire �

Corollaire ���

g�z� $
��X
��

gkz
k d�etermine un op�erateur de Hankel de rang �ni si et seulement si

g�z� � H�
� &RH� o�u RH� est l�ensemble des fonctions rationnelles sur H��

Consid�erons l�espace norm�eH�&C�T � o�uH� est l�espace des fonctions analytiques
sur le disque� et C�T � celui des fonctions born�ees et continues sur sa fronti�ere	
On peut remarquer que comme I est un automorphisme de C�T � alors

I � H� &C�T � �� H�
� & C�T � est un isomorphisme isom�etrique�

D�autre part Sarason �Par ��� �etablit le r�esultat suivant �

H� & C�T � est un sous espace ferm�e de L��T��

Une condition n�ecessaire et su�sante pour la compacit�e de ! est �

Th�eor�eme ��
 	Hartman


! $ !g est compact �� g � H�
� & C�T �

����	 Op�erateur de Hankel int�egraux

Consid�erons les op�erateurs de Hankel int�egraux d�e
nis surL�� �&��	 On d�etermine
�a l�aide de la transform�ee de Laplace� not�ee �� l�action que de tels op�erateurs in

duisent sur H��C�� �

Th�eor�eme ���
Si h � L�� �&��

T
L�� �&��� alors l�op�erateur !h d�e�ni par

!h � L�� �&�� �� L�� �&��

u ��� !hu tel que !hu�x� $
Z �

�
h�x & y�u�y�dy

a un unique prolongement �a un op�erateur de L�� �&��� ou de mani�ere �equivalente
�a un op�erateur �!h de H��C�� et k!hk $ k�!hk � k�hk��
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Etant donn�ee une fonction G�s� � L��iIR� on dira que l�op�erateur

�!h � H ��� P�fG�s�H��s�g
o�u

P� � L��iIR� ��� H��C��

est l�op�erateur de projection orthogonale� est un op�erateur de Hankel sur le demi
plan� �i	e	 sur H��C���	 Pour relier ceci avec les op�erateurs de Hankel sur le disque
�i	e	 sur H��� on utilise l�isomorphisme isom�etrique V �

V � H� �� H��C��
g ��� V g tel que �V g��s� $ �����g�Ms���� & s�

V �� � H��C�� �� H�

G ��� V ��G tel que �V ��G��z� $ �����G�Mz���� & z�

o�u M est l�op�erateur de M�obius introduit au paragraphe �	�	�	

Th�eor�eme ���
Soit G�s� � L��iIR��
Alors l�op�erateur de Hankel d�etermin�e sur H��C�� par G� est �equivalent �a
l�op�erateur de Hankel d�etermin�e sur H� par la fonction g�z� $ G�Mz��z � L��T��

On appellera W l�op�erateur qui dans ce th�eor�eme associe L��iIR� �a L��T�� avec

�WG��z� $ G�Mz��z�

Son inverse est
�W��g��s� $ �Ms�g�Ms��

On peut remarquer que kWGk� $ kGk� et ainsi identi
er certains types
d�op�erateurs en utilisant W ou W��	

De ceci se d�eduisent �Par ��� les formes pour le demi plan des th�eor�emes

� de Nehari �

� de Kronecker �rang 
ni��

� de Hartman �compacit�e�	

����
 Interpr�etation de l�action de l�op�erateur de Hankel

Voyons comment on peut interpr�eter l�action induite par ! sur une suite causale
comme il est remarqu�e notamment dans �KLi ���	 Pour cela� repla�cons nous dans
les hypoth�eses faites sur le syst�eme ( consid�er�e au paragraphe �	�	�� on consid�erera
le cas discret �
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la fonction de transfert �matricielle� du syst�eme lin�eaire ( est

H�z� $
�X
�

hiz
�i $ Zh

o�u fhi� i $ �� �� 	 	 	g est la suite de r�eponses impulsionnelles �matricielles�	
On pose

! �H�z��
�
$ !�

Soient � $ f�ig o�u les �i sont des m
vecteurs et � $ f�ig o�u les �i sont des
p
vecteurs� deux suites de l��� telles que

!� $ �

avec ��z� $
P�

� �iz
�i � l�� et ��z� $

P�
� �iz

�i � l��� Ainsi ! transforme une suite
causale en une suite causale	
Si l�on note +��z� $

P�
� �iz

i�� � l�� ceci est �equivalent �a

p��Zh+��z�� $ ��z�

o�u p� repr�esente l�op�erateur de projection sur l�espace l��	
Cette repr�esentation fonctionnelle Zh permet d�interpr�eter l�action de l�op�erateur !
comme la transformation d�une suite anticausale en une suite causale �

Zh � l�� �� l��
Pass�e Futur

Ainsi� �a un �el�ement d�e
ni dans le pass�e on associe un �el�ement d�e
ni dans le futur	
Ceci peut �etre interpr�et�e comme une projection de H� dans H�

� 	

Cela peut se transposer au cas continu �a l�aide de l�op�erateur de M�obius	 On a vu
comment dans le cas continu� on d�e
nit pour une fonction matricielle H�s� stable
strictement propre de dimension p� q� soit dans H��C��� l�op�erateur de Hankel

!H � H��C�� ��� H��C��

On peut �egalement interpr�eter son action comme une projection de

H��C�� �� H��C���

Cet op�erateur a un analogue dans le domaine du temps� obtenu en utili

sant la transform�ee de Laplace inverse	 En e�et� �etant donn�e une fonction
h � L� � L�� �&�� Cp�q� de transform�ee de Laplace H � H��C��� on d�e
nit

!h � L�� �&�� Cp� �� L�� �&�� Cq�
u ��� !hu
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tel que �!hu��t� $
Z �

�
h�t& 
 �u�
 �d
�

Comme H est la transform�ee de Laplace de h� !H et !h sont utilis�es indi��eremment
car ils poss�edent les m�emes propri�et�es	 Ainsi h joue le r�ole du symbole de l�op�erateur
de Hankel !h	

Il faut souligner ici l�importance des hypoth�eses formul�ees qui permettent de bien
d�e
nir l�op�erateur de Hankel� c�est
�a
dire de lui donner un sens et de lui assurer
l�int�eressante� propri�et�e de compacit�e	 En e�et le fait que h � L�� �&�� Cp�q�
assure la compacit�e de !h� d�apr�es �	� et le d�e
nit comme un op�erateur de L� dans
L�	

On peut remarquer que h � L�� �&�� Cp�q� assure que !hu soit d�e
ni en tout point
t d�apr�es l�in�egalit�e de Cauchy
Schwarz	

L�ordre du syst�eme �etant �egal au rang de l�op�erateur de Hankel	 Il sera de degr�e 
ni
si et seulement si H�s� est une fonction rationnelle de H��C��� et sera alors donn�e
par le nombre de p�oles de H�s�	 Dans le cas contraire� l�ordre du syst�eme est in
ni	
Mais la repr�esentation int�egrale de l�op�erateur de Hankel reste n�eanmoins valable
pour ce type de syst�eme	

Maintenant qu�est �etabli le lien entre repr�esentation des syst�emes dynamiques et
op�erateurs de Hankel� nous allons pr�eciser ce que sont les valeurs singuli�eres as

soci�ees �a un op�erateur de Hankel et en donner une interpr�etation	 Elles cons

tituent un �el�ement cl�e de la th�eorie de Hankel car elles donnent une mesure de
l�erreur d�approximation r�ealis�ee et interviennent lors de la construction e�ective
des mod�eles r�eduits recherch�es	

����� Classes particuli�eres d�op�erateurs de Hankel

Nous allons maintenant donner les conditions pour qu�un op�erateur de Hankel �soit
les symboles associ�es� appartienne aux classes particuli�eres d�e
nies dans le para

graphe �	�	� � op�erateurs nucl�eaires et de Hilbert Schmidt	 Ceci est primordial car
comme on l�a d�ej�a soulign�e� ces classes d�op�erateur vont se r�ev�eler tr�es utiles pour
l�approximation de certains syst�emes	 On se focalisera sur le cas int�egral qui� comme
on le verra correspond au cas des syst�emes continus auxquels est consacr�e l�essentiel
de notre �etude	
Rappelons que la forme d�un op�erateur de Hankel int�egral est

�!hu��t� $
Z �

�
h�t& 
 �u�
 �d


ou encore
��!hU��s� $ P�fH�s�U��s�g

La proposition suivante est un corollaire important au th�eor�eme de Hartman �

�Dans le sens o�u elle assure l�existence de la d�ecomposition en valeurs singuli�eres de l�op�erateur
de Hankel�
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Proposition ���
Si h � L� alors !h est un op�erateur compact�

Th�eor�eme ���
Pour l�op�erateur int�egral �!u��t� $

Z �

�
h�t& 
 �u�
 �d
 avec h � L�� on a

k!k � k�hk� � khkL� � �k!kN

La proposition suivante d�ecoule d�un r�esultat �etabli par Peller� Coifman et Rochberg
dans �CR � �� dont une version simpli
�ee �etablie par Bonsall et Walsh �BW �"� est la
suivante � la compacit�e de l�op�erateur de Hankel acquise� elle exprime une condition
n�ecessaire et su�sante de nucl�earit�e

Proposition ���
Un op�erateur de Hankel ! sur H��C�� est nucl�eaire si et seulement si son symbole
est de la forme

G�s� $
�X
�


k��Re�ak���s � ak���

avec
P�

� 
k ��� et ak � C�� les s�eries convergeant dans H��

De plus� lorsque l�op�erateur de Hankel int�egral de noyau h est nucl�eaire� h doit avoir
un �bon comportement� au niveau continuit�e ou r�egularit�e �smoothness� et taux
de d�ecroissance �a l�in
ni � on suppose en g�en�eral

h � L� � L� et t���h � L��

En
n� Coifman et Rochberg donnent la condition n�ecessaire et su�sante suivante
pour que l�op�erateur de Hankel associ�e �a une fonction G�s� soit nucl�eaire �

Th�eor�eme ���
Un op�erateur de Hankel ! sur H��C�� est nucl�eaire si et seulement si

Z �

��

Z �

�
jG��

�s�jdxdy � � o�u s $ x& iy�

Il existe �egalement des conditions n�ecessaires et su�santes pour qu�un op�erateur
de Hankel soit Hilbert Schmidt comme celle du th�eor�eme suivant �

Th�eor�eme ���
Supposons que h � L� d�e�nisse l�op�erateur de Hankel born�e !� Alors ! est Hilbert
Schmidt si et seulement si t���h�t� � L�� �&�� et dans ce cas k!kHS $ kt���hkL��
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��� Les valeurs singuli�eres

Nous allons introduire la notion de valeurs singuli�eres d�une mani�ere un peu
di��erente de ce qui a �et�e fait dans le paragraphe �	�	�	 On va se placer dans le
cas simple o�u l�op�erateur de Hankel ! est de type matriciel	 Il s�agira d�une matrice
de dimension in
nie suppos�ee repr�esenter un syst�eme lin�eaire stable (� d�ordre n	
Aussi� le rang de ! sera n	 Cependant les r�esultats que l�on va exposer sont aussi
valables dans le cas d�un op�erateur de Hankel int�egral repr�esentant un syst�eme de
dimension in
nie	
Notons !� la matrice complexe conjugu�ee de !	 !� et ! sont deux matrices
�sym�etriques dans le cas scalaire� de dimension ����� toutes deux non n�egatives	
De plus rang !!� $ rang !�! $ n et !!� a donc n valeurs propres positives non
nulles	 Soit �
i� pour i $ �� �� 	 	 	 � n ces n valeurs propres positives ordonn�ees comme
suit �


� � 
� � 	 	 	 � 
n �  

Les valeurs singuli�eres associ�ees �a !� soit les n nombres r�eels positifs �

	� � 	� � 	 	 	 � 	n �  

sont telles que

	i
� $ 
i�

La matrice de Hankel ! peut alors se factoriser comme

! $ OC o�u O $

�
BBBBBB�

C
CA
			

CAk

			

�
CCCCCCA
� C $ �B AB 	 	 	 AkB 	 	 	 � �

Soit M �resp	W � le grammien d�observabilit�e �resp	 grammien de commandabilit�e�
associ�e au syst�eme (	 Lorsque le syst�eme est stable M et W sont les solutions des
�equations de Lyapunov qui� sont dans le cas discret donn�ees par

�
AWAt �W $ �BBt

AtMA �M $ �C tC�
��	�	��

Si l�on suppose le syst�eme commandable et observable�M et W sont d�e
nis positifs
et de rang plein	

Les valeurs propres non nulles de MW sont �egales aux valeurs propres de !!�	 On
montre en annexe B	� comment on peut �etablir ce r�esultat� de mani�ere intuitive�
dans le cas o�u l�op�erateur de Hankel est int�egral	 On peut �egalement se ref�erer �a
�Fra �"�	



�� Introduction aux op�erateurs de Hankel

De plus� il existe une base de l�espace d��etat� appel�ee base d��equilibre� dans laquelle
les deux grammiens sont �egaux �a la matrice

, $

�
BBBB�
	�

	�  

 
	 	 	

	n

�
CCCCA

Le syst�eme y est aussi commandable qu�observable� les conditions d�observabilit�e
�etant �equivalentes sur O et sur M �resp	 de commandabilit�e sur C et sur W �	 C�est
pourquoi on dit que la r�ealisation correspondante est �equilibr�ee	

On peut introduire les valeurs singuli�eres de la fa�con suivante�

D�e�nition ���
Pour n � � � 	n�!� $ inf fk!� Sk� rang S � ng� La borne inf�erieure est atteinte�

Ces valeurs singuli�eres forment un ensemble d�invariants qui mesurent la qualit�e de
l�approximation de ! par des matrices de rang d�ecroissant	
Ainsi on peut interpr�eter 	��!� comme k!k	 Donc

k!k $ sup
kuk��

k!uk $ sup
u � 	U

q
jut!�!uj
kuk

$ �
	
�!!�����




$ 	��

o�u �
	
�!!�����



est le rayon spectral de �!!������

��	�� Grammiens et valeurs singuli�eres

On peut donner une interpr�etation physique des grammiens associ�es au syst�eme qui
permet d��etablir leur lien avec les valeurs singuli�eres	 Ainsi�W �etant le grammien de
commandabilit�e� on peut montrer que l�energie minimale n�ecessaire pour atteindre
�a un instant t l��etat x est

E�x� $ xtW��x

W�� �etant une matrice sym�etrique d�e
nie positive� il existe donc une base orthogo

nale o�u elle est diagonale	On la notera alors ,��	 Soit P la matrice de changement
de base

E�x� $ xtP t,��Px
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Si on se place sur la sph�ere unit�e� tenant compte du fait que les propri�et�es
d�homoth�etie permettent la g�en�eralisation des r�esultats ci apr�es �

E�z� $ zt,��z avec kzk $ �

E�z� �etant l�energie n�ecessaire pour atteindre le point z de la sph�ere unit�e	 Posons

,�� $

�
BBBB�
��

	 	 	  
 �i

	 	 	

�
CCCCA

et z $ �z�� z�� ���� zn� tel que kzk $ �	 On a 	i $ ���i	

Comme dans �Moo ��� on peut utiliser l�image suivante � on montre que les lieux o�u
se situent les E�z� correspondent �a une ellipso��de dont les modules des demi axes
sont les �i	 On fait le changement de variables suivant � �izi $ Zi

On obtient donc �������

�������

nX
�

�
Zi

�i
�� $ �

E�z� $
nX
�

Z�
i

Quand 	i est faible� �soit quand la matrice est presque singuli�ere�� alors �i tend

Comportement de l
ellipso��de
dans la direction o
u la valeur
singuli
ere devient n�egligeable

Figure �	�	� � Ellipso��de d��energie

vers l�in
ni ou du moins est tr�es grande� et donc s��etale sur l�un des axes	
A la limite� lorsque la matrice , devient singuli�ere� on a une perte de dimension de
l�ellipso��de� puisque l�energie devient in
nie dans une certaine direction	 Ceci peut
�etre repr�esent�e comme sur la 
gure �	�	�	
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Cette interpr�etation va justi
er la d�emarche suivante	 Pour certains types de
r�eductions�SB � �� �SP�� on estimera que la partie du syst�eme qui n�est ni observable
ni commandable n�a�ecte pas beaucoup le comportement entr�ee
sortie du syst�eme�
on n�en gardera donc que les parties les plus commandables et observables	 Pour
cela� on partitionne le syst�eme en deux sous matrices diagonales	 Le rang choisi
comme limite correspond au d�ecrochage entre 	k et 	k��� lorsque 	k � 	k�� dans
la suite des valeurs singuli�eres

	� � 	� � 	 	 	 � 	n �  �

On conserve la r�ealisation correspondant aux k premi�eres valeurs singuli�eres et on
obtient une approximation d�ordre k	
Cette m�ethode de r�eduction appel�ee troncature dans la base d��equilibre est souvent
utilis�ee car elle permet de bons r�esultats pratiques	

Introduisons maintenant la m�ethode que nous avons choisi d��etudier� �a savoir
l�approximation optimale au sens de la norme de Hankel	



Chapitre �

Approximation Hankel�optimale

et Approximation L�

L�approximation au sens de la norme de Hankel est une m�ethode d�approximation
optimale qui repose sur le r�esultat de Nehari �enonc�e dans le th�eor�eme �	� �etablissant
l�existence d�une association bir�eciproque entre la fonction de transfert d�un syst�eme
et l�op�erateur de Hankel �repr�esent�e par une matrice dans le cas de la dimension

nie� qui lui est associ�e	

��� Approximation des syst�emes de dimension

�nie

Consid�erons� comme il est fait par Silverman et Bettayeb dans �SB � �� le cas simple
o�u le syst�eme ( �etudi�e est de dimension 
nie n� discret� mono entr�ee mono sortie et
stable� l�op�erateur de Hankel est alors repr�esent�e par la matrice in
nie des coe�

cients de la r�eponse impulsionnelle du syst�eme	 Ainsi si l�on consid�ere la r�ealisation
�A�B�C� associ�ee �a ( 
 qui permet de d�ecrire l��evolution du syst�eme suivant les
�equations �	�	� 
 on a vu comment caract�eriser totalement le comportement de ce
syst�eme ( par la matrice de Hankel ! d�e
nie de la fa�con suivante �

! $

�
BBBBBBB�

f� f� f� 	 	 	 fk 	 	 	
f� f� f� 	 	 	 fk�� 	 	 	
			
fk fk�� fk�� 	 	 	
			

�
CCCCCCCA

o�u les fi sont donn�es par

fi $ CAi��B�
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! est sym�etrique r�eelle� born�ee et de rang �egal �a la dimension du syst�eme	
R�eduire le syst�eme correspond alors indi��eremment ��Glo ����

� �a trouver une matrice de Hankel !r de rang r inf�erieur au rang de ! qui
permette de r�ealiser une erreur minimale� l�erreur �etant d�e
nie par

k!� !rk $ sup
u�L�������

ky�(� � yr�(�kL������

ku�(�kL�������

o�u y repr�esente la sortie du syst�eme initial� yr celle du syst�eme r�eduit et o�u u
repr�esente l�entr�ee�
ou bien

� si G est la fonction de transfert de L� associ�ee �a (� �a d�eterminer �G de degr�e
r telle que

kG� �GkH $ inf
F� �G
kG � �G � Fk� $ 	k��

avec �G�s� � H�
� et F �s� � H��

Ce sont Adamjan et al� �AAK ��� qui� les premiers� r�esolvent ce probl�eme
d�approximation en �etablissant l�existence d�un approximant unique	 Des applica

tions �a des cas de syst�emes dynamiques lin�eaires stationnaires scalaire �SB � � puis
multivariable �KLi ���Glo ��� ont suivi	 Ainsi� il a �et�e �etabli que l�approximant est
connu lorsque le syst�eme est de dimension 
nie� soit lorsque ! est de rang 
ni	
Pour le cas pr�esent�e ici ceci se concr�etise comme suit � ! de rang 
ni n et born�e est
donc compact	 On peut lui associer la d�ecomposition de Schmidt suivante

! $ U,V t $ �u� u� 	 	 	 un �

�
BBBB�
	�

	�  

 
		 	

	n

�
CCCCA

�
BBB�
v�

v�
			
vn

�
CCCA

o�u la matrice , est la matrice des valeurs singuli�eres de ! rang�ees par ordre crois

sant� 	i�� � 	i� i $ �� 	 	 	 � n � �� U et V sont deux matrices orthogonales �i	e	
U tU $ Id $ V tV � o�u les vi et les ui �les i
eme colonnes de V et de U � respective

ment� sont les paires de Schmidt associ�ees �a la valeur singuli�ere 	i� respectivement
�a droite et �a gauche �

!vi $ 	iu
i et !�ui $ 	iv

i�

Dans le cas o�u ! est sym�etrique et r�eelle� soient uij et vij les j
eme composantes de
ui� vi respectivement� on d�e
nit

�i�z� $
�X
j��

uijz
�j
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et

�i�z� $
�X
j��

vijz
j���

Le principal r�esultat �enonc�e par �AAK ��� et appliqu�e �a ce cas particulier est le
suivant �

Th�eor�eme ���
Soit 	r�� � 	r la �r & ��
eme valeur singuli�ere de la matrice de Hankel born�ee !�
Alors� parmi toute les matrices de Hankel born�ees - de rang r� il en existe une� -r�
unique� qui minimise k!� -k et

k!� -rk $ 	r���

De plus� -r $ ! � !�.r�z�� o�u !�.r�z�� repr�esente la matrice de Hankel associ�ee
au syst�eme dont la fonction de transfert est

.r�z� $ 	r��
�r���z�

�r���z���
�

Le m�eme th�eor�eme peut �etre �enonc�e en terme de minimisation de la fonction de
transfert au sens de la norme de Hankel	

La puissance et l�originalit�e du r�esultat d�Adamjan� Arov et Krein viennent du fait
qu�il �etablit que parmi tous les op�erateurs atteignant l�optimum 	r��� il y en a au
moins un qui est un op�erateur de Hankel	 En e�et� il est d�esormais bien connu que
si l�on recherche la meilleure approximation de ! par un op�erateur quelconque de
rang r � n alors on a �

inf
� de rang r

k! �-k $ 	r���

En fait si

! $ U

�
BBBB�
	�

	�  
		 	

 	n

�
CCCCAV t

est la d�ecomposition en valeurs singuli�eres de ! alors un op�erateur atteignant la
borne 	r�� est donn�e par

- $ U

�
BBBBBB�

	�
	 	 	

	r
 

		 	

�
CCCCCCA
V t�

Mais en g�en�eral� - n�est pas un op�erateur de Hankel	
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Le r�esultat d�optimalit�e de l�approximation de Hankel constitue une des principales
motivations de ce type d�approximation � pour r 
x�e� la matrice de Hankel !r existe
toujours et d�e
nit alors totalement le syst�eme r�eduit associ�e d�ordre r	 De plus�
d�es que l�on a choisi le degr�e de l�approximant recherch�e� on peut estimer l�erreur
d�approximation que l�on r�ealisera dans le meilleur des cas d�apr�es la d�e
nition �	��
pour peu que l�on connaisse les valeurs singuli�eres associ�ees �a l�op�erateur de Hankel	

On peut d�ecrire succintement les principales �etapes qui pratiquement permettent
la construction de l�approximant optimal comme suit �

� D�etermination des valeurs singuli�eres �
Il su�t alors pour d�eterminer les valeurs singuli�eres� de d�eterminer les gram

miens associ�es �a ( d�apr�es le r�esultat du paragraphe �	�	� sachant qu�ils sont
solution des �equations de Lyapunov �	�	�	

� R�ealisation dans la base d��equilibre �
On construit la r�ealisation dans la base d��equilibre �F�G�H� associ�ee �a ( pour
laquelle

M $ , $ W o�u , $

�
BBBB�
	�

	�  

 
		 	

	n

�
CCCCA �

Soit r � n l�ordre d�approximation choisi	 On r�ealise alors une partition de
�F�G�H� correspondant �a la partition de , en deux sous matrices diagonales
d�elimit�ees par 	r	 Ceci est fait de la fa�con suivante �

F $

�
F�� F��

F�� F��

�
G $

�
G�

G�

�
H $ �H� H� �

o�u F�� est de dimension r � r	

� Syst�eme r�eduit d�ordre r �
On construit la r�ealisation associ�ee �a ce syst�eme �a l�aide notamment de la
transformation T � qui r�ealise le changement de base conduisant �a la r�ealisation
dans la base d��equilibre� des valeurs singuli�eres et des termes de la r�ealisation
�F�G�H�	

Pour plus de pr�ecisions on se r�ef�erera �a l�algorithme d�etaill�e donn�e en annexe C
extrait de �SB � �	

Se d�egage de la pr�esentation de ce cas simple l�importance des valeurs singuli�eres
lors de la d�etermination de l�approximant de Hankel	 Non seulement elles intervien

nent dans son expression explicite� mais en plus elles donnent la mesure de l�erreur
d�approximation r�ealis�ee	
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Il existe �egalement une solution optimale au probl�eme de r�eduction d�un syst�eme
multivariable	 Elle est r�ealis�ee par g�en�eralisation des r�esultats pr�ec�edents comme
dans �KLi ���Glo ���	

Ainsi par exemple dans �Glo ���� toutes les solutions du probl�eme d�approximation
au sens de la norme de Hankel sont explicit�ees et il est montr�e que ce sont des
fonctions simples de r�ealisations dans la base d��equilibre	 La connaissance ex

plicite des valeurs singuli�eres conserve dans ce cas son caract�ere essentiel	 De plus�
l�int�er�et de ces valeurs est renforc�e parce qu�elles interviennent dans les r�esultats que
�Glo ��� �etablit concernant les bornes de la r�eponse fr�equentielle et qui s�inspirent
des in�egalit�es du th�eor�eme �	�	 Leur domaine d�application est plus large que
l�approximation optimale elle m�eme	

Le probl�eme se pose en ces termes � quelle est l�incidence du fait que la norme de
Hankel ait �et�e rendue petite pour les autres normes /
On �etudie ici le cas de la norme L� pour une fonction de transfert G stable	
Lorsque les valeurs singuli�eres de la matrice de Hankel sont donn�ees� et lorsque G
tend vers  �a l�in
ni� il est �etabli que

kG�j��kL� � ��	� & 	� & ����& 	N �

et de plus� qu�il existe une constante D telle que

kG�j�� &DkL� � �	� & 	� & ����& 	N ��

Ce r�esultat est prouv�e �a l�aide de la repr�esentation suivante �qui existe toujours�
pour une fonction de transfert carr�ee stable �

G�s� $ D� & 	�E��s� & 	�E��s� & ���& 	NEN �s��

o�u Ek�s� sont des fonctions �all
pass��toutes leurs valeurs singuli�eres sont �egales �a
��� et stable pour tout k� et o�u les sommes partielles D� &	�E��s� &	�E��s� & ���&
	kEk�s� sont de degr�e de Mac
Millan k	 Cette repr�esentation s�obtient par r�eduction
de l�ordre d�une dimension �a la fois� en utilisant la m�ethode d�approximation opti

male au sens de la norme de Hankel	

A l�aide de cette repr�esentation� on peut calculer de mani�ere tr�es simple un appro

ximant d�ordre k de G�s� mais qui ne soit pas forc�ement optimal� cet approximant
d�ordre k sera donn�e par �

�G�s� $ D� &
X

��i�k
	iEi�s�

et v�eri
era
kG�s� � �G�s�kL� � �	k�� & 	k�� & ����& 	N ��

Lorsque G�s� est approxim�e par %G�s�� fonction de transfert d�ordre k issue de la
restriction d�une r�ealisation dans la base d��equilibre �comme vu au paragraphe �	�	��
alors

kG�s� � %G�s�kL� � ��	k�� & 	k�� & ����& 	N ��
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Ces r�esultats montrent que l�approximation de type Hankel ou de type troncature
dans la base d��equilibre donnent des erreurs �assez bonnes� au sens de la norme
L�	

Nous allons dans ce qui suit nous consacrer au probl�eme de la r�eduction de syst�emes
continus de dimension in
nie	

��� Approximation des syst�emes de dimension

in�nie

La g�en�eralisation des r�esultats pr�ec�edents aux syst�emes de dimension in
nie suscite
plusieurs types de pr�eoccupations	

Qui dit syst�eme de dimension in
nie� pose le probl�eme de la d�etermination d�une
r�ealisation associ�ee �a ce syst�eme qui soit bien pos�ee �voir par exemple �CPr ����
�Cur ��c�Cur ��b�� �CW ���� et notamment qui permette d�en garantir l��etude spec

trale	 Ainsi� Curtain �etudie les propri�et�es de la classe des syst�emes qu�elle ap

pelle spectraux� soit dont l�op�erateur associ�e est spectral� ce qui signi
e qu�il a
une d�ecomposition spectrale simple et que ses vecteurs propres forment une base
compl�ete de l�espace d��etat	 Les syst�emes �a param�etres distribu�es paraboliques et
hyperboliques sont spectraux	 Ce n�est plus le cas des syst�emes �a retard � Curtain et
al �CZ ���CZ ��� �etablissent que la condition n�ecessaire et su�sante de nucl�earit�e
de l�op�erateur de Hankel associ�e assure qu�un syst�eme scalaire �a retard soit spec

tral	 C�est la r�eciproque de cette int�eressante propri�et�e� que l�on r�e�etablira pour
le cas multivariable et que l�on utilisera pour montrer la nucl�earit�e du syst�eme
parabolique� objet de notre premi�ere application	

����� Existence de l�approximant Hankel
optimal

R�ecemment� Curtain� Glover et Partington �CG ���GCP ��� ont �etudi�e le probl�eme
de l�approximation au sens de la norme de Hankel de syst�emes multivariables de
dimension in
nie dans le cas continu	 Ils ont �etabli que lorsque ces syst�emes �etaient
nucl�eaires alors on pouvait expliciter l�approximant optimal au sens de la norme de
Hankel de fa�con similaire au cas de la dimension 
nie	
Soit donc un syst�eme nucl�eaire� dont la r�eponse impulsionnelle satisfait
h � L� � L�� ��� Cp�q� et dont l�observation est

y�t� $
Z t

�
h�t� s�u�s�ds�

o�u les sorties y � L�� ��� Cq�� les entr�ees u � L�� ��� Cp��
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Dans ce cas l�op�erateur de Hankel correspondant ! est d�e
ni par

�!f��t� $
Z �

�
h�t& s�f�s�ds � f � L� � ��� Cp��

On construit �a partir des valeurs singuli�eres de ! et des paires de Schmidt associ�ees�
une r�ealisation �A�B�C�� telle que h�t� $ CeAtB �il peut s�agir par exemple d�une
r�ealisation dans la base d��equilibre�	 Ici A�B et C sont des op�erateurs de dimension
in
nie	 Il est alors montr�e que des troncatures �An� Bn� Cn� de �A�B�C�� permettent
de se ramener �a la dimension 
nie et assurent la convergence suivante �

lim
n	� kG�s� �Gn�s�k� $  

o�u G est la transform�ee de Laplace de h� G�s� $ C�sI �A���B et o�u
Gn�s� $ Cn�sIn �An���Bn� Des estimations des erreurs d�approximation succes

sives sont ais�ement explicit�ees dans ce cas	
Les r�esultats de �Glo ��� pour le cas 
ni sont alors appliqu�es �a Gn pour chaque n
et des approximants optimaux au sens de la norme de Hankel sont obtenus� leur
expression param�etris�ee est donn�ee par un op�erateur lin�eaire �n �BH ���	 Il est alors
montr�e que �n converge en norme L� vers une fonction � qui elle
m�eme correspond
aux solutions parametris�ees du probl�eme d�approximation au sens de la norme de
Hankel de G�s�� sont alors donn�ees des bornes de l�erreur d�approximation	

On con�coit que la d�etermination de cet approximant optimal est loin d��etre triviale
en pratique	
Pour une certaine classe de r�eponses impulsionnelles h� on peut obtenir directement
et explicitement la fonction � en termes de r�ealisation d�espace d��etat ou en fonction
de ! et de h	
Il s�agit des fonctions du type F �s�e�sT o�u T �  et F �s� rationnelle� cette classe
comprend les syst�emes �a retard �GLP � �	
Mais� lorsque l�on n�est pas dans cette classe� il devient di�cile de d�eterminer
l�op�erateur de Hankel� ses valeurs singuli�eres et paires de Schmidt associ�ees	

Dans le cas de la dimension in
nie� si la th�eorie �GCP ��� permet de d�eterminer
explicitement un approximant optimal� les applications sont loin d��etre imm�ediates	
Pour pallier ce probl�eme� on sera conduit �a d�eterminer un approximantL� comme le
sugg�erent les bons r�esultats sur les erreurs commises suivant le type d�approximant
consid�er�e� expos�es au paragraphe suivant	

����� Approximant L�

Rappelons ici quel est l�encadrement de la norme de l�erreur commise comme il est
�etabli dans �GCP ��� Th�eor�eme "	��	
Soit h � L� admettant pour transform�ee de Laplace G� �Gk l�approximant optimal de
degr�e k de G �au sens de la norme de Hankel�� cela signi
e que kG� �GkkH $ 	k��	
Soit �hk la transform�ee de Laplace inverse de �Gk	 Alors on a les propri�et�es suivantes �
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� il existe une matrice constante D telle que

kG� �Gk �Dk� �Mk o�u Mk $
�X
i��

	k�i�G� �

� kG� �GkkN � �k	k�� &Mk �

� kh� �hkk� $
Z �

�
kh�t� � �hk�t�kdt � �k	k���G� & �Mk�

Ceci montre que l�approximation de Hankel est int�eressante lorsque l�on souhaite
obtenir de bonnes estimations uniformes dans le domaine fr�equentiel� pourvu que
les valeurs singuli�eres du syst�eme d�ecroissent vite �a l�in
ni	

Consid�erons une r�ealisation �a sortie normale � cela signi
e que le grammien de com

mandabilit�e est donn�e par P $ diag �	��� 	

�
�� 	

�
�� ����� et le grammien d�observabilit�e

par Q $ I� Soit Gk la fonction de transfert correspondant �a la restriction de cette
r�ealisation �a l�ordre k� alors on a

kG�Gkk� � �Mk

ce qui n�est que deux fois moins bon que la borne obtenue pour une approximation
optimale au sens de la norme de Hankel	 Cette remarque sera d�un grand int�er�et
par la suite	

En
n� citons le cas o�u l�op�erateur de Hankel est nucl�eaire� ce qui signi
e que les
valeurs singuli�eres sont sommables	 Dans le cas o�u elles d�ecroissent rapidement a
l�in
ni en K�i� on a

	k�� � kG� �Gk� � 	k�� & 	k�� & �����
oo oo

K�k K�k �

�� �

K

avec K � �	

Ainsi l�approximation L� poss�ede de bonnes propri�et�es de convergence	

Ces remarques justi
ent l�int�er�et qui a �et�e port�e �a la d�etermination d�un appro

ximant L� tel qu�il s�est manifest�e par la mise en �evidence de l�existence d�une
d�ecomposition modale pour les syst�emes nucl�eaires �ZCPG ��� ou pour les syst�emes
retard�es au sens de Bellmann et Cooke �PGZC ���	 Il s�agit alors de r�eduire une
nouvelle fois cet approximant par troncature dans la base d��equilibre ou par ap
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proximation de Hankel �comme il est propos�e �CG �"b��	

Dans le travail qui suit� nous avons utilis�e ces m�ethodes en les adaptant aux
sp�eci
cit�es des syst�emes �etudi�es	

Ainsi� dans la seconde partie de ce m�emoire nous pr�esentons tout d�abord l��etude
d�un probl�eme d��evolution de la temp�erature au sein d�une paroi �Ma�� ���	 On verra
comment on d�etermine une approximation L� de ce syst�eme parabolique multiva

riable en s�inspirant des r�esultats �etablis dans �ZCPG ��� pour les syst�emes scalaires
�a retard	

Puis nous envisagerons les probl�emes de syst�emes hyperboliques� �a la limite de
l�instabilit�e� mod�elisant des poutres	 Ne remplissant plus les m�emes hypoth�eses
que le premier probl�eme d��evolution� il s�est alors av�er�e n�ecessaire de mettre au
point une approche originale� pr�ealable �a l�approximation� et que l�on a baptis�ee
relaxation �Ma�� ���	
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Deuxi�eme Partie

Application �a des syst�emes de

dimension in�nie





Chapitre �

Etude d�un probl�eme parabolique

Dans ce chapitre� nous exposons les �etapes de l�approche qui nous ont conduits �a
d�eterminer� en utilisant l�approximation optimale au sens de la norme de Hankel�
un approximant L� permettant de d�ecrire l��evolution d�un champ de temp�eratures
au sein d�une paroi	

Il s�agit d�un cas favorable pour lequel la r�eduction se fait assez ais�ement � en e�et�
on remarquera que l�on peut consid�erer ce syst�eme comme un syst�eme �a retard de
variable de Laplace

p
s� il est alors possible d�utiliser la m�ethode de d�ecomposition

en p�ole r�esidu d�evelopp�ee dans �ZCPG ���	 Il sera cependant n�ecessaire au cours des
d�eveloppements� de red�emontrer certains r�esultats pour les adapter aux sp�eci
cit�es
de notre syst�eme	

��� Le mod�ele physique

D�ecrivons tout d�abord le ph�enom�ene� illustr�e par la 
gure �	�	�� comme cela est
fait dans �Nei ���	

Une des faces de cette paroi est le si�ege d�un �echange convectif �hi� avec une masse
d�air isol�ee	 L�autre face �echange� �egalement par convection �he�� avec l�air ext�erieur	
D�autre part� la paroi absorbe des �ux d�origine solaire �si et �se sur ses faces
int�erieures et ext�erieures respectivement	 Il y a monodimensionalit�e des �echanges
conductifs dans la paroi	 Le champ de temp�erature dont on cherche l��evolution est
donc une fonction ��x� t�� temp�erature �a un instant t en un point quelconque de la
paroi	

L��equation de l��evolution de la chaleur au sein du mur s��ecrit �

��x�C�x�
��

�t
�x� t� $ div

	

�x� �grad ��x� t�



$

�

�x

�

�x�

��

�x
�x� t�

�

o�u sont repr�esent�es
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�C
hehi

�si �se
Ambiance

ext�erieure
Ambiance

int�erieure

Figure �	�	� � Paroi coupl�ee �a une masse d�air

�� la masse volumique en kg�m��
C� la chaleur massique en J�kgK�
et 
� la conductivit�e en W�mK�

Le mur �etant constitu�e de couches homog�enes au sein desquelles �� C et 
 sont
constantes� cette �equation devient �au sein d�une couche� �

�C
��

�t
�x� t� $ 


���

�x�
�x� t�� �������

On va alors� pour simpli
er le probl�eme� supposer que notre paroi est mono
couche	
Les conditions aux limites associ�ees �a �	�	� sont

� en x $  �face int�erieure�



��

�x
� � t� $ �hi �Ti�t� � �� � t�� � �si�t� �������

o�u Ti est la temperature au sein de la masse d�air�

� en x $ l �face ext�erieure�



��

�x
�l� t� $ he �Te�t� � ��l� t�� & �se�t� �������

o�u Te est la temperature ext�erieure	

En
n� la condition initiale qui permet de parvenir au mod�ele physique complet est
la suivante

��x�  � $ ���x�� �������
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Nous avons donc �a r�esoudre le syst�eme de � �equations suivant �

�����������������

�����������������

�C
��

�t
�x� t� $ 


���

�x�
�x� t�



��

�x
� � t� $ �hi �Ti�t� � �� � t�� � �si�t�



��

�x
�l� t� $ he �Te�t� � ��l� t�� & �se�t�

��x�  � $ ���x��

�������

Par la suite� on utilisera les notations simpli
�ees �

a $ 
��C� � $ 
�hi et � $ 
�he	
On peut d�ores et d�ej�a remarquer que � et � sont positifs puisque 
� hi et he le
sont	

Le contr�ole sera not�e � ������

������

u�t� $ Ti &
�si�t�

hi

v�t� $ Te &
�se�t�

he
�

Il est bien ind�ependant du comportement intrins�eque du syst�eme	

L�observation est r�ealis�ee �a la fronti�ere du mur �

y�t� $ �� � t�� �����"�

Le syst�eme �	�	� devient donc avec les nouvelles notations et en tenant compte de
l�observation y � ����������������������


����������������������

��

�t
�x� t� $ a

���

�x�
�x� t�

�� � t� $ �
��

�x
� � t� & u�t�

��l� t� $ �� ��
�x

�l� t� & v�t�

��x�  � $ ���x�

y�t� $ �� � t��

�������

Ce probl�eme est un probl�eme classique d��evolution de la chaleur dont les conditions
aux bords sont des conditions de Fourier	
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��� Le probl�eme pos�e et ses traitements

Nous allons dans ce qui suit rechercher un approximant en utilisant la d�emarche
expos�ee au paragraphe �	� car le syst�eme �a r�eduire est de dimension in
nie	
Pour d�eterminer directement un approximant Hankel
optimal� il est n�ecessaire de
conna��tre ses valeurs singuli�eres �si elles existent�	
Or� on a d�ej�a �evoqu�e le fait que si ces invariants du syst�eme sont en th�eorie la cl�e
de notre probl�eme� car ils permettent d�acc�eder �a une expression de l�approximant
optimal� en pratique ce sont des �el�ements qui restent inaccessibles	 M�eme dans les
cas o�u est �etablie une m�ethode pour leur calcul explicite� comme dans �GLP �"�
ou �GLP � � pour les syst�emes dont la fonction de transfert associ�ee est de la
forme e�sTF �s� o�u F est une fonction rationnelle� le calcul peut devenir rapide

ment extr�emement complexe	 C�est pourquoi� on pr�ef�ere souvent des m�ethodes qui
permettent seulement d�acc�eder �a une estimation de ces valeurs �GLP � � et qui
sont beaucoup plus simples	
Une des fa�cons de proc�eder est de r�ealiser une combinaison entre approxima

tion modale et approximation de Hankel comme il est propos�e dans �CG �"b� �
l�approximation modale constituera une �etape interm�ediaire permettant de se
ramener �a un syst�eme de dimension 
nie pour lequel on sait d�eterminer les valeurs
singuli�eres	
Il faut bien voir ici que cette approximation interm�ediaire est faite de fa�con �a garan

tir l�optimalit�e de l�approximant 
nal	 Celle
ci r�esulte d�une importante propri�et�e
de convergence des valeurs singuli�eres �cf par exemple �Par ���� � soit G la fonc

tion de transfert associ�ee �a un syst�eme de dimension in
nie et soit Gn une fonction
d�ordre n telle que

Gn �� G au sens de la norme L�

alors
	i�Gn� �� 	i�G�

o�u 	i�G� �resp	 	i�Gn�� d�esigne la i
eme valeur singuli�ere de G �resp	 de Gn�	 En fait
ceci d�ecoule de la relation

j	i�Gn�� 	i�G�j � kGn �Gk�� �������

Nous d�emontrerons cette propri�et�e au paragraphe �	�	�� dans le cas o�u Gn est une
approximation modale de G	
Ainsi� pourvu que l�erreur d�approximation� au sens de la norme in
nie� entre le
syst�eme de dimension in
nie et le syst�eme de dimension 
nie soit su�samment
faible� les valeurs singuli�eres deviennent accessibles de mani�ere assez pr�ecise	 On
peut alors� gr�ace �a elles� d�eterminer une approximation optimale au sens de la
norme de Hankel du syst�eme de dimension 
nie	

Dans un premier temps� le probl�eme qui se pose est donc de d�eterminer un approxi

mant qui soit de dimension 
nie et tel que l�erreur d�approximation �au sens k k��
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soit assez faible	 Ceci peut se faire suivant di��erentes m�ethodes d�approximation �
par des m�ethodes utilisant des �el�ements 
nis� de type modale� de type Pad�e ou en

core Fourier
Laguerre �cf par exemple �Sha ��� ou �Par � � et ses r�ef�erences	� Dans
le cas o�u l�op�erateur de Hankel associ�e au syst�eme de dimension in
nie est nucl�eaire�
on sait d�eterminer directement un tel approximant	 Car alors� le syst�eme admet une
d�ecomposition modale du type de celle donn�ee dans le paragraphe �	�	�� il su�t alors
d�en prendre une troncature �a l�ordre n choisi comme ordre du syst�eme approximant
de dimension 
nie	 Ceci se justi
e par le caract�ere irr�eversible du ph�enom�ene � ce
syst�eme parabolique est dissipatif � et donc lib�ere son �energie au cours du temps	
Ses p�oles sont inclus dans un c�one d�ouverture variable d�angle inf�erieur �a � comme
repr�esent�e sur la 
gure �	�	�	 Le syst�eme n�est plus in�uenc�e par les modes qui
s��eloignent de l�axe imaginaire dans ce c�one	 Une approximation modale peut donc
pour de tels syst�eme �etre consid�er�ee comme une bonne approximation	 Pour arriver

Axe imaginaire

R�egion o
u les p�oles
sont une in�nit�e
d�enombrable

Axe autour duquel
les p�oles

s
accumulent au bout

d�un certain temps

Ouverture

� � �

Figure �	�	� � Lieu des p�oles des syst�emes paraboliques

�a cette approximation interm�ediaire deux approches sont possibles �

� Une approche dans le domaine fr�equentiel�

� Une approche par formulation variationnelle	

Nous allons dans ce qui suit expliciter ces proc�ed�es dans le cas particulier de notre
probl�eme d��evolution de la chaleur au sein d�une paroi	

�Le ph�enom�ene des ondes amorties� qui� comme la chaleur peut �etre class�e parmi les ph�enom�enes
de type parabolique pourra donc probablement �etre trait�e de mani�ere similaire�
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��� Etude dans le domaine fr�equentiel

	�	�� Calcul de la fonction de transfert

On utilise pour ce faire la transform�ee de Laplace monolat�ere sur la variable t �car
on suppose que le syst�eme est causal soit que pour t �  � ��x� t� $  �	 A toute
fonction du temps f�t� on associe sa transform�ee de Laplace �

�f �s� $
Z �

�
e�stf�t�dt�

De telle sorte que le mod�ele physique se met sous la forme d�un jeu d��equations
di��erentielles en x � ������������������


������������������

����

�x�
�x� s� � s

a
���x� s� $ ��

a
���x�

�
���

�x
� � s� & �u�s� $ ��� � s�

�� ���

�x
�l� s� & �v�s� $ ���l� s�

�y�s� $ ��� � s��

�������

D�eterminons la fonction de transfert G telle que

�y�s� $ G�s�

�
�u�s�
�v�s�

�
�

Pour cela� on int�egre l��equation di��erentielle en x du syst�eme �	�	� avec comme
condition �a la limite en x� ��x�  � $  	 Ceci nous am�ene �a l�expression suivante pour
la fonction G �

G�s� $
�

0

h
eql�� & �q�� e�ql�� � �q� � ��q

i

o�u q $

r
s

a
�

o�u 0 $ eql�� & �q��� & �q�� e�ql��� �q��� � �q��

�������

On peut indi��eremment consid�erer G comme une fonction de la variable s ou de la
variable q gr�ace car ses num�erateur et d�enominateur sont des fonctions impaires de
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q	 De plus� remarquons que la fonction de transfert G est de la forme �

e��
p
sF �

p
s�

o�u � $
lp
a
et F est la fonction matricielle d�e
nie par

F ��
p
s� $

�

0

h
e��

p
s�� & �q� � ��� �q� � e�

p
s��q

i
�

On peut donc consid�erer G comme la fonction de transfert d�un syst�eme �a retard
dont la variable serait

p
s	

	�	�� P�oles de la fonction de transfert

Nous allons maintenant �etudier les p�oles associ�es �a G pour d�eterminer le comporte

ment de notre syst�eme	

D�etermination des p�oles

Les p�oles de G sont de la forme s $ aq� avec q racine de l��equation

0 $  �� e�ql $
�� � �q��� � �q�

�� & �q��� & �q�
� �������

Proposition ���
Soit q une racine de l��equation 
�
�
� Alors q est imaginaire pur�

D�emonstration de la proposition ���

Montrons par l�absurde que Re�q� $  �

Rappelons ici que �� � et l sont strictement positifs	

�
 Supposons que Re�q� �  �

Alors Re��q� �  et donc

������� �q

� & �q

����� � � de m�eme Re��q� �  soit

������� �q

� & �q

����� � �

car l�op�erateur de M�obius �etablit un isomorphisme entre C� et fjzj � �g� Donc

Re�q� �  $�
�������� �q��� � �q�

�� & �q��� & �q�

����� � ��

Or je�qlj $ je�Re�q�e�iIm�q�j $ je�Re�q�j et Re�q� �  $� je�Re�q�j � ��

D�o�u la contradiction	
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�
 Supposons que Re�q� �  �
On fait le raisonnement sym�etrique s�appuyant sur l�isomorphisme �etabli par
l�op�erateur de M�obius entre C� et fjzj � �g� On arrive alors �a une contradic

tion	

Donc q est imaginaire pur	

�

On pose q $ i� avec � r�eel	
En injectant cette expression dans l��equation �	�	� on obtient

e�i	l $
��� �i����� �i��

�� & �i���� & �i��
� �������

Remarque ���
Au vu de l��equation 
�
��� on peut tout de suite conclure que si q est solution alors
�q l�est �egalement�

La r�esolution de l��equation �	�	� nous am�ene �a la conclusion suivante � les p�oles s
de la fonction de transfert G sont tels que s $ �a�� o�u � � IR� et v�eri
e

tan��l� $ � ��& ���

�� ����
� �������

Donc tous les p�oles de la fonction de transfert G sont r�eels et n�egatifs	 Cela signi
e
donc que G est une fonction stable	

Comportement asymptotique des p�oles

L��equation �	�	� permettant de caract�eriser les p�oles peut s��ecrire de la fa�con sui

vante

l��k� $ arctan����� & arctan����� & k� �

o�u k est un entier positif	
On en d�eduit que lorsque la valeur de ��k� devient grande� c�est �a dire lorsque
arctan���� tend asymptotiquement vers����� ��k� se comporte comme �k�����l�

Donc les p�oles de G tendent asymptotiquement vers la valeur �ak
���

l�
�

De plus ces p�oles sont isol�es et simples	
Dans la suite� on d�esignera ces p�oles par la suite in
nie des f�kgk���

	�	�	 D�ecomposition modale

Les r�esultats �etablis pr�ec�edemment vont nous permettre de statuer sur le bien
fond�e de l��ecriture de G sous forme d�une somme in
nie de fractions rationnelles
�el�ementaires �ou de d�ecomposition en �el�ements simples�	
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Propri�et�es de la fonction de transfert

La fonction de transfert G est une fonction m�eromorphe	
En e�et� on a vu qu�elle admettait une suite de p�oles� les f�kgk��� sans point
d�accumulation� en dehors desquels elle est holomorphe �de par son expression
comme quotient de fonctions holomorphes�	

Proposition ���
On peut d�ecomposer G sous la forme

G�s� $
�X
�

Res �G� �k�

s � �k
�

Ce r�esultat se d�eduit d�un th�eor�eme cit�e dans �ZCPG ���	 Il utilise la notion de
diagramme de distribution dont la d�e
nition est la suivante �

D�e�nition ���
Consid�erons une fonction

h��s� $
n�X
i��

pi�s�e
�
is

avec pi�s� polyn	ome de degr�e �i et  $ �� � �� � ���� � �n��
Le diagramme de distribution �ou diagramme de Newton
 des points ��i� �i��
i $  � ����� n�� est la ligne polygonale L correspondant �a la partie sup�erieure de la
fronti�ere de l�enveloppe convexe des points ��i� �i��

�

�

 
l �� l

L

Figure �	�	� � Diagramme de distribution L

Dans notre application� la fonction h�� fonction de la variable q �$
q
s�a�� s��ecrit

h��q� $ �� & �q��� & �q�� ��� �q��� � �q�e��ql

$ p��q� & p��q�e�
�q�
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On a donc �� $ �� �� $ �� �� $  et �� $ �l	 Le diagramme de distribution
correspondant �a h��q� est donn�e 
gure �	�	�	

Rappelons la d�e
nition suivante �

D�e�nition ��� Deux fonctions analytiques dans le demi plan droit sont coprimes
si elles n�ont pas de zeros communs dans C� ou �a l�in�ni�

On peut maintenant �enoncer le th�eor�eme donnant la d�ecomposition en �el�ements
simples d�une fonction �

Th�eor�eme ���
Soit une fonction

h��s� $
n�X
i��

pi�s�e
�
is

avec pi�s� polyn	ome de degr�e �i et  $ �� � �� � ���� � �n�� et soit K le diagramme
de distribution de h��s�� Supposons que sur chaque segment Kj de K il y ait exac�
tement deux points ��i� �i��
Soit

h��s� $
n�X
i��

qi�s�e
��is

avec qi�s� polyn	ome de degr�e di� et supposons que h� et h� soient des facteurs
coprimes� Si tous les points ��i� di� sont en dessous de K et si  � �i � �n� �
i $ �� ����� n�� alors

a
 f�s� $
h��s�

h��s�
admet la d�ecomposition

f�s� $
�X
�

h��zj��h
�

��zj�

s � zj
�����"�

lorsque tous les p	oles de f sont simples�

b
 Cette somme est uniform�ement convergente en s sur tout sous ensemble compact
de C�fzjg�

Id�ee de la d�emonstration

Ce th�eor�eme s�appuie en partie sur le r�esultat de Bellman et Cooke
�BeC "�� Th�eor�eme ��	���� qui indique l�existence de contours ferm�es Cl tels que �
distance� �Cl� ���� longueur�Cl�1distance � �Cl� est born�ee� et il y a exactement
un p�ole entre Cl et Cl��	
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Consid�erons l�int�egrale
R
Cl
f�s���z � s�ds� pour un point 
x�e z �qui ne soit pas un

p�ole de f et qui soit int�erieur �a Cl�	 Alors d�apr�es le th�eor�eme de Cauchy

�

��i

Z
Cl

f�s�

z � s
ds $ ,

�
Res

�
f�s�

z � s

��
�a l
int�erieur du contour Cl�

Les p�oles de f�s���z�s� sont les p�oles de f�s� et z	 Les r�esidus sont� respectivement�
Res �f � zj ���z � zj� o�u zj est un p�ole de f � et �f�z�	 Ainsi

�

��i

Z
Cl

f�s�

z � s
ds $

NlX
j��

Res �f � zj�

�z � zj�
� f�z��

o�u la somme est prise sur tous les p�oles zj �a l�int�erieur du contour Cl �au nombre
de Nl�	
La 
n de la preuve vient de propri�et�es de convergence de f lorsque l tend vers
l�in
ni	

�

Il est facile de voir que les hypoth�eses du th�eor�eme �	� sont v�eri
�ees pour notre
fonction de transfert G $ h��h� prise comme fonction de la variable q� avec
h��q� $ �� & �q��� & �q�� ��� �q��� � �q�e��ql et
h��q� $ �h���q�� h���q�� $ ��� & �q�� ��� �q�e��ql � ��qe�ql��
G�q� est donc d�ecomposable en une somme in
nie uniform�ement convergente de la
forme

G�q� $
�X
�

h���j��h
�

���j�

q � �j

$
�X
�

�
h����j��h

�

���j�

q � �j
�
h����j��h

�

���j�

q � �j

�

o�u les f�jgj�� sont solutions de l��equation �	�	�	
Pour avoir le r�esultat de la proposition �	� il faut maintenant montrer qu�une telle
d�ecomposition est licite lorsque G est consid�er�ee comme fonction de s �$ aq��	

Fin de la preuve de la proposition ���

Comme la suite in
nie des f�jgj�� repr�esente les solutions de l��equation �	�	��
c�est une suite r�eelle et on sait que si �j est solution alors ��j l�est aussi	
Donc si �h���j��h

�

���j����q � �j� est un des termes de la somme in
nie alors
�h���j��h

�

���j����q & �j� en fait �egalement partie	 Regroupons ces deux termes�
pour la premi�ere composante de G on obtient

�q & �j��h����j��h
�

���j�� & �q � �j��h�����j��h�����j��
�q� � �j��

�������
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Or on sait que a��
j $ �j o�u �j est un p�ole de G�s�	 Donc l��equation �	�	� devient

a�q & �j��h����j��h
�

���j�� & a�q � �j��h�����j��h�����j��
�s � �j�

$
a�q & �j� Res ��h���h����j� & a�q � �j� Res ��h���h�����j�

�s � �j�
�

�������

Notons H� �respectivement H��� H��� la fonction telle que H��s� $ h��q� �respec

tivementH���s� $ h���q� � H���s� $ h���q��	 Alors il reste �a montrer que l�expression

nale de �	�	� est �egale �a

Res ��H���H�� � �j�

�s � �j�

Ceci se montre facilement lorsqu�on a remarqu�e que �

Res ��h���h�� � �j� $ �Res ��h���h�� � ��j�

et que

�a�j Res ��h���h�� � �j�

s� �j
$

Res ��H���H�� � �j�

s� �j
�

On raisonne de mani�ere analogue pour montrer que la deuxi�eme composante de
G�s� se d�ecompose en une somme in
nie uniform�ement convergente	 Ainsi la propo

sition �	� est prouv�ee	

�

Ce r�esultat est fondamental car il va nous permettre de d�eterminer un approximant
de dimension 
nie de G au sens de la norme �	 En e�et� il su�ra de tronquer la
d�ecomposition modale de G �a l�ordre n	

Les r�esidus

Pour exploiter le r�esultat de la proposition �	�� il faut proc�eder au calcul des r�esidus
de la fonction G en les f�kgk��	 Ce calcul nous donne le r�esultat suivant �

Res ��H���H�� � �k� $
�a���

k �� & ����
k�

2

Res ��H���H�� � �k� $
��a��

k ��� & ����
k�

cos��kl�2

o�u 2 $ ��& � & l & ��
k ��

�� & ��� & ��l & ��l� & ������
kl� �
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	�	�
 Propri�et�es de l�op�erateur de Hankel

La propri�et�e de nucl�earit�e d�un op�erateur de Hankel� qui indique que ses valeurs
singuli�eres ont une d�ecroissance rapide vers z�ero �a l�in
ni� peut aussi �etre d�eduite de
l�allure de la fonction de transfert qui lui est associ�e	 Ainsi� est �enonc�e dans �GCP ���
le th�eor�eme suivant� qui n�est qu�une version un peu di��erente du corollaire �	�

Th�eor�eme ���
L�op�erateur de Hankel ! associ�e �a une fonction de transfert G est nucl�eaire si et
seulement si

G�s� $
�X
�

ajRe��j�

�s � �j�

o�u les �j sont des nombres complexes dans le demi plan gauche et o�u

�X
�

jajj � Ck!kN

o�u k kN repr�esente la norme nucl�eaire�

Donc si l�on �ecrit

G�s� $
�X
�

Res �G � �k�

s� �k

une condition de nucl�earit�e devient

�X
�

����� Res �G � �k�

Re��k�

����� � ��

Il est imm�ediat que cela est v�eri
�e dans notre cas� car le rapport
Res �G � �k�

Re��k�
�evolue comme ��k�	
L�op�erateur de Hankel associ�e �a notre syst�eme est donc nucl�eaire	 Ceci laisse
pr�esager que l�approximation de Hankel pour ce syst�eme sera tr�es bonne	

On peut remarquer ici� que la propri�et�e de nucl�earit�e de l�op�erateur de Hankel
associ�e au syst�eme d�epend des conditions au bord appliqu�ees �a l��equation de la
chaleur	 Ainsi� les r�esultats expos�es dans �CG �"a� indiquent que lorsqu�elles sont
de type Neumann� le syst�eme est nucl�eaire� comme dans le cas pr�esent�e ici o�u les
conditions sont des conditions de Fourier	 Par contre� cela n�est plus vrai lorsqu�elles
sont seulement de Dirichlet	

Nous sommes donc maintenant en mesure de conclure� c�est
�a
dire

� de d�eterminer un approximant uniforme et de dimension 
nie Gn de G�

�On donnera une autre justi�cation de la nucl�earit�e dans le paragraphe 	�
���
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� d�approximer Gn par une fonction �Gp d�ordre p � n et optimale au sens de la
norme de Hankel	

La fonction �Gp constituera un approximant L� de G	

Mais avant de r�ealiser ces deux �etapes il est int�eressant de remarquer que la
d�ecomposition modale de G aurait pu �etre d�etermin�ee �a partir de la formulation
variationnelle de notre syst�eme	

��� Formulation variationnelle du probl�eme

Nous allons dans ce qui suit donner une formulation dite variationnelle ou faible de
notre mod�ele d��evolution de la chaleur	 Puis �a partir des donn�ees de cette formula

tion abstraite et pour retrouver le r�esultat de la partie �	�� nous construirons une
d�ecomposition de type modale	

	�
�� La formulation variationnelle

Reprenons le mod�ele di��erentiel �	�	� o�u l�on symbolise par �)� la d�erivation en
temps� et par � 
 � la d�erivation en espace	

�����������������

�����������������

)��x� t� $ a�

�x� t�

�� � t� $ ��
� � t� & u�t�

��l� t� $ ���
�l� t� & v�t�

��x�  � $ ���x�

y�t� $ �� � t��

�������

Soit I $ �  � l �	
Soit � une fonction su�samment r�eguli�ere sur I� par exemple dans C�� �I�	
Multiplions par � la premi�ere �equation de �	�	�� et int�egrons la�� on obtient �

Z l

�

)��x� t���x�dx � a
Z l

�
�

�x� t���x�dx $  � �������

Par int�egration par parties et compte tenu des conditions au bord d�ecrites dans �	�	�
ceci devient

�On suppose que les int�egrales sont bien d�e�nies�
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Z l

�

)��x� t���x�dx & a
Z l

�
�
�x� t��
�x�dx � a�
�l���l� & a�
� ��� � $  

puis�

Z l

�

)��x� t���x�dx & a
Z l

�
�
�x� t��
�x�dx & a

�
��l���l�

�
&
�� ��� �

�

�

�a
h
�� ��� ��l���

i � u�t�
v�t�

�
$  �

D�e
nissons les espaces fonctionnels

H $ L��I�
V $ H��I� $ ff � L��I�� f 
 � L��I�g�

Les produits scalaires sur les espaces V et H seront not�es respectivement� � � �V et
� � �H	
D�apr�es l�in�egalit�e de Poincar�e� on peut munir V du produit scalaire

�y� z�V $ �y
� z
�H $
Z
I
y
�x�z
�x�dx &

y�l�z�l�

�
&
y� �z� �

�

et de la norme associ�ee	 Soient %V et %H les espaces duaux de V et de H� respec

tivement� comme V � H� avec injection dense et continue� on identi
e H et %H
et V � H � %H � %V 	 Notons alors h � i �V V le produit de dualit�e entre V et %V 	

D�e
nissons les op�erateurs A � L�V� %V � et B� � L�V� IR�� par �

hAy� zi �V V $ a

�Z
I
y
z
dx&

y�l�z�l�

�
&
y� �z� �

�

�
$ a

�
�y� z�V &

y�l�z�l�

�
&
y� �z� �

�

�

B�y $
h
ay� ��� � ay�l���

i
pour y� z � V 	

Remarque ���
A est un op�erateur lin�eaire� auto�adjoint� non�born�e sur H� de domaine
D�A� $ fy � V � y� � $ �y
� � et y�l� $ ��y
�l�g dense dans V �
Pour tout y � D�A�� Ay $ �ay

 � H�

Avec ces notations� la formulation du mod�ele �	�	� est �equivalente� pour tout � � V
�a la formulation suivante �

	
)�� �



H
& hA���i �V V � �U�B��� $  �������
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o�u U�t� $

�
u�t�
v�t�

�
� IR��

Soit B � L�IR�� %V � l�op�erateur adjoint de B�	 Il est born�e� au plus de rang �	
Puisque l��equation �	�	� est v�eri
�ee par toute fonction � � V � si ��t� � V pour
t �  � on obtient la formulation dite variationnelle du probl�eme �	�	� �

)� &A� �BU $  �������

dans %V � pour U � L�� � 
 � IR�� �
 �  
x�e�	
On associe au syst�eme �	�	� la sortie Y d�e
nie par

Y�t� $ C��t� $ �� �� �������

L�op�erateur d�observation C est d�e
ni dans L�V� IR�	 Il est born�e� au plus de rang
�	

L��equation �	�	�� du premier ordre en temps� peut donc �etre consid�er�ee comme un
syst�eme du premier ordre dans %V � ainsi on peut �ecrire

�
)� $ A� &BU � �� � $ ��
Y $ C�

�����"�

o�u l�on a pos�e A $ �A	

	�
�� Valeurs propres et vecteurs propres

A partir de la formulation �	�	"� on peut donc calculer les valeurs propres et vecteurs
propres associ�es �a l�op�erateurA	 Ces valeurs propres doivent co��ncider avec les p�oles
du syst�eme	
Soit 
 une valeur propre de A et � � D�A� son vecteur propre associ�e alors

A� $ 
�
soit a�

 $ 
�
avec �
�l� $ ���l��� et �
� � $ �� ����

Les valeurs propres de A sont alors de la forme 
k $ �a��
k o�u les �k sont dans IR

et sont caract�eris�es par l��equation �

tan��kl� $ ��k��& ��

�� ����
k

� �������

D�autre part� la r�esolution de l��equation di��erentielle pr�ec�edente en � conduit �a la
suite de vecteurs propres �

�k $ C� cos�kx& C� sin�kx� �������
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avec �
k�l� $ ��k�l�
�

et �
k� � $
�k� �

�
�

et C� et C� des constantes �qui d�ependent de l�indice k� telles que C� $ C��k�
L��equation �	�	� devient donc

�k�x� $ C� �sin�kx & ��k cos�kx� � �������

Cette suite de vecteurs forme une base de l�espace de Hilbert V 	 On la rend or

thonormale	 Ceci permet de d�eterminer la constante C� en normalisant la suite des
�k � C� sera tel que ��k� �k�V $

R j�kj� $ �� Un calcul �assez fastidieux� conduit au
r�esultat suivant �

C�
� $

��� & ����
k�

2
������ �

avec 2 d�e
ni page � 	

Remarque ���
L��equation 
���� est bien identique �a l��equation 
�
�� caract�erisant les p	oles de la
fonction de transfert� Dor�enavant on parlera indi��eremment des valeurs propres 
k
ou des p	oles �k�

	�
�	 D�ecomposition modale de la fonction de transfert

La formulation �	�	" permet de d�e
nir une r�ealisation� donn�ee par le triplet
�A� B�C�� associ�ee �a notre syst�eme de dimension in
nie	 Celle
ci est �bien pos�ee�
au sens de la th�eorie des syst�emes lin�eaires comme cela est d�e
ni par Curtain et
Weiss dans �CW ��� th�eor�eme �	��	 Cela signi
e que �A� B�C� v�eri
e les conditions
du th�eor�eme suivant �

Th�eor�eme ���
Soient U � X et Y des espaces de Hilbert et �A� B�C� un triplet d�op�erateurs tels
que

��
 A g�en�ere un semi groupe fortement continu T sur X �alors T d�etermine deux
nouveaux espaces de Hilbert X� $ D�A� et son dual X��
�

��
 B � L�U�X��� est un op�erateur de contr	ole admissible pour T �en un sens
d�e�ni �egalement dans �CW ���
�

�

 C � L�X�� V � est un op�erateur d�observation admissible pour T �toujours en
un sens d�e�ni dans �CW ���
�

��
 il existe � � IR tel qu�une solution H � ��A� �� L�U� Y � de l��equation du
r�esolvant D���� soit born�e dans le demi�plan droit C��
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Alors �A� B�C� est bien pos�e�

Preuve des asertions pr�ec�edentes

��� A est un op�erateur spectral r�egulier ayant une in
nit�e d�enombrable de valeurs
propres simples f
kg�k��� ses vecteurs propres normalis�es f�kg�k�� forment une
base de V �A est sym�etrique dans notre cas�	 De plus A est un op�erateur
maximal monotone� il engendre donc un semi groupe continu de contraction
diagonal �Tt�t�� d�e
ni par �
Tt � �� ��� ��t� tel que ��t� soit solution de l��equation )��A� $  munie de la
condition initiale ���

Pour montrer l�admissibilit�e des op�erateurs lin�eaires et born�es B � L�IR�� %V � et
C � L�V� IR� on va utiliser le crit�ere donn�e dans �Wei ���	
Il s�agit d�un lemme technique qui permet de conclure �a l�admissibilit�e de la paire
�A�B� qui utilise la notion de mesure de Carleson scalaire et qui s��enonce avec les
notations suivantes �
pour h �  et w � IR� on note

R�h�w� $ fz � C� � Re�z� � h� jIm�z�� wj � hg�
Ainsi� R�h�w� est un rectangle dans le demi plan droit complexe� qui s�appuie sur
l�axe imaginaire	 On peut alors donner la d�e
nition suivante �

D�e�nition ��� 	Crit�ere de Carleson

Soit 
 une suite de nombres complexes tel que sup

k�IN
Re�
k� �  � Alors on dit que

la suite de nombres complexes b satisfait le crit�ere de mesure de Carleson pour la
suite 
 si pour tout h �  et tout w � IR on aX

��k�R�h�w�
jbkj� �Mh

o�u bk repr�esente la k
eme composante de b et M �  est ind�ependant de h et de w�

Montrons que ces conditions sont v�eri
�ees dans notre cas	

	�
 On d�emontre que B est admissible par un calcul d�etaill�e en annexe D	�	�
utilisant le fait que les �k se comportent asymptotiquement comme k��l �voir
le paragraphe �	�	�� permet de conclure qu�il existe une constante M �  �
ind�ependante de h� telle que X

��k�I�h�
jbkj� �M

p
h

o�u le rectangle R�h�w� de la d�e
nition �	� est not�e ici I�h� puisque comme
les p�oles sont tous situ�es sur l�axe r�eel� il se restreint alors �a un intervalle de
longueur h	
Le crit�ere de Carleson est donc bien v�eri
�e par l�op�erateur B	
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	�
 Il est montr�e dans �CW ��� que la r�ealisation �A�B� C� est une r�ealisation bien
pos�ee si et seulement si �A�� C��B�� est une r�ealisation bien pos�ee	 Il est donc
possible pour montrer que l�op�erateur C est admissible d�utiliser le crit�ere de
Carleson appliqu�e au couple �A�� C��	 Et il est facile de voir qu�il est encore
v�eri
�e dans ce cas comme cela est fait en annexe D	�	�	

Le dernier point est d�emontr�e en annexe D	�	�	 �

Donc la r�ealisation �A� B�C� est bien pos�ee	 Le syst�eme �	�	" admet alors une
solution unique et on peut� pour le r�esoudre et l��etudier� utiliser les m�emes outils
que dans le cas de la dimension 
nie	
D�autre part� on a les repr�esentations suivantes �

�x � V� x $
�X
�

�x� �i�V �i � ��	�	���

�x � D�A�� Ax $
�X
�


i�x� �i�V �i � ��	�	���

�x � V� Tt�x� $ eAtx $
�X
�

e�it�x� �i�V �i � ��	�	���

�x � V� �pI �A���x $
�X
�

�x� �i�V
p� 
i

�i � ��	�	���

o�u D�A� $ D�A� d�e
ni dans la remarque �	�	 Alors l�op�erateur d�entr�ee1sortie
associ�e �a �	�	" est donn�e par

y�t� $
Z t

��
CeA�t�s�BU�s�ds ��������

et on peut d�e
nir l�op�erateur de Hankel ! � L�� ��� IR�� �� L�� ��� IR� par

�!U��t� $
Z �

�
CeA�t�s�BU�s�ds� ������"�

Comme le sup des valeurs propres de A est n�egatif� alors A est exponen

tiellement stable� �Cur ��a� et ! est un op�erateur compact	 En utilisant la
d�ecomposition �	�	�� on obtient

�!U��t� $
�X
�

Z �

�
e�i�t�s�C�i�BU�s�� �i�V ds� ��������

On peut �egalement d�e
nir la fonction de transfertG�p� pour le syst�eme �	�	" donn�ee
par

G�p� $ C�pI �A���B

$
�X
�

C�i B
��i

p� 
i
��	�	���

�Cette hypoth�ese est n�ecessaire pour garantir la propri�et�e de compacit�e de l�op�erateur de Hankel�
si A n��etait que fortement stable� alors 
 serait seulement born�e �Keu ����
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o�u C�i $ �i� � et B��i $
h
a�i� ��� � a�i�l���

i
�

Ainsi� les coe�cients de la d�ecomposition modale donn�ee en �	�	�� sont les

h
a�k� �

��� � a�k� ��k�l���
i

o�u �k est le vecteur propre normalis�e de rang k associ�e �a la valeur propre 
k	 Ils
sont �egaux aux r�esidus de G en 
k �soit en �k d�apr�es la remarque �	�� mentionn�es
dans la proposition �	�	
Avec cette d�ecomposition modale� la condition su�sante du paragraphe �	�	� pour
que ! soit nucl�eaire devient

�X
�

jC�ij jB��ij
jRe�
i�j � ��

On a donc retrouv�e� gr�ace �a la connaissance d�une r�ealisation associ�ee au syst�eme�
la d�ecomposition modale �etablie au paragraphe �	�	�	 Un avantage de cette ap

proche est qu�elle ne requiert pas de th�eor�eme du type du th�eor�eme �	� exploitant
la forme tr�es particuli�ere de la fonction de transfert	 Elle n�ecessite simplement que
la r�ealisation choisie soit �bien pos�ee�	

Nous allons maintenant introduire les approximations L� que l�on peut construire
�a partir de ce type de d�ecomposition modale	

��	 L
approximation

On va maintenant d�eterminer l�approximant de notre syst�eme au sens de la norme
de Hankel en r�ealisant les deux �etapes �evoqu�ees au paragraphe �	�	

	���� Approximation modale et r�esultats de convergence

On a donc� de deux mani�eres di��erentes� d�etermin�e la d�ecomposition modale as

soci�ee �a la fonction de transfert de notre syst�eme d��evolution	 Reprenons les nota

tions de la d�ecomposition modale utilis�ees dans le paragraphe �	�	�� on a �

G�p� $
�X
�

C�i B
��i

p� 
i
� �������

La r�ealisation �A� B�C� associ�ee au syst�eme permet de donner directement une
expression de l�approximation modale d�ordre n de l�op�erateur de Hankel ! �

�!nU��t� $
nX
�

Z �

�
e�i�t�s�C�i�BU�s�� �i�V ds �������



L�approximation ��

et de la fonction de transfert G �

Gn�p� $
nX
�

C�i B
��i

p� 
i
� �������

La convergence de ces troncatures provient des estimations suivantes �

k!� !nk � kG�Gnk� �
�X
n��

jC�ij jB��ij
jRe�
i�j � �������

Mais d�autres r�esultats de convergence se d�eduisent de l�expression �	�	� de G
�CG �"a� �

Lemme ���

Si G se d�ecompose en
�X
�

C�i B
��i

p� 
i
� alors �

��
 les n valeurs singuli�eres �	ni � de !n convergent vers les n premi�eres valeurs
singuli�eres �	i� de !�

��
 ! est nucl�eaire�

�

 	n� & � � �& 	nn ��
�X
�

	i lorsque n ��� �

��

�X
�

	i �
�X
�

jC�ij jB��ij
�jRe�
i�j �

Preuve du Lemme

Rappelons que les valeurs singuli�eres associ�ees �a ! sont d�e
nies comme les valeurs
propres de �!�!�����

�� D�apr�es �	�	�� �!n��!n �� !�! lorsque n ��� au sens de la topologie
uniforme	 Comme ces op�erateurs sont born�es et autoadjoints� d�apr�es
�Kat ""� page ����� leurs valeurs propres convergent lorsque n ���� On doit
remarquer ici que pour que cette convergence soit r�ealis�ee� il su�t d�assurer
la convergence au sens L� de Gn vers G	

�� et 
� D�e
nissons !l� op�erateur de Hankel de rang � par

�!lU��t� $
Z �

�
e�l�t�s�C�l�BU�s�� �l�V ds� �������
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Alors

�!�l!lU��t� $ �jC�lj
�

�Re
l
B��le�lt

Z �

�
e�l�s��U�s�� B��l�V ds� �����"�

On peut voir facilement que !�l!l a la valeur propre simple ��l o�u

�l $
jC�lj jB��lj
��Re�
l� � �������

�l est la valeur singuli�ere associ�ee �a !l	 Par in�egalit�e triangulaire� on a

k!kN $ k
�X
�

!lkN �
�X
�

k!lkN $
�X
�

�l� �������

Donc ! est nucl�eaire et l�in�egalit�e donn�ee par �	 est �etablie	

�� On a

k!� !nkN $ k
�X
n��

!lkN

�
�X
n��

�l ��  lorsque n ����

Cette convergence se d�eduit de la forme des valeurs singuli�eres associ�ees aux
!l	
Donc k!nkN �� k!kN lorsque n ��� et �	 est �etabli	

�

	���� Approximation L�

L�approche choisie �etait donc de d�eterminer d�abord une approximation modale de
notre syst�eme initial pour un n donn�e et de lui appliquer le sch�ema de r�eduction
d�evelopp�e par �Glo ��� � ainsi on obtient un approximant �au sens de la norme de
Hankel�� de dimension k � n� de l�approximation modale	 Soit %Gk la fonction de
transfert associ�ee �a ce syst�eme d�ordre k	 On a

kG� %Gkk� � kG�Gnk� & kGn � %Gkk� ��	�	��

�mn & �	nk�� & � � � & 	nn�

d�apr�es �	�	� et les r�esultats sur les bornes donn�es dans le paragraphe �	�	�� o�u mn

est d�e
ni par

mn $
�X
n��

��l�
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De plus� d�apr�es le lemme �	�

	nk�� & � � �& 	nn ��
�X
k��

	i lorsque n ��� �

Comme �X
k��

	i � inf
� de rang� k

k!� -kN � k!� !kkN � mk ������ �

d�apr�es �Glo ��� Corollaire �	��� on a 
nalement lorsque n devient tr�es grand

kG� %Gkk� �mk� ��������

Ainsi� par un choix judicieux de n et de k� on peut obtenir une approximation
d�ordre 
ni et restreint de notre syst�eme avec une erreur correcte au sens de la
norme L�	 De plus� on a vu que kG �Gkk� � 	k�� pour toute approximation Gk

de degr�e de Mac
Millan k	 On se rapproche donc de l�approximant Hankel
optimal
�pour lequel l�erreur L� est exactement 	k��� si n est grand et si 	k�i d�ecroit
rapidement	 Dans ce cas on peut dire que %Gk est un bon approximant au sens de
Hankel	
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��� Quelques r�esultats num�eriques

	���� Approximation de Hankel

C�est �a l�aide des logiciels de calcul formel� mathematica et de cao en Automatique
basile� que l�on a r�ealis�e les applications num�eriques et les simulations qui suivent	
Pour pouvoir tester les approximations r�ealis�ees gr�ace �a la m�ethode expos�ee dans
la section �	�� on d�esire simuler notre syst�eme initial	 Pour cela on en r�ealise
une discr�etisation spatiale� qui n�est d�ailleurs rien d�autre qu�un nouveau type
d�approximation	 Les d�etails de ce calcul classique sont expos�es en annexe D	�	
L��etude des valeurs propres associ�ees aux deux mod�eles pr�ec�edents� r�ealis�ee en an

nexe D	�� permet d�appuyer ce choix de simulation	 En e�et� on peut alors comparer
les valeurs propres associ�ees au mod�ele discr�etis�e avec celles du mod�ele continu	 On
constate alors que les premiers modes restent tr�es proches puis s��eloignent pro

gressivement	 Ceci n�est cependant pas �a mettre en contradiction avec l�hypoth�ese
selon laquelle ces deux mod�eles repr�esentent bien le m�eme syst�eme	 Car globale

ment� on peut penser que la divergence des valeurs propres se compense puisque le
comportement simul�e par chacun des mod�eles est identique	

Le syst�eme de r�ef�erence correspond donc �a une discr�etisation en espace d�ordre �  
du syst�eme �	�	�	
La d�ecomposition modale est calcul�ee �a l�ordre � pour r�epondre aux imp�eratifs
de capacit�e de calcul des logiciels� cependant� cet ordre est suf
sant pour que
l�approximation soit bonne car les valeurs propres de ce syst�eme sont proches de
celles du syst�eme discr�etis�e � on s�en assure en comparant les � premi�eres valeurs
propres du mod�ele de r�ef�erence� not�ees Sd� avec celles de l�approximation modale�
Sc� comme repr�esent�e 
gure �	"	�	
On d�etermine alors les approximants Hankel
optimaux de l�approximation modale
d�ordre � � pour di��erents ordres	

Tous ces syst�emes seront repr�esent�es par simulation de leurs observations sur les
�  premiers instants� pour di��erents types de contr�ole	 Les notations seront les
suivantes �

� le syst�eme initial �discr�etis�e� � courbe 3 �

� l�approximation modale �d�ordre � � � courbe 3M �

� l�approximation de Hankel d�ordre n � courbe 3n
h�

successivement pour les deux contr�oles U�t� $

�
�
�

�
� 
gures �	"	� � �	"	� et �	"	��

et V �t� $

�
sin t
�

�
� 
gures �	"	� � �	"	" et �	"	�	
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Figure �	"	� � Comparaison des �� premi�eres valeurs propres	
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Figure �	"	� � Simulation discr�ete et Approximation modale pour le contr�ole U�t�	
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Figure �	"	� � Simulation discr�ete et Approximation modale pour le contr�ole V �t�	

Les 
gures �	"	� et �	"	� montrent que les courbes 3 et 3M sont confondues	 Ceci
l�egitime le choix d�une approximation modale tronqu�ee comme premi�ere �etape pour
le passage de la dimension in
nie �a la dimension 
nie	

Pour �evaluer l�erreur d�approximation r�ealis�ee par l�approximation de Hankel�
on peut calculer les valeurs singuli�eres associ�ees �a notre premi�ere approximation
modale � on a r�ealis�e ce calcul pour les � premi�eres valeurs singuli�eres associ�ees
au syst�eme �a partir des grammiens d�observabilit�e et de commandabilit�e� elles sont
r�epertori�ees dans le tableau suivant �

mode i 	�i mode i 	�i
� ��� � �� �� �������� � ���

� ��  � � �� �� �����" � � ���

� ����� � �� �� ���"��� � ���

� ��"��" �" � �� �� ����"� � ���

� ���"����� � �� �� ����� � ���

" ��� ��"�� � �� �" ���" � ���

� �������� � �� �� ��� � ���

� ��������� � �� �� �� �� � ���

� ��""���� � �� �� ����� � ���

� ����"���" � ��� � ����" � ���

Ce tableau permet de choisir l�ordre de l�approximation suivant l�erreur maximale
�au sens de la norme de Hankel� tol�er�ee	 Rappelons en e�et que cette erreur est
�egale� si le syst�eme approximant est d�ordre n� �a la n& �
eme valeur singuli�ere as

soci�ee au syst�eme initial	 Ainsi� une approximation de Hankel d�ordre � repr�esent�ee
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gures �	"	� et �	"	� conduit �a une erreur inf�erieure d�un facteur � �� �a celle r�ealis�ee
par approximation de Hankel d�ordre � repr�esent�ee 
gures �	"	� et �	"	"	
La di��erence de qualit�e entre une approximation d�ordre � et une approximation
d�ordre � est tr�es nette dans le cas du contr�ole V �t�	
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Figure �	"	� � Simulation discr�ete et Approximation de Hankel d�ordre � pour le
contr�ole U�t�	
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Figure �	"	� � Approximation de Hankel d�ordre � pour le contr�ole U�t�	
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Figure �	"	" � Simulation discr�ete et Approximation de Hankel d�ordre � pour le
contr�ole V �t�	
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Figure �	"	� � Approximation de Hankel d�ordre � pour le contr�ole V �t�	
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	���� Comparaison avec l�approximation par dominance

modale

Une �etude r�ealis�ee en collaboration avec leCenerg �Centre d�Energ�etique de l�Ecole
des Mines� nous a permis de comparer les mod�eles r�eduits par approximation au
sens de Hankel avec ceux obtenus par une m�ethode d�approximation se basant sur
l�analyse de la dynamique des di��erents modes propres d�un syst�eme �Nei ��� � elle
consiste� dans un premier temps� �a regrouper en un mode �le mode de couplage
direct avec les sollicitations� tous les modes du syst�eme de d�epart dont la cons

tante de temps �inverse de la valeur propre� est inf�erieure �a �s	� Dans un second
temps on calcule l��energie des modes restants	 Cette grandeur n�a aucune r�ealit�e
physique mais elle permet de d�eterminer quels sont les modes d�un syst�eme qui in

�uencent notablement sa dynamique	 Les modes dominants sont ceux dont l��energie
est sup�erieure �a �4 de l��energie totale du syst�eme	 Il ne reste plus qu��a agglom�erer
autour de ces modes dominants les autres modes	
Le mod�ele r�eduit ainsi construit doit rendre compte de toute l�information dy

namique contenue dans le mod�ele d�origine	 Les r�esultats num�eriques suivants cor


Figure �	"	� � �Evolution des � mod�eles

respondent �a l��etude d�une paroi constitu�ee d�un mat�eriau homog�ene dont les ca

ract�eristiques sont semblables �a celles d�un b�eton moyen	 De plus� comme la dy

namique d�un mod�ele apara��t clairement lorsque celui
ci est soumis �a une sollicita

tion qui varie comme une s�equence binaire pseudo
al�eatoire� on a simul�e l��evolution
des di��erents mod�eles dans de telles conditions	
La 
gure �	"	� pr�esente un exemple des r�esultats obtenus� les courbes �etant
r�epertori�ees comme suit �

� T� $ mod�ele de r�ef�erence�

� T� $ mod�ele discret d�ordre ��

� T� $ mod�ele r�eduit par dominance modale�

� T� $ mod�ele r�eduit d�ordre � par approximation au sens de la norme de
Hankel	

Il appara��t donc clairement que m�eme si l�on n�acc�ede pas �a un approximant op

timal au sens de la norme de Hankel par la m�ethode d�evelopp�ee pr�ec�edemment�
les r�esultats obtenus sont� en pratique� bien meilleurs que ceux obtenus par des
m�ethodes de r�eduction classiques	

�Cette valeur doit en fait �etre choisie en fonction du pas de temps de simulation utilis�e� Pour des
simulations e�ectu�ees avec un pas de temps de ��s �ce qui est notre cas� les dynamiques des modes
dont la constante de temps est inf�erieure �a �s ne sont pas observables� Il est donc tout �a fait justi��e
de consid�erer que tout se passe comme si ces modes avaient une constante de temps nulle�
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��� Conclusion

On a donc montr�e comment on peut en s�appuyant sur des r�esultats de r�eduction au
sens de la norme de Hankel approximer des syst�emes de dimension in
nie pourvu
qu�ils r�epondent �a certaines propri�et�es �

� r�egularit�e de la r�eponse impulsionnelle associ�ee au syst�eme �
h � L� � L�� ��� Cp�q��

� nucl�earit�e de l�op�erateur de Hankel associ�e	

Mais si ces propri�et�es su�sent �a assurer l�existence d�un approximant optimal�
encore faut
il pouvoir le d�eterminer explicitement	 Or� ceci ne peut se faire que si
l�on connait les valeurs singuli�eres associ�ees au syst�eme	 Et en dimension in
nie�
cela n�est le cas en pratique que pour les syst�emes dits �a retard	 C�est pourquoi on
introduit une �etape interm�ediaire permettant d�acc�eder au moins aux n premi�eres
valeurs singuli�eres	 Encore une fois� cette �etape n�est pas r�ealisable pour tous les
syst�emes � il faut qu�ils admettent une d�ecomposition de type modale ou toute autre
forme de repr�esentation permettant d�en d�eterminer une bonne approximation L�	

En
n� il faut remarquer que l�on ne s�est int�eress�e qu��a des syst�emes stables	 Le
cas instable o�u le nombre de p�oles �a partie r�eelle positive est 
ni est une simple
g�en�eralisation des r�esultats pr�ec�edents� mais il n�en est plus de m�eme lorsque les
p�oles instables sont en nombre in
ni� ou encore lorsque le syst�eme n�est ni stable
ni instable �soit qu�il a une in
nit�e de p�oles sur l�axe imaginaire�	

C�est le cas des syst�emes hyperboliques pour lesquels on a adapt�e� de mani�ere
e�cace dans le cas du mod�ele d��evolution d�une poutre �exible� la m�ethode
d�approximation de Hankel	



Chapitre �

Etude de syst�emes hyperboliques

Dans le chapitre �� on a expos�e la m�ethode d�approximation au sens de la norme
de Hankel dans l�hypoth�ese o�u le syst�eme �a r�eduire est stable	
Consid�erons ici le cas o�u

G�s� $ G��s� &G��s�

avec G��s� � H��C�� et G��s� � H��C�� de degr�es respectifs n� et n�	 Supposons
que l�on veuille approximer G�s� de mani�ere �a conserver ses p�oles instables	 Une
m�ethode� expos�ee dans �Glo ���� est de r�ealiser une approximation optimale au sens
de la norme de Hankel de G��s� et de conserver G��s�	 L�approximant est alors

�G�s� $ �G��s� &G��s�

avec �G��s� � H�
� de degr�e k � n�	 De plus on a

kG�s� � �G��s� �G��s�kL� � 	k���G��s��

puisque G��s� � H�
� et que �G��s� est de degr�e k	

Mais on peut �egalement en modi
ant G��s�� c�est �a dire en faisant de l�egers change

ments sur les p�oles instables� faire d�ecroitre la norme L� de l�erreur	

On con�coit l�impossibilit�e d�adapter cette technique �a un syst�eme dont le nombre de
p�oles instables est in
ni	 Dans �Par ��� une m�ethode d�approximation des syst�emes
instables de dimension in
nie utilisant des facteurs coprime a �et�e d�evelopp�ee	 Mais
dans le cas o�u les p�oles instables sont une in
nit�e� ce probl�eme reste essentiellement
ouvert �a notre connaissance	
C�est pour le cas interm�ediaire �a la limite de la stabilit�e et de l�instabilit�e� c�est �a
dire pour un syst�eme poss�edant une in
nit�e de p�oles sur l�axe imaginaire que l�on
a d�e
ni une nouvelle approche permettant d�en d�eterminer une approximation	
En particulier on s�est int�eress�e aux syst�emes �a param�etres distribu�es
repr�esentant des structures �exibles	 Leur r�eponse impulsionnelle n�est pas dans
L� � L�� ��� Cp�q�	 L�op�erateur de Hankel associ�e �a de tels syst�emes� quand il est
d�e
ni� n�est pas compact	 La th�eorie de l�approximation au sens de la norme de
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Hankel ne peut s�appliquer	
Aussi� l�approche que nous proposons dans ce chapitre �Ma�� ���� permet en formu

lant le probl�eme d�approximation d�une mani�ere di��erente de retrouver� dans cer

tains cas� les hypoth�eses favorables �sur la r�eponse impulsionnelle et sur l�op�erateur
de Hankel associ�e� �a l�utilisation de la m�ethode de Hankel	 Il s�agit en fait d�exprimer
la norme d�op�erateur suivant une m�etrique di��erente	

Voyons le d�etail de cette approche que nous nommerons la m�ethode de relaxation et
qui consiste� sans in�uencer le comportement dynamique des syst�emes� �a restreindre
l�espace d�entr�ee en renfor�cant la norme associ�ee tout en rel�achant l�espace de sortie
en a�aiblissant la norme associ�ee	

��� La m�ethode de relaxation


���� Les motivations

Consid�erons un syst�eme ( d�op�erateur de Hankel associ�e !	 Soit U l�espace des
contr�oles et Y l�espace des sorties	
L�op�erateur ! agit du pass�e L�����  �U� $ U vers le pr�esent L�� �&��Y � $ Y
�cf paragraphe �	�	�� et les valeurs singuli�eres qui lui sont associ�ees donnent une
mesure de la distance entre deux syst�emes �cf paragraphe �	��	
Ainsi rappelons que �

	��!� $ 	��(� $ sup
jyjL�������Y �

jujL�������U�
�

Soit (r le syst�eme repr�esentant l�approximation optimale de Hankel de degr�e r de (
�en supposant que les hypoth�eses requises sur ( pour que cet approximant optimal
existe soient remplies�� d�apr�es le th�eor�eme �	� la distance d entre ( et (r est donn�ee
par �

d�(�(r� $ inf
y�r

sup
u

jy� � y�r jL�������Y �

jujL�������U�

$ 	r���

En r�ealit�e� lorsque l�on �etudie un prob�eme physique concret� il n�est pas n�ecessaire
de d�e
nir les espace d�entr�ee et de sortie sur un intervalle de temps in
ni	 C�est
pourquoi� nous avons d�ecid�e de restreindre les d�e
nitions de U et de Y �a des inter

valles de temps 
ni� ��T�  � pour le pass�e et � � T � pour le futur et d�introduire une
nouvelle distance � �

��(�(r� $ inf
y�r

sup
u

jy� � y�r jL�����T �Y �
jujL���T���U�

�

Lorsque l�on modi
e les espaces d�entr�ee et de sortie� on ne change ni la relation
d�entr�ee sortie d�ecrite par le syst�eme� ni son comportement dynamique intrins�eque�
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on pose juste le probl�eme di��eremment� et tout en �etant moins exigeant on devient
plus r�ealiste � car un syst�eme a seulement besoin de vivre durant un intervalle de
temps 
ni T 	

Cette id�ee est �a la base de l�approche suivante � pour qu�elle soit plus appropri�ee
�a l��etude des syst�emes �a param�etres distribu�es on a d�ecid�e� non pas de changer les
intervalles de temps� mais d�introduire un terme d�oubli� modi
ant ainsi la norme
L�	


���� L�approche

Consid�erons ici encore notre syst�eme ( d�e
ni sur les espaces de Hilbert suivants
�que l�on identi
e avec leurs duals� respectivement %U et %Y� �

( � U $ L�����  �U� ��� Y $ L�� �&��Y � �������

Introduisons une nouvelle norme � soit � �  �

Z �

��
ju�t�e��tj�Udt ���� u � U� et

Z ��

�
jy�t�e��tj�Y dt ���� y � Y����	�	��

U� et Y� sont les espaces relax�es d�entr�ee et de sortie respectivement	
Le choix de cette norme a deux avantages � le terme exponentiel op�ere sur les
entr�ees du syst�eme un e�et stabilisant tout en emp�echant les sorties d�aller trop
vite �a l�in
ni	
Ainsi� ce changement d�espaces est tout �a fait adapt�e aux structures �exibles que
nous allons �etudier	 De plus� on ne perd pas d�information quant au comportement
du syst�eme car l�espace des entr�ees admissibles est restreint et l�espace des sorties
est �etendu� en e�et �

L���T�  �U� � U� � U et Y � Y� � L�� �&T �Y ��

On peut remarquer ici que si � $  � on retrouve les espaces d�origine U et Y	
Le syst�eme ( restreint aux espaces relax�es �

( � U� ��� Y� �������

peut �etre repr�esent�e de la fa�con �equivalente �

%( � U ��� Y �������

o�u %( est le syst�eme de r�eponse impulsionnelle associ�ee %h�t� $ h�t�e��t	
Ainsi il est su�sant� a
n de r�eduire le syst�eme original �	�	�� d�utiliser l�une ou
l�autre des formulations �	�	� ou �	�	�	
On a appliqu�e cette approche �a des syst�emes repr�esentant des structures �exibles	
De tels syst�emes ne lib�erent pas leur �energie au cours du temps	 Ils sont conservatifs�
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le temps ayant un caract�ere reversible	 Toutes leurs valeurs propres sont situ�ees sur
l�axe imaginaire et aucune d�entre elle ne peut �etre n�eglig�ee	 Ces syst�emes ne sont
ni stables� ni instables	 On peut citer pour exemples le diapason� le ressort qui
oscille ind�e
niment� les mod�eles de grandes structures �exibles lorsqu�on ne tient
pas compte du terme d�amortissement 	 	 	
On con�coit qu�aucun approximant rationnel ne peut mod�eliser la dynamique d�un
tel syst�eme	 De plus� il existe des raisons pragmatiques qui indiquent que dans ce
cas� la th�eorie de Hankel ne s�applique pas � en e�et� ces syst�emes ne g�en�erent pas de
semi
groupe exponentiellement stable puisque tous leurs modes �i	e	 valeurs propres�
sont situ�es sur l�axe imaginaire� l�op�erateur de Hankel associ�e� lorsqu�il existe� n�est
pas born�e� ce qui implique que certaines des valeurs singuli�eres qui lui sont associ�ees
peuvent �etre in
nies	 M�eme dans le cas o�u l�op�erateur de Hankel est born�e �et non
compact�� le comportement des valeurs singuli�eres n�est plus int�eressant pour le
probl�eme de la r�eduction� car elles ne tendent pas vers  	
On a vu dans le chapitre �� corollaire �	�� qu�une condition su�sante pour qu�un
op�erateur de Hankel soit compact �etait que la r�eponse impulsionnelle associ�ee h
soit dans L�	 La condition n�ecessaire et su�sante �enonc�ee dans le th�eor�eme de
Hartman �	�� lorsqu�on la transpose au cas continu� devient la suivante � consid�erons
H�s� � L��iIR�� la transform�ee de Laplace de h �

Th�eor�eme 
�� 	Hartman

H�s� � L��iIR� d�e�nit un op�erateur de Hankel compact si et seulement si
H � H��C�� & C��iIR� o�u C��iIR� est l�espace des fonctions continues sur iIR� avec
une limite unique en �i��

C�est pourquoi la m�ethode de relaxation peut �etre int�eressante � si elle r�egularise
su�samment la r�eponse impulsionnelle du syst�eme %(� l�op�erateur de Hankel peut
devenir bien d�e
ni� compact et m�eme nucl�eaire	 Alors la th�eorie de l�approximation
de Hankel peut �etre appliqu�ee au syst�eme %(	


���	 Formulation g�en�erale

On rappelle ici la formulation variationnelle g�en�erale pour une r�ealisation d�espace
d��etat comme elle est relat�ee dans �Ben ���	
Soient V et H deux espaces de Hilbert� munis respectivement des produits scalaires
� � �V et � � �H 	 Avec les conventions usuelles on pose

V � H � %H � %V

chaque espace �etant dense dans le suivant avec injection continue et on identi
e H
et son dual %H	
On consid�ere l�op�erateur lin�eaire A d�e
ni sur V � non born�e� auto
adjoint� coercif
tel que

hAy� zi �V V $ �y� z�V $
	
A���y�A���z



H
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avec y� z � V $ DA��� $ fv � H�A���v � Hg et h � i �V V repr�esente le produit de

dualit�e entre V et %V 	 Introduisons le domaine de A d�e
ni par �

DA $ fv � V�Av � Hg

qui a la structure d�un espace de Hilbert muni de la norme du graphe	 On a alors
la suite d�inclusions

DA � V � H � %H � %V

chaque espace �etant dense dans le suivant avec injection continue	
Avec les m�eme notations que dans le paragraphe �	�	�� soient B � L�U� %V � et
C � L�V� Y �	
Dans tout ce qui suit� �
� indiquera la d�erivation partielle par rapport au temps	
Consid�erons le syst�eme d�e
ni par �

��

��

�z�t� &Az�t� $ Bu�t�
y�t� $ Cz�t�
z� � $ z�� )z� � $ z�

�������

pour z� � V � z� � V � et u � U 	
Supposons maintenant que l�op�erateur A�� soit compact de H dans H � cela est
vrai d�es que l�injection de V dans H est compacte	
Ceci implique qu�il existe une suite f
k $ ��

k� �k �  gk�� de valeurs propres de A et
une suite f�kgk�� de vecteurs propres associ�es qui forment une base orthogonale de
H� avec j�kjH $ �� �k �  � et une base orthogonale de V avec k�kkV $ �k� �k �  	
On pose
��k $ ��k� ��k $ �k� �k �  �
bk $ B��k � U� ck $ C�k � Y�
Consid�erons maintenant l�espace produit� V $ V �H	 Son dual est l�espace %V $ H
o�u H $ H � %V 	 On pose alors W $ DA � V�
On obtient la suite W � V � H $ %V � %W� chaque espace �etant dense dans le
suivant avec injections continues	
Le syst�eme �	�	� est �equivalent �a �

��

��

)Z�t� $ AZ�t� & Bu�t�
y�t� $ CZ�t�
Z� � $ Z�

�����"�

o�u

Z $
�
z
)z

�
� Z� $

�
z�
z�

�

et

A $
�

 I
�A  

�
� B $

�
 
B

�
� C $ �C  � �
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L�operateur A est un op�erateur ferm�e de domaine dense� maximal monotone� qui
g�en�ere un C� semi groupe de contractions S�t� sur V	
Le domaine de A est donn�e par DA $ DA � V � A est anti symetrique �

A $ �A��

L�injection de V dans H est compacte car l�injection de V dans H l�est	 Il s�ensuit
que le spectre de A est discret et compos�e� comme on peut ais�ement le montrer� de
la suite des valeurs propres i

p

k et �ip
k	

Le vecteur propre correspondant �a i
p

k �resp	 �a �ip
k� est �

.k $
�p
�

�
�k

�ip
k�k
� �

resp� #.k $
�p
�

�
�k

i
p

k�k

��

et il est facile de voir que la suite f.k� #.kg forme une base orthogonale de H	
B � L�U � %V� $ L�U �H� et C� � L�V�H�	

Montrons ici qu�il existe des conditions su�santes pour qu�une s�erie de distributions
soit une distribution	 Cela sera utile pour caract�eriser la r�eponse impulsionnelle
associ�ee avec le syst�eme pr�ec�edent � il s�agit en e�et d�une s�erie de distributions h
donn�ee par

P
k�� Tk

tbkck o�u Tk $ sin
p

kt�

p

k avec t �  	

Consid�erons l�espace D des fonctions ind�e
niment di��erentiables �a support com

pact	 Comme Tk est une fonction localement int�egrable� elle d�e
nit une distribution
dans %D	 On doit maintenant prouver que la s�erie de distributions

P
k�� Tktbkck con


verge dans %D	 D�apr�es Schwartz �Sch ""�� il est su�sant de montrer que �� � DP
k�� � Tk� � � tbkck converge dans IR	 On �etablit le lemme suivant �

Lemme 
��
Supposons qu�il existe N et m tels que jtbkckj � PkN et j
kj � Qk�m o�u P�Q
sont deux constantes et ck� bk sont d�e�nis comme pr�ec�edemment� Alors� la s�erie de
distributions

P
k�� Tktbkck converge dans %D�

De plus� elle d�e�nit une distribution T telle que pour � � D avec le support � �&K��

� T�� �� Ck��n�k� o�u n � IN est tel que n �
N & �

m
� � et C est une constante�

Preuve du lemme � en int�egrant par parties n fois� on a

j � Tk� � � j $
�����
Z K

�

sin
p

ktp

k

��t�dt

����� � k�k� Kp

k
� 	 	 	 � k��n�k� K

�
p

k��n���

�

Maintenant� si l�on suppose que

jtbkckj � PkN N � IN� P une constante
j
kj � Qk�m avec m � �� Q une constante

et n � IN tel que n �
N & �

m
� �

�������



Application aux structures �exibles ��

alors

X
k��

j � Tk� � � tbkckj � �KPQ��n����� k��n�k�
X
k��

�

km�n����N �������

et la s�erie
P

k�� Tk
tbkck tend vers la distribution h	 �

Avec n comme dans �	�	�� T ��n�� la n
eme primitive de T � est la s�erie de terme
g�en�eral � �

g�
q

k�

tbkck

�
�


�n�����
k �

o�u la fonction g�� est soit sin�� soit cos��	 Comme T ��n� est une fonction de C��L�
elle admet une transform�ee de Laplace dans Re�s� �  	 Donc� la transform�ee de
Laplace de T existe	 Si on tient compte du changement d�espace pr�esent�e dans le
paragraphe �	�	�� la r�eponse impulsionnelle correspondant au nouveau syst�eme %(
conform�ement aux espaces relax�es U� et Y� devient �

%h�t� $ h�t�e��t� �������

De plus� la transform�ee de Laplace de %h existe dans Re�s� � ��	
Les r�eponses impulsionnelles des syst�emes �etudi�es dans la suite� appartiennent �a
l�espace de distributions %D	

��� Application aux structures 
exibles


���� Oscillateur harmonique

Comme introduction �a nos applications� traitons le cas simple d�un syst�eme de
dimension 
nie � consid�erons un oscillateur harmonique repr�esent�e suivant la for

mulation usuelle

�
�z�t� & ��z�t� $ u�t�
y�t� $ z�t�

�������

o�u u � L�����  �U� est le contr�ole �ou entr�ee�� z l��etat� y � L�� �&��Y �
l�observation �ou sortie� et U $ Y $ IR	
La fonction de transfert est donn�ee par

G�s� $
�

s� & ��

et la r�eponse impulsionnelle par

h�t� $
sin�t

�
�
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L�observation peut s��ecrire �

y�t� $
Z t

�

sin�


�
u�t� 
 �d
�

La r�eponse impulsionnelle est telle que h �� L�� h �� L� et h � C�� Aussi�
l�op�erateur de Hankel associ�e appartient �a l�espace des distributions	 Il est donn�e
par

!v�t� $
Z �

��
sin��t � 
 �

�
v�
 �d


et est non born�e �

sup
j!v�t�jL�������

jvjL�������
$ &��

Dans le but de r�eduire la norme de !v et de renforcer la norme du contr�ole v� on
restreint l�espace des contr�oles U $ L�����  � IR� du syst�eme original �a U�	 Cet
espace des entr�ees est donn�e comme il est expos�e au �	�	� par

v � U� �� �w � U v�t� $ w�t�e�t�

On a

!�U�v�t� $ e��t!v�t� $
Z �

��
e��t

sin��t� 
 �

�
e��w�
 �d


$
Z �

��
e���t���

sin��t � 
 �

�
w�
 �d


$ %!w�t��

Maintenant� on peut consid�erer le syst�eme d�e
ni de L�����  � IR� dans
L�� �&�� IR� avec l�op�erateur de Hankel %! et la r�eponse impulsionnelle

%h�t� $ e��t
sin�t

�
� L�� � L� et � C��

La sortie de ce syst�eme %( est

%y�t� $ �%h � w��t� $
Z t

�

e��� sin�

�

w�t� 
 �d


$ e��t
Z t

�

sin�


�
u�t� 
 �d
 $ e��ty�t��

L�op�erateur de Hankel %! est de rang 
ni �egal �a �	 En e�et

%!w�t� $
Z �

�

sin��t & 
 �

�
w�
 �e���t���d


$ sin�
e��t
Z �

�

cos�


�
w�
 �e���d
 & cos�
e��t

Z �

�

sin�


�
w�
 �e���d
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Posons A $
Z �

�

cos�


�
w�
 �e���d
 et B $

Z �

�

sin�


�
w�
 �e���d
�

Alors %!v�t� $ A sin�te��t & B cos�te��t� Donc %!v�t� appartient au sous
espace
vectoriel de dimension � engendr�e par �e��t cos�t� e��t sin�t� et l�op�erateur de Han

kel admet � valeurs singuli�eres	 De plus� %! est sym�etrique par rapport au produit
scalaire de L�	 On est donc dans le cas o�u ses valeurs singuli�eres sont �egales au
module de ses valeurs propres et on peut les calculer explicitement en utilisant la
m�ethode expos�ee en annexe B	� �
comme %!v�t� $ 
v�t�� il existe p et q tels que v�t� $ p sin�te��t & q cos�te��t	 En
rempla�cant v�t� par cette expression dans A et B on obtient �������


������

A $ p
Z �

�

sin ��


��
e����d
 & q

Z �

�

cos� �


�
e����d


B $ p
Z �

�

sin� �


�
e����d
 & q

Z �

�

sin��


��
e����d
�

La r�esolution en 
 du syst�eme suivant �������

������

p
Z �

�

sin��


��
e����d
 & q

Z �

�

cos� �


�
e����d
 $ 
p

p
Z �

�

sin� �


�
e����d
 & q

Z �

�

sin ��


��
e����d
 $ 
q�

conduit aux deux valeurs singuli�eres� 
nies pour � 
$  �

	� $
� &

p
��� & ��

���� & ����
	� $

�������
p
��� & ��

���� & ����

����� �
Lorsque � $  on retrouve le r�esultat �enonc�e pr�ec�edemment� �a savoir que
k!k $ 	� $ &�	

Ainsi� apr�es �restriction� de l�espace d�entr�ees et �dilatation� de l�espace de sorties
pour le syst�eme original� on peut de mani�ere similaire consid�erer un autre syst�eme
%(� d�e
ni de L� dans L� et pour lequel l�op�erateur de Hankel est bien d�e
ni et
born�e	 De plus� et parce qu�il s�agit ici du cas particulier de la dimension 
nie� ceci
est su�sant pour assurer la compacit�e et la nucl�earit�e de l�op�erateur de Hankel
associ�e	

Cet exemple n�ayant qu�une vocation de pr�esentation intuitive �on con�coit qu�il n�y
ait aucun int�er�et �a r�eduire un syst�eme d�ordre ��� �etudions maintenant les cas de
deux syst�emes de dimension in
nie	


���� Poutre d�Euler Bernouilli

Consid�erons une poutre uniforme� de longueur� de masse lin�eique et de rigidit�e en
�exion �egales �a � et dont on n�egligera l�amortissement structurel� faible par essence	
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On la suppose encastr�ee �a l�une de ses extr�emit�es� command�ee �a l�autre par une
force ponctuelle	

x

z

Figure �	�	� � Poutre en �exion� encastr�ee �a une extr�emit�e

Les vibrations transversales d�une telle poutre peuvent �etre mod�elis�ees par
l��equation d�Euler
Bernouilli et le syst�eme la d�ecrivant est le suivant

�������������������

�������������������

��z

�t�
�x� t� &

��z

�x�
�x� t� $  �  � x � �

z� � t� $  $
�z

�x
� � t�

��z

�x�
��� t� $  �

��z

�x�
��� t� $ u�t�

z�x�  � $ z� �
�z

�t
�x�  � $ z�

�������

o�u u�t� est la force ponctuelle appliqu�ee �a l�extr�emit�e de la poutre et z�� z� sont les
conditions initiales	
On observe

y�t� $ z��� t�� �������

Dans tout ce qui suit� �
� indiquera la d�erivation partielle par rapport �a l�espace	
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On introduit les espaces �

3 $ �  � � �
H $ L��3�

V $ fz �W ����3��z� � $
�z

�x
� � $  g

U $ IR $ Y�

A � L�V� %V � est d�e
ni par

�w� z � V hAw� zi �V V $
Z �

�
w

z

d
 $ �w� z�V �

et C � L�V� IR� par
�z � V� Cz $ z����

A est un op�erateur lin�eaire auto adjoint� non born�e surH� V 
coercif	 On peut �ecrire
la premi�ere �equation de �	�	� de la fa�con suivante �

� � � V ��z� ��H & hAz�t�� �i �V V & �u�t�� C�� $  �

Alors soit C� � L�IR� %V � l�op�erateur adjoint de C	 Le syst�eme �	�	� est �equivalent
�a � ��


��
�z�t� &Az�t� $ C�u�t�
y�t� $ Cz�t�
z� � $ z�� )z� � $ z�

�������

On peut exprimer le syst�eme �	�	� avec les m�emes notations qu�en �	�	" �

��

��

)Z�t� $ AZ�t� & Bu�t�
y�t� $ CZ�t�
Z� � $ Z�

�������

Les r�esultats d�analyse spectrale suivants sont �etablis dans �BS ���	 Les valeurs
propres de A sont de la forme 
k $ ��

k� avec �k $ ��k � k � �� o�u les �k sont les
racines positives de

cos �cosh� & � $  

i	e	
�k $ �k � ����� & 	k

avec j	kj � ��� et j	kj �  lorsque k ����
Les fonctions propres normalis�ees associ�ees sont donn�ees par

.k�x� $ cosh�kx� cos �kx � ���k��sinh�kx � sin �kx�

avec

���� $
cosh� & cos �

sinh� & sin �
�
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Ici� avec les notations du lemme �	�� les hypoth�eses �	�	� sont v�eri
�ees pour N $  �
m $ � et n $  �

bk $ ck $ .k��� $ �����k�� donc jtbkckj $ � �

k � k��

Aussi� dans ce cas particulier� l��equation �	�	� devient �

X
k��

j � Tk� � � tbkckj � �K k�k�
X
k��

�

k�

o�u � � D avec le support � �K�	 La r�eponse impulsionnelle h donn�ee parP
k�� Tktbkck o�u Tk $ sin�

p

kt��

p

k est une distribution	 En fait h est une fonction

continue born�ee car la s�erie converge normalement �vers une fonction continue� et
appartient �a L�	
Appliquons la m�ethode de relaxation �a notre syst�eme	 La r�eponse impulsionnelle
devient comme dans �	�	� �

%h�t� $ h�t�e��t�

Ici %h � L�� %h � L�� Aussi� l�op�erateur de Hankel %! associ�e est compact	 La fonction
de transfert associ�ee est donn�ee par �

%G�s� $
X
k��

tbkck
�s & ��� & ��

k

�

Etablissons alors la nucl�earit�e de %!	 %G peut s��ecrire �

%G�s� $
X
k��

�

�i�k

�
�

s � �k
� �

s � #�k

�
�����"�

o�u �k $ �� & i�k et #�k est son conjugu�e complexe	 Aussi� avec les notations du
corollaire �	� on a �

jakj $ j �

��k
j � �

�k�

et la somme in
nie
P jakj converge	 Les conditions du corollaire �	� sont donc

v�eri
�ees et l�op�erateur de Hankel associ�e �a %G est nucl�eaire	

On peut alors d�eterminer un approximant du syst�eme %(	


���	 Les ondes

Etudions maintenant le cas d�un syst�eme hyperbolique pour lequel notre approche
de relaxation n�est plus concluante	 Consid�erons le syst�eme repr�esentant la torsion



Application aux structures �exibles ��

d�une poutre mod�elis�e par l��equation des ondes �

������������

������������

��z

�t�
�x� t� � ��z

�x�
�x� t� $  �  � x � �

z� � t� $  �
�z

�x
��� t� $ u�t�

z�x�  � $ z� �
�z

�t
�x�  � $ z�

�������

o�u z est l�angle de la poutre avec sa position de repos et o�u u�t� est le contr�ole
appliqu�e �a l�extr�emit�e de la poutre	
On �etudiera ce syst�eme pour deux types d�observation� la d�eformation de la poutre
puis sa vitesse angulaire	

Obervation de la d�eformation

On observe l�angle entre la poutre et sa position de repos en son extr�emit�e �

y�t� $ z��� t�� �������

Introduisons les espaces suivants �

3 $ �  � � �
H $ L��3�
V $ fz � H��3��z� � $  g
U $ IR $ Y�

A � L�V� %V � est d�e
ni par

�w� z � V hAw� zi �V V $
Z �

�
w
z
d
 $ �w� z�V �

et C � L�V� IR� par
�z � V� Cz $ z����

Comme cela a �et�e fait pr�ec�edemment� on peut r�e�ecrire �	�	� sous la forme �

� � � V ��z� ��H & hAz�t�� �i �V V & �u�t�� C�� $  �

Le syst�eme �	�	� devient �

��

��

�z�t� &Az�t� $ C�u�t�
y�t� $ Cz�t�
z� � $ z�� )z� � $ z�

�������
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ou suivant la formulation usuelle du premier ordre en temps ���

��

)Z�t� $ AZ�t� & Bu�t�
y�t� $ CZ�t�
Z� � $ Z�

������ �

Les valeurs propres de A sont les 
k $ ��
k� k � � avec

�k $ �k � �

�
���

Les fonctions propres associ�ees sont donn�ees par �

.k�x� $
p
� sin�kx�

Alors� avec les notations du lemme �	�� les hypoth�eses �	�	� sont v�eri
�ees pour
N $  � m $ � et n $ � �

bk $ ck $ .k��� $ ����k��p� et jtbkckj $ � �

k � k��

L��equation �	�	� devient �

X
k��

j � Tk� � � tbkckj � �K k��k�
X
k��

�

k�

o�u � � D a pour support � �K�	 h� la r�eponse impulsionnelle� donn�ee parP
k�� Tk

tbkck o�u Tk $ sin�
p

kt��

p

k est une distribution� et une fonction car la

s�erie harmonique
X
k��

sin�kt

�k
converge puisque

X
k��

�tbkck��

��
k

converge	 La nouvelle

r�eponse impulsionnelle a donc les propri�et�es suivantes �

%h�t� $ h�t�e��t � L� et � L��

L�op�erateur de Hankel associ�e� %!� est compact	
Cependant ceci ne va pas su�r pour exploiter les r�esultats connus sur
l�approximation de Hankel	 En e�et� si la fonction de transfert %G se d�ecompose
en une somme in
nie de la m�eme fa�con que dans le corollaire �	�� ses coe�cients
ak sont tels que

jakj $ j �

��k
j � �

�k

et la somme in
nie
P jakj ne converge pas	 Ceci s�explique par le fait que les valeurs

propres de l�op�erateur des ondes �� k� ne croissent pas lorsque k tend vers l�in
ni
aussi vite que celles de l�op�erateur des poutres �� k��	 L�op�erateur de Hankel %!
n�est pas nucl�eaire	 Ainsi la m�ethode de relaxation appliqu�ee �a ce syst�eme n�induit
pas les r�esultats escompt�es	

On va voir que c�est aussi le cas lorsque l�on observe la vitesse angulaire de la poutre	
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Obervation de la vitesse angulaire

La sortie du syst�eme correspond maintenant �a la vitesse angulaire �a l�extr�emit�e de
la poutre �

y�t� $
�z

�t
��� t�� ��������

Dans ce cas� h� la r�eponse impulsionnelle� donn�ee par
P

k�� Tktbkck o�u
Tk $ cos�

p

kt� est encore une distributon� mais ce n�est plus une fonction � ceci

provient de ce que h s�exprime comme la somme in
nie de distributions de Dirac
�voir par exemple �LeM ����	
Ainsi la m�ethode de relaxation appliqu�ee �a ce syst�eme n�induit pas les r�esultats
escompt�es sur la nouvelle r�eponse impulsionnelle	 En e�et

%h�t� $ h�t�e��t �� L� et �� L��

L�op�erateur de Hankel associ�e� %!� n�est plus compact et la th�eorie de Hankel ne
peut �etre appliqu�ee	

Pour ces deux syst�emes� mod�elisant les poutres et les ondes� les propri�et�es de
l�op�erateur de Hankel semblent li�ees au comportement des valeurs propres des
syst�emes qu�ils caract�erisent	 A cela� s�ajoute le fait que les syst�emes hyperboliques
�etudi�es ne sont pas retard�es dans le sens de Bellman and Cooke �BeC "��� i	e	 les
fonctions de transfert associ�ees n�ont pas une in
nit�e de p�oles dans un 
 n�importe
lequel 
 demi plan droit	 En e�et� les p�oles ne s�accumulent pas �a gauche de l�axe
imaginaire	 C�est pourquoi� dans le cas des ondes� il y a peu d�espoir d�obtenir�
ne serait
ce qu�une convergence L� d�une simple approximation modale� comme
celle
ci est �etablie pour les syst�emes �a retard dans �PGZC ���	

��� Analyse de la m�ethode de relaxation

La m�ethode de relaxation introduit un certain nombre d�interrogations� et c�est
pourquoi� dans ce paragraphe� nous allons tenter de r�epondre �a certaines d�entre
elles	 Pour cela� nous �etudierons le probl�eme d��evolution que repr�esente le syst�eme
des cordes vibrantes	 Il sera ramen�e par discr�etisation �a la dimension 
nie pour des
imp�eratifs clairs de simulation et de coh�erence par rapport aux r�esultats pr�ec�edents
concernant les ondes	

Aussi soul�everons nous les questions suivantes �

� Comment choisir le coe�cient �

� par rapport �a des crit�eres physiques /
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� par rapport �a des consid�erations th�eoriques /

� Quel est le comportement des p�oles et des valeurs singuli�eres associ�es aux
syst�emes r�eduits et relax�es /

� Quelles sont les relations entre le syst�eme de dimension in
nie et le mod�ele
r�eduit par relaxation puis approximation de Hankel /

Rappelons tout d�abord quelques r�esultats concernant les cordes vibrantes	


�	�� Les cordes vibrantes et la relaxation

Reprenons ici le formalisme introduit dans �Cia ���	 Consid�erons une corde ho

mog�ene de section constante� de longueur l� tendue entre deux extr�emit�es 
xes
plac�ees le long d�un axe� l�une �etant �a l�origine  et l�autre au point d�abscisse l	 La
corde est soumise �a l�action d�une force verticale f�x� t� et on se propose d��etudier
les petits mouvements transversaux de la corde dans le plan vertical� autrement dit�
on cherche une fonction z�x� t� d�e
nie pour  � x � l et t �  � qui repr�esente �a
l�abscisse x et �a l�instant t la d�eformation verticale de la corde	 La fonction z doit
alors v�eri
er l��equation aux d�eriv�ees partielles suivante �

��z

�t�
�x� t� � ��z

�x�
�x� t� $ f�x� t��  � x � l� t �  �������

qui n�est autre que l��equation des ondes en dimension un	
On suppose connue la forme de la corde �a l�instant initial t$ � z�x�  �� ainsi que

la distribution des vitesses initiales le long de la corde�
�z

�t
�x�  �� pour  � x � l

�par exemple� si la corde est simplement l�ach�ee �a partir d�une position donn�ee� on

a
�z

�t
�x�  � $  � pour  � x � l�	 En
n� on doit avoir z� � t� $ z�l� t� $  pout t �  

puisqu�on suppose que les extr�emit�e de la corde sont 
xes	
On est donc amen�e �a trouver une fonction z�x� t� d�e
nie pour  � x � l et t �  
qui soit une solution de

�����������������

�����������������

��z

�t�
�x� t� � ��z

�x�
�x� t� $ f�x� t��  � x � l� t �  

z� � t� $  $
�z

�x
�l� t�� t �  �conditions aux limites��

z�x�  � $ u��x��  � x � l �condition initiale��

�z

�t
�x�  � $ u��x��  � x � l �condition initiale�

�������
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Dans ce qui suit� on consid�erera les mouvements de la corde en pr�esence d�une force
f�x� t� $ Bu�x� t� et une longueur l $ �� l�observation sera donn�ee par

y�x� t� $ #BTz�x� t��

Comme dans ce cas il n�existe pas de m�ethode directe pour calculer les valeurs
singuli�eres associ�ees au syst�eme de dimension in
nie� et que l�on n�est pas dans un
cas favorable m�eme en relaxant le syst�eme d�apr�es les r�esultats du paragraphe �	�	��
on se ram�ene �a un syst�eme de dimension 
nie en discr�etisant en espace	 On choisit
pour ce faire de r�ealiser une discr�etisation par di��erence 
nie dont le d�etail est en
annexe E	�	 On obtient le syst�eme suivant pour une discr�etisation �a l�ordre N �

�
�� &3�� $ Bu�t�
Y $ C�

��	�	��

o�u

3 $

�
B�
��  

		 	

 �N

�
CA

est la matrice des valeurs propres �k du syst�eme discret d�ordre N avec

��
k $ � sin�

�
�k � �

�N & �

�

�

�
�

On notera� par commodit�e B $

�
B� bT�
	 	 	
bTN

�
CA et on a C $ #BT 	

Si l�on relaxe le syst�eme �	�	�� la fonction de transfert qui lui est associ�ee devient

H�s� $
NX
�

�

�s & ��� & ��
k

�

Par extension du probl�eme de l�oscillateur harmonique� expos�e au paragraphe �	�	��
�a N masses oscillant� on peut d�eduire la repr�esentation interne suivante du syst�eme
relax�e � �

�� & �� )� & ���I &3��� $ Bu
y $ C�

��	�	��

I repr�esente la matrice identit�e	

On d�e
nit le vecteur d��etat

5 $ � )�� ���� )�� ���� � � � )�N �N�N �T

�bT
i
est une ligne ce qui n�implique pas que bi soit une colonne de B puisque la matrice n�est en

g�en�eral pas carr�ee�



�" Etude de syst�emes hyperboliques

o�u f�k� � � k � Ng sont les composantes de � et �k $ �� & i�k sont les valeurs
propres associ�ees au syst�eme du premier ordre en temps �equivalent au syst�eme
pr�ec�edent �	�	� et dont la repr�esentation d�espace d��etat est la suivante�

)5 $ A5& Bu
Y $ C5 ��	�	��

o�u A est la matrice diagonale par blocs de dimension ��N � �N�

A $

�
BBBBBB�

A�

A�

A�
	 	 	

AN

�
CCCCCCA

avec Ak $
���� � #�k

�k  

�
�

B $ � �BT
� BT

� � � � BT
N �T avec Bk $

�
bTk
 

�

o�u bTk est la k
eme ligne de B	

C $ �C� C� � � � CN � avec Ck $ � ck  �

o�u ck est la k
eme colonne de C	

Analysons alors l�in�uence du choix du coe�cient � sur ce syst�eme et sur ses ap

proximations	


�	�� Le coe�cient de relaxation �

Interpr�etation physique

Le coe�cient � intervient� comme on l�a vu au paragraphe �	�	�� dans le terme
exponentiel visant �a renforcer la norme de l�espace des entr�ees et a�aiblir la norme
de l�espace des sorties	 ��� est homog�ene �a un temps� et peut �etre interpr�et�e comme
la p�eriode pendant laquelle on requiert que les sorties soient r�eguli�eres au sens
de la norme L�	 De mani�ere sym�etrique� c�est sur l�intervalle ������  � que l�on
demande que les entr�ees soient r�eguli�eres	 Ainsi� plus cette p�eriode sera faible� moins
l�in�uence de la relaxation sera ressentie par le syst�eme	 C�est pourquoi� en premi�ere
approche� on peut consid�erer qu�un choix de � � � est judicieux	

Nous allons pr�eciser ceci �a travers l��etude des valeurs singuli�eres associ�ees au
syst�eme� pour des valeurs de � di��erentes	

Etude des valeurs singuli�eres

Pour acc�eder aux valeurs singuli�eres du syst�eme discr�etis�e on calcule les gram

miens qui lui sont associ�es	 Pour le d�etail technique de ce calcul on se ref�erera �a
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l�annexe E	�	�	 On d�eveloppe alors un algorithme permettant le calcul de ces gram

miens� et donc des valeurs singuli�eres� �a l�aide de la biblioth�eque M�� du langage
C��	 Les choix faits pour que cela soit r�ealis�e avec le plus d��economie de calculs
sont expos�es en annexe E	�	�	 Ceci nous a permis d�acc�eder aux valeurs singuli�eres
pour un syst�eme discr�etis�e d�ordre N $ � 
x�e et pour des valeurs de � comprises
entre  et �� On les a repr�esent�ees 
gure �	�	�	 Au vu du comportement de ces

����

����

����

����

����

����

� � � � � � � � � �� i

�i

� � �
��

� � �
�

� � �
�

� � �

� � �

� � �

Figure �	�	� � Evolution des valeurs singuli�eres en fonction de �

valeurs singuli�eres� il est permis de conclure sur la fourchette dans laquelle il sem

ble le plus r�ealiste de choisir � dans ce cas particulier	 En e�et� pour assurer la
nucl�earit�e de l�op�erateur de Hankel associ�e� il faut que ces valeurs restent 
nies et
faibles	 Il faut donc que � ne soit pas trop proche de  	 Ceci permet de justi
er le
choix de � � � ��� ��	

D�autre part� et pour rester coh�erent avec la remarque du paragraphe pr�ec�edent
exprimant la volont�e de ne pas trop perturber le syst�eme� il est n�ecessaire de con

sid�erer des valeurs de � raisonnablement grandes	
Il semble donc correct de choisir pour � la valeur �	 C�est ce que l�on a fait dans les
developpements suivants	

On peut donc conclure qu�il existe un lien entre la rapidit�e de convergence vers  
des valeurs singuli�eres et la valeur du coe�cient �	
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�	�	 Le comportement des modes propres

Analysons le comportement des modes propres associ�es aux approximations de Han

kel du syst�eme relax�e	 On les a calcul�es pour un syst�eme initial relax�e d�ordre de

����� ����� ����� ����� ����� ����� �����

�����

�����

�����

�����

����

����

����

����

Ordre des syst
emes
correspondants

� �

��

��
��

�

aux p�oles repr�esent�es

Figure �	�	� � Les p�oles en fonction de l�ordre d�approximation

discretisation �egal �a � puis pour les approximations que l�on en a fait	 On peut
faire plusieurs remarques �a propos de la repr�esentation qui les illustre 
gure �	�	��

� ils sont dans le cas o�u l�ordre d�approximation est pair� complexes conjugu�es
�a partie r�eelle n�egative� dans le cas contraire� le mode non coupl�e est r�eel
n�egatif�

� ils ne sont pas� pour un m�eme ordre d�approximation� situ�es sur le m�eme axe�
on n�a donc gu�ere d�espoir de pouvoir retrouver une forme de la matrice d��etat
qui permette de remonter �a

� un syst�eme du second ordre

� un syst�eme ni stable� ni instable� d�ebarass�e de son coe�cient de relaxation	
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On n�a donc pas trouv�e de lien direct entre le syst�eme initial et ses approximants
relax�es comme on l�a sch�ematis�e sur la 
gure �	�	�	

Syst
eme

du second ordre
Syst
eme
du premier ordre

relaxation

Syst
eme relax�e r�eduit

du second ordre

approximation

L�

Syst
eme relax�e du
premier ordre

du premier ordre
Syst
eme relax�e r�eduit

�

�

Figure �	�	� � �Etapes de l�approximation


�	�
 Conclusion

Les faits observ�es pr�ec�edemment permettent de corroborer les remarques suivantes	

D�un point de vue math�ematique� les syst�emes r�eellement d�eplaisants �c�est �a dire
avec une in
nit�e de p�oles sur l�axe imaginaire� ne peuvent �etre trait�es par les
m�ethodes d�approximation ou de contr�ole robuste usuelles	 Notamment les tech

niques de pond�eration �Enn ���LA ��� ne seront plus performantes car aucune fonc

tion agissant sur le transfert ne pourra permettre de faire dispara��tre les p�oles ac

cumul�es sur l�axe imaginaire �a l�in
ni	
Il est donc justi
�e de mettre au point des techniques telles que la relaxation pour
s�adapter �a ce genre de syst�emes� dont l��etude reste math�ematiquement tout �a fait
int�eressante	
Le point de vue de l�ing�enieur est tout autre	 Certains pr�onent l�inexistance de tels
syst�emes en a�rmant que les p�oles �a l�in
ni 
nissent toujours par �etre entrain�es de
l�axe imaginaire vers le demi plan gauche	 Or cela n�est pas en contradiction avec
notre approche	 En e�et� ce sont des consid�erations physiques du m�eme ordre� qui
rendent l�egitime l�approximation du syst�eme relax�e dont la fonction de transfert est
G�s & �� �avec � �  �	
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Conclusion

Cette �etude a permis d��etendre une partie des r�esultats sur l�approximation au
sens de la norme de Hankel �a certains syst�emes de dimension in
nie	

Ainsi� dans le chapitre � de ce m�emoire� on a �etabli l�existence d�un approximant
pour le cas d�un syst�eme parabolique mod�elisant le comportement de la chaleur	
Pour cela� on a mis en �evidence le parall�ele existant entre ce syst�eme multivariable
et les syst�emes scalaires �a retard� ce qui a permi d�utiliser les propri�et�es de cette
classe de syst�emes dans ce cas particulier	 De plus� on a pu constater que pour ce
syst�eme parabolique� le mod�ele r�eduit au sens de la norme de Hankel �etait� d�un
point de vue pratique� bien meilleur qu�un mod�ele r�eduit par les m�ethodes classiques
r�esultant de l�analyse modale� pour un m�eme ordre d�approximation	

Cette extension n�est cependant plus possible pour les syst�emes hyperboliques
que l�on a introduit au chapitre �	 C�est pourquoi� on y a �elabor�e une approche
pr�ealable �a la r�eduction � elle consiste pratiquement �a refermer l�angle du c�one
contenant les modes du syst�eme �etudi�e	 Cela permet� lorsque les valeurs propres
des syst�emes croissent avec une vitesse su�samment �elev�ee �ce qui est le cas d�une
poutre d�Euler Bernouilli� mais plus celui des ondes�� de retrouver les hypoth�eses
n�ecessaires �a la construction d�un approximant de Hankel	 Mais cette approche
pr�ealable n�est pas su�sante dans le cas de syst�emes mod�elis�es par l��equation des
ondes� quel que soit le type d�observation consid�er�e	

L�int�er�et pratique de la m�ethode d�approximation Hankel
optimale doit �etre
temp�er�e � tout d�abord� on a pu constater que les syst�emes de dimension in
nie
pour lesquels l�approximant Hankel
optimal �etait e�ectivement d�etermin�e �etaient
rares	 Ceci vient de la di�cult�e du probl�eme de la d�etermination des valeurs sin

guli�eres et des paires de schmidt associ�ees � il existe des algorithmes de calcul de
ces invariants pour les syst�emes de dimension 
nie �Y ���Y � �� mais la complexit�e
de leur d�etermination reste enti�ere dans le cas de la dimension in
nie �a l�exception
de cas particuliers pour lesquels des algorithmes de calcul ont �et�e mis au point �
les syst�emes dont la fonction de transfert est la partie stable de G�s�e�st o�u G est
rationnelle �GLP � �� ou dont le symbole associ�e est du type m�W � o�u m � H� est
une fonction de module un sur le cercle unit�e et o�u W est une fonction rationnelle
�S ���	 Une alternative �a ce calcul explicite� �GCP ���� est l��etape interm�ediaire
faisant intervenir un approximant L� de dimension 
nie	 Or cette �etape introduit



�� Conclusion

la contrainte suppl�ementaire de nucl�earit�e de l�op�erateur de Hankel	 En
n� lors de
l��etude des syst�emes �a la limite de la stabilit�e et de l�instabilit�e� on a pu r�ealiser
combien la norme de Hankel �etait �exigeante�� il est n�ecessaire d�introduire un fac

teur d�oubli� par le biais de notre approche de relaxation� pour que l�op�erateur de
Hankel associ�e au syst�eme soit d�e
ni et que sa norme devienne born�ee	

Ces faits soulignent donc les di�cult�es de l�application de cette m�ethode et
justi
ent qu�elle soit peu utilis�ee pratiquement	 Il faut cependant remarquer que
lorsqu�elle fonctionne� comme dans le cas du syst�eme parabolique� l�approximation
au sens de la norme de Hankel permet d�obtenir des r�esultats r�eellement int�eressants	

Finalement� on peut se poser la question suivante� concernant l�extension de
l�utilisation de cette m�ethode d�approximation aux syst�emes de dimension in
nie �
faut
il r�ealiser l��etude des propri�et�es de ces syst�emes en les regroupant en classes�
telles celles de Callier
Desoer �CaD ���� Pritchard
Salamon �PrS ���� comme il est
fait dans �Cur ��c� ou bien s�int�eresser directement aux propri�et�es des cas particu

liers consid�er�es / La classi
cation des syst�emes est attirante� car il est toujours plus
�el�egant de d�eterminer des r�esultats g�en�eraux	 Mais cela implique des hypoth�eses tr�es
souvent contraignantes	 La r�ealit�e physique est peu souvent mod�elis�ee directement
par des syst�emes appartenant �a l�une de ces classes	 Et lorsque l�on d�esire traiter
une application� les sp�eci
cit�es du probl�eme consid�er�e aboutissent �a l��elaboration
d�une m�ethode particuli�ere	

La fa�con dont ce travail a �et�e r�ealis�e tendrait �a montrer qu�il est di�cile de
trancher r�eellement et que les deux approches restent en d�e
nitive compl�ementaires	
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Annexe A

A propos des autres types

d�approximations

Il existe plusieurs types de normes qui permettent de poser le probl�eme
d�approximation en des termes di��erents	 Leur choix est intimement li�e au type
d�application que l�on souhaite r�ealiser	 Il va d�ependre

� des caract�eristiques fondamentales �a conserver quant au comportement du
syst�eme�

� de l�ad�equation de chacune de ces normes au type de probl�eme pos�e � par
exemple d�un point de vue pratique� la norme L� semble la plus adapt�ee �a la
r�esolution des probl�emes de contr�ole�

� de l��el�ement �fonction� variable� sur laquelle l�erreur induite par la r�eduction
est �a minimiser � fonction de transfert� r�eponse impulsionnelle� observation�
op�erateur de Hankel	 	 	

En pratique� n�ont �et�e envisag�es que les probl�emes d�approximation rationnelle au
sens de la norme associ�ee �a l�espace Lp pour p $ � ou� ou au sens de la norme de
Hankel	

Il est di�cile de r�ealiser un classement de l�e�cacit�e des m�ethodes de r�eduction en
fonction du type de norme choisie� car elles ne r�epondent pas aux m�emes objectifs	
Cependant� les in�egalit�es suivantes permettent de situer entre elles les di��erentes
erreurs que l�on cherche �a minimiser �

Pour tout F �z� � L�

kF �z�kH � kF �z�k�
De plus� si F �z� � H�

�

kF �z�k� � kF �z�kH � kF �z�k�
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comme cela est d�emontr�e dans �KLi ���	

Suivant le type de norme choisie� il a �et�e d�emontr�e des r�esultats d�existence� voire
d�unicit�e de l�approximant d�un syst�eme de dimension 
nie	 Voyons ce qu�il en est
dans le cas de l�approximation au sens de la norme L�� probl�eme initi�e dans le
cas scalaire par �Ros ��� et �Ruc ���� puis d�evelopp�e dans un cadre plus g�en�eral et
avec une formulation di��erente par �Bar ��a�Bar ��b�	 Et tout d�abord� d�ecrivons
succintement les objectifs de cette approximation	

On consid�ere que le syst�eme �a identi
er est d�e
ni par sa fonction de transfert F �
�eventuellement non rationnelle� et on cherche� pour un entier n donn�e� �a d�eterminer
quelle matrice rationnelleH� de degr�e de Mac
Millan � au plus n� approche le mieux
F au sens de la norme L�	
Cette norme est essentiellement bien adapt�ee aux probl�emes d�estimation�Bar ��a�
pages ��6���� ainsi� on peut en donner l�interpr�etation suivante � si � est un bruit
blanc et y la sortie associ�ee �a � par un syst�eme dynamique lin�eaire stationnaire dont
la fonction de transfert F est L�� y est un processus stationnaire dont le spectre
permet en principe de retrouver F 	 Si� �a pr�esent� H est une fonction de transfert
rationnelle stable d�ordre au plus n� si �y est la sortie correspondante �a �� la variance
de ky � �yk est minimale lorsque la norme L� de kF �Hk est elle
m�eme minimale	

En pratique� on se ram�ene au cas du temps discret� pour lequel le probl�eme
math�ematique s�exprime ainsi �

Etant donn�e �Fi�j� une matrice p�m d��el�ements de l�espace de Hardy r�eel H�
� et n

un entier� trouver une matrice de transfert rationnelle stable �Hi�j� de taille p�m
et de degr�e de Mac�Millan au plus n telle que

X
i�j

kFi�j �Hi�jk�H�

�

soit minimal�

Le probl�eme ainsi formul�e� il est d�emontr�e dans �Bar ��b� l�existence et l�unicit�e
g�en�erique d�un meilleur approximant	

�soit la dimension de son �etat dans une r�ealisation minimale



Annexe B

A propos des valeurs singuli�eres

Dans ce qui suit� on va consid�erer un syst�eme dynamique lin�eaire constant� de di

mension n� �a p entr�ees� q sorties repr�esent�e par le triplet de matrices ( $ fA�B�Cg�
o�u A est de dimension n� n� B de dimension n� p� C de dimension q � n	

On supposera que le syst�eme est stable� soit que les valeurs propres de la matrice A
sont �a partie r�eelle n�egative	 Cela permet d�assurer que l�op�erateur de Hankel associ�e
�a ce syst�eme soit bien d�e
ni	 Rappelons comment cet op�erateur ! est d�e
ni �

! � L�� �&�� Cp� �� L�� �&�� Cq�
u ��� !u

est tel que �!u��t� $
Z �

�
CeA�t���Bu�
 �d
�

B�� Cas o�u l
op�erateur de Hankel est sym�etrique

Dire que l�op�erateur de Hankel est sym�etrique correspond

� au cas scalaire o�u l�op�erateur est r�eel et sym�etrique	
En e�et �

�!u� v�L�������IR� $
Z ��

�

Z ��

�
CeA�t���Bu�
 �d
v��t�dt

$
Z ��

�

Z ��

�
CeA���t�Bv�t�dtu��
 �d


car v��t� $ v�t� et u�
 � $ u��
 �

$ �u�!v�L�������IR��
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� au cas multivariable o�u�
A $ A� soit A sym�etrique r�eel�
B $ C� soit B et C colocalis�es�

En e�et �

�!u� v�L� $
Z Z

v��t�CeA�t���Bu�
 �d
dt

�u�!v�L� $
Z Z

v��t�B�eA
��t���C�dtu�
 �d


$
Z Z

v��t�CeA
��t���Bu�
 �d
dt

D�o�u la sym�etrie de !	

Dans ces deux cas les valeurs singuli�eres de l�op�erateur de Hankel ! sont �egales au
module de ses valeurs propres puisque ! $ !�	

On peut alors calculer les valeurs singuli�eres de ! comme suit �

!v�t� $
Z �

�
CeA�t���Bv�
 �d


$ CeAt
Z �

�
eA�Bv�
 �d


$ CeAt�v�

�v est ind�ependant de t et est un vecteur de IRn� vecteur constant donnant les
composantes de !v�t� suivant la base de l�espace image de !� Im�!�	 On a alors
dim�Im�!�� $ n et v�t� $ CeAt� avec � � IRn	

Soit 
 la valeur propre de ! associ�ee �a v�t�	 j
j est une valeur singuli�ere de !	

!v�t� $ 
v�t�

�� CeAt�
Z �

�
eA�BCeA�d
 �� $ 
CeAt��

Comme �C�A� est observable� CeAt�� $  �� �� $  � et l��equation pr�ec�edente se
simpli
e en �


� $ �
Z �

�
eA�BCeA�d
 �� �B�����

Les modules des solutions en 
 de cette �equation sont les valeurs singuli�eres associ�ees
�a !	

B�� Cas o�u l
op�erateur de Hankel n
est pas

sym�etrique

On va �etablir dans ce cas le lien existant entre les valeurs singuli�eres et les grammiens
associ�es au syst�eme (	 Ces grammiens sont d�e
nis par les �equations de Lyapunov



Cas o�u l�op�erateur de Hankel n�est pas sym�etrique ��

qui dans le cas continu sont les suivantes ��
AW &WA�t $ �BB�t

MA &A�tM $ �C�tC

o�u le grammien de commandabilit�e W est tel que W� $
Z �

�
eAtBB�teA

�ttdt et o�u le

grammien d�observabilit�e M est tel que M� $
Z �

�
eA

�ttC�tCeAtdt	

De plus M $ O�O et W $ CC�	
Si l�on suppose le syst�eme commandable et observable� M et W sont tous les deux
non singuliers �i	e	 toute valeur propre est strictement positive� pour tout 
 �  	

Reprenons les notations du paragraphe pr�ec�edent� soit notons !v�t� $ CeAt�v o�u
�v � IRn et Im�!� $ CeAtIRn	 �v est l��etat dans lequel on se trouve sachant que l�on
a appliqu�e au syst�eme au repos l�entr�ee v�t� pour t variant de �� �a  	

k!vk� $
Z �

�
��ve

A�tC�CeAt�vdt

$ k�vk�M
�
$ ��vM�v�

M est d�e
ni positif et sym�etrique et mesure l�observabilit�e d�un �etat � la norme de
!v mesure �comment je vois ce que j�ai atteint�	 Un �etat qui v�eri
erait ��M� $  
soit CeAt� $  serait un �etat inobservable	

On d�esire conna��tre

sup
v

k!vk�
kvk� $ sup

kvk���
k�vk�M

sachant que

�v $
Z �

�
eAtBv�t�dt�

On veut donc optimiser k�vk�M sur la boule unit�e kvk� $ � et dans l�hyperplan d�e
ni
par la relation liant �v �a v	

Si l�on d�e
nit la fonction de co�ut �modi
�ee� �

J $ k�vk�M � 
�
�
�v �

Z �

�
eAtBv�t�dt

�
� ��kvk� � ��

o�u � est un scalaire et o�u 
 est un vecteur de IRn� l�optimisation se traduit par������

������

�J

��v
$  

�J

�v
$  

�B�����
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sous les contraintes �

� ��� �v �

Z �

�
eAtBv�t�dt $  

��� kvk� $ ��
�B�����

Or
�J

��v
$ �M�v � 
 $  

Comme �C�A� est observable� M est inversible et on a

�v $
�

�
M��
� �B�����

D�autre part
�J

�v
appartient au dual de l�espace des commandes L�� �&�� IRp� et

s��ecrit �
�J

�v
$ B�eA

�t
 � ��v�t� $  

soit

v�t� $
�

��
B�eA

�t
� �B�����

Ayant ainsi caract�eris�es la fonction v�t� et le vecteur �v qui d�e
nissent l�optimum�
on trouve 
 et � en reportant ces deux expressions dans les contraintes	

Reprenons la premi�ere contrainte �

��� B����

�� �v $
�

�
M��
 d
apr�es B����

$
Z �

�
eAtBB�eA

�t 


��
dt d
apr�es B����

$
W

��
d
apr�es l
expression du grammien W�

Donc
�

�
M��
 $

W

��

soit

�
 $ WM
 �B�����

et 
 est un vecteur propre de WM pour la valeur propre �	



Cas o�u l�op�erateur de Hankel n�est pas sym�etrique � �

La seconde contrainte �

��� B����

�� kvk� $
�

���

Z �

�

�eAtBB�eA

�t
dt d
apr�es B����

$
�

���

�W


$
�

���
k
k�W $ ��

Donc
k
kW $ j��j�

Et la valeur du co�ut sous les contraintes B	�	� et B	�	� est

k�vk�M $ ��vM�v

$ �
W

��

��M�

W

��

�

$
�

���

�W �MW


or W $W �

$
�

���

�WMW
�

On a donc

k�vk�M
kvk� $

�
�

���

�WMW


�
���


�W


$

�WMW


k
kW

comme �
 $ WM
 d
apr�es B����

$

�W�


k
kW $
�k
kW
k
kW $ ��

Ainsi

sup
v

k!vk�
kvk� $ sup

kvk���
k�vk�M $ �

o�u � est valeur propre de MW 	
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Annexe C

Algorithme de r�eduction dans le

cas scalaire

L�algorithme permettant de r�ealiser l�approximation de l�op�erateur de Hankel de
rang 
ni ! par un op�erateur de Hankel de rang moindre� dans le cas scalaire est le
suivant �

On d�etermine grs � r�eponse impulsionnelle associ�ee �a la matrice de Hankel approxi�
mant !� grsest la partie stable de la fonction grapprochant au sens de la norme L�le
symbole f associ�e �a !� Puis on d�etermine une r�ealisation associ�ee �a cette fonction�
On se donne

� Une r�ealisation A� b� c stable�

� r� le rang de l�approximation recherch�ee�

��
 D�eterminer les grammiens M et W� Pour cela r�esoudre les �equations de Lya�
punov en M et W�

��
 Calculer les valeurs singuli�eres de la matrice de Hankel � les racines carr�ees
des valeurs propres de MW�

�

 Ordonner ces valeurs par ordre d�ecroissant� et former la matrice , des valeurs
singuli�eres ainsi rang�ees�

��
 D�eterminer la transformation T permettant le passage de la r�ealisation �a sa
base �equilibr�ee�

��
 Calculer gr�

gr $ f�z� � 

m�z�d��z�
d�z�m��z�

o�u
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 $ �	r��
�m

��z�
d��z�

$ 	
� �
�

r��tr���I � zA���b $ ��z�� tr�� la r & �
eme ligne de T

m�z�

d�z�
$ ��z�

��z� $ z����z���

f�z� $ c�zI �A���b

d�o�u

gr $ c�zI �A���b� 	r��z
�� ��z

���
��z�

��
 D�etermination de la partie stable� de gr� grs � Elle n�est la meilleure approxi�
mation de degr�e r de f qu�au sens norme de Hankel et non pas au sens de
la norme L��

��
 D�etermination de la r�ealisation associ�ee �a !�grs� �

�grsest la partie propre stable de gr � c�est �a dire que son d�enominateur contient seulement les r
zeros de m��z� dans jzj � �� Alors 
�grs� � 
�gr� est de rang r �Kronecker��



Annexe D

A propos de la chaleur

D�� El�ements techniques pour d�emontrer que le

triplet �A� B� C� est bien pos�e

D���� Admissibilit�e de l�op�erateur B

On va montrer que l�op�erateur B satisfait �a la condition �enonc�ee par le crit�ere de
Carleson donn�e dans la d�e
nition �	� �

X
��k�I�h�

jbkj� �Mh �D�����

o�u I�h� est l�intervalle de la droite r�eelle de longueur h	
Pour cela d�eterminons les coe�cients b�k de B�	
Reprenons les notations du paragraphe �	�	�	 
 est la suite des valeurs propres

k $ �a��

k associ�ees �a l�op�erateur A g�en�erant le semi groupe Tt	
Soit �k un vecteur de la base normalis�ee associ�ee aux valeurs propres 
	

Soit U $

�
u
v

�
� IR�	

�U�B��k� $ �BU��k�

$

�
u
v

� �
a�k� �

�
�
a�k�l�

�

�
�

Donc

b�k $

�
a�k� �

�
�
a�k�l�

�

�

$

�
�a��� & ����

k�

2

���� �
�k�

sin�kl & ��k cos�kl

�

�
�
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Donc

X
��k�I�h�

jbkj�

$
X

a	�k�I�h�

�a��� & ����
k�

2

�
��
k &

�sin�kl & ��k cos�kl��

��

�
�

Il est utile ici de rappeler deux r�esultats �etablis au paragraphe �	�	�	
L��equation �	�	� donnant les �k admet une solution exactement dans chaque inter

valle �k������ k�&����	 Il y a donc un nombre 
ni de p�oles dans l�intervalle I�h�	
Soit N�h� ce nombre	
D�autre part� les �k se comportent asymptotiquement comme k��l	 Donc si l�on
regarde le comportement asymptotique de b�k �

b�k ��
�a��� & ����

k�

����l��
k

	
����

k & �sin�kl& ��k cos�kl�
�


�

on en d�eduit qu�un majorant de b�k est Mb $
�a�

l

�
�

��
&

�

��

�
	

On a donc

X
a	�

k
�I�h�

jbkj� � N�h�Mb�

Or �etant donn�e h la longueur de l�intervalle I�h�� il existe k tel que

k���

l�
� h� �

�k & �����

l�
�

Il y a donc au plus k & � p�oles et

N�h� � k & � �
p
h
l

�
& ��

Il existe donc K tel que

N�h� � K
p
h

et 
nalement X
a	�

k
�I�h�

jbkj� �M
p
h

o�u M $ KMb	

L��equation D	�	�� condition du crit�ere de Carleson est donc v�eri
�ee	



El�ements techniques pour d�emontrer que le triplet �A� B�C� est bien pos�e � �

D���� Admissibilit�e de l�op�erateur C

Montrons que la paire �A�� C�� est admissible� soit que la paire �A� C�� est admis

sible puisque l�op�erateur A est autoadjoint	 Il su�t de montrer que l�op�erateur C�

satisfait au crit�ere de Carleson soit que �

X
a	�

k
�I�h�

jckj� �Mh

o�u les ck sont les coe�cients de C et o�u M est une constante positive	

Les coe�cients ck sont tels que

ck $ �k� � $

�
��� & ����

k�

2

����

��k�

Or

X
��k�I�h�

jckj�

$
X

a	�
k
�I�h�

�
��� & ����

k�

2

�
����

k�

De la m�eme fa�con qu�au paragraphe pr�ec�edent� on peut montrer que le terme g�en�eral
de cette s�erie� c�k converge asymptotiquement vers

�
�����

k

����l��
k

�
����

k

et qu�un majorant est Mc $
�

l��
	

On en d�eduit donc que X
a	�

k
�I�h�

jckj� �M
p
h

o�u M $ KMc et o�u K est d�e
ni au paragraphe pr�ec�edent	

Donc l�op�erateur C est admissible	
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D���	 Propri�et�es de la fonction de transfert

La fonction de transfert associ�ee �a une r�ealisation bien pos�ee doit v�eri
er l��equation
du r�esolvant � � �CW �����

H�s� �H���

s� �
$ �C�sI �A�����I �A���B �D�����

pour tout s� � � ��A� avec s �� �	

Dans le cas pr�esent la fonction de transfert peut directement s��ecrire sous la forme
de la somme de la s�erie convergente �

H�s� $
X ckb

�
k

�s � 
k�

Il s�ensuit donc que l��equation

H�s� �H� �

s
$
X ckb

�
k

�s � 
k�
k

a un sens et est v�eri
�ee	

Les conditions du th�eoreme �	� sont donc remplies pour notre triplet �A� B�C�	

D�� Discr�etisation spatiale par di��erences �nies

Rappelons que le syst�eme que l�on cherche �a discr�etiser est le suivant

��

�t
�x� t� $ a

���

�x�
�x� t� �D	�	��

�
��

�x
� � t� & u�t� $ �� � t� �D	�	��

� �
��

�x
�l� t� & v�t� $ ��l� t� �D	�	��

��x�  � $ ���x� �D	�	��

y�t� $ �� � t�� �D	�	��

L��equation aux d�eriv�ees partielles D	�	� en x et en t d�ecrivant les �echanges conductifs
peut �etre approxim�ee gr�ace �a une m�ethode de di��erences 
nies par n �equations

�Cette �equation permet de garantir que la relation d�entr�ee sortie a bien un sens pour ce syst�eme�



Discr�etisation spatiale par di	�erences �nies � �

di��erentielles en t en d�ecomposant le mur en sous
volumes suppos�es �a temp�erature
homog�ene	 Pour cela� on place n n'uds �equidistants en �

x� $  � x� $ 0x� x� $ �0x� � � � � xn $ n0x $ l

o�u 0x $
l

n
est le pas de discr�etisation du mur	

Pour � � i � n� �� les n'uds xi seront situ�es au centre d�un domaine de largeur
0x donn�e par ��i� ����0x � �i & ����0x�	
Les points extr�emes x� et xn seront eux situ�es aux extr�emit�es du mur	
Appelons �i�t� la temp�erature suppos�ee uniforme du domaine i� et posons 0x $ h	

On peut alors donner une expression de l��equation D	�	� dans chacun des sous


domaines ainsi d�e
nis en approchant
���i
�x�

par
�i�� � ��i & �i��

0x�
et

��i
�x

par
�i�� � �i

0x

ou par
�i � �i��

0x
	

Les conditions aux limites D	�	� et D	�	� sont assimil�ees dans le bilan des domaines
 et n	

Les �equations discr�etes sont

� pour un n'ud courant �� � i � n� �� �

a

h�
��i���t� � ��i�t� & �i���t�� $

d�i�t�

dt
�

� pour le n'ud  �

a

h�
����h��& �����t� & ����t�� $

d���t�

dt
� �u�t�a

�h
�

� pour le n'ud n �

a

h�
���n���t� � ��h�� & ���n�t�� $

d�n�t�

dt
� �v�t�a

�h
�

On a donc un syst�eme de n & � �equations di��erentielles en temps que l�on note
matriciellement �

d5

dt
$ Ad5&BdU �D���"�

o�u �
5 est la matrice �n& ��� �

5�t� $

�
BBBB�
���t�
���t�
			

�n�t�

�
CCCCA �
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U est le contr�ole

U�t� $

�
u�t�
v�t�

�
�

Ad est la matrice �n & ��� �n& ��

Ad $
a

h�

�
BBBBBBBB�

��h��� � �
� �� �

� �� �
	 	 	 	 	 	 	 	 	

� �� �
� ��h�� � �

�
CCCCCCCCA

et o�u Bd est la matrice �� �n& ��

Bd $

�
BBB�
�a��h  

  
			

			
 �a��h

�
CCCA �

La matrice Ad �etant sym�etrique� d�e
nie n�egative� elle est diagonalisable et poss�ede
n & � valeurs propres r�eelles et n�egatives	 Nous allons les �etudier pour montrer
qu�elles co��ncident lorsque n tend vers l�in
ni avec les valeurs propres d�etermin�ees
dans le paragraphe �	�	�	

D�� Validation du mod�ele � �etude des valeurs pro�

pres

On d�etermine les valeurs propres associ�ees �a la matrice tridiagonale Ad �
p $ �a�h��� r�eel n�egatif et valeur propre de Ad est d�e
ni par

� & � $ � cos� o�u �D	�	��

tan�n� � k�� $ �
sin�

h
�� & ��

�� ��
sin� �

h�

�D	�	��

o�u k � ZZ indique que la solution � de l��equation est l�unique solution situ�ee dans
l�intervalle �k� � ��� � k� & ����	
Notons la ��k� n� et posons �k�n� $ n��k� n�	
La suite ��k�n��n reste born�ee lorsque n tend vers l�in
ni �car les bornes de �k�n�
ne d�ependent que de k� dans un intervalle compact de IR
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��k� � ��� � k� & �����	 Elle admet donc au moins un point d�accumulation� que
l�on notera �k���� et une sous
suite indici�ee suivant n
 et telle que

�k�n

� �� �k��� lorsque n
 ����

L�existence de ce point d�accumulation permet d��ecrire

lim
n��	�

n
 sin��k� n
�

$ lim
n��	�

n
 sin
�k�n
�
n


� lim
n��	�

n

�k�n
�
n


$ �k����

Donc

lim
n��	�

�
�� & ��

n
 sin��k� n
�
l

�� ��
n
� sin� ��k� n
�

l�

$ �
��& ��

�k���

l

�� ��
��

k���

l�

�

Comme la fonction tangente est continue sur l�intervalle consid�er�e

tan�n
��k� n
� � k�� �� tan��k��� � k�� lorsque n
 ����

Et 
nalement� on a

tan��k���� k�� $ � �� & ����k����l�

�� �����
k����l��

� �D�����

�k��� est solution de l��equation D	�	� qui comme l��equation D	�	� admet une
solution unique dans l�intervalle associ�e �a k� �k� � ���� k� & ����	 Il y a donc
unicit�e du point d�accumulation	 �k��� est la limite unique de la suite ��k�n��n	
Pour n grand on a

n��k� n� � �kl

� �kh

o�u �k est solution de l��equation �	�	�	 Ceci vient du fait que les �equations D	�	�
et �	�	� sont �equivalentes	
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Les p�oles du syst�eme �valeurs propres de Ad� sont donc

p $ �a�h���

$ ��a�h���cos �� ��

$ ��a
�
sin�����

h

��

$ �a�
�

h�

$ �a��
k

pour n grand� soit pour � petit �car ���� & k� � n� � ��� & k��	

On retrouve donc exactement les premi�eres valeurs propres du syst�eme� pourvu que
l�ordre de discr�etisation soit assez grand	 C�est pourquoi le syst�eme D	�	" de n& �
�equations di��erentielles du premier ordre en t peut �etre utilis�e directement �a des

ns de simulation	



Annexe E

A propos des cordes vibrantes

E�� Discr�etisation spatiale

Nous allons d�erouler ici les calculs permettant de d�eterminer la r�ealisation et le
spectre associ�e au syst�eme obtenu par discr�etisation du syst�eme �	�	� repr�esentant
les cordes vibrantes	

Pour discr�etiser ce probl�eme en espace� par une m�ethode de di��erences 
nies� on

�etablit un maillage de pas
�

N & �
avec N entier � �	 Le pas h est destin�e �a tendre

vers  	 En notant zi une approximation de la solution en �xi $ ih�� not�ee ��xi�� on
approche

��
��

�x�
�ih� t� par

�zi�� & �zi � zi��
h�

�t��

La discr�etisation la plus naturelle consiste �a trouver des nombres zi� � � i � N &�
solutions de

���������������

���������������

�Z�t� & �zi���t� & �zi�t� � zi���t�

h�
$ u�ih�� � � i � N t �  

z��t� $  � zN �t� $ zN���t�� t �  

zi� � $ u��ih�� � � i � N

�zi
�t

� � $ u��ih�� � � i � N

o�u

Z $

�
BBBB�
z�
z�
			
zN

�
CCCCA
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est le vecteur d��etat correspondant �a cette discr�etisation spatiale	
On peut encore �ecrire ce qui pr�ec�ede sous la forme

�������������

�������������

�Z $ AZ & U�t�� t �  

z��t� $  � zN �t� $ zN���t�� t �  

zi� � $ u��ih�� � � i � N

�zi
�t

� � $ u��ih�� � � i � N

�E�����

o�u

U�t� $

�
BBBB�

u�h� t�
u��h� t�

			
u�Nh� t�

�
CCCCA et A $

�

h�

�
BBBBBB�

�� �
� �� �

	 	 	 	 	 	 	 	 	

� �� �
� ��

�
CCCCCCA
�

Dans notre cas la commande est ind�ependante de l�espace � on prendra U�t� $
Bu�t�� o�u B est une matrice de commande ind�ependante du temps	 On prendra
comme matrice d�observation C $ #BT 	
Par la suite on consid�erera la matrice h�A que par abus de notations on continuera
�a appeler A	 A est r�eelle sym�etrique d�e
nie n�egative et diagonalisable	
Diagonalisons A	 Soit 
 une valeur propre de A	 Alors

Az $ 
z

$�
��

��
z� $  
zi�� � �zi & zi�� $ 
zi
zN�� � zN $ 
zN

Comme zN $ zN�� on peut �ecrire E	�	�

zN�� � �zN & zN�� $ 
zN

donc

Az $ 
z

soit zi�� � �zi & zi�� $ 
zi� � � i � N

ou encore
�
zi��
zi

�
$
�

& � ��
�  

��
zi
zi��

�

D�o�u par r�ecurrence �
zi��
zi

�
$
�

& � ��
�  

�i �
z�
z�

�
� �E�����



Discr�etisation spatiale ���

Posons H $
�

& � ��
�  

�
	

On diagonalise H	 Ses deux valeurs propres �� et �� v�eri
ent l��equation

s� � �� & 
�s & � $  �

La matrice de passage est

p $
�
�� ��
� �

�

et

H $ pdp���

o�u

d $
�
��  
 ��

�
et p�� $

�

�� � ��

�
� ���
�� ��

�
�

En injectant ceci dans E	�	� on obtient

p��
�
zi��
zi

�
$ dip��

�
z�
z�

�
�

La r�esolution de ce syst�eme conduit �a

zi�� $
�i��� � �i���

�� � ��
z��

comme zN�� $ zN �

�N��
� � �N��

� $ �N� � �N� �

D�autre part on a

�� &
�

��
$ �� &

�

��
�

Donc

�N��
� � �N��

� $ �N� � �N�

soit �N�� � ��N�� $ �N � ��N

ou encore �� � �����N�� & �� $  

On en d�eduit les solutions

��

��

� $ �� 
 $  

ou � racine ��N & ��
eme de � � � � $ exp

�
i���k � ��

�N & �

�
k � f�� 	 	 	 �Ng�
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D�o�u


k $ �&
�

�
� �

$ �� sin�
�
�k � �

�N & �

�

�

�
k � f�� 	 	 	 �Ng


k d�ecro��t de  �a �� lorsque k augmente	 Donc A est semblable �a la matrice
diagonale�

D $

�
�� sin�

�
�k � �

�N & �

�

�

��
k�f������Ng

�

D�eterminons la matrice de passage P 	 Comme c�est la matrice de passage d�une
matrice sym�etrique A� elle est orthogonale	
Le vecteur propre �vk associ�e �a la valeur propre 
k est donn�e par

�vk $

�
B�
zk�
			
zkN

�
CA

o�u zkj $
�j��k � �j��k
�k� � �k�

z�	 On peut choisir de ne pas tenir compte du terme constant

z�
�k� � �k�

	 Les composantes de �vk sont alors

zkj $ �j��k � �j��k

$ �i sin
j��k � ��

�N & �
��

On choisira 
nalement

zkj $ sin
j��k � ��

�N & �
��

Donc la matrice de passage P est

P $

�
sin

j��k � ��

�N & �
�

�
��j�k�N

�

Pour normaliser P on calcule k�vkk ce qui nous conduit au r�esultat

k�vkk� $ �N & �

�
�

Comme

PP T $
�N & �

�
Id�

�Rappelons qu�ici A est en fait h�A donc A est en r�ealit�e semblable �a D�h�� Les valeurs propres
associ�ees sont alors �k�h

� � �k�N � ����
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on choisit comme matrice de passage� la matrice orthonorm�ee

�p
�N & �

P�

On a

A $
�

�N & �
PDP T �

Si l�on consid�ere le nouveau vecteur d��etat

� $
�p

�N & �
PZ

alors on a le syst�eme suivant����

����

�� $
�

�N & �
PAP T� &

�p
�N & �

PBu�t�

Y $
�p

�N & �
#BTP T �

Soit ����

����

�� $ D� &
�p

�N & �
PBu�t�

Y $
�p

�N & �
� #PB�T ��

Posons �D $ 3� et B $
�p

�N & �
PB	 Le syst�eme discr�etis�e s��ecrit alors sous la

forme �
�� &3�� $ Bu�t�
Y $ #BT ��

E�� Les grammiens du syst�eme discr�etis�e et re�

lax�e

On va d�erouler ici le calcul permettant d�acc�eder aux grammiens associ�es au syst�eme
r�esultant de la discr�etisation et de la relaxation du probl�eme des cordes vibrantes	
Pour ce faire� on s�est inspir�e de l�approche propos�ee dans �Wil � �	

E���� Le calcul

D�eterminons le grammien de commandabilit�e	
Soit Wc le grammien de commandabilit�e associ�e au syst�eme �A�B� C�	 Wc est solu

tion de l��equation de Lyapunov

AWc &Wc
#AT & B #BT $  � �E�����
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Si on exprimeWc en termes de matrices blocks ����� W kl
c l��equation E	�	� devient

AkW
kl
c &W kl

c
#Al
T
&Bk

#Bl
T
$  �

On note

W kl
c $

�
w�� w��

w�� w��

�
�

E	�	� devient���� � #�k
�k  

��
w�� w��

w�� w��

�
&
�
w�� w��

w�� w��

����� #�l
��l  

�
&
�
bTk
 

�
� bl  � $  

soit le syst�eme �

����

����
���w�� ��lw�� � #�kw�� $ �bTk bl
#�lw�� ���w�� � #�kw�� $  
�kw�� ���w�� ��lw�� $  

�kw�� &#�lw�� $  

La r�esolution de ce syst�eme conduit aux solutions����������������������

���������������������

w�� $ ����l #�l & �k #�k�
bTk bl
dkl

w�� $ #�l��l #�l � �k #�k�
bTk bl
dkl

w�� $ ��k��l #�l � �k #�k�
bTk bl
dkl

w�� $ ���k #�l
bTk bl
dkl

o�u
dkl $ ��k #�k � �l #�l�

� & �����k #�k & �l #�l��

W kl
c $

bTk bl
dkl

�
����k #�k & �l #�l� #�l��l #�l � �k #�k�
��k��l #�l � �k #�k� ���k #�l

�
�E	�	��

et
Wc $ �W kl

c ���k�l�N �

On v�eri
e les conditions suivantes��

��
w���l� k� $ #w���k� l�
w���l� k� $ #w���k� l�
w���k� l� $ #w���l� k��
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Remarquons qu�il peut �etre int�eressant de donner l�expression des grammiens en
fonction des ��

k pour avoir des conclusions sur leur comportement suivant le rap

prochement des fr�equences	

Introduisons la matrice

P $

�
BBBBBBBB�

�
��

�
		 	

��

�
CCCCCCCCA

de dimension ��N � �N�	

P v�eri
e

� P � $ Id�

� P #AP $ AT o�u #A est le complexe conjugu�e de A de dimension ��N � �N��
soit A $ P #ATP 	

Le grammien d�observabilit�e Wo est solution de l��equation de Lyapunov

#ATWo &WoA& #CTC $  � �E�����

En exprimant A en fonction de P l��equation E	�	� devient

PAPWo &WoP #ATP & #CTC $  �

En multipliant �a droite et �a gauche par P on obtient

APWoP & PWoP #AT & P #CTCP $  �

Comme
CP $ C et � #CP �T $ #CT

on a

#APWoP & PWoP #AT & #CTC $  � �E	�	��

On peut donc d�eduire Wo de Wc au vu des �equations E	�	� et E	�	� � Wo a la m�eme
expression queWc dans E	�	� �a cela pr�es que les termes de la diagonale �secondaire�
�de pente 
�� changent de signe	

En e�et

PW kl
o P $

cTk cl
dkl

�
����k #�k & �l #�l� �#�l��l #�l � �k #�k�
�k��l #�l � �k #�k� ���k #�l

�
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Soit

W kl
o $

cTk cl
dkl

�
����k #�k & �l #�l� �#�l��l #�l � �k #�k�
#�k��l #�l � �k #�k� �� #�k #�l

�
�E	�	��

et
Wo $ �W kl

o ���k�l�N �

E���� Remarques pour simpli�er l�impl�ementation de ce

calcul

Grammien de commandabilite Wc�

� termes diagonaux�

dkk $ ��"���k #�k

W kk
c $ � bTk bk

�"���k #�k

�
���k #�k  

 ���k #�k

�

$ �b
T
k bk
��

�
�  
 �

�

� sym�etrie�

dlk $ ��l #�l � �k #�k�� � �����l #�l & �k #�k�
$ dkl�

W lk
c $

bTl bk
dkl

�
����l #�l & �k #�k� � #�k��l #�l � �k #�k�
�l��l #�l � �k #�k� ���l #�k

�

$ � #W kl
c �T �

Grammien d�observabilit�e Wo�

� termes diagonaux�

dkk $ ��"���k #�k

W kk
o $ � cTk ck

�"���k #�k

�
���k #�k  

 ���k #�k

�

$ �b
T
k bk
��

� ��l #�l � �k #�k� ���l #�k �

$ � #W kl
o �T �
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On est dans le cas particulier o�u pour simpli
er� l�on a suppos�e que le syst�eme a
des capteurs et des actionneurs colocalis�es� soit que�

C $ #BT �

Dans ce cas�
#CTC $ B #BT

et
PWoP $ Wc�

Il su�t donc de conna��tre l�un des deux grammiens pour d�eduire l�autre	
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R�esum�e

L�objet de cette th�ese est d��etudier l�applicabilit�e de la m�ethode d�approximation ra�

tionnelle en norme de Hankel �a des syst�emes dynamiques lin�eaires de dimension d��etat

in�nie� On illustre par trois exemples concrets les possibilit�es d�utilisation des techniques

d�approximation d�evelopp�ees ces derni�eres ann�ees� notamment par Curtain� Glover et

Partington� Les exemples choisis repr�esentent des ph�enom�enes d��evolution d�ecrits par des

�equations aux d�eriv�ees partielles� par rapport au temps et aux variables d�espace� Il s�agit 	

� d�un probl�eme de di
usion de chaleur� de type parabolique� pour lequel les techniques

d�approximation s�adaptent assez directement�

� de deux probl�emes hyperboliques d�ecrivant l��evolution d�une poutre en �exion et en

torsion� pour lesquels une m�ethode originale appel�ee 
relaxation� a �et�e mise au point 	

pr�ealable �a l�approximation de Hankel� elle permet son application lorsque les p�oles

associ�es au syst�eme hyperbolique croissent su�samment rapidement�

Mots�cl�es 	 Mod�elisation� op�erateur de Hankel� op�erateur nucl�eaire� valeurs

singuli�eres� approximation rationnelle� syst�eme lin�eaire de dimension in�nie�

syst�eme parabolique� syst�eme hyperbolique

Abstract

The purpose of this thesis is to study the availability of rational Hankel approximation

methods as applied to in�nite dimensional linear systems� Three concrete examples illustrate

the possibilities of application of the approximation techniques which have been developed

the late years� namely by Curtain� Glover and Partington� The selected examples describe

evolution phenomena given by distributed parameter systems� We intend to study 	

� a parabolic system� representative of a problem of heat di
usion� for which approxi�

mation techniques can be applied almost directly�

� two hyperbolic systems modelling an undamped �exible beam and the torsion of

a beam� in these cases an original method called 
relaxation� has been developed 	

preceeding the Hankel approximation� it allows its application when the rate of growth

of the poles associated with the hyperbolic system is su�ciently high�

Keywords 	 Mod�elisation� Hankel operator� nuclear operator� singular values�

rational approximation� in�nite dimensional linear system� parabolic system�

hyperbolic system


