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Introduction

Un souhait légitime lorsque I’'on observe un phénomene physique réel avec lequel
on désire interagir est d’en élaborer un modele. Il existe pour ce faire essentiellement
deux approches : on peut supposer quun modele exact du systeme réel existe. Il
est souvent nécessaire de le simplifier, soit de le réduire, pour l'exploiter. Il s’agit
du cadre de 1’étude réalisée dans sa these par [Mic 79]. Le lecteur intéressé par
une bibliographie assez complete sur les méthodes de réduction alors utilisées s’y
reportera. On évoquera ici les plus connues, et en particulier les méthodes modales
car elles interviendront dans certaines des applications développées par la suite.

Mais la connaissance d’un modele exact pour le phénomene observé peut
paraitre irréaliste. C’est pourquoi, une seconde approche suppose que 'on ne peut
de toutes facons qu’approximer le systeme physique réel. Elle procede alors de
I'identification, probleme classique en automatique qui tente de répondre a des
préoccupations plus générales, a savoir représenter des systemes physiques concrets
dont on ne connait pas a priori de modele réel. Ceci nous permettra d’introduire les
méthodes d’approximation rationnelle au sens d’une norme, auxquels le probleme
d’identification est lié¢, comme cela est fait par [Bar 87a] et ses références. Plus par-
ticulierement, nous évoquerons la méthode d’approximation au sens de la norme de
Hankel, approximation initiée par un résultat de [AAK 71| et qui fait 'objet de ce
mémoire.

Ainsi, quel que soit le type de méthode choisie, la réduction apparait comme
une étape naturelle a la représentation des systemes. De plus, disposer d'un modele
réduit présente des intéréts multiples parmi lesquels :

e la possibilité de pallier a des difficultés d’ordre numérique lorsque le systeme
est de dimension élevée et que 'on veut utiliser le modele a des fins de simu-
lation;

e permettre 'extension de méthodes d’automatique comme la commande, le
filtrage ... On peut ainsi évoquer le controle robuste des grandes structures
flexibles, (par exemple les appendices utilisées pour les satellites (panneaux
solaires, antennes,. .. )) dont la premiere étape consiste en une approximation

L* ([Cur 87]).
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Les méthodes de réduction des systemes complexes que nous présentons main-
tenant partent de I’hypothese qu'un modele mathématique linéaire donnant une
description détaillée du processus est connu. Le but recherché, par une procédure
d’approximation, est alors de déterminer un autre modele linéaire de dimension finie
inférieure a celle du précédent, qui soit une représentation satisfaisante du systeme.

Il existe une palette de méthodes qui permettent de réaliser une telle approxima-
tion [Mic 79]. Leur utilisation est plus justifiée par les bonnes performances qu’elles
permettent d’obtenir plutot que par leur assise théorique. Ainsi il existe principale-
ment deux fagons d’aborder le probleme.

La premiere approche consiste a calculer un modele réduit dont le développement
coincide avec celui du modele mathématique représentant le systeme jusqu’a un
certain degré. Cette approche regroupe les méthodes modales et les méthodes
d’approximation de Routh ou de Padé. [Sha 75,GLP 91]

Une autre solution plus rigoureuse, mais numériquement plus lourde, consiste a
définir une mesure caractérisant ’erreur commise en réduisant la dimension du
modele et a calculer un modele réduit qui minimise cette mesure.

Plus particulierement, décrivons ici les fondements des méthodes modales. Elles
consistent & exploiter la relation entre les modes (ou spectre des valeurs propres du
systeme) et le comportement du systeme auxquels ils sont associés. Ainsi ’approche
modes dominants, classique en réduction consiste a séparer les modes du systeme
en deux groupes :

e les modes dominants qui sont conservés dans le modele réduit;
ce groupe est habituellement constitué par les modes instables (valeurs propres
ou poles & partie réelle positive) et par les modes les plus lents (valeurs propres
a partie réelle négative les plus proches de lorigine),

o les modes les plus rapides qui sont négligés.

Il apparait clairement que le modele réduit va dépendre des choix retenus pour la
sélection des modes.

Dans [Mic 79], une méthode plus élaborée est utilisée : 'agrégation linéaire de vari-
ables d’état, qui consiste a imposer une relation linéaire entre les états du systeme
et du modele réduit. Ainsi, certaines propriétés du systeme original sont conservées
par le modele agrégé comme par exemple la commandabilité. De plus le choix des
modes a conserver est établi conformément a des criteres déduits de 1’étude :

— de I’énergie associée a chaque mode :
on calcule les contributions énergétiques apportées par chaque mode dans la
sortie du systeme et on en réalise une classification par ordre d’importance
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décroissante; on retire de cette classification les modes successifs dont la con-
tribution s’annule (du fait de signes opposés);

— de certaines propriétés du régime asymptotique :
des erreurs peuvent étre commises si l'on ne tient pas compte des discon-
tinuités introduites par certains modes rapides, le classement précédent les
anihilant totalement. Il faut donc effectuer certaines corrections. Celles-ci
étant faites, on dispose d’'un classement des modes suivant leur contribution
énergétique.

On retient alors les modes réellement dominants selon cette derniere classification.
Il arrive que cette dominance soit claire mais souvent le choix des modes s’avere dif-
ficile. Certains, comme il est souligné dans [Hug 87], pensent, de maniére excessive
nous semble-t-il, que I'idée de mode est par essence une idée mathématique et qu’il
est fortement improbable qu’aucune structure réelle ne vibre exactement de telle
sorte que ses points bougent a 'unisson. Il faut cependant reconnaitre que pour
certaines structures, notamment mécaniques, 'idée du mode est souvent bonne,
spécialement pour les modes les plus lents et que cela justifie en partie le principe
d’approximation qui les utilise. En revanche, ’adéquation entre la théorie et la pra-
tique pour les modes rapides est moins claire. Aussi, quelle que soit la méthode
de classification choisie, il existera un litige sur le bien-fondé de la dominance d’un
mode par rapport a un autre.

Ceci permet de conclure provisoirement qu'une hypothese de connaissance du
modele (qui implique la connaissance de 'ordre du modele en dimension finie) non
seulement est simpliste car éloignée de la réalité physique (il ne semble pas possible
de décrire exactement un phénomene physique par des équations mathématiques)
mais n’aboutit méme pas a la détermination d’un approximant optimal. Autant de
raisons pour recourir au type d’approximation que nous présentons dans le para-
graphe suivant qui ne suppose pas la connaissance du modele réel et qui de plus est
optimal.

Voyons ici comment le probleme de la réduction de modele est lié a une
procédure, classique en automatique, appelée 'identification. Identifier un systeme
physique concret, soit le décrire par un modele qualitatif, est un pré-requis pour
la résolution des problemes d’automatique de commande ou d’estimation. Il existe
de nombreux algorithmes permettant de répondre a ces questions dans le cas de
systemes rationnels, la résolution étant encore simplifiée lorsque la dimension de
I’état, que 'on appellera ordre du systeme, ne dépasse pas un certain entier n. Ceci
explique donc l'aspect attractif des modeles rationnels. Désormais, réduction de
modele et approximation rationnelle seront des notions confondues.

Mais ceci débouche sur un écueil lors des procédures d’identification classiques.
Car si I'on suppose que les mesures effectuées sur le systeme physique proviennent
d’un modele rationnel, se pose alors le probleme délicat de la détermination de son
ordre. En général, cet ordre dépend du nombre de mesures réalisées sur le systeme
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physique. Et pour obtenir un modele d’ordre peu élevé, il est nécessaire d’abaisser
artificiellement cet ordre par des méthodes souvent peu maitrisées. Simplicité et
fidélité se retrouvent alors situées aux antipodes.

Pour pallier a cela, une approche nouvelle des problemes d’identification
émerge depuis quelques années. Elle consiste, comme 'explique [Bar 87al, a rejeter
I’hypothese peu réaliste de 'exactitude du modele : les données proviennent d'un
systeme pas forcément rationnel. Quant a ’ordre, il n’est plus considéré comme une
quantité a déterminer mais représente un parametre du probleme. Trés précisément,
on recherche un modele rationnel qui soit le plus “proche” du systeme physique
et dont 'ordre ne dépasse pas un certain entier n. Il faut alors expliciter le sens
mathématique donné a “proche” : en plongeant le systeme a identifier et I’ensemble
des modeles rationnels dans un espace vectoriel normé. On a ainsi posé le probleme
en terme d’approximation rationnelle dans un espace vectoriel normé, et on dispose
d’une mesure objective de 'erreur faite en identifiant le systéme a son modele. On
peut en fonction de cette donnée, faire varier I'ordre de 'approximant.

Il existe alors plusieurs types d’approximations rationnelles intéressants du point de
vue de I’Automatique, et dont certains sont mentionnés en annexe A, qui différent
par la norme au sens de laquelle le probleme d’approximation est posé.

Nos travaux se sont concentrés sur l'étude de 'approximation au sens de la
norme de Hankel, pour laquelle 'erreur & minimiser est définie par

it aup I =0l
A T

ou y représente la sortie du systeme initial, y, celle du systeme réduit d’ordre r et

ol u représente toute entrée bornée pour la norme L. On peut également poser ce

probléme d’approximation en terme d’opérateur de la facon suivante!

Soit h € LY(0,00,IR”*™) la réponse impulsionnelle du systéme initial de dimen-
ston finte. Supposons que h ait pour opérateur de Hankel associé T' de rang n < oo.
Il s’agit de trouver un opérateur 'y de rang fini k < n, parmi tous les opérateurs
de Hankel Ty, de rang k qui minimisent |I' — T'y||, ot la norme de Hankel || || est
la norme induite sur Uespace des opérateurs linéaires bornés de L*(0,00,IR™) dans

L?*(0, 00, IR?).
On sait effectivement calculer le meilleur approximant au sens de la norme de
Hankel pour les systemes de dimension finie [AAK 71,Glo 84,KLi 81,Enn 84]. Les

résultats obtenus ainsi ont abouti a diverses applications pour des problemes de
conception et de controle (par exemple voir [Fra 86]).

Notre étude concerne 'application de cette méthode d’approximation optimale
a la réduction des modeles de dimension infinie. S’il existe alors des résultats

e premier chapitre de ce mémoire devrait permettre d’éclaircir cet énoncé pour le lecteur peu
familier avec les notions qu’il invoque.
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théoriques permettant de généraliser certains résultats du cas fini [GCP 88,Bon 91],
ils concernent des systemes particuliers et leurs applications restent délicates voire
meéme ardues. Ainsi seule 'approximation au sens de la norme L™ de systemes
de dimension infinie qui utilise une technique alliant 'approximation optimale de
Hankel et une troncature (d’une réalisation particuliere du systeme (dans la base
d’équilibre ou a sortie normale) ou d'une décomposition modale ...) donne des
résultats pratiques intéressants.

Le principal objectif de ce travail a été de chercher a généraliser ces résultats a
de nouveaux types de systemes de dimension infinie. Ainsi, on a montré que pour
des phénomenes d’évolution décrits par des équations aux dérivées partielles, par
rapport au temps et aux variables d’espace, il était possible, en adaptant cette
méthode, d’obtenir et de caractériser des modeles réduits.

Avant de présenter 1’étude en elle-méme, il nous a semblé nécessaire de con-
sacrer une partie a des rappels théoriques, afin d’expliciter en quoi consistait la
méthode d’approximation au sens de la norme de Hankel. En effet, elle s’articule
autour de l'utilisation des opérateurs de Hankel et il est intéressant de voir com-
ment ces opérateurs, définis dans un cadre mathématique abstrait, permettent la
représentation des systemes dynamiques tels qu’ils sont définis par "automaticien.
Cela est exposé dans le premier chapitre de ce travail, qui ne contient pas de résultats
originaux, mais dont l'objectif principal est de motiver la suite. Le deuxieme
chapitre de cette partie donne alors les fondements de 'approximation au sens
de la norme de Hankel.

Puis dans une seconde partie, on présente les résultats que 'on a établis concer-
nant approximation de systemes de dimension infinie. Cela a travers deux types de
problemes d’évolution : un probleme de diffusion de chaleur, de type parabolique,
pour lequel la méthode d’approximation s’adapte assez directement; deux problemes
hyperboliques décrivant 1’évolution d’une poutre en flexion et en torsion, pour
lesquels une approche dite de “relaxation”, préalable a ’approximation, a été mise
au point.
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Chapitre Premier

Introduction aux opérateurs de

Hankel

La maniere la plus intéressante de présenter les opérateurs de Hankel consiste a les
considérer lorsqu’ils agissent sur certains espaces de fonctions analytiques, notam-
ment sur les espaces de Hardy.

Aussi allons-nous dans un premier temps présenter le cadre mathématique auquel
nous ferons référence tout au long de ce travail. Nous aborderons ainsi, la théorie des
fonctions. Puis, nous rappellerons certaines propriétés des opérateurs définis sur un
espace de Hilbert. Nous nous sommes pour cela inspirés de ’approche utilisée par
J.R. Partington dans [Par 88]. On pourra également se référer a [Dur 70,Gar 81]
pour ces résultats.

Forts de ces éléments théoriques mathématiques, on définira alors les opérateurs
de Hankel et on établira leur lien avec la représentation des systemes dy-
namiques. On cherchera alors a donner une interprétation des valeurs singulieres
associées a 'opérateur de Hankel, dont on mesurera 'importance pour la méthode
d’approximation exposée par la suite.

1.1 Préliminaires

1.1.1 Les espaces de Hardy

Soit T le cercle unité, U (resp. U) le disque unité ouvert (resp. fermé). On
représentera par z la variable du plan complexe C.

On désigne par L*('T) l'espace des fonctions mesurables sur le cercle T, paramétrisé
par {e'; 0 < 0 < 27} avec la norme

171 = (5= [ |f(ef9)|2de)1/2 c o

2w
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ou l'on identifie deux fonctions si elles sont égales presque partout. Rappelons que
{ei"? | n € Z} forme une base orthonormale de L?(T).

De maniere similaire L>('T) est lespace des fonctions mesurables et essentiellement
bornées sur T avec

| £lloc = esssup |f(e”)] < o0

ou sont négligés les ensembles de mesure nulle lors de la détermination du sup
essentiel.

Remarquons que z" est analytique dans U pour n > 0. Les espaces de Hardy
permettent d’établir un lien entre les espaces L*(T) et L*(T), et les fonctions
analytiques sur le disque.

Ainsi, on désignera par H, (resp. H; ) lespace des fonctions analytiques dans U
(resp. dans le complémentaire de &), nulles & I'infini pour Hy, prenant des valeurs
réelles pour les valeurs réelles de la variable et telles que 1'on ait

sup (resp. sup) ( L /027T |f(rei€)|2d9)1/2 < 00 (1.1.1)

r<1 r>1 27

Tout élément de H, (resp. de Hi") peut s'écrire sous la forme »_ f,z", (resp.
0

-1
E faz"), série géométrique dont le rayon de convergence est au moins 1.
— 00

Voyons comment on identifie les espaces de Hardy H, et Hy & des sous espaces de

L*(T). Soit f € Hy (resp. f € Hy) donnée par
f(z) =>_ f.2" (resp. ifnzn) .

On montre alors (par exemple [Dur 70]) que le sup de (1.1.1) est égal & Y _|f.|*

quantité qui est donc finie, de sorte que l'on peut définir || f||3, = > | fal? et con-
0
sidérer Hy en tant qu’espace de Hilbert avec la base orthonormale {2, 0 < n < oo}

et comme un sous espace fermé de L*(T). Un raisonnement similaire conduit aux
mémes conclusions pour Hy . De plus on montre que dans (1.1.1) le sup pour r < 1
(resp. pour r > 1) est aussi la lim lorsque r — 1.

On peut également montrer 'existence d’un opérateur J défini de
Hy; — L*(T) (resp. de H — L*(T))

isométrique, qui assigne a une fonction f € Hy (resp. f € Hy ), une fonction
f € L*(T) définie presque partout comme la limite radiale de f comme énoncé
dans la proposition suivante
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Proposition 1.1

Si f(w) = a,w" € Hy alors pour |w| <1,
0

flw) = L /| 1(z) dz  (formule de Cauchy)

27 Jzl=1 2 — w

ot f est le prolongement de f & T en prenant la limite au sens L2 des fonctions

N
fn(z) = Z a,z".

Donc J prolonge f en f sur le disque fermé en lui assignant des valeurs a la frontiere.
On peut alors identifier f et f et définir f par la suite des coefficients de Fourier
associée a f

H, (resp. Hy) s’identifie alors au sous espace de L?(T) dont les coefficients de
Fourier d’indice strictement négatifs (resp. positifs) sont nuls. On verra que ceci
est interprété dans le cadre des systemes dynamiques, comme représentatif d'un
systeme anticausal, soit défini pour un temps ¢ négatif (resp. systeéme causal).

De méme, on définit H,, (resp. HL) comme l'espace de toutes les fonctions analy-
tiques et bornées sur le disque unité ouvert U (resp. dans le complémentaire de /)
avec la norme

[f]lee = sup [f(2)].

|z|<1

H.. (resp. HL:) est un espace de Banach que 'on peut identifier au sous espace
fermé de L*(T) dont les coefficients de Fourier d’indice strictement négatifs (resp.
positifs) sont nuls.

Considérons maintenant les fonctions analytiques dont le domaine est un demi plan
au lieu d’étre un disque; la relation entre le disque et le demi plan est donnée par
l'opérateur de Mobius isométrique associant les fonctions analytiques dans le demi
plan droit C; = {s € C; Re(s) > 0} aux fonctions analytiques dans U, et défini

par :

1—s

M SE@+|—>M3:1 =zel.

4+ s
On peut noter que pour ce qui est des systemes dynamiques, cet opérateur permet
le passage du temps discret au temps continu.

Définissons alors les espaces de Hardy sur le demi plan droit C;. H.(Cy)
(resp. Hy(CL)) est lespace des fonctions G analytiques et bornées dans C; avec

+ oo
G licie) = 5up G (resp. Gl = sup ([ (Gl + i) Py’ < o)

Il existe des isométries injectives entre les ensembles suivants :

Hy(C,) — L*(iR) et Hoo(Cy) — L=(iIR).
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Dans le cas ou les espaces de Hardy sont définis sur ¢/, on a mis en évidence les iso-
morphismes entre ces espaces de Hardy et [? par utilisation des séries de Fourier. De
méme, dans le cas ou les espaces de Hardy sont définis sur C et grace a 'opérateur
de Mobius et a la transformée de Laplace on exhibe les isomorphismes avec L*(IR).
Ainsi, on peut récapituler les différents isomorphismes reliant ces espaces.
Considérons 'espace de Hardy H, défini sur &. On note I3 = [*{0,1,2,...}. On a
alors un isomorphisme entre I3 et H, en associant a la suite (f,) de 3 Iélément
Yoo faz" de H,.

On a également un isormorphisme entre I3 et le cojugué de Hs, soit Hj, par asso-
ciation de (f,,) a 3557 fuz™'7".

Par conséquent on peut définir 'isomorphisme :

T . H,— HE
f(z) — (1/2)f(1/2)
De la méme fagon on peut définir un isomorphisme entre L*(0,+o00) et Hy(C).

Dressons ici un schéma des différents isomorphismes reliant ces espaces :

Espace de Hardy définis sur et a 'extérieur du disque unité

L¥T) = H} B H,

i} |} |}
2(Z) = P{..-2,-1} @ P2{0,1,2,...)

causalité anticausalité

Espaces de Hardy définis sur les demi-plans complexes

[3(R) = H(C.) & HyCy)
(i (i
IAR) = L¥-00,0) & L0, +00)

Parce que les méthodes de réductions que nous étudierons sont exploitables princi-
palement lorsque les opérateurs de Hankel sont compacts, nous allons maintenant
rappeler quelques propriétés des opérateurs compacts.

1.1.2 Opérateurs définis sur un espace de Hilbert

Dans tout ce qui suit ([Par 88]) les opérateurs sont supposés continus, les espaces
de Hilbert sont définis sur C.

Soit H un espace de Hilbert muni du produit scalaire noté ( , ), T un opérateur
de H — H linéaire.

La norme de 'opérateur est définie dans H par :

1T} = sup {IT[|/[l]], « # 0}
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Si T est un opérateur compact, il admet une décomposition dite de Schmidt,
intéressante car elle introduit la notion de valeurs singulieres, notion primordiale
pour notre probleme d’approximation comme on le verra dans ce qui suit. Ainsi,
lorsque T est compact, il existe des suites orthonormales (u;) et (v;) pour ¢ > 1 et
des scalaires o; décroissant vers 0 tels que

o0

Tr = Zai(:p,ui)vi.
1
Les o0; sont les valeurs singulieres (parfois nommeées nombres d’approximation ou
encore valeurs propres généralisées) associées a 'opérateur T'. Les couples (u;,v;)
de vecteurs propres qui leur sont associés sont appelés paires de Schmidst.
Les valeurs singulieres permettent donc d’écrire un opérateur comme la somme
d’opérateurs de rang 1.

Introduisons ici certaines classes d’opérateurs qui s’avéreront d’un grand intérét
pour la mise en ceuvre des méthodes de réduction étudiées. Aussi nous donnons
ici la définition des opérateurs dits de classe C, et plus particulierement celle des
opérateurs Cy et Cj.

Définition 1.1
On dit qu'un opérateur compact T est de classe Cp, (1 < p < 00) s1 et seulement s

o0

Z (TP < oo.

1

En particulier, C7 est la classe des opérateurs nucléaires, Cy est la classe des
opérateurs de Hilbert Schmadt.

De plus, on peut montrer que C, est un espace de Banach muni de la norme

o0

T, = (3 (TP

1

Pour 'espace C5 on a en plus le résultat suivant :
C5 est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

o0

< S, T >=> (Say, Tay)

1

ou (x) est une base orthonormale et ou la valeur obtenue est indépendante de la
base x) choisie. Cy est donc un espace normé de norme associée :

o0

ISllas = (SISl = (3 (7)1

1

Quant a la norme dans C; elle sera notée :

wmzimm.
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1.2 Les opérateurs de Hankel

Introduisons maintenant les opérateurs de Hankel.
On appellera matrice de Hankel une matrice de la forme

dg a1 a2
ay  az

ag

c’est & dire une matrice {(¢;;);¢,7 =0,...,00} ou les ¢;; dépendent uniquement de
¢ + J, et peuvent donc s’écrire ¢;; = a;1; pour une certaine suite ag, ay, as, . ..

Sous certaines conditions d’admissibilité cette matrice est associée de maniere na-
turelle & un opérateur I' sur ’espace de Hilbert [? des suites de carré sommable et
on a

(Ta); = ) aivjz;
0

pour * = (xg,xy,T2,...) € [*. T est un opérateur de Hankel. On le représentera
aussi par (ag, a1, dz, ....) lorsque aucune confusion ne sera possible.

De maniere similaire, un opérateur de Hankel intégral sur L?*(0,+c0) a la
représentation

Ta(t) = /OOO h(t + s)a(s)ds

de telle sorte que le noyau, h(t + s), depend de la somme des deux variables.

Nous allons dans ce paragraphe voir comment on peut représenter le comportement
d’un systeme dynamique linéaire stationnaire par sa seule matrice de Hankel (ou son
opérateur de Hankel). Nous essaierons également de dégager l'intérét de ce mode
de représentation pour le probleme d’approximation.

1.2.1 Systemes et Opérateurs de Hankel

On adoptera le formalisme classique suivant (comme par exemple dans [FR 74])
pour la représentation des systemes dynamiques de dimension finie :

un systeme dynamique linéaire constant, de dimension n, a p entrées, q sorties est
un triplet de matrices = = { A, B, C'}, ou A est de dimension n X n, B de dimension
n X p, C de dimension ¢ X n.

Les coefficients de ces matrices sont éléments d’un corps K, et = peut représenter,

e un systéme a temps continu :

#(t) = Az(t) + Bu(t)
{ y(t) _ C:L'(t) (1.2.1)
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e un systéme a temps discret :

{ Tpy1 = Azy + Buy

e s (1.2.2)

ou u € K? ('espace des entrées),

x € K™ (Pespace d’état),

y € K7 ('espace des sorties).

La dimension n de 'espace d’état, est appelée la dimension du systeme.

Etant donnée la condition initiale x(0) dans le cas continu, (resp. x¢ dans le cas
discret), on peut écrire la solution du systéme 1.2.1 :

y(t) = Cez(0) + /Ot Cexp A(t — 7)Bu(r)dr , t >0 (1.2.3)

( resp. la solution de 1.2.2: vy, = CA*xo + ZCAk '‘Bu; , k> 0. ) (1.2.4)
I=1

La contribution de 'entrée u a la sortie y, est donc donnée par le produit de con-
volution de u et de la réponse impulsionnelle du systeme CeA'Be(t) olt e(t) est

I’échelon de Heaviside (resp. C A'B).

Les dérivées successives en 0 du noyau analytique Ce** B ou les termes de la suite
du noyau {C' A'B}, donnent une suite de matrices ¢ X p {H;}, (resp. {h;}) telle que :

H =h;=CA"'B pour i =1,2,...

qui sont les parametres de markov du systeme. Ils permettent d’accéder a la des-
cription externe du systeme = puisque celle-ci nécessite

e dans le cas continu, la donnée de la réponse impulsionnelle
At
h(t) = Ce™ Be(t ZHH—I e
soit la donnée de la fonction de transfert

H(s)=C(sI — A)'B = ZHS_Z,

e dans le cas discret, la donnée de la fonction de transfert
H(z)=C(:I-A)'B= thZ

soit la donnée de la suite {h;} qui définit la réponse impulsionnelle du systeme,
c’est a dire telle que

y; = h>|<u Z:hu]Z
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La donnée de la matrice Hankel infinie, notée I' et définie par

by hy  ha
hy s
T{H(z)} = .

hs
permet donc de caractériser complétement =.

1.2.2 Le résultat de Nehari : opérateur et symbole

Nous allons introduire la notion de norme de Hankel, qui grace a un résultat fonda-
mental de Nehari [Neh 57], (exposé ci aprés) procure une mesure significative des
fonctions de L*(T). Cependant, et c’est ce qui la différentie de la norme de L*(T),
comme la norme de Hankel de toute fonction de H,, est nulle, on la considere seule-
ment comme une semi norme : ainsi, deux fonctions de L*(T), identiques & une
fonction de H., pres ont la méme norme de Hankel.

Donc lorsque 'on utilise la norme de Hankel, on doit tenir compte du fait que
I'on néglige “l'effet” d’une fonction additive de H.,. Or ceci ne constitue pas un
inconvénient sérieux en général. En effet, lorsque 'on étudie les systemes linéaires
dynamiques, on suppose que ces systemes sont causaux, c’est a dire définis a partir
d’un temps t > 0. Or ceci revient a supposer que leur fonction de transfert pour
le cas mono entrée, mono sortie, appartient & HE. La projection de la fonction
transfert sur H,, est soit constante soit nulle. Aussi, la norme de Hankel devient
pour ce type de systemes une mesure significative.

D’autre part, 'importance de cette norme dans le probleme de 'approximation
rationnelle vient aussi de ce que le meilleur approximant rationnel (strictement
propre) de degré fixé, de la fonction de transfert d'un systeme linéaire stable avec
une erreur d’approximation donnée peut étre décrit analytiquement. Cette élégante
description analytique est due a un résultat fondamental d’Adamjan, Arov et Krein

[AAK 71].

Considérons le cas ou l'on dispose de la forme matricielle de 'opérateur comme
explicitée ci dessus.

On définit la norme de Hankel comme étant la norme classique associée a un
opérateur et on la notera || |.

Nehari [Neh 57] a introduit un résultat trés important sur la meilleure approxima-
tion rationnelle : il établit 'existence d’une association bi-réciproque :

Opérateur de Hankel borné I' «— fonction de L*(T)

qui conserve les normes, soit telle que ||I'|| = ||f]|c. Cette association est fonda-
mentale car elle permet de traiter indifféremment le probleme d’approximation d'un
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opérateur en norme d’opérateur ou d’une fonction en norme L*. L’opérateur I'(f)
dont l'action est caractérisée par I'(f) = PM;R ou

R : Hy — L* avec R(3 5 anz") =3 az™"
M; : L? — L* avec M;h = fh et
P : L? — Hy avec (7% c,z7) = 307 ¢p2™

définit donc une application linéaire bornée de Hy dans H;. De plus on a
ITCON < 11 flleo-

Théoréme 1.1 (Nehari)
Une matrice de Hankel T' est bornée si et seulement si il existe f € L™=(T) telle que

I'=T(f). De plus il existe fe L>=(T) telle que
ot If = gllee = 1]l = [Tl
Cette quantité est la norme de Hankel de la fonction f que l'on notera

A
£ ll2 = (1T

On introduit alors la notion de symbole associé a 'opérateur de Hankel de la fagon
suivante : une fonction ¢ € L*(T) telle que g, = a; pour (k = 0,1,2,...) est un
symbole associé a l'opérateur de Hankel correspondant & la matrice (ag, ag, ....).
On peut remarquer que : f € Hy = I'(f) = 0.

Des que 'on dispose du symbole associé a un opérateur de Hankel, on peut donc
accéder a sa norme.

Déterminer g correspondant a I' est appelé le probleme de prolongement de Nehari.
Le théoreme qui suit donne une solution explicite a ce probleme, le symbole exhibé
étant unique.

Théoréme 1.2 (Sarason)
SiT': Hy — Hy correspond d la matrice de Hankel (ag, a1, ....) et f € Hy, f n'étant
pas nulle, telle que [|Tf|| = ||T|||f]|, alors il existe un symbole unique g associé d

. . rg . T'f(z)
I, de norme minimale ||g||loo = ||T|| et ol est donné par ¢ = = soit g(z) = .
loll-o = 1] T it alz) = 42

De plus, |g(e'?)| est constant presque partout.

Ce résultat a les conséquences suivantes : il permet de déterminer le symbole associé
a lopérateur de Hankel lorsque la norme de celui-ci est atteinte. Or c’est le cas
lorsque les opérateurs sont compacts.

C’est pourquoi on va regarder pour quelles conditions sur le symbole 'opérateur de
Hankel est de rang fini et compact.

Un théoreme fondamental permet de déterminer le rang de l'opérateur de Hankel :
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Théoréme 1.3 (Kronecker)

(f1, f2,...) détermine un opérateur de Hankel de rang fini si et seulement si f1/z +
fa/2% + ... est rationnelle. Ce rang est égal au nombre de péles de cette fonction
dans le disque {|z] < 1}.

Une interprétation de ce théoreme dans le cadre des systemes dynamiques sera
la suivante : le rang de 'opérateur de Hankel est égal a la dimension du systeme
linéaire auquel il est associé. On en déduit le corollaire :

Corollajre 1.1

g(z) = ngzk détermine un opérateur de Hankel de rang fint si et seulement si

g(z) € HOLO + RH,, ot RH., est l'ensemble des fonctions rationnelles sur H,.

Considérons 'espace normé H.+ C(T) ou H,, est 'espace des fonctions analytiques
sur le disque, et C(T') celui des fonctions bornées et continues sur sa frontiere.
On peut remarquer que comme 7 est un automorphisme de C(T') alors

7:H.+C(T) — HOLO + C(T) est un isomorphisme isométrique.
D’autre part Sarason [Par 88] établit le résultat suivant :
H.. + C(T) est un sous espace fermé de L*(T).

Une condition nécessaire et suffisante pour la compacité de I" est :
Théoréme 1.4 (Hartman)

I = T, est compact <= g € H: + C(T)

1.2.3 Opérateur de Hankel intégraux

Considérons les opérateurs de Hankel intégraux définis sur L*(0, +00). On détermine
a l'aide de la transformée de Laplace, notée *, 'action que de tels opérateurs in-
duisent sur Hy(Cy ) :

Théoréeme 1.5
St h € LY0,400) N L*(0,+00), alors l'opérateur Ty, défini par
Ty : L*(0,+00) — L*0,+00)
u — yu tel que Thu(x) = / h(x + y)u(y)dy
0

a un unique prolongement & un opérateur de L*(0, —I—QO), ou de maniére équivalente
a un opérateur I'y, de Hy(Cy) et [|[Th]] = [|ITh]] < ||A]oo-
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Etant donnée une fonction G(s) € L*(:IR) on dira que l'opérateur
Iy : H — P {G(s)H(—s)}
ou
P_|_ . Lz(l]]_:{) — H2(®+)

est I'opérateur de projection orthogonale, est un opérateur de Hankel sur le demi
plan, (i.e. sur Hy(C;)). Pour relier ceci avec les opérateurs de Hankel sur le disque
(i.e. sur Hy), on utilise I'isomorphisme isométrique V :

V. H,  — Hy(C,)
g > Vg telque (Vg)(s) = 7 '/2g(Ms)/(1+s)
V_l . H2(®+) — H2
G — V7IG tel que (V7IG)(z) = ZFI/QG(MZ)/(l + 2)

ou M est l'opérateur de Mobius introduit au paragraphe 1.1.1.
Théoréme 1.6
Soit G(s) € L*(iIR).

Alors Dopérateur de Hankel déterminé sur Hy(Cy) par G, est équivalent d
DVopérateur de Hankel déterminé sur Hy par la fonction g(z) = G(Mz)/z € L>(T).

On appellera W l'opérateur qui dans ce théoreme associe L*(iIR) a L>(T), avec
(WG)(z) = G(Mz)/=.
Son inverse est
(W™hg)(s) = (Ms)g(Ms).

On peut remarquer que |[WG|. = |G|l et ainsi identifier certains types
d’opérateurs en utilisant YW ou W1,

De ceci se déduisent [Par 88] les formes pour le demi plan des théoremes

o de Nehari

Y

e de Kronecker (rang fini),

e de Hartman (compacité).

1.2.4 Interprétation de ’action de ’opérateur de Hankel

Voyons comment on peut interpréter ’action induite par I' sur une suite causale
comme il est remarqué notamment dans [KLi 81]. Pour cela, replagons nous dans
les hypotheses faites sur le systeme = considéré au paragraphe 1.2.1; on considérera
le cas discret :
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la fonction de transfert (matricielle) du systeme linéaire = est

H(Z) = Zhiz_l = Zh
1

ou {h;, ¢ =1,2,...} est la suite de réponses impulsionnelles (matricielles).

On pose
N

I'(H(z))=T.
Soient n = {n;} ou les n; sont des m-vecteurs et ( = {(;} ou les (; sont des
p-vecteurs, deux suites de /2, telles que
I'n=¢

avec (z) = Y mz7 € 12 et ((2) = 7 Cz7" € I2. Ainsi T transforme une suite
causale en une suite causale.
Sil'on note 1(z) = 372"t € 13 ceci est équivalent a

p-1Zwi(2)] = ((=)

ol p_ représente 'opérateur de projection sur l'espace I3
Cette représentation fonctionnelle Z;, permet d’interpréter I’action de l'opérateur I'
comme la transformation d’une suite anticausale en une suite causale :

Zh . Z_QI_ — 12

Passé Futur

Ainsi, a un élément défini dans le passé on associe un élément défini dans le futur.
Ceci peut étre interprété comme une projection de H, dans Hs .

Cela peut se transposer au cas continu a 'aide de 'opérateur de Mobius. On a vu
comment dans le cas continu, on définit pour une fonction matricielle H(s) stable
strictement propre de dimension p X ¢, soit dans H..(Cy ), 'opérateur de Hankel

PH . H2(®+) — H2(®+)
On peut également interpréter son action comme une projection de
HQ(C_) — H2(®+)

Cet opérateur a un analogue dans le domaine du temps, obtenu en utili-
sant la transformée de Laplace inverse. En effet, étant donné une fonction
h € L'N L*0,+o00; C**?) de transformée de Laplace H € H,.,(C,), on définit

Ty : L*0,+00;C?) — L*0,+o0; C?)

U — Tru
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tel que (Dpu)(t) = / h(t + 7)u(T)dr.

0
Comme H est la transformée de Laplace de h, I'y et T'j, sont utilisés indifféremment
car ils possédent les mémes propriétés. Ainsi i joue le role du symbole de 'opérateur

de Hankel T',.

Il faut souligner ici I'importance des hypotheses formulées qui permettent de bien
définir I'opérateur de Hankel, c¢’est-a-dire de lui donner un sens et de lui assurer
I'intéressante! propriété de compacité. En effet le fait que h € L'(0,+oo; CP*?)
assure la compacité de I';, d’apres 1.2 et le définit comme un opérateur de L? dans
L%

On peut remarquer que h € L*(0, +00; C7*?) assure que ', u soit défini en tout point
t d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

L’ordre du systeme étant égal au rang de 'opérateur de Hankel. Il sera de degré fini
si et seulement si H(s) est une fonction rationnelle de H.,,(Cy ), et sera alors donné
par le nombre de poles de H(s). Dans le cas contraire, 'ordre du systeme est infini.
Mais la représentation intégrale de 'opérateur de Hankel reste néanmoins valable
pour ce type de systeme.

Maintenant qu’est établi le lien entre représentation des systemes dynamiques et
opérateurs de Hankel, nous allons préciser ce que sont les valeurs singulieres as-
sociées a un opérateur de Hankel et en donner une interprétation. Elles cons-
tituent un élément clé de la théorie de Hankel car elles donnent une mesure de
I'erreur d’approximation réalisée et interviennent lors de la construction effective
des modeles réduits recherchés.

1.2.5 Classes particulieres d’opérateurs de Hankel

Nous allons maintenant donner les conditions pour qu’'un opérateur de Hankel (soit
les symboles associés) appartienne aux classes particulieres définies dans le para-
graphe 1.1.2 : opérateurs nucléaires et de Hilbert Schmidt. Ceci est primordial car
comme on ’a déja souligné, ces classes d’opérateur vont se révéler trés utiles pour
I’approximation de certains systemes. On se focalisera sur le cas intégral qui, comme
on le verra correspond au cas des systémes continus auxquels est consacré ’essentiel
de notre étude.

Rappelons que la forme d’un opérateur de Hankel intégral est

(Cua)(t) = [ h(t+ ryu(r)dr
(CAU)(s) = Py {H(5)U(~5)}

La proposition suivante est un corollaire important au théoreme de Hartman :

!Dans le sens oll elle assure l’existence de la décomposition en valeurs singuliéres de 1’opérateur

de Hankel.
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Proposition 1.2
Si h € L' alors T, est un opérateur compact.

Théoreme 1.7 -
Pour Dopérateur intégral (T'u)(t) = / h(t + 7)u(r)dr avec h € L', on a
0

ITIF < l[Allee < 1]zt < 2[|T[|

La proposition suivante découle d'un résultat établi par Peller, Coifman et Rochberg
dans [CR 80], dont une version simplifiée établie par Bonsall et Walsh [BW 86] est la
suivante : la compacité de opérateur de Hankel acquise, elle exprime une condition
nécessaire et suffisante de nucléarité

Proposition 1.3
Un opérateur de Hankel T sur Hy(Cy) est nucléaire si et seulement si son symbole
est de la forme

G(s) = iAmRe(aw/(s ).

avec Y17 Ay < 00, et ap, € C_, les séries convergeant dans H,.

De plus, lorsque 'opérateur de Hankel intégral de noyau & est nucléaire, h doit avoir
un “bon comportement” au niveau continuité ou régularité (smoothness) et taux
de décroissance a l'infini : on suppose en général

heL'nL? et tY2h ¢ L2

Enfin, Coifman et Rochberg donnent la condition nécessaire et suffisante suivante
pour que l'opérateur de Hankel associé & une fonction G(s) soit nucléaire :

Théoreme 1.8

Un opérateur de Hankel I' sur Hy(Cy) est nucléaire si et seulement si
/ / |G"(s)|dedy < oo on s =+ iy.
—o0 JO

Il existe également des conditions nécessaires et suffisantes pour qu'un opérateur
de Hankel soit Hilbert Schmidt comme celle du théoreme suivant :

Théoréme 1.9
Supposons que h € L' définisse 'opérateur de Hankel borné T'. Alors T' est Hilbert
Schmidt si et seulement si tl/zh(t) € L*0,+00) et dans ce cas |T||gs = ||t1/2h||L2.
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1.3 Les valeurs singulieres

Nous allons introduire la notion de valeurs singulieres d’une maniere un peu
différente de ce qui a été fait dans le paragraphe 1.1.2. On va se placer dans le
cas simple ou 'opérateur de Hankel I" est de type matriciel. Il s’agira d'une matrice
de dimension infinie supposée représenter un systeme linéaire stable =, d’ordre n.
Aussi, le rang de I" sera n. Cependant les résultats que 'on va exposer sont aussi
valables dans le cas d'un opérateur de Hankel intégral représentant un systeme de
dimension infinie.

Notons T'* la matrice complexe conjuguée de I'. T et I' sont deux matrices
(symétriques dans le cas scalaire) de dimension (oo X 00 ) toutes deux non négatives.
De plus rang I'T* = rang [*T' = n et I'T"™ a donc n valeurs propres positives non
nulles. Soit (A;) pour ¢ = 1,2,...,n ces n valeurs propres positives ordonnées comme
suit :

M>A>...20, >0

Les valeurs singulieres associées a I', soit les n nombres réels positifs :
0'120'22...20'n>0

sont telles que
Ui2 = /\Z

La matrice de Hankel I" peut alors se factoriser comme

C
CA
r=0C ot O=| |, ¢=(B AB ... A*B ...).

C A*

Soit M (resp. W) le grammien d’observabilité (resp. grammien de commandabilité)
associé au systeme Z. Lorsque le systeme est stable M et W sont les solutions des
équations de Lyapunov qui, sont dans le cas discret données par

t_ - _ i
{AWA W BB (13.1)

A'TMA - M = -C'C.

Si l'on suppose le systeme commandable et observable, M et W sont définis positifs
et de rang plein.

Les valeurs propres non nulles de MW sont égales aux valeurs propres de I'T"*. On
montre en annexe B.2 comment on peut établir ce résultat, de maniere intuitive,
dans le cas ou 'opérateur de Hankel est intégral. On peut également se reférer a
[Fra 86].
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De plus, il existe une base de 'espace d’état, appelée base d’équilibre, dans laquelle
les deux grammiens sont égaux a la matrice

g1
09 0

On

Le systeme y est aussi commandable qu’observable, les conditions d’observabilité
étant équivalentes sur O et sur M (resp. de commandabilité sur C et sur ). C’est
pourquoi on dit que la réalisation correspondante est équilibrée.

On peut introduire les valeurs singulieres de la fagon suivante,

Définition 1.2
Pourn > 1, o,(I') =inf {||I' = S|, rang S < n}. La borne inférieure est atteinte.

Ces valeurs singulieres forment un ensemble d’invariants qui mesurent la qualité de
I’approximation de I' par des matrices de rang décroissant.
Ainsi on peut interpréter oq(I') comme ||I'||. Donc

|u'T*Tu|
IT|| = sup ||Tu| = sup ~——7—
l[ul|=1 wvea  lull

= p ((TT")'?)

ol p ((IT*)I/Q) est le rayon spectral de (I'T™)/2,

1.3.1 Grammiens et valeurs singuliéeres

On peut donner une interprétation physique des grammiens associés au systeme qui
permet d’établir leur lien avec les valeurs singulieres. Ainsi, W étant le grammien de
commandabilité, on peut montrer que 'energie minimale nécessaire pour atteindre
a un instant ¢ I’état x est

E(z) = Wy

W1 étant une matrice symétrique définie positive, il existe donc une base orthogo-
nale ot elle est diagonale.On la notera alors 71, Soit P la matrice de changement

de base
E(z) = 2 Py Py
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Si on se place sur la sphere unité, tenant compte du fait que les propriétés
d’homothétie permettent la généralisation des résultats ci aprés :

E(z) = 2'S7'2 avee ||z|| =1
E(z) étant I'energie nécessaire pour atteindre le point z de la sphere unité. Posons
o1

-1 _ .
= 0 o;

et z = (21,22, ..., 2n) tel que ||z]| = 1. On a o, = 1/¢;.

Comme dans [Moo 81] on peut utiliser I'image suivante : on montre que les lieux ou
se situent les E(z) correspondent & une ellipsoide dont les modules des demi axes
sont les ¢;. On fait le changement de variables suivant : 6,2z, = Z;

On obtient donc

Quand o; est faible, (soit quand la matrice est presque singuliere), alors ¢; tend

Comportement de 1‘ellipsoide
dans la direction ou la valeur
singuliére devient négligeable

Figure 1.3.1 : Ellipsoide d’énergie

vers 'infini ou du moins est tres grande, et donc s’étale sur I'un des axes.

A la limite, lorsque la matrice ¥ devient singuliere, on a une perte de dimension de
I’ellipsoide, puisque 'energie devient infinie dans une certaine direction. Ceci peut
étre représenté comme sur la figure 1.3.1.
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Cette interprétation va justifier la démarche suivante. Pour certains types de
réductions[SB 80], [SP], on estimera que la partie du systeme qui n’est ni observable
ni commandable n’affecte pas beaucoup le comportement entrée-sortie du systeme;
on n’en gardera donc que les parties les plus commandables et observables. Pour
cela, on partitionne le systeme en deux sous matrices diagonales. Le rang choisi
comme limite correspond au décrochage entre oy, et op1q1, lorsque o} > o141 dans
la suite des valeurs singulieres

0'120'22...20'n>0.

On conserve la réalisation correspondant aux k premieres valeurs singulieres et on
obtient une approximation d’ordre k.

Cette méthode de réduction appelée troncature dans la base d’équilibre est souvent
utilisée car elle permet de bons résultats pratiques.

Introduisons maintenant la méthode que nous avons choisi d’étudier, a savoir
I'approximation optimale au sens de la norme de Hankel.



Chapitre 2

Approximation Hankel-optimale
et Approximation Lo

L’approximation au sens de la norme de Hankel est une méthode d’approximation
optimale qui repose sur le résultat de Nehari énoncé dans le théoreme 1.1 établissant
I’existence d'une association biréciproque entre la fonction de transfert d’'un systeme
et U'opérateur de Hankel (représenté par une matrice dans le cas de la dimension
finie) qui lui est associé.

2.1 Approximation des systemes de dimension
finie

Considérons, comme il est fait par Silverman et Bettayeb dans [SB 80], le cas simple
ou le systeme = étudié est de dimension finie n, discret, mono entrée mono sortie et
stable; 'opérateur de Hankel est alors représenté par la matrice infinie des coeffi-
cients de la réponse impulsionnelle du systeme. Ainsi si l'on considere la réalisation
(A, B,C) associée a = - qui permet de décrire ’évolution du systeme suivant les
équations 1.2.2 - on a vu comment caractériser totalement le comportement de ce
systeme = par la matrice de Hankel I' définie de la fagon suivante :

h K s
f2 fs a0 frn

r=1:
fk fk-l—l fk+2

ou les f; sont donnés par

fi=CA™'B.
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I' est symétrique réelle, bornée et de rang égal a la dimension du systeme.
Réduire le systeme correspond alors indifféremment ([Glo 84])

e a trouver une matrice de Hankel I', de rang r inférieur au rang de I' qui
permette de réaliser une erreur minimale, ’erreur étant définie par

19(Z) = v ()| 22 (0,00)
wel?(=00,0)  ||U(E)]12(—c00)

IT =T =

ou y représente la sortie du systeme initial, y, celle du systeme réduit et ou u
représente 'entrée,
ou bien

e si G est la fonction de transfert de L> associée & =, & déterminer G de degré
r telle que
G~ Gl = £ |6~ G — Fll.. = okss

)

avec G(s) € HE et F(s) € H.,.

Ce sont Adamjan et al. [AAK 71] qui, les premiers, résolvent ce probleme
d’approximation en établissant ’existence d’un approximant unique. Des applica-
tions a des cas de systémes dynamiques linéaires stationnaires scalaire [SB 80] puis
multivariable [KKLi 81,Glo 84] ont suivi. Ainsi, il a été établi que 'approximant est
connu lorsque le systeme est de dimension finie, soit lorsque I' est de rang fini.
Pour le cas présenté ici ceci se concrétise comme suit : I' de rang fini n et borné est
donc compact. On peut lui associer la décomposition de Schmidt suivante

g1 1
¢ 1 2 v?
F=U3V'=(u' w* ... u") 0

On v"
ou la matrice X est la matrice des valeurs singulieres de I" rangées par ordre crois-
sant, o;41 < o5 @ = 1,...,n —1, U et V sont deux matrices orthogonales (i.e.
UU = Id = V'V) ot les v* et les u’ (les i*™° colonnes de V et de U, respective-
ment) sont les paires de Schmidt associées a la valeur singuliere o;, respectivement
a droite et a gauche :
Tl =o' et THul = 0,0,

€

Dans le cas ot I' est symétrique et réelle, soient u} et v} les ;"¢ composantes de

u', v* respectivement; on définit

pl(z) = uge™
7=1



Approximation des systéemes de dimension finie 29

et

. > . .
vi(z) = Zv}zj_l.
7=1

Le principal résultat énoncé par [AAK 71] et appliqué a ce cas particulier est le
suivant :

Théoreme 2.1

Soit 0,41 < 0, la (r + l)ém6 valeur singuliére de la matrice de Hankel bornée T.
Alors, parma toute les matrices de Hankel bornées A de rang r, il en existe une, A",
unique, qui minimase |I' — A|| et

IT = A" = o1

De plus, A" =T —T(®"(2)) ot ['(®"(2)) représente la matrice de Hankel associée
au systeme dont la fonction de transfert est

Le méme théoréeme peut étre énoncé en terme de minimisation de la fonction de
transfert au sens de la norme de Hankel.

La puissance et l'originalité du résultat d’Adamjan, Arov et Krein viennent du fait
qu’il établit que parmi tous les opérateurs atteignant 'optimum o,,4, il y en a au
moins un qui est un opérateur de Hankel. En effet, il est désormais bien connu que
si 'on recherche la meilleure approximation de I' par un opérateur quelconque de
rang r < n alors on a :

inf || =All = op41.

A de rang r
En fait si
01
r=U 2o Y v
0 ‘ o

est la décomposition en valeurs singulieres de I' alors un opérateur atteignant la
borne 0,,1 est donné par

01

Mais en général, A n’est pas un opérateur de Hankel.
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Le résultat d’optimalité de 'approximation de Hankel constitue une des principales
motivations de ce type d’approximation : pour r fixé, la matrice de Hankel I", existe
toujours et définit alors totalement le systeme réduit associé d’ordre r. De plus,
des que l'on a choisi le degré de 'approximant recherché, on peut estimer 'erreur
d’approximation que 1’on réalisera dans le meilleur des cas d’aprés la définition 1.2,
pour peu que 'on connaisse les valeurs singulieres associées a l'opérateur de Hankel.

On peut décrire succintement les principales étapes qui pratiquement permettent
la construction de 'approximant optimal comme suit :

e Détermination des valeurs singuliéres :
Il suffit alors pour déterminer les valeurs singulieres, de déterminer les gram-
miens associés a = d’aprés le résultat du paragraphe 1.3.1 sachant qu’ils sont
solution des équations de Lyapunov 1.3.1.

¢ Réalisation dans la base d’équilibre :
On construit la réalisation dans la base d’équilibre (F, G, H) associée a = pour
laquelle
01
09 0
M=Y=W ou ¥=

On

Soit r < n lordre d’approximation choisi. On réalise alors une partition de
(F,G, H) correspondant a la partition de ¥ en deux sous matrices diagonales
délimitées par o,. Ceci est fait de la facon suivante :

Fll F12 Gl
(le Fzz) (Gz) (H; 2)

ou Fi; est de dimension r X r.

o Systeme réduit d’ordre r :
On construit la réalisation associée a ce systeme a 1’aide notamment de la
transformation T', qui réalise le changement de base conduisant a la réalisation
dans la base d’équilibre, des valeurs singulieres et des termes de la réalisation

(F,G,H).

Pour plus de précisions on se référera a l'algorithme détaillé donné en annexe C
extrait de [SB 80].

Se dégage de la présentation de ce cas simple 'importance des valeurs singulieres
lors de la détermination de ’approximant de Hankel. Non seulement elles intervien-
nent dans son expression explicite, mais en plus elles donnent la mesure de 'erreur
d’approximation réalisée.
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Il existe également une solution optimale au probleme de réduction d’un systeme
multivariable. Elle est réalisée par généralisation des résultats précédents comme

dans [KLi 81,Glo 84].

Ainsi par exemple dans [Glo 84], toutes les solutions du probleme d’approximation
au sens de la norme de Hankel sont explicitées et il est montré que ce sont des
fonctions simples de réalisations dans la base d’équilibre. La connaissance ex-
plicite des valeurs singulieres conserve dans ce cas son caractere essentiel. De plus,
I'intérét de ces valeurs est renforcé parce qu’elles interviennent dans les résultats que
[Glo 84] établit concernant les bornes de la réponse fréquentielle et qui s’inspirent
des inégalités du théoreme 1.7. Leur domaine d’application est plus large que
I’approximation optimale elle méme.

Le probleme se pose en ces termes : quelle est l'incidence du fait que la norme de
Hankel ait été rendue petite pour les autres normes ?

On étudie ici le cas de la norme L™ pour une fonction de transfert G stable.
Lorsque les valeurs singulieres de la matrice de Hankel sont données, et lorsque G
tend vers 0 a l'infini, il est établi que

|IG(jw)||lLe < 2(01 4+ 02+ ... + oN)
et de plus, qu’il existe une constante D telle que

|G(jw) + Dl < (01 4+ 02+ ... + On).

Ce résultat est prouvé a l'aide de la représentation suivante (qui existe toujours)
pour une fonction de transfert carrée stable :

G(s) = Do+ 01 E1(s) + 02E2(s) + ... + onEn(s),

ou Ej(s) sont des fonctions “all-pass”(toutes leurs valeurs singulieres sont égales a
1), et stable pour tout k, et ou les sommes partielles Dy + o1 E1(s) + 02 E2(s) + ... +
o, Ey(s) sont de degré de Mac-Millan k. Cette représentation s’obtient par réduction
de l'ordre d’une dimension a la fois, en utilisant la méthode d’approximation opti-
male au sens de la norme de Hankel.

A Taide de cette représentation, on peut calculer de maniere trés simple un appro-
ximant d’ordre k de G(s) mais qui ne soit pas forcément optimal; cet approximant
d’ordre k sera donné par :
G(s)=Do+ Y. oiEi(s)
1<i<k
et vérifiera

1G(s) — G(8)||pe < (Ohyr + Tpgz + oo + o).

Lorsque G(s) est approximé par é(s), fonction de transfert d’ordre k issue de la
restriction d'une réalisation dans la base d’équilibre (comme vu au paragraphe 1.3.1)
alors

|G (s) — é(S)HLoo < 2(0k41 + k2 + oo + ON).
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Ces résultats montrent que 'approximation de type Hankel ou de type troncature
dans la base d’équilibre donnent des erreurs “assez bonnes” au sens de la norme
LOO

Nous allons dans ce qui suit nous consacrer au probleme de la réduction de systemes
continus de dimension infinie.

2.2 Approximation des systemes de dimension
infinie

La généralisation des résultats précédents aux systemes de dimension infinie suscite
plusieurs types de préoccupations.

Qui dit systeme de dimension infinie, pose le probleme de la détermination d’une
réalisation associée a ce systeme qui soit bien posée (voir par exemple [CPr 78],
[Cur 88¢,Cur 88b], [CW 89]) et notamment qui permette d’en garantir I’étude spec-
trale. Ainsi, Curtain étudie les propriétés de la classe des systemes qu’elle ap-
pelle spectraux, soit dont 'opérateur associé est spectral, ce qui signifie qu’il a
une décomposition spectrale simple et que ses vecteurs propres forment une base
complete de Uespace d’état. Les systemes a parametres distribués paraboliques et
hyperboliques sont spectraux. Ce n’est plus le cas des systemes a retard : Curtain et
al [CZ 87,CZ 88] établissent que la condition nécessaire et suffisante de nucléarité
de DVopérateur de Hankel associé assure qu'un systeme scalaire a retard soit spec-
tral. C’est la réciproque de cette intéressante propriété, que l'on réétablira pour
le cas multivariable et que 'on utilisera pour montrer la nucléarité du systeme
parabolique, objet de notre premiere application.

2.2.1 Existence de ’approximant Hankel-optimal

Récemment, Curtain, Glover et Partington [CG 85,GCP 88] ont étudié le probleme
de 'approximation au sens de la norme de Hankel de systemes multivariables de
dimension infinie dans le cas continu. Ils ont établi que lorsque ces systemes étaient
nucléaires alors on pouvait expliciter 'approximant optimal au sens de la norme de
Hankel de facon similaire au cas de la dimension finie.

Soit donc un systeme nucléaire, dont la réponse impulsionnelle satisfait
h € L'N L*0,00; C?*?) et dont I'observation est

y(t) = [ bt = s)u(s)ds,

ot les sorties y € L*(0,00; C?), les entrées u € L*(0, 0o; C?).
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Dans ce cas l'opérateur de Hankel correspondant I' est défini par

CHE) = [ bt +s)fs)ds | f € L (0,00,€)

On construit a partir des valeurs singulieres de I' et des paires de Schmidt associées,
une réalisation (A, B, C), telle que h(t) = Ce?'B (il peut s’agir par exemple d'une
réalisation dans la base d’équilibre). Ici A, B et C sont des opérateurs de dimension
infinie. Il est alors montré que des troncatures (4,, B,,, C,,) de (A4, B, C'), permettent
de se ramener a la dimension finie et assurent la convergence suivante :

fim | G(s) — Go(s)]loc = 0

ot G est la transformée de Laplace de h, G(s) = C(s] — A)"'B et ou

G,.(s) = C.(sI, — A,) ' B,. Des estimations des erreurs d’approximation succes-
sives sont aisément explicitées dans ce cas.

Les résultats de [Glo 84] pour le cas fini sont alors appliqués a G,, pour chaque n
et des approximants optimaux au sens de la norme de Hankel sont obtenus; leur
expression paramétrisée est donnée par un opérateur linéaire JJ,, [BH 83]. Il est alors
montré que 19, converge en norme L™ vers une fonction ¥ qui elle-méme correspond
aux solutions parametrisées du probleme d’approximation au sens de la norme de
Hankel de G(s); sont alors données des bornes de l'erreur d’approximation.

On congoit que la détermination de cet approximant optimal est loin d’étre triviale
en pratique.

Pour une certaine classe de réponses impulsionnelles h, on peut obtenir directement
et explicitement la fonction 1 en termes de réalisation d’espace d’état ou en fonction
de T' et de h.

Il s’agit des fonctions du type F(s)e™*T ot T > 0 et F(s) rationnelle; cette classe
comprend les systemes a retard [GLP 90].

Mais, lorsque 'on n’est pas dans cette classe, il devient difficile de déterminer
l'opérateur de Hankel, ses valeurs singulieres et paires de Schmidt associées.

Dans le cas de la dimension infinie, si la théorie [GCP 88] permet de déterminer
explicitement un approximant optimal, les applications sont loin d’étre immédiates.
Pour pallier ce probleme, on sera conduit a déterminer un approximant L comme le
suggerent les bons résultats sur les erreurs commises suivant le type d’approximant
considéré, exposés au paragraphe suivant.

2.2.2 Approximant L.

Rappelons ici quel est I’encadrement de la norme de 'erreur commise comme il est
établi dans [GCP 88, Théoreme 6.4].

Soit h € L' admettant pour transformée de Laplace G, G Papproximant optimal de
degré k de G (au sens de la norme de Hankel); cela signifie que ||G — Gilly = i1

A

Soit hy la transformée de Laplace inverse de G.. Alors on a les propriétés suivantes :
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e il existe une matrice constante D telle que

|G — G — D||oo < My ott My =3 014i(G),
=1

o |G = Ghllx < 2kopys + My,

o ||h—hi|y = /0 A (t) — hi(t)||dt < 4kopr(G) + 2M,.

Ceci montre que 'approximation de Hankel est intéressante lorsque 1'on souhaite
obtenir de bonnes estimations uniformes dans le domaine fréquentiel, pourvu que
les valeurs singulieres du systeme décroissent vite a l'infini.

Considérons une réalisation a sortie normale : cela signifie que le grammien de com-
mandabilité est donné par P = diag (o7, 03,03, ....) et le grammien d’observabilité
par Q = I. Soit G}, la fonction de transfert correspondant a la restriction de cette

réalisation a 'ordre k, alors on a
|G = Gilloe < 2My

ce qui n’est que deux fois moins bon que la borne obtenue pour une approximation
optimale au sens de la norme de Hankel. Cette remarque sera d’'un grand intérét
par la suite.

Enfin, citons le cas ou l'opérateur de Hankel est nucléaire, ce qui signifie que les
valeurs singulieres sont sommables. Dans le cas ou elles décroissent rapidement a

I'infinien K™', on a

o1 < ||G — CA;Hoo < Opt1 + Okt + ooon.
U U

1
K—F K—F

1-—
K

avec I > 1.
Ainsi Vapproximation L™ possede de bonnes propriétés de convergence.

Ces remarques justifient U'intérét qui a été porté a la détermination d’'un appro-
ximant L tel qu’il s’est manifesté par la mise en évidence de l'existence d’une
décomposition modale pour les systemes nucléaires [ZCPG 88] ou pour les systemes
retardés au sens de Bellmann et Cooke [PGZC 88]. Il s’agit alors de réduire une
nouvelle fois cet approximant par troncature dans la base d’équilibre ou par ap-
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proximation de Hankel (comme il est proposé [CG 86b]).

Dans le travail qui suit, nous avons utilisé ces méthodes en les adaptant aux
spécificités des systemes étudiés.

Ainsi, dans la seconde partie de ce mémoire nous présentons tout d’abord ’étude
d’un probleme d’évolution de la température au sein d’une paroi [Mai 91]. On verra
comment on détermine une approximation L™ de ce systeéme parabolique multiva-
riable en s’inspirant des résultats établis dans [ZCPG 88| pour les systémes scalaires
a retard.

Puis nous envisagerons les problemes de systemes hyperboliques, a la limite de
I'instabilité, modélisant des poutres. Ne remplissant plus les mémes hypotheses
que le premier probleme d’évolution, il s’est alors avéré nécessaire de mettre au
point une approche originale, préalable a 'approximation, et que 'on a baptisée
relaxation [Mai 92].
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Deuxieme Partie

Application a des systemes de
dimension infinie






Chapitre 3

Etude d’un probleme parabolique

Dans ce chapitre, nous exposons les étapes de "'approche qui nous ont conduits a
déterminer, en utilisant ’approximation optimale au sens de la norme de Hankel,
un approximant L™ permettant de décrire I’évolution d’un champ de températures
au sein d’une paroi.

Il s’agit d'un cas favorable pour lequel la réduction se fait assez aisément : en effet,
on remarquera que ’on peut considérer ce systeme comme un systeme a retard de
variable de Laplace /s; il est alors possible d'utiliser la méthode de décomposition
en pole résidu développée dans [ZCPG 88]. Il sera cependant nécessaire au cours des
développements, de redémontrer certains résultats pour les adapter aux spécificités
de notre systeme.

3.1 Le modele physique

Décrivons tout d’abord le phénomene, illustré par la figure 3.1.1, comme cela est
fait dans [Nei 89].

Une des faces de cette paroi est le siege d’un échange convectif (h;) avec une masse
d’air isolée. L’autre face échange, également par convection (h.), avec l’air extérieur.
D’autre part, la paroi absorbe des flux d’origine solaire ¢ et ¢ sur ses faces
intérieures et extérieures respectivement. Il y a monodimensionalité des échanges
conductifs dans la paroi. Le champ de température dont on cherche I’évolution est
donc une fonction 6(x,t), température a un instant t en un point quelconque de la
paroi.

L’équation de ’évolution de la chaleur au sein du mur s’écrit :

p(:z;)C(:z;)%(x,t) = div (Mx)grad f(z, 1)) = % (/\(x)%(x,t))

ou sont représentés
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AMBIANCE AMBIANCE

INTERIEURE ¢52

Figure 3.1.1 : Paroi couplée a une masse d’air

p, la masse volumique en kg/m?,
C, la chaleur massique en J/kgI<,
et A, la conductivité en W/mK.

Le mur étant constitué de couches homogenes au sein desquelles p,
constantes, cette équation devient (au sein d’une couche) :

A gbse EXTERIEURE

| e @
: hi h.

C et A\ sont

(3.1.1)

On va alors, pour simplifier le probleme, supposer que notre paroi est mono-couche.

Les conditions aux limites associées & 3.1.1 sont

e en v = 0 (face intérieure)

322(0,1) = ~hi(Ti(t) — 0(0.1)) — 6ui(1)

ou T; est la temperature au sein de la masse d’air;

e en v = [ (face extérieure)

A1t = he(T(8) — 000.0) + 6uc(t)

ou T. est la temperature extérieure.

(3.1.2)

(3.1.3)

Enfin, la condition initiale qui permet de parvenir au modele physique complet est

la suivante

O(x,0) = ().

(3.1.4)
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Nous avons donc a résoudre le systeme de 4 équations suivant :

06 %6
,OCE(:L',t) = /\@(x,t)
204y = BT~ 60.0) — 6t
@ (3.1.5)
06
/\%(th) = h. (Te(t) - e(lvt)) + ¢se(t)
6(x,0) = ().

Par la suite, on utilisera les notations simplifiées :

a = NpC,a=Ah;et B = \h,.
On peut d’ores et déja remarquer que « et 3 sont positifs puisque A, h; et h. le
sont.

Le controle sera noté :

ut) = Tit =
_ Pse(t)
o(t) = T.+ o

Il est bien indépendant du comportement intrinseque du systeme.

L’observation est réalisée a la frontiére du mur :
y(t) = 6(0,1). (3.1.6)

Le systeme 3.1.5 devient done avec les nouvelles notations et en tenant compte de
I’observation y :

ol 9%
E(%t) = a@(x,t)
6(0,1) = a%(o,t) + u(t)

3.1.7
6(1,t) = —ﬁ%(l,t) + v(t) ( )
O(x,0) = Bo(a)
y(t) = Q(O,t).

Ce probleme est un probleme classique d’évolution de la chaleur dont les conditions
aux bords sont des conditions de Fourier.
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3.2 Le probleme posé et ses traitements

Nous allons dans ce qui suit rechercher un approximant en utilisant la démarche
exposée au paragraphe 2.2 car le systeme a réduire est de dimension infinie.
Pour déterminer directement un approximant Hankel-optimal, il est nécessaire de
connaitre ses valeurs singulieres (si elles existent).

Or, on a déja évoqué le fait que si ces invariants du systeme sont en théorie la clé
de notre probleme, car ils permettent d’accéder a une expression de 'approximant
optimal, en pratique ce sont des éléments qui restent inaccessibles. Méme dans les
cas ou est établie une méthode pour leur calcul explicite, comme dans [GLP 86]
ou [GLP 90] pour les systemes dont la fonction de transfert associée est de la
forme ¢*T F(s) ot F est une fonction rationnelle, le calcul peut devenir rapide-
ment extrémement complexe. C’est pourquoi, on préfére souvent des méthodes qui
permettent seulement d’accéder a une estimation de ces valeurs [GLP 90] et qui
sont beaucoup plus simples.

Une des facons de procéder est de réaliser une combinaison entre approxima-
tion modale et approximation de Hankel comme il est proposé dans [CG 86b] :
I'approximation modale constituera une étape intermédiaire permettant de se
ramener a un systeme de dimension finie pour lequel on sait déterminer les valeurs
singulieres.

Il faut bien voir ici que cette approximation intermédiaire est faite de fagon a garan-
tir Poptimalité de 'approximant final. Celle-ci résulte d’une importante propriété
de convergence des valeurs singulieres (cf par exemple [Par 88]) : soit G la fonc-
tion de transfert associée a un systeme de dimension infinie et soit G, une fonction
d’ordre n telle que

G, — G au sens de la norme L

alors

0i(Gn) — a:i(G)
ot 0;(G) (resp. 0;(G,)) désigne la *™¢ valeur singuliere de G (resp. de G,,). En fait
cecl découle de la relation

0:(G) — oG] < |G — G (3.2.1)

Nous démontrerons cette propriété au paragraphe 3.5.1, dans le cas ou G, est une
approximation modale de G.

Ainsi, pourvu que 'erreur d’approximation, au sens de la norme infinie, entre le
systeme de dimension infinie et le systeme de dimension finie soit suffisamment
faible, les valeurs singulieres deviennent accessibles de maniere assez précise. On
peut alors, grace a elles, déterminer une approximation optimale au sens de la
norme de Hankel du systeme de dimension finie.

Dans un premier temps, le probleme qui se pose est donc de déterminer un approxi-
mant qui soit de dimension finie et tel que lerreur d’approximation (au sens || ||~ )
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soit assez faible. Ceci peut se faire suivant différentes méthodes d’approximation :
par des méthodes utilisant des éléments finis, de type modale, de type Padé ou en-
core Fourier-Laguerre (cf par exemple [Sha 75] ou [Par 90] et ses références.) Dans
le cas ou 'opérateur de Hankel associé au systeme de dimension infinie est nucléaire,
on sait déterminer directement un tel approximant. Car alors, le systeme admet une
décomposition modale du type de celle donnée dans le paragraphe 3.3.3; 1l suffit alors
d’en prendre une troncature a I’ordre n choisi comme ordre du systeme approximant
de dimension finie. Ceci se justifie par le caractere irréversible du phénomene : ce
systéme parabolique est dissipatif ! et donc libére son énergie au cours du temps.
Ses poles sont inclus dans un cone d’ouverture variable d’angle inférieur a © comme
représenté sur la figure 3.2.1. Le systeme n’est plus influencé par les modes qui
s’éloignent de I’axe imaginaire dans ce cone. Une approximation modale peut donc
pour de tels systeme étre considérée comme une bonne approximation. Pour arriver

A

Axe imaginaire

Axe autour duquel Région ou les poles
. Ouverture . =
les poles I sont une infinité
dénombrable
s‘accumulent au bout a<n

d’un certain temps

Figure 3.2.1 : Lieu des poles des systemes paraboliques

a cette approximation intermédiaire deux approches sont possibles :

e Une approche dans le domaine fréquentiel;

e Une approche par formulation variationnelle.

Nous allons dans ce qui suit expliciter ces procédés dans le cas particulier de notre
q p p p
probleme d’évolution de la chaleur au sein d’'une paroi.

e phénomene des ondes amorties, qui, comme la chaleur peut étre classé parmi les phénoménes
de type parabolique pourra donc probablement étre traité de maniére similaire.
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3.3 Etude dans le domaine fréquentiel

3.3.1 Calcul de la fonction de transfert

On utilise pour ce faire la transformée de Laplace monolatere sur la variable t (car
on suppose que le systéme est causal soit que pour t < 0, 6(x,t) = 0). A toute
fonction du temps f(t) on associe sa transformée de Laplace :

fls) = [ e ptrar,

De telle sorte que le modele physique se met sous la forme d’un jeu d’équations
différentielles en x :

924 S A 1

@(:p,s) - O(x,s) = - ()

o 2—9(0,3)+ﬁ(3) = 6(0,s)
x (3.3.1)
o0 ) .

3 o)+l = (L)

Q(S) = é(O,S).

Déterminons la fonction de transfert G telle que

Pour cela, on integre ’équation différentielle en x du systeme 3.3.1 avec comme
condition a la limite en x, 6(x,0) = 0. Ceci nous amene a l’expression suivante pour
la fonction G :

(3.3.2)

ot A = (1 +ag)(1+ B¢) — e (1 — ag)(1 - Bq).

On peut indifféremment considérer G comme une fonction de la variable s ou de la
variable ¢ grace car ses numérateur et dénominateur sont des fonctions impaires de
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¢. De plus, remarquons que la fonction de transfert G est de la forme :
e_a\/gF(\/g)

ou o = et F est la fonction matricielle définie par

KN
Ja

F((V3) = [0+ Bg) — (1= Ba) . /204,

On peut donc considérer G comme la fonction de transfert d’un systeme a retard
dont la variable serait /s.

3.3.2 Poles de la fonction de transfert

Nous allons maintenant étudier les poles associés a G pour déterminer le comporte-
ment de notre systeme.

Détermination des poles

Les poles de G sont de la forme s = ag? avec ¢ racine de ’équation

(1 —ag)(1 - Bg)

A = el — )
VS T Ut an( 1 Ag)

(3.3.3)

Proposition 3.1
Soit g une racine de 'équation 3.3.3. Alors q est imaginaire pur.

Démonstration de la proposition 3.1
Montrons par 'absurde que Re(q) = 0.

Rappelons ici que «, # et [ sont strictement positifs.

1) Supposons que Re(q) > 0.

1 —agq . . |1—Pq
Alors Re(aq) > 0 et donc < 1 de méme Re > 0 soit

car l'opérateur de Mobius établit un isomorphisme entre €4 et {|z| < 1}. Donc

<1

(1 —ag)(1 = Bq)
Re(q) >0 = <1
(2) (1+ag)(1+ Bq)
Or [e*] = |€2R6(q)e2ilm(q)| — |62Re(q)| et Re(q) > 0= |e2Re(Q)| > 1.

D’ou la contradiction.
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2) Supposons que Re(q) < 0.
On fait le raisonnement symétrique s’appuyant sur I'isomorphisme établi par
lopérateur de Mobius entre C_ et {|z]| > 1}. On arrive alors a une contradic-
tion.

Donc ¢ est imaginaire pur.

On pose ¢ = 1w avec w réel.
En injectant cette expression dans 1’équation 3.3.3 on obtient
2wt _ (1 —aiw)(1 — fiw)

(1 + aiw)(1 + Biw)’ (3.3.4)

Remarque 3.1
Au vu de 'équation 3.3.4, on peut tout de suite conclure que si ¢ est solution alors
—q l'est également.

La résolution de I’équation 3.3.4 nous amene a la conclusion suivante : les poles s

de la fonction de transfert G sont tels que s = —aw? o1 w € IR* et vérifie
(o + fw
t ) = —————. 3.3.5
an(wl) 1 — afw? ( )

Donc tous les poles de la fonction de transfert G sont réels et négatifs. Cela signifie
donc que G est une fonction stable.

Comportement asymptotique des poles

L’équation 3.3.5 permettant de caractériser les poles peut s’écrire de la facon sui-
vante

lw(k) = arctan(—aw) + arctan(—fw) + k7 ,

ou k est un entier positif.

On en déduit que lorsque la valeur de w(k) devient grande, c’est a dire lorsque

arctan(—w) tend asymptotiquement vers —7n/2, w(k) se comporte comme (k—1)7/I.
k*m

12

Donc les poles de G tendent asymptotiquement vers la valeur —a

De plus ces poles sont isolés et simples.
Dans la suite, on désignera ces poles par la suite infinie des {£x} ;-

3.3.3 Décomposition modale

Les résultats établis précédemment vont nous permettre de statuer sur le bien
fondé de l'écriture de G sous forme d’une somme infinie de fractions rationnelles
élémentaires (ou de décomposition en éléments simples).
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Propriétés de la fonction de transfert

La fonction de transfert G est une fonction méromorphe.

En effet, on a vu qu’elle admettait une suite de poles, les {{x},.,, sans point
d’accumulation, en dehors desquels elle est holomorphe (de par son expression
comme quotient de fonctions holomorphes).

Proposition 3.2
On peut décomposer G sous la forme

Gls) = 3o T

1

Ce résultat se déduit d'un théoreme cité dans [ZCPG 88]. Il utilise la notion de
diagramme de distribution dont la définition est la suivante :

Définition 3.1
Considérons une fonction

hi(s) = ipi(s)e_ws

avec pi(s) polynome de degré 6; et 0 =9 <1 < oo < Yy

Le diagramme de distribution (ou diagramme de Newton) des points (v;,6;),
1 =0,.....n1, est la ligne polygonale L correspondant a la partie supérieure de la
frontiére de l'enveloppe conveze des points (i, 6;).

| | >
>

[ 2x1

Figure 3.3.1 : Diagramme de distribution L

Dans notre application, la fonction hq, fonction de la variable ¢ (= 4/s/a), s’écrit

hi(q) = (14 ag)(l+ B¢)— (1 —ag)(l - 5q)e—2ql
= pol(q) + pr(g)e ™.
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On a donc 69 = 2, 61 = 2, 79 = 0 et v = 2. Le diagramme de distribution
correspondant a h1(¢) est donné figure 3.3.1.

Rappelons la définition suivante :

Définition 3.2 Deux fonctions analytiques dans le dems plan droit sont coprimes
st elles n'ont pas de zeros communs dans C1 ou a l'infine.

On peut maintenant énoncer le théoreme donnant la décomposition en éléments
simples d'une fonction :

Théoreme 3.1

Soit une fonction
n1
hl(S) = Zpi(s)e_ws
=0

avec pi(s) polynome de degré 6; et 0 =49 < v < ... < Yp,, €t s01t K le diagramme
de distribution de hq(s). Supposons que sur chaque segment IK; de K il y ait ezac-
tement deux points (i, 6;).

Sout

ha(s) = i gi(s)e™?

avec ¢;(s) polynome de degré d;, et supposons que hy et hy soient des facteurs
coprimes. Si tous les points («;,d;) sont en dessous de K et i 0 < a; < 7,y

1 =1,.....,n3, alors
hz(S) .,
a s) = admet la décomposition
) o) = y

fs) = 3 /i) (3.3.6)

1 ST F
lorsque tous les poles de f sont simples.

b) Cette somme est uniformément convergente en s sur tout sous ensemble compact

de C/{z;}.

Idée de la démonstration

Ce théoreme s’appuie en partie sur le résultat de Bellman et Cooke

[BeC 63, Théoreme 12.13], qui indique 'existence de contours fermés C tels que :
distance(0,C;) — oo, longueur(C)/distance (0,C}) est bornée, et il y a exactement
un pole entre C; et Ciy.
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Considérons l'intégrale [, f(s)/(z — s)ds, pour un point fixé z (qui ne soit pas un
pole de f et qui soit intérieur a C;). Alors d’apres le théoreme de Cauchy

1
— &ds = 3 [Res (&)] a lintérieur du contour Ci.

2w Jo, z — s zZ— 5

Les poles de f(s)/(z—s) sont les poles de f(s) et z. Les résidus sont, respectivement,
Res (f;z;)/(z — z;) ou z; est un pole de f, et —f(z). Ainsi

L. &ds — %Res (f;Zj) —f(Z),

211 Jo, 7 — 8 (z — z;)

ou la somme est prise sur tous les poles z; a 'intérieur du contour C; (au nombre
de Nl)
La fin de la preuve vient de propriétés de convergence de f lorsque [ tend vers
I'infini.

O

Il est facile de voir que les hypotheses du théoreme 3.1 sont vérifiées pour notre
fonction de transfert G = hy/hy prise comme fonction de la variable ¢, avec
hi(g) = (1+aq)(1 + Bg) — (1 — ag)(1 — Bg)e " et
ho(q) = [hai(q), haa(@)] = [(1+ Bg) — (1 = Bg)e™™, 2aqe™"].
G(q) est donc décomposable en une somme infinie uniformément convergente de la
forme

G(q) _ io: hQ(wj)/hll(w])

1 q—wj

hat(w; /h (w;) h22(wj)/h/1(wj)

q —wj ’ q —wj

=3

ol les {w; } ., sont solutions de I’équation 3.3.5.
Pour avoir le résultat de la proposition 3.2 il faut maintenant montrer qu’une telle
décomposition est licite lorsque G est considérée comme fonction de s (= ag?).

Fin de la preuve de la proposition 3.2

Comme la suite infinie des {wj}j>0 représente les solutions de 1'équation 3.3.5,
c’est une suite réelle et on sait que si w; est solution alors —w; l'est aussi.
Donc si [hy(w;)/hy(w;)]/(¢ — w;) est un des termes de la somme infinie alors
[ha(w;)/hy(w;)]/(q + w;) en fait également partie. Regroupons ces deux termes;
pour la premiere composante de G on obtient

(g + wj)lhar(w;)/hy(w)] + (g = w;j)[haa(=w;) /By (=w;)] (33.7)
(¢ —w;?) o
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Or on sait que aw? = ¢, ou ; est un pole de G(s). Donc 'équation 3.3.7 devient

(3.3.8)
a(g +w;) Res ((har/h);w;) + alg — w;) Res ((ha1 /Dy ); —w;)
(s —¢&)

Notons Hy (respectivement Hyy, Hiy) la fonction telle que Hy(s) = hi(q) (respec-
tivement Hyi(s) = hai(q), Haa(s) = haa(q)). Alors il reste a montrer que I'expression
finale de 3.3.8 est égale a

Res ([HQI/HI] ; 5])
(s = &)

Ceci se montre facilement lorsqu’on a remarqué que :

Res ([ha1/h1] ; wj) = —Res ([ha1/h1]; —wj)

et que
2aw; Res ([ha1/h1] 5 w;) _ Res ([Hz1/Hq; &)
s —¢; s—&; ‘

On raisonne de maniere analogue pour montrer que la deuxieme composante de

G(s) se décompose en une somme infinie uniformément convergente. Ainsi la propo-
sition 3.2 est prouvée.

a

Ce résultat est fondamental car il va nous permettre de déterminer un approximant
de dimension finie de G au sens de la norme oco. En effet, il suffira de tronquer la
décomposition modale de G a 'ordre n.

Les résidus

Pour exploiter le résultat de la proposition 3.2, il faut procéder au calcul des résidus
de la fonction G en les {x}, .. Ce calcul nous donne le résultat suivant :

2aawi (1 + f*wi)
T

Res ([Hy /Hy) s &) =

2eawi (—1 + afwi)
cos(wi)Y

Res ([Hyo/Hy) s &) =

ou Y =(a+ B+1+wi(a*B+aB*+ ol + B2) + o? il .
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3.3.4 Propriétés de 'opérateur de Hankel

La propriété de nucléarité d’un opérateur de Hankel, qui indique que ses valeurs
singulieres ont une décroissance rapide vers zéro a l'infini, peut aussi étre déduite de
lallure de la fonction de transfert qui lui est associé. Ainsi, est énoncé dans [GCP 88]
le théoreme suivant! qui n’est quune version un peu différente du corollaire 1.3

Théoréeme 3.2
Lopérateur de Hankel ' associé a une fonction de transfert G est nucléaire si et
seulement si

ot les & sont des nombres complezes dans le dems plan gauche et ou
> ol < YTy
1

ot || ||v représente la norme nucléaire.

Donc si l'on écrit Res (G : &)
=, Res (G5 &

G(s) =), T

k

1

une condition de nucléarité devient

2| Res (G5 &)
2 ‘ &)

< Q.

Res (G ; &)
Re(&)

Il est immédiat que cela est vérifié dans notre cas, car le rapport

évolue comme 1/k2.
L’opérateur de Hankel associé a notre systeme est donc nucléaire. Ceci laisse
présager que 'approximation de Hankel pour ce systeme sera trés bonne.

On peut remarquer ici, que la propriété de nucléarité de 'opérateur de Hankel
associé au systeme dépend des conditions au bord appliquées a 1’équation de la
chaleur. Ainsi, les résultats exposés dans [CG 86a] indiquent que lorsqu’elles sont
de type Neumann, le systeme est nucléaire, comme dans le cas présenté ici ou les
conditions sont des conditions de Fourier. Par contre, cela n’est plus vrai lorsqu’elles
sont seulement de Dirichlet.

Nous sommes donc maintenant en mesure de conclure, ¢’est-a-dire

e de déterminer un approximant uniforme et de dimension finie G,, de G;

1On donnera une autre justification de la nucléarité dans le paragraphe 3.5.1.
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e d’approximer G, par une fonction Gp d’ordre p < n et optimale au sens de la
norme de Hankel.

La fonction Gp constituera un approximant L de G.

Mais avant de réaliser ces deux étapes il est intéressant de remarquer que la
décomposition modale de G aurait pu étre déterminée a partir de la formulation
variationnelle de notre systeme.

3.4 Formulation variationnelle du probleme

Nous allons dans ce qui suit donner une formulation dite variationnelle ou faible de
notre modele d’évolution de la chaleur. Puis a partir des données de cette formula-
tion abstraite et pour retrouver le résultat de la partie 3.3, nous construirons une
décomposition de type modale.

3.4.1 La formulation variationnelle

Reprenons le modele différentiel 3.1.7 ou 'on symbolise par (') la dérivation en
temps, et par (/) la dérivation en espace.

Oz, t) = ab(x,t)

6(0,t) = af(0,1)+ u(t)

0(1.t) = —pO(,1)+o(t) (3.4.1)
6(2,0) = 6(a)

y(t) = 60,1

Soit I =10,1].
Soit ¢ une fonction suffisamment réguliere sur I, par exemple dans Cg°(1).
Multiplions par ¢ la premiere équation de 3.4.1, et intégrons la'; on obtient :

/Ol 6(z,t)p(x)da — a/l 0"z, t)p(x)dx = 0. (3.4.2)

0

Par intégration par parties et compte tenu des conditions au bord décrites dans 3.4.1
ceci devient

1On suppose que les intégrales sont bien définies.
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/0 e, )o()de + a /0 () () — af (Do(1) + a (0)0(0) = 0

puis,

/Ol 0(x,t)p(x)dz + a/ol 0 (x, ) (x)dx + a [9(1);9(1) N 9(0);9(0)]

~al to)fa wlys ]| 10| o0,

Définissons les espaces fonctionnels

H = L¥I)
Vo= HAI) = {f € L¥D).f € L*(I)).

Les produits scalaires sur les espaces V et H seront notés respectivement, ( , ), et

(7)H'

D’aprés I'inégalité de Poincaré, on peut munir V du produit scalaire

(el = 0y = [ et 4 LD YO

et de la norme associée. Soient V et H les espaces duaux de V et de H, respec-
tivement; comme V C H, avec injection dense et continue, on identifie H et H
et V.C H = H C V. Notons alors (, )py le produit de dualité entre V et V.
Définissons les opérateurs A € £L(V,V) et B= € £(V,IR?) par :

(Ay.2)py = a ( flyar+ B0 y“”Z(O)) iy ((y,z)v UEUR y<o>z<o>)

« I¢] «

By = | ay(0)/a, ay())/3 |
pour y,z € V.

Remarque 3.2

A est un opérateur linéaire, auto-adjoint, non-borné sur H, de domaine
DA) = {y eV /y0) = ay'(0) et y(I) = —=BY'(1)} dense dans V.
Pour tout y € D(A), Ay = —ay” € H.

Avec ces notations, la formulation du modele 3.4.1 est équivalente, pour tout ¢ € V
a la formulation suivante :

(6:0),, + (48,0) 5y — (U, B'g) = 0 (3.4.3)
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ol U(t) = [ 583 ] e R,

Soit B € L(IR?, ‘7) I'opérateur adjoint de B*. Il est borné, au plus de rang 2.
Puisque l'équation 3.4.3 est vérifiée par toute fonction ¢ € V, si 6(¢) € V pour
t > 0, on obtient la formulation dite variationnelle du probleme 3.4.1 :

6+ A6 — BU =0 (3.4.4)
dans V, pour U € L*(0,7;1R?) (7 > 0 fixé).
On associe au systeme 3.4.4 la sortie ) définie par
Y(t) =Co(t) = 6(0). (3.4.5)
L’opérateur d’observation C' est défini dans L(V,IR). Il est borné, au plus de rang
1.

L’équation 3.4.4, du premier ordre en temps, peut donc étre considérée comme un
systeme du premier ordre dans V'; ainsi on peut écrire

(3.4.6)

§ = A0+ BU; 6(0) =6,
Yy = ¢4

ou l'on a posé A = —A.

3.4.2 Valeurs propres et vecteurs propres

A partir de la formulation 3.4.6, on peut donc calculer les valeurs propres et vecteurs
propres associés a 'opérateur A. Ces valeurs propres doivent coincider avec les poles
du systeme.

Soit A une valeur propre de A et 1) € D(.A) son vecteur propre associé alors

A = A
soit  ay” = A\

avec /(1) = —p(1)/F et ¥/(0) = $(0)/a.

Les valeurs propres de A sont alors de la forme \; = —aw? ott les wy sont dans IR

et sont caractérisés par I’équation :

_wi(a+ B)

— (3.4.7)

tan(wyl) =

D’autre part, la résolution de I’équation différentielle précédente en b conduit a la
suite de vecteurs propres :

Y = C coswpar + Cysinwya, (3.4.8)
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et wy(0) = 2O

avec (1) = — "

et C; et Cy des constantes (qui dépendent de l'indice k) telles que Cy = Cawy.
L’équation 3.4.8 devient donc

(1)
3

Yr(x) = Cy (sinwgr + awy, coswgr) . (3.4.9)

Cette suite de vecteurs forme une base de 'espace de Hilbert V. On la rend or-
thonormale. Ceci permet de déterminer la constante Cy en normalisant la suite des
Y Cy sera tel que (Y, ¥ )y = [ |[x]* = 1. Un calcul (assez fastidieux) conduit au
résultat suivant :

o _ 21+ D

- (3.4.10)

avec T défini page 50.

Remarque 3.3

Léquation 3.4.7 est bien identique a l’équation 3.3.5 caractérisant les poles de la
fonction de transfert. Dorénavant on parlera indifféremment des valeurs propres Ay
ou des poles &.

3.4.3 Décomposition modale de la fonction de transfert

La formulation 3.4.6 permet de définir une réalisation, donnée par le triplet
(A, B,C), associée a notre systeme de dimension infinie. Celle-ci est “bien posée”
au sens de la théorie des systemes linéaires comme cela est défini par Curtain et
Weiss dans [CW 89, théoreme 5.1]. Cela signifie que (A, B, C') vérifie les conditions
du théoreme suivant :

Théoréme 3.3
Soient U, X etY des espaces de Hilbert et (A, B,C) un triplet d’opérateurs tels
que

(1) A génére un semi groupe fortement continu T sur X (alors T détermine deux
nouveaus espaces de Hilbert X1 = D(A) et son dual X_1);

(2) B € LIUX_1) est un opérateur de contréle admaissible pour T (en un sens
défini également dans [CW 89]);

(3) C € L(X1,V) est un opérateur d’observation admissible pour T (toujours en
un sens défini dans [CW 89]);

(4) il existe « € IR tel qu'une solution H : p(A) — L(U,Y) de l’équation du
résolvant D.1.2 soit borné dans le dema-plan droit C,.



56 Etude d’un probléme parabolique

Alors (A, B,C) est bien posé.
Preuve des asertions précédentes

(1) Aest un opérateur spectral régulier ayant une infinité dénombrable de valeurs
propres simples {A\;}72; ses vecteurs propres normalisés {1, }72, forment une
base de V' (A est symétrique dans notre cas). De plus A est un opérateur
maximal monotone; il engendre donc un semi groupe continu de contraction
diagonal (T})¢>o défini par :

T;: 6y — 6(t) tel que 6(t) soit solution de I'équation 6 — Af = 0 munie de la
condition initiale ;.

Pour montrer ’admissibilité des opérateurs linéaires et bornés B € E(IRQ,‘?) et
C € L(V,IR) on va utiliser le critere donné dans [Wei 88].

Il s’agit d'un lemme technique qui permet de conclure a ’admissibilité de la paire
(A, B) qui utilise la notion de mesure de Carleson scalaire et qui s’énonce avec les
notations suivantes :

pour i > 0 et w € IR, on note

R(h,w)={2€ C/0 < Re(z) < h,[Im(z) —w| < h}.

Ainsi, R(h,w) est un rectangle dans le demi plan droit complexe, qui s’appuie sur
I’axe imaginaire. On peut alors donner la définition suivante :

Définition 3.3 (Critere de Carleson)

Soit X\ une suite de nombres complexes tel que sup Re(A,) < 0. Alors on dit que
kelN
la suite de nombres complexes b satisfait le critére de mesure de Carleson pour la

suite A st pour tout h > 0 et tout w € IR on a
Yo P < Mh

—A,E€R(hw)

ot by, représente la k¥ composante de b et M > 0 est indépendant de h et de w.
Montrons que ces conditions sont vérifiées dans notre cas.

(2) On démontre que B est admissible par un calcul détaillé en annexe D.1.1
utilisant le fait que les wy, se comportent asymptotiquement comme kn /1 (voir
le paragraphe 3.3.2) permet de conclure qu’il existe une constante M > 0,
indépendante de h, telle que

S P < MVR

—Ap€I(h)

ou le rectangle R(h,w) de la définition 3.3 est noté ici I(h) puisque comme
les poles sont tous situés sur 'axe réel, il se restreint alors a un intervalle de
longueur h.

Le critere de Carleson est donc bien vérifié par 'opérateur B.
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(3) Il est montré dans [CW 89] que la réalisation (A, B,C) est une réalisation bien
posée si et seulement si (A", C*, B*) est une réalisation bien posée. Il est donc
possible pour montrer que l'opérateur C' est admissible d'utiliser le critere de
Carleson appliqué au couple (A*,C*). Et il est facile de voir qu’il est encore
vérifié dans ce cas comme cela est fait en annexe D.1.2.

Le dernier point est démontré en annexe D.1.3. a

Donc la réalisation (A, B,C') est bien posée. Le systeme 3.4.6 admet alors une
solution unique et on peut, pour le résoudre et 1’étudier, utiliser les mémes outils
que dans le cas de la dimension finie.

D’autre part, on a les représentations suivantes :

o0

Ve eV, o= ()i, (3.4.11)

1

Vo € D(A), Ar = ZA i)y i (3.4.12)

Ve eV, Tyz)=cMe M, )y (3.4.13)

Hgg

VeeV, (pl —A) 'z = f: %¢ (3.4.14)

1

ou D(A) = D(A) défini dans la remarque 3.2. Alors l'opérateur d’entrée/sortie
associé a 3.4.6 est donné par

¢
= / CeM =) BU(s)ds (3.4.15)

et on peut définir 'opérateur de Hankel ' : L?(0, co; IR*) — L%*(0, 00; IR) par
(TU)(¢ / C A+ BU(s)ds. (3.4.16)

Comme le sup des valeurs propres de A est négatif, alors A est exponen-
tiellement stable! [Cur 88a] et T' est un opérateur compact. En utilisant la
décomposition 3.4.13 on obtient

Z [ I (BU(s), by ds (3.4.17)

On peut également définir la fonction de transfert G(p) pour le systeme 3.4.6 donnée
par

G(p) =C(pI - A)!
=, Cp; B*;

1 2

! Cette hypothése est nécessaire pour garantir la propriété de compacité de I’opérateur de Hankel;
si A n’était que fortement stable, alors T' serait seulement borné [Keu 90].
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ot Chy = 1:(0) et By = [ arhi(0)/a . avu(1)/3 ]

Ainsi, les coeflicients de la décomposition modale donnée en 3.4.18 sont les

[ an(0)* /s avn(0)isu(D)/3 |

ou ¥ est le vecteur propre normalisé de rang k associé a la valeur propre Aj. Ils
sont égaux aux résidus de G en Ay (soit en & d’apres la remarque 3.3) mentionnés
dans la proposition 3.2.

Avec cette décomposition modale, la condition suffisante du paragraphe 3.3.4 pour
que I' soit nucléaire devient

= | C| | B*|
> TRen)

On a donc retrouvé, grace a la connaissance d’'une réalisation associée au systeme,
la décomposition modale établie au paragraphe 3.3.3. Un avantage de cette ap-
proche est qu’elle ne requiert pas de théoreme du type du théoreme 3.1 exploitant
la forme trés particuliere de la fonction de transfert. Elle nécessite simplement que
la réalisation choisie soit “bien posée”.

Nous allons maintenant introduire les approximations L* que 'on peut construire
a partir de ce type de décomposition modale.

3.5 L’approximation

On va maintenant déterminer 'approximant de notre systeme au sens de la norme
de Hankel en réalisant les deux étapes évoquées au paragraphe 3.2.

3.5.1 Approximation modale et résultats de convergence

On a donc, de deux manieres différentes, déterminé la décomposition modale as-
sociée a la fonction de transfert de notre systeme d’évolution. Reprenons les nota-
tions de la décomposition modale utilisées dans le paragraphe 3.4.3; on a :

Gp) =% H . (3.5.1)

La réalisation (A, B,C') associée au systeme permet de donner directement une
expression de 'approximation modale d’ordre n de 'opérateur de Hankel T" :

(T"U)(t) = i/ooo MDY (BU(s), i)y ds (3.5.2)
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et de la fonction de transfert G :

Gp)=3Y % (3.5.3)

1

La convergence de ces troncatures provient des estimations suivantes :

>0 |Cs| | By
IT=T"[ <G =G"|eo <) —5 v -
2 TR

(3.5.4)

Mais d’autres résultats de convergence se déduisent de l'expression 3.5.1 de G

[CG 864] :

Lemme 3.1 G B*
St G se décompose en Z @/’7/\@/’;
P— A

1

alors :

(1) les n valeurs singuliéres (o) de I'" convergent vers les n premiéres valeurs
singuliéres (o;) de T,

(2) T est nucléaire,

(3) O'{L—I—"'—I—O'Z—>ZO'Z' lorsque n — oo,
1

4 So <> Gt

1
Preuve du Lemme

Rappelons que les valeurs singulieres associées a I' sont définies comme les valeurs
propres de (T*T")!/2,

1. D’apres 3.54, (I'") T — I'"T" lorsque n — oo au sens de la topologie
uniforme. Comme ces opérateurs sont bornés et autoadjoints, d’aprés
[Kat 66, page 291], leurs valeurs propres convergent lorsque n — oo. On doit
remarquer ici que pour que cette convergence soit réalisée, il suffit d’assurer
la convergence au sens L* de G" vers G.

2. et 4. Définissons I';, opérateur de Hankel de rang 1 par

(L)) = /0 T M) Coy(BU(s), by )y ds. (3.5.5)
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Alors

_[Ch)?
2R€/\l

(CTU)(#) = Byt /0 T NO(U(s), By ds. (3.5.6)

On peut voir facilement que T'fT; a la valeur propre simple p? ol

_ €| [ B4
My = Te(/\l) (357)

w1y est la valeur singuliere associée a I';. Par inégalité triangulaire, on a

TN =D Tullv <D ITllv =D e (3.5.8)
1 1 1

Donc T' est nucléaire et 'inégalité donnée par 4. est établie.

3. On a

IT=T"ly =13 Tillv
n+1

< Z i — 0 lorsque n — .
n+1

Cette convergence se déduit de la forme des valeurs singuliéres associées aux
I
Donc [|[I'"||y — ||T'||ny  lorsque n — oo et 3. est établi.

3.5.2 Approximation L

L’approche choisie était donc de déterminer d’abord une approximation modale de
notre systeme initial pour un n donné et de lui appliquer le schéma de réduction
développé par [Glo 84] : ainsi on obtient un approximant (au sens de la norme de
Hankel), de dimension k < n, de l'approximation modale. Soit G la fonction de
transfert associée a ce systeme d’ordre k. On a

IG = Gille <G = Gl + |G = G|« (3.5.9)
Smn+(0'£+1 —|——|—UZ)

d’apres 3.5.4 et les résultats sur les bornes donnés dans le paragraphe 2.2.2, ou m,
est défini par

My, = Z 20.
n+1
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De plus, d’apres le lemme 3.1

Oppr+ -+ on — > o, lorsque n — oo.
k+1
Comme .
Yooy < inf T = Allx < |0 =T%n < (3.5.10)

e A de rang<k

d’aprés [Glo 84, Corollaire 9.9], on a finalement lorsque n devient trés grand
|G — Gilse < my. (3.5.11)

Ainsi, par un choix judicieux de n et de k, on peut obtenir une approximation
d’ordre fini et restreint de notre systeme avec une erreur correcte au sens de la
norme L. De plus, on a vu que |G — Gi||eo > 041 pour toute approximation Gy
de degré de Mac-Millan k. On se rapproche donc de ’approximant Hankel-optimal
(pour lequel lerreur L™ est exactement oyyq) si n est grand et si o4, décroit
rapidement. Dans ce cas on peut dire que Gy est un bon approximant au sens de

Hankel.
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3.6 Quelques résultats numériques

3.6.1 Approximation de Hankel

C’est a 'aide des logiciels de calcul formel, mathematica et de CAO en Automatique
basile, que 'on a réalisé les applications numériques et les simulations qui suivent.
Pour pouvoir tester les approximations réalisées grace a la méthode exposée dans
la section 3.5, on désire simuler notre systeme initial. Pour cela on en réalise
une discrétisation spatiale, qui n’est d’ailleurs rien d’autre qu’un nouveau type
d’approximation. Les détails de ce calcul classique sont exposés en annexe D.2.
L’étude des valeurs propres associées aux deux modeles précédents, réalisée en an-
nexe D.3, permet d’appuyer ce choix de simulation. En effet, on peut alors comparer
les valeurs propres associées au modele discrétisé avece celles du modele continu. On
constate alors que les premiers modes restent tres proches puis s’éloignent pro-
gressivement. Ceci n’est cependant pas a mettre en contradiction avec ’hypothese
selon laquelle ces deux modeles représentent bien le méme systeme. Car globale-
ment, on peut penser que la divergence des valeurs propres se compense puisque le
comportement simulé par chacun des modeles est identique.

Le systeme de référence correspond donc a une discrétisation en espace d’ordre 100
du systeme 3.1.7.

La décomposition modale est calculée a 'ordre 50 pour répondre aux impératifs
de capacité de calcul des logiciels; cependant, cet ordre est suffisant pour que
I'approximation soit bonne car les valeurs propres de ce systeme sont proches de
celles du systeme discrétisé : on s’en assure en comparant les 50 premieres valeurs
propres du modele de référence, notées Sy, avec celles de 'approximation modale,
S., comme représenté figure 3.6.1.

On détermine alors les approximants Hankel-optimaux de "approximation modale
d’ordre 50, pour différents ordres.

Tous ces systemes seront représentés par simulation de leurs observations sur les
100 premiers instants, pour différents types de controle. Les notations seront les
suivantes :

e le systeme initial (discrétisé) : courbe Q2 ,
e 'approximation modale (d’ordre 50) : courbe Q ,

e l'approximation de Hankel d’ordre n : courbe Q},

. R 1
successivement pour les deux controles U(t) = l 1 ], figures 3.6.2 , 3.6.4 et 3.6.5,

et V(t) = [ S”ft ] figures 3.6.3 , 3.6.6 et 3.6.7.



Quelques résultats numériques

63

-50

-100

-150

-200

-250

-300

-350

S,

10

15

20

25

30

35

40 45

50 1

Figure 3.6.1 : Comparaison des 49 premieres valeurs propres.

Figure 3.6.2 : Simulation discrete et Approximation
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Figure 3.6.3 : Simulation discrete et Approximation modale pour le controle V().

Les figures 3.6.2 et 3.6.3 montrent que les courbes 2 et s sont confondues. Ceci
légitime le choix d’une approximation modale tronquée comme premiere étape pour
le passage de la dimension infinie a la dimension finie.

Pour évaluer l'erreur d’approximation réalisée par 'approximation de Hankel,
on peut calculer les valeurs singulieres associées a notre premiere approximation
modale : on a réalisé ce calcul pour les 20 premieres valeurs singulieres associées
au systeme a partir des grammiens d’observabilité et de commandabilité; elles sont
répertoriées dans le tableau suivant :

mode ¢ o? mode ¢ o?
1 9.11072 11 5.734898 107!
2 1.009 1072 12 5.971604 10712
3 1.1911073 13 8.46948 10~ 1?
4 1.6316056 10~* 14 5.8867 10!
5) 2.3652981 107° 15 4.582 107"
6 3.2053644 107° 16 2.76 10716
7 3.952773 1077 17 1.7107Y7
8 4.3215992107® 18 2.029 10718
9 4.661287 1077 19 2.481 107"
10 4.3262816 10710 20 5.896 1072

Ce tableau permet de choisir I'ordre de 'approximation suivant ’erreur maximale
(au sens de la norme de Hankel) tolérée. Rappelons en effet que cette erreur est
1éme

égale, si le systeme approximant est d’ordre n, a la n + valeur singuliere as-

sociée au systeme initial. Ainsi, une approximation de Hankel d’ordre 10 représentée
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figures 3.6.5 et 3.6.7 conduit & une erreur inférieure d’un facteur 10™* & celle réalisée
par approximation de Hankel d’ordre 2 représentée figures 3.6.4 et 3.6.6.
La différence de qualité entre une approximation d’ordre 2 et une approximation

d’ordre 10 est tres nette dans le cas du controle V(t).
K

| | | | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 10%s

S~ N W ok O N X O e
I
|

Figure 3.6.4 : Simulation discrete et Approximation de Hankel d’ordre 2 pour le
controle U(t).

K

S~ N W ok O N X O e

| | | | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 10%s

Figure 3.6.5 : Approximation de Hankel d’ordre 10 pour le controle U(t).
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Figure 3.6.6 : Simulation discrete et Approximation de Hankel d’ordre 2 pour le
controle V().
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Figure 3.6.7 : Approximation de Hankel d’ordre 10 pour le controle V().
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3.6.2 Comparaison avec l’approximation par dominance
modale

Une étude réalisée en collaboration avec le CENERG (Centre d’Energétique de I’Ecole
des Mines) nous a permis de comparer les modeles réduits par approximation au
sens de Hankel avec ceux obtenus par une méthode d’approximation se basant sur
lanalyse de la dynamique des différents modes propres d’un systeme [Nei 89] : elle
consiste, dans un premier temps, & regrouper en un mode (le mode de couplage
direct avec les sollicitations) tous les modes du systeme de départ dont la cons-
tante de temps (inverse de la valeur propre) est inférieure a 1s.! Dans un second
temps on calcule ’énergie des modes restants. Cette grandeur n’a aucune réalité
physique mais elle permet de déterminer quels sont les modes d’un systeme qui in-
fluencent notablement sa dynamique. Les modes dominants sont ceux dont ’énergie
est supérieure a 5% de 1'énergie totale du systeme. Il ne reste plus qu’a agglomérer
autour de ces modes dominants les autres modes.

Le modele réduit ainsi construit doit rendre compte de toute 'information dy-
namique contenue dans le modele d’origine. Les résultats numériques suivants cor-

Figure 3.6.8 : Evolution des 4 modéles

respondent a ’étude d’une paroi constituée d’un matériau homogene dont les ca-
ractéristiques sont semblables a celles d'un béton moyen. De plus, comme la dy-
namique d'un modele aparalt clairement lorsque celui-ci est soumis a une sollicita-
tion qui varie comme une séquence binaire pseudo-aléatoire, on a simulé 1’évolution
des différents modeles dans de telles conditions.

La figure 3.6.8 présente un exemple des résultats obtenus, les courbes étant
répertoriées comme suit :

o 77 = modele de référence;

e 7, = modele discret d’ordre 3;

e 73 = modele réduit par dominance modale;
e 7, = modele réduit d’ordre 3 par approximation au sens de la norme de
Hankel.

Il apparait donc clairement que méme si 'on n’accede pas a un approximant op-
timal au sens de la norme de Hankel par la méthode développée précédemment,
les résultats obtenus sont, en pratique, bien meilleurs que ceux obtenus par des
méthodes de réduction classiques.

ICette valeur doit en fait étre choisie en fonction du pas de temps de simulation utilisé. Pour des
simulations effectuées avec un pas de temps de 10s (ce qui est notre cas) les dynamiques des modes
dont la constante de temps est inférieure a 1s ne sont pas observables. Il est donc tout a fait justifié
de considérer que tout se passe comme si ces modes avaient une constante de temps nulle.
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3.7 Conclusion

On a donc montré comment on peut en s’appuyant sur des résultats de réduction au
sens de la norme de Hankel approximer des systemes de dimension infinie pourvu
qu’ils répondent a certaines propriétés :

o régularité de la réponse impulsionnelle associée au systeme :

h € L' L*0,00; CP*?);

e nucléarité de lopérateur de Hankel associé.

Mais si ces propriétés suffisent a assurer l'existence d’un approximant optimal,
encore faut-il pouvoir le déterminer explicitement. Or, ceci ne peut se faire que si
I’on connait les valeurs singulieres associées au systeme. Et en dimension infinie,
cela n’est le cas en pratique que pour les systemes dits a retard. C’est pourquoi on
introduit une étape intermédiaire permettant d’accéder au moins aux n premieres
valeurs singulieres. Encore une fois, cette étape n’est pas réalisable pour tous les
systemes : il faut qu’ils admettent une décomposition de type modale ou toute autre
forme de représentation permettant d’en déterminer une bonne approximation L.

Enfin, il faut remarquer que 'on ne s’est intéressé qu’a des systemes stables. Le
cas instable ou le nombre de poles a partie réelle positive est fini est une simple
généralisation des résultats précédents; mais il n’en est plus de méme lorsque les
poles instables sont en nombre infini, ou encore lorsque le systeme n’est ni stable
ni instable (soit qu’il a une infinité de poles sur ’axe imaginaire).

C’est le cas des systemes hyperboliques pour lesquels on a adapté, de maniere
efficace dans le cas du modele d’évolution d’une poutre flexible, la méthode
d’approximation de Hankel.



Chapitre 4

Etude de systemes hyperboliques

Dans le chapitre 2, on a exposé la méthode d’approximation au sens de la norme
de Hankel dans I’hypothese ou le systeme a réduire est stable.
Considérons ici le cas ou

G(s) = Gi(s) + Gals)

avec G1(s) € Hoo(Cy4) et Go(s) € Hoo(C) de degrés respectifs ny et ny. Supposons
que l'on veuille approximer G(s) de maniére & conserver ses poles instables. Une
méthode, exposée dans [Glo 84], est de réaliser une approximation optimale au sens
de la norme de Hankel de G(s) et de conserver Gy(s). L’approximant est alors

G(s) = Gu(s) + Gals)
avec él(s) € HI de degré k < ny. De plus on a
IG(s) = Gi(s) = Gals)|l1= > 0431 (Ga(s))

puisque Gy(s) € H et que Gl(s) est de degré k.
Mais on peut également en modifiant G(s), c’est a dire en faisant de légers change-
ments sur les poles instables, faire décroitre la norme L de l'erreur.

On concoit 'impossibilité d’adapter cette technique a un systeme dont le nombre de
poles instables est infini. Dans [Par 91] une méthode d’approximation des systemes
instables de dimension infinie utilisant des facteurs coprime a été développée. Mais
dans le cas ou les poles instables sont une infinité, ce probleme reste essentiellement
ouvert a notre connaissance.

C’est pour le cas intermédiaire a la limite de la stabilité et de 'instabilité, c¢’est a
dire pour un systeme possédant une infinité de poéles sur ’axe imaginaire que 1’'on
a défini une nouvelle approche permettant d’en déterminer une approximation.
En particulier on s’est intéressé aux systemes a parametres distribués
représentant des structures flexibles. Leur réponse impulsionnelle n’est pas dans
L' N L*(0, 00; €CP*?). L’opérateur de Hankel associé & de tels systémes, quand il est
défini, n’est pas compact. La théorie de 'approximation au sens de la norme de
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Hankel ne peut s’appliquer.

Aussi, 'approche que nous proposons dans ce chapitre [Mai 92|, permet en formu-
lant le probleme d’approximation d’une maniere différente de retrouver, dans cer-
tains cas, les hypotheses favorables (sur la réponse impulsionnelle et sur 'opérateur
de Hankel associé) a l'utilisation de la méthode de Hankel. Il s’agit en fait d’exprimer
la norme d’opérateur suivant une métrique différente.

Voyons le détail de cette approche que nous nommerons la méthode de relazation et
qui consiste, sans influencer le comportement dynamique des systemes, a restreindre
I’espace d’entrée en renforgant la norme associée tout en relachant 'espace de sortie
en affaiblissant la norme associée.

4.1 La méthode de relaxation

4.1.1 Les motivations

Considérons un systeme = d’opérateur de Hankel associé I'. Soit U l'espace des
controles et Y 'espace des sorties.
L’opérateur I' agit du passé Ly(—00,0;U) = U vers le présent Ly(0,4+00;Y ) =Y
(cf paragraphe 1.2.4) et les valeurs singulieres qui lui sont associées donnent une
mesure de la distance entre deux systemes (cf paragraphe 1.3).
Ainsi rappelons que :

al(I’) _ Ul(E) = sup |y|L2(0,+oo;Y) ‘
|u|L2(—0070§U)
Soit =, le systeme représentant l’approximation optimale de Hankel de degré r de =
(en supposant que les hypotheses requises sur = pour que cet approximant optimal
existe soient remplies); d’aprés le théoreme 1.2 la distance d entre = et =, est donnée

par :
d(Z,2,) = inf sup lv= — v=, L(0,+o0iY)
Y=r  w |u|L2(—oo,0;U)
= 0Op41-

En réalité, lorsque 'on étudie un probeme physique concret, il n’est pas nécessaire
de définir les espace d’entrée et de sortie sur un intervalle de temps infini. C’est
pourquoi, nous avons décidé de restreindre les définitions de U et de Y a des inter-
valles de temps fini, [—T, 0] pour le passé et [0, T] pour le futur et d’introduire une
nouvelle distance s :

w(=,=,) =inf sup b2 = v lratosin
Y=, |U|L2(—T,0;U)

Lorsque 'on modifie les espaces d’entrée et de sortie, on ne change ni la relation
d’entrée sortie décrite par le systeme, ni son comportement dynamique intrinseque;
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on pose juste le probleme différemment, et tout en étant moins exigeant on devient
plus réaliste : car un systeme a seulement besoin de wivre durant un intervalle de
temps fini 7.

Cette idée est a la base de 'approche suivante : pour qu’elle soit plus appropriée
a l’étude des systemes a parametres distribués on a décidé, non pas de changer les
intervalles de temps, mais d’introduire un terme d’oubli, modifiant ainsi la norme

L.

4.1.2 L’approche

Considérons ici encore notre systeme = défini sur les espaces de Hilbert suivants
(que l'on identifie avec leurs duals, respectivement U et y)

= U= Ly(—00,0;U) — Y =Ly0,+00;Y) (4.1.1)

Introduisons une nouvelle norme : soit a > 0;

/0 u(t)e™ B dt < 0o <= u € U, et/ y()e o 2dt < 0o = y € Yar(4.1.2)
U, et Y, sont les espaces relaxés d’entrée et de sortie respectivement.

Le choix de cette norme a deux avantages : le terme exponentiel opere sur les
entrées du systeme un effet stabilisant tout en empéchant les sorties d’aller trop
vite a 'infini.

Ainsi, ce changement d’espaces est tout a fait adapté aux structures flexibles que
nous allons étudier. De plus, on ne perd pas d’information quant au comportement
du systeme car 'espace des entrées admissibles est restreint et 'espace des sorties
est étendu; en effet :

Ly(-T,0;U)CcU, CU et YCY, CLy(0,4T;Y).

On peut remarquer ici que si &« = 0, on retrouve les espaces d’origine U et Y.
Le systeme = restreint aux espaces relaxés :

= U, — Y, (4.1.3)
peut étre représenté de la fagon équivalente :

= U — Y (4.1.4)

[1]:

est le systeme de réponse impulsionnelle associée ;L(t) = h(t)e "
Ainsi il est suffisant, afin de réduire le systeme original 4.1.1, d’utiliser 1’'une ou
I’autre des formulations 4.1.3 ou 4.1.4.

ol

On a appliqué cette approche a des systemes représentant des structures flexibles.
De tels systemes ne libérent pas leur énergie au cours du temps. Ils sont conservatifs,



72 Etude de systémes hyperboliques

le temps ayant un caractere reversible. Toutes leurs valeurs propres sont situées sur
I’axe imaginaire et aucune d’entre elle ne peut étre négligée. Ces systemes ne sont
ni stables, ni instables. On peut citer pour exemples le diapason, le ressort qui
oscille indéfiniment, les modeles de grandes structures flexibles lorsqu’on ne tient
pas compte du terme d’amortissement . ..

On concoit qu’aucun approximant rationnel ne peut modéliser la dynamique d’un
tel systeme. De plus, il existe des raisons pragmatiques qui indiquent que dans ce
cas, la théorie de Hankel ne s’applique pas : en effet, ces systemes ne génerent pas de
semi-groupe exponentiellement stable puisque tous leurs modes (i.e. valeurs propres)
sont situés sur I’axe imaginaire; l'opérateur de Hankel associé, lorsqu’il existe, n’est
pas borné, ce qui implique que certaines des valeurs singulieres qui lui sont associées
peuvent étre infinies. Méme dans le cas o 'opérateur de Hankel est borné (et non
compact), le comportement des valeurs singulieres n’est plus intéressant pour le
probleme de la réduction, car elles ne tendent pas vers 0.

On a vu dans le chapitre 1, corollaire 1.2, qu’'une condition suffisante pour qu’un
opérateur de Hankel soit compact était que la réponse impulsionnelle associée h
soit dans L'. La condition nécessaire et suffisante énoncée dans le théoreme de
Hartman 1.4, lorsqu’on la transpose au cas continu, devient la suivante : considérons

H(s) € L*(:IR), la transformée de Laplace de h :

Théoréme 4.1 (Hartman)
H(s) € L*(IR) définit un opérateur de Hankel compact si et seulement si
H e H (C.)+ C*(iIR) ot C*(:IR) est [’espace des fonctions continues sur 1R, avec

une limite unique en F100.

C’est pourquoi la méthode de relaxation peut étre intéressante : si elle régularise
suffisamment la réponse impulsionnelle du systeme =, 'opérateur de Hankel peut
devenir bien défini, compact et méme nucléaire. Alors la théorie de 'approximation

de Hankel peut étre appliquée au systéme =.

4.1.3 Formulation générale

On rappelle ici la formulation variationnelle générale pour une réalisation d’espace
d’état comme elle est relatée dans [Ben 89).

Soient V et H deux espaces de Hilbert, munis respectivement des produits scalaires
(, )y et (, )y Avec les conventions usuelles on pose

VcCH=HCYV

chaque espace étant dense dans le suivant avec injection continue et on identifie H
et son dual H.

On considere 'opérateur linéaire A défini sur V', non borné, auto-adjoint, coercif
tel que

J— _ 1/2 1/2
(Ay, 2) gy = (y,2)y = (A y, A Z)H
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avec y,z € V. = Dyup = {v € H/AY?v € H} et (, )y représente le produit de
dualité entre V et V. Introduisons le domaine de A défini par :

Dy={veV/Av e H}

qui a la structure d’un espace de Hilbert muni de la norme du graphe. On a alors
la suite d’inclusions

DiCcVCH=HCV

chaque espace étant dense dans le suivant avec injection continue.

Avec les méme notations que dans le paragraphe 1.2.1, soient B € E(U,V) et
CeL(V,Y).

Dans tout ce qui suit, (') indiquera la dérivation partielle par rapport au temps.
Considérons le systeme défini par :

5(t) + Az(t) = Bu(t)
y(t) = C=(t) (4.1.5)

pour zp €V, z1 € Vet u € U.

Supposons maintenant que l'opérateur A~! soit compact de H dans H : cela est
vrai dés que l'injection de V' dans H est compacte.

Ceci implique qu’il existe une suite {\; = w?, wip > 0}xso de valeurs propres de A et
une suite {@; }r>o de vecteurs propres associés qui forment une base orthogonale de
H, avec |¢pp|p = 1, Vk > 0, et une base orthogonale de V' avec ||¢x||v = wi, VE > 0.
On pose

Wop = —Wg, Ok = ¢p, Yk >0,

b, =B*¢, €U, ¢, =C¢p €Y.

Considérons maintenant ’espace produit, ¥ = V x H. Son dual est I'espace ¥ = H
ot H=H x V. On pose alors W = D4 x V.

On obtient la suite W C V € H = ¥V C W, chaque espace étant dense dans le
suivant avec injections continues.

Le systeme 4.1.5 est équivalent a :

Z(t) = AZ(t)+ Bu(t)
y(t) = CZ(t) (4.1.6)
Z(0) = Zo
2=(3) »-(2)
et
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L’operateur A est un opérateur fermé de domaine dense, maximal monotone, qui
génere un Cy semi groupe de contractions S(t) sur V.
Le domaine de A est donné par Dy = Dy x V; A est anti symetrique :

A=—-A"

L’injection de V dans H est compacte car I'injection de V' dans H 1’est. Il s’ensuit
que le spectre de A est discret et composé, comme on peut aisément le montrer, de

la suite des valeurs propres i/ Ay et —i\/ .
Le vecteur propre correspondant a in/Ag (resp. a —i/Ag) est :

v b ) (0,

et il est facile de voir que la suite {®*, ®*} forme une base orthogonale de H.

Be LU; V)= LU;H) et C* € L(V;H).

Montrons ici qu’il existe des conditions suffisantes pour qu'une série de distributions
soit une distribution. Cela sera utile pour caractériser la réponse impulsionnelle
associée avec le systeme précédent : il s’agit en effet d’une série de distributions h

donnée par k1 Ty byc, ot Ty = sin/Agt/\/ Ay avec t > 0.

Considérons 'espace D des fonctions indéfiniment différentiables a support com-
pact. Comme T}, est une fonction localement intégrable, elle définit une distribution
dans D. On doit maintenant prouver que la série de distributions S,sq Tk'bscx con-
verge dans D. D’aprés Schwartz [Sch 66], il est suffisant de montrer que Yo € D
Ses1 < Tgyp > tbrcp converge dans IR. On établit le lemme suivant :

Lemme 4.1

Supposons qu’il existe N et m tels que |'brcy| < PEN et [N\ > QE¥ o1 P,Q
sont deuxr constantes et ¢y, by sont définis comme précédemment. Alors, la série de
distributions S sy Tiibrcy converge dans D.

De plus, elle définit une distribution T telle que pour ¢ € D avee le support [0, +I],
N+1

< T, >< C)¢"||oe 0t n € IN est tel que n > — 1 et C est une constante.

Preuve du lemme : en intégrant par parties n fois, on a

K sin/Agt
V Ak

Maintenant, si I’on suppose que

K K

A%
< T >:/ Dt < llollo—e < .. < ™y ——mo
<Tue> 1= 0] < el < o < e

brex] < PEN N € IN, P une constante
IAk| > Qk* avec m > 1, Q une constante (4.1.7)
N+1

et n € IN tel que n >
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alors
- —(n n 1
E>1 E>1
et la série k>t T.'b.ci. tend vers la distribution h. O

Avec n comme dans 4.1.7, T la n®*® primitive de T, est la série de terme

général :
(g(\/;k)tbkck) S

ot la fonction g() est soit sin() soit cos(). Comme T~ est une fonction de C°N L™
elle admet une transformée de Laplace dans Re(s) > 0. Donc, la transformée de
Laplace de T existe. Si on tient compte du changement d’espace présenté dans le
paragraphe 4.1.2, la réponse impulsionnelle correspondant au nouveau systeme =
conformément aux espaces relaxés U, et ), devient :

h(t) = h(t)e . (4.1.9)

De plus, la transformée de Laplace de h existe dans Re(s) > —a.

Les réponses impulsionnelles des systemes étudiés dans la suite, appartiennent a
I’espace de distributions D.

4.2 Application aux structures flexibles

4.2.1 Oscillateur harmonique

Comme introduction a nos applications, traitons le cas simple d'un systeéme de
dimension finie : considérons un oscillateur harmonique représenté suivant la for-
mulation usuelle

() +w?a(t) = u(t)

4.2.1
i 2
ou u € Ly(—00,0;U) est le controle (ou entrée), z létat, y € Ly(0,400;Y)
I'observation (ou sortie) et U =Y = IR.
La fonction de transfert est donnée par

1
G —
(5)= 3
et la réponse impulsionnelle par
h(t) = sinwt
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L’observation peut s’écrire :
y(t) =

Lo
/SmwTu(t—T)dT.
0w

h ¢ L* et h e C'. Aussi,

La réponse impulsionnelle est telle que h ¢ L',
l'opérateur de Hankel associé appartient a l'espace des distributions. Il est donné

par
To(t) = /OOO Sinwiﬂv(r)dr
et est non borné :
“up [Co()]L,0400) _ oo

V] L5 (=00,0)

Dans le but de réduire la norme de I'v et de renforcer la norme du contréle v, on
restreint 'espace des controles U = Ly(—00,0;IR) du systeme original & U,. Cet

espace des entrées est donné comme il est exposé au 4.1.2 par
v EU, < Fw el v(t) = w(t)e.

0 1 t —
—oztSIIlw( T)eom’w(T)dT

T o(t) = e To(t) = /_ ) w

0
— / e—oz(t—ﬂ')i
w

— 00

= Tw(t).
Maintenant, on peut considérer le systeme défini de Ly(—oc,0;IR) dans
L5(0,+00;IR) avec l'opérateur de Hankel I' et la réponse impulsionnelle

~ 1 t
hit)y= et 220 ¢ L' e [P et €C.
w

La sortie de ce systéme = est
te T sinwT
/ ——w(t —7)dr
0 w
tsinwTt
= e_at/ u(t —7)dr = e “y(t).
0

w

L'opérateur de Hankel T est de rang fini égal & 2. En effet

. % ginw(t

Tw(t) = 7811&@( —I_T)w(r)e_a(t"'T)dT

0 w

= sinwre_at/ Coszw(T)e_MdT—|—cosw7'e_at/ SmwTw(T)e_MdT
0 w 0 w
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COSWT © SINWT

w(T)e7dr.

Posons A = /OO w(T)e™*7dr et B = /
0 w 0 w

Alors fv(t) = Asinwte ™ + Bcoswte . Donc fv(t) appartient au sous-espace
vectoriel de dimension 2 engendré par [e™* cos wt, e~ sin wt] et I'opérateur de Han-
kel admet 2 valeurs singuliéres. De plus, I' est symétrique par rapport au produit
scalaire de L?. On est donc dans le cas ol ses valeurs singuliéres sont égales au
module de ses valeurs propres et on peut les calculer explicitement en utilisant la
méthode exposée en annexe B.1 :

comme fv(t) = \v(t), il existe p et ¢ tels que v(t) = psinwte™ 4 gcoswte . En
remplagant v(t) par cette expression dans A et B on obtient :

2

© g1n 2w T © cOS” WT
A = / e 27 dr / e 27 dr
p 0 2w ta 0 w

2

© SIn‘ WwT © s1n 2wT
B = p/ e 27 dr + q/ e 27 dr.
0 w 0 2w

La résolution en A du systeme suivant :

© s1n 2wT % cos? wT
p/ e 27 dr + q/ e *7dr = Ap
0 2w 0 w
. 2 .
o0 o0 2
p/ sin wTe_QMdT—I—q/ sin wTe_zde ~
0 w 0 2w

conduit aux deux valeurs singulieres, finies pour o # 0 :

o +vV2a? + w? a —V2a? + w?

o= 4(a? + w?)a 72 = 4(a? 4+ w?)a

Lorsque a« = 0 on retrouve le résultat énoncé précédemment, a savoir que

IT) = o1 = +oo.

Ainsi, aprés “restriction” de ’espace d’entrées et “dilatation” de ’espace de sorties

pour le systeme original, on peut de maniere similaire considérer un autre systeme

=, défini de L? dans L? et pour lequel l'opérateur de Hankel est bien défini et

borné. De plus, et parce qu’il s’agit ici du cas particulier de la dimension finie, ceci
b b

est suffisant pour assurer la compacité et la nucléarité de 'opérateur de Hankel

associé.

Cet exemple n’ayant qu'une vocation de présentation intuitive (on concoit qu’il n’y
ait aucun intérét a réduire un systeme d’ordre 2), étudions maintenant les cas de
deux systemes de dimension infinie.

4.2.2 Poutre d’Euler Bernouilli

Considérons une poutre uniforme, de longueur, de masse linéique et de rigidité en
flexion égales a 1 et dont on négligera l’amortissement structurel, faible par essence.
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On la suppose encastrée a 'une de ses extrémités, commandée a 'autre par une
force ponctuelle.

Y
8

/

Figure 4.2.1 : Poutre en flexion, encastrée a une extrémité

Les vibrations transversales d’une telle poutre peuvent étre modélisées par
I’équation d’Euler-Bernouilli et le systeme la décrivant est le suivant

0%z 0tz
z(0,) =0= %(O,t)

ox

(4.2.2)
0%z 03z
@(Lt) =0 ) %(Lt) = u(t)
0z

z(x,0) =z, E(%O) =2

ou u(t) est la force ponctuelle appliquée a l'extrémité de la poutre et zg, z1 sont les
conditions initiales.
On observe

y(t) = 2(1,1). (4.2.3)

Dans tout ce qui suit, (') indiquera la dérivation partielle par rapport a l'espace.
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On introduit les espaces :

Q = ]0,1]

7= L)

Vo= (s e WE()/5(0) = 2(0) = 0)
U = R =Y.

AeL(V, ‘7) est défini par
1
Vw,z €V (Aw,z)py = / w”2"dr = (w,2)y,
0

et C € L(V,IR) par
VzeV, Cz=z(1).

A est un opérateur linéaire auto adjoint, non borné sur H, V-coercif. On peut écrire
la premiere équation de 4.2.2 de la facon suivante :

v ¢ € Vv (Zv¢)H + <A2(t)777b>f/v + (u(t)chvb) =0.

Alors soit C* € L(IR, f/') lopérateur adjoint de C'. Le systeme 4.2.2 est équivalent
a:
Z(t) + Az(t) = C*u(t)
y(t) = Cz(1) (4.2.4)
z(0) = zp; 2(0) = =

On peut exprimer le systeme 4.2.4 avec les mémes notations qu’en 4.1.6 :

Z(t) = AZ(t)+ Bu(t)
y(t) = CZ(t) (4.2.5)
Z(0) = Z

Les résultats d’analyse spectrale suivants sont établis dans [BS 79]. Les valeurs
propres de A sont de la forme )\, = wi, avec wy = (7, k > 1, out les ;. sont les
racines positives de

cos(cosh(+1=0
le.
Ck = (k — 1/2)7T—|—0'k

avec |op| < w/2 et |ok| \, 0 lorsque k — oo.
Les fonctions propres normalisées associées sont données par

D () = cosh(pr — cos (px — (k) (sinhra — sin ()

avec

_ cosh( + cos ¢

Q)= sinh¢ +sin ¢’
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Ici, avec les notations du lemme 4.1, les hypotheses 4.1.7 sont vérifiées pour N = 0,
m=2etn=0:

b, =cp = ®p(1) =2(—=1)"1 donc |'byer| =4,
A~ k.

Aussi, dans ce cas particulier, I’équation 4.1.8 devient :

1

S < Ty > "ber] < 8K |||l 5]

E>1 E>1

ou ¢ € D avec le support [0,K]. La réponse impulsionnelle i donnée par
Ses1 Titbrey ot Ty, = sin(y/Axt) /Ay, est une distribution. En fait h est une fonction
continue bornée car la série converge normalement (vers une fonction continue) et
appartient a L.

Appliquons la méthode de relaxation a notre systeme. La réponse impulsionnelle
devient comme dans 4.1.9 :

h(t) = h(t)e ",

Icih € L', h e L% Aussi, Vopérateur de Hankel T associé est compact. La fonction
de transfert associée est donnée par :

Gis) o
=y ————.
= (s + a)? + W}

Etablissons alors la nucléarité de I'. G peut s’écrire :

Gls) =Y ( Lo ) (4.2.6)

s1 2R \S =Mk S —
ou Np = —a + twy, et 7 est son conjugué complexe. Aussi, avec les notations du
corollaire 1.3 on a :
il = | =] ~ =
ak = |— | ~ —
oWy ak?

et la somme infinie Y |ax| converge. Les conditions du corollaire 1.3 sont donc
vérifiées et l'opérateur de Hankel associé a G est nucléaire.

On peut alors déterminer un approximant du systeme Z.

4.2.3 Les ondes

Etudions maintenant le cas d’un systeme hyperbolique pour lequel notre approche
de relaxation n’est plus concluante. Considérons le systeme représentant la torsion
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d’une poutre modélisé par I’équation des ondes :

322( £) 322( $)=0; 0<z<1
arr Y T g2 T =t s
2(0,4) =0 %(1 #) = u(t) (4.2.7)
2 2 ax 2
)
Aa,0) = 20, Z(2,0) =2

ou z est 'angle de la poutre avec sa position de repos et ou u(t) est le controle
appliqué a 'extrémité de la poutre.

On étudiera ce systeme pour deux types d’observation, la déformation de la poutre
puis sa vitesse angulaire.

Obervation de la déformation

On observe 'angle entre la poutre et sa position de repos en son extrémité :

y(t) = =z(1,1). (4.2.8)
Introduisons les espaces suivants :
Q = ]0,1]
H = L[*Q)
V = {ze€e HY(Q)/2(0) =0}
U = IR =Y

AeL(V, ‘7) est défini par
1
Vw,z eV (Aw,2)p, = / w'Z'dr = (w,2)y,
0
et C € L(V,IR) par
VzeV, Cz=z(1).
Comme cela a été fait précédemment, on peut réécrire 4.2.7 sous la forme :
v ¢ € 4 (quvb)H + <A2(t)777b>f/v + (u(t)v C¢) =0.

Le systeme 4.2.7 devient :

Z(t) + Az(t) = C*u(t)
y(t) = Cz(t) (4.2.9)
z(0) = zp; 2(0) = =
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ou suivant la formulation usuelle du premier ordre en temps :

Z(t) = AZ(t)+ Bu(t)
y(t) = CZ(t) (4.2.10)
Z(0) = Z

Les valeurs propres de A sont les A\, = w?, k > 1 avec

1
wr = (k — 5)7r

Les fonctions propres associées sont données par :
Dp(x) = V2sinwyz.

Alors, avec les notations du lemme 4.1, les hypotheses 4.1.7 sont vérifiées pour
N=0,m=1letn=1:

by =cr = Op(1) = (=112 et |'brer] =2,
g ~ k2.

L’équation 4.1.8 devient :

1

S < Ty > bpey| <4K =3[P > 72

E>1 E>1

ou ¢ € D a pour support [0,K]. h, la réponse impulsionnelle, donnée par
k> T.'brer ou Ty, = sin(+/Agt)// A est une distribution, et une fonction car la

: tb 2
. . sin wyt . (*bre)
serie harmonlque E Converge pulsque E 72 Converge. La nouveﬂe
p>1 Wk 1 %k

réponse impulsionnelle a donc les propriétés suivantes :
h(t) = h(t)e™® € L' et € L%

L’opérateur de Hankel associé, T, est compact.

Cependant ceci ne va pas suffir pour exploiter les résultats connus sur
'approximation de Hankel. En effet, si la fonction de transfert G se décompose
en une somme infinie de la méme facon que dans le corollaire 1.3, ses coefficients

ay sont tels que
1 1

ol = 121~ 7
et la somme infinie Y |ax| ne converge pas. Ceci s’explique par le fait que les valeurs
propres de 'opérateur des ondes (~ k) ne croissent pas lorsque k tend vers l'infini
aussi vite que celles de l'opérateur des poutres (~ k?). L'opérateur de Hankel T
n’est pas nucléaire. Ainsi la méthode de relaxation appliquée a ce systeme n’induit
pas les résultats escomptés.

On va voir que c’est aussi le cas lorsque ’on observe la vitesse angulaire de la poutre.



Analyse de la méthode de relaxation 83

Obervation de la vitesse angulaire

La sortie du systeme correspond maintenant a la vitesse angulaire a 'extrémité de
la poutre :

y(t) = %(u). (4.2.11)

Dans ce cas, h, la réponse impulsionnelle, donnée par 3 .~ Ti‘brcr ol
T, = cos(\/Axt) est encore une distributon, mais ce n’est plus une fonction : ceci
provient de ce que h s’exprime comme la somme infinie de distributions de Dirac
(voir par exemple [LeM 91]).

Ainsi la méthode de relaxation appliquée a ce systeme n’induit pas les résultats
escomptés sur la nouvelle réponse impulsionnelle. En effet

h(t) = h(t)e™®' ¢ L' et ¢ L%

L'opérateur de Hankel associé, T, n’est plus compact et la théorie de Hankel ne
peut étre appliquée.

Pour ces deux systemes, modélisant les poutres et les ondes, les propriétés de
l'opérateur de Hankel semblent liées au comportement des valeurs propres des
systemes qu’ils caractérisent. A cela, s’ajoute le fait que les systemes hyperboliques
étudiés ne sont pas retardés dans le sens de Bellman and Cooke [BeC 63], i.e. les
fonctions de transfert associées n’ont pas une infinité de poles dans un - n’importe
lequel - demi plan droit. En effet, les poles ne s’accumulent pas a gauche de 'axe
imaginaire. C’est pourquoi, dans le cas des ondes, 1l y a peu d’espoir d’obtenir,
ne serait-ce qu'une convergence L* d’une simple approximation modale, comme
celle-ci est établie pour les systemes a retard dans [PGZC 88].

4.3 Analyse de la méthode de relaxation

La méthode de relaxation introduit un certain nombre d’interrogations, et c’est
pourquoi, dans ce paragraphe, nous allons tenter de répondre a certaines d’entre
elles. Pour cela, nous étudierons le probleme d’évolution que représente le systeme
des cordes vibrantes. Il sera ramené par discrétisation a la dimension finie pour des
impératifs clairs de simulation et de cohérence par rapport aux résultats précédents
concernant les ondes.

Aussi souleverons nous les questions suivantes :

— Comment choisir le coefficient «

— par rapport a des criteres physiques 7
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— par rapport a des considérations théoriques ?

— Quel est le comportement des poles et des valeurs singulieres associés aux
systemes réduits et relaxés 7

— Quelles sont les relations entre le systeme de dimension infinie et le modele
réduit par relaxation puis approximation de Hankel 7

Rappelons tout d’abord quelques résultats concernant les cordes vibrantes.

4.3.1 Les cordes vibrantes et la relaxation

Reprenons ici le formalisme introduit dans [Cia 82]. Considérons une corde ho-
mogene de section constante, de longueur I, tendue entre deux extrémités fixes
placées le long d'un axe, I'une étant a 'origine 0 et ’autre au point d’abscisse [. La
corde est soumise & 'action d’une force verticale f(x,t) et on se propose d’étudier
les petits mouvements transversaux de la corde dans le plan vertical; autrement dit,
on cherche une fonction z(x,t) définie pour 0 < « <[ et t > 0, qui représente a
I’abscisse x et a 'instant ¢ la déformation verticale de la corde. La fonction z doit
alors vérifier I’équation aux dérivées partielles suivante :
2 2

%(w,t) — %(w,t) = f(x,t), O<a<l, t>0 (4.3.1)
qui n’est autre que ’équation des ondes en dimension un.
On suppose connue la forme de la corde a l'instant initial t=0, z(x,0), ainsi que

la distribution des vitesses initiales le long de la corde, a—i(:z;,O), pour 0 < x <[

(par exemple, si la corde est simplement lachée & partir d’une position donnée, on

3}
a a—j(w,O) =0, pour 0 <z <). Enfin, on doit avoir z(0,t) = z(I,#) = 0 pout t > 0

puisqu’on suppose que les extrémité de la corde sont fixes.
On est donc amené a trouver une fonction z(a,t) définie pour 0 <« <lett >0
qui soit une solution de

0%z 0%z
0z

Y

2(0,t) =0= —(I,t), t>0 (conditions aux limites),
Oz (4.3.2)

z(x,0) = up(x), 0<a <[ (condition initiale),

—(2,0) = uy(xz), 0 <a <! (condition initiale)
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Dans ce qui suit, on considérera les mouvements de la corde en présence d’une force
f(x,t) = Bu(x,t) et une longueur [ = 1; 'observation sera donnée par

y(x,t) = BT 2(x,1).

Comme dans ce cas il n’existe pas de méthode directe pour calculer les valeurs
singulieres associées au systeme de dimension infinie, et que ’on n’est pas dans un
cas favorable méme en relaxant le systeme d’apres les résultats du paragraphe 4.2.3,
on se ramene a un systeme de dimension finie en discrétisant en espace. On choisit
pour ce faire de réaliser une discrétisation par différence finie dont le détail est en
annexe E.1. On obtient le systeme suivant pour une discrétisation a ’ordre N :

6 + Q%0 = Bu(t)
{ v — 8 (4.3.3)
ou
W 0
) =
0 Wy

est la matrice des valeurs propres wj; du systeme discret d’ordre N avec

2 _ i 2k —1 7
Wi = Sin —_—— — .
k 2N +12

b
On notera! par commodité B= | ... | et on a C = B”.
by

Si 'on relaxe le systeme 4.3.3, la fonction de transfert qui lui est associée devient

2_|_wz'

Par extension du probleme de 1'oscillateur harmonique, exposé au paragraphe 4.2.1,
a N masses oscillant, on peut déduire la représentation interne suivante du systeme
relaxé :

{ é—l—Zozé—l—(ozzI—l—Qz)G = Bu (4.3.4)

y=0C80

I représente la matrice identité.

On définit le vecteur d’état

(9:(91 164 92 N2y - éN 77N9N)T
1bT

; est une ligne ce qui n'implique pas que b; soit une colonne de B puisque la matrice n’est en
général pas carrée.
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ou {6;,1 < k < N} sont les composantes de 8 et 1, = —« + iw;, sont les valeurs

propres associées au systeme du premier ordre en temps équivalent au systeme

précédent 4.3.4 et dont la représentation d’espace d’état est la suivante
{@:A®+&L

v _oo (4.3.5)

ou A est la matrice diagonale par blocs de dimension (2N x 2N)

Ay
Ay 5 B
A= As avec Ak:<_ @ _nk).
. qr 0
An
T bk
B:—(Bf BQT B]:C,) avec Bk:<(’;)
ot bl est la k™ ligne de B.
C=(C; Cy -+ Cy) avec Cpr=(c; 0)

ott ¢ est la k¢ colonne de C.

Analysons alors 'influence du choix du coefficient « sur ce systéme et sur ses ap-
proximations.

4.3.2 Le coefficient de relaxation o
Interprétation physique

Le coefficient « intervient, comme on ’a vu au paragraphe 4.1.2, dans le terme
exponentiel visant a renforcer la norme de 'espace des entrées et affaiblir la norme
de 'espace des sorties. 1/« est homogene a un temps, et peut étre interprété comme
la période pendant laquelle on requiert que les sorties soient régulieres au sens
de la norme L?. De maniére symétrique, c’est sur 'intervalle [—1/«,0] que I'on
demande que les entrées soient régulieres. Ainsi, plus cette période sera faible, moins
I'influence de la relaxation sera ressentie par le systeme. C’est pourquoi, en premiere
approche, on peut considérer qu'un choix de o > 1 est judicieux.

Nous allons préciser ceci a travers l’étude des valeurs singulieres associées au
systeme, pour des valeurs de « différentes.

Etude des valeurs singuliéres

Pour accéder aux valeurs singulieres du systeme discrétisé on calcule les gram-
miens qui lui sont associés. Pour le détail technique de ce calcul on se reférera a
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I’annexe E.2.1. On développe alors un algorithme permettant le calcul de ces gram-
miens, et donc des valeurs singulieres, a ’aide de la bibliotheque M++ du langage
C—++. Les choix faits pour que cela soit réalisé avec le plus d’économie de calculs
sont exposés en annexe E.2.2. Ceci nous a permis d’accéder aux valeurs singulieres
pour un systeme discrétisé d’ordre N = 10 fixé et pour des valeurs de o comprises
entre 0 et 3; On les a représentées figure 4.3.2. Au vu du comportement de ces

a3

5.95 _
4.96
3.96
2.95
1.96

0.95

Figure 4.3.1 : Evolution des valeurs singulieres en fonction de «

valeurs singulieres, il est permis de conclure sur la fourchette dans laquelle il sem-
ble le plus réaliste de choisir @ dans ce cas particulier. En effet, pour assurer la
nucléarité de 'opérateur de Hankel associé, il faut que ces valeurs restent finies et
faibles. Il faut donc que « ne soit pas trop proche de 0. Ceci permet de justifier le
choix de a € [0.5,1].

D’autre part, et pour rester cohérent avec la remarque du paragraphe précédent
exprimant la volonté de ne pas trop perturber le systeme, il est nécessaire de con-
sidérer des valeurs de « raisonnablement grandes.

Il semble donc correct de choisir pour « la valeur 1. C’est ce que 'on a fait dans les
developpements suivants.

On peut donc conclure qu’il existe un lien entre la rapidité de convergence vers 0
des valeurs singulieres et la valeur du coefficient «.
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4.3.3 Le comportement des modes propres

Analysons le comportement des modes propres associés aux approximations de Han-
kel du systeme relaxé. On les a calculés pour un systeme initial relaxé d’ordre de

o A
© - L 6.17
®
O
o g 4.52
O
O
. e} ° 2.87
.
| . 1.23
| |
¢ I I I SN 0;
8.72 -7.43 -6.13 -4.84 -3.548 -2.257-0.95 [ -0.42
7
8
e
. o® | -2.06
// O ®
e
o)
e o - -3.71
(@) P S
7
O
P Py E L -5.35
e
// -
r fO | // o 0
I 40 I .
‘ 151 .7
53 |
| O m I

Ordre des systémes
correspondants
aux poles représentés

Figure 4.3.2 : Les poles en fonction de 'ordre d’approximation

discretisation égal a 20 puis pour les approximations que 'on en a fait. On peut
faire plusieurs remarques a propos de la représentation qui les illustre figure 4.3.3:

e ils sont dans le cas ou 'ordre d’approximation est pair, complexes conjugués
a partie réelle négative, dans le cas contraire, le mode non couplé est réel
négatif;

e ils ne sont pas, pour un méme ordre d’approximation, situés sur le méme axe;
on n’a donc guere d’espoir de pouvoir retrouver une forme de la matrice d’état
qui permette de remonter a

— un systeme du second ordre

— un systeme ni stable, ni instable, débarassé de son coefficient de relaxation.
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On n’a donc pas trouvé de lien direct entre le systeme initial et ses approximants
relaxés comme on ’a schématisé sur la figure 4.3.3.

Systéme > Systéme
du second ordre du premier ordre
f relazation
|
|
? Systéeme relaxé du
premier ordre
|
: approzimation
Y Lree
Systeme relaxé réduit Systeme relaxé réduit
du second ordre < - - T T T du premier ordre

Figure 4.3.3 : Etapes de 'approximation

4.3.4 Conclusion

Les faits observés précédemment permettent de corroborer les remarques suivantes.

D’un point de vue mathématique, les systemes réellement déplaisants (c’est a dire
avec une infinité de poles sur l'axe imaginaire) ne peuvent étre traités par les
méthodes d’approximation ou de controle robuste usuelles. Notamment les tech-
niques de pondération [Enn 84, LA 85] ne seront plus performantes car aucune fonc-
tion agissant sur le transfert ne pourra permettre de faire disparaitre les poles ac-
cumulés sur 'axe imaginaire a 'infini.

Il est donc justifié de mettre au point des techniques telles que la relaxation pour
s’adapter a ce genre de systemes, dont I’étude reste mathématiquement tout a fait
intéressante.

Le point de vue de l'ingénieur est tout autre. Certains pronent 'inexistance de tels
systemes en affirmant que les poles a 'infini finissent toujours par étre entrainés de
I’axe imaginaire vers le demi plan gauche. Or cela n’est pas en contradiction avec
notre approche. En effet, ce sont des considérations physiques du méme ordre, qui
rendent 1égitime ’approximation du systeme relaxé dont la fonction de transfert est
G(s + a) (avec a > 0).
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Conclusion

Cette étude a permis d’étendre une partie des résultats sur 'approximation au
sens de la norme de Hankel & certains systemes de dimension infinie.

Ainsi, dans le chapitre 3 de ce mémoire, on a établi I’existence d’un approximant
pour le cas d’un systeme parabolique modélisant le comportement de la chaleur.
Pour cela, on a mis en évidence le parallele existant entre ce systeme multivariable
et les systemes scalaires a retard, ce qui a permi d’utiliser les propriétés de cette
classe de systemes dans ce cas particulier. De plus, on a pu constater que pour ce
systeme parabolique, le modele réduit au sens de la norme de Hankel était, d'un
point de vue pratique, bien meilleur qu’un modele réduit par les méthodes classiques
résultant de ’analyse modale, pour un méme ordre d’approximation.

Cette extension n’est cependant plus possible pour les systemes hyperboliques
que 'on a introduit au chapitre 4. C’est pourquoi, on y a élaboré une approche
préalable a la réduction : elle consiste pratiquement a refermer l'angle du cone
contenant les modes du systeme étudié. Cela permet, lorsque les valeurs propres
des systemes croissent avec une vitesse suffisamment élevée (ce qui est le cas d’une
poutre d’Euler Bernouilli, mais plus celui des ondes), de retrouver les hypotheses
nécessaires a la construction d’un approximant de Hankel. Mais cette approche
préalable n’est pas suffisante dans le cas de systemes modélisés par I’équation des
ondes, quel que soit le type d’observation considéré.

L’intérét pratique de la méthode d’approximation Hankel-optimale doit étre
tempéré : tout d’abord, on a pu constater que les systemes de dimension infinie
pour lesquels approximant Hankel-optimal était effectivement déterminé étaient
rares. Ceci vient de la difficulté du probleme de la détermination des valeurs sin-
gulieres et des paires de schmidt associées : il existe des algorithmes de calcul de
ces invariants pour les systemes de dimension finie [Y 83,Y 90]; mais la complexité
de leur détermination reste entiere dans le cas de la dimension infinie a ’exception
de cas particuliers pour lesquels des algorithmes de calcul ont été mis au point :
les systemes dont la fonction de transfert est la partie stable de G(s)e™" ou G est
rationnelle [GLP 90], ou dont le symbole associé est du type m*W, ou m € H,, est
une fonction de module un sur le cercle unité et ou W est une fonction rationnelle
[S 89]. Une alternative a ce calcul explicite, [GCP 88|, est ’étape intermédiaire
faisant intervenir un approximant L* de dimension finie. Or cette étape introduit
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la contrainte supplémentaire de nucléarité de 'opérateur de Hankel. Enfin, lors de
I’étude des systemes a la limite de la stabilité et de l'instabilité, on a pu réaliser
combien la norme de Hankel était “exigeante”: il est nécessaire d’introduire un fac-
teur d’oubli, par le biais de notre approche de relaxation, pour que 'opérateur de
Hankel associé au systeme soit défini et que sa norme devienne bornée.

Ces faits soulignent donc les difficultés de D'application de cette méthode et
justifient qu’elle soit peu utilisée pratiquement. Il faut cependant remarquer que
lorsqu’elle fonctionne, comme dans le cas du systeme parabolique, I’approximation
au sens de la norme de Hankel permet d’obtenir des résultats réellement intéressants.

Finalement, on peut se poser la question suivante, concernant ’extension de
I'utilisation de cette méthode d’approximation aux systemes de dimension infinie :
faut-il réaliser I’étude des propriétés de ces systemes en les regroupant en classes,
telles celles de Callier-Desoer [CaD 78], Pritchard-Salamon [PrS 87], comme il est
fait dans [Cur 88c] ou bien s’intéresser directement aux propriétés des cas particu-
liers considérés 7 La classification des systemes est attirante, car il est toujours plus
élégant de déterminer des résultats généraux. Mais cela implique des hypotheses trés
souvent contraignantes. La réalité physique est peu souvent modélisée directement
par des systemes appartenant a 'une de ces classes. Et lorsque 'on désire traiter
une application, les spécificités du probleme considéré aboutissent a 1’élaboration
d’une méthode particuliere.

La facon dont ce travail a été réalisé tendrait a montrer qu’il est difficile de
trancher réellement et que les deux approches restent en définitive complémentaires.
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Annexe A

A propos des autres types
d’approximations

Il existe plusieurs types de normes qui permettent de poser le probleme
d’approximation en des termes différents. Leur choix est intimement lié au type
d’application que 1'on souhaite réaliser. Il va dépendre

— des caractéristiques fondamentales a conserver quant au comportement du
systeme;

— de "adéquation de chacune de ces normes au type de probleme posé : par
exemple d’un point de vue pratique, la norme L* semble la plus adaptée a la
résolution des problemes de controle;

— de I'élément (fonction, variable) sur laquelle l'erreur induite par la réduction
est a minimiser : fonction de transfert, réponse impulsionnelle, observation,
opérateur de Hankel. ..

En pratique, n’ont été envisagés que les problémes d’approximation rationnelle au
sens de la norme associée a 'espace LP pour p = 2 ou 0o ou au sens de la norme de

Hankel.

Il est difficile de réaliser un classement de l'efficacité des méthodes de réduction en
fonction du type de norme choisie, car elles ne répondent pas aux mémes objectifs.
Cependant, les inégalités suivantes permettent de situer entre elles les différentes
erreurs que ’on cherche a minimiser :
Pour tout F(z) € L?

[E () < [F()]e

De plus, si F(z) € Hy

IEE: < [[EG)la < 1F(2)]]
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comme cela est démontré dans [KLi 81].

Suivant le type de norme choisie, il a été démontré des résultats d’existence, voire
d’unicité de 'approximant d'un systeme de dimension finie. Voyons ce qu’il en est
dans le cas de I'approximation au sens de la norme L?, probléme initié dans le
cas scalaire par [Ros 78] et [Ruc 78], puis développé dans un cadre plus général et
avec une formulation différente par [Bar 87a,Bar 87b]. Et tout d’abord, décrivons
succintement les objectifs de cette approximation.

On considere que le systeme a identifier est défini par sa fonction de transfert F,
éventuellement non rationnelle, et on cherche, pour un entier n donné, a déterminer
quelle matrice rationnelle H, de degré de Mac-Millan ' au plus n, approche le mieux
F au sens de la norme L%

Cette norme est essentiellement bien adaptée aux problemes d’estimation[Bar 87a,
pages 23-24]; ainsi, on peut en donner 'interprétation suivante : si 6 est un bruit
blanc et y la sortie associée a 6 par un systeme dynamique linéaire stationnaire dont
la fonction de transfert F est L?, y est un processus stationnaire dont le spectre
permet en principe de retrouver F. Si, a présent, H est une fonction de transfert
rationnelle stable d’ordre au plus n, si ¢ est la sortie correspondante a ¢, la variance
de ||y — || est minimale lorsque la norme L* de ||F — H]|| est elle-méme minimale.

En pratique, on se ramene au cas du temps discret, pour lequel le probleme
mathématique s’exprime ainsi :

Etant donné (F; ;) une matrice p x m d’éléments de U'espace de Hardy réel Hy: et n
un entier, trouver une matrice de transfert rationnelle stable (H,; ;) de taille p x m
et de degré de Mac-Millan au plus n telle que

DN = Mgl
7]

so1t minimal.

Le probléme ainsi formulé, il est démontré dans [Bar 87b] l'existence et 'unicité
générique d’'un meilleur approximant.

Lg0it 1a dimension de son état dans une réalisation minimale



Annexe B

A propos des valeurs singulieres

Dans ce qui suit, on va considérer un systeme dynamique linéaire constant, de di-
mension n, a p entrées, q sorties représenté par le triplet de matrices = = {A, B, C'},
ou A est de dimension n x n, B de dimension n x p, C de dimension ¢ x n.

On supposera que le systeme est stable, soit que les valeurs propres de la matrice A
sont a partie réelle négative. Cela permet d’assurer que l'opérateur de Hankel associé
a ce systeme soit bien défini. Rappelons comment cet opérateur I' est défini :

I : L*0,400;C") — L*0,+400;C%)

U — Tu

est tel que (Tu)(t) = /OO C'eA) Bu(T)dr.
0

B.1 Cas ou l'opérateur de Hankel est symétrique
Dire que 'opérateur de Hankel est symétrique correspond

e au cas scalaire ou l'opérateur est réel et symétrique.

En effet :

too oo A(t+7) *
(Tw, v)12(0,400,R) = /0 /0 Ce Bu(r)drv™(t)dt

+oo +oo
= / CeA(T""t)Bv(t)dtu*(T)dT
0 0
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e au cas multivariable ou

A= A" soit A symétrique réel,
B =C" soit B et C colocalisés.

En effet :

(Tu,v) —// Alt47) Bu(r)drdt
(u,T'v)p, —// AT o dtu(r)dr
- / / A7) By (7)dr dt

D’ou la symétrie de T'.
Dans ces deux cas les valeurs singulieres de 'opérateur de Hankel I' sont égales au
module de ses valeurs propres puisque I' = I'*.

On peut alors calculer les valeurs singulieres de I' comme suit :

= /OO CeA(t""T)Bv(T)dT
0 o0
= CeAt/ eATBv(T)dT
0
= Cetle,.

&, est indépendant de t et est un vecteur de IR", vecteur constant donnant les

composantes de I'v(t) suivant la base de l'espace image de I', Im(I'). On a alors
dim(Im(T)) = n et v(t) = Celp avec p € IR™.

Soit A la valeur propre de I' associée & v(t). |A| est une valeur singuliere de T'.
To(t) = Ao(t)

= CeAt(/ A" BC e dr)p = \Cetp.
0

Comme (C, A) est observable, Cetlp; = 0 < p; = 0, et I’équation précédente se
simplifie en :

Ap = (/OOO A" BC e dr)p (B.1.1)

Les modules des solutions en A de cette équation sont les valeurs singulieres associées

a I

B.2 Cas ou l'opérateur de Hankel n’est pas
symétrique

On va établir dans ce cas le lien existant entre les valeurs singulieres et les grammiens
associés au systeme =Z. Ces grammiens sont définis par les équations de Lyapunov
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qui dans le cas continu sont les suivantes :

AW + WA = - BB*
MA+ A"'M = —C*'C

ou le grammien de commandabilité W est tel que W, = / A BB e dt et on le
0
grammien d’observabilité M est tel que M, = / At et C et dt.
0

De plus M = O*O et W = CC*.
Si 'on suppose le systeme commandable et observable, M et W sont tous les deux
non singuliers (i.e. toute valeur propre est strictement positive) pour tout 7 > 0.

Reprenons les notations du paragraphe précédent, soit notons T'v(t) = Cedl€, ou
& € R" et Im(T) = CeMIR™. £, est I’état dans lequel on se trouve sachant que I'on
a appliqué au systeme au repos l'entrée v(t) pour ¢ variant de —oo a 0.

ITo|? = /OOO AT O C et di

= 16013

2 £ ME,.

M est défini positif et symétrique et mesure 'observabilité d'un état : la norme de
['v mesure “comment je vois ce que j’ai atteint”. Un état qui vérifierait £*ME = 0
soit C'e¢ = 0 serait un état inobservable.

On désire connailtre

o)z _

e

sup [1€u11
lo]j2=1

sachant que

£, = /OOO e Bo(t)dt.

On veut donc optimiser ||€,]|3; sur la boule unité ||v]|* = 1 et dans 'hyperplan défini
par la relation liant &, a v.

Si 'on définit la fonction de cott (modifiée) :

T =Nl =X (&= [ M Bottiat) — (ol - 1)

ou p est un scalaire et ou A est un vecteur de IR", 'optimisation se traduit par

o7
o€,
(B.2.1)
aJ
=0

B0 =
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sous les contraintes

{ (1) & — /OO eAth(t)dt =0 (B.2.2)

, 70
(2) [jo]|*=1.
Or
oJ
=2ME&, — A =0
¢, ¢

Comme (C, A) est observable, M est inversible et on a

1
£ = §M‘1/\. (B.2.3)
D’autre part 50 appartient au dual de l'espace des commandes L?(0, +oo; IR?) et
v
s’écrit :
aJ .
3 = B eI\ —2uv(t) =0
soit
1 .
v(t) = —B e (B.2.4)

2p

Ayant ainsi caractérisés la fonction v(t) et le vecteur &, qui définissent l'optimum,
on trouve A et p en reportant ces deux expressions dans les contraintes.

Reprenons la premiere contrainte :

(1) B.2.2
1
— £, = §M_1/\ d’apres B.2.3

oo o A
= / M BB et dt d'apres B.2.4
0 2u

= 5 d’apres l'expression du grammien W.
[

Donc

1 W
M= —
2 2u

solt

pA = WM (B.2.5)

et A est un vecteur propre de WM pour la valeur propre pu.
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La seconde contrainte :

Donc

(2) B.2.2
1 00 .
= |lv|I? = —/ N e BB e \dt d'apres B.2.4

42 Jo
1

= — AW
442
1

= 4—M2||A||%v =1

[Allw = 12

Et la valeur du cotit sous les contraintes B.2.4 et B.2.3 est

16l = &ME,

- %A)*M(%A)

1
= —XNW"MWA
4p?

or W =W*

1
= —\NWMWA.
442

On a donc

Ainsi

1€l

o]

442
WA

:w

= (L/\*WMW/\)
442

W MW A
[[Allw

comme uA = WM\ d'aprés B.2.5

AMWpd  plMw
Al (I w

[T}

e T

sup [|&ll3r = 1
[ofl2=1

ou p est valeur propre de MW.
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Annexe C

Algorithme de réduction dans le
cas scalaire

L’algorithme permettant de réaliser I'approximation de 'opérateur de Hankel de
rang fini I' par un opérateur de Hankel de rang moindre, dans le cas scalaire est le

suivant :

On détermine g., réponse impulsionnelle associée a la matrice de Hankel approzi-
mant I'. glest la partie stable de la fonction ¢"approchant au sens de la norme L™ e

symbole f associé a I'. Puis on détermine une réalisation associée a cette fonction.

On se donne

o Une réalisation A, b, ¢ stable,

o 7, le rang de 'approzimation recherchée.

(1) Déterminer les grammaiens M et W. Pour cela résoudre les équations de Lya-

punov en M et W.

(2) Calculer les valeurs singuliéres de la matrice de Hankel : les racines carrées

des valeurs propres de MW,

(3) Ordonner ces valeurs par ordre décroissant, et former la matrice ¥ des valeurs

singulieres ainsi rangées.

(4) Déterminer la transformation T permettant le passage de la réalisation a sa

base équilibrée.

(5) Calculer ¢":
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A = j:o-r—l—l
ZLT(Z)) = O-T_-I—%ltT-I-l(I - ZA)_lb =v(z), try1 lar+ 1°m¢ ligne de T
z
m(z) _
az) =)
v(z) =z"tu(z7h)
f(z) =c(zI —A)""

\

d’ou

1
g =c(zI — A —o,4127! (=)

v(z)

(6) Détermination de la partie stable' de g": g. Elle n'est la meilleure approzi-
mation de degré v de f qu’au sens norme de Hankel et non pas au sens de
la norme L*.

(7) Détermination de la réalisation associée d I'(gl) .

Lgrest la partie propre stable de g”, c’est & dire que son dénominateur contient seulement les r
zeros de m*(z) dans |z| < 1. Alors T'(g%) = T'(g") est de rang r (Kronecker).



Annexe D

A propos de la chaleur

D.1 Eléments techniques pour démontrer que le
triplet (A, B,C) est bien posé

D.1.1 Admissibilité de 'opérateur B

On va montrer que 'opérateur B satisfait a la condition énoncée par le critere de
Carleson donné dans la définition 3.3 :

S bk < Mh (D.1.1)

—Ap€1(h)

ou I(h) est I'intervalle de la droite réelle de longueur h.

Pour cela déterminons les coefficients b de B*.

Reprenons les notations du paragraphe 3.4.2. A est la suite des valeurs propres
A\ = —aw} associées a l'opérateur A générant le semi groupe T;.

Soit ¥ un vecteur de la base normalisée associée aux valeurs propres A.

soitU:lHeIR?.

(U, B"x) = (BU, 1) Z
[ Z ] [a¢2(0)7 Wg( )] '

Donc

B (2@2(1 + ﬂzwz))l/z [w sinwi! + awy cos wil
= _ ks .
3
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Donc

> bl

—Ax€l(h)

2a%(1 + f*}) [ 4 [sinwil + awy cos wil]?
= > —y |\wit 7 .

awié[(h)

I est utile ici de rappeler deux résultats établis au paragraphe 3.3.2.

L’équation 3.3.5 donnant les w; admet une solution exactement dans chaque inter-
valle [km — 7 /2, kn+x/2]. Il y a donc un nombre fini de poles dans U'intervalle I(h).
Soit N(h) ce nombre.

D’autre part, les wy se comportent asymptotiquement comme kn/l. Donc si 'on
regarde le comportement asymptotique de b7 :

2a%(1 + f*w3})

b2
k 224], ,4
a?Btlwy

(ﬂzwz + [sinwi! + awy cos wkl]z) :

2a? | 1 1
on en déduit qu’un majorant de b7 est M, = iy + —1.
[ a2 " B2

On a donc

S b2 < N(WM,.

awié[(h)
Or étant donné h la longueur de 'intervalle I(h), il existe k tel que

k22 ,  (k+ 1)27r2

Il y a donc au plus k + 1 poles et

[
N(h)<k—|—1<\/5;+1.

Il existe donc K tel que

N(h) < KEVh

et finalement

S|P < MVh

awié[(h)
ou M = KM,.

L’équation D.1.1, condition du critere de Carleson est donc vérifiée.
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D.1.2 Admissibilité de 'opérateur C

Montrons que la paire (A*, C*) est admissible, soit que la paire (A, C*) est admis-
sible puisque l'opérateur A est autoadjoint. Il suffit de montrer que 'opérateur C*
satisfait au critere de Carleson soit que :

Z |Ck|2 S Mh
awié[(h)

ou les ¢ sont les coefficients de C' et o M est une constante positive.

Les coefficients ¢, sont tels que

2,2 1/2
Cp = @/)k(O) = (W) L.

Or

De la méme facon qu’au paragraphe précédent, on peut montrer que le terme général
de cette série, cz converge asymptotiquement vers

2 2, .2
3 Wk4 azwz
a?Blw;
2
et qu'un majorant est M, = —.
q y T

On en déduit donc que

S e < MVh

awié[(h)

ou M = KM, et ou K est défini au paragraphe précédent.

Donc l'opérateur C' est admissible.
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D.1.3 Propriétés de la fonction de transfert

La fonction de transfert associée a une réalisation bien posée doit vérifier I’équation

du résolvant ' ( [CW 89)]):

H(s) - H(B)
s—p

pour tout s, 3 € p(A) avec s <> .

= —C(sI —A)Y(BI—-A)'B (D.1.2)

Dans le cas présent la fonction de transfert peut directement s’écrire sous la forme
de la somme de la série convergente :

Ckbz

=L 02%
Il s’ensuit donc que 1’équation
= by
(8-— Ak)Ak

a un sens et est vérifiée.

Les conditions du théoreme 3.3 sont donc remplies pour notre triplet (A, B, C').

D.2 Discrétisation spatiale par différences finies

Rappelons que le systeme que 'on cherche a discrétiser est le suivant

Pien) = a2 oat) (D.2.1)

0 220.4) + u(t) = 6(0.1) (D.2.2)
B9 () = 6L) (D.2.3)
6(2,0) = folx) (D.2.4)

y(t) = 6(0,1). (D.2.5)

L’équation aux dérivées partielles D.2.1 en x et en t décrivant les échanges conductifs
peut étre approximeée grace a une méthode de différences finies par n équations

! Cette équation permet de garantir que la relation d’entrée sortie a bien un sens pour ce systéme.
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différentielles en ¢t en décomposant le mur en sous-volumes supposés a température
homogene. Pour cela, on place n nceuds équidistants en :

29 =0, 11 = Ax, 9 =2Ax, -+, x, = nlAx =1

[ T
ou Ax = — est le pas de discrétisation du mur.
n

Pour 1 <: < n —1, les nceuds x; seront situés au centre d’'un domaine de largeur
Az donné par [(¢1 — 1/2)Ax, (1 +1/2)Ax].

Les points extrémes g et x, seront eux situés aux extrémités du mur.

Appelons 6;(t) la température supposée uniforme du domaine i, et posons Az = h.

On peut alors donner une expression de 1’équation D.2.1 dans chacun des sous-
0%6; 01— 20, + 0,14 ; 06, Oiy1 — 6;

ar e ar ———
g2 ¥ Az? gz © Az

domaines ainsi définis en approchant

b; — bi1

ou par

Les conditions aux limites D.2.2 et D.2.3 sont assimilées dans le bilan des domaines
0 et n.

Les équations discretes sont

e pour un nceud courant (1 <¢<n—1):

% [0i1(t) — 26:(t) + 01 (1)) = de;it)v

e pour le noeud O :

a

h2

[~(2h o+ 2)(1) + 261 (1)] = LoD 200,

e pour le noeud n :

a de,(t) 2v(t)a
—[260,,_1(t) — (2R 2)6,.(t)] = — :
77 [260-1(1) = 2R/ 5+ 2)8u(1)] = — h
On a donc un systeme de n + 1 équations différentielles en temps que 'on note
matriciellement :
dO
= Aq40 + B;U (D.2.6)
ou :
O est la matrice (n +1) x 1
Oo(t)
01(t
o= | " 1.
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U est le controle

ohja—2 2
1 -2 1
a 1 -2 1
Ag = 72 S
1 -2 1
2 2K/ -2
et ou By est la matrice 2 x (n + 1)

2a/ah 0

0 0

By = : :
0 2a/Bh

La matrice A, étant symétrique, définie négative, elle est diagonalisable et possede
n 4+ 1 valeurs propres réelles et négatives. Nous allons les étudier pour montrer
qu’elles coincident lorsque n tend vers l'infini avec les valeurs propres déterminées
dans le paragraphe 3.4.2.

D.3 Validation du modele : étude des valeurs pro-
pres

On détermine les valeurs propres associées a la matrice tridiagonale A, :
p = (a/h?)n réel négatif et valeur propre de A, est défini par

n+2=2cost ou (D.3.1)
sin v

tan(nd — kr) = — h
1—ap

(a+3)
sin? 9

h2

(D.3.2)

ou k € Z indique que la solution 9 de 1’équation est l'unique solution située dans
Uintervalle [kx — 7 /2, km + 7 /2].

Notons la J(k,n) et posons wi(n) = nd(k,n).

La suite (wg(n)), reste bornée lorsque n tend vers l'infini (car les bornes de wy(n)
ne dépendent que de k) dans un intervalle compact de IR
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([km — = /2, km + = /2]). Elle admet donc au moins un point d’accumulation, que
I'on notera wy(o0), et une sous-suite indiciée suivant n’ et telle que

wi(n') — wi(oco) lorsque n' — oo.
L’existence de ce point d’accumulation permet d’écrire

lim n'sind(k,n’)
n!'—soo
7
= lim n'sin M
n! —oo n

~ lim n’ =k(n)
n! —oo n'

= wi(00).
Donc

n'sind(k,n’)
(@ + B)———F—"—
lim — [

— n'?sin® J(k, n’)

1—ap

n

12

(a4 ) 2

B g H)
1—ap kp

Comme la fonction tangente est continue sur l'intervalle considéré
tan(n'd(k,n') — kr) — tan(wg(occ) — km) lorsque n' — oo.
Et finalement, on a

(ot B)(wr(oe)/1)
1 —af(@i(o0)/1?)

tan(wg(oo) — k) = (D.3.3)

wi(00) est solution de l'équation D.3.3 qui comme l’équation D.3.2 admet une
solution unique dans l'intervalle associé a k, [kr — /2, k7 + 7/2]. Il y a donc
unicité du point d’accumulation. wy(oo) est la limite unique de la suite (wg(n))s,.
Pour n grand on a

nd(k,n) ~ wgl

~ wkh

ou wy est solution de I'équation 3.4.7. Ceci vient du fait que les équations D.3.3
et 3.4.7 sont équivalentes.
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Les poles du systeme (valeurs propres de A;) sont donc

p = (a/h)m
= (2a/h*)(cos? — 1)

_
:

2
— _awk

pour n grand, soit pour ¥ petit (car —7/2 + kx < nd < n/2 + kn).

On retrouve donc exactement les premieres valeurs propres du systeme, pourvu que
I'ordre de discrétisation soit assez grand. C’est pourquoi le systeme D.2.6 de n + 1
équations différentielles du premier ordre en ¢ peut étre utilisé directement a des
fins de simulation.



Annexe E

A propos des cordes vibrantes

E.1 Discrétisation spatiale

Nous allons dérouler ici les calculs permettant de déterminer la réalisation et le
spectre associé au systeme obtenu par discrétisation du systeme 4.3.2 représentant
les cordes vibrantes.

Pour discrétiser ce probleme en espace, par une méthode de différences finies, on

établit un maillage de pas avec N entier > 1. Le pas h est destiné a tendre

vers 0. En notant z; une approximation de la solution en (x; = ¢h), notée ¢(z;), on

approche

D —Ziz1 + 2z — zia

—@('hat) par 2 (1).

La discrétisation la plus naturelle consiste a trouver des nombres z;, 1 <1< N+1
solutions de

J ~Emalt) +25(0) = s (1)

2 =u(th), 1<i<N t>0

ol
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est le vecteur d’état correspondant a cette discrétisation spatiale.
On peut encore écrire ce qui précéde sous la forme

Z=AZ+U1), t>0

| (E.1.1)
zi(0) = up(th), 1<i<N
0z; .
;t (0) = wy(ih), 1<i<N
ou
w(h, t) —12 12 )
u(2h,t) 1 N
Ut) = , et A= z
) 1 -2 1
u(Nh,t)

Dans notre cas la commande est indépendante de l'espace : on prendra U(t) =
Bu(t), ou B est une matrice de commande indépendante du temps. On prendra
comme matrice d’observation C' = BT,

Par la suite on considérera la matrice h?A que par abus de notations on continuera
a appeler A. A est réelle symétrique définie négative et diagonalisable.
Diagonalisons A. Soit A une valeur propre de A. Alors

Az = Az
z20=20

= 4 Zic1 — 22+ zip = Ay
ZN-1 — ZN = /\ZN

Comme zy = zy41 on peut écrire E.1.2

ZN-1 — 22N + 2Ny = Azn
donc

Az = Az

soit Zic1 — 22+ zip1 = Az, 1< <N
)= )
ou encore =
Z; 1 0 Zi-1

D’ou par récurrence '
Zi+1 . A—|—2 —1)Z<Zl)
(o) =("77 ) () (E.12)



Discrétisation spatiale 115

A4+2 -1
PosonsH-( 1 0).
On diagonalise H. Ses deux valeurs propres 1 et py vérifient I’équation

=2+ N)s+1=0.

La matrice de passage est

et
H = pdp™*.

1 _
d:(Ml 0) et p_lz (1 /«Lz)‘
0 2 p — pig \—1 H1

En injectant ceci dans E.1.2 on obtient

—1[{F+1\ _ 4 -1 %1
P (Zi)_dp (Zo)

La résolution de ce systeme conduit a

ol

i+1 i+1
L S ) )
ikl = T %1,
H1 — H2
comme Zyiy1 = 2N,
N+1 N+1 _ N N
Hy o = My = Hy Mo

D’autre part on a

1 1
1+ — = p2 + —.
H1 H2
Donc
pp = T = Y — )
soit yNHL e NSL N N

ou encore (p— 1)t +1)=0

On en déduit les solutions

p=1=Xx=0
im(2k — 1)

ou u racine (2N +1)*¢ de —1 :>M:expl SN T+ 1

] ke{l,...,N}.
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D’ou
1
Me = pp+——2
L

2k —1
= —4sin2( F) ke{l,...,N}

ON +12

Ap décroit de 0 a —4 lorsque k augmente. Donc A est semblable a la matrice

D:(—4sin2(2k_1z)) .
2N +12 ke{1,..,N}

Déterminons la matrice de passage P. Comme c’est la matrice de passage d’une

diagonale!

matrice symétrique A, elle est orthogonale.
Le vecteur propre v}, associé a la valeur propre \p est donné par

k
21

Ve = :
2N

J J
& Hig — Mok

ou zj = —5——=z1. On peut choisir de ne pas tenir compte du terme constant
Hi — Ha
%. Les composantes de v}, sont alors
Hi — Ha
Zf = M{,k_/lé,k
k-1
= 21810 ———"T
2N +1
On choisira finalement .
2% = sin ]7(2]{: — 1)7r
! 2N +1

Donc la matrice de passage P est

(2k — 1
P = (sinuﬁ) .
2N +1 V< RN

Pour normaliser P on calcule ||0};]| ce qui nous conduit au résultat

2N +1
— 2 _
) = ==
Comme ON 41
PPT = ;'I¢

!Rappelons qu’ici A est en fait h2A donc A est en réalité semblable & D/h2. Les valeurs propres
associées sont alors Ag/h? = A (N + 1)%
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on choisit comme matrice de passage, la matrice orthonormée

2
—P.
V2N +1
On a A
A= PDPT.
2N +1
Sil'on considere le nouveau vecteur d’état
2

—=PZ
V2N +1

alors on a le systeme suivant

2
PAPY9 4+ ———PDBu(t)

0 =
2N +1 V2N F1

2 _
———B"P79
V2N +1

Soit
":D9+——z——PBMﬂ
V2N +1
Y:——3—4PBF&
ON +1

Posons —D = Q? et B = ————PB. Le systeme discrétisé s’écrit alors sous la
V2N 1 Y

forme

6 + Q%0 = Bu(t)
Y = B74.

E.2 Les grammiens du systeme discrétisé et re-
laxé

On va dérouler ici le calcul permettant d’accéder aux grammiens associés au systeme
résultant de la discrétisation et de la relaxation du probléme des cordes vibrantes.
Pour ce faire, on s’est inspiré de 'approche proposée dans [Wil 90].

E.2.1 Le calcul

Déterminons le grammien de commandabilité.
Soit W, le grammien de commandabilité associé au systeme (A, B,C). W, est solu-
tion de I’équation de Lyapunov

AW, + W. AT 4+ BB = 0. (E.2.1)
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Si on exprime W, en termes de matrices blocks (2 x 2) W* 1’équation E.2.1 devient
kl Kz T nT
AW +WIAS + BB =0.
On note

Wkl _ (wll w12)
e = .

Wo1  Wa2

E.2.2 devient
_ o _ - T
( 2a Uk)(wn wlz)_l_(wn wm)( 2a m)—|—<bk)(bl 0):0
Nk 0 Wa1 Wa2 Wa1 Wa2 - 0 0

soit le systeme :

—dawy; —mwiz —NpWa = —bl'p
mwir  —20wig —nrway =0
NEW11 —20wgy —Mwey =0

NEwiz Wy =0

La résolution de ce systeme conduit aux solutions:

_ by,
wiy = 20y + 77k77k)d—
ki
)
w1y = MM — nkﬁk)g—l
ki
_ N
war = —nr(mn — 77k77k)d—
ki
A
Wog = 40z77kmd—
ki
ol
dir = (e — mem)? + 8 (e + mim).
W b by ( 2a(meny + ) mmm — 77k77k)) (E.2.2)
‘ drr N\ —nk(mm — mene) dampm
et

W. = (W")icricn-

On vérifie les conditions suivantes
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Remarquons qu’il peut étre intéressant de donner 'expression des grammiens en
fonction des w} pour avoir des conclusions sur leur comportement suivant le rap-
prochement des fréquences.

Introduisons la matrice

de dimension (2N x 2N).
P vérifie
o P?=Id:

o PAP = AT ou A est le complexe conjugué de A de dimension (2N x 2N),
soit A = PATP.

Le grammien d’observabilité W, est solution de ’équation de Lyapunov
ATW, + W, A+CTC = 0. (E.2.3)
En exprimant A en fonction de P I'équation E.2.3 devient
PAPW, +W,PA"P +C"'C =0.
En multipliant a droite et a gauche par P on obtient
APW,P + PW,PA" + PCTCP = 0.

Comme

CP=C et (CPY" =C"

on a

APW,P + PA" +C'C=0. 2.4
APW.P + PW.PAT +CT¢ E

On peut donc déduire W, de W, au vu des équations E.2.2 et E.2.4 : W, a la méme
expression que W, dans E.2.2 a cela pres que les termes de la diagonale “secondaire”
(de pente -1) changent de signe.

En effet

PWHP — o (204(771#% + ) = — 77k77k))
’ dyr \ k(i — nene) dampm
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Soit
W — cla 20k +mm)  —m(nm — k)

_ - _ o E.2.5
’ di ( (M — NEMk) dampm ) ( )

et
W, = (Wfl)15k,15N-
E.2.2 Remarques pour simplifier I'implémentation de ce
calcul

Grammien de commandabilite W:

o termes diagonaux:

dr = =16’
Wwhk —  _ by b (40”7k77k 0 )
¢ 160z277k77k 0 4ankﬁk
bl (1 0)
B 40 \O 1
e symétrie:
die = (= nee)® — 8a®(mumy + i)

= dy.

Wik — b by (204(771771 +nrnk)  —nelmm — 77k77k))
‘ di N m(nm — mene) dammy

= (WM.
Grammien d’observabilité W,:

o termes diagonaux:

dy, = —16a’nm;
T _
Wkt — _ Ck Ck (40”7k77k 0 )
¢ 160&277]#77]g 0 damyny
bL'b,. B B B
= —Z—a (O — nene)  4amy)
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On est dans le cas particulier ou pour simplifier, I'on a supposé que le systeme a
des capteurs et des actionneurs colocalisés, soit que:

¢ =BT,
Dans ce cas:
cfc = BBT
et
PW,P =W..

Il suffit donc de connaitre I'un des deux grammiens pour déduire ’autre.
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Résumé

L’objet de cette these est d’étudier 'applicabilité de la méthode d’approximation ra-
tionnelle en norme de Hankel & des systemes dynamiques linéaires de dimension d’état
infinie. On illustre par trois exemples concrets les possibilités d’utilisation des techniques
d’approximation développées ces dernieres années, notamment par Curtain, Glover et
Partington. Les exemples choisis représentent des phénomenes d’évolution décrits par des
équations aux dérivées partielles, par rapport au temps et aux variables d’espace. Il s’agit :

e d’un probleme de diffusion de chaleur, de type parabolique, pour lequel les techniques
d’approximation s’adaptent assez directement;

e de deux problemes hyperboliques décrivant 1’évolution d’une poutre en flexion et en
torsion, pour lesquels une méthode originale appelée “relaxation” a été mise au point :
préalable & 'approximation de Hankel, elle permet son application lorsque les poles
associés au systeme hyperbolique croissent suffisamment rapidement.

Mots-clés : Modélisation, opérateur de Hankel, opérateur nucléaire, valeurs
singuliéres, approximation rationnelle, systéme linéaire de dimension infinie,
systéme parabolique, systéme hyperbolique

Abstract

The purpose of this thesis is to study the availability of rational Hankel approximation
methods as applied to infinite dimensional linear systems. Three concrete examples illustrate
the possibilities of application of the approximation techniques which have been developed
the late years, namely by Curtain, Glover and Partington. The selected examples describe
evolution phenomena given by distributed parameter systems. We intend to study :

e a parabolic system, representative of a problem of heat diffusion, for which approxi-
mation techniques can be applied almost directly;

e two hyperbolic systems modelling an undamped flexible beam and the torsion of
a beam; in these cases an original method called “relaxation” has been developed :
preceeding the Hankel approximation, it allows its application when the rate of growth
of the poles associated with the hyperbolic system is sufficiently high.

Keywords : Modélisation, Hankel operator, nuclear operator, singular values,
rational approximation, infinite dimensional linear system, parabolic system,
hyperbolic system



