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Contexte général 
 
 
Afin de rester compétitive, l’industrie de la forge à froid doit sans cesse diminuer ses coûts 
de production, tout en augmentant la qualité de ses produits. Pour ce faire, les entreprises 
de forgeage s’appuient de plus en plus sur les logiciels de simulation numérique afin de 
pouvoir prédire par exemple le remplissage, la présence de repli ou l’usure des outillages. 
Concernant ces différents aspects, les résultats obtenus en simulation sont généralement 
assez proches de la réalité. En revanche, il existe encore bien d’autres domaines où 
simulation et réalité ne sont pas encore en accord. Ceci est notamment le cas pour la 
modélisation de l’endommagement au cours du forgeage. Pourtant, au cours de ces 
quarante dernières années, de nombreux modèles ont été développés et testés mais leur 
fiabilité dans certains cas de figure peut être défaillante, notamment en ce qui concerne la 
localisation de l’endommagement et la prédiction de l’instant de rupture. En effet, les 
procédés de forge à froid nécessitent souvent plusieurs passes ce qui soumet la matière à 
des chargements multiaxiaux et non monotones. La prédiction de l’endommagement 
(localisation, instant de rupture) est alors souvent mise à mal avec les modèles classiques. 
 
C’est pourquoi l’objectif de la thèse est de réaliser une étude approfondie des problèmes 
d’endommagement pouvant apparaître en forge à froid. Pour cela, la thèse sera menée à 
travers une approche couplée expérimentale et numérique afin de mieux cerner les limites 
des modèles actuels et d’en proposer de nouveaux plus adaptés. L’étude s’appuiera 
également sur différents cas industriels ayant fait apparaître des problèmes 
d’endommagement, afin que les modèles proposés soient identifiés et validés pour des 
sollicitations mécaniques complexes.  
Ainsi, le projet a été financé et réalisé en collaboration avec un consortium d’industriels 
travaillant dans le domaine du forgeage à froid, à savoir : 
 

 - ASCOMETAL CREAS, 
 - CETIM, 
 - LISI AUTOMOTIVE, 
 - SETFORGE, 
 - SNR. 
 
 
 

Plan du manuscrit 
 
 
Le mémoire se divise en cinq chapitres. Le premier chapitre est consacré à l’étude 
bibliographique sur l’endommagement ductile des métaux. Les différents mécanismes 
physiques (croissance, nucléation et coalescence) y sont présentés et différents modèles 
d’endommagement (découplés et couplés) y sont détaillés. 
 
Au cours du deuxième chapitre, la formulation du couplage entre comportement et 
endommagement est traitée. Après une présentation du problème mécanique appliqué à la 
méthode des éléments finis, l’intégration d’une loi de comportement élasto-plastique 
endommageable au sein du logiciel Forge2005® est décrite. 
 
Une fois l’approche numérique développée, le troisième chapitre est consacré à l’approche 
expérimentale. Une étude approfondie de deux nuances de forge à froid est réalisée à 
travers différents essais mécaniques (traction, compression/traction). L’orientation des 
inclusions dans la matière est également prise en compte. Enfin des essais in-situ (MEB et 
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Tomographie X) sont réalisés afin de mieux comprendre les mécanismes physiques de 
l’endommagement à l’échelle microscopique. 
 
Le quatrième chapitre est lui consacré au développement d’un nouveau modèle 
d’endommagement basé sur l’approche de Lemaitre. Différentes améliorations sont 
apportées au modèle afin de le rendre plus prédictif sur des trajets de chargement 
complexes. Dans un deuxième temps, l’identification des paramètres d’écrouissage et 
d’endommagement est réalisée par analyse inverse pour le nouveau modèle et les deux 
nuances étudiées. 
 
Le cinquième chapitre traite des aspects de validation et d’applications numériques avec le 
logiciel Forge2005®. Tout d’abord, des essais mécaniques simples (traction, compression 
d’un lopin entaillé) sont simulés afin de confronter le nouveau modèle à la réalité 
expérimentale. Puis, ce sont deux cas d’application industrielle qui sont traités pour tester le 
nouveau modèle sur des trajets de chargement plus complexes. 
 
Pour finir, le manuscrit se termine par le bilan des travaux réalisés ainsi que les perspectives 
à venir.  



 

- 3 - 

Chapitre 1 :                                                    
 

Endommagement ductile des métaux 
 

 
 
 

1. Endommagement ductile des métaux________________________________________ 5 
 
 

1.1 Introduction au forgeage à froid des métaux __________________________________ 5 
 

1.2 Les mécanismes d’endommagement ductile ___________________________________ 6 
1.2.1 Généralités____________________________________________________________________ 6 
1.2.2 Les mécanismes physiques _______________________________________________________ 6 

1.2.2.1 Germination ______________________________________________________________ 7 
1.2.2.2 Croissance _______________________________________________________________ 7 
1.2.2.3 Coalescence ______________________________________________________________ 8 
1.2.2.4 Couplage endommagement/comportement ______________________________________ 9 

 

1.3 Modélisation de l’endommagement ductile___________________________________ 10 
1.3.1 Introduction__________________________________________________________________ 10 
1.3.2 Modèles découplés ____________________________________________________________ 10 
1.3.3 Modèles couplés de type micromécanique __________________________________________ 12 

1.3.3.1 Le modèle de Gurson ______________________________________________________ 12 
1.3.3.2 Le modèle de Gurson, Tvergaard et Needleman (GTN)____________________________ 13 
1.3.3.3 Le modèle de Gologanu, Leblond et Devaux (GLD) ______________________________ 16 

1.3.4 Modèles couplés de type macromécanique __________________________________________ 18 
1.3.4.1 Variables d’endommagement________________________________________________ 18 
1.3.4.2 Concept de variables effectives ______________________________________________ 19 
1.3.4.3 Cadre thermodynamique ___________________________________________________ 20 
1.3.4.4 Potentiel d’état pour endommagement isotrope __________________________________ 23 
1.3.4.5 Formulation du modèle de Lemaitre __________________________________________ 24 

 

1.4 Conclusion _____________________________________________________________ 26 
 
 
 
 



Chapitre 1 : Endommagement ductile des métaux 

 

- 4 - 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Chapitre 1 : Endommagement ductile des métaux 

 

- 5 - 

1. Endommagement ductile des métaux 
 

1.1 Introduction au forgeage à froid des métaux 
 
Le forgeage est une famille de procédés de mise en forme permettant la fabrication de 
pièces mécaniques par déformation plastique du matériau. Cette technique consiste à 
comprimer le métal entre un poinçon et une matrice ou entre deux matrices, afin de 
reproduire des pièces de forme géométriquement bien définies : vis, pignons, têtes d’essieu, 
rotules, écrous … L’opération de forgeage à froid est réalisée à température ambiante et 
permet la production de pièces mécaniques ébauchées ou finies dont les hautes 
caractéristiques mécaniques sont très recherchées. Pour obtenir la forme finale, il est 
souvent nécessaire d’effectuer plusieurs passes de manière à ne pas endommager la 
matière. 
 
Le développement du forgeage à froid peut s’expliquer par un certains nombre d’avantages 
économiques [Bostbarge01]. Tout d’abord ce procédé autorise la conception de formes sans 
dépouille et de géométries complexes souvent irréalisables par d’autres procédés. Les 
cadences de production obtenues sont également élevées : plusieurs milliers de pièces par 
heures. Ce procédé permet aussi une économie de matière mise en forme par rapport à 
d’autres techniques (forgeage à chaud, usinage) et l’obtention de tolérances précises. 
Enfin, le forgeage à froid confère à la pièce une microstructure particulièrement bien adaptée 
pour résister aux sollicitations en service. Le fibrage ainsi que le corroyage obtenus 
augmentent sensiblement les propriétés en fatigue des pièces forgées ([Milesi09]).   
Mais ce procédé possède également un certain nombre d’inconvénients. Il est en effet 
nécessaire de fabriquer des outillages particulièrement résistants (donc onéreux) pour 
pouvoir déformer la matière à froid. De plus, les aciers utilisés doivent être particulièrement 
ductiles pour pouvoir être déformés à froid dans générer de fissure. 
 
Durant les différentes phases du forgeage à froid, la matière va subir de forts niveaux de 
déformation plastique qui peuvent alors l’amener à s’endommager (rupture de la pièce, 
fissures en surface ou à cœur, …).  Il est donc tout à fait primordial de connaître et mieux 
comprendre les mécanismes qui peuvent produire ces défauts. 
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1.2 Les mécanismes d’endommagement ductile 
 

1.2.1 Généralités 
 
Il existe différents types d’endommagement (fragile, ductile). Dans le cas du forgeage à froid, 
nous nous intéresserons uniquement à l’endommagement ductile qui accompagne les 
grandes déformations plastiques des métaux aux températures ambiantes ou peu élevées. 
Lors de la mise en forme, la déformation plastique du matériau s’accompagne d’une 
évolution progressive de sa microstructure. L’endommagement ductile correspond alors à la 
formation de microcavités qui vont croître puis coalescer, conduisant ainsi à la rupture ductile 
du matériau.   

 

 

Figure 1.1 : Faciès de rupture d’un acier pour forgeage à froid 

 
 
Les faciès de rupture sont caractérisés par la présence de cupules (Figure 1.1). 
L’observation d’inclusions ou de fragments d’inclusions au fond des cupules indique que 
l’amorçage de l’endommagement est fortement lié à la présence d’hétérogénéités dans le 
matériau ([Montheillet86]). 
 

1.2.2 Les mécanismes physiques 
 
Le processus qui mène les matériaux ductiles à la rupture peut être décrit par trois 
principaux mécanismes successifs qui sont : 
     - la germination des cavités, 
     - la croissance de ces cavités, 
     - la coalescence des cavités. 
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1.2.2.1 Germination  

 
La germination correspond à la création de cavités au cours du processus de déformation 
plastique. Les métaux sont constitués d’une matrice élasto-plastique et de particules de 
seconde phase (inclusions, précipités) considérées comme quasi-rigides. Ce sont ces 
inclusions (sulfures, oxydes pour les aciers) qui sont à l’origine de la germination. Lorsqu’il 
n’y a pas de sollicitation, ces particules sont solidaires de la matrice mais il existe tout de 
même une concentration de contraintes à l’interface matrice/inclusion. Une sollicitation 
mécanique, même faible, peut alors entraîner une décohésion (Figure 1.2b) des inclusions 
dans la matrice ou même une rupture (Figure 1.2a) de celles-ci. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

               Figure 1.2 : Germination de l’inclusion par  a) rupture   b) décohésion inclusion/matrice 

        

Le vide ainsi créé est appelé cavité. Cependant durant ce stade de germination, les cavités 
créées sont tellement petites qu’elles n’affectent pas encore le comportement 
macroscopique du matériau. D’un point de vue mécanique, les propriétés élastiques et 
plastiques seront considérées comme inchangées. 
 
 

1.2.2.2 Croissance 

 
Le mécanisme de croissance est certainement celui qui a le plus été étudié 
expérimentalement dans le passé et pour lequel de nombreux modèles ont été développés 
pour le décrire. Durant ce mécanisme, les microcavités voient leur taille croître, notamment 
sous l’effet de la tension hydrostatique qui est un facteur prédominant. Celles-ci peuvent se 
développer sous forme de cavités sphériques, ellipsoïdales ou de fissures.   
 
Si la décohésion entre la matrice et une inclusion est totale (Figure 1.3b), alors celle-ci ne 
joue plus un rôle prépondérant. Dans le cas contraire (Figure 1.3a), il faut en tenir compte. 
Durant cette phase de croissance, on observe un adoucissement du comportement 
mécanique du matériau. 
 

Inclusion  

Cavité  

a) b) 
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Figure 1.3 : Croissance des cavités 

 
 

1.2.2.3 Coalescence 

 
Lorsque le taux de porosités atteint une valeur critique de l’ordre de 10% à 15%, il se produit 
alors un phénomène d’interaction entre les différentes cavités. Effectivement, dès lors que la 
distance séparant deux cavités est suffisamment faible, celles-ci tendent à se réunir de façon 
assez brutale (Figure 1.4). Un deuxième phénomène, mettant en jeu la striction des 
ligaments entre cavités existantes, peut également se produire. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   Figure 1.4 : Coalescence des cavités 

 
La prédominance de l’un de ces deux phénomènes est fortement liée à l’existence et la 
répartition de particules de seconde phase. La fin du stade de coalescence correspond à 
l’amorçage d’une fissure macroscopique  qui conduira de manière irréversible à la rupture du 
matériau. 
 
 
 

a) b) 

a) b) 
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1.2.2.4 Couplage endommagement/comportement 

 
Les mécanismes physiques qui gouvernent l’endommagement interagissent fortement sur le 
comportement du matériau. Au fur et à mesure que le matériau subit une déformation 
plastique, ces propriétés mécaniques sont alors altérées par la création d’endommagement. 
On parle ainsi de couplage entre l’endommagement et la plasticité. Ceci peut s’illustrer 
simplement en prenant par exemple le cas d’une éprouvette axisymétrique subissant un 
essai de traction uniaxiale. La réponse schématique obtenue sur la courbe 
Contrainte/Déformation est représentée par la Figure 1.5 :  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 1.5 : Réponse schématique d’une éprouvette à un essai de traction uniaxiale ([Mariage03]) 

 
 
Dans un premier temps, la déformation appliquée à l’éprouvette est élastique  et linéaire 
(trajet OA) . L’endommagement est alors nul. Viennent ensuite les trois mécanismes 

physiques définis précédemment et amenant à la rupture ductile : 

•   la phase de germination  des cavités qui sont encore trop petites pour modifier le 

comportement macroscopique du matériau (trajet AB) . 

 
•  la croissance  des cavités qui va entraîner un adoucissement progressif du 

matériau. Le couplage entre le comportement et l’endommagement ne peut plus être 
négligé car il devient prépondérant (trajet BC) .  

 

•    la phase de coalescence  entre cavités (trajet CD) . 

Pour finir, l’apparition de fissures macroscopiques qui vont se propager et provoquer la 
rupture de l’éprouvette (point E). 
 

B 
C 

A 

D 

E 
Coalescence 

Rupture Germination 

Croissance 

O 

s F Sans couplage 

Avec  

couplage  

e 
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Sans couplage  entre l’endommagement et la plasticité du matériau, la réponse schématique 
serait le trajet OABF , ce qui n’est pas en accord avec la réalité expérimentale.   

C’est pourquoi l’endommagement joue un rôle majeur sur le comportement du matériau et 
doit nécessairement être pris en compte au travers d’un couplage avec la loi de 
comportement lorsque le matériau subit de grandes déformations.  
 
 
 

1.3 Modélisation de l’endommagement ductile 
 

1.3.1 Introduction 
 
La modélisation de l’endommagement ductile a fait l’objet de nombreuses études depuis les 
années 70. Plusieurs approches ont été développées et proposées dans la littérature par de 
nombreux auteurs. Deux catégories de modèles d’endommagement existent : les modèles 
découplés ([Mc Clintock68], [Rice69], [Oyane80], …) et les modèles couplés au 
comportement du matériau ([Gurson77], [Lemaitre85], [Rousselier81], …). 
L’approche découplée est basée sur des modèles prenant en compte une variable externe 
qui prédit la rupture lorsqu’une valeur critique est atteinte. En revanche, l’endommagement 
calculé n’interagit pas sur les caractéristiques mécaniques du matériau.  
 
La deuxième approche (modèles couplés) permet de rendre compte de l’affaiblissement des 
propriétés mécaniques dû au développement de l’endommagement. Cette approche peut 
être décomposée en deux catégories différentes : 

- les modèles basés sur une approche micromécanique, 
- les modèles basés sur une approche macromécanique ou phénoménologique. 

 
Nous présentons ici quelques modèles permettant de décrire, tout ou en partie, les trois 
mécanismes décrits précédemment. 
 

1.3.2 Modèles découplés 
 
Modèle de Oyane [Oyane80] : 
 
D’après Oyane,  la rupture du matériau se produit lorsque le volume des cavités atteint une 
valeur critique donnée. Sous forme intégrée, Oyane propose la relation suivante :   

p

0 eq

H

0

R dba
V
V

ln
R
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�
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         ( 1.1) 
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avec : 

•   V0 : volume de cavité initial, 

•   VR : volume de cavité à rupture, 

•  Re  : déformation équivalente à rupture,  

•  eqs  : contrainte équivalente de von Mises,  

•   )(Trace)3/1(H s=s  : contrainte hydrostatique. 

•  a et b sont deux paramètres matériaux à identifier.  

 
Finalement, le critère de rupture suivant est proposé : 

p

0 eq

H
cr da1

b
1

I
R

e�
�
�

�
�
�
�

�

s
s

+= �
e

                     ( 1.2) 

La rupture se produira lorsque crI  sera égal à 1. 

 
 
Modèle de Mc Clintock : 
 
Mc Clintock [McClintock68] considère la croissance de cavités cylindriques de rayon R 
(Figure 1.6) dans un matériau parfaitement plastique.  
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 1.6 : Cavité cylindrique de rayon R 

 
Il fait également l’hypothèse de négliger l’interaction entre cavités. L’expression de l’évolution 
de l’endommagement ductile est alors donnée par :  

p

eq

H d3exp8.0
R
dR

e�
�
�

�
�
�
�

�

s
s

=                      ( 1.3) 

 
 
 
 
 

R 
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Modèle de Rice et Tracey : 
 
Rice et Tracey ([Rice69]) ont développé un modèle basé sur la croissance de cavités. 
L’approche considère la croissance d’une cavité sphérique en milieu infini rigide parfaitement 
plastique. L’expression de l’évolution de l’endommagement ductile est donnée par : 

p

eq

H d)
2
3

exp(
R
dR

e
s
s

a=                      ( 1.4) 

avec : 

•   R : rayon actuel de la cavité, 

•   a : constante (0.283 pour le modèle original). 

 
Cependant, le modèle de Rice et Tracey est basé sur l’analyse d’une cavité isolée et ne 
prend pas en compte les interactions entre les différentes cavités. Les modèles présentés 
par la suite, de type micromécanique, tendent à résoudre ce problème. 
 
Généralement, les modèles découplés ont l’avantage d’être faciles à implémenter et 
possèdent peu de paramètres à identifier. En revanche, ils apparaissent comme souvent 
insuffisants pour des chemins de chargement complexes et de grandes déformations 
plastiques, ce qui est le cas notamment lors du forgeage à froid de pièces mécaniques.  
 
 
 

1.3.3 Modèles couplés de type micromécanique 
 

1.3.3.1 Le modèle de Gurson 

 
Le modèle de Gurson ([Gurson77]) est le premier modèle micromécanique qui a introduit un 
couplage entre le comportement et l’endommagement. Le modèle est basé sur la croissance 
de cavités sphériques et s’inspire des travaux préalables de Rice et Tracey ([Rice69]). La 
présence de cavités dans le matériau, modifie le comportement plastique macroscopique de 
celui-ci. Il parait donc intéressant d’introduire une variable d’endommagement relative à ce 
phénomène physique. La variable d’endommagement f est alors définie comme étant la 
fraction volumique de vide (volume des cavités/volume total).  
 
Gurson propose un potentiel plastique de la forme suivante ([Gurson77]) : 

0f1
2
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avec : 

•   s:s
2
3

eq =s  : contrainte de von Mises (s étant le déviateur des contraintes),  

•   )(Trace
3
1

H s=s  : contrainte hydrostatique, 

  •   s 0 : contrainte d’écoulement de la matrice.  

 
L’endommagement, par l’intermédiaire de la variable f, va modifier la surface de charge du 
critère de plasticité, et ainsi traduire la baisse de capacité résistante du matériau. Dans le 
cas particulier où f est égal à 0 (matériau vierge sans endommagement), le critère de 

plasticité correspond alors à celui de von Mises ( 1
2

0

eq =��
�

�
��
�

�

s

s
=F ). 

La vitesse d’évolution de la fraction volumique, due à la croissance des microcavités, est 
déterminée à partir de la conservation de la masse : 

)(tr)f1(f plcroissance e-= ��                      ( 1.6) 

où ple� représente le tenseur du taux de déformation plastique. 

 
Néanmoins, ce modèle ne prend pas en compte les interactions entre microcavités.  
 

1.3.3.2 Le modèle de Gurson, Tvergaard et Needleman  (GTN) 

 
Pour rendre compte du phénomène d’interaction, Tvergaard et Needleman ([Tvergaard84]) 
ont modifié le modèle de Gurson en ajoutant de nouveaux paramètres q1, q2 et q3 tels que : 
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coshfq2
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�

s

s
=F                   ( 1.7) 

 
où q1, q2 et q3 sont les paramètres constitutifs du modèle.  
Généralement, ces paramètres sont fixés à q1 = 1.5, q2 = 1 et q3 = (q1)² pour les aciers. 
 
Le mécanisme de germination des microcavités est maintenant pris en compte dans 
l’évolution de la fraction volumique de vide : 

ationmingercroissance fff ��� +=                       ( 1.8) 

Le terme de germination est contrôlé par la déformation plastique et de nombreux auteurs 
utilisent une expression sous la forme d’une probabilité Gaussienne (Figure 1.7) introduite 
par Chu et Needleman [Chu80] :  
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avec : 

•   fN : fraction volumique de cavités créées par nucléation, 

•   eN : déformation plastique moyenne pour laquelle la nucléation est maximum, 

•   SN : écart type de la distribution normale de Gauss. 

 

     

Figure 1.7 : Loi de germination de type Chu et Needleman [Chu80] 

 
La coalescence est également prise en compte par l’intermédiaire de la variable f* (porosité 

fictive) qui représente la fraction volumique modifiée de vide : 
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avec : 

•   fc : fraction volumique de cavités pour laquelle la coalescence débute, 

•   ff : valeur finale de f à la rupture ductile, 

•   fu
* : valeur ultime de f* (=1/q1). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 1.8 : Evolution de la porosité fictive f* 
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L’utilisation de la variable f* permet de simuler la rapide augmentation de la fraction 
volumique de porosités (Figure 1.8) due à la coalescence des microcavités et ainsi de 
simuler la chute des contraintes. 
 

Remarque : En cisaillement pur (skk=0), l’évolution de l’endommagement reste nulle pour ce 

type de modèle. Néanmoins, des contraintes tangentielles apparaissent aux interfaces des 
particules de seconde phase entraînant une décohésion locale. C’est pourquoi dans les cas 
de fort cisaillement, certains auteurs [Croix02] ont introduit une composante supplémentaire 
faisant intervenir une nucléation due au cisaillement.  

ntcisaillemef�  est alors de forme comparable à nucleationf�  et dépend de la déformation tangentielle 

exy  ainsi que de la vitesse de déformation tangentielle xye�  : 

xy
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avec : 

•   fcis : fraction volumique de cavités créées par décohésion locale de particules de 

seconde phase. 

•  ecis : déformation plastique moyenne pour laquelle la décohésion locale est 

maximale. 

•   Scis : écart type de la distribution normale de Gauss. 

 
Remarque : Même si cela permet d’introduire la nucléation en cisaillement, la croissance 
quant à elle restera nulle en cisaillement pur puisqu’elle est basée sur la Trace du tenseur 

ple� . 

 
En résumé, le modèle GTN nécessite la connaissance de 9 paramètres d’endommagement 

(q1, q2, q3, f0, fc, ff, fN, eN, SN) ou bien 12 si l’on prend également en compte le cisaillement (fcis, 

ecis et Scis en plus). 

Le nombre élevé de paramètres à déterminer complique l’utilisation d’un tel modèle. Certains 
peuvent être déterminés plus facilement par le biais d’analyses micrographiques (f0, fc, ff, fN), 

d’autres sont accessibles dans la littérature ou par le biais d’essais mécaniques et d’analyse 

inverse (q1, q2, q3, eN, SN, fcis, ecis, Scis). Il est toute fois possible de déterminer tous ces 

paramètres par analyse inverse mais leur nombre élevé augmente considérablement le 
temps de calcul de l’analyse inverse et l’obtention d’un jeu de paramètres unique n’est pas 
garantie. En effet, la quantité d’informations contenue dans la ou les observables (courbe 
force/déplacement par exemple) utilisées pour l’analyse inverse, est relativement faible 
comparé au nombre de paramètres inconnus du modèle ([Springmann05]). Le nombre de 
paramètres identifiés simultanément ne doit guère être supérieur à 3 du fait de leur grande 
sensibilité sur les simulations ([Berdin et al.04]). C’est pourquoi il est recommandé d’utiliser 
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au maximum les observations microscopiques pour déterminer les paramètres 
d’endommagement pour ce modèle. 
 
 

1.3.3.3 Le modèle de Gologanu, Leblond et Devaux (G LD) 

 
Une des limitations majeures du modèle GTN est qu’il ne considère que la croissance de 
cavités initialement sphériques et qui le restent. Ceci n’est vrai que pour des taux de 
triaxialité moyen d’environ 1,5. Les cavités peuvent également ne pas être initialement de 
forme sphérique mais allongées ou aplaties à cause du procédé de mise en forme.  
C’est pour ces raisons que le modèle GLD a été développé par Gologanu, Leblond et 
Devaux ([Gologanu et al.93]). Ce modèle considère que le matériau est constitué d’une 
matrice incompressible et de microcavités pouvant changer de forme, de volume et 

d’orientation. Le volume élémentaire représentatif est constitué d’un volume ellipsoïdal W 

(matrice et microcavité) contenant une microcavité confocale ellipsoïdale de volume w 
(Figure 1.9). Le chargement est axisymétrique par hypothèse. 

 

 

Figure 1.9 : Microcavité allongée a) et aplatie b) [Croix02] 

 
Le modèle GLD est défini à partir des 3 paramètres suivants : 

•  la fraction volumique de microcavité : 
2

22

2
11

ba

baw
f =

W
=  

où a1, b1, a2 et b2 sont respectivement les demi axes de la microcavité ellipsoïdale et 

de la matrice (cf Figure 1.9). 

 

•  le paramètre de forme de la microcavité : SGLD = ln(a1/b1), 

(SGLD < 0 : cavité aplatie, SGLD > 0 : cavité allongée, SGLD = 0 : cavité sphérique) 
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•  l’orientation de la cavité donnée par le vecteur xe
�

. 

 
 
Le potentiel plastique s’exprime alors de la façon suivante : 

( ) 0)fg(q)1g(cosh)fg)(1g(q2s
C 22
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+++chs+
s

=F          ( 1.11) 

 
où : 

•   s est le déviateur des contraintes macroscopiques s, 

•   .  représente la norme au sens de von Mises : ijij TT
2
3

T = , 

•   )()21( zzyy2xx2H s+sa+sa-=s , 

•   )eeeeee2(
3
1

zzyyxx Ä-Ä-Ä=c . 

 

Les paramètres a2, C, h, k et g sont exprimés en fonction de f et SGLD [Croix 02]. 

Le paramètre de Tvergaard q1 a été modifié par Gologanu pour rendre compte de la nouvelle 

forme du volume élémentaire et il dépend maintenant de la forme de la microcavité :  

( )²h1

h
)1q(21q

GLD

GLD
1GLD +

-+=                    ( 1.12) 

avec hGLD = exp(SGLD) et q1 représentant le paramètre de Tvergaard pour une cavité 
sphérique (généralement q1 = 1.5). 

L’évolution de la fraction volumique de vide f est comparable au modèle GTN : 

croissancenucleation fff ��� +=                      ( 1.13) 

 
De même, la prise en compte de la coalescence est effectuée par le biais de la porosité 
fictive f*. Ce modèle apporte une bonne avancée car il permet de prendre en compte 

l’anisotropie de l’endommagement. Il repose à l’origine sur l’hypothèse d’un chargement 
axisymétrique avec triaxialité positive mais est couramment utilisé pour toutes conditions de 
chargement. 
Une remarque analogue au modèle GTN peut être faite concernant la prise en compte du 
cisaillement à savoir que ce modèle n’endommage pas en cisaillement.  
 
En résumé, le modèle GLD nécessite la connaissance de 8 paramètres d’endommagement 

(q1, f0, S0, fc, ff, fN, eN et SN) ou bien 11 si l’on prend également en compte le cisaillement (fcis, 

ecis et Scis en plus). Dans sa thèse, Croix ([Croix02]) a étudié la sensibilité de paramètres 

d’endommagement (q1, f0, S0, fN, eN et SN) à partir de l’analyse inverse d’un essai de traction 
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sur éprouvettes entaillées. Il en ressort que certains paramètres comme q1 et f0 ont plus 

d’influence sur l’endommagement que les autres.  
Là encore, le nombre élevé de paramètres à déterminer représente un inconvénient pour ce 
type de modèle. Ceux-ci sont également accessibles par le biais de la littérature, d’analyses 
microscopiques et d’essais mécaniques combinés à l’analyse inverse. Les remarques faites 
précédemment pour le modèle GTN restent vraies. 
 
 

1.3.4 Modèles couplés de type macromécanique 
 
Cette approche est une représentation phénoménologique de la mécanique de 
l’endommagement continu (MEC) qui a été initiée par Kachanov ([Kachanov58]) et Rabotnov 
([Rabotnov68]). Mais c’est Chaboche ([Chaboche77]) qui a véritablement structuré cette 
approche dans le cadre de la thermodynamique des milieux continus avec variables 
internes. Cette théorie a depuis été largement développée et utilisée par de nombreux 
auteurs pour modéliser l’endommagement.  
 

1.3.4.1   Variables d’endommagement 

 
Dans cette formulation, l’endommagement est décrit par des variables scalaires ou 
tensorielles. Considérons un matériau endommagé à l’intérieur duquel on isole un élément 
de volume représentatif (EVR) de taille suffisamment grande par rapport aux hétérogénéités 
du milieu. On désigne par S l’aire d’une section de ce volume coupé (Figure 1.10) par un 

plan de normal n
�

et SD la surface endommagée (cavités, fissures). 

     

 

 

 

 

 

Figure 1.10 : Coupe d’un élément endommagé 

 

La variable d’endommagement est donnée, pour chaque direction n
�

, par le rapport entre la 
surface SD et la surface S : 

S
S

D D
n =                      ( 1.14) 

 

SD : surface endommagée 

(cavités) 

n
�

S : surface 
totale 
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Cette variable Dn représente la densité surfacique de défauts dans le plan de normal n
�

 : 
Dn = 0 correspond au matériau initialement non endommagé, 

Dn = 1 correspond au matériau totalement rompu dans le plan de normale n
�

. 
 
Cette représentation générale permet de rendre compte d’un endommagement anisotrope. 
Si l’on considère que les défauts sont répartis de manière uniforme pour toutes les directions 

n
�

 alors l’endommagement peut être considéré comme isotrope, soit nDDn

�
"= .  

Cette forme d’endommagement scalaire a été utilisée par de nombreux auteurs de par sa 
simplicité. Notons qu’il est tout à fait possible d’utiliser plusieurs variables scalaires pour des 
directions prédéfinies. 
 
Cependant, l’hypothèse d’isotropie n’est pas toujours vérifiée. Il est alors nécessaire d’utiliser 
des lois d’évolution différentes suivant les directions. 
 

1.3.4.2 Concept de variables effectives 

 
La notion de contrainte effective introduite par Kachanov ([Kachanov58]) découle 
directement de la densité surfacique de discontinuités. Lorsqu’un matériau est endommagé, 
les sections élémentaires ne résistent pas dans leur totalité aux efforts. Dans le cas d’un 
matériau sain, la contrainte exercée sur une surface S soumise à une force perpendiculaire 
F s’exprime par la relation : 

S
F

=s                                      ( 1.15) 

Dans un matériau endommagé, la section effective résistante S
~

 est plus faible que S du fait 

de la création de microcavités. Dans le cas d’un endommagement isotrope, on définit S
~

 

comme suit : 

S)D1(SS
~

<-=                     ( 1.16) 

 
Dans le cas uniaxial, la contrainte effective est alors définie par : 

D1S
~
F~

-
s

==s                       ( 1.17) 

Dans le cas tridimensionnel d’un endommagement isotrope, le tenseur des contraintes 
effectives s’écrit : 

D
ij

ij -
=

1
~ s
s                      ( 1.18) 
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Afin de tenir compte des effets de concentration de contraintes au voisinage de 
microdéfauts, une hypothèse d’équivalence en déformation (Figure 1.11) a été introduite par 
Chaboche ([Chaboche77]) et Lemaitre ([Lemaitre85]). Le tenseur des contraintes effectives 
est alors définit de la façon suivante : 
 

« Le tenseur des contraintes effectives s~  est celui qu’il faudrait appliquer à l’EVR 

vierge afin d’obtenir la même déformation que dans l’EVR endommagé soumis à la 

contrainte s . » 

 

 

Figure 1.11 : Principe d’équivalence en déformation 

 
 

1.3.4.3 Cadre thermodynamique 

 
Pour modéliser l’endommagement, nous nous plaçons dans le cadre de la thermodynamique 
des milieux continus ([Germain73], [Sidoroff76]). Le comportement thermomécanique est 
décrit en introduisant dans un premier temps des variables d’état observables telles que la 

déformation totale e et la température T. En considérant l’hypothèse des petites 

déformations, la déformation totale est dissociée en une partie relative à la déformation 

thermo élastique ee et une partie relative à la déformation plastique pe : 

p
ij

e
ijij e+e=e                                 ( 1.19) 

 
Des variables d’état internes sont également introduites pour décrire les phénomènes 
dissipatifs d’écrouissage et d’endommagement. Ces variables représentent l’état interne de 
la matière (densité de dislocations, micro cavités, …) mais ne sont pas mesurables 
directement. Pour chacune de ces variables d’état, il existe une variable associée (duale) 
comme l’indique le Tableau 1.1. 
 
 
 

D = 0 D e

s~

s~

s

s
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Mécanismes 
Variables d’état 

observables 
Variables d’état 

internes 
Variables 
associées 

Thermo élasticité ije   ijs  

Entropie T  S 

Plasticité  p
ije  - ijs  

Ecrouissage isotrope  r R 

Ecrouissage cinématique  ija  ijX  

Endommagement  D -Y 

Tableau 1.1 : Variables d’état et variables associées 

 

L’énergie libre de Helmholtz y  est utilisée comme potentiel thermodynamique d’état et est 

fonction de toutes ces variables d’état : )T,,r,D,( ij
e aey . 

Les propriétés élastiques n’étant pas affectées par l’écrouissage, le potentiel d’état y  est la 

somme des contributions thermo élastique ey , plastique py  et purement thermique Ty  : 

Tpe y+y+y=y                     ( 1.20) 

Par la suite, nous utiliserons le potentiel d’enthalpie libre de Gibbs *y  qui est déduit de celui 

de Helmholtz par la relation suivante :  

Tp
p
ijije

e
ijijijij

* 11
sup

1
sup

e
y-y-es

r
+�



�
�
�

�
y-es

r
=�



�
�
�

�
y-es

r
=y

ee
                          ( 1.21) 

Finalement,  

Tp
p
ijij

*
e

* 1
y-y-es

r
+y=y                                ( 1.22) 

où : 

 •   r  est la densité, 

•   *
ey  est la contribution élastique affectée par l’endommagement de part le concept 

de contrainte effective, 

• )C
3
1

Rdr(
1

ijij

r

0
p aa+

r
=y �  est la contribution plastique due à l’écrouissage du 

matériau, 

•   Ty  est la contribution due uniquement à la température.  
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L’évolution des variables d’état dérive du potentiel d’état *y : 

p
ij

ij

*
e

ij

*

ij e+
s¶
y¶

r=
s¶
y¶

r=e ,                   ( 1.23) 

T
S

*

¶
y¶

= .                     ( 1.24) 

 
De la même façon, les variables associées sont définies par : 

r
R

*

¶
y¶

r-= ,                     ( 1.25) 

ij

*

ijX
a¶
y¶

r-= ,                                 ( 1.26) 

D
Y

*

¶
y¶

r= .                     ( 1.27) 

 
Le second principe de la thermodynamique (inégalité de Clausius Duhem) impose que la 
dissipation mécanique soit positive : 

0
T

)T(dagr.q
DYXrR ijij

p
ijij ³-+a--es

��
���   ( q

�
 : flux thermique)             ( 1.28) 

 
Finalement, les lois d’évolution des variables internes dérivent d’un potentiel de dissipation 
(F) dont l’existence est postulée. Cette fonction, qui est convexe et dépend des variables 
associées, permet d’assurer le second principe de la thermodynamique : 

)T,D,Y,X,R,(FF ijs=                    ( 1.29) 

Ce potentiel de dissipation peut être décomposé en 3 termes : 

DX FFfF ++=                     ( 1.30) 

où : 

 •   f  est la fonction relative au critère de plasticité, 

•   XF  est un terme relatif à  l’écrouissage cinématique non linéaire, 

•   DF  est le potentiel d’endommagement. 

  
Les lois de normalité qui en découlent s’expriment par : 
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ijij

p
ij

F
)(

F
s¶
¶

l=
s-¶

¶
l-=e ���                    ( 1.31) 

R
F

r
¶
¶

l-= ��                      ( 1.32) 

ij
ij X

F
¶
¶

l-=a ��                      ( 1.33) 

Y
F

)Y(
F

D
¶
¶

l=
-¶
¶

l-= ���                    ( 1.34) 

 

l�  correspond au multiplicateur plastique, scalaire strictement positif, qui est calculé à partir 

de la condition de consistance : 0f =  et 0f =� . 

 
 

1.3.4.4 Potentiel d’état pour endommagement isotrope  

 

D’après le principe d’équivalence en déformation, la contribution élastique *
ey  s’exprime, 

dans le cas isotherme, sous la forme suivante : 

)
D1ED1E

1
(

2
1

)D1(C
2
1 2

kkijije
kl

e
ijijkl

*
e -

sn
-

-

ssn+
r

=-ee
r

=y                ( 1.35) 

 

où C est le tenseur élastique d’ordre quatre, E le module d’Young et n le coefficient de 

Poisson. 
 
Y, qui est la variable associée à la variable d’endommagement D, dérive du potentiel d’état 

*y  et peut être écrite sous la forme suivante : 

[ ]2
2

*
e

*

))(trace():)(1(
)D1(E2

1
DD

Y sn-ssn+
-

=
¶
y¶

r=
¶
y¶

r=               ( 1.36) 

�
�



�

�
�

�

�

�
�
�

�
�
�
�

�

s
s

n-+n+
-

s
=

2

eq

H
2

2
eq )21(3)1(

3
2

)D1(E2
Y                 ( 1.37) 
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avec : 

•   s:s
2
3

eq =s  : contrainte de von Mises (s étant le déviateur des contraintes),  

•   )(
3
1

ss TraceH =  : contrainte hydrostatique. 

 

Le rapport )/( eqH ss  représente le taux de triaxialité des contraintes dont l’influence sur la 

cinétique de l’endommagement est très importante et a été largement démontrée 
expérimentalement. 
 
 

1.3.4.5 Formulation du modèle de Lemaitre 

 
De nombreuses observations et expérimentations ont montré que l’endommagement était 

gouverné par la déformation plastique, qui elle-même dépend du multiplicateur plastique l�  : 

Y
F

Y
F

D D

¶
¶

l=
¶
¶

l= ���                                 ( 1.38) 

 
Comme nous l’avons déjà vu (éq. 1.30), le potentiel de dissipation (F) se décompose en 3 

termes (f, Fx et FD). f  est la fonction relative au critère de plasticité et est déterminée par le 
critère de von Mises : 

0R
D1

f y
eq

=s--�
�

�
�
�

� -
-

= X
ssss

                  ( 1.39) 

où : 

 •   ��
�

�
��
�

�
-

-��
�

�
��
�

�
-

-
=�

�

�
�
�

� -
- ij

ij
ij

ij

eq

X
D1

s
X

D1

s

2
3

D1
X

ssss
, 

•   R = R(r) représente la loi d’écrouissage isotrope,  

 
D’après les lois de normalité, le tenseur des déformations plastiques est donné par : 

D1
D1

X
D1

s

2
3fF

eq

ij
ij

ijij

p
ij -

l

�
�

�
�
�

� -
-

-
-=

s¶
¶

l=
s¶
¶

l=e
�

���

X
ssss

                ( 1.40) 
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Le taux de déformation plastique cumulée pe�  étant défini par : 

p
ij

p
ijp 3

2
ee=e ���                                   ( 1.41) 

 
On obtient finalement : 

D1p -
l

=e
�

�                      ( 1.42) 

 
D’après l’expression (1.38), l’évolution de l’endommagement dépend du potentiel 
d’endommagement choisi. Lemaitre ([Lemaitre83]) propose une expression qui est une 
fonction non linéaire de Y : 

1b

0

0
D S

Y
)D1)(1b(

S
F

+

��
�

�
��
�

�

-+
=                    ( 1.43) 

Soit p

b

0

D

S
Y

Y
F

D e��
�

�
��
�

�
=

¶
¶

l= ���                    ( 1.44) 

0S  et b sont deux paramètres propres au matériau et qui caractérisent l’endommagement. 

 

Un troisième paramètre (eD) est également introduit pour rendre compte du fait que 

l’endommagement ductile n’intervient qu’au-delà d’un certain seuil de déformation plastique 

cumulée eD : 

 

�
�
	

��



�

e<e=

e³ee��
�

�
��
�

�
=

Dp

Dpp

b

0

si0D

si
S
Y

D

�

��
                   ( 1.45) 

 
Enfin, un quatrième paramètre (Dc) peut être ajouté pour rendre compte de la rupture. 
L’amorçage d’une fissure macroscopique est sensé se produire lorsque l’endommagement 
atteint la valeur de 1. Mais généralement, pour les matériaux métalliques, cette valeur est 
plus faible et comprise entre 0.2 et 0.8 selon la ductilité du matériau. La valeur de 
l’endommagement à rupture correspond ainsi au paramètre Dc. Lorsqu’un élément atteint 
cette valeur critique, celui-ci n’a alors plus aucune capacité résistante. 
 
Cette formulation de l’endommagement ductile correspond à l’approche classique 
développée par Lemaitre ([Lemaitre85]). Dans ce cas de figure, il est alors nécessaire 
d’identifier 3 paramètres : b, S0 et Dc. 
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En ce qui concerne des trajets de chargements plus complexes, ce modèle de base 
nécessitera la prise en compte d’un certain nombre d’améliorations qui seront détaillées 
dans le Chapitre 4. 
 
 

1.4 Conclusion 
 
Dans ce chapitre, les différents mécanismes physiques de l’endommagement ductile ont été 
présentés. Un certain nombre de modèles d’endommagement ont également été présentés. 
Les modèles micromécaniques ont pour avantage de réellement modéliser les phénomènes 
physiques de l’endommagement à savoir la nucléation, la croissance et la coalescence de 
cavités. Le modèle GLD semble le plus évolué car il prend en compte l’anisotropie de 
l’endommagement à travers des  cavités ellipsoïdales pouvant changer de forme, de volume 
et d’orientation sans introduire plus de paramètres que le modèle GTN.  
En revanche, ces modèles requièrent la connaissance de nombreux paramètres (8 à 12) 
souvent assez délicats à déterminer précisément. Ces modèles apparaissent donc 
difficilement utilisables notamment dans le cadre de projets industriels et c’est pourquoi par 
la suite nous nous orienterons plutôt vers le choix de modèles de type macromécanique. 
 
Les modèles macromécaniques ont l’avantage de posséder peu de paramètres à déterminer 
(3 à 4 en général) ce qui facilite leur identification par analyse inverse. Dans un premier 
temps, l’approche thermodynamique a été présentée ainsi que le modèle développé par 
Lemaitre. Dans le cas de trajets de chargements complexes, ce modèle de base nécessitera 
la prise en compte d’un certain nombre d’améliorations pour optimiser la modélisation de 
l’endommagement. Ceci fera l’objet du Chapitre 4. 
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2 Formulation du couplage comportement / 
endommagement 

 

2.1 Introduction 
 
Au cours du chapitre précédent, différents modèles d’endommagement ont été présentés. 
Au final, notre choix s’est orienté vers un modèle de type macromécanique basé sur 
l’approche de Lemaitre. Afin de pouvoir simuler l’évolution de l’endommagement au cours du 
forgeage à froid, ce modèle a été implémenté au sein du logiciel Forge2005®. Ce logiciel 
éléments finis permet de simuler le forgeage des métaux à chaud, mi-chaud et à froid, pour 
des pièces 2D (axisymétriques ou déformation plane) et 3D.  
Ses principales caractéristiques sont : 
 

�  des lois de comportement matériau variées : élastique, élasto-plastique, 
élasto-visco-plastique, 

�  la gestion des grandes déformations plastiques, 
�  un algorithme de maillage et remaillage automatique et robuste, 
�  la modélisation de la rupture par la méthode du « kill element ». 

 
Dans ce chapitre, nous commencerons par détailler les différentes formulations du problème 
mécanique ainsi que la résolution des équations relatives au calcul mécanique. Puis nous 
traiterons de l’intégration d’une loi de comportement élasto-plastique endommageable au 
sein du logiciel Forge2005. Enfin, une comparaison sera réalisée entre un couplage faible de 
l’endommagement et un couplage fort. 
 
 

2.2  Problème mécanique 
 

2.2.1  Formulation générale du problème continu 
 
Le logiciel Forge2005® est un logiciel basé sur la méthode des éléments finis permettant de 
modéliser la mise en forme (forgeage, laminage, …) de pièces complexes. Forge2005® est 
basé sur une formulation mixte en vitesse/pression. La vitesse (v) et la pression (p) sont 
donc considérées comme deux variables indépendantes et toutes les équations seront 
définies en fonction du champ (v, p). 
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On considère que le métal à forger occupe un domaine fini W et de frontière dW. Le 

comportement du métal est régi par les équations fondamentales de la mécanique des 
milieux continus que sont la conservation de la masse et la conservation de la quantité de 
mouvement. De plus, pour que le problème soit correctement posé, ces équations sont 
complétées par des conditions aux limites et des lois de comportement (rhéologiques, 
tribologiques).  
 

2.2.1.1 Equations de conservation 

 
L’équation de conservation de la masse s’écrit : 

0)(div
dt
d

=r+
r

v                       ( 2.1) 

où r  représente la masse volumique. 

 
Cette équation se simplifie en supposant que le comportement du matériau est parfaitement 
incompressible (la déformation élastique est négligée devant la déformation pastique et cette 
dernière est supposée incompressible) ce qui conduit à une masse volumique constante. 
L’équation (2.1) se réduit donc à : 

0)(div =v                                    ( 2.2) 

 
L’équation de conservation de la quantité de mouvement s’écrit : 

�r=+ vf� )(div                                   ( 2.3) 

où �  représente le tenseur des contraintes, vf les forces volumiques gravitationnelles et �  

l’accélération.  
 
Dans le cas particulier de la mise en forme des matériaux, on considère que la matière ne se 

déforme que sous l’action des outils. C’est pourquoi, les forces de gravité vf  et d’inertie �r  

sont négligées devant les forces de plasticité. L’équation (2.3) se réduit alors à : 

0)(div =�                        ( 2.4) 

 
Finalement, le système d’équations à résoudre se résume à : 

�
�
�

=

=

0)(div

0)(div

�

v
                        ( 2.5) 
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2.2.1.2 Conditions limites 

 

Le métal à forger (appelé aussi « lopin ») occupe un domaine fini de volume W et de frontière 

dW. Cette frontière peut alors se décomposer en plusieurs parties disjointes telles que : 

�
�
�

=W¶ÇW¶ÇW¶ÇW¶

W¶+W¶+W¶+W¶=W¶

fcvTl

cvTl
        ( 2.6) 

 

où lW¶  représente la surface libre, TW¶  la surface à chargement imposé, vW¶  la surface à 

vitesse imposée et cW¶  la surface en contact avec les outils (cf. Figure 2.1).  

 
Les conditions limites appliquées au lopin sur les différentes surfaces sont les suivantes : 
  

- aucune contrainte sur la surface libre lW¶  soit : 

0� .n =                                 ( 2.7) 

- contrainte imposée T sur TW¶  soit : 

T� .n =           ( 2.8) 

où n est la normale extérieure à la surface du lopin. 

 

- vitesse imposée v0 sur vW¶  soit : 

0vv =            ( 2.9) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 2.1 : Conditions aux limites du problème mécanique 

 

cW¶  

Outil 

Lopin : WWWW 

TW¶  

Chargement 
imposé : T 

vW¶  

Vitesse 

imposée : V 0 

lW¶  
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Sur la surface de contact cW¶ , deux types de conditions sont imposées : 

 
- une condition de contact unilatéral entre la pièce et les outils. Celle-ci traduit la 

non pénétration du lopin dans les outils et correspond aux conditions de 
Signorini : 

�
�

�
�

�

=-s

£s

£-

0).(

0

0).(

outiln

n

outil

nvv

nvv

                  ( 2.10) 

   

où voutil est la vitesse de l’outil et ns  est la pression de contact.  

 

- une condition de frottement entre la pièce et les outils. La cission de frottement tttt  

est alors introduite. Celle-ci est orientée tangentiellement à la surface et s’exprime 
par : 

nn� n. s-=tttt                               ( 2.11) 

 
C’est à partir de cette cission que sont introduites les différentes lois de frottement 
telles que Tresca, Coulomb, etc. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 2.2 : Définition de la normale sortante n 

 
 
 
 
 
 
 
 

Outil 

n  
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2.2.1.3  Lois mécaniques 

 
      Lois de comportement : 
 
Les lois d’écrouissage permettent de modéliser le comportement rhéologique du matériau au 
cours de sa mise en forme. Dans le logiciel Forge2005®, plusieurs types de lois de 
comportement existent et sont disponibles : élastique, élasto-plastique, élasto-viscoplastique. 

Ces lois permettent de relier notamment la contrainte s  à la déformation e, à la vitesse de 

déformation e�  et à la température T. Un modèle combinant écrouissage isotrope et 

cinématique de Hughes a également été introduit par Aliaga ([Aliaga00]) mais uniquement 
pour un critère de plasticité de type von Mises. Plusieurs coefficients intervenant dans la loi 
d’écrouissage, aussi appelés paramètres rhéologiques, doivent nécessairement être 
identifiés pour modéliser le comportement du matériau.  
Dans le cadre du forgeage à froid, nous nous limiterons à la présentation de lois élasto-
plastiques qui sont généralement utilisées pour modéliser le comportement rhéologique de la 
pièce forgée. Plusieurs types de lois élasto-plastiques sont disponibles dans Forge2005® et 

permettent de définir la contrainte d’écoulement 0s  : 

 
 - loi puissance : 

)T/exp()(K3 np
00 be+e=s                   ( 2.12) 

 - loi linéaire puissance : 

( ) )T/exp()(a1K3 np
0 be+=s                  ( 2.13) 

 

K est la consistance, 0e  et a sont des termes de régularisation de l’écrouissage, n 

correspond au coefficient d’écrouissage et b  est un terme lié à la température T. 

 
Le comportement élasto-plastique est résolu en utilisant la loi de Prandtl-Reuss avec le 
critère de von Mises.  
 
 
      Lois de frottement : 
 
Lorsqu’un mouvement de glissement apparaît entre deux corps, une force se crée à 
l’interface de contact, ce qui correspond au frottement. Cet effort résulte d’une contrainte 

tangentielle nommée scission de frottement tttt . Dans le cas de la mise en forme des 

matériaux, le frottement intervient fortement puisque la matière est sans cesse en contact 
avec les différents outils. Pour cela, différentes lois de frottement existent dans Forge2005® 
et permettent de modéliser ce comportement : Tresca, Coulomb, viscoplastique, etc.  
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Le modèle de frottement que nous avons utilisé dans le cadre du forgeage à froid est de type 

Coulomb limité Tresca. Celle-ci fait intervenir la contrainte normale ns , la contrainte 

d’écoulement 0s   et la différence de vitesse entre les deux corps � v . On a alors : 

-   
� v
� v

nms-=tttt  si   
3

m 0
n

s
<ms                  ( 2.14) 

-   
� v
� v

3
m 0s

-=tttt  si   
3

m 0
n

s
>ms                   ( 2.15) 

 

où m est le coefficient de frottement et m  est le coefficient de Tresca. 

 
Pour obtenir plus de détails sur d’autres types de lois de frottement, le lecteur pourra se 
reporter à [Mocellin99], [Barboza04]. 
 
 

2.2.1.4 Formulation faible à deux champs (vitesse/pression) 

 
Le logiciel Forge2005® est basé sur une formulation mixte en vitesse/pression. La 
formulation faible du problème est obtenue en multipliant les deux équations de conservation 

par des fonctions tests (v*, p*) puis par intégration spatiale sur W. Le problème faible revient 

alors à trouver )P,()p,( caVÎv  tels que : 
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0d)
p

))((trace(pPp

0dS.d))((trace.pd)(:)(V

**

ca
0

c

��

��
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�Y�Y�Y�Y�Y�Y�Y�Y�â�â�â�â�â�â�â�â ��������

tttt** vvsv

             ( 2.16) 

 
P et Vca sont respectivement les espaces des pressions et des vitesses cinématiquement 

admissibles c’est-à-dire respectant les conditions limites sur vW¶ et TW¶ . ca
0V  est l’espace 

des vitesses cinématiquement admissibles et nulles sur la frontière du domaine.  

c  représente le coefficient de compressibilité du matériau. Celui-ci est déduit du module 

d’Young E et du coefficient de Poisson n  par la relation suivante : 

)21(3
E

n-
=c                      ( 2.17) 
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2.2.2  Formulation du problème discrétisé 
 

2.2.2.1  Discrétisation spatiale 

 
Le problème mécanique faible est résolu par la méthode des éléments finis. Celle-ci consiste 
à effectuer une approximation des espaces d’admissibilité Vca et P par des espaces discrets 

de dimensions finies ca
hV  et Ph. Les inconnues du problème )P,V()p,( caÎ

�Y�Y�Y�Y
 seront 

approchées par les solutions de dimensions finies )P,V()p,( h
ca
hh Î�K�K�K�K

�Y�Y�Y�Y
.     

Soit Wh une approximation du domaine continu W. La méthode des éléments finis consiste à 

subdiviser le domaine Wh en sous domaines We (éléments). La réunion de ces éléments 

forme la triangulation ou maillage éléments finis du domaine Wh : 

  e
e

h W=W �  

 

Le problème faible discrétisé revient donc à rechercher les solutions )P,V()p,( h
ca
hh Î�K�K�K�K

�Y�Y�Y�Y
 

telles que : 
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tttt

      ( 2.18) 

 

Ph et ca
hV  sont respectivement les espaces des pressions et des vitesses cinématiquement 

admissibles sur Wh. 
0
hV  est l’espace des vitesses cinématiquement admissibles et nulles sur 

la frontière du domaine Wh. 

 
Le choix du degré d’interpolation des variables vh et ph sur chaque élément est un point 

crucial de la méthode des éléments finis. L’existence et l’unicité des solutions )p,( h
�K�K�K�K

�Y�Y�Y�Y
 sont 

assurées par les conditions de compatibilité de Brezzi-Babuska [Babuska73] qui imposent 
des degrés d’interpolation aux variables vh et ph. Ces conditions ont amené au choix de 

l’élément mixte P1+/P1 en vitesse/pression dit « mini-élément » pour discrétiser le domaine 
(Figure 2.3). Celui-ci est de forme tétraédrique dans le cas de simulations en 3 dimensions et 
triangulaire en 2 dimensions. Les champs de vitesse et pression sont interpolés linéairement 
à partir des valeurs aux sommets. Afin d’assurer la compatibilité de l’élément, le champ de 
vitesse est enrichi par l’ajout d’un degré de liberté supplémentaire au centre de l’élément 
appelé aussi « bulle ».  
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Figure 2.3 : Mini-élément P1+/P1 utilisé dans Forge2005® 

 
Cet élément permet un bon compromis entre le temps de calcul et la précision des résultats 
[Gay95]. Il possède notamment une bonne stabilité numérique de part la condensation de la 
bulle qui améliore le conditionnement de la matrice du système linéaire à résoudre 
[Coupez94]. Cet élément tétraédrique ou triangulaire autorise également le maillage de 
formes géométriques complexes et est tout à fait adapté au remaillage automatique. 
 
Du fait de la présence de la bulle, le champ de vitesse solution du problème discrétisé se 

décompose en une partie linéaire 
�O�O�O�O
�K�K�K�K

�Y�Y�Y�Y
 et une partie bulle 

�E�E�E�E
�K�K�K�K

�Y�Y�Y�Y
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                  ( 2.19) 

où Nbnoe et Nbelt sont respectivement le nombre de nœuds et d’éléments du maillage.  
l
iN  est la fonction d’interpolation d’ordre 1 associée au nœud i et qui est utilisée pour 

interpoler les champs de vitesse et de pression. b
jN  est la fonction d’interpolation associée à 

l’élément j et qui est utilisée pour interpoler le terme bulle du champ de vitesse. 
 
Pour la pression, on a également : 

l
i

Nbnoe

1i
ih Npp �

=

=                      ( 2.20) 

 
 
 
 

 

 

 

 Elément triangulaire 

Interpolation en vitesse 

Interpolation en pression 

Elément tétraédrique 

Interpolation en vitesse 

Interpolation en pression 
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Le champ bulle possède une propriété permettant de simplifier les équations ce qui a été 
détaillé par Aliaga [Aliaga00]. Son gradient est notamment orthogonal à tout tenseur 
constant C sur un élément e du maillage :  
 

0d)(:
e

h =W�
W

�E�E�E�E
�K�K�K�K

�Y�Y�Y�Y�â�â�â�â�&�&�&�&
�                     ( 2.21) 

Cette propriété implique que pour toute composante linéaire de la vitesse 
�O�O�O�O
�K�K�K�K

�Y�Y�Y�Y
, on a : 

0d)(:)(
e

h =W�
W
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�K�K�K�K

�O�O�O�O
�K�K�K�K

�Y�Y�Y�Y�â�â�â�â�Y�Y�Y�Y�â�â�â�â
��                    ( 2.22) 

 
A partir de la décomposition du champ de vitesse et de la propriété de la bulle, la formulation 

discrétisée du problème mécanique revient donc à trouver )P,V,V()p,v,v( h
ca
b

ca
lh

b
h

l
h Î  tels 

que : 
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       ( 2.23) 

 

Ph et ca
lV  sont respectivement les espaces des pressions et des vitesses linéaires 

cinématiquement admissibles sur Wh. 
ca
bV  est l’espace des fonctions bulle, affines par 

morceaux et s’annulant sur la frontière des éléments. 
 
 

2.2.2.2  Discrétisation temporelle 

 
Le système d’équation de la formulation faible, qui vient d’être présenté, doit être satisfait à 

chaque instant de la discrétisation temporelle. Pour cela, l’espace de temps total ( totalT ) de la 

simulation numérique est décomposé en N intervalles à partir du pas de temps tD  : 

[ ]�
N,1k

iitotal tt,tT
=

D+=                     ( 2.24) 

 
A l’instant t, la configuration est connue. Le logiciel Forge2005® est basé sur une formulation 

Lagrangienne réactualisée. C’est-à-dire que la nouvelle configuration (instant t+ tD ) est 

calculée à partir de l’instant précédent t et non t0 comme dans le cas d’une formulation 
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Lagrangienne totale. Le pas de temps doit être choisi suffisamment faible pour que 
l’hypothèse des petites déformations (<1% par incrément) soit vérifiée. 
Le schéma d’intégration temporelle utilisé est de type Euler implicite : 

tVXX tttt D+=D+                     ( 2.25) 

 
Le logiciel Forge2005® permet également d’utiliser un schéma d’intégration d’ordre 2 de 

type Runge-Kutta pour lequel le calcul d’une configuration intermédiaire (t + 2/tD ) est 

nécessaire. Ce schéma est plus performant mais très coûteux en temps de calcul. L’erreur 

commise est notamment proportionnelle à 3)t(D  contre 2)t(D  pour un schéma d’Euler ce qui 

permet une meilleure précision ([Boyère99]). 
 
 

2.2.2.3  Gestion du contact 

 
Dans le logiciel Forge2005®, le contact est géré par la méthode de pénalisation. Pour cela, il 

est nécessaire d’introduire la notion de distance kd  entre un nœud k et le point le plus 

proche de la surface de l’outil. Cette distance correspond à la distance de pénétration. La 
convention suivante est alors utilisée : 
 

 -   0k >d  si le nœud est à l’extérieur de l’outil, 

 -   0k =d  si le nœud est sur la surface de l’outil, 

 -   0k <d  si le nœud est à l’intérieur de l’outil. 

 
Durant un incrément de temps, aucun nœud ne peut pénétrer dans les outils. Cette condition 
de non pénétration est alors imposée et peut s’écrire : 

0nbnoe...,,1k k ³d="                    ( 2.26) 

Pour cela, une contrainte normale k
ns  est imposée au nœud k ayant pénétré l’outil dans le 

but de le ramener sur la surface de celui-ci : 
�Q�Q�Q�Q

+dr-=s kc
k
n                       ( 2.27) 

où cr  est le coefficient de pénalisation, n est la normale extérieure à la surface du lopin. 

 
+dk  est défini par : 

 

-   0k =d+  si le nœud k est à l’extérieur de l’outil, 

 -   kk d=d+  si le nœud k est à l’intérieur ou à la surface de l’outil. 
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Figure 2.4 : Définition de la distance +dk  associée au nœud k 

 
 
La formulation discrétisée du problème mécanique tenant compte de la condition de contact 
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        ( 2.28) 

 
 

2.2.2.4  Résolution du système 

 
Le système d’équations obtenu précédemment peut s’écrire sous forme matricielle de la 
façon suivante : 
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            ( 2.30) 

  
Ce système est fortement non linéaire de part la présence des termes de frottement et de 
comportement, et est résolu par un schéma itératif de type Newton-Raphson. Celui-ci 
consiste à résoudre, pour chaque itération, un système linéaire K.x = R défini par : 
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                 ( 2.31) 

 
K représente la matrice Hessienne ou de raideur définie par : 
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)p,,( Dbl � v� v correspond aux corrections apportées à la solution )p,,(
nhnn
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 de 

l’incrément n  et qui est connue. L’inversion de la matrice Hessienne permet d’obtenir ces 

corrections )p,,( Dbl � v� v  et ainsi de trouver une solution candidate pour l’incrément 

n+1 telle que : 

�
�
�

��
�

�

D+=

+=

+=

+

+

+

ppp
nh1nh

n1n

n1n
bb

h
b
h

ll
h

l
h

� vvv

� vvv

                    ( 2.33) 

 
Le processus est réitéré en actualisant le système et ce jusqu’à convergence de l’algorithme 

de telle sorte que la norme du résidu soit inférieure à une certaine tolérance e : 

e<-+ n1n RR                     ( 2.34) 
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Figure 2.5 : Schéma de résolution en vitesse/pression par un algorithme de Newton-Raphson 

 

Pour simplifier le système linéaire, il est possible de démontrer que le terme lR  ne dépend 

pas de b
hv  ([Aliaga00]), soit )p,( h
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Le terme bulle peut également être éliminé en utilisant une technique de condensation de la 
bulle. D’après la deuxième équation du système (2.35), on a : 

( ) ( )bbp1bb RpKK +D-=
-b� v                   ( 2.36) 

Critère de convergence : 
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Cette expression est ensuite injectée dans la troisième équation du système ((2.35) ce qui 
conduit à la disparition du terme bulle et finalement au système suivant : 
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Le système à résoudre pour chaque nœud possède ainsi 4 inconnues : 3 pour la vitesse et 1 
pour la pression. La condensation de la bulle permet notamment d’accroître la stabilité du 
système grâce au meilleur conditionnement de la matrice Hessienne (disparition des termes 
nuls sur la diagonale) [Perchat00]. 
Le système linéaire (2.37) est ensuite résolu itérativement par une méthode de type résidu 
minimal préconditionné [Marie97]. 
 
 
 

2.3  Intégration d’une loi de comportement élasto-
plastique endommageable  

 

2.3.1  Equations de base sans endommagement 
 
On se place ici dans le cadre d’un écrouissage isotrope avec une plasticité de von Mises. 

Le tenseur des vitesses de déformation eeee�  est fonction du champ de vitesse v et est défini 

par : 

( )T)(grad)(grad
2
1

vv� +=�                    ( 2.38) 

 

Ce tenseur se décompose en une partie élastique réversible e��  et une partie plastique 

incompressible et irréversible p��  : 

pe ��� ��� +=                      ( 2.39) 

 

Le tenseur des vitesses de déformation eeee�  est également couramment décomposé en une 

partie déviatorique e�  et une partie sphérique tel que : 

dI�e� )(trace
3
1 ��� +=                     ( 2.40) 

De la même façon, les tenseurs e��  et p��  se décomposent en deux parties : 
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3
1

)(trace
3
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                  ( 2.41) 

 

Le taux de déformation plastique pe�  et la déformation plastique équivalente pe  sont alors 

définis par : 

pp ee ��� :
3
2

p =e  et � e=e
t

0
pp dt�                    ( 2.42)

  

Le tenseur des contraintes ssss  est lui aussi décomposé en une partie déviatorique s et une 

partie sphérique dIp  telles que : 

dIp-= sssss                      ( 2.43) 

où dI  correspond au tenseur identité. 

 
Le déviateur des contraintes s et la pression hydrostatique p sont définis par : 

��

�
�

�

c-=-=

m=

)(trace)(trace
3
1

p

2

e

e

�

es

ssss

�
                  ( 2.44) 

m et c  étant respectivement les modules de cisaillement et de compressibilité. 

 
La contrainte équivalente de von Mises q est également définie par : 

ss :
2
3

q =                                  ( 2.45) 

 
Le critère de plasticité de von Mises est défini par sa surface de charge f  telle que : 

0Rqf £-=                                  ( 2.46) 

où R représente l’écrouissage isotrope. 
 
Deux cas de figure sont alors possibles : 

plastiquentcomporteme0f

élastiquepurementntcomporteme0f

=*

<*
                ( 2.47) 
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Dans notre cas, nous utilisons une loi d’écrouissage de type linéaire puissance et donc : 

( )nra1K3)r(RR +==                    ( 2.48) 

où K, a et n sont les paramètres relatifs à la loi d’écrouissage. r correspond à la variable 
d’état interne associée à la variable d’écrouissage isotrope R. 
 
D’après les lois de normalité, le déviateur du tenseur des vitesses de déformation plastique 

pe�  et le taux d’écrouissage r�  sont donnés par : 

�
�
�

��
�

�

l=
¶
¶

l-=

l=
¶
¶

l=

���

���

R
f

r

q2
3f s

s
ep

                                ( 2.49) 

où l�  est le multiplicateur plastique. 

 
Finalement en combinant les équations (2.42) et (2.49), on obtient : 

pr e==l ���                    ( 2.50) 

 

La variable d’écrouissage r est donc égale à la déformation plastique cumulée pe  tant qu’il 

n’y a pas d’endommagement. 
Le comportement élasto-plastique est résolu en utilisant la loi de Prandt-Reuss. Celle-ci 

consiste à déterminer, à chaque incrément de temps, l’incrément d’écrouissage rD  qui 

correspond également à l’incrément de déformation plastique équivalente )r(p D=eD .  

Par conséquent, une seule inconnue rD  est à déterminer lorsqu’il n’y a pas 
d’endommagement.   
 
 
 
 

2.3.2  Couplage fort avec endommagement isotrope 
 

2.3.2.1  Equations de base avec endommagement 

 
Nous considérons que nous sommes dans une approche de type Lemaitre.  
Du fait de la présence de l’endommagement D dans le matériau, le concept de contrainte 
effective est introduit pour le déviateur des contraintes et la pression hydrostatique : 
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                   ( 2.51) 

 
L’effet de l’endommagement sur le comportement plastique est pris en compte en 

remplaçant s par s~  dans la définition du critère de von Mises : 

R
)D1(

:
2
3

R~:~
2
3

Rq~f -
-

=-=-=
ss

ss                  ( 2.52) 

 
D’après les lois de normalité, le déviateur du tenseur des vitesses de déformation plastique 

pe�  et le taux d’écrouissage r�  sont donnés par : 
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¶
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                                            ( 2.53) 

 
Finalement en combinant les équations (2.42) et (2.53), on obtient : 

)D1(
r

)D1(p -
=

-
l

=e
��

�                                ( 2.54) 

Dès lors que l’endommagement est non nul, la vitesse de déformation plastique équivalente 

pe�  est déduite de la variable d’écrouissage r�  par la relation 2.54. 

L’évolution de l’endommagement est donnée par la relation suivante : 

)D1(
r

S
Y

S
Y

D
b

0
p

b

0 -��
�

�
		



�
=e��

�

�
		



�
=

���                   ( 2.55) 

 
Le comportement élasto-plastique endommageable est résolu en utilisant la loi de Prandt-
Reuss couplée à l’endommagement. Celle-ci consiste alors à déterminer, pour chaque 

incrément de temps, l’incrément d’écrouissage rD  et l’endommagement Dn+1 de l’instant 

n+1. Par conséquent lorsque l’on est en présence d’endommagement, deux inconnues ( rD  
et Dn+1) sont à déterminer. Ces deux inconnues sont calculées simultanément, pour chaque 
itération, par la résolution d’un système non linéaire à deux équations. C’est le principe 
même du couplage fort.   En revanche, celui-ci nécessite d’être intégré au cœur même du 

logiciel Forge2005® et non juste à partir de routines utilisateurs. 
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2.3.2.2  Résolution incrémentale 

 
On suppose connues les variables sn, pn, rn et Dn satisfaisant l’équilibre à l’instant tn. Le but 
est de déterminer ces variables à l’instant tn+1 : sn+1, pn+1, rn+1 et Dn+1. L’incrément de 

déformation DeDeDeDe correspondant à l’intervalle [tn, tn+1] est également connu. 

Un schéma d’intégration numérique de type Euler implicite est alors utilisé pour intégrer ces 

variables sur l’intervalle tD = [tn, tn+1] : 
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                  ( 2.56) 

 
Les lois d’évolution plastique endommageable sont intégrées en utilisant un algorithme de 
type « prédiction élastique/correction plastique (par retour radial - Figure 2.6) ». La première 
étape de cet algorithme est l’évaluation de prédicteurs élastiques effectifs où l’incrément est 

supposé purement élastique. Les prédicteurs élastiques effectifs T
1ns

~
+ , T

1nq~ +  et T
1np~ +  sont 

définis par : 
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Une évaluation du critère de plasticité est alors réalisée à partir du prédicteur élastique T
1ns +

~  : 

n
T

1n
Trial Rq~f -= +                     ( 2.58) 

 
Deux cas de figure sont envisageables (Figure 2.6) : 

- si 0f Trial < , le chargement est alors purement élastique (pas de déformation 

plastique) et les prédicteurs élastiques coïncident avec la solution de l’instant tn+1 : 
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- si 0f Trial ³ , le chargement est dans ce cas plastique et un algorithme de type 

« retour radial » est alors utilisé pour déterminer l’incrément plastique rD  et 
l’endommagement Dn+1 à l’instant tn+1. 
 

Le calcul de ces deux inconnues rD  et Dn+1 est obtenu en résolvant un système de deux 
équations à deux inconnues.  

La première équation ( 1f ) est obtenue par le biais du critère de plasticité : 

0R
)D1(

q
Rq~f 1n

1n

1n
1n1n1 =-

-
=-= +

+

+
++                 ( 2.60) 

 On a également : 

r3q~)D1(q T
1n1n1n Dm--= +++                    ( 2.61) 

Soit, 

0R
)D1(

r3
q~f 1n
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T
1n1 =-

-
Dm

-= +
+

+                   ( 2.62) 

 

Figure 2.6 : Représentation schématique du retour radial. 

 

La deuxième équation ( 2f ) est directement obtenue par le biais de la loi d’évolution de 

l’endommagement (2.55) : 
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Sn T
1nS +

0f n
1 =

ftrial < 0 : 
T

1nS +

Sn 

1nS +

0f n
1 =

0f 1n
1 =+

ftrial ³  0 : 
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En utilisant la relation (2.17) qui lie le module de compressibilité c , le module d’Young E et le 

coefficient de Poisson n , on obtient la relation suivante : 
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Le système à résoudre se résume donc à ces deux équations : 
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Ce système ( 0)x(f ji = ) étant non linéaire, il est résolu par un schéma itératif de type 

Newton-Raphson. Dans notre cas, i = 1,2 et xj correspond au vecteur des inconnues           

(x1 = rD  et x2 = Dn+1). Considérons que k
jx  est la solution du système à l’itération k. La vraie 

solution du système est alors donnée par : 

k
j

k
jj xxx d+=                     ( 2.67) 

où k
jxd  est la quantité qui différencie la vraie solution jx  de la solution itérée k

jx . 

 
Le système à résoudre est ainsi linéarisé pour conduire au système suivant : 
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où 
k
j

k
ji

ij x

)x(f
J

¶

¶
=  est la matrice Jacobienne. 

 
Les dérivées qui composent la matrice Jacobienne sont calculées analytiquement et sont 
données par les équations (2.69) à (2.74). 
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où : 

2
1n

T
1n

)D1(

q~)D1(r3
r

Y

+

+

-

--Dm
=

D¶
¶

                                  ( 2.72) 

 

• 

1b

0

1n

1n

1n

1n0

b

0

1n
2

1n1n

2
22 S

Y
D
Y

)D1(
r

S
b

S
Y

)D1(
r

1
D
f

J
-

+

+

+

+

+

++
��
�

�
		



�

¶
¶

-
D

-��
�

�
		



�

-
D

-=
¶
¶

=                ( 2.73) 

où  
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La matrice Jacobienne ijJ  est ainsi calculée pour chaque itération de Newton-Raphson, ce 

qui permet d’obtenir la nouvelle solution 1k
jx +  par le biais de la correction à apporter k

jxd  :  

k
j

k
j
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j xxx d+=+  et ( ))x(fJx k
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                  ( 2.75) 

 
Les itérations de Newton-Raphson sont poursuivies jusqu’à convergence du système, soit 
jusqu’à ce que la norme euclidienne de fi soit inférieure à une certaine tolérance égale à 

1010- . Dès lors qu’il y a convergence, le système est résolu et les deux inconnues rD  et Dn+1 

sont déterminées simultanément (couplage fort). 
 
La mise à jour des variables est ensuite effectuée pour obtenir leurs valeurs à l’instant tn+1 : 
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                  ( 2.76) 
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L’algorithme de résolution du couplage fort est présenté en Figure 2.7. 
 

Figure 2.7 : Algorithme de résolution pour l’intégration des équations relatives au couplage fort 

comportement/endommagement  

Instant t n – Les variables s n, pn, qn, Dn, rn, Rn, p
ne , eD  sont connues. 

On cherche à actualiser ces variables pour l’instant tn+1. 

 
Prédictions élastiques 

Evaluation de T
1n

T
1n q~etp~,~

+++
T

1ns  avec (2.57) 

Evaluation de n
T

1n
Trial Rq~f -= +  

Si 0f Trial ³  alors  

Comportement élasto-plastique avec correction plastique : résolution du système 
(2.66) avec un schéma de type Newton-Raphson 

 

Tant que  ( ) ( ) 102k
2

2

n
k

1 10fR/f -£+  alors 

k = k+1 (boucle sur les itérations de Newton-Raphson) 

Evaluation de la matrice Jacobienne k
ijJ  avec (2.69 à 2.74) 

Calcul des corrections krDd  et k
1nD +d  avec (2.75) 

Actualisation : kk1k rrr Dd+D=D +  et k
1n

k
1n

1k
1n DDD ++

+
+ d+=  

Evaluation des résidus 1k
1f

+  et  1k
2f +  avec (2.66) 

Fin tant que 

 
1krr +D=D  et 1k

1n1n DD +
++ =  

Actualisation de sn+1, pn+1, qn+1, rn+1, 
p

1n+e  avec (2.76) 

 
Sinon  

Comportement élastique 

0r =D  et n1n DD =+  
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Fin si 

 

Instant t n+1 – Les variables s n+1, pn+1, qn+1, Dn+1, rn+1, p
1n+e  ont été actualisées.  

 



Chapitre 2 : Formulation du couplage comportement/endommagement – aspects numériques 

 

- 51 - 

2.3.2.3  Module tangent discret 

 
La résolution du système global (équations d’équilibre, équation de comportement) nécessite 
le calcul du module tangent. Dans le but de préserver le caractère de convergence 
quadratique du schéma de Newton-Raphson du problème mécanique, il est nécessaire de 
déterminer le module tangent discret et non le module tangent continu. Le module tangent 

discret d
1nC +  est alors défini par : 
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+ ¶

¶
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1nC                      ( 2.77) 

 
Celui-ci a été évalué par une procédure basée sur les travaux d’Aravas [Aravas87] et Zhang 
[Zhang95]. Cette approche a notamment l’avantage de ne nécessiter aucune inversion de 
matrice. L’expression du module tangent discret avec retour radial, couplée à un 
endommagement isotrope de Lemaitre, est finalement donnée par l’expression 
suivante [Neto02] : 
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où I est le tenseur identité d’ordre 4 et 
1nq2

3

+

+
+ = 1ns
1nN  est le vecteur normal à la surface de 

plasticité.  
 
Les scalaires C1, C2, C3, C4 et C5 sont donnés par : 
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( )1n31n5 p~a)D1(C ++ +-c=                      ( 2.83) 
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Les cœfficients a1, a2, a3 et a4 sont définis par : 
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Les cœfficients F¢ et w¢ sont définis par : 
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Dans le cas particulier du logiciel Forge2005®, le module tangent discret est calculé à partir 
du déviateur des contraintes : 
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De ce fait, seuls les termes déviatoriques de l’expression (2.78) sont considérés, ce qui 
conduit à l’expression suivante :  
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2.3.3  Couplage faible avec endommagement isotrope 
 
Comme nous l’avons vu précédemment, le couplage fort nécessite la résolution d’un 
système non linéaire de deux équations à deux inconnues. Ceci nécessite l’intégration et la 
modification de nombreuses routines au cœur même du logiciel Forge2005®, ce qui n’est 
pas permis aux utilisateurs de base.  
Cependant, une deuxième possibilité de couplage existe par le biais des routines 
utilisatrices. Ces routines sont accessibles et modifiables par chaque utilisateur de 
Forge2005®. Celles-ci permettent notamment de coupler l’endommagement au 
comportement mais par le biais d’un couplage faible . Ce couplage entre l’endommagement 

et le comportement est réalisé en multipliant la fonction d’écrouissage R et le module de 

Young E par le facteur ( 1nD1 +- ). A la différence du couplage fort, l’incrément d’écrouissage 

( rD ) et l’endommagement Dn+1 ne sont pas calculés simultanément. Dans un premier temps, 
seul l’incrément d’écrouissage est calculé en résolvant l’équation relative au critère de 
plasticité :  

0R)D1(r3qf 1nn
T

1n1 =--Dm-= ++                   ( 2.92) 

 

Puis l’incrément d’endommagement DD est déduit par la relation suivante : 

)D1(
r

S
Y

D
n

b

0

n

-
D

��
�

�
		



�
=D                     ( 2.93) 

Finalement l’endommagement à la fin de l’incrément  (instant n+1) est calculé : 

DDD n1n D+=+                     ( 2.94) 

 
Le couplage faible est donc un peu moins précis que le couplage fort mais il reste beaucoup 
plus simple à implémenter dans le logiciel Forge2005®. Une comparaison entre ces deux 
types de couplage est présentée dans le paragraphe 2.3.  
 
La Figure 2.8 présente l’algorithme de résolution pour le couplage faible. 
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Figure 2.8 : Algorithme de résolution pour l’intégration des équations relatives au couplage faible 

comportement/endommagement 

 
 

Instant t n – Les variables s n, pn, qn, Dn, rn, Rn, p
ne , DeDeDeDe sont connues. 

On cherche à actualiser ces variables pour l’instant tn+1. 
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Fin si 

 

Instant t n+1 – Les variables s n+1, pn+1, qn+1, Dn+1, rn+1, p
1n+e  ont été actualisées.  
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2.4  Comparaison entre couplage fort et couplage fa ible 
 
Au cours des précédents paragraphes, deux formes différentes de couplage entre 
endommagement et comportement ont été présentées. Afin de pouvoir comparer ces deux 
modes de couplage, un essai de traction sur éprouvette axisymétrique a été simulé. Les 
simulations ont été menées avec le logiciel Forge2005 en 2D axisymétrique et 3D (un tiers 
de l’éprouvette en révolution). Seule la zone utile de l’éprouvette a été simulée comme le 
montre la Figure 2.9. La taille moyenne des éléments est de 0.25 mm et le pas de temps 
utilisé est fixé à 0.25s. La vitesse de traction est égale à 0.1 mm/s. Les paramètres 
d’écrouissage et d’endommagement utilisés pour ces simulations sont les mêmes que ceux 
identifiés au cours du Chapitre 4 pour la nuance 2 (cf. Tableau 4.5). 
 

 

Maillage 2D axisymétrique de la 
zone utile 

 

 

 
Maillage 3D (120° en révolution) de la zone 

utile  

Figure 2.9 : Géométries et maillages éléments finis de l’éprouvette utilisée 

 
Les résultats obtenus en termes de répartition d’endommagement au cours de la simulation 
de traction sont présentés par la Figure 2.10 et la Figure 2.11. Ils montrent que pour les deux 
formes de couplage, la répartition de l’endommagement est quasiment identique que l’on soit 
en 2D ou en 3D. L’endommagement obtenu au centre de l’éprouvette en fin de simulation 
est également très proche entre le couplage faible et le couplage fort (cf. Tableau 2-1).  
 

Endommagement au centre de l’éprouvette  
 

Couplage Fort Couplage Faible Ecart en % 

Simulation 2D  0.2988 0.2853 - 4.5% 

Simulation 3D  0.3089 0.3034 - 1.8% 

Tableau 2-1 : Comparaison de l’endommagement obtenu au centre de l’éprouvette (u=5.6mm) pour les 

couplages fort et faible 

17 
Zone 

utile 
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Les valeurs d’endommagement obtenues pour le couplage faible sont légèrement plus 
faibles que pour le couplage fort. Ceci pourrait notamment s’expliquer par le fait que 
l’équation 2.92 est résolue en utilisant l’endommagement de l’incrément n au lieu de 
l’incrément n+1.  
La comparaison entre 2D et 3D permet également de mettre en évidence que les résultats 
sont très proches, ce qui est cohérent.  
 

 

 
 

u = 2.3 mm - couplage fort 

 

 
 

u = 4 mm - couplage fort  

 

 
 

   u = 5.6 mm -  couplage fort 
 

 
 

u = 2.3 mm - couplage faible  

 

 
 

u = 4 mm - couplage faible  

 

 
 

   u = 5.6 mm -  couplage faible  

Figure 2.10 : Simulation 2D (axisymétrique) de l’essai de traction uniaxiale – Visualisation de 

l’endommagement pour le couplage fort et le couplage faible 

0.0234 0.1636 0.2988 

0 0 0 

0.0243 0.1564 0.2853 

0 0 0 
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u = 2.3 mm - couplage fort 

 

 
 

u = 4 mm - couplage fort  

 

 
 

   u = 5.6 mm -  couplage fort 
 

 
 

u = 2.3 mm - couplage faible  

 

 
 

u = 4 mm - couplage faible  

 

 
 

   u = 5.6 mm -  couplage faible  

Figure 2.11 : Simulation 3D de l’essai de traction uniaxiale – Visualisation de l’endommagement pour le 
couplage fort et le couplage faible 

 
Afin de visualiser l’influence du couplage sur le comportement en striction de l’éprouvette, le 
déplacement radial obtenu en fin d’essai est présenté par la Figure 2.12. Les résultats 
obtenus entre le couplage fort et le couplage faible montrent une différence très faible de 
l’ordre du dixième de millimètre. 
 

0.0322 0.1683 0.3089 

0 0 0 

0.0326 0.1637 0.3034 

0 0 0 
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Couplage fort - 2D 

 
 
 

Couplage faible - 2D  
 

 

Couplage fort - 3D 

 
 
 

Couplage faible - 3D  

Figure 2.12 : Simulation 2D (axisymétrique) et 3D de l’essai de traction uniaxiale – Visualisation du 

déplacement radial pour le couplage fort et le couplage faible (u=5.6mm) 

 
L’évolution de l’endommagement au centre de l’éprouvette en fonction de la déformation 
plastique équivalente est présentée par la Figure 2.13.  
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Figure 2.13 : Evolution de l’endommagement en fonction de la déformation plastique au centre de 

l’éprouvette pour les couplages fort et faible – Simulation 2D (axisymétrique) 

 
L’évolution obtenue par ces deux couplages est alors assez proche. Des résultats 
équivalents ont également été obtenus pour le cas 3D. 
 
La comparaison du temps de calcul entre couplage faible et couplage fort a également été 
effectuée. Les résultats obtenus sont regroupés dans le Tableau 2-2. 

0 0 

-1.2233 -1.1345 -1.2594 -1.1794 

0 0 
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Temps de calcul 
 

Couplage Fort  Couplage Faible  Ecart en %  

Simulation 2D  1min 56s 1min 10s -40% 

Simulation 3D  1h 23min 36s 55min 19s -34% 

Tableau 2-2 : Comparaison des temps de calcul pour les couplages fort et faible – Eprouvette 

axisymétrique de traction 

 
Comme on pouvait s’y attendre, les simulations réalisées avec un couplage faible sont bien 
plus rapides que celles réalisées avec un couplage fort. La diminution est de 40% pour le 
cas 2D et de 34% pour le cas 3D. Ceci peut aisément s’expliquer par le fait que lors du 
couplage faible, une seule équation non linéaire est résolue, contre deux pour le couplage 
fort. 
 
Au final, les deux formes de couplage sont très proches en ce qui concerne la répartition de 
l’endommagement, son évolution et l’influence qu’il a sur la striction. Ceci est notamment dû 
à la valeur du pas de temps utilisée qui est assez faible (0.25s). Un pas de temps plus grand 
aurait alors conduit à une baisse de la précision et donc à une différence plus marquée entre 
couplage fort et faible. 
En ce qui concerne le temps CPU, nous observons un gain significatif avec l’utilisation du 
couplage faible et ce, même pour un pas de temps faible (nécessaire à la bonne précision du 
couplage faible). C’est pourquoi, seul le couplage faible sera utilisé dans la suite de ce 
travail.   
 
 
 

2.5 Conclusion 
 
Au cours de ce chapitre, une approche numérique a été développée afin d’intégrer une loi de 
comportement élasto-plastique endommageable au sein du logiciel Forge2005®. Le modèle 
utilisé était de type Lemaitre avec endommagement isotrope. L’intégration de la loi de 
comportement et sa résolution par un algorithme de type « prédiction élastique/correction 
plastique par retour radial » ont alors été détaillées.  
Deux formes de couplage (fort et faible) entre endommagement et comportement ont été 
présentées puis une comparaison a été effectuée sur un essai de traction avec éprouvette 
axisymétrique (2D et 3D). L’écart obtenu en termes d’endommagement (répartition, valeur 
maximale et striction) pour ces deux couplages est alors très faible. En revanche, le gain de 
temps obtenu avec le couplage faible est très important, ce qui nous poussera à l’utiliser 
pour la suite de l’étude.  
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3 Analyse et caractérisation des matériaux 
 

3.1 Introduction 
 
Au cours des deux premiers chapitres, nous avons présenté les mécanismes physiques ainsi 
que différents modèles d’endommagement. Afin de mieux comprendre ces phénomènes 
physiques et de déterminer les paramètres relatifs aux modèles, il s’avère nécessaire 
d’effectuer des observations à la fois microscopiques et macroscopiques. C’est pourquoi, 
des analyses ont été réalisées au cœur de la matière par le biais de microscopie 
électronique à balayage et de tomographie X. De plus, des essais macroscopiques (traction, 
compression/traction) ont également été réalisés pour caractériser le comportement de nos 
matériaux.  
 
 

3.2 Analyse microstructurale 
 

3.2.1  Présentation des matériaux 
 
Les matériaux retenus pour l’étude des mécanismes d’endommagement sont deux nuances 
d’aciers (Nuances 1 et 2) communément utilisées pour des opérations de forgeage à froid. 
Ces deux aciers ont été produits par l’aciériste Ascometal CREAS. La matière est délivrée 
sous forme de barres obtenues par un procédé de laminage.  
 
Les informations concernant ces deux aciers sont les suivantes : 

 
- une nuance bainitique  (nuance 1)  qui est réputée plutôt difficile à forger à froid. Celle-

ci n’a pas subi de traitement analytique mais juste un traitement isotherme pour diminuer 
sa dureté.  
 
- une nuance ferrito-perlitique  (nuance 2)  qui est classiquement livrée pour la forge à 
froid. Celle-ci a subi un traitement analytique et un traitement thermique, ce qui lui 
confère une bonne ductilité . 

 
L’état dans lequel se trouve la matière est le même que celui livré aux différents forgerons. 
L’ensemble des propriétés de ces deux nuances est alors récapitulé dans le Tableau 3.1. 
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 Nuance bainitique (nuance 1)    Nuance ferrito-perlitique (nuance 2) 

Désignation 23MnCrMo5 20NiCrMo2 

Structure Bainite avec îlots de ferrite Ferrito-perlitique 

Traitement 
thermique 

Recuit d’adoucissement 
isotherme 

Recuit perlitique 

Traitement 
analytique 

Aucun Globulisation des sulfures          

Dureté 228 Hv 150 Hv 

Diamètre de barre 70 mm 51 mm 

Taux de corroyage 15 28.2 

Niveau de Soufre 30 millièmes 25 millièmes 

Tableau 3.1 : Récapitulatif des propriétés des deux nuances  

 

 

 

 Figure 3.1 : Microstructure de la nuance 1 (bainitique) 

 
 

 

Figure 3.2 : Microstructure de la nuance 2 (ferrito-perlitique) 
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3.2.2  Etude statistique des inclusions 

3.2.2.1  Conditions opératoires 

 
L'analyse inclusionnaire a été réalisée par le laboratoire de la société Ascometal CREAS. 
Cette étude de caractérisation a été obtenue en couplant un MEB à un système d’analyse 
d'images. Ce couplage, MEB FEG – EDS – AI, a été réalisé dans les conditions indiquées 
par le Tableau 3.2. Le but de cette étude est de caractériser les différentes populations 
d’inclusion avec une limite de détection de 2.8 microns, et ceci sur une surface d'environ    
50 mm².  
Les différentes inclusions ont été classées en trois grandes familles : 
 

- les sulfures, 
- les oxydes, 
- les oxydes et sulfures. 

 
Etant donné la très faible teneur en Titane des deux nuances étudiées, il n'y a pas 
d’inclusion de nitrure de titane. Dans un premier temps, des images en niveau de gris sont 
acquises avec un MEB dans les zones observées. Un double seuillage est également réalisé 
pour séparer les phases d’oxydes des phases de sulfure. Puis, des analyses par EDS sont 
réalisées au centre géodésique de chaque phase distincte. Si le plus petit diamètre de 
l’oxyde est supérieur à 0.5 µm, l’inclusion sera alors jugée comme biphasée (sulfure+oxyde). 
 
 

Appareil utilisé MEB FEG couplé au logiciel de micro analyse SPIRIT 

Grossissement de balayage 430 

Grossissement d'analyse 1600 

Limite de détection 
(petit diamètre des inclusions) 

2.8 µm 

Zone de mesure 
Environ 50mm²(10*5 mm²) située au centre des 

échantillons  

Type de balayage Total 

Tableau 3.2 : Conditions opératoires 

 
 

3.2.2.2  Résultats 

 
Les résultats obtenus sont rassemblés dans le Tableau 3.3. La majorité des inclusions sont 
des sulfures isolés ou des sulfures associés à des oxydes (cf Figure 3.3). La densité des 
sulfures isolés (Nombre/mm²) est deux fois plus grande pour la nuance 2 (ferrito-perlitique) 
que pour la nuance 1 (bainitique) bien que la composition en Soufre soit proche pour ces 
deux nuances. Le même résultat est obtenu pour les sulfures avec oxydes. En revanche, les 
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diamètres équivalents moyens et l’allongement sont plus faibles dans le cas de la nuance 2 
(ferrito-perlitique) (cf Figure 3.4 et Figure 3.5). Ceci peut notamment s’expliquer par le 
traitement analytique qui vise à diminuer le caractère anisotrope de la ductilité en globulisant 
les sulfures.  
La densité des oxydes est proche pour les deux nuances étudiées. Le diamètre équivalent 
moyen et l’allongement sont également assez voisins. 
 
 

Diamètre 
équivalent (µm) 

Allongement Nuance Surface 
analysée 

(mm²) 

Type 
d'inclusions 

Nombre 
d'inclusions  

Densité 
(Nbre/mm²)  

Moy Maxi Moy Maxi 

Sulfure 895 17.2 6.11 19.7 2.8 9.3 

Oxyde 16 0.3 3.9 6.3 1.2 1.6 

 
Nuance 2 
(ferrito-

perlitique) 

 
52.1 

MnS+Ox 584 11.2 4.9 20.3 1.5 7.8 

Sulfure 441 8.5 7.8 19.6 8.5 26.9 

Oxyde 9 0.2 4.5 6.4 1.2 2.1 
 

Nuance 1 
(bainitique) 

 
52.1 

MnS+Ox 273 5.2 6.3 16.9 4.6 23.9 

Tableau 3.3 : Nombre, densité et diamètres équivalents moyen et maxi de chaque type d'inclusions 

 
Les sulfures isolés sont quasiment des Sulfures de Manganèse (MnS) purs. Les sulfures 
associés aux oxydes sont plus riches en Calcium que les sulfures isolés car celui-ci diffuse 
de l'oxyde vers le sulfure au cours du refroidissement et de la solidification. 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Figure 3.3 : Densité de chaque type d'inclusions 

 
 
 
 

 

 

 

 
 
 
 

 

 0

2

4

6

8

10

12

14

16

18

20

Sulfure Oxyde Sulfure+Oxyde

D
en

si
té

 (
nb

/m
m

²)



Chapitre 3 : Analyse et caractérisation des matériaux 

 

- 67 - 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 3.4 : Diamètre équivalent de chaque type d'inclusions 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 3.5 : Allongement de chaque type d'inclusions 

 
 
Les observations au MEB ont également permis de mettre en évidence l’orientation des 
inclusions pour les deux nuances étudiées. Ces inclusions sont allongées et orientées 
suivant la direction du barreau (direction longitudinale) comme le montre la Figure 3.6. Cette 
orientation est notamment due au procédé de mise en forme des barreaux (laminage). En ce 
qui concerne la nuance 1 (bainitique), les inclusions sont plutôt alignées en chapelet alors 
que pour la nuance 2 (ferrito-perlitique), les inclusions sont plus dispersées dans la matrice. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

Sulfure Oxyde Sulfure+Oxyde

D
ia

m
èt

re
 é

qu
iv

al
en

t (
�� ��

m
)

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

Sulfure Oxyde Sulfure+Oxyde

A
llo

ng
em

en
t 

( mm mm
m

)     



Chapitre 3 : Analyse et caractérisation des matériaux 

 

- 68 - 

Figure 3.6 : Inclusions dans la matrice, section longitudinale – a) Nuance 1 (bainitique)  b) Nuance 2 

(ferrito-perlitique) 

 
 
Finalement, cette étude inclusionnaire a permis de mettre en évidence les différences 
existantes entre les deux nuances étudiées. La densité inclusionnaire est notamment deux 
fois plus grande pour la nuance 2 (ferrito-perlitique) que pour la nuance 1 (bainitique). 
L’allongement et le diamètre équivalent sont plus faibles pour la nuance 2 (ferrito-perlitique) 
où les inclusions sont également plus dispersées dans la matrice. 
C’est pourquoi, ces différences marquées au niveau des inclusions (taille, densité, 
dispersion, orientation, …) auront sûrement une forte influence sur le comportement et 
l’endommagement de la matière. 
 

3.3 Essais de traction 

3.3.1 Géométries 
 
Comme nous venons de le voir précédemment, les observations microscopiques ont mis en 
évidence la présence d’inclusions de Sulfure de Manganèse orientées suivant le sens de 
mise en forme du barreau (Figure 3.7). C’est pourquoi deux types d’éprouvettes 
axisymétriques ont été réalisés pour tester le comportement du matériau suivant deux 
directions différentes : 
 

- longitudinale (direction de laminage), 
- transverse (perpendiculaire à la direction de laminage). 

 

 

 

a) Nuance 1 (bainitique) 

 

 

b) Nuance 2 (ferrito-perlitique) 

 

Direct ion de laminage  Direction de 

laminage 



Chapitre 3 : Analyse et caractérisation des matériaux 

 

- 69 - 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 3.7 : Orientation des inclusions de Sulfure de Manganèse dans un barreau cylindrique 

 
Dans un premier temps, des éprouvettes ont été taillées dans le sens de laminage (sens 
longitudinal) du barreau. La géométrie de ces éprouvettes est donnée par la Figure 3.8. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 3.8 : Géométrie des éprouvettes longitudinales (dimensions en mm) 

 
Dans un deuxième temps, des éprouvettes ont été taillées dans le sens transverse 
(perpendiculairement au sens de laminage). La géométrie de ces éprouvettes est donnée 
par la Figure 3.9. La zone utile de ces éprouvettes est identique aux éprouvettes taillées 
dans le sens longitudinal. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Direction 

transverse 

Direction 

longitudinale 

Direction de 
laminage 
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Figure 3.9 : Géométrie des éprouvettes transverses (dimensions en mm) 

 
Les essais de traction ont été réalisés à température ambiante sur une machine hydraulique 
DARTEC de capacité maximale 30 tonnes. Celle-ci est munie d’une cellule d’effort de 50kN 
permettant de mesurer la force de traction (F) au cours de l’essai. Le déplacement dans la 
zone utile (L-L0) est mesuré par un extensomètre. Pour chaque direction, 3 essais au 
minimum sont effectués pour vérifier la reproductibilité ou non des résultats.  
 
 

3.3.2  Résultats – Nuance 1 (bainitique) 
 
Grâce à la mesure de l’effort en traction F et de l’allongement (L-L0), il est possible d’en 

déduire la courbe conventionnelle de traction. Celle-ci lie la contrainte conventionnelle convs  

à la déformation conventionnelle conve  par la relation suivante :  

0

0
conv L

LL -
=e   et 

ini
conv S

F
=s                         ( 3.1) 

où Sini est l’aire de la section initiale de l’éprouvette. 
 
Pour décrire quantitativement la courbe conventionnelle (cf. Figure 3.10), un certain nombre 
de paramètres sont généralement introduits tels que : 
 

- la limite élastique : Re 
- la résistance à la traction : Rm 
- l’allongement à Rm : Am en % 
- l’allongement à rupture : Ar en % 

 
 

R=1.5
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Figure 3.10 : Paramètres caractéristiques des propriétés mécaniques 

 
 
A partir de la courbe conventionnelle, il est tout à fait possible d’en déduire la courbe 
rationnelle. En ce qui nous concerne, nous nous limiterons dans un premier temps à la 
courbe conventionnelle, qui à partir des différents paramètres classiquement introduits, 
permet de présenter les propriétés mécaniques des matériaux étudiés, en particulier la 
ductilité.  
 
 

• Direction longitudinale :  

 
Trois essais de traction ont été réalisés pour cette direction et sont représentés par la   
Figure 3.11.  
Les paramètres caractéristiques du matériau sont les suivants : 
 

-   Limite élastique :    Re = 500 MPa 
-   Résistance à la traction :    Rm = 640 MPa 
-   Allongement à Rm :   Am  = 8.5 % 
-   Allongement à la rupture :   Ar moyen  = 32.9 % ± 0.9 % 

 
Les résultats obtenus montrent une bonne reproductibilité des essais. L’allongement à 
rupture est assez important (32.9%) avec notamment la création d’une striction importante. 
 
 
 
 

Am Ar 

Re 

Rm 

0 

Allongement 
(L-L 0)/L0    
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Striction 
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Figure 3.11 : Courbes Contrainte/Déformation conventionnelles – Nuance 1 (bainitique) - Longitudinale 

 

• Direction transverse :  

 
Quatre essais de traction ont été réalisés pour cette direction et sont représentés par la 
Figure 3.12.  
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Figure 3.12 : Courbes Contrainte/Déformation conventionnelles – Nuance 1 (bainitique) - Transverse  
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Les paramètres caractéristiques du matériau sont les suivants : 
 

-   Limite élastique :   Re = 505 MPa 
-   Résistance à la traction :   Rm = 645 MPa 
-   Allongement à Rm :  Am  = 9 % 
-   Allongement à la rupture : Ar moyen  = 14.3 % ± 1 %  

 
On remarque que le comportement élasto-plastique (Re, Rm, Am) est équivalent pour les deux 

directions et qu’il semble donc isotrope. 
En revanche, l’allongement à la rupture obtenu dans le sens transverse est beaucoup plus 
faible que celui obtenu dans le sens longitudinal (14.3% contre 32.9%), ce qui démontre un 
endommagement fortement anisotrope. La striction ne se propage pas du tout à la différence 
du sens longitudinal comme le montre la Figure 3.13. 

Figure 3.13 : Eprouvettes après rupture – Nuance 1 (bainitique) 

 
En traçant sur un même graphe (Figure 3.14), un essai réalisé dans le sens longitudinal et 
un essai dans le sens transverse,  la différence entre les deux directions est flagrante. 
L’orientation des inclusions par rapport à la direction de sollicitation joue donc un rôle 
primordial vis-à-vis de l’évolution de l’endommagement. 

 

a) Eprouvette  longitudinale 

 

b) Eprouvette transverse 
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Figure 3.14 : Courbes Contrainte/Déformation conventionnelles – Nuance 1 (bainitique) – 

Longitudinale et transverse 

 
 

3.3.3  Résultats – Nuance 2 (ferrito-perlitique) 
 

• Direction longitudinale :  

 
Quatre essais de traction ont été réalisés pour cette direction et sont représentés par la 
Figure 3.15. A la différence de la nuance 1 (bainitique), on remarque la présence d’un 
crochet de traction et d’un palier de limite d’élasticité. 
 
Les paramètres caractéristiques du matériau sont les suivants : 
 
      - Limites élastiques :           ReH = 405 MPa     (limite supérieure - crochet de traction) 

               ReL = 375 MPa     (limite supérieure - palier) 
      - Résistance à la traction :  Rm = 560 MPa 
      - Allongement à Rm :           Am = 18% 
      - Allongement à la rupture : Ar moyen  = 40.1 % ± 0.8 % 

 
 
Les résultats obtenus montrent une bonne reproductibilité des essais. L’allongement à 
rupture est assez important (40.1%) avec la création d’une striction. 



Chapitre 3 : Analyse et caractérisation des matériaux 

 

- 75 - 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 3.15 : Courbes Contrainte/Déformation conventionnelles – Nuance 2 (ferrito-perlitique) – 

Longitudinale 

 

• Direction transverse :  

 

Six essais de traction ont été réalisés pour cette direction et sont représentés par la  

Figure 3.16. Comme dans le cas longitudinal, la présence d’un crochet de traction et d’un 
palier de limite d’élasticité est à noter. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Figure 3.16 : Courbes Contrainte/Déformation conventionnelles – Nuance 2 (ferrito-perlitique) – 

Transverse 

0

100

200

300

400

500

600

0 5 10 15 20 25 30 35 40

Déformation (delta L/Lo) (%)

C
on

tr
ai

nt
e 

F
/S

o 
(M

P
a)

Essai1
Essai2
Essai6
Essai3
Essai4

Essai5

 

0

100

200

300

400

500

600

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

Déformation (delta L/Lo) (%)

C
on

tr
ai

nt
e 

F
/S

o 
(M

P
a)

Essai1
Essai2
Essai3
Essai4

 



Chapitre 3 : Analyse et caractérisation des matériaux 

 

- 76 - 

Les paramètres caractéristiques du matériau sont les suivants : 
 

      - Limites élastiques :            ReH = 400 MPa (limite supérieure - crochet de traction) 
    ReL = 360 MPa (limite inférieure - palier) 

      - Résistance à la traction :   Rm = 550 MPa 
      - Allongement à Rm :            Am  = 17% 
      - Allongement à la rupture :  Ar moyen  = 32.5 % ± 1.4 % 
 
L’allongement à la rupture est plus faible dans le sens transverse que dans le sens 
longitudinal (32.5% contre 40.1%), comme c’est le cas pour la nuance 1 (bainitique), mais la 
différence est moins marquée. La striction se propage tout de même, à la différence de la 
nuance 1 (bainitique), mais tout de même moins que pour le sens longitudinal (Figure 3.17).  

Figure 3.17 : Eprouvettes Nuance 2 (ferrito-perlitique) après rupture a) direction longitudinale  b) 

direction transverse 

 

En traçant sur le même graphe un essai réalisé dans le sens longitudinal et un autre dans le 
sens transverse, on obtient le résultat présenté par la Figure 3.18. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 3.18 : Courbes Contrainte/Déformation conventionnelles – Nuance 2 (ferrito-perlitique) – 

Longitudinale et transverse 

 

a) Eprouvette longitudinale 

 

b) Eprouvette transverse 
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On remarque, là encore, que le comportement élasto-plastique (Re, Rm, Am) est identique 

pour les deux directions et qu’il est donc isotrope. En revanche, l’allongement à la rupture 
(Ar) est plus faible dans le sens transverse ce qui démontre un endommagement anisotrope 
mais tout de même beaucoup moins important que dans le cas de la nuance 1 (bainitique). 
Cette différence entre nuances peut notamment s’expliquer par les résultats de l’analyse 
microstructurale et inclusionnaire. A savoir que la nuance 2 (ferrito-perlitique) possède des 
inclusions plus petites, moins allongées et plus dispersées dans la matrice que la nuance 1 
(bainitique). De plus, la microdureté de la nuance 2 (ferrito-perlitique) est plus faible, d’où 
une déformation plus aisée de la matrice par rapport aux inclusions et notamment celles 
orientées en sens transverse. Tout ceci confère à cette nuance une anisotropie 
d’endommagement moins marquée que la nuance 1 (bainitique). 
 

3.3.4  Faciès de rupture 
 
L’observation des faciès de rupture au microscope électronique à balayage a montré des 
différences notables entre les deux directions de traction et ceci pour les 2 nuances 
étudiées. En ce qui concerne la nuance 1 (bainitique), la différence est encore plus marquée. 
Dans le cas d’une sollicitation longitudinale, l’observation microscopique des faciès de 
rupture montre un aspect rugueux avec la présence de cupules (Figure 3.19b) au centre de 
l’éprouvette, ce qui est typique d’une rupture ductile par déchirure (tearing mode) 
[Montheillet86].  
Un deuxième mode de rupture coexiste également avec le premier. Cette zone de rupture 
appelée lèvres ductiles présente un aspect différent (Figure 3.20b), moins rugueux et se 
situe près des bords de l’éprouvette. Cette rupture correspond à une zone de concentration 
de la déformation en cisaillement (shearing mode) [Montheillet86]. Les lèvres ductiles suivent 
alors les plans de scission maximale et sont orientées à 45°. 
 

Figure 3.19 : Faciès de rupture pour traction longitudinale – Nuance 1 (bainitique) 

 

a) Grossissement 50 x 

 

b)  Zone centrale - Grossissement 200 x 

Tearing 

mode 

Shearing mode 
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La transition entre les deux modes de rupture est tout à fait visible comme le montre la 
Figure 3.20a. 
 

Figure 3.20: Faciès de rupture pour traction longitudinale – Nuance 1 (bainitique) 

 
Ce type de rupture est typique d’une rupture dite en « cup cone » où la rupture s’amorce au 
centre de l’éprouvette, se propage perpendiculairement à l’axe de traction dans un premier 
temps, puis bifurque à 45° vers les bords de l’épro uvette. 
 
En revanche, dans le cas d’une sollicitation transverse aux inclusions, les faciès de rupture 
observés sont complètement différents. Ceux-ci font apparaître la présence de facettes, de 
plans (Figure 3.21) avec une rupture de type « bois pourri ».  

Figure 3.21 : Faciès de rupture pour traction transverse – Nuance 1 (bainitique) 

 

 

a) Zone de transition lèvres/déchirure (100 x) 

 

b)  Zone des lèvres - Grossissement 800 x 

 

a) Grossissement 50 x 

 

b)  Grossissement 200 x 
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L’orientation des inclusions par rapport à la sollicitation joue donc un rôle prépondérant sur le 
type de rupture. 
 
 

3.3.5  Conclusion 
 
Les résultats obtenus ont permis de mettre en évidence la forte anisotropie de 
l’endommagement, notamment pour la nuance 1 (bainitique). L’allongement à rupture passe 
de 32.9% dans le cas longitudinal à 14.3% pour le cas transverse pour cette nuance. 
En ce qui concerne la nuance 2 (ferrito-perlitique), l’influence de l’orientation des inclusions 
est moins importante que pour la nuance 1 (bainitique). L’allongement à rupture passe de 
40.1% dans le cas longitudinal à 32.5% pour le cas transverse. En revanche, le 
comportement élastoplastique avant striction reste le même pour les deux sens de 
sollicitation (longitudinal et transverse).  
Ces résultats sont en accord avec les premières observations obtenues lors de l’analyse 
inclusionnaire. A savoir que pour la nuance 2 (ferrito-perlitique), les inclusions sont plus 
petites et plus dispersées dans la matrice, ce qui confère un comportement moins anisotrope 
que la nuance 1 (bainitique). Les propriétés de microdureté de la matrice vont aussi dans ce 
sens puisque la nuance 2 (ferrito-perlitique) a une dureté plus faible (150 Hv) que la nuance 
1 (bainitique) (228 Hv). Lorsque la matière se déforme, les inclusions sont alors plus à même 
de subir des déformations dans une matrice plus ductile.  
 
L’observation des faciès de rupture montre également une grande  différence entre les deux 
directions de sollicitation : 
 

 - observation de cupules pour les éprouvettes longitudinales, 
 - observation de facettes, de plans  pour les éprouvettes transverses. 
 
Par conséquent, la connaissance de l’orientation des inclusions par rapport à la sollicitation 
maximale sera primordiale pour obtenir une bonne prédiction de la rupture. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Chapitre 3 : Analyse et caractérisation des matériaux 

 

- 80 - 

3.4  Essais de compression/traction 
 
Lors de la mise en forme par forgeage, la matière subit le plus souvent des trajets de 
chargement complexes, et non monotones. Les chemins de triaxialité ont notamment été 
étudiés dans le cadre de cas réels de forgeage proposés par nos partenaires industriels     
(cf. Chapitre 5). Il ressort de cette étude que la matière est souvent dans un premier temps 
en compression puis que certaines zones de la pièce sont amenées à passer en traction. Ce 
sont généralement ces zones, où la matière passe en traction après avoir été en 
compression, qui sont les plus susceptibles de s’endommager puis de se rompre.  
C’est pourquoi, des essais de compression/traction ([Bouchard et al.08], [Bouchard et al.09]) 
ont été réalisés sur les deux nuances d’acier étudiées : nuance 1 (bainitique) et nuance 2 
(ferrito-perlitique). Le but étant de mettre ou non en évidence l’influence de la pré 
compression sur la rupture en traction et d’étudier également l’influence de la triaxialité sur 
l’endommagement. 
Les essais de compression/traction présentés ici s’appuient sur des travaux antérieurs 
menés par Bao [Bao03] sur un alliage d’Aluminium (Al2024-T351). Les essais de 
compression/traction de Bao sur éprouvettes entaillées ont permis notamment de mettre en 
évidence l’influence de la pré compression sur la rupture en traction. A savoir que pour cet 
alliage d’aluminium (Al2024-T351), plus la matière est pré comprimée et plus la rupture en 
traction intervient tôt. La pré compression diminue donc la ductilité de l’alliage Al2024-T351. 
 

3.4.1  Géométries et montage expérimental 
 
Deux géométries d’éprouvettes (Type A et C) dites « diabolo » ont été testées. Ces 
géométries permettent de pouvoir réaliser successivement des sollicitations en compression 
puis en traction. La géométrie et les dimensions de ces éprouvettes sont données par la 
Figure 3.22. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 3.22 : Géométrie et dimensions des éprouvettes de type « diabolo » 

 

 

Dimensions en mm 

 R d D h H 

Type A 12 12 22 19 119 

Type C 8 14 22 14 114 
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La différence majeure entre ces deux géométries d’éprouvette est le rayon de courbure 
(R=12 mm pour Type A et 8 mm pour Type C). La dimension du rayon de courbure influence 
notamment fortement la triaxialité des contraintes au cours de l’essai. Plus le rayon est faible 
et plus la triaxialité des contraintes sera fortement positive en traction et négative en 
compression.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Figure 3.23 : Eprouvettes « diabolos » de Compression/Traction 

 
Pour mesurer précisément les déplacements imposés en compression et traction, un 
extensomètre INSTRON a été utilisé. Celui-ci permet notamment de s’affranchir des 
déformations et des jeux induits par la machine de traction lors de l’essai et d’obtenir ainsi 
des mesures précises. 

 

 
Figure 3.24 : Montage expérimental - Extensomètre longitudinal 

 

a) Type A : triaxialité plus faible 

 

b)  Type C : triaxialité plus 

importante 

L0 
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La longueur initiale L0 entre les deux couteaux de l’extensomètre est de 27,1 mm. Un 

extensomètre diamétral a également été utilisé pour suivre l’évolution du diamètre minimum 
au cours de l’essai. Cet extensomètre permet d’obtenir un deuxième observable en plus de 
la courbe Force/Déplacement. Ceci peut alors être un moyen intéressant pour dissocier 
l’adoucissement dû à l’endommagement de celui dû à la striction. Pour des raisons 
techniques, seuls les résultats obtenus pour les éprouvettes diabolo de Type A ont pu être 
exploités pour l’extensomètre diamétral.  

Figure 3.25 : Montage expérimental - Extensomètres longitudinal et diamétral 

 
Les essais ont été réalisés à température ambiante sur une machine hydraulique DARTEC 
de capacité maximale 30 tonnes. Celle-ci est munie d’une cellule d’effort de 50kN permettant 
de mesurer la force de traction et de compression au cours de l’essai. 
 
Pour tester l’influence de la pré compression sur la rupture en traction, plusieurs trajets de 
chargement ont été réalisés sur les deux géométries d’éprouvettes. Trois niveaux de pré 
compression différents ont été effectués : 
 

- déplacement de 0.5 mm en compression puis traction jusqu’à rupture, 
- déplacement de 1 mm en compression puis traction jusqu’à rupture, 
- déplacement de 1.5 mm en compression puis traction jusqu’à rupture. 

 
Des essais de traction simples (sans pré compression) ont également été réalisés.  
Tous ces essais ont été effectués à la vitesse de 0.1 mm/sec et les éprouvettes ont été 
prélevées dans le sens de laminage du barreau (longitudinal). Il faut noter que les nuances 
d’aciers étudiées sont communément utilisées dans l’industrie du forgeage à froid. A 
température ambiante,  le comportement de celles-ci n’est quasiment pas dépendant de la 
vitesse, c’est pourquoi tous les essais ont été réalisés à la même vitesse. 
 
Pour étudier l’influence ou non de la pré compression sur la rupture en traction, nous avons 
suivi le processus suivant. Dans un premier temps, le déplacement à rupture en traction 
simple (d1) est relevé (Figure 3.26). Puis ce déplacement est comparé à celui obtenu en 
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traction après un certain niveau de pré compression (d2). En comparant ces déplacements, il 
est ainsi possible de voir l’influence de la pré compression sur la rupture en traction.   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Figure 3.26 : Courbes Force/Déplacement schématiques 

 
Tous ces essais ont été répétés au moins trois fois pour chaque niveau de pré compression 
et ont montré une assez bonne reproductibilité.   
 

3.4.2  Résultats - Nuance 1 (bainitique) 
 

• Eprouvettes de Type A :  

 
Les résultats obtenus en termes de Force/Déplacement sont donnés par la Figure 3.27. 
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Figure 3.27 : Courbes Force/Déplacement – Nuance 1 (bainitique) – Type A 

 
Dans un premier temps, nous pouvons déjà remarquer la présence d’un écrouissage 
cinématique typique de l’effet Bauschinger. Ce phénomène correspond à la différence entre 
les limites élastiques en traction (Re (traction)) et compression (Re (compression)) comme le montre la 
Figure 3.28.  
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Figure 3.28 : Ecrouissage cinématique – Effet Bauschinger 

 
Les résultats obtenus en termes de déplacement sont donnés dans le Tableau 3.4. Pour 
chaque niveau de pré compression, plusieurs essais ont été réalisés et la moyenne des 
résultats a été calculée. Le déplacement à rupture obtenu en traction simple (d1) fait office de 
valeur de référence. Ce déplacement est ensuite comparé à ceux obtenus en traction pour 
des éprouvettes ayant déjà subi une pré compression (d2). Le pourcentage de différence 
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entre le déplacement de référence (traction pure) et les autres déplacements (avec pré 
compression) est indiqué dans le Tableau 3.4. 
 

Niveau de pré 
compression 

(mm) 

Déplacement à 
rupture en 

traction (mm) 

% de différence par 
rapport à la traction 

simple 

0 d1 = 2.87 D = 0 % 

-0.5 d2 = 3.12 D = 8.7% 

-1 d2 = 3.50 D = 22.0 % 

-1.5 d2 = 3.65 D = 27.2 % 

Tableau 3.4 : Moyenne des résultats en déplacement – Nuance 1 (bainitique) – Type A 

 
On remarque une réelle influence de la pré compression sur le déplacement à la rupture 
(augmentation de 27%). Plus la matière est pré comprimée et plus le déplacement à rupture 
en traction est important (Figure 3.29). 
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Figure 3.29 : Influence de la pré compression rupture en traction – Nuance 1 (bainitique) – Type A 

 
Cette influence semble cependant se stabiliser à partir d’un certain taux de compression. Les 
résultats obtenus par le biais de l’extensomètre diamétral sont présentés sur la Figure 3.30. 
La variation du diamètre minimum par rapport au diamètre initial (Dini - D) de l’éprouvette est 
tracée en fonction du déplacement imposé. Cette variation est positive lors de la phase de 
compression puisque le diamètre augmente par rapport à sa taille initiale. Lors de la phase 
de traction, la variation du diamètre décroît jusqu’à atteindre 0 (taille initiale du diamètre), 
puis devient négative (taille inférieure au diamètre initial). L’évolution observée peut être 
considérée comme linéaire, que ce soit pour la phase de compression ou pour la phase de 
traction.  
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Figure 3.30 : Variation du diamètre au cours d’un essai de Compression/Traction – Nuance 1 (bainitique) 

– Type A 

 
 

• Eprouvettes de Type C :  

 
Les résultats obtenus en terme de Force/Déplacement sont donnés par la Figure 3.31. 
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Figure 3.31 : Courbes Force/Déplacement – Nuance 1 (bainitique) – Type C 
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Les résultats obtenus en terme de déplacement sont donnés dans le Tableau 3.5. Pour 
chaque niveau de pré compression, plusieurs essais ont été réalisés et la moyenne des 
résultats a été calculée.  
 

Niveau de pré 
compression 

(mm) 

Déplacement à 
rupture en 

traction (mm) 

% de différence 
par rapport à la 
traction simple 

0 d1 = 2.31 D = 0 % 

-0.5 d2 = 2.55 D = 10.4 % 

-1 d2 = 2.75 D = 19.0 % 

-1.5 d2 = 2.85 D = 23.4 % 

Tableau 3.5 : Moyenne des résultats en déplacement – Nuance 1 (bainitique) – Type C 

 
On remarque également une réelle influence de la pré compression sur le déplacement à la 
rupture pour cette géométrie d’éprouvette (augmentation de 23%). Plus la matière est pré 
comprimée et plus le déplacement à rupture en traction est important (Figure 3.32).  
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Figure 3.32 : Influence de la pré compression sur rupture en traction – Nuance 1 (bainitique) – Type C 

 
Ces résultats confirment également ceux obtenus pour la géométrie de Type A, avec là aussi 
une certaine stabilisation à partir d’un certain taux de pré compression. 
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