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Titre : Moctlisation matlematique et simulation nuneriqgue en science des maeriaux.

Resune :  Dans une premere partie, nousetudions des sclemas nuneriques utilisant la methode deseements
nis pour discetiser le syseme dequations Oldroyd-B mocklisant un uide visc oklastique avec conditions de
collement dans un domaine borre, en dimension deux ou trois. Le but est d'obtenir des sctemastables au
sens ad ils dissipent uneenergie libre, imitant ainsi des proprees thermody namiques de dissipation similaires

a celles identiees pour des solutions eguleres du moctle continu. Cetteetude s'ajoutea de nombreux travaux
anerieurs sur les instabilies obenees dans les simulations nuneriques dequations visceelastiques (dont celles
connues commeetant desProbemesa Grand Nombre de Weissenberly A notre connaissance, c'est la premere
etude qui consicere rigoureusement la stabilie nunerique au sens de la dissipation d'une energie pour des
discetisations de type Galerkin.

Dans une seconde partie, nous adaptons et utilisons les icees d'une nmethode nuneriquiaitialement cevelop-
pee dans des travaux de Y. Maday, A. T. Patera et al., la nethode des bases eduitespour simuler e cacement
divers moceles multiechelles. Le principe est d'approcher nuneriquement chagie eement d'une collection pa-
rametee d'objets complexes dans un espace de Hilbert par la plus proche combinaison lireee dans le meilleur
sous-espace vectoriel engende par quelques eements bien choisis au sein de la m® collection paranetee.
Nous appliquons ce principe pour des probemes nuneriques les :

{a I'homogereisation nunerique dequations elliptiques scalaires du second-ordre, avec coe cients de di u-

sion oscillanta deuxechelles, puis

{a la propagation d'incertitudes (calculs de moyenne et de variance) dans un probeme diptique avec

coe cients stochastiques (un champ akatoire borre dans une condition de bord du troiseme type), en n
{ au calcul Monte-Carlo de l'esperance de nombreuses variables akatoires paranetees, en pdiculier des
fonctionnelles de processus stochastiques d'lt6 paranetes proches de ce qu'on remmtre dans les moceles
micro-macro de uides polyneriques, avec une variable de contréle pour en eduire lavariance.
Dans chaque application, le but de I'approche bases-eduites est d'aceérer legalculs sans perte de pecision.

Mots-clefs : Fluides visceelastiques, Methode desekments nis, Methode des bases eduites, Homogerei-
sation nurnrerique, Propagation d'incertitudes, Reduction de Variance

Title : Mathematical modelling and numerical simulation in materials science.

Summary : In a rst part, we study numerical schemes using the nite-element method to discretize the
Oldroyd-B system of equations, modelling a viscoelastic uid under no ow boundary condition in a 2 or
3 dimensional bounded domain. The goal is to get schemes which are stable in the sense that they diste a
free-energy, mimicking that way thermodynamical properties of dissipation similar to those actually identi ed
for smooth solutions of the continuous model. This study adds to numerous previous ones abouh¢ instabilities
observed in the numerical simulations of viscoelastic uids (in particular those known asHigh Weissenberg
Number Problem9y. To our knowledge, this is the rst study that rigorously considers the numerical stability in
the sense of an energy dissipation for Galerkin discretizations.

In a second part, we adapt and use ideas of a numerical method initially developped in the workef Y.
Maday, A.T. Patera et al., the reduced-basis methodin order to e ciently simulate some multiscale models.
The principle is to numerically approximate each element of a parametrized family of complicateobjects in a
Hilbert space through the closest linear combination within the best linear subspace spanmkeby a few elements
well chosen inside the same parametrized family. We apply this principle to numerical pblems linked :

{ to the numerical homogenization of second-order elliptic equations, with two-scale oscillating dusion

coe cients, then

{ to the propagation of uncertainty (computations of the mean and the variance) in an elliptic probl em with

stochastic coe cients (a bounded stochastic eld in a boundary condition of third type), | ast

{ to the Monte-Carlo computation of the expectations of numerous parametrized random variables, inpar-

ticular functionals of parametrized It6 stochastic processes close to what is encountered in ioTo-macro
models of polymeric uids, with a control variate to reduce its variance.
In each application, the goal of the reduced-basis approach is to speed up the computations withbany loss of
precision.

Keywords : Viscoelastic uids, Finite-element method, Reduced-basis method, Numerical homogenization,
Uncertainty propagation, Variance reduction

Mathematical Subject Classi cation (MSC2010) : 76A10, 65N12, 65N30, 65D15, 90C59
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Chapitre O

Introduction gererale et
principales contributions de la these

Cette these a pour objet letude matrematique et la simulation nunerique de quelq ues moctles de compor-
tement necanique pour des maeriaux complexes does d'une micro-structure. L'enjeu est @ cecrire nuneri-
guement,a lechelle humaine (celle qui ineresse l'ingenieur), les propri ees nmecaniques de matriaux complexes
en tenant compte des connaissances physiques sur la materea uneechelle plus ne. Une telldescription, dite
multiechelle, fait I'nypothese d'une micro-structure sous-jacentea la description macroscopique de la matere.
La simulation de mockles micro-macro ineresse en particulier les concepteurs, les producteut les utilisateurs
de matriaux complexes tels que, dans le cas uide :

{ le keton, les matriaux granulaires du type sable ou gravier, les pates et autres matriaux du genie civil,

{ les polyrreres plastiques de l'industrie automobile,

{ les suspensions particulaires de l'industrie agroalimentaire...

Les esultats de la these sont regroupes dans deux parties et on donne, au cebut de chacune'elles, une
introduction, respectivement

[Chap. 1] a la moctlisation mattematique de quelques maeriaux complexes does d'une micro-structure,

ceux au comportement mecanique de uide viscaelastique, et

[Chap. 4] a une nrethode de simulation nunerique par eduction de bases pour des calcis intensifs, dite

nethode des bases eduites (certiee), avec une synttese de son applicationa divers moceles multiechelles
rencontes en science des maeriaux.

Dans une premere partie, onetudie des schemas nuneriques utilisant la nethode desekments nis pour
discetiser des moctles necaniques de uides complexesiscelastiques Les moctles en question ne sont pas du
type micro-macro : ils secrivent uniquement avec des variables repesentant directemehles quanties ineres-
santes du probemea lechelle macroscopique. Toutefois, notre etude concerne essentikiment les modtles qui
peuvent étre ceduits d'une approche micro-macro eventuellement apes une suite dapproximations, souvent
appeke coarse-grainingen anglais), pourvu que celle-ci soit formuke matlematiquement. L'objet de cette partie
est d'aneliorer la simulation de ptenormenes multiechelles avec ces moctks.

De nombreusequations constitutives ont en e etet proposes pour cecrire le mouvement d'un uide
comme un milieu continu sous I'e et de forces visqueuses etelastiques. Seules quelques-umssiltent de I'ad-
dition d'e ets microscopiques { mokculaires { bien compris. En particulier, parmi lesequat ions constitutives
qui peuvent étre obtenues par inegration d'un moctle micro-macro, celles qui s‘appuientsur une description
statistique rigoureuse de la matere a lechelle microscopique permettent d'identi er (dans des ecoulements
su samment simples) les bonnes quanties thermodynamiques a lechelle macroscopique,par exemple lener-
gie libre [Lel04, JLBLOO06]. Partant de cette observation, nous avons propose, pour uneequationconstitutive
prototypique (Oldroyd-B), des sclemas nuneriques (par la methode deseements nis), qui respectent, apes
discetisation, une loi de dissipation de lenergie libre similaire a celle identi ee au niveau continu (dans un
ecoulement simple avec conditions de bord de type Dirichlet homogene, dites aussi de \catiment").

A notre connaissance, aucuneetude angrieure n'avait consicee ce criere comme condition de stabilie pour
un sclkema nunerique discetisant une equation constitutive. (Dans [LO03, LX06], on c onsicere une autre loi
denergie, qui n'est pas une loi de dissipation.) Letude de ce criere apporte donc quelques eponses nouvelles
aux nombreuses questions soulewees par les instabilies obsenees dans la simulation nuniue desequations



constitutives (voir, par exemple, la discussion sur leHigh Weissenberg Number Problendans [OP02], et des
esultats nuneriques ecentsa ce sujet dans [FKO5, HFKO5]). Plus peciement, p our lesequations constitutives
et lesecoulements tels que les deux questions suivantes sont (supposes) esolues, nogtide de la stabilie

des sctemas nuneriques contribuea aneliorer la compehension des instabilies obsenees par les simulateurs
en epondanta la troiseme :

{ le probeme avec conditions initiales et de bord possde-t-il unetat stationnaire ?

{ quelle egularie possde la solution du probeme avec conditions initiales et de bord ?

{ comment approcher nuneriquement la solution du probeme avec conditions initiales et de bord ?

Elle n'est toutefois encore qu'un pealable a une eponse ck nitive sur l'ori gine des instabilies nureriques
obsenees, eta une pratique totalement rigoureuse de la simulation nunerique dequations constitutives pour
un uide visceelastique. En e et, m&me dans le cas particulerement simple du systeme dequations Oldroyd-B,
on ne sait pas :

{ s'il existe unetat stationnaire pour un probeme avec conditions de bord gererales ( en particulier, dans
les cas-tests importants du ot autour d'un cylindre et de la contraction),

{ ni en quel sens le probeme aux limites aeventuellement une solution @ moins de supposer k& condi-
tions initiales voisines d'un etat stationnaire suppos [LLZ05, LLZ08], ou le champ de vitesse co-
rotationnel [LMOQ]).

Plus pecigment, nous pesentons les esultats suivants, qui restranscrivent respectivement [BLMO09] et [BB0O9b].

[Chap. 2] Il est possible de construire (par la methode desekments nis) des schemas mneriques, stables
au sens du criere dedissipation de lenergie libre, pour simuler le probeme de Cauchy assoce auxequa-
tions d'Oldroyd-B avec des conditions de type Dirichlet homogene au bord d'un domaineegulier borre.
Toutefois, cela requiert :

{ un traitement particulier des termes d'advection dans lequation d'Oldroyd (utilis ant par exemple la
nmethode des carackristiques, ou la nethode de Galerkin discontinue avec des termesed ux),

{ un sclema implicite (esultant en un syseme dequations algebrique non-I ireaire), et

{ une discetisation en espace d'ordre faible pour le champ de variables assocea lequationd'Oldroyd (dans
notre cas, un tenseur de conformation plutét qu'un tenseur de contraintes), autorisant en particuler
I'emploi d'approximations constantes par morceaux pour ce champ e€éments nis de type Py).

On montre alors que le sctema nunrerique possde une unique solution stable, globale eemps si le pas de

temps utili® pour la discetisation temporelle, de type Euler etrograde, est susamm ent petit (inkrieur

a une limite fonction de la donree initiale). Les di cules rencontees sont essen tiellement leesa la non-

lirearie de la fonction test en le champ de variables inconnu, eta une contrainte de positivie sur ce

méme champ. Par ailleurs, on montre qu'il est facile d'adapter nos discetisationsa unereformulation de

lequation d'Olrdoyd utilisant le logarithme des variables inconnues contraintesa la positivie, voir [FK04,

FKO05, HFKO05], et qu'alors, une solution stable existe sans condition sur le pas de temps. Pour cette

dernere reformulation, toute solution est recessairement stable au sens du criere disgatif.

[Chap. 3] Pour certains sckemas nuneriques discetisant lequation d'Oldroyd-B e t proposs au Chap. 2, on
peut construire des solutions stables, globales en temps, sans contrainte sur le pas de tempsutefois, il
n'y a alors plus unicie, et d'autres solutionseventuelles pourraient ne pas etre stibles au sens du criere
dissipatif.

Par ailleurs, on peut aussi construire des sctemas nurreriques stables pour lequatin d'Oldroyd-B avec
une technique de discetisation dierente de celles employes au Chap. 2 pour les termes ddvection.
Avec cette dernéere technique, qui utilise desebments nis continus et n'a pas recourt au calcul des lignes
caraceristiques, on montre qu'une sous-suite de solutions aux schemas numnrerigues ables converge vers
une solution d'un probeme de Cauchy-Dirichlet pour desequations proches du sysemed'Oldroyd-B (avec
un terme additionnel de dissipation).

Le sujet de cette premere partie comporte encore de nombreuses questions ouvertes. En parti@r il appelle

a de nouveaux tests nuneriques comparant les qualies des divers sctemas que nous avons progs : stabilie
nurrerique €galement pour d'autres probemes que ceux de type Dirichlet homogene dansune geonetrie simple),
simplicie de mise en uvre (en comparaison des nombreuses discetisations tep empoyees par les praticiens
de la necanique des uides non-newtoniens). On peut aussi se demander I'e et des nethodede esolution
algebriques pour le syseme non-lireaire esultant des scremas nuneriques stables implicites que I'on a proposs
ci-dessus (comme, par exemple, dans [Pro08] pour des sctemas dissipatifs stables discetisant Eguations
de la magretohydrodynamique incompressible), ou I'existence eventuelle de bifurcations r temps long pour

1Pour obtenir la bonne compacie, on a ajoue un terme de dissipation en espace dans lequation sur le champ de contraintes.
Ce terme egularisant existe e ectivement [SB95], mais il est en greral tes petit, donc habituellement reglige par les physiciens
dans le moctle d'Oldroyd.



les solutions des sclemas nuneriques. En n, il conviendrait encore de s'interroger sur la pssibilie detendre

nos esultatsa des conditions de bord plus gererales,a d'autres classes d'approxmations utiliees en pratique
eements nis quadrilatres [HFKO05], discetisations temporelles d'ordre sugerieu r [EmmO8]), eta desequations
consitutives plus gererales (les travaux [JLBLOO06] et [HLO7] sur les lois de dissipation greralies au niveau
continu pourraient servir de basea des extensions ulerieures de nos discetisation).

Dans une seconde partie, onetudie I'applicationa quelques moctles multiechellesd'une nethode nunerique
visanta eduire la complexie d'un grand nombre de calculs similaires entre eux. Cette nethode dite des bases
eduites (certiee ) est en e et tes gererale dans son principe ; nous avons travaile pour enetendre I'application
a quelques moctles multiechelles particuliers, gourmands en calculs.

Le but de la nethode des bases eduites est de esoudre rigoureusement et e cacement (c'¢a-dire peci-
£ment et rapidement) un grand nombre de probemes paranetes, pour de nombreuses &leurs du paranetre.
La nethode des bases eduites standard s'applique essentiellement au calcul de fonctioeles lireaires en la
solution de probemes paranetes, qui sont typiguement des probemes aux limites elliptiques admettant une
formulation variationnelle a ne en des fonctions du paranetre. La nethode est concue en deuxetapes, dites
hors ligne puis en ligne D'abord, hors ligne, on construit un espace vectoriel de petite dimensiomN servanta
approcher les solutions paranetees des probemes aux limites par la nethode de Galekin. Pour un N donre,
il existe un espace vectoriel engende pamfN solutions en N valeurs distinctes du paramretre qui est optimal
au sens de la minimisation de la pire erreur commise par la methode de Galerkin sur I'ensembides solutions
paranmetees avec cet espace vectoriél. En pratique, la nethode utilise un estimateur a posteriori rigoureux pour
evaluer I'erreur de Galerkin, et choisit les N valeurs du paranetre ierativement, en cherchanta minimiser la
pire erreur d'approximationa chaqueetape. (On quali e de glouton, greedyen anglais, ce type d'algorithmes qui
esolvent successivement une suite de probemes simples pour obtenir une solutiorg@asi-)optimale d'un pro-
beme d'optimisation complige.) Ensuite, en ligne, on approche sysematiqguement tout e solution du probeme
paramete (pour n'importe quelle valeur du paranetre) par une combinaison lireaire * bien choisie dans I'espace
vectoriel de petite dimensionN,a savoir celle donree par la nmethode de Galerkin. L'erreur d'approximation
qui en esulte est alors rigoureusementevaluable par un estimateura posteriori similairea celui utili® hors-
ligne pour construire I'espace d'approximation : on obtient donc une approximationcertiee . La nethode des
bases eduiteseconomise ainsi de nhombreux calculs par rapporta une approche directe (celleugaurait esolu
aveugement le probeme paramete dans un espace de grande dimension pour chaque valeur dugranetre,
typiguement avec deselements nis), dans la mesure ai on a besoin de esoudre endgne le probeme en de
su samment nombreuses valeurs du paranetre pour compenser les calculs hors ligne.

Avec quelgues adaptations de la nethode standard, on a pu appliquer la nethode des basesduitesa trois
probemes nurneriques dependant d'un paranetre et rencontes dans la simulation de modtles multiechelles
en science des maeriaux. On pesente ces applications dans trois chapitres, correspondantsgectivement aux
publications [Boy08, BBM™* 09, BL09al].

[Chap. 5] Pour homogereiser un probeme elliptigue ai les coe cients de di usion oscillen t vite (mais ne
sont pas exactement periodiques) dans l'espace physique, il faut calculer les solutions de nombrepxo-
bemes internediaires, dits de cellule en chaque point de I'espace physique (treoriguement , une in nie !).
Avec une nethode de discetisation peu colteuse, on peut ensuite calculer une bare approximation de
la solution du prokeme elliptique homogereise, elle-méme bonne approximation {event uellement apes
correction { de la solution oscillante du probeme elliptique initial (pour laquelle les methodes d'approxi-
mation usuelles par discetisation directe sont recessairement coiteuses en deges diére). En pratique,
dans I'homogereisation nunerique, c'est le calcul des solutionsa de nombreux prol#mes de cellule qui
reste colteux (le choix des { hombreux { points de l'espace physique ai calculer ces solons cependant
de la technique de discetisation qu'on choisira pour le probeme homogereige nal). Dans notreetude, on

2Cette pire erreur a une signi cation proche d'uneepaisseur de Kolmogorov pour la sous-varee engendee par la famille des
solutions paranetees, concept utile en theorie de I'approximation [Pin85] qui est peci® au Chap. 4. Elle corresponda un criere
de type L1 sur le paranetre, pourvu que I'on dote I'espace des paranetres d'une topologie, et prend tout son sens dans certains
contextes pecis, selon la nature de la fonctionnelle de sortie et son utilisation. D'autres nethodes de eduction sont dierentes
par nature : par exemple, certaines cherchenta minimiser I'erreur en moyenne par rapport aux variations du paranetres, ou
en moyenne quadratique. Elles correspondent alors respectivementa des criere de type L1 et de type L2 sur le paranetre. En
particulier, le criere de type L2 a e donre naissancea de nombreuses nethodes de eduction, qui se sont awees utiles dans
certaines applications pecises : I'analyse en composantes principales ( principal component analysis en anglais,egalement appete
proper orthogonal decomposition ou POD) [KV02], la quanti cation (  quantization en anglais) [PP05], la &ecomposition de Karhunen-
Leve [New96] (que nous retrouverons au Chap. 6), la cecomposition en valeurs singuleres [LBLMO08] (SVD pour singular value
decomposition en anglais, qui donne lieua des nethodes dites low-rank approximations )...

3Noter qu'une version non-lireaire est en cours de developpement [EPR].



cherchea eduire ce codt, dans le cadre de I'hnomogereisationa deuxechelles, o les probemes de cellule
s'expriment simplement comme une famille de probemes elliptiques paranetes, avecpour fonctionnelle
de sortie le tenseur des coe cients de di usion homogereies.
On utilise donc la nethode des bases eduites usuelle pour la famille (paranetee) s solutions des pro-
bemes de cellule, modulo le fait que la sortie n'est pas une fonction scalaire des solatis paranetees.
Les esultats nurreriques sont tes satisfaisants pour I'homogereisation nunerique d 'uneequation de dif-
fusion scalaire, avec un tenseur de di usion oscillant,a deux echelles, ai les probdmes de cellules sont
des probemes de di usion scalaires periodiques, engendes par la variation en taille, posibn et intensie
d'une inclusion homogene isotrope caree au sein d'une matrice caree de conductivieegalement homogene
isotrope.
Notre esolution de ce probeme est un paradigme pour de nombreux moctles multiectelles autres que
I'homogereisation (on cherche a calculer une quantie \macro", dite homogereiee ici, qui recessite de
esoudre de nombreux probemes\micro” paranetes). Elle est aussi susceptible de nombrelses extensions
en treorie de I'homogereisation elle-méme (y compris dans ses developpements les ps ecents [BLLOG]).
[Chap. 6] Dans de nombreuses applications nuneriques, il est important de tenir compte de I'in lence des
incertitudes de mocklisation sur le esultat, qui sont par exemple des uctuations dans lescoe cients d'une
equation dont on cherche la solution. C'est en particulier le cas dans la simulation @ nombreux mocdtles
multiechelles, ai I'on calcule, typiguement avec des algorithmes ®gegs, les in uences eciproques d'une
echelle sur l'autre, tandis que la mocklisationa uneechelle doit tenir compte de uctuations (incertitudes)
a une autreechelle.
Quand des coe cients incertains dans uneequation oscillent vite autour d'une valeur moyenne (hypottese
de ®paration desechelles), on peut par exemple utiliser la treorie de I'homogereisation €ventuellement
stochastique [BP04, BLLO06]), qui donne comme solution moyenne la solution homogereise (et arfois une
variance pour sa abilie, voir le travail ecent [GOQ09]). Sinon, la physique p eut aussi menera faire des
hypotteses sur la forme des variations en les coe cients incertains. (Par exemple, lateorie ciretique pour
les mockles micro-macro pesenes au Chap. 1 suppose des variations gaussiennes.) En n, en l'alvee de
mockle pecis, l'ingenieur peut aussi tenter de calibrer les incertitudes sur desmesures experimentales,
par exemple en estimant la loi des variations en les coe cients incertains (voir par exemie [JZ08]). Dans
ce dernier cas, la solution moyenne choisie est typiquement la moyenne des solutions, et sa ab#iest
directement donree par la variance des solutions (selon le theoeme de la limite centale). Les ingenieurs
ont par ailleurs cevelopge diverses techniques nurreriques depropagation d'incertitudes, en vue de calculer
une solution moyenne et devaluer sa abilie.
Nous avons utili® la methode des bases eduites pour calculer e cacement et simplementla moyenne et
la variance d'une variable akatoire qui est une fonction egulere de la solution d'un probeme elliptique
scalaire a1 le coe cient dans une condition de bord du troiseme type (dite de Robin) est un champ
akatoire borre 4. Pour cela on utilise la methode de Monte-Carlo, et on consicere le probeme paranetre
par les ealisations du champ akatoire (qui prend ici ses valeurs sur le bord du domaia physique). Le
champ akatoire paranetre appartient toutefoisa un espace de dimension in nie (les fonctions borrees
sur le bord du domaine physique), et une forme variationnelle usuelle pour le probEme panete n'a pas
alors la bonne structure { ane en quelques coe cients du pararetre {, recessaire pour I'e cacie de
la methode des bases eduites. On utilise donc uneetape de discetisation supptmentaire par rapporta
la nethode des bases eduites standard, qui consistea tronquer la dccomposition deKarhunen-Laeve du
champ akatoire. Pour les champs akatoires su samment coreks en espace, le spectre des vales propres
dans la cecomposition de Karhunen-Leeve decrot vite, et notre approche s'aere e cace et pecise.
Ainsi, notre application de la nethode des bases eduitesa un probeme de bord paranete par des co-
e cients stochastiques suggere donc une approche nunerique possible pour des probemesltiechelles
invoquant un bruit coloe comme paranetre mocklisant les uctuations d'uneechell e sur l'autre. Dans des
applications de type ingenieur, apes estimation empirique des variations (incertitudes) dans un coe cient,
notre methode acekre vraisemblablement diverses approches nuneriques d utiliees en propagation
d'incertitudes. (On peut d'ailleurs envisager diverses extensions de notre applicationumrerique dans cette
direction, pour d'autres champs akatoires coe cients, d'autres equations et d'autres techniques de dis-
cetisation dans l'espace des variations stochastiques.) Toutefois, pour certaines applicationsn science
de la matere, qui supposent par exemple que des coe cients varient comme un bruit blanc gassien (cas
des polyrreres diltes mocklies comme des particules browniennes), la decroissancdu spectre des valeurs

4Noter qu'on suggre aussi une nethode pour des probemes de abilie qui cherchenta calculer les quantiles d'u ne variable
abatoire qui est une fonction egulere de la solution paranetee, mais qu'on n'a pas encore de esultat nunerique a ce sujet.



propres dans la decomposition de Karhunen-Laeve est lente, et notre approche sera probablemepeu
e cace. C'est pourquoi on propose dans le chapitre suivant une autre approche pour des calculs iabsifs
avec les solutions dequations dierentielles stochastiques au sens d'ltd6 paranetees.

[Chap. 7] On a cepevogLe ci-dessus le fait qu'en science de la matere, de nombreuxmoceles multiechelles
utilisent des algorithmes sgeges pour evaluer les in uences eciproques d'une echelle sur l'autre. En
particulier, quand des uctuationsa uneechelle donree sont mocklies avec des odils probabilistes, les
algorithmes gegs couplant les dierentesechelles requerent typiquement levaluation de I'esgerance de
nombreuses variables akatoires, qui sont par exemple des fonctionnelles d'un processus stastique d'lté
(c'est le cas des mockeles micro-macro pour les polmyeres).

On consicere ici une famille paranetee de variables akatoires, solutions d'une equation dierentielle
stochastique au sens d'lté a1 les coe cients de cerive et de di usion sont paranetr es. Nous nous sommes
inspies de la nethode des bases eduites usuelle pour calculer e cacement I'esperancel'un grand nombre
de ces variables akatoires paranetees. Nous proposons deux approches pratiques podalculer par bases
eduites des variables de controle permettant de eduire la variance d'estimateurs Monte€arlo pour ces
variables akatoires parametees. Pour calculer e cacement de nombreuses variables de contrélequi sont
simplement des variables akatoires paranetees de care inegrable, on a modie la m ethode des bases
eduites standard. Dans l'une des deux approches, on substitue simplement un calcul par moilres cares
a la methode de Galerkin pour calculer les coe cients de la combinaison lireaire qui est I'approximation
par base eduite. Dans l'autre approche, quand la variable akatoire est une fonctionndke d'un processus
d'lt6 et qu'une variable de controle skcrita I'aide d'une formule de Feynman-Kac , on construit en fait une
base eduite pour la collection des solutions de lequation de Kolmogorov etrograde, puis onproede de
méme par moindres cares, en utilisant une combinaison lireaire de solutions bien choiss de lequation
de Kolmogorov etrograde comme approximation par bases eduites. Dans les deux cas, on a surtout
consene licee d'utiliser (en ligne) un espace vectoriel d'approximation de petite dimension pour une
famille parametee deements d'un espace de Hilbert, qui est construit en lecti onnant (hors ligne) N
valeurs du paranetre avec un algorithme glouton.

Les esultats numeriques obtenus sont prometteurs, pour acekrer la calibration de la volatilie dans un
mockle de Black-Scholes (matlematiques nanceres), et pour acekrer la simulation de levolution en
temps d'une famille dequations de Langevin ai les coe cients desequationsevoluent aussi (typiqguement,
de manere coupke avec les calculs d'esperances, comme dans la dynamique mokculaies mockles
micro-macro en rkeologie).

Les probemes nurreriques traies ci-dessus sont tous du type paranete intensif, tels que la esolution d'une
méme equation paranetee, colteuse nuneriquement, est recessaire en de nombneses valeurs du paranetre.
Des mockles micro-macro pour des uides visceelastiques (les mockles statistiquesedpolyrneres dilles) grerent
en particulier des probemes de ce type; ils nous ont servi de guide dans notre cemarche. Ldsois etapes
(Chapitres 5, 6 et 7) correspondenta l'extension progressive de la nethode des bases ed@s :

(i) a un mocetle multiechelle gererant des probemes nuneriques stantards pou r la nethode des bases

eduites usuelle, quoique avec une fonctionnelle de sortie tensorielle (non-scalaire), i

(i) a des mockles multiechelles gererant des probemes nurneriques ai le paramnetre a une structure sto-
chastique de dimension in nie (on a besoin d'une repesentation spectrale tronqiee, quest une nouvelle
technique prolongeant la nethode des bases eduites usuellea un certain type de probines non-a nes en
le paranetre), en n

(iii) a des moceles multiechelles gererant des probemes nurnreriques non -standards pour la methode des
bases eduites (calculs de Monte-Carlo plutét queements nis).

La dernereetape est donc une \eritable gereralisation des icees de la e thode des bases eduitesa des calculs
paranetes intensifs quelconques dans un espace de Hilbert, ce qui ouvre la voie a de futuremvestigations
(comparaison, et combinaison, avec d'autres nethodes d'approximation {eventuellement eduites {). De plus,
par deh les dierents tremes traies dans cette partie, le champ des applications de la methode des bases
eduites semble encore tes ouvert eta explorer, en particulier pour des probemes de ype multiechelle, avec
autant d'adaptations et d'extensions possibles de la nmethode pour chaque application s que.
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Premere partie

Discetisations d'uneequation
constitutive dans un mockle de uide
visceelastique par la nethode des
eéments nis






Chapitre 1

Introductiona la mocklisation des
uides viscelastigues micro-structues

1-1 Probématique : rleologie et moales multiechelles

La rleologie cherchea decrire le comportement mecanique des maeriaux complexes, en particulier és uides
non-newtoniens [BHW89]. Plus peciement, elle cherchea cecrire quantitativement, pendant un intervalle de
temps t2 (0;T), la ceformation et lecoulement, sous l'e et de forces exerieures, d'une portion de matéere
condenge mockliee comme un milieu continu, sans faire ni I'approximationnewtonienne (pour les liquides) ni
I'approximation hooleenne (pour les solides).

La distinction de nature entre solides et liquides n'est pasevidente, elle se faiusuellement via leur compor-
tement rkeologique : quand ils sont soumisa un champ de forces exerieures, les solidgglastiques) se ceforment
instantarement, puis adoptent une forme nale ai persiste une deformation ( nie) apes u n laps de temps ni,
par opposition aux liquides (visqueux) qui changent continuellement de forme des quine force exerieure leur
est appliqieet. Mais les notions de temps et deformation nis cependent naturellement de I'observateur, c'est
a-dire d'un temps et d'une distance caraceristiques (en particulier, tout maeriau peut &t re liquide ou solide
selon ce point de vue). Aussi, la rteologie tente-t-elle de depasser cette limitation et detk nir la nature des
maeriaux complexes (en fait, tous les maeriaux eels) par une formule mathematique de leur comportement.
Les uides visceelastiques sont ceux dont le comportement est intermediaire entre les approximations extrémes
du solide hooleen et du liquide newtonien.

Nous nous ineressons ici au comportement non-newtonien en tant quécart au comportement newtonien
(ickal) des liquides, c'est pourquoi hous allons maintenant utiliser une descriptioneukrienne des ceplacements de
la matere (par oppositiona la description lagrangienne utilisse en mecanique des solide$). Si on regere I'espace
par la variable x 2 R® dans un eérentiel galieen (attacte au laboratoire), la portion de matere con siceee ici
dans la suite occupera typiqguement un domaine ouvert egulierD RS2, borre connexe incependant du temps
et de mesure de Lebesgue non-nufleLa matere sera consiceee incompressible et isotherme (c'estevidemment
une grossere approximation si on veut moctliser de nombreux proe@ces industriels, ils'agit donc d'une approche
simpliee des liquides non-Newtoniens). Le champ (scalaire) demasse volumique :(t;x)2D+y:=(0;T) D!

(t;x)2R o, est alors constant (un méme volume a toujours la méme masse dans un tel uide) :

(t;x)  2Rs0;8(t;x)2D+:

Dans la description eukrienne d'un uide, on introduit ensuite la variable champ de vitessgc'esta-dire
un champ de vecteursu :(t;x)2D1! u(x)2R3. Le principe de conservation de la masseavec I'hypotrese
d'incompressibilie impose au champ de vitesse d'étre soknedal :

divu=0dans D: (2-1.1)

1En particulier, sur Terre, on a nit souvent les liquides par leur capaciea prendre spontarement la forme de leur ecipient
(domaine dans lequel ils sont inclus et ne peuvent sortir) sous I'e et des forces de pesanteur.

2Toutefois, certains auteurs utilisent parfois une description lagrangienne,equivalentea notre description euérienne pourvu que
les conditions decoulement permettent détablir cetteequivalence, en vue d'obtenir certains esultats matfematiques [LLZ05, LX 06].

3Neanmoins, les probemes non-newtoniensa surface libre ne sont pas inineressants, on consultera par exemple [SR94, LM95 ,
BPLO06].



Ensuite, le principe de conservation de la quantie de mouvementen pesence d'un champ volumique de forces
exerieures par unie de massef :(t;x)2D1 ! f (t;x)2 R® secrit (sous forme locale) :

%t+u ru =divT+ f dansDr; (1-1.2)

a T:(t;x)2Dt! T(t;x)2R® 3 est le tenseurchamp de contraintesde Cauchy qui moctlise les e orts ine-
rieurs au uide. (Les forces internes, d'origine mokculaire, sont supposes transmises uguement par contacts
surfaciques et localement cependantes uniqguement de l'orientation de la surface de contagtPour fermer le
syseme dequations, en plus de conditions au bord deD+, il manque une relation liant T aux autres variables
du syseme tellesu.

A chaque instantt 2 (0;T) et en chaque pointx 2D, la valeur de T (t;x) depend theoriquement de la con -
guration exacte des mokcules au voisinage du poink dans le maeriau, ce qui n'esta priori pas donre par les
valeurs instantarees des champau(t; ) et p(t; ). De nombreuses exgeriences ont reanmoins monte que, pour
un grand nombre de magriaux, on pouvait exprimer T (t; ) comme une fonction de ces champs instantares.

L'approximation newtonienne du comportement suppose ainsi que le tenseur s'exprime comme une fonction

ane du tenseur taux de deformation d= % ru+ru’

T= pl+2 d; (1-1.3)

al I'on a introduit le champ (scalaire) de pression p:(t;x)2D+1! p(t;x)2 R (le multiplicateur de Lagrange
assoce a une contrainte isotrope permettant de satisfaire la condition d'incompressibiie (1-1.1)), le tenseur
identie |, le champ tensorielgradient de vitesser u:(t;x)2Dt! r u(t;x)2R?3 3a valeurs une matrice 3 3

de composantes %j L et la constante deviscosie  (un nombre propre au uide newtonien en question).
Le syseme ferme dequati’(])ns (1-1.2{1-1.3) est connu sous le nom déquations de Navier-Stokes ncompressibles,
il cecrit bien les comportements de I'eau et de la glycine (entres autres exemples) dande nombreux egimes
decoulement.

Toutefois, il est recessaire d'aneliorer I'hypothese du comportement newtonien pour cecrire des ptenonenes
gui ne sont pas le esultat d'unequilibre entre les forces visqueuses (la esistance un cisaillement) et les forces
d'inertie (la esistancea une acekration), par exemple :

{ la monee de liquide le long d'un axe tournant dans ce liquide (dit e et Weissenberg),

{ le gon ement d'un jet de liquidea la sortie d'une extrusion,

{ le siphonnage sans tube d'un liquide hors de son ecipient,
gu'on observe en manipulant des uides tels la peinture, la boue, le ciment, ou le yoghourt [B&H87a, BHW89,
Ren00].

Une interpetation physique des e ets non-newtoniens suppose l'existence d'unemicro-structure a l'ine-
rieur du uide, qui atteint unetat dequilibre thermodynamique quand le uide es t dans unetat stationnaire.
Dans ces liquides micro-structues, les e ets non-newtoniens se manifesteraient quand le terspde relaxation
microscopique (un temps caraceristique de levolution spontaree des mokcules vers ¢ nouveletat dequilibre
thermodynamique apes une sollicitation) ne serait pas regligeable par rapport au temps de relaxation ma-
croscopique (un temps caraceristique de levolution macroscopique du uide vers le nouvektat stationnaire
a lechelle du continu). Pour cecrire cela, les mockles mattematiques introdu isent alors un nouveau nombre
adimensionnel : le nombre de Deborah De , (rapport entre lesechelles de temps de talaxation spontaree
locale de la micro-structure et de la relaxation globale du uide sous sollicitation) ou le nombe de Weissenberg
Wi (rapport entre les echelles de temps de la relaxation spontaree locale de la nero-structure et un temps
caraceristique de l'experience a lechelle macroscopique). Les e ets non-newtoniens appaaissent ces que ces
nombres (caraceristiques d'un uide) sont de l'ordre de 1. (Noter que cette interpretation physique fait donc
I'hypottese d'une sparation desechelles micro et macro en espace et en temps : reste cecrire peciement
chacune d'entre elles.) On appelle ausdiquideselastiquesou uidesa nmemoire ces uides non-newtoniens avec
une micro-structure qui se ceforme elastiquement, tels queT (t; ) cepend de toute I'histoire des deformations
du maeriau.

Pour aneliorer (1-1.3) en vue de carackriser quantitativement le comportement de uides non-newtoniens
micro-structues, deux approches sont possibles :

{ l'approche purement macroscopique, qui cherchea remplacer directement (1-1.3) par unequation consti-

tutive entre les variables macroscopiques;p;T ;:::a lechelle du continu, par exemple avec uneequation
aux cerivees partielles (EDP) ou une formulation inegrale, ou
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{ l'approche micro-macro, qui cherche d'aborda cecrire matrematiquement la micro-s tructure, puis somme
les e ets microscopiques pour les inegrera la description macroscopique via une relationednissant le
tenseur T, par exemple une moyenne statistique sur un ensemble de con gurations akatoires caracerisén
la micro-structure.

Dans les deux approches, desechelles de temps et d'espace dierentes interviennemta De ou Wi : tous ces
mockles sont donc multiechelles en ce sens. Neanmoins, seuls les moceles micro-macrgurent une description
mattematique pecise des dierentesechelles (en fait, de la micro-structure).

Il esta noter que les deux approches sont classiques en sciences des maeriaux. Aussi, dans céfiése, nous
traitons de quelques questions mattematiques (essentiellement nuneriques) qui sontanmunesa de nombreux
mockles multiechelles. Les mockles de uides non-newtoniens sont un paradigme mathenatique pour une large
classe de mockles multiechelles [LBO5].

En particulier, dans une approche purement macroscopique, de nombreuses approximations conduisetds-
siguementa une eduction de la ealie. Il faut reanmoins prendre gardea ne pas per dre d'information dans
le processus d'approximation : si les principes d'invariance galieenne sont en geral respeces par lesequa-
tions constitutives, il semble que les principes thermodynamiques soient parfois dilesa concilier avec ces
approximations (c.f. [WH98b, Grm98, WH98a], ou plus ecemment [©05]), alors qu'ils sont fondamentaux
pour comprendre les proprees de stabilie du modetle mattematique, notamment en temps long [JLBLOO6].
D'ailleurs, nous montrons dans la premere partie de cette these que cette notion de stabit (existence d'une
loi de dissipation en vertu des principes thermodynamiques), qui n'est donc pas facilemeienti able pour une
equation constitutive, n'est pas non plus facilement imitable par les discetisations d'une equation consitutive
dont on sait pourtant exprimer la loi de dissipation (voir les chapitres 2 et 3). Ceci pourrait exgiquer certains
prenonenes d'instabilie obsenes dans la simulation nunerique desequations c onstitutives (dont certains Pro-
beémesa Grand Nombre de Weissenberg, voir [OP02]), et montre en tout cas qu'il peutetre di cile d'utiliser
rigoureusement uneequation constitutive pour decrire un uide visceelastique (en par ticulier pour la simulation
nurrerique decoulements complexes).

Quanta la seconde approche dite micro-macro, elle recourta desequations pour la micro-struture qui sont
souvent posees sur un espace de grande dimension. Leur simulation nunerique est donc gradement di cile et
il faut eechira de nouvelles nethodes nuneriques pour ces simulations mokculaires en sciences de la materé.
C'est ce que nous ferons dans la deuxeme partie de cette trese (voir le chapitre 7, auglien est amere apes
les chapitres 5 et 6).

Chacune des deux approches est abordee par letude d'un seul mocele : un mocele d'Oldrgd pour la premere
approche (partie | de cette these) et un moctle d'haleres pour la seconde (en n de partie I). Ces deux moctles
conviennent bien pour decrire quelques uides non-newtoniens, dont lesiquides polyneriques dilles®. Certes, ils
ne contiennent pas toute la richesse des comportements necaniques que I'on peut retrouver darmsdoologie des

uides non-newtoniens, méme issus des liquides polyreriques dilles uniquemenfToutefois, chacun de ces deux
mockles possdea la fois une formulation matfematique su samment simple pour étre etudee peciement et
une formulation communea de nombreux autres moceles non-newtoniens. lls sont donc de bons caitdts pour
étre les supportsa letude de questions relativesa la discetisation nune rique ineressant de nombreux mocatles
non-newtoniens. Nous introduisons ces mockles dans les deux sections suivantes.

1-1I  Equations constitutives : I'exemple d'Oldroyd-B

On appelleequation constitutive une loi de comportement reliant directementT a u (de type visceelastique
ici), qui est obtenue par une moctlisation purement macroscopique d'un uide non-newtonien.

Rappelons que la condition d'incompressibilie implique l'existence d'un paranetre de Lagrangep, egala
une composante sprerique du tenseur des contrainte§ et appek pression hydrostatique (par similitude avec
les seuls e orts isotropes qui s'exercent dans un uide au repos). On note donc en gered

T= pl+ ; (2-11.1)

4Noter que la thermodynamique joue & aussi un réle important, puisque les simulations nureriques micro-macro consistent en
gereralaechantillonner directement I'espace des phases pour la micro-structure. De ce point de vue, la principale dierence en tre
les moctles micro-macro et les mockles macroscopiques est que les premiers se eérent explicitementa un cadre thermodynamiq ue
(certes postuk) pour ensuite cecrire letat d'un uide complexe, tandis que les seconds decrivent directement letat d'un uide
complexe par des variables seulement supposes étre issues d'un cadre thermodynamique (souvent non formué explicitemen t).
Pour une discussion plus physique, on renvoie par exemplea [BE94, WH98b, Grm98, WH98a,  ©O05].

5Les suspensions sont une autre classe importante de uides non-newtoniens [BHW89]. Elles sont decrites par d'autres mocles,
gue nous névoquerons pas ici, quoiqu'ils suggerentegalement des questions mattematiques.

11



al la partie ceviatorique  du tenseur des contraintes internes est appeke tenseur desxtra-contraintes.

Il s'agit alors de caraceriser a l'aide d'uneequation faisant intervenir les trois inconnues (u;p; ). Comme
est un tenseur (donc un champ caracerie en chaque point dé par la valeur d'une matricea3 3 composantes),
il faut theoriquement 9equations scalaires. En fait, on fait souvent I'hypothese que | es points maeriels portant
la contrainte T ont un moment angulaire nul®, ce qui implique queT (donc aussi ) est un tenseur symetrique
a 6 composantes.

De plus, le principe d'objectivie exige en necanique (classique) des milieux contins que les lois de compor-
tement soient invariantes aux changements de repere par mouvements de corps rigide. Ceci tesint la forme des
operateurs inegro-dierentiels utilisables pour exprimer ces lois [BHW89]. Parmi les di erents choix possibles,
nous etudierons ici des moctles dierentiels du type Oldroyd qui n‘emploient qu' une cerivee maerielle dite
sur-convecke, car c'est exactement cette dernere que nous retrouverons par une approche micro-macro simple
dans la Section 1-I1l. On pose alors

= st (1-11.2)

a s=2 sd sontles extra-contraintes dans le solvant pur (en I'absence de polyneres), supposegwtoniennes
avec une viscosie s, et ar , sont les extra-contraintes duesa la pesence de polyneres dans le uide non-
newtonien. Leéquation constitutive d'Oldroyd-B sécrit :

@ p*r(ur)p (ru)yp, pru’) + =2 pd; (1-11.3)

a r u' designe la matrice transpoee der u, est un temps caraceristique des polyneres et p un coe cient
de viscosit propre aux polyreres.

L'EDP (1-11.3) ainsi construite devrait permettre de cecrire le comportement de certains uides dan s certains
ecoulements : ceux tels que les paranetres et |, varient peu dans Dt’. Pour des uides suppos tels, on
calibre alors les paranetres de I'EDP pour qu'ils cencident avec des observations exgerimentales, typiquement
mesuees gracea degteonetres dans des ots particuliers, dits viscometriques. Neanmoins, on n'est pas s0r que
ces valeurs restent les mémes (ou seulement constantes) dans des ots complexes, ce quiténa pedictibilie
des equations constitutives pour un uide donre. De plus, on aimerait qu'une bonne equation constitutive
reproduise, dans un ot complexe, les divers e ets non-newtoniens obsenes selon les uides ilites. Or, la
plupart des equations ne peuvent reproduire qu'un nombre limie d'e ets non-newtoniens quelles que soient
les valeurs choisies pour les paramnetres. Voire, aucuneequation constitutive connue ne repduit certains e ets
non-newtoniens pourtant obsernes en pratique. Pour un ot donre (méme simple, visconetrique par exemple),
la pedictibilie desequations constitutives est donc aussi tes limiee 8.

Remarque 1 (Acequation aux experiences de lequation constitutive (1-11.3)) . Le mocele d'Oldroyd-B (1-11.3)
ne peut pas reproduire certains e ets non-newtoniens usuels, méme dans desecoulemesisples tels que le ot
laminaire cisailke dit de Couette. (La viscosie ne tepend pas du taux de cisailement et deux contraintes normales
sont recessairementegales.) De plus, dans un otelongationnel, son comportemenest qualitativement incorrect
pour tous les uides non-newtoniens. (Les viscosies elongationnelles explosent.) On gut consulter [RH88,
Ren00, TS07a, BPPO08] sur les divers cefauts de ce modele. Neanmoins, on utilise en pratjue de nombreuses
variantesa I'EDP (1-11.3), qui corrigent immediatement ces defauts en ajoutant un terme non-lireaire. C'est
pourquoi nous travaillons ici avec le mocele d'Oldroyd-B (1-11.3), pierre angulaire des mockles de Giesekus,
de Phan-Thien Tanner (ou PTT), FENE-P,etc. [BCAH87a]. Dans le futur, nous souhaiterions prolonger nos
travaux sur des nethodes de discetisation stablesa des variantes d'Oldroyd-B tellesugg FENE-P [BB09a] :

1
1 tr( p)=b
6 Cette hypottese estevidemment fausse si les points sont, par exemple, chargeselectriquement, et qu'un ¢ oupleelectromagretique

s'exerce sur chacun d'eux. Le milieu est alors dit polaire ou polarie .
"Noter que ces hypotteses reposent dailleurs sur le cadre thermodynamique sous-jacent dont on a pare pe@demm ent, qui est

@ p+(ur) p, (ru)p, pru’) + p=2 pd: (1-11.4)

suppo® satisfait par la micro-structure { non-explicite { du uide [BE94, WH98b, WH98a, ©05].
8A noter qu'une classe tes simple dequations constitutives n'a pas et evoquee directementa travers I'exemple (1- 11.3), a1
I'on avait mentionre des contraintes sur les ogerateurs inegro-dierentiels lees au principe d'objectivie maerielle. C'est celle des

relations algbriques entre les dierentes variables  u;T, sans ogerateur inegro-dierentiel, qui semblent convenir particulerement
biena la description des ots \lents". En particulier, dans cette caegorie, une extension simple du mockle newtonien quand les
e ets dynamiques sur  sont peu importants est le mocle newtonien grerali® [EmmO8] :

=2 (d)d:

Le choix du moctle n'est donc pas totalement cecorek du ot pour lequel on l'utilise [CDW84]. Neanmoins, pour certains ots
particuliers, comme la sortie d'une extrusion, il semble qu'il n'y ait méme pas encore de mockle satisfaisant, qui decrirait par
exemple certaines instabilies obsenees exprimentalement [Ren00].

12



Remarque 2 (Nonlirearie de lequation constitutive (1-11.3)) . Outre (classiquement en necanique des uides)
la cerivee maerielle (u r ) o, le terme sur-convectif (r u) ,  p(r u") dans le mockle d'Oldroyd-B (1-11.3)
est aussi non-lireaire en le champ d'inconnues. C'est une premere manifestation dun point grerique qu'il faut
gardera l'esprit : lesequations constitutives decrivant correctement des e ets non-newtoniens sont recessaire-
ment non-lireaires.

Historiquement, les premiers mocktles etaient pourtant lireaires. Ainsi | ‘ancétre de (1-11.3) est le moctle
(lireaire) de Maxwell, a1 =0 et

@ + =2 ,d: (1-11.5)

(Ce moctle s'interpete comme une extension simple du cas newtonien =2 ,d par l'introduction d'un temps

caraceristique  dit de relaxation : une fonction de Heaviside pour le cisaillement produit en e et un Dirac
pour la contrainte newtonienne correspondante, tandis quel1-11.5) egularise le Dirac en une fonction du type
e “.) Mais méme dans les ots tels que celui de Couette ai la cerivee sur-convectie s'annule, ainsi qu'on l'a
cep dit dans la Remarque 1, il semble que des nonlirearies soient recessaies pour cecrire les ptenonenes
non-newtoniens importants.

C'est pourquoi dans la suite, nous basons notreetude sur le premier mockle dierantiel non-liraire simple, le
mockle d'Oldroyd-B (1-11.3), plutét que (1-11.5) par exemple. Certes, puisque I'EDP(1-11.3) est encore a ne en
la seule variable p, il faudrait encore introduire d'autres termes non-lireaires pour le rendre plus proche dela
ealie non-newtonienne comme la thixotropie ou la rreopexie : doubler les conditions initiales d'un ot ne doit
pas entramer une multiplication par deux deT tout au long de lecoulement. (D'ailleurs, dans un ot laminaire
cisaile, le mockle d'Oldroyd-B (1-11.3) redevient méme lireaire, ce qui explique en partie pourquoi il nN'est abrs
plus correct physiquement [RH88].) Nous eservons toutefois letude de non-lirearies suppementaires pour
de futurs travaux [BB09a] : nos premeresetudes, qui correspondent donc au cadre non-lireae le plus simple,
montrent que cep de nombreuses di cules surviennent dans la simulation nuneri que des sclemas non-lireaires
correspondants (voir la Section 2-VII).

Paradoxalement, l'inerét des mockles utilisant desequations constitutives reside essentiellement dans leur
simplicie, car ils sont relativement peu colteuxa simuler nuneriquement ( par opposition aux moceles micro-
macro de la Section 1-l11). Nous revenons reanmoins sur la discetisation des EDPs constitutresa la Section 1-
IV-A-b : contrairement aux apparences, elle n'est pas si aise que cela.

1-111  Mockles micro-macro : I'exemple des haleres

De nombreux mockles micro-macro, imaginant diverses micro-structures, ontete propo®s pour cecrire des
liquides polyneriques. L'icke de cepart est I'espoir d'obtenir une bonne description des e ets non-newtoniens
(visceelastiques)a lechelle du continu, en tenant compte peciement de | eur origine physique (c'esta-dire au
plus proche des mokcules). Dans les liquides polyneriques, cette origine est pringalement les forces intramo-
bculaires® agissant sur la conformation des polyreres en solution.

On peut distinguer diverses classes de moceles micro-macro pour cecrire des uides polgmques [BCAH87b,
DE98] : les mockles de chames connectant des billes entre elles, des moctles detadipn de segments prisonniers
dans un tube, des moctles de eseaux..., qui conviennent plus ou moins bien selon le uideonsicee. Pour les
moctles de chames en particulier, des treories ciretiques de la physique stistique permettent de bien decrire
les forces intramokculaires pour un ensemble statistique de polyneres dilles en sation (au moins quand les
polyreres sonta lequilibre thermodynamique, par exemple au sein d'unecoulement stationnaire'?). Dans la
suite, nous consicererons uniquement le plus simple des mockles de chames (pour desuiides polyreriques
diltes), celui des haleres (deux billes connecees par un ressortdumbbellsen anglais).

Le mocktle des haleres [BCAH87b, ©96] eduit un polynere en solution au concept d'un vecteur materiel X
cecrivant I'orientation et [elongation de la mokcule (voir Fig. 1.1). A chaque extemit e du vecteur, on imagine
ainsi une bille sprerique, qui porte une certaine masse. Dans un solvant au repos, la vitesse dhacune des deux
billes massiques prise isoementa une extemite du vecteur satisfait alors uneequation de Langevin, expression
de lequilibre des forces entre (i) les collisionsbrowniennesdues aux mouvements akatoires des particules du
solvant et (ii) la force de friction qui esulte du mouvement de chacune des billes dansd solvant. En fait,

9A noter que la principale origine des e ets non-newtoniens pour l'autre grande classe de uides non-newtoniens, les suspensions,
est au contraire les forces intermokculaires [Isr92].

101 "approche micro-macro pour decrire unecoulement quelconque ai les polyreres ne sont plusa lequilibre thermo dynamique
est encore un sujet de recherche, comme la plupart des prenonenes thermodynamiques horsequilibore. De méme, on rappe lle que
les mockles macroscopiques néchappent pas aux di cules thermodynamiques, a fortiori celles de formalisation d'une thermody-
namique horsequilibre [WH98b, Grm98, WH98a,  ©05].
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chacune des deux billes subit aussi une force d'interaction avec l'autre bille, que I'okchoisit speci quement
a une mokcule pour moctliser I'action des forces intramokculaires dans le polynere. On dit souvent que les
deux billes sont connecees par un ressort de forceF (X ). Puis, en introduisant un espace de probabilies
diverses approximations dechelle, essentiellement leesa la petite taille des polyeres en solution par rapport
aux conditions macroscopiques de lecoulement, nenent nalementa une Equation aux Derivees Partielles
Stochastique (EDPS) pour le champ akatoire vectoriel X ; :(t;x;! ) 2Dt I X ¢(X;1)2R3:

S

dXt+u rxXtdt= (rxu)Xt gF(Xt) dt+2

ke T

dB; (1-111.1)

qui cecrit donc en chaque point (t;x) 2Dt du domaine macroscopique lequilibre (statistique) entre :

{ la force d'interaction intramokculaire F (X )=r ( jX]), dite aussi entropique car, pour des calculs pecis
avec une mokcule de polynere donree, on la cerive typiguement d'un pe-calcul a1 est un potentiel
thermodynamiqueegala lenergie libre du polymerea lequilibre thermod  ynamiquet?,

{ la force de friction avec le milieu uide, suppose proportionnellea la vitesse relative des billes par rapport
au uide avec un coe aient (selon la loi de Stokes pour une sptere dure dans un milieu in ni), et

{ la force brownienne 2 @(%Bt, typiquement une collection de bruits blancs en temps, par exemple

cecoreks en espace'?, d'intensie donree selon une relation de uctuation-dissipation par la temperature
Tg du bain que constitue le solvant kg etant la constante de Boltzman).

Outre la temperature Tg, des paranetres physiques sonta ajuster pour que lequation (1-111.1) decrive
correctement la statistique de polyneres en solution : ils sont cactes dans la formulexplicite de la forceF (X ).
Le choix gererique le plus simple pour F est lireaire : F(X )= HX . C'est le mocle hooleen'® (Hookean
dumbbellsen anglais), avec un seul paranetreH > 0. En pratique, on choisit plutét pour moctle grerique des
forces\explosives" (plus ealistes), qui limitent I'extensibilie du vecteur X : F(X )= % (FENE dumbbells

en anglais, pourFinitely-Extensible Nonlinear Elastic), avec un paranetre additionnel = b>0 qui correspond
a la taille maximale * du vecteur X . Noter que ces deux forces cerivent bien d'un potentiel. Un choix naturel
pour la condition initiale du champ akatoire X ¢, quandr ,u(t=0; )= est un champ synetrique uniforme sur
D, est alors un champX ¢ stationnaire, de loi proportionnellea ez X X 2(X D ce qui corresponda la notion
dequilibre thermodynamique invoqguee pour calculer le potentiel (voir aussi | a Remarque 5).

En n, on couple la dynamique de polyneres (1-111.1) avec levolution du champ de vite sse (1-1.2) par une
relation de fermeture, competant (1-11.1{1-11.2) avec une expression pour la contribution des polyneres au
champ de contrainte :

p(t; )=NpE(Xt F(Xt) 2ksTgl); (2-111.2)

a1 E dsigne l'esperance pour la mesure de probabilie P et n, la concentration de polyneres par unie de
volume. Lequation (1-111.2) s'appelle relation de Kramers; elle s'obtient rigoureusementa partir de la de nition

du tenseur de Cauchy comme tenseur des contraintes internes au uide. Les contraintes sont ici les forogstre
deux parties du uide en contact qui sont exerees par les polyreresa travers la surfacede contact [BCAH87b].

Remarque 3. La distribution de probabilie  (t;x;X ) du champ vectoriel akatoire X ; \erie pour tout t2
(0;T), x 2D et X 2 R® lequation matresse (dite aussi de Fokker-Planck, Kolmogorov ou Smoluchowsky) :

" 2kB Ts

@ +(ur y) = dvx [(r xu)X gF(X ) X - (2-11.3)

11 a cetermination de la force F (jX j) se fait par des arguments de physique statistique. Typiquement, on peut moceliser plus
nement l'architecture d'un polyrmere que par le concept grossier d'une halere { en fait uneechelle mesoscopique {, en u tilisant
par exemple une suite de petits segments rigides conneces entre eux. De la connaissance de la distribution de l'orientation de
chaque segmenta lequilibre thermodynamique, on en ckduit alors la statistigue de I'extension totale jX'j du polynere (voir par
exemple [DE98]), de loi  (jX j), puis lenergie libre = kg Tg In( ). Noter que c'est dans cetteetape-ci, lors de la cetermination de
la force F, gu'on postule lequilibre thermodynamique \local" des polyneres, une limitation des moctles micro-macro ceaev oglee.
Par ailleurs, noter aussi que  (donc ) est ici recessairement une fonction radiale, cependant uniquement de I'extension jXj du
polyrere, puisgqu'il n'y a pas de raison pour que la statistique de lequilibre thermodynamique \local" soit lee a l'orientation du
dumbbell dans le solvant.

12| e statut des corelations en espace n'est pas totalement g [JLBLOA4].

13| e mockle hooleen, a1 ( X )= %Hjx j2, corresponda une description ne telle que les segments rigides sont de méme taille,
d'orientationsequidistribiees uniformes [DE98].

140n parvienta la formule FENE par I'approximation d'une formule complexe pour F, esultant d'un calcul n tenant compte des
interactionsa longue poree au sein de la chane de segments rigides. Cette approximation est connue sous le nom d'approxim  ation
de Warner, voir par exemple [BCAH87b].)
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Fig. 1.1 { Concept de dumbbell.

Sa connaissance ne sut pasa daterminzer X t, mais sut pour calculer les moments de X (, par exemple :
o(t;)=np . (X F(X) 2kgTgl) (t ;X)dP(X): (1-111.4)
Par ailleurs, on peut aussi exprimer , par une formule de Feynman-Kac. QuandX o est uniforme surD, on a
p(X)=npE CY%°(0;x;X o) 2kgTgl ; 8x2D;

i le tenseur de conformation C X © satisfait pour tout (s;x;X )2Dt R3 lequation de Kolmogorov etrograde :

+ 2kB Ts

@CUXo(s;x;X )+ u(six) rx+  (r xu)X gF(X) rx CHXo(s;x;X)=0  (L-11.5)

avec pour condition nale : Ct*o(s=t;x;X )= X F(X).

Le calcul de (1-111.2), typiquement par des nethodes Monte-Carlo (voir la Remarque 5), recessite de simuler
un grand nombre de trajectoires pour I'EDPS (1-111.1). C'est le principal cesavantage desmodeles micro-macro :
ils sont codteuxa simuler. Nous revenons sur ce point dans la Section 1-1V-B-b.

Les mockles micro-macro ont au contraire plusieurs avantages sur les mocdeles purement macroscopiques

- ils donnent acesa plus d'informations via la microstructure,

- ils semblent mieux fondes physiquement (au moins par rapport auxequations constitutives qui n‘ont pas
de lien explicite avec un moctle micro-macro, voir la Remarque 4) et produisent e ectivenent, dans les
simulations nuneriques, nombre des e ets non-newtoniens obsenes dans la ealie (Remarge 5),

- enn, ils semblent nuneriquement plus stables [MHKO09].

On notera que les moceles mokculaires pour les liquides polyneriques sont utiles depuis longtemps (travaux
historiques de Kirkwood, Zimm, Rouse,...) commeconcepts a n de ceriver ensuite, gracea une treorie ciretique
et des relations de fermeture approctees, desequations constitutives (dont celles de Giekus, PTT ou FENE-P,
voir la Remarque 1). C'est le ceveloppement des ordinateurs et des nethodes nuneriquesyj permet aujourd'hui
de les utiliser en plus pour la simulation nurrerique decoulements non-newtoniens®96] (au moins dans certains
egimes proches de lequilibre thermodynamique en ce qui concerne les polyreres esolution).

Remarque 4. On peut retrouver l'origine physique desequations constitutives cerivees de ma:les mokcu-
laires en retrecant mattematiquement lesetapes (souvent des approximations!) dans I@rocessus de cerivation.
En fait, lequation d'Oldroyd-B (1-11.3) peut-etre obtenue_exactemenen utilisant (1-111.1) avec une force en-
tropique hooleenne :FR(X )=HX . Il sut pour cela dappliquer la formule d'lté au tenseur X X et on

retrouve (1-11.3) si E (;X s dBgs =0 sur Dt (propree de la martingale X ;). C'est toutefois une exception :

quand on peut retrouver l'origine micro-macro d'uneequation constitutive, le processis matrematique implique
presque sysematiquement de faire des approximations. Ainsi, le moctle FENE-R1-11.4) de la Remarque 2 est
construit en utilisant (1-111.1) avec une approximation de la force entropique FENE dite de Peterlin (d'a1\P") :

F(X )= Lt._;puis p= MEHX ¢ _Xt. IiBTBI):

1 E(iXj?)=b 1 E(jXj?)=b
Remarque 5 (Extensions du mockle). Avec I'EDPS (1-111.1) et une force de type FENE, le mockle d'haleres
reproduit bien certains e ets non-newtoniens : la viscosie cepend du taux de cisaillenent et des dierences entre
les contraintes normales apparaissent (dans le ot laminaire cisaile de Couette en particuler, voir Remarque 1).
Toutefois, il faut encore compliquer le modele pour obtenir des valeurs quantitativent proches de la ealie.
En particulier, on peut alors penser remettre en question certaines hypottesesnevue d'aneliorer le mocele :
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{ Le choix d'une condition initiale pour le champ akatoire X quandr ,u(t=0;) n'est pas un champ
symetrique uniforme sur D n'est pasevident du tout [JLBLOO6]. Dans ce cas, il N'est méme pas sar que
I'on puisse donner un sensa la notion dequilibre thermodynamique \local". Une piste naturelle pour que
I'on retrouve cette notion quandr 4u(t=0;) n'est pas un champ synetrique uniforme surD pourrait
étre de ce nir le potentiel tel qu'il corresponde biena unetat dequilibre pour un champ r 4 u(t=0;)
stationnaire donre. De manere gererale, on pourrait aneliorer la formule de la for ce F pour qu'elle
corresponde mieux aux forces intramokculaires dans unecoulement donre.

{ Enetablissant (1-11l.1) , nous avons choisi pour la force de friction une formule tes simple, (dX (+u
r x X ¢dt), qui corresponda la loi de Stokes avec un coe cient de friction isotrope . Nous navons donc
pas tenu compte des interactions hydrodynamiques : par son mouvement propre et la eactionduite dans
le solvant ambiant, chaque bille a un e et dans la force de friction vue par I'ensemble des taes billes.
Or, méme si on se limitea I'e et d'une bille sur les autres billes de la mémecha™me { conneckes entre
elles par des forces intramokculaires { (en fait, I'unique autre bille du méme dumbbell ici), remplacer
cette formule par une meilleure approximation telle que celle d'Oseen-Burgers ou telde Rotne-Prager-
Yamakawa conduit tout de suite a une formule (non-lireaire en X {) tes compligwee (voir (15.4-17)
dans [BCAH87h]).

{ Les polyneres sont en cereral de longues mokculesa Il'architecture complexe. Mémea lechelle nesosco-
pique, on pourrait donc les moceliser comme une chame de nombreuses billes conaes entre elles par
des forces plutdt que par une seule halere. La nature des forces intramokdaires peut alors s'enrichir
et devenir tes non-lireaire (dans ce cas, le choix des coordonreesX decrivant la moecule est tes im-
portant pour cecrire le plus simplement des forces-ressorts entre plus proches vais, mais aussi tenir
compte d'e ets angulaires, d'exclusions de volume au sein de la chame...). Au nal, on tavaille souvent
dans un espace de tes grande dimension, avec des oferateurs tes non-lireaires. Celaxplique pourquoi,
en pratique, on calcule(1-111.2) avec des nethodes de Monte-Carlo plutét quél-ll1.3) avec desekments
nis ou spectraux (eteventuellement (1-111.4) avec une formule de quadrature).

{ Le bain thermique da aux collisions avec les mokcules du solvant aet malie comme un mouvement
brownien dansR3. Or, la mokcule de polymere peut étre prisonnere de certaines contraintes gonetriques
(egime semi-dilte a1 la pesence des mokcules voisines n'est plus egligeable), ce qu'on peut mockliser
en prenant un autre type de bruit. Ce type de modi cations permet d'ailleurs de retrouver une awe classe
de mockles, qui est plutdt adapee aux liquides polyneriques concentes (oudndus)®, les mockles de
reptation [BCAH87b].

1-IV  Choix de moctlisation et questions matlematiques

Bien que l'on se soit limie a quelques exemples simples de moctlisation pour des uides plyneriques
dilles, de nombreuses extensions, macroscopiques ou micro-macro, sont apparues chaque fois. Se pose d
naturellement la question : quel mockle choisir pour simuler nuneriguement tel uide dans telecoulement ?

Evidemment, le choix du mocele doit d'abord se faire en fonction de crieres d'ordre physique : Le mocele
peut-il decrire ce qu'on cherche a simuler (quelles sont les bonnes variables, ¢&ebons principes physigues a
respecter) ? Le mockle peut-il tre calibe facilement sur des donrees exgerimetales du uide (I'exgerimentateur
ne dispose souvent que de quelques experiences tests pour cela) ?

Les matrematiques peuvent aussi apporter des indications d'un autre ordre sur ce choix : Y a-t-itles solutions
auxequations du mockle (de quelle nature sont-elles, quelles hypotteses regarent-elles) ? Le mockle est-il facile
d'utilisation (peut-on calculer des solutions, eventuellement approchees) ?

De mangere gererale, les mockles macroscopiques sont aujourd'hui ceux utilispour simuler desecoulements
complexes (dans l'industrie par exemple) vu leur faible codt d'utilisation (complexite du calcul nurrerique). On
utilisera les mockles micro-macro plutét \en laboratoire" pour simuler nement la physique de petits volumes
de uides dans des geonetries simples. Chaque emploi est confrone a des limitations pwpres : des instabilies
nureriques subsistent dans les diverses discetisations proposes pour les modlesacroscopiques (en particulier
dans des ecoulements complexes pour un nombre de Weissenberg Wi \grand") et les simulations de oktes
micro-macro sont fortement limiees en taille par leur complexie nunerique. Nous essaieronsd'aborder ces
deux probemes successivement, en parties | et Il

Mais auparavant, nous rappelons quelques esultats matfematiques connus pour les deux noeles que nous
allonsetudier. A cette n, nous les eecrirons sous forme adimensionree sans changer le nom degariables.

15Noter que pour les polyneres concentes ou fondus, une troiseme classe de moctles, dits  de eseau, propose une autre approche
plus simple mattematiquement, en ne mocklisant que le squelette des polyneres en contact les uns avec les a  utres.
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1-IV-A  Le moctle d'Oldroyd-B
1-IV-A-a Tleorie matlematique du moackle

Soit D RY un domaine borre connexe de frontere egulere (Lipschitz). Nous aurons d=3 dans le cas le
plus gereral, et d=2 si le probkme physique possde une symnetrie de translation. Consicerons le probeme de
Cauchy-Dirichlet suivant, dita trois champs, d'inconnue (avec RdS 9 les matricesd d symetriques) :

(u;p; ):(tx)2D1 ! (u(tx);ptx); (Ex)2RY R RE @

satisfaisant sur l'ouvert Dt le syseme d'EDP

8
@ _ " - :
% Re giuru = rp+(L ") u+div +f;
divu=0; (2-1v.1)
§Wi Qiury uw u —"hru+ruTi ;
. at = :

version adimensionnelle de (1-1.2{1-1.1{1-11.1{1-11.2{1-11.3) a I'on a utili® trois nombres : Re 0, Wi> 0,
"2(0;1), les mémes notations pour les variables adimensionalies (excepe,, devenu ), avec un champ de
forces exerieuresf .

La nature des donrees de borda adjoindre au syseme (1-1V.1) pour que le probeme de Cauchy asst soit
bien pos n'est pasevidente (voir par exemple [Jos90]). On adjoint icia (1-1V.1) des mnditions homognes de
type Dirichlet au bord de @ pour u egalement dites \de collement") et des conditions initiales eguleres pour
u et . Le probeme possde alors une solution (forte) :

{ unique et locale en temps, de plus globale en temps si le terme sour€e les conditions initiales et" sont

petits, et en n asymptotiquement stable L? sif est periodique [GS90, FCG0O02];

{ unique et locale en temps (avecu satisfaisant un criere de type Beale-Kato-Majda dans L?), de plus

globale en temps si les conditions initiales sont proches de letat dequilibreu =0, =1 [LLZ05, LLZ08],

{ globale en temps quand le champ de vitesse est co-rotationnet (u= r u') [LMOOQ],

{ unique et locale en temps quandd=3, avec satisfaisant un criere de type Beale-Kato-Majda dans L?!

quand Re! 0 [KMTO08].
Les esultats [GS90, FCGO02] setendenta de nombreuses extensions d'Oldroyd-B, dont Gésekus et PTT, et
donnent aussi des esultats suppementaires pour des probemes stationnaires et des otgampants (Re=0).
Des moctles proches d'Oldroyd-B ont aussiet etudes par ailleurs, voir par e xemple [Ren00]. En particulier,
nous avons exclu le ca$ =1 a1 Oldroyd-B cegerere en le mocele de Maxwell (1-11.5) sur-convece (UCM pour
Upper-Convected Maxwellen anglais). Les esultats [GS90, FCGO02, BSS05, KMT08] que nous mentionnons
s'appuient en e et sur la theorie desequations de Navier-Stokes (voir [Tem84] par exemple). Miis on trouvera
dans [LLZ05] le cas au"! 1 pourd=2.

Méme pour des solutions faibles, il n'y a pas (encore) de esultat d'existence globale en tempsopr le
probeme en greral. Neanmoins, des probemes egularises proches posedent (au moins) une solution (faible)
globale en temps, voir par exemple [BSS05] a1 la formulation micro-macro avec des haleres lobeennes aee
egularisee (on peut normalement retrouver (1-1V.1), au moins dans un sens faible,a partir de ce syseme), et
le chapitre 3 de cette these, ai I'on a ajout un terme dissipatif additionnel dans lequation d'Oldroyd-B
(avec une troncature quandd=3;2, ou une condition sur la donree initiale quand d=2).

Enn, si lI'on fait I'hypotrese qu'une solution globale en temps existe et qu'elle est su samment egulere,
alors on montre dans [HLO7] (avec des arguments de [JLBLOOG6], voir aussi le chapitre 2) qu'elle comge
exponentiellement vite vers la solution stationnaireu=0, =1. (En fait, cela est vrai en gereral pour des
conditions de bord telles qu'un etat stationnaire existe, avec des conditions initiales tdes gu'une solution
globale su samment egulere existe, voir aussi la Remarque 5.)

Il y a peu de esultats pour d'autres conditions de bord. Dans [FCGOO02], on trouve reannoins quelques
esultats pour lequation d'Oldroyd-B (1-11.3) seule (cecoupée du syseme (1- 1V.1)) dans des ots ineressants
physiquement tels celui de Poiseuille. Voir aussi [LM95] par exemple, pour des conditions de surfadbre.

1-IV-A-b  Discetisations du mockle

De nombreuses discetisations ontet proposes pour le syseme (1-1V.1), avec ds techniques classiques
pour desequations de la mecanique des uides, voir par exemple l'ouvrage de syntlese [OP02Elles utilisent
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par exemple des nethodes de dierences nies [FKO5] dans des geonretries simples glles la cavie entra'yee,
lid-driven cavity en anglais), des nethodes de Galerkin (parfois spectrales [CO01], ou plus souvent pagetents
nis [CDW84, HFKO05]), oueventuellement des nethodes de volumes nis. Neanmoins, les techniques de dis-
cetisation qui marchent bien pour desequations de la mecanique des uides newtoniers se sont heureesa des
di cules en necanique des uides non-newtoniens, dont une large part subsiste encore.

En fait, on observe en pratique que, pour la plupart desequations constitutives utiliees et pour de nombreux
ecoulements physiquement ineressants (en particulier le ot autour d'un cylindre et la contraction 4 :1), les
tentatives de simulation nurrerique nasvesbases sur des discetisations intuitives, sont incapables de converger
guand on ra ne les pas de discetisation, voire explosives,a partir d'une valeur critique su samment grande du
paranetre Wi (valeur reanmoins physiquement ealiste pour des comparaisons avec I'exgrience). Ces instabilies
nurreriques sont souvent cesigrees sous le vocable gererique dgrobemes aux grands nombres de Weissenberg
(HWNP pour High-Weissenberg Number Problenen anglais) [Keu90, Keu00, OP02].

Les instabilies de type HWNP ont suscie de nombreuses etudes, theoriques et nuneriques. Clairement,
l'origine des instabilies est parfois lee au manque de egularie des solutions du probeme continu que I'on
cherche a approcher nuneriguement [RH88, San99, TS07a, BPP08]. Mais cela n'explique vraisdsablement
pas toutes les observations (méme si on a encore peu de esultats mathematiques sur la eguli# des solutions
a approcher pour des conditions de bord gererales), ainsi que le suggerent les anebrations apporees par
diverses techniques de discetisation developpeesad hoc pour les uides viscelastiques et au moins obsenees
dans certains cas tests de simulation nunerique.

D'une part, il semble clair que des dicules nureriques peuvent survenir quand le terme de convec-
tion (u r ) dans lequation d'Oldroyd-B est grand. Aussi, de nombreuses discetisations ont et propo-
®es, qui tentent de stabiliser ce terme par des nethodes proches de stabilisations adsiques, comme par
exemple la nethode Streamline Upwind / Petrov{Galerkin (SUPG) [BH82] et la methode Galer kin Least-Square
(GaLs) [FS91], ou simplement en introduisant un terme additionnel de di usion isotrope [SB95].D'autre part,
le travail initial [MC87] a mis enevidence que la nature mixte du probeme @ la f ois elliptique et hyperbo-
lique) recessite aussi un traitement particulier'®. Des discetisations utilisant des nethodes de stabilisation en
partie classiques, et en partie ceveloppees speci quement pour le couplage de Navier-Stokeavec lequation
d'Oldroyd-B, par exemple obtenues en intervenant :

{ dans le choix de la formulation desequationsa discetiser (voir par exemple [CDW84] pour les formula-
tions EEME, EVSS, ou [WKLOO] pour Lagrangian tracking, parmi d'autres formulationsequivalentes des
equationsa discetiser),

{ dans le choix des espaces de discetisation (le choix est vaste en s'autorisant des apghmations disconti-
nues par la nethode DG inspiee de [LR74], comme il aet obsene initialement dans [FF89]),

{ dans le choix de la formulation discete desequations (dans les discetisations EVSSG ou D-EVSS [FGP97]
on remplace certaines variables inconnues par leur projection),

{ voire eventuellement dans le choix de la nethode de esolution pour le syseme algebrique dequations
obtenu apes discetisation (utilisation de dierents algorithmes de point xe, par exemple combires avec
la methode GMRES et divers peconditionneurs pour les sysemes lireariees creux de grand dimension, et
une nethode de continuation en le paranetre Wi [How09]),

ont ainsi aboutia lekvation du nombre de Weissenberg critique dans de nombreux cas tess. Mais pasa la
disparition du HWNP [OP02, FKO05]!

De nouveaux e orts se sont concentes sur des techniques de discetisation qui maintienndrpositives cer-
taines quanties [LO03, LX06], en vertu d'une interpetation physique naturelle de ces quanties. D'ailleurs,
une discetisation ecente [FK04], initialement propose comme paliatifa des e ets possibles de couche limite et
base sur une reformulation logarithmique desequations (1-1V.1) (voir le chapitre 2), peserve non-seulement les
proprees (physiques) de positivie mentionrees ci-dessus, mais semble aussi linter le developpement d'insta-
bilies et eduire le nombre de modes instables. Elle a donre des esultats nuneriques satisfaisant { convergeant
pour de grandes valeurs de Wi { dans certains cas tests [Kwo04, HFK05, HP0O7a]. Ce suces ecentast toutefois
pas encore gererali®a de nombreux cas tests, et il n‘est pas encore bien compris non plus

En n, quelques esultats matlematiques sur des discetisations proposes ci-dessus pur (1-1V.1) existent,
en cereral sous eserve d'hypotreses de egularie pour la solution du probleme continua approcher nuneri-
quement [BS92a, BM97]. En particulier, quand la solution du probeme continua approcher nuneriguement
est egulere, certains probemes de type HWNP semblent aujourd'hui bienelucices. Par exemple, celui le aux
instabilies dans la limite "! 1. En e et, le probeme elliptique-hyperbolique (1-1V.1) change alors de nature

16C'est ainsi qu'est interpee dans [MC87] le esultat nurrerique decevant produit alors par la premere utilisation de SUPG
pour la simulation dequations constitutives viscelastiques, en l'occurences le mockle UCM.
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(de nouvelles caraceristiques sont introduites dans le probeme), et il est alors recessaire de respecter une
nouvelle condition de compatibilie de type inf sup entreu et , similairea la ekbre condition inf  sup
de Ladyshenskaya-Babwska-Brezzi (LBB) pour le couple (1;p). On comprend alors assez bien I'e et des ne-
thodes de stabilisation [BFT93, BPS01]. Neanmoins, des probemes subsistent aux grandes valeurs du ndme
de Weissenberg, qui probablement rassemblent encore des instabilies d'origines diversggen00]. Ces probemes
pourraient &tre lesa la egularie des solutions (apparition de couches limit es), commea des probemes de dis-
cetisation non encore consicees, méme quand la solution est egulere. Il n'y a pas encore de eponse rigoureuse
et ce nitive au HWNP!

Dans la suite de cette these (en fait, la premere partie), on s'ineresse speci quementa la discetisation du
probeme de Cauchy-Dirichlet simple pour (1-1V.1). On sait alors qu'une solution egule re pour le probeme
continu existe, et on cherche a bien l'approcher nuneriquement par des techniquege discetisation stables.
Nous nous ineressons en particuliera un criere de stabilie nunerique encore jam ais etude, pour diverses
discetisations des equations constitutives : peut-on reproduire discetement les lois de dissipation denergie
\eriees par le mockle continu? (Dans les travaux anerieurs [LOO03, LX06], la loi d &nergie consiceee nétait
pas une loi de dissipation.) Cette question a guice nos recherches dans les chapitres 2 et 3, aysaur unique
support le mockle d'Oldroyd-B (1-1V.1) (ainsi que sa reformulation logarithmique dans le chapitre 2); notre
approche n'est cependant pas limiee a ce seul moctle et nous travaillons actueBmenta son extension au
mockle FENE-P (qui contient plus de termes non-lireaires et produit des comportementsplus physiques, voir
les Remarques 1 et 2).

Les conclusions de notreetude montrent que le criere de stabilie consicee n'est pas aiement satisfait par
une discetisation desequations constitutives d'Oldroyd-B. (Des discetisations util ises en pratique semblent
prochesde celles pour lesquelles on montre que notre criere est satisfait, mais on n'a pas pu montreue ce
criere est bien satisfait pour la plupart des discetisations utiliees en pratique.) Elles donnent aussi des pistes
pour comprendre le suc@s ecent de la formulation logarithmique [Kwo04, HFK05, HP07a], et suggeent de
nouvellesetudes nuneriques (approfondissant les quelques esultats de la Section 2-VII).

1-IV-B Les mockles d'haleres
1-IV-B-a Tleorie matlematique du mockle

La méme adimensionalisation que dans (1-1V.1) conduita :

% Re %t+u ru = rp+(1 ") u+div ;
divu=0;
- E(X: F(Xy) 20): (1-V-2)
% = WiEX e F(Xy 20);
1 1
ZdX+ur Xdt= (r xu)Xy WF(XO dt+ pﬁdBt;
avec pourequation de Fokker-Planck correspondante :
@ +(ur ) = divg [ xU)X —SFXX)] +-—2 (1-1V.3)
T X X 2Wi 2wi X '

La theorie matlematique sur les notions d'existence et de egularie des solutions au probeme de
Cauchy-Dirichlet pour (1-1V.2) avec conditions de bord homogenes suru est essentiellement similairea celle
pour (1-1V.1), limiee par les mémes dicules [JLLO4, ELZ04, LZZ04, LZ07, LMO7, Mas08, BSS05, BS07,
BS08, BS09, BCP06]. On notera toutefois les approches [JLLO4, ELZ04, BCPO06] qui se distinguent des autres
enetudiant (1-1V.2) par des rrethodes probabilistes. (La plupart des preuves sont en e et pour la loi de (X ¢),
solution de (1-1V.3), et non pour le processus X ) { apes suppression du terme d'advection [BCP06], ou an-
nulation dans le cas de ots de Couette [JLLO4], le champ akatoire se eduita un processus eremps {.) Noter
aussi [BL04], qui est une piste pour letude du champ akatoire (X ;) (prise en compte du terme d'advection).

1-1IV-B-b  Discetisations du modckle

Les moceles micro-macro sont gereralement simuées avec des methodes probabilistes @ type Monte-
Carlo [©96]. Ces nethodes sont en gereral robustes et facilesa programmer, mais gourmandes en ressces
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informatiques (la convergence de la loi des grands nombres peut étre tes lente). Un sujet dekveloppe-
ment important pour ces nmethodes (qui ne sont pas encore operationnelles pour des sinfations complexes
a lechelle industrielle) est donc la eduction des ressources informatiques recessaes (on notera qu'une stra-
tgie evidente si on a susamment de moyens maeriels est la paralelisation des calculs, qui est tes simple
a mettre en uvre si on distribue les ealisations sur dierentes machines). En par ticulier, pour approcher
des estimations Monte-Carlo qui satisfont un treoeme centrale limite, les nethodes de eduction de va-
riance [HDH64, New94, MTO06] suscitent beaucoup d'inerét chez les utilisateurs de methodesMonte-Carlo
(les rreologues en particulier [MO95, OvdBH97, BP99], mais aussi les nanciers [Aro04, Jou09]...).

Nous avons propos deux nethodes de eduction de varianceacekees dans le chapitre 7, bases sur une
utilisation intensive optimise de variables de controle. Ces nethodes s'appliquent aucas du calcul de (1-111.2).
Nous pesentons des esultats nurreriques peliminaires, pour une EDS du type (1-111.1) sans le terme d'advection
(plus de ckerivee partielle) et pour des variations du champ de vitesseu donrees a priori .

La esolution nunerique de lequation de Fokker-Planck (1-1V.3) a aussiet tent ee par plusieurs auteurs
[Loz03, CLO4, LC03, KS09b, KS09a]. Elle semble toutefois limiee a des cas al l'espace des con gurations
polyneriques est cecrit par un vecteur X de faible dimension, tels les dumbbellsq coordonrees su sent). Dans
le cas des dumbbells, des techniques de bases eduites, similairesa celles que nous emmhgypour acekrer le
calcul des variables de contréles en Monte-Carlo, peuvent aussi aceérer la esolutiomunerique (voir [KP09]
et la section 7-VII du chapitre 7).

Noter aussi qu'en pratique, il semble que les modtles micro-macro soient moins sujets aux instiéibs du
type HWNP que les moceles macroscopiques. Une analyse est propose dans [MHKO09]. Ce point reste tefis
a approfondir.
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Chapitre 2

Sclemas dissipant Energie libre pour
le mockle d'Oldroyd-B

Ce chapitre est la reproduction exacte des esultats publes dans [BLMO09], obtenus en cadlboration avec
T. Lelevre et C. Mangoubi.

On y analyse la stabilie de divers sctemas nuneriques pour les equations d'Oldroyd-B, prototype des
mocktles dierentiels de uides visceelastiques, pour lequel on sait montrer qu'une solution egulere du probeme
de Cauchy-Dirichlet avec conditions de collement au bord d'un domaine borreD RY (d=2;3) dissipe une
energie libre. Plus peciement, on \eri e sous quelles hypotteses les sclemas nuneriques satsfont une propree
de dissipation denergie libre semblable au cas continu. Parmi les schemas nuneriges analyes gurent des
discetisations fondees sur la reformulation logarithmique du syseme Oldroyd-B tell e que propose par Fattal
et Kupferman dans [FKO04], reformulation qui a permis d'obtenir des esultats nuneriq ues apparemment plus
stables que les formulations usuelles dans certains cas tests [FK05, HFK05]. Notre analyse tente ainsi deder
des pistes pour la compehension de ces observations nuneriques.

Plusieurs discetisations usuelles de lequation de Navier-Stokes coupkea celle d'@droyd-B sont passes en
revue. On choisit ainsi pour le couple (1,;py) divers espaces deements nis mixtes :

{ leement de Scott-Vogelius ( Pg)? Pg 1.disc, que nousetudions quandd=2 (soit (P2)?  P1.gisc ),

{ lebment conforme de Taylor-Hood ( P,)¢ P,

{ lebment non-conforme de Crouzeix Raviart au plus bas ordre (P§R)4 Py,
qui satisfont tous une condition de compatibilie inf  sup discete sur des partitions deD en simplexes (quoique
avec des restrictions sur le maillage deD pour Scott-Vogelius). On etudie aussi le cas deeéments nis non
compatibles, stabilises. Ces dierents choix ne sont pas exhaustifs, mais ils montrent commentdapter I'essentiel
de nos ickesa de nombreuses discetisations utiliees en pratique. (Toutefoisle cas dekments quadrilatres
n'est peut-&tre pas une extension directe.)

Pour obtenir une dissipation denergie libre discete, nous employons desekments discotinus pour approcher
le tenseur de conformation , inconnue principale de notre formulation de lequation d'Oldroyd-B, et imposons
une restriction sur le pas de la discetisation en temps (de type Euler etrograde), en fonction de la condition
initiale. Ces limitations seront relaees dans le chapitre 3, mais on n'obtiendra plus alors'unicie de la solution
discete. Dans le chapitre pesent, nous montrons au contraire (avec des restrictions)'éxistence etl'unicie d'une
solution au syseme desequations discetiees, telle qu'une dissipation denergie Ibre discete est satisfaite : on
obtient ainsi un esultat de convergence en temps long de la discetisation numerique vers I'(unique) etat
stationnaire quelles que soient les conditions initiales (stabilie asymptotique). On ob®rve que ces restrictions
sont moins fortes pour les discetisations de la formulation logarithmique de lequation d'Oldroyd-B propose
en [FKO4] (pas de restriction sur le pas de temps en fonction de la condition initiale). Celaourrait &tre une
explication des bons esultats nurreriques obsenes dans [FK05, HFK05] pour cette fornulation (quoique avec
des discetisations quelque peu dierentes des notres).

Des di cules subsistent reanmoins avec nos discetisations. Elles sont non-lireaire s, donc la solution (im-
plicite) peut étre di cilea calculer (m&éme en compktant des nmethodes de point xe classiques, telles que celles
de Picard ou Newton, avec des techniques de continuation comme dans [How09]). Elles sont clairement de bas
ordre de pecision en le tenseur de conformation (idem avec lesekments continus du chapitre 3), méme si
on n'a pasetude explicitement la consistance des sclemas. Et la discetisation du terme dadvection (u r )
requiert, soit (i) une methode de caractristiques qui est potentiellement destructrice de la stabilie si son ine-
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gration n'est pas exacte, soit (i) une nmethode de type Galerkin discontinue, qui est gourmade en ressources
informatiques (plus de deges de libere) et parfois plus dicilea esoudre algbrique ment (convergence des
nethodes ieratives). Les di cules quanta la discetisation du terme d'adv  ection (u r ) seront en partie
levees dans le chapitre 3 gracea I'emploi deéments continus avec une approbe ad hog c'esta-dire adapeea
la proedure de test permettant d'obtenir une iregalie denergie libre.

On notera une di cule permanente dans I'obtention de nos discetisations, qui est | e souci de maintenir
la positivie du tenseur syretrique disceti® (on montre en e et facilement que si la solution continue au
probeme de Cauchy est egulere, { le champ de vitesse et ses trajectoires caracerstiques en particulier {, alors
le mockle d'Oldroyd-B peserve au cours du temps la positivie { physique! { du ten seur , quand la condi-
tion initiale est elle-méme positive). Cette positivie est recessaire pouretablir une iregalie denergie libre.
Et elle est \gratuite" avec la reformulation logarithmique, d'ai notre esultat ( theorique) meilleur . D'autres
reformulations, plus favorables au maintien de la positivie, pourraient donc aussi etreetudees, qui kere cie-
raient vraisemblablement de qualies de stabilie importantes (voir par exemple [LX06]). Neanmoins, de telles
reformulations emploieraient vraisemblablement des transformations non-lireaires (comme [LX06]), et lars dis-
cetisations pourraient étre tout aussi di cilesa esoudre nurreriquement si I'on v eut conserver leurs proprees
de stabilieeventuelles (voir notre remarque en Section 2-VI-E).

Dans le chapitre 3, on s'e orce de relaxer la contrainte de positivie par une rmethode qui neriterait des
simulations nuneriques. Des tests sont en cours. On pesente aussi en n de ce chapé quelques esultats
nureriques fragmentaires qui n'ont pas encore et publes et qui ont traita l'utilis ation de la reformulation
logarithmique.

1Ce n'est toutefois pas I'explication avan@e dans [FK04, FK05, HFK05] pour I'emploi avantageux d'une reformulation logarith-
mique ; on y fait plutdt eérencea des qualies de esolution pour des couches limites en
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In this chapter, we analyze the stability of various numerical schemes for di erential models of iscoelastic
uids. More precisely, we consider the prototypical Oldroyd-B model, for which a free energydissipation holds,
and we show under which assumptions such a dissipation is also satis ed for the nhumericatheme. Among the
numerical schemes we analyze, we consider some discretizations based on ltgeformulation of the Oldroyd-B
system proposed by Fattal and Kupferman in [FK04], for which solutions in some benchmark protdms have
been obtained beyond the limiting Weissenberg numbers for the standard scheme (see [BE, HFKO05]). Our
analysis gives some tracks to understand these numerical observations.

Keywords : Viscoelastic uids, Weissenberg number, stability, entropy, nite elements methods, discontinuous
Galerkin method, characteristic method.

2-1 Introduction

2-1-A  The stability issue in numerical schemes for viscoelastic uids

An abundant literature has been discussing for over twenty years the stability of numericalschemes for
discretizing equations modellingviscoelastic uids (see [Keu90, Keu00, FHKKO7, LX06] for a small sample).
Indeed, most numerical schemes for macroscopic constitutive equations are known to su er from ingbilities in
some benchmark problems, especially when a parameter, th&/eissenberg numberincreases.

Many possible reasons of that so-calledhigh Weissenberg number problem(HWNP) have been
identi ed [Kei92, KL95, San99, FK05]. However, these results have not led yet to a complete undstanding
of the numerical instabilities [Keu00], despite some progress [FK05, HFK05]. Roughly speaking, we canstin-
guish between three possible causes of the HWNP :

1. Absence of stationary state: In many situations ( ow past a cylinder, 4 :1 contraction), the existence of a
stationary state for viscoelastic models is still under investigation. It may happen that the non-convergence
of the numerical scheme is simply due to the fact that, for the model under considerationthere exists no
stationary state while the numerical scheme implicitly assumes such a stationary state.

2. Instabilities for the exact solution : More generally, the instabilities observed for the numerical scheme may
originate at the continuous level, for the model under consideration, if the solution to the poblem indeed
blows up in nite time, or if it is not su ciently regular to be well approximated in the d iscretization
spaces. Such situations are known to occur for the Oldroyd-B model in extensional ows, foexample
(see [RH88, TS07a, BPPO0S]).

3. Bad numerical scheme: It may also happen that the problem at the continuous level indeed admits a
regular solution, and the instabilities are only due to the discretization method.

In this paper, we focus on the third origin of instabilities, and we propose a criterion b test the stability of
numerical schemes. More precisely, we loonder which conditions a numerical scheme does not bring spurious
free energyin the system. We concentrate on the Oldroyd-B model, for which afree energy dissipationis known
to hold at the continuous level (see Thm. 1 below and [HLO7]) and we try to obtain a similar dissipaion at
the discrete level. It is indeed particularly important that no spurious free energy is brought to the system in
long-time computations, since they are often used as a way to obtain the stationary state.

The Oldroyd-B system of equations is de nitely not a good physical model for dilute polyme uids. In parti-
cular, it can be derived from a kinetic theory, with dumbbells modeling polymer molecuks that are unphysically
assumed to be in nitely extensible (and this indeed seems to be the cause of some instabiés for the ow of
an Oldroyd-B uid past a cylinder, see [RH88, TS07a, BPP08]). But from the mathematical viewpoint, it is
nevertheless a good rst step into the study ofmacroscopic constitutive equationsfor viscoelastic uids. Indeed,
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it already contains mathematical di culties common to most of the viscoelastic models, while its strict equiva-

lence with a kinetic model allows for a deep understanding of this set of equations. Let ualso emphasize that
the free energy dissipation we use and the numerical schemes we consider are not restricted to the iH-B

model : they can be generalized to many other models (like FENE-P for instance, see [HLO7])p shat we believe
that our analysis can be used as a guideline to derive \good" numerical schemes for many macroscopimdels
for viscoelastic uids. In summary, our aim here is not to discuss the HWNP but to propose a new criterion to
assess the stability of numerical schemes for viscoelastic ows.

2-1-B  Mathematical setting of the problem

We consider the Oldroyd-B model for dilute polymeric uids in d-dimensional ows (d=2;3). Con ned to an
open bounded domainD RY, the uid is governed by the following nondimensionalized system of equations :

8
@ . :
-+ = + + :
% Re@turu rp+(1 ") u+div ;
E divu=0; (2-1.2)
« h i
@ - T 1 T .
@t+(ur)-(ru)+(ru) W+Wru+ru ;
whereu :(t;x)2[0;T) D! u(t;x) 2 RY is the velocity of the uid, p:(t;x)2[0;T) D! p(t;x) 2R is the pres-
sure and :(t;x)2[0;T) D! (t;x)2RY 9 is the extra-stress tensor. The matrix r u is the d d matrix

with components %}F . The following parameters are dimensionless : the Reynolds number ReR. (where
i;j

R: =[0;+ 1)), the Weissenberg number Wi2 R, (whereR, =(0;+ 1 )) and the elastic viscosity to total viscosity
fraction " 2 (0;1).

In what follows, we assume for the sake of simplicity that the system (2-1.1) is supplied with homogeneous
Dirichlet boundary conditions for the velocity u :

u=0on @. (2-1.2)

Therefore, we study the energy dissipation of the equations (2-1.1) as time goes, that is, theay (u; ) converges
to the stationary state (0;0) (equilibrium) in the long-time limit t!1 . Let us mention that it is possible to
extend the analysis to non-zero boundary conditions (or more generally non-zero forcing) inhe following way :
it can be shown (see [JLBLOO06]) that if the stationary velocity is not too large, then exponential convergence
to the stationary state is achieved, at the continuous level. The schemes we propose atikdly to exhibit similar
behaviour, but we have not checked all the details for such a situation.

Local-in-time existence results for the above problem have been proved in the bounded domain;[0)
D when the system is supplied with su ciently smooth initial conditions u(t=0) and (t=0) (see [GS90,
FCGOO02] for instance). Moreover, global-in-time smooth solutions of the system (2-1.1) are known ta@onverge
exponentially fast to equilibrium in the sense de ned in [JLBLOO6]. Let us also mention the work of Lin
et al. [LLZ05] where, for Oldroyd-like models, local-in-time existence and uniqueness results are qren, but
also global-in-time existence and uniqueness results for small data. Notice that more general global-in-time
results have been collected only for a molli ed version of the Oldroyd-B system (2-1.1) (seeBSS05]), for another
system close to (2-1.1) namely the co-rotational Oldroyd-B system (see [LMOQ]), or in the form of a Bale-Kato-
Majda criterion when D = R® (see [KMTO08]). Even though the question of the global-in-time existence for some
solutions of the Oldroyd-B system (2-1.1) is still out-of-reach, it is possible to analyze global+-time existence
for solutions to discretizations of that system. This will be one of the output of this article.

2-1-C  Outline of the paper and results

We will show that it is possible to build numerical (time and space discretizing) schemes fothe Oldroyd-B
system (2-1.1){(2-1.2) such that solutions to those discretizations satisfy a free energy estimate giilar to that
established in [JLBLOO0G6, HLO7] for smooth solutions to the continuous equations. Our approach bearsmsilarity
with [LOO03], where the authors also derive a discretization that preserves an energy estimate satied at the
continuous level, and with [LX06], where another discretization is proposed for the same energgstimate as
in [LOO03]. Yet, unlike the estimates in [LO03, LX06], our estimate, the so-calledfree energy estimate derived
in [JLBLOO0G6, HLO7], ensures (free) energy dissipation and exponential convergence of the solution tgeilibrium.
In particular, the long-time stability of solutions is ensured. As mentioned above, long-time conputations are
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indeed often used to obtain a stationary state, so that such a property may be seen as an intesting feature of
a numerical scheme.

We also analyze discretizations of the log-formulation presented in [FK04, FK05], where the authar suggest
to rewrite the set of equations (2-1.1) after mapping the (symmetric positive de nite) conformation tensor :

Wi

=1+ (2-1.3)
to its matrix logarithm :
=In
In the following, we assume that :
(t=0) is symmetric positive de nite, (2-1.4)

and it can be shown that this property is propagated in time (see Lem. 3 below), so that is indeed well
de ned. The log-formulation ensures, by construction, that the conformation tensor always remairs symmetric
positive de nite, even after discretization. This is not only an important physical characteristic of the Oldroyd-B
model but also an essential feature in the free energy estimates derived beneath. Besides, in sobenchmark
problems [Kwo04, FKO5, HFKO05], discretizations of the log-formulation have indeed been reportedd yield
solutions beyond the limiting Weissenberg number for standard discretizations of the usualdrmulation (for the
Oldroyd-B and the Giesekus models). It is thus interesting to investigate whethe the numerical success of this
log-formulation may be related to a free energy dissipation property.

The main outputs of this work are :

(i) One crucial feature of the numerical scheme to obtain free energy estimates is the appromte discretiza-
tion of the advection term (u r ) (or (u r ) in the log-formulation) in the equation on the extra-stress
tensor. We will analyze below two types of discretization : the characteristic methodand the discontinuous
Galerkin method (see Sect. 2-1V, and Appendix D for higher-order schemes).

(i) To obtain free energy estimates, we will need the extra-stress tensor to be discretizedhia (elementwise)
discontinuous nite element space (Sect. 2-1V and Appendix D).

(iii) The existence of a solution to the numerical schemes that satis es a free energy estimatwill be proved
whatever the time step for the log-formulation in terms of , while it will be shown under a CFL-like
condition for the usual formulation in terms of (see Sect. 2-V). Moreover, any solution to the log-
formulation satis es the free energy estimate (which is not the case for the usual formulation in &rms of

. This may be related to the fact that the log-formulation has been reported to be more stablehan the
formulation in terms of  (see [HFKO05]).

We would like to mention the work in preparation [BB09b] where the existence of a solutionto a numerical
scheme which satis es a free energy estimate is also obtained whatever the time step for the usual fiaulation
of the Oldroyd-B model in terms of , but only as the limit of a subsequence of regularized discretizations.
This means that, in the case where the CFL condition is not ful lled hence uniqueness not ensuredthere
may be many solutions to our numerical schemes for the usual formulation of the Oldroyd-B mdel in terms
of , one of which is actually shown to satisfy a free energy estimate; on the contrary, every solign to our
numerical schemes for the log-formulation necessarily satis es a free energy estimate. Moreover, itssown in
this work [BB09b] that, using a particular discretization of the advection term, it is possible to use continuous
nite element spaces to obtain a discrete analogue of the free energy bound for a regularized Olgm-B model.
In addition, subsequence convergence, as the mesh parameters tend to zero, of such a scheme is prowbich
yields existence of global-in-time solutions to this modi ed Oldroyd-B system.

Notice that we here concentrate on stability issues. All the schemes we analyze are of course consistenit
we do not study the order of consistency of these schemes, neither the convergence.

Let us now make precise how the paper is organized. In Section 2-11, we formally derive the free ey
estimates for the Oldroyd-B set of equations and for its logarithm formulation, in the spirit of [HLO7]. Then,
Section 2-111 is devoted to the presentation of a nite element scheme (using piecewise cstant approximations of
the conformation tensor and its log-formulation, and Scott-Vogelius nite elements for the vdocity and pressure),
that is shown to satisfy a discrete free energy estimate in Section 2-IV. Some variants of thisistcretization are
also studied, still for piecewise constant stress tensor, and a summary of the requirements ondldiscretizations
to satisfy a free energy estimate is provided in Tables 2.1 and 2.2 (we show in Appendix Dow to use an
interpolation operator so as to adapt the previous results to piecewise linear approximations dhe stress tensor).
Finally, in Section 2-V, we show how the previous stability results can be used to provdong-time existence
results for the discrete solutions. Some numerical studies are needed to illustrate this meerical analysis, and
this is a work in progress.
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2-1-D Notation and auxiliary results

In the fgllowing, we will make use of the usugj notation : L?(D)= ff :D! R; RDjfj2< 1g , HYD)=
ff:D! R; ifji?+jr fj?<1g, H3(D)=ff:D! R; jfji?+jr fj?+jr 2fj?<1g, C([0;T)) for continuous
functions on [0;T) and C*([0;T)) for continuously di erentiable functions on [0 ;T).

We will denote by : the double contraction between rank-two tensors (matrices) , 2RY 9:

X
=tr( T)=tr( T )= R

Notice that if  is antisymmetric and symmetric, : =0.
The logarithm of a positive de nite diagonal matrix is a diagonal matrix with, on its diagonal, the logarithm of
each entry. We de ne the logarithm of any symmetric positive de nite matrix ~ using a diagonal decomposition
=RT R of with R an orthogonal matrix and a positive de nite diagonal matrix :

In =R"(n) R: (2-1.5)

Although the diagonal decomposition of is not unique, (2-1.5) uniquely de nes In . The matrix logarithm
bijectively maps the set of symmetric positive de nite matrices with real entries S, (RY 9) to the vector subspace
S(RY 9) of symmetric real matrices, where it is exactly the inverse function of the matrix exponential.

We will make use of the following simple algebraic formulae, which are proved in Appendices 2-Vik-a and
2-VI-A-b.

Lemma 1. Let and be two symmetric positive de nite matrices. We have :

trin  =Indet ; (2-1.6)

In | is symmetric positive semide nite and thustr( In 1) O (2-1.7)

+ 1 2 is symmetric positive semide nite and thustr( + * 21) O (2-1.8)
tr( )=tr( ) O (2-1.9)

tr ( )y 1 o=tr( 1) Indet( H=tr(In In ); (2-1.10)

tr((In In ) ) tr( ): (2-1.11)

We will also use the Jacobi's formulae :

d(d+1

Lemma 2. For any symmetric positive de nite matrix (t)2 C([0;T)) 2 , we have8t2[0;T) :

d d o _d .

FoE =tr i dttr(In ); (2-1.12)
d d d
aIn .O=tr aIn = atr : (2-1.13)

2-11 Formal free energy estimates at the continuous level

We are going to derive free energy estimates for two formulations of the Oldroyd-B systenn Theorems 1
and 2. An important corollary to these theorems is the exponential convergence of the solutions tequilibrium in
the long-time limit. Throughout this section, we assume that (u;p; ) is a su ciently smooth solution of problem
(2-1.1) so that all the subsequent computations are valid. For example, the following regularityis su cient :

d d d

(u;p; )2 C! [0;T);H%(D)\ C%(D) c® [0;T);H (D) c! [0;T);c}(D) ; (2-11.1)

where we denote, for instance by C*(D) ¢ a vector eld of dimension d with C!(D) components.
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2-11-A  Free energy estimate for the Oldroyd-B system
2-1I-A-a Conformation-tensor formulation of the Oldroyd-B system

Recall that the conformation tensor is de ned from the extra-stresstensor through the following bijective
mapping : "

=wil )

With this mapping, it is straightforward to bijectively map the solutions of system (2-1.1) with those of the
following system : 8

@] _ . "

%Re @t+uru = rp+t@1 ") u+Wid|v ;
divu=0; (2-11.2)

Grur) 2w+ w1y

Notice that with such an a ne mapping, the solution  to system (2-11.2) has the same regularity as solution
to system (2-1.1), which is that assumed in (2-11.1) for the following manipulations.

2-11-A-b A free energy estimate

Let us rst recall a free energy estimate derived in [JLBLOO06, HLO7]. The free energy of the uid is & ned
as the sum of two terms as follows :
z z

Re . . "
F(u; )= = DJUJ2+

Wi o tr( In l): (2-11.3)

2

The kinetic term  juj“ is always non negative. Besides, we have the following lemma (see Appendix B

D
or [Hul90] for a proof) :

Lemma 3. Let 2 C! [0;T);:CY(D) ° ¢ be a smooth solution to the system(2-11.2). Then, if the initial

condition (t=0) is symmetric positive de nite (everywhere in D), the solution (t) remains so at all times
t2[0;T) and for all x 2D . In particular, the matrix  (t) is invertible.
z

From Lemma 3 and the equation (2-1.7), the entropic term  tr( In I) is thus well de ned and non
D
negative, provided (t=0) is symmetric positive de nite.

The free energy is an interesting quantity to characterize the long-time asymptotics of he solutions, and
thus the stability of the system (2-11.2). A priori estimates using the free energy are presented in [JLBLOOG]
for micro-macro models (such as the Hookean or the FENE dumbbell models) and in [HLO7] for macrospic
models (such as the Oldroyd-B or the FENE-P models). Similar considerations can be found inhie physics
literature about thermodynamic theory for viscoelastic models (see [Le092, BE94D05, WH98h]).

For the sake of consistency, we recall results from [HLO7] :

Theorem 1. Let (u;p; ) be a smooth solution to systen{2-11.2) supplied with homogeneous Dirichlet boundary
conditions for u, and with symmetric positive de nite initial condition  (t=0). The free energy satis es :
z z

GFE O ) uis

W2 r + ' 21 =0: (2-11.4)
D

From this estimate, we get thatF (u; ) decreases exponentially fast in time to zero.

Proof of Theorem (1). Let (u;p; ) be a smooth solution to system (2-11.2), with symmetric positive de nite
initial condition  (t=0). We rst compute the inner product of the Navier-Stokes equation with the velocity :

Redz..z_ ,,Z. 2 .z o
- d DJUJ = @@ " Djr uj Wi Dr u: : (2-11.5)
Then, taking the trace of the evolution equation for the conformation tensor, we obtain :
d z z 1 z
ot Dtr =2 Dr u: Wi Dtr( 1): (2-11.6)
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Last, remember that smooth solutions are invertible matrices (Lem. 3). Thus, contracting the evolution
equation for with 1, we get :

Z Z z
@ 1 1 1
—, +(ur : =2 tr(ru) — trl : 2-11.7
gt rrw) g (2-11.7)
Using (2-1.12) with 2C! D [0;T);S?(RY 9) , we nd:
A VA
@ 1 @
— +(ur : = —+ur trin );
T ( ) T (In )
which can be combined with (2-11.7) to get, using tr(r u)=div u=0and u=0on @ :
Z
1
— trln =_— t Lo 2-11.8
dt o rn Wi ' ( )
We now combine (2-11.5) + 5 (2-11.6) 5~ (2-11.8) to obtain (2-11.4) :
q ReZ 4 Z . Z
b RE 2y ot [ 1) +(1 " i i+ t + 1 21 =0:
a2 U awi r¢In ) +(@ ") rutrome T

Since, by (2-1.8), we have tr( + ' 21) 0, thenF(u; ) decreases in time. Moreover, by (2-1.7) applied
to 1 we have tr( In Iy tr( + ' 21). So, using the Poincae inequality which states that there
exists a constantCp depending only onD such that, for all u2 H(D),

Y4

jui> Ce jruj%
D D

we nally obtain that F(u; ) goes exponentially fast to 0. Indeed, we have from (2-11.4) :

Z z
d " ! .21 M 1
“F: 2 —— r o+ o2 vo F(u; ),
gt W) e U e min Recs twi )
so that, by a direct application of Gronwall's lemma, we get :
: —OV: (t= 21 )1
F(u; ) F(u(=0); (t=0))exp min Re Co ' Wi O

2-11-B  Free energy estimate for the log-formulation of the Oldroyd-B system
2-11-B-a  Log-formulation of the Oldroyd-B system

Let us now introduce the log-formulation proposed in [FK04]. We want to map solutions of the system(2-11.2)
with solutions of another system of equations where a partial di erential equation for the logarithm of the
conformation tensor is substituted to the Oldroyd-B partial di erential equation for the ¢ onformation tensor

In order to obtain a constitutive equation in terms of =In , following [FK04], we make use of the following
decomposition of the deformation tensorr u2 RY 9 (see Appendix C for a proof) :

Lemma 4. For any matrix r u and any symmetric positive de nite matrix in RY 9, there exist in R 9 two
antisymmetric matrices , N and a symmetric matrix B that commutes with , such that :

ru= +B+N & (2-11.9)
Moreover, we havetrr u=tr B.

We now proceed to the change of variable =In . The system (2-11.2) then rewrites (see [FK04] for a
proof) :
8

@ _ " T
%Re @t+u ru = rp+@@1 ") u+ Wi dive ;
divu=0; (2-11.10)
@ _ 1
6t+(u r) = +ZB+We I

It is supplied with unchanged initial and boundary conditions for u, plus the initial condition (t=0)=In (t=
0) for the log-conformation tensor.
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2-11-B-b  Reformulation of the free energy estimate

A result similar to Theorem 1 can be obtained for system (2-11.10), where the free energy is wrign in terms
of as:
4 4

Flue )= RS

W tr(e 1): (2-11.11)

The following theorem then holds :

Theorem 2. Let (u;p; ) be a smooth solution to systen{2-11.10) supplied with homogeneous Dirichlet boundary
conditions for u. The free energy satis es :

Y4 z

d " H H —_N -
aF(u;e YH(1 M) Djr uj+ S Dtr(e +e 21)=0: (2-11.12)

From this estimate, we get thatF (u;e ) decreases exponentially fast in time to zero.

Proof of Theorem (2). The proof of this theorem mimics the proof of Theorem 1. We go over the steps of the
proof, and point out the di erences with the previous case. Let (u;p; ) be a smooth solution to (2-11.10).
From the inner product of the momentum conservation equation in (2-11.10) with the velocity u, we obtain :

&egz .u.z_ (1 ")Z r u.2 " z
> at Dl = DJ J

ru:e ;

Wi . : (2-11.13)

which is equivalent to (2-11.5). Taking the trace of the evolution equation for the conformation tensor, we get :
z z
d 1

ot Dtr :W Dtr(e 1); (2-11.14)

which is equivalent to (2-11.8). Contracting the evolution equation for ~ with e and using (2-1.13) with =In ,
we rewrite the rst term of this inner product :

@ @

—tur e = —+tur tre :

@t @t
Recall that the decomposition (2-11.9) of r u allows to rewrite the second term :
rue = :e +B:e +(Ne ):e =B:e; (2-11.15)

where we have used the symmetry o€ and the antisymmetry of and N . Then, notice that, since ande
commute, we have :

( ):e =tr( e ) tr( e )=tr( e ) tr( e )=0; (2-11.16)

we nally obtain an equation equivalent to (2-11.6) :

Z Y4 4

d 1
—  tre =2 ru:e —  tr(e l): 2-11.17
it o ru Wi U ) ( )

It is noticeable that in this proof, we made no use of the positivity of = e , in contrast to the proof of Theorem
1.
The combination (2-11.13) 5~ (2-11.14) + 5 (2-11.17) gives (2-11.12) :
Z z Z Z

Re - 2 " " - 2 "
— — + + +
i 2 DjUJ Wi Dtr e | a " Djr uj

sz e e 2 =0 (2-11.18)
D

This is exactly equivalent to (2-11.4). As in the proof of Theorem 1, we then obtain that F(u;e ) decreases
exponentially fast in time to zero. O
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2-111  Construction of numerical schemes with Scott-Vogelius nite
elements for the velocity-pressure eld (Un;pn)

We would now like to build numerical schemes for both systems of equations (2-11.2) and (2-11.10}hat
respectively preserve the dissipation properties of Theorems 1 and 2 for discrete free enegisimilar to (2-11.3)
and (2-11.11). We rst present discretizations that allow for a simple and complete exposition of our reasoning
in order to derive discrete free energy estimates. Possible extensions will be discussedSaction 2-1V-C (other
discretizations for the velocity-pressure eld) and in Appendix D (higher-order discretizations for the stress
eld).

2-11I-A  Variational formulations of the problems

To discretize (2-11.2) and (2-11.10) in space using a nite element method, we rst write var iational formula-
tions for (2-11.2) and (2-11.10) that are satis ed by smooth solutions of the previous systems. Smoothsolutions
(u;p; ) and (u;p; ) to system (2-11.2) and (2-11.10) respectively satisfy the variational formulations :

VA "
0= . Re @t+u ru v+(1 ")ru:r v+W r v pdivv+ qdivu
! (2-111.1)
+ Q+u r : (ru) + (ru)’ +—( 1)
@t Wi ’
and
z @ ;
0= . Re @t+u ru v+@1 "rou:r V+Wie :r v pdivv+ qdivu
! (2-111.2)
@ : : .1 o
+ @t+u r : ( ): 2B : Wi(e 1y:

for all su ciently regular test functions ( v;q; ).
In this variational framework, we recover the free energy estimates (2-11.4) (respectively (2-11.12) using the
test functions  u;p; 5y (I 1) (respectively u;p;sm(e 1)) in (2-111.1) (respectively (2-111.2)).

2-111-B Numerical schemes with Scott-Vogelius nite elements for (Un;pn)

Using the Galerkin discretization method, we now want to build variational numerical int egration schemes
that are based on the variational formulations (2-111.1) and (2-111.2) using nite-dimensional ap proximations
of the solution/test spaces. We will then show in the next Section 2-IV that solutions to theseschemes satisfy
discrete free energy estimates which are equivalent to those in Theorems 1 and 2.

First, the time interval [0 ;T) is split into Nt intervals [t";t"*!) of constant size t= NT—T with t"=n t for
n=0;::;Nt. Forall n=0;:::;Nt 1, we denote by (47;pR; 1) (resp. (up;ph; 1)), the value at time t, of the
discrete solutions Un;pn; n) (resp. (Un;pn; p)) In nite element spaces.

In all the following sections, we will assume that the domainD is polyhedral. We de ne a conformal meshTy,
built from a tessellation of the domain D,

Nk

Th= [ Kxg;

made of N simplicial elementsKy and Np nodes at the internal vertices. We denote byhk, the diameter of
the element K and assume that the mesh is uniformly regular, with maximal diameterh max; « ny hk,-
For each elementKy of the meshT,, we denote bynk, the outward unitary normal vector to element Ky,

or the faces of volume elements whed =3 (also termed as \edges" for the sake of simplicity in the following).
For the velocity-pressure eld (un;pn), we choose the mixed nite element space B,)¢ Pj.gisc Of Scott-
Vogelius [SV85], where :
{ by un2(P,)Y we mean that u, is a vector eld with entries over D that are continuous polynomials of
maximal degree 2;
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{ and by pn 2 P1.gisc We mean that p, is a scalar eld with entries over T, that are piecewise continuous
polynomials of maximal degree 1 (thus discontinuous oveD).
This choice is very convenient to establish the free-energy estimates at the discrete ldvé\s mentioned earlier,
other choices will be discussed in Section 2-1V-C. For general meshes, this nite element does not sd&jighe
Babwska-Brezzi inf-sup condition. However, for meshes built using a particular process based on a rstesh of
macro-elements, this mixed nite element space is known to satisfy the Babiska-Brezzi inf-sup codition (this
is detailed in [AQ92] for instance). The interest of this nite element is that the velocity eld is divergence-free :

divun(x)=0;8x2D; (2-111.3)

because diwp 2 Prgisc cangpe used as a test function for the pressure eld in the weak formulation of the
incompressibility constraint |, (div up)g, =0.

For the approximation of |, and |, we usediscontinuous nite elements to derive the free energy estimates.
For simplicity, we rst consider piecewise constant approximations of , and | in Sections 2-IIl and 2-1V. In
Appendix D, we will come back to this assumption and discuss the use of higher-order nite elenre spaces for

h and . All along this work, we denote by 42 (Po)d(dzﬂ) the fact that the symmetric-tensor eld 4 is
discretized using a@—dimensional so-calledstress eld, which stands for the entries in Py of a symmetric
(d d)-dimensional tensor eld, thus enforcing the symmetry in the discretization.

The advectiontermsu r andu r  will be discretized either through a characteristic method in the spirit
of [Pir82, BM97, WKLO0O], or with the discontinuous Galerkin (DG) method in the spirit of [HFKO05]. Notice
already that the characteristic method requires the velocity eld to be more regular than the discontinuous
Galerkin method in order to de ne the ow associated with the vector eld uyp.

For the discontinuous Galerkin method, we will need the following notation. Let E; be some internal edge
in the meshTh. To each edgeE;, we associate a unitary orthogonal vectom ng, , whose orientation will not
matter in the following. Then, for a given velocity eld uy in D that is well de ned on the edges, for any variable

in D and any interior point x to the edgeE;, we respectively de ne the downstream and upstream values of

by :

T (x)= Ii'mO+ (x+ up(x)) and x)= Iim0 (X+ up(x)): (2-111.4)

We denote by [ I(x)= " (x) (x) the jump of  over the edgeE; and by f g(x)= M the mean
value over the edge. Then, one can easily check the following formula for any function :
x £ x Z
jun njll 1= (Up ng,): (2-111.5)
E; Ei Ke OK

Let us now present in the next section the discrete variational formulations we will consider.

Remark 1. In what follows, we do not consider the possible instabilities occurring when advection dominates
di usion in the Navier-Stokes equation for the velocity eld uy,. Indeed, in practice, one typically considers small
Reynolds number ows for polymeric uids, so that we are in a regime where such instabilitie are not observed.
Moreover, we also assume tha® "< 1 so that there is no problem of compatibilities between the discretization
space for the velocity and for the stress (see [BPS01] for more details).

2-111-C  Numerical schemes with h piecewise constant
Variational formulations of the discrete problem write, for all n=0;:::;;Nt+ 1, as follows :
With the characteristic method : For a given (ul;pl; P), nd (up™;pp*™; )2 (P2)?  Prisc

d(d+1) d(d+1)

(Po) 2z — such that, for any test function (v;q; )2 (P2)* Prgsc (Po)” 7 ,

z n+1 n n
Up h n n+1 n+l ; n+1 " n+l n+l
0= Re ———+up r uy v op,divv+agdivuyT (1 ")r upor v — T ir v
D t Wi
n+1 nooxn(n T 1
+ N ht () : ruptt o e 0o ogptt Dt Lo (2-111.6)

This problem is supplied with an initial condition (u2;p%; ©)2 (P2)? Pi.gisc (Po) ™7
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The function X"(t):x2D7! X"(t;x)2D is the \backward" ow associated with the velocity eld up and
satis es, for all x2D : 3
< EXM(EX)= up (XM (tx));  Bt2 [t ;

(2-111.7)
X" (t"*x) = x:
With the discontinuous Galerkin method :  For a given (ul;p?; 1), nd (up™;pn*t; ™) 2 (Py)¢
d(d+1) . . d d(d+1)
Pirdgisc (Po) ™ 2z  such that, for any test function (v;q; )2 (P2)® Pigisc (Po)™ 2z ,
Nk z untt oyn "
0= ) Re —h . “ruf rupt™t o ovoopttdive+gdivuptt @ ) upttor VE Loy
k=1 K«
n+l n 1
+ h n h r Uﬂﬂ E+1+ E+1 r urr:+1 +W E+1 |
e 2
+ jup njl p*t1: T (2-11.8)
j=1 Ei

Since 2 (Po)d(d51) is discontinuous, we have discretized the advection term for , with a sum of jumps similar

to the usual upwind technique, where * = %[[ I1+f g (see [EG04, HFKO5]).

Remark 2. In all the following, we assume that, when using the characteristic method :

{ the characteristics are exactly integrated ;

{ and the integrals involving the backward ow X" are exactly computed.
We are aware of the fact that these assumptions are strong, and that numerical instabilities may be indetby bad
integration schemes [MPS88, 88]. Hence, considering the lack for an analysis of those integration schemes for
the characteristics in the present study, our analysis of discontinuous Galerkin discretizationsf the advection
terms may seem closer to the real implementation than that of the discretizations using the claateristic method.

2-111-D  Numerical schemes with L piecewise constant

We now show how to discretize the variational log-formulation similarly as above. For this, we wi need the
following elementwise decomposition of the velocity gradient (see Lem. 4 above) :

n+1

r uE+1 — E+1 +B E*‘l + Ni:”'le hoo (2-|||9)

Moreover, for the decomposition (2-111.9) with u 2 (P,)9, we will need the following Lemma 5 fork =1, which
is proved in Appendix C :

Lemma 5. Let r uﬂ” 2(Pk;disc)d d for some k2 N. Then, for any symmetric positive de nite matrix
en 2 (Po)d(dzﬂ) , there exist two antisymmetric matrices ** ?Nr:Hl 2 (Pk;disc)id(dz * and a symmetric matrix

B ﬂ” 2 (Pk;disc)d(dzﬂ) that commutes withe ", such that the matrix-valued functionr uﬂ” can be decomposed

; ; . n+l — n+l n+1 n+1 n+
pointwise as :r u, "= T +B, " +N /e

Variational formulations of the discrete problem write, for all n=0;:::;;Nt+ 1, as follows :

With the characteristic  method : For a given (ufl;pR; 1), nd (up™;pn*t; E"‘l)z(pz)d P1.disc
gt : d(d+1]
(Po) 2 such that, for any test function (v;q; )2 (P2)? Praisc (Po)(zi),
Z un+l h " n+1
0= Re I " hpufdorupt™ v pittdive+ gdivult™t @ ") upttor v+ qie v
D
n+1 n
G 1w
+ h ht ( ) : R+1 E+1 R+1 2+1 : ZBE+1 . W e 1 Lo (2-|I|_10)

where the initial condition (u2;p%; £)2 (P2)?  Prdisc (Po) ™™ is given and whereX "(t) is again de ned

by (2-111.7).

32



With the dLs(;;o)ntinuous Galerkin ~ method :  For a given (ul;pl; ), ndd((du){]+l Pt phy 2 (Py)d
+1 +1

Pidgisc (Po) ™z — such that, for any test function (v;q; )2 (Py)d Pidsc (Po)™ 7

e 2 ul*t oup " aa
0= Re - — N4yl rup™ v pi*tdivv+qdivul™ +@ "yr up™ir v+ —en irv
o1 K t Wi
nt ﬂ 1 1 1 1 1 1 n+1
h . n+ n+ n+ n+ . n+l . -
+ —— : 2B : — € |
t h h h h h Wi
Ne Z
+ jul njl Pt e (2-1112)
j:]_ EJ

Remark 3. Notice that the numerical schemes we propose are nonlinear due to the implicit terms correspding
to the discretization of the upper-convective derivative(r u) + (r u)T (resp. ). In practice, this

nonlinear system can be solved by xed point procedures, either using the values at theeyious time step as an
initial guess, or using a predictor obtained by solving another scheme where the nonlinelarms are explicited.

2-1lI-E  Local existence and uniqueness of the discrete solutions

Before we show how to recover free energy estimates at the discrete level, let us now dealtwthe local-in-time
existence and uniqueness of solutions to the discrete problems presented above.
First, since the mixed nite element space of Scott-Vogelius chosen in the systems abowver the velocity-

pressure eld satis es the Babuiska-Brezzi inf-sup condition, notice that the system (2-111.6) is equivalent to the
following for all n=0;:::;Nt 1 :Foragiven (up; p), nd( uﬂ"l; ﬂ+1)2 (P2)%o (Po)d(dzﬂ) such that, for
any test function (v; )2 (P2)%,- (Po) 5,

VA n+l n "
_ u h n n+1 " n+l . n+l .
0= DRe h o uR g V(L ruptir v g T
prhoonoXn(n) T 1
+ I h : rupt o g 0t gptt o+ o (241112)
t Wi
where the ow X "(t) is de ned by (2-111.7) and where we have used the following notation :
z
(P2)4v=0 = V2(P2)% qdivv=0; 892 Pygisc (2-111.13)
D

Notice that it is also straightforward to rewrite the systems (2-111.8), (2-111.10) and (2-1 11.11) using uy 2
(P2)4,o instead of (Un;pn) 2 (P2)? Pigisc - FOr instance, the system (2-111.10) is equivalent to : For a given

d(d+1) d(d+1)

(up; 7), nd (up*t; RH)Z(PZ)giv:o (Po)~z — such that, for all (v; )2 (P2)%,= (Po) 2z ,

Z un+l n " n+1
0= Re N Neulruptt o ov+@ rupttirve —en orv
D t Wi
n+1 n
Xn(tn) 1 n+l
h h . n+l n+l n+l n+l . n+l . -
+ t : n+t 0 TR 2Bt e B0 n (21

Then, we have the :

Proposition 1. Assume Scott-Vogelius nite elements are used for velocity-pressure, and piecewisonstant
discretization for the stress. For any couple(up; p) with [ symmetric positive de nite, there exists co
Co(uf; n)>0such that, for all0  t<cy, there exists a unique solution(uﬂ+l ; ﬂ*l) to the system(2-111.6)
(resp. (2-111.8) ) with  p** symmetric positive de nite.

Proof of Proposition 1. The proofs for systems (2-111.6) and (2-111.8) are similar, so we will proceed with the
proof for system (2-111.6) only, using its restatement as system (2-111.12).
For a given meshTy, let us denote by Y"*! 2 R?No *3 Nk the vector whose entries are respectively the nodal

and elementwise values ofl(ﬂ”; ﬂ*l ), solution to the system (2-111.12). The system of equations (2-111.12)
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rewrites in terms of the vector Y"*1 2 R2No +3N« as : for a givenY" and t, nd a zero Y"*! of the function
Q de ned by

Q ty"™ = tA y™ vyl B(YM)Y"M ey Cc(yY"; 1), (2-111.15)

where A and B are linear continuous matrix-valued functions in R@No *3N«) @No+3N«) gnd where C is a
vector-valued function in R?Ne *3N« (notice that the dependence of the functionC on t is only related to

the computation of the backward ow during a time step t, so that C(Y";0)=Y", and with the DG method

it simplies as C(Y"; t)=Y"). The functions A, B and C also implicitly depend on Ty, as well as on the
parameters ReWi;".

Now, Q( t;Y) is continuously di erentiable with respectto ( t;Y) and we have, with | the identity matrix
in R@Np +3Nk ) (2Np +3Nk ) -

FyQ( tY)=1+ t B(Y")+AN)+(r yA)Y : (2-111.16)
Then, for given vectorsY" and Y, the matrix r v Q( t;Y) is invertible for all t such that :
0 tkB(Y")+A(Y)+(r yA)Yk '

(with convention kB(Y")+ A(Y)+(r yA)Yk *=1 if B(Y")+ A(Y)+(r yA)Y =0), and then de nes an iso-
morphism in RZNo *3Nk |

Let us denote by S, the subset ofR?Ne *3 Nk that only contains vectors corresponding to elementwise values
of positive de nite matrix-valued functions 1, in D. SinceS, (RY %) is an open (convex) domain ofR? 9, S,
is clearly an open (convex) domain ofR2No *3 Nk

Since Q(0;Y™)=0 and r y Q(0;Y") is invertible, by virtue of the implicit function theorem, there exist a
neighborhood [Qcy) V(Y™) of (0;Y")in R+ \ S, and a continuously di erentiable function R:[0;cp)! V(Y"),
such that, for all 0 t<cop:

Y=R( t)) Q( tY)=0:

For a given time step t2[0;cp) and a given symmetric positive de nite tensor eld [, R( t)2V(Y") is the

vector of valuesY"*! for a solution (ufl*™*; 1*1) to the system (2-111.12) with a symmetric positive de nite
matrix ﬂ” . Notice that, up to this point, co= co(Y") is function of Y", as well as ReWi;" and T,. O

For solutions (uj; 1) to the systems (2-111.10) and (2-111.11), we similarly have :

Proposition 2. Assume Scott-Vogelius nite elements are used for velocity-pressure, and piecewisonstant
discretization for the stress. Then, for any couple(u}l; 1), there exists a constantc, co(ufl; ) > 0 such that,
forall 0  t<cy, there exists a unique solution(up™; P*') to the system(2-11.10) (resp. (2-111.11)).

The proof of Proposition 2 is similar to that of the Proposition 1, but for the expressions ofQ( t;Y ) with
respect to Y. An additional term  tD (Y) appears inQ due to e 5. This term is continuously di erentiable
with respect to Y, and the derivative r v Q(0;Y") is still invertible. Thus, the proof can be completed using
similar arguments.

Anticipating the results of Section 2-V, we would like to mention that the above results will be extended in
two directions, using the discrete free energy estimates which will be proved in the falwing.

{ We will show that the constant ¢, in Proposition 1 (resp. Prop. 2) can be chosen independently ofu}; 1)
(resp. (UR; 1)), which yields a long-time existence and uniqueness result for the solutions to the discret
problems (see Props. 7 and 8 below). Of course, the limiting timestep will still depend on th@arameters
Re;Wi;" and on the meshT;,.

{ We will also show, but for the log-formulation only, that it is possible to prove a long-time existence result
without any restriction on the time step t (see Prop. 9 below).

2-1V  Discrete free energy estimates with piecewise constant discre-
tization of the stress elds hand
In this section, we prove that various numerical schemes with piecewise constant, or |, satisfy a discrete

free energy estimate. We rst concentrate on Scott-Vogelius nite element spaces forup;pn) (introduced in
Sect. 2-111) and then address the case of other mixed nite element spaces in Section 2-1V-C.
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2-IV-A  Free energy estimates with piecewise constant discretization of h
2-IV-A-a  The characteristic method

Proposition 3.  Let (up;pi; R)o n n, be a solution to (2-111.6) , such that | is positive de nite. Then, the
free energy of the solution(u;pf; §) :

ReZ s, w Z
Fo'=F (up; R):7 . up +72Wi Dtr( honpo1); (2-1v.1)
satises :
VA Z
Re 2 2 " !
Fort R+ T ulttooun o+t D(1 yrouptt o+ EQVTZU nlgonl 2l 0 (2-1V.2)

In particular, the sequence(F{')o n n, iS non-increasing.

Proof of Proposition 3. Let (up**;ph*™*; £*!) be a solution to system (2-11.6). Notice that ( p**) * is still
in (Po) ““#"~. We can thus use (*!;pf*! e | (™) 1) as atest function in the system (2-111.6), which
yields :
!
0= Re MURTIZIURP Jupt uR? . Jupti
= e + +uflr
5 2 t 2t 2
. |
2 n n n+l n Xn(tn) 1
+(1 ")roult o e gty h h o n+l
(@ "y wi N h 2Wi t h
#
1 1 1
2 ¢ UE+1 R+1: | ﬂ+l +W ﬂ+l | ﬂ+l

We rst examine the terms associated with momentum conservation and incompressibility. We ecall that
u[}*l satis es (2-111.3) since we use Scott-Vogelius nite elements. By the Stokes theorem (usinghe no-slip
boundary condition), we immediately obtain :

‘ +1 2 z ; +1 2
up roup™ = (divup) up™ =0:
D D
The terms involving pﬂ*l also cancel. We now consider the terms involving ﬂ*l . The upper-convective term
in the tensor derivative rewrites :

1
ruptto n+t = M™oru™ divu)t

which vanishes after combination with the extra-stress term [*! :r up*' in the momentum conservation

equation, and using the incompressibility property. The last term rewrites :

1

1
n+1 n+1 n+1 + n+1 2

h oo h =tr h

The remaining term writes :

z , Z

nrL XM n+t = tr Pt poX"(")
° ° h ih i,
+ropoX"") |
We rst make use of (2-1.10) with = p X"(t")and = E” :
tr [ poX"@mr Attt 1 wn poX"(t")  trin P

Then, we have : Z Z

tr( § X"(t")+In( § X(t")= tr( f+in R);
D D
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since the strong incompressibility property (divup =0) implies that the ow X"(t) de nes a mapping with
constant Jacobian equal to 1 for allt 2 [t";t"*1]. Finally, we get the following lower bound :

Z 1 Z
n+1 n Xn(tn) S n+1 tr n+l In
b h h ' h b h h

ARC RS | S 1 B

hence the result (2-1V.2).
Notice that tr  P*™ +( P*™) ' 21 0 by virtue of the equation (2-1.8), which shows that the sequence
(Ffo n n. is non-increasing. O

2-IV-A-b  The discontinuous Galerkin method

Proposition 4. Let (up;ph; R)o n N, be a solution to (2-111.8), such that [ is positive de nite. Then,
the free energyF[" de ned by (2-1V.1) satis es the free energy estimate(2-1V.2). In particular, the sequence
(FMo n Ny is non-increasing.

Proof of Proposition 4. We only point out the di erences with the proof of Proposition 3. They consist in the
treatment of the discretization of the advection terms for . We recall that the test function in stress is
= (1 (™) 1), so that we have :

Me £ +1 a 1 X z : : +1
up n [ &0 b = jup njrp
j=1 Ei j=1 Ei
i n ; n+l; n+l;+ !
+juy njtr ho I
Again, we make use of (2-1.10), with = [**' and = P
1
n+l; n+l;+ n+l; n+l;+
tr h I tr In In

d(d+1)

We get, by formula (2-111.5), the fact that ﬂ*l 2 (Po) 7z —, the Stokes theorem and the incompressibility
property (2-111.3) :

Ne z 1+ Xe Z
jup njl 700 R jup niltr % I 7T
j=1 Ei j=1 Ei
X Z
= (up ng)Htr - Pt on
k=1 @K
X« z
= tr pton Pt up ng,
k=1 K @K
X« z
= tr ptton ptt div(u})
k=1 K K
=0: (2-|V3)
Moreover, it is easy to prove the following, using the same technique as in the proof of Prasition 3 :
Z 1 Z
nLon n+l tr P Pt o D oIn o}
D D
This concludes the proof. O
2-IV-B Free energy estimates with piecewise constant discretization of h

This section is the equivalent of the previous section for the log-formulation.
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2-IV-B-a The characteristic method

Proposition 5. Let (Up;ph; h)o n ny be a solution to (2-111.10). Then, the free energy of the solution
(uispR; 1) :

Z Z
Re . . " n
Fi=F up;en == Djuﬂ]2+m Dtr en ool (2-1v.4)
satis es :
A Z
R 2 2 " n+ n+
Frt o Rf+ u oup et @ rult o et 4e 02 0 (2V.5)
b 2 D 2Wi

In particular, the sequence(F')o n n, iS non-increasing.

Proof of Proposition 5. We shall use as test functions uﬂ*l ;pﬂ+l ;ﬁ(e i ) in (2-111.10). We emphasize

that, as long as the solution (uﬂ+1 ;pﬂ”; L‘*l) exists (see Prop. 2), en” is well-de ned, symmetric positive

de nite and piecewise constant.
The terms are treated similarly as in the proof of Proposition 3. For the material derivative of |, we have :

z z
XMt en o= XMt e n ot Pt X()
D D

Using the equation (2-1.11) with =e » and =e n X"(") we obtain :

1

n+1 n+ n nen
LR X(t") e tren e n XM

and thus :

Z Z Z

n+1 n+1 n

LR X" e tr en n+l tren D X"")

D ZD ZD

n+1 n

= tren n+l tre )

D D

where the fact that the Jacobian of the ow X" is constant equal to one (becausel} is divergence-free) has
been used in the change of variable in the last equality.
Besides, using the equation (2-11.16), we have :
Z Z

n+l n+l n+l n+l . n+l _ n+l n+1 n+l  n+l nHe_ AL
5 h h h cen l_Dh h h h en =0:

Last, using (2-11.15) :

z z z
n+1 n+1
Bp*':en I = Bptien tr Bt
° z° 7 z
= rullien” div ul* = rultlie
D D D
. , R wa N+l - .
which cancels out with the same term je n r up™ in the momentum equation. O

2-IV-B-b  The discontinuous Galerkin method

Proposition 6. Let (UR;pR; h)o n Ny be asolution to(2-111.11). Then, the free energyF,! de ned by (2-1V.4)
satis es the free energy estimate(2-1V.5). In particular, the sequence(F')o n ~, iS non-increasing.

The proof is straightforward using elements of the proofs of Propositions 5 and 4.
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Tab. 2.1 { Summary of the arguments with (Un;ph; n) Or (Un;ph; ) in (P2)?  Prgisc (Po)%_

Advection discretized by Characteristics R DG
Requirements forup divu, =0 b gdivu, =0, 892 Po
(O det(r «X") 1) and
() (un n)jg; well de ned) (Un n)jg; well de ned

2-IV-C  Other nite elements for (Un;pn)

In this section, we review some nite element spaces foru;;pn) other than Scott-Vogelius for which the
results of the last two sections still hold.

First, let us stress the key arguments we used in the proofs above. If the advectiorrmsu r andu r
are discretized by thecharacteristic method, we need the velocity eld up to be divergence-free :

divup =0; (2-1v.6)

in order for the ow X" satisfying (2-111.7) to be with Jacobian one. When u}, is only piecewise smooth (consider
below the case ofP1.4isc Velocity elds), the divergence in the left-hand side of (2-1V.6) should be understood
in the sense of distributions. By the way, the equation (2-1V.6) ensures that the trace of he normal component
up n on the edges of the mesh is uniquely de ned, which is a su cient condition to de ne the ow associated
with an elementwise-Lipschitz-continuous vector eld uj through (2-111.7), and which is necessary to treat the
advection term in the Navier-Stokes equation (see [Pir82)).

If the advection terms are discretized by thediscontinuous Galerkin method, it is necessary that the trace
of the I5|ormﬁ component ofuy be ulpy'ckuelh de ned on the edges of the mesh since it appears in the jump

terms jN:El g, jup nil P Tor g, jup nil n*17: * in the variational formulations. But to ob-
tain (2-1V.3), and contrary to the characteristic method, only the following weak incompressibility property is
needed : Z
8k=1:::1:Nk; divup =0;
Kk
which is equivalent to writing : Z
802 Pyo; div(uf)g=0: (2-IV.7)
D

The properties needed to obtain the discrete free energy estimates are summarized in Table 2.1.

Below, we consider the following alternative choices of the nite elements space forg, ;pr) :

{ the Taylor-Hood nite element space : (un;pn)2 (P2)® Pi, which satis es the Babuska-Brezzi inf-sup
condition, whatever the mesh;

{ the mixed Crouzeix-Raviart nite element space (see [CR73]) : Un;pn) 2 (P§R)Y Py, where

( 7 )
PSR = v2Pigs 8Ej; [vI=0 ; (2-1v.8)
EJ

which also satis es the Babiska-Brezzi inf-sup condition, whatever the mesh;;
{ stabilized formulations for (up;pn) 2 (P1)¢ Py or (Un;pn) 2 (P1)® Po.
This is not exhaustive, but it is su cient to highlight which modi cations are needed in the variational formu-
lations, compared to the Scott-Vogelius mixed nite element, for the discrete free energy estimats to hold. In
particular, some projection of the velocity eld is needed in the discretization of the advection termsu r  and
u r in order to satisfy the requirements of Table 2.1. These projection operators are introduced ithe next
Section 2-IV-C-a. The results of Section 2-IV-C are summarized in Table 2.2.

Remark 4. For all the nite element spaces introduced here, similar existence results as those sttt in Sec-
tion 2-1lI-E hold. For the sake of conciseness, we do not restate these results, but rather conceate on establi-
shing the free energy estimates.

2-IV-C-a Some useful projection operators for the velocity eld

Let us introduce three projection operators for the velocity eld.
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Following [Pir82], we rst de ne the orthogonal projection P/°* onto the piecewise constant solenoidal vector
elds built from a ne continuous scalar elds :

fr nin2(P)% n n=0o0n @g

We suppose here thatd=3, but the extension to the cased=2 is straightforward. We set P/ (un)=r h
where |, 2 (P1)9, such that Njg =0, satises :
z z

D(r n)i(r p)= Duh (r 1);8n2(P)% 1 nje =0:

BecauseP/°" (up) is solenoidal, we always have the strong incompressibility property (2-1V.6) :
divP{® (uh)=0;

for any velocity eld uy. Of course, this operator is consistent only for divergence-free velocity eldsuy (or
velocity eld uy with vanishing divergence whenh goes to zero). See [Pir82] for consistency results.

Second, following [EG04], we de ne the Raviart-Thomas interpolator PhRTD onto the vector subspace of
(P1disc )¢ made of the vector elds in (Po)?+ xPy with continuous normal component across the edges;

(whose trace onE; is then uniquely de ned). The projection PhRTO (u}) clearly satis es, for any elementKy :
Z z z z
divuy = up ng, = PRTo(up) nk, = divPETo(up): (2-1v.9)
Kk @K« @K« Kk

Thus, it satis es the weak incompressibility property (2-1V.7) :
z
8g2Py; div PT°(uf) q=0;
D

if, and only if, the velocity eld up also satis es it.

Third, we de ne PBPM as the Brezzi-Douglas-Marini projection operator [BJDM85, BJIDM8E]. It is with
value in (P1)9. This projection operator satis es the same divergence preservation property (2-1V.9) thanPﬁTO,
but is of better accuracy.

Note that P2PM and Prf”‘] are local interpolating operators in the sense that all the computations can be
made elementwise. This is not the case foP/* . In addition, we will need the following lemma :

Lemma 6. For any velocity eld uj such that the previously de ned interpolating operators are well de ned, the
normal components of the interpolated vector eld,P° (uf) n, PhRTO(uﬂ) n and PEPM (ul) n are also well

Z
div(up)=0;
Kk

then div(PRT (ufl)) =div( PEPM (ufl))=0 (in the sense of distributions).

Proof. By construction, PhRTO and PPV take their values in the set of velocity elds whose normal components
are continuous across the edges. This is also the case B} sipce Pt takes its value in the set of divergence-
free velocity elds. Then, from the equation (2-1V.9), we have . div(P"° (up))=0. Since div(P;T° (up)) is
in (Po)Y, this shows that div(P,X"° (ul)) is zero in any elementK . Finally, P,X"°(ull) has continuous normal
components across the edges of the mesh. This shows that dR{t" ° (u))=0 in the sense of distributions. The
same proof holds for the projection operatorP2PM . O

2-IV-C-b  Alternative mixed nite element space for (un;pn) with inf-sup condition

In this section, we show how to derive discrete free energy estimates with mixed nite elenm& spaces for
the velocity and pressure elds which satisfy the inf-sup condition, but which are not the Scott-Vogelius nite
elements.

Let us rst consider the Taylor-Hood element for (un;pn), that is (P,)¢ Ps. In this case, since the velocity
eld up is not divergence-free either in the weak form (2-1V.7), or in the strong form (2-1V.6), a projection of
the velocity eld is required in the discretization of the advectionterms u r andu r . More precisely, we
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need to use the projection velocityP[* ufl (and, among the three projection operators we introduced above,
this is the only one which is such that the strong or weak incompressibility is satis ed). For the characteristic
method, one uses the owX "(t) satisfying :

8
< AXN(tx)= Pt ul (X" (t;x)); 8t2[t";t"*1;
(2-1v.10)
X"t x) = x:

For the discontinuous Galerkin method, the advection term in the conformation-tensor formulations writes (see
the last line in (2-111.8)) :
Xe Z
+ Pt (up)y n [ p* D
j=1 Ei

Notice that in the terms [ 1**]: *, the projected velocity P[° uf! is used to de ne the upstream and downs-

tream values following (2-111.4). Another modi cation, which is speci c to the Navier-St okes equation, is needed
to treat the advection term on the velocity. Namely, one needs to add to the weak formulaton the so-called
Temam correction term (see [Tem66]) :

Z
Re .
= div(up) v up*t (2-1v.11)
D
in such a way that, whenu[** is used as a test function :
Z Rez
Re ] up rouptt ug+1+7 Ddiv(ug)jug”jzzo:

With these modi cations (projection of the velocity eld in the advection terms, and Te mam correction term),
the free energy estimate (2-1V.2) is satis ed by the scheme. Similar results (discrete free engy estimates for

d(d+1)

(Un:pn; ) in (P2)4 P; (Po)~ 2 ) can be proved on the log-formulation.

Let us now discuss the use ofcrouzeix-Raviart nite elements for velocity : (un;pn; n) in (P§R)Y Py
(Po)d(dzﬂ) (see (2-1v.8)). In this case, the Navier-Stokes equations can be discretized using a characteristi

method :

Xe ul*t U Xt "
0= Re —h ht (tn) v ophttdivv+gdivupt?t @ ") upttor v+ Wi nLor v
k=1 K«

(2-1v.12)
where X" is obtained from the projected velocity eld Pyuj as:

8
< XMW= Phuf (X" (t)); 8t2[t";t"*];
2-1V.13
X"y = x: ( )

The projected velocity Phu}, is de ned using any of the three projectors presented above, that i®° up, PhRTD up
or PEPM ul. The Navier-Stokes equations can also be discretized usingdiscontinuous Galerkin formulation :

N Z un+t n Ne z
0= Re —L——R+Py(uf) r up™ v+Re  jPn(uf) njup™] fvg
k=1 Kk j=1 Ei
Nk VA "
o pr*tdivv+gdivup™ +(1 ")r upttir v+ W N+lor v (2-1V.14)
k=1 k

Here again, Phup is any of the three projectors presented above. We would like to mention that we are not
aware that the projector P/®* has ever been used with discontinuous Galerkin methods, so that the consistency
of the discontinuous Galerkin approach combined with this projector still needs to be invstigated. Likewise,
the advection term u r  in the equation on the stress can be treated by the characteristic method or the
discontinuous Galerkin method, as above for the advection term in the Navier-Stokes equatia® Notice that
whatever the projecting operator used, divP,ujl)=0 holds (see Lem. 6 above). With this property, it is easy
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to check that Propositions 3 and 4 still hold for this nite element. For example, the advection term in the
Navier-Stokes equations is treated as follows (using the fact that divie, (up))=0 and (2-111.5)) :

e Z e Z
Ph(up) rup™ upt+ JPn(uf) njfup™ ] up™
-1 Kk j=1 E
k=1 0 j 121’
X« z . un+l XE +1 2
= d|v%Ph(uh) LI jPn (up) nJ*[[ up™ 1
k=1 Kk j=1 EJ
0 1
Nk z n+1 ? Nk z Uﬂ+l ’
= d|v%Ph(uh) L (Pn (up) nk,) 5 =0:
k=1 Kk« k=1 @K

d(d+1)
2

Discrete free energy estimates forn;pn; ) in (P§R)4 Py (Po) can be similarly proven on the log-

formulation.

2-IV-C-c Alternative mixed nite element space for (un;pn) without inf-sup

It is also possible to choose a mixed nite elements space foug, ;pn) that does not satisfy the Babiska-Brezzi
inf-sup condition, like (P1)¢ Po or (P1)¢ P;. The loss of stability due to the incompatibility of the spaces
can then be alleviated through a stabilization procedure, like Streamline Upwind Petrov Galekin, Galerkin
Least Square or Subgrid Scale Method (see [HF87, Cod98, Gue99]). In the following, we consider wesimple
stabilization procedures, for which only one simple quadratic term is added to the variational nite element
formulation in order to restore stability of the discrete numerical scheme.

Let us rst consider the mixed nite element space(P1)? Pq for (un;pn). If the term u r s discretized
with the characteristic method, the system then writes :

Nk Z yn+t uh L Re L L " L
+ . + .
0= ) Re h7t+ up roup v+ 7dlvuﬂ(v upt™y+@ ")rouptter VW prhrov
k=1 K«
n+1 n netn
X"(t
ph+1 divv + quVUn+1 h ht ( ) : r Uﬂ+l R+1 + rr:+1 r Uﬂ+l
1 xe 2
n+l ) e .
twi on brt 0BT Teelldl (2-V.15)
| Ej

j=1

with a ow X" computed with the projected eld P/ (ul) through (2-1V.10). The projection operator P/
is the only one we can use among the three prOJectors we introduced in Section 2-1V-C-a becauthe Weak
incompressibility property (2-1V.7) is not satis ed by up.

The stabilization procedure used in (2-1V.15) has been studied in [KS92]. Proposition 3 holds for sgem
(2-1v.15), its prqgf belng l§|m|lar to the case of Taylor-Hood nite element (see Sect. 2-IV-C-b) since the
additional term 5 IEji E, [pnTlldll is non negative with the test function used in the proof. All this also
holds mutatis mutandls for discretization of the advection terms by a discontinuous Galerkin method, and for
the log-formulation.

Let us nally consider the mixed nite elements space(P;)¢ Py for (un;pn). If theterm u r s discretized
with the characteristic method, the system then writes :

Z un+l n R n
0= Re - ——hyyftryp*t v Ldivul v up™ +@ yrouptior v — or v
D t 2 Wi
n+1 divv + divun+1+ Eﬂ R Xn(tn) . r un+l n+l 4 n+l r un+1
Ph q h t : h h h h
G
n+1 . 2 .
—( 1): + hi., rpnrq; (2-1V.16)
k=1 Kk
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Tab. 2.2 { Summary of some possible nite elements for (n;pn; h= ) when

possible projections for the velocity eld (see Sect. 2-1V-C).

h= n2(Po)

Advection discretized by
(Un;pn) in i

Characteristics or DG
) equations modi ed

Scott-Vogelius
(Pz)d Pl;disc

(nothing)

d(d+1) .
z , with some

Taylor-Hood + Pt
(P)* Py + Temam term
Crouzeix-Raviart + PEOM pRTo gr pyrot
(PFR)? Py + Py (ufl) for Navier term
stabilized (P;)? Py + plot

+ Temam term
stabilized (P;)¢ Py + plot

+ Temam term

with a ow X" again computed with the projected eld P/ (ufl) through (2-1V.10). Again, we are led to choose
the projection operator P/® because the weak incompressibility property (2-IV.7) is not satis ed by ufl. The
stabilization procedure used in (2-1V.16) has been studied in [BP84]. Proposition 3 holds for systen?{IV.16),

its prgof being I;§imilar to the case of Taylor-Hood nite element (see Sect. 2-1V-C-b), since the aditional

term E:Kl hﬁk k. ' Pn I gis non negative with the test function used in the proof. Again, all this also holds
mutadis mutandis for discretization of the advection terms by a discontinuous Galerkin method, and for the
log-formulation.

2-V Positivity, free energy estimate and the long-time issue

Notice that both Propositions 1 and 2 impose a limitation on the time step which depends onthe time
iteration : 0 < t<cg, wherecy cp(up; 7)is function of a time-dependent data. Thus, hese existence results
are weak insofar as the long-time existence of the discrete solutions is not ensurdad. if i:o Co(up; p<1.

Yet, for the discretizations introduced above, we have also shown that at each time step, theolutions of
those discretizations satisfy free energy estimates. This will now allow us to prove the laptime existence of the
discrete solutions.

Remark 5. In this section, we concentrate for simplicity on the discretization using Scott-Vogelius nite ele-
ments for velocity-pressure, and piecewise constant approximations for the stress. Hovesy similar results can
be proven for the other discretization methods introduced in Section 2-IV-C and Appendix D, sincéhe solutions
satisfy a free energy estimate.

Proposition 7. For any initial condition (u?; 2) with © symmetric positive de nite, there exists a constant
ci ¢ ud; 2 >0 such that, for any time stepO t<ci, there exists, for all iterations n2 N, (uﬂ*l; ﬂ*l)
which is the unique solution to the system(2-111.6) (resp. (2-111.8) ) with ﬂ” symmetric positive de nite.
Proof of Proposition 7. Like in the proof of Proposition 1, we will proceed with the proof for system (2-111.6)
only, using its restatement as system (2-111.12).

The proof is by induction on the time index n. With the notation of the proof of Proposition 1, for a xed
n=0;:::;;Nt 1 and for a xed vector Y" of values in the subsetS, of R2No*3N« (standing for the nodal
and elementwise values of a eld (f; ) with ] symmetric positive de nite), we de ne like in the proof
of Proposition 1 (using the implicit function theorem) a function R: t2][0;co)! R( t)2R>No*3Nk (where
Co= Co(up; p)) such that :

8 t2[0;c0); Q( tR( ))=0;

where Q is de ned by (2-111.15). For any t2[0;c), R( t)2 R?No*3N« stands for the nodal and element-
wise values of a eld Un( t); n( t)) (with ( t) symmetric positive de nite) that is solution to the sys-
tem (2-111.12).
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Then, by Proposition 3, the solution (up( t); n( t)) satis es a free energy estimate :
F(un( t); n( t)) F(up; R): (2-V.1)

Using the fact that all norms are equivalent in the nite-dimensional vector space R?Ne *3N«k | and that,
for 0< 1 % we have x x In(x);8x> 0, we obtain that there exists two constants > 0 and > 0
(independent of t), such that :

kR( )k F(un( t); n( t)+ : (2-V.2)

Let us de ne the function D :
D: t2[0c)! B(YM+AR( t)+(r yAR( t)2RNo*3Nk.

We recall that (see (2-111.16)), with the new notations: r yQ( t;R( t))=1+ tD( t). Using (2-V.1), (2-V.2)
and the fact that the discrete free energy is non-increasing, the functiorD satis es :

kD( t)k k BKKY"k+(kAk+ kr v AKKR( t)k
(kBk+ kAk+ kr YAk)E(F(uﬂ; M+ )

(kBk+ kAK+ kr YAk)E F(ud; 9)+

This shows that there exists a constantc; ¢; uﬁ; ﬁ > 0 such that, for any time step 0  t<c 1, the matrix

rvyQ( tR( t))isinvertible. Using the implicit function theorem, this implies that, for any time step O t<
c1, the system (2-111.12) admits a solution (uf*™; 7*1)with [** symmetric positive de nite at all iterations
n2N. O

A similar result can be proven for the log-formulations (2-111.10) and (2-111.11) :

Proposition 8.  For any initial condition (u?; ﬁ), there exists a constantc; ¢; u?; ﬂ > 0 such that, for
any time step0  t<c, there exists, for all iterations n2 N, (uﬂ+l ; [}*1) which is the unique solution to the

system (2-111.10) (resp. (2-111.11)).

Proof of Proposition 8. The proof of Proposition 8 is similar to that of Proposition 7 using for Q( t;Y) and
D( t) slightly modi ed expressions as explained for the proof of Proposition 2. The entropic tem in the free
energy still helps in bounding the norm of the vector of nodal-elementwise values foru; ) like in (2-V.2)
using the following scalar inequality, which is true for any xed 2(0;1] : 8x2R, & x+1  jX]. O

From Propositions 7 and 8, we have the global-in-time existence of solutions to those discretizatienof the
Oldroyd-B system presented above which satisfy a discrete free energy estimate.

The log-formulation actually also satis es the following long-time existence result, using the fat that the
a priori estimates can be obtained without requiring the stress tensor eld to be positive de nite:

Proposition 9. For any initial condition (u?; ﬂ), and for any constant time step t> 0, there exists, for all
iterations n2 N, (uﬂ+1 ; ﬂ”) which is a solution to the system(2-111.10) (resp. (2-111.11)).

Proof of Proposition 9. We will proceed with the proof for system (2-111.10) only, using its restatement as
system (2-111.14). Note already that, since the derivation of discrete free energy estimates for theystem (2-111.10)
does not require the solution ﬂ*l and the test function to be non-negative like in the derivation of discrete free
energy estimates for the system (2-111.6), then the manipulations used to derive the free engy estimate (2-1V.5)

can also be donea priori for any function in the nite element space.
Let us consider a xed time index n and a given couple (1; 1)2 (P2)%,- (Po) “ We equip the Hilbert
space P2)4,-o (Po)d(dzﬂ) with the following inner product :
z

(v 1)i(va; Q)= DVl Vot g0 g

for all (vi; 1)i(v2; 2)2 (P2)%= (Po)d(dzﬂ) , and denote by k k the associated norm. Let us introduce
d(d+1) d(d+1)

the mapping F :(P)%,-o  (Po) "™ 1 (P2)4yep (Po)™*" dened by duality for all (u; )2 (P2)deq
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d(d+1)

(Po) ~ 2 — through the form :
Z

(F(u; )(v; )= DRe :R+uﬂ ru v+@ ")ru:r v+VI\I/ie v
hoXM() . : 1 o

for any test function (v; )2 (P2)%, (Po)d(dzﬂ) , Where we have used the decomposition of the velocity gra-

dient r u as explained in Lemma 4 :

ru= +B+Ne ;

with  and B continuous with respect tor u, so that F is a continuous mapping on nite balls of radius > 0:
n o

d(d+1)

B = (v; )2(P)dv=0 (Po) 7 ;k(v; )k

d(d+1)

Note that if (uf*™*; n*')is a solution to (2-111.14), then we have : for all (v; )2 (P2)4y= (Po) 7 ,

Foul™; 2 oo(v; ) =0: (2-V.3)

Let us now assume that the mappingF has no zero @ﬂ” ; ﬂ”) satisfying (2-V.3) in the ball B . Then, we
de ne the following continuous mapping from B onto itself (F is continuous on the nite-dimensional compact,
convex ballB ) :

FOVi) g IR
maS(V, )2 (P2)Gv=0  (Po) :

By the Brouwer xed point theorem, G has a xed point in B . Let us still denote that xed point ( v; ) for
the sake of simplicity. By de nition, it satis es :

G(v; )=(v; )2B and kG(v; )k= : (2-V.4)

Glv; )=

ConsideringF (v; ) and using v;ﬁ(e ') as atest function, we get the following inequality after similar
manipulations to those in the proof of Proposition 5 :

. ReZ . Z ReZ . Z
F . . . I o H '2+ - i ni2 E n
v ) vigpe 2ZD]VJ Wi Dtlr(eZ ) 5 ALY Dtr(e h)
Re "
+  —jv uliP+ ot @ "Mjr ulttjz+ tr e +e 2l © (2-V.5
PEALL D( e up T (2-V.5)
Then, using the scalar inequality &€ x j xj;8x2 R, we have :
Z ><d Z B . d(d+1)
tr(e +1) jii8 2(Po) 7 7, (2-V.6)
D izg D

where (j)1 i ¢ are functions depending on such that, for all x 2D, ( i(X))1 i ¢ are the d (non-necessarily
distinct) real eigenvalues of the symmetric matrix (x). Now, since (P2)%,-, (Po)d(dzﬂ) is nite-dimensional,
all norms are equivalent. So there exist 1; »> 0 such that, for all (v; )2 (P2)%,- (Po)w :
z 5
1k(v; )k Djvj2 + klmiaxdj i (x)jka 2k(v; )k; (2-Vv.7)

where it is easy to prove thatkmax; ; ¢j i(X)jk1 de nes a norm in the vector spaceL! D;S(R? 9) . Using
the equation (2-V.6) with the norm equivalence (2-V.7), we obtain :

Z Z
Re jvjz+ i tr(e +1)

2 o Wi o | |
min  —; i 1 e jviZ+ k maxj ;(x)jk X e '
2 2Wikmaxy | ] 1(X)jka Rl L

!l—lz 2 !

min RS _ L jV12+><d jif?

2 '2Wikmaxg i qj i(x)jky D ., D
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Last, since the xed-point (v; )2B satises k(v; )k= because of (2-V.4), we can choose large enough so
that : I

Z z
. Re " s . Re ., " n n
—_— : > + h +1);
min 2 Wi , k(v; )k 5 Djuhj Wi Dtr(e htl);
and we get :
Z Z z z
Re . , " Re . .. ! n
s + +1 nj2 h Ny
2 VT o Dtr(e ) 2 ALY thr(e htl)
Re "
+  —jv uli®+ ot @ "Mjr ultjz+ tr e +e 2l >0;
J2vounl D( e up T o
that is : "
F(v; ) V= I > 0: 2-V.
(Vi )i Viggr® 1) >0 (2-.8)
Now, using the equation (2-V.4) we have :
z
n kF (V, )k I~ "
F(v; ) Vig— I = — + —t 0 2-V.9
Vi ) Viggee 1) P gt e (2-V.9)
which is obviously in contradiction with (2-V.8) since, for all 2 (Po)d(dzﬂ) , we have tr( e ) 0 by virtue
of the scalar inequality x(¢* 1) 0;8x2R.
Thus, for any t> 0, if we choose su ciently large, the mapping F has a zero (Jﬂ*l; ﬂ*l) satis-
fying (2-V.3) in the ball B , which concludes the proof. O

Notice that Proposition 9 does not ensure the uniqueness of solutions. There may be bifurcations, hem
many possible solutions to the log-formulation, in the case where the CFL condition is not ful lled. Though,
all those solutions will satisfy a free energy estimate, which is not the case for the usual fowlation in terms
of . The fact that we are able to prove such a stability result without any assumption on the timestep for
the log-formulation, and not for the classical formulation, may be related to the fact that discretizations of the
log-formulation have been reported to yield solutions beyond the limiting Weissenberg umber for standard
discretizations (see [HFKO05]).

Remark 6 (other positivity preserving schemes) There exist other means than using the log-formulation to
preserve the non-negativity of the conformation tensor. A very natural way of preserving the non-gativity is
to reformulate the constitutive equation with the deformation gradient instead of the stress or the comfmation
tensor, using a Lie-derivative like in [LX06]. It is also possible to build free-energ-dissipative schemes for a Lie-
formulation, as shown in Appendix E. But discretizations of a Lie-formulation seem to necestate the numerical
integration of ordinary di erential equations like (2-111.7) for the characteristic ow, which may introduce new
instabilities (see Rem. 2).

2-VI Appendix to the Chapter 2

2-VI-A  Appendix A. Some properties of symmetric positive de nite matrices
2-VI-A-a  Proof of Lemma 1

Formula (2-1.6), (2-1.7) and (2-1.8) are simply obtained by diagonalizing the symmetric positive de nite
matrix , and using the inequalities :8x;y> 0, In(xy)=In x+Iny,x 1 Inx andx+1=x 2.
Let us now prove formula (2-1.9). By diagonalization, we have = TD with orthogonal and D diagonal
positive, which gives :
R pP— P—
( YH=( T D D H=t( D ' T D) 0

pP— p—. . " . L
becauseA=" D 1 T D is clearly a symmetric positive de nite matrix. Likewise, we have :

p— P—
det( Y)=det( D Hy=det( D 1T D):
The proof of (2-1.10) is then equivalent to show :

In(det(A)) tr(A 1);
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for any symmetric positive de nite matrix A, which simply derives from (2-1.6) and (2-1.7).

It remains to prove formula (2-1.11). By diagonalization, we write = O'DO and =RT R with O andR
orthogonal, and D and diagonal positive. Let us introduce the orthogonal matrix = ORT. We denote by D;
(resp. i) the (i;i)-th entry of D (resp. of ). Wexhave :

X
tr((In In ) ( )= DilnD; D+ ; ( i )ZDiIn j
0 i 1

X X 5

= @, b ( §)?Di(n j InD)A;
i j
P

since is an orthogonal matrix ( ; ( jj )2=1 for all i). Using the convexity inequality x y x(Inx Iny) for
all x;y> 0, we thus obtain tr((In In ) ( )) 0 which concludes the proof of (2-1.11).

2-VI-A-b  Proof of Lemma 2

d(d+1)

First, since 2 CI([0;T)) ~ Z is symmetric positive de nite, det( ) is positive and C*([0;T)). So we
immediately get the classical Jacobi formula (2-1.12) :

d o d ~ Ld
gt n(det( )=(1 =det( ) L det( )=tr G

on noting that In(det( ))=tr(In( )):

Then, for the proof of (2-1.13), rst note that the matrix exponential isa C* -di eomorphism from the set of
symmetric matrices onto the set of symmetric positive de nite matrices by virtue of the local inversion theorem
(see [MT86], Cor. 3.8.5, for instance), whose inverse mapping coincides with the matrix logarithm deed

d(d+1)

in (2-1.5). Then, there exists 2 CY([0;T)) 2 suchthat =e , and on noting that and commute, we
immediately get (2-1.13) :
din d de d

r —— =tr — =tr —— = _tr
t a " a TV oG Tal

2-VI-B  Appendix B. Proof of Lemma 3

Let us introduce tg=infft> Qj (t)is not symmetric positive de nite g, with convention to=1 if
ft> 0; is not symmetric positive de nite g= ;. Since (t=0) is symmetric positive de nite, it remains so at
least for small times 0 t< t, by continuity of det( ) with respect to the time variable t. Thus, tg t> 0.

Let us assume thattg< 1 . First, one can de ne the logarithm In  of , which satis es the equation for
in system (2-11.10) for t 2 [O;tp). Taking the trace of the equation for in system (2-11.10), we get for In

D 1 1 )
aIndet = Wtr( 1); (2-V1.1)
where we have introduced the convective derivativ% = % +(u r ) (the next formulae (2-V1.3) and (2-VI.4)
thus hold along the characteristics, which are well de ned becausai 2 C! [0;T);C%(D) ). Besides, for any
positive de nite matrix 1 we have :
1
( . ) (et 1y (2-V1.2)

which follows from the convex inequality between geometrical and arithmetical means. Thus, combing (2-VI.1)
and (2-VI.2), we get, on the time interval [0;to) :

%(det yi=d = %(det )1Zd%Indet ﬁ 1 (det )¥9 : (2-VL.3)
Now, by continuity of det( ) with respect to t, one eigenvalue at least converges to zero @ t,, which
implies det ! 0. Then, there exists > 0 such that, for timesty <t<t o, we have :
O<det <1,
and by (2-VI1.3) :
%(det y=d> 0 (2-V1.4)

But then, tp cannot be the rst time when det =0, otherwise one should have%(det )¥4(ty) 0, which
contradicts (2-VI.4). Thus to=1 which ends the proof of Lemma 3.
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2-VI-C Appendix C. Proof of Lemmas 4 and 5

Lemmas 4 and 5 are consequences of the following result, which is a slight modi cation of a resultrgved
in [FKO4].

Lemma 7. Let M be ad d matrix and be a symmetric positive de nited d matrix. Then, there exists
threed d matrices , B and N such that

M= +B+N 1

and B is a symmetric matrix which commutes with , and N are antisymmetric. Moreover, the entries of ,
B and N are linear with respect to the entries ofM .

Proof. First, it is easy to check by diagonalization that it is su cient to prove the result for a di agonal matrix
(more precisely, by rewriting everything in a diagonalizing basis for ). In the following, we thus assume that
=diag( 1;:::; 4), Wwhere ( {)1 i g4 are positive numbers. Moreover, we restrict ourselves to the physical case
d=3, but the arguments can be generalized to any dimension.
Let us rst consider the case ;6 ; fori6 j. In this case, we set :
{ Bi;i = Mi;i and Bi;j =0 for i@j X
{ Nij =0 and Nij = M *Mi forigj;

j i

1iMy, 1 o
{ i :O a.nd i;j = %f0r|61
i i
It is easy to check that these matrices satisfy the requirements of the lemma.
Let us now consider the case 1= ,= 3. In this case, we simply setN =0, B = MM "and =M _MT S L

It is again straightforward to check that these matrices satisfy the requirements of the émma.
Finally, let us consider the case when only two ;'s are equal. Without loss of generality, we can suppose
1= 26 3.Inthis case, we set :

{ Baa=Mazg, By = MitMi for 1 j;j 2 andBj; =0 otherwise;
{ Njj =0for1 i;j 2,Nz3=0and Nj; = Y *Mii otherwise;
j i
. 1 . 1
{ = M Wi 2M"” forl i;j 2, zz=0and i = Mi o "M i otherwise.
j i

This case is a combination of the two previous cases, and one can check that these matrices satisfy tleguire-
ments of the lemma. O

Notice in particular that the linear dependence of the entries of the matrices , B and N with respect to the
entries of M implies that if  is piecewise constant (with respect to the space variable) and is (P gisc)? ¢,
then ,B and N are also P.disc)? ¢ (which is the result of Lem. 5).

2-VI-D Appendix D. Higher order discretization of the stress elds hand

We now show how to build numerical schemes with higher order discretization spaces for the &ss that still
satisfy a discrete free energy estimate. We typically have in mind piecewise linear spaces fop and .

From the previous proofs establishing discrete free energy estimates at low order iRy, it is clear that we
need to use nonlinear functionals of , and | as test functions, namely 1 and e . Finite element spaces
other than Py are typically not invariant under such nonlinear functionals, and this brings us to introduce
projections of these nonlinear terms onPy, and nite element spaces to discretize the stress that containPy,
thus discontinuous.

We will use aPg-Lagrange interpolation operator  which is convenient because it commutes with nonlinear
functionals (see Lem. 9 below). Moreover, we will need that this interpolation operator coigides with an L2
orthogonal projection onto Py (see Lem. 8 below). The need for , to coincide with an L? orthogonal projection
onto Py limits the maximum regularity of the discretization of the stress, essentially to piecewiseP; nite
elements. Therefore, we consider , and |, in either of the following nite element spaces’ :

d(d+1) d(d+1)

(Pi+Po) 2 or (Prgisc) 2z :

In Section 2-VI-D-a, we introduce the interpolation operator . Then we prove that, for a Scott-Vogelius
discretization of the velocity-pressure eld, a free energy estimate can be obtained for discretation schemes

d(d+1) | d(d+1)
Note that, clearly, ( P1+ Pg)~ 2z  is only a subspace of (Py.gisc )~ 2 -
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d(d+1)

close to those considered in Section 2-1V, when, (respectively ) isin (Po) =z . This is the purpose of the
Section 2-VI-D-b (respectively Sect. 2-VI-D-c). Finally, we show in Section 2-VI-D-d how these esults can be
extended to other nite element discretizations of the velocity-pressure eld.

Remark 7. In this appendix, we concentrate on establishing free energy estimates, and do not prove ¢sixe
results as those stated in Sections 2-1lI-E and 2-V. It is easy to extend these existence réisuto the numerical
schemes considered here.

2-VI-D-a The interpolation operator h

Let us introduce the projection operator 1 as the Py Lagrange interpolation at barycenter ¢, for each
Kx2Th.

Denition 1.  For k=1;:::;Nk , we denote by x, the barycenter of the triangleKy. For any  such that
8k=1;::;;Nk, ( k,) is well-de ned (for example is a tensor-valued function, continuous at points g ), we
de ne its piecewise constant interpolation by :

8k=1;:15Nk s n( Dike = (ki)

Notice that this de nition also makes sense for the case in which is matrix-valued. And this interpolation
. . . . . d(d+: d(d+
operator y coincides with the L? orthogonal projection from (Py.gisc )7( > onto (Po) el

d(d+1)

Lemma 8. Let 1 be the interpolation operator introduced in De nition 1. Then, for any ;2 (Pidisc)” 2 ,
we have : b Z
d(d+1)

hi m=  n( ) i 8H2(Po) 7
D D

Proof. It is enough to prove Lemma 8 on each simplexK 2Ty, and in the scalar case. Let k)1 | 3 be the
vertices of the simplexKy and ( )1 i 3 the corresponding (linear) basis functions inP;. Then, the function
nike 2P1reads jk, (X)= p(Xx1) 1)+ p(X2) 200)+ (X3) 3(x), 8x2 K. For every 7,2 Py,

z z K
~ ~ _ k
h h= h h = hT( h(X1)+ p(X2)+ p(X3))
Kk Kk
R ]K H .
because K i:T“- Moreover, jk, 2 P1, hence
1 X1+ Xo+ X
3Ca0)+ w2+ )= h T = (k)
which means Z Z Z
h h= ol k)= h( ) e O
Kk Kk Kk

In addition, the following property holds, which is important in the choice of this particu lar interpolation :

Lemma 9. Let | be the interpolation operator introduced in De nition 1. The interpolation operator
commutes with any functionf : for any functions f and | such that , and f( ,) are well-de ned at the
barycenters ,

h(FCa)=TCn( n):

The proof of Lemma 9 is straightforward since, by De nition 1, the interpolation 1, only uses speci c values
at xed points in the spatial domain D.

2-VI-D-b Free energy estimates with discontinuous piecewise linear h

In this section, we consider the following nite element discretization : Scott-Vogelius ,)¢ P1.disc for
d(d+1) d(d+1)

(Un;pn) and (Prgisc) 2 or (P1+Po)~ 2 ~ for .
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2-VI-D-b.1 The characteristic method If the advection term u r is discretized by the characteristic
method, the system writes :

VA n+1 n
uh Up n n+1 n+l 4; : n+1
0= Re n +up rou, v p, " divv+agdivuy
D
+(@ Myroupttor Ve oy
n+l n Xn tn 1
+ h h( n) (t") (r uR+1 o E+1 + 5 E+1 (r uﬂﬂ)T); + E*l 1): ; (2-VL5)

t Wi

where X" is de ned as in (2-111.7). Notice that we have used the projection operator  in four terms. It will
become clearer from the proof of the free energy estimate below why those projections are needed.

Proposition 10. Let (up;pp; R)o n N, be asolution to(2-VI.5), such that ( 1) is positive de nite. Then,

the free energy of the solution(up;pp; 1) :
4

n_ n. n _&e g2, n n . _
FR=FUR n( D= 5 JuRP* g tCaCR) InnCR) 1) (2-V1.6)

satis es :
Z Z .

Re 2 2 1
n+1 n n+l n n n+l n+1 n+1 .
Fh Fh + o ? Uh Uh + t (1 ) r uh + tr h h + h h 2' O

D 2Wi?
(2-VI.7)

In particular, the sequence(F{')o n N, IS Non-increasing.

Remark 8. The ensemble of symmetric positive de nite matrices is convex. This implies that a piewise linear
tensor eld is symmetric positive de nite as soon as it is symmetric positive de nite at the nodes of the mesh.
Moreover, this also implies that , ( ) is symmetric positive de nite as soon as , is a piecewise linear (possibly
discontinuous) symmetric positive de nite tensor eld.

Proof of Proposition 10. The test functions we choose are up*™ ;ph*™ ;5-(1  n ™ Y . Recall that by
Lemma9, , [t -, n*ly 1 The proof is similar to the one of Proposition 3 except in the treat-

ment of the constitutive equation. The upper-convective term in the tensor derivative writes (using Lem. 8 and
the incompressibility property (2-111.3)) :
Z

Z
. up™ oh R0 w T l)=ZD honorupt ZDr upt o Rty gt
= o ot roupttol
ZD ZD
= o ot divup*t
ZD D
A N THACS

which vanishes after combination with the extra-stress term in the momentum equation.
The last term rewrites (using again Lem. 8) :
z

z
R+1 1 : h E+1 1 - tr h E+1 + E+1 1 2|
D D
The remaining term writes (using Lem. 8, Eq. (2-1.10) with = ,( ) X"(t")and = ﬂ*l , and the
fact that the Jacobian of X" remains equal to one due to the incompressibility property (2-111.3)) :
z z
1
AR (IO T G (S R = Pt oron () XY

D
1

Htrooa(R) X" o pt T
z
tr Pt n(R) XM(M)+trin h( R) XM trin oy, P

= trp 2w P)Hrin f(R) trinoy D
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This completes the proof. O

2-VI-D-b.2 The discontinuous Galerkin method If the advection term u r  is discretized by the
discontinuous Galerkin method, the system writes :

)(KZ un+l n
0= Re —h hpup ruptt v oprttdivv+ gdivu)t
k=1 Kx t
+@ rupttorve — o Moy
Wi
n+1l n 1
h h n+1 n+1 n+1 n+l\T . n+1 .
+ t r Uh h h + h h (r Uh ) . W h I)
Xe £
; ; 1. +.
+ jup njil n p™ 0 7 (2-VL08)
j:]_ Ej

As for the characteristic method, the projection operator 1, is used in four terms. Besides, like in the case where
d(d+ . . . . . . . -
h 2 (Po) = , the advection term u r is discretized using a jump term only. Indeed, in order to derive
discrete free energy estimates, we treat the discrete advection term using the projection, ( 1) 2 (Po)id(dzﬂ) of

the stress eld 1, the derivative of which is zero.
Proposition 10 still holds for the system (2-V1.8). The proof is straightforward using all the arguments of the
previous sections, except for the treatment of the discrete advection term fou r . Using equations (2-1.10),

d(d+1)

(2-111.5), the fact that [}"1 2 (Pg) —z  and the weak incompressibility property (2-1V.7), we have :

Xe z 1+
jup niln R 00w R =
j=1 Ei
Xe Z 1 N 1
. . . . +1; +1 ;+
jup niltr v pT D+jup onjron o R T I
j=l EJ
e 2 | |
jud njftr n Pt 0+ jud njtr Ino Y In n [
j=1 Ej
Now, the right-hand-side vanishes since it is equal to
Xe 2 X 2
jup njitr v Pt Iny P J= (up nkdtr n Pt Inp
j=1 Ei k=1 @K
X« z
= tr n ptoIng, Pt div(ul)=0:
k=1 K K
2-VI-D-c  Free energy estimates with discontinuous piecewise linear h

In the following section, we write free-energy-dissipative schemes using the log-formuian with |, pie-
cewise linear. For this, we again need the projection operator , introduced in De nition 1. We consider
the Scott-Vogelius nite element space for U;pn) and the following decomposition of the velocity gradient

d(d+1)

r up2(Prdisc) 7
1
run= hph+Br+NpL Hh €N : (2-V|.9)
d(d+1) d(d+1)

Notice that since n e » ‘“=e () isin (Po)™ %, we have n;Bn;Np2 (Prgsc)™ 7~ by virtue of
Lemma 5 with k=1.
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2-VI-D-c.1 The characteristic method If the advection term u r s discretized by the characteristic
method, the system writes :

z +
uﬂ ' UR n n+1 n+l q: sy N+l " n+1 ! N+l
0= Re 7t+uh ru, v p, o divv+qgdivupT +(1 ") ougt V+W h €n rv
D
n+l n
+ h h( h) X"(t") . n+1 n+1 n+1l n+1
t : h h h h h h
n+1 1 n+l
2B, W e n I (2-VIL10)

In the system above, we have used the projection operatory, to treat the same terms as in the system (2-VI.5).
But in addition to these, we have also used the projection operator for the exponential terme " in the
Oldroyd-B equation.

Proposition 11. Let (ul;ph; h)o n Ny be a solution to (2-VI.10). Then, the free energy of the solution
(CHiH-Sa

z z
n Re " n
Fi=F ulier(n) == jupj+ =— tr en( 1) A T 2-VI.11
h Up 7 Juni™t o h( n) ( )
satises :
Z Re Z "
FOtoRR+ jul™ ufiP+ ot @ M)jr upttiie ot erCndee nCR) 21 00 (2-VI12)
p 2 b 2Wi

In particular, the sequence(F{')o n N, IS Non-increasing.

Proof of Proposition 11 The proof is similar to that of Proposition 5 except for the terms using the interpolation

. " +1 . .
operator . We shall use as test functions uﬂ” ;pﬂ+l vowr h © h I in (2-111.10). Also, we will make

use of the following property throughout the proof (see Lem. 9): e ntoze (R,

For the material derivative of ,, using Lemma 8, equation (2-1.11) with =e n" and =e » X"(") and
the fact that the Jacobian of the ow X" is one for divergence-free velocity eldup, we have :

Z Z
DL (D) XM (e 1)= ho M e m X en(RT)
D D
7 o Rt e(R) X"
r erCi™) 0+ tr erCR) LNy XMt
ZP zP
n+1 n
= tr en(s™) h R+1 tr enCn) n( )
D D

Besides, using equation (2-11.16), we have :

4
n+1
el e e en(RT) ) =
b z
n+1
ottt e =0
D
and using equations (2-11.15) and (2-111.3) :
Y4 y4 Z Y4
n+l . n+1 — n+l . n+t ; n+ly— n+l . Ny,
B, : n en I = By en( ™) div(up,™)=r u, en(n7);
D D D D
. . R ( n+1) n+l - .
which cancels out with the same term je "t » J:r uy™ in the momentum equation. O
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2-VI-D-c.2 The discontinuous Galerkin method If the advection term u r is discretized by the
discontinuous Galerkin method, the system writes :

Nk z yh*l yn
0= Re - ——Meyd rup™ v pitdivv+gdivup™ +@ ")rup™ir v
k=1 Kk t
" el n+1 h( n)
o h h . n+1 n+1 n+1 n+l . n+l .
1 n+t . Me 2 SN n+#l . +.
j=1 Ei

Proposition 11 still holds for solutions of the system (2-VI.13). The proof follows that of the prevous
Section 2-VI-D-c.1 except for the treatment of the jump term, which follows that of Section 2-IV-A-b (see also

Sect. 2-IV-B-b), because , [*1 2(Pe)“7- and e =e "( 17 )isalsoin (Po) 7.
2-VI-D-d Other nite elements for (Un;pn)

In this section, we review the modi cations that apply to the systems in the two previous Sections 2-VI-D-b
and 2-VI-D-c when the di erent mixed nite element spaces for (u;pn) proposed in Section 2-1V-C are used
instead of Scott-Vogelius. Notice that the conclusions of Table 2.1 about the conditions that the veloity eld has
to satisfy still hold for the two previous Sections 2-VI-D-b and 2-VI-D-c with piecewise linear approxmations
of n; .

Other nite elements space for (un;pn) than Scott-Vogelius and adequate projections of the velocity eld
(see summary in Tab. 2.2) have to be combined with interpolations of the stress eld y; |, using  (see the
two previous Sects. 2-VI-D-b and 2-VI-D-c above). We give a summary of the projections that are regjred in
Table 2.3.

2-VI-D-d.1 Alternative mixed nite element space for (up;pn) with inf-sup condition The situa-
tion is very similar to that in Section 2-V-C-b. Among the mixed nite element space that satisfy the inf-sup
condition, let us rst choose the Taylor-Hood (P»)? P;. Again, because the velocity is not even weakly incom-
pressible in the sense of equation (2-1V.7), we need to use the projection of the velocity dlonto the solenoidal
vector elds for the treatment of some terms in the variational formulations. When the advection termsu r
andu r are discretized using thecharacteristic method, we de ne the ow with P/ (u}) like in (2-1V.10)
and use the same systems (2-VI.5) and (2-VI.10) as above. When the advection terms r andu r  are
discretized using thediscontinuous Galerkin method, we use systems similar to (2-VI.5) and (2-VI.10) above,
where the jump term rewrites (in the conformation-tensor formulation) :

Xe Z
+ P (up) njl v R D T
j=1 Ei

Also, one still needs to add the so-called Temam correction term (2-1V.11) to the weak formulation.

We can also use theCrouzeix-Raviart nite elements for velocity (see (2-IV.8)) : (un;pn; n) in (P§R)d
Po (Pl;disc)id(dzﬂ) . Similarly to the advection terms u r and u r , the advection term u r u in the
Navier-Stokes equations should then be discretized either using a characteristic methodith the ow de ned
in (2-1vV.13) with any of the projections Py, introduced above for the velocity eld, or using the discontinuous
Galerkin method formulated in equation (2-1V.14).

It is noticeable that choosing the mixed nite elements of Crouzeix-Raviart simpli es all the variational
formulations presented above in the present Section D. Indeed, since u 2 (Py)? ¢ and we have the Lemma 8,
it is then unnecessary to project the velocity except in the advection terms. For instancefor the conformation-
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tensor formulation using the discontinuous Galerkin method, the formulation writes :

)(KZ ynt+t n
0= Re —h "t Po(up) rupt™t v pittdive+gdiva)™t @ ) upttor v
k=1 Kk
) +1 Eﬂ h( R) +1 +1 +1 +1NT
+Wﬂ:rv+—: (rup™) p™+ P (r up
i t
1 M £
o on b Phul) njl n M T: *+RejPy(ul) nj[ul*t] fvg  (2-VI.14)

j=1 Ej

Note that the second term in the sum of integrals over edge<; is due to the use of the Crouzeix-Raviart
element, and is uncorrelated to the treatment of the advection by a discontinuous Galerkin nethod.

The discrete free energy estimate (2-VI.7) holds. Its proof combines arguments of the proofs abqvexcept
for the treatment of the upper-convective term in (2-V1.14). This term writes, on any element K of the mesh
(using Lem. 8, the fact that r u 2 (Po)? 9 and the incompressibility (2-111.3)) :

Z Z Z
n+l n+l . n+1 1y _ n+l . n+1 n+l . n+1 1 n+1
rug™ poi( e g )= h I Up h = h h ruy
K « K« b 5
_ n+l . n+1 n+l . n+1 1 n+1
= < h h ruy 5 h h T h h ruy
A Z
_ n+l . n+1 ©oon+l
= [ G V I divuy
7K« D
— n+l . n+l.
= h h rouy T
Kk

which vanishes after combination with the extra-stress term in the momentum equation, the atter satisfying :
z z

n+l . n+l _ n+l . n+l.
h r Uh = h h or Uh )

Kk Kk

because of the fact thatr u 2 (Py)? ¢ and using Lemma 8.

2-VI-D-d.2 Alternative mixed nite element space for (up;pn) without inf-sup It is also possible
to use nite element spaces for (1,;pn) that do not satisfy the inf-sup condition like in Section 2-1V-C-c, while
the stress eld is discretized using discontinuous piecewise linear approximations. The corrsiction of systems
of equations and the derivation of discrete free energy estimates then directly follow from the cohination of
results from Section 2-IV-C-c with those used above in Section D, after upgrading the degree of thgolynomial
approximations for the stress eld.

If we consider the mixed nite element space P1)? Py for (un;pn), and if the term u r is discretized
with the characteristic method, the system then writes :

XKZ un+t UR " Re . " "
0= ) Re —h n +uf roup v+ 7dlvuﬂ(v up™y+@ "ruptior v
k=1 Kk
" n+1 n netn
n+l 4 iy N+l n+l . h h( h) X (t)
divv + gdivu + — rov+
Ph AVt T Wi t
T 1 Xe z
rupt e g ogpt tarCat D+ ] [ell (2-V1.15)
Ej

j=1

with a ow X" computed with the projected eld P/ (uf) through (2-1V.10). It is noteworthy that, for the
same reason as above in equation (2-V1.14), the projection operatory, is needed only for the discretization of
the advection termu r

If we consider the mixed nite element space P1)® Py for (un;pn), it is straightforward to rewrite the
system (2-1V.16) where the stress eld was only piecewise constant, while using the same argument as abdo
see that only the advection term for the stress eld needs a projected velocity.
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Tab. 2.3 { Summary of projected terms in the Navier-Stokes (NS) and Oldroyd-B (OB) equations for =
d(d+1)

in (Pidisc) ™ 2z .

d(d+1) d(d+1)

ru:l h 2 (Prdisc )~ 2 h2 (Prdisc )~ 2
In (Po)dz h( p) in time derivative h( ) in time derivative
(incl. ux term in DG) (incl. ux term in DG)
+ implicit source term , e & in OB

+ implicit couplingterm e " inNS

Not in (Po)dz h( p) in time derivative h (1) in time derivative

(incl. ux term in DG) (incl. ux term in DG)

+ implicit source term , e n  in OB
+ implicit coupling terms

(nher” inNS, , " inOB)

+ implicit coupling terms
(n P inNS, OB)

Remark 9. We were not able to establish discrete free energy estimates without interpolating someres in

the formulations above thanks to the operator . This operator projects the stress  (or ) onto (Po)d(dzﬂ) .

Thus, for the formulations we have considered in this section, the interest of using larger dimeimal spaces for
h (or ) than (Po)w is not clear. Our aim in this section is simply to exhibit discrete formulations with

piecewise linear approximations of the stress, for which we are able to derive a free eggrestimate.

2-VI-E Appendix E. Free-energy-dissipative discretization of a Lie-formulation

We discuss here some discretization of the Oldroyd-B system where the equation for the streserisor is
reformulated using a Lie derivative along the deformation gradient (see Rem. 6 and [LX06]). We want to shu
that some discretizations of the Lie-formulation could also satisfy a discrete free energy ineaility.

Using Scott-Vogelius elements for (i ;pn) and piecewise constant approximations for ,, one possible (low-
order) discretization of a Lie-formulation from [LX06] writes :

Z n+l n n
Up h n n+1 nel g ©n+L " n+1 n+1
0= Re n +Up I uy, v p, o divv+gdivupT +(1 ") ugt V+W hoirwv
D
0 1 1
+1 n+1 n nrs+n n+1l
+ B X o+ AR I
t Wi

(2-V1.16)

where the characteristic ow X "(t) is de ned like in (2-111.7). The system (2-VI.16) admits a solution such that
(I thr u[}*l ) !is well-de ned, provided t is su ciently small (but possible very small when r u[,”l

is large). Besides, taking as the characteristic function of some elemenK, we have the following equality
inside K :
14 L o et T yngny e Ty by 2-VI.17
+W h thruh h (t) thruh +W. (')

Then it is clear that the system (2-V1.16) preserves the non-negativity of |1. Moreover, it is possible to derive
the free energy estimate (2-1V.2) for the system (2-VI.16). It su ces to take as a test function for the stress :

n T
=— | tprult I My oty orupt
2Wi " n ) "

and to proceed to the derivation of a free energy estimate using both ideas of the present woland of the
work [LX06], after noting that :

t t
1 1 1 1 .
tr noroup L p™) hroupt 1+—Wi n —Wil 0; (2-V1.18)
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the proof of which is completely similar to the proof of (2-1.9), using the fact that 1+ 5t 1"t &t is

symmetric positive de nite (provided t is su ciently small) and , r uﬂ*l I ﬂ”) Loar uﬂ*l is
symmetric positive semi-de nite.

Acknowledgement 1.  Thank to A. Ern and J.W. Barrett for fruitful discussions.
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2-VIl  Addendum to Chapter 2

In this section, we show yet unpublished materials : numerical results obtained with a stallisedP; P; P;
discretization, implemented in the MISTRAL FE code initially developped by J.F. Gerbeau et T. Lelevre, and
with P, P; PgorP, Py Pgdiscretizations, using the FreeFem++ code of O. Pironneau and F. Hecht.

2-VII-A  Numerical Results with MISTRAL : P, P; P; FE code

We simulate the Oldroyd-B ow (2-1.1) in a lid-driven cavity D=(0;1) (0;1) (d=2). We take Re=10 7,
which makes our simulations close to the creeping ow results in [FK04, HPO7a]. We choose= :5 to avoid insta-
bilities due to incompatibility of the velocity{stress (in fact, conformation here) appro ximation spaces [BS92b].

For di erent meshes with triangular elements of size upper-bounded byh= :1, :05 and :03, we compute for
Nt =1000 time steps with t=:01 (T =10) the solution to a system for (un;pn; n)in (P1)?> Py (P1)3 close
to (2-1V.16), where we rewrite the material derivative for | as:

z n+1 n

h h+uﬂr R+1 Do
D t

which is possible since 2 P; is continuous. The velocity-pressure incompatibility is stabilized using
SUPG [BH82], and the Oldroyd-B equation is stabilized with a GaLS method like in [BFT93, BPS01] (een
though this may seem unnecessary because of the choite :5).

Note that we are not able to show that such a discretization with acontinuous stress eld satis es a discrete
free energy estimate. Though, it seems quite close to our discretizations and to many discretizationssed by
practitionners.

We apply the following Dirichlet boundary condition at the top =[0 ;1] f 1g of the cavity D :

8x*(1 x)*(1+tanh(8(t :5)) ; 8(x;t)2[0;1] [Otmax) .

un( L= 8(1)2[0;1] (tmax;T)

(2-VIL.1)

The initial condition at t=0 is taken as the stationary state u® 0; 2 | .When, tmax 2 (0;T), provided t
is small enough (depending on the initial condition), we could expect the ow to converge backo the stationary
solution u? 0; 2 I fort>tma (recall Proposition 7 for homogeneous Dirichlet boundary conditions).

The non-linearity will be solved using Picard iterations (and GMRES for the linear steps at each Pcard
iteration), which may not be optimal (and may then induce inaccuracies responsible for subspient numerical
instabilities). Yet, quite often in practice, the numerical results barely change usingmore than one Picard
iteration. So we conjecture a fast convergence of the non-linear iterations in this simple testcase amdll indeed
show results obtained with only one Picard iteration (temporarily assuming this is not responsitte for subsequent
numerical instabilities).

First xing tmax = T =10 like in [FK04, HPO7a], we show a numerical evidence of a High-Weissenberg-Number
problem, assuming that the numerical solutions should converge to a stationary value (we have no pod for the
existence of such a stationary state). It seems the higher Wi, the more di cult it is to converge to a stationary
value, see Fig. 2.1. This manifestation of a High-Weissenberg-Number problem seems commonly observed ie th
literature.

We also performed numerical simulations for the log-formulation using the same discretizationith a SUPG-
stabilized mixed nite element space (Un;pn)2 (P1)? P; and a continuous stress eld |, 2 P;. Then, in this
rst test, the log-formulation seems more \stable".

But this testcase does not coincide with our Proposition 7. Indeed, it is not obvious to compute he free-
energy of a system, the stationary solution of which we do not know (even if we assume it). Letsinow use
tmax =2.

With our a priori not necessarily free-energy-dissipative numerical scheme fou(p; ), the solutions ob-
tained with t=10 2 still seem to converge to the stationary state aftert>t nax (When the boundary condi-
tion (2-VI1.1) vanishes) while Wi 1. But for higher Wi (and always with  t=10 2), the solution blows up all
the faster after t>t nox as Wi grows, see Fig. 2.2. This appears to be a manifestation of the High-Weissenberg-
Number problem in our new testcase. But is the numerical instability due to a lack of free-enagy-dissipation
here? (And if yes, could we kill that instability by improving our scheme toward a better free-energy dissipa-
tion ?)

First, we can hope for our (reasonable) numerical scheme to be close to free-energy-dissipativegeuf we
cannot show this. Then, from the existence results of Propositions 1 and 7, one could then thinkf taking a
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Fig. 2.1 { First time when the four digits in the L' norm of the three elds (u;p; ) seem stabilized (that is,
do not evolve after three consecutive steps), fwith respect to the Weissenberg numbergr two meshes :h=:1
(10 10) and:05 (20 20). Also for (u;p; ), using the log-formulation (log 10 10 and log 20 20).

le-05

le-10

le-15

le-20

le-25

Fig. 2.2 { Kinetic energy (in logarithmic scale) versus time for Wi2f :1;:2:::1:9;2g. Blow up happens with
t=10 2 for Wi > 1, all the faster after tpax =2 as Wi is large.

smaller time step t=10 3. And indeed, using the smaller time step t=10 3, the limit Weissenberg number
until which convergence to a stationary state apparently occurs is a bit higher : Wi 1:2 (see Figure 2.3), which
is coherent with the fact that more stringent initial data (for instance, in the case of higher Wi) may ask for
smaller time steps. Yet, the improvement in Weissenberg number seems small compared tbe much more
computationally expensive simulations with t=10 3.

Moreover, like many practitioners, we noticed that the blow-up starts at approximatively the same time
than a loss of positivity for  (close to the top-right corner, where the stress becomes singular fdfx = T). So
a question naturally arises : is in fact the loss of positivity the cause or the consequence of lveup ? Indeed,
if we use the log-formulation, then nothing happens (no blow-up)! Then, from this viewmint, it seems the
log-formulation is better, apparently because it ensures positivity of

Yet, this numerical fact is not a de nitive evidence for the superiority of the log-formulat ion. At this step, one
should still check whether a numerical scheme that really satis es a free energy estimate does bett Besides,
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