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Titre : Mod�elisation math�ematique et simulation num�erique en science des mat�eriaux.

R�esum�e : Dans une premi�ere partie, nous �etudions des sch�emas num�eriques utilisant la m�ethode des �el�ements
�nis pour discr�etiser le syst�eme d'�equations Oldroyd-B mod�elisant un uide visc ol�elastique avec conditions de
collement dans un domaine born�e, en dimension deux ou trois. Le but est d'obtenir des sch�emas stables au
sens o�u ils dissipent une �energie libre, imitant ainsi des propri�et�es thermodynamiques de dissipation similaires
�a celles identi��ees pour des solutions r�eguli�eres du mod�ele continu. Cette �etude s'ajoute �a de nombreux travaux
ant�erieurs sur les instabilit�es oberv�ees dans les simulations num�eriques d'�equations visco�elastiques (dont celles
connues comme �etant desProbl�emes �a Grand Nombre de Weissenberg). A notre connaissance, c'est la premi�ere
�etude qui consid�ere rigoureusement la stabilit�e num�erique au sens de la dissipation d'une �energie pour des
discr�etisations de type Galerkin.

Dans une seconde partie, nous adaptons et utilisons les id�ees d'une m�ethode num�eriqueinitialement d�evelop-
p�ee dans des travaux de Y. Maday, A. T. Patera et al., la m�ethode des bases r�eduites, pour simuler e�cacement
divers mod�eles multi-�echelles. Le principe est d'approcher num�eriquement chaque �el�ement d'une collection pa-
ram�etr�ee d'objets complexes dans un espace de Hilbert par la plus proche combinaison lin�eaire dans le meilleur
sous-espace vectoriel engendr�e par quelques �el�ements bien choisis au sein de la même collection param�etr�ee.
Nous appliquons ce principe pour des probl�emes num�eriques li�es :

{ �a l'homog�en�eisation num�erique d'�equations elliptiques scalaires du second-ordre, avec coe�cients de di�u-
sion oscillant �a deux �echelles, puis

{ �a la propagation d'incertitudes (calculs de moyenne et de variance) dans un probl�eme elliptique avec
coe�cients stochastiques (un champ al�eatoire born�e dans une condition de bord du troisi�eme type), en�n

{ au calcul Monte-Carlo de l'esp�erance de nombreuses variables al�eatoires param�etr�ees, en particulier des
fonctionnelles de processus stochastiques d'Itô param�etr�es proches de ce qu'on rencontre dans les mod�eles
micro-macro de uides polym�eriques, avec une variable de contrôle pour en r�eduire lavariance.

Dans chaque application, le but de l'approche bases-r�eduites est d'acc�el�erer lescalculs sans perte de pr�ecision.

Mots-clefs : Fluides visco�elastiques, M�ethode des �el�ements �nis, M�ethode des bases r�eduites, Homog�en�ei-
sation num�erique, Propagation d'incertitudes, R�eduction de Variance

Title : Mathematical modelling and numerical simulation in materials science.

Summary : In a �rst part, we study numerical schemes using the �nite-element method to discretize the
Oldroyd-B system of equations, modelling a viscoelastic uid under no ow boundary condition in a 2� or
3� dimensional bounded domain. The goal is to get schemes which are stable in the sense that they dissipate a
free-energy, mimicking that way thermodynamical properties of dissipation similar to those actually identi�ed
for smooth solutions of the continuous model. This study adds to numerous previous ones about the instabilities
observed in the numerical simulations of viscoelastic uids (in particular those known asHigh Weissenberg
Number Problems). To our knowledge, this is the �rst study that rigorously considers the numerical stability in
the sense of an energy dissipation for Galerkin discretizations.

In a second part, we adapt and use ideas of a numerical method initially developped in the worksof Y.
Maday, A.T. Patera et al., the reduced-basis method, in order to e�ciently simulate some multiscale models.
The principle is to numerically approximate each element of a parametrized family of complicateobjects in a
Hilbert space through the closest linear combination within the best linear subspace spanned by a few elements
well chosen inside the same parametrized family. We apply this principle to numerical problems linked :

{ to the numerical homogenization of second-order elliptic equations, with two-scale oscillating di�usion
coe�cients, then

{ to the propagation of uncertainty (computations of the mean and the variance) in an elliptic probl em with
stochastic coe�cients (a bounded stochastic �eld in a boundary condition of third type), l ast

{ to the Monte-Carlo computation of the expectations of numerous parametrized random variables, inpar-
ticular functionals of parametrized Itô stochastic processes close to what is encountered in micro-macro
models of polymeric uids, with a control variate to reduce its variance.

In each application, the goal of the reduced-basis approach is to speed up the computations without any loss of
precision.

Keywords : Viscoelastic uids, Finite-element method, Reduced-basis method, Numerical homogenization,
Uncertainty propagation, Variance reduction

Mathematical Subject Classi�cation (MSC2010) : 76A10, 65N12, 65N30, 65D15, 90C59
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Chapitre 0

Introduction g�en�erale et
principales contributions de la th�ese

Cette th�ese a pour objet l'�etude math�ematique et la simulation num�erique de quelq ues mod�eles de compor-
tement m�ecanique pour des mat�eriaux complexes dot�es d'une micro-structure. L'enjeu est de d�ecrire num�eri-
quement, �a l'�echelle humaine (celle qui int�eresse l'ing�enieur), les propri�et�es m�ecaniques de mat�eriaux complexes
en tenant compte des connaissances physiques sur la mati�ere �a une �echelle plus �ne. Une telle description, dite
multi-�echelle , fait l'hypoth�ese d'une micro-structure sous-jacente �a la description macroscopique de la mati�ere.
La simulation de mod�eles micro-macro int�eresse en particulier les concepteurs, les producteurset les utilisateurs
de mat�eriaux complexes tels que, dans le cas uide :

{ le b�eton, les mat�eriaux granulaires du type sable ou gravier, les pâtes et autres mat�eriaux du g�enie civil,
{ les polym�eres plastiques de l'industrie automobile,
{ les suspensions particulaires de l'industrie agroalimentaire...

Les r�esultats de la th�ese sont regroup�es dans deux parties et on donne, au d�ebut de chacune d'elles, une
introduction, respectivement

[Chap. 1] �a la mod�elisation math�ematique de quelques mat�eriaux complexes dot�es d'une micro-structure,
ceux au comportement m�ecanique de uide visco�elastique, et

[Chap. 4] �a une m�ethode de simulation num�erique par r�eduction de bases pour des calculs intensifs, dite
m�ethode des bases r�eduites (certi��ee), avec une synth�ese de son application �a divers mod�eles multi-�echelles
rencontr�es en science des mat�eriaux.

Dans une premi�ere partie, on �etudie des sch�emas num�eriques utilisant la m�ethode des �el�ements �nis pour
discr�etiser des mod�eles m�ecaniques de uides complexesvisco�elastiques. Les mod�eles en question ne sont pas du
type micro-macro : ils s'�ecrivent uniquement avec des variables repr�esentant directement les quantit�es int�eres-
santes du probl�eme �a l'�echelle macroscopique. Toutefois, notre �etude concerne essentiellement les mod�eles qui
peuvent être d�eduits d'une approche micro-macro (�eventuellement apr�es une suite d'approximations, souvent
appel�ee coarse-grainingen anglais), pourvu que celle-ci soit formul�ee math�ematiquement. L'objet de cette partie
est d'am�eliorer la simulation de ph�enom�enes multi-�echelles avec ces mod�eles.

De nombreuses�equations constitutives ont en e�et �et�e propos�ees pour d�ecrire le mouvement d'un uide
comme un milieu continu sous l'e�et de forces visqueuses et �elastiques. Seules quelques-unesr�esultent de l'ad-
dition d'e�ets microscopiques { mol�eculaires { bien compris. En particulier, parmi les �equat ions constitutives
qui peuvent être obtenues par int�egration d'un mod�ele micro-macro, celles qui s'appuientsur une description
statistique rigoureuse de la mati�ere �a l'�echelle microscopique permettent d'identi�er (dans des �ecoulements
su�samment simples) les bonnes quantit�es thermodynamiques �a l'�echelle macroscopique,par exemple l'�ener-
gie libre [Lel04, JLBLO06]. Partant de cette observation, nous avons propos�e, pour une �equationconstitutive
prototypique (Oldroyd-B), des sch�emas num�eriques (par la m�ethode des �el�ement s �nis), qui respectent, apr�es
discr�etisation, une loi de dissipation de l'�energie libre similaire �a celle identi� �ee au niveau continu (dans un
�ecoulement simple avec conditions de bord de type Dirichlet homog�ene, dites aussi de \collement").

A notre connaissance, aucune �etude ant�erieure n'avait consid�er�e ce crit�ere comme condition de stabilit�e pour
un sch�ema num�erique discr�etisant une �equation constitutive. (Dans [LO03, LX06], on c onsid�ere une autre loi
d'�energie, qui n'est pas une loi de dissipation.) L'�etude de ce crit�ere apporte donc quelques r�eponses nouvelles
aux nombreuses questions soulev�ees par les instabilit�es observ�ees dans la simulation num�erique des �equations
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constitutives (voir, par exemple, la discussion sur leHigh Weissenberg Number Problemdans [OP02], et des
r�esultats num�eriques r�ecents �a ce sujet dans [FK05, HFK05]). Plus pr�ecis�ement, p our les �equations constitutives
et les �ecoulements tels que les deux questions suivantes sont (suppos�ees) r�esolues, notre �etude de la stabilit�e
des sch�emas num�eriques contribue �a am�eliorer la compr�ehension des instabilit�es observ�ees par les simulateurs
en r�epondant �a la troisi�eme :

{ le probl�eme avec conditions initiales et de bord poss�ede-t-il un �etat stationnaire ?
{ quelle r�egularit�e poss�ede la solution du probl�eme avec conditions initiales et de bord ?
{ comment approcher num�eriquement la solution du probl�eme avec conditions initiales et de bord ?

Elle n'est toutefois encore qu'un pr�ealable �a une r�eponse d�e�nitive sur l'ori gine des instabilit�es num�eriques
observ�ees, et �a une pratique totalement rigoureuse de la simulation num�erique d'�equations constitutives pour
un uide visco�elastique. En e�et, même dans le cas particuli�erement simple du syst�eme d'�equations Oldroyd-B,
on ne sait pas :

{ s'il existe un �etat stationnaire pour un probl�eme avec conditions de bord g�en�erales ( en particulier, dans
les cas-tests importants du ot autour d'un cylindre et de la contraction),

{ ni en quel sens le probl�eme aux limites a �eventuellement une solution (�a moins de supposer les condi-
tions initiales voisines d'un �etat stationnaire suppos�e [LLZ05, LLZ08], ou le champ de vitesse co-
rotationnel [LM00]).

Plus pr�ecis�ement, nous pr�esentons les r�esultats suivants, qui restranscrivent respectivement [BLM09] et [BB09b].
[Chap. 2] Il est possible de construire (par la m�ethode des �el�ements �nis) des sch�emas num�eriques, stables

au sens du crit�ere dedissipation de l'�energie libre, pour simuler le probl�eme de Cauchy associ�e aux �equa-
tions d'Oldroyd-B avec des conditions de type Dirichlet homog�ene au bord d'un domainer�egulier born�e.
Toutefois, cela requiert :
{ un traitement particulier des termes d'advection dans l'�equation d'Oldroyd (utilis ant par exemple la

m�ethode des caract�eristiques, ou la m�ethode de Galerkin discontinue avec des termes de ux),
{ un sch�ema implicite (r�esultant en un syst�eme d'�equations alg�ebrique non-l in�eaire), et
{ une discr�etisation en espace d'ordre faible pour le champ de variables associ�e �a l'�equationd'Oldroyd (dans

notre cas, un tenseur de conformation plutôt qu'un tenseur de contraintes), autorisant en particulier
l'emploi d'approximations constantes par morceaux pour ce champ (�el�ements �nis de type P0).

On montre alors que le sch�ema num�erique poss�ede une unique solution stable, globale en temps si le pas de
temps utilis�e pour la discr�etisation temporelle, de type Euler r�etrograde, est su�samm ent petit (inf�erieur
�a une limite fonction de la donn�ee initiale). Les di�cult�es rencontr�ees sont essen tiellement li�ees �a la non-
lin�earit�e de la fonction test en le champ de variables inconnu, et �a une contrainte de positivit�e sur ce
même champ. Par ailleurs, on montre qu'il est facile d'adapter nos discr�etisations �a unereformulation de
l'�equation d'Olrdoyd utilisant le logarithme des variables inconnues contraintes �a la positivit�e, voir [FK04,
FK05, HFK05], et qu'alors, une solution stable existe sans condition sur le pas de temps. Pour cette
derni�ere reformulation, toute solution est n�ecessairement stable au sens du crit�ere dissipatif.

[Chap. 3] Pour certains sch�emas num�eriques discr�etisant l'�equation d'Oldroyd-B e t propos�es au Chap. 2, on
peut construire des solutions stables, globales en temps, sans contrainte sur le pas de temps.Toutefois, il
n'y a alors plus unicit�e, et d'autres solutions �eventuelles pourraient ne pas être stables au sens du crit�ere
dissipatif.
Par ailleurs, on peut aussi construire des sch�emas num�eriques stables pour l'�equation d'Oldroyd-B avec
une technique de discr�etisation di��erente de celles employ�ees au Chap. 2 pour les termes d'advection.
Avec cette derni�ere technique, qui utilise des �el�ements �nis continus et n'a pas recourt au calcul des lignes
caract�eristiques, on montre qu'une sous-suite de solutions aux sch�emas num�eriques stables converge vers
une solution d'un probl�eme de Cauchy-Dirichlet pour des �equations proches du syst�emed'Oldroyd-B (avec
un terme additionnel de dissipation)1.

Le sujet de cette premi�ere partie comporte encore de nombreuses questions ouvertes. En particulier, il appelle
�a de nouveaux tests num�eriques comparant les qualit�es des divers sch�emas que nous avons propos�es : stabilit�e
num�erique (�egalement pour d'autres probl�emes que ceux de type Dirichlet homog�ene dansune g�eom�etrie simple),
simplicit�e de mise en �uvre (en comparaison des nombreuses discr�etisations d�ej�a employ�ees par les praticiens
de la m�ecanique des uides non-newtoniens). On peut aussi se demander l'e�et des m�ethodesde r�esolution
alg�ebriques pour le syst�eme non-lin�eaire r�esultant des sch�emas num�eriques stables implicites que l'on a propos�es
ci-dessus (comme, par exemple, dans [Pro08] pour des sch�emas dissipatifs stables discr�etisant les �equations
de la magn�etohydrodynamique incompressible), ou l'existence �eventuelle de bifurcations en temps long pour

1Pour obtenir la bonne compacit�e, on a ajout�e un terme de dissipation en espace dans l'�equation sur le champ de contraintes.
Ce terme r�egularisant existe e�ectivement [SB95], mais il est en g�en�eral tr�es petit, donc habituellement n�eglig�e par les physiciens
dans le mod�ele d'Oldroyd.
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les solutions des sch�emas num�eriques. En�n, il conviendrait encore de s'interroger sur la possibilit�e d'�etendre
nos r�esultats �a des conditions de bord plus g�en�erales, �a d'autres classes d'approximations utilis�ees en pratique
(�el�ements �nis quadrilat�eres [HFK05], discr�etisations temporelles d'ordre sup�erieu r [Emm08]), et �a des �equations
consitutives plus g�en�erales (les travaux [JLBLO06] et [HL07] sur les lois de dissipation g�en�eralis�ees au niveau
continu pourraient servir de base �a des extensions ult�erieures de nos discr�etisations).

Dans une seconde partie, on �etudie l'application �a quelques mod�eles multi-�echellesd'une m�ethode num�erique
visant �a r�eduire la complexit�e d'un grand nombre de calculs similaires entre eux. Cette m�ethode dite des bases
r�eduites (certi��ee ) est en e�et tr�es g�en�erale dans son principe ; nous avons travaill�e pour en �etendre l'application
�a quelques mod�eles multi-�echelles particuliers, gourmands en calculs.

Le but de la m�ethode des bases r�eduites est de r�esoudre rigoureusement et e�cacement (c'est-�a-dire pr�eci-
s�ement et rapidement) un grand nombre de probl�emes param�etr�es, pour de nombreuses valeurs du param�etre.
La m�ethode des bases r�eduites standard s'applique essentiellement au calcul de fonctionnelles lin�eaires en la
solution de probl�emes param�etr�es, qui sont typiquement des probl�emes aux limites elliptiques admettant une
formulation variationnelle a�ne en des fonctions du param�etre. La m�ethode est concue en deux �etapes, dites
hors ligne puis en ligne. D'abord, hors ligne, on construit un espace vectoriel de petite dimensionN servant �a
approcher les solutions param�etr�ees des probl�emes aux limites par la m�ethode de Galerkin. Pour un N donn�e,
il existe un espace vectoriel engendr�e parN solutions en N valeurs distinctes du param�etre qui est optimal
au sens de la minimisation de la pire erreur commise par la m�ethode de Galerkin sur l'ensembledes solutions
param�etr�ees avec cet espace vectoriel2. En pratique, la m�ethode utilise un estimateur a posteriori rigoureux pour
�evaluer l'erreur de Galerkin, et choisit les N valeurs du param�etre it�erativement, en cherchant �a minimiser la
pire erreur d'approximation �a chaque �etape. (On quali�e de glouton, greedyen anglais, ce type d'algorithmes qui
r�esolvent successivement une suite de probl�emes simples pour obtenir une solution (quasi-)optimale d'un pro-
bl�eme d'optimisation compliqu�e.) Ensuite, en ligne, on approche syst�ematiquement tout e solution du probl�eme
param�etr�e (pour n'importe quelle valeur du param�etre) par une combinaison lin�eaire 3 bien choisie dans l'espace
vectoriel de petite dimension N , �a savoir celle donn�ee par la m�ethode de Galerkin. L'erreur d'approximation
qui en r�esulte est alors rigoureusement �evaluable par un estimateura posteriori similaire �a celui utilis�e hors-
ligne pour construire l'espace d'approximation : on obtient donc une approximationcerti��ee . La m�ethode des
bases r�eduites �economise ainsi de nombreux calculs par rapport �a une approche directe (celle qui aurait r�esolu
aveugl�ement le probl�eme param�etr�e dans un espace de grande dimension pour chaque valeur du param�etre,
typiquement avec des �elements �nis), dans la mesure o�u on a besoin de r�esoudre en ligne le probl�eme en de
su�samment nombreuses valeurs du param�etre pour compenser les calculs hors ligne.

Avec quelques adaptations de la m�ethode standard, on a pu appliquer la m�ethode des bases r�eduites �a trois
probl�emes num�eriques d�ependant d'un param�etre et rencontr�es dans la simulat ion de mod�eles multi-�echelles
en science des mat�eriaux. On pr�esente ces applications dans trois chapitres, correspondant respectivement aux
publications [Boy08, BBM+ 09, BL09a].

[Chap. 5] Pour homog�en�eiser un probl�eme elliptique o�u les coe�cients de di�usion oscillen t vite (mais ne
sont pas exactement p�eriodiques) dans l'espace physique, il faut calculer les solutions de nombreuxpro-
bl�emes interm�ediaires, dits de cellule, en chaque point de l'espace physique (th�eoriquement , une in�nit�e !).
Avec une m�ethode de discr�etisation peu coûteuse, on peut ensuite calculer une bonne approximation de
la solution du prob�eme elliptique homog�en�eis�e, elle-même bonne approximation { �event uellement apr�es
correction { de la solution oscillante du probl�eme elliptique initial (pour laquelle les m�ethodes d'approxi-
mation usuelles par discr�etisation directe sont n�ecessairement coûteuses en degr�es de libert�e). En pratique,
dans l'homog�en�eisation num�erique, c'est le calcul des solutions �a de nombreux probl�emes de cellule qui
reste coûteux (le choix des { nombreux { points de l'espace physique o�u calculer ces solutions d�ependant
de la technique de discr�etisation qu'on choisira pour le probl�eme homog�en�eis�e �nal). Dans notre �etude, on

2Cette pire erreur a une signi�cation proche d'une �epaisseur de Kolmogorov pour la sous-vari�et�e engendr�ee par la famille des
solutions param�etr�ees, concept utile en th�eorie de l'approximation [Pin85] qui est pr�ecis�e au Chap. 4. Elle correspond �a un crit�ere
de type L 1 sur le param�etre, pourvu que l'on dote l'espace des param�etres d'une topologie, et prend tout son sens dans certains
contextes pr�ecis, selon la nature de la fonctionnelle de sortie et son utilisation. D'autres m�ethodes de r�eduction sont di��erentes
par nature : par exemple, certaines cherchent �a minimiser l'erreur en moyenne par rapport aux variations du param�etres, ou
en moyenne quadratique. Elles correspondent alors respectivement �a des crit�ere de type L 1 et de type L 2 sur le param�etre. En
particulier, le crit�ere de type L 2 a d�ej�a donn�e naissance �a de nombreuses m�ethodes de r�eduction, qui se sont av�er�ees utiles dans
certaines applications pr�ecises : l'analyse en composantes principales ( principal component analysis en anglais, �egalement appel�ee
proper orthogonal decomposition ou POD) [KV02], la quanti�cation ( quantization en anglais) [PP05], la d�ecomposition de Karhunen-
Lo�eve [New96] (que nous retrouverons au Chap. 6), la d�ecomposition en valeurs singuli�eres [LBLM08] (SVD pour singular value
decomposition en anglais, qui donne lieu �a des m�ethodes dites low-rank approximations )...

3Noter qu'une version non-lin�eaire est en cours de d�eveloppement [EPR].
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cherche �a r�eduire ce coût, dans le cadre de l'homog�en�eisation �a deux �echelles, o�u les probl�emes de cellule
s'expriment simplement comme une famille de probl�emes elliptiques param�etr�es, avecpour fonctionnelle
de sortie le tenseur des coe�cients de di�usion homog�en�eis�es.
On utilise donc la m�ethode des bases r�eduites usuelle pour la famille (param�etr�ee) des solutions des pro-
bl�emes de cellule, modulo le fait que la sortie n'est pas une fonction scalaire des solutions param�etr�ees.
Les r�esultats num�eriques sont tr�es satisfaisants pour l'homog�en�eisation num�erique d 'une �equation de dif-
fusion scalaire, avec un tenseur de di�usion oscillant, �a deux �echelles, o�u les probl�emes de cellules sont
des probl�emes de di�usion scalaires p�eriodiques, engendr�es par la variation en taille, position et intensit�e
d'une inclusion homog�ene isotrope carr�ee au sein d'une matrice carr�ee de conductivit�e�egalement homog�ene
isotrope.
Notre r�esolution de ce probl�eme est un paradigme pour de nombreux mod�eles multi-�echelles autres que
l'homog�en�eisation (on cherche �a calculer une quantit�e \macro", dite homog�en�eis�ee ici, qui n�ecessite de
r�esoudre de nombreux probl�emes \micro" param�etr�es). Elle est aussi susceptible de nombreuses extensions
en th�eorie de l'homog�en�eisation elle-même (y compris dans ses d�eveloppements les plus r�ecents [BLL06]).

[Chap. 6] Dans de nombreuses applications num�eriques, il est important de tenir compte de l'inuence des
incertitudes de mod�elisation sur le r�esultat, qui sont par exemple des uctuations dans lescoe�cients d'une
�equation dont on cherche la solution. C'est en particulier le cas dans la simulation de nombreux mod�eles
multi-�echelles, o�u l'on calcule, typiquement avec des algorithmes s�egr�eg�es, les inuences r�eciproques d'une
�echelle sur l'autre, tandis que la mod�elisation �a une �echelle doit tenir compte de uctuations (incertitudes)
�a une autre �echelle.
Quand des coe�cients incertains dans une �equation oscillent vite autour d'une valeur moyenne (hypoth�ese
de s�eparation des �echelles), on peut par exemple utiliser la th�eorie de l'homog�en�eisation (�eventuellement
stochastique [BP04, BLL06]), qui donne comme solution moyenne la solution homog�en�eis�ee (et parfois une
variance pour sa �abilit�e, voir le travail r�ecent [GO09]). Sinon, la physique p eut aussi mener �a faire des
hypoth�eses sur la forme des variations en les coe�cients incertains. (Par exemple, la th�eorie cin�etique pour
les mod�eles micro-macro pr�esent�es au Chap. 1 suppose des variations gaussiennes.) En�n, en l'absence de
mod�ele pr�ecis, l'ing�enieur peut aussi tenter de calibrer les incertitudes sur desmesures exp�erimentales,
par exemple en estimant la loi des variations en les coe�cients incertains (voir par exemple [JZ08]). Dans
ce dernier cas, la solution moyenne choisie est typiquement la moyenne des solutions, et sa �abilit�e est
directement donn�ee par la variance des solutions (selon le th�eor�eme de la limite centrale). Les ing�enieurs
ont par ailleurs d�evelopp�e diverses techniques num�eriques depropagation d'incertitudes, en vue de calculer
une solution moyenne et d'�evaluer sa �abilit�e.
Nous avons utilis�e la m�ethode des bases r�eduites pour calculer e�cacement et simplementla moyenne et
la variance d'une variable al�eatoire qui est une fonction r�eguli�ere de la solution d'un probl�eme elliptique
scalaire o�u le coe�cient dans une condition de bord du troisi�eme type (dite de Robin) est un champ
al�eatoire born�e 4. Pour cela on utilise la m�ethode de Monte-Carlo, et on consid�ere le probl�eme param�etr�e
par les r�ealisations du champ al�eatoire (qui prend ici ses valeurs sur le bord du domaine physique). Le
champ al�eatoire param�etre appartient toutefois �a un espace de dimension in�nie (les fonctions born�ees
sur le bord du domaine physique), et une forme variationnelle usuelle pour le probl�eme param�etr�e n'a pas
alors la bonne structure { a�ne en quelques coe�cients du param�etre {, n�ecessaire pour l'e� cacit�e de
la m�ethode des bases r�eduites. On utilise donc une �etape de discr�etisation suppl�ementaire par rapport �a
la m�ethode des bases r�eduites standard, qui consiste �a tronquer la d�ecomposition deKarhunen-Lo�eve du
champ al�eatoire. Pour les champs al�eatoires su�samment corr�el�es en espace, le spectre des valeurs propres
dans la d�ecomposition de Karhunen-Lo�eve d�ecrô�t vite, et notre approche s'av�ere e�cace et pr�ecise.
Ainsi, notre application de la m�ethode des bases r�eduites �a un probl�eme de bord param�etr�e par des co-
e�cients stochastiques sugg�ere donc une approche num�erique possible pour des probl�emesmulti-�echelles
invoquant un bruit color�e comme param�etre mod�elisant les uctuations d'une �echell e sur l'autre. Dans des
applications de type ing�enieur, apr�es estimation empirique des variations (incertitudes) dans un coe�cient,
notre m�ethode acc�el�ere vraisemblablement diverses approches num�eriques d�ej�a utilis�ees en propagation
d'incertitudes. (On peut d'ailleurs envisager diverses extensions de notre application num�erique dans cette
direction, pour d'autres champs al�eatoires coe�cients, d'autres �equations et d'autres techniques de dis-
cr�etisation dans l'espace des variations stochastiques.) Toutefois, pour certaines applicationsen science
de la mati�ere, qui supposent par exemple que des coe�cients varient comme un bruit blanc gaussien (cas
des polym�eres dilu�es mod�elis�es comme des particules browniennes), la d�ecroissancedu spectre des valeurs

4Noter qu'on sugg�ere aussi une m�ethode pour des probl�emes de �abilit�e qui cherchent �a calculer les quantiles d'u ne variable
al�eatoire qui est une fonction r�eguli�ere de la solution param�etr�ee, mais qu'on n'a pas encore de r�esultat num�erique � a ce sujet.
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propres dans la d�ecomposition de Karhunen-Lo�eve est lente, et notre approche sera probablement peu
e�cace. C'est pourquoi on propose dans le chapitre suivant une autre approche pour des calculs intensifs
avec les solutions d'�equations di��erentielles stochastiques au sens d'Itô param�etr�ees.

[Chap. 7] On a d�ej�a �evoqu�e ci-dessus le fait qu'en science de la mati�ere, de nombreuxmod�eles multi-�echelles
utilisent des algorithmes s�egr�eg�es pour �evaluer les inuences r�eciproques d'une �echelle sur l'autre. En
particulier, quand des uctuations �a une �echelle donn�ee sont mod�elis�ees avec des outils probabilistes, les
algorithmes s�egr�eg�es couplant les di��erentes �echelles requi�erent typiquement l'�evaluation de l'esp�erance de
nombreuses variables al�eatoires, qui sont par exemple des fonctionnelles d'un processus stochastique d'Itô
(c'est le cas des mod�eles micro-macro pour les polmy�eres).
On consid�ere ici une famille param�etr�ee de variables al�eatoires, solutions d'une �equation di��erentielle
stochastique au sens d'Itô o�u les coe�cients de d�erive et de di�usion sont param�etr�es. Nous nous sommes
inspir�es de la m�ethode des bases r�eduites usuelle pour calculer e�cacement l'esp�eranced'un grand nombre
de ces variables al�eatoires param�etr�ees. Nous proposons deux approches pratiques pourcalculer par bases
r�eduites des variables de contrôle permettant de r�eduire la variance d'estimateurs Monte-Carlo pour ces
variables al�eatoires param�etr�ees. Pour calculer e�cacement de nombreuses variables de contrôle,qui sont
simplement des variables al�eatoires param�etr�ees de carr�e int�egrable, on a modi��e la m�ethode des bases
r�eduites standard. Dans l'une des deux approches, on substitue simplement un calcul par moindres carr�es
�a la m�ethode de Galerkin pour calculer les coe�cients de la combinaison lin�eaire qui est l'approximation
par base r�eduite. Dans l'autre approche, quand la variable al�eatoire est une fonctionnelle d'un processus
d'Itô et qu'une variable de contrôle s'�ecrit �a l'aide d'une formule de Feynman-Kac , on construit en fait une
base r�eduite pour la collection des solutions de l'�equation de Kolmogorov r�etrograde, puis onproc�ede de
même par moindres carr�es, en utilisant une combinaison lin�eaire de solutions bien choisies de l'�equation
de Kolmogorov r�etrograde comme approximation par bases r�eduites. Dans les deux cas, on a surtout
conserv�e l'id�ee d'utiliser (en ligne) un espace vectoriel d'approximation de petite dimension pour une
famille param�etr�ee d'�el�ements d'un espace de Hilbert, qui est construit en s�electi onnant (hors ligne) N
valeurs du param�etre avec un algorithme glouton.
Les r�esultats num�eriques obtenus sont prometteurs, pour acc�el�erer la calibration de la volatilit�e dans un
mod�ele de Black-Scholes (math�ematiques �nanci�eres), et pour acc�el�erer la simulation de l'�evolution en
temps d'une famille d'�equations de Langevin o�u les coe�cients des �equations �evoluent aussi (typiquement,
de mani�ere coupl�ee avec les calculs d'esp�erances, comme dans la dynamique mol�eculairedes mod�eles
micro-macro en rh�eologie).

Les probl�emes num�eriques trait�es ci-dessus sont tous du type param�etr�e intensif, tels que la r�esolution d'une
même �equation param�etr�ee, coûteuse num�eriquement, est n�ecessaire en de nombreuses valeurs du param�etre.
Des mod�eles micro-macro pour des uides visco�elastiques (les mod�eles statistiques de polym�eres dilu�es) g�en�erent
en particulier des probl�emes de ce type ; ils nous ont servi de guide dans notre d�emarche. Lestrois �etapes
(Chapitres 5, 6 et 7) correspondent �a l'extension progressive de la m�ethode des bases r�eduites :

(i) �a un mod�ele multi-�echelle g�en�erant des probl�emes num�eriques stantards pou r la m�ethode des bases
r�eduites usuelle, quoique avec une fonctionnelle de sortie tensorielle (non-scalaire), puis

(ii) �a des mod�eles multi-�echelles g�en�erant des probl�emes num�eriques o�u le param�etre a une structure sto-
chastique de dimension in�nie (on a besoin d'une repr�esentation spectrale tronqu�ee, qui est une nouvelle
technique prolongeant la m�ethode des bases r�eduites usuelle �a un certain type de probl�emes non-a�nes en
le param�etre), en�n

(iii) �a des mod�eles multi-�echelles g�en�erant des probl�emes num�eriques non -standards pour la m�ethode des
bases r�eduites (calculs de Monte-Carlo plutôt qu'�el�ements �nis).

La derni�ere �etape est donc une v�eritable g�en�eralisation des id�ees de la m�e thode des bases r�eduites �a des calculs
param�etr�es intensifs quelconques dans un espace de Hilbert, ce qui ouvre la voie �a de futuresinvestigations
(comparaison, et combinaison, avec d'autres m�ethodes d'approximation { �eventuellement r�eduites {). De plus,
par del�a les di��erents th�emes trait�es dans cette partie, le champ des applications de la m�ethode des bases
r�eduites semble encore tr�es ouvert et �a explorer, en particulier pour des probl�emes de type multi-�echelle, avec
autant d'adaptations et d'extensions possibles de la m�ethode pour chaque application sp�eci�que.
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Premi�ere partie

Discr�etisations d'une �equation
constitutive dans un mod�ele de uide

visco�elastique par la m�ethode des
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Chapitre 1

Introduction �a la mod�elisation des
uides visco�elastiques micro-structur�es

1-I Probl�ematique : rh�eologie et mod�eles multi-�echelles

La rh�eologie cherche �a d�ecrire le comportement m�ecanique des mat�eriaux complexes, en particulier lesuides
non-newtoniens [BHW89]. Plus pr�ecis�ement, elle cherche �a d�ecrire quantitativement, pendant un intervalle de
temps t 2 (0;T), la d�eformation et l'�ecoulement, sous l'e�et de forces ext�erieures, d'une portion de mat i�ere
condens�ee mod�elis�ee comme un milieu continu, sans faire ni l'approximationnewtonienne (pour les liquides) ni
l'approximation hook�eenne (pour les solides).

La distinction de nature entre solides et liquides n'est pas �evidente, elle se fait usuellement via leur compor-
tement rh�eologique : quand ils sont soumis �a un champ de forces ext�erieures, les solides(�elastiques) se d�eforment
instantan�ement, puis adoptent une forme �nale o�u persiste une d�eformation (�nie) apr�es u n laps de temps �ni,
par opposition aux liquides (visqueux) qui changent continuellement de forme d�es qu'une force ext�erieure leur
est appliqu�ee1. Mais les notions de temps et d�eformation �nis d�ependent naturellement de l'observateur, c'est-
�a-dire d'un temps et d'une distance caract�eristiques (en particulier, tout mat�eriau peut êt re liquide ou solide
selon ce point de vue). Aussi, la rh�eologie tente-t-elle de d�epasser cette limitation et ded�e�nir la nature des
mat�eriaux complexes (en fait, tous les mat�eriaux r�eels) par une formule math�ematique de leur comportement.
Les uides visco�elastiques sont ceux dont le comportement est interm�ediaire entre les approximations extrêmes
du solide hook�een et du liquide newtonien.

Nous nous int�eressons ici au comportement non-newtonien en tant qu'�ecart au comportement newtonien
(id�eal) des liquides, c'est pourquoi nous allons maintenant utiliser une descriptioneul�erienne des d�eplacements de
la mati�ere (par opposition �a la description lagrangienneutilis�ee en m�ecanique des solides2). Si on rep�ere l'espace
par la variable x 2 R3 dans un r�ef�erentiel galil�een (attach�e au laboratoire), la portion de mati�ere con sid�er�ee ici
dans la suite occupera typiquement un domaine ouvert r�egulierD � R3, born�e connexe ind�ependant du temps
et de mesure de Lebesgue non-nulle3. La mati�ere sera consid�er�ee incompressible et isotherme (c'est �evidemment
une grossi�ere approximation si on veut mod�eliser de nombreux proc�ed�es industriels, ils'agit donc d'une approche
simpli��ee des liquides non-Newtoniens). Le champ (scalaire) demasse volumique, � : (t; x ) 2D T := (0 ;T) �D !
� (t; x ) 2 R� 0, est alors constant (un même volume a toujours la même masse dans un tel uide) :

� (t; x ) � � 2 R> 0 ; 8(t; x ) 2D T :

Dans la description eul�erienne d'un uide, on introduit ensuite la variable champ de vitesse, c'est-�a-dire
un champ de vecteursu : (t; x ) 2D T ! u (x ) 2 R3. Le principe de conservation de la masseavec l'hypoth�ese
d'incompressibilit�e impose au champ de vitesse d'̂etre sol�eno•�dal :

div u =0 dans D : (1-I.1)

1En particulier, sur Terre, on d�e�nit souvent les liquides par leur capacit�e �a prendre spontan�ement la forme de leur r�ecipient
(domaine dans lequel ils sont inclus et ne peuvent sortir) sous l'e�et des forces de pesanteur.

2Toutefois, certains auteurs utilisent parfois une description lagrangienne, �equivalente �a notre description eul�erienne pourvu que
les conditions d'�ecoulement permettent d'�etablir cette �equivalence, en vue d'obtenir certains r�esultats math�ematiques [LLZ05, LX 06].

3N�eanmoins, les probl�emes non-newtoniens �a surface libre ne sont pas inint�eressants, on consultera par exemple [SR94, LM95 ,
BPL06].
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Ensuite, le principe deconservation de la quantit�e de mouvementen pr�esence d'un champ volumique de forces
ext�erieures par unit�e de masse f : (t; x ) 2D T ! f (t; x ) 2 R3 s'�ecrit (sous forme locale) :

�
�

@u
@t

+ u � r u
�

=div T + � f dans DT ; (1-I.2)

o�u T : (t; x ) 2 D T ! T (t; x ) 2 R3� 3 est le tenseurchamp de contraintesde Cauchy qui mod�elise les e�orts int�e-
rieurs au uide. (Les forces internes, d'origine mol�eculaire, sont suppos�ees transmises uniquement par contacts
surfaciques et localement d�ependantes uniquement de l'orientation de la surface de contact.) Pour fermer le
syst�eme d'�equations, en plus de conditions au bord deDT , il manque une relation liant T aux autres variables
du syst�eme telles u .

A chaque instant t 2 (0;T) et en chaque point x 2D , la valeur de T (t; x ) d�epend th�eoriquement de la con�-
guration exacte des mol�ecules au voisinage du pointx dans le mat�eriau, ce qui n'est a priori pas donn�e par les
valeurs instantan�ees des champsu(t; �) et p(t; �). De nombreuses exp�eriences ont n�eanmoins montr�e que, pour
un grand nombre de mat�eriaux, on pouvait exprimer T (t; �) comme une fonction de ces champs instantan�es.
L'approximation newtonienne du comportement suppose ainsi que le tenseurT s'exprime comme une fonction
a�ne du tenseur taux de d�eformation d = 1

2

�
r u + r u T

�
,

T = � pI +2 � d ; (1-I.3)

o�u l'on a introduit le champ (scalaire) de pression p: (t; x ) 2D T ! p(t; x ) 2 R (le multiplicateur de Lagrange
associ�e �a une contrainte isotrope permettant de satisfaire la condition d'incompressibilit�e (1-I.1)), le tenseur
identit�e I , le champ tensorielgradient de vitesser u : (t; x ) 2D T ! r u (t; x ) 2 R3� 3 �a valeurs une matrice 3� 3

de composantes
�

@u i
@x j

�

1� i;j � 3
, et la constante deviscosit�e � (un nombre propre au uide newtonien en question).

Le syst�eme ferm�e d'�equations (1-I.2{1-I.3) est connu sous le nom d'�equations de Navier-Stokes incompressibles,
il d�ecrit bien les comportements de l'eau et de la glycine (entres autres exemples) dans de nombreux r�egimes
d'�ecoulement.

Toutefois, il est n�ecessaire d'am�eliorer l'hypoth�ese du comportement newtonien pour d�ecrire des ph�enom�enes
qui ne sont pas le r�esultat d'un �equilibre entre les forces visqueuses (la r�esistance�a un cisaillement) et les forces
d'inertie (la r�esistance �a une acc�el�eration), par exemple :

{ la mont�ee de liquide le long d'un axe tournant dans ce liquide (dit e�et Weissenberg),
{ le gonement d'un jet de liquide �a la sortie d'une extrusion,
{ le siphonnage sans tube d'un liquide hors de son r�ecipient,

qu'on observe en manipulant des uides tels la peinture, la boue, le ciment, ou le yoghourt [BCAH87a, BHW89,
Ren00].

Une interpr�etation physique des e�ets non-newtoniens suppose l'existence d'unemicro-structure �a l'int�e-
rieur du uide, qui atteint un �etat d'�equilibre thermodynamique quand le uide es t dans un �etat stationnaire.
Dans ces liquides micro-structur�es, les e�ets non-newtoniens se manifesteraient quand le temps de relaxation
microscopique (un temps caract�eristique de l'�evolution spontan�ee des mol�ecules vers le nouvel �etat d'�equilibre
thermodynamique apr�es une sollicitation) ne serait pas n�egligeable par rapport au temps de relaxation ma-
croscopique (un temps caract�eristique de l'�evolution macroscopique du uide vers le nouvel�etat stationnaire
�a l'�echelle du continu). Pour d�ecrire cela, les mod�eles math�ematiques introdu isent alors un nouveau nombre
adimensionnel : le nombre de Deborah De , (rapport entre les �echelles de temps de larelaxation spontan�ee
locale de la micro-structure et de la relaxation globale du uide sous sollicitation) ou le nombre de Weissenberg
Wi (rapport entre les �echelles de temps de la relaxation spontan�ee locale de la micro-structure et un temps
caract�eristique de l'exp�erience �a l'�echelle macroscopique). Les e�ets non-newtoniens apparaissent d�es que ces
nombres (caract�eristiques d'un uide) sont de l'ordre de 1. (Noter que cette interpr�etation physique fait donc
l'hypoth�ese d'une s�eparation des �echelles micro et macro en espace et en temps : reste �a d�ecrire pr�ecis�ement
chacune d'entre elles.) On appelle aussiliquides �elastiquesou uides �a m�emoire ces uides non-newtoniens avec
une micro-structure qui se d�eforme �elastiquement, tels queT (t; �) d�epend de toute l'histoire des d�eformations
du mat�eriau.

Pour am�eliorer (1-I.3) en vue de caract�eriser quantitativement le comportement de uides non-newtoniens
micro-structur�es, deux approches sont possibles :

{ l'approche purement macroscopique, qui cherche �a remplacer directement (1-I.3) par une�equation consti-
tutive entre les variables macroscopiquesu ;p;T ;::: �a l'�echelle du continu, par exemple avec une �equation
aux d�eriv�ees partielles (EDP) ou une formulation int�egrale, ou
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{ l'approche micro-macro, qui cherche d'abord �a d�ecrire math�ematiquement la micro-s tructure, puis somme
les e�ets microscopiques pour les int�egrer �a la description macroscopique via une relation d�e�nissant le
tenseurT , par exemple une moyenne statistique sur un ensemble de con�gurations al�eatoires caract�erisant
la micro-structure.

Dans les deux approches, des �echelles de temps et d'espace di��erentes interviennentvia De ou Wi : tous ces
mod�eles sont donc multi-�echelles en ce sens. N�eanmoins, seuls les mod�eles micro-macro �gurent une description
math�ematique pr�ecise des di��erentes �echelles (en fait, de la micro-structure).

Il est �a noter que les deux approches sont classiques en sciences des mat�eriaux. Aussi, dans cetteth�ese, nous
traitons de quelques questions math�ematiques (essentiellement num�eriques) qui sont communes �a de nombreux
mod�eles multi-�echelles. Les mod�eles de uides non-newtoniens sont un paradigme math�ematique pour une large
classe de mod�eles multi-�echelles [LB05].

En particulier, dans une approche purement macroscopique, de nombreuses approximations conduisentclas-
siquement �a une r�eduction de la r�ealit�e. Il faut n�eanmoins prendre garde �a ne pas per dre d'information dans
le processus d'approximation : si les principes d'invariance galil�eenne sont en g�en�eral respect�es par les �equa-
tions constitutives, il semble que les principes thermodynamiques soient parfois di�ciles �a concilier avec ces
approximations (c.f. [WH98b, Grm98, WH98a], ou plus r�ecemment [•O05]), alors qu'ils sont fondamentaux
pour comprendre les propri�et�es de stabilit�e du mod�ele math�ematique, notamment en temps long [JLBLO06].
D'ailleurs, nous montrons dans la premi�ere partie de cette th�ese que cette notion de stabilit�e (existence d'une
loi de dissipation en vertu des principes thermodynamiques), qui n'est donc pas facilement identi�able pour une
�equation constitutive, n'est pas non plus facilement imitable par les discr�etisations d'une �equation consitutive
dont on sait pourtant exprimer la loi de dissipation (voir les chapitres 2 et 3). Ceci pourrait expliquer certains
ph�enom�enes d'instabilit�e observ�es dans la simulation num�erique des �equations c onstitutives (dont certains Pro-
bl�emes �a Grand Nombre de Weissenberg, voir [OP02]), et montre en tout cas qu'il peutêtre di�cile d'utiliser
rigoureusement une �equation constitutive pour d�ecrire un uide visco�elastique (en par ticulier pour la simulation
num�erique d'�ecoulements complexes).

Quant �a la seconde approche dite micro-macro, elle recourt �a des �equations pour la micro-structure qui sont
souvent pos�ees sur un espace de grande dimension. Leur simulation num�erique est donc g�en�eralement di�cile et
il faut r�e�echir �a de nouvelles m�ethodes num�eriques pour ces simulations mol�eculaires en sciences de la mati�ere4.
C'est ce que nous ferons dans la deuxi�eme partie de cette th�ese (voir le chapitre 7, auquel on est amen�e apr�es
les chapitres 5 et 6).

Chacune des deux approches est abord�ee par l'�etude d'un seul mod�ele : un mod�ele d'Oldroyd pour la premi�ere
approche (partie I de cette th�ese) et un mod�ele d'halt�eres pour la seconde (en �n de partie II). Ces deux mod�eles
conviennent bien pour d�ecrire quelques uides non-newtoniens, dont lesliquides polym�eriques dilu�es5. Certes, ils
ne contiennent pas toute la richesse des comportements m�ecaniques que l'on peut retrouver dans la zoologie des
uides non-newtoniens, même issus des liquides polym�eriques dilu�es uniquement. Toutefois, chacun de ces deux
mod�eles poss�ede �a la fois une formulation math�ematique su�samment simple pour être �etudi�ee pr�ecis�ement et
une formulation commune �a de nombreux autres mod�eles non-newtoniens. Ils sont donc de bons candidats pour
être les supports �a l'�etude de questions relatives �a la discr�etisation num�e rique int�eressant de nombreux mod�eles
non-newtoniens. Nous introduisons ces mod�eles dans les deux sections suivantes.

1-II Equations constitutives : l'exemple d'Oldroyd-B

On appelle �equation constitutive une loi de comportement reliant directementT �a u (de type visco�elastique
ici), qui est obtenue par une mod�elisation purement macroscopique d'un uide non-newtonien.

Rappelons que la condition d'incompressibilit�e implique l'existence d'un param�etre de Lagrangep, �egal �a
une composante sph�erique du tenseur des contraintesT et appel�e pression hydrostatique (par similitude avec
les seuls e�orts isotropes qui s'exercent dans un uide au repos). On note donc en g�en�eral

T = � pI + � ; (1-II.1)

4Noter que la thermodynamique joue l�a aussi un rôle important, puisque les simulations num�eriques micro-macro consistent en
g�en�eral �a �echantillonner directement l'espace des phases pour la micro-structure. De ce point de vue, la principale di��erence en tre
les mod�eles micro-macro et les mod�eles macroscopiques est que les premiers se r�ef�erent explicitement �a un cadre thermodynamiq ue
(certes postul�e) pour ensuite d�ecrire l'�etat d'un uide complexe, tandis que les seconds d�ecrivent directement l'�etat d'un uide
complexe par des variables seulement suppos�ees être issues d'un cadre thermodynamique (souvent non formul�e explicitemen t).
Pour une discussion plus physique, on renvoie par exemple �a [BE94, WH98b, Grm98, WH98a, •O05].

5Les suspensions sont une autre classe importante de uides non-newtoniens [BHW89]. Elles sont d�ecrites par d'autres mod�eles,
que nous n'�evoquerons pas ici, quoiqu'ils sugg�erent �egalement des questions math�ematiques.
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o�u la partie d�eviatorique � du tenseur des contraintes internes est appel�ee tenseur desextra-contraintes.
Il s'agit alors de caract�eriser � �a l'aide d'une �equation faisant intervenir les trois inconnues ( u ;p;� ). Comme �

est un tenseur (donc un champ caract�eris�e en chaque point deD par la valeur d'une matrice �a 3 � 3 composantes),
il faut th�eoriquement 9 �equations scalaires. En fait, on fait souvent l'hypoth�ese que l es points mat�eriels portant
la contrainte T ont un moment angulaire nul6, ce qui implique queT (donc aussi� ) est un tenseur sym�etrique
�a 6 composantes.

De plus, le principe d'objectivit�e exige en m�ecanique (classique) des milieux continus que les lois de compor-
tement soient invariantes aux changements de rep�ere par mouvements de corps rigide. Ceci restreint la forme des
op�erateurs int�egro-di��erentiels utilisables pour exprimer ces lois [BHW89]. Parmi les di� �erents choix possibles,
nous �etudierons ici des mod�eles di��erentiels du type Oldroyd qui n'emploient qu' une d�eriv�ee mat�erielle dite
sur-convect�ee, car c'est exactement cette derni�ere que nous retrouverons par une approche micro-macro simple
dans la Section 1-III. On pose alors

� = � s + � p (1-II.2)

o�u � s =2 � sd sont les extra-contraintes dans le solvant pur (en l'absence de polym�eres), suppos�ees newtoniennes
avec une viscosit�e � s, et o�u � p sont les extra-contraintes dues �a la pr�esence de polym�eres dans le uide non-
newtonien. L'�equation constitutive d'Oldroyd-B s'�ecrit :

�
�

@t � p +( u � r )� p � (r u )� p � � p(r u T )
�

+ � p =2 � pd ; (1-II.3)

o�u r u T d�esigne la matrice transpos�ee der u , � est un temps caract�eristique des polym�eres et� p un coe�cient
de viscosit�e propre aux polym�eres.

L'EDP (1-II.3) ainsi construite devrait permettre de d�ecrire le comportement de certains uides dan s certains
�ecoulements : ceux tels que les param�etres� et � p varient peu dans DT

7. Pour des uides suppos�es tels, on
calibre alors les param�etres de l'EDP pour qu'ils co•�ncident avec des observations exp�erimentales, typiquement
mesur�ees grâce �a desrh�eom�etres dans des ots particuliers, dits viscom�etriques. N�eanmoins, on n'est pas sûr que
ces valeurs restent les mêmes (ou seulement constantes) dans des ots complexes, ce qui limite la pr�edictibilit�e
des �equations constitutives pour un uide donn�e. De plus, on aimerait qu'une bonne �equation constitutive
reproduise, dans un ot complexe, les divers e�ets non-newtoniens observ�es selon les uides utilis�es. Or, la
plupart des �equations ne peuvent reproduire qu'un nombre limit�e d'e�ets non-newtoniens quelles que soient
les valeurs choisies pour les param�etres. Voire, aucune �equation constitutive connue ne reproduit certains e�ets
non-newtoniens pourtant observ�es en pratique. Pour un ot donn�e (même simple, viscom�etrique par exemple),
la pr�edictibilit�e des �equations constitutives est donc aussi tr�es limit�ee 8.

Remarque 1 (Ad�equation aux exp�eriences de l'�equation constitutive (1-II.3)) . Le mod�ele d'Oldroyd-B (1-II.3)
ne peut pas reproduire certains e�ets non-newtoniens usuels, même dans des �ecoulementssimples tels que le ot
laminaire cisaill�e dit de Couette. (La viscosit�e ne d�epend pas du taux de cisaillement et deux contraintes normales
sont n�ecessairement �egales.) De plus, dans un ot �elongationnel, son comportementest qualitativement incorrect
pour tous les uides non-newtoniens. (Les viscosit�es �elongationnelles explosent.) On peut consulter [RH88,
Ren00, TS07a, BPP08] sur les divers d�efauts de ce mod�ele. N�eanmoins, on utilise en pratique de nombreuses
variantes �a l'EDP (1-II.3) , qui corrigent imm�ediatement ces d�efauts en ajoutant un terme non-lin�eaire. C'es t
pourquoi nous travaillons ici avec le mod�ele d'Oldroyd-B (1-II.3) , pierre angulaire des mod�eles de Giesekus,
de Phan-Thien Tanner (ou PTT), FENE-P,etc. [BCAH87a]. Dans le futur, nous souhaiterions prolonger nos
travaux sur des m�ethodes de discr�etisation stables �a des variantes d'Oldroyd-B telles que FENE-P [BB09a] :

�
�

@t � p +( u � r )� p � (r u )� p � � p(r u T )
�

+
�

1
1� tr( � p)=b

�
� p =2 � pd : (1-II.4)

6Cette hypoth�ese est �evidemment fausse si les points sont, par exemple, charg�es �electriquement, et qu'un c ouple �electromagn�etique
s'exerce sur chacun d'eux. Le milieu est alors dit polaire ou polaris�e .

7Noter que ces hypoth�eses reposent d'ailleurs sur le cadre thermodynamique sous-jacent dont on a parl�e pr�ec�edemm ent, qui est
suppos�e satisfait par la micro-structure { non-explicite { du uide [BE94, WH98b, WH98a, •O05].

8A noter qu'une classe tr�es simple d'�equations constitutives n'a pas �et�e �evoqu�ee directement �a travers l'exemple (1- II.3), o�u
l'on avait mentionn�e des contraintes sur les op�erateurs int�egro-di��erentiels li�ees au principe d'objectivit�e mat�erielle. C'est celle des
relations alg�ebriques entre les di��erentes variables u ;T , sans op�erateur int�egro-di��erentiel, qui semblent convenir particuli�erement
bien �a la description des ots \lents". En particulier, dans cette cat�egorie, une extension simple du mod�ele newtonien quand les
e�ets dynamiques sur � sont peu importants est le mod�ele newtonien g�en�eralis�e [Emm08] :

� = 2 � (d)d :

Le choix du mod�ele n'est donc pas totalement d�ecorr�el�e du ot pour lequel on l'utilise [CDW84]. N�eanmoins, pour certains ots
particuliers, comme la sortie d'une extrusion, il semble qu'il n'y ait même pas encore de mod�ele satisfaisant, qui d�ecrirait par
exemple certaines instabilit�es observ�ees exp�erimentalement [Ren00].
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Remarque 2 (Nonlin�earit�e de l'�equation constitutive (1-II.3)) . Outre (classiquement en m�ecanique des uides)
la d�eriv�ee mat�erielle (u � r )� p, le terme sur-convectif � (r u )� p � � p(r u T ) dans le mod�ele d'Oldroyd-B (1-II.3)
est aussi non-lin�eaire en le champ d'inconnues. C'est une premi�ere manifestation d'un point g�en�erique qu'il faut
garder �a l'esprit : les �equations constitutives d�ecrivant correctement des e�ets non-newtoniens sont n�ecessaire-
ment non-lin�eaires.

Historiquement, les premiers mod�eles �etaient pourtant lin�eaires. Ainsi l 'ancêtre de (1-II.3) est le mod�ele
(lin�eaire) de Maxwell, o�u � s =0 et

�@t � + � =2 � pd : (1-II.5)

(Ce mod�ele s'interpr�ete comme une extension simple du cas newtonien� =2 � pd par l'introduction d'un temps
caract�eristique � dit de relaxation : une fonction de Heaviside pour le cisaillement produit en e�et un Dirac
pour la contrainte newtonienne correspondante, tandis que(1-II.5) r�egularise le Dirac en une fonction du type
e� t

� .) Mais même dans les ots tels que celui de Couette o�u la d�eriv�ee sur-convective s'annule, ainsi qu'on l'a
d�ej�a dit dans la Remarque 1, il semble que des nonlin�earit�es soient n�ecessaires pour d�ecrire les ph�enom�enes
non-newtoniens importants.

C'est pourquoi dans la suite, nous basons notre �etude sur le premier mod�ele di��erentiel non-lin�aire simple, le
mod�ele d'Oldroyd-B (1-II.3) , plutôt que (1-II.5) par exemple. Certes, puisque l'EDP(1-II.3) est encore a�ne en
la seule variable� p, il faudrait encore introduire d'autres termes non-lin�eaires pour le rendre plus proche dela
r�ealit�e non-newtonienne comme la thixotropie ou la rh�eopexie : doubler les conditions initiales d'un ot ne doit
pas entrâ�ner une multiplication par deux deT tout au long de l'�ecoulement. (D'ailleurs, dans un ot laminaire
cisaill�e, le mod�ele d'Oldroyd-B (1-II.3) redevient même lin�eaire, ce qui explique en partie pourquoi il n'est alors
plus correct physiquement [RH88].) Nous r�eservons toutefois l'�etude de non-lin�earit�es suppl�ementaires pour
de futurs travaux [BB09a] : nos premi�eres �etudes, qui correspondent donc au cadre non-lin�eaire le plus simple,
montrent que d�ej�a de nombreuses di�cult�es surviennent dans la simulation num�eri que des sch�emas non-lin�eaires
correspondants (voir la Section 2-VII).

Paradoxalement, l'int�erêt des mod�eles utilisant des �equations constitutives r �eside essentiellement dans leur
simplicit�e, car ils sont relativement peu coûteux �a simuler num�eriquement ( par opposition aux mod�eles micro-
macro de la Section 1-III). Nous revenons n�eanmoins sur la discr�etisation des EDPs constitutives �a la Section 1-
IV-A-b : contrairement aux apparences, elle n'est pas si ais�ee que cela.

1-III Mod�eles micro-macro : l'exemple des halt�eres

De nombreux mod�eles micro-macro, imaginant diverses micro-structures, ont �et�e propos�es pour d�ecrire des
liquides polym�eriques. L'id�ee de d�epart est l'espoir d'obtenir une bonne description des e�ets non-newtoniens
(visco�elastiques) �a l'�echelle du continu, en tenant compte pr�ecis�ement de l eur origine physique (c'est-�a-dire au
plus proche des mol�ecules). Dans les liquides polym�eriques, cette origine est principalement les forces intramo-
l�eculaires9 agissant sur la conformation des polym�eres en solution.

On peut distinguer diverses classes de mod�eles micro-macro pour d�ecrire des uides polym�eriques [BCAH87b,
DE98] : les mod�eles de châ�nes connectant des billes entre elles, des mod�eles de reptation de segments prisonniers
dans un tube, des mod�eles de r�eseaux..., qui conviennent plus ou moins bien selon le uideconsid�er�e. Pour les
mod�eles de châ�nes en particulier, des th�eories cin�etiques de la physique statistique permettent de bien d�ecrire
les forces intramol�eculaires pour un ensemble statistique de polym�eres dilu�es en solution (au moins quand les
polym�eres sont �a l'�equilibre thermodynamique, par exemple au sein d'un �ecoulement stationnaire10). Dans la
suite, nous consid�ererons uniquement le plus simple des mod�eles de châ�nes (pour des liquides polym�eriques
dilu�es), celui des halt�eres (deux billes connect�ees par un ressort,dumbbellsen anglais).

Le mod�ele des halt�eres [BCAH87b, •O96] r�eduit un polym�ere en solution au concept d'un vecteur mat�eriel X t

d�ecrivant l'orientation et l'�elongation de la mol�ecule (voir Fig. 1.1). A chaque extr�emit �e du vecteur, on imagine
ainsi une bille sph�erique, qui porte une certaine masse. Dans un solvant au repos, la vitesse de chacune des deux
billes massiques prise isol�ement �a une extr�emit�e du vecteur satisfait alors une �equation de Langevin, expression
de l'�equilibre des forces entre (i) les collisionsbrowniennesdues aux mouvements al�eatoires des particules du
solvant et (ii) la force de friction qui r�esulte du mouvement de chacune des billes dans le solvant. En fait,

9A noter que la principale origine des e�ets non-newtoniens pour l'autre grande classe de uides non-newtoniens, les suspensions,
est au contraire les forces intermol�eculaires [Isr92].

10 L'approche micro-macro pour d�ecrire un �ecoulement quelconque o�u les polym�eres ne sont plus �a l'�equilibre thermo dynamique
est encore un sujet de recherche, comme la plupart des ph�enom�enes thermodynamiques hors-�equilibre. De même, on rappe lle que
les mod�eles macroscopiques n'�echappent pas aux di�cult�es thermodynamiques, a fortiori celles de formalisation d'une thermody-
namique hors-�equilibre [WH98b, Grm98, WH98a, •O05].
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chacune des deux billes subit aussi une force d'interaction avec l'autre bille, que l'onchoisit sp�eci�quement
�a une mol�ecule pour mod�eliser l'action des forces intramol�eculaires dans le polym�ere. On dit souvent que les
deux billes sont connect�ees par un ressort de forceF (X t ). Puis, en introduisant un espace de probabilit�es 
,
diverses approximations d'�echelle, essentiellement li�ees �a la petite taille des polym�eres en solution par rapport
aux conditions macroscopiques de l'�ecoulement, m�enent �nalement �a une Equation aux D�eriv�ees Partielles
Stochastique (EDPS) pour le champ al�eatoire vectorielX t : (t; x ;! ) 2D T � 
 ! X t (x ;! ) 2 R3 :

dX t + u �r x X t dt =
�

(r x u) X t �
2
�

F (X t )
�

dt +2

s
kB TB

�
dB t ; (1-III.1)

qui d�ecrit donc en chaque point (t; x ) 2D T du domaine macroscopique l'�equilibre (statistique) entre :
{ la force d'interaction intramol�eculaire F (X ) = r �( jX j), dite aussi entropique car, pour des calculs pr�ecis

avec une mol�ecule de polym�ere donn�ee, on la d�erive typiquement d'un pr�e-calcul o�u � est un potentiel
thermodynamique �egal �a l'�energie libre du polym�ere �a l'�equilibre thermod ynamique11,

{ la force de friction avec le milieu uide, suppos�ee proportionnelle �a la vitesse relative des billes par rapport
au uide avec un coe�cient � (selon la loi de Stokes pour une sph�ere dure dans un milieu in�ni), et

{ la force brownienne 2
q

kB TB
�

d
dt B t , typiquement une collection de bruits blancs en temps, par exemple

d�ecorr�el�es en espace12, d'intensit�e donn�ee selon une relation de uctuation-dissipation par la temp�erature
TB du bain que constitue le solvant (kB �etant la constante de Boltzman).

Outre la temp�erature TB , des param�etres physiques sont �a ajuster pour que l'�equation (1-III.1) d�ecrive
correctement la statistique de polym�eres en solution : ils sont cach�es dans la formuleexplicite de la forceF (X ).
Le choix g�en�erique le plus simple pour F est lin�eaire : F (X ) = H X . C'est le mod�ele hook�een13 (Hookean
dumbbellsen anglais), avec un seul param�etreH > 0. En pratique, on choisit plutôt pour mod�ele g�en�erique des
forces \explosives" (plus r�ealistes), qui limitent l'extensibilit�e du vecteur X : F(X ) = H X

1�j X j2 =b (FENE dumbbells

en anglais, pourFinitely-Extensible Nonlinear Elastic), avec un param�etre additionnel
p

b> 0 qui correspond
�a la taille maximale 14 du vecteur X . Noter que ces deux forces d�erivent bien d'un potentiel. Un choix naturel
pour la condition initiale du champ al�eatoire X t , quand r x u(t =0 ;�) = � est un champ sym�etrique uniforme sur
D, est alors un champX 0 stationnaire, de loi proportionnelle �a e

1
2 � X �X � 2

� �( jX j ) , ce qui correspond �a la notion
d'�equilibre thermodynamique invoqu�ee pour calculer le potentiel � (voir aussi l a Remarque 5).

En�n, on couple la dynamique de polym�eres (1-III.1) avec l'�evolution du champ de vite sse (1-I.2) par une
relation de fermeture, compl�etant (1-II.1{1-II.2) avec une expression pour la contribution des polym�eres au
champ de contrainte :

� p(t; �) = npE(X t 
 F(X t ) � 2kB TB I ) ; (1-III.2)

o�u E d�esigne l'esp�erance pour la mesure de probabilit�e P et np la concentration de polym�eres par unit�e de
volume. L'�equation (1-III.2) s'appelle relation de Kramers ; elle s'obtient rigoureusement �a partir de la d�e�nition
du tenseur de Cauchy comme tenseur des contraintes internes au uide. Les contraintes sont ici les forcesentre
deux parties du uide en contact qui sont exerc�ees par les polym�eres �a travers la surfacede contact [BCAH87b].

Remarque 3. La distribution de probabilit�e  (t; x ;X ) du champ vectoriel al�eatoire X t v�eri�e pour tout t 2
(0;T), x 2D et X 2 R3 l'�equation mâ�tresse (dite aussi de Fokker-Planck, Kolmogorov ou Smoluchowsky) :

@t  +( u � r x ) = � divX

�
[(r x u)X �

2
�

F(X )] 
�

+
2kB TB

�
� X  : (1-III.3)

11 La d�etermination de la force F (jX j) se fait par des arguments de physique statistique. Typiquement, on peut mod�eliser plus
�nement l'architecture d'un polym�ere que par le concept grossier d'une halt�ere { en fait une �echelle m�esoscopique {, en u tilisant
par exemple une suite de petits segments rigides connect�es entre eux. De la connaissance de la distribution de l'orientation de
chaque segment �a l'�equilibre thermodynamique, on en d�eduit alors la statistique de l'extension totale jX j du polym�ere (voir par
exemple [DE98]), de loi � (jX j), puis l'�energie libre � = � kB TB ln( � ). Noter que c'est dans cette �etape-ci, lors de la d�etermination de
la force F , qu'on postule l'�equilibre thermodynamique \local" des polym�eres, une limitation des mod�eles micro-macro d�ej�a �ev oqu�ee.
Par ailleurs, noter aussi que � (donc �) est ici n�ecessairement une fonction radiale, d�ependant uniquement de l'extension jX j du
polym�ere, puisqu'il n'y a pas de raison pour que la statistique de l'�equilibre thermodynamique \local" soit li�ee � a l'orientation du
dumbbell dans le solvant.

12 Le statut des corr�elations en espace n'est pas totalement �g�e [JLBL04].
13 Le mod�ele hook�een, o�u �( X ) = 1

2 H jX j2 , correspond �a une description �ne telle que les segments rigides sont de même taille,
d'orientations �equidistribu�ees uniformes [DE98].

14 On parvient �a la formule FENE par l'approximation d'une formule complexe pour F , r�esultant d'un calcul �n tenant compte des
interactions �a longue port�ee au sein de la châ�ne de segments rigides. Cette approximation est connue sous le nom d'approxim ation
de Warner, voir par exemple [BCAH87b].)
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Fig. 1.1 { Concept de dumbbell.

Sa connaissance ne su�t pas �a d�eterminer X t , mais su�t pour calculer les moments de X t , par exemple :

� p(t; �) = np

Z

R3
(X 
 F(X ) � 2kB TB I )  (t; �;X )dP(X ) : (1-III.4)

Par ailleurs, on peut aussi exprimer� p par une formule de Feynman-Kac. QuandX 0 est uniforme sur D, on a

� p(t; x ) = npE
�

C t; X 0 (0;x ;X 0) � 2kB TB I
�

; 8x 2D ;

o�u le tenseur de conformation C t; X 0 satisfait pour tout (s;x ;X ) 2D T � R3 l'�equation de Kolmogorov r�etrograde :

@sC t; X 0 (s;x ;X )+
�
� u (s;x ) � r x +

�
(r x u)X �

2
�

F (X )
�

� r X +
2kB TB

�
� X

�
C t; X 0 (s;x ;X ) =0 (1-III.5)

avec pour condition �nale : C t; X 0 (s= t; x ;X ) = X 
 F (X ).

Le calcul de (1-III.2), typiquement par des m�ethodes Monte-Carlo (voir la Remarque 5), n�ecessite de simuler
un grand nombre de trajectoires pour l'EDPS (1-III.1). C'est le principal d�esavantage desmod�eles micro-macro :
ils sont coûteux �a simuler. Nous revenons sur ce point dans la Section 1-IV-B-b.

Les mod�eles micro-macro ont au contraire plusieurs avantages sur les mod�eles purement macroscopiques:
- ils donnent acc�es �a plus d'informations via la microstructure,
- ils semblent mieux fond�es physiquement (au moins par rapport aux �equations constitutives qui n'ont pas

de lien explicite avec un mod�ele micro-macro, voir la Remarque 4) et produisent e�ectivement, dans les
simulations num�eriques, nombre des e�ets non-newtoniens observ�es dans la r�ealit�e (Remarque 5),

- en�n, ils semblent num�eriquement plus stables [MHK09].
On notera que les mod�eles mol�eculaires pour les liquides polym�eriques sont utilis�es depuis longtemps (travaux

historiques de Kirkwood, Zimm, Rouse,...) commeconcepts, a�n de d�eriver ensuite, grâce �a une th�eorie cin�etique
et des relations de fermeture approch�ees, des �equations constitutives (dont celles de Giesekus, PTT ou FENE-P,
voir la Remarque 1). C'est le d�eveloppement des ordinateurs et des m�ethodes num�eriques qui permet aujourd'hui
de les utiliser en plus pour la simulation num�erique d'�ecoulements non-newtoniens [•O96] (au moins dans certains
r�egimes proches de l'�equilibre thermodynamique en ce qui concerne les polym�eres ensolution).

Remarque 4. On peut retrouver l'origine physique des �equations constitutives d�eriv�ees de mod�eles mol�ecu-
laires en retra�cant math�ematiquement les �etapes (souvent des approximations !) dans leprocessus de d�erivation.
En fait, l'�equation d'Oldroyd-B (1-II.3) peut-être obtenue exactementen utilisant (1-III.1) avec une force en-
tropique hook�eenne : F(X ) = H X . Il su�t pour cela d'appliquer la formule d'Itô au tenseur X t 
 X t et on

retrouve (1-II.3) si E
� Rt

0 X s 
 dB s

�
=0 sur DT (propri�et�e de la martingale X t ). C'est toutefois une exception :

quand on peut retrouver l'origine micro-macro d'une �equation constitutive, le processus math�ematique implique
presque syst�ematiquement de faire des approximations. Ainsi, le mod�ele FENE-P(1-II.4) de la Remarque 2 est
construit en utilisant (1-III.1) avec une approximation de la force entropique FENE dite de Peterlin (d'o�u \P") :

F(X t ) =
H X t

1� E(jX t j2)=b
; puis � p =

npE(H X t 
 X t � kB TB I )
1� E(jX t j2) =b

:

Remarque 5 (Extensions du mod�ele). Avec l'EDPS (1-III.1) et une force de type FENE, le mod�ele d'halt�eres
reproduit bien certains e�ets non-newtoniens : la viscosit�e d�epend du taux de cisaillement et des di��erences entre
les contraintes normales apparaissent (dans le ot laminaire cisaill�e de Couette en particulier, voir Remarque 1).
Toutefois, il faut encore compliquer le mod�ele pour obtenir des valeurs quantitativement proches de la r�ealit�e.
En particulier, on peut alors penser remettre en question certaines hypoth�eses en vue d'am�eliorer le mod�ele :
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{ Le choix d'une condition initiale pour le champ al�eatoire X t quand r x u(t =0 ;�) n'est pas un champ
sym�etrique uniforme sur D n'est pas �evident du tout [JLBLO06]. Dans ce cas, il n'est même pas sûr que
l'on puisse donner un sens �a la notion d'�equilibre thermodynamique \local". Une piste naturelle pour que
l'on retrouve cette notion quand r x u(t =0 ;�) n'est pas un champ sym�etrique uniforme sur D pourrait
être de d�e�nir le potentiel � tel qu'il corresponde bien �a un �etat d'�equilibre pour un champ r x u(t =0 ;�)
stationnaire donn�e. De mani�ere g�en�erale, on pourrait am�eliorer la formule de la for ce F pour qu'elle
corresponde mieux aux forces intramol�eculaires dans un �ecoulement donn�e.

{ En �etablissant (1-III.1) , nous avons choisi pour la force de friction une formule tr�es simple,� � (dX t + u �
r x X t dt), qui correspond �a la loi de Stokes avec un coe�cient de friction isotrope � . Nous n'avons donc
pas tenu compte des interactions hydrodynamiques : par son mouvement propre et la r�eactioninduite dans
le solvant ambiant, chaque bille a un e�et dans la force de friction vue par l'ensemble des autres billes.
Or, même si on se limite �a l'e�et d'une bille sur les autres billes de la mêmechâ�ne { connect�ees entre
elles par des forces intramol�eculaires { (en fait, l'unique autre bille du même dumbbell ici), remplacer
cette formule par une meilleure approximation telle que celle d'Oseen-Burgers ou celle de Rotne-Prager-
Yamakawa conduit tout de suite �a une formule (non-lin�eaire en X t ) tr�es compliqu�ee (voir (15.4-17)
dans [BCAH87b]).

{ Les polym�eres sont en g�en�eral de longues mol�ecules �a l'architecture complexe. Même �a l'�echelle m�esosco-
pique, on pourrait donc les mod�eliser comme une châ�ne de nombreuses billes connect�ees entre elles par
des forces plutôt que par une seule halt�ere. La nature des forces intramol�eculaires peut alors s'enrichir
et devenir tr�es non-lin�eaire (dans ce cas, le choix des coordonn�eesX d�ecrivant la mol�ecule est tr�es im-
portant pour d�ecrire le plus simplement des forces-ressorts entre plus proches voisins, mais aussi tenir
compte d'e�ets angulaires, d'exclusions de volume au sein de la châ�ne...). Au �nal, on travaille souvent
dans un espace de tr�es grande dimension, avec des op�erateurs tr�es non-lin�eaires. Cela explique pourquoi,
en pratique, on calcule(1-III.2) avec des m�ethodes de Monte-Carlo plutôt que(1-III.3) avec des �el�ements
�nis ou spectraux (et �eventuellement (1-III.4) avec une formule de quadrature).

{ Le bain thermique dû aux collisions avec les mol�ecules du solvant a �et�e mod�elis�e comme un mouvement
brownien dansR3. Or, la mol�ecule de polym�ere peut être prisonni�ere de certaines contraintes g�eom�etriques
(r�egime semi-dilu�e o�u la pr�esence des mol�ecules voisines n'est plus n�egligeable), ce qu'on peut mod�eliser
en prenant un autre type de bruit. Ce type de modi�cations permet d'ailleurs de retrouver une autre classe
de mod�eles, qui est plutôt adapt�ee aux liquides polym�eriques concentr�es (ou fondus)15, les mod�eles de
reptation [BCAH87b].

1-IV Choix de mod�elisation et questions math�ematiques

Bien que l'on se soit limit�e �a quelques exemples simples de mod�elisation pour des uides polym�eriques
dilu�es, de nombreuses extensions, macroscopiques ou micro-macro, sont apparues chaque fois. Se pose donc
naturellement la question : quel mod�ele choisir pour simuler num�eriquement tel  uide dans tel �ecoulement ?

Evidemment, le choix du mod�ele doit d'abord se faire en fonction de crit�eres d'ordre physique : Le mod�ele
peut-il d�ecrire ce qu'on cherche �a simuler (quelles sont les bonnes variables, les bons principes physiques �a
respecter) ? Le mod�ele peut-il être calibr�e facilement sur des donn�ees exp�erimentales du uide (l'exp�erimentateur
ne dispose souvent que de quelques exp�eriences tests pour cela) ?

Les math�ematiques peuvent aussi apporter des indications d'un autre ordre sur ce choix : Y a-t-ildes solutions
aux �equations du mod�ele (de quelle nature sont-elles, quelles hypoth�eses requi�erent-elles) ? Le mod�ele est-il facile
d'utilisation (peut-on calculer des solutions, �eventuellement approch�ees) ?

De mani�ere g�en�erale, les mod�eles macroscopiques sont aujourd'hui ceux utilis�espour simuler des �ecoulements
complexes (dans l'industrie par exemple) vu leur faible coût d'utilisation (complexit�e du calcul num�erique). On
utilisera les mod�eles micro-macro plutôt \en laboratoire" pour simuler �nement la physique de petits volumes
de uides dans des g�eom�etries simples. Chaque emploi est confront�e a des limitations propres : des instabilit�es
num�eriques subsistent dans les diverses discr�etisations propos�ees pour les mod�elesmacroscopiques (en particulier
dans des �ecoulements complexes pour un nombre de Weissenberg Wi \grand") et les simulations de mod�eles
micro-macro sont fortement limit�ees en taille par leur complexit�e num�erique. Nous essaieronsd'aborder ces
deux probl�emes successivement, en parties I et II.

Mais auparavant, nous rappelons quelques r�esultats math�ematiques connus pour les deux mod�eles que nous
allons �etudier. A cette �n, nous les r�e�ecrirons sous forme adimensionn�ee sans changer le nom desvariables.

15 Noter que pour les polym�eres concentr�es ou fondus, une troisi�eme classe de mod�eles, dits de r�eseau , propose une autre approche
plus simple math�ematiquement, en ne mod�elisant que le squelette des polym�eres en contact les uns avec les a utres.
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1-IV-A Le mod�ele d'Oldroyd-B

1-IV-A-a Th�eorie math�ematique du mod�ele

Soit D � Rd un domaine born�e connexe de fronti�ere r�eguli�ere (Lipschitz). Nous aurons d=3 dans le cas le
plus g�en�eral, et d=2 si le probl�eme physique poss�ede une sym�etrie de translation. Consid�erons le probl�eme de
Cauchy-Dirichlet suivant, dit �a trois champs, d'inconnue (avec Rd� d

S les matricesd� d sym�etriques) :

(u ;p;� ) : ( t; x ) 2D T ! (u (t; x );p(t; x );� (t; x )) 2 Rd � R � Rd� d
S

satisfaisant sur l'ouvert DT le syst�eme d'EDP
8
>>>>><

>>>>>:

Re
�

@u
@t

+ u � r u
�

= � r p+(1 � " )� u +div � + f ;

div u =0 ;

Wi
�

@�
@t

+( u � r )� � (r u )� � � (r u )T
�

= "
h
r u + r u T

i
� � ;

(1-IV.1)

version adimensionnelle de (1-I.2{1-I.1{1-II.1{1-II.2{1-II.3) o�u l'on a utilis�e trois nombres : Re � 0, Wi > 0,
" 2 (0;1), les mêmes notations pour les variables adimensionalis�ees (except�e� p, devenu � ), avec un champ de
forces ext�erieuresf .

La nature des donn�ees de bord �a adjoindre au syst�eme (1-IV.1) pour que le probl�eme de Cauchy associ�e soit
bien pos�e n'est pas �evidente (voir par exemple [Jos90]). On adjoint ici �a (1-IV.1) des conditions homog�enes de
type Dirichlet au bord de @D pour u (�egalement dites \de collement") et des conditions initiales r�eguli�eres pour
u et � . Le probl�eme poss�ede alors une solution (forte) :

{ unique et locale en temps, de plus globale en temps si le terme sourcef , les conditions initiales et " sont
petits, et en�n asymptotiquement stable L 2 si f est p�eriodique [GS90, FCGO02] ;

{ unique et locale en temps (avecu satisfaisant un crit�ere de type Beale-Kato-Majda dans L 2), de plus
globale en temps si les conditions initiales sont proches de l'�etat d'�equilibreu =0, � = I [LLZ05, LLZ08],

{ globale en temps quand le champ de vitesse est co-rotationnel (r u = � r u T ) [LM00],
{ unique et locale en temps quandd=3, avec � satisfaisant un crit�ere de type Beale-Kato-Majda dans L 1

quand Re! 0 [KMT08].
Les r�esultats [GS90, FCGO02] s'�etendent �a de nombreuses extensions d'Oldroyd-B, dont Giesekus et PTT, et
donnent aussi des r�esultats suppl�ementaires pour des probl�emes stationnaires et des otsrampants (Re=0).
Des mod�eles proches d'Oldroyd-B ont aussi �et�e �etudi�es par ailleurs, voir par e xemple [Ren00]. En particulier,
nous avons exclu le cas" =1 o�u Oldroyd-B d�eg�en�ere en le mod�ele de Maxwell (1-II.5) sur-convect�e (UCM pour
Upper-Convected Maxwellen anglais). Les r�esultats [GS90, FCGO02, BSS05, KMT08] que nous mentionnons
s'appuient en e�et sur la th�eorie des �equations de Navier-Stokes (voir [Tem84] par exemple). Mais on trouvera
dans [LLZ05] le cas o�u" ! 1 pour d=2.

Même pour des solutions faibles, il n'y a pas (encore) de r�esultat d'existence globale en temps pour le
probl�eme en g�en�eral. N�eanmoins, des probl�emes r�egularis�es proches poss�edent (au moins) une solution (faible)
globale en temps, voir par exemple [BSS05] o�u la formulation micro-macro avec des halt�eres hook�eennes a �et�e
r�egularis�ee (on peut normalement retrouver (1-IV.1), au moins dans un sens faible, �a partir de ce syst�eme), et
le chapitre 3 de cette th�ese, o�u l'on a ajout�e un terme dissipatif additionnel � � dans l'�equation d'Oldroyd-B
(avec une troncature quandd=3 ;2, ou une condition sur la donn�ee initiale quand d=2).

En�n, si l'on fait l'hypoth�ese qu'une solution globale en temps existe et qu'elle est su�samment r�eguli�ere,
alors on montre dans [HL07] (avec des arguments de [JLBLO06], voir aussi le chapitre 2) qu'elle converge
exponentiellement vite vers la solution stationnaire u =0, � = I . (En fait, cela est vrai en g�en�eral pour des
conditions de bord telles qu'un �etat stationnaire existe, avec des conditions initiales telles qu'une solution
globale su�samment r�eguli�ere existe, voir aussi la Remarque 5.)

Il y a peu de r�esultats pour d'autres conditions de bord. Dans [FCGO02], on trouve n�eanmoins quelques
r�esultats pour l'�equation d'Oldroyd-B (1-II.3) seule (d�ecoupl�ee du syst�eme (1- IV.1)) dans des ots int�eressants
physiquement tels celui de Poiseuille. Voir aussi [LM95] par exemple, pour des conditions de surface libre.

1-IV-A-b Discr�etisations du mod�ele

De nombreuses discr�etisations ont �et�e propos�ees pour le syst�eme (1-IV.1), avec des techniques classiques
pour des �equations de la m�ecanique des uides, voir par exemple l'ouvrage de synth�ese [OP02]. Elles utilisent

17



par exemple des m�ethodes de di��erences �nies [FK05] dans des g�eom�etries simples (telles la cavit�e entrâ�n�ee,
lid-driven cavity en anglais), des m�ethodes de Galerkin (parfois spectrales [CO01], ou plus souvent par �el�ements
�nis [CDW84, HFK05]), ou �eventuellement des m�ethodes de volumes �nis. N�eanmoins, les techniques de dis-
cr�etisation qui marchent bien pour des �equations de la m�ecanique des uides newtoniens se sont heurt�ees �a des
di�cult�es en m�ecanique des uides non-newtoniens, dont une large part subsiste encore.

En fait, on observe en pratique que, pour la plupart des �equations constitutives utilis�ees et pour de nombreux
�ecoulements physiquement int�eressants (en particulier le ot autour d'un cylindre et la contraction 4 :1), les
tentatives de simulation num�erique na•�vesbas�ees sur des discr�etisations intuitives, sont incapables de converger
quand on ra�ne les pas de discr�etisation, voire explosives, �a partir d'une valeur critique su�samment grande du
param�etre Wi (valeur n�eanmoins physiquement r�ealiste pour des comparaisons avec l'exp�erience). Ces instabilit�es
num�eriques sont souvent d�esign�ees sous le vocable g�en�erique deprobl�emes aux grands nombres de Weissenberg
(HWNP pour High-Weissenberg Number Problemen anglais) [Keu90, Keu00, OP02].

Les instabilit�es de type HWNP ont suscit�e de nombreuses �etudes, th�eoriques et num�eriques. Clairement,
l'origine des instabilit�es est parfois li�ee au manque de r�egularit�e des solutions du probl�eme continu que l'on
cherche �a approcher num�eriquement [RH88, San99, TS07a, BPP08]. Mais cela n'explique vraisemblablement
pas toutes les observations (même si on a encore peu de r�esultats math�ematiques sur la r�egularit�e des solutions
�a approcher pour des conditions de bord g�en�erales), ainsi que le sugg�erent les am�eliorations apport�ees par
diverses techniques de discr�etisation d�evelopp�eesad hoc pour les uides visco�elastiques et au moins observ�ees
dans certains cas tests de simulation num�erique.

D'une part, il semble clair que des di�cult�es num�eriques peuvent survenir quand le terme de convec-
tion ( u � r )� dans l'�equation d'Oldroyd-B est grand. Aussi, de nombreuses discr�etisations ont �et�e propo-
s�ees, qui tentent de stabiliser ce terme par des m�ethodes proches de stabilisations classiques, comme par
exemple la m�ethode Streamline Upwind / Petrov{Galerkin (SUPG) [BH82] et la m�ethode Galer kin Least-Square
(GaLS) [FS91], ou simplement en introduisant un terme additionnel de di�usion isotrope [SB95].D'autre part,
le travail initial [MC87] a mis en �evidence que la nature mixte du probl�eme (�a la f ois elliptique et hyperbo-
lique) n�ecessite aussi un traitement particulier16. Des discr�etisations utilisant des m�ethodes de stabilisation en
partie classiques, et en partie d�evelopp�ees sp�eci�quement pour le couplage de Navier-Stokesavec l'�equation
d'Oldroyd-B, par exemple obtenues en intervenant :

{ dans le choix de la formulation des �equations �a discr�etiser (voir par exemple [CDW84] pour les formula-
tions EEME, EVSS, ou [WKL00] pour Lagrangian tracking, parmi d'autres formulations �equivalentes des
�equations �a discr�etiser),

{ dans le choix des espaces de discr�etisation (le choix est vaste en s'autorisant des approximations disconti-
nues par la m�ethode DG inspir�ee de [LR74], comme il a �et�e observ�e initialement dans [FF89]),

{ dans le choix de la formulation discr�ete des �equations (dans les discr�etisations EVSS-G ou D-EVSS [FGP97]
on remplace certaines variables inconnues par leur projection),

{ voire �eventuellement dans le choix de la m�ethode de r�esolution pour le syst�eme alg�ebrique d'�equations
obtenu apr�es discr�etisation (utilisation de di��erents algorithmes de point �xe, par exemple combin�es avec
la m�ethode GMRES et divers pr�econditionneurs pour les syst�emes lin�earis�es creux de grand dimension, et
une m�ethode de continuation en le param�etre Wi [How09]),

ont ainsi abouti �a l'�el�evation du nombre de Weissenberg critique dans de nombreux cas tests. Mais pas �a la
disparition du HWNP [OP02, FK05] !

De nouveaux e�orts se sont concentr�es sur des techniques de discr�etisation qui maintiennent positives cer-
taines quantit�es [LO03, LX06], en vertu d'une interpr�etation physique naturelle de ces quantit�es. D'ailleurs,
une discr�etisation r�ecente [FK04], initialement propos�ee comme paliatif �a des e�ets possibles de couche limite et
bas�ee sur une reformulation logarithmique des �equations (1-IV.1) (voir le chapitre 2), pr�eserve non-seulement les
propri�et�es (physiques) de positivit�e mentionn�ees ci-dessus, mais semble aussi limiter le d�eveloppement d'insta-
bilit�es et r�eduire le nombre de modes instables. Elle a donn�e des r�esultats num�eriques satisfaisant { convergeant
pour de grandes valeurs de Wi { dans certains cas tests [Kwo04, HFK05, HP07a]. Ce succ�es r�ecent n'est toutefois
pas encore g�en�eralis�e �a de nombreux cas tests, et il n'est pas encore bien compris non plus.

En�n, quelques r�esultats math�ematiques sur des discr�etisations propos�ees ci-dessus pour (1-IV.1) existent,
en g�en�eral sous r�eserve d'hypoth�eses de r�egularit�e pour la solution du probl �eme continu �a approcher num�eri-
quement [BS92a, BM97]. En particulier, quand la solution du probl�eme continu �a approcher num�eriquement
est r�eguli�ere, certains probl�emes de type HWNP semblent aujourd'hui bien �elucid�es. Par exemple, celui li�e aux
instabilit�es dans la limite " ! 1. En e�et, le probl�eme elliptique-hyperbolique (1-IV.1) change alors de nature

16 C'est ainsi qu'est interpr�et�e dans [MC87] le r�esultat num�erique d�ecevant produit alors par la premi�ere utilisation de SUPG
pour la simulation d'�equations constitutives visco�elastiques, en l'occurences le mod�ele UCM.
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(de nouvelles caract�eristiques sont introduites dans le probl�eme), et il est alors n�ecessaire de respecter une
nouvelle condition de compatibilit�e de type inf � sup entre u et � , similaire �a la c�el�ebre condition inf � sup
de Ladyshenskaya-Babu�ska-Brezzi (LBB) pour le couple (u ;p). On comprend alors assez bien l'e�et des m�e-
thodes de stabilisation [BFT93, BPS01]. N�eanmoins, des probl�emes subsistent aux grandes valeurs du nombre
de Weissenberg, qui probablement rassemblent encore des instabilit�es d'origines diverses[Ren00]. Ces probl�emes
pourraient être li�es �a la r�egularit�e des solutions (apparition de couches limit es), comme �a des probl�emes de dis-
cr�etisation non encore consid�er�es, même quand la solution est r�eguli�ere. Il n'y a pas encore de r�eponse rigoureuse
et d�e�nitive au HWNP !

Dans la suite de cette th�ese (en fait, la premi�ere partie), on s'int�eresse sp�eci�quement �a la discr�etisation du
probl�eme de Cauchy-Dirichlet simple pour (1-IV.1). On sait alors qu'une solution r�eguli�e re pour le probl�eme
continu existe, et on cherche �a bien l'approcher num�eriquement par des techniquesde discr�etisation stables.
Nous nous int�eressons en particulier �a un crit�ere de stabilit�e num�erique encore jam ais �etudi�e, pour diverses
discr�etisations des �equations constitutives : peut-on reproduire discr�etement les lois de dissipation d'�energie
v�eri��ees par le mod�ele continu ? (Dans les travaux ant�erieurs [LO03, LX06], la loi d '�energie consid�er�ee n'�etait
pas une loi de dissipation.) Cette question a guid�e nos recherches dans les chapitres 2 et 3, avecpour unique
support le mod�ele d'Oldroyd-B (1-IV.1) (ainsi que sa reformulation logarithmique dans le chapitre 2) ; notre
approche n'est cependant pas limit�ee �a ce seul mod�ele et nous travaillons actuellement �a son extension au
mod�ele FENE-P (qui contient plus de termes non-lin�eaires et produit des comportementsplus physiques, voir
les Remarques 1 et 2).

Les conclusions de notre �etude montrent que le crit�ere de stabilit�e consid�er�e n'est pas ais�ement satisfait par
une discr�etisation des �equations constitutives d'Oldroyd-B. (Des discr�etisations util is�ees en pratique semblent
prochesde celles pour lesquelles on montre que notre crit�ere est satisfait, mais on n'a pas pu montrerque ce
crit�ere est bien satisfait pour la plupart des discr�etisations utilis�ees en pratique.) Elles donnent aussi des pistes
pour comprendre le succ�es r�ecent de la formulation logarithmique [Kwo04, HFK05, HP07a], et sugg�erent de
nouvelles �etudes num�eriques (approfondissant les quelques r�esultats de la Section 2-VII).

1-IV-B Les mod�eles d'halt�eres

1-IV-B-a Th�eorie math�ematique du mod�ele

La même adimensionalisation que dans (1-IV.1) conduit �a :
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avec pour �equation de Fokker-Planck correspondante :
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La th�eorie math�ematique sur les notions d'existence et de r�egularit�e des solutions au probl�eme de
Cauchy-Dirichlet pour (1-IV.2) avec conditions de bord homog�enes suru est essentiellement similaire �a celle
pour (1-IV.1), limit�ee par les mêmes di�cult�es [JLL04, ELZ04, LZZ04, LZ07, LM07, Mas08, BSS05, BS07,
BS08, BS09, BCP06]. On notera toutefois les approches [JLL04, ELZ04, BCP06] qui se distinguent des autres
en �etudiant (1-IV.2) par des m�ethodes probabilistes. (La plupart des preuves sont en e�et pour la loi de (X t ),
solution de (1-IV.3), et non pour le processus (X t ) { apr�es suppression du terme d'advection [BCP06], ou an-
nulation dans le cas de ots de Couette [JLL04], le champ al�eatoire se r�eduit �a un processus entemps {.) Noter
aussi [BL04], qui est une piste pour l'�etude du champ al�eatoire (X t ) (prise en compte du terme d'advection).

1-IV-B-b Discr�etisations du mod�ele

Les mod�eles micro-macro sont g�en�eralement simul�es avec des m�ethodes probabilistes de type Monte-
Carlo [ •O96]. Ces m�ethodes sont en g�en�eral robustes et faciles �a programmer, mais gourmandes en ressources
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informatiques (la convergence de la loi des grands nombres peut être tr�es lente). Un sujet ded�eveloppe-
ment important pour ces m�ethodes (qui ne sont pas encore op�erationnelles pour des simulations complexes
�a l'�echelle industrielle) est donc la r�eduction des ressources informatiques n�ecessaires (on notera qu'une stra-
t�egie �evidente si on a su�samment de moyens mat�eriels est la parall�elisation des calculs, qui est tr�es simple
�a mettre en �uvre si on distribue les r�ealisations sur di��erentes machines). En par ticulier, pour approcher
des estimations Monte-Carlo qui satisfont un th�eor�eme centrale limite, les m�ethodes de r�eduction de va-
riance [HDH64, New94, MT06] suscitent beaucoup d'int�erêt chez les utilisateurs de m�ethodesMonte-Carlo
(les rh�eologues en particulier [MO95, OvdBH97, BP99], mais aussi les �nanciers [Aro04, Jou09]...).

Nous avons propos�e deux m�ethodes de r�eduction de varianceacc�el�er�ees dans le chapitre 7, bas�ees sur une
utilisation intensive optimis�ee de variables de contrôle. Ces m�ethodes s'appliquent aucas du calcul de (1-III.2).
Nous pr�esentons des r�esultats num�eriques pr�eliminaires, pour une EDS du type (1-III.1) sans le terme d'advection
(plus de d�eriv�ee partielle) et pour des variations du champ de vitesseu donn�ees a priori .

La r�esolution num�erique de l'�equation de Fokker-Planck (1-IV.3) a aussi �et�e tent �ee par plusieurs auteurs
[Loz03, CL04, LC03, KS09b, KS09a]. Elle semble toutefois limit�ee �a des cas o�u l'espace des con�gurations
polym�eriques est d�ecrit par un vecteur X de faible dimension, tels les dumbbells (d coordonn�ees su�sent). Dans
le cas des dumbbells, des techniques de bases r�eduites, similaires �a celles que nous employons pour acc�el�erer le
calcul des variables de contrôles en Monte-Carlo, peuvent aussi acc�el�erer la r�esolutionnum�erique (voir [KP09]
et la section 7-VII du chapitre 7).

Noter aussi qu'en pratique, il semble que les mod�eles micro-macro soient moins sujets aux instabilit�es du
type HWNP que les mod�eles macroscopiques. Une analyse est propos�ee dans [MHK09]. Ce point reste toutefois
�a approfondir.
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Chapitre 2

Sch�emas dissipant l'�energie libre pour
le mod�ele d'Oldroyd-B

Ce chapitre est la reproduction exacte des r�esultats publi�es dans [BLM09], obtenus en collaboration avec
T. Leli�evre et C. Mangoubi.

On y analyse la stabilit�e de divers sch�emas num�eriques pour les �equations d'Oldroyd-B, prototype des
mod�eles di��erentiels de uides visco�elastiques, pour lequel on sait montrer qu'une solution r�eguli�ere du probl�eme
de Cauchy-Dirichlet avec conditions de collement au bord d'un domaine born�eD � Rd (d=2 ;3) dissipe une
�energie libre. Plus pr�ecis�ement, on v�eri�e sous quelles hypoth�eses les sch�emas num�eriques satisfont une propri�et�e
de dissipation d'�energie libre semblable au cas continu. Parmi les sch�emas num�eriques analys�es �gurent des
discr�etisations fond�ees sur la reformulation logarithmique du syst�eme Oldroyd-B tell e que propos�ee par Fattal
et Kupferman dans [FK04], reformulation qui a permis d'obtenir des r�esultats num�eriq ues apparemment plus
stables que les formulations usuelles dans certains cas tests [FK05, HFK05]. Notre analyse tente ainsi de donner
des pistes pour la compr�ehension de ces observations num�eriques.

Plusieurs discr�etisations usuelles de l'�equation de Navier-Stokes coupl�ee �a celle d'Oldroyd-B sont pass�ees en
revue. On choisit ainsi pour le couple (u h ;ph ) divers espaces d'�el�ements �nis mixtes :

{ l'�el�ement de Scott-Vogelius ( Pd)d � Pd� 1;disc , que nous �etudions quandd=2 (soit ( P2)d � P1;disc ),
{ l'�el�ement conforme de Taylor-Hood ( P2)d � P1,
{ l'�el�ement non-conforme de Crouzeix Raviart au plus bas ordre (PCR

1 )d � P0,
qui satisfont tous une condition de compatibilit�e inf � sup discr�ete sur des partitions deD en simplexes (quoique
avec des restrictions sur le maillage deD pour Scott-Vogelius). On �etudie aussi le cas d'�el�ements �nis non
compatibles, stabilis�es. Ces di��erents choix ne sont pas exhaustifs, mais ils montrent commentadapter l'essentiel
de nos id�ees �a de nombreuses discr�etisations utilis�ees en pratique. (Toutefois, le cas d'�el�ements quadrilat�eres
n'est peut-être pas une extension directe.)

Pour obtenir une dissipation d'�energie libre discr�ete, nous employons des �el�ements discontinus pour approcher
le tenseur de conformation� , inconnue principale de notre formulation de l'�equation d'Oldroyd-B, et imposons
une restriction sur le pas de la discr�etisation en temps (de type Euler r�etrograde), en fonction de la condition
initiale. Ces limitations seront relax�ees dans le chapitre 3, mais on n'obtiendra plus alors l'unicit�e de la solution
discr�ete. Dans le chapitre pr�esent, nous montrons au contraire (avec des restrictions) l'existence etl'unicit�e d'une
solution au syst�eme des �equations discr�etis�ees, telle qu'une dissipation d'�energie libre discr�ete est satisfaite : on
obtient ainsi un r�esultat de convergence en temps long de la discr�etisation num�erique vers l'(unique) �etat
stationnaire quelles que soient les conditions initiales (stabilit�e asymptotique). On observe que ces restrictions
sont moins fortes pour les discr�etisations de la formulation logarithmique de l'�equation d'Oldroyd-B propos�ee
en [FK04] (pas de restriction sur le pas de temps en fonction de la condition initiale). Celapourrait être une
explication des bons r�esultats num�eriques observ�es dans [FK05, HFK05] pour cette formulation (quoique avec
des discr�etisations quelque peu di��erentes des nôtres).

Des di�cult�es subsistent n�eanmoins avec nos discr�etisations. Elles sont non-lin�eaire s, donc la solution (im-
plicite) peut être di�cile �a calculer (même en compl�etant des m�ethodes de point �xe classiques, telles que celles
de Picard ou Newton, avec des techniques de continuation comme dans [How09]). Elles sont clairement de bas
ordre de pr�ecision en le tenseur de conformation� (idem avec les �el�ements continus du chapitre 3), même si
on n'a pas �etudi�e explicitement la consistance des sch�emas. Et la discr�etisation du terme d'advection (u � r )�
requiert, soit (i) une m�ethode de caract�eristiques qui est potentiellement destructrice de la stabilit�e si son int�e-
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gration n'est pas exacte, soit (ii) une m�ethode de type Galerkin discontinue, qui est gourmande en ressources
informatiques (plus de degr�es de libert�e) et parfois plus di�cile �a r�esoudre alg�ebrique ment (convergence des
m�ethodes it�eratives). Les di�cult�es quant �a la discr�etisation du terme d'adv ection (u � r )� seront en partie
lev�ees dans le chapitre 3 grâce �a l'emploi d'�el�ements continus avec une approche ad hoc, c'est-�a-dire adapt�ee �a
la proc�edure de test permettant d'obtenir une in�egalit�e d'�energie libre.

On notera une di�cult�e permanente dans l'obtention de nos discr�etisations, qui est l e souci de maintenir
la positivit�e du tenseur sym�etrique � discr�etis�e (on montre en e�et facilement que si la solution continue au
probl�eme de Cauchy est r�eguli�ere, { le champ de vitesse et ses trajectoires caract�eristiques en particulier {, alors
le mod�ele d'Oldroyd-B pr�eserve au cours du temps la positivit�e { physique ! { du ten seur � , quand la condi-
tion initiale est elle-même positive). Cette positivit�e est n�ecessaire pour �etabl ir une in�egalit�e d'�energie libre.
Et elle est \gratuite" avec la reformulation logarithmique, d'o�u notre r�esultat ( th�eorique) meilleur 1. D'autres
reformulations, plus favorables au maintien de la positivit�e, pourraient donc aussi être�etudi�ees, qui b�en�e�cie-
raient vraisemblablement de qualit�es de stabilit�e importantes (voir par exemple [LX06] ). N�eanmoins, de telles
reformulations emploieraient vraisemblablement des transformations non-lin�eaires (comme [LX06]), et leurs dis-
cr�etisations pourraient être tout aussi di�ciles �a r�esoudre num�eriquement si l'on v eut conserver leurs propri�et�es
de stabilit�e �eventuelles (voir notre remarque en Section 2-VI-E).

Dans le chapitre 3, on s'e�orce de relaxer la contrainte de positivit�e par une m�ethode qui m�eriterait des
simulations num�eriques. Des tests sont en cours. On pr�esente aussi en �n de ce chapitre quelques r�esultats
num�eriques fragmentaires qui n'ont pas encore �et�e publi�es et qui ont trait �a l'utilis ation de la reformulation
logarithmique.

1Ce n'est toutefois pas l'explication avanc�ee dans [FK04, FK05, HFK05] pour l'emploi avantageux d'une reformulation logarith-
mique ; on y fait plutôt r�ef�erence �a des qualit�es de r�esolution pour des couches limites en � .
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In this chapter, we analyze the stability of various numerical schemes for di�erential models of viscoelastic
uids. More precisely, we consider the prototypical Oldroyd-B model, for which a free energydissipation holds,
and we show under which assumptions such a dissipation is also satis�ed for the numericalscheme. Among the
numerical schemes we analyze, we consider some discretizations based on thelog-formulation of the Oldroyd-B
system proposed by Fattal and Kupferman in [FK04], for which solutions in some benchmark problems have
been obtained beyond the limiting Weissenberg numbers for the standard scheme (see [FK05, HFK05]). Our
analysis gives some tracks to understand these numerical observations.

Keywords : Viscoelastic uids, Weissenberg number, stability, entropy, �nite elements methods, discontinuous
Galerkin method, characteristic method.

2-I Introduction

2-I-A The stability issue in numerical schemes for viscoelastic uids

An abundant literature has been discussing for over twenty years the stability of numericalschemes for
discretizing equations modellingviscoelastic uids (see [Keu90, Keu00, FHKK07, LX06] for a small sample).
Indeed, most numerical schemes for macroscopic constitutive equations are known to su�er from instabilities in
some benchmark problems, especially when a parameter, theWeissenberg number, increases.

Many possible reasons of that so-calledhigh Weissenberg number problem(HWNP) have been
identi�ed [Kei92, KL95, San99, FK05]. However, these results have not led yet to a complete understanding
of the numerical instabilities [Keu00], despite some progress [FK05, HFK05]. Roughly speaking, we can distin-
guish between three possible causes of the HWNP :

1. Absence of stationary state: In many situations (ow past a cylinder, 4 :1 contraction), the existence of a
stationary state for viscoelastic models is still under investigation. It may happen that the non-convergence
of the numerical scheme is simply due to the fact that, for the model under consideration,there exists no
stationary state while the numerical scheme implicitly assumes such a stationary state.

2. Instabilities for the exact solution : More generally, the instabilities observed for the numerical scheme may
originate at the continuous level, for the model under consideration, if the solution to the problem indeed
blows up in �nite time, or if it is not su�ciently regular to be well approximated in the d iscretization
spaces. Such situations are known to occur for the Oldroyd-B model in extensional ows, forexample
(see [RH88, TS07a, BPP08]).

3. Bad numerical scheme: It may also happen that the problem at the continuous level indeed admits a
regular solution, and the instabilities are only due to the discretization method.

In this paper, we focus on the third origin of instabilities, and we propose a criterion to test the stability of
numerical schemes. More precisely, we lookunder which conditions a numerical scheme does not bring spurious
free energyin the system. We concentrate on the Oldroyd-B model, for which afree energy dissipationis known
to hold at the continuous level (see Thm. 1 below and [HL07]) and we try to obtain a similar dissipation at
the discrete level. It is indeed particularly important that no spurious free energy is brought to the system in
long-time computations, since they are often used as a way to obtain the stationary state.

The Oldroyd-B system of equations is de�nitely not a good physical model for dilute polymer uids. In parti-
cular, it can be derived from a kinetic theory, with dumbbells modeling polymer molecules that are unphysically
assumed to be in�nitely extensible (and this indeed seems to be the cause of some instabilities for the ow of
an Oldroyd-B uid past a cylinder, see [RH88, TS07a, BPP08]). But from the mathematical viewpoint, it is
nevertheless a good �rst step into the study ofmacroscopic constitutive equationsfor viscoelastic uids. Indeed,
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it already contains mathematical di�culties common to most of the viscoelastic models, while its strict equiva-
lence with a kinetic model allows for a deep understanding of this set of equations. Let usalso emphasize that
the free energy dissipation we use and the numerical schemes we consider are not restricted to the Oldroyd-B
model : they can be generalized to many other models (like FENE-P for instance, see [HL07]), so that we believe
that our analysis can be used as a guideline to derive \good" numerical schemes for many macroscopicmodels
for viscoelastic uids. In summary, our aim here is not to discuss the HWNP but to propose a new criterion to
assess the stability of numerical schemes for viscoelastic ows.

2-I-B Mathematical setting of the problem

We consider the Oldroyd-B model for dilute polymeric uids in d-dimensional ows (d=2 ;3). Con�ned to an
open bounded domainD � Rd, the uid is governed by the following nondimensionalized system of equations :

8
>>>><

>>>>:

Re
�

@u
@t

+ u � r u
�

= � r p+(1 � " )� u +div � ;

div u =0 ;

@�
@t

+( u � r )� = ( r u )� + � (r u )T �
1

Wi
� +

"
Wi

h
r u + r u T

i
;

(2-I.1)

where u : (t; x ) 2 [0;T) �D ! u (t; x ) 2 Rd is the velocity of the uid, p: (t; x ) 2 [0;T) �D ! p(t; x ) 2 R is the pres-
sure and � : (t; x ) 2 [0;T) �D ! � (t; x ) 2 Rd� d is the extra-stress tensor. The matrix r u is the d� d matrix

with components
�

@u i
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i;j
. The following parameters are dimensionless : the Reynolds number Re2 R+ (where

R+ = [0 ;+ 1 )), the Weissenberg number Wi2 R�
+ (whereR�

+ = (0 ;+ 1 )) and the elastic viscosity to total viscosity
fraction " 2 (0;1).

In what follows, we assume for the sake of simplicity that the system (2-I.1) is supplied with homogeneous
Dirichlet boundary conditions for the velocity u :

u =0 on @D. (2-I.2)

Therefore, we study the energy dissipation of the equations (2-I.1) as time goes, that is, theway (u ;� ) converges
to the stationary state (0;0) (equilibrium) in the long-time limit t ! 1 . Let us mention that it is possible to
extend the analysis to non-zero boundary conditions (or more generally non-zero forcing) in the following way :
it can be shown (see [JLBLO06]) that if the stationary velocity is not too large, then exponential convergence
to the stationary state is achieved, at the continuous level. The schemes we propose are likely to exhibit similar
behaviour, but we have not checked all the details for such a situation.

Local-in-time existence results for the above problem have been proved in the bounded domain [0;T) �
D when the system is supplied with su�ciently smooth initial conditions u(t =0) and � (t =0) (see [GS90,
FCGO02] for instance). Moreover, global-in-time smooth solutions of the system (2-I.1) are known toconverge
exponentially fast to equilibrium in the sense de�ned in [JLBLO06]. Let us also mention the work of Lin
et al. [LLZ05] where, for Oldroyd-like models, local-in-time existence and uniqueness results are proven, but
also global-in-time existence and uniqueness results for small data. Notice that more general global-in-time
results have been collected only for a molli�ed version of the Oldroyd-B system (2-I.1) (see [BSS05]), for another
system close to (2-I.1) namely the co-rotational Oldroyd-B system (see [LM00]), or in the form of a Beale-Kato-
Majda criterion when D = R3 (see [KMT08]). Even though the question of the global-in-time existence for some
solutions of the Oldroyd-B system (2-I.1) is still out-of-reach, it is possible to analyze global-in-time existence
for solutions to discretizations of that system. This will be one of the output of this article.

2-I-C Outline of the paper and results

We will show that it is possible to build numerical (time and space discretizing) schemes forthe Oldroyd-B
system (2-I.1){(2-I.2) such that solutions to those discretizations satisfy a free energy estimate similar to that
established in [JLBLO06, HL07] for smooth solutions to the continuous equations. Our approach bears similarity
with [LO03], where the authors also derive a discretization that preserves an energy estimate satis�ed at the
continuous level, and with [LX06], where another discretization is proposed for the same energyestimate as
in [LO03]. Yet, unlike the estimates in [LO03, LX06], our estimate, the so-calledfree energy estimate derived
in [JLBLO06, HL07], ensures (free) energy dissipation and exponential convergence of the solution to equilibrium.
In particular, the long-time stability of solutions is ensured. As mentioned above, long-time computations are
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indeed often used to obtain a stationary state, so that such a property may be seen as an interesting feature of
a numerical scheme.

We also analyze discretizations of the log-formulation presented in [FK04, FK05], where the authors suggest
to rewrite the set of equations (2-I.1) after mapping the (symmetric positive de�nite) conformation tensor :

� = I +
Wi
"

� (2-I.3)

to its matrix logarithm :
 = ln � :

In the following, we assume that :

� (t =0) is symmetric positive de�nite, (2-I.4)

and it can be shown that this property is propagated in time (see Lem. 3 below), so that is indeed well
de�ned. The log-formulation ensures, by construction, that the conformation tensor always remains symmetric
positive de�nite, even after discretization. This is not only an important physical characteristic of the Oldroyd-B
model but also an essential feature in the free energy estimates derived beneath. Besides, in some benchmark
problems [Kwo04, FK05, HFK05], discretizations of the log-formulation have indeed been reported to yield
solutions beyond the limiting Weissenberg number for standard discretizations of the usual formulation (for the
Oldroyd-B and the Giesekus models). It is thus interesting to investigate whether the numerical success of this
log-formulation may be related to a free energy dissipation property.

The main outputs of this work are :
(i) One crucial feature of the numerical scheme to obtain free energy estimates is the appropriate discretiza-

tion of the advection term (u � r )� (or (u � r ) in the log-formulation) in the equation on the extra-stress
tensor. We will analyze below two types of discretization : the characteristic method, and the discontinuous
Galerkin method (see Sect. 2-IV, and Appendix D for higher-order schemes).

(ii) To obtain free energy estimates, we will need the extra-stress tensor to be discretized in a (elementwise)
discontinuous �nite element space (Sect. 2-IV and Appendix D).

(iii) The existence of a solution to the numerical schemes that satis�es a free energy estimate will be proved
whatever the time step for the log-formulation in terms of  , while it will be shown under a CFL-like
condition for the usual formulation in terms of � (see Sect. 2-V). Moreover, any solution to the log-
formulation satis�es the free energy estimate (which is not the case for the usual formulation in terms of
� . This may be related to the fact that the log-formulation has been reported to be more stablethan the
formulation in terms of � (see [HFK05]).

We would like to mention the work in preparation [BB09b] where the existence of a solutionto a numerical
scheme which satis�es a free energy estimate is also obtained whatever the time step for the usual formulation
of the Oldroyd-B model in terms of � , but only as the limit of a subsequence of regularized discretizations.
This means that, in the case where the CFL condition is not ful�lled hence uniqueness not ensured,there
may be many solutions to our numerical schemes for the usual formulation of the Oldroyd-B model in terms
of � , one of which is actually shown to satisfy a free energy estimate ; on the contrary, every solution to our
numerical schemes for the log-formulation necessarily satis�es a free energy estimate. Moreover, it isshown in
this work [BB09b] that, using a particular discretization of the advection term, it is possible t o use continuous
�nite element spaces to obtain a discrete analogue of the free energy bound for a regularized Oldroyd-B model.
In addition, subsequence convergence, as the mesh parameters tend to zero, of such a scheme is proved, which
yields existence of global-in-time solutions to this modi�ed Oldroyd-B system.

Notice that we here concentrate on stability issues. All the schemes we analyze are of course consistent, but
we do not study the order of consistency of these schemes, neither the convergence.

Let us now make precise how the paper is organized. In Section 2-II, we formally derive the free energy
estimates for the Oldroyd-B set of equations and for its logarithm formulation, in the spirit of [HL07]. Then,
Section 2-III is devoted to the presentation of a �nite element scheme (using piecewise constant approximations of
the conformation tensor and its log-formulation, and Scott-Vogelius �nite elements for the velocity and pressure),
that is shown to satisfy a discrete free energy estimate in Section 2-IV. Some variants of this discretization are
also studied, still for piecewise constant stress tensor, and a summary of the requirements on the discretizations
to satisfy a free energy estimate is provided in Tables 2.1 and 2.2 (we show in Appendix Dhow to use an
interpolation operator so as to adapt the previous results to piecewise linear approximations ofthe stress tensor).
Finally, in Section 2-V, we show how the previous stability results can be used to provelong-time existence
results for the discrete solutions. Some numerical studies are needed to illustrate this numerical analysis, and
this is a work in progress.
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2-I-D Notation and auxiliary results

In the following, we will make use of the usual notation : L 2(D) = f f :D ! R;
R

D jf j2 < 1g , H 1(D) =
f f :D ! R;

R
D jf j2 + jr f j2 < 1g , H 2(D) = f f :D ! R;

R
D jf j2 + jr f j2 + jr 2f j2 < 1g , C([0;T)) for continuous

functions on [0;T) and C1([0;T)) for continuously di�erentiable functions on [0 ;T).
We will denote by � : � the double contraction between rank-two tensors (matrices)� , � 2 Rd� d :

� : � = tr( � � T ) = tr( � T � ) =
X

1� i;j � d

� ij � ij :

Notice that if � is antisymmetric and � symmetric, � : � =0.
The logarithm of a positive de�nite diagonal matrix is a diagonal matrix with, on its diagonal, the logarithm of

each entry. We de�ne the logarithm of any symmetric positive de�nite matrix � using a diagonal decomposition
� = RT � R of � with R an orthogonal matrix and � a positive de�nite diagonal matrix :

ln � = RT (ln�) R: (2-I.5)

Although the diagonal decomposition of � is not unique, (2-I.5) uniquely de�nes ln � . The matrix logarithm
bijectively maps the set of symmetric positive de�nite matrices with real entries S�

+ (Rd� d) to the vector subspace
S(Rd� d) of symmetric real matrices, where it is exactly the inverse function of the matrix exponential.

We will make use of the following simple algebraic formulae, which are proved in Appendices 2-VI-A-a and
2-VI-A-b.

Lemma 1. Let � and � be two symmetric positive de�nite matrices. We have :

trln � = lndet � ; (2-I.6)

� � ln � � I is symmetric positive semide�nite and thus tr( � � ln � � I ) � 0; (2-I.7)

� + � � 1 � 2I is symmetric positive semide�nite and thus tr( � + � � 1 � 2I ) � 0; (2-I.8)

tr( �� ) = tr( � � ) � 0; (2-I.9)

tr
�
(� � � )� � 1�

= tr( �� � 1 � I ) � lndet( �� � 1) = tr(ln � � ln � ) ; (2-I.10)

tr((ln � � ln � ) � ) � tr( � � � ) : (2-I.11)

We will also use the Jacobi's formulae :

Lemma 2. For any symmetric positive de�nite matrix � (t) 2
�
C1 ([0;T))

� d ( d +1)
2 , we have8t 2 [0;T) :

�
d
dt

�
�

: � � 1 = tr
�

� � 1 d
dt

�
�

=
d
dt

tr(ln � ); (2-I.12)

�
d
dt

ln �
�

: � = tr
�

�
d
dt

ln �
�

=
d
dt

tr � : (2-I.13)

2-II Formal free energy estimates at the continuous level

We are going to derive free energy estimates for two formulations of the Oldroyd-B systemin Theorems 1
and 2. An important corollary to these theorems is the exponential convergence of the solutions toequilibrium in
the long-time limit. Throughout this section, we assume that (u ;p;� ) is a su�ciently smooth solution of problem
(2-I.1) so that all the subsequent computations are valid. For example, the following regularityis su�cient :

(u ;p;� ) 2
�
C1 �

[0;T);H 2(D) \ C0;1(D)
�� d

�
�
C0 �

[0;T);H 1(D)
��

�
�
C1 �

[0;T);C1(D)
�� d� d

; (2-II.1)

where we denote, for instance by
�
C1(D)

� d
a vector �eld of dimension d with C1(D) components.
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2-II-A Free energy estimate for the Oldroyd-B system

2-II-A-a Conformation-tensor formulation of the Oldroyd-B system

Recall that the conformation tensor � is de�ned from the extra-stresstensor � through the following bijective
mapping :

� =
"

Wi
(� � I ) :

With this mapping, it is straightforward to bijectively map the solutions of system (2-I.1) with those of the
following system : 8

>>>><

>>>>:

Re
�

@u
@t

+ u � r u
�

= � r p+(1 � " )� u +
"

Wi
div � ;

div u =0 ;

@�
@t

+( u � r )� = ( r u )� + � (r u )T �
1

Wi
(� � I ):

(2-II.2)

Notice that with such an a�ne mapping, the solution � to system (2-II.2) has the same regularity as� solution
to system (2-I.1), which is that assumed in (2-II.1) for the following manipulations.

2-II-A-b A free energy estimate

Let us �rst recall a free energy estimate derived in [JLBLO06, HL07]. The free energy of the uid is de�ned
as the sum of two terms as follows :

F (u ;� ) =
Re
2

Z

D
ju j2 +

"
2Wi

Z

D
tr( � � ln � � I ): (2-II.3)

The kinetic term
Z

D
ju j2 is always non negative. Besides, we have the following lemma (see Appendix B

or [Hul90] for a proof) :

Lemma 3. Let � 2
�
C1

�
[0;T);C1(D)

�� d� d
be a smooth solution to the system(2-II.2) . Then, if the initial

condition � (t =0) is symmetric positive de�nite (everywhere in D), the solution � (t) remains so at all times
t 2 [0;T) and for all x 2D . In particular, the matrix � (t) is invertible.

From Lemma 3 and the equation (2-I.7), the entropic term
Z

D
tr( � � ln � � I ) is thus well de�ned and non

negative, provided � (t =0) is symmetric positive de�nite.
The free energy is an interesting quantity to characterize the long-time asymptotics of the solutions, and

thus the stability of the system (2-II.2). A priori estimates using the free energy are presented in [JLBLO06]
for micro-macro models (such as the Hookean or the FENE dumbbell models) and in [HL07] for macroscopic
models (such as the Oldroyd-B or the FENE-P models). Similar considerations can be found in the physics
literature about thermodynamic theory for viscoelastic models (see [Leo92, BE94,•O05, WH98b]).

For the sake of consistency, we recall results from [HL07] :

Theorem 1. Let (u ;p;� ) be a smooth solution to system(2-II.2) supplied with homogeneous Dirichlet boundary
conditions for u , and with symmetric positive de�nite initial condition � (t =0) . The free energy satis�es :

d
dt

F (u ;� )+(1 � " )
Z

D
jr u j2 +

"

2Wi 2

Z

D
tr

�
� + � � 1 � 2I

�
=0 : (2-II.4)

From this estimate, we get thatF (u ;� ) decreases exponentially fast in time to zero.

Proof of Theorem (1). Let (u ;p;� ) be a smooth solution to system (2-II.2), with symmetric positive de�nite
initial condition � (t =0). We �rst compute the inner product of the Navier-Stokes equation with the velocity :

Re
2

d
dt

Z

D
ju j2 = � (1 � " )

Z

D
jr u j2 �

"
Wi

Z

D
r u : � : (2-II.5)

Then, taking the trace of the evolution equation for the conformation tensor, we obtain :

d
dt

Z

D
tr � =2

Z

D
r u : � �

1
Wi

Z

D
tr( � � I ): (2-II.6)
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Last, remember that smooth solutions � are invertible matrices (Lem. 3). Thus, contracting the evolution
equation for � with � � 1, we get :

Z

D

�
@
@t

� +( u � r )�
�

: � � 1 =2
Z

D
tr( r u ) �

1
Wi

Z

D
tr

�
I � � � 1�

: (2-II.7)

Using (2-I.12) with � 2 C1
�
D � [0;T);S?

+ (Rd� d)
�
, we �nd :

Z

D

�
@
@t

� +( u � r )�
�

: � � 1 =
Z

D

�
@
@t

+ u � r
�

tr(ln � );

which can be combined with (2-II.7) to get, using tr(r u ) =div u =0 and u =0 on @D :

d
dt

Z

D
tr ln � =

1
Wi

Z

D
tr

�
� � 1 � I

�
: (2-II.8)

We now combine (2-II.5) + "
2Wi � (2-II.6) � "

2Wi � (2-II.8) to obtain (2-II.4) :

d
dt

�
Re
2

Z

D
ju j2 +

"
2Wi

Z

D
tr( � � ln � � I )

�
+(1 � " )

Z

D
jr u j2 +

"

2Wi2

Z

D
tr

�
� + � � 1 � 2I

�
=0 :

Since, by (2-I.8), we have tr(� + � � 1 � 2I ) � 0, then F (u ;� ) decreases in time. Moreover, by (2-I.7) applied
to � � 1, we have tr(� � ln � � I ) � tr( � + � � 1 � 2I ). So, using the Poincar�e inequality which states that there
exists a constantCP depending only onD such that, for all u 2 H 1

0 (D),
Z

D
ju j2 � CP

Z

D
jr u j2;

we �nally obtain that F (u ;� ) goes exponentially fast to 0. Indeed, we have from (2-II.4) :

d
dt

F (u ;� ) � �
1� "
CP

Z

D
ju j2 �

"

2Wi2

Z

D
tr

�
� + � � 1 � 2I

�
� � min

�
2(1� " )
Re CP

;
1

Wi

�
F (u ;� );

so that, by a direct application of Gronwall's lemma, we get :

F (u ;� ) � F (u (t =0) ;� (t =0))exp
�

� min
�

2(1� " )
Re CP

;
1

Wi

�
t
�

:

2-II-B Free energy estimate for the log-formulation of the Oldroyd-B system

2-II-B-a Log-formulation of the Oldroyd-B system

Let us now introduce the log-formulation proposed in [FK04]. We want to map solutions of the system(2-II.2)
with solutions of another system of equations where a partial di�erential equation for the logarithm of the
conformation tensor is substituted to the Oldroyd-B partial di�erential equation for the c onformation tensor � .

In order to obtain a constitutive equation in terms of  = ln � , following [FK04], we make use of the following
decomposition of the deformation tensorr u 2 Rd� d (see Appendix C for a proof) :

Lemma 4. For any matrix r u and any symmetric positive de�nite matrix � in Rd� d, there exist in Rd� d two
antisymmetric matrices 
 , N and a symmetric matrix B that commutes with � , such that :

r u = 
 + B + N � � 1: (2-II.9)

Moreover, we havetr r u = tr B .

We now proceed to the change of variable = ln � . The system (2-II.2) then rewrites (see [FK04] for a
proof) :

8
>>>><

>>>>:

Re
�

@u
@t

+ u � r u
�

= � r p+(1 � " )� u +
"

Wi
div e ;

div u =0 ;

@ 
@t

+( u � r ) = 
  �  
 +2B +
1

Wi

�
e�  � I

�
:

(2-II.10)

It is supplied with unchanged initial and boundary conditions for u , plus the initial condition  (t =0) = ln � (t =
0) for the log-conformation tensor.
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2-II-B-b Reformulation of the free energy estimate

A result similar to Theorem 1 can be obtained for system (2-II.10), where the free energy is written in terms
of  as :

F (u ;e ) =
Re
2

Z

D
ju j2 +

"
2Wi

Z

D
tr( e �  � I ): (2-II.11)

The following theorem then holds :

Theorem 2. Let (u ;p; ) be a smooth solution to system(2-II.10) supplied with homogeneous Dirichlet boundary
conditions for u . The free energy satis�es :

d
dt

F (u ;e )+(1 � " )
Z

D
jr u j2 +

"

2Wi 2

Z

D
tr( e + e�  � 2I ) =0 : (2-II.12)

From this estimate, we get thatF (u ;e ) decreases exponentially fast in time to zero.

Proof of Theorem (2). The proof of this theorem mimics the proof of Theorem 1. We go over the steps of the
proof, and point out the di�erences with the previous case. Let (u ;p; ) be a smooth solution to (2-II.10).

From the inner product of the momentum conservation equation in (2-II.10) with the velocity u , we obtain :

Re
2

d
dt

Z

D
ju j2 = � (1 � " )

Z

D
jr u j2 �

"
Wi

Z

D
r u : e ; (2-II.13)

which is equivalent to (2-II.5). Taking the trace of the evolution equation for the conformation tensor, we get :

d
dt

Z

D
tr  =

1
Wi

Z

D
tr( e�  � I ); (2-II.14)

which is equivalent to (2-II.8). Contracting the evolution equation for  with e and using (2-I.13) with  = ln � ,
we rewrite the �rst term of this inner product :

�
@ 
@t

+ u � r  
�

: e =
�

@
@t

+ u � r
�

tr e :

Recall that the decomposition (2-II.9) of r u allows to rewrite the second term :

r u :e = 
 : e + B :e +( N e�  ) : e = B :e ; (2-II.15)

where we have used the symmetry ofe and the antisymmetry of 
 and N . Then, notice that, since  and e 

commute, we have :

(
  �  
 ) : e = tr( 
  e ) � tr(  
 e ) = tr( 
  e ) � tr( 
  e ) =0 ; (2-II.16)

we �nally obtain an equation equivalent to (2-II.6) :

d
dt

Z

D
tr e =2

Z

D
r u : e �

1
Wi

Z

D
tr( e � I ): (2-II.17)

It is noticeable that in this proof, we made no use of the positivity of � = e , in contrast to the proof of Theorem
1.

The combination (2-II.13) � "
2Wi � (2-II.14) + "

2Wi � (2-II.17) gives (2-II.12) :

d
dt

�
Re
2

Z

D
ju j2 +

"
2Wi

Z

D
tr

�
e �  � I

�
�

+(1 � " )
Z

D
jr u j2 +

"

2Wi2

Z

D
tr

�
e + e�  � 2I

�
=0 : (2-II.18)

This is exactly equivalent to (2-II.4). As in the proof of Theorem 1, we then obtain that F (u ;e ) decreases
exponentially fast in time to zero.
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2-III Construction of numerical schemes with Scott-Vogelius �nite
elements for the velocity-pressure �eld (u h;ph)

We would now like to build numerical schemes for both systems of equations (2-II.2) and (2-II.10)that
respectively preserve the dissipation properties of Theorems 1 and 2 for discrete free energies similar to (2-II.3)
and (2-II.11). We �rst present discretizations that allow for a simple and complete exposition of our reasoning
in order to derive discrete free energy estimates. Possible extensions will be discussed inSection 2-IV-C (other
discretizations for the velocity-pressure �eld) and in Appendix D (higher-order discretizations for the stress
�eld).

2-III-A Variational formulations of the problems

To discretize (2-II.2) and (2-II.10) in space using a �nite element method, we �rst write var iational formula-
tions for (2-II.2) and (2-II.10) that are satis�ed by smooth solutions of the previous systems. Smoothsolutions
(u ;p;� ) and (u ;p; ) to system (2-II.2) and (2-II.10) respectively satisfy the variational formulations :

0=
Z

D

 

Re
�

@u
@t

+ u � r u
�

� v +(1 � " )r u : r v +
"

Wi
� : r v � pdiv v + qdiv u

+
�

@�
@t

+ u � r �
�

: � �
�

(r u )� + � (r u )T
�

: � +
1

Wi
(� � I ) : �

!

;

(2-III.1)

and

0=
Z

D

 

Re
�

@u
@t

+ u � r u
�

� v +(1 � " )r u : r v +
"

Wi
e : r v � pdiv v + qdiv u

+
�

@ 
@t

+ u � r  
�

: � � (
  �  
 ) : � � 2B : � �
1

Wi
(e�  � I ) : �

!

;

(2-III.2)

for all su�ciently regular test functions ( v;q;� ).
In this variational framework, we recover the free energy estimates (2-II.4) (respectively (2-II.12)) using the

test functions
�
u ;p; "

2Wi (I � � � 1)
�

(respectively
�
u ;p; "

2Wi (e � I )
�
) in (2-III.1) (respectively (2-III.2)).

2-III-B Numerical schemes with Scott-Vogelius �nite elements for (u h;ph)

Using the Galerkin discretization method, we now want to build variational numerical int egration schemes
that are based on the variational formulations (2-III.1) and (2-III.2) using �nite-dimensional ap proximations
of the solution/test spaces. We will then show in the next Section 2-IV that solutions to theseschemes satisfy
discrete free energy estimates which are equivalent to those in Theorems 1 and 2.

First, the time interval [0 ;T) is split into NT intervals [tn ;tn +1 ) of constant size � t = T
N T

, with tn = n� t for
n =0 ;:::;NT . For all n =0 ;:::;NT � 1, we denote by (u n

h ;pn
h ; � n

h ) (resp. (u n
h ;pn

h ; n
h )), the value at time tn of the

discrete solutions (u h ;ph ; � h ) (resp. (u h ;ph ; h )) in �nite element spaces.
In all the following sections, we will assume that the domainD is polyhedral. We de�ne a conformal meshTh

built from a tessellation of the domain D,

Th =
N K
[

k=1
K k ;

made of NK simplicial elementsK k and ND nodes at the internal vertices. We denote byhK k the diameter of
the element K k and assume that the mesh is uniformly regular, with maximal diameterh � max1� k � N K hK k .
For each elementK k of the mesh Th , we denote by n K k the outward unitary normal vector to element K k ,
de�ned on its boundary @Kk . We also denote byf E j jj =1 ;:::;NE g the internal edges of the meshTh when d=2,
or the faces of volume elements whend=3 (also termed as \edges" for the sake of simplicity in the following).

For the velocity-pressure �eld (u h ;ph ), we choose the mixed �nite element space (P2)d � P1;disc of Scott-
Vogelius [SV85], where :

{ by u h 2 (P2)d we mean that u h is a vector �eld with entries over D that are continuous polynomials of
maximal degree 2 ;
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{ and by ph 2 P1;disc we mean that ph is a scalar �eld with entries over Th that are piecewise continuous
polynomials of maximal degree 1 (thus discontinuous overD).

This choice is very convenient to establish the free-energy estimates at the discrete level. As mentioned earlier,
other choices will be discussed in Section 2-IV-C. For general meshes, this �nite element does not satisfy the
Babu�ska-Brezzi inf-sup condition. However, for meshes built using a particular process based on a �rstmesh of
macro-elements, this mixed �nite element space is known to satisfy the Babu�ska-Brezzi inf-sup condition (this
is detailed in [AQ92] for instance). The interest of this �nite element is that the velocity �eld is divergence-free :

div u h (x ) =0 ; 8x 2D ; (2-III.3)

because divu h 2 P1;disc can be used as a test function for the pressure �eld in the weak formulation of the
incompressibility constraint

R
D (div u h )qh =0.

For the approximation of � h and  h , we usediscontinuous �nite elements to derive the free energy estimates.
For simplicity, we �rst consider piecewise constant approximations of � h and  h in Sections 2-III and 2-IV. In
Appendix D, we will come back to this assumption and discuss the use of higher-order �nite element spaces for
� h and  h . All along this work, we denote by � h 2 (P0)

d ( d +1)
2 the fact that the symmetric-tensor �eld � h is

discretized using a d(d+1)
2 -dimensional so-calledstress �eld, which stands for the entries in P0 of a symmetric

(d� d)-dimensional tensor �eld, thus enforcing the symmetry in the discretization.
The advection termsu � r � and u � r  will be discretized either through a characteristic method in the spirit

of [Pir82, BM97, WKL00], or with the discontinuous Galerkin (DG) method in the spirit of [HFK05]. Notice
already that the characteristic method requires the velocity �eld to be more regular than the discontinuous
Galerkin method in order to de�ne the ow associated with the vector �eld u h .

For the discontinuous Galerkin method, we will need the following notation. Let E j be some internal edge
in the mesh Th . To each edgeE j , we associate a unitary orthogonal vectorn � n E j , whose orientation will not
matter in the following. Then, for a given velocity �eld u h in D that is well de�ned on the edges, for any variable
� in D and any interior point x to the edgeE j , we respectively de�ne the downstream and upstream values of
� by :

� + (x ) = lim
� ! 0+

� (x + � u h (x )) and � � (x ) = lim
� ! 0�

� (x + � u h (x )) : (2-III.4)

We denote by [[� ]](x ) = � + (x ) � � � (x ) the jump of � over the edgeE j and by f � g(x ) = � + (x )+ � � (x )
2 the mean

value over the edge. Then, one can easily check the following formula for any function� :

X

E j

Z

E j

ju h � n j[[� ]] = �
X

K k

Z

@Kk

(u h � n K k ) �: (2-III.5)

Let us now present in the next section the discrete variational formulations we will consider.

Remark 1. In what follows, we do not consider the possible instabilities occurring when advection dominates
di�usion in the Navier-Stokes equation for the velocity �eld u h . Indeed, in practice, one typically considers small
Reynolds number ows for polymeric uids, so that we are in a regime where such instabilities are not observed.
Moreover, we also assume that0� " < 1 so that there is no problem of compatibilities between the discretization
space for the velocity and for the stress (see [BPS01] for more details).

2-III-C Numerical schemes with � h piecewise constant

Variational formulations of the discrete problem write, for all n =0 ;:::;NT � 1, as follows :

With the characteristic method : For a given (u n
h ;pn

h ; � n
h ), �nd ( u n +1

h ;pn +1
h ; � n +1

h ) 2 (P2)d � P1;disc �

(P0)
d ( d +1)

2 such that, for any test function ( v;q;� ) 2 (P2)d � P1;disc � (P0)
d ( d +1)

2 ,

0=
Z

D
Re

�
u n +1

h � u n
h

� t
+ u n

h � r u n +1
h

�
� v � pn +1

h div v + qdiv u n +1
h +(1 � " )r u n +1

h : r v +
"

Wi
� n +1

h : r v

+
�

� n +1
h � � n

h � X n (tn )
� t

�
: � �

� �
r u n +1

h

�
� n +1

h + � n +1
h

�
r u n +1

h

� T
�

: � +
1

Wi

�
� n +1

h � I
�

: � : (2-III.6)

This problem is supplied with an initial condition ( u 0
h ;p0

h ; � 0
h ) 2 (P2)d � P1;disc � (P0)

d ( d +1)
2 .

31



The function X n (t) : x 2D 7! X n (t;x ) 2D is the \backward" ow associated with the velocity �eld u n
h and

satis�es, for all x 2D : 8
<

:

d
dt X n (t;x ) = u n

h (X n (t;x )) ; 8t 2 [tn ;tn +1 ];

X n (tn +1 ;x) = x:
(2-III.7)

With the discontinuous Galerkin method : For a given (u n
h ;pn

h ; � n
h ), �nd ( u n +1

h ;pn +1
h ; � n +1

h ) 2 (P2)d �

P1;disc � (P0)
d ( d +1)

2 such that, for any test function ( v;q;� ) 2 (P2)d � P1;disc � (P0)
d ( d +1)

2 ,

0=
N KX

k=1

Z

K k

Re
�

u n +1
h � u n

h

� t
+ u n

h � r u n +1
h

�
� v � pn +1

h div v + qdiv u n +1
h +(1 � " )r u n +1

h : r v +
"

Wi
� n +1

h : r v

+
�

� n +1
h � � n

h

� t

�
: � �

� �
r u n +1

h

�
� n +1

h + � n +1
h

�
r u n +1

h

� T
�

: � +
1

Wi

�
� n +1

h � I
�

: �

+
N EX

j =1

Z

E j

ju n
h � n j [[� n +1

h ]] : � + : (2-III.8)

Since� h 2 (P0)
d ( d +1)

2 is discontinuous, we have discretized the advection term for� h with a sum of jumps similar
to the usual upwind technique, where� + =

�
1
2 [[� ]]+ f � g

�
(see [EG04, HFK05]).

Remark 2. In all the following, we assume that, when using the characteristic method :
{ the characteristics are exactly integrated ;
{ and the integrals involving the backward ow X n are exactly computed.

We are aware of the fact that these assumptions are strong, and that numerical instabilities may be induced by bad
integration schemes [MPS88, S•88]. Hence, considering the lack for an analysis of those integration schemes for
the characteristics in the present study, our analysis of discontinuous Galerkin discretizationsof the advection
terms may seem closer to the real implementation than that of the discretizations using the characteristic method.

2-III-D Numerical schemes with  h piecewise constant

We now show how to discretize the variational log-formulation similarly as above. For this, we will need the
following elementwise decomposition of the velocity gradient (see Lem. 4 above) :

r u n +1
h = 
 n +1

h + B n +1
h + N n +1

h e�  n +1
h : (2-III.9)

Moreover, for the decomposition (2-III.9) with u 2 (P2)d, we will need the following Lemma 5 fork =1, which
is proved in Appendix C :

Lemma 5. Let r u n +1
h 2 (Pk; disc )d� d for some k 2 N. Then, for any symmetric positive de�nite matrix

e n +1
h 2 (P0)

d ( d +1)
2 , there exist two antisymmetric matrices 
 n +1

h ;N n +1
h 2 (Pk; disc )

d ( d � 1)
2 and a symmetric matrix

B n +1
h 2 (Pk; disc )

d ( d +1)
2 that commutes withe n +1

h , such that the matrix-valued functionr u n +1
h can be decomposed

pointwise as : r u n +1
h = 
 n +1

h + B n +1
h + N n +1

h e�  n +1
h :

Variational formulations of the discrete problem write, for all n =0 ;:::;NT � 1, as follows :

With the characteristic method : For a given (u n
h ;pn

h ; n
h ), �nd ( u n +1

h ;pn +1
h ; n +1

h ) 2 (P2)d � P1;disc �

(P0)
d ( d +1)

2 such that, for any test function ( v;q;� ) 2 (P2)d � P1;disc � (P0)
d ( d +1)

2 ,

0=
Z

D
Re

�
u n +1

h � u n
h

� t
+ u n

h � r u n +1
h

�
� v � pn +1

h div v + qdiv u n +1
h +(1 � " )r u n +1

h : r v +
"

Wi
e n +1

h : r v

+
�

 n +1
h �  n

h � X n (tn )
� t

�
: � �

�

 n +1

h  n +1
h �  n +1

h 
 n +1
h

�
: � � 2B n +1

h : � �
1

Wi

�
e�  n +1

h � I
�

: � ; (2-III.10)

where the initial condition ( u 0
h ;p0

h ; 0
h ) 2 (P2)d � P1;disc � (P0)

d ( d +1)
2 is given and whereX n (t) is again de�ned

by (2-III.7).
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With the discontinuous Galerkin method : For a given (u n
h ;pn

h ; n
h ), �nd ( u n +1

h ;pn +1
h ; n +1

h ) 2 (P2)d �

P1;disc � (P0)
d ( d +1)

2 such that, for any test function ( v;q;� ) 2 (P2)d � P1;disc � (P0)
d ( d +1)

2 ,

0=
N KX

k=1

Z

K k

Re
�

u n +1
h � u n

h

� t
+ u n

h � r u n +1
h

�
� v � pn +1

h div v + qdiv u n +1
h +(1 � " )r u n +1

h : r v +
"

Wi
e n +1

h : r v

+
�

 n +1
h �  n

h

� t

�
: � �

�

 n +1

h  n +1
h �  n +1

h 
 n +1
h

�
: � � 2B n +1

h : � �
1

Wi

�
e�  n +1

h � I
�

: �

+
N EX

j =1

Z

E j

ju n
h � n j [[ n +1

h ]] : � + : (2-III.11)

Remark 3. Notice that the numerical schemes we propose are nonlinear due to the implicit terms corresponding
to the discretization of the upper-convective derivative(r u )� + � (r u )T (resp. 
  �  
 ). In practice, this
nonlinear system can be solved by �xed point procedures, either using the values at the previous time step as an
initial guess, or using a predictor obtained by solving another scheme where the nonlinearterms are explicited.

2-III-E Local existence and uniqueness of the discrete solutions

Before we show how to recover free energy estimates at the discrete level, let us now deal with the local-in-time
existence and uniqueness of solutions to the discrete problems presented above.

First, since the mixed �nite element space of Scott-Vogelius chosen in the systems abovefor the velocity-
pressure �eld satis�es the Babu�ska-Brezzi inf-sup condition, notice that the system (2-III.6) is equivalent to the
following for all n =0 ;:::;NT � 1 : For a given (u n

h ; � n
h ), �nd ( u n +1

h ; � n +1
h ) 2 (P2)d

div=0 � (P0)
d ( d +1)

2 such that, for

any test function (v;� ) 2 (P2)d
div=0 � (P0)

d ( d +1)
2 ,

0=
Z

D
Re

�
u n +1

h � u n
h

� t
+ u n

h � r u n +1
h

�
� v +(1 � " )r u n +1

h : r v +
"

Wi
� n +1

h : r v

+
�

� n +1
h � � n

h � X n (tn )
� t

�
: � �

� �
r u n +1

h

�
� n +1

h + � n +1
h

�
r u n +1

h

� T
�

: � +
1

Wi

�
� n +1

h � I
�

: � ; (2-III.12)

where the ow X n (t) is de�ned by (2-III.7) and where we have used the following notation :

(P2)d
div=0 =

�
v 2 (P2)d;

Z

D
qdiv v =0 ; 8q2 P1;disc

�
� (2-III.13)

Notice that it is also straightforward to rewrite the systems (2-III.8), (2-III.10) and (2-I II.11) using u h 2
(P2)d

div=0 instead of (u h ;ph ) 2 (P2)d � P1;disc . For instance, the system (2-III.10) is equivalent to : For a given

(u n
h ; n

h ), �nd ( u n +1
h ; n +1

h ) 2 (P2)d
div=0 � (P0)

d ( d +1)
2 such that, for all ( v ;� ) 2 (P2)d

div=0 � (P0)
d ( d +1)

2 ,

0=
Z

D
Re

�
u n +1

h � u n
h

� t
+ u n

h � r u n +1
h

�
� v +(1 � " )r u n +1

h : r v +
"

Wi
e n +1

h : r v

+
�

 n +1
h �  n

h � X n (tn )
� t

�
: � �

�

 n +1

h  n +1
h �  n +1

h 
 n +1
h

�
: � � 2B n +1

h : � �
1

Wi

�
e�  n +1

h � I
�

: � : (2-III.14)

Then, we have the :

Proposition 1. Assume Scott-Vogelius �nite elements are used for velocity-pressure, and piecewise constant
discretization for the stress. For any couple(u n

h ; � n
h ) with � n

h symmetric positive de�nite, there exists c0 �
c0 (u n

h ; � n
h ) > 0 such that, for all 0� � t <c 0, there exists a unique solution(u n +1

h ; � n +1
h ) to the system(2-III.6)

(resp. (2-III.8) ) with � n +1
h symmetric positive de�nite.

Proof of Proposition 1. The proofs for systems (2-III.6) and (2-III.8) are similar, so we will proceed with the
proof for system (2-III.6) only, using its restatement as system (2-III.12).

For a given meshTh , let us denote byY n +1 2 R2N D +3 N K the vector whose entries are respectively the nodal
and elementwise values of (u n +1

h ; � n +1
h ), solution to the system (2-III.12). The system of equations (2-III.12)
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rewrites in terms of the vector Y n +1 2 R2N D +3 N K as : for a givenY n and � t, �nd a zero Y n +1 of the function
Q de�ned by

Q
�

� t;Y n +1
�

= � tA
�

Y n +1
�

Y n +1 +� tB (Y n )Y n +1 + Y n +1 � C(Y n ; � t); (2-III.15)

where A and B are linear continuous matrix-valued functions in R(2N D +3 N K ) � (2N D +3 N K ) , and where C is a
vector-valued function in R2N D +3 N K (notice that the dependence of the functionC on � t is only related to
the computation of the backward ow during a time step � t, so that C(Y n ;0) = Y n , and with the DG method
it simpli�es as C(Y n ; � t) = Y n ). The functions A, B and C also implicitly depend on Th , as well as on the
parameters Re;Wi ;" .

Now, Q(� t;Y ) is continuously di�erentiable with respect to (� t;Y ) and we have, with I the identity matrix
in R(2N D +3 N K ) � (2N D +3 N K ) :

r Y Q(� t;Y ) = I + � t
�
B (Y n )+ A(Y )+( r Y A)Y

�
: (2-III.16)

Then, for given vectors Y n and Y , the matrix r Y Q(� t;Y ) is invertible for all � t such that :

0� � t � k B (Y n )+ A(Y )+( r Y A)Yk� 1

(with convention kB (Y n )+ A(Y )+( r Y A)Yk� 1 = 1 if B (Y n )+ A(Y )+( r Y A)Y =0), and then de�nes an iso-
morphism in R2N D +3 N K .

Let us denote byS�
+ the subset ofR2N D +3 N K that only contains vectors corresponding to elementwise values

of positive de�nite matrix-valued functions � h in D. SinceS�
+ (Rd� d) is an open (convex) domain ofRd� d, S�

+
is clearly an open (convex) domain ofR2N D +3 N K .

Since Q(0;Y n ) =0 and r Y Q(0;Y n ) is invertible, by virtue of the implicit function theorem, there exist a
neighborhood [0;c0) � V (Y n ) of (0;Y n ) in R+ \ S�

+ and a continuously di�erentiable function R : [0;c0) ! V (Y n ),
such that, for all 0 � � t <c 0 :

Y = R(� t) () Q(� t;Y ) =0 :

For a given time step � t 2 [0;c0) and a given symmetric positive de�nite tensor �eld � n
h , R(� t) 2 V (Y n ) is the

vector of values Y n +1 for a solution (u n +1
h ; � n +1

h ) to the system (2-III.12) with a symmetric positive de�nite
matrix � n +1

h . Notice that, up to this point, c0 = c0(Y n ) is function of Y n , as well as Re;Wi ;" and Th .

For solutions (u n
h ; � n

h ) to the systems (2-III.10) and (2-III.11), we similarly have :

Proposition 2. Assume Scott-Vogelius �nite elements are used for velocity-pressure, and piecewise constant
discretization for the stress. Then, for any couple(u n

h ; n
h ), there exists a constantc0 � c0(u n

h ; n
h ) > 0 such that,

for all 0� � t <c 0, there exists a unique solution(u n +1
h ; n +1

h ) to the system(2-III.10) (resp. (2-III.11) ).

The proof of Proposition 2 is similar to that of the Proposition 1, but for the expressions ofQ(� t;Y ) with
respect to Y . An additional term � tD (Y ) appears in Q due to e n +1

h . This term is continuously di�erentiable
with respect to Y , and the derivative r Y Q(0;Y n ) is still invertible. Thus, the proof can be completed using
similar arguments.

Anticipating the results of Section 2-V, we would like to mention that the above results will be extended in
two directions, using the discrete free energy estimates which will be proved in the following.

{ We will show that the constant c0 in Proposition 1 (resp. Prop. 2) can be chosen independently of (u n
h ; � n

h )
(resp. (u n

h ; n
h )), which yields a long-time existence and uniqueness result for the solutions to the discrete

problems (see Props. 7 and 8 below). Of course, the limiting timestep will still depend on theparameters
Re;Wi ;" and on the meshTh .

{ We will also show, but for the log-formulation only, that it is possible to prove a long-time existence result
without any restriction on the time step � t (see Prop. 9 below).

2-IV Discrete free energy estimates with piecewise constant discre-
tization of the stress �elds � h and  h

In this section, we prove that various numerical schemes with piecewise constant� h or  h satisfy a discrete
free energy estimate. We �rst concentrate on Scott-Vogelius �nite element spaces for (u h ;ph ) (introduced in
Sect. 2-III) and then address the case of other mixed �nite element spaces in Section 2-IV-C.
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2-IV-A Free energy estimates with piecewise constant discretization of � h

2-IV-A-a The characteristic method

Proposition 3. Let (u n
h ;pn

h ; � n
h )0� n � N T be a solution to (2-III.6) , such that � n

h is positive de�nite. Then, the
free energy of the solution(u n

h ;pn
h ; � n

h ) :

F n
h = F (u n

h ; � n
h ) =

Re
2

Z

D

�
�
�u n

h

�
�
�
2

+
"

2Wi

Z

D
tr( � n

h � ln � n
h � I ); (2-IV.1)

satis�es :

F n +1
h � F n

h +
Z

D

Re
2

�
�
�u n +1

h � u n
h

�
�
�
2

+� t
Z

D
(1 � " )

�
�
�r u n +1

h

�
�
�
2

+
"

2Wi 2 tr
�

� n +1
h +

�
� n +1

h

� � 1
� 2I

�
� 0: (2-IV.2)

In particular, the sequence(F n
h )0� n � N T is non-increasing.

Proof of Proposition 3. Let (u n +1
h ;pn +1

h ; � n +1
h ) be a solution to system (2-III.6). Notice that ( � n +1

h ) � 1 is still

in (P0)
d ( d +1)

2 . We can thus use (u n +1
h ;pn +1

h ; "
2Wi

�
I � (� n +1

h ) � 1)
�

as a test function in the system (2-III.6), which
yields :

0=
Z

D
Re

 
ju n +1

h j2 � j u n
h j2

2� t
+

ju n +1
h � u n

h j2

2� t
+ u n

h � r
ju n +1

h j2

2

!

+(1 � " )
�
�
�r u n +1

h

�
�
�
2

+
"

Wi
� n +1

h : r u n +1
h +

"
2Wi

" 
� n +1

h � � n
h � X n (tn )

� t

!

:
�

I �
�

� n +1
h

� � 1�

� 2
�

r u n +1
h

�
� n +1

h :
�

I �
�

� n +1
h

� � 1�
+

1
Wi

�
� n +1

h � I
�

:
�

I �
�

� n +1
h

� � 1�
#

:

We �rst examine the terms associated with momentum conservation and incompressibility. We recall that
u n +1

h satis�es (2-III.3) since we use Scott-Vogelius �nite elements. By the Stokes theorem (using the no-slip
boundary condition), we immediately obtain :

Z

D
u n

h � r
�
�
�u n +1

h

�
�
�
2

= �
Z

D
(div u n

h )
�
�
�u n +1

h

�
�
�
2

=0 :

The terms involving pn +1
h also cancel. We now consider the terms involving� n +1

h . The upper-convective term
in the tensor derivative rewrites :

�
r u n +1

h

�
� n +1

h :
�

I �
�

� n +1
h

� � 1�
= � n +1

h : r u n +1
h � div u n +1

h ;

which vanishes after combination with the extra-stress term � n +1
h : r u n +1

h in the momentum conservation
equation, and using the incompressibility property. The last term rewrites :

�
� n +1

h � I
�

:
�

I �
�

� n +1
h

� � 1�
= tr

�
� n +1

h +
�

� n +1
h

� � 1
� 2I

�
:

The remaining term writes :
Z

D

�
� n +1

h � � n
h � X n (tn )

�
:
�

I �
�

� n +1
h

� � 1�
=

Z

D
tr

�
� n +1

h

�
� tr

�
� n

h � X n (tn )
�

+ tr
�h

� n
h � X n (tn )

ih
� n +1

h

i � 1
� I

�
:

We �rst make use of (2-I.10) with � = � n
h � X n (tn ) and � = � n +1

h :

tr
�

[� n
h � X n (tn )][� n +1

h ]� 1 � I
�

� tr ln
�

� n
h � X n (tn )

�
� tr ln

�
� n +1

h

�
:

Then, we have : Z

D
� tr( � n

h � X n (tn )+ ln( � n
h � X n (tn ))) =

Z

D
� tr( � n

h +ln � n
h ) ;
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since the strong incompressibility property (divu n
h =0) implies that the ow X n (t) de�nes a mapping with

constant Jacobian equal to 1 for allt 2 [tn ;tn +1 ]. Finally, we get the following lower bound :
Z

D

�
� n +1

h � � n
h � X n (tn )

�
:
�

I �
�

� n +1
h

� � 1�
�

Z

D
tr

�
� n +1

h � ln � n +1
h

�
� tr

�
� n

h � ln � n
h

�
;

hence the result (2-IV.2).
Notice that tr

�
� n +1

h +( � n +1
h ) � 1 � 2I

�
� 0 by virtue of the equation (2-I.8), which shows that the sequence

(F n
h )0� n � N T is non-increasing.

2-IV-A-b The discontinuous Galerkin method

Proposition 4. Let (u n
h ;pn

h ; � n
h )0� n � N T be a solution to (2-III.8) , such that � n

h is positive de�nite. Then,
the free energyF n

h de�ned by (2-IV.1) satis�es the free energy estimate(2-IV.2) . In particular, the sequence
(F n

h )0� n � N T is non-increasing.

Proof of Proposition 4. We only point out the di�erences with the proof of Proposition 3. They consist in the
treatment of the discretization of the advection terms for � h . We recall that the test function in stress is
� = "

2Wi (I � (� n +1
h ) � 1), so that we have :

N EX
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Z

E j

�
�
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h � n
�
�
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h ]] :
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� � 1� +
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�
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+ ju n
h � n j tr

�
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�
� n +1 ;+

h

� � 1
� I

�
:

Again, we make use of (2-I.10), with� = � n +1 ;�
h and � = � n +1 ;+

h :

tr
�

� n +1 ;�
h

�
� n +1 ;+

h

� � 1
� I

�
� tr

�
ln � n +1 ;�

h � ln � n +1 ;+
h

�
:

We get, by formula (2-III.5), the fact that � n +1
h 2 (P0)

d ( d +1)
2 , the Stokes theorem and the incompressibility

property (2-III.3) :

N EX

j =1

Z

E j

ju n
h � n j [[� n +1

h ]] :
�

I �
�

� n +1
h

� � 1� +
�

N EX

j =1

Z

E j

ju n
h � n j [[tr

�
� n +1

h � ln � n +1
h

�
]]

= �
N KX

k=1

Z

@Kk

(u n
h � n K k )tr

�
� n +1

h � ln � n +1
h

�

= �
N KX

k=1

�
tr

�
� n +1

h � ln � n +1
h

�� �
�
�
K k

Z

@Kk

u n
h � n K k

= �
N KX

k=1

�
tr

�
� n +1

h � ln � n +1
h

�� �
�
�
K k

Z

K k

div(u n
h )

=0 : (2-IV.3)

Moreover, it is easy to prove the following, using the same technique as in the proof of Proposition 3 :
Z

D

�
� n +1

h � � n
h

�
:
�

I �
�

� n +1
h

� � 1�
�

Z

D
tr

�
� n +1

h � ln � n +1
h

�
� tr

�
� n

h � ln � n
h

�
:

This concludes the proof.

2-IV-B Free energy estimates with piecewise constant discretization of  h

This section is the equivalent of the previous section for the log-formulation.
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2-IV-B-a The characteristic method

Proposition 5. Let (u n
h ;pn

h ; n
h )0� n � N T be a solution to (2-III.10) . Then, the free energy of the solution

(u n
h ;pn

h ; n
h ) :

F n
h = F

�
u n

h ;e n
h

�
=

Re
2

Z

D
ju n

h j2 +
"

2Wi

Z

D
tr

�
e n

h �  n
h � I

�
; (2-IV.4)

satis�es :

F n +1
h � F n

h +
Z

D

Re
2

�
�
�u n +1

h � u n
h

�
�
�
2

+� t
Z

D
(1 � " )

�
�
�r u n +1

h

�
�
�
2

+
"

2Wi 2 tr
�

e n +1
h + e�  n +1

h � 2I
�

� 0: (2-IV.5)

In particular, the sequence(F n
h )0� n � N T is non-increasing.

Proof of Proposition 5. We shall use as test functions
�

u n +1
h ;pn +1

h ; "
2Wi (e n +1

h � I )
�

in (2-III.10). We emphasize

that, as long as the solution (u n +1
h ;pn +1

h ; n +1
h ) exists (see Prop. 2), e 

n +1
h is well-de�ned, symmetric positive

de�nite and piecewise constant.
The terms are treated similarly as in the proof of Proposition 3. For the material derivative of  h , we have :

Z

D

�
 n +1

h �  n
h � X n (tn )

�
:
�

e n +1
h � I

�
=

Z

D

�
 n +1

h �  n
h � X n (tn )

�
: e n +1

h � tr
�

 n +1
h �  n

h � X n (tn )
�

:

Using the equation (2-I.11) with � =e  n +1
h and � =e  n

h � X n ( t n ) , we obtain :

�
 n +1

h �  n
h � X n (tn )

�
: e n +1

h � tr
�

e n +1
h � e n

h � X n ( t n )
�

;

and thus :
Z

D

�
 n +1

h �  n
h � X n (tn )

�
:
�

e n +1
h � I

�
�

Z

D
tr

�
e n +1

h �  n +1
h

�
�

Z

D
tr

�
e n

h �  n
h

�
� X n (tn )

=
Z

D
tr

�
e n +1

h �  n +1
h

�
�

Z

D
tr(e  n

h �  n
h );

where the fact that the Jacobian of the ow X n is constant equal to one (becauseu n
h is divergence-free) has

been used in the change of variable in the last equality.
Besides, using the equation (2-II.16), we have :

Z

D

�

 n +1

h  n +1
h �  n +1

h 
 n +1
h

�
:
�

e n +1
h � I

�
=

Z

D

�

 n +1

h  n +1
h �  n +1

h 
 n +1
h

�
: e n +1

h =0 :

Last, using (2-II.15) :

Z

D
B n +1

h :
�

e n +1
h � I

�
=

Z

D
B n +1

h : e n +1
h �

Z

D
tr

�
B n +1

h

�

=
Z

D
r u n +1

h : e n +1
h �

Z

D
div

�
u n +1

h

�
=

Z

D
r u n +1

h : e n +1
h ;

which cancels out with the same term
R

D e n +1
h : r u n +1

h in the momentum equation.

2-IV-B-b The discontinuous Galerkin method

Proposition 6. Let (u n
h ;pn

h ; n
h )0� n � N T be a solution to(2-III.11) . Then, the free energyF n

h de�ned by (2-IV.4)
satis�es the free energy estimate(2-IV.5) . In particular, the sequence(F n

h )0� n � N T is non-increasing.

The proof is straightforward using elements of the proofs of Propositions 5 and 4.
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Tab. 2.1 { Summary of the arguments with (u h ;ph ; � h ) or (u h ;ph ; h ) in ( P2)d � P1;disc � (P0)
d ( d +1)

2 .

Advection discretized by Characteristics DG
Requirements foru h div u h =0

() det(r x X n ) � 1)
() (u h � n ) jE j well de�ned)

R
D qdiv u h =0, 8q2 P0

and
(u h � n ) jE j well de�ned

2-IV-C Other �nite elements for (u h;ph)

In this section, we review some �nite element spaces for (u h ;ph ) other than Scott-Vogelius for which the
results of the last two sections still hold.

First, let us stress the key arguments we used in the proofs above. If the advectionterms u � r � and u � r  
are discretized by thecharacteristic method, we need the velocity �eld u n

h to be divergence-free :

div u n
h =0 ; (2-IV.6)

in order for the ow X n satisfying (2-III.7) to be with Jacobian one. When u n
h is only piecewise smooth (consider

below the case ofP1;disc velocity �elds), the divergence in the left-hand side of (2-IV.6) should be understood
in the sense of distributions. By the way, the equation (2-IV.6) ensures that the trace of the normal component
u n

h � n on the edges of the mesh is uniquely de�ned, which is a su�cient condition to de�ne the ow associated
with an elementwise-Lipschitz-continuous vector �eld u n

h through (2-III.7), and which is necessary to treat the
advection term in the Navier-Stokes equation (see [Pir82]).

If the advection terms are discretized by thediscontinuous Galerkin method, it is necessary that the trace
of the normal component of u h be uniquely de�ned on the edges of the mesh since it appears in the jump
terms

P N E
j =1

R
E j

ju n
h � n j [[� n +1

h ]] : � + or
P N E

j =1

R
E j

ju n
h � n j [[ n +1

h ]] : � + in the variational formulations. But to ob-
tain (2-IV.3), and contrary to the characteristic method, only the following weak incompressibility property is
needed :

8k =1 ;:::;NK ;
Z

K k

div u n
h =0 ;

which is equivalent to writing :

8q2 P0;
Z

D
div(u n

h )q=0 : (2-IV.7)

The properties needed to obtain the discrete free energy estimates are summarized in Table 2.1.
Below, we consider the following alternative choices of the �nite elements space for (u h ;ph ) :
{ the Taylor-Hood �nite element space : ( u h ;ph ) 2 (P2)d � P1, which satis�es the Babu�ska-Brezzi inf-sup

condition, whatever the mesh ;
{ the mixed Crouzeix-Raviart �nite element space (see [CR73]) : (u h ;ph ) 2 (PCR

1 )d � P0, where

PCR
1 =

(

v 2 P1;disc

�
�
�
� 8E j ;

Z

E j

[[v]] =0

)

; (2-IV.8)

which also satis�es the Babu�ska-Brezzi inf-sup condition, whatever the mesh ;
{ stabilized formulations for ( u h ;ph ) 2 (P1)d � P1 or (u h ;ph ) 2 (P1)d � P0.

This is not exhaustive, but it is su�cient to highlight which modi�cations are needed in the variational formu-
lations, compared to the Scott-Vogelius mixed �nite element, for the discrete free energy estimates to hold. In
particular, some projection of the velocity �eld is needed in the discretization of theadvection terms u � r � and
u � r  in order to satisfy the requirements of Table 2.1. These projection operators are introduced inthe next
Section 2-IV-C-a. The results of Section 2-IV-C are summarized in Table 2.2.

Remark 4. For all the �nite element spaces introduced here, similar existence results as those stated in Sec-
tion 2-III-E hold. For the sake of conciseness, we do not restate these results, but rather concentrate on establi-
shing the free energy estimates.

2-IV-C-a Some useful projection operators for the velocity �eld

Let us introduce three projection operators for the velocity �eld.
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Following [Pir82], we �rst de�ne the orthogonal projection P rot
h onto the piecewise constant solenoidal vector

�elds built from a�ne continuous scalar �elds :

fr � � h j� h 2 (P1)d; � h � n =0 on @Dg�

We suppose here thatd=3, but the extension to the case d=2 is straightforward. We set P rot
h (u h ) = r �  h

where  h 2 (P1)d, such that  h � n j@D =0, satis�es :
Z

D
(r  h ) : ( r � h ) =

Z

D
u h � (r � � h ); 8� h 2 (P1)d; � h � n j@D =0 :

BecauseP rot
h (u h ) is solenoidal, we always have the strong incompressibility property (2-IV.6) :

div P rot
h (u h ) =0 ;

for any velocity �eld u h . Of course, this operator is consistent only for divergence-free velocity �eldsu h (or
velocity �eld u h with vanishing divergence whenh goes to zero). See [Pir82] for consistency results.

Second, following [EG04], we de�ne the Raviart-Thomas interpolator PRT 0
h onto the vector subspace of

(P1;disc )d made of the vector �elds in (P0)d + x P0 with continuous normal component across the edgesE j

(whose trace onE j is then uniquely de�ned). The projection PRT 0
h (u n

h ) clearly satis�es, for any element K k :
Z

K k

div u h =
Z

@Kk

u n
h � n K k =

Z

@Kk

PRT 0
h (u n

h ) � n K k =
Z

K k

div PRT 0
h (u n

h ) : (2-IV.9)

Thus, it satis�es the weak incompressibility property (2-IV.7) :

8q2 P0;
Z

D
div

�
PRT 0

h (u n
h )

�
q=0 ;

if, and only if, the velocity �eld u n
h also satis�es it.

Third, we de�ne PBDM
h as the Brezzi-Douglas-Marini projection operator [BJDM85, BJDM86]. It is with

value in (P1)d. This projection operator satis�es the same divergence preservation property (2-IV.9) thanPRT 0
h ,

but is of better accuracy.
Note that PBDM

h and PRT 0
h are local interpolating operators in the sense that all the computations can be

made elementwise. This is not the case forP rot
h . In addition, we will need the following lemma :

Lemma 6. For any velocity �eld u n
h such that the previously de�ned interpolating operators are well de�ned, the

normal components of the interpolated vector �eld,P rot
h (u n

h ) � n , PRT 0
h (u n

h ) � n and PBDM
h (u n

h ) � n are also well
de�ned on any internal edgesE j . Moreover, if u n

h 2 (P1;disc )d is a velocity �eld such that, for all k =1 ;:::;NK :
Z

K k

div(u n
h ) =0 ;

then div(PRT 0
h (u n

h )) =div( PBDM
h (u n

h )) =0 (in the sense of distributions).

Proof. By construction, PRT 0
h and PBDM

h take their values in the set of velocity �elds whose normal components
are continuous across the edges. This is also the case forP rot

h sinceP rot
h takes its value in the set of divergence-

free velocity �elds. Then, from the equation (2-IV.9), we have
R

K k
div(PRT 0

h (u n
h )) =0. Since div( PRT 0

h (u n
h )) is

in (P0)d, this shows that div(PRT 0
h (u n

h )) is zero in any elementK k . Finally, PRT 0
h (u n

h ) has continuous normal
components across the edges of the mesh. This shows that div(PRT 0

h (u n
h )) =0 in the sense of distributions. The

same proof holds for the projection operatorPBDM
h .

2-IV-C-b Alternative mixed �nite element space for (u h ;ph ) with inf-sup condition

In this section, we show how to derive discrete free energy estimates with mixed �nite element spaces for
the velocity and pressure �elds which satisfy the inf-sup condition, but which are not the Scott-Vogelius �nite
elements.

Let us �rst consider the Taylor-Hood element for (u h ;ph ), that is ( P2)d � P1. In this case, since the velocity
�eld u h is not divergence-free either in the weak form (2-IV.7), or in the strong form (2-IV.6), a projection of
the velocity �eld is required in the discretization of the advection terms u � r � and u � r  . More precisely, we
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need to use the projection velocityP rot
h u n

h (and, among the three projection operators we introduced above,
this is the only one which is such that the strong or weak incompressibility is satis�ed). For the characteristic
method, one uses the owX n (t) satisfying :

8
<

:

d
dt X n (t;x ) = P rot

h u n
h (X n (t;x )) ; 8t 2 [tn ;tn +1 ];

X n (tn +1 ;x) = x:
(2-IV.10)

For the discontinuous Galerkin method, the advection term in the conformation-tensor formulations writes (see
the last line in (2-III.8)) :

+
N EX

j =1

Z

E j

�
�
�P rot

h (u n
h ) � n

�
�
� [[� n +1

h ]] : � + :

Notice that in the terms [[ � n +1
h ]] : � + , the projected velocity P rot

h u n
h is used to de�ne the upstream and downs-

tream values following (2-III.4). Another modi�cation, which is speci�c to the Navier-St okes equation, is needed
to treat the advection term on the velocity. Namely, one needs to add to the weak formulation the so-called
Temam correction term (see [Tem66]) :

+
Re
2

Z

D
div( u n

h )
�

v � u n +1
h

�
(2-IV.11)

in such a way that, when u n +1
h is used as a test function :

Re
Z

D

�
u n

h � r u n +1
h

�
� u n +1

h +
Re
2

Z

D
div( u n

h ) ju n +1
h j2 =0 :

With these modi�cations (projection of the velocity �eld in the advection terms, and Te mam correction term),
the free energy estimate (2-IV.2) is satis�ed by the scheme. Similar results (discrete free energy estimates for
(u h ;ph ; h ) in ( P2)d � P1 � (P0)

d ( d +1)
2 ) can be proved on the log-formulation.

Let us now discuss the use ofCrouzeix-Raviart �nite elements for velocity : ( u h ;ph ; � h ) in ( PCR
1 )d � P0 �

(P0)
d ( d +1)

2 (see (2-IV.8)). In this case, the Navier-Stokes equations can be discretized using a characteristic
method :

0=
N KX

k=1

Z

K k

Re
�

u n +1
h � u n

h � X n (tn )
� t

�
� v � pn +1

h div v + qdiv u n +1
h +(1 � " )r u n +1

h : r v +
"

Wi
� n +1

h : r v ;

(2-IV.12)
where X n is obtained from the projected velocity �eld Ph u n

h as :
8
<

:

d
dt X n (t) = Ph u n

h (X n (t)) ; 8t 2 [tn ;tn +1 ];

X n (tn +1 ) = x:
(2-IV.13)

The projected velocity Ph u n
h is de�ned using any of the three projectors presented above, that isP rot

h u n
h , PRT 0

h u n
h

or PBDM
h u n

h . The Navier-Stokes equations can also be discretized using adiscontinuous Galerkin formulation :

0=
N KX

k=1

Z

K k

Re
�

u n +1
h � u n

h

� t
+ Ph (u n

h ) � r u n +1
h

�
� v +Re

N EX

j =1

Z

E j

jPh (u n
h ) � n j [[u n +1

h ]] � f vg

+
N KX

k=1

Z

K k

� pn +1
h div v + qdiv u n +1

h +(1 � " )r u n +1
h : r v +

"
Wi

� n +1
h : r v : (2-IV.14)

Here again, Ph u n
h is any of the three projectors presented above. We would like to mention that we are not

aware that the projector P rot
h has ever been used with discontinuous Galerkin methods, so that the consistency

of the discontinuous Galerkin approach combined with this projector still needs to be investigated. Likewise,
the advection term u � r � in the equation on the stress can be treated by the characteristic method or the
discontinuous Galerkin method, as above for the advection term in the Navier-Stokes equations. Notice that
whatever the projecting operator used, div(Ph u n

h ) =0 holds (see Lem. 6 above). With this property, it is easy
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to check that Propositions 3 and 4 still hold for this �nite element. For example, the advection term in the
Navier-Stokes equations is treated as follows (using the fact that div(Ph (u n

h )) =0 and (2-III.5)) :

N KX

k=1

Z

K k

�
Ph (u n

h ) � r u n +1
h

�
� u n +1

h +
N EX

j =1

Z

E j

jPh (u n
h ) � n j [[u n +1

h ]] �
�

u n +1
h

	

=
N KX

k=1

Z

K k

div

0

B
@Ph (u n

h )

�
�
�u n +1

h

�
�
�
2

2

1

C
A +

N EX

j =1

Z

E j

jPh (u n
h ) � n j

1
2

[[
�
�
�u n +1

h

�
�
�
2
]]

=
N KX

k=1

Z

K k

div

0

B
@Ph (u n

h )

�
�
�u n +1

h

�
�
�
2

2

1

C
A �

N KX

k=1

Z

@Kk

(Ph (u n
h ) � n K k )

�
�
�u n +1

h

�
�
�
2

2
=0 :

Discrete free energy estimates for (u h ;ph ; h ) in ( PCR
1 )d � P0 � (P0)

d ( d +1)
2 can be similarly proven on the log-

formulation.

2-IV-C-c Alternative mixed �nite element space for (u h ;ph ) without inf-sup

It is also possible to choose a mixed �nite elements space for (u h ;ph ) that does not satisfy the Babu�ska-Brezzi
inf-sup condition, like (P1)d � P0 or (P1)d � P1. The loss of stability due to the incompatibility of the spaces
can then be alleviated through a stabilization procedure, like Streamline Upwind Petrov Galerkin, Galerkin
Least Square or Subgrid Scale Method (see [HF87, Cod98, Gue99]). In the following, we consider very simple
stabilization procedures, for which only one simple quadratic term is added to the variational�nite element
formulation in order to restore stability of the discrete numerical scheme.

Let us �rst consider the mixed �nite element space(P1)d � P0 for (u h ;ph ). If the term u � r � is discretized
with the characteristic method, the system then writes :

0=
N KX

k=1

Z

K k

Re
� u n +1

h � u n
h

� t
+ u n

h � r u n +1
h

�
� v +

Re
2

div u n
h (v � u n +1

h )+(1 � " )r u n +1
h : r v +

"
Wi

� n +1
h : r v

� pn +1
h div v + qdiv u n +1

h +
�

� n +1
h � � n

h � X n (tn )
� t

�
: � �

��
r u n +1

h

�
� n +1

h + � n +1
h

�
r u n +1

h

� T �
: �

+
1

Wi

�
� n +1

h � I
�

: � +
N EX

j =1

jE j j
Z

E j

[[ph ]][[q]]; (2-IV.15)

with a ow X n computed with the projected �eld P rot
h (u n

h ) through (2-IV.10). The projection operator P rot
h

is the only one we can use among the three projectors we introduced in Section 2-IV-C-a because the weak
incompressibility property (2-IV.7) is not satis�ed by u n

h .
The stabilization procedure used in (2-IV.15) has been studied in [KS92]. Proposition 3 holds for system

(2-IV.15), its proof being similar to the case of Taylor-Hood �nite element (see Sect. 2-IV-C-b), since the
additional term

P N E
j =1 jE j j

R
E j

[[ph ]][[q]] is non negative with the test function used in the proof. All this also
holds mutatis mutandis for discretization of the advection terms by a discontinuous Galerkin method, and for
the log-formulation.

Let us �nally consider the mixed �nite elements space(P1)d � P1 for (u h ;ph ). If the term u � r � is discretized
with the characteristic method, the system then writes :

0=
Z

D
Re

�
u n +1

h � u n
h

� t
+ u n

h � r u n +1
h

�
� v +

Re
2

div u n
h

�
v � u n +1

h

�
+(1 � " )r u n +1

h : r v +
"

Wi
� n +1

h : r v

� pn +1
h div v + qdiv u n +1

h +
�

� n +1
h � � n

h � X n (tn )
� t

�
: � �

��
r u n +1

h

�
� n +1

h + � n +1
h

�
r u n +1

h

� T �
: �

+
1

Wi
(� n +1

h � I ) : � +
N KX

k=1

h2
K k

Z

K k

r ph � r q; (2-IV.16)
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Tab. 2.2 { Summary of some possible �nite elements for (u h ;ph ; � h = h ) when � h = h 2 (P0)
d ( d +1)

2 , with some
possible projections for the velocity �eld (see Sect. 2-IV-C).

� Advection discretized by
� (u h ;ph ) in :::

Characteristics or DG
) equations modi�ed

Scott-Vogelius
(P2)d � P1;disc

(nothing)

Taylor-Hood
(P2)d � P1

+ P rot
h

+ Temam term

Crouzeix-Raviart
(PCR

1 )d � P0

+ PBDM
h , PRT 0

h or P rot
h

+ Ph (u n
h ) for Navier term

stabilized (P1)d � P1 + P rot
h

+ Temam term

stabilized (P1)d � P0 + P rot
h

+ Temam term

with a ow X n again computed with the projected �eld P rot
h (u n

h ) through (2-IV.10). Again, we are led to choose
the projection operator P rot

h because the weak incompressibility property (2-IV.7) is not satis�ed by u n
h . The

stabilization procedure used in (2-IV.16) has been studied in [BP84]. Proposition 3 holds for system (2-IV.16),
its proof being similar to the case of Taylor-Hood �nite element (see Sect. 2-IV-C-b), since the additional
term

P N K
k=1 h2

K k

R
K k

r ph � r q is non negative with the test function used in the proof. Again, all this also holds
mutadis mutandis for discretization of the advection terms by a discontinuous Galerkin method, and for the
log-formulation.

2-V Positivity, free energy estimate and the long-time issue

Notice that both Propositions 1 and 2 impose a limitation on the time step which depends onthe time
iteration : 0 < � t <c 0, where c0 � c0(u n

h ; � n
h ) is function of a time-dependent data. Thus, these existence results

are weak insofar as the long-time existence of the discrete solutions is not ensured,i.e. if
P 1

n =0 c0(u n
h ; � n

h ) < 1 .
Yet, for the discretizations introduced above, we have also shown that at each time step, thesolutions of

those discretizations satisfy free energy estimates. This will now allow us to prove the long-time existence of the
discrete solutions.

Remark 5. In this section, we concentrate for simplicity on the discretization using Scott-Vogelius�nite ele-
ments for velocity-pressure, and piecewise constant approximations for the stress. However, similar results can
be proven for the other discretization methods introduced in Section 2-IV-C and Appendix D, sincethe solutions
satisfy a free energy estimate.

Proposition 7. For any initial condition (u 0
h ; � 0

h ) with � 0
h symmetric positive de�nite, there exists a constant

c1 � c1
�
u 0

h ; � 0
h

�
> 0 such that, for any time step0� � t <c 1, there exists, for all iterations n 2 N, (u n +1

h ; � n +1
h )

which is the unique solution to the system(2-III.6) (resp. (2-III.8) ) with � n +1
h symmetric positive de�nite.

Proof of Proposition 7. Like in the proof of Proposition 1, we will proceed with the proof for system (2-III.6)
only, using its restatement as system (2-III.12).

The proof is by induction on the time index n. With the notation of the proof of Proposition 1, for a �xed
n =0 ;:::;NT � 1 and for a �xed vector Y n of values in the subsetS�

+ of R2N D +3 N K (standing for the nodal
and elementwise values of a �eld (u n

h ; � n
h ) with � n

h symmetric positive de�nite), we de�ne like in the proof
of Proposition 1 (using the implicit function theorem) a function R : � t 2 [0;c0) ! R(� t) 2 R2N D +3 N K (where
c0 = c0(u n

h ; � n
h )) such that :

8� t 2 [0;c0); Q(� t;R (� t)) =0 ;

where Q is de�ned by (2-III.15). For any � t 2 [0;c0), R(� t) 2 R2N D +3 N K stands for the nodal and element-
wise values of a �eld (u h (� t); � h (� t)) (with � h (� t) symmetric positive de�nite) that is solution to the sys-
tem (2-III.12).
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Then, by Proposition 3, the solution (u h (� t); � h (� t)) satis�es a free energy estimate :

F (u h (� t); � h (� t)) � F (u n
h ; � n

h ): (2-V.1)

Using the fact that all norms are equivalent in the �nite-dimensional vector space R2N D +3 N K , and that,
for 0< � � 1� 1

e , we have � x � x � ln(x); 8x > 0, we obtain that there exists two constants � > 0 and � > 0
(independent of � t), such that :

� kR(� t)k � F (u h (� t); � h (� t))+ �: (2-V.2)

Let us de�ne the function D :

D : � t 2 [0;c0) �! B (Y n )+ A(R(� t))+( r Y A)R(� t) 2 R2N D +3 N K :

We recall that (see (2-III.16)), with the new notations : r Y Q(� t;R (� t)) = I + � tD (� t). Using (2-V.1), (2-V.2)
and the fact that the discrete free energy is non-increasing, the functionD satis�es :

kD(� t)k � k B kkY n k+( kAk+ kr Y Ak)kR(� t)k

� (kB k+ kAk+ kr Y Ak)
1
�

(F (u n
h ; � n

h )+ � )

� (kB k+ kAk+ kr Y Ak)
1
�

�
F (u 0

h ; � 0
h )+ �

�
:

This shows that there exists a constantc1 � c1
�
u 0

h ; � 0
h

�
> 0 such that, for any time step 0� � t <c 1, the matrix

r Y Q(� t;R (� t)) is invertible. Using the implicit function theorem, this implies that, for any time step 0 � � t <
c1, the system (2-III.12) admits a solution (u n +1

h ; � n +1
h ) with � n +1

h symmetric positive de�nite at all iterations
n 2 N.

A similar result can be proven for the log-formulations (2-III.10) and (2-III.11) :

Proposition 8. For any initial condition (u 0
h ; 0

h ), there exists a constantc1 � c1
�
u 0

h ; 0
h

�
> 0 such that, for

any time step0� � t <c 1, there exists, for all iterations n 2 N, (u n +1
h ; n +1

h ) which is the unique solution to the
system (2-III.10) (resp. (2-III.11) ).

Proof of Proposition 8. The proof of Proposition 8 is similar to that of Proposition 7 using for Q(� t;Y ) and
D(� t) slightly modi�ed expressions as explained for the proof of Proposition 2. The entropic term in the free
energy still helps in bounding the norm of the vector of nodal-elementwise values for (u h ; h ) like in (2-V.2)
using the following scalar inequality, which is true for any �xed � 2 (0;1] : 8x 2 R, ex � x +1 � � jxj.

From Propositions 7 and 8, we have the global-in-time existence of solutions to those discretizations of the
Oldroyd-B system presented above which satisfy a discrete free energy estimate.

The log-formulation actually also satis�es the following long-time existence result, using the fact that the
a priori estimates can be obtained without requiring the stress tensor �eld to be positive de�nite :

Proposition 9. For any initial condition (u 0
h ; 0

h ), and for any constant time step� t > 0, there exists, for all
iterations n 2 N, (u n +1

h ; n +1
h ) which is a solution to the system(2-III.10) (resp. (2-III.11) ).

Proof of Proposition 9. We will proceed with the proof for system (2-III.10) only, using its restatement as
system (2-III.14). Note already that, since the derivation of discrete free energy estimates for thesystem (2-III.10)
does not require the solution n +1

h and the test function to be non-negative like in the derivation of discrete free
energy estimates for the system (2-III.6), then the manipulations used to derive the free energy estimate (2-IV.5)
can also be donea priori for any function in the �nite element space.

Let us consider a �xed time index n and a given couple (u n
h ; n

h ) 2 (P2)d
div=0 � (P0)

d ( d +1)
2 . We equip the Hilbert

space (P2)d
div=0 � (P0)

d ( d +1)
2 with the following inner product :

((v1; � 1);(v2; � 2)) =
Z

D
v1 � v2 + � 1 : � 2;

for all ( v1; � 1);(v2; � 2) 2 (P2)d
div=0 � (P0)

d ( d +1)
2 , and denote by k�k the associated norm. Let us introduce

the mapping F : (P2)d
div=0 � (P0)

d ( d +1)
2 ! (P2)d

div=0 � (P0)
d ( d +1)

2 de�ned by duality for all ( u ; ) 2 (P2)d
div=0 �
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(P0)
d ( d +1)

2 through the form :

(F (u ; );(v ;� )) =
Z

D
Re

�
u � u n

h

� t
+ u n

h � r u
�

� v +(1 � " )r u : r v +
"

Wi
e : r v

+
�

 �  n
h � X n (tn )
� t

�
: � � (
  �  
 ) : � � 2B : � �

1
Wi

(e�  � I ) : � ;

for any test function ( v;� ) 2 (P2)d
div=0 � (P0)

d ( d +1)
2 , where we have used the decomposition of the velocity gra-

dient r u as explained in Lemma 4 :
r u = 
 + B + N e�  ;

with 
 and B continuous with respect to r u , so that F is a continuous mapping on �nite balls of radius � > 0 :

B� =
n

(v;� ) 2 (P2)d
div=0 � (P0)

d ( d +1)
2 ; k(v;� )k � �

o
�

Note that if ( u n +1
h ; n +1

h ) is a solution to (2-III.14), then we have : for all (v ;� ) 2 (P2)d
div=0 � (P0)

d ( d +1)
2 ,

�
F

�
u n +1

h ; n +1
h

�
;(v ;� )

�
=0 : (2-V.3)

Let us now assume that the mappingF has no zero (u n +1
h ; n +1

h ) satisfying (2-V.3) in the ball B� . Then, we
de�ne the following continuous mapping from B� onto itself (F is continuous on the �nite-dimensional compact,
convex ball B� ) :

G(v;� ) = � �
F (v;� )

kF (v;� )k
; 8(v;� ) 2 (P2)d

div=0 � (P0)
d ( d +1)

2 :

By the Brouwer �xed point theorem, G has a �xed point in B� . Let us still denote that �xed point ( v;� ) for
the sake of simplicity. By de�nition, it satis�es :

G(v;� ) = ( v;� ) 2B � and kG(v;� )k= �: (2-V.4)

ConsideringF (v;� ) and using
�
v; "

2Wi (e� � I )
�

as a test function, we get the following inequality after similar
manipulations to those in the proof of Proposition 5 :

�
F (v;� );

�
v ;

"
2Wi

(e� � I )
��

�
Re
2

Z

D
jv j2 +

"
2Wi

Z

D
tr(e � � � ) �

Re
2

Z

D
ju n

h j2 �
"

2Wi

Z

D
tr( e n

h �  n
h )

+
Z

D

Re
2

jv � u n
h j2 +� t

Z

D
(1 � " )jr u n +1

h j2 +
"

2Wi2
tr

�
e� +e � � � 2I

�
: (2-V.5)

Then, using the scalar inequality ex � x � j xj; 8x 2 R, we have :

Z

D
tr(e � � � + I ) �

dX

i =1

Z

D
j� i j; 8� 2 (P0)

d ( d +1)
2 ; (2-V.6)

where (� i )1� i � d are functions depending on� such that, for all x 2D , (� i (x ))1� i � d are the d (non-necessarily

distinct) real eigenvalues of the symmetric matrix � (x ). Now, since (P2)d
div=0 � (P0)

d ( d +1)
2 is �nite-dimensional,

all norms are equivalent. So there exist 1;  2 > 0 such that, for all (v ;� ) 2 (P2)d
div=0 � (P0)

d ( d +1)
2 :

 1k(v;� )k �
� Z

D
jv j2

� 1
2

+ k max
1� i � d

j� i (x )jk1 �  2k(v;� )k; (2-V.7)

where it is easy to prove that kmax1� i � d j� i (x )jk1 de�nes a norm in the vector spaceL 1
�
D;S(Rd� d)

�
. Using

the equation (2-V.6) with the norm equivalence (2-V.7), we obtain :

Re
2

Z

D
jv j2 +

"
2Wi

Z

D
tr(e � � � + I )

� min

 
Re
2

;
"

2Wi
1

kmax1� i � d j� i (x )jk1

! Z

D
jv j2 + k max

1� i � d
j� i (x )jk1

dX

i =1

Z

D
j� i j

!

� min

 
Re
2

;
"

2Wi
1

kmax1� i � d j� i (x )jk1

! Z

D
jv j2 +

dX

i =1

Z

D
j� i j2

!

:
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Last, since the �xed-point ( v;� ) 2B � satis�es k(v;� )k= � because of (2-V.4), we can choose� large enough so
that :

min

 
Re
2

;
"

2Wi 2�

!

k(v;� )k2 >
Re
2

Z

D
ju n

h j2 +
"

2Wi

Z

D
tr( e n

h �  n
h + I );

and we get :

Re
2

Z

D
jv j2 +

"
2Wi

Z

D
tr(e � � � + I ) �

Re
2

Z

D
ju n

h j2 �
"

2Wi

Z

D
tr( e n

h �  n
h + I )

+
Z

D

Re
2

jv � u n
h j2 +� t

Z

D
(1 � " )jr u n +1

h j2 +
"

2Wi2
tr

�
e� +e � � � 2I

�
> 0;

that is : �
F (v;� );

�
v ;

"
2Wi

(e� � I )
��

> 0: (2-V.8)

Now, using the equation (2-V.4) we have :

�
F (v;� );

�
v ;

"
2Wi

(e� � I )
��

= �
kF (v;� )k

�

� Z

D
jv j2 +

"
2Wi

tr
�
� e� � �

�
�

� 0 (2-V.9)

which is obviously in contradiction with (2-V.8) since, for all � 2 (P0)
d ( d +1)

2 , we have tr(� e� � � ) � 0 by virtue
of the scalar inequality x(ex � 1) � 0; 8x 2 R.

Thus, for any � t > 0, if we choose� su�ciently large, the mapping F has a zero (u n +1
h ; n +1

h ) satis-
fying (2-V.3) in the ball B� , which concludes the proof.

Notice that Proposition 9 does not ensure the uniqueness of solutions. There may be bifurcations, hence
many possible solutions to the log-formulation, in the case where the CFL condition is not ful�lled. Though,
all those solutions will satisfy a free energy estimate, which is not the case for the usual formulation in terms
of � . The fact that we are able to prove such a stability result without any assumption on the timestep for
the log-formulation, and not for the classical formulation, may be related to the fact that discretizations of the
log-formulation have been reported to yield solutions beyond the limiting Weissenberg number for standard
discretizations (see [HFK05]).

Remark 6 (other positivity preserving schemes). There exist other means than using the log-formulation to
preserve the non-negativity of the conformation tensor. A very natural way of preserving the non-negativity is
to reformulate the constitutive equation with the deformation gradient instead of the stress or the conformation
tensor, using a Lie-derivative like in [LX06]. It is also possible to build free-energy-dissipative schemes for a Lie-
formulation, as shown in Appendix E. But discretizations of a Lie-formulation seem to necessitate the numerical
integration of ordinary di�erential equations like (2-III.7) for the characteristic ow, which may introduce new
instabilities (see Rem. 2).

2-VI Appendix to the Chapter 2

2-VI-A Appendix A. Some properties of symmetric positive de�nite matrices

2-VI-A-a Proof of Lemma 1

Formula (2-I.6), (2-I.7) and (2-I.8) are simply obtained by diagonalizing the symmetric positive de�nite
matrix � , and using the inequalities :8x;y > 0, ln(xy) = ln x +ln y, x � 1� ln x and x +1=x � 2.

Let us now prove formula (2-I.9). By diagonalization, we have� = 
 T D
 with 
 orthogonal and D diagonal
positive, which gives :

tr( �� � 1) = tr(
 T
p

D
p

D
 � � 1) = tr(
p

D 
 � � 1
 T
p

D) � 0;

becauseA =
p

D
 � � 1
 T
p

D is clearly a symmetric positive de�nite matrix. Likewise, we have :

det(�� � 1) =det(
 T D
 � � 1) =det(
p

D 
 � � 1
 T
p

D):

The proof of (2-I.10) is then equivalent to show :

ln(det( A)) � tr( A � I );
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for any symmetric positive de�nite matrix A, which simply derives from (2-I.6) and (2-I.7).
It remains to prove formula (2-I.11). By diagonalization, we write � = OT DO and � = RT � R with O and R

orthogonal, and D and � diagonal positive. Let us introduce the orthogonal matrix 
 = ORT . We denote byD i

(resp. � i ) the ( i; i )-th entry of D (resp. of �). We have :

tr((ln � � ln � ) � � (� � � )) =
X

i

D i lnD i � D i +� i �
X

i;j

(
 ij )2D i ln� j

=
X

i

0

@� i � D i �
X

j

(
 ij )2D i (ln� j � lnD i )

1

A ;

since 
 is an orthogonal matrix (
P

j (
 ij )2 =1 for all i ). Using the convexity inequality x � y � x(ln x � ln y) for
all x;y > 0, we thus obtain tr((ln � � ln � ) � � (� � � )) � 0 which concludes the proof of (2-I.11).

2-VI-A-b Proof of Lemma 2

First, since � 2
�
C1([0;T))

� d ( d +1)
2 is symmetric positive de�nite, det( � ) is positive and C1([0;T)). So we

immediately get the classical Jacobi formula (2-I.12) :

d
dt

ln(det( � )) = (1 =det(� ))
d
dt

det(� ) = tr
�

� � 1 d
dt

�
�

;

on noting that ln(det( � )) = tr(ln( � )) :
Then, for the proof of (2-I.13), �rst note that the matrix exponential is a C1 -di�eomorphism from the set of

symmetric matrices onto the set of symmetric positive de�nite matrices by virtue of the local inversion theorem
(see [MT86], Cor. 3.8.5, for instance), whose inverse mapping coincides with the matrix logarithm de�ned

in (2-I.5). Then, there exists � 2
�
C1([0;T))

� d ( d +1)
2 such that � =e � , and on noting that � and � commute, we

immediately get (2-I.13) :

tr
�

�
dln �

dt

�
= tr

�
e� d�

dt

�
= tr

�
de�

dt

�
=

d
dt

tr � :

2-VI-B Appendix B. Proof of Lemma 3

Let us introduce t0 = inf f t > 0j� (t) is not symmetric positive de�nite g, with convention t0 = 1 if
f t > 0; � is not symmetric positive de�nite g= ; . Since � (t =0) is symmetric positive de�nite, it remains so at
least for small times 0� t < � t, by continuity of det( � ) with respect to the time variable t. Thus, t0 � � t > 0.

Let us assume thatt0 < 1 . First, one can de�ne the logarithm ln � of � , which satis�es the equation for  
in system (2-II.10) for t 2 [0;t0). Taking the trace of the equation for  in system (2-II.10), we get for ln� :

D
Dt

lndet � =
1

Wi
tr( � � 1 � I ); (2-VI.1)

where we have introduced the convective derivativeD
Dt =

�
d
dt +( u � r )

�
(the next formulae (2-VI.3) and (2-VI.4)

thus hold along the characteristics, which are well de�ned becauseu 2 C1
�
[0;T);C0;1(D)

�
). Besides, for any

positive de�nite matrix � � 1, we have :
tr( � � 1)

d
� (det � � 1)1=d; (2-VI.2)

which follows from the convex inequality between geometrical and arithmetical means. Thus, combining (2-VI.1)
and (2-VI.2), we get, on the time interval [0;t0) :

D
Dt

(det � )1=d =
1
d

(det � )1=d D
Dt

lndet � �
1

Wi

�
1� (det � )1=d

�
: (2-VI.3)

Now, by continuity of det( � ) with respect to t, one eigenvalue at least converges to zero ast ! t �
0 , which

implies det� ! 0+ . Then, there exists � > 0 such that, for times t0 � � < t < t 0, we have :

0< det� < 1;

and by (2-VI.3) :
D
Dt

(det � )1=d > 0: (2-VI.4)

But then, t0 cannot be the �rst time when det � =0, otherwise one should have D
Dt (det � )1=d(t �

0 ) � 0, which
contradicts (2-VI.4). Thus t0 = 1 which ends the proof of Lemma 3.

46



2-VI-C Appendix C. Proof of Lemmas 4 and 5

Lemmas 4 and 5 are consequences of the following result, which is a slight modi�cation of a result proved
in [FK04].

Lemma 7. Let M be a d� d matrix and � be a symmetric positive de�nite d� d matrix. Then, there exists
three d� d matrices 
 , B and N such that

M = 
 + B + N� � 1

and B is a symmetric matrix which commutes with� , 
 and N are antisymmetric. Moreover, the entries of 
 ,
B and N are linear with respect to the entries ofM .

Proof. First, it is easy to check by diagonalization that it is su�cient to prove the result for a di agonal matrix �
(more precisely, by rewriting everything in a diagonalizing basis for� ). In the following, we thus assume that
� =diag(� 1;: ::; � d), where (� i )1� i � d are positive numbers. Moreover, we restrict ourselves to the physical case
d=3, but the arguments can be generalized to any dimension.
Let us �rst consider the case � i 6= � j for i 6= j . In this case, we set :

{ B i;i = M i;i and B i;j =0 for i 6= j ;
{ N i;i =0 and N i;j = M i;j + M j;i

� � 1
j � � � 1

i
for i 6= j ;

{ 
 i;i =0 and 
 i;j = �
M i;j � � 1

i + M j;i � � 1
j

� � 1
j � � � 1

i
for i 6= j .

It is easy to check that these matrices satisfy the requirements of the lemma.
Let us now consider the case �1 = � 2 = � 3. In this case, we simply setN =0, B = M + M T

2 and 
 = M � M T

2 .
It is again straightforward to check that these matrices satisfy the requirements of the lemma.

Finally, let us consider the case when only two �i 's are equal. Without loss of generality, we can suppose
� 1 = � 2 6= � 3. In this case, we set :

{ B3;3 = M 3;3, B i;j = M i;j + M j;i

2 for 1 � i; j � 2 and B i;j =0 otherwise ;
{ N i;j =0 for 1 � i; j � 2, N3;3 =0 and N i;j = M i;j + M j;i

� � 1
j � � � 1

i
otherwise ;

{ 
 i;j = M i;j � M j;i

2 for 1 � i; j � 2, 
 3;3 =0 and 
 i;j = �
M i;j � � 1

i + M j;i � � 1
j

� � 1
j � � � 1

i
otherwise.

This case is a combination of the two previous cases, and one can check that these matrices satisfy therequire-
ments of the lemma.

Notice in particular that the linear dependence of the entries of the matrices
 , B and N with respect to the
entries of M implies that if � is piecewise constant (with respect to the space variable) andM is (Pk; disc )d� d,
then 
 , B and N are also (Pk; disc )d� d (which is the result of Lem. 5).

2-VI-D Appendix D. Higher order discretization of the stress �elds � h and  h

We now show how to build numerical schemes with higher order discretization spaces for the stress that still
satisfy a discrete free energy estimate. We typically have in mind piecewise linear spaces for� h and  h .

From the previous proofs establishing discrete free energy estimates at low order inP0, it is clear that we
need to use nonlinear functionals of� h and  h as test functions, namely� � 1

h and e h . Finite element spaces
other than P0 are typically not invariant under such nonlinear functionals, and this brings us to introduce
projections of these nonlinear terms onP0, and �nite element spaces to discretize the stress that containP0,
thus discontinuous.

We will use a P0-Lagrange interpolation operator � h which is convenient because it commutes with nonlinear
functionals (see Lem. 9 below). Moreover, we will need that this interpolation operator coincides with an L 2

orthogonal projection onto P0 (see Lem. 8 below). The need for� h to coincide with an L 2 orthogonal projection
onto P0 limits the maximum regularity of the discretization of the stress, essentially to piecewiseP1 �nite
elements. Therefore, we consider� h and  h in either of the following �nite element spaces2 :

(P1 + P0)
d ( d +1)

2 or (P1;disc )
d ( d +1)

2 :

In Section 2-VI-D-a, we introduce the interpolation operator � h . Then we prove that, for a Scott-Vogelius
discretization of the velocity-pressure �eld, a free energy estimate can be obtained for discretization schemes

2Note that, clearly, ( P1 + P0 )
d ( d +1)

2 is only a subspace of (P1;disc )
d ( d +1)

2 .
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close to those considered in Section 2-IV, when� h (respectively  h ) is in (P0)
d ( d +1)

2 . This is the purpose of the
Section 2-VI-D-b (respectively Sect. 2-VI-D-c). Finally, we show in Section 2-VI-D-d how these results can be
extended to other �nite element discretizations of the velocity-pressure �eld.

Remark 7. In this appendix, we concentrate on establishing free energy estimates, and do not prove existence
results as those stated in Sections 2-III-E and 2-V. It is easy to extend these existence results to the numerical
schemes considered here.

2-VI-D-a The interpolation operator � h

Let us introduce the projection operator � h as the P0 Lagrange interpolation at barycenter � K k for each
K k 2 Th .

De�nition 1. For k =1 ;:::;NK , we denote by� K k the barycenter of the triangle K k . For any � such that
8k =1 ;:::;NK , � (� K k ) is well-de�ned (for example � is a tensor-valued function, continuous at points� K k ), we
de�ne its piecewise constant interpolation by :

8k =1 ;:::;NK ; � h (� ) jK k = � (� K k ):

Notice that this de�nition also makes sense for the case in which� is matrix-valued. And this interpolation
operator � h coincides with the L 2 orthogonal projection from (P1;disc )

d ( d +1)
2 onto (P0)

d ( d +1)
2 :

Lemma 8. Let � h be the interpolation operator introduced in De�nition 1. Then, for any � h 2 (P1;disc )
d ( d +1)

2 ,
we have : Z

D
� h : ~� h =

Z

D
� h (� h ) : ~� h ; 8 ~� h 2 (P0)

d ( d +1)
2 :

Proof. It is enough to prove Lemma 8 on each simplexK k 2Th and in the scalar case. Let (x i )1� i � 3 be the
vertices of the simplexK k and ( i )1� i � 3 the corresponding (linear) basis functions inP1. Then, the function
� h jK k 2 P1 reads � h jK k (x) = � h (x1) 1(x)+ � h (x2) 2(x)+ � h (x3) 3(x), 8x 2 K k . For every ~� h 2 P0,

Z

K k

� h
~� h = ~� h

� Z

K k

� h

�
= ~� h

jK k j
3

(� h (x1)+ � h (x2)+ � h (x3))

because
R

K k
 i = jK k j

3 . Moreover, � h jK k 2 P1, hence

1
3

(� h (x1)+ � h (x2)+ � h (x3)) = � h

�
x1 + x2 + x3

3

�
= � h (� K k )

which means Z

K k

� h
~� h =

Z

K k

~� h � h (� K k ) =
Z

K k

� h (� ) ~� h :

In addition, the following property holds, which is important in the choice of this particu lar interpolation :

Lemma 9. Let � h be the interpolation operator introduced in De�nition 1. The interpolation operator � h

commutes with any function f : for any functions f and � h such that � h and f (� h ) are well-de�ned at the
barycenters � k ,

� h (f (� h )) = f (� h (� h )) :

The proof of Lemma 9 is straightforward since, by De�nition 1, the interpolation � h only uses speci�c values
at �xed points in the spatial domain D.

2-VI-D-b Free energy estimates with discontinuous piecewise linear � h

In this section, we consider the following �nite element discretization : Scott-Vogelius (P2)d � P1;disc for

(u h ;ph ) and (P1;disc )
d ( d +1)

2 or (P1 + P0)
d ( d +1)

2 for � h .
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2-VI-D-b.1 The characteristic method If the advection term u � r � is discretized by thecharacteristic
method, the system writes :

0=
Z

D
Re

�
u n +1

h � u n
h

� t
+ u n

h � r u n +1
h

�
� v � pn +1

h div v + qdiv u n +1
h

+(1 � " )r u n +1
h : r v +

"
Wi

� h
�
� n +1

h

�
: r v

+
�

� n +1
h � � h (� n

h ) � X n (tn )
� t

�
: � � (r u n +1

h � h
�
� n +1

h

�
+ � h

�
� n +1

h

�
(r u n +1

h )T ) : � +
1

Wi
(� n +1

h � I ) : � ; (2-VI.5)

where X n is de�ned as in (2-III.7). Notice that we have used the projection operator � h in four terms. It will
become clearer from the proof of the free energy estimate below why those projections are needed.

Proposition 10. Let (u n
h ;pn

h ; � n
h )0� n � N T be a solution to (2-VI.5) , such that � h (� n

h ) is positive de�nite. Then,
the free energy of the solution(u n

h ;pn
h ; � n

h ) :

F n
h = F (u n

h ; � h (� n
h )) =

Re
2

Z

D
ju n

h j2 +
"

2Wi

Z

D
tr( � h (� n

h ) � ln � h (� n
h ) � I ) ; (2-VI.6)

satis�es :

F n +1
h � F n

h +
Z

D

Re
2

�
�
�u n +1

h � u n
h

�
�
�
2

+� t
Z

D
(1 � " )

�
�
�r u n +1

h

�
�
�
2

+
"

2Wi2
tr

�
� h

�
� n +1

h

�
+ � h

�
� n +1

h

� � 1
� 2I

�
� 0:

(2-VI.7)
In particular, the sequence(F n

h )0� n � N T is non-increasing.

Remark 8. The ensemble of symmetric positive de�nite matrices is convex. This implies that a piecewise linear
tensor �eld is symmetric positive de�nite as soon as it is symmetric positive de�nite at the nodes of the mesh.
Moreover, this also implies that� h (� h ) is symmetric positive de�nite as soon as� h is a piecewise linear (possibly
discontinuous) symmetric positive de�nite tensor �eld.

Proof of Proposition 10. The test functions we choose are
�

u n +1
h ;pn +1

h ; "
2Wi (I � � h

�
� n +1

h

� � 1
)
�

. Recall that by

Lemma 9,
�
� h

�
� n +1

h

�� � 1
= � h

�
(� n +1

h ) � 1
�
. The proof is similar to the one of Proposition 3 except in the treat-

ment of the constitutive equation. The upper-convective term in the tensor derivative writes (using Lem. 8 and
the incompressibility property (2-III.3)) :

Z

D
r u n +1

h � h
�
� n +1

h

�
: (I � � h

�
� n +1

h

� � 1
) =

Z

D
� h

�
� n +1

h

�
: r u n +1

h �
Z

D
r u n +1

h � h
�
� n +1

h

�
: � h

�
� n +1

h

� � 1

=
Z

D
� h

�
� n +1

h

�
: r u n +1

h �
Z

D
r u n +1

h : I

=
Z

D
� h

�
� n +1

h

�
: r u n +1

h �
Z

D
div u n +1

h

=
Z

D
� h

�
� n +1

h

�
: r u n +1

h ;

which vanishes after combination with the extra-stress term in the momentum equation.
The last term rewrites (using again Lem. 8) :

Z

D

�
� n +1

h � I
�

:
�

I � � h
�
� n +1

h

� � 1
�

=
Z

D
tr

�
� h

�
� n +1

h

�
+ � h

�
� n +1

h

� � 1
� 2I

�
:

The remaining term writes (using Lem. 8, Eq. (2-I.10) with � = � h (� n
h ) � X n (tn ) and � = � h

�
� n +1

h

�
, and the

fact that the Jacobian of X n remains equal to one due to the incompressibility property (2-III.3)) :
Z

D

�
� n +1

h � � h (� n
h ) � X n (tn )

�
:
�

I � � h
�
� n +1

h

� � 1
�

=
Z

D
tr � n +1

h � tr � h (� n
h ) � X n (tn )

+ tr
�

� h (� n
h ) � X n (tn )� h

�
� n +1

h

� � 1
� I

�

�
Z

D
tr � n +1

h � tr � h (� n
h ) � X n (tn )+ trln � h (� n

h ) � X n (tn ) � tr ln � h
�
� n +1

h

�

=
Z

D
tr � h

�
� n +1

h

�
� tr � h (� n

h )+ trln � h (� n
h ) � tr ln � h

�
� n +1

h

�
:
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This completes the proof.

2-VI-D-b.2 The discontinuous Galerkin method If the advection term u � r � is discretized by the
discontinuous Galerkin method, the system writes :

0=
N KX

k=1

Z

K k

Re
�

u n +1
h � u n

h

� t
+ u n

h � r u n +1
h

�
� v � pn +1

h div v + qdiv u n +1
h

+(1 � " )r u n +1
h : r v +

"
Wi

� h
�
� n +1

h

�
: r v

+
�

� n +1
h � � n

h

� t

�
: � �

�
r u n +1

h � h
�
� n +1

h

�
+ � h

�
� n +1

h

�
(r u n +1

h )T �
: � +

1
Wi

(� n +1
h � I ) : �

+
N EX

j =1

Z

E j

ju n
h � n j [[� h

�
� n +1

h

�
]] : � + : (2-VI.8)

As for the characteristic method, the projection operator � h is used in four terms. Besides, like in the case where
� h 2 (P0)

d ( d +1)
2 , the advection term u � r � is discretized using a jump term only. Indeed, in order to derive

discrete free energy estimates, we treat the discrete advection term using the projection� h (� h ) 2 (P0)
d ( d +1)

2 of
the stress �eld � h , the derivative of which is zero.

Proposition 10 still holds for the system (2-VI.8). The proof is straightforward using all the arguments of the
previous sections, except for the treatment of the discrete advection term foru � r � . Using equations (2-I.10),
(2-III.5), the fact that � h

�
� n +1

h

�
2 (P0)

d ( d +1)
2 and the weak incompressibility property (2-IV.7), we have :

N EX

j =1

Z

E j

ju n
h � n j [[� h

�
� n +1

h

�
]]
�

I � � h
�
� n +1

h

� � 1
� +

=

N EX

j =1

Z

E j

ju n
h � n j [[tr � h

�
� n +1

h

�
]]+ ju n

h � n j tr
�

� h

�
� n +1 ;�

h

�
� h

�
� n +1 ;+

h

� � 1
� I

�

�
N EX

j =1

Z

E j

ju n
h � n j [[tr � h

�
� n +1

h

�
]]+ ju n

h � n j tr
�

ln � h

�
� n +1 ;�

h

�
� ln � h

�
� n +1 ;+

h

��
:

Now, the right-hand-side vanishes since it is equal to

N EX

j =1

Z

E j

ju n
h � n j [[tr

�
� h

�
� n +1

h

�
� ln � h

�
� n +1

h

� �
]] =

N KX

k=1

�
Z

@Kk

(u n
h � n K k )tr

�
� h

�
� n +1

h

�
� ln � h

�
� n +1

h

� �

=
N KX

k=1

� tr
�

� h
�
� n +1

h

�
� ln � h

�
� n +1

h

� � �
�
�
K k

Z

K k

div(u n
h ) =0 :

2-VI-D-c Free energy estimates with discontinuous piecewise linear  h

In the following section, we write free-energy-dissipative schemes using the log-formulation with  h pie-
cewise linear. For this, we again need the projection operator� h introduced in De�nition 1. We consider
the Scott-Vogelius �nite element space for (u h ;ph ) and the following decomposition of the velocity gradient
r u h 2 (P1;disc )

d ( d +1)
2 :

r u h = 
 h + B h + Nh � h
�
e h

� � 1
: (2-VI.9)

Notice that since � h
�
e h

� � 1
=e � � h (  h ) is in (P0)

d ( d +1)
2 , we have 
 h ;B h ;Nh 2 (P1;disc )

d ( d +1)
2 by virtue of

Lemma 5 with k =1.
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2-VI-D-c.1 The characteristic method If the advection term u � r � is discretized by the characteristic
method, the system writes :

0=
Z

D
Re

�
u n +1

h � u n
h

� t
+ u n

h � r u n +1
h

�
� v � pn +1

h div v + qdiv u n +1
h +(1 � " )r u n +1

h : r v +
"

Wi
� h

�
e n +1

h

�
: r v

+
�

 n +1
h � � h ( n

h ) � X n (tn )
� t

�
:� �

�

 n +1

h � h
�
 n +1

h

�
� � h

�
 n +1

h

�

 n +1

h

�
:�

� 2B n +1
h :� �

1
Wi

�
� h

�
e�  n +1

h

�
� I

�
:� : (2-VI.10)

In the system above, we have used the projection operator� h to treat the same terms as in the system (2-VI.5).
But in addition to these, we have also used the projection operator for the exponential terme�  n +1

h in the
Oldroyd-B equation.

Proposition 11. Let (u n
h ;pn

h ; n
h )0� n � N T be a solution to (2-VI.10) . Then, the free energy of the solution

(u n
h ;pn

h ; n
h ) :

F n
h = F

�
u n

h ;e� h (  n
h )

�
=

Re
2

Z

D
ju h j2 +

"
2Wi

Z

D
tr

�
e� h (  n

h ) � � h ( n
h ) � I

�
; (2-VI.11)

satis�es :

F n +1
h � F n

h +
Z

D

Re
2

ju n +1
h � u n

h j2 +� t
Z

D
(1 � " )jr u n +1

h j2 +
"

2Wi 2 tr
�

e� h (  n
h ) +e � � h (  n

h ) � 2I
�

� 0: (2-VI.12)

In particular, the sequence(F n
h )0� n � N T is non-increasing.

Proof of Proposition 11. The proof is similar to that of Proposition 5 except for the terms using the interpolation
operator � h . We shall use as test functions

�
u n +1

h ;pn +1
h ; "

2Wi

�
� h

�
e n +1

h

�
� I

��
in (2-III.10). Also, we will make

use of the following property throughout the proof (see Lem. 9) :� h

�
e n +1

h

�
=e � h ( n +1

h ) .

For the material derivative of  h , using Lemma 8, equation (2-I.11) with � = e n +1
h and � =e  n

h � X n ( t n ) , and
the fact that the Jacobian of the ow X n is one for divergence-free velocity �eldu n

h , we have :

Z

D

�
 n +1

h � � h ( n
h ) � X n (tn )

�
: (� h

�
e n +1

h

�
� I ) =

Z

D

�
� h

�
 n +1

h

�
� � h ( n

h ) � X n (tn )
�

: e� h ( n +1
h )

� tr
�
� h

�
 n +1

h

�
� � h ( n

h ) � X n (tn )
�

�
Z

D
tr

�
e� h ( n +1

h ) � � h
�
 n +1

h

� �
�

Z

D
tr

�
e� h (  n

h ) � � h ( n
h )

�
� X n (tn )

=
Z

D
tr

�
e� h ( n +1

h ) � � h
�
 n +1

h

� �
�

Z

D
tr

�
e� h (  n

h ) � � h ( n
h )

�
:

Besides, using equation (2-II.16), we have :

Z

D

�

 n +1

h � h
�
 n +1

h

�
� � h

�
 n +1

h

�

 n +1

h

�
:
�

e� h ( n +1
h ) � I

�
=

Z

D

�

 n +1

h � h
�
 n +1

h

�
� � h

�
 n +1

h

�

 n +1

h

�
: e� h ( n +1

h ) =0 ;

and using equations (2-II.15) and (2-III.3) :

Z

D
B n +1

h :
�

� h

�
e n +1

h

�
� I

�
=

Z

D
B n +1

h : e� h ( n +1
h ) �

Z

D
div(u n +1

h ) =
Z

D
r u n +1

h : e� h ( n +1
h ) ;

which cancels out with the same term
R

D e� h ( n +1
h ) : r u n +1

h in the momentum equation.
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2-VI-D-c.2 The discontinuous Galerkin method If the advection term u � r � is discretized by the
discontinuous Galerkin method, the system writes :

0=
N KX

k=1

Z

K k

Re
�

u n +1
h � u n

h

� t
+ u n

h � r u n +1
h

�
� v � pn +1

h div v + qdiv u n +1
h +(1 � " )r u n +1

h : r v

+
"

Wi
� h

�
e n +1

h

�
: r v

�
 n +1

h � � h ( n
h )

� t

�
: � �

�

 n +1

h � h
�
 n +1

h

�
� � h

�
 n +1

h

�

 n +1

h

�
: � � 2B n +1

h : �

�
1

Wi
(� h

�
e�  n +1

h

�
� I ) : � +

N EX

j =1

Z

E j

ju n
h � n j [[� h

�
 n +1

h

�
]] : � + : (2-VI.13)

Proposition 11 still holds for solutions of the system (2-VI.13). The proof follows that of the previous
Section 2-VI-D-c.1 except for the treatment of the jump term, which follows that of Section 2-IV-A-b (see also

Sect. 2-IV-B-b), because� h
�
 n +1

h

�
2 (P0)

d ( d +1)
2 and � h

�
e n +1

h

�
=e � h ( n +1

h ) is also in (P0)
d ( d +1)

2 .

2-VI-D-d Other �nite elements for (u h ;ph )

In this section, we review the modi�cations that apply to the systems in the two previous Sections 2-VI-D-b
and 2-VI-D-c when the di�erent mixed �nite element spaces for (u h ;ph ) proposed in Section 2-IV-C are used
instead of Scott-Vogelius. Notice that the conclusions of Table 2.1 about the conditions that the velocity �eld has
to satisfy still hold for the two previous Sections 2-VI-D-b and 2-VI-D-c with piecewise linear approximations
of � h ; h .

Other �nite elements space for (u h ;ph ) than Scott-Vogelius and adequate projections of the velocity �eld
(see summary in Tab. 2.2) have to be combined with interpolations of the stress �eld� h ; h using � h (see the
two previous Sects. 2-VI-D-b and 2-VI-D-c above). We give a summary of the projections that are required in
Table 2.3.

2-VI-D-d.1 Alternative mixed �nite element space for (u h ;ph ) with inf-sup condition The situa-
tion is very similar to that in Section 2-IV-C-b. Among the mixed �nite element space that satisfy the inf-sup
condition, let us �rst choose the Taylor-Hood (P2)d � P1. Again, because the velocity is not even weakly incom-
pressible in the sense of equation (2-IV.7), we need to use the projection of the velocity �eld onto the solenoidal
vector �elds for the treatment of some terms in the variational formulations. When the advection terms u � r �
and u � r  are discretized using thecharacteristic method, we de�ne the ow with P rot

h (u n
h ) like in (2-IV.10)

and use the same systems (2-VI.5) and (2-VI.10) as above. When the advection termsu � r � and u � r  are
discretized using thediscontinuous Galerkin method, we use systems similar to (2-VI.5) and (2-VI.10) above,
where the jump term rewrites (in the conformation-tensor formulation) :

+
N EX

j =1

Z

E j

jP rot
h (u n

h ) � n j[[� h
�
� n +1

h

�
]] : � + :

Also, one still needs to add the so-called Temam correction term (2-IV.11) to the weak formulation.

We can also use theCrouzeix-Raviart �nite elements for velocity (see (2-IV.8)) : ( u h ;ph ; � h ) in ( PCR
1 )d �

P0 � (P1;disc )
d ( d +1)

2 . Similarly to the advection terms u � r � and u � r  , the advection term u � r u in the
Navier-Stokes equations should then be discretized either using a characteristic methodwith the ow de�ned
in (2-IV.13) with any of the projections Ph introduced above for the velocity �eld, or using the discontinuous
Galerkin method formulated in equation (2-IV.14).

It is noticeable that choosing the mixed �nite elements of Crouzeix-Raviart simpli�es all the variational
formulations presented above in the present Section D. Indeed, sincer u 2 (P0)d� d and we have the Lemma 8,
it is then unnecessary to project the velocity except in the advection terms. For instance,for the conformation-
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tensor formulation using the discontinuous Galerkin method, the formulation writes :

0=
N KX

k=1

Z

K k

Re
�

u n +1
h � u n

h

� t
+ Ph (u n

h ) � r u n +1
h

�
� v � pn +1

h div v + qdiv u n +1
h +(1 � " )r u n +1

h : r v

+
"

Wi
� n +1

h : r v +
�

� n +1
h � � h (� n

h )
� t

�
: � �

�
(r u n +1

h )� n +1
h + � n +1

h (r u n +1
h )T

�
: �

+
1

Wi

�
� n +1

h � I
�

: � +
N EX

j =1

Z

E j

jPh (u n
h ) � n j [[� h

�
� n +1

h

�
]] : � + +Re jPh (u n

h ) � n j [[u n +1
h ]] � f vg� (2-VI.14)

Note that the second term in the sum of integrals over edgesE j is due to the use of the Crouzeix-Raviart
element, and is uncorrelated to the treatment of the advection by a discontinuous Galerkin method.

The discrete free energy estimate (2-VI.7) holds. Its proof combines arguments of the proofs above, except
for the treatment of the upper-convective term in (2-VI.14). This term writes, on any element K k of the mesh
(using Lem. 8, the fact that r u 2 (P0)d� d and the incompressibility (2-III.3)) :

Z

K k

r u n +1
h � n +1

h : (I � � h
�
� n +1

h

� � 1
) =

Z

K k

� n +1
h : r u n +1

h �
Z

D
� n +1

h : � h
�
� n +1

h

� � 1
r u n +1

h

=
Z

K k

� h
�
� n +1

h

�
: r u n +1

h �
Z

D
� h

�
� n +1

h

�
: � h

�
� n +1

h

� � 1
r u n +1

h

=
Z

K k

� h
�
� n +1

h

�
: r u n +1

h �
Z

D
div u n +1

h

=
Z

K k

� h
�
� n +1

h

�
: r u n +1

h ;

which vanishes after combination with the extra-stress term in the momentum equation, the latter satisfying :
Z

K k

� n +1
h : r u n +1

h =
Z

K k

� h
�
� n +1

h

�
: r u n +1

h ;

because of the fact thatr u 2 (P0)d� d and using Lemma 8.

2-VI-D-d.2 Alternative mixed �nite element space for (u h ;ph ) without inf-sup It is also possible
to use �nite element spaces for (u h ;ph ) that do not satisfy the inf-sup condition like in Section 2-IV-C-c, while
the stress �eld is discretized using discontinuous piecewise linear approximations. The construction of systems
of equations and the derivation of discrete free energy estimates then directly follow from the combination of
results from Section 2-IV-C-c with those used above in Section D, after upgrading the degree of thepolynomial
approximations for the stress �eld.

If we consider the mixed �nite element space (P1)d � P0 for (u h ;ph ), and if the term u � r � is discretized
with the characteristic method, the system then writes :

0=
N KX

k=1

Z

K k

Re
�

u n +1
h � u n

h

� t
+ u n

h � r u n +1
h

�
� v +

Re
2

div u n
h (v � u n +1

h )+(1 � " )r u n +1
h : r v

� pn +1
h div v + qdiv u n +1

h +
"

Wi
� n +1

h : r v +
�

� n +1
h � � h (� n

h ) � X n (tn )
� t

�
: �

�
� �

r u n +1
h

�
� n +1

h + � n +1
h

�
r u n +1

h

� T
�

: � +
1

Wi
(� n +1

h � I ) : � +
N EX

j =1

jE j j
Z

E j

[[ph ]][[q]]; (2-VI.15)

with a ow X n computed with the projected �eld P rot
h (u n

h ) through (2-IV.10). It is noteworthy that, for the
same reason as above in equation (2-VI.14), the projection operator� h is needed only for the discretization of
the advection term u � r � .

If we consider the mixed �nite element space (P1)d � P1 for (u h ;ph ), it is straightforward to rewrite the
system (2-IV.16) where the stress �eld was only piecewise constant, while using the same argument as above to
see that only the advection term for the stress �eld needs a projected velocity.
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Tab. 2.3 { Summary of projected terms in the Navier-Stokes (NS) and Oldroyd-B (OB) equations for� h = h

in (P1;disc )
d ( d +1)

2 .

r u ::: � h 2 (P1;disc )
d ( d +1)

2  h 2 (P1;disc )
d ( d +1)

2

In (P0)d2
� h (� n

h ) in time derivative
(incl. ux term in DG)

� h ( n
h ) in time derivative

(incl. ux term in DG)

+ implicit source term � h

�
e�  n +1

h

�
in OB

+ implicit coupling term � h

�
e n +1

h

�
in NS

Not in ( P0)d2
� h (� n

h ) in time derivative
(incl. ux term in DG)

+ implicit coupling terms
(� h

�
� n +1

h

�
in NS, OB)

� h ( n
h ) in time derivative

(incl. ux term in DG)

+ implicit source term � h

�
e�  n +1

h

�
in OB

+ implicit coupling terms
(� h

�
e n +1

h

�
in NS, � h

�
 n +1

h

�
in OB)

Remark 9. We were not able to establish discrete free energy estimates without interpolating some terms in
the formulations above thanks to the operator� h . This operator projects the stress� h (or  h ) onto (P0)

d ( d +1)
2 .

Thus, for the formulations we have considered in this section, the interest of using larger dimensional spaces for
� h (or  h ) than (P0)

d ( d +1)
2 is not clear. Our aim in this section is simply to exhibit discrete formulations with

piecewise linear approximations of the stress, for which we are able to derive a free energy estimate.

2-VI-E Appendix E. Free-energy-dissipative discretization of a Lie-formulation

We discuss here some discretization of the Oldroyd-B system where the equation for the stress tensor is
reformulated using a Lie derivative along the deformation gradient (see Rem. 6 and [LX06]). We want to show
that some discretizations of the Lie-formulation could also satisfy a discrete free energy inequality.

Using Scott-Vogelius elements for (u h ;ph ) and piecewise constant approximations for� h , one possible (low-
order) discretization of a Lie-formulation from [LX06] writes :

0=
Z

D
Re

�
u n +1

h � u n
h

� t
+ u n

h � r u n +1
h

�
� v � pn +1

h div v + qdiv u n +1
h +(1 � " )r u n +1

h : r v +
"

Wi
� n +1

h : r v

+

0

B
@

� n +1
h �

�
I � � t� h

�
r u n +1

h

� � � 1�
� n

h � X n (tn )
��

I � � t� h
�
r u n +1

h

� � � T

� t

1

C
A : � +

1
Wi

�
� n +1

h � I
�

: � ;

(2-VI.16)

where the characteristic ow X n (t) is de�ned like in (2-III.7). The system (2-VI.16) admits a solution such that
(I � � t� h

�
r u n +1

h

�
) � 1 is well-de�ned, provided � t is su�ciently small (but possible very small when


 r u n +1

h




is large). Besides, taking� as the characteristic function of some elementK k , we have the following equality
inside K k :

�
1+

� t
Wi

�
� n +1

h =
�

I � � t� h
�
r u n +1

h

� � � 1�
� n

h � X n (tn )
��

I � � t� h
�
r u n +1

h

� � � T
+

� t
Wi

I : (2-VI.17)

Then it is clear that the system (2-VI.16) preserves the non-negativity of � n
h . Moreover, it is possible to derive

the free energy estimate (2-IV.2) for the system (2-VI.16). It su�ces to take as a test function for the stress :

� =
"

2Wi

�
I � � t� h

�
r u n +1

h

� � T �
I � (� n +1

h ) � 1
��

I � � t� h
�
r u n +1

h

� �
;

and to proceed to the derivation of a free energy estimate using both ideas of the present work and of the
work [LX06], after noting that :

tr
�

� h
�
r u n +1

h

� T
�

I � (� n +1
h ) � 1

�
� h

�
r u n +1

h

� ��
1+

� t
Wi

�
� n +1

h �
� t
Wi

I
� �

� 0; (2-VI.18)
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the proof of which is completely similar to the proof of (2-I.9), using the fact that
�
1+ � t

Wi

�
� n +1

h � � t
Wi I is

symmetric positive de�nite (provided � t is su�ciently small) and � h
�
r u n +1

h

� T �
I � (� n +1

h ) � 1
�
� h

�
r u n +1

h

�
is

symmetric positive semi-de�nite.
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2-VII Addendum to Chapter 2

In this section, we show yet unpublished materials : numerical results obtained with a stabilised P1 � P1 � P1

discretization, implemented in the MISTRAL FE code initially developped by J.F. Gerbeau et T. Leli�evre, and
with P2 � P1 � P0 or P2 � P0 � P0 discretizations, using the FreeFem++ code of O. Pironneau and F. Hecht.

2-VII-A Numerical Results with MISTRAL : P1 � P1 � P1 FE code

We simulate the Oldroyd-B ow (2-I.1) in a lid-driven cavity D = (0 ;1) � (0;1) (d=2). We take Re=10 � 7,
which makes our simulations close to the creeping ow results in [FK04, HP07a]. We choose" = :5 to avoid insta-
bilities due to incompatibility of the velocity{stress (in fact, conformation here) appro ximation spaces [BS92b].

For di�erent meshes with triangular elements of size upper-bounded byh = :1, :05 and :03, we compute for
NT =1000 time steps with � t = :01 (T =10) the solution to a system for (u h ;ph ; � h ) in ( P1)2 � P1 � (P1)3 close
to (2-IV.16), where we rewrite the material derivative for � h as :

Z

D

�
� n +1

h � � n
h

� t
+ u n

h � r � n +1
h

�
: � ;

which is possible since � h 2 P1 is continuous. The velocity-pressure incompatibility is stabilized using
SUPG [BH82], and the Oldroyd-B equation is stabilized with a GaLS method like in [BFT93, BPS01] (even
though this may seem unnecessary because of the choice" = :5).

Note that we are not able to show that such a discretization with acontinuous stress �eld satis�es a discrete
free energy estimate. Though, it seems quite close to our discretizations and to many discretizations used by
practitionners.

We apply the following Dirichlet boundary condition at the top � = [0 ;1]� f 1g of the cavity D :

u h (x; 1;t) =

( �
8x2(1 � x)2(1+tanh(8( t � :5))

�
; 8(x;t ) 2 [0;1]� [0;tmax )

0; 8(x;t ) 2 [0;1]� (tmax ;T)
: (2-VII.1)

The initial condition at t =0 is taken as the stationary state
�
u 0

h � 0;� 0
h � I

�
. When, tmax 2 (0;T), provided � t

is small enough (depending on the initial condition), we could expect the ow to converge backto the stationary
solution

�
u 0

h � 0;� 0
h � I

�
for t > t max (recall Proposition 7 for homogeneous Dirichlet boundary conditions).

The non-linearity will be solved using Picard iterations (and GMRES for the linear steps at each Picard
iteration), which may not be optimal (and may then induce inaccuracies responsible for subsequent numerical
instabilities). Yet, quite often in practice, the numerical results barely change using more than one Picard
iteration. So we conjecture a fast convergence of the non-linear iterations in this simple testcase andwill indeed
show results obtained with only one Picard iteration (temporarily assuming this is not responsible for subsequent
numerical instabilities).

First �xing tmax = T =10 like in [FK04, HP07a], we show a numerical evidence of a High-Weissenberg-Number
problem, assuming that the numerical solutions should converge to a stationary value (we have no proof for the
existence of such a stationary state). It seems the higher Wi, the more di�cult it is to converge to a stationary
value, see Fig. 2.1. This manifestation of a High-Weissenberg-Number problem seems commonly observed in the
literature.

We also performed numerical simulations for the log-formulation using the same discretizationwith a SUPG-
stabilized mixed �nite element space (u h ;ph ) 2 (P1)2 � P1 and a continuous stress �eld  h 2 P1. Then, in this
�rst test, the log-formulation seems more \stable".

But this testcase does not coincide with our Proposition 7. Indeed, it is not obvious to compute the free-
energy of a system, the stationary solution of which we do not know (even if we assume it). Let us now use
tmax =2.

With our a priori not necessarily free-energy-dissipative numerical scheme for (u ;p;� ), the solutions ob-
tained with � t =10 � 2 still seem to converge to the stationary state aftert > t max (when the boundary condi-
tion (2-VII.1) vanishes) while Wi � 1. But for higher Wi (and always with � t =10 � 2), the solution blows up all
the faster after t > t max as Wi grows, see Fig. 2.2. This appears to be a manifestation of the High-Weissenberg-
Number problem in our new testcase. But is the numerical instability due to a lack of free-energy-dissipation
here ? (And if yes, could we kill that instability by improving our scheme toward a better free-energy dissipa-
tion ?)

First, we can hope for our (reasonable) numerical scheme to be close to free-energy-dissipative, even if we
cannot show this. Then, from the existence results of Propositions 1 and 7, one could then thinkof taking a
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Fig. 2.1 { First time when the four digits in the L 1 norm of the three �elds (u ;p;� ) seem stabilized (that is,
do not evolve after three consecutive steps), fwith respect to the Weissenberg numbers,for two meshes :h = :1
(10� 10) and :05 (20� 20). Also for (u ;p; ), using the log-formulation (log 10� 10 and log 20� 20).

 1e-25

 1e-20

 1e-15

 1e-10

 1e-05

 1

 0  2  4  6  8  10

Fig. 2.2 { Kinetic energy (in logarithmic scale) versus time for Wi 2 f :1;:2:::1:9;2g. Blow up happens with
� t =10 � 2 for Wi > 1, all the faster after tmax =2 as Wi is large.

smaller time step � t =10 � 3. And indeed, using the smaller time step � t =10 � 3, the limit Weissenberg number
until which convergence to a stationary state apparently occurs is a bit higher : Wi� 1:2 (see Figure 2.3), which
is coherent with the fact that more stringent initial data (for instance, in the case of higher Wi) may ask for
smaller time steps. Yet, the improvement in Weissenberg number seems small compared tothe much more
computationally expensive simulations with � t =10 � 3.

Moreover, like many practitioners, we noticed that the blow-up starts at approximatively the same time
than a loss of positivity for � (close to the top-right corner, where the stress becomes singular fortmax = T). So
a question naturally arises : is in fact the loss of positivity the cause or the consequence of blow-up ? Indeed,
if we use the log-formulation, then nothing happens (no blow-up) ! Then, from this viewpoint, it seems the
log-formulation is better, apparently because it ensures positivity of� .

Yet, this numerical fact is not a de�nitive evidence for the superiority of the log-formulat ion. At this step, one
should still check whether a numerical scheme that really satis�es a free energy estimate does better. Besides,
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