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RESUME

L'objectif de ce travail est la mise au point et le test d'une série
d'éléments finis de coque permettant de prendre en compte 1'essentiel des
situations rencontrées dans le calcul des ouvrages d'art.

Pour ce faire, nous avons ainsi considéré trois catégories d'aléments

- Mous avons tout-d'abord étudié les éléments de plaque en
flexion 3 3 et 4 noeuds (DKT et OKQ) basés sur les hypothéses de Love-
Kirchhoff sous forme discréte.

Aprés avoir étendu leur formulation pour permettre le calcul de coques de
forme quelconque et d'épaisseur variable, nous avons effectué une série de
tests nunériques (plaque, coque cylindrique, structure de type caisson,
barrage-voite) qui permettent d'évaluer leurs performances.

- Nous avons par la suite atudié le comportement des 2léments de
coque épaisse 4 8 noeuds basés sur les hypothéses cinématiques de Mindlin.
Les tests numériques effectués nous ont permis de vérifier aque ces
gléments sont trés adaptés au calcul des structures épaisses et des
structures dans lesquelles les effets de membrane sont importants.

- Pour permettre 1'étude de structures coaues comportant des
parties massives devant étre modélisées par des &léments tridimensionnels
nous avons également étudié des éléments de coque épaisse de type tridi-
mensionnel 3 16 ou 12 noeuds permettant grace a des &léements de transition
une connection facile avec les éléments massifs.
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[ - INTRODUCTION :

Dans le domaine du génie civil on a souvent besoin de calculer des
structures de type "coque" qui peuvent étre relativement complexes (ponts
i caisson, dalles, barrages ...).

Pour de tels ouvrages il est trés rare aue 1'on puisse cbtenir une
solution analytique du probléme en utilisant les théories classiques des
plaques et des coques. De ce fait, on est la plupart du temps obligé
d'avoir recours 3 des méthodes numériques comme la méthode des &léments
finis.

Les é1éments de poutre permettent souvent d'avoir une premiére
approximation du comportement de nomhreux ouvrages simpies. Néanmoins, ils
se révélent insuffisants pour 1'@tude d'ouvrages plus complexes. Dans ces
derniers cas, i1 faut donc utiliser des é&léments plus performants comme
les éléments finis de coque ou les éléments finis tridimensionnels.

L'objet de ce travail est la mise au point et le test d'une série
d'éléments finis de coque permettant de prendre en compte 1'essentiel des
situations rencontrées dans le calcul des ouvrages d'art.

Une étude bibliographique compléte de tous les travaux portant sur
1'analyse des coques par &léments finis constitue un travail considérable
et n'est pas 1'objet de notre atude. Pour situer notre travail par rapport
aux recherches déja effectuées dans ce domaine, nous nous contentons ici
d'esquisser les quatre approches les plus fréquemment utilisées en
renvoyant le lecteur aux références | 19 3 23| pour une analyse
bibliographique plus détaillée.

L'utilisation d'&léments plats |25 ‘ (é1éments triangulaires 3 3 noeuds
et quadrilétéres 3 4 noeuds) pour discrétiser les structures coaues &st la
premiére des approches que nous pouvons considérer. L'avantage essentiel
des é1éments appartenant d cette catégorie est leur simplicitéd relative.



En effet leur formulation repose sur les théories classiques des plaques.
De ce fait on évite toutes les complexités dues & la prise en compte des
courbures dans les théories des coques. Ces @léments ont néanmoins
certains inconvénients. Basées la plupart du temps sur des hypothéses
cinématiques de type love-Kirchhoff, ils ne prennent pas en compte
1'énergie de déformation due au cisaillement transversal. I1s sont donc
relativement peu adaptés au calcul des structures épaisses ol cette
énergie est non négligeable.

De plus le couplage flexion-membrane existant dans une structure coque
courbe n'est pas prise en compte au niveau de chaque élément. I1 n'est
pris en compte que par 1'assemblage de plusieurs &léments non coplanaires.
On congoit donc facilement que pour les calculs de coaue ol les efforts de
membrane sont importants, i1 faille avec des 2léments de cette catégorie,
concevoir des maillages relativement fins.

Les @1éments de ce type sont cependant trés utilisés dans les programmes
industriels de calculs de structure car leur emploi est relativement
simple et leur colUt de caicul reste raisonnable (largeur de bande peu
8levée par rapport @ des maillages constitués d'éléments isoparamétriques.
tridimensionnels).

Une seconde approche consiste & discrétiser la structure considérée a
1'aide d'éléments dérivés des théories bidimensionnelles classiques des
coques a double courbure. Si ces eléments ont des performances souvent
trés satisfaisantes, ils sont néanmoins assez rarement utilisés dans la
pratique industrielle. Ceci est certainement du a2 leur formulation et 2
leur mise en oeuvre relativement complexe.

L'analyse des coques par 1'intermédiaire d'éléments dérivés des &léments
isoparamétriaues tridimensionnels constitue la troisiéme approche que nous
pouvons considérer. Dérivés des hypothéses cinématiques de Mindlin ces
é1éments permettent la prise en compte de 1'énergie de déformation due au
cisaillement transversal. De ce fait, ces éléments sont souvent appeleés
é1éments de coque épaisse | 1], |17 |, |24] .

Basés sur le concept d'élément isoparamétrique, ils peuvent étre courbes
et donc bien représenter la géométrie réelle de 1a structure considérée
tout en évitant les théories des coques.

La dernidére- approche que nous pouvons distinguer est 1'utilisation -:-
d'éléments: {soparamétriques tridimensionnels classiques pour modéliser les
structures coques étudiées. Cette approche entraine malheureusement des
coUts de calcul qui restent encore souvent dissuasifs. K



Si les éléments de poutre sont souvent insuffisants pour permettre une
analyse assez fine du probléme considéré, il est néanmoins courant aque

1'on puisse se contenter d'une étude effectuée & 1'aide d'éléments de aor
coque "simples". Ces éléments doivent donc appartenir naturellement i la - -
premiére des approches que nous avons considérée ci-dessus. Néanmoins on

peut distinguer de nombreux types d'é@iéments appartenant 3 cette

catégorie. A 1'heure actuelle un certain consensus semble cependant se
dessiner dans la littérature pour reconnaitre que les &léments de plaque - .
en flexion (triangle & 3 noeuds (DKT) et quatrilatére i 4 noeuds (DKQ))

basés sur les hypothéses de Love-Kirchhoff sous forme discréte sont a ce
jour parmi les plus performants. Ces &léments ont &té essentiellement
développés par Batoz |19] , 20l , 1 21l. :

Une partie de notre 2tude portera ainsi sur ces é&léments. La plupart des =--==
articles actuellement publiés sont consacrés 3 1'étude du comportement de.--
ces éléments dans le calcul des plaques en flexion pure. Notre travail

étend ces études @ 1'analyse des coques ; les coques considérées pouvant
avoir une épaisseur variable 3 chaque noeud. Pour évaluer la performance

de ces @léments, nous avons effectué de nombreux tests numériques sur des
structures classiques (plaque, coque cylindrique) et sur des structures de
types ouvrages d'art {pont & caisson, barrage). :

D'une maniére générale, les éléments appartenant & la premiére des
catégories d‘éléments que nous avons définie, sont bien adaptés au calcul
des structures minces ayant un comportement dominant de flexion. Dans la
pratique de nombreux ouvrages d'art ne répondent pas d ces critéres. Les
dalles constituant les ouvrages (ponts) sont en effet souvent relativement
épaisses ; de mémes les ames de ponts & caisson ont essentiellement un
comportement en membrane. Pour ces structures les 2léments de type coque
épaisse peuvent alors sembler plus adaptds aue les &1éments de coaue mince
d 3 et 4 noeuds. C'est pourquoi une autre partie de notre travail sera
consacrée d 1'étude du comportement de ce type d4'éléments. Leurs
performances seront alors comparées a celles des éléments de coques minces
(DKT et DKQ) précédemment définis.

Les @léments de coques épaisses que nous avons étudiés sont de deux
"formes" différentes. Nous avons ainsi d'abord considéré des &léments de
coque apaisse dits de "type surface moyenne". Ces &léments sont soit des
triangles 4@ 6 noeuds, soit des quadrilatéres d& 8 noeuds. I[1s peuvent avoir
une @paisseur variant au niveau de chaque noeud. .

4

o

4
1 1

Charue noeud posséde les 6 degrés de libertés classiques des éléments ae
coaque (trois déplacements, trois rotations).

wJ




Ces eléments ont déja fait 1'objet ces derniéres années de nombreuses
puplications 1 & 18 . Néanmoins, la plupart de ces derniéres portent
principalement leur attention sur le type d'intégration numérique 3
utiliser (intégration normale, réduite ou sélective) pour le calcul des
matrices de rigidité e&1émentaires. De ce fait les tests considérés ne
portent souvent aque sur les résultats en déplacement. Le présent travail
compléte ces &tudes en examinant grace & une série relativement compléte

de tests numériaques les performances de ces &léments tant en déplacement
gu'en contraintes.

-Quand les structures a etudier sont constituées localement de parties
massives dont on souhaite connaitre le comportement avec précision, i1 est
utile de pouvoir relier des @léments de coques a des &léments purement
tridimensionnels. A cet effet nous avons ainsi considéré deux éiéments de
coque épaisse de type tridimensionnels ; un pentaédre 3 12 noeuds et un
hexaédre d@ 16 noeuds.

4
1 12
S 1y 6
1
P
__—.’ “‘§
? t 3
16 noeuds 12 noeuds

Chacun des noeuds de ces &léments ne comporte -cette fois que trois degrés
de 1iberté (3 déplacements).

Ces &1éments peuvent &tre utilisés en liaison avec des "&léments de

transition" qui permettent leur connection & des é&léments purement tridi-
mensionnels.

[/

€1. coque épaisse

A
! &1. coque épaisse
I
e1. transition &1. transition

él. volume

<~



Parallélement aux tests effectués dans -le domaine statique pour évaluer la
performance des élaments considérés, nous avons également effectué une
série de tests pour étudier leur comportement dans le domaine dynamiaue.

Notre' travail comporte trois chapitres-principaux. Dans le premier de ces
chapitres nous décrivons la formulation de chacun des éléments considérés.

Nous parlerons ainsi tour & tour

- des @léments de coque épaisse.de."type tridimensionnel",

- des &léments de coque épaissede "type surface moyenne", -

- des &léments de coque mince a 3 et 4 noeuds basés sur les
hypothéses de Love-Kirchhoff sous forme discréte.

A travers wne série de tests numériques, nous effectuerons dans le
chapitre suivant une évaluation des performances des &léments considérés
dans le domaine statique.

Le troisiéme de ces chapitres sera consacré au comportement de ces
aléments dans le domaine dynamique.



[T - FORMULATION DES ELEMENTS COMSIDERES

1 - ELEMENTS DE COQUE EPAISSE 4 12 ET 16 NOEUDS.
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INTRODUCTION el

Dans ce paragraphe nous” a]1ons décrire la formulation des“&léments de
coque épaisse de type tridimensionnel 3 12 et & 16 noeuds.

Ce sont des &léments isoparamétriques tridimensionnels a interpolation
1inéaire suivant 1'épaisseur. '

Oe plus, conformément i ce qui est couramment adopté dans le calcul des
coques, la loi de comp&rtement utilisée sera atablie en considérant
1'hypothése suivant laquelle la contrainte normale d la surface moyenne de
1'81&ment (oy3) est négligeable.



1.1. DEFINITION GEOMETRIQUE DES ELEMENTS

La géométrie de ces éléments peut se définir de la maniére suivante :

k
% oK Xll<
(1) X2 - z H (rss)t) X2
k=1 k
X3 X3
avec :
N ° : Nombre de noeuds de 1'&léments considéré (N = 12 ou 16)

X (i=1,3) : Coordonnées Cartésiennes d'un point courant de 1'élément.

r,s,t : Coordonnées curvilignes de ce méme point.

HK Fonction d'interpolation du noeud K (voir Annexe 1).

x? (i=1,3) : Coordonnées Cartésiennes du noeud K.



1.2. CHAMP DE DEPLACEMENT

Les &1éments considérés sont isoparamétriques. De ce fait, le déplacement
d'un point courant de ces é&1éments s'exprimera a 1'aide des fonctions
d'interpolation utilisées pour définir leur géométrie.

Nous aurons ainsi

Ul N U‘]&
2) Jups= 5 H (r,s,0) o
K=1
us U3
u, (i=1,3) : Composantes du déplacement d'un point de 1'élément de

! coordonnées curvilignes r,s,t.

u? (i=1,3) : Composantes du déplacement du noeud K.

Nous pouvons noter que la prise en compte d'une interpolation linéaire
suivant 1'épaisseur des éléments est équivalente i la prise en compte des
hypothéses cinématiques de Mindlin [26, 1951 utilisées de maniére
classique dans le calcul des coques "épaisses”.



1.3. LOI DE COMPORTEMENT

En @lasticité tridimensionnelle la relation contrainte-déformation peut se
mettre sous la forme suivante :

avec :
T _
{o} = {0115 0225 0335 012, 023, 013}
T_
{e} = {e11, €225 €335 2212, 2e23, 2¢)3)
A+2G A A 0 0 0
A A+2G A 0 0 0
_ A A A+26 0 0 0
@ L&l =1 5 5 0 & 0 0
0 0 0 0 G 0
0 0 0 0 0 G
A, G : Coefficients de Lamé.
_ Ev _ E
(5) A= 1+v){1=2v G = 2{1+v)
£ : Module Young.
v : Coefficient de Poisson.

Conformément.-a-ce qui est couramment adopté pour le calcul des coques, = =
nous modifierons cette relation (4) pour tenir compte du fait que la
contrainte normale 3@ la surface moyenne de 1'élément (o3;) est négligear~-
bie.




Dans un repére local V;, V,, V5 orthonormé et tel que ¥, soit perpendi-
culaire i la surface t = cst nous pouvons ainsi écrire d'aprés (4)

(6) o33 = AMeyp t e3q) * (A + 2G) €33 = O

t K ] [}
(7) €33 ¥ - 337G (e11 + €292)

Compte-tenu de cette é&quation (7) nous avons d'aprés (4)

(8) o = E R ve veE E

Compte-tenu de 1'hypothése o33 = 0 Tla loi de comportement (3) peut ainsi
s'écrire :

o']'.l' 1 v 0 0 0 m " =
ol 1 0 0 0 €)s
9y )onl_ ¢ o0 0 0o es
diz—_l—l 0 0 :z.'v— Q 0 2€]|_2
o13 /. .0 0 0 0 L:zx_ [ 2e13 ]

Cixs sij : Composantes des tenseurs de contraintes et de déformations

exprimées dans le repére local Vl, 72, V3

La matrice intervenant dans cette relation n'est malheureusement pas
applicable sous cette forme, car elle n'est pas inversible. Comme les
forces extérieures correspondant au pincement suivant 1'axe 3 sont en
général trd@s faibles, on ne crde qu'une erreur négligeable dans la
condition o33 = O en introduisant une valeur non nulle pour le troisiéme

terme diagonal. On choisit arbitrairement de orendre ce terme égal 3 £

pour conserver le méme ordre de grandeur aue les autres termes diagonaux
127 1.
Les ]



Dans le repére local la loi finalement adoptée s'écrira :

(10) {o'} = {E} {e}

avec ¢

1 v 0 0 0
v 1 .0 0 0
0 0 l-v 0 0 0
] =S5 | o 0 o o 0
L 1oy 2
0 0 0 0 1-51 0
1=y 0
0 0 0 o L -

Nous pouvons obtenir les composantes de ces tenseurs o' et ¢' dans le
repére global par 1'intermédiaire d'une matrice de passage [R] 16 telle
que

(11) {a} = R} {c'} ; {e'} = [R]

Compte-tenu des relations (10) et (11), nous pourrons relier les
composantes de g aux composantes de g par la relation :

(12) {o} =.lEJ {e}

(13) ob €] = [R] [E ] [R]

avec :
2 2 2
Cl dl e, chdl 2dlel Zelcl
2 2 2 »
C2 d2 €- 2C2d2 2d2€2 292C2
2 2 2
C3 d3 €3 2C3d3 2d3€3 293C3
(14) LRJ - C1C2 dld2 €€, C1d2+C2dl d162+d281 elc2+62cl
C2C3 d2d3 €-,€3 C2d3+C3d2 d2@3+d3ez E2C3+e3C2
e C3Cl dld3 e,€3 C3dl+Cld3 d3€1+d193 E3Cl+elC3 ot



avec :vy(1)
Vz(l)
V3(1)



1.4. CALCUL DE LA MATRICE DE RIGIDITE ELEMENTAIRE

Mous utiliserons le principe des travaux virtuels pour exprimer
1'équilibre de 1'é1ément. Ce principe peut s'écrire :

_ e
v
v : Volume de 1'élément.
sWC  : travail virtuel des efforts extérieurs appliqués a 1'élément.

Sous forme matricielle nous pouvons écrire :

111
(16) J oy 6 ey =] s el {o) |det Jl drdsdt
| det J| : Valeur absolue du déterminant de la matrice jacobienne.
xl’r X2,r xs,”
a7 3] =] fs o Tas o Yo
Xl:t Xlst Xa’t

D'aprés les hypothéses effectuées sur le champ de déplacement nous pouvons
écrire d'autre part :

(19) {e} = [B] {U} . {6 €} = |B] {8V}
6x1 6x3N  3Nx1

avec :

T 1o 2 2 2 N N N

{U} = {Ul’ U2, U3, Ul’ U2, U3, .......... . Ul’ U2, U3}

[Bl : Matrice reliant les composantes de tenseur des dé&formations

nodaux (voir annexe 3)

- B el



De maniére classique nous pouvons aussi acrire que :

(200 [ ogy 6 eqy av = (0] (K] (U]
v

LKeJ : Matrice de rigidité &lémentaire telle que :

X, ) = 50 180T LE) (8] ldet al dr ds dt

Les termes de ces matrices de rigidité élémentaires sont évalués par
intégration numerique.

Pour les 2 types d'éléments considérés, 1'intégration suivant 1'épaisseur
(coordonnée t) sera effectuée a4 1'aide de 2 points de Gauss.

Six points de Hammer seront utilisés dans le plan r,s pour 1'é1ément 3 12
noeuds.

Une intégration numérique réduite 3 4 points de Gauss ou une intégration
compiéte 3 9 points de Gauss sera utilisée dans le plan r,s pour les
é1éments a 16 noeuds (voir annexe 4).



1.5. CALCUL DES CONTRAINTES

D'aprés les équations (12) et (19), nous pouvons exprimer les composantes

du tenseur des contraintes dans le repére global en un point auelconaue de
1'é1ément comme suit :

{G(F,s,t)} = s, Brrys o {u}
6x1 6x6 6x3N 3Nx1

{o} : Composantes du tenseur des contraintes au point de coordonnées
curviligne r, s, t.
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2 1 - CALCUL DE LA MATRICE DE RIGIDITE ELEMENTAIRE - CAS
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2.1.2. Définition du champ de déplacement.
2.1.3. Lot de comportement utilisée.
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Introduction

Le présent paragraphe rappelle la formulation des éléments de coque
épaisse ("type surface moyenne") triangulaires a 6 noeuds et
quadrangulaires d 8 noeuds. Ces é&léments peuvent étre courbes et
d'épaisseur variable & chaque noeud. .

Ces 2léments et en particulier 1'élément 3 8 noeuds ont fait 1'objet ces
derniéres années de nombreuses publications |1 i 18| et sont de plus en
plus employés dans les programmes industriels de calcul de structures.

Basés sur les hypothéses cinématiques.dé Mindlin, ces éléments prennent en
compte les effets de cisaillement transverse.

Conformément i ce qui a &td montré par de nombrewx auteurs | 2| , | 3 ,
14 , 118 , une intdgration numérique dite "réduite" est utilisée pour le
calcul de la matrice de rigidité élémentaire de 1'é@1ément d 8 noeuds.

Cette intégration améliore notablement les performances de cet 2lément et
autorise son utilisation pour le calcul de structures relativement minces.



2.1.1. Définition géométrique :

La géométrie des eléments de coque a3 6 et 8 noeuds peut se définir comme
suit |17] :

(r,s) x? + %- T H

avec

X4 (i = 1,3) : Coordonnées cartésiennes d'un point quelconque de
1'élément de coordonnées curvilignes r, s, t.

Les relations (1) définissent pour un @&lément, 1la

correspondance entre les coordonnées cartésiennes X1,
Xp, X3 et les coordonnées curvilignes r,s,t.

Hk(r,s) : Fonction d'interpolation du noeud K (voir Annexe 2).

x§(1=1,3) : Coordonnées cartésiennes du noeud K.

ek : Epaisseur de la coque au niveau du noeud K.

N : Nombre de noeuds de 1'@lément (N=6 pour 1'&lément
triangulaire, N=8 pour 1'élément quadrangulaire).

Vgi(i=l,3) : Composantes dans le repére giobal d'un vecteur unitaire

K . ez .
73 normal a la surface moyenne de 1'éiéement au niveau

du noeud K.



2.1.2. Définition du champ de déplacement :

Hypothese :
Toute normale a la surface moyenne reste droite apres déformation mais

n'est plus forcement normale a la surface moyenne deformee (Hypotheses
ecinématiques de Mindlin) .

Compte-tenu de cette hypothése, nous pouvons exprimer le déplacement d'un
point quelconque M(r,s,t) de 1'&1ément comme suit |17]

K K K
ul(r,s,t) ' Uy . -V21 Vll e.K
(2Y{u,(r,s,t)} = ¢ HK(r,s) uK + L T HK(r,s) eK -VK VK }
2 - 2 2 = 22 12 K
K=l K K21 K K |92

‘///' Repére global

1
repére local (V} normal 3 la
surface moyenne)
u; (r,s,t)  (i=1,3) : Composantes dans le repére global du vecteur
déplacement d'un point M(r,s,t).
u§ : Composantes dans le repére global du vecteur
: déplacement du noeud K.
K K , -
Vli’ V’i (i=1,3) : Composantes dans le repére global des vectaurs
Tocaux Vi at Vé tangents & la surface moyenne au
niveau du noeud K.
'K ' , >K VK
@1 s 92 : Rotation autour des vecteurs V1 et %



Nous pouvons écrire d'autre part que :

) ' ©
K K K K 1
o1l Vi Y2 Vi3 K
) v v Y
2 21 22 23 K
O3
avec :
K K K : Rotations au noeud K par rapport axe
@1 ’ @2 ’ 93 - R P pp a ux S Xl, X2, X3

du repére global.

Compte-tenu des relations (3) les équations (2) peuvent s'écrire :

u,{r,s,t) uK @K
1 N 1 N 1
(4) {uy(r,s,t) = % HK(r,s) uK + £ ) HK(r,s) e [¢K] eK
2 - 2 2 .2 2
K=1 K K=1 K
us(r,s,t) Uy o3
avec .
K K
0 Va3 V3
K . K K
¢ J= |5 o Y31
K K
V3 V3 0

Les équations (4) expriment le vecteur déplacement d'un point quelconque
de 1'é1ément en fonction des paramétres nodaux : .

K K K XK K K ..
(ul)u2’u3’el,®2,@3 ,K-l,N)



2.1.3. - Lot de comportement utilisée :

Hypothese : Conformément a4 ce qui est couramment adopté pour le calcul des

ﬂoques, nous considérerons que la contrainte normale & la surface moyenne
de 1'élément (033) est négligeable.

Compte-tenu de cette hypothése nous pouvons relier les composantes du
tenseur des contraintes en uwn po1nt M 3d celle du tenseur des déformations
de la maniére suivante :

soit - -, S
911 1 v 0 0 0 €11
(6) § o1, P = 2 0 0 (l-v)/2 0 0 2e05 ¢
o 0 0 0 0 3(1-v)/2 2e,
L 13) L - 13 /
E, v : Module d'Young et coefficient de Poisson du matériau utilisa.
3 : Facteur correctif de cisaillement transversal. 8=5/6.

Les composantes de g' et de ¢' (point M (r,s,t)) sont exprimées dans un
repére local dont un des vecteurs V est normal 3 surface moyenne au point
My (r,s,0).

Mous pouvons obtenir les composantes de ces mémes tenseurs dans le repére

global par 1'intermédiaire de deux matrices R et R™  (Annexe 5)
telles que :

N feh = LR (6} 5 e} = LR el
6x1 6x5  5x1 5x1 5x6 6x1
[c}T (o o s o o Oyq)
117 722 =33 12 ~23° "13

il = (e

110 €220 £330 2€1p» e

23> 2¢13)

dij et €43 (i = 1,3 ;3 =1,3) sont les composantes des tenseurs des

contraintes et des déformations, auv point M, dans le repére global.



Compte-tenu de (5) et (7), nous avons alors :

(8) {o} = [E] {e} avec

) [£] - [r105][R7.




2.1.4. - Expression de la matrice de rigidité Zlémentaire :

Nous utiliserons 1le principe des travaux virtuels pour exprimer
1'équilibre de 1'édlément. Ce principe peut s'écrire :

- e

(10) fv 055 OSeqy 5W

v : Volume de 1'é1ément.

5WE : Travail virtuel des efforts extérieurs appliqués a 1'@lément.

De maniére classique nous pouvons écrire :

(11)  f g,. de.. dV = f}-}l; {se} [E] (e} ’det J’ dr ds dt

v iJ ij
avec :
det J : Déterminant de la matrice jacobienne [J] de 1a transformation
entre coordonnées cartésiennes et coordonnées curvilignes.
“1r *2,r *3,r
[ J } - *1,s X2,s *3,s

Soit {u} le vecteur dont les composantes sont les paramétres nodaux de
1'alément :

T . 1 1 1 1 1 1 N N N N N N
{U} - (ul, uz, U3, @l, @2, 93) -------- ul) U2, U3, 911 929 @3)

Nous allons exprimer le vecteur {e} en fonction du vecteur {u} par
1'intermédiaire d'une matrice [B] telle que :

(12) [} = [3] {u.

L



Pour déterminer 1'expression de cette matrice, nous procéderons en trois
étapes :

a) Nous exprimerons tout d'abord le vecteur déformation {e} en
fonction des dérivées des déplacements par rapport aux coordonnées carté-
siennes. Nous avons en effet :

(13) {e} = [A] {u’x} {U!x
6x1 6x9  9x1

Al : Voir Annexe 6

b) Nous exprimerons ensuite les dérivées des déplacements par rapport
aux coordonnées cartésiennes en fonction des dérivées des déplacements par
rapports aux coordonnees curvilignes r, s, t.

Si la correspondance entre coordonnées cartésiennes et coordonnées
curvilignes (1) est bijective, nous pouvons écrire :

i,X) i,r
. -l] .
(14) U1,x2 = [J u1’S i =1,3
U'I,Xa u1,t

g-1

ou est 1'inverse de la matrice J

Nous aurons alors :

J 0
(15) e, 0= o gt 0 ;éu, - [T] %”;
X -1 v r
0 0 J
.
avec {U, }0 = Uy ooy o0 Uy gy mmomemeees U ¢



¢) Nous utiliserons enfin les équations (4) pour exprimer les dé@rivées
des déplacements par rapport aux coordonnées curvilignes en fonct1on des
paramétres nodaux de 1'&1ément.

Nous aurons ainsi

o <

—
[e)
——
o
-
——
1]
(TR 5 -4
—
[ —
g
<
| S— |
=

®
WARNDAFEPARWANRAHR

@

0]

KJ : Yoir Annexe 7.

L

D'aprés les relations (13), (15) et (16) le vecteur {e} peut maintenant
s'écrire :

(17) e} = [8] f{uw = [AJ[T]I[L]
Avec :

1}
i
—
—
—
[AV]
—
=
L

(L]

9x6N

La matrice de rigidité @lémentaire sera donc telle que :

(18) Ke

{1{} [B]T [E][8] ‘detdl dr ds dt

Elle sera calculée par intégration numérique. Pour 1'é1ément 3@ 8 noeuds on
utilisera une intégration numérique dite réduite (2x2 points de Gauss pour
les termes en r, s et 2 points de Gauss pour les termes en t).

~

Pour 1'&lément 3 6 noeuds nous utiliserons 6 points de Hammer pour les
termes en r, s et 2 points de Gauss pour les termes en t.

O



Prigse en compte d'une rigidité fictive relative a la rotation autour d'un

axe perpendiculaire & la surface moyenne (03) .
'
Une rigidité fictive relative awx rotations 93K autour des vecteurs V§

est prise en compte pour éviter les singularités éeventuelles aprés
assemblage.

La valeur de ce terme de rigidité fictif est prise eégale a :

3
Ro1 = 107% x ——E—IL—1T- avec
3 12 (1-v )
E, v : Module Young et coefficient de Poisson de 1'élément considéré.
h : Plus faible épaisseur de 1'élément considéré.

La part de rigidité affectée au paramétre local e3K constituera une

matrice |K K | telle que :
63



2.2 - CALCUL DES CONTRAINTES

2.2.1. Calcul des contraintzes en un point quelconque de l'élément.

2.2.2. Calcul des contraintes généralisées.

v )

\/\



2.2.1. Calcul des contraintes en un point quelconque de l'élément.

En un point donné les contraintes seront toujours exprimées dans un repére
> > . -
local V,, Vz, Y3 , tel que le vecteur V, soit normal i la surface moyenne

de 1'é1ément au point considéré.

D'aprés (5), (7) nous aurons ainsi

(o'} = LE,] (e'} = LE | [R*] (e}

De méme d'aprés (17) nous pouvons écrire :

(19) (o'} = LE | (R 8] (U}

La relation (19) nous permet ainsi de déterminer les contraintes
Ty dyy’ de 1079 dyz en un point quelcongue de 1'élément.

Un traitement particulier sera néanmmoins effectué pour les contraintes de

cisaillement J;z et c}z dans le cas de 1'37ément 4 8 noeuds.

Comme nous le verrons dans le Chapitre 3 en examinant les tests numéri-
ques, ces contraintes peuvent é&tre trés erronées si on ne les.calcule pas
aux points de Gauss (2x2).

Compte-tenu du peu de précision obtenu sur ces contraintes de cisaillement
transverse, nous nous contenterons dans le programme de donner une seule
valeur par 2lément de d;z et o}z calculée en moyennant les contraintes

trouvées aux 4 points de Gauss.



2.2.2. Calcul des contraintes généralisées.

Les contraintes généralisées Nxx’ N N N N M M M__ sont

définies de 1a maniére suivante :

£ te e
2 ' 2 . 2 '
Ny = I-e oL 4z Nyy = f—e Syy dz ; ny = f—e Syy dz
(20) ) s P
£ &
2 2
Nyz = f.’ﬁ c_;'z dz ; N, = I:E c)'(z dz
2 2
£ & &
2 , 2 . 2 '
Moy = I-e zo' dz Myy =[ .z Iyy dz ; Mxy = f-e Z oyy dz
2 2 2

avec :

[} ] 1 ] [} .
ol s 0 , 0l ,0a _,c!_: Composantes du tenseur des contraintes dans le
X L
XxToyy yo oYz X repere local.

Z : Coordonnée suivant un axe normal & la surface moyenne.
e : Epaisseur de la coque au point considéré.

Les valeurs de N et M seront calculées en utilisant une intégration
numérique avec dewx points de Gauss suivant 1'axe z.

. ] 1
Comme pour les contraintes Ty et °yz ,

utilisé pour calculer les contraintes généralisées Nyz

un traitement particulier sera

et NXZ dans le cas

de 1'élément & 8 noeuds. Nous ne définirons en effet qu'une seule valeur
de Nyz et NXZ par &lément obtenue en moyennant les valeurs calculées aux

4 points de Gauss (2 x 2).



2.3 - CALCUL DES FUéCES NODALES

2.3.1. Forces nodales dues au poids.
2.3.2. Forces nodales dues & une pression uniforme.
2.3.3. Porces nodales dues a une pression non uniforme.

2.3.4. Forces nodales dues a un chargement de surface quelconque.



2.3.1. Porces nodales dues au poids

Le travail virtuel des efforts extérieurs correspondant 3 1'action du
poids peut s'écrire :

(21) W= [ P (asu +bsu+csuy) AV
v

a, b, ¢ : Composantes dans le repére g]oba] du vecteur unitaire 1nd1quant
‘la direction suivant laquelle s'applique le poids.

P : Poids volunmique.

v : Yolume de 1'élément.

duy, Sug, Suz : Composantes du champ de déplacement virtuel.
Sous forme matricielle, le travail virtuel WS peut s'écrire :

a
b; Pv av
¢

(22) sWE = [ [su}’

D'aprés 1'équation (4), nous pouvons exprimer {su} de la maniére suivante

5y
(23) {su} =§ 5u2; = | N|{s8U} =

RN
Sy 3x6n  6nxl

3x6 6x1

it o

K=1

avec .
WO = B, e, 6, o
X t X K K t K K X
H 0 0 0 §e H V33 -?e H /32
A A --E—eK HE VK, 0 el



Le travail virtuel des efforts extérieurs correspondant 3 1'action du
poids peut alors s'écrire :

(24) o= (su) [ F)

{F} : Yecteur des forces nodales correspondant a 1'action du poids.

Ce vecteur est tel que :

1
(71}
i T (3@ } X
Fr=g LWt dogpyav = f (R
énx3 {FN}
avec
Ky = T ol b av
v ey v
Soit
H a
H" b
H ¢
K t K K K K
{(25) {F } = fr,s,t 7’9 H™ (c V32 - b V33) PV det Jl dr ds dt
-;-eK HK (a VK33- C V§l)

=

HK (b V§l - a V§2)

™|+
1)



2.3.2. Forces nodales dues & une pression uniforme

Le travail virtuel des efforts extérieurs correspondant d 1'action d'une
pression uniforme sur la surface de 1'élément peut s'écrire :

(M (r,s)
(26) Wy = [ {su}” yna (r,s) P dS
ny (r,s)
P : Valeur de la pression appliquée sur la surface.

ny, Ny, n3 : Composantes dans le repére global d'un vecteur unitaire
normal 3@ la surface moyenne en un point de coordonnées r,s.

S : Surface moyenne (t=0) de 1'@lément.
Nous avons :
ny (r,s)
@ g im e —— % R
ng (r,s) 1X, oa X5 ¢
avec :
X1 X1
- ,r > _Vl,s
Loy '% xz,r; b Ko x2,s§
3 r X35
(28)
X K A K .
X; o= L A, rox, poxg o= oL HL X (i=1,3)
Tkl > K=l 3



Comme nous 1'avons vu dans le paragraphe précédent, nous pouvons écrire
d'autre part :

(30)  {su} = | N | {eu} = 2 RO

Pour calculer le travail virtuel des efforts extérieurs, nous considére-
rons que la pression uniforme s'exerce sur la surface moyenne de
1'élément.

De ce fait nous avons t = 0. La matrice [NKJ s'écrit alors simplement :

Compte-tenu des equations (27), (29) et (30) le travail su® peut ainsi
s'écrire :

sWe = [sU}T {F)

{F} : Vecteur des forces nodales dues a une pression uniformément
répartie.
avec :
Ly . s
Ky _ ¢ K,T ‘
(31) {[F?} = [ P N7 Npe X3 A X1 drds
r,s ‘
N3
soit :
HK ny
H Ny
K >
(32) {F*} = fr,s H™  ny P X, a X, 1 drds



2.3.3. Forces nodales dues a4 une pression non uniforme.

Le vecteur des forces nodales dues d& une pression non uniforme s'éerit
d'aprés (32)

H ny
HK n,
(Fy = frs gK N, P X, 0 X 1 dr ds
0
0

Nous ferons ici 1'hypothése que P peut s'exprimer en fonction de ses
valeurs aux noeuds, comme suit :

n R
(33) P= 7 H (r,s) P

K=1

K

pK : Valeur de la pression au noeud K.



2.3.4. Forces nodales dues & des forces de surface "quelcongues”

Le travail virtuel des efforts extérieurs correspondant 3 1'action de
forces de surfaces "quelconques" peut s'écrire :

r
(34) sWE = fS {6u}T % fz(r,sgg ds

fl(ris), fo(r,s), fi(r,s) : Composantes dans le repére global du vecteur

force de surface au point de coordonnées r,s.

Nous supposerons que f,, f,, f; peuvent s'exprimer en fonction de leur

valeur aux noeuds comme suit :

n
(38)  f.o= 1 H(rs) fi (i = 1,3)
1
K=1
f‘ : Valeur de fi au noeud K.

i

Compte-tenu des équatjons (30), (34) et (35) nous pouvons ainsi écrire :

sWe = [sU)]  [F)

avec :
n
uK r W}
2=1
(36) WO oWt
Ky 2 K 2 L2 >
{F*} = fr,s< H T KT f3 X, 8 X, dr ds


auelconau.es

2.4. CALCUL DE LA MATRICE MASSE




2.4. CALCUL DE LA MATRICE DE MASSE CONSISTANTE

L'expression de la matrice masse él1émentaire s'obtient en considérant le

travail virtuel des forces d'inerties awa.

(37) 5wa = { 0 ﬁi 6ui av

avec

0 : masse volumique.

Pr (i=1,3) : Composantes du vecteur accélération dans le repére global.

D'aprés 1'équation (4), nous pouvons écrire :

o N
(38) TRy [02]=!NI{U}=2 BLAEEREAS
'L.13 K=1
N . Nombre de noeuds de 1'd1ément considéré (N = 6 ou 8)
{ T }T = [Uf , Ié , D§ , e§ , e§ , ®§ } : Vecteuwr contenant les

paramétres du noeud K.

D'aprés (4), LNKJ est d'autre part une matrice qui s'écrit comme suit :

0 o 0 $ 1,
39) K=o W o S F S 0
oo W FHCESE, S

.
2

K K
e

K



Le travail virtuel des efforts d'inertie peut alors s'écrire sous la forme
matricielle suivante :

(40) oW, = {su] (M) {U)
[Mej : Matrice de masse élémentaire.
- d
U} = = {U}
,dt

La matrice de masse é&lémentaire [Mej est telle que :

(41) (M =S o [NT [N v

Elle sera calculée par intégration numérique en utilisant 3x3x2 points de
Gauss pour 1'éiément 3 8 noeuds et 6 points de Hammer x 2 points de Gauss
pour 1'@lément a 6 noeuds.



3 - ELEMENTS DE COQUE A 3 ET 4 NOEUDS

INTRODUCTION

3.1,

3.2.

3.3.

3.4,

CALCUL DE LA MATRICE DE RIGIDITE ELEMENTAIRE - CAS LINEAIRE.
CALCUL DES CONTRAINTES.
CALCUL DES FORCES NODALES.

CALCUL DES MATRICES MASSE.

-\



INTRODUCTION

Les a1éments de coque mince & 3 et 4 noeuds basés sur les hypothéses de
Love-Kirchhoff sous forme discréte (DKT, DKQ) connaissent da 1'heure
actuelle un certain engouement grice aux publications de Batoz [19 3
211 .

Ces pulications ont en effet montré 1'efficacité de ces éléments dans le
calcul des plagues en flexion pure.

Dans ce paragraphe nous allons développer la formulation d'éléments de

- coque 3 3 et 4 noeuds dont les matrices de rigidité &lémentaires sont
obtenues en superposant 1a matrice prenant en compte les effets de flexion
et développée par Batoz, 3 une matrice prenant en compte les effets de
membrane.



~3.1. CALCUL DE LA MATRICE DE RIGIDITE

3

LEMENTAIRE

(Y

3.1.1. Définition géométrique.

3.1.2. Hypothéses cinématiques. Champ de déplacement. Champ de
. déformation.

3.1.3. Lot de comportement.

3.1.4. Travail virtuel de déformationm.

3.1.5. Construction des matrices de rigtdité élémentaires..
4) Termes de flexion.
3) Termes dz membrane.

C) Expression de la matrice de rigidité dans le repere global.
D) Prise en compte d'une rigidité fictive sutvant e,



3.1.1. Définition géométrique

La géométrie des 2léments de coque @ 3 et 4 noeuds peut se définir comme
suit

N N
(1) x;(r,s,t) = ] (e, s) X3 +-% y Kir,s) e V§i
K=1 K=1
A
N=4 3
3
N=3 4
1 3
1
1
Repére global i
avec
X (1=1,3) : Coordonnées cartésiennes d'un point quelconque de
1'é1ément de coordonnées curvilignes r, s, t.

NK (r,s) : Fonction d'interpolation du noeud K. (Voir Annexe 1).
x§ (r,s) : Coordonnées cartésiennes du noeud K.
eK : Epaisseur de Ta coque au niveau du noeud X.
N . Nombre de noeuds de 1'é1ément (N = 3 pour 1'&1ément

triangulaire, N = 4 pour 1'@lément quadrilatére).
v§i (i=1,3)  : Composantes dans le repére global d'un vecteur unitaire

2K < aq = .
V5 normal 3 la surface moyenne de 1'é1&ment au niveau

du noeud K.



Un repére local sera défini pour chaque elément. Pour 1'élément
triangulaire, i1 sera défini comme suit :

¢, Vecteur unitaire porté par les cotés 1-2 de 1'@1ément.
33 Vecteur unitaire normal au plan de 1'é@lément.

> > >

€, = €3 e, .

Pour 1'é1ément quadrilatére ce repére local sera défini comme suit

(132
—
"
Pad
~
Pal
3

oy
w
1
™y
S
x4
wn
~
o4
A
>4
(V2]



3.1.2. Hypothéses cinématiques. ‘hamp de dévlacement. Champ de déformation

Dans les repéres locaux précédemment définis, nous ferons 1'hypothése que
le déplacement d'un point quelconque de 1'élément peut s'exprimer comme
suit

z(w)
8 = g
x /, y)
Y
x()
u (x,y,z) => ug (x,y) +z ey (x,y)
(2) v(xy,z) = vy Iy) - ze (xy)
Wox,y,z) = W (x,y)
u, v, w : Composantes dans le repére local du vectaur déplacement

d'un point de 1'é&lément.

Uys Vs g : Composantes dans le repére local du vecteur déplacement
' d'un point de la surface moyenne de 1'&lément.
9., @ : Rotations de la normale d la surface moyenne au point
Y considéré autour des axes x et y,.
X, ¥, Z : Coordonnées du point considéré dans le repére local.

Compte-tenu des équations (2), les composantes du tenseur des déformations
s'écriront comme suit : :

e = U +Z 0
“xx 0,X Oy,x .
€,., =V -9
, W0 x,y( |
2 =y + v z( 3 - C
(3) xy 0,y 0,X Oy, 3x,x
2 =W -2
A 2,y X
v 2 = = W + 3

XZ 0,X Y



Nous noterons :

{Ef}
(e}
fe, )

eY,X

: termes de flexion.
: termes de membrane.

: termes de cisaillement.



3.1.3. Lot de comportement

dypothese :

Conformément & ce qui est couramment adopté pour le calcul des coques,
nous consideérerons que la contrainte normale a la surface moyenne de

1'élément (czz) est négligeable.

Compte-tenu de cette hypothése, nous pouvons relier les composantes du
tenseur des contraintes en un point a celles du tenseur'des déformations
de la maniére suivante :

(5) {a} = [E] (e} soit :
XX 1 v 0 0 0 €y
1 0 0 0

ny _ £ Y 9 l-v E.‘/y
(6) %y { 1 -2 0 2 0 0 2e 4y

s, v 0 0 0 8(1-v)/2 0 2, -

y 0 0 0 0 8(1-v)/2 2¢7

Ixz Xy
E, v : Module Young et coefficient de Poisson du matériau utilisa.

8 : Facteur correctif de cisaillement transversal (g = 5/6)



3.1.4. Travail virtuel de déformation - 6&Wd

Pour un élément le travail virtuel de déformation peut d'une maniére
générale s'écrire :

(7)  8Wd = [ se. . dV

v °ij ij

v : Volume de 1'élément.

Compte-tenu de 1'équation (5), 8Wd pourra s'exprimer sous forme
matricielle de la maniére suivante :

(8)  sWd = [, {se] [E] {e} av

D'aprés (3), (4) et (6) nous pouvons également écrire :

sWd = f, z2 {6ef}T lEe) {eg} av (flexion)
(9) *fy {5€m}T LEe] feg} Qv (membrane)
S

+ fy leed LELS {e } Q¥ (cisaillement)
avec :
ooy 0 Fiseo)
E v

(10)  |E¢] = = 0 . LE) =



3.1.5. Construction des matrices de rigidité élémentaires

Pour la construction des matrices de rigidité élémentaires, nous '
négligerons 1'énergie de déformation due aux termes de cisaillement. Dans
le calcul de structures minces, celle-ci est en effet la plupart du temps
négligeable devant 1'énergie due aux effets de flexion.

Dans ce qui suit nous définirons successivement les termes de rigidité dis
aux effets de flexion et les termes de rigidité dus aux effets de
membrane.

4) Termes de flexion

Le travail virtuel des efforts intérieurs du aux effets de flexion peut
d'aprés 1'équation (9) s'écrire de la maniére suivante :

2 T
(11)  &Wd, = [z {5sf}

LEfJ {Ef} dv

Y
D'aprés les relations (4) nous voyons que 1'@quation (11) ne contient que
les dérivées premiéres des fonctions ox et oy . 11 nous suffit donc
d'assurer la continuité Co de ces fonctions.

“

Nous ferons 1'hypothése suivante :

a) ox et 9y varient de la maniére quadratique sur 1'@l1ément.

Mous &crirons ainsi

(12) o (r,s) o

[}
He-13
=

~
pad

K=1

(2]




T

HK (r,s) : fonction d'interpolation auadratique du noeud K (voir Annexe

2).

:n =6 pour 1'élément triangle ; n = 8 pour 1'élément quadran-
gulaire.

: rotations au noeud K.

Pour relier les rotations @E et @5 au déplacement w, nous ferons d'autre

part les hypothéses suivantes :

b) Les hypothéses de Kirchhoff sont introduites :

(13) -

(14)

3¢

D

3

b,) aux noeuds coins (1,2,3 pour triangle), (1,2,3,4 pour
quadrilatére).

- 0
feh = 10 X - p

b,) aux noeuds milieux (4,5,6 pour triangle), (5,6,7,8 pour
quadrilatére).

: Vecteur unitaire appartenant au plan de 1'é1ément et normal au
cOté contenant le noeud milieu considéré.

: Rotation de 1a normale & la surface movenne de 1'élément au

noeud m autour de n .

: Coordonnée curviligne le long du cOté considéré.



- W B R A S W D™

L/"\

1 S m J
Nous aurons ainsi
b 2 d ?
=3 + + +
Wis) a s + ¢S 3
d'o 1'on tire :
m_ 3 i ] 1, j
(15) w,s -22.- (w "W) 4 (W,S+W,S)
1]
W . déplacement w du noeud milieu m.
W' s W : déplacements w des noeuds sommets i et J.
11.3. : longueur du cdté i - J.

----—-—-—-—_--—---————-—-———————--——---—--—_—--————--—--




Les hypothéses a, b, ¢, d vont nous permettre d'exprimer les rotations

i

y "

ij =)l,2,3 pour 1'élément triangle), (i = 1,2,3,4 pour 1'é&1ément quadrila-
ere).

® @y en fonction des variables nodales w’, @l, 0

X’

Pour ce faire nous aurons besoin des relations suivantes :

© c -5 e
X _ n
(17) {@ } _[S C}{@S }

an ey [ e

avec

¢ = Cos

Y'ij s
.
g 3 i g
; 4
3 723
6 5
4
1
/7\2 2
—p
n

: Angle entre 1'axe x du repére local et la normale 1 au coté

3 i-3.



Dans 1'expression (12), nous avons introduit les variables intermédiaires
T s @? (m = 4,5,6 pour le triangle), (m = 5,6,7 8 pour 1'é1ément
quadrilatére).

9

- A 1'aide des relations b, c¢,.d nous allons exprimer ces:variables en fonc-

. < i i
tion des parametres nodaux, w , 9y @i

noeuds sommets).

(déplacements et rotations des

Soit @2 , 1a rotation autour de 1'axe local x du noeud m, milieu du

coté i-j.

Nous avons

m_ m_ _m . <

9, = €8y - SO (d'aprés (17))
= chs~ sez (d'aprés (14))

s 2% s
o341, iv .3 1, i
=c(-3pw -3 (sey teo ) v 5w -7 (58 +coay))
S (_sa] T _ ead J s
-5 (-so, + co, = S8 * cey) (d'aprés (13),(18),(19))
soit :
m_ 3 i3 J
(20) @x--ﬂcw +?£CW
2 2. ;
+ (- % c + % s ) @; -<% cs e;
2 2. ;
+ (- % c + % s ) @i - %-cs ej



D'aprés les équations (12) et (20), nous pouvons ainsi écrire :

.
(21) e = {H 11y )

x {
avec :
T _ 1 1 1 2 2 2 3 3 3 1818 .
{Uf} = {w, Oy Gy, W, 0,5 Oy W s Oy ey} pour 1'élément triangle.
U T = ! ! ! 4 4 N ]I‘*I— dril t-
{ f} -h{w ) Oys By mmmmmmmemms W, 0, ey} pour 1'é1ément quadrilatére
{HX}T = {H s H  , ==mmomemmoeee , H } N = 9 pour 1'é1ément triangle
1 2 N 12 pour 1'é1ément quadrilatére
Soient :
19T iy T 8 Gy T T YTty B Sy T g g
m o _ 2 m_ 3 2 m_ ,1 2 1 2 2
(22) & T Xy3lRg 30T T Xy ¥gltiy s O T (T xgy g vyl
m 2 m _ 1.2 1 2 2

avec m milieu de i-j.

g~



Mous avons ainsi, compte-tenu des relations (20), (21) et (22)

- pour 1'dlément triangle.

hob 6 6
1.5 (-Hd +Hd)

X1
1 TN 6 6
H =(H -He -He)
X2
by 6 6
H =(Hb +Hb)
X3
55 TN
H =15 (-Hd +Hd)
Xy
2 55 4oy
H =(H -He -He)
Xsg
55 by
H =(Hb +HD)
Xg
6 6 55
H = 1.5 (-Hd +Hd)
Xy
3 6 6 55
H =H -He -He
Xg
6 6 5 S
H =Hb +HD
X9

- pour 1'éd1ément quadrilatére

55 8 8
1.5(-Hd +Hd)

H =
X1
1 5 S 8 8
Hx =H -He -~He
2 5 5 8 8
H =Hb +HDH
X3
6 6 5 5
H =15 (-Hd +Hd)
Xy
2 6 6 55
HX =H ~He ~He
3 6 6 5 5
H =Hb +HD
Xg
7 7 6 6
H = 1.5 (-Hd +Hd)
Xy
3 7 7 5 6
H =H -He «He
X8 77 6
H =Hb +HD
Xg
8 8 7 7
HX = 1.5 {(-dd +H4d)
Lo 4 3 3 77
He o =1 -de -He
L 3 3 77
H =Hb +HDb



Par un raisonnement analogue a celui fait pour N

(23) o ={H } (U

avec pour 1'élément triangle :

y oy 6 6
H =15 (Ha -Ha)
Y1
by 6 6
Hy =HbD +HD
2 1 TN 6 6
H =H -Hc -He
Y3 s
55 Loy
H =15({(Ha -Ha)
Yy
5 5 bob
Hy =Hb +HD
" > H2 Hs 5 H“ u
= -Hec -Hec
Ye
6 6 55
H =1.5{(Ha -Ha)
Y/
6 6 5§
Hy =Hb +HDb
8 3 6 6 5 5
H =H -Hc¢c -He¢
Y9

5 5 g8 8
H =1.5(Ha -Ha)
Y1
5 5 8
Hy =Hb +HD
2 1 55 8 8
H =H -Hc¢c -Hce¢
Y3
6 6 5 5
H =1.5{Ha -Ha)
Yy
6 6 55
H =Hb +HD
Ys -
2 6 6 55
H =H -He -Hec¢
Ye
7 7 6 6
H =1.5(Ha -Ha)
Yy
7 7 6 6
H =Hb +HbDb
Y
3 7.7 5 6
H =H -Hc¢c =-Hec¢
Yg
8 8 77
H =1.5{Ha -Ha)
Y10
8 8 7
Y =Hb +HD
Y11
" g8 8 77
H =H -Hc¢c -Hec

Yi2

on trouve pour ey:



Nous pouvons maintenant exprimer la part de rigiditéd dle aux effets de
flexion. '

D'aprés 1'@quation (11), nous avons en effet :

Wye = | {5ef}T LE¢] {eg} 2’ v
avec

O, x
" %%y
.y T %x,x

{Sf}

Nous avons la relation suivante :

§@CI,X§ r.,X S,X J { a,r‘}
(24) ea,y .Y 5»Y a,S$
[o74]
Dans le cas du triangle, nous avons
(25) X,roy,r X13 Y13 | -1 1 Y23 Y13
W=l e P l=L, W= L !
sS Y, 23 Y23 X23 X13
avec :

2A = | Xy3 Y23 = X323 Y13



Dans le cas du quadrilatére, nous avons :

1 X21 *Xg tos(Xgp *oxau) o yar fyse *oslypn tyae) 9y di

(26) W=7 X32 + Xu1 + rXpa + X34)  Yao + yup + rlypo + y3,) 3 dg) dgy

Nous aurons ainsi

-1 Ji1]d12
“14d = - - avec :
L9 7] L-3;I+3;;J

. 1 . -1 . -1 . 1
(270311 = gexg J22 - d12 = gerg Y1292 g gda s Ja2 gy

avec

: 1 r s
det J = §'(Yq2 X31= ¥31 Xy2) t35 (Y3u X21- Y21 X3u) *+ E] (Yu1 Xaz= Y32 Xy1)

Nous avons ainsi

¥, X
{Ef} i G ex,y = [BfJ {Uf}
(28) Oy -®x.x
3 x 9 9 x 1 (triangle)
3 x 12 12x1 (quadrilatére)

avec :

. T . T
/ n {Hy Wb+ 01 {Hy o)

: T
(29)  |Bel = ¢ = da1 {Hy } - J22 {H (]

. T . T . T .
Cda My Wb da Ry b dnn IR D - de {H

T

T
}
La matrice de rigidité dle aux effets de flexion peut ainsi s'écrire :

; T 2
(30) {Kel =7 |Be] [Eg) [Be] z dx dy dz



Nous avons :
3 oud , 5 2

z = % N'< eK = t<% y 2 =t %
(31) . K=1

dz = = dt

2

avec
A : épaisseur de la coque au niveau du noeud K
e : épaisseur de la coque au point considérs.

D'aprés (30) LKfJ peut alors s'écrire : -

3

[E¢] 18¢] | det J | > (r,s) dr ds

T
(32)  [X¢) = IA(r,s) B¢ ]

La matrice Ks sera calculée par intégration numérique.

Pour 1'é1ément triangulaire nous utiliseront 6 points de Hammer, tandis
que pour 1'élément quadrilatére nous utiliserons 3x3 points de Gauss.

B) Termes de membrane

Le travail virtuel des efforts intérieurs du aux effets de membrane peut
d'aprés 1'équation (9) s'écrire de 1a maniére suivante :

(33) oWy = i [se

avec :

(e}

Lo



Les termes de rigidité de membrane seront définis de maniére classique :

Nous écrirons :

n n
(38)  u = 1 Nirs) f Vo = 1 N WK
K:l K=1
n : Nombre de noeuds de 1'é@lément (3 pour triangle, 4 pour
quadrilatére).
NK “: Fonction d'interpolation du noeud K. (voir Annexe 2).

{ey} peut se mettre sous la forme suivante :

u u
0,X 0,X
1 0 0 0 u, y uy y
(35) {e }=[0 0 0 1 ] > =| A ] >
m 0 1 1 0 vo,x Vo,x
v v
0,y 0,Y
uo,x . uo,r ) uo,r
u - u u
0, _1d 0,8 _ 0,$
(36) § 07 ¢ = g T = LT
0,X J o,r o,r
vo,y Vo,s Vo,s

o,r
Yo, s
(37) voob=lur{u
o,r
v
0,s
avec :
1 1 2 2 3 3
{Um}T ={u,v,u,v,u,v, (u,v)}

pour quadrilatére



La matrice de rigidité due aux effets de membrane peut ainsi s'écrire :

: T
Kyl = IV 1Byl LEg] (B[ dx dy dz
(38) = 18 |7 €] [B | ldet J] e (r,s) dr ds
avec
By =LAJLT L]
n
e(r,s) = Zl W (r,s) e

l,"\



Dans le cas particulier de 1'élément triangle, la matrice LK

comme suit :

1- 2
ayas3
2 (b+clyaaxs,
t CX32
2
Cy§3
+aX32
:(ym2+3)
_ (e e
Knd = =2
avec : a = —E—7 , b= —XEY

ay31¥23 bx)3¥23 ayia¥as3
*CX31X32  *CY31X37 ¥CX2)X3)

CX13Y23 CY31¥Y23 €X31¥23

tby3)X3z  *axy3Xzz *byjaXss
2

W31, (brelys xy; Y12¥al

+CXy3 +CX21X13

2
Cyal CX21¥31

taxy3  tbyjoxs
2
aybz
+CX12

¢ = 2(1+v)

s'éerit

bx1¥23
*CY12X32

CY12Y23
taXo1X32

bx12¥13
*CY12X13

CY12¥31
*axpy1Xys3

(b+c)x21y12

2
Cy£2
+aX12




¢) Expression de la matrice de.rigidité dans le repere global

——— e i o o — - 0 — - ——— -t e e et oy e e D o oy o i s

Pour un noeud K, nous pouvons écrire :

- -
tﬁ uf
K r K
v Uz
K K
W < Us
K X
Gx = 01
of r o5
(39) v ¢
9, 03
. -
avec
{J<, vK, wK, ei, @5} : paramétres du noeud X dans le repére local.
@E : rotation fictive autour de 1'axe z du repére local.

K K K K K K
{ }

Uy, Up, Uz, 9y, 97, O3 paramétres du noeud K dans le repére global.

{@%, @ﬁ, @§} rotations autour des axes X;, X,, X3 du repére global.
1.1 my nl
lrl= {22 my g
L3 ms3 N3
s Mes Ns : composantes dans le repére global du vecteur du repére
local Ei

La matrice de rigidité des é&léments de coque a 3 ou 4 noeuds s'écrira
alors dans le repére global comme suit :

T )
K )= ] [Ke] !l R]
N\ matrice de rigiditd dans le repére local.

'R | : Matrice de 6 ou 8 sous matrices {r| suivant que 1'élément
est @ 3 ou 4 noeuds.



y !
(a2

D) Przse en compte d'une rigidité fictive suivant ©

Dans le paragraphe precedent nous avons exprimé la matrice de rigidité

élémentaire dans le repére global.

Pour ce faire, nous avons eté amenés a introduire pour chaque noeud le
. . K

parameétre de rotation o,

Ce paramétre de rotation est un paramétre fictif car i1 ne lui correspond
aucun térme de rigidite.

Ceci peut entrainer 1'obtention d'une matrice de rigidité globale
singuliére quand, en particulier, certains éléments sont coplanaires dans
le maillage considéré.

4X; iiggularité
" i *ﬂ pas de singularité
\\\\
N X,

élémentscoplanaires _ o
singularité

X,

Pour lever cette difficulté on peut en tous les noeuds posant probléme
effectuer un changement de repére tel que 1'un des axes du nouveau repére
soit normal & la facette de 1'élément.

‘11 suffit alors d'imposer aue la rotation autour de cet axe soit nulle, - e

Si cette procédure est théoriquement satisfaisante, elle est néanmoins
pénible 4 mettre en oeuvre et préte le flan 4 de nombreuses erreurs.

Compte-tenu de ces considérations, nous préférons lever la difficultéd
décrite ci-dessus en introduisant au niveau élémentaire une rigidité
fictive correspondant a chacune de ces rotations ez

Ce terme de rigidité fictive a eté pris égal & 1074 fois Te plus petit
terme diagonal de la matrice de rigidité en flexion de 1'élément
considére.



3.2. CALCUL DES CONTRAINTES

3.2.1.

3.2.2.

Calcul des contraintes en un point quelconque de l'élément.

XX s cyy 3 ny .

B) Contraintes de cisaillement Tyz? dyz .

A) Contraintes <

Caleul des contraintes généralisées.

\ )

O



3.2.1. Calcul des conmtraintes en un noint guelcongue de l'élément

4) Contraintes Oex? ny, cxy

D'aprés les équations (9), (10) nous avons :

XX £ 1 v 0 XX
40 = = |E
(40) Iyy :z— v 1 1(.3.\,' Sy L fJ {e}
O’Xy O 0 —2-— sty
D'aprés 3 et 4, nous avons également :
eY9x uO,X
(1) [eb =z {eg} *+ {ep} 5 [eg} = %,y A
%,y " %x,x Yo,y
D'aprés (28) et (37) nous avons également :
(42) {af-‘} = LBfJ {Uf} ) {Em} = LBmJ {UmJ

i ront ainsi it
Les contraintes Ty dyy’ °xy seront ainsi obtenues comme suit



B) Caleul des contraintes vz et Gyz

a) Caleul de g

Les contraintes de cisaillement transverse o _ et o _ seront obtenues par

1'intermédiaire des équations d'équilibre. Xz yz
Nous écrirons :
(44) %x,x T Oxy,y T xz,z " 0.
d'ou :

%%z,z = “9%x,x ~ %xy,y
D'aprés 1'équation (6) nous pouvons écrire

%%z,2 = T P Exx,x T B fyy,x T € Zegyy
avec :

A = E B Ev C = £

" E__T— » BT » Y T 2T VY
-V P

D'aprés (25) nous pouvons également écrire :

(45)  %xz,z -A Gy Exx,r T 12 Exx,s)

-B (j;; ¢ + Jy1g0 ¢ )

Yy,r YY,S

-C (Jo: sty,r *+ J22 Zexy’s)

D'aprés (28) et (29) nous pourrons alors écrire

- T
(46) O%z,z = % {sz} tUg}
9 x 1 pour 1'élément triangle.
12 x 1 pour 1'é1ément auadrilatére.
{HXZ} : Vecteur dont les composantes sont indépendantes de z.



v

A

Aprés intégration suivant z et prise en compte des conditions aux limites

+ e, _
g (--2—)~0

Nous obtenons :

2 2
_ (2 e T
(47) o, = (= - =) {H,} (U}
2 8
avec :
T 2 . L ;2 T
(agh' = A Gually pd + uidiafly o b+ d12dua iy b+ J1alhy b))
(48) -8 (-illjzz{Hx,rr} - J.11‘].22{Hx,sr} B J'12‘]-21{1-%(,?‘5} ) leizz{Hx,ssT)
- 3 I3 » s 1 1 i T
C (Jaufhy ppb + Jardoaf{ly b - dardualfy ol = J2udialfy o0l
T



b) Caleul de o

Nous définirons Sz par un procédé analogue a celui que nous avons utilisé

pour définir 9., €n partant de 1'équation d'équilibre suivante :

(49) oy x * Oyy,y T %2,z ° 0
d'ol
Syz,2 = 7 Oyy,y T yx,x
=By TP eyyy T fyx
= -8 (a Exx,r T J22 Exx,s)
- A Uz ey o ¥ 322 8y )
(50) -0 2 Exy,r 12 2 Exy,s)

Comme nous 1'avons fait pour la contrainte oy, » NOUS pourrons alors
écrire Sz sous la forme :

2 2

= (Z_ _ &,
(51) oy, = (5 - g

avec

(Hy,} 1= -B(3puin Ky 37+ j2lj12{Hy,sr}T+ Ja2in By pgh'* S22d12lHy o))

(52) - -A(-le{Hx,rr}'izljzz{Hx,Sr}T' j22j21{Hx,rs}T' j§2{Hx;éslT)
-ZC(jlljzl{Hy,rr}T+ j11j22:Hy,sr}T' jfl {Hx,rr}T'jlljlz{Hx, }T

.. T . . T L. T .2
+312521{Hy’rr} + leJzz{Hy,ss‘ - JIZJll{Hx,rs} - Jiz IHx,ss(



A
N

3.2.2. Calcul des contraintes généralisées.

Les contraintes généralisées Nxx’ Nyy’ ny, Nyz’ Mxx’ Myy, Mxy sont

définies de la maniére suivante :

. re/? _ e/? _ e/2
NXX = f_e/z Tyx dz Nyy = f_e/z Syy dz ny = f_e/z Iy dz
_ e/? _ (e/?
(561 Nyz = Jla/2 9 dz Ny = f—e/z 9, &2
56
. re/? , . ce/? _ te/?
Moy f_e/2 Z oy 4z M= f—e/z za, dz M= [aj2 2 Iy 92
avec
Tyex? °yy’ ny’ cyz’ Iz Composantes du tenseur des contraintes dans le

repére local.
z : Coordonnée suivant un axe normal & la surface moyenne.

e : Epaisseur de la coque au point considérse.

Les valeurs de N et de M seront calculées en utilisant une intégration
numérique avec deux points de Gauss suivant 1'axe z.



3.3. CALCUL DES FORCES NODALES

3.3.1.

3.3.2‘

3.3.3.

3.3.4.

Forces nodales diles au poids.
Forces nodales diles & une pression uniforme.

Forces nodales diles & une pression non uniforme.

Porces nodales diles a um chargement de surface quelconque.



0
s

3.3.1. Forces nodales diies au poids

Le travail virtuel des efforts extérieurs correspondant 4 1'action du
poids peut s'écrire :

= \
(57) W, fv P, (a &u + bsv + céw) aV

a, b, ¢ : Composantes dans le repére local 1ié@ a 1'é1ément d'un
vecteur indiquant la direction suivant laquelle s'applique
le poids.

Py : Poids volumique.

v : Volume de 1'é1ément.

Su, 8v, &w : Composantes dans le repére local du champ de déplacement
virtuel.

La formulation des 2léments a 3 et 4 noeuds est telle que 1'on ne connait
pas la forme explicite de w en un point quelconque de 1'élément (On ne la
connait que sur les cotéds). De ce fait, nous allons faire les hypothéses
suivantes pour calculer les forces nodales équivalentes & 1'action du
poids :

- ’
w o= ) N (r,s)w
K=1
(58) g K
e, = NY (r,s) @
X k31 X
n
8, = ) N (r)s) of
Y K=1 Y
n : Nombre de noeuds de 1'élément considéré (3 ou 4) .
% : Fonction d'interpolation associée au noeud X.

Sous forme matricielle le travail 5we peut s'écrire :

. C(a
(59) W, ="', [sul % b% P, av
c



D'aprés les équations (2), (34) et (58) nous pouvons exprimer {su} de la
maniére suivante :

du n K K
(60) {su} = 6v§=LNJ{6U}= TN e
L ) L
oW K=1
3x6n 3x6
avec :
KT K K K K K X
{UL} = {U » V , W, @x3 ey, ez}
Nk 0 0 +zxf
61) [N = oo a0 0
0 Nk 0 0 0

Le travail virtuel correspondant 3 1'action du poids peut alors s'écrire :

T{F

L}

(62) oW, = {auL}

{FL} : Vecteur (dans le repére local) des forces nodales correspondant
a3 1'action du poids.

Ce vecteur est tel aque :

1
{FL}
- (a '
(63) {FL} = IV L N _fl %bg Pv av = {ELK}
C i
(F,")
avec



Soit :

NK ae(r,s)

NK b e(r,s)
(65) {FLK1 = [ Pv N ¢ elr,s) |det J] dr ds
: r,s 0
0
0
Dans le. cas particulier du triangle ncus avons : ok
|det J| = 2S
1 1 2 3
fr o N e(r,s) dr ds = %I (26 +e +e)
g 1 2 3
(66) Ir < N e(r,s) dr ds = %Z- (e + 2 +e)
! 1 1 2 3
fr ¢ N e(r,s) dr ds = 57 (e +e + 2e)

Le vecteur {F } s'écrit ainsi : -

I 2 3 12 3 1 2 3
= I——-{(Z? + e * e3) a, (2? + e ea) b, (2? ret ea) ¢, 0, 0,0
(el+ 23 + e3) a, (el+ 23 + e3) b, (e + 2e + ea) c, 0, 0,0,
(e+e+2e)a, (e+e+2 )b, (e+e+2)¢ 0,0,0

b

}

b b b

Dans le quadrilatére, nous avons d'aprés (27)

+ PR

1
fr (N det J elr,s) dr ds

3

(j ep + % (Key+tee,-jey-Ke;-je,-22;)
1

g (Reg-KeptjeytKeyttes)) = Ay

2
fr’sN det J e(r,s) dr ds % (jey + % (Kegt+rey+jes+ke, -je, -2ey )
+

1 . .
§ (292“62-Je2‘Ke4‘1e3)) = A2

3 1
f = = i
fe s N det J e(r,s) dr ds = 7 (je, +
+ 1

3 (le2+Kez+jez+KEQ+le3)} = A3

(Keg+ae,+je;+Ka, +je, +2ey)

W)=

.
[ N det Jelr,s) drds =g (Jey+ 3 (Keyrie,-jes-Ke +jeuze,)
1
+ =
9

(‘1e2+Kez-je2-Keq‘193)) = A4



avec @

e =

1
[}
+
(0]
+
m
+
(14

(Yu2 X31 = ¥31 X42)

1
E]
1
K =g (ysu X21 - y21 X34)
1
7 a1 X32 = Y32 %u))

Le vecteur {FL} s'écrit ainsi pour le quadrilatére :

=P { Aja, Ajb, Ajc, 0, 0, O, A,a, Asb, A,c, 0, 0, O
Asa, Agb, Asc, O, O, O, A,a, A,b, A,c, 0, 0, O}

Dans le repére global, nous &crirons :
T
Ky - r| K
e ] e

| r ] : Matrice définie par 1'équation (39).



3.3.2. Forces nodales diies & une pression uniforme.

Le travail virtuel des efforts extérieurs correspondant 3 1'action d'une

pression uniforme sur la surface moyenne de 1'élément peut s'écrire :
(68) 5we = fs &w p dS

p : Yaleur de T1a pression-appliquée sur la surface.

Si nous utilisons 1'hypothése formulée par 1'équation (58) nous avons :

(89) 5w =

W13
=
~
-
wn
O
x

Sous forme natricielle nous avons ainsi

sy = (su 1T (F)

e L
avec :
Q
0
K N
(70)  {F "} = fr,s P o | det J| dr ds
0
0

Dans le cas du triangle, nous avons ainsi

}T PS PS PS

= [O: 09 —3" O, 0’ O) Oa o’ _§', O, 09 O, O’ 0’ 7, O, 0, 0

1
!



Dans le cas du quadrilatére nous avons :

1

N |det J |dr
2

N |det J |dr
3

N ldet J ldr

L
N |det J Jar

ds
ds
ds

ds

[}] ]
[&rH

.

.

Ca.

+

W+ W — W = W

+

eSS

=

~

P

+

+

(R SWR TN PR

Le vecteur {FL} s'écrira ainsi :

(72)  (F}]

Yo

ro

o

o

= {0’0! pBl9 0,0,0,0,0,

It n n n
oo w [o=] (o]
+ w N -

pB,, 0,0,0,0,0, pB;, 0,0,0,0,0, pB, , 0,0,0]



-
e \

3.3.3. Forces nodales dies & une pression non uniforme.

Dans ce cas nous écrirons que :

K (r,s) P

1

(72)  plr,s) = K

ne-123

K

PK : Pression sur le noeud K.

D'aprés ce que nous avons vu dans le paragraphe 1.3.2., nous pouvons
écrire dans ce cas :

| det 9| dr ds

Dans le cas du triangle nous aurons ainsi

S 1 2 3 12 3 1 2 3
17 {0,0,(2p +p +p ),0,0,0,0,0,(p +2p +p ),0,0,0,0,0,(p +p +2p ),0,0,0}

Dans le cas du quadrilatére, ‘nous pouvons &crire :

1
Ir g N detd p(r,s) dr ds =-% (jp1+~% (Kp3+2py =ip3~Kpy ~jpy-2py)
1 .
*3 (-2py-Kpo+ipg+Kpu*apsl)) = Cy

fr,sNz det J p(r,s) dr ds ='% (ipm + % (Kp3+2p, +jp3+Kpy -jpy 2Py )
+ %-(1p2—sz‘Jpz‘Kph'lp3)) = Co
fr,sua det J p(r,s) dr ds = % (ipy + % (Kp3+2py +Jp3¥Kpy +jpu+epy )
+ 5 (2p*Kpa+ingKp,+aps)) = Cy
[r’sN“ det J p(r,s) dr ds ='% :

(jp,+ 3 (Kp3+2py=ip3-Kpy +ip,+2py )
1

3 (=2p,+Kpy=Jpy-Kpy-2py)) = C,



avec

j, K, & : définis au paragraphe 1.3.1.

L

©
(3]
n
e/
b
+
o
w
[}
o
]
o

1 2 3
p +p +p +9p
2 3 1 4 3 4 1 2
p +p -p -Pp ; Py =

P1

P3

|
o
+
pe
1
R
]
he)

" Le vecteur {FL} s'écrit ainsi pour le quadrilatére :

{75) {FL}T = {o0,0,c,,0,0,0,0,0,¢,,0,0,0,0,0,C,4,0,0,0,0,0,C, ,0,0,0}



3.3.4. Forces nodales diles a des forces de surface "quelconques”

Le travail virtuel des efforts extérieurs correspondant 3 1'action de
forces de surface quelconques peut s'écrire :

filr,s)
T
(76) W, = IS {6uL} %fz(r,s)g ds
fy(r,s)
T
{auL} = {su, &v, &W}
filrs), fulr,s), f3(r,s) : Composantes dans le repére local 1ié a

1'é1ément du vecteur force de surface au
point de coordonnées r,s.

Nous supposerons que f,, f,, f3; peuvent s'exprimer en fonction de leur

valeur aux noeuds comme suit :

X K
(77)  filrys) = 7 NT (r,s)  f. (i = 1,3)
i
K=1
fiK : Valeur de 1a fonction fi au noeud K.
D'aprés 1'équation (60) nous pouvons écrire :
n K K
(sup = | N ] {su} = T | N (suly
K=1
avec dans notre cas :
W g o o 0 0
78y (M=o N o o 0



Compte-tenu des équations (76), (77) et (78) nous pouvons &crire :

sW, = fou b {F ]
avec .
K,T g
(79 1R, %)= N et fdet ol dr s
L r,s
<f:3
soit :
K f, (r,s) |det J| )
N f, (rs)  [det 9|
(80) K K
(Fob=fg 4 N 3 (r,s) et g ¢ drods
0
0
\ 0 /

Dans le cas particulier du triangle, nous aurons :

12 1 1 2 3 1 2 3 .
{2f) + f1 + f3, 2y + Fy + fy, 2f3 + f3 + £3, 0,0, 0

—
~n

1 2 3 1 2 3 1 2 3
(81) fi +2 fi+ f, fo + 2f; + fp, f3 + 2f; + f5, 0,0, 0,

1 2 3 1 2 3 1 2 3
fi+ fy + 2F), fo+ f, + 2f,, f3 + f3 + 2f;, 0, 0, 0}
Dans le cas du quadrilatére, nous avons :
K K oo o
(82) [ N f.ldet J|dr ds =D, (K =1,4), (i =1,3) .

D§ s'exprime de la méme maniére que Cy (1.3.3) sous réserve de remplacer p

par fi'
Compte-tenu de (81), nous avons dans le cas du quadrilatére :

1 1 1 2 2 2
T Dy, Dy, D3, 0, 0, O, Dy, Dy, D3, 0, 0, O,

3 3 3 I

4 4
. D,,D,,0,0,0, 0,0, 0D,0,0,0

D 22 73



3.4. CALCUL DE LA MATRICE MASSE




L'expression de la matrice masse &lémentaire s'obtient en considérant le
travail virtuel des forces d'inertie &Wa .

(84) 6W,_ = | p U, &u, dav
a v 1

avec :
0 : Masse volumique.

Di (i=1,37-" : Composantes du vecteur accéllération dans un repére loca} ... -
L 1ié 3 1'@lément.

Nous ferons &galement ici les hypothéses exprimées par les équations (58).

De ce fait nous pouvons écrire :
; 4 1K, K
(85) {UL} = M b= N {UL} = ] N {UL}
w =

[N ] : Matrice donnée par 1'expression (61).
S s - -
[UL} = { u , v , w , eX s ey ’ @Z}

Le travail virtuel des efforts d'inertie peut alors se mettre sous la
forme matricielle suivante :

(86) oW, = {su }T [ M| (U}

La matrice de masse &lémentaire LMLJ est telle que :

T

(87) [MLJ = fv o |N] | qv

E1le est obtenue par intégration analytique suivant 1'épaisseur (axe t) et
par intégration numériaque dans le plan r,s.



Dans le repére global cette matrice de masse elémentaire s"“écrit :
(88) LMeJ = |R]

|R] : Matrice définie dans le paragraphe 3.1.5-C.



III - COMPORTEMENT DE CES ELEMENTS DANS LE DOMAINE STATIQUE

1. STRUCTURE DE TYPE POUTRE.

2. PLAQUES CARREES SIMPLEMENT APPUYEES
3. PORTION DE PLAQUE CIRCULAIRE.

4. COQUE CYLINDRIQUE PINCEE.

5. STRUCTURE DE TYPE CAISSON CIRCULAIRE.

. STRUCTURE DE TYPE BARRAGE-VOUTE.

(S5




1. STRUCTURE DE TYPE POUTRE

Nous avons noté dans le chapitre [I-2 que dans le cas des éléments de
coque épaisse 3 8 noeuds les contraintes de cisaillement 9%z2* %z et les

efforts résultants Nxz’ Nyz devaient étre calculés aux points de Gauss.

Les premiers tests que nous allons décrire ci-dessous vont illustrer cette
nécessite.

Considérons la structure de type poutre définie par la planche 1.

Pour un maillage de 5 éléments & 8 noeuds, les figures 1 et 2 montrent les
résultats obtenus pour le déplacement w et le moment Mxx .

Nous constatons que les résultats sont ici en parfaite concordance avec
les solutions analytiques.

La figure 3 indique les résultats obtenus pour 1'effort tranchant Ny, SUr

une ligne de points incluant les points de Gauss. Elle montre que les
valeurs de 1'effort tranchant sont rigoureusement exactes aux points de
Gauss et deviennent rapidement trés mauvaises et tout & fait inutilisables
dés que 1'on s'en &loigne.

Ces résultats surprenants sont assez similaires a ceux décrits par
Zienkiewicz | 24, page 283| pour des &léments plans de type Serendip & 8

noeuds (voir figure 4).

Parish H | 29] avait éggalement noté que pour les &léments de coaque
épaisse les efforts résultant Nxz et Nyz étaient meilleurs quand ils

étaint avalués aux points de Gauss.

La figure 5 montre les résultats obtenus aux points de Gauss pour Ny,

quand les é&léments sont distordus. Dans ce cas éagalement les résultats
sont bien meilleurs aux points de Gauss que sur 1a ligne des noeuds.

Néanmoins, nous vovons sur cette figure que les résultats obtenus sur
1'effort tranchant sz sont relativement sensibles 3 la distorsion des

é1éments. I1s montrent également que dans ce cas le calcul, conseillé par
certains auteurs, des contraintes de cisaillement transverse par extrapo-
lation linéaire 3@ partir des résultats aux points de Gauss peut dans ce
cas entrainer aussi 1'obtention de résultats pas trés significatifs.



Cette étude nous a incité & ne donner qu'un seul résultat par élément pour
les contraintes de cisaillement transverse Oyz %2 et les efforts

résultants N, et Nyz ; résultat obtenu en moyennant les valeurs trouvées
aux 4 points de Gauss. Nous pouvons constater sur la figure 5 que les

résultats calculés en effectuant cette moyenne restent proches de la
solution analytique quand les éléments sont distordus.

Les figures 6 et 7 montrent 1'effet de cette distorsion sur les résultats
en fléche W et en moment Mxx‘ Elles nous permettent de constater que ces
deux grandeurs sont beaucoup moins sensibles & 1a distorsion que 1'effort
tranchants Nxz'

Les figures 8 et 9 montrent les résultats obtenus avec les éléments a 3 et
4 noeuds pour respectivement le déplacement w et le moment Myy+ Nous
pouvons constater que les résultats sont en parfaite concordance avec la..

solution analytique.

Les figures 10 et 11 représentent les mémes grandeurs obtenues cette fois
avec le maillage distordu (distorsion 2) précédemment défini.

Quand les eléments sont droits, les résultats obtenus pour 1'effort
tranchant Nxz coincident exactement avec la solution analytique.

La figure 12 montre les résultats obtenus au centre des &léments quand ces
derniers sont distordus.



Planche 1

Poutre-encastrée soumise 3 un chargement uniforme sur son extrémité. -

<

encastrement <A/1

LLLL

£ : Module Young £ =1
v : Coefficient de Poisson v = 0.
h : Epaisseur de la poutre n=20,05



10°. wt
——-——— : solution analytique
P . : 5 &léments & 8 noeuds /,/
///
30 /
N
S
//
20 R
o
%
7
10 ///
ed
i
P
-
1 2 3 4 5 X
Fig. 1 : Poutre encastrée. Déplacement w
A
Mxxt
Sh. —— "7 : solution analytique
! \\\\ . : 5 81éments & 8 noeuds
N
4 )
AN
.
N
3 A
\\
.
\\
2 N
\\
\\
i S~
\\
\\
I 2 3 4 ; X

Fig. 2 :

Poutre encastrée. Moment Mxx



A+ —& 10~ +—0 -+ O—+ O—{B

points de Gauss

-+ O— +— 0

_.,_/_G./

o

7777777,

Nxzst

Effort tranchant Nxz suivant la ligne AB

: Poutre encastrae

3

s



TSP E NSNS

A s e ./ — A - A

2 x 2 points de Gauss
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Fig. 4 : Poutre Cantilever modélisée a 1'aide de 4 é&léments
bidimensionnels & 8 noeuds. Extrait de |24! page 283
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te calcul de 1'effort tranchant Nxz
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(DKQ) sur le calcul de 1'effort tranchant



2. PLAQUES CARREES SIMPLEMENT APPUYEES

La figure 13 montre les résultats obtenus pour la fléche W dans le cas
d'une plague carrée simpiement appoyée, relativement épaisse (1/h = 10)
sounise 3 une charge concentrée. .

Conformément a ce que 1'on powait attendre les @léments 3 8 noeuds d'une
part, les éléments & 3 et 4 noeuds d'autre part ne convergent pas vers la
méme solution.

En effet, basés sur les hypothéses cinématiques de Mindlin, les @léments a
8 noeuds convergent vers la solution analytique obtenue en considérant ces
hypothéses (solution plaque épaisse). Les @léments 3 3 et 4 noeuds
convergent eux vers la solution analytique obtenue en considérant les
hypothéses de Love-Kirchhoff (solution plaque mince).

Ce simple test montre déjd 1'intérét de 1'utilisation des éléments i 8
noeuds pour le calcul des structures epaisses.

Dans la figure 14, on considére la méme plaque, mais soumise cette fois i
un chargement uniforme. Nous constatons que dans ce cas 13, les &léments
convergent beaucoup plus rapidement vers leurs solutions respectives.

Les figures 15 et 16 considérent cette fois une plaque mince d'élancement
1/h = 100, Dans ce cas 13, la différence entre les solutions analytiques
obtenues en considérant les hypothéses de Mindlin ou les hypothéses de
Love-Kirchhoff est négligeable. De ce fait, nous pouvons constater que les
éléments a 3, 4 et 8 noeuds convergent vers la méme solution.

Nous pouvons également voir dans ce cas aque les éléments d 3 et 4 noeuds
permettent d'obtenir de bons résultats & un moindre colt que les &léments
d 8 noeuds. En effet, ces derniers entrainent 1'utilisation de maillages
tels que 1a largeur de bande est plus importante que pour les éléments a 3
et 4 noeuds. De plus le calcul des matrices de rigidité @lémentaires est
plus onéreux pour les 2léments 3 8 noeuds que pour les @léments a 3 et 4
noeuds. :

En considérant toujours une plaque carrée simplement appuyée soumise 3 un
chargement uniforme (1/h = 100), nous pouvons sur la figure 17 comparer
les performances des trois &léments considérés (cj, c,, cg) avec les
éléments

de coque utilisds dans le programme SAPIV |28 | , STRUDL |28 | =t
ROSALIE 1301 . Nous pouvons ainsi constater en particulier que la
convergence des éléments c3 et ¢, est remarquable.



La figure 18 représente les résultats obtenus pour les moments My x s Myy au
centre de cette plaque. Nous remarauons aue les trois types d' gléments
considérés convergent de maniére tres satisfaisante vers la solution
analytique.

Les figures 19 et 20 représentent la variation des moments M, et M y
1'aréte A-B de l1a plaque considérée. Nous pouvons observer 13 encor¥ une
trés bonne concordance des résultats obtenus avec la solution analytiaque.

La figure 21 indigue les résultats obtenus pour 1'effort tranchant Ny,

suivant 1a ligne A-C. Nous pouvons noter que pour les @léments a 8 noeuds
(cg) les valeurs de N, , calculées aux points de Gauss concordent trés bien

avec la solution de référence. Comme nous 1'avons déja indiqué dans le

paragraphe précédent, les valeurs de Ny, calculées directement aux noeuds

de 1'élément sont par contre trés mauvaises.

Cet exemple confirme donc bien la nécessité pour les &l1éments & 8 noeuds
de faire le calcul des efforts de cisaillement transverse aux points de
Gauss (2 x 2).

Cette figure montre également que si les résultats obtenus pour les
éléments a 4 noeuds (c,) sont moins bons que ceux obtenus pour les

eéléments a 8 noeuds, ils restent neéanmoins trés satisfaisants.



Planche 2

Plaque carrée simplement appuyée

1° Dé&finition

1 = longueur de la plaque 1 =1
h = é&paisseur A = 0,1 ou 0,01
E : Module Young E = 10°
v : coefficient de Poisson v = (0,3
w : fléche au centre de la plaque a = gf% x 102
D : Eh3/ 12(1 - v2)
2° Conditions aux limites et conditions de symétrie
’d
6x=0z=0 o
1)/// ¥ Cffi_
' u=v=0 partout
w:=0X:0z:0—> «— 6By=0z=0
.& /‘ B———FX

/
W= G_V: 8z-0
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Fig. 13 : Plaque carrée simplement appuyée soumise & une
charge concentrée (1/ h = 10) Déplacement w
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Fig. 14 - Plaque carrée simplement appuye soumise & un
chargement uniforme (1/ = 10) Déplacement w
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[s77]

: éléments
3 noeuds

jevl3

: éléments
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a : éléments d 4 noeuds
—-—: solution analytique
1Q
8
3 6 9 43

Codt (F)

Fig. 16 : Plaque carrée simplement appuyée soumise i un
chargement uniforme  (1/j = 100) Oé&placement w
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Fig. 17 : Plaque carrée simplement appuyée soumise a un
chargement uniforme (1/1, = 100)
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Fig. 18 : Plaque carrée simpiement appuyée soumise & un
chargement uniforme (1/p = 100)

Mxx et Myy au centre de la plaque
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Mxx i Myy
/ﬁ/” . ——~-—— : solution analytique
//// wq\\ s : 32 éléments 4 3 noeuds
§y/’ N\, a : 9 aléments 4 4 noeuds
/ \D
/ A‘\
/ \
\
/ﬁ .‘.\\ g
/ )
/ \\
/ \
/ “
/ \
/ / \ \
a a
Fig. 20
Fig. 19, 20 Plaque carrée simplament appuyée soumise & un

chargement uniforme

Variation de Mxx et M

vy sur 1'arréte DC



: solution analytique

° : calcul aux points de Gauss (C8)
: moyenne sur les points de Gauss ((C8)
- : calcul au noeuds (C8)
Nxz n) : 8léments & 4 noeuds
l|6> _‘-\
e \\
1F (/ \\
// )
0.8}
/ N\
0.6} J \
I R \
~
// /Q/ -~ \
' ‘ D\~ \
02t / ./ ™~
,///' ‘%\ o
, NN
0% 0.666 1333 \ . C
N
Fig. 21 : Plaque carrée simplement appuyée soumise & un

chargement uniforme (1/, = 100)

L'effort tranchant suivant la ligne A-C



3. PORTION DE PLAQUE CIRCULAILRE

Dans ce paragraphe, nous considérons une portion de plaque circulaire
simplement appuyée sur ces 2 arétes extrémitas.

Trois chargements correspondant respectivement a des charges concentrées
appliquées aux points A, B, C sont étudiés (voir planche 3). Cet exemple a
déja eté analysé par de nombreux auteurs |19 & 22|

Les figures 22 3 24 montrent les résultats obtenus pour le dép1acement W
“le long de la ligne A, B, C pour les 3 cas de chargement considérés et
pour chacun des 3 types d'é@léments &tudiés (c,, c,, cg) .

La figure 25 représente les résultats obtenus pour le moment fléchissant

Myy pour les 3 types de chargement.

Sur chacune de ces figures, nous pouvons 13 encore constater que les
résultats sont en bonne concordance avec la solution de référence.



Planche 3

Portion de plaque circulaire

Définition géométrique

£ =4.6 x 10° 1b/p 2
h =0.168 p
v = 0.35

Type de maillage : Py = Pg = Pc = 11b

n : nombre d'éléments suivant AC

m : nombre d'é&1éments suivant AE

2 x 3 2 x5

>



—-—— : solution analytique

: maillage 4x3

e
o) : maillage 2x3
A : maillage 2x5

: . maillage 2xl ' A
A : maillage 2x =

_
. _
~_ —
~ -

e — 4&

1 ——tp

- 13

Eléments 4 8 noeuds

—-— . sqlution analytique
: maillage 4x3
: maillage 2x3
: maillage 2x5

: maillage 2x1 ' 9

b » O e

——-—— ¥

Eléments & 4 noeuds

—-—— : solution analytique
° : maillage 4x3
o : maillage 2x3
A : maillage 2x5 a
A : maillage 2x1 -2

Eléments 4 3 noeuds

Fig. 22 : Portion de plague circulaire soumise au chargement A
Déplacement suivant la ligne A B C



——__ : solution analytique
: maillage 4x3
- maillage 2x3

: maillage 2x5
: maillage 2x1

> > O @

o

v

Y
1
7 A

Eléments & 8 noeuds

_ .___ : solution analytique

: maillage 4x3

: maillage 2x3
: maillage 2x5

> » O @

: maillage 2x1 2

13
Eléments & 4 noeuds

______ : solution analytique
- maillage 4x3

°
o) . maillage 2x3
5t A . maillage 2x5
A : maillage 2x1 e

Eléments & 3 noeuds

Fig. 23 : Portion de plaque circulaire soumise au chargement B
Déplacement suivant la ligne A5 C



—-— : solution analytique
: maillage 4x3
: maillage 2x3
: maillage 2x5

B » O e

: maillage 2xl1l
S .

Eléments & 8 noeuds
—— : solution analytique
: maillage 4x3
: maillage 2x3
: maillage 2x5

B P O e

: maillage 2x1

Eléments & 4 noeuds

——-—: solution analytique

: maillage 4x3
: maillage 2x3
: maillage 2x5

b » O e

: maillage 2x1

Fléments & 3 noeuds

Fia. 24 : Portion de plaque circulaire soumise au chargement C
Déplacement suivant la ligne A B C :



—-—— : solution analytique

a : 6x5 éléments & 3 noeuds
0.64Myy - = : 6x5 éléments & 8 noeuds
N o : 6x5 éléments & 4 noeuds
.
0.4} ~.
\e\\
T
0.2+ ".‘\-h.______.
0 —p
7 13
Chargement A
—.— : solution analytique
& : 6x5 81éments 3 3 noeuds
] : 6x5 éléments & 8 noeﬁds
0.5 o : 6x5 éléments 3 4 noeuds
Myy A
i\
/N
/' AN
b - \\ A
- — T~ .
b '\-~._D
0.3 -
7 Chargement B 13
——_—— : solution analytique
2 : 6x5 éléments & 3 noeuds
] : 6x5 éléments & 8 noeuds
N o : 6x5 éléments & 4 noeds
1.2 rMyy /!
1 '/ 4
/
i
’/'/i
-
— Fay
0.4 —
7 Chargement C 13

Fig. 25 : Evaluation du moment My, Te long de AC



4. COQUE CYLINDRIQUE PINCEE

- o i o o o o et e g D ot

Aprés avoir examiné le comportement des @léments DKT, DKQ et C8 dans le
calcul de plaques, nous allons nous intéresser ici 3 Teurs performances
dans le calcul d'une coque cy11ndr1que pincee possedant un d1aphragme
rigide d chacune de ces extrémités.

La planche 4 définit de maniére détaillée cette structure. Ce test a d&ja
 8té utilisé par certains auteurs |31 | [33] pour &valuer la performance
d'éléments de coque. S

IT s'agit 1d d'un exemple rendu relativement sévére par Tes conditions aux
1imites considérées (diaphragmes rigides, charges concentrées).

La f1gure 26 representant 1a déformée de la cogque su1vant 1'arc BC permet
de s'en convaincre aisément.

La figure 27 indique le pourcentage d'erreur en fléche sous la charge en
fonction du colt de calcul pour divers maillages constitués @ 1'aide des 3
types d'éléments considérés. Les maillages utilisés sont "réguliers”. Les
nombres d'é@léments divisent en cOtds égaux les cdtés AB et BC sont ainsi
toujours identiques.

L'utilisation en abscisse du cout de calcul n'est pas trés habituelle.
Neanmoins, Ta prise de ce factewr nous apparait plus adaptée que 1'emploi
plus classique du nombre d'équations ou du nombre d'éléments pour comparer
des éléments aussi différents que les &léments DKT, DKQ et C8.

Cette figure 27 nous permet de comparer la vitesse de convergence vers la
solution des trois types d'éléments considéreés.

Nous pouvons ainsi constater que dans ce cas particulier ces derniers ont
sensiblement les mémes performances.

Les figures 28, 29, 30 indiquent les résuttats obtenus pour le dép]aceﬁent
A, le Tong de 1'arc BC. Mous pouvons ainsi noter aue les solutions

trouvées sont pour les trois types d'éléments considérés en excellente
concordance avec la solution de référence 32| . Mise a part dans le
trés proche voisinage de la charge, les résultats obtenus avec un faible
nombre d'aléments (exemple : 9 &léments 4 8 noeuds) peuvent méme 2tre
considérés comme tras satisfaisants.



Les figures 31, 32, 33 indiquent les résultats trouvés pour le déplacement
u Te Tong de 1'arc AD, tandis que les figures 34, 35, 36 indiquent les
solutions obtenues pour le déplacement w sur le coté DC. Mous pouvons
encore constater ici aque les résultats obtenus sont en bon accord avec la
solution de référence.

Si 1'on peut obtenir des résultats en déplacement satisfaisants avec des
maillages constitués de relativement peu d'éléments, i1 n'en va pas de
méme pour les contraintes. En effet ces derniéres varient brutalement au
voisinage de la charge et entrainent donc la nécessité de maillages plus
fins.

La figure 37 présente les valeurs obtenus pour le moment MB le long de

1'arc BC. Les trois types d'éléments considérés ayant comme nous 1'avons
vu dans 1'étude des plaques un trés bon comportement en flexion, nous
pouvons constater sur cette fiqure aue les résultats trouvés pour le

moment MB sont satisfaisants.

Les figures 38 et 39 montrent les résultats trouvés pour les efforts
résultants Nx et NB e long de 1'arc BC.

Pour ces deux types de résuitats, i1 semble ici que le comportement des
éléments d 4 noeuds (DKT) soit légérement plus satisfaisant que celui des
é1éments a 3 noeuds (DKT).



Planche 4

Coque cylindrique pincee avec diaphragme rigide

< cr I O X ™
" ! 1] 1] 1] ]
(e O N — —

= 0.01
.3

2° Conditions aux limites




Fig. 26 : Déformée de la section médiane de la coque cylindrique

pinceée.



20

40

Erreur

64
. B : &léments & 8 noeuds (C8)
g : éléments & 4 noeuds (OKQ)
A : éléments & 3 noeuds (DKT)
18
+ . 200 éléments 4 3 noeuds (Rosalie)
» : 100 é&léments & 4 noeuds (Rosalie)
4
8
2 6 12 52
Colt (F)
€ig. 27 : Déplacement sous la charge

Convergence des trois types d'éléments
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Ma —— solution de référence
p 0.2 ™
Py : 100 éléments ’A
A : 64 éléments :
o) : 16 éléments . j
0.1 /‘O
/
Bdr——ft——‘—‘—‘—=“_ -1 g — C
‘t\‘\._/
005t Q Ao
Eléments & 8 noeuds
M3 ——— : solution de référence
P .02} @
° 400 éléments IA
A 100 é&léments
) 64 &léments | O
o1t A 16 &léments /

Bg_,_._,_;_% “/, C
OA

m%}
“1éments & 4 noeuds
M3
0zt p °
J
A
—_—— solution de référence ;
e : 800 éléments I)O
A 200 éléments !
|
o : 128 éléments i
°
B /
f e e S C
et
005

Eléments & 3 noeuds

Fig. 37 : Evaluatiom du moment M3 suivant BC
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A

|
800 éléments \
200 éléments \ o
128 éléments » A
solution de référence \

Eléments & 3 noeuds

o2O%-24
Bgeaooeane KQ C
400 eléments : \
100 &léments \

64 éléments
16 éléments : \(é
solution de référence

Eléments 3 4 noeuds

Fig.

B+:' s C

38

solution de référence \E

100 éléments |
64 éléments -

A
\

16 éléments ‘\

0

Eléments & 8 noeuds

Evaluation de Na suivant 1'arc BC
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-10 5
13.~0nl9!=Aengl.‘Ql—.-.=l;tc.=i_!( .
\o
° 800 é&léments \\; o
A 200 &léments .o
o} 128 éléments \(
_— solution de référence \ °
\
20
Eléments & 3 noeuds
N
lO»‘J'
B
‘A\\ C
Q
° 400 éléments éx
A 100 él&ments 2 a
o) 64 &léments \
A 16 éléments \
—_—— solution de référence ‘\O
A
Eléments & 4 noeuds ¢
N 3
m.—P— A
o C o
A
o
iBa Y == a C
A 9O [ ] BN
A e} \
o)
A\
—_——— solution de référence
100 &léments \
64 &1éments ’\\ o
16 éléments \
Eléments 4 8 noeuds
Fig. 39 Evaluation de Ny suivant 1'arc BC



5. STRUCTURE DE TYPE CAISSON CIRCULAIRE

La structure considérée ici est un caisson circulaire simplement appuyé en
ses deux extremités et soumis & une charge concentrée dans 1a section
- médiane.

Y

Les deux extrémités de ce caisson sont fermées. Cet exemple a d&ja &té
étudié par quelques auteurs soit de maniére numérique soit de maniére
expérimentale | 34| , |35 -, |36]

‘La plupart des auteurs traitant ce probléme par éléments. finis: considérent
des éléments différents pour modéliser les hourdis et les ames.
_ ‘Worsak - Kanok - Nukulchai |36l propose par exemple de distinguer les
- 81éments du hourdis et les @léments des ames par une intégration numérique
différente. ‘

Nous avons ici considéré que cet effort n'était pas indispensable. De ce
fait nous avons utilisé les mémes types d'@léments pour les différentes
parties de la structure.

Les planches 6 et 7 définissent les différents types de maillages
considéréds pour calculer cette structure.

Pour les @léments a 3 et 4 noeuds nous pouvons ainsi remarquer que nous
avons choisi deux types de maillage se distinguant par le nombre
d'aléments dans 1'ame. Ceci a été fait pour apprécier 1'influence du
comportement en membrane de ces &léments.

Les figures 40 et 41 représentent le déplacement W. le long de 1'arc 1J
pour différents maillages d'@léments a 3 et 4 noeuds.

Ces courbes nous permettent de constater gque le fait d'augmenter le nombre
d'éléments dans 1'ame (maillage A > B ) ne modifie pas les résultats
obtenus et ne semble donc pas nécessaire. Le fait d'augmenter le nombre de
"tranches" (5 - 10) modifie par contre de maniére sensible les résultats
trouvés. Nous pouvons également noter que dans cet exempie les 2léments a
4 noeuds (DKQ) ont des performances supérieures d celles des &léments 3 3
noeuds (DKT). De maniére générale les résultats obtenus avec les maillages
A x 10 ou B x 10 concordent de maniére satisfaisante avec les solutions de
référence.

La figure 42 montrz les résultats trouvés par les 3léments 3 8 noeuds.
Mous pouvons ainsi constater que les 4 types de maillage étudiés donnent
des résultats trés satisfaisants. Les @léments de coque &paisse 3 8 noeuds
semblent donc trés performants dans cet exemple.



Les figures 43 et 44 indique les contraintes tangentielles obtenues le
long des cotés KL et MN pour différents maillages d'éléments d@ 3 noeuds
(DKT). Comme nous 1'avions déja constaté dans 1'analyse les figures
précédentes nous obtenons & méme nombre de tranches les résultats
sensiblement identiques pour les maillages A et B.

Pour les maillages A x 10 et B x 10 nous pouvons également noter que si
les résultats obtenus sont légérement différents de la solution de
référence au voisinage de la charge concentrée, ils deviennent rapidement
satisfaisants dés que 1'on s'en éloigne.

Les figures 45 et 46 indiquent les résultats obtenus avec cette fois les
éléments a 4 noeuds. De maniére générale nous pouvons faire ici les mémes
commentaires que pour les él1éments 3 3 noeuds. Nous pouvons guand méme
noter que les performances des &léments DKQ sont 1égérement plus satisfai-
sants que celles des éléments DKT.

La figure 47 indique les résultats obtenus avec les &léments de coaque
épaisse. Nous pouvons ainsi constater aue quelaque soit le maillage
considéré les résultats obtenus sont ici trés satisfaisants..

La figure 48 montre les résultats obtenus pour les contraintes tangen- -
tielles le long de 1'arc OP. Pour les trois types d'éléments considérés
nous pouvons constater la bonne concordance des résultats avec la solution
de référence.

Dans le calcul de ce type les @léments de coque épaisse a 8 noeuds _
semblent plus performants que les éléments a 3 et 4 noeuds (DKT et DKQ).

Tout d'abord, comme nous 1'avons déja indiqué, ces structures sont telles
que de nombreux &léments (ame) ont un comportement dominant de membrane.
Or, les éléments & 8 noeuds, pour lesquels les termes de rigidité en -
membrane sont déterminés 3 partir d'une interpolation quadratique des
déplacements, ont un meilleur comportement en membrane, aue les &léments a
3 et 4 noeuds, pour lesauels ces termes sont calculés 3 partir d'une - .
interpolation linéaire des déplacements.

De plus pour les &léments 3 3 et 4 noeuds, la continuité des déplacemepts
n'est pas assurée le long des arétes de connection ame-hourdis.



- En effet le déplacement cubique des arétes des éléments des hourdis
correspond au déplacement 1inéaire des &1éments des dmes. Ce probléme
n‘est pas rencontré avec les éléments de coque épaisse a 8 noeuds pour
lesquels toutes les composantes du déplacement ont le méme degré d'inter-
polation.

Les avantages présentés par les &léments de coque épaisse pour le calcul
de structure de ce type ne condamne pas pour autant 1'utilisation des
éléments a 3 et 4 noeuds. Comme nous 1'avons déjd indiqué les résultats
obtenus avec ces é&léments peuvent étre tout & fait satisfaisants. De plus
ils présentent 1'avantage d'étre d'une utilisation plus facile.
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Planche 5

Caisson circulaire soumis & une charge concentrée
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Planche 6

Typesde maillage considéré avec les éléments & 3 et 4 noeuds
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Planche 7

Type:ide maillage considéré avec les éléments & 8 noeuds
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solution de référence
expérience

in L : maillage 10x8B
0.2+ o : majllage 5xB
a maillage ©5xA
L 2N maillage 10xA
‘-‘-——*:\\ \\
- \\
5 ° \ ~ o
\\\
o >
<N
0.1¢ \‘\\\
~O N
o
~
e
\\s
.
PR
N\
AN
RN
N
0 20 & 0°(°)
Fig. 40 Déplacement suivant 1'arc IJ

(é1éments & 3 noeuds

DKT)



solution de référence
—_——— : expérience

° : maillage 10xB
w .
0.2 a : maillage 10xA
‘ o : maillage 5xB
b'_n‘.\ A : maillage O5xA
‘b_-*.\\.\\
- ~
LI
o ~
RN
\\\\\\\
0.1} 0\\\
\\
AN
~
AN
SN
®
D
N
0 - 20

Fig. 41 : Déplacement suivant 1'arc IJ
(é1éments & 4 noeuds : DKQ)



solution de référence

———— : expérience
) : maillage 5xF
w . .
A : maillage 5xE
i o : maillage 5xD
2 a maillage 5xC
————— g
— T~
~ \\
e
T~
h ~N
~N
~ \\
0.1F \‘\
TN
\\\\
N
N
\\<>
§§\
N
\
N
AN
0 20 45 2}

Fig. 42 : Déplacement suivant 1'arc IJ
(éléments & 8 noeuds : C8)
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. : solution de référence
A : maillage 10xA
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—_— : solution de référence
A : maillage 10xA
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0
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Fig. 43 : Contraintes tangentielles-Maillage A
(éléments & 3 noeuds : DKT)
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[ N : maillage 5x8B
——— solution de référence
0
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—_ solution de référence
a : maillage 10x8
a : maillage 5x8B
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M N
Fig. 44 Contraintes tangentielles-Maillage B

(él1éments & 3 noeuds OKT)
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—_—— : solution de référence
maillage 10xA
o : maillage 5xA
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45 : Contraintes tangentielles-Maillage A
(é1éments & 4 noeuds : DKQ)
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46 : Contraintes tangentielles-Mailhage B
(éléments & 4 noeuds : DKT)
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47 : Contraintes tangentielles-Maillage C D E F
(é1éments & 8 noeuds : (C8)



: solution de réfarence

100 | : maillage 5xD  (C8)
: maillage 10xA  (DKT)
a : maillage 10xA  (DKQ)
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Fig. 48 : Containtes tangentielles suivant 1'arc OP



6. STRUCTURE DE TYPE BARRAGE VOUTE
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Les planches 8 et 9 définissent les caractéristiques de la structure de
type barrage volUte considérée dans ce paragraphe. Cet exemple a déja été
par de nombreux auteurs | 36[ , [39] , 140 , 41

La solution de référence que nous utiliserons sera basée sur les résultats
obtenus par Ergatoudis et al [41] par un calcul &léments finis effectué
d.1'aide d'un majllage d'éléments: isoparamétriques tridimensionnels § 20
noeuds.

Nous comparerons dans ce paragraphe les résultats obtnus par trois
modélisations. La premiére utilise un maillage constitué d'éléments de
coque épaisse 3 8 et 6 noeuds, la deuxiéme un maillage constitué
d'éléments 3 3 et 4 noeuds tandis que la troisiéme emploie un maillage
constitué d'éléments de coque épaisse de type tridimensionnel 3 16 et 12
noe uds.

La figure 49 indique les résultats obtenus pour le déplacement radial
suivant 1'axe z pour chacune des trois modélisations effectuées.

Les figures 50 et 51 montrent les résultats trouvés pour les contraintes
tangentielles et les contraintes verticales le long de 1'axe z.

Sur chacune de ces trois courbes nous pouvons noter la trés bonne
concordance de tous les résultats obtenus avec la solution de référence.

Ces trés bons résultats peuent s'expliquer ici par le fait que la
structure considérée est simple 4 la fois par sa géométrie et par le
chargement imposé.



Planche 8

Barrage voute

X ‘ =T
=

=2x109 kgf/m?
.|nt =43,25 m

eXt =46,25 m

£
R
R
v =0,15



Planche 9

0* 5% 13187 2Z 08’ 35S’ 39%4s° 48’35’ 33°

10

04

Maillage utilisé avec les éléments @ 3 et 4 noeuds

0* 638" 13°18’ 22°05° 30°%5° 39°48° 48°3s° s3°
30 : —
] Y + y f y {V
254 -
]’ 4 / { ) y ! ]
204 #

1

! j y '{ A'
154 -

s ‘
0f t—

1 { 1’ [
50— -

Maillage utilisé avec les &léments & 8 et 6 noeuds
(face du maillage constitué d'éléments & 16 et 12 noeuds)



——__ :solution de référence

[ : éléments H16-P12 47
: éléments C8-C6-
a) : éléments DKQ-DKT

o s

Fig. 49 : Déplacement radial suivant 1'axe z (section médiane)
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Fig. 50 : Contraintes tangentielles suivant 1'axe z

(section médiane)



: éléments H16-P12

: éléments C8-C6

: éléments DKQ-DKT

: solution de référence
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Fig. 51 : Contraintes verticales suivant 1'axe z

(section médiane)



[V - COMPORTEMENT DES ELEMENTS OKT - DKQ ET DE COQUE EPAISSE A 8 NOEUDS
DANS LE DOMAINE DYNAMIQUE.




Pour vérifier 1'aptitude des trois types d'éléments considérés i traiter
" Tes probiémes dynamiques, nous avons dans ce chapitre calculé les
- premiéres fréquences propres de trois structures pour lesquelles nous
disposons de solutions analytiques ou expérimentales.

La premiére structure considérée est wune plaque carrée simp]ement appuyée
définie par la planche 10.

Les tableaux 1, 2 et 3 indiquent les résultats obtenus pour 1es modes
L1y, (1,3), (3 1) et (3,3) avec différents maillages d'éléments 3 3, 4
ou 8 noeuds.

*«Nous powons remarquer que pour tous ces é1éments les résultats convergent
“de maniére satisfaisante vers la solution de référence |424{ - |21] .

-La_seconde structure considérée est wne plaque rectangulaire encastrée
(planche 10). Cette plague a &té étudiée expérimentalement au Laboratoire
Central des Ponts et Chaussées pour Mesta r43|

La troisiéme structure étudiée est une portion de coque cy11ndr1que
(planche 9) pour laquelle i1 existe gégalement des résultats exper1mentaux
~w2 [ 29] . Les tableawx 4 3 7 indiquent les résultats obtenus dans 1'dtude de
ces deux structures par les trois types d'éléments considérés.

Nous pouvons également constater ici que les résultats obtenus concordent
bien avec les solution de référence.



Planche 10

Plaque carréee simplement appuyée sur tout son contour

g v E = 10°
h = 0,01
a = 1
> <« |3
v = 0,3
o - < p = 0,91575
a
Plaque rectangulaire encastrée sur tout le contour
s < L = 0,18 m
ij N T 1=0,13m
’\\
if N ’ h = 6x10°% p
N N 11
N N E = 2,07x10
N N vo= 0,3
o N [ o = 7700
1L "
Portion de coque cylindrigque : Test de Mac Neal
S
>7 / /
<§§§>/ //// //// L = 30,48
ié;;’ / /// /// R = 60,96
t = 0,3048
i§§?f // J// // E = 2,06x10°
e N S :
~ v = 0,3

o = 0,007876

® = 0,5 rad




TABLEAU 1

Analyse dynamique d'une plaque carrée

simplement appuyée
(é1éments & 3 noeuds : DKT)

Nombre d'éléments

Modes Expérience ..
8 18 32

(1,1) 433,24 409,47 400,72 AL = 389,64

(1,3) 14 486 12 844 11 530 A, = 9 740,91

(3,1) 19 182 14 654 12 414 A3 = 9 740,91

(3,3) 42 467 46 198 41 137 Ay = 31 560,55




TABLEAU 2

Analyse dynamique d'une plaque carrée
simplement appuyée
(é1éments & 4 noeuds : DKQ)

Mode g Nombre d'éléments Aig};z:gze
4 9 16 64

(1,1) 435,36 409,43 400,6 392,30 Ay = 389,64

(1,3) 18 966 14 021 12 022 10 267 A = 9 740;91

(3,1) 18 966 14 022 12 022 10 268 A3 = 9 740,91

(3,3) 67 522 48 205 40 336 33 551 Ay = 31 560,55




TABLEAU 3

Analyse dynamique d'une plaque carrée
simplement appuyée
(é1éments & 8 noeuds : C8)

Nombre d'&léments Solution
Mode Analytique
4 9 16 64
(1,1) 395,10 389,63 389,4 389,36 Ay = 389,64
(1,3) 12 828 9 983,0 g9 777,5 9 709,9 Ao = 9 740,91
(3,1) 12 828 9 983 9 777,5 g 710 X3 = 9 740,91
(3,3) 77 470 46 029 32 916 21 371 Aw = 31 560,55




TaBLEAU 4

Analyse dynamique d'une plaque rectangulaire
encastrée sur tout son contour
(é1éments & 3 noeuds : DKT)

Nombre d'éléments

Mode Expérience = |
12 48 108

(1,1) 249,9 249,7 249,42 248,5

(1,3) 734,05 693,61 680,51 691

(3,1) 1 290,04 1 232,5 1172,6 1 096,5

(3,3) 1 526,2 1 575,4 1 533,3 1 498




TABLEAU 5

Analyse dynamique d'une plaqgue rectangulaire
encastrée sur tout son contour
(é1éments a 4 noeuds : DKQ)

Mode Nombre d'é&71éments Expérience
6 24 54

(1,1) 257,12 251,34 250,11 248,5

(1,3) 772,43 697,64 681,62 691

(3,1) 1 357,5 1 247,0 1177,6 ' 1 096,5

(3,3) 1 836,6 1 636,7 1 560,7 ‘ 1 498




Analyse dynamique d'une plaque rectangulaire

TABLEAU

~

o]

encastrée sur tout son contour

(818ments & 8 noeuds : C8)

Nombre d'éléments

Mode Expérience
6 24 54

(1,1) 339 250,84 249,16 248,5

(1,3) 929,05 686,29 669,9 691

(3,1) 1 318,6 1137,7 1 120,2 1 096,5

(3,3) 1 870,7 1 535,7 1 485,6 1 498




TABLEAY 7

Analyse dynamique d'une

portion de coque cylindrique

(Test de Mac-Neal)

Expérience 86,6 | 135,5 | 258,9 | 350,6 | 295,2 | 531,1 | 743,2
16 C 8 85,9 | 139,06 | 249,05| 346,7 | 403,89| 547,4 | 754,28
54 C 8 85,4 | 138 246 340,8 | 384,27 | 527,4 | 725,08
16 ¢

3 87,6 | 138 272 353 387 617 792
DKQ
SEQC4 87,6 | 140 257,6 | 356,8 394,83 | 577,1 | 782,7
32 ¢

3 101,8 | 156 302 370 422 618 749
DKT
1.3 97,69 | 153,60 | 271,04 | 384,55 | 422,46 | 579,39 | 793,02




VY - CONCLUSION




Nous avons noté dans 1'introduction de ce travail que les &léments de
plague en flexion d 3 noeuds (DKT) et 4 noeuds (DKQ) basés sur les
hypothéses de Love-Kirchhoff sous forme discréte semb1aient étre 3 1'heure
actuelle parmi les nlus performants. Ce jugement s ‘appuyait essent1e1-
Tement sur les articles de Batoz [19), [ 20], |21].

Les tests numériques que nous avons effectués dans ce travail confirment
les trés bonnes performances de ces élements dans le calcul de plaques en
flexion.

En superposant l1a prise en compte des effets de membrane aux effets de
flexion, Bathe et al |[31] ont pu tester-le comportement des &léments 4 3
noeuds (DKT) dans le calcul de structures:coques. Cet élément a ainsi
récemment été implanté dans le programme ADINA. Les tests effectués dans
cet article sont néanmoins relativement incomplets.

Nous avons contribué 3 compléter ces travaux en étendant tout d'abord Ja
formulation des @léments OKT et DKQ pour :permettre le calcul de structures
coques de forme quelconaue et d'dpaisseur variable. Griace 3 une série
compiéte de tests numériques nous avons ainsi validé la formulation
effectuée et montré que les résultats obtenus tant en déplacement qu'en
contraintes sont satisfaisants.

Le comportement des &léments de coque épaisse a 8 noeuds a déji até atudié
par de nombreux articles |1 & 18| . La plupart de ces articles se
polarisent néanmoins sur les problémes d'intégration numérique. De ce
fait, les tests considérés ne portent souvent que sur les résultats en
déplacement. Grace 3 la série compléte d'exemples abordés dans ce travail,
nous avons pu ainsi compiéter ces publications. Nous avons pu ainsi
confirmer que ces &léments sont tés adaptés au calcul de structures
épaisses. De plus, ils semblent trés performants dans le calcul de
structures de type ponts a caisson. Ceci s'explique par Teur bon comporte-
ment en membrane et par le fait qu'ils assurent parfaitement la continuité
des déplacements le long des lignes intersection des hourdis et des ames.

Nous avons montré que les éléments de coque épaisse de type tridimen-
sionnel 3 16 noeuds ont également un bon comportement (barrage). Néanmoins
lewr utilisation pratiaue est plus lTourde (génération de maillage ...) et
Teur emploi sera réservé aux calculs de structures coques comportant des
parties massives devant étre modélisées par des éléments tridimensionnels.

Pour compléter ce travail, i1 nous semblerait intéressant d'effectuer des
recherches supplémentaires pour améliorer le comportement en membrane des
8léments 3 3 et 4 noeuds. De plus comme nous 1'avons noté dans le
paragraphe III.1, 1'obtention de résultats satisfaisants pour les con-
traintes de cisaillement transverse ("effort tranchant") est relativement
délicate. Des &tudes semblent également ici nécessaires pour mieux
appréhender ce phénoméne.
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-Annexe 1

Eléments de transition.

Ce sont des 2léments isoparamétriques tridimensionnels dont le nombre de

noeuds est compris entre 8 et 20. I1s assurent la connection des éléments
massifs et des @léments de coque épaisse.

E*é1ément de base utilisé pour construire ces &léments de trans1t1on est

1'é1ément 3 20 noeuds. cre
s © a
1
17 f

! 9
|

s 11a
‘17‘3 7 "neé
!
{
1
I] 1S

_____ SN \
140 R g m y
//
v
;. g
Id
Vd
/
& °
z 10 3

A 1'exception des 8 noeuds sommets on peut supprimer n'importe lequel des
noeuds de cet &lément de base pour construire un &lément de transition.

Exemple

X : indique le noeud que 1'on a supprimé.




Annexe 2

1) Hexaédres

Les fonctions d'interpolation (Hi) d'un élément 3 20 noeuds, des &léments

de transition et de coque épaisse & 16 noeuds s'obtiennent de la maniére
suivante :

~ Pour les noeuds milieux d'un @lément 3 20 noeuds on a :

H = g i =9,20
avec gi=G(r,q)xG(s,%)xG(t,H)
1
G (8, 51.) =+ (1 + B8;) pour B, = -1
ou { 2
G(g,8,)=1-8 pour g, = O

- Les fonctions d'interpolation des noeuds sommets de 1'éiéement 3 20

noeuds sont obtenus en retranchant a la fonction g1 (i =1,8) la demi-
somme des fonctions d'interpolation des noeuds adjacents.

Exemple

S 20 A
|
) !
! °
|
118
’ 8 7 @6
13
|
|
1
t
! 15
149 F———— - O 1L, 34
. 12




Pour un 21ément 3 20 noeuds les fonctions d'interpolation sont ainsi

N° Noeuds Hi N° Noe uds Hi
1 1/8 (1-r)(1-s)(1-t) 11 1/4 (1-r2)(1+s)(1-t)
2 1/8 (1+r)(1-s)(1-t) 12 1/8 (1-r)(1-s2)(1-t)
3 1/8 (1+r)(1+s)(1-t) 13 1/4 (1-r)(1-5)(1-t2)
4 1/8 (1-r)(1+s)(1-t) 14 1/8 (1+r)(1-5)(1-t?)
5 1/8 (1-r)(1-5)(1+t) 15 1/6 (1+r)(1+s)(1-t?)
6 1/8 (1+r)(1-s)(1+t) 16 1/8 (1-r)(1+s)(1-t2)
7 1/8 (1+r)(1+s)(1+t) 17 1/8 (1-r%)(1-s)(1+t)
8 1/8 (1-r)(1+s) (1+t) 18 1/8 (1+r)(1-5%)(1+t)
9 1/8 (1-r%)(1-5) (1-t) 19 1/4 (1-r2)(1+s) (1+t)
10 1/8 (1+r)(1-s%)(1-t) 20 1/4 (1-r)(1-52)(1+t)

Les fonctions d'interpolation des &léments de transition et des

éléments

de coque é&paisse & 16 noeuds s'obtiennent tout simplement en donnant g1=0
si le noeud i n'existe pas.

2) Pentaédre a 12 noeuds (coque @paisse) :

7‘,*“ g‘
.- -~
s 3
. i .
i H ¢ H'
1 -r{l-2rl)a 7 drsa
2 -s(1-2s)a 3 4sia
3 -a(1-20)a 9 dr\a
4 -r{l-2r)b 10 4rsb
5 -s(1-2s)b 1l 4s)b
6 -x{1-20)b 12 4rab
ou a = l%E , b = E;E- , A= l-r-s



3) Eléments de coque mince a 3 et 4 noeuds : DKT et DKQ

a) Elément DKT

=
w
\
(7]
-

b) Eléments DKQ

|S
« U,
Ny = 1/4 (1-s)(1-r)
Ny = 1/4 (1-s)(1+r) -
Ny = 1/4 (1+r)(1+s)
1 2
Ng = 1/4 (1+s)(1-r)

4) Eléments de coque épaisse de type surface moyenne 2 6 noeuds :

Hy = -r (1-2r) f

|

Hy = -s(1-2s) ‘
- 3

H3 - -k(1-2>\) 2 ’
Hy = 4rs
4 s P |
HS = 4s (l-r-s) r '
Hg = 4r (1-r-s) : 3 . 1 -



5) Eléments de coque

épaisse de type surface moyenne a 8 noeuds :

-1/4 (1l-r)(1-s)(l+r+s)
-1/8 (1+r)(1-s)(l-r+s)
-1/4 (1+r)(1+s)(1l-r-s)
-1/4 (l1-r)(l+s)(1l+r-s)
1/2 (1-r?)(1-s)
1/2 (1+r)(1-52)
1/2 (1-r%)(1+s)
1/2 (1-r)(1-52)

"~



Annexe 3

Expression de 1a matrice |B| pour les &léments de coque &paisse de type

tridimensionnel &8 16 et & 12 noeuds.
On a : {e} = :B] {U}

Pour déterminer 1'expression de cette matrice, nous procéderons en 3
étapes :

a) Nous exprimerons tout d'abord le vecteur déformation {c} en
fonction des dérivées du déplacement par rapport aux coordonnées
cartésiennes.

Nous avons en effet :

_ 1
d'ot
( N
Up,xy
Up,xs
1 Vixs
{e} = [A]l ] Vahx, = |A] {ux}
Usg,x
3 3)

|A] voir Annexe 6.

b) Nous exprimerons ensuite les dérivées des déplacements par
rapport aux coordonnées cartésiennes, en fonction des dérivées des

déplacements par-rapport aux coordonnées curvilignes r, s, t nous pouvons

écrire :
Ui,xl r . 1 Ui,r
Uss Xat =10 t U
Us,X3 . . u.,t
Xy,r Xosl X3,r
ol 371 est 1'inverse de 1J] X =[x,8 . X,,S X3,S

X1,t Xs,% X3,%

et e i et -
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Annexe 6

Matrice A
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Annexe 7

Matrice Lk
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