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Résumeé

On développe un modele viscoélastique non linéaire en grandes déformations, ap-
pelé modele pseudo-linéaire. Ce modeéle est basé sur un choix particulier d'une
mesure de déformation permettant d’écrire le potentiel d’énergie libre sous forme
quadratique et la loi de comportement sous forme d’une convolution simple.
Afin de valider ce modele, on compare le potentiel pseudo-linéaire a un potentiel
d'énergie libre écrit sous la forme générale d'un développement de Fréchet d’ordre
4. Les fonctions de relaxation de ce potentiel sont écrites sous forme d’exponen-
tielles décroissantes a un temps caractéristique par décade. Cette comparaison
montre une bonne concordance entre les deux descriptions. La formulation pro-
posée permet de calculer simplement la dissipation dans le matériau. Une illus-
tration est donnée dans le cas d’oscillations harmoniques. On développe alors une
formulation variationnelle associée au modele pseudo-linéaire basée sur la mini-
misation de Iénergie totale. On effectue une approximation linéaire en temps et
on propose une procédure numérique de résolution. On construit alors un code
de calcul par éléments finis et on le valide dans le cas de comportements simples
en comparant les solutions analytiques aux résultats numériques.

Abstract

We develop a large strain nonlinear viscoelastic model, called pseudo-linear mo-
del. It is based on the choice of a suitable strain tensor which permits to write
the Helmholtz free energy as a quadratic form and the constitutive equation as
a single convolution equation. To validate this model, we compare the pseudo-
linear potential with a general Helmholtz free energy approximated by a fourth
order multiple integral expansion. The memory functions are chosen in exponen-
tial form with one characteristic time by decade. This comparison shows that the
two models are in good agreements. The proposed model can easily evaluate the
dissipation function of the material. This is illustrated in the case of harmonic vi-
brations. Then, we develop a variational formulation based on the the total energy
minimum principle. A numerical integration procedure using the finite element
methed ie proposed, based on & linear approximation in the time domaimn. The
comparison between the numerical results and the theoretical predictions are in
good agreements for common behaviours.



Mots-clés

Viscoélasticité, hyperélasticité, grandes déformations, dissipation, formulation va-
riationnelle, meéthode des éléments finis.
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Notations

Grandeurs physiques

Grandeurs Signification
6 Température
X; Variables internes
2, I8, I8 Invariants de A
It IS, IS Invariants de C
p Pression hydrostatique
p Masse volumique dans la configuration actuelle
Po Masse volumique dans la configuration de référence
A Elongation
¢, D Dissipation
¥, W Potentiels d’énergie libre
F, G Fonctionnelle de ’histoire de déformation
t, 7 Variables temporelles
i Temps caractéristiques
Q Elément de volume dans la configuration actuelle
Qo Elément de volume dans la configuration de référence
a0, Partie de ) sur laquelle les déplacements sont imposés
o0, Partie de £ sur laquelle les contraintes sont imposées
Ky Configuration actuelle
Ko Configuration de référence
U Energie interne
S Entropie
S Entropie spécifique
C Energie cinétique totale
P. Puissance des efforts extérieurs
P. Puissance calorifique
P Puissance dissipée
J Déterminant de F




Grandeurs tensorielles et vectorielles

Tenseurs

Signification

12330l 1= =i 19 1 o e 115D il | R D> TE =y (I=ii<liclig s e lii=

Gradient de déformation
Gradient de déformation élastique
Tenseur de Cauchy-Green droit
Tenseur de Cauchy-Green gauche

{(B-1)
Tenseur d’extension droit
Tenseur d’extension gauche
Rotation
Tenseur taux de déformation
Tenseur taux de déformation anélastique
Tenseur vitesse de déformation ou gradient de vitesse eulérien
Partie antisymétrique du gradient de vitesse eulérien
Tenseur de déformation de Green-Lagrange
Tenseur de contrainte de Piola-Kirchhoft 2 symétrique
Tenseur de contrainte de Piola-Kirchhoff 1 non symétrique
Mesure de déformation linéarisante
Tenseur de contrainte associé a E

Tenseur de relaxation d’ordre 4

Tenseur de fluage d’ordre 4

Tenseur de déformation linéarisée
Déviateur du tenseur de déformation linéarisée
Tenseur de contrainte de Cauchy
Déviateur du tenseur de contrainte de Cauchy
Tenseur métrique d’ordre 2
Tenseur unité d’ordre 2
Tenseur unité d’ordre 4

Tenseur des temps caractéristiques
Tenseur adjoint du gradient de déformation
Matrice de rigidité




Vecteurs Signification

z(X) | Vecteur position dans la configuration actuelle (de référence)
q Vecteur flux de chaleur
h Flux de chaleur dans la configuration de référence
n Vecteur normal extérieur
g Vecteur contrainte surfacique
f Vecteur contrainte volumique
u Vecteur déplacement

(N Fonction de forme

Ue Déplacement nodal horizontal

Ve Déplacement nodal vertical

u(U) Vecteur vitesse eulérienne {lagrangienne)

LZX(ZX) Gradient lagrangien (eulérien)

Symboles et conventions

Symboles Signification
' Tenseur d’ordre 4

o~
.
L—

Tenseur d’ordre 2

IZI

Vecteur

———
p—

DE

dev) | Déviateur dans la configuration de référence (actuelle)

%)

—t
~
ot

{

Dérivée partielle par rapport a un argument
Sous-diftérentiel de ¢
Simple contraction
Double contraction

2
=

. v%/ o

~—
& -
—~~

o

T

Produit tensoriel
tX Transposée du tenseur X
X Dérivée temporelle de X
Ti; Dérivée spatiale de

& Somme directe
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Introduction

Les élastomeres thermoplastiques et thermodurcissables sont tres largement
utilisés dans I'automobile, la chimie, le batiment, la cablerie et les adhésifs. L'ori-
gine de ce succes provient des caractéristiques mécaniques des polymeres qui leur
permettent d’avoir une tenue correcte en température, une bonne tenue au frot-
tement et aux chocs et de bonnes propriétés acoustiques (absorption de bruits et
isolation phonique}. Du point de vue mécanique, le comportement des polymeéres
varie entre le comportement solide vitreux et le comportement fluide visqueux en
fonction des conditions de chargement (température, temps, fréquence de char-
gement). C’est pour cette raison que les polymeres sont considérés comme des
matériaux viscoélastiques, terme qui exprime la variation du comportement entre
I’état solide élastique et I’état fluide visqueux.

La température qui caractérise le comportement des polymeres est appelée
température de transition vitreuse. Aux basses températures (ou aux hautes fré-
quences), le comportement est de type élastique fragile (ou vitreux) avec un mo-
dule d’Young de quelques GPa et une élongation a rupture de quelques pour-cent.
Aux hautes températures (ou basses fréquences), le comportement des polymeres
est de type caoutchoutique avec un module d’Young de quelques MPa et une
élongation a rupture de quelques centaines de pour-cent. Pour des températures
encore plus élevées, une déformation permanente apparait sous le chargement et
le polymere se comporte comme un fluide visqueux. Autour de la température de
transition vitreuse, le comportement du matériau est tres instable (ni vitreux, ni
caoutchoutique) et aucun équilibre thermodynamique ne peut étre écrit. Le ma-
tériau a alors un module intermédiaire et peut dissiper une énergie considérable.

L.a dépendance vis-a-vis du temps provient du fait que les polymeéres s’oxydent
au contact de la lumiere. C’est pour cette raison qu'’ils sont dits vieillissants et,
dans ce cas, leur comportement est tres différent. Toutefois, pour remédier a cet
inconvénient, on ajoute, lors de la fabrication des élastomeéres, par exemple, des
dérivés phénoliques ou des dérivés aminés.

Sil'on s’intéresse a ces matériaux a 1’état solide et en les supposant non vieillis-
sants, comme c’est le cas dans ce travail, les polymeres sont sujets a de grandes
déformations (puisque l’élongation a rupture est de quelques centaines de pour-
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cent) et ont un comportement non linéaire. De plus, ils se caractérisent par une
forte dissipation visqueuse et une faible conductivité thermique qui engendre une
importante variation de température qui modifie fortement les caractéristiques
mécaniques.

La difficulté de ’étude de ces matéraux réside dans l'interaction entre la
dépendance en temps et la non linéarité. La plupart des études faites dans
ce domaine, telles que [Coleman & Noll, 1961a], [Coleman & Noll, 1961b],
[Bernstein ef al., 1963], ne prennent pas en compte cette interaction. D’autres
considerent le comportement viscoélastique comme un comportement hyper-
élastique modifié. Ainsi, Johnson [Johnson et al., 1991,], [Johnson et al., 1991;],
[Johnson et al., 1991.] & modélisé la viscoélasticité par la superposition de
I'hyperélasticité et de la viscohyperélasticité ainsi que par un modele de Maxwell
linéaire ot tous les éléments sont hyperélastiques. L’inconvénient de ce type
d’approche est qu’elle ne permet pas de tenir compte de ’énergie dissipée.

L’objectif de ce travail est d’écrire une loi de comportement qui rende compte
des caractéristiques des polymeres et d’en faire un outil numérique adapté au
calcul de structures. Pour étre compatible avec le comportement des polymeres,
cette loi de comportement doit étre écrite en grandes déformations non linéaires
en permettant le calcul, a chaque instant, de I'énergie dissipée du matériau.

Apres un chapitre ot l'on récapitule les principales notions de mécanique
nécessaires dans la suite du travail, la premiere partie de cette these fait ’in-
ventaire des différents modeles viscoélastiques selon deux catégories. La premiere
recense les modeles par approche fonctionnelle tels que [Coleman & Noll, 1961b],
[Pipkin, 1964], [Berunstein et al., 1963] alors que la seconde énumere les modeles
par approche par variables d’état tels que [Mandel, 1977}, [Sidoroff, 1974]. L’ap-
proche fonctionnelle consiste & écrire la contrainte comme une fonctionnelle de la
déformation alors que I'approche par variables d’état suppose que la contrainte ne
dépend pas de 'histoire de la déformation mais de la valeur actuelle d’un certain
nombre de variables dites variables d’état.

Aprés avoir montré les limites des précédents modeles, essentiellement liées a
I'identification des parametres qui les définissent, on développe, dans la deuxiéme
partie, le modele proposé (appelé modele pseudo-linéaire) en définissant les mé-
thodes d’identification des paramétres du modeéle. Ainsi, on suppose l'existence
d’une mesure de déformation qui permette d’écrire le potentiel d'énergie libre
sous forme quadratique. Cette formulation a 'avantage de limiter a 2 l'ordre
du potentiel, la non linéarité étant incluse dans la mesure de déformation que
Pon choisit comme fonction tensorielle isotrope du tenseur de déformation de
Green-Lagrange. Au cours de cette partie, on effectue une validation du modéle
en comparant le potentiel pseudo-linéaire a celui écrit sous forme d’un développe-
ment de Fréchet d’ordre 4. Par la suite, on montre comment il permet de calculer,
a chaque instant, I’énergie dissipée par le matériau.
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Enfin, la troisieme partie explore, dans un premier temps, différentes voies
possibles d’etablissement et de résolution d’une formulation variationnelle asso-
ciée a cette loi de comportement. Parmi ces voies, deux ont retenu notre atten-
tion: celle liée a la viscoélasticité linéaire en petites déformations (résolue via
la transformée de Laplace-Carson) et celle liée a 'hyperélasticité (résolue par
la méthode du lagrangien augmenté). Ces deux méthodes nous ont alors donné
I'idée d’appliquer la transformation de Laplace-Carson aux équations d’équilibre
et aux lois de comportement du modéle pseudo-linéaire afin de nous ramener a
un probleme hyperélastique susceptible d’étre résolu par la méthode du lagran-
gien augmenté. Cette voie a montré ces limites et nous a contraint a écrire une
formulation variationnelle en espace et en temps mais dont le déplacement est la
seule inconnue. A partir de cette formulation, nous avons développé un schéma
numérique de résolution en utilisant des mailles particuliéres et en nous limitant
au cas axisymétrique. Cette partie se termine par un certain nombre d’exemples
de problemes résolus numeériquernent et comparés, quand cela est possible, aux
solutions analytiques.






4 Rappels et notations

Rappels et notations

En guise de préambule, nous proposons de faire quelques rappels basiques de
la mécanique des milieux continus afin d’introduire certaines notations qui vont
nous servir dans ce travail. Ainsi, aprés avoir défini les différentes descriptions (la-
grangienne et eulérienne), nous allons étudier les déformations et les contraintes.
La définition des déformations va nous amener a introduire le tenseur gradient
de transformation et, par conséquent, la notion de transport convectif qui permet
de passer d’une description a 'autre. Nous introduisons par la suite la notion de
force puis celle de contrainte afin de déboucher sur les lois de comportement per-
mettant de lier les contraintes aux déformations. Nous rappelons enfin l'inégalité
de Clausius-Dubem qui permet d’établir la cohérence physique d’un systéme ou
d’un modeéle.

0.1 Description d’un systéme en mouvement

O Définition 0.1 [Salencon, 1989] On appelle configuration actuelle d’un sys-
teme S, la configuration k; correspondant a l'instant courant t. Les variables
indépendantes sont donc la position actuelle x de la particule X et le temps t.

On appelle configuration de référence du systéme S, la configuration parti-
culiére Ky, du systéme a un instant to fir€. En général, on pose to = 0 et la
configuration de référence est alors appelée configuration initiale et notée ko. Les
variables indépendantes sont donc la position de référence X de la particule X et
le temps t. Il convient de préciser que le choizr de la configuration de référence
est arbitraire.

On appelle configuration naturelle du systéme S, la configuration ou les va-
riables indépendantes sont la particule X elle-méme et le temps t. Néanmoins,
cette configuration est rarement utilisée en mécanigue des milieur continus. En
revanche, elle s’avére treés utile dans certaines applications de la méthode des
éléments finis.

Un point matériel M est repéré par ses coordonnées, par rapport a un repere
orthonormé, X = (X, X, X3) dans ko et x = (z,,29,23) dans ;. Tous les
repérages des différentes configurations se feront dans un référentiel galliléen noté

R.
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0.1.1 Description lagrangienne
< Définition

La description lagrangienne du mouvement d'un corps déformable dans le
référentiel R consiste a se donner a chaque instant 'expression du vecteur position
x de la particule située en X dans kg:

1 x=9¢(X,1)

ou ¢ est une fonction continue et continiment dérivable.

< Vitesse d’une particule

La vitesse de la particule dans R identifiée par sa position dans kg est le
vecteur U (X, t) défini par:

ox _ 96(X,1)

0.1.2 Description eulérienne

La description eulérienne du mouvement d’un corps déformable dans le réfé-
rentiel R consiste a se donner a chaque instant 'expression du vecteur vitesse u
de la particule dans &,

3 u=u(x,t)

0.1.3 Déformations
& Gradient de transformation

On définit le gradient E de la transformation ¢ : kg —+ K, par:

0¢(X, 1)

=Tox - xxt%

@ admettant une application réciproque, on en déduit que F n’est jamais
singuliere. Son déterminant J (appelé dilatation volumique) ne pouvant étre nul,
il est de signe constant:

5 J=detE , J>0

Y
[Les]

On peut donc effectuer la décomposition polaire de E:

ou g est la rotation de la matiere et y_ et z les tenseurs de dilatation droit
et gauche respectivement.
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< Déformations en représentation lagrangienne

1. Tenseur des dilatations

On définit le tenseur de second ordre C, tenseur des dilatations entre les
configurations ko et k;, appelé tenseur des dilatations de Cauchy!, par:

~1
i3

:tg-

fir

C’est un tenseur symétrique défini positif. Il est le tenseur de base pour la
représentation lagrangienne du comportement.
2. Tenseur des déformations de Green-Lagrange

On définit le tenseur des déformations de Green-Lagrange entre les confi-
gurations kg et x; par le tenseur symétrique d’ordre 2, é:

8 A=z(C-1

b | =

Il a lavantage, par rapport au tenseur de Cauchy-Green droit, d’étre nul
en 'absence de déformation.

3. Tenseur gradient lagrangien du champ de vitesse
Il est défini par:

9 F=VgU(X 1)

4. Tenseur taux de déformation lagrangien

Il est défini comme la dérivée par rapport au temps du tenseur des dilata-
tions:

-

10 4=3t=; (EE+ED)

llg!
fir
=g

|

1. Cette appellation correspond 3 la terminologie frangaise (Germain, Salengon). Dans la
terminilogie anglo-saxonne, ce tenseur est appelé tenseur de Cauchy-Green droit pour le diffé-
rentier du tenseur de Cauchy-Green gauche B. Etant donné que dans la bibliographie ces deux
tenseurs sont utilisés, nous utiliserons, dans la suite, la terminologie anglo-saxonne
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¢ Déformations en représentation eulérienne

1. Tenseur des dilatations
On définit le tenseur de second ordre B, tenseur eulérien des dilatations,

appelé tenseur de Cauchy-Green gauche, par:

Jt

11

Hl=2
I
=
i

2. Tenseur gradient eulérien de vitesse

11 est défini par:

12 L=F-F!

3. Tenseur taux de déformation eulérien

Il s’agit de la partie symétrique du gradient par rapport a x de la vitesse
u(x,t):

13 Dt =5 (Tt + ' Teulnt) =5 L+D)

b | =

C’est un tenseur eulérien. La partie antisymétrique du gradient de vitesse
eulérien est appelée tenseur taux de rotation et notée w:

14 wix,t)=

[N ]
P
l|<<]
=4
B

!
i1
4

fe
3
N
[
Do) =
=

!
(S}

¢ Transport convectif

Le transport convectif d’une grandeur (vecteur, tenseur, élément de surface,
élément de volume ---) consiste a suivre cette grandeur dans le mouvement de
déformation homogene lorsque t varie.

1. Transport d’un vecteur

15 dx =F(X,t)dX

2. Transport d’un volume

Si dQ est un élément de volume dans la configuration actuelle et df)y le
méme élément dans la configuration de référence, alors:

16 dQ = J(X,t)d%

J
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3. Transport d’une surface orientée

Soit dI' et dI'y deux éléments de surface dans «; et kg respectivement:

17 dl = J (X, 1)'F (X, 1) dlg
4. Transport du tenseur taux de déformation

Les tenseurs taux de déformation eulérien D et lagrangien é sont liés par:
18 Dx)="E -AXn-E?
0.1.4 Contraintes

O Description eulérienne

Si on note par g le vecteur contrainte s’appliguant sur un élément de surface
par g P

dI' de normale extérieure n dans la configuration actuelle &, (figure 0.1), on peut
définir le tenseur eulérien des contraintes de Cauchy g par:

A9 g-ndll=gdl

gdl’

Fia. 0.1 -

Force élémentaire
¢ Description lagrangienne

Le tenseur lagrangien des contraintes, qui est le transporté du tenseur des
contraintes de Cauchy, est appelé tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff 2 et
est noté IL. Il est défini par:

20 O=JE' ¢ 'F"’

II est le tenseur énergétiquement associé a A puisque la puissance de défor-
mation est:

.21 Pdéf=/g:édﬂo=/g_:
o]

[

df}

e
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0.1.5 Grandeurs objectives

QO Définition 0.2 [Germain & Muller, 1986] Une grandeur est dite objective si
elle est invariante par changement du référentiel dans lequel on observe le mou-
vement.

Nous avons réuni dans le tableau ci-dessous (TAB. 0.1) les principales gran-
deurs en précisant si elles étaient objectives ou non.

Grandeur ou opérateur Symbole | Objectiviteé

Vitesse U NON

Tenseur de Cauchy-Green C NON®
Tenseur de Green-Lagrange A NON?®
Tenseur gradient de transformation F NON
Tenseur taux de déformation D OUl
Tenseur taux de rotation w NON
Contrainte de Cauchy a 0OUl
Dérivée particulaire £ NON

TAB. 0.1 - Objectivité des grandeurs physiques décrivant un systéme

2 En fait, ce sont les composantes du tenseur qui sont objectives
b Mé&me temarque que pour le tenseur de Cauchy-Green

La dériveée particulaire, qui est la dérivée par rapport au temps d'une gran-
deur définie sur un ensemble de particules que l'on suit dans son mouvement
[Germain & Muller, 1986}, définissant un taux de variation par rapport a un ob-
servateur de la grandeur que ['on suit dans son mouvement n’est pas un opérateur
objectif. C’est pour cette raison que ’on introduit un opérateur objectif, la dérivée
de Jaumann, défini par:

dy d
22 ZO=20)-e()

On peut définir d’autres opérateurs différentiels objectifs. Par exemple, la
dérivée convective
d. d ,
28 F0) =2 ()~ T ()

est un opérateur objectif.

Une autre dérivée objective est celle introduite par Truesdell
[Truesdell & Noll, 1965) et qu’il définit par:

d o

24 é(.): ;(_.)__g.(.)_(.).@_:

ou L est le gradient de vitesse défini par la relation (.12).



10 Rappels et notations

0.1.6 Loi de comportement isotherme

Dans ce paragraphe, nous introduisons la loi reliant le tenseur de contrainte
de Piola-Kirchhoff 2 au tenseur de déformation de Green-Lagrange. L’obtention
d’une telle loi est basée sur un certain nombre de principes que nous développons
dans ce qui suit. Le travail proposé dans cette these est développé pour un maté-
riau isotherme. C’est pourquoi nous nous plagons dans ce cas pour 'établissement
de la loi de comportement.

Q Définition 0.3 Principe de causalité
L’histoire du tenseur de contrainte actuelle ne dépend que de Uhistoire des posi-
tions actuelles et eventuellement de leur histoire passée, soit:

t
25 rh=z{X, T : histoire des positions de X
—00
X' = {z%,VXo € C}, C: corps des points matériels X

Le principe de causalité implique donc que la contrainte actuelle est une fonc-
tionnelle du point matériel X, de I'instant actuel t et de x*:

26 [1(X,t) = @,er(X,1x")

© Définition 0.4 Principe de laction locale (théorie des gradients)

Seuls les points situés a <K proximité > de X influent sur la contrainte au point
X. Donc, au lieu de retenir x!, on ne retient que le développement en gradients
successifs:

4 2
27 E(X,t)zqéréf XtV ol X, 7 ,Zzé X, T oo
—00 —o0

QO Définition 0.5 Principe de simplicité matérielle [Noll, 1958] (théorie du pre-
mier gradient)

La transformation ¢ n’intervient que par son premier gradient F, !'influence des
autres gradients étant négligeable. -

t
.28 Q—,(X’t)zq)réf XtF{ X, 1

—00

O Définition 0.6 Principe d’objectivité
La contrainte doit étre invariante par changement du référentiel dans lequel on
observe le mouvement.
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Cela a deux conséquences sur ’écriture de la loi comportement:

- Changement d’origine des temps: ¢ ne peut étre un argument directement
g g g

de cbréf:
i
.29 g(X,t):@réf X:F{X, 7
—00

~ Changement du référentiel spatial: la contrainte ne dépend que de la défor-
mation pure A (ou C ou U).

Par conséquent, les hypotheses classiques de action locale et de la simplicité
matérielle, conjuguées aux principes de causalité et d’objectivité nous permettent
d’aboutir a la relation fonctionnelle générale liant les contraintes aux déforma-
tions:

30 I(X,1) = @,4(X;A(X,1))

Afin de simplifier cette relation fonctionnelle, nous nous plagons dans le cas des
corps homogenes. Dans ce cas, la dépendance explicite par rapport a X disparait.
La loi de comportement s’écrit donc:

31 O =F| A

T

— o0

La forme de la fonctionnelle F est, en général, approchée par une somme
(dordre N, N = 1:---oc} d’intégrales du tenseur de Green-Lagrange. Pour

plus de détails sur ces représentations, on se référera aux travaux de Fréchet
[Fréchet, 1910], de Green et Rivlin [Green & Rivlin, 1957], de Spencer et Rivlin
[Spencer & Rivlin, 1959] ou de Lockett [Lockett, 1965].

0.2 Inégalité de Clausius-Duhem

On considere un systéme S de domaine § et de frontiere dQd. Supposons
I’existence des grandeurs thermodynamiques suivantes:

— U Vénergie interne du systeme
32 U = / p udSl, u énergie interne spécifique
Q

— C Pénergie cinétique du systéme
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B33 C = %/ p u-udSl, wu vitesse des particules du systéme
Q2

~ P, la puissance calorifique reque par le systeme

34 Pc:/rdﬂ—/ q-n do0
iy} an

r densité volumique de production interne de chaleur
avec { q vecteur courant de chaleur
n normale extérieure a 0f}

~ P, la puissance des efforts extérieurs

.35 'Pe:/f_-gdﬂ+/ g u doQ
Q o5

f force de volume
avec .
g force surfacique

~ & Dentropie du systeme
36§ = / p s d), s densité d’entropie spécifique
Q

Alors I'inégalité de Clausius-Duhem s’écrit, dans la configuration actuelle:

37 g(x,1):D(x,t) = p(x,t) [a(x,1) ~ 0(x,1) 8 (zc_,t)]_ﬂ(’—" ;)('x %‘9) (%) N

Dans la configuration de référence, elle s’écrit:

O(X,8):AX 1) = po(X,t)[uo(X,t) = (X,1) 50 (X, )]
.38

QX VXK
Xy -

ou l'indice 0 se rapporte a la configuration de référence.
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Premiere partie

Synthese bibliographique des
différents modeles viscoélastiques
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Introduction

Les lois de comportement peuvent s’écrire sous différentes formes conduisant
4 des approches qui different par leur principe.

A ce propos, deux grandes écoles se distinguent dans le développe-
ment des lois de comportement en viscoélasticité: 1’école anglo-saxonne
([Coleman & Noll, 1961a], [Noll, 1958], [Pipkin, 1964}, [Bernstein et al., 1963],
[Schapery, 1969}) qui privilégie une approche de type fonctionnelle et I’école fran-
caise {[Mandel, 1977}, [Weber, 1968], [Sidoroff, 1975,]) qui est davantage axée sur
une approche par variables d’état.

L’approche fonctionnelle consiste a écrire la contrainte sous la forme d’une
fonctionnelle de 'histoire passée de la déformation. Fréchet [Fréchet, 1910] a
montré que de telles fonctionnelles (sous I’hypothese qu’elles soient continues)
pouvaient étre développées en séries d’intégrales multiples. Selon 1'ordre du dé-
veloppement, on obtient des expressions de plus en plus complexes et donc des
modeles plus ou moins fidéles au comportement réel. Chaque fonctionnelle du
développement peut étre interprétée comme une fonction de relaxation qui peut
étre déterminée expérimentalement. Le nombre d’expériences a réaliser devient
rapidement élevé lorsque 1’on augmente ’ordre du développement ce qui est une
limite importante a ce type d’approche qui, malgré tout, reste utile pour des
études théoriques.

L’approche par variables d’état suppose que les grandeurs constitutives ne dé-
pendent pas de I'histoire comme le suppose ’approche fonctionnelle, mais qu’elles
dépendent uniquement de la valeur actuelle de certaines variables, dites variables
d’'état supposées étre les mémes que celles qui décrivent 1’équilibre. Elle est plus
maniable que 'approche précédente puisqu’elle ne fait intervenir qu’un nombre
limité de variables d’état et s’inscrit, par sa construction méme, dans un cadre
thermodynamique. Le probléme posé consiste a choisir de facon adéquate les va-
riables d’état et les fonctions d’énergie libre et de dissipation pour décrire un type
de comportement donné.

Dans le cadre de cette étude bibliographique, on développera les principaux
modeles illustrant les deux écoles en montrant, chaque fois que possible, leurs
avantages et leurs limitations.
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Chapitre 1

Approche fonctionnelle

Dans cette catégorie, on regroupe les modeles basés sur une représentation
fonctionnelle des contraintes, de ’énergie libre et de ’entropie (c’est a dire qu’elles
dépendent de l'histoire des déformations et de la température [Sidorofl, 1975,])
en partant des modéles linéaires (Coleman et Noll {Coleman & Noll, 1961a]) pour
arriver aux modeéles non linéaires (Lockett {Lockett, 1972]). Nous évoquerons en-
suite la notion de temps réduit introduite par Schapery [Schapery, 1969] avant de
terminer par le modéle de Christensen [Christensen, 1980] qui est une extension
de 'hyperélasticité a la viscoélasticité.

1.1  Viscoélasticité linéaire finie

Dans le cadre des modeles viscoélastiques par approche fonctionnelle, on se
restreint au cas isotherme. Le point de départ de ces modéles est la relation
(.31) liant 'histoire des contraintes & celle des déformations que nous rappelons
ci-dessous:

t
L1 ) =F A(r)

T =—00

En réécrivant cette relation en terme de contrainte de Cauchy, comme 'ont
fait Green et Rivlin [Green & Rivlin, 1957, [Pipkin, 1964], on obtient:

t
E@)-F| Alr) |-EQ)

T = —00

=R 1) E() = -

1.2 g(t) = -j ik

e

Pour supprimer la difficulté issue des grandes déformations, Green et Rivlin
[Green & Rivlin, 1957], [Pipkin, 1964] ont superposé ces grandes déformations a
de petites déformations, de telle sorte que la réponse globale du matériau puisse
étre considérée comme linéaire.
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< Petites déformations superposées a de grandes déformations

Si les déformations sont suffisamment petites, le comportement peut étre
considéré comme linéaire, méme si elles sont superposées a de grandes défor-
mations. Notons A cette grande déformation. Green et Rivlin expriment alors la
loi de comportement, écrite en contrainte de Cauchy, en fonction de trois tenseurs,
relatifs a la déformation A, qu'ils définissent ainsi:

; _ 8m,—(t)
ﬁp(t) - ozY
, Ozi{T) Ozi(r
ta { oy = TR ORI
t 3
BO. - 0z? al‘?
\ 978X, 8X,

ott 9(X,) sont les coordonnées de la particule X, a un instant particulier de
la déformation A .

En termes de A%7) et B°(7), la relation développée & l'ordre 1 (1.2),
écrite en contrainte de Cauchy, pour des petites déformations superposées a de
grandes déformations dans un matériau initialement isotrope, prend la forme

[Pipkin & Rivlin, 1961]:

t
L4 got) = E(t).qL,(B") + L, | A%r) ;B°| } 'E()
T = —00
ou _I_o est une fonction tensorielle des invariants de I_ﬁf et _Z , une fonctionnelle
des invariaats de @0 et de Phistoire de _é_o.

Remarque 1.1 On remarque que le déterminant J de F de la relation (1.2)
n’apparait pas dans la relation (1.4). Il est tout simplement inclus dans les termes

Si(imo,)

Remarque 1.2 La relation (1.4} peut étre récrite en contrainte de Piola-
Kirchhoff 2, ce gqui donne:

i
Ls 0t =T, (B) + L, | A%r) ;B

T=-—00
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Toutefois, cette vision est limitée par le fait que la déformation doit étre petite.
Pour pallier a cet inconvénient, Coleman et Noll ont considéré la configuration
actuelle comme étant la configuration de référence (approche eulérienne} pour
décrire I'histoire de la déformation car, souvent, soit on ne connait pas la confi-
guration de référence naturelle du matériau, soit il y a plusieurs états d’équilibre
possibles sous contrainte nulle, soit la configuration naturelle n’est pas celle que
I’on veut privilégier.

< Le modele de Coleman et Noll

Au lieu d’introduire un gradient de transformation et un tenseur «grandes
déformations>®> définis par rapport a une grande déformation, Coleman et Noll
{Coleman & Noll, 1961a] définissent une nouvelle mesure de déformation a partir
du gradient relatif. Ils remplacent donc les relations (1.3) par:

C(r) = "E(n) E(n)

1.6

=

Selon la valeur de 7, ces deux tenseurs prennent des valeurs particuliéres, a
SavoIr:

1.7

st <0

Coleman et Noll [Coleman & Noll, 1961a] écrivent la loi de comportement en
terme de tenseur de contrainte de Cauchy modifié g(t) = ‘R(t)-g(t)- R(t) en fonc-
tion du tenseur @_t(r) =‘R(t)-C,(1)-R(?) (R étant la rotation de la matiére).

En utilisant la théorie des espaces de Hilbert, ils aboutissent & la loi de com-

portement, écrite a l'ordre 1, suivante:
1.8  3(t) =;’J(g(t)) +/0 T (Q(t—.s);gt)) ds

ou 2) et T ’1 sont respectivement une fonction tensorielle et une fonctionnelle
analogues a T et T mais qui dépendent des invariants de C et de I’histoire de

C..

=t

Remarque 1.3 En récrivant la relation (1.8) en terme de contrainte de Piola-
Kirchhoff 2, on obtient:

L9 H(t) =T (Ct) + /

t

L7 (C(r): C(t)) dr
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Lorsque 1’on applique le modele de Coleman et Noll aux matériaux isotropes,
il est plus pratique de prendre la configuration de référence comme étant non
déformée [Noll, 1958], [Truesdell & Noll, 1965]. La contrainte est alors détermi-
née par l’histoire de la déformation et par la déformation actueile seulement, &
condition que 1’on choisisse comme mesure de déformation actuelle le tenseur B
(ou V). Dans ce cas, les résultats issus de [Noll, 1958}, [Truesdell & Noll, 1965]
montrent que les équations constitutives (I.8) et (1.9) se réduisent respectivement
a:

Li0 3(t)=1, (B(t)) + /Dmg’l (Q(t— s): Bt )) ds

Ieallind "
L 00 =I5 @0)+ [ I (C0)Bo) o
ou les fonctions tensorielles _I_; et szg et les fonctionnelles 2’1 et g’; sont iso-
tropes.
On remarque que la relation (I.11) s’apparente a la relation (1.5) déterminée
par Green et Rivlin. Dans le paragraphe suivant, on montre que ’on peut passer
de l'une a autre moyennant certaines considérations.

o Liens entre les modeéles de Green & Rivlin et de Coleman & Noll

On présente ici les arguments de Coleman et Noll {Coleman & Noll, 1961a],
[Pipkin, 1964] qui ont permis d’établir des liens entre les deux formulations.

Dans la théorie de Green et Rivlin, la déformation stabilisée A, peut étre
choisie de telle sorte que A{7) — A  soit petite dans un intervalle de temps T
suffisamment long précédent l'instant t ou la contrainte est mesurée. Dans ce
cas, la relation (1.5) est toujours applicable, que le matériau soit dans 1'état
stabilisé ou pas. En particulier, pour toute valeur de t, on peut choisir A comme
étant la valeur de A(r) a Pinstant t, c’est & dire A = A(t). Par conséquent,
D(r) = A(r} — A, est la différence entre I'histoire de déformation actuelle Alr)
et I’histoire ﬁctwe d’une déformation stabilisée dans laquelle la déformation a
toujours la valeur A(t). Avec ce choix de A , D(7) dépend paramétriquement de
t {a travers le choix A = A(t)). On peut alors Pécrire D(7; 1), avec, par définition,
D(t;t) = 0. D{r; t) peut étre petit dans un long intervalle (en 7) précédant t.
Cest en particulier le cas lorsque la déformation varie suffisamment lentement.
Si on choisit z%(X,) comme étant les coordonnées des particules X, & ’instant

: oz} , (s
t, de sorte que z? = z;(t), alors les gradients 8% dépendent paramétriquement
4

de t, mais ne sont pas des fonctions de 7. Avec ce choix de 2?0, la déformation
relative A°(7) de la relation (1.3) doit étre notée A’(T;t) et est égale au tenseur
de Green-Lagrange A(7;t) et le tenseur des dilatations gauche relatif B° de la
relation (1.3) doit étre noté B(t), tenseur des dilatations gauche (non relatif).



20 CHAPITRE 1. APPROCHE FONCTIONNELLE

Dans ce cas, le gradient de transformation F° de la loi de comportement (I.4)

Oz;(t ) )
vaut: F (; = ; (0) = é;,. Cette loi de comportement devient alors:
£ :z:
P
t
112 g(t) = {Z,(B) + L, | A7) B
T= -0

Cette relation peut étre réécrite en fonction du tenseur de Cauchy-Green droit,
ce qui donne:

1
.13 g(t) = ;(E) + T C(r;t) ;

=1
T=—0

==

Cette relation peut étre comparée a la relation (1.10) correspondant a la loi
de comportement en viscoélasticité linéaire finie d’un matériau isotrope établie
par Coleman et Noll.

Le modele de Green-Rivlin est plus adapté aux problemes des petites vibra-
tions. En revanche, celui de Coleman et Noll est plus approprié pour les problemes
ou la déformation varie lentement tout en étant grande ce qui en fait un modele
plus avantageux pour les grandes déformations qui sont I'objet de ce travail.

Une application des théories de Green et Rivlin et de Coleman et Noll est le
modele de Bernstein, Kearsley et Zapas (communément appelé BKZ) qui pose
le probleme de !'identification (expérimentale) des fonctionnelles. Dans lesdites
théories, I’histoire de contrainte est une fonctionnelle de I’histoire du gradient de
transformation. L’inconvénient d’une telle écriture est que, a partir des résultats
d’une histoire du gradient de transformation, on ne peut pas prédire les résultats
d'une autre histoire du gradient de transformation. Ainsi, le premier point faible
des deux théories est d’avoir admis (et donc contourné) la question de savoir
dans quel sens une histoire de déformation peut en approcher une autre. D’autre
part, les modéles de Green & Rivlin et de Coleman & Noll génerent un nombre
élevé de caractéristiques matérielles a identifier. L’expérimentateur ne peut pas
effectuer un nombre indéfini ou infini (méme dénombrable) d’essais. Par consé-
quent, 1l faudrait limiter le nombre de parametres du matériau a un nombre fini
et petit en ajoutant a la théorie des hypotheses empiriques raisonnables. C’est
en partant des modeles de Green et Rivlin et de Coleman et Noll et en se basant
sur des hypotheéses justifiées par ’expérience, que Bernstein, Kearsley et Zapas
ont construit leur modeéle que nous présentons au paragraphe suivant.
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1.2 Le modele de Bernstein, Kearsley et Zapas
(BKZ)

Souvent, les matériaux viscoélastiques sont modélisés par l’adjonction de
termes visqueux a la théorie des solides élastiques (modele classique de Voigt)
ou par ’adjonction de termes élastiques a la théorie des fluides (modele de Max-
well). Mais cette vision n’est plus valable pour de fortes non linéarités.

Bernstein, Kearsley et Zapas [Bernstein et al., 1963] ont développé une théo-
rie (le modéle BKZ) pour les matériaux incompressibles, sous deux formes: la
premiére, valable pour les solides et la seconde, pour les fluides. La premiere est
valable pour les élastomeres aux temps courts et a de faibles températures alors
que la seconde est applicable aux temps longs et a des températures élevées.

1.2.1 Solide incompressible

La premiere forme du modele BKZ est basée sur deux hypotheses:

— La théorie de Green et Rivlin permet d’écrire la fonctionnelle F (A(r), 1)
reliant la contrainte de Cauchy (ou de Piola-Kirchhoff) a la déformation
(relation (I.2)) sous forme polynomiale de degré un ce qui, pour un matériau
isotrope, donne:

F(A(T)t) = ML + xtrA(t) 1 + 2u A(¢)
114 . ,
- / a(t — mitrA(r)L dr — 2/ b(t - T)A(r) dr

M, x et u sont des constantes du matériau
a et b sont des fonctions du temps et du matériau

— On suppose qu’a l’équilibre, le comportement est défini par une densité
d’énergie de déformation [Signorini, 1955]:
1

L15 W=M1;>+2

AIY + BI?
avec:

I = trA, I# = irA% A = lim A(t), B = tlim B(t)
- - - Q0

t—o0

Alt) = x — /:a(T) dr, B(t) = pu — /Otb('r) dr
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Ceci nous conduit donc a écrire la contrainte de Cauchy, pour un essai de
traction/relaxation uniaxiale d’élongation A sous la forme:

o 1
e 2 ey BA(:&) + B(t)] + 7A@ + BOl+ M - A
qui vérifie la condition d’équilibre sans force de volume:

60,,-
8:53- - 0

Le comportement est donc identifié par deux intégrales simples A(1) et B(¢)
et une constante M.

1.2.2 Fluides incompressibles

La seconde forme du modeéle BKZ pour les fluides incompressibles, est inspirée
des travaux de Coleman et Noll [Coleman & Noll, 1961a] en utilisant un poten-
tiel élastique. On utilise le concept de fonction d’énergie de déformation associée
a la théorie des déformations élastiques finies et on l'incorpore dans la théorie
des fluides de Coleman et Noll [Coleman & Noll, 1961a] en considérant toutes les
configurations passées comme configurations préférentielles. Bernstein et al. défi-
nissent un gradient de transformation a l'instant t par rapport a la configuration
a I'instant 7 par:

_ axg(t)
Bt = |35)
qui s’apparente au gradient relatif F (7) introduit par Coleman & Noll (rela-
tion (L.6)).

Quant au tenseur de déformation associé, il s’écrit:

Ay(t,T) = é—[@j(t’f) ~ 4;5]

De méme, C(¢, 7) s’apparente au tenseur C (7) introduit par Coleman & Noll
(relation (1.6)).

En supposant ’existence d'une fonction d’énergie ¥ qui, en vertu du principe
d’indifférence matérielle [Noll, 1958], ne dépend que des deux premiers invariants
de A, on a:

U = (I3, 71), IP(t,7),t— 7]

qui, a Pordre 2, s’écrit:
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a(t — )
2
ou a(t—7), b(t — 7) et m(t — ) sont des fonctions du matériau.
On obtient alors une contrainte pour un essai de traction/relaxation uniaxiale
d’élongation A de la forme [Bernstein et al., 1963]:

U = m(t—r1) 1% + Y 4 bt —1) 12

s 2 _ ey [%A(t} + B(t)] + % [A() + B(t)] + M(t) — A(t)

Aft) = / a(t) dr, B{t) = / b(r) dr, M(t) = / m(r) dr
¢ ¢ t
On remarque que les relations (1.16) et (1.18) ont une apparence identique.
Toutefois, il convient de remarquer que:
- A, B et M n’ont pas la méme signification dans les deux cas
— pour les fluides, M dépend du temps

- pour les fuides:

lim A(t) = 0, tl_l}rir)xoB(t) = 0, }f&M(t) =0

t—»00

1.2.3 Identification expérimentale

Les relations (1.16) et (1.18), qui s’appliquent a des essais de traction/relaxation,
peuvent s’écrire:

oa(t) = = (¥ = 1)at) + 700) + (1)
1.19

]

|02 = DRO + 3| 80040

1
aft) = 5A() + B(), 6(t)= AW)+ B()
avec - a(t)
(1) = M(0) - A, B = 5]
En faisant varier A, on peut représenter I’évolution de og(t) en fonction de %
Chacune de ces courbes admet un minimum, observé également expérimentale-
ment, donné par:

120 1o [‘%gz]%
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Une fois ce minimum déterminé, on peut calculer R(t).

s . . L1
D’autre part, en tracant I’évolution de og(t) en fonction de (A\* ~1)R(t) + T

I’équation (1.19) montre que ’on obtient une droite de pente 3(f) coupant ’axe
des ordonnées en y(t).

Ainsi, les coefficients a(t), 5(t) et v() sont identifiés et, par conséquent, A(t),
B(t) et M(t) également. Selon la dépendance de M par rapport au temps, on
pourra dire si le comportement est de type fluide ou solide.

1.2.4 Limitations

Malgre une bonne concordance entre théorie et expérience, les auteurs émettent
cependant des réserves dans la mesure ot un seul type d’expériences ne peut pas
étre une preuve formelle de la justesse du modele. Par exemple, dans le cas de
Ihyperélasticité, ce type d’expériences s’avere insuffisant et ne conduit pas a une
bonne identification du matériau.

On peut ajouter a ces réserves d’autres limites du modele telles que la non
linéarité qui n’est que géométrique et la restriction au cas incompressible.

Une des limites de ces théories issues de la viscoélasticité linéaire finie est que
les fonctionnelles donnant la contrainte d’'un matériau simple sont linéaires. C’est
pourquoi Coleman et Noll {Coleman & Noll, 1961a] ont introduit la viscoélasticité
d’ordre supérieur qui fait I'objet du paragraphe suivant.

1.3 Viscoélasticité d’ordre supérieur

1.3.1 Viscoélasticité d’ordre 2

Dans cette partie et afin de remédier a 'inconvénient précédent, la fonc-
tionnelle F de la relation (I.1) est approchée par une fonctionnelle polyno-
miale d’ordre 2. Ceci nous conduit a écrire la relation (1.9) sous la forme

[Coleman & Noll, 1961al:

L = LEm)+ [ I(Cekgn) d

I.21

t
avec Iinﬁ Hg('r)”-’z’R' C(r) ;C(t)| =0



1.3. VISCOELASTICITE D’ORDRE SUPERIEUR 25

La fonctionnelle quadratique D peut étre exprimée en termes d’opérateurs sy-
métriques bornés dans ’espace de Hilbert. Une étude thermodynamique simple
montre que si l’on considere deux essais de cisaillement a élongation opposée, la
fonctionnelle D est identiquement nulle et on se retrouve dans le cas de la vis-
coélasticité d’ordre 1. D’ou 'intérét de faire un développement d’ordre supérieur
(n > 2) avec un résidu d’ordre o(“g(f)“") ce que Lockett [Lockett, 1965] s’est
intéressé & faire et qui fait I’objet du paragraphe suivant.

1.3.2 Viscoélasticité d’ordre 3
< Loi de comportement

Lockett [Lockett, 1965] a étendu les travaux de Noll [Noll, 1958] et de Green
et Rivlin [Green & Rivlin, 1957] en développant des équations constitutives, pour
des matériaux simples isotropes [Noll, 1958] jusqu’a ’ordre 3. Un tel développe-
ment nécessite douze fonctions caractéristiques (de relaxation ou de fluage selon
le cas). En utilisant une généralisation du théoreme de Cayley-Hamilton, le ten-
seur ), qui est soit une contrainte (de Cauchy ou de Piola-Kirchhoff) soit une

déformation (Green-Lagrange), s’écrit, pour un matériau initialement isotrope:

Q@) = /Ot {1w1T1+¢2M}d1-1

1 ¢
-+ / {;¢3T}_T2 + 1’(,/J4T1f> -+ y)sle\ff[ -+ ‘tﬂ‘eMl _MQ} dTlde
1.22 070

t { t
+ / / / {l 71123 + LsM Tos + eTi o M, + 10T M,

FYuTiM, - M+ oM, - M- M} drdndrs +

_1_ =3

Dans cette relation, on a:

To = trP(ra), Tap = tr |B(ra) - P(7)|, Tupy = tr [ﬁ(fa)-g(fa)-ﬁ(m)]
M_ = P(.), Pestle dual de Q

< Y1, Y2 = filt — ), Y3 e = folt — 1,t — 72)

Y7o = fa(t — 1,8 — Tyt — T3)

L %1 -9y2 sont des fonctions de relaxation ou de fluage
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< Interprétation des tenseurs P et () et identification expérimentale

Lorsuqe l'on effectue des essais de fluage, @ s’apparente & une déformation
(Green-Lagrange) et P & une contrainte (Cauchy ou son déviateur dans le cas
incompressible). o

L’identification se fait a 'aide d’essais simples st R = 1. En revanche, les
essais deviennent difficiles & mettre en oeuvre si R #Z -

< Limitations

L’inconvénient majeur d’une telle approche réside dans l'identification des
parametres. En effet; si de simples expériences de fluage ou de relaxation suffisent
a identifier le comportement, leur nombre reste cependant tres élevé.

Une autre alternative de 'approche fonctionnelle est de construire les lois
constitutives a partir d’un principe de Boltzmann modifié. C’est la voie suivie
par Leaderman et Schapery et que nous présentons maintenant.

1.4 Extension du principe de superposition de
Boltzmann

1.4.1 Le modéle de Leaderman

Leaderman {Leaderman, 1962] a voulu étendre la non linéarité au cas des
petites déformations [Ward, 1983} et a basé son interprétation sur le principe de
superposition de Boltzman.

Leaderman [Leaderman, 1962],[Ward, 1985} a développé sa théorie unidimen-
sionnelle a partir d’un certain nombre de constatations expérimentales:

~ Il a constaté que la fonction de fluage était différente selon le niveau de
contrainte (figure 1.1a),

- ensuite, il a remarqué que les fonctions de fluage et de relaxation coinci-
daient pour un méme niveau de contrainte (figures 1.1a et 1.1b),

- enfin, il a constaté que chacune des fonctions de fluage et de relaxation
étaient égales aux temps tres courts, quel que soit le niveau de contrainte

(figures 1.1a et 1.1b).
1l a émis deux explications a ces constatations:

- Il y a une déformation élastique instantanée proportionnelle a la contrainte

- Le fluage et la relaxation sont des fonctions uniques de la contrainte.
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b

= e hod P

*|e // ) +|° / “/1
© e c

g // ,/{/ 4’ '% /{
3 = g
o o
§ 3
g g
= 3
&
&

log(temps) log{ lemps}
(@) )

Fi1G. 1.1 - Comparaison entre fonctions de fluage et de relazation pour différents
niveauz de contrainte [Ward, 1985]

Ceci ’a conduit & proposer un principe de superposition modifié (uniaxial):

tas =% [ Lo

[e.e]

ou f (o) est une fonction empirique de la contrainte uniaxiale o.

Toutefois, ce principe est limité dans ces applications car il ne décrit pas les
comportements pour des chargements plus complexes que le fluage et la relaxa-
tion. De plus, il fait I'hypothese de décomposition multiplicative des noyaux qui
n’est pas toujours applicable aux matériaux réels.

1.4.2 Le temps réduit de Schapery

Schapery [Schapery, 1969] a essayé d’utiliser le principe de Botzmann géné-
ralisé par Leaderman {Leaderman, 1962], [Ward, 1985] afin de tenir compte de la

b

R

non linéarité issue de la dépendance en température.
13

<& Temps réduit en contrainte

Schapery [Schapery, 1969], [Ward, 1985] généralise la loi de comportement
unidimensionnelle (1.23) sous la forme:

dg, E("')]

d
dr T

124 gt)=gf g+ [ DIw-¥):
= -0 =
ou

9o, g1 et g sont des propriétés du matériau qui dépendent de la contrainte
J est le module de fluage instantané

=
AJ=]-—J , J étant le tenseur de fluage classique

= =0 =
et v le temps réduit défini par :
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4 dtl
b=(t) = —— a, >0 et ! = (T
P = Y(t) o @ E(tl)‘l a ¢ p(7)
avec lir% (g0 g1 g2 a- ) = (1 1 1 1) pour s’assurer de la compati-
g4 '

bilité avec la formulation linéaire aux petites déformations?.

& Temps réduit en déformation

Schapery propose une formulation duale de la précédente:

dhs [e(r)]

4
125 g{t) = hoR :glt) + / AR(p - p'): — 0

=0
ou

heo, h1 et hy sont des propriétés du matériau qui dépendent de la déformation
_ug est le module de relaxation & I’équilibre

A@ R ~R , R étant le tenseur de relaxation classique

p le temps reduxt défini par :

t dt, ,
p=plt)= | ——= , a.>0 et p' = p(r)
o a [g(t)]
avec, comme précédemment lirr(1) ( hoo h:i hy a. ) = ( 1111 )
-0

O Identification expérimentale

Le comportement précédemment défini est entierement identifié par quatre
fonctions de la contrainte ou de la déformation (go, g1, 92 et @, ou he, Ay, A2 et a.)
et le temps réduit. En guise d’identification expérimentale, considérons un essai
de fluage simple et un essai de relaxation simple. La fonction de fluage non linéaire

J et la fonction de relaxation non linéaire R s’expriment par:
= =n

&

t
1) = god + qgpld (E—)

it
|

I.26

=

() = hoR + hlthR(i)

1.0 est le tenseur nu] d’ordre 2
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Schapery [Schapery, 1969], [Ward, 1985] propose la méthode graphique sui-
vante pour déterminer les fonctions caractéristiques du comportement. Des rela-
tions (1.26), on déduit:

log @n(t) ~g0d ) = log(g1g2) + log {"/—\i (?zt?)]

=0 =

1.27 tog (_n(t)_h R ) = log (hyhe) + log [A%(fﬂ

—OO

Les courbes log@ (t) — gﬂ) (resp. log ( (t) — P ]R )) en fonction de
=n =

log(t), pour différents niveaux de contrainte (resp. de deforrnatlon) se ramenent

a une courbe malitresse par translation le long des deux axes. Pour des essais

effectués en petites déformations pour lesquels go = g1 = g2 = a, = 1 (resp.

hoo = hy = hy = a. = 1), les coefficients de translation sont:

en abscisses: log(a,) (resp. log(a.))

en ordonnées: log{gig2) (resp. log(hihs))

Ceci permet de déterminer les fonctions go, J, a5, 9192 (resp. heo, R, de, hihy).

Pour séparer ces deux dernieres fonctions, Schapery effectue des simulations mul-
tiéchelons du type fluage-recouvrance (resp. relaxation-effacement) et utilise la
propriété des fonctions g¢; et a, (resp. h; et a.) pour une valeur de contrainte
(resp. déformation) nulle pour écrire la forme de la réponse que 'on obtient:

g : [Ag (fi +t- n) - D - tl)]

(resp. = gth : {A% /t_l +t— tl) &R(t - tl)-_D

ae

llclvlw
IS

ou t; représente l'instant de décharge.
On peut alors déterminer la fonction g; (resp. hy) et par conséquent identifier
tout le comportement.

< Limitations

Dans son développement, Schapery fait implicitement ’hypothese des petites
déformations. De plus, dans le cas tridimensionnel, pour un comportement iso-
trope et compressible, un tel modele fait intervenir dix fonctions caractéristiques
du matériau ce qui rend !'identification expérimentale tres délicate.

Une troisieme voie possible est de partir de 1’élasticité caoutchoutique et,
par une approche fonctionnelle, d’intégrer I'effet temporel. C’est cette voie que
Christensen a exploré et que nous explicitons dans le paragraphe suivant.
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1.5 Extension de I’élasticité: le modele de Chris-
tensen

Ce modele est une généralisation de !'élasticité caoutchoutique. En consta-
tant que les modeles hyperélastiques sont une bonne approximation de 1'élasti-
cité caoutchoutique, Christensen [Christensen, 1980] a étendu ces modeles a la
viscoélasticité.

1.5.1 Hypotheses du modele

1. Matériau incompressible
2. Matériau isotrope
3. Température constante, loin de la transition vitreuse (état caoutchoutique)

4. Pour des processus suffisamment lents, la théorie viscoélastique se réduit a
la théorie cinétique de 1’élasticité caoutchoutique

5. La théorie viscoélastique est appliquée aux problémes 4 contrainte imposée.

1.5.2 Loi de comportement

On part de la relation fonctionnelle générale, écrite sous forme intégrale
[Green & Rivlin, 1957], reliant la contrainte de Cauchy a la déformation dans
le cas incompressible:

¢ OAgL(T
o = —pdi; + Tik T;L [9051\'1, + /Ogl(t-r)-——gi-( )dT

1.28

’ oA
+5KL/ gl(t——r)—%—(?—)-d‘r + ]
0 T

p est la pression hydrostatique.
Pour un matériau incompressible, Pipkin [Pipkin, 1964] a montré que la condi-
tion d’incompressibilité entraine:

trd = tr(éz) - [tré__]z 4 o

En ne retenant que les termes d’ordre inférieur ou égal a 1, (1.28) devient:

¢ oA
L29 oy = —pd&; + zik 50 [9951{1, + /g;(tor)—————bfg;li(lldr + }
0
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Afin d’utiliser ’hypothese 4, expliquons ce que l'on entend par processus
lent [Gurtin & Herrera, 1965]. Soit une histoire de déformation donnée z; x(t) et
Axr(t). Une histoire retardée ou accélérée est spécifiée par Agr(at), avec a > 1
pour un phénomeéne accéléré et & < 1 pour un phénomene retardé. Accélérer un
processus revient & comprimer ’échelle du temps. Par conséquent, en changeant

Lt . L
Pargument < temps>» par 'argument réduit —, on obtient, pour des histoires
a

infiniment accélérées et retardées:

t
oy (—) = —p &+ zik ;0 9ok + G1(0) Skr(t) + -] o
@/ accéléré
1.30
t
i (—) = —pdij+zik 7L ]900kL + gi(00) Skrlt) + -], 0
@/ retarde

L’hypothese 4 stipule que pour des processus trés lents, la théorie viscoélas-
tique se ramene a la théorie cinétique de 1’élasticité caoutchoutique. Or la théorie
cinétique de 'élasticité caoutchoutique est incluse dans les relations (1.30) par la
présence du terme go. Par conséquent, (1.30) conduit a g;(oc) = 0 de méme que
tous les termes d’ordre supérieur, soit:

1.31 gn(oo) =0,n =12 ---

Par conséquent les fonctions de relaxation décroissent vers § comme pour les
fluides, sauf le premier terme go(o0) qui est non nul et qui représente I'équilibre

du solide.

Sachant que l'amplitude de la contrainte augmente avec la déformation

dlg|

—=, ou E est amplitude de la déformation) et lorsque I'histoire de déforma-

E
. s s On (t—:") ) . N
tion est accélérée | ———== > 0 |, alors I'hypothese 5 conduit a:
\ X
do 0
da

qui signifie que la contrainte reste constante lorsque ’histoire de déformation
est accélérée. La combinaison de tous ces résultats conduit & écrire que

1.32 iE— <0
do

c’est a dire que si amplitude de la contrainte est maintenue constante alors
I’amplitude de I'histoire de déformation doit diminuer lorsque celle-ci est accélé-
rée.

A partir de ces résultats, on peut tirer les conclusions suivantes:

~ Pour les processus lents, les termes en intégrales de la relation (1.29) sont
négligeables devant g, en vertu de (1.31) et la théorie viscoélastique est
sujette aux restrictions de la théorie élastique.
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— Pour les processus rapides, (1.32) permet de montrer que ’amplitude de
déformation doit étre petite et, en conséquence, toutes les fonctionnelles
d’ordre supérieur a 2 de (1.29) sont négligeables.

Donc, pour les processus lents et rapides, la loi de comportement s’écrit:

JAkL(7)

e dr

i
1.33 oy = —péy + Tig T;L [905KL + /gl(t“f)
0

Cette relation, sous la condition g;(co0) = 0, est une généralisation de la
théorie cinétique de I’élasticité caoutchoutique pour modéliser le comportement
viscoélastique. Il est a noter que cette théorie n’est pas simplement la théorie
élastique a laquelle on a ajouté effet d’hérédité [Christensen, 1980].

Sous I'hypothese des petites perturbations, la relation (1.33) devient:

i
1.34 oi; = -p 5,"_,' + Tik TjL [905}(1’, =+ 2/ u(t — T)aegi’r)d‘r
0

avec 2u(t) = 2g0 + ()

Cette relation correspond a la théorie classique des petites déformations. On
remarque que la théorie non linéaire contient les mémes constantes du matériau
que la théorie des petites déformations ce qui confere a la forme non linéaire (1.33)
une utilité plus importante.

Cette théorie a certaines similitudes avec le modele BKZ
[Bernstein et al., 1963]. Mais la principale différence réside dans le fait que
la théorie BKZ est basée sur la prise en compte de plusieurs parameétres et
fonctions pour caler sur une large gamme de données alors que le présent modele
est basé sur une généralisation viscoélastique de la théorie élastique.

Ce modele présente néanmoins certaines limites puisque ces résultats ne sont
exploitables que pour des essais de fluage et que les non linéarités sont purement
cinématiques. De plus, cette théorie n’est valable que pour les matériaux isotropes
incompressibles.

1.6 Conclusion

Dans tous ces modeles, on constate les mémes limitations. Pour un dévelop-
pement d’ordre 1, ces modéles ne sont validés que pour des sollicitations simples
(unidirectionnel, traction/relaxation). Dans des cas plus complexes de charge-
ment, le passage de 'approche linéaire a ’approche non linéaire nécessite en
général le développement des fonctionnelles a des ordres strictement supérieurs a
2. Un tel développement fait augmenter tres rapidement le nombre de parametres
a identifier mais ne permet pas le calcul des énergies. De plus, les non linéarités
sont, en général, purement cinératiques.
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Par conséquent, le modele que P'on développera devra étre validé pour une
large gamme d’essals, y compris des essais complexes. De plus, 'ordre du déve-
loppement doit étre faible de facon a ne pas engendrer un nombre trop élevé de
parametres a identifier.
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Chapitre 2

Approche par variables d’état

Ces modeles supposent que 'histoire passée n’intervient que par la valeur ac-
tuelle d’un certain nombre de variables, les variables d’état, dont I’évolution est
régie par une équation d’évolution [Sidoroff, 1975,]. Dans ce groupe, on réunit
les modeles basés sur une approche par potentiels a I'image des travaux de We-
ber [Weber, 1968] et de Sidoroff [Sidoroff, 1976] ainsi que les principaux modeéles
rhéologiques tels que le modele de Maxwell ou celui de Burger.

2.1 Les modeles rhéologiques

Les modeles rhéologiques que 'on va décrire ci-dessous correspondent a des
matériaux viscoélastiques solides ou liquides. On peut trouver leur description
dans [Germain, 1973], [Eringen, 1967], [Mandel, 1977]. Ces modéles sont obtenus
en combinant des ressorts et des amortisseurs, permettant ainsi de donner une
interprétation des différentes variables d’état apparaissant dans le modele. On
cherchera, a chaque fois, a choisir convenablement les variables d’état et on dé-
finira les potentiels d’énergie libre ¥ et de dissipation ¢. Le comportement d’un

matériau est entierement décrit par les variables d’état x = (&, x ,---,x ) et les
p = - L =

fonctions convexes ¥ (x) et ¢ (1_) La loi d’évolution s’écrit:

ov o )
1.35 (g:—- P Eg, (—',O 5;(—) ) € 6(&5 (é)
= =/ {=2er

ou le sous-différentiel J¢ est défini par:

QO Définition 2.1 Sous-différentiel
Le sous-différentiel de U en u est le sous-ensemble 0W(u) de l’espace to-

pologique X* dual de l'espace vectoriel X ou est définie ¥; il est défini par
[Le Tallec, 1990):
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o¥(u) = {u" € X", <u’,v—u><¥(v) - P(u), Vve X}

De plus, pour un amortisseur linéaire n;, de déformation ¢;, le potentiel de
dissipation ¢; vaut:

1. .
qb‘l_gstntet

2.1.1 Le modéle de Maxwell

Il est décrit par deux variables d’état, la déformation linéarisée totale (g) et
une déformation irréversible g, qui peut étre vue comme la déformation d'un
amortisseur fictif contenu dans le matériau (figure 2.1).

— AT

o

€

FiG. 2.1 - Modéle rhéologique de Mazwell

Avec ces variables, on peut définir le potentiel d’énergie libre ¥ et le potentiel
de dissipation ¢ par {(en isotherme):

Ugg) = %(i‘%)’é:(g"g)

¢(tg) = ¢(2)

ou A est un tenseur d’élasticité d’ordre 4 défini positif.

Les lois de comportement s’écrivent, aprés élimination de g, et en supposant
le tenseur d’élasticité A indépendant du temps:

£. -1,

=t

I
fen

i~
i

1.37

D

€

(Y]

|
[[RS

i

3" (g)
ot 3¢ est le dual de 9¢.

Remarque 2.1 La notation tensorielle précédente est a prendre avec précaution.
Dans le cas tridimensionnel, si le matériau est isotrope, on fait une décomposi-
tion des tenseurs en une partie volumétrique et une partie déviatorique. S’il est
anisotrope, on se place dans les azes principaus.
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Cette loi est 1’écriture classique (en particulier pour un traitement numérique)
de la loi de comportement des matériaux viscoélastiques de Maxwell. Elle per-
met de prédire le comportement des matériaux de Maxwell soit en relaxation
(évolution de la contrainte de traction en fonction du temps pour une élongation
imposée) soit en fluage (évolution de la déformation en fonction du temps pour
une contrainte imposée) (figure 2.2). On remarque un fluage infini, ce qui montre
qu'un tel matériau se comporte comme un fluide.

T

- \

Fluage ¢ Relaxation '

FiG. 2.2 - Fluage et relazation pour un matériau de Mazwell

2.1.2 Le modele de Burger généralisé

Ce modele rhéologique est composé de ressorts et d’amortisseurs selon le
schéma de la figure (2.3).
Il est obtenu en choisissant trois variables d’état:

- la déformation linéarisée totale ¢

- les déformations irréversibles g ete, associées a deux amortisseurs fictifs.

Ay
—— WA

e(a)

FiG. 2.3 - Modéle rhéologique de Burger
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On définit alors, comme pour le matériau de Maxwell, le potentiel d’énergie
libre ¥ et le potentiel de dissipation ¢:

‘1’(%%) = %
1.38 + % (_Q_—g _%):%:(é—%—%)

s(eg08) = a(g) + @ (s)

Les lois de comportement s’écrivent alors, en vertu de la relation (1.35):

o

e-4iedi(emarg) = 0
130 -4 g + é_zz(g—gl—%) e 9 (g,)
4:(e-g-g) e 96 (g,)

On peut donc prédire le comportement en relaxation et en fluage pour de
tels matériaux {figure 2.4). Dans ce cas, le fluage est limité ce qui montre que ce
type de matériau se comporte comme un solide avec deux temps de relaxation

differents.

// N

/ S~

Fluage t Relaxetion f

FI1G. 2.4 - Fluage et relazation pour un matériav de Burger

Ce modele de Burger geénéralisé regroupe un certain nombre de cas particuliers
comime le montre la figure 2.5.

2.1.3 Conclusion

Ces modeles rhéologiques ont l'inconvénient d’étre limités aux cas des petites
déformations en raison de la décomposition additive des différentes grandeurs

constitutives.



38 CHAPITRE 2. APPROCHE PAR VARIABLES D’ETAT

T W
i | Ay
T ]
VA ! a1
Ay

Mabor vecosiasioum ds Kaivia Masoran dn Kabvio-Vougt

L))

oD

/ *
Ay

Makonaa do Borgar

Fig. 2.5 - Cas particuliers du modéle de Burger

2.2 Le modeéle de Weber

Weber [Weber, 1974] décrit les comportements viscoélastiques (ou viscoplas-
tiques) par l’expression d’une énergie libre ¥ en fonction de la température, du
tenseur de Cauchy-Green droit C et de variables d’état 1, x2--- xn. Il effectue
les hypotheses suivantes: -

les variables d’état sont les composantes d’un tenseur symétrique d’ordre
2, X

|

le matériau est isotrope

|

le volume du matériau est égal a 1 dans toute configuration relachée

le milieu est isotherme

I suppose que les variables d’état sont régies par la loi d’évolution:

dx,' 8‘1’
140 y; = = = —Cj——
X dt Gi ox;
alors que la contrainte de Piola-Kirchhoff 1 (ou tenseur de contrainte de Bous-
sinesq) K est donnée par:

0w
19 K= 5

Weber décompose le gradient de transformation F en une partie élastique
F° et une partie anélastique F* (det F* = 1) qui permet de passer de la confi-
guration de référence 2 la configuration relichée (voir Sidoroft [Sidoroff, 1974],
[Sidoroff, 1975,], [Sidoroff, 1975,], [Sidoroff, 1976]). L’hypothese d’isotropie des

. "y s el a . . . -1 -1 -1
configurations relachées conduit a identifier le tenseur y 3 F*  -'F* =
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¥ est alors une fonction isotrope des tenseurs C et x et peut s’écrire sous la
forme [Weber, 1974):

A
1.42 w(g,é) = —2—(5~n)2 + potr(A?)

avec:

(€ = log [det (g)]

(n o= E%\log [det (é)} = 0 puisque det (é) =1

I
f

.

1 , i oy
5 log (E X tg) tenseur de déformation logarithmique
Par conséquent, la loi d’évolution du tenseur de variables d’état x s’écrit:

143 x = _Cl'%\i’."

=

ou C est une fonction isotrope de A ou du tenseur de contrainte de Cauchy
o a valeurs positives ou nulles. Si (' est strictement positive, alors le comporte-
ment ainsi défini est celui d’un fluide viscoélastique, sinon, c’est celui d’un solide
viscoplastique au sens de Weber (viscoélastique sans élasticité instantanée).

D’autre part, le comportement identifié par les relations (1.42) et (1.43) est
conforme au principe d’objectivité, au second principe de la thermodynamique
et au principe d’Onsager et est invariant dans tout changement de configuration
de référence, a condition que le volume soit constant.

¢ Limitations

Les limitations d’'un tel modele viennent du fait que le choix d’une seule
variable d’état tensorielle peut s’avérer insuffisante pour la représentation des
matériaux visqueux, et ce. au méme titre que les modeles a un seul état intermé-
diaire.

2.3 Le modeéle de Sidoroff

Sidoroft [Sidoroff, 1974] développe la notion d’état intermédiaire a partir de
laquelle il construit une classe de milieux viscoélastiques non linéaires. Ces mo-
deles généralisent aux grandes déformations les modéles rhéologiques classiques
(Maxwell, Kelvin...). La configuration intermédiaire est définie comme une confi-
guration relachée, obtenue par une relaxation instantanée des contraintes, ce qui
n’a de sens que pour les milieux a élasticité instantanée. Conformément a la
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théorie des grandes déformations, il introduit, comme variable d’état, la défor-
mation anélastique F* (ou la déformation élastique F*), et décompose le gradient

de transformation sous forme multiplicative (ﬁgure_‘Z.G): F=FF
ko ¥
1 A
( , Deformasion wtaie / |
\ / N / F 7 /

' /
L) F € / <
% 4

%%. iz

FiG. 2.6 - Configuration intermédiaire

L’énergie libre ¥ est alors fonction des variables (g ,8), 6 étant la température,
et de la variable d’état F* (ou F°):

L44 ¥ = ¥ (EF.9)
Quant a 'inégalité de Clausius-Duhem, elle s’écrit:
q-Vé

1.45 & = —p(‘i’+35)+g:£-“; >0

En remplacant (1.44) dans (1.45), on obtient comme expression de la dissipa-
tion:

ov , ov , . . q Vo aw\ .
. = —_— —_— N . . ‘ —_ e — — >
146 @ (g PoF E) L Popa F*:L 2 s+69>0__0

on L' =F .

Sidoroff [Sidoroff, 1974] suppose que les déformations (totale et anélastique)
et la conduction thermique sont seules responsables de la dissipation. D’ou:

. oy
1.47 00
® = g":L+%":L°+3,-V620
v oV q
= ¢o* Voot = —_— Saz—--—-ta = —=
avec ¢ = g'+g & = pgp L E * 5 E 4 2

En formalisme lagrangien, la dissipation ® se met sous la forme:

148 & = 2206 = §: A+ A+, gad 020
P §:4+8:4 grad
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avec
( ov v
— e v e __ 9 o e = -9
2 2 t2, 2 poac’ﬁ paga
a 1 a L3 o -
| &t = 3(EE-D
rad 6 = ‘F - V4
Jy = —-%, h étant le flux de chaleur dans la configuration de référence

alors qu’en formalisme eulérien, elle s’écrit:

149 ¢ = ¢":D+g*:D"'+J,-g>0
avec: )
o =g-g = gp(% g-ﬁ-g};ge)
| & =2y v

IQ tenseur taux de déformations

~ 2 ’ . ’, .
| D" tenseur taux de déformations anélastiques

Grace aux relations d’Onsager, on montre que, pour un milieu isotrope, il y
découplage entre les dissipations thermique et mécanique [Sidoroff, 1974]. La dis-
sipation mécanique est une fonction scalaire isotrope des tenseurs B, B*, D et Qa,
quadratique par rapport & D et D*. On en conclut que le milieu isotrope le plus
général est défini par 211 fonctions (¥ et 210 fonctions reliant la dissipation mé-
canique aux variables tensorielles décrites précédemment et dont elle dépend) de
11 variables. Le nombre de ces fonctions diminue lorsque le matériau est supposé
incompressible.

Sidoroff [Sidoroff, 1976] note cependant qu’un tel formalisme, bien que trés ap-
proprié a une étude théorique, n’est pas le formalisme idéal pour des applications

pratiques qui nécessitent le calcul explicite (et peu commode) de la décomposition
polairede F (F = V-R).

2.4 Viscoélasticité tridimensionnelle en défor-
mations finies

Ce modeéle, développé par Simo [Simo, 1987}, est basé sur les caractéristiques
suivantes:

~ cas anisofrope
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- découplage de la déformation en une partie volumétrique et une partie
déviatorique: décomposition multiplicative du gradient de transformation
— pas de restriction sur les fonctions de relaxation

- recouvrement de 1’élasticité finie pour les processus tres lents et tres ra-
pides: par exemple, avec des modeles classiques de 1'élasticité caoutchou-
tique (Mooney-Rivlin [Rivlin, 1951] ou Blatz-Ko [Brockman, 1986]).

2.4.1 Théorie linéaire

Soit ¥(g, x) I'énergie libre définie par:

150 U(e.x) = ¥ (trg) + ¥(e) — x:e + ¥y (K)

avec:

WO (tre) : partie volumétrique de I'énergie élastique initiale emmagasinée
A (_) partie déviatorique de I’énergie élastique initiale emmagasinée

= dev l'g] : déviateur du tenseur de déformation dans la configuration actuelle

€
2: tenseur des variables d’état
U;: potentiel interne, c’est & dire qui ne dépend que des variables d’état

Le second principe de la thermodynamique donne:

aq’ é&X WO
151 ¢ = _<‘_=25g0 ~ yavecq® = 26

On obtient ainsi une décomposition additive du tenseur des contraintes en
une contrainte initiale ¢° et une contrainte hors équilibre q.

2.4.2 Extension au cas non linéaire

Pour définir les réponses volumétrique et déviatorique dans le domaine non
linéaire, on introduit la grandeur cinématique suivante {Simo, 1987}:

J = detF

li=
]
8

=

avec

= J-

il
3p—
le

On associe a F et F les tenseurs de Cauchy-Green droits correspondants Cet
Q et les tenseurs de déformation lagrangiens A et A respectivement:
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{ = ;C-1

ou [ est le tenseur métrique dans la configuration de référence (en coordonnées
cartésiennes, I;; = 415).

Par analogie avec le cas linéaire, Simo [Simo, 1987] postule une fonction
d’énergie libre W(A, x) de la forme:

J-

ey
]
e
@]
Il
=
I

>

152 ¥ (Ax) = ) + ¥°(A) - x:A + Uiy

L’inégalité de Clausius-Duhem (—\il +5 O Q_ > O) conduit a, dans le cas iso-

therme:

.

Corfay)

153 =

C™!, on obtient:

iy

1 -1
3 ®§]

Les relations (1.52), (1.53) et (1.54) conduisent a la loi de comportement sui-
vante:

155 0 = JpC* + JEDEV |—=

avec:
( dy°
p = d}J) est la pression hydrostatique
) 1
DEV [] = () - 3 EQ_ ()] - g"l est le déviateur dans la configuration
{ de référence

De la méme fagon, on a:

_ [ 8% (A _
156 ¢ =pl + %dev [E{————(;)— - x}-‘lﬁ'}

0
A =
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2.5 Le modele viscohyperélastique

Ce modele [Johnson et al., 1991,] est basé sur le modele solide de Maxwell
généralisé dans lequel tous les ressorts sont hyperélastiques.

2.5.1 Le modele linéaire de Maxwell généralisé pour les
solides

On considere le modele solide unidimensionnel de la figure 2.7.

FIG. 2.7 - Modéle linéaire de Mazwell généralisé

Si on impose une déformation £ a t = 0, on trouve comme contrainte:

I

L57 g(t) = B + %Ele—% + %Eze‘ R

ouT = l est le :*™€ temps de relaxation, E; le module de dissipation du

1

élément, 7; le coefficient du :° amortisseur, £, le module d’élasticité
a I’équilibre, ¢ la contrainte mesurée et ¢ la déformation mesurée. Les variables
d’état sont les déformations anélastiques dans chaque élément. Le passage du mo-
dele discret au continu se fait par la notion de spectre de fluage ou de relaxation.
On peut alors écrire la contrainte sous la forme:

,z-érne me

1.58 g(t) = g B, + %/E(T)e—i dr

En posant, ¢(t) = / E (7')@‘é dr, le probléme discret a déformation imposée
T
de la figure (2.8) a une contrainte donnée par:

a(t) = (Agﬂﬁ-Agl H(t_t1)+,..) E,
1.59

+ D ¥(t) + Ag,w(t—ta) H(t — 1)+



2.5. LE MODELE VISCOHYPERELASTIQUE 45

Discret
—

/

%
ag Continu
Ag /

0 4 1,

1
3

FiG. 2.8 - Déformation imposée discréte et continue

ou H{t — a) est la fonction de Heaviside.
Lorsque les sauts de déformation (cas discret) deviennent tres faibles, le pro-
bleme continu de la figure (2.8) génére une contrainte donnée par:

de(§)
d¢

d¢

t
160 gt) = gF + [ #(t-9)
d

avec ¢(t —a) = Y(t —a) H(t — a)

2.5.2 Le modele viscohyperélastique

On considéere le modele de Maxwell non linéaire & trois branches de la figure
2.9. L’élongation et la densité d’énergie de la branche élastique non linéaire sont
respectivement Ag et Wg. La densité d’énergie de 1’élément dissipatif non linéaire
est Wy et les constantes des amortisseurs non linéaires sont ng et n;. A chaque
instant t, la contrainte totale g est donnée par:

L61 g(t) = g.(t) + g () + 2, (1)

ol g et g sont les contraintes dans les branches élastique et dissipative (non
linéaire) et g, la contrainte due a I'amortisseur non linéaire dans la branche de
gauche (figure 2.9).

On suppose que les éléments non linéaires élastique et dissipatif sont régis
par des densités d’énergie hyperélastique. Si la déformation est quasistatique,
la branche sans amortisseur fournit la réponse hyperélastique non linéaire (a
’équilibre). Pour un essai de relaxation, I’élément dissipatif hyperélastique fournit
une contrainte visqueuse supplémentaire a celle de ’équilibre.

Les différentes grandeurs sont déterminées a partir des résultats expérimen-
taux de Mc Guirt et Lianis [McGuirt & Lianis, 1970]. En tracant la courbe, pour
un essai de relaxation d’élongation A, représentant la somme des contraintes dans
les éléments hyperélastiques et celle représentant la contrainte a ’équilibre, on



46 CHAPITRE 2. APPROCHE PAR VARIABLES D’ETAT

FIG. 2.9 - Modéle non Linéaire de Mazwell

obtient la courbe de la contrainte dans I’élément dissipatif en fonction de I’élon-
gation. Celle-ci étant approximativement une droite et 1’élément de type Mooney-
Rivlin (de densité d’énergie W = Cyy (IIC — 3) + Cwm (IZ,C - 3)), Johuson et Qui-
gley [Johnson et al., 1991,] obtiennent I’expression approchée de la contrainte o,
de I’élément dissipatif quand celui-ci subit une élongation Ap:

1 C
1.62 gy = 2(/\2 - 3\—) (Cm + TG-‘“)
L L

Pour déterminer 7z, Johnson et Quigley [Johnson et al., 1991,] procédent de
la fagon suivante. A un instant donné t, ils considerent les trois configurations de
la figure 2.10 et déterminent les forces f et g par les relations:

{f=fE+fL

1\ (OW, 10w,
= 24, (N - =)o + g
o= 5-3) (5 5 )

1 ow; 1 0W;
2 1 i

nL et nE sont déterminés en supposant les lois d’évolution suivantes:

1.64 —‘T}LQgiL = g
Iy

avecd

S .
1.65 —nE—-—lelE = fon
E

Une fois f,, déterminée, 'identification de 5y, se fait en minimisant ’erreur
(par balayage sur 7)) entre la contrainte calculée et celle mesurée expérimenta-

lement [McGuirt & Lianis, 1970].
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Fi1G. 2.10 - Eléments hyperélastiqgues unidimensionnels

2.6 Le modele a cinq parametres

Ce modele est basé sur la généralisation du modéle a trois parametres (vis-
coélasticité linéaire) pour la prise en compte des effets non linéaires et de la
dépendance en temps des différents tenseurs. L’identification du modele se fait
par des essais de torsion sur un cylindre.

2.6.1 Le modele a trois parameétres

On considere le modele a trois parametres de la figure 2.11
[Hausler & Sayir, 1995] (modele de Zener).

ky
K, — AN
—anne— T
-
n

FiGg. 2.11 - Le modéle a trois paramétres pour les solides
En uniaxial, ce modele est régi par ’équation suivante:
166 mo + 0 = 2ne + 2ce¢

ou o est la contrainte uniaxiale, € la déformation infinitésimale correspondante
et les coeflicients m, n et ¢ dépendent des parametres k;, k2 et 7 du modele selon
les relations:
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— n M = kz'l] ‘ klk'Z
- 1 i n= ) C= g
ky + ko ki + Ky ky + ko
Afin de généraliser la relation (1.66) au cas tridimensionnel en déformations

finies, on remplace la déformation ¢ et sa dérivée par le tenseur de déformation
G et le tenseur taux de déformation D respectivement:

m

ey
1

5(®-1)

e}
]
21

(& + t___) avec L gradient de vitesse

2,

t

Le matériau étant supposé homogene, isotrope et incompressible, la loi de
comportement s’écrit:

1.68 mg‘ + E = QnQ -+ 2(:@

avec T tel que g = —pl + T ol p est la pression hydrostatique et T° une des
dérivées objectives de T.

Remarque 2.2 Le passage du modéle en petites déformations a celui en grandes
déformations est trés approzimalif, voire fauz, car il suppose ladditivité des dé-
formations et non une décomposiation multiplicative.

2.6.2 Identification expérimentale

Sur le cylindre de la figure 2.12, on applique un chargement en torsion. Les
points du cylindre dans la configuration de référence en coordonnées cylindriques
R, ®, Z sont transformés en points de coordonnées r, ¢, z en eflectuant une
rotation d’angle aZ de chaque section perpendiculaire a I’axe Z (figure 2.12).

/

TR

Fi1G. 2.12 - Essai de torsion d’un cylindre

La déformation est donnée par:
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r=R ¢=0+aZ 0<SR<R 0<®<2nr 0KZ<H
Dans ce systeme de coordonnées, le gradient de transformation F s'écrit:
10
F = 01
00

Le moment de torsion M et la force normale N agissant sur le cylindre sont
définis respectivement par:

0
v | avecy(R,t) = oft)R
1

R; Rl
169 M(t) = / 2w R*T,. dR, N(t) = / 27 R(T,, — p)dR
0 0

Les différentes constantes du matériau sont déterminées par des essais en pe-
tites déformations, par la pente a 'origine du moment de torsion, par la variation
de rigidité du matériau et par la réeponse en temps.

2.6.3 Le modele a cinq parametres

Afin de faire apparaitre la dépendance en temps du moment de torsion
M et de la force normale N, on peut ajouter en parallele au modéle a trois
parametres, un modele de Maxwell. On obtient le modéle a cing parametres

[Hausler & Sayir, 1995] de la figure 2.13.

. h
“/\/\/f\v/\“i_%,wv__}j_
AT —

FiG. 2.13 - Le modéle a cing parameétres

Dans le cas linéaire unidimensionnel, la contrainte o, ajoutée a2 o (équation
(1.66)) est définie par:

.70 my, 6, + 0, = 2n,€ + 2c¢

On obtient, de la méme fagon, les expressions des moment et force additionnels
JMp(t) et ]Vp(t):

m, M, + M, = ny aly
1.71 . R4
m, N, + N, = —mpéMp+%(2rad+sdz)
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ou I, est une fonctionnelle de af(t).
Le moment M,(t) et la force normale N;() résultants sont alors donnés par:

Mi(t) = M(t) + My)(t) et N(t) = N() + N,(1)

2.6.4 Limitations

Ce modele, bien que caractérisant le comportement viscoélastique non linéaire
et le couplage entre la non linéarité et la réponse temporelle, présente les limita-
tions suivantes:

~ il y a 13 parametres 2 identifier [Hausler & Sayir, 1995],

- le modele n’a été validé que dans le cas de la torsion ce qui n’est pas suffisant
pour établir sa validité pour d’autres modes expérimentaux,

— le passage petites déformations-grandes déformations est physiquement in-
correct.

2.7 Conclusion

L’avantage de cette approche par variables d’état est le nombre limité de
parametres définissant le comportement viscoélastique. En revanche, ces modeles
se divisent en deux groupes selon leurs limites. Les modeéles rhéologiques sont
purement unidirectionnels et s’appliquent plutdt a la viscoélasticité linéaire. Les
modeles avec configuration intermédiaire sont pratiques dans le cas ou une seule
variable interne est suffisante, ce qui, comme constaté fréquemment d’un point
de vue expérimental, est souvent insuffisant. La multiplicité des variables d’état,
donc des configurations intermédiaires, complique énormément la démarche et
rend 'identification expérimentale tres périlleuse.

C’est pour ces raisons que nous adopterons une approche par potentiel pour
développer notre modele en prenant soin de limiter le nombre de parametres a
identifier.
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Conclusion de la premiere partie

Dans le cadre de cette revue bibliographique des différents modeles viscoélas-
tiques, on a présenté les deux principales approches: 'approche fonctionnelle et
I’approche par variables d’état. Nous avons montré les avantages et les incon-
vénients de chacune des deux approches en insistant sur l'identification expéri-
mentale des parameétres des modeles et sur leurs applications a des matériaux
réels.

Ainsi, les modeles basés sur une approche fouctionnelle ont l'avantage d’étre
applicable aux comportements non linéaires en grandes déformations mais sont
difficilement identifiables dans la mesure ou le nombre de parametres a identifier,
pour des comportements non linéaires, nécessite un nombre trés élevé d’expé-
riences.

Pour leur part, les modéles & variables d’état sont facilement identifiables en
raison du nombre restreint de parametres. En revanche, pour des comportements
de matériaux réels, ce nombre doit étre augmenté ce qui rend 1’étude théorique
tres complexe. Ainsi, en fonction du comportement a approcher, le modélisateur
pourra se référer a I’une ou 'autre des approches afin de simplifier au maximum
I’étude théorique et I'identification expérimentale.

Le modele que nous développons dans la partie suivante fait partie de la pre-
miere catégorie de modeles. Il s’agit d’une approche fonctionnelle ot le potentiel
est écrit sous forme quadratique. Ceci nous assure que le nombre de parametres a
identifier est faible. De plus, I'identification d’une mesure linéarisante sous forme
d’une fonction tensorielle isotrope du tenseur de Green-Lagrange nous assure la
non linéarité du comportement.
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Deuxieme partie

Le modele pseudo-linéaire
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Introduction

On se propose de développer un modeéle viscoélastique non linéaire en grandes
déformations. Ce modele doit étre construit de fagon a inclure les comportements
classiques tels que les comportements linéaires (de type BKZ), les comportements
en petites déformations et les comportements hyperélastiques.

On se place dans le cadre d’une approche fonctionnelle au sens de Christensen
[Christensen, 1968]. En effet, on postule une forme du potentiel d’énergie libre
en fonction d’une mesure de déformation correctement choisie. Puis, a partir de
I'inégalité de Clausius-Duhem, on déduit 'histoire de la contrainte en fonction
de la déformation.

On se place dans le cadre de la mécanique classique des milieux continus en for-
malisme Lagrangien total. La base du modéle est donc de trouver une mesure de
déformation E qui permette d’écrire le potentiel d’énergie libre ¥ sous forme qua-
dratique, c’est & dire de linéariser la loi de comportement liant la contrainte 4 la
déformation. On impose & cette mesure d’étre une fonction tensorielle isotrope du
tenseur de Cauchy-Green droit ou du ienseur de déformation de Green-Lagrange
et d’étre équivalente, aux petites déformations, a la mesure de déformation infi-
nitésimale ¢.

L’originalité d’une telle approche réside dans le fait que la non linéarite du
comportement n’augmente pas ’ordre du développement intégral (qui est d'ordre
1 pour les contraintes et d’ordre 2 pour les potentiels) puisque la non linéarité
est implicitement incluse dans le choix de la mesure de déformation E. Sachant
que la plupart des matériaux polymériques sont dissipatifs, un autre a;antage du
modele psendo-linéaire est d’avoir acces facilement a la dissipation, ce qui n’est
pas toujours le cas des modeles évoqués dans la premiére partie.

Cette partie est articulée autour de six chapitres. Dans le chapitre 1, on pré-
sente les bases du modéle ainsi que les lois de comportement liant la contrainte
a la déformation. L’identification du comportement d’un point de vue théorique,
qui fait 'objet du méme chapitre, se fait d’une part par équivalence aux petites
déformations (pour les fonctions de relaxation) et d’autre part, par des essais
de relaxation simple (pour la mesure de déformation). Toutefois, cette procédure
d’identification se révele étre extrémement complexe dans le cas général de maté-
riaux anisotropes. Cela nous amene a nous limiter au cas des matériaux isotropes
(chapitre 2} et de montrer que, dans ce cas, le lien avec les matériaux hyperélas-
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tiques est immédiat (§2.6). Afin de valider le modele (chapitre 3), nous avons
effectué des simulations théoriques qui ont montré de bonnes concordances avec
un matériau fictif identifié par un potentiel écrit sous forme d’'un développement
de Fréchet d’ordre 4. Enfin, une étude thermodynamique {chapitre 4) montre
qu’un tel modele permet aisérment le calcul de la dissipation.



Motivation

Placons-nous dans le cas isotrope et considérons, pour un essai de relaxation,
un potentiel d’énergie libre écrit sous forme d’un développement de Fréchet a
I’ordre 4. Celui-ci s’écrit:

(t) = %rl(t,t‘) ir(é)z + —;vrg(t,t) tr (gj’) + %-m(t,t,t) tr(é)a

+ T4(i,t7t)tr(é2) < tr (é) + %Ts(t,t,t)tr(és) + %7'6(t1t,t, t)tr(éy
IL1 '
+ %T7(t,t;t,t)tr(é2) tr(A) + iwrg(t,l‘,t,t)tr(ézf

+ %rg(t,t,t,t)tr(g“) -ir(A)

Supposons que les fonctions mémoire (r;),_,. o sont sous forme exponentielle
et qu'un seul temps caractéristique y intervient. Elles s’écrivent donc sous la
forme:

(i)imra ()
( ) (t t ﬂ =T + (rig — ,,,im) e_c.t
(Ti)icens (8, t,1,8)

Donc, le potentiel ¥ s’écrit:

G(t) = I + (@0 - @m)

D’autre part, on peut récrire les potentiels initial et a 1’équilibre en fonction

des fonctions mémoire (7, ), , €t (ri., )2y, Sous la forme:

-,

. Tleo (sz Uy — 7"20\1"00> T2 (ﬁmq’o - rlg\poc)
U =
7'2007"10 — 7'207'200
<
) Tlo (sz Yy — 1o, ‘Iloo) ~ T, (7"150\1!0 — -rlgllfoo)
Uy =
k 200710 — 7207200
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Par conséquent, le potentiel ¥ devient:

. L T (sz‘l’o — T2 ‘I’oo) T2 (7"15,9‘1'0 - 7’10‘1’00)

T200T10 ™ 7207240

Tlq (7"200 Yo — 7 ‘I‘oo) — T2 (?‘100‘1’0 — T Voo

)

'i"gmrlo bl 7'20 T'gm

Tl { T2 Uy — T2 ‘I’oo) T2 (7"100‘1’0 —T1o ‘I’co)

7206710 — T25724

200 Uy — Tzo\l’oo

— i —ct
= [r. + (e —ri) e O
oo’ 40 G o

n N 7'100‘110—7’10\1100
— |r2w +(re, —T2.)€

7‘2007‘10 - 'I"go T2

72 Uy — 7”29‘1’00 T1w‘1’o - ?'10‘1’00

= 7'1(t> _ ’I’g(lﬂ

7

T2:0T1ly — 72720 20Tl — 17267200

Donc, il existe une mesure de déformation E telle que:

IL2  U(t) = r(t) (tr E)* 4 ro(t) (#r E?)

avec:

(tr@f _ 7“290‘1’0 - T‘ZO‘I’oo

T2l = 720720

7"100‘1’0 — T4 2

(B = -

210 — 7207260

Notons que cela reste vrai si le potentiel de Fréchet est écrit sous forme d’his-
toire de la déformation de Green-Lagrange. Donc, moyennant un choix judicieux
de la mesure de déformation E, on montre que, pour des fonctions mémoire avec
un seul temps caractéristique, un potentiel d’ordre 4 (relation 11.1) est égal & un
potentiel d’ordre 2 (relation I1.2). Bien que dans la réalité, un seul temps ca-
ractéristique ne suffise pas pour décrire un comportement, cette remarque nous
servira comme point départ de notre modele. Nous postulons donc ’existence de
la mesure E permettant d’écrire le potentiel d’énergie libre sous la forme IL.2.

Cela fait ’objet du chapitre suivant.

€

-c-t
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Chapitre 1

Formulation générale et
identification dans le cas
anisotrope

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, on postule I'existence d’une mesure de déformation E per-
mettant d’écrire le potentiel d’énergie libre sous forme quadratique. Par la suite,
apres avoir défini le tenseur de contrainte associé a la mesure de déformation E,
on développe les lois de comportement & partir de I’inégalité de Clausius-Duhem.
Apres avoir donné la forme générale de la mesure de déformation ainsi que ses
conditions d’existence, on développe la procédure d’identification des parametres
du modele et ce, en deux phases:

~ tenseur de relaxation: par équivalence aux petites déformations

- mesure de déformation: par des essais de relaxation pure.

On montre également les limites d’une telle identification dans le cas général
des matériaux anisotropes.
1.2 Potentiel d’énergie libre

On se limite a I’étude d’un certain type de matériaux pour lesquels on suppose

que ladite mesure de déformation E existe et est telle que le potentiel d’énergie
libre soit linéaire au sens de Boltzmann, soit:

1 i t . .
4 po¥ (1) = 3 / / E(h) R (21 — &y — to): B(t) dt, di
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avec:

o : masse volumique exprimée dans la configuration de référence

b=

: tenseur de relaxation d’ordre 4

=

La mesure de déformation est recherchée sous la forme d'une fonction tenso-
rielle isotrope du tenseur de déformation de Green-Lagrange.

1.3 Tenseur de contrainte

On associe a cette mesure de déformation E le tenseur de contrainte S qui lui
est énergétiquermnent associé:

ow
S{(t) = po==(t
S{t) = po OE (1)

Par conséquent, si d{l; est un élément de volume du domaine g dans la
configuration de référence, et sachant que [ est une fonction tensorielle isotrope de
Coudel ( E=1¢ (Q ouk =g (g) ou fet gsont deux fonctions continiment
dérivables), on a, en notant P la densité volumique de puissance:

L5 Pd = 0: AdDy =

le3)

: E d

Bien entendu, le tenseur de contrainte de Piola-Kirchhoff 2 est défini, dans le
cas isotherme, par la relation générale suivante:

t
e I(t) = F| A7)

-0

Le modele que 'on veut définir doit inclure les comportements en petites
déformations et les comportements viscoélastiques linéaires. Par conséquent, le
tenseur de déformation E doit étre équivalent, aux petites déformations, au ten-
seur de déformation linéarisée ¢.

1.4 Lois de comportement

Le potentiel d’énergie libre étant postuié par (IL.4), nous allons vérifier si le
processus ainsi défini est thermodynamiquement admissible, c’est a dire que la
puissance dissipée D est positive (inégalité de Clausius-Duhem). En formalisme
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Lagrangien et dans ’hypothese de grandes déformations isothermes, cette inega-
lité s’écrit [Mandel, 1977]:

{ D) =0 A — pol (1) = S - E() - pol (1)
11.7
D(t) = 0. VE®)

Dérivons par rapport au temps la relation (I1.4):

po\i‘ (t) = [\/j}% (7‘ - tl)g(tl,\z dtl g_(t)

118 =
i i
—I'- / g(tl) Z:ﬂi (2 t — tl nd tg) E(tg) dtl dtg
R
avec R (u) = = (u)
= Ou

En substituant (IL.8) dans I’équation (IL.7), on obtient:

D(t) = [S(t) - /t R (t - t) :E(t) diy| 1 E (1)

11.9
t 1

L’inégalité de Clausius-Duhem doit étre positive quelle que soit la valeur de
E (t) a chaque instant t de 1'évolution, donc en particulier pour deux valeurs
opposées de E (t). On obtient alors:

11.10 {_s; (t) — t/_;z__n_; (t — 1) B(ty) dtl] E(t) =0

qui doit étre vérifée pour tout tenseur g (t) symétrique. On en conclut:

4

g (t - tl) . E(tl) d?ll

IL11 S (2) =/

—co
On obtient donc une loi de comportement linéaire reliant la contrainte S a la

déformation qui lui est thermodynamiquement associée E ou le noyau R est un

tenseur de relaxation. Ceci n’est cependant valable que si le tenseur de relaxation
est une fonction positive et décroissante du temps. C’est généralement le cas car il
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est souvent choisi sous forme exponentielle décroissante ( 5 b; exp"c") ou sous

1

forme puissance a exposant négatif (E b,t““‘) 1

Partant de la relation (I1.5) et sachant que E est une fonction tensorielle

isotrope de 4, on obtient la relation liant Il & §: N

(@)

Par conséquent, les lois de comportement dans le cas compressible et la puis-
sance dissipée, issues du second principe de la thermodynamique, s’écrivent:

IL12 I (6 = §(2) :

S () = /t t — 1) E(t) dty

-0

i)

—
L
g

-0

s

Dans le cas incompressible, la contrainte de Piola-Kirchhoff 2 s’écrit:

=l

D (t)
\

[i=-

(\2 t — tl - tg) . E(l‘g) dtl dtg

¢ . dE
14 H{t) = [/ R (t — t1): E(t) dtl] : ﬁ (t) + p(t) g"l(t)
Ainsi, I'identification du comportement thermodynamiquement admissible,
qui est étudiée au paragraphe suivant, se réduit a la détermination du tenseur de
déformation linéarisant E (A) et du tenseur de relaxation d’ordre 4 R(?).

1.5 Forme générale de la mesure de déformation

On a vu dans le paragraphe 1.3 que ’on choisissait E sous forme d’une fonction
tensorielle isotrope de A, définie sur ’ensemble des tenseurs symétriques d’ordre
2. Par conséquent, on peut écrire la forme générale pour E [Serrin, 1959]:

IL15 E = ao(IP 12, 08) 1 + at (I I 158) A + ay (IR, 12, 1) A?

ou ag, a1 et ag sont des fonctions continues et contintiment dérivables de trois
invariants de A, If | I3, I®. On a vu également {paragraphe 1.3) que E devait
étre équivalente, aux petites déformations, au tenseur linéarisé ¢.

1. Dans les deux cas, les paramétres b; et ¢; sont positifs
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¢ Conditions sur ag, ay et as

1 1 L.
En prenant I = ir (A), I = 5 tr (éz) et I = 3 tr (és) Péquivalence
entre E et € aux petites déformations impose sur ay, 2, et ao les conditions
suivantes:

~ Premiére condition: les fonctions doivent étre bornées de fagon a ce que la
déformation ne diverge pas lors du passage aux limites

I1.16  ao, a; et a; bornées au voisinage de é ~e
Cette condition est naturellement vérifiée du fait que les {a;),_,. , sont C.

- Deuxieme condition: équivalence de E aux petites déformations

lim a (I, 18,1) = 0

If -0

If =0

&0

IL.17 E(IMND 1) = £ =
m o« ([P,10,12) =1

IR0

=0

| I£ 0

— Troisieme condition: équivalence de la dérivée de E

lim 2% (12,12,18) = o
A0 ol
I£ 0
O dE s s s e
18 lim —= (15,1, 15) = L= q
80 "= - hm ay (IlAaI;?:IZ?) =1
£ >0 If—o
I£—~0 If£ -0
=0
. 1
oul = = (b + 8udjk).
Skl 2

En revanche, il 0’y a aucune condition sur a, ainsi que sur les autres dérivées
puisque, dans ’hypothése des petites perturbations, A% est un infiniment petit
du second ordre. -

On suppose, dans la suite, que toutes les fonctionnelles sont continues et
différentiables au sens de Fréchet [Hassani et al., 1997].
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1.6 Identification du tenseur de relaxation

L’identification du tenseur de relaxation R se fait par équivalence aux petites

déformations. En effet, dans ce cas, le potentiel pseudo-linéaire est équivalent a:

s v, t)_// %

11 suffit alors de considérer des cas particuliers de chargements en petites défor-
mations, selon le nombre de coeflicients indépendants de R pour pouvoir identifier

llf“l'

g (Qi — tl - tz) g(tg) dtl dtz

completement le tenseur. Dans le cas isotrope compressible, par exemple, deux
essais suffisent.

Remarque 1.1 Cette méthode d’identification du tenseur de relaration est exacte
st le matériau est rigoureusement pseudo-linéaire. Si le comportement ne l’est pas
mais que l'on cherche a lapprocher par un comportement pseudo-linéaire, cette
technique nous conduira vers un tenseur de relaration qui, au voisinage de la
déformation désirée, ne sera pas exact puisqu’il aura €été identifi€ au voisinage
des petites déformations. En pratique, il faudra, aprés avoir identifié la mesure
de déformation, apporter une correction sur le tenseur de relaration.

1.7 Identification de la mesure linéarisante

Dans ce paragraphe, on suppose que le tenseur de relaxation a été identifié
par la méthode décrite au paragraphe précédent. Nous allons identifier la mesure
linéarisante par des essais de relaxation. Imposons-nous une déformation de la
forme E(t) = g H{t) on H(t) est la fonction de Heaviside définie par:

1s1t>0
I1.20  H(t)

0stt<0

Par conséquent, la relation (I1.4) se réduit a:

(t) :

L’identification de la mesure linéarisante se fait aux temps courts (élasticité
instantanée) et aux temps longs (équilibre). Utilisons les potentiels initial et a
I’équilibre Uy et ¥, respectivement, valeurs limites en 0 et a 'infini du potentiel
d’énergie libre W. Les relations (I1.4) et (I1.21) conduisent alors a:

IL21 ¥(t) = - E :

=
IleE

B | =

\I‘()—'—' g: Z@

i

SR

11.22
T, =

|l
QII%
et

SN
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1.8. RESOLUTION DU SYSTEME (S)

ou on a noté ¥, =lim¥(t) et R = limR(¢).
t—+t =, 1y =

Etant donnée la forme de la mesure linéarisante (relation {I11.15)), qui suppose
trois inconnues (aq, a2 et az), il faudrait connaitre le potentiel d’énergie libre ¥ a
un instant {5 différent de 0 et de Pinfini. Un tel potentiel s’écrirait, par analogie
avec (11.22):

_ 1 - -

11.23 ¥, = é—gﬂ%’. : E
Remarque 1.2 1l s’agit ici d’une étude théorique car, en pratique, nous n’avons
pas acces @ U(t). En revanche, on connait les histoires de IL(t) et de A(t) lors d’un
quelconque essai. On peut alors, par intégration de la courbe {effort-déformation)
pour un essai convenablement choisi, déterminer le potentiel d’énergie libre.

En substituant (I11.15) dans {I1.22) et (11.23), on obtient le systéme suivant en

ap, ay et aa:

(2 Uo(A) = af 1:R :1 + 2aa;1: R :A + 2apal:R :
- - =0 = o= T - =0

+ al AR 1A + 20 A:R A + of AR

- =0 - - =0 - =

Q‘Dto(é) = a} 1:R 1 + 2aal:R :A + 2aal:R
=ty T - =

(S)

+ a2 AR A + 2a;a AR A + ad AR

=0 T = T =t

Z\I’m(é) = a% ;g 1 + QaOaI%:E :é + 2&0&2;25

+ a% ég é +2a1agé:§ :éz + a2 éﬁzg

Ce systeme de trois équations a trois inconnues (ag, a1 et ay) est non linéaire
d’ordre 2 ce qui rend sa résolution extrémement complexe. Nous allons néanmoins
tenter de le résoudre dans le paragraphe suivant.

1.8 Résolution du systeme (S)

Le systéme () étant extrémement non lin€aire, on peut, moyenant la connais-
sance du potentiel d’énergie libre a d’autres instants, changer d’inconnues pour
se ramener a un systéme linéaire de six équations a six inconnues. En notant les
nouvelles inconnues r = a2, y = 2 a9 a1, 2 = 2 ag as, t = af, u=2a; a; et
v = 43, le systéme devient:
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20(A) = 7z 1:R:1 + yl:R:A + z1:R :A°
- =0 = - =0 T - =

+ t AR A + wA:R:A* + v A>:R:A

— =0 - - = T - =

29, (4) = ¢ 1:R :1 + yl:R :A 4+ z1:R :A’
- —_'“-780 - - 50 - - Et() -

+ t A:R A + uA:R A + v A*:R :A

- 50 - - ao - - Et() -

20, (A) = ¢ 1:R :1 + yl:R:A + z1:R :A?
=, - o= =T

+ t AR A + uA:R A + v AR A

o - =y - =, - =

(&) ,

29,(4) = ¢ 1:R :1 + y1:R :A + 21:R :A?
- —T =7 - =,

+ t AR A+ ud:R AT 4 v AR A
= =7 iz

20, (4) = « 1:R :1 + yl:R:A + z1:R :A°
=i, =t S

+ t AR A + uA:R :A* + v ATIR :A

- Eh:'"?.’i — - Et:’, - - :—33 -

2P () = ¢ 1:R 11 + yl:R :A z1:R A

+t AR (A + uAR (A’ 4 v AR :A

On peut récrire ce systeme sous forme matricielle:

IL24 [A]-{X} = {B}
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avec:

C1:R:1 1:R:A L:R:A” AR - A AR AT A
ST E REE EEE OFE = === =
1:R :1 1:R :A 1:R :A AR :A A:R :A* A?
T =t T T = T Fe T F=o T T = T T
1:R :1 1:R :A 1:R A" A:R :A A:R :A* A?
o= T T o= T T = T T o= T T o= T T

1:R :1 1:R A 1:R :A AR A AR A" A

= e 7 =, T T = —

1:R 1 1:R A 1:R :A? A:R :A A:R :A* A?

O T T — S ~ S

1:R :1 1:R :A 1:R :4" A:R :A A:R :A" A?
{X}={z y z t u v}

\ t{_li}:{il \I’Q Q\I/to 2@,51 2\1!1,2 2‘1’13 Q‘Dm}

La matrice A est pleine et non symétrique.

En revanche, étant donnée la symétrie du tenseur de relaxation

ik :R
=ikl =kl
on a:
ATR:A=A:R: A

La matrice A est donc singuliere et son déterminant est nul. Cela signifie que
les variables u et v sont liées. On peut alors récrire ce systeme en remplagant les
variables u et v par une seule variable s = u + v, ce qui donne:

.25 [A']-{X'} = {B}

Oun%

_un%

Nwsl%

;',1”%

ji

%HI%

> e e

>
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avec:
( T 1:R:1 1:R:A 1:R:A* A:R : A AR :A ]
T = - 7 = - T = - T = T - =
1:R :1 1:R :A 1:R :A* A:R :A A*:R :A
=y T =y T T = T T =y T T =y T
A]=|1:R :1 1:R :A 1:R :A" A:R :A AR :A
— - = - T = T = T = T o=
1:R :1 1:R :A 1:R :A" AR :A A™:R :A
= - S e — 7 - S
1:R :1 1:R :A 1:R :A" A:R :A A™:R :A
HX'Y={z y 2z t s}
LB} ={2T, 29, 20, 2T, 29}

Dans ce cas et sous certaines conditions sur le tenseur de relaxation R, la

matrice A’ est inversible et on peut obtenir la solution du systeme (I1.25) a
laide duTogicie] de calcul formel MATHEMATICA®. Apres avoir trouvé les
solutions z, y, z, t, s du systeme (I1.25), afin d’obtenir les solutions ap, a;
et a; du systéme S, nous devons résoudre le systéeme de trois équations a trois
inconnues:

2 Qg U =
11.26 2 g a9 =

2
2aya, + a5 =

w3

avec les conditions de compatibilités
2 _
af = z

11.27

2
ay = 1

La résolution du systeme (11.26) conduit aux trois solutions suivantes:

rag - Z'(2y+’:>

43

y? s
II.28 <a,(i') = —_—
z2-(2y + =2)

z-8

;g = ——

\ 2y + =
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Or, ce triplet {ao, a1, a2} est incompatible avec (11.27) puisque le calcul avec
MATHEMATICA@® montre que:

z-(2y + =)
—r 7

11.29

On en conclut que 'on ne peut pas trouver, dans le cas général, une mesure
linéarisante sous la forme (I1.15).

On peut néanmoins changer de probleme et chercher les conditions sur ¥y et
¥, pour que l'on ait

I z-(2y +.,__El

45

11.30 ,
1 _w_.__y_f_,._ = ¢
22y + z)

Ce calcul reste néanmoins complexe car extrémement non linéaire et
MATHEMATICA® ne parvient pas a converger.

Cela nous contraint a simplifier I’étude et on peut, sans trop perdre de géné-
ralité, supposer le matériau isotrope. Cette étude fait ’objet du chapitre suivant.
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Chapitre 2

Matériaux isotropes

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on développe les mémes étapes que celles du chapitre pré-
cédent. L’isotropie du matériau nous permet d’aller au bout de 'identification,
c’est a dire a I’obtention des formes des fonctions ag, a; €t a;. En guise d’exemple,
on développe la procédure d’identification dans le cas ot la mesure linéarisante
choisie est écrite sous forme d’une mesure de Seth [Seth, 1964].

2.2 Choix du tenseur de relaxation

Revenons au potentiel d’énergie libre et & la mesure linéariante définis res-
pectivernent par les relations (I1.21) et (I1.15). L’isotropie du matériau, ajoutée
a celle de la relation reliant E & 4 imposent un tenseur de relaxation de la forme:

IL.31 R(t) = AMH1®1+2u(t)d

ol ® représente le produit tensoriel, A(t) et p(t) sont des fonctions du matériau

positives et décroissantes du temps et

(1 @ 1) ikl = 0 O
. 1
é'k: = 5(5“: dii 4+ b k)

Le potentiel d’énergie libre s’écrit alors:

po¥ (t) = / / [ (2t — 11 — o) { 1))]

bo2u (2 — by — ) tr (@2(1‘2))] dt,dt,

11.32
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2.3 Lois de comportement

L’équation de comportement s’écrit alors, pour les matériaux compressibles:

.33 [(t) = ( / t [,\(t—t')tr (@(t')); + Qy(t-t')g(t’)] dt’): %(t)

- OO0

Si on ajoute une contrainte interne d’incompressibilité, la loi de comnportement
devient:

)= (/ [ (&) 1+ 2 - 0B ) O+

—o0

ou p est un multiplicateur de Lagrange défini par les conditions aux limites
et par 'équilibre.

2.4 Choix de la mesure de déformation et iden-
tification

On limite Pidentification du comportement aux matériaux isotropes et com-
pressibles. Celle-ci se faisant pour des essais de relaxation, on écrit le potentiel
d’énergie libre sous la forme suivante, en substituant (I1.31) dans (IL.21):

I1.34 ¥(t) = %[A(i) (tr B> + 2 u(t) tr (E*)]

et ol A(t) et u(t), qui définissent le tenseur de relaxation, sont déterminées
par des essais en petites déformations.

En subsituant (II.31) dans le systéme (S), on obtient le nouveau systéme
suivant:

r =
i
i
H

2¥; = Lgag + 6aga I8 + a‘:%[lA2 +12a0a2 12 + 4a,a, I8 12 + 4:122]2A2

Ao

+ [3a + 20001 1P + 2(a} + 2a002) 1§ + 6arar I + adtr (A*)] po
20, = [gag +6ag ar 12 + a2I2% 4 12000, I8 + 4aya IR TS + 4a22[2A2] Ay

+ [3ad + 2a0a: I + 2(a? + 2a0a2) 15 + 6ajaz s + altr (AY)] pe,

20, = [9a3 +6agan I + o} 1P’ + 1200021 + daya IR I + 40’197 Ao

+ [3&3 + 2a0a; I + 2(a} + 2a0a2) [ + 6a1a,15 + altr (é‘*)] oo
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Uy, Wy, et U, sont définis par (11.22), (11.23) et (11.34):

L35 W, =
e o, = -\ [rE’
' o 2 L7 ‘

.37 O, = %[x\m [tr E]" + 2 poo tr (@2)]

Ol Ao, Ay, Aoy [0, fiy, Moo Teprésentent les valeurs en 0, tg et a Vinfini de
A(t) et p{t) respectivement.

Le systeme (S;) peut se réécrire:

2%, = Aflao, a1, az2) o+ Blag,a,a2) po

I1.38 2V, = A(ap.ai,a2) A, + Blag,a1,a9) p,

2V, = Alag,a1,a02) Ao + Blao, a1, a2) pico

avec

A(ao,ar,a3) = 9a% + 6aoa [2 + a2I2% + 12a0a, ]2 + dayar [P 12 + 4a,? [A°

B(ag,a1,a2) = 3ai+ 2a0a111A +2(af + 2a0a2)[2.A + Galaglf‘ + aitr (é“)

On constate, a partir de (I1.38), que deux équations suffisent pour déterminer

Afag,ay,az) et B{ao,ay,a2). En revanche, connaissant ces deux fonctions, on ne
peut pas déterminer les trois fonctions ag, a; et a,.

On peut donc supposer que a2 est une fonction quelconque bornée des trois
invariants et déterminer ag et a; en fonction de a;. D’apres (11.38), on a:

- I —9F) e

“= A7 g8
| JerE - any e 0 -6 @ - 07) — o]

I3 618

a (llllA + 2&2[2A j: [380
0 = - ==
\ 3
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ou .
If =7 tr(4Y
a® = (3'\0 + 2;“'0} ‘Doo - (3)\00 + zﬂoo) \1’0
0 =

(#oo /\O — ﬂOAoo)

o ;;2 pooVo — fio Yoo

o _\/ (luoo/\o - ;U*O/\oo)
La mesure linéarisante la plus simple, compatible avec ce qui précede et véri-
fiant les relations (I1.16), (IL.17) et (I1.18) est celle ou a; = 0. Une telle mesure
est définie par:

E = ao (I2 12, 128) 1 + o (IA12,12) A

11.39 .
telle que W({t) = 5 [A(t) [er gz + 2 p(t) tr (E?)]

Le choix de cette mesure se justifie par le fait qu’on ne peut identifier par
des essais de relaxation que deux fonctions puisque, dans le cas isotrope, on ne
dispose que de deux fonctions mémoire X et p.

Par conséquent, le systeme (Sy) se réduit a:

2 Wo = (903 + 6aoas 11 + a} ] Do + [305 + 2000 I + 20]
I1.40
2 Woo = [902 + Bagar [{ + aZ"| Moo + [3ad + 2000 I + 207] e

A partir de (I1.35) et (I1.37), on peut déterminer [tr (@]2 et tr (E*) en fonc-
tion de Wy, Yoo, Aoy Auo, Ho €t fhoot

¥y — V]
ir (R 2 - 9 Hoo ¥0 Ho Yo
[tr (E)] e = o)

1141
L Al = o U

(Boo Ao — Mo Aso)

qui correspondent aux relations 11.3.

On peut maintenant identifier les fonctions ag (I3, I, I5') et ay (IP, I, I2).
De (11.39), (11.40) et (11.41), on déduit:

.
(Hoo Ao = HoAeo) (6 I - I1A2)

r(E) =

I1.42 <

—aq ]2 sgn (IA) Moo Wo — v
A qa Ay = T A 1/ JoE=—2 T £ “eo
a0(17 2 3) 3 + 3 (‘uoc)\o—/lo/\oo)

\
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ou sgn (1) est le signe de I, soit:

+1 st I£ >0
sgn (I2) = 0 si Ip=0
-1 si If<0

Remarque 2.1 La résolution du systéme en ao (I?, I8, 1) et ay (17,13, 15)
nous a donné, en fait, deux solutions opposées pour a; (I*,I2, I{?) et, en consé-
quence, quatre solutions pour ag (I2, 15, I3*). L’équivalence auz petites déforma-

tions selon laquelle E = £ nous a permis de conclure.

Nemat-Nasser et Mehrabadi [Nemat-Nasser & Mehrabadi, 1987] affirment que
la mesure de déformation doit étre nulle en ’absence de déformation, positive et
croissante quand le matériau considéré est en extension et doit se réduire a la
déformation £ quand le comportement est linéarisé. Donc, a ce stade de l'identi-
fication, il faut vérifier la validité de la mesure de déformation qui, dans ce cas,
est sujette a la connaissance des potentiels ¥y et W,.

Afin de s’affranchir de cette difficulté, on pourrait choisir une mesure qui
vérifie naturellement les conditions de validité imposées par Nemat-Nasser et
Mehrabadi [Nemat-Nasser & Mehrabadi, 1987]. Cette étude est proposée dans le
paragraphe suivant.

2.5 Mesures particulieres: les mesures de Seth

Seth [Seth, 1964] propose une mesure écrite sous forme de puissance du ten-
seur de Cauchy-Green droit C:

1 m
E-Llcf-pumer
I1.43 m
E = In(g) st m=10
Dans le cas ou m = 2, on retrouve le tenseur de Green-Lagrange A. Si, en

outre, les déformations sont petites, alors on retrouve le tenseur de déformation
linéarisée ¢ puisque:

'Y u-Vul = o(|V ul)

Nemat-Nasser et Mehrabadi [Nemat-Nasser & Mehrabadi, 1987] montrent que
ces mesures vérifient les conditions de validité. L’identification se limite donc a
la détermination du scalaire m.

Ces mesures incluent donc les cas linéaire et petites perturbations et sont
un cas particulier de la mesure générale proposée par la relation (11.15) puisque
Morman {Morman, 1988 a montré qu’elles pouvaient s’écrire sous la forme:
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N AT Ly P
- ; | T2 M S IE N+ IC A2

w3

€

ot (A )a=1.3 sont les valeurs propres principales du tenseur d’élongation droit
Uet I€ et IS sont les premier et troisiéme invariants de C, respectivement (1Y =
trC, IS = detC). B
" Ces mesures ont P’avantage de s’écrire sous la forme

E=bo (I, I, 1) L+ by (I7 15, IS ) C+ b, (17,15, 1§) C°

aved
( e
1 |+ AT IS A2
b IC.IC IC - o3 o ~1
o 715, 15) m{;[z,\g—ffxgug,\;?
> ,
‘ 1 AT (A2 - I7)
I1.44 b (IC, IS, I5) = — e
| I m;z,\g—[f,\gﬂgmgz
1 s AT
b IC‘ IrC IC — - o
(I 13, I5) m;2/\§—-lf,\§+lg,\;2
En remplagant I'expression de C en fonction de A, on peut relier les fonctions

bi (19

; )(i=0-~-2,j:1~-~3) aux fonctions q; (IJA) :

(i=0---2,5=1---3)
ao (IEIF. 1) = bo (IS, IE,1S) + by (17,15, IS) + b (19, IS, IF)
a3 (Ilcvlgslsc) = 2b (IIC,[,?,I:?) +4 by (Ilc’lzcv[g)

ar (2.0 15) = 4 b, (IF. 15, IF)

D’autre part, sachant que les invariants de € sont reliés a ceux de A par les
relations suivantes:

I = trC = 21743
) = 4 s
I = detC = 815-8}91$+§[3 +2 I8 4 1r 4R 41
aved ,
? = tr A

1
I8 = 5tr(dY)

o= i (dY)
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on obtient les fonctions ag, a; et aq en fonction des trois invariants de A:

a=1

, i 3
f IfA+ X, -2 -2
A A TAY : -
ao (1, I8, 18) = {Z‘ [m_ ozf\+3)/\z+fé‘/\;2] 1

3

N oA a 2 m M —275-1
. '11(]1 1127]3) EZI/\"Q)\3“(2[1‘3—%3))\34-[(?)\;2
3
/\m
A JA Ay =
az (I8, 15 15) = ?5;2)\3—(215*%)/\3,“3/\;2

aved

4
I8 =812 —BIMIA + glf‘s +20A — AR 212 41

En résolvant le systeme (11.38) en ue gardant que ’élasticité initiale et ’équi-
libre, on trouve:

Hoo o ~ p1o Voo
Hoo ')‘0 = Ho /\oo
Ao Voo — Ao Uy
Heo ')‘0 — Ho /\oo

A(ao,al,ag) = 2

11.45
B(aﬂaalaa‘Z) = 2

Or, Pexpression de A (ao,a;.a2) étant connue, on se ramene a la résolution
d’une équation non linéaire en m. En notant:

¥ TANZZ 402 —2]2 —2
e 20— (212 +3) A2 + ISAZ?
2 _ 9 74A __
Ly, - 9 A2 _2JA ]
204 — (212 +3) X2 + IS8X;2
7 4
| 2 At — (212 + 3) A2 + I8Nt
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m est solution de ’équation:

3

Ti—z 9 [ (,\ZXC,)—I} +8 [Z(AZK&,)—I} [ZA;"YQ

=1 =]

a=] a=1

3 2 3 3
+ {Z ,\ZYG} 12 412 {Z(AZ‘XQ)—l] [Z,\g‘zﬁ} IEs
11.46 a=t

3 3 3 2
+ 4 [Z/\Z‘Ya} {ZA%] IP I3 +4 [}:A?ZG} I
a=1 a=1

a=}

5 Heo “I'O“"/Uf() U

2 =0
Hoo )\0_/‘50 /\oo

Ainsi, pour chaque valeur de (A.)__,. 4, on a une valeur de m. On choisit alors
une valeur de m au voisinage des déformations souhaitées. Cette méthode reste
néanmoins tres complexe car 1’équation précédente est fortement non linéaire du
fait de la dépendance en A\, du second membre, des différents invariants et de
Xo, Yy et Z,.

On peut également déterminer m par minimisation du terme de gauche de
I’équation précédente pour un A, choisi dans un intervalle entourant la déforma-
tion désirée.

2.6 Liaison avec ’hyperélasticité

2.6.1 Exemples de potentiels hyperélastiques

Souvent, les comportements des polymeres sont approchés par des compor-
tements hyperélastiques. Ce type de comportements est décrit par des poten-
tiels d’énergie libre qui, dans le cas isotrope, dépendent des invariants de C. Par
exemple, les potentiels de Mooney-Rivlin, de Blatz-Ko ou de Hart-Smith sont des
potentiels souvent utilisés:

~ Le potentiel de Mooney-Rivlin

Mooney et Rivlin [Rivlin, 1951], proposent comme potentiel hyperélastique,
un potentiel dépendant des deux premiers invariants de C (dans le cas
incompressible). Ce potentiel, écrit a l'ordre 2, a la forme:

Yur = C) (IIC - 3) + Oy (120 — 3)
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ou C, et (5 sont des constantes du matériau.

A Dordre n, il s’écrit:

e L
_ L (IC VE (O 3
Uyp = Y Cu(I7 = 3) (1§ - 3)
=0 =0
Dans le cas compressible, il dépend de trois invariants de C et peut étre
généralisé sous différentes formes. Les plus couramment utilisées sont les
sulvantes:

Unr = G (IF - 316%) + 6 (1f - 315%) + % I (15F)

ou

2

Uup = A (I = 3)+ B (If = 3)+C (K" - 1) +D (if - 1)

ot les diflérents coeflicients sont des constantes du mateériau.

Le potentiel de Blatz-Ko

Dans le cas compressible, le potentiel de Blatz-Ko [Brockman, 1986] dépend
du premier et du troisieme invariants de C. Dans le cas incompressible, c’est
un cas particulier du potentiel de Mooney-Rivlin (ordre 1).

_ 1 c 2 c—3%
YUpr —2/.L [(]1 —3)+a(13 -—1)]

ou p' et a sont des constantes du matériau. De plus, a est un parametre qui
dépend du coeflicient de Poisson v selon la relation

2v

a:1—2u

- Le potentiel de Hart-Smith

Le potentiel de Hart-Smith [Hart-Smith, 1966] est défini selon une loi hy-
perbolique exponentielle qui, dans le cas incompressible, est de la forme:

c

WHS = C /ekl(llc —3)2 dIlc + k2 1n£32—'

ou C, ki et ky sont des constantes du matériau.

Dans tous ces potentiels, les invariants IC, I et IS sont définis par (11.48).
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2.6.2 Linéarisation hyperélastique

L’avantage du modele pseudo-linéaire est de pouvoir déterminer simplement
une mesure linéarisante d’un comportement hyperélastique par équivalence aux
petites déformations. A titre d’exemple, déterminons les coeflicients ag et ¢; d’une
mesure linéarisante pour un potentiel de Mooney-Rivlin compressible que 'on
choisit sous la forme:

11.47 WMR = Cl

.

Iy - 315"%) + O, (IC -3 130§) 4 % In2 ([Sc%)

avec

(IS = tr(g)

1 )
mas {7 5(["@}2 - tr(g))

Is

I

det(C)

b

L’objectif est de déterminer les coefficients A et iz du modeéle pseudo-linéaire
en fonction des coefficients Cy, C, et (4. Pour cela, on se place dans des cas
particuliers en petites déformations.

— Premier cas particulier: considérons une déformation de la forme:

1149 A =

[ RN e i e
O -

0
01J-¢
1

ou ¢ est une déformation < suffisamment petite>.
Le potentiel de Mooney-Rivlin et le potentiel pseudo-linéaire d’énergie libre
sont alors équivalents a:

9 5 ‘
Wup,, = 5 Cs-e” + o(e?)

9 .
‘I’ﬁq = (5/\ + 3,&) '62

— Second cas particulier: on considére une autre petite déformation telle que:

11.50

0
0 £
-2

IL51 A =

OO
O = O



80 CHAPITRE 2. MATERIAUX ISOTROPES

Les potentiels d’énergie libre prennent alors les formes suivantes:

QJMRW = 12(Cy + Cz)'EZ + 0(&‘2)
I1.52

Les systemes d’équations (11.50) et (I1.52) permettent de déterminer les coef-
ficients A et p.

p=2(Cr + (1)
11.53

4
A =0 = 2 (Gt )

Le potentiel hyperélastique étant défini par rapport a ’équilibre, les coefli-
cients ap et a; du modéle pseudo-linéaire sont les suivants [Alaoui Soulimani, 1993}

! Wy (IR, 12,12)

4 a7 L L .
Cs—g (C1+Cy)| - I +4(Ci+Co)- I3

ay (valﬁﬁaléx): 11
.54 ¢ 2

oo (12,18,13) =0

Cette mesure linéarisante n’est évidemment pas la seule. Ce type de linéarisa-
tion peut étre fait de maniére analogue pour tout autre potentiel hyperélastique.

2.6.3 Linéarisation viscoélastique

Supposons que ’on désire linéariser un comportement viscoélastique défini aux
temps courts par un potentiel de Blatz-Ko et aux temps longs par un potentiel
hyperélastique de Mooney-Rivlin (I1.47) par exemple. Dans ce cas, on dispose de
deux potentiels Wgy, (potentiel initial) et Wasr,, (potentiel a ’équilibre) définis
par:

Wk, = = {(110 - 3) + 2 (15‘%‘ —~ 1)]

a;

B =

I1.55

Wyn, = Ci. (110 ~ 3 130}) + Gy (Lf ~3 1363) + %ﬁ In? (130*)

ou u;, a;, C1, Co, et Cs_ sont des constantes du matériau.
L’identification se fait de maniére analogue au cas précédent, c’est & dire par
équivalence aux petites déformations (moyennant des chargements de type (11.49)
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et (I1.51)). Dans ce cas, on identifie les quatre parameétres A;, y;, A €t pieo définis
aux temps courts et aux temps longs par:

pi = pp(l—2a)
A= gaiﬂg

11.56
hoo = 2 (Cio + Cu)

Ao = Czp —

[>%]

o

\ (Cio + Cy)

De plus, les coefficients ag et a; sont donnés par (11.42):
{

L (3(1,—}-2 Wwur, + 3 Cs Wark,

|
21218 = q
o (I8 1. 12) \jl x, (618 — 1)

—'Gl‘{iﬁ
3

11.57 (¢ ao (If‘,[f‘,f?)

3 A2

oo

sgn (I2) \/2 2(Croo + Caoo) Wak, — pil (1 — 2a;) Wisr.,
ou

i

2.7 Conclusion

Dans ce chapitre, on a montré comment, sous ’hypothese d’isotropie du ma-
tériau, on pouvait trouver simplement une mesure de déformation linearisante.
Ainsi, la connaissance du comportement d’un matériau aux temps courts et aux
temps longs nous permet de connaitre le comportement de ce matériau a chaque
instant. Par exemple, si 'on sait, moyennant quelques manipulations expérimen-
tales, qu’un matériau se comporte aux temps trés courts et aux temps tres longs
comme un matériau hyperélastique (de type Mooney-Rivlin, par exemple), alors
on peut déterminer de facon unique les coeflicients aq et a; qui nous permettent
d’obtenir une mesure linéarisante (qui n’est pas unique) de ce comportement. Ce
type de linéarisation a fait l'objet du paragraphe 2.6 et a montré que pour tout
comportement identifié aux temps courts et aux temps longs par des potentiels
hyperélastiques, on peut déterminer une mesure linéarisante. Dans ce chapitre,
nous |’avons montré pour des cas particuliers de potentiels, mais cette technique
peut étre généralisée pour tout autre potentiel hyperélastique.
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Chapitre 3

Validation

3.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est de savoir si le modele pseudo-linéaire présente
une certaine généralité et s’il peut représenter une gamme suffisamment large
de comportements viscoélastiques. Pour cela, nous allons essayer d’approcher le
comportement d'un matériau fictif identifié par un potentiel d’énergie libre écrit
sous forme d’un développement de Fréchet d’ordre 4 [Fréchet, 1910] que I'on
nommera, par abus de langage, potentiel de Fréchet. On se restreint au cas des
matériaux compressibles et isotropes.

Nous allons donc développer toutes les étapes d’identification puis nous établi-
rons des criteres nous permettant de choisir la forme des fonctions de relaxation
afin de nous permettre d’effectuer des simulations, du chargement le plus simple
(traction) aux chargements trés complexes (succession de chargements dans dif-
férentes directions), jugeant de la justesse du modele.

3.2 Potentiel et contrainte de Fréchet

3.2.1 Potentiel de Fréchet

Le matériau étant supposé isotrope, le potentiel d’énergie libre peut étre consi-
déré comme ne dépendant que des trois invariants de A, I& , 12, I avec

]IA — tr(A),[QA = %tr(_A_?)’]éA = —étr(é}).

Pour un développement d’ordre 4 en série d’intégrales multiples,
toutes les combinaisons possibles sont les suivantes [Spencer & Rivlin, 1959]:
If;zv IZAv Ifls’ I{l-[i?‘, ISA’ ]]Aqv IlAQ'IZAv IZAQ’ IBA'IIAet If

Toutefois, I2 (et donc ¢r (_é_‘l)) peut étre exprimé en fonction des autres in-
variants de A (voir annexe A).
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En notant (r;}i=1..5 €t (7})i=¢..0 les fonctions mémoire, le potentiel de Fréchet
d’ordre 4 ¥! est donné par:

e
-

L
R

-

+

a\\}\\
;\1

4

\ﬁhg\

14

+

2T
T T,

H

S
L LLL

i t t t
L
tg Jig Jig Jio

1 i t t
L
ity Jig Jip vig

+

ri{t — Ty, t — 72) trA('rl tT‘A(TZ dr dra

ro(t — 7, t —7m2) tr é(ﬁ) : é(rg)] dr dry

Ool——*wlb-—-'l\ﬁli-*

7'4(t - Tl,t — Tz,t -— Tg) t?‘é("f’l) <ir {é(Tg) . é(T;a)] dT; (1’7'2 dT3

r3(t — 7.t — T2, — T3) trAl\Tl) trA(Tg) tré (73) dridTedrs

?"5(t - Tl,t —_ Tg,t - T3) tr LA:(Tl) - é(?g) 4 %(73)] dTI dTQ dT3

3 re(t — 71,1 — T2, t — T3, t — Ty)
tré('rl) . t’l‘é(‘rg) . tTé(Tg) . tré(ﬂ;) dry dry drs dry
1 \

3 T;(t — Tht— Tz,t— Tg,t - T4)

-

tT‘é(Tl) ' tré(’}'g) . t‘f‘ [é(?‘g) . é_(ﬂ;)] d’:"l de dT3 dT4

-

‘LI Tls(t - Tl.,t — T‘),t - 7'3,t — 7'4)

tr -é(n) . é(?’z)
) L
- T;)(t - Ti,t—Tz,t—Tg,t "‘7'4)

3
tr A:(Tl) é("g) . tré('r;;)} -tré('r‘;) dry dry dr3 dmy

-ir [é(’?‘g) . é(T,;)-i dT} dT2 dT3 dT4

7‘

s
6
!
ou ,7

- '1)

re(t — 71,1 — T, .

t-—T1 t—Tz,

TAB. 3.1 - Potentiel de Fréchet

I

— T2y .e) ro(t — Ty, t — 72,...) + Tio{t — 1,0 — T, )

( ) T'G(t—Tl,t_‘Tg’...) + 1,/6 Tlo(t—-Tl,f— T2y ens
(t-—‘Tl f'—Tz, ) = T;r(t—Tl,t——Tg,...) —_ }/2 T‘lo(t—Tl,t—Tg,...
( ) Tg(t“Tl,t—Tz,...) + 1/2 Tlo(t—Tl,t-Tg,...
relt

)
)
)

et rip est la fonction mémoire correspondant a tr (Q__“) dans ’expression du
potentiel d'énergie libre. Pour assurer la positivité du potentiel de Fréchet, il faut
que les fonctions mémoire d’ordre pair (ry, 7, et 5., ) soient positives et que celles

d’ordre impair {(rj..5) soient soit nulles soit trés petites par rapport aux autres.

1. L’exposant ~correspond au potentiel de Fréchet et & la contrainte qui en dérive
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3.2.2 Contrainte de Fréchet et puissance dissipée

Afin de déterminer la contrainte associée au potentiel de Fréchet, vérifions
qu’il s’agit d’un processus admissible, c’est a dire que la puissance dissipée D est
positive. En formulation Lagrangienne, on a [Mandel, 1977}:

1158 D(t) = H(t): A(t) — U(t)  avee D) = 0 VA(t)

_ Sachant que U'inégalité de Clausius-Duhem (D > 0) doit étre vérifiée pour tout
A a tout instant t. on obtient 'expression de la contrainte de Piola-Kirchhoff 2:

O(t) = </ it —71) trA(Tl) d'r1> -1+ / Fa(t — 1) é(ﬁ) dny
to 2

(// Fot — 7yt = 75) trA(m) - trA(r) dry de)

/ / Falt — 1.t — Tg)tT‘A(Tl A(Tg) dry dmy

/ / Wt — 7, t — ) tr {A(n) é(’rg)] dn dﬁ) 1

/ f Fs(t — 11,0 = 72) A(ri) - Alm) dry dry

TU // ot — 11t = Tyt — )P A(T) - trA(m) - trA(rs) dry dry d'rg)-:
+( / / / Folt — Tt — 7t — T)tTA(T) - tr [A(Tz) A(Ta)] dry dry 473) 1
+ / / / Foft = 11t — oyt — T)rA(m) - triA(m2) - Alra) dry dra dry

+ / / / Fo(t — mi,t — Tyt — m)A(m) - tr {é(rg)-é(rg)] dry dr; drs

+/ / f o(t — 71, t — 7ot — 73)A(T1) - A(ny) - trA(73) dry dry drs

+</ / / = Folt — 1yt — Tz,t-—rg)tr[ \(11) - A(r2) - é(fg)] dry dry drg)-;
+/ / / Fro(t — 11,t — 7oyt ~ 3)A(1) - A(m) - A(73) dry dry dr

TAB. 3.2 - Contrainte de Fréchet

avec la notation

II-59 T,(t""Tl"“',t““Tn_l,O) = ’):i(t‘—-"f’l,...,t_frn—l)
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En définissant les dérivées des fonctions mémoire par

. or; or,
Tt =T, t—T) = 3:;—:»(t—71,-~-,t—'rn)+=-- + ax;(t_Tl’.“’t_Tn)
-5%1— et 5% représentant les dérivées partielles par rapport au premier et n!¢Me

argument respectivement, la puissance dissipée se réduit a la forme sujvante:

//

Tl(t - Tl,t - Tg) tTé(Tl) . tTé(TQ) dTl dT2

7ot — 1, t — 1) tr {é(ﬁ) é_('rg)] dry dmy

QI B = NI

r3(t — 74,1 — 7o, t — rg)tré(ﬁ) . tré(rg) . tTé(Tg) dr dry d7s

r4(t — 11, t — T, t — Tg)tré(ﬁ) -t [é(rg) :A__(Tg)j dry dry d7s

“\“\»\,\«, =
k\\\\
S ——

rs(t — 71, — T2, t — T3)tr [ (1) - A(Tg) . é(v’g,)] dry dry dr3

1.
//// = Tt — Ty, t — 7o, t — T3, t — T4)
tg Jig 4

tré(n) . iré(’rg) . tT‘:A:(T;;) . tré(ﬂ;) dmy dry drs dry

t t 4 t 1
—/// / = Pe(t — 71,8t — To, t — T3, t — Tq)
tg Jig Jip tg 2

tré(rl) . tré(rz) tr [A(T3) (,4)] dry dry dms dmy

H i H ‘t 1
—/// / —'f'g(t—?l,t—Tg,t—T3,t—T4)
g Jig vig Jig 4

tr | Afm) -é(ﬁ)} tr {é_(r?,) : é(n)j dry dry ds dry

4 t i t 1
—/// / —T"g(t—Tl,t-—T%t—-Tg,t—T‘;)
g Jig Jtg Jig

tr -A T1) é T2) tré_ T3 . _A_/ﬂi d’t—l d’Tg d7'3 dT4
2 A 2 AN

t i i t 1 B
N R S
W Jig vip to

tr é(ﬁ) é(Tg) é('fg,) ~é(7'4)] dry dy drsy d7y

o2

TAB. 3.3 - Puissance dissipée

La positivité de la dissipation n’est pas assurée uniquement si les contraintes
de positivité sur les fonctions mémoire sont vérifiées. En effet, il faut que lesdites
fonctions mémoire soient décroissantes.
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En résumé, pour obtenir un processus physique admissible, il faut que les
fonctions mémoire ry, ry et 6.0 Soient positives et décroissantes et que rj.5
soient nulles ou a valeurs tres petites devant les autres fonctions mémoire.

3.3 Linéarisation et identification

3.3.1 Fonctions de relaxation

Dans ce paragraphe, on se propose d’identifier les parametres du potentiel
pseudo-linéaire. Cela signifie que 'on doit déterminer les fonctions A(1) et u(1) et
ce, par équivalence aux petites déformations. a 'image de ce qui a été fait dans
le cas du potentiel hyperélastique de Mooney-Rivlin (voir chapitre 2.6). Notons:

H=F-1=Vu
et
€ = sup |£_(r)i
t>T

Si € < 1 alors la déformation est dite infinitésimale. Le tenseur de déformation
infinitésimale g est alors:

Ly
2_2(£+ Q

Dans ce qui suit, on considere les fonctions tensorielies H du temps 7 ayant
la propriété d’avoir, quel que soit le temps 7, une amplitude inférieure 3 K&, K
étant un nombre indépendant du temps, de la fonction H(7) et de &. Une telle
fonction sera notée par le symbole O (&), soit: o

0 (8)] < K¢

On a alors les relations suivantes:

Et) = 1+0(?)
C(t) = L+2et)+0(8)=1+0(F)
Alt) = 0(9

Les expressions du potentiel de Fréchet et de la contraintes qui en dérive
deviennent:
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t t
\i’eq(t) = / / %Tl(t—Tl,t—Tg) tTé(Tl)-fTé(Tg) dTldT‘Z
tg vig
topty ) ]
II593$ + / / grg(t — Tl,t - 7'2) ir [_A_(TI) . _é_(’fz)] dT]dTQ + 0 (EZ)
ts Sty ~
3
Héfqm(f) = / ("’1(7f —71,0) tré(ﬁ) 1+ ra(t — 71,0) 'é(ﬁ)) dry + 0 ()
1

]

L’hypothése d’uniformité postulée précédemment implique que les équa-
tions (I1.59a) restent valables si le tenseur A(t) est remplacé par g(t) = O (€)
[Coleman & Noll, 1961b]:

¢ et
\i!eq(t} = / / % ri(t = 11,8 = 1) tre(n) - tre(m)dm dry
1o in
11.59b + / / 5 rot — 7, t — ) dr [g'('rl) g(rg)} dry dry + o (g2)
g J1g
t .
Hg;e(t) = / (ri{t —m,0) trg'(rl) 1+ ro(t — 71,0) _5__(7‘1)) dm + o (&)
iy

Quand ¢ est suffisamment petit, le reste o(€) (resp. o (¢?)) peut étre négligé
en comparaison avec les autres termes qui sont d’ordre O (&) (resp. O (¢*)) dans
P’expression de la contrainte de Fréchet (resp. potentiel de Fréchet}. Alors, le
potentiel de Fréchet ¥(t) est équivalent, & l'ordre 2, a:

t i
- - 1 .
U(t) = Yet) = / / 3 ri{t —,t = 1) tre(n) - trélm) dn dn
tg Jio

4 t
)
ity Jig

Pour des essais de relaxation de la forme A(t) = A H(t), la relation (I1.60)
devient:

ILe1 v(t)=9.,() = %n(t,t) tr ()] + %rz(t,t) tr (2)

I1.60

ro(t — 1, t —72) tr [g('rl) . g(m)] dr dmp

B b

En appliquant les mémes opérations au potentiel pseudo-linéaire, on trouve:
t £
1
U(t) = U, (t) = / / 3 M2t =1 = 1) tré(n) - tré(me) dny dn
2 1
11.62 o
t pt
-+ / / ,’J(Zt - T — Tz) tr E(Tl) g(rg}] d’Tl dT2
tg Jip
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et en relaxation:

T

.63 U(t) = T.,(t) = = M2 ) {tr(e)]” + n(2 1) tr (&)

]

En comparant terme-a-terme ¥, (t) (relation (11.61)) et ¥, (¢) (relation (11.62)),
on identifie les fonctions A(t) et u(t):

) it
At) = T1(§>'2‘)
11.64
1 t i
p(t) = 57”2(57':;)

En opérant de la méme facon pour les contraintes pseudo-linéaire et de Fré-
chet, on obtient, par équivalence aux petites déformations?:

fjp=s

i
Eﬁ;(t) = / {T}(t — Tl.,O) tTg.(T1) .

+ ro{t—71,0) £(n)] dn
ty
11.65 <

t
W) = [ ) tren) L+ 2ult =) )]

to

\

En relaxation, les relations (I1.65) deviennent:

I7(t) = ri(t,0)tr(g) -1 + m(t,0) ¢
11.66
I t) = Mt)tr(g)-1 + 2put) ¢

En comparant terme-a-terme I et [I’~, on obtient:
Zeg  =eq

Alt) = ri(t,0)

11.67 1
ult) = 3 ra(t,0)

Les relations (11.64) et (I1.67) conduisent a I’hypothése classique qui ré-
sulte de ’étude des milieux viscoélastiques linéaires décrits par une ap-
proche par variables internes (voir les travaux de Staverman et Schwartzl
[Staverman & Schwartzl, 1952,], [Staverman & Schwartzl, 1952,], de Mandel
[Mandel, 1966], de Brun [Brun, 1967}, [Brun, 1969] et de Biot [Biot, 1955]):

11.68 r(a,8) = rla + 5,0) = Fa + B)

2. Les exposants fr et p-l sont relatifs aux contraintes de Fréchet et pseudo-linéaire
respectivermnent



3.3. LINEARISATION ET IDENTIFICATION 89

ou 7 est défini par la relation (11.59).
Finalement:

Alt) = fu(?)
11.69 1

Remarque 3.1 Si on écrit 'énergie libre de Helmholtz comme suit

o) =5 [ [ i)

c’est une forme particuliére de:

(2 t — tl — tz) : __I_[?:T(tQ) dtl dtg

fill=

H H B
po\lf (t) = / / g(tl) é (t - tl,t - tz) g(tz) dtl dtg

La comparaison entre ces deux expressions conduit a:

K(0,1) = 3R()

La connaissance de R(t) n’est pas suffisante pour déterminer la forme générale
de K(zx,y) et donc de p.U(t) (voir [Breuer & Onat, 1964]). Dans leurs travauz,
[Breuer & Onat, 1964] montrent que le tenseur K(z,y) est degéneré et prouvent

que la forme la plus générale du noyau de ce tenseur est:

J?

Koy = 33 By s

1 5=t

1

ot fB;; sont des constantes symétrigues dues ¢ la symétrie de K(z,y).

i

Ce résultat corrobore la validité de la relation (I1.68).

3.3.2 Potentiel et contrainte pseudo-linéaires
< Potentiel pseudo-linéaire

En conséquence des résultats précédents, le potentiel pseudo-linéaire qui, ini-
tialement s’écrit

U (t) = % /_t [ g(tl):g(u — ty ~ ta): E(t2) dty dt,

prend la forme:
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i 21
\If(ll) = / / "{‘)‘ F1(2t - Ty — TQ)
Jig Jig =

da ‘ da .
{t‘f [_1__@) Eé_g(ﬁ)‘*‘al(ﬁ) é +A(M)® d—él(ﬁ):l s Aln)
d da .
tr [ 13 é(TZ) +oa(n) 1+ A(n)® d—él'(Tz) A7)
t H 1
+ / — (2t — 7 — 73)
s vip 2
da d .
{ ir { 13 fé(ﬁ) +a1(7'1)'é +A(T)® d;j_ﬁ__i(ﬁ) A(rm)

Les expressions des dérivées par rapport a A des fonctions ag (I{ﬁ, I, Ié\) et

ay (I8, I8, I2) sont développées dans {Alaoui Soulimani, 1993].

Pour des essais en relaxation, P’expression précédente du potentiel pseudo-

linéaire devient:

2 \I’ - T \I’oo \i] . {I}oo
1170 ¥(¢) = r(i,1) M F0 2 + oty 1) "o Yo T
T2, Tlo - r20 rloo rloo 7"20 — Tlo T2
ou
(i, = lim  rm(t,t) , i, = 71(0,0)
t1->00
ta=+00
I1.71 ¢ Me = 4}2‘; ro{ti,t2) , 1oy = 12(0,0)
{2—c0
Uoo = m @), B = ¥(0)
L I~300
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¢ Contrainte pseudo-linéaire

A partir de la relation générale reliant la contrainte de Piola-Kirchhoff 2 a la
déformation de Green-Lagrange

> e

i . d
Lo = |[ B - ke |2 o

on peut, compte tenu des résultats des paragraphes précédents, récrire cette
relation apres identification:

t d , d , )
g(t) = / f?(t - Tl} [;@ (‘1‘29‘(71) + a1(7'1) . ;-i‘ é(’l‘l) ® —ai(TI)
to == =

dao da;

-i-L ot — m)tr { [;‘3 dé(ﬁ) + ai(n) -é%—é{ﬁ) ® E(’q)} ::A(Tl)} -1dn

Remarque 3.2 Le modele proposé est construit de telle sorte que le potentiel
pseudo-linéaire et le potentiel sur lequel on identifie le comportement (dans cet
exemnple, le potentiel de Fréchet) soient identiques aux temps courts et auz temps
longs. Cela est corrobor€ par I’égquation (I1.70). En effet,

/ -
. N . T2 ‘I'Q — T2 \I]
lim ¥(t) = lm ri{t,t) = L
t—0 ’ t—0 T2 Tis = T2 Tleo
. . T qlg - Ty ‘I; ~
+ lim ry(t, 1) —= ¢ % = P,
=0 Tlew T20 — Tlo Moo
4
. . Ta \I/() — T \I;co
lim ¥(¢) = lim ry(t,t) = L
t=3+400 t-34o0 T Tis — T20 Ti
. 1 ‘I’o - T L ~
+  lim rpt,t) == L= = ¥,
. t— 400 T T20 — T15 M2



92 CHAPITRE 3. VALIDATION

3.3.3 Maesure linéarisante

La mesure linéarisante a la méme forme que celle définie par (I1.15), avec,
dans ce cas, comme coefficients ag et ¢;:

i (37'10 + r?g) q’oo - (3rloo + 7'200) \i/o

ay (I8, 12, 18) = |2 :
! > \% (r2e Ty, — T2,71..) (6 3 - 1{32)
IL.72 <
—aqy IA sgn (18) roWo — 13, ¥
A A sy = T4 1 9 2= 0 Too
Qo ( 1 3) 3 + 3 (rag, T1, — T2 T1,)

Ol T1ys T1ays 720, T20, Wo €1 ¥, sont définis par (I1.71).

2009

3.4 Calage du modele

3.4.1 Introduction

Dans ce qui a précédé, nous avons identifié entierement le comportement.
En effet, nous avons déterminé une mesure linéarisante (11.72) et les fonctions de
relaxation A{t) et u(t) (11.69). Toutefois, pour que ce comportement ainsi identifié
soit thermodynamiquement admissible, il faut imposer les contraintes suivantes
sur les potentiels et les fonctions mémoire aux temps courts et a 1’équilibre:

Ty

0-—>—Tloo

Toy 2 T3

[ev]

¥y et ¥, sont des fonctions convexes

\ \iJOZ\i;coZO

Etant donnée une forme des fonctions mémoire r;(¢);...10, le but de ce chapitre
est de vérifier si elles répondent aux conditions précédentes. On se place dans
le cas d’essais de relaxation. U(t) est le potentiel de Fréchet et U(t) le potentiel
pseudo-linéaire. Pour les essais de relaxation considérés, ces potentiels sont des
fonctions des invariants de A et non des fonctionnelles de ’histoire de A. Pour
chaque cas de chargement considéré et pour une forme donnée des fonctions mé-
moire, on calcule, sur toute la base de temps, 'erreur entre ces deux potentiels.
Cette erreur est choisie comme étant la surface qui sépare les deux courbes cor-
respondant aux potentiels. Par conséquent, on peut écrire cette fonction d’erreur
sous la forme:

11.73 Err = /m ]\if(r) — W(r)dLn(T)
O
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Remarque 3.3 L’identification du comportement se fait sur des essais de re-
lazation. En général, pour faire apparaitre les différents temps caractéristiques,
on trace la courbe de relazation en €chelle logarithmique du temps. Cela explique
la forme choisie pour la fonction d’erreur.

Néanmoins, sachant que les deux potentiels (¢) et ¥(¢) sont identiques aux
temps courts et aux temps longs {remarque 3.2}, on peut supposer qu’il existe
deux instants to et ¢y (to < t1) tels que Err soit trés faible en dehors de 'intervalle
[to, t1]-

Par conséquent, (I1.73) peut s’écrire:

1I1.74 Err = /tl l'i'(f) - w(f)idLn(T)

Jig

Dans ce qui suit, on s’intéresse au choix des fonctions de relaxation qui mini-
misent Err.

3.4.2 Forme des fonctions de relaxation

En général, on choisit des fonctions de relaxation sous forme puissance ou
exponentielle. Pour ce qui nous concerne, nous avons opté pour des fonctions
de relaxation sous forme exponentielle décroissante, essentiellement pour leur
facilité d’utilisation (dérivées, intégrations...). Toutefois, on peut se demander
si toutes les fonctions de relaxation ont une contribution sur tout le spectre de
temps considéré et combien de temps caractéristiques suffisent pour décrire le
comportement.

3.4.3 Choix du nombre de temps caractéristiques par dé-
cade

Certains auteurs recommandent P'utilisation de trois temps caractéristiques
par décade. Pour arréter notre choix, nous avons fait des simulations en trac-
tion/relaxation en prenant un, deux et trois temps caractéristiques par décade
avec, pour chacun de ces cas, les fonctions de relaxation, sous forme exponentielle,
suivantes:

~ Un temps caractéristique par décade
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3
ity
i (tlatZ) = Za,‘j + b,‘j S_C'J( z > pouri = 1-.-2
J=1
: +
~~ - fv+t» t . .
I1.75 {7 (ti,t2,83) = Zaij + b em () pouri = 3---5
i=1
2 By dtyttatiy
L (tlat%t?ntﬁl) = Zaij + bij 6uc'7( T ) pou'ri = §.--10
J=1

— Deux temps caractéristiques par décade

3
£yt
o (tuts) = ) [az‘j + by e (95%)
i=1
;e .
+ bl; €™ ('12_1)] pours = 1.-.2
3
tydtptta
r; (t17t27t3) = Z {al-’ + sz e—CI] ( *3 )
11.76 { g
B t 4t
_§_b:.j e Cu (m%‘“lﬂ pourt = 3---5
) t1ttgttade
ry (ti,ta,t3,ty) = Z [afij + b;; e (FEETEE)
=t
N tytiotta+t .
+ bl e ('1“"24_“_"1)] pourt = 6---10
~ Trois temps caractéristiques par décade
[ 2 . (a]+:2\ o (‘3*‘2
i (ti,t2) = Z [aij + by e ™ 7+) + b:j e %y \ Tz )
=1
+ b} e~ (ﬂ%l)l pourt = 1---2
3
Sty dtodt 4 1y 4tott
ri (t1,t2,t3) = Z [aij + by e” (F5352) bi; ™% (222

I1.77 ¢

ta
H
A

+ b:g e %

~c (MEFHL)] pouri — 3...5

r i (:1+:2—:t3+zg)

¢ [tittottatiy
T (t17t23t37t4) = 'flij + b,] € + bi] e—CiJ( 4 )

M-

=1
pourt = 6---10

0o bttty
LB e (_1__2.;.;;4_)]
. Y
Pour opter pour 'une des trois formes ci-dessus, nous avons effectué des si-
P 3

mulations en traction/relaxation dans le cadre d’un exernple. Nous avons choisi
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une élongation A; =

2 et les coefficients ay;, b;j, ¢ij, a

2 ! ]
b,-]-, Cijy @

£
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(4 I II
i3 i50 Qiis bi;’ et ¢;

sont donnés dans ’annexe B. La figure 3.1 montre de telles simulations ou nous
avons tracé l'erreur sur le potentiel (I1.74) en fonction du temps.

3 TEMPS CARACTERISTIQUES PAR DECADE
2 TEMPS CARACTERISTIQUES PAR DECADE
1 TEMPS CARACTERISTIQUE PAR DECADE

1072
1074
107
107¢
107"k
107
10~°
lo—lu
1071

ERREUR SUR LE POTENTIEL

10712
102

107 1ol

107
3x107

y
u el i

PEPETTTN syl FEESTY ] T
1078 104 1073 0.0t

0.1

R seanal
1 10 10% 10° 104+
TEMPS (s)

“fos

Fi1G. 3.1 - Erreur sur le potentiel: choix du nombre de temps caractéristiques par

décade

Ces courbes ont été obtenues en choisissant les temps caractéristiques (7 j(i<s, j=1.-

composantes de la matrice T (dans Uintervalle [t5,1,] avec, dans cet exemple,

to = 1 seconde et t; = 1000 secondes) suivants:
. 10025 1008
3 temps caractéristiques/décade: T;; = (75) = [ 10"%° 10'°
10225 102.5
10038 10066
¢ 2 temps caractéristiques/décade: T;, = (7)) = | 10%% 10'%°
10233 10266
100.5
1 temps caractéristiques/décade: T;; = (75) = | 10° | s
102.5
\

100.75
101.75 s,
102.75

On remarque que plus le nombre de temps caractéristiques est élevé, plus
Perreur est faible. En effet, 'erreur sur le potentiel avec des fonctions de relaxa-
tion a trois temps caractéristiques est dix fois plus faible que celle relative aux
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fonctions de relaxation a un seul temps caractéristique. Néanmoins, on peut se
contenter d’un seul temps caractéristique puisque 'erreur dans ce cas est infé-
rieure a 3.1073 ce qui peut étre considéré comme satisfaisant, d’autant plus que
le temps de calcul est plus faible. La forme des fonctions de relaxation choisie est
donc celle représentée par (11.75).

Remarque 3.4 On remarque que la forme de Evr (relation (I1.7{)) est corro-
borée par les courbes de la figure 3.1 puisque, en dehors de lintervalle [to,14],
Perreur est inférieure 4 2 - 1074,

3.4.4 Choix de la base de temps caractéristiques

Ayant choisi le nombre de temps caractéristiques par décade, il s’agit mainte-
nant de déterminer ces temps caractéristiques. Pratiquement, les temnps caracté-
ristiques sont déterminés expérimentalement. En effet, par des essais de relaxa-
tion simple, on peut déterminer les différents temps caractéristiques du matériau
a modéliser.

I —— 7=10, 100, 1000 secondes
-——— 7=3.18, 31.6, 318 secondes
‘ —_ T=5, 50, 500 secondes

0.01 i

0.001

0.0001
1078
107
1077
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o B BULIDL WAL AL Rk |

10 i
107 =
1071

10—12
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10—13
1074

10«[5
3x107t
1

00001 L

RS () ]
. % i
el iy et . |

0.000t  0.001 0.01 0.1 10 100 1000 10+ 108

OJ'E'H L WAL MENL SEL RELL Il"lh,\(\

i
TEMPS (s)

FiGg. 3.2 - Erreur sur le potentiel: choir de la base de temps caracteristiques

Pour nos simulations, nous avons choisi différents groupes de temps caractéris-
tiques purement théoriques. Pour eflectuer un choix entre ces différents groupes,
nous avons réalisé des simulations en traction/relaxation identiques aux précé-
dentes (élongation A\; = 2) avec trois valeurs différentes pour le tenseur T:
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109 5 10
(Ty)y = 100° }, (Ta),y = 50 ), (Ts); = 100
10%° 300 1000

La courbe 3.2 représente 1'évolution de I’erreur (I1.74) en fonction du temps
pour chaque groupe de temps caractéristiques. On constate une faible différence
d’erreur entre chaque groupe. Cela prouve qu’une base de temps relativement
bien choisie (ie les temps caractéristiques sont bien répartis dans le spectre) in-
fluence peu 'erreur sur le potentiel. Dans la suite. on prendra comme temps
caractéristiques 5, 50 et 500 secondes. Brown [Brown, 1976] propose des formes
exponentielles ou1 chaque fonction mémoire r; comporte un seul temps caractéris-
tique. Cela conduit a une erreur (11.74) élevée (plus de 50%) comme le montre la
fgure 3.3.
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0.001
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F1G. 3.3 - Erreur sur le potentiel pour un temps caractéristiqgue par spectre

Cela signifie que, avec notre formulation, on ne peut représenter que les com-
portements de matériaux dont le spectre de relaxation est entierement activé aux
petites déformations (ie les fonctions mémoire r; et r, ont une contribution dans
le spectre entier (cf. remarque 1.1)).

Par conséquent, nous retenons des fonctions de relaxation de la forme générale
(I1.75) avec des temps caractéristiques définis par:
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1 1 1 .
m=-—=25s, Tp=—=050s5, T3=-—=>0500s. pourt = 1---10
€ i Ci3

3.4.5 Choix des coefficients des fonctions mémoire

Les coethcients a;; et b;; ont été choisis de facon a avoir un processus
o o
physique admissible (dissipation positive). Une condition nécessaire est d’avoir
Uy > ¥ > 0. De plus, les relations (11.42) imposent d'autres conditions sur
patiiy — 3
ai; et b;; dans la mesure ou les expressions sous les racines carrées doivent étre
positives.

Remarque 3.5 Brown [Brown, 1976] a fait un certain nombre de simplifications
en généralisant le théoréme de Cayley-Hamilton et en vertu de considérations
physiques. Cela l'a conduit a choisir des coefficients a;; et by; nuls pour i = 3 et
1 = 4 el négatifs pour 1 = 5. Pour notre part, nous avons choisi ces derniers trés
petits par rapport auz autres coefficients.

3.5 Simulations

3.5.1 Choix des chargements a imposer

Le but de ce paragraphe est de montrer qu’avec le choix des fonctions de
relaxation effectué au paragraphe précédent (§3.4) et moyennant la linéarisation
effectuée précédemment (§3.3), le modele pseudo-linéaire approche de fagon sa-
tisfaisante le comportement identifié par un développement de Fréchet d’ordre 4
(TaB. 3.1).

Pour ce faire, nous avons imposé une déformation, pour des essais de re-
laxation, sous une forme telle qu’elle permette de simuler une large gamme de
chargements (voir figure 3.4):

1. Traction simple

2. Compression simple

3. Cisaillement dans la direction de I’éprouvette (notée x”)
4. Cisaillement dans la direction transverse (notée ”y”)

5. Chargements complexes

— Traction ou compression suivie d’un cisaillement et inversement

~ Trois chargements différents successife
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L’intérét de tels chargements est d’introduire des rotations dans la direction
de chargement. Une telle déformation peut prendre la forme suivante:

8
o~

o~
—

i

M+ M- 1DHE-t)] X+ A Hit —ty) Y
I1.78 yt) = M H(t — to) X + Y
2ty = Z

ou les différents coefficients sont:

A+ : élongation en traction dans la direction ”x”
t; : Instant de début de traction

) Aa :  €élongation en cisaillement dans la direction ”x”
t.; : instant de début de cisaillement associé a A,
Asz @ élongation en cisaillement dans la direction ”y”
t.o : instant de début de cisaillement associé a A

\

Les différentes directions de chargements sont représentées sur la figure 3.4.
X

P Traction dans la direction x

o

b
Ry
~

. . Cisaillement suivant y
: N :
H N
: \

N ——— Cisaillernent suivant x

FiG. 3.4 - Différentes directions de chargement

Pour étre suffisamment général, nous avons fait des simulations pour les dif-
férents cas cités auparavant. Elles sont réunies dans le tableau TAB. 3.4.

Remarque 3.6 Nous avons appelé traction simple (ou compression simple) un
chargement tel que Ay #0, Ay = 0 et Az = 0. Cela n’est pas la définition
classique parce que, en général, les bords sont libres.
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Chargement || A, o Al ta Al ta
I A 2 0 0 0 0 0
B 1 0 2 0 0 0
C 0.3 0 0 0 0 0
D 2 0 0.5 1 0 0
E 1.5 1 2 0 0 0
F 621 10 | 1.2 10 0 0
G 2 0 0.5 1 0.3 } 100
H 0.1 0 0.8 ]| 100 | 0.5 1
I 1.2 1100 || 1 1 20 0

TAB. 3.4 - Differents types de chargements simulés

3.5.2 Etude du chargement G

Dans ce paragraphe, on se limite a 'étude du chargement G, les autres se
trouvant en annexe C. Pour ce chargement, on note que les potentiels et les
contraintes (de Fréchet et pseudo-linéaire) sont proches avec une erreur sur les
potentiels (I1.74) inféreure a 1% comme le montre la figure 3.5. En effet, on
remarque qu’ils coincident aux temps courts (Err < 107%) et aux temps longs
(Err < 107°) comme le supposait le modeéle. Pour les temps intermédiaires, les
contraintes pseudo-linéaires se superposent aux contraintes de Fréchet avec une
erreur sur le potentiel si faible que I'on peut conclure & la validité du modele.
On constate, en effet, que les rotations d’axe de sollicitation n’affectent pas la
contrainte pseudo-linéaire, bien qu’elles se situent dans Iintervalle de temps [tg, 1]
qui est ’intervalle ot I'erreur est la plus élevée.

D’autre part, on remarque que la comparaison entre les potentiel de Fréchet
d’ordre 2 et 4 montre que les termes d’ordre supérieur a deux ne sont pas négli-
geables. Cela justifie le fait que ’'on peut approcher le potentiel de Fréchet d’ordre
4 par le potentiel pseudo-linéaire d’ordre 2. Les autres chargements (voir annexe
C) nous permettent de tirer les mémes conclusions que pour le chargement G.
Ces simulations montrent que le comportement du matériau isotrope que Pon a
choisi, représenté par un potentiel d’énergie libre sous forme d’un développement
de Fréchet d’odre 4, peut étre approché par un comportement pseudo-linéaire
dont le potentiel d’énergie libre est défini par (I1.32). Ce résultat est tres peu
dépendant du choix particulier des pararmeétres définissant le potentiel d’énergie
libre. En effet, la connaissance d’'un comportement aux temps courts et aux temps
longs nous permet de 'approcher a chaque instant. Notons que tous ces charge-
ments sont en grandes déformations et que, bien que I'identification se fasse en
petites déformations, cela affecte peu le justesse du modele.
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FIG. 3.6 - Comparaison entre les potentiels de Fréchet d’ordre 2 et 4
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Les matériaux viscoélastiques sont des matériaux dissipatifs. Un modéle vis-
coélastique non linéaire en grandes déformations doit étre en mesure de prédire
Pénergie dissipée a chaque instant. Pour montrer que le modele pseudo-linéaire
répond & cette contrainte, nous allons effectuer, dans la chapitre suivant, une
étude thermodynamique.
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Chapitre 4

Etude thermodynamique

Dans ce chapitre, on utilise le matériau viscoélastique identifié au chapitre
précédent et on en détermine les différentes grandeurs thermodynamiques qui le
caractérisent.

4.1 Oscillations en extension simple

L’évaluation de la puissance dissipée peut étre faite dans le cas d’essais cy-
cliques en extension simple qui est 'un des essais les plus classiques mettant
en jeu des oscillations (en traction/compression) pour la mise en évidence de la
dissipation. Imposons une déformation de la forme:

lo + 6l sin(z_—;wt) 0 0
) = 10
0 01
ou Iy est la déformation moyenne, &/ la demi-amplitude et T la période d’os-
cillation.

Les simulations que on a faites ont été obtenues en prenant:

lo =1

5 = 0.5

T = 50 secondes
Nombre de cycles: N = 50

On peut alors évaluer la contrainte de Piola-Kirchhoff 2 sur ’ensemble des
cycles. Sur la figure 4.1, nous avons tracé la déformation de Green-Lagrange im-
posée et la contrainte de Piola-Kirchhoff 2 induite en fonction du temps. Sur cette
figure, la différence de phase entre contrainte et déformation n’est pas évidente a
constater.
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FiG. 4.1 - Comparaison de la phase entre la déformation de Green-Lagrange et
la contrainte de Piola-Kirchhoff

En revanche, si on trace la contrainte de Piola-Kirchhoff 2 en fonction de
la déformation de Green-Lagrange (figure 4.2), on voit clairement un déphasage
entre les deux grandeurs et la surface de la courbe correspond a la puissance
dissipée au cours du chargement cyclique.

On peut également évaluer analytiquement la puissance dissipée en utilisant
(I1.58) soit avec le potentiel pseudo-linéaire (I1.39) soit le potentiel de Fréchet
(TaB. 3.3). Il parait clair que la premiere méthode est plus simple & utiliser
que la seconde qui nécessite de nombreuses intégrations d’ordre 2, 3 et 4. Clest
pour cette raison que 'on s’est contenté de la premiere solution pour calculer la
puissance dissipée. Une autre grandeur utile et nécessaire dans les calculs ther-
modynamiques est le taux de dissipation %?. La figure 4.3 montre les résultats
obtenus relatifs a la puissance dissipée et au taux de dissipation. On remarque
que la puissance dissipée est toujours positive au cours du cycle ce qui est né-
cessaire pour avoir un processus thermodynamiquement admissible, le matériau
étant, bien entendu, dissipatif. On constate également que la puissance dissipée
augmente rapidement au début du cycle (élongation moyenne atteinte), se stabi-
lise au milieu du cycle (élongation maximale atteinte), puis augmente & nouveau
rapidement et se restabilise a la fin du cycle (élongation minimale atteinte). Le

taux de dissipation a ’allure d’une double sinusoide paramétrée par les quatre



4.1. OSCILLATIONS EN EXTENSION SIMPLE 105

{1

& 10
S
i

&
Eﬁ b=
E
=}
& L e
e
& i
3
=]
c" .
£

D_
g8
2z
g i
[or]
(8]

L |
i N i 3 1 ] i . " A i

0.4 ~-0.2 a 0.2 0.4 0.6
DEFORMATION DE GREEN-LAGRANGE A);

FiGg. 4.2 - Variations de la contrainte de Piola-Kirchhoff en fonction de la dé-
formation de Green-Lagrange

phases de la puissance dissipée.

La figure 4.4 nous montre I’évolution de I’énergie dissipée au cours du temps.
On constate qu’elle est croissante ce qui est légitime puisque le matériau est
dissipatif et que, par conséquent, a chaque instant, il dissipe de I’énergie.



106 CHAPITRE 4. ETUDE THERMODYNAMIQUE

B ——— TAUX DE DISSIBATION (10< 3/89)
————————— PUISSANCE DISSIPEE (10 J/s)
250 L ) [V 1 4800 - ﬂ ]
i | ﬂ ﬂ . i l T
I \ ‘ Al 14 : ' I r — 4
K onp B i L] r “ !\ :
m 20T ( 3 ®4ss0l i 8
B b 1 E 5 b { g
2 { ’~ 43 & 87 | i A48 B
a 4 5] a AN 4 7]
B 150 - f a2 m r l 5
S 2 5 i 2
L 8 ! _
é 1 i r l ' 0 %45031-— , 1 §
2 0 \ FIARNYI R R R IR S L
100 |- ; i - i ]
- l' l t . - ! ‘ -
SRR i / l Lol
- A ] \‘ 1, 4450 ,!L . 1,
smf ] i o ]
v/!\ — /\t\;\l,:
Lt 7 . o 1
op- \J o 4400 — 7 (VA o
T 50 Too T 2350 2400 2450 2300
TEMPS (s} TEMPS (s)

F1G. 4.3- Variations de la puissance dissipée et du taur de dissipation en fonction
du temps

-

T T I T T 7

150

ENERGIE DISSIPEE (J)

50

I T T T T I T T T T ' T T T T I 7 T

I a0 N VNI VOO ST SOV RUUE VUUTIE SUNT ST W KNS SUURY SPIT WON SN ARG T S S |

o 500 1000 1500 2000 2500
TEMPS (s}

Fi1G. 4.4 - Variations de l’énergie dissipée en fonction du temps pour des oscil-
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4.2 Oscillations en extension simple autour d’une
position hors équilibre

Effectuons le méme chargement oscillatoire en traction que précedemment
autour d’une élongation différente de 'unité. Un tel chargement nous permettra,
de comparer le caractere dissipatif en fonction du chargement imposé. Imposons
donc le chargement cyclique précédent avec:

lo = 3

8l = 0.5

T = 50 secondes
Nombre de cycles: N = 50

Ce chargement induit une évolution de la contrainte de Piola-Kirchhoff 2 I1,;
fortement en déphasage par rapport a la déformation de Green-Lagrange Ajy
comme le montre la figure 4.5. Cette figure montre que ce dernier cas engendre,
pendant les premiers cycles, une plus forte dissipation par rapport au cas précé-
dent (autour de la position d’équilibre). En effet, on remarque que la contrainte
se stabilise beaucoup plus tard, effet di a la relaxation du matériau autour de la
position moyenne hors équilibre. On remarque aussi que, dans le cas présent, la
raideur apparente du matériau diminue avec le temps.

T L T T T T T T T T T
- .

o oscillations autour de A =0

0 ’ oscillations autour de A =4 —

CONTRAINTE DE PIOLA-KIRCHHOFF II,, (MPa)

[ . . . PR . . ] R :
0 2 4 6
DEFORMATION DE GREEN-LAGRANGE A,

F1G. 4.5 - Variations de la contrainte de Piola-Kirchhoff I1;; en fonction de la
déformation de Green-Lagrange Ay (cas hors équilibre)
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Cela est confirmé par l'illustration de la figure 4.6 qui montre I'évolution de
I’énergie dissipée en fonction du temps. On constate que, pendant les premiers
cycles, le second cas dissipe plus d’énergie avant de se stabiliser au méme niveau
que le cas précédent. En outre, on remarque que la pente du dernier cas diminue
en fin d'oscillations. Cela rejoint la remarque concernant la diminution de la
raldeur apparente.
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FiG. 4.6 - Variations de Uénergie dissipée en fonction du temps pour des oscil-
lations en traction autour d’une €longation hors équilibre

4.3 Oscillations en cisaillement

On peut faire les mémes conclusions en considérant un essai d’oscillations en
cisaillement. Considérons le chargement suivant:

1 Iy + ol sin(-z-f--t> 0
F(t) = T
£, 0 i 0
0 0 1

Le tenseur de déformation de Green-Lagrange a donc la forme:
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[ 8]

[10 + 4l sin(—T—T—r-tH 0 )
Alt) = ! {10 81 sin (g%t)] {lg + 6l sin (i?—%t)r 0

\ 0 0 0/

et effectuons une simulation avec les entrées suivantes:

Zo = 0

o6l = 2

T = 50 secondes
Nombre de cycles: N = 50

———
<
1=

Les courbes 4.7 et 4.8 montrent les variations des composantes de la contrainte
de Piola-Kirchhoff 2 en fonctions de celles de la déformation de Gree-Lagrange.
Toutefois, ces courbes (figures 4.7 et 4.8) sont & interpréter avec précaution, car
n’entrent en considération dans le calcul de la puissance disspée que les courbes
My = f(An) ety = f(Ag), Ayy étant nul. Mais il est intéressant de voir
I’évolution des différentes composantes de la contrainte en fonction de celles de
la déformation.

Pour ce qui est de la puissance dissipée (figure 4.9), on constate qu’elle a la
méme évolution que dans le cas de la traction, avec les quatre phases distinctes:

— Croissance rapide au début du cycle

— Stabilisation & la demi période (élongation maximale)

Croissance rapide
— Stabilisation a la fin du cycle (élongation minimale)

Une différence notable entre la traction et le cisaillement est la variation de
I’énergie dissipée qui, dans le dernier cas, est pratiquement linéaire comme le
montre la figure 4.10.
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Conclusion de la deuxieme partie

Dans cette partie, nous avons construit un modele viscoélastique non li-
néaire en grandes déformations. L’intérét que présente ce modele (appelé pseudo-
linéaire) est d’étre simple et facilement identifiable. Ce modele, développé en
approche Lagrangienne, suppose 1'existence d’une mesure de déformation E qui
permette d’écrire le potentiel d’énergie libre sous forme quadratique. Un tel po-
tentiel permet alors de relier la déformation linéarisante a la contrainte S qui lui
est énergétiquement associée par une loi linéaire (d’ou le nom donné au _ﬁlodéle)
a travers un tenseur de relaxation d’ordre 4.

Par application des principes thermodynamiques, nous avons développé les
lois de comportement et la dissipation associées au modele. Nous avons vu, dans
le cadre d’un exemple, que le comportement issu de ce modele présentait une
bonne concordance avec un comportement fictif identifié par un potentiel d’éner-
gie libre écrit sous forme d’un développement de Fréchet a I’ordre 4. Les différentes
simulations que nous avons présentées, relatives aux différents chargements étu-
diés, correspondent a des chargements en grandes déformations. Cela montre que
la procédure d’identification par équivalence aux petites déformations est tres
valable.

Enfin, nous avons montré 'accessibilité aux différentes grandeurs thermo-
dynamiques (dissipation, puissance dissipée, taux de dissipation) par des essais
cycliques en traction/compression et en cisaillement.
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Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux différentes méthodes d’ob-
tention et de résolution de formulations variationnelles associées au probleme
considéré. Nous évoquerons la méthode de Gurtin, [Gurtin & Sternberg, 1962,
[Gurtin, 1963,]. {Gurtin, 1963,], [Gurtin, 1964] qui a été reprise par de nombreux
auteurs (Leitman [Leitman, 1966}, Reddy [Reddy, 1976] entre autres) et qui traite
le cas de la viscoélasticité linéaire et de sa résolution en se ramenant au cas
élastique par la transformée de Laplace-Carson. Nous étudierons par la suite
I’extension par Huet [Huet, 1972], {Huet, 1974], [Huet, 1985], [Huet, 1992] des
théoremes établis par Gurtin. Huet introduit les concepts de pseudo-convolution
et de pseudo-biconvolution grace auxquels il établit des théorémes de mini-
mum par l'introduction de nouvelles fonctionnelles définies dans 'espace phy-
sique occupé par le corps viscoélastique et dans 'espace des histoires locales.
Huet montre que ces théorémes sont plus <forts>> que les théorémes de sta-
tlonnarité établis par Gurtin. Puis, nous développerons une méthodologie de ré-
solution des problémes hyperélastiques (compressibles et incompressibles). Nous
nous intéressons a la méthode du lagrangien angmenté introduite par Rockafellar,
[Rockafellar, 1973], Fortin, Glowinski et Le Tallec dans de nombreux travaux (par
exemple {Fortin & Glowinski, 1982], [Glowinski & Le Tallec, 1989]). Ces deux cas
(viscoélasticité linéaire et hyperélasticité) sont englobés par le modéle pseudo-
linéaire et peuvent s’avérer intéressants dans la résolution du probleme pseudo-
linéaire. En effet, la viscoélasticité linéaire est traitée en petites déformations par
une approche fonctionnelle dans un espace temporel. En revanche, I’hyperélas-
ticité est traitée en grandes déformations en quasistatique. Ces deux approches
nous permettent de proposer une méthodologie de résolution du probleme pseudo-
linéaire dans la mesure ou la premiere nous permet, via la transformée de Laplace-
Carson, de nous ramener au cas hyperélastique que nous résolvons par la se-
conde approche. Mais une telle formulation présente certaines limitations qui
nous conduisent & proposer une autre formulation basée sur la recherche d’une
fonctionnelle, associée au modele pseudo-linéaire, comme étant la somme des éner-
gies totale et dissipée. Puis, nous proposons un schéma numeérique de résolution
du probleme en déplacements uniquement puisque nous approchons au premier
ordre la relation liant la déformation linéarisante au gradient du déplacement, ce
qui se justifie si le pas de temps est suffisamment petit.
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Chapitre 1

Cas de la viscoélasticité linéaire

Dans ce chapitre, nous faisons une revue bibliographique des différentes mé-
thodes variationnelles relatives a la viscoélasticité linéaire en petites déformations.
Dans ce cadre-la, nous exposons les théoremes de stationnarité de Gurtin, ceux
de Nakamura et de Sewell en espace transformé ainsi que leur généralisation par
Huet.

1.1 Définitions et position du probleme

Le probléme a résoudre consiste a trouver un état {déplacement, déformation,
contrainte} qui satisfasse les équations de champs et remplisse les conditions aux
limites et les conditions initiales. Avant de développer cette théorie, il convient
de définir certaines notions qui vont servir dans l’établissement de théoremes
variationnels [Gurtin & Sternberg, 1962], [Gurtin, 1963,].
© Définition 1.1 Intégrale de Stieltjes

Si [ et g sont des fonctions de l'espace et du temps, f * dg est la fonction
définie par lintégrale de Stieltjes:

[f * dg] (x,1) = f(x,t —7)dg(x,7)

T=0O

lorsque celle-ci a un sens.

7 Définition 1.2 Transformée de Laplace-Carson
Si g est une fonction de l'espace et du temps, on définit sa transformée de
Laplace-Carson temporelle par:

o0

Clg(x,t)] = g"(x,p) =p / e Pg(x,t)dt

0
pour p >0
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¢ Définition 1.3 Variation d’une fonctionnelle

Soit L{-} une fonctionnelle définie dans un sous-espace K d’un espace linéaire
L. Soit, de plus,
III.1 8, 8Se¢l, S+aSck, Vac]-oo, +0f

On définit la notation, que l'on appelle dérivée Glateaur de L pour fous les
champs S compatibles (c’est a dire vérifiant (111.1)):

L2 §:L{S)= d%/: {s+ aé:}i

ta=0
On dit que la variation de L{-} est nulle en S et on écrit
6sL{S} =0 dans K

d chaque fois que §gL {S} existe et est nulle quel que soit le choiz de S compatible
avee (I11.1).

On notera § une région ouverte de l'espace euclidien tridimensionnel, 2 sa,
fermeture et 01 sa frontiere. De plus, 08, et 9Q,, sont deux sous ensembles
complémentaires de 902 (041 = 9, U 0Q,,, 08, N OQ,, = &). En viscoélasticité
linéaire, sous ’hypothese des petites perturbations, les équations de champs sont

les suivantes [Gurtin, 1963, ]:

1. Relations déformation-déplacement

I11.3 ¢, = %(u;’j +u,;) dans Ox] — oo, o0]
2. Equations d’équilibre

1.4 o,,;+1 =0, 0i; = 0;; dans Ix] — 00, 00]
3. Relations contrainte-déformation

— En relaxation

IIL.5  o0;; = Rije * degy dans 2x] — 00, 00

~ En fluage

I11.6 £ = -Uijkl %k a,’O'k,' dans QX] — 00, OO[
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4. Conditions initiales

IIL.7  u(r,t)=g(z,t) = g(z,t) = 0 dans Q] ~ oo, 0
5. Conditions aux limites en déplacement

IT1.8 u =1 dans 9Q,, x] — 00, 0]
6. Conditions aux limites en contrainte

ITL.9 g =g dans 0Q,, x] — 00,00], avec g; = oy, - n;,

n, étant la normale extérieure au corps considéré.

1.2 Principe variationnel en espace temporel

Dans cette partie, on utilise les notions de probleme régulier, de solution
réguliere et d’état admissible {Gurtin, 1963,] dont les définitions nécessitent les
notations suivantes:

-g=g (Q, (01) g o » 0, B, £, §> est le probléme considéré en relaxation

et 7 =7 (Q, (00t)gmy o » s & L%) le probleme en fluage.

- 8= [g, g,gj représente ’état solution du probleme.

O Définition 1.4 Probleme régulier
On dit que G =@ (Q, (0€at)

\

a=U,r ?

q,g,1, @) est un probléme régulier de type

relazation si:

1. §} est une région bornée dont la frontiére 0Q est la réunion d’un nombre fini
de surfaces distinctes réguliéres et fermées et la fermeture 0§, de chacun
des sous-ensembles 01,y est une surface réguliére,

2. - 1 est une fonction vectorielle définie sur ('fﬂ_u X |—00, co| qui s’annule
sur 0§, x |—00,0] et qui est continue sur 9§Y, x [0, oo]

— § est une fonction vectorielle définie sur 090, x |00, 00| qui s’annule
sur 00, x ]—00,0[ et qui est continue sur OQ, % [0,00] et g(x,-) est
continue sur [0, oof pour tout X & o0,,
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~ f est une fonction vectorielle définie sur €} x |—o0, oof qué s annule sur
Q x1—00,0[ et qui est continue sur ! x {0, 00],

3. R est une fonction (de Uespace et du temps) tensorielle d’ordre | définie

sur Q) x |—o0, 00| qui s’annule sur Q x ]—oc, 0] et qui est continiment dif-
férentiable sur Q x [0, 00[ ayant les propriétés de symétrie suivantes:

Riﬁgz = Rj,‘;gg = Rklij sur 0 x ]—OO, oo[

O Définition 1.5 Etat admissible
On dit que le vecteur ordonné § = {g,g,
|—o0, oo si:

est un état admissible sur € x

e,

1. u est une fonction vecterielle définie sur Q x |—o0, oc| alors que £ et g sont
des fonctions tensorielles symétriqgues d’ordre 2 sur ) x ]—o0, 00|

2. u,g,0 s’annulent sur Q x |—oc,0[ et sont continiment différentiables sur

u,g
0 x

(0, 0o}

QO Définition 1.6 Solution réguliere
Sott G =G (ﬂ,(aﬂa{)azuﬂ 4,8, 1, 5) un probléme régulier de type relaza-

tion. On dit alors que $ = [g, g,g__} est une solution réguliére de G si:

1. 8 est un ¢tat admissible sur  x ]—o0, 00],

2. u,g,g satisfont les équations de champs (111.3), (H1.{), (II1.5) et les condi-
tions auz limites (111.8), (I11.9).

On obtient les mémes définitions pour les problemes de type fluage en rem-
placant G par J et (I1I11.5) par {IIL.6).
Dans la suite, nous n'évoquerons que les problemes de type relaxation.

Un principe variationnel qui généralise le théoreme de Hu Hai-Chang
[Hu Hai-Chang, 1954], est le suivant:

O Principe variationnel 1.1 Soit § = G { Q,(0Qu),_,,

7ga g:£$ B> un pro-

bléme regulier de type relaration, K [’ensemble de tous les €tats admissibles dans
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Q x ]—oo,00{ €t § = {u,e,g] € K. Pour tout t €] — 00, 00{, on définit la fonc-
tionnelle L, {-} dans K par:

L; {S} = %/ﬂ [Rijkg * dEkl * dt’;‘,‘j} (X, ?‘)dl‘ — / [O‘,‘j‘ * a,'ez-j] (.X,Zl\)dl‘

LY/

IIL.10 - ] (o0, +fi) * du;] (x, t)dx + / (g * di;] (x,t)da
Q

39,

s [ fg- )« dul (x.0)da
J80,,

Alors
IHI.11 65L,{S}=0 dans K, t€]— oc,o0]
st et seulement s1 S est une solution réguliere de G.

Pour la démonstration de ce principe variationnel, on se référera aux travaux
de Gurtin [Gurtin, 1963,], [Gurtin, 1963;). On notera seulement que la variation
de la fonctionnelle £; {S} s’écrit:

5§£-t {S} = / [(Rijk.’ * dEkI - Ugj) * déi]‘i (X, t)dl‘
Q
- /[(Uij.;i + ;) * du] (x, t)dz
Q
1 5
I11.12 - /Q K&j ~ 35 (ug; + uj,i)) * dG;j} (x,t)dz
+ / [(ﬁi - ui) * dg,] (x,t)da
890,
b -8 dui (xyt)da
890,

On remarque que les relations (I11.3) & (1I1.9) annulent l'expression (I111.12)
et réciproquement [Gurtin, 1963,].
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1.3 Principe variationnel en espace transformé

A partir du probleme viscoélastique linéaire, on peut se ramener, par le
biais de la transformée de Laplace-Carson, & un probleme élastique linéaire
en espace transformé. Ceci a pour but de simplifier le probleme en suppri-
mant les produits de convolution. Si on effectue les transformées de Laplace-
Carson des relations de comportement (II1.3) a (IIL.9), celles-ci deviennent

[Nakamura & Horikawa, 1979}, {Nakamura, 1979], [Salengon, 1983]:

1. Relations déformation-déplacement

MIL13 & (x,p) = 5 (uf; (x,p) + ul,; (x,p)) dans 2x]0, 00

B | =

2. Equations d’équilibre
IL14 o} (x,p)+ £ (x,p) =0, o} (x.,p) =0} (x,p) dans (Ix]0, 0]
3. Relations contrainte-déformation
- En relaxation:

IIL15 o (x,p) = R (x,p) e (x,p) dans Qx]0, oo

- En fluage:

116 2 (x,p) = J5u (x,p) o, (X, p) dans (x]0, oof

4. Conditions initiales
117 u(x,t)=¢g(x,t) = g(x,t) =0 dans Qx| — oo, 0]
5. Conditions aux limites en déplacement

I11.18 u™(x,p) =10"(x,p) dans 0%, x]0, o0]
6. Conditions aux limites en contrainte

IIL19 g™ (x,p) = § (x,p) dans 8, x]0,00], avec g} = o};n;,
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On remarque donc que les relations de comportement en espace transformé
sont celles de ’élasticité classique.
Le principe vanationnel 1.1 devient:

¢ Principe variationnel 1.2 Soit G* = G* (Q, (0Q0at) qmy o ,ﬁﬂg_iﬁ:ﬁ') un
probléme régulier de type relazation, K [l'ensemble de tous les états admissibles
dans §}x]0,00] et & = [g*,g",g‘j € K. Pour tout p €]0,00], on définit la
fonctionnelle £, {-} dans K par:

o 1 * * % * ok
L, {S } o= 5[2 [Rijklgkieij} (X»P)df’?—/p[aiﬁij] (x,p)dx
I15.20 - /Q (o, + £7) u?] (x, p)de + / g (xde
. 30,

Alors
II1.21 5L, {S"} =0 dans K, p €]0,00]

st et seulement si S* est une solution réguliere de G*.

1.4 Meéthode du Hamiltonien généralisé

A partir des équations de comportement (I11.13) a (I11.19), on peut effectuer
une représentation Hamiltonienne généralisée [Sewell, 1987]. Pour cela, on rem-
place d’abord la relation contrainte-déformation o7; (x,p) = Gy (%, p) €5, (X, p)

par ¢; (X, p) = ge(,{ (x,p) ou U est une énergie de déformation homogene, quadra-

tique et strictement convexe des composantes indépendantes de la déformation
dans 'espace temporel. L’avantage de cette formulation est qu’elle s’apparente au
cas hyperélastique. On introduit par la suite les opérateurs suivants [Sewell, 1987]:

% (u:j (x,p) + u;,i (X7p)) =03
I11.22 Tu* = | 0 et Tg™ = | nioj
2 (mauf + njuy) 0

avec la notation



1.4, METHODE DU HAMILTONIEN GENERALISE 123
ou:

(v.w) = / v,w; dr —i—/ v, W; d¥, +/ v;w; d¥p
Q 3 8%,

On peut alors récrire les relations de comportement sous la forme:

. OH . oH _ OH
111.23 Tu" = o Te =5 0= o
ou:
- fr 7%~ o
oH = OH _ | & | oH _| ¥ %
111.24 —a'—:: 0 8*: * 3 a‘: 0 J
(oA 3 (06 + nya;) . 0 - 0

sont les gradients du Hamiltonien généralisé:

Hig"ue| = /(03}-65—6’ ]+ -uj)de
a

» A -l ozt 3 *
— / 0% - my - 4 dL1+/ g - u; d¥s
0%, 890,

De tels gradients s’expriment par la variation de H selon la forme suivante:

aH oH au
. = g * y ’
11126 S§H (cg ’”_'ag) - <5g : 8g*> + (6g ,32,.)

I11.25

On est alors amené & introduire la fonctionnelle selle suivante [Sewell, 1987]:

L [g*;g*ag*] - (Q_-_*-TH*) — H gg*_ll*’asﬂ

= <g‘,Tg*> - H [g*ag*vgt]
I11.27 - ](a;.;.‘j-u; —oy e U [] ~ £ u)) da
aQ

8Qa, 50,

On obtient une fonctionnelle du méme type que celle établie par Gurtin
[Gurtin, 1963,] et Nakamura [Nakamura, 1979]. Elle est concave en ¢g*, convexe
en u” et ¢*. Elle permet donc de générer les équations de comportement ainsi que
des principes de minimum du méme type que ceux de Gurtin.

Les deux techniques ainsi présentées [Gurtin, 1963,], [Sewell, 19871 sont si-
milaires. La seconde a 'avantage de montrer Vorigine de 'obtention de la fonc-
tionnelle, ce qui n’est pas le cas de I'approche de Gurtin. De plus, elle peut étre
généralisée au cas hyperélastique du fait de V'introduction de la densité d’énergie
de déformation.
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1.5 Autres formes d’équations de champs

¢ Séparation espace/temps

D’autres formes de principes de minimum ont été établies, sans avoir recours a
la transformée de Laplace-Carson. C’est le cas de Christensen [Christensen, 1968)
mais il est plus restrictif dans la mesure ou il suppose une séparation des variables
temps et espace. En effet, il se donne comme fonctionnelle

0cl @llE &uk Bu,- 1 871)
LA{ U,J':)—J U,g](a +€”ka )-—fiE"’L'ﬁ(aT—*—d})}dex
/ f o; (0u1 (9u ) dr da — 2/ / m?ul dr da

80, 8920,

ol w; = %ﬁ,;]-kuk,j est la rotation et ¢;;; le symbole de permutation. Pour les
processus isothermes, 1 et ¢ ont les formes suivantes:

. BEM 86,‘_,'
o = 2 [ [ Zrantzt-r-n %) i ryir iy

On remarque que ¥ est homogene a une énergie élastique alors que ¢ est
homogene a un pseudo-potentiel de dissipation.

Christensen montre que £ est minimale pour tous les champs admissibles ad-
mettant la séparation des variables espace et temps si et seulement si les équations
de champs, les conditions aux limites et les conditions initiales sont vérifiées. Les
variables doivent donc avoir la forme suivante:

ui(x,t) = (x;) u(t) gi(xi,t) = Eij(xi) e(t)
wi(xi,1) = @p(x:) w(t) oi;(xiyt) = &i(x:) ofi)

& Viscoélasticité dynamique

D’autres [Leitman, 1966], [Reddy, 1976] ont étendu cette théorie & la théorie
dynamique de la viscoélasticité en remplagant I’équation d’équilibre en contrainte
et la relation contrainte-déformation par:

aiji(x, 1) + fi(x, 1) = p(x)i(x, 1), oi(x, 1) = 7i{x,1) dans € x [0, oo]
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U{j(x,t) = Rijkg(z,(]) €k1(X,f) +/ . Rg]‘kg(a?,’l’) 5k;(x,t—7) dr dans {1 x [0, OO[
0

u;, = 1, dans 9, x [0, 00]
g = gi dans BQW X [0,0C{
u;{z,0) = di(z) dans

;{z,0) = v;(z) dans O

Ce type de probleme se rameéne facilement au cas élastique par le biais de la
transformée de Laplace-Carson. On peut également le resoudre directement en
introduisant une fonctionnelle du méme type que celle introduite par Gurtin mais
en y ajoutant les termes:

// 82(x¢)u1(x1‘—'r)d'rd:r
f// Rijri(x, s) EH(Xé—S)db)c,J(Xt—T)d’TdI

t

dz

=0

{ (ui(x, 7) — vi(x))ui(x, ¢ — 7)}

\ /p {%P(X) (ui(x,7) = 2 di{x)) 0;(x,t - r)}r dr

= IT:O

pour tenir compte de la dynamique du probleme et des conditions initiales.

1.6 Généralisation des principes de minimum
en viscoélasticité selon Huet

Huet [Huet, 1992] a établi des théorémes de minimum en viscoélasticité li-
néaire qui généralisent ceux de Gurtin [Gurtin, 1963,]. Cette théorie est basée
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sur un certain nombre d’opérateurs et de concepts que l'on définit dans ce qui
suit.

Q Définition 1.7 Pseudo-convolution de deur tenseurs symétriques d’ordre 2,
a(t) et b(t)
{ 2t
I11.28 2C,(b,t) = a0b = (/ —-/ ) a(2t — u) @ db(u)
- t

t 2t
L’opérateur ( / — / ) correspond a 1'identité triangulaire [Brun, 1965} qui
o~ Jt

est obtenue grace a la symétrie des tenseurs d’ordre 2 comme 'illustre la figure
1.1.

2 Ve e
2t Ve / 2t 2 ": //
' / 4 T /

7 — /// e ‘
{ / - ¢ @\w g - L /
s 4 /T //r
a
,/ N
a 1. o 4 i / {@) 4
t 2 t 2 t 2t

F1G. 1.1 - Identité triangulaire [Huet, 1992]

Q Définition 1.8 Pseudo-biconvolution bilinéaire

i

2t~u
ag (g2t —u) =goe / (2t —u —v) : de(v)
0

i

2B, (g’ b; t) =

o el

JORN]
o~
I

II1.29
_ /0_ /t g2t v : de(v) - o

# goble = 2B,(b,&1)

Il

© Définition 1.9 Pseudo-biconvolution quadratique

Qy (&t) = g o b0b = 2B, (b, by t)

JHIRS]

I11.30

HORY CAGEE

(/Oi - /jt‘) /Oi““%(% ~u—v): de(v) : db(u

Y

J
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O Définition 1.10 Théoréme des travauz virtuels quasistatiques a deux instants
différents
— Histoire de contrainte g{t) statiquement admissible:

£¢ (tl) =0, YMeQ, Vit €l-oc,+o0]
g (t1} VM € 0Q,,, Vit €]—o0,+00]

B

2,
ol
<
— |5
o
s
~—
n —+

I11.31

lar
-
o
=

— Histoire de déformation £(¢) cinématiquement admissible

Irz_é (t2), VM e Q, Vt,€]—o0,+0]

¥ L
3

E(t), VM €00, Ytz € o0, +oo]

—
ol
&)
—

[

111.32

{orry 1O
~—~—

s

")

ou [z §] est la partie symétrique du gradient de § .

— Le théoréeme de la divergence conduit a:

/ﬂg(m;g(tz) dz = /mutg_(tl)._g_(t)d”/ﬂ Yty) - Elty) do

= () n, VM € 9Q,, U, Vi €]-oo,+oo]

Q Définition 1.11 Théoréme des travauz virtuels pseudo-convolutifs

/QDE dr = f dDE da + / ngd da + /fj’Dé dzx

I11.34 Q- ” dQ.,t~ 0, nﬁ B
[mede = [ foglas + [ eogdn + [ ot e
- ] - Q-

Qo & uy
O Définition 1.12 t-symetrisation d’un champs virtuel £ pour un probiéme t-

symétrisable

111.35 RorDS d:c—/RoeDs dx
0 = =°s

ou R est un tenseur de relaxation.

O Définition 1.13 Fonctionnelle H: pour le champs virtuel £ t-symétrique

III.36 H—*l gl;gogugd:c—/faédx~/ Gf da
2 - f - fm,t

[
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O Définition 1.14 Variables cinématiques réelles et virtuelles et incréments

virtuels

IL37 {=£6+A8 E=g+Ad

az=[g(ad)],

QO Définition 1.15 Fonctionnelle H, pour le champs re’e!g

I11.88 H. = H:

A partir de toutes ces définitions, on peut évaluer la fonctionnelle H;:

1
B = H5+;)-/goz_\.§magdm
=

IIT1.39 + /QDAEZ dr —/f_‘dDAg dz */ ngAE da
Q- ~ Q h B

.

4

= H.+Qp(Af) +K:

avec

K: = /QDA_{:_ dz——/deAf d:c—/ ngAé da
Q= - Q - 8Q0, =

1 .
Qr(ag) = 5 [ RoAIDAzdz
= -7
On peut maintenant énoncer le principe de minimum.
¢ Principe de minimum 1.1 De toutes les histoires de déplacements et de de-
formations virtuelles cinématiqguement admissibles et t-symétriques, £ et £, les
histoires de champs actuels £ et g, solutions du probléme viscoélastique t-virtuel

symétrisable, minimisent la fonctionnelle ffe(ﬂ

En effet, le théoreme des travaux virtuels pseudo-convolutifs pour Ag, A§ , les
forces et contraintes actuelles conduit a:

111.40 /gm\; dz =/ gOA¢ da+/ ghAL da+/£dDA§ dz
Q Qe - Qu, Q -

ou, ¢ étant cinématiquement admissible:

A§ =0 dans 0, = K:=10
v 1
11141 H: - H.=Q} (ag) = 3 / R o AEOAE dz > 0
o £-0%

U =
H:(t) > H,(t) vE, &, Vit
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Ce théoreme généralise les théorémes établis par Gurtin [Gurtin, 1963,] qui
utilise la convolution classique. Il généralise également les théoremes de mini-
mum de 'élasticité classique plus connus sous le nom de théoreme de l'énergie
potentielle et de théoreme de 1'énergie complémentaire.

1.7 Discussion

Ces différents théoréemes de stationnarite et de minimum sont, dans leur forme
actuelle, difficilernent applicables au modele psendo-linéaire. En effet, la relation
contrainte-déformation n’est pas aussi simple dans le cas des grandes déformations
car elle est fortement non linéaire du fait de sa dépendance en fonction du terme
'V u-V u, dépendance a laquelle s’ajoute la non linéarité des fonctions ag et «;.
Dautre part, ’éqution d’équilibre ne s'écrit pas, en lagrangien total, Div I +
pgf=0maisQ§y@-g+pof:0.
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Chapitre 2

Cas de ’hyperélasticité

Dans ce chapitre, on développe une des techniques les plus couramment uti-
lisées pour la résolution des problemes hyperélastiques.

2.1 Position du probleme

Le probleme physique consiste en la détermination de la position d’équilibre
finale d'une particule d’un matériau hyperélastique occupant un certain domaine
dans sa configuration de référence et soumis a une distribution donnée de forces
extérieures et de déplacements imposés. On notera f et g les densités respectives
de forces de volume et de surface dans la configuration de référence (figure 2.1).

2.2 Meéthode du lagrangien augmenté

Dans ce paragraphe, on introduit la méthode du lagrangien augmenté
{Fortin & Glowinski, 1982}, [Glowinski & Le Tallec, 1989] pour la résolution de
problémes en dimension finie. Cette méthode consiste principalement en 'intro-
duction d’une formulation lagrangienne augmentée et de sa formulation duale
associée au probleme modele. On donne dans ce paragraphe, sans les démon-
trer, les principaux résultats (théoremes de convergence et d’équivalence). On
se référera a [Fortin & Glowinski, 1982], [Glowinski & Le Tallec, 1989] pour les
démonstrations de ces résultats.

2.2.1 Principe de la méthode

Soit A une matrice N x N symétrique, définie positive et b € R¥. On associe
a A et b la fonctionnelle quadratique J RV — R définie par:

M1.42 J(v)= % (A -v,v) - (b,v)



2.2. METHODE DU LAGRANGIEN AUGMENTE 131

FiGg. 2.1 - Matériau dans sa configuration de référence soumis a des forces de
volume et de surface

ot (-,-) désigne le produit scalaire euclidien canonique de RM. Soit B une

application linéaire de RY dans RM. B peut étre identifiée a une matrice M x N.
On introduit également ¢ € R¥ tel que

I11.43 ce€ R(B)

avec R (B) = {qlge RM,Iv e RY tel que g=B-v}.
On considére le probleme de minimisation suivant:

Trouver u € H tel que
111.44

Ju)<J(v) VveH

avec
I11.45 H={vlveR", B-v=c}

D’apres (111.43), H # ©, ce qui signifie que (I11.44) admet une solution unique.
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2.2.2 Formulation lagrangienne augmentée

On introduit un multilicateur de Lagrange p € RM qui transforme (I11.44) en
un probleme sans contrainte, soit:

1146 min {J(v)+ (p,B-v—¢)}

VeRY

Le multilicateur de Lagrange p apparait comme une inconnue supplémen-
taire qui peut étre obtenue par la résolution d’un probléme de point-selle
[Glowinski & Le Tallec, 1989], [Fortin & Glowinski, 1982].

Définissons £:RY x RM —— R par:

L47 L(v,q)=J(v)+{q.B-v-¢)
QO Définition 2.1 {g, B} est un point-selle de £ sur RV x RM si
r48 £(u,q) <L(up)<L(v,p) vveRY vqeRM
La relation (I11.48) implique

111.49 \_{1;11‘3’ é%%)faﬁ (y_,g) = é%?&)l‘a _’\?elllieDNE (x,_q_) =L (Q_,E)

Le théoreme suivant [Glowinski, 1984] est essentiel pour la suite du dévelop-
pement de la méthode:

© Théoréeme 2.1 La solution u de {IIl.4{) est caractérisée par existence de
p € RM tel que

A-

=

+'B-p=b

I11.50

é .

=
i

Les relations (II1.50) caraciérisent €galement tous les points-selles de L sur

RY <« RM,

On introduit le lagrangien augmenté £, défini pour r > 0 par {Hestenes, 1969],
[Powell, 1969]:

2

1151 L. (v,q) = J(x)+(g_,_§_-y_—g)+-;— B v-c/'=L(v,q)+z |B-v -

[SN B

ou |-| désigne la norme euclidienne de RM.
On montre que tout point-selle de £, est un point-selle de £ et réciproquement
du fait que r lg -V — 9'2 s’annule lorsque la contrainte B - v = ¢ est satisfaite.
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2.2.3 Algorithme de détermination de point-selle
< Description de 'algorithme

I! résulte du paragraphe précédent qu’il y a équivalence entre résoudre (111.44)
et trouver un point-selle de £, sur RN x RM™. Un tel point-selle peut étre cal-
culé moyennant 1'algorithme de type Uzawa suivant [Fortin & Glowinski. 1982},

[Glowinski & Le Tallec, 1989}:

(ALGl.1) p® € RM arbitrairement donné

p” étant connu, on calcule u” puis p"*!

par

L (u,p*) <L, (v,p") VYveRN
(ALGL1.2)

(ALGL.3) p*tt=p"+p, (g-g" ~c), pn >0

TAB. 2.1 - Algorithme 1
La relation (ALG1.2) est équivalente a:

11152 (A + p. ' B-B)-u" + 'B-p"=b + p. ‘B-c

& Résultats de convergence pour {u"} .,

 Théoreme 2.2 Pour 0 < ap < p, < 2r et pour tout p® € RM, la suite u®
définie par Ualgorithme 1 converge vers la solution u de (111.44).

Pour la démonstration de ce théoreme, on se référera a [Fortin & Glowinski, 1982]

ou [Glowinski & Le Tallec, 1989].

< Résultats de convergence pour {_}:_»_”}n>0

En vue d’étudier le comportement de la suite p”, notons que:
1L53 (R(B))" = ker (‘B)
et, par conséquent

11154 RY = R (B) & ker ('B)
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ol 4 représente la somme directe des deux ensembles R (g) et
ker (t.B) c’est a dire que les deux ensembles sont linéairement indépendants
(R LB) M ker (t_B) = 125) Donc, pout tout q € RM. on a la décomposition unique:

155 g=gq,+4,, 9 <R (B), q,¢€ ker ('B)
En notant P; (resp. P,) le projecteur de RM sur R (B) (resp. ker (t__fzi:)), on a:

£(1Ri'” RM)  Vi=1,2

Du théoreme 2.1, on déduit existence d’un unique p € R (g) tel que les
multiplicateurs de Lagrange de (111.44), (I11.46) soient de la forme:

IIL57 p=p+q, q€ker('B)

Le vecteur p apparait comme un multiplicateur de Lagrange de (I111.44),

(I11.46) de norme minimale dans RM.

Du théoreme 2.2 et des propriétés des multiplicateurs de Lagrange, on déduit
le théoreme suivant:

O Théoréme 2.3 Sip, vérifie 0 < ag < p, <y <2 (r -+ ﬁ%) alors la suile p"
définte par l'algorithme 1 converge vers ﬁ)-l—p ol p = P, ( ) est la composante

de EO dans ker ("B). En particulier, si p° = D alors lim p" =p.

n—4oc =

¢ Interprétation de ’algorithme 1

L’algorithme 1 est en fait un algorithme de type gradient appliqué a la mini-
misation de la fonctionnelle duale J*:R™ —+ R définie par:

o = -minLl(v.q)

IT1.58 |

Par élimination de u”, l'algorithme 1 peut s’écrire:
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(ALG2.1) p? € RM arbitrairement donné

(ALGQQ) Bﬂ-&-l :En___pn (QAJ:I ,tg.pnmg.é;‘l (_b_+Tt§§)+g)

TAB. 2.2 - Algorithme 2

2.3 Application a I’hyperélasticité en grandes
déformations

Pour de tels problemes, la contrainte en tout point X du matérian ne dé-
pend que du gradient de transformation F. Ainsi, en tout point x, le tenseur de
contrainte de Piola-Kirchhoff 1 K, dans les cas incompressible et compressible,
est donné par la loi constitutive, ¥ étant le potentiel d’énergie libre:

Incompressible Compressible
oy _ ddet (E)
K =po %‘(X:@—P(X)“"ay—_’ o
= = h = pPo _BE (le_F_a)
det (F) =1

TAB. 2.3 - Lois de comportement hyperélastiques

OUn se place dans la configuration de la figure 2.1. Cette théorie a
été développée par Glowinski et Le Tallec [Glowinski & Le Tallec, 1989,
[Glowinski & Le Tallec, 1982}, [Le Tallec & Vidrascu, 1984]. Nous donnons ici
les principaux résultats. Pour plus de détails concernant les démonstra-
tions des différents théoremes, on se réferera a [Glowinski & Le Tallec, 1989],

[Glowinski & Le Tallec, 1982}, [Le Tallec & Vidrascu, 19841

2.3.1 Formulation faible

L’élimination du tenseur de Piola-Kirchhoff 1 entre le théoreme des travaux
virtuels et les lois constitutives (TAB. 2.3) et, dans le cas incompressible, la

& det (g)

caractérisation de p(x) — - comme un élément A orthogonal a la surface
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Y = {H < R® detH = 1}, conduit aux formulations variationnelles des pro-
blemes d’équilibre en hyperélasticité suivantes:

Incompressible || Trouver u € K, A € (L* (Q)) N tels que:
ov
/ﬂo{poagy_(z,_l_fgy_ﬂé} Vydr
\ :]fxdx+/ g-vda VveV
Qo EIv
L/A Gdz=0 VGedY (1+Y u)
9 - -

Compressible || Trouver u € K tel que:

5
™

o

dle
=

™

[{et
+
li<
=
Il
|<

QL
?\

iy

<

j=1

b ]

.+.
o~
g

oa

<

[~

=

<

<

T

<

TaAB. 2.4 - Formulations faibles

Afin d’établir dans les cas compressible et incompressible des méthodes de ré-
solution similaire, on développe une formulation variationnelle, dans le cas com-
pressible, similaire a celle du cas incompressible en supposant que le potentiel
d’énergie libre dépend en plus de x et de 1 + V u, de M = adj (_l_—}-gy_) 1
et D = det (1 +¥ u). La dépendance vis-a-vis du déterminant du gradient de
transformation provient du fait que, dans le cas compressible, celui-ci n’est pas
égal a 1. En revanche, dans le cas incompressible, le potentiel d’énergie libre ne
dépend pas de V'adjoint du gradient de transformation car celui-ci est 1ié 4 la

trace de ce méme tenseur. Il intervient néanmoins dans la formulation variation-

adet{IF
nelle a travers la condition d’incompressibilité puisque _%F__ (adj (_

obtient alors les formulations finales suivantes:

1. adj (-) est Padjoint de argument, c’est & dire la transposée de la matrice des cofacteurs.
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Cas incompressible

NxN

Trouveru € K, A€ (L‘s* ()

u)

o
=2
[lo)

iy
I
)
<
%)
m
=
F-<
™
+
<1

Cas compressible

Trouveru € A, A€ (L* (Q))NXN tels que:

:/ﬁ-gda:%—/ g-vda VveV
Qo

JOls
{
dadj {1+ V u
[aaa= ¥ 147w M, D) x PHLIY oy
@ 9, OMTT = =T == oY u =
ov Odet (1+ Y u) s (OVWNXN
k+/90p0@(>_<,;+gy_,¥,g)x fow G YGE WO

TAB. 2.5 - Formulations faibles finales
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V. K, Y et dY(-) sont respectivement définis par?:

V={veW (), y=0surd,} ss"=s+s

Incompressible Y = {E e (L’ (Q))NxN _det (@ =1 p.p. dans QO}

_ 3 NxN =/ —
4y (F) = {G e (L ()M, ‘—“BE(" G =0rpp dans Qo}

K= {y e W"(Q), v =y, sur 9, det 1+¥ v) = 1 sur Qp}

V={veWQ), v=0surdQ,}

Compressible “ -
Y = {E € (Ls (Q))NAN’ dEt @ > O P.p- dans Qo}

dY (B) = (L* ()"

K ={yveW"(Q), v=uy, sur 8Q,, det (1 + ¥ v) > 0 dans Qp}

TAB. 2.6 - Définition des espaces de résolution

2.3.2 Formulation lagrangienne augmentée

Chaque probleme (TAB. 2.5) correspond au probleme de minimisation de
Pénergie potentielle totale J(-) dans Pensemble K des champs cinématiquement
admissibles:

Trouver u € K tel que J(n) < J(v)

J(V)_—/ PO\I’(X,1+<7V’.’.) d[;_/fvdx_/ g.vda
- == == - 0— - (=R

Dans le cas compressible, les deux derniers arguments du potentiel d’éner-
gie libre sont respectivement adj (g) et det (E) Dans le cas incompressible, le
potentiel d’énergie libre ne dépend pas de ces deux derniers arguments.

2. On utilise les notations et la théorie des espaces de Sobolev. On se référera, par exemple,
4 [Adams, 1975], [Dautray & Lions, 1990] pour une étude des propriétés fondamentales de ces
espaces.
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On introduit le lagrangien augmenté du type (111.51) sous la forme:

L, (Ev £7 .)l) =

II1.60

ou r est une constante strictement positive arbitraire.
Le probleme considéré s’écrit alors:

139

Trouver {u, F A eV xY x (L¥ (Q))NXN tel que:
i-xdz—tw/ g-vda VvelV
g

vG e dy (B)

aﬂ‘cr (E'gsé) L= 0 VE € (Ls' (Q))NXN

TAB. 2.7 - Probléeme variationnel q résoudre

Les formes explicites des termes de gauche du probleme (P) sont données par:

0¥ (x,1+ ¥V u,,")
ﬁr(‘_l_egyé)'y_ = LO{PG d__V:g +7'(_1_,+
HL61 geL, (WEY:G = | {r(E-1-Yuj+A}:Gde
Ol (WEA) :p = /# (E-1-Yu) de
= 0

On montre le théoréme d’équivalence suivant [Glowinski & Le Tallec, 1989],

[Glowinski & Le Tallec, 1982], [Le Tallec & Vidrascu, 1984]:

Q Théoréme 2.4 Les problémes variationnels (TAB. 2.5) et (P) sont équiva-

lents avec:

e

=14+Vu et A=-)
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De facon générale, ces problémes sont résolus vie des algorithmes de type
Uzawa (Algorithme 1 - TAB. 2.1, Algorithme 2 - TAB. 2.2) dont ia philosophie
consiste a réduire la résolution numeérique des équations d’équilibre a la résolution
successive de problemes en déplacements et de problémes en déformations comme
le montre 'algorithme suivant:

NxN

A% u~! donnés € (L*" (Q)) xV

Pour n > 0, A", u™"! étant connus, on calcule \*™ u”

en faisant la suite d’opérations (relaxation par blocs):

Poser uj = u*!

Pour £ > 0, u} étant connu, F

n I
o1 €0 U5y, sont calculés

en résolvant successivement:

oL,
oF

(s.87,,07) 1 G =0 VG ed (B, K, €Y

oL [0 N -
L —_az(y“}v*.l,:k-f-l’é).z_/ f-xdl'-f‘/a g.xda Vm_tV,Hk_HEV

A" est actualisé par:

TAB. 2.8 - Algorithme 3

2.4 Discussion

Cette méthode peut également étre difficilement applicable au modéle pseudo-
linéaire, d’abord en raison de ’écriture du probleme en terme de contrainte de
Piola-Kirchhoff 1 K et en gradient de transformation F. En revanche, si on choisit,
pour le modele pseudo-linéaire, comme mesure linéarisante la mesure de défor-
mation de Green-Lagrange, on pourra alors résoudre le probleme pseudo-linéaire
en résolvant a chaque instant un probleme hyperélastique par la technique du
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lagrangien augmenté. Dans un souci de généralité de facon a garder la forme gé-
nérale de E, on essaiera d’appliquer la transformeée multiple de Laplace-Carson au
probléme pseudo-linéaire de maniere & se ramener & un probleme hyperélastique
dans P'espace transformé que ’on sait résoudre par le lagrangien augmenté. Cette
étude fait I'objet du paragraphe suivant.

2.5 Application au modele pseudo-linéaire

Suite a ’étude des cas viscoélastique linéaire et hyperélastique et a I'impossi-
bilité de les appliquer tels quels au modele pseudo-linéaire, on peut se demander
si I’application de la transformée de Laplace-Carson aux équations de comporte-
ment du modele pseudo-linéaire nous permettrait de nous rarnener au cas hyper-
élastique dont les techniques de résolution existent et ont prouvé leur efficacité,
comme la méthode du lagrangien augmenté étudiée dans le paragraphe précédent.
Cependant, comme notre approche est de type fonctionnelle, nous adopterons
une technique similaire a celle de Christensen en partant du potentiel d’énergie
libre. Pour cela, nous devons utiliser la transformée de Laplace-Carson a n va-
riables introduite par Huet dans de nombreux travaux [Huet. 1972], [Huet, 1974],
[Huet, 1985], [Huet, 1992]. Il s’agit de la transformée H, dont nous rappelons ici
le principe.

2.5.1 Description de la transformée de Laplace-Carson i
n variables

La transformation ‘H, a appliquer a un développement d’ordre n est le produit
d’une dissymétrisation D, d’ordre n par la transformation de Laplace-Carson a
n variables C,.:

II1.62 H,{e(t)} = Cn Do {e(t)}
- Premiere transformation: Dissymétrisation D,

On considere une intégrale multiple de type:

t t
I11.63 gn(t):/ / J (b=, t =) a(n) - g(ma) dry - dry
0 0~ =y

n fois

Huet [Huet, 1972] définit la dissymétrisation de la fagon suivante, pour une
intégrale multiple de type (I11.63):

Dn{gn(t)} = & (t, " tn)
111.64

1y tn
= / .../ J (tl-TI:""t‘n—Tn)g(Tl)"'o--(Tn) dTl"'dTn
0 ¢}
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o1 on a remplacé t par le {; approprié sur les bornes supérieures des intégrales
et dans les arguments des J . Suite a des manipulations mathématiques et a une

=n

récurrence, on applique au tenseur

la transformation D, suivante:

H1.65 £ (t1,--,tn) = Daielt)} = i Dy {gk(f)}
k=1

On remarquera que D,, est inversible.

— Deuxieme transformation: Transformation de Laplace-Carson a n variables

Cn
Par extension de la transformation de Laplace-Carson a une variable, on peut
définir la transformée de Laplace-Carson a n variables par [Poli & Delerue, 1954]:

111.66 Cn{f}=P1---pn/ / e~(mmttpatn) £(p L n) dry - dr,
0 0

n fOiS

En utilisant les propriétés de cette transformation [Huet, 1972}, et en notant
g’;' (p1--- pk) la transformée de &} (t1-- - tx) par Cx, et g” (p;) = g celle de g (¢;)

par Ci, on obtient:

n

IIL67 & (pi--pn) = Z%’“ (pr ) (p1) - 2" (p)
k=1 =%

— Résultat final

n* _x _x *
o g
I"ag g,

La transformée H,, de g(t) est donc:

2% _*
0' . a e
IFag++
=2 n

g — 4 I 3
IIL.68 ¢ =*H, {g(t)} =C, Do {e(t)} = gl g+
Pour la transformée H,, de la contrainte, on obtient une relation duale de la
précédente en remplagant les fonctions de fluage J par les fonctions de relaxation

=



2.5. APPLICATION AU MODELE PSEUDO-LINEAIRE 143

2.5.2 Cas du modeéle pseudo-linéaire

Partons de I’écriture quadratique du potentiel d’énergie libre (11.4).

1 ¢ z . -
pol (1) = / / E(t):R (2t — t — t) : Elta) diy dby

On peut récrire cette expression en utilisant (I1.68) sous forme duale:

we) =5 [ [ &

Appliquons lui la dissymétrisation D,,, avec n = 2:

111.69 D, {po¥ (¢)} = po¥ (u’v>:%/v /u E(t)) -

Appliquons maintenant la transformée de Laplace-Carson a deux variables,

(t —ti,t —ty) : E(t2) dty dte

HlizeE

(u — tl,‘U - ig) g(tg) dtl dtz

Hii=E

Cg‘i

1.
IIL70 CoD; {pa¥ (1)} =C2{po¥ (u,v)} = po¥**(p1,p2) = Eg (p1) :g (p1,p2) :
E*(p2)
avec
E'(p) = pi / e PHE(L) dty, i=1,2
0

R (p,p) = pip2 / f e P TPER (Y 1) diy dty

= JO 0 =

itz

Exprimons la transformée de Laplace-Carson de g en fonction de celle de

D’apres Ditkine et Proudnikov [Ditkine & Proudniko—_{r, 1979], on a:

il 1 ]-
I111.71 § (p1,p2) = i —p (ng*(iﬂz) - ng‘(m))

Par conséquent:

1
s (PE) B B

B =

po¥™(p1,p2) =

111.72 ‘
— pE(p2) 32*(]71) 5@'(}’1))
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Appliquons maintenant la transformée de Laplace-Carson au tenseur des contraintes
énergétiquement associé a E. Celui-ci s'écrit:

S(t) = / R (¢ — t) : E{t) dty
et sa transformeée H;:
HL.73  §(p) =R'(p) : E*(p)

En combinant les relations (I111.72) et {II1.73), on obtient:

1

71 — o (Pl §*(P2) : ;_E:'(Pl) - P2 §*(P1) ig‘(pz)\)

IIL.74  po¥™{p;,ps) =

SR

Cette relation peut s’écrire sous la forme:

1 ) 1 ..
2009 (p1,p2) = [ (P8 (p2) = P8 (p1))| 1 E"(p1)
P1— D2 i
1 hn |
111.75 + [ (p1S*(p2) — p2S*(p1)) | : E*(p2)
P1r— P2 _
1
- 18 (p2) : E*(p2) — p2 §*(p1) : E*(p1)]
P1— P2

Introduisons une < contrainte dissymétrisée> §(t1, t3) définie par:

. th+z .
S(t1,12) = / Rity +t2 —uj: E(u) du
(4] =

Elle est associée a la contrainte §(¢) par la relation:

SOREIERS

En notant S*(pl,pg) la transformée de §(t1, t2) (par analogie avec II1.71), on
obtient:

2009 (p1,p2) = §_**(p1,‘p2) :E*(Pl) +:§_**(P1,P2) : ﬂE;(Pz)
111.76 1

— 118" (p2) : E'(p2) — p2 8°(p1) : E" ()]
P1— P2
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La transformée de Laplace-Carson inverse du terme S*(pl, p2) : E*(p1) est:

i1 .
a(tl,tz) = f §(t1 + tg - LL) . Q(u) du
0

De fagon similaire, celle de gx(pl, p2) : E*(p2) vaut:

123 .
B(ty,t2) = / S(ty +ta —u) : E(u) du
0

En revanche, celle du troisieme terme =
s’écrit:

1,,2 {P1§*(P2) : g*(PZ) — P2 §*(P1) : g‘(l’i )}

bt o
Yt t2) = / Sty + 12— u): E(u) du
0
Par conséquent, la transformée inverse de po U™ (p1, p2} 8'écrit:

= . 1 o
po¥(ti,t2) = 5 la(te, t2) + B(t1, t2) — y{t1,12)]

En posant ¢t = 1; = t; et en utilisant 1'égalité triangulaire de Brun, on retrouve
la relation classique:

po¥(t) = (/ / ) S(2t—u): / / E{u) : R(2t—u—v): E(v) du dv

En dérivant IIL76 successivement par rapport a E'(p;) et E*(p;) et en som-
mant, on trouve:

HIL77T § (b, ps) = 2 9po V™" (p1, p2) n UPO\I’*:(IP1:P2)
= IE"(p1) O (p2)

On constate que 'on se ramene bien, en espace transformé, a une loi de com-
portement hyperélastique du type (TAB 2.3). Néanmoins, cette méthode présente
de nombreux inconvénients tels que la transformation de E(#) a travers la relation
E(t) = ao (IP(2), I2(8), ID(1)) L+ ay (IP(8), I§ (), I5+(t) ) LA(t) et Décriture des
conditions aux limites en contrainte. Néanmoins, cette technique peut etre utilisée
dans le cas ou la mesure de déformation linéarisante a une forme simple, en parti-
culier si elle est égale a la déformation de Green-Lagrange. On peut également se
demander si ’on ne pourrait pas utiliser la transformée de Laplace-Carson réelle
a 'image des travaux de Brilla afin de pouvoir proposer une formulation varia-
tionnelle bien adaptée. Mais, dans un méme souci de généralité, on abandonnera
cette méthode au profit d’'une méthode directe dans 'espace temporel. Cela fait
1'objet du chapitre suivant.
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Chapitre 3

Formulation proposée pour le
modele pseudo-linéaire

3.1 Lois de comportement

Le probléme a résoudre est celui du calcul des grandes déformations E d’un
corps viscoélastique compressible (dont le comportement est supposé non li-
néaire), soumis a une certaine distribution de forces extérieures et de déplace-
ments imposés. Chaque particule du corps est repérée par sa position X, mesurée
dans la configuration du corps a 1’état libre (en I’absence de contraintes) par
rapport & un repére orthonormé fixe de R™. Grice a ces coordonnées (lagran-
giennes), I'intérieur du corps s’identifie & un ouvert Qg de R, N = 2 ou 3 suivant
le cas (bidimensionnel ou axisymétrique (N=2), tridimensionne] (N=3}). On se
place dans la configuration de la figure 2.1, a savoir que le corps est soumis a
des forces volumiques d’intensité f, mesurées dans la configuration de référence,
et a des forces surfaciques g, mesurées par unité de surface dans la configuration
de référence, exercées sur une partie 89, de la frontiere 8 de Qo. De plus, un
déplacement u, est imposé sur la partie 912, de la frontiere 02, complémentaire
de 09, dans 0. Les équations d’équilibre en coordonnées lagrangiennes, lagran-
giennes/eulériennes et eulériennes et la donnée d'une loi de comportement de type
pseudo-linéaire permettent de caractériser formellement les positions d’équilibre
du corps considéré. Les équations d’équilibre dans les différentes configurations
sont réunies dans le tableau ci-dessous on n et n, représentent les normales exté-
rieures a la surface dans la configuration de référence )y et dans la configuration
actuelle  respectivement, II le tenseur de Piola-Kirchhoff 2 et K le tenseur de
Piola-Kirchhoff 1 qui permet d’exprimer les contraintes dans la configuration dé-
formée a partir des vecteurs surfaces élémentaires de la configuration de référence.
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Lagrangien Lagrangien/eulérien Eulérien
Loi de
oV ov o
comportement O=p o K=po 5 g=pF —- ’E
pseudo-linéaire |} 04 oF 274N
Equations i Div (F ) +pof =0 Divg + pof =0 divg +pf=0
d’équilibre T = I K # Ky 0i; = 05
Qo x| — 00, 00] Qo x] — 00, 00| 0x] — oo, 00]
C-Len . [E-Ln-g K-n=g g m=g
contrainte 0, X} — 00, 00] 00, x] — oo, 00| 98, x] — o0, 00
dép(ic:xICJefrI;ent u = u, sur 9, u = u, sur 9,

TAB. 3.1 - Lois de comportement

3.2 Formulation faible

En éliminant la contrainte de Piola-Kirchhoff 1 entre le théoréme des travaux
virtuels et la loi constitutive, on obtient le probléme variationnel suivant dont la
solution est le champs de déplacement u(t) a ’équilibre.

o (z(t), E
/Qo Po ( (02‘: __(t)) : Zxd / P9 f_(ﬂ?(f))z(:r(t)) dz

+ / g(z(t)) - v(z(t)) da Vv e U™ uwe {U" +u,}
My

I11.78

avec U = {Y; e (Whe {Q))'ﬂr, v =0 sur Bﬂu} et s est tel que les intégrales
de la formulation faible soient définies pour u € {U'* + u,} et v € U**.

3.3 Formulation lagrangienne

Le probléme précédent correspond au probiéme de rendre stationnaire I’éner-
gie totale J{-) dans l'ensemble {U* +

u,} des champs cinématiquement admis-
sibles, c’est a dire:
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Trouver u € {U"* +u,} tel que J (u) < J (v) Vv e Ub*

ou J(-) est défini par:

J = ¥ {Energies} = énergie libre + énergie dissipée
Les diftérentes énergies qui entrent en jeu dans le bilan sont les suivantes:

1. Energie libre:
Foy= [ poutt) do
I

2. Energie dissipée:

D(t) = /Q 0 ( /_ ;g(m:g(tl) dty — pg‘l‘{t)) dz

Qo —oo -

Et) = F(t)+ D)

3. Energie totale:

4. Travail des efforts extérieurs:
We(t)zfpof_-gd$+/ g-uda
Q0 =

Rappelons que

| Y LY .
On sait que E est reliée a A donc a u par la contrainte:

E=a(d) 1+a(a)-A

Les relations ci-dessus sont vraies a chaque instant. Cette contrainte, forte-
ment non linéaire, peut étre traitée par des techniques de décornposition-coordination,
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de type lagrangien augmenté, c’est a dire qu’elle est pénalisée et dualisée. On in-
troduit donc le lagrangien:

t

)
L (0EA) = / po¥(t) dr + P(t;) dt, dx
Qo Qg JO
IL.79 v [ Flao(@) 14 (d)-A-Ed
2
- /é(ag(é);—i—al(é)éw@dz
\ Qo

ou r est une constante strictement positive arbitraire et P la puissance dissi-
pée. Le probleme est donc le suivant:

Trouver {u, E, z__’g} e {Ub + 1y} x Toym = (L (Qo))NXN tel que:
(0L, ‘ ‘
(y_,_E_,._/\_)'x=/ poi-zdw+/ g-vde Vve{U"+uy}
dJu == 0 0
IL, NxN
)] 55 WEL): G =0 ¥G € (L* (%)
oL, . 7
2\ (WE A :p=0 Vu e (L* (@)™

TAB. 3.2 - Probléme variationnel a résoudre

Ci dessus, T,ym est 'ensemble des tenseurs symétriques.
A partir de la définition de L£,, on déduit les formes explicites de ses dérivées

en {u,EA}.

%ﬁr(u,@é)-x:/ {r{ao(A) - 1+a;(A)-A—E) — A}
4 $ - = = =
IT1.80
a
1 g (@) Lra () A) v da
oL.
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sz o (g,g,é):ﬁz/ (a0(8) 14 a;(A)-A—E):pu de
= - iy — =

On a le théoréme suivant:

O Théoréme 3.1 Le systéme lagrangien (P) est équivalent d la formulation va-
riationnelle (111.78).

Démonstration 1 Supposons que u soit une solution de ([I1.78). 5t on pose:

II1.83 E=a0(A) 1L+ai(d) A

t
II1.84 é:—-/ Rt — 1) : E(t:) dts
0

alors E € Tsym du fait de la symétrie de A. De plus, les relations (I11.81) et
(111.82) conduisent a:

R (Q’E’é):g =0

II1.85

an WEA:p =0

oL, ’ . oE
ZEY Y = /Qofog(t—tl):g_(tl) dhy: =y do
I11.86
(1) o=y d
= == -vdzx
9 Ou
- _ . .. 0¥ .
Sachant que § est un tenseur symétrigue égal a po IE’ on obtient:

I1.87 §(1): V=

V= po

&S

I
=
&
<

ou K est le tenseur de Piola-Kirchhoff 1.
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En utilisant la convention d’Einstein (sommation sur l'indice répété), on ob-
fient:

BNy = [ K:¥vds
du == Qo
= Kjvig dz
Q0
II1.88 = / {(HQJ'V:'),J-"E%,JVI} dr
Qg
= f K;jnjw da — K,'_jij,' a'x
8 (97
- / K n zda"/ DivK-v de
8e Qo -
Finalement:
oL,
II1.89 (WE) v=[ pf-vdr+ | g-vda
ou - Qo N,

Réciproquement, si les relations du systéme (P) sont vérifiées, alors on a
forcément les relations (111.83) et (111.84) qui sont vérifiées.

3.4 Le probleme en déplacements

La contrainte

est complexe a formuler numériquement et nécessite une résolution de deux
problémes juxtaposés, comme dans le cas de 'hyperélasticité: I'un en déplace-
ments, I'autre en déformations. Dans un souci de simplification numérique, nous
résoudrons le probleme uniquement en déplacements sans contrainte (c’est dire
ni pénalisé, ni dualisé). Pour cela, nous approcherons la relation entre E et V u
au premier ordre. -

Remarque 3.1 Il convient de signaler que si le probléme n’est ni dualisé ni pé-
nalisé, le théoréme 3.1 d’équivalence reste valable. En effet, considérons la fonc-
tionnelle:
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t
_) pO\I/ (t) dl"‘l‘/ /'P(tl) dt; dr
2 Jo

On montre, comme dans le cas du lagrangien augmenté, que:

a'C(U}E x=/po£-y_d:c+/ g -vda
du Qo e

3.4.1 Approximations

Compte tenu de ce qui préceéde, le lagrangien, a l'instant t, est choisi de la
{forme:

¥
111.90 £ (u.E) = po¥(t) dr + P(7) dr dz
; (

fip JO

A D'instant  + At, il s’écrit:
t+AL
I11.91 £:+A1 __) pO\If (t+ At) dz + / / P(r) dr dz
0

<> Approximations des déformations et des déplacements

St I'incrément de temps At est suffisamment petit, alors on peut supposer
que les vitesses de déformation et les vitesses sont constantes par morceaux, c'est
a dire que la déformation et le déplacement varient linéairement en fonction du
temps. Ceci s’exprime par:

Et+7) = Et)+ o E
I11.92 avec T € [0,At] et E et u* constants
ut+7) = ut)+ 5w

< Approximations de la relation déformation-gradient de déplacement

En supposant P'incrément de temps At suffisamment petit, on a:

IT1.93  ai{t+ At) = a;(t) + Oa; VY u 1 =0,1
oY u =
==Y u(
, ZJAN
II1.94 A+ Al =Al) + == :V u*
= = oV u =
="1Y up
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D’autre part, on a la relation entre E et A & I'instant ¢ + At:
1195 E(t+At)=E®)+E =ag(t +At)-1+a; (t+ A1) A+ At)

Par conséquent:

E(t+At) = E()

| !
aag @al aé
+ {1@ + A1) @ =5 +ay(t) 55 Y u
( 0¥ u Y up oY L=_Y_ ug) 0Xu YVup
0A
* aaa1 ; YU 55 Y
=4 YV up =—‘*.g ug)
Ainsi, au premier ordre, on a:
3, 0 . 0A
1196 E'={1@® —— + A ® +ay(t) o= Y
= =" 90Yu = oV u 0¥ u =
=~V uy ="1Y up =1V u(e)

3.4.2 Expression de la fonctionnelle £ a P'instant ¢ + At

A partir de Vexpression (I11.90) de la fonctionnelle £y, a l'instant t, on déduit
son expression Liya; a Uinstant ¢ + At par:

I11.97 L:t-}-At (E,@ = /

J g

t+AL
po¥(t + At) dx +/ / P(r) dr dz
{p 4O

Le premier terme du second membre de la relation (I11.97) vaut:

1 t+AL t4+At . .
/ po‘l’(t-{-Af} dr = 5 / / / E(tl)R(?_’z‘ -+ 201 — fl - tg) ZE(fg\) dtl dtg dz
Qo < JQg Jo 0 - = -

En décomposant les intégrales précédentes entre {0 et t + At) par des inté-
grales entre (0 et t) et (f et ¢ + At), on obtient la forme suivante:

1 t H . .
Qp " J g JO 0 = —

t t+At B*
+ / {/ E(t:): (] R (2t +2At -t — tz)dt2> dtl} = dr
[92 ] - i = At
E* t+At  pt4At E*
+ /ﬂo {Z—t_ ([ [ %(2t+2.ﬁt—i1 — 1) dty dtg) Zi}dx
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En opérant de la méme fagon pour la seconde intégrale de (I11.97). on obtient:

t+ A o
/ / P(t1) dt; dx :/ D(7) dr dx
Qo JO G Jo
At gt pt . ) .
+/ / / / __E_(h)'.&(‘zt + 27 — t1 - t'Z) :E(tZ) dtl dtg dr d:L'
Q /0 oJo T = =
Atl 1 . t4r )
+2/ {/ T [/ E(t): (/ K(2t+27—f1"t2)dtz> dtl] dT}:_‘ dr
177 o T o ¢ = L
At thT T
+/ {E_': [/ -—2— </ / K(gt + 27’ — t} - tZ) dtl dtz) dT] :E*} d.’L‘
QL o 7 i t = i

Finalement, le lagrangien L, a: s’écrit:

H

o

Loyar (E07) = / {// §2t+zm-zl-t2) i_E(ig)dtldtg—/otP(T)dr

At
— / / g( )g (2t + 27 — t1 - tz) g(tg) dtl dtg dT} dr
0 0 =

0

el

T

(2t + 20t — 1) — 1)) dt2> dtl]

=

(Qt + 27 — tl - t')) dt ) dt1:| dT}ng dz

1 t+AL pt+ At
LR e e
1 T
[ ;—(/ / §2t+27“t1—t2>dt1 dtz)dT]}:éE:‘ dzx

Compte tenu de la relation (I11.96) exprimant, au premier ordre, E” en fonc-
tion de u™, I’expression de L4y devient une fonctionnelle de u* uniquement, a
Savoir:

!
S~
o
R )
———
\\:‘
:Z/
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\:‘
3
B
-
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t
Et-{-At (_lf) = « T
0
1 i t+ AL
+ /ao {[E /O E(ty): (/t %(21‘, + 2A¢ — 1y — tg)db) dtl}
At2 t t+7
t+ A t-+ AL
v feze(s / [ a
2 = A
At 1 tefr
o T° \Jt t g—
t

ou a} 7 |} est une fonctionnelle qui dépend de I'histoire des déformations

0

jusqu’a l'instant t

t t
(81 T = / {‘ / / E(t & 2t -+ 2At — tl ~— iz) E(tz) dtl dtg - / P(T) dr
0 Q0 2 = - 0
At .
— / / / tl g Zt + 2r — tl - tz) g(tg\} dt1 dtg dT} dz

et 3 est le tenseur d’ordre 4 qui permet de relier E* & V u* au premier ordre

g (2 + 20t — 1y — ty) dt; dts

N’

HH

day day | A |
f=10® + A1) ® = +at) 5=
= OXu V up A Y up 0¥ E‘Z ugy)
De facon plus condensée, L s’écrit:
t
Losw)=al| 7 |+ [ A®:g:Twdes [ f:TuwiB0):g:Tw ds
0 i = W= = =

avec:
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1 t . t+ At
t =

SO

[

4T .
- (tl) (/ :R;(Qt + 27— tl - tz) dtg) dt{] dr
t =

!
55\
¢
i B I 3]
o
Co‘\”
Hles!

et

1 t+ AL t+ AL ]
B(t) = §/t /t A RO+ 208 =1 — ) dty dty

At 1 t+T +r
o 7 t =

<& Expression de la matrice A(t)

On a:

1 t . t+ AL
Al = & i E(t,): ([ R (2t + 24t~ 1y —tz)dt?,) dt,

At 2 t . tT . S
- / - [/ E_(t]) (/ K(?t -+ 21 — tl — tg) dtz) dtl} dr
o T Lo T . =

L’approximation choisie consiste a supposer que, pour un incrément de temps
At suffisamment, petit, la déformation est linéaire en fonction du temps. Ceci
implique donc que la vitesse de déformation est constante par morceaux. Par
conséquent, ’expression précédente de A(t) peut se calculer en subdivisant U'in-
tervalle [0,1] en n intervalles de taille At, soit:

Alt) = ig[m {E;(tl): (/tHAt%(Qt—i«ZAt-—tl—tg)dt2>}dt1

k~1)At
Af.2 n kAL . BT 1
- j pu Z/ {E(tx): (/ K(2t+27'—"i1—t2)dt2) dt | dr
o T T Jk-nar T P J
:;—1

Or, E étant supposé constant entre (k — 1)At et kAt et égal a , Vexpres-

At

sion précédente devient:
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1 kAt t+ AL
A(t) = — E / / R (2t +2At —t; — ;) dty dt
T ) At? kz: k—1)At Ji E( ' 2) dtz dhy

1 i At pkAt
B Ezgl / / / S R(2t+27 — 1 — ty) dty dty dr
k=1 t T =

~1)At

Si les fonctions de relaxation sont sous forme exponentielie alors, dans le cas
isotrope, on a, par exemple:

rel

Mty = &+ Y b e
1=1

IT1.98 R(1) = A(t) 1®1+2;1(t}1 avec ﬁ

ult) = a* + Z b et

\ 1=1

alors le premier terme de A(?) s’écrit:

kat t+A2
/ f R(2t +2A¢t -t — t2) dty diy
k—1)At Jt =

Lﬁ

a.‘

n rel A 2 n
y ] —e At by A
_ A = A —c (n41)At et kAt * .
3¢ Z br (gk—l) + Z b ( AL ) e Z € tr (gk—x) 1

k=1 (=31 k=1

n rel [d 2 n

* 1 —e o —c*(n+11A kAL
e ) B +2 Zb“ (73;‘*) T T,

k=1 k=1

En revanche, le second a pour expression:

1 zn: kAt At t7 9
_— E / / f —R 2t+27‘—t1—t2)dt2d7'dtl
At k=1 T=

k—1)At

rel —c? Po—prr T
{ZQ b)‘ (1 _Aetc At) e—C.-AnAt (/L\t ¢ 7-? (l — e"&") dT) Z e‘:-}\kA!tl‘ (2—1) } .
0

k=1

rel 1 —ec AL At At e_gf“r n bia
— H "C:‘n _ "“Ci"‘ < F2 ntd
E 4 b} ( Al ) e (L - (1 e ) dT) E e %_1

k=1
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At -ty

e~ . . .

Le terme / (l - e“’:f"’) dr est approché par la méthode des trapezes,
o T

ce qui donne:

m=1 _ k281

—ctr -y D, ¢ om ¢
/Om e - (1 —e“’C:‘T> dr = {% (cf + € A:t (1 ——e"':fm)) + Z ETQ{_ (1 B e-Cf%)}

J=1 m

m étant le nombre de pas de discrétisation de l'intervalle [0, At).

Remarque 3.2 Remarque sur ‘E-—k—-l

On a vu précédemment que la déformation €tail approchée lincairement en
fonction du temps. Ainsi. entre (k — 1)At et kAt, on a, d'apreés (111.92):

E((k - 1)At + 1) = E((k — 1)At) + g—t E_

Cela peut s’tllustrer par le graphique suivant:

E{241)

t

At 24 2k-1) At 2kAr

FiG. 3.1 - Approrimation linéaire par morceauz de la déformation

En effet, on bien:
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E{r)=E(0) + _A_t E

E(At + 7‘) (Aﬂ + E E

E((k - 1)At +7) = E((k — DAt) + Z&' E

< Expression de la matrice B(t)

On a

‘ 1 t+ AL t+ AL 1

At 1 tr 4T
_ / w_?.(/ / R(2t + 27 — 1 — 1) dty dtg)dr
o 7T \Jt ¢ =

Ce terme se calcule, dans le cas isotrope, de fagon identique & A(?), excepté
que & n’intervient pas. Ainsi:

t+At t+At
/ / —A——ﬁg(2t+9At—t1—tg)dtl dig

rel \ 1— e_C;\At 2 rel —C”At
—_ i 4
=3 a+Zb — 191+ a—l—Zb( ) 1

D’autre part,

Atl
/ </ / (2t+27’—-t1“t2)dt1 dtg) dr
b)x rel b'a At 1—8_6?7 2
= — ®1-— ks R

s — e
L’intégrale / < ) dr se calcule également par la méthode des tra-
T
pezes.

IIII%-

\’
|lP-‘
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3.4.3 Stationnarité de la fonctionnelle
En s’inspirant du théoreme 3.1, on a le résultat suivant:
Terwyy = [ ptvds [ gvd weu
our Q

8.

Ce qui est équivalent a:

Jolgoggufimye = [avves [

il]je

I11.99

¥ v* compatible

3.5 Discrétisation par éléments finis

La résolution numeérique de 1'équation (II1.99) nécessite, en premier lieu, la
description des ensembles discrets ou sont définies les différentes grandeurs dis-
crétes telles que les déplacements, les déformations et les contraintes.

3.5.1 Description des ensembles discrets

Afin de définir les ensembles discrets, nous avons utilisé 1’élément fini asy-
métrique introduit par Ruas [Ruas, 1981] et utilisé avec succes par Le Tallec
(Le Tallec & Vidrascu, 1984], [Glowinski & Le Tallec, 1989] dans le cas de ’hy-
perélasticité. Cet élément fini est décrit par (figure 3.2):

— sa géométrie: triangle,
— ses degrés de liberte: valeurs aux sommets plus valeurs au milieu de A;A,,

— ses espaces d’interpolation: polynome de degré 2 dont la restriction aux
cotés A Az et Ax A3 est de degré 1.

L’assemblage de ces éléments 3 par 3 nous permet de générer un superélément
fini symétrique comme le montre la figure 3.2.

Nous approchons alors tous les ensembles a Paide de ces éléments, en inter-
polant les déplacements a chaque sommet et les gradients et les contraintes aux
points de Gauss de chaque élément. Nous supposons donc que le domaine €
est un ouvert polygonal de R? qui se décompose en superéléments finis. Chaque
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Ay
Ag A
Ay
\\:‘\
, N\, N NN
A, Ay
Element fini de Ruas Superelement assemble

F1G. 3.2 - Elément fini utilisé [Ruas, 1981]

triangle est noté (1. Les composantes des contraintes et des déformations appar-
tiennent a 'ensernble P, constitué des fonctions constantes par triangle et défini
par:

P, = {qh, Plg, = constante }

Par conséquent, 'ensemble Z; réunissant ’ensemble des composantes des
contraintes et des déformations s’écrit:

Zn ={P?, n =4 (cas axisymétrique) ou n =9 (cas tridimensionnel)}

Chaque triangle () est I'image par une application bilinéaire F du triangle
de référence Q@ = [(0,0),(1,0),(0.1)].

Ainsi, les déplacements appartiennent a ’ensemble X, défini par:

Xy = {p—h €C(Q) ., mlg, = za 0 Fh iz € [Ql (ﬁ)r}

ot ¢y (ﬁ) dénote 'ensemble des polynomes définis sur Q, linéaires sur les
cotés A A; et Ay Az et quadratiques sur le coté Ay A,.

3.5.2 Expression du probleme discrétisé

Il s’agit de résoudre, a chaque instant t, le probléeme de stationnarité suivant:

oL .
E2 (upy, )V = / pof-v* d:c+/ gvide Vul,, € {U™+u}, v el
du S 29,

Cela revient & résoudre un probléme < classique >> par éléments finis. La
matrice de rigidité élémentaire provient du double produit contracté 3 : B(t) : B et

le terme de force est la somme /

po £3" dut / gv dat | A(t):3: Yy da,
A =

e Q5
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le dernier terme étant la contribution viscoélastique puisqu’il fait intervenir la
mémoire du matériau.

Remarque 3.3 Dans tout ce qui suit, on se restreint au cas arisyméirique. Cette
hypothese permet d’écrive le gradient de la transformation sous une forme parti-
culiere avec seulement 5 termes indépendants au liex de 9 dans le cas iridimen-
stonnel. En outre, le deurieme invariant de C est reli¢ au premier et au troisiéme
par une relation simple. En effet, dans ce cas:

Ir.ioo IS =15 +15 -1

¢ Expression de la fonction de forme

L’eélément fini de Ruas est choisi de telle sorte que I'interpolation sur le cote
A1 A, soit de degré 2 et celle sur les cotés Aj Az et Aa Az soit de degré 1. Ceci

nous conduit a écrire le déplacement u dans I’élément de référence sous la forme
(figure 3.3):

cov Jue [ atbe bt ntda-£-(E47)
E(sﬂ?)‘—{ }_{ay+by'§+cy'n+dy'f'(§+77)}

A,y 0——-—-0——N_...._. r

Ay

FiG. 3.3 - Elément de référence

On en déduit alors la relation entre les constantes ag, b;, ¢, et dg (resp. ay, by,
cy et dy) et les déplacements nodaux horizontaux uy, ug, uz et uy (resp. verticaux
Vi, Vg, V3 et vy):

Qy 1 0 00 u;
b.z' _ —1 1 00 Us _ p-1 e
e | | -1 0 10 w | £
dl- -2 =2 0 4 Uy
et:
ay 1 0 0 0 Vi
b, | [ -1 1 0o va | ot e
Cy - -1 0 10 V3 _g x
d, —2 -2 0 4 V4
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ou on a noté U® et V° les vecteurs déplacements nodaux horizontaux et ver-
ticaux respectivement. Par conséquent, les déplacement horizontaux u, et verti-
caux uy sont reliés aux déplacement nodaux U° et V° par:

wén) = (1 & g &(¢+n) ) - PH-U = (N) -P.U°
u(é&n) = (1 &€ n &-(E+n) )PV = (N)- PV

(N)y={1 & n €-(£+n) ) est appelée fonction de forme.
Notons (N, ) et {N,) les dérivées de () par rapport a £ et 77 respectivement.
On a:

(M) = <0 10 2§+7?>
(N) = (001 ¢)

Soit x et y les coordonnées d’un noeud du triangle. On a alors les relations de
passage entre I’élément de référence et le triangle réel du maillage qui s’écrivent:

r = 21 + (z2—21)6 + (z3—21)7
J11.101
y = n + (w—y)é + (ys—w)n

Soit J.; le jacobien de cette transformation. On a:

8z oy

8¢ 3¢
I11.102 Jef =

gz Oy

8n On

3.5.3 Discrétisation du terme/

O

Posons £ = {t):

= = =

De plus, écrivons le tenseur d’ordre 2 V u™ sous forme de vecteur colonne,
c’est a dire que, dans le cas axisymétrique

[
lje=
[ISY

* »* x*
zl_l. = w, u, O
u‘
0 0 -

est remplacé par
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z‘y

\ . )

et soit K le tenseur d’ordre 2 et de dimension (5 x 5) tel que:

Vu K
=T =
Posons:
a a
Im.103 J;' =
b ¥
avec

L
det (Jef) On

1o
det (Jey) On

Par conséquent:

[ (a(N,) +d (N,))- P
: (b(N) + ¥ (25)) - B

ul <ﬁ> : g_—l : \_/.e

y
Y (b(N;) -+ (N5)) '2-1 :

o+ ) £

/

._[:le\

A VA

Vv =Vu-L-Vv' Vo', W

_ 1
det () ¢

1 ox

det (J,;) O€

°
0 K9

0 K3

Ko 0

K1 )

CHAPITRE 3. FORMULATION PROPOSEE
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/g_c_;zgz *d:r:/ K-Yu -V *a’x_/ Vvt K-V de
K :Yu"V K N K

En utilisant ’expression de ¥V u”, on obtient:
{fr[g &1d5} (;)
ou F, est I'élément de référence.

L’élément de surface dS vaut, dans le cas axisymétrique:

?ﬁ

mailles

t * * _t _Ile
/Qoyv K-Vudr= (y_e Y

I11.104 dS =27y (€,n)-2 S dn d€

ou S est la surface du triangle.

Donc:

IIL.105 ) weKogdS= ) 475/f ’g‘;'é'éy(f,n)dndf

mailles” & mailles

Rappelons que
y=y+ W —y) &+ (ys—y1)n

Il s’agit donc de calculer un certain nombre d’intégrales élémentaires dont les

détails sont en annexe D. Ces intégrales sont du type:

Lopi=g i 5!
111.106 [, = ot dn df = ——————

{A,(t)zgg y_*} Io

et soit A le vecteur tel que:

3.5.4 Discrétisation du terme/
Qo

Posons A(£):8 = A,
éﬂ:Zf‘:A-Zv* Yv*
Comme pour le cas précédent, on a:

/ éﬂ:y_y_* d;}j:/ A__V_V*dESZ/ th*-Ad:c
Qg - Qg Qg

En remplacant par I'expression de V v* et en sommant sur toutes les mailles,

on obtient:
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t = . Ee \ t..
[wveaa=(F) ¥ {[ wa

mailles
En utilisant la relation {II1.104), on obtient:

. 1 pri-¢
L7 {/ ’ggds}: 3 47r5// ‘- Ay (€,7m)dy de
Er 0 0

mailles mailles

On se rameéne au calcul d’intégrales élémentaires du méme type que celles du
cas précédent et dont les détails se trouvent en annexe E .

3.5.5 Discrétisation du terme / po £-v* de
2

. : U° L s
En exprimant le fait que v* = (N)- P7'. ( Ve ) et en discrétisant l'intégrale

/ po £+ ¥" dz sur 'ensemble des mailles, on obtient, de fagon analogue a ce qui
Qo

précede:

[otva=(F) T [erm e
QO —_

: E,
mailles

De méme, en utilisant I'expression (I11.104), on se rameéne a la relation:

1 1€
S [ tas= Y 4arst {// aMy(f,n)dndf}-f

: E. -
mailles mailles

3.5.6 Discrétisation du terme/ g-v'da
o0,

La particularité de ce terme est qu’il doit étre discrétisé sur la surface 02, et
non sur toutes les mailles. Ainsi, on peut I'écrire:

g v da= / 'V gda
/(-m, = Z EcndQly o

mailles

Ceci revient donc a intégrer 'v* - g sur le triangle de référence pour 7 = 0 afin
de se placer sur la frontiere de 1'élément. Donc:

* Ue _ 1
/Eman ¥ .'&da:t( Ve ) Z lp.noa, "B 1.{/0 t<ﬂ“>in=oy(f,0)d§}'§

mailles mailles
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ou {g,naq, est la longueur du segment sur lequel est appliquée la contrainte.
Apres le calcul de Uintégrale dans 1'expression précédente, on obtient finale-
ment:

1
S tnon, 27 { [ 480 (600 g
6]

mailles

_ 1 i 1 \
= Z {lErﬂaﬂgtPI't<§(yl+y2) 6(91+29‘2) 0 —,(y1+3y2)>}'5

= 12
mailles

- E lErhaﬂg

mailles

w!}«i}- oolSals
T
joQ

3.5.7 Discrétisation du probleme global

En rassemblant 1’ensemble des discrétisations précédentes, on obtient le pro-
bleme global discrétisé, correspondant au probleme (I11.99), suivant:

Trouver (U, V*) tel que

N 1 I-Ei ) U
“ Z 4”5/ f k-K-x5y{&mn)dydf- Ve
0 4] ~_

mailles

1 p1-t
- Y wse [ [ menanag o
4 0

maillles
v
6
v
+ E lE,naa, 8 g
mailles Y143

1 i-¢
- 47r5/ / e Ay(&n)dn dE
v} 3]

mailles

TAB. 3.3 - Probléeme discretise global
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¢ Interprétation des différents termes

1 g
— Le terme 47"5'/ / ‘s K- y(€mn) dy df correspond a la matrice de
o Jo
rigidité,

volumique,

1 p1-g
~ 478 2”1 ‘ {/ / YNY y(&n)dy dﬁ} - f correspond au terme de force
o Jo

- lErr'laﬁg

wE O afSals
()

- g correspond & la condition aux limites en contraintes,

=

1 plet
—47r5'// ‘&
] 0

- A y(€,n)dn df correspond a un terme de force sup-
plémentaire faisant intervenir les caractéristiques du matériau ainsi que sa
meérmoire.

Ce probléme est résolu par la méthode de Cholesky ou de Gauss. Il se rameéne
bien a un probleme du type:

111.108 K- U=

I
les

ou les termes K, U et F s’identifient de facon naturelle a partir de I'expres-

sion du probléme global TAB.3.3 et correspondent & P’assemblage des matrices
élémentaires E‘sl et F* {voir annexes D et E) .
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3.5.8 Algorithme de résolution

Entrées:
Forme de A(t) et u(t)
Forme des fonctions ag et a4

Conditions aux limites
Triangulation du domaine {1

T
! Initialisation de v u?

T
§
}
L

t=20

Boucle sur les mailles

3
Calcul de: gﬂ, ,/_3_t , B, éﬁr, §fn

.

7

Résolution du probléme global (TAB. 3.3): Calcul de ul,

/t?t?.{{)
N
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Chapitre 4

Exemples d’application

Dans ce chapitre, nous allons effectuer, dans un premier temps, une validation
du modele numérique par des exemples en relaxation en petites déformations et en
hyperélasticité en grandes déformations, et, dans un deuxiéme temps, quelques
essais numériques en viscoélasticité non linéaire en grandes déformations. Les
simulations en petites déformations vont nous permettre de juger de I'influence
du pas de temps alors que les essais en hyperélasticité testeront la finesse du
maillage. Une fois ces deux parametres fixés, nous effectuerons des simulations en
viscoélasticité non linéaire en grandes déformations. On se place dans le cas de
sollicitations axisymetriques. Toutes les simulations seront faites sur un cylindre
dont, pour des raisons évidentes de symétrie, seule une moitié sera représentée. On
notera L sa longueur et R son rayon. Dans les exemples, sauf indication contraire,
la longueur vaut 4 unités et le rayon 1 unité. Pour chacun des exemples, nous
mettrons en évidence les conditions aux limites en justifiant leur choix.

Le déplacement imposé, pour les essais de relaxation est de la forme:

* 1
te

Fic. 4.1 - Déplacement horizontal imposé sur le bord droit

Sauf indication contraire, ce sera ce type de chargement que 'on imposera
dans les exemples ci-dessous.
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4.1 Compression HPP

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons a la compression en petites défor-
mations d’un cylindre. Les conditions de sollicitation sont décrites par la figure
4.2.

Yy
4 o.n=0
[
EN : 71NN /
\(l 7/ Y ' 4 / \ \ , /
\ h [ \ ) \ o
\ / v ‘\ / N, yay
\ % NV v \ //
,’/7i‘\\‘ ~ " i ‘\\ N AN
AN N . \ \ / AYRN \
AN PPN AN
hS / A PN ~
Axede i N A / I
symetrie ! ! ! | I
, % | L
— )
Deplacernen! horizontal nul Deplacernent veriical nul Deplacement hoerizontal Conwaime
impose nox nul norraale nulle

FiG. 4.2 - Conditions de sollicitation d’un cylindre en compression

Le coté gauche du cylindre est fixé en déplacement horizontal pour éviter tout
mouvement rigide. Le c6té opposé est soumis a un déplacement horizontal non
nul. La face supérieure est libre de contrainte alors que 1’axe de symétrie est fixé
verticalement pour respecter la continuité des déplacements.

4.1.1 Solution analytique

La solution analytique de la compression d'un cylindre en viscoélasticité en
petites déformations se trouve dans la plupart des cours de Mécanique des Milieux
Continus tels que [Salencon, 1988]. C’est pourquoi nous nous contentons de la
reproduire sans la démontrer.

Les données ont la forme suivante:

1. forces de masse nulles

2. surface latérale supérieure libre de contrainte
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3. aux extrémités

-~ u, = 0 sur la face gauche

~ uy = u? sur la face droite

Le champ de contrainte uniaxial homogene résultant est de la forme:
o11(t) = A(t) tr (g) + 2ult) £11

O'@'j:O Si (Z/j)#(].l)
avec
ud
L 00
0 ¢ 0
0 0 ¢

e
I

Alt) et 1) sont des fonctions de relaxation:

Mt) = 0.5+0.3 e %% +0.4 7002 4 0.005 ¢000
pu(t) = 0.5+04 e %2 4 0.5 7002 4 (.05 000
4.1.2 Solution numérique

<> Chargement quasi-instantané

Le déplacement imposé sur la face droite du cylindre est de la forme:

( wl ot
T _
C(y — %) 51 t ~ tC
0
u(z,y;t) = 4 i
—L—.’E
C(y - g) sit >,
0

ou t. est le temps de chargement.

Dans le cas d’un chargement quasi-instantané, le temps de chargement t. est
pris faible par rapport au plus petit temps caractéristique (5 secondes). Dans
les simulations, nous "avons pris égal a 0.5 seconde. Le déplacement imposé vaut
0.5% de la longueur du cylindre. La contrainte résultante, calculée pour différents
pas de temps allant de 0.025 seconde a 0.5 seconde, est comparée a la contrainte
issue du calcul analytique. Les résultats sont représentés sur la figure 4.3.
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L Compression HPP A = 0.95 chargement en 0.5 sec.
~0.005 _— courbe analytique 7
———— At = 0.025 sec.
L i .............. At = 0.1 sec. 1
L o — = At = 0.25 sec.
1 —————-- At = 0.5 sec.
~0.01 - ]

—0.015

Contrainte de Piola—Kirchhoff II,,

-0.02

Temps {s)
F1G. 4.3 - Contrainte uniaziale homogéne pour un chargement quasi-instantané

r Compression HPP A = 095 chargement en 10 sec.
-0.005 |- ‘ —_— courbe analytique -
- ‘ -------------- At = | sec. 1

2 sec. ]

S At

-0.01

-0.015 |-

Contrainte de Piola—Kirchhoif II,,

b - i " 1 o

" " i
0 20 40 80 a0 100

-0.02

Temps (s)
Fig. 4.4 - Contrainte uniaziale homogéne pour un chargement lent
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On remarque sur la figure 4.3 que la solution numérique est proche de la
solution analytique malgré une erreur au départ de 2% dans le meilleur des cas
(At = 0.025 s.). On remarque également que cette erreur diminue avec le temps.
D’autre part, on constate que l'influence du pas de temps est significative au
départ puisque l’erreur passe de 2% pour un pas de temps de 0.025 seconde a
6% pour un pas de temps de 0.5 seconde. Néanmoins, on voit que cette erreur
s’atténue au cours du temps et que les quatre courbes tendent & se confondre.

< Chargement lent

Dans ce paragraphe, on suppose que le chargement se fait en 10 secondes,
soit deux fois le plus petit temps caractéristique, et on effectue des simulations
pour trois pas de temps différents: 0.5, 1 et 2 secondes. La figure 4.4 montre
la comparaison entre le résulat analytique et les résultats numériques pour les
différents pas de temps.

La conclusion du paragraphe précédent est valable dans le cas présent. Cepen-
dant, on remarque que Perreur au départ avec un pas de temps de 0.5 seconde est
inférieure a celle obtenue avec le méme pas de temps dans le cas du chargement
quasi-instantané. Cela nous permet d’affirmer que ce n’est pas le pas de temps
seul qui joue un role important mais le produit entre le temps de chargement et
le plus petit temps caractéristique. Il suffit alors de prendre un pas de temps 10
a 20 fois plus petit que ce produit pour obtenir une bonne adéquation entre les
résultats numeérique et analytique.

& Champs de contrainte et de déplacement

Sur la figure 4.5, on avons représenté les isovaleurs de déplacement et de
contrainte a 1’équilibre. On constate que le déplacement longitudinal est linéaire
sur la longueur du cylindre et conforme aux conditions imposées (c6té gauche fixe
et coté droit déplacé de 0.5% - L). Le déplacement radial est également linéaire en
fonction du rayon (nul sur 'axe de symétrie du cylindre et maximal sur le bord
supérieur et égal a ().

D’autre part, la contrainte longitudinale oy; (ou o) et la contrainte ra-
diale o4 (ou o,,) sont homogeénes dans le cylindre et confirment "hypothése de
champs de contrainte uniaxial. On remarquera néanmoins certaines instabilités
numeériques sur ’axe de symétrie du cylindre.

4.2 Compression hyperélastique

On se place dans le cadre des grandes déformations. On choisit comme mesure
linéarisante, la mesure de déformation de Green-Lagrange (ap = 0 et ay = 1). Les
conditions de chargement sont conformes a celles de la figure 4.2.
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weo -z Déplacement axial wer o032 Déplacement radial

Contrainte radiale

- LeN i
-&3Lerr
~-8IL74D
831863
-3 1966

~§3 %109

-832.388

FiGc. 4.5 - Champs de contrainte et de déplacement pour un essai en petites
déformations

4.2.1 Solution analytique

Le chargement imposé etant u, = 1‘; sur la face droite du cylindre, le gradient
de déplacement vaut:
d
= 0 0
Yu= 0 wuy, O
0 0 =
v

On suppose que les déplacements longitunal et radial sont linéaires {ce qui
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supprime les possibilités de flambement):

d

U _
T T+

o

Uy = T

Uy =ay

ol o est une constante a déterminer.

Par conséquent, la déformation de Green-Lagrange s’écrit:

e (1+ 1¢) 0 0
A= 0 Uyy (1 + %uy,y) 0
0 0 (14 1)

Ozz O 0
g= 0 o4 O
0 0 Tgg

les équations d’équilibre conduisent, en coordonnées cylindriques, a (en ’ab-
sence de forces volumiques):

[ 022(y) = b(y)

R
) oes(y) = aly) avec / a(v) dv =0
0

1 K]
7)== [ a(v) do

Y

D’autre part, la mesure linéarisante étant la déformation de Green-Lagrange,
la contrainte de Piola-Kirchhoff 2 I s’écrit:

=

= Atr Al +2uA

Donc:
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( 1 1 Uy, lu 1
P R R e

1
= Jo
yy(1+uyy)2
Uy 1 uy o uy 1 uy
ey = A 5(1—{--‘&: + Uyy 1+ Uyy | +— {14+ -— +2ut—-=114-—
2 ' Yy 2y 2y
y 2
= J )
L a(y)(y+uy>

ou J est le déterminant du gradient de la transformation:

J=(14uyy) <1+%> (1+e¢)

On choisit la solution telle que a(y) = 0. Cette solution conduit a I1,, = Ilg =
0. Par conséquent, « est solution du systeme

1 . 1 u 1lu 1
e (o) o (1 gomw) + 32 (1 5% 20 s (14 s )| =0

A €
= _144]1— -)
a +\/ /\+u5(1+2

Ainsi, une solution du probleme est donc:
Ae(l+ie) +2a(1+La)] +2ue(1+2e)] 0 0
1= 0 0 0

0 00



178 CHAPITRE 4. EXEMPLES D’APPLICATION

et
e(l+ 3¢) 0 0
é: 0 a(l—%—%a 0
0 0 a(l-}-é—a)

4.2.2 Solution numérique a I’équilibre

Dans ce paragraphe, on effectue des simulations en grandes déformations et
ce pour une large gamme de déformations et pour deux finesses de maillage. Les
déformations varient de 50% en compression a 50% en traction. Les deux finesses
de maillage sont des finesses 4 x 8 et 6 x 12, c’est a dire que P'on a divisé le
cylindre en 4 ou 6 suivant la longueur et 8 ou 12 suivant le rayon. Etant donnée
la forme des mailles, la premiere finesse correspond a 192 mailles et la seconde
a 432 mailles. Sur la figure 4.6, nous avons tracé, pour chacune des finesses, les
évolutions de la contrainte axiale 11y, et de I'élongation radiale 1 + o en fonction
de Pélongation axiale 1 + €.

05 —

- . mailiage 6812

I = mailiage 4’8

t — courbe analytiqus en contrainte

r === pourbe analytique sn elongation

Contrainte de Piola—Kirchhoff
Elongation radiale

05 T S S SR AR | N IR

X

-0.4 0.2 0 02 0.4
Elongation

F1G. 4.6 - Contrainte uniaziale et élongation homogénes pour un comportement
hyperélastique

On constate que la contrainte est fidelement reproduite pour les deux finesses
alors que 1’élongation radiale est reproduite avec une erreur de 'ordre de 10%
pour la finesse 4 x 8 dans le cas des grandes déformations et avec une faible erreur
pour les déformations modérées. En revanche, pour la finesse 6 x 12, Perreur sur
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Pélongation est inférieure & 5% quelle que soit la déformation. Dans la suite, nous
utiliserons des finesses 6 x 12.

4.3 Compression viscoélastique avec glissement
(sans frettage)

Dans ce paragraphe, nous allons effectuer deux exemples de compression avec
glissement (sans frettage) en viscoélasticité. Dans le premier, nous choisissons
cornme mesure linéarisante la mesure de Green-Lagrange et dans le second, une
mesure quelconque sous forme d’une combinaison des invariants du tenseur de
Cauchy-Green. Dans chacun de ces exemples, nous tracons les courbes d’évolution
des différentes composantes du tenseur de contrainte S et ce, pour trois mailles
différentes comme indiqué sur la figure 4.7. On entend par compression avec
glissement une compression telle que les noeuds supérieurs droit et gauche sont
susceptibles de se déplacer verticalement.

Mailie 181

Maille 193

Malfile 208

/ P ¢
\\ E f7,

Fi1G. 4.7 - Mailles ou sont calculées les contraintes pour la représentation gra-
phique
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4.3.1 Premier cas

La mesure de déformation est la mesure de Green-Lagrange. Par conséquent,
le potentiel d’énergie libre s’écrit:

t gt
\I’(f) = / f é(tl) g(?t - tl - tg) : é(t;) dtl dtg
Jo Jo =
A Déquilibre, il s’écrit:

1/A ¢
wzu(ff—3)+z(§+u) (15—3)2_5,1.(1;4)

La contrainte prend la forme:

A
§=M="2 (If ~3)L+ud
Pour un essai de compression a 30% avec les conditions de la figure 4.2, le
champs de contrainte aux trois mailles prédéfinies sur la figure 4.7 ont la forme

décrite par la figure 4.8.

Contrainte PK2 [T, Contrainte PK2 Il
N ; i‘ ~—— maille 181
- B N e maille 193
0.00015 -\ 0.00015 [
n a’ b ,' A ~ — maille 208
B ~ ~
N ! e e e
0.0001 _—: 0.0001 :
ol i
1 1
5x1075 |-, 5x107¢ -,
L1 R
[} EE_
[ AT [P ST OQLLI..I.LL(..x
] 200 400 800 800 1000 0 200 400 800 800 1000
Temps (=) Temps (s)
Contrainte PK2 IT,, Contrainte PK2 I,
0~ -
- 0.00015 |- 1%
~0.2 |- S R
: 0.0001 :‘: ...........................
-0.4 |- - -
b 7 5x10 :
"°'B"M R A T S
0 200 400 600 800 1000 4] 200 400 800 80C 1000
Temps (s} Temps {3)

FiG. 4.8 - Evolution de la contrainte pour un comportement viscoélastique avec:
E=A, At=1 sec., t. = 10 sec.
Cette figure nous inspire les remarques suivantes:

— les composantes Ily; et Iy, sont nulles dans la maille 181 ce qui confirme
P’état de contrainte nulle au bord
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— les composantes I, et II, sont tres faibles dans les mailles 193 et 208 ce
qui confirme ['aspect uniaxial du champs de countrainte

— les composantes [l;; et Il33 sont égales dans chaque maille

~ la composante II;; est la méme pour toutes les mailles ce qui corrobore
I’homogénéité du champs de contrainte

gl bt Déplacement axial wsiht -2 Déplacement radial

nﬁ“:v? h
A

~3B859.795 . 1353

~-3964. 153 ~24873

F1G. 4.9 - Champs de contrainte et de déplacement pour un cylindre en compres-
sion avec glissement (sans frettage)

4.3.2 Second cas

Les coeflicients ag et a; de la mesure de déformation sont une combinaison a
Pordre 3 des invariants de C.
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g = 0.5(15 —3)+0.05(IF —3)*+0.01 (JF —3) (If -3)
+ 0.25(1° —3)" +0.1(I§ —1)

a; = 14075 (I =3) +0.5(If —3)" +0.005 (IS - 3)

|+ 0.35(IF = 3) (If —3) +0.035 (IF - 3)° + 0.3 (I§ — 1)

aag
FTES
Le champs de contrainte généré par une compression de 30% sur ce matériau
viscoélastique est illustré par la figure 4.10.

On notera qu’aux petites déformations, on a bien aq = 0, =0eta; =1

_Centrainte Sz, Contraints Sy
T ’ o )
0.0002 [ 0.0002 -0 — meille 181 |
SN 0 A meille 193 |
~: ~-_ —: N -~ meille 208
po00tt-, T TTTTTTC o000}, 0 T TTTTTTT
ol L1
j i
o+ 0 ph—
-0.0001 [ ~0.0001 [
Log o o 1 g P DTSRV NI SN0 S T A SV RN | il R R R U S W ST S G0 S S S S TS | ol
L} 200 400 600 800 1000 ] 200 400 800 80O 1000
Temps (s) Temps {5}
. Coatrainte S 0.0002 Contrainte S,
3 Ly
iy 0.0001 fi o L
s IS T
—_ L k-
04 r -~0.0001 -y
[ L
PERPIES BETURT IO TN WSS S S S SN S S T S | PR S AT R T N Y Loaoo o} 5 44
[} 200 400 €600 800 100D V] 200 400 600 800 1000
Temps (s) Temps (s}

FiG. 4.10 - Fuvolution de la contrainte pour un comportement viscoélastique avec:
E=aol + @A, At =1 sec., t. = 10 sec.

Les remarques faites au cas précédent s’appliquent également a ce cas; seules
les valeurs numériques different. On notera néanmoins que les champs de contraintes
sont plus homogenes et qu’il y a moins d’instabilités numériques au niveau de
I'axe de symétrie.
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nele Déplacement axial

[ 1]
“-ﬂm

Déplacement radial

Contrainte radiale

FIG. 4.11 - Champs de contrainte et de déplacement pour un cylindre viscoélas-
tiqgue en compression avec glissement

4.4 Compression a sections constantes (avec fret-
tage)

Dans ce paragraphe, nous effectuons une compression en grandes déformations
sur un cylindre viscoélastique (avec E = A) en maintenant constantes la section
du cylindre sur laquelle le chargement s’effectue et la section opposée. Cela se
matérialise par la fixation en déplacement vertical des deux noeuds supérieurs
droit et gauche du cylindre. Les conditions de chargement sont décrites par la
figure 4.12.

Les champs de déplacement et de contrainte générés sont conformes a ce que
I’'on attend comme le montre la figure 4.13. Les champs de déplacement montrent
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Axe de
- -z 3
symetne ‘ ; | i
{ : |
‘ 7
\) 1
Deplacement Deplacement verticai nygl ~ Deplacement horizontal Contrainte Deplacemnsant ponctuel

horzontal nul impose non nut normale nulle vertical impose nul

Fi1G. 4.12 - Conditions de sollicitation d’un cylindre en compression a seclion
constante

I'effet tonneau que 'on obtient. Les champs de contrainte montrent qu’il s’agit
également d’un essai uniaxial homogene puisque les composantes Ila;, II;5 et
I35 sont nulles et la composante II;; est la méme dans tout le cylindre (sauf
aux points ou l'on a imposé un déplacement vertical nul correspondant a des
instabilités numeériques). On remarquera également que dans la zone homogene,
on obtient les mémes valeurs de contrainte que dans le cas de la compression avec
glissement aux bords droit et gauche.
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u_gd_ton

wsie 02 Déplacement radial

5832

s -2 Coptrainte axiale sein -2 Contrainte radiale

~36.914

. -37.59

-38.271

3899

20
13 - Champs de contrainte et de %?placement pour une compression d

section constante
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4.5 Chargement induisant du cisaillement

Dans ce paragraphe, nous appliquons au bord droit du cylindre un déplace-
ment vertical linéaire comme le montre la figure 4.14.

¥

Nt \\\/ 7/,,7/%\/:\ ATV

A

N ///K\L #’//*\J

N N AN g P N %
T ,//\\ N N |

/
/o AN /o \\\\yr/j,/ N
- A ' \ ‘
Axede «j{'/ R \\ /1///\ e G //f//!\ b3
symetrie

Deplacement vertival lincaire
impose non mul

Deplacement honzontal nul

Deplacement vertical nul Containte
normale nuile

FiG. 4.14 - Conditions de sollicitation d’un cylindre en cisaillement

Ce chargement est de la forme:

Uy = o

ol ups est le déplacement imposé en y = R et qui vaut 20% dans cet exemple.
Graphiquement, ce déplacement a I'allure représentée sur la figure 4.15.

y
20% foriiin y=R
y=5R/j6
y=2R/3
0% 4 - y=R/2
y=R/3
y=R/6

1
F1G. 4.15 - Déplacement vertical imposé sur le bord droit
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FiG. 4.16 - Champs de déplacement pour un cylindre en < pseudo-cisaillement™>

Les champs de déplacement obtenus (figure 4.16) montrent que le déplacement
vertical obtenu sur le bord supérieur est linéaire. En revanche, le déplacement ho-
rizontal induit est négatif sur le bord droit. Cela génere la déformée présentée sur
la figure 4.16. Cet exemple est purement illustratif des possibilités du programme

Ce n’est pas, bien entendu, un exemple de validation dans la mesure ou il doit
étre comparé a un essai réel
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Conclusion de la troisieme partie

Dans cette partie, nous avons montré comment les techniques de transfor-
mation de Laplace-Carson et du lagrangien augmenté étaient difficilement ap-
plicables a notre modele. Cela nous a conduit a proposer une formulation et un
algorithme différents basés sur des approximations justifiées lorsque le pas de
temps est suffisamment petit. Moyennant ces approximations, le probleme s’est
réduit & un probleme en déplacements uniquemnent que nous résolvons par la mé-
thode de Cholesky. Nous avons utilisé des mailles particuliéres de Ruas et nous
nous sommes restreints au cas axisymétrique. Nous avons ensuite validé notre
algorithme en montrant que nous retrouvons les cas classiques des petites défor-
mations et de I’hyperélasticité. Puis, nous avons effectué quelques simulations en
viscoélasticité en grandes déformations qui ont se sont avérées conformes a ce que
Pon attend mais dont les valeurs numériques méritent d’étre confrontées a des
cas réels.
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Conclusion et perspectives

Le but de ce travail était double. Dans un premier temps, il s’agissait du dé-
veloppement d'une loi de comportement viscoélastique non linéaire en grandes
déformations. Le premier impératif de cette loi de comportement est d’étre en
mesure de rendre compte des non linéarités liées au matériau et aux grandes
déformations. Le second impératif est de permettre un calcul aisé des grandeurs
thermodynamiques du matériau. Dans un second temps, il fallait établir une for-
mulation variationnelle associée a cette loi et construire un schéma numérique de
résolution afin de réaliser un code de calcul par éléments finis permettant de faire
du calcul de structures.

L’étude détaillée des différents modéles viscoélastiques selon les approches
fouctionnelle et par variables d'état, nous a permis de constater certaines limites
de ces modeles. L’approche fonctionnelle a I'inconvénient d’étre extrémement
complexe dans le cas d’un développement intégral d’ordre élevé, L'approche par
variables d’état devient également tres complexe quand le nombre de variables
est élevé, ce qui est nécessaire pour décrire les comportements réels.

(C’est pourquoi nous avons voulu définir une loi de comportement qui soit
facilement identifiable afin de ne pas retrouver les inconvénients des approches
précédentes. La base du modele réside dans le choix d’une mesure de déforma-
tion qui permette d’écrire le potentiel d’énergie libre sous forme quadratique. Par
construction, la loi de comportement qui en découle recouvre tous les compor-
tements basiques: petites déformations, hyperélastique et viscoélastique linéaire.
L’identification de cette mesure nécessite la connaissance de deux parametres: le
potentiel élastique a V'équilibre et le potentiel instantané. Afin de décrire correc-
tement le comportement global, la seconde grandeur a identifier est le tenseur de
relaxation. Celui-ci est identifié par équivalence aux petites déformations. Bien
que cela paraisse a priori peu rigoureux si I'on veut décrire des comportements
en grandes déformations, nous avons montré, dans le cadre d’exemples, que cette
approche conduisait a des résultats tres satisfaisants comme en témoigne la com-
paraison entre le potentiel pseudo-linéaire et le potentiel écrit sous forme d'un
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développement de Fréchet a l'ordre 4 (sous réserve que les fonctions mémoire du
premier ordre recouvrent tout le spectre de relaxation).

Pour satisfaire au second impératif, en supposant le comportement identifié,
nous avons effectué des simulations en oscillations afin de mettre en évidence une
hystérisis de déformation synonyme de dissipation. Cette étude nous a permis de
de montrer comment le calcul des grandeurs thermodynamiques était possible. De
plus, nous avons montré la différence de dissipation entre des oscillations autour
de la position neutre et des oscillations autour d’une position quelconque.

La derniere partie de ce travail avait pour but de nous amener a construire
un code de calcul par éléments finis en y intégrant cette loi de comportement.
Deux approches étaient possibles: la premiére consistait a se placer en espace
transformé par la transformation de Laplace-Carson & une dimension conformé-
ment a ce qui se fait en petites déformations; la seconde consistait a appliquer,
a chaque instant, la technique du lagrangien augmenté. La premiére méthode
a rapidement montré ses limites car nous n’étions pas en présence uniquement,
dans les équations qui régissent le comportement, de produits de convolution
comme en témoigne la forme de la mesure de déformation. La seconde approche
supposait que l’espace de projection était de forme simple comme c’est le cas
en hyperélasticité. Etant donné la forme de la mesure de déformation, cette ap-
proche s’est révélée étre difficilement utilisable. Nous avons alors essayé d’utiliser
la transformée multiple de Laplace-Carson afin de nous ramener a un probleme
hyperélastique mais cette méthode s’est révélée vaine en raison de la forme par-
ticuliere de la mesure de déformation qui ne peut étre transposée, dans le cas
général, dans ’espace transformé.

Nous avons donc choisi de nous ramener a un probleme en déplacements uni-
quement et ce via deux approximations: la premiere suppose que la vitesse et
la vitesse de déformation sont constantes par morceaux; la seconde est une ap-
proximation au premier ordre de la relation entre la déformation et le gradient de
déplacement. Ces deux approximations sont justifiées si le pas de temps est sufhi-
samment petit. Moyennant ces deux approximations, nous nous sornmes ramenés
4 un probleme classique d’éléments finis que nous avons résolu par la méthode de
Cholesky. Cet algorithme a été validé dans des cas classiques de compression axi-
symetrique en petites déformations et en hyperélasticité. Il a également conduit
a des résultats logiques {compression tonneau et < pseudo-cisaillement>) en vis-
coélasticité non linéaire.

Bien entendu, la seule véritable validation, aussi bien du modéle que de 1'al-
gorithme, est une validation expérimentale sur matériaux réels. Cette validation
nous permettrait de juger de la facilité d’identification ainsi que de la justesse du
modele.

On peut néanmoins améliorer la performance du meodeéle selon deux axes.
Le premier concerne l'extension aux matériaux incompressibles; on linéarise le
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comportement de la méme facon que dans le cas compressible en choisissant la
meéme mesure de déformation mais avec un potentiel d’énergie libre sous la forme:

A ;
U=y irE+g () +puE

Le second a pour objectif d’explorer d’autres mesures de déformation en gar-
dant dans l'expression de la mesure de déformation le terme en a, sous forme
de fonction des invariants du tenseur Green-Lagrange et en I'identifiant par des
essais oscillatoires par exemple. Cela nous permettrait d’explorer une plus large
gamme de déformations, jusqua plusieurs centaines de pour-cent.

Du point de vue numérique, on peut également apporter un certain nombre
d’améliorations. La premiere amélioration serait d’augmenter P'ordre d’approxi-
mation de la vitesse et de la vitesse de déformation ainsi que la relation entre
mesure de déformation et gradient de déplacement. Cette modification nous per-
mettrait de choisir un pas de temps plus grand ce qui permettrait d’atteindre
Péquilibre plus rapidement. Le gain en temps de calcul est certain. On pour-
rait, en outre, étendre 'exploration des mesure de déformation a une plus large
gamme qui, dans ]'état actuel, est limitée & un développement polynomial des
invariants du tenseur de Cauchy-Green. Le programme actuel est limité au cas
axisymetrique. Une ameélioration supplémentaire serait d’étendre ’étude au cas
tridimensionnel. Cette extension nécessite la modification de la forme des mailles
car celle utilisée n’est propice qu’au cas axisymétrique. La forme quadrilatére a
quatre noeuds peut s’avérer suflisante. On aurait alors a modifier les fonctions
de forme, la forme du gradient de déplacement dont les inconnues seraient au
nombre de 9. On pourrait également prendre en compte U'influence de la tempé-
rature sur les fonction de relaxation. Enfin, une derniére perspective de ce travail
serait la prise en compte du flambement.

Malgré 'étendue du travail qui doit encore étre effectuée, le code de calcul
réalisé représente une ossature importante et nécessaire a toute autre amélioration
dans la mesure ou il a montré de nettes concordances avec des cas classiques mais
néanmoins souvent utilisés ainsi que des possibilités certaines en viscoélasticité
non linéaire en grandes déformations.
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Annexes
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Annexe A

Détermination de [; en fonction
des autres invariants de A

Les valeurs propres d’un tenseur d’ordre 2 A sont les zéros du polynome
caractéristique de A soit les solutions de I’équation det (é - X é) = 0. Sion
développe cette équation, on est conduit a:

~X* 4+ L-X? = I X + det(4) = 0

avec:

Iy = tr(4) : 1°" invariant

I'y = %([tr(é)f — tr (é"’)) : 2°M€ ipvariant

Selon le théoreme de Cayley-Hamilton, on a:

Al A+ [ A - A+ det{d)-1 = 0

En prenant la trace de la relation précédente (A.1), on obtient:

A.2 det(4d) = %(tr(ég) - %tr(é)-tr(éQ) + % [tr(é)]3>

Si on multiplie les deux membres de ’équation (A.1) par A et en prenant la
trace, on trouve, en utilisant (A.2):

1

avec:

1 X
L, = :‘Z—tr (éz) . 26M€ invariant de é

I %tr (é?’) : 3éme mvariant de é
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ANNEXE B. COEFFICIENTS DES FONCTIONS MEMOIRE

Annexe B

Coefficients des fonctions
mémoire

B.1 Un temps caractéristique par décade

( 2 2 2

0.5 05 0.5
0.2 03 02
0.253 0.2 0.15
0.2 02 02

Pt B b DN e
[N N
e i

/111
111 )
0.1 015 0.1

0.15 0.1 0.05

0.1 015 0.1

i = s 2 1
11 15

15 2 1

12
1 15 1)

B.2 Deux temps caractéristiques par décade

b

¥

0.1 0.15 0.1
0.15 0.1 0.15
0.1 0.05 0.1
0.75 0.75 0.3
0.5 05 05
0.5 0.75 0.7
0.75 0.5 0.75

\ 0.5 0.75 0.5 /



B.3. TROIS TEMPS CARACTERISTIQUES PAR DECADE

B.3 Trois temps caractéristiques par décade

/ 1
0.5
0.2
0.15
0.15
0.15
1
0.5
2

\ 1.5

1
0.75
0.75
0.5
0.15
0.2
1
0.2
1.5
0.75

1
D)
0.5
0.5
0.05
1
1.5
0.75
0.5

0.15
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Annexe C

Simulations relatives aux
chargements A a I

Dans les figures (C.1) & (C.8), nous avons utilisé la légende suivante:

—_——— ERREUR SUR LE POTENTIEL
---------- CONTRAINTE PSEUDO-LINEAIRE
—_— CONTRAINTE DE FRECHET

-
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Annexe D

Calcul de la matrice de rigidité
élémentaire

Il s’agit de calculer les intégrales:

1 pl-€
D3 478 / / ‘we K-k y(€n)dy df
0 o]

[l + o () 2 : | (o)
0 (b(N,) + ¥ (N,)) - P! -
=7 0 <A£>.£_1 =1 0 k3
¥
(b(N,;) + ' (N,)) _}—3“1 0 ke 0
\ 0 e +a-pt ) N0
et

vy =n+ v —v)é+{ya—m)n

Par conséquent:
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({6 - K -k}, = (K + P hoKia) k1 4 (51 Ky + FroKas) K2

{'h K-k}, = (61K 4+ k2Kos) k2 + (Fr1K13 + 52 K34) K3
+  (riKis + TkaKas) K9

¢ {'x-K- ﬁ}gl = ("kaKy2 + 'k3Ki3 + triKis) K

+  ((holKos + *k3K34 + 161 Kus) Ko

{{6 K-k} = (*62Koz + *h3Kas + t51K05) kg + (Pr2K2s 4 'k3Kas + "6:1K55) K3

| +  (*koKos + *kaKas + 'k1K55) Ky

Sachant que K est constant par maille, on est amené a calculer les intégrales
suivantes:

1 1-¢
N = / / LN (N y(E,) dn de
1 1-¢
N - / [ SN - () (6m) dn dE
R Y I ARTAMII
[ = A ER EAE YN s} an 5
‘ 1 1-¢ \
N = / / (N, - (N dy de

1 pl-¢
N?O:// Ny - (M) dy de
0 0

dont les valeurs sont:

/0 0 0 0 \

; 0 snm+ytys) 0 5503y + Syz + 4ys)
D.4 N'=

0 0 0 0

\ 0 2By 45y +43) 0 & (T + 17 + 11ys) )



(00 0 0 \

6 0 %‘iy1+y2+y3\) 7213(3/1+2y2+y3)
D5 NY =
0 0 0 0
\0 0 35 (3ys +5uz -+ 4ya) 135 (5yn + 14y2 + 6ya)
/0 0 0 0 \
0 0 0 0
D.6 N* =
00 Ywi+wtus) 55+ 2y+ys)
\0 0 Z(n+2+y) & +3w+v)
1
(0 1o 5\
0 L0 =
D.7 N'Y%= © “
0o}
\o L0 L)
(00} 4
00 : &
D_S Nzog 6 12
00 L 4
\0 0

ot
&=
\

En revanche, 'intégrale

1 1“5 { <N> . {]\/r\)
N = —= =Ly d
/o/o y (& m) mal

présentant une indétermination en y = 0, se calcule aux points de Gauss. Le
produit * (N} - (N) vaut:

1 3 577 6((§£+ n)

: B 3 ¢ ] E(E+n)
() - () = 7 &n 7 En(€+m)
EE+n) E(E+n) (E+n) E(E+n)
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Si on note &; et 7; les coordonnées du point de Gauss numéro i et @; le poids
relatif a ce point de Gauss, alors, on a:

YN - (N)}
D.g Ar?jo — Z { <—>~ ~—>}a_y A’l’k
i=k Y (ﬁk, m)

ou ng est le nombre de points de Gauss. Par conséquent, la matrice de rigidité
élémentaire s'écrit:

R R
Ré=4ms|
- 7~2’21 7‘222
avec: - o
_Eu — tg—l_{ [a2N11 + CLCL'( t 12 + N12) + aﬂsz} K
+ [a bNY 4+ ba’ IN'2 4+ ab/ N*2 + @' N?2| K14
D.10
+ [ab*NY™ 4+ ba' INY 4+ ab' N2+ a'b 'N2]K )y
+ [621V11 + bb'( tle + Nl?.) + b'a]\/vn} ]C44} _£—1
212 =tp{ [(ﬂN” +aad (N2 4+ N'?) + a'2N22] Kis
+ [a le] + ba’ t‘le + abi]\]l? + aib/ArQE] Ku
D.11 + [ab N b NV 4 g N2 4 g PN Ky
+ [szll 4 bb'( tN1Z ]Vl?) + b'2 N22} Koy
+ NPEKi3+ N9SKa, }'_E—l
E’*’l _ tg—ll{ [aan +ad’ ( EN'? 4+ N12) +a-'2N22] Kis
+ [a BN 4 ba’ N2 4 b/ N2 + o'V N2 Kys
D.12 + [a b tNll -+ ba’ tjvl2 + abll\[l2 + a’b’ :'sz)] K:12

+ [b‘lel + bbl( t 12 + le) + bﬂ sz} }C24

+ Ng?’(:la + N§§IC34 }_!_;—1



3_21 =P {azN“ +aa' ( INY2 4+ N'2) 4+ ¢ N2 Ky
4+ [a BN 4+ ba’ TN + ab/ N2 + a'b' N*?| K35
D.13 4+ {a hinil + ba' tN12 + ab/ N12 +a't t]vm] 1C25

+O[ENT B (N 4 N 4 N Ko

+ (N33 + N3P Kas + (N33 + Nag) Kos + NggKas P

maille a quatre noeuds.
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Annexe E

Calcul de la matrice élémentaire

de force totale

E.1 Terme faisant intervenir la mémoire
Dans ce cas, il s’agit de calculer les termes:

1~¢
E.14 47—5// ‘K- Ay(€n)dy dé

Soit:
(@ " (Nyy+d "Ny Ay

¢ (BT + (O N+ (N, -y Ay
E. 15 47“5// ( )
‘P (b (Ny)+b F(Ny)) y- A+ (N)- As

+ia (M) +a" " (Ns) -y As

On a alors:
( 0 \
1 i€ é(y1+yg+y3)
E.16 / / H(N) -y (6m) dn dE =
Jo Jo 0

\ & (3y1 + 5y + 4ys) /
0 )
0

1 1-¢€
E.17 / / YN, -y {én)dn dE =
0 Jo ¢ (Y1 +y2+ys)

kﬁ%(y1+2y2+y3)/

dn d€
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Lot g

1 pl=¢
E.18 / [ H(N)dn de¢ =
0 JO

D=

\ 1/

Ainsi, le terme de force associé s’écrit:

30 |+

-

[y

Fl=41718

avec:

r ” |
st (y) + vz + ua)

- I

\ 8ute (3, 4 5y, dys) + LA (4, 425, + 1) /

A
( B )
%#Al(y1+yz+y3)+%"‘

SRR (1 Yo+ ua) +

\ aA§+bAz (3y; + By2 + 4yz) + S'Aiﬂ;“‘[}l (1 +2y2 + y2) + _a /

E.2 Terme de force volumique

Pour sa part, le terme de force volumique s’écrit:

E.19 4nS P, {// )dndf}

s01t:
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/ é(yl-!-yz'*'ys) \

1 1€ 35 (v + 2y2 + u3)
[ e man -
o Jo 21—4(91 + 2y; + y3)

\ ﬁ (3y1 + 8y2 + 4ys) /

Si on note £ (resp. £ ) la composante horizontale (resp. verticale) du vecteur
force volumique, alors le terme de force volumique vaut:

H

3

|

Fo=4x%S

[z

aved:
H

f15“(1%/1'11"y2‘1'yr:x) \

£ ,

Z (1 + 2y2 + ys)

g
%ﬁi‘ (1 + 22 + y3)

H .
\ %fq—g (3y1 + 8y + 4ys) )
et

/ %(y1+yg+y3) \

v
% (y1 + 2y2 + y3)

i
&

fsv .
iy + 2y + Yy3)

fV
K o5 (3y1 + 8ya + 4ys) )

ou (ff’)f’:lH;/ est la composante a de la force volumique appliquée au noeud

E.3 Matrice de force élémentaire

Compte tenu de ce qui précede, la matrice de force élémentaire s’écrit:
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F=F0-F°
soit:
£ .
( ( +(y1 +y2+y3) \
H .
%z(y1+2y2+y3) — 2B () + o + ys)
tPal ) H f ! .
- %(y1+2y2+%}”g’%—£&(3’1+y2+y3)
H
1%5 (3y1 + 8yz +4ys) — g‘l‘if’—“ (3y1 + by2 + 4ya)
+ o 2hE R (4 4 2y, + 4a)
E.20 F¢=
V2 . .
( (4 v+ 30) - \
\ 4
% (y1 + 2y2 + ys) — 24 ;Mﬂ (y1 + y2 +ya) — éﬁi
tP—l ]
£ fV o e |
a 37+ 2t ys) — SBER (g F b)) - B
£y . , o
55 (Y1 + 8y +4ys) —  SRSER (3 + Byo o+ dys)
CRAFAL (g + 2y +ys) — B2 )

Il s’agit bien d’un vecteur a 8 composantes, les quatre premiéres correspon-
dant aux déplacements horizontaux des quatre noeuds de la maille et les quatre
dernieres aux déplacements verticaux de ces mémes noeuds.




212 BIBLIOGRAPHIE

Bibliographie

[Adams, 1975] ADpAMS R. A., 1975, Sobolev spaces, Academic Press, New York.

[Alaoui Soulimani, 1993] ALAOUI SOULIMANI A., 1993, Une méthode énergé-
tique de modélisation de la viscoélasticité non linéaire en grandes défor-
mations, Thése, Ecole Nationale des Ponts et Chaussées, Paris.

[Bernstein et al., 1963] BERNSTEIN B, KEARSLEY E. A., Zapras L. J., 1963, A
study of stress relaxation with finite strain, Transactions of the sociely of
rheology, 7, pp 391-410.

[Biot, 1955] BI1OoT M. A., 1955 Variational principles in irreversible thermodyna-
mics with application to viscoelasticity, Phys. Rev., 97, pp 1{63-1169.

[Breuer & Onat, 1964] BREUER S., ONAT E. T., 1964, On the determination of
free energy in linear viscoelastic solids ZAMP, 15, pp 184-191.

[Brockman, 1986] BROCKMAN R. A., 1986 On the use of Blatz-Ko constitutive
mode] in nonlinear finite element analysis, Comput. Struct., 24, pp 607-611.

[Brown, 1976] BROWN R. L., 1976, A thermodynamic study of materials repre-
sentable by integral expansions, Int. J. Eng. Sct., 14, pp 1035-1046.

{Brun, 1965] BRUN L., 1965, Sur deux expressions, analogues a la formule de
Clapeyron, donnant 1’énergie libre et la puissance dissipée pour un corps
viscoélastique, C. R. Acad. Sci., 261, pp 41-{4.

[Brun, 1967] BRUN L., 1967, Thermodynamique et viscoélasticité, Cahiers du
Groupe Frangais de Rhéologie, 1, pp 191-202.

[Brun, 1969] BRUN L., 1969, Méthodes énergétiques pour les systemes évolutifs
linéaires, J. Mécanique, 8, pp 125-166.

[Chang et al., 1991] CHANG T. Y. P., SALEEB A. F., L1 G., 1991, Large strain
analysis of rubber-like materials based on a perturbed Lagrangian variational
principle, Computational Mechanics, 8, pp 221-233.



BIBLIOGRAPHIE 213

[Christensen, 1980] CHRISTENSEN R. M., 1980, A nonlinear theory of viscoe-

lasticity for application to elastomers, Transactions of the ASME, 47, pp
762-768.

[Christensen, 1968] CHRISTENSEN R. M., 1968, Variational and minimum theo-
rems for the linear dynam theory of viscoelasticity, ZAMP, 19, pp 253-2/3.

[Coleman & Noll, 1961a] CoLEMAN B. D., NoLL W., 1961, An approximation
theorem for functionals, with applications in continuum mechanics, Mod.
Phys., 33, pp 239-249.

[Coleman & Noll, 1961b] CoLEMAN B. D., NorL W., 1961, Fondations of linear
viscoelasticity, Reviews of Modern Physics, 17, N°2, pp 239-249.

[Coleman, 1964] CoOLEMAN B. D., 1964, An approximation theorem for functio-
nals, with applications in continuum mechanics, Arch. Rat. Mech. Anal., 17,

pp 1-46.

[Dautray & Lions, 1990] DAUTRAY R., LioNs J-L., 1990, Mathematical analysis
and numerical methods for science and technologie, Volume 2: Functional
and variational methods, Editions MIR, Moscou.

[Ditkine & Proudnikov, 1979] DITKINE V., PROUDNIKOV A., 1979, Calcul opé-
rationnel, Springer-Verlag, Berlin.

[Ehrlacher & Fédelich, 1989] EHRLACHER A., FEDELICH B., 1989, Sur un prin-
cipe de minimum concernant des matériaux a comportement indépendant

du temps physique, C.R.4.5. t308 série II, pp 1391-1394.

[Ericksen, 1953] ERICKSEN J. L., 1953, On the propagation of waves in isotropic

incompressible perfectly elastic materials, J. Rat. Mech. Anal., 2, pp 329-
337.

[Ericksen, 1954] ERICKSEN J. L., 1954, Deformation possible in every isotropic
incompressible, perfectly elastic body, ZAMP, 5, pp 466-489.

[Eringen, 1967] ERINGEN P., 1967, Mechanics of Continua, J. Wiley, New York.

[Fabrizio & Morro, 1988] FABRIZIO M., MORRO A., 1988, Viscoelastic relaxa-

tion functions compatible with thermodynamics, Journal of FElasticity, 19,
pp 63-75.

[Fabrizio et al., 1989] FaBrizio M., GiorGt C., MORRO A., 1989, Minimum
principles, convexity, and thermodynamics in viscoelasticity, Cotinuum Me-
chanics and Thermodynamics, 1, pp 197-211.



214 BIBLIOGRAFPHIE

[Fédelich, 1990] FEDELICH B., 1990, Trajets d’équilibre des systemes mécaniques
dissipatifs a comportement indépendant du temps physique, These, Ecole
Nationale des Ponts et Chaussées, Paris.

[Fortin & Glowinski, 1982] ForTIN M., GLOWINSKI R., 1982, Méthodes de La-
grangien Augmenté Lagrangian. Application a la résolution de problémes aux
limites Dunod-Bordas, Paris.

{Fréchet, 1910} FRECHET M., 1910, Sur les fonctionnelles continues, Ann. Sei.,
27, pp 193-216.

[de Gennes, 1979] DE GENNES P. G., 1979, Scaling concepts in polymer physics,
Cornell University Press, Ithaca, New York.

[Germain, 1973] GERMAIN P., 1973, Mécanique des Milieur Continus, Masson,
Paris.

[Germain & Muller, 1986] GERMAIN P., MULLER P., 1986, Introduction ¢ la M¢-

canique des Milieur Continus, 26™€ édition, Masson, Paris.

[Glowinski, 1984] GLOWINSKI R., 1984, Numerical Methods for Nonlinear Varia-
tional Problems Springer-Verlag, Berlin, New York.

[Glowinski & Le Tallec, 1982] GrLowiNsk! R., LE TALLEC P., 1982, Numerical
Solutions of Problems in Incompressible Finite Elasticity by Augmented La-

grangian Methods. I. Two-dimensional and Axisymetric Problems, S.J.A. M.
J. Apll. Math., 42, pp 400-429.

[Glowinski & Le Tallec, 1989] GLOWINSKI R., LE TALLEC P., 1989, Augmented
Lagrangian and Operator-Splitting Methods in Nonlinear Mechanics S.1.A.M.
Studies in Applied Mathematics.

[Gradowczyk, 1969] GRapowczYK M. H., 1969, On the accuracy of the Green-
Rivlin representation for viscoelastic materials, Int. J. Solids Structures, 5,

pp 873-877.

Green & Tobolsky, 1946] GREEN M. S., TOBOLSKY A. V., 1946 A new approach
to the theory of relaxing polymeric media, J. Phys. Chem., 14, pp 80-92.

[Green & Rivlin, 1957] GREEN A. E., RIVLIN S., 1957, The mechanics of nonli-
near materials with memory; Part 1, Arch. Rai. Mech. Anal., 1, pp 1-21.

[Green & Adkins, 1972] GREEN A. E., ADKINS J. E., 1972 Large elastic defor-
mations, 2** edn., Clarendon Press, Oxford.

[Gurtin & Herrera, 1965] GURTIN M. E., HERRERA 1., 1965, On dissipation in-
equalities and linear viscoelasticity, Quarterly of Appl. Math., 23, pp 235.



BIBLIOGRAPHIE

[ ]
—
(S]]

[Gurtin & Sternberg, 1962] GURTIN M. E., STERNBERG E., 1962, On the linear
theory of viscoelasticity, Arch. Rational Mech. Anal., 11, pp 291-356.

[Gurtin, 1963,] GURTIN M. E., 1963, Variational principles in the linear theory
of viscoelasticity, Arch. Rational Mech. Anal., 13, pp 179-191.

[Gurtin, 1963,] GURTIN M. E., 1963, Variational principles for linear elastody-
namics, Arch. Rational Mech. Anal., 16, pp 34-50.

[Gurtin, 1964] GURTIN M. E., 1964, Variational principles for linear initial-value
problems, Quart. Appl. Math., 22, N°3, pp 252-256.

[Hart-Smith, 1966] HART-SMITH L. J., 1966, Elasticity parameters for finite de-
formation of rubber-like materials, ZAMP, 17, pp 608-625.

[Hart-Smith & Crisp, 1967] HART-SMITH L. J., Crisp J. D. C., 1967, Large elas-
tic deformations of thin rubber membranes, Int. J. Fng. Sci., 5, pp 1-24.

[Hassani et al., 1997] HASSANI S., ALAOUI SOULIMANI A., EHRLACHER A.,

1997, A non linear viscoelastic model: the pseudo-linear model, Furopean
Journal of Mechanics, a paraitre.

[Hausler & Sayir, 1995] HAUSLER K., SAYIR M. B., 1995, Nonlinear viscoelastic
response of carbon black reinforced rubber derived from moderately large
deformations in torsion J. Mech. Phys. Solids, 43, N°2, pp 295-318.

[Hill, 1968] HILL R., 1968, On constitutive inequalities for simple materials, J.
Mech. Phys. Solids, 16, pp 229-315

[Hestenes, 1969] HESTENES M., 1969, Multiplier and gradient methods, J. Opt.
Theory Appl., 4, pp 303-320

[Huet, 1672] HueT C., 1972, Sur une application du calcul symbolique a la vis-
coélasticité non linéaire, C. R. Acad. Sciences, A-2T75, pp 793-796

[Huet, 1974] HUET C., 1974, Viscoélasticité non linéaire et calcul symbolique,
Cahiers du Groupe francais de rheologie, 3, pp 150-159

[Huet, 1985] HueT C., 1985, Relations between creep and relaxation functions
in nonlinear viscoelasticity with or without aging, Journal of rheology, 29,
pp 245-257

[Huet, 1992] HueT C., 1992, Minimum theorems for viscoelasticity, European
Journal of Mechanics, 11, pp 653-684

[Hu Hai-Chang, 1954] Hu HA1-CHANG, 1954, Some variational principles in the
theory of elasticity and the theory of plasticity, Acta Physica Sinica, X, N°3,
pp 259-290



216 BIBLIOGRAPHIE

[Jankovich et al., 1981] JANKOVICH E., LEBLANC F., DURANT M., 1981 A finite
element method for the analysis of rubber parts, experimental and analytical
assessment, Computers and structures, 14, N¢ 5-6, pp 385-391.

[Johnson et al., 1991,] JOHNSON A. R., QUIGLEY C. J., 1991 A viscohyperelastic
Maxwell model for rubber viscoelasticity, Rubber chemistry and technology,

65, pp 137-153.

[Johnson et al., 1991,] JounsoN A. R., QuicLey C. J., CavaLLaro C.,
WEIGHT K. D., 1991, in ”The mathematics of finite elements and applica-
tions VII, MAFELAP 19907, J. R. Whiteman Ed., Academic Press Limited,

London.

[Johnson et al., 1991.] JOHNSON A. R., QUIGLEY C. J., WEIGHT K. D., CAVAL-
LARO C., Cox D. L., 1991, in ”Proceedings of the eighth army conference

on applied mathematics and computing 1990”. F. Dressel Ed., US Army Re-
search Office, NTIS.

[Knowles, 1960] KNOWLES J. A., 1960, Large amplitude oscillations of a tube of
incompressible elastic materials, Q). Appl. Math., 18, pp 71-77.

[Leaderman, 1962] LEADERMAN H., 1962, Tans. Soc. Rheol., 6, pp 361

[Leitman, 1966] LEITMAN M. J., 1966, Variational principles in the linear dyna-
mic theory of viscoelasticity, Quart. Appl. Math., 24, N°1, pp 37-46.

e Tallec, 1982] LE TALLEC P., 1982, Existence and approximation results for
nonlinear mixed problems: application to incompressible finite elasticity, Nu-

mer. Math., 38, pp 365-382.

[Le Tallec & Oden, 1981] LE TALLEC P., ODEN J. T., 1981, Existence and cha-
racterization of hydrostatic pressure in finite deformations of incompressible
elastic bodies, J. Flasticity, 11.

[Le Tallec & Vidrascu, 1984] LE TALLEC P., VIDRASCU M., 1984, Une méthode
numérique pour les problemes d’équilibre de corps hyperélastiques cornpres-
sibles en grandes déformations, Numer. Math, 43, pp 199-22/.

[Le Tallec, 1990] LE TALLEC P., 1990, Numerical Analysis of Viscoelastic Pro-
blems. Masson, Paris.

[Lockett, 1965] LockeTT F. J., 1965, Int. J. Eng. Sci., 3, pp 59-75.

[Lockett, 1972] LockgTT F. J., 1972, Nonlinear Viscoelastic Solids, Academic
Press, London.



BIBLIOGRAPHIE 217

[Lodge, 1968] LODGE A.S., 1968, Constitutive equations from molecular network
theories for polymer solutions, Rheologica Acta, band 7, help 4, pp 379-392.

[Lubliner, 1985] LUBLINER J., 1985, A model of rubber viscoelasticity, Mech.
Res. Comm., 12, pp 93-99.

[Mandel, 1977] MANDEL J., 1977, Colloque annuel du Groupe Frangais de Rhéo-
logie publi€¢ dans les cahiers du G.F.R..

[Mandel, 1966] MANDEL J., 1966, Cours de Mécanique des milieur continus,
Tome II, Anneze XXI, Viscoélasticité, Gauthier-Villars, Paris.

[McGuirt & Lianis, 1970] McGuIrT C. W., L1ANIS G., 1970, Trans. Soc. Rheol.,
14, pp 117

Morman, 1988] MoORMAN K. N., 1988, An adaptation of finite linear viscoe-
lasticity theory of rubber-like viscoelasticity by use of a generalized strain
measure, Rheologica Acta, 27, pp 3-14.

Nakamura, 1979] NAKAMURA K., 1979, Minimum principles in the linear theory

[ j princip y
of viscoelasticity, Journal of the Physical Society of Japan, 47, N°4, pp 1299-
1304.

[Nakamura & Horikawa, 1979] NAKAMURA K. HORIKAWA A, 1979, Variational
and minimum: principles in the linear theory of viscoelasticity, Journal of the

Physical Society of Japan, 47, N°4, pp 469-475.

[Nemat-Nasser & Mehrabadi, 1987] NEMAT-NASSER S., MEHRABADI M. M,
1987, Some basic kinematical relations for finite defoermations of continua,
Mechanics of Materials, 6, pp 127-138.

[Noll, 1958] NoLL W., 1958, A mathematical theory of the mechanical behavior
of continuous media, Arch. Rat. Mech. Anal., 2, pp 197-226.

[Oden, 1972] ODEN J. T., 1972, Finite elements of nonlinear continua, McGraw-
Hill, New York.

[Ogden, 1972,] OGDEN R. W., 1872, Large deformation isotropic elasticity - On
the correlation of theory and experiment for compressible rubber-iike solids,

Proc. R. Soc. London Ser. A 328, pp 567-583.

[Ogden, 1972,] OGDEN R. W., 1972, Large deformation isotropic elasticity - On
the correlation of theory and experiment for incompressible rubber-like so-

lids, Proc. R. Soc. London Ser. A 326, pp 565-58/.

[Ogden, 1976] OGDEN R. W., 1976, Volume changes associated with the defor-
mation of rubber-like solids, J. Mech. Phys. Solids, 24, pp 323-338.



218 BIBLIOGRAPHIE

[{Ogden, 1978] OGDEN R. W., 1978, Nearly isochoric elastic deformations: appli-
cation to rubber-like materials, J. Mech. Phys. Solids, 26, pp 37-57.

Pipkin, 1964] PiPKIN A. C., 1964, Small finite deformations of viscoelastic solids,
Reviews of Modern Physics, pp 1034-1041.

[Pipkin & Rivlin, 1961} PrpkIN A. C., RivLIN R. S., 1961, Simall deformations
superposed on large deformations in materials with fading memory, Arch.
Rat. Mech. Anal., 8, pp 297-308.

[Poli & Delerue, 1954} PoLl L., DELERUE P., 1954, Le calcul symblique a deuz
variables et ses applications, Mém. Sc. Math., CXXVII, Gauthier-Villars,
Paris.

[Powell, 1969] PowELL M. J. D., 1969, A method for nonlinear constrains in mi-
nimization problems, in Optimization, Chap. 19, R. Fletcher, ed., Academic
Press, New York.

[Reddy, 1976] REDDY J. N., 1976, Modified Gurtin’s variational principles in the
linear dynamic theory of viscoelasticity, Int. J. Solids Structures, 12, pp
227-235.

[Rivlin, 1951] RIVLIN R. S., 1951, Large elastic deformations of isotropic ma-
terials; Part 1II: Experiments on the deformation of rubber, Philos. Trans.
Roy. Soc. London, Ser. A, 243, pp 251-288.

[Rockafellar, 1973] ROCKAFELLAR R. T., 1973, A dual approach to solving non-
linear programming problems by unconstrained optimization, Mathematical
Programmang, 5, pp 354-375.

[Ruas, 1981] Ruas V., 1981, A class of asymetric simplicial finite element method

for solving finite incompressible elasticity problems, Comput. Methods Appl.
Mech. Engng., 27 (3), pp 319-343.

[Saleeb et al., 1992] SALEEB A. F., CHANG T. Y. P., ARNOLD S. M., 1992, On
the development of explicit robust schemes for implementation of a class of

hyperelastic models in large-strain analysis of rubbers, International Journal
for Numerical Methods in Engineering, 33, pp 1237-1249.

[Salencon, 1983] SALENGON J., 1983, Cours de calcul des structures anélastiques:
Viscoélasticité, Presses de 'Ecole Nationale des Ponts et Chaussées.

[Salencon, 1989] SALENGON J., 1989, Meécanique des milieur continus, Tome I:
Concepts générauz, Editions de I’Ecole Polytechnique.

[Salencon, 1988] SALENGON J., 1988, Mécanique des milieuzr continus, Tome II:
Elasticite - Milieuz curvilignes, Editions de I’Ecole Polytechnique.



BIBLIOGRAPHIE 219

[Schapery, 1966] SCHAPERY R. A., 1966, A theory of nonlinear viscoelasticity ba-
sed on irreversible thermodynamics, Proc. 5** National Congress of Applied

Mechanics (ASME, New York)}, pp 511-530.
[Schapery, 1969] SCHAPERY R. A., 1969, Polym. Eng. Sci., 9, pp 295.

[Serrin, 1959] SERRIN J., 1959, Mathematical principles of classical fluid mecha-
nics in Encyclopedia of Physics, edited by S. Fliigge, (Springer-Verlag, Berlin
. Heidelberg . New York), Volume VIII/1.

eth, ] SETH B. R., 1964, Generalized strain measure with application to
[Seth, 1964] S B. R., 1964, G lized h appl
physical problems, in Reiner M. and Abir D. {eds), Second order effects in
elasticity, plasticity and fluid dynamics, Pergamon, Oxford pp162-172.

[Sewell, 1987] SEWELL M. J., 1987, Maximum and minimum principles, a unified
approach, with applications, Cambridge University Press.

[Sidoroff, 1974] SIDOROFF F., 1974, Un modele viscoélastique non linéaire avec
configuration intermédiaire Journal de Mécanique, 13 N°4, pp 679-713,

ISidoroff, 1975,] SIDOROFF F., 1975, Variables internes en viscoélasticité, I. Va-
riables internes scalaires et tensorielles, Journal de Mécanique, 14 N°3, pp
545-5695,

[Sidoroff, 1975;] SIDOROFF F., 1975, Variables internes en viscoélasticité, II. Mi-
lieux avec configuration intermédiaire, Journal de Mécanique, 14 N°4, pp

571-595,

[Sidoroff, 1976] SIDOROFF F., 1976, Variables internes en viscoélasticité et plas-
ticité, These, Université Pierre et Marie Curie, Paris.

[Signorini, 1955] SIGNORINI J. C., 1955, Trasformazionitermoelastiche finite, Me-
moria 3%, Solidi incomprimibili, Ann. di Mat. Pur. Appl, 39, pp 147-201.

[Simo, 1987] SiMo J. C., 1987, On a fully three-dimensional finite-strain viscoe-
lastic damage model: formulation and computational aspects, Computers
Methods in Applied Mechanics and Engineering, 60, pp 153-173.

[Spencer & Rivlin, 1959] SPENCER A. J. M., RivLI~N R. S., 1959, Further results
in the theory of matrix polynomials, Arch. Rat. Mech. Anal., 4, pp 214-230.

[Staverman & Schwartzl, 1952,] STAVERMAN A. J. M., SCHWARTZL P., 1952,
Proc. Acad. Sci., The Netherlands, 55, pp {74-185.

[Staverman & Schwartzl, 1952;] STAVERMAN A. J. M., SCHWARTZL P., 1952,
Proc. Kowink. Neder., B-35, pp {86-492.



220 BIBLIOGRAPHIE

[Treloar, 1975] TRELOAR R. L. G., 1975, The physics of rubber elasticity, 3¢
edn., Oxford University Press.

[Truesdell & Noll, 1965] TRUESDELL C., NoLL W., 1965, The non-linear fields
theories of mechanics in Encyclopedia of Physics, edited by S. Flugge,
(Springer-Verlag, Berlin . Heidelberg . New York), Volume ITI/3.

(Ward, 1985] WARD 1. M., 1985, Mechanical properties of solid polymers, 2"
edn., John Wiley & Sons.

[Weber, 1968] WEBER J. D., 1968, Sur les propriétés d’une classe de corps vis-
coélastiques non linéaires a parametres cachés C. R. Acad. Sci., 267, série
A, pp 563.

{Weber, 1974] WEBER J. D., 1974, Hypothése des variables internes et viscoélas-
ticité non linéaire: étude du cas particulier d’une seule variable interne ten-
sorielle, ITUTAM, Mechanics of Viscoelastic Media and Bodies, Symposium
Gothenburg - Sweden, pp 147-152, edited by Jan Hult, (Springer-Verlag,
Berlin . Heidelberg . New York)

[Yamamoto, 1956] YAMAMOTO M., 1956, The viscoelastic properties of network
structures- 1. General formalism, Journal of the physical society of Japan,

11, N° 4, pp 413-421.

[Yamamoto, 1957} YAMAMOTO M., 1957, The viscoelastic properties of network
structures- 2. Structural viscosity, Journal of the physical society of Japan,
12, N° 10, pp 1148-11586.

[Yamamoto, 1958] YAMAMOTO M., 1958 The viscoelastic properties of network

structures- 3. Normal stress effect (Weissenberg effect), Journal of the phy-
sical society of Japan, 13, N° 10, pp 1200-1211.



