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RESUME

Ce travail s pour but 1'élaboration d'un code dféléments finis pour le
calcul des structures planes en béton armé sous charges monotones. La
représentation "répartie” est utilisée tant pour les armatures que pour
les fissures. Le béton est considéré comme un matériau élastoplasticue
écrouissable en compression avec une loi d'écoulement mnon-associéde et
élastique fragile en traction. Pour l'acier une loil élastique-parfaitement
plastique est adoptée. L'adhérence acier-béten et Ll'engrénement sont
introduits par des formulations totales non-linédaires réversibles, tandis
que pour 1'effet de goujon un modéle linéaire a été adopté. La réponse
d'un élément fissuré est obtenue par la considération des phéncménes ci-
dessus.

Une nouvelle stratégie de résolution a été congue qui permet de suivre
les fissurations des éléments une par une afin de bien tenir compte de ce
phénoméne particuli®drement dépendant du trajet de chargement.

Les prévisions du programme ont été comparédes avec les données expéri-
mentales sur trois exemples de structures. Les résultats sont globalemen
prometteurs et plusieurs aspects de la réponse des structures ont 3t
approchés d'une fagon satisfaisante.

+
-
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D'autre part, des indications sont obtenues sur des améliorations fu-
tures et notamment vers lrutilisation d'éléments d'ordre supérisur et

1

1'adoption de modéeles plus fins pour les phénoménes mentionnés.
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ABSTRACT

A computer program 1is developed for the finite 2lement nonlinear ana-
lysis of two-dimensional reinforced concrete structures under monotonic
loading. The smeared-crack apprecach 1s used and the reinforcement is con-
sidered uniformly distributed within the element. An elastic work-harde-
ning plastic stress-strain relationship with nonassociated flow rule is as-
sumed for +the concrete in compression and an elastic brittle fracture
behavior in tension. The steel is considered as an elastic perfectly nla-
stic material. Nonlinear reversible formulations are usec for the tension
stiffening and the aggregate interlock while a linear model is adopted for
the dowel action of the reinforcement. The overall behavior of a cracked
element is obtained by combining the above phenomena in such a way that
the normal and tangential effects are coupled.

A new solution algorithm is developed, with variable load level, which
follows the subsequent cracking of elements. Therefore a better approxi-
mation of the behavior of the cracked structure, highly path dependent, is
obtained.

Numerical examples are presented for three structures and comparison
is made with experimental results. A good agreement is observed and many
aspects of the behavior of the structures are well represented by the ana-
lysis. These applications also showed the improvements to carry out and

particularly the use of higher order elements and better models for the
pherniomena mentionned above.

KEY WORDS

finite element method
reinforced concrete
cracking

plasticity

aggregate interlock
bond

dowel action

nonlinear solution algorithm






REMERCIEMENTS

J'exprime ma profonde reconnaissance a Monsieur B. HALPHEN, Professsur
3 1'Ecole Nationale des Ponts et Chaussées et Chef du service de la Méca-
nique du Laboratoire Central des Ponts et Chaussées, pour ses précieux
conseils et pour 1l'intérét qu'il a porté a ce travall ainsi que d'avoir
accepté de présider le jury.

Je tiens a remercier particulierement Monsieur Q. S. NGUYEN, Directeur
de recherche au CNRS, et Monsieur J. MAZARS, Maitre de Conférence a
I1"ENSET, qui ont eu l'amabilité d'accepter la charge d'étre les rappor-
teurs de cette thase.

Je remercie Monsieur J. N. THEILLOUT, responsable de la dalle d'es-
sais au LCPC, Directeur de théese, qui m'a encadré dans sa section et assu -
ré les conditions indispensables & la réalisation de ce travail.

Mes remerciements vont aussi 3 Messieurs R. CHAUSSIN, Professeur a
1'ENPC, J. M. REYNOUARD, Maitre de Conférence a 1'INSA-Lyon et P. RICHARD,
Directeur Scientifique du groupe BOUYGUES, pour leur participation au jury
de cette thése.

Je remercie également
-le LCPC et son Directeur Monsieur J. C. PARRIAUD pour avolr mis a ma

disposition les moyens nécessaires au bon déroulement de ce travail
-1'ENPC pour mfavoir admis & la formation par la recherche.

Mes vifs remerciements vont 3 Mlle NAPOLITANO pour le soin apperté a
la dactylographie et la mise en psge du rapport.

Je remercie chalheureusement
-tcus mes amis thésards au LCPC de m'avoir soutenu jusqu'au bcut

-mon amie Effie avec laquelle nous avons partagé les bons moments mais
aussi les angoisses de la préparation d'une thése

-ma famille pour son soutien tout au long de mes études en France.






Résumé

Abstract

Remerciements

TABLE DES MATIERES

Table des matieres

INTRODUCTION

CHAPITRE I

o
i N —

CHAPITRE II

ITA

II.3

II.
II.%

[&)]

CHAPITRE III

IIT.

II1.2

III.3

Les composants du probléeme - Hypothéses générales

Description des phénoménes
Hypotheses générales
Facteurs retenus - Probléemes a considérer

Etude des travaux antérieurs

Schématisation des armatures et des fissures d'une
structure en béton armé dans le cadre des EF
-Armatures

-Fissures

-Commentaires

Lois de comportement du béton

-Commentaires

L "adhérence acier-béton

-Adhérence et EF

L'engrénement

-Engrénement et EF

~-Commentaires

L'effet de goujon

Eléments finis et béton-armé - Appréciation générale

Présentation générale de la démarche

Choix préliminaires concernant le type d'élément fini
et la représentation des fissures et des armatures
L'établissement de la lol incrémentale du

matériau "composite”

Choix des modéles particuliers - Premiéere fissuration
d'un élément

TWUTVTUUOUUVUUOUDUTOUUVUY

m

13

15
16
17

19
s

4

22
23
26
27
30
32
34
35
356
28

43

49



10

I1II.3.1 Lol de comportement du kéton D 4%
I11.3.2 Engrénement D 36
I1I1.3.3 Effet de goujon p 58
I11.3.4 Adhérence acier - béton p &1
I1.3.5 La premiére fissuration d'un élément D &7
-Commentaires B 72
II11.4 Autour de la stratégie de résolution p 73
II1.4.1 Méthodes de résolution des problémes non-linéaires p 73
III.4.2 Variante pour une stratégie adaptée au calcul des
structures en béton-armé D 76
a.Principes de la méthode D 74
b.Détails de la méthode p 77
c.Influence de l'algorithme sur la solution d'un
probléme non-linéaire.Avantages de la méthode p 79
d. rocédure d'accélération p 80
CHAPITRE IV Présentation du programme
IV.1 L'intégration de la loi élastoplastique (sous-
programmes "plastn” et "plastden™) p 83
IV.2 Recherche suivant un trajet de déformations de
l'intersection avec une surface ultime (sous-
programme "cisult™ p 8%
IV.3 Intégration de la loi de comportement pour un
élément fissuré (sous-programme "fisden™) p a7
IV.4 Calcul des efforts libérés et des grandeurs initiales
a l'instant de la fissuration d'un élément (sous-
programme "eflifis™) p 91
IV.5 La mise en oeuvre de la stratégie de résolution
(sous-programme "grapac™) D93
CHAPITRE V Applications - Vérifications
V.1 La qualité d'approximation de 1l'élément triangu-
laire-Une premiére conclusion p 9%
V.2 Deux exemples tirés des expériences de Leonhardt
et Walther p 100
V.2.1 Panneau WT3 p 101
V.2.1.a. Influence du maillage P 104
V.2.1.b. Fissuration p 107
V.2.1.c. Réponse globale D 111
V.2.1.d. Charge de fissuration, charge et mode de ruine p 114
V.2.1.e. Plastification D 118
v.2.1.f. Déformations de l'acier dans la section médiane P 117
-Commentaires p 118
V.2.2 Panneau WT4 p 11
-Commentalres D 123
V.3 La poutre-cloison de Cervenka D 123
-Commentaires P 125
V.4 Considération de tous les exemples traités n 127



V.5 Remarques sur le processus numérique

CONCLUSION

Annexe

Références bibliographiques

11

128

129

131

147






13

INTRODUCTION

Le béton armé existe depuis la fin du 192me siécle, période vers
laquelle est apparue l1'idée de palier les insuffisances de résistance a la
traction du béton par des aciers noyés dans celui-ci.

La vérification des ouvrages en béton armé était basée, jusqu'a un
passé récent, sur une analyse simplifiée qui considérait les deux
constituants élastiques linéaires (le béton étant de plus supposé fragile

en traction) et wutilisait, dans la plupart des cas, les principes de la
RdM.

Pour les configurations plus complexes (poutres-cloisons, plaques,
etc) que 1'on devait traiter suivant la mécanique du milieu continu, on ne
disposait que de quelques rares solutions analytiques, le matériau étant
toujours considéré élastique homogeéne. Il fallait donec recourir aux essais
cu & l'expérience de construction qui se résumaient en des formules ou
régles empiriques.

La tenue des ocuvrages n'était pas habituellement mise en cause, grace
& l'action concomitante de plusieurs facteurs (coefficients sévéres de
sécurité, surestimation des charges nominales, sous-estimation de 1la
résistance des matériaux etc).

Une telle analyse ne fournit aucune indication sur la marge de
sécurité de 1la structure et, de toute facon, la réponse ainsi obtenue,
particuliérement la prévision des déformations et des déplacements, est
loin de la réalitsé.

D’autres méthodes, s'inspirant d'une analyse non-linéaire, ont permis
de mieux estimer 1la marge de sécurité d'une structure. Il s'agit de la
vérification d'une section aux états limites ultimes, récemment introduite
dans la plupart des réglementations, qui considére les deux matériaux
totalement plastifiés, ainsi que de 1l'analyse 1limite qui fournit un
encadrement de la capacité globale de résistance d'une structure donnée
sous une charge donnée. Ce type d'analyse exige une attention encore plus
grande sur la vérification des déformations, parce que la tenue de
1'ouvrage ainsi acquise n'assure pas forcément une déformée acceptable.

L'apparition de 1la méthode des Eléments Finis, dans les années 50, a
permis la solution approchée des structures complexes en considérant les
matériaux élastiques linéaires. Mais, particulizrement pour le béton armé,
la validité de la lindarité est trés limitée, ne couvrant méme pas les
charges de service, & cause, surtout, de la fissuration et d'une
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facon secondaire du comportement du béton en compression. Par conséquent,
méme sous des charges faibles, les déformations obtenues sont loin de la
réalité. Dans ce cas, et a fortiori sous un chargement élevé, au voisinage
de la capacité portante de 1la structure, la réponse recherchée ne peut
étre obtenue que par la méthode d'EF qui prendrait en compte les
phénoménes non-linéaires.

Une telle analyse est aujourd'hui indispensable pour les structures de
forme et fonctionnement complexes qui subissent des charges importantes,

surtout quand leur défaillance a des conséquences humaines et économiques
graves.

D'autre part une telle analyse permet, aussi, de mis .x concevoir les
structures courantes et de mieux interpréter les essais au laboratoire,
tout en réduisant leur nombre, et par conséquent leur co(t.

Le présent travail se situe dans ce contexte ; notre objectif est
1'élaboration d'un code d'éléments finis spécialement concu pour le calcul
des structures en béton armé, allant jusqu'a la ruine, en essayant
d'incorporer la plupart des facteurs de leur réponse non-linéaire.

Notre cible est le calcul des structures entiéres plutdét que des
détails des structures et nous nous intéressons particuliérement 3 la
fissuration et ses conséquences, ce qui nous permettra d'approcher leur
dégradation graduelle pendant leur chargement.
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CHAPTTRE I : LES COMPOSANTES DU PROBLEME - HYPOTHESES GENERALES

Dans ce chapitre nous allons décrire les causes de la réponse non
linéaire d'une structure en béton armé. Ensuite nous présenterons nos

hypothéses générales et nous préciserons les phénoménes retenus dans notre
analyse.

I.1. Description des phénoménes

Le béton armé est un matériau composite au comportement
particuligrement complexe. Ses matériaux constitutifs, acier et béton, ont
des propriétés mécaniques trés différentes.

Le comportement du béton en compression dévie de la linéarité pour un
niveau de sollicitation relativement bas. Les déformations sont
influencées par le trajet de sollicitation suivi.

£S

Les déformaticns instantanées mises & part, le béton subit des
déformations différées dues au retrait et au fluage. Ces derniéres
dépendent, entre autres, de la température et de 1l'humidité de
lt'environnement et peuvent atteindre des valeurs importantes.

Le béton a une résistance en traction trés faible par rapport a celle
en compression. Son dépassement provoque l'apparition de fissures. Une
structure en béton armé se fissure trés tét, habituellement sous les
charges de service, et, parfois méme, avant tout chargement, sous l'effet
du retrait. La fissuration permet d'exploiter les capacités de résistance
de l'acier, pourvu que l'interface acier-béton transmette les efforts
correspondants. Elle met en jeu une série de phénoménes non-linéaires,
notamment :

- forte redistribution des contraintes au voisinage de la fissure. La
région fissurée, vue comme un ensemble, passe d'un comportement
pratiquement isotrope 4 un autre, anisotrope, qui dépend de
l'orientation des fissures et la disposition des armatures. Sa rigidité
est radicalement réduite par rapport & la phase non-fissurée. En
revanche 1l'adhérence acier-béton oblige les deux matériaux a collaborer
entre les fissures et 1l'ensemble a un comportement plus rigide que
1l acier nu (effet "tension stiffening™).

- Une fois 1la fissure apparue, les déplacements relatifs de ses levres,
qui présentent des aspérités, générent des efforts normaux et
tangentiels. Donec, un certain "transfert™ d'efforts s'effectue par la
fissure (effet d'engrenement).
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CHAPITRE II - ETUDE DES TRAVAUX ANTERIEURS

Dans ce chapitre nous exposerons les points principaux de 1'étude
bibliographique que nous avons faite, concernant les composantes du
probléme. Elle nous a permis d'estimer le poids relatif de chaque facteur,
de connaitre les modéles proposés et elle a orienté nos choix.

Généralement, deux maniéres principales sont utilisées : "discréete™ et .
"répartie™.

Armatures : selon la modélisation "discréte™ l'acier est représenté
par des éléments qui lui sont propres, ayant un comportement différent de
ceux du béton et méme une forme différente (par exemple éléments barre ou
poutre - Figure II.1).

e

TYPICAL TRIANOGULAR
L(CONCEETE ELEMENT l

g |_— AXIAL ELEMENTS

——NODAL POINT [

£} CRACKS ~] sTeeL L

REINFORCEMENT
o ————

o | ___FLEXURAL ELEMENTS

P /
TYPICAL TRIANGULAR s ] !
STEEL ELEMENT
extrait de [8@
(a) (b)

Fig. II.1 Schématisation "discrate" des armatures.
(a)€léments du méme type que pour le béton
(b) éléments-"barre", é&lé&ments-"poutre".

La prise en compte de l'adhérence se fait en doublant les noeuds qui
se trouvent sur 1'interface des deux matériaux et en ajoutant, soit des
éléments "ressorts" entre chaque paire de noeuds (Figure II.2.3), soit des
éléments de contact sur toute leur interface (Figure 1II.2.b). Les
caractéristiques mécaniques de ces éléments spéciaux sont fournis par la
loi de !'adhérence adoptée. De la méme fagon est introduit l'effet de
goujon, 13 oli 1'acier croise une fissure.
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(a) (b)

Fig. II.2 Eléments spéciaux de liaison pour la prise en compte
de l'adhérence,de l'engrénement ou de l'effet de goujon.
Schématisation "discréte"”.
(a) €lément-ressort ajouté entre les noeuds
(b) 8lément de contact ajouté sur toute l'interface.

Ainsi, nous obtenons une trés bonne approximation de l'interaction des
deux matériaux (déplacements relatifs, efforts transmis), qui est parfois
le phénoméne primordial & modéliser. En revanche, la densification du
maillage 3 cause d'une disposition dense des armatures, mais surtout la
multiplication des noeuds a cause de la présence des éléments de contact,

alourdissent considérablement le calcul.

L'autre alternative est de considérer l'acier comme un matériau avec
rigidité uniquement axiale, suivant la direction des barres, et
uniformément réparti dans l'élément (Figure II.3). Aprés fissuration nous
pouvons introduire l'interaction acier-béton, de facon globale et
approximative, en modifiant le comportement de l'un des deux matériaux.

Y, Gy

~" & 7 I~ REINFORCEMENT
- ,x

Fig. II.3 Représentation "répartie” des armatures.

Les avantages et les inconvénients sont exac sment 1inversés par
rapport & la modélisation "discreéte”. Ainsi on gagne en économie mais les
effets d'interface sont mal pris en compte.
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Fissures : une fissure est une discontinuité des déplacements dans le
matériau ; une approche "naturelle™ est alors de déconnecter les noeuds
pour lesquels un critére de sollicitation est dépassé. Ainsi, une fissure
"discréte” se forme et se propage dans la structure, mais elle ne peut
suivre que le contour des éléments, donc le mode de fissuration obtenu est
trés pauvre et dépend du maillage (Figure II.4).

De plus, ces modifications changent la topologie de la structure, par
conséquent la matrice globale de rigidité doit étre réétablie chaque fois
et elle risque d'avoir une grande largeur de bande. De ce fait, l'effort
de calcul est considérablement augmenté.

[T
T

™

)
/
l

A B
O,|‘, (edqoof (edqoof
concrete concrete
(a) Exterior Crack {b) Interior Crack

Fig. II.4 Schématisation "discrate" des fissures; formation
des fissures selon Nilson; extrait de [81].

On introduit 1l'engrénement en ajoutant, entre les noeuds qui se
séparent (lévres de la fissure), des éléments de liaison spéciaux de la
méme forme qu'auparavant, dont la rigidité est calculée par la loi
d'engrenement choisie.

L'avantage de cette représentation est le calcul direct de 1'ouverture
des fissures et une bonne approximation de l'engrénement.

Selon 1la schématisation "rdpartie™ on considére que l'élément fissuré
est traversé par une série de fissures paralléles avec espacement S et
orientation a (Figure 1II.5). Le comportement de l'élément devient ainsi
anisotrope, s'il ne 1'était pas déja par la présence de l'acier réparti.
L'engrénement et 1'effet de goujon sont intreduits globalement par des
mocdifications supplémentaires du comportement de 1l'élément.

Avec une telle représentation toute la résolution s'effectue avec le
méme maillage et sans restreindre la direction des fissures, mais leur
ouverture et les phénoménes qui s'y produisent sont mal modélisés.
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Fig. II.5. Représentation "répartie"
des fissures

R

Pour terminer wm=sntionnons wune représentation "hybride™ I[5.
(Figure.II.é) selon laquelle 1l'élément fissuré est traversé par une ou
deux fissures "discrétes™ ayant une orientation quelconque, ainsi le mode
de fissuration devient indépendant du maillage.

Fig. II.6&6 Représentation "hybride”; fissures possibles.
extrait de [54]

Commentaires

Dans les premiéres applications des éléments finis aux structures en
béton armé ([80], [81]) la représentation "discréte™ a été utilisée, tant
pour les armatures, que pour les fissures. A cause des désavantages de
cette derniére, la représentation "répartie” est devenue de plus en plus

répandue et dans les publications récentes elle est presque exclusivement
utilisée.

Notons tout de méme que dans certains cas (zone d'ancrage, arrachement

d'une barre etec) le choix de la représentation "discréte™ des armatures
est obligatoire.

Comme dans notre cas nous cherchons la réponse globale des structures
et étant domné que le coldt de la représentation "répartie™ est plus
faible, nous optons pour cette derniére, bien que, selon certains
chercheurs, elle soit plutdt mal adaptée au calcul des structures dont la
réponse est dominée par une ou peu de fissures, cas que nous voulons
également considérer.
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IT.2. Lois de comportement du béton

Le béton est un matériau hétérogeéne constitué de granulats dans une
péte de ciment hydraté. Méme avant son chargement il existe des défauts au
niveau de la microstructure (microfissures, microvides, décohésions
intergranulaires etc.) qui évoluent sous sollicitation et se traduisent 3
1'échelle macroscopique par une modification des propriétés mécaniques.

Dans ce travail nous entendons par "béton™ le matériau homogénéisé
continu, dont nous approcherons le comportement par des lois
macroscopiques qui doivent modéliser toutes les non-linéarités et
irréversibilités.

Les résultats expérimentaux portant sur le comportement du béton
mettent en évidence une réponse complexe. Nous observons entre autres :

- une déviation précoce de la linéarité (autour de 30 % de la résistance
ultime) qul s'accentue sous sollicitations plus élevées (75 %-90 %),

- Résistance et déformabilité plus grandes sous compression biaxiale que
pour une sollicitation uniaxiale.

- La présence d'une pression latérale de confinement conduit a une rupture
ductile sous charges trés élevées.

- Une partie descendante (écrouissage négatif) de la courbe contraintes-
déformations aprés le "pic”.

- Couplage entre les effets hydrostatiques et déviatoriques au deld d'un .
certain niveau de charsge.

- Des déformations irréversibles importantes.

Pour approcher les divers aspects de la réponse du béton un grand
nombre de lois de comportement ont été proposées.
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Lois non-linédaires réversibles, indépendantes de l'histoire du chargement
(hyperélastiques) qui sont obtenues :

- s0it directement a partir des relations de 1'élasticité linéaire
isotrope en substituant aux constantes élastiques (E, v , k, 6) des
fonctions des +trois invariants du tenseur des contraintes et/ou des
déformations ([21], [&3], [&4], [85]) ;

- soit en postulant pour l'énergie complémentaire (ou 1'énergie de
déformation) une forme polynomiale des invariants du tenseur des
contraintes (ou des déformations) [25].

Les formulations du premier type risquent de nous conduire a des lois
inadmissibles du point de vue thermodynamique (elles peuvent créer de
l'énergie sous certains cycles de sollicitation), tandis que les autres
ont l'inconvénient de contenir plusieurs constantes que nous ne pouvons
pas déterminer par les expériences actuellement possibles.

Les formulations rigoureuses des lois incrémentalement linéaires
(hypoélestiques) ([251], [31], [76]) présentent le méme désavantage.
D'autre part des lois plus simples de ce genre ont été proposées,- en
supposant un comportement incrémental du matériau isotrope [64] ou
orthotrope ([35], [43]) ; mais la validité de telles hypothéses pendant la
sollicitation d'une structure est vivement contestée ([8]), [?), [76]).
Malgré cela, les lois orthotropes ont été souvent utilisées dans des
caleculs par éléments finis ([11, [4], [34]), [36], [49], [74]).

En se basant sur l'élastoplasticité classique ([55], [561, [93]) nous
pouvons établir des 1lois incrémentalement linédaires, irréversibles qui
sont relativement simples, mais surtout thermodynamiquement admissibles.

On peut d'abord considérer le béton comme matériau élastique
parfaitement plastique et utiliser comme domaine d'élasticité un des
critéres de rupture proposés pour ce matériau. L'image unidimentionnelle
du comportement ainsi obtenu est une droite OA, suivie par un plateau AB
(Figure II.7) ; évidemment 1'assouplissement intermédiaire du matériau
(partie A'B', Figure II.7) ne peut pas se reproduire par un tel modéle.
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On suppose que la rupture survient quand l'état des déformations
atteint une surface de ruine, qui provient, habituellement, de 1la
conversion directe du domaine d’'élasticité dans l'espace des déformations.

Le critdre de Von-Mises¢'> et 1le principe de normalité ont été
largement utilisés pour des calculs du béton par éléments finis ([23],
{s1], (491, (1033, (110D,

Drautre part nous obtenons une meilleure approximation du comportement
du béton en le considérant comme matériau élastoplastique écrouissable.

De nombreuses 1lois ont été ainsi élaborées en adoptant un domaine
actuel d'élasticité, soit fonection uniquement du 2&me invariant du
déviateur (Von-Mises) [2], soit en ajoutant de plus l'influence de la
pression hydrostatique ([18], [86]), soit enfin en introduisant une
dépendance des trois invariants du tenseur des contraintes [57]. Dans la
plupart des cas il s'agit des lois associées, mais des lois non associées
sont aussi proposées [57].

Quand le domaine drélasticité atteint sa position ultime on peut
considérer, soit que le matériau s'écrase, soit qu'il continue a se
déformer en étant parfaitement plastique jusqu'a atteindre ses
déformations ultimes (Figure II.7).

Un exemple typique d'une telle loi est le modéle de Chen et Chen
([261, [27]) (Figure 1II.8), qui a été largement utilisé pour des calculs
par éléments finis <([28], [29], [96]) et est implanté dans de gros
programmes professionnels (ADINA, MONSAP-C, [1]).

Aux frontigdres de 1l'élastoplasticité classique se trouvent les lois
qui, pour prévoir le comportement du béton "aprés-pie" utilisent pour
cette région les mémes principes appliqués 3 des surfaces dans 1'espace
des déformations ([12], [571).

Enfin des 1lois qui se basent sur la théorie endrochronique ([10],
[14]) ou sur l'endommagement linéaire isotrope [47] ont aussi été
proposées. Les premidres donnent une trés bonne concordance avec les
résultats expérimentaux, mais elles sont extrémement complexes et font
intervenir un trés grand nombre de paramétres. La seconde ne prend pas
kien en compte les irréversibilités du matériau.

“>Normalement un tel domaine, qui ne dépend pas de la pression
hydrostatique, ne doit pas é&tre utilisé pour le béton, mais son adoption
est légitime quand on se limite aux sollicitations biaxales en
compression.



Compression-

26

Lp]

compression

ione

Compression-tension zone Tension-tension
zone
“
Compression/% / i
: 'S
. Fracture nerfoce
- c represented by
< S ——— ’ s Crothing C, tenuon cutofl &
g -~/ ‘.
3 Ny S )
Failure
surface
-1 8 " /
2 X Ze
~fie g “ “ .
g G 0 P
Q - Fracture wirface
Initsal Subsequent o Cracking ,/: Compeension (=) represantad by 5
yield loading PO £ flag) = const :
surface surfaces 8

(a) (b) (c)

extraits de [25]

Fig. II.8. Modéle élastoplastique des Chen et Chen ([26],[27])
(a) domaines d' élasticité (initial, intermédiaires, ultimes)
(b) image uniaxiale
(c) critére d' écrasement (espace des déformations)

C ntai

Malheureusement il n'y a pas une loi "miracle™ simple et efficace pour
le béton. Chaque pas que nous faisons vers les modéles plus compliqués est
payé -parfois cher- par un alourdissement du calcul et par 1'introduction
de paramétres dont le sens physique n'est pas toujours évident.

Le choix du modéle doit é&tre dicté par un compromis d'économie et
drefficacité suivant les caractéristiques du probléme a résoudre. Ainsi
méme une loi 1linédaire élastique, combinée avec une rupture fragile
([30]1, [80]) a pu donner des résultats satisfaisants pour les structures
ou la fissuration était le phénoméne dominant qui eclipsait la réponse non
linéaire du béton.

En ce qui nous concerne, nous sommes limités aux structures en état
des contraintes plan, mais nous voulons introduire 1l'assouplissement et
les irréversibilités du matériau. Nous pensons donc qu'une loi
dlsstoplastique classique couvre les besoins de notre objectif, ayant un
colt acceptable.
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I11.3. L'adhérence acier-béton

L'adhérence acier-béton, que nous pouvons définir comme la capacité de
transfert des efforts tangentiels par l'interface des deux matériaux, est
le phénoméne qui permet au matériau composite béton armé d'exister. C'est
elle qui assure que les deux constituants forment un ensemble et
réagissent comme tel envers les sollicitations extérieures. Son rdle est
primordial dans les régions fissurées, ol l'acier doit assurer l'équilibre
de la structure par la reprise de la quasitotalité des efforts de
traction, transfert qui s'effectue par l'adhérence.

Les déformations d'une piéce fissurée sont dues a l'ouverture des
fissures et au comportement d'ensemble acier-béton entre les fissures. La
réponse, donc, d'une structure fissurée est un probléme d'adhérence.

Drautre part, si l'ensemble de l'effort d'une barre d'acier doit étre
transmis au béton sur une longueur limitée (comme c’est le cas d'une zone
d'ancrage au bout d'une poutre, ou des jonctions de barres par
recouvrement) un autre probléme d'adhérence, beaucoup plus grave, surgit,
parce que l'insuffisance de l'adhérence peut conduire a l'arrachement de
la barre et la ruine prématurée de la structure.

Ces problemes sont abordés en acceptant l'existence d'une relation
fondamentale entre contrainte d'adhérence T et glissement local acier-
béton 9, qui a été mise en évidence par de nombreuses expériences
(171, (421, (591, (601, [7s51, (821, [100D).

Pour cette loi diverses relations sont proposées, basées sur les
résultats expérimentaux ([42]1, (591, [75], [811), mais aussi des modeles
analytiques basés sur la considération des phénoménes physiques qui se
produisent autour de la barre [97] (Figure II.9).
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Fig. II.9. Loi contrainte d' adhérence-glissement local de Tassios
extrait de [98]
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Chaque probléme particulier peut é&tre résolu en intégrant la loi
locale 7 - S le long de la barre d’acier et en introduisant les conditions
aux limites appropriées. C'est ainsi qu'ont été abordés les cas de la
fissuration d'un tirant ((40], (521, (98], [99]) et des noeuds fissurés
poutres-poteaux ([42], [48], [981], [(99]). Malheureusement, cette
intégration ne peut s'effectuer que numériquement si des lois T - §
performantes mais compliquées sont utilisées. De méme, certaines relations
analytiques obtenues & 1'aide des lois simples, sont elles aussi tres
compliquées [40].

En revanche, il existe, pour la fissuration d'un tirant, une approche
semi-empirique simplifiée qui permet d'estimer la déformation moyenne,
ainsi que l'ouverture moyenne des fissures et leur espacement moyen
({441, (89]).

Considérons un tirant soumis a une traction (Figure II.10). Dés que la
résistance du béton en traction est atteinte une fissure apparait (point
A, Figure II.10). A cet endroit l'acier doit reprendre les efforts de

1erefj sgure 2°Me fjgsure +-b -
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traction supportés jusque 13 par le béton : il subit alors un saut de
contrainte, tandis que le béton se décharge complétement. Ainsi des
glissements relatifs se produisent et les containtes d'adhérence qui se
mobilisent transmettent de nouveau l'effort de traction au béton. Donc au
fur et & mesure qu'on s'éloigne de la fissure, la contrainte de l'acier
baisse, & cause des tractions reprises par le béton, pour se retrouver au-
deld d'une distance Sr, ou 1'égalité des déformations est de nouveau
établie, 3 la valeur qui correspond & la section homogénéisée non
fissurée.

A cause de cette participation du béton entre les fissures, la
déformation de l'ensemble acier-béton est plus petite que celle de l'acier
nu (effet "tension stiffening™). L'augmentation de la charge provoque la
densification des fissures et la diminution de la participation du béton.

L'approche simplifiée admet que la déformation moyenne de la pigce en
fonction de 1la contrainte de l'acier au niveau de la fissure suit une loi
hyperbolique (Figure II.11) déduite des résultats expérimentaux. La
différence entre cette courbe et la ligne droite qui correspond & l'acier
nu, représente la participation du béton.

Cette approche a été appliquée avec succeés a la fissuration des
tirants par traction directe, ou par déformations imposées ([44], [91],
(92]). Elle est aussi applicable aux poutres fléchies, oU la partie
fissurée est assimilée & un tirant, et elle constitue la base de
calcul de 1la fissuration et des déformations des piéces en béton armé du
CEB [20].

déformation
moyenne

ell o acier nu
)

Diminution de la déformation du tirant
d cause de la participation du béton

<AL
’

o st il

T
) ep——

v g
7

Em

-y
14

|

]

|

i JPE L SN,

&= S il | pininiy s niaiy il B .

= < By
|

/

. Flosure - 7o at L
° : l ' bl
€p2 €:€m EeRy € €m, e
ke | ete—————— Phase fissuree —

Fig. IT.11 Approche semi-empirique simplifiée de 1' adhérence;
relation contrainte de l'acier au niveau de la fissure-
déformation moyenne de la piéce.



30

Adhérence et EF

Nous avons déja dit que dans le cas de la schématisation "discrete"™ de
l'acier l'adhérence est introduite par des éléments spéciaux dont le
comportement est déterminé par une loi T - S que nous pouvons compliquer a
notre guise. Dans le méme contexte un élément original a été proposé
[53], qui modélise 1la barre d'acier et la gaine dégradée du béton autour
d'elle (Figure II.12).
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Boad-slip model.

The rebar ciement and the bond-slip element are connected.

Fig. II.1l2. Elément spécial de Groot et al. pour la prise en compte de 1!
adhérence; schématisation "discrete" - extrait de (53]

Plusieurs calculs par EF de la région d'ancrage d'une barre ont été
effectués en adoptant la représentation "discréte™ ([53], [73]1). Nous
tenons & souligner encore une fois que le probléme de l'extraction d'une
barre du béton, faute d'une longueur d'ancrage suffisante, et toute
défaillance d'une structure qui en résulte ne peuvent étre abordés que par
une représentation "discréte” de 1'armature combinée avec une loi T - S
appropriée.

En revanche, dans la schématisation "répartie™ nous pouvons tenir compte
de l'autre aspect de 1l'adhérence, l'effet "tension stiffening”. Ceci se
fait par la modification appropriée du comportement soit du béton, soit de
ltacier d'un élément fissuré. Ainsi certains auteurs ajoutent apres
fissuration une branche descendante, continue ou discontinue, au
comportement du bdton en traction ([161, [69], [86], Figure II.13a-d) ;
d'autres modifient 13 loi de 1l'acier ([51], Figure II.13e). Un calcul
comparatif a3 montré que les deux maniéres donnent des résultats presque
identiques, mais la deuxiéme demande moins de temps de calcul et elle est
plus facile & programmer.
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Fig. II.13. Représentation "répartie"; prise en compte de 1' adhérence
par modification de la loi du béton (a) a (d), ou de 1' acier (e)

Dans le contexte de la représentation "répartie", vers laquelle nous
nous sommes orientés, nous allons introduire l'effet "tension stiffening”
par une modification de 1la loi de l'acier, que nous allons déduire de
1'approche semi-empirique mentionnée, ce qui introduira l'influence des
paramétres tels que le pourcentage d'armature, le diametre etc.
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II.4. L'engrénement

‘La surface d'une fissure est rugueuse, constituée par des aspérités
petites et denses superposées a d'autres, beaucoup Pplus grandes et
espacées, qui sont les protubérances des granulats (Figure II.14). Le
glissement relatif des lévres de la fissure met en contact ces aspérités,
ce qui engendre d'une part l'apparition des efforts normaux et tangentiels

et d'autre part l'écartement des lévres (dilatance de la fissure).

Le phénomene de 1l'engrenement concerne les quatre grandeurs
mentionnées, mais ce n'est que récemment que le couplage entre les effets
normaux et tangentiels a recu l'attention qu'il mérite.

General and Local Roughness of Crack Faces

Fig. II.14 Profil 4' une fissure. extrait de (45]

Les expériences ({471, [101], [106]) ont mis en évidence les
paramétres primordiaux du phénoméne, notamment l'cuverture de la fissure
et la rugosité des 1levres, qui & son tour dépend de la taille des
granulats ainsi que du rappert des résistances granulats/pate.

En outre, les rédsultats expérimentaux ont montré l'importance du
phénoméne. Ainsi 1'engrénement fournit une partie considérable de la
résistance &8 l'effort tranchant d'une poutre fissurée (33 % 3 60 % selon
{471, [T 11) et des contraintes de l'ordre de 3 MPa ont été enregistrées
sur des °ssais en cisaillement direct sous sollicitations cycliques sans
atteincdr. la résistance ultime ([68], [109]).

Pour approcher 1'engrenement Bazant et Gambarova [11] proposent une
formulation totale, o0 chacune des contraintes, normale et tangentielle,
est fonction des déplacements relatifs actuels. Il s'agit de relations
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empiriques assez compliquées obtenues par le traitement de la plupart des
résultats expérimentaux actuellement disponibles. Par ailleurs, Bazant et

al. ({13], [15]) donnent une 1loi simplifiée sous forme de deux équations
découplées :

une pour les contraintes lontl =-kOptc (frottement)

et une pour les déplacements 8, =ag [|8.]+ e (dilatance)

D'autres auteurs proposent des modéles en faisant des hypothéses sur
la forme de la fissure et la nature des phénoménes qui y ont lieu. Ainsi
Fardis et Buyukozturk [45], [446] supposent que les lévres sont constituées
par une série d'arcs paraboliques aléatoires qui restent indéformables
pendant leurs déplacements mutuels et sur lesquels se superposent des
aspérités locales.

Generally observed structure of a crack plane.

Fig. II1.15. Engrénement; forme de la fissure selon
le modéle des Walraven et Reinhardt.
extrait de [106]
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Walraven et Reinhardt [106] considérent que la fissure traverse la
pate, assimilée & un matériau rigide parfaitement plastique, mais elle
suit le contour des granulats, modélisés par des sphéres rigides (Figure
I1.15). Notons que l'accord de ce modéle avec les résultats expérimentaux
est impressionnant (Figure II.16), bien qu'il ne contienne que deux
paramétres d'ajustement. Malheureusement les relations sont d'une extréme
complexité.

Engreénement et EF

La prise en compte du phénoméne dans un code d'EF dépend de la
représentation choisie des fissures. Ainsi, pour 1la schématisation
"discréte™ il suffit de choicsir un modéle & partir duquel est déterminée
la rigidité des éléments spéciaux de liaison que l'on interpose entre les
lévres de la fissure.

Pour 1la représentation "répartie™, c'est dans la loi de comportement
des éléments fissurés que 1l'on incorpore 1l'engrénement. La forme ci-
dessous reliant les incréments des contraintes et des déformations est
largement utilisée.

0O 0 ¢ Ae,pn n: la normale & la fissure
Aott 0 E Of X {Adcy, t: la tangente
ACL¢ 0 086G AYpe 0sB8=s1

Elle impose la nullité de la contrainte normale le long de la fissure
mais permet un certain transfert des contraintes tangentielles. La
rigidité tangentielle est fixée & un pourcentage du module de cisaillement
(BG), terme qui tient compte d'une facon globale, tant de 1l'engrenement
que de l'effet de goujon.

Une multitude de valeurs constantes a été utilisée pour B , allant de
zéro ([28], [78], [96]1), ce qui signifie la supression du phénoméne, a 0.6
([s51, [511, [581, [691, [87), [94]1, [951, [110]1) ; en bref on observe que
ce paramétre, bien que supposé représenter un phénoméne physique, est
utilisé plutdt comme un facteur d'ajustement avec les résultats
expérimentaux.

Drautres auteurs ([22], (8§]) introduisent une décroissance linéaire
ou hyperbolique de B avec la déformation normale a la fissure, pour tenir
ainsi compte de 1la dégrzdation de 1l'engrenement avec l'ouverture des
fissures (Figure II.17).
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engrénement avec l' ouverture des fissures - extrait de [3]

Une telle forme de loi ne peut pas contenir, & cause des termes nuls
en dehors de 1la diagonale, le couplage entre les effets normaux et
tangentiels, ce qui constitue un défaut important.

Bazant et al. ([11], (131, [15]) et Walraven et Reinhardt [108]
propocent le schéma  suivant  pour introduire ces effets dans la
formulation. Par un développement 1limité au premier ordre des relations
d'engreénement Omn = fn (6n,8+«) , One = £+ (On,0¢)

ils obtiennent

5 B = of B, = ofn
40an Ban Bat « dop avec nn ggﬁ ' nt T Fdt¢
s\ s s as I A L

nt tn tc t tn T g ¢ Ctt LYY
38, adt

Moyennant certaines hypotheses cette relation est introduite dans la loi
de comportement du matériau fissuré (Voir aussi Chapitre III.2).

Commentaires

Nous considérons que l'engrénement peut jouer un réle non négligeable
dans la réponse d'une structure en béton armé. Nous allons donc
l'introduire dans notre code d&'EF par le dernier schéma mentionné pour
aussi tenir compte des effets de couplage.
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II.5. L'effet de goujon

L'effet de goujon est 1le transfert des efforts entre deux blocs,
parallelement & leur surface de séparation, par l'intermédiaire d'une
barre qui traverse perpendiculairement cette surface (Figure II.18). Le
phénoméne a été étudié initialement 3 propos des joints des chaussées en
béton, ol la collaboration des parties voisines est assurée par goujons.
Pour le cas d'une structure fissurée en béton armé il s'agit des armatures
qui traversent une fissure. .

L 'approche de base est le modeéle d'une poutre (1la barre d'acier) qui
repose sur une fondation -lastique (le béton) assimilée a une série de
ressorts linéa s indépendants ; la relation linéaire effort-déplacement
tangentiel qui :n résulte est obtenue par Friberg et ses prévisions
concordent bien avec les résultats expérimentaux pour la phase linéaire du
phénoméne [108].

Cette phase se termine :

- 50it par séparation du béton au niveau de la barre si l'enrobage est
petit par rapport au diamétre de la barre ; ce qui arrive d'habitude a
1'armature principale des poutres courantes (figure II1.19),

- s0it par écrasement du béton sous la barre et/ou plastification de la
barre ; ce qui peut arriver quand les barres sont assez loin des
frontiéres de la structure (Figure II.20).

Pour chacun de ces cas la suite du comportement est différent, ce qui
a été aussi confirmé par les expériences ([7], [47], [62]). Il existe des
formulations pour la phase non linéaire de chaque type de réponse qui
sont, plus ou moins, compliquées ([39], [61], [104]).

Drautre part, les expériences ont montré que l'effet de goujon n'est
pas trés important, au moins pour les structures courantes [47]. Il est
ainsi justifié d'adopter 1le meodele simple de la poutre sur sol élastique
pour les calculs globaux des structures ([48], [106], [108]) ; choix pour
lequel nous optons.

L'introduction de 1l'effet de goujon dans le calcul par EF se fait de
la méme maniere que pour l'engrénement selon la représentation choisie des
fissures et des armatures.
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Résultante des actions de la barre sur le
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Fig. II.18 Effet de goujon
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plastification de la barre.
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Les premiéres applications des EF au calcul d'une structure en béton
armé datent de la fin des années 1960 ([801, [81]) ; depuis, une énorme
quantité de travaux est apparue dans la littérature. Cet essort s'explique
d'une part par l'intérét du sujet et d'autre part par le nombre et la
complexité des facteurs & prendre en compte ainsi que les diverses
approches proposées pour chacun.

Comme tels facteurs on entend non seulement ceux développés le long de
ce chapitre (loi du béton, adhérence, engrénement, goujon), mais aussi
ceux exclus par nos hypothéses générales (non-linéarité géométrique,
fluage, température etce).

Aujourd'hui une bonne partie de ces travaux gardent, au moins
partiellement, leur originalité, chacun proposant une meilleure
modélisation par rapport aux autres d'un phénoméne particulier, ou une
formulation plus simple et économique. Cecl parce que suivant le type de
structure et le chargement auquel elle est soumise, le poids de chaque
phénoméne est différent ; on peut alors réduire le niveau d'approximation
de certains d'entre eux, ou méme les négliger, tout en suivant la réponse
de la structure avec fidélité ; il va de soi que chaque simplification
bien choisie nous permet des économies importantes tant dans la conception
que dans 1'exécution du programme. En revanche, il y a des cas ol nous ne
pouvons pas négliger un facteur sans appauvrir considérablement le niveau
d'analyse. Par exemple :

- pour un tirant en traction, la loi de comportement du béton peut étre
trés simple sans influencer les résultats ; ce qui s'est avéré aussi
acceptable pour des structures de forme plus complexe (poutres, plaques,
coques) dont la réponse est dictée par la fissuration du béton et la
plastification de lracier ([2], [22]1). En revanche, nous avons intérét a.
modéliser en détail 1'adhérence acier-béton [54].

- Pour une structure en état des contraintes complexe, ou la compression
domine, l'introduction dr'une loi de béton trés sophistiquée est tout-a-
fait justifide. C'est le cas des enceintes de réacteurs en béton
précontraint [{70], ou des réservoirs sous-marins a srande profondeur
[29]1, ou autres constructions industrielles [19]. Pour ce type de
structures les effets de fluage, de la température et de leur couplage
ont une grande importance et doivent étre pris en compte ([1], [19]).

- Pour les structures a grand élancement, les non-linéarités géométr:. .a2s
peuvent jouer un réle non négligeable autour des sollicitations ultimes
(2], [291, [94]).
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- Enfin pour les structures soumises & un choc les termes d'inertie sont
pris en compte, mais aussi l'influence du facteur "temps" (vitesse de
sollicitation) sur la loi du béton [94].

Pour conclure on peut dire que la complexité du calcul par EF des
structures en béton armé dans sa généralité incite & des hypotheses
simplificatrices, que nous devons choisir minutieusement, en fonction de
la forme de la structure et de son chargement.

Nous croyons que l'étude des travaux de recherche précédents justifie,
par rapport a 1l'objectif que nous nous sommes posés, nos hypothéses
générales, c'est-a-dire les facteurs retenus.

Drautre part, elle nous a guidé pour nos choix sur la modélisation de
chaque facteur ; choix que nous avons mentionné succinctement et que nous
allons développer dans le chapitre suivant.
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CHAPITRE IIT - PRESENTATION CENERALE DE LA DEMARCHE

Dans ce chapitre nous allons exposer les modéles choisis pour chacun
des phénoménes énumérés au chapitre 1.3 ainsi que leur prise en compte au
niveau élémentaire.

Ensuite nous présentons la considération de la premiére fissuration

d'un élément pou finir avec 1la description de la stratégie de
résolution.
II1.1. Choix préliminaires con t 'élément fini

représen ion de issur e

Nous avons choisi 1'élément bidimentionnel le plus simple, c'est-a-
dire le triangle 2 trois noeuds avec deux degrés de liberté par noeud qui
sont ses déplacements U et V suivant les deux axes (x et y). La variation
des déplecements & 1l'intérieur de 1'élément est linéaire (fonctions
d'interpolation linéaires) et par conséquent 1l'état des déformations (et
des contraintes aussi) est constant. Il est vrai qu'il s‘agit de l'élément
le plus "pauvre” et son utilisation peut paraitre "démodée™ mais nous
l'avons adopté 3 cause de sa2 simplicité.

Pour les fissures et 1l'armature nous retenons la représentation
"répartie”. Par conséquent, il n'y a pas de fissures mais des éléments
fissurés, chacun d'eux étant considéré comme traversé par une série de
fissures paralleles dfespacement S et d'inclinaison 6 (Figure III.1).
L'espacement peut diminuer en fonction des déformations actuelles
{densification des fissures) jusqu'a une valeur minimale (stabilisation
des fissures). L'inclinaison € est déterminée par les déformations a
l'instant de 1la fissuration de 1'élément et reste fixe par la suite.
L'instant de la fissuration est déterminé & son tour par un critere
portant sur les contraintes (voir chapitre III.3.1).

Fig.III.l. EZlément fissurs
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En ce qui concerne les armatures on considére qu'un groupe de barres
d'orientation ¢ équivaut & une tranche dracier dans 1'élément
d'épaisseur P*'t (P étant le pourcentage des armatures et t l'épaisseur de
1'élément) qui a une rigidité exclusivement uniaxiale suivant la direction
des barres (Figure III.2).

barres

loi de la Ox’x’ E, (o} 0 €x’x’
couche cy’y' =10 o} 0 |x EY’Y'
repére x'y’ O’y’ 0O 0 @ Yx’y’

Fig. III.2. Représentation de 1' acier

Evidemment ces choix entrainent les avantages et les désavantages de
la représentation "répartie™ mentionnés au chapitre II.1. Nous croyons que
la possibilité d'effectuer toute la résolution sans modifier le maillage
est insurpassable et compense largement le manque d'information sur les
déplacements relatifs des fissures qui de toute facon auraient été
calculés sur un schéma de fissuration discutable, en cas d'utilisation de
la représentation "discréte™.

La représentation "répartie” des armatures nous dispense de
l'utilisation des éléments spéciaux de liaison pour 1'adhérence ; en
revanche i1 n'y a que l'aspect "tension stiffening™ de ce phénoméne qui
est pris en compte et méme d'une fagon globale. Ainsi les situations comme
l'ancrage des barres ou la rupture d'adhérence nous échappent, ce qui
constitue un défaut plus grand mais inhérent a la formulation choisie.

Cette approche nous permet une certaine liberté du maillage par
rapport & la disposition de l'armature, bien qu'il soit préférable, pour
une meilleure représentativité des résultats, de tenir compte de sa
présence quand on "découpe™ notre structure : mailler par exemple d'une
telle fagon que le principe de la répartition uniforme des barres dans un
élément armé, utilisé dans la modélisation, soit proche de la réalité ; ou
encore mettre une bande d'éléments autour d'une barre qui ne dépasse pas
sa section d'influence (selon 1le code-modéle du CEB la section du béton
autour d'une barre qui collabore avee elle en traction se limite a un
carré de c6té quinze fois son diametre).
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IIT.2. L'établissement de la loi incrémentale du matérigu "composite”

Notre but est d'établir la loi de comportement incrémentale de
1'élément "composite™ acier-béton qui peut contenir des fissures et/ou de
la plastification des matériaux.

Par loi incrémentale, on entend ici l'ensemble de relations qui permet
l'évaluation de 1la variation des contraintes, provoquée dans chaque
matériau par la variation des déformations de 1'élément, calculée a partir
des variables nodales. Ces relations peuvent aussi fournir, apreés
multiplication par les fonctions appropriées et intégration dans les sous-
domaines appropriés de l1'élément, la rigidité -au sens des éléments finis-
de l'élément composite.

Quand une liaison parfaite est assurée entre l'acier et le béton,
c'est-a-dire quand ce dernier est intégre, les déformations des deux
matériaux sont identiques et égales aux déformations de l'élément. Dans ce
cas trivial 11 suffit alors drutiliser 1les lois propres a chacun des
matériaux et la rigidité de 1'élément composite est tout simplement la
superposition des rigidités des deux constituants. Ceci est valable tant
pour la phase élastique 1linéaire des matériaux, les matrices des lois
étant alors constantes, que pour leur éventuelle phase non-linéaire ou
nous utiliserons les matrices tangentes, déduites de la loi choisie pour
chaque matériau, qui dépendent maintengnt de l’état actuel des contraintes
de chacun.

Le probléeme se complique quand le béton est déja fissuré. Nous
cherchons alors le comportement de 1l'élément "composite"™ armé uniformément
et traversé par des fissures paralleéles d'espacement S. C'est ici que nous
allons introduire 1'adhérence (plus précisément lreffet "tension
stiffening™), l'engrénement et l'effet de goujon. Afin de ne pas troubler
la présentation nous supposons que les modéles particuliers des phénoménes
ci-dessus ainsi qu'une loi de comportement du béton sont déja choisis ;
nous les exposerons d'ailleurs dans le sous-chapitre suivant.

Nous faisons les hypothéses préliminaires suivantes : (Figure III.3)

(3) Nous décomposons l'intéraction acier-béton en deux : la partie suivant
la direction de 1l'armature qui sera incorporée au comportement de
l'acier et la partie transversale introduite par l'effet de goujon.
Nous tenons ainsi compte de l'adhérence ("tension stiffening™) par une
modification appropriée de la loi de comportement de l'acier.

(b) Nous négligeons l'influence des contraintes d'adhérence -plus ou moins
autoéquilibrées- qui se développent sur l'interface béton-barre sur
1'état des contraintes de la bande du béton.
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(c) Nous remplagons les pressions exercées par la barre (goujon) &
l'intérieur de la bande du béton par leur résultante que nous
considérons ensuite répartie sur toute la facette de lévre
correspondant & la fissure. La barre étant en général inclinée par
rapport a8 la fissure et la résultante étant normale & la direction de
la barre, sa répartition donnera des contraintes tangentielles et
normales sur la levre de la fissure. Des contraintes du méme type vy
sont aussi présentes 3 cause de l'engrénement.

/

engrenement

contraintes effet de goujon

d!' adhérence repartxe)
engrénement
—
~= | - - | -
T 7 R A
fissure

barre N .

Fig. III.3 Efforts sur une "bande" de béton dans une
région fissurée

Nous faisons les hypothéses de base suivantes :

(i) les 1incréments des déformations de 1l'acier sont identiques aux
incréments des déformations totales de 1'élém -t ({del.

(ii) Ces 'derniers sont décomposés en deux parties : 1'une due aux
fissures, {de®}, 1l'autre due a la sollicitation de la bande du béton

intégre entre les fissures (de®}.
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(iii) La variation de 1'état des contraintes dans la bande du béton est
telle que le vecteur contrainte qui lui correspond sur la facette de
la fissure scit égal & la variation des contraintes provoquée par
l'engrenement et l'effet de goujon.

Ces hypothéses sont équivalentes a 1'adoption pour l'élément armé-
fissuré du modele rhéologique de la Figure III.4 qui est constitué par
deux branches liées en paralléle : 1'acier modifié par 1l'adhérence et
l'ensemble fissure-bande intégre du béton, liées en série. La fissure 3
son tour se compose de 1l'engrénement et de l'effet de goujon liés en
parallele.

rﬁ 4
| 1
EFFET
ENGRENEMENT DE
GOUJON {aef} ACIER
l | +
£ g
{ac™} {ac”} collaboration
[ 4] du béton {ge}
| tendu
(adhérence)
BETON INTEGRE
(entre les fissures) |
l (¢} .
o {ac”}
{ao™} l
L (]

Fig. III.4 Modéle rhéologique pour 1' élément armé-fissuré

Dans le repére de la fissure nt soient (do®) et {de®} les variations
des contraintes et des déformations dans la bande du béton, liées entre
elles par la loi de comportement du béton

b b
d9nn Di1 D1z Dig deqn
- b
do?t = DZI D22 D23 X dEtt (III.Z.l)
b b
done D31 D32 Diy dYpne
et {dof} , (dc®} les wvariations des contraintes sur la facette de la

fissure, qui n'cnt gue deux composantes, mcbilisées par 1'engrénement et
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l'effet de goujon & cause d'une variation des déplacements relatifs des
levres dépn et déne

La lol de l'engrénement donne

£ _
donn Bnn BntT dd
P X (III1.2.2)
d0ne ) Btn Bttd dépe

et de lreffet de goujon

g - -
dcnn Gnn Gnt *énn

g \~ " (II1.2.3)
d0ne )] LGen Grel ¥nt

Ces relations peuvent é&tre obtenues & partir des modéles de
l'engrénement et de 1l'effet de goujon par un développement limité au

premier ordre en utilisant en plus pour l'effet de goujon la supposition
préliminaire (c).

La somme des deux phénoménes, vue leur liaison en parallele, donne :

f+g

Sle Hon  Hne 5 dénn (III.2.4)
f+g -
d0n¢ Hep  Hee aé, e

BVGC Hnn = Bnn + Gnn ' Hnt = Bnt * Gnt etC

Soient enfin les déformations dues aux fissures ({«°)

£ £
€nn €nn
tef) £ 1= £ &tant forcément null
€l =)ece(=40 €rr 6tant forcément nulle
£ £
Ynt Ynt
£ £ .
avec S . =s(e)€, s Opp = S(E)Ype (III.2.5) (Fig. III.5)
Isnn ‘t-ln -2

|6 B l Fi1g III.S. Déplacements relatifs
W —— s =T~ des lévres des fissures
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l'espacement S(e) est en général fonction de l1'état des déformations,

dépendance qui sera fournie par le modéle de l'adhérence et les variations
{de*}

£ £
deqn denn
(e} = F 1= ael itant i null
f f
dYnt dYnt

L'hypothése (i) et 1la 1loi de 1l'acier modifiée par 1'adhérence
permettent de calculer la variation de la contrainte uniaxiale de l'acier
do* provoquée par la variation des déformations totales de l'élément {de].

Les hypothéses (ii) et (iii) signifient respectivement

b £
denn denn dsnn
b £
de = (de + (de
£t ;t Zt (III.2.6)
dYnt dYnt dYnt
R £
d'ou d€yy = ds? parce que de..
+f b +£ b
et ac?™t = do.. ., dod.T = do,, (111.2.7)

Par différentiation des (I1I1.2.5) les variations des déplacements relatifs

sont : ‘ c
dd . =8 *de.. +dS - ¢
nn nn nn (I11I1.2.8)

ddpe

£ £
S tdvge * 98 - vy

l'espacement S est donné en fonction de €a~n Par le modele de 1'adhérence
bssé sur 1'analyse d'un tirant en traction (voir rel III.3.26) ; on admet
que dans ce cas €nn et ef,.. sont interchangeables, c'est-a-dire :

£
S(gng) = Slen,)

et ds =5 - degn , S' étant la dérivée de S par rapport a efnn

et (III.2.8) deviennent aé

odef eef ogef
nn = Sed€py + S'e€pnedeq,

(I11.2.9)

eayf ovf o
ddnt S dYnt + S Ynt degn



. . b b b (II1.2.11)
CendEnn + CetdYpe = DP31dE€pg + Dizdeey + Dasdyge
et tenant compte des (III.2.6)
] b
Chn ~Di2  Cpt d€pp D11*Chp O Di3*Cpe d€nn
p [ (111.2.12)
0 1 0 X dg:t = 0 1 0 x dstt
e
Cin D3z Cex afne D31*Cep O Dy3*+Con e
La matrice du deuxieme membre n'‘étant pas, en général, .inguliére
-] -
dEnn Dy 1+Cnn 0 D, 3+Cnt Cnn -Dia Cnt dEnn
degt = 0 1 0 x| o 1 0 | X {de,., (II1.2.13)
b
d¥ne Da1¥Cen O Daa*Cee [Ctn D3z Cee] \dVpne
et en multipliant & gauche par (D] nous obtenons
/ - - ——1 - -
donn D11 Dyz Dis 011+Cnn 0 D, 3+Cnt Cnn -Di2 Cnt dEnn
b SN
dott = D21 Dzz 023 X 0 1 0 X 0 1 0 X dEtt (III.z.L'-!
b -
dCphe D31 Di3 D33_ lI_D:g]_*(:t._n 0 D33+CttJ [ -=n -Dj32 Ctt_ dYnt
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que nous introduisons dans III.2.4 pour obtenir :

f+g £
donn Cnn Cnt dsnn
= X (III1.2.10)
f+g £
dont Ctn Ctt dYnt
= S +s7oi el o+ H yE) = S
avec Chn = S°Hpp S *(Hpn€nn ntYnt! ¢ Cat = S*Hpt
, f f
Cen = S*Hgp + S *(Hep€pp + HeeYpe) o0 Cpy = SeHey

Les (III.2.7) en substituant les do®Pn., , doPne Ppar (III.2.1) et

doftg , dofig par (III.2.10) deviennent :

£ £ b b b
Cand€nn * CntdYnr = P11d€qpy + Dy2depy + Dyadyne




49

ous donne la matrice Tangenie Qul lie Les inc

n aments ces contraintes
du béton avec les incréments des céformations ce 178l

r
‘élément.

Nous rappelons que la relation analogue pour l'acler a é1té céjia obranue
par l'hypothese (i), donc 1a lol incrémentale de 1'élément "composite” est
complaztement ciérerminée.

La medélisation présentée contient le couplage des effets normaux et
tangantiels pour l'engrénement et 1'effet de goujon. Zlle édtait déja
arcpesée par  Hazant et al [131, [15] et reprise par Walraven ot Reinhardrt
1047, mais blen qu'ils en aient conseillé l'application aux siéments
Zinis, nous n'avons rfas vue, Jusqu 3 présent, d'aigorithme basé sur e.:2
De plus, dans leur formulation, le passage, a l'aida de .'espacemant,

s déplacements relatifs de .a fissure {dd}! =t

entre varizstizns ce

ineréments des déformations dues a la fissure (def}! ntest valabie cue

Pour un  espacement 2o onstant. La version exposée c1-cessus tient compte Ze
'espacemant, ce qui, en principe, constitue une amélioration.

III.3. Choix des modéles particuliers - Premiére fissuration d'un élément
I11.3.1. Lol de comportement du béton

Dés le début, le comportement cu béton ne se posait pas comme une
question cantrale de notre travail, qui était surtout orientd vers .es
2ifats de l1a fissuration. Il n'étalt alors pas question d'2laborer une
ncuvelle 1ol Cce COﬂHOPtENGHt cdu béton, ni méme d'adopter les formulations
_es plus sophistiquées (par exempie endochreonique). Notre choix devalt se
faire marmi les lois reiativement simples, élastoplastiques cu non

lindaires élasticues pour tenir tout de méme compte du comportement ncn
linézire cu Séton an compression.
Nous avors choisi  le cadre de "élastoplasticité classique avec
I

dcroulissage, qui couvre d'une certai“e maniére le déchargemet, et nous
avons élaboré un nouveau modéie assez sinple.

On peut 5"nterroger sur la validité physique ce l'édlast p;asticité
qui etalt appliquée au béton par analogie avec les métaux. Pour cas
gerniers eilla se justifie aujourd'huil au niveau microscopique, ce quil
n'est rpas du *out la2 cas pour le béton. S'agit-il, alors, d'une approche
semi-empirique dissimulée sous l'apparence "respectable™ des fonctions ce
charge et des lois d'écoulement 7 Méme si c'est le cas, elle est de toute
acon ure approximatich beaucoup plus fine st cohérente de point de vwue

D‘h(
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théorique que 1la plupart des lois élastiques non linéaires "intuitives™
qul parfois se basent sur des considérations douteuses ou font une
utilisation abusive de fonctions compliquées pour retrouver les résultats
expérimentaux. Par rapport aux lois hyper ou hypoélastiques qui
proviennent d'une formulation rigoureuse, 1l'élastoplasticité est aussi
(sinon plus) simple et efficace sans contenir leurs petites ambiguités.

L'idée générale est que le béton est élastique-fragile en traction et
élastoplastique écrouissable en compression. Nous adoptons une surface de
charge qui évolue homothétiquement (écrouissage isotrope) et sa position
ultime constitue aussi le critére d'écrasement du béton ; c'est-a-dire
tout élément dont l'état de contraintes atteint cette surface est
considéré comme completement ruiné et les contraintes y tombent a zéro.

Les surfaces successives de plastification sont bornées dans les
régions traction et compression-traction par une surface immobile -seuil
de fissuration ; dés que l'état des contraintes d'un élément touche cette
surface, ayant subi peut &tre déja des déformations plastiques, nous
considérons que des macrofissures se forment tout en laissant une capacité

2

de résistance a la région du béton entre elles.

Cette modélisation répond aux préoccupations suivantes : primo
distinguer les deux types différents (fissuration et écrasement) de
rupture du béton qui sont observés expérimentalement, chacun signifiant
une autre suite de la réponse de l'élément ; deuxio dissocier les effets
de traction et compression. Ainsi, ce sont les sollicitations a
prédominance compressive qui peuvent faire évoluer 1le domaine actuel
d'élasticité et la fissuration peut survenir sans que ce méme domaine soit
entrainé a3 sa position ultime, qui signifierait un comportement linéaire
jusqu'a la ruine sous une sollicitation compressive de 1'élément fissuré.

Pour fixer 1les idées sur les points mentiomnés ci-dessus considérons
quelques trajets des sollicitations biaxiaux dans l'espace des contraintes
principales (Figure 1III.é). Les chemins O0A, et O0Ba aboutiront a la
fissuration de 1'élément, qu'il ait subi (partie B,Ba) ou non (0A,) des
déformations plastiques. Par la suite la bande du béton entre les fissures
peut avoir un comportement élastique (parties BaBs , A,Al) ou
glastoplastique (parties BiB. , Al23d3) et elle peut, éventuellement,
arriver a l'écrasement complet (points B. , Aa). Pour les chemins 0C+Ca,
ol la compression domine, 1'élément sera plastifié d'abord et écrasé
ensuite sans qu'une fissuration apparaisse.
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S

Critére de fissuration T
1

Domaine initial
d*' élasticité

Domaine actuel
d’' élasticité

Domaine ultime
surface d' écrasement

Fig. III.6. Traiets de sollicitation et
comportements correspondants

Pour 1le domaine actuel d'élasticité nous avons choisi une fonction de
type Drucker-Prager de la forme :

_ &7 + 01y
£.(k)

F

- 1=0 (III.3.1)

qui dépend du deuxi®me invariant du déviateur des contraintes J, et du
premier invariant du tenseur des contraintes I,. L'expérience a montré que
la dépendance de la fonction de charge en Ja,I+ donne des résultats assez
satisfisants et de plus une telle forme simplifie beaucoup les calculs.

Deux points-états des contraintes suffisent pour déterminer les
constantes C et D. Ce sont les points de compression simple f. et de
compression biaxiale fwe. Vue 1l'homothétie des domaines successifs le
rapport U = f,o./fs reste constant tout au long de 1'évolution du domaine,

ce qui donne :

c=3w -1 , p=H-1 (III.3.2)

u u
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Pour 1 nous adoptons la valeur 1.16 provenant des résultats expérimentaux
de Kupfer [63],[65].

Ainsi un seul paramétre suffit pour la définition de chaque domaine.
Ce paramétre, fa(k), est 1l'intersection de ce domaine avec l'axe de
compression simple et 1l dépend de 1'état d'écrouissage du matériau.
L'écrouissage étant isotrope son état est déterminé par un seul parametre
scalaire k défini comme 1'intégrale du travail plastique sur le chemin de

sollicitation

ax = o35defy .k = fo; jaeT; (II1.3.3)

Pour le domaine d'élasticité initial nous avons choisi fo(k=0) = 0,4f.
et le domaine ultime est obtenu, évidemment, pour fo(k) = fo ; fo est la
résistance du béton en compression simple.

Aprés une premiére comparaison avec les données expérimentales nous
avons abandonné la regle de normalité et adopté un potentiel plastique G
de type Drucker-Prager, mais différent de la fonction de charge (loi non
associée).

G=0al, +vJ; - K (III.3.4)

La décomposition de la variation des déformations en une partie
élastique et une partie plastique

de;y = degg + deby (III.3.5a)
la loi d'écoulement
aef; = X %6 (III.3.5b)
la condition de consistence
dfF = oF dcij + EE dk =0 (III.3.5¢)
aOij ok

avec la définition du paraméetre d'écrouissage dk = oijdeﬁj nous
permettent d'obtenir la loi élastoplastique du matériau

{dc} = [Dp®P] {de} ou {ael} = [D‘*P]'1 {dc} (III.3.6)

ORGE

eoy _ ey (o2l (g} (A)T (0% [0%°)7h = [0°17F + L
[D ] = [D ] - (F}T [De] (g} et h

(IZT.Z.7
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{G}] et {F) étant les représentations vectorielles des tenseurs

3G =G5-- + 1 5. . et oF = 1 (D(S + C S. )
aoij 1) 2/3; 13 aoij fc(k) ] Z;Jz +J

les vecteurs

c'est-a-dire

1 1 C
A+ ——-5354 (D + ——s,)
2/, f£.(k) PR
{cg} ={a+ L_s,, et {F} = 1 0+ _C_s,,) (I1I1.3.8)
2/3; £ (k) 23,
1 1 « C
7—-512 S12
J2 fc(k) ;Jz
[D*] la matrice de la loi de comportement élastique du matériau
£ .(k T df _(k
et nh=_21 S nTig o 1 9 )<a11 +vV3,) (III.3.9)
£-(k) dk f(k)  dk

évidemment ces relations sont valables seulement s'il y a charge c'est-3-
dire si les variations des contraintes do.y & partir d'un état 0.4 sont
telles que
Flo k) =0 et SE 40,5 >0
i YIRS
13

Pour 1le coefficient « du potentiel nous adoptons la variation de la
Figure III.7 en se basant sur les résultats expérimentaux de Kupfer [63].
Il est aussi révélé que la variation du paramétre f.(k) avec k n'est pas
unique pour divers états de sollicitation et nous avons introduit cette
dépendance par la relation incrémentale

2.
af (k) | £l e
dk (k+C*£.)32

(III.3.10)

e et ¢ sont des paramétres qui dépendent de l1'état des contraintes par la
variable 1./7J2 (Figure I1III.8).

~0.2}eeecannn

Fig. III.7. Variation du coefficient g
du potent:el plastique G
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Fig. III.8. Variation des coefficients e et c de

[}
L]

-1.8750504 X 10"
-2.2039017 % 10~
= 3.4947322 x 107"
= 1,0437809 x 10"

-1.1938446 X 107"
-1.4032243 X 10"
= 2,225096 x 10
= 0.6645752 x 10°*

la relation IIT.3.10

L'accord entre les prévisions du modéle et les résultats expérimentaux
de Kupfer est plutét satisfaisant ¢7? (Figure II1I.9). Les approximations

des o et df.(k) seront considérées comme valables pour tous les hétons dk

dk
étant donné le manque de données plus précises.

=01
B
LA S N . . s " +
€3 Lt 1.2 Ll
_ - \‘ 7 2 ,)/ . S
-;M_.-. — . \\ 71 V/"q"\ \\
- £ T ' > \ €
3 . N\ ] .‘n} . 1
DR { Z \
1.0f Q7 € €,
€2 €, €,
expériernces .
0,/0, Kuﬁf%r modele
i ({e3],[esh
“1/0 e eeeees
-1/-1 -— cm— — oo oca
-1/-0.52 —_———— e
5_1152 €3
3 2 1 0 -1 -2 -3x10 "3

Fig. III.9. Loi de comportement du béton :

prévisiocns du modéle

et comparaison avec les résultats expérimentaux

1> pe fagon stricte ceci ne montre que la capacité du modele de retrouver

les résultats qui

lui

ont fourni ses paramétres mais nous admettons

qu'une réponse raisonnable sera obtenue pour les autres sollicitations
biaxiales.
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En ce qui concerne la surface de fissuration nous avons adopté le

S

critére de rupture a quatre paramétres proposé par Ottosen [84]

Y I
ad2 o2 4 bt o1 =0 (III.3.11.)
fcz fc fc
avec A = kjcos[lcos t(k,cos36)] pour cos3f 2 0
3
A = kycos[T - lecos™l(-k,cos38)] pour cos38 s 0
3 3
et C0536 = ﬂ'i J3 = lsijs ksk
J 1
2 ,1.5 3

Pour obtenir une rupture par écrasement, comme il est indiqué par les
expériences [65], en compression-traction quand 1la traction est faible
(inférieure & 1/15 de la compression) nous avons modifié la surface de
fissuration sans trop s'éloigner des points expérimentaux dans la région
ol le critére de fissuration est actif (Figure III.10). Sur la méme figure
nous avons aussi tracé le domaine initial d'élasticité et la surface

d'écrasement, identique au domaine final, ainsi que les résultats de
Kupfer.

s
m Q
.Ir‘

Critére de fissuration
"Qttosen” modifié

a

Critére

"Ottosen” -
z——,—_—fo-——‘-_-w—ﬁ -

-

.

YDomaine initial
/ d' élasticité

.'/..

Domaine ultime
surface 4! //
écrasement ’/,'

0 Expérience Kupfer

e (631, [es])
-'/

Fig. III.10. L2i de comportement du béton : Critére de
fissuration et surfaces 4' élasticité adoptées



56

III.3.2. Engrénement

Parmi les formulations proposées dans la littérature pour le phénoméne
de l'egrénement nous en avons choisi une, assez simple et convenable, que
nous allons utiliser telle quelle. Il s'agit des relations proposées par
Walraven et Reinhardt [106] en 1981, obtenues par lissage & partir de leur
résultats expérimentaux

loe| = ~£c/30 + [Lelénnl—o,8+(0,234|5nn|-o.7o7_o’20)fc].]5nt| (III.3.12a)
|0,n| = -£2720 +[1,35]8,,| " ¥63+(0,191|8,,]707332-0,15)£ ][ 6 | (III.3.12b)
One et Onn étant les contraintes (tangentielle et normale

respectivement) sur la facette de la fissure en MPs

6ne et Onn les déplacements relatifs des levres de 1la {fissure
(tangentiel et normal) en mm et

fo la résistance du béton en compression simple en MPa.
Les relations (II.3.12 a,b) sont linéaires en &.. et elles ne passent

pas par l'origine ; leur comparaison avec les résultats expérimentaux est
donnée a la Figure III.11.

weimm 2 -3 4

Wsa.lmm 2 3 N

f 3104 N/imm?
toslé Nimmd

0,3 176 N/mm?
a2 1.7 N/mm?

?

fee = 56.1 H/mm! Fig. III.ll. Engrénement : modéle
oo 18 Nimms simplifié de Walraven et
Reinhardt (rel, III.3.12 ab),
Comparaison avec les valeurs
expérimentales

extraits de [106]
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Soient &h+ les déplacements qui correspondent 3 One OU Onn Nulle ; on
admet que pour l'intervalle 0 € B8nc $ B8nc 165 One OU Onn sont
respectivement nulles. On peut interpréter ces &n« , qui dépendent de
l'ouverture de la fissure 8.~ et augmentent avec elle, comme les
déplacements tangentiels minimals exigés pour que les aspérités se mettent
en contact et que l'engrznement apparaisse.

Les relations (II.3.12 a,b) nous donnent la grandeur des contraintes H
il faut aussi préciser leur signe selon la convention habituelle. On
constate (Figure 1III.12) que Onn est toujours négative et .« suit le
signe du déplacement relatif 8n+.

Ont>0 Onn <0 Ont <0 O <0
P - } 1
- ’ -
S Sa8 Adi. T
P J S0 b -' 8,1 <0
A - -+ nt 1 nt
------- ce-e - - (-~
' L_ -j b a_lj A’ toujours $qn>0
e, :
n C

Fig.ITI.12. Engrénement: signe des contraintes
en fonction du signe du déplacement relatif

Ainsi les contraintes sont complétement déterminédes ; nous les avons
tracées (Figure III.13) pour un J8.n constant en indiquant aussi les
modifications &8 porter sur les relations (III.3.12 a,b) suivant les
intervalles de 8. Pour respecter la convention de signes.

g + ag *
cth . nnj
. One = C‘r+T(6nn) 6nt Gnp = Cg*l(S, )6,
rel.(III.3.12a) /’ rel.(IIT.3.12b)
/
/
/
I /
cl'/‘I'(<5l.“.,) bne Sne S/T(8yn) / E"t
- ne - k4
-c‘r/ﬂdnn) =S ~
-‘S/Z(Gnn)
Oqe = “Cr*T(84n) "85 Cnn ® Cs*l8an) *6ne | 9ng = “Cg~I(8pn) e

Fig. III.13. Engrénement: Prisa en compte du signe des contraintes
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Nous pouvons donc obtenir par différentiation, toutes précautions
prises, les relations incrémentales de 1l'engrénement de la forme (III.2.2)
et les utiliser ensuite a 1'établissement du comportement incrémental du
matériau fissuré décrit au paragraphe III.2. En réalité on se passe méme
de cette étape, parce que nous ne calculons pas la rigidité tangente d'un
élément ; la différece des contraintes entre deux états des déplacements,
dont nous avons besoin, se calcule directement par (III.3.12 a,b)
modifiées selon la Figure III.13.

111.3.3. Effet de goujon

Soit une barre d'acier qui traverse perpendiculairement une fissure
(Figure III.14). L'effort exercé sur le béton a cause d'un déplacement
relatif des léevres AB est

e = 1282EI A
XY © 12+12BL+6B°L2+B°L3 1B (III.3.13)
avec B8 = DG% V4 ou e coefficient de fondation du béton
4Eg
Es module d'Young de l'acier
v s - D%
I mement d'inertie de la barre = =
D diametre de la barre
b4
fissure
(, xY
4 )
S e Y L
J‘ I'4
A A vﬁ B B’
* L o

Fig. III.14, Effet de goujon

Cette relation est obtenue en cosidérant la partie AB, comprise entre
les facettes de 1la fissure, comme une poutre élastiquement encastrée, et
les parties AA' et BB' qui sont enfoncées dans le béton, comme des poutres
qui reposent sur un sol élastique, ce qui fournit les coefficients
d'encastrement élastique. Cette modélisation est proche de la réalité tant
que la barre n'est pas plastifiée et que le béton n'éclate pas le long de
la barre ni ne s'écrase sous la barre.
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Si on néglige 1l'influence de la travée "libre™ L de la barre, étant
petite en soi ( =1 mm) mais aussi par rapport au diamétre D ( 210+20 mm),
la relation (III.3.13) se simplifie en :

Fyy = B2EgI*8sp (II1.3.14)
qgue nous écrivons
FXX 0 0 6'}'KX
= B3EI - x (I11.3.15)
Fyy 0 1 Sxy

parce que pour l'effet de goujon on ne tient compte que de la rigidité
transversale de 1la barre, 1l'effet axial étant pris en compte séparément
avec l'acier (Figure III.4 et supposition préliminaire (a) Chap. III.2).

Pour le cas général ol la barre est inclinée par rapport a la fissure
(Figure III.15) la relation (III.3.15) transformée dans le repére nt de la
fissure devient

F sin2¢ sin¢ecosd 8
nn
= B3£I [ x{ 0 (111,316
Fae sing¢ecosd cos ¢ Snt
7
- x

axe de la
barre

Fig.III.15. Effet de goujon

I1 ne reste qu'ad répartir sur la facette de la fissure les efforts
Fam. Fne qQui ne sont autres que les résultantes des pressions que la barre
exerce 3 l'intérieur du béton (supposition préliminaire (¢), chap.IIIl.2.).

La surface de la facette de la fissure AL, sur laquelle l'effet d'une
barre doit étre réparti, est calculée & partir du pourcentage d'armature O
et du diamétre de la barre D (Figure III.16).

,
e..Ae

— A‘e = ™02+ af = _TDZ
A°b A

b
4c0sd 4pcosd

[2)
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= € et en tenant compte de I= mod nous obtenons
Ap P 64
Onng 83E_D2pcost sin2¢ sin$*cosd 6nn
=S X (II1.3.17)
Oned 16 sind*cosd cos2¢ Sne
- lévre de la fissure
_
-
7
~
l‘b
'/ijfT ..........
/ x
~ ¢
n
\&e
~ 4) ...........
(-]
Aea .
-
* /‘t
sections

normales a la direction
de la barre

Fig. III.16. Répartition de la force du goujon
sur la lévre de la fissure

L'angle ¢ est compté 3 partir de la direction de la barre jusqu'a la
normale & la fissure ( -n/2<¢<n/2 ,Figure III.17).

A% N

Fig. III.17. Signe de 1l' angle d' une barre

La non considération de 1'influence de 1la travée "libre” L ni de
l'écrasement ou éclatement du béton ou de la plastification de la barre a
rendu les relations (I1I1.3.17) de l'effet de goujon linéaires par rapport
auX O8nm , One donc la forme totale et incrémentale coincident.

En ce qui concerne l'inclinaison de la barre il n'y a que son effet
purement géométrique qui est contenu dans la modélisation.
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ITI.3.4. Adhérence acier-béton

Comme nous l'avons déja dit un élément fissuré en béton armé est
pPlus rigide par rapport & 1l'acier nu parce que l'adhérence acier béton
oblige une partie de béton entre les fissures & "collaborer™ avec la barre
(effet "tension stiffening™). Avec la représentation "répartie” il n'y a
que de cet aspect de 1'adhérence que nous pouvons prendre en compte. Ceci
se fait en modifiant 1la loi de comportement de l'acier aprés la
fissuration, de fagon & inclure la collaboration du béton. La Figure
IIL18 montre une telle modification utilisée dans [51].

o} .
R
MPa 4‘\-%./
P
-
P
300 -
./.
./
./’
7/ .4
A
2 A/

/'r Wk loi de 1! acier apres
7 . / la fissuration selon {51]
: R
.7

4
|
200 % l'lf
|
r

7
. /' Y relation III1.3.20 pour
i . ,/. / acier nu divers p
100 ve
/
/ Fig. III.18. Adhérence: loi
/ modifiée de 1' acier
/
Ea
5 10 1S 20x10~*
€

Le domaine contenu entre la 1loi modifiée et la loi de l'acier nu,
e'est-a-dire la droite o0 = Ea.€, représente la contribution du béton.

En ce qui nous concerne nous allons déduire la loi de 1'acier aprés la
fissuration de 1'approche semi-empirique de la fissuration mentionnée au
Chapitre II.3 qui nous donne 1la contrainte de 1l'acier au niveau de la
fissure, ca , en fonction de la déformation totale moyenne de 1l'élément

tendu, €= , (Figure III.19) qui est mesurée sur une grande longueur pour
pouvoir tenir compte de l'effet moyen des fissures.
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g
|
contrainte
de 1' acier
a la fissure

e =41
A)¢ 1
_L\Ea . .

Ept €m: diformaion moyenne

du tirant

Fig. III.19. Adhérence: Relation T, - €

Ce modele est basé sur l'analyse d'un tirant sous traction pure
(Figure III.19). Aprés l'apparition de la premiére fissure la différence
Ae entre la déformation moyenne €. et la déformation de l'acier nu
€a représente la participation du béton tendu entre les fissures et elle
tend vers zéro, c'est-a-dire em tend vers €a , au fur et a mesure que la
sollicitation augmente. Nous obtenons une bonne approximation des
résultats expérimentaux en supposant que

o
Ae = (maxAg)-e _a£ (IT1I.3.18)
o .3,
oll Oar €St la contrainte de l'acier au niveau de la premiére fissure &
l'instant de son apparition. ’

Pour expliciter 1la relation précédente nous admettons, toujours pour
un tirant, que 1l'effort de traction est le méme juste avant et aprés la
premiére fissure (points A et B, Figure III.19) et que la déformation
moyenne n'est pas influencée par 1l'apparition de la premiere fissure,

c'est-3-dire A et B correspondent a3 la méme déformation €w« , parce
qu'elle est mesurée sur une grande longueur<'’. Ce qui donne

£ -
O.¢ < EEE (1 + (n-1)p] maxAe = _sgiilil (II1.3.19)
o Eap

avec for ! résistance du béton en traction
n : rapport des modules d'Young de l'acier et du béton Ea/Eb

p : pourcentage d'armature = section de l'ac :r sur la section
brute du béton Ae/Ab

“1pour éviter la contradiction entre ces deux conditions, la deuxiéme
doit étre interprétée dans le sens que le tirant est suffisament grand
pour que la déformation moyenne ajoutée par la premiére fissure soit
négligeable.
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En reportant (III1.3.19) dans (III.3.18) nous obtenons la relation
recherchée entre 0. et ¢€m

£ e 2 (1- -
- Esfa (1 4 /O 73] avec k = fet(1-P)(1+(n-1)0] (III.3.20)
2 Es€nm p2

o)

a

Nous rappelons que la déformation totale moyenne du tirant est aussi
la déformation moyenne de l'armature (on retrouve ainsi l'hypothése (i) du
paragraphe III.2) et qu'elle correspond par définition & la déformation
totale de 1'élément fini utilisée 13. Nous pouvons donc déduire
directement de (III.3.20) 1le module tangent T"effectif™ de l'acier qui
incorpore aussi l'effet rigidifiant du béton autour de 1l'armature dont
nous avons besoin pour l'établissement de la loi incrémentale du matériau
fissuré (Chapitre III.2).

I1 est démontré expérimentalement que l'effet "tension stiffening™ est
d'autant plus grand que 13 section est plus faiblement armée ( 0 petit)
(Figure III.20), La relation III.3.20 contient, entre autres, l'influence
de ce parametre. Par conséquent son utilisation constitue une amélioration
par rapport aux modifications qui introduisent lreffet ™tension
stiffening”™ indépendamment de 1'armature (par exemple celle de la Figure
III.18 ol nous avons aussi tracé la relation III.3.20 pour divers p ).

[ %34 [vre4

==

A/
A
. NI K
~z

/
"t e
3) / //
: 7
H 7
' .
3 L”fr& ,///,/
VY7 S -
j l’z,‘l / S pumei . f § ‘.‘—"
- I A AT
/ avi 0 0.33 | 240§
/ av) ] Q,008 1204
) ov 4 ] 1,000 [ ey
// Fig. III.20. Réponse 4' un tirant
va sous traction, résultats
/ expérimentaux d' aprés [92]
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Le saut de contrainte de l'acier AB (Figure I1II.19) correspond a la
reprise par l'acier de 1l'ensemble de 1l'effort de traction ; c'était
d'ailleurs par cette hypothése que nous avons pu le calculer.

Cette reprise totale est évidente pour la fissuration d'un tirant sous
traction & cause de sa forme et son chargement, mais non plus pour une
région fissurée dans n'importe quelle structure. Dans ce cas une série de
facteurs comme la forme de 1la structure, son chargement, la position
exacte de la région fissurée, etc., influenceront 1la répartition des
efforts libérés, que le béton fissuré ne peut plus subir, entre l'acier de
cette région et le reste de la structure tout autour et par conséquent le
saut de contrainte de l'acier provoqué par la fissuration.

La variante finale de 1la 1lci de l'acier aprés la fissuration, qui
essaie de tenir compte aussi de ces facteurs, sera exposée ultérieurement
au paragraphe relatif & 1la premiére fissuration d'un élément (Chapitre
I11.3.5) ol il est plus commode de l'expliquer.

Pour estimer l'espacement minimal des fissures on considére un tirant
avec une fissure et la contrainte sur le béton & son voisinage qui atteint
de nouveau la valeur f.. a une distance S qui est aussi la distance
minimale entre fissures (Figure III.Z21).

‘
: ,
S = Smin Fig. III.21. Contrainte du béton,
Spem————

——V—— for tirant fissuré par traction
! o

Par 1'équilibre de la partie de longueur Smin du tirant nous avons :

Smin®fu*T = f ¢*3p
avec Lu : la somme des périmetres des barres
T : la contrainte moyenne d'adhérence sur la longueur Smin

foee : la résistance du béton en traction

A : section du béton sous traction
avec p = Ae/Ab , D le diamétre de chaque barre et n leur nombre
s eme .Do- = f ol. CWDZ - S = fCt L6} 25.0
min®2°T T = Lee®="ntl= min —_— Y =

P 4 T e
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Les expériences ont montré que le rapport f.«/T peut étre considéré
comme constant et il ne dépend que des propriétés d'adhérence des barres,
avec une valeur conseillée de 0,4 pour les barres HA (CEB) ; alors

= D
smin 0.1 6

Selon cette relation Smin tend vers zéro si l'armature est constituée
d'éléments trées fins (D ~--> 0), en plus elle ne contient pas l'influence
de l'enrobage ¢ et de l'espacement des barres e. C'est pourquoi elle est
corrigée en ajoutant un terme constant par exemple 2(c+e/10) proposé
par le CEB (e en mm) ou 1+1.5¢ par Rostasy et Alda [91]. Ainsi nous
avons

s =1,sc+o,1g

min (III.3.21)
La section A, doit étre comprise comme la section effective Aw,er qui
peut é8tre influencée par les armatures et elle est égale a la réunion des

carrés de cdté 15*D autour de chaque barre.

Nous allons étendre cette formule au cas des structures planes avec
plusieurs groupes de barres dforientations diverses (Figure III1.22 ol
n'est montré que le groupe typique i).

Fig, III.22. Espacement minimal
des fissures pour une
structure plane




66

La contrainte de traction suivant l'axe x; introduite dans le béton
par le groupe i est
o LiTitui oo 7 20
1 11
Ab Di

Chaque 0, donne dans 1le repére xoy, lié 3 la fissure, une composante du
tenseur 0 égale 3 cos2dy 04 et leur somme est égale 3 f.+ & une distance
Smin de la fissure.

m _ 40
for = iglliri_lcos%i
Dy
1, = _fmia (figure III.22) et on accepr2 que T4 = T pour tous les
cosod; groupes, alors
m o ,
~£% = Spin4* I —lcosd;
T l=lD'
i
En admettant comme avant que fo«/T = 0.4 pour les barres HA et en
ajoutant le terme constant 1,5¢ on trouve
= 0,1
Spin = 1,5C ¥ — D22
T Picosd. (III.3.22)
i=1P; *

si ¢«>n/2 nous remplagons cosd par sa valeur absolue.



67

I11.3.5. La_premiére fissuration d'un élément

Nous considérons qu'un élément qui arrive au seuil de fissuration
passe tout d'un coup de son état intéegre, ol il obéissait au comportement
du béton intégre, a l'état de fissuration compléte, c'est-a-dire traversé
d'un bout a 1l'autre par un systeme de fissures paralléles. La phase de
lramorgage et de la propagation des fissures 3 l'intérieur d'un élément
sort du cadre de notre approche et l'énergie dissipée pendant ce processus

n'est pas prise en compte.

On admet qu'un élément se fissure quand son état des contraintes
atteint la surface-seuil de fissuration définie dans 1'espace des
contraintes ; sa forme précise a été déja donnée au Chapitre III.3.1. (loi
de ccmportement du béton). La direction des fissures est déterminée par
17état des déformations & l'instant de la fissuration ; c'est la normale 3
la plus grande déformation principale (traction positive). Comme l'élément
peut subir des déformations plastiques avant d'arriver 3 la surface de
fissuration il est possible que les axes principaux des contraintes et des
déformations ne coincident plus.

Pour aborder les phénoménes de la premiére fissuration nous imaginons
deux phases "artificielles”.

Dans la premiére les noeuds de 1'élément qui vient de se fissurer sont
cosidérés momentanément fixés ; par conséquent les déformations totales,
communes jusqu'ici pour l'acier et le béton, restent constantes. A l'aide
des hypothéses que nous avons déja utilisé pour dégager la loi
incrémentale du béton armé fissuré (Chapitre II1I.2 Figure III.4), nous
pouvons calculer les déformations dues aux fissures et celles de la bande
du béton entre les fissures. C'est une sorte de "partage"™ des déformations

-

bloquées a 1l'instant de fissuration entre fissures et béton.

Pour ce calcul on accepte qu'il n'y a que l'effet de goujon qui peut
solliciter la facette de la fissure (l'engrénement ne participe pas) ;
hypothése physiquement justifiable parce que pendant ce mouvement initial
des levres ce sont les déplacements normaux qui dominent et les aspérités
ne sont pas encore mises en contact. Par ailleurs 1les relations
(II1.32.123,b) de 1l'egrénement ne sont pas définies pour une ouverture
nulle de la fissure. Nous supposons encore que l'espacement initial des
fissures est égal & la projection de 1l'élément sur la direction

-

perpendiculaire & la fissure (Figure III.23).

Les déformations totales de 1'élément étant constantes, rien ne change
pour l'acier dont les déformations n'ont pas changé (hypothése (i)
Chapitre III.2.) et la relation III.2.6. (hypothése (ii) Chapitre III.2.)
devient :

b £ b £ (III.3.23)
pel, + sl =0 avne + &L, =0 e, =0
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Y init
Fig.III.23. Espacement initial
des fissures
Notons que les variations { Ae*} sont égales aux {ef} puisqu’a

1'état intégre du béton il n'existaient pas de déformations dues aux
fissures.

i b
. - ... c o
En ce qui concerne l'hypothése (iii) nn nn
(Chapitre III.2), solient i i b b
’ {0"} ={aoper ., {07} =(og,
i b
ont ont

{ol} étant 1'état des contraintes du béton intégre au moment de la
fissuration et {o®} 1'état des contraintes recherché des bandes du béton
aprés la formation des fissures ; & la différence du Chapitre III.2. ce ne
sont plus les wvariations 0Pan - Oinm €t OPne - Oine qui sont égales aux
efforts introduits & la facette & cause de l'effet de goujon (rappelons
que l'engrénement ne participe pas) mais les 0®nn €t 0°nc elles mémes.

b f f
Onn = Sinit°(GnnA€nn+Gnt'AYnt) (IIT.3.24)

b £ £
Ont = Sinit’(Genl€nn*Gee AYnt)

Cette différence apparente s'explique par le passage de l'état intégre
a lvétat fissuré. Ceci devient plus clair si on imagine le passage de {o*}
3 (o®} en deux étapes : une qui réduit les composantes 0 nn et 0One 3
zéro (fissuration en absence de l'effet de goujon) et la deuxieme qui fait
monter les contraintes de zéro 3 G®nn, 0Pnx a cause de l'effet de goujon.
En réalitéd il s'agit de la méme hypothése (iii) (Chapitre III.2.) qui doit
étre appliquée entre deux états fissurés de 1l'élément, zéro et (ow}, et
non entre l'état intégre (o'} et 1l'état fissuré {o®].
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A 1l'aide des relations (III.3.23), (III.3.24) et de 1la 1loi de
comportement du béton, qui de toute vraisemblance sera élastique, on
calcule les A€*pn, AY*he et l'état des contraintes du béton {o®}. La
différence t{o®) - {o?*) nous donne les contraintes libérées par la
fissuration et les efforts nodaux équivalents.

Ainsi se termine 1la premiére phase qui ne concerne que l'élément
fissuré et qui nous a permis de calculer les valeurs initiales des
déformations dues aux fissures (e€*}, les états des contraintes et des
déformations du béton entre 1les fissures et les efforts libérés par la
fissuration de 1'élément. Comme un élément qui se fissure ne peut plus
supporter le niveau de sollicitation actuel, une partie doit en étre
transmise 3 ses voisins. A la fin de cette premiére phase les contraintes
des éléments ne sont donc plus en équilibre avec le chargement extérieur.

C'est précisément 1'équilibre qu'on rétablit dans la deuxieme phase
en laissant 1libres 1les déplacements nodaux et en redistribuant ces
efforts. Durant cette phase l'engrénement peut apparaitre et 1'espacement
garde sa valeur 1initiale. Pendant ce processus 1l est probable que
d'autres éléments vont se fissurer, et de nouveaux efforts libérés,
calculés comme avant, vont s'ajouter & ceux qui n'étaient pas encore
distribués. Le processus continue jusqu'a leur redistribution complate
sans qu'un nouvel élément se fissure.

La répartition des efforts libérés entre 1l'élément fissuré (surtout
son armature) et les éléments voisins dépend de la géométrie et du
chargement de la structure, de la disposition de l'acier, de la position
de 1'élément fissuré dans la structure etc. Pour un tirant l'ensemble de
la force extérieure est reprise par l'acier qui présente ainsi un module
apparent infini {saut AB, Figure III.24) pendant la phase de
redistribution. Pour une structure quelconque la répartition des efforts
libérds est faite par les résolutions de la deuxiéme phase mentionnée ci-
dessus ol nous attribuons par analogie un module augmenté (par exemple
10.Ea) &8 l'acier des éléments fissuréds. Ce module est retenu tant que
l'extension de 1la région fissurée continue sous la méme charge. La
distribution compléte de tous les efforts 1libérés ; c'est-a-dire
1'établissement de 1'équilibre & nouveau, signale la fin de la deuxieme
phase et détermine le saut de contrainte de l'acier pour chaque élément
fissuré (AB' Figure 1II.24). Dans la suite du chargement l'acier de ces
éléments aura le module "effectif" déduit de 1la branche B'C™ qui est
déterminée de 1la méme fagon que le modéle initial de 1'adhérence (courbe
BC, Figure III.24), c'est-a-dire avec l'hypothése

Ae = (maxAe)s2af
Oa

les Ae,max A€,0.r,0a Se réferent 3 la courbe B'C'.



70

Ce qui donne

E,€ I RETS
Oy = izm[l + 1+(él)zﬂ ] A = (ca-1)(eg”-g) [ep+C,(Eg7-€p) ] (III.3.25)
m

avec
Oa la contrainte de l'acier et
€n la déformation totale suivant l'axe de la barre.

Ca le facteur de multiplication de E. (par exemple 10Q)

€ et €a- les déformations suivant 1'axe de la barre 3 l'instant de la
fissuration et 3 la redistribution compléte respectivement.

? relation ITII.3.20 -~ C

Fig.III.24. Forme finale de la loi
de 1' acier modifiée par 1!
adhérence (rel. III.3.25)

v

;L--.-...---------..f\c-

La relation III.3.25. est 1la forme finale de 1la loi de l'acier
modifiée par la fissuration afin de tenir compte de l'effet "tension
stiffening” et elle comprend la plupart des facteurs qui influencent le
phénoméne (disposition de l'armature, position de l'élément fissuré, etc).
En revanche le coefficient C. qu'elle contient est arbitraire et son réle
dans la réponse globale et locale des structures doit étre exploré.

Pour les sollicitations élevées, 1l'acier est considéré comme un
matériau élastique-parfaitement plastique.Par conséquent, tant la relation
(I11.3.25), qui représente 1l'ensemble acier-béton sollicité en traction,
que 13 ligne droite de pente E., qui correspond au comportement de l'acier
en compression, sont bornées par un palier horizontal d'ordonnée =20y qui
est la contrainte-limite d'élasticité de l'acier (Figure III.25).
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compression
Fig.III.25. Plastification
de 1' acier

-ay

Pour l'évolution de l'espacement entre sa valeur initiale et sa valeur
minimale nous avons adopté, inspirés par les expériences des tirants en
traction directe, la relation hyperbolique suivante :

s = 0,9 5 . (Figure III.26)

(III.3.26)

ol €f est la déformation de l1'élément au point B' et € la déformation
totale actuelle, les deux dans la direction normale a la fissure.

Semin 13 valeur minimale calculée par (III.3.22)

L'évolution de l'espacement qui est irréversible, est valable pour les
éléments armés parce que la densification des {issures est due a la
présence de l'acier. Les éléments non-armés gardent un espacement constant
€83l 3 Sinie, de méme Si Sinse est inférieur 3§ Sminima: C€ qui peut
arriver pour les éléments trop petits ou faiblement armés.

s A
Sinit .
Smin [ - Smin
|
|
|
. —
Ef 1O€f €

Fig.III.26. Evolution de 1' espacement des fissures
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Commentaires

Les points suivants constituent, en principe, une amélioration par
rapport aux modélisations existantes.

L'utilisation d'un modéle d'engrénement qui tient compte du couplage des
effets tangentiels et normaux et l'introduction de ce couplage dans le
comportement du matériau fissuré ; ceci était déja proposé mais jamais
appliqué (3 notre connaissance) dans un code d'éléments finis.

L'introduction de l'effet "tension stiffening™ de 1'adhérence de facon &
tenir compte de la disposition de l'armature, de la configuration de la

structure (forme, type de chargement) et de la position de 1'élément
fissuré.

En revanche nous ne devons pas cublier que :

- Le modéle d'adhérence, bien qu'amélioré, est toujours basé sur une
relation empirique, déduite des expériences sur tirants en traction,
(structure et chargement unidimentionnels) tandis que nous allons
1'appliquer aux structures en état des contraintes bidimensionnel.

- L'influence de la variation de l'espacement risque d'étre annulée a
cause de la valeur initiale de celui-ci, dépendante de la taille de
l'élément qui doit 8tre réduite afin d'approcher la solution exacte. En
plus son évolution (rel I1I1I.3.28) n'est qu'une grossiére approximation
des expériences. Bien que l'espacement ne so0it pas un résultat de grande
importance en soi, sa "mauvaise" estimation se répercutera sur
l'engreénement ; phénoméne trés sensible & l'ouverture des fissures qui
est calculée précisément a l'aide de 1'espacement.

Nous croyons tout de méme que ces défauts n'annulent pas la valeur des
améliorations proposées.
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III.4. AUTQUR DE LA STRATEGIE DE RESOLUTION

La discrétisation par éléments finis d'un probléme non-linédaire
conduit & un systéme d'équations également non-linéaire. Sa solution ne
peut étre obtenue que par une suite de résolutions linéaires dont le choix
constitue lastratégie de résolution.

III.4.1. Méthodes de résolution des problémes non linéaires

La méthode purement incrémentale constitue une linéarisation par
intervalles de la réponse de la structure sans itérations sur l'équilibre,
ce qui peut conduire & un écart considérable de la réalité par
accumulation des erreurs (Figure III.273).

Selen la méthode itérative on fixe le niveau de chargement et on itére
le champ des déplacements jusqu'a l'équilibre en redistribuant les efforts
non-équilibrés (résidus). Les itérations peuvent s'effectuer en utilisant
la matrice de rigidité tangente (méthode Newton-Raphson standard,
Figure.III.27h) ou initiale (méthode N-R modifiée, Figure III.27c), ou une
approximation de la matrice tangente ou de son inverse (méthodes quasi-
Newton, [501).

Enfin, la combinaison des deux donne la méthode incrémentale avec
itérations 3 1'équilibre ou mixte (Figure III.27d).

Les stratégies mentionnées ci-dessus, que nous pouvons appeler
"classiques™ ([111], [37), [38]) , sont utilisées dans la plupart
des codes non-linéaires d'éléments finis. Le choix du niveau de chargement
et son découpage demande beaucoup d'intuition et une premiére idée sur la
réponse de la structure a résoudre. De plus elles ne convergent pas au
voisinage des points critiques et la réponse de la structure ne peut pas

étre tracée au-deld de ces points.

En imposant une condition supplémentaire on se passe de la charge
constante et on itére dans l'espace combiné des déplacements et du niveau
de chargement qui dépend d'un seul paramétre. Ainsi nous obtenons une
autre stratégie. Sa premiére apparition avait comme but de dépasser les
points critiques de la réponse d'une structure. La condition
supplémentaire portait sur un déplacement caractéristique qui gardait
pendant les itérations une valeur constante prédéterminée [6]. Le choix de
ce déplacement demande une connaissance préalable du comportement de la
structure et parfois nous devons le changer au cours de la résolution.
Ainsi une extension naturelle est d'adopter une relation globale qui
porterait sur l'ensemble des déplacements.

Riks [90] et Wempner {[107! imposent d'abord une valeur prescrite 3 la
longueur de 1z tangente généralisée (espace déplacements-niveau de
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v
v

Fig. II1.27 Méthodes de résolution des problames
non-linéaires
(a) méthode purement incrémentale
(b) méthode Newton-Raphson standard
(c) méthode Newton-Raphson modifiée
(d) méthode mixte

Solution tangente
Solutiorn zangente

A a partir de A
P s 3 . PpA a part.: de A
~«_plan normal a la
~ tangente ~. sphére
Solution finale Solution finale
\
R \
///’///k
R
A
(a) (b)
U
U*" —p

Fig. III.28. Méthodes de résolution des problemes non-;;néai;e; o
(a) méthode du "plan tangent" (Riks-Wempner) avec rigiditeé tangente

(b) méthode de "l'arc constant" (Crisfield) avec rigidité constante
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chargements) et cherchent ensuite la solution sur le plan normal & cette
tangente (Figure 1III.28a), tandis que Crisfield [33] la cherche sur une
sphére de rayon constant (Figure III.28b). Il s'agit en effet, comme le
constate Ramm [(88], de la méme famille de résolutions avec différents
types de relations supplémentaires. Les itérations peuvent s'effectuer,
encore une fois, en utilisant la matrice tangente, ou initiale, ou sécante
(Figure III.28a,h).

Lrutilisation des relations supplémentaires s'est avérée bénéfique non
seulement prés des points critiques mais tout au long de la résolution
parce qu'elle sert aussi de moyen d'incrémentation automatique du niveau
de chargement, qui est ainsi adapté 3 la réponse de la structure.

e Rabmm | o ¢ * Wame

wh P ccQdce 2

4=

Fig. III.29. Réponse d' une coque obtenue
avec la méthode de "1' arc
constant"

Comteol pami bmed #, B4

extrait de [33]

a tww om Lus .M

P
- o —
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1 8 G et ot s
R T ST LR Y an
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Cette stratégie s'est avéréde trés efficace pour tracer la réponse des
structures d'une extréme non-linéarité (coques en grandes déformations,
Figure III.29). Ses capacités, méme démontrées sur le calcul des
structures d'un autre type, nous orientent vers une stratégie analogue.
D’autant plus que les variations de la rigidité des éléments du béton
(fissuration, présence éventuelle de l'engrénement, loi non-associée du
béton etc) nous font craindre une défaillance numérique des stratégies
classiques.



76

III.4.2. Variante pour une stratégie adaptée au calcul des structures en

béton armé

a. Principes de la méthode

La stratégie de résolution que nous proposons retient le principe du
niveau de chargement variable pendant les itérations & l'équilibre. En
revanche, la condition supplémentaire qui détermine ce niveau n'est plus
une relation locale ou globale sur les déplacements mais la fissuration du
"prochain” élément, c'est-3-dire une relation qui porte sur l'état des
contraintes de 1'élément qui. va se fissurer le premier.

Ce choix entraine deux difficultés par rapport aux stratégies
mentionnées & la fin du paragraphe précédent. Pour elles la varistion du
chargement, d'une itération & l'autre, était directement calculée par la
variation des déplacements, tandis que pour la ndtre nous devons passer
des déplacements aux déformations et ensuite aux contraintes sur
lesquelles porte la condition supplémentaire. Le premier passage est
linéaire grace & 1la linéarité gdométrique mais le deuxieme, qui se fait
par l'intermédiaire de 1la loi du béton, ne l'est -en général- pas. Ainsi
la variation recherchée du niveau de chargement nécessite un calcul plus
long et compliqué. De plus on ne sait pas d'avance quel est 1'élément qui
se fissurera le premier, par conséquent ce calcul doit étre répété pour
tous les éléments et nous retiendrons le niveau de chargement le plus
petit.

PA Surface ultime élément j

Surface ultime
élément i /h‘~\ Surface ultime
T X~ _élément i
.
Solution
finale .
Solution
finale
(a) (b)
U$ ) >

Fig. III.30. Stratégie de résolution proposée
(a) 1' élément "critique” reste le méme pendant les itérations
(b) 1' élément "critique" change pendant les itérations



77

Cette stratégie peut é&tre interprétée comme la recherche de la
solution, dans l'espace niveau de chargement-déplacements, suivant la
surface qui correspond a la fissuration de 1'élément (Figure III.30a). Il
est possible qu'au cours des itérations l'élément critique (le "prochain”

3 se fissurer) change ; 1la recherche de la solution continuera alors
suivant la surface de fissuration du nouvel élément (Figure III.30b).

L'adoption d'un tel type de condition supplémentaire pour le
réajustement des charges se justifie par 1l'intérét particulier que nous
portons 3 la fissuration. Elle nous permet de suivre une par une les
fissurations des éléments, d'obtenir la solution correspondante & chacune
et rous préserve d'une fissuration massive & cause d'une charge
maladroitement élevée.

b. Détails de la méthode

Considérons une structure soumise & une charge P appliquée

proportionnellement, ce qui correspond au trajet OP dans l'espace des
chargements (Figure 1I1I1.31). Donc 1la charge extérieure Pext est égale &
AP avec A wvariable entre 0 et 1. On itére dans l'espace A-AU , AU
étant les variations des déplacements & partir de 1'état précédent
d'équilibre 0, sous la condition que 1'élément le plus "faible" i se
trouve au seuil de fissuration.

Fig.III.31l. Stratégie de résolution
proposée;trajet de chargement
correspondant a la fissuration
d'un élément et la redistribution
des efforts libérés

Une fois les 1itérations terminées, nous avons la solution qui
correspond & la fissuration de l'élément i (Figure III.31, point A) avec
Pext = Aa P et on blogque la charge extérieure 3 cette valeur. Quand
1'élément est considéré fissuré un systéme de force R; (les efforts
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libérés que 1'élément ne peut plus subir) doit étre ajouté 3 ses noeuds
pour assurer l'équilibre sous les mémes déplacements. Donc la fissuration
de 1'élément peut étre interprétée comme un saut soudain du chargement au
point B (Figure 1III.31), en dehors du trajet réel des charges. Notons
qu'en B la structure est en équilibre mais sous le systéme "fictif"™ de
forces Aa P *+ Ri.

La redistribution des efforts libérés dans la structure, c'est-3-dire
l'application des -Ri, correspond au parcours BA (trajet fictif) et
ramenera le chargement sur le trajet réel. Cette application s'effectue

aussi proportionnellement ( U (-Ri), 0O < WU ¢ 1) ; on itére alors dans
l'espace U - Au, AU étant les var- tions des déplacements & partir de
l'état Us, sous la condition que °~ srochain plus faible" élément j se
trouve au seuil de fissuration. La - 3e réelle reste toujours constante
et égale a AAP . Si on atteint . nouveau le point A (redistribution

compléte des efforts libérés par la fissuration de l'élément i) sans qu'un
nouvel élément se fissure on reprend le trajet réel AP avec augmentation
de la charge extérieure jusqu'a la fissuration du "prochain plus faible”
élément et ainsi de suite.

En revanche si l'élément j arrive au seuil de fissuration en un point
intermédiaire C du parcours BA (Figure III.31), on bloque 1la
redistribution &3 cette valeur Ha (-Ri), on calcule les efforts Rj
libérés par la nouvelle fissuration et le chargement saute de nouveau a
cause de cette fissuration au point D. La redistribution, parcours DA,
recommencera, toujours proportionnellement et sous la condition de
fissuration du "prochain plus faible™ élément, et elle comprendra tant les
-R; que la partie non-redistribude (1 - La)(-Ri) de la fissuration
précédente. Le processus continuera jusqu'a atteindre de nouveau le point
A sans u'une nouvelle fissuration intervienne, et ensuite nous
reprendr:ns le trajet réel AP.

Alors le chargement de la structure avec les éventuelles fissurations
peut étre interprété comme un parcours dans l'espace des charges constitué
par des trajets réels, des sauts en dehors de ceux-ci (fissurations) et
des trajets fictifs (redistributions) qui raménent de nouveau le
chargement de la structure sur le trajet réel.

Les points en dehors du trajet réel (B, C, D Figure III.31)
constituent aussi des états d'équilibre de la structure mais sous un
systeéme de forces différent de la charge extérieure réelle.

Tous les trajets, réels (OA,AP) ou fictifs (BC,DA), sont traités de la
méme fagon comme applications proportionnelles d'une charge égale a
Poibie-Paepart sous la condition que le prochain plus faible élément se
trouve au seuil de fissuration ; il suffit de définir proprement, chaque
fOiS, les Peibie €t Paspare.
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Dans ce contexte traiter un chargement extérieur général défini par

une suite de points Py,Pa...Pn dans l'espace de charges ne présente aucune
difficulté.

c. Influence de l'algorithme sur la solution d'un Erobléme non-linéaire -
Avantages de la méthode

Le comportement d'une structure en béton armé, et plus
particuliarement sa fissuration, dépendent fortement du trajet de
chargement suivi ; donec la réponse obtenue est proche de la réalité dans

la mesure ou 1'algorithme- utilisé reproduit fidelement le trajet réel
[(16].

Un  processus itératif n'est que la recherche d'une position
d'équilibre dans 1'espace charges-déplacements suivant un chemin fictif,
autre que le trajet réel, et qui est, chaque fois, différent selon la
méthode itérative utilisée (N-R standard ou modifiée, ou quasi-Newton).
Si, alors, aucune précaution particuliére n'est prise, et c'est le cas de
la plupart de codes d‘éléments finis traitant des structures en béton
armé, [21, [191, [221, [86]), [87]), le trajet suivi pendant les itérations
provoque une fissuration artificielle et la solution obtenue s'éloigne de
la réalité. Cet écartement peut é&tre important parce que chaque fausse
fissuration risque de fissurer faussement, a cause des efforts libérés par
celle-ci une série dréléments voisins. On trouvera un exemple
caractéristique dans (78] oU les réponses obtenues par la méthode N-R
standard et modifiée sont sensiblement différentes, tant en ce qui
concerne le mode de fissuration que le comportement global (courbe charge-
flache correspondante).

I1 est alors trés important de suivre les apparitions successives des
fissures<'® et de connaitre, & l'instant de chaque fissuration, les
contraintes et 1les déformations qui déterminent les efforts libérés,
l'orientation des fissures etc.La stratégie proposée répond 3 toutes ces
exigences, tant pour l'augmentation de la charge extérieure, que pour les
phases fictives de redistribution des efforts libérés ; son utilisation

€13 guzuki et Chen [96] proposent un algorithme, nettement amélioré par
rapport aux précédents, qui suit les fissurations successives mais la
redistribution des efforts 1libérés s'effectue par solutions

incrémentales sans itérations & 1l'équilibre. Leur algorithme nous a
inspiré, entre autres, pour l'établissement de notre strategie,
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nous permettra, en principe, de mieux cerner la réalité¢!’. De plus,
pendant les itérations 1l'intégration de la loi de comportement pour les
éléments plastifiés se fait & partir du point d'équilibre précédent et
leurs paramétres sont actualisés aprés gque 1la nouvelle solution soit
trouvée. Ainsi le trajet fictif suivi n'influence aussi du point de vue
"plastification™ ni la recherche de la solution ni 1l'état final des
éléments, ce qui permet d'éviter leurs déchargements fictifs ([14].

Des efforts libérés, que nous devons ensuite redistribuer,
apparaissent non seulement quand un élément se fissure mais aussi gquand il
s'écrase sous sollicitations compressives. Pour couvrir également ce cas
nous étendons la condition supplémentaire, sous laquelle on effectue les
itérations, et qui détermine chaque fois le niveau variable du chargement.
Ce dernier est, maintenant, recherché comme la valeur minimale de charge
qui provoque soit la fissuration soit l'écrasement d’'un élément.

d. Procédure d'accélération

Pour les itérations nous avons choisi la méthode N-R modifiéde. On
utilise alors la matrice de rigidité initiale qui n'est formée et
factorisée qu'une seule fois tout au long de la résolution. Elle est
obtenue en considérant les deux matériaux (acier, béton) élastiques
linéaires et sans aucune fissuration.

Vu le degré élevé de la non-lindarité du probléme nous avons adopté le
processus d'accélération proposé par Crisfield [32] pour réduire le nombre
des itérations nécessaire a l'équilibre.

Ainsi les corrections des déplacements §; ajoutées aux déplacements Uj
au cours de l'itération 1

Uses = Ug + 61 (III.4.1)
¢13Ceci est streint par les limites de validité du critére de
fissuratic 1i-méme. Néanmoins 1'incertitude sur le comportement du
matériau, . d'ailleurs ne concerne pas seulement la fissuration,

n'annule pa: 1'intérét de l'amélioration apportée a l'algorithme. Son
importance pratique ne peut étre estimée que par l'expérience
d'application sur divers cas.
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sont calculées par

*
81 = eq 844 + £4 84 (I11.4.2)

L 4
§4 étant la correction selon la méthode classique N-R modifiée

Ot

1 = Ko™ & (III.4.3)
Ko la rigidité globale initiale

g1 les efforts non équilibrés correspondants aux Uy (avec le signe
opposé que celui habituellement adopté)

e, et £y les scalaires

. 1
bi bi (I1I.4.4)
et as, by, ¢4 les produits scalaires

T
i =6i-19i-1
T
i = 03-1091795-)
(III.4.5)

Q
(]

T
;=8 taymeyp)
Le processus commence (i = 0) avec fo =1, ec = 0, 8o = -4 q avec Aq la

variation du vecteur des charges a partir de 1'état d'équilible précédent
U°l

Par rapport & la méthode classique N-R modifiée l'accélération exige
la mémorisation supplémentaire des deux vecteurs §i:-41 et gi-1.
En multipliant les deux membres de (III.4.2) par (g: - 8i1-4) ON trouve
61‘1(8; - 81-4) = '6’;-1 £1 (I1II.4.6)

qui est un type de relation sécante. A une dimension (Figure I1II.32) la
méthode sécante détermine 6. par la relation

54(81-81-4) = = 83-1 &1 (I11.4.7)

alors la (III1.4.8) peut 8tre considérée comme la forme n-dimentionnelle de
(I11.4.7).
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Fig.III.32. Procédure d' accélération;
relation sécante

1 \ Y —>
Ui-1 u; Ui+ \

+— ;. —+§; —+

Les efforts non équilibrés g, qui correspondent aux déplacements U,
sont donnés par

g; =-Aq+/BTA0;dv (111.4.8)

1'intégration porte sur tous les éléments et les efforts élémentaires sont
assemblés pour toute 1la structure selon le processus habituel de la
méthode des éléments finis.

Il suffit alors de pouvoir calculer, tant pour les éléments plastifiés
que pour ceux fissuréds, les variations des contraintes A0, provoquées par

les variations des déformations Ae€; qui correspondent aux déplacements
Ui-Uon
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CHAPITRE IV. PRECENTATION DU PROGRAMME

Ayant présenté les grandes 1lignes de notre démaréhe, nous allons
compléter notre exposé sur les points-clés du programme jusqu’au niveau
opérationnel. Il s'agit de voir de plus prés :

- l'intégration de la loi élastoplastique,

- 1'intégration de la loi de comportement pour un élément fissuré, ce qui
a nécessité la mise sur pied d'une procédure particulieére,

- la détermination sur un chemin des déformations de l'état qui se trouve
sur une surface ultime,

- le calcul de toutes les grandeurs relatives & la fissuration d'un
élément.

Ensuite nous présenterons l'articulation des parties du programme pour
constituer le processus de résolution ainsi que le déroulement des
calculs, ce qui permettra l'éclaircissement complet de notre code.

Iv.1. L'intégration de 13 loi élastoplastique (sous-programmes "plastn"™ et
"plastden™).

Soit un élément 3 l'état (o,k) sur la surface actuelle d'élasticité
(F(g,k)=0). On cherche 1l'incrément des contraintes {do) di 3 un
incrément des déformations (de} , suffisamment petit pour étre considéré
infinitésimal et qui provoque l'écoulement plastique.

Ls démarche classique ([79], (1021, [112]) est de déterminer (do)
par la relation

{ag} = [0%°P(0) ]{ae} (IV.1.1.)

(voir aussi III.3.6., III.3.7.)

Mais le nouvel état des contraintes {o + do} , ainsi calculé, ne se
trouve pas en génédral‘'’ sur la nouvelle surface d'élasticité

L rétat (o + dagl calculé 3 partir de (IV.1.1) se trouve sur la
nouvelle surface seulement quand (do) est proportionnel a (g} ; en
effet si {da} = QP *{o) les conditions (IV.1.2) et (IV.1.3)

coincident.
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(F(o+do,k+dk) # 0) parce que la relation (IV.1.1) est obtenue en utilisant
le développement au premier ordre :

2F_gg;5+ L ak =0 (IV.1.2.)
30ij ak

de la condition dF = 0.

Ainsi une correction doit étre apportée aux {do} , afin de ramener
1'état final des contraintes sur la surface actuelle d'élasticité. Cette
correction peut se faire suivant, soit un chemin radial, soit la normale a
la surface des charges (79], ou encore la normale au potentiel [102] sans
qu’'un de ces choix soit plus justifié qu'un autre.

Pour éviter cette étape nous avons préféré utiliser directement la
condition
F(g+do, k+dk) =0 (IV.1.3)

associéde aux hypotheéses habituelles de l'élastoplasticité
{dge} = {ae®} + {acP}

3G
aGij

(IV.1.4) (3P} = i{q} , {g} étant la représentation vector:2lle de
T
ak = {a} T (ae®)

A 1'side des, (IV.1.4) l'état des contraintes (o} + {do} est exprimé en
fonction de A

(o + do} = (o} + [D%]c{ae} - Ag}) (IV.1.5)

de méme le paramétre fo(k+dk)

Elk + dk) = £o(k) + df (k) = £ty + 2et®) a =g (k) + R (0} (g} (1v.1.6)
3k 3k

En introduisant les (IV.1.5) et (IV.1.6) dans (IV.1.3), qui pour notre cas
a la forme simple

o/3;(0+d0) + DI, {(0+d0)

£ (k+dk)

-1=20 (IV.1.7)
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nous obtenons une équation de deuxieme degré qui détermine la valeur X.que

nous utilisons ensuite pour trouver les {deP} , {do} et dk par les
(IV.1.4).

8i 1l'incrément des déformations {de) correspond a une décharse,
c'est-3-dire F(o,k) < 0 et F(o+do®, k) £ 0 avee (45°%} = [p®]{ae}

le comportement de 1'élément est purement élastique et {do*) est
l'incrément recherché des contraintes.

8i F(o,k) < 0 et F(o+do®,k) > 0 un passage du comportement élastique
au comportement élastoplastique s'effectue durant l'application de {de}.
Nous devons alors déterminer le point intermédiaire (o} + r{do®} ,
0 ¢r <1 qul correspond a l'intersection avec la surface actuelle
(F(o+rdo=,k) = 0),et limiter le calcul élastoplastique & l'application de
(1- r) (de} . Diverses approches approximatives ([79], [([102]) sont
prooosées pour déterminer le c¢oefficient r; pour notre cas, grace a la
forme simple de la surface d'élasticité, ce calcul se fait directement par
l2 résolution d'une équation de deuxiame degré.

Le processus décrit jusqu'ici est effectué par le sous-programme
"plastn”.

En réalité les variations des déformations { Ae¢} que nous devons
sppliquer 3 un élément pendant la résolution sont finies et l'intégration
de la loi élastoplastique pour trouver les {A o} se fait pas & pas en
divisant {A e}l en m parties et en appliquant successivement les (4 el/m
(applications successives de T"plastn™). Ce travail est effectué par le
sous-programme "plastden™ qui auparavant détecte les trajets purement ou
partiellement élastiques pour économiser les appels inutiles de "plastn”.

Le nombre de pas m peut é&tre déterminé & partir de la valeur
F(o+Ac®,k) ([791,[102]) ou par la différence entre les contraintes
obtenues par l'intégration élastoplastique 3 un et a deux pas [83].

Pour notre cas nous avons voulu que m soit "proportionnel™ a
l1'incrément { A ¢} , C'est-a-dire si (A e} est appliqué en m parties,
l'application de A{ A ¢} se fasse en m=Am et ceci pour des raisons
lides 3 13 stratégie derésolution que nous expliciterons ultérieurement.
Ainsi m est déterminé par la relation suivante qui remplit la condition de
"proportionnalité” ci-dessus

{ac"} = [o%](ac} (IV.1.8)

/5,868 + prac®)
m = int *nmax| + 1

2f .
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Le dénominateur 2f. provient d'une estimation approximative (résultats
expérimentaux de Kupfer [63]) de la valeur C/Jz(Aoe) + DIL(Aoe) qui

correspond au passage du domaine initial au domaine ultime d'élasticité
et nmax est le nombre maximal de subdivisions prévu pour ce passage et fi
xé par l'usager.

Notons que "plastden™ a deux options : une qui, apres avoir trouvé le
{ Ao} actualise aussi 1'état des contraintes et les paramétres de
comportement de 1'élément (fo(k) et k) et une autre qui calcule seulement
le { A 0). On applique la deuxieme pendant les itérations et la premiére,
apreés avoir trouvé la position d'équilibre, pour calculer 1l'état final des
éléments. Ainsi 1l'intégration pendant les itérations se fait & partir du
dernier point dr'équilibre. Ce processus est relativement colteux mais il
garantit la non influence du trajet "fictif" des itérations sur la
solution finale.

IV.2. Recherche suivant un trajet de déformgtions de l'intersection avec
une surface ultime (sous-programme "cisult®)

Soit un élément a l'état (o,e,k), qui correspond au point d'équilibre
précédent de 1la structure, et un incrément des déformations {4 e},
provanant d'une itération. Nous considérons que l'état des déformations
parcourt proportionnellement le chemin (e} , (e} + (A e}. Lastrzzégiz de
résolution que nous avons exposé au Chapitre 1III1.4.2. nécessite de
déterminer le point de ce chemin, fe} +x{ae) , 0 ¢A< 1, qui amene
l'état de contraintes {o) + { Ao} sur une surface ul- ne dans l'espace
de contraintes (fissuration ou écrasement). Ce calcul qui est effectué par
le sous-programme "cisult™, détermine ( A min SUr tous les éléments) le
niveau du chargement.

Si ce parcours n'engendre pas de déformations plastiques, il suffit de
déterminer le point {e} + X{Ao*) = (g} +A[D*]{A e} dans l'espace de
contraintes qui est 1l'intersection aveec 1la surface de fissuration, la
seule surface ultime qu'on puisse atteindre par un chemin élastique. Sinon
on trouve d'abord l'intersection {o} + A.(Ao*®) avec le domaine actuel
d'élasticité et on procéde ensuite a l'intégration élastoplastique de
l'incrément (1- X,)( A €} en m parties, m étant calculé comme pour
"plastden” par la relation (IV.1.8).

Aprés chaque sous-incrément nous examinons si une surface ultime est
percée. Supposons que ceci arrive pendant le pas j ; nous avons alors

(3-1) + A,

m

A=’>\l+
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Le coefficient Az (0 s A2 1) nous indique 1la position de
l'intersection & 1l'intérieur du pas j et il est calculé en admettant la
preportionnalité entre  incréments de contraintes et de déformations,
approximation acceptable vue la taille du sous-incrément.

I1 est évident que le bon fonctionnement de l'algorithme exige de
retrouver pour 1l'élément critique, celui qui a donné le Ayj, un état de
contraintes sur la surface ultime si on lui applique uniquement
l'incrément {Apip 4} . Ceci est assuré si le nombre de pas m,
correspondant & {Ayjn A€} , et plus précisément 3 sa partie purement
élastoplastique, est égal, & une unité prés, au nombre de pas j parcouru
pendant la recherche de Ay, . D'ol l'exigence du calcul "proportionnel”
de m avec {Ae} comme il a été exposé au Chapitre IV.1. Soulignons que ce
n'est pas une précision exagéréde sur la valeur des contraintes qui nous
impose ce type de calcul de m, mais la capacité de "reconnaitre"” de
nouveau, une fois la solution trouvée, 1l'élément critique, fissuré ou
écrasé pour ce niveau des charges, en appliquant le critére correspondant.

IV.3. Inté ion d
programme "fisden™)

8 (sous-

Dy
=]

Il est plus difficile et moins trivial de pouvoir calculer la
variation des contraintes du béton {Ag”} cue & une variation des
déformations {Ag} d'un élément fissuré, travail effectué par le sous-
programme "fisden". Nous mentionnons seulement le béton parce que les
contraintes dans 1'acier sont calculées directement, ses déformations
étant identiques a celles de 1'élément <(hypothése de base (i) Chapitre
IIT.2) ; la seule différence par rapport 3 un élément intégre est
l'utilisation de la loi de 1l'acier qui incorpore 1l'effet "tension
stiffening”.

-

Au  Chapitre III.2. nous avons élaboré, 3 1'aide de certaines
hypothéses une 1loi incrémentale du matériau fissuré. En regardant de plus
pres la relation (II1I.2.14) qui l'explicite, on constate qu'elle n'est pas
directement utilisable parce que ses éléments, provenant de la loi du
béton et de 1l'engrénement, peuvent prendre une multitude de valeurs sans
que l'on sache & l'avance lesquelles choisir.

On peut mieux saisir cette difficulté par une comparaison avec un
élément élastoplastique integre. Dans ce cas, connaissant le {aAcg}, la
position de 1'état de contraintes {o} + [o®] {ac} par rapport au
domaine actuel d'élasticité nous précise 13 loi du matériau 3 appliquer
(élastigue ou élastoplastique). Par contre pour un élément fissuré nous ne
13 connaissons pas et nous devrions T"partager"” les {Ac} en {Asf[et
{2e®} (relation III.2.13) pour pouvoir se prononcer, & partir de ces
jarnieres, sur le comportement du béton. Mais la loi de comportement du
matériau intervient déja dans ce "partage™, de méme gue 1l'engrénement qui
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peut étre actif ou non et les coefficients de sa loi peuvent changer
de signe suivant la variation des déplacements des lévres que l'on calcule
a l'aide de {aef},

Nous pouvons dire, alors, que la combinaison des fissures et du béton

a rendu, d'une certaine facon, le comportement de l'ensemble
incrémentalement non linéaire.

On aurait pu imaginer un processus qui chercherait la solution en
épuisant toutes les possibilités, mais nous avons préféré - s attaquer au
probléeme par une méthode itérativs "quasi-Newton™ que 3 exXposerons
ensuite.

D'une facon générale, pour un systéme d'équations non-linéaires
{r<q)t= {0} {r} et {q} étant vecteurs de dimension n), les méthodes "quasi-
Neuwton™ [50] recherchent 1la solution par un processus itératif qui utilise
au lieu du jacobien (3{r}/3(q}) une approximation (6] de celui-ci que
1'on déduit en évaluant {x(q)} en deux points successifs (3} et (q}.

Cette matrice [G6] doit satisfaire 1'équation suivante, dite "quasi-
Newton™,

[cl{a} = {r(@)} - {z(@} = (¥}, {a} ={q} - (F «(Iv.3.1)

et il est souhaitable qu'el{g soit facilement calculable en ajoutant &
1'approximation précédente [G(g)] une matrice corrective dépendante des { d !}
et {Y} .

Une telle approximation, la plus simple, qui vérifie 1'équation "quasi -
Newton'™ est :

(6] = [e] + Lyt - (c(3) 1{a}){u}?®

(Iv.3.2)
{u} {a}
avec {u} un vecteur arbitraire tel que {ul}T{d} # o.
Broyden propose {u} = {d} , done
~ T
(5] = [6(D)] + (v} - {ca)lah{al (IV.3.3)

{a}T(a}

et c'est l'approximation que nous retenons.
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Alors une boucle typique du processus itératif se présente comme
suit : ayant les [Gw] , {Qul} + {5}

on calcule {a,} = -[Gk]-lfrk}
(a1} = {q} + {g}

{rge1} = {zlagep)}

et on établit la nouvelle approximation de la matrice [G]

T T
. - {rp M a )
[Gee1] = [Ge] + (0 - loel{a)) () . (G ] + k¥l "k (1v.3.4)
() (a) (die) )
puisque {Y} = {rfues} -{rw} et [Gw] {du} = - {ri}
ayant les [Gu-1] , {Ques! , {rke1} 1la boucle peut étre répétée jusqu's

obtenir {ra} = (0}.

Voyons maintenant 1'application concréte du processus ci-dessus a
notre probleme. Il s'agit de trouver les {Ac®} d'un élément fissuré
dont on connait 1'état actuel et qui subit une variation de déformations {ac}
Dans la suite toutes les grandeurs sont considérées dans le repére des
fissures nt.

Rappelons les hypothéses (voir aussi hypothéses de base (i), (ii),
(1iii) Chapitre III.2.).

- décomposition des déformations totales :

£ b
Aenn Aenn AL,
£ b
{ae} = {ae™} + {47} ou b€y = 0+ Asst (IV.3.5)
£ b
AYnt AYnt AYnt
aotrd Aeg
. . nn n .
- les contraintes & la fissure e dues aux ¢ et calculées
Acntg AYnt b
Ao
par les lois de goujon et de l'engrénement, sont égales aux Zn
Aont

- les {AgP} sont calculés a partir des [AeP} par la loi de comportement du
béton.
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A partir de 1'état de déformations (e} + {Ae} on  peut calculer
(relation III.3.28) 1la nouvelle valeur de l'espacement des fissures Sn ;
évidemment si  Sn > Say l'ancienne valeur Sa est retenue puisque
1'espacement ne peut pas croitre au cours de la résolution.

£
Ae
On identifie le vecteur nn aux parametres inconnus {q} et le
AYnt
Aoggg - Acgn
vecteur . . aux résidus {r} la solution correspond & {r} = {0}
+
AL - Adpe
Pour une approximation {Aef}k on peut calculer, par la
décomposition, les [Agb}k = {Ag} - {Agf}k parce que {Ae} sont

connues. On peut alors "trouver les {Ao®}, par une intégration
élastoplastique (application "plastden™).

Les (ac*9}, sont calculées par les {aef}, a l'aide des
lois de goujon et de l'engrenement

f+g
80nn” = Gpp B8, *+ GpedS . + [S(dnn+A6nn e Spe*A8pe) =SS 4 S ] \ o)
f+a (IV.2.2

AGne” = Gen*BSnn + Gep*88ne + (T8 *A8n, » 8,4 *A8 L) - TS, + 8.4

— e, J \ e gy, J

partie due a l'effet partie due a l'engrénement
de goujon

£ £ £

£
avec Adnn = Sn(€pn * 8€qn) - Sa€pg

nn

£
(S, - Sy)€qn * SplE
(IV.3.7)

£ £ f £ £
A‘snt = sn(Ynt * AYnt) - saYnt (Sn - Sa)Ynt M SnAYnt

Les Gans, Gne etc proviennent de 1la loi pour l'effet de goujon (relation
I1.3.17) et les fonctions S{(§,,8,:)% T(S4,6,¢) de 13 loi de 1'engrénement
(relations III.3.12. a8 et b). Les indices k de l'itération sont omis pour
ne pas alourdir de surcroit l'écriture.

Ainsi on peut déterminer pour un {Aef}, le {aof*d-aob},
correspondant et appliquer la méthode itérative exposée.
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Le processus démarre avec

E
SnCan * T/(1-v2) SnGnt

[Go]

E
SnCtn SaGet * “/2(1+w)

£
(Sp=S2) (Gup€nn + GpeYpe) ™ —E— (8e + Vele,,)

(ro} = : . 1w
(S, ~S V(G €. + G o Yne) - —E _ AY
n va tnTnn tt'nt 2(14v) nt
et (g} = {0} , E et v le module d'Young et le coefficient de Poisson du

béton.

Le {da} qu'on calcule 1la premigre fois par {da} = - [6ol~' (ra}
correspond & la solution du probleme "linédaire”, c¢’est-a-dire quand le
béton est élastique linéaire et l'ensrénement inactif.

Effectivement la relation [6.] {do} + {ro} = 0 est celle qu'on trouve
par {Ag:t9- AoP} = 0 avec

f+ o .
1 v 0 AGny” 8o, Gan Gne SAGHH
by _ g b f+g\ g (
{ac} = vt MR {ae”} et (aog, Ao Gen Gee (88,
1-v
0 0 . A8nn donnés par (IV.3.7)
Adnt

Notons que "fisden" a deux options comme "plastden™ et pour des
raisons identiques. L'une, utilisée pendant les itérations, qui calcule
uniquement les {AcP} et 1'autre, utilisée aprés avoir trouvé le point
d'équilibre, qui actualise en plus tous les paramétres.

v.4. Caloul des efforts libérés et des srandeurs initiales a 1'instant de
13 fissyration d'un élément (sous-programme "eflifis™)

A l'instant oU un élément atteint la surface-seuil de fissuration nous
considérons les noeuds fixés momentanément pour pouvoir faire 1la
répartition initiale des déformations entre la partie due aux fissures et
celle due aux bandes du béton., Cette phase a été longuement expliquée au
Chapitre III.3.5. et les calculs correspondants sont effectués par le sous-
programme "eflifis".

D'abord on calcule 1l'orientation des fissures ; c'est la normale 3 la
plus grande déformation principale. Ensuite on trouve l'espacement initial
das fissures Si comme la projection de 1'élément sur la direction
cerpendiculaire & la fissure.



92

Les contraintes mobilisées sur les léevres des fissures, dues uniquement
3 l'effet de goujon sont

g _ PR - f
O%n * si(Gnn bgpq * Gnt°AYnt)

g £ f
Oat = Si(Gen*beqy *+ GeoBYne)
L'hypothése de décomposition des déformations et l'invariabilité des

déformations totales donnent b
bepn * A€, = 0

-, b
Aett o]

£ b
O¥ae * Avpe = O

le béton étant dlastique linéaire pendant cette variation

b b b b £

S . _E . = E = - E
ACnn T (bg, + veldeg,) > de_ . o2 be

b b

Ac? = _E (v-Asgn + As?.) = y_E be_ = -_VE aef - VAo

; 1-v2 b - 1-v2 1-Vv2 nnf
ACqe = —E AY =-—FE 4y

nt o Sew  F 2(1+v) °F

3 variation globale des contraintes du béton est {Ac®} = {o°} - (ot}

2t {ol} est l'état des contraintes du béten intégre au moment de la
fizsuration et {gP} celui des bandes <du béron aprids la formaticn des fir:-
sures.

L'hypothése de la continuité du vecteu -contrainte & la facette des

fissures donne: g _ 0 .1 3
9an = %n * %nn * &C44
g i b ] .
Ont = 9ne = One * &0p¢ qui devient
f i
S.G._ + E 5.G Ae o}
i¥nn 1-v3 i7nt Zn . ?n
1
S.G S.G., + —E__|{ay o
i°tn i-tt 2(1+v) nt nt
drot détermine les {Acf}={cf} et par 1la suite toutes les grandeurs

reche. ies ({AdP},{c®}, etc

Les efforts nodaux R gque nous devons ajouter (chargement fictif) aux
noeuds de 1'élément fissuré pour que la structure reste en équilibre sous
les mémes déplacements sont

R = Ia‘(ob-ol)dv = [8Tac%v

l'intégration s'effectue dans le volume de 1l'élément fissuré.
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Nous rappelons que rien ne change pour l'acier dont les déformations
sont identiques & celles de 1'élément qui restent constantes pendant cette
phase.

IV.5. La _mise en oeuvre de la stratégie de la résolution (sous-programme
rTgrapac”™)

Nous avons présenté jusqu'ici les sous-programmes les plus
importants ; voyons maintenant leur utilisation pour la mise en oeuvre de
la stratégie de résolution décrite au Chapitre III.4.2. Ceci est fait
essentiellement par le sous-programme "grapac”, qui constitue le coeur de
notre code, tandis que le programme principal effectue quelques travaux
préliminaires (introduction de données, initialisation des variables ete)
et commande les appels successifs de "grapac" jusqu'd la fin du
chargement.

Dans "grapac" on peut distinguer deux parties. Etant donnés deux
Points Puspart ©t Peinie dans l'espace des chargements, la premiére partie
consiste 8 rechercher la solution sur le segment Pa¢pares Pcinie SOUS la
condition que le plus faible élément se trouve sur une surface ultime.
Apreés que cette solution ait été trouvée, la deuxiéme partie calcule les
grandeurs correspondantes (déformations, contraintes) et prépare les
valeurs Paepart €t Peinie 23insi que tout autre élément indispensable pour
la prochaine application de "grapac™.

Recherche de 1z solution. Soit m le point précédent d'équilibre de la
structure dans l'espace charges-déplacements, correspondant aux charges
Paepart- Une boucle typique du processus itératif se présente comme
suit.

s

Soient ujs les variations |des déplacements & partir du point m,
obtenues par 1l'itération précédente i qui correspond & une charge Af(P_-Pg)
Avec les déformations dues au champ us nous déterminons, en appliquant
"ecisult™ pour tous les éléments integres et en retenant la plus petite
valeur, le coefficient Ai+1 de sorte que l'application du champ A .qu;
amene le plus faible élément sur une surface ultime.

Nous calculons ensuite les efforts non-équilibrés g:.. associéf aux Aj,quy
le niveau de chargement étant réduit a ! - = A7 -
8 Ae A+1(Pe=Pg) = AL (P_-Pg)

i+ T
gl+l =-Xé I(Pc'Pd) + IB AGd\J

Les incréments des contraintes AC sont calculés par "plastden™ pour
les dléments intégres et par "fisden” pour ceux fissurés et nous utilisons
leurs options qui n'zctualisent pas les Fparametres de comportement du
matériau.
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Enfin on calcule & partir des g:.1 les corrections itératives
accélérées §i... Les nouvelles variations des déplacements sont

Ujep = Aje1¥y * 054

. i+l i+l i
et elles correspondent 3 une charge A, "(P_.-Py) : Aé = At'*i+1
On peut alors reprendre la boucle et la procédure continue jusqu'a obtenir
gk * 0. .

Les wvariations des d<&olacements u,, Ppar lesquelles le processus
dé—arre, sont calculées 92¢.- une charze Po-Pa (kg =1 en utilisant la
r:zidité initiale de 1 str.cture. La 7 3gure IV.1 donne . représentation
graphique du processus.

A o
3
- Pe T .
/ 2
Surface ultine S
de l' 4lémentc / ~ o
"critique” / “ i
-~ >
- — -~ ! 61 g Y 5
g e :
z S
3) o
- / o
S ~y2 683 s
Q
3
- /
H TN+l sotution ile
-
5 finale
q
£
0]
Pd
Solution précédante
déplacements
F1g. IV.l. Stragégie de ré@sclution proposée; racherche de la

solution sous la condition de 1a fissuration
(ou écragement) du plus “faibla” élément



95

Préparation de l'spplication sujvante. Ayant déterminé le point
d'équilibre m+1 nous calculons 1'état des éléments (déformations,
contraintes) en utilisant cette fois-ci les options des "plastden" et
"fisden™ qui actualisent aussi toutes les grandeurs. En méme temps nous
examinons si un élément a atteint une surface ultime et on calcule, si
besoin est, les efforts 1libérés. Ces informations serviront a établir les
données de la nouvelle application de "grapac”.

Pour un élément qui touche la surface de fissuration les efforts
libérés Ry ainsi que les valeurs initiales des parametres de fissuration
sont calculés par "eflifis”.

Pour un élément qui s'écrase aucune capacité de résistance n'est

retenue, done les contraintes du béton 0P doivent chuter & zéro et les
efforts libérés sont :

b b

b
aprés ~“Yavan

T y
t)dV = ‘IB OaVant dv

- tal
R; = /B (0

Si un élément déja fissurd s'écrase, non seulement les contraintes
o®  deviennent nulles mais la contrainte de 1l'acier chute aussi de la
valeur qui comprenait la collaboration du béton tendu & celle de l'acier

nu ; les efforts libérés doivent, alors, étre calculés pour les deux
chutes.
l:’i'i-l
P N
~
~ \
Pi P,
Pl

Fig. IV.2. Chargement "général"sous forme d' une
"ligne brisée" dans 1' espace des charges

Le chemin de chargement que nous imposons a la structure est défini
par une série de points P., Pa ... Pn dans l'espace des charges (Figure
IV.2). Celui-ci sera parcouru par segments réels entre lesquels
s'interposent des trajets fictirs dis aux fissurations (ou écrasements) des
éléments. La succession d2s segments est formée au cours de la résolution
par les applicaticns de "gzrapac™.



96

Ayant trouvé une position d'équilibre m+1 (premiére partie de
"grapac™) nous déterminons 1la suite du trajet, c¢'est-3-dire les données de
la nouvelle application de "grapac™, & l'aide des éléments suivants :

- la nature du segment m, m+1 (réel ou fictif) qui vient d'étre parcouruy,
donnée par 1'indice jtr associé & ce segment (jtr = 1 réel, jtr = 0
fictif),

- le coefficient final A. correspondant au point m+1, qui détermine aussi
la valeur actuelle du vecteur de chargement

Pace = Padparc + Ae (Paipie - Paspare)
si A est égal 3 1 le point Pesipie €5t atteint.

- Au point m + 1 y a-t-il des éléments fissurés (ou écrasés) et si oui on
calcule les efforts libérés correspondants R.

- L'indice nich désigne le prochain point du chemin de chargement P,, P,
. Pn et il a la valeur i + 1 tant pour un segment réel contenu entre
Py et Py.. que pour un segment fictif qui se développe entre eux.

Dans cette procédure les régles suivantes doivent étre respectées:

- 81 la fin d'un segment réel (jtr = 1) est signalée par une fissuration
(ou écrasement) le prochain segment sera fictif (jtr = avec Poipie le
Pact €t Paspars le Pace*R.

- 81 la fin d'un segment fictif (jtr = 0) est signalée par une fissuration
(ou écrasement le prochain segment sera fictif (jtr = 0) avec Puepare l€

Pace + R, tandis que le Painie Ne change pas (le Poinie du segment
précédent).

- 81 la fin d'un segment fictif (jtr = 0) est signalée par l'arrivée au
point Paibvie ( Ae = 1) sans qu'une fissuration (ou écrasement)
apparaisse, le prochain segment sera réel (jtr = 1) avec Padpare le
Pact €t Poibie le prochain point du chemin de chargement reconstitué a
l'aide de 1l'indice nich.

- 8i la fin d'un segment réel (jtr = 1) est signalée par l'arrivée au
point Paspie (Ae = 1) qui est le point Py du chemin de chargement,
l'indice nich qui avait la veleur 1 augmente d'une unité pour pouvoir
viser le point Py.s.



A titre d'exemple nous donnons au
cette procédure pour le parcours de
trajets fictifs 3 un ou plusieurs
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tableau ci-dessous le déroulement de
comprend des

la Figure 1IV.3 qui
éléments fissurés

(KH et BCDEFA

respectivement) et passages par les "sommets" du chemin de chargement sans

et avee fissuration (Peey , Pi-a).

fissuration | Données pour la prochaine application
Application ou de “grapac”
"grapac® jer Pdéparc Peible | nich X': écrasement tr Pdépaz: nich Feible
1 1 P; Pisl itl | <1, Pyop = Py oui 0 Pacg * Ry = Pgi i*l | Pyep = Py
2 0 Pg Py i+l | <1, Pye¢ = P oui 0 Pact * Rz = Pp| itl Pa
3 0 Py Pa itl | <1, Pyop = Pg oui Q | Pace * Ry = Ppj i+l Pa
4 0 Pp Pa i+l =1, Py = Py non 1 Pace * Pa i+l Pisr
5 1 Py Pisyp | i¥1 vl Page = Piyp) aen 1 Pact * Prep | 1%2 Pre2
) 1 Pier Py 142 1 <1, Pyoy * Pg oui 0 [ Pyeg * Re = Pyl i®2 | Paee ® Pg
7 o] Py Ps i+2 | =1, Pyoe * Pg non 1 Psee ® Pg i+2 Pis2
-] 1 Pg Prs2 1+2 ‘ =1, Pace * Pis2 oui 0 Pace * Rs = Pp| i*3 | P oy = Piyp
9 0 Py Ple2 1+3 E =1, Paer ™ Pi+3 non 1 Pact ™ Pyeg | i*3 Pisy
]
B
] : ///)(
x>~ 2 ’xc Rl P o H
-~ i+l Rg 7
Ve

Fig. IV.3. Représentation dans 1' espace des charges

P trajet réel
o= trajet fictif

des étapes d' un calcul
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CHAPITRE V : APPLICATIONS - VERIFICATIONS

Dans ce chapitre nous allons présenter les résultats des calculs que
nous avons effectués pour tester la validité du programme concu. Tous les
exemples concernent des structures ayant fait l'objet d'études
expérimentales, ce qui permet la comparaison des résultats numériques avec
la réalité.

D'autre part, nous avons essayé d'obtenir, par ces calculs, quelques
indications sur 1'influence des divers paramétres de résolution et de la
prise en compte de phénoménes physiques tels que 1l'adhérence, l'effet de
goujon, l'engrénement etc.

Avant cette présentation nous parlerons de 1la faible qualité
d'approximation de 1'élément triangulaire utilisé et ses conséquences
telles qu'elles se sont révelées par 1'expérience globale des
applications:; tous les résultats obtenus doivent &tre considérés et
interprétés sous cette réserve.

L'approximation des déplacements et, a fortiori, des contraintes que
nous obtenons avec un tel élément est assez pauvre. Dans le cas de notre
algorithme ceci peut avoir de conséquences importantes en provoquant de
fissures "anormales", tant en ce quil concerne leur apparition que leur
orientation.

Dans certains cas cet effet est détectable. Ainsi, dans certaines
régions (par exemple 3 la section médiane d'une structure simplement
appuyée) les composantes 0,, T, du tenseur des contraintes, qui devraient
avoir des valeurs faibles, présentent une oscillation importante gqui d'une
part se traduit par une oscillation de 1la direction des fissures et
drautre part provoque une fissuration fictive, due & la présence d'une
contrainte principale positive "faussement" élevée.

Ce phénoméne a donné des résultats complétement "absurdes" dans le cas
des poutres que nous avons essayé de résoudre et il a conduit a 1'abandon
de ce type de calculs. L'erreur sur d, et T,, a donné une contrainte
principale de traction qui "déplagait™ 1'état des contraintes vers le
critére de fissuration (Figure V.1a); ainsi des éléments qui normalement
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f.s5sures "anormales"

critére de “62 .
fissuration A -
—\ L ¥
! =
, o A . S -
A: état réel T =
A': état déplacé par l'erreur

d' approximation
(a) (b)

Fig.V.l, Effets de 1' erreur d' approximation due & 1' élément triangu-
laire utilisé

devraient etre intégres se trouvaient {fissurés avec en plus une
orientation qui tendait vers l'horizontale (Figure V.1b), ce qui vidait le
calcul de tout son sens.

Nous soulignons donc que les résultats que nous exposerons dans la
suite contiennent cette source d'erreur éventuelle dont l'influence est
difficile 3 estimer et 1ils doivent etre analysés sous cette réserve et
révisés aprés élimination de ces effets "parasites".

Ainsi on peut avancer dés maintenant une premiére conclusion:
il est indispensable d'introduire dans le programme des éléments d'ordre
plus élevé pour pouvoir tirer des informations plus solides et mieux juger
de l'influence des divers facteurs.

V.2 D 1 irés d - le Leonhardt et waltl

Parmi les corps d'épreuves testés par Leonhardt et Walther (48] nous
avons étudié les structures WT3 et WT4. Il s'agit de panneaux carrés de
1.60m de c6té et 0.10 m d'épaisseur, simplement appuyés et chargés a
leur bord supérieur par une charge répartie. L'armature principale est
constituée de 8 barres haute-adhérence, de diamdtre de 8 mm, bien ancrées.
Une armature secondaire de barres lisses (D = S5mm) est disposée
horizontalement et verticalement suivant un maillage de 26 com
d'espacement.

Les caractéristiques géométriques, 1'armature, le chargement et les
appuis sont donnéds & la Figure V.2. La seule différence entre WT3 et WT4
est que ce dernier a des appuis renforcés par épaississements dont les
dimensions sont aussi données a la Figure V.2.
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WT3 ;
WT4 [t

wT 3 [ WT 4 10 Armature secondaire
= horizontale et verticaie
g Smm ,StI,e=26cm
T Armature principale
ST 3u 8 & 8mm,StIIIb
32
p— &
dimensions en cm
89181 —~
=
1 (Ba =
~
= 160 LY Lol ol
wT 4 Wt ]

extrait de [68]

Fig. V.2 Armatures,charges,dimensions des WT3,WT4

Les maillages utilisés,

en compte de

Figure Vv.3. Grace
structure. Tous

montrées a la Figure V.3.

les pourcentages d'acier, ainsi que la prise
1'épaississement des appuis pour WI4 sont montrés a la
a8 la symétrie nous ne résolvons que la moitié de la

les noeuds sur l'axe de symétrie sont fixés suivant x et
le noeud inférieur est de plus fixé suivant y; ces conditions limites sont

Les caractéristiques mécaniques du béton données par (48] sont les

suivantes:

résistance en compression

résistance en traction
(mesuréde par flexion sur prismes 10/10/53)

module d'Young

WI3 29.63 MPa ; WT4 29.43 MPa

WTI3 4.81 MPa ; WT4 4.32 MPa

WT3 et WT4 31400 MPa

L'acier de l'armature principale avait un module de 206000 MPa et une
contrainte de rupture en traction égale a 536.46 MPa.

L'armature secondaire

est

constituée de barres lisses, mais le

programme ne contient pas la possibilité d'attribuer des caractéristiques
mécaniques différentes 3 l'acier selon les éléments . Ainsi, les mémes
qualités qu' a l'armature principale lui ont été atribuées.

V.2.1 Panneau WI3

Le tableau V.1

structure, qui

présente tous les calculs effectués pour cette
constitue l'exemple le plus complet que nous avons traité,

et les divers paramétres adoptés pour chacun.
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Nous avons fait les calculs C1, C2 et C3 pour estimer 1'influence du
maillage et choisir un maillage pour la suite des calculs comparatifs.

Par les calculs C4, C8, C7 et C9 nous avons essayé d'estimer
l'influence de 1'adhérence, de l'engrénement et de l'effet de goujon.

Pour les calculs €5, €8, (C9 et C10 nous avons fait varier la
résistance en traction du béton f. et le module d'Young Ee en nous
appuyant sur une premieére exploitation des résultats des calculs
précédents. Enfin par le calcul (€11 nous avons voulu connaitre la
participation de la plastification du béton 3 la réponse globale de la

structure.
Cl C2 c3 Cc4 cS cé <7 c8 c9 Cl0 Cl1
résistance
en traction| 2.56 2.56 2.56 2.56 3.00 2.56 2.56 2.56 2.56 3.00 2.56
ft (MPa)

Module d' Young | 31,54 | 31400 31400 | 31400 | 31400 | 31400 | 31400 | 21300 { 21300 | 21300 | 31400

E, (MPa)
Maillage M1 M2 M3 M3 M3 M3 M3 M3 M3 M3 M3
Adhé‘fnce 10.0 | 10.0 | 10.0 | 1.0 |10.0 |10.0 |10.0 |10.0 | 1.0 |10.0 |10.0
a
Engrénement oui oui oui oui oui non non oui oui oui oui
Effet de goujon oui oui oui oui oui oui non oui oui oui oui

(*) C,: paramétre modélisant 1' adhérences; elle détarmine le "saut" de contrainte de l' acier
A 1' instant de fissuration (voir § III.3.S5. rel. III.3.25)s Si C; = 1, 1' adhérence
est négligée

Tableau V.l. Paramétres des calculs effectués pour le panneau WT3

Nous obtenons pour f. les valeurs 2.56 MPa et 3.00 MPa en divisant le
module de rupture par 1.875 ou 1.6 selon les indications du code de 1'ACI
et du CEB respéctivement.

La valeur réduite Ep = 21300 MPa est choisie de fagon a faire
coincider la réponse initiale linéaire du calcul avec celle de
1'expérience.
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Pour tous les calculs les paramétres communs suivants ont été utilisés:

module d'Young de l'acier Ee = 206000 MPa
limite d'élasticité de l'acier Oy = 536.6 MP3
coefficient de Poisson du béton v = 0.2

résistance en compression du béton fo = 29.63 MPa

(2 l'exception du calcul C11 ol la valeur fictive de 80 MPa est adoptée
pour éviter la plastification du béton).

domaine d'élasticité initial du béton 0.4 de sa surface ultim:

L'orientation des fissures pour tous les calculs et le niveau de
charge qui provoque la fissuration de chaque élément sont donnés en Annexe
(Figures 1 3 11).

V.2.1a Influence du maillage. Nous avons tracé a la Figure V.4 la
fleche au milieu en fonction de la charge totale P obtenue par les calculs
C1, C2 et C3 et les résultats expérimentaux correspondants.

L'allure générale des résultats numériques s'accorde assez bien avec
l'expérience. Le raffinement du maillage conduit, comme attendu, 3 une
réponse plus souple qui approche mieux 1'expérience, bien que 1la
différence entre C2 et C3 soit négligeabl:

lel
1.0
0.3
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
042
0,!
0 L

Charge P (MN)

== Cl (maillage M1)

—_— C2 (maillage M2)

¢ee2Cl (maillage M3)
A& expérience

L ]T] J_L 1 } 1 | 1 1 "4l I}

Ca Osl 0s2 043 0ad 0.5 0ab 0o7 0e8 049 140
fleche (mm)

Fig. V.4 Courbe charge-flache;panneau WT3;
calculs C1,C2,C3 et solution élastigue.
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On observe une différence significative dans la pente initiale (partie
élastique linéaire) entre l'expérience et les calculs que l'approximation
du maillage ne suffit pas a justifier, ce qui 3 été confirmé par un calcul
élastique en utilisant des éléments quadrilateraux 3 huit noeuds (droite
el, Figure V.4). Une explication plausible est que le module d'Young
mésuré sur les éprouvettes caractérise mal le comportement de 1la

structure; cette différence nous a conduits & effectuer les calculs avec
Ee réduit.

En ce qui concerne la fissuration on s'attend a une influence relative du
maillage vu que l'approximation du champ des contraintes , surtout pour
les éléments & trois noeuds, dépend beaucoup de la finesse de celul-ci.
Comme le montrent les Figures V.5 et V.8, les résultats peuvent étre
considérés comme raisonnables . La premiére donne l'évolution de la région
fissurée pour les trois maillages différents pour plusieurs niveaux de
charge et jusgqu' a la ruine. A la Figure V.5 nous avons tracé l'évolution
avec la charge de la hauteur des fissures, 3 mi-travée (V.éa) et pres de
l'appui (V.86b). La Figure V.8a montre une dispersion des résultats des
trois calculs nettement plus petite que la Figure V.4b, peut-étre parce
que la région d'appui se trouve dans un état des contraintes plus complexe
et done plus sensisle aux erreurs d'approximation.
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Globalement on peut dire que ces résultats montrent une certaine
indépendance par rapport au maillage. En revanche nous devons constater
que pour le maillage M2 la fissure "pras de 1l'appui" est concentrée sur
une seule colonne d'éléments, ce qui n'a pas été observé pour les deux
autres calculs.

Pour la suite des calculs comparatifs nous avons retenu le maillage M3; le
calecul C3 servira comme calcul de référence.

V.2.1b Fissuration. En régle générale, la fissuration obtenue par les
calculs est plus prononcéde que celle observée expérimentalement, 2
l'exception du calcul C5, ce qui nous a poussé 3 effectuer les calculs C5
et C10 en adoptant pour f. la valeur augmentée, et tout-3-fait légitime,
de 3.00 MPa. Pour tous les calculs la direction des fissures est
pratiquement la méme et s'accorde bien avec l'expérience.

La Figure V.7 montre les modes de fissuration obtenus par les calculs C3,
C4, €5 et C8 pour six niveaux de charge, ainsi que les fissures observées
expérimentalement. Les Figlres V.83 a V.8d montrent le nombre d'éléments
fissurés pour divers groupes de calculs.

Pour tous les calculs, a3 l'exception de €5, nous observons une fissure (ou
groupe de fissures) prés de 1l'appul qui se développe assez rapidement,
vers le stade final du chargement, et qui n'a pas été observée dans les
expériences (voir Figure V.7). Cette fissuration correspond, dans la
plupart des cas, & 1l'augmentation rapide du nombre d'éléments fissursés aux
alentours de 900 KN (700 KN pour C4) (voir Figure V.8a).

Le calcul €5, avee la valeur augmentée de f., fournit les meilleurs
résultats et l'accord avec l'expérience est trés bon (Figure V.7).

L'évolution de la fissure dans la section médiane est trés bien suivie par
C3, tandis que le calcul C8 prévoit une pénétration plus petite (Figure
V.7 colonnes (i)-(v)),

Les deux calculs (C3, C8) donnent des fissures prés de l'appui mais celles
du caleul €8, avec Ep réduit, évoluent moins que pour le calcul C3 (Figure
V.7 colonnes (ii)-(v)). Cette tendance & une plus faible fissuration pour
Ee plus petit est aussi visible sur la Figure V.8a (C3-C8); elle reste
valable pour la paire C4-C9, particuligrement sous les charges
intermédiaires (Figure v.8a), mais elle disparait pour les (C5-C10
spparemment 3 cause de la variation du paramétre f..

Le calcul C4, o 1'adhérence acier-béton est négligée, donne une
fissuration beaucoup Fplus importante tant par rappert a l'expérience que
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par rapport aux autres caleculs.

relativement tét. Ainsi

atteint deja sa hauteur finale et

largement développées

De plus, ‘ ;
sous une charge de 687 KN la fissure 3 mi-travée

les fissures se développent

les fissures prés de l'appui sont

(Figure V.7 colonne (iii)). La suite du chargement

provogque url léger avancement et surtout la densification des fissures dans
la région d’'apcui. Pour lo méme C4 nous observons une prcpagation abrupte

des fissures des

leur naissance. Ainsi, scus charges relativement basses
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une fissure traverse d'un seul coup toute la hauteur de la zone d'armature

et méme plus (Annexe, Figure 4, N° 4,8,11,12,14 et comparaison avec Figure
3.

La plus importante fissuration du calcul C4 par rapport au C3 apparait
clairement qussi & 1la Figure V.8a. On observe le méme effet pour les

calculs C8-C9, modifié pour les charges intermédiaires par le plus faible
Ew.

Les calculs Cé et C7 ont donné une évolution de la fissuration légerement
différente par rapport au C3 et il semble que globalement négliger
l'engrénement et 1l'effet de goujon conduit 3 une fissuration un peu moins
importante (Figure V.8c).

V.2.1c Réponse globale. Les courbes fleche-charge pour tous les calculs
sont tracdes aux Figures V.9 a V.13; les résultats du calcul C4,sans
considération de 1l'adhérence, montrent une concordance parfaite avec
l'expérience au-deld d'une charge de 500 KN (Figure V.9). Cette impression
est un peu trompeuse vu la différence dans la réponse élastique initiale.
8i cette différence est éliminéde (calcul C9) les fleches obtenues sont
nettement plus grandes que les fléches expérimentales (Figure V.10}.

La comparaison C(C3-C4 (Figure V.9) et C8-C? (Figure V.10) montre que la
variation d'un paramétre tiers, en l'cccurrence de E,, agit sur les
différences entre les résultats avec ou sans adhérence.

La courbe fléche-charge des calculs C3, C4 et (7 ne présente aucune
différence perceptible (Figure V.11), ce qui pourrait signifier que pour
cette structure l'engrénement et 1l'effet de goujon n'influencent pas la
réponse globale. Néanmoins, sur les points concernant ces deux phénomenes,
qui sont trés 1lids aux déformations tangentielles, on reste prudent
puisqu'on ignore le rdle que la qualité de l'élément a pu jouer.

La Figure V.12 montre 1l'influence de la résistance en traction et du
module d'Young sur la réponse obtenue; notons en passant l'accord des
résultats du calcul C10 avec l'expérience.

Enfin, sur la Figure V.'3 nous observons la participation de 1a
plastification de 1'appui & 1la partie non-linéaire de la courbe effort-
fleche. Son influence apparait au voisinage de ssoxv , et 3 la charge de
ruine 40 % de la flache non-linéaire est due a la plastification de
1'appui.
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V.2.1d Charge de fissuration, charge et mode de ruine. Le tableau V.2
contient les résultats ci-dessus pour l'ensemble de calculs effectués.

Pendant l'expérience, 1l'appui gauche de la structure a d'abord cédé pour
une charge de 981 KN; cette charge correspond 3 une pression de 30.46 MPa
sur la surface de 1l'appui, soit 1.035 fois la résistance en compression
simple. Ensuite la région d'appui a été réparée par des plaques d'acier et
l'expérience a continué jusqu' & une charge de 1265.5 KN (pression
drappui 39.55 MPa = 1.335 f.) oUu l'appui droit a aussi cédé. La charge de
ruine que l'analyse peut approcher est, évidemment, la premiére.



Charge de |Charge de
fissuration ruine Mode de ruine
Pe (kN) | By (kN) p
écrasement de 1’
C1 245 992 élément 1
(déja fissure)
7 Ty 2o
écrasement de 1! N LI
c2 157 980 élément 2l(intégre) TTTTTT cl
écrasement de 1!
c3 207 994 élément 17(intégre)
L
C4 207 99¢6.8 " Raci g
- egion de
1' appui,
CSs 242 1000.7 " élément
écrasé
(of 5} 207 992.4 "
c2
Cc7 207 932.8 ?
écrasement de 1°' /
c8 213.3 1001.5 élément 17(intégre)
co 213.6 1000.8 "
c10 250 1000.9 " 2 :
v v v v
WFI—l ]]I C3' C4Io--

Tableau V.2. Charges de fissuration, de ruine, panneau WT3

La charge de fissuration indiquée en {48] est dgale & 490 KN

La charge de fissuration calculée est beaucoup plus petite que la valeur
ci-dessus (40 % 3 S0 %). Une partie de cette différence peut s'expliquer
par une fissuration préalable qui n'était pas visible de l'extérieur. Les
déformations mesurées de 1l'acier i mi-travée (Figure V.15) indiquent la
méme chose: en effet la discontinuité de la pente qui correspond i la
fissuration correspond au plus 3 400 KN au lieu de 490 KN.

Comme attendu la charge de fissuration diminue pour un maillsge plus fin
gt ellg ne dépend de la prise en compte ni de 1'adhérence, ni de
i'engrenement, ni de l'effet de goujon.
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Une forte diminution de E, (32 %) conduit & une trés faible augmentation
de P (3.2 %) & cause de la plus grande "ductilité"™ du béton qui permet
une sollicitation de 1l'acier un peu plus grande avant que l'élément
eritique arrive au seuil de fissuration.

L'augmentation de f. provoque, évidemment, une augmentation
proportionnelle de Ps.

La ruine a été provoquée pour tous les calculs, 3 l'exception du C7, par
l'écrasement d'un élément dans la région d'appui. Pour - calcul €1 ol la
longeur d'appui correspond. &8 un seul élément, celui s'écrase apres
avoir été fissuré. A l'instant de 1l'écrasement 1'é. 2nt se =rouve
pratiquement sous une compression uniaxiale (accompagnée . une trés faible
traction). Pour 1les autres calculs (€2 3 C10), ol l'appui correspond a
deux "colonnes" d'éléments , c'est un élément de la "colonne™ extérieure
qul s'écrase étant jusqu' a cet instant intégre. Il se trouve sous une
compression légérement bilaxiale (la deuxieme contrainte principale est
égale au 1/15 de la premiéere), ce qui conduit 3 une contrainte gy qui est,
précisement, 4 % plus grande que la résistance en compression (voir
pression d'appui de 1'expérience). Cette différence explique 1la plus
faible charge de ruine du calcul C! par rapport aux autres calculs bien
qu' 11 soit le calcul ol le maillage est le moins fin.

Tous les calculs avec le méme maillage, & part C7, prévoient une charge de
ruine pratiquement identique <(voir tableau V.2), ce qui est di au type
unique de ruine (écrasement de l'appui). Le maillage le plus fin a donné,
évidemment, une charge Py plus petite. La prévision de la charge de ruine
est tellement bonne (0.1 % pour C2 !!1) qu'elle suscite notre méfiance et
nous fait penser au concours d'une heureuse coincidence (par exemple la
taille de 1'élément).

Un point intéressant est la plus faible charge P, du calcul C7, sans
engrénement ni effet de goujon, que nous pouvons expliquer par la
défaillance de transmission des efforts par les éléments fissurés de

S

l'appui (colonne "3 droite™) 3 cause de l'absence de l'effet de goujon.

V.2.1e Plastification. La Figure V.14 montre la zone plastique et le degré
de plastification & 1l'instant de ruine. Pendant la redistribution des
efforts libérés par les éléments fissurés on peut avoir charge ou décharge
des éléments plastifiés selon leur position par rapport 4 l'élément qui
vient de se fissurer. Il + important de signaler que vers le stade final
certains éléments (non- ssureés) se trouvent en décharge sous une
augmentation de la chsrge zlobale.
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4 la ruine - Panneau WT3 - Calcul C3

v.2.1f Déformations de 1l'acier dans la section médiane. La Figure V.15
présente l'évolution de 1la déformation de l'acier 3 mi-travée avec la
charge et pour la zone la plus basse (moyenne de deux éléments).

Les résultats des calculs C3, C5 et C8 correspondent trés bien aux
résultats expérimentaux au-deld de 700 KN. Avant ce niveau, l'expérience
montre des déformations plus petites. Le calcul C4, sans adhérence,
prévoit des déformations plus grandes au début pour donner au-dela de 400
KN une ligne parallele mais décalée par rapport aux autres caleculs.

Pour tous les calculs l'acier n' a pas été plastifié jusqu' & la ruine.
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Cc mtaires
D'.ne fagon globale pour ¢ - exemple particulier les résultats fournis par
le programme se comparent ravorablement avec l'expérience.

Le moins bon résultat semble étre le développement précoce de la fissure
"prés de l'appui™ que tous les calculs sauf C5 ont donné.

Les résultats ont montré que 1l'adhérence acier-béton est un phénomene
qu'il importe de prendre en compte. Néanmoins, il faut rappeler que la loi
utiliséde est semi-empirique et contient une bonne proportion d'arbitraire.
D'ailleurs, il ne s'agit que d'une solution provisoire. La partie finale
de la réponse globale du calcul C4 (Figure V.9) et le début des
défermations de 1l'scier (Figure V.15) indiquent qu'une autre forme de loi
qui tendrait plus rapidement vers l'acier "nu" et qui pourrait prévoir un
plus grand saut 3 !'instant de la fissuration, serait plus appropriée. De
toute fagon, ce ¢ <e de modifications ne peut faire face au fond du
probléme; l'adk-~er:: doit faire l'objet d'une étude qui dégagerait une
loi de comport -er- de l'acier modifide par la collaboration du béton en
se basant sur u.ne approche plus théorique qui tiendrait compte des
parametres du phénomeéne (par exempla en intégrant une loi locale T-S
sensible & la qualité d'adhérence d'une barre particuliere, aux conditions
ce confinement etec.).



119

V.2.2 Panneau WT4

Pour cette structure nous n'avons effectué qu'un seul calcul; le maillage
utilisé est le M3 avec le détail pour l'épaississement de l'appui (voir
Figure V.3). Les caractéristiques mécaniques du béton sont:

module d'Young Ew = 31400 MPa
résistance en compression simple fo = 29.43 MPa
résistance en traction (mésurée par flexion) z 4.32 MPa

d'oll fe¢ = 4132 / 1.875 = 2.30 MPa

Les caractéristiques de l'acier sont les mémes que pour WT3; le parametre
de l'adhérence Ca. est pris égal 3 10 ; l'engrénement et l'effet de goujon
sont pris en compte pour le calcul.

Pendant 1'expérience la rupture du panneau est survenue sous une charge de
1668 KN par une fissure apparue entre le corps de la structure et
l'épaississement et qui juste aprés a traversé ocbliquement le panneau
jusqu'au bord supérieur (voir Figure V.16,expérience,stade final). La
premiére fissure est apparue sous une charge de 484 KN.

La Figure 12 de 1'Annexe donne la charge de fissuration pour tous les
éléments et 1la direction des fissures de chacun. Le mode de fissuration

obtenu par le calcul est comparé avec l'expérience 3 la Figure V.16 pour
plusieurs niveaux de charges.

Le calcul a donné une fissuration beaucoup plus importante que
l'expérience. La fissure "prés de l'appui" se développe treés tét; sous une
charge de 588 KN elle traverse 40 % de la hauteur pour avancer jusqu'a 90%
de celle-ci sous une charge de 785 KN. Son évolution est plus rapide que
pour le calcul C3 du panneau WT3. En revanche, la fissure a mi-travée se
propage moins rapidement que dans l'expérience, apparemment a cause du
développement préalable de 1la fissure "prés de l'appui" qui constitue
ainsi un point faible. Pour les charges prononcées la quasitotalité de la
structure est fissurée (Figure V.16).

La Figure V.17 compare la courbe fleche - charge du calcul 3 celle de
1'expérience. Une trés bonne concordance est observée jusqu'a 900-1000 KN;
la prévision du programme se dégrade sensiblement au-dela de 1400 KN.

L'analyse a donné une charge de fissuration de 240 KN, la moitié de la
valeur expérimentale, encore que dans l'expérience les déformations

mesurées de l'acier 3 mi-travée indiquent le début de la fissuration
(non-visible ?) autour des 350 KN (Figure V.18).
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La charge de ruine prévue par l'analyse est 1915 KN. Sa différence avec la
valeur expérimentale (15 %) aurait pu étre acceptable si les modes de
ruine du calcul et de l'expérience étaient les mémes, mais cela n'est pas
le cas. La ruine numérique survient par écrasement d'un élément de la
région d'appui (du méme que pour les calculs de WT3) et non pas par
séparation comme il a été observé expérimentalement.

La Figure V.18 donne les déformations de la couche inférieure d'acier dans
la section médiane:; la concordance avec les valeurs expérimentales est
trés satisfaisante. La différence au-deld de 1400 KN est due a3 la
considération pour l'acier d'un comportement élastique-parfaitement
plastique avec un palier pour o, = 536.6 MPa, tandis qu'en réalité il a
une limite conventionnelle d'élasticité de 420 MPa etensuite il s'écrouit
jusqu'a la rupture 3 536.6 MPa.

Commentaires

Pour ce deuxieme exemple les prévisions de l'analyse sont moins
satisfaisantes. Malgré les fissures précoces et importantes prés de
1l'appuil, qui traversent pratiquement toute 1la hauteur de la structure,
aucun signe de rupture n'apparait 1la ol la ruine est réellement survenue,
et l'analyse indique une ruine par écrasement de l'appui. Il semble donc
que la suite des éléments fissurés surestime 1la "résistance" et la
"déformabilité” d'une fissure réelle, au moins pour cette structure
particuliére. Par conséquent le mode réel de rupture nous échappe et la
réponse calculée est nettement plus rigide que 1l'expérimentale au
voisinage de la ruine.

V.3 L3 poutre-cloison de Cervenka

Notre dernier exemple est la poutre-cloison W3 testée et analysée par
Cervenka et Gerstle [24]. Sa forme géométrique, son armature et son
chargement sont donnés & la Figure V.19. Le maillage, les conditions aux
limites, la considération des charges et le pourcentage d'acier que nous

avons utilisé pour le calcul sont donnés 3 la Figure V.20.

Les paramétres adoptés sont:

medule d'Young du béton Ew = 20000 MPa
résistance en compression du béton fo = 26.75 MPa
résistance en traction du béton (1) fe = 2.20 MPa
module d'Young de l'acier Ea = 189000 MPa
limite d'élasticité de 1' acier o, = 275.80 MPa

Y

{valeur correspondante 3 l'acier "grade 40™)

(l)_La valeur proposée de 3.45 MPa nous a paru asnormalement élevée vu la
qualité du béton. Nous avons donc adopté la wvaleur de 2.20 MPa en
utilisant la formule f. = 0.6 + Q.06 * f..
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Pour la loi modifiéde de 1l'acier (prise en compte de l'adhérence) nous
avons adopté la valeur réduite, par rapport aux calculs précédents, Cez4
parce que l'armature est constituée de barres lisses, donc d'une qualité
d'adhérence plus basse. L'analyse comprend 1l'engrénement et l'effet de
goujon.

Les directions des fissures et la charge de fissuration pour chaque
élément sont données 3 la Figure 13 de l'Annexe.

Pour cette structure Cervenka et Gerstle ont fait une résolution
incrémentale par éléments finis en ignorant l'adhérence, l'effet de goujon
et l'engrénement ([231,(24]).

Les Figures V.21 et V.22 montrent les résultats concernant la fissuration
et la courbe flache - charge obtenus par le calcul de Cervenka et le ndtre
ainsi que les données expérimentales.

Notre calcul donne une fissuration beaucoup plus importante; en revanche
les directions des fissures sont bien prévues.

La réponse globale (Figure V.22) est tres bien suivie jusqu'a une charge
de 40 XN. Son fléchissement final est aussi trés bien prévu et indique
correctement la charge ultime par la pente pratiquement nulle de la
courbe. Le calcul n'a pas été poussé plus loin parce que la plastification
avancée de l'acier éxigealt un trés grand nombre d'itérations. A la fin du
calcul , 1l'écrasement de 1l'élément le plus sollicité en compression était
imminent (surface actuelle & 99.4 % de la surface ultime), ce qui montre
le mcde de ruine que l'analyse allait prévoir. Le méme type de ruine a été
prévu par le calcul de Cervenka.En revanche, le mécanisme de rupture
observé expérimentalement était différent; il s'agissait d'une ruine
typique par effort tranchant caractérisée par l'ouverture d'une fissure
diagcnale qui a provoqué la rupture brutale de la structure.

Cette diffédrence est aussi signalée par Cervenka et il l'attribue a3 la
défaillance des éléments finis pour représenter le béton fissuré.

Commentaires

Le calcul pour cet exemple, comme pour WT4, n'a pas pu prévoir le
mécanisme réel de 13 rupture; en revanche, cette fois-ci la réponse
globale est bien approchée. On peut donc penser que la "déformabilité"™ de
la série des éléments fissurés est beaucoup plus proche de la réalité de
la fissure que pour WT4. Une raison plausible de cette différence est la
forme plus élancée du corps d'épreuve pzar rapport au Wl4.
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Charge P (KN)

- notre calcul
== calcul Cervenka [24]
4 expécience

0.02

0.01

0.

1] ] []
0. 1.0 243 14 4.0 S48 6.0 7.0
fleche {(om)

Fig. V.22 Courhe charge-flache; poutre-cloison W3.

V,< Considération de toys les exemples traités

Une comparaison globale des résultats obtenus pour ces trois structures
permet les observations suivantes.

Certains types de ruine, et notamment ceux dus 3 l'effort tranchant,
n'étaient pas reproduits par l'analyse et ceci parce que,apparemment, la
série des éléments triangulaires fissurés simule mal le comportement réel
d'une fissure. Sa modélisation a présenté une plus grande "résistance" et
parfcis une plus grande "rigidité", mais sur ce dernier point il semble
que la géométrie de la structure joue un rdle important.

Nous ignorons si cet effet est di 3 la "nature rigide™ des éléments &
trois noeuds, et alors il va disparaitre - ou au moins radicalement se
réduire - avec l'utilisation d'éléments d'ordre élevé, ou s'il persistera.

Nous ne pouvons pas non plus estimer quelles sont les limites gque la
représentation répartie des fissures impose, par sa nature méme, 3 la
torne prévision d'une ruine caractérisée par la rupture brutale le long
d'une {issure prédominante.
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V.5 Remarques sur_ le processus numérique

Nous avons pu vérifier que la solution trouvée est indépendante du trajet
fictif suivi pendant les itérations. En effet les calculs effectuéds avec
accélérateurs différents, et méme sans aucune accélération, ont donné des
résultats identiques. Ceci est did au fait que pendant les itérations
l'intégration de 1la loi de comportement des éléments s'effectue a partir
du dernier point d'équilibre. La stratégie de résolution a, peut-étre ,
joué un réle dans le méme sens. .

Pendant toute la résciution ~<us utilisons la matrice de rigidité ini::.ale
de la structure (éléments i- :2gres et matériaux élastiques linéaires,, ce
qui nécessite un grand nombre d'itérations autours de la phase ultime de
la structure malgré 1l'accélération utilisée. Il serait peut-étre
préférable, du point de vue temps de calcul, de recalculer périodiquement
la matrice de rigiditeé.

La stratégie congue suit la fissuration de chaque élément; un trajet
fictif pendant lequel N édléments se fissurent exige N+1 résolutions non-
linéaires. Concrétement pour les calculs effectués ceci signifiait
1'exécution de 100 3 200 résolutions selon le nombre d'éléments fissurés,
d'oll le colt trés élevé des calculs que nous pouvons estimer comne dix
fois plus grand que pour une résolution standard avec une dizaine ou

vingt "‘ne d'incréments. Par conséquent la stratédgie congue peut étre

rete s1 son codt élevé est justifié par une étude comparative qui
mon<T: it qu'elle obtient des résultats d'une :zualité nettement
meil. 2. Nous ne disposons pas de tels éléments précis de comparaison et

nous ne pouvons pas Nous pronconcer sur ce point,
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CONCLUSION

Nous avons élaboré un code pour le calcul par éléments finis des
structures planes en béton armé sous charges monotones.

La représentation "répartie” est utilisée tant pour les armatures que pour
les fissures.

Le béton est considéré comme élastoplastique écrouissable et 1l'acier
élastique-parfaitement plastique.

L'adhérence acier-béton et 1'engrenement sont introduits par des
formulations totales non-linédaires réversibles, tandis que pour l'effet de
goujon nous avons adopté un modele linéaire.

Une attention particuliere a été portde a 1la fagcon de combiner les
phénomeénes ci-dessus afin d'obtenir la réponse d'un élément fissuré,

Une nouvelle stratégie de résolution, inspirée par la méthode de "l'arc
constant™, a été congue qui permet de sulvre les fissurations des éléments
une par une afin de bien tenir compte de ce phénoméne particuliérement
dépendant du trajet de chargsment.

Les prévisions du programme ont été comparédes avec les données
expérimentales sur trois exemples de structures. Les résultats peuvent
8tre considérés globalement prometteurs et plusieurs aspects de la réponse
des structures ont été zpprochés d'une fagcon satisfaisante.

Des indications sont obtenues concernant l'influence de l'adhérence, de
lreffet de goujon, de 1l'engrénement et d'autres parametres (module
d'Young, résistance en traction) sur la réponse calculée d'une structure.

D'autre part, nous avons pu constater que l'élément triangulaire & trois
noeuds, adopté en raison de sa simplicité, est mal adapté pource cas. Ses
"effets parasites” sur les contraintes ont conduit certains calculs a
1l"échec et nous ignorons son influence sur les autres.

La comparaison des exemples traités indique que la simulation d'unefissure
par une série d'éléments fissurés manifeste une plus grande "résistance”
et "rigidité" que la fissure rdelle et par conséquent dégrade la qualité
das prévisions pour les structures ol une fissure est critique. Cet effet,
ou du moins son deuxieme aspect, dépend beaucoup de la forme géométrique
de la structure,
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Par manque d'éléments de comparaison précis nous ne pouvons pas nous
prononcer sur la wvaleur pratique de 1'algorithme congu qui suit les
fissurations. En revanche, son co(t est trés élevé - approximativement dix
fois plus grand qu'un calcul conventionnel; il ne peut donc étre retenu
que pour des cas particuliers.

L'expérience acquise peut aider 3 proposer une suite 3 ce travail. D'akord
des éléments d'ordre supérieur doivent é&tre introduits dans le progr- -a

e B

ce qui permettra de regarder les résultats avec plus de confiar.
d'estimer le poids de chaque facteur, pour chaque forme particulier 2
structure. Ce qui signifie aussi qu'il faut avoir des modéles perform: s

pour chacun des phénoménes.

Pour le comportement du béton, qui est en soi un probléeme délicat et
difficile, il existe un arsenal impressionnant de lois complexes mais nous
obtenons aussi de bons résultats avec des lois relativement simples. Par
contre, il est important d'élaborer pour l'adhérence un meilleur modéle et
de tenir compte des irréversibilités importantes du phénoméne. Il en
serait de méme pour l'engrénement, bien que la recherche fondamentale sur
le phénoméne soit assez récente et son influence moins connue.

L'introduction des 1lois irréversibles pour tous les phénoménes perme--ra
1'analyse des structures sous chargement général, comprennant notammen 'a
décharge quasi-statique; analyse qui constitue un pas vers 5
sollicitations sismiques, probléme primordial pour les structures en £t n
armeé.

De toute facon, le travail présenté n'est qu’'un pas dans ce domaine dont
la complexité exige des efforts continus et de longue haleine pour pouvoir
répondre au défi que l'analyse d'une structure en béton armé présente.



ANNEXE

Direction des fissures et charge d'apparition

pour tous les calculs
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Fig.l. Panneau WT3 - Calcul 1

N° Charge (KN)
1 245
2 300
3 312
4 331
5 414
6 420
7 483
8 524
9, 594

10 612

11 631

12 669

13 765

14 805

15 842

16 856

17 873

18 891

19 947

20 992

rupture par
écrasement
de 1' appui
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2. Panneau WT3 - Calcul 2

N° Charge (KN)
1 197
2 242
3 252
4 256
S 263
6 269
7 283
8 309
9 324

10 336

11 356

12 365

13 370

14 400

15 437

16 451

17 460

18 462

19 473

20 489

21 515

22 518

23 547

24 563

25 582

26 60s

27 607

28 626

29 650

30 654

31 675

32 714

33 716

34 730

35 736

36 741

37 752

38 773

39 826

40 850

41 856

42 896

43 300

44 903

45 905

46 979

(47) 980

rupture par
écrasement
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Fig. 3. Panneau WT3 - Calcul 3

N° Charge (KN)
1 207
2 242
3 264
4 276
5 301
(3} 314
7 347
8 377
9 407

10 448

11 458

12 487

13 491

14 515

15 516

16 534

17 552

18 585

19 618

20 640

21 696

22 734

23 746

24 767

25 794

26 807

27 839

28 876

29 884

30 939

31 949

32 973

{33) 994

rupture par
écrasement
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24 11 8 lb 12 3
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Fig. 4.

Panneau WT3 - Calcul 4

N° Charge (KN)
1 207
2 227
3 236
4 238
5 273
6 296
7 415
8 426
9 433

10 436

11 037

12 )

13 S.0

14 551

15 597

16 625

17 627

18 643

19 678

20 692

21 695

22 727

23 729

24 745

25 774

26 830

27 855

28 860

29 924

30 941

31 945

32 950

33 969

34 980

(3%) 997

rupture par
écrasement
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N° Charge ({(KN)
1 242
2 284
3 310
4 324
5 352
6 3es8
7 407
8 442
9 476

10 514

11 519

12 539

13 595

14 605

15 626

16 642

17 649

18 721

19 723

20 740

21 753

22 800

23 851

24 858

25 871

(26) 1000,73

rupture par
écrasement

Panneau WT3 - Calcul S
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6.

Panneau WT3 - Calcul 6

N° Charge (KN)
1 207
2 242
3 264
4 276
5 304
6 314
7 346
8 377
El 407

1C 47

11 47 4

12 421

13 498

14 519

15 533

16 535

17 574

18 589

19 631

20 652

21 730

22 735

23 751

24 753
= 768

2¢ 781

27 861

28 886

29 898

30 208

31 916

32 934

33 959

34 976

35 977

(36) 992

rupture par
écrasement
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Charge (KN)
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Panneau WT3 - Calcul 7

207
242
264
277
305
320
339
379
402
476
507
524
541
553
556
572
572,4
608
633
652
660
726
732
736
737
782
793
810
B45
845,5
855
870
881
933(Divergeance)
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Fig. 8. Panneau

WT3 - Calcul 8

N® Charge (KN)
1 214
2 244
3 258
4 286
5 312
6 341
7 364
8 409
9 418

10 428

11 436

12 471

13 472

14 483

15 518

16 519

17 555

18 587

19 590

20 621

21 631

22 723

23 730

24 759

25 764

26 773

27 774

28 797

29 811

30 833

31 843

32 853

.33 864

34 882

35 926

36 944

37 a45%

38 956

(39) 1001

rupture par
écrasement
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Fig.9. Panneau WT3 - Calcul 9

N° Charge (KN)
1 214
2 243
3 270
4 280
5 317
6 336
7 403
8 422
9 482

10 502

11 517

12 538

13 552

14 577

15 599

16 717

17 730

18 732

19 753

20 816

21 833

22 834

23 892

24 908

25 918

26 968

(27) 1000, 8

rupture par
écrasement
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20

29 26

2S 19

17

18

20

20

14

20 23
16 11

19
13

17

(32

15

11
10

13

24

12

12

10

10

Fig.l10. Panr-

au WT3 - Calcul 10

N° Charge (KN)
1 250
2 287
3 303
4 335
5 365
6 400
7 426
8 480
9 490

10 502

11 511

12 519

13 554

14 564

15 571

16 606

17 650

18 688

19 690

20 734

21 787

22 842

23 851

24 853

25 879

26 891

27 899

28 307

29 940

30 964

31 969

(32) 1000,93

rupture par
écrasement



36
34
uh B
36 0
36 30 81
3 0
41
14 30 30
3 30 4
o0
32 30 4S 24
31 30 45 41
24
24 30 ws 41 21
4 30 w1 40
21
38 22 30 40 34 19
37 21 30 40 29
19
32 20 28 38 21 15
30 20 26 25 21
15
w3\ |22 18 24 13 19 8
34 20 1% 213 13 19 8
3 20 10 19 9 16 6
RN 7] SN N | L[ E | NS
5 13 7 15 "
W1 2NE L 11 2 15 3

Fig.

11. Panneau WT3 - Calcul 11

N° Charge (XN)
1 207,5
2 242
3 264
4 276
5 303
6 313
7 347
8 375
9 407

10 453

11 472

12 482

13 521

14 523

15 533

16 556

17 563

18 584

19 629

20 678

21 746

22 775

23 832

24 843

25 875

26 896

27 897

28 904

29 904,5

30 916

31 934

32 954

33 995

34 1005

35 1065

36 1117

37 1120

38 1124

39 1171

40 1222

41 1249

42 1252

43 1285

44 1285,4

45 1315

143



144

Charge (KN)

63
N°
61 42
' 1
8 31 5
57 28 59 3
4
5
2 23 5s 62 6
49 22 S5 Y 5
8
“8 22 53 w6 9
2
43 21 53 46 43 )
22
1 2 50 45 13
%3
38 20 61 so 45 37 14
15
16
6 0 61 43 “3 ? 17
4 19 S4 43 43 29 18
19
20
2 9 S 4 b3 43 21
29
30 18 46 43 39 26 22
23
8 18 “é 4o 39 24
26 25
28 16 u3 39 33 21 26
27
2 1 w3 39 33 28
21 29
23 16 s 29 26 12 10
31
20 16 35 29 26 32
12
5 20 18 27 11 21 7 33
7 13 28 11 21 ?
47 5117 ! 10 19 8 14 s
10 19 8 14 s
$qd “716 L6 9 18 6 12 3
(6 &)
Py 16 ] 15 6 12
3 suNJ16 ™ 13 ) 1 2

Fig. 12. Panneau WT4

240
255
268
296
300
338
357
406
422
465
488
490
503
528
S36
559
564
579
599
622
632
650
682
703
733
735
736
779
851
871
880
898
923

N° Charge (KN)
34 947
35 958
36 989
37 999
38 1047
39 1049
40 1089
41 108¢
42 11C-
43 112
44 :13¢
45 163
46 1167,9
47 1168,3
48 1209
49 1279
50 1302
51 1314
52 1335
S3 1345
54 1378
55 1429
S€ 1467
57 1470
58 1511
59 1611
60 1715
61 1718
62 1798
63 1831
(64) 1915

rupture par
écrasement
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45
4 3
4 42 414 400 39 3 S 2 2
NG LA ANGs AN ZANZIANT /TN 20
43 41 139 35 32 29 2 1
43 4 3 33 3 27 2 2 14
13 1 36 33 30 27 24 21 10
43 41 36 33 3 2 2 19 16 9
4 4 36 33 30 26 2 19 16 (5}
4 3 33 3 27 2 1 16 1 5
4 3 33 30 27 23 1 16 11 5
36 34 3 2 2 2 1 13 1 5
3 3 B1 28 25 20 16 11 8 4
3 3 27 2 8 15 1 8 4
3 3 PO 27 23 18 14 10 7 3
34 1 30 27 23 19 4 0] 7 3
3 30 ?7 2 18 14 10 7 2
34 31 30 27 23 18 14 10 7 2
3 3 3 7 23 18 14 10 7 1
N° Charge (KN) N° Charge (KN) N° Charge (KN)
1 14,32 16 27,09 31 40,23
2 15,68 17 27,25 32 40,38
3 16,83 18 28,26 33 41,05
4 18,35 19 29,32 34 41,70
5 20,32 20 29,48 35 43,14
6 23,14 21 30,05 36 44,85
7 23,29 22 30,37 37 45,79
8 24,00 23 32,27 38 46,45
9 24,50 24 32,50 39 47,11
10 24,63 25 33,29 40 50,21
11 25,13 26 36,12 41 51,58
12 25,31 27 36,17 42 54,48
13 25,70 28 36,83 43 58, 35
14 25,80 29 37,48 44 59,09
15 26,49 30 39,17 45 61,08

Fig. 13. Poutre-cloison W3
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