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�J�O�J�U�J�B�M�Fy(0) = 1�� �$�F	R�F �S�F�Q�S�©�T�F�O�U�B�U�J�P�O �F�T�U �C�P�O�O�F �  �U�P�V�U �� �U�F�T�U �E�Ý�©�H�B�M�J�U�©� �©�W�B�M�V�B�U�J�P�O
�O�V�N�©�S�J�R�V�F� �E�©�W�F�M�P�Q�Q�F�N�F�O�U �B�T�Z�N�Q�U�P�U�J�R�V�F� �D�B�M�D�V�M �E�F�T �T�J�O�H�V�M�B�S�J�U�©�T �F�U �E�F�T �F�Y�Q�P�T�B�O�U�T

	û�� 	_�©�P�S�¨�N�F �E�F �3�J�D�I�B�S�E�T�P�O���.�B�U�J�Z�B�T�F�W�J�D�I� �W�P�J�S �.�B�U�J�Z�B�T�F�W�J�D�I��)�J�M�C�F�S�U�£�T �U�F�O�U�I �Q�S�P�C�M�F�N��

	û	ü



�Ø �1�©�S�J�P�E�F�T

�B�V�Y �T�J�O�H�V�M�B�S�J�U�©�T� �F�U�D�� �4�P�V�W�F�O�U� �M�B �S�F�Q�S�©�T�F�O�U�B�U�J�P�O �J�O�U�©�H�S�B�M�F �F�T�U �B
V�B�J�C�M�J�F� �B�V �T�F�O�T �P�¹
�M�F�T �C�P�S�O�F�T �E�Ý�J�O�U�©�H�S�B�U�J�P�O �O�F �T�P�O�U �Q�B�T �Q�S�©�D�J�T�©�F�T �� �P�O �E�P�O�O�F �T�J�N�Q�M�F�N�F�O�U �k

H
dx

x 2+t +1�{�
�Q�B�S �F�Y�F�N�Q�M�F� �P�¹ �M�F �T�J�H�O�F

H
�T�J�H�O�J
W�F �R�V�F �M�F �E�P�N�B�J�O�F �E�Ý�J�O�U�©�H�S�B�U�J�P�O �F�T�U �J�O�D�P�O�O�V �N�B�J�T

�W�©�S�J
W�F �U�P�V�U �E�F �N�ª�N�F �D�F�S�U�B�J�O�F�T �Q�S�P�Q�S�J�©�U�©�T�� �%�V �D�P�V�Q� �M�B �S�F�Q�S�©�T�F�O�U�B�U�J�P�O �Q�B�S �©�R�V�B�U�J�P�O�T
�E�J
V�©�S�F�O�U�J�F�M�M�F�T �T�F�S�B �B
V�B�J�C�M�J�F �B�V�T�T�J �� �M�F�T �D�P�O�E�J�U�J�P�O�T �J�O�J�U�J�B�M�F�T �T�F�S�P�O�U �J�O�D�P�O�O�V�F�T��

�$�F �D�I�B�O�H�F�N�F�O�U �E�F �S�F�Q�S�©�T�F�O�U�B�U�J�P�O �T�Ý�B�Q�Q�M�J�R�V�F� �Q�B�S �F�Y�F�N�Q�M�F� �  �M�B �Q�S�F�V�W�F �E�F �D�F�S��
�U�B�J�O�F�T �J�E�F�O�U�J�U�©�T �� �P�O �S�F�Q�S�©�T�F�O�U�F �E�F�T �T�V�J�U�F�T �O�V�N�©�S�J�R�V�F�T �Q�B�S �E�F�T �F�Y�Q�S�F�T�T�J�P�O�T �F�Y�Q�M�J�D�J�U�F�T�
�D�P�N�N�F �k3n �{� �k

P n
k=0(� 1)k

�
2n
k

� 3
�{ �P�V �F�O�D�P�S�F �k

P n
i ;j =0

�
i +j

j

� 2�
4n� 2i � 2j

2n� 2i

�
�{� �F�U �  �Q�B�S�U�J�S

�E�F �D�F	R�F �S�F�Q�S�©�T�F�O�U�B�U�J�P�O� �P�O �D�I�F�S�D�I�F �  �E�©�N�P�O�U�S�F�S �R�V�F �E�F�V�Y �T�V�J�U�F�T �T�P�O�U �©�H�B�M�F�T�� �1�P�V�S
�S�©�T�P�V�E�S�F �D�F �Q�S�P�C�M�¨�N�F� �P�O �Q�B�T�T�F�S�B �Q�B�S �M�F�T �S�F�Q�S�©�T�F�O�U�B�U�J�P�O�T �Q�B�S �J�O�U�©�H�S�B�M�F�T �Q�V�J�T �Q�B�S
�©�R�V�B�U�J�P�O�T �E�J
V�©�S�F�O�U�J�F�M�M�F�T��

�� �3�Ü�U�L�R�G�H�V

�i�����Ø �*�M �T�Ý�B�H�J�U �E�B�O�T �D�F	R�F �U�I�¨�T�F �E�Ý�J�O�U�©�H�S�B�M�F�T �N�V�M�U�J�Q�M�F�T �E�F �G�S�B�D�U�J�P�O�T �S�B�U�J�P�O�O�F�M�M�F�T �Q�S�J�T�F�T
�T�V�S �V�O �E�P�N�B�J�O�F �Q�B�S�U�J�D�V�M�J�F�S� �E�P�O�O�B�O�U �D�F �R�V�Ý�P�O �B�Q�Q�F�M�M�F �E�F�T�Q�©�S�J�P�E�F�T�� �$�F �R�V�J �E�J
V�©�S�F�O�D�J�F
�V�O�F �Q�©�S�J�P�E�F �E�Ý�V�O�F �J�O�U�©�H�S�B�M�F �R�V�F�M�D�P�O�R�V�F� �D�Ý�F�T�U �T�P�O �E�P�N�B�J�O�F �E�Ý�J�O�U�©�H�S�B�U�J�P�O� �R�V�J �E�P�J�U
�ª�U�S�F �T�B�O�T �C�P�S�E �F�U �O�F �Q�B�T �S�F�O�D�P�O�U�S�F�S �M�F�T �Q�´�M�F�T �E�F �M�Ý�J�O�U�©�H�S�B�O�E�F�� �4�P�J�UR(x1; : : : ;xn ) �V�O�F
�G�S�B�D�U�J�P�O �S�B�U�J�P�O�O�F�M�M�F �  �D�P�F
Y�D�J�F�O�U�T �D�P�N�Q�M�F�Y�F�T�� �1�B�S �F�Y�F�N�Q�M�F� �T�J �M�Ý�J�O�U�©�H�S�B�O�E�FR�O�Ý�B �Q�B�T
�E�F �Q�´�M�F �S�©�F�M �F�U �E�©�D�S�P�J�U �T�V
Y�T�B�N�N�F�O�U �W�J�U�F �  �M�Ý�J�O
W�O�J� �M�Ý�J�O�U�©�H�S�B�M�F

Z 1

�1
� � �

Z 1

�1
R(x1; : : : ;xn )dx1 � � � dxn ;

�F�T�U �V�O�F �Q�©�S�J�P�E�F �E�F �M�Ý�J�O�U�©�H�S�B�M�F
R

R(x1̀ n )dx1̀ n ��	ü�6�O �B�V�U�S�F �U�Z�Q�F �D�P�V�S�B�O�U �E�F �E�P�N�B�J�O�F
�E�Ý�J�O�U�©�H�S�B�U�J�P�O �F�T�U �V�O �D�Z�D�M�F �E�B�O�TCn �� �€ �V�O�F �T�F�V�M�F �W�B�S�J�B�C�M�F� �M�F�T �Q�©�S�J�P�E�F�T �T�P�O�U �M�F�T
�J�O�U�©�H�S�B�M�F�T �E�F �D�I�F�N�J�O �C�J�F�O �D�P�O�O�V�F�T� �Q�S�J�T�F�T �M�F �M�P�O�H �E�Ý�V�O�F �C�P�V�D�M�F �Ø �W�P�J�S �g
� �Q�P�V�S �M�F�T
�E�©
W�O�J�U�J�P�O�T �F�O �E�J�N�F�O�T�J�P�O�T �T�V�Q�©�S�J�F�V�S�F�T��

�-�F�T �Q�©�S�J�P�E�F�T �E�©�Q�F�O�E�B�O�U �E�Ý�V�O �Q�B�S�B�N�¨�U�S�F �G�P�V�S�O�J�T�T�F�O�U �E�F�T �G�P�O�D�U�J�P�O�T �Q�B�S�U�J�D�V�M�J�¨��
�S�F�N�F�O�U �J�O�U�©�S�F�T�T�B�O�U�F�T �R�V�J �T�P�O�U �M�F�T �P�C�K�F�U�T �D�F�O�U�S�B�V�Y �E�F �D�F	R�F �U�I�¨�T�F�� �-�F�T �J�O�U�©�H�S�B�M�F�T
�T�J�N�Q�M�F�T �E�P�O�O�F�O�U �E�F�T �G�P�O�D�U�J�P�O�T �B�M�H�©�C�S�J�R�V�F�T �E�V �Q�B�S�B�N�¨�U�S�F� �  �M�Ý�J�N�B�H�F �E�F

�
p

t
=

Z 1

�1

dx
x2 + t

; �Q�P�V�St > 0:

	^�B�O�E �P�O �D�P�O�T�J�E�¨�S�F �E�F�T �J�O�U�©�H�S�B�M�F�T �N�V�M�U�J�Q�M�F�T� �P�O �Q�F�V�U �P�C�U�F�O�J�S �E�F�T �G�P�O�D�U�J�P�O�T �U�S�B�O�T��
�D�F�O�E�B�O�U�F�T� �D�P�N�N�F �Q�B�S �F�Y�F�N�Q�M�F

	ü��x1̀ n �F�T�U �V�O �S�B�D�D�P�V�S�D�J �Q�P�V�Sx1; : : : ; xn �F�Udx1̀ n �Q�P�V�Sdx1 � � � dxn

�g�Ø 	û	ý



�*�O�U�S�P�E�V�D�U�J�P�O

� 2

M(1;t )
=

Z 1

�1

Z 1

�1

dxdy
x2 + (1+ y2)(1+ ty2)

; �Q�P�V�St > 0;

�P�¹M(a;b) �E�©�T�J�H�O�F �M�B �N�P�Z�F�O�O�F �B�S�J�U�I�N�©�U�J�D�P���H�©�P�N�©�U�S�J�R�V�F �E�Fa �F�Ub��	ý �6�O �U�I�©�P�S�¨�N�F
�J�N�Q�P�S�U�B�O�U �B
Y�S�N�F �R�V�F �U�P�V�U�F�T �M�F�T �Q�©�S�J�P�E�F�T �E�Ý�J�O�U�©�H�S�B�M�F�T �S�B�U�J�P�O�O�F�M�M�F�T �E�©�Q�F�O�E�B�O�U �E�Ý�V�O
�Q�B�S�B�N�¨�U�S�F �T�B�U�J�T�G�P�O�U �  �E�F�T �©�R�V�B�U�J�P�O�T �E�J
V�©�S�F�O�U�J�F�M�M�F�T �M�J�O�©�B�J�S�F�T� �B�Q�Q�F�M�©�F�T�©�R�V�B�U�J�P�O�T �E�F
�1�J�D�B�S�E���'�V�D�I�T��	þ�1�B�S �F�Y�F�N�Q�M�F� �M�B �G�P�O�D�U�J�P�Ot 7! 1=M(1;t ) �F�T�U �T�P�M�V�U�J�P�O �E�F �M�Ý�©�R�V�B�U�J�P�O
�E�J
V�©�S�F�O�U�J�F�M�M�F

(t 3 � t )y00+ (3t 2 � 1)y0+ ty = 0 y(1) = 1; y0(1) = �
1
2

�F�U �D�F	R�F �©�R�V�B�U�J�P�O �E�J
V�©�S�F�O�U�J�F�M�M�F �E�©
W�O�J�U �F�O�U�J�¨�S�F�N�F�O�U �M�B �G�P�O�D�U�J�P�O�� �-�F�T �E�F�V�Y �Q�S�F�N�J�F�S�T
�D�I�B�Q�J�U�S�F�T �T�P�O�U �D�P�O�T�B�D�S�©�T �  �M�Ý�©�U�V�E�F �E�Ý�B�M�H�P�S�J�U�I�N�F�T �D�B�M�D�V�M�B�O�U �E�F �U�F�M�M�F�T �©�R�V�B�U�J�P�O�T �E�F
�1�J�D�B�S�E���'�V�D�I�T� �Q�P�V�S �M�F�T �Q�©�S�J�P�E�F�T �E�Ý�J�O�U�©�H�S�B�M�F�T �S�B�U�J�P�O�O�F�M�M�F�T��

�7�P�J�D�J �R�V�F�M�R�V�F�T �Q�S�P�C�M�¨�N�F�T �P�¹ �M�F �D�B�M�D�V�M �E�F�T �Q�©�S�J�P�E�F�T �E�F�T �J�O�U�©�H�S�B�M�F�T �S�B�U�J�P�O�O�F�M�M�F�T
�K�P�V�F �V�O �S�´�M�F �F�T�T�F�O�U�J�F�M��

�i�� �6�2�0�0�(�6 �%�,�1�2�0�,�$�/�(�6���Ø �$�P�O�T�J�E�©�S�P�O�T �M�Ý�J�E�F�O�U�J�U�© �E�F �%�J�Y�P�O ��
2nX

k=0

(� 1)k
 
2n
k

! 3

= (� 1)n (3n)!
n!3

;

�F�U �Q�S�P�V�W�P�O�T���M�B�� �/�P�U�P�O�Tun �M�F �N�F�N�C�S�F �E�F �H�B�V�D�I�F �E�F �M�Ý�©�R�V�B�U�J�P�O�� �(�S�¢�D�F �B�V�Y �N�©�U�I�P�E�F�T
�F�Y�Q�P�T�©�F�T �B�V �D�I�B�Q�J�U�S�F �*�*�* �P�O �Q�F�V�U �D�B�M�D�V�M�F�S �V�O�F �S�F�Q�S�©�T�F�O�U�B�U�J�P�O �J�O�U�©�H�S�B�M�F �E�F �M�B �T�©�S�J�F
�H�©�O�©�S�B�U�S�J�D�F ��

F(t )
�E�©�G
=

1X

n=0

untn =
1

(2i � )2

"



xydxdy
x2y2 + t (1 � xy)(1+ x)2(1+ y)2 ;

�Q�P�V�S �V�O �D�F�S�U�B�J�O �D�Z�D�M�F �� �0�O �Q�F�V�U �B�M�P�S�T �D�B�M�D�V�M�F�S �V�O�F �©�R�V�B�U�J�P�O �E�J
V�©�S�F�O�U�J�F�M�M�F

8><
>
:

(27t 2 + t )F00+ (54t + t )F0+ 6F= 0

F(0) = 1; F0(0) = � 6

�E�P�O�UF(t ) �F�T�U �M�Ý�V�O�J�R�V�F �T�P�M�V�U�J�P�O�� �*�M �F�T�U �J�N�N�©�E�J�B�U �E�F �U�S�B�O�T�G�P�S�N�F�S �D�F	R�F �©�R�V�B�U�J�P�O
�E�J
V�©�S�F�O�U�J�F�M�M�F �F�O �V�O�F �S�F�M�B�U�J�P�O �E�F �S�©�D�V�S�S�F�O�D�F �T�V�S �M�B �T�V�J�U�F(un ) ��

8><
>
:

3(3n + 1)(3n + 2)un + (n + 1)2un+1 = 0

u0 = 1;

�R�V�J �Q�S�P�V�W�F �M�Ý�J�E�F�O�U�J�U�© �E�F �%�J�Y�P�O�� �#�J�F�O �T�»�S� �P�O �Q�F�V�U �E�P�O�O�F�S �E�F �O�P�N�C�S�F�V�T�F�T �Q�S�F�V�W�F�T

	ý�� �$�Ý�F�T�U �M�B �M�J�N�J�U�F �D�P�N�N�V�O�F �E�F�T �T�V�J�U�F�T �B�E�K�B�D�F�O�U�F�T(un ) �F�U(v n ) �E�©
W�O�J�F�T �Q�B�Su0 = a�v 0 = b �F�U �M�F�T
�S�F�M�B�U�J�P�O�T �E�F �S�©�D�V�S�S�F�O�D�Fun +1 = un +v n

2 �F�Uv n +1 =
p

un v n :
	þ�� �*�M �F�T�U �E�J
Y�D�J�M�F �E�F �U�S�P�V�W�F�S �M�F �Q�S�F�N�J�F�S �©�O�P�O�D�© �E�F �D�F �S�©�T�V�M�U�B�U�� �7�P�J�S �M�B �T�F�D�U�J�P�O 	ü �Q�P�V�S �R�V�F�M�R�V�F�T �S�©�G�©�S�F�O�D�F�T��
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�Ø �1�©�S�J�P�E�F�T

�E�F �M�Ý�J�E�F�O�U�J�U�© �E�F �%�J�Y�P�O� �N�B�J�T �D�F�M�M�F���D�J �Q�S�©�T�F�O�U�F �M�Ý�B�W�B�O�U�B�H�F �E�Ý�ª�U�S�F �F�O�U�J�¨�S�F�N�F�O�U �B�V�U�P�N�B��
�U�J�R�V�F �F�U �S�F�Q�S�©�T�F�O�U�F �F�O�W�J�S�P�O �V�O�F �T�F�D�P�O�E�F �E�F �U�F�N�Q�T �E�F �D�B�M�D�V�M��

�0�O �Q�F�V�U �T�Z�T�U�©�N�B�U�J�T�F�S �M�F �D�B�M�D�V�M �E�Ý�V�O�F �S�F�Q�S�©�T�F�O�U�B�U�J�P�O �J�O�U�©�H�S�B�M�F �E�Ý�V�O�F�T�P�N�N�F
�C�J�O�P�N�J�B�M�F�E�P�O�O�©�F� �W�P�J�S �M�F �D�I�B�Q�J�U�S�F �*�*�*�� �&�O �B�T�T�P�D�J�B�O�U �D�F �D�B�M�D�V�M �  �D�F�M�V�J �E�F�T �©�R�V�B�U�J�P�O�T
�E�F �1�J�D�B�S�E���'�V�D�I�T� �P�O �P�C�U�J�F�O�U �B�J�O�T�J �E�F�T �N�P�Z�F�O�T �B�M�H�P�S�J�U�I�N�J�R�V�F�T �Q�P�V�S �D�B�M�D�V�M�F�S �B�W�F�D
�M�F�T �T�P�N�N�F�T �C�J�O�P�N�J�B�M�F�T �� �U�F�T�U �E�Ý�©�H�B�M�J�U�©� �D�B�M�D�V�M �E�Ý�V�O�F �S�©�D�V�S�S�F�O�D�F� �B�T�Z�N�Q�U�P�U�J�R�V�F�
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�! � � �
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V�©�S�F�O�U�J�F�M�M�F �F�Y�U�©�S�J�F�V�S�F �F�O�W�P�J�FTp
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= d� � df ^ � :
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f
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�� �ž�1�P�V�S �U�P�V�Up > 1

Hp+1T ' Hp
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� �.�B�M�H�S�B�O�H�F �F�U
�%�F�M�J�H�O�F	û	ú�T�F�N�C�M�B�J�F�O�U �D�P�O�O�B�J�U�S�F �D�F �S�©�T�V�M�U�B�U �J�O�E�©�Q�F�O�E�B�N�N�F�O�U�� �%�F�T �W�B�S�J�B�O�U�F�T �E�F
�D�F�U �J�T�P�N�P�S�Q�I�J�T�N�F �F�U �E�F �M�B �G�P�S�N�V�M�B�U�J�P�O �F�Y�Q�P�O�F�O�U�J�F�M�M�F �P�O�U �©�U�© �V�U�J�M�J�T�©�F �Q�M�V�T �U�´�U� �Q�B�S
�F�Y�F�N�Q�M�F �Q�B�S �%�X�P�S�L�	û	û�,�B�U�[	û	ü�P�V �F�O�D�P�S�F �.�P�O�T�L�Z��	û	ý
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(q � 1)!aqN� n� 1=f q ;
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�H�S�©� n� 1�E�FAf =
P
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�E�B�O�TDf (Tn )��

�)�©�S�©�E�J�U�©�� �-�Ý�B�O�O�V�M�B�U�J�P�O �E�F
P

k (k � 1)!� k =f k �N�P�O�U�S�F �R�V�F� q � �P�¹q �F�T�U �M�F �Q�P�J�E�T
�E�F� � �F�T�U �E�J�W�J�T�J�C�M�F �Q�B�Sf �� �%�J�T�P�O�T� q = f c! � �P�¹c �F�T�U �V�O �Q�P�M�Z�O�´�N�F �I�P�N�P�H�¨�O�F �E�F
�E�F�H�S�©(q � 1)N � n � 1�� �$�P�N�N�Ff �F�T�U �I�P�N�P�H�¨�O�F

Nf =
X

i

xi @i f :

�&�O �Q�B�S�U�J�D�V�M�J�F�S� �T�J� = 1
N

P
i xi c� i � �B�M�P�S�T

Df � =
1
N

X

i

(@i (xi c) � xi c@i f )!
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�Ø �*�T�P�N�P�S�Q�I�J�T�N�F �F�Y�Q�P�O�F�O�U�J�F�M

Tn
q+1 Tn+1

q+1 0

Tn
q Tn+1

q 0

Tn� 1
q� 1 Tn

q� 1 Tn+1
q� 1

d d

d

df

d

df

d

df

d

df df

�'�J�H�V�S�F �Ø���%�P�V�C�M�F �D�P�N�Q�M�F�Y�F �E�F �3�I�B�N�×�,�P�T�[�V�M

=
1
N

X

i

(xi @i c + c)! � f c!

= (q � 1)c! � � q �Q�B�S �M�B �S�F�M�B�U�J�P�O �E�Ý�&�V�M�F�S��

�%�P�O�D� + Df � �F�T�U �E�F �Q�P�J�E�T �B�V �Q�M�V�Tq � 1� �F�U �D�P�N�N�FDf (Tn ) �F�T�U �E�B�O�Tkerh� �D�Ý�F�T�U
�F�O�D�P�S�F �V�O �©�M�©�N�F�O�U �E�Fkerh�� �1�B�S �I�Z�Q�P�U�I�¨�T�F �E�F �S�©�D�V�S�S�F�O�D�F� �M�B �G�P�S�N�F� + Df � �F�T�U
�E�B�O�TDf (Tn )� �F�U �E�P�O�D� �B�V�T�T�J�� �

�i���� �6�8�,�7�( �6�3�(�&�7�5�$�/�(���Ø �0�O �Q�F�V�U �E�J�T�Q�P�T�F�S �M�F�TTp
q �E�B�O�T �V�O�F �H�S�J�M�M�F �Ø �W�P�J�S �M�B


W�H�V�S�F 	û �Ø �P�O �P�C�U�J�F�O�U �B�M�P�S�T �M�F �E�P�V�C�M�F �D�P�N�Q�M�F�Y�F �E�F �3�I�B�N�×�,�P�T�[�V�M �� �D�I�B�D�V�O�F �E�F�T
�M�J�H�O�F�T �F�T�U �V�O �D�P�N�Q�M�F�Y�F� �D�I�B�D�V�O�F �E�F�T �D�P�M�P�O�O�F�T �F�T�U �V�O �D�P�N�Q�M�F�Y�F �F�U �U�P�V�T �M�F�T �D�B�S�S�©�T
�B�O�U�J���D�P�N�N�V�U�F�O�U� �D�Ý�F�T�U��� ���E�J�S�F �R�V�Fdf ^ d� �F�T�U �M�Ý�P�Q�Q�P�T�© �E�Fd(df ^ � )�� �$�F �E�J�B�H�S�B�N�N�F
�F�T�U �U�S�¨�T �Q�S�B�U�J�R�V�F �F�U �Q�F�V�U �B�J�E�F�S �  �W�J�T�V�B�M�J�T�F�S �D�F�S�U�B�J�O�F�T �E�F�T �Q�S�F�V�W�F�T �E�F �D�F	R�F �U�I�¨�T�F��

�$�F	R�F �T�U�S�V�D�U�V�S�F �E�F �E�P�V�C�M�F �D�P�N�Q�M�F�Y�F �E�P�O�O�F �M�J�F�V �  �V�O�F�T�V�J�U�F �T�Q�F�D�U�S�B�M�F��	û	þ�4�P�J�UEr
p;q

�M�F �R�V�P�U�J�F�O�U �E�F�T(p + q)���G�P�S�N�F�T �E�F �Q�P�J�E�T �B�V �Q�M�V�Tq �R�V�J �T�P�O�U�Q�S�F�T�R�V�F�G�F�S�N�©�F�T �N�P�E�V�M�P
�M�F�T �G�P�S�N�F�T �E�F �Q�P�J�E�Tq � 1 �F�U �M�F�T �E�J
V�©�S�F�O�U�J�F�M�M�F�T �E�F�T(p + q � 1)���G�P�S�N�F�T �E�F �Q�P�J�E�T �B�V
�Q�M�V�Tq + r � 2 ��

Er
p;q

�E�©�G
=

(
� 2 FqTp+q ��� Df � 2 Fq� r +1Tp+q+1

)

�
Df Fq+r � 2Tp+q� 1

�
\ FqTp+q + Fq� 1Tp+q

:

�0�O �W�©�S�J
W�F �Q�M�V�T�J�F�V�S�T �D�I�P�T�F�T�� �%�Ý�V�O�F �Q�B�S�UE0
p;q �F�T�UFqTp+q=Fq� 1Tp+q � �D�F �R�V�J �F�T�U �O�B�U�V��

�S�F�M�M�F�N�F�O�U �J�T�P�N�P�S�Q�I�F � Tp+q
q �� �%�Ý�B�V�U�S�F �Q�B�S�U� �M�F�TEr

p;q �T�P�O�U �E�F �E�J�N�F�O�T�J�P�O 
W�O�J�F �F�UEr +1
p;q

�F�T�U �M�F �R�V�P�U�J�F�O�U �E�Ý�V�O �T�P�V�T���F�T�Q�B�D�F �W�F�D�U�P�S�J�F�M �E�FEr
p;q �� �F�O �Q�B�S�U�J�D�V�M�J�F�S� �M�F�TEr

p;q �  p �F�Uq

	û	þ�� �7�P�J�S �8�F�J�C�F�M��"�O �J�O�U�S�P�E�V�D�U�J�P�O �U�P �I�P�N�P�M�P�H�J�D�B�M �B�M�H�F�C�S�B� �D�I�B�Q�� 	ÿ� �Q�P�V�S �M�F�T �E�©�N�P�O�T�U�S�B�U�J�P�O�T��

�g�Ø�Ü 	þ	ý
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W�Y�©�T �E�F�W�J�F�O�O�F�O�U �D�P�O�T�U�B�O�U�T �  �Q�B�S�U�J�S �E�Ý�V�O �D�F�S�U�B�J�O �S�B�O�H �R�V�B�O�Er �U�F�O�E �W�F�S�T �M�Ý�J�O
W�O�J��
�/�P�U�P�O�TE1

p;q �D�F�U �F�T�Q�B�D�F �M�J�N�J�U�F�� �*�M �F�T�U �D�M�B�J�S �R�V�F

E1
p;q =

(
� 2 FqTp+q ��� Df � = 0

)

(Df Tp+q� 1) \ FqTp+q + Fq� 1Tp+q :

�4�J �P�O �O�P�U�FFqHpT �M�F �T�P�V�T���F�T�Q�B�D�F �E�FHpT �F�O�H�F�O�E�S�© �Q�B�S �M�F�T �G�P�S�N�F�T �E�F �Q�P�J�E�T �B�V �Q�M�V�Tq�
�F�UGrq HpT �M�F �R�V�P�U�J�F�O�UFqHpT=Fq� 1HpT� �P�O �B �B�M�P�S�T

E1
p;q ' Grq Hp+qT:

�&�O �D�F �T�F�O�T� �M�F�TEr
p;q �T�P�O�U �E�F�T �B�Q�Q�S�P�Y�J�N�B�U�J�P�O�T �T�V�D�D�F�T�T�J�W�F�T �E�V �H�S�B�E�V�© �E�F �M�Ý�I�P�N�P�M�P�H�J�F

�E�FT�� �6�O�F �R�V�F�T�U�J�P�O �F�T�T�F�O�U�J�F�M�M�F �F�T�U �E�F �T�B�W�P�J�S �Q�P�V�S �R�V�F�Mr �M�F�T �F�T�Q�B�D�F�TEr
p;q �F�UE1

p;q �T�P�O�U
�©�H�B�V�Y�� �+�F �S�F�W�J�F�O�E�S�B�J �M� ���E�F�T�T�V�T �B�V �D�I�B�Q�J�U�S�F �*�*��

�3�F�H�B�S�E�P�O�T �M�F�T �Q�S�F�N�J�F�S�T �U�F�S�N�F�T �E�F �M�B �T�V�J�U�F �T�Q�F�D�U�S�B�M�F�� �/�P�V�T �B�W�P�O�T �E�©�K�  �W�V �R�V�FE0
p;q

�T�Ý�J�E�F�O�U�J
W�F � Tp+q
q � �M�Ý�F�T�Q�B�D�F �E�F�T(p+q) �G�P�S�N�F�T �I�P�N�P�H�¨�O�F�T �E�F �Q�P�J�E�Tq�� �$�P�O�D�F�S�O�B�O�UE1 ��

E1
p;q =

(
� 2 FqTp+q ��� Df � 2 FqTp+q+1

)

�
Df Fq� 1Tp+q� 1

�
+ Fq� 1Tp+q

:

�4�J� �F�T�U �V�O�F(p+q)���G�P�S�N�F �E�F �Q�P�J�E�Tq� �B�M�P�S�TDf � �F�T�U �D�P�O�H�S�V � df ^ � q �N�P�E�V�M�PFq� 1Tp+q ��
�&�U �T�J� �F�T�U �V�O�F �G�P�S�N�F �E�FFq� 1Tp+q� 1� �B�M�P�S�TDf � �F�T�U �D�P�O�H�S�V � df ^ � �N�P�E�V�M�PFq� 1Tp+q ��
�Q�B�S �T�V�J�U�F

E1
p;q '

(
� 2 Tp+q

q
��� df ^ � = 0

)

df ^ Tp+q� 1
q� 1

;

�F�U �P�O �S�F�D�P�O�O�B�J�U �M�B �D�P�N�Q�P�T�B�O�U�F �E�F �E�F�H�S�©qN �E�F �M�Ý�I�P�N�P�M�P�H�J�F �E�F �,�P�T�[�V�M ��

�g	û	ÿ��	û�1�S�P�Q�P�T�J�U�J�P�O�� �žE1
p;q ' (Hp+qK (df ))qN��

�"�V�U�S�F�N�F�O�U �E�J�U� �M�F�TE1
p;q �T�P�O�U �M�Ý�I�P�N�P�M�P�H�J�F �E�F�T �D�P�N�Q�M�F�Y�F�T�W�F�S�U�J�D�B�V�Y�� �6�O�F �Q�S�P�Q�S�J�©�U�©

�T�Q�F�D�U�B�D�V�M�B�J�S�F �E�F�T �T�V�J�U�F�T �T�Q�F�D�U�S�B�M�F�T �F�T�U �M�B �H�©�O�©�S�B�M�J�T�B�U�J�P�O �E�F �D�F	R�F �Q�S�P�Q�S�J�©�U�© �Q�P�V�S
�U�P�V�Ur �� �M�F�TEr +1

p;q �T�Ý�P�C�U�J�F�O�O�F�O�U �D�P�N�N�F �M�Ý�I�P�N�P�M�P�H�J�F �E�F�TEr
p;q �Q�P�V�S �V�O�F �D�F�S�U�B�J�O�F �E�J
V�©��

�S�F�O�U�J�F�M�M�F�� �1�M�V�T �Q�S�©�D�J�T�©�N�F�O�U� �O�P�U�P�O�Tdp;q
r �M�Ý�B�Q�Q�M�J�D�B�U�J�P�O �J�O�E�V�J�U�F �Q�B�SDf �T�V�S �M�F�TEr

p;q ��

dr : � 2 Er
p;q 7! Df � 2 Er

p+r ;q� r +1:

�*�M �T�V
Y�U �E�Ý�©�D�S�J�S�F �M�F�T �E�©
W�O�J�U�J�P�O�T �Q�P�V�S �W�©�S�J
W�F�S �R�V�F �D�F	R�F �B�Q�Q�M�J�D�B�U�J�P�O �F�T�U �C�J�F�O �E�©
W�O�J�F��
�$�P�N�N�FD2

f �F�T�U �O�V�M� �J�M �F�T�U �D�M�B�J�S �R�V�Fdp+r ;q� r +1
r � dp;q

r �F�T�U �O�V�M� �P�O �P�C�U�J�F�O�U �B�J�O�T�J �E�F�T
�D�P�N�Q�M�F�Y�F�T �Q�P�V�S �D�I�B�R�V�Fr �Ø �W�P�J�S 
W�H�V�S�F 	ü�� �0�O �B �B�M�P�S�T	û	ÿ

�g	û	ÿ��	ü�1�S�P�Q�P�T�J�U�J�P�O�� �žEr +1
p;q ' kerdp;q

r =im dp� r ;q+r � 1
r ��

	û	ÿ�� �8�F�J�C�F�M��"�O �J�O�U�S�P�E�V�D�U�J�P�O �U�P �I�P�N�P�M�P�H�J�D�B�M �B�M�H�F�C�S�B� �g	ÿ��	þ��
���
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E0
p;q
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q
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�	�C�
E1
p;q

p

q

� � � � �

� � � � �
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�	�D�
E2
p;q

p

q

� � � � �
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� � �

� � �
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�	�E�
E3
p;q

�'�J�H�V�S�F �Ù���%�J
V�©�S�F�O�U�J�F�M�M�Fdr �E�B�O�T �M�B �T�V�J�U�F �T�Q�F�D�U�S�B�M�F��

�1�B�S �F�Y�F�N�Q�M�F� �P�O �P�C�U�J�F�O�U �R�V�F

E2
p;q '

(
� 2 Tp+q

q
��� df ^ � = 0 �F�U9 : d� = df ^ 

)

(
d� ��� � 2 Tp+q� 1

q �F�Udf ^ � = 0
) :

�� �0�Ü�W�K�R�G�H �G�H �*�U�L�4�W�K�V���'�Z�R�U�N

�i������ �Ø �$�P�N�N�F �Q�P�V�S �M�B �S�©�E�V�D�U�J�P�O �E�Ý�)�F�S�N�J�U�F� �M�F �Q�S�J�O�D�J�Q�F �H�V�J�E�B�O�U �M�B �N�©�U�I�P�E�F �E�F
�(�S�J
Y�U�I�T���%�X�P�S�L �F�T�U �M�B �S�©�E�V�D�U�J�P�O �E�F �M�Ý�P�S�E�S�F �E�V �Q�´�M�F� �P�V �Q�M�V�U�´�U� �E�B�O�T �O�P�U�S�F �D�B�E�S�F
�F�Y�Q�P�O�F�O�U�J�F�M� �M�B �S�©�E�V�D�U�J�P�O �E�V �Q�P�J�E�T��

�1�P�V�S �V�O�Fn���G�P�S�N�F �E�F �Q�P�J�E�Tq� �M�B �E�©
W�O�J�U�J�P�ODf � = d� � df ^ � � �S�F�M�J�F� �N�P�E�V�M�P �M�F�T
�E�J
V�©�S�F�O�U�J�F�M�M�F�T� �V�O�F �G�P�S�N�F �E�F �Q�P�J�E�Tq �B�W�F�D �V�O�F �B�V�U�S�F �E�F �Q�P�J�E�Tq + 1 ��

df ^ � � d� mod Df Tn :

�"�J�O�T�J� �T�Ja! �F�T�U �V�O�F �G�P�S�N�F �E�F �Q�P�J�E�Tq + 1 �F�U �R�V�Fa �B�Q�Q�B�S�U�J�F�O�U �  �M�Ý�J�E�©�B�M �K�B�D�P�C�J�F�O �E�Ff �
�B�M�P�S�Ta! �F�T�U �©�R�V�J�W�B�M�F�O�U� �N�P�E�V�M�P �M�F�T �E�J
V�©�S�F�O�U�J�F�M�M�F�T� �  �V�O�F �G�P�S�N�F �E�F �Q�P�J�E�Tq�� �&�O �F
V�F�U�

�g�Ø�Ý 	þ	ÿ
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�J�M �F�T�U �©�R�V�J�W�B�M�F�O�U �E�F �E�J�S�F �R�V�Fa �F�T�U �E�B�O�TJf �F�U �R�V�Fa! �F�T�U �E�F �M�B �G�P�S�N�Fdf ^ � �Q�P�V�S
�V�O�Fn���G�P�S�N�F� �I�P�N�P�H�¨�O�F �E�F �Q�P�J�E�Tq�� �(�S�J
Y�U�I�T	û
��B �Q�S�P�V�W�© �M�B �S�©�D�J�Q�S�P�R�V�F �E�B�O�T �M�F �D�B�T
�P�¹ �M�Ý�I�Z�Q�F�S�T�V�S�G�B�D�F �Q�S�P�K�F�D�U�J�W�FV(f ) �E�©
W�O�J�F �Q�B�Sf �F�T�U �S�©�H�V�M�J�¨�S�F�� �$�Ý�F�T�U �V�O�F �I�Z�Q�P�U�I�¨�T�F
�E�F �O�B�U�V�S�F �H�©�P�N�©�U�S�J�R�V�F�� 	^�B�O�E �M�F �D�P�S�Q�T �E�F �C�B�T�F �F�T�UC� �M�B �S�©�H�V�M�B�S�J�U�© �E�FV(f ) �F�T�U
�©�R�V�J�W�B�M�F�O�U�F �B�V �G�B�J�U �R�V�FV(f ) �F�T�U �F�O �U�P�V�U �Q�P�J�O�U �E�J
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�J�M �F�Y�J�T�U�F �V�O�F �V�O�J�R�V�F �G�P�S�N�F �O�P�S�N�B�M�F� 0 �U�F�M�M�F �R�V�F� ! � 0�� �F�U �E�Ý�B�V�U�S�F �Q�B�S�U �E�F �N�P�O�U�S�F�S
�M�F �M�J�F�O �B�W�F�D �M�F �U�I�©�P�S�¨�N�F �E�F �(�S�J
Y�U�I�T��

�*�M �O�Ý�F�T�U �Q�B�T �E�V�S �E�F �D�B�M�D�V�M�F�S �V�O�F �G�P�S�N�F �O�P�S�N�B�M�F ��

�g	û
���	ü�1�S�P�Q�P�T�J�U�J�P�O�� �ž�1�P�V�S� 2 Tn+1� �M�B �S�©�E�V�D�U�J�P�O[� ]1 �F�T�U �V�O�F �G�P�S�N�F �O�P�S�N�B�M�F �E�F� ��

�%�©�N�P�O�T�U�S�B�U�J�P�O���4�P�J�U� 0 = [� ]1�� �"�M�P�S�TremG � 0 = � 0�� �&�U �E�P�O�D� 4 � � df ^ �
�Q�P�V�S �U�P�V�U� �E�B�O�TTn �I�P�N�P�H�¨�O�F�� �&�O �D�P�O�T�©�R�V�F�O�D�F� �T�Jdf ^ � , 0� �P�O �O�F �Q�F�V�U �B�W�P�J�S
�M�Ý�J�O�©�H�B�M�J�U�©� � � + Df � �� �"�J�O�T�J� 0 �F�T�U �V�O�F �G�P�S�N�F �O�P�S�N�B�M�F��

�*�M �S�F�T�U�F �  �N�P�O�U�S�F�S �R�V�F� ! � [ � ]1�� �3�B�J�T�P�O�O�P�O�T �Q�B�S �S�©�D�V�S�S�F�O�D�F �T�V�S �M�F �Q�P�J�E�T �E�F� ��
�4�P�J�U� �V�O�Fn���G�P�S�N�F �I�P�N�P�H�¨�O�F �E�F �Q�P�J�E�Tq � 1 �U�F�M�M�F �R�V�F

� = (remG a)! + df ^ � ;

�g�Ø�à 	ÿ	ý



�* �#�P�S�O�F�T �� �$�P�N�Q�M�F�Y�J�U�©

�F�Udf ^ � �O�P�O �O�V�M�� �-�B �G�P�S�N�F� + Df � �F�T�U(remG a)! + d� � �D�F �R�V�J �F�T�U �J�O�G�©�S�J�F�V�S � � ��
�%�P�O�D� ! (remG a)! + d� �� �1�B�S �I�Z�Q�P�U�I�¨�T�F �E�F �S�©�D�V�S�S�F�O�D�Fd� ! � [d� ]1� �F�U �J�M �F�T�U
�G�B�D�J�M�F �E�F �W�©�S�J
W�F�S �R�V�F �D�F�M�B �J�N�Q�M�J�R�V�F

(remG a)! + d� ! � (remG a)! + [d� ]1

�D�P�N�N�F(remG a)! �F�T�U �I�P�N�P�H�¨�O�F �E�F �Q�P�J�E�Tq�� �1�B�S �T�V�J�U�F

� ! � (remG a)! + [d� ]1;

�M�F �N�F�N�C�S�F �E�F �E�S�P�J�U�F �©�U�B�O�U[� ]1� �Q�B�S �E�©
W�O�J�U�J�P�O�� �

�1�P�V�S� �E�B�O�TTn+1� �O�P�U�P�O�Tf � � �M�B �G�P�S�N�F

f � �
�E�©�G
=

X

q>1

1
q

f � q ;

�F�U �Q�P�V�Ss > 1 �F�O�U�J�F�S� �P�O �Q�P�T�F �Q�B�S �S�©�D�V�S�S�F�O�D�F

f s+1 � �
�E�©�G
= f � (f s � � ):

�/�P�U�P�O�T �R�V�Fh(f s � � ) �©�H�B�M�Fh(� )� �P�¹h �F�T�U �M�Ý�B�Q�Q�M�J�D�B�U�J�P�O �E�V �g	û	þ�� �-�Ý�B�Q�Q�M�J�D�B�U�J�P�O �R�V�J
�U�S�B�O�T�G�P�S�N�F� �F�Of � � �F�T�U �M�Ý�B�O�B�M�P�H�V�F �E�F �D�F�M�M�F �R�V�J�U�S�B�O�T�G�P�S�N�F�	�M�F �N�P�U �F�T�U �V�O �Q�F�V �G�P�S�U�

�M�B �G�S�B�D�U�J�P�Oa=f q �F�Of a=f q+1��

�g	û
���	ý�-�F�N�N�F�� �ž�4�J� �F�T�U �V�O�F(n + 1)���G�P�S�N�F �E�F �Q�P�J�E�Tq� �B�M�P�S�Tf � � �F�T�U �E�F �Q�P�J�E�Tq + 1
�F�U �J�M �F�Y�J�T�U�F �V�O�Fn���G�P�S�N�F� �E�F �Q�P�J�E�Tq �U�F�M�M�F �R�V�F� + Df � = f � � ��

�%�©�N�P�O�T�U�S�B�U�J�P�O���$�P�N�N�Ff � � � � �F�T�U �B�O�O�V�M�© �Q�B�Sh� �M�F �M�F�N�N�F �F�T�U �V�O�F �D�P�O�T�©�R�V�F�O�D�F �E�V
�M�F�N�N�F �g	û	þ��	ý� �M�B �C�P�S�O�F �T�V�S �M�F �Q�P�J�E�T �E�F� �©�U�B�O�U �D�M�B�J�S�F �E�B�O�T �M�B �Q�S�F�V�W�F �E�F �D�F �E�F�S�O�J�F�S���

�g	û
���	þ�1�S�P�Q�P�T�J�U�J�P�O�� �ž�4�J� �V�O�Fn���G�P�S�N�F �E�F �Q�P�J�E�Tq �U�F�M�M�F �R�V�FDf � �T�P�J�U �E�F �Q�P�J�E�Tq + 1�
�B�M�P�S�TDf � ! � 0��

�%�©�N�P�O�T�U�S�B�U�J�P�O���3�B�J�T�P�O�O�P�O�T �Q�B�S �S�©�D�V�S�S�F�O�D�F �T�V�Sq�� �$�Ý�F�T�U �©�W�J�E�F�O�U �T�Jq = 0�� �4�P�J�U�
�V�O�Fn���G�P�S�N�F �E�F �Q�P�J�E�Tq�� �-�F �G�B�J�U �R�V�FDf � �F�T�U �E�F �Q�P�J�E�Tq + 1 �T�J�H�O�J
W�F �R�V�Fdf ^ � q

�O�Ý�F�T�U �Q�B�T �O�V�M�� �"�J�O�T�JDf � �T�F �S�©�©�D�S�J�U �F�ODf � � Df � q � �D�Ý�F�T�U��� ���E�J�S�FDf � ! Df � 0� �P�¹� 0

�F�T�U� � � q � �V�O�Fn���G�P�S�N�F �E�F �Q�P�J�E�T �B�V �Q�M�V�Tq � 1�� �4�JDf � 0 �F�T�U �E�F �Q�P�J�E�Tq� �B�M�P�S�T �P�O
�D�P�O�D�M�V�U �Q�B�S �M�Ý�I�Z�Q�P�U�I�¨�T�F �E�F �S�©�D�V�S�S�F�O�D�F �R�V�FDf � 0 ! � 0 �F�U �E�P�O�D �R�V�FDf � ! � 0��

�4�J(q � 1)N < n� �B�M�P�S�T� 0 �F�T�U �O�V�M� �D�F �R�V�J �D�P�O�D�M�V�U�� �0�O �T�V�Q�Q�P�T�F �E�P�O�D(q � 1)N > n��
�4�JDf � 0 �F�T�U �E�F �Q�P�J�E�T �N�P�J�O�E�S�F �R�V�Fq � 1� �D�Ý�F�T�U��� ���E�J�S�F �T�Jdf ^ � q� 1 �F�T�U �O�V�M� �P�O �Q�S�P�D�¨�E�F
�D�P�N�N�F �T�V�J�U�� �4�P�J�U �V�O �©�M�©�N�F�O�U �E�FTn� 1

q� 1 �U�F�M �R�V�Fdf ^ d �O�Ý�F�T�U �Q�B�T �O�V�M�� �0�O �Q�F�V�U

�Q�S�F�O�E�S�FxqN� n+1
0 dx2 ^ � � � ^ dxn � �Q�B�S �F�Y�F�N�Q�M�F� �T�J �P�O �T�V�Q�Q�P�T�F �R�V�F@0f �O�Ý�F�T�U �Q�B�T

�O�V�M�� �4�P�J�U~� �M�B �G�P�S�N�F� + Df  �� �0�O �W�©�S�J
W�F �T�B�O�T �Q�F�J�O�F �R�V�FDf ~� �©�H�B�M�FDf � � �R�V�F~� q

	ÿ	þ �g�Ø�à



�Ù �.�©�U�I�P�E�F �E�F �(�S�J	!�U�I�T���%�X�P�S�L

�©�H�B�M�F� q � df ^  �F�U �R�V�F~� q� 1 �©�H�B�M�F� q� 1 + d �� �&�O �Q�B�S�U�J�D�V�M�J�F�Sdf ^ ~� q �©�H�B�M�Fdf ^ � q �
�E�P�O�D �O�Ý�F�T�U �Q�B�T �O�V�M� �F�Udf ^ ~� q� 1 �©�H�B�M�F� df ^ d � �E�P�O�D �O�Ý�F�T�U �Q�B�T �O�V�M� �Q�B�S �E�©
W�O�J�U�J�P�O
�E�F �F�U �Q�B�S�D�F �R�V�Fdf ^ � q� 1 �F�T�U �O�V�M�� �"�J�O�T�J

Df ~� ! Df

�
~� � ~� q

�
;

�D�P�N�N�F �Q�S�©�D�©�E�F�N�N�F�O�U� �F�U �D�F	R�F �G�P�J�T� �P�O �Q�F�V�U �B�Q�Q�M�J�R�V�F�S �M�Ý�I�Z�Q�P�U�I�¨�T�F �E�F �S�©�D�V�S�S�F�O�D�F
�  ~� � ~� q �� �%�P�O�DDf ~� ! � 0�� �$�P�N�N�FDf ~� �F�UDf � �T�P�O�U �©�H�B�V�Y� �D�F�M�B �D�P�O�D�M�V�U���

�g	û
���	ÿ�1�S�P�Q�P�T�J�U�J�P�O�� �ž�4�P�J�U� �V�O�Fn���G�P�S�N�F�� �*�M �F�Y�J�T�U�F �V�O �F�O�U�J�F�Ss �U�F�M �R�V�Ff s � Df � ! � 0��

�%�©�N�P�O�T�U�S�B�U�J�P�O���4�P�J�Uq �M�F �Q�P�J�E�T �E�F� �F�Uq0 �M�F �Q�P�J�E�T �E�FDf � � �R�V�J �F�T�U �B�V �Q�M�V�Tq + 1��
�1�B�S �M�F �M�F�N�N�F �g	û
���	ý� �J�M �F�Y�J�T�U�F �V�O�Fn���G�P�S�N�F �E�F �Q�P�J�E�Tq �U�F�M�M�F �R�V�Ff q+1� q0

� Df �
�©�H�B�M�FDf (� +  )�� �-�B �G�P�S�N�F� +  �F�T�U �E�F �Q�P�J�E�Tq �F�Uf q+1� q0

� Df � �F�T�U �E�F �Q�P�J�E�Tq + 1��
�-�B �Q�S�P�Q�P�T�J�U�J�P�O �g	û
���	þ �D�P�O�D�M�V�U�� �

�i���� �&�2�1�)�/�8�(�1�&�(���Ø �$�F �T�Z�T�U�¨�N�F �E�F �S�©�©�D�S�J�U�V�S�F �F�U �T�F�T �R�V�F�M�R�V�F�T �Q�S�P�Q�S�J�©�U�©�T �E�F
�C�B�T�F �O�F �E�©�Q�F�O�E �E�Ý�B�V�D�V�O�F �I�Z�Q�P�U�I�¨�T�F �T�Q�©�D�J
W�R�V�F �T�V�Sf �� �%�B�O�T �M�F �D�B�T �P�¹f �F�T�U �S�©�H�V�M�J�F�S
�P�O �Q�F�V�U �N�P�O�U�S�F�S �M�B �Q�S�P�Q�S�J�©�U�© �E�F �D�P�O
X�V�F�O�D�F �F�U �T�P�O �D�P�S�P�M�M�B�J�S�F �� �M�Ý�V�O�J�D�J�U�© �E�F �M�B �G�P�S�N�F
�O�P�S�N�B�M�F��

�g	ü	ú��	û�K�©�P�S�¨�N�F�� �ž�4�Jf �F�T�U �S�©�H�V�M�J�F�S� �B�M�P�S�T! � �F�T�U �D�P�O	 �V�F�O�U�F� �D�£�F�T�U��� ���E�J�S�F �Q�P�V�S �U�P�V�U� �
� 0 �F�U� �E�B�O�TTn+1� �T�J� ! � � �F�U� ! � � 0� �B�M�P�S�T �J�M �F�Y�J�T�U�F �V�O" �E�B�O�TTn+1 �U�F�M �R�V�F� ! � "
�F�U� 0 ! � "��

�%�©�N�P�O�T�U�S�B�U�J�P�O���%�Ý�B�Q�S�¨�T �M�F �M�F�N�N�F �E�F �/�F�X�N�B�O�	ü	þ�J�M �T�V
Y�U �E�F �W�©�S�J
W�F�S �R�V�F �U�P�V�U�F
�D�I�B�J�O�F �E�F �S�©�©�D�S�J�U�V�S�F �F�T�U 
W�O�J�F� �D�F �R�V�J �F�T�U �E�©�K�  �G�B�J�U� �F�U �R�V�F �Q�P�V�S �U�P�V�U� � � 0 �F�U�
�E�B�O�TTn+1� �T�J� ! � �F�U� ! � 0� �B�M�P�S�T �J�M �F�Y�J�T�U�F �V�O" �E�B�O�TTn+1 �U�F�M �R�V�F� ! � "
�F�U� 0 ! � "�� �4�P�J�U� �� 0 �F�U� �D�P�N�N�F �D�J���E�F�T�T�V�T��

�1�B�S �E�©
W�O�J�U�J�P�O� = � + Df � �F�U� 0 = � + Df � 0 �Q�P�V�S �D�F�S�U�B�J�O�F�Tn���G�P�S�N�F�T �I�P�N�P�H�¨�O�F�T�
�F�U� 0 �E�F �Q�P�J�E�T �S�F�T�Q�F�D�U�J�G�Tq �F�Uq0 �U�F�M�M�F�T �R�V�Fdf ^ � �F�Udf ^ � 0 �O�F �T�P�O�U �Q�B�T �O�V�M�M�F�T��

�4�V�Q�Q�P�T�P�O�T �E�Ý�B�C�P�S�E �R�V�Fq �F�Uq0 �T�P�O�U �E�J
V�©�S�F�O�U�T� �E�J�T�P�O�Tq < q0�� �-�F �N�P�O�´�N�F �E�F �U�ª�U�F
�E�FDf � 0 �O�Ý�F�T�U �Q�B�T �E�B�O�T� 0� �D�B�S� 0 � � �� �0�S �D�F �N�P�O�´�N�F �F�T�U �E�F �Q�P�J�E�Tq0+ 1� �E�P�O�D �J�M �O�Ý�F�T�U
�Q�B�T �O�P�O �Q�M�V�T �E�B�O�T� + Df � 0 �D�B�S �D�F	R�F �E�F�S�O�J�¨�S�F �F�T�U �D�P�O�H�S�V�F � � 0 �N�P�E�V�M�PFq+1Tn+1��
�%�P�O�D� + Df � 0 � � �F�U� �Q�B�S �T�V�J�U�F�� �T�F �S�©�©�D�S�J�U �F�O� + Df � 0�� �/�P�U�P�O�T� 00�D�F	R�F �G�P�S�N�F��

�0�O �W�©�S�J
W�F �T�B�O�T �N�B�M �R�V�Ý�J�M �F�Y�J�T�U�F �V�O �	�V�O�J�R�V�F�
u �E�FK �U�F�M �R�V�F �T�J" �F�T�U �M�B �G�P�S�N�Fu� 0+
(1� u)� 00� �B�M�P�S�T" 4 � 0 �F�U" 4 � 00�� �0�S" �©�H�B�M�F� 0+ (1� u)Df � � �E�P�O�D� 0 ! " �� �F�U" �©�H�B�M�F

	ü	þ�� �)�V�F�U� �k �$�P�O
X�V�F�O�U �S�F�E�V�D�U�J�P�O�T �� �B�C�T�U�S�B�D�U �Q�S�P�Q�F�S�U�J�F�T �B�O�E �B�Q�Q�M�J�D�B�U�J�P�O�T �U�P �U�F�S�N �S�F�X�S�J�U�J�O�H �T�Z�T�U�F�N�T �{ ��
�/�F�X�N�B�O� �k �0�O �U�I�F�P�S�J�F�T �X�J�U�I �B �D�P�N�C�J�O�B�U�P�S�J�B�M �E�F
W�O�J�U�J�P�O �P�G �à�F�R�V�J�W�B�M�F�O�D�F���á �{
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�* �#�P�S�O�F�T �� �$�P�N�Q�M�F�Y�J�U�©

�B�V�T�T�J� 00� uDf � � �E�P�O�D� 00! "�� �&�U �D�P�N�N�F� ! � 00� �P�O �B �D�F �R�V�F �M�Ý�P�O �W�P�V�M�B�J�U ��� ! � "
�F�U� 0 ! � "��

�$�P�O�T�J�E�©�S�P�O�T �N�B�J�O�U�F�O�B�O�U �M�F �D�B�T �P�¹q �F�Uq0 �T�P�O�U �©�H�B�V�Y�� �4�P�J�Uu 2 K �U�F�M �R�V�F �T�J"
�©�H�B�M�Fu� + (1 � u)� 0 �B�M�P�S�T" 4 � �F�U" 4 � 0�� �4�P�J�U �M�B �E�J
V�©�S�F�O�D�F� � � 0� �R�V�J �F�T�U �V�O�F
�G�P�S�N�F �I�P�N�P�H�¨�O�F �E�F �Q�P�J�E�Tq�� �0�O �W�©�S�J
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mX

k=0

ak � k = 0:

�$�F�D�J �E�P�O�O�F �J�N�N�©�E�J�B�U�F�N�F�O�U �V�O �N�P�Z�F�O �E�F �D�B�M�D�V�M�F�S �M�F�T �©�R�V�B�U�J�P�O�T �E�F �1�J�D�B�S�E���'�V�D�I�T ��
�J�M �T�V
Y�U �E�F �D�B�M�D�V�M�F�S �M�F�T �©�M�©�N�F�O�U�T �E�F �M�B �T�V�J�U�F(� k ) �K�V�T�R�V�Ý�  �U�S�P�V�W�F�S �V�O�F �©�R�V�B�U�J�P�O �E�F
�M�J�B�J�T�P�O �F�O�U�S�F �F�V�Y�� �$�F�D�J �B�S�S�J�W�F�S�B �O�©�D�F�T�T�B�J�S�F�N�F�O�U �D�B�S �M�F�T� k �T�P�O�U �E�B�O�TFnTn+1 �R�V�J �F�T�U
�V�O �F�T�Q�B�D�F �W�F�D�U�P�S�J�F�M �E�F �E�J�N�F�O�T�J�P�O 
W�O�J�F�� �-�Ý�B�M�H�P�S�J�U�I�N�F 	ü �S�©�D�B�Q�J�U�V�M�F �M�B �Q�S�P�D�©�E�V�S�F��

�g	ü	þ��	ü�K�©�P�S�¨�N�F�� �ž�4�Jf �F�T�U �S�©�H�V�M�J�F�S� �B�M�P�S�T �M�£�B�M�H�P�S�J�U�I�N�F �Ù �B�Q�Q�M�J�R�V�© �  �V�O�F �G�S�B�D�U�J�P�O
�I�P�N�P�H�¨�O�FR�E�F �E�F�H�S�©� n � 1 �U�F�S�N�J�O�F �F�U �S�F�O�W�P�J�F �M�£�©�R�V�B�U�J�P�O �E�F �1�J�D�B�S�E���'�V�D�I�T �E�F

H
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�i���� �&�$�6 �*�x�1�x�5�$�/���Ø �&�O �N�F	R�B�O�U �C�P�V�U��� ���C�P�V�U �M�Ý�I�P�N�P�H�©�O�©�J�T�B�U�J�P�O� �M�B �E�©�G�P�S�N�B��
�U�J�P�O �F�U �M�F �U�S�B�J�U�F�N�F�O�U �E�V �D�B�T �S�©�H�V�M�J�F�S� �P�O �P�C�U�J�F�O�U �V�O �B�M�H�P�S�J�U�I�N�F �Q�P�V�S �D�B�M�D�V�M�F�S �V�O�F
�©�R�V�B�U�J�P�O �E�J
V�©�S�F�O�U�J�F�M�M�F �T�B�U�J�T�G�B�J�U�F �Q�B�S �M�F�T �Q�©�S�J�P�E�F�T �E�Ý�V�O�F �J�O�U�©�H�S�B�M�F �S�B�U�J�P�O�O�F�M�M�F��

�4�P�J�Ub=g �V�O�F �G�S�B�D�U�J�P�O �S�B�U�J�P�O�O�F�M�M�F �F�O �M�F�T �W�B�S�J�B�C�M�F�Tx1̀ n � �  �D�P�F
Y�D�J�F�O�U�T �E�B�O�T �M�F
�D�P�S�Q�TK�� �-�Ý�I�P�N�P�H�©�O�©�J�T�B�U�J�P�O� �g	û	ú� �E�P�O�O�F �V�O�F �G�S�B�D�U�J�P�Oa=f �I�P�N�P�H�¨�O�F �E�F �E�F�H�S�©� n� 1�
�F�O �M�F�T �W�B�S�J�B�C�M�F�Tx0̀ n �E�P�O�U �M�B �T�Q�©�D�J�B�M�J�T�B�U�J�P�O �F�Ox0 = 1 �D�P�¯�O�D�J�E�F �B�W�F�Db=g�� �&�O
W�O� �M�B
�E�©�G�P�S�N�B�U�J�P�O �H�©�O�©�S�J�R�V�F� �g	ü	ü� �E�P�O�O�F �V�O�F �G�S�B�D�U�J�P�Oa=f � �I�P�N�P�H�¨�O�F �E�F �E�F�H�S�©� n � 1
�T�V�S �M�F �D�P�S�Q�TK(� ) �E�P�O�U �M�B �T�Q�©�D�J�B�M�J�T�B�U�J�P�O� = 0 �D�P�¯�O�D�J�E�F �B�W�F�Da=f �F�U �U�F�M�M�F �R�V�Ff � �T�P�J�U
�S�©�H�V�M�J�F�S�� �0�O �Q�F�V�U �E�P�O�D �B�Q�Q�M�J�R�V�F�S �M�Ý�B�M�H�P�S�J�U�I�N�F 	ü �  �M�B �G�S�B�D�U�J�P�Oa=f � � �F�U �P�O �P�C�U�J�F�O�U �V�O
�P�Q�©�S�B�U�F�V�SL �F�O� � �  �D�P�F
Y�D�J�F�O�U�T �E�B�O�TK(� )� �R�V�J �B�O�O�V�M�F �M�F�T �Q�©�S�J�P�E�F�T �E�F
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�Û �"�O�B�M�Z�T�F �E�F�T �B�M�H�P�S�J�U�I�N�F�T

�"�M�H�P�S�J�U�I�N�F �Ù�$�B�M�D�V�M �E�F �M�Ý�©�R�V�B�U�J�P�O �E�F �1�J�D�B�S�E���'�V�D�I�T� �D�B�T �S�©�H�V�M�J�F�S��

�&�O�U�S�©�F�Øa=f q 2 K(x0̀ n )� �V�O�F �G�S�B�D�U�J�P�O �I�P�N�P�H�¨�O�F �E�F �E�F�H�S�©� n � 1� �U�F�M
�R�V�FV(f ) � Pn

K �T�P�J�U �S�©�H�V�M�J�F�S
�4�P�S�U�J�F�ØL 2 Kh� i �M�Ý�©�R�V�B�U�J�P�O �E�F �1�J�D�B�S�E���'�V�D�I�T �E�F

H
a=f q

�G�P�O�D�U�J�P�O�1	o	i	g	x	j�'	{	i	n	y�	a=f q �

� 0  [a! ]1

�Q�P�V�Sm �E�F0 �  1
�T�JrgK (� 0; : : : ;� m ) = m + 1

� m+1  [�� m ]1

�T�J�O�P�O
�S�©�T�P�V�E�S�F

Pm� 1
k=0 ak � k = � m �Q�B�S �S�B�Q�Q�P�S�U �B�V�Yai � �E�B�O�TK

�S�F�O�W�P�Z�F�S� m �
Pm� 1

k=0 ak � k

�  �N�V�M�U�J�Q�M�J�F�SL �Q�B�S �V�O�F �Q�V�J�T�T�B�O�D�F �E�F� � �P�O �Q�F�V�U �T�V�Q�Q�P�T�F�S �R�V�F �M�Ý�©�W�B�M�V�B�U�J�P�O �F�O� = 0
�E�FL �O�Ý�F�T�U �O�J �O�V�M�M�F �O�J �T�J�O�H�V�M�J�¨�S�F�� �1�B�S �M�F�T �M�F�N�N�F�T �g	ü	ü��	ü �F�U �g	û	ú��	û� �M�Ý�P�Q�©�S�B�U�F�V�SL j� =0

�B�O�O�V�M�F �M�F�T �Q�©�S�J�P�E�F�T �E�F
R

b=g��

�g	ü	ÿ��	û�K�©�P�S�¨�N�F�� �ž�-�£�B�M�H�P�S�J�U�I�N�F �Ú �B�Q�Q�M�J�R�V�© �  �V�O�F �G�S�B�D�U�J�P�OR�E�B�O�TK(x1̀ n ) �U�F�S�N�J�O�F
�F�U �S�F�O�W�P�J�F �V�O �P�Q�©�S�B�U�F�V�S �B�O�O�V�M�B�O�U �M�F�T �Q�©�S�J�P�E�F�T �E�F
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�$�F�Q�F�O�E�B�O�U� �S�J�F�O �O�Ý�J�O�E�J�R�V�F �R�V�F �M�Ý�P�Q�©�S�B�U�F�V�S �B�J�O�T�J �D�B�M�D�V�M�© �T�P�J�U �N�J�O�J�N�B�M�� �0�O �Q�P�V�S�S�B�J�U
�J�N�B�H�J�O�F�S �D�B�M�D�V�M�F�S �M�F �N�J�O�J�N�B�M �F�O �D�B�M�D�V�M�B�O�U �E�J
V�©�S�F�O�U�T �P�Q�©�S�B�U�F�V�S�T �Q�P�V�S �E�J
V�©�S�F�O�U�F�T
�E�©�G�P�S�N�B�U�J�P�O�T� �Q�V�J�T �F�O �D�B�M�D�V�M�B�O�U �V�O �Q�M�V�T �H�S�B�O�E �D�P�N�N�V�O �E�J�W�J�T�F�V�S �� �N�B�J�T �K�F �O�F �E�J�T�Q�P�T�F
�E�Ý�B�V�D�V�O �B�S�H�V�N�F�O�U �N�P�O�U�S�B�O�U �R�V�Ý�P�O �Q�F�V�U �P�C�U�F�O�J�S �M�Ý�©�R�V�B�U�J�P�O �E�F �1�J�D�B�S�E���'�V�D�I�T �E�F �D�F	R�F
�N�B�O�J�¨�S�F��

�� �$�Q�D�O�\�V�H �G�H�V �D�O�T�R�U�L�W�K�P�H�V

�i���� �3�$�5�$�0�w�7�5�(�6 �,�0�3�2�5�7�$�1�7�6���Ø �+�F �N�Ý�J�O�U�©�S�F�T�T�F �N�B�J�O�U�F�O�B�O�U �  �M�B �D�P�N�Q�M�F�Y�J�U�©
�E�F �M�Ý�B�M�H�P�S�J�U�I�N�F 	ý �E�B�O�T �M�F �D�B�T �P�¹ �M�F �D�P�S�Q�TK �F�T�UQ(t )� �D�F �R�V�J �F�T�U �M�F �Q�M�V�T �D�P�N�N�V�O�� �-�B
�E�©�S�J�W�B�U�J�P�O� �F�T�U@t �N�B�J�T �P�O �Q�P�V�S�S�B�J�U �B�V�T�T�J �D�I�P�J�T�J�St @t �� �M�B �T�F�V�M�F �Q�S�P�Q�S�J�©�U�© �Q�B�S�U�J�D�V�M�J�¨�S�F
�V�U�J�M�J�T�©�F �T�F�S�B �R�V�F �M�B �E�©�S�J�W�©�F �E�Ý�V�O �Q�P�M�Z�O�´�N�F �F�Ot �F�T�U �F�O�D�P�S�F �V�O �Q�P�M�Z�O�´�N�F �F�Ot �E�P�O�U �M�F
�E�F�H�S�© �F�T�U �J�O�G�©�S�J�F�V�S �P�V �©�H�B�M�� �0�O �D�I�F�S�D�I�F �  �C�P�S�O�F�S �E�B�O�T �D�F �D�B�T �M�F �O�P�N�C�S�F �E�Ý�P�Q�©�S�B�U�J�P�O�T
�F
V�F�D�U�V�©�F�T �E�B�O�T �M�F �D�P�S�Q�TQ �Q�B�S �D�F�U �B�M�H�P�S�J�U�I�N�F�� �1�P�V�S �D�F�M�B �J�M �G�B�V�U �E�Ý�B�C�P�S�E �©�U�V�E�J�F�S �M�F�T
�B�M�H�P�S�J�U�I�N�F�T 	û �F�U 	ü�� �-�Ý�F�O�T�F�N�C�M�F �E�P�O�O�F�S�B �V�O�F �Q�S�F�V�W�F �E�V �U�I�©�P�S�¨�N�F �g	ü��	û��

�%�B�O�T �U�P�V�U�F �D�F	R�F �T�F�D�U�J�P�O 	þ� �P�O �T�F �E�P�O�O�F �V�O�F �G�S�B�D�U�J�P�Oa=f �I�P�N�P�H�¨�O�F �F�O �M�F�T
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�* �#�P�S�O�F�T �� �$�P�N�Q�M�F�Y�J�U�©

�"�M�H�P�S�J�U�I�N�F �Ú�$�B�M�D�V�M �E�Ý�V�O �P�Q�©�S�B�U�F�V�S �B�O�O�V�M�B�O�U �M�F�T �Q�©�S�J�P�E�F�T �E�Ý�V�O�F �J�O�U�©�H�S�B�M�F �S�B�U�J�P�O�O�F�M�M�F� �D�B�T
�T�J�O�H�V�M�J�F�S��

�&�O�U�S�©�F�ØR 2 K(x1̀ n )� �V�O�F �G�S�B�D�U�J�P�O �S�B�U�J�P�O�O�F�M�M�F
�4�P�S�U�J�F�ØL 2 Kh� i �V�O�F �©�R�V�B�U�J�P�O �E�J
V�©�S�F�O�U�J�F�M�M�F �Q�P�V�S

H
R

�G�P�O�D�U�J�P�O�"	t	t	{	r	g	z	k	{	x�1	Œ	x	o	u	j	k	y�	R�

a=f  x � n� 1

0 R(x1=x0; : : : ;xn=x0)

f �  f + �
P n

i =0xdegf
i

L  �1	o	i	g	x	j�'	{	i	n	y(a=f � ) 2 K(� )h� i
L  � sL �P�¹s �F�T�U �M�Ý�V�O�J�R�V�F �F�O�U�J�F�S �R�V�J �O�F �S�F�O�E �M�Ý�©�W�B�M�V�B�U�J�P�O �F�O� = 0 �O�J �O�V�M�M�F

�O�J �T�J�O�H�V�M�J�¨�S�F
�S�F�O�W�P�Z�F�SL j� =0

�W�B�S�J�B�C�M�F�Tx0̀ n �  �D�P�F
Y�D�J�F�O�U�T �E�B�O�T �M�F �D�P�S�Q�TK �F�U �I�P�N�P�H�¨�O�F �E�F �E�F�H�S�©� n � 1� �B�W�F�Df
�V�O �Q�P�M�Z�O�´�N�F �S�©�H�V�M�J�F�S�� �4�B�O�T �Q�F�S�E�S�F �F�O �H�©�O�©�S�B�M�J�U�©� �P�O �T�V�Q�Q�P�T�F �R�V�Ff �F�Ua �E�©�Q�F�O�E�F�O�U
�Q�P�M�Z�O�P�N�J�B�M�F�N�F�O�U �E�Ft �� �$�P�N�N�F �Q�S�©�D�©�E�F�N�N�F�O�U� �P�O �O�P�U�FN �M�F �E�F�H�S�© �E�Ff � �F�U �P�O
�T�V�Q�Q�P�T�F �R�V�FN > 1� �T�J�O�P�O �U�P�V�U �F�T�U �U�S�J�W�J�B�M�� �0�O �O�P�U�Fdt �M�F �N�B�Y�J�N�V�N �E�V �E�F�H�S�© �F�Ot
�E�Fa �F�U �E�Ff ��

�0�V�U�S�Fdt � �M�F �Q�B�S�B�N�¨�U�S�F �J�N�Q�P�S�U�B�O�U �F�T�U �M�B �E�J�N�F�O�T�J�P�O �E�FFn+1Tn+1� �R�V�F �O�P�V�T �O�P�U�F��
�S�P�O�TL �	�Q�P�V�S�M�J�H�O�F�T�
�� �-�B �E�J�N�F�O�T�J�P�O �E�FFnTn � �O�P�U�©�FC�	�Q�P�V�S�D�P�M�P�O�O�F�T�
 �F�T�U �V�O �Q�B�S�B�N�¨�U�S�F
�T�F�D�P�O�E�B�J�S�F�� �&�O �V�U�J�M�J�T�B�O�U �M�F�T �N�B�K�P�S�B�U�J�P�O�T	ü	ÿ
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k + 3=2
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kn 6
1

n + 1

�
p + 1

2

� n+1
;

�P�O �P�C�U�J�F�O�U �M�F�T �C�P�S�O�F�T �T�V�J�W�B�O�U�F�T ��
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L = dim Fn+1Tn+1 =
n+1X

q=0

 
qN � 1

n

!
6 5

4enNn

C = dim FnTn =
nX

q=0

(n + 1)
 
qN
n

!
6 (n + 1

2)enNn ;

�P�¹e � 2;718�F�T�U �M�B �C�B�T�F �E�V �M�P�H�B�S�J�U�I�N�F �O�B�U�V�S�F�M�� �1�B�S �B�J�M�M�F�V�S�T �M�B �N�J�O�P�S�B�U�J�P�O �E�Flog L
�Q�B�Sn log N�N�P�O�U�S�F �R�V�FC = HO(L)� �D�Ý�F�T�U �Q�P�V�S�R�V�P�J �E�B�O�T �M�F�T �F�T�U�J�N�B�U�J�P�O�T �E�F �D�P�N�Q�M�F�Y�J�U�©
�M�F �Q�B�S�B�N�¨�U�S�FC �T�F�S�B �S�F�N�Q�M�B�D�© �Q�B�SL��
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�Û �"�O�B�M�Z�T�F �E�F�T �B�M�H�P�S�J�U�I�N�F�T

�M�Z�T�F �E�F �D�P�N�Q�M�F�Y�J�U�© �F�T�U �M�Ý�B�M�H�¨�C�S�F �M�J�O�©�B�J�S�F �T�V�S �E�F�T �N�B�U�S�J�D�F�T �  �D�P�F
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���	þ Mat � =
�

0 0
� A21A11

� 1 I

�
:


�	ü �g�Ù�ß



�Û �"�O�B�M�Z�T�F �E�F�T �B�M�H�P�S�J�U�I�N�F�T

�-�F �D�B�M�D�V�M �E�F' �T�F �G�B�J�U �F�OHO(LCr ! � 2dt ) �P�Q�©�S�B�U�J�P�O�T �E�B�O�TQ �Q�P�V�S �M�F �D�B�M�D�V�M �E�F�T �Q�S�P
W�M�T
�F�UHO(r 3dt ) �P�Q�©�S�B�U�J�P�O�T �Q�P�V�S �M�F �D�B�M�D�V�M �E�F �M�Ý�J�O�W�F�S�T�F �E�V �N�J�O�F�V�SA11�� �$�P�N�N�FC �F�Ur �T�P�O�U
�E�F�THO(L) �F�U �D�P�N�N�F! 6 3� �P�O �P�C�U�J�F�O�U �V�O�F �D�P�N�Q�M�F�Y�J�U�© �U�P�U�B�M�F �E�FHO(r 3dt )��

�$�F �Q�T�F�V�E�P���J�O�W�F�S�T�F �B�J�O�T�J �D�I�P�J�T�J �K�P�V�J�U �E�F �Q�S�P�Q�S�J�©�U�©�T �T�V�Q�Q�M�©�N�F�O�U�B�J�S�F�T��

�g	ü
���	ÿ�-�F�N�N�F�� �ž� (� ) = (remG a)! �Q�P�V�S �U�P�V�U� = a! �E�B�O�TFn+1Tn+1�� �%�F �Q�M�V�T� �T�J�
�F�T�U �I�P�N�P�H�¨�O�F �E�F �Q�P�J�E�Tq� �B�M�P�S�T' (� ) �F�T�U �I�P�N�P�H�¨�O�F �E�F �Q�P�J�E�Tq � 1��

�%�©�N�P�O�T�U�S�B�U�J�P�O���7�V �M�Ý�©�R�V�B�U�J�P�O �g	ü
���	þ� �M�Ý�J�N�B�H�F �E�F� �F�T�U �F�O�H�F�O�E�S�©�F �Q�B�S �M�F�T �N�P�O�´�N�F�T
�E�P�O�U �M�Ý�J�O�E�J�D�F �E�B�O�T �M�B �C�B�T�F �E�FFn+1Tn+1 �O�Ý�F�T�U �Q�B�T �E�B�O�T �M�F �Q�S�P
W�M �E�F�T �M�J�H�O�F�T �E�F �M�B �N�B�U�S�J�D�F
�E�F �M�B �N�V�M�U�J�Q�M�J�D�B�U�J�P�O �Q�B�Sdf �� �0�S �D�F�T �N�P�O�´�N�F�T� �D�P�N�N�F �P�O �M�Ý�B �S�F�N�B�S�R�V�© �D�J���E�F�T�T�V�T�
�T�P�O�U �M�B �C�B�T�F �N�P�O�P�N�J�B�M�F �N�J�O�J�N�B�M�F �E�V �R�V�P�U�J�F�O�UFn+1Tn+1=df ^ FnTn �� �"�J�O�T�J� �F�UremG

�P�O�U �N�ª�N�F �J�N�B�H�F�� �*�M�T �P�O�U �B�V�T�T�J �N�ª�N�F �O�P�Z�B�V �F�U �T�P�O�U �U�P�V�T �E�F�V�Y �J�E�F�N�Q�P�U�F�O�U�T� �E�P�O�D �J�M�T
�T�P�O�U �©�H�B�V�Y��

�-�F �T�F�D�P�O�E �Q�P�J�O�U �T�F �Q�S�P�V�W�F �Q�B�S �V�O�F �Q�S�P�Q�S�J�©�U�© �E�F �N�J�O�J�N�B�M�J�U�© �T�J�N�J�M�B�J�S�F���

�i���� �� �Ø �3�F�Q�S�F�O�P�O�T �  �M�B �E�©�D�P�N�Q�P�T�J�U�J�P�O �E�F� �D�P�N�N�F� (� ) + df ^ ' (� )� �Q�P�V�S �U�P�V�U�
�E�B�O�TFn+1Tn+1�� �1�B�S �M�F �M�F�N�N�F �g	ü
���	ÿ� �M�B �G�P�S�N�F' (� ) �F�T�U �E�F �Q�P�J�E�T �N�P�J�O�E�S�F �R�V�F �D�F�M�V�J �E�Ý� �
�J�M �F�O �F�T�U �E�P�O�D �E�F �N�ª�N�F �Q�P�V�Sd' (� )�� �$�P�N�N�Ff �F�T�U �S�©�H�V�M�J�F�S� �F�U �Q�B�S �M�Ý�©�R�V�B�U�J�P�O �g	û
���
�

�g	ü
���	û [� ]1 = � (� ) + [d' (� )]1:

�g	ü
���	ü�-�F�N�N�F�� �ž�-�£�J�N�B�H�F �E�FFn+1Tn+1 �Q�B�S[ ] 1 �F�T�U �F�O�H�F�O�E�S�©�F �Q�B�S �E�F�T �N�P�O�´�N�F�T��

�%�©�N�P�O�T�U�S�B�U�J�P�O���$�F	R�F �J�N�B�H�F� �O�P�U�P�O�T���M�BE� �F�T�U �F�Y�B�D�U�F�N�F�O�U �M�Ý�J�N�B�H�F �E�F� �� �&�O �F
V�F�U� �M�B
�S�F�M�B�U�J�P�O �g	ü
���	û �N�P�O�U�S�F� �Q�B�S �S�©�D�V�S�S�F�O�D�F �T�V�S �M�F �Q�P�J�E�T� �R�V�FE �F�T�U �J�O�D�M�V�T �E�B�O�T �M�Ý�J�N�B�H�F
�E�F� �� �3�©�D�J�Q�S�P�R�V�F�N�F�O�U� �P�O �W�P�J�U �R�V�F[ � (� )]1 �©�H�B�M�F� (� ) �	�Q�B�S �S�©�D�V�S�S�F�O�D�F �T�V�S �M�F �Q�P�J�E�T
�U�P�V�K�P�V�S�T�
� �D�F �R�V�J �N�P�O�U�S�F �M�Ý�B�V�U�S�F �J�O�D�M�V�T�J�P�O�� �0�S �M�Ý�F�O�E�P�S�N�P�S�Q�I�J�T�N�F� �D�P�¯�O�D�J�E�F �B�W�F�D
�M�B �O�P�S�N�B�M�J�T�B�U�J�P�O �Q�B�S �V�O�F �C�B�T�F �E�F �(�S�¶�C�O�F�S �E�F �M�Ý�J�E�©�B�M �K�B�D�P�C�J�F�O� �W�P�J�S �M�F �M�F�N�N�F �g	ü
���	ü��
�*�M �F�T�U �C�J�F�O �D�P�O�O�V �R�V�F �M�Ý�J�N�B�H�F �E�Ý�V�O�F �U�F�M�M�F �O�P�S�N�B�M�J�T�B�U�J�P�O �F�T�U �F�O�H�F�O�E�S�©�F �Q�B�S �M�F�T
�N�P�O�´�N�F�T�T�P�V�T �M�£�F�T�D�B�M�J�F�S�� �0�O �Q�F�V�U �B�V�T�T�J �D�P�O�T�U�B�U�F�S �D�F�M�B �T�V�S �M�B �N�B�U�S�J�D�F �E�F� � �W�P�J�S
�M�Ý�©�R�V�B�U�J�P�O �g	ü
���	þ�� �

�4�P�J�U� �M�Ý�F�O�E�P�N�P�S�Q�I�J�T�N�F �E�FFn+1Tn+1 �E�©
W�O�J �Q�B�S

� (� )
�E�©�G
= � (� ) + d' (� ):

�&�O �J�U�©�S�B�O�U� �P�O �P�C�U�J�F�O�U �M�B �S�©�E�V�D�U�J�P�O �E�F �(�S�J
Y�U�I�T���%�X�P�S�L ��

�g	ü
���	ý�-�F�N�N�F�� �ž[ � ]1 = � q (� )� �Q�P�V�S �U�P�V�U� 2 FqTn+1 �F�U �U�P�V�Uq 6 n + 1��

�g�Ù�à 
�	ý



�* �#�P�S�O�F�T �� �$�P�N�Q�M�F�Y�J�U�©

�%�©�N�P�O�T�U�S�B�U�J�P�O���3�B�J�T�P�O�O�P�O�T �Q�B�S �S�©�D�V�S�S�F�O�D�F �T�V�S �M�F �Q�P�J�E�T �E�F� � �M�Ý�©�O�P�O�D�© �©�U�B�O�U �U�S�J�W�J�B�M
�T�J� �F�T�U �E�F �Q�P�J�E�T �O�V�M�� �4�J� �F�T�U �E�F �Q�P�J�E�Tq + 1� �P�O �B �W�V �R�V�F' (� ) �F�T�U �E�F �Q�P�J�E�T �B�V �Q�M�V�Tq
�F�U �R�V�F

[� ]1 = � (� ) + [d' (� )]1 = � (� ) + � q (d' (� ));

�P�¹ �M�B �T�F�D�P�O�E�F �©�H�B�M�J�U�© �F�T�U �M�Ý�I�Z�Q�P�U�I�¨�T�F �E�F �S�©�D�V�S�S�F�O�D�F�� �$�P�N�N�F' (� (� )) �T�Ý�B�O�O�V�M�F �F�U
�R�V�F� 2 �W�B�V�U� � �M�B �G�P�S�N�F� (� (� )) �©�H�B�M�F� (� ) �F�U 
W�O�B�M�F�N�F�O�U

[� ]1 = � q (� (� ) + d' (� )) = � q+1(� );

�D�F �R�V�F �M�Ý�P�O �W�P�V�M�B�J�U�� �

�(�S�¢�D�F �  �D�F	R�F �D�P�O�T�U�S�V�D�U�J�P�O� �P�O �T�Ý�J�O�U�©�S�F�T�T�F �N�B�J�O�U�F�O�B�O�U �  �C�P�S�O�F�S �M�F �E�F�H�S�© �E�F �M�B
�N�B�U�S�J�D�F �E�F[ ] 1�� �‰�D�S�J�W�P�O�T' �D�P�N�N�F~' =Q� �P�¹Q �F�T�U �V�O �Q�P�M�Z�O�´�N�F �E�F �E�F�H�S�© �N�J�O�J�N�B�M
�F�U �P�¹~' �F�T�U �V�O �F�O�E�P�N�P�S�Q�I�J�T�N�F �E�P�O�U �M�B �N�B�U�S�J�D�F �E�B�O�T �M�B �C�B�T�F �N�P�O�P�N�J�B�M�F �F�T�U � 
�D�P�F
Y�D�J�F�O�U�T �Q�P�M�Z�O�P�N�J�B�V�Y�� �7�V �M�B �E�©
W�O�J�U�J�P�O �E�F' � �©�R�V�B�U�J�P�O �g	ü
���	ý� �J�M �F�T�U �D�M�B�J�S �R�V�FQ
�E�J�W�J�T�Fdet A11� �B�J�O�T�J �T�P�O �E�F�H�S�© �F�T�U �N�B�K�P�S�© �Q�B�SLdt �� �0�O �Q�F�V�U �©�D�S�J�S�F' �D�P�N�N�F~' =Q�
�P�¹~' �F�T�U �V�O �F�O�E�P�N�P�S�Q�I�J�T�N�F �E�P�O�U �M�B �N�B�U�S�J�D�F �F�T�U �  �D�P�F
Y�D�J�F�O�U�T �Q�P�M�Z�O�P�N�J�B�V�Y�� �-�F
�E�F�H�S�© �E�F�T �D�P�F
Y�D�J�F�O�U�T �E�F~' �F�T�U �B�V �Q�M�V�T(rg A11� 1)dt � �Q�B�S �M�B �G�P�S�N�V�M�F �E�F �M�B �D�P�N�B�U�S�J�D�F��
�$�P�N�N�Frg A11 �F�T�U �B�V �Q�M�V�TL� �M�F �E�F�H�S�© �E�F�T �D�P�F
Y�D�J�F�O�U�T �E�F~' �F�T�U �B�V �Q�M�V�T(L � 1)dt

�-�B �N�B�U�S�J�D�F �E�F� �T�Ý�©�D�S�J�U �T�P�V�T �M�B �G�P�S�N�F~� =Q� �B�W�F�D~� �V�O�F �N�B�U�S�J�D�F �Q�P�M�Z�O�P�N�J�B�M�F �E�F
�E�F�H�S�© �B�V �Q�M�V�Tdegt ~' + degt f � �D�F �R�V�J �F�T�U �N�B�K�P�S�© �Q�B�SLdt �� �&�O �F
V�F�U� �M�B �N�B�U�S�J�D�F �E�F'
�T�Ý�©�D�S�J�U �D�P�N�N�F~' =Q �F�U �E�P�O�D

Q� (� ) = Q� � df ^ ~' (� ) + d~' (� ):

�$�P�N�N�F[� ]1 = � n+1(� )=Qn+1� �Q�P�V�S� �E�B�O�TFn+1Tn+1� �M�B �N�B�U�S�J�D�F �E�F[ ] 1 �E�B�O�T �M�B
�C�B�T�F �N�P�O�P�N�J�B�M�F �Q�F�V�U �ª�U�S�F �D�B�M�D�V�M�©�F �Q�B�S �F�Y�Q�P�O�F�O�U�J�B�U�J�P�O �C�J�O�B�J�S�F �F�O �B�V �Q�M�V�T2 log2(n+1)
�N�V�M�U�J�Q�M�J�D�B�U�J�P�O�T �N�B�U�S�J�D�J�F�M�M�F�T �E�F �N�B�U�S�J�D�F�T �Q�P�M�Z�O�P�N�J�B�M�F�T �E�F �U�B�J�M�M�FL �F�U �E�F �E�F�H�S�© �B�V
�Q�M�V�T(n + 1)Ldt �� �$�F�M�B �Q�F�V�U �T�F �G�B�J�S�F �F�OHO(L! +1dt ) �P�Q�©�S�B�U�J�P�O�T �E�B�O�TQ��

�&�O �Q�S�F�O�B�O�U �F�O �D�P�N�Q�U�F �M�B 
W�M�U�S�B�U�J�P�O �Q�B�S �M�F �Q�P�J�E�T� �P�O �Q�F�V�U �P�C�U�F�O�J�S �E�F�T �C�P�S�O�F�T �V�O
�Q�F�V �Q�M�V�T 
W�O�F�T �T�V�S �M�F �E�F�H�S�© �E�F �M�B �N�B�U�S�J�D�F �E�F[ ] 1�� �4�J �P�O �O�Ý�F�T�U �J�O�U�©�S�F�T�T�© �R�V�F �Q�B�S �M�F�T
�N�B�K�P�S�B�U�J�P�O�T �F�O�H�S�B�O�E �0� �D�F�D�J �O�Ý�F�T�U �Q�B�T �V�U�J�M�F�� �/�P�U�P�O�T' q �M�B �S�F�T�U�S�J�D�U�J�P�O �E�F' �  Tn+1

q ��

�/�P�U�P�O�TLq �M�B �E�J�N�F�O�T�J�P�O �E�FTn+1
q � �W�B�M�B�O�U

�
qN� 1

n

�
�� �%�F �M�B �N�ª�N�F �N�B�O�J�¨�S�F �R�V�Ý�P�O �B �N�B�K�P�S�©

�M�F �E�F�H�S�© �E�F�T �D�P�F
Y�D�J�F�O�U�T �E�F' � �P�O �Q�F�V�U �N�B�K�P�S�F�S �M�F �E�F�H�S�© �E�F' q �F�U �P�O �P�C�U�J�F�O�U �R�V�F' q

�T�Ý�©�D�S�J�U �D�P�N�N�FBq=Pq �Q�P�V�S �V�O �D�F�S�U�B�J�O �Q�P�M�Z�O�´�N�FPq �E�F �E�F�H�S�© �B�V �Q�M�V�T(Lq � 1)dt

�F�UBq �V�O�F �N�B�U�S�J�D�F �  �D�P�F
Y�D�J�F�O�U�T �Q�P�M�Z�O�P�N�J�B�V�Y �E�F �E�F�H�S�© �B�V �Q�M�V�TLqdt �� �/�P�U�P�O�T� q

�M�Ý�B�Q�Q�M�J�D�B�U�J�P�O �M�J�O�©�B�J�S�F

� q : � 2 Fn+1Tn+1 7! � � df ^ ' q (� q ) + d(' q (� q )) 2 Fn+1Tn+1;

�P�¹� q �F�T�U �M�B �D�P�N�Q�P�T�B�O�U�F �I�P�N�P�H�¨�O�F �E�F �Q�P�J�E�Tq �E�F� �� �-�B �N�B�U�S�J�D�F �E�F� q �E�B�O�T �V�O�F


�	þ �g�Ù�à



�Û �"�O�B�M�Z�T�F �E�F�T �B�M�H�P�S�J�U�I�N�F�T

�C�B�T�F �N�P�O�P�N�J�B�M�F �T�Ý�©�D�S�J�U~� q=Pq �B�W�F�D~� q �V�O�F �N�B�U�S�J�D�F �  �D�P�F
Y�D�J�F�O�U�T �Q�P�M�Z�O�P�N�J�B�V�Y
�E�F �E�F�H�S�© �B�V �Q�M�V�TLqdt �� �0�O �Q�F�V�U �S�F�Q�S�F�O�E�S�F �M�B �E�©�N�P�O�T�U�S�B�U�J�P�O �E�V �M�F�N�N�F �g	ü
���	ý �Q�P�V�S
�N�P�O�U�S�F�S �R�V�F �Q�P�V�S �U�P�V�U� �E�B�O�TFn+1Tn+1

[ � ]1 = (� 1 � � � � � � n+1)(� ):

�&�O �D�P�O�T�©�R�V�F�O�D�F� �M�B �N�B�U�S�J�D�F �E�F[ ] 1 �S�F�T�U�S�F�J�O�U � Fn+1Tn+1 �T�Ý�©�D�S�J�UM1=
Q n+1

k=1 Pk � �B�W�F�DM1

�V�O�F �N�B�U�S�J�D�F �  �D�P�F
Y�D�J�F�O�U�T �Q�P�M�Z�O�P�N�J�B�V�Y �E�F �E�F�H�S�© �B�V �Q�M�V�T
P n+1

q=1 Lqdt �� �0�S �M�Ý�F�O��
�U�J�F�S

P n+1
q=1 Lq �O�Ý�F�T�U �B�V�U�S�F �R�V�FL��

�$�P�N�N�F �P�O �B �T�V�Q�Q�P�T�©N > 1� �B�V�D�V�O �©�M�©�N�F�O�U �O�P�O �O�V�MF1Tn �F�T�U �E�F �M�B �G�P�S�N�Fdf ^ � �
�E�P�O�D �F�O �G�B�J�U' 1 = 0 �F�U� q �F�T�U �M�Ý�J�E�F�O�U�J�U�©�� �-�F�T �D�P�F
Y�D�J�F�O�U�TM1 �T�P�O�U �E�P�O�D �E�F �E�F�H�S�©
�B�V �Q�M�V�T

P n+1
q=2 Lqdt � �D�F �R�V�J �F�T�U �N�B�K�P�S�© �Q�B�S(L � 1)dt �� �$�F�D�J �D�P�O�D�M�V�U �M�B �Q�S�F�V�W�F �E�F �M�B

�Q�S�P�Q�P�T�J�U�J�P�O �g	ü
���	û� �F�O �Q�S�F�O�B�O�U �Q�P�V�SP�M�F �Q�S�P�E�V�J�U �E�F�TPq � �R�V�J �O�Ý�F�T�U �B�V�U�S�F �R�V�Fdet A11��

�i���� �%�2�5�1�(�6�� �&�$�6 �5�x�*�8�/�,�(�5���Ø �1�B�T�T�P�O�T �  �M�Ý�B�O�B�M�Z�T�F �E�F �M�Ý�B�M�H�P�S�J�U�I�N�F 	ü�� �6�O �B�V�U�S�F
�Q�B�S�B�N�¨�U�S�F �J�N�Q�P�S�U�B�O�U �B�Q�Q�B�S�B�J�U �� �D�Ý�F�T�U �M�B �E�J�N�F�O�T�J�P�O �E�FHn+1T �E�B�O�T �M�F �D�B�T �S�©�H�V�M�J�F�S�
�O�P�U�©�FR�� �-�F �U�I�©�P�S�¨�N�F �g	û
���	û �E�P�O�O�F �M�B �W�B�M�F�V�S �Q�S�©�D�J�T�F �E�FR� �E�P�O�U �P�O �W�©�S�J
W�F �R�V�Ý�F�M�M�F �F�T�U
�J�O�G�©�S�J�F�V�S�F � Nn ��

R
�E�©�G
=

1
N

�
(N � 1)n+1 + (� 1)n+1(N � 1)

�
< Nn :

�g	ý	ú��	û�1�S�P�Q�P�T�J�U�J�P�O�� �ž�4�Jf �F�T�U �S�©�H�V�M�J�F�S� �M�£�B�M�H�P�S�J�U�I�N�F �Ù �B�Q�Q�M�J�R�V�© �  �M�B �G�S�B�D�U�J�P�Oa=f
�S�F�O�W�P�J�F �V�O �P�Q�©�S�B�U�F�V�S �E�J	��©�S�F�O�U�J�F�M �E�£�P�S�E�S�F �B�V �Q�M�V�TR�F�U �E�F �E�F�H�S�© �B�V �Q�M�V�T

�
1
2R(R+ 1)L + R

�
dt 6 5

8enN3ndt + enNndt :

�*�M �F	��F�D�U�V�F

HO
�
L! +1dt + R! +1Ldt

�
= HO

�
e(! +1)nN(! +1)ndt + enN(! +2)ndt

�

�P�Q�©�S�B�U�J�P�O�T �E�B�O�TQ��

�4�B�V�G �R�V�B�O�EN = 2� �M�F �T�F�D�P�O�E �U�F�S�N�F �E�B�O�T �M�FHO �E�P�N�J�O�F �M�F �Q�S�F�N�J�F�S�� �-�B �Q�S�F�V�W�F �E�F
�D�F	R�F �Q�S�P�Q�P�T�J�U�J�P�O �P�D�D�V�Q�F �D�F �Q�B�S�B�H�S�B�Q�I�F �F�U �M�F�T �E�F�V�Y �T�V�J�W�B�O�U�T��

�3�B�Q�Q�F�M�P�O�T �R�V�F �E�B�O�T �M�Ý�B�M�H�P�S�J�U�I�N�F 	ü �M�B �T�V�J�U�F(� i ) �F�T�U �E�©
W�O�J�F �Q�B�S� 0 = [� ]1 �F�U
�M�B �S�©�D�V�S�S�F�O�D�F� i +1 = [�� i ]1� �P�¹�� i �©�H�B�M�F� �

i � f � � i � �M�Ý�F�Y�Q�P�T�B�O�U� �N�B�S�R�V�B�O�U �M�B
�E�©�S�J�W�B�U�J�P�O �D�P�F
Y�D�J�F�O�U �Q�B�S �D�P�F
Y�D�J�F�O�U�� �$�P�N�N�F� �F�T�U �E�B�O�TF1Tn+1� �T�B �S�©�E�V�D�U�J�P�O[� ]1

�F�T�U� �M�V�J���N�ª�N�F �D�B�S' (� ) �F�T�U �E�B�O�TF0Tn+1� �R�V�J �F�T�U �M�Ý�F�T�Q�B�D�F �O�V�M�� �%�P�O�D� 0 = � ��
�4�P�J�UE �M�Ý�J�N�B�H�F �Q�B�S[ ] 1 �E�FFn+1Tn+1�� �1�B�S �M�F �M�F�N�N�F �g	ü
���	ü� �F�M�M�F �F�T�U �F�O�H�F�O�E�S�©�F �Q�B�S

�E�F�T �N�P�O�´�N�F�T�� �$�F	R�F �J�N�B�H�F �F�T�U �G�B�D�J�M�F �  �D�B�M�D�V�M�F�S �� �J�M �T�V
Y�U �E�F �S�F�U�F�O�J�S �M�F�T �N�P�O�´�N�F�T
�E�FFn+1Tn+1 �U�F�M�T �R�V�F �M�B �M�J�H�O�F �D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E�B�O�U�F �E�B�O�T �M�B �N�B�U�S�J�D�F �E�F[ ] 1 �O�Ý�F�T�U �Q�B�T �O�V�M�M�F��
�1�B�S �M�F�T �U�I�©�P�S�¨�N�F�T �g	û
���	û �F�U �g	û
���	ý �M�Ý�F�T�Q�B�D�FE �F�T�U �J�T�P�N�P�S�Q�I�F � Hn+1T��

�/�P�U�P�O�T� �M�Ý�F�O�E�P�N�P�S�Q�I�J�T�N�F� 2 E 7! [ f � � ]1 2 E�� �-�B �N�B�U�S�J�D�F �E�F� �E�B�O�T �M�B �C�B�T�F

�g�Ú�× 
�	ÿ



�* �#�P�S�O�F�T �� �$�P�N�Q�M�F�Y�J�U�©

�N�P�O�P�N�J�B�M�F �E�FE�F�T�U �P�C�U�F�O�V�F �Q�B�S �M�F �Q�S�P�E�V�J�U �E�FM1 �B�W�F�D �M�B �N�B�U�S�J�D�F �E�F �M�B �N�V�M�U�J�Q�M�J�D�B�U�J�P�O
�Q�B�Sf � � �E�FE�E�B�O�TFn+1Tn+1�� �$�Ý�F�T�U �V�O �Q�S�P�E�V�J�U �E�F �N�B�U�S�J�D�F�T �Q�P�M�Z�O�P�N�J�B�M�F�T �F�O �E�J�N�F�O�T�J�P�O
�B�V �Q�M�V�TL �F�U �F�O �E�F�H�S�© �B�V �Q�M�V�TLdt � �D�F �R�V�J �T�F �G�B�J�U �F�O �D�P�N�Q�M�F�Y�J�U�©HO(L! +1dt )�� �-�B �N�B�U�S�J�D�F
�E�F� �T�Ý�©�D�S�J�UM� =P�P�¹M� �F�T�U �V�O�F �N�B�U�S�J�D�F �  �D�P�F
Y�D�J�F�O�U�T �Q�P�M�Z�O�P�N�J�B�V�Y �E�F �E�F�H�S�© �B�V
�Q�M�V�TLdt �F�U �P�¹P �F�T�U �M�FP�E�F �M�B �Q�S�P�Q�P�T�J�U�J�P�O �g	ü
���	û��

�i������ �Ø �-�F�T� i �T�P�O�U �E�F�T �W�F�D�U�F�V�S�T �E�F �M�Ý�F�T�Q�B�D�F �W�F�D�U�P�S�J�F�ME�� �$�P�N�N�FE �F�T�U �F�O�H�F�O�E�S�© �Q�B�S
�E�F�T �N�P�O�´�N�F�T� �M�F�T �E�©�S�J�W�B�U�J�P�O�T �D�P�F
Y�D�J�F�O�U �Q�B�S �D�P�F
Y�D�J�F�O�U� �

i �T�P�O�U �B�V�T�T�J �E�B�O�TE� �J�M�T
�T�P�O�U �E�P�O�D �J�O�W�B�S�J�B�O�U�T �Q�B�S �M�B �S�©�E�V�D�U�J�P�O[ ] 1�� �&�O �Q�B�S�U�J�D�V�M�J�F�S

� i +1 = � �
i � � (� i ):

�$�P�N�N�F� 0� �R�V�J �©�H�B�M�F� � �F�T�U �V�O�F �G�P�S�N�F �  �D�P�F
Y�D�J�F�O�U�T �Q�P�M�Z�O�P�N�J�B�V�Y �E�F �E�F�H�S�© �B�V
�Q�M�V�Tdt � �P�O �F�O �E�©�E�V�J�U �J�N�N�©�E�J�B�U�F�N�F�O�U �R�V�F� i �T�Ý�©�D�S�J�U

� i = ~� i =Pi ;

�P�¹~� i �F�T�U �V�O�F �G�P�S�N�F �  �D�P�F
Y�D�J�F�O�U�T �Q�P�M�Z�O�P�N�J�B�V�Y �E�F �E�F�H�S�© �B�V �Q�M�V�T(iL+1)dt �� �/�P�U�P�O�TDi

�M�F �E�F�H�S�© �F�Ot �E�F~� i �F�UD �M�F �Q�M�V�T �H�S�B�O�E �E�F�TDi � �Q�P�V�S0 6 i 6 R�� �0�O �BD 6 (RL+ 1)dt ��
�-�Ý�B�M�H�P�S�J�U�I�N�F �D�B�M�D�V�M�F �M�F�T� i �K�V�T�R�V�Ý�  �U�S�P�V�W�F�S �V�O�F �©�R�V�B�U�J�P�O �E�F �M�J�B�J�T�P�O �F�O�U�S�F �F�V�Y��

�$�P�N�N�F �D�F �T�P�O�U �U�P�V�T �E�F�T �©�M�©�N�F�O�U�T �E�FE� �J�M �F�T�U �D�M�B�J�S �R�V�F �M�F�T� i �O�F �T�P�O�U �Q�B�T �D�B�M�D�V�M�©�T
�B�V���E�F�M�  �E�V �S�B�O�HR� �M�B �E�J�N�F�O�T�J�P�O �E�FE�� �$�B�M�D�V�M�F�S �M�F�T� i �Q�B�S �E�F�T �Q�S�P�E�V�J�U�T �N�B�U�S�J�D�F�×
�W�F�D�U�F�V�S �F�T�U �J�O�F
Y�D�B�D�F �D�B�S �M�F�T �E�F�H�S�©�T �F�Ot �E�F�T �G�B�D�U�F�V�S�T �T�P�O�U �E�©�T�©�R�V�J�M�J�C�S�©�T �� �O�B�¯�W�F�N�F�O�U�
�P�O �Q�F�V�U �T�F�V�M�F�N�F�O�U �C�P�S�O�F�S �M�B �D�P�N�Q�M�F�Y�J�U�© �E�F �D�I�B�D�V�O �E�F�T �D�F�T �Q�S�P�E�V�J�U�T �Q�B�SHO

�
R2D

�
�

�D�F �R�V�J �F�T�UHO(R3Ldt )��
�%�Ý�P�¹ �M�Ý�J�E�©�F �D�M�B�T�T�J�R�V�F �E�Ý�©�D�S�J�S�F~� i �D�P�N�N�F

~� i =
R� 1X

k=0

t kLdt ~� i ;k ;

�P�¹ �D�I�B�R�V�F~� i ;k �F�T�U �V�O�F �G�P�S�N�F �  �D�P�F
Y�D�J�F�O�U�T �Q�P�M�Z�O�P�N�J�B�V�Y �E�F �E�F�H�S�© �B�V �Q�M�V�T(L+ 1)dt ��
�0�O �E�©�E�V�J�U �M�F �Q�S�P�E�V�J�UM� � ~� i �E�F �M�Ý�F�O�T�F�N�C�M�F �E�F�T �Q�S�P�E�V�J�U�TM� � ~� i ;k �Q�B�S �R�V�F�M�R�V�F�T
�B�E�E�J�U�J�P�O�T�� �&�U �D�F�T �Q�S�P�E�V�J�U�T �T�F �S�B�N�¨�O�F�O�U �C�J�F�O �T�»�S �  �V�O �T�F�V�M �Q�S�P�E�V�J�U �E�F �E�F�V�Y �N�B�U�S�J�D�F�T
�D�B�S�S�©�F�T �E�F �U�B�J�M�M�FR�F�U �E�F �E�F�H�S�© �B�V �Q�M�V�T(L+ 1)dt � �M�B �Q�S�F�N�J�¨�S�F �©�U�B�O�UM� �F�U �M�B �T�F�D�P�O�E�F �M�B
�N�B�U�S�J�D�F �E�P�O�U �M�F�T �D�P�M�P�O�O�F�T �T�P�O�U �M�F�T� i ;k �� �$�F �Q�S�P�E�V�J�U �O�©�D�F�T�T�J�U�F �T�F�V�M�F�N�F�O�UHO (R! Ldt )
�P�Q�©�S�B�U�J�P�O�T �E�B�O�TQ�� �$�Ý�F�T�U �C�J�F�O �V�O �H�B�J�O �D�B�S! < 3�� �-�F �D�B�M�D�V�M �E�F �U�P�V�T �M�F�T� i � �Q�P�V�Si > R
�V�U�J�M�J�T�F �B�J�O�T�JHO(R! +1Ldt ) �P�Q�©�S�B�U�J�P�O�T �T�V�SQ��

�€m 
W�Y�©� �U�F�T�U�F�S �T�J �M�F�T� 0̀ m �T�P�O�U �M�J�©�T �F�T�U �B�T�T�F�[ �S�B�Q�J�E�F �F�O �Q�S�B�U�J�R�V�F �Q�V�J�T�R�V�Ý�P�O �Q�F�V�U
�M�F �G�B�J�S�F �E�F �N�B�O�J�¨�S�F �Q�S�P�C�B�C�J�M�J�T�U�F �F�O �E�P�O�O�B�O�U �V�O�F �W�B�M�F�V�S �B�M�©�B�U�P�J�S�F �B�V �Q�B�S�B�N�¨�U�S�Ft ��
�&�O �S�F�W�B�O�D�I�F� �D�Ý�F�T�U �B�T�T�F�[ �D�P�V�U�F�V�Y �E�F �M�F �G�B�J�S�F �E�F �N�B�O�J�¨�S�F �E�©�U�F�S�N�J�O�J�T�U�F �� �F�U �M�F �G�B�J�S�F
�Q�P�V�S �D�I�B�R�V�Fm �G�F�S�B�J�U �E�F �D�F �U�F�T�U �M�Ý�©�U�B�Q�F �E�P�N�J�O�B�O�U�F �F�O �U�F�S�N�F�T �E�F �D�P�N�Q�M�F�Y�J�U�©�� �$�F


�
� �g�Ú�Ø



�Û �"�O�B�M�Z�T�F �E�F�T �B�M�H�P�S�J�U�I�N�F�T

�R�V�F �K�F �Q�S�P�Q�P�T�F �F�T�U �E�P�O�D �E�F �D�B�M�D�V�M�F�S �M�Ý�J�O�U�©�H�S�B�M�J�U�© �E�F�T� 0̀ R �F�U �E�F �D�P�O�T�U�S�V�J�S�F �M�B �N�B��
�U�S�J�D�F �D�B�S�S�©�FB �E�P�O�U �M�F�T �D�P�M�P�O�O�F�T �T�P�O�U �M�F�T~� i �� �0�O �D�B�M�D�V�M�F �F�O�T�V�J�U�F �M�F �Q�S�P
W�M(i 1̀ r ) �E�F�T
�D�P�M�P�O�O�F�T �E�FB� �F�OHO (R! D) �P�Q�©�S�B�U�J�P�O�T �E�B�O�TQ�� �$�F �Q�S�P
W�M �F�T�U �O�©�D�F�T�T�B�J�S�F�N�F�O�U �E�F �M�B
�G�P�S�N�F(0; : : : ;r � 1) �Q�P�V�S �V�O �D�F�S�U�B�J�O �F�O�U�J�F�Sr �J�O�G�©�S�J�F�V�S �P�V �©�H�B�M � R �� �T�J� i �F�T�U �E�B�O�T
�M�Ý�F�T�Q�B�D�F �F�O�H�F�O�E�S�© �Q�B�S �M�F�T� j �Q�P�V�Sj < i �B�M�P�S�T �U�P�V�T �M�F�T� i +k �M�F �T�P�O�U �B�V�T�T�J��

�0�O �Q�F�V�U �B�M�P�S�T �D�I�F�S�D�I�F�S �M�Ý�V�O�J�R�V�F �T�P�M�V�U�J�P�O �E�V �T�Z�T�U�¨�N�F �M�J�O�©�B�J�S�F

�g	ý	û��	û � r =
r � 1X

k=0

ak � k ;

�B�W�F�Dak �E�B�O�TQ(t )� �F�U �M�Ý�P�Q�©�S�B�U�F�V�S �S�F�O�W�P�Z�© �Q�B�S �M�Ý�B�M�H�P�S�J�U�I�N�F 	ü �F�T�U �B�M�P�S�T

� r �
r � 1X

k=0

ak � k :

�$�P�N�N�F �E�Ý�I�B�C�J�U�V�E�F� �J�M �G�B�V�U �T�F �S�B�N�F�O�F�S �  �V�O �T�Z�T�U�¨�N�F �  �D�P�F
Y�D�J�F�O�U�T �Q�P�M�Z�O�P�N�J�B�V�Y��
�"	R�B�D�I�P�O�T���O�P�V�T �B�M�P�S�T �  �S�©�T�P�V�E�S�F �M�F �T�Z�T�U�¨�N�F

�g	ý	û��	ü ~� r =
r � 1X

k=0

~ak ~� k ;
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�E�F�H�S�© �F�Ot �Q�B�S �M�F �E�F�H�S�© �F�O� �� �&�O �F
V�F�U� �P�O �B �T�F�V�M�F�N�F�O�U �V�U�J�M�J�T�© �M�F �G�B�J�U �R�V�F �M�B �E�©�S�J�W�B�U�J�P�O@t

�F�O�W�P�J�F �V�O �Q�P�M�Z�O�´�N�F �E�FQ[t ] �T�V�S �V�O �B�V�U�S�F �Q�P�M�Z�O�´�N�F �E�F �E�F�H�S�© �J�O�G�©�S�J�F�V�S �P�V �©�H�B�M�� �4�V�S
�M�F �D�P�S�Q�TQ(t ; � ) �N�V�O�J �E�F �M�B �E�©�S�J�W�B�U�J�P�O@t � �M�B �E�©�S�J�W�©�F �E�Ý�V�O �Q�P�M�Z�O�´�N�F �F�O� �F�T�U �F�O�D�P�S�F
�V�O �Q�P�M�Z�O�´�N�F �F�O� �E�P�O�U �M�F �E�F�H�S�© �O�Ý�B �Q�B�T �B�V�H�N�F�O�U�©�� �$�P�N�N�F �M�F �E�F�H�S�© �F�O� �E�Ff �F�T�U1�
�P�O �P�C�U�J�F�O�U �B�J�O�T�J

�g�Ú�Û 
�
�



�* �#�P�S�O�F�T �� �$�P�N�Q�M�F�Y�J�U�©

�g	ý	þ��	û�-�F�N�N�F�� �ž�-�F �E�F�H�S�© �F�O� �E�FL � � �©�D�S�J�U �T�P�V�T �G�P�S�N�F �Q�P�M�Z�O�P�N�J�B�M�F �J�S�S�©�E�V�D�U�J�C�M�F� �F�T�U
�B�V �Q�M�V�T1

2R(R+ 1)L + R�F�U �M�F �E�F�H�S�© �F�Ot �F�T�U �B�V �Q�M�V�T(1
2R(R+ 1)L + R)dt ��

�i���� �� �Ø �0�O �T�Ý�B	R�B�D�I�F �N�B�J�O�U�F�O�B�O�U �  �E�P�O�O�F�S �E�F�T �D�P�O�E�J�U�J�P�O�T �T�V
Y�T�B�O�U�F�T �T�V�S �V�O �©�M�©��
�N�F�O�Uu �E�FQ �Q�P�V�S �R�V�Ffu �T�P�J�U �S�©�H�V�M�J�F�S �F�U �R�V�FL u �©�H�B�M�FL � ! u ��

�g	ý	ÿ��	û�1�S�P�Q�P�T�J�U�J�P�O�� �ž�4�JL u �F�UL � ! u �T�P�O�U �E�F �N�ª�N�F �P�S�E�S�F �F�U �©�D�S�J�U�T �T�P�V�T �G�P�S�N�F �V�O�J�U�B�J�S�F�
�B�M�P�S�T �J�M�T �T�P�O�U �©�H�B�V�Y �  �V�O �T�D�B�M�B�J�S�F �Q�S�¨�T�� �%�F �Q�M�V�T� �M�F �O�P�N�C�S�F �E�Fu 2 K �U�F�M�T �R�V�F �P�V �C�J�F�Ofu

�O�£�F�T�U �Q�B�T �S�©�H�V�M�J�F�S �P�V �C�J�F�OL u �F�T�U �E�£�P�S�E�S�F �T�U�S�J�D�U�F�N�F�O�U �J�O�G�©�S�J�F�V�S �  �M�£�P�S�E�S�F �E�FL � �F�T�U �B�V
�Q�M�V�TR2L + 2L��

�%�©�N�P�O�T�U�S�B�U�J�P�O���-�B �Q�S�F�N�J�¨�S�F �B
Y�S�N�B�U�J�P�O �F�T�U �D�M�B�J�S�F �D�B�SL u �F�T�U �M�Ý�P�Q�©�S�B�U�F�V�S �B�O�O�V�M�B�U�F�V�S
�N�J�O�J�N�B�M �E�F�T �Q�©�S�J�P�E�F�T �E�Fa=fu �F�UL � ! u �F�T�U �V�O �P�Q�©�S�B�U�F�V�S �B�O�O�V�M�B�U�F�V�S�� �%�P�O�D �M�F �Q�S�F�N�J�F�S
�E�J�W�J�T�F �M�F �T�F�D�P�O�E� �F�U �T�Ý�J�M�T �T�P�O�U �E�F �N�ª�N�F �P�S�E�S�F �J�M�T �T�P�O�U �©�H�B�V�Y� �  �V�O �T�D�B�M�B�J�S�F �Q�S�¨�T��

�1�B�S �M�F �U�I�©�P�S�¨�N�F �g	û
���	ü� �P�O �Q�F�V�U �W�©�S�J
W�F�S �M�B �S�©�H�V�M�B�S�J�U�© �E�Ffu �F�O �W�©�S�J
W�B�O�U �R�V�F �M�B
�N�B�U�S�J�D�F �E�F �M�B �N�V�M�U�J�Q�M�J�D�B�U�J�P�O �Q�B�Sdfu � �E�FTn

n �E�B�O�TTn+1
n+1� �F�T�U �E�F �S�B�O�H �Q�M�F�J�O�� �$�P�N�N�Ff �

�F�T�U �S�©�H�V�M�J�F�S� �M�B �N�B�U�S�J�D�F �E�F �M�B �N�V�M�U�J�Q�M�J�D�B�U�J�P�O �Q�B�Sdf � �F�T�U �E�F �S�B�O�H �Q�M�F�J�O�� �4�P�J�UP 2 K[t ; � ]
�M�F �E�©�U�F�S�N�J�O�B�O�U �E�Ý�V�O �N�J�O�F�V�S �J�O�W�F�S�T�J�C�M�F �E�F �S�B�O�H �N�B�Y�J�N�B�M �E�F �M�B �N�V�M�U�J�Q�M�J�D�B�U�J�P�O �Q�B�Sdf �

�F�O�U�S�F �D�F�T �F�T�Q�B�D�F�T�� �-�B �T�Q�©�D�J�B�M�J�T�B�U�J�P�OP(t ;u) �F�T�U �M�F �E�©�U�F�S�N�J�O�B�O�U �E�Ý�V�O �N�J�O�F�V�S �N�B�Y�J�N�B�M
�E�F �M�B �N�B�U�S�J�D�F �E�F �M�B �N�V�M�U�J�Q�M�J�D�B�U�J�P�O �Q�B�Sdfu �� �%�P�O�D �T�JP(t ;u) �O�Ý�F�T�U �Q�B�T �O�V�M� �D�F	R�F �N�B�U�S�J�D�F
�F�T�U �E�F �S�B�O�H �Q�M�F�J�O �F�Ufu �F�T�U �S�©�H�V�M�J�F�S�� �-�F �E�F�H�S�© �E�FP�F�O� �F�T�U �B�V �Q�M�V�TL� �M�F �Q�P�M�Z�O�´�N�Ffu

�O�Ý�F�T�U �Q�B�T �S�©�H�V�M�J�F�S �Q�P�V�S �B�V �Q�M�V�TL �W�B�M�F�V�S�T �E�Fu��
�4�P�J�Uu �E�B�O�TQ �U�F�M �R�V�Ffu �F�T�U �S�©�H�V�M�J�F�S�� �3�F�Q�S�F�O�P�O�T �M�F �g	ü
� �F�U �M�B �D�P�O�T�U�S�V�D�U�J�P�O �E�Ý�V�O�F

�N�B�U�S�J�D�F �Q�P�V�S �M�B �S�©�E�V�D�U�J�P�O �E�F �(�S�J
Y�U�I�T���%�X�P�S�L�� �0�O �D�P�O�T�U�S�V�J�U �E�Ý�V�O �D�´�U�©[ ] 1 �Q�P�V�S �M�F
�Q�P�M�Z�O�´�N�Ff � �F�U �E�F �M�Ý�B�V�U�S�F[ ] 1j� ! u �Q�P�V�S �M�F �Q�P�M�Z�O�´�N�Ffu �� �0�O �T�P�V�I�B�J�U�F �C�J�F�O �T�»�S �R�V�F

[� ]1j� ! u = [� j� ! u ]1;

�Q�P�V�S �U�P�V�U� �E�B�O�TFn+1Tn+1 �  �D�P�F
Y�D�J�F�O�U�T �E�B�O�TK � �� �1�P�V�S �D�F�M�B� �J�M �T�V
Y�U �R�V�FA11j� ! u

�T�P�J�U �J�O�W�F�S�T�J�C�M�F�� �$�P�N�N�Fdet A11 �F�T�U �E�F �E�F�H�S�© �B�V �Q�M�V�TL �F�O� � �J�M �Z �B �B�V �Q�M�V�TL �N�B�V�W�B�J�T
�Q�P�J�O�U�T�� �0�O �Q�F�V�U �M�F�T �E�©�U�F�D�U�F�S �D�B�S �M�F�T �Q�S�P
W�M�T �E�F �M�B �N�B�U�S�J�D�F �E�F �M�B �N�V�M�U�J�Q�M�J�D�B�U�J�P�O �Q�B�Sdfu �
�T�Ju �F�T�U �V�O �N�B�V�W�B�J�T �Q�P�J�O�U� �O�F �D�P�¯�O�D�J�E�F�S�P�O�U �Q�B�S �B�W�F�D �D�F�V�Y �E�F�T �N�B�U�S�J�D�F�T �B�T�T�P�D�J�©�F�T
�B�V�Ydfv � �Q�P�V�Sv �E�F�T �C�P�O�T �Q�P�J�O�U�T��

�4�V�Q�Q�P�T�P�O�T �E�P�O�D �R�V�F �M�B �S�©�E�V�D�U�J�P�O[ ] 1 �D�P�N�N�V�U�F �  �M�B �T�Q�©�D�J�B�M�J�T�B�U�J�P�O� ! u�� �1�B�S
�D�P�O�T�©�R�V�F�O�U� �M�F�T� i �E�F �M�Ý�B�M�H�P�S�J�U�I�N�F 	ü �B�Q�Q�M�J�R�V�© � a=fu �T�P�O�U �M�F�T� i �E�F �D�F �N�ª�N�F �B�M�H�P��
�S�J�U�I�N�F �B�Q�Q�M�J�R�V�© � a=f � �F�U �T�Q�©�D�J�B�M�J�T�©�T �F�O� = u��

�4�P�J�Ur �M�Ý�P�S�E�S�F �E�FL � �� �$�P�N�N�FL � �F�T�U �M�Ý�P�Q�©�S�B�U�F�V�S �N�J�O�J�N�B�M� �M�F�T� 0̀ r � 1 �T�P�O�U �M�J�C�S�F�T��
�4�P�J�UP �M�F �E�©�U�F�S�N�J�O�B�O�U �E�Ý�V�O �N�J�O�F�V�S �N�B�Y�J�N�B�M �E�F �M�B �N�B�U�S�J�D�F �E�F�T� 0̀ r � 1�� �$�Ý�F�T�U �V�O
�Q�P�M�Z�O�´�N�F �O�P�O �O�V�M �F�Ot �F�U� �E�F �E�F�H�S�© �B�V �Q�M�V�TrRL�F�O� � �D�B�S �M�F�T �D�P�F
Y�D�J�F�O�U�T �E�F�T� i

�T�P�O�U �E�F �E�F�H�S�© �B�V �Q�M�V�TRL� �W�P�J�S �g	ý	ü�� �4�JP(t ;u) �O�Ý�F�T�U �Q�B�T �O�V�M� �B�M�P�S�T �M�F�T� 0̀ r � 1j� ! u
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�Û �"�O�B�M�Z�T�F �E�F�T �B�M�H�P�S�J�U�I�N�F�T

�"�M�H�P�S�J�U�I�N�F �Ü�$�B�M�D�V�M �E�Ý�V�O �P�Q�©�S�B�U�F�V�S �B�O�O�V�M�B�O�U �M�F�T �Q�©�S�J�P�E�F�T �E�Ý�V�O�F �J�O�U�©�H�S�B�M�F �S�B�U�J�P�O�O�F�M�M�F� �D�B�T
�T�J�O�H�V�M�J�F�S �Q�B�S �©�W�B�M�V�B�U�J�P�O���J�O�U�F�S�Q�P�M�B�U�J�P�O

�&�O�U�S�©�F�ØS2 K(x1̀ n )� �V�O�F �G�S�B�D�U�J�P�O �S�B�U�J�P�O�O�F�M�M�F
�4�P�S�U�J�F�ØL 2 Kh� i �V�O�F �©�R�V�B�U�J�P�O �E�J
V�©�S�F�O�U�J�F�M�M�F �Q�P�V�S

H
S

�G�P�O�D�U�J�P�O�"	t	t	{	r	g	z	k	{	x�1	Œ	x	o	u	j	k	y�#	o	y�	R�

a=f  x � n� 1

0 S(x1=x0; : : : ;xn=x0)

f �  f + �
P n

i =0xdegf
i

R  1
degf

�
(degf � 1)n+1 + (� 1)n+1(degf � 1)

�

L  dim Fn+1Tn+1

�Q�P�V�Su �E�F1 �  (2R2 + R+ 2)L + 2R+ 1
L u  �1	o	i	g	x	j�'	{	i	n	y(a=fu ) 2 Kh� i
M u  �C�B�T�F �E�F[Fn+1Tn+1]1

�K�F�U�F�S �M�F�Tu �Q�P�V�S �M�F�T�R�V�F�M�TM u �F�T�U �F�Y�D�F�Q�U�J�P�O�O�F�M
�K�F�U�F�S �M�F�Tu �Q�P�V�S �M�F�T�R�V�F�M�T �M�Ý�P�S�E�S�F �E�FL u �F�T�U �F�Y�D�F�Q�U�J�P�O�O�F�M
�S�F�D�P�O�T�U�S�V�J�S�FL � �B�W�F�D �M�F�TL u �S�F�T�U�B�O�U�T
�S�F�O�W�P�Z�F�SL � j� =0

�T�P�O�U �M�J�C�S�F�T� �F�U �E�P�O�DL u �F�T�U �E�Ý�P�S�E�S�Fr �B�V�T�T�J�� �%�P�O�D �J�M �Z �B �B�V �Q�M�V�TrRL�N�B�V�W�B�J�T �Q�P�J�O�U�T��
�$�P�N�N�Fr 6 R� �P�O �P�C�U�J�F�O�U �M�F �S�©�T�V�M�U�B�U�� �

�4�P�J�Us �M�Ý�F�O�U�J�F�S
s = R(R+ 1)L + 2R+ 1+ R2L + 2L:

�4�P�J�UU �M�Ý�F�O�T�F�N�C�M�F �E�F�T �F�O�U�J�F�S�T �E�F1 � s�� �/�P�U�P�O�T �R�V�Fs = O(R2L)�� �1�B�S�N�J �M�F�T �©�M�©�N�F�O�U�Tu
�E�FU� �F�Y�D�M�V�P�O�T �D�F�V�Y �U�F�M�T �R�V�Ffu �O�Ý�F�T�U �Q�B�T �S�©�H�V�M�J�F�S�� �$�F	R�F �P�Q�©�S�B�U�J�P�O �D�P�V�U�FHO(R2L! +1dt )
�P�Q�©�S�B�U�J�P�O�T �E�B�O�TK�� �1�B�S�N�J �M�F�Tu �S�F�T�U�B�O�U�T �D�B�M�D�V�M�P�O�TL u �� �%�Ý�B�Q�S�¨�T �M�B �Q�S�P�Q�P�T�J�U�J�P�O �g	ý	ú��	û�
�D�F�M�B �D�P�V�U�F

HO
�
R2L(L! +1 + R! +1L)dt

�
:

�-�P�S�T �E�F �D�F�T �D�B�M�D�V�M�T� �P�O �D�B�M�D�V�M�F �M�F�T �Q�S�P
W�M�T �E�F�T �N�B�U�S�J�D�F�T �E�F �M�B �N�V�M�U�J�Q�M�J�D�B�U�J�P�O �Q�B�Sdfu ��
�5�P�V�T �D�F�T �Q�S�P
W�M�T �T�F�S�P�O�U �©�H�B�V�Y �F�O�U�S�F �F�V�Y� �T�B�V�G �Q�F�V�U���ª�U�S�F �Q�P�V�S �B�V �Q�M�V�TL �Q�P�J�O�U�Tu�
�R�V�Ý�P�O �K�F	R�F�� �&�U �Q�B�S�N�J �D�F�T �P�Q�©�S�B�U�F�V�S�TL u �P�C�U�F�O�V�T� �U�P�V�T �B�V�S�P�O�U �M�F �N�ª�N�F �P�S�E�S�F� �T�B�V�G
�Q�F�V�U���ª�U�S�F �Q�P�V�S �B�V �Q�M�V�TR2L �Q�P�J�O�U�Tu �R�V�Ý�P�O �K�F	R�F �B�V�T�T�J�� �1�B�S �M�B �Q�S�P�Q�P�T�J�U�J�P�O �Q�S�©�D�©�E�F�O�U�F�
�J�M �F�O �S�F�T�U�F �B�V �N�P�J�O�TR(R+ 1)L + 2R+ 1 �F�U �J�M�T �D�P�S�S�F�T�Q�P�O�E�F�O�U �  �E�F�Tu �U�F�M�T �R�V�FL u

�©�H�B�M�FL � ! u �� �1�B�S �M�B �Q�S�P�Q�P�T�J�U�J�P�O �g	ý	ÿ��	û� �D�Ý�F�T�U �B�T�T�F�[ �Q�P�V�S �S�F�D�P�O�T�U�S�V�J�S�FL � � �F�U �F�O�T�V�J�U�F
�D�B�M�D�V�M�F�SL � ! 0�� �+�F �D�P�O�D�M�V�T �Q�B�S �V�O �E�F�S�O�J�F�S �E�©�U�P�V�S �� �Q�M�V�U�´�U �R�V�F �E�F �S�F�D�P�O�T�U�S�V�J�S�FL �

�U�P�V�U �F�O�U�J�F�S� �P�O �Q�F�V�U� �F�O �N�F�J�M�M�F�V�S�F �D�P�N�Q�M�F�Y�J�U�©� �D�B�M�D�V�M�F�SL � ! 0 �T�F�V�M�F�N�F�O�U ��

�g�Ú�Ü 
�	û



�* �#�P�S�O�F�T �� �$�P�N�Q�M�F�Y�J�U�©

�g	ý	ÿ��	ü�-�F�N�N�F�� �ž�4�P�J�UR = P=Q �V�O �©�M�©�N�F�O�U �E�FK(x;y)� �U�F�M �R�V�F �M�F �E�F�H�S�© �F�Ox �E�FP�F�UQ
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�Q�P�M�Z�O�´�N�F�Tci ; j �U�F�M�T �R�V�Fci j = � cj i �F�U

bi =
nX

j =0

ci ; j @j f :

�-�B �Q�S�P�Q�S�J�©�U�© �E�Ý�B�O�U�J�T�Z�N�©�U�S�J�F �J�N�Q�M�J�R�V�F �R�V�Ý�V�O�F �T�Z�[�Z�H�J�F �U�S�J�W�J�B�M�F �F�T�U �V�O�F �T�Z�[�Z�H�J�F� �F�U �E�F
�Q�M�V�T

nX

i =0

@i bi =
nX

j =0

*
,

nX

i =0

@i ci j +
-

@j f +
nX

i ; j =0

ci ; j @i @j f

|           {z           }
=0

:

�"�J�O�T�J� �M�B �E�J
V�©�S�F�O�U�J�F�M�M�F �E�Ý�V�O�F �T�Z�[�Z�H�J�F �U�S�J�W�J�B�M�F �F�T�U �V�O �©�M�©�N�F�O�U �E�F �M�Ý�J�E�©�B�MJf �� �&�U �D�P�N�N�F

X

j

@j *
,

X

i

@i ci j +
-

= 0;

�J�M �T�V�J�U �R�V�F �M�B �Q�B�J�S�F(
P

i @i bi =f q ;0) �F�T�U �E�B�O�TW1
q �� �"�J�O�T�J� �Q�P�V�S �D�B�M�D�V�M�F�SW2

q � �J�M �O�Ý�F�T�U
�Q�B�T �O�©�D�F�T�T�B�J�S�F �E�F �Q�S�F�O�E�S�F �F�O �D�P�N�Q�U�F �M�F�T �T�Z�[�Z�H�J�F�T �U�S�J�W�J�B�M�F�T�� 	^�B�O�U�J�U�B�U�J�W�F�N�F�O�U� �M�F�T
�T�Z�[�Z�H�J�F�T �U�S�J�W�J�B�M�F�T �T�P�O�U �O�P�N�C�S�F�V�T�F�T �Q�B�S�N�J �M�F�T �T�Z�[�Z�H�J�F�T �Ø �W�P�J�S� �Q�B�S �F�Y�F�N�Q�M�F� �M�F
�U�B�C�M�F�B�V 	ü �Ø �F�U �T�Ý�F�O �E�©�C�B�S�S�B�T�T�F�S �F�T�U �D�S�V�D�J�B�M��

�i�� �$�/�*�2�5�,�7�+�0�( �'�( �5�x�'�8�&�7�,�2�1���Ø �4�P�J�UR = a=f q �V�O �©�M�©�N�F�O�U �E�FMq �� �-�B
�G�P�S�N�F �S�©�E�V�J�U�F[R]q �F�T�U �E�©
W�O�J�F �Q�B�S �S�©�D�V�S�S�F�O�D�F �T�V�Sq �E�F �M�B �N�B�O�J�¨�S�F �T�V�J�W�B�O�U�F�� �4�P�J�US


�
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�Ø �3�©�E�V�D�U�J�P�O�T �E�£�P�S�E�S�F �T�V�Q�©�S�J�F�V�S

�M�Ý�©�M�©�N�F�O�U�N�J�O�J�N�B�M�Ø �Q�B�S �S�B�Q�Q�P�S�U �  �V�O �P�S�E�S�F �N�P�O�P�N�J�B�M� �E�J�T�P�O�T �Ø �E�FMq �U�F�M �R�V�Ý�J�M
�F�Y�J�T�U�F �V�OR0 �E�B�O�TMq� 1 �U�F�M �R�V�F(R � S;R0) �T�P�J�U �E�B�O�TWr

q �� �"�M�P�S�T[R]r �F�T�U �E�©
W�O�J
�D�P�N�N�FS+ [R0]r �� �6�O�F �D�P�O�U�S�B�J�O�U�F �T�V�S �M�F �E�F�H�S�© �E�Ý�I�P�N�P�H�©�O�©�J�U�© �E�FR�B�T�T�V�S�F�S�B �R�V�FR0

�F�T�U �O�V�M �  �V�O �N�P�N�F�O�U �E�P�O�O�© �E�F �M�B �S�©�D�V�S�S�F�O�D�F��
�1�P�V�Sr = 1� �M�Ý�©�M�©�N�F�O�US�T�F �D�B�M�D�V�M�F �H�S�¢�D�F �  �V�O�F �C�B�T�F �E�F �(�S�¶�C�O�F�S�� �1�P�V�S �M�F�Tr > 1� �J�M

�O�Ý�Z �B �Q�M�V�T �E�F �T�U�S�V�D�U�V�S�F �E�Ý�J�E�©�B�M �F�U �M�F �D�B�M�D�V�M �E�FS�T�F �G�B�J�U �Q�B�S �©�M�J�N�J�O�B�U�J�P�O �H�B�V�T�T�J�F�O�O�F��

�i�� �7�+�x�2�5�w�0�(�6 �'�( �'�,�0�&�$���Ø �&�O
W�O� �E�F�V�Y �U�I�©�P�S�¨�N�F�T �E�F �%�J�N�D�B	ý �T�P�O�U �  �M�B �C�B�T�F
�U�I�©�P�S�J�R�V�F �E�F �M�Ý�B�M�H�P�S�J�U�I�N�F �F�U �Q�F�S�N�F	R�F�O�U �E�F �Q�S�P�V�W�F�S �T�B �U�F�S�N�J�O�B�J�T�P�O�� �$�F �T�P�O�U �E�F�T
�H�©�O�©�S�B�M�J�T�B�U�J�P�O�T �E�F�T �U�I�©�P�S�¨�N�F�T �E�F �(�S�J
Y�U�I�T �Ø �W�P�J�S �g
�� �D�I�B�Q�J�U�S�F �*��

�g
���	û�K�©�P�S�¨�N�F �	�%�J�N�D�B�
�� �ž�*�M �F�Y�J�T�U�F �V�O �F�O�U�J�F�Sr � �R�V�J �E�©�Q�F�O�E �T�F�V�M�F�N�F�O�U �E�Ff � �U�F�M
�R�V�F �Q�P�V�S �U�P�V�U�F �G�S�B�D�U�J�P�O �S�B�U�J�P�O�O�F�M�M�Fa=f q � �I�P�N�P�H�¨�O�F �E�F �E�F�H�S�©� n � 1� �T�£�J�M �F�Y�J�T�U�F �E�F�T
�Q�P�M�Z�O�´�N�F�Tb0̀ n �F�U �V�O �F�O�U�J�F�Ss �U�F�M�T �R�V�Fa=f q =

P
i @i (bi =f s) �B�M�P�S�T �J�M �F�Y�J�T�U�F �E�F�T �Q�P�M�Z��

�O�´�N�F�Tb0
0̀ n �U�F�M�T �R�V�Fa=f q =

P
i @i (b0

i =f q+r � 2)��

�%�B�O�T �M�F �D�B�T �S�©�H�V�M�J�F�S� �M�F �U�I�©�P�S�¨�N�F �E�F �(�S�J
Y�U�I�T �B
Y�S�N�F �R�V�Fr = 1 �D�P�O�W�J�F�O�U�� �1�B�S
�P�Q�Q�P�T�J�U�J�P�O� �M�Ý�F�O�U�J�F�Sr �O�Ý�F�T�U �Q�B�T �F�Y�Q�M�J�D�J�U�F �J�D�J�� �-�B �Q�S�F�V�W�F �E�F �%�J�N�D�B �M�Ý�F�Y�Q�S�J�N�F �F�O
�G�P�O�D�U�J�P�O �E�Ý�V�O�F �S�©�T�P�M�V�U�J�P�O �E�F�T �T�J�O�H�V�M�B�S�J�U�©�T �E�F �M�B �W�B�S�J�©�U�© �Q�S�P�K�F�D�U�J�W�F �E�©
W�O�J�F �Q�B�Sf �� �&�O
�Q�S�J�O�D�J�Q�F �D�Ý�F�T�U �F
V�F�D�U�J�G �N�B�J�T �D�Ý�F�T�U �T�B�O�T �F�T�Q�P�J�S �F�O �Q�S�B�U�J�R�V�F� �E�Ý�B�V�U�B�O�U �Q�M�V�T �R�V�F �M�B �C�P�S�O�F
�P�C�U�F�O�V�F �T�V�Sr �T�F�S�B�J�U �T�B�O�T �E�P�V�U�F �U�S�¨�T �N�B�V�W�B�J�T�F�� �%�J�N�D�B �D�P�O�K�F�D�U�V�S�F �R�V�Fr = n + 1
�D�P�O�W�J�F�O�U��

�4�B�O�T �C�P�S�O�F �F
V�F�D�U�J�W�F �T�V�Sr � �M�F �T�F�D�P�O�E �U�I�©�P�S�¨�N�F �E�F �%�J�N�D�B �F�T�U �J�O�E�J�T�Q�F�O�T�B�C�M�F�� �$�Ý�F�T�U
�V�O�F �H�©�O�©�S�B�M�J�T�B�U�J�P�O �  �M�Ý�J�E�F�O�U�J�R�V�F �E�V �T�F�D�P�O�E �U�I�©�P�S�¨�N�F �E�F �(�S�J
Y�U�I�T� �N�B�J�T �T�B �Q�S�F�V�W�F
�F�T�U �T�F�O�T�J�C�M�F�N�F�O�U �Q�M�V�T �E�V�S�F��

�g
���	ü�K�©�P�S�¨�N�F �	�%�J�N�D�B�
�� �ž�1�P�V�S �U�P�V�U�F �G�S�B�D�U�J�P�O �S�B�U�J�P�O�O�F�M�M�Fa=f q �I�P�N�P�H�¨�O�F �E�F �E�F��
�H�S�©� n � 1� �J�M �F�Y�J�T�U�F �V�O�F �B�V�U�S�F �G�S�B�D�U�J�P�Oa0=f n � �I�P�N�P�H�¨�O�F �E�F �E�F�H�S�©� n � 1� �E�F�T �Q�P�M�Z��
�O�´�N�F�Tb0̀ n �F�U �V�O �F�O�U�J�F�Ss �U�F�M�T �R�V�F

a=f q = a0=f n +
nX

i =0

@i (bi =f s):

�� �5�Ü�G�X�F�W�L�R�Q�V �G�Y�R�U�G�U�H �V�X�S�Ü�U�L�H�X�U

�i�� �� �Ø �3�F�Q�S�F�O�P�O�T �M�F�T �J�E�©�F�T �F�Y�Q�P�T�©�F�T �D�J���E�F�T�T�V�T �E�B�O�T �M�F �G�P�S�N�B�M�J�T�N�F �E�V �D�I�B�Q�J�U�S�F
�Q�S�©�D�©�E�F�O�U�� �-�Ý�F�T�Q�B�D�FMq �E�F�W�J�F�O�UTn+1

q �F�U �M�F �Q�S�P�E�V�J�UMq � Mq� 1 �Q�F�V�U �ª�U�S�F �S�F�N�Q�M�B�D�©

	ý�� �%�J�N�D�B� �k �0�O �U�I�F �E�F �3�I�B�N �D�P�I�P�N�P�M�P�H�Z �P�G �B �I�Z�Q�F�S�T�V�S�G�B�D�F �D�P�N�Q�M�F�N�F�O�U �{� 	_�F�P�S�F�N �# �B�O�E �$�P�S�P�M��
�M�B�S�Z 	ü� �k �0�O �U�I�F �.�J�M�O�P�S 
W�C�S�B�U�J�P�O�T �P�G �X�F�J�H�I�U�F�E �I�P�N�P�H�F�O�F�P�V�T �Q�P�M�Z�O�P�N�J�B�M�T �{� 	_�F�P�S�F�N 	ü��
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�*�* �"�M�H�P�S�J�U�I�N�F �F	!�D�B�D�F

�Q�B�S �M�B �T�P�N�N�F �E�J�S�F�D�U�FTn+1
q + Tn+1

q� 1�� �0�O �E�©
W�O�J�U �Q�B�S �S�©�D�V�S�S�F�O�D�F �T�V�Sr

�g
���	û
8>><
>>
:

W1
q

�E�©�G
= Df (Tn

q� 1) =
(
� df ^ � + d� ��� � 2 Tn

q� 1

)

Wr +1
q

�E�©�G
= W1

q + Wr
q+1 \ FqTn+1:

�g
���	ü�1�S�P�Q�P�T�J�U�J�P�O�� �ž�1�P�V�S �U�P�V�Ur > 1 �F�Uq > 0�

Wr
q = Df

� rX

k=1

Tn
q+k � 2

� \
FqTn+1:

�%�©�N�P�O�T�U�S�B�U�J�P�O���1�P�V�Sr = 1� �D�Ý�F�T�U �M�B �E�©
W�O�J�U�J�P�O�� �*�M �T�V
Y�U �F�O�T�V�J�U�F �E�F �Q�S�P�V�W�F�S �R�V�F �M�F
�N�F�N�C�S�F �E�F �E�S�P�J�U�F �E�F �M�Ý�©�H�B�M�J�U�© �T�B�U�J�T�G�B�J�U �M�B �S�F�M�B�U�J�P�O �E�F �S�©�D�V�S�S�F�O�D�F �E�©
W�O�J�T�T�B�O�UWr

q �
�D�Ý�F�T�U��� ���E�J�S�F

Df (Tn
q� 1) + Df

� rX

k=1

Tn
q+k � 1

� \
FqTn+1 = Df

� r +1X

k=1

Tn
q+k � 2

� \
FqTn+1;

�P�¹Fq+1Tn+1 \ FqTn+1 �B �©�U�© �T�J�N�Q�M�J
W�© �F�OFqTn+1�� �-�Ý�J�O�D�M�V�T�J�P�O �E�F �E�S�P�J�U�F �  �H�B�V�D�I�F
�F�T�U �D�M�B�J�S�F�� �3�©�D�J�Q�S�P�R�V�F�N�F�O�U� �T�P�J�U� �V�O �©�M�©�N�F�O�U �E�F

P r +1
k=1 Tn

q+k � 2 �U�F�M �R�V�FDf � �F�T�U

�E�B�O�TFqTn+1�� �4�P�J�U� 0 �M�B �E�J
V�©�S�F�O�D�F� � � q� 1� �P�¹� q� 1 �F�T�U �M�B �D�P�N�Q�P�T�B�O�U�F �E�F �Q�P�J�E�Tq � 1
�E�F� �� �-�B �G�P�S�N�FDf � 0 �F�T�U �E�B�O�TFqTn+1� �D�B�S �Q�P�V�Sk > q�(Df � 0)k �©�H�B�M�F(Df � )k � �D�F
�R�V�J �F�T�U �O�V�M �Q�B�S �I�Z�Q�P�U�I�¨�T�F�� �%�P�O�DDf � 0 �F�T�U �E�B�O�TDf

� P r
k=1 Tn

q+k � 1

� T
FqTn+1�� �%�F

�Q�M�V�TDf � q� 1 �F�T�U �E�B�O�TDf (Tn
q� 1)� �D�F �R�V�J �D�P�O�D�M�V�U �D�B�SDf � �©�H�B�M�FDf � 0+ Df � q� 1�� �

�g
���	ý�$�P�S�P�M�M�B�J�S�F�� �ž�4�P�J�U� �V�O�F(n + 1)���G�P�S�N�F �E�F �Q�P�J�E�Tq�� �4�P�O�U �©�R�V�J�W�B�M�F�O�U�T ��
�	�J�
�J�M �F�Y�J�T�U�F �V�O�F �G�P�S�N�F� 0�E�F �Q�P�J�E�T �B�V �Q�M�V�Tq� 1�U�F�M�M�F �R�V�F� � � 0 mod Df

�
Fq+r � 2Tn

�
��

�	�J�J�
� �F�T�U �E�B�O�TWr
q + Fq� 1Tn+1��

�%�©�N�P�O�T�U�S�B�U�J�P�O���-�F �Q�P�J�O�U �	�J�J�
 �J�N�Q�M�J�R�V�F �	�J�
 �D�B�S �M�Ý�F�T�Q�B�D�FWq
r �F�T�U �J�O�D�M�V�T �E�B�O�TDf (Fq+r � 2Tn )�

�Q�B�S �M�B �Q�S�P�Q�P�T�J�U�J�P�O �g
���	ü�� �3�©�D�J�Q�S�P�R�V�F�N�F�O�U� �T�P�J�U� �V�O �©�M�©�N�F�O�U �E�FFq+r � 2Tn �U�F�M �R�V�F�
�©�H�B�M�FDf � + � 0� �B�W�F�D� 0 2 Fq� 1Tn+1�� �-�B �G�P�S�N�F� �T�F �E�©�D�P�N�Q�P�T�F �F�O� 0 + " �B�W�F�D� 0

�E�B�O�T
P r

k=1 Tn
q+k � 2 �F�U" �E�B�O�TFq� 2Tn �� �-�B �G�P�S�N�FDf " �F�T�U �E�B�O�TFq� 1Tn+1� �E�P�O�DDf � 0 �F�T�U

�E�B�O�TFqTn+1 �D�P�N�N�FDf � �M�Ý�F�T�U�� �"�J�O�T�J� �M�B �G�P�S�N�FDf � 0 �F�T�U �E�B�O�TWr
q � �F�U� � � 0+ Df "

(mod Wr
q )�� �

�g
���	þ�&�Y�F�N�Q�M�F�� �ž�4�Jf = xy2 � z3� �P�O �D�B�M�D�V�M�F �R�V�FW1
1 = 0 �F�U

W1
2 =

D
x2y;xy2;y3;xyz;y2z;xz2;yz2;z3;1

E
! :

�"�J�O�T�JW1
2\ F1T3 �©�H�B�M�Fh! i �F�UW2

1 �©�H�B�M�Fh! i �� �0�O �D�B�M�D�V�M�F �B�V�T�T�J �R�V�FW2
2 �©�H�B�M�FW2

1+hx3! i ��
�$�Ý�F�T�U �  �N�F	R�S�F �F�O �S�F�H�B�S�E �B�W�F�D �M�Ý�F�Y�F�N�Q�M�F �E�V �g	ý��
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�Ø �3�©�E�V�D�U�J�P�O�T �E�£�P�S�E�S�F �T�V�Q�©�S�J�F�V�S

q 0 1 2 3 4 q > 4

dim E0
q 0 10 165 680 1771

�
6q� 1

3

�
� 36q3

dim E1
q 0 10 86 102 120 18q + 48

dim E2
q 0 10 7 6 6 6

dim E3
q 0 9 1 0 0 0

�5�B�C�M�F�B�V �Ø��	^�F�M�R�V�F�T �E�J�N�F�O�T�J�P�O�T �S�F�M�J�©�F�T �B�V �Q�P�M�Z�O�´�N�F
2x1x2x3(x0 � x1)(x0 � x2)(x0 � x3) � x3

0(x3
0 � x2

0x3 + x1x2x3)��

�7�V �M�B �Q�S�P�Q�P�T�J�U�J�P�O �g
���	ü� �J�O�U�S�P�E�V�J�T�P�O�T

Er
q

�E�©�G
=

FqTn+1

Wq
r + Fq� 1Tn+1

=
FqTn+1

Df (Fq+r � 2Tn ) \ FqTn+1 + Fq� 1Tn+1 :

�1�P�V�Sr = 0� �P�O �Q�P�T�FW0
q = 0�� �$�F�U �F�T�Q�B�D�F �O�Ý�F�T�U �B�V�U�S�F �R�V�FEr

n+1� q;q �J�O�U�S�P�E�V�J�U �B�V �g	û	ÿ�
�D�I�B�Q�J�U�S�F �*�� �*�M �F�T�U �D�M�B�J�S �R�V�FE0

q �F�T�UFqTn+1=Fq� 1Tn+1� �D�F �R�V�J �F�T�U �J�T�P�N�P�S�Q�I�F � Tn+1
q ��

�"�J�O�T�JEr
q �N�F�T�V�S�F �M�F�T �G�P�S�N�F�T �E�F �Q�P�J�E�Tq �R�V�Ý�P�O �O�F �Q�F�V�U �Q�B�T �S�©�E�V�J�S�F �B�W�F�D �E�F�T �E�J
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�U�J�F�M�M�F�T �E�Fn���G�P�S�N�F�T �E�F �Q�P�J�E�T �B�V �Q�M�V�Tq + r � 2��
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f
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= 2x1x2x3(x0 � x1)(x0 � x2)(x0 � x3) � x3
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0 � x2
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�*�M �J�O�U�F�S�W�J�F�O�U �E�B�O�T �V�O�F �J�O�U�©�H�S�B�M�F �Q�P�V�S �M�F�T �O�P�N�C�S�F�T �E�Ý�"�Q�©�S�Z��	þ �%�B�O�T �D�F �D�B�Tn �F�T�U3
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K �F�T�U1��
�-�F �U�B�C�M�F�B�V 	û �E�P�O�O�F �M�F�T �E�J�N�F�O�T�J�P�O�T �E�F�TEr

q �Q�P�V�S �M�F�T �Q�S�F�N�J�¨�S�F�T �W�B�M�F�V�S�T �E�Fr �� �$�F�D�J
�J�M�M�V�T�U�S�F �M�F�T �D�I�V�U�F�T �T�V�D�D�F�T�T�J�W�F�T �E�F�T �E�J�N�F�O�T�J�P�O�T�� �1�P�V�Sr = 3� �M�Ý�©�H�B�M�J�U�©dim E3

1 = 9
�T�J�H�O�J
W�F �R�V�Fdim W3

1=Fq� 1Tn+1 �F�T�U1�� �&�O �F
V�F�U� �D�F�U �F�T�Q�B�D�F �F�T�U �F�O�H�F�O�E�S�© �Q�B�S �M�B4���G�P�S�N�F
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1 � 2x2
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q �Q�B�S �E�F �M�Ý�B�M�H�¨�C�S�F �M�J�O�©�B�J�S�F �©�M�©�N�F�O�U�B�J�S�F� �R�V�F �D�F
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���	ü�� �*�M �F�T�U �Q�P�T�T�J�C�M�F
�E�Ý�ª�U�S�F �C�J�F�O �Q�M�V�T �F
Y�D�B�D�F�� �-�F�T �E�F�V�Y �Q�B�S�B�H�S�B�Q�I�F�T �T�V�J�W�B�O�U�T �S�B
Y�O�F�O�U �T�V�D�D�F�T�T�J�W�F�N�F�O�U
�M�B �D�P�O�T�U�S�V�D�U�J�P�O �E�F�TWr

q �Q�P�V�S �B�C�P�V�U�J�S� �B�V �Q�B�S�B�H�S�B�Q�I�F �g	û	û� �  �V�O �D�B�M�D�V�M �S�B�Q�J�E�F��
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�*�* �"�M�H�P�S�J�U�I�N�F �F	!�D�B�D�F

�G�B�D�J�M�F �  �J�N�Q�M�©�N�F�O�U�F�S�� �%�B�O�T �M�F �D�B�T �T�J�O�H�V�M�J�F�S� �F�M�M�F �O�Ý�F�T�U �Q�B�T �T�V
Y�T�B�O�U�F �Q�P�V�S �W�P�J�S �U�P�V�U�F�T
�M�F�T �S�F�M�B�U�J�P�O�T �N�P�E�V�M�PDf Tn �N�B�J�T �F�M�M�F �F�O �E�P�O�O�F �E�©�K�  �C�F�B�V�D�P�V�Q�� �1�M�V�T �Q�S�©�D�J�T�©�N�F�O�U�
�M�B �E�J�N�F�O�T�J�P�O �E�FE0

q �F�T�U
�
Nq� 1

n

�
�D�F �R�V�J �F�T�U �©�R�V�J�W�B�M�F�O�U � Nnqn=n! �R�V�B�O�Eq ! 1 �� �&�O

�S�F�W�B�O�D�I�F� �M�B �E�J�N�F�O�T�J�P�O �E�FE1
q �F�T�UO(q� )� �P�¹� �F�T�U �M�B �E�J�N�F�O�T�J�P�O �E�V �M�J�F�V �T�J�O�H�V�M�J�F�S �E�F

�M�Ý�I�Z�Q�F�S�T�V�S�G�B�D�F �Q�S�P�K�F�D�U�J�W�FV(f )�� �*�M �F�T�U �E�P�O�D �O�B�U�V�S�F�M �E�Ý�F�T�T�B�Z�F�S �E�Ý�B�N�©�M�J�P�S�F�S �M�F �D�B�M�D�V�M
�E�F�TWr

q �F�O �S�©�V�U�J�M�J�T�B�O�U �B�V�U�B�O�U �R�V�F �Q�P�T�T�J�C�M�F �M�B �S�©�E�V�D�U�J�P�O �E�F �(�S�J
Y�U�I�T���%�X�P�S�L��
�0�O �E�©
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_W1
q

�E�©�G
= [d(Sq� 1)]1

_Wr +1
q

�E�©�G
= _W1

q + _Wr
q+1 \ FqTn+1:

�3�B�Q�Q�F�M�P�O�T �R�V�FSq� 1 �F�T�U �M�F �T�P�V�T���F�T�Q�B�D�F �E�FTn
q� 1 �E�F�Tn���G�P�S�N�F�T� �U�F�M�M�F�T �R�V�Fdf ^ �

�F�T�U �O�V�M�� �-�B �E�J�N�F�O�T�J�P�O �E�F_Wr
q �F�T�U �Q�M�V�T �Q�F�U�J�U�F �R�V�F �D�F�M�M�F �E�FW1

q � �E�P�O�D �M�F �D�P�V�U �E�F
�M�Ý�B�M�H�¨�C�S�F �M�J�O�©�B�J�S�F �Q�P�V�S �D�B�M�D�V�M�F�S �M�F �Q�S�F�N�J�F�S �F�T�U �N�P�J�O�E�S�F �R�V�F �Q�P�V�S �D�B�M�D�V�M�F�S �M�F �T�F�D�P�O�E�
�B�V �E�©�U�S�J�N�F�O�U �E�V �U�F�N�Q�T �Q�B�T�T�© �  �D�B�M�D�V�M�F�S �M�B �S�©�E�V�D�U�J�P�O[ ] 1��
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f
Wr

q

g
1
� �Q�P�V�S �U�P�V�Ur > 1 �F�U �U�P�V�Uq > 0��

�%�©�N�P�O�T�U�S�B�U�J�P�O���1�B�S �S�©�D�V�S�S�F�O�D�F �T�V�Sr �� �1�P�V�Sr = 1� �D�P�N�N�FdSq� 1 �F�T�U �J�O�D�M�V�T �E�B�O�TWr
q �

�M�Ý�J�O�D�M�V�T�J�P�O �E�F_Wr
q �E�B�O�T[W r

q ]1 �F�T�U �D�M�B�J�S�F�� �3�©�D�J�Q�S�P�R�V�F�N�F�O�U� �T�P�J�U� �E�B�O�TWr
q � �D�Ý�F�T�U��� ��

�E�J�S�F� �©�H�B�M�FDf � �Q�P�V�S �V�O �D�F�S�U�B�J�O� �E�B�O�TTn
q� 1�� �"�M�P�S�T[� ]1 �©�H�B�M�F[d� ]1 � [df ^ � ]1��

�0�S[df ^ � ]1 �©�H�B�M�F[d(� + � 0)] �Q�P�V�S �V�O�F �T�Z�[�Z�H�J�F� � �Q�B�S �M�F �M�F�N�N�F �* �g	û
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q ��
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q+1 \ FqTn+1�� �1�B�S �I�Z�Q�P�U�I�¨�T�F �E�F �S�©�D�V�S�S�F�O�D�F� �T�Ý�©�D�S�J�U[� 0]1 �Q�P�V�S

�V�O� 0 �E�B�O�TWr
q+1�� �*�M �F�Y�J�T�U�F �V�O�Fn���G�P�S�N�F� �E�F �Q�P�J�E�T �B�V �Q�M�V�Tq �U�F�M �R�V�F[� 0]1 �©�H�B�M�F� 0+

Df � �� �$�P�N�N�F[� 0]1 �F�T�U �E�F �Q�P�J�E�T �B�V �Q�M�V�Tq�� 0+ Df � q �B�V�T�T�J�� �0�SDf � q �F�T�U �E�B�O�TW1
q+1

�F�U �E�P�O�D �E�B�O�TWr
q+1�� �1�B�S �T�V�J�U�F� 0+ Df � q �F�T�U �E�B�O�T �M�Ý�J�O�U�F�S�T�F�D�U�J�P�OWr
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�N�P�O�U�S�F �R�V�F� �F�T�U �E�B�O�T
f
Wr +1

q

g
1
��

�3�©�D�J�Q�S�P�R�V�F�N�F�O�U�
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q
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�E�B�O�TSq �� �$�Ý�F�T�U��� ���E�J�S�F �R�V�FAq �F�T�U �V�O �D�F�S�U�B�J�O �F�T�Q�B�D�F �E�F �T�Z�[�Z�H�J�F�T �O�P�O �U�S�J�W�J�B�M�F�T� �E�J�T�U�J�O��
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q� 1]1 + •Wr +1
q �� �

�g	û	ú��	ý�&�Y�F�N�Q�M�F�� �ž�$�P�O�U�J�O�V�B�O�U �M�Ý�F�Y�F�N�Q�M�F �g
���	ÿ� �M�F �U�B�C�M�F�B�V 	ü �J�M�M�V�T�U�S�F �M�F �H�B�J�O �P�C�U�F�O�V �F�O
�J�H�O�P�S�B�O�U �M�F�T �T�Z�[�Z�H�J�F�T �U�S�J�W�J�B�M�F�T�� �$�B�M�D�V�M�F�S_W2

q �O�©�D�F�T�T�J�U�F �M�F �D�B�M�D�V�M �E�F �S�©�E�V�D�U�J�P�O�T[ ] 1 �Q�V�J�T
�E�F �M�Ý�B�M�H�¨�C�S�F �M�J�O�©�B�J�S�F �T�V�SdimSq �W�F�D�U�F�V�S�T �E�J
V�©�S�F�O�U�T�� �&�O �D�P�N�Q�B�S�B�J�T�P�O� �M�F �D�B�M�D�V�M �E�F•W2

q

�J�N�Q�M�J�R�V�F �T�F�V�M�F�N�F�O�UdimSq=S0
q �W�F�D�U�F�V�S�T�� �-�F �D�P�V�U �E�V �D�B�M�D�V�M �E�FAq �F�T�U �O�©�H�M�J�H�F�B�C�M�F

�F�O �Q�S�B�U�J�R�V�F �D�P�N�Q�B�S�© �B�V �D�P�V�U �E�V �D�B�M�D�V�M �E�F�T �S�©�E�V�D�U�J�P�O�T �E�F �(�S�J
Y�U�I�T���%�X�P�S�L �F�U �E�F
�M�Ý�B�M�H�¨�C�S�F �M�J�O�©�B�J�S�F��

�$�F �O�P�N�C�S�FdimSq=S0
q �F�T�U �  �D�P�N�Q�B�S�F�S �B�W�F�D �M�B �E�J
V�©�S�F�O�D�Fdim E1

q � dim E2
q �D�P�N�Q��

�U�B�O�U �M�F �O�P�N�C�S�F �E�F �O�P�V�W�F�M�M�F�T �S�F�M�B�U�J�P�O�T �R�V�J �P�O�U �©�U�© �P�C�U�F�O�V�F�T �B�W�F�D �M�F�T �T�Z�[�Z�H�J�F�T�� �0�O
�Q�F�V�U �N�P�O�U�S�F�S �R�V�Ý�P�O �W�©�S�J
W�F �U�P�V�K�P�V�S�T �M�F�T �D�P�N�Q�P�S�U�F�N�F�O�U�T �B�T�Z�N�Q�U�P�U�J�R�V�F�T �T�V�J�W�B�O�U�T
�Q�P�V�Sq ! 1 ��

dimSq � (n + 1)Nnqn=n! �F�UdimSq=S0
q = O(q� ):

�g�Ø�× 
�	û
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q 0 1 2 3 4 q > 4

dimSq 0 21 522 2429 6604 � 144q3

dimSq=S0
q 0 1 92 132 168 36q + 24

dim E1
q � dim E2

q 0 0 79 96 114 18q + 42

�5�B�C�M�F�B�V �Ù���/�P�N�C�S�F �E�F �T�Z�[�Z�H�J�F�T� �E�F �T�Z�[�Z�H�J�F�T �O�P�O �U�S�J�W�J�B�M�F�T �F�U �E�F �O�P�V�W�F�M�M�F�T �S�F�M�B�U�J�P�O�T
�P�C�U�F�O�V�F�T �Q�B�S �F�M�M�F�T��

�g	û	ú��	þ�1�S�P�Q�P�T�J�U�J�P�O�� �ž�4�P�J�U� �V�O�F(n + 1)���G�P�S�N�F �E�F �Q�P�J�E�Tq�� �4�P�O�U �©�R�V�J�W�B�M�F�O�U�T ��
�	�J�
�J�M �F�Y�J�T�U�F �V�O�F �G�P�S�N�F� 0 �E�F �Q�P�J�E�Tq � 1 �U�F�M�M�F �R�V�F� �©�H�B�M�F� 0 �N�P�E�V�M�PDf (Fq+r � 2Tn ) ��
�	�J�J�
[ � ]1 � 0 mod •Wr

q + Fq� 1Tn+1��

�i���� �$�/�*�2�5�,�7�+�0�( �'�( �5�x�'�8�&�7�,�2�1���Ø �-�B �D�P�O�T�U�S�V�D�U�J�P�O �E�F•Wr
q �Q�F�S�N�F�U �E�F �E�©
W�O�J�S

�M�B �S�©�E�V�D�U�J�P�O �E�Ý�P�S�E�S�Fr � �O�P�U�©�F[ ] r � �Q�P�V�Sr > 1�� �4�P�J�F�O�U� �V�O�F(n + 1)���G�P�S�N�F �E�F �Q�P�J�E�Tq
�F�U� �M�B �S�©�E�V�D�U�J�P�O[� ]1�� �4�P�J�U� 0 �M�F �Q�M�V�T �Q�F�U�J�U �©�M�©�N�F�O�U �E�FTn+1 �Ø �Q�P�V�S �M�Ý�P�S�E�S�F� �E�©
W�O�J
�B�V �g	û
� �Ø �U�F�M �R�V�F� q � � 0 �N�P�E�V�M�P•Wr

q �� �&�O �Q�S�B�U�J�R�V�F �D�Ý�F�T�U �T�J�N�Q�M�F�N�F�O�U �E�F �M�Ý�©�M�J�N�J�O�B�U�J�P�O
�H�B�V�T�T�J�F�O�O�F �� �P�O �E�J�T�Q�P�T�F �E�Ý�V�O�F �C�B�T�F �©�D�I�F�M�P�O�O�©�F �E�F•Wr

q �F�U �P�O �©�M�J�N�J�O�F �Q�B�S �D�P�N�C�J�O�B�J�T�P�O
�M�J�O�©�B�J�S�F �M�F�T �N�P�O�´�N�F�T �E�F� q �R�V�J �T�P�O�U �E�F�T �N�P�O�´�N�F�T �E�F �U�ª�U�F �E�F�T �©�M�©�N�F�O�U�T �E�F �M�B �C�B�T�F��

�0�O �E�©
W�O�J�U �B�M�P�S�T� �Q�B�S �S�©�D�V�S�S�F�O�D�F �T�V�Sq�

[ � ]r
�E�©�G
= � 0

q + [ (� 0 � � 0
q ) + (� � � q )]r :

�0�O �W�©�S�J
W�F �T�B�O�T �N�B�M �R�V�F �M�B �S�©�E�V�D�U�J�P�O[ ] r �F�T�U �J�E�F�N�Q�P�U�F�O�U�F�� �0�O �W�©�S�J
W�F �B�V�T�T�J �R�V�F[� ]r +1

�©�H�B�M�F[[� ]r ]r +1�� �-�B �Q�S�P�Q�S�J�©�U�© �F�T�T�F�O�U�J�F�M�M�F �F�T�U

�g	û	û��	û�1�S�P�Q�P�T�J�U�J�P�O�� �ž[ � ]r � � (mod Df (Tn ))� �Q�P�V�S �U�P�V�U� 2 Tn+1��

�%�©�N�P�O�T�U�S�B�U�J�P�O���1�B�S �S�©�D�V�S�S�F�O�D�F �T�V�S �M�F �Q�P�J�E�T �E�F� � �P�O �Q�F�V�U �T�V�Q�Q�P�T�F�S �R�V�F

[ (� 0 � � 0
q ) + (� � � q )]r � (� 0 � � 0

q ) + (� � � q ) mod Df (Tn ):

�%�F �Q�M�V�T� q � � 0 (mod Df (Tn )) �D�B�S•Wr
q �F�T�U �J�O�D�M�V�T �E�B�O�TDf (Tn )� �F�U[� ]1 � � � �Q�B�S �M�B

�Q�S�P�Q�P�T�J�U�J�P�O �* �g	û
���	þ�� �&�U 
W�O�B�M�F�N�F�O�U

[� ]r � � 0+ (� � � q ) � � � � mod Df (Tn ): �

�&�O �©�U�B�O�U �V�O �Q�F�V �Q�M�V�T �Q�S�©�D�J�T� �P�O �D�B�M�D�V�M�F �R�V�F[� ]r � � �N�P�E�V�M�PDf (Fq+r � 2Tn )��

�g	û	û��	ü�K�©�P�S�¨�N�F�� �ž�1�P�V�S �U�P�V�Ur > 1�q> 0 �F�U� 2 FqTn+1� �M�B �S�©�E�V�D�U�J�P�O[� ]r �F�T�U �E�F �Q�P�J�E�T
�T�U�S�J�D�U�F�N�F�O�U �J�O�G�©�S�J�F�V�S � q �T�J �F�U �T�F�V�M�F�N�F�O�U �T�J� �F�T�U �E�B�O�TDf

�
Fq+r � 2Tn+1

�
+ Fq� 1Tn+1��
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�Ø �3�©�E�V�D�U�J�P�O�T �E�£�P�S�E�S�F �T�V�Q�©�S�J�F�V�S

�"�M�H�P�S�J�U�I�N�F �Ý�$�B�M�D�V�M �E�F[ ] r

�&�O�U�S�©�F�Ør > 1 �F�Uq > 0 �E�F�T �F�O�U�J�F�S�T
�4�P�S�U�J�F�Ø �V�O�F �C�B�T�F �E�F•Wr

q � �U�F�M �R�V�F �E�©
W�O�J �B�V �g	û	ú
�Q�S�P�D�©�E�V�S�F�#	g	y	o	y�8�	r �q�


�T�Jr = 1
�S�F�O�W�P�Z�F�S

(
[d� ]1

��� � 2 �	�V�O�F �C�B�T�F �E�FSyzq� 1=Syz0q� 1�

)

�T�J�O�P�O
U  �#	g	y	o	y�8(1;q)
W  �#	g	y	o	y�8(r � 1;q + 1)
�S�F�O�W�P�Z�F�S�&	i	n	k	r	u	t(U [

�
� 2 W �� deg� = qN

	
)

�&�O�U�S�©�F�Ø� 2 Tn+1�r > 1 �V�O �F�O�U�J�F�S
�4�P�S�U�J�F�Ø[� ]r �U�F�M �R�V�F �E�©
W�O�J �B�V �g	û	û
�Q�S�P�D�©�E�V�S�F�3	Œ	j	{	i	z	o	u	t�	� �r �


q  deg� =N �  [ � ]1
� 0  �3	k	s(� q ;�#	g	y	o	y�8(r ;q))
�S�F�O�W�P�Z�F�S� 0

q + �3	Œ	j	{	i	z	o	u	t(� 0 � � 0
q + � � � q ;r )

�%�©�N�P�O�T�U�S�B�U�J�P�O���$�Ý�F�T�U �V�O �D�P�S�P�M�M�B�J�S�F �J�N�N�©�E�J�B�U �E�F �D�F �R�V�J �Q�S�©�D�¨�E�F �Q�P�V�S �M�Ý�J�N�Q�M�J�D�B�U�J�P�O
�E�J�S�F�D�U�F� �F�U �E�F �M�B �Q�S�P�Q�P�T�J�U�J�P�O �g	û	ú��	þ �Q�P�V�S �M�Ý�B�Q�Q�M�J�D�B�U�J�P�O �S�©�D�J�Q�S�P�R�V�F�� �&�O �F
V�F�U� �T�J�
�F�T�U �E�B�O�TDf

�
Fq+r � 2Tn+1

�
+ FqTn+1� �B�M�P�S�T[� ]1 �F�T�U �E�B�O�T•Wr

q + Fq� 1Tn+1� �Q�B�S �M�B
�Q�S�P�Q�P�T�J�U�J�P�O �g	û	ú��	þ�� �1�B�S �D�P�O�T�©�R�V�F�O�U� �M�B �G�P�S�N�F� 0 �F�T�U �E�B�O�TFq� 1Tn+1� �F�U 
W�O�B�M�F�N�F�O�U[� ]r

�F�T�U �E�B�O�TFq� 1Tn+1�� �

�g	û	û��	ý�$�P�S�P�M�M�B�J�S�F�� �ž�1�P�V�S �U�P�V�Ur > 1� �M�F �O�P�Z�B�V �E�F �M�B �S�©�E�V�D�U�J�P�O �F�T�U �J�O�D�M�V�T �E�B�O�TDf Tn ��
�%�F �Q�M�V�T� �Q�P�V�S �U�P�V�U� 2 FqTn �B�M�P�S�T[Df � ]q+1 = 0�� �&�O �Q�B�S�U�J�D�V�M�J�F�S

[

r >1

ker[ ] r = Df Tn :

�%�©�N�P�O�T�U�S�B�U�J�P�O���4�P�J�Us �M�F �Q�P�J�E�T �E�FDf � � �R�V�Ý�P�O �Q�F�V�U �T�V�Q�Q�P�T�F�S �T�U�S�J�D�U�F�N�F�O�U �Q�P�T�J�U�J�G��
�5�B�V�U�P�M�P�H�J�R�V�F�N�F�O�U�Df � �F�T�U �E�B�O�TDf (Fs+(q� s+2)� 2Tn )�� �%�P�O�D[Df � ]q� s+2 �F�T�U �E�F �Q�P�J�E�T
�B�V �Q�M�V�Ts � 1� �Q�B�S �M�F �U�I�©�P�S�¨�N�F �g	û	û��	ü�� �&�U �Q�B�S �D�F �R�V�J �Q�S�©�D�¨�E�F�[Df � ]q� s+2 �F�T�U �F�O�D�P�S�F
�E�B�O�TDf (FqTn )�� �1�B�S �S�©�D�V�S�S�F�O�D�F �T�V�Ss� �P�O �Q�F�V�U �T�V�Q�Q�P�T�F�S �R�V�F[[Df � ]q� s+2]q+1 �F�T�U �O�V�M��
�0�S[[Df � ]q� s+2]q+1 �©�H�B�M�F[Df � ]q+1 �D�B�Sq � s + 2 6 q + 1�� �

�-�B �Q�S�P�D�©�E�V�S�F �Q�P�V�S �D�B�M�D�V�M�F�S[ ] r �F�T�U �S�©�D�B�Q�J�U�V�M�©�F �Q�B�S �M�Ý�B�M�H�P�S�J�U�I�N�F 
��� �-�F �Q�T�F�V�E�P���D�P�E�F
�V�U�J�M�J�T�F �E�F�V�Y �Q�S�J�N�J�U�J�W�F�T �E�Ý�B�M�H�¨�C�S�F �M�J�O�©�B�J�S�F ���&	i	n	k	r	u	t(U) �R�V�J �Q�S�F�O�E �F�O �B�S�H�V�N�F�O�U �V�O
�F�O�T�F�N�C�M�F 
W�O�JU �E�Ý�©�M�©�N�F�O�U�T �E�FTn+1 �F�U �S�F�O�W�P�J�F �V�O�F �C�B�T�F �©�D�I�F�M�P�O�O�©�F �E�F �M�Ý�F�T�Q�B�D�F
�F�O�H�F�O�E�S�© �Q�B�SU�� �F�U�3	k	s(� ;U) �R�V�J �Q�S�F�O�E �F�O �B�S�H�V�N�F�O�U �V�O� 2 Tn+1 �F�U �V�O �F�O�T�F�N�C�M�F

�g�Ø�Ø 
�	ý
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W�O�JU �E�Ý�©�M�©�N�F�O�U�T �E�FTn+1 �F�U �S�F�O�W�P�J�F �V�O �©�M�©�N�F�O�U �E�FTn+1 �D�P�O�H�S�V � � �N�P�E�V�M�PVect U
�F�U �E�P�O�U �B�V�D�V�O �N�P�O�´�N�F �O�Ý�F�T�U �M�F �N�P�O�´�N�F �E�F �U�ª�U�F �E�Ý�V�O �©�M�©�N�F�O�U �E�FU �	�D�F�U �©�M�©�N�F�O�U �F�T�U
�V�O�J�R�V�F �T�JU �F�T�U �V�O�F �C�B�T�F �©�D�I�F�M�P�O�O�©�F �E�V �T�P�V�T���F�T�Q�B�D�F �R�V�Ý�J�M �F�O�H�F�O�E�S�F�
��

�i���� �7�+�x�2�5�w�0�(�6 �'�( �'�,�0�&�$���Ø �-�F�T �S�©�E�V�D�U�J�P�O�T[ ] r �O�F �S�©�Q�P�O�E�F�O�U �Q�B�T �B�V �Q�S�P��
�C�M�¨�N�F �E�F �E�©�D�J�E�F�S �T�J �V�O�F �G�P�S�N�F� 2 Tn+1 �F�T�U �P�V �O�P�O �E�B�O�TDf (Tn )� �D�B�S �R�V�B�O�E �C�J�F�O
�N�ª�N�F[� ]100 �O�F �T�F�S�B�J�U �Q�B�T �O�V�M� �J�M �T�F �Q�F�V�U �R�V�F[� ]101 �M�F �T�P�J�U�� �-�F�T �U�I�©�P�S�¨�N�F�T �E�F �%�J�N�D�B�
�W�P�J�S �g
�� �Q�F�S�N�F	R�F�O�U �E�Ý�B�M�M�F�S �Q�M�V�T �M�P�J�O �R�V�F �D�F	R�F �T�J�N�Q�M�F �P�C�T�F�S�W�B�U�J�P�O�� �%�B�O�T �M�F �D�B�E�S�F
�F�Y�Q�P�O�F�O�U�J�F�M� �M�F �Q�S�F�N�J�F�S �U�I�©�P�S�¨�N�F �T�F �S�F�G�P�S�N�V�M�F �B�J�O�T�J ��

�g	û	ü��	û�K�©�P�S�¨�N�F �	�%�J�N�D�B�
�� �ž�*�M �F�Y�J�T�U�F �V�O �F�O�U�J�F�Sr � �R�V�J �O�F �E�©�Q�F�O�E �R�V�F �E�Ff � �U�F�M �R�V�F �Q�P�V�S
�U�P�V�U �F�O�U�J�F�Sq

Df (Tn ) \ FqTn+1 = Df (Fq+r � 2Tn ) \ FqTn+1:

�/�P�U�P�O�Tr f �M�F �Q�M�V�T �Q�F�U�J�U �F�O�U�J�F�S �R�V�J �D�P�O�W�J�F�O�O�F�� �(�S�¢�D�F �B�V �U�I�©�P�S�¨�N�F �g	û	û��	ü� �P�O �D�P�O�D�M�V�U
�R�V�F

�g	û	ü��	ü�$�P�S�P�M�M�B�J�S�F�� �ž[Df � ]r f = 0 �Q�P�V�S �U�P�V�U� �E�B�O�TTn ��
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�Q�P�V�S� �E�B�O�TM � �U�F�M�T �R�V�Fm(� ) �©�H�B�M�Ff � � + df ^  � �� �$�P�N�N�F� k �©�H�B�M�F� �

k � 1 +m(� k � 1)�
�P�O �Q�F�V�U �F�O �E�©�E�V�J�S�F �V�O�F �D�P�N�C�J�O�B�J�T�P�O �M�J�O�©�B�J�S�F� �E�F�T � �U�F�M�M�F �R�V�F

� k = � �
k � 1 + f � � k � 1

|             {z             }
� (� k � 1)

+df ^ � :

�%�B�O�T �M�F �D�B�T �E�Ý�V�O�F �J�N�Q�M�©�N�F�O�U�B�U�J�P�O �Q�B�S �©�W�B�M�V�B�U�J�P�O���J�O�U�F�S�Q�P�M�B�U�J�P�O� �J�M �G�B�V�U �B�V�T�T�J �S�F�D�P�O�T��
�U�S�V�J�S�F �D�F�T �D�F�S�U�J
W�D�B�U�T �T�V�SQ(t )��


�	ü �g�Ø�à



�Ú �$�B�M�D�V�M �E�F �Ù�Ø�× �Q�©�S�J�P�E�F�T

�"�J�O�T�J� �P�O �O�F �Q�S�P�E�V�J�U �Q�B�T �E�F �D�F�S�U�J
W�D�B�U �Q�P�V�S �M�Ý�P�Q�©�S�B�U�F�V�SL �M�V�J���N�ª�N�F �N�B�J�T �T�F�V�M�F�N�F�O�U
�Q�P�V�S �M�F�T �S�©�E�V�D�U�J�P�O�T �J�O�U�F�S�N�©�E�J�B�J�S�F�T� k �� �-�F�T �D�F�S�U�J
W�D�B�U�T �T�P�O�U �C�F�B�V�D�P�V�Q �Q�M�V�T �Q�F�U�J�U�T
�F�U �M�B �W�©�S�J
W�D�B�U�J�P�O �Q�M�V�T �S�B�Q�J�E�F� �N�ª�N�F �T�J �F�M�M�F �F�T�U �N�P�J�O�T �E�J�S�F�D�U�F�� �0�O �Q�F�V�U �Q�P�V�T�T�F�S �M�F
�D�P�N�Q�S�P�N�J�T �Q�M�V�T �M�P�J�O �F�O �T�Ý�B�S�S�ª�U�B�O�U �B�V �D�B�M�D�V�M �E�F�T �D�F�S�U�J
W�D�B�U�T �Q�P�V�S� 0 �F�U �M�Ý�B�Q�Q�M�J�D�B�U�J�P�Om��
�&�O �F
V�F�U� �U�P�V�T �M�F�T �D�B�M�D�V�M�T �R�V�J �T�V�J�W�F�O�U �	�D�B�M�D�V�M �E�F� k �F�U �E�Ý�V�O�F �©�R�V�B�U�J�P�O �E�F �M�J�B�J�T�P�O�

�Q�F�V�W�F�O�U �ª�U�S�F �G�B�J�U �E�F �N�B�O�J�¨�S�F �E�©�U�F�S�N�J�O�J�T�U�F� �J�M �O�Ý�Z �B �E�P�O�D �Q�B�T �M�J�F�V �E�F �E�P�V�U�F�S �E�V
�S�©�T�V�M�U�B�U��

�i���� �&�2�0�3�/�(�;�,�7�x���Ø �-�Ý�B�C�T�F�O�D�F �E�F �C�P�S�O�F�B �Q�S�J�P�S�J�T�V�S �M�B �W�B�M�F�V�S �R�V�F �Q�F�V�U �Q�S�F�O�E�S�Fr
�E�B�O�T �M�Ý�B�M�H�P�S�J�U�I�N�F 
� �F�N�Q�ª�D�I�F �V�O�F �B�O�B�M�Z�T�F �E�F �D�P�N�Q�M�F�Y�J�U�© �F�O �G�P�O�D�U�J�P�O �T�F�V�M�F�N�F�O�U �E�V
�O�P�N�C�S�F �E�F �W�B�S�J�B�C�M�F�T �F�U �E�V �E�F�H�S�© �E�F �M�Ý�J�O�U�©�H�S�B�O�E�F �D�P�N�N�F �D�F�M�B �B �©�U�© �G�B�J�U �B�V �D�I�B�Q�J�U�S�F
�Q�S�©�D�©�E�F�O�U�� �0�O �Q�P�V�S�S�B�J�U �F�T�T�B�Z�F�S �E�F �G�B�J�S�F �V�O�F �B�O�B�M�Z�T�F � r 
W�Y�©�� �*�M �T�F�N�C�M�F �B�V�T�T�J �K�V�E�J�D�J�F�V�Y
�E�F �G�B�J�S�F �J�O�U�F�S�W�F�O�J�S �M�B �E�J�N�F�O�T�J�P�O �E�V �M�J�F�V �T�J�O�H�V�M�J�F�S �E�FV(f )� �F�O �D�F �R�V�Ý�F�M�M�F �E�©�U�F�S�N�J�O�F �M�F
�O�P�N�C�S�F �E�F�T �T�Z�[�Z�H�J�F�T�� 	^�P�J�R�V�Ý�J�M �F�O �T�P�J�U� �K�F �E�P�V�U�F �R�V�Ý�P�O �Q�V�J�T�T�F �P�C�U�F�O�J�S �Q�B�S �M�Ý�B�O�B�M�Z�T�F
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X�F�Y�J�G�T�� �6�O�F
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�D�P�N�Q�M�F�U�F �J�O�U�F�S�T�F�D�U�J�P�O�T �J�O �U�P�S�J�D �W�B�S�J�F�U�J�F�T �{ �� �$�P�Y �F�U �4�� �,�B�U�[��.�J�S�S�P�S �T�Z�N�N�F�U�S�Z �B�O�E �B�M�H�F�C�S�B�J�D �H�F�P�N�F�U�S�Z�
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�*�* �"�M�H�P�S�J�U�I�N�F �F	!�D�B�D�F

�&�O �U�F�S�N�F�T �D�P�O�D�S�F�U�T� �P�O �T�F �E�P�O�O�F �V�O �Q�P�M�Z�O�´�N�F �E�F �-�B�V�S�F�O�Ug(x1̀ 4) �F�U �P�O �D�I�F�S�D�I�F
�  �D�B�M�D�V�M�F�S �M�Ý�©�R�V�B�U�J�P�O �E�J
V�©�S�F�O�U�J�F�M�M�F �W�©�S�J
W�©�F �Q�B�S

�g	ü	û��	û F(t )
�E�©�G
=

I



1
1 � tg(x1̀ 4)

dx1

x1

dx2

x2

dx3

x3

dx4

x4
;

�P�¹ �M�F �D�Z�D�M�F �F�T�U �M�F �U�P�S�Fjxi j = " �Q�P�V�S �V�O" �B�T�T�F�[ �Q�F�U�J�U�� �1�M�V�T �Q�B�S�U�J�D�V�M�J�¨�S�F�N�F�O�U� �M�F
�Q�P�M�Z�O�´�N�F �E�F �-�B�V�S�F�O�Ug �F�T�U �E�F �M�B �G�P�S�N�F

P
v xv � �P�¹ �M�B �T�P�N�N�F �D�P�V�S�U �T�V�S �M�F�T �T�P�N��

�N�F�U�T �E�Ý�V�O �Q�P�M�Z�U�P�Q�F �S�©
X�F�Y�J�G�� �1�P�V�S �D�I�B�D�V�O �E�F�T 	ü	û	ú �Q�P�M�Z�U�P�Q�F�T �D�P�O�T�J�E�©�S�©�T� �#�B�U�Z�S�F�W �F�U
�,�S�F�V�[�F�S �B
Y�S�N�F�O�U �R�V�FF(t ) �T�B�U�J�T�G�B�J�U �V�O�F �©�R�V�B�U�J�P�O �E�J
V�©�S�F�O�U�J�F�M�M�F �E�Ý�P�S�E�S�F4� �D�P�N�N�F
�D�P�O�T�©�R�V�F�O�D�F �E�J�S�F�D�U�F �E�V �G�B�J�U �R�V�Fh1;1 �F�T�U1�� �%�F �Q�M�V�T� �D�F	R�F �©�R�V�B�U�J�P�O �E�F�W�S�B�J�U �ª�U�S�F
�N�B�Y�J�N�B�M�F�N�F�O�U �V�O�J�Q�P�U�F�O�U�F �  �M�Ý�P�S�J�H�J�O�F��

�-�F �E�©�W�F�M�P�Q�Q�F�N�F�O�U �F�O �T�©�S�J�F �E�F �M�Ý�J�O�U�©�H�S�B�O�E�F �Q�B�S �S�B�Q�Q�P�S�U � t �N�P�O�U�S�F �J�N�N�©�E�J�B�U�F�N�F�O�U
�R�V�F

�g	ü	û��	ü F(t ) =
X

n

tc(gn )tn ;

�P�¹tc(gn ) �F�T�U �M�F �U�F�S�N�F �D�P�O�T�U�B�O�U �E�Fgn �� �#�B�U�Z�S�F�W �F�U �,�S�F�V�[�F�S �P�O�U �D�B�M�D�V�M�© �M�F�T �©�R�V�B�U�J�P�O�T �E�F
�1�J�D�B�S�E���'�V�D�I�T �E�F�T �Q�P�M�Z�U�P�Q�F�T �B�T�T�P�D�J�©�T �B�V�Y �U�P�Q�P�M�P�H�J�F�T �O�P�T	ý
�� 	þ	ú �F�U 	þ	ý�×
�
� �E�F �M�F�V�S �M�J�T�U�F��
�*�M�T �P�O�U �V�U�J�M�J�T�© �M�B �N�©�U�I�P�E�F �E�F �S�F�D�P�O�T�U�S�V�D�U�J�P�O	û
��� �B�Q�S�¨�T �B�W�P�J�S �D�B�M�D�V�M�© �T�V
Y�T�B�N�N�F�O�U
�E�F �D�P�F
Y�D�J�F�O�U�T �E�V �E�©�W�F�M�P�Q�Q�F�N�F�O�U �F�O �T�©�S�J�F �E�FF(t )� �H�S�¢�D�F �  �M�B �G�P�S�N�V�M�F �g	ü	û��	ü� �J�M�T
�D�I�F�S�D�I�F�O�U �V�O�F �T�P�M�V�U�J�P�O �O�P�O �O�V�M�M�F �B�V �T�Z�T�U�¨�N�F �E�Ý�©�R�V�B�U�J�P�O�T �M�J�O�©�B�J�S�F�T

*.
,

4X

i =0

dX

j =0

ai ; j t j � i +/
-

� F(t ) = O(t 5(d+1)+1);

�E�P�O�U �M�F�T5(d + 1) �J�O�D�P�O�O�V�F�T �T�P�O�U �M�F�Tai ; j �� �-�F �Q�S�P�C�M�¨�N�F �E�F �D�F	R�F �N�©�U�I�P�E�F �O�Ý�F�T�U �Q�B�T
�U�B�O�U �M�B �S�©�T�P�M�V�U�J�P�O �E�V �T�Z�T�U�¨�N�F� �G�B�J�T�B�C�M�F �S�B�Q�J�E�F�N�F�O�U �E�B�O�T �D�F �D�B�T� �R�V�F �M�F �D�B�M�D�V�M �E�V
�E�©�W�F�M�P�Q�Q�F�N�F�O�U �F�O �T�©�S�J�F �E�FF(t ) �� �M�F �O�P�N�C�S�F �E�F �N�P�O�´�N�F�T �E�B�O�Tgk �F�T�U� (k4)� �E�P�O�D
�M�F �D�B�M�D�V�M �E�FN �U�F�S�N�F�T �E�FF(t ) �V�U�J�M�J�T�F� (N5) �P�Q�©�S�B�U�J�P�O�T �E�B�O�TZ� �F�U �P�O �Q�F�V�U �B�K�P�V�U�F�S
�V�O �P�S�E�S�F �E�F �H�S�B�O�E�F�V�S �Q�P�V�S �S�F
X�©�U�F�S �M�B �D�P�N�Q�M�F�Y�J�U�© �C�J�O�B�J�S�F�� �*�M �O�Ý�F�T�U �Q�B�T �Q�P�T�T�J�C�M�F �F�O
�H�©�O�©�S�B�M �E�F �Q�S�P�V�W�F�S �R�V�F �M�Ý�P�Q�©�S�B�U�F�V�S �D�B�M�D�V�M�© �F�T�U �D�P�S�S�F�D�U�� �-�Ý�B�Q�Q�M�J�D�B�U�J�P�O �T�U�S�J�D�U�F �E�F�T
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F(t ) = 1+ 22t 2 + 204t 3 + 3474t 4 + 57000t 5 + 1031080t 6 + 19368720t 7 + O(t 8):

�+�Ý�B�J �P�C�U�F�O�V �M�Ý�P�Q�©�S�B�U�F�V�S �B�O�O�V�M�B�U�F�V�S �T�V�J�W�B�O�U ��

1849� 4 � 43t � (142� 3 + 890� 2 + 574� + 129)

� t 2(647269� 4 + 2441818� 3 + 3538503� 2 + 2423953� + 650848)

� t 3(7200000� 4 + 34423908� 3 + 65337898� 2 + 57379329� + 19251960)

� t 4(37610765� 4 + 220029964� 3 + 499781264� 2 + 511393545� + 194039928)

� 2t 5(� + 1)(54978121� 3 + 324737370� 2 + 665066226� + 466789876)

� t 6(� + 2)(� + 1)(185181547� 2 + 915931425� + 1176131796)
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�5�V�S�S�J	R�J�O �{��
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�W�B�S�J�©�U�©�T �E�F �$�B�M�B�C�J�×�:�B�V�� �-�B �T�F�D�P�O�E�F� �V�U�J�M�J�T�©�F �E�B�O�T �M�B �C�B�T�F �E�F �E�P�O�O�©�F�T�#�/�/�+�ã�����#� �+�á�$�/�+�á�/�0�2�$� �)�á�����á
���/���¡�&�-� �0�5� �-���(���/�#���Í�Õ�Í�Ï� �O�V�N�©�S�P�U�F �T�P�V�T �M�B �G�P�S�N�F �Wx ��y �M�F�T 	û
�
�
�	þ
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� 1212t 7(138979� + 413408)(� + 3)(� + 2)(� + 1)

� 64266300t 8(� + 4)(� + 3)(� + 2)(� + 1);

�P�¹� �E�©�T�J�H�O�Ft @t �� �$�F	R�F �©�R�V�B�U�J�P�O �F�T�U �V�O�F�©�R�V�B�U�J�P�O �E�J	��©�S�F�O�U�J�F�M�M�F �E�F �$�B�M�B�C�J�•�:�B�V�B�V
�T�F�O�T �P�¹ �F�M�M�F �T�B�U�J�T�G�B�J�U �B�V�Y �D�P�O�E�J�U�J�P�O�T �©�O�P�O�D�©�F�T �Q�B�S �"�M�N�L�W�J�T�U� �&�O�D�L�F�W�P�S�U� �4�U�S�B�U�F�O �F�U
�;�V�E�J�M�J�O��	ü	ÿ�&�M�M�F �F�T�U �O�P�V�W�F�M�M�F �B�V �T�F�O�T �P�¹ �F�M�M�F �O�Ý�B�Q�Q�B�S�B�J�U �Q�B�T �E�B�O�T �M�B �C�B�T�F �E�F �E�P�O�O�©�F�T
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�P�S�E�J�O�B�U�F�V�S �Q�F�S�T�P�O�O�F�M��

�3�F�N�B�S�R�V�P�O�T �R�V�F �M�B �G�P�S�N�V�M�F�g	ü	û��	û� �F�U �M�Ý�I�P�N�P�H�©�O�©�J�T�B�U�J�P�O� �E�P�O�O�F �V�O�F �G�S�B�D�U�J�P�O
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�D�I�B�O�H�F�N�F�O�U �E�F �W�B�S�J�B�C�M�F�T �R�V�J �D�I�B�O�H�Fx �F�O1=x �F�Uw �F�Ow=y �S�B�N�¨�O�F �D�F �O�P�N�C�S�F � 5
�F�U �G�B�J�U �B�J�O�T�J �H�B�H�O�F�S �V�O �U�F�N�Q�T �D�P�O�T�J�E�©�S�B�C�M�F�� �$�F �H�F�O�S�F �E�F �D�I�B�O�H�F�N�F�O�U �E�F �W�B�S�J�B�C�M�F�T
�N�P�O�P�N�J�B�M �Q�F�V�U �ª�U�S�F �U�S�P�V�W�© �Q�B�S �V�O�F �I�F�V�S�J�T�U�J�R�V�F�H�M�P�V�U�P�O�O�F�� �P�O �F�T�T�B�J�F �U�P�V�T �M�F�T �D�I�B�O��
�H�F�N�F�O�U�T �E�F �W�B�S�J�B�C�M�F�T �©�M�©�N�F�O�U�B�J�S�F�T�	ü
��P�O �T�©�M�F�D�U�J�P�O�O�F �D�F�V�Y �R�V�J �G�P�O�U �M�F �Q�M�V�T �C�B�J�T�T�F�S
�M�F �E�F�H�S�© �F�U �P�O �J�U�¨�S�F�� �€ �D�I�B�R�V�F �J�U�©�S�B�U�J�P�O� �P�O �T�V�Q�Q�S�J�N�F �E�F�T �D�B�O�E�J�E�B�U�T �B�M�©�B�U�P�J�S�F�N�F�O�U
�E�F �N�B�O�J�¨�S�F �  �M�J�N�J�U�F�S �M�F �O�P�N�C�S�F �E�F �D�I�B�O�H�F�N�F�O�U�T �E�F �W�B�S�J�B�C�M�F�T �F�Y�Q�M�P�S�©�T��

�-�F�T �C�P�S�O�F�T �P�C�U�F�O�V�F�T �B�V �D�I�B�Q�J�U�S�F �*� �N�ª�N�F �E�B�O�T �M�F�V�S �W�F�S�T�J�P�O �O�P�O �T�J�N�Q�M�J
W�©�F �E�F
�M�B �Q�S�P�Q�P�T�J�U�J�P�O �g	ý	ú��	û� �B
Y�S�N�F�O�U �M�Ý�F�Y�J�T�U�F�O�D�F �E�Ý�V�O �P�Q�©�S�B�U�F�V�S �B�O�O�V�M�B�U�F�V�S �E�Ý�P�S�E�S�F �B�V
�Q�M�V�T204�F�U �E�F �E�F�H�S�© �B�V �Q�M�V�T326 823 504�� �$�F�T �C�P�S�O�F�T �T�P�O�U �H�©�O�©�S�B�M�F�N�F�O�U �E�©�D�F�W�B�O�U�F�T
�D�B�S �M�F�T �F�Y�F�N�Q�M�F�T �J�O�U�©�S�F�T�T�B�O�U�T �T�P�O�U� �Q�S�F�T�R�V�F �Q�B�S �F�T�T�F�O�D�F� �D�F�V�Y �E�P�O�U �M�Ý�©�R�V�B�U�J�P�O �E�F
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�M�Ý�©�R�V�B�U�J�P�O �E�F �1�J�D�B�S�E���'�V�D�I�T �T�F�S�B �E�Ý�P�S�E�S�F �C�J�F�O �Q�M�V�T �©�M�F�W�©�� �&�O �E�F�I�P�S�T �E�F�T �D�B�T �H�©�O�©��
�S�J�R�V�F�T� �J�M �O�Ý�Z �B �Q�B�T �H�S�B�O�E �D�I�P�T�F �  �B	R�F�O�E�S�F �E�F�T �C�P�S�O�F�T�B �Q�S�J�P�S�J��
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F(t ) = 1+ 18t 2 + 138t 3 + 2070t 4 + 29040t 5 + 452610t 6 + 7308000t 7 + O(t 8):
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�+�Ý�B�J �P�C�U�F�O�V �V�O �P�Q�©�S�B�U�F�V�S �B�O�O�V�M�B�U�F�V�S �E�Ý�P�S�E�S�F6�F�U �E�F �E�F�H�S�©29�U�S�P�Q �J�N�Q�P�T�B�O�U �Q�P�V�S �ª�U�S�F
�S�F�Q�S�P�E�V�J�U �J�D�J�� �/�P�U�P�O�T���M�FL 6�� �$�F�U �P�Q�©�S�B�U�F�V�S �O�Ý�F�T�U �Q�B�T �E�Ý�P�S�E�S�F4�� �&�T�U���D�F �M�Ý�P�Q�©�S�B�U�F�V�S �N�J��
�O�J�N�B�M� �7�B�O �)�P�F�J�K �B �E�©�N�P�O�U�S�©	ü
��R�V�F �T�JL 6 �B�E�N�F�U �V�O �G�B�D�U�F�V�S �  �E�S�P�J�U�F �E�Ý�P�S�E�S�F4� �B�M�P�S�T
�M�F�T �E�F�H�S�©�T �E�F�T �D�P�F
Y�D�J�F�O�U�T �E�F �D�F �G�B�D�U�F�V�S �T�P�O�U �B�V �Q�M�V�T88�� �"�J�O�T�J� �F�O �B�E�N�F	R�B�O�U �R�V�FL 6

�F�T�U �F�O �F
V�F�U �V�O �P�Q�©�S�B�U�F�V�S �B�O�O�V�M�B�U�F�V�S �E�FF(t )� �T�J �M�Ý�P�Q�©�S�B�U�F�V�S �N�J�O�J�N�B�M �B�O�O�V�M�B�O�UF(t )
�F�T�U �E�Ý�P�S�E�S�F4� �B�M�P�S�T �T�P�O �E�F�H�S�© �F�T�U �B�V �Q�M�V�T88�� �$�P�N�N�F �M�F �T�Z�T�U�¨�N�F �M�J�O�©�B�J�S�F

4X

i =0

88X

j =0

ai ; j t j f (i ) (t ) = O(t 405);
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�1�P�V�S �D�B�M�D�V�M�F�S �M�B �T�P�N�N�F �T�V�Sk �E�Ý�V�O�F �T�V�J�U�Fun;k � �M�B �N�©�U�I�P�E�F �D�P�O�T�J�T�U�F �  �D�I�F�S�D�I�F�S �V�O�F
�J�E�F�O�U�J�U�© �E�F �M�B �G�P�S�N�F

p0(n)un+p;k + � � � + pd (n)un;k = vn;k+1 � vn;k :

�4�J �P�O �Q�F�V�U �T�P�N�N�F�S �D�F	R�F �J�E�F�O�U�J�U�© �Q�B�S �S�B�Q�Q�P�S�U � k� �M�F �N�F�N�C�S�F �E�F �E�S�P�J�U�F �T�F�U�©�M�F�T�D�P�Q�F��
�4�J �M�B �T�V�J�U�Fvn;k �T�Ý�B�O�O�V�M�F �B�V�Y �C�P�S�O�F�T �E�F �T�P�N�N�B�U�J�P�O� �B�M�P�S�T �D�F	R�F �J�E�F�O�U�J�U�© �E�P�O�O�F �V�O�F
�S�F�M�B�U�J�P�O �E�F �S�©�D�V�S�S�F�O�D�F �T�V�S �M�B �T�P�N�N�F� �E�J�T�P�O�Tsn ��

p0(n)sn+p + � � � + pd (n)sn = 0:

�$�F	R�F �S�©�D�V�S�S�F�O�D�F �F�T�U �B�Q�Q�F�M�©�F�U�©�M�F�T�D�P�Q�F�V�S�U�B�O�E�J�T �R�V�F �M�B �T�V�J�U�Fvn;k �F�T�U �M�F�D�F�S�U�J	��D�B�U��
�1�P�V�S �U�S�B�J�U�F�S �E�F�T �T�P�N�N�F�T �N�V�M�U�J�Q�M�F�T� �P�O �D�I�F�S�D�I�F�S�B �E�F�T �J�E�F�O�U�J�U�©�T �E�F �M�B �G�P�S�N�F

p0(n)un+p;k1; :::;kr + � � � + pd (n)un;k1; :::;kr =

v (1)
n;k1+1;k2; :::

� v (1)
n;k1;k2; :::

+ � � � + v (r )
n;k1; :::;kr +1 � v (r )

n;k1; :::;kr
:
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=
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I �
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�U�P�V�U�F�T �E�F �N�P�E�V�M�F �T�V�Q�©�S�J�F�V�S �� �F�M�M�F�T �T�F �D�P�N�Q�P�S�U�F�O�U �D�P�N�N�Fjt j� 1=2�� �$�F	R�F �Q�S�P�Q�S�J�©�U�© �E�F
�U�P�V�U �P�V �S�J�F�O�W�©�S�J
W�©�F �T�V�S �D�I�B�D�V�O �E�F�T �G�B�D�U�F�V�S�T �J�N�Q�M�J�R�V�F �R�V�F �M�Ý�J�O�U�©�H�S�B�M�F �Q�B�S�U�J�F�M�M�F �Q�B�S
�S�B�Q�Q�P�S�U � x3 �E�F �M�Ý�J�O�U�©�H�S�B�O�E�F �F�T�U �V�O�F �G�S�B�D�U�J�P�O �S�B�U�J�P�O�O�F�M�M�F�� �&�U �P�O �U�S�P�V�W�F

y(t ) =
1

(2i � )2

I
x1x2dx1dx2
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W�O�J �Q�B�S
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�
m �O�V�M�� �4�P�J�Ui �M�B �Q�S�F�N�J�¨�S�F �D�P�P�S�E�P�O�O�©�F �O�P�O �O�V�M�M�F

�E�F
�
m� �M�F �D�B�T �©�D�I�©�B�O�U�� �-�B �T�Q�©�D�J�B�M�J�T�B�U�J�P�ORjzi =0 �F�T�U �V�O�F �T�©�S�J�F �F�O�U�J�¨�S�F �S�B�U�J�P�O�O�F�M�M�F

�F�UR� Rjzi =0 �©�H�B�M�Fzi T� �Q�P�V�S �V�O�F �D�F�S�U�B�J�O�F �T�©�S�J�F �F�O�U�J�¨�S�F �S�B�U�J�P�O�O�F�M�M�FT�� �1�P�V�Sn > 0� �M�F
�D�P�F
Y�D�J�F�O�U �E�Fwn

1 �E�B�O�TRjzi =0=�
z �

m �F�T�U �O�V�M� �D�B�S �M�Ý�F�Y�Q�P�T�B�O�U �E�Fz1 �E�B�O�Twn
1 �F�T�U �Q�P�T�J�U�J�G�

�B�M�P�S�T �R�V�Ý�J�M �F�T�U �T�U�S�J�D�U�F�N�F�O�U �O�©�H�B�U�J�G �E�B�O�T �U�P�V�T �M�F�T �N�P�O�´�N�F�T �E�FRjzi =0=�
z �

m �� �"�J�O�T�J

un = [wn
1 ]

T

�
z �

m=zi
;

�F�U �P�O �Q�F�V�U �S�F�N�Q�M�B�D�F�SR�Q�B�ST �F�U �S�F�U�S�B�O�D�I�F�S1 �  �M�B �Q�S�F�N�J�¨�S�F �D�P�P�S�E�P�O�O�©�F �O�P�O �O�V�M�M�F
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�Ú �4�P�N�N�F�T �C�J�O�P�N�J�B�M�F�T �F�U �E�J�B�H�P�O�B�M�F�T

�E�F
�
m� �D�F �R�V�J �G�B�J�U �E�J�N�J�O�V�F�S �T�U�S�J�D�U�F�N�F�O�U

�
m �Q�P�V�S �M�Ý�P�S�E�S�F �M�F�Y�J�D�P�H�S�B�Q�I�J�R�V�F�� �&�O �J�U�©�S�B�O�U

�D�F �Q�S�P�D�©�E�©� �P�O �T�F �S�B�N�¨�O�F �B�V �D�B�T �P�¹
�
m �F�T�U �O�V�M �F�U �P�O �P�C�U�J�F�O�U �R�V�Fun = [wn

1 ]T �Q�P�V�S
�V�O�F �D�F�S�U�B�J�O�F �T�©�S�J�F �F�O�U�J�¨�S�F �S�B�U�J�P�O�O�F�M�M�FT��

�‰�D�S�J�W�P�O�Tw1 �D�P�N�N�F
Q n

i =1zai
i �� �4�J �U�P�V�T �M�F�Tai �W�B�M�B�J�F�O�U1� �B�M�P�S�T �M�F�T[wn

1 ]T �T�F�S�B�J�F�O�U
�M�F�T �D�P�F
Y�D�J�F�O�U�T �E�J�B�H�P�O�B�V�Y �E�FT� �D�F �R�V�J �D�P�O�D�M�V�S�B�J�U �M�B �Q�S�F�V�W�F�� �$�P�N�N�F �D�F �O�Ý�F�T�U �Q�B�T
�U�P�V�K�P�V�S�T �M�F �D�B�T� �D�P�O�T�J�E�©�S�P�O�T �M�B �T�©�S�J�F �F�O�U�J�¨�S�F �S�B�U�J�P�O�O�F�M�M�F �T�V�J�W�B�O�U�F ��

U =
1

a1 � � � ad

X

"a1
1 =1

� � �
X

"
ad
d =1

T("1z1; : : : ;"dzd );

�P�¹ �M�F�T"i �D�P�V�S�F�O�U �T�V�S �M�F�T �S�B�D�J�O�F�Tai
�F�E�F �M�Ý�V�O�J�U�©� �S�F�T�Q�F�D�U�J�W�F�N�F�O�U�� �1�B�S �D�P�O�T�U�S�V�D�U�J�P�O� �T�Jm

�F�T�U �V�O �N�P�O�´�N�F �F�O �M�F�T �F�O �M�F�Tzai
i � �B�M�P�S�T[m]U = [m]T�� �&�U �F�O �Q�B�S�U�J�D�V�M�J�F�Sun = [wn

1 ]U��
�0�O �Q�F�V�U �D�P�O�T�J�E�©�S�F�ST �	�F�U �E�P�O�DU�
 �D�P�N�N�F �V�O �©�M�©�N�F�O�U �E�F �M�Ý�F�Y�U�F�O�T�J�P�O �E�V �D�P�S�Q�T

K(za1
1 ; : : : ;zad

d ) �Q�B�S �M�F�T �S�B�D�J�O�F�T �E�F�T �Q�P�M�Z�O�´�N�F�TXai � zi � �Q�P�V�S1 6 i 6 d�� �1�B�S
�D�P�O�T�U�S�V�D�U�J�P�O� �M�B �G�S�B�D�U�J�P�O �S�B�U�J�P�O�O�F�M�M�FU �F�T�U �J�O�W�B�S�J�B�O�U�F �Q�B�S �M�F�T �B�V�U�P�N�P�S�Q�I�J�T�N�F�T �E�F
�D�F	R�F �F�Y�U�F�O�T�J�P�O�� �$�Ý�F�T�U �E�P�O�D �V�O �©�M�©�N�F�O�U �E�V �D�P�S�Q�TK(za1

1 ; : : : ;zad
d )�� �‰�D�S�J�W�P�O�T �B�M�P�S�TU

�D�P�N�N�FS(za1
1 ; : : : ;zad

d )� �Q�P�V�S �V�O�F �D�F�S�U�B�J�O�F �T�©�S�J�F �F�O�U�J�¨�S�F �S�B�U�J�P�O�O�F�M�M�FS�� �0�O �W�©�S�J
W�F
�R�V�Fun = [zn

1 � � � zn
d ]S� �F�U �Q�B�S �T�V�J�U�F� �R�V�F

X

n>0

untn = diag(S)(t ):

�g	û
���	þ�&�Y�F�N�Q�M�F�� �ž�%�B�O�T �O�P�U�S�F �F�Y�F�N�Q�M�F� �P�O �B� �B�Q�S�¨�T �M�F �D�I�B�O�H�F�N�F�O�U �E�F �W�B�S�J�B�C�M�F�T

un = [tnxny2n ]
 

1 � y
((1 � y)2 � tx ) (1+ tx � y2 � t � x)

!
:

�-�Ý�©�U�B�Q�F �E�F �T�V�Q�Q�S�F�T�T�J�P�O �E�F �M�Ý�©�W�F�O�U�V�F�M�M�F �Q�V�J�T�T�B�O�D�F �O�©�H�B�U�J�W�F �O�Ý�F�T�U �Q�B�T �O�©�D�F�T�T�B�J�S�F�� �&�O
�S�F�W�B�O�D�I�F� �M�B �E�F�S�O�J�¨�S�F �©�U�B�Q�F �M�Ý�F�T�U� �  �D�B�V�T�F �E�V �D�B�S�S�© �E�B�O�Ttxy2�� �4�JT �F�T�U �M�B �G�S�B�D�U�J�P�O
�F�O�U�S�F �Q�B�S�F�O�U�I�¨�T�F�T� �P�O �Q�P�T�F �B�M�P�S�T

U
�E�©�G
=

1
2

�
T + Ty=� y

�
=

1 � tx + y2

(1+ tx � t � x � y2) ((1 � y2)2 + t 2x2 � 2tx (1+ y2))
:

�$�Ý�F�T�U �V�O�F �G�S�B�D�U�J�P�O �F�Ot �x �F�Uy2�� �&�O �S�F�N�Q�M�B�§�B�O�Uy2 �Q�B�Sy �P�O �P�C�U�J�F�O�U ��
X

n>0

untn = diag
 

1 � tx + y
(1+ tx � t � x � y) ((1 � y)2 + t 2x2 � 2tx (1+ y))

!
:

�i���� �6�2�0�0�$�7�,�2�1 �6�8�5 �8�1 �3�2�/�<�w�'�5�(���Ø �1�P�V�S �E�©�N�P�O�U�S�F�S �M�B �S�©�D�J�Q�S�P�R�V�F� �O�P�V�T
�B�V�S�P�O�T �C�F�T�P�J�O �E�F �H�©�O�©�S�B�M�J�T�F�S �M�B �S�¨�H�M�F �	�F�
 �T�V�S �M�B �D�M�´�U�V�S�F �E�F�T �T�P�N�N�F�T �C�J�O�P�N�J�B�M�F�T �Q�B�S
�T�P�N�N�B�U�J�P�O �J�O�E�©
W�O�J�F�� �4�P�J�Uu �V�O�F �T�P�N�N�F �C�J�O�P�N�J�B�M�F�� �4�P�J�U� �V�O�Q�P�M�Z�¨�E�S�F �S�B�U�J�P�O�O�F�M
�E�FRd+e�� �$�Ý�F�T�U �M�Ý�J�O�U�F�S�T�F�D�U�J�P�O �E�Ý�V�O �O�P�N�C�S�F 
W�O�J �E�F �E�F�N�J���F�T�Q�B�D�F�T �S�B�U�J�P�O�O�F�M�T �E�FRd+e ��

�g�Ø�Þ 	û	ü	ý



�*�*�* �4�P�N�N�F�T �C�J�O�P�N�J�B�M�F�T

�B�V�U�S�F�N�F�O�U �E�J�U� �J�M �F�Y�J�T�U�F �V�O �F�O�T�F�N�C�M�F 
W�O�J� �E�Ý�B�Q�Q�M�J�D�B�U�J�P�O �B
Y�O�F�TRd+e ! R � 
�D�P�F
Y�D�J�F�O�U�T �F�O�U�J�F�S�T �U�F�M�M�F�T �R�V�F

� =
\

� 2�

(
x 2 Rd+e ��� � (x) > 0

)
:

�g	û
���	û�1�S�P�Q�P�T�J�U�J�P�O�� �ž�4�J �Q�P�V�S �U�P�V�U
�
n �E�B�O�TZd � �M�F�T

�
m �E�B�O�TZe �U�F�M�T �R�V�F(

�
n;

�
m) 2 � �T�P�O�U

�F�O �O�P�N�C�S�F 	��O�J� �B�M�P�S�T �M�B �T�V�J�U�F

v :
�
n 2 Zd 7!

X

�
m 2Ze

u
�
n;

�
m1� (

�
n;

�
m)

�F�T�U �V�O�F �T�P�N�N�F �C�J�O�P�N�J�B�M�F��

�$�F �Q�B�S�B�H�S�B�Q�I�F �F�T�U �D�P�O�T�B�D�S�© �  �M�B �E�©�N�P�O�T�U�S�B�U�J�P�O �E�F �D�F	R�F �Q�S�P�Q�P�T�J�U�J�P�O�� �-�B �G�P�O�D��
�U�J�P�O1� (

�
n;

�
m) �F�T�U �M�Ý�J�O�E�J�D�B�U�S�J�D�F �E�F� � �R�V�J �W�B�V�U1 �T�J(

�
n;

�
m) 2 � �F�U0 �T�J�O�P�O�� �5�P�V�U �E�Ý�B�C�P�S�E�

�S�B�Q�Q�F�M�P�O�T �R�V�F �M�B �T�V�J�U�FH� �E�©
W�O�J�F �Q�B�SHn = 1 �T�Jn > 0 �F�UHn = 0 �T�J�O�P�O� �F�T�U �V�O�F
�T�P�N�N�F �C�J�O�P�N�J�B�M�F �Ø �W�P�J�S �g	û	ú�� �"�J�O�T�J �M�Ý�J�O�E�J�D�B�U�S�J�D�F1� �F�T�U �V�O�F �T�P�N�N�F �C�J�O�P�N�J�B�M�F �D�B�S

1� (
�
n) =

Y

� 2�

H� (
�
n);

�F�U �D�I�B�D�V�O �E�F�T �G�B�D�U�F�V�S�T �E�V �Q�S�P�E�V�J�U �F�T�U �V�O�F �T�P�N�N�F �C�J�O�P�N�J�B�M�F� �Q�B�S �M�B �S�¨�H�M�F �	�E�
 �E�F
�D�I�B�O�H�F�N�F�O�U �E�F �W�B�S�J�B�C�M�F��

�-�F �Q�S�P�C�M�¨�N�F �F�T�U �R�V�F �M�B �T�P�N�N�B�U�J�P�O �E�©
W�O�J�T�T�B�O�Uv �D�P�V�S�U �T�V�S �V�O �F�O�T�F�N�C�M�F �J�O
W�O�J�
�D�F �R�V�J �O�F �S�F�O�U�S�F �Q�B�T �E�J�S�F�D�U�F�N�F�O�U �E�B�O�T �M�F �D�B�E�S�F �E�F �M�B �S�¨�H�M�F �	�F�
� �O�J �N�ª�N�F �E�F �T�B
�H�©�O�©�S�B�M�J�T�B�U�J�P�O �g	û	ú��	û��

�1�P�V�S
�
n �E�B�O�TZd � �O�P�U�P�O�TB

�
n �M�F �S�©�F�M

B
�
n

�E�©�G
= max

�
j
�
mj1 �� �

m 2 Re �F�U(
�
n;

�
m) 2 �

	
;

�P�¹j
�
mj1 �F�T�U �M�F �N�B�Y�J�N�V�N �E�F�T �W�B�M�F�V�S�T �B�C�T�P�M�V�F�T �E�F�T �D�P�P�S�E�P�O�O�©�F�T�� �6�O �Q�P�M�Z�¨�E�S�F �S�B��

�U�J�P�O�O�F�M �F�T�U �C�P�S�O�© �T�J �F�U �T�F�V�M�F�N�F�O�U �T�Ý�J�M �D�P�O�U�J�F�O�U �V�O �O�P�N�C�S�F 
W�O�J �E�F �Q�P�J�O�U�T �F�O�U�J�F�S�T ��
�B�J�O�T�J� �M�Ý�I�Z�Q�P�U�I�¨�T�F �E�F 
W�O�J�U�V�E�F �T�V�S� � �J�N�Q�M�J�R�V�F �R�V�FB

�
n �F�T�U 
W�O�J �	�P�V�1 �T�J �M�F �N�B�Y�J�N�V�N

�F�T�U �Q�S�J�T �T�V�S �V�O �F�O�T�F�N�C�M�F �W�J�E�F�
��

�g	û
���	ü�-�F�N�N�F�� �ž�*�M �F�Y�J�T�U�F �V�O �S�©�F�MC > 0 �U�F�M �R�V�FB
�
n 6 C(1+ jnj1 )� �Q�P�V�S �U�P�V�U

�
n �E�FZd ��

�%�©�N�P�O�T�U�S�B�U�J�P�O���4�V�Q�Q�P�T�P�O�T �R�V�FB
�
n �O�F �T�P�J�U �Q�B�T �C�P�S�O�© �M�J�O�©�B�J�S�F�N�F�O�U�� �$�Ý�F�T�U��� ���E�J�S�F

�R�V�Ý�J�M �F�Y�J�T�U�F �V�O�F �T�V�J�U�F
�
pk = (

�
nk ;

�
mk ) �E�B�O�T� �U�F�M�M�F �R�V�Fj

�
mk j1 =j

�
nk j1 �U�F�O�E�F �W�F�S�T1 �� �&�O

�Q�B�S�U�J�D�V�M�J�F�Sj
�
mk j1 �U�F�O�E �W�F�S�T1 �� 	^�J	R�F �  �F�Y�U�S�B�J�S�F �V�O�F �T�P�V�T���T�V�J�U�F� �P�O �Q�F�V�U �T�V�Q�Q�P�T�F�S

�R�V�F
�
mk =j

�
mk j1 �D�P�O�W�F�S�H�F�� �/�P�U�P�O�T` 2 Re �M�B �M�J�N�J�U�F� �R�V�J �O�Ý�F�T�U �Q�B�T �O�V�M�M�F�� �1�P�V�S �U�P�V�U�

�E�B�O�T[0;1] �F�U �Q�P�V�S �U�P�V�Uk > 0� �M�F �Q�P�J�O�U
�
p0 + � (

�
pk �

�
p0) �F�T�U �E�B�O�T� � �Q�B�S �D�P�O�W�F�Y�J�U�©��
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�Ú �4�P�N�N�F�T �C�J�O�P�N�J�B�M�F�T �F�U �E�J�B�H�P�O�B�M�F�T

�4�P�J�Uu > 0 �F�U �Q�S�F�O�P�O�T�� k = u=j
�
mk j1 �� �$�Ý�F�T�U �C�J�F�O �V�O �S�©�F�M �Q�P�T�J�U�J�G� �F�U �J�O�G�©�S�J�F�V�S � 1

�Q�P�V�Sk �B�T�T�F�[ �H�S�B�O�E�� �0�O �D�B�M�D�V�M�F �R�V�F

�
p0 + � k (

�
pk �

�
p0) !

k !1
(
�
n0; �

m0 + u` ):

�0�S �M�B �M�J�N�J�U�F �F�T�U �V�O �Q�P�J�O�U �E�F� �Q�V�J�T�R�V�F� �F�T�U �G�F�S�N�©�� �&�U �Q�B�S �E�©
W�O�J�U�J�P�Oj
�
m0+u` j1 6 B

�
n0��

�$�P�N�N�Fu �F�T�U �R�V�F�M�D�P�O�R�V�F� �D�F�D�J �D�P�O�U�S�F�E�J�U �M�B 
W�O�J�U�V�E�F �E�FB
�
n0: �

�"�J�O�T�J� �Q�P�V�S �U�P�V�Un 2 Zd �

v
�
n =

X

�
m 2Ze

j
�
m j6C(1+ j

�
n j1 )

u
�
n;

�
m1� (

�
n;

�
m):

�1�P�V�S1 6 i 6 d� �T�P�J�Uwi ;+ �M�B �T�V�J�U�F �E�©
W�O�J�F �Q�B�S

wi ;+

�
n

�E�©�G
= Hni

i � 1Y

j =1

(Hni � n j � 1Hni +n j � 1)
dY

j =i +1

(Hni � n j Hni +n j );

�E�F �T�P�S�U�F �R�V�Fwi ;+

�
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;

�B�W�F�D �M�Ý�P�S�E�S�Ft � z1 � z2 � z3 � z4 � z5 � z6�� �-�B �S�©�E�V�D�U�J�P�O �H�©�P�N�©�U�S�J�R�V�F
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n
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t (16t � 1)@2
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�-�F�T �U�F�N�Q�T �E�F �D�B�M�D�V�M �E�F�T �P�Q�©�S�B�U�F�V�S�T �T�P�O�U �U�P�V�T �J�O�G�©�S�J�F�V�S�T �  	þ �T�F�D�P�O�E�F�T��

�i���� �6�7�5�(�+�/���Ø
nX

k=0

 
n
k

! 2 
n + k

k

! 2

=
nX

k=0

 
n
k

!  
n + k

k

! kX

j =0

 
k
j

! 3

�T���H���N���H��	û
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�P�Q�� �B�O�O��	ü	ú= t 2(t 2 � 34t + 1)@3
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t + (7t 2 � 112t + 1)@t + t � 5

�7�P�J�S �4�U�S�F�I�M� �k �#�J�O�P�N�J�B�M �J�E�F�O�U�J�U�J�F�T �{��

�i���� �� �Ø
X

r >0

X

s>0

(� 1)n+r +s
 
n
r

!  
n
s

!  
n + s

s

!  
n + r

r

!  
2n � r � s

n

!
=

X

k >0

 
n
k

! 4

�T���H���N���H��= res
z1̀ 3

1
(1 � z1)(1 � z2)(1 � z3)z1z2z3 + (z2 � z3)(z1 � z3)t

�T���H���N���E��= res
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1� y � wxy � z� wz� xz� xy � wxyz
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�E�J�B�H�P�O�B�M�F �E�F �G�S�B�D�U�J�P�O �S�B�U�J�P�O�O�F�M�M�F
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