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Ce manuscrit présente des travaux de doctorat ayant été effectués au CEA LIST ainsi
qu’au sein de I’équipe-projet POEMS (UMR INRIA/CNRS/ENSTA). Le Département
d’Imagerie et de Simulation pour le Controle (DISC) du CEA LIST regroupe un en-
semble de laboratoires autour de techniques de controle non destructif, techniques qui
sont employées dans l'industrie pour controler ’état de piéces en fabrication ou en ser-
vice, afin de s’assurer de 'absence de défauts (par exemple vérifier ’absence de fissure,
la conformité matérielle, etc...). Dans ce contexte, la simulation numérique joue un role
primordial, notamment pour le développement et la validation de méthodes de controle.

Ce travail porte sur I’étude de la diffraction d’ondes en régime transitoire, se propageant
dans un milieu de référence supposé régulier et lentement variable, par un ensemble de petit
défauts (petit est & entendre au sens "petit devant la longueur d’onde", nous reviendrons
sur ce point plus loin).

Dans le cadre du controle non destructif, il est intéressant de savoir résoudre ce type de
probléme avec efficacité (d’un point de vue numérique s’entend, c¢’est-a-dire avec rapidité
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et précision). En effet, un matériau de construction composant fréquemment les piéces a
inspecter est composé d’un mélange de béton (modélisé par le milieu lentement variable)
dans lequel est plongé du gravier (chaque morceau de gravier étant représenté par une
petite hétérogénéité). Nous pouvons également citer comme application de ce type de
travail la prise en compte de petites bulles d’air dans les piéces & inspecter, qui peuvent
provenir de défauts de construction.

Le probléme qui nous guidera tout au long de ce texte, la diffraction d’une onde acous-
tique par un ensemble de petites hétérogénéités en domaine temporel, est notamment le
prolongement naturel des travaux de Xavier Claeys [31], dont la thése, également effectuée
au sein de ’équipe POEMS, portait sur la diffraction d’ondes par des fils minces en régime
fréquentiel. Une des applications essentielles de ce type d’étude est le développement de
méthodes d’approximation numérique de 'onde diffractée par de tels défauts sans avoir
a choisir le pas de maillage de la méthode numérique sous-jacente en fonction de la taille
caractéristique ¢ des défauts (que 1'on choisisse d’utiliser des éléments finis volumiques ou
de frontiéres par exemple).

Pour obtenir une précision satisfaisante avec ces méthodes numériques classiques (la mé-
thode des éléments finis ou des différences finies pour ne citer qu’elles), il est nécessaire
que le pas de maillage h soit au plus du méme ordre de grandeur que ¢, et ce afin de
prendre en compte les détails de la géométrie du domaine de calcul (& savoir les petites
hétérogénéités dans notre cas) qui vont générer une onde diffractée. Cette contrainte sur
le pas de maillage h est trés pénalisante en terme de temps de calcul, quand ¢ est petit.
Ainsi, 'un des objectifs de cette thése de doctorat est de s’affranchir de cette contrainte,
et conduira au développement d’une méthode numérique permettant de choisir le pas de
maillage h indépendamment de ¢, et prenant en compte de maniére approchée la présence
des hétérogénéités.

Il existe un certain nombre de travaux traitant de la diffraction des ondes par des petites
hétérogénéités dans le domaine fréquentiel (conduisant a étudier I’équation de Helmholtz),
et l'on trouve également une littérature abondante pour le cas de problémes au Laplacien.
Citons par exemple [32, 66|, le modeéle de Foldy-Lax [26, 56, 44, 13, 12| ou encore les tra-
vaux utilisant la notion de tenseur de polarisation généralisé [3]. On trouve également des
approches essentiellement numériques pour la prise en compte de petites hétérogénéités
comme par exemple [77].

Au vu de la littérature existante, précisons que la nouveauté essentielle de ce manuscrit
provient du fait que nous nous intéressons & un modeéle de propagation d’ondes dans le
domaine temporel. Par ailleurs, le cahier des charges établi au préalable de ces travaux
de thése stipulait la nécessité de développer une méthode d’approximation numérique
de I'onde diffractée par des petits défauts, basée sur la méthode des éléments finis et
son intégration au sein d’une librairie appelée ONDOMATIC, développée initialement par
Sébastien Impériale en interne au CEA LIST et spécialisée dans la résolution de problémes
de propagation d’ondes transitoires.

Cette librairie s’appuie sur une discrétisation par éléments finis d’ordre élevé en espace
et permet 'utilisation de plusieurs types de schémas en temps (schémas d’ordre 1 ou
d’ordre 2, explicite ou implicite, etc...). Un certain nombre de fonctionnalités accélérant
le processus de résolution du systéme linéaire issu de la discrétisation sont implémentées,
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FIGURE 1.0.1 — Instantané d’une onde élastique diffractée par un ensemble de défauts
petits devant la longueur d’onde. Simulation effectuée a l’aide de la librairie de calcul
ONDOMATIC.

telles la condensation de masse [34] qui offre une structure creuse a la matrice de masse
(ce qui accélére significativement son inversion itérative), la disponibilité de couches par-
faitement adaptées [16, 22] ou encore une méthode de décomposition de domaine basée
sur les ¢léments finis mortiers [60, 5.

1.1 MOTIVATION, CONTEXTE APPLICATIF ET
ETAT DE L’ART

La simulation numérique a connu un essor considérable depuis 1’émergence et la démo-
cratisation des outils informatiques. Jusqu’a récemment, la puissance de calcul disponible
a cri exponentiellement : la loi de Moore, un énoncé empirique, stipule que la densité de
transistors sur un microprocesseur double chaque année et ce a cotit constant [74]. Cette
loi s’est avérée quasiment exacte jusqu’a atteindre un seuil limite correspondant a une
limite physique en deca de laquelle 'augmentation du nombre de transistors a taille de
processeur constante n’est plus rentable ou plus envisageable. Les modéles de dévelop-
pements de la puissance de calcul actuels s’appuient désormais sur calcul paralléle et le
recours au multi-coeur. Des modéles de plus en plus complexes peuvent étre simulés, qu’il
s’agisse de prendre en compte des phénoménes physiques de plus en plus élaborés ou des
géométries de plus en plus fines et complexes.

Cependant, il existe un grand nombre de problémes pour lesquelles 'utilisation de la force
brute est peu souhaitable. C’est en particulier le cas des problémes dits multi-échelles :
un probléme est dit multi-échelle lorsqu’au moins deux quantités d’ordre de grandeur
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trés différents interviennent canoniquement dans sa modélisation. Par exemple, quand
les grandeurs considérées sont des longueurs, lors de l'implémentation d’une méthode
de résolution numérique d'un probléme de ce type, nous y reviendrons section 1.3, il
est naturel de calibrer la méthode sur la plus petite des longueurs [ intervenant dans
la modélisation, afin de prendre en compte l'intégralité des détails géométriques. Ceci
revient & utiliser une méthode de raffinement de maillage, et si idéalement celui-ci n’est
que local, cette solution demeure trés pénalisante en terme de cotit de calcul, étant donnée
I'existence de longueurs bien supérieures a [ dans la formulation du probléme.

Le probléme que nous considérons dans cette these, la diffraction d’une onde par un ou
des défauts de taille petite devant la longueur d’onde, appartient a la classe de problémes
multi-échelles, puisque deux longueurs ayant différents ordres de grandeur, la longueur
d’onde et la taille caractéristique des défauts, interviennent dans sa formulation.

Les problémes multi-échelles ont largement été étudiés dans la littérature d’analyse numé-
rique au cours des la fin du XXeéme siécle et du début du XXI éme siécle (voir par exemple
[88]). Dans un contexte plus spécifique, un certain nombre de problémes de propagation
d’ondes dans des milieux comportant des dimensions significativement plus petits que la
longueur d’onde ont été étudiés (c’est en particulier 'objet d’un certain nombre de tra-
vaux au sein de 1’équipe-projet POEMS) : on peut par exemple citer la propagation des
ondes dans des fentes minces |63, 64|, au travers de couches minces [21, 39, 82, 83|, dans
des cables co-axiaux [59], etc. ..

1.2 VERROUILLAGE NUMERIQUE

Une des difficultés majeures que nous aurons a traiter est illustrée par la notion de ver-
rouillage numérique. La formulation mathématique d’un grand nombre de phénomeénes
fait intervenir un parameétre a provenant de considérations physiques. Par exemple, les
modeéles de plaques faisant intervenir I’épaisseur de la plaque d, le coefficient de Poisson
v, etc... L’approximation numérique de tels problémes peut devenir trés difficile (en terme
de coiit de calcul) quand le paramétre « est voisin d’une valeur critique oy, par exemple
quand I’épaisseur de la plaque d — 0 ou quand le coefficient de Poisson v — 0.5 ou dans
notre cas quand le rapport taille de défaut sur longueur d’onde /A — 0.

La plupart du temps, les estimations d’erreur a priori sont établies pour une valeur a > «y
fixée. Ces estimations n’étant généralement pas uniforme en «, celles-ci peuvent dégénérer
quand a — «g. C’est ce phénomeéne que I’on nomme verrouillage numérique. Les premiers
travaux traitant de ce phénomeéne ont été publiés dans les années 1980 [6], et une définition
mathématique précise des notions de verrouillage et de robustesse est donnée dans les
articles de Babuska [9, 10].

Comme nous le verrons, le probléme de diffraction d’onde par un ou plusieurs obstacles
petits devant la longueur d’onde, traité par une méthode par élément finis standards
verrouille fortement : I'erreur commise se comporte de maniére satisfaisante uniquement
quand le pas de maillage h est tel que h < e.

Un des objectifs de cette thése est de développer une méthode numérique robuste rela-
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tivement a la taille des défauts, c’est-a-dire une méthode numérique pour laquelle nous
disposons d’estimations d’erreur a priori uniformes relativement & la taille des défauts.
Idéalement, nous souhaitons également que la décroissance de l'erreur quand h — 0 ait
lieu & la méme vitesse que pour le cas d’'un milieu homogéne.

1.3 APPROCHE NUMERIQUE PAR RAFFINEMENT
DE MAILLAGE ET PAS DE TEMPS LOCAL

Pour illustrer certaines difficultés inhérentes au probléme de diffraction par des petits
défauts, supposons que nous cherchions a calculer une approximation espace-temps de
I'onde diffractée par un défaut unique de taille e, plongé dans un milieu homogéne, sous
I’éclairage d'un champ incident w;,., par une méthode de type élément finis classique.
Le défaut considéré peut-étre pénétrable (contraste des parameétres physiques), ou bien
soumis a une condition de bord (de type Dirichlet, Neumann ou Robin pour ne citer que
les plus classiques d’entre elles).

Nous cherchons & donner ici un sens a la notion de longueur d’onde centrale, pour une onde
transitoire. Cette notion est trés simple a appréhender dans le cas d’un signal périodique
en temps, bien que nous considérions des phénomeénes plus sophistiqués dans notre étude
et dans nos simulations numériques.

Notons d € {2, 3} la dimension d’espace. Soit T' > 0 et supposons que le champ incident
Uine SOit T-périodique en temps, c¢’est-a-dire que

Ve eRY VE>0, upc(z,t+T) = upm(x,t).
Notons A la longueur d’onde associée a T', ¢’est-a-dire
A= cT,

ol c est la vitesse du milieu ambiant. Nous supposons que les dimensions du défaut sont
petites devant la longueur d’onde, c¢’est-a-dire que

€
— « 1.
A

REMARQUE 1.3.1

Une définition de la longueur d’onde centrale, plus proche des expériences numériques
que nous réaliserons est la suivante. Considérons un point x, € R?, ainsi qu’une fonction
f: R — R de classe €~ a support compact. Nous supposons que le champ incident ;.
satisfait I’équation des ondes suivante

(32 Uinc
ot?

(w7t) - CzAanc(iU,t) = 5w0 (w)f(t)a T e RQ? t> 07

oll 04, est la masse de Dirac en xy. Comme f est supposée infiniment dérivable et a
support compact, sa transformée de Fourier est bien définie et atteint son maximum en
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valeur absolue, en une fréquence f,,... La longueur d’onde centrale \ est alors la longueur
d’onde associée a la fréquence fp.x, définie par

Cc

e

A

Si il n’y avait aucun défaut dans le milieu, nous pourrions utiliser la régle empirique
suivante pour calibrer le pas de maille i de notre méthode numérique : utiliser un maillage
tel qu’il y ait au minimum entre 6 et 10 degrés de libertés par longueur d’onde, ce que
nous noterons

h~ M\

Dans le cas de la diffraction par un défaut, pour atteindre une précision satisfaisante et
calculer une bonne approximation du champ diffracté par le défaut, il est nécessaire que
h soit du méme ordre de grandeur que . Ainsi 'efficacité en termes de stockage mémoire
d’une part, et de temps de calcul d’autre part va étre nettement dégradée si 'on cherche
a appliquer une méthode numérique classique a notre probléme.

Cette difficulté est encore plus frappante lorsque 'on travaille dans le domaine tempo-
rel. 11 est en effet assez classique d’utiliser un schéma explicite en temps (aprés semi-
discrétisation en espace) pour simuler la propagation des ondes, quitte a utiliser une
technique de condensation de masse, voir par exemple [35].

Ces schémas sont stables si et seulement si une condition de stabilité CFL (Courant-
Friedrichs-Lax) est satisfaite. Cette condition CFL peut s’exprimer sous différentes formes,
équivalentes les unes aux autres. Ces expressions font généralement intervenir les matrices
de masse et de rigidité obtenues aprés semi-discrétisation par éléments finis. On peut
montrer, dans le cas académique d’un maillage uniforme en temps et en espace, que cette
condition est équivalente &

At < Ch,
ou At est le pas de temps et C' > 0 est une constante indépendante de At et de h.

Ainsi I’application d’une discrétisation espace-temps naive au probléme de diffraction par
des petits défauts meéne, dans le cas de 'utilisation d’un schéma explicite, & une importante
réduction du pas d’espace et du pas de temps et donc a une augmentation conséquente du
stockage mémoire et du temps de calcul. Précisément, I’augmentation du cotit de stockage
mémoire est de l'ordre de
e\ —(d+1)
)

I’égalité ayant lieu dans le cas de 1'utilisation de maillages uniformes.

Nous sommes ainsi confrontés a une situation qui peut sembler paradoxale, car 'amplitude
du champ diffracté est d’autant plus petite que la taille du défaut 'est (en fait 'amplitude
relative du champ diffracté est de I'ordre de (¢/A)?, nous le montrerons dans les sections
suivantes). Les cotts de calcul et de stockage mémoire sont alors trés élevés, pour calculer
un phénomeéne d’amplitude tres faible. Ce phénoméne est d’autant plus marqué en 3
dimensions, ot le calcul d’une solution au probléme de diffraction par un petit défaut,
par une méthode de type éléments finis standard, peut devenir inenvisageable sur une
machine standard.
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Pour remédier a cela, une solution possible est 'utilisation d’une technique de raffinement
local de maillage au voisinage du défaut, couplée a une technique de pas de temps local
[40, 58, 37|. Bien que plusieurs méthodes de nature différentes soient regroupées sous cette
appellation de pas de temps local, celles-ci ont toutes pour objectif I'utilisation d’un pas de
temps global qui ne soit pas dégradé par le raffinement d’une région localisée du maillage.

A titre illustratif, nous avons simulé I'onde diffractée par un ensemble de petits défauts en
utilisant une discrétisation en espace par éléments finis lagrangiens, et un schéma saute-
mouton avec pas de temps local autour de chaque défaut pour la discrétisation en temps
(voir figure 1.3.1). Bien que les techniques de pas de temps local soient reconnues pour

FIGURE 1.3.1 — Instantané d’une simulation avec pas de temps local autour de chaque
petit défaut.

leur performance et leur efficacité, elles demeurent lourdes & mettre en place (il faut par
exemple aller modifier en profondeur les codes de calcul) et ne permettent pas la prise en
compte de la physique sous-jacente au probléme. Dans notre situation, nous avons opté
pour une analyse asymptotique du probléme, conduisant & la construction de modéles

h Naot | Temps de calcul (s)
Milieu homogéne | 0.4 | 4.10* 6
Milieu perturbé | 0.01 | 2,1.10° 2500

FIGURE 1.3.2 — Tableau comparatif de différentes données de simulation par éléments finis
lagrangiens Qq, pour le cas d’un milieu homogéne et d'un milieu homogéne perturbé par
de petites inclusions circulaires de taille ¢ = 0.1. Le pas de maillage h renvoie au diameétre
de la plus petite maille présente dans le maillage. Une technique de pas de temps local
est utilisé pour le milieu perturbé au voisinage de chaque inclusion, ainsi le pas de temps
global est le méme pour les deux simulations. La longueur d’onde centrale est A = 2.
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FIGURE 1.3.3 — Zoom sur le maillage supportant la simulation présentée figure 1.3.1. Au
voisinage des inclusions, les mailles sont trés fines.

approchés.

1.4 APPROCHE ALTERNATIVE : UTILISATION DE
MODELES APPROCHES

Une approche alternative pour pallier ces problémes de convergence de la méthode numé-
rique est la construction de modéles approchés, au sein desquels la présence des inclusions
est prise en compte de maniére faible, dans un sens que nous préciserons dans la suite.
C’est ce type d’approche qui est développé par exemple dans [31].

1.4.1 Outil de référence : I’analyse asymptotique

La construction de tels modéles passe dans un premier temps par une analyse asympto-
tique du probléme de diffraction, oil le petit paramétre § est le ratio taille caractéristique
du défaut /longueur d’onde centrale :

€

0:=—.

A
Comme nous le verrons dans la suite, cette analyse permet d’écrire le champ de pression
acoustique comme une combinaison des développements du champ total en champ lointain
et en champ proche, qui prennent respectivement la forme de séries formelles du type

0

M(8) wn(a,t) et pa(8) U (%t) (1.4.1)

n=0
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ou les A\, pn, n € N sont des fonctions de jauge, vérifiant

)‘n+1(5) #n+1(5)
MO RN OB

et les u,, U, sont des fonctions indépendantes de 4.

Les u,, U, étant indépendants de J, une stratégie envisageable est alors de tronquer
ces séries et d’utiliser une discrétisation par éléments finis s’appuyant sur un maillage
complétement indépendant du ou des défauts.

Plusieurs approches sont possibles pour obtenir de tels développements. On peut par
exemple citer la méthode des développements multi-échelles, parfois appelée également
méthodes des développements composés [17, 18] ou encore les méthodes de sensibilité
topologique [11]. Nous avons opté pour la méthode des développements asymptotiques
raccordés [57] & laquelle nous consacrons un chapitre de ce manuscrit.

1.4.2 Philosophie générale : milieu de référence et perturbation

Dans un deuxiéme temps, aprés avoir effectué l'analyse asymptotique du probléme de
diffraction, se posera la question de la construction effective de modéles approchés. La
question est de savoir s’il existe une stratégie plus pertinente que la simple troncature des
séries (1.4.1), suivie du calcul numeérique des termes successifs de la somme tronquée.

Deux modeéles approchés ont été développés au cours de cette thése. Le premier modeéle

s’appuie sur une analyse en champ proche du champ de pression, alors que le deuxiéme

provient d’une analyse en champ lointain. De maniére générale, ces modéles sont des
perturbations de I'équation des ondes posée dans le milieu sans défaut. Pour chacun
d’entre eux, une série de questions naturelles se pose et sera étudiée :

e Le caractére bien posé du probléme approché, au sens de Hadamard [52]. Il s’agit
d’étudier si le probléme admet une solution unique, et si celle-ci dépend contintiment des
données. En particulier, on s’attachera a prouver un résultat de stabilité relativement
au petit paramétre 0.

e La convergence de la solution du modeéle approché vers la solution du modéle exact
quand 0 — 0. On quantifiera précisément la vitesse de convergence.

e Le probleme se discrétise-t-il plus aisément que le probléme initial 7 En particulier,
nous nous intéresserons a la qualité de I'approximation aprés semi-discrétisation en
espace. Nous constaterons que, dans le cas d’une discrétisation en espace par éléments
finis classiques, celle-ci est généralement dégradée par un phénomeéne de verrouillage
numérique, mais que celui-ci peut-étre surmonté par l'enrichissement (par un faible
nombre de fonctions, localisées au voisinage de chaque inclusion) de ’espace d’approxi-
mation.

e La discrétisation en temps est-elle dégradée par ces schémas ? Les modéles que nous
présenterons sont des perturbations de I’équation des ondes dans ’espace libre (dans le
milieu sans défaut). Ce type de probléme peut-étre discrétisé en temps par un schéma
explicite couplé & une méthode de condensation de masse. On s’assurera que la condition
de stabilité des problémes totalement discrétisés est également une perturbation de la
condition de stabilité pour le cas du milieu sans défaut.
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1.5 PLAN DU MANUSCRIT

Les nouveautés que nous avons cherchées a apporter au cours de cette thése sont de
deux natures. Nous avons dans un premier temps effectué ’analyse asymptotique du
probléme de diffraction par un petit obstacle dans le domaine temporel. Nous avons ensuite
développé deux méthodes numériques couplant les résultats de I’analyse asymptotique et
une méthode de type éléments finis volumiques d’ordre élevé, avec comme contrainte
principale de garder la possibilité d’'utiliser un maillage complétement indépendant des
défauts (par exemple cartésien).

Ce manuscrit est organisé de la maniére suivante :

e Dans le chapitre 2, nous introduisons un certain nombre de notations standards d’ana-
lyse fonctionnelle, présentons le probléme modéle auquel nous nous intéressons, et rap-
pelons un certain nombre de résultats classiques liés a ’équation des ondes en régime
transitoire.

e Dans le chapitre 3, nous développons I'analyse asymptotique du probléme de diffraction
présenté au chapitre 2. Nous introduisons les outils d’analyse fonctionnelle adaptés a
I’étude théorique, et présentons la méthode des développements asymptotiques raccor-
dés. Nous effectuons un développement de la solution a l'ordre 2 en champ proche et
en champ lointain et présentons une analyse d’erreur.

e Dans le chapitre 4, nous utilisons les résultats de I'analyse asymptotique effectuée au
chapitre 3 pour proposer deux modéles approchant notre probléme modeéle. Ces deux
modeéles ont pour propriété d’étre des perturbations de I’équation des ondes posée dans
I’espace libre. Pour chacun de ces deux modéles, nous proposons une analyse de conver-
gence et de stabilité.

e Dans le chapitre 5, nous nous concentrons sur ’approximation numérique des deux
problémes approchés sus-cités. En particulier, nous montrons qu’un phénomeéne de ver-
rouillage numérique survient dés lors que nous cherchons a appliquer une méthode de
discrétisation par éléments finis classique aux problémes approchés proposés. Nous pro-
posons une méthode d’enrichissement de 1’espace d’approximation par un petit nombre
de fonctions, qui devrait permettre de surmonter le phénomeéne de verrouillage.

e Enfin dans le chapitre 6, nous présentons une série de résultats numériques pour diffé-
rentes expériences ainsi que différentes courbes d’erreur pour valider la pertinence des
modeéles approchés.
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Dans cette section, nous présentons le probléme modeéle qui guidera notre étude tout au
long de ce manuscrit. Dans un premier temps, nous introduisons les espaces fonctionnels
classiques (notamment les espaces de Lebesgue et de Sobolev) adaptés a I’étude d’équation
aux dérivées partielles linéaires. Dans un deuxiéme temps, nous explicitons le probléme
de diffraction par des petites inclusions.

2.1 NOTATIONS D’ANALYSE FONCTIONNELLE

Ici, nous rappelons quelques définitions autour des espaces de Lebesgue et de Sobolev.
Ces espaces sont adaptés a la modélisation d’une grande classe de phénomeénes physiques,
et fournissent un cadre fonctionnel adéquat a 1’étude d’un certain nombres d’équations
aux dérivées partielles. L’objectif de cette section est avant tout de spécifier les notations
utilisées tout au long de ce manuscrit. Ainsi, nous nous restreignons a une présentation
sommaire de ces espaces fonctionnels, plus de détails pouvant-étre trouvés dans la litté-
rature, par exemple dans [20].

Soit d € N et 2 = R? un ouvert non vide. Soit n € N. Nous notons €™ (2) I’ensemble des
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fonctions n fois différentiables sur {2 admettant une différentielle n-éme continue, ainsi

que
“(Q) = [ €"(Q
neN
I’ensemble des fonctions infiniment dérivables sur Q. Un élément a = (o, ..., aq) € N%

sera appelé un multi-indice. Nous noterons |a| = a; + as + ... + ag et al = ajlag!. .. oyl
Pour une fonction v € €™ () et pour o € N? tel que |a| = n, nous noterons

aled] a2
'U = (/ml 912

Quand 2 est borné, €"(2) est un espace de Banach, muni de la norme

en(Q) = 2 Z sup |dgv ()],

k=0 |o|<k xe)

v

ot la seconde somme porte sur Iensemble des multi-indices o« € N? de longueur inférieure a
k. Si Q est non borné, €"(2) est complet muni de la topologie de la convergence uniforme
sur tout compact, mais cette topologie n’est pas issue d’une norme.

Soit p € [1, oo[. Classiquement, nous notons LP(2) I'espace de Lebesgue complexe d’expo-

sant p, qui, muni de la norme
1
p
o= ( [ 1o daz)”
Q

est un espace de Banach. Rappelons également que L*(2) muni du produit scalaire

(u,v) = {u, v)1200) 1= L u(x) v(x) de

est un espace de Hilbert. Parfois, étant donnée une fonction p : 2 — R mesurable bornée
et uniformément positive (c’est-a-dire telle igf p > 0), nous serons amenés a considérer la
norme

ol o= | pl@lel@)f do
qui est équivalente a la norme usuelle sur L*(€2) et qui est issue du produit scalaire

(1, 0) > Cut, V3ragc, ) = L o(@) u(x) 7(x) de.

Nous définissons 1’espace de Sobolev d’exposant n
H*(Q) := {v e L*(Q) telles que [vn(q Z Z H@O‘UHLQ < oo},
k=0 |$

o1, & nouveau, la seconde somme porte sur ’ensemble des multi-indices o € N de longueur
inférieure a k. Rappelons que H"(Q2) est un espace de Hilbert, muni du produit scalaire

(U, U) — <u7 U>H” Z Z <agua é’2:62;>L2(Q)7

k=0 |a|<k
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et que H°(Q) = L*(9Q).

Rappelons la définition de la divergence et du gradient. Si u € D’(2) alors son gradient
Vu est la distribution vectorielle définie par

tandis que la divergence d’une distribution vectorielle v € [D'(£2)]? est définie par

dive := Z U

&En

v, désignant la n-éme composante de v. Nous aurons occasionnellement (et notamment
au chapitre 4) besoin de 1'espace H(div, ), qui est I'espace défini par

H(div, Q) := {ve [L*(Q)]? telles que div ve L*(Q)}.

Nous définissons a présent une série d’espaces fonctionnels qui nous seront utiles pour
I’étude des problémes de propagation d’ondes dans le domaine temporel que nous serons
amenés a traiter dans ce manuscrit. Quand cela ne portera pas a confusion, nous réaliserons
I'abus de notation suivant : si u : (x,t) — u(x,t) désigne une fonction dépendant de
Iespace et du temps, définie sur €2 x I, I étant un intervalle de R, alors nous noterons
également

u:t e u(t)

la fonction définie sur I et a valeurs dans l'espace des fonctions définies sur €, u(t) étant
alors définie par
u(t) : @ — u(x,t).

Dans la suite X désignera un espace de Banach donné, muni de la norme ||-|x et I = (a,b)
un intervalle de R, non nécessairement borné (possiblement @ = —o0 ou b = +0). Alors
nous noterons indifféremment

¢"(1,X) ou €"(a,b,X)

I’ensemble des fonctions définies sur I a valeurs dans X n-fois différentiables sur I et dont
la différentielle n-éme est continue. Quand I est borné, €" (I, X) peut-étre muni de la

norme
¢r(1,X) *= Z SUP

ce qui lui confére alors la qualité d’espace de Banach.

v :

dt’f

Dans le méme ordre d’idée, nous noterons

LP(I,X) ou LP(a,b,X)
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I'espace de Lebesgue d’exposant p des fonctions définies sur I et a valeurs dans X, qui,

muni de la norme )
P
o = ( [ 1ol @)’

est lui-méme un espace de Banach. Pour plus de détails concernant la théorie de I'intégra-
tion de Lebesgue pour des fonctions a valeurs dans des espaces de Banach, nous renvoyons
par exemple a [86].

2.2 PRESENTATION D’UN PROBLEME MODELE

Le probléme modéle que nous considérerons tout au long de ce manuscrit est le pro-
bléme de diffraction d’une onde acoustique temporelle par un ensemble de petits défauts
pénétrables.

Donnons-nous un entier N € N non nul, un paramétre ¢ > 0 fixé (mais destiné a tendre
vers 0) ainsi qu’une collection d’ouverts bornés disjoints a frontiére lipschitzienne

wicR? 1<n<N.

n

"), 1 < n < N représentent les petites inclusions de notre probléme. Nous ferons,

Les (w

Uinc

FIGURE 2.2.1 — Exemple de configuration géométrique étudiée : N inclusions sous 1’éclai-
rage du champ incident uyc.
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avant d’effectuer 'analyse asymptotique du probléme au chapitre 3, des hypothéses sur
leur taille, qui devra tendre vers 0 quand € — 0, ainsi que sur leur localisation dans le plan :
nous supposerons que les w, sont bien séparés les uns des autres, et en particulier qu’ils ne
se rapprochent pas quand € — 0. Cependant, ces hypothéses ne sont pas nécessaires dans
I'immédiat. Retenons simplement que nous disposons d’une famille d’inclusions disjointes,
chacune d’entre elles étant indexées par un parameétre € > 0.

Décrivons maintenant les propriétés matérielles du milieu de propagation. Donnons nous
2N +2 constantes pg, p1,- -, PN, Mo, M1, , N Strictement positives, qui représenteront
la valeurs des coefficients de propagation dans le milieu extérieur ainsi qu’a l'intérieur de
chacune des inclusions.

Les propriétés matérielles du milieu de propagation sont alors représentées par les fonc-
tions p. and p. définies par

N N
. 2 n . 2 n
po(z)={ Mo sl TE R \TLL_JI wr, p(@)={ Po st TE R \nL_Jl Wi (2.2.1)

3 n : n
My Si T EwW], pn Si T EwW.

Donnons-nous une fonction f, le terme source de notre probléme de propagation. Par
soucis de simplicité, f sera supposé infiniment dérivable en temps et de carré intégrable
en espace f € €*(R",L*(R?)), bien que des hypothéses plus générales puissent étre
considérées.

Définissons le Laplacien généralisé A, associé¢ a ji. est défini par
A, v = div(p. Vo)
pour toute fonction v € D(A,, ) = H'(R?) ot
D(A,.) = {ve H'(R?) telque A, vel?*R?}.

est le domaine de A,_. Bien entendu, div et V désignent respectivement les opérateurs
divergence et gradient usuels.

Nous avons alors a notre disposition I’ensemble des ingrédients pour considérer le probléme
suivant :
Trouver u. € €*(R*,L*(R?)) n ¢°(R*,D(A,.)) tel que

2
ps% —div(pVue) = f(z, 1), xeR? teR', (2.2.2)

ue(x,0) = dyu.(x,0) =0, x € R%

Interprétation physique des coefficients p et L’équation (2.2.2), connue comme
I'équation d’onde acoustique linéaire dans le milieu (p., pi.) peut-étre obtenue a partir de
différentes modeéles physiques. Les équations de 'acoustique linéaire peuvent étre vues
comme une dégénérescence des équations de ’élastodynamique linéaire lorsque le second
coefficient de Lamé tend vers 0. Dans ce contexte, on a p. = 1/A. ou A, est le premier
coefficient de Lamé du matériau, et p. = 1/d. ou d. est la densité du matériau. Nous
renvoyons par exemple a [80] pour plus de détails concernant ces aspects de modélisation.



24 CHAPITRE 2. PRESENTATION D’UN PROBLEME MODELE

REMARQUE 2.2.1

Remarquons que le champ incident u;,., introduit dans la légende de la figure 2.2.1 est
simplement la solution du probléme sans trou

Trouver uj,. € €*(R*,L*(R*)) n €°(R",D(A)) tel que
poafuinc - MOAuinc = f(w7 t)a T e R27 te R+7 (223)
uinc(w; O) = a1‘,'U/1'nc(ccu O) = O; T e R27

Iespace D(A) < L*(R?) étant le domaine de I'opérateur Laplacien A, défini par

D(A) := {ve HY(R?) tel que Awve L*(R?)} = H?*(R?).

La proposition suivante est la premiére brique de notre étude, et assure l’existence d’une
unique solution au probléme (2.2.2).

PROPOSITION 2.2.2

Le probléme modéle (2.2.2) est bien-posé : il admet une solution unique
u. € €*(RT, L*(R?)) n €°(R*,D(A,.)) vérifiant de plus Pestimation suivante

f <,0E + pe |Vue(z, t)] ) de < f\/J —|fm7'|2dmdr Vi = 0.
R R2 P

(2.2.4)
Par ailleurs, u. posséde la régularité

6u5(:n H

e € €°(RY, D(A,)).

DEMONSTRATION : Le caractére bien-posé du probléme (2.2.2) peut se démontrer clas-
siquement selon deux méthodes : soit en utilisant le théoréme de Hille-Yosida (voir par
exemple |20, Théoréme 7.4]), soit en se basant sur une approche énergétique (voir par
exemple [42, Paragraphe 7.2|) plus conforme a la présentation faite dans ce manuscrit.
Nous avons fait le choix de ne pas exposer dans ce manuscrit 1’arsenal technique néces-
saire & l'introduction du théoréme de Hille-Yosida. Nous référons a [76] ou & [42, Théoréme
7.2.7] concernant la régularité en temps de u..

Pour montrer I’estimation d’énergie a-priori, nous utilisons un raisonnement classique, que
nous rapportons ici en raison de 'importance que I'estimation (2.2.4) aura dans la suite
de ce manuscrit, et de la place centrale que celle-ci tient dans I’étude des phénomeénes de
propagation en temps.

Soit u. € €*(R*,L*(R?)) n €°(R*,D(A,.)) la solution de (2.2.2). En multipliant I'équa-
tion des ondes vérifiée par u. par d,u. et en intégrant sur R? tout entier a t > 0 fixé (ce
qui est légal en vertu du fait que u. € €*(R", L*(R?))), nous obtenons I'identité

J (p=07u-tpue — div(p.Vue) o, ) (z,t) de = | f(x,t)0u(z,t) de, Vi> 0.
R2

R2
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La régularité espace-temps de u. nous permet d’intervertir dérivée temporelle et intégrale
spatiale, tandis que la formule de Green appliquée au deuxiéme terme de l'intégrale a
gauche de 'égalité précédente, montre que au bilan :

1d
5 11 (ps |atu5‘2 + He ’vu5|2) (wat) dx = f(wat)atus(wa t) dwa vt > 0.
2 dt R2 R2

En notant E(u.,t) I'énergie associée a u. au temps ¢ > 0 définie par

1
E(u.,t) := 5 fn@ (p- O] + pe |Vu5|2) (xz,t) dz,

nous avons donc montré que

dFE
%@LE,T) = | flz,7)owue(x,7) de, Y7 >0. (2.2.5)
R2

En intégrant 1'égalité (2.2.5) entre 0 et ¢ > 0, il vient donc que

E(uc,t) = L(f(T), Orue (T))r2(r2) dr, Wt >0, (2.2.6)

en vertu des conditions initiales nulles imposées a u., qui impliquent en particulier que

E(u.,0) = 0.
Or d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz, et puisque

V1 > O, HatUE(T)Hiz(Ra pe) < ZE(UE,T),
il vient que

), Oue(r)reey < IF(7) @z, 1700 |0 (T) L2 @2, o)
< V2| £(7) e, 1oV E (e, ),

et ce V7 > 0. En reportant dans (2.2.6), nous obtenons que

t
E(ue,t) < \/éj |f(T) 22, 17009V E(ue, ) d7, ¥Vt > 0. (2.2.7)
0

Nous concluons en appliquant le lemme de Gronwall [50, p. 371|, résultat classique dans
I’étude des inéquations différentielles :

LEMME 2.2.3 (Lemme de Gronwall)

Soit a €]0, 1], ¢ et m deux fonctions continues positives définies sur [0, T] telles que

o(t) < L m(s)p(s)* ds, Ytel[0,T].
Alors L
olt) < ((1 - oz)fo m(s) ds> T vielo,T).
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En appliquant le lemme de Gronwall & la situation décrite par I’équation (2.2.7), il vient
que

1 [ 2
E(ue,t) < (\—@L LF ()22, 1/p.) dT) , V>0,

ce qui achéve la preuve. Notons que nous aurions également pu intégrer directement
I'inéquation différentielle (2.2.7).

O
Notons que la proposition 2.2.2 fournit une estimation de u. indépendante de ¢ dans
une norme indépendante de €, ce qui constitue un résultat de stabilité de la solution wu.
relativement au parametre ¢ :

COROLLAIRE 2.2.4

11 existe une constante C' > 0 telle que Ve > 0 et pour tout T' > 0, on ait
sup ‘
te[0,T7]

DEMONSTRATION : C’est une conséquence immédiate de la proposition 2.2.2 et de la
définition des coeflicients p., f..

Ouc(t)
ot

+Vte®)lame) | < Clfluorrame)
L2(R2)

m}

Le résultat précédent montre que la famille (u.).5¢ est uniformément bornée dans la norme
d’énergie, relativement au parameétre €.

REMARQUE 2.2.5

e Nous pourrions montrer de méme que le probléme (2.2.3) est bien posé, et que sa
solution u;,. vérifie ’'estimation a-priori

J (po + 1o |Vtine(z, t)| > de < J\/J —|fa: T)?dedr, Vt=0.
R2 Rr2 L0

e Etant donné le modeéle considéré pour les paramétres physiques p. et ji., le probléme
de diffraction (2.2.2) est équivalent au probléme suivant

6umc(a: t)

[ Trouver u. € €*(R*,L3(R?)) n €°(R*,D(A,.)) tel que

po0iu. — poAu, = f(x,t), T e ]R2\U wr, teRT,

PnOite — pnAu, = 0, xew t c R*,

[ug]awn = [MEVuE-n]awn =0, ne{l,--- N}, teR™,
us(x,0) = dyu.(x,0) =0, x e R?,

\

ot I'opérateur [v]a,» désigne la différence des traces de v sur dw!'

[V]owr =0T —v7, x €,
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vt et v~ désignant respectivement la trace depuis R*\w" et depuis w” vers ow”, et ot
n est le vecteur normal a ow.

L’objectif de la suite de ce manuscrit est I’élaboration de modeéles approchés de (2.2.2),
plus simples a résoudre numériquement que (2.2.2) lui-méme. Ceci passe dans un premier

temps par ’analyse asymptotique de u. quand € — 0, que nous décrivons dans le prochain
chapitre.
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L’objectif de ce chapitre est 'obtention d’un développement asymptotique de la solution
ue du probléme (2.2.2) quand € — 0. Aprés un passage en revue des différents procédés
permettant d’obtenir un tel développement, nous mettons en place un certain nombre
de notions techniques préliminaires nous permettant d’appliquer la méthode des déve-
loppements asymptotiques raccordés, ce qui nous permettra d’obtenir un développement
asymptotique effectif ainsi qu'une analyse d’erreur entre u. et son développement.

3.1 INTRODUCTION A LA METHODE DES
DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES RACCORDES

Il existe différentes méthodes pour obtenir un développement asymptotique de la solu-
tion wu. en fonction de €. Citons les méthodes de type équations intégrales, consistant a
écrire le probléme de diffraction sous la forme équivalente d’une équation de Lippman-
Schwinger, puis a effectuer un développement asymptotique du noyau intégral, la méthode
des développements multi-échelles (ou encore méthodes des développements composés) ou
finalement la méthode des développements asymptotiques raccordés.

Nous optons pour la méthode des développements asymptotiques raccordés. Précisons
dans un premier temps ce que nous appelons développement asymptotique, et introduisons
au préalable la notion de séquence de jauge.

DEFINITION 3.1.1

e Une suite de fonctions (\,)peny définies sur un intervalle de la forme [0, o[ est appelée
une séquence de jauge si Vp € N, nous avons la relation suivante

Aale)
Ap (e) -0

ce que nous noterons indifféremment
Mpia(6) = o(A(€)).

e Nous dirons d’une fonction h définie sur un intervalle de la forme [0, | qu’elle admet
un développement asymptotique ou un développement en série le long de la séquence
de jauge (\p)pen si il existe une suite (c,)pen telle que Vn € N, nous avons

—0

hie) = D ehle) =, 0(Aale)).

Nous noterons alors

0
h(e) = Z cpAp(€), quand e — 0.
p=0
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L’idée sous-jacente a la méthode des développements asymptotiques raccordés est qu’il
est impossible d’obtenir un développement asymptotique de u. du type

uc(x,t) = > Ap(e) up(, ), (3.1.1)

peN

qui serait valable uniformément en espace, les A, étant des fonctions de jauge et les u, des
fonctions indépendantes de €, et ce a cause du caractére singulier du probléme que nous
considérons [57]. Le probléme provient du fait qu’au voisinage de chacune des inclusions,
la variable canonique n’est plus @ mais x/c. Il est nécessaire de considérer un ansatz
différent de (3.1.1) au voisinage de chacune des inclusions. Un ansatz désigne une série
formelle, dont la forme est choisie a priori, et dont les propriétés sont vérifiées a posteriori.

Précisément, nous allons chercher & approcher la solution exacte u. sous la forme d’un
ansatz du type (3.1.1) a grande distance des inclusions, tandis qu’au voisinage de chacune
d’entre elle (disons la n-éme inclusion), nous chercherons & exprimer la solution u. sous
la forme

us(x,t) = Zup(e) U, (az Emn,t) , (3.1.2)
peN

les U, : (x,t) — Upy(x,t) étant des fonctions indépendantes de €. Le concept d’ansatz
repose sur la démarche d’analyse-synthése suivante : nous décrétons que nous cherchons
a approcher la solution u. par des séries formelles du type (3.1.1) et (3.1.2) dans des
régions de 'espace adaptées, nous dériverons des propriétés qui caractérisent les termes
de ces séries formelles, nous prouverons 'existence de ces termes dans un cadre fonctionnel
adapté, puis enfin nous prouverons que les ansatz de champ proche et de champ lointain
sont des bonnes approximations de u. dans les zones de champ lointain et de champ
proche.

Avant d’aller plus loin, il est nécessaire de décrire un peu plus avant la dépendance du
probléme (2.2.2) vis-a-vis de e. Précisons un peu plus avant les hypothéses que nous
utiliserons sur la géométrie des inclusions.

HYPOTHESE 3.1.2

Nous supposons que nous disposons d’une famille de N points distincts (€,)1<p<ny de
R? qui représenterons les centres des inclusions. Précisément, nous supposons que les
inclusions w_ sont des versions translatées en x,, et mise a I'échelle ¢ d’une inclusion de
référence w".

Ainsi, nous supposons que nous disposons d’une famille (w");<,<ny d’ouverts bornés et
lipschitziens de R?, tels que pour tout n e {1,..., N}, 0 € R? soit le centre de gravité de

w", c’est-a-dire
x dx = 0.
wn

Nous supposons alors que les inclusions du probléme physique (2.2.2) s’obtiennent de la

maniére suivante
r—x
Wl = {weRQ, —"ew”},
€

de sorte que x,, est le centre de gravité de w_.
Nous supposons également que la source f du probléme de diffraction (2.2.2) a un support
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spatial bien séparé des inclusions. Ainsi, nous supposons qu’il existe un compact K < R?
et une constante k > 0 tels que

supp f(t) c K, ¥Yt=0,
et vérifiant de plus

dist(w?, K) =2k, VYne{l,...,N}, Vee]l0,1],

ou dist est la distance de Hausdorff.

Effectuons quelques remarques sur les hypothéses qui précédent.
REMARQUE 3.1.3

e La distance de Haussdorf est définie, pour K, K, deux compacts de R?, par

dist( Ky, Ky) := max{sup d(zx, K3), sup d(x, K;)},

weKl [BEKQ

la distance a un compact K, notée d(-, K), étant définie par

d(x, K) := mind(x,y),
yeK

d désignant la distance euclidienne sur R*. Notons que nous aurions pu utiliser une
autre distance définie sur les compacts de R? que la distance de Haussdorf.

o I est fondamental de noter que la taille des inclusions w_ varie linéairement avec e
tandis que leur position est fixe. Cette hypothése est fondamentale dans les calculs que
nous dériverons dans ce manuscrit, méme si nous aurions pu utiliser des hypothéses un
peu plus générales. Notamment, nous ne supposons pas que les obstacles se rapprochent
a mesure que € — 0, comme par exemple dans [17], ou les auteurs considérent le cas
de deux inclusions de taille € centrées respectivement en xj et 3 (ces points pouvant
possiblement varier dans le plan a mesure que € — (), vérifiant

|x] — x5| < Ce”,

avec a €]0, 1] et C' > 0 deux constantes indépendantes de ¢. Cette hypothése entraine
l'apparition de termes supplémentaires dans le développement asymptotique de la so-
lution u, en fonction de €.

e Notons que pour tout n € {1,..., N}, x, est le centre de gravité de w! mais que x,
n’appartient pas nécessairement a w.. Un exemple de telle inclusion est représentée
figure 3.1.1.

Décrivons a présent le fonctionnement de la méthode des développements asymptotiques
raccordés. Nous introduisons N zones dites de champ proches, une associée a chaque
inclusion, ainsi qu'une zone de champ lointain ; puis de définir dans chacune de ces zones
un ansatz de champ proche. Les ansatz de champ proche ont pour fonction de rattraper
le changement de nature du probléme lzmite.

Ainsi nous introduisons, pour n € {1,..., N}, la zone de champ proche associée a I'inclu-
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FIGURE 3.1.1 — Exemple d’inclusion w! non connexe (les deux composantes connexes de
wl sont les parties grisées) et telle que x,, ¢ w’.

sion numeéro n
ZP ={weR® telsque |z —x,|<2Ve}=D(m,,2Ve),

et nous introduisons également la zone de champ lointain
N

2zl =R\ | | D(x,, VE).
n=1

ns que l'intersection zon m intain av n-iéme zon m
Notons que l'intersection de la zone de cha lointain avec la n-iéme zone de cha
proche est non vide et constitue ce que nous nommerons la n-iéme zone de raccord :

Zh =2 nZl ={xeR® telsque +e<|o—m,| <2/e)

Nous renvoyons a la figure 3.1.2 pour une illustration de ce découpage géométrique.

REMARQUE 3.1.4

e Une alternative a la nécessité de considérer N zones de champ proche, et donc N zones
de raccord, est d’appliquer la méthode des développements asymptotiques raccordés
pour une unique inclusion, nous permettant de caractériser le champ diffracté par une
unique inclusion, puis de superposer ces résultats pour le cas de N inclusions. En effet,
étant donnée I’hypothése 3.1.2 et le fait que les inclusions ne se rapprochent pas les unes
des autres quand € — 0, le champ diffracté au premier ordre non nul pour le probléme
avec N inclusions est simplement la somme des N champs diffractés pour le probléme
avec une inclusion. Nous montrerons ceci dans la suite de cette section.

e L’échelle caractéristique définissant les zones de champ proche, de champ lointain et
de raccord est \/e. Ce choix est arbitraire : nous pouvons remplacer la fonction +/- par
toute fonction croissante 1 : [0,1] — [0, 1] vérifiant

_ n(e)
n(e) e 0 ainsi que 2
et la méthode des développements asymptotiques raccordés s’appliquerait tout aussi
bien. L’idée est que les zones de champ proche et de raccord tendent, formellement,
vers un ensemble de mesure nulle quand € — 0, mais strictement plus lentement que €
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lui-méme.

e Nous pourrions introduire une telle fonction n pour chacune des inclusions. Le dévelop-
pement en champ proche et en champ lointain de u. qui en résulterait serait strictement
identique. Par soucis de lisibilité, nous avons donc choisi cette échelle A/ et nous y re-
streignons tout au long de ce manuscrit.

R\w!

/ lo—af, |=2/c

FIGURE 3.1.2 — Découpage en zones du domaine de calcul pour la méthode des développe-
ments asymptotiques raccordés : zones de champ proche, de champ lointain et de raccord
autour de la n-éme inclusion.

Concentrons nous sur la décomposition en champ lointain dans un premier temps. A
grande distance du défaut (dans la zone de champ lointain), nous cherchons la solution
sous la forme

ue(w, ) = > Nele)ur(a, ), (3.1.3)
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ou les fonctions (x,t) — wu;(x,t) ne dépendent pas de . Nous cherchons une caractérisa-
tion de ces fonctions.

Ceci peut-étre fait formellement en insérant le développement (3.1.3) dans I’équation
(2.2.2) qui caractérise u.. Puisque nous sommes intéressés par le calcul d’une approxima-
tion en champ lointan, c’est-a-dire loin de 1'obstacle, il est légitime de remplacer p., p.
par po, po dans (2.2.2). Ceci conduit aux équations

( PoatZUO — poAug = f(wﬂf),
uo(x,0) = dyug(x,0) = 0, VreR? teR,,
{ (3.1.4)
poliuy — pioAuy, = 0,
L ug(x,0) = dug(x,0) = 0, Vk>1, xeR:\{x,...,x,}, teR,.

Etant donné que les problémes de propagation d’ondes dans I’espace libre sont bien posés,
si nous supposons que uq, s, ... sont réguliers au voisinage de x,,, n = 1... N, c’est-a-
dire si nous cherchons les ug, k£ > 1 dans les espaces de Sobolev traditionnellement
adaptés a I’étude de ’équation des ondes, alors nécessairement u; = 0 pour tout k£ > 1.
C’est pourquoi nous allons autoriser les u; a étre singuliers au voisinage de 0, le cadre
fonctionnel adapté étant donné par la théorie de Kondratiev décrite section 3.2.3.

Examinons maintenant la description de 'approximation en champ proche, au voisinage
de la n-¢me inclusion. En insérant I'ansatz (3.1.2) dans (2.2.2), et posant U}’ = 0 pour
p < —1, nous arrivons au systéme d’équation récurrent suivant

—div(@"VU}) = —=p"d;U, xeR? teR,, (3.1.5)

ol les parameétres 1" et p" sont les versions translatées et normalisées sur la n-éme inclu-
sion des paramétres globaux p. et u. définis par (2.2.1) :

: 2 n : 2 n

ﬂ’!l(g): Ho SI €ER\W ) ﬁn(g): Po SI €ER\w )
fn s €ew", pn st Eew”.

Moralement, comme les inclusions ne se rapprochent pas les unes des autres a mesure

que ¢ — 0 en vertu de I'hypothése 3.1.2, considérer un ansatz de champ proche associé

a la n-éme inclusion consiste & faire un zoom sur cette inclusion, c¢’est-a-dire une mise a

I’échelle . L’inclusion se normalise alors, et toutes les autres inclusions partent a 'infini,

ce qui explique pourquoi les parameétres i et p" ne dépendent plus que de I'inclusion w".

Dans le méme ordre d’idée que pour les termes du champ lointain, si nous cherchons les
U, dans des espaces fonctionnels imposant des décroissances a I'infini (au moins dans un
sens faible, par exemple au sens H'(R?)), alors nécessairement il viendra que U, = 0. Nous
serons donc amenés & chercher ces inconnues dans des espaces fonctionnels admettant des
comportements non bornés au voisinage de l'infini, 1a encore, la théorie de Kondratiev
fournissant un cadre fonctionnel adapté.

Le champ total sera cherché sous la forme d’une combinaison convexe de séries du type
(3.1.3) (pour le champ a grande distance des inclusions) et (3.1.2) (au voisinage de chacune
des inclusions). Le champ total étant régulier, mais chacun des ansatz de champ lointain
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et de champ proche étant, a priori, singulier, respectivement au voisinage de chacun des
x, et au voisinage de I'infini, nous allons voir apparaitre des conditions dites de raccord,
qui expriment le fait que le champ total est régulier, et se traduisant par des relations de
compatibilité entre les singularités du champ lointain au voisinage de chacun des «x,, et
les singularités des termes de champ proche au voisinage de 'infini.

3.2 INTERLUDE TECHNIQUE

Dans cette section, nous introduisons un certain nombre de notions techniques et regrou-
pons des résultats relatifs a celles-ci, qui nous seront utiles dans la suite de ce chapitre,
lorsque nous traiterons I’analyse asymptotique du probléme (2.2.2) a proprement parler.
Précisément, nous abordons la notion de fonction de troncature, de solution fondamentale
pour I’équation des ondes et enfin nous présentons un apercu de la théorie de Kondratiev,
qui nous permettra d’étudier des problémes aux limites dont les solutions sont singuliéres.

3.2.1 Fonctions de troncature

Dans la suite, nous utiliserons deux fonctions de troncature y, v : R> - R™ de classe C®
radiales et vérifiant

() =1 - x(z).
Nous supposons que x(x) ne dépend que de |x| et nous noterons abusivement y(x) =
X(]z|). Nous supposons par ailleurs que y(x) = 1 pour || < 1 et x(x) = 0 pour |x| > 2.
Etant donné s > 0 fixé, nous noterons

Xs(@) = x(x/s) et s(x) = P(x/s)

les versions mises a ’échelle s de y et ¥ respectivement. Le graphe de ces fonctions de
troncature est affiché figure 3.2.1.

||

FIGURE 3.2.1 — Graphes des fonctions de troncature y et .

Ces fonctions de troncature nous permettrons de localiser les ansatz de champ proche
dans leur zone de champ proche respective, I’ansatz de champ lointain dans la zone de
champ lointain, et interviendrons dans I'expression du champ approché.
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3.2.2 Solution fondamentale de ’équation des ondes

Introduisons ¢y = +/po/po la vitesse dans le milieu (po, o) et notons G : (x,t) — G(x,t)
la fonction de Green, ou encore solution fondamentale, c¢’est-a-dire une solution causale
de I'équation aux dérivées partielles

[07G — GAG] (z,t) = 6(t)d(x), xeR* t=0.

Si ¢g est constante, cette fonction est donnée par (voir [41])

1 10<\m\<00t

2mco A/c2t? — |2

oil . Notons qu'il est alors aisé de montrer que V¢ > 0, G(s,t) € L'(R?).

Gz, t) =

Soit & présent a une fonction causale de classe C*, c¢’est-a-dire que

Considérons la convolution en temps de a par G notée a * G. Etant données les propriétés

usuelles du produit de convolution, il vient que

poaf(a ’t\' g) — [LUA(CL ‘: g) = Po 0z @ G,

la notation "a;" servant simplement & rappeler que a dépend de ¢t uniquement. En parti-

culier, nous constatons que

(a+G)(a.1) =

2mcy

1 Jtlwl/m a(s) ds
0 Vet —s)? —|f?

est solution d’une équation d’onde homogéne dans (R?\{0}) x R,.

3.2.3 Introduction a la théorie de Kondratiev

Comme nous le verrons, l'application de la méthode des développements raccordés conduit
a I'étude d’équation aux dérivées partielles dont les inconnues vivent dans des espaces de
Sobolev & poids, les éléments duquel sont des fonctions dont le comportement ponctuel
ou au voisinage de l'infini est potentiellement singulier, et paramétré par un nombre réel.

Pour introduire ces espaces, un outil fondamental est la transformation de Mellin, dont
nous présentons quelques propriétés. Dans un deuxiéme temps, nous introduisons les es-
paces de Sobolev & poids qui nous serviront a étudier les fonctions de champ lointain (ces
fonctions sont singuliéres au voisinage de 1'origine), puis les espaces de Sobolev pour les
fonctions de champ proche (fonctions singuliéres au voisinage de U'infini).
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3.2.3.a Transformations de Laplace et de Mellin

Rappelons la définition de la transformée de Laplace L, qui est une généralisation de
la transformée de Fourier aux fréquences complexes. Elle est définie, pour une fonction
v e 6,°(R), par

+0
9(\) = (Lv)(\) := J e Mu(t) dt, e C. (3.2.1)
Nous énongons quelques propriétés de la transformée de Laplace (voir |67, lemme 5.2.3|).

ProrosiTION 3.2.1

1. La transformée de Laplace (3.2.1) définit une application linéaire continue de 6;° (R)
dans l’espace des fonctions analytiques du plan complexe. De plus,

(Low)(\) = AL)(N), AeC, veE*(R).

2. Une égalité de Parseval est satisfaite : pour tout [ € R,

W(u,v) € €°(R)2, J " Bty dt = AN dN, (3.2.2)

—0 270 JRe A=—p

ou l'intégration dans le terme de droite de (3.2.2) a lieu sur le chemin l_g := {iT —
B, T € R}. Ainsi la transformation de Laplace (3.2.1) peut-étre étendue en un
isomorphisme

L5(R) — L*(1p)

L3(R) := {ve L (R) / ’'v e L*(R)}.

3. La transformée de Laplace inverse est donnée par la formule suivante, pour v €
L3(R),
1
v(t) = (L70)(t) = — | MD(N) dA.

2mi ),

4. Soient 1 < fBo. Si v € L3 (R) n L3 (R), alors 0 est holomorphe dans la bande
—52 < Re )\ < _ﬁl-

Précisons que pour 8 € R, la droite lg est orientée "de bas en haut", c’est-a-dire de —i00+ 3
vers 4100 + 3.

Moralement, la transformée de Laplace transporte le comportement au voisinage de l'in-
fini dans le domaine réel vers un comportement d’analyticité dans le domaine fréquentiel,
comme exprimé au travers du point 4 dans la proposition 3.2.1. Nous allons introduire un
outil auxiliaire, la transformation de Mellin, relié a la transformation de Laplace, qui met-
tra en correspondance le comportement au voisinage d’un point dans le domaine réel avec
le domaine d’holomorphie dans le domaine fréguentiel. Nous reprenons les présentations
faites dans [43, 67, 61].
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La transformée de Mellin M est définie, pour v € 6;°(R)) par

() = (Mwo)(A) := LOC r~u(r) % (3.2.3)
Il est clair que
(Mv)(A\) = (Lv(e"))(N). (3.2.4)

En effet, un simple changement de variable montre que

o]

(Muv)(A) = f A (r) dr

0

0
= J e Mu(e') dt.

r=e —0
L’équation (3.2.4) couplée a la proposition 3.2.1 va nous permettre d’établir un certain
nombre de propriétés de la transformation de Mellin.
PROPOSITION 3.2.2

1. La transformée de Mellin (3.2.3) définit une application linéaire continue de 6;° (R} )
dans I'espace des fonctions analytiques du plan complexe. De plus,

(M(ro,0))(\) = AMu)(A), AeC, veEP(R).

2. Une égalité de Parseval est satisfaite : pour tout 3 € R,

V(u,v) € 6°(R})?, LOO r22u(r)o(r) % = 2%” pe s ANTA) dr,  (3.2.5)

ou lintégration dans le terme de droite de (3.2.5) a lieu sur le chemin
l_g:={ir — B, 7 € R}. Ainsi la transformation de Mellin (3.2.3) peut-étre étendue
en un isomorphisme

fre L2 ([®R)) /2 e L2(RE)} — L7(I_p).

loc

3. La transformée de Mellin inverse est donnée par la formule

o(r) = (M) () = — [ 2500 an (3.2.6)

2mi ),

4. Soient By < fBa. Si %712y e L2(RY) pour i = 1,2, alors ¥ est holomorphe dans la
bande —fy < Re A < —[3;.

Dans la proposition ci-dessus, et en particulier dans ’énoncé de la formule de Parseval
(3.2.5) et la formule d’inversion (3.2.6), nous voyons apparaitre un paramétre [ qui a loisir
d’étre un réel quelconque. En réalité, ces formules s’appliquent dés lors que [ est tel que

Mu(\) est bien définie pour Re A = .

Quand v € 6;°(R), alors la transformée de Mellin de v est définie et holomorphe dans le
plan complexe tout entier. Pour des fonctions v moins réguliéres, il arrive fréquemment que
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Mu ne soit définie que dans une bande du plan complexe. Par exemple, si nous supposons
que v : R — R est une fonction mesurable, telle que

v(r) = O('r"s) et o(r) = O@F7),

r—0 r—400

ou v et ¢ sont deux réels tels que v < 4, alors la transformée de Mellin de v, définie par
la formule (3.2.3), est définie et holomorphe dans la bande

(7,6):={ e C tels que 7 <Re\<d}. (3.2.7)

La bande fondamentale d’une fonction v : R — R mesurable est la bande maximale (au
sens de l'inclusion) du type (3.2.7) sur laquelle soit définie Muv. Les formules de Parseval
et d’inversion pour la transformée de Mellin s’appliquent encore, si tant est que (5 soit
choisi dans la bande fondamentale de v.

Citons également une propriété élémentaire, qui nous sera utile dans la suite : la multi-
plication par un mondéme est une translation dans le domaine de Mellin.

ProproOSITION 3.2.3

Sive 6" (R}), alors pour tout p € R,

M(r#v)(N) = 0(A —pn), VAreC.

Moralement, on le voit dans la proposition 3.2.2, la transformée de Mellin met en rela-
tion le comportement au voisinage de l'origine de la fonction originelle avec le domaine
d’holomorphie de sa transformée.

REMARQUE 3.2.4

Notons que

ce qui montre que la transformée de Mellin est également un outil pour étudier le com-
portement d’une fonction donnée au voisinage de I'infini (au sens de la proposition 3.2.2).

3.2.3.b Espaces de Sobolev a poids pour le champ lointain

Dans la suite, €2 désignera un disque ouvert de rayon R épointé en 0.
Q:={(r cosf,r sinf)eR*> 0<r<R, 0<0<27},

ou R €]0, +oo[. En pratique,  sera souvent choisi comme étant le disque unité épointé. La
théorie que nous présentons s’adapte plus généralement au cas ot €2 est un cone épointé,
mais nous n’appliquerons les résultats de cette section qu’au cas du disque. Introduisons

¢ (Q) :={pe€”(Q) | p =0dans un voisinage de 0}.

Pour tout multi-indice o = (a1, ) € N?, nous notons |a| = a; + as.
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DEFINITION 3.2.5

Soit k € N et 8 € R. Nous définissons VZ(Q) comme le complété de € () pour la norme

o120 = z}fMF“W“wwum (3.28)

la|<k

Nous utiliserons régulié¢rement les espaces V3(€2) et V5(€2) dans la suite de ce manuscrit.
Remarquons que L*(2) = V{(Q) et H'(Q) = Vi(Q). En effet, si v € H(Q), alors le
caractére borné de () garantit ’existence d’une constante C' > 0 indépendante de v telle
que

Wiy = | 0PIVl do -+ ol < Cllliue <.

ce qui montre que v € Vi(Q).

De maniére générale, I'espace V§5(€) coincide avec I'espace de Sobolev standard H*(€),
excepté au voisinage de 0, ot les fonctions de VE(Q) ont un comportement paramétré par

(3 : au pire, celles-ci se comportent comme r~?~! au voisinage de 0. Précisément, nous
avons le résultat suivant
PROPOSITION 3.2.6

Soit k € N et 3 € R. Soit v € N* un multi-indice et v la fonction définie sur Q par

v(x) = .

Alors v € V(Q) si et seulement si |y| > =8 — 1 + k.

DEMONSTRATION : La démonstration est élémentaire : si @ € N? est un multi-indice,
alors

Ogv = 0010020 = [00ra]'] x [002a)?]

1 T2

Y1—on 72— a2
= Cay g’ Ty’

ot Coy =711(m—1)...(n —a1 +1)%(r2—1)... (12 — az + 1). En particulier C, ., =0
dés que a; > ; pour i = 1 ou 2. Ainsi

ol = f PO g
T =k
Z 02,7 ‘w’2(,8+|a|—k)‘x’ly1—a1$'2yz—a2‘2 dx
lor|<ke
rR 21
Z 02’7 r2(B+lal=k+ly|=laf)+1 drf ’COSQ|2(’71—0¢1)|Sing|2("12—a2) do
la| <k 0
rR 21
Z 0277 r2(B=k+y)+1 dTJ |C059’2(71—a1)‘Smg‘?(w)—az) 6o
0

la|<k 0
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Sia; >y pour i = 1 oui = 2 alors Cy, = 0, tandis que si o; < 7; pour @ = 1 et 2,

alors les intégrales en 6 sont finies. Ainsi par comparaison aux intégrales de Riemann,

”UH%k(Q) < o si et seulement si 2(8 — k + |y|) + 1 > —1 cest-a-dire si et seulement si
5

Iy >—-B—1+k.

Nous disposons du résultat d’injection suivant :
PROPOSITION 3.2.7

Soient (l{il, k’g) € N2, kl > ]{?2 et (61,52) € R2. Si 61 — ]{31 = 52 — kg, alors Vgi (Q) s’injecte

continument dans VZQ ().
2

DEMONSTRATION : Soit v € VE(Q) Alors puisque 31 — ki = [o — ko et ko < Ky, il est
clair que

:
oy = 2 | [P do
2

la|<ks ¥

- Z [ |z [2Br-Hlal=k1) | go 12 g

la|<ks ¥

< [ ’x|2(51+\a|—k1)‘agv|2 dx
laf<ky 78

= Jol2s,

sL@)

ce qui montre que Vgi (2) s’'injecte continument dans Vgi (Q).

Nous noterons également
VE(Q) = {ve V4(Q) | v =0 sur 00},

Pensemble des fonctions de V() s’annulant sur le bord.

REMARQUE 3.2.8

Pour k > 1etve VE(Q), il est Iégitime de parler de la trace de v sur 02 car v est H'

au voisinage du bord de §2. Nous notons ngl/ ?(02) espace des traces de fonctions de

V().

La théorie de Kondratiev fournit des résultats de régularité pour les solutions de problémes
elliptiques en terme des normes | va , résultats que nous allons explorer ici. Nous suivons

principalement la présentation faite dans [67].

Le résultat suivant est une application directe de I’analyse faite [67, Théoréme 6.1.2].
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ProrosIiTION 3.2.9

Pour tout 3 €]1,2[, lopérateur A : V3(Q) N Véfl(Q) — V() est continu, surjectif. De
plus dim ker(A) = 1.

Le résultat précédent étend les résultats usuels pour 'opérateur de Laplace dans les

espaces de Sobolev classiques, puisque comme nous allons le voir, pour g €l1,2],
H?(Q) n Hy(Q) © V3(Q) n V_1(Q).

En effet, nous avons le résultat suivant

ProprosITION 3.2.10

1
Siue HY(Q), et sid > Y alors

1
lulvo, () < SHVUHVQ(Q)- (3.2.9)

1+6

De plus, H*(Q) < VZ)(Q) pour 3 > 1.

DEMONSTRATION : Citons pour commencer 'inégalité de Hardy (voir par exemple [54,
Théoréeme 330])

LEMME 3.2.11 (Inégalité de Hardy)
Soit u € €,°(R") et § > —1/2. Alors

1
20 +1

sondu
dr

HT(SUHL2(R+) <

L2(R*) .

La premiere partie de la proposition découle immédiatement de l'inégalité de Hardy,
modulo un changement de variable sur ¢ et un passage en coordonnées polaires dans les
intégrales définissant les normes intervenant a gauche et a droite de I'inégalité.

La deuxiéme partie de la proposition s’en déduit alors. En effet, si v e H*(Q), alors

ol = 3 | el ez do
Q

la|<2
< O(”VUH%Q(Q) + ||AUH%J2(Q)) + ||UH3/§;72(Q)
< Clvlfe(q),

ou C' > 0 est une constante indépendante de v, et ol nous avons utilisé le caractére borné
de Q pour la premicre inégalité, et I’équation (3.2.9) pour la deuxiéme inégalité.

Notons que Vinclusion H?(Q) < V3(Q) est stricte. Par exemple, il est ais¢ de constater
que In|x| € V%(Q)\Hz(Q) pour 5 €]1,2[.
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Transformation de Mellin et espaces de Sobolev & poids La transformée de
Mellin nous permet de donner une caractérisation des espaces Vg. Soit B € R. Pour une
fonction v € V%(Q), nous noterons ¥ son prolongement a R*\{0} tout entier défini par

o) = { x(@v(z) sizel, (3.2.10)

0 sinon,

ol x est une fonction de troncature radiale de classe €™, valant 1 dans un voisinage de
I'origine et nulle hors de €.

En vertu du fait que v € V%(Q), il vient que le prolongement ¥ ainsi défini satisfait
également

v e V3(R?).

Dans la suite nous omettrons de noter explicitement le prolongement v, et nous noterons
encore v le prolongement défini par (3.2.10). Ceci nous permet de calculer la transformée
de Mellin radiale de v, que nous noterons

() = L . r~u(r) % e L*(0, 27)

conformément a la notation introduite section 3.2.3.a. Notons que la définition de la
transformée de Mellin ainsi introduite n’est pas intrinséque et dépend a priori du choix
de la fonction de troncature .

La proposition qui suit donne le domaine d’holomorphie de la transformée de Mellin
d’une fonction appartenant aux espaces V% et est une conséquence directe du point 2. de
la proposition 3.2.2.

PRroPOSITION 3.2.12

Sive V3(Q)n \oféfl(ﬂ), alors v € Vj_,(Q) et la transformée de Mellin radiale de v est
holomorphe dans la bande

{A\e C telsque Re\<1-—p}.

Nous pouvons a présent caractériser la norme || - va en terme de la transformée de Mellin.
La proposition qui suit est une conséquence directe de ’égalité de Parseval (voir par
exemple [67, Lemme 6.1.4]).

LEMME 3.2.13

Soit k > 1 un entier et 8 € R. Alors sur I'espace V() N \727“1(9)7 la norme |- va(g)
définie par (3.2.8) est équivalente a la norme

1 S :
o] == (g_m JR 2L IO ) ks o.0m) dA) :

e A=—0+k—1 =0
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Par ailleurs, nous disposons du résultat suivant, qui nous fournit 'asymptotique de la
solution d’une équation au Laplacien prés des singularités du domaine (ici 'origine), voir
[67, Théoréme 6.4.1].

PRrRoOPOSITION 3.2.14

Pour tout v e V3(Q2) n Véfl(ﬂ) avec 3 €]1,2[ tel que A(v) € V]__(Q) pour v € R,\N
fixé, il existe des coefficients my(v), mo(v) € C,|a] < [v] (ou [y] désigne la partie entiére
de ~y) tels que nous ayons la décomposition suivante :

(@) = v(a) — T nfe| - Y ma(v)a® € VI (9). (3.2.11)

lal<[]

Par ailleurs, ces coefficients dépendent continiiment de Av i.e. il existe une constante ¢ > 0
indépendante de v telle que

mo) + Y5 Imal0)l + 0"z @) < clAdvlve @)+ clvlvg ).

1=
lal<D]

Commentons les hypothéses de cette proposition. Par hypothése, comme v € V%(Q) N
\O/é_l(Q), d’aprés la proposition 3.2.9 il vient que

Av e V%(Q).
L’hypothése Av € V?_V(Q) apporte des informations supplémentaires sur v puisque étant
donné que § > 1 — =, 'inclusion
V?fv(Q) c V%(Q)
est vérifiée.

Enfin, la conclusion de cette proposition est pertinente puisque quand v > 0, ni In || ni
les fonctions &® pour |o| <y n’appartiennent a 'espace Vf_v(Q).

Une facon alternative de présenter ce résultat est d’affirmer qu’il existe des formes linéaires
continues 7y, T,, |a| < [y] définies sur

{veV3(Q) NV, (Q) telles que Ave VI_(Q)}
telles que 1'égalité fonctionnelle (3.2.11) ait lieu.

Passons a la preuve de ce résultat.

DEMONSTRATION : (de la Proposition 3.2.14) Posons f = Av e V{_(Q), avec v €
V3(Q) n ngl(Q) Fixons 6 € [0, 27]|. En passant en coordonnées polaires, il vient

r2f(r,0) = ro.(ro,v(r,0)) + (6zv)(r,0), Vr >0, (3.2.12)

a une multiplication par la fonction de troncature y pres. Comme v € V3(€), il vient
que v € ngQ(Q) et par suite que A — 0(\, #) est analytique dans le demi-plan Cy_g :=
{Re A < 1— B} d’apres la proposition 3.2.12.
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De méme, comme [ € V?—w il vient que \ — f()x —2,0) est holomorphe dans le demi-plan

C,.

En appliquant la transformée de Mellin a 1’égalité (3.2.12), et en utilisant la proposition
3.2.2, nous obtenons

FOA=2,0) = N2B(X,0) + 320(N,0), YAeCyg. (3.2.13)

L’égalité (3.2.13) va nous permettre d’étendre A — (A, 6) en une fonction méromorphe
du demi-plan C,, modulo I'inversion de 'opérateur dj + A>.

L’opérateur d; + A\? défini sur
HZ(0,27) := {u e H*(0,2m) tels que u(0) = u(2n), u'(0) = u'(27)}

est inversible dés que A € C\Z et son inverse (J5 + A*) ™' admet la décomposition spectrale
suivante

_ P.f
(@ +3)7 = s (3.2.14)
neZ
ou P, est défini par
inf 2
RSO =5 | 1) e

et ol la série (3.2.14) converge dans L*(0,27) (voir par exemple [81] pour plus de détails).

Notons
A:=]1- 6,9 n Z.

En vertu du fait que 5 €]1,2[ et que v > 0, A ne contient que des entiers positifs ou nuls.
Définissons, pour A € C,\A, la fonction

w(X,0) = (02 + M\ 1F(A—2,6). (3.2.15)

Alors I’égalité (3.2.13) et les remarques qui précédent montrent que w est un prolongement
méromorphe de ¥ sur C,\A, admettant des poles pour chaque n € A. Plus particuliére-
ment, chaque entier non nul de A est un pole simple, tandis que 0 est un pole double de
w, et ce en vertu de la décomposition spectrale (3.2.14).

Nous allons maintenant appliquer la transformée de Mellin inverse a w, et appliquer le
théoréme des résidus, pour obtenir l'estimation (3.2.11). Pour n > 0, introduisons le
rectangle ouvert G, défini par

G,={AeC telsque 1—-F<Red<y et —n<Iml<n},
et notons son bord R, := G, (voir la figure 3.2.2).

Intégrons la fonction z(\,0) = w(\,8)r* sur le bord de R,, ott w est le prolongement
méromorphe de ¥ défini par (3.2.15) et ot 7 > 0 est fixé. Il est clair que z est méromorphe
dans G,,. Ainsi, d’aprés le théoréme des résidus, nous avons

L 2(\,0) dX =) Resy_y z(-,0),
R’W

s =
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ATm )\
n
R A
1-8 gl
7 S ° ° ° ° ° > Re A
0
Y >
- R,

FIGURE 3.2.2 — Le contour d’intégration R, dans le plan complexe. Les entiers positifs
inférieurs a v, qui sont les poles de w, sont représentés en point noir.

ol la somme de droite porte sur un ensemble fini. L’idée est maintenant la suivante : aprés
avoir décomposé l'intégrale de gauche comme une somme d’intégrale sur les quatre cotés
du rectangle R, nous allons faire tendre 1 vers I'infini. Les deux termes correspondant aux
intégrales sur les bords latéraux de R, vont nous donner des transformation de Mellin
inverse, qui, nous le verrons, feront apparaitre les fonctions v et v* intervenant dans
I'égalité (3.2.11), tandis que les deux intégrales sur les bords horizontaux vont tendre vers
0 quand n — 0.

Décomposons A = a + ib, ot a = Re A et b = Im \. D’une part, nous avons

U U

f z(\, 0) d\ = J z(y + b, 0) db—f z(1— 3 +1ib,0) db
RTI

-n -n

gl gl
+ J z(a—1in,0) da — f z(a +in,0) da.
1-8 1-8

En vertu du point 3 de la proposition 3.2.2, nous avons
U

1 1 M .
L 41—5+wﬁM%:§ff w(l =B +ib,0)r' 0 db — u(r,).
17T
-n

2im ), n—00
De plus, on montre grace au lemme 3.2.13 qu’il existe une fonction v* € V%_V(Q) telle que

1 (7 .
— b, )t db — vt (r,0
9in _nw(wz, )r eV (r,0),

c’est-a-dire que w(-, ) est la transformée de Mellin de v* au voisinage de la droite /.
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Passons aux termes intégraux sur les bords horizontaux de R,,. Il existe une suite (1) ken
tendant vers +o0 avec k telle que

N
I(ng) = J z(a + ing, 0) db — 0.
1-8

On peut en effet montrer (voir par exemple [87, p. 75]) que

| 1 an < 4z,
R

ce qui montre I'existence d’une telle suite (7). On raisonne de méme pour montrer qu’a
une extraction pres, le terme

v
f z(a —in,0) db — 0.

1-8 =0

Calculons a présent les résidus de A — z(\, 0) aux poles A = n € A. De la décomposition
spectrale (3.2.14), on constate que si n € A est non nul, alors le résidu de z en n est

,,,.TL

- [p Fn—2,0)+ P, f(n—2, 9)]

T 21
= 4::‘1—% lem@fo f(n—2,7)e™ dr + e_mgfo fn—2,7)e ™" dT]

n

Resy—, z(-,0) =

lcos(n@) ' f(n—2,7)cos(nt) dr + sin(nb) ' f(n—2,7)sin(n7) dT]

2nm 0 0

= r"(cos(nB)c,(f) + sin(nb)s,(f))

ol nous avons posé

en(f) = f fln—2,7)cos(n7) dr et s,(f): J f(n —2,7)sin(n7) dr.

ZnW 2nw

Dans le méme temps, le résidu de z en 0 (rappelons que 0 est un pole double de z) est

Resy—o z(-,0) = }\lir(l) a—a)\()\Qz()\, 0))

= P f(=2,0)Inr +C

ol

C = lim aipof(x —2.0)

est une constante dépendant uniquement de f.

Récapitulons : nous avons montré qu’il existait v* € Vf_W(Q) et une constante C' € C telle
que pour tout r > 0 et tout 6 € [0, 27], on ait

v*(r,0) — = C+ ) r"(cos(nb)c,(f) + sin(nf)s, (f))

neA
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En utilisant les formules de Moivre, nous retrouvons la forme annoncée dans I’équation
(3.2.11). La continuité des coefficients 7,(v), m4(v) découle de la définition de P, f.

O
Le résultat qui précede tiendra une place importante lorsque nous appliquerons la méthode
des développements asymptotiques raccordés, puisqu’il nous donnera le comportement au
voisinage de 0 des termes intervenant dans la décomposition en champ lointain, termes
qui, rappelons le, auront un comportement singulier au voisinage de ’origine.

3.2.3.c Espaces de Sobolev a poids pour le champ proche

Dans le paragraphe précédent nous avons mis en place le cadre fonctionnel adéquat pour
étudier des problémes variationnels dont les solutions peuvent admettre des singularités
quand & — 0, ce qui nous sera utile pour définir rigoureusement les termes intervenant
dans la décomposition en champ lointain. A présent, nous adoptons une démarche similaire
pour proposer un cadre fonctionnel adéquat pour définir les termes U, intervenant en
champ proche, pouvant admettre un comportement singulier au voisinage de I'infini.

Dans la suite, O < R? désignera un ouvert de R?, non nécessairement borné.

DEFINITION 3.2.15

Soit k € N et € R. Nous définissons WE(O) comme le complété de €,°(QO) pour la norme

ol = 35 | (1+16R) e Hogofag

|| <k

A nouveau, pour k£ € N, les fonctions de Wg ont une régularité H*, excepté au voisinage
de |&] — oo, o leur comportement est paramétré par le réel 3. Les résultats que nous
exposons ici nous permettrons d’étudier en détail les solutions de problémes tels que

(3.1.5).

Donnons-nous une loi de comportement k constante par morceaux, adaptée a un ouvert
borné w < R? lipschitzien : nous supposons qu’il existe deux constantes réelles strictement
positives kg, ki telles que

(ko si xeRN\w,
k(w)_{kl si xew.

Nous supposons que 0 € w. Pour tout /5 €]0, 1, introduisons 'opérateur

D(Bg) — W3 (R?)

Bt | ) L div(kvo),

ot D(Bg) := {w e Wj_,(R?) | div(kVw) € W(R?)}. Nous disposons du résultat suivant
qui est I’analogue de la proposition 3.2.9 pour les espaces de champ proche et qui étend les
résultats classiques du Laplacien généralisé div(kV) dans les espaces de Sobolev classique
aux espaces Wg
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ProrosITION 3.2.16

Pour tout ( €]0, 1], 'opérateur Bs est tel que

U|w € Hz(w)a
ve D(Bg) siet seulement si vlraz € WE(R*\@),
[U][‘ = []{?anl}]p = 0

De plus, I'opérateur Bg est surjectif et ker(Bg) = vect{l} est l'espace des fonctions
constantes.

Encore une fois, la théorie de Kondratiev permet d’établir une description précise du com-
portement asymptotique des solutions associées aux problémes liés a opérateur div(kV).
Le résultat qui suit se démontre de maniére similaire & la proposition 3.2.14, en utilisant
le fait que la transformée de Mellin permet d’étudier le comportement asymptotique au
voisinage de 0 comme au voisinage de +0o (voir la remarque 3.2.4).

ProOPOSITION 3.2.17

Pour tout v € D(Bg) avec B €]0,1] tel que Bs(v) € WY, (R?) pour un certain v €
v)

t q 1+
R, \N fixé, il existe des coefficients I1j(v), 11, (v) € C,|a| < [v] tels que nous ayons la
décomposition suivante :

1
27 o

v(€) =TI, (v) Il - > Ta(v) (&)aveﬂ(RQ\w).

laf<[~]

Par ailleurs, ces coefficients dépendent contintiment de Bg(v) i.e. il existe une constante
¢ > 0 indépendante de v telle que

ITTo(v)] + Z 1T (v)] + Hf)Hw%M(W\w) < CHdiV(kVU)ng_W(RZ) + CHU”W%_Z(RQ)-
lor| <[]

Ce résultat nous fournit un développement asymptotique de v connaissant le comporte-
ment au voisinage de 'infini de Av, et nous permettra d’étudier précisément les problémes
de champ proche que nous obtiendrons en appliquant la méthode des développements
asymptotiques raccordés.

3.2.4 Commutateurs

Enfin, nous introduisons la notion de commutateur qui nous sera utile par la suite et
notamment lorsque nous effectuerons ’analyse d’erreur aprés avoir construit les termes
du développement asymptotique.

DEFINITION 3.2.18

Soit un ouvert Q < R? et n e €*(Q). Nous définissons le commutateur du Laplacien A
et de n comme l'opérateur défini par

[A;n]v = A(nv) —nA(v), Yve EF*(Q). (3.2.16)
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REMARQUE 3.2.19

e La formule (3.2.16) peut-étre étendue par densité a un certain nombre d’espaces fonc-
tionnels, et I'opérateur [A,n] défini sur des espaces plus grands que € (1).

e I est également intéressant de noter que si ) est une fonction de troncature (dans les
calculs que nous effectuerons, 1 sera généralement égal a x ou a 1), alors pour toute
fonction v € €* (1), la fonction [A, n]v est a support compact, inclus dans supp V1.

Fixons r > 0 et définissons
Q ={xeR?|r<|x|<2r} (3.2.17)

'anneau délimité par les cercles de rayon 7 et 2r. Si V e € (R?), alors pour £ > 0 nous
noterons 7.V la fonction définie par

(7V)(§) = V(e€).

Nous avons alors les estimations suivantes :
LEMME 3.2.20

Il existe une constante C' > 0 indépendante de ¢ telle que pour tout v, V e €% (R?), les
estimations

||[A7 we]U”[p(Rz) < CHUHVl_l(Qs)
et
1A, X]7V 2eey < C 1V w0

solent satisfaites.

DEMONSTRATION : Soit v € €*(R?). Nous avons

[A ) ]v = A(v) — .Av
= vAY. + 2V).- Vo.

Notons que le support de Vi), et de A, est inclus dans Q., di a la définition de 1. (il
s’agit d'une fonction radiale constante sur les domaines définis par |z| < ¢ et |x| > 2¢).
I1 vient donc

I[A, YeJolfaee) < 2J (|Av()Plo(@)]* + 4V (@)’ Vo(a)[*) de.

£

Or 9. (x) = (x/e), et ¢ ainsi que ses différentielles d’ordre 1 et 2 sont bornés en normes
| | et ce indépendamment de €. Ainsi,

1 4
18 6ol <2 [ (lavla/@Pu@l + 5Vo/PIVo@P) do < Clulbs, g,

£

oil C' est une constante indépendante de &, d’aprés la définition de V! | (Q,). La deuxiéme
estimation s’obtient de maniére similaire grace au changement de variable £ = x/e.

m}

Enoncgons un lemme qui nous sera également utile lorsque nous meénerons a bien I'analyse
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d’erreur entre u. et son développement asymptotique raccordé. Il est a noter que le lemme
suivant est valable pour tout exposant « réel, ce qui est d au fait que Q) est une
couronne.

Nous disposons du résultat suivant :
LEMME 3.2.21

Soient eg > 0, € €]0,e0[ et v € Wé(@l/g). Alors pour tout a € R, il existe une constante
Cy > 0 telle que

HU”W})(QI/E) < Coc*faHT%”W})(Ql/s)

DEMONSTRATION : Rappelons que Q. = {£ € R* / 1/ < [€] < 2/e} (voir 'équation
(3.2.17)). Nous avons par définition

2

2 _ 2 v
o0 = 19080, + | s

L2(Qy/e)
D’une part, on a
H v e 2 < 2afa 2
VItrleg 1mvVitrtleg,, V14722,
par définition de 'anneau Q, /.. Par ailleurs, nous avons la formule de dérivation suivante

V(rtv) = r*Vo + ar®” lfv V€ € Qyye,

ol nous avons noté r = |€|. Ainsi, on a

1 3
”vaLQ(Ql/g) < '—QV(TO‘U) a5 .
r L2(Q1/e) "y
2 )
Or nous avons d’une part que HEU/T HL2 @)0) HU/THLQ Qi) € d’autre part que
1 (0% « (0%
T_av(r v) <e|V(r U)HLQ(@I/E)
LQ(QI/E)
par définition de Q.. Ainsi, nous avons établi que
v
Vv V(r®v ) o H— :
I90lhs@y < 190 Dl + a7
Pour conclure, il suffit de constater que
H v ‘ Vitrr v
L2( @1/ \ 1+ 7“2 LQ(@l/s) ‘

Or dans Panneau Qy/, on a |1+ r?|/r* = 1/r* + 1 < &” + 1, de sorte que

2
2
o (%

V1412

(Y
< 241 ||——
rlL2@i) ( )Hu +r?

<+ 1) |r

L2(Qi/e) L2(Qi/e)
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2 )
L2 (Ql/e)

Au bilan, nous avons montré que

()

Jitre

Ta

a a 2
H"U”%N(l)(@l/s) <é’ (’V(T U)HLQ(QUS) +(@*(e® + 1) + 1)
< 0252a\\rav\|w5(@(1/5)7

ol la constante C,, peut-étre définie par Oy, := max(1,a?(e2 + 1) + 1).

3.3 ENONCE DES RESULTATS PRINCIPAUX

Dans cette section, nous présentons les résultats principaux que nous fournira ’application
de la méthode des développements asymptotiques raccordés au probléme modéle (2.2.2).
Précisément, nous effectuons un développement de la solution u. a l'ordre 2 en champ
lointain et a l'ordre 3 en champ proche. Nous donnons la forme des termes du développe-
ment, puis nous présentons le résultat qui justifie 'application de cette méthode, a savoir
que le champ composé des ansatz de champ lointain et de champ proche est une bonne
approximation de u. quand € — 0.

L’ordre 2 en € est le premier ordre non nul au dela de 'ordre 0 dans le développement en
champ lointain. Ainsi, en fournissant un développement a l'ordre 2 de u., nous donnons
en réalité un développement du champ diffracté par les petites inclusions au premier ordre
non nul. La nouveauté principale de cette partie est I’écriture d’un tel développement et
sa justification rigoureuse pour un probléme d’acoustique transitoire.

Par soucis de lisibilité, nous présentons dans un premier temps les résultats de ’analyse
asymptotique effectuée par la méthode des développements asymptotiques raccordés dans
le cas d’une unique inclusion, c’est-a-dire dans le cas o N = 1. Dans un deuxiéme temps,
nous énoncgons le méme type de résultat pour un nombre arbitraire d’inclusions N € N.

3.3.1 Cas d’une inclusion unique

Dans cette section nous présentons les résultats de 'analyse asymptotique pour le cas
d’une inclusion unique w, = wsl — R% Nous noterons également x; le centre de w,. a
mesure que € — 0, et nous supposerons sans nuire a la généralité que ; = 0 € R%

Définition des termes de champ lointain.

Définissons ug € €%(R", L*(R?)) n €°(R", H*(R?)) comme 'unique solution du probléme
Trouver uy € €*(Ry,L*(R?)) n €°(R,, H*(R?)) tel que
podiug — poAug = f(, 1), xreR? teRy,
uo(x,0) = dyug(x,0) =0, VreR?.
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Remarquons que ug est la solution du probléme limite : c’est la solution du probléme
(2.2.2) quand € = 0, c’est-a-dire quand il n’y a pas de défaut.

Posons également u;(x,t) := 0 pour € R? et ¢ > 0, et définissons u; comme
us(z,t) = Glal(x, ) + 0., G[b"|(z, t) + 0,,G[0°](x, 1)

ou G désigne la fonction de Green de I’équation des ondes (introduite au paragraphe 3.2.2)
localisée en 0 et

Gla](x,t) := (G * a)(xz,t) = G(x,t —7)a(r) dr
R+
est la convolution en temps de G par la fonction a, tandis a et b sont des fonctions de la
variable temporelle définies par

a(t) == —=—(0,1), V(t) = —2mck e;‘«r Q- Vug(0,t), j=1,2,

oil (e, ey) est la base canonique de R?, p désigne le contraste du parametre p intégré sur
w

p= J (p1 = po(€)) d€ = (p1 — po)|wl, (3.3.1)

tandis que Q désigne une matrice 2 x 2 réelle symétrique, dépendant uniquement du couple
(1, po) ainsi que de la géométrie de 'inclusion w (en fait Q est le tenseur de polarisation
d’ordre 1 associé a I'inclusion w, associé a la loi de comportement (1, o) [3, 51]).

Ainsi, en champ lointain, le terme d’ordre 0 est simplement le champ limite, c¢’est-a-dire
le champ parcourant le milieu sans inclusion, le terme d’ordre 1 est nul, tandis que le
terme d’ordre 2 est une combinaison de source monopolaire (correspondant au terme en
G) couplée a la valeur en 0 de d7uq et dipolaire (correspondant au terme en VG) couplée
a la valeur en 0 de Vuy.

Définition des termes de champ proche.
Nous décrivons ici les termes de champ proche. Nous notons & la variable rapide, définie

par
r—x T

= ==

9 S

C’est en terme de cette variable que seront décrites les fonctions de champ proche. Nous
notons p et u respectivement les versions mises a I’échelle de p. et u., définies par

(€)= { po si € eR*:\w, p(f)z{ po si &eR*\w,

p1 sl Eew, p1 si € ew.

Nous définissons le terme d’ordre 0 du champ proche Uy comme

Uop(€,t) := up(0,1).
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Ainsi, a t > 0 fixé, Uy(-,t) est la fonction constante, égale a la valeur du champ limite wu
évalué en (0,1).

Nous définissons U; comme solution du probléme au Laplacien généralisé
Trouver ¢+ Ui(t) € Wil_v(RZ), v €]0,1[ tel que

—div(pVU;) =0,  €eR? (3.3.2)

Ul(s, t)|£\:oo£ . VU()(O, t)

Nous expliquerons lors de la section 3.4 les raisons pour lesquelles le probléme ci-dessus est
bien posé. Le terme de champ proche d’ordre 2, Us, est également solution d’un probléme
au Laplacien généralisé :

([ Trouver tw— Uy(t) € W, (R?), ~€]0,1] tel que
—le(IMVUQ) = —p(?on 6 € Rz,

UE 1) ~ S S omun(0.0).

o0
el 24,

(3.3.3)

\

Finalement, nous aurons besoin, en champ proche, de définir un terme d’ordre 3, afin
d’assurer que 'approximation globale est d’ordre 3 en . Nous définissons Uz & nouveau
comme solution d’'un probléme au Laplacien généralisé :

[ Trouver t— Us(t) € WES_W(R2), v €]0,1[ tel que
—div(uVUs) = —pdiU;  €eR?* teRY,

Uset) ~ Y a—T&guo(O,t).

0
g0 45

(3.3.4)

\

Nous exposerons dans la section 3.4 les arguments qui montrent que les problémes (3.3.2),
(3.3.3), (3.3.4) sont bien posés. Notons également 'indice des espaces fonctionnels dans
lesquels sont cherchés les termes de champ proche Uy, U,, Us : nous cherchons U;, i =
1,2, 3 tel que Uj; ait une croissance polynomiale de degré ¢ a I'infini. Les espace fonctionnels
Wé admettant de telles fonctions en leur sein sont les espaces VVlﬂ-f7 avec v > 0.

Approximation en champ total.
Définissons les ansatz tronqués

2 3
ub(x,t) ;= Z Fup(x,t) et ul(x,t) = Z 8 Uy (%,t) .
k=0 k=0

L’exposant L désigne lointain, et accompagne l'ansatz de champ lointain, tandis que
I'exposant P accompagne ’ansatz de champ proche.

Nous définissons le champ total approché de la maniére suivante :

i (x, t) = (x)ul (2, t) + x(z)ul (2, 1) — V() x(2)m. (2, 1). (3.3.5)
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La fonction m,. désigne la somme de tous les termes intervenants dans le principe de
raccord entre la zone de champ lointain et la zone de champ proche, donné par

2 VUO(Oat) : Q Y
||

mo(z,t) = Y %aguo(o,t) +e

lo|<3

+ p0ug(0,t) In|x|| .

Nous avons alors le résultat suivant, qui justifie que l'ansatz de champ total (3.3.5) est
une approximation d’ordre 3 de ..

THEOREME 3.3.1

Soit u. I'unique solution de (2.2.2), définissons . par la formule (3.3.5). Pour tout temps
T > 0 et pour tout n > 0, il existe deux constantes C,, = C(T,n) > 0 et g > 0 telles que
pour tout ¢ € [0, go[, on ait I'estimation

sup [[| e — Ortic||Lo@ey + Ve — Vi |r2@2)] < Cye®™", Ve e [0,

te[0,T7]

Le résultat précédent nous donne un certain nombre d’informations explicites concernant
u.. En effet, le champ lointain uEL admet une interprétation physique : il est la somme
du champ incident ug et du terme d’ordre 2, e%usy, oll uy est une combinaison de sources
monopolaire et dipolaire, couplées a ug et dépendant des parameétres physiques du pro-
bléme. Or le résultat 3.3.1 montre que dés que x(x) = 0, le champ total u. est approché
précisément (& 377 prés) par u”. La preuve de ce résultat est donné section 3.5.

3.3.2 Cas d’un nombre fini d’inclusions

Dans cette section, nous expliquons comment étendre les résultats de la section précédente
a un nombre quelconque mais fixé N € N d’inclusions. En vertu des remarques effectuées
en préambule de la section 3.3, comme nous limitons notre développement asymptotique
au premier terme du champ diffracté, I’analyse asymptotique pour N inclusions fournit
une superposition des résultats obtenus pour chaque inclusion considérée isolément des
autres.

Définition des termes de champ lointain.
Définissons ug € €%(R™, L2(R?)) n €°(R", H*(R?)) comme 'unique solution du probléme

Trouver uy € €*(R,,L*(R?)) n €°(R,, H*(R?)) tel que
po0iug — poAug = f(a, t) xeR? teRy,
uo(x,0) = dyug(x,0) =0 VreR?.

A nouveau, ug est la solution du probléme limite : c’est la solution du probléme (2.2.2)
quand € = 0, c’est-a-dire quand il n’y a pas de défaut.

Posons également wu; (2, t) := 0 pour € R? et ¢ > 0, et définissons u; comme

us (@, t) = Z Gulan)(@,t) + 02y Gul by | (1) + 0, G[3] (2, 1)
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avec, pour n € {1,..., N} fixé, G,, désignant la fonction de Green de ’équation des ondes
(introduite au paragraphe 3.2.2) localisée en x,,, et définie par

Gu(x,t) := G(x — x,, 1)

et
Gulal(z,t) := (G, x a)(x,t) = G(x —x,, t —7)a(r) dr
R+
est la convolution en temps de G, par la fonction a, tandis a,, et b, sont des fonctions de
la variable temporelle définies par

P_n (32u0

an(t) := —5 (@, 1), v (t) = —2mcl e]T - Qp - Vug(xp,t), j=1,2,
po Ot

oil (ey, e;) est la base canonique de R?, pn désigne le contraste du parametre p intégré sur

WTL

pa= | (on = po(®)) dE = (o= po)le”

tandis que Q, désigne une matrice 2 x 2 réelle symétrique, dépendant uniquement du
couple (fi,, po) ainsi que de la géomeétrie de I'inclusion w,, (Q,, est le tenseur de polarisation
d’ordre 1 associé a I'inclusion w", associé a la loi de comportement (g, to))-

Ainsi, en champ lointain, le terme d’ordre 0 est simplement le champ limite, c’est-a-dire le
champ parcourant le milieu sans inclusion, le terme d’ordre 1 est nul, tandis que le terme
d’ordre 2 est une combinaison de source monopolaire (correspondant au terme en G,)
couplée a la valeur en @, de 0Zuq et dipolaire (correspondant au terme en VG,) couplée
4 la valeur en x,, de Vuy.

Définition des termes de champ proche.

Rappelons que nous avons une zone de champ proche par inclusion, et ainsi un ansatz de
champ proche par inclusion. Nous fixons n € {1,..., N}, et nous définissons ici 'ansatz
associé a la n-éme inclusion. A chaque inclusion, et donc & chaque zone de champ proche,

est associée une variable rapide
T —x,

£n: .

£

C’est en terme de cette variable que seront décrites les fonctions de champ proche. Nous
notons p" et u" respectivement les versions mises a 1’échelle de p. et p. autour de la n-éme
inclusion, définies par

Ho si € € RQ\WTL7
pn ST € €W,

Po si € € RQ\WTL’
pn St Eew”.

wie) - | -1

Nous définissons Uy’ comme
Ui (&, t) := up(zn, t).

Ainsi, at > 0 fixé, U (-, t) est la fonction constante, égale a la valeur du champ limite w
évalué en (x,,1).
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Nous définissons U] comme solution du probléme au Laplacien généralisé suivant :
Trouver t— Up'(t) e W', _(R?), ~€]0,1] tel que

—div(u"VU}') =0, £ R,

U{I(gm t) ~ En ) VUO(mna t)'
Nous expliquerons dans la prochaine section les raisons pour lesquelles le probléme ci-
dessus est bien posé. Le terme d’ordre 2, U; est défini comme solution du probléme
au Laplacien généralisé avec condition de croissance quadratique au voisinage de l'infini

suivant : )
Trouver t— Ug(t)e W!, (R?), ~€]0,1] tel que

—div(p"VUY) = —p"2Ul &, € R?,,

Uy (&n,t), ~ Z ﬁagu(wnat)'

—00
nl0 4,

(3.3.6)

\
Finalement, nous aurons besoin, en champ proche, de définir un terme d’ordre 3, afin
d’assurer que l’approximation globale est d’ordre 3 en e. Nous définissons U; comme
solution du probléme au Laplacien généralisé avec condition de croissance polynomiale de
degré 3 a l'infini

[ Trouver t— UR(t)e Wl (R?), ~€]0,1] tel que
—div(u"VUy) = =p"3jUT &, e R,

Uy (€nst) ~ > Zruo(@n, ).

0
nl0 2,

(3.3.7)

Nous exposerons dans la section 3.4 les arguments qui montrent que les problémes (3.3.2),
(3.3.6), (3.3.7) sont bien posés. Notons également I'indice des espaces fonctionnels dans
lesquels sont cherchés les termes de champ proche Uy, U;', U : nous cherchons U, ¢ =
1,2, 3 tel que U" ait une croissance polynomiale de degré ¢ a I'infini. Les espace fonctionnels
Wé admettant de telles fonctions en leur sein sont les espaces Wl_i_,y avec v > 0.

Approximation en champ total.
Définissons les ansatz tronqués

2 3

uk(x,t) ::Zék up(z,t) et ul_(x,t) :225"’ Uy (m m",t), 1<n<N.
’ £

k=0 k=0

A nouveau, 'exposant L signifie lointain, et accompagne ’ansatz de champ lointain, tandis
que l'exposant P accompagne 'ansatz de champ proche.

Nous définissons le champ total approché de la maniére suivante :

(@, t) = (@)ul (z,t) + Y xu(@ul (@,1) = Y Ce(@)Xn (@) (1), (3.3.8)
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La fonction m,, . désigne la somme de tous les termes intervenants dans le principe de
raccord entre la zone de champ lointain et la n-éme zone de champ proche, donné par

Mpe(x,t) = Z

L2 [Vuo(wn,t) Q- (x—x,)

T — @, |?

%azw)(mm )

+ p_nﬁfuo(:cn,t) In|x—x,||.

Nous avons alors le résultat suivant, qui justifie que l'ansatz de champ total (3.3.8) est
une approximation d’ordre 3 de wu..

THEOREME 3.3.2

Soit u. I'unique solution de (2.2.2), u. défini par la formule (3.3.8). Pour tout temps
T > 0 et pour tout n > 0, il existe deux constantes C,, = C'(T,n) > 0 et g > 0 telles que
pour tout ¢ € [0, o[, on ait I'estimation

s[up] |Osue — Oplic|12me) + |Vue — Viie|r2me) < Gy, 37 Vee[0,¢g.
te|0,T

L’objectif de la suite de ce chapitre est de prouver les théorémes 3.3.2 et 3.3.1. Ceci se
fait par un raisonnement de type analyse-synthése : dans un premier temps, nous partons
de I’hypothése que la solution exacte u. du probléme (2.2.2) s’approche par un ansatz du
type (3.3.8), pour en déduire un certain nombre de propriétés nécessairement vérifiées par
les termes intervenants dans les décompositions en champ proche et en champ lointain. En
particulier, nous nous attacherons a formuler des problémes aux dérivées partielles vérifiés
par ces termes. Aprés avoir établi ces propriétés, nous raisonnons par synthése. Ceci se
fait en montrant que les équations aux dérivées partielles sus-citées sont bien posées, et
en montrant que l'ansatz ainsi construit est une bonne approximation de u., au sens du
théoreme 3.3.2.

3.4 APPLICATION DE LA METHODE DES
DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES RACCORDES

Nous appliquons ici la méthode des développements asymptotiques raccordés, de maniére a
construire un développement a 'ordre 2 de u. a I'ordre 2. Comme nous le verrons, il s’agit,
quand la dimension d’espace d = 2, du premier ordre aprés l'ordre 0 correspondant a un
terme non nul. Plus précisément, 'amplitude relative du champ diffracté par un obstacle
de taille ¢ est proportionnelle & £* en deux dimensions (et & €* en trois dimensions). Par
soucis de simplicité, nous présentons les calculs pour le cas d’une unique inclusion, puis
nous exposerons comment se ramener au cas de N inclusions. Nous supposons que la seule
inclusion est telle que &; = 0 € R?, et nous notons w = w', ainsi que w. = w_. Rappelons
I’ansatz de champ lointain

ue(z,t) = > M\p(e) up(, ), (3.4.1)

peN
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ainsi que les équations vérifiées par les termes du développement en champ lointain

-

podiuo — poAug = f(x,t),
ug(x,0) = dyug(x,0) = 0, VreR? teR',

. (3.4.2)
Poafuk — poAuy, = 0,

L ug(x,0) = duug(x,0) =0, Vk =1, xeR*\{0}, teR".

Nous introduisons la variable rapide associée & = x/e ainsi que la solution exprimée
dans ces nouvelles coordonnées U, (&,t) := u.(¢&,t). L’ansatz de champ proche associé a
I'inclusion w, s’exprime alors sous la forme

(1) = U. (%t) =N () T, <§t) . (3.4.3)

Rappelons les équations aux dérivées partielles satisfaites par les termes du champ proche :
—div(uVUy) = —pdilU,_o, €ecR?* teR"Y | k=2 (3.4.4)

ou U_y = U_; = 0 et ou les parameétres physiques p et p sont des versions normalisées de
e et p. respectivement, définies par

(€)= { po si &eR*:\w, p(§)—{ po si &eR\w,

t si € ew, p1 si Eew.

Fixons k, et supposons que Uy_1,Uj_o,... aient déja été définis. Il n’y a a priori aucune
raison pour que le support de 07U _, soit borné. Ainsi, pour donner un sens au systéme
d’équation ci-dessus, il est nécessaire de considérer la possibilité pour Uy (&,t) d’étre non
borné quand |&| — 00. C’est pourquoi nous serons amenés a étudier les problémes varia-
tionnels du type (3.4.4) dans les espaces de Sobolev & poids WZ(RZ) introduits section
3.2.3.c.

De méme, nous constatons d’aprés (3.4.2) que si les uy, k > 1 sont supposés réguliers au
voisinage de 0, alors comme les problémes de propagation d’onde sont bien posés dans les
espaces fonctionnels classiques, nécessairement nous aurons u; = 0. Il est donc nécessaire
d’envisager la possibilité pour u; d’étre singulier au voisinage de 0, et c¢’est la raison pour
laquelle nous serons amenés a les rechercher dans les espaces de Sobolev a poids VZ(RQ),
introduits sections 3.2.3.b.

3.4.1 Développement & ’ordre 0

Nous construisons ici les termes d’ordre 0 du développement asymptotique. En champ
lointain, il est naturel de considérer que le terme d’ordre 0 du champ lointain u, est
solution du probléme limite (2.2.2) quand € — 0, c¢’est-a-dire du probléme sans inclusion.
Ainsi nous définissons 1y comme 'unique solution du probléme d’évolution

Trouver ug e €*(RT, L*(R?)) n €°(R*, H*(R?)) tel que
poliug — poAug = f(x,t), xeR? teR', (3.4.5)
uo(x,0) = dyug(x,0) =0, VreR?.
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Ce probléme est bien posé, c’est encore une fois une conséquence classique du théoréme
de Hille-Yosida. Rappelons que par hypothése, f € €% (R*, L*(IR?)). Ainsi, les résultats
de régularité liés & 1’équation des ondes montrent que ug € €*(R*, L*(R?)). Observons
que ug = Ujpe, solution du probléme (2.2.3).

Afin de construire le terme Uy de champ proche d’ordre 0, nous allons étudier le compor-
tement de ug(x,t) quand & — 0, a l'aide des outils fournis par la théorie de Kondratiev.

3.4.1.a Développement radial du champ limite

Nous cherchons & appliquer la proposition 3.2.14 & ug afin de tirer des informations sur
son comportement quand x — 0, a t > 0 fixé. La principale particularité est que nous
adressons un probléme d’évolution, bien que nous puissions considérer I’équation des ondes
satisfaite par uy comme une équation de Laplace paramétrée par la variable temporelle ¢.

Rappelons que y : R? — R+ une fonction de troncature €, telle que x(x) = 1 pour
|| <1, et x(x) =0 pour || > 2.

Notons, D le disque unité et introduisons, pour ¢t = 0,

g(t) ==z — x(®) f(2,1) — po[ A, X]uo(®, 1) — x(2)polf uo(, 1).

Etant donné que ug est solution de I’équation des ondes (3.4.5), nous en déduisons que
pour tout ¢ = 0,
—toA(x uo(t)) = g(t), Vxe D. (3.4.6)

Rappelons que ug € €°(R*,L*(R?)) et qu'a t > 0 fixé, ug(t) € D(A), de sorte que
Aug(t) € L*(R?). Or il est clair que L*(D) < V{__ (D) tout € [0,1]. Ainsi, le caractére
€ de x et la régularité de f montrent que

g(t) e L*(D) = V]_ (D), Vt=0.

Par ailleurs, Hi(D) < V3(D) m\ofé_l(D) pour tout 5 € (1,2). Ainsi nous pouvons appliquer
la proposition 3.2.14, et en déduire qu’il existe une constante C' > 0 telle que Vt € R*, Ve €
10,1, uo(z,t) — up(0,t) € VZ(D) avec

va) < C ([ F )2y + 167u0(t) L2y + o () lmm)) -

(3.4.7)
Soulignons que dans le cas présent, nous avons mo(ug(t)) = u(0,¢). De plus, nous avons
7o (up(t)) = 0 puisque In |z| ¢ H' (D). Bien sur, nous n’avons ici obtenu rien d’autre qu’un
développement a l'ordre 0 de ug mais nous avons également établi I'estimation (3.4.7) qui
vaut uniformément sur tout intervalle borné en temps.

[uo (0, 8)] + [lug(t) — mo(uo(t))]

Dérivons maintenant deux fois (3.4.6) par rapport au temps et appliquons la proposition
3.2.14. Nous obtenons que ¢ — ug(0,t) € €*(R") et

O?ug(-,t) — ug(0,t) e VZ(D), VteR" Ve>0.

En tant que fonction constante en espace, il est clair que ug(0,-) € €*(R", V%, (D))
pour tout € > 0. Ainsi, 6fug € €*°(R*, V", (D)) pour tout € > 0.
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REMARQUE 3.4.1

Pour € > 0, I'espace V° (D) est optimal pour I'inclusion des constantes, au sens ot si v
est une fonction constante non nulle sur D, et si § € R, alors

ve VYD)« B> —1.

Par ailleurs, 1’équation (3.4.6) couplée au fait qu'il existe un voisinage de V de 0 tel que
supp f NV = & (en vertu de 'hypothése 3.1.2) montre que g(t) € V2, (D) pour tout
t € RY, et tout ¢ > 0. Ainsi, nous pouvons appliquer la proposition 3.2.14 une fois de
plus (c’est-a-dire avec v € [1,2]) pour obtenir ug(x,t) —uo(0,t) — = - Vug(0,t) € V2, (D)
ainsi qu’une estimation similaire a (3.4.7). En appliquant encore une fois cette chaine
d’arguments, nous arrivons a la conclusion suivante

PRroPOSITION 3.4.2

L’unique solution uy du probléme (3.4.5) satisfait

— ) 2u(0, HZ evz,, (D)

|a|<2

pour tout t = 0. De plus, pour tout k > 0 et tout T' > 0, nous avons I’estimation

sup Z |05 0%u0(0,1)] + sup | OFug(-,t) — Z 8k6au0 0,t) Hv2 o) < T
te[0,T7] lo|<2 te[0,T] |a|<2 ! 2+e

Le résultat ci-dessus a une conséquence algébrique qui nous sera utile par la suite. Soit
VY < R? un voisinage de 0 tel que

supp(f(t) n V=g, Vt=0

Un tel voisinage existe nécessairement en vertu de ’hypothése 3.1.2. Notons & présent

ma
vo(, 1) i=ug(x, ) — ) —0uo(0,1).

lal<2
D’aprés ce qui précéde, pour tout t € R™, nous avons
po0ivg — proAvg € V2, (V).
Il vient également que

2 «a
T
Y —0uo(0,1) eV%, (V).
De ceci, et comme poafuo — oAug = 0 dans V, nous déduisons que

podiuo(0, 1) — poA ) faauo(o )y eV, (V) (3.4.8)

laf=2
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Mais puisque les fonctions & — 02u4(0,t) et  — A(z®) pour |a| = 2 ont des comporte-
ments constants quand & — 0, et puisque les constantes ne sont pas admises au sein de
lespace V,, (V), I'équation (3.4.8) ci-dessus est satisfaite si et seulement si

x®
poatQU()(O,t) — [L()A Z J&%Ug(o,t) =0.

laf=2

Pour des raisons techniques qui apparaitront lorsque nous effectuerons ’analyse d’erreur,
et bien que nous ne soyons intéressés que par un développement a 'ordre 2 de u,, nous
devons prendre en compte les dérivées spatiales d’ordre 3 de wug. En utilisant les memes
arguments que précédemment, nous montrons que

PRrRoOPOSITION 3.4.3

Sous les mémes hypothéses que dans la proposition 3.4.2, uy admet le développement

uo(t) = Y Zrdauo(0,) € V2, (D)

la|<3

pour tout t = 0. De plus, pour tout k > 0 et tout T' > 0, nous avons

sup Z |050%u0(0,t)| + sup | OFug(-,t) — Z %ﬁfﬁguo(o,t) < 40

V33+6 (D)

3.4.1.b Le terme de champ proche

Décrivons maintenant le terme d’ordre 0 du champ proche Uy(€,t), on &€ est la variable
rapide. D’aprés (3.4.4), U, satisfait

—div(uVUy) =0, €eR? Vt=0.

De plus, le principe de raccord indique que le comportement de Uy(&,t) quand |&] — oo
doit coincider au premier ordre avec le comportement de uy(x,t) quand |x| — 0. Ainsi,
il est naturel d’imposer

lim Uy(&,t) = uo(0,1)

|| —a0
et de finalement définir Uy comme
Uo(€,t) := up(0,t) VE€eR?* VteR'.
Remarquons que d’apres les résultats établis précédemment, il vient

Up e €* (R, L2 _(R?)).
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3.4.2 Développement & ’ordre 1

Dans cette section, nous allons définir les termes u;, U; intervenant dans les développe-
ments en champs proche et lointain (3.4.1)-(3.4.3). La construction de ces termes est pour
le moment formelle. La justification du fait que uy, U; sont bien les termes d’ordre 1 dans
I'asymptotique de u, sera donnée lors de I'analyse d’erreur (ce qui constituera la synthése
de notre raisonnement).

Dans un premier temps, examinons les conséquences qu’a le principe de raccord sur wu,
et Uy. Les deux premiers termes du développement radial de ug(x,t) + cu;(x,t) quand
|&] — 0 doit coincider avec le développement radial de Uy(x/e,t) + eUi(x/e,t) quand
@ /e — 0. Ainsi, nous sommes amenés a comparer les développements

up(x,t) + cuy (x,t) ~  up(0,t) + @ - Vu(0,t) + cuy(x,t) + ...

|z|—0

Us (;,t)HUl <§t> L~ uol0,t) +e U (gt)+

=l 500
€

Nous constatons qu’afin que les deux développements coincident aux ordres 0 et 1 en tant
que polyndme des variables x et ¢, il est suffisant d’annuler le terme de champ lointain

u1=0

(ce qui est compatible avec le fait que u; soit solution d’une équation des ondes homo-
génes), et d’imposer

U1(€7t) ~ 5 ’ VUO(Oa t)
quand || — 0. Prenant en compte (3.4.4), ceci nous méne au systéme suivant pour
U1<t) :
—div(uVU(t)) =0, £eR?

Ul <€> t>|§|:oo€ : VUO(()? t)

(3.4.9)

Ce probléme au Laplacien généralisé est non standard car, a t > 0 fixé, I'inconnue U, (t)
admet un comportement linéairement croissant au voisinage de l'infini. Ainsi le cadre
fonctionnel usuel des espaces de Sobolev n’est pas adapté a I’étude du probléme (3.4.9).
C’est dans ce contexte que nous faisons usage des espaces de Sobolev a poids, introduits
section 3.2.3.c. Nous présentons a présent une construction précise de U;. Définissons

g(&) := noA(Y(§) &) = & noAp(€) + 21V (§),

et notons (g1, g2) les coordonnées de g dans la base canonique (e;, e;) de R?, de sorte que

g(&) = g1(§)er + g2(&)er.

Observons que, étant donné que ¢ est une fonction de troncature, g une fonction € a
support compact, et qu'une application de la formule de Green montre que pour j = 1, 2,
nous avons

| o1 o
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En effet, soit R > 0 et notons Dy le disque de rayon R centré en 0. Alors

L 0,(6)d€ = 1o L AW(E)E;) dE = —po f A(x(£)€;) de

Dgr

= V(x(§)§;) -n dg,

0Dpr

ou n désigne le vecteur unitaire normal sortant & la frontiére dDg de Dg. Comme x(€)
est nulle pour |€| suffisamment grand, en faisant tendre R — o0, nous obtenons que

| o1 o

Suivant les arguments présentés au début de cette section, et plus particuliérement le
comportement prescrit pour U; au voisinage de I'infini, nous posons

Ui(&,t) := Vug(0,2) - (¢(&) €+ V1(€)).

Nous sommes ainsi ramenés a chercher V(&) = Vi 1(&)e; + Vi 2(€)es dont les composantes
sont solutions du probléme

Trouver Vi ; € D(4A,) tels que
—div(uVVy,) = g; dans R?
Io(V1,5) = 0,
pour 7 = 1,2. Le probléme précédent est bien posé en vertu de la proposition 3.2.16,
I'existence des V; ; étant assurée par la surjectivité de 'opérateur —div(pV) tandis que
I'unicité est garantie par la contrainte IIy(V; ;) = 0, le noyau de —div(puV) étant de

dimension 1.

D’apres la proposition 3.2.17, nous avons
V(&) — (Vi) (2mp0) ™' In[€] € W3_ (R?)
pour tout € €]0, 1].

En fait, II5(V1;) = 0 pour j = 1,2 puisque d’aprés la formule de Green, nous avons

Iy (V1) = lim po0r Vi do

7—00 (3D7n
- | oitenae
RQ
ou r = |€| et D, fait référence au disque de centre 0 et de rayon r. Ainsi V) peut-étre

définie comme 1'unique solution du probléme

Trouver Ve W1 (R?)? ~€]0,1[, tel que
(3.4.10)

—div(uV V1)) = moA(€)€), &€eR? teRT.
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D’apreés la définition précédente, il apparait clairement que U; hérite de la régularité en
temps de Vug(0,t); précisément, d’aprés la proposition 3.4.2, U; est au moins de classe
% par rapport au temps. Soulignons que d’aprés la proposition 3.2.17 appliquée & V(£),
nous constatons qu’il existe une matrice Q de taille 2 x 2 tel que

Vi) -Q- £ . Wi (R*)? vy elo,1]. (3.4.11)

€1?

Ceci fournit dans le méme temps le second terme du développement asymptotique de
U1(€,t) quand |€] — 0. Le résultat suivant est tiré de [71].

LEMME 3.4.4
La matrice Q définie par I’équation (3.4.11) est réelle symétrique.

La matrice Q est en réalité le tenseur de polarisation généralisé d’ordre 1 [51, 3| associé a
w et a Popérateur div(pV). Il s’agit d'une quantité de grand intérét dans le contexte des
problémes inverses et des techniques d’imagerie, dont 1’étude est un théme de recherche
trés actuel. Un moyen de calculer ce tenseur s’appuie sur le calcul numérique de la solution
d’une formulation intégrale de I’équation (3.4.10), comme présenté dans [25].

3.4.3 Deéveloppement & 'ordre 2

Dans la section précédente, nous avons vu que le terme d’ordre 1 dans le développement
en champ lointain de u. est nul. Nous devons pousser le développement a un ordre sup-
plémentaire pour voir apparaitre I'influence de la petite inclusion dans le comportement
en champ lointain. Appliquons le principe de raccord a l'ordre 2. Pour le champ lointain,
poussant le développement de Taylor de ug a 'ordre 2, et prenant en compte le fait que
uy = 0, il vient
uo(x,t) + cur (e, t) + 2ug(ax, t)

x® 3.4.12
~ UQ(O,t) +CL'VUO(O,75) + Z —'8;‘110(0,25) +€2U2(£B7t) + .- ( )
a!

|z[—0
|af=2

D’apreés le principe de raccord, le développement ci-dessus doit coincider avec les premiers
termes du développement du champ proche quand |€| = |x|/¢ — 0. Prenant en compte
les résultats des sections précédentes, et en particulier (3.4.11), ce développement s’écrit

U0<§,t> + 5U1<§,t> + 52U2<§,t)

~  up(0,t) + x - Vug(0,t) + 2 Vue(0,4)7Q -

=l 00 |z |?
€

2
€
3.4.3.a Construction du terme de champ proche

Nous commencons par construire U, de telle sorte qu’il compense les termes d’ordre 2
intervenant dans le développement de Taylor de wug intervenant dans (3.4.12). Ainsi, et
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d’apres (3.4.4), Us doit satisfaire le systéme d’équations
—div(uVU,) = —pd?U, dans R? x R*,

UE0) ~ 3 S amua(0.1)

Qa0
s

Le comportement a I'infini que nous prescrivons pour U, est en adéquation avec le membre
de droite de I’équation volumique. En effet, nous avons par définition Uy(€,t) := ug(0,t)
ainsi

piUs = podiuo(0,t), Yt = 0.

pour |£| suffisamment grand pour assurer que p(&€) = po. De plus, puisque u, satisfait une
équation homogene au voisinage de 0, nous avons

polA ) %a;uo(o,t) — 110(Aug)(0,1) = pod2ue(0,1).
la|=2
Rappelons la définition du commutateur [A, ¢ ]v := A(p(€)v(€)) — (&) Av(&) et notons
g2(&) = Z %8;‘u0(0,t).
laj=2

L’identité ci-dessus implique que

div(uV(€)g2(€)) = ¥ (€)podiuo(0,t) + [Ay, ¥]92(€),

pour (€| suffisament grand. Prenant en compte l’ensemble de ces considérations, nous
cherchons le terme de champ proche sous la forme

r

Us(e, 1) 1= 0(€) Y S cu0,1) + Va(€.1
la]=2
{ oul,e WL (R?), v€]0,1] tel que (3.4.13)
v (ETV) = (€€ uo(0.1) + pmolA, ] Y Buo(0.0E
\ || =2 '

Notons que la fonction V5 dépend de 'espace et du temps, au contraire de V;. Explicitons
la construction de V5.

D’aprés la proposition 3.2.16, les équations ci-dessus définissent V5(&€,t) a une constante
additive notée I1y(V2) prés. Nous fixerons cette constante ultérieurement, de fagon a satis-
faire complétement le principe de raccord. Pour le moment, discutons des autres termes
du développement radial de V5(&,t) quand |&| — co. Puisque V; € WEW(R2), la proposition
3.2.17 montre que

Va(€, 1) — T (Va (-, 1)) (2mpo) " In [€] — TIo(Va(-, 1)) € WI(R?) (3.4.14)

pour tout vy €]0, 1[.



68 CHAPITRE 3. ASYMPTOTIQUE DE LA DIFFRACTION PAR DES PETITES INCLUSIONS

Calculons ITj(V5(+, t)). Observons que, pour r > 0 suffisamment grand, le terme de droite
intervenant dans 1’équation (3.4.13) définissant V5(-,¢) s’annule quand |&| > r. De plus,
puisque x + ¢ = 1, nous avons [A,¢] = —[A, x], ainsi

(V) = lim po, Vo do = }%im div(uVVsy) d€

R—0 oDg =0 Jpp

= Jin [ (©n©Ru0. e~ [ @AY S asu0.0) de

R—0o0
Dr Dr |a|=2

s ale X S au.n) e

Dr || =2

= [ (0(&) ~ ) de 2un(0.0) = p o)
ol nous avons posé

p= JRQ(P(@ — po) d€ = f (p(&) — po) d€ = (p1 — po)|wl. (3.4.15)

Le calcul ci-dessus montre que U croit quand |&| — oo, ce qui va impacter la construc-
tion du terme de champ lointain. Pour des raisons qui apparaitront dans la suite, nous
cherchons la constante (encore indéterminée a ce stade) Iy (Va(+,t)) sous la forme

Ine

I . _ N2
o(Vale ) = p2fua(0. 65—

+ (1), (3.4.16)

ol co(t) € C est encore indéterminée, et sera fixée a posteriori, aprés la construction de
ug, de facon a satisfaire le principe de raccord. Pour résumer, pour tout 7 €]0, 1] nous
avons

In(e|€])

Us(&,t) — |a22 =705u0(0,1) — p Guo(0.1) e oo(t) € WA (RA\@). (3.4.17)
Ainsi, 'asymptotique du champ proche s’écrit, quand [£| = |x|/e — o0,

UO<§,t> + 5U1<§,t> + 52U2<§,t>

v,
o~ uo(0,0) + @ Vug(0,4) + > — (0, 1)

e 7> || =2

(3.4.18)
In ||
27 o

xr

+ & quo(O,t)TQ : + p 0Fuo(0, 1) + co(t) | + - -

|2

3.4.3.b Construction du terme de champ lointain

Nous construisons le terme us afin de compenser les termes d’ordre 2 dans (3.4.18). D’apreés
(3.1.4), uy doit satisfaire une équation d’onde homogéne dans R*\{0}. Etant donné son
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comportement singulier au voisinage de = 0, us ne peut-étre identiquement nul. Nous
cherchons uy solution de
po0iuy — pioAuy = 0 dans R*\{0} x R",

x In ||

us(, t)l > OVUQ(O,t)T Q P + p Siuo(0, 1) + co(t) (3.4.19)

uy(x,0) = dyus(x,0) =0 VreR?.

27 o

Le probléme (3.4.19) n’entre pas dans le cadre fonctionnel standard permettant de décrire
les solutions transitoires de 1’équation des ondes, puisque nous cherchons un champ wus
singulier au voisinage de 0. Nous allons dans un premier temps effectuer un relévement
du comportement singulier de us au voisinage de 0, de fagon a se ramener a une situation
plus classique. Introduisons la fonction

Q- -z

|?

In|x 1
[z 1p0
2mpo 2 po

ho(x,t) := Vug(0,t)" - + p Siue(0,1) (V2ue)(0,)T - Q- xIn|x|.

Cette fonction est la somme des deux termes, correspondant au comportement que nous
prescrivons pour u, au voisinage de 0, et d’un troisiéme terme dont la fonction est d’assurer
que hy est solution d’une équation d’onde dans l’espace libre R?, avec un second membre
régulier. En effet, puisque les deux premiers termes intervenants dans la définition de ho

sont harmoniques dans R*\{0}, et puisque

Alzn|z]) = 22

j/?

dans R*\{0},

nous avons

2
(pod; — o) ha(, t) = @(Vﬁfuo)(o, )" Q- xn x| + pop /e (0, 1) ———.
o 2T o

En particulier, étant donnée la régularité en temps de ug, nous constatons que
(P00F — HoA)hy € € (RT, V2, (D))

et ce Ve > 0. En particulier, nous avons (pgd7 — p1gA)hy € €*(R™,L*(D)). Considérant a
présent ho comme la partie prédominante de uy au voisinage de  — 0, nous cherchons le
terme de champ lointain u, sous la forme

ug(z,t) = x(x)ha(z,t) + vo(x, ),
ol vy(x, t) est notre nouvelle inconnue. Afin d’assurer que uy soit solution d’une équation

d’onde homogeéne dans R*\{0}, nous définissons v, comme 1'unique solution du probléme

(3.4.20)

Trouver vy € €*(R*,L2(R?)) n €°(RT, H*(R?)) tel que
podiva — pioAvy = —(po0; — p0)(xha), reR? teR".

Comme (po0; — p10A)hy € €% (R, L*(D)), le probléme (3.4.20) est un probléme de pro-
pagation d’ondes classique, pour lequel le théoréeme de Hille-Yosida s’applique, ce qui
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montre que le probléme (3.4.20) est bien posé et caractérise entiérement vy, aux condi-
tions initiales prés (bien sur, les conditions initiales pour vy sont nulles). Par ailleurs,
puisque (pod; — poA)(xhs) € €* (R, V2, (R?)) pour tout e > 0, nous pouvons utiliser
un argument similaire a celui de la section 3.4.1.a afin de montrer qu’en choisissant

CQ(t) = UQ(CB = O,t),

nous avons
sup [0 (va(t) — c2(t)) v, (o) < +90,
te[0,T']
ce pour tout 7" > 0 et pour tout & > 0. Nous avons ainsi fixé la valeur de cy(t) qui
intervient dans I’équation (3.4.16). Au regard de la définition de ho(x,t), pour tout € > 0
nous avons

su Hu St)—m ~,t‘ < 40
te[O,II)“] 2( ) 2( ) Vi (D)
ou
Q- 2 In ||
mg(m,t) = VUo(O,t) W +£8tu0(0,t) 27(/10 + Cg(t).

3.4.3.c Une caractérisation explicite de u,

Dans le paragraphe précédent nous avons donné une définition du second terme de champ
lointain uy. Cette définition n’est pas constructive, au sens ou elle repose sur un résultat
abstrait d’existence et d’unicité pour un probléme de propagation d’onde. Dans ce para-
graphe, nous cherchons & donner une description explicite de us, comme annoncée dans
la section 3.3. Rappelons la définition de la fonction de Green dans I'espace libre R?, le
milieu de propagation étant caractérisé par les coefficients constants (po, f10)-

G(x.1) 1 1 . <|m|>
xr = 1
’ 27'('00 A /cg]f2 — |gc|2 [0:1] Cot ’

ol la vitesse du milieu ¢y est définie par

[ Ho
Cy = —.
£o

Rappelons que la fonction de Green vérifie par définition

02G — AAG = 5, ® dans R? xR,

ol 0, ® J; est la masse de Dirac centrée en & = 0,t = 0, et que si a est une fonction
causale de classe € alors la convolution a * G, donnée par
t

1 (% a(s) ds
* = — 3.4.21
(a } g)(wyt) 27TCO 0 \/C(Z)(t _ 8)2 _ |$|2 ( )

est solution de I’équation d’ondes

2 (a * G)—ciA(a * G) =0z ® ay.
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Nous nous intéressons ici au comportement, a ¢t > 0 fixé, de a * G quand || — 0. Le
t

changement de variable = ¢ys/|x| dans U'intégrale (3.4.21) donne

|| ||
ot d 1 (e —a(t
(axG)(x,t) = alt) ’ i + o _als)alh)
t 27co VAt —s)2—|z|2 27 Jo VA (t —s)? — |z
2 t— 1zl
1 c —
— a(t)2 m | - (Cit> 1|+ -— ' als) - alt) ds
2mc3 || || 2mey Jo \/c(%(t —5)? —|x|?
2 1 -
- a(tl (290 5 f als) —al) , O(|z|)
lz| -0 27ch || 2rcg Jo |t — 5|

Notons a présent
1
glz,t) =cia x g+ %a(t)x(:c) In|x|.

Nous allons étudier le comportement de g quand  — 0. Remarquons que, au sens des
distributions, nous avons

1 1
polrg — polAg = %Poatza(t)X(w) In|z| + %Noa(t) [A, x]1In ||,

de sorte que

02g — c2Ag e €*(RT,L*(R?)).
Ainsi, g est solution d’une équation des ondes inhomogénes dans R? x R+ avec un second
membre & valeurs dans L?. Nous allons utiliser la proposition 3.2.14, ainsi qu’une chaine
d’arguments similaire a celle utilisée a la section 3.4.1.a pour montrer que pour tout v > 0,
tout 7" > 0, nous avons

sup H%(a*g alt) In (26t> _ f als) = a<t)ds>‘

te[0,77] ¢7 23 \|z|)  2mc3 )y |t

<400 (3.4.22)
V2(D)

pour k € {0, 1, 2}.

L’équation (3.4.22) donne des informations intéressantes sur le champ V(atg). En parti-
culier, celle-ci montre que nous pouvons passer au gradient dans l’asymptotique de a * g.
Ceci implique

273V (a * ) (@, 1) ~ —a(t)% +0(1)

quand |z| — 0. De plus V(a * G) est solution d’une équation des ondes homogénes dans

(R2\{0}) x R*. En prenant en compte ces remarques et comparant aux équations défi-
nissant le terme de champ lointain uy (3.4.19), nous pouvons identifier les termes et en
déduire que

ug(x,t) = Gla|(x,t) + 0., G[b1](x, t) + 02, G[b2] (2, 1)



72 CHAPITRE 3. ASYMPTOTIQUE DE LA DIFFRACTION PAR DES PETITES INCLUSIONS

ol

B 82U0

Gla] := a:Q, et a(t) := %W(O,t), b;(t) = —2mct e] - Q- Vuy(0,t), j=1,2,

ol ¢g = / 1o/ po- Ainsi nous avons obtenu une expression explicite de us, qui est le premier
terme du développement du champ diffracté en fonction de €, en terme de la fonction de
Green G et de son gradient, c’est-a-dire en terme de sources monopolaires et dipolaires.
Notons que us est couplé fortement & wug et notamment aux valeurs ponctuelles en 0
(la limite de l'inclusion quand ¢ — 0) de sa dérivée seconde en temps ainsi que de son
gradient.

3.4.4 Deéveloppement a I’ordre 3

Bien que nous ne soyons intéressés que par un développement a 1’ordre 2 de la solution u,
en fonction de ¢, il apparaitra, lorsque nous ménerons l'analyse d’erreur, la nécessité de
connaitre le terme d’ordre 3 en champ proche. Formellement, sa fonction sera de compenser
le terme d’ordre 3 apparaissant dans le développement de Taylor de uy au voisinage de 0,
afin de récupérer un taux de convergence en 3 — 7, n > 0.

Examinons les informations apportées par le principe de raccord appliqué a l'ordre 3. En
champ lointain, nous avons

uo(x,t) + eur(x, t) + 2uy(x, t) + Sus(x, t)

In ||

€z 2P o
—— + = 07up(0,t
o t 0( )2

~ Y Tasue(0.1) + € Vus(0,0)"Q-

|z[—0

+e%cy(t) + 2 us(x, t) + - - -

(3.4.23)
Le principe de raccord indique que le développement ci-dessus doit compenser les premiers
termes du développement radial du champ proche quand |£| = |x|/e — c0. D’aprés ce qui
précéde, et en particulier (3.4.17), ce développement s’écrit

U(](g,t> + €U1 (E,t> +€2U2<£,t> + €3U3<£,t>
£ g £ £

¢ €T P
~ —%up(0,1) + e2Vue(0,)TQ - —=+e%= 0%u(0,
|| /e—00 Z o! 2t0(0,8) +&Vuo(0.1)°Q |z|? © Po ¢tof )27r,uo

In ||

xr
+ e%cy(t) + 53U3<;,t> + o

la]<2

Nous construisons le terme de champ proche U; de sorte qu’il compense le terme d’ordre
3 intervenant dans le développement de Taylor de ug, apparaissant dans (3.4.23). D’aprés
(3.1.5), le terme de champ proche Us doit satisfaire

—div(uVUs) = —pd?U; dans R?* x RT,

U3(€>t) ~ Z gaguo(()?t)'

0
oo 2,

Nous adoptons la méme démarche qu’aux paragraphes 3.4.2 et 3.4.3, en commencant
par construire un relévement du comportement prescrit pour Uz au voisinage de l'infini.
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Posons

&= Y 5 au0.

|af=3

et remarquons que le comportement prescrit pour Us au voisinage de I'infini est compatible
avec le terme source de 1’équation volumique : en effet, nous avons

Agg(é, t) = 61((931'&0(0, t) + 65,26931%(0, t)) + 52(6221“)(0, t) + 892610}2%(0, t)),
de sorte qu’au bilan

L’égalité (3.4.24) implique que
div(pV (1(§)gs(€))) = ¥ (€)podi UL (€, 1) + po[ A, ¥]gs(€),

pour |£] suffisament grand. Avec ces observations & ’esprit, nous cherchons le terme de
champ proche Us sous la forme

f

Us(E, 1) = (&) D) S ogunl0,1) + Vale. 1)
la|=3
J ouVye WL (R?), v€]0,1[ tel que (3.4.25)
~Aiv(ETV) = —X(EpEFTED) + w[d,v] Y S ogua(0.1
L la|=3

D’apreés la proposition 3.2.16, les équations ci-dessus définissent V3 & une constante I1o(V3)
prés. Notons a nouveau que la fonction V3 dépend de 'espace et du temps, comme la
fonction de profil d’ordre 2, V5, et au contraire de V;. Explicitons la construction de V3.

Discutons le comportement de V3 quand |&| — oo. Puisque V3 € Wl_W(RZ), la proposition
3.2.17 montre que nous avons V3(&,t) — Hy(Va(-, 1)) (2me) " In €] — To(Va(-, 1)) € Wi(RQ)
pour tout v €]0, 1[.

Calculons la constante IIj(V3(-,t)). Observons que, pour R > 0 suffisamment grand, le

membre de droite dans 'équation définissant V3(-,t) s’annule pour €] > R. De plus,
puisque x + ¢ = 1, nous avons [A, ] = —[A, x]. Ainsi

II5(V3) = lim po,Vydo = I%im div(uVVs) d€

R—0 oDg —00 Dg
~ lm [ (©p©FVE0dE~ i | x(©Dmde+ | Angade
R—x Jp . R-o Jp, Dr

_ f (0(€) — po) 2T (€.1) dE

Nous avons ainsi montré I'existence de V5(-,t) a t fixé, définie & une constante prés. Nous
passons outre le calcul de cette constante : les seuls ingrédients qui nous intéressent pour
mener a bien 'analyse d’erreur sont les comportements prédominants de Us et de V3 quand
£ — .
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Nous avons introduit I’ensemble des ingrédients nécessaires a la construction d’un déve-
loppement asymptotique de u. en fonction de €, a 'ordre 2 en champ lointain et a 'ordre
3 en champ proche.

2

Dans la prochaine section, nous justifions le fait que les ansatz Zekuk(w,t) et
k=0

x
Z e* Uy <—,t> sont de bonnes approximations de u. dans les zones de champ lointain
€

k=0
et de champ proche respectivement. Bonne approximation est a entendre au sens ap-

proximation d’ordre 3 en €, ce qui est légitime puisque nous avons construit, globalement,
un développement d’ordre 2 de u,.

3.5 DEMONSTRATION DES RESULTATS ET
ANALYSE D’ERREUR

Dans cette section, nous réalisons 1’analyse d’erreur de notre probléme. Nous proposons
un ansatz constitué d’une interpolation entre un développement & l'ordre 2 en champ
lointain et un développement a ’ordre 3 en champ proche du champ total. Nous prouvons
que cet ansatz est une approximation d’ordre 3 — n pour tout > 0 du champ total wu..

Dans un premier temps, nous nous limitons au cas d’une inclusion unique et ce par soucis
)

de lisibilité. Nous expliquons ensuite comment généraliser la démarche au cas d'un nombre

quelconque d’inclusions.

Nous définissons, en suivant une idée considérée par exemple dans [75], le champ approché
comme

(@, t) = Z (2, 1) + x(@ Z U, (— t) ~ (@) y(@)ma(z,t).  (3.5.1)

n=0

Il s’agit d’une interpolation entre les séries tronquées de champ proche et de champ
lointain. Rappelons que, moralement, m. est la somme des termes intervenant dans le
principe de raccord en champ lointain, définie par

ma(,1) = Y i un(0,1) + lWo@,t)-Q-m

2
lo]<3 |w|

pGiuo(0,) Ina | .

L’objectif de cette section est de démontrer le
THEOREME 3.5.1

Soit u. 'unique solution de (2.2.2), définissons 1. par la formule (3.3.8) et soit T' > 0.
Alors pour tout 1 €]0, 1], il existe deux constantes C,, e, > 0 telles que

S[Ilp] [H@tug — atﬂgHL2(R2) + HVug — vaaHLZ(RZ)] < 077 53_77, VE € [0750[.
te[0,T
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Ce théoréme constitue la synthése de I'analyse par développement asymptotique raccor-
dés. Il montre que le champ approché défini par la formule (3.5.1) constitue une bonne
approximation du champ total u., qui par définition est solution du probléme (2.2.2). La
norme dans laquelle nous mesurons I’écart entre ces deux champs, définie par

Uu — Ssup H(}tUJHI}(R) + HVUHLQ(R)
te[0,T

est la norme d’énergie, canoniquement associée aux problémes de propagation d’ondes
acoustiques. Notons que si
x ¢ supp{x}, nous avons @.(x) = ug(x,t) + cui(x,t) + c2uy(x,t). Ainsi, le théoréme
3.5.1 montre que

2

2 e uy,

n=0

est une approximation d’ordre 3 — 7 de u., a distance > 1 de l'inclusion.

Le reste de cette section est consacré a la preuve du théoreme 3.5.1. La preuve se fait,

comme souvent, en deux étapes : stabilité et consistance.

e La stabilité consiste & montrer que les solutions aux problémes de propagation tels que
(2.2.2) dépendent continument des données, et ce uniformément en . Ce résultat a
été montré dans le corollaire 2.2.4, et est une conséquence directe du caractére bien
posé du probléme (2.2.2) ainsi que de I'identité d’énergie associée. Ainsi, il existe deux
constantes C' > 0 et ¢y > 0 telles que

sup H(atUHL2(R2) + ”VUHLz(Rz)
te[0,T]

T
<C <||5tv(', 0)||L2(R2) + HVU(-, O)HLz(Rz) + f Hpeafv — div(u€Vv)Lz(Rz)dt)

0

et ce pour tout v e C°(R,, D(A,,.)) et pour tout € € [0, 5.
Notons que les paramétres physiques p. et . vérifient

pe = min(py, po) >0 et pe = min(pg, o) > 0.
De plus,
us(x,0) = up(x,0) = ug(x,0) = dyuc(x,0) = dup(x,0) = dyuz(x,0) =0

et ce pour tout « € R?, par construction.

Par ailleurs, les termes de champ proche Uy, Uy, Us; sont solutions de problémes de
statique dont les seconds membres sont des sommes de termes ayant comme facteurs
83 UQ(O, t) .

Ainsi, puisque g est causale et comme 0d5u(0,0) = 0 pour tout o € N2, ceci implique
que Up(x,0) = Uy (x,0) = Uy(x,0) = 0.

Pour résumer, nous avons Ve € [0, o],

T
s[up] [||5t(u5 — Ue)||l2me) + |V (ue — ﬂa)HLz(Rz)] < C’f Hpgﬁf(ue—ﬂe)—div(,uEV(uE—ﬁg))HLQ(Ra)dt.
te|0,T 0

(3.5.2)
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L’estimation (3.5.2) montre que pour estimer la différence u. — @, dans la norme d’éner-
gie, il suffit de savoir controler le terme

T
J |p=07 (ue — tie) — div(peV (ue — Ue)) |r2ge)dt.
0

e [l s’agit de I’étape dite de consistance. Notons que dans I'inégalité ci-dessus, la constante
C > 0 est indépendante de €. Nous nous attelons dans la suite de cette section a établir
une estimation de la quantité

T
J 9o (e — 70.) — div(e V(e — .)) oy dt.
0

en fonction de ¢.

Introduisons la notation

(r.U)(z) := U(f)

€
et remémorons la notion de commutateur introduite section 3.2.4, définie par

[A, glv:= Algv) — gAv, V(g,v) € €°(R?*).
En pratique, g sera souvent égale a ¢. ou a x. Rappelons également que
P00ty — HoAuy, = nof, TE€ R2, t>0, neN,

ol 9,0 est le symbole de Kronecker, valant 1 si n = 0 et 0 sinon. Nous avons alors la suite
d’égalités suivantes

psﬁf(ug — ) — div(p.V(ue — u.))
3

2
— oA, e] D e + o[ A, x] D MU — pro[ A, xtpe]me

n=0 n=0

(3.5.3)

+x(p=0f — Ay 23] " Up — X¥e (P00 — poS)m..
n=0
Soit M. (&,t) I'unique fonction satisfaisant m. = 7. M., de sorte que
M_(&,t) = ug(0,t) + ¢ (Vuo(O,t)~ &€+ Vuy(0,1)- Q- |§%>
In €]

2 “ « 2
+ e 0;2 JamUO(O, t) + Bat U()(O, t) 27T/L0

2 3 S aua(0,),

|laf=3

+ Co (t)

et observons que m. se décompose sous la forme

me(x,t) = mo(x,t) + emy(z, ) + emy(x, t)
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avec my = 0, tandis que mg, ms sont indépendants de £. De maniére similaire,
Ms(fa t) = MO(€7 t) + 8]\41(57 t) + 52M2(£7 t) + €3M3(£7 t)

ou My, My, M; sont indépendantes de e tandis que M (€, t) est une fonction affine de Ine.

Remarquons également que puisque 1. + x = 1 + 1.\, nous avons
[A, X¢5]ma = [A> %]ma + [Aa X] (1-M.).

Ainsi puisque y.(x) := 1 — ¥.(x), nous avons xp. = x — .. Ces observations nous
poussent a réorganiser les termes de droite dans (3.5.3) de la maniére suivante

pgd?(uE — tg) — div(peV(ue — a;))
2 3

= o[ A ] (3 € (un — 1)) + po A X] (7 Y " (U — M)

n=0 n=0
+ (X - XE)pOatQ (7_552(U2 - MQ) + 7'553(U3 — Mg))

+ Xep=0; (27.Us + °7.Us3)

La proposition qui suit donne une estimation en norme L? de chacun des termes interve-
nant dans la somme précédente.

PROPOSITION 3.5.2

Pour tout n > 0, il existe C,, > 0 telle que pour tout ¢ € [0, o[ et tout t > 0, nous ayons
les estimations suivantes :

2
(A0 Y e (up — ) <Gy Y Jun —malve,, o), (354)
n=0 L2(R2) n=0
3 3
(A Y e (U, — M) <Cp Y Un = Mallyy ey, (355)
n=0 L2(R2) n=0
3 3
(X = xe)po0} Y, " e(Un — My) <Oy 3R Un = M)y e)(35.6)
n=2 L2(R2) n=2

Par ailleurs, il existe C' > 0 telle que pour tout ¢ € [0, &o[, on ait

3
< C? Y 07U 2 (w)- (3.5.7)

L2(R2) n=2

3
Xepeaz? Z 5nTeUn

n=2

DEMONSTRATION :
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e Dans un premier temps, traitons les deux premiéres inégalités (3.5.4), (3.5.5). Pre-
nant en compte les estimations établies dans le lemme 3.2.20, il vient I'existence d’une
constante C, telle que pour tout n =0, ..., 3, on ait I'estimation

1A, x]7=(Un — Mn)”L?(R?) <C|U, - Mn”wé((@l/e) :
En utilisant le lemme 3.2.21, nous obtenons qu’il existe C,, > 0 telle que

1A, X]7e(Un = M) |22y < Cye®" " [ (Un = M) |y g

< Cpe U, - MHHW}F (R2) >

n—m
pour l'erreur de champ proche par exemple, ce qui prouve l'estimation (3.5.5). Le méme
type de calcul peut-étre effectué pour obtenir (3.5.4).
e Les estimations (3.5.6) et (3.5.7) s’obtiennent directement par changement de variable
et en se référant aux équations (3.4.13) et (3.4.25).

O
La proposition 3.5.2 achéve ainsi la démonstration du théoréme 3.3.1 dans le cas d'une
unique inclusion.

Nous avons fait la démonstration du théoréme 3.5.1 dans le cas d’une unique inclusion,
par soucis de lisibilité. Le principe de la démonstration est le méme dans le cas d'un
nombre quelconque d’inclusions, & nouveau a cause de I’hypothése sur la séparabilité des
inclusions et le fait que 'ordre 2 est le premier ordre en champ lointain auquel apparait
le champ diffracté par les inclusions, ceci en 2D.

Alinsi, nous avons montré dans cette section que le champ approché u, défini par I’équation
(3.5.1) est une approximation d’ordre 3 — 1 de u., et ce pour tout n > 0.

Bien évidemment, un grand nombre d’extensions de cette analyse sont possibles, un certain
nombre d’entre elles étant détaillées dans la prochaine section.
REMARQUE 3.5.3

En vertu du fait que le terme source f est supposé indéfiniment dérivable en temps
(voir le paragraphe 2.2), nous pouvons appliquer ce qui précéde pour montrer que des
estimations d’erreur telles que celle énoncée théoréme 3.5.1 restent valides en remplacant
le champ total u. et son ansatz d’approximation par leurs dérivées en temps stuccessives.
Ainsi, pour tout k = 0, pour tout T > 0 et pour tout n > 0, il existe deux constantes
Cy, €0 > 0 telles que

S[UI;] [H&tug‘;) — 5tﬂ((_:k)“L2(R2) + ||Vu§k) — Vﬂgk)HL2(R2)] < 077 63_77, Ve e [0,80[,
te|0,

ot v® désigne la dérivée k-éme en temps de v.

3.0 EXTENSIONS POSSIBLES

Nous avons effectué I’analyse asymptotique a ’ordre 2 du probléme de diffraction par un
ensemble de petits défauts (2.2.2) en utilisant la méthode des développements asympto-
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tiques raccordés. Nous aurions pu considérer un probléme modeéle différent, les extensions

possibles et naturelles étant les suivantes :

e La dimension d’espace sous-jacente au probléme (dans notre cas d = 2) joue un grand
role dans le résultat de I’analyse asymptotique. Dans la situation que nous avons exa-
miné, le premier terme d’ordre non nul en champ lointain est d’ordre 2. Il aurait été
d’ordre 3 en dimension 3, et aurait également été constitué d’une combinaison de mo-
nopoles et de dipole localisés en les x,,, la fonction de Green présentant évidemment des
propriétés différentes selon que d = 2 ou d = 3. En particulier, I’apparition de termes
en Ine dans le terme d’ordre 2 du champ proche de € provient du principe de Huygens
et du fait que le cone de lumiére en 2 dimensions est supporté par le disque {|x| < ct}
alors qu’il est supporté par la sphére {|x| = ¢t} en dimension 3.

e Nous avons considéré des obstacles pénétrables, c’est-a-dire que les paramétres phy-
siques p. et u. vivent dans tout I'espace et présentent une discontinuité a la frontiére
des défauts. Nous aurions pu placer des conditions au bord des défauts, par exemple de
Dirichlet, Neumann ou de Robin, ce qui aurait mené a un développement asymptotique
différent de u.. Le fait d’avoir choisi comme probléme modeéle la diffraction par des
obstacles pénétrables provient des applications au controle non-destructif visées par le
CEA List; notamment la diffraction par un ensemble de petits cailloux plongés dans
du béton.

e Rappelons également que ’hypothése sur la position des obstacles w;, était fondamentale
puisqu’elle permet de découpler les zones de champs proches propres a chaque inclusion.
Si nous avions considéré un modéle au sein duquel les inclusions se rapprochent les une
des autres, c’est-a-dire ou leur centre sont séparés d’une distance de 'ordre de %, a €
10, 1[, comme dans [17, 18] par exemple, alors des termes supplémentaires apparaitraient
dans le développement asymptotique de wu..

e Une extension naturelle serait de mener I'analyse asymptotique pour les problémes de
Maxwell et de I’élastodynamique temporelle.

Par ailleurs, nous avons effectué ’hypothése relativement simpliste d’un milieu constant
par morceaux. Dans un premier temps, force est de constater que ’analyse asymptotique
qui préceéde n’aurait pas été affectée par une hypothése plus générale, celle par exemple
d’un milieu de référence (po, o) variant lentement dans R? et disons constant au voisinage
des inclusions, perturbé par un ensemble de petites inclusions. Quel modéle est alors
acceptable pour les paramétres physiques au sein des inclusions ?

Si nous supposons par exemple qu’a l'intérieur des inclusions, les parameétres p, et u,
sont des fonctions réguliéres de et indépendantes de ¢, alors il est 1égitime d’un point de
vue physique d’assimiler ces fonctions a leur valeur au centre, les inclusions étant petites
devant la longueur d’onde centrale du champ incident.

Une autre possibilité pourrait étre de considérer des fonctions de la forme p,((x —x,,)/¢).
Dans ce cas, 'intuition suggére de considérer un modéle équivalent ou les fonctions p,, et
4y, sont remplacées par leur moyenne sur l'inclusion normalisée plutot que par leur valeur
ponctuelle au centre de I'inclusion.

Ces questions de modélisation consistant a déterminer quels sont les modéles réalistes d’un
point de vue physique sont intéressantes et en réalité tres actuelles au sein de la commu-
nauté des développements asymptotiques pour les équations aux dérivées partielles.
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Nous avons effectué 1'analyse asymptotique du probléme exact (2.2.2), qui rappelons le,
est difficile & résoudre numériquement en tant que tel, pour I’ensemble des raisons expo-
sées section 1.3. L’objectif a présent est de tirer parti de I'analyse asymptotique effectuée
dans la section précédente, afin de proposer deux modéles, indépendants I’'un de I'autre,
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qui d’une part approchent le modéle exact (au sens ou l'erreur entre les solutions de ces
deux modéles est petite, dans un sens que nous préciserons) et d’autre part sont signifi-
cativement plus faciles & résoudre que le probléme initial, d’'un point de vue numérique.

Un trait commun aux deux modéles que nous proposerons est le fait qu’ils sont gouvernés
par une équation des ondes acoustique dans l'espace libre, ayant comme parameétres pg et
o, les parameétres physiques du milieu environnant les inclusions. Bien évidemment ces
deux équations d’ondes seront couplées a des inconnues auxiliaires, qui permettront de
rendre compte de la présence des inclusions dans le milieu.

L’intérét d’une telle approche, d'un point de vue numérique, est qu’elle permet de dis-
crétiser I'équation d’onde sous-jacente a l’aide d’un espace élément finis s’appuyant sur
un maillage complétement indépendant des hétérogénéités. En particulier, la taille des
mailles pourra étre choisie indépendamment de la taille caractéristique des inclusions e,
nous permettant ainsi de nous affranchir des difficultés liées a la condition de stabilité
CFL, de stockage mémoire et de cotit de calcul.

A contrario, les deux modéles approchés que nous allons construire présentent des diffé-
rences dans leur facon de gérer la présence des inclusions. Le premier s’appuie sur une
représentation du probléme de diffraction comme perturbation d’un probléme de propa-
gation dans ’espace libre. Nous introduisons des inconnues auxiliaires artificielles vivant
sur les inclusions, a la facon de la méthode des domaines fictifs [23, 49]. Ces inconnues
peuvent étre considérées comme des multiplicateurs de Lagrange volumiques. Le modéle
approché est alors obtenu en réduisant 1’espace fonctionnel dans lequel vivent ces multi-
plicateurs de Lagrange grace a une méthode de Galerkin, basée sur ’analyse en champ
proche effectuée au chapitre 3.

Le second modéle quand a lui s’appuie exclusivement sur une analyse en champ lointain
de la solution u. du probléme de diffraction. Il s’agit de régulariser le probléme vérifié par
I’ansatz de champ lointain tronqué a l’ordre 2.

Ce chapitre est organisé de la maniére suivante : nous présentons successivement les
deux modeles approchés que nous avons développés. Pour chacun de ces modéles, nous
exposons sa construction dans le cas simplifié d’'une unique inclusion afin de faciliter
la lecture, puis nous présentons le modeéle approché dans le cas général d’'un nombre
quelconque d’inclusions. Dans un deuxiéme temps, nous donnons des résultats établissant
le caractére bien-posé de chacun de ces deux modéles, puis nous effectuons une analyse
de convergence, afin d’établir que la solution de chacun des modéles approchés est une
bonne approximation de la solution u. du probléme exact (2.2.2).
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4.1 UNE PREMIERE APPROCHE AVEC
INCONNUE AUXILIAIRE PAR ANALYSE DU CHAMP
PROCHE

Le premier modeéle approché que nous proposons provient d’une idée relativement simple :
il s’agit de considérer que le probléme modéle (2.2.2) est une perturbation du probléme
sans inclusions. La perturbation fait intervenir la valeur de u., que nous traitons selon
une décomposition de Galerkin le long de certaines fonctions de bases, intervenant dans
I’expression des termes de champ proche. Rappelons le probléme initial étudié :

Trouver u. € €*(R", L*(R?)) n ¢°(R*,D(A,.)) tel que
pEatzuE - le(luavwf) = f($7t>a T e Rz? te R+7 (411)
ue(x,0) = dyuc(x,0) = 0, x € R?,

ou les paramétres physiques p. et u. présentent des discontinuités a la frontiéres des
inclusions w, pour n € {1, ..., N}. Il s’agit alors d’écrire que u. est solution d’une équation
d’ondes dans le milieu (po, ), perturbée par la présence des petites inclusions.

Nous procédons dans cette section a un léger changement de notation, en comparaison
des sections qui précédent, concernant les parameétres physiques du probléme.

REMARQUE 4.1.1

Rappelons que les paramétres physiques du probléme p. et p. sont définis par

N N
o si xe€ RQ\U wr, po si xe€ RQ\U wn,
n=1 n=1

pie(z) = pe(x) =
My SI T E W], Pn SI T EW!.

Nous introduisons les 2N constantes 6y, ...,0. 61, ...,06, qui sont telles que

1 N N

— si xeR? wn, , 2 "
i(w) o \nL=J1 e po(a) = 1 0 si xeR \U wo,
He 1+80, . n . n n=1

si &€ w, po(1+0,) si xew!
Ho

Notons que ces constantes de contraste relatif sont définies de maniére univoque, sont
sans dimension, et sont données selon la formule explicite

Q,Z:@—l et 5n=p—n— )

M £o

Remarquons que puisque ji. = 0 et p. > 0 sur R?, nécessairement 6, > —1 et 8, > —1 et
ce pour tout n € {1,..., N}. Notons également que le cas de figure ou 6,, = 6,, = 0 revient
a supposer que la n-éme inclusion est vide (au sens ou elle n’existe pas, elle se confond
avec le milieu environnant).
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L’intérét de ce changement de notation (nous passons d’une notation absolue & une no-
tation en contraste relatifs) apparaitra quand nous chercherons a exprimer que le milieu
avec inclusion est une perturbation du milieu de référence, caractérisé par les coefficients

(Po, Mo)‘

Par souci de pédagogie, nous présentons le modéle approché dans le cas d’une inclusion
unique puis dans le cas de N inclusions.

4.1.1 Cas d’une inclusion unique et d’un contraste p uniquement

Dans cette section uniquement, nous supposons que nous disposons d’une unique inclusion
w.. Nous supposons que celle-ci est centrée en 0 € R? au sens ot

Ve >0, 0€w..
Nous notons § = §; le contraste relatif du paramétre p. dans l'inclusion, de sorte que

~{ po si xe R\w,,
pe(@) = { po(l+6) si xew,

et nous supposons que
pe(x) = o), Vae R2

Ces hypothéses vont nous permettre d’exposer les idées conduisant a ’obtention du pre-
mier modeéle approché. Nous généraliserons ensuite ceci au cas d'un nombre quelconque
d’inclusions, avec un contraste de la rigidité p. a I'intérieur de chacune d’entre elles.

Notons 1, la fonction indicatrice de I'inclusion w; :

1 sixew,,
1.(x) =

0 sinon.

Avec les notations ci-dessus, le probléme (4.1.1) est équivalent au probléme
Trouver u. € €*(R*,L*(R?)) n €° (R, D(A,,)) tel que
po0iue + poddiucl, — div(ueVu.) = f(x,t), xeR? teRT, (4.1.2)
us(x,0) = dyu.(x,0) =0, x e R%

4.1.1.a Construction du modéle

L’idée de ce premier modéle approché est de considérer le terme pgéﬁfuels comme une
source auxiliaire du probléme, couplée a I'inconnue u. du probléme. Cette source vivant
uniquement sur l'inclusion w,, elle peut-étre approchée par les termes de champ proche
issus de ’analyse asymptotique du probléme.

Ainsi, nous introduisons une inconnue auxiliaire définie par

Ve = auelsv
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ou « € R est une constante non nulle dont nous préciserons la valeur ultérieurement. Nous
allons réécrire le probléme (4.1.2) en terme de 'inconnue (u,,v.), puis nous procéderons
a une décomposition de Galerkin sur v. le long des fonctions de champ proche. Nous
constaterons qu’il existe une valeur critique de «a, dépendant uniquement de la valeur du
contraste relatif §, pour laquelle une propriété de conservation d’énergie sera établie, ce
qui sera fondamental afin d’établir des schémas numériques stables.

Notons
U=%*R"L*R?) n¢°(RT,D(A,,)) et V.=%*R"L*(w.)),
les espaces fonctionnels adaptés pour u, et v, respectivement.

Il est clair que le probléme (4.1.2) est équivalent au probléme
([ Trouver (ue,v:) € U x Ve tel que

5
Pu. + P02, — div(ueVue) = f(x,1), weR? teR*,
] podiue + = m iv(poVue) = f(x,t) (4.1.3)

v, = aul,, rew, teR",

u.(x,0) = dwu.(x,0) =0, x e R%

\

Nous considérons le probléme (4.1.3) comme une équation d’ondes dans le milieu de
référence (po, 1), perturbée par une source auxiliaire vivant uniquement sur l'inclusion,
cette source étant elle-méme couplée a 'inconnue u, de notre équation d’ondes.

En tant que tel, le probléme (4.1.3) est strictement équivalent au probléme (4.1.1). En
effet, si u. est solution de (4.1.1), alors le couple (u.,v.) ot v, est définie par

Ve = auel,, rew., t>0,

est solution du probléme (4.1.3), tandis que la réciproque est également valide : si (uc, v.)
est solution de (4.1.3), alors u,. est solution du probléme initial (4.1.1).

Afin de proposer un modéle approché du probléme (4.1.3), nous le passons sous forme
variationnelle. On montre selon une démarche classique qu’il est équivalent au probléme

([ Trouver (u.,v.) € U x V. tel que

d? d? ~ ~
¥ @mﬁjfea ) + a(u€7 ) dt Qb (’UE,U) = F(“)? Vt e RJrv

me(ve, ) = b.(V,u.), VteRT,
u:(0) = 0u.(0) =0, V(U v) e H(R?) x L*(w,).

ol les formes bilinéaires m et a, de masse et de rigidité respectivement, sont définies par

(4.1.4)

\

L?(R?) x L*(R?) - R H'(R?) x H'(R?) — R
m: N - et a: N N (4.1.5)
(u, ) — pof ut de, (u, @) — po | Vu- Vau de,
R2 R2

tandis que les formes bilinéaires m, et b, sont définies par

L?(w.) x L*(w.) — R L*(R?) x L*(w.) - R
o b, : 0
" (v, |—>—J (v,u)HpLJ wv de.
a J..
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Enfin, la forme linéaire F' est définie par
L*(R*) — R
u — J uf dx
RQ

Les formes bilinéaires m et a sont les formes de masse et de rigidité usuellement associées
a I’équation des ondes acoustiques, tandis que m. est la forme de masse associée a ’espace
V. et b. est une forme de couplage entre les espaces U et V..

F: (4.1.6)

L’idée du premier probléme approché que nous proposons est de remplacer 1’espace V. par
un espace de fonctions de la variable temporelle & valeurs dans un espace de dimension
finie et petite, construit a partir du développement en champ proche issu de 'analyse
asymptotique.

Nous allons utiliser ’analyse asymptotique effectuée dans la section précédente afin de
proposer un modéle approché de (4.1.3), dans lequel nous remplacerons 1'espace vectoriel
de dimension infinie V. par un espace de dimension finie. Rappelons les résultats de
I’analyse asymptotique, et en particulier la définition des termes de champ proche pour
le cas d’une inclusion unique.

Retour sur 'approximation de champ proche En se référant a 'analyse asymp-
totique effectuée section 3, et précisément d’aprés le théoréeme 3.3.2, au voisinage de
I'inclusion w,, le champ wu. est approché par

(x,t) — up(x,t) = Uy <§,t> +ely (g,t) + %0, (g,t)

oil le terme de champ proche Uy est défini par Uy(€,t) := ug(0,t) pour &€ € R?, tandis que
U, et U, sont solutions des problémes

([ Trouver t+ U,(t) e Wil_v(R2), v €]0,1[ tel que

{ —div(upVU;) = 0, £ eR?

U(€:0) ~ & Vuo(0,1)

et
Trouver t— Uy(t)e W', (R?), ~¢€]0,1] tel que

—div(uVUy) = —pdiUs, £ eR?
UE 1) ~ 3 S asuaf0.1)

0¢]
L

\

la variable rapide & étant définie par € = x/e.
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Précisément, en vertu de I’équation (3.4.13), U; est tel que

Us(e, 1) 1= 0(€) ) & au0,1) + V(6.1

laf=2

{ oulVye WL (R?), v€]0,1[,; tel que

AV (HVR) = (€€ u0(0.1) + po[A, 0] Y Euo(0,1)®

al’

-

(67

\ |or|=2
Nous avons montré, en vertu de 1’équation (3.4.14) que
Va(£,) — T (Val-, ) (2rpt0)~ In €] — Thy(Va(-, 1)) € W2 (R2),
ou ITy(Va(+, 1)) et To(Va(+,t)) sont des fonctions du temps, définies au paragraphe 3.4.3.

A présent, nous cherchons un espace de dimension finie X,  L*(w.) tel que pour tout
temps ¢ > 0, nous ayons
Uit)e X., i=0,1,2.

Introduisons la fonction W, constante égale a 1 sur R?, que nous pouvons également
appréhender comme étant solution du probléme

Woe WL (R?), ~€]0,1[ tel que
_div(uVWo) = 0, €eR?,
Wo(§) ~ L

€| —o0

Ce probléme a une unique solution en vertu de la proposition 3.2.16. Nous introduisons
également les fonctions Wi ; et W o, solutions respectivement des problémes

Wiie W (R%), ~¢€]0,1] tel que Wipe WH, _(R?), ~¢€]0,1] tel que
—div(uVW;,) =0, &eR? ot —div(uVW;5) =0, ¢€eR?
Wii(§) ~ € Wia(€) ~ €,

€| —o0 |§|—c0

oil nous avons noté & = (&', £€?) les coordonnées de € dans la base canonique de R?. En
tant que telles, les fonctions W ; et W 5 sont définies a une constante prés, et ce en vertu
de la proposition 3.2.16. Nous imposons que

Wl,i_gi - 07 i:1a2a

|§|—o0

ce qui fixe les constantes indéterminées a 0.

Enfin, pour finir, nous définissons les fonctions de profil d’ordre 2. Introduisons Ws; et
Ws o définies comme les solutions des problémes

Wai1e W, (R?), ~¢€]0,1] tel que Wase W, (R?), ~v¢€]0,1] tel que
—diV(IU/VWQJ) = 0, f € R2, et —diV(/LVWZQ) = 0, 5 S RZ,
Wai(€) ~ &1-6, Woa(§) ~ &i&o.

€l—o0 €l—00

(4.1.7)
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Notons que les comportements prescrits pour Wy ; et Wy o au voisinage de I'infini sont
donnés par deux polynéomes harmoniques de degré 2 linéairement indépendants.

Introduisons une derniére fonction de profil, que nous noterons Wsy, définie comme la
solution du probléeme

Waoe W, (R?), ~e€]0,1] tel que

—div(uVWayg) = —p(€), £eR? (4.1.8)
Po P
Wa(§) o Ay (&+8&) - i In [£].

Les fonctions Wy, Wi 1, Wia, Wao, Wai et Wao sont des fonctions de profil, dépendant
uniquement de l’espace, et révélant un certain nombre d’informations a propos de I'inclu-
sion w. A nouveau, les fonctions Wy ; pour ¢« = 0, 1, 2 ne sont pas entiérement déterminées
par les problémes (4.1.7) et (4.1.8). Il est en effet nécessaire de spécifier les comportements
linéaires, logarithmiques et constants de chacune d’entre elles au voisinage de l'infini.

A cet effet, nous imposons que

Wao + 4”7" (€2+€2) >0, Wai(€) — (2—€2) >0 et Was(€) —&1&r — 0
quand [£] — 0.

La construction de ces fonctions de profil est hiérarchique : Wy admet un comportement
constant au voisinage de l'infini, les W, ; admettent des comportements linéaires tandis
que les et W5 ; sont quadratiques au voisinage de I'infini.

Alors les résultats fournis par la méthode des développements asymptotiques raccordés
montrent qu’a tout temps ¢t > 0, le champ proche

UP('J) € vect <W07 Wia, Wia, Wao, Way, W2,2>-

En effet, nous avons

Uo(€,t) = uo(0,)Wo(&), Ui(€,t) = Vue(0,1)- ( Wi (€) )

Wi2(8)
et enfin
1o 2 pHo Lo Ly
Us(§,t) = Z@guo(O,t) Wao(§) + ;FgWO(E) +Z(0x—5’y)uo(0,t)W2,1(€)+§5$yUo(0,t)Wzg(f),
Notons
X. = vect Wy, Wiy, Wia, Wag, Waq, Waa), (4.1.9)

Etant donné que les polynomes 1, &;, & et &2 — &3, £1&; et €7 + &2 forment une famille
libre de I'espace vectoriel des polynomes réels a deux indéterminées, nous avons le résultat
suivant

PROPOSITION 4.1.2

| La famille {Wy, Wi 1, Wia, Wao, Way, Was} est libre dans I'espace vectoriel des fonctions
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mesurables de R? dans C. En particulier, {Wo, Wia, Wia, Wao, Way, Was} est une base
de

X..

L’idée est de chercher I'inconnue auxiliaire v., qui est, a une constante multiplicative preés,
la restriction du champ wu. sur 'inclusion w,, dans ’espaces X, qui est de dimension 6 et
qui contient moralement 'information spatiale associée au champ proche tronqué a l'ordre
2.

Nous proposons donc le probléme approché suivant

([ Trouver (u.,v.) € U x €(R", X.) tel que
d? d?
| (e ) + (e ) + o) = F(@). v R,

me(ve,0) = be(V,u.), VteRY,

u:(0) = du.(0) =0, V(U v) e H(R?) x X..

(4.1.10)

\

On remarquera que le probléme approché ci-dessus présente la particularité de faire inter-
venir une équation d’évolution, qui est en réalité une équation d’onde dans ’espace libre
perturbée, tandis que la seconde équation est purement statique.

4.1.1.b Analyse de consistance et de stabilité

En tant que tel, le probléme (4.1.4) est équivalent au probléme (4.1.3) et donc au probléme
(4.1.1). En terme d’application au calcul numérique d’une approximation de la solution
ue du probléeme exact (4.1.3), la difficulté décrite paragraphe 1.3 peut se comprendre au
travers du fait que 'espace V. intervenant dans (4.1.4) est de dimension infinie.

Nous commencons par introduire un résultat de conservation d’énergie pour le probléme
approché (4.1.10). Pour une fonction v € L?(w, ), nous notons v son prolongement par 0 &
R? tout entier, défini par

{ v(x) sizew.,

v(z) =

0 sinon.

Introduisons 'énergie F associée au probléme (4.1.10), définie pour ¢ > 0 par

E(t) := = [m(ue + Ve, e + 0:) + alue, u.)], (4.1.11)

ol nous avons noté u = du/dt pour une fonction u de la variable temporelle. Nous avons
le résultat de stabilité suivant, qui nous permet de fixer la valeur du paramétre «, laissé
indéterminé jusqu’a présent :

PROPOSITION 4.1.3 (Estimation d’énergie a priori)

Supposons que le probléme (4.1.10) admette une solution (u.,v.). Si le paramétre « est
choisi de telle maniére que

a==+vV1+0-1,

alors I'énergie E associée au probléme (4.1.10) et définie par (4.1.11) est conservée au
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cours du temps, c’est-a-dire que si le terme source f est nul, alors

dE
—(t) = t=0.
(1) =0, V=0

REMARQUE 4.1.4

Notons que comme § > —1 pour les raisons exposées suite a la remarque 4.1.1, o est un
nombre réel correctement défini.

DEMONSTRATION : Choisissons 4 = . dans la premiére équation de (4.1.10). Nous
obtenons

1d

2dt
Dérivons par rapport au temps la seconde équation de (4.1.10) et choisissons ¥ = 9. pour
obtenir

[m(te, Ue) + a(ue, ue)] + b (U2, 0) = 0. (4.1.12)

1d L .
éame(ve,vg) = b. (Ve e). (4.1.13)

L’idée est de calibrer le paramétre « de telle sorte que les termes en m. et en b, s’in-
corporent au terme de masse global, faisant intervenir la forme bilinéaire m. Multiplions
I'équation (4.1.13) par /8 et sommons avec I’équation (4.1.12) : nous obtenons que

2

2
1d [m(us,us) + a(ue, u:) + %mg(i)e,i)g)] + (1 — %) b-(v, u.) = 0.

2dt
Par ailleurs, en dérivant deux fois par rapport au temps la seconde équation de (4.1.10)
et choisissant ¥ = v,, nous observons que

1d
blie 1) = 5 2rme (i, ) = b(i, i) (4.1.14)

Ainsi, étant donné que
2

a . )
ng(vs,va) = f ,00|vg|2 dx,

et que (en utilisant (4.1.14))

o’ . 1

<]_ - 7) ba(Ua‘?us) = 5 (1 -
1
2

) (b (i 1) + b (o, i)

éij Vel da
o dt wapo ele )

(1 _ O‘;) g _9 (4.1.15)

pour que l'on obtienne au final 1’égalité annoncée, a savoir

il suffit de choisir « tel que

1d

5% [m(ug + E, u'g + %) + a(ug, 'LLE)] =0.
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L’équation (4.1.15) est satisfaite si et seulement si /o — a = 2, soit si et seulement si

a=—-1++1+9.

O
La proposition précédente nous fournit une condition sur le parameétre « sous laquelle le
probléme approché (4.1.10) satisfait une estimation d’énergie a priori. Cette estimation a
priori va nous permettre de montrer le caractére bien posé du probléme (4.1.10).

PRroPOSITION 4.1.5

Le probléme (4.1.10) admet une unique solution (u.,v.), et ce pour tout € > 0. Par
ailleurs, il existe une constante C' > 0 telle que Vt = 0 et Ve > 0, on ait

VLo

O(ue + v;) 2

t
pn (,1) + po |Vue|* (x,1) do < C’J \/J |f(x,7)|? de dr. (4.1.16)
0\ Jr2

DEMONSTRATION : Nous donnons ici les grandes lignes de la démonstration. De 1’esti-
mation d’énergie a priori dans le cas d'un second membre nul établie proposition 4.1.3,
nous déduisons 'estimation a priori (4.1.16) selon une démarche similaire a celle adoptée
dans la preuve de la proposition 2.2.2, 'argument sous-jacent étant I'utilisation du lemme
de Gronwall (ou plus simplement 'intégration d’une inéquation différentielle).

A partir de lestimation a priori (4.1.16), l'existence d’un couple solution (u.,v.) se dé-
montre en construisant une approximation de Galerkin de la solution. Cette approche est

explicitée en détail dans de nombreuses références comme par exemple [42, Paragraphe
7.2.2|.

L’unicité de la solution est une conséquence de la linéarité du probléme (4.1.10) et de
I'estimation d’énergie (4.1.16) : si f = 0 alors nécessairement Vu, = 0 dans R* a chaque
instant, donc u,. est constante a chaque instant et u. = —v. dans w., mais comme u €
H'(R?) alors u, = v, = 0.

m]
Notons que ’estimation a priori obtenue dans le résultat précédent est fortement similaire
a celle établie proposition 2.2.2; et constitue un résultat de stabilité de la solution (u., v.)
relativement a € (la famille (uc, v.).>¢ est uniformément bornée dans la norme d’énergie).

Le prochain résultat que nous présentons indique que la solution du probléme approché
(4.1.10) est une bonne approximation de la solution du probléme exact. Avant cela, rap-
pelons le probléme exact sous considération (rappelons que nous supposons que fi. = i)

Trouver u. € €*(R*,L*(R*)) n €°(R*,D(A,,)) tel que
peliue — div(uoVue) = f(z,t),  xeR? teR", (4.1.17)
u.(x,0) = dwu(x,0) = 0, x e R%
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Ce probléme est équivalent, nous ’avons vu, au probléme

( Trouver (u,v.) € U x V. tel que

d? - o & ~ " +
) ﬁm(ue,u) + a(ue, w) + @ba(vau) = F(u), VYteRT,

me(ve,0) = b(V,u.), VteR*,

u-(0) = du(0) =0, VY(4, v) e H'(R?) x L*(w.).

(4.1.18)

\

ou m, a et F sont définis par les équations (4.1.5) et (4.1.6) respectivement. Ainsi, en
dérivant deux fois par rapport au temps la seconde équation de (4.1.18), le probléme
modeéle (4.1.18) peut se mettre sous la forme

Trouver (u.,v:) € U x V. tel que

j—;ME((ug,vs), (U, 0)) + A((ue, ve), (@, 7)) = < F(Oa) > , VteRY, (4.1.19)

u(0) = du(0) = 0, V(@) e H'(R?) x L*(w.),
oit M, et A: H'(R?) x L*(w.) x H'(R?) x L*(w.) — R? sont définies respectivement par
~ oy m(u, ) + be(v, ) ~ oy a(u, )
M8<<U’U)7 (u’ U)) - ( mg(v,ﬂ) _ bs(ﬁ, u) et A((uv U), (U, U)) - 0 ’
tandis que le probléme approché (4.1.10) est équivalent a
Trouver (u.,v.) € U x €(R*, X,) tel que

M), @ 9) + G, @) = (). weme, )

ue(0) = du(0) =0, V(u,?) e H'(R?) x X..
Avant d’aborder 'estimation d’erreur pour ce premier modéle approché, commengons

par donner un lemme concernant la continuité de M., qui découle immeédiatement de la
définition des formes mises en jeu.

LEMME 4.1.6 (Continuité des formes variationnelles)

e Les applications m : L*(R*)*> — R, m. : L*(w.)> > R et b. : H(R?) x L*(w.) — R
sont continues. Précisément il existe une constante k > 0 et g9 > 0 telle que pour tout
e € [0,e0[, on ait
Imill < &, flme|l < &, flb-]] < &.

e L’application M, : (H'(R?) x L*(w.))®> — R? est continue. Précisément, il existe une
constante C' > 0 et €9 > 0 telle que pour tout € € [0, e[, on ait

| M ((u,v), (4,9))] < C||(u, v) |1 ®2)x12 (@) | (T V) [ 11 (R2) x L2 (w2)

et ce pour tout couples (u,v), (U, ) € H'(R?) x L*(w,).

Le point important dans le résultat précédent et qui nous sera utile par la suite est ’aspect
borné uniformément en ¢ de M,. Nous pouvons aborder le résultat concernant ’erreur
de consistance du premier modéle.
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THEOREME 4.1.7 (Estimation d’erreur pour le premier modéle)

Soit u. la solution du probléeme (4.1.17) et (@.,v.) la solution du probléme approché
(4.1.10). Pour tout temps T > 0 et pour tout n > 0, il existe deux constantes C, =
C(T,n) > 0 et gg > 0 telles que pour tout € € [0, o[, on ait I'estimation

S[up] [Hﬁtua — &taaHLQ(RQ) + ||Vug — VQEHLZ(RZ)] < 077 63_n, VE € [0,50[.
te[0,T

DEMONSTRATION : Deux approches sont possibles pour montrer ce résultat :

e Montrer que les équations de champ lointain et de champ proche associées au probléme
approché (4.1.10) sont identiques aux équations de champ lointain et de champ proche
pour le probléme exact (4.1.18) jusqu’a l'ordre 2, ce qui montrera l’estimation annoncée,
puisqu’il suffira alors de reprendre la preuve du théoréeme 3.5.1 pour conclure.

e Une deuxiéme approche, plus directe, qui consiste a montrer un résultat de consistance
puis de stabilité, comme dans la démonstration du théoreme 3.5.1. C’est cette deuxieme
approche qui est présentée ici.

Notons w. = (ue,v.) la solution du probléme exact (4.1.19) et @w. = (., v.) la solution

du probléme approché (4.1.20). Nous cherchons un contrdle de la différence w, — @w. en

fonction de e.

A cette fin, introduisons . le projeté orthogonal de v. sur l'espace d’approximation X,
pour le produit scalaire de L*(w.), caractérisé par

<'Ua — @8, U/>L2(w5) =0

pour toute fonction test v’ € X..
Notons @, = (u.,?.) € H'(R?) x X., qui peut-étre vu comme le projeté orthogonal de w,

sur I'espace produit H'(R?) x X..

La preuve peut se décomposer en trois étapes. Dans un premier temps, nous contrdlons
la norme de w, — w, par la norme de w, — W, grace a une estimation d’énergie. Dans un
deuxiéme temps, nous controlons w, —w, grace aux propriétés de 'opérateur de projection
orthogonale. Nous pourrons alors conclure en utilisant I'inégalité triangulaire.

Soit w’ € H'(R?) x X, une fonction test. En vertu de la décomposition @, — 0, = @, —
we + we — W,, il vient

d? d?

ﬁMa(wa — @5, w') + A(@a — @5, w’) = ﬁMe(wa — '135, w’).

En vertu de 'estimation d’énergie (4.1.16) et de la continuité de la forme bilinéaire M.
établie lemme 4.1.6, nous obtenons 'existence d’une constante C' > 0 telle que

S[‘lp] (I (ue = T + ve = Vo) L2@ey + |V (ue = Ue) [r2m2)) < CJ0F (we =) o2 @)« x.)-
te|0, T
(4.1.21)

Or dérivation en temps et projection orthogonale commutent (c¢’est une conséquence directe

de la continuité de 'opérateur de projection), c’est-a-dire que 020, = d?v., pour tout t > 0,
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de sorte que 0%, est le projeté orthogonal de 67w, sur H'(R?) x X,. Par définition de la
projection orthogonale, nous avons

HatQ(wS(t) - as(t))“Hl(]RQ)XLQ(wE) = @eHli(%g)xXg H@?wg(t) — w‘|H1(R2)XL2(wE).

Or l'espace X, a été construit de sorte que si z.(t) désigne I'ansatz de champ proche
d’ordre 2 associé & u.(t) a t = 0 fixé, défini par

ze(x,t) = Z e"Up(x/e, t),

alors w’(t) = (u.(t), 2.(t)) € H'(R?) x X, (voir équation (4.1.9)).

Ainsi, en vertu de 'estimation d’erreur entre u. et son développement asymptotique rac-
cordé (voir le théoréme 3.3.1 et la remarque 3.5.3), on a, pour tout n > 0, 'existence de
deux constantes C,, > 0 et g9 > 0 telles que

- [0Fwe(t) — @b 2y iz (ny < 107 (welt) — wl) ey xr2(we) < Cpe®™",

et ce pour tout € € [0, o[ et tout temps 0 <t < T.

A partir d’ici, nous continuons a noter C, des constantes strictement positives indépen-
dantes de € dont la valeur est susceptible de changer d’une ligne & I'autre.

En réinjectant dans I'équation (4.1.21), on a 'existence de C,, > 0 telle que
s (19e(ue = e + ve = Te)raqme) + [V (ue — e)rzme)) < Cpe™,
te|0,T

et ce pour tout ¢ € [0,&0[. Nous ne pouvons conclure immédiatement quand a la validité
de 'estimation annoncée dans la proposition, & cause du terme

|02 (e = U + v = 0|12 (2).
Pour achever la preuve, il est possible d’appliquer le méme raisonnement que ce qui précéde
a la dérivée premiére des équations définissant le modele exact et le modéle approché, afin
de parvenir & une estimation de la forme

sup |V, (ue — Ue)|r2rey < Cpe® ™,
te[0,T]

puis d’utiliser I'inégalité de Poincaré pour parvenir a une estimation du type

sup [0, (ue — Ue) |r2mz) < Cpe® .

te[0,T']
L’utilisation de I'inégalité de Poincaré est ici légitime pour la raison suivante : la source
f est supposée a support compact en espace, et ’équation des ondes jouit alors de la
propriété de propagation a vitesse finie. Ainsi, pour tout temps ¢ € [0,7], (u. — U.)(t) €
Hy(27) ot Q7 est une boule dont le rayon croit linéairement avec T et est suffisamment

grand pour que
(ue —u)(t) =0 sur 0y,

et I'utilisation de l'inégalité de Poincaré sur 27 est valide. Ceci achéve la preuve.
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REMARQUE 4.1.8

Remarquons que nous pourrions expliciter la dépendance de la constante C,, en le temps
final T' > 0. Ceci peut se faire en travaillant plus finement sur I'estimation d’erreur du
développement asymptotique raccordé lors de la preuve de (3.3.1), et en explicitant la
dépendance de la constante de Poincaré intervenant a la fin de la preuve précédente en
T >0.

Rappelons que 'avantage du probléme approché (4.1.10) est qu’il fait intervenir un opé-
rateur des ondes indépendant de e, ce qui nous permettra d’utiliser une discrétisation par
éléments finis s’appuyant sur un maillage totalement indépendant de . Avant d’aborder
les aspects liés a la discrétisation numérique, nous présentons le méme type de modéle pour
le cas général, ol nous avons un nombre N quelconque d’inclusions, et ol le coefficient .
varie a l'interface des inclusions.

4.1.2 Présentation dans le cas général

Revenons au cas général. Nous disposons de N inclusions, avec un contraste des para-
metres p. et . a l'intérieur de chacune d’entre elles.

4.1.2.a Construction du modéle

Reformulons le probléme (4.1.1) en un systéme d’ordre 1 en temps, selon une démarche
classique : posons, formellement pour le moment,

Ve = (98u; et p. = pVue.
Notons
V = ¢ (R", L*(R?)) n €°(R*, H'(R?))
ainsi que

P = €' (R", L*(R?)) n €°(R*, H(div, R?))
Alors il est clair que (4.1.1) est équivalent au probléme

-

Trouver (ve,p:) €V x P tel que

peOrve — div p. = f(z,1), CEER2, teRY,

. (4.1.22)
—0pe — Vv, =0, xeR? teRT,

pe(x,0) = v.(x,0) = 0, x e R?,

\

ot le terme source f En effet, la premiére équation du systéme (4.1.22) est simplement la
transcription de I’équation volumique de (4.1.1) en terme des nouvelles inconnues v, et p..
La seconde équation de (4.1.22) est une condition de compatibilité, exprimant le fait que
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dérivée temporelle et spatiale de u. commutent. Enfin, les équations définissant le com-
portement initial de v. et p. se déduisent directement de celle définissant le comportement
initial de ..

Nous souhaitons exprimer le systéme (4.1.22) comme une perturbation du probléme sans
inclusions. L’intérét de travailler avec le systéme d’ordre 1 plutot qu’avec le systéme initial
d’ordre 2 provient du fait que nous sommes capables de nous affranchir des conditions de
transmission qui apparaissent lorsque nous cherchons a découpler le terme div(p.Vu,).

En effet, y. est définie par morceaux dans chaque inclusion w” ainsi que dans R*\UN_,wp.
Si nous exprimons le terme div(p.Vu.) comme une somme de termes définis uniquement
dans une inclusion w. ou dans le complémentaire de leur union, alors nous devons égale-
ment prendre en compte la continuité de la trace et de la trace normale sur la frontiére
de chaque inclusion w, ces conditions de transmission étant contenues dans le fait qu’a ¢

fixé, div(u.Vu,) € L*(R?).

Pour n e {1,---, N}, notons 17 I'indicatrice de w_. Avec ces notations en téte, il apparait
que le systéme (4.1.22) peut se réécrire sous la forme équivalente suivante

([ Trouver (v.,p:) €V x P tel que

N
pOatvs + Po Z 5n1?at'ua —div Pe = f(ma t)v T e RZ’ te R+,

n=1

. (4.1.23)
1 1 &

—atPer—Z@nl?atpa—va =0, xeR? teR,

Ho

n=1

pe(x,0) = v.(x,0) = 0, x € R%.

\

Moralement, I'idée que nous cherchons a développer ici est la suivante : le systéme (4.1.23)
est une équation des ondes acoustiques transitoire dans le milieu caractérisé par les coeffi-
cients po, Lo, perturbée par les sommes de terme faisant intervenir la valeur de 'inconnue
(ve, pe) sur la n-éme inclusion. Or les inclusions sont petites, donc la perturbation est
petite, et I'on doit pouvoir établir une méthode numérique pour résoudre ’équation des
ondes avec inclusions qui ne cotite pas significativement plus cher que ’équation des ondes
sans défauts. Introduisons des quantités auxiliaires, que nous nommerons multiplicateurs
de Lagrange volumiques, définies selon les formules

n n n n
Q5 = anp6157 wg = ané]-g;

pour tout n € {1,..., N}, ol «a, et 3, sont deux constantes réelles non nulles, dont
nous préciserons la valeur plus loin. Les quantités ¢ et w_ représentent, aux constantes
multiplicatives a, et 3, prés, la valeur des champs p. et v. sur 'inclusion w_'. Introduisons

les vecteurs
qe = (q?)lénéN et w. = (wg)lénéN

ainsi que les espaces fonctionnels

L. = L} (w}) x L2(w?) x ... x LA(w)

£

et
(L) = €°(R*, L.).
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Avec ces notations, il est clair que le probléme (4.1.23) est équivalent au systéme

\

( Trouver (v.,p., We,q.) € Vx P x €(L.) x €(L.) tel que

N
On .
P00V —|—ng lgﬁ—ﬁtw?—dw pe = f(x,t), xeR? teRT,
n=1 n
16 +1§:1"9"6 v 0 eR? teRT
—OtPe — e Otde — Ve = U, €T ) >
o e g e g (4.1.24)

qr = a,p17, rew!, teR",
wl = Brol, rew! teR",
pe(x,0) = v.(x,0) =0, x € R2.

L’idée est alors d’utiliser une méthode de Galerkin sur les multiplicateurs de Lagrange

volumiques ¢ et w.

, le long d’un faible nombre de fonctions de base données par la

méthode des développements asymptotiques raccordés. Avant d’effectuer cette opération,
nous réécrivons le systéme (4.1.24) sous une forme faisant apparaitre un certain nombre
de symeétries dans les coefficients physiques. Le systéme (4.1.24) est équivalent au systéme

\

[ Trouver (v.,p.,w.,q.) € V x P x €(L.) x €(L.

) tel que

N
On ,
P00 Vs +p02 lgﬁ—ﬁtwg—dw pe = f(x,t), xeR? teR,
n=1 n

—(%p +—219(3tq Vo.=0 xeR? teR"
1o e Lo — o, € € ) ) ) (4125)

9” n 0 n n

,U0062q8 oo p17, zew! teRT,

p05n p05 +

w! = v17, rew' telR

B2 F T B © ’

pe(x,0) = v.(,0) =0, x e R%

Nous allons passer le systéme (4.1.25) sous forme variationnelle, afin d’en dériver un cer-
tain nombre de propriétés, notamment de conservation d’énergie, qui nous permettrons de
calibrer la valeur des «,, et des (3,, de maniére adéquate. Introduisons les formes bilinéaires

de masse
L?(R?) x L*(R?) - R L?(R*)? x L*(R?)? - R
T ) e | e T o) | ppde
R2 Ho Jr2
et la forme variationnelle de rigidité
L*(R?) x H(div,R?) — R
(v,p) — vdivp dx.

RQ
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Nous introduisons également 2N formes bilinéaires de masse pour les multiplicateurs de

Lagrange q. et w, respectivement. Pour n € {1,..., N} fixé, nous notons
LA (W) x LA (w!) - R L2(w") x LA (W) - R
en . Qn - en ., - 571 -
Mo (q,) - oo Ln @de T (w,@) - p;% Ln wiv dx

Enfin, nous introduisons les 2N formes variationnelles de couplage, définies, pour n €
{1,..., N} fixé, par

L2(w")? x LA (w™)? - R L2(w") x L*(w!) - R
bl : (0,9 ’_)f et c: (v, w) — Pg ow de

Notons que toutes les formes introduites ci-avant sont bilinéaires, et que hormis a, celles-ci
sont toutes symétriques. Pour terminer, nous introduisons la forme linéaire

L?(R*) - R

£ v fu de.

RQ

Nous avons introduit tous les ingrédients nécessaires pour passer le systéme (4.1.25) sous
forme variationnelle. Celui-ci est équivalent au probléeme

[ Trouver (ve, p.,w.,q.) € V x P x €(L.) x €(L.) tel que

d d <

“w ~ v n ny o (~ = F(%
dtmy(vs,v)+dt ng_lcg(v,wa) a(v, pe) (0),
4 4

§ ] (4.1.26)
mzm(qg’qn) = bg( €7qn)7 Vn € {17 7N}7
my" (Wl w") = (ve, 0"),

| pour tout (7,p,q, W) € H'(R?) x H(div, R?) x L. x L.,

oil si z € L., nous avons noté 2" € L*(w") sa n-éme composante. C'est le probléme
(4.1.26) qui sera la brique de base pour proposer un premier modéle approché. En effet,
les composantes des inconnues w, et q. sont, moralement et & une constante multiplicative
prés, la valeur de la vitesse et de la pression au voisinage de chaque inclusion. Or, I’analyse
asymptotique effectuée au chapitre 3 nous donne des informations trés précises sur le
comportement du champ acoustique au voisinage de chacune des inclusions : celui-ci est
donné par 'ansatz de champ proche au voisinage de chaque inclusion.

Retour sur les ansatz de champ proche Rappelons les résultats fournis par la
méthode des développements asymptotiques raccordés. Fixons n € {1,..., N}. D’aprés le
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théoréme 3.3.2, au voisinage de la n-éme inclusion (dans la zone de champ proche associée
a la n-éme inclusion), le champ w,. est approché par

(&n,t) = up(@,t) = Ug (€n, t) + €U (€ns t) + °U3 (€ns 1)

ou la variable rapide &, est définie par

et ot les termes Uy, Uy' et Uy sont solutions du probléme
—dIV([LnVU]?> = _pnétQUl?—% €n € R27 le R-‘r )
pour k =0,1,2, ou U"; = U", = 0, et ot un comportement & 'infini est prescrit via

Ug(&nit)  ~ uo(0,1)

|§n‘_’00
U1n<€m t) € "\;OO En VUO(OJ t)
e ~ 20 pa t).
UQ( mt) |0 Z_: al aocuo(()? )

Précisément, Uy est donné par
Ui (&n,t) := up(xn, t).

Ainsi, at > 0 fixé, U (-, 1) est la fonction constante, égale a la valeur du champ limite w
évalué en (x,,1).
Le terme d’ordre 1, U}", est solution du probléme au Laplacien généralisé

Trouver t— Up'(t) e W!,__(R?), ~€]0,1] tel que

—div(u"VU;) = 0, £, € R?

Ul(Emt) ~ En : VUO(wnat)-
|€n|—00

Enfin, le terme d’ordre 2, U; est défini comme solution du probléme au Laplacien généralisé
avec condition de croissance quadratique au voisinage de I'infini

[ Trouver tw— UR(t) € Wi, (R?), ~€]0,1] tel que
—div(u"VUy) = —p"d?Ur €, e R?,

UZ(Ent) ~ Sn ooy (e, t).

v . : )
A nouveau, comme dans le cas d’'une unique inclusion, nous cherchons un espace de
dimension finie X" < L*(w?) tel qu’a chaque instant ¢ > 0, nous ayons

(Ug + Uy + €°U3) (€,,t) € X[
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Introduisons, pour n € {1,..., N} fixé, la fonction Wy, dépendant uniquement de ’espace,
définie comme solution du probléme

Wy e Wl_W(Rz), v>0 tel que
—div(u"VW§) =0, €&,eR?

&n|—00

Nous introduisons également les fonctions W', et W', solutions respectivement des pro-
blémes

Wi e W, (R?), ~¢€]0,1[ tel que Wi, e Wl , (R?*), ~€]0,1] tel que
—div(u"VW) =0, &, € R?, ot —div(u"VWy) =0, §,€ R2,
W{fl (gn) ~ €1117 W{?Q (€n> ~ 72u

|€n|—00 |€n]|—00

oil nous avons noté &, = (£ &) les coordonnées de &, dans la base canonique de R?.
Définissons également les fonctions de profil d’ordre 2 : soient Wy';, W3'y et W3, solutions
respectivement de

Wy e Wh, (R?), ~¢€]0,1[ tel que Wy, e W, (R?), ~>0 telque
—div(u"VW3,) =0, §,¢€ R?, ot —div(u"VW3,) =0, §,€ R?,
W3y (&) | ~ (&) — (&) W3a(€)  ~ &€,

|&n|—00 |€n| >0

Enfin, nous définissons W5, comme solution du probléme
( W3 e WL, (R?), ~4>0 telque
—div(u"VW3o) = —p"(&), &€ R,
pn

WEo€) o~ ~ 1 (6 + (€)= 5o -l

Comme dans le cas du modeéle approché pour une inclusion unique, les fonctions Wi
et W', sont définies & une constante pres, et ce en vertu de la proposition 3.2.16. Nous
imposons que

Wy =€

n
|€n|—c0

0, i=12,

ce qui fixe les constantes indéterminées a 0. De méme, pour caractériser complétement
les fonctions W', pour: = 0, 1, 2, il est nécessaire de spécifier les comportements linéaires,
logarithmiques et constants de chacune d’entre elles au voisinage de I'infini.

A cet effet, nous imposons que

W£o+4'°—:o(<si>2+<£i>2)ﬁo, War(€n)—((€1)7 — (€2)2) > 0 et Wya(€)—€L€2 -0

quand |&,| — oo.
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Alors les résultats fournis par la méthode des développements asymptotiques raccordés
montrent qu’a tout temps ¢t > 0, le champ proche

U?J( 7t) € vect <W(7)17 erfh WﬁQa W2n,07 WQrfh W£2>

En effet, en notant W£0 = —4uoWy's/po, nous avons

U3(6n0) = wOOWF(E), U760 = Tual0.0)- (i &) ) + v

1,2

et - -

War (€,) + Wi (€, W (&,) — War (€,

W?’L

+ 2272 (&) 0, Oy u0 (0, 1) + B W
Notons
Xgl = vect <W(;’Lv W{fl? W{f% WQTva W;la W£2>7

ainsi que

Y =VX[
Notons également
Xo=X!x..x XN et Y.=VX.=V!x---x YN

ou le gradient est pris composante par composante.

L’idée est de chercher les inconnues w. et q., respectivement la dérivée en temps du
champ u. et son gradient au voisinage des inclusions, dans les espaces X, et Y., qui sont
désormais des espaces de petite dimension, mais qui contiennent moralement I’'information
spatiale contenue dans le champ proche tronqué a 'ordre 2.

Nous proposons donc le modéle approché suivant

[ Trouver (v.,p.,W.,q.) € V x P x €(X.) x €(Y.) tel que

d d
Emv(vs,'u) + %;cg(v,ws) —a(v,p.) = F(0),
d d
_mp(paaﬁ) + = Z bg(ﬁa Q;L) + a(Uavﬁ) = 07
J dt dt = (4.1.27)
mZ’"(qg, ) =b(p,q"), Yne{l,...,N},
m(wl, ") = 2 (ve, w"),

| pour tout (7,p,q, W) € H'(R?) x H(div, R?) x X, x Y.,

Du au fait que les espaces X, et Y. sont de dimensions finies, le modéle (4.1.27) est plus
simple a résoudre que (4.1.26) d’un point de vue numérique.
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4.1.2.b Analyse de consistance et de stabilité

Avant d’aborder en détail la justification du fait que le probléme (4.1.27) est une approxi-
mation du probléme (4.1.1), citons un premier résultat important, qui nous permettra de
fixer la valeur des constantes a,, et [3,.

THEOREME 4.1.9

Si les paramétres o, et [3, sont choisis de la maniére suivante
1+60,—1 et B,==x+4/146,—-1, Vne{l,...,N},

alors I'énergie E du systéme (4.1.27), donnée par

N N
my <v8+ Dlwr v, + Zw_?> + my (pa+ D1t pe + Zlgqeﬂ ;
n=1 n=1

E(t) = %

n=1

est conservée au cours du temps, c’est-a-dire que si f = 0 alors

dE
—(t) = t = 0.
(1) =0, V>0

DEMONSTRATION : Supposons que le terme source soit nul, c¢’est-a-dire que
f(x,t) =0, VxeR? Vt=0.

Comme c’est le cas lors de la démonstration d’estimations a priori, nous supposons que
le probléme (4.1.27) admet une unique solution

(Ve, Pe, We,ge) €V x P x X, x Y..

Dans les deux premiéres équations de (4.1.27), choisissons ¥ = v, et p = p,, et sommons
les relations ainsi obtenues pour obtenir

d d d <
T (Ve, Ve) + =y (pe,pe) + - Z (ve, w?) + b (pe, 42)] = 0 (4.1.28)
Par ailleurs, en choisissant §" = ¢ et @" = w?, pour tout n € {1,..., N} dans la troisiéme

et la quatriéme équation du systéme (4.1.27), il vient
mg" (¢, qr) = b2 (pe, ) et my"(wl,wy) = ¢ (v, wl). (4.1.29)

En substituant la dérivée par rapport au temps de (4.1.29) dans (4.1.28), nous obtenons
que

d l n n
pr My (Ve, Ve) + My (pe, Pe) Z (g2, qr) (ws,ws)) = 0. (4.1.30)

n=1

Posons a présent

1+60,—1 et B,=x+/1+06,—1, Vne{l,... N},
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comme annoncé. Alors pour tout n € {1,..., N}, nous avons
ai +2a, =0, et B,QL + 208, = 0p,

donc en particulier

—=14+— e —=1+—
a? ap 2 Bn

Ainsi

en wn Mo 721
n .n QO[n gn/ . n n
:mp(_€726>+ 6 mq7 (q€7qs)
n 20[n (e n
=my(d,q7) + 502 (pey )
n
=my(q”, q") + 2my(pe, ¢7)

On peut montrer de maniére tout a fait similaire que nous avons
mig" (Wl wl) = my(wl, w) + 2my (ve, w).
En réinjectant alors dans ’équation (4.1.30), nous obtenons que

d

Emv(va, Ve )+

dtmp Pe, De)+ pr Z [mp 2 q7) 4 2my(pe, ¢7) + mop (W2 w?) + 2my (ve, w )] =0

Etant donné que les inclusions sont bien séparées les unes des autres (voir ’hypothése
3.1.2), nous avons, pour deux entiers distincts m et n

mp(¢, ) =0 et my(wl, wl) =0.

Ainsi, au bilan, nous avons établi que

%[mv <v5+2w5,v5+2w > +my, <p5+2q57pe+2q5>] 0.

n=1 n=1 n=1 n=1

m]
Nous pouvons montrer, de maniére tout a fait similaire a la preuve du théoréme 4.1.7, le
résultat suivant
THEOREME 4.1.10

Soit (ve, pe) la solution du probléme (4.1.22) et (., v.) la solution du probléme approché
(4.1.27). 1 existe une constante C' > 0 telle que pour tout n > 0 et pour tout € € [0, g¢|,
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on ait estimation

S[Up] [Haﬂ]a — athEHL2(R2) + ||V'Ug — VﬁEHL2(R2)] < 077 53_77, VZ‘: € [0,50[.
te[0,T

Nous verrons au chapitre 5 comment discrétiser de maniére pertinente ce modeéle approché.
Pour le moment, nous étudions un second modeéle approché, construit grace a I'analyse
en champ lointain.

4.2 UNE SECONDE APPROCHE SANS INCONNUE
AUXILIAIRE PAR ANALYSE DU CHAMP LOINTAIN

Nous construisons ici un second modéle approché du probléme modéle (2.2.3), dont la
solution est une approximation de u. en champ lointain. La construction de ce modéle
s’appuie sur 'analyse asymptotique en champ lointain de u,, et fait explicitement appa-
raitre au travers de I’équation d’ondes perturbées sur laquelle il repose 'intuition physique
suivante : I'onde diffractée par chaque petit défaut se comporte, en premiére approxima-
tion, comme 'onde émise par un point source localisé en ce petit défaut.

4.2.1 Cas d’une inclusion unique
Dans cette section uniquement, nous supposons que nous disposons d’une unique inclusion
w. < R?. Rappelons que celle-ci est une version contractée a I’échelle ¢ d’une inclusion de

référence w < R?
Ve >0, w.=cw,

demz().

4.2.1.a Construction du modéle

ol w a pour centre de gravité 0 :

Définissons, pour € > 0 fixé, le champ
uP(x,t) := ug(x, t) + 2uy(x,t), = eRAN{0}, t=0.

ou les champs u et uy sont les termes d’ordre 0 et 2 respectivement en champ lointain,
comme établi au chapitre 3. Ainsi, ug) est I’ansatz de champ lointain tronqué a ’ordre 2.

Rappelons que ug est le champ limite obtenu par passage a la limite de u. quand € — 0,
et est solution de

Trouver uy € (R, L*(R?)) n €°(R", H*(R?)) tel que
pOaEUO_MOAUO :f(w7t)7 CCER{ tERJru
uo(x,0) = dyug(x,0) =0, VreR?,
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tandis que uy est défini par
us(,t) = Glal(z,t) + 0., G[b'](z, 1) + 0., G[V*] (2, 1)

avec

2 Puo

Gla] =G = a, et a(t):= P

(0,1), V(t) = — — 2mct eJT-Q-VuO(O,t), j=12,

G étant la fonction de Green associée a 'opérateur des ondes caractérisé par le couple
(1, co) veérifiant
[02G — 2AG] (z,t) = 6(1)5(x), xR t=0,

et Q étant le tenseur de polarisation généralisé associé a l'inclusion w.

Le champ us est le premier terme d’ordre non nul dans la décomposition de u. en champ
lointain, et constitue le développement au premier ordre non nul du champ diffracté. I1
s’agit d’une superposition de source monopolaires et dipolaires localisées en 0 (la limite
de l'inclusion quand ¢ — 0).

L’objectif du modeéle développé dans cette section est de permettre un calcul efficace de
ug). Plagons nous dans le contexte de I'approximation numérique : uf) étant dans la zone
de champ lointain une approximation d’ordre 3 —7 de u., une méthode numérique capable
d’approximer efficacement ug) sera alors capable de calculer une bonne approximation de
u. (nous préciserons dans le prochain chapitre ce que nous entendons par bonne approxi-
mation). D’un point de vue pragmatique, une premiére idée de méthode pourrait étre de
calculer une approximation de ug (par exemple avec une méthode de type éléments finis
standard), d’extraire la valeur en 0 de g et de son gradient, par interpolation par exemple,
puis de calculer I'approximation de us correspondante. Nous aurions alors une méthode
nécessitant deux calculs (celui de ug puis de ug) capable de calculer une approximation
de u, et serions parvenu & notre fin.

Nous nous proposons de développer une méthode plus astucieuse que cela, qui calculera
une approximation de ug) en un seul calcul. Notons o 'opérateur des ondes dans R*\{0} x
R™ associé au milieu de propagation (pg, o) :

2

o= Poag T div(peV).

Nous avons, par définition de la fonction de Green G et par propriétés du produit de
convolution

oul? (x,t) = oug + €% 0 uy

= f(z,t) — & (Fuo(0,1)8(z) + (2mpoQ- Vue(0,1))- Vi(z)), e R*\{0} x RT,

ou ¢ est la mesure de Dirac. Notons que les fonctions de la variable temporelle a et b
dépendent de ug. Ainsi, u® vérifie

§2u£2)
Po o2

—div(peVu®) = f(x,t)—*(a(t)d(z) +b(t)- Vi(x)), xeRN{0}xR*., (4.2.1)
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oil a(t) = —pd?ug(0,t). oit le vecteur b est défini par

b(t) = 2w QVug(0,1t).

L’égalité (4.2.1) a lieu au sens des distributions dans D'((R?\{0}) x R™).

Deux obstacles sont a traiter en vue de proposer un modéle issu de (4.2.1) qui admette une
formulation variationnelle qui soit bien posée dans les espaces de Sobolev classiquement
utilisés :

e L’équation (4.2.1) vérifice par u/? admet, formellement, deux inconnues : u{? et uo. Le
probléme est sous-dimensionné. Nous allons contourner cette difficulté en utilisant un
résultat de stabilité lié & 'opérateur des ondes et en utilisant le fait que, moralement,
ug est une approximation d’ordre 2 de wu,.

e Le deuxiéme obstacle provient du fait que la masse de Dirac et son gradient ne sont
pas, en tant que distribution, continues sur I'espace de Sobolev H!(R?) classiquement
utilisé pour étudier les phénomeénes de propagation d’onde. Pour pallier cette difficulté,
nous allons proposer une version relaxée de la masse de Dirac, continue sur H'(R?), qui
converge vers ¢ quand € — 0.

Penchons nous sur la relaxation de la masse de Dirac et de son gradient.

Comme approximation de la masse de Dirac, nous proposons d’intégrer la fonction test
sur la "petite" boule de rayon ke, tandis que pour la relaxation du gradient de la masse
de Dirac, nous intégrons la fonction test sur la boule de rayon ke, ot k1, ke > 0 sont
deux constantes réelles.

Introduisons les formes linéaires

H' (Bre) = R HQ(B/@E) - R
De - 1 et q.: 1 4.2.2
v v(x) dx v Vo(x) dz, ( )
Biicl Js,,. Broel Jp,.,.

ot B, est la boule de centre 0 et de rayon xie. Les formes linéaires p. et ¢. sont des
versions relaxées de la masse de Dirac en 0 et de son gradient respectivement, comme
nous allons le voir au travers des résultats qui suivent.

REMARQUE 4.2.1

Il est important de noter que nous utilisons a nouveau dans cette section les notations p,
et q. mais que celles-ci désignent des objets de nature différente comparativement a leur
utilisation dans la section précédente !

Notons que, formellement, ug) vérifie, au moins formellement,

d?ug(0,t
@m(ug), v) + a(uf), v) + & p %

u?(0) = dul?(0) =0, VYoeHY(R?), teR".

v(0) + 2mpo Vu(0,6) - Q - Vo(0) | = F(v),

(4.2.3)
Les formes bilinéaires m et a sont les formes de masse et de rigidité classiquement associées
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a l'opérateur des ondes, définies par

L*(R?) x L*(R?) - R H'(R?) x H'(R?) — R
m: - - et a: - -
(u, ) — pof un dex, (u, @) — po | Vu- Vu de,
R? R?

tandis que F(t) est, a t fixé, la forme linéaire

L2(R%) — R

Evo [ e ) de.
RQ

Nous allons proposer un modeéle issu de (4.2.3) dans lequel nous allons formellement
remplacer la dépendance de a et b en uy par une dépendance directe en u§2> et également
remplacer la masse de Dirac par p. et son gradient par ¢. respectivement.

Nous introduisons une matrice carrée d’ordre 2 que nous notons Q, et qui remplacera
Q dans le modeéle approché. Nous donnerons plus loin des conditions sur Q pour que la
solution du probléme approché approche la solution du probléme exact.

Nous proposons le modéle approché suivant :

Trouver w. € €*(R", L*(R?)) n €°(R*, H*(R?)) tel que

Poafwa - PJOAwa + 52 [B pa(w‘s)pa(‘) + 277,“0 QE(wa)T ’ Q ’ QE(’ )] = f(il?, t), Vo € RQ:
w.(x,0) = dw.(x,0) =0, VxeR? VteR".
(4.2.4)
Ecrit tel quel, le modéle approché (4.2.4) est & comprendre au sens variationnel. Précisé-
ment, celui-ci doit s’interpréter au sens suivant :

Trouver w, € €*(R*, L*(R?)) n €°(R*, H*(R?)) tel que

a2
w.(0) = dw.(0) =0, YoeH'(R?), VteR"

d2 d? ~
—m(w.,v) + a(w.,v) + € | p ﬁpa(we)pa(v) + 2mpg g (w)T - Q - qg(v)] = F(v),

(4.2.5)
Il est important d’observer le paralléle entre le modeéle approché (4.2.5) et I’équation
vérifiée par I'ansatz d’ordre 2 (4.2.3).

Nous pouvons également donner au modéle approché (4.2.5) une interprétation au sens
fort. Il est clair que pour tout u, v € H'(R?), on a

pe(0p0) = (e Te o)

L2(R2)

ou 1,,. désigne l'indicatrice de la boule de centre 0 et de rayon ;. De maniére similaire,
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nous avons

~ 1
qé(u>T‘ Q- q-(v) = W

1 o
:_ML L o(y)divy(Q- Vu(a)) dedy

T f f Y)(Q Vu(@)) - v(y) dedo(y).

par application de la formule de Green, v désignant le vecteur unitaire sortant et o la
mesure surfacique sur a 0B,,.. Le terme volumique est nul puisque le terme a dériver ne
dépend pas de y. Au bilan, nous avons

0 (u)- O . (v) = <ﬁ(@~qe(u)) - V,U>L2(6B . (4.2.6)

Au bilan, le probléme (4.2.4) s’interpréte au sens classique comme

f Vu(z)" Q Vu(y) dody
Brige JBuye

Trouver w, € €*(R",L*(R?)) n €°(R*, H*(R?)) tel que
27
0 (Q QS(ws>) g 6<9B,12£i| = f<w7t)7

62 e A €
podiwe — poAw, + & [ |BK25|

1
|B ‘ps(wE)lﬁli +
KR1€

w.(x,0) = ow.(x,0) =0, VexeR?teR"
(4.2.7)
ou dp,,. désigne la mesure de Dirac porté par la surface 0B,,..

4.2.1.b Analyse de consistance et de stabilité

Commencons par donner un lemme concernant la qualité d’approximation de la masse de
Dirac 0 par p..
LEMME 4.2.2

Siv e €"(B,,.), alors nous avons I'estimation
pe(v) = v(0) + O(¢)

quand € — 0.

DEMONSTRATION : Soit v € €*(B,,.). Alors le développement de Taylor-Young de v au

voisinage de 0 donne
v(x) = v(0) + - Vo(0) + of|x]|) (4.2.8)
quand & — 0. Notons que si ¢ € R, alors en notant & nouveau c la fonction constante
égale a c, il est clair que
pe(c) =c
tandis que si b = (by, by)" € R?, il vient

2T PK1E
pe(x-b) = f f (b1 cos @ + by sind) dr df = 0.
0

|Brsel
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Notons g(x) = v(x) —v(0) —x- Vv(0) et appliquons la forme linéaire p. a I’égalité (4.2.8).
Il vient
Pe(v) = v(0) + pe(9).
Or g est de la forme
g9(x) = |[r(x)

our(x) — 0 quand x — 0. En particulier, r est bornée au voisinage de 0 et on a I’existence
d’une constante C' > 0 indépendante de ¢ telle que

Ip:(9)| < Ok

pour ¢ suffisament petit, ce qui achéve la preuve.

o
Le résultat précédent établit que p.(v) est une bonne approximation de v(0) lorsque v
est réguliére au voisinage de 0. Bien évidemment, si v n’admet pas de valeur ponctuelle
(de trace) en 0, alors p.(v) diverge lorsque ¢ — 0 (ceci fait référence aux points dits de
Lebesgue en théorie de la mesure). En particulier, nous avons le résultat suivant

LEMME 4.2.3

Soient ¢ > 0 et Q = R? un ouvert non vide, tels que B,,. = Q pour tout ¢ € [0,go[. II
existe C' > 0 telle que pour tout v € H'(Q) on ait

[p=(v)] < ClInel|v]m -
De méme, si v e H*(Q) alors

|4:(v)] < Clnel[v]m2(q)-

DEMONSTRATION : Fixons v € H'(Q2). D’aprés l'inégalité triangulaire et I'inégalité de
Cauchy-Schwarz, nous avons
1
pe(v)] < B v| de
[Bref By«
1

< ———|v|r2B,,.):
~ V/IBue]

Or d’aprés l'inégalité de Hardy logarithmique (voir par exemple [68, 48]), qui stipule
I’existence d’une constante C' > 0 telle que pour tout v € H' (),

v(@)|? da 2
e < Clvling,
o |z[?| In(z)[? e

nous avons
[0]E25,,. < Crie?|In(kie)* o] q).

Au bilan, nous concluons qu’il existe ¢’ = v/C tel que

p-(v)| < C'|In ke [v] 10y
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La seconde estimation se montre de maniére similaire.

Les deux lemmes précédents nous permettent un premier résultat de stabilité.
HYPOTHESE 4.2.4

Nous supposons que les constantes ki et kg sont suffisamment grandes pour que

27 o
K3

1
1——5lp[>0 et I+ Q soit inversible.
TKY
Ces deux hypothéses vont nous permettre d’établir la stabilité du probléme approché.
La seconde hypothése nous permet de définir la matrice QQ intervenant dans le modéle

approché (4.2.4) par
~ 1 -1
Q_@((H—Q ) —I). (4.2.9)
)

La relation (4.2.9) peut paraitre artificielle & premiére vue. Elle va nous permettre d’établir
I’égalité des tenseurs de polarisation du premier ordre associés au probléme exact et au
probléme approché.

Enfin, nous supposons que ko est suffisamment grand pour que

1
1 — —5 max [\ > 0.
TR XeSpQ

Notons que la matrice Q est symétrique réelle car Q 'est également.
THEOREME 4.2.5 (Caractére bien-posé du probléme approché)

Sous les hypothéses 4.2.4, il existe une constante €q > 0 telle que Ye € [0, g¢[, le probléme
(4.2.4) admet une unique solution w,. Par ailleurs, il existe une constante C' > 0 telle que
pour tout ¢ € [0, e[, on ait

[ (o

pour tout t = 0.

ow

2 t
?\ ($>t)+uo\vwa’2(w>t)) do < C [ 1#0)hae dr
0

DEMONSTRATION : A nouveau, comme dans la preuve du caractére bien-posé du pro-
bléme approché (4.1.10) et du probléme modéle (2.2.2), nous procédons via l'utilisation
d’estimations d’énergie a priori. Supposons qu’il existe w. solution de (4.2.5). Alors, en
choisissant, a t € R" fixé, v = w.(t), il vient

%Ee(wg, £ = Flin), V>0, (4.2.10)

ol nous avons noté

Bo(wet) i= | m(ie, ) + alweyws) + & (ppe(12)? + 2mpo q:(w.)- Q- go(ws) ) |
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I'énergie associée a w. et au probléme (4.2.4).

pe(1e)? = ( ! . () da:)

Or nous avons

|BH/15| Bnle
IBmeI By
|B | (w€7w8>
K1E

en vertu de 'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Comme par hypothése r; est tel que o := (1 — |£|/(7m§)) > 0, on en déduit que
m(we, we) + 52/_) pe(:)? = m(ws,wg ]p]pE W, )?
—— |p|) (i, 2)
= am(we, wg).
Le méme raisonnement permet de montrer I'existence de § > 0 tel que
a(we, w.) + 2qe(w.)"- (A,}qE(wE) > fa(we, w;) (4.2.11)

ce qui montre, au bilan, I’existence d’une constante v = min(a, 8) > 0 telle que E.(w,,t) >
vEo(we,t). Ainsi E. est une énergie.

A présent, nous avons

E.(w.,t), Yt>0, Ve>D0.

2

%st\\iw» < Eo(w.,t) <

Ainsi, en intégrant 1’égalité (4.2.10) entre les temps ¢t = 0 et ¢t = T', en utilisant le fait que
les conditions initiales pour w. sont nulles et en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
Nnous avons

T
&@bﬂ<fﬂﬂﬂmm%%hm%ﬁ

f A [ —— Hf HLz ]R2 \/ wa, dt

En appliquant alors le lemme de Gronwall (voir lemme 2.2.3), nous obtenons

t 2
f|ﬂﬂmmaw>, Ve > 0.

E.(w.,t) <
( ) (v2wo 0

Ainsi, au bilan, nous avons obtenu que

1 2
\/MJ(; Hf(T)HLQ(RQ) dT) , Yt > 0.

Eo(wg, t) <

Bitwet) < (

1
g
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A partir de I'estimation d’énergie, nous déduisons le caractére bien-posé du probléme hy-
perbolique 4.2.5 en utilisant des approximations de Galerkin, comme dans [42, Paragraphe
7.2].

4.2.1.c Développement asymptotique raccordé de la solution du modéle ap-
proché

Nous abordons a présent l'estimation d’erreur entre la solution du probléme approché
(4.2.5) et la solution du probléme exact (2.2.2). Nous allons montrer que les termes de
champ lointain du développement raccordé associé au probléme approché (4.2.4) sont
identiques a celles du probléme initial (2.2.2) jusqu’a ordre 2. Une fois ceci accompli, la
preuve sera compléte car nous aurons alors prouvé que le développement raccordé de w,
coincide avec celui de u. jusqu’a l'ordre 2 en champ lointain.

Comme lors de la dérivation du développement asymptotique de la solution u. du pro-
bléme exact (2.2.2), réalisée au chapitre 3, nous raisonnons de maniére formelle dans un
premier temps pour dériver les équations aux dérivées partielles satisfaites par les termes
du développement de la solution w. du probléme approché (4.2.4).

Notons que comme les équations (2.2.2) caractérisant u. et (4.2.7) caractérisant w. ne
différent que sur un disque de rayon O(g), on s’attend a ce que les équations volumiques
satisfaites par les termes de champ lointain soient identiques. Le travail reposera sur les
termes de champ proche et sur le principe de raccord.

Rappelons le probléme approché : il s’agit de

Trouver w. € €*(R", L*(R?)) n €°(R*, H*(R?)) tel que
d? d? ~
%m(wm U) + a(waa U) + 52 |:£ @pa<wa)pa<1}) + 27T,u0 QE(wa)T ’ Q ’ QE(U):| = F(U),

w.(0) = dw.(0) =0, YveH' (R?), VteR".

Décrivons les équations de champ lointain et de champ proche associées a ce probléme
approché.

Les équations de champ lointain Placons nous a grande distance de I'inclusion et
cherchons w, sous la forme

w.(x,t) = wo(x, t) + cwy(x, ) + wy(x, ) + ...

Injectons I'ansatz ci-dessus dans le probléme variationnel satisfait par w. (4.2.5) et uti-
lisons I’hypothése selon laquelle  est grand devant e, ce qui revient & sélectionner une
fonction test v € H'(R?) nulle dans un voisinage de 0. Les termes en p.(w.) et q.(w,)
sont négligeables devant €2 en vertu du lemme 4.2.3 et en identifiant les termes en e, nous
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obtenons que
d2
ae’"

w, (0) = dyw,(0) = 0.

— t0o<n<
(wmv) + a(wnav> 50F(U)7 , VEeRT, 0<n <2, (4.2.12)

Ainsi, les équations de champ lointain associées au probléme (4.2.5) sont des équations
d’ondes dans l’espace libre, avec une singularité en 0.

Etant donné la nature perturbative des formes linéaires p, et g. et en particulier le lemme
4.2.3, il est naturel de choisir wy comme le champ limite, c’est-a-dire wy = wug, défini
comme 'unique solution du probléme limite

Trouver wy € €*(R*, L*(R?)) n €°(R*, H*(R?)) tel que
pOaEwO_NOAwO :f(wat)7 wER2, tER+7
wo(x,0) = dywy(x,0) = 0, Vx e R?,

ce qui est compatible avec I’équation (4.2.12). Les termes d’ordre supérieures w; et ws
vérifient quant a eux

Trouver w; € €*(R*, Ly (R*\{0})) n €°(R™, H} .(R*\{0})) tel que

poliw; — ppAw; = 0, x e R*\{0}, teR",

wj(zx,0) = dw;(x,0) =0, vz e R*\{0} .
Comme c’était déja le cas lors du développement asymptotique de la solution du probléme
exact au chapitre 3, nous allons prescrire un certain comportement singulier au voisinage
de 0 pour w;. La nature de cette singularité peut-étre calculée grace au principe de raccord.
Ecrivons dans un premier temps les équations de champ proche associées au probléme
approché.

Les équations de champ proche Placons nous au voisinage de I'inclusion et cherchons
w, sous la forme

ws<w7t) = WE (£7t> = WO(sat) + €W1<€7t) + €2W2(£7t) te

ot & = x/c est la variable rapide associée a I'inclusion.

Pour n = 0, 1,2, nous avons

Pl o) = e [ W (5t) de= = [ W ly0) dy = p(W,0),

N Biese| By« TR JB,,

oll nous avons noté By, la boule de centre 0 et de rayon x; et

1

Tk I,

De méme, on a

1

|B528| BN2£

1

G-(Wal- /2,1)) VW (2.) de - VW, (.1) dy = ~g(W 1),

2
TTRYE B,
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ou )

2
W/QQ BN2

Ainsi, en sélectionnant une fonction test de la forme v.(x) = V(x/e), o V € Hl  (R?) :=
{p e H'(R?) | supp(p) est borné}, et en utilisant le fait que

d2 2 2
preid (we,v:) = ZE ﬁmW V) et a(wg,va)znz_%ena(Wn,V),

n=0
nous obtenons

d? d? ~
@m(wsa ve) + a(we, ve) + € [ dtgps(w€>p€(vs) + 2mpi0 g-(we)" - Q - qé(”é)}

=;Oa” (a(Wn, V) + 210 q(Wo)T-Q - q(V) + & j—zm(W V)+elp j—;p(Wn)p(V)>
(%),

en vertu de I'estimation établie dans le lemme 4.2.3. En identifiant les puissances de ¢,
nous obtenons que pour n = 0,1, on a

a(Wn, V) + qW,)T- 210 Q - q(V) = 0, VYV e H'(R?). (4.2.13)

Pour n = 2, on obtient
2 2

d ~
m(Wo, V) + a(Wa, V) + p 2sp(Wo)p(V) + 210 g(W2)"- Q- q(V) = 0. (42.14)

La forme forte des équations (4.2.13) est alors

27 1o

_MOAWn +
Br|

v-Q- q(Wn)des,, =0, £eR?* n=0,1,
tandis que la forme forte associée a 'équation (4.2.14) est

2mp
ILL()AWQ +
\Bn2|

Q Q(WQ)(S&BK = _pOatQWO —p p(Wo)l.,, &€ R?,

ou 1,, désigne la fonction indicatrice de la boule de centre 0 et de rayon ;.

De la méme maniére que pour lestimation (4.2.11), on montre que

a(W, W) + 2710 g(W)T - Q - ¢(W) = Ba(W, W)

ce qui montre la coercivité de 'opérateur différentiel intervenant dans les équations de
champ proche (4.2.13) et (4.2.14). Evidemment, nous devons préciser le comportement au
voisinage de l'infini des fonctions Wy, W7 et W5 pour les caractériser entiérement. Comme
lors de la section 3.4, c¢’est I'application du principe de raccord qui permettra de définir
complétement Wy, Wy, Wy ainsi que wy, wy, ws.
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Construction des termes d’ordre 0 Nous l'avons vu, le terme de champ lointain
d’ordre 0, wy, est défini comme 'unique solution du probléme limite

Trouver wy € €*(R*, L*(R?)) n €°(R*, H*(R?)) tel que
poliwo — polAwy = f(x,t), zeR? teR",
wo(x,0) = dwo(x,0) = 0, Vo e R?

de sorte que wy = uy.

Nous raisonnons de maniére similaire a ce qui a été fait au chapitre 3. Le principe de
raccord dicte que le terme de champ proche W, doit vérifier

gll—{lgo Wo(s, t) = WQ(O, t) = Uo(o, t) (4215)

De plus, W} est satisfait I’équation (4.2.13) :
a(W,, V) + 270 qW,)T- Q- q(V) =0, ¥V e H'(R?).

On peut énoncer un résultat similaire a la proposition 3.2.16 pour 'opérateur associée a
la forme bilinéaire a + ¢- Q- ¢, grace a la coercivité de celui-ci : 'opérateur est surjectif et
admet un noyau de dimension 1 composé des fonctions constantes. La condition (4.2.15)
permet de complétement caractériser Wj.

Ainsi W est la fonction constante définie par Wy(&,t) = wo(0,t) = ug(0,t), pour tout
E € RQ et vérifie W(] = Uo.

Construction des termes d’ordre 1 De maniére similaire a la section 3.4, le principe
de raccord a l'ordre 1 donne

wo(a:,t) —i—gwl(a:,t) ~ wo(O,t) +3’5VUJ(](0,t) +€w1($,t) + ...

||—0
WO (g,t>+€Wl (g,t) | ‘N U)O(O,t)—f‘EWl (%,t)-f‘

=l 500
€

Nous constatons qu’afin que les deux développements coincident aux ordres 0 et 1 en tant
que polyndme des variables x et ¢, il est suffisant d’annuler le terme de champ lointain

wlzoa

(ce qui est compatible avec le fait que w; soit solution de I’équation d’onde (4.2.12)) et
d’imposer
Wi(€, 1) ~e—wm & Vwo(0,1).

Ainsi Wy est caractérisé par le systéme d’équations suivant

CL(Wl? V) + 271—:““0 Q(Wl)T ’ Q : Q(V) = 07 vV e H(ljomp(R2)7
Wi(€,t) ~ &-Vue(0,t).

€| —o0

(4.2.16)



116 CHAPITRE 4. CONSTRUCTION ET ANALYSE DE MODELES APPROCHES

De la méme maniére que lors de la construction de U;, ces équations permettent de
caractériser la fonction Uy (€,t) a une constante additive prés que 1'on choisit égale a zero,
de sorte que cette fonction admet un développement de la forme suivante & I'infini

Wi(Et) =€ (1+|€% )-Vwo<o,t>+0<\sr2>

ol Q est une matrice 2 x 2 symétrique. Il est naturel de se demander comment cette
matrice est relice a Q. Il s’avére que la construction de Q donnée par ’équation (4.2.9)
va garantir que Q = Q, de sorte que le comportement a linfini de W est le méme que
celui de U; comme nous allons le voir.

Nous cherchons a calculer le tenseur de polarisation Q associé aux probléme de champ
proche du modeéle approché. Notons temporairement B := B,, ainsi que I' := 0B. Le
probléme (4.2.16) caractérisant W, est de la forme

Trouver U € Hi. (R?) tel que
a(U,V) +2m0g(U)" - Q-q(V) =0, YV e H, (R?), (4.2.17)
U(€7t) ~ Oé'é,

|| —a0

ol « est une donnée du probléme, égale & Vug(0,t) pour le probléme qui caractérise W;.
Comme au paragraphe 3.4.2; la théorie de Kondratiev montre que ce probléme admet une
solution unique au choix d'une constante additive prés qui peut étre choisie de telle sorte
que la solution admette au voisinage de I'infini le comportement suivant

£

er +O(I¢]7).

Ug)=a-€+a-Q-

Nous souhaitons calculer Pexpression du tenseur de polarisation Q en fonction de Q
Etant donné que, d’aprés I’équation (4.2.6), on a

~

q(U)"-Q-q(V) = LVF(U) v do,

ou F(U) := Q- q(U)/|B|, en appliquant la formule de Green de part et d’autre de I', si U
satisfait (4.2.17), alors U satisfait également

AU =0 dans R?
[Ulr=0 sur T, (4.2.18)
tol0, U]y + 2mpo F(U) - v =0 sur T,

ou [z]r = lJf Zr désigne le saut de z sur I'. Notons qu’une application directe de la

formule de Green montre que si V € H. _(R?) est telle que

comp

27
J V(r,0)e*? do = 0,

0
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alors on a F(V) = 0. En combinant cette remarque avec la symétrie de révolution de la
géométrie, on en déduit I'existence de deux vecteurs 3 et v € C? tels que U a nécessaire-
ment la forme

—17T
U(g) = {RZ p-& pourfg] <o, (4.2.19)

a &+ ry" E/IEF pour €] > .

En injectant ’expression précédente dans la premiére condition de transmission de (4.2.18)
et en gardant a l'esprit que €| = ko sur I, on obtient que nécessairement

B = Keor + 1. (4.2.20)

Pour la seconde condition de transmission, liée aux dérivées normales de U, un calcul
direct montre que

0 Up =r?BT-€ et AU =r'al £—m™" €

En remarquant que v = k,'& sur I' et en utilisant la relation (4.2.20), la deuxiéme
condition de transmission montre que

27 o

2“—2(6 — rp)T €+

FU)"-¢€=0, VEel.

Comme par ailleurs F(U) = Q - 8/(r2|B]), on en déduit que

Ho 2o A
2= (f — ko) + 5==-Q -3 =0.
K3 w3|B]

Au bilan, on en déduit que

<I + %Q) b = Koo

Nous avons donc obtenu une expression explicite de S en fonction de a. En vertu de
I'analyse effectuée section 3.4.2 et de la définition de U donnée par (4.2.19), on a par

définition Koy = Qa. Ainsi, nous avons montré que

(7))

En reportant 1’expression de Q donnée par (4.2.9), nous avons ainsi montré que Q = Q,
c’est-a-dire que le tenseur de polarisation du probléme approché (4.2.4) est exactement le
méme que le tenseur de polarisation du probléme exact. On en déduit que W; = Uj.

Construction des termes d’ordre 2 Relevons tout d’abord que, au vu de la définition
de Wy, le second membre de (4.2.14) se simplifie un peu. En effet posons p(§) = po pour
€ e R\B,,, et p(&) = po + p/|Bx, | pour § € By, . Puisque Wy ne dépend pas de £, on a

2 2 d2

(e, V) + o (Wolp(V) = S Wale) [ eV (€) de
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Comme au paragraphe 3.4.3, le comportement de W5(&,t) quand € — o0 que nous devons
prescrire est dicté par les termes d’ordre 2 du développement de Taylor de wug(x, t) quand
x — 0. Le terme W;(&,t) doit satisfaire (4.2.14) ainsi que

IT¢ (Wz)

WQ(&vt) - o THo

!ﬂ+20%wt€+-ou) (4.2.21)

o €00

ou ITy(W5) € C est une constante qui sera choisie de fagon a satisfaire la condition de
compatibilité lié au probléme (4.2.14). Un calcul similaire a celui effectué a la fin du
paragraphe 3.4.3.a donne la valeur de cette constante,

02) = | 46~ g dua(0.)
e (4.2.22)
f . 2 2.
= pd€ dyug(0,t) = p diup(0, 1)
Bs, B, |~ -

B |

Les équations (4.2.14)-(4.2.21)-(4.2.22) déterminent W5(&,t) a une constante additive
prés. En fait, cette fonction ne coincide pas a priori avec la fonction Uy (€, t) (le deuxiéme
terme de champ proche de u.) mais, en choisissant correctement la constante additive, on

a |U2(£7t) - W2(£7t)| = O(|£|_1) pour § — 0.

I reste & examiner le second terme de champ lointain wy(x,t). En suivant la méme
méthodologie qu’en section 3.4.3, mais appliquée au modeéle approché (4.2.4), au vu du
comportement a l'infini de Wy, Wy, W, cette fonction doit satisfaire les équations

poCiwy — ppAwy =0 dans R*\ {0} x RT,
T
wy(@, ) ~ —— Q- Vue(0,£) + p P2up(0, 1)

|2z|—0 ]m| 2
wo(x,0) = Oywy(x,0) =0, VaeR2

In ||
27 po

Or il s'avére que Q = Q. Ainsi on a wy = us.

THEOREME 4.2.6 (Estimation d’erreur pour le second modéle approché)

Soit u. la solution du probléme (4.1.1) et w, la solution du probléeme approché (4.1.10).
Pour tout temps T' > 0 et pour tout n > 0 il existe deux constantes C,, = C(T,n) > 0 et
e9 > 0 ainsi qu’un compact K — R? contenant un voisinage non vide de I'origine tels que
pour tout ¢ € [0, &o[, on ait I'estimation

s[up] [H&tug — atw5||L2(R2\K) + HVug — vwaHLQ(RQ\K)] < CT] 63_77, v& € [O, 60[.
te|0,T

DEMONSTRATION : L’analyse effectuée ci-dessus montre que les termes de champ lointain
pour le probléme approché vérifient w, = u, pour n = 0,1,2. Soit uf) = uy + %uy le
développement asymptotique en champ lointain de u. tronqué & 'ordre 2. Ainsi on a en
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vertu de l'inégalité triangulaire

sup [ [[0ue — Oawe|r2mevie) + Ve — Ve r2me ) |
te[0,T]

< s[up] [16:ul? — dpwe|r2@er) + [Vul® — Ve )|
te[0,T

+ sup [0u® — e re@e ) + | Vul? — Ve |re@ex)
te[0,T7]
Or nous avons vu au chapitre 3 qu'il existe C,(T) > 0 et g > 0 telles que pour tout
e € [0, gp[ on ait,

sup [Hé’tuf) — atuaHLz(Rz\K) + HVugz) — vue||L2(R2\K)] < 07783_7’.

te[0,T]
De méme, comme nous disposons du résultat de stabilité énoncé théoréme 4.2.5, nous pou-
vons appliquer la méme démarche que pour I'analyse d’erreur effectuée pour le probléme
exact, a la section 3.5, pour établir ’estimation d’erreur entre w. et son développement
asymptotique raccordé (& savoir un raisonnement par stabilité puis par erreur de consis-
tance) et I'on montre ainsi que le développement asymptotique en champ lointain de w;.
a 'ordre 2 est exactement ug). Ainsi, pour tout ¢ € [0, &y[ on a

S[up] [H(?tu?) — Oywe|remea k) + HVugz) = VwEHLz(Rz\K)] < Cng‘g’”,
te|0,T

ce qui achéve la preuve.

O
Ce résultat montre que le modeéle approché est consistant a I’ordre 3—n en €. Nous présen-
tons une généralisation immédiate de ce modéle approché au cas de plusieurs inclusions.

4.2.2 Cas d’un nombre quelconque d’inclusions

Ici, nous présentons succinctement le modeéle approché que nous utilisons pour le cas de
plusieurs inclusions. Il s’agit d’une généralisation immédiate du modéle pour une inclu-
sion unique présenté équation (4.2.4). Nous disposons de N inclusions w_, les propriétés
matérielles du milieu de propagation sont représentées par les fonctions p. and p. définies
par

N N
po si xe R2\U wn, p(x)y— ] P sime RQ\U Wy,

3 n a : n
Hn SI T EW], Pn SI T EW,.

pe(x) =
Nous introduisons, 2N constantes réelles k7' et k5 suffisamment grandes pour que

2
- Z ]p | >0 et I+ Z Wl;o Q,, soit inversible. (4.2.23)
K

ol p, est le contraste relatif intégré sur la n-éme inclusion

P = f (Pn— po) 4z = (pr — po)l”),
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tandis que Q, est une matrice symétrique réelle d’ordre 2, le tenseur de polarisation
généralisé d’ordre 1 associé a l'inclusion w™ et au couple (pg, fin)-

Nous introduisons la matrice auxiliaire Q,, définie par

Q. = (k)° ((I + @Qn)_l - I)

qui nous servira pour la construction du modeéle approché.
Nous supposons que pour tout n € {1,..., N}, ki est suffisamment grand pour que
1
(K5)? reSp Qn

Notons que la matrice Qn est symétrique réelle car Q,, 1'est également.

De maniére similaire & (4.2.2), nous introduisons les formes linéaires p. et ¢ définies par
H!(By,.) — R H2(BY, >

: 1 t q.: 4.2.25
Pty TJ v(x) dx o J Vou(x ( )
Bl Jur, ]

n
K1 €

ou B} est la boule de centre x,, et de rayon [.

Nous proposons le modéle approché

Trouver w, € €*(R", L*(R?)) n €°(R*, H*(R?)) tel que

N
podiwe — poAwe + > ) [p_n pE () (P2 (+) + 2o g (we) - Qu - g2 (- )] = f(=.1),
=1

w.(z,0) = dw.(x,0) =0, YxeR2 VteR"
(4.2.26)

La formulation variationnelle associée & (4.2.26) est
Trouver w. € €*(R™,L*(R?)) n €°(R", H*(R?)) tel que teR",

2 N 2
& m(we.v) + aw.,v) + )y [pnjtzps (w2 (0) + 2mi0 () - Q- 2(0) | = Fl)
w:(0) = Quw.(0) =0, VYve HI(RQ).
(4.2.27)
Ce probléme est posé comme une généralisation de I’étude faite dans le cas d’une inclusion
unique. Son caractére bien-posé se prouve de maniére similaire, en s’appuyant sur une
technique énergétique.

THEOREME 4.2.7

Il existe une constante g > 0 telle que Ve € [0, g[, le probléeme (4.2.26) admet une unique
solution w,. Par ailleurs, il existe une constante C' > 0 telle que pour tout ¢ € [0, &g, on
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J.(»

pour tout t = 0.

ait

2

ow

ot

t
(x,t) + u0|Vw£|2(m,t)) dx < CJ ”f(T)HL?(R?) dr,
0

DEMONSTRATION : La preuve de ce résultat est tout a fait similaire a celle de la preuve
de l'existence d’une solution unique pour le probléme approché & une seule inclusion,
théoréme 4.2.5. La premiére étape consiste a montrer une estimation d’énergie a priori,
I'argument technique étant le choix de constantes x et x5 vérifiant les conditions (4.2.23)
et (4.2.24).

A partir de lestimation d’énergie, nous déduisons le caractére bien-posé du probléme
hyperbolique (4.2.5) en utilisant des approximations de Galerkin, comme dans [42, Para-
graphe 7.2|.

O
Enfin, nous disposons du résultat de consistance suivant, qui généralise le résultat énoncé
théoréme 4.2.6 au cas de N inclusions.
THEOREME 4.2.8

Soit u. la solution du probléme (4.1.1) et w, la solution du probléme approché (4.1.10).
Pour tout temps T' > 0 et pour tout n > 0, il existe deux constantes C,, = C(T,n) > 0 et
g0 > 0 ainsi qu’un compact K < R? contenant un voisinage non vide de I'origine tels que
pour tout € € [0, go[, on ait I'estimation

S[up] [0 — dwe 2@ x) + [Vue = V| rz@am ] < Cpe®™, Ve € [0, 0]
te|0,T

DEMONSTRATION : La preuve est identique a celle du théoréme 4.2.6. Le passage de 1
a N inclusions est identique & celui fait pour I'analyse d’erreur entre le développement
asymptotique et la solution du probléme exact, réalisée au théoréme 3.5.1 : les équations
de champ lointain sont insensibles aux termes perturbatifs, tandis que les équations de
champ proche sont locales a chaque inclusion.
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Dans ce chapitre, nous abordons différentes questions liées & I’approximation numérique du
modeéle exact et des modéles approchés proposés au précédent chapitre pour la diffraction
d’ondes acoustiques par une ou des petites hétérogénéités.

Replagons-nous dans le contexte. Le probléme initial de diffraction par un ensemble de
petites hétérogénéités (2.2.2) peut-étre considéré comme la perturbation du probléme de
propagation d’onde acoustique dans l’espace libre caractérisé par la paire de paramétres
physiques (po, o). La théorie de 'approximation du probléme de propagation sans inclu-
sion est bien connue et présente un certain nombres de propriétés agréables : la convergence
de la méthode numérique issue d’une semi-discrétisation en espace par éléments finis de
Lagrange P, ou Qi associée & un pas de maillage h et d'une discrétisation en temps a
I’aide d’un schéma saute-mouton de pas de temps At fournit une convergence a la vitesse
h* + At* (I'erreur étant mesurée en norme %, (L2) a condition que la solution du pro-
bléme exacte soit suffisament réguliére) [34]; le schéma temporel est stable a condition
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qu’'une condition de stabilité CFL soit vérifiée ; 'utilisation de techniques de condensation
de masse permet d’utiliser une matrice de masse diagonale [35, 36|, ce qui a pour effet
d’augmenter 'efficacité de la méthode en terme de stockage et de cotit de calcul tout en
conservant une vitesse de convergence standard.

Nous souhaitons que les méthodes numériques que nous proposons garantissent une
convergence qui ait lieu a la méme vitesse que la méthode standard pour un probléme de
propagation dans un milieu sans inclusion, ainsi qu'une condition de stabilité CFL qui
soit une perturbation de la condition CFL pour la méthode numérique sans inclusions.
Idéalement, nous tirerons parti de la structure diagonale de la matrice de masse produite
par la discrétisation de la méthode éléments finis avec condensation de masse pour le
probléme de propagation sans inclusion.

De plus, nous souhaitons pouvoir choisir le pas spatial de notre méthode numérique h in-
dépendamment de la taille caractéristique des défauts . En effet, nous constaterons qu’en
ce qui concerne la convergence des méthodes d’approximation numériques par éléments
finis standards, un phénoméne de verrouillage numérique a lieu (la vitesse de convergence
est fortement pénalisée par la présence de l'inclusion dans le modéle). Ceci est trés pénali-
sant en terme de cotit de calcul : si ¢ est trés petit (par exemple de I'ordre de 107'%), alors
il nous faut choisir un pas de maillage du méme ordre pour garantir une bonne précision,
et ce méme en utilisant les modéles approchés proposés dans le chapitre précédent.

Nous souhaitons donc proposer des méthodes permettant d’atteindre des précisions satis-
faisantes tout en choisissant le pas de maillage h indépendamment de ¢.

Une stratégie pour contourner cette difficulté et retrouver des vitesses de convergence
standards pour ce type de méthode consiste a enrichir I'espace d’approximation a ’aide
d’un faible nombre de fonctions, permettant de rendre compte de la nature singuliére du
champ diffracté par 'inclusion. Les fonctions d’enrichissement sont choisies comme étant
des approximations du comportement de la fonction de Green au centre de l'inclusion.

Malheureusement, un bug réside dans le code et je ne suis pas en mesure de fournir de ré-
sultats numériques concernant ’enrichissement de 1’espace d’approximation. Cependant,
sont présentés dans ce chapitre la démarche et la discrétisation employés pour 'enri-
chissement, qui consiste a ajouter deux fonctions particuliéres par inclusion a l’espace
d’approximation par éléments finis standards.

5.1 DISCRETISATION DES MODELES APPROCHES

Nous décrivons dans cette section la discrétisation des deux modéles approchés proposés
dans le chapitre précédent. Rappelons que, comme évoqué dans l'introduction de ce ma-
nuscrit, une des contraintes intervenant dans le développement de méthodes numériques
pour les problémes de diffraction considérés dans cette thése stipule que celles-ci doivent
s’inscrire dans une librairie de calcul pré-existante a cette these de doctorat. Cette librairie
de calcul, ONDOMATIC (voir [60]), entre autres fonctionnalités, utilise des éléments finis
en espace et des schémas d’ordre 1 ou 2 pour la discrétisation temporelle. Ainsi, nous
utiliserons la démarche suivante pour la discrétisation des problémes approchés : dans un
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premier temps, nous appliquons une semi-discrétisation en espace puis nous discrétiserons
totalement le probleme.

Nous décrivons dans un premier temps le probléme obtenu aprés semi-discrétisation en
espace, en utilisant une procédure de discrétisation par éléments finis standards. Dans
un deuxiéme temps, nous nous intéressons a la discrétisation totale, c’est-a-dire que nous
proposons des schémas temporels pour les problémes semi-discrétisés. Enfin, nous nous
intéressons au phénomeéne de verrouillage numérique et a l’enrichissement des espaces
d’approximations, qui permettent d’outrepasser le verrouillage.

5.1.1 Semi-discrétisation en espace

5.1.1.a Premier modéle

Nous souhaitons développer une méthode numérique pour la formulation (4.1.27), que
nous rappelons ici :

[ Trouver (v.,p.,w.,q.) € V x P x €(X.) x €(Y.) tel que

L a(0e8) + 2 3 (B, 0?) - al5,p2) = F(@),

dt dt —
d d <
Emp(paap) + % Z b?<p7 q?) + CL(UE,p) - 07
\ n=1 (5.1.1)
mg" (g, q") = b2 (pe,q"), Vne{l,...,N},
mfl;n(w?7wn> = c?(ve7wn)7

pour tout (7,75, q, w) € H'(R?) x H(div, R?) x X, x Y,

ou

V =¢"R, L*(R?*)) n €°(RT,H (R?)) et P=%"R" L*R?)n (R, H(div,R?)),
tandis que X, = X! x ... x XY et Y = VX_, ott a4 n fixé I'espace X est l'espace

engendré par les fonctions de profil vivant sur la n-éme inclusion jusqu’a l'ordre 2 (voir
section 4.1.2).

Les formes m,, m;,, mgy", my" sont les formes de masse associées aux variables v, p, g’

et w. respectivement, tandis que les formes 0 et ¢ sont les formes de couplage pour les
couples (pe, ¢7') et (v, w?) respectivement.

L’objectif est de discrétiser la paire d’espaces fonctionnels (V, P) avec des éléments finis
classiques, avec un pas de maillage h indépendant de .

Nous introduisons deux espaces d’éléments finis [65, 33, 1, 46]

Vi, = vect(p,, 1 <n < Np), P, =vectl,,, 1 <n< N
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de dimension N;, € N, pour les inconnues v, et p. respectivement. Pour assurer la conver-
gence de la méthode par éléments finis, il est nécessaire qu’'une certaine compatibilité ait
lieu entre les espaces Vj, et P, [46].

La convergence de la méthode par élément finis a lieu si VP, < V}, (nous renvoyons par
exemple a [1]).

La formulation semi-discréte associée au probléme (5.1.1) est alors :

([ Trouver (Ve hs Peshs We by Qe p) € (Vi) x €1 (P,) x €(X.) x €(Y.) tel que

d
— My (Ua,hv )

— Z (B, wly) — a(®,pep) = F(D),

Q.lg“

d
prll My (Pe.ns D) + b2 (p,qly) + a(ven,p) =0,
4 m (5.1.2)

mq’"(qgh,q") =0 (ps,h,q ), Vne{l,...,N},
mz;n(w?,hv wn) = C?(UEJH ﬁ)n)v
ps,h(o) = Us,h(o) =0,

pour tout (0,p,q,w) € V}, x P, x X, x Y,

|&
\MZ

\

En notant v” les coordonnées de v” dans la base {¢,, 1 < n < N}, p! les coordonnées de
p? dans la base {¢,,, 1 <n < N}, qg les coordonnées de q. ;, dans la base canonique de X,
et W? les coordonnées de w,j, dans la base canonique de X, et en testant la formulation
variationnelle (5.1.2) contre les fonctions de base canonique de 'espace produit V}, x P, x
X. x Y., il est classique que la solution (v. p, peh, Wen, Qe n) de (5.1.2) est caractérisée par
le systéme matriciel suivant

-

iM vh—Aph—kiianh’”:Fh teR*
dt vY¥e 5 e Ve ’ ’

d
$ Myl + ATV + Z Bq!" =0, (5.1.3)

en hn _ n
Mq Q" = (Ba) pa? vn € {1 N}7

MW" = (€)Y,

\

ol les matrices sont définies par
M, = (m(0i; 95) 1<ijen,: Mp = (mp(&i; §))1<ig<n

et

A = a(di, &) i<ij<n,
ot M1 désigne la transposée de la matrice M, o les matrices M_ "™ et M;" sont définies,
ane{l,..., N} fixé par les formules suivantes

MG = (i (V7 W gy et MG = (my (VW OW ) isijany, (514
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oll nous avons noté
{Wonv Wln,lﬁ lefQ?WQ??O? W£a7 |Oé| = 2} = {mna l<i< 7} (515)

Ici Ny est le nombre de fonction W utilisées dans 1’espace d’approximation. Si nous
utilisons le développement de u. a 'ordre 0, 1 ou 2, alors Ny, vaudra respectivement 1, 3
ouT.

Quand a elles, les matrices B;, et C: sont définies par
(B2)iy =02 (&, W) et (Cl)y =cl(gi, W), 1<i< N, 1<j<Nw.
Enfin, le terme source F, est défini par
(Fn)i = F(¢i), 1<i< N

On notera que nous avons omis de signaler la dépendance de la totalité des matrices
intervenant dans le systéme précédent (hormis M" et M:") en le parameétre h. Cette
omission est délibérée et vise simplement a alléger les notations, déja relativement lourdes.

Nous allons & présent éliminer les variables pj, qj, et W?’” du systéme matriciel (5.1.3),
pour n’obtenir quune équation d’ondes augmentée en la variable v”.

En supposant, formellement pour le moment, que les matrices My"™ et Mp"™ sont inver-
sibles, le systéme matriciel (5.1.3) se réécrit

d h h d A n e,n\—1 n\T . h +
EMUVE—Apsﬁ—E;CE(Mw) (CHIvh = F,, teR",

d h T . h d > n e,n\—1 n\T .. h
EMPPE_{—A VE+EZB5(Mq ) (Bs) P: = 0.

n=1

Nous cherchons & éliminer p? du systeme ci-dessus. Introduisons la matrice

N
M = M, + > B (M") ' (B2)".
n=1

La puissance aug est I'abréviation de augmentée. Nous avons besoin du résultat suivant
qui va nous permettre d’éliminer la variable p? .

LEMME 5.1.1
La matrice M;*"* est inversible, pour € suffisamment petit.

DEMONSTRATION : La preuve repose sur le fait que la matrice M,, elle-méme est inver-
sible, et que la matrice M)*" est une petite perturbation de M,,, quand ¢ — 0. Etant
donné que M, est inversible et que I'ensemble des matrices inversibles est ouvert dans
I’ensemble des matrices carrées, on en déduit le résultat.

O

En dérivant par rapport au temps la premiére équation et en éliminant la variable p. de
la seconde équation, on déduit que

2 l :

o | M+ ey e | vE + AMEE) TTATVE = Fy, (5.1.6)

n=1
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ce que nous pouvons réécrire
2 .
aug.  h aug. h __
dt? Me Ve + Ks Ve = Fha

Alinsi, nous retombons sur une équation différentielle ordinaire classique au sens ou celle-
ci a la méme forme que les EDOs obtenues aprés discrétisation par éléments finis d’une
équation d’onde classique. Ici, les matrices de masse

N
M2 = | M+ D) Cr M) (e
n=1
et de rigidité
K?ug = A (M;,aug)*l AT
dépendent de ¢ et rendent compte de la présence de l'inclusion.

Nous verrons dans la prochaine section quelle stratégie employer pour discrétiser en temps
I'¢quation (5.1.6).

5.1.1.b Second modéle

Dans cette section, nous souhaitons développer une méthode numérique pour le second
modele approché (4.2.27), que nous rappelons ici :

Trouver w, € €*(R™,L*(R?)) n €°(R+, H*(R?)) tel que Vte R+,

d? N d? ~
@m(wa v) + a(we,v) + & Z [p_n@pﬁwe)p?(v) + 270 @2 (we) - Qn - ¢ (v) | = F(v),
n=1

w.(0) = daw.(0) =0, Voue H(R?).

(5.1.7)
Sélectionnons un domaine © < R? borné contenant linclusion w. < € pour tout
n € {1,...,N}. Typiquement, dans les simulations numériques que nous présenterons

ultérieurement, €2 sera un rectangle. Nous allons borner le domaine de calcul, en substi-
tuant espace R? tout entier par €2 dans la formulation (5.1.7) et en apposant des couches
parfaitement absorbantes (PMLs) sur le bord de . Nous renvoyons a I’abondante littéra-
ture ([16, 22, 78, 24| entre autres) concernant les couches parfaitement absorbantes pour
plus de détails. Nous omettons celles-ci dans les formulations qui interviendront dans la
suite de cette section. Gardons simplement & ’esprit que nous disposons d’un procédé
permettant de borner artificiellement le domaine de calcul.

Soit k€ N et h > 0, soit V’fL I’espace d’éléments finis d’ordre k associé a une triangulation
ou une quadrangulation de 2. Notons Nj = dim V¥, et notons {p,, 1 < n < N} une
base de V¥. La formulation semi-discréte associée a (5.1.7) est

Trouver w,; € €*(R*, V) tel que VteRT,

pe N d? ~
@m(ws,hy vp) + a(wep, vp) + g Z [P_nd—ﬂp?(ws,h)pg(vh) + 27p0 2 (we ) - Qu - ¢ (vn) | = F(up),
n=1

we ;,(0) = dow. ,(0) =0, Yove VF.
(5.1.8)
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En notant w.j le vecteur des coordonnées de w, dans la base canonique de VZ, il est
classique que résoudre (5.1.8) est équivalent & résoudre le systéme matriciel suivant (il
suffit de tester (5.1.8) en prenant vy, successivement égal a toutes les fonctions de la base
canonique de V)

N N
M., + Y Pl + Kwey + ). Qiwey = Fy,  teRY, (5.1.9)
n=1 n=1

ol la matrice de masse M et la matrice de rigidité K sont données respectivement par les
formules
Mij = m(gpz,gpj) et Kij = a((zpiv Spj)v I< Za] < N]]fa

tandis que les matrices de perturbation P, et Q. sont données respectivement par

(PL)i; = €°pu P2 (@)PE(05) et (Q)i; = 2mpo°q2 (01) Qu- ¢ (9;), 1 <1i,j < Ny,

REMARQUE 5.1.2

Du a la définition des formes linéaires pZ et q° (4.2.25) qui, rappelons-le, sont des versions
relaxées de la masse de Dirac et de son gradient au centre de la n-éme inclusion, les
matrices P et QI ont une structure creuse. En fait, (Ql);; et (P.);; sont non nuls
uniquement si les indices i et j correspondent a des degrés de libertés appartenant a
des mailles voisines de l'inclusion w.. Nous tirerons parti de cette structure creuse pour
I'implémentation d’un schéma numeérique en temps.

De plus, en vertu des résultats annoncés section 4.2 et en particulier le lemme 4.2.3, il
vient que P — 0 et QI — 0 dans My (R) quand € — 0.

5.1.2 Discrétisation compléte et schémas temporels

Les deux modeles approchés (4.1.27) et (4.2.5) fournissent chacun, aprés semi-

discrétisation en espace par éléments finis, une équation différentielle ordinaire du type
d2
@Mgugvg + K*evh = F),, VteR', (5.1.10)

ou, dans le cas du premier modele, les matrices M2"® et K%' sont données par (voir
I'équation (5.1.6))

N
M2 = M, + )] C2ME") H(C)T et K2% = AMG™HAT, (6111)

n=1

et dans le cas du second modéle (voir I’équation (5.1.9))

N N
M5 =M+ > P! et KM =K+ > QP (5.1.12)
n=1

n=1
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De méme, le terme source Fy, différe d'un modéle a l'autre (d’une dérivation en temps).

Dans les deux cas, les matrices de masse et de rigidité augmentées que nous obtenons sont
des perturbations des matrices de masse et de rigidité obtenues dans le cas d’une équation
d’onde dans 'espace libre, sans inclusion. En particulier, dans les deux cas, la matrice de
rigidité peut s’écrire sous la forme

K2 — K + KPP
g £ Y
ot K est la matrice de rigidité usuelle et KP*" est une matrice de perturbation.

Rappelons la logique d’implémentation numérique que nous suivons : nous traitons un
probléme de diffraction par une ou plusieurs petites hétérogénéités, considéré comme per-
turbation d’un probléme de propagation dans l’espace libre. Pour ce dernier probléme,
nous disposons d’un code de calcul performant que nous souhaitons conserver comme
brique élémentaire pour la résolution du probléme de diffraction : nous souhaitons que
notre méthode numérique soit une perturbation de la méthode numérique pour les phé-
nomenes de propagation dans l’espace libre.

Le code ONDOMATIC au sein duquel nous réalisons I'implémentation numérique utilise
une technique de condensation de masse [35, 36, 60] ainsi qu’un schéma explicite en temps
pour résoudre I’équation des ondes dans ’espace libre. Cette méthode est tres performante
en terme de temps de calcul, sous condition de stabilité CFL.

Supposons que nous appliquions cette stratégie de discrétisation (un schéma explicite) a
I'équation (5.1.10). Soit At > 0 le pas de temps, soit T' > 0 le temps final de simulation,

et notons T
Npr = |—|.
|5

Pour 1 < n < Nrp, nous notons t" = nAt. Il s’agit de déterminer la suite de vecteurs

(Vi) 1<n<n, de dimension N} telle que

h,n h(n
vt~ vE(th).
Nous proposons le schéma suivant

hn+1 h,n h,n—1
NEE v, 2v3i" + v
© At?

+ K™Mevhn = F" V1 <n < Ny,

qui peut se réécrire sous la forme

hn+1 _ h,nl h,n—1 2 aug\—1 n aug.  h,n
v, = 2vIrt — il AP (M) T (B — K28V

Ce schéma est stable sous la condition de stabilité CFL (voir par exemple [2])
2
At < au, aug\ ’
V(M) K
ou p(A) désigne le rayon spectral de la matrice A. Cette condition ne nous satisfait pas,

car nous souhaiterions comparer la condition de stabilité CFL (5.1.13) par rapport a la
condition de stabilité pour le cas du schéma explicite sans inclusion

2

VP(MK)

(5.1.13)

At < (5.1.14)
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ou M et K sont les matrices de masse et de rigidité classiques, tandis que, rappelons-
le, M2"8 et K2" sont des perturbations de M et de K respectivement. Or la condition
CFL (5.1.13) ne nous permet pas d’établir une comparaison théorique avec la condition
de stabilité pour la cas homogene (5.1.14). Ceci est du au fait que les perturbations des
matrices de masse et de rigidité peuvent étre de signe opposés.

Ainsi, nous utilisons plutot une stratégie mixte : nous appliquons un schéma explicite pour
la partie rigidité issue de la discrétisation par éléments finis classique, et un #-schéma pour
la partie perturbative de la rigidité.

Nous renvoyons a |27, 70] pour une présentation détaillée des #-schémas. Soit 6 €]1/4, 1].
Nous proposons le schéma suivant pour discrétiser (5.1.10) :

hn+1 _ h,n hn—1
M v, 2v2" + v
c At?

oll nous avons noté de maniére synthétique

+ KvP" 4 KP (VI = F", Vi<n< Ny,  (5.1.15)

{vf}g = «9v?’”Jrl + (1 - 29)v?’" + GVS’”_l.

Les #-schémas sont inconditionellement stables quand 6 > 1/4. Pour parler avec les mains,
le fait de traiter le terme perturbatif KP*{v"}? a I’aide d'un 6-schéma va avoir tendance
a ne pas modifier la CFL du schéma explicite de ’équation non-perturbée sous-jacente.
Nous souhaiterions que la condition de stabilité CFL du schéma (5.1.15) soit

2
Vo(ME®) TK)

c’est-a-dire & ce que la condition CFL ne soit affectée que par la partie perturbative de la
matrice de masse et insensible a la perturbation de la matrice de rigidité. Nous avons en
effet le résultat suivant

PROPOSITION 5.1.3

At

N

(5.1.16)

Si € est suffisamment petit, le schéma (5.1.15) est stable sous la condition de stabilité

CFL
1

At < _ .
6+/p((M2") 1K)
En particulier, si § = 1/2, la condition de stabilité CFL est (5.1.16).

DEMONSTRATION : Nous utilisons la relation algébrique suivante :

hn+1 h,n h,n—1
A 2ve" + v

At?

Ainsi, le schéma (5.1.15) peut se réécrire sous la forme

(vin = yhn oAz

hn+1 2véz,n + Vf:z,n—l

aug 2 Ve
(M2'¢ — IAPK) A

+ (K + KP) {vi2 = F", V1<n< Ny

Le schéma ci-dessus est un #-schéma de matrice de masse M6 — §A’K et de rigidité
K + KP. Etant donné que 6 > 1/4, il inconditionnellement stable (voir par exemple [27])
si tant est que les matrices de masse et de rigidité soient positives.
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Etant donné que KP* — 0 quand £ — 0 (voir la proposition 4.2.3) et é¢tant donné que K
est positive, la matrice K + KP* est positive pour ¢ suffisamment petit. Ainsi, le schéma
(5.1.15) est stable si
M8 — OA*K
est positive c’est -a-dire si et seulement si
1

At < — :
0/ p((ME)'K)
Dans le cas # = 1/2, on retrouve la condition de stabilité CFL (5.1.16).

m}
Nous souhaiterions & présent obtenir un contréle de la condition CFL (5.1.16) en fonction
de la CFL pour la cas sans inclusion (5.1.14). De maniére formelle, la différence entre
ces deux conditions de stabilité, au moins dans le cas # = 1/2 dépend du signe de la
perturbation de matrice de masse
M:"& — M.

Nous ne sommes pas parvenu a établir un résultat théorique dans le cas général de N
inclusions, mais les résultats numériques viendront confirmer la pertinence de notre ap-
proche.

REMARQUE 5.1.4 (Sur linversion de la matrice de masse augmentée)

h,n+1

Pour implémenter numériquement le schéma (5.1.15) et mettre a jour v connaissant
v pour k < n, il est nécessaire d’inverser
M2 + At?OKP,
ou tout du moins de savoir calculer une solution au systéme matriciel
(M2 + APOKP") X =Y (5.1.17)

d’inconnue X. Rappelons que dans le cas sans inclusion, par exemple si ¢ = 0, nous
disposons d’un moyen tout a fait efficace de procéder, puisqu’alors la matrice ci-dessus
est diagonale par le procédé de condensation de masse [35, 33].

La structure augmentée de la nouvelle matrice de masse vient perturber la matrice lo-
calement en terme de blocs. En effet, peu importe que l'on utilise le premier modéle

approché via I'équation (5.1.11) ou le second via I'équation (5.1.12), la matrice a inverser,
M2 + At*0KP® est de la forme

M=% 4+ Af20KP = M + M.

ou M est la matrice de masse élément finis, diagonale grace au procédé de condensation de
masse, tandis que M. est une matrice ayant des entrées non nulles uniquement aux indices
correspondant a des degrés de libertés voisins de l'inclusion (ce qui rejoint la remarque
5.1.2) :

0] 0 ]0
0],
0] 0 ]0

M, =

<
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ou 'on peut montrer que M, est inversible. Ainsi, pour résoudre (5.1.17), nous réalisons
simplement une inversion de M. comme un pré-calcul, puis nous exploitons la structure
par bloc de M?"¢ -+ At*0KP" et diagonale de M pour résoudre le systéme matriciel (5.1.17)
a chaque itération en temps.

5.2 ETUDE DU PHENOMENE DE VERROUILLAGE
NUMERIQUE

Dans cette section, nous présentons une analyse inspirée de [31] et qui donne un résultat
formel décrivant le phénoméne de verrouillage numérique sur un probléme légérement
différent du probléme que nous traitons dans ce manuscrit. En effet, nous illustrons le
principe de verrouillage numérique au travers d’un probléme fréquentiel de diffraction par
un petit défaut avec condition de Neumann sur le bord de I'hétérogénéité. Considérons
I’équation de Helmholtz suivante

Trouver u, € H'(Q) such that
—Au, — K2 u. = f(x), x € (), (5.2.1)
Ontle = 0, x € 012,

ot = R? est un ouvert borné lipschitzien, n est le vecteur unitaire normal sortant a o
et k. est une fonction constante par morceaux, définie par

5 N k* pour xe Q\@.,
(z) = 2 2
K™+ K, pour &€ w;,

ol k et r, sont deux constantes strictement positives indépendantes de €. Nous supposons
de plus que le terme source f € L*(Q).

Nous supposons que le probléme (5.2.1) est bien-posé. Nous renvoyons a [14, 15, 38| pour
plus de détails.

La formulation variationnelle associée au probléme (5.2.1) est alors : Trouver u, € H'(Q)
tel que

a(ug,v) + be(ue,v) = f fvdx, vv e HY(Q),
Q
ou a(u,v):= f (VuVv — k*wv) de,
Q

be(u,v) 1= —mfj uv de.

Imaginons que nous souhaitions résoudre (5.2.1) a I'aide d’une méthode de type éléments
finis s’appuyant sur une triangulation 7, (nous pourrions également considérer une qua-
drangulation sans nuire a notre propos), ot h représente le diamétre maximal des triangles
de T, et est destiné a tendre vers 0. Nous supposons que la taille de I'inclusion € est petite
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comparée a la taille des triangles, en supposant que nous avons une relation du type
= h1+5

pour un certain § > 0 fixé. Considérons une discrétisation de (5.2.1) a 'aide d’éléments
finis de Lagrange P, d’ordre k et supposons que k > 2+ 24, c’est-a-dire que nous utilisions
des éléments finis d’ordre élevé pour discrétiser (5.2.1).

Notons V}, I'espace variationnel discret associé a cette discrétisation, et notons u? la solu-
tion discrete associée, c’est-a-dire que ulg est 'unique élément de V), vérifiant

a(“?avh) + bs(u?avh) = f fopdx Yy, € V.
Q

Le résultat qui suit montre que la précision d'une telle méthode numérique est limitée,
quel que soit I'ordre k des éléments finis utilisés.

THEOREME 5.2.1

Supposons que ug(0) # 0. Alors il existe des constantes C, ey, hg > 0 telles que

£

pour tout ¢ €]0, o[ et tout h €]0, hol.

Ce résultat est démontré dans [31] et montre que l'utilisation d’éléments finis d’ordre
élevé est inopérante pour obtenir une approximation précise du champ diffracté associé a
(5.2.1). Précisément, l'estimation (??) montre qu’augmenter 'ordre k des éléments finis
utilisés n’accéleére pas la convergence de la méthode numérique, ’erreur produite par celle-
ci étant dominée par £2/|Ine|. La consistance des éléments finis P, de Lagrange n’est pas
de l'ordre O(R*) si k = 2 + 2¢. En d’autres termes, la présence d’une petite inclusion
rompt les propriétés d’approximation spectrale des éléments finis d’ordre élevés.

L’analyse réalisée ici sur le probléme fréquentiel (5.2.1) de diffraction par une petite
inclusion montre qu’une stratégie de discrétisation par éléments finis standards occasionne
un phénomeéne de verrouillage numérique, qui dégrade la qualité de la convergence de la
méthode numeérique. Cette observation va nous pousser a proposer une discrétisation plus
fine pour les problémes approchés présentés au chapitre précédent, et en particulier a
enrichir les espaces d’approximation que nous utiliserons.

5.3 ENRICHISSEMENT DE L’ESPACE
D’APPROXIMATION

Observons 'erreur numérique commise par les schémas numériques décrits dans la section
précédente. L’expérience que nous réalisons est celle d'une inclusion unique, située au
centre d'un rectangle. Nous calculons la solution de référence en utilisant I’approximation
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de champ lointain
’LLE(CD, t) = UO(wa t) + 52u2(a:, t),

ou ug est I'unique solution de

Trouver uy € €*(Ry,L*(R?)) n €°(R,, H*(R?)) tel que
pOatQUO_,U/OAuO :f(wat)a CBGRQ, tERJr?
uo(x,0) = dyup(x,0) =0, VYreR?,

et ol uy est le terme d’ordre 2 en champ lointain, donné par la formule
us(@, t) = Glal(@,t) + 2, Gb' (@, 1) + 00, G (. 1),

ou G est la fonction de Green de 'opérateur des ondes. Nous renvoyons a la section 3.3
pour plus de détails.

Les résultats numériques sont décrits figure 5.3.1.

Nous calculons la solution du modéle discrétisé (5.1.15) pour le second modéle. Nous
utilisons des éléments finis de Gauss-Lobatto Qg, pour k allant de 1 & 4. Pour chaque
ordre k fixé, nous faisons varier le pas de maillage h. Nous répétons cette expérience pour
plusieurs valeurs de taille de défauts e.

Nous constatons que pour chaque ordre k de famille d’élément finis utilisé, hormis pour le
cas limite € = 0 qui nous donne I’échelle de comparaison de notre méthode numérique, les
courbes d’erreur sont rangées par valeur décroissante de £. Toute chose égale par ailleurs,
Ierreur commise par la méthode numérique est d’autant plus grande que € est petit. Ce
phénomeéne est une des conséquences du verrouillage numérique : en effet, ceci refléte
I'incapacité de notre méthode numérique a reproduire le comportement singulier de wuo
quand € — 0. Cette observation peut-étre formalisée dans le cas d'un probléme fréquentiel
par 'analyse effectuée section 5.2.

Pour pallier a ce probléme, nous introduisons deux fonctions supplémentaires par inclusion
a l'espace d’approximation, ayant pour role de reproduire les singularités de la fonction
de Green et de son gradient au centre de l'inclusion x,, selon une démarche inspirée de
[31, Section 5.2.4] :

n L — Tp
087 (:B) =In ’8—’ 18<|w—zn|<th,h(|m - mn|)a
5.3.1
- 1 1 (5.3.1)
07" (x) = m 2 15<|.T,—:cn|<hXo¢,h<|m — Z,)),

ouh >a >cet xan : R — [0,1] est une fonction de troncature régulicre telle que
Xa,n(x) = 1si |z] < a et supp(Xan) = [—h, h], et notons, pour h > 0 et ke N,

N
Wi, =Vi+@ vect (05", o7")

n=1

e,n

lespace d’approximation éléments finis classique V¥ enrichi des fonctions o5 et o
h 0 1
Notons que o;" et 07" sont continues et ont un support localisé au voisinage de la n-éme
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inclusion, limité par la taille des mailles h. L’idée est de capter le comportement singulier
du champ lointain tronqué a l'ordre 2 dans I'espace d’approximation élément finis.

Tentons d’expliquer avec les mains pourquoi nous avons abordé cette démarche : quand
e — 0, en champ lointain, le champ diffracté se comporte au premier ordre comme une
combinaison de monopole et de dipdle centré en x,, le centre de la n-éme inclusion. En

. . €,n EN N 1) 5 . . .
rajoutant les fonctions de base oy et 0" a l'espace d’approximation, nous espérons
que notre méthode numérique reproduira plus fidélement 'allure du champ diffracté et
convergera plus rapidement.

Notons que cette technique d’enrichissement est similaire aux techniques du type XFEM
(eXtended Finite Element Method) [28, 53] introduits initialement pour simuler la propa-
gation de fissures dans le contexte de la mécanique des solides ou encore a la méthode du
complément singulier [7, 29|, utilisée notamment pour simuler les solutions d’équations
de Maxwell dans des domaines singuliers.

Nous présentons l'analyse liée & cette enrichissement dans le cas d’une inclusion unique
par souci de simplicité, mais il est aisé de généraliser les observations qui suivent au cas
du modele & N inclusions. Notamment, nous nous intéressons a l’aspect implémentation
et montrons que I’enrichissement ne vient pas perturber le fond de la méthode numérique.
La version semi-discréte de (5.1.7) devient, aprés enrichissement,

Trouver we;, € €*(R*, W} ) tel que Vte R+,

d2 d2 ~
@m(wg,h, vp) + a(we p, vy) + €° g@ps(wg,h)ps(vh) + 2mpo g (wep) - Q - qs(vh)] = F(vp),

wep(0) = Qwep(0) =0, Yve Wy .

En notant w., les coordonnées de w.;, dans la base canonique de W _ nous sommes a
nouveau ramenés a étudier I’équation différentielle ordinaire

M?Ug\xfe’h + K?ugwah =F, t>0. (532)

ol les matrices de masse augmentées M. et K. ont maintenant les structures par bloc
enrichies suivantes

og [ M+ P, | M€ og [ K+ Q.| K
Mgg_( Mge M:), Kgg_( ng K;)

le bloc supérieur gauche étant de taille NJ et le bloc inférieur droit de taille 2. Les matrices
M, P., K et Q. ont toutes été définies section 5.1.1.b. M est la matrice de masse usuelle
associée a l'espace d’approximation V’,z tandis que K est la matrice de rigidité. Les matrices
M et K¢ sont les matrices de masse et de rigidité associées a 'espace vect (o, 07), c’est-
a~dire que

(MY);; = m(o4,05) + 82£ Pe(oi)p=(0j), 0<i,j<1,

(K2)ij = al0i,05) + 2mp0 £°¢:(03) - Q - g=(07),
et finalement les matrices M2, M, K& et K sont les matrices de couplage entre les

espaces V7§ et vect (o5, o). La notation ec renvoie a enrichi vers classique tandis que ce
renvoie a classique vers enrichi.

(5.3.3)
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Ainsi, on a
(M5)i; = m(pi, 05) + €°p pe(i)p=(0;), 1<i<Np, 0<j<1,
(K)ij = alyi, o)) + 210 £%4:(03) - Q - e (o),

ainsi que les relations M = (M)” et K& = (K)7.

Commengcons par noter que les matrices Mt et K sont symétriques, de maniére immé-
diate.

Séparons les coordonnées de w. j en deux blocs, correspondant a la décomposition dans
V¥ et dans vect (o5, o%), de la maniére suivante

c
Ws,h
Wen = e ’
W
eh

ott w¢, dénote le vecteur des coordonnées de w. j, dans 'espace élément finis classique V}
tandis que w¢, dénote le vecteur des coordonnées de w, j dans I'espace d’enrichissement
vect (o5, 07).

L’équation différentielle ordinaire (5.3.2) peut alors s’écrire de la maniére suivante
(M + P.)wg ), + MEwe, + (K + Q.)w:, + Kfwe ), = F,

(5.3.5)
MEWE , + Mews, + Kewe, + Kowe, = 0.

A nouveau, nous cherchons un schéma en temps pour (5.3.5) qui exploite au mieux le
fait qu’il s’agisse d’une équation d’ondes dans l’espace libre perturbé par des matrices
qui tendent vers 0 avec €. Rappelons nous que le terme Kw( ;, doit étre discrétisé a 'aide
d’un schéma explicite, et que nous souhaitons que la condition de stabilité CFL du schéma
global ne soit pas grandement affectée par la présence des termes perturbatifs.

Comme & la section 5.1.2, nous introduisons 6 €]1/4, 1]. Notons T' > 0 le temps final, At
le pas de temps, ainsi que
T
Np=|=—]|.
= |5

Pour une suite de vecteurs (v"); <<y, de méme dimension, nous introduisons les notations

(vin = Ov™t 4 (1 = 20)v" + v,

Vn+1 — V™ + anl

DZAtV" = AR

Notamment, il est classique que thwgh et {w. .}y sont des approximations d’ordre 2

de d*w_;,(t")/dt* et de w. ;,(t"). Nous proposons alors le schéma suivant pour discrétiser
(5.3.5) :

(M + Po) D3 woy + MDA, wiy + Kwip + Qefwe 1y + KEwe 15 = F7,

ce 12 cn e M2 en ce c \n e e \n __
Ma DAtWe,h + MaDAtwe,h + Ka {Ws,h}e + Ka{wa,h}e = 0.
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On retrouve le schéma explicite pour la partie correspondant au modéle de propagation
d’ondes dans I’espace libre usuel, et I’ensemble des termes perturbatifs sont traités a ’aide
d’un -schéma. Le systéme précédent peut se mettre sous la forme

(M + P, + 0A2 Qo)W + (ML + 0ALPKE)win ™ = APF" + G

l,e

(M + OAPKZ )W + (ML + 0APK) W™ = G,

otl nous avons placé dans G}, et Gi_ des termes dépendants uniquement d’instants

strictement antécédents a " 1.

Avec des définitions immédiates, ce systéme est de la forme

AwS T Bwor ™ = APF" + GY

1,
c,n+1 en+1l n
Cws,h + Dwa,h - G2,s7

Nous le résolvons a I’aide d'un complément de Schur (voir par exemple [19]), de la maniére
sulvante

(A-BD'C)wi ™ = APF" + G - BD'Gj_. (5.3.6)

Le schéma (5.3.6) constitue le schéma final que nous utilisons pour les simulations numé-
riques avec enrichissement présentées au chapitre 6.

5.4 REMARQUES CONCERNANT
L’ IMPLEMENTATION NUMERIQUE

Dans cette section, nous explicitons les détails du calcul numérique tel que développé
sur machine et effectuons quelques remarques sur I'implémentation. Les deux modéles
approchés développés au chapitre 4 ont été implémentés au travers d’une classe C+-+
chacun. Précisons qu’étant donnée la forme finale des modéles aprés discrétisation et le
traitement numérique qui en est fait, une refactorisation de ces deux classes en une seule
est envisageable et pourra faire I'objet d’un travail futur.

Les deux modeles approchés, on 1'a vu au travers des équations (4.1.27) et (4.2.5) dans
leur version continue, et au travers de 1’équation (5.1.10) pour la version semi-discréte en
espace, sont des perturbations de I’équation des ondes dans I'espace libre. Dun point de
vue algorithmique, I'idée est de ne pas perturber outre mesure les itérations nécessaires a
la progression dans le schéma en temps pour I'équation des ondes sans perturbation.

On va le constater, I'implémentation des deux modéles nécessite une phase de preproces-
sing, précédant la phase itérative, puis au cours de chaque itération 'application d’un
complément de Schur pour continuer a bénéficier des fonctionnalités implémentées pour
traiter la partie du schéma liée & la discrétisation par éléments finis classique de I’équation
des ondes.
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Remarques concernant I’'implémentation du premier modéle L’implémentation
de ce modele est relativement directe. Le seul point a régler concerne l'intégration et
I'assemblage des termes (5.1.4) et (5.1.5). Il s’avére que les fonctions W\ sont polyno-
miales par morceaux, ainsi l'utilisation de régles de quadrature classiques est adaptée a
I'intégration de ces termes. Nous utilisons les points de Lobatto, qui fournissent une réegle

d’intégration déja implémentée dans ONDOMATIC.

Remarques concernant 'implémentation du second modéle Ce modéle est ca-
ractérisé par deux quantités par inclusion, le contraste relatif p, défini équation (3.3.1)
ainsi que le tenseur de polarisation Q,, pour la n-éme inclusion, pour n € {1,..., N}. Nous
nous sommes limités dans le cadre des applications numériques de cette thése au cas ou
les inclusions sont des disques en 2 dimensions; ainsi ces parameétres sont-ils calculables
analytiquement, comme nous allons le voir.

Il est tout a fait envisageable d’implémenter une procédure de pré-calcul s’appuyant sur
une discrétisation des inclusions pour calculer numériquement ces quantités dans le cas
de défauts de forme plus générales.

Pour le cas du disque, nous utilisons les égalités

Pn = (pn - p0)7T,

qui suit immédiatement de la définition (3.4.15), tandis qu’en ce qui concerne le tenseur
de polarisation généralisé d’ordre 1, nous référons a [4, Théoréme 2.2] pour son calcul
dans le cas du disque, donné par

Mn — o

— Ho Hn
Qn o gt o
Ho + Hn

Notes concernant le calcul des termes d’enrichissement Pour mener a bien la
procédure d’enrichissement, il est nécessaire d’assembler des termes matriciels faisant
intervenir les fonctions d’enrichissement o et of.

Pour ce faire, nous utilisons une stratégie de quadrature adaptative. Nous renvoyons a
[45] pour une description détaillée des algorithmes de quadrature adaptative. Du point
de vue de I'implémentation, nous utilisons la librairie Cubature écrite en C, disponible a
I’adresse http://ab-initio.mit.edu/wiki/index.php/Cubature.

Précisément, en reprenant les équations (5.3.3) et (5.3.4), nous constatons qu'il est néces-
saire de savoir calculer une approximation des termes

(MS)y; = m(os,0;) + 2 pp=(0i)p=(0;), 0<i,j <1, (5.41)
(Ki)ij = a(%%’) + €2qa((fi) Q- C]e(Uj), o
ainsi que
(M5 = m(pi,05) + Epp(@i)p=(0;), 1<i<Np, 0<j<l,
(K)ij = alei, 05) + £%¢:(1) - Q - ge(o),


http://ab-initio.mit.edu/wiki/index.php/Cubature
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ot les (¢i)<i< nk sont les fonctions de base de I'espace d’approximation élément finis V7
tandis que les (0;)o<j<1 sont les fonctions d’enrichissement définies équation (5.3.1). Il est
difficile de construire des régles de quadrature exactes pour l'intégration de termes tels
que ceux définis aux équations (5.4.1) et (5.4.2).

Les algorithmes de quadrature adaptatives permettent sous certaines hypothéses de régu-
larité sur I'intégrande de fournir une approximation aussi précise que souhaitée de termes
intégraux. L’idée de ces algorithmes est basée sur le concept de Divide ¢ Conquer couplé
a l'usage d'un estimateur d’erreur a posteriors.

5.5 SYNTHESE

Dans ce chapitre, nous avons explicité les schémas numériques totalement discrétisés que
nous utilisons pour I'implémentation des deux modéles approchés présentés au chapitre
4.

Le premier modéle s’appuie sur une analyse en champ proche de la solution u. du pro-
bléme exact, tandis que le second modéle s’appuie sur une analyse en champ lointain.
L’implémentation numérique de ces deux modeéles approchés permet de réduire grande-
ment le temps de calcul nécessaire au calcul d’une approximation de u. comparé a une
méthode par éléments finis standards.

Cependant, les deux modeéles approchés discrétisés a ’'aide d’'une méthode par élément
finis standard verrouillent. Cette limitation semble pouvoir étre outrepassée grace a I’ajout
de deux fonctions de base par inclusion & ’espace d’approximation. Ces deux fonctions
de forme additionnelles ont un support localisé au voisinage de l'inclusion qui leur est
associée.

Pour des raisons techniques, en 1’état actuel du manuscrit, 'implémentation de I’enrichis-
sement de la méthode numérique ne fournit pas de résultats satisfaisants, en raison d’un
bug présent dans le code. En effet, nous ne parvenons pas a faire converger la régle de
quadrature adaptative qui devrait permettre de calculer une approximation des termes
matriciels liés a 'enrichissement, explicités équations (5.3.3) et (5.3.4). Tous les efforts
sont concentrés sur cette difficulté pour parvenir a fournir des résultats numériques avec
enrichissement de la méthode au plus vite.

Les deux méthodes numériques sans enrichissement sont néanmoins consistantes, avec
des taux de convergence dégradés relativement a la méthode par élément finis standards
sous-jacente. Concrétement, les méthodes que nous proposons sont pertinentes pour une
gamme de valeur de taille caractéristique de défaut € bornée inférieurement (quand ¢ est
trop petit, la précision de nos méthodes numériques tend & diminuer).
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Erreur relative log L' (L*)

-2

=0

log E=098logh +1.45
e=1c-05

log E=099logh +10.91
€=0.0001

log E=099logh +8.6
€=0.001

log E=099logh+6.3
€=0.01

log E=0.99logh +3.99

=25 -2.0

logh

(a) Eléments finis d’ordre 1.

Erreur relative log L' (L*)

e=0
log E=3.96logh +3.92
e=1e-05

log E=396logh +13.36
€=0.0001

log E=396logh +11.06
€=0.001

log E=3.93logh +8.71
€=0.01

log B

A3logh +4.28

-2.5 -2.0

logh

(b) Eléments finis d’ordre 2.
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— =0
-~ log E=3.37logh+0.23
— =105
6 -~ log E=3.37logh +9.67
—  =0.0001
-~ log E=3.37logh+T7.37
— e=0.001
4 -~ log E=3.33logh+5.02
— =001
-~ log E=094logh+0.13
2 -
oo e
i - -
2 -
] -
g -2 B === LI
§  |a=zziiio------ -
b —e— _/__,—"/ o
—4 -
-6
8 -
_1ol7
=30 =25 20 15 “10
logh
. . )
(c) Eléments finis d’ordre 3.
— =0
-~ log E=126logh+-5.18
— e=1e-05
-~ log E=125logh+4.26
4 —  e=0.0001
-~ log E=126logh+1.96
— e=0.001
-~ log E=123logh +—0.37
2 o — =001
I log E=0.03logh +—2.01
0
5 —”_>__V_>“__>_>__>_,_,
| S—
=
® -
s I o
£ — === o —— o
£ I p——
,4«_,-»—-»"“"4>
-6
-8 B
10
=30 25 20 15 “10
logh

(d) Eléments finis d’ordre 4.

FIGURE 5.3.1 — Analyse d’erreur numérique pour plusieurs pas de maillage h, plusieurs
tailles de défauts e et plusieurs ordres d’éléments finis, pour la méthode sans enrichis-
sement. Sur chaque graphe, le comportement de la méthode élément finis standard sous-
jacente est donné par la courbe en bleu, correspondant au cas sans défaut. Nous observons
le phénomeéne de verrouillage numérique : hormi pour la courbe bleue correspondant a
e = 0, les autres courbes sont triées par valeurs décroissantes de €. Ceci indique que plus

¢ strictement positif est
verrouillage numérique.

petit, plus 'erreur de modeéle est grande. Il s’agit précisément du
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Dans cette section, nous présentons un certain nombre de résultats numériques. Nous
présenterons des instantanés pris lors de la simulation des modéles approchés, démontrant
la pertinence de notre approche d’un point de vue qualitatif, ainsi que des analyses d’erreur
numériques venant préciser cette intuition.

Les simulations 1D ont été réalisées sous le logiciel de calcul scientifique Matlab. L’en-
semble des simulations 2D ont été réalisées au sein d’une librairie de simulation appelée
ONDOMATIC écrite en C+-+, capable de traiter différentes équations d’ondes transitoires
par éléments finis d’ordre élevés en espace et mentionnée en introduction. Différents al-
gorithmes de post-traitement et d’analyse d’erreur ont été écrits en Python.

Dans un premier temps, nous présentons les résultats numériques pour un probléme de
diffraction unidimensionnel traité a ’aide du premier probléme approché. Dans un second
temps, nous illustrons les résultats numériques issus des deux modeéles approchés décrits
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section 4.

0.1 UN CAS D’ECOLE : LE CAS
UNIDIMENSIONNEL

La premiére implémentation numérique réalisée dans le cadre de ces travaux de these
prend place dans un cadre unidimensionnel, plus simple que le cas bidimensionnel.

Décrivons brievement 1’expérience numérique que nous réalisons.

Nous nous donnons un obstacle unique w. =| — ¢, ¢[, ainsi que les deux fonctions p. et p.
qui représentent les parameétres physiques du probléme et définies par

po st x| > e, po st |z >e,
pe() = { . et pe(z) = { .

p1 st |z| <e, p stz <e.

Notons que p. = p(z/e) et p. = p(z/e), ot p et p sont les deux fonctions définies par

po st |x| > 1, po si x| > 1,
p(r) = { . et p(x) = { :

p1 st x| <1, prosio |z < 1.

Nous étudions alors le probléme modéle unidimensionnel

Trouver u. € €*(R*,L*(R?)) n ¢°(R*,D(A,.)) tel que
peliu. — div(p.Vu,) = f(z,t), xeR, teR", (6.1.1)
ue(x,0) = dyu.(x,0) =0, x € R,

pour lequel il n’est pas si aisé de donner une solution analytique méme pour des termes
sources f bien choisis. A cause des réflexions multiples ayant lieu au passage de l'inter-
face dwy, la solution u. de (6.1.1) s’exprime nécessairement sous forme de série infinie et
une approche numérique pour calculer une solution numérique de référence semble plus
adéquate.

Le probléme unidimensionnel que nous traitons dans cette section différe légérement du
probléme que nous avons considéré tout au long de ce manuscrit, puisque celui-ci était
bidimensionnel. En particulier, nous n’avons pas calculé le développement asymptotique
de u. lorsque la géométrie est unidimensionnelle.

Cependant, il est aisé d’adapter le premier modéle approché décrit section au cas unidi-
mensionnel. En effet, la seule différence avec le cas bidimensionnel repose sur le calcul des
fonctions de profil W; intervenant dans l’expression des termes de champ proche de wu..
Nous référons a la section 77 pour l'introduction des fonctions de profil dans le cas 2D.

Or ce calcul est aisé en une dimension d’espace. En effet, (nous renvoyons au paragraphe
4.1.1.a pour une discussion sur la définition des fonctions de profil W), trois fonctions de
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profil Wy, Wi et W5 sont nécessaires en 1D pour décrire le champ proche a l'ordre 2, et
celles-ci vérifient

d dW;
% (,u d ) —O, l’ER, Tl—O,l, (612)
et
d dWs
T (u I ) =p, zeR (6.1.3)

L’espace vectoriel des solutions de ’équation (6.1.2) est de dimension 2, et est engendré
par la fonction constante Wy(z) = 1 ainsi que par la fonction égale a

r

My Bl gy €] — oo, —¢],
Ho Ho
Wi(z) = < x si xe]l—eegl,
A R T €le, ol.
\ Ho Ho

Enfin, une solution particuliére de 1’équation (6.1.3) est donnée par

o PP (& _ &) 2T G
2410 Lo 21 2p0 Ho
p .
Wa(z) = 4 s s we]—eel,
P02 PO (& ~ &) 2P TP G e o,
L 200 Ho 21 2p0 Ho

I'espace affine des solutions de (6.1.3) étant donné par Wy + vect (Wy, Wy).

Nous implémentons alors le schéma numérique pour le premier modéle approché, sans
enrichissement, décrit équation (5.1.15), avec § = 1/2. Le code a été développé sous
Matlab.

6.1.1 Un premier cas test

La premiére expérience que nous réalisons est présentée figure 6.1.2. Chaque sous-figure
est un instantané a un instant précis. Sur la premiére ligne est tracé le champ total obtenu
par résolution du modele approché. Sur la deuxiéme ligne est affiché le champ diffracté
uniquement, calculé a I'aide du modeéle approché. Sur la troisiéme ligne est affiché le
champ diffracté a I’aide d’une méthode de référence, et sur la derniére ligne est affiché le
champ total calculé a ’aide d’'une méthode de référence.

Par méthode de référence, nous entendons une méthode par éléments finis classiques,
calibrée avec un pas de maillage h adapté a la taille du défaut e.

Pour I'expérience présentée figure 6.1.2, le pas de maillage pour la méthode approchée est
Rapp = 1072, le pas de maillage pour la méthode de référence est hyef = 0,5.107° tandis
que le défaut est de taille e = 3.107*, de sorte que 6 mailles sont contenues dans le défaut
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| — €,¢[ pour la méthode de référence. Les éléments finis Py sont utilisés, couplés a une
technique de condensation de masse.

L’erreur relative en champ diffractée vaut

U T
lue — uo

ot la norme utilisée est la norme L'(0, 7, L*(R)), ott u. désigne la solution de référence
calculée grace a la méthode élément finis standard, ug le champ incident et @. le champ
approché, calculé a 'aide de la méthode asymptotique.

La différence de temps de calcul est quand & elle notable : la méthode par élément finis
standard s’exécute en T,s = 0.75 s tandis que la méthode approchée s’exécute en Ty, =
0.02 s, soit un gain de temps de calcul d’un facteur 30!

Pour I’ensemble des expériences numériques en 1D, nous utilisons le terme source f suivant

T e G

f(x,t) = Oz —mo)e” 27—,

ainsi qu’une vitesse dans le milieu ambiant valant ¢ = 1 (imposé par le fait de choisir
po = pp = 1), de sorte que o joue le role de carré de la longueur d’onde centrale. Le
graphe de x — f(x,t) est affiché figure 6.1.1.

1=0.08
=01

=013
=015

FIGURE 6.1.1 — Graphe de la source z — f(x,t) utilisée dans les simulations numériques
pour différents instants .

Pour l'expérience décrite figure 6.1.2, les valeurs de p et de p dans l'inclusion sont p; =
10 = M-
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UHER ]

gl 1)

1)

Appraximate total field (£=0.25) 107 Appraximate total field (t=1.25)
T T T T T 2 T T T T T T T T
1+
s s s L L 2 L L s L L L L L
0.2 o 02 04 06 08 -1 0.8 0.6 0.4 0.2 0 02 04 06 08
z z
7 Approximate total field (t=0.50) 7 Appraximate total field (t=1.50)
10 10
2 T T T T T T T T 2 T T T T T T T T
1+ 1k
-t L
2 s L L L L L L L 2 L L L L L L L L
-1 0.8 0.6 0.4 0.2 o 02 04 06 08 -1 0.8 0.6 0.4 0.2 0 02 04 06 08
z z
7 Approximate total field (t=0.75) 7 Approximate total field (t=1.75)
10 10
2 T T T T T T T 2 T T T T T T T
1+ 1k
2 L s s s L L L L 2 L L L L L L L L
-1 0.8 0.6 0.4 0.2 o 02 04 06 08 -1 0.8 0.6 0.4 0.2 0 02 04 06 08
z z
7 Appraximate total field (t=1.00) 7 Appraximate total field (t=2.00)
10 10
2 T T T T T T T 2 T T T T T T T
1+ 1k
2 L L L L L L L L 2 L s L L L L L L
-1 0.8 0.6 0.4 0.2 o 02 04 06 08 -1 0.8 0.6 0.4 0.2 0 02 04 06 08
z z
2 2 2
(a) Champ total calculé par la méthode approchée.
107 Approximate seattered field (t=0.25) 107 Approximate seattered field (t=1.25)
2 T T T T T T T 2 T T T T T T T
2 L L L L L L L L L s L L L L L
-1 0.8 0.6 0.4 0.2 0 02 04 06 08 0.6 0.4 0.2 o 02 04 06 08
z z
107 Appraximate seattered field (t=0.50) Approximate seattered field (t=!
2 T T T T T T T T T T T T T
L L L L L L L L L L L L L L L
0.8 0.6 0.4 0.2 0 02 04 06 08 0.6 0.4 0.2 o 02 04 06 08
z z
107 Approximate seattered field (t=( Approximate seattered field (t=!
2 T T T T T T T T T T T T T
1k
o
ak
2 L L L L L L L L L L L L L L L
-1 0.8 0.6 0.4 0.2 0 02 04 06 08 0.6 0.4 0.2 0 02 04 06 08
z z
107 Approximate seattered field (t=1.00) 107 Approximate seattered field (t=2.00)
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1+ 1
0 \/\ ./\/
L L L L L L L L L L L L L L L L
0.8 0.6 0.4 0.2 0 02 04 06 08 0.8 0.6 0.4 0.2 o 02 04 06 08
z z

(b) Champ diffracté calculé par la méthode approchée.
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<107 Reference scattered field (£=0.25) <107 Reference scattered field (t=1.25)
T T T T T T T T T T T T T T T T
1+ - :_" 1+
4
o \/ / \‘. . y \/
WL 1 =4l
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0 __/ |
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Zat E g
L L L L L L L L L L L L L L L L
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z z
<107 Reference scattered field (t=1.00) <107 Reference scattered field (£=2.00)
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(¢) Champ diffracté calculé par la méthode de référence.

<107 Reference total field (t=0.25) <107 Reference total field (t=1.25)
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.z t)
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/ | =l A~ __/
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-1 0.8 0.6 0.4 0.2 0 02 04 06 08 1 -1 0.8 0.6 0.4 0.2 0 02 04 06 08
z z
<107 Reference total field (t=1.00) <107 Reference total field (t=2.00)
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.

.l 1)

: |
N

uelx 1)

-1 0.8 0.6 0.4 0.2 0 02 04 06 08 1 -1 08 0.6 0.4 0.2 0 02 04 06 08
z z

(d) Champ total calculé par la méthode de référence.

FIGURE 6.1.2 — Instantanés pour la méthode numérique associée au premier modéle ap-
proché dans le cas unidimensionnel. L’inclusion se trouve au centre du domaine et est
délimitée par les traits rouges. Les éléments finis utilisés sont les éléments finis de La-
grange Ps. Le pas de maillage est h = 0,01 pour une inclusion de taille ¢ = 1072, La
longueur d’onde centrale est de I'ordre de A ~ 1072, de sorte que £/\ ~ 107",
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6.1.2 Le cas d’un fort contraste du parameétre p.

Nous décrivons une seconde expérience numérique. Le cadre est le méme que dans ’expé-
rience précédente. Les paramétres sont € = 3.1072, la valeur de ; dans le défaut a été fixée
a py = 0 tandis que p; = 1000, le pas de maillage pour la méthode de référence hye = 1073
et le pas de maillage pour la méthode approchée hy,p,, = 10~2. On se rapproche ainsi d’une
condition au bord du défaut de type Dirichlet homogéne sur le bord de I'obstacle, comme
les résultats numériques le montrent. Les résultats sont présentés figure 6.1.3.

L’erreur relative en champ diffractée vaut

I e e A
lue — uo

oil la norme utilisée est la norme L'(0,T,L*(R)), oul u. désigne la solution de référence
calculée grace a la méthode élément finis standard, uy le champ incident et 4. le champ
approché, calculé a I'aide de la méthode asymptotique.

Les temps de calcul sont les suivants Tif = 0.364 s tandis que la méthode approchée
s’exécute en T,,, = 0.006 s, soit un gain de temps de calcul d'un facteur 50 environ !

6.1.3 Analyse d’erreur numérique

Dans cette section, nous réalisons une analyse d’erreur numérique de notre méthode d’ap-
proximation unidimensionnel, décrite en début de section. Précisons qu’il s’agit d’une
implémentation de la méthode numérique associée au premier modeéle approché, sans en-
richissement. L’expérience est présentée figure 6.1.4, et nous observons le méme type de
phénomeéne que celui décrit section 5.3, a savoir le phénoméne de verrouillage numérique.

En effet, commentons un peu plus avant la figure 6.1.4. Nous avons tracé le logarithme
de l'erreur relative en champ diffracté en fonction du logarithme du pas de maillage, ou
Ierreur est définie par

. |t — ue|

e — wol”

ol uy désigne le champ incident, solution du probléme sans défaut, u. est une solution de
référence calculée grace a une méthode de type élément finis ayant presque convergé.

Note sur le calcul de la solution de référence Contrairement au cas bidimensionnel
ot le calcul d’une solution de référence est obtenu analytiquement grace aux résultats issus
de 'analyse asymptotique, dans le cas unidimensionnel qui nous intéresse ici u. désigne
une solution numérique calculée par élément finis P3 associée a un pas de maillage h tel
que h = €/6. Avec ce choix de paramétres, la solution numérique est trés proche de la
solution du probléme exact : la solution numérique associée a un pas de maillage h/2 est
extrémement proche de la solution numérique associée au pas de maillage h.
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(b) Champ diffracté calculé par la méthode approchée.
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(c) Champ diffracté calculé par la méthode de référence.
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(d) Champ total calculé par la méthode de référence.

FIGURE 6.1.3 — Instantanés pour la seconde expérience numérique. L’inclusion se trouve au
centre du domaine et est délimitée par les traits rouges. Le pas de maillage est h = 0,01
pour une inclusion de taille ¢ = 1072, La longueur d’onde centrale est de l'ordre de
A =~ 3.1072, de sorte que /A ~ 107*. Le contraste relatif p;/py = 1000, de sorte que I'on
se rapproche d’une condition de Dirichlet sur le bord.
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FIGURE 6.1.4 — Analyse d’erreur pour le probléme de diffraction unidimensionnel.

0.2 LE CAS BIDIMENSIONNEL

La premiére expérience numérique que nous réalisons consiste a étudier la capacité des
modeéles approchés développés chapitre 4 & reproduire 'onde diffractée par un unique
défaut de petite taille comparée a la longueur d’onde. Nous nous donnons € > 0 et A > 0,
respectivement la taille du défaut et la longueur d’onde centrale de 'onde incidente, de
sorte que

€
— « 1.
A

La petite hétérogénéité est choisie comme étant le disque ouvert centré en 0 de rayon ¢ :
we := D(0,¢). Le domaine de calcul a l'intérieur duquel nous réalisons la simulation est
un carré centré en 0 de demi-coté R > 0 : Qp =] — R, R[x]|R, R|.

Nous bornons le domaine de calcul en placant des couches parfaitement absorbantes
(PMLs) [16] sur la frontiére du domaine de calcul, afin de simuler la propagation dans R?
tout entier.

Dans cette configuration, nous donnons les résultats numériques pour les deux méthodes
numeériques associées aux deux modéles approchés dont les discrétisations sont décrites
au chapitre 5.
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FIGURE 6.2.1 — Exemple de maillage utilisé. Le maillage est cartésien, les degrés de libertés
sont les points de Gauss-Lobatto. Le pas de maillage est calibré sur la longueur d’onde,
de sorte que 'on ait de 'ordre d’une dizaine de mailles par longueur d’onde.

Toutes les simulations ont été effectuées sur un ordinateur portable de milieu de gamme
(cette remarque étant sensée servir de point de repére pour les temps de calcul annoncés).

6.2.1 Résultats numériques pour la méthode numérique associée
au premier modéle approché

Le cas d’une inclusion unique Nous présentons ici quelques instantanés issus de
la simulation d’une onde diffractée par un défaut unique, placé au centre du domaine.
Le milieu environnant est caractérisé par les parameétres pyp = 1 et o = 1, tandis que
I'inclusion a pour parameétre p; = 50 et 1 = 10. Les résultats numériques sont présentés
sur la figure 6.2.2. Le temps de calcul nécessaire a la simulation sur I'intervalle de temps
[0, 10] est de 12.3 secondes.

Un réseau d’inclusions Nous présentons ici quelques instantanés issus de la simulation
d’une onde diffractée par un réseau de 100 inclusions, disposées selon une grille réguliére
légérement perturbée. Les paramétres du milieu environnant sont pg = 1 et o = 1,
tandis que chaque la n-éme inclusion a pour parameétre p, = 800 + x,, et u, = 0.5 + y,,
ou les (z,)1<n<ny sont N réalisations d’une loi de probabilité uniforme dans [—50,50] et
les (yn)1<n<n sont N réalisations d'une loi de probabilité uniforme dans [—0.1,0.1]. Les
résultats numériques sont présentés sur la figure 6.2.3. Le temps de calcul nécessaire a la
simulation sur l'intervalle de temps [0, 10] est de 15.4 secondes. La différence de temps
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FIGURE 6.2.2 — Instantanés pour la méthode numérique associée au premier modéle ap-
proché. L’onde incidente est émise depuis le bord supérieur du domaine et I'inclusion se
trouve au centre du domaine. Les éléments finis utilisés sont les éléments finis de Gauss-
Lobatto Q4. Le pas de maillage est A = 0.15 pour une inclusion de rayon ¢ = 0.01. La
fréquence centrale est f = 1, la vitesse dans le milieu vaut 1, de sorte que la longueur
d’onde centrale vaut A = 1.
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de calcul avec le cas d’une inclusion unique provient de la phase de pre-processing qui
consiste a assembler les matrices liées aux formes bilinéaires qui rendent compte de la
présence de l'inclusion.
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FIGURE 6.2.3 — Instantanés pour la méthode numérique associée au premier modeéle appro-
ché. L’onde incidente est émise depuis le bord supérieur du domaine et les 100 inclusions
sont centrés sur les points perturbés aléatoirement d’un réseau régulier. Les éléments finis
utilisés sont les éléments finis de Gauss-Lobatto Q3. Le pas de maillage est A = 0.15 pour
une inclusion de rayon € = 0.01. La fréquence centrale est f = 1, la vitesse dans le milieu
vaut 1, de sorte que la longueur d’onde centrale vaut A = 1/2.
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Analyse d’erreur numérique pour le premier modéle approché Nous présen-
tons a présent l'analyse d’erreur numérique concernant la méthode associée au premier
probléme approché. La démarche que nous suivons est identique a celle présentée section
5.3 : nous calculons ’ansatz de champ lointain d’ordre 2 associé a la solution u. du pro-
bléme exact de diffraction par une unique hétérogénéité placée au centre d’'un domaine
carré. Nous calculons alors la solution numérique via le premier modéle approché, et nous
calculons 'erreur L' en temps a valeurs L? en espace dans un domaine spatial excluant
un voisinage de 1'hétérogénéité.

Nous répétons cette démarche pour plusieurs valeurs du pas de maillage h de la méthode
éléments finis sous-jacente, pour plusieurs tailles d’inclusions ¢ et pour plusieurs ordres
d’éléments finis. Les résultats sont présentés sur la figure 6.2.4.
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6.2.2 Résultats numériques pour la méthode numérique associée
au second modéle approché

Nous présentons les résultats numériques pour la seconde méthode numérique, décrite
section 5.1.1.b.

Le cas d’une inclusion unique Nous présentons ici quelques instantanés issus de
la simulation d’une onde diffractée par un défaut unique, placé au centre du domaine.
Le milieu environnant est caractérisé par les parametres pg = 1 et pg = 1, tandis que
I'inclusion a pour parameétre p; = 20 et pu; = 10. Le temps de calcul nécessaire a la
simulation sur l'intervalle de temps [0, 10] est de 11.8 secondes. Les résultats numériques
sont présentés sur la figure 6.2.2.

Un réseau d’inclusions Nous présentons ici quelques instantanés issus de la simulation
d’une onde diffractée par un réseau de 25 inclusions, disposées selon une grille réguliére
légerement perturbée. Les parameétres du milieu environnant sont py = 1 et pg = 1, tandis
que chaque la n-éme inclusion a pour parametre p, = 800 + x, et u, = 0.5 + y,, ou
les (2,)1<n<n sont N réalisations d’une loi de probabilité uniforme dans [—50, 50] et les
(Yn)1<n<n sont N réalisations d’une loi de probabilité uniforme dans [—0.1,0.1]. Le temps
de calcul nécessaire a la simulation sur I'intervalle de temps [0, 10] est de 13.5 secondes.
Les résultats sont présentés sur la figure 6.2.6.

L’analyse d’erreur numérique pour le second modéle approché a été présentée figure 5.3.1.
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Erreur relative log L' (L*)

=0

log E=098logh +1.45
e=1c-05

log E=093logh +10.88
€=0.0001

log E=1.01logh +8.65
€=0.001

log E=092logh+6.3
€=0.01

log E=0.99logh+4.1

Erreur relative log L' (L* )

=0

log E=3.96logh +3.92
e=1c-05

log E=385logh +13.17
€=0.0001

log E=397logh +11.1
€=0.001

log E=3.98logh +8.96
€=0.01

log E=23Tlogh +4.28

logh

(b) Eléments finis d’ordre 2.
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Erreur relative log L' (L*)

Erreur relative log L' (L*)

-102=

-6

— =0

-~ log E=337logh+0.23
— e=1e-05

log F'=338logh +9.83
€=0.0001

log E =3.53logh +7.72
€=0.001

log E =3.24logh +4.98
€=0.01

log E =0.88logh +0.17

=
o --

(c) Eléments finis d’ordre 3.

— =0

-~ log E=126logh+—5.18
— e=le—05

-~ log E=126logh +4.42
—  =0.0001

-~ log E=123logh+1.9
—  e=0.001

-~ log E=113logh +—0.47
— =001

log E=0.03logh +—1.93

(d) Eléments finis d’ordre 4.

FIGURE 6.2.4 — Analyse d’erreur numérique pour plusieurs pas de maillage h, plusieurs
tailles de défauts € et plusieurs ordres d’éléments finis, pour la méthode numérique sans
enrichissement associée au premier modéle approché. Sur chaque graphe, le comporte-
ment de la méthode élément finis standard sous-jacente est donné par la courbe en bleu,
correspondant au cas sans défaut. Nous observons le phénomeéne de verrouillage numé-
rique : hormi pour la courbe bleue correspondant a ¢ = 0, les autres courbes sont triées
par valeurs décroissantes de ¢.
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FIGURE 6.2.5 — Instantanés pour la méthode numérique associée au deuxiéme modéle
approché. L’onde incidente est émise depuis le bord supérieur du domaine et 'inclusion se
trouve au centre du domaine. Les éléments finis utilisés sont les éléments finis de Gauss-
Lobatto Q4. Le pas de maillage est h = 0.15 pour une inclusion de rayon € = 0.01. La
fréquence centrale est f = 1, la vitesse dans le milieu vaut 1, de sorte que la longueur
d’onde centrale vaut A\ = 1.
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FIGURE 6.2.6 — Instantanés pour la méthode numérique associée au deuxiéme modéle ap-
proché. L’onde incidente est émise depuis le bord supérieur du domaine et les 25 inclusions
sont centrés sur les points perturbés aléatoirement d’un réseau régulier. Les éléments finis
utilisés sont les éléments finis de Gauss-Lobatto Q4. Le pas de maillage est h = 0.15 pour
une inclusion de rayon € = 0.01. La fréquence centrale est f = 2, la vitesse dans le milieu
vaut 1, de sorte que la longueur d’onde centrale vaut A = 1/2.




CHAPITRE

I

CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES

Nous avons présenté dans ce manuscrit une étude théorique et numérique de la diffraction
d’ondes acoustiques transitoires par des obstacles petits devant la longueur d’onde, dans
le domaine transitoire et pour une géométrie bidimensionnelle.

Apreés avoir calculé le développement asymptotique de la solution du probléme de dif-
fraction par une hétérogénéité pénétrable, nous avons proposé deux modéles approchés
admettant une solution unique proche de celle du modeéle exact. L’intérét de ces modéles
approchés est qu’ils s’appuient tous deux sur 'opérateur des ondes dans I'espace libre, ce
qui permet une discrétisation par éléments finis standards, diminuant ainsi grandement
le temps de calcul nécessaire au calcul d’une approximation de 'onde diffractée par une
ou plusieurs petites hétérogénéités.

Nous avons en effet montré qu'une discrétisation par éléments finis des modeéles approchés
proposés dans ce manuscrit conduit a des temps de calcul similaires au cas d’'une méthode
par éléments finis pour le probléme de propagation d’ondes dans 'espace libre. Nous
avons également mis en évidence un phénomeéne de verrouillage numérique, qui pénalise
la convergence de la méthode numérique, mais qui peut-étre surmonté via I’enrichissement
de l'espace d’approximation grace a ’ajout de deux fonctions par inclusion.

Plusieurs perspectives de difficulté variables sont envisageables pour ces travaux. Une ex-
tension immeédiate consisterait en I'implémentation numérique d’'une méthode de calcul
des différents parameétres des modéles approchés dans le cas ot les hétérogénéités n’ad-
mettent pas de géométrie a variable séparées. Ceci nécessite la résolution de problémes
de transmission pour Laplacien généralisé dans espace libre (afin de calculer une ap-
proximation des fonctions de profils W définies section 4.1 ou le tenseur de polarisation
généralisé Q utilisé pour le second modeéle approché introduit section 4.2). Ces calculs
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pourraient faire partie d’une phase de pre-processing, puisqu’il s’agit de calculs statiques,
ayant lieu en amont des itérations en temps.

Une question également intéressante est celle de 1’élaboration de modéles approchés a tout
ordre en . Le premier modéle approché que nous avons proposé se préte tout a fait a
une montée en ordre en ¢ puisqu’il suffirait pour cela de rajouter les fonctions de profil
d’ordre supérieur. Le second modéle approché que nous avons proposé dépend quand a
lui fortement de 'ordre en &, tant sa construction que son analyse.

Enfin, le développement de méthodes asymptotiques pour la diffraction d’ondes transi-
toires pourrait étre mis en place pour les équations de I’électromagnétisme et de I'élasto-
dynamique.
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MODELES ASYMPTOTIQUES ET SIMULATION NUMERIQUE POUR LA
DIFFRACTION D’ONDES PAR DES PETITES HETEROGENEITES

Résumé

Cette thése est consacrée a 1’étude du probléme de la diffraction d’une onde acoustique par un
ensemble de petites hétérogénéités pénétrables ainsi qu’au développement de méthodes de simulation
numérique dédiées a la résolution efficace de ce type de problémes. La principale nouveauté de ces travaux
provient du fait que nous traitons ce probléme dans le domaine temporel.

La premiére partie de ce manuscrit est consacrée a ’analyse asymptotique du probléme de diffraction,
menée & bien grace & la méthode des développements asymptotiques raccordés, le petit paramétre étant
la taille caractéristique des défauts €. Ceci nous permet d’obtenir un développement du champ acoustique
comme perturbation du probléme sans défauts. Nous prouvons un résultat de consistance entre le champ
exact et son développement asymptotique en €.

Dans la seconde partie, en s’appuyant sur les résultats de I’analyse asymptotique, nous proposons
deux modéles approchés pour le probléme de diffraction. Ces deux modéles sont bien-posés et leur solution
sont chacune des approximations précises du champ total. La principale caractéristique de ces modéles
approchés est qu’ils s’appuient tous deux sur une équation d’onde dans le milieu ambiant (sans défauts),
couplée a des termes sources auxiliaires permettant de rendre compte de la présence des défauts. Il est ainsi
envisageable, pour traiter ces problémes approchés, d’utiliser une méthode de discrétisation par éléments
finis présentant des performances de temps de calcul similaires au cas de la propagation d’une onde dans
I’espace libre, puisque 'opérateur des ondes sous-jacent s’appuie sur une géométrie indépendante des
petits défauts. Nous présentons un certain nombre de résultats numériques permettant de valider les
deux modéles proposés ainsi qu’une analyse d’erreur numeérique.

Mots-clés : ondes acoustiques, domaine temporel, petites hétérogénéités, développement asymptotique,
méthode des développements asymptotiques raccordés, éléments finis, méthodes numériques.

ASYMPTOTIC MODELS AND NUMERICAL SIMULATION FOR TIME
DOMAIN WAVE SCATTERING BY SMALL DEFECTS

Abstract

This work is dedicated to the study of the diffraction of acoustic waves by a set of small inclusions,
as well as to the development of numerical methods for the simulation of such phenomenons. The main
novelty of this work is that we deal with time-domain waves.

The first part of this manuscript deals with the asymptotic analysis of the diffraction problem, which
is carried out by matched asymptotics, the small parameter being the characteristic size of the defects ¢.
This furnishes an asymptotic expansion of the acoustic field as a perturbation of the defect-free problem.
We prove a consistency result between the total field and its e-asymptotic expansion.

In the second part, using the results of the asymptotic analysis, we introduce two approximate models
for the diffraction problem. These models are well-posed and their solution are precise approximations of
the total acoustic field. One of the main features of these approximate models is that they both rely on
a wave equation in the surrounding medium (without defects), coupled to auxiliary source terms which
account for the presence of the inclusions. It is then possible to discretize these approximate models using
a finite element method, leading to a numerical method which performs as fast as in the defect-free case,
since the underlying wave operator is independent of the defects. We present several numerical results
which validate both approximate models as well as some insights about numerical error analysis.

Keywords : acoustic waves, time domain, small heterogeneities, asymptotic development, matched
asymptotic method, finite elements, numerical methods.
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