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Resune

Les curs de eacteurs nuckaires sont susceptibles de se deformer par dilatations ther-
miques, e ets d'irradiation des maeriaux ou lors d'accidents particuliers comme des ismes.
Ces ceformations mecaniques ont un impact sur la eaction en chame nuckaire, relevant de la
neutronique. Les eacteursa neutrons rapides sont particulerement sensiblesa ces e ets, du
fait de leurs proprees neutroniques (fuites importantes, faible fraction de neutrons retarces,
forte irradiation des makriaux) et thermiques (forts gradients thermiques, fortes variations pos-
sibles des temperatures lors d'accidents). Ceci explique que, dans le cadre du developpement
des eacteurs de quatreme gereration, il y ait un regain d'inerét pour letude de l'impact des
ceformations nmecaniques sur la neutronique.

Dans le méme temps, le domaine de la simulation multiphysique est en pleine evolution.
L'augmentation des capacits de calcul, la volone d'aneliorer les moctlisations et de se sous-
traire des conservatismes de cecouplage, ainsi que la complexi cation des objets technologiques
etudes accroissent l'inerét pour les simulations multiphysiques. Cependant, lI'approche clas-
sique, qui consistea faire communiquer des simulations distinctes, peut introduire des limita-
tions de stabilie, de pecision et de robustesse plus fortes que celles des composants.

L'objectif de cette trese est letude des nethodes de couplage entre neutronique, thermique
et mecanique. Apes une revue gererale des techniques de couplage, on s'est ineressea la prise
en compte de deformations necaniques dans les simulations neutroniques. Les codes actuels
de neutronique utilisant des nethodes deterministes ne sont gereralement pas capables de
traiter une eonetrie ceformee. Ce type de calcul a pourtant un inerét fort pour la lere
rapide et est un perequis indispensable pour letude du couplage envisagee. Deux approches
ontet identiees et impemenees pour epondrea cette probematique, selon que l'on utilise
un maillage de calcul mobile ou xe. Elles ontet teskes et confronees sur les essais de gerbage
du eacteur Plenix. Le couplage aektetude ensuite, avec I'approche a maillage mobile, sur
I'experience Godiva qui pesente un couplagea la fois conceptuellement simple et fort entre les
physiques qui nous ineressent. Ces travaux ont permis de mettre en avant |'utilisation de la
nmethode de factorisation quasi-statique en neutronique qui permet de coupler e cacement un
solveur de neutronique ciretique avec une autre discipline. Travail plus amont, le developpement
d'un solveur directement multiphysiqgue aegalementet exploe. L'utilisation de I'algorithme
de Newton sur les formes discetiees desequations coupkes a donre de bons esultats et semble
étre une approche gereralisablea d'autres couplages.

Cette these cebouche ainsia la fois sur une meilleure compehension de la physique des



c urs ceformes et sur des outils ogerationnels pour leur simulation, mais aussi sur des recom-
mandations tes grerales pour la mise en uvre de calculs coupeks.



Abstract

Nuclear reactor cores can be deformed by thermal expansion, irradiation e ects or during
particular accidental transients. These deformations are likely to impact neutron transport. Fast
neutron reactors are particularly sensitive to these e ects, because of their thermal features
(large temperature gradients, potentially strong temperature variations in case of accident)
and the way neutrons evolve within the core (important role played by leakages in the neutron
balance, weak fraction of delayed neutrons). As a consequence, in the context of the development
of the fourth generation, the need for tools able to assess the neutron behavior within deformed
cores is growing.

In parallel, multiphysics simulation is an expanding eld. The increase of computer per-
formances, the desire to improve modelling and to avoid conservatisms due to decoupling
approximations, together with the growing complexity of the studied objects, increase the need
for multiphysics simulations. However, the classic approach, which consists in iterating distinct
computations, can lead to stability, accuracy and reliability issues stronger than those of the
individual components.

The objective of this thesis is to study coupling techniques between neutron transport, heat
transfer and mechanics. First, a very general review of coupling techniques in the literature
was done. Then we worked on neutron transport simulations in wrapped cores. Most of current
deterministic codes for neutron transport are not able to deal with deformed geometry. This
kind of computations is however of special interest for fast neutrons reactors and is a prerequisite
for our planned coupling study. Two approaches were identi ed and implemented to take into
account core deformations, using respectively mobile and xed meshing. They were tested
and compared on the owering tests of the reactor Phenix. The coupling itself was studied
afterwards, on the Godiva experiment. It was chosen because of the direct, strong and time-
dependent coupling it involves. On this case, the \quasi-static" factorization of neutron ux was
shown to be an e ective way to couple a space- and time-dependent neutron transport solver
with another discipline. We also investigated the development of a unique multiphysics solver.
The well-known Newton algorithm applied to the discretized forms of the coupled equations
was shown to be an e cient tool, which could be generalized to other couplings.

This thesis therefore leads, on the one hand, to a better understanding of the physics of
deformed cores and to operational tools to simulate these e ects, and on the other hand, to
very general advices for multiphysics calculations.
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Chapitre

Introduction gererale

1.1 Enjeux

Le compartimentage des netiers et des disciplines physiques, assoce a la faiblesse des
moyens informatiques, a mere, lorsque le calcul nunerique est apparu,a la ceation d'outils de
simulation sgecialies. Cependant, les prenonenesetudes mélent souvent plusieurs disciplines,
et la recessit de faire des simulations multiphysiques est ainsi apparue tes tot. On parle
alors de couplage. Il y a deux eponses traditionnelles a ce besoin. La premere consiste a
incorporer dans un code speciali® des mockeles simplies (qui peuvent etre alimenes par des
calculs de etrence) des autres disciplines physiques. La seconde est I'execution quentielle de
plusieurs codes echangeant des informations. Ces deux approches ont pour point commun la
mise en uvre de leviers de penalisation permettant de garantir le conservatisme de la eponse
physique obtenue par la mocklisation.

L'augmentation des capacies de calcul, la volone d'aneliorer les mocklisations et de se
soustraire des conservatismes de cecouplage, le tout assoce a la complexi cation des objets
technologiques etudes accroissent l'inerét pour les simulations multiphysiques. Ces objectifs
sont ecurrents, mais il n'est pas du tout certain qu'ils soient atteints si I'attention n'est pas
poree sur la facon dont le couplage est eali®. Faire communiquer des simulations distinctes
peut introduire des limitations de stabilie, de pecision et de robustesse plus fortes que celles
des composants. En outre, lechange des informations peut se ewler lui-méme plus colteux
que I'execution des codes coupes.

Ces enjeux ont conduit la communaug scienti quea mettre au point des techniques de cou-
plage e caces et robustes. Cette tlese s'inscrit dans cette dynamique. Les ptenonenesetudes
en physique des eacteurs sont par nature multiphysiques, mais pour autant leur mocelisation
reste cecoupee en disciplines distinctes. Le physique du c ur du eacteur, & al la eaction
en chame a lieu, est egie en premier lieu par le trio neutronique (description du comporte-
ment des neutrons), thermohydraulique (description de lecoulement qui extrait la chaleur) et
physique du combustible (description de levolution du combustible sous irradiation et char-
gement thermique). La thermohydraulique elle-m&me est souvent cecrite par des codes dis-
tincts, cedies aux dierents composants des circuits de refroidissement, et coupks entre eux.
Notre propos se concentrant sur le ¢ ur, nous englobons par la suite la description de tous les
ecoulements en dehors du c ur sous l'appellation thermohydraulique syseme. Levolution des
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4 Chapitre 1. Introduction cererale

temperatures du c ur provoque par ailleurs des deformations par dilatations thermiques des
structures le constituant, dont la prise en compte passe par la thermorrecanique des structures
(ereralement incluse dans les codes de neutronique ou de thermohydraulique). En n, dans
certaines situations accidentelles (®isme par exemple), il est recessaire de prendre en compte
des e ets de ceformations purement necaniques du c ur, susceptibles d'impacter la neutro-
nigue. Lorsqu'elles sont rapides, ces ceformations doivent étre calcukes en prenant en compte
la pesence du uide, couplage su sammentetude par ailleurs pour avoir donre naissancea
une discipline a part entere, l'interaction uide-structure. Les relations entre ces dierentes
disciplines sont illustees gure

Figure 1.1 { Disciplines classiquement mises en jeu en physique des eacteurs et leurs inter-
actions principales.

Il est visible sur la gure [L.I] que les disciplines s'in uencent souvent mutuellement. C'est
la caraceristique d'un \eritable couplage, par oppositiona la situation ai seule une discipline
in uence l'autre, ce que I'on appelle chamage.

Depuis I'apparition du couplage comme ttematique de recherche, de tes nombreux travaux
(on peut citer par exemple deux projets internationaux, NURESAFE [7/9] en Europe et CASL
[25] aux Etats-Unis, qui portent sur les couplages neutronique-thermohydraulique-physique du
combustible en|Reacteursa Eau legere (REL))| ont eu lieu entre neutronique et thermohy-
draulique (souvent assocee a des moctles simples de thermomnecanique pour le combustible
et les structures), et bien sor, entre thermohydraulique c ur et thermohydraulique syseme.
La tendance esta l'incorporation de la physique du combustible dans cette cemarche. Cette
trematique a donre lieua une contributiona une conérence [86]] mais ne sera pas reprise dans
le pesent document.

Cette these porte quanta elle sur les techniques de couplage entre neutronique, thermique
et mecanique. L'impact direct de la neutronique sur la mecanique (gon ement et uage sous
irradiation, par exemple) est trop lent pour menera des couplages forts. Les deformations
thermonecaniques sont quanta elles assujetties au couplage neutronique-thermohydraulique
qui,etant plus fort, masque le couplage qui nous ineresse. En n, comme on peut le voir gure
[1.1, il n'y a classiquement pas de retour de la neutronique vers la mecanique rapide, egie par



1.1 Enjeux 5

l'interaction uide structure, dans un eacteur nuckaire. Ces constats expliquent le parti pris
de consacrer une part substantielle du travail de trese au chahage necanique-neutronique (en
laissant la thermique de c6k dans un premier temps), ce qui est cep en soi une tlematique
de recherche actuelle et importante pour la compehension de la physique des eacteurs. Le
couplage aet etude ensuite, en introduisant la thermique comme support du retour de la
neutronique vers la necanique, et sur un syseme, autre qu'un eacteur nuckaire, qui permet de
cecrire un couplage fort entre ces disciplines. Des enseignements gereraux, pouvant s'appliquer
a d'autres couplages, ontet ties de ce travail.

Pourquoi s'ineresser aux interactions entre neutronique et necanique ?

Comme nous l'avons cepevoqle, les c urs des eacteurs nuckaires sont susceptibles de
se ceformer par dilatations thermiques, e ets d'irradiation des maeriaux ou lors d'accidents
particuliers comme des sismes. Ces e ets, di cilesa calculer avec pecision et mineurs dans
les eacteursa eau (qui constituent la grande majorie de la otte de eacteurs deploye dans
le monde) sont historiquement matries par des conservatismes. Les Reacteursa Neutrons
[Rapides (RNR)| sont en revanche beaucoup plus sensiblesa ces e ets, du fait de leurs pro-
prees neutroniques (fuites neutroniques importantes, faible fraction de neutrons retarces,
forte irradiation des maeriaux) et thermiques (fortes variations possibles des temperatures lors
d'accidents). Ceci explique que, dans le cadre du ceveloppement des eacteurs de quatreme
gereration (on peut citer comme exemple le projet/Advanced Sodium Technological Reactor for
Industrial Demonstration (ASTRID),| prototype industriel de Reacteura Neutrons Rapidesa
caloporteur sodium (RNR-Na), en cours de conception par ¢ Commissariata I'Energie Ato
mique et auxenergies alternatives (CEA), et qui devrait étre construit dans les anrees 2020
en France), il y ait un regain d'inerét pour letude de l'impact des deformations mecaniques
sur la neutronique (voir section[6.3 pour unetat de I'art du sujet).

Une motivation suppkementaire a letude du chamage necanique-neutronique est la
compehension des [Arréts d'Urgence par Reactivie Negative (AURN),| du
experimental Prenix, qui pourraient avoiree causes par un earrangement des assemblages
[47]. La gure montre levolution du signal neutronique mesue pendant un de ces/ AURN,
exprime en puissance. La compehension de ces transitoires est un enjeu pour le ceveloppement
de la lere RNR-Na kn France.
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Figure 1.2 { Evolution de la puissance pendant un arrét d'urgence de Plenix.

Le eacteur Pltenix et les AURN jsont pesenes section

1.2 Orientation donree au travail de tlese

Comme nous le voyons, il y a deux enjeux principauxa cette ttese : le cha'mage nmecanique
- neutronique et les techniques de couplage. D'un cote, la physique des eacteurs est ineressee
par le chamage necanique - neutronique, qui est cep novateur, plutdét que par le couplage.
D'un autre cog, les kere ces que I'on peut tirer d'une etude des techniques de couplage ne
sont pas limies au cas d'application choisi.

Ainsi, lorsque le chamage necanique - neutronique aet eali®, nous avons pris le temps
de l'appliquera un cas eacteur pertinent et d'en extraire les informations qui nous semblaient
ineressantes avant de ealiser un couplage. Nous avons suivi deux strakgies pour la mise au
point de ce chamage, stratgies qui ontek identiees dans la literature comme les seules
susceptibles de epondrea nos crieres. La premere consistea travailler avec un maillage de
calcul xe sur lequel on projette la geonretrie, possiblement cefornee, du ¢ ur. On la nomme
"pixellisation”, et elle aee mis en pratigue dans APOLLO3 R [45], code de neutronique de
ekrence en ceveloppement au[Service d'Etudes des Reacteurs et de Matfematiques Appliqleek
La deuxeme straegie utilise un maillage de calcul qui se ceforme en méme temps
gue la gonetrie du c ur. Elle aet mise en uvre dans CAST3M [26],_tode de necanique
du [Service d'Etudes Mecaniques et Thermiques (SEMT). Ces deux nethodes, tes dierentes
dans leurs principes et mises en application, ontee confronees sur le eacteur Pkenix. En
particulier, les essais de ceformation mecanique du coeur, appeks gerbages, eali®es apes l'arrét
du eacteur, en 2009 et en 2013, ontet calcuks. On a ainsi pu confronter nos esultatsa une
experience, juge de la validie des cemarches suivies.

Par ailleurs, nous avons cherclea tirer des enseignements gereraux sur le couplagea l'occa-
sion de cette these. Le couplage, impliquant neutronique, thermique et nmecanique, aetetude
dans CAST3M en utilisant ce qui aet mis au pointa l'occasion du travail sur le chamage.
Toujours dans l'optique de se confrontera des donrees exgerimentales, I'exgerience Godiva
[133], consistanta letude de pulses de puissance sur une splere d'uranium rretallique enrichie,
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aet utiliee comme cas d'application. Dierentes techniques de couplage, utilisables dans les
transitoires impliquant la neutronique, ontet testes et des recommandations gererales ont
et tiees. Un \eritable solveur commun aux disciplines coupkes aegalementet developpe

et tese sur une simpli cation de Godiva. Cette cemarche de couplage, dite intrigiee, est en
rupture avec ce qui se fait habituellement, mais les travaux de cette these montrent qu'elle
peut permettre une esolution plus e cace du couplage. Des enseignements gereraux sur cette
approche du couplage ont pu etre ceduits de ce premier travail.

Pesentons maintenant I'organisation choisie pour exposer ce travail dans le pesent ma-
nuscrit.

1.3 Organisation de la tlese

La trese est organise en trois parties relativement incependantes.

La premére partie  est une revue des techniques de couplage existantes dans la literature.
Le couplage est un domaine vaste, manipuk par des communaues aux sensibilies et aux
objectifs dierents. Une synthtese aussi exhaustive et rigoureuse que possible des techniques de
couplage adaptes aux probematiques rencontees en physique des eacteur aek tenee.

Au sein de cette premere partie, le chapitre[2 introduit le sujet et propose un vocabu-
laire speci que. Le chapitre B]pesente les techniques de couplage usuelles en stationnaire. Les
methodes de Gauss-Seidel et de Newton, ainsi que leurs variantes, ressortent clairement. Le
chapitre [4 introduit le temps dans le couplage. On pesente quelques nethodes speci ques
et montrons qu'il est toujours possible d'utiliser les nethodes du stationnaire. Le chapitre[5
conclut la partie. En patrticulier, il sensibilise auxeventuelles probematiques spatiales du cou-
plage (qui ne sont pas vues dans cette these), et introduit aux techniques de couplage dites
intrigqLees, consistanta cevelopper un solveur commun aux disciplines impligLees.

La deuxeme partie  de cette trese est cedee au chamage necanique - neutronique, qui
est cep un sujet de recherche pour le ceveloppement de la lere

Le chapitre [§ introduit la deuxeme partie de la ttese et pesente les nethodes de chamage
mecanique - neutronique de la literature, ainsi que le eacteur Prenix qui estetude dans cette
partie. Le chapitre [7] pesente une nethode de pixellisation, developpee dans APOLLO3R,
pour la ealisation de ce chamage. Quelques analyses physiques du chamhage sont pesentes
ainsi qu'une tentative d'interpetation des essais de gerbage statique de Ptenix. Le chapitrd B
pesente une seconde nethode, a deformation de maillage, cevelopee dans CAST3M. Cette
nmethode est plus adaptea la ealisation d'un vrai couplage avec retour de la neutronique sur
la mecanique et est donc priviegee pour la suite de la trese. L'exactitude de ses esultats est
\eriee par confrontationa la methode de pixellisation du chapitre 7,[3ur les essais de gerbage
de Prenix. Le chapitre P conclut la partie.

La troiseme et dernere partie de cette these est consaceea la ealisation eta letude
d'un couplage entre neutronique, thermique et necanique. Ce travail aet fait dans CAST3M,
en se basant sur la technique de chanagea maillage mobile introduite au chapitrg| 8.

Le chapitre[10 introduit la partie et pesente I'experience Godiva qui y aee utiliee. Le cha-
pitre L1 pesente les moceles monophysiques utilises pour calculer I'exgerience. En particulier,
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en neutronique, on a eu recoursa dySimplied PN (SPN)|simuk en ciretique et factorie par
I'approche quasi-statique. Le chapitre[ 12 pesente uneetude des techniques de couplage entre
les moctles du chapitre peedent. L'inerét de la factorisation quasi-statique pour la ealisation

de couplages est mis en avant. Le chapitrg 13 est en rupture avec les peedents et pesente
une premere ealisation d'un couplage intriqe entre neutronique, thermique et necanique sur

la prenonenologie de Godiva. Les sysemes lireaires issus des formulationseements nis de
chacun des probemes sont esolus ensemble par un algorithme de Newton. On montre, sur un
cas donre simple, qu'on obtient ainsi une convergence bien plus rapide qu'avec les techniques
fquentielles. En n, le chapitre conclut la partie.

Avant d'entrer dans le vif du sujet, il semble recessaire de donner quelques bases de neu-
tronique qui serviront tout au long de cette these.

1.4 Introductiona la neutronique

Il existe de nombreux ouvrages introduisant a la neutronique. On peut conseiller par
exemple [21/108,72] pour une pesentation plus cetailee du sujet.

Les neutrons, particules neutres, ont une faible probabilie d'interaction avec la matere et
n'interagissent pas entre eux aux energies qui nous ineressent. Grace a cette incependance
des neutrons les uns par rapport aux autres, il est possible de reproduire leur marche una un
pour aceder aux caraceristiques de leur population. C'est ce que I'on appelle la nmethode de
Monte-Carlo. Elle n'introduit que tes peu d'approximations mais recessite des temps de calcul
consicerables.

Une alternative est de poser desequations de bilans neutroniques que I'on esout avec des
nmethodes nunreriques classiques (souventeements nis ou dierences nies). Cette approche
est dite ceterministe. Elle aet priviegee dans cette these, et nous l'introduisons donc plus
longuement. Nous cetaillons ici les equations fondamentales de la neutronique et donnons
guelquesekments sur leurs nethodes de esolution.

A un temps t et un point d'espacé r »es, le taux de eaction (nombre d'interactions par
seconde et par unie de volume), not ici j, entre les neutrons allanta une vitesseV et dans
une direction donrees et un certain type de noyau (ou isotope) i, supposs immobiles (voir
section pour une discussion de cette hypothese), est obtenu comme le produit de la densie
de neutronsn (que I'on peut appeler densie angulaire parce qu'elle cepend de , elle cepend
egalement det, r et V), de leur vitesseV, de la densie C; de lisotopei et d'une grandeur
caraceristiqgue de l'isotope appeke section e cace microscopique micro i

i = NVGCi microi

Le taux de eaction total entre neutrons et matere est la somme des i :

X
= nVv Ci microi : (1.1)
[
La section e cace a l'unie du surface : c'est la surface de la "cible" gu'est l'isotope pour le
neutron, lui-méme assimiea un point. Retenons pour la suite que micro i h'est pas constante
mais cepend de la vitesse des neutrons et de la temperature du milieu.
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La forme de lequation ([L.I) conduita introduire le ux neutronique (ou ux angulaire
qui cepend des mémes variables quan), noe  etegal au produit nV, et la section e cace
macroscopique, noee etegalea la somme des produitsC; mjcro |

X
= Ci microi: (1.2)

On a alors simplement :

Le ux neutronique a l'unie d'un ux tel qu'on peut le ¢ nir dans d'autres disciplines
(m ?s }) mais n'est pas de la m&éme nature. Il s'agit d'une quantie scalaire qui cepend de la
direction  (les neutrons vont en tous sens), alors qu'un ux thermique par exemple est une
guantie vectorielle donnant la direction de propagation de la chaleur. Dans l'approximation
Ide la di usion que nous verrons plus loin, et qui consistea regliger la cependance du ux en
, le gradient du ux neutronique, qui joue le méme réle dans lesequations neutronigques que
le ux thermique en thermique, est appek courant neutronique.

Les neutrons peuvent faire trois types d'interaction avec la matere. Il peuvent simplement se
faire absorber et disparatre. lls peuventegalement faire une collision,eventuellement avec une
direction de propagation ou une vitesse dierentes apes le choc. lls peuvent en n provoquer
une ssion du noyau. Cette ssion va gererer de nouveaux neutrons immediatement apes
la ssion (dits prompts) et des produits de ssion (fragments de la ssion). Certains de ces
produits de ssionemettent, bien plus tard et spontarement, par cecroissance radioactive, de
nouveaux neutrons (dits retardes). On appelle ces produits de ssion pecurseurs de neutrons
retarces.

Nous allons adopter les notations suivantes :

| Yy : E,! et t sont respectivement les variables d'espace, denergie (directement leea
la vitesse des neutrons), de direction de propagation et de temps;

| ¢ est la section e cace macroscopique de eaction totale, somme des sections d'absorp-
tion, de transfert et de ssion;

| S(E®! E: 01 )est Ila section e cace macroscopique qlierentielle de diusion
de lenergie EC et direction  ©vers lenergie E et la direction  (on parle de section
e cace de transfert lorsque les variables sont discetiees);

| ¢ est le produit de la section e cace macroscopique de ssion avec le nombre moyen
de neutronsemis par ssion;

| | est la proportion de neutrons de ssion emis avec retard par decroissance d'un
pecurseur de type | ;

| est la somme des | ;

| p(EO! E) est la probabilie qu'un neutron prompt issu d'une ssion provoglee par
un neutron denergie E 0 soit denergie E ;

| C! estla concentration en pecurseurs de typel de neutrons retarces ;

| | est la constante de decroissance radioactive des pecurseurs de type

| (E) est la probabilie qu'un neutron retarce emis par un pecurseur de type | soit
denergie E.
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En partant du principe que les neutrons se eplacent en ligne droite entre deux interac-
tions, un bilan neutronique permet detablir lequation fondamentale de la neutronique, appeke
equation de Boltzmann (qui porte sur des quanties moyennes) :

|
1@(r;E. ;) 't 1 booey b2 _
WW + | r ({rZ,E, ,t; + |t(r,E) {(Zr,E, ,t? =

. Propagation en ligne droite Disparition par interaction avec la matere
Inertie des neutrons en vol

Z, z

1 ! !
dE%- d okrEY E 9ty Yred oy
|2 2 {z }
Transfert de direction ou denergie par interaction avec un noyau
1.3
1 o ! 0 d 1 z 0! d a o
+(1 ) dE” (r;E-! E) (ESr)— d “(r;EY &t)
— ¢ )

Production de neutrons prompts par ssion

X L. ! .
+ (r;E) (Cr) :
E {z }

Emission de neutrons retarces

Lequation ( doit &tre esolue en méme temps que celle qui donne levolution desC' :

Z, 4
r 1
@@(t)z I |?'!(r? +, dEO f!(r)LT dofred oy @a
—_—Z 0 4
| _@_} Decroissance radioactive | - {z . . }
Inertie Production comme produits de ssion

La forme stationnaire de cesequations s'obtient en annulant les derivees en temps. On
obtient alors, apes avoir injece la solution explicite de (1.4} dans (L..3) :

ol 1 ! | I !
r (r;E; ;)+ ((r;E) (r;E; ;t)=

z z

! 1 ! ! ! | d
0+ ol . .p0 © 04 L. Q.
. dE4 . d “¢(r;E"! E; ') (r;ES 5t (1.5)
Z Z
! ol ,.r0 ! 1 ol .=d ay.
+ de” (r;E”! E) +(r)— d (r;ES  S51);
0 4 4

avec (E°! E) la probabilie qu'un neutron prompt ou retarce issu d'une ssion provoqlee
par un neutron denergie E°soit denergie E.

Une dicule de la neutronique est que lequation (1[5)|n'a, en cereral, pas de solution
non nulle. Cela a un sens physique : une distribution donree de sections e caces ne permet
pas forement d'entretenir exactement une eaction en chame sans variation de la population
neutronique. Pour pouvoir tout de méme esoudre une equation stationnaire, on introduit
ereralement le Kgts , qui repesente le nombre moyen de neutrons issus d'une ssion qui
provoquent, apes transfertseventuels, une nouvelle ssion. Il est utilise pour renormaliser le
terme de ssion comme suit :
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L !(r;E;! 0+ HriE) !(F;E;! t) =

Z,
1 | ' ' | d
0 o . .0 i 0 (r- a
JOECE d OS(riET B 0T (rES Sy (1.6)
Z ., 4
+ 1 O!(I’;EO! E) f!(l’)i dO!(r;Ed; O;t)Z
Kett o 4 4

Lequation (, appeke equation critique (ou equation du eacteur critique assoce), a
cette fois toujours des couples (K e ) solutions. Mattrematiquement [89] 2], (fL.6) est un
probemea valeurs propres cereraliee. Seule la solution assoceea la plus grande valeur propre
(Keff ) est physique : le ux n'est pas non regatif pour les autres. C'est la seule solution que
I'on consicere dans cette these, et on dira que c'est la solution du probeme critique. LeK gt
obtenu ainsi donne une information sur lecarta la stationnarie. La population de neutrons
est stationnaire (on dit que le syseme est critique) lorsqueK e = 1, elle crot (on dit que
le syseme est sur-critique) lorsqueK e > 1, et elle decrot (on dit que le syseme est sous-
critique) lorsque Kefs < 1.

La esolutlop de (L.6) ou (L.3) dans un code de calcul passe par une discetisation des
variables r,E, et t:

| 'rila ¢eonetrie du eacteur est decrite de facon plus ou moins cetailee. On homogereise
souvent des egions.
| E :on esout gereralement pour un nombre ni denergies ou de vitesses donrees. On
| parle de groupes denergie.

| : il existe plusieurs traitement de la variable angulaire.
La methode SN esout un nombre ni de directions donrees.
La nmethode PN cecompose les cependances en sur une base adapte (appeke
harmoniques spreriques) et tronquea un ordre donre les decompositions.
La nethode SPN] introduit des hypotleses de egularie de la geonetrie qui per-
mettent de simpli er lesequations de la methode PN en les traitant comme locale-

ment 1D.
L'approximation de la di usion consistez quanta elle,a consicerer le ux isotrope.
| .
On travaille alors avec (r EC t)— — d%¢(r; Ed % 1). Les sections de trans-

fert s sont supposes isotropes et Ie terme d' advectlon | r !( r; E;! ;) devient
diusion: r D( r;E)r {(r;EC%t). Le coe cient de diusion est souvent inverse-
ment proportionnela une section e cace, l'iceeetant que la pesence de la matere
freine la propagation des neutrons. On a travaile avec cette hypotrese dans cette
trese. Voir par exemple [11] pour le calcul de coe cients de di usion dans des zones
de "vide", a il faut prendre une autre mocklisation.

| t:letemps est decoupe en pas de temps de taille nie.

Il est usuel de decomposer la esolution des equations en plusieurs niveaux |72, 89]. On
commence avec des discetisations spatiale, angulaire etenergetique pecises sur une fraction
du eacteur, et avec une prise en compte simpliee de I'environnement. On parle de calculs
"eseaux". On en ckduit des sections e cacesequivalentes utilies dans un calcula lechelle
du c ur mais avec des discetisations moins nes. On ne pesentera dans cette these que des
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calculs dits "c urs", et on parlera, par abus de langage, d'auto-protection pour les calculs
amonts qui ont permis de gererer les sections e caces que I'on utilise. Lorsque letat du c ur
varie, ces sections e caces "c urs" peuvent ne plus étre valables. On peut alors étre amere
a refaire les calculs eseaux, ou, plus gereralement,a utiliser des sections e caces tabukes en
fonction des dierents paranetres susceptibles de varier et de faire varier le ux obtenu par les
calculs eseaux.

Soulignons le fait que les donrees d'entee de la neutronique sont des proprees matrielles.
Elles dependent donc de la con guration georretrique du syseme et de la densie des mi-
lieux d'apes ([..2). Cela explique que la neutronique soit sensible aux perturbations de cette
ceonetrie et des densies des milieux, perturbations qui peuvent étre causes par la thermo-
necanique (ceformations necaniques, dilatations thermiques) ou la thermo-hydraulique (va-
riation de la densit du caloporteur). Nous avionsegalement souligre que les sections microsco-
pigues, et donc les sections macroscopigues, sont fonctions de la temgerature des milieux. Cela
renforce I'in uence que peut avoir la thermique sur la neutronique (on parle d'e et Doppler
pour le combustible). Nous n'aurons cependant pas beaucoup l'occasion d'illustrer cet e et par
la suite.
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Chapitre

Introduction de la premere partie

Dans cette partie de la these nous nous proposons de recenser, expliquer et comparer les
techniques de couplage les plus courantes. Nous nhous concentrons sur les technigues de couplage
dites :quentielles, beaucoup plus courantes et consistanta faire communiquer des solveurs dis-
tincts, par opposition aux techniques dites intriqlees, al un solveur directement multiphysique
est ceveloppe. La mise en forme et les nethodes de conversion des donrees avantechange ne
sont pasetudees en cetail ici. On se focalise plut6t sur I'algorithmique du couplage. Ce travalil
a lkere ce d'exgerimentations nurreriques e ectiees lors de stages d'Antonin Dussaix [32]let
de Romain Bontemps [14]. Il aegalement fait I'objet d'une note technique [82].

Le chapitre [3 traite d'un calcul sans intervention explicite du temps. Celui-ci est introduit
ensuite dans le chapitrg 4. Nous verrons notamment comment les nethodes de couplage "sta-
tionnaire" peuvent étre eutiliees lors d'un couplage en transitoire. Le chapitre | conclut la
discussion. En particulier, il donne une introduction aux probematiques spatiales du couplage
ainsi que quelqueseements sur le couplage intrigte.

2.1 Vocabulaire

Lorsqu'on travaille a la frontere de plusieurs disciplines physiques avec l'aide des
matrematiques appligiees, une di cule ecurrente est la barrere de la langue. Certains termes,
en particulier en frarcais, sont en e et parfois utilises dans des milieux dierents pour cesigner
des notions dierentes. Dans d'autres cas, les notions elles-m&mes sont confondues. Poureviter
les confusions, il est bon de clari er les mots utilies le plus tot possible. C'est ce que nous nous
proposons de faire ici en traduisant le vocabulaire ce ni dans [57] pour les quatre premeres
e nitions.

Couplage de moales physiques fort (par oppositiona faible) : Se dit strong (par
oppositiona weak) en anglais. On dit qu'un couplage est fort lorsque les moctles physiques en
jeu s'in uencent fortement les uns les autres.

Couplage de mockles nuneriques ferme (par oppositiona souple) : Se dit tight (par
oppositiona loose) en anglais. Un moctle nunrerique est coupk fermement lorsque les variables
sont toujours misesa jour de facon synchronisee. Notons qu'il n'y a pas de correspondance entre

17
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un couplage physique fort (ou faible) et un couplage de moctles ferme (ou souple). En e et, on
peut utiliser une methode nunerique ferme ou souple pour calculer un couplage physique fort
ou faible. Les deux paradigmes de couplage peuvent atteindre les m&mes pecisions nuneriques,
et leur e cacie cependra du casetude.

Methode nunerique explicite, implicite ou semi-implicite : Se dit explicit, implicit et
semi-implicit en anglais. Dans une rrethode explicite, lesetats futurs d'un probeme temporel
sont calcuks a l'aide de formules n'impliquant que des quanties cep connues aux pas de
temps peedents. A l'inverse, une nethode enterement implicite ( fully implicit ) n'utilise que
des quanties actuelles inconnues et un processus d'inversion. Dans une nethode semi-implicite
des termes explicites et implicites sont nelanges. Les nmethodes explicites sont classiquement
tes rapides sur chaque pas de temps, mais ont des restrictions de stabilie sur le pas de temps.
Les nmethodes implicites sont,a l'inverse, plus longues par pas de temps mais ont des proprees
de stabilie tes favorables. Les nethodes semi-implicites sont, quanta elles, gereralement
soumisesa des contraintes sur le pas de temps issues des termes explicites, mais permettent
d'atteindre une pecision optimale.

Couplage ®quentiel ou entre codes (par oppositiona intriqe ou entre mockles) :

Dans [57] on trouve le terme single-domain approach (resp. multi-domain approach) pour
esigner ce gu'on appelle ici un couplage intrige (resp. couplage squentiel). On voit aussi
souvent dans la literature le terme black box couplingpour couplage £quentiel. Dans un cou-
plage intrige, on utilise un solveur unique. Dans un couplage squentiel on utilise des solveurs
distincts sur les dierents domaines spatiaux ou physiques que I'on moctlise. Par nature, un
couplage intrigue est ferme, mais un couplage squentiel peut étre ferme ou souple. L'approche
intriguee peut étre conceptuellement simple et directe, ainsi que particulerement e cace. Ce-
pendant sa mise en oeuvre peut &tre ardue, elle risque de manquer de exibilie, la esolution
peut étre colteuse et surtout sa gereralisationa des moctles plus complexes n'est pas toujours
possible. A l'inverse, lI'approche "diviser pour egner" du couplage quentiel permet ['utili-
sation des mockles et des codes de calcul dep existants les plus performants sur chacun des
domaines du probeme. Le revers de la nedaille est le besoin de mettre au point des techniques
de communication et de couplage qui soient e caces, stables et pecises. Nous allons passer en
revue les techniques usuelles utilieesa cet e et dans cette partie de these.

Algorithme ou sclema nunerique stable : Se dit stable en anglais. Un algorithme ou
un sclema est dit stable si les solutions nuneriques sont borrees (independemment des pas de
temps, d'espace et des nombres d'ierations).

Equilibre stable : Un syseme physique est dans unequilibre stable lorsqu'il en reste proche
apes une petite perturbation de ses pararnetres.



Chapitre

Les techniques de couplage en
stationnaire

3.1 Rappel de la probématique

Supposons que nous ayons deux codef, et f, travaillant sur les variables x» 2 R% et
x1 2 R%. f; nous donnex; connaissantx,, ce que l'on noterax; = f1(x») et inversement, f »
nous donnex; en fonction dex1, c'esta dire x, = fa(x1).

Realiser le couplage consiste donca rechercher la solution globale qui \erie :

x1 = f1(X2)

3.1
X2 = fa(X1): 1)

Souvent le couplage sera formuk avec une cependance des fonctiofis en x; :
X1 = fl(xl;XZ) (32)

X2 = fo(X1;X2):

Il peut y avoir deux raisonsa cela. Ce peut &tre un choix de ne pas cherchera converger
chacun des codes pecisment tant que la solution commune n'est pas atteinte. On se rapproche
alors d'une nethode de esolution intriquee. Il arrive egalement qu'il n'y ait pas de sensa
converger un code suix; sans mettrea jour simultarement x;. Par cefaut, nous supposerons
que le couplage est de la form¢ (3]2).

Nous eecrirons aussi parfois le syseme sous la forme suivante :

Fi(X1;x2) = fa(X1;x2) x1=0 (3.3)
Fa(x1;X2) = fa(X1;x2)  X2=0:
Il est possible de coupler plus de deuxequations avec les techniques que nous pesentons
ici. La gereralisationetant simple, pour aleger lesecritures nous nous limiterons aux couplages
entre deux disciplines.
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3.2 Mthode de Gauss-Seidel

3.2.1 Pesentation de la nethode

La nethode de Gauss-Seidel (souvent nomnee nethode ou ierations de Picard dans la
literature), qui met en uvre un couplage souple, est tes courante et tes facilea mettre en
place. Pour illustration, on peut citer [23] et [/8] qui recensent les travaux de couplage entre
neutronique et thermohydraulique. La majorie s'appuie sur ce type de nethodes. Il s'agit
simplement d'ierer sur la esolution des codes jusqua convergence.

Notons avec un exposanih l'indice d'ieration. A partir de donrees initiales ( X(10) ; x(zo)), on

iere en posant :

X" = 11075 x5)

34
)T = g (D) (). (3.4)
On s‘arrete gereralement lorsque les incements "™ = k(™ x(Mi et (D =

kx(2”+1) x(zn)k deviennent susamment petits. On utilise ce criere faute de mieux, et on
voit qu'il ne donne pas d'information sur la distancea la solution.

On voit facilement que la nmethode, si elle converge, ne peut converger que vers une solution
du probeme. Cependant, la convergence n'est pas sysematique.

3.2.2 Equivalence avec le point xe

L'algorithme dit "du point xe", permet de esoudre uneequation du type x = f(x). Il
consistea ierer ainsi :

x(M*) = £ (x(M):

La nethode de Gauss-Seidel peut étre vue comme un point xe en posant :

!
x(M X1 f1(X1;X2)

(n) = 1
x\"M) = etf =
X(Zn) X2 fa(f1(X1;X2); X2)

Si une de nos fonctions, dison§1, ne cepend pas de la variable qu'elle permet de calculer,
c'esta dire x1 (comme c'est souvent le cas), on remarque que chaque ieration estequivalentea
x(2”+1) = fz(fl(x(zn));x(zn)). C'est une autre facon de se ramener au point xe, qui a l'avantage
de eduire la dimension de I'espace dans lequel on travaille.

La suite de la discussion sur la nethode de Gauss-Seidel utilise cette equivalence. On
s'ineressera donc aux proprees du point xe.
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3.2.3 Condition gererale de convergence

Condition de convergence :Soit E un espace netrique complet etf une application de E
dansE. Sif est k-contractante (ie 8(a;b) 2 E2;d(f (a);f (b)) kd(a;b) aveck < 1.d est la
distance entre deux points deE.), alors il existe un unique point xe Xgo def et toute suite
weriant x(™1 = f (x(M) converge versxsg.

Demonstration :

Soit x© 2 E. On note x(M = £ M™(x©) pour tout m entier naturel. Par ecurrence simple
ona:

8n 2 N;d(x(M:xM*)y  kmd(x©; x®)y:
On en ceduit :
8n2 N;8p2 N ; dx(M;x(M*Py  dx(M;x(* D)+ 4 d(x(M*P 1. x(n+p)y

(kM + KN+ 4 kNP (x @) x(D)

p
= kN %d(x(o) : X(l))
kn

d(X(O) : X(l) ):

k

(x(M),, est donc une suite de Cauchy et converge vers une limite(! )| E etant complet.
Par passagea la limite dex(™1 = f (x(M) on en deduit que x(I ) est solution dex = f (x).

Supposons maintenant qu'il y ait deux solutionsxgg1 €t Xgoi2 de x = f (x).

Alors d(Xsol1; Xsoi2) = d(f (Xsoi1); f (Xsol2)) kd(Xsol1; Xsoi2). On en ceduit Xsoi1 = Xsol2
puisquek < 1.

On remarque que l'on a obtenu au passage une majoration de l'erreur que l'on peutecrire :
kﬂ
d(x(n);xsol) ﬁd(x(o);x(l)) (3.5)

par passage a la limite quand p tend vers +1 . La convergence est donc lireaire et est
d'autant plus rapide que k est petit.

On remarque egalement qu'il sut que f soit contractante sur une boule centee sur une
solution, et que l'initialisation y soit choisie, pour que l'algorithme converge. C'est & que eside
la di cule de son utilisation.

1. Ce care noir indique la n d'une cemonstration.
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3.2.4 Conditions pratigues de convergence

La dernere remarque nous anene a nous ineresser au voisinage de la solution pour
ceterminer si l'algorithme peut converger.

Nous utilisons l'iregalie de Taylor-Lagrange, pour une fonction f de R™ dans R™ de
egularie su sante. On note J, la jacobienne def ena. S'il existe un eel M tel que kda+ th K
M 8t 2]0; 1] alors :

kf(a+h) f(ak Mkhk:

On note Xy la solution du point xe (nous supposons l'existence et I'unicie de la solution
ici). On suppose qu'il existe un eelM tel que kdyk M 8x 2 B(Xsol;F). B(Xsoi; 1) €st la boule
de centrexgq et de rayonr, un eel quelconque. Alors on a plus gereralement :

8a;b2 B(Xso;r);kf (b)) f(a)k Mkb ak:

Ainsi si M < 1, cela montre bien quef est contractante sur B (Xsq; '), €t que l'algorithme
converge six(@ 2 B(xso:r) d'apes ce qui pe@de. Il est donc susant que kdyk M < 1
autour de la solution. Si on utilise la normeL?, on peutecrire la condition su sante suivante
( (A) cesigne le rayon spectral de la matriceA, c'esta-dire (A) = max;j ijj ailes ; sontles
valeurs propres, eventuellement complexes, d&\) :

P
Kike=" () M<1

Au voisinage de la solution, et que linitialisation soit choisie dans ce voisinage. Comme
k peedemment, la norme de la jacobienne permet de minorer la vitesse de convergence de
l'algorithme.

On peut chercher une condition moins exigeante en utilisant le lemme 3.9.5-2 d& [71] qui
nous dit que :

8A, pour toute norme matricielle ona: (A) k Ak.
8A; 8", il existe une norme matricielle telle que (A) k Ak (A)+ ".

Ainsi, si on a, en la solution Xso, (Jx,,) < 1, pour une certaine norme on akJy_, K
M < 1. Par continuie de la norme on a alors, avec la méme normekJy,k M%< 1 sur un
voisinage dexso. On a ainsi une condition su sante de convergence locale (gracea lequivalence
des normes en dimension nie il sut de montrer la convergence de la suite pour une norme
guelconque), moins exigeante qye la peedente puisque la premere proposition du lemme nous
indigue notamment que (A) (AtA) 8A.

On va cherchera montrer que (Jx., ) < 1 est en fait une condition recessaire de "bon
comportement de l'algorithme" dans un sens que l'on pecisera. On dira ensuite, par abus de
langage, que c'est une condition recessaire de convergence.

Demonstration :

En supposantf su samment egulere, utilisons l'iregalie de Taylor-Lagrange pour quan-
tier l'erreur commise. Notons D?fy l'application lireaire de R™ dans L(R™), telle que
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B @f k(x)
N @x@x

P
(D2fab)y =

alors :

aih . Sil existe un eel R tel que kD?f, . xm )k R8t2]0;1[

ka(n) X50|k2.
2 ’

Kf (Xso1 + ( x(M Xsol)) F(Xso) Jxey (X(n) Xsol)K

Soit, en introduisant , un vecteur dont la norme est borree par% :
f (Xso + (XM Xs01)) = (Xso1) + Jxgy (X Xso1) + nkx(M xgok?
On en ceduit, comme on af (Xso) = Xsol :
xMD = 3 x4 xgo Iy Xsol + nkx™ xgoik?:
On a ainsi un processus qui peut secrire de la forme :
XD = g, x4 o+

", est un vecteur d'erreur dont la norme est piloee par kx("  xsok?. On a le esultat
eereral, issu de [71], qui nous dit que la suitex("1) = Ax("™ + ¢ converge si et seulement si
(A) < 1. On "sent" que l'ajout d'une erreur ", devrait rendre la convergence plus di cile et
que (Jx,) < 1 pourrait par consquence etre une condition recessaire de convergence. Il est

di cile de le montrer rigoureusement du fait que ", pourrait au contraire servira compenser
une ceviation du sctema. Nous allons montrer que, du fait que", est quadratique en lecart
a la solution, cela n'est pas possible localement. M&me si une compensation d'erreur pourrait
avoir lieu lorsque lecarta la solution devient grand, ce n'est pas le type de comportement
attendu pour l'algorithme (la solution ne serait pas stable notamment), et on consicerera qu'il

ne converge pas.

On part avec x© = xgo + 1. 1 est le vecteur propre de la plus grande valeur propre 1
(en valeur absolue) dedy, .

Onax® =73, xO+c+"g=xs+ 1 1+ "0.Onak'ok Kk 1k% K est s dans un
voisinage choisi de la solution.

Ainsi on a kx@®  xggk j 1jk 1k Kk 1k? = k 1k(j 1j Kk 1k). Or on avait kx©
Xsolk = k 1k, donc sij 1j Kk 1k> 1, alorsx s'esteloigre de la solution. Sij 1j 1, c'est
, - 1. .
possible en choisissant ; tel que k 1k R(J 1j  1).
On a donc monte que pour unecarta la solution bien choisi mais arbitrairement petit,
faire une ieration de l'algorithmeeloigne de la solution. Ce n'est pas le comportement attendu

d'un algorithme convergeant, et nous dirons donc que (Jx.,) < 1 est une condition recessaire
de convergence.

Nous avons donc :

" P -
| Une condition su sante de convergence : Si (J8Jx) M < 1 surun voisinage de la
solution, alors l'algorithme converge six(©@ est choisi dans ce voisinage.
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| Une condition recessaire de convergence : (Jx, ) < 1. C'est aussi une condition su -
sante de convergence poux® choisi dans un certain voisinage de la solution.

A une dimension, les deux crieres sont identiques et on a donc convergence si et seulement
sijfYa)j M < 1 au voisinage de la solution.

Si on revient au probeme de couplage pos sous la formg (3.1), cette condition de conver-
gence secrit jf I(x1)f x2)j < 1, ou encore @L1x2) @BX1X2) o 9 i gnecrit le probbme sous

@x @x
la forme (3.3).

Notons que ce sont les cerivees croiges, c'esta-dire les termes de couplage, qui interviennent
dans le criere de convergence, mais aussi dans la vitesse de convergence, celle-ci dependant de
la norme de la jacobienne.

3.2.5 Variante avec relaxation

Une variante de la methode du point xe consistea introduire une relaxation > 0. On parle
de surrelaxation lorsque > 1. Les ierations secrivent alors x("*D) =1 )x(™M + f (x(M),
Voyons ce que cela donne sur le criere et la vitesse de convergence.

On voit qu'en posant g = (1 )id + f , on se ranene au point xe classique avec
x(M*D) = g(x(M). Les esultats peedents s'appliquent donc sur g.

Examinons d'abord le casa une dimension.

a. A une dimension

Onag’=(1 )+ f O Le point xe convergea sa vitesse maximale lorsque la cerivee de la

1 f 0(Xsol) .
Cette valeur sera gereralement inconnue puisqu'elle se base sur une propret dé en la solution

Xsol, QUi est inconnue a priori. Nous allons donc regarder de fecon plus gererale le comportement
de l'algorithme en fonction de

fonction est nulle en la solution. Cela nous anenea une relaxation optimale : =

Le criere de convergencejgdXso)j < 1 nous donnef Axso) 2]1  2;1[.

La vitesse de convergence cepend de la valeur maximale dgJ autour de la solution x.
Comparonsgla f2g® o=@ )1 9. CommefO< 1, onadoncg®>f° < 1.

Comparons maintenantgla % g%+ 0= (1 )+ ( +1)f% Ainsi, g4x) > fqx),
1+ f9qx)

1 fqx%)°

Nous avons donc :

| Si fqxso) < 1, c'esta-dire si l'algorithme, sans relaxation, ne converge pas avec

un comportement oscillant, une relaxation 2 O0;

. 1
converger. L'optimumest = —M—

1 f9%sol)

2 permet de le faire
1 fO(XsoI)
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| Si fU%s01) 2] 1;0[, on peut aneliorer la vitesse de convergence avec 2

+
1 fO(XsoI) ;1 . L'optimum est = :

1 f O(Xsol) ’ 1 f O(Xsol) .
. . . 1+f
| Si f°(x50|) 2]0; 1[, on peut aneliorer la vitesse de convergence avec2 1; 11 zzso'i .
sol
1
On parle alors de surrelaxation. L'optimum est = .
P P 1 f O(Xsol)

| Si f9xs0) > 1, c'esta-dire si l'algorithme, sans relaxation, a un comportement non
convergeant sans oscillation, il gardera ce comportemerg > 0.

f {xso1) NEtant pas connue a priori, la di cule est de determiner

b. A plus d'une dimension
Pour aneliorer la convergence deg nous allons cherchera minimiser le rayon spectral de
sa jacobienne erx, solution du probeme. Nous avons la propret gererale suivante, facilea
erier,al  (A) designe le spectre deA, c'esta-dire I'ensemble de ses valeurs propres :
8A; 8P polynome P( (A))= (P(A)):
Ainsi l'analyse pe@dente, faitea une dimension, s'appliquea chacune des valeurs propres

de la jacobienne dey. Notons ; ses valeurs propres, et( ) celles obtenues avec la relaxation.
Nous avons :

i()=1+ (i 1x

On cherchea minimiser maxij i( )j.

Comme peedemment, ; > 1, ( )> 18 > 0. La relaxation ne permet donc pas

de faire converger l'algorithme si9 ; > 1, et on consicere donc que ; < 1 8i. Ainsi on a

% )=( i 1)< 0. Toutes les fonctions i( ) ont donc la méme monotonie et valent toutes
lenO.

En outre, on \erie aismentque si ;{6 j,alors i( )6 ;( )8 60.

Soit | la valeur propre qui ealise max;j ij. On voit facilement que tant que |( ) ealise
seule max;j j( )j, on peut encore faire diminuer le rayon spectral. Et comme, i( )] =
iiC)i) ()= () onvoit que lorsque 9 6 Itq ;6 | etj ()j=7]i()jdu
fait que les monotonies sont identiques, on ne peut plus minimisera la foig | ( )j et i( )j.
L'optimum est donc atteint. On remarque notamment que, commeona j( )< 18 > 0, la
convergence de l'algorithme est assueea l'optimum.

1
—

i( )= j( ) nousdonne: = —.
i
2

De plus, comme les j( ) ne peuvent se croiser, et que | correspond soit au minimum, soit
au maximum des valeurs propres, le premier; 6 | quiealise j (( )j =] i( )j, est soit le
maximum (si | est le minium), soit le minimum des valeurs propres.
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La relaxation optimale, dont on a vu qu'elle assurait la convergence, est donc :

1 .
1 max; j+min; j°
2

Comme dans le casa une dimension, la relaxation optimale que nous avons tegagee recessite
de conna’tre des proprees def en la solution du probeme. Il faudra donc gereralement utiliser
des nethodes approctees.

Un pro@de empirique tes simple, qui fonctionne quelle que soit la dimension du probeme,
donne souvent de bons esultats. Il consistea diviser la relaxation par deuxa chaque fois que le
criere de convergence crot (attentiona sa ce nition). Il est possible, mais pas indispensable,
de recalculer les ierations ai le criere de convergence a cro.

3.2.6 Aceération du point xe
L'aceekration de la convergence de nmethodes de type point xe est domainea part entere
de l'analyse nunerique. La literature sur ce sujet est vaste, et on peut citer par exemple,

comme point d'entee, les communications de Brezinski[[17][[18]. Nous nous contentons de
lister ici quelques nethodes incontournables.

a. A une dimension : nethode 2 d'Aitken

On a vu qu'iletait possible d'aneliorer la convergence du point xe en introduisant une

relaxation. Dans tous les cas, = T Q%) est la relaxation optimalea une dimension. En
sol
posantk = f {xso ), 0N voit que la fonction g obtenue apes relaxation secrit :
f(x) kx
009= T

L'aceekration d'Aitken consistea estimer la valeur de k grace aux esultats des derneres
ierations. En eet, on a :

. x(¥2) - x(n+D) _ f(x Dy (x(M)
M =D xm Al T @D o = fqxs0) = K

X(n+2) X(n"'l)
x(n+1) x(n)

x(n+2) knx(n+1)

, que 'on injecte dansx{"*?) =
1 kp

On pose donck, =

Le processus que l'on en ceduit (appek nmethode de Ste ensen ou de Aitken-Ste ensen) est
le suivant : on suppose que I'on commencea l'ieration n avecx(™.,

On calcule tout d'abord deux ierations classiques du point xe : x(" = f(x(M) et
X(n+2) = f(x(n+1) )

()2 (n+1)  y ()2

oy = o m X)) (x x)

On pose ensuite x X 25 () X 72 (D) 4 x(
equivalente a la peedente qui a donre son noma la nethode), et on iere le processus en

repartant de x("*2)

(forme
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Notons que pour des raisons de pecision nunerigue, on pegre lecriture equivalente :

1
1 1
x(n+2)  x(n+1) x(n+1)  x(n)

X_(n+2) — X(n+1) +

C'est un proed gererique bien connu d'acekration de la esolution du point xe. Il aee
teskt dans le cadre d'un couplage neutronique-thermohydraulique tes simplie dans [98].

Notons que cette methode permet d'aceekrer la convergence de toute suite eelle pourvue

] x(n+2) x(n+1)
que liM = G x®
a une dimension peuvent &tre trouves dans [46] ou dans[[17].

= k avecjkj < 1. Plus de cetailsa propos des nethodes d'aceération

b. A plus d'une dimension : aceération de Chebyshev

Il est possible d'utiliser les polyndbmes de Chebyshev pour aceekrer la convergence de l'al-
gorithme de Gauss-Seidel (mais les formulations trouvees dans la literature supposent que le
probeme est lireaire). Une pesentation cetailee de cette nethode ne sera pas donree ici, mais
peut étre trouvee par exemple dans [5].

c. A plus d'une dimension : aceération d'’Anderson

La nethode, issue des travaux d'Anderson [[3], consistea exprimex (™) (n est le nunero
d'ieration) comme une combinaison lireaire des derneres observations def :

X |
x("D) = if (x( D)y,
i=0

xn ) xXn
avec les ; qui minimisent P fx(™ Dy x( D sous la contrainte i=1.m

i=0 2 i=0
est un paranetre de la nethode.

Pour comprendre la methode, on peut voir que cela revient, lorsqud est lireaire,a chercher
xrl 1 . . . . .
Xmin = ix( 1) qui minimise la norme du esidu f (Xmin)  Xmin ,» dans le sous-espace a ne

i=0

s‘approche de la solution, ce qui permet de "sentir" la convergence de la nethode. On peut
noter au passage qu'il n'y a pas beaucoup de sensa choisin plus grand que la dimension de
I'espace a vit x, et que le esultat de la minimisation ne sera alors pas unique.

[125] explique clairement la methode d'un point de vue mattematique et donne des conseils
pratiques pour sa mise en uvre. Elle aek tesee ecemment sur un cas de couplage 1D simplie
entre neutronique et thermohydraulique dans [121]. Il est ineressant de constater qu'il aet
obtenu des esultats sensiblement meilleurs qu'avec un algorithme de Gauss-Seidel utilisant
une relaxation optimale.
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3.2.7 lerations de Jacobi

La methode de Jacobi est similairea celle de Gauss-Seidel. La dierence est qu'on n'utilise
pas le esultat du calcul peedent pour aneliorer celui du suivant. Cela revienta ierer ainsi
(n est le nunero d'ieration) :

Xgn+1) — f1(X(1n);X(2n))
X(2n+1) — 1:2()(§Ln);x(2n)):

On voit que c'est aussi une nethode de type point xe. La convergence est plus lente
gue pour Gauss-Seidel, mais l'algorithme est paralklisable. La nethode de Gauss-Seidel est
cereralement priviegeea celle de Jacobi.

3.2.8 Conclusion

La nethode de Gauss-Seidel est facilea mettre en place et converge souvent. Notamment, la
convergence a lieu quelle que soit l'initialisation si le couplage est su samment faible. Cepen-
dant, la methode ne peut pas converger si les couplages mis en jeu sont trop violents. Ajouter
une relaxation peut étre une solution dans ce cas-k, mais la di cule est alors de la paranetrer.

En outre, la convergence est lireaire (cf [3.5)) et est d'autant plus rapide que les fonctions
etudees sont faiblement coupkes.

3.3 Methode de Newton

3.3.1 Pesentation de la nethode

Il s'agit d'une autre methode courante, qui a de nombreuses variantes. Dans son formalisme
initial, c'est une methode de couplage intrique (et donc ferme). Posons le sysemea esoudre
ainsi (F1 et F, peuvent etre issus de la formulation ) par exemple) :

F1(X1;X2)

F(x)= Fao(X1;X2)

=0; x =(X1;X2):

On rappelle que, en gereral, x; et Fi(x;; x;) sont des vecteurs deRd .

On note d(= di + dy) le nombre de composantes d et on c nit la jacobienne Jyx du
syseme en x comme suit (lesF; sont ici et pour la suite les composantes dd-, et donc
Fi(x) 2 R):

0 1

@) @k
@(X) @(X) g
@k

@k
@(X) @(X)

Comme la nethode de Gauss-Seidel, la nethode de Newton est ierative. Notons ici encore
avec un exposantn l'indice d'ieration. A partir d'une donree initiale  x© on iere ainsi :
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1. On esout en x le syseme lireaire : J,(m) x = F(x(M).
2. On posex(MD = x(M + x

On s'arréte gereralement lorsque k x k ou kF (x(M)k devient su samment petit.

Comme peedemment, on voit que la methode ne peut converger que vers une solution du
probeme.

3.3.2 Etude de la nethode
La nethode se base sur un ceveloppement de Taylora I'ordre 1 autour de la solutionXgg :
Fxso) =0 F(x™)+ o (xso  x):

En supposant F susamment egulere, utilisons l'iregalie de Taylor-Lagrange pour
quanti er I'erreur commise. Comme peedemment, on note D2F, l'application lireaire de

RY dans L(RY), telle que (D2Fyaby = @Fk(x)

. ————aib. S'll existe un eel M tel que
" @x@x E a
kDZFx(")+t(xso| xmyk M 8t 2]0;1[ alors :

M kXSOl X(n)k2

ko PO T (xsar - XMk 5 ,

Puisque F (Xgo)) = 0. On introduit le vecteur ,, de norme inkrieurea 1, tel que :

M kaOl X(n)k2
n .

FOX™) = Jem (o xM)+ 5

On peut doncecrire la norme de I'erreur ainsi, en supposant la jacobienne inversible :

k') = kx (™D x k= kx(™M Jx(%)F(X(n)) XsolK

I

M KXo x(Mk?2
n > Xsol

k(D k= x ‘]x(r}) Jym (Xsol X(n)) +

nw(n)2 uw(n) 2
K (n+D) | = k‘]x(%) nku kJ 1 M;

5 ok (3.6)

1
Notons K = MaXyzp (g kee x0 k) 5K 'kkD2Fyxk . B(Xsol;kXsol  x@K) est la boule

de centrexg, et de rayonkxsy x@k. On a convergence si le criere suivant est respece :
Kkx©  xgk < 1
En outre, on peut montrer par ecurrence que l'on a :

(K kx© Xsolk)2n .

n(n)
k" (Mk <

(3.7)

Cela nous montre qu'on a une convergence quadratique, donc plus rapide que celle de
Gauss-Seidel, si l'initialisation est su samment bonne.
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Il est clair que l'algorithme de Newton ne se ¢k nit correctement que si on peut ce nir la
jacobienne deF en tous points. Il arrive cependant que les prenonenes que l'onetudie intro-
duisent des ruptures de pente. Nous pensons notamment aux changements de phase. Dans ce
cas-h, [53] nous assure que la convergence de l'algorithme a toujours lieu, pour une initiali-
sation su samment bonne, que l'on choisisse les cerivees partiellesa droite oua gauche aux
ruptures de pente.

3.3.3 Variante avec relaxation

De la méme facon que l'on avait introduit une relaxation pour Gauss-Seidel, il est possible
d'en & nir une pour Newton, que I'on notera  2]0; 1] et qui intervient ainsi ( X est toujours
calcuk de la méme facon) :

x(MD) = x(M 4 x:

On voit facilement que lorsque 6 1 on perd la vitesse de convergence quadratique de I'al-
gorithme de Newton. La relaxation ne peut donc pas étre utilise pour acekrer la convergence,
mais peut permettre de converger dans certaines situations ai l'algorithme initial ne l'aurait
pas fait. La jacobienne est alors principalement utilisse pour ceterminer la direction dans la-
quelle on faitevoluer x(™ et determine la taille du  pas e ecte. Dans le principe, on voit
gu'on se rapproche d'un algorithme de type descente de gradient, utili® pour les probkmes
d'optimisation [71].

Insistons sur le fait que = 1 sera toujours optimum quand on s'approche de la solution
pour l'algorithme de Newton, ce qui netait pas le cas pour Gauss-Seidel. Quand on utilise une
relaxation avec l'algorithme de Newton, il faut donc avoir la possibilie, a chaque ieration,
d'augmenter

Comme pour Gauss-Seidel, il y a un proede empirique simple pour utiliser la relaxation
avec la methode de Newton. Il faut pour cela rajouter un niveau d'ieration interne. Chaque
ieration de Newton commence avec = 1. On recalcule ensuite cette ieration en divisant la
relaxation par deuxa chaque fois, tant que le esidu obtenu n'est pas plus petit que celui de
l'ieration peedente.

3.3.4 Algorithme de Newton inexact

Il s'agit simplement d'un algorithme de Newton dans lequel on admet que la esolution du
syseme J,m) x = F(x(M) ne soit pas exacte.

Partant d'une donree initiale x©, on iere ainsi :

1. On cetermine x quiverie : kJ,m x + F(x(Mk  (MWkF (x(M)k.
2. On posex(MD) = x(M 4+ (") x

(N) 2 [0:1] xe la pecision demandee sur la esolution du syseme lireaire et (™ > 0
corresponda une relaxation comme on I'a cep introduite au paragraphe [3.3.3. La esolution
du syseme lireaire etant suppose inexacte, l'algorithme ne lere cie pas de la vitesse de
convergence quadratigue du Newton, et l'introduction de la relaxation est moins génante.
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3.3.5 Conclusion

Le criere de convergence de la methode de Newton est tes dierent de celui du point xe,
puisqu'il depend de la qualie de l'initialisation et pas uniquement de proprees de la fonction
dont on cherche le 0. Ainsi, la nethode peut theoriguement s'appliquera n'importe quel cas,
pourvu qu'on l'initialise assez bien. Cela vient de l'icce que n'importe quelle fonction cerivable
peut étre approximee par un ceveloppement de Taylora I'ordre 1a petiteechelle.

Dans les faits, si la condition d'initialisation est trop ®\ere, la nethode ne peut pas étre
utilisee puisque trouver une bonne initialisation revienta donner une bonne approximation de
la solution, ce gu'est justement censee fournir la nethode.

L'intervention de kD?f,k dans le criere de convergence nous indique que la methode fonc-
tionne mal sur les fonctions bruiees , comme on peut en rencontrera cause d'erreurs
nuneriques ou de convergences imparfaites.

Quand on compare les crieres des deux nmethodes, on voit que :

| La methode de Newton n'est pas directement a ecee par la force du couplage, contrai-
rementa Gauss-Seidel.

| Gauss-Seidel est plus adapte pour les fonctions bruiees.

| Il existe des cas as aucune des deux nmethodes n'est utilisable.

Notons enn que la methode de Newton a une convergence plus rapide en nombre
d'ierations (quadratique contre lireaire).

La mise en uvre de la methode est cependant di cile, puisqu'il faut calculer la jacobienne
de notre probeme puis esoudre un syseme lireaire. En outre, dans le cadre d'un couplage,
non seulement la jacobienne peut étre trop grosse pour &tre stoclee (si les codesechangent des
champs 3D par exemple), mais est souvent presque impossibleaevaluer directement.

La methode Jacobian-Free Newton-Krylov (JFNK) |est une fecon de mettre en uvre la
methode de Newton qui contourne les di cules que nous venons de citer.

3.4 Methode JFNK (Jacobian-Free Newton-Krylov)

3.4.1 Pesentation de la nethode

Une discussion compete sur la nethode[JFNK peut etre trouvee dans [58]. Elle est
egalement assez bien cetailee dans [78]. Elle est notammenta la base de la plateforme de
couplage MOOSE [[40]. L¢ JFNK est une mise en uvre de la methode de Newton qui s'appuie
sur une nethode de Krylov pour la esolution de sysemes lireaires, que I'on appliqueraa chaque
ieration de Newton au syseme J,m x = F(x(M). Les nethodes de Krylov ont l'avantage
de ne faire intervenir la matrice du syseme qua travers des produits matrice-vecteur, que l'on
est capable d'approximer par simples appels des codes. La nmethode JFNK permet donc de
e nir une technique de couplage ®quentielle (les codes sont consenes) mais ferme, a partir
de l'algorithme de Newton. Nous y reviendrons sectiof 3.4]2. La nethod&eneralized Minimal
RESidual method (GMRES)| que nous allons pesenter, est la methode de Krylov gereralement
utilie dans un JENK]
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La esolution du syseme lireaire est rarement pousse jusqu'au bout, pour des raisons de
temps de calcul, et c'est ainsi plutdét un algorithme de Newton inexact qui est utilise.

a. Principe des nethodes de Krylov pour esoudre Ax = b

Notons m la dimension du vecteurb. Les nethodes de Krylov consistenta rechercher une
approximation de la solution sur un espace vectorielK, de dimension eduite n  m, que
l'on construit ainsi : K, = Vec(rg;Aro;::::A" 1rg), @ ro = b Axp, avecxg une estima-
tion initiale de la solution du syseme lireaire. Dans notre cas Xxg est gereralement pris nul et
on a simplementrg = b. Pour simpli er lesecritures nous travaillerons dans la suite directe-

des nethodes de Krylov.

Cemonstration :

Supposons quelg; Ab;:::;APb) avecp m ne soit pas libre. Cela signi e qu'il existe une
combinaison lireaire non nulle des vecteurs de la famille qui soit nulle. On lecrit : 9(Ci)o i p

xP _
non tous nuls tels que  CjA'b=0.

i=0

Distinguons deux cas :

. X Ci i X ! Ci+1 i .
1. Soit Cop 80, et donc b= C—A'bz A( c A'b). On a donc bien trouve une
iz 0 izo 0
combinaison lireaire des vecteurs b; Ab;:::; AP 1b) solution du probeme Ax=b.

X1 .
2. Soit Co =0, et dans ce cas on aA(  Cj+1 A'b) = 0. Si A est inversible, on en dceduit
0
X1 _ |
que Ci+1A'b= 0, ce qui nous ranene au cas pe@dent par ecurrence, I'un desC;
i=0
etant non nul.

Ainsi, il n'y a pas d'ineréta consicerer K, si sa dimension n'est pas. Introduisons donc
(g)o i n vecteurs deR™ formant une base deK ,. Notons Q,, la matrice (de dimensionm n)
compoge des vecteurs colonnegy(). Q, est la matrice de passage de la base canoniquea la
base constitiee des () : soit x, 2 K, exprine dans la base canonique deR™, y, tel que
Xn = Qn¥yn, sont les coordonrees dex, dans (¢).

Il'y a plusieurs facons de construire la base@)o i n. Pour des raisons de stabilie on utilise
cereralement une base orthonormale que l'on construit avec le proede de Gram-Schmidt,
appek dans ce cas nethode d'Arnoldi.

Notons que Q, est donc orthogonale et que la transpose d'une matrice de passage ortho-
gonale est la matrice de passage inverse, ce qui secfiQnQn = I ou Qn'Qn = Iy .
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b. Methode d'Arnoldi pour construire la base orthonormale

. . . b
On construit la base par ecurrence, le premier vecteuretant bien srgy = K Le n+leme

vecteur se construit ainsi,etant donres les peedents :

1 tha Adn
2. pouri=1:::n:
@ hin  'gthe
(b) ther  Gher hing
3. hns1:n K Oherk
4. th+1 e

hn+1 n

On nemorise les scalairesh;j calcues pendant le processus qui permettent de c nir la
matrice Hn, = (hij )i n.j n telle que Hy, = 'QnAQn . Lesebments de H,, au-dessous de la
premere sous-diagonale ne sont pas calcues et sont pris nuls, ce qui fait del,, une matrice
dite de Hessenberg, ce qui simpli era la suite.

On ¢k nit aussi la matrice H7, en rajoutanta Hp une ligne de 0, sauf sur la dernere colonne
Hn
hn+1;n (ten)
H, est aussi une matrice de Hessenberg. Pour xer les ickes, explicitond, :

al on met hpy1.n, C'esta-dire que Hy, = a e, est la n-eme colonne del,.

1
h1;1 h1;2 h1;n
h2;1 h2;n

Hn = 0 hn in 1

hn;n 1 hn;n
0 0 hn+1;n

Par construction nous avonsH}, = 'Qn+1 AQn.

c. La methode GMRES

Developpons a partir de la dernere egalie. En utilisant que Qp+1 est une matrice de
passage, on obtient :

AQn = Qn+1 Hn:
On multiplie par y, un vecteur quelconque deR" :
AQnYn = Qn+1 Hnyn:
En interpetant y, comme un vecteur deK, exprine dans la base des ¢), xn = QnVYn

devient les coordonrees dg/, dans la base canonique d&™. En retranchant b et en remarquant
gue dans la base desq) il secrit kbkao, on obtient :

Axn b= Qn+1(Hnyn k bkop):
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On passe maintenanta une norme invariante pour les transformations orthogonales (la
norme L, par exemple) :

kAX, bk= kHuhyn k bkgik:

Ainsi, pour trouver le vecteur x, de K, exprime dans la base canonique d&k™ qui minimise
la norme du esidu, il sut de trouver y, 2 R" qui minimise kH,y, k bkaik (on a n inconnues
pour n + 1lequations) puis de faire le changement de base, = Qnyn.

Pour esoudre ce probeme de minimisation, on calcule la cccomposition QR deH7,, c'est-
a-dire qu'on cherche les matricesO, et R, telles que!O,H}, = R, avec O, orthogonale etR,
triangulaire sugerieure. Le probeme se ramene alorsa la minimisation de kRny, k bk!Opqik.

La cecomposition QR doit se calculer en méme temps que la fabrication de la matricéf},
avec la nethode d'Arnoldi.

Supposons que I'on ait cep calcue Op 1 et R, 1. On note O, 1P la matrice O, ; prolongee
avec une ligne et une colonne de 0 et un 1 sur leur intersection. AinsiQ, 1PH}, est de la forme :

0 1
X111 X132 X1:n
0
Xn n 1 Xn 1In
0 r
0 0 h

On multiplie @& gauche) par la matrice de rotation (qui est orthogonale et de dimension

, h
(n + 1) ?) suivante (avecc = pri ets= p——):

2 2 2 2
r+h0 re+ h
1
ROtnz 1
c s
S ¢

On obtient bien une matrice triangulaire sugerieure, la matrice R,, que I'on cherchait. O,
est le produit O, 1P 'Roty.

Le processusa appliquera chaque ieration pour calculer R, et le second membrekbk! Oy, o
est le suivant (pour la premere ieration, il n'y a pas de rotation pe@demment calcuee donc
'OgP = Id et Rp n'existe pas, on a donc directementR, = Rot1(hi:1)i 2):

| On applique les rotations peedemment calcuees ( 'O 1P) au vecteur (Nin)i n+1-

| On calcule la rotation Rot, qui permet d'annuler la dernere composante du vecteur que
l'on vient de calculer.

| On calcule R, en ajoutanta R, 1 une colonneegale au produit'O, 1P(hin )i n+1, €N
compéktant la n+1-eme ligne par des 0, et en appliquant Rot, au esultat.

| On meta jour le second membre en appliquant Rot, a celui obtenu a l'ieration
peedente, kbk!O, 1Paq.
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La matrice R, obtenue est triangulaire sugerieure, mais, commeH},, de dimension fi+1) n.
Sa derngere ligne est donc nulle. NotonsR¢ la matrice triangulaire caree, obtenue en enlevant
la dernere ligne de R,,. De méme, notons kbk!O, 1) le vecteur obtenu en enlevant la dernéere
composante dekbk!O, .

La minimisation de kR,y, k bk'O,qk se fait en esolvant le syseme lireaire triangulaire
ROy, = (kbk'Onqr)® La norme du esidu du probeme de minimisation est alors egale a la
valeur absolue de la dernere composante dé&bk!O,, .

3.4.2 Utilisation et inerét de la nethode JFNK dans le cadre d'un couplage

Dans la methode[GMRES| de esolution de sysemes lireaires que nous venons de pesenter,
la matrice du probeme n'intervient qua travers un produit matrice-vecteur, dans l'algorithme
d'Arnoldi. Notre probeme faisant intervenir une jacobienne, on peut utiliser le ceveloppement
de Taylor suivant pour approximer le produit matrice-vecteur :

_ Flu+"v) F()

Juv + O("):

Uneevaluation de F corresponda un appel aux codes que I'on couple. La methode peut
donc s'utiliser sans que I'on ait besoin de calculer ou de stocker la jacobienne de notre probeme
coupk, mais demande un appel fequent aux codes. On a ainsi besoin d'un appel des codes par
ieration GMRES, Jen plus de I'appel recessaire par ieration de Newton.

On voit que notre approximation du produit J,v introduit une erreur en O("). On peut
eduire cette erreur en utilisant une dierence centee, mais on a alors besoin de deux appels

des codes par ieration def GMRES.

IV = F(u+ "V)Z-- F(u "v) N O("Z):

Insistons sur le fait que le[JFNK n'est qu'une facon de mettre en uvre l'algorithme de
Newton en contournant les di cules leesa la construction de la jacobienne. La discussion
a propos de la methode de Newton s'applique donc ici. Le JFNK introduit de nouveaux pa-
rametres que sont le" servanta calculer le produit Jv et le criere de convergence de la methode
[GMRES] Le premier doit etre choisi susamment petit pour que le ceveloppement de Taylor
soit le plus juste possible, mais su samment grand pour s'a ranchir du bruit nurrerique. Le
criere de convergence dy GMRES est, quanta lui, un compromis entre pecision et temps de
calcul.

3.4.3 BICGStab, une alternativea la nethode GMRES

La nethode GMRES]|pesente ici, qui se base sur l'orthogonalie de la base deK , obtenue
par la methode d'Arnoldi, a pour principaux inconwenients la recessie de stocker la base
construite, et le colt croissant de chaque ieration. On peuteviter ces cesavantages en acceptant
de ne pas conserver la propree d'orthogonalisation de la base. Parmi les nmethodes permettant
de le faire,|BiConjugate Gradient Stabilized method (BICGStab)|[123] est peut-&tre la plus
epandue.
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3.5 Methode JFNK peconditionree

3.5.1 Notion de conditionnement

On reprend ici la pesentation de [71]. Les cemonstrations des esultats donres ici pourront
y étre trouees. On appelle conditionnement d'une matrice A la quantie & nie ainsi :

(A) = kAKKA k:
On consickre les trois sysemes lireaires ci-dessous :

Ax =b
AxX+ x)=b+ b
(A+ A)x+ x9=b:

On a alors les deux iregalies suivantes :

k x k k bk
ok A
k x % KAK

kx + x % ( )jAk'

Ce qui signi e que le conditionnement nous donne une borne de la variation de la solu-
tion d'un syseme lireairea une perturbation de la matrice ou du second membre. En outre,
cette borne est la meilleure possible : on peut choisibet b ou bet A tels que les iregalies
peedentes soient desegalies. Les simulations informatiquesetant toujours entactees d'erreurs
nureriques, on comprend la recessie d'avoir un conditionnement le plus petit possible. No-
tamment, pour le JFNK] puisqu'on esout le syseme lireaire en I'approchant par projections,
meilleur sera le conditionnement, moins on aura besoin d'ierations de Krylov pour obtenir une
bonne approximation de la solution du syseme lireaire que I'on cherchea esoudre.

Si on travaille avec la normeL?, on a la formule suivante, qui permet un calcul du condi-
tionnement sans avoira connatre A 1 :

A —
g maxj i(A'A)]

A= A

3.5.2 Cereralies sur le peconditionnement

Le peconditionnement consistea transformer le syseme lireairea esoudre en un autre, de
méme solution, mieux conditionre. On introduit pour cela une matrice P inversible. On parle
de conditionnementa gauche lorsqu'on esout le syseme lireaire suivant :

PP Ax = b;

Et de conditionnementa droite lorsqu'il s'agit de celui-ci :
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AP 1Px = b:

Dans le premier cas on esoutP 'Ax = P b Dans le deuxeme cas on esoutAP ly = b,
puis on en ceduit x = P 1y,

Dans les deux cas, on voit que le conditionnement est optimal 9 = A. On cherche donc
ereralement une matrice de conditionnement proche deA.

3.5.3 Application au JFNK

La literature ([58]] [715]] [138], [24]) introduit gereralement le peconditionnementa droite
dans le cadre d (qui, contrairement au peconditionnementa gauche, ne modi e pas le
second membre du syseme lireaire dont la nhorme sert gereralementaevaluer la convergence
de la nethode). L'ieration de Newton devient donc :

1. Jx(n)P 1 u = F(X(n))

2. x(n+) = x(M 4+ p 1y

Lors de la esolution du syseme lireaire avec une nethode de Krylov, il faut donc pouvoir
calculer le produit de J,(yP 1 avec un vecteurv, ce que I'on fait ainsi :

F(u+"P v) F(u)

Jx(n) P 1V

Ainsi, si on sait appliquer P * a un vecteur donre il est facile d'utiliser un
peconditionnementa droite dans JFNK.]Il existe plusieurs methodes de peconditionnement,
mais, en partant du constat que siP 1! anl le conditionnement est bon, et que x =

anlF(x”) permet de calculer l'incement des variables sur une ieration de Newton, on uti-
lise souvent comme peconditionnement une methode de esolution approchee qui,etant donre
un esidu, est capable de donner une estimation de I'incement x que I'on cherche. On parle
alors de peconditonnement base sur la physique . Notons que cette nethode de esolution
approctee, pendant la esolution de[JFNK] ne sera pas appligieea un esidu maisa un vecteur
de I'espace de Krylov, puisa la solution du syseme lireaire.

Dans [98], il est mis enevidence, sur un cas de couplage unidimensionnel neutronique {
thermohydraulique, une eduction d'un facteur environ 10 de la taille des espaces de Kry-
lov recessaires ay JFNK par ['utilisation d'un peconditionnement bas sur la physique. La
eduction en temps de calcul est encore superieure, le nombre d'ogerationsa ealisera chaque
ieration du GMRES hugmentant avec la taille de I'espace de Krylov.

Ainsi l'utilisation d'un peconditionnement permet d'aneliorer fortement les performances
du JENK] En outre, l'icee d'utiliser un solveur simplie comme peconditionnement en rend
I'utilisation relativement aise.
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3.6 Mthode ABN (Approximate Block Newton)

3.6.1 Pesentation

La methode de Newton permet d'annuler un esidu, c'esta-dire de esoudre uneequation
du type F(x) = 0. On utilise donc classiqguement lecriture ( du couplage quand on utilise
l'algorithme de Newton. Il est cependant possible d'appliquer un algorithme de Newton sur
lecart entre deux ierations successives de Gauss-Seidel, et c'est ce que propose la methode
IApproximate Block Newton (ABN),| pesente dans [L37]. Par rapport au Newton classique, on
diminue la dimension de I'espace des inconnues.

Onecrira les ierations de Gauss-Seidel ainsi :

k+1 K). o (k

Xk(ll+ = f1(xk(11),x(2 |)<)
+ +

XY = £, x§9):

k indique le nurero d'ieration de I'algorithme.
La premereetape est une ieration de Gauss-Seidel :
k). (K
x§ = f1(x{: %)
k
X3 = f2(x$;x57):
On ¢k nit ensuite le esidu, sur lequel I'algorithme de Newton va travailler, comme

(k) 0.
r=x,’ Xp

On doit donc esoudre le syseme :
S Xo= 1
£ (xU0- y (K)y. 5 (K)
avecs= g QRILGXa7)ix5 )

@x
une rrethode de Krylov, comme celle cep peseneea propos du JFNK.]Il sut donc de savoir
calculer le produit de S avec un vecteurw. On le fait ainsi :

. La esolution du syseme lireaire se fait en utilisant

k k "
p=Fa(x{ x5 + "w)

Sw=w  (fap)  xQ):

On remarque qu'on ne perturbe pas la ependance dd, en x», signe qu'on reglige sa
contributiona la jacobienne du syseme.

Une fois x» determire, on meta jour les variables ainsi :
(k+1) _ (k)
X(1k+1) — fl(Xl(k);X(zk+l)):

Il ne reste plus qua ierer le processus.
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3.6.2 Une variante : la nethode ABN-J.

Nous allons voir gu'avec une cemarche dierente nous obtenons un algorithme similaire au
peecdent. Ce nouvel algorithme est nomne |Approximate Block Newton-Jacobi (ABN-J) |car
il commence par une ieration de Jacobi plutdt que de Gauss-Seidel. Cette nethode est bien
expligwee dans [137].

Nous allons partir de lecriture ( du couplage, pourecrire le pas de Newton classique :

@F1 @F:1 X1 _ F1(X1;x2)
@F, ©F:2 X2 Fa(X1;X2)

On anoe X = xfkﬂ) xi(k) et @= @—@ . On ne notera pas dans la suite les indicek

I
pour aleger les notations. Les termes en@F; sont toujoursevalles en (X1; X2), sauf mention
contraire.

On utilise un peconditionnementa gauche du syseme lireaire, en utilisant l'inverse de la
jacobienne par blocs des sous-probemes :

" # 1] #

@r{ ¥ o @i @1 x1 _ @Y o Fa(xaix2)
0 @Fs Y @F, @F; X2 0 @Fs Y Fa(x1:x2)

En faisant un pivot de Gauss, on se ranenea la forme suivante :

Id C X1 _ q .
0 S X2 - r -’
Avec C = @F,'@F1, S = Id @F,'@F,C, q = @F, 'Fi(xs;x2) et r =
@F, 'Fa(x1;x2)  @F, '@F2q.
Il sut alors de esoudre S x, = r etden deduire X1 = g C Xp. Le syseme

lireaire est esolu avec une nmethode de Newton-Krylov. Il sut donc de savoir multiplier S et
C par un vecteur.

Pour cela on fait les approximations suivantes :
Cv= @F,'@F  1@F; (Falxuixz+ V) Falxuixz)
SV=v @F,l@FCV v+ r@F, (Fa(xi "CViXs) Fa(x1ix2):
De la méme facon, en consicerant queq est petit, on peut approximer r ainsi :
r= @F, }(F2(x1;X2) @F20) @F, '(Fa(x1  q;%2)):
On remarque que nous n'avons plus que des termes de la forng@F, Fi(x;y). Si chaque

code comporte des ierations globales de Newton, enecrivanf N (x1;x2) la nouvelle valeur de
Xi apes une ieration de ce Newton interne initiali® en ( x1;X>2), on remarque qu'on a :
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@F, 1Fi(X1;X2) = X 1:iN (X1;X2):

Ce qui va nous permettre d'exprimer les termes peedentsa l'aide des sorties des codes,
en faisant les hypotteses :

@F; Y(x1;x2)F1(xeix2 + 'V)  @Fy (xaix2 + "V)Fi(xy; X2 + "V);
@F, T(x1;X2)Fa(X1 + "Vix2)  @F, T(xa+ "ViX2)Fa(X1 + "ViXy):

On obtient ainsi :
1
Cv  Z(FN(xy;x2) R (xe;x2+ "Vv));
1
Sv v+ Z(FN(xx2) N (x1 "Cv;xo));

roxz (X1 q;x);

q=x1 f{(x1;x2):

L'algorithme peut ainsi secrire en fonction des sorties des codes, mais dans ce formalisme
ils doivent comporter un Newton global et il faut étre capable de n'en faire qu'une ieration.
Dans [137] l'auteur remplace lesf N (x1;x;) par les sorties classiques des codes, que l'on a
nokes fi(x1;X>2), en argumentant que, quittea augmenter le nombre d'ierations internes, on
peut toujours obtenir une convergence quadratique similaire a une ieration de Newton. En
menant le raisonnement jusqu'au bout, on remarque que si les solveurs sont converges fgsne
cependent pas desx; et que la question ne se pose pas, les term@F; et @F; letantegauxa
l'identie (mais dans ce cas le peconditionnement que I'on fait ici est inutile).

Tout compte fait, I'algorithme se deroule comme suit :
On calculeg puisr :
q=x1 fi(x1;x2)
r=xz faxa aixe)= x2 fa(f1(X1;x2);%2);
On esout ensuite le syseme lireaire
S Xo= T

avec une nethode de Newton-Krylov. Pour cela il faudra étre capable de calculer le produit
de S par un vecteur w, ce que l'on fait ainsi :

p= f1(X1; X2+ "w)
1
Sw=w (fa(xz fi(X1;x2)+ pix2) fa(x1;x2)):
Une fois X, determire, on meta jour les variables comme peedemment :

XD = 004y,
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X(lk+1) _ fl(x(lk);x(2k+1)):

L'algorithme aetecrit de facona faire ressortir sa ressemblance avec la nethode ABN]
On voit que la seule dierence est dans le calcul deSw a1 on a unecart de x; f1(X1;X2) sur
la premere variable dans les deux appels dé,. Cetecart tend quadratiquement vers 0 lorsque
la methode converge, ce qui prouve bien leurequivalence.

3.6.3 Conclusion

Ces nethodes, qui s'appuient sur la méme technique de esolution de sysemes lireaires que
JFNK] sont des variantesa la nethode de Newton classique. Il est ineressant de voir que leur
formalisme initial suppose que chacune des disciplines ne converge pas parfaitement. Ce fait
n'est pas particulerement exploie par la methode ABN, jqui peut se voir comme I'utilisation
d'un Newton sur le esidu e nia partir d'une ieration de Gauss-Seidel. Si un des deux
codes est plus rapide d'execution que l'autre, cette nethode permet donc d'en tirer parti pour
diminuer la taille de I'espace dans lequel le Newton travaille.

La nethode ABN-J|n'a, au contraire, d'inerét que si on a e ectivement une cependance
desF; en lesx;, c'esta-dire que si la convergence des codes est imparfaite. En particulier, son
formalisme la rend naturelle entre deux codes utilisant un Newton global, que l'on pourrait
limitera une iteration. Il n‘a cependant pas ekt trouwve de literature |'utilisant ainsi. C'est
une piste pour la ealisation d'un intermediaire entre un couplage squentiel et un couplage
intrigqLe.

3.7 Methode ASPIN (nonlinear Additive Schwarz Preconditio-
ned Inexact Newton)

La methode [nonlinear Additive Schwarz Preconditioned Inexact Newton(ASPIN) lest intro-
duite et pesente en cetails dans [22]. Nous ne pesentons ici que son principe, et renvoyons le
lecteura l'article mentionre pour plus deements. Rappelons que le principe de l'algorithme
de Newton inexact a cepet pesene section 3[3.4.]

3.7.1 Notion de peconditionnement non lireaire

Soit F une fonction non lireaire de RY dans RY. Supposons que I'on cherche a esoudre
F (x) = 0. Un peconditionnement non lireaire consistea esoudre plutét F (x) = 0, avec F
une fonction non lireaire de RY dans RY qui pos®de les mémes racines que.

Un cas simple est la composition :F (y) = G(F(y)) 8y 2 RY. Dans ce cas,G ressemble
a un peconditionnement comme introduit dans le cas lireaire paragraphe [3.5.2. Notons au
passage que sG est une application lireaire, alors la jacobienne deG est G elle-méme et que
le syseme Fqx(M) x = F(x(M) se simplie en FYx(M) x = F(x(M) (on a not ici avec un °
les jacobiennes). Ainsi dans ce cas, on ne change pas la convergence de la methode de Newton,
mais on modi e simplement le conditionnement du syseme lireaire.

Le peconditionnement non lireaire est donc une gereralisation du peconditionnement
lireaire, qui va chercher non seulementa aneliorer le conditionnement des sysemes lireaires
a esoudre, mais aussia ac®ekrer la convergence de l'algorithme de Newton lui-méme.
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3.7.2 Peconditionnement additif de Schwarz non lireaire
Notons S I'ensemble des indices des composantes g2 RY :
S=1f1;::;dg
Notons aussiSs;::;; Sy une partition de S dans le sens au :
M .
S5=S et S S8
i=1

L'intersection des S; peut ne pas etre nulle. NotonsV; I'ensemble des vecteurs d& dont
les composantewy sont nulles sik 2 S;. Il est aise de voir que V; est un espace vectoriel. Notons
egalement | g, la matrice de dimensiond d dont la k-eme colonne estegalea celle de l'identie
sik 2 Sj, et est nulle sinon.

On peut maintenant ¢ nir la restrictiona F au sous-domaineV; ainsi :
Fsi = |si F:

De nissons maintenant la fonction T; quia y 2 RY associeT;(y) 2 V; tel que :

Fs(y Ti(y)=0:

Ti(y) est en quelque sorte lecart dey, projee sur V;,a la solution de la restriction de notre
probkeme.

Ce nissons en n notre fonction F peconditionree non lireairement ainsi :

X
F(y)= Ti(y):

i=1
3.7.3 L'algorithme ASPIN

Notons J la jacgbienne deF, J celle deF et Jg celle de FSijVi' Sans cemonstration,

admettons qued = iN=1 JsilJ (pour & nir la somme on "compkte” les matrices Js, par des
0). Cette formule correspond au peconditionnement additif de Schwarz lireaire deJ. Ainsi
notre peconditionnement non lireaire aneliore automatiqguement le conditionnement de la
jacobienne de notre probeme.

L'algorithme est alors le suivant,a l'ieration n:

1. Calcul du esidu g™ = F(x(M) :

(@) Pour i 2 J1;NK calcul de gi(”) = T;i(x(™) en esolvant les sysemes non lireaires
eduits :

Fs (xX™ g™)=o0:
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(b) Formation du esidu global :
X
gm =" "

i=1

2. Determination de l'incement des variables x qui\erie :

X
JSilJ X + g(n) (n)kg(n)k
i=1
pour (M 2 [0;1].
3. Misea jour des variables avec
x(M+1) = y(n) 4 (n) y
et (M> 0,

Dans [22], il est annon@ que la jacobienne] n'a jamais besoin d'étre fornee, mais que
sa multiplication par un vecteur est calcuee avec lesJs, qui, eux, sont formes. Il semblerait
que ce soient plutdt les jacobiennes deEs,, de dimensions dierentes que lesJs;, qui soient
formees et qui serventa reconstruire la jacobienne globalel. L'icce suggeee dans [57] est de

cecomposer le domaine ecursivement pour se ramenera un grand nombre de petits probemes
de Newton que l'on peut esoudre de manere exacte.

3.7.4 Utilisation dans un cas de couplage

Quand on eecrit le probeme de couplage sous la forme suivante :

F1(x1;%2) =0
Fao(X1;%2) =0;

une cecomposition naturelle estS; = I'ensemble des indices des composantes de.
L'algorithme devient alorsa l'ieration n :
| Calcul du esidu Xx=( Xi1; X2)quivwrie:

Fi(x” + xa3x57) =0
Fz(x(ln);x(zn) + Xp)=0:

On pose alors :

Gl(x(ln);x(zn)): X1
Go(x{M:xIMy = xy:
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| Calcul de l'incement des variables x = ( X1; X2) en esolvant (de facon exacte ou
non) :

Gl x = X
a1 GO, est la jacobienne du syseme dess; evaliee en (x{™:x{").
x(n) 1X2

D'apes ce qu'on a vu plus haut, la jacobienner(’(n) est de la forme :

2 3
> @¢ @G ° | @k 'Ok
§ @x @x z @x @x %
@G @G @t '@k |
@x @ @ ©x !
. @F
Lorsque les codes sont converges on a aloms;(x1;x2) = X;  fi(xjsi), d'a @x = 1. Le

peconditionnement fait ici n'a donc pas d'e et dans ce cas. Remarquons qu'on avait cep eu

une conclusion du méme type avec la method paragraphg 3.6]2. L'algorithme pesene
ici revient alors simplementa un algorithme de Newton.

Lorsque les codes ne sont pas converges onFa(xi; X2) = X;i  fi(x1;X2). La determination
des esidus X; revient alorsa esoudre, en X;, X; = fi(x1;X>), c'esta direa trouver la solution
convergee de chacun des codes.

3.7.5 Conclusion

La methode ASPIN]|revienta decouper un probeme en sous-probemes de taille plus pe-
tite, qui se recouvrenteventuellement,a esoudre ces sous probemes individuellement, puisa
chercher la solution communea l'aide d'une nethode de Newton.

Dans le cadre du formalisme classique du couplage, la nethode consiste, partant du forma-
lisme (3.2),a esoudre chaqueequation ®paement pour se ramener au formalisme [(3.]1), puis
a converger le couplage ainsi reformué par un algorithme de Newton.

Il est ineressant de voir que bien qu'il puisse sembler e cace de cherchera converger
les disciplines en méme temps pour gagner en temps de calcul, converger chaque discipline
incependamment aneliorea la fois la vitesse de convergence du Newton global et le condition-
nement de la jacobienne qui y intervient. L'optimum se trouve donc probablement entre les
deux, avec une convergence imparfaite des codes entre les ierations du coupleur. On retrouve
ici un principe que l'on pouvait cep sentir dans la pesentation des nethodes de Newton par
blocs, section 3.6. En e et, dans la nethode[ ABN on regligea uneetape de l'algorithme I'in-
uence de la cependance def; en xz, et dans la nethode[ABN-J| on demande une convergence
des codes similairea celle obtenue apes une ieration de Newton.
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3.8 Methodes de pedicteur-correcteur

3.8.1 Pesentation

Il ne s'agit pas d'une nrethode en soi, mais d'un type d'approche que nousevoquons parce
gu'il revient souvent dans la literature. Le principe est de chamer deux nmethodes de esolution.
La premeére doit donner une approximation grossere de la quantie recherctee, tandis que la
seconde ra ne la solution.

3.8.2 Exemple

Nous avons cepevodLe la possibilie de chainer un Gauss-Seidel et un Newton, ce qui peut
gtre vu comme un pedicteur-correcteur. La premere nmethode a une convergence lente mais
sans condition sur [l'initialisation, la seconde converge plus rapidement, mais a besoin d'une
bonne initialisation, fournie par le Gauss-Seidel.
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Chapitre

Les techniques de couplage en
transitoire

4.1 Methodes directement issues des techniques stationnaires

4.1.1 Equivalence avec le probéme stationnaire

Dans les nethodes que nous venons de pesenter, la variable temporelle n'intervient pas.
On peut alors se demander comment ealiser un couplage en ciretique. Pour I'expliquer, com-
mercons par donner une forme grerale du couplage, comme nous l'avons fait dans la section
3.1 :

= Gi(X1;X2)

: @

@t
§ (4.2)
: @(2;[= G2(X1;X2)

Sauf sysemes tes particuliers, apes avoir choisi un schema nurrerique, on obtient des
esolutions de type :

xi(t+ 1) = xa () + ha(xz(t+ 1) 1)

X2(t+ 1) = xa(t) + ho(xa(t+ 1) 1) (4.2)

Qu les h; sont des fonctions continues telles quelitrpohi(x; t)=0 8x.

En posant :

Fi(ug;up) = up  xq(t)  ha(up; t)
Fo(ug;u2) = Uz Xa(t)  hao(ug; t)

On se ranenea la forme depetudee :

F1(Xx1;%2) =0
Fa(x1;x2) =0

a7
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Les nmrethodes cep vues s'appliquent donc directement, mais nous disposons d'un pararetre
suppementaire qui permet d'in uer sur la force du couplage ainsi & nia chaque pas de temps :
le pas de temps lui-méme. Notamment, lorsqu'on utilise une nethode de Gauss-Seidel, le criere
de convergencedM < 1;kJk M) se \eri e automatiquement pour t susamment petit.

Le pas de temps recessairea Gauss-Seidel est malheureusement parfois trop petit pour &tre

exploitable (calcul du transitoire trop long), et on se tourne alors vers les autres nethodes cea
pesenees.

Notons qu'il existe une di cule purement technique, mais parfois di cilea contourner,
pour la mise en place de sctemas coupksevoluant : les nmethodes pesentes sont ieratives,
il faut donc etre capable de recalculer plusieurs fois le méme pas de temps, sans modier
les variables en debut du pas de temps (lex;(t) dans nos notations). Cependant les codes
oublient parfois x;(t) pendant le calcul dex;(t + t).

4.1.2 Couplage explicite

Pour gagner du temps de calcul lorsque les couplages sont faibles, mais aussi du fait de
la di cule technique que nous venons devoquer, on souhaite souvent calculer un transitoire
coupk sans ierera chaque pas de temps.

Pour cela, nous allons regarder la facon dont une erreur evolue pendant le calcul d'un
transitoire, que le ptenonene mocklie soit issu d'un couplage ou pas. Ecrivons une forme
gererale pour un probeme déevolution :

@x

@t

On suppose gue l'on utilise un sctema explicite classique, ce qui nous donne :

= F(x):

x(t+ t)=x(t)+ tF(x(1):

Notons Xe la solution exacte du probeme, et supposons que I'on ait au cebut du pas de
temps x(t) = xe(t) + "(t). Nous allonsegalement noter"°l'erreur introduite par le sctema lui-
méme (qui est d'ordre 1 en temps) sur le pas de temps que I'on calculexg(t) + tF (Xe(t)) =
Xe(t+ t)+ "qt+ 1t).

Avec cecion a :

x(t+ 1) = xe(t)+ "()+ tF(Xe(t) + " (1))
Xe(t) + "()+ t F(Xe(t)) + F(xe()+ "(1)) F(xe(t))

Xe(t+ 1)+ "qt+ 1+ "+ t Fxe()+ "(1) F(xet) :

Ainsi on peutecrire "(t+ t)= f("(t)) avec:

f(u=u+ t F(xe(t)+ u) Fxe(t)) +"qt+ 1)
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Lorsqu'on avance dans le temps, I'erreur commiseevolue donc presque comme si on faisait
des ierations de point xe avec la fonction f ainsi & nie. Lequivalence n'est tout de méme pas
parfaite puisque x. et "%evoluent avec le temps. Pour comprendre ce qui se passe, SUpposons
gue ces quanties sont constantes (ce qui revienta dire que I'on \eri e la stabilie d'unetat
stationnaire), et que I'on esta une dimension. Dans ce cas, la convergence a lieu si (voir section

3.2.4) jf Qu)j < 1, soit si Fqu) 2]%;0[.

La borne haute, Fu) < 0, signi e que le sysemeetude doit étre lui-méme (statiquement)
stable. Quanta la borne basse, on remarque qu'en diminuant le pas de temps elle peut &tre
arbitrairement petite. Ainsi avec un pas de temps su samment petit, I'erreur commise par un
schema de couplage explicite peut rester borree.

On constate reanmoins que l'erreur commise est erD( t). Le sckema explicite est donc
pecis au premier ordre en temps. Le formalisme utilie est valable quand on faitevoluer en
temps un probeme coupk et que I'on ne converge pas le couplagea chaque pas de temps. Ainsi,
la facon de ealiser le couplage peut eduire la pecision de la solutiona un ordre 1 en temps,
meéme si les solveurs eux-mémes ont une meilleure pecision. Ce point est particulerement
important. En seconomisant le travail de e exion sur le sctema de couplage, on risque de
perdre le kere ce de tout le travail investi dans les codes eux-mémes.

4.1.3 Gauss-Seidel et Newton

Repartons de la forme cererale (4.1) a1 I'on va regliger la dependance desG; enx;. L'utili-
sation d'une nethode de convergencea chaque pas de temps, comme Gauss-Seidel ou Newton
autorise I'emploi d'un sctema plus e cace que le sclrema explicite. On peut par exemple utiliser
le sctema semi-implicite de Crank-Nicolson, qui est pecisa l'ordre 2 en temps (voir [71] par
exemple), c'esta dire avec une erreur erO( t2), ce qui peut permettre d'envisager des pas de
temps moins ns :

X1 (t + ti xa(t) _ % Gi(x2(t)) + Ga(xa(t+ t))
Ce qui nous donne :
xi(t+ )= xq(t)+ 7t Ga(x2(t)) + Ga(xa(t + 1))

On a bien sor le méme type de developpement pour lequation surx,. On constate qu'on a
bien une esolution de la forme annonee [4.2), avec un contréle des termes de couplage par le
pas de temps. Ainsi, si les variables sont monodimensionnelles, on a convergence des ierations
de Gauss-Seidel si :

ot 2@GMa(t+ 1) @G(xa(t+ 1)) <1

2 @x% @x

Si ce n'est pas le cas, il est recessaire de se tourner vers un autre type de nethode de
esolution, Newton par exemple.
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4.1.4 Conclusion

Lorsqu'on calcule un transitoire coupk, on a donc trois possibilies classiques pour en
assurer la convergence :

1. Couplage explicitea chaque pas de temps (sans convergence), et pas de temps su sam-
ment petit;

2. Convergence du couplage (alors semi-implicite ou implicite)a chaque pas de temps avec
Gauss-Seidel et un pas de temps su samment petit;

3. Convergence du couplage (alors semi-implicite ou implicite)a chaque pas de temps avec
une autre rrethode (Newton par exemple).

La premere nmethode eduit la pecision de la solutiona un ordre 1 en temps, ce qui oblige
l'utilisation d'un maillage temporel n, independamment de la pecision des codes que l'on
couple.

Les autres nethodes permettent d'obtenir un ordre 2 en temps, et donc d'augmenter les
tailles des pas de temps (sous eserve de stabilie, notamment si on utilise un screma de Crank-
Nicolson). Une autre utilisation possible de ces nethodes ieratives est I'utilisation d'un schema
implicite pour sa stabilie. Tout cela n'est cependant possible que si les ierations de couplage
convergenta chaque pas de temps. Il faudra donc toujours faire attentiona ne pas utiliser un
pas de temps trop grand, surtout avec Gauss-Seidel.

Tout ce que nous venons de voir cemontre bien qu'un couplage introduit des contraintes

sur le pas de temps qui se rajoutenta celles des codes que I'on couple. Qui ealise un couplage
temporel doit garder ce point en téte.

4.2 Anelioration de la pecision du couplage explicite

La facilie de mise en uvre et la rapidie d'execution du couplage explicite a pousse au
ceveloppement de techniques pour en aneliorer la pecision. Nous en citons deux exemples
classiques ici (pesenes par [138]).

4.2.1 Maillages temporels acaés

Xi(t+ )  xq(t)
t

. t . .
Le developpement limie de ent+ - permet de montrer qu'il s'agit

. . . . t
d'une approximationa l'ordre 2 de la cerivee temporelle de x; prise ent + -

Ainsi le sckema suivant :

Xe(t+ t) Xt t
0 a0 g, !

est pecisa l'ordre 2 en temps.

Cette constatation anenea l'utilisation de sclemas decaes :
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8
% xa(t+ 1) xa(t) _ Gy X, t+ ot
t 2
% Xo t+ ¢ Xo t ¢
2 — 2 —
2 2
- = Go(xa(t)):

t

Le maillage temporel de chaque discipline est cecak par rapporta celui de I'autre discipline,
ce qui permet d'atteindre une pecision d'ordre 2 en temps pour le couplage. Cette rmethode
n'est qu'une eecriture de la nmethode de splitting de Strang [113].

4.2.2 Traitement d'ordre pluselee des non-lirearies

Soit f une fonction C! det. Si on injecte I'approximation de f 2: f qt) = o f (tt .
O( t) dans un ceveloppement limie classique def (t + t) ent, on obtient :
f(t+ t)=2f() ft t)+ O( t?):

Dans [98], il est suggee d'utiliser ce ceveloppement pour pedire x; et xo ent+ t et
d'utiliser ces pedictions dans un schema d'ordre 2 en temps, comme Crank-Nicolson.

Onecrit ainsi (on note avec un exposantP les pedictions) :

xH(t+ 1) =2xa(t) Xt )
XD+ t)=2xy(t) xat b

Puis :
xa(t+ 1)= xy(t)+ 7t Gilxa(t) + G1 XE(t+ 1)

X+ = X0+ 5 Galxa()+ G xE(t+ 1)

Gracea cette methode, qui peut &tre vue comme un pedicteur-correcteur, on obtient une
pecision d'ordre 2 en temps.

4.2.3 Conclusion

Les deux nethodes que nous venons de voir permettent d'obtenir, tes facilement, une
pecision d'ordre 2 sur un couplage explicite en temps (sans ieration sur le couplagea chaque
pas de temps). Cela permet notamment de gagner en temps de calcul en augmentant la taille
des pas de temps. Il faut reanmoins faire attention au fait que ce ne sont pas des nethodes
implicites et que leur stabilie peut rester conditionnelle.

A cause de cette question de stabilie, ou pour aneliorer encore la pecision de la solution
(m&éme si on reste souventa l'ordre 2), on se tourne parfois vers des nethodes ieratives comme
Gauss-Seidel ou Newton. Notons que ces derneres peuvent touta fait tre initialies par la
methode de pediction des termes non-lireaires que nous venons de voir sectiop 4.2.2, ce qui
acekre leur convergence.
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4.3 Contréle du pas de temps

Nous avons vu gu'il existe de nombreuses nethodes pour ealiser un couplage temporel
qui, contrairement au cas explicite simple, ont une pecision d'ordre 2 en temps. En outre, les
nmethodes ieratives, qui peuvent utiliser un schema temporel implicite, peuvent s'a ranchir de
contraintes sur le pas de temps, comme la condition classique Courant-Friedrichs{Lewy (CFL)
(le ceplacement, a chaque pas de temps, doit &tre inkrieura une maille) introduite par la
esolution de lequation d'advection par un schema explicite. Ce dernier point est bien illuste
dans [98] et dans[[92].

Une fecon de tirer parti de ces deux avanees des sctemas nuneriques, pour gagner en
temps de calcul, consistea augmenter la taille des pas de temps. Cependant, un pas de temps
n reste recessaire pour certains transitoires, ou certaines phases de transitoire, lorsque les
variations sont rapides. On comprend donc la recessie de trouver un algorithme d'adaptation
du pas de temps.

La premere technigue, extraite de [98], peut s'utiliser lorsque le sclema nunerique fournit
une estimation de I'erreur commise. Onecrit alors :

1
thew — g told p+l |
err ’

Avec p l'ordre global de la nethode, err I'estimation de l'erreur, une tokrance choisie
par l'utilisateur et S un facteur de stree.

Il estegalement possible de cherchera estimer puisa borner le terme dominant de I'erreur
de troncature des sclemas nuneriques. Cette icke est pesente dans[48], puis reprise dans ]93],
dans le cadre de la esolution temporelle de la di usion neutronique. Cette nethode recessite
notamment d'estimer la derivee temporelle seconde du ux neutronique. Ces papiers mettent
en avant une approximation particulere de la cerivee seconde par dierences nies qui donne
de meilleurs esultats, en terme de stabilie, que la dierence nie classique.

Sil'on ne dispose pas de su samment d'informations pour utiliser les nethodes pe@dentes
(c'est souvent le cas dans le cadre d'un couplage puisqu'il ne faut pas oublier de prendre en
compte I'in uence du couplage lui-méme), on peut simplement cherchera limiter la variation
relative de nos variables sur chaque pas de temps (icke issue de[92]) :

2 X' X _
17 ¢n 1 ’

t" = gynmin
i

i XM+ X'
Qu x repesente les variables de notre syseme et l'indice sur le maillage spatial.

Dans [75], [76] et[[77], l'auteur compare urf JFNK peconditionre par une nethode ap-
proctee (Operator Split Semi-Implicit (OSSI), c'esta-dire une methode de type point- xe),
avec l'utilisation de la methode approclee seule. La solution trouwee par le [JFENK]se trouve
eétre plus pecise que celle de [OSSI et permet notamment I'utilisation de pas de temps beau-
coup plus grands que ceux admissibles par la methode approctee. Il arrive ainsia des solutions
a la fois plus pecises et plus rapides (dans[[77], 10min contre plus de 2 jours pour la méme
pecision) avec Iepleconditionre gu'avec la simple nethode approctee. Ces esultats
tendenta montrer l'inerét des methodes de type JENK pour le calcul de transitoires.
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5.1 Apecu de la probématique spatiale du couplage

Jusqu'ici nous avons consicee un formalisme simple de couplage a les codes travaillent
avec les mémes variables, nommnees; et X, dans le syseme ). Ce cas n'est rigoureusement
vrai que si les dierents composants sont ¢ nis sur le méme domaine physique, avec le méme
maillage et la méme description €éments nis par exemple). En ealie, les codes travaillent
cgereralement sur des domaines qui ne se recouvrent pas touta fait et avec des maillages
dierents, adapesa chacune des physiques. En outre, il arrive souvent que les codes travaillent
sur des domaines qui ne communiquent qua travers des interfaces de dimension inkrieure. Le
probeme peut encore se compliquer si la position de l'interface ou des sous-domaines les uns
par rapport aux autres est elle-méme un esultat de calcul.

Nous ne donnerons qu'un apercu rapide de cette question dans cette section. Le lecteur
pourra trouver plus de cetails et de etrences dans [57].

La gestion de cette probkmatique se ramene souventa rechercher une forme d'interpola-
tion, voire d'extrapolation, qui soit e cace et limite la perte d'information. On souhaite de plus
souvent le respect de certaines proprets, comme la conservation d'inegrales spatiales (conser-
vation de bilans globaux ou locaux), ou que le calcul de la divergence d'un champ reste nul avec
la nouvelle discetisation (typiqguement pour le champ de vitesses d'un uide incompressible).

Lorsque les domaines communiquent par des interfaces, la techniquea deux grilles (two-
grid), pesente dans [28], permet des gains de temps consicerables, mais diminue la pecision
et la stabilie de la solution. La methode consiste a esoudre une premere fois le probeme
coupk sur un maillage grossier, puisa esoudre une seconde fois les disciplines £paement, sur
un maillage n, en utilisant les valeurs aux interfaces obtenues par le premier calcul.

La nmethode desekments nis avec joints s'utilise egalement lorsque les domaines commu-
niquent sur des interfaces. Elle est utile si les maillages des interfaces ne se correspondent pas.
Elle est pesente dans [13,[12].

En n, on peut utiliser des nmethodes de decomposition de domaines, lorsque les disciplines
communiquent via des interfaces, pour ealiser un couplage plus intrigle, tout en imposant
certaines conditions aux interfaces.[[120,"97] sont des ouvrages qui font etrences dans ce
domaine.
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5.2 Quelques exemples de couplages intriques

Cette revue des techniques de couplage ne serait pas compéte sans un mot sur les nethodes
intriquees.

D'apes notre ¢k nition, on fait du couplage intriqte des que I'on ne fait pas appela des
solveurs distincts, incapables de pedire l'impact des variables qu'ils calculent sur les autres.
Il s'agit donc de chercher de meilleures solutions en prenant en compte l'aspect multiphysique
s la conception des outils de calcul.

Le cas ickal est d'arriveraeliminer competement une des variables coupkes par un calcul
analytique. C'est par exemple ce qui est fait classiquement, et que I'on a repris et explige un
peu plus loin, section[8.3.2, pour le traitement des pecurseurs en neutronique ciretique. On
peut citeregalement comme exemple[[30, 54] pour un couplage analytique entre neutronique et
thermohydraulique sur un syseme simplie, ou [62] sur desecoulements dans des milieux po-
reux ceformables. Une approche originale est entreprise dans [134], sorte de couplage quentiel
entre neutronique et thermique anelioe par des consicerations analytiques.

De facon plus prosasque, on peut aussi cherchera mettre les equations coupkes sous la
forme d'un unique syseme lireaire. C'est par exemple l'icee de la methode d’homogereisation
ceveloppee en interaction uide-structure (et utilisee dans cette trese) par Daniel Broc [19,]120].
On y construit un syseme lireaire mélant pression (variable hydraulique) et acekration de la
structure (variable mecanique). La construction de ce syseme passe par une lirearisation, et
donc une simpli cation, desequations.

L'approximation lireaire netant pas toujours valable, il n'est pas toujours possible de
lireariser lesequations. Les nethodes de esolution de sysemes non-lireaires, vues plus haut
(ieration de point xe et Newton principalement), sont ainsi toujours utilies, méme pour
la esolution d'un probeme intrigqie. Le fait d'intriquer le couplage consiste alorsa prendre
en compte, dans la esolution du syseme lireaire qui intervient immanquablementa chaque
ieration de l'algorithme utiliee, des termes couplant les disciplines entre elles. Oneconomise
ainsi, normalement, des ierations globales. On peut citer par exemple[[126, 34] au un algo-
rithme de Newton global entre neutronique et thermohydraulique est pesene. Sans aller jus-
gua construire une jacobienne globale compkte, on peut aussi chercher simplementa introduire
qguelques termes clefs de couplage dans les jacobiennes monodisciplinaires. Cela peut se faire
lorsqu'on couple des solveurs bass sur des algorithmes de Newton, en les adaptant Egerement.
On voit alors que la frontere entre couplage intrige et squentiel devient moins nette. Un
peu de la méme manere, la methode[ JFNK] (ainsi que, dans une certaine mesure, 'ac@gration
d'Anderson de Gauss-Seidel), pesente sectio4, avaitet classee comme fquentielle car uti-
lisable avec des solveurs distincts, mais permet de reproduire ce que I'on appelle un couplage
intrigie ici. C'est ce qui fait sa popularit.

Retenons simplement l'icee qu'en developpant un solveur directement multidisciplinaire,
il est possible de faire mieux que ce que permettent les techniques de couplage ®quentielles.
L'e ort de ceveloppement est cependant plus grand, et il y a un risque de perdre en exibilie.
On peut par exemple s'attendrea ce qu'il soit plus facile de changer la mocelisation d'une des
disciplines coupkes lorsque le couplage est squentiel que lorsqu'il est intrigLe.
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5.3 Syntlese

La pesente partie recense et cetaille les principales techniques de couplage de la literature,
avec et sans intervention explicite du temps. L'accent est mis sur l'algorithmique du couplage.

Pour les couplages dits stationnaires, nous avons vu qu'il y a deux catgories de nethodes
qui s'opposent : Gauss-Seidel et Newton. En e et, I¢ JFNK n'est qu'une fecon d'utiliser I'al-
gorithme de Newton sur un cas complexe, de fecon non intrusive. L¢ JFNK peconditionre
et la methode JABN]|sont des aneliorations ou des variantes du[JFNK|. La nethode [ASPIN]
egalement base sur l'algorithme de Newton, ne cebouche pas sur un algorithme original, mais
est ineressante pour ce gu'elle nous apprend.

La nethode de Gauss-Seidel est tes facilea mettre en uvre et est la methode utiliee
intuitivement quand on dcebute dans le couplage. Il ne faut pas pour autant en conclure que
l'algorithme de Newton est sugerieur en touta l'algorithme de Gauss-Seidel. Le principal
avantage de la methode de Newton est sa vitesse de convergence quadratique plutét que lireaire.
Il faudra donc la pekrer si I'on souhaite un couplage performant. Si I'on est simplement
inerese par la solution du probeme coupk, l'algorithme de Gauss-Seidel est greralement
su sant. L'utilisation d'une relaxation, qui peut &tre cetermiree de facon empirique, suta
le rendre tes robuste. Seuls les cas, assez rares dans les faits, ai l'algorithme diverge sans
osciller ne peuvent étre stabilies avec une relaxation. L'algorithme de Newton peut, quanta
lui, s'utiliser treoriquement sur n'importe quel cas, mais a la condition que linitialisation
soit susamment bonne. Méme si l'utilisation d'une relaxation est susceptible d'aneliorer
grandement son comportement, l'algorithme de Newton est parfois moins robuste que celui
de Gauss-Seidel, car plus sensible au bruit.

Il est tentant, lorsqu'on fait du couplage, de degrader la convergence de chacun des codes
dans l'espoir d'acekrer la convergence globale. Il est en e et inutile de converger parfaitement
un calcul internediaire qui donne un esultat teseloigre de la solution nale. La nmethode A$- |
[PINJest incluse dans cette revue comme une mise en garde contre cette pratique : elle consistea
faire exactement l'inverse, en ce nissant des sous-probemesa esoudre incependamment les uns
des autres, pour aceekrer la convergence de probemes de grandes tailles. On peut en conclure
que la bonne pratique cepend de la situation. Dans certains cas, cegrader la convergence des
codes individuels permet e ectivement de substantiels gains de temps[([16, 15] pesentent de
fait des straegies de controle de la pecision d'algorithmes ieratifs emboes). Dans d'autres
cas, la cegradation de la robustesse du sctema global et 'augmentation du nombre d'ierations
de couplage (et donc des communications) eduisent l'inerét de cette approche, voire la rende
refaste.

Lorsqu'on traite un couplage instationnaire, il faut retenir qu'un simple couplage explicite
"naf" degrade la pecision globalea un ordre 1 en temps. Cependant, il y a des "astuces”
tes simples qui permettent de ecugerer un ordre 2 en temps, tout en gardant un simple
chamage des disciplinesa chaque pas de temps : l'utilisation de maillages temporels decaes
(mais ce n'est pas possible lorsque les disciplines travaillent avec des pas de temps dierents)
ou ce qu'on a appek traitement d'ordre pluselew des non-lirearies, c'esta dire une simple
extrapolation lireaire des esultats. Il ne faut pas se priver d'utiliser ces nethodes. On peut
obtenir encore de meilleures stabilie et pecision en convergeant le couplage a chaque pas
de temps avec les techniques issues des couplages stationnaires. Cette approche peut sembler
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a priori clere mais, dans certains cas, permet de gagner globalement en temps de calcul en
augmentant signi cativement la taille des pas de temps.
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Chapitre

Introduction de la deuxeme partie

6.1 Objectifs

Cette partie de la these se cecompose en deux chapitres principaux[{? 8). Dans chacun
d'entre eux nous pesentons une nethode, ceveloppee pendant cette these, pour prendre en
compte des e ets necaniques en neutronique. La premere est une nethode de pixellisation
basze sur APOLLO3R. La seconde nethode repose, quanta elle, sur un maillage mobile qui
suit le ceplacement de matere. Elle aet mise en place dans le code de nmecanique CAST3M.

Pourquoi deux nethodes ? Tout d'abord, ce sont les deux seules nethodes identiees (voir
section ) permettant un calcul direct (c'esta dire sans utilisation de la theorie des per-
turbations et donc sans hypottese de petites ceformations), avec un code ceterministe, de
c urs ceforrmes de fecon quelconque. Il est donc ineressant dans cette these, qui porte sur les
techniques de couplage neutronique-rmecanique, de mettre en place ces deux approches, de les
tester, et d'identi er leurs limites et les di culesa leur utilisation.

En plus de cet objectif de comparaison, le ceveloppement de chacune de ces nethodes suit
des buts secondaires dierents.

La nethode de pixellisation dans APOLLO3 R permet de dcemontrer la faisabilie d'un
couplage neutronique-necanique avec les outils de etrence. L'utilisation de codes de egrence
ddment \eries et valices est indispensable lorsqu'on mene une etudea n industrielle. Ces
outils o rent egalement robustesse, abilie et e cacie, ce qui peut étre misa prot, par
exemple en menant des etudes sur l'impact de points de mocklisation sur lesquels il aurait
et dicile d'avoir la main dans un "code maison". En n, ce ceveloppement pourra servira
fournir un point de comparaisona la deuxeme nethode, qui elle n'est pas base sur un outil
de ekrence en neutronique. En revanche, il est di cile d'envisager autre chose qu'un couplage
fquentiel entre codes distincts avec cette approche.

A linverse, le ceveloppement d'une nmethodea maillage mobile dans CAST3M permet de
ealiser les calculs mecaniques et neutroniques dans le méme environnement. L'utilisation de
techniques de couplage plus intrigqlees est ainsi envisageable. La manipulation du maillage et
le transfert des donrees sontegalement simplies par I'utilisation d'un environnement unigue.
Cette approche a doncet utilise pour la suite du travail de these, portant sur les techniques
de couplage.
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6.2 Donrees utili®es

Les eements de contexte cetailes section [[.I] ont motive l'application des nethodes
pesenees ici aux eacteurs a neutrons rapides, et en particulier a Ptenix (ce dernier est
pesent un peu plus loin, section ). Les calculs que nous pesentons dans la suite ontee
meres sur deux jeux de donrees nuckaires que nous introduisons ici. Ce sont deux descriptions
du eacteur exgerimental Ptenix.

Pour les \eri cations de bon fonctionnement des nethodes, nous utilisons des compaositions
de c ur neuf issues des donrees de cemantlement du eacteur [88]. Les sections e caces sont
gereees par un calcul d'autoprotection tes simple, e ectwe par le module ECCO d'ERANOS
[104], en une seuleetape avec des assemblages homogenes et 33 groupes denergie. Les donrees
nuckaires de base sont issues de la bibliotreque JEFF-3.1.171108]. Les calculs 3D utilisant ces
donrees comportent 32 mailles axiales.

Pour les confrontations aux essais de gerbage (voir secti.Z), nous utilisons des composi-
tions repesentatives d'un c ur irrade comme letait celui de Plenix lors des essais. Lévolution
des compositions du c ur et les calculs d'autoprotection sont ealies par un jeu de donrees
ERANOS fourni par lequipe ayant eali® la premere interpetation de ces essais [41, 94].
L'autoprotection est faite de facon pecise avec un passagea un maillageenergetique n (1968
groupes) eta une georretrie lreerogene de lI'assemblage, avant condensationa 33 groupes sur
une geonetrie homogene. Les donrees nuckaires sont toujours issues de JEFF-3.1.1. Pour les
calculs devolution, la partie combustible du c ur est divise en 10 zones axiales. Sur chacune
d'entre elles, nous disposons d'une composition par couronne d'assemblages. Pour les milieux
non combustibles, nous disposons d'une unique composition. Cela montea 81 le nombre de com-
positions, auxquelles on rajoute eventuellement le sodium inter-assemblage. On utilise, pour
les calculs 3D avec ces donrees, 14 mailles axiales.

6.3 Mthodes existantes dans la literature

Avant d'aller plus loin, passons en revue les dierents types d'approches qui existent dans
la literature pour prendre en compte des e ets mecaniques en neutronique.

6.3.1 Peambule : pesentation de la tleorie des perturbations

La theorie des perturbations aet ceveloppee pour permettre d'analyser I'e et de petites
perturbations du eacteur sur la eactivie. Il est bien sor toujours possible de faire un nouveau
calcul complet sur le ¢ ur perturke, mais cela est non seulement codteux en temps, mais peut
aussi gererer des erreurs nurreriques si les perturbations sont faibles (notamment parce que les
dierences sont mal calcukes nurnreriqguement si elles sont faibles). On verraegalement que la
theorie des perturbations permet de cecomposer un e et en eactivie.

Elle s'utilise dautant plus naturellement lorsque les perturbations consiccees sont
nmecaniques, du fait qu'il est malai®e de mockliser directement un c ur deforne en neutro-
nique.

La treorie des perturbations est tes utiliee et est expoee dans de nombreux ouvrages. Des
consicerations matrematiques autour de cette theorie peuvent étre trouvees dans [89]. Pour
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une interpetation plus physique, [21] est une bonne etrence. Les ogerateurs adjoints y sont
notamment ceduits explicitement de consicerations physiques. On peut citer egalement [39]
comme article de ekrence sur la question.

a. Notion d'orateur adjoint

Soit H un espace de Hilbert, c'esta dir% un espace vectoriel muni d'un produit scalaire,
noe < ; >, dontla norme assocee kxk = = <Xx;Xx> ) est compkte. C'est le cas des espaces
gue I'on consicerera naturellement par la suite. On dit que l'ogerateur a est I'adjoint de a si :

8x;y 2 H,<x;a(y)>=<a (x);y>

On rappelle que le produit scalaire est synetrique. On admettra I'existence et l'unicie de
I'adjoint pour les operateurs lireaires. Rappelons egalement que l'adjoint d'une matrice est
simplement la transpose de la matrice conjugiee.

b. Le ux adjoint

Notons A l'operateur regroupant di usion, absorption et ralentissement, et F l'operateur
de ssion. Ces deux operateurs sont bien lireaires et en notant le ux et K¢ le coe cient
multiplicateur (voir section pour une introductiona la neutronique eta ces concepts), on
a:

1
A = F: 6.1
Keft (61)
On notg A et F les operateurs adjoints de A et F pour le produit scalaire classique :
<f,g> = f(xX)g(x)dx (I'inegrale porte sur toutes les variables, c'esta dire position,energie
et direction pour un ux). Le ux adjoint, noe , est e ni comme la solution de :
1
A = F oo 6.2
Keft (62)

Le ux adjoint s'interpete physiqguement comme le nombre asymptotique de neutrons
esultant du rajout d'un neutrona une certaine position, et avec une certaine vitesse et direc-
tion, dans le eacteur. Cette grandeur diverge pour un eacteur critique ou sur-critique, et le
ux adjoint devient alors une grandeur relative ce niea un facteur multiplicatif pes, comme le
ux lui-méme. Du fait de cette interpetation physique, on appelle aussi le ux adjoint "fonction
importance”.

Le lecteur pourra se convaincre de cette interpetation physique avecl[[21].

c. Perturbations

En calculant l'inegrale de (6.1} ponceee par le ux adjoint, on obtient :

<F; >

et = CA7 >

Remarquons que I'on peut obtenir la mémeequationa partir de (6.2) en poncerant par le
ux direct (c'est d'ailleurs ainsi que I'on cemontre que c'est bien le méme K¢ qui intervient
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dans les deuxequations). Cette premereequation, qui reste valable en remplacant le ux ou le
ux adjoint par n'importe quelle autre fonction, est parfois utilisee sous la forme donree pour
cecomposer des contributionsa la eactivie. Le sens physique de cette decomposition reste
reanmoins faible.

Pour voir \eritablement l'inerét de cette approche, introduisons des ogerateurs perturkes
et le ux direct qui en cecoule avec un” Lequation ( devient alors :

1
R"= —F" (6.3)
K eff
L . 1 . .
Pour simpli er la suite, notons H = A WF. On adoncH = 0. On introduit de
e

meéme K. Si on note avec un les dierences aux operateurs et variables non perturkes, on
obtient :

R =0=(H+ H) + )
En utilisant H =0, il nous reste :
H +H +H =0:
On multiplie maintenant par le ux adjoint et on inegre pour obtenir :
<H ; >+<H((+ ) >=0

En utilisant la e nition de l'operateur adjoint et le fait que H = 0, le premier terme
sklimine. La & nition de H nous permet d'en deduire :

1
< (A F + >
R - S
K/e\ff Keff < (F + F )( + ); > 1
‘ _ o . _ Kest 1
ce gu'onecrit plutdt en utilisant la eactivie = ko
eff

<(A TR} + oy o>
eff

T < EFR) ) s (64)

Lequation (, qui aeketablie sans aucune hypottese, est utiliee pour cecomposer un
e et en eactivie. C'est ainsi que I'on obtient des coe cients de contre-eaction locaux par
exemple. On remarque qu'il est recessaire de connatrea la fois le ux adjoint de letat initial
et le ux direct de letat perturte.

L'utilie historique principale de la treorie des perturbations est justement deviter de faire
un calcul perturke. Pour cela, on remarque qu'en se limitanta l'ordre 1 (c'esta dire eneliminant
les termes qui font intervenir un produit de deux " " ou plus), lequation ( se simplie en:
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1
K eff
<F; >

< (A

F); >
(6.5)

Cette formule permet donc, connaissant le ux direct et le ux adjoint sur la situation
initiale, d'estimer tes rapidement I'e et en eactivie d'une petite perturbation des operateurs.
Insistons sur le fait que [6.5) n'est valable que pour des petites perturbations, alors qug (6.4)
I'est toujours.

On voit que dans les deuxequations pe@dentes, le ux adjoint joue le role de fonction de
ponckration, permettant d'identi er les termes de la somme qui impactent le plus la eactivie.
On retrouve donc l'icee qu'il caracerise l'importance des neutrons pour la eaction en cha™me.

6.3.2 Calcul direct simple

Lorsque la ceformation est su samment simple, il est possible de faire un calcul critique
directement sur la geonetrie cefornee et d'en ceduire un e et en eactivie, sans que cela im-
plique eellement un remaillage ou une dceformation du maillage. C'est ce qui est classiquement
fait pour calculer des coe cients de eactivie pour les ceformations usuelles des eacteursa
neutrons rapides lors des transitoires de pertes de cehbit[[111]. Ces deformations sont les di-
latations uniformes du c ur (radiale et axiale), ainsi que I'enfoncement relatif des barres de
commande.

6.3.3 Alerations de la densie des maeriaux

La question de l'impact d'un changement de geonetrie sur une eaction en chame s'est
pose ks les premeres applications de lenergie nuckaire,a savoir la fabrication de bombes.
Les moyens de calcul de lepoqueetant tes limies, les ingenieurs avaient besoin de nethodes
simples pour obtenir des ordres de grandeur. Nous allons pesenter un principe bien connu,
appligle s les cebuts du nuckaire, et qui se place dans le cas iceali® d'une dilatation uniforme
et isotrope de tous les matriaux.

Soit V le volume d'un makriau, et N sa densie atomique. La conservation de la masse
nous donne queN varie de facon inversement proportionnellea V :
1
N/ =
\Y,
Soit e libre parcours moyen des neutrons. Des consicerations simples nous donne que
varie proportionnellementa V ( o €St ici la section e cace macroscopique total et o la
section e cace microscopique totale) :

1 1
/ = [V
total N total

Les dimensions du sysemeevoluant enV 173, le libre parcours moyen augmente plus vite
que la taille du syseme lorsqu'il se dilate, ce qui augmente les fuites et diminue la eactivie.
Si maintenant on souhaite que evolue en V=3, on doit forcer N aevoluer en V 173, Ce peut
étre fait en augmentant arti ciellement la densie des maeriaux en V2= apes la dilatation.
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On etablit ainsi une equivalence (parfaite) entre dilatation uniforme et isotrope des
maeriaux d'un facteur  (sur le volume) et aleration des densies d'un facteur 273 sans
changement de geonetrie. Ce type de consicerations permet d'obtenir par exemple une rela-
tion entre la taille d'un syseme et la masse critique, la quantie de matere ssile recessaire
pour entretenir la eaction en chame.

L'application de la theorie des perturbations a permis d'aneliorer et de gereraliser ce type
de techniques. Cela aek faita la n des anrees 50 dans la literature russe [L12] dans le cadre
du ceveloppement des eacteursa neutrons rapides en URSS, puis ecemment aux Etats-Unis
[102]. Ce dernier travail a I'ambition de calculer I'e et en eactiviea l'ordre 1 de n'importe
guelle ceformation d'un coeur (non uniforme et non isotrope), en se basant uniguement sur des
changements de densie des milieux et sur des coe cients de contre-eactions pecalcués avec la
theorie des perturbations. Soulignons le fait qu'un changement de densie revienta multiplier
toutes les sections e caces par le méme facteur et est donc tes dierent des techniques de
pixellisation. Il n‘a pasek possible d'obtenir plus de cetails sur la facon dont les changements
de densik et les coe cients de contre-eactions etaient calcues. Il semble reanmoins qu'il y
ait une hypottese implicite de petites mailles, souvent licite en|RNR.

La méme icee, de prendre en compte des e ets geonetriques en modi ant les densies
des maeriaux sur un maillage de calcul xe, aee suivie pour la prise en compte des e ets
neutroniques de dilatations thermiques dans des calculs transitoires faits avec SIMMERTI36), 4].
La methode semble dierente de celle de [102], mais & encore c'est une pecisiona l'ordre 1 de
la ceformation qui est recherclee.

6.3.4 Autres utilisations de la thkeorie des perturbations

Nous avons cep vu des applications de cette theorie aux nethodes d'alerations de densig,
mais ce n'est pas la seule facon dont on peut l'utiliser.

Citons pour commencer un papier anericain de 1981[199], qui signale ce qui est appek
une anomalie lorsqu'on utilise la treorie des perturbations pour calculer un changement de
ceonetrie. La theorie des perturbations est normalement utilisee pour calculer I'e et d'une pe-
tite perturbation des sections e caces d'un grand volume. Lors d'un changement de geonetrie,
on cherche plutét I'e et d'une modi cation forte des donrees nuckaires sur une petite fraction
de la geonetrie totale. Le papier montre alors qu'une application "nasve" de la treorie des
perturbations introduit une erreur d'ordre 1 parce que le courant neutronique (le gradient du
ux en diusion) est fortement modie sur le petit volume ai a eu lieu la modi cation. Le
courant neutronique n'est en e et pas forement continu aux interfaces (lorsque le coe cient
de di usion ne l'est pas). Dans le cas ai le changement de geonetrie provient d'une dilatation
d'un maeriau par exemple, le probeme se esout en extrapolant le courant neutronique a
partir du materiau qui s'est dilag (qui avait donc une composition proche de celle du volume
modie).

Notons que ce probeme ne se pose pas lorsque la ceformation est repesente par une petite
aleration des donrees nuckaires sur un volume plus grand que celui qui est e ectivement
a eck, c'esta dire lorsqu'on utilise une methode de pixellisation.

La mémeequipe aegalement travaile sur I'extension de la treorie des perturbations clas-
siques a une modi cation de la frontere (A a1 la condition aux limites est impose) d'un
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probeme de di usion ou de transport [63] 101, [100]. Ce travail semble pouvoir s'appliquer aux
modi cations des fronteres inerieures d'un syseme, et donca un changement de la geonetrie.
Cette question de la perturbation de la position d'une frontere ou interface est un sujet clas-
sique en optimisation de formes. Ces perturbations se calculent normalement par la nmethode
d'Hadamard [49,[50].

La theorie des perturbations aegalementet utilie, au cebut des anrees 80, pouretudier
un eacteur exgerimental anericaina neutrons rapides : |Fast Flux Test Facility (FFTF) (voir
[115] pour une pesentation gererale du eacteur). Le design un peu particulier de ce eacteur
[114], qui contraint ses deformations, oblige a mener des calculs necaniques pour conna're
la forme du coeur pendant certains transitoires. Le caracere non lireaire de ces deformations
empéche ['utilisation de simples coe cients de contre-eactions, comme dans le paragraphe
[6.3.3. Les e ets en eactivie sont plutdt obtenus en faisant le produit de "gradients d'impor-
tance" des assemblages par les ceplacemenis]59, 135]. Ces gradients d'importance sont obtenus

par dierences nies. On calcule < (A F); > sur des zones d'assemblages et on en

eff
fait la dierence, que l'on divise par la distance. Cela permet de mockliser, par exemple, le fait

gue I'on ceplace de la matere ssile d'une zone importante pour la eaction en chame vers une
zone de moindre importance. La méme chose peut étre faite pour le sodium inter-assemblage
qui a le ceplacement oppos. L'e et en eactivie est obtenu en divisant le esultat par le taux

de ssion global, < F ; >, conformementa lequation (6

6.3.5 [eformation de maillage

Pour des ceformations plus complexes que dans le paragraple 6.8.2, mener un calcul direct
sur la geonetrie deformee impose de deformer le maillage de calcul, voire de le cererera
nouveau. L'utilisation d'un maillage non egulier etant rarement possible dans les codes de
neutronique, cette option est peu utilisee. Citons les travaux d'interpetation neutronique des
essais de gerbage centraux de Phkenix, ai, en adoptant une moctlisation RZ du coeur et en
regligeant l'inclinaison des assemblages, une description RZ du coeur ceforne a pu étre gereee
dans ERANOS [41,94]. La these de Michele Gentili [[44], ealie en méme temps que celle-
ci, a, quanta elle, conduita adapter le solveur neutronique SNATCH [68] pour qu'il puisse
fonctionner sur un maillage iregulier.

Des travaux, toujours en cours, sur les couplages multi-physiques feaul Scherrer Institut]
(PSI)| en Suisse, ont pris le parti inverse et ont conduit au ceveloppement d'un solveur neu-
tronique transport dans un environnement volumes nis gererique, OpenFOAM [80], ce qui
permet l'utilisation d'un maillage quelconque [36,[37]. La m&me approche aek suivie dans
[110] pour des travaux d'optimisation de forme d'un[RNR-N4 : un solveur de di usion neutro-
nique aee ceveloppe pour cela dans FreeFem++, langage (avec une base C++) de esolution
dequations dierentielles qui permet la manipulation du maillage de calcul. Chapitre § hous
pesentons une approche similaire, ceveloppee lors de cette these, et utilisant CAST3M.

6.3.6 Pixellisation ou projection de maillage

Cette nethode consistea travailler sur un maillage de calcul xe, maisa recalculer, apes
chague modi cation de geonetrie, les intersections des milieux avec ce maillage xe eta en
ckduire les nouvelles sections e caces repesentatives de la deformation.
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Cette nethode, pourtant conceptuellement simple, semble avoiret peu utilige. La raison
est probablement une validie douteuse de la technique pour urf Reacteura Eau Pressurig
On peut citer pour s'en convaincre [124] qui, pour eliminer l'impecision due a la
nethode classique de type pixellisation pour suivre le mouvement d'une barre de controle dans
un [REP] propose plutét une nethode de type deformation de maillage avec division en deux
des mailles accueillant la barre. La nethode de pixellisation prend tout son inerét en[RNR,
al le grand libre parcours moyen des neutrons eduit lI'importance d'une description pecise
de la geonetrie. Chapitre ¥] nous pesentons une nmethode de pixellisation developpee lors de
cette threse avec APOLLO3R . Des stages, e ecties dans le méme laboratoire que cette trese,
avaient cep cemonte la pertinence de cette approche pour les RNR-Na|[69, [73,[61]. Une forme
un peu dierente de la methode pesenee dans cette threse aet developpee lors de la trese de
Michele Gentili [44, [43].

6.3.7 Utilisation de codes de Monte-Carlo

Les codes de Monte-Carlo, tels que TRIPOLI-4[[122], permettent de faire des calculs neu-
troniques sur n'importe quelle geonetrie ou presque. lIs peuvent donc &tre utilies directement
pour des calculs de c urs cefornes.

6.3.8 Methodes d'analyse du bruit neutronique

Le ux neutronique d'un eacteur pesente des uctuations, appekes bruit neutronique,
gui sont mesuees. Ce bruit peut &tre dda des vibrations des ekments combustibles ou des
structures du eacteur. Des techniques d'analyse ont doncet ceveloppees pouretudier ce bruit
neutronique et en ceduire des informations sur letat du eacteur en fonctionnement.

Ces questions ontee regardees s les anrees 40[127]. Le bruit neutronique aet analys
notamment sur Prenix [L17] 66]. Ces ceveloppements ontet repris depuis les anrees 80 en
Stede [95]. Un ouvrage paru plus ecemment esume letat de l'art dans ce domaine [[96]. Le
travail continue actuellement, toujours en Swede [33]. Une tlese ecente, e ectwee en collabo-
ration entre le [CEA| Cadarache et Chalmers University of Technology, en Swede, a appliqe
ces techniques aux eacteursa neutrons rapides’[139]. Des travaux sur la mocklisation et I'in-
terpetation du bruit neutronique sontegalement en cours au CEA]Saclay, et ont donre lieua
une trese [106,[105].

Le principe de ces techniques est de supposer que la perturbation est oscillante et qu'on
est en egimeetabli. La solution recherctee est donc periodique. Letude est alors meree dans
le domaine spectral plutdt que temporel. Les perturbations des sections e caces, geriodiques,
sont cetermirees, dans les travaux cies, sur un maillage xe d'une facon qui n'est pas sans
rappeler la methode de pixellisation.

6.3.9 Prise en compte de la vitesse de aplacement de la matere sur le
transport des neutrons

Les travaux que nous venons de pesenter traitent de la prise en compte de ceformations
nmecaniques, mais ignorent l'impact du ceplacement de la matere en soi sur les equations :
la vitesse relative entre noyaux et neutrons est toujours suppo®eegalea la seule vitesse des
neutrons. Cette hypotrese est quasiment toujours faite, et dans lequation ) nous avons
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d'ailleurs identie V a la vitesse des neutrons, au lieu de la vitesse relative entre noyaux et
neutrons. L'hypottese sous-jacente, tes gereralement \eriee, est que la vitesse des neutrons
est tes grande devant celle de la matere (plus peciement, lecart est petit devant lepaisseur
des esonances des eactions nuckaires). En toute rigueur, il faudrait par exemple prendre
en compte la vitesse decoulement du caloporteur dans lesequations neutronigques. Pour étre
complet, notons tout de méme que la part de la vitesse des noyaux duea l'agitation thermique
@ moyenne nulle), qui elle n'est pas regligeable, est prise en compte par la cependance des
sections e caces microscopiques a la temperature glargissement des esonances qui nmenea
I'e et Doppler).

Nous supposons, dans le cadre de cette these, cette hypotlese valide. La vitesse de la matere
n'intervient donc pas dans nosequations.

Sur cette question, les travaux de Wienke font etrence [128/ 129 130, 131, 1B2]. Il y a
deux grandes approches, qui sont toutes deux traiees par Wienke. L'approche Lagrangienne
qui consisteaecrire lesequations dans le ekrentiel du laboratoire, ce qui conduita adapter
les sections e caces. La di cule est qu'elles deviennent alors toutes anisotropes. La seconde
approche, dites Eukrienne, consiste a ecrire les equations dans un egtrentiel mobile. Elles
doivent alors étre adaptes. L'approche Eukrienne pour letude du transport de neutrons pen-
dant I'e ondrement d'uneetoilea neutrons aet reprise ecemment [7[B5].

6.4 Pesentation de Plenix et des essais de gerbage

Nous pesentons ici le eacteur Plenix et les essais de gerbage qui ontet utilies pour tester
les nethodes pesentes dans cette partie de la these. Une pesentation compete du eacteur
et des enseignements que I'on peut tirer de son exploitation peut étre trouvee dans [47].

6.4.1 Plenix et les AURN

Prenix est un eacteur exgerimentala neutrons rapides, refroidi au sodium, de 563MWth,
construit dans les anrees 70a Marcoule. Il aete arrée c nitivement en 2010. Le cur du
eacteur est compos de six couronnes d'assemblages ssiles (en plus de lI'assemblage central),
de deux de fertiles et de six de e ecteurs ou protections neutroniques, comme sur la gurg 6]1.
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Figure 6.1 { Coupe radiale du c ur de Prenix. lllustration issue de [88]

Chaque assemblage (voir gure) est constitte d'un tube hexagonal en acier, rempli
d'aiguilles cylindriques disposes selon un eseau hexagonal. Les aiguilles sont elles-mémes
constittees d'une gaine en acier contenant le combustible nuckaire sous la forme d'un oxyde
mixte (U/Pu)O ». Du sodium circule entre les aiguilles et entre les assemblages.
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Figure 6.2 { Coupe radiale sclematique d'un assemblage typique de RNR-Na

A la n des anrees 90, le eacteur a connu 4 arréts d'urgence par eactivie regative (ou
. Cela signi e que la eaction en chaine aet arréee automatiquement parce qu'on
a cetece une diminution non pevue de la puissance. Ces arréts d'urgence sont intervenus
pendant la monkte en temperature du eacteur et unebranlement des structures, ainsi qu'un
pic de pression, auraientee mesues dans le méme temps. Levolution du signal neutronique
mesue pendant un de ce§ AURN aet donre gure [.Z] La puissance y chute brutalement,
en 50ms,a 72% de sa valeur nominale, avant d'osciller avec une periode d'environ 100ms. Les
sysemes d'arrét d'urgence interviennenta partir de 200ms eteteignent le eacteur.

Ces transitoires ne sont pas encore bien expligles, mais on pensea I'heure actuelle qu'ils
ont pu étre causes par un ceplacement des assemblages (voir par exemple [118, 119]).

6.4.2 Description des essais statiques et esultats exgrimentaux

Pour avancer dans la compehension des AURN, et pour pouvoiretudier le mouvement des
assemblages de Ptenix, tant du point de vue mecanique que de leur epercussion en neutronique,
des experimentations ont eu lieu en 2009 et 2013. En 2009, on a eali® des gerbages statiques
du c ur de Plenix, qui consistaienta remplacer un assemblage combustible par un dispositif
ecarteur, poussant sur les assemblages voisins. Des mesures de eactivie ont et faites en
méme temps. En 2013, des gerbages dynamiques ontet eali®es avec un e acement rapide
du dispositif ecarteur et une mesure des dteplacements des assemblages pendant leur retour
en position dequilibre. Cette fois-ci cependant, aucune mesure neutronique n'‘aete ealise
pendant les essais. Nous nous sommes donc concentes sur I'essai de gerbage statique qui nous
a permis de nous confrontera I'experience.

Soulignons le fait que les essais, qu'ils soient statiques ou dynamiques, ontet ealies avec
des assemblages combustibles qui avaient dep servi, et quietaient donc ceformes du fait de
leur irradiation. Ces ceformations pealables aux essais sont mal connues mais sont susceptibles
d'en in uencer les esultats.

Nous reprenons ici lesekments du compte rendu de l'essal [38].
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Trois con gurations ontetetudees pendant l'essai de gerbage statique :

1. Dispositifecarteur au centre, 350 C;
2. Dispositifecarteur au centre, 180 C;
3. Dispositifecarteur en 5eme couronne, 180 C.

Le méme essai aet eali®ea deux temperatures dierentes pour pouvoir prendre en compte
dierentsetats de compacie du c ur, caugs par les dilatations dierentielles du sommier et
des boitiers hexagonaux. Le c ur devrait ainsi étre plus compacta 180 C qua 350 C.

La gure 6.3]illustre le type de modi cation de geonetrie gu'induit un gerbage central. Le
volume du c ur augmente, ce qui augmente les fuites neutroniques. On introduitegalement
plus de sodium dans le c ur, ce qui aneliore la moderation. Ces deux e ets vont dans le sens
d'une diminution de eactivie.

Figure 6.3 { Modi cation de la geonetrie du coeur lors d'un gerbage central.

La gure 6.4]illustre le vocabulaire que nous utiliserons. Les tubes hexagonaux sont des
structures en acier, fermees, qui contiennent les aiguilles de combustible. Sur ces tubes des
petites plaguettes en acier ontee »>esa une hauteur donree, pour empécher les assemblages
de se toucher et de géner ainsi lecoulement du sodium inter-assemblage. La distance nominale
entre les plaquettes est ce que I'on nommera le jeu.
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Figure 6.4 { Sctema de tubes hexagonaux.

On dispose de trois mesures :

1. Les e orts exeraes par le dispositifecarteur;
2. Les teplacements d'un assemblage de 5eme couronne;
3. La eactivie.

Les e orts mesues, par le dispositifecarteur, pendant la phase de chargement des gerbages
centraux sont donres, approximativement, en gure [6.5, en fonction du ceplacement des pla-
guettes du dispositifecarteur. On constate qua ceplacement donre, les e orts sont cecroissants
avec la temperature.

Figure 6.5 { E orts mesues pendant I'essai de gerbage statique central.

Les sonars mesurant les ceplacements ont mal fonctionre, et on ne dispose que de mesures
de ceplacement d'un assemblage de %me couronne, et uniquement en con guration 1 et 3.
On n'a donc pas de comparaison possible du méme essaia deux temgeratures dierentes. Les
mesures de ceplacement de I'essai de gerbage centrala 350 C, sont donrees guré 6/6. On
constate qu'il y a un certain retarda la transmission du mouvement entre la Jere et la ®eme
couronne, qui peut étre interpee comme le celai de fermeture des jeux inter-assemblages.
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Figure 6.6 { Deplacement mesue d'un assemblage de %eme couronne pendant le gerbage
statiquea 350 C.

En n, nous disposons de mesures de eactivie pour les trois con gurations, en fonction
du deplacement des plaquettes du dispositif ecarteur, dont les tendances sont donrees gure
[6.7. Comme on s'y attendait, I'e et du gerbage est regatif. Le comportement semble asymp-
totiguement lireaire, avec une phase de transition ai I'e et est moindre. Contrairementa ce
gu'on pouvait penser, I'e et en eactivie est prochea 350 C eta 180 C. Il semble donc que
la compacike du c ur n'ait pas beaucoup change, bien que les e orts mesues diminuent avec
la temperature.

Figure 6.7 { Mesures de eactivie des essais de gerbage statique.



Chapitre

Ceformation de geonetriea maillage
xe avec APOLLO3 R

Ce chapitre est cedea la pesentation d'une nethode dite de pixellisation, qui permet de
mockliser un c ur ceforme avec un maillage de calcul xe et egulier. Cela permet d'utiliser
les codes netiers de neutronique (APOLLO3rR dans notre cas) qui imposent gereralement la
egularie du maillage.

Ce chapitre est divi® en trois sections. La sectiofy 7]1 traite du deplacement de la matere, ce
qui permet de & nir des sections e caces macroscopiques repesentatives de la deformation.
La section[7.2 est consace a la probematique du deplacement des pecurseurs de neutrons
retarces pendant un calcul ciretique. En n la section 7.3]applique ces nethodes aux essais de
gerbage de Plenix.

7.1 [eplacement de la matere

7.1.1 Pesentation de la nethode

L'objectif ici est de construire et d'utiliser une nethode de pixellisation du c ur pour
teplacer la matere. Les pixels constituent un maillage de calcul xe sur lequel est projete la
cgeonretrie, possiblement cefornee, du c ur. Les compositions sont homogereiees sur chaque
pixel, ce qui en fait une nmethode oriente Le grand libre parcours moyen des neutrons
dans ces eacteurs permet en e et l'utilisation de geonetries homogereises. Des travaux si-
milaires avaient cepet entrepris lors de peedents stages [69, 73] 61]. Le travail pesent ici
s'est directement appuye sur celui de Carolina Labarta [611] et aet puble dans [83].

Nous utilisons MedCoupling, module de Salone([90], pour construire la repesentation pixel-
lie du c ur, qui est ensuite imporee dans APOLLO3 R.

La suite de cette sous-section est diviee en quatre paragraphes. Le paragraphé a. pesente
les calculs d'autoprotection, e ectie avec ECCO, un module d'ERANOS. Les sections e -
caces sont paranetees par la quantie de sodium inter-assemblage autour de I'assemblage. Le
paragraphe[b] pesente la mocklisation de la deformation du c ur. La pixellisation de cette
ceonetrie cefornee est pesenee au paragraphe €.] En n le paragraphe {.]traite de I'importa-
tion de ces informations dans APOLLO3R .

75
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a. Autoprotection par ECCO

La premereetape est la gereration des sections e caces auto-proeges avec ECCO. Les
options de ces calculs cependent des cas consicees (voir la section sur les donrees utilies

6.2).

Pour pouvoir tenir compte des e ets d'autoprotection les au changement du spectre neu-
tronique lors de variations locales de la fraction de sodium, nous gererons des sections e caces
paranetees par la quantie de sodium inter-assemblage. Nous introduisons donc un paranetre
nomne "dilution" que I'on notera avec un d en exposant.d est directementegala la fraction
de la cellule occupee par du sodium inter-assemblage. Nous appelleromis la valeur de la
dilution pour une cellule non deforree.

Pour obtenir ces sections paranetees nous faisons plusieurs calculs ECCO pour chaque
milieu en faisait varier la taille des cellules et en adaptant les concentrations des maeriaux
pour conserver les quanties de matere. Si nous notonsC une concentration donree etS la
section de la cellule de calcul on a:

S(dref )
(d) = (dref ) .
C C s@

b. [xformation de la gronetrie

Les ceformations des assemblages sont obtenues par des calculs dinteraction uide-
structure par CAST3M. Elles sont exprinees en deplacement radiaux du centre de tous les as-
semblagesa dierentes hauteurs (les ceplacements n'ont pas de composante axiale). Le uide,
dont I'impact ne se voit qu'en dynamique, diminue les fequences des vibrations des assem-
blages, couple leurs ceplacements, et introduit des dissipations denergie suppementaires.

A partir de ces esultats, nous ceons, avec MedCoupling, une geonetrie defornee, dep
interpoke axialement pour correspondre au maillage neutronique ( gure[7.1). Dans notre cas,
cette geonetrie est constittee de prismes droitsa base hexagonale qui sont translats radia-
lement (gure F.2). Nous attribuons alors a cette geonetrie des champs d'identi cation de
milieux. Notons que les pawes repesentant les assemblages n'inegrent pas le sodium inter-
assemblage, contrairement aux cellules ECCO.
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Figure 7.1 { Geonretrie defornee, lors d'un essai de gerbage central, gereee avec MedCou-
pling. Visualition avec Salone.

Figure 7.2 { Sctema de la deformation de la georretrie gereee avec MedCoupling.

c. Construction de la pixellisation

Les champs d'identi cation des milieux obtenus pe@edemment sont ensuite projees sur
des pixels de taille ped nie. On obtient ainsi les fractions volumiques des matriaux sur les
pixels. La fraction de sodium inter-assemblage est ceduite en calculant le compementa 1 de la
somme des fractions volumiques, et sa concentration est obtenue en supposant une temgerature
homogene de l'inter-assemblage dans le c ur. Une illustration des champs obtenus est donree
gure V.3] Sur la gure et dans la suite les pixels utili®s sont hexagonaux.
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Figure 7.3 { Projections sur les pixels du milieu constituant les assemblages de la troiseme
couronne a gauche, et celui, lors d'un gerbage central, du sodium inter-assemblage a droite.
Visualition avec Salone.

Pour pouvoir importer les sections e caces auto-proegees par ECCO, il faut conna’tre, sur
chaque pixel, la valeur du paranetre dilution. Pour cela, on va cherchera moyenner la quantie
de sodium inter-assemblage a lechelle de I'assemblage, puisque c'est I'ordre de grandeur du
libre parcours moyen des neutrons. Nous introduisons, dans cet objectif, un maillage reliant
entre eux les centres des assemblages, apes ceplacement (voir sctema gufe 7.4,a gauche).
Le champ contenant la quantie de sodium inter-assemblage est projet sur ce maillage, avant
d'etre projeea nouveau sur les pixels (gure 7.4]a droite).

Figure 7.4 { Maillage internediaire utilise pour calculer la dilutiona gauche, champ de dilu-
tion, lors d'un gerbage central, projek sur les pixelsa droite. Visualisation Salore pour l'image
de droite.
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d. Importation de ces informations dans APOLLO3 R

Chague pixel contient maintenanta la fois les fractions volumiques des dierents maeriaux
et une valeur de dilution. Pour lancer un calcul, il est donc recessaire de nelanger les magriaux
dans chaque pixel. S'il est possible de le faire dans APOLLOS en & nissant des milieux dans
la phase d'initialisation, on ne peut pas changer ces ¢ nitions pendant un calcul neutronique,
ce qui est indispensablea notre application.

Melanger des matriaux revienta calculer, sur chaque pixel, des sections e caces macrosco-
piques en moyennant celles des maeriaux ponceees par les fractions volumiquesX, fraction
volumique du milieu m, Sﬁgcm m Section e cace macroscopigue du milieum pour une dilution
d):

X
d _ d
(d) Xy @

macro tot macro m -
m (ateriaux )

APOLLO3 rR peut recalculer a tous moments ses sections e caces macroscopigues, qui
sont une somme des sections e caces microscopiques poncees par les concentration§; (

concentration de l'isotopei, ; sa section e cace microscopique) :
X
macro = Ci i
i (sotopes)

On contourne donc notre di cule en ceant un pseudo-maeriau suppkmentaire, constitLe
de macro-isotopes repesentant chacun I'un des matriaux initiauxa nelanger. Les sections ef-
caces microscopiques des macro-isotopes sont identiees aux sections e caces macroscopiques
des maeriaux, et les fractions volumiques des matriaux jouent le réle des concentrations de
ces macro-isotopes. Une fois ce pseudo-maeriau ¢k ni, il su t d'importer la carte des fractions
volumiques comme une carte de concentration pour ¢ nir notre geonetrie.

Notons reanmoins que, comme les cellules ECCO contiennent le sodium inter-assemblage
et que notre description de la geonetrie ceformee en tient compte £paement, il faut, lors
du calcul des sections e caces macroscopiques des matriaux, utiliser les concentrations sans
sodium inter-assemblage :
X
d - (d=0) (d).
(d) = Ci 1. (7.2)

macro m i
i (sotopes)

Il estegalement recessaire de rajouter un maeriau suppementaire pour cecrire le sodium
inter-assemblage. Se pose alors la question du choix des sections e caces microscopiques a
retenir. Nous choisissons simplement de ecugerer les sections du sodium autoproegees dans
un maeriau arbitraire.

Une valeur moyenne du paranmetre , donnant la epartition energetique des neutrons de
ssion, doitegalement étre calcuke sur chaque pixel. nétant pas une section e cace, son
traitement est dierent. Il est obtenu comme une moyenne des de chaque isotope (ou macro-
isotope) ponceee par le taux de ceation de neutrons de ssion (X, fraction volumique du
maeriau m, %O(d) section e cace de ceation de neutrons de ssion du groupe denergie g°
dans le magriau m et pour la dilution d, 9 ux neutronique du groupe denergie ¢9 :



80 Chapitre 7. Deformation de geonetriea maillage xe avec APOLLO3 R

d Od) o0
@ _ @ m gn()xm rgn() o
lobal ~ PP 0
global p mxm r%(d) g0

On eemontre facilement qu'avec cette formule, la somme sur les groupes denergie des
resteegalea 1:

P P P 0
X g @ m g %1(d) X'm rgn(d) o°
= P—P =1:
lobal | nd 0
g global P me r%(d) o

Le calcul du moyen demande donc de connatre le ux neutronique. On Eecupere
cereralement le ux obtenu lors de l'autoprotection du magriau dont on calcule les paramnetres
neutroniques. Notre pseudo-matriau n‘ayant pasee autoproeg, il est recessaire de lui asso-
cier un ux neutronique. On choisit, & encore, un matriau de facon arbitraire et ecugrons
le ux qui aee utilie pour l'autoproeger.

Une fois ce travail peliminaire fait, il est facile d'importer la geonetrie des pixels (egulere
et xe), les concentrations des macro-isotopes et le paranetre dilution pour ce nir notre calcul.

Les esultats pesenes dans la suite de cette partie ont touset obtenus en di usion, avec
33 groupes denergie.

7.1.2 Evaluation de la nethode

a. Etude de lI'impact de la taille des pixels et des biais identies

Nous appliquons ici notre cemarche sur Pkenix, avec des compositions isotopiques de c ur
neuf, comme expliqe section 6.2. Nous comparons les esultatsa un calcul dit de egrence,
fait avec le méme solveur et les mémes sections e caces mais avec une description classique de
la geonretrie, et sans pixel. La geomretrie est decrite axialement du pied d'assemblage jusqua la
tete, et radialement jusqua la deuxeme couronne de e ecteurs. A chaque fois, nous donnons la
eactivie du cas consicee ainsi que I'e et en eactivie d'une deformation donree (un gerbage
central de forte amplitude calcuk en supposant les jeux inter-assemblages initialement combes :
Voir paragraphe pour plus de details).

Rappelons que les pixels sont hexagonaux. Nous avons commene par ceer des pixels de
taille identique aux assemblages (soit avec un entreplat, distance entre deux coes paralkles,
de 12.72cm), de manerea avoir exactement le méme maillage que le calcul de ekrence. En-
suite, nous avons change le maeriau donnant les sections e caces du sodium inter-assemblage,
puis celui donnant le ux utili® pour calculer les naux. Dans les deux cas, nous sommes
pases d'un maeriau ssilea un maeriau fertile. En n nous avons diminte la taille des pixels.

Les esultats sont donres tableau[7.]. La dimension donree pour les pixels corresponda leur
entreplat.
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Cas Nombre de mailles Reactivie (pcm) E et en eactivie
d'une a@formation

(pcm)

Retrence 10592 1498

Pixels de 12.72cm 10592 1495 -14

Pixels de 12.72cm, 10592 1497 -14

maeriau Na change

Pixels de 12.72cm, 10592 1495 -14

materiau  change

Pixels de 6.0cm 40352 1519 -188

Pixels de 3.0cm 165344 1593 -183

Pixels de 2.0cm 387104 1708 -184

Pixels de 1.5cm 685472 1832 -193

Pixels de 1.0cm 1536224 1821 -207

Tableau 7.1 { \&ri cation de la nethode de pixellisation sur Ptenix.

On observe des esultats tes proches entre la ekrence et le calcul avec des pixels de
12.72cm. La faible dierence peut &tre attribiee soita l'utilisation de sections e caces micro-
scopiques homogenes pour le sodium inter-assemblage dans tout le ¢ ur, soita la pecision du
solveur. Cela semble indiquer que notre nethode aek developpee sans erreur. Les biais iden-
ties, le choix des sections e caces microscopiques pour le sodium inter-assemblage et celui du
ux pour le calcul de  semblent, quanta eux, regligeables.

Lorsque la taille des pixels diminue, la eactivie tenda augmenter, ce qui est d0 au fait
que le sodium inter-assemblage, homogreie dans le calcul de ekrence, est progressivement
extrait des assemblages. Il est donc moins susceptible d'absorber ou de mocerer les neutrons,
ce qui explique l'augmentation de eactivie. En revanche, on voit que I'e et en eactivie d'une
ceformation, c'esta dire la dierence entre la eactivie calcuke sur la geonetrie defornee et
celle calcuke sans ceformation, est relativement stable avec la taille des pixels. L'augmentation
de I'e et en eactivie de la deformation pour les pixels petits est probablement un biais, ddta
la description qui est alors faite des interfaces horizontales entre les assemblages et le sodium
inter-assemblage, introduites par la facon de cererer la geonetrie defornmee (voir gure 7

Nous avons utilis pour la suite des pixels de 3cm. A titre d'illustration, nappe de puissance
et ux monogroupe obtenus pour le cas non deforrme sont donres gure[7.5.
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Figure 7.5 { Coupes radiales de la nappe de puissance et du ux monogroupe obtenues sur la
cgeonetrie non cefornee de Phenix. Visualisation avec Salone.

b. Validation par comparaison avec TRIPOLI-4

La méme dceformation a ek calcuee avec notre nethode et avec TRIPOLI-4. Il s'agit
d'un essai de gerbage central du c ur, avec des jeux inter-assemblages initialement combgs
(voir paragraphe [6.4), pour lequel on a calcuk 4etats dierents. Les compositions sont celles
d'un coeurevole (voir paragraphe . La comparaison est visible gure . Les calculs de
TRIPOLI-4 sont donres avec une marge d'incertitude de 3 . On constate une bonne colerence
entre les esultats, ce qui conforte la validie de notre nethodologie. Chaque calcul de TRIPOLI-
4 a pris 48h sur 256 processeurs contre environ 30min sur un processeur pour les calculs
d'APOLLO3 R. Pour plus de cetails sur la mise en place du moctle de geonetrie defornmee
dans TRIPOLI-4, voir I'annexe A]qui reprend lesekments de [61], [60].

Figure 7.6 { Comparaison d'e ets en eactivie obtenus par TRIPOLI-4 et APOLLO3 R.

Des comparaisons entre des e ets en eactivie obtenus sur d'autres types de deformations
par TRIPOLI-4 et APOLLO3 R peuvent étre trouees dans I'annexe B.
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7.1.3 Quelquesetudes pour tenter d'identi er les e ets importants
a. Evaluation de I'e et d'autoprotection

Pour evaluer I'e et d'autoprotection, nous avons calcué l'impact d'une perturbation
cgeorretrique (un essai de gerbage central de forte amplitude avec des jeux inter-assemblages ini-
tialement combes, voir deux fois. La premere fois, le calcul est fait en utilisant la methode
peedemment expose (paragraphe[7.1.1) pour mettrea jour le champ dilution. La seconde
fois, le champ dilution nominal est utiliee. Dans les deux cas, on utilise des concentrations de

c ur neuf (voir paragraphe 6.2).

La gure ¥.7]donne une illustration de la quantie de sodium inter-assemblage en téte
d'assemblage lors de cette ceformation, sur des pixels de 3cm. Lecartement est visible, ainsi
que les contacts entre les assemblages des six diagonales du c ur. Rappelons que le champ
de dilution est obtenu en moyennant le champ de sodium inter-assemblage. Il est donc ici
maximum au centre et minimum sur les axes de deformation ai les assemblages se touchent
(comme sur l'image de droite de la gure[7.4).

Figure 7.7 { Champ donnant les fractions volumiques de sodium inter-assemblage, lors d'un
essai de gerbage, sur des pixels de 3cm. Visualisation avec Salore.

Les deux e ets en eactivie sont donres tableau ¥.2] On constate que I'e et d'autoprotection
est faible ( 1:6% ici), mais que ne pas le prendre en compte revienta sous-estimer egerement
I'e et en eactivie du gerbage.

Cas E et en eactivie (pcm)
Avec dilution perturkee -183
Avec dilution nominale -180

Tableau 7.2 { Evaluation de l'importance de l'autoprotection dans I'e et en eactivie d'un
gerbage central.

b. Evaluation de I'e et de spectre

Nous avons souhaie connatre I'impact de la thermalisation du ux neutronique sur I'ef-
fet en eactivie d'une deformation geonetrique. Pour cela nous avons calcuk la variation de
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eactivie leea une perturbation geonetrigue donree (un essai de gerbage central de faible
amplitude avec des jeux inter-assemblages initialement combes, voir 6]4), sur 5 cas, ai on a
rempla@ respectivement 0%, 25%, 50%, 75% et 99% des atomes de sodium par des mokcules
d'eau. Nous avons travailea chaque fois avec des concentrations de c ur neuf (voiff 6.2). A titre
d'illustration, la gure 7.8 Honne les spectres d'autoprotection du milieu ssile pour les deux
cas extrémes. Il est visible que l'introduction d'eau cecale egerement le ux neutronique vers

les bassesenergies, mais qu'il reste globalement rapide. Ceci est dita la geonetrie des assem-
blages qui minimise la quantie de caloporteur justement pour eduire I'e et de moceration.
L'utilisation d'un combustible neufa base de plutonium accentue encore la duree du spectre
neutronique.

Les esultats sont donres tableau[7.3. L'introduction d'un mocerateur diminue la eactivie
du cur, ce qui est normal sur un eacteura neutrons rapides. En outre, I'e et en eactivie
diminue quand on rajoute de I'eau. En e et, la thermalisation du spectre eduit le libre parcours
moyen des neutrons, et donc les fuites ainsi que l'impact de leur augmentation suite a la
ceformation.

Cas Reactivie nominale (pcm) E et en eactivie (pcm)
100% sodium, 0% eau 1266 -41
75% sodium, 25% eau -1373 -33
50% sodium, 50% eau -2410 -30
25% sodium, 75% eau -3048 -24
1% sodium, 99% eau -3302 -15

Tableau 7.3 { E et de la ceformation de la geonetrie en fonction de la thermalisation du
spectre.

Lorsqu'on rajoute de I'eau, le libre parcours moyen diminuant, on peut s'attendrea l'inverse
a un impact local plus fort de la perturbation. Pour visualiser cet e et, on montre, gure 7.9,]
les nappes 3D de variation du ux monogroupe (somme des ux de chaque groupe) pour les
deux cas extrémes. Lesechelles de couleur sont les mémes, le orange corresponda une variation
nulle, les couleurs plus froidesa une diminution du ux, et le rougea une augmentation. On
constate qu'e ectivement, le ux est localement beaucoup plus perturke quand on mocere que
dans le cas nominal, bien que I'e et sur la eactivie, paranetre global, soit plus faible.
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Figure 7.8 { Spectres d'autoprotection de la zone ssile du c ur interne de Ptenix (neuf),
avec uniguement du sodium en haut, et en remplacant 99% du sodium par de I'eau en bas.
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Figure 7.9 { Carte de variation du ux monogroupe lors d'un gerbarge central, dans le cas
normal @ gauche) et lorsque 99% du sodium aet remplae de I'eau @ droite). Visualisation
avec Salorme.

Le fait qu'une perturbation, dans un eacteura neutrons rapides, ait un impact global plutét
gue local tenda montrer que seule une deformation cokerente du c ur peut menera un e et
notable. En revanche, si le spectre est thermalie (que cela soit sur I'ensemble du eacteur ou
localement), il est possible de perturber fortement le comportement neutronique local du ¢ ur
sans que cela ne soit visible sur le comportement inege (puissance) du c ur. Ainsi, selon le
spectre, I'enjeu de la compehension des deformations du c ur est dierent. Dans un eacteur
a neutrons rapides, il est recessaire de comprendre et d'anticiper les causes de deformations
coterentes du c ur qui peuvent a ecter le c ur dans son ensemble. Un eacteura eau est
moins sensible aux ceformations coterentes du c ur, mais le risque de deformer localement le
uXx neutronigue par une perturbation locale des caraceristiques du c ur est plus fort. Cela
peut menera un accident (rupture de gaines par exemple) di cilea cetecter.

c. Etudes de lI'impact de aformations leerognes

Il est couramment avane, dans lesetudes sur les§ AURN de Pfenix, que I'e et en eactivie
d'une deformation est principalement le a la variation du diametre moyen du cur au
[Plan Median Coeur (PMC).|En outre, lesetudes pe@dentes de c urs ceforrmes regligeaient
cereralement les courbures des assemblages. L'outil developge ici permet de \eri er ces hy-
potreses. Nous avonsetude pour cela quatre deformations acacemiques du c ur de Phrenix
(concentrations nonevoliees, voir paragraphe[6.2) :

1. Conguration 1, dite  homogene incliree : La téte de chaque assemblage est ceplace
vers I'exerieur du c ur d'un nombre de millimetres egala son nurrero de couronne
(Imm pour les assemblages de la premere couronne, 2mm pour ceux de la 2eme etc.),
tandis que le pied reste xe. Les deplacements sont interpoks lireairement entre les
deux.

2. Con guration 2, dite homogene droite . Chaque assemblage est translae vers
I'exerieur de manere a obtenir le méme dceplacement moyen de la zone ssile que
dans la con guration 1.

3. Con guration 3, dite  heerogene incliree  : La téte de chague assemblage est ceplace
vers l'exerieur du c ur d'un nombre de millimetres egala 5 moins son nunero de
couronne (4mm pour les assemblages de la preméere couronne, 3mm pour ceux de la
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2eme etc.), tant dis que le pied reste xe. Les ceplacements sont interpoks lireairement
entre les deux.

4. Con guration 4, dite heerogene droite . Chaque assemblage est translak vers
I'exerieur de manerea obtenir le méme deplacement moyen de la zone ssile que dans
la con guration 3.

Ces deformations sont sctematises gure[7.10.

Figure 7.10 { Sctemas des ceformations acacemiques du c ur de Pltenixetudees.

Les esultats, obtenus en quart de c ur, sont regroupes tableau [7.4] Le deplacement moyen
etant plus important dans les con gurations homogenes, pour permettre les comparaisons, on
donne dans la dernére colonne l'e et en eactivie par millinetre moyen de deplacement des
zones ssiles. On constate que l'inclinaison des assemblages peut e ectivement étre regligee.
En outre, les ceformations homogenes ont un e et en eactivie plus fort que les deformations
Feerogenes. Au premier ordre, cela est da au fait que les assemblages en peripkerie du c ur
sont dans une zone ai les gradients du ux et de la fonction importance (voir paragraph¢ 6.3]1)
sont plus forts qu'au centre, et que leur ceplacement apporte donc une contribution plus forte
a la diminution de eactivie (voirequation (6.5)). |
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Cas E et en eactivie E et en eactivie
(pcm) moyenre (pcm/mm)
Deformation homogene droite -219 -1.40
Deformation homogene incliree -219 -1.40
DCeformation keerogene droite -23 -0.40
Deformation reerogene incliree -23 -0.40

Tableau 7.4 { Etude de limpact de I'reerogereie d'une deformation sur son eet en
eactivie.

7.2 [eplacement des pecurseurs de neutrons retareés

7.2.1 Pesentation de la nethode
a. La probématique

Pendant un calcul ciretique, lequation du ux est coupke avec celle egissant la
cecroissance des pecurseurs de neutrons retarces, donree ci-dessous €st le temps, C, la
concentration du groupe de pecurseursl, | sa constante de cesinegration, | la fraction de
neutrons de ssions likeee apes decroissance d'un pecurseur |, fg la section e cace ma-
croscopique de ceation de neutrons par ssion du groupeg, ¢ le ux neutronique du groupe

9):

A 1Ci + X R

@t f

g
Les pecurseurs de neutrons retarces sont ainsi cees par les ssions et, sans traitement

particulier, restent, pendant la simulation, dans la maille de calcul (le pixel) a1 ils sont apparus.
Cela n'est pas vrai physiquement, ils devraient se teplacer avec la matere. Les concentrations
des pecurseurs, tetermirees par le code de neutronique, sont malheureusement connues sur
les pixels constituant le maillage de calcul et non sur la gonetrie physique subissant les
ceformations, ce qui complexi e leur ceplacement. On va reanmoins pesenter une nethode
qui permet de reconstruire leur localisation sur la georretrie physique, et d'ainsi de les suivre
avec pecision. On commence par identi er la provenance (pixel d'orignie) de la matere ssile
homogereise dans chaque pixel pendant le calcul. On utilise ensuite cette information pendant
le calcul ciretique pour distinguer les pecurseurs en fonction de leur pixel d'origine.

b. Suivi du e&placement de la matere

On commence par projeter le maillage pixellie sur les cellules repesentant les assemblages
en situation de ekrence, c'esta dire sur le c ur non deforme. On deplace ensuite les assem-
blages ainsi remailes, ce qui permet de se souvenir d'as provient la matere ceplace.

En n, on projette chaque maille sur le maillage de pixels non teplaes utilie par le calcul.
Pour gagner du temps de calcul, on extrait, avant projection, le hombre minimum de mailles
susceptibles d'intervenir. Par exemple, si les deplacements sont dans le plan horizontal et sont
plus petits que le plus petit coe d'un pixel, un maillage cible de 7 pixels sut (un pixel et
ses voisins dans le plan horizontal). C'est peciement cette hypottese que I'on a retenue. La
gure F.11]illustre la cemarche.
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Figure 7.11 { Scltema de la cetermination de la provenance de la matere dans chaque pixel.

Ce calcul nous donne les fractions volumiques d'intersection, apes cgeplacement, de chaque
pixel avec ses voisins, que l'on note)(j'. i designe le pixel de calﬁyl, etj celui de provenance
de la matere. On normalise ensuite ces valeurs de facona ce que Xj' =1, ce qui n'est pas

\erie a prioria cause de l'espace inter-assemblage. in devient alors la fraction volumique de
matere d'assemblage de la maillei en provenance dg .

c. Modi cation du calcul ciretique

En plus desX !, on note le vecteur (indi@ sur les groupes denergie) donnant la production de

pecurseurs| en con guration de etrencea la maille i: ( fg)gef ' . On supposeegalement que
I'on dispose des concentrations de chaque pecurseur ramerees en con guration de eérence,
au pas de temps peedent, que 'on noteC| " pour la maille i.

Pendant le calcul ciretique, on duplique les pecurseurs en fonction de leur maille de prove-
nance. On noteCj; la concentration du pecurseur physiquel, sur la maille i, provenant dej .
Avec les hypotleses que I'on a faites, cela revienta multiplier par 7 le nombre de pecurseurs.

Lors de l'initialisation du calcul ciretique, qui doit tre faite sur la con guration de eerence
(c'esta-dire que l'on a Xj' = jj =1sii=j,0sinon), on initialise classiqguement les concen-
trations de pecurseurs avant duplication, les C/, puis on pose simplemenlCI' ref = Cli.

Apes chaque teplacement, avant le calcul devolution des concentrations de pecurseurs,
on les ceplace enecrivant :

Cli;j — Clj ref Xj
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On fait ensuiteevoluer avec :

@q; . X ref j .
ot Gt X
g

Il est indispensable lors de levolution de CI‘;J- de bien prendre le ? de la maille de
provenance, ou l'on risquerait de faire apparatre des pecurseursa de mauvais endroits. La
mise en uvre de la methode en est un peu compligLee puisque, pour se ramener au formalisme
classique, cela revienta ck nir un PJ e ectif cependant de I'espace et de lenergie du neutron
provoquant la ssion. Heureusement, cette possibilie aee laisee dans I'architecture du code
APOLLO3 R.

En n, on meta jour les concentrations de pecurseurs sur la con guration de etrence :

Cj ref _ X Ci -
[ = I5j -
|
La gure F.12]illustre le ceplacement des pecurseurs obtenu avec cette nmethode. A gauche
on voit la concentration des pecurseurs d'un groupe donrel au temps initial, sur une ggonetrie
non ceformee. Le méme champ obtenu apes Y gerbage central du c ur est visiblea droite
(dans le formalisme peedent, on montre ici j CI';J- ). Il n'y a pas eu de calcul ciretique
entre les deuxetats, et les dierences sont uniguement dues aux dceplacements. On constate
notamment gu'autour de l'assemblage central les concentrations ont diminte, ce qui est le
esultat de lecartement des assemblages de la premere couronne.

Figure 7.12 { Champ de concentrations d'un pecurseur de neutrons retarces avant @ gauche)
et apes @ droite) gerbage central du c ur. Visualisation avec Salone.

7.2.2 Evaluation de la nethode

Nous avons compae deux transitoires identiques, I'un utilisant la nethode de deplacement
des pecurseurs que nous venons de pesenter, l'autre non. Ces deux calculs sont faits avec
APOLLOS3 r et utilisent la technique de deplacement de matere pesenee section[7.1. Nous
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utilisons ici encore une description de Pkenix avec des concentrations de c ur neuf (voir pa-
ragraphe[6.2). Nous avons 33 groupes denergie, 6 groupes de pecurseurs et des pixels de
3cm.

Le transitoire consistea appliquer instantarement un gerbage central de forte amplitude
(jeux inter-assemblages initialement combes, voir{ 6.4) eta laisser ensuiteevoluer la puissance
du c ur librement. Pour information, I'e et en eactivie calcue pour cette ceformation est de
-183pcm en sodium et de -74pcm avec 99% d'eau.

La gure F.13]donne levolution de la puissance globale, le tempsetant repesent enechelle
logarithmique. Chaque point sur les courbes corresponda un pas de temps. Notons que lechelle
de temps consicee (une fraction de seconde) ne permet de voir que levolution de puissance
prompte. La puissance semble se stabiliser en n de transitoire, mais la eactivie reste regative.
Si on prolongeait le calcul, on verrait la puissance decroitre jusqua 0,a la vitesse de disparition
des pecurseurs, c'esta dire sur quelques dizaines de secondes.

Quatre calculs ontet e ecties, avec et sans teplacement des pecurseurs, et avec 100%
de sodium ou 99% d'eau et 1% de sodium, comme nous l'avons ¢k fait dans la sectign 7.1.3.
Le fait de rajouter de I'eau permet de thermaliser un peu le spectre neutronique. On constate
gue levolution de la puissance globale est tes peu a ecee par le ceplacement des pecurseurs,
quel que soit le caloporteur. Le méme constat est fait quand on compare les puissances locales
(non illuste ici). On peut en deduire que si I'impementation de la nethode est correcte, le
teplacement des pecurseurs peut en cereral etre reglige pour les types de deformations que
'onetudie.

Figure 7.13 { Evaluation de l'impact du ceplacement des pecurseurs sur un transitoire de
gerbage.

On peut comprendre ce esultat en voyant que les pecurseurs ceent une source de neu-
trons tes minoritaire compaeea la ssion prompte (de I'ordre de 0.003 neutrons retardces pour
chaque neutron prompt). C'est le celai entre la ceation du pecurseur et lemission d'un neu-
tron retarce (de I'ordre de la dizaine de secondes,a comparer avec une demi-vie des neutrons
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promptes entre 10 3s en[REF| et 10 s en[RNR) qui rend leur prise en compte recessaire, plus
gue leur localisation exacte. En outre, nous sommes toujours en spectre rapide, méme lorsqu'on
introduit de l'eaua la place du sodium, et I'e et d'un kger ceplacement de cette source est
gomne par le libre parcours moyen des neutrons, sugerieur aux ceplacements.

On tire les mémes conclusions de letude de levolution de la puissance suitea une com-
paction du c ur. Pour simuler cette ceformation, les assemblages ontet ceplaes de facon
arbitraire. On rapproche du centre du coeur la téte de chaque assemblage de 0.5mm * nunero
de couronne. Les pieds des assemblages sont immobiles et les ceplacements sont interpoks
lirrairement entre la téte et le pied. Cette ceformation donne un e et en eactivie de +105pcm
en sodium, et de +31pcm en eau. Levolution de la puissance suitea une compaction instantaree

est visible gure [7.14.

Figure 7.14 { Evaluation de l'impact du deplacement des pecurseurs sur un transitoire de
compaction.

Que cela soit pour le gerbage ou pour la compaction, I'e et du changement de caloporteur
est quanta lui visible. La puissanceevolue moins avec de I'eau, ce qui est colerent avec le fait
gue les e ets en eactivie des deformations sont plus faibles. En outre, la vitesse de variation
de la puissance estegalement plus faible, ce qui est le au ralentissement des neutrons par I'eau,
et donca l'augmentation de leur duee de vie.

7.3 Application aux essais de gerbage de Plenix

Dans cette section nous appliquons la nmethode de pixellisation que nous venons de pesenter
aux essais de gerbage de Ptenix. Le eacteur et ces essais ont cepet pesenes sectiof 6/4.

Nous commercons par une tentative d'interpetation des essais de gerbage statique. Ce
travail a constitte le cas d'application de la technique de pixellisation dans [83]. A la n
de cette section, nous traitons le gerbage dynamique, dans I'objectif principal de cemontrer la
faisabilie d'un tel calcul chamant necanique et neutronique sur un ¢ ur complet, en ciretique,
avec les outils de etrence.
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7.3.1 Interpetation anerieure des essais statiques

Ces essais ont cep et calcues en chamant HARMONIE (bae sur CAST3M), pour la
mecanique, et ERANOS pour la neutronique [94,[41]. HARMONIE mocklise des assemblages
ickaux, sans prendre en compte les deformations leesa leur irradiation. ERANOS travaille
en RZ (synetrie de rotation) egulier, ce qui 'empéche de prendre en compte l'inclinaison des
assemblages (mais I'angle d'inclinaison est faible, inrieura 0.16 , et on a dea vu que l'e et
de linclinaison est regligeable section7.1.8) et de moctliser 'essai de gerbage peripterique.
Les esultats de ces calculs sont donres gure[ 7.1p, pour dierentes hypotteses de jeux inter-
assemblages. Des jeux theoriquesa 180 C eta 400 C (soit environ 0.1 et 0.2mm respective-
ment), ainsi que des jeux nuls, ontek utilises. La gure IIustre ce qu'on entend par jeux
inter-assemblages. On constate, sur la gurg 7.5, qu'en augmentant le jeu inter-assemblage
on augmente la longueur de la phase initiale non lireaire, et qu'avec des jeux theoriques de
400 C, on reproduit approximativement les mesures.

Figure 7.15 { Calculs pe®dents [94] des essais de gerbage statigue avec ERANOS.

7.3.2 Notre tentative d'interpetation des essais de gerbage statiques

a. Consicerations grerales

Les calculs mecaniques sont ealies avec CAST3M, a l'aide d'une mnethode d'ho-
mogereisation ceveloppee par Daniel Broc et pesenee dans [L9] 20]. Chaque assemblage est
repesene par uneement poutre encastea la base. Les chocs sont pris en compte par une
rigidie de contact. On ne prend pas en compte les ceformations initiales des assemblages dues
a l'irradiation.

Nous utilisons ici les mémes compositions isotopiques, evoliees, que lors de letude
pe@dente, comme expliqe au paragraphe[6.2.
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Des calculs peliminaires montrent que si les ceformations necaniques consiceees sont les
meémes, les esultats cependent peu de la temperature a laquelle est eali® I'essai. Pour le
gerbage central nous nous sommes donc concentes sur I'essaia 180 C. Nous avonsegalement
evale l'impact d'un blocage des protections neutroniques (couronne 9 et plus). L'e et trouwe
est faible. En particulier, comme les couronnes bloglees sont loin du centre, la pentea I'origine
des essais centraux n'est pas a ecee.

b. Gerbage statique central

Nos esultats sur l'essai de gerbage central statique, a 180 C, sont donres gure [7.1§
en fonction de dierentes hypotteses sur la taille du jeu inter-assemblage. Les assemblages
eux-mémes ne sont pas ceformes. Nous pouvons voir que si hous n'utilisons pas de jeu inter-
assemblage, nous retrouvons des esultats proches de ceux de letude peedente, ce qui est
normal puisque nous utilisons les mémes hypotteses et compositions. En particulier, on trouve
dans les deux cas une loi lireaire. Quand la taille des jeux inter-assemblages est non nulle,
on voit apparatre deux phases. La premere, qui est d'autant plus longue que les jeux sont
grands, correspond au comblement des jeux inter-assemblages. Pendant cette phase, I'e et en
eactivie de la deformation est plus faible que dans le cas sans jeu. La deuxeme phase, qui
arrive une fois les jeux fernes, est lireaire et a une pente semblablea celle trouwe sans jeu. Ce
comportement est coterent avec ce qui avait ccpek obsene lors de letude peedente (gure
). On trouve une bonne adkquation avec les mesures pour des jeux de 0.3mm (alors que les
jeux naturels sont d'environ 0.1mma 180 C, et de 0.2mma 350 C).

Un calcul aet fait avec des jeux akatoires ties entre 0 et 0.6mm de facon uniforme. Les
esultats sont tes proches de ceux obtenus avec les jeux constants de 0.3mm, c'esta dire la
moyenne des jeux akatoires.

Figure 7.16 { Nos calculs de l'essai de gerbage centrala 180 C.
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c. Gerbage statique priplerique

Les esultats de nos calculs de l'essai de gerbage statique peripterique sont donres gure
[7.17. Comme peedemment, on trouve une loi lireaire cecroissante dans le cas sans jeu inter-
assemblage. Cependant, quand on introduit des jeux, la phase de transition est plus longue
gue lors du gerbage central (il est plus long de combler tous les jeux entre deux bords du c ur
gu'entre le centre et les bords). Remarquons que I'on trouve une eactivie egerement positive
au cebut du gerbage pour des jeux importants (on commence par rapprocher des assemblages
du centre du c ur), ce qui rappelle I'e et en eactivie tes Egrement positif (2pcm) mesue
au ckbut des essais.

La meilleure comparaison calcul/mesure est obtenue pour des jeux inErieursa ceux trouves
pour le gerbage central (0.1mm au lieu de 0.3mm). On pourrait penser que cela est dda une
ceformation d'irradiation dierente des assemblages en geripterie du ¢ ur, mais nous allons
Voir que ce n'est pas le cas. En outre, on trouve ici encore des esultats tes proches avec des
jeux akatoires et avec des jeux homogenes de méme moyenne (la courbe n'est pas donree ici).

Figure 7.17 { Nos calculs de l'essai de gerbage peripteriquea 180 C.

d. Interpetation et tentative d'uni cation des deux essais statiques

Nos esultats con rment ce que letude peedente avait cep monte, a savoir que l'ef-
fet en eactivie du gerbage cepend fortement de la compacie initiale du c ur. Les essais
semblent montrer qu'elle est la mémea 180 C eta 350 C, les e ets en eactivie mesues aux
deux temperatures etant proches. Nous pensons donc que la compacite du c ur est due aux
ceformations des assemblages, qui se repoussent les uns les autres, plutét qu'aux dilatations
thermiques dierentielles des boitiers hexagonaux et du sommier. Ainsi, si les assemblages sont
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ep en contacta 350 C, on comprend que letat du c ur reste le mémea 180 C, et qu'on
retrouve donc les mémes e ets en eactivie a deformation donree. De plus, la compression
gui est tout de méme exeree par le sommier pourrait expliqguer que les e orts mesues, eux,
cependent de la temperature ( gure §.5).

Nous avons vu que nous avons besoin de jeux de 0.3mm pour reproduire I'essai de gerbage
central, mais de jeux de seulement 0.1mm pour le gerbage peripterique. On peut penser que ce
esultat indique un eseau d'assemblage moins dense au centre qu'en geripterie. Pour le \eri er
nous avons fait un calcul avec des jeux dits variables , maximums au centre (0.6mm),
minimums en cinqueme couronne (0.0mm) et lireairement interpoks entre les deux. On peut
voir sur la gure 7.18] que, bien qu'on obtienne de bons esultats pour le gerbage central, on
est assezeloigre des mesures pour le gerbage peripterique. Quand on compare ces esultats
aux peedents, on remarque que les jeux variables donnent des e ets en eactivie proches de
ceux des jeux de 0.3mm. Ce esultat n'est pas sans rappeler les jeux akatoires qui donnaient
des esultats similaires aux jeux constants de méme moyenne, la principale dierenceetant que
la moyenne ne doit pas se faire ici sur tout le volume du c ur, mais sur une droite du plan
horizontal passant par le centre. Cela fait sens si on consicere que la ceformation se transmet
de proche en proche, par contact sur six axes privieges (c'est visible sur le champ de dilution,

gure J.4).

On peut tirer deux conclusions de cette etude. Premerement, un gerbage est une
ceformation globale et I'e et en eactivie induit ne cepend pas seulement de letat local du
c ur. Deuxemement, il semble que nos calculs mecaniques reproduisent mal le comportement
eel du c ur. Il serait recessaire d'aneliorer la mocelisation mecanique des essais.

Figure 7.18 { Nos esultats pour les deux essais avec des jeux variables.
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7.3.3 Application de notre nethodologiea un transitoire inspie des essais
de gerbage dynamique

a. Calculs necaniques

La methode de pixellisation que nous avons ceveloppee dans APOLLO3R permet de mener
aussi bien des calculs ciretiques que des calculs critiques. Il est donc possible et ineressant
de chercher a pedire le comportement neutronique d'un c ur lorsqu'il est soumis a des
ceformations rapides, comme lors des essais de gerbage dynamique.

Comme nous l'avonsevoqte en sectiorj 6.4, il n'y a pas eu de mesures neutroniques pendant
les essais dynamiques. La confrontationa I'exgerience de nos calculs neutroniques n'est donc
pas possible sur cet essai. En outre, méme si les informations sur la deformation mecanique
du c ur sont plus nombreuses que pour I'essai statique, nous n‘avons pas cherctea reproduire
telement le comportement mecanique. Cela aurait demance un long travail de comparaison
et d'ajustement du mockle et de ses paramnetres qui est hors de propos ici. Nous consicerons
donc un transitoire proche d'un gerbage dynamique, calcué avec un jeu de donrees CAST3M
ceveloppe speci quement pour ce type de calcul [20]. Les hypotleses du calcul sont les mémes
que celles pour le gerbage statique (voir paragrapHe|a. de la sectipn 7.3.2).

Le transitoire consisteaecarter les assemblages de la premere couronne du c ur, comme
lors d'un gerbage stationnaire, de 1cm, en une seconde. Ensuite, pendant une demi-seconde,
on ne fait rien mais on maintient lecartement. En n, on "lache" brutalement (en 0.01s) la
premere couronne. Les assemblages vont revenira leur position initiale en oscillant un peu et
en s'entrechoquant.

La gure ¥.I9 donne un apercu des deformations du coeur pendant ce calcul. On a tra@
ici le ceplacement des assemblages d'une diagonale du cur, au niveau des plaquettes. On
rappelle que les diagonales constituent les axes de deformation privieges lors de gerbages,
les autres assemblages se ceplacent donc sensiblement moins. Les courbes sont initialement
ecarees du jeu inter-assemblages consices lors du calcul, c'esta dire 0.4mm. Ainsi, il y a
contact entre les assemblages lorsque les courbes se touchent. On remarque que les courbes
s'interperetrent, ce qui correspond aux ceformations des boitiers hexagonaux. On constate que
le retoura lequilibre se fait bien de facon oscillante et on observe des chocsa la compaction
initiale puis pendant I'expansion qui suit.
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Figure 7.19 { Deplacement, au niveau des plaquettes, des assemblages sur une diagonale du
c ur de Prenix, lors d'un transitoire semblablea un gerbage dynamique.

b. Calculs neutroniques

Ce transitoire mecanique a servi de donree d'enteea un calcul neutronique ciretique. Il
ne s'agit pas ici d'un couplage, puisque la necanigue aet calcuke incependamment de la
neutronique, mais d'un chamage entre les disciplines.

On utilise les donrees nuckaires evoliees habituelles pour nos calculs de gerbage (voir
section[6.2). Le pas de temps est »ea 0.05s. Lesevolutions obtenues pour la puissance et la
eactivie du c ur sont traces gure 7.20 ef 7.21. Comme peedemment (section 7[2.2) | le
méme esultat est obtenu en deplacant, ou non, les pecurseurs de neutrons retarces pendant le
calcul. Pendant la phase d'expansion lente du eseau, lors de la premere seconde, la puissance
cecroit egulerement en suivant la cecroissance de la eactivie. Elle continue de decrotre,
mais plus lentement, pendant la demi-seconde de maintient du c ur en situation ouverte. La
vitesse de cecroissance (jusqua 0) de la puissance est piloee, dans cette phase, par la vitesse
de disparition des pecurseurs, la eactivie restant constante. Quand le dispositif ecarteur
s'e ace, la puissance oscille en opposition de phase avec la eactivie et donc le d&eplacement
des assemblages : elle est maximale lorsque le cur est compact, et minimale lorsqu'il se
eouvre. A la n du transitoire, la puissance se stabilise a une valeur non nulle inerieure a
la puissance initiale,a cause de la diminution des concentrations de pecurseurs qui a eu lieu
pendant ce transitoire al la puissance etait globalement inkrieurea la puissance initiale. La
eactivie elle, retourne vers 0.
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Figure 7.20 { Evolution de la puissance trouvee par APOLLO3R lors d'un transitoire sem-
blablea un gerbage dynamique.

Figure 7.21 { Evolution de la eactivite trouvee par APOLLO3 R lors d'un transitoire sem-
blablea un gerbage dynamique.

Méme si on ne peut se comparera des esultats exgerimentaux, les esultats de ce calcul
sont colerents avec notre compehension des ptenonenes. On cemontre ainsi la faisabilie d'un
calcul ciretique qui chame necanique et neutronique sur un c ur complet, avec les outils de
ekrence.
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Chapitre

Ceformation de geonetriea maillage
mobile avec CAST3M

Au chapitre [7/]nous avons pesene une methode de pixellisation qui permet de deplacer la
matere sans modi er le maillage du solveur neutronique. Elle recessite reanmoins un grand
nombre de mailles et une approximation des deplacementsa lechelle des pixels.

Dans ce chapitre nous pesentons une autre nmethode qui permet de deformer geonetrie et
maillage en méme temps. Onevite ainsi les inconwenients de la nethode de pixellisation, et
pouvons envisager la esolution des probemes neutronique et thermomnecanique dans le méme
environnement, ce qui facilite le couplage. Nous risquons en revanche de ne pouvoir distinguer
les e ets dus aux teplacements physiques de matere des e ets nuneriques les au changement
de maillage. Des comparaisons entre les esultats des deux methodes sont donc recessaires pour
juger de l'importance de leurs approximations respectives.

Nous utilisons dans ce chapitre le code CAST3M, pour sa exibilie, sa capacita ceplacer
facilement ses n uds de calcul, et la proximie et disponibilie de ses ceveloppeurs au[SEMT] II
s'agit reanmoins d'un code de nmecanique qui n'est pas pevu pour esoudre des probemes neu-
troniques. L'essentiel du travail a donc consise en le developpement d'un solveur neutronique
dans CAST3M. Nous nous sommes bases pour cela sur la capacie de CAST3Ma esoudre
nuneriqguement lesequations elliptiques, et en particulier les probemes de di usiona source
(s'utilise en thermique par exemple). Les sctemas nurreriques batis sur cette base sont simi-
lairesa ceux de CRONOS [65] ou du solveur MINOS d'APOLLO3R. Les conseils de leurs
ceveloppeurs au[SERMA ontet indispensables.

Le chapitre est divie en quatre sections. La sectiofi 8]1 pesente tes rapidement la nethode
desekments nis, perequis au reste du chapitre. Les sectiond 8.2 ef 8.3 traitent ensuite respec-
tivement de la esolution de probemes critiques et ciretiques dans CAST3M. En n la section
[8.4 applique ces outils aux essais de gerbage de Plenix.

L'essentiel des travaux pesents dans ce chapitre ontee publes dans [85].

101
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8.1 Quelques rappels sur la nethode deseéments nis

Nous utilisons des algorithmes de esolution dequations dierentielles de CAST3M bass
sur leseements nis. Avant d'aller plus loin, nous allons en rappeler le principe, sans chercher
a en justi er la validie. [1]Tournit un expos plus complet sur le sujet, dont on a extrait les
ebments pesenes ici.

8.1.1 Formulation variationnelle

La nethode desekments nis se base sur une reformulation du probemea esoudre, que
I'on appelle formulation variationnelle.

Dans cette formulation, le probeme s'exprime sous la forme :
Trouver u 2 V tel que a(u;v) = L(v) 8v2V

avecV un espace de fonctions qui n'est pas toujours celui sur lequel on cherche initialement
la solution, a une forme bilireaire sur V et L une forme lireaire sur V.

Donnons un exemple concret. Supposons que nous ayonsa esoudre, sur un domaine ouvert
de RN, le laplacien avec une condition aux limites de Dirichlet :

u=f dans
u=0 sur@ (8.1)
@ est le bord, ou la frontere, de , f est ce qu'on appelle un second membre at est

I'inconnue.

Pour trouver la formulation variationnelle de (8.1), on multiplie lequation par une “fonction
test" v et on inegre sur
z z
uvd = fvd

On transforme le terme de gauche en utilisant la relation suivante, ceduite de la formule
d'inegration par parties :
Z Z Z
@u
uvd = rurvd+ —vds
@ @n

valable pour un ouvert egulier de classe Ct, u 2 C?() et v 2 CY(), toutes deuxa
support borre dans .

L'inegrale sur le bord estelimiree en choisissant un espace de fonctionV qui s'annule sur le
bord, ce qui permet en plus d'imposer la condition aux limites. On peut prendre par exemple :

V= 2CY)telque =0sur@

On a ainsi reformuk le probeme sous la forme :
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z z
Trouver u2 Vtelque ru rvd= fvd 8v2V:

Z Z
On a bien la forme attendue aveca(u;v) = rurvdet L(v)= fvd.

On peut noter que I'on cherche maintenantu 2 C*(), alors que la formulation initiale du
probeme ( imposait au minimuma la solution d'étre deux fois derivable. On peut noter
egalement que la condition aux limites est poree par le choix deV. Ce n'est pas toujours le
cas, et l'inegrale sur le bord apparaissant dans l'inegration par partie peut étre utilisea la

place (conditions aux limites de Neumann par exemple, portant sur@j

@

Nous admettons ici lequivalence entre la formulation classique et la formule variationnelle.
Une cemonstration compkte peut etre trouvee dans [L]. La cemonstration impose notamment
un choix deV un peu dierent de celui qu'on a fait ici, parce qu'on a besoin de travailler sur un
espace de Hilbert. Dans notre cas, on pourrait prendre I'espace de Sobolehd( ), ce ni comme
I'ensemble des fonctionL?() qui s'annulent sur @ et dont les cerivees partielles faibles sont
aussiL?().

8.1.2 Eéments nis

La nethode desekments nis est directement issue de I'approche variationnelle que nous
venons d'exposer. Elle consiste a remplacer l'espac® sur lequel est poee la formulation
variationnelle par un sous-espace/, de dimension nie. V}, est choisi de manerea ce que la
solution uy de la formulation variationnelle, dans V;,, soit "proche" de la solution exacte dans
V.

La esolution du probeme peut alors se ramenera la simple esolutpn d'un syseme lireaire.
Pour cela, introduisons une base ()1 j n, de Vh. On note u, = J!\':“l u; j la solution du
probeme variationnel sur Vi. On poseUy, le vecteur des (4j)1 j n,. On admet que la esolution
du probkeme variationnel sur Vj, estequivalenta :

0 1

W
Trouver U, 2 RN" tel quea@  u; ; A = L( ) 8i 2 I NyK
j=1

ce qui peut se ecrire sous la forme du syseme lireaire suivante :
KhUp = by;
avec, pouri;j 2 J1;NpK:
(Kn)ij = a(j; i); (bn)i=L(i):

On voit que cela revienta "tester" la formulation variationnelle sur chacun deseements de
la base deVy,. La matrice Ky, est souvent appeke matrice de rigidie.

Les methodes deements nis introduisent un maillage de I'espace , c'esta dire un pavage
par des volumesekmentaires simples. On choisit alors une base dé, constitlee de fonctions



104 Chapitre 8. Deformation de geonetriea maillage mobile avec CAST3M

dont le support est localis sur un petit nombre de mailles. Cela permet de rendre la matrice
Ky creuse, c'esta dire de rendre la plupart de seseements nuls, ce qui simpli e la esolution
du syseme lireaire.

Donnons un exemple simple. On consicere le probeme dep vu (8.3) sur =]0 ;1[. On peut
le eecrire ainsi :

u%= f dans JQ1|

u(0) = u(1)=0: (8.2)

On introduit un maillage uniforme du domaine (Xj)o j n+1 : Xj = jh, avech = On

n+1°
a notamment Xo = 0 et X,+1 = 1. Les x; sont appebs sommets ou n uds du maillage.

On appelle P; I'ensemble des polyndbmes de dege 1. On va introduire la nethode des

ebments nis dits P; sur le maillage que I'on a ¢ ni, c'esta dire que I'on cherche une solution
sur I'espaceVg, ainsi e ni :

Von = fv 2 C([0; 1]) tel que Vjix, ., 12 P1 8] 2 JO;nKet tel que v(0) = v(1) =0g:

Pour construire une base simple dé/y,, on introduit la fonction  ainsi c nie :
_ 1 jx sijxj 1L
() = 0 sijxj > 1

On peut alors introduire les fonctions j de nies pour j 2 JO;n + 1Kpar :

= X
](X)_ h

Une illustration du maillage et des fonctions de base; est donree gure 8.1l

Figure 8.1 { Maillage de et fonction de base eneements nis P;

On remarque que, dans ce cas pecis, pour uneementv, de Von, les coordonrees dans
base des ; sont en méme temps les valeurs de&, en x;. On peut donc ecrire vh(X) =
=1 Vh(xj) j(x) 8x 2 [0;1].
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Quand on appligue la nethode desekments nisa la formulation variationnelle, cep ex-
primee, de (B.1), on obtient le syseme lireaire suivant :

KhUn = by,
ave£ Un = (Uj)1 j n le vecteur dez coordonrees de la solution approcteal, sur Vop,
1 1
by = f(x) i(x)dx et Ky, = 200 Ax)dx
0 1in 0 10 n

Les cerivees des fonctions de base; sont constantes sur les intervalles entre les n uds du
maillage et valent O, + ou . Il est donc ai de calculer la matriceKp, :

0 1
2 1 0
1 1 2 1
Kp= = .
hh . .
1 2 1
0 1 2

Il ne reste plus qua calculer le second membrely,, pour ¢k nir le syseme lireairea esoudre.
Sa cetermination cepend de f et donc du probeme consice. Des formules dites de quadratures
sont souvent utilisees pour approcher le calcul de l'inegral.

8.1.3 Conditions aux limites

Dans I'exemple donre, les conditions aux limites sont prises en compte en eduisant la
matrice "naturelle”, de dimension n+2, soit le nombre de fonctionseementaires,a une matrice
de dimensionn.

Ce n'est pas la seule facon de proeder et les codes industriels, comme CAST3M, adoptent
¢ereralement une approche plus constructive. Plutét que de diminuer la taille du probeme, on
l'augmente par l'ajout de multiplicateurs de Lagrange (voir le chapitre cedé de la documenta-
tion du code : [27]). Ce type de techniques est bien explique dans [87]. CAST3M modi e seul
les matrices et les seconds membres pour prendre en compte les conditions aux limites que I'on
impose. Nous ne nousetendrons donc pas sur le sujet, et les matrices que nous pesenterons
par la suite incorporerons implicitement la prise en compte des conditions aux limites.

8.2 Impémentation d'un solveur de di usion neutronique sta-
tionnaire dans CAST3M

8.2.1 Methode de esolution

Ecrivons lequation de di usion neutronique stationnaire (voir section {.4]|pour une intro-
duction a la neutronique) que l'on va esoudre avec des conditions aux limites de Dirichlet
(ux neutronigue nul au bord). Onecrit lequationa la position 't du domaine , pour le
groupe déenergie g. On note Ng le nombre de groupes dénergie. g( r ) estle ux neutronique

que l'on cherche.r est I'oerateur nabla, D9( r ) le coe cient de di usion, dISIO( r ) la section

0|
e cace macroscopique de disparition, §° g'( r ) la section e cace macroscopigue de transfert
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du groupe g° vers le groupeg, Kt le coe cient multiplicateur, g!( r) Ianroportlon de neu-
trons issus de ssion qui naissent dans le groupg (ona %(r) 2 [0;1] et 9( r)= r)

a . . .
et ?'( r ) la section e cace macroscopique de production de neutrons de ssion. Tous ces
ebments sont positifs. On a lequation suivante :

r(DI(r)r H(r)+ d.sp(f)g(f)—

P o
g% g g-gl(r)g(r)+ g( ) o fgq(r)gq(r): (8.3)

On note j, pour j 2 J1;NyK les fonctions de base des ekments nis choisis. On note
egalement 9 = ( jg)l i N, le vecteur des coordonrees de 9 sur les j. est le vecteur
concaenant les 9. On peut alors c nir les matrices D, T et F qui vont intervenir dans la
esolution. Dans la ¢ nition des indices des matrices, i et j varieront entre 1 et N, et g et g°

entre 1 etNg. On a alors :
zZ

| | |
| (ZD)k:i+Nh(g D 1=j+Np@ 1= DOr)r {(r)r j(r)d+

dlsp( r) (r ) J(r )d. On peut remarquer que D est diagonale par bloc sur les

groupes denergie. Chaque bloc, que I'on notd 9, est obtenu en xant g dans la ¢k nition
des indices. Z
| | | _ . .
| ( Tk=i+Np(g 1) 1=j+Np(g® 1) = g°! 9r) i(r) j(r)d (ici on impose un coe cient
nul lorsque g = g%. On note T9" 9 le bloc obtenu en xant g et g°dans la c nition des
indices deT. z

| € Flk=isnng Dii=j+Na(e 1) =
obtenu en xant g et g°dans la c nition des indices de F.

%r) $(r)Xr);(r)d :onnoteF9" 9le bloc

Lequation se eecrit alors simplement :

D= T+ L F - (8.4)
K eff

On esout cetteequation par la methode bien connue de la puissance itee [89] :

1. On se donne © un ux initial. Par exemple jg(o) =1 8j;g. Dans le cas d'un calcul
perturbatif, on utilise le ux nominal pour initialiser le calcul perturke. |
() (n 1) '
K (n 2) < n 5

2. On iere jusqua convergence o) 2<miet KOD kD
2

(a) Calcul de Ké?f b par quotient de produits scalaires des termes de ssion des deux

derneres ierations. Cela oblige a poser Kg?]? = KSIZ = 1. < f,g > dbsigne le
produit scalaire cIaSS|de sur Iqipace des fonctions, qui secrit ainsi en utilisant la

base des; :<f;g> = fig  (r);(r)d.On calcule K  ainsi:

< (0 D.p (01>
<fF (1. (r:]L
Keff

K(n 1) _

off (8.5)

2
2)F (n 2) >
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(b) Parcours des groupegy croissants :

i. Calcul de la sourceS9(" 1) :

son 1) - X 79 9 9%n) 4 X 79 9 o%n 1)
g%g 9%>g 1
T @X F9% 9 gAn) 4 X Fo% g oAn DA .
Ké?f & g%g ¢ g

i. Resolution du probeme de diusion D9 9N = s9(n 1),

On peut remarquer que cette nethode revienta faire des ierations de Gauss-Seidel pour
calculer le couplage des ux des dierents groupes dénergie.

On peut justi er 'a la main® la formule de misea jour du K¢ en rappelant que le
Keff est physiguement le nombre de neutrons de ssions de la gereratiom qui engendrent
des ssionsa la gereration n + 1. Il est donc introduit dans lequation (83)]en quelque sorte
pour normaliser le taux de ssion. La formule ) revienta imposer que la projection sur
un vecteur donre, F (" 1| des taux de production normali®es de neutrons de ssion sur deux
ierations successives (assimieesa des gererations de neutrons) soient les mémes, ce qui est
une condition recessaire de convergence du solveur.

La exibilie de CAST3M fait que ce solveur est independant du maillage ou du type
deements nis utilies. Dans les cas d'application de ce chapitre, on utilise,a deux dimensions,
un nelange de mailles triangulaires et quadrilaktrales. Les fonctions de base deseements nis
sont des polynébmes d'ordre 1 sur les triangles (appekes P1), et des polyndbmes d'ordre 1 par
rapporta chaque variable sur les quadrilaeres (appekes Q1). A trois dimensions, les mailles
sont des prismes droitsa base triangulaires ou quadrilaerales. Les fonctions de base sont celles
des triangles ou des quadrilatres formant les bases, multiplees par des polynémes d'ordre 1
en z.

8.2.2 Convergence du solveur

Nous allons montrer ici que si notre solveur converge, il converge vers la solution physique
du probeme.

Commercons par consicerer lequation matricielle (8.4). La matrice de transfert contient
en cereral (et dans nos applications) des termes dits de "up-scattering”, de transfert vers un
groupe denergie sugerieur. PosonsT = L + U avecL qui regroupe les termes de transfert vers
les groupes inkrieurs, etU qui regroupe les termes d'up-scatteringL est triangulaire inkrieure
stricte et U triangulaire sugerieure stricte . On peut raisonnablement supposerD inversible. L
etant strictement inkrieure, D L est toujours inversible. On peut donc eecrire ( sous la
forme :

(D L) YF+KerU) = Kegr (8.6)

Ainsile K¢ peut étre vu comme la valeur propre d'un probeme non lireaire (dependant du
Keff ). Sous des hypotleses raisonnables, dans le chapitre 3 de[89] on trouve une cemonstration
du treoeme suivant :
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Le probeme a une valeur propre positive simple strictement supgerieure en module
aux autres valeurs propres. Le vecteur propre assoce est positif et est le seul vecteur propre

non-regatif de (B.6).

L'algorithme de esolution utilie n'est pas la methode de la puissance ieee habituelle pour
la recherche d'une valeur propre, puisque dans notre cas g intervient dans la ce nition
du probeme esolua chaque ieration. En e et, on peut eecrire la misea jour du ux sous la
forme :

M= Ak, O, (8.7)

eff

1 1 1
Finf D! Toup + TFsup . Tint et Fint
eff

aveCAk,, = Id D 1 Ty + K

eff
contiennent respectivement les blocs (sur les groupes denergie) strictement inkrieurs des ma-

trices T et F et Tgyp et Fsyp les blocs sugerieurs (dont les blocs diagonaux) dd et F.
A chaque ieration, le K¢ est misa jour par (, ce que l'on va noter :
(n 1) _ 1). 2., (n 2) |
Kegp 2 =F 0D (2 d 9 (8.8)

Notre solveur consistea ierer entre (B.7) et (B.8), ce qui peut se eecrire sous la forme d'un
point xe ainsi :

1 0
K(n 1) f (n 1). (n 2).K(n 2)
eff ! v eff
X(n) = % (n) X = E.) Ax . (n 1) g — F(X (n l)):
(n 1) “in 1

Ainsi, si l'algorithme converge, il converge forement sur une solution deX = F(X), or il
est ai® de voir que la esolution de (8.7) estequivalentea la esolution de (B.6). De plus, si le
ux trouwe est positif (ce qui peut étre assue par la nethode de misea jour du ux (8. en
vertu du tteoemeenone ci-dessus, on sait que la solution trouvee est bien l'unique solution
physiqguement acceptable du probeme.

8.2.3 Calcul d'un ux adjoint

Le ux adjoint, que nous avons introduit dans le cadre de la theorie des perturbations en
introduction peutegalement étre calcué avec ce solveur.

En e et, nous avons pos un syseme lireaire @ pour calculer une repesentation discete
du ux or, comme nous l'avons vu section[6.3.1, le ux adjoint est la solution de lequation ad-
jointea celle du ux. De plus, I'adjoint d'une matrice eelleetant simplement sa transpose, on
peut calculer I'adjoint de la repesentation discete du ux simplement en esolvant lequation
transpose de [8.4). Nous admettrons que c'est une bonne repesentation discete du ux ad-
joint. L'examen des matricesD, T et F montre que cela revienta inverser les transferts eta
intervertir les roles des et des . En notant avec uneetoile les donrees du calcul adjoint,
exprines dans le formalisme du solveur, cela donne simplement :
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8

3 §'9 = 99
5 (9 = 7

: fg = 9

On rappelle que lesK s obtenus par les calculs directs et adjoints sont treoriquement
identiques. C'est une manere de \eri er que la transformation ci-dessus aet bien faite et que
le solveur a un bon comportement.

8.2.4 Evaluation du solveur
a. Comparaisona APOLLO3 R en 2D

Le solveur que nous avons impement est facilea employer sur n'importe quelle geonetrie
ereee par CAST3M. Nous avons commene@ par \eri er ses esultats en le comparant a
APOLLO3 Rr.

Commercons par une confrontationa deux dimensions, pour laquelle il sera plus facile de
comparer les formes des ux. Pour que nos deux calculs se basent sur les mémes donrees phy-
siques, un chamage aet mis en place entre APOLLOXR et CAST3M. APOLLO3 R construit
les sections e caces macroscopiques du probeme et les ecrit dans un chier texte relu par
CAST3M. Dans les deux codes nous ¢ nissons une coupe horizontale du c ur de Plrenix
(coupe radiale du c ur visible gure avec deux couronnes de e ecteurs et des composi-
tions nonevoliees (voir section [6.2). Les assemblages sont homogereies avec le sodium inter-
assemblage qui les baigne. Les calculs sont faitsa 33 groupes dénergie. Notons que le calcul
APOLLO3 r prend moins d'une seconde, contre unea deux minutes pour le calcul CAST3M.
Cette dierence est notamment duea des hypotheses sur la structure geonetrique du probeme
qui sont utilisees dans un cas et pas dans l'autre. Notons en n que la forme des mailles est
dierente entre les deux codes, APOLLO3 R cecoupe les assemblages en quatre tragezes, alors
que CAST3M utilise trois losanges. La gure[8.2 illustre ces maillages.

Figure 8.2 { Maillages des hexagones par APOLLO® a gauche et CAST3Ma droite.
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La gure 8.3]donne les valeurs maximales obtenues pour le ux de chacun des groupes
denergie. On note une tes bonne concordance entre les esultats.

Figure 8.3 { Comparaison des maximums des ux obtenus par APOLLO3R et CAST3M sur
un cas test 2D.

Les comparaisons de la forme des ux obtenus par les deux solveurs sont visibles de la
gure a la gure Les nuneros indiquent les groupes denergie (les premiers groupes
sont les plus energetiques). Pour chaque groupe denergie on a, cote a cote, le esultat du
calcul APOLLO3 r,a gauche, et celui du calcul CAST3M a droite. Les palettes de couleur
sont les mémes, le rouge correspondant au maximum de ux de chaque groupe et le bleu au
minimum. Les valeurs des maximums ont quanta ellesee compaees gure [8.3. Les esultats
d'APOLLO3 R sont moyenres sur les assemblages, ce qui fait perdre un peu en nesse, mais
une bonne adcequation entre les esultats est noke ici encore.

Le coe cient multiplicateur ( K¢t ) obtenu par APOLLO3 R est de 1.15883, contre 1.15825
pour CAST3M. Lecart, de 43pcm, est touta fait acceptable. En outre, les calculs adjoint et
direct de CAST3M trouvent le méme K au pcm pes.

Ces comparaison nous permettent d'a rmer que notre solveur neutronique stationnaire a
et ceveloppe sans erreur.
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Figure 8.4 { Comparaison des nappes de ux obtenues par APOLLO3& et CAST3M sur un
cas test 2D, nunero 1.
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Figure 8.5 { Comparaison des nappes de ux obtenues par APOLLO® et CAST3M sur un
cas test 2D, nunero 2.
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Figure 8.6 { Comparaison des nappes de ux obtenues par APOLLO® et CAST3M sur un
cas test 2D, nunero 3.
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Figure 8.7 { Comparaison des nappes de ux obtenues par APOLLO3® et CAST3M sur un
cas test 2D, nurrero 4.
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b. Comparaisona APOLLO3 R en 3D

Nous avonsegalement \erie que le solveur se comporte biena trois dimensions. Pour cela on
reprend les donrees nuckaires du c ur neuf de Pkenix (voir section , ckp utilisees pour la
comparaison en 2D. Les assemblages sont homogereiss avec leur sodium inter-assemblage, on
utilise 33 groupes dénergie et 32 mailles axiales (les compositions varient axialement) obtenues
par extrusion axiale du maillage pe@dent (voir gure .

La gure 8.8]donne les valeurs maximales obtenues pour le ux de chacun des groupes
denergie. On note, comme en 2D, une tes bonne concordance entre les esultats.

Figure 8.8 { Comparaison des maximums des ux obtenus par APOLLO3R et CAST3M sur
un cas test 3D.

Il est ineressant de comparer les gures[8.3 et[8.8. Elles ont des formes tes similaires,
sauf dans le domaine thermique, ai I'on note un pic suppementaire en 3D (goupe 22). Quand
on regarde la forme de ce groupe, on constate que le maximum est obtenu cette fois dans les
e ecteurs axiaux, ce qui ne pouvait pas etre vu en deux dimensions.

Le coe cient multiplicateur ( K ) obtenu par APOLLO3 R est de 1.01498, contre 1.01349
pour CAST3M. Lecart, de 145pcm, est touta fait acceptable. la encore, le calcul adjoint de
CAST3M donne le mémeK ¢ au pcm pes. On constate gu'en passant en 3D on a dimine le
coe cient multiplicateura une valeur plus raisonnable, plus proche de 1.
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8.3 Impémentation d'un solveur de diusion neutronique
ciretique dans CAST3M

8.3.1 Initialisation du calcul

a. Lesequations de la ciretique

Une partie des neutrons issus de ssions provient en ealie de decroissances radioactives de
certains produits de ssion, appeks pecurseurs de neutrons retarces. La fraction des neutrons
emis ainsi est faible, mais leur retard est su sant pour changer le comportement ciretique
du eacteur. lls apparaissent en e et quelques secondes, voire quelques dizaines de secondes
apes la ssion, ce qui est long compae a la duee de vie des neutrons dits prompts
directementemis par la ssion, qui est comprise en 102 et 10 ® seconde. La prise en compte
de ces neutrons retardes est indispensable pour cecrire un comportement ealiste du eacteur,
qui serait impossiblea piloter sans eux.

Les equations de la ciretique couplent donc aux equations sur le ux des equations
devolution des concentrations des pecurseurs de neutrons retarces.

Voici lequation devolution du ux avec les notations peedentes (voir equation (8.3)) |
auxquelles on ajoute :V9 la vitesse des neutrons du groupe, t le temps, 3(r) la fraction
de neutrons de ssion prompts emis dans le groupeg, la fraction de neutrons de ssion
retarces, 7 la fraction de neutrons de ssmn retarces emis Iglans le groupeg par le groupe
de pecurseursl (comme pour 9, on a (r) 2 [01]et 4 p(r) =138r;Lp), la
constante de decroissance du groupe de pecurseunset C' ( r ) la concentration en pecurseurs
du groupel :

d X
Vlg@@;;) = %) %) () )+ @ e(r) ()
g% g ©.9)
| X a d X | .
+ ) ) PLr) 9(r)+ Pchr):
o [

On n'a pas not les aependances temporelles des variables pour simpli er les notations.
Par rapporta lequation stationnaire (8 on remarque :

| L'apparition d'un terme dévolution avec une cerivee temporelle.

| La disparition du K de lequation. Comme expligqe section , il aee introduit
dans lequation stationnaire, dite critique, pour qu'elle ait une solution.

| L'utilisation de spectres demission prompt ( $( r )) et retarce ( ?) dierents du spectre
demission total qui appara en stationnaire ( %(r)).

| La multiplication du terme de ssion par (1 ) et l'apparition d'un nouveau terme
source. On verra que ces deux modi cations se compensent en stationnaire.
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Voici lequation devolution des concentrations des groupes de pecurseurs de neutrons
retarces, avec | la fraction de neutrons de ssionemis par decroissance d'un pecurseur du
groupel :

@dr) _

X
ot ctry+ 0 ftr) Sy (8.10)

gO

La recherche de letat stationnaire du syseme nous donne :

P

o1 Pr) )

CI!(r):

On injecte ceci dans lequation devolution du ux et on va identi er le terme source le aux
ssions dans lequation stationnaire (avec K¢t = 1)a la somme des sources lees aux ssions
et aux neutrons retarces dans lequation ciretique. On obtient ainsi :

X X X X
| a a ] a d a d
%r) P(r) 9(r)= e ) P(r) 9(r)+ v P(r) 9(r);
Q0 g | g
Ce qui nous permet de & nir le spectre demission prompt ainsi :
! P g
9r)= )
1
P
Identi er = | | permet de voir g"( r) comme une moyenne ponceee de 9'( r) et
|9, et dassurelg que ID( r) est, comme ?:( r) et |, qpmprls entre 0 et 1. On \eri e aussi
facilement que 3(r) =1 puisqu'on a g( ry= 4 7-=-1

b. Renormalisation de la matrice de ssion

La esolution du probkme critique, cep pesente, anenea la cetermination du coe cient
multiplicateur (ou Kt ), qui correspond physiguement au nombre de neutrons produits par
ssion qui engendrent une nouvelle ssion. Le c ur est donc physiqguement dans unetat sta-
tionnaire (appeé aussi critique) uniguement lorsque K¢ = 1. L'introduction du K dans
lequation stationnaire n'est donc qu'un moyen de faire en sorte que lequation ait toujours une
solution, et d'obtenir par sa esolution une information sur sonecarta lequilibre.

Cependant, lorsqu'on cemarre un calcul ciretique, on souhaite gereralement partir d'unetat
stationnaire que I'on choisit, pour lequel le K¢+ calcuk n'est malheureusement pas toujours
egala 1. La premereetape de l'initialisation d'un calcul ciretique est donc de rendre le K gy
egala 1 automatiquement. Ceci est fait en divisant les sections e caces de production de
neutrons de ssions, les ¢, par le Kess .
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8.3.2 Methode de esolution
a. FResolution de kquation sur les pecurseurs

Il est possible de esoudre analytiguement lequation sur les pecurseurs ). Nous nous
inspirons ici de ce qui est fait dans le code CRONOS.

Par rapporta CRONOS nous simpli ons lequation en supposant que les sections e caces

¢ sont incependantes du temps sur chaque pas de temps. En revanche, nous prenons en
compte la cependance en temps du ux, avec une approximation proche d'un -sckema. Ce
type de sctema consiste, pour les termes qui ne comportent pas de cerivee temporelle,a prendre
une combinaison lireaire, paranetee par (compris entre O et 1), de leur valeur au pas de
temps peedent et de celle au pas de temps que l'on calcule. En outre, pour simpli er les
ecritures, nous consicerons que chaque pas de temps commenceta= 0. On note t la duee
du pas de temps que I'on esout. Pour simpli er les notations, on ne note pas la cependance
spatiale (en r ) des variables, mais uniqguement leur cependance temporelle.

La solution gererale de lequation compkte est la somme de la solution gererale du probeme
homogene (sans terme source)C"H | et d'une solution particulere de lequation compete, ChP .

Ona:
Cc'H(t)= Ae '
La solution particulere est cherctee sous la forme A(t)e ', ce qui en linjectant dans
lequation nous donne :
Z, Sx © o
A(t) = e 1 ¢ 9(s)ds:
0 o

En supposant que I'on connaisse&C' (0), on a donc :

0 z, 1

X 0 o
c'ty=e 't@c'(0)+ Oels L3 9(s)dsA ¢
gO

Pour pouvoir calculer l'inegrale, on va supposer que go(t) est de la forme suivante sur
[0; t]:

)= TOwD)+ T Hwa(t):
Avec wi(t) et wy(t) des polyndbmes de dege 2 en \eri ant :

| wi(0)=1;

| w2(0)=0;

| wi( t)=0;

| W )=1;

| 'wi(s)ds=(1 ) t
|, 'wa(s)ds= ¢
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On obtient avec ces conditions :

t)y=1+ t+
wa(t) t 2
6 2, 3 6
t) = t+ te:
WZ( ) t t2
La solution gererale est ainsi de la forme :
0 0 1
X o o Z
c't)y =e "@clO)+@ | 7 90OA e 'Swy(s)ds
o 0
0 1 1 (8.11)
X 0 o Z
+@ T I A e Swy(s)dsA:
g° 0
Z t
Pour obtenir C'( t), il reste donca calculer les inegrales e 'Sw;(s)ds.

0

En posantw;(t) = a+ bt+ ct?, on obtient apes inegrations par partie successives :

Z a b er!
eSwi(s)ds = e'' 1 —+ 1 e'! S+

0 I I |

bt

+ e' t 1 c t?

2c e! t2ct el !
-3 +
| | | |

L'expression donree n'est pas la plus compacte mais est choisie pour donner de bons
esultats nuneriques lorsque t tend vers 0.

Ecrire le esultat sous cette forme n'est malheureusement pas su sant lorsque le pas de
temps devient vraiment petit (on teste | t < 10 3), et il est alors recessaire de fournir
directement le developpement limie simplie suivant :

Zt

btZ ct® a,; t2 b, t3 ¢, t*
e 'Swi(s)ds=a t+ + + + + + t2):
0 wi(s) 2 3 2 3 4 ()

. . 1
Rappelons que les expressions trouvees pour et ¢ sont respectivement en— et en -

b. Sclema en temps de kquation sur le ux, et prise en compte des pecurseurs

Comme dans le paragraphe peedent, nous consicerons ici que chaque pas de temps com-
menceat = 0, et nous notons t la duee du pas de temps que l'on esout. Par souci de clarg,
nous notons ici toutes les cependances des variables. On pourra remarquer notamment que les
donrees nuckaires ne cependent pas du temps sur le pas de temps consice.

On approxime le terme de cerivee temporelle par une dierence nie, c'esta dire qu'on
ecrit :
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@%Ar) Sri v Hri0)
@t t '
On utilise un -sclema sur les autres termes, ce qui nous donne l'approximation suivante
de lequation (8.9), avec 2 [0;1] :

- Lo
% o t)t 50 i %y Froon+ rod%ryr %r: 1)

(1 ) gisp!( r) g!( r;0) gisp!( r) g!( r, t)

X X
) @an Ko f )
g%g g% g

X
o) dnae ) ry %r;0)
gO

X
o%ne ) ) sy
gO

X g [V X g . )
+1 ) P IC(r;0)+ O clr; b
(8.12)

On voit que I'on cedouble chaque terme de lequation, en dehors de la cerivee temporelle,
en un terme cependant de la solution du pas de temps peadent ¢ = 0), a eck d'un facteur
1 |, et dun terme tependant du pas de temps que I'on va calculer, { = t), aece d'un
facteur

Ineressons nous au dernier terme, qui cepend de la solution des pecurseurs en t. Nous
connaissons e C'( r; t) gracea lequation (8.11) :

cr; ty=e ' YCYr;0)0+ | TF(r;0)nth+ | TF(r; tinth):
z t
fgq'(r) drit) et Int! = e 'Sw;(s)ds.
0

P
Onanoeici TF(r;t)= g

En einjectant cette expression dans le dernier terme, on obtient :

P P
cechr; = T, 9 1 tchr;o)
! X g t |
+ TF(r;0) pe ' ginty
E z }
Cstf
! X g t |
+ TF(r; t) e toginty:
E fz }

Cstd
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Les termes sources lees aux ssions et aux pecurseurs peuvent donc se eecrire :
sdir)y =TF(r;00 @ ) %r)@a )+ cCstd
+TF(r; 1) $r)@ )+ Cstd (8.13)

P
F o 0cri1r +e it

On a ainsi eussia eliminer toute cependance en les concentrations des pecurseurs en
t = t. Cette manipulation permet de prendre directement en compte I'e et de levolution
des pecurseurs pendant le calcul du ux, sans avoira mettre en place un couplage entre la
esolution des deux equations. On ealise ainsi ce que I'on a appek, dans la partie sur les
techniques de couplage (voir sectiol), un couplage intrigue ou entre moctles.

c. Discetisation spatiale et nethode de esolution

Comme pour le cas stationnaire, on note j, pour j 2 J1;NyK les fonctions de base des
ebments nis choisis (les m&mes qu'en stationnaire). On noteegalement 9 = ( jg)l i Ny le
vecteur des coordonrees de 9 sur les j. est le vecteur concatnant les 9. De méme on
note C' = ( Cj')l i N, le vecteur des coordonrees d€' sur les j. C est le vecteur concaenant

les C'. On rappelle que I'on aNg groupes denergie. On note N, le nombre de groupes de
pecurseurs de neutrons retarces. On peut alors e nir les matrices D, SF, P et M qui vont
intervenir dans la esolution. Dans la ¢ nition des indices des matrices, i et varieront entre
1 etNy, getglentre 1 etNg etl entre 1 etN;. On a alors :

Z
| | I
| ( ZD)k=i+Nh(g 1):m=j+Np(@ 1= D¥r)r i(r)r j(r)d+

gisp!( r) i!( r) j!( r )d. On note D9 chacun des blocs, diagonaux, d®.
z

o o | |
| ( SF)k:iiNh(g 1); m=j+Np(g® 1) = ' r)(r)j(r)d+

@a ) g!(r) ?q(r)i!(r)j!(r)d (ici on impose ¢ %r)=0 8r).0On note
SF9” 9 |e bloc obtenu en xant g et g°dans la ¢k nition des indices de SF.

| ( Flieisng(@ 1) mejsNp(@ 1) = %r) (r);(r)d.onnote F% 9 le bloc ob-
tenu en xant g et g°dans la c nitign des indices de F.

| ( Pk=isNp(g 1) m=j+Np(d )= P I (r) j!( r)d.On note P'" 9le bloc obtenu en
xant g egl dans la ce nition des indices de P.
| ( M)y = i!( r) j!( r)d ( M s'appelle la matrice de masse).

Avec ces notations, notre schema prend la forme discete suivante :
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g 9
VlgM ('[)t © _ po @ ) 90+ 9 1)

+ SF(@1 )OO+ (v
(8.14)

+ F Cst§(0)+ Csti( t)
9
+ P @1 +e ! HC()

On ¢k nit ainsi un syseme matriciel global dont la esolution nous donne directement
( t:
Awtal (1) = Stotal ; (8.15)

avec Ao constitte des blocs A" 9 suivants ( g Vaut 1 si g°= g et 0 sinon) :

M+ D9 SF9 cCstIFe 9 (8.16)

AT 9=
SEAVERE

et Siotal Obtenu comme la concatnation des vecteurs suivants :

1 X
U = oM %0 (@ )Y YO+ ) SF 9 ()
gO
X ) i X L (8.17)
+Csty FO9 990+ @1 +e ' Hr'ackoy:
o° I
Nous esolvons ce syseme avec une nethode ierative qui est proche de celle utiliee lors
du calcul critique.

Avant d'aller plus loin, on ¢ nit les matrices A9 ainsi :

M

+ DY
V9 t

A9 =

On note n le nunero d'ieration. Voici la nethode :

1. Calcul des sourcess? selon lequation (B.17).
2. lerations jusqua convergence (le criere est \erie uniguement lors de l'aceération

expliqiee au paragraphe[d]) :

Al (DM Sl <n- (8.18)
kStotal kz . .

(a) Parcours des groupegy croissants :
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i. Calcul de la source implicite S,?]EB b

Sg(n 1)

imp

X X
= SF9* 9 ¢ i 4 SF9* 9 ¢ i D
9%g g

X X
+csty F 9P My cstd FP 9 O i D
g%g @ g

ii. Resolution de

A% 9 ™ = st Y4 s (8.19)

(b) A la premere ieration, puis toutes les 7, ac@kration par rebalancing (expligee
plus bas, au paragraph@.).

3. Misea jour de C( t) avec la nethode analytique pesente au paragraphe[al.
d. Aceération par rebalancing

La technique de esolution propose convergerait tes lentement sans acekration, lorsque
est proche de 1 (et nous verrons plus loin que nous utilisons = 1). Cela s'explique par
la faiblesse des sources constante§?, du syseme ) par rapport aux sources mises a
jour pendant les ierations, S,?T(]B Y Cette faiblesse vient du fait que lesSY sont constitiees,
lorsque = 1, uniguement de termes dus aux neutrons retardes, qui sont tes peu nombreux
par rapport aux neutrons de ssion prompts, et d'un terme en Vo o tes petit si le pas de
temps ne l'est pas, car la vitesse des neutrons est tes grande.

La technique d'acekration choisie, dite de rebalancing [8], est celle impemente dans le
code CRONOS pour la esolution des probemesa source et de ciretique (elle est ciee dans la
documentation du code :[[74]). Elle aegalementet eecrite dans APOLLO3 R . Elle consistea
transformer ( t)en ( t),avec 9( t)= u¥ 9( t). LesuY sont des constantes cetermirees

de facona minimiser la norme du esidu calcuke selon (8.18). Nous notonsu le vecteur compose
desul.

Explicitons la norme du esidu pour le ux ainsi modie :
2 3,
2_ % 4X a9 95
JU)= Apta (1) Sota = u? (A®" ()i S7°:

gi o

Rappelons qu'une fonctionf de RN¢, dans notre cas, a valeurs dansR est convexe si et
seulement si :

f(x +@  )y) f+@  )Hf(y) 8xy2RNe; 8 2[01]

Il est facile de \erier ici que J est convexe (une somme de fonctions convexes l'est, tout
comme la fonction caree). On peut alors utiliser un esultat bien connu (voir par exemple [71]),
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qui nous donne queugp: qui minimise J est caracerie par JYuep) = 0 (JCest ici le gradient
de J).

Exprimons donc Jqu) :

X X 0 0, 0 0Qq 00
BYupge= 2 uI(AT ¢ T ) ST (AT 9 T )
gii q°
Ainsi, Ugpt \eri e la relation que I'on peut mettre sous la forme (on a noe A 9’ le vecteur
concaenant les A% 9 ¢°( 1))

X o
O_ 00 ) 00 _ 00
Ugpt <A 95A 97> <SyusA 97>=0 8g™:

gO
0 00 00
En notant agog =< A 97A 97> et byo =< Siera ;A 9 >, On se ranene au syseme
lireaire suivant :
! ! !

S I L (8.20)

Il est esolu pour ceterminer ugp. Les termes de ce sysemes sont connus grace auxequations

B16) et €.17).
8.3.3 Evaluation du solveur

a. Choix du paranetre

On va chercheraevaluer la pecision du sclema nunerique en fonction de . Commercons
par eecrire lequation (8sous forme condense :

@ _
@t
La cependance en temps des concentrations des pecurseurs (donnant le term@) etant
faible, on va les supposer constantes ici.

A+ P:

Donnons le sclema nunerique correspondanta la methode utilisee :

C 9 ©

— =A@ )@+ (P

- . t ,
En injectant dans le sctema un ceveloppement limiea l'ordre 2 de en —-, on obtient :

2
@ - i o !
2 - t 1% 72
0 g Tt 1

+ tZA%;@%Z §+ ( )+ P
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. 1 o
Ainsi, lorsque 6 > le sckema nous donne une approximationa l'ordre 1 en temps de
. t .
lequation exacte en - le terme d'erreur non nul le plus grand etant proportionnela t.

1 . . o .
Lorsque = > on obtient en revanche une meilleure approximation de lequation exacte, a
I'ordre 2 en temps. Dans ce cas, on parle d'un sctema de Crank-Nicolson.

Lorsque la sourcesi?]gg D+ s9 nest pas positive en tout point on risque tout de méme que
la esolution du probeme de di usion (8.19) ne donne pas un ux positif, ce qui peut poser
des probkemes de convergence. On voit notamment que, puisque le ux de chaque groupe sert
a calculer les sources des autres groupes, le probeme de signe risque de s'ampli er. Malheu-
reusement, le terme D9(1 ) 9(0) apporte des termes regatifs lorsque est dierent de
1.

Une facon simple d'assurer que la source reste positive est de diminuert jusqua ce que

g
la dierence Vg(o?[ D91 ) 9(0) soit positive en tout point. Cette nethode a l'avantage

de fournir un pas de temps incependant des ierations globales de la esolution. Cependant, les
vitesses des neutrond/9etant tes grandes (de l'ordre du dixeme de la vitesse de la lumere
pour les groupes les plusenergetiques), le pas de temps recessaire est extréemement petit.

En conclusion nous avons vu que :

. . 1
| La solution est la plus pecise lorsque = >
| Lorsque 6 1, si nous souhaitons respecter le principe du maximum (solution positive),
Nnous avons une contrainte sur le pas de temps qui risque de rendre le schema inutilisable.
Notons qu'il est possible que I'algorithme de esolution fonctionne méme si le principe
du maximum n'est pas exactement respece.

Ce type de conclusion, assez classique, nous pousse donca utiliser 1, soit ce que I'on
appelle un screma implicite. Les esultats que nous pesenterons dans la suite auront tousee
calcues avec =1.

b. Comparaisona APOLLO3 R avec de grands pas de temps

Comme pour le premier paragraphe de la sectiof 8.2.4, nous avons ¢ ni dans les deux
codes une coupe horizontale du c ur de Ptenix (coupe radiale du c ur visible gure §.1),
avec deux couronnes de e ecteurs et des compositions nonevoliees (cecrites sectio@.Z). Les
assemblages sont homogereies avec le sodium inter-assemblage qui les baigne. Les calculs sont
faitsa 33 groupes denergie.

Le transitoire consicke est le suivant :

1. Lors de l'initialisation, les 6 emplacements pour les assemblages de commande sont vides
et ne contiennent que du sodium.

2. Au bout d'une seconde de transitoire, on met (instantarement) des absorbantsa I'em-
placement des barres de commande.

3. Au bout de 5 secondes de transitoire, on eneve (instantarement) les absorbants et on
revienta la con guration initiale.
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4. On continue le transitoire pendant encore 5 secondes.

Ce transitoire doit permettre de \eri era la fois le bon traitement des termes de ciretique
rapide, grace aux mouvements instantares des barres de commande, et celui des termes d'inertie
les aux pecurseurs, plus lentsa se manifester, grace aux phases d'attente de quelques secondes.
Notamment le niveau de puissance atteinta la n du transitoire est piloe par la decroissance
des concentrations de pecurseurs lorsque les barres sont ineees.

On a utiliee les mémes sctemas nuneriques dans les deux codes, avec des pas de temps d'une
seconde pour commencer. Notons que la premere seconde de transitoire, et donc le premier
pas de temps, sert uniquementa \eri er que l'initialisation des solveurs est bien faite et que
letat initial est bien stationnaire.

Des calculs critiques ont, pealablement, et faits sur chacune des deux compaositions uti-
lies. Les e ets de eactivie trouves sont proches, -1183pcm pour APOLLO3 R et -1190pcm
pour CAST3M. Cela nous assure que I'on utilise bien les mémes donrees pendant le transitoire.

La gure 8.9]nous donne levolution de la puissance globale trouwee par les deux codes. On
a une bonne acequation des esultats.

Figure 8.9 { Comparaison de levolution de la puissance trouvee par APOLLO3R et CAST3M
sur un cas test, avec de grands pas de temps.

c. Comparaisona APOLLO3 R avec des petits pas de temps

On utilise la méme description du c ur et les mémes schemas nuneriqgues que pour la
comparaison peedente. Cette fois-ci, on va cherchera cecrire plus peciement la chute de
puissance obseneea 1s. Apes la perturbation du c ur, on calculera la puissance au bout de
1s + 10 5s, 10 %s, 10 3s, 10 °s, 10 s et 1s.

La gure 8.10]donne la comparaison des esultats, avec le temps enechelle logarithmique.
Levolution de la puissance trouwee par les deux codes est tes similaire, et les deux courbes
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apparaissent confondues. On remarque egalement que le niveau de puissance minimal gure
est proche de celui trouwe apes deux pas de temps d'une seconde gufe 8.9 (dans le cas
d'APOLLO3 R, on a ici une puissance de 17.0%, contre 16.3% peedemment). Cela semble
indiquer gu'il est licite de calculer les variations brusques de puissance avec un unique pas
de temps. Ceci est illuste gure B.11 a I'on a trae, sur la courbe devolution de puissance
trouvee par CAST3M avec des pas de temps d'une seconde, la chute de puissance trouwee par
CAST3M avec de petits pas de temps.

Figure 8.10 { Comparaison de levolution de la puissance trouve par APOLLO3R et
CAST3M sur un cas test, apes une seconde, avec de petits pas de temps.

Figure 8.11 { Comparaison de levolution de la puissance trouve par CAST3M sur un cas
test avec dierents pas de temps.
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d. E cacie de l'acetration

L'utilisation, ou non, de l'acekration par rebalancing ne modi e pas les esultats obtenus
par CAST3M sur les gures[8.9a B.11. En revanche, I'acekration a ecte fortement les temps
de calcul. Nous l'illustrons avec les gureq 8.1P ef 8.13 ai les nombres d'ierations recessaires
pour converger les calculs peedents sont traes. La gure[8.12 concerne le calcul dont les
esultats sont donres gure 8.9] tant dis que la gure 8§.13]corresponda la gure

Il est visible que I'on a un gain en nombre d'ierations, et donc en temps de calcul, de plus
d'un facteur 10, pour une convergence similaire. Cela prouve bien I'e cacik et la recessie de
la technique d'aceekration mise en place.

Avec acekration, le calcul du transitoire avec grands pas de temps prend environ 30min,
et celui avec des petits pas de temps, un peu plus de 15. Les mémes calculs avec APOLLFO3
prennent quelques minutes. On est donc plus lent d'un ordre de grandeur environ, ce qui reste
acceptable.

Figure 8.12 { Impact de la technique d'acekrations sur le nombre d'ierations recessaires
pour converger chaque pas de temps d'un cas test, avec des grands pas de temps.
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Figure 8.13 { Impact de la technique d'aceérations sur le nombre d'ierations recessaires
pour converger chaque pas de temps d'un cas test, avec des petits pas de temps.

8.4 Applicationa une geonetrie cefornee : les essais de ger-
bage de Plenix

Jusqu'ici nous n'avons utilie les solveurs ceveloppes dans CAST3M que sur des geonetries
invariantes et eguleres. Dans I'objectif de demontrer I'e cacie de ces outils pour des calculs
neutroniques sur des geonetries defornees, nous pesentons, dans cette section, leur application
aux essais de gerbage de Prenix, qui sont pesenes sectioh 6.4. Les esultats obtenus par
APOLLO3 r sur ces mémes essais, cep pesenes sectiof 7|3, servent de eerence.

Nous utilisons les mémes sections e caces macroscopiques repesentatives de letat du ¢ ur
de Prenix lors de ces essais quU'APOLLO3R (voir section ). Tous les calculs pesenges ici
sont en 3D.

8.4.1 Description de la ggonetrie et des a&placements dans CAST3M

Nous avons d'abord envisage une description de la geonetrie similairea celle utiliee dans
APOLLO3 R, c'esta dire ®parant 'assemblage de l'inter-assemblage (voir par exemple gure
[7.1). Le type de maillage alors consicee est illuste gure Ce maillage est ensuite extruce
axialement pour passer en 3D.
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Figure 8.14 { Maillage de I'assemblage et de l'inter-assemblage dans CAST3M, con gurations
nominale @ gauche) et ceformee @ droite).

Cette description a cependant quelques inconwenients. Tout d'abord, le nelange de mailles
de dierentes tailles, et la pesence de mailles allongees ou tes defornmees, risque de causer des
erreurs nuneriques. En outre, les mailles triangulaires de l'inter-assemblage (en violet gure
) peuvent se retourner pour des deformations importantes du eseau. Le calcul est alors
impossible. En n, contrairementa la georretrie pixelliee par APOLLO3 R (voir gure 7.2),
la ceformation de maillage utilise dans CAST3M, et cetailee un peu plus bas, conduita des
ceformations telles qu'illustees gure translation des n uds dans des plans horizontaux).

Ce type de deformation conserve le volume des assemblages (et donc nativement les quanties
de materes ssiles) mais pas la surface dechange entre lI'assemblage et l'inter-assemblage. Une
augmentation de cette surface conduita une augmentation de la moderation par le sodium
inter-assemblage et donca une diminution arti cielle de la eactivie.

Figure 8.15 { Sclrema de la deformation axiale de la geonetrie utilisse dans CAST3M.

Pour toutes ces raisons, nous avons peke nous orienter vers une description homogene de
l'assemblage, incorporant le sodium inter-assemblage. Cette homogereisation est neutronique-
ment correcte, et est coterente avec l'auto-protection qui est faite pour un calcul homogene.
Elle pose cependant la question de la gestion des ceplacements et de la conservation des bilans
materes.

Le maillage est similairea celui de la gure[8.14, si ce n'est que l'inter-assemblage, en violet,
est inege aux mailles de I'assemblage. Lorsque la gonetrie est ceformee, chaque nud du
maillage se deplace du deplacement moyen des assemblages avec lesquels il est en contact (les
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teplacements n'ont pas de composante axiale). Ainsi, les n uds aux centres des assemblages
se ceplacent comme les assemblages, et les n uds aux interfaces restent au centre de gravie
du triangle forne par les n uds des centres des assemblages adjacents. Ceci est visible gure
[8.18, au les trois assemblages du coin sugerieur droit se rapprochent (exageement).

Figure 8.16 { lllustration a 7 assemblages de la deformation du maillage homogne de
CAST3M. Les trois assemblages du coin superieur droit se rapprochent.

Cette facon de ceformer le maillage ne conserve pas le volume. Si on ne modi e pas les sec-
tions e caces macroscopiques (qui sont le produit des sections microscopiques et des concen-
trations, voir equation (1.2)), cela revienta modier les bilans materes. Pour corriger cet
e et, on utilise des sections e caces paranetees par l'inverse de la surface des assemblages
a cobte donree. On choisit ce pararetre car, au premier ordre, I'apport des isotopes des as-
semblages aux sections e caces varie comme linverse du volume. Ainsi, grAcea ce choix de
paranetre, l'interpolation lireaire est la plus juste possible (mais ce n'est pas vrai pour l'apport
de l'inter-assemblage et les coe cients de di usion). Notons que les calculs d'autoprotection
sont les mémes que ceux qui ontet faits pour les besoins de la nmethode de pixellisation dans
APOLLO3 Rr (voir la pesentation de la nethode section [7.1.1)). On modi e seulement la valeur
du parametre qui leur est assocee, et la facon dont on en deduit les sections macroscopiques.
Plutot que de xer la valeur du paranetre pour les concentrations (voirequation (7.1)), on uti-
lise la méme valeur pour les concentrations et les sections microscopiques, ce qui est bien plus
classique (ST?;C,O m €st une section macroscopique du maeriaum au point de paramnetrage

p, Ci(p) est la concentration de l'isotopei pour la méme valeur dep et i(p) est la section
microscopigue du méme isotope, pour la méme valeur dg) :

X
T(T?;CI‘O m = Ci(p) i(p): (8.21)

i (sotopes)

De la méme facon, les concentrations des pecurseurs doivent étre corrigees lorsque les
volumes des mailles changent, ou cela reviendraita faire varier leur nombre. Pour cela, on
corrige les concentrations par le rapport des volumes des mailles de la geonetrie du pas de
temps peedent et de la nouvelle. Cette facon de faire suppose que chaque maille contient
toujours la méme quantie de pecurseurs.
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8.4.2 Re exion sur le traitement du ux en geonetrie mobile lors de calculs
ciretiques

Si on ne fait rien, lorsque les mailles se deplacent, les valeurs des champs du ux restent
attactees aux mailles et le ux se ceplace donc avec la matere. Physiquement, les neutrons ne
sont pas attachesa la matere et n'ont donc pas de raison d'étre entrayes par elle. On a donc
envisage, lorsque la geonetrie est misea jour, de projeter le ux du pas de temps peedent,
pore par le maillage de la georetrie pe@dente, sur le nouveau maillage de calcul.

Il n'est cependant pas du toutevident que faire cette projection soit plus juste que de laisser
le ux étre entra’ye par la ceformation du maillage. L'hypottese de la di usion suppose une
forte interaction du ux avec la matere. Supposer que le ceplacement de la matere n'entraine
pas le ux est donc quelgue part un peu contradictoire avec elle. De plus, méme quand on
bve cette hypothese, il semble absurde de chercher des e ets lesa un rattrapage des neutrons
par la matéere, celle-cietant suppose par ailleurs beaucoup plus lente (et les transitoires que
I'on consicere dans cette these ne recessitent pas de remettre en question cette hypottese).
Rappelons en e et que lesequations que I'onecrit supposent toujours de manere sous-entendu
que les neutrons se ceplacent beaucoup plus vite que les noyaux (voir sectipn 6.3.9).

La projection du ux est tesee section B.4.4. La conclusion est que son impact est
regligeable sur les transitoires que I'on consicere. Par commodit, elle ne sera pas faite par
la suite.

Notons qu'avec la technique de pixellisation, le deplacement de la matere n'entrame pas le
ux neutronique. La question nétait donc pas apparue.

8.4.3 Gerbage statique

Nous ne reproduisons pas ici l'analyse ccp meree avec APOLLOR section[7.3.2. Nous
reproduisons seulement le calcul de gerbage central qui a servia valider la methode de pixellisa-
tion, en permettant une comparaison avec TRIPOLI-4 sectior{ 7.1.P. Les jeux inter-assemblages
sont initialement combes. La gure §.17]|donne les esultats obtenus par CAST3M sur ce cas.
Ceux de TRIPOLI-4 et dAPOLLO3 R sont les mémes que gurd 7.J6. Pour information, on a
egalement donre les esultats obtenus par CAST3M avec un maillage dit keerogene, du type
illuste gure Les esultats de CAST3M (homogene) sont tes prochesa la fois de ceux de
TRIPOLI-4 et de ceux d'/APOLLO3 R . En revanche, seuls deux points sur quatre ont pu &tre
calcuks avec le maillage reerogene, car au-deh les ceformations sont trop fortes et provoquent
des erreurs de maillage (inversion de certaines mailles). On voitegalement que, avec le maillage
Feerogene, CAST3M surestime I'e et en eactivie, probablementa cause de I'augmentation
arti cielle de la surface dechange entre les assemblages et l'inter-assemblage, comme annone
section[8.4.1.
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Figure 8.17 { Comparaison d'e ets en eactivie obtenus par TRIPOLI-4, CAST3M et
APOLLO3 rR sur un gerbage central de Prenix.

Ces esultats cemontrent que l'approchea maillage mobile mise en place dans CAST3M,
avec homogereisation des assemblages et de l'inter-assemblage, est valide et permet bien de
mener des calculs neutroniques sur des c urs ceformes. Chaque calcul CAST3M a pris environ
45min sur un processeur, contre environ 30min pour ceux d'APOLLO3 et 48h sur 256 pro-
cesseurs pour TRIPOLI-4. Si les temps de calculs de CAST3M sont, cette fois, aussi proches
de ceux d'APOLLO3R, c'est que la technique de pixellisation d'APOLLO3R, contrairement
a celle de maillage mobile de CAST3M, impose une augmentation importante du nombre de
mailles.

Des comparaisons entre des e ets en eactivie obtenus sur d'autres types de deformations
par TRIPOLI-4, APOLLO3 Rr et CAST3M peuvent étre trouvees dans l'annexe[B.

8.4.4 Gerbage dynamique

Nous avons egalement calcue avec CAST3M (et homogereisation du sodium inter-
assemblage) le transitoire inspie des essais de gerbage dynamique, mis en place pour tester la
methode de pixellisation section[7.3.3. Les deformations du c ur sont issues des mémes cal-
culs necaniques, tep pesenes. Les donrees nuckaires utiliees sontegalement les mémes (ce
sont celles repesentatives de letat du ¢ ur au moment des essais, voir section). Les pas
de temps utili’s sont eux aussi identiques, 0.05s. Les dierences portent sur les maillages, la
repesentation des ceplacements, et les nethodes nuneriques utilies. Les scremas nunreriques
en temps notamment sont dierents.

Les esultats sont donres gure Le calcul APOLLO3 R est le méme que celui gure
[7.20. Il y a deux calculs CAST3M, de manerea tester I'impact de la projection du ux (voir

section[8.4.2).



134 Chapitre 8. Deformation de geonetriea maillage mobile avec CAST3M

Figure 8.18 { Comparaison desevolutions de puissance obtenues par APOLLOS et CAST3M
lors d'un transitoire semblablea un gerbage dynamique.

Les calculs CAST3M apparaissent superposs, ce qui montre que la projection de ux a un
impact regligeable sur ce cas d'application. On constate egalement que les esultats obtenus
par les deux codes sont tes proches. Cela ne prouve pas l'absence d'erreur commune aux deux
approches pesenees dans cette partie de these, reanmoins,etant donrees les dierences entre
ces deux approches, cette comparaison semble indiquer qu'elles sont toutes deux valides.
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Conclusion de la deuxeme partie

Deux nmethodes de chamage necanique-neutronique ontee ceveloppees et pesentes dans
cette partie du manuscrit. Elles appartiennent chacune a une des deux grandes approches
possibles pour traiter, dans les codes neutronigues ceterministes, de deformations geonetriques
non triviales et de grandes ampleurs.

La premere, particulerement adapee aux eacteursa neutrons rapides, eacteurs pour
lesquelles ces nethodes sont ceveloppees, consistea utiliser un maillage de calcul xe etay
projeter la geonetrie ceformee. Dans la deuxeme approche au contraire, le maillage de calcul
se ceforme avec le c ur.

Ces deux nethodes ontetevallees £paement, puis confronees sur les essais de gerbage
de Prenix. Que cela soit en stationnaire ou en transitoire, les esultats obtenus sont satisfai-
sants et colerents. Cette comparaison entre des nethodes tes dierentes, que cela soit pour la
repesentation de la geonetrie defornee, les maillages de calculs ou les techniques de esolution
nurreriqgue donne con ance en ces outils,a cefaut de les valider rigoureusement. C'est notam-
ment la seule comparaison dont on dispose en ciretique, ce qui la rend indispensable.

Avant d'aller plus loin, disons un mot sur la repesentation de la geonetrie cefornee. Cette
guestion ne semblait pas centrale a priori, mais s'est nalement eweke receler de di cules
et de peges insoupconres. Nous avons vu gures| 7. ef 8.75 les repesentations axiales des
ceformations utilies dans APOLLO3 R et CAST3M. Les calculs TRIPOLI-4 pesenes -
gures[7.6 ef 8.1 en utilise encore une troiseme. Dans celle-ci les prismes droits hexagonaux
de cepart sont translaes puis inclires. Les trois processus sont esunes gure 0.7 ci-dessous.
Chaque nethode a un inconwenient. Dans la repesentation de TRIPOLI-4, il est recessaire de
"corriger" la geonetriea l'interface des prismes poureviter d'avoir une zone avec des concen-
trations doubkes et une zone vide. Le type de deformation utilise dans CAST3M augmente
la surface dechange des assemblages ce qui conduita un biais important lorsque le sodium
inter-assemblage n'est pas homogereie dans lI'assemblage. En n, la repesentation utilisee dans
APOLLO3 rR cee des interfaces horizontales ctives entre les assemblages et le milieu inter-
assemblage, ce qui conduita un biais lorsque les pixels sont susamment ns pour decrire
cette zone. L'importance des erreurs commises en traitant mal cette question peut paratre
d'autant plus surprenante que l'on parle ici de nethodes pour repesenter l'inclinaison des
assemblages, inclinaison dont on a monte au paragraphg Jc. de la sectign 7.1.3 qu'elle a un
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impact regligeable. Ainsi le mauvais traitement d'un e et regligeable conduit icia une er-
reur non regligeable. C'est le risque d'augmentation arti cielle des surfaces dechange qui dans
notre cas conduita ces erreurs, alors que les e ets physiques sont attendus sur le ceplacement
de la matere elle-méme. On mangue reanmoins de ekrence absolument slre sur cette ques-
tion, méme si la deformation utilisee dans TRIPOLI-4 est une assez bonne repesentation de
la ceformation eelle des assemblages. Elle a nhotamment l'avantage de conserver la longueur
eelle des assemblages.

Figure 9.1 { Sclema de la deformation axiale de la geonetrie utilisee dans TRIPOLI-4,
CAST3M et APOLLOS3 R.

Dans la suite de la trese, on a utilie I'outil ceveloppe dans CAST3M pour la mise en place
d'un \eritable couplage entre neutronique et thermomnecanique.



Troiseme partie

Etude de techniques de couplage sur
I'exgerience Godiva
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e 1.0

Introduction de la troiseme partie

A lissu du travail pesenta la partie peedente, nous sommes capables de cha™mer des
simulations nmecaniques et neutronigues. Nous nous proposons, dans cette partie de trese, de
passer au couplage et d'enetudier les techniques. Nous avons mere cetteetude dans CAST3M
qui o re, maintenant que la di usion neutronique y aet impemente, le meilleur environne-
ment multiphysiquea notre disposition.

Nous avons choisi un cas d'applicationa la fois simple, eel et qui met en jeu un couplage
fort pour cetteetude des techniques de couplage : I'experience Godiva. Elle est pesente plus
bas.

L'accent est mis dans cette partie de these sur les techniques de couplage squentielles,
entre solveurs. Dans cette optique, le chapitr¢ 11 pesente la mocklisation retenue pour cha-
cune des physiques coupkes et le chapitre 12 le couplage. Neanmoins, le chapifre] 13 pesente
une premere mise en oeuvre, sur une repesentation tes simpliee de Godiva, d'un couplage
intriqe, c'esta dire avec un solveur multidisciplinaire. Cette partie de la these est nalement
conclue par le chapitre] 14.

10.1 Pesentation de I'exgrience Godiva

Godiva est une exgerience anericaine des anrees 50, dont I'objet est letude du compor-
tement neutronique d'un syseme surcritique. Les informations donrees ici sont extraites du
compte rendu de I'experience [138] et du travail d'uneequipe de[ PS|, en Suisse, qui, comme
nous le faisons ici, a utili Godiva pour mettre en avant ses outils de couplagé [36]. Le disposi-
tif consicee est une sptere d'uranium netallique tes enrichie en uranium 235. Ses proprees
sont donrees dans le tableal10]1.

Une photo de I'exgerience est donree gure[10.]. On voit que la sptere est en trois morceaux,
pour limiter le risque de criticie pendant les phases de manutention. La eactivie peut étre
ajuste en ajoutant des pastilles d'uraniuma sa surface. En n, quand la splere est fornee, il
est encore recessaire d'inerer un barreau d'uranium en son centre pour atteindre la criticie.
Dans les calculs pesenes dans cette partie, Godiva est toujours moctliee comme une sptere
parfaite. Nous ne prenons donc pas en compte le fait gu'elle est constitiee de peces juxtaposees.
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Rayon 8.7407cm
Enrichissement en U5 93.5%

Densie 18740kg.m 3
Module d'Young 208GPa

Coe cient de Poisson 0.23

Coe cient de dilatation thermique | 1.39.10 °K !
Conductivie 275W.m 1K 1
Capacit thermique speci que 117.7Jkg 1K 1

Tableau 10.1 { Pararetres principaux de l'experience Godiva.

Figure 10.1 { Une photo de I'experience Godiva, en position ouverte.

Godiva a servia l'observation d'excursions de puissance. La sptere est rendue surcritique
soudainement, ce qui provoque un cegagement de puissance, uneeévation de temperature et
une dilatation de la splere, laquelle etou e la eaction en chame. Ce couplage entre neutro-
nique, thermique et necanique est esune gure [[0.2. On remarque qu'il n'y a pas d'in uence
directe de la thermique sur la neutronique : I'e et Doppler est inexistant,a cause du spectre
neutronique extrémement dur. On le \eri era par la suite.
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Figure 10.2 { Les disciplines intervenants et leurs interactions.

La sphere pouvant etre consiceee adiabatique, lenergie s'y accumule et elle se dilate jusqua
ce que la sptere ne soit plus surcritique prompte (mais elle reste surcritiquea lechelle de temps
que I'on consicere dans la suite). La puissance decrit donc un pic qui fournit lenergie thermique
recessairea la dilatation de la sptere, puis se stabilisea une valeur su samment faible pour
avoir un impact regligeable sur la thermique a lechelle de temps consicke, et enequilibre
neutronique avec les pecurseurs produits peedemment. Le transitoireetant tes rapide, peu
de pecurseurs ontee produits, et la puissance se stabilise donc plusieurs ordres de grandeur
sous la puissance maximale obtenue. A uneechelle de temps plus grande, la eactivie restant
positive, on verrait la puissance crotrea nouveau, mais avec une constante de temps lee aux
neutrons retarces (la dizaine de secondes). La rapidie du ptenonene recessite la prise en
compte des e ets dynamiques en necanique, qui conduisenta de petites oscillations de la taille
de la splere.

On s'ineresse en particulier au plus violent des pics mesues, dont on esume les ca-
raceristiques tableau [10..

"Reriode" (temps de multiplication par e 11.6s

de la puissance en l'absence de contre-eaction

Exes en eactivie initial 1.082%

Puissance maximale 3.10°% ssions/s
soit 8.6GW

Tableau 10.2 { Les caracetristique de I'excursion de puissance la plus violente ealise.

10.2 Resultats obtenusa PSI

Nous pesentons ici les esultats de lequipe de C. Fiorina, de[PS]|, publes en 2014 [[35]
(notons qu'il existe une ekrence plus ecente [6] du m&éme groupe, ai la neutronique est pris
en charge, en ciretique, par le code Monte-Carlo Serpenf]70]). Dans une approche similairea
celle mise en uvre dans cette these, ils ont ceveloppe des solveurs neutroniques (transport SN
3D), thermonecanique et thermohydraulique dans un environnement commun : OpenFOAM.
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Godiva aet utiliee pour mettre en avant cet outil de calcul multiphysique. En particulier,
ils ont calcuk I'excursion de puissance la plus violente ealige et dcp pesente (voir tableau
10.2).

Leurs esultats sont donres gure [0.3] En particulier, ils obtiennent un pic de puissance
de 5.23GW, une ekvation maximale de la temperature moyenne de 38K et une variation de
volume nale de 0.125%. Une mesure de la vitesse de croissance initiale de la puissance donne
un temps caraceristique proche de celui de I'exgerience : 11.% . Ces calculs sont eali®es par
des solveurs 3D best estimate avec un maillage n ( 5.10° mailles), et sont donc lourds : une
semaine sur 16 processeurs. Au niveau de l'algorithmique de couplage, un point xe "anelioe"
est utiliee : la thermormecanique est misea jour avant que la neutronique n'ait ni de converger.
Nous serons ameresa nous comparera ces esultats qui peuvent étre consicees comme une
ekrence.

Figure 10.3 { Resultats obtenus a sur I'excursion de puissance de periode 11.6 de
Godiva.
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Calculs monophysiques

Ce chapitre pesente les mockles coupes pour la simulation de l'exgerience Godiva. La
section[11.] introduit lesequations[SPN utiliees en neutronique. Toujours pour la neutronique,
la section[11.2 pesente la factorisation quasi-statique qui est utilisse pour arreliorer le couplage.
En n, les sections[11.3 e{11.4 cktaillent respectivement les mocklisations, standards, impligiees
en thermique et en necanique.

11.1 Neutronique : transport PN simplie et simué en
ciretique

11.1.1 Necessie d'aneliorer le mockle neutronique

Lesequations de la di usion neutronique ne sont pas valables lorsque le ux neutronique
interagit peu avec la matere. C'est malheureusement le cas de l'exgerience Godiva dont la
taille est du méme ordre que le libre parcours moyen des neutrons. Le plenonene dominant
est donc le transport. On I'a \erie en calculant le coe cient multiplicateur ( K¢ ) de Godiva
avec notre solveur de di usion : on obtient 065, soit un esultat teseloigre de la ealie (la
sphere devrait &tre juste critique, soit un K¢ de 1).

Pour pouvoir traiter cette exgerience avec un codt de dceveloppement raisonnable, nous
avons impement dans CAST3M une nethode de esolution de transport PN simplie simuk
par di usions. Le principal avantage de cette moctlisation est que I'on peut eutiliser le solveur
de di usion cep tevelope. Pour ce travail, nous nous sommes bases sur [9] qui expose bien
la methode. La pesentation que nous en faisons ici cetaille un peu plus les calculs. Nous
ereralisons egalement la nethode en introduisant la ciretigue. En n, nous simplions les
conditions aux limites en consicerant le vide et la e exion totale plutét qu'un allkedo isotrope.

11.1.2 Lesequations SPN
Pour ne pas alourdir le corps du document, nous donnons ici, sans cemonstration, la forme

des equations[SPN simukes. Plus de cetails a leur propos peuvent étre trouves dans deux
annexes :
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| L'annexe J (etaille leur etablissement et la de nition des pararetres et variables y
intervenant.

| L'annexe O $'ineresse en particulier au cas splerique, qui est celui de Godiva. On
montre les defauts du mocele [SPN sur cette geonetrie, et on construit un syseme
dequations PN non simpliees, qui tire parti des synetries de la sptere. Cesequations
n'‘ont cependant pas pu &tre esolues nurreriquement.

Lequation de transport peut étre mise sous la forme suivante, au prix d'hypottreses lisees
section[C.8. Les notations sont similairesa celles adopees pour lequation [(8.9),a I'exception
du terme Ségp'l) qui cenote une source suppementaire. La variable &9") est construite comme
combinaison lireaire des composantes paires de la cecomposition sur les polyndmes de Legendre

du ux du groupe g.

1 @i ! D oelei) (@) el _
V@i @to DEDr €™+ Gp 0% =
P o0 . o0 “ P . o0 P B .
(%) (g:) e(0%) (gi1) (1) e(0%) @) L (g,
(6%)6(gii) SO &A@ ) e @y 0% Ut G+ Sy

(11.1)

On retrouve ainsi un syseme dequations de di usion qui peuvent étre esolues par notre
solveur. Le nombre dequations est multiple par un facteur donre, 2 ou 3 dans nos applications,
par rapport au mocele de di usion classique.

La condition aux limites de vide secrit dans ce formalisme comme une relation matricielle
entre ux et courant du méme groupe déenergie g :

P el ! X (9i1) -
Clyige : r &9 n = A €99 aa frontere : (11.2)
i

La condition de e exion skcrit quanta elle ainsi :

I ol
Cleefi i 1 &%) = 0, ala frontere : (11.3)

11.1.3 Evaluation

Le simuk par di usion (11.1] aee impemene dans CAST3M. Rappelons qu'il s'agit
simplement de cetourner le solveur de di usion neutronique qui aet developpe et valice par
ailleurs. On I'utilise avec une seule dimension d'espace.

Pour \eri er que le $PN]aet ceveloppe sans erreur et se comporte correctement, nous
l'avons confronea APOLLO2 [107]leta APOLLO3 R. Nous pesentons d'abord une comparai-
son sur une geonetrie plane, au il n'introduit pas d'approximation geomnetrique, contrairement
au cas spterique de Godiva (voir annex¢ D).

a. Applicationa un probéme plan

Dans le cas d'un probeme plan (in ni) les hypotteses du [SPN| (C.10) et (C.11)) sont \eriees
exactement. C'est donc un moyen d'estimer les autres sources d'erreur. Nous avons consice
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un probkeme de composition et de taille caraceristique similairesa celles de Godiva : méme
composition etepaisseur du planegale au rayon de I'exgerience (voir tableay 10.]L).

Nous utilisons comme etrence un calcul APOLLO2 SN a 64 directions et 600 groupes
denergie sur une geonetrie 1D plan discetie en 80 mailles. L'anisotropie des transferts peut
étre traiee jusqua l'ordre 5 (voir (C.9))} Ce calcul sertegalementa la production des sections
e caces pour CAST3M : une homogereisation en espace et une condensation sur 33 groupes (il
s'agit du maillageenergetique classique d RNR-Na) lui est demande. Ce maillagea 33 groupes
n'‘est cependant pas adapta notre cas pour plusieurs raisons :

| Le SPN cemultiplie le nombre de groupes e ectifs, et la esolution,a cause des transferts,
a une complexie quadratique en le nombre de groupes. Le eduire peut donc permettre
des gains consicerables en temps de calcul.

| Les neutrons sont tes peu ralentis sur ce syseme. Les groupes thermiques sont ainsi
quasiment vides. En plus d'&tre inutiles, ces groupes vides génent ['utilisation de
l'acekration par rebalancing.

| Enn, il y a une limitation intrinequea CAST3Ma 36 groupes denergie e ectifs qui
serait largement cepasse si on utilisait 33 groupes denergie (le nombre de groupes
e ectifsetant multiple par 2 ou 3).

Une condensation suppementaire, sur un maillagea 9 groupes est donc e ectiee par un
post-processeur. Elle est aussi exacte que possible, APOLLO2 donnant ux et taux de eaction.
La correspondance entre les deux maillagesenergetiques est donree tableau I]1.1. Ce maillage
energetique aet utiliee pour tous les calculs sur Godiva.

Maillage 9 groupes 1 (12|13/4|5|6|7 8 9
Maillage 33 groupes 134|567 |8|9]|10-12| 13-33

Tableau 11.1{Correspondance entre le maillageenergetiquea 9 groupes utiliees par CAST3M
et le maillage classiquea 33 groupes. Les premiers groupes sont les plusenergetiques.

CAST3M utilise pour sa part, outre les 9 groupes denergie cep cies, 50 mailles radiales
(maillage \erie comme largement su sant) et des sections de transfert isotropes. En e et, le
[SPN simuk impose que les transferts impairs soient nuls, et il ne semble pas pertinent d'utiliser
les termes pairs au-del du premier tout en regligeant les termes impairs d'ordre inkrieur.

Le méme cas estegalement trait par le solveur Minos d’APOLLO3R . On l'utilise dans la
méme con guration que CAST3M, c'esta dire en [SPN, avec 9 groupes denergie et 50 mailles.
On utilise les mémes sections e caces que CAST3M.

Les trois codes utilisent une condition aux limites de vide d'un cot du plan. De l'autre cog,
on impose soit une e exion si on ne moctlise que la moite du plan, soit une autre condition de
vide si on le mocklise en entier. Ces deux cas ontee obseres comme strictementequivalents
pour les deux codes, ce qui montre la validie de la condition aux limites de e exion.

Les esultats sont donres tableau [11.2. Les sections e caces des calculs CAST3M et
APOLLO3 r sont condensesa partir du calcul de etrence, le calcul APOLLOZ2 avec transfert
P5. L'utilisation du calcul APOLLO2 avec transfert PO pour gererer les sections e caces aee
tese et donne les mémes esultats,a une dizaine de pcm pes (esultats non donres dans le
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tableau[11.2). De manere gererale, les e ets d'autoprotection sont tes faibles sur ce genre de
syseme al les neutrons interagissent tes peu avec la matere. Le spectre tes dur et le peu de
esonances de l'uranium 235 plaidentegalement pour la quasi absence d'e ets d'autoprotection.

Cas Ke ecart eérence (pcm)
APOLLO2 transfert P5 (etrence) | 1.18171 0

APOLLO? transfert P1 1.17280 -643
APOLLO?2 transfert PO 1.25505 4945
CAST3M SP5 1.25400 4878

CAST3M SP3 1.25045 4652
APOLLO3 rR SP5 1.25402 4880
APOLLO3 rR SP3 1.25048 4654

Tableau 11.2 { Comparaison des coe cients multiplicateurs obtenus par CAST3M et
APOLLO3 r en[SPN et par APOLLO2 en SN, sur un probeme plan.

On ckeduit de cette comparaison que :

1. Les ckveloppements e ecties dans CAST3M sont \eries corrects par la comparaisona
APOLLO3 R : on observe unecart de 2pcm, que cela soit en SP5 ou en SP3.

2. L'anisotropie des sections de transfert a un impact inhabituellement fort, de 5000pcm
environ. Cela est da la petite taille du sysemeetude, assocea un spectre neutronique
extremement dur. De ce fait, les neutrons ineragissent tes peu avec la matéere et la
probabilie du renvoi d'un neutron vers l'inerieur du plan par une collision impacte
fortement le esultat.

3. Cet e et d'anisotropie est pore principalement par le transfert P1, qui est inaccessible
au[SPN simuk car impair.

4. Les calculs SP5 sonta 65pcm du calcul APOLLOZ2equivalent (avec transfert isotrope).
Cela prouve bien lequivalence du[SPN avec le SN sur ce cas d'application.

5. Le SP3 et le SP5 sont relativement proches (environ 220pcm).

Au vu du fort impact de l'anisotropie des sections de transfert, il aet essaye d'utiliser des
sections PO corrigees pour tenir compte d'une partie des e ets P1 (voir par exemple[10] pour
la theorie). La correction consisteaecrire (on note avec un exposant c les sections corrigees,

0 . .
et on rappelle que SI! 9" est la section e cace macroscopique de transfert d'ordrel de g vers
g° (voirequation (€.9)) et que ¢ est la section e cace macroscopique totale) :

X 0
gt gc_ gg g g
sO sO sl

X
g gl o
t sl
gO

Les esultats obtenus par CAST3M et APOLLO3 R avec ces sections corrigees sont donres
tableau [11.3
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Cas Ke ecart eérence (pcm)
APOLLO?Z transfert P5 (eerence) | 1.18171 0
CAST3M SP5 1.18430 185
CAST3M SP3 1.17653 -373
APOLLO3 r SP5 1.18432 186
APOLLO3 rR SP3 1.17654 -372

Tableau 11.3 { Comparaison des coe cients multiplicateurs obtenus par CAST3M et
APOLLO3 r en[SPN et avec des sections e caces PO corrigees et par APOLLO2 en SN,
sur un probeme plan.

On constate que la correction des sections permet e ectivement de rattraper I'essentiel de
I'erreur sur le coe cient multiplicateur duea l'utilisation de sections e caces d'ordre inkrieur.
Dans toute la suite nous utilisons ces sections e caces corrigees.

b. Applicationa Godiva

Nous comparons ici les esultats obtenus par CAST3M en[ SPN sur Godiva a ceux
d'APOLLO2. La description du syseme est donree tableau [10.]. Les deux solveurs sont eges
comme peedemment. On utilise notamment une condition de videa la frontere de la splere.
Les esultats sont donres tableau. On s'attend bien s0ra trouver un K¢ proche de 1, c'est
a dire un syseme critique comme obsene par I'exgerience. Comme peedemment, les calculs
CAST3M sont tous alimentes par le calcul APOLLO2 de eErence, et les sections e caces PO
sont corrigees.

Cas Ke ecart eérence (pcm)
APOLLO? transfert P5 (ekrence) 0.99151 0
APOLLO? transfert P1 0.98671 -491
APOLLO? transfert PO 1.09901 9865
APOLLO?2 transfert P5, Temperature | 0.99151 0
de 70 C au lieu de 20 C
CAST3M SP5 1.04614 5267
CAST3M SP3 1.03644 4372

Tableau 11.4 { Comparaison des coe cients multiplicateurs obtenus par CAST3M en
et par APOLLOZ2, sur Godiva.

L'anisotropie des sections de transfert,evallee avec APOLLO2, pse encore plus lourd sur
ce cas que sur le probeme plan : environ 10000pcm. On s'attend reanmoinsa ce que l'utilisation
de sections e caces corrigees gomme l'essentiel de cet e et, comme sur le probeme plan vu
peedemment. Il semble donc y avoir quelques milliers de pcm déecart dus aux approximations

ceonetriques du EPN]|(voir annexe D).

L'e et de la temperature des matriaux (sans prise en compte de la dilatation thermique)
est, quanta lui, trouve competement regligeable. Il ne sera pas recessaire de prendre en
compte I'e et Doppler. Encore une fois, cela est dit aux speci cies d'un syseme ai les neutrons
interagissent tes peu avec la matere (sans compter le spectre tes dur et I'utilisation d'uranium
235 qui pesente peu de esonances) : l'autoprotection est inexistante.
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Pour illustration, le ux neutronique du premier groupe denergie, cccompos sur les har-
moniques paires, calcue par CAST3M en SP5 sur Godiva est donre gurel 11Jl. On a tra@
les ux de la cecomposition (.15), dierents des ux solveurs e nis par (C[21).]|On voit bien
les e ets des conditions aux limites, au centre et en peripterie. La dernere harmonique traece
est proche de 0, ce qui expliqgue qu'il sera possible de la regliger en utilisant seulement un
calcul SP3. On remarque egalement que le ux n'est pas isotrope au centre de la sptere (les
harmoniques 6 0 devraient etre nulles). Cela fait partie des approximations geometriques du
. Lesequations PN compktes en coordonrees spleriques introduisent un terme er}aylﬁ
sur Tes harmoniques dierentes de la premere, ce qui force l'isotropie ).

Figure 11.1 { Becomposition du ux du premier groupe sur les harmoniques pairs calcuee
par CAST3M en SP5.

Plus que letat neutronique nominal, ce sont les e ets dierentiels qui vont nous ineresser.
La gure [1.2] donne les e ets en eactivie de dilatations uniformes calcues par CAST3M
et APOLLO2. Les e ets en eactivie de CAST3M ontee calcues apes renormalisation de
la matrice de ssion pour ramener le Kgs a 1 (vu lecart du Keg a 1, l'impact de cette
modi cation est assez important). SP5 et SP3 donnent des esultats similaires, tous deux assez
eloigres de la etrence. Il aet essaye d'utiliser, sur lesetats perturtes, des sections e caces
autoproegees par APOLLO2 sur la geonetrie dilake : I'e et est compktement regligeable
et est de l'ordre du pcm. Encore une fois, les e ets d'autoprotection sont regligeables sur ce
syseme. Il ne sera donc pas recessaire de prendre en compte l'impact de la dilatation de la
sphere sur les sections e caces microscopiquesa 9 groupes utilisees par CAST3M.



11.1 Neutronique : transport PN simplie et simué en ciretique 151

Figure 11.2 { E ets en eactivie d'une dilatation uniforme de Godiva.

Enn, gures 11.3]et [1.4] on \erie que le comportement ciretique du $PN]est "sain",
faute de pouvoir le comparera une eerence. Figure[11.3 on impose une dilatation uniforme
instantaree de la sprere de 0.5% au premier pas de temps, puis on revienta la gonetrie
nominale 0.25s plus tard. Le transitoire est calcué avec des pas de temps de 0.05s. Figlire 11.4
on impose la méme dilatation au premier pas de temps, mais on suit levolution de la puissance
avec des pas de temps de:P0 ‘s. Le comportement obsene sur les deux courbes semble
physiquement correct. On voit gure [[1.4 que l'ordre de grandeur de la vitesse de eaction
neutronique du syseme est de 10°s, ce qui est tes faible. Nous retrouverons cette tes grande
vitesse de eaction par la suite. Le SP3 donne des esultats proches du SP5, avec une baisse de

puissance egrement plus importante, ce qui est cokerent avec les calculs stationnaires gure
11.2.

Figure 11.3 { Ciretique neutronique test sur Godiva avec grands pas de temps.
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Figure 11.4 { Ciretigue neutronique test sur Godiva avec grands pas de temps.

Une remarque s'impose sur la prise en compte de la c&eformation mecanique pendant un
calcul ciretique (question cep aborcee section 8.4.2). Le ux netant pas attactea la matere,
on pourrait penser qu'il serait plus juste d'initialiser chague pas de temps en projetant le ux
du pas de temps pe@dent sur le maillage deforme. Cependant, pour Godiva, cela revienta
supposer par exemple que la sprere, en se dilatant, est capable de rattraper les neutrons en
vol. C'est absurde et un peu compligiea mettre en place avec la condition aux limites de vide.
C'estegalement en contradiction avec I'hypotrese sous-jacentea la formulation classique des
equations de transport,a savoir que la matere se deplace beaucoup plus lentement que les
neutrons (voir section). Nous laissons donc, ici et pour la suite, le ux &tre transpore par
le maillage quand celui-ci se ceforme.

c. Conclusion

Des dierentesevaluations que I'on a faites, on peut conclure que le]SPN aet developpe
sans erreur et qu'il donne des esultats corrects. On a constat, en outre, que le SP5 et le SP3
donnent des esultats tes similaires sur Godiva. Etant donre que le SP5 codte sensiblement
plus cher en temps de calcul, nous avons utilie le SP3 pour la suite.

Cependant, son applicationa Godiva est moyennement satisfaisante : coe cient multiplica-
tif sur-estine et e ets en eactivie de ceformations sous-estines. La cause de cesecarts semble
eétre principalement I'approximation geonetrique interente au SPN, Jqui suppose une gonetrie

plane (voir annexes ¢ ef D).

Il n'a paset trouve une methode simple et e cace pour corriger cet e et du SPN. [l semble
ainsi que le seul mocele neutronique capable de calculer correctement Godiva soit le transport
sans approximation. L'objet de la treseetant letude des nethodes de couplage, il aee cecick
de ne pas cevelopper un solveur de transport et de continuer letude des nethodes de couplage
avec le[SPN. On s'attenda un comportement physiquement correct mais entacte d'une erreur
duea la mocklisation neutronique.
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11.2 Neutronique : la factorisation quasi-statique

11.2.1 Principe et inerét de la factorisation

Dans les calculs ciretiques, on observe souvent une forte variation de la puissance du
eacteur, et donc du ux inege, sans ceformation notable de la forme du ux. Cela est parti-
culerement vrai pour les RNR-Najau les e ets globaux dominent (on a par exemple vu dans le
paragraphe[b| de la sectiof 7.1]3 qu'une méme perturbation geonetrique deforme plus la forme
du ux lorsque le spectre est thermali® que lorsqu'il ne l'est pas), mais I'est aussi dans une
certaine mesure pour Ie. Cette observation a donre l'icke([51, 52] de calculer paement
levolution de I'amplitude du ux et de sa forme. On factorise pour ce faire le ux comme le
produit d'une amplitude, noee N et qui ne cepend que du temps, et d'une fonction dite de
forme, noee F qui peut cependre de toutes les variables :

¢ rI E;t) = N(t)F!(f;! JE;1): (11.4)

est le ux qui peut cependre en greral de la position Yy , de la direction de propagation
, de lenergie E et du tempst. La factorisation ( n'est pour l'instant pas unique. Nous
speci ons plus bas comment I'amplitude N et la forme F sont choisies.

Cette factorisation est corcue pour queF varie lentement en temps compaeea N. Il
est alors possible d'introduire deux pas de temps. Un pas de temps n;t, pour le calcul de
I'amplitude et un pas de temps large, t, pour le calcul de la forme. La methode a un inerét

. t
si le rapport - est grand.

Le calcul d'un ux cependant du temps et de l'espace est toujours colteux. Il s'agit souvent
de letape la plus clere dans les calculs de transitoires coupkes, et la factorisation quasi-statique,
qui permet de eduire les appels aux solveurs neutroniques spatiaux, apparat donc comme un
alle naturel. De plus, nous verrons que I'amplitude N \eri e lesequations de la ciretique point,
qui sont souvent esolues par des codes specialies dans d'autres domaines de la physique des
eacteurs que la neutroniqgue (CATHARE [42] par exemple). Cette approche peut donc per-
mettre de coupler ces codes e cacement avec des solveurs neutroniques, en tirant parti de leur
capaciea esoudre lesequations de la ciretique point en association avec d'autres disciplines.
Pour ces raisons la factorisation quasi-statique nous para étre une approche particulerement
adapee aux calculs coupks ciretiques, et nous souhaitons la mettre en avant ici.

11.2.2 Forme grerale de la ciretique

Nous allons eecrire lesequations de la ciretique (par exemple (C.1) ou (11.1)) sous la forme
cererale :

l1=v th ( Tr D+ FP+ S) +  Snret: (11-5)

avec (dans le formalisme multi-groupe) :
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Operateur Di usion : (8.9) | Transport : (C|1) | | [SPN|simué : (11.1) |
] @ g @ g @ (951)
I 1=y : Inertie l 1oy —= = l 1oy = = 1oy — =
1=V I =V ot =V ot =V ot
1 @9 1 @9 X ( 1)t @@
VI @t VI @t vemn (i) @t
Tr:Transport | (Tr) 9= 1r D% 9| (Tr)9= 'r ¢ (Tr) @9 =
r D@D (@)
D : Disparition (D) 9= §e ° (D) 9= 99 (D) (g_ii) = égs:o) CH)
FP : Fission (F'O)Xg = 3 ) (FF;() 9= Ja )| (FP (@ = CRITI
prompte ¢ o ¢ f(go:j) (@%)
o° ¢° S (0%) _
S : Scattering (S) U= « ) 9= (s) @D =
g% g ¢° g% g ¢° (%) (@) (&%)
S S S
9% g ¢ S (°%)8( i)
Snret: : Source
de neutrons §§n;ret: )¢ = idem di usion idem di usion
retarces g ,c
!

Tableau 11.5 { De nition des operateurs gereraux de la ciretique neutronique.

On se donneegalement les operateurs de ssion retarcee et totale :

Oerateur Di usion : (8.9) | | Transport : (C|1) | |[SPN|simué : (11.1) |
9 g (CR) r
Fd : Fission Fd "= 9 FO =z 9 Fd = (@
X x 2 X N
retarcke g ¢ g ¢ ISERCED
g° Y g° S (9%)
F : Fission totale | F = FP+ Fd idem di usion idem di usion
|

Tableau 11.6 { De nition des operateurs de ssion retarcee et totale.

Ces ¢k nitions sont classiques, sauf en ce qui concerne l'ogerateur d'inertie qui est
. 1 . . o
gereralement simplement noe v On utili® une notation d'operateur pour pouvoir y in-

clure les termes non diagonaux contenant des cerivees temporelles dans [e SPN simug (le
@e(gi

terme sourceséﬂg,): de (11.1), que l'on a fusionre avec

@) @10 ). On va ainsi gereraliser
la methode quasi-statique pour pouvoir l'appliquer au simuek.

Rappelons que lequation devolution du ux est assoceea celle des pecurseurs de neutrons
retarces :

@t _ X

|
—= C+ |
@t &

f (11.6)
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11.2.3 Lesequations quasi-statiqgues compétes

On peut maintenant sgeci er la condition qui ce nit comment la factorisation (11.4) pst
faite. Elle consistea prendre :

l,-vF; o = constante: (11.7)

Ici , estle ux adjoint calcue sur letat initial et les crochets cenote le produit scalaire
classique (inegrale du produit sur les variables d'espace, denergie et d'angle). On pourrait
choisir ici une autre fonction que  pour faire la normalisation, et on obtiendrait des esultats
identiquesa ceux qui vont suivre, en remplecant partout  par cette nouvelle fonction. Cepen-
dant, le choix de ( permet d'obtenir des parametres de ciretique point relativement stables,
ce qui est important pour que la methode ait un inerét. Ce point est explique dans [29]. On y
montre que l'utilisation du ux adjoint permet deliminer la dependance du quotient = (la
ciretique point y est tes sensible), au premier ordre, en les variations du ux.

Injectons la factorisation (11.4) dans lequation ciretique ({1.5). On obtient :

l1-vN
1=V dt

@
Pour obtenir uneequation sur N on multiplie (11.8) par | et on inegre :

@ dN ) .
N |1=V@![:; 0 +W lioyF; o =NKh Tr D+ FP+ S)F; 4i + hSpret; of :

Le premier terme est nul en vertu de [(11.F). On obtient ainsi, en divisant lequation par
I 1=V F; 0
dN eff X
— = —N+ G 11.9
p | 1G5 (11.9)

avec ( | est le vecteur des ({)q)

_h Tr D+ F+ S)F,; ;i
HEF; o ’
P Cap.
FFS o

MR g

(11.10)

li=vF; o
hEF; o

ICI; 0

et

o
|

Lequation devolution de ¢ est obtenue en multipliant[11.6 par | puis en prenant le produit
scalaire avec (. On obtient :

7q: |C|+

= N; (11.11)
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avec .
die -
_ FFS o
TR i

. P
Il est visible que et = | L -

([11.9) et (11.11) forment lesequations de la ciretique point. On peut les coupler avec la
esolution de lequation ciretique compkte exprinee avec N et F : ([11.8). On obtient ainsi les
equations dites quasi-statiques, que l'on peut eecrire comme sulit :

8 9
@ 1dN Shiret:
lizy =F+F—— =( Tr D+ FP+ S)F + 2
@t N )‘%t N Ciretique de
@é(tz C'+ N | gf’,:g‘) 3 laforme du ux
t ;
N 9
X
| I Ciretique point :evolution de I'amplitude
. dj = 1C + eff N: 18
dt ’

(11.12)

Insistons sur le fait que ces equations ont et obtenues sans approximation et que la
esolution compete de (L1.12) donne donc la solution exacte du probeme ciretique.

11.2.4 Les deux approches (IQM et PCQM) pour la esolution du syseme
guasi-statique

Deux approches existent dans la literature pour la esolution du syseme (L1.12). L'ap-
proche historique [81], iTmproved Quasi-static Method (IQM), et une variante plus ecente [31],
la |Predictor-Corrector Quasi-static Method (PCQM),

a. L'Improved Quasi-static Method (IQM)

Dans cette approche, on cherchea converger la esolution des deux ensembles dequations
coupkes qui forment le syseme (11.12). On iere donc entre les esolutions de la ciretique
point et de la forme, en commercant par la ciretiqgue point (la forme, issue du pas de temps
peedent ou d'un calcul stationnaire, est suppose constante pour la premere ieration). La
convergence estevalleea partir de la contrainte ). A lissu du processus ieratif, la forme
est renormaliee de facona ce que [(11.]) soit \eriee de manere exacte. Cette renormalisation
est importante pour la validie desequations de la ciretique point. Il ne faut pas oublier de
mettreegalementa jour les concentrations de pecurseurs quand on renormalise le ux (il s'agit
de fonctions a nes du coe cient de renormalisation d'apes (§.11)).

b. La Predictor-Corrector Quasi-static Method (PCQM)

Cette fois on souhaite commencer par un calcul spatial, poureviter que la ciretique point
n‘avance avec des paranetres issus du pas de temps peedent. Comme les equations de la
forme issues de|(11.12) peuvent di cilement se passer d'un calcul peliminaire de I'amplitude,
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on traite, pour commencer, directement lequation du ux non factorie (. La esolution
etant faite sur un pas de temps large (sinon la factorisation quasi-statique n'a pas d'inerét),
on s'attenda ce que le ux issu de ce calcul soit entacke d'une erreur nunerique importante.
La [PCQM] suppose que cette erreur est essentiellement poree par I'amplitude. On elimine
donc cette dernére en renormalisant le ux pour qu'il respecte ), et on obtient ainsi
une evaluation de la forme du ux. Lesequations de la ciretique point sont ensuite esolues,
et I'amplitude obtenue serta reconstruire un ux (eta des concentrations de pecurseurs)
"corrige".

c. Comparaison des nethodes

La [PCQM] est pesenee dans [31] comme une amelioration par rapporta I'{QM,] mais
n‘est pas envisagee lors de couplages multi-physiques. Cependant, dans ce cas, on va souhaiter

associer les disciplines coupkesa la neutroniquea la esolution de la ciretique point. LalPCQOM,
qui commence par un calcul spatial poureviter de calculer I'amplitude avec retard, perd de
son inerét : le calcul de ux ne pourra prendre en compte I'in uence des autres disciplines.
A linverse, le processus ieratif de IfQM]s'accommode bien de la recessie de converger les
calculs coupeks, et on verra qu'il est possible de pedire levolution de la eactivik, le paranetre
clef de la ciretique point, en fonction des esultats des disciplines coupkesa la neutronique.
L'TOM peut donc perdre ainsi une partie de son "retard" intrineeque.

L'[QM Jsemble ainsi plus adapee pour les transitoires coupkes. Méme si I'on aegalement

tese la I''QM & doncet priviegee dans ce qui suit.
11.2.5 Resolution nunerique du syseme quasi-statique

Lesequations de la forme du ux peuvent etre esolues par un solveur ciretique classique
au prix d'adaptations mineures.

Pour lesequations de la ciretique point, on a reproduit la methode dite [Generalized Runge-
[Kutta (GRK)]qui est impemenee dans CRONOS et qui est cktailee et tesee dans [29].
Informatiquement, le solveur ciretique point aee cevelope en C++ et un executable, qui est
appek par CAST3M, aet geree.

Detaillons un peu les modi cations apporees au solveur ciretique pour esoudre les

equations de la forme issues de[(11.12), et qui est donc utilie par[[TOM (voir sectior 11.2.4).

Un des objectifs de la cecomposition du ux qui a amere au syseme ) est de tirer
parti des variations lentes de la forme,F, pour la calculer sur de grands pas de temps. Une
di cule est que I'amplitude N, qui varie plus vite, intervient dans lequation 3D. Il est donc
recessaire de faire particulerement attentiona l'ordre des termes enN dans lequation sur F.
Nous pesentons ici quatre sctemas qui ontee teses. On note t la duee du pas de temps
pour le calcul de la forme, et on supposé = 0 au cebut du pas de temps.

Notons que quel que soit le schema utilie, I'acekration par rebalancing (voir paragraphe
de la section[8.3.P) est utiliee sans avoir besoin d'adaptation particulere.
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a. Pesentation des sclemas

Sckema "milieu” : On suppose que la ciretique point est esolue sur des pas de temps plus

ns que lequation sur la forme, et que I'on dispose donc d'uneevaluation des valeurs deN et de

dN t t dN
—— en —. On utilise ces valeurs dans lequation surF. On notant = ——M —( t=2
at > utili valeu quati u N( =2) dt ( ),

on obtient ainsi le -sclema suivant :

| F(CHa+ ) FO@ @ )) _
1=V t
S (11.13)
( Tr D+FP+S)( F( t)+(1 )F(0)+ ﬁ

La modi cation des termes diagonaux issus de l'ogerateurl 1o, sont traies simplement en
multipliant la matrice de masse M, quand elle intervient dans (8.16), par (L+ ), et, quand
elle intervient dans ), par (1 (1 ) ).Lestermes non diagonaux dd ;-, sont modies

1

en multipliant le terme en VO 1
n'a pas besoin d'etre modiee.

de (C.26) par (1 + ). Un calcul simple montre que (C.27)

Pour le traitement des pecurseurs, onevalue N et F au méme moment. La source de

, , . N
ssions-pecurseurs (8.13) modiee s'obtient donc en posant Qstg = CSt%N((S—)Z)’ Qstg =
g NC 1)

2N( t=2)

Cst et en divisant le dernier terme, enC'(0), par N( t=2).

L . . . t
Sclema "moyen” : Cette fois-ci on suppose gue I'on ne dispose pas d'information erE et

. : N( t)+ N(0)
on utilise donc une moyenne pour centrer le sckema el . On e nit Npyoyen = ———F——,

2
N( t N (O .
et = % On obtient alors le méme sclema que peedemment (11.18) en rem-
moyen

placant N ( t=2) par Nmoyen €t en utilisant la nouvelle ce nition de

Sclema équivalent” : On ne cherche plusa centrer le sckema erN maisa construire un
schemaequivalent au sclema classique. On discetise doncN et F aux mémes temps, ce qui
N (0)

d , = :
onne, avec g N( D

EBY FCY Ft ) s =( Tr D+FP+S)( F( t)+(1 ) gF(0)+ Sniret: .

N( 1)

Cette fois-ci, pour ce nir ce sclema, il faut multiplier la matrice de masse M, quand elle

intervient dans (B.17) par g et (C.27) par 1+ ( g 1). Lorsque est dierent de 1 il faut
aussi multiplier toutes les sources explicites par g. En n pour les pecurseurs, par rapporta

ce qui est explige plus haut pour le sctema "milieu”, il faut remplacer N ( t=2) par N( t).
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Sclema "inegral” : Ce sctema, propo% dans|[89], est base sur une inegrale en temps de
. , : 1 dN
lequation de forme sur t. Le terme en —@{: peut etre traie de facon exacte. Celui en F N dt

NCt) FC B+ F(O)

est approxime par In . Les autres termes sont pris constants sur t.

N (0) 2
En posant =1In NC 1t , on obtient :
N (0) 0

1
F(Y 145 FO 1 5

t

I 1=y

Sn:ret:
Tr D+FP+S)(F( t)+(1 FO)+ ——
( IFCO+@ IFO* ey
Le traitement est quasiment identique a celui du sclkema milieu, en remplacant par 0:5
et en utilisant la nouvelle ce nition de . La seule dierence est le terme (C.27) qui doit
maintenant &tre multiple par 1+ (0:5 ).

b. Comparaison des sclemas

Pour ne pas sktendre inutilement sur les comparaisons entre ces sctemas, nous les classons
simplement ici en fonction de ce qui a pu étre obsene qualitativement de leur comportement.
Un sctema est consicee pecis si I'erreur faite sur la condition de factorisation ([L1.7) lors d'un
calcul coupek (ils seront pesenes plus bas) avec de grands pas de temps est petite.

| Le sctema ‘equivalent" est le plus mauvais de tous, et de loin. C'est en e et le seul qui
ne cherche pasa centrer I'in uence de I'amplitude.

| Le sctema "moyen” suit, mais est cep bien plus pecis.

| Un gain net est encore eali® en passant au sclema "milieu”. Il semble que la coterence,

I . dN . .
avec la ciretique point, du couple N et — utili® dans lequation de forme soit impor-

dt
tante.
| Enn, le sctema "inegral" est encore un peu plus pecis que le sctema "milieu”, sauf
au tout cebut du transitoire, ai, pour une raison mal comprise, il produit une erreur
assez importante. Pour cette raison, le screma milieu lui aee pekte pour la suite.

Notons que l'importance de la pecision des sclemas telle qu'on la c nit ici est toute
relative, puisqu'on renormalise toujours la forme pour que la condition ) soit \eriee de
fecon exacte.

11.2.6 Simpli cations du syseme déquation quasi-statique

Il existe au moins trois facons de simpli er lesequations quasi-statiques. Nous ne les avons
pas utilies, mais les passons en revue ici par souci d'exhaustivie.

a. Methode quasi-statique originale

Cette nethode, cecrite dans [29], consiste a regliger le terme en —@{: dans lequation

ciretique de la forme du ux. Elle est justiee par le fait la forme du ux est construite pour
varier lentement en temps.
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Lequation devient alors :

lizv F——— =( Tr D+ FP+ S)F +
v Fogr = )

1 dN Shiret:
N

: @ : .
Gracea l'absence de terme erFJI[:, elle peut &tre esolue par un solveur stationnaire. Elle
recessite quand méme de calculerles concentrations locales des pecurseurs dans le eacteur.

b. Mthode adiabatique

: : 1 dN
Dans cette methode, que I'on retrouve dans[|29] et[[89], on reglige aussi le terme eﬁﬁ
Cette hypothese est juste dans les transitoires lents, piloes par la ciretigue des pecurseurs.

Lequation de la forme du ux devient alors simplement :

Sn:ret:

=0
N

( Tr D+ FP+ S)F +

Il n'y a plus de termes ciretique, mais les concentrations locales des pecurseurs doivent
toujours étre calcukes.

c. Approximation de la ciretique ponctuelle

Cette fois-ci onelimine la recessit de calculer localement les concentrations des pecurseurs
en supposant gu'ils sequilibrent instantarement. On pose alors directement lequation critique
telle qu'on l'aecrite ici ( par exemple, dans le cas de la di usion. La eactivie introduite

dans la ciretique point est directement deduite du coe cient multiplicateur calcue par le

" K 1 _ : o
solveur critique : = el = Notons qu'il faut alors @ nir une normalisation du ux.

Keft
Une discussiona propos de la validie de cette approche peut &tre trouvee dans([89].

Le gros inkerét de cette methode est gu'elle peut étre utilisee lorsque I'on ne dispose que
d'un solveur critique.

11.2.7 Evaluation du solveur de ciretique point sur Godiva

Pour \eri er le solveur de ciretique point utiliee, le calcul des paranetres ciretiques (ce
qui passe par un calcul de ux adjoint) et la colerence de la ciretique point avec la ciretique
spatiale, on confronte les esultats de la ciretique pointa ceux d'un calcul 3D. On anticipe un
peu sur la suite, puisqu'il s'agit en ealie du cebut du transitoire coupk que I'on verra plus
loin. On ne s'ineresse ici qu'aux 1;5:10 4 premeres secondes, pendant lesquelles I'impact du
couplage sur la neutronique est regligeable. On impose aux deux solveurs un exes en eactivie
de 758pcm. Le ¢ calcuketant de 712pcm, on est critique prompt.

Les esultats sont donres gure [1.5] La ekrence correspond au calcul en SP3 ciretique
avec des pas de temps de 10s (le pas de temps est converge). Le solveur de ciretique point
calcule automatiguement son pas de temps. Le cas "CP sans termes non diagonaux” illustre
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l'importance des termes non diagonaux dans le calcul de . Dans ce cas on ne les a pas pris
en compte (on a utilie l'operateur d'inertie classique de di usion, voir tableau 11.5), et on
constate qu'alors la ciretigue point ne donne pas les bons esultats. Le cas "CP avec termes
non diagonaux" utilise des paramnetres calcuks sur letat stationnaire initial, en prenant bien en
compte les termes non diagonaux dé;-,, dans le calcul de . Les esultats sont cette fois bien
colerents avec ceux de la ciretique spatiale. Pour information, on trouve un de 5:449 10 °s (et
4:309 10 %s sans les termes non diagonaux). C'est environ deux ordres de grandeur in&rieur
a ce qui est obtenu en[RNR-Ng, ai I'on a cep des valeurs deuxa trois ordres de grandeur

inkrieures qu'en

Figure 11.5 { Evaluation de la ciretique point sur Godiva.

11.3 Thermique

On traite lequation de di usion thermique classique ( T est la temgerature, la masse
volumique, C,, la capacie thermique speci que, la conductivie thermique et P la puissance
volumique) :

@T_
@t

, Cp et sont donrees, pour Godiva, dans le tableay 10]1. La puissancE est, quanta
elle, cetermiree par le calcul neutronique.

o T+P:

Pour esoudre lequation, on utilise des dierences nies sur le terme avec la cerivee tem-
porelle et un -schema sur celui avec des cerivees spatiales. La puissance est suppose >ee ici.
On note, comme peedemment, le pas de temps t et on supposet = 0 au cebut du pas de
temps. On obtient ainsi :

¢, TLY TO

n (T )+ )T(0)) + P: (11.14)

On impose, au bord de la sptere,T = 0 pour les calculs stationnaires etr T = 0 (soit
un ux de chaleur nul) pour les calculs instationnaires. Ce type de probeme peut étre esolu
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facilement, par la methode des ekments nis, par CAST3M et nous ne nous etendrons pas
dessus. Seuls les e ets relatifs de temperature nous ineresse, et c'est pourquoi nous imposons
T = 0 au bord. Les temgeratures donrees par la suite doivent étre vues comme unecart par
rapporta la tempgerature initialement impose au bord.

11.4 Mecanique

Une pesentation cetailee des equations survokes ici peut étre trouvee dans [67]. Dans
cette section, les tenseurs sont souligres et leur dimension est indiqLee par le nombre de souli-
gnements.

Nous traitons ici un probeme ciretique delasticie lireaire (petites ceformations), sans
pecontrainte, d'un magriau isotrope.

Un probeme delasticie lireaire peut s'exprimer ainsi :

Trouver le champ de deplacementu cirematiquement admissible (egulier et qui \eri e les
conditions aux limites) et le champ de tenseur des contraintes_ statiquement admissible

(egulier, synetrique, qui \eri e les conditions aux limites et div_+f = , avecf force

volumique s'exercant sur le syseme, la densie et le vecteur aceeration) reles par la loi
de comportement du matriau.

Dans le cas de Ilelasticit lireaire sans pecontrainte, la loi de comportement est une relation
- : 1 . .
lireaire entre _ et _, le tenseur de deformation ( _ = 5 Lu+r u' , avecr_u la jacobienne de
u):

=%:: (T To)_:

Pour un matriau isotrope, cette loi secrit simplement ( T et Tp sont les temperatures

courante et initiale, est le coe cient de dilatation thermique, et sont les coe cients de

- . 3 +2
Lane caraceristiques du matriau, et = T) :

= Tr(1l+2 _ 3 (T To)l: (11.15)

, et K peuvent se deduire du module de YoungE et du coe cient de Poisson (donres
pour Godiva dans le tableau[ 10.]l) ainsi :

@+ )@ 2) 21+ ) 31 2)

Nous admettons que ce probeme peut skcrire sous la formeequivalente (dite formulation
faible, ou formulation variationnelle, voir section [8.1), en I'absence de force exerieure :

Trouver _ et u admissibles \eri ant 80 ceplacement admissible :

z Z
ad o+  _: (0)d o=0: (11.16)

o 0
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On note que les inkgrales portent sur g, c'esta dire la con guration de etrence (non
cefornee). On est dans le cadre de I'hypottese de petites deformations.

Suivant la cemarche de la section[8.1, on introduit maintenant les fonctions tests de la
nmethode desekments nis nokees ;. Notons qu'elles sont ici vectorielles. On va esoudre le

probeme () sur l'espace vectoriel de dimension nie erep par les j. On cherche donc le

teplacement u comme une con?pinaison lireaire des; : u= ;U j. Remarquons que I'on a
I'acekration simplement : = ;& ;. On note U le vecteur desu;. On introduitegalement

: . . 1
les ceformations by assocees aux ceplacementseementaires j : b = 5 it i

En injectant (L1.15) dans (11.16), en cecomposant dceformation et acakration sur la base
des j et en testant legalie sur tous les vecteurs de la base, on obtient le syseme lireaire :

MU+ KU = F; (11.17)

avec :
z
| ( M) = i jd o.M estla matrice de masse,
Z o o
| ( K)j = Tr(b)Tr(g)+2 Tr (b by) d o. Kestla matrice de rigidie,
Z - == - =

0

| (Fyi= 3 (T ToTr()d o

0

Le syseme (11.17) ne dissipe pas denergie, ce qui n'est pas ealiste. Pour cette raison, on
introduit gereralement un terme dissipatif, et on esouta la place :

MU+ CU+ KU = F; (11.18)

C est la matrice d'amortissement. On la choisit ici proportionnellea la matrice de masse :
C = aM. a est e arbitrairement (20000s ! ici) pour amortir les oscillations mecaniques sans
leseliminer totalement.

On a cevelopre, pour esoudre ([L1.18), un sctema de Newmark, methode de esolution clas-
sigue en rrecanique. Plus peciement, on utilise le screma de Newmarka acaekration moyenne
qui est tes robuste : il est inconditionnellement stable. Il consistea approximer ceplacement
et vitesse par des ceveloppements limies faisant apparatre I'acekration courante. On note
ici encore le pas de temps t et on supposet = 0 au cebut du pas de temps :

U( = U@+ tu)+ th 200+ 00 0

U( t)= WO)+ t %L’J(O)+ %U( )

En injectant ces developpements limies dans (11.18), on obtient :

t t2 t
+C—+K— U = + —U¢
M+ C > K 7 U( t) C Wwo > U (0)
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K U@+ tu()+ fl‘J(O) + F(1):

La esolution de ce syseme donne U( t), puis, en linjectant dans les ceveloppements
limies de U et de U, on obtient U( t) et W( t).

On associea cetteequation des conditions aux limites de deplacement nul au centre de la
spltere et de surface libre £ = 0)a sa peripterie.



e L2

Calculs coupés

Nous avons ¢k ni au chapitre peedent comment chacune des disciplinesetait esolue. Nous
nous ineressons maintenant aux calculs coupks, travail qui a fait I'objet d'une publication [84].
Commercons par letablissement d'une etrence pour la suite.

12.1 Etablissement d'une eérence

12.1.1 Avec une neutronique ciretique spatiale "compéte"

Nous commercons en utilisant lesequations neutroniques ciretiques spatiales sans la fac-
torisation quasi-statique (on esout directement ([L1.1))).

On va utiliser pour cela la technique de couplage la plus simple et la plus utiliee, celle de

Gauss-Seidel (voir sectior} 3]2 pour plus de cetailsa son propos), repesenee gure 12.1. On
pourra ainsi juger des gains des autres nethodes visa vis de celle-ci.

Figure 12.1 { Sctema de Gauss-Seidel pour la ealisation d'un couplage sur Godiva, avec
neutronique ciretigue spatiale.

165
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Ces ierations de Gauss-Seidel sont ealigesa l'initialisation eta chague pas de temps pour
converger sur un sctema global implicite (voir section[4.1.B pour la ealisation de sclemas
non explicites avec Gauss-Seidel ou Newton). La neutronique et la termique sontegalement
implicites par rapporta leurs propres variables. Dans les faits, sur les pas de temps convergs,
une seule ieration est recessairea chaque pas de temps, ce qui revienta avoir un sclrema de
couplage explicite. Le méme pas de temps est utiliee pour chaque discipline et pour le couplage.

Le transitoire est initiali® comme suit :

1. Lamatrice de ssion est normalise de facona imposer une eactivie initiale de 758pcm.
Cette eactivie initiale aet ajusee pour reproduire la ciretique neutronique obsenee
pendant la premere phase du burst de puissance le plus violent ealie. On obtient ainsi
une periode (temps de multiplication par e de la puissance) de 11.6s, comme dans
I'experience (voir tableau [10.2).

2. On normalise le ux initiala 100W.

3. Unetat stationnaire global est calcue. Deux ierations sont su santes. On obtient une
temperature moyenne initiale de 0.83K et une dilatation initiale de 10 “cm.

On utilise du SP3a 9 groupes denergie (donc 18 pseudo-groupes) en neutronique (voir
section|11.1.8 pour uneevaluation du moctle). Ce sera le cas pour tous les calculs du chapitre.

Les courbes devolution de la puissance, de la temgerature moyenne et du rayon de la
sprere sont donrees respectivement gureqd 12.2[ 1213 dt 12/.4, pour dierents pas de temps. On
constate que le pas de temps est convergea partir de 10’s et que la neutronique l'impose : la
courbe de puissance varie en fonction du pas de temps s le cebut du transitoire, alors que
les autres disciplines ne jouent pas encore de roéle.

Figure 12.2 { Evolution de la puissance, pour dierents pas de temps, pendant le transitoire
coupk de Godiva, avec ciretique neutronique spatiale.
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Figure 12.3 { Evolution de la temperature moyenne, pour dierents pas de temps, pendant le
transitoire coupk de Godiva, avec ciretigue neutronique spatiale.

Figure 12.4 { Evolution de la taille de la sptere, pour dierents pas de temps, pendant le
transitoire coupk de Godiva, avec ciretique neutronique spatiale.
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Les principaux esultats obtenus, avec un pas de temps de 10's (ce sera le calcul de
erence a l'avenir), sont donres tableau ]2.1]et sont compaesa I'exgerience (voir tableau

[10.2) eta ceux de[PS] (voir section[10.2).

Grandeur Experience Calcul PSI Nos esultats
"Reriode" (temps de multiplication par e 116 s 11.7 s 116 s
de la puissance sans contre-eaction)
Exes en eactivie initial 1.082% 758pcm,
soit 1.065%
Puissance maximale 8.6GW 5.2GW 10.8GW
Ekvation de temperature moyenne nale 38K 65K
Variation de volume 0.13% 0.27%

Tableau 12.1 { Resultats de egrence (neutronique ciretique spatiale) pour le couplage sur
Godiva, compaesa I'exgerience eta ceux de @

On reproduit bien les formes des courbes obtenues par BSI ( gure 10.3), avec notamment
une stabilisation de la puissance un peu au dessus du MW et des oscillations necaniques de
fequence similaire.

L'exe@s de eactivie initial aet ajuse empiriquement dans notre cas, et probablement
egalementa PSI] pour reproduire la geriode de I'exgerience. L'ex@s de eactivieetant exprire
en dollars, la valeur de celui-ci est importante. Il s'agit de la valeur du ¢ telle que c nie
section[11.2.8. On trouve dans notre cas 712pcm. Cette valeur n'est pas donree dans les comptes
rendus de l'exgerience. Notons que le ¢ est dierent du intervenant dans les equations
ciretique, par exemple (C.1)), qui vaut dans notre cas 685pcm. La dierence tient au fait que
la ¢k nition du ¢ poncere les neutrons par leur importance neutronique.

On a une puissance au pic, une tempgerature moyenne nale et une dilatation de la sptere
plus grandes que I'exgerience et que calcukes pdr P$L. Il est di cile d'en connatre la raison,
méme si I'on peut soupconner le mocele neutronique qui est, comme nous l'avons vu section
[11.1.3, imparfait. Nos esultats sont tout de méme relativement proches de I'exgerience et
reproduisent bien la physique du pkenonene qui est un couplage fort entre neutronique et
thermomecanique, comme nous le souhaitions.

12.1.2 Avec la factorisation quasi-statique

Nous utilisons ici la factorisation quasi-statique pesenee section[11.2. Cette formulation
du probkme ciretique semble en e et prometteuse pour la esolution de probemes coupks. Les
equations de la ciretique point, qui sont simples et rapidesa esoudre, peuvent étre esolues
sur des pas de temps ns en liaison avec les disciplines coupkesa la neutronique. Il est fequent
par exemple que des codes de thermo-hydraulique embarquent leur propre solveur de ciretique
point. On peut ainsi ealiser un couplage pecis, car utilisant des pas de temps ns, avec
une neutronique tes simpliee et corriger celle-ci par des appels (plus rares que si cétait la
seule source d'information sur le comportement neutronique du syseme)a une neutronique
spatiale adapte. Rappelons que, malge son nom, la factorisation quasi-statique n'est pas une
cegradation du mockle, elle n'implique aucune hypottese.
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On utilise un sctema de couplage qui tire parti de la decomposition du calcul neutronique.
La ciretique point, la thermique et la mecanique sont cha'Yees, comme lillustre la gure
sur des pas de tempst . Lequation devolution de la forme du ux est, quanta elle, coupke
avec la ealisation de n pas de temps du chamage ciretique point - thermique - necanique.
Le couplage est simplement explicite et est illuste, pour I'approche IQM (voir section[11.2.4),
gure [2.6] La forme du ux obtenu par le calcul spatial est renormalise pour que la condition
) soit \eriee de fecon exacte. Insistons sur le fait que méme si l'algorithme est
normalement ieratif, on ne recalcule pas ici un pas de temps. On ne fait qu'une seule ieration.
La eactivie est donc constante sur le pas de temps.

Pour reproduire I'approche [PCOM| que l'on teste plus bas, il sut dinverser l'ordre
d'execution indiqe gure 12.6 } la neutronique spatiale est appeke en premere (et on rem-
place calcul de forme par calcul de ux), et est suivie par la ciretique point, la thermique et la
mecanique. On note dans les deux cas le pas de temps globalt(= nt).

Figure 12.5{ Sclema de chamage entre ciretique point, thermigue et mecanique.
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Figure 12.6 { Couplage entre ciretique de la forme du ux et le chahage peedent.

t est e, ici et pour la suite,a 10 ’s.

Les courbes devolution, obtenues par les approches IQM dt PCOM, de la puissance, de la
temperature moyenne et du rayon de la sprere sont donrees gureq 12.7g 12.D. Les principaux
esultats sont esunres tableau [2.2] La "etrence" est le couplage calcuk sans la factorisation
quasi-statique et avec des pas de temps de 10s (voir section[12.1.]).

Figure 12.7 { Evolution de la puissance, pour dierents pas de temps t, pendant le transitoire
coupk de Godiva, avec factorisation quasi-statique et approchep TQY ef PCQW.
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Figure 12.8 { Evolution de la temperature moyenne, pour dierents pas de temps t, pendant
le transitoire coupk de Godiva, avec factorisation quasi-statique et approche§ TQN ef PCON(.

Figure 12.9 { Evolution de la taille de la sptere, pour dierents pas de temps t, pendant le
transitoire coupe de Godiva, avec factorisation quasi-statique et approche$ TQM ef PCQM.
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Grandeur Reérence IQM IQM PCOM
(dt =10 ’s) [t =10 ’s|t =10 °s|t =10 °s

Puissance 10.8GW 10.9GW 16.4GW 16.2GW

maximale

Eévation de 65K 66K 89K 89K

temperature

moyenne nale

Variation de 0.27% 0.27% 0.37% 0.37%

volume

Temps de 5h38 5h57 13min 15min

calcul

Tableau 12.2 { Resultats obtenus avec la factorisation quasi-statique et les approches IQM et
[PCQM]pour le couplage sur Godiva, avec dierents pas de temps t.

Tout d'abord, on constate que l'algorithme [[QM] converge bien vers la egrence (c'est
bien soregalement le cas de Id PCON1). En outre, les algorithmeg 1QM ef PCOM ont un
comportement similaire lorsque le pas de temps cro. En e et, I'approchg PCON utilise une
eactivie "amont”, mais qui ne tient pas compte de levolution de thermo-necanique. C'est
a peu pesequivalent dans notre cas au fait de n'utiliser qu'une eactivie "aval" comme le
fait I'algorithme ci (une seule ieration est faite). En outre, parce qu'il est non ieratif et
parce qu'il fournit cep une eactivie "amont” (qui est mauvaise), I'algorithme PGQM es} peu
adapte aux technigues de couplage que I'on verra plus loin. Par la suite, on s'est donc concente
sur l'approche[IQM] pour letude des techniques de couplage.

La comparaison des temps de calcul permet de con rmer que ce sont bien les calculs neu-
troniques spatiaux qui codtent cher (t etant toujoursegala 10 ’s, les autres calculs sont faits
le méme nombre de fois). Dans les cag "IQM", le calcul de forme n'a pasa faireevoluer I'am-
plitude du ux, contrairement aux deux autres cas. On s'attendrait donca gagner en temps de
calcul, m&éme avec des pas de tempst identiques. Cependant, la technique d'acekration par
rebalancing utiliee ici (voir paragraphe section) gomme cet e et, ce qui nous anenea
des temps de calcul comparablesa pas de temps pour les calculs spatiaux identiques.

12.2 Travail sur les nethodes de couplage

12.2.1 Pas de temps xe

On fait appel ici aux nethodes de couplage en transitoire, pesenees au chapitrg 4, pour
tenter d'aneliorer la pecision du calcul quasi-statique avec des pas de temps t de 10 °s
(t vaut toujours 10 ’s). Explicitons pour commencer les dierentes approches tesees. Nous
verrons qu'elles se concentrent sur la eactivie, qui est ici, comme souvent, l'information la
plus importante issue du calcul spatial.

a. Pesentation des nethodes utili®es

Gauss-Seidel :  Comme dans l'algorithme[IQM] original (voir section [11.2.4), on efete ici
le calcul de chaque pas de temps t jusqua convergence (voir section 4.1.]3 pour I'utilisation
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de Gauss-Seidel dans un couplage en temps). La eactivie et le rayon de la sptere sont uti-
lies comme crieres de convergence (on consicere lecart entre deux ierations successives; les
crieres sont de 0.1pcm et de 10 °cm respectivement). La condition ) ne peut pas étre uti-
lie :a cause de lintroduction de calculs non neutroniques, cette condition n'est pas toujours
respecee a la convergence. Il est alors particulerement important de renormaliser la forme
obtenue pour imposer le respect def (11]7), pour que lesequations de la ciretique point, baees
sur cette condition, restent justes. A partir de la deuxeme ieration, la eactivie est interpoke
lireairement, pour les calculs de ciretique point, entret ett+ t:

(t+mt) (t)+2((t+ (1)

Extrapolation lireaire : Il s'agit du "traitement d'ordre plus eleve des non-lirearies”,
expligee section[4.2.2, et appliqea la eactivie. Ainsi on cherchea pedire, pour les calculs
de ciretique point, la eactivie en t+ mt en fonction de la eactivie en t etent t. Cela
donne (une seule ieration est faite par pas de temps) :

(t+mt) (t)+2((t) t 1)

Contre-eaction : On cherche ici aussia pedire la eactivie en t+ mt, mais cette fois en
ne supposant plus la lirearie par rapport au temps, mais par rapporta un esultat du calcul
mecanique (qui est fait tous les t, comme la ciretique point). On introduit ainsi un retour
dans le chamage cecrit gure [12.5. On choisit comme variable le rayon de la sptere, noe icir,
et on suppose que la eactivie est lireaire entre le rayon initial et le rayon courant, (et pas sur
un intervalle t par exemple) poureviter les erreurs nuneriques lorsque la derivee en temps
de cette variable s'annule. Onecrit ainsi (A encore, une seule ieration est faite par pas de
temps) :

®  ©

(t+mt) (t)+r(t) )

(rt+mt) r(t)):

Pas de temps dcaés : Nous citons cette methode pour expliquer qu'elle ne semble a priori
pas adapee au quasi-statique. L'icee, exposea la section4.2.]L, est de dcecaler d'un demi pas
de temps I'execution des disciplines coupkes pour qu'elles utilisent chacune les informations
de milieux de pas de temps de l'autre. Cependant, dans le couplage calcul d'amplitude - calcul
de forme, expo® en cetail section[11.2.p, on utilise cep des informations de debut et de n
de pas de temps t issues de la ciretique point (hotamment pour le calcul des pecurseurs
dans lequation de forme). A cause de cela, il n'a paset trouwe de scltema de couplage tirant
eellement parti de l'icee d'un cecalage des pas de temps.

b. Interpetation des esultats

On donne tableau[12.B les principaux esultats obtenus avec ces nethodes.
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Grandeur IQM IQM Gauss- Extra- Contre-

t =10 ‘s| t =10 ®s| Seidel | polation | eaction
lirraire

Puissance 10.9GW 16.4GW 10.5GW | 12.6GW | 11.0GW

maximale

Eévation de 66K 89K 64K 72K 66K

temperature

moyenne nale

Variation de 0.27% 0.37% 0.27% 0.30% 0.28%

volume

Temps de 5h57 13min 25min 14min 14min

calcul

Tableau 12.3 { Resultats obtenus, sur Godiva, avec des pas de temps xes t = 10 °s et
l'approche[IQM] pour dierentes techniques de couplage.

Toutes les techniques de couplage teskes ici aneliorent signi cativement les esultats en
les rapprochant de ceux du calcul conver@ t =10 ’s". Les ierations de Gauss-Seidel
sont reanmoins codteuses en temps de calcul et conduisenta sous-estimer egerement le pic de
puissance, probablementa cause de I'hypottese de variation lireaire en temps de la eactivie
qui y est faite. En ealie,a cause des oscillations visibles gure [[2.9, la cerivee seconde en temps
de la eactivie est forte. La nmethode d'extrapolation lireaire sou re du méme inconwenient,
renfor@ par la distance entre les points connus de eactivie et ceux pedits. La nmethode de
contre-eaction, elle, ne suppose qu'une relation lireaire entre la eactivie et un esultat de la
thermo-necanique calcukea chaque t. Cela explique que la nethode soit la plus pecise, alors
méme qu'elle n'a ecte pas le temps de calcul.

On donne gure levolution de la eactivie des dierentes techniques tesees ici. Le
mangue de pecision de I'approche initial est visible. On voitegalement nettement les erreurs
commises par l'extrapolation lireaire a proximie des extremums : la cerivve seconde de la
eactivie y est maximale. Les pas de temps utiliees sont trop grands pour cette approche. Les
nmethodes de Gauss-Seidel eta contre-eaction permettent quanta elles de lisser e cacement la
courbe et de se rapprocher de la eerence. L'e et de I'hypottese de lirearie dans I'algorithme
de Gauss-Seidel est visible au niveau du premier minimum de eactivite : le pic est Egerement
ecrée.
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Figure 12.10 { Evolution de la eactivie, pour dierentes technigues de couplage, avec t =
10 °s et l'approche[IQM| pendant le transitoire coupk de Godiva.

Il est ineressant de voir au passage que letat nal n'est pas unetat \eritablement station-
naire puisque la eactivie est dierente de 0. C'est unetat stationnaire du point de vue des
neutrons prompts : la eactivie nale est inkrieure au ¢t et la puissance a diminwe jusqua
ce que le ux soit enequilibre avec les pecurseurs. Sur une plus grande echelle de temps, on
verrait une competition entre lI'augmentation naturelle de la puissance, piloee par la vitesse
devolution des concentrations de pecurseurs, et la dilatation de la sptere (conduisanta une
baisse de eactivit), jusqua ce que la eactivie ne devienne regative, et que la eaction en
cha™me ne sktou e d'elle-méme.

c. Note sur la nethode de contre-eaction

Nous avons suppog ici que la eactivie variait lireairement avec le rayon de la spltere pour
k nir la nethode de contre-eaction. Gracea la faible ceformation du syseme, le probeme est
bien lireaire et cette methode donne de bons esultats. Il est cependant egitime de s'interroger
sur la gereralisation de cette nethode a d'autres cas d'application. Il est en fait touta fait
possible de & nir des contre-eactions spatiales dans le cas gereral, a condition que  soit
utilise comme fonction de ponceration et que le syseme n'ait pas tropevole depuis t = 0.

Supposons que l'on connaissea linstantt la eactivie  (t), la forme du ux F(t) et les
dierents operateurs intervenant dans la ce nition de la eactivie en ciretique (11.10). Rour
simpli er la suite, on notera simplement H = Tr+ D F S. On cherchea pevoir la valeur
de ent+ t sans refaire un calcul de forme. Explicitons l'incement de eactivie entre t et
t+ t (les ogerateurs, le forme du ux et la eactivie ontevolie dun" X "entretett+ t):

hH(t)+ H)F({t)+ F); o N H(t)F (t); of .

S0 U7 EoY FXFOT B o FOFD: o

En regligeant les termes de second ordre en les perturbations, on arrivea :

hHF(t)+ H(t) F; o,
HE(tF (t); o '
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Le ux adjoint \eri e lequation adjointe (voir section 6.3.1 ppur une pesentation de I'ad-
joint), c'esta dire H(0) ,=0.Ainsiona:

hHF@®+(H{) HQO) F; o,
HE(OF (1); ol '

Sous I'hypothese que la perturbation de l'operateur H, entre O ett, est petite, il est possible
déecrire :

hH F(t); o .
hE(OF (t); o

Si on est capable de relier les perturbations des variables non neutroniquesa celles &
cette dernere equation permet de e nir des contre-eactions spatiales. On remarque qu'il
s'agit de la formule de perturbation classique cep vue peedemment (5.5) dans le cas critique.
Notonsegalement que ce calcul n'est valable que si ; est utilise comme fonction de ponceration

dans la condition (11.7).

En outre, rien n'empéche de prendre une fonction de ponckration cependante du temps, ce
gui pourrait permettre de se passer de I'hypotlese queH varie peu entre O ett.

12.2.2 Pas de temps variable

Le choix d'un pas de temps est toujours une a aire de compromis entre temps de calcul et
pecision. Si les nethodes pesentes peedemment permettent d'utiliser de plus grands pas
de temps, elles nkliminent pas cette tension et ne donnent pas d'information sur la pecision
atteinte. En outre, il y a souvent dierentes phases dans un transitoire, et utiliser un pas de
temps unique ne peut alors pas &tre optimal.

Nous avons test deux techniques classiques pour adapter automatiquement le pas de
temps :

Pas de temps adaptatif : L'icee derrere cette straegie est que la condition ({1.7) donne
une information simple sur I'erreur nurrerique faite lors d'un calcul de forme. On utilise la
technique de Gauss-Seidel, initialie par celle de contre-eaction. A la n de chaque pas de
temps t, on consicere I'erreur sur la condition de normalisation (11.7). Si elle est superieurea
un certain criere (3% dans notre cas), l'intervalle de temps est recalcuk avec des pas de temps
divies par deux. A l'inverse, si l'erreur est inerieurea une borne minimale (1.35% dans notre
cas), le pas de temps est multiple par deux pour la suite. La valeur initiale et maximale de t
est xeea 2 't =1:28 10 °s. Sa valeur minimale est bien sart (soit 10 ’s).

Pas de temps pedictif : Cette fois-ci on cherche a eviter d'avoir a refaire un calcul.
Consicerons lequation devolution de la forme dans le syseme quasi-statique (11.12). La source
principale d'erreur dans son inegration nunerique est probablement l'incoterence dans le ratio

N di entre ciretique spatiale et ciretique point. D'apes lesequations ponctuelles, il estegal
eff | 1

a—+ N | 1q. Cette quantie varie principalementa cause de , dont on utilise donc

la variation pour ceterminer quand faire un calcul de forme. On utilise ici la nethode de
contre-eaction. Quand lecart entre la eactivie pedite et la eactivie calcuke par le calcul
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de forme pe@dent est superieura un certain criere (5pcm ici), un calcul de forme est fait
immediatement. Un maximum de 128 pas de tempst par pas de temps t est ». Le criere
de 5pcm aet choisi pour donner des pas de temps similairesa la methodea pas de temps
adaptatifsa la premere oscillation de eactivie.

Les principaux esultats obtenus avec ces nethodes sont donres tablea{i 12]4.

Grandeur Ref. QS, Pas de temps | Pas de temps
t =10 ’s adaptatif pedictif

Puissance 10.9GW 10.8GW 10.9GW

maximale

Ekvation de 66K 65K 66K

temperature

moyenne nale

Variation de 0.27% 0.27% 0.27%

volume

Temps de 5h57 39min 16min

calcul

Tableau 12.4 { Resultats obtenus, sur Godiva, avec dierentes techniques d'adaptation du
pas de temps et I'approch@.

Les deux nethodes permettent d'obtenir des esultats tes proches de la etrence. Comme
on pouvait s'y attendre, la methode a pas de temps pedictifs est plus rapide puisqu'aucun
calcul n'a eu besoin d'etre refait.

Levolution de la taille des pas de temps est donree gure [12.1]. Les deux stratgies
s'adaptent biena levolution du transitoire. Le pas de temps est maximal au debut, avant que
la sptere ne se dilate, devient minimum pour le pic de puissance, eaugmente egulerementa
chaque extremum de la courbe de eactivie et tenda raugmentera la n du transitoire.

Figure 12.11 { Evolution de la taille des pas de temps t, selon deux techniques d'adaptation
du pas de temps, pendant le transitoire coupe de Godiva, et avec I'approchg TQW.
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Il y a cependant quelques dierences dans les pas de temps <slectionres par les deux
strakgies. La nethode pedictive n'est pas limiee a un nombre de pas de temps t conte-
nus par t en puissance de deux, ce qui permet une adaptation plus ne aux minimums. On
noteegalement des pas de temps sensiblement plus grands que la nethode adaptative aux ex-
tremums eta la n du transitoire. Cette dierence est due au caracere oscillant de la eactivie.
Lecart entre valeur courante et valeur de debut de pas de temps n'est pas assez grand pour
provoquer un calcul de forme dans la nethode pedictive, mais cause une erreur cumuke vue
par la methode adaptative. De nir un criere base sur une inegrale de lecart de eactivie
pour la nethode pedictive pourrait se eeler plus pertinent ou competer la nethode.
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En guise de perspective : ealisation
d'un couplage intriqwe

Ce chapitre est relativement incependant du reste de cette partie de ttese. Il peut étre vu
comme une ouverture vers les techniques de couplage intriqlees, ceg introduites sectiop 5|.2.

Nous consicerons la pkenonenologie de I'exgerience Godiva : un milieu ssile initialement
surcritique se dilate thermiquement jusqua etou er la eaction en chame. La methodologie
utilie est reanmoins dierente de ce qui aek fait dans les chapitres pe@dents. On visea
esoudre les equations de neutronique, thermique et necanigue ensemble, et non plus l'une
apes l'autre comme peedemment. Nous tacherons de montrer la faisabilie de ce type de
esolution, qui n'a jamaisek tenk entre ces disciplinesa notre connaissance, et laisserons de
coe la question de sa performance.

13.1 Etablissement desequations

13.1.1 Mockles coupés

Nous adoptons ici, pour chaque discipline, une moctlisation qui ramene le probemea un
syseme lireaire. Nous nous placons donc dans le formalisme deseements nis (pesene section
), et supposons que les disciplines coupkes partagent les mémes types dekments nis. Les
fonctionsebmentaires seront donc notes par la suite de la méme fecon : ;. Nous noterons ; en
mecanique pour se souvenir que le deplacementebmentaire a une composante par dimension
d'espace. De manere gererale, on reprend, pour les variables mecaniques, la notation de la
section[11.4 qui consistea indiquer par le nombre de soulignements la dimension des tenseurs.

Nous adoptons I'hypottese des petites deformations pour la necanique et la thermique. Cela
signi e que ces disciplines sont esolues sur la con guration dite de eg&rence, non ceformee, que
I'on notera ¢. Il serait plus juste d'utiliser la con guration courante, noee , mais on s'attend
a ce que les ceformations soient trop faibles pour avoir un impact notable sur cesequations. De
fait, nous avions par exemple trouwe une deformation tes faible sur Godiva (voir tableau [L2.1).
En revanche, nous n'utilisons pas cette hypotlese en neutronique, puisque nous cherchonsa y
voir I'impact de la mecanique. Malge la faible deformation, on s'attend,a cause de la grande
sensibilie de la neutronique,a un e et important.

179
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a. Mecanique

Pour la mecanique, on simplie (11.18) en prenant I'hypottese quasi-statique : on ignore
les termes avec des ckrivees en temps pour se ramener au syseme lireairdJ( est le vecteur
des composantes du ceplacement sur les vecteurs de base;) :

KU = F: (13.1)

On rappelle les expressions d& et deF, ai p; =

C
N

Z
[(Ki=  Tr@T@+2Tr@ b do

0

I (Fi= 3 (T ToTr()d o

0

Notons qu'il est touta fait possible de mettre sous la forme d'un syseme lireaire en la
ceformation le sctema de Newmark utiliee pour traiter la mecanique ciretique section I
serait donc possible de lever I'hypotlese quasi-statique ici tout en conservant la méme demarche.
Nous ne l'avons pas fait pour aleger lesequations et se concentrer sur ce qui nous ineressait,
le couplage.

b. Thermique
Pour la thermique, partant de (), on peut se ramener au syseme lireaire suivant :

AnT( t)= Bm;

avecT le vecteur des composantes de la temperaturd sur les vecteurs de base; et (on a
pris =1):

lZ Z
| ( Ath)ij=ft Cpijd o+ roir jd o,
0 0 i)
1Z X Z
| ( Bw)i= — Cpo@ Tj(0) A id o+ P id o.

0 i 0

c. Neutronique

En neutronique, nous utilisons le mocele de di usion pour clari er le propos eteviter la
multiplication du nombre de groupes e ectifs par le[SPN. Nous avons cep mis lesequations
ciretiques de la di usion sous la forme d'un syseme lireaire pour leur esolution dans CAST3M

®19):

Atotal (1) = Stotar

Il serait long de rappeler ici les expressions exactes dggta €t Sioral - Rappelons simplement
gu'elles contiennent une matrice de type rigidie, que I'on va noter K ¢, et des matrices de type
masse, que I'on va notelR lorsque une section e cace intervient dans sa e nition et M sinon.
On a les expressions gererales suivantes pouK pe, R et M :
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Z
| ( Kne)j = D9 ir jd;
z
| ( R)j = ijd ;
z
| ( M)j = i jd
Rappelons que contrairementa la necanique et la thermique, ces inegrales sont ¢ nies sur

, la con guration courante, qui est cefornee par la necanique, et non sur ¢ la con guration
de eErence.

On reglige I'e et Doppler, comme pour I'exgerience Godiva. Il n'y a donc pas de cependance
directea la temperature.

13.1.2 Algorithme du point xe

En nommant X le vecteur qui concaene les vecteurs des composantes du ceplacement, de
la temperature et du ux neutronique, on & nit le syseme global :

A(X)X = B(X): (13.2)

A(X) est la matrice diagonale par blocs au chaque bloc corresponda la matrice du syseme
lireaire d'une discipline :

0 1
K 0 0

AX)=@ o0 Ay, 0 A:
0 0 Atotal

B (X) est la concatnation des seconds membres. On a noe explicitement les cependances
de A et B en X pour ne pas tromper sur la nature du syseme ainsi pos : il est faussement
lireaire, chaque discipline incorporant des termes cependants des autres disciplines.

On choisit un sckema en temps aussi implicite que possible, ce qui rend le sysemea esoudre
a chaque pas de temps \eritablement non lireaire.

La manére la plus basique de esoudre [13.2) consistea utiliser un algorithme de point xe,
similaire a la methode de Gauss-Seidel pesente section 3.2. En se donnant une estimation
initiale X © des variables, on c nit une estimation de la solution X a l'ieration n+ 1 ainsi :

XM= AX™ B(X"): (13.3)

On iere jusqua ce que la norme du esidu F(X") = A(X"X" B(X") soit susamment
petite.

Ce ni ainsi, avec une matrice A diagonale par blocs, cet algorithme revienta esoudre les
disciplines inckependamment les unes des autres, ce qui estequivalenta I'algorithme de Jacobi
pesene section B.2.7. Il est moins e cace que l'algorithme de Gauss-Seidel basique (a1 les
disciplines sont esolues l'une apes l'autre).

Cependant, puisqu'on ¢ nit un syseme global, il est possible de faire mieux que de sim-
plement juxtaposer les probemes monodisciplinaires. Les seconds membres de necanique et de
thermique ont des dependances lireaires, respectivement en la thermique et la neutronique, ce
qui permet de les inclure dans le syseme lireaire multiphysique.
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a. Mecanique

Pour le second membre necanique, en injectant la cecomposition de la temperature sur les
i dans la e nition de F on obtient :

X Z Z
(F); = 3 Tr(b)d oT 37T oTr(b)d o (13.4)
=2 {z }l——{z }
(Crm )ij (FOi
Z
(Crm)ij = 3 jTr(b)d o

0

On a alors :
F= CrmT+F&

avec Cty la matrice donnant I'impact de la thermique sur la mecanique et F°le nouveau
second membre necanique.

b. Thermique

Le méme type decriture est possible en thermique. La puissance neutronique locale cegagee
par le groupe denergie g est le produit du ux neutronique ¢ avec une carackristique scalaire
du milieu K9. En decomposant le ux sur la base desekments nis on obtient ( ,g sont les
composantes de 9 sur les ;) :

L Z OX ! x Z
Bn)i= = Cp@ T(0);A id o+ K9jid o {; (13.5)
0 i o |2 _{z }
z
! (B{m)? } (Cur
Z
(CNT)ﬁ] = K9 id o
0
On a donc :
Bin= Cnt + B{:

avecCyt la matrice donnant l'impact de la neutronique sur la thermique etBg, un nouveau
second membre thermique.

c. Neutronique

Le second membre de la neutronigue n'a pas de cependance lireaire simple en la mecanique

(I'e et Doppleretant reglige, il n'y a pas d'impact direct de la thermique). On ne cherche donc
pasa I'expliciter ici.
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d. Probéme global
On peut alors ¢k nir un nouveau syseme global :
AYX)X = BYX); (13.6)

al BYconcaene les nouveaux seconds membres et d{X) inegre les matrices Cty et
CNT .

AdX)=@ 0 Ay Cnr A
0 0 Atotal

Partant du syseme ([L3.6), I'algorithme ieratif de ni par (13[3) grend cette fois en compte
dans le syseme lireaire I'in uence de la neutronique sur la thermique et celle de la thermique
sur la mecanique. Ces termesetant exactement lireaires, ils sont traies sans approximation.

Cependant, on ne prend pas en compte l'in uence des autres disciplines sur la neutro-
nique. La solution neutronique est donc la méme que celle obtenue par un solveur neutronique
incependant. On n'a pas non plus d'impact direct de la necanique sur la thermique. Une fois le
ux neutroniqueetabli, la thermique peut se deduire indkependamment de la necanique. Ainsi
le fait que la matrice A° soit triangulaire par blocs nous anene a retrouver l'algorithme de
Gauss-Seidel (pesene section 3.p), ai les disciplines sont esolues independamment les unes
des autres, mais a les solutions des premeres alimentent les suivantes.

Ainsi, bien qu'on ait pog un probkeme intrigue, on n‘a encore rien gagre par rapporta une
esolution equentielle du couplage.

13.1.3 Algorithme de Newton

On peut egalement esoudre le probeme global avec l'algorithme de Newton introduit
section[3.3. Il devrait permettre cette fois de prendre en compte I'in uence de la nmecanique
sur la neutronique dans le syseme lireaire. Repartons de ). On commence par ¢ nir un
esidu dont on va minimiser la norme :

F(X)= A(X)X B(X):

L'algorithme de Newton passe par le calcul de la jacobienne dEé en X, nokee Jx :

_(@AX)X)i @B _X @k

Ix)ij = @x @x @7)ka+ Ajj

@8,
@x’

(13.7)
k

Pour construire la jacobienne, il est donc recessaire devaluer la cerivee de chaque terme
de la matrice A(X) et du second membreB (X ) a l'estimation de X obtenue a l'ieration
peedente de l'algorithme.
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a. Mecanique

Puisque nous utilisons I'hypottese des petites ceformations, le domaine ¢ est constant, et
la matrice K elle-m&me ne varie pas. En revanche; cepend de la temgerature.

Si on injecte la decomposition de T sur la base desekments nis on obtient :

z X
(Fi= 3 ( Tkk ToTr(b)d o
0 k

En cerivant cette expression par rapport aux composantes deT on obtient le esultat qui
nous ineressait (d'apes (13.7)) :

QF

4
)i _
@; o

3 Tr(b)d o (13.8)

b. Thermique

Comme pour la necanique, I'hypotrese des petites ceformations implique que la matriceA,
est constante. Seul le second membrBy, est susceptible devoluer,a cause de sa cependance
a la puissance neutronique.

Notons Py, le terme deBy, qui cepend de la puissanceP. L'autre terme de By, doit étre
evalle a chaque pas de temps mais est e pendant sa esolution. En cecomposant le ux
sur la base deseements nis on obtient :

Z x X
(Pw)i = K9 Pk id o
0 g k

Puis en ckerivant cette expression par rapporta E on arrivea :

@Pw)i _ z
@; 0

K9, id o (13.9)

c. Neutronique

Contrairement aux autres disciplines, on ne se place pas dans l'hypotlese des petites
ceformations en neutronique. Les inegrales sont donc ¢ nies sur un domaine courant,
tependant de la deformation necanique. On les ranene dans ce qui suita la con guration
trouvee a l'issue de l'ieration peedente de l'algorithme de Newton, con guration que l'on
note et qui est suppose connue. Cela permet d'expliciter la dependance des termes neutro-
niques aux variables necaniques.

On introduit le changement de variable suivant, quia y 2 p( RY avecd=1; 2; ou 3)
associex 2

x=y+ uly) = (ld + uY(y): (13.10)

Le u®intervenant dans (13.19) peut skcrire ainsi :
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u®

=u U (13.112)

avecu le ceplacement de g vers et Up celuide o vers ;. u correspond au ceplacement
mecanique, introduit dans la section , et solution de [(13.11).u, est suppos connu.

Soit f une fonction de . On note f la fonction "rameree” sur , :

fly)=f (1d+u)(y) = f:

Deux types d'inegrales interviennent dans la ¢ nition du syseme lireaire de la neutro-
nique. Pour les matrices de type masse, il est simplement recessaire de prendre en compte la va-
riation du volumeekmentaire : d = jdet(r_(Id+ u9Y)jd p- Ce esultat, tes classique, peut etre

trouve dans [67] par exemple. Par la suite nous omettrons la valeur absolue. Un deplacement
cirematiguement admissible (notion & nie section assure que le ceterminant est tou-
jours positif, et nous supposons que les ceplacements consicees sont su samment petits pour
que cette propree reste vraie méme avec des eplacements interpoks (par l'algorithme de
Newton). On a donc pour toute fonction f su samment egulere :
z z
fijds= f i jdet(ld+rudd p (13.12)
p

Pour les matrices de type rigidie, il est recessaire de prendre en compte I'e et du chan-
gement de variable ) sur le calcul des gradients des fonctions eementaires. On &f; g
su samment eguleres :

(9= o 9

0 1

_@ of 99,
@x ~ @x

=(rg'rf) g

Ainsi, en notant r , le gradient e nisur p,ona:r ; (ld+ u9 = (ld + rud trg.
En outre, en notant : le produit scalaire, on a8A; X ;Y :

t:_lz

:)(t

5&
5{5
>

tAX):

>

|

|<

I

On peut doncecrire nalement 8f susamment egulere :

z z
fr jir ;d= f(d+r

p

<>

Yd+ruy rpirpjdetd+rudd i (13.13)

De plus, les sections e caces doivent étre adaptes lorsque la geonetrie est modiee pour
maintenir les bilans matriels sous-jacents (une section e cace macroscopique est le produit
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d'une section e cace microscopique, suppose ici constante, avec une concentration atomique,
voirequz_;ltion (). Cela revientaecri_re (8 9 assocea g par le cbplapementuj, avec p
les sections e caces sur la con guration p, et celles sur , apes adaptation pour maintenir
les bilans maeriels :

z z z

d 0= det(ld + r u9d = _ od o:
P

©TOo

On en ceduit :
det(ld + ruy= (13.14)

Le changement de geonretrie et I'adaptation des sections e caces se compensent donc par-
faitement pour les termes de type |(13.1R) auf est une section e cace.

A l'inverse, les coe cients de di usion neutroniques sont souvent en % (on a par exemple
monte la formule (€.25) dans le cas du[SPN). On utilise cette hypotrese de modklisation dans
la trese (voir section [1.4). (13.14) implique alors :

D9 =det(ld + r uYDg:

Le changement de geonetrie et I'adaptation du coe cient de di usion conduisent donca
mettre au care le ceterminant intervenant dans (13.13] lorsque f est un coe cient de di usion.
Ce esultat est tes speci que a la neutronique, ai le ux neutronique diuse d'autant plus
facilement qu'il y a peu de noyaux avec lesquels les neutrons interagissent. On ne retrouverait
pas ce type de esultat en thermique par exemple, a le vide est au contraire plutdét un obstacle
a la di usion de la chaleur.

Pour calculer les cerivees partielles, on va commencer par exprimer|(13.13) au premier ordre
enr_u® On admet les formules classiques :

det(ld + r uy =1+ Tr(ru9+ o(r_ud

(d+ru% *=1d r_u+ o(ru9

On obtient donc nalement pour les dierents types de termes intervenant dans la ¢ nition
du probeme neutronique :

Z Z
(Kne)] = D9 _ir_d DY ld@+2Tr(ru9) r_u° r_u® rpiflpjdp
p
Z A
(R)j = ijd= pijd p
z z i
(M) = i jd @+ Tr(udd o

P

. . 1 .
Introduisons le tenseur de deformation ° = > r u%+ r u® et les ceformations b as-

socees aux teplacementsekmentaires . Par lirearie de I'operateur qui associe ceformation
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P
a eeplacement, ona %=, u% a les u? sont les coordonrees du ceplacemenu®sur la base
des ;. D'apes (13.11), on a u®=u;i (u)p, avecu; les coordonrees deu (soit le vecteur U de

([3.1)), et (ui)p celles deu,,.

En exprimant les termes peedents en deformation on peut obtenir ainsi leurs cerivees par
rapport aux uj, enu :

@K ne)? ‘.
@7H(gp)= 2D5(Tr(b)ld  bJr pir pjd p; (13.15)
bz
@g‘j” (up) = i jTr(h)d (13.16)

En examinant les dk nitions (§.16) et (§.17) des blocs constituant le syseme neutronique
global (8.18), on arrive, avec les notations de la sectio.2, =1, et les termes & nis par
(13.15) et (13.16),a :

!
@A 9); _ 1 @M); | @Kne)j
Tev T vitew ' ou a7
s9), 1 X M )i X P!* 9C!(0));
@@u) TVI ot @@J] JO+ e 2 @u())J: (13.18)

J I

De la méme facon que les sections e caces sont adapees pour maintenir des bilans de
masses, les concentrations en pecurseurs sont egalement adapees lorsque la geonetrie est
modiee. Cela revienta annuler le second terme de (13.18). Il reste donc :

@9 _ 1 X @am
@ Vit @

%(0): (13.19)

Notons que nous ne modi ons pas jg(O) lorsque la geonetrie est ceformee. Cette hypottese
aet adopee pendant tout le travail de these et est cebattue aux sections §.4.2]et [1.1.3.

d. Probéme global

Le terme en gfg de l'expression de la jacobienne| (13|7), explicie par [(13.8) et|(13/9)

pour la mecanique et la thermique, conduita eintroduire les matrices Cty et Cyt, e nies
par ([13.4) et (13.5), dans la jacobienne. On retrouve donc la méme jacobienne, que I'on parte de
(13.2) ou de [13.6). C'est touta fait normal, la lirearisation faite pour I'algorithme de Newton
retrouve ici des termes lireaires.

L'inerét de l'algorithme de Newton est qu'il donne un cadre mathematique pour la
lirearisation des termes plus complexes du second membre, comme ceux de la neutronigue
(13.19) qui navaient paset obtenus section[13.1.2. On prendegalement en compte les varia-
tions des termes de la matrice, ce que le point xe est incapable de faire.

On appelle Cg,, la matrice qui, ¢k niea partir de (18.19) |et (18.16)| donne I'in uence de
la mecanique sur le second membre neutronique :
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1 X 4
999 t

(Cin)Y" 0= kTr()d p $(0): (13.20)

On nomme egalement C{;,, la matrice, & niea partir de I'expression de la jacobienne
(13.7), de (13.17), (13.1b) et |(13.16) donnant I'in uence de la mecanique sur la matrice de
neutronique :

)g°' g_
x 4z (Gini |
o g T+ 2D8(Tr()Id B)rpirpd p o OO

K p p T

(13.21)

Ici J( t) repesente la dernére estimation, par I'algorithme de Newton, des composantes
du ux neutronigue.

En cenissant Cyny = Cgy + Cfiy ., On arrive a I'expression suivante de la jacobienne
globale :

K Ctwm O
Jx=@ 0 Ay Cnr A (13.22)
CMN 0 Atotal

e. Approximations utilies

Pour des raisons de facilie de mise en uvre, deux approximations onteg introduites
pour le calcul nunerique des termes de la jacobienne| (13.22), et plus peciement d&€yy ,
dans l'application qui suit.

1. La facon dont le produit de champs repesents par des eements nis est fait dans
CAST3M conduita :
Z z
i kTr(g)d p ik iTr(b)d p:

p p

2. La conguration , dans la & nition des termes de Cyn est remplaee par o, la
con guration de etrence, non cefornee. Cela simplie le calcul de la jacobienne et
evite d'en recalculer les termesa chaque ieration.

Du fait de ces approximations, la convergence de l'algorithme de Newton ne pourra pas
etre quadratique, comme normalement attendu (voir sectior| 3.B).

13.2 Experience nunerique

13.2.1 Cas consicke

Nous pesentons ici une experience nunerique, meree dans CAST3M et bage sur les
teveloppements de la section peedente. Elle n'a pas pour objectif de simuler une ealie
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physigue. On consicere un rectangle 2D, homogne, de dimension 10cm sur 8cm. Ses ca-
raceristiques thermonecaniques sont celles de Godiva (tableay 10]1),a I'exception de la ca-
pacie thermique qui est multiplee par 10 © pour renforcer le couplage. Les tableaul et
donnent les valeurs des paramnetres neutroniques utilies. Deux groupes denergie et un
seul groupe de pecurseurs sont utiliees. Les sections e caces sont exprimreesa l'aide du barn
(symbole b), qui vaut 10 ?*cm?. Les ordres de grandeur sont, tes approximativement, ceux
de I'experience Godiva, sauf la vitesse des neutrons qui est eduite de trois ordres de grandeur
environ. Cela permet d'augmenter la taille des pas de temps admissibles pour le solveur ieratif
de la ciretique neutronique pesene section [8.3.

Donrees Groupe 1 | Groupe 2
Coe cient de di usion (cm) 1 0.5
Section e cace de disparition (b.cm 3) 01 0:2
Section e cace de production de neutrons de ssion (b.cm ) 0:2 0.5
Spectre de ssion stationnaire 0:9 0:1
Section e cace de production denergie (J.cm 1) 1 1.5
Section e cace de transfert vers groupe 1 (b.cm 3) 0 0:01
Section e cace de transfert vers groupe 2 (b.cm 9) 0:1 0
Vitesse des neutrons (cm.s?) 2:10° 5:10°

Tableau 13.1 { Paranetres neutroniques utili®s pour l'exgerience nurerique de couplage
intrigLe.

Donrees Pecurseur 1
Constante de decroissance (s?) 0.311
Proportion de neutrons de ssionsemis par le pecurseur 5:10 3
Spectre demission vers groupe 1 0:8
Spectre demission vers groupe 2 0:2

Tableau 13.2 { Paranetres des pecurseurs de neutrons retardes utilies pour I'exgerience
nunerique de couplage intrigLe.

Le syseme est maile en quatre rectangles de méme taille. Deseéments nis polynomiaux
d'ordre 1 sont utilies. Le maillage est illuste gure
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Figure 13.1 { Maillage utili® pour I'exgerience nunerique de couplage intrigLe.

On a pris les conditions aux limites suivantes :

| Flux neutronique et temperature nulsa la frontere du domaine,
| Deplacements du coin inkrieur gauche nuls,
| Deplacement en x du coin sugerieur gauche nul.

Le transitoire est initialis avec :

| Une puissance de 10*W;
| Un coe cient multiplicateur de 1  :006 (le syseme est critique prompt).

On ne calcule qu'un seul pas de temps, de 10s.

Revenons sur les deux modi cations notables des donrees physiques de Godiva qui ontee
faites :

| Capacie thermique multiplee par 10 6 et
| Neutrons ralentis de trois ordres de grandeur environ.

Si on utilise la capacie thermique de Godiva (c'esta dire si nous n'appliquons pas le
facteur 10 ©), la temperature moyenne de la sptere varie de moins d'un dixeme de dege sur
le pas de temps consicee. Le couplage est ainsi inexistant et une seule ieration de Gauss-
Seidel quentiel classique est recessaire. On a donc choisi de se rapprocher d'une thermique
guasi-statique, pour renforcer le couplage, en eduisant fortement l'inertie thermique du milieu.

Si on utilise les bons ordres de grandeur pour la vitesse des neutrons, le solveur de ciretique
neutronique ne converge pas pour le pas de temps consicee. Il est donc recessaire, pour pouvoir
utiliser un pas de temps su samment grand pour laisser le tempsa la thermique, et donca la
mecanique, de eagir, de consicerer des neutrons lents.

Comme annona@, nous sommes dans le cadre d'une exgerimentation nunerigue qui ne
cherche pasa reproduire une ealie physique maisa produire une situation de couplage fort
entre les disciplines pour tester la robustesse de la nethode.
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13.2.2 PResultats

Les esultats, en terme de puissance globale, temperature moyenne et ceplacement maxi-
mum sont donres gures [13.2,[13.3 e{ 13.14, en fonction du nunero d'ieration, pour dierentes
techniques de couplage :

| "Newton" : esolution du probeme avec l'algorithme de Newton et la jacobienne & nie
par [13.22.

| "GS intriqe" : esolution du probeme mis sous la forme 13[6, plar un algorithme ieratif.

| "Jacobi” : esolution du probeme mis sous la forme 18.2, par un algorithme ieratif.

| "GS =quentiel” : utilisation de I'algorithme de Gauss-Seidel avec des solveurs distincts.
On esout, a chaque ieration, d'abord la neutronique, puis la thermique, et enn la
mecanique.

Figure 13.2 { Puissance globale obtenue par dierentes techniques de couplage lors de
I'experience nunerigue de couplage intrigte.
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Figure 13.3 { Temperature moyenne obtenue par dierentes techniques de couplage lors de
I'experience nunerique de couplage intrigee.

Figure 13.4 { Deplacement maximum obtenu par dierentes techniques de couplage lors de
I'experience nunerique de couplage intrigee.
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Premeres constatations :

| Tout d'abord "GS intriqe” et "GS squentiel" sont bienequivalents. Cela est dda la
forme, triangulaire par blocs, de la matrice utilisee par la nethode "GS intrique".

| La cependance entre les disciplinesetant circulaire, I'algorithme de Jacobi retrouve les
meémes solutions que l'algorithme de Gauss-Seidel,a la dierence que chaque discipline
est misea jour alternativement. La convergence prend donc trois fois plus d'ierations.

| Quanta la nmethode de Newton, on voit qu'elle est ici bien plus e cace que les autres,
et converge en 2 ou 3 ierations seulement.

L'erreur des algorithmes de point xe (Gauss-Seidel et Jacobi) est, en tteorie, majoee
par Ak", avecn nunero d'ieration (voirequation (3.5))] Si on trace le logarithme de I'erreur
en fonction du nunero d'ieration, on s'attenda obtenir une courbe majoee par une droite
(dequation In( A) + nin(k)). L'erreur de l'algorithme de Newton est, quanta elle, majoee par
Ak?" (on dit que la convergence est quadratique, voirequation )). Enechelle logarithmique,
elle devrait donc étre majoee par une fonctiona decroissance plus rapide qu'une droite. Pour
\eri er cela, on a tra® lecart de la puissance globalea une solution de etrence (obtenue apes
50 ierations de Newton), pour les dierentes techniques de couplage, enechelle logarithmique
et en fonction du nurrero d'ieration gure 18.5.]

Figure 13.5{ Ecart de la puissance globalea une solution de etrence pour dierentes tech-
niques de couplage, lors de I'exgerience nunerique de couplage intrigLe.

On retrouve bien une majoration de I'erreur par une droite cecroissante pour les algorithmes
de Gauss-Seidel et de Jacobi, comme la theorie le pevoit. Cependant, on trouve egalement
un comportement lireaire pour l'algorithme de Newton, m&me si la convergence est bien plus
rapide. La convergence quadratique treorique de 'algorithme de Newton est perduea cause des
approximations que I'on a faite dans le calcul de la jacobienne et qui sont lisees au paragraply€ e.
de la section 13.1.B. L'algorithme reste tout de méme bien plus performant que les deux autres.
Notons que le plateau obtenu, en 13 ierations,a 10 °W de la solution indique simplement
gue l'on a atteint la limite de pecision nunerique du solveur.

On peut con rmer la convergence lireaire de Il'algorithme de Newton approcte que nous
avons ceveloppe en tracant, enechelle logarithmique, I'erreura l'ieration  n en fonction de celle
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de lieration n 1. D'apes ( on devrait observer une droite de pente 2. Une droite de pente
1 serait au contraire caractristique d'une convergence lireaire, comme pour un algorithme de
point xe. Cette courbe est donree gure [3.6] et elle con rme bien la convergence lireaire de
notre algorithme.

Figure 13.6 { Etude de l'ordre de convergence du sctema de Newton cevelopge lors de
I'experience nunerique de couplage intrigee.

13.3 Conclusion

En partant des formulationseements nis d'un probeme couplant neutronique, thermique
et mecanique, nous avons cevelopge un solveur directement multidisciplinaire. Ce travail aee
riche d'enseignements sur ce type d'approche, dite intriqlee.

Tout d'abord, il aet I'occasion d'expliciter I'in uence de la mecanique sur la neutronique.

Il est ainsi apparu que l'e et d'expansion geonetrique compense exactement la dilution des
sections e caces macroscopiques pour le calcul des matrices intervenant dans la esolution. Cet
e et a grandement simplie le probeme eneliminant les termes couplant les groupes dénergie
entre eux du calcul du bloc "nmecanique vers neutronique” Cymn ) de la jacobienne. A l'inverse,
en adoptant une mocklisation classique du coe cient de di usion, la variation de celui-ci lee

a la dilution de la matere se cumule avec I'e et purement geonetrique. Ces consicerations
permettent de mieux comprendre la physique d'un milieu multiplicateur qui change de volume.

Plus gereralement, ce travail a permis de mieux comprendre comment un solveur multidisci-
plinaire pouvait étre developpe, d'identi er quelques pegesaeviter (principalement la recessit
de prendre en compte les deux sens du couplage pour apporter eellement quelque chose par
rapporta I'approche equentielle), et de cemontrer qu'une telle approche est e ectivement bien
plus e cace dans certains cas.

Gardons en téte qu'il y a d'autres facons de esoudre de manere "intriquee” un couplage.
Sur des cas d'application su samment simples, une simpli cation analytique du couplage est
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parfois envisageable. Ce n'est pas ce que nous avons fait ici. En revanche, en partant des
formulationsekments nis comme nous l'avons fait, on acekre la esolution sans rajouter de
contrainte sur le cas d'application consicee.

La demarche suivie ici est simpliee par le fait que toutes les disciplines coupkes sont
discetiees de la méme facon, avec la nethode desekments nis, le méme maillage, les mémes
fonctionseementaires et le méme pas de temps. Ainsi les variablesechangees sont directement
celles utilies par chaque calcul. En ealie, on adapte souvent les discetisationsa chaque dis-
cipline. Il ne faut pas en deduire que l'approche illustee dans ce chapitre est alors inutilisable.
Lorsque les discetisations dierent il y a uneetape suppementaire, assimilablea un change-
ment de variable, pour faire passer les informations d'une disciplinea une autre. Il "su t" de
prendre en compte cette transformation dans le calcul de la jacobienne.
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Conclusion de la troiseme partie

Cette partie de these aee consaceea la simulation du burst de puissance le plus violent
eali® sur Godiva. Ce cas d'application o re un couplage neutronique-thermonecaniquea la
fois fort, instationnaire et non monotone, ce qui permet de tester la robustesse des nethodes
de couplage en transitoire.

Tout d'abord, le solveur de diusion neutronique cevelope dans CAST3M et pesene
dans la partie pe@dente aet adape pour pouvoir traiter le SPN ¢iretique simuk. Cette
evolution a permis d'aneliorer la mocklisation de l'exgerience, et cemontre bien la exibilie
o erte par CAST3M. Neanmoins, il s'awere que le $PN]est moyennement satisfaisant sur ce
cas d'application du fait qu'il approxime la geonetriea un probeme plan. Un \eritable solveur
transport serait recessaire. Il aee decice d'avancer tout de méme avec cet outil et de se
concentrer sur letude des techniques de couplage.

La factorisation quasi-statique, sous I'approch¢ TOM, aee utili®e et a proue son e cacie
pour la ealisation de couplages multiphysiques. En e et, contrairementa la ciretique 3D qui
a besoin, incependamment de tout couplage, de pas de temps ns pour converger, les calculs
spatiaux requis par le quasi-statique peuvent étre beaucoup plus espaces. De plus, I'algorithme
IQM] (contrairement au est compatible avec de nombreuses techniques de couplage,
et nous en avons testees quelques unes ici. La nethode dite de "contre-eaction”, inspiee de
ce qui se fait cep dans de nombreux codes de calcul, aet identiee comme particulerement
e cace. L'approche [QM s'estegalement eweke adapeea deux techniques de contréle du pas
de temps, dont celle dite "pedictive", qui conduita un temps de calcul tes competitif.

L'enseignement principal de cette etude est peut-&tre l'inerét du quasi-statique, sous la
forme[[QM] pour les calculs multi-physiques et sa compatibilie avec des techniques de couplage
a la fois simples et e caces. En patrticulier, il est touta fait envisageable d'utiliser cette approche
pour coupler un code de calcul possdant son propre solveur de ciretique point avec un code
de neutronique.

L'experience calcuke a lI'inconenient de peu dceformer la forme du ux neutronique et d'étre
tes peu cependante des neutrons retardes pour le calcul du pic de puissance. Il serait donc
judicieux de consicerer d'autres cas d'application pour \eri er l'inerét du quasi-statique, tel
qgu'on l'utilise ici, sur des calculs coupks plus exigeants.
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En compkment de ce travail sur les techniques de couplage fquentielles, une maquette de
esolution intrigiee du méme type de probeme, sur un cas simplie, aee faite. Elle a monte
gue l'algorithme de Newton, utiliee sur les formulationsekments nis des probemes coupes,
etait utilisable et conduisait, dans notre cas,a une convergence bien plus rapide que les algo-
rithmes de type point xe. Cette facon de construire un solveur intriqle est tes gererale, puis-
gu'elle part des probkmes lireaires issus de la discetisation des dierentesequations coupkes.
Elle est donc utilisable pour d'autres couplages et d'autres cas d'application.
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Conclusion gererale

15.1 Bilan

L'objectif de cette tlese etait letude des techniques de couplage entre neutronique, ther-
mique et mecanique. Pour tacher de l'atteindre, nous avons suivi une cemarche en trois temps.

Tout d'abord , consicerant que le couplage est une probematique qui va bien au-deh des
disciplines impligwees dans la ttese, uneetude pousse des techniques de couplage existantes
dans la literature aet meree. Elle a constitiee la premere partie de cette these. Une classi-
cation des technigues de couplage en deux caegories aet propose, selon que I'on s'impose
d'utiliser des solveurs disctincts pour chaque discipline coupke, ce que I'on a appekouplage
fquentiel, ou que I'on s'autorise au contraire a developper un solveur multiphysique, ce que
I'on a appek couplageintriqe. On retrouve par ailleurs les techniques classiques de esolution
de probkemes non-lireaires, Gauss-Seidel et Newton en téte, avec leurs nombreuses variantes.
Citons en particulier I'acekration d'Anderson pour Gauss-Seidel et le [JFNK] (Jacobian-Free
Newton-Krylov) pour Newton, qui sont toutes deux populaires.

Ensuite, dans l'objectif de ealiser e ectivement un couplage entre neutronique, ther-
migue et mecanique, des nethodes de chamage entre la mecanique et la neutronique ont
et cevelopees. Ces disciplines sont rarement calcuees ensemble, au point que les codes
ceterministes de neutronigue s'appuient souvent sur des hypotteses de egularie du maillage
qui interdisent de le deformer. Calculer I'e et neutronique d'une ceformation du c ur est
pourtant un enjeu important pour la lere des RNR. [Cette questionetant en soi un sujet de
recherche, nous avons pris le temps de la traiter convenablement dans la deuxeme partie de
cette these et deux approches compementaires ontee developpees :

| En utilisant le code ceterministe de etrence du CEA, APOLLO3 R, une technique de
projection de la geonetrie deformee sur un maillage de calcul xe et egulier, dit de
pixellisation, a d'abordetetudee.

| La deuxeme approche, ceveloppee dans le code de thermonecanique du[CEA|CAST3M,
consistea ceformer maillage de calcul et geonetrie en méme temps. Pour la mettre en
oeuvre, un solveur de di usion neutronique aet ceveloppe dans CAST3M.

Ces deux approches ontek confronees en stationnaire a une mocklisation stochastique
poree par un code du [CEA] TRIPOLI-4, et compaees entre elles en transitoire. Les cas
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utilises pour ces comparaisons ontet choisis pour leur ealisme et leur inerét en physique des
eacteurs : on a utilie les essais de gerbage ealies sur Ptenix, les ceformations necaniques
etant issues de calculs d'interaction uide-structure faits avec CAST3M. Les esultats obtenus
par les dierents codes sont colerents entre eux, et dans une certaine mesure avec l'exgerience,
ce qui conforte la validie de nos ceveloppements. Une analyse physique du mode de ceformation
du c ur et de son impact sur la neutronique aegalementet mereea cette occasion.

Enn, [l'approchea maillage mobile dans CAST3M aek choisie pour mener letude sur le
couplage, objet de la troiseme partie de la these. Les solveurs de thermonecanique de CAST3M
ontegalementet utilies, ce qui a permis de faciliter letude du couplage en regroupant dans le
méme environnement logiciel tous nos outils. L'experience Godiva, qui pesente un couplagea
la fois conceptuellement simple et fort, et donca méme de tester la robustesse de nos nethodes,
aet choisie comme cas d'application.

Les techniques de couplage ®quentielles, entre solveurs distincts, ont d'abordetetudees.
La factorisation quasi-statique, consistanta calculer paement amplitude et forme du ux, a
et introduite. Cette approche nous semble en e et particulerement adapte aux calculs multi-
physiques puisqu'elle permet de lieretroitement, sur des pas de temps ns, les autres disciplines
a une mocklisation simpliee de la neutronique ciretique, dite ciretique point, et de corriger les
erreurs duesa cette simpli cation sur des pas de temps plus grands. Deux algorithmes existent
dans la literature pour I'utilisation de la factorisation quasi-statique, selon que I'amplitude est
calcuke avant ou apes (PCQM)|la forme. On a monte que I''QM, Fontrairement au
[PCOM] est compatible avec dierentes techniques de couplage et d'adaptation de pas de temps
et permet donc d'obtenir des temps de calcul tes ineressants, sans cegrader la moctlisation.
Des esultats colerents avec les mesures experimentales ontee troues.

Sur la méme plenonenologie, mais sur un cas d'application simplie et arti ciellement
adape pour renforcer le couplage, I'approche intriguee, consistanta cevelopper un solveur di-
rectement multiphysique, aet teste. Notre cemarche a consise en la esolution commune,
par l'algorithme de Newton, des sysemes lireaires issus de la nmethode deseements nis ap-
pligieea chacun des probemes coupks. La faisabilie de cette cemarche aee emontee et,
sur le cas d'application choisi, de bien meilleures performances que les techniques de couplage
fquentielles ontet exhitees. L'algorithme de Newton aegalementee confronea des tech-
niques plus nawves de esolution commune des sysemes lireaires coupks, qui se sont ewekes
bien moins e caces.

15.2 Les principaux apports de la tlese

Le travail ealis lors de cette these apporte desekments de compehension dans dierents
domaines.

En physique des RNR-Na cfornes tout d'abord, on a vu que :

| Les eets 3D dus a linclinaison des assemblages sont regligeables, mais que la
mocktlisation de cette inclinaison peut &tre source d'erreur comme nous le rappellerons
plus bas. Les deformations sont su samment faibles pour que seul I'e et de premier
ordre, le au ceplacement moyen des materes ssiles, n'intervienne.
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| On aegalement constat que la sensibilie de l'autoprotectiona une dceformation du
coeur est faible. L'e et dominant semble étre le ceplacement de matere ssile vers une
zone d'importance neutronique dierente. Le sodium n'est pas su samment moderateur
pour que les variations de sa epartition dans le c ur n'impactent sensiblement les
calculs d'autoprotection.

| En ciretique, on a pu constater que I'e et du deplacement des pecurseurs de neutrons
retarces est regligeable. lls repesentent une source de neutrons faible et se deplacent
toujours, dans nos calculs, d'une distance inkrieure au libre parcours moyen des neu-
trons.

| Enn, lorsque le milieu se deforme par dilatation, on a vu que l'e et dominant est
l'augmentation du transport des neutrons, qui ont alors moins de chance de rencontrer
un noyau.

Concernant les nethodes de calcul de c urs afornes , On a monte que la nethode
de pixellisation donne de bons esultats sur lef RNR-N&, méme avec des pixels relativement
gros. lls doivent étre su samment ns pour saisir le ceplacement moyen de la matere, mais
etant donre la mobilie des neutrons dans ce type de eacteurs, descendre au-deh de quelques
centinetres n'est pas indispensable. Dans nos calculs, ra ner le maillage de pixellisation s'est
méme awee refaste car cela augmentait I'impact d'un artefact le a la repesentation de la
ceformation des assemblages (ceation de surfaces horizontales). La technique de deformation
de maillage s'estegalement eweke e cace et exempte de la dicule leea la gestion de la
pixellisation et du grand nombre de mailles qui en cecoule. Cependant, & encore une mauvaise
repesentation de la deformation peut fausser les esultats : il est recessaire de prendre garde
au fait qu'augmenter la surface des mailles conduita augmenter les fuites neutroniques. La
mocklisation de la deformation des assemblages est ainsi apparue comme un point critique,
quelle que soit la nethode de calcul utiliee, pixellisation, maillage ceformable ou calcul de
Monte Carlo. Il est recessaire de respecter le ceplacement moyen, sans modi er les quanties
de matere et sans fausser les surfaces dechange.

Une autre question ecurrente de mocelisation pendant cette tlese a et la gestion de
I'entrainement du ux neutronique par la ceformation de la geonretrie en ciretique. Dans les
simulations faites jusqua pesent, le temps est disceti® en intervalles nis et la ceformation
est impose instantarement entre deux pas de temps. La question est de savoir comment gerer
le ux neutronique lors de cette ceformation. Cet e et aet identie regligeable dans les cas
gue nous avonsetudes, ce qui nous a permis d'adopter la solution la plus simplea mettre en
uvre, qui revienta ne pas ceplacer le ux lorsqu'on utilise la pixellisation, eta le deplacer
avec la technique a maillage mobile. Il n‘est cependant pas trivial d'identi er la methode la
plus physiquement juste. Un premier argument en faveur de ne pas ceplacer le ux est que
les neutrons ne sont pas lesa la matere et n'ont donc pas de raison d'étre ceplaes avec elle.
Cependant, I'nypothtese de la di usion neutronique suppose justement une forte interaction
du ux neutronique avec la matere, et peut justi er que le second entraine le premier. En
outre, supposer qu'il puisse y avoir un e et de decalage entre le mouvement de la geonetrie et
la ceformation du ux neutronique remet en cause une hypottesea la base de lequation de
Boltzmann dans sa forme classique, qui est que les noyaux ont une vitesse moyenne regligeable
par rapporta celle des neutrons. Attentiona ne pas confondre cette notion avec l'agitation
thermique des noyaux (deplacementa vitesse moyenne nulle) qui est, elle, prise en compte par
la cependance des sections e cacesa la temgerature. C'est ce qui explique lelargissement des
esonances avec la temperature qui esta la base de I'e et Doppler.



204 Chapitre 15. Conclusion cererale

Enn, sur les techniques de couplage applicables en physique des eacteurs la
trese aegalementet 'occasion de proges. En particulier, la factorisation quasi-statique (avec
ses variantes qui n'ont pas et toutes analyses ici) est apparue comme la meilleure fecon, a
notre connaissance, d'utiliser la ciretique spatiale dans des calculs coupés. Rappelons qu'elle
n'ajoute pas d'hypotlese de mocklisation. L'utilisation de contre-eactions spatiales est possible
avec cette approche et permet d'augmenter substantiellement les pas de temps des calculs
neutroniques spatiaux en ¢ nissant un premier couplage avec une mocklisation simpliee de
la neutronique, la ciretique point. Un contréle du pas de temps estegalement facilea mettre en
place dans ce cadre et permet une gestion optimale du compromis temps de calcul / pecision.
Cette cemarche est transposable a tous couplages impliquant la neutronique, et semble par
exemple particulerement adapte aux couplages neutronique-thermohydraulique.

Toujours dans la ttematique du couplage, I'experimentation nurrerique de couplage in-
trigue, pendant laquelle un algorithme de Newton aet cevelope a partir des formalismes
ebments nis des probemes coupks, aet concluante. Elle a monte la faisabilie de cette
cemarche, qui a l'avantage de kere cier du gereralisme deseements nis. Les ceveloppements
matrematigues que nous avons faits ne sont ainsi pas lesa un cas d'application, et pour-
raient conduire au developpement d'un outil de couplage neutronique-thermique-nmecanique
tes eereral. Plus gereralement encore, ce travail est une bonne illustration d'une certaine ap-
proche du couplage, la esolution commune desequations discetiees, qui ne cepend pas des
disciplines mises en jeu. Dans notre cas, les equations etaient discetiees de la méme fecon
(mémesekments nis par exemple), mais il est touta fait possible de prendre en compte, dans
le calcul de la jacobienne, les changements de variable recessaires pour passer d'une disciplines
a une autre si ce n'est pas le cas.

15.3 Perspectives

La premere perspective de ce travail est bien sor l'utilisation des outils qui ont ek
teveloppesa des ns detude. Le solveur de di usion neutronique ceveloppe dans CAST3M est
ainsi cep utilise pour l'interpetation des A Prenix [55/56].

Les outils eux-mémes sont egalement susceptibles devoluer. On s'est concente sur les
eacteursa neutrons rapides, qui sont les plus sensibles aux e ets de deformations mecaniques.
Cependant, la grande taille des c urs de[REP de dernere greration les rend sensibles aux
petites perturbations, notamment geonetriques, qui commencent donca y etreetudees [L09].
La physique des eacteursa neutrons rapides, essentiellement le grand libre parcours moyen des
neutrons, a facilie le ceveloppement des outils de chahage necanique-neutronique. La mise
au point du méme type d'outils pour d'autres leres obligerait donca reconsicerer les choix
qui ontet faits. Ainsi, par exemple, des maillages plus ns pourraient étre recessaires et les
e ets d'autoprotection pourraient &tre plus forts et plus di cilesa calculer.

Autre voie d'anelioration possible des outils ceveloppes, nous avons utili® pendant cette
threse (le travail avec le simuk sur Godiva misa part) I'nypotrese de la di usion. Elle
est pertinente lorsqu'on consicere des ceformations globales de ¢ urs comme nous l'avons fait,
mais pourrait ne plus convenir dans certaines situations, comme cétait le cas pour Godiva.
Lever cette hypothese et passer au transport pourrait ainsi étre recessairea certainesetudes.
Ce passage au transport ne remettrait pas en cause les approches utilies pendant la trese
(sauf peut-etre pour le couplage intriqle, le transport ne se esolvant pas par esolution de
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sysemes lireaires dans un cadreeements nis), et pourrait donc se faire en s'appuyant sur le
travail cbp ealie.

L'approche quasi-statique qui est mise en avant dans cette these gagnerait, quanta elle,a
gtre tesee sur des cas d'application plus exigeants, avec une ceformation plus forte de la nappe
de puissance. A terme, elle pourrait &tre mise en uvre avec des codes netiers, permettant un
couplage optimal sans recessiter le ceveloppement et la validation de nouveaux outils. Comme
nous l'avons cep signak, l'inerét de I'approche quasi-statique nous semble aller bien au-deh
des cas consicees dans la trese. Elle est potentiellement ineressante pour tout couplage transi-
toire impliguant la neutronique, notamment les couplages neutronique-thermohydraulique qui
sont beaucoup regarces sur les eacteursa eau.

Enn, les ceveloppements faits dans le cadre de I'exgerimentation du couplage intrigue
gagneraienta etre cererali®es. Il serait kere que de rechercher, eventuellement sur un autre
couplage, des cas d'application plus ealistes que celui qui aek envisag ici et al cette approche
permettrait de gagner en robustesse et en temps de calcul. Des solveurs multidisciplinaires
de ce type sont cep utilies en dehors de l'ingenierie nuckaire (interaction uide-structure,
nmeeorologie par exemple) et ont fait la preuve de leur pertinence. Il pourrait €tre bon de s'in-
terroger sur le potentiel de cette approche,eventuellement en support d'un couplage fquentiel,
pour traiter les couplages intervenant en physique des eacteurs.

15.4 Discussion sur le couplage

Prenons maintenant un peu de recul sur ce qui aet fait pendant cette ttese, et recherchons
y des enseignements gereraux sur le couplage. J'utiliserai ici la premere personne du singulier
pour marquer la subjectivie de mon propos, qui n'a qu'une valeur d'opinion personnelle.

L'anelioration des moyens de calcul rend aujourd'hui accessible la ealisation de calculs
best-estimate multiphysiques, et il y a, je pense, une vraie tendance (tentation ?)a aller vers
ce type de simulations. Cette evolution est,a mon avis, tes positive car elle aneliore notre
nesse de compehension des phlenorenes en physique des eacteurs, mais surtout parce qu'elle
permet de cecloisonner des disciplines traiees jusqua pesent par des logiciels et des personnes
dierents. Ma these est, je crois, un des rares sujets du cepartement qui a permis de regrouper
egulerement des specialistes de ses trois serviced, SERMA, SEM[T ef Service de Thermohy-
ldraulique et de Mecanique des Fluides (STMF), dans une méme pece! Lorsque les gens se
parlent peu, j'ai obsene une tendance, peut-etre parce que I'on n'a pas I'envie ou les moyens
de s'investir dans ce qui n'est pas notre domaine, a rechercher des eponsesa la fois simples
et absolues aux questions que lI'on se pose dans les autres disciplines (ainsi qu'une di cule

a remettre en cause ces eponses quand on croit les avoir trouvees). Pourtant, la eponse de
n'importe quel sgecialistea n'importe quelle question est souvent 'ta cepend"!

Faire tomber cette illusion et etablir un dialogue entre specialistes est donca mon avis
un aspect tes positif du developpement de la trematique du couplage. Cependant, je pense
gue le couplage risque de faireemerger une autre illusion, celle d'avoir tout compris. Elle peut
conduirea recherchera tout coupler, puisa placer une trop grande con ance en les esultats
donres par ce "super-coupleur". Con ance qui s'expliqgue un peu paradoxalement par le fait
gue personne n'est specialiste de I'ensemble des phenonenes traies par la simulation, et n'est
donc capable de l'analyser en entier. Il faut pourtant,a mon avis, rester lucide sur au moins
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deux points, la question de Ig \éri cation et Validation (V and V) (|a \eri cation s'assure que
le code fait bien ce que I'on pense, la validation qu'il est conformea la ealie) de ces ouitils, et
celle de leurs incertitudes.

Concernant leur[V and V] je la corcoisa deux niveaux, celui des modeles monophysiques,
puis celui de leur couplage. Lorsque le couplage est quentiel, les deux niveaux de validation
peuvent étre traies epaement. Ce n'est pas le cas pour un couplage intriqwe, ce qui peut
rendre sa[V and V plus compligiee. Cependant, méme dans un couplage £quentiel, ce n'est,a
mon sens, pas parce que l'on couple des codes cka valices par ailleurs que I'on peut se passer
de valider le couplage lui-méme. Les deux questions classiques defTa V andl V se posenta la
ealisation de calculs coupes : le superviseur qui ealise le couplage est-il ceveloppe sans erreur,
et la mocklisation du couplage est-elle bien faite ? Je pense, en e et, qu'il y a un eel ‘ttage"
de mocklisation qui se rajoutea celui des moceles coupks. Cetetage de mocklisation a fait
I'objet de longues discussions pendant ma these,a propos de la repesentation de la ceformation
d'un c ur en neutronique, de la recessie ou non de prendre en compte les e ets de spectre,
ou encore a propos du ceplacement des pecurseurs de neutrons retarces. Savoir comment
moctliser l'impact d'une discipline A sur une discipline B amenea se poser des questions qui
ne sont traiees par aucune des deux disciplines.

Si on va un peu plus loin, je vois une question connexea celle-ci : un esultat juge su sam-
ment pecis dans une discipline I'est-il toujours lorsqu'on la couplea une autre ? Par exemple,
un calcul ¢ ur en neutronique donne gereralement une puissance par assemblage, or des calculs
thermohydrauliques ns pourraient étre ineresses par le cetail des puissances cegagees par les
dierentes aiguilles de I'assemblage, voire par la epartition de la puissance dans le combus-
tible de chacune des aiguilles[116]. On est donc amere dans ce casa aneliorer la moctlisation
d'une discipline, non pas pour elle-méme, mais pour les besoins d'une autre. S'assurer que ces
questions sont bien traiees passe, je pense, par une vraie ogeration de V and]V du couplage.
Encore une fois, j'entends par & \eri cation que le couplage aet develope sans erreur et
validation des hypotteses menant aux deux sens de chahage. Je ne vois en revanche pas, pour
ce que j'en ai compris jusqua pesent, une fois ces points traies, de question suppkmentaire
leea la validie de la solution commune.

L'autre point sur lequel je veux mettre en garde quand on ealise un couplage est la matrise
des incertitudes. En multipliant la complexie des simulations et le nombre de leurs paranetres,
on augmente immanquablement le nombre de sources d'incertitude (ce qui ne veut pas dire, il
est vrai, que l'incertitude elle-méme augmente), tout en donnant l'impression de faire beaucoup
mieux qu'avant. En paralkle, on complexi e lI'analyse des esultats, ce qui obligea faire plus
con ancea la simulation. Il ne faut pas oublier, je pense, que la nesse d'un mockle n'est pas
recessairement coretea la pecision des donrees qui l'alimentent. Je pense méme, que de la
méme facon qu'on rationnalise le nombre de chi res signi catifs de nos esultats nuneriques
poureviter de donner lillusion d'une pecision qui n'est pas atteinte, il n'est pas sain d'aneliorer
la mocktlisation d'une simulation sans s'assurer en méme temps que les incertitudes lees aux
donrees sont ma'trises au moins au méme niveau de pecision. Sinon il y a un risque, je pense,
que ces simulations best-estimate ne serventa rogner les marges au-deh de la pecision eelle
des simulations, ce qui pesente un risque de saree. L'anelioration des moyens de calcul doit
permettre de faciliter la compehension des prenonenes, deviter de "passera coe de quelque
chose" et de quanti er avec pecision les caraceristiqgues de nos sysemes, mais ne doit pas étre
un petexte pour abandonner notre sens physique/critique.
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Je nirai par une remarque sur le facteur humain. Je trouve qu'il y a une distinction
assez forte, au moins dans l'environnement ai j'ai evolle, entre physiciens des eacteurs et
nunericiens. J'ai eu pourtant la chance de travailler entre les deux mondes, et de m'ineresser
a la foisa la esolution numerique dequations eta l'interpetation physique des esultats que
j'avais obtenus ainsi. Ce positionnement m'a, par exemple, permis d'identi er la factorisation
guasi-statique comme une rrethode de esolution adapee aux calculs coupks. Je pense que
le ceveloppement d'outils de couplage a besoin des deux competences. Il est pour l'instant,
en physique des eacteurs, surtout cone aux physiciens qui s'orientent naturellement vers le
couplage ®quentiel, et donc l'utilisation d'outils gu'ils connaissent g, et mettent au point
des couplages physiquement justes, mais qui manquent peut-étre de la rigueur, de la gereralie
et de I'e cacie que les matlematiques pourraient leur fournir. La situation est tes dierente
en interaction uide-structure par exemple, peut-etre parce que le couplage y estetude de-
puis plus longtemps et a des applications plus varees (nuckaire, s&ronautique, bionedical,
etrolier etc.). Il y a donc un besoin de faire travailler ensemble physiciens et nunericiens sur
cette trematique, voire de poussera des partages de competences eta lemergence de prols
mixtes. Cette recessit doit étre vue comme une chance. C'est,a mon sens, le meilleur renede
aux dangers les au couplage que nous avons cep signaks. Je crois aussi, plus greralement,
que ces communaukts ne peuvent travailler e cacement qu'en communiquant. Les meilleurs
teveloppements sont ceux qui sont guices par un besoin d'analyse physique, et les meilleures
etudes sont celles qui sonteclaiees par un regard critique sur l'outil utilise.
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Annexe

Moclisation de la égformation de
geonetrie dans TRIPOLI-4

Nous copions ici la section 6.3, intituee "Pesentation du mocele de ceformation 3D pour
simulation avec le code TRIPOLI-4", du rapport [60]. Ce mockle, ceveloppe par ailleurs, aee
utiliee lors de cette these pour valider nos developpements.

La deuxemeetude du gerbage du c ur aet ealise avec le code neutronique TRIPOLI-4.

Chaque assemblage du c ur est po dans une chandelle du sommier avec un appui qui
permet une rotation limiee par un contact de la partie basse du pieda l'inerieur de la chan-
delle et interdit les translations horizontales. Ainsi, lorsque le dispositif ecarteur pousse sur
les plaquettes, les assemblages basculent d'abord comme un corps rigide jusqu'au blocage de
la partie basse puis subissent une exion de solide deformable. Le gerbage entraine donc une
courbure des assemblages hexagonaux.

TRIPOLI-4 ne permettant pas de mockliser des poutres courbes, la deformation des as-
semblages aet mockliee par une superposition de polyedres hexagonaux inclires. Cette sim-
pli cation dans la repesentation de la deformation deseements du c ur de Plenix peut étre
source de dierences par rapporta la ealie mais, pour un cecoupage su samment petit et
compte tenu des courbures tes faibles, la moctlisation mise en place aet juge acceptable

(cf. Figure [A.1).

Dans la pratique, il aekeecrit un utilitaire en langage Perl qui gerere une geonetrie (sous
le format natif de TRIPOLI-4)a partir d'un rreta jeu de donrees TRIPOLI-4 et des esultats
mecaniques issues du code CAST3M.
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Figure A.1 { Sctema de la moctlisation des assemblages deformes avec TRIPOLI-4

Pour chacun des s@narios etudes, CAST3M fournit les deplacements sur l'axe x et y de
chaque assemblage a 5 hauteurs dierentes : [0; 0,29; 0,88; 1,48; 2,08; 2,73; 3,45] cm. Or,
comme il a cepek pesent, le decoupage axial de 14 mailles utilie pour letude neutronique
est celui des compositions et les parties basse et haute du ¢ ur ne sont pas consiceees. Ainsi,
les hauteurs des points qui ineressent pour la mise en place de la geornretrie TRIPOLI-4 sont :
[24,2; 49,2; 74,2; 96,635; 107,852; 125,352; 143,852; 155,852; 175,352; 192,852; 213,052;
226,052 ; 239,052 ; 264,052, 289,052] cm.

Les ceplacements sur les nodes du maillage axial 1D TRIPOLI-4  sont calcués par MED
en interpolant lireairement les deplacements du maillage axial 1D CAST3M  (cf. Figure

A2).
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Figure A.2 { Principe de l'interpolation entre les esultats de CAST3M et le maillage utilie
dans TRIPOLI-4

L'approximation introduite par l'interpolation lireaire est valide car lesecartements, com-
pris entre 1 et 8mm, au niveau des plaquettes sont insigni ants facea la hauteur des assem-
blages, de plus de 3m50. Leur courbure reste donc tes petite et levolution du deplacement
horizontal entre deux points proches est pratiquement lireaire.

Une fois calcuks les deplacements des points du maillage axial etude et connaissant les
positions des assemblages dans le eseau hexagonal non-ceforne, on peut obtenir leur posi-
tion absolue. On cee alors, par rotation, des prismes hexagonaux inclires ayant ces points
pour centre de leurs faces hexagonales. La superposition de ces volumes hexagonaux avec des
inclinaisons dierentes provoque l'apparition d'espaces arti ciels remplis par le sodium dans
lequel baigne le c ur ce qui, dans la simulation, augmenterait I'absorption ; et inversement, le
chevauchement des portions les unes sur les autres induit une perte de maeriau combustible
par rapporta la situation nominale. Pour contourner ces probemes, la solution appligiee dans
la gereration de la geonetrie TRIPOLI-4 est la suivante (cf. Figure
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Figure A.3 { Sctema de la construction de la geonetrie TRIPOLI-4

On nunrerote de 1a 14 les portions de chaque assemblage. Les volumes pairs sont rallonges
d'une longueur 2xl, tes petite. lls sont gerees avant les volumes impairs qui viendront les
ecraser en compensant ainsi le bilan de matere et enevitant I'apparition de trous de sodium.
Etant donre que le volume sugerieur est pair est qu'il est donc plus long que ce qu'il devrait,
onecrase la partie en trop avec du sodium. Compte tenu des deformationsetudees, on prend
I=0,002cm, longueur su samment grande pour remplir le trou de sodium et su samment petite
pour ne pas ajouter de la matere en trop. Finalement, tous les volumes hexagonaux viennent
ecraser une grande bote de sodium. Celle-ci moctlise le volume de sodium dans lequel baigne
le c ur et remplit les espaces inter-assemblages.

Les compositions assoceesa tous ces volumes sont reprises des sorties d'APOLL®3pes
lecture des ECCOlIib correspondanta un calcul ERANOS sans sodium inter-assemblages (elles
correspondent aux compositions des assemblages seuls).
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Annexe

Comparaison entre codes d'e ets en
pactivie de aformations

Nous pesentons ici des comparaisons suppementaires d'e ets en eactivie de deformations
de c urs obtenus sur Plenix (compositionsevoliees pesentes section par TRIPOLI-4,
APOLLO3 r et CAST3M. Ces calculs de validation suppementaires ontek faits dans le cadre

desetudes sur le§ AURN [55/55].

Les calculs mecaniques sont pris en charge par CAST3M, de la méme facon que dans la
partie [T]de cette these. Quatre types de deformations sont utilies :

| Gerbage : ouverture centrale du c ur obtenue en appliquant des forces au niveau des
plaguettes de la Jere couronne d'assemblages.

| Compaction : fermeture du c ur obtenue en imposant des forces au niveau des pla-
guettes de la 1Geme couronne d'assemblages.

| Injectiona la base du cur . ceformation dynamique obtenue en injectant brutale-
ment du sodiuma la base de l'espace inter-assemblage des cing premeres couronnes.

| Injection ponctuelle : deformation dynamique obtenue en injectant brutalement du
sodiuma la base de l'espace inter-assemblage autour de I'assemblage central.

Les esultats sont donres gures B.1ja Les esultats de TRIPOLI-4 sont donres avec
des barres d'incertitudea 3 . Une bonne concordance est trouwee entre les trois codes.
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Figure B.1 { Eets en eactivie trouwes par TRIPOLI-4, APOLLO3 R et CAST3M par
gerbage du c ur de Plenix.

Figure B.2 { Eets en eactivie trouwes par TRIPOLI-4, APOLLO3 R et CAST3M par
compaction du c ur de Phenix.
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Figure B.3 { E ets en eactivie trouves par TRIPOLI-4, APOLLO3 R et CAST3M par
injectiona la base du c ur de Plenix.

Figure B.4 { E ets en eactivie trouves par TRIPOLI-4, APOLLO3 R et CAST3M par
injection ponctuelle dans le c ur de Plenix.
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Annexe

Etablissement desequations SPN

C.1 Lesequations de transport

Commercons parecrire lequation de transport C|ret|que (Ies notations sont les mémes que

celles adopees pour lequation ( .) sauf que I'on note g( r; )le ux angulaire du groupe

denergie g,a la position’ r , des neutrons se propageant dans la direction du vecteur unitaire
I
et ()d linegrale normalise sur la sprere. ¢ est la section e cace macroscopique de

s
eaction totale.) :

1@%r! ) 1o

o R - GREGEE
V9 @t ’ t ’
x £
@ S 4 9!( l g ) gd(r;! Jd (C.1)
d X a L gt | 0, a0 o
+ 5(r)@ ) f(f)S (r; 9d %+ S3(r):
gO

| . . .
SSer (1) est la source due aux neutrons retarces (isotrope), qui skcrit, comme
peedemment :

g ! _X g (! .
Sn:ret:(r)_ I 1CH(r):

Notons que les sections e caces de transferts, lesg, sont anisotropes : elles cependent de
I'angle entre les directions d'arrivee et de depart du neutron.

Nous allons cetailler les calculs pour quuatlon C|ret|que (- Pour se ramener au
cas stationnaire, il sut déllmlner les termes Vg 10° (@;t et Sy er (r ) et de remplacer
Br)@ ) par 2 9(r).

Consicerons maintenant la condition aux limites de vide, qui s'appliquea la frontere du
domaine noke @R. La condition aux limites secrit (avec’ n le vecteur unitaire orthogonala
@R et sortant) :
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f

gy | ! | 0
CLVidE' (r! )_0 8(rl ) 2

rZ@R!; ‘n<0 : (C.2)

On peut la transformer en introduisant les composantes paires (*) et impaires () du
ux angulaire :

I 9r; 9(r;
IR U B U

En e et, on a alors

8

B G S PN (D

3

B R T (D BN (N
et en eecrivant (€.2)| ainsi :

| | 0 [ 0

9!(r;' )=0 8'(rf ) 2!r2@R'; 'n>0

on obtient, en combinant les expressions peedentes $ est la spkere unit) :

CLue: o(ri)= signe( 'n) 3ri) 8ri) 2@k s (€3

La condition aux limites de e exion totale, appliglee sur la frontere @R sécrit quanta
elle :

! ! ! 0 ! 0
Clien. © %ri)= %r: 98ri)2'r2@rR 'n<o; (C4
I - ! !
avec, sin est colireairea l'axe zet =( !y;!y;!7), 0= ("'xstys o).
! ! ! !

, On remarque que lorsque \erie 'n < 0, %wrie o' n> 0 En outre, la ¢ nition
de Ofait qu'il balaie toutes les directions de sa demi-sptere. Ainsi les roles de et de” °dans
(C.4) sont inversibles. On montre ainsi que [[C.4) se \eri e sur toute la sptere unie. De plus,
en utilisant les & nitions des composantes paires et impaires du ux, on montre egalement
que :

(

o
Clt :8(ri) 2@R S 91 (C5)

C.2 Les polyndmes de Legendre

Les polynébmes de Legendre vont nous servir de base angulaire pour les sections e caces de
transfert et le ux angulaire. On peut les ¢ nir par ecurrence ainsi :

Po(x) =1 ; Pi(x)=x et (n+1)Pn1(X)=(2n+1)xPy(x) nPn 1(X) (C.6)
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On constate facilement, a partir de leur & nition, que P, est de dege n. On admet en
outre qu'ils sont de la parie de n: Po( x)=( 1)"Pn(x).

On admetegalement cette relation :
Z,

1
> an(x)Pm(x)dx= nim >

1
n+1

X (C.7)

avec pm =1 si n = m et g sinon. Notamment, cela signi e qu'ils sont orthogonaux pour
le produit scalaire<P;Q > = 11 P (x)Q(x)dx.

On admet en n le treoeme d'addition suivant, valable 8 =122 [0; [tq 1+ 22[0; [
et 8

Pn(cos jcos ,+sin j3sin ,cos' ) = Pph(cos 1)Pn(cos »)
b3

+2 ( )™P, M(cos 1)P'(cos 2)cos(m' ):
m=1

(C.8)
On cecompose les sections e caces de transferts sur les polyndbmes de Legendre ainsi :

g% d I 0! _ X g% d ! O! .
s (r; )= 2+1) g “(r)Pi( ) ! (C.9)
1=0

C.3 L'approximation SPN :equations 1D

Nous allons pesenter une nethode, pour obtenir les equations SPN, base sur deux hy-
potreses. Il y a d'autres facons d'obtenir ces equations, avec eventuellement d'autres hy-
potleses. La nethode que nous pesentons semble reanmoins la plus gererique.[[64] et [91]
pesentent et commentent quelques nethodes alternatives pour obtenir cesequations.

Notre premere hypothese est qu'il existe, en tout point, un syseme de coordonrees locales
al le ux angulaire, quel que soit le groupe denergie, est une fonctiona variations lentes enx,
y et' (voir illustration du syseme de coordonrees gure . Ainsi on peutecrire en chaque
point du eacteur :

xy;z; 5" )= (z )+ (xyizy "), (C.10)
avec un petit paranetre et =cos .

La spcopde hypottese est que ce syseme de cqordonrees varie lentement en espace. En e et

le terme " r de ) corresponda une ceriveea’ e, ce qui ne correspond pasa et
es si le syseme de coordonrees varie. On va supposer qu'on peut regliger cet e et, ce qui
revientaecrire :

! a, Lol Lo @
r —k ; —
@z @z
A ces hypotleses on rajoute que ce syseme de coordonrees ne varie pas en temps, et que
les variations temporelles de sont domirees par celles de .

(C.11)
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Figure C.1 { lllustration du syseme de coordonrees spleriques utilie.

Avec ces hypotlteses, en regligeant les termes enet en ceveloppant les sections de transfert
sur les polynémes de Legendre, lequation[(C.]1) devient :

i@g(z; )+ —@)+ tg(z) g(Z; )=

V9 @t @z
X X- ] 1Z 1 0
@+1) § M@P);  PCY Sz 90 (€.12)
g° 1=0
X 0 1Z Lo
+ @1 ) ?(2)5 . 9(z; 9d %+ Sier (@)
g0

Detaillons le calcul pour le terme de transfert qui est le seul nonevident. En cecomposant les
sections de transfert sur les polynémes de Legendre comme indigLe .9), puis en explicitant
I'inegrale sur S on obtient :

z o o ! ! a, |
Q9 M T S Hd 0=
R 3 1% 0 22
@@+1) ¥ 9(2)47 9°(z;cos 9Ysin © P( % )yd%d®
1=0 =0 1 =0

! !

On peut expliciter  ©

Lo

" = sin Yos' %in cos' +sin %in' %in sin' +cos °cos
sin %sin (fos' Ocos' +sin’ 0sin'})+cos Ocos

{

cos(

On reconnait la forme du treoeme d'addition (€.8)[(si + %2 [; 2 ] on peut remplacer
et Opar et Osans changer le esultat nal). Ainsi on a :

b3
P|!( o )= Py(cos )Pi(cos 9+2  ( 1)™P, M(cos )P"(cos Ycosm(" ' 9):

m=1
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Ici les P/" sont les fonctions de Legendre assocees aux polynémes c nies par :
[

L, dm
PR()=@ 3™ -~ Pa() (C.13)
Z,
Il est facile de voir que cosm(" ' 9)d °=0, et quainsi :
' 0=0
Z 2 1 1
— P( % ) d %= P(cos )P(cos 9:
2 o

Cela nous permet de retrouver le terme do aux transferts de[(C.12).

La condition de vide de vide sécrit quanta elle simplement :

CLyide : ¢(2z; )= signe( ) g(z; ) 8(z; )2 @R [ L1 (C.14)

! ! o .
Pour celle de e exion, on peut voir que le changement de a =~ © assocea l'invariance du

ux par  suppo< par I'hypotrese SPN et la condition implique :
Clrefi: : ¢(z; )= 4(z; ) 8(z; )2 @R [ L1]
ce qui montre, d'apes la ck nition de , que :
Clref. 1 ¢(z; )=0 8(z; )2 @R [ L1J

On retiendra que la condition de e exion implique que la composante impaire du ux est
nulle. Il n'y a pas de condition sur la composante paire.

Introduisons maintenant I'approximation PN qui consiste a cecomposer le ux angulaire
sur les polynémes de Legendre en se limitanta I'ordreN :

X!
%z; ) | P@PI( ) (C.15)
1=0

Les | sont des scalaires qu'on se donne pour simpli er la esolution du probkme par la
suite. Dans la suite,N sera toujours impair et on note N, = (N +1)=2.

On injecte ce ceveloppement dans |(C.1R), puis on multiplie lequation par |P( ), et on
inegre sur variant de 1a 1 (normalie). On obtient ainsi :

Z Z
11 1 X gO 1 1 X
viz , PO Pl CEa 45 R() o H e MaPe )
X X N 1Z 1 12 1 X
= @°+1) o °@5 PPl )5 al 9 00 fo(Z)Prod )d U

g© 19=0 1060
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+ 9 X g° 121 1 g 0
20 ) f@; P o B(@)Pie( 9d

g° 1 1o

1Zl
+ Sg:ret: (Z)E 1 IPI( )d :

La relation de ecurrence nous permet de transformer le terme enP |( ), venant du
transport des neutrons :

| +1 |

Pi()= mplﬂ( )+ o+ 1

Pa( ):

En outre, la relation (C.7) nous permet de calculer facilement toutes les inegrales de I'ex-
pression peedente (en n'oubliant pas quePg(x) = 1). On obtient alors :

1,000, , 0.0, @@,

vil @t "M@z Mg T dsi@ M@=
gO! g g0 g X go go g (C16)
g "2 7@+ poto (A ) £ (2) o * 10Shrer (2);
9% g 0
avechm = Mm m 1 tn = i et 9 = 9 g9
T @m+1)Em 1) " (@2+1 T dsel T tosh

Pour obtenir la nouvelle forme de la condition aux limites de vide, on multiplie lequation
peedent (C.14) par 5P ( ) et oninegre sur 2 [0; 1]. Le premier terme devient :

121X

2 CP@PIC) P ) 2iPa( )d:
0 =0

En lecrivant comme une somme de deux inegrale, une avecPI( ) et l'autre avec Pi( )
et en faisant le changement de variable ! dans la deuxeme inkgrale, on arrivea une
forme cep vue :

z
17X g g g .
5 L T(@PI()  2iPa()d = hy 5 1+ hojer 54
=0

Le deuxeme terme de (C.14) devient :

1410

2  P@PI()+ P ) 2Pa( )d:
0 =0

On remarque que les termes avetimpair seliminent. Il reste alors :
X 1 !

9.0(2) 2i 20 P2i( )Pao( )d:
2i0=0 0



C.4 Equations 3D 223

Onecrira donc la condition aux limites :

I 1
CLyvide : hai % 1t hoi+1 gi+1 = hgi;zio %o(Z); (C.17)
2i0=0
Z,
avechl = |« P )P«( )d:
0

C.4 Equations 3D

Bien qu'on soit parti d'un probeme 3D, nous sommes arrives a des equations 1D dans
le syseme de coordonrees local adqpe. Pour se ramenera une formulation 3D, on multiplie
chagueequation impaire de ) Pa’r k , le vecteur du syseme de coordonrees local (qui peut
varier spatialement). A la frontere, " k est colireairea’ n. On peut exprimer ainsi le probeme
sous la forme d'un syseme dequations ai les composantes paires du ux sont des fonctions
scalaires et les composantes impaires des fonctions vectorielles. Cette operation permet d'utiliser
les operateurs vectoriels classiques. Le syseme sécrit :

8
% |igt i+T!i i+|'%f p:!Si
(C.18)
; ngthr T To p= Sp;
avec la condition aux limites de videecrite ainsi :
CLuide : HT!( )= p p.-a la frontere : (C.19)
Celle de e exion est simplement :
CL refi: :! i =! 0,a la frontere : (C.20)

|
Onanoe et ;lescomposantes paires et impaires du ux angulaire :

— 1. 2..... GqT — g. 9..... ¢ T
P _[ p’ pr p] avec 8_[ o 2 ) N 1] )
| | | | | | | |
: — 2.0 GqT . — T.
i=[ 5 fun Pllavec P=1 & $un RN

Ip et 1j sont des matrices dites d'inertie paires et impaires (et diagonales) :
Ip = diag(l ;15551 5) avec | § = diag(to=V9;t2=V9; ity 1=V9);
I; = diag(I ;13551 8) avecl? = diag(t1=V9; ta=V9; 1 ty =VI):

Tp et T; sont les matrices de disparition paires et impaires (et diagonales) :

Tp = diag(Ty; T35 Tg) avec T = diag(to §ep 0it2 disp 205N 1 Gisp N 1)

Ti = diag(TH T7 5 T®) avec TP = diag(ts §ep 1313 disp 375t Jip n):
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| . . .
Sp et S; sont les composantes paires et impaires de la source :
| !
Sp=Tsp pt(1 )Po p+ Snretp €1 Si=Tg i:

Tsp et Tsi sont les matrices de transferts paires et impaires (les termes sont nuls lorsque
¢°=9):
0. 0 . 0 0
Tep =[T&H ] avec T = diag(to & %tz & Funtn 1 & D;

0. 0 . O V] 0
Tsi = [Tl avecTd = diag(t: & %tz & %untn & O

La matrice de ssion Py s'exprime :

2 , 3 2 43
i p
pp 1.r2.....G g 0 9 9
Pp = : [FpiFpiiFlavec gy = etFy=[ 0:::0]
G
pp 0

La source de neutrons retarces sécrit :
_rel ) . oG T g —rcd .o T
Sn:ret: p — [Sn:ret: p ’Sn:ret: pre Sn:ret: p] avec Sn:ret: p — [Sn:ret: ;0 0] :

H est constitiee de blocs diagonaux identiques :

2 3
h]_ h2 . 0 0

0 hsg : 0 0 %
0 0 : hN 2 hN 1

0 0 : 0 hn

H = diag(H%H%::;;HY) avecHY = g

Enn , estegalement constittee de blocs diagonaux identiques. Elle est e nie sur la
frontere par :

- d. d..... d dy.. — b .
Le calcul de ses termes en SP5 donne :

2
a_f 5 25 58
P 16 32 2048
9 585 6561
128 2048 8192
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C.5 Forme diagonali®e

Nous allons maintenant diagonaliser le syseme|(C.18). On verra ensuite que cela permet
d'identi er lesequations SPNa celles SP1 avec une augmentation du nombre de groupes.

La diagonalisation se fait par changement de variable. Il y a deux facons de proder, selon
gue l'on modi e les variables paires ou impaires. Ici nous allons pesenter la methode primale
al le changement de variable est fait sur les termes pairs. Il s'agit de poser :

€ =H (C.21)

En multipliant lesequations paires de (C.18) ainsi que la condition aux limites (C.19) par
H T=(HT) %, on obtient :

2,0 g i+!rep=!si
. et @ ! | (C.22)
7 (H TIH D& r it (H TToH Y& =H TS,

avec .
H TSp: H TTSPH 1ep+(1 )H TPpH 1ep+H TSn:ret:p

et la condition de vide :

b
Clyide : in=(H T pH Y& (C.23)

42 1 .
Il est temps de xer les valeurs des |. Enprenant o=1et | = i , lesh; deviennent
|1

egauxa 1 et la matrice HY devient :

2
Hd:§

H letH T sont respectivement composs des blocsl,t et H, T :
2 3 2 3

- O OO

OOk

O kR - O

kPP OO
(62 NN NN

1 1 1 1 : 1 0 0 0:
0 1 1 1 1 1 0 0 :
Hy'=R0 0 1 1 :4etH,7=R 1 1 1 0:4:
0 0 0 1: 1 1 1 1:
Le choix des | xeles t, etona:
t—l't—3't—§'t—2—8't S—l't—LO4'
0— ’ 1- ’ 2_4’ 3 - 91 4 64’ 5_225-

On aegalement :
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2 (i)
misy (i;
X Lak 15
g 1
eV ’
2 e 3
mis (iij )
T 1y _ i+ g -
(Hg "TgHgH = 4( ') Lok 1) disp 2(k 1)5 ’
k=1
2 e 3
. mis (iij ) .
“ o : .
(Hg TTEH D = 4( ') Lok 1) 32(k91)5 '
k=1

(Hq T1H Y = 4( )"

9
p

2
g
T Oy 1y — P g°. g ...
(Hy ngHd)—E 82[ £ |

et

Tg9 - 9 . ¢} -c9 T
Hd Sn:ret: p ~ [Sn:ret: ! Sn:ret: 'Sn:ret: ’] :

C.6 Identi cation SPN/SP1

Il est possible de esoudre les equations |(C.2PR) et|(C.2B) comme des equations SP1 en
traitant les harmoniques du SPN comme des pseudos-groupes denergie. On passe ainsi des
equations SPNa G groupes dénergie auxequations SP1a NG groupes denergie.

Pour faire cette identi cation nous allons introduire une nouvelle hypothese. Nous allons

supposer que le terme en cerivee temporelle de lequation impaire,li—t i, est nul. Cela ne

signi e pas que les harmoniques impaires ne varient pas en temps, mais qu'ils sequilibrent
instantarement avec les harmoniques paires.

Ecrivons avec cette hypothese l'identi cation pour lequation impaire. On note ( g;i) les
pseudos-groupes denergie. Lequation impaire SP1 de ce pseudo-groupe sécrit :

N o . X 0 A .

(CHY R (- H) . (9;1) — (g% (giF)  (gi).

toggp1 1+ S = t1 o1 1
(9% )8( g;i)

La ligne i de lequation impaire SPN du groupe denergie g sécrit :

g g ' g X @4 g
Qi 1gspai1 22t 5 = i1 g1 2 1
g%g
L'identi cation termea terme donne :
@) _ tai1 g 0 (%) (gi) _ i 1 gng |
dsp 1~ 3 disp 2i 1 €L POUr g6 g° o = T3 os2 1

On peut le eecrire :
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(gi) _ tai 1 g
t - 47§7 t

et

(@) (gi) _ t2i 1 g g .
sl - 3 s2i 1 1) -

Ecrivons maintenant lequation paire SP1 du pseudo-groupe ;i) :

1 @e(g:i) +! r N CR) + (@) elgi) _
« V@) @t° 1 Xdlsp 00
%)t (gsi M| i O O i) .
égd) (gl)eggJ)Jr(l ) égl) f(gl)eggJ)JrSr(]gré)t_
(9% )8(g;i) (9%)

On aegalement la lignei de lequation paire SPN du groupe dénergie g :

X mig (i} ) ¢ P X misy (i )
i 20k 1) @gg L B i+ g g
( 1" ve @t2i v* T 2t (D tak 1) disp 2 1 26 )
i k=1 j k=1
= (1 L 1 ox 2 npt @ IO DT 3 P D%
%9 | k=1 ¢

+( 1)i+1 Sl'gllll'et

Pour l'identi cation on fait passer les termes non diagonaux issus de la matriceff TTpH 1)
du coe des sources et on les identi e a des transferts. Les termes non diagonaux issus de
(H TIpH 1), et donc porteurs de cerivees temporels, sont pour l'instant simplement eecrits
comme un terme source suppementaire. On commence par eecrire lequation ainsi :

X Xi
g ey
2 1t Lok 1) disp 2k 1) 26 1)
k=1

Lk 1) @gg +!r L
VI @t2i D

k=1

X X i (i) o 0

_ + g= g

= (™ Lak 1) sk 1) 2 1)
g%g j k=1

muX(l;J)tz(k " @eg
v @t20 1)

X o
N
j8i k=1
X misy 55 )
+ ( ly+j+1
j8i k=1

g g
ta 1) disp 2k 1) 2G 1)

i+1 g X X g° i+1 e i+lcg .
+(1 )( 1) p f ( 1) 2(G 1) +'( 1) Snwet-
9

Ce qu'on peut eecrire :
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X tox 1) N I X
vi @t2i ' 21
k=1

g e9
L2k 1) disp 2(k 1) 2(i 1)
k=1

X i+j " mlx(l;] ) g o ego
= (1 tak 1) o ¢ s2(k 1) 2( 1)
(9%)8( g:i) k=1

i+1 g X X g° j+1 eg? i+1 o9
+(1 )( 1) p f ( 1) 2( 1) +( 1) Sn:ret:
g

mlx(l?l)tz(k 1) @eg .
VI @t20 1)’

X o
£ (T
i6i k=1

Ainsi l'identi cation de lequation paire nous donne :

1 X oty 1
0 g’
V (g:i) - V

(i) _ t g .
disp 0 2(k 1) disp 2(k 1)’
k=1
(9%)! (gsi) ) o
) (gil) _ i+ ! :
sg J ¥ = ( 1)I+J+1 tZ(k 1) g tg gz(kg 1) pour (gQ’J) 8 (ga |),
k=1

l(Og;i):( 1)i+1 8;

f(@J;u)z( 1)i+1 ?;

S(g:i) - ( l)i+l Sg

n:ret: n:ret:

et une source suppementaire que l'on peutecrire ainsi :

1 @gg

S(g;i) — X ( l)i+j+177 .
_ V(gmin (i) @t 20 1’

supl: —
j6i

On rappelle que la source de ssion skcrit ainsi :

g ! _X g 1! .
Sn:ret:(r)_ I 1C(r):
|

Pour conequent on peut identi er le spectre de neutrons retarces du pseudo-groupe :

I(g;l):( 1)i+1 lg:
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C.7 Ecriture sous la forme d'un probéme de di usion

Pour transformer le probeme (C.22) et (C.23), ecrit en SP1 avec N,,G groupes dénergie,
nous allons supposer que les transferts impairs sont nuls, c'esta dire queg2i 1, =0 8g8i> 0.

|
Avec cette hypottese, la source S; est nulle est lequation impaire devient simplement :

P 11 e - 11 e,
1 (gii) 0 g3 (@ 0
disp 1 t

Ainsi lequation paire peut secrire sous la forme attendue et cep annoneee (11.1):

L Qi) '\ pohy eloh , @) eloid -

V@) @t° disp 0 0
P 0. . 0. P . 0. P . .
(9%)! (g:i) e(9%) (9i) (9:1) @(g%i) (g;) (9:i) .
(0% )8(gii) 50 &+ )R @y % 0 1C+ S
(C.24)
avec :
r 1
D9 = — (C.25)
3 (g:0)
t

On reconnait uneequation de di usion instationnaire classique, avec les paranetres iden-
ties peedemment et un terme source suppkmentaire. Mis a part ce terme source, cette
equation pourra étre traiee par les solveurs de di usion classiques.

Ce terme suppkmentaire peut etre traie de facon simple quand on utilise un -sclema
avec 6 0. En e et, une partie de ce terme peut &tre inege dans les sections de transfert.
Ecrivons uniqguement le terme de transfert et le terme source suppementaire avec dierences
nies pour les cerivees temporelles et un -sctema pour les transferts (le pas de temps dure

t et on supposet = 0a son cebut) :

X mix(i;j) N .
(™ bk 1) ot  sox1 2 pl D
(9% )8( g;i) k=1
X mix(i;j) . .
+1 ) ¢ ™! b ) gt sk 1) 2 10
(9%i)8( g:i) k=1
misg (i5j ) ey €9
Gy w1 %26 90D % 9O
o V9 t '
j6i k=1

On remarque que ces termes peuvent se eecrire :

X i+j+1 mIX(IVJ) g 1 gol g 0
( tak 1) gl ¢+ Vot t) s2(k 1) eg(j Y
(9% )8( g:i) k=1
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X mix(i;j ) 1 N

P (0]
+1 ) (1T tak 1) gl ¢ * Vo p ok S 1O
(g% )8( g:i) k=1
N mise(ii ) ¢ L
i+ 2k ) 1 g .
D ve ¢ 20 oO
i6i k=1

Il sut donc de modi er les sections de transfert pour les calculs ciretiques en :

miy (ij )
(go;j)! (_g;_i) :( 1)i+j+1 X t ( g + 1 ) g°! g our ( Q. ) 6( |)
sO transitoire 2k 1) g\ ¢ VI t s2(k 1) p g-] g:1),
k=1
(C.26)
et de rajouter un terme source constant :
) X
S(Q?') — ( 1)i+j 1 ey (0) (C 27)
supl: const: Vv (@min (i) ¢ 26 DV '
i6i

La condition aux limites de vide, quanta elle, sécrit toujours comme un produit matrice-
vecteur :

NGO (@i X T ody 1 e -
CLyige i 7 &/ ' n= 37 H oH &7 ,ala frontere : (C.28)
1)

La condition de e exion est toujours celle du ux impair nul :

| ol
CLyef: © 1 egg") = 0,a la frontere : (C.29)

C.8 Conclusion

Si les calculs pour mettre le probeme sous la forme[(C.24) et[(C.28) sont longs, le
cteveloppement informatique qui suit est faible quand on dispose d'un solveur de di usion.
Il suten e etde calculer les paranetres des pseudos-groupes, la source suppkementaire et de
cerer la nouvelle condition aux limites. Celle-ci est un peu probkematique puisqu'elle couple
plusieurs pseudos-groupes dénergie, mais un simple processus ieratif su t.

Listons pour memoire les hypotteses qui ontet faites :

1. Existence en tout point d'un syseme de coordonrees al le ux angulaire varie lentement
enx,yet', puiselimination de ces dcependances;

2. Variation spatiale lente de ce syseme de coordonrees, et pas de variation temporelle;

3. Troncature a l'ordre N de la decomposition du ux angulaire sur les polynébmes de
Legendre;

4. Le ux impair est suppos étre toujoursa lequilibre avec le ux pair (cerivee temporelle
nulle) ;
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5. Les transferts impairs sont supposs nuls;

Les deux premeres hypotteses sont leesa la validie du mocle SPN lui-méme. L'hypotlese
3 est une erreur duea la repesentation nunerique, et donc discete, desequations de la physique
qui sont continues. Ce type d'erreur est irevitable et la esolution de en introduira
d'autres. Il faudra s'assurera la n du processus que cette repesentation discete est bien faite
et n'introduit pas d'erreurs trop fortes. Les hypotteses 4 et 5 sont recessaires pour identi er
les equations SPN au SP1 puisa la diusion. Ce sont des hypotteses sur la physique des
prenonenes.
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Annexe

Cas de la geonetrie splerique

Les synetries de la geonetrie spherique en font un cas d'application qui peut apparaitre
pertinent pour le SPN. Nous allons voir ici que si on peutetablir desequations PN assez simples
sur ce cas, la simpli cation SPN n'y est pas tes pecise.

D.1 L'hypotrese SPN

Commercon's par introduire le syseme de coordonrees dans lequel nous allons travailler. La
point de I'espace r est repee par les coordonrees spleriques ordinaires : Ia distancea l'origine
(le centre de la sphere etudee) , la colatitude (compteea partir de Z) et la longitude

(compee a partir de ' X). LaI dlrectlon du neutron, est repeee dans un regere local :
'colatltude compeea partir de’ r= et longitude ' comptea partir du neridien contenant
" z. La gure P.1]donne une repesentation de ce syseme de coordonrees.

Figure D.1 { lllustration du syseme de coordonrees utili en geonetrie spherique pour
reerer le ux angulaire.
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Grace a ce reperage, la synetrie du probeme permet deliminer les variables , et'.
Ainsi le ux angulaire, qui cepend normalement de 5 variables, ne cepend plus que de deux
d'entre elles, et

Gaast )= 6o

La premere hypottese du SPN, expliciee par lequation (§.10)] est donc \eriee de facon
exacte dans ce cas, et permet de faire un calcula une seule dimension d'espace. Insistons sur
le fait que ce n'est pas vrai si on n'utilise pas un regere mobile pour et' . Avec un regere
Xe on ne pourraiteliminer aucune cependance.

Cependant, le regere utiliee pour reerer et ' varie fortement dans l'espacea proximie
du centre. On peut donc craindre que la seconde hypotltese, expliciEef par (C.11), ne soit pas
\eriee. Pourevaluer I'erreur commise, on va calculer explicitement”™ " r

ne cependant ni de , nide , on a (on remplace ici la cependance en par celle en son
cosinus, ) :

ol @
r= @ G ) |
!
On a bien str = . La dierence avec ( est que la cerivee partielle est prisea’
»e et nona »e. On peut cependantecrire :
@ @ @ @
= G ==0G))+ =, = G )
2 () gl g g G)

al les cerivees partielles sans notations particuleres sont prises respectivementa et
)es.

Des consicerations geonetriques simples (voir gure D.2), permettent d'obtenir :
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Figure D.2 { Reperage de la position et de la direction d'un neutron (en violet) en ggonetrie
sprerique. peut y étre vu comme une fonction de .

On obtient nalement :

1 2@, .
@(1 )

o= g(; )+ (0.1)

Cette expression, que I'on retrouve dans le pecis de neutronique de Paul ReussT103], nous

2
donne le terme reglige par I'approximation SPN sur ce cas : @C)@ (; ). On remarque

notamment que ce terme force l'isotropie du ux au centre de la sptere.

D.2 Equations PN en splerique

Nous allons maintenant cherchera reproduire, avec ce terme suppementaire, la cemarche
qui,a partir de lequation (G.12),| nous avait amerea un syseme facilea esoudre.

Reintroduisons I'hypottese PN (€.15), qui consistea cecomposer le ux sur les polynémes

de Legendre. Sur ce terme on obtient :
1 2@ 12X
@ G )

i >@@Pl( ):

=1

La & nition des fonctions assocees aux polynémes de Legendre, cep vue plus haut|(C.18)
nous donne :

p__
12 2R()= A

En outre, une des relations de ecurrence de ces fonctions sécrit :

(2|+1)p1 PM()=(l+m 1A+mP™ () (0 m+1( m+2)P7 ():
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Ce qui nous donne nalement (en remarquant quePI0 =P):

1 2@, 1 X 11+ 1)
@ ) ° 1055

=1

(P 1( ) Pira()):

- . ) 1 ,
Comme peedemment, on multiplie maintenant cetteequation par > (P, et on inegre sur
entre 1 et 1. On obtient :

+
—5 (P 1( ) P (1))

L'orthogonalie des polyndmes de Legendre [(C.¥) nous donne nalement :

L0+ Dhe 10 Dhy g (D.2)

M mma1

= . Le terme (D.2) doit se
@2m+1)(2m 1)

avec hy, & ni comme peedemment : hp
rajoutera lequation (G.16)]

Lequation ainsi compkee peut se mettre sous forme matricielle ainsi :
8

@ 1
% |i@ti+Tii+Hr pt —H pZSi
3 . (D.3)
- Ip@@tp+HT i+HTr i+ Tp p= Sy

avecH constitte de blocs diagonaux identiques :

H = diag(H9 H% ;HY) avec
3
2h, 0 0 :
2hs  4hg, 0 :
0 4hs  6hg
0 0 6h~

= 2( Dhy 1 +2jhy ey

Les autres termes de[(D.B) sont les mémes que ceux de (C|18)a I'exception de la notation
vectorielle que I'on n'a pas eintroduite ici car le probeme traie est \eritablement 1D.

La forme trouwee, ( est susceptible de permettre une esolution PN des equations
de transport sur une ggonetrie sprerique, en en exploitant les synetries. En revanche, les
etapes suivantes du calcul qui nous ont permis de mettre lesequations SPN sous la forme de
di usions coupkes,a savoir diagonalisation, identi cation SPN/SP1 et injection de la solution
du ux impair dans lequation paire, ne semblent pas pouvoir étre mereesa bien avec ce terme
suppementaire.
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