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Résumé

Ces dernieres années ont vu un renouveau d’intérét pour les matériaux cellu-
laires tels que les mousses. Ces matériaux possedent un comportement pro-
pice a l’absorption de choc mécanique pour une faible masse volumique.
IlIs sont par leur microstructure tres proches d’assemblage périodique de
treillis de poutres. Nous les décrivons donc par des particules (les extrémi-
tés des poutres) douées de mouvement de translation mais aussi de rotation.
Entre ces particules, des lois d’interaction sont appliquées pour remplacer
les poutres. Cette description fait 'objet de cette these transformant ainsi
I’étude de ces matériaux en une étude sur les milieux discrets périodiques. Ce
travail porte plus particulierement sur la méthode d’homogénéisation de ces
milieux discrets a cinématique enrichie. Dans un premier temps, afin d’exa-
miner ’apport des rotations dans la description cinématique, nous avons
étudié comment un milieu continu microscopique élastique linéaire capable
de mouvement en rotation était rendu a 1’échelle macroscopique. Suivant
les hypothéses du comportement microscopique, nous avons vu apparaitre
un milieu continu classique ou de Cosserat a 1’échelle macroscopique. Puis
dans un second temps, nous avons injecté la composante discrete du pro-
bleme posé pour examiner le devenir d’un réseau de particules orientées en
interaction par changement d’échelle. Cette étude a fait naturellement appa-
raitre une dépendance en fonction des hypotheses sur les lois d’interaction
entre les particules tant sur des comportements élastiques linéaires que non
linéaires. Une fois ces développements terminés, la méthode est appliquée sur
des structures comme les milieux composés de nids d’abeille ou les mousses
considérées comme un assemblage tridimensionnel de poutres formant un pa-
vage périodique du matériau en tétrakaidécaedres. Par cette description, les
comportements en élasticité linéaire sont obtenus ainsi que l'initiation du
flambement élastique de ces matériaux complexes.



Abstract

Through the past years, a new trend for cellular materials shown up.
These materials like foams are enclined to absorb the mechanical shock for a
low cost in weight. Thanks to their microstructure, these materials are very
similar to periodic assemblies of beams. So they can be described as a set
of particles (the beam extremities) which can translate and rotate. The lin-
kage between particles is made by interaction laws to replace beams. The
thesis is based upon the previous description and particularly upon the ho-
mogenization method for these periodic discrete media but with an enriched
kinematics including a rotational field. In a first step, we examine how we
can deal with the rotational field to homogenize a continuous medium with
a linear elastic constitutive law at the macroscopical level. According to the
hypothesis we choose for the microscopic constitutive law, the macroscopic
medium is either classical or a Cosserat medium. Then in a second step, the
discrete aspect is introduced to define how the associated continous macro-
scopic medium is built from the microscopic network of particles. The study
is applied for linear and non-linear elastic laws of interaction. Finally we use
the method for materials made of honeycombs and for foams seen as a 3D
assembly of beams according to a tetrakaihedron pattern. We obtain their
linear elastic constitutive law at the macroscopic level, and the initiation of
the elastic buckling for a particular loading.
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Notations

Cette section regroupe les notations utilisées au cours du mémoire.

— On note N I’ensemble des entiers, Z 1’ensemble des entiers relatifs, R
I’ensemble des réels et C I’ensemble des complexes, avec & la racine
carré de —1.

— U représente la réunion ensembliste et M I'intersection.

— Le soulignement exprime le caractere tensoriel d'une grandeur, le nombre
de trait sert a déterminer le rang du tenseur. Ainsi @ représente un vec-
teur nommeé a, de méme a sera un tenseur d’ordre deux nommeé a.

— le point, -, représente opérateur de contraction classique, ainsi @ : b =
a;;bj;. Nous adoptons la notation d’Einstein qui veut que tout indice
répété dans une expression est sommeé.

— Le symbole ® représente le produit tensoriel.

— Pour tout tenseur, A, d’ordre supérieur a trois, on introduit la contrac-
tion suivante < définie par :tA<dB =A ;;,B;. ... Qe e, ®....

— Pour tout tenseur, A, d’ordre supérieur a trois, on introduit le produit
tensoriel A modifié par : AAb=A_jub; ...Q€;Qe; Q€.

— Le symbole V représente 'opérateur de dérivation. Par exemple, le
gradient d’un tenseur a d’ordre deux s’écrit donc : a ® V = a1 €; ®

S
e; ® €. On utilisera parfois le gradient symétrisé noté ® V avec pour

définition : . é V = %( ®V +V ®.). La divergence d’un tenseur
d’ordre deux, a, est : a-V, nous utiliserons aussi, pour ce cas particulier,
la notation div. N

— L’opérateur de transposition sur les tenseurs d’ordre deux est noté !,
d’ot : ta = a;;e; @ e;.

— Ker f, Im f désignent respectivement le noyau, I’image d’une applica-
tion linéaire f.

— Max désigne la valeur maximale sur un ensemble de réels.

— = désigne une égalité formelle.

— n! désigne factorielle n, soit n! =12---n.



Introduction

‘intérét actuel pour la sécurité dans les transports a relancé la recherche
L sur la modélisation du comportement de matériaux alvéolaires de type
mousse. En effet, une mousse est un bon prétendant de faible poids dans 1’op-
timisation d’absorption d’énergie au cours d’un choc. Ainsi, le comportement
en compression uniaxiale d’une mousse (non fragile) se décompose en trois
phases : une phase élastique linéaire, une phase dite de plateau et un phase
de densification du matériau (ruine). Il est a noter que lors d’une décharge
pendant la phase de plateau, certaines mousses (en polymeére) recouvrent
leur état initial sans avoir subi de dommages significatifs. Ceci s’explique
souvent par un micro-flambement réversible des parois des alvéoles. Lorsque
la charge est suffisamment importante, ces parois s’endommagent causant la
densification puis la ruine du matériau.

FORCE

DEPLACEMENT

F1G. 1 — compression uniaxiale et décharge d’'une mousse

La modélisation micromécanique des mousses percues comme des assem-
blages périodiques de poutres encastrées est déja tres ancienne. Gent et Tho-
mas [Gent et Thomas, 1959] furent les premiers historiquement a proposer
un réseau cubique. Puis, Gibson et Ashby [Gibson et Ashby, 1988] ont été
les principaux chercheurs a développer cette approche en proposant un autre
motif périodique qui leur a permis de modéliser une large gamme de compor-
tement (élasticité, plasticité, rupture fragile etc...). Une bibliographie plus
détaillée sur la modélisation micro-mécanique des mousses est reportée dans
I’annexe A. Il en ressort que toutes les démarches proposées ont un carac-
tere non systématique qui contraste avec la rigueur de ’homogénéisation des
milieux continus périodiques.

De part la complexité des structures fortement hétérogenes, il est tres
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couteux d’effectuer directement un calcul de structure. L’homogénéisation
permet de contourner cette difficulté en substituant au matériau hétérogene
un matériau homogene équivalent. En supposant 1’hétérogénéité périodique,
I’homogénéisation fournit le comportement limite du matériau lorsque ¢, le
rapport de la taille des hétérogénéités sur la taille de la structure, devient
trés petit devant 1 [Sanchez-Palencia, 1974], [Bensoussan et Al., 1978]. On
trouvera dans [Jikov et Al., 1994] une bibliographie étendue et récente sur la
théorie mathématique de I'’homogénéisation.

Parmi les méthodes utilisées dans I’homogénéisation des milieux pério-
diques, la méthode des développements asymptotiques [Sanchez-Palencia, 1980],
historiquement introduite par [Van Dyke, 1964] pour la résolution de pro-
blemes issus de la mécanique des fluides, est parmi les plus anciennes. Elle
permet d’obtenir facilement par une procédure formelle une approximation
du comportement homogénéisé a 'ordre désiré. Elle est néanmoins difficile
d’usage pour les démonstrations mathématiques.

L’application de la méthode des développements asymptotiques par Gam-
bin et Kroner [Gambin et Kroner, 1989] puis par Boutin [Boutin, 1996] a per-
mis de montrer la signification physique des milieux homogenes de gradients
supérieurs (milieu du second ou troisiéme gradient du déplacement).

L’application de cette méthode aux structures discretes date du milieu des
années 80 [Cioranescu et Saint Jean Paulin, 1986b]. On trouve une modéli-
sation continue des treillis de poutres réticulées dans [Verna, 1991]. Kozlov
[Kozlov, 1987] a homogénéisé un réseau de résistances électriques. Caillerie
[Caillerie, 1995] a appliqué cette démarche & 1’homogénéisation des milieux
granulaires périodiques en négligeant ’effet de la rotation des grains. La prise
en compte de la rotation des grains a été proposée par [Sab, 1996].

En réalité, la substitution d’un réseau discret par un milieu continu a déja
fait 'objet de nombreux travaux motivés principalement par une justification
micro-mécanique de milieu d’ordre supérieur (milieu de Cosserat, de second
ou troisiéme gradient) [Askar et Cakmak, 1968], [Banks et Sokolowski, 1968],
[Kim, 1983],

[Sulem et Miihlaus , 1997]. Dans ces derniers travaux, cette substitution s’est
faite sans avoir recours a la théorie mathématique de ’homogénéisation. Les
résultats obtenus peuvent se contredire comme le montre [Kim, 1983].

L’objet de ce travail est I'utilisation des développements asymptotiques
pour effectuer le passage d’un réseau périodique de particules ayant une ci-
nématique de translation et de rotation a un milieu continu équivalent. En
particulier, on mettra en évidence les hypotheses précises qui permettent
de construire ou non un milieu de Cosserat homogene équivalent. En ef-
fet, assez récemment, ces milieux dus aux fréres Cosserat [Cosserat, 1909]
ont eu un regain d’intérét [Mindlin, 1964], [Eringen, 1968], [Germain, 1973],
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[Miihlaus et Vardoulakis, 1987], grace a la présence d’une longueur intrin-
seque qui permet de limiter la localisation des déformations en plasticité.

Le premier chapitre est consacré a '’homogénéisation d’'un milieu continu
périodique de Cosserat. Comme nous le verrons, dans la suite, il y a en réalité
deux difficultés dans ce travail : la prise en compte du caractere discret des
réseaux et celle de la rotation des particules. L'objet du premier chapitre est
de traiter la rotation dans un cadre plus classique a savoir le cadre des milieux
continus. Apres un rappel sur les milieux de Cosserat élastiques, on effectue
I’analyse dimensionnelle d’un probleme bien posé qui nous permet de propo-
ser deux processus d’homogénéisation appelés schémas (SH1) et (SH2). Ces
deux processus different par le comportement asymptotique des coefficients
élastiques. Le premier schéma (SH1) donne un milieu de Cauchy & 1’ordre £°
et un milieu de gradient supérieur en déplacement pour les ordres suivants.
En revanche, le schéma (SH2) donne un milieu de Cosserat & I’ordre £° et un
milieu de gradient supérieur en déplacement et en rotation pour les ordres
suivants.

Dans le deuxiéme chapitre, on considere un exemple simple de réseau pé-
riodique a cinématique de translation et de rotation. Toutes les particules
de ce réseau sont indiscernables (on dit que le réseau est mono-atomique)
ce qui simplifie le cas général ou plusieurs types de particules engendrent le
réseau par périodicité (on dit dans ce cas que le réseau est multi-atomique).
Transposant la démarche du premier chapitre au cas discret, on définit deux
schémas d’homogénéisation (SH1) et (SH2) qui conduiront en élasticité li-
néaire a des milieux de Cauchy et de Cosserat respectivement. On étend
I’étude a la détermination de la charge critique de flambement d’une bande
infinie du réseau mise en compression uniaxiale. On montre que la prédiction
des effets d’échelle sur la charge critique, c’est-a-dire, sa dépendance en fonc-
tion de I’épaisseur de la bande, est pertinente avec (SH1) ou (SH2) selon les
caractéristiques élastiques du réseau.

Le troisieme chapitre contient la généralisation au cas multi-atomique en
élasticité linéaire de la méthode exposée sur ’exemple du chapitre 2. On
y retrouve les deux schémas (SH1) et (SH2). Grace a lanalyse théorique
contenue dans ce chapitre, 'identification du comportement macroscopique
en élasticité linéaire de n’importe quel réseau de poutres est systématique-
ment effectuée. On retrouve, par ailleurs, les mémes conclusions que dans
le cas de ’homogénéisation de milieux continus du chapitre 1 concernant la
cinématique du milieu homogénéisé.

Le quatrieme chapitre est une extension de I’exemple du chapitre 2, au
cas multi-atomique, de la détermination de la charge et du mode critique de
flambement élastique par homogénéisation selon les deux schémas (SH1) et

(SH2).



Enfin, le dernier chapitre est consacré a des appplications de la théorie
discrete. On montre comment l’exploitation des symmétries de la matiere
permet de simplifier 'identification du comportement élastique homogénéisé.
Les coefficients homogénéisés de deux réseaux plans en nids d’abeille et d’un
réseau tridimensionnel de motif tétrakaidécaedral sont donnés pour les deux
schémas d’homogénéisation. On compare, ensuite, le flambement de structure
obtenu par calcul numérique aux éléments finis avec celui issu de la théorie
d’homogénéisation proposée.
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Chapitre 1

Homogénéisation des milieux
de Cosserat périodiques en
élasticité linéaire

E but de ce chapitre est de remplacer le matériau hétérogene d’un solide, 2,
L par un matériau homogene équivalent dans le cadre de la mécanique des
milieux continus. Il est clair que pour des matériaux hautement hétérogenes,
il est impossible, et méme non souhaitable pour des raisons calculatoires,
d’avoir une connaissance tres précise du comportement en tout point. Nous
devons donc faire des hypotheses simplificatrices sur la description méme du
matériau. L’une des descriptions possibles que nous retiendrons pour toute
la suite de cette partie consiste en I’hypothese de périodicité du comporte-
ment. Le matériau continu est supposé constitué de motifs qui se répetent
de fagon périodique dans I’espace. Dans le cadre de I’élasticité linéaire, ceci
se traduit de la méme maniere pour les coefficients élastiques. On note ¢
le rapport entre, [, la taille des hétérogénéités représentant les motifs pério-
diques, autrement appelées cellules élémentaires, et, L, la taille du solide, €2.
On définit alors une cellule de base de taille unité, Y, afin de pouvoir ramener
n’importe quel cellule élémentaire, engendrant €2 par périodicité, a la cellule
de base Y par une e-contraction comme le montre la figure 1.1. Une fois le
probléeme d’homogénéisation bien posé, nous le résolvons par approximation
succéssive suivant la technique des développements asymptotiques autour de
e = 0 [Sanchez-Palencia, 1980] [Bensoussan et Al, 1978|. La question cen-
trale & laquelle tente de répondre ce chapitre est la suivante : est-ce que le
milieu homogene équivalent a un milieu périodique de Cosserat est un milieu
de Cosserat? Nous verrons que la réponse a cette question peut se formuler
de la fagon suivante : les modules élastiques de Cosserat font apparaitre une
longueur caractéristique [.. Si I, est du méme ordre que L alors le milieu
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homogénéisé est de Cosserat. Si [, est du méme ordre que [, alors le milieu
homogénéisé a tout ordre du dévelopement asymptotique est un milieu de
Cauchy.

1.1 Le milieu de Cosserat

Nous allons traiter de I’homogénéisation d’un milieu de Cosserat. Ce mi-
lieu est un milieu de Cauchy auquel nous avons rajouter une variable cinéma-
tique d’orientation de la microstructure que nous appellerons rotation. Dans
un premier temps, avant de tenter I’homogénéisation d’un tel milieu, nous
allons rappeler ses équations d’équilibre au moyen du principe des puissances
virtuelles.

1.1.1 Equations d’équilibre des milieux de Cosserat

Pour enrichir la description d’'un matériau par rapport au milieu continu

de Cauchy, on peut attacher une microstructure indéformable a chaque point
matériel. C’est d’ailleurs dans un soucis d’enrichissement que les freres Cos-
serat [Cosserat, 1909] ont créé ces milieux pour compenser ’absence du co-
efficient de Poisson & une époque ou la mécanique des milieux continus élas-
tiques classique ne I'avait pas encore intégré. Assez récemment, ces milieux
ont eu un regain d’interét [Mindlin, 1964] et ont méme été enrichis, deve-
nant les milieux micromorphiques, en rendant leurs microstructures défor-
mables [Eringen, 1968] [Germain, 1973]. Différentes applications de ces mi-
lieux existent comme 'étude des milieux granulaires, des mousses ou encore
des matériaux laminés [Miihlaus et Al, 1995]. Nous nous plagons, dans la
suite, dans le cadre des milieux de Cosserat, ou la microstructure est rigide
mais pouvant pivoter.
Le champ cinématique virtuel est la donnée en chaque point matériel de
la vitesse de translation, u, et de la vitesse d’orientation (rotation), ¢, de
la microstructure. Pour établir les équations d’équilibre, nous allons mettre
en ceuvre le schéma des puissances virtuelles avec une approche au premier
gradient.

On suppose que la puissance des efforts intérieurs, P; (2), du solide Q
s’écrit :

IS

Pi(Q)z—LA-g+§:z®g+Q-g+ Y ®

Les mouvements rigidifiants sont definis par deux vecteurs uniformes sur
le solide : u, et @,. On obtient alors les champs cinématiques rigidifiants
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sulvants :

ougp =-—e- ?o et 90 = %g : go' Le tenseur de permutation e est défini par

1 , siijk est une permutation paire de 123
eijk =4 —1 , siijk est une permutation impaire de 123
0 , sinon.

Pour ces champs rigidifiants, la puissance des efforts intérieurs doit étre nulle.
Soit,

V() € ) PV =~ [ A-wy+B:ig +Cg,do =0

*o
On en déduit :
A=0, (B:e)+C=0 (1.1)

On pose o = B,
alors :

IS
I
IS
"
I
Q

. La condition d’objectivité (1.1) s’écrit

P(Q) = _/g:z®g+g-g+g YV ® ¢ dw
= —f g-n-uty-n-¢ds
Q
+j(z V) u+ (V) -g) ¢dw
Q

Par ailleurs, on suppose que la puissance des efforts extérieurs est de la forme :

Pe(Q)z/i-g—kg-gdw—k T u+H-¢dw
Q a0

D’apres le principe des puissances virtuelles, on doit avoir :
vQ,VY (u, @), P; () + P () =0

13



Alinsi,

0= —/Q(g-ﬂ—T) u+(u n—ﬂ)-?ds

(div(g) + ) u+ (div(z) —s+¢) - ¢ dw

Q

Si l'on note g la partie symétrique de la contrainte o, on a alors :
c=g +ts=0"~-¢e-s

Les équations d’équilibre sont :

div(o'~es)+F=0 o
div (v) —s+c=0

Les conditions aux limites s’écrivent :

(e

et enfin nous rappelons la condition d’objectivité :

, sur 0f)

IR 119

|
Il
|
llied
IS

Dans le cadre de cette étude, I’hypothese des petites perturbations est admise
ce qui permet de remplacer la vitesse de translation par le déplacement, et la
vitesse d’orientation par 'orientation. Ainsi u est le champ de déplacement
et ¢ est le champ d’orientation. Pour le gradient de déplacement, nous le
décomposons de maniére classique en sa partie symétrique, €, et antisymé-
trique, w.

Au tenseur antisymétrique du second ordre w, on associe un pseudo-
vecteur rotation w par : N

u®V

N | =
iy
€

Il
N | =
iy

g =
Nous posons aussi k le gradient de I'orientation ou encore gradient de la

rotation de la microstructure, soit k = ¢ ® V. Le tableau 1.1 résume les
notations introduites.
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H Contraintes généralisées

‘ Variables cinématiquement associées

o, contraintes de Cauchy

e=u®V+e-¢

o}, partie symétrique de la contrainte

€ij =5 (Ui + u;;) partie symétrique du
gradient de déplacement

—e:get s=-¢€-¢§ premier vecteur et

tenseur de micro- contralnte ou vecteur de
couple-contrainte

w — ¢ différence entre le vecteur de
macro-rotation (rotation matiere) et celui de
micro-rotation (orientation de la
microstructure)

v second tenseur de micro-contrainte, ou
tenseur de couple-contrainte

k gradient d’orientation ;;

= @i

TAB. 1.1 — Contraintes et déformations d’un milieu de Cosserat

1.1.2 Le comportement élastique linéaire

Le comportement élastique linéaire reliant les contraintes, o, v aux défor-
mations, e =u®V +e-¢, Kk = @YV, peut s’écrire a I'aide ‘d’une notation

pseudo- matricielle comme

HE

IS

| S
| — |

SSES
e lils

} (1.2)

% 1l

On définit alors une densité d’énergie de déformation quadratique définie

positive par :

1
\P:§<tg A: g—i—?tg:é:g—i—tg:g:g) (1.3)
avec les conditions de symmétrie sur les tenseurs de comportement :
Aijir = Ariij,  Cijie = Cruij (1.4)

Il faut noter que le pseudo-tenseur B ne possede pas cette propriété. Cepen-

dant, pour un matériau centrosymmétrique, c’est-a-dire dont la
centrale est une des symmétries de la matiere, le pseudo-tenseur

symmeétrie
B est nul.

On pourra trouver, chez Nowacki [Nowacki, 1970], une synthese sur la théorie

des milieux de Cosserat élastiques.

1.2 Probleme bien posé

La description d’un probléme réel pour des matériaux de Cosserat élas-
tiques linéaires correspond a la donnée d’un domaine, €2, de conditions aux
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limites sur la frontiere, 0€2, de €2 et des forces et moments volumiques exté-
rieures agissant sur le solide 2. Un type de conditions aux limites consiste
a partitionner 0f) en deux sous-ensembles disjoints, 02 = 0.0 U 9,2, ou les
déplacements w, et Q( 0 (respectivement les efforts extérieurs Ty et H )

sont donnés sur 0,2 (respectivement 0,€2). Le probléeme est alors de résoudre :
— les équations d’équilibre sur I'intérieur du solide, 2, soit :

div (o) +£:0 (1.5)

{@(g)—

— avec le comportement

Ve € (),
c@) = A@: (veV+e ¢)@)+B@):60V (@) (14
(@) = tg(g):(wmg-g) @+C@): 0V (@)

I

(1.7)

et en efforts :

Ve € 9,Q, Ty(z)=0a(z) n

H,(z)=v(z) n (1.8)
ou m est la normale sortante en x a 0,().

Naturellement, il existe d’autres types de probléeme bien posé avec des “don-
nées mixtes” sur les composantes des efforts et les composantes des déplace-
ments sur la frontiere, 0€2. L’unicité de la solution est assurée des que l’en-
semble des champs cinématiquement admissibles, ¢’est-a-dire vérifiant (1.7),
ne contient aucun mouvement de corps rigide non nul.

1.3 Milieux périodiques

On suppose que le matériau hétérogene étudié est périodique, c’est-a-
dire, engendré, par composition des translations suivant les trois vecteurs de
périodicité, par une cellule élémentaire, Y;, de diametre [ :

= Max ‘g — y‘ .
(@.y)evixv
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On appelle cellule de base, notée Y, une cellule de diametre unité obtenue a
partir d’une cellule élémentaire réelle par une homothétie de rapport /. Sur
la figure 1.1, ce passage de la cellule de base a la cellule élémentaire réelle
est représenté. La périodicité du matériau est donc définie par la donnée
d’une cellule de base, le rapport d’homothétie [, et un triedre (a,, a,, as) de
périodicité (pas forcément orthonormé) qui sert a engendrer la totalité du
solide. Sur la cellule de base, on définit un repere de périodicité (af, al, a3)
qui est celui de la structure réelle auquel on a fait subir I’homothétie de
rapport ;. Ainsi, on pose :

. 1
Y = {Q:yigi7 lyi| < 5}
et

1
Y, = {£= i@, |Ti| < 5}
avec a; = la;.

Si I’on note, Ag, 'opérateur de comportement reliant les déformations géné-
ralisées, D, aux contraintes généralisées, 7, en un point x :

T (z) = Ag oD (z) (1.9)
La périodicité du matériau se traduit sur ce comportement par :

Ve € O,V (I, 1y, 13) € Z3 Jx+lia, + lha, +l3a; € Q,

1.10
A@ = A@-ngl +l2Q,+130A, ( )

Dans la suite, on considérera uniquement des milieux périodiques.

1.4 L’analyse dimensionnelle

Nous allons ramener le probleme réel, posé sur le solide {2, au moyen
de ’analyse dimensionnelle & un probléme posé sur une géométrie fixe, 2*,
voir [Millet et Al., 1997] dans le cas de I'étude des plaques. On définit le
diametre, L, du solide étudié comme la distance maximale entre deux points
de ce solide, soit

L= Max |z — y‘ .
(z,Yy)eaxa -

Afin de se ramener a un probléeme sans dimensions, on introduit des variables
sans dimensions que 1’on indice par une étoile ; on écrit :

z=1Lz" u(z)=Lu" (z"), ¢ (z) = o" (z") (1.11)
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et, ainsi, les déformations s’écrivent :

Q®Z+g£ — U*®Z*+g'é*
- 1, . (1.12)
Q @V = ZQ ®V
avec V* le gradient sur la géométrie sans dimensions.
On choisit, ensuite, une norme sur les tenseurs exprimant le comportement

et on introduit les grandeurs :

A= Max |A(z)|,B=Max B (z)|,C =Max|C (z)|. (1.13)
e (= LeQ = e |=
On définit deux longueurs liées au matériau, l, et [, données par :
B = Al,, C = Al (1.14)
Le comportement adimensionnel A*, B*, C™ est défini par :
A=AA", B=Al,B*, C=ALC" (1.15)
Puis, on établit facilement que le comportement réel en  :
o - A:(usV+e ¢)+B:¢0V
o = - N = (1.16)
v = 'B:(ugV+e ¢)+C: 60V
s’écrit de maniere équivalente en x*
l
= = = - l= -
Iy L\? (1.17)
g* — 6*7t§* . (H*®Z*+g?*) +8*2 (7) g* 9*®Z*
ou l
=, 0 =A"g, v = (AL) 'v

On rappelle que [ est le diametre des cellules élémentaires du matériau réel.
Trois rapports de longueur apparaissent :

5*:Z,a*:7etﬁ*:
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Il est clair que la Yj-périodicité du probleme réel se traduit par une eY-
périodicité des tenseurs adimensionnés A*, B et C".

Dans ’équilibre sans dimensions, on obtient :

" +divia” =0
VQ*EQ*,{I* o F x 0 (1.18)

c—e:o" +diviv =

Solide reel Q

—

Configuration fixe

F1a. 1.1 — Passage entre les configurations et la cellule de base

1.5 Le probleme d’homogénéisation

Considérons maintenant un probleme bien posé sur une structure en-
castrée aux bords. A ce probléme est associé un probleme sans dimensions
comme décrit dans la section précédente avec les conditions aux limites :

Vz* € 0", { ¢ (2 = 0 (1.19)
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Sur cette nouvelle configuration adimensionnelle du probleme réel, nous in-
dicerons maintenant par € les champs et grandeurs s’y rapportant et nous
ometterons les exposants étoiles sur les positions, *, et sur 'opérateur gra-
dient, V*. Les conditions aux limites d’encastrement se traduisent aisément
par :

Ve € 0, { u, (z) =0 (1.20)

¢ (z)=0

PN\E
Le probleme d’homogénéisation consiste a s’intéresser a la limite lorsque le
rapport ¢ tend vers 0. Le rapport € apparait alors comme un indice pour une
suite de problémes, tous définis sur la géométrie fixe, (2*, de diametre unité.
Les champs continus des problémes successifs seront approchés a ’aide des
champs continus limites lorsque ¢ tend vers 0. Pour effectuer ce passage a
la limite, il est nécesaire de faire quelques hypotheses sur la dépendance des
efforts extérieurs et du comportement en fonction du rapport €.

Pour les efforts extérieurs, en tout point & € %, on pose :

f (@) =f(2) et (z) =c(z) (1.21)

£

Le comportement sur le matériau sans dimensions, A , B , C , pourra étre
= =

—& £
différent suivant les ordres d’échelle respectifs des rapports issus de I'analyse
dimensionnel, a savoir :

* ! x __ lb
AR
Pour le décrire, nous exploiterons la propriété de périodicité pour exprimer le
comportement uniquement en fonction de la variable d’espace, y, de la cellule
de base fixe (de taille unité). Ainsi & chaque relation d’ordre d’échelle diffé-
rente de o, 8* par rapport a €, on obtient un comportement asymptotique
différent et donc un probleme d’homogénéisation différent. Nous introduisons
ici deux types de comportement asymptotique qui nous conduiront a deux
problemes d’homogénéisation différents par la suite.
Le comportement s’exprime comme :

, et B = % (1.22)

19
|
>

£

A (gg®2+g'ﬂ>+§ :(9»3@2)
=, = = (1.23)
v = 'B :<gg®2+g'95)+%:(ﬁs®z)

— f—
Comme premiere hypothese, on suppose que :

:ﬁ*Q

*

a= A"

IS,

= a*é* et

e

lille
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sont indépendants de £. Autrement dit, on pose :
(z)=cb(y) (1.24)

ol a, b c sont Y-périodiques et y = &~ lg. Naturellement, pour € = €*, on

retrouve la comportement adimensionnel réel (1.17).

La limite du probléeme mécanique défini par (1.24) lorsque € tend vers 0
correspond au cas ou les longueurs, [, [, I, intrinseques au matériau sont
constantes et ou on fait tendre uniquement la taille, L, du solide vers I'infini.

Pour la deuxieme hypothese, on suppose que :

g — A*, b(2) — 60&5* et 2(2) f— 6’2522*’

sont indépendants de . Autrement dit, on considére une suite indicée par
e telle que o, = @e !, B. = Be ! ol @, [ sont des cosntantes strictement
positives. Dans ce cas, le comportement asymptotique devient :

Ve>0, A (z)=a(y)
B (z) =0 (y) (1.25)
C (z)=c"(y)
~lgz. Naturellement pour € = &*,

ua, l_)( ), ¢® sont Y-périodiques et y = ¢

a*e*, B = f*¢*, on retrouve le comportement adimensionnel réel (1.17).
La hmlte du probléme défini par (1.25) lorsque € tend vers 0 correspond
a un comportement réel qui se rigidifie en “flexion” (associée a C) et en

[e]

“effort tranchant” (associé & B) lorsque I'on augmente la taille de la struc-

ture réelle. Le solide se rigidifie pour le gradient de rotation en méme temps
que l'on augmente la taille, L, du solide. Les longueurs propres aux maté-
riaux I, et [, évoluent comme la taille du solide, L. Un tel exemple d’étude
d’homogénéisation sur des matériaux continus peut étre trouvé chez Pideri
[Pideri et Seppecher, 1997] qui s’interesse a un milieu continu ou sont plon-
gées des fibres infiniment rigides en flexion.

Le schéma d’homogénéisation (1.24) (resp : (1.25)) sera pertinent pour
une structure réelle donnée si le rapport ¢* = [/L est suffisamment petit et
sily et [, sont du méme ordre que [ (resp : L).
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Si on identifie les tenseurs b, c, 2(2), 2(2) a partir de la méme structure

réelle, alors ils seront liés par la relation suivante :

by =787 (y) etely) =

@ (y). (1.26)

e

Enfin, I’équilibre s’écrit sur la configuration sans dimensions :

+ di 0
Ve € QF, { I R

(1.27)

c—e:g +divy = 0
= — —

Nous avons défini deux problemes d’homogénéisation qui peuvent se résumer
de la facon suivante sur la configuration sans dimensions.
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Probléeme d’homogénéisation
— Un domaine géométrique fixe 2*.
— Conditions aux limites sur 02*

Ve € 09", { Ce
£

— Définition des efforts extérieurs de la forme :
f () =F(z) et c.(z) =c(x)

— Equations d’équilibre :
+dive =0
. { frdive =
c— =0

— Définition du comportement

IS e
|

1. | Schéma 1 (SH1)

(L)
B
I
o [le

N
(S
N—r

)
N

(YIS
ER
o
)
e
—~
S

)

2. | Schéma 2 (SH2)

[0}

s
D
Il

[l
D
Il
ey nis e
AN

—
18
~
Il
~—~

lilie

™

oll y = 7'z, et les tenseurs a, b, ¢ sont Y-périodiques.




1.6 Introduction des développements asymp-
totiques dans un milieu de Cosserat

Nous allons résoudre dans cette section, le probleme d’homogénéisation
que nous avons posé dans la section précédente en nous appuyant sur la tech-
nique des développements asymptotiques & deux variables (z et y) sur les
champs cinématiques et sur les contraintes. Cette méthode n’est pas nouvelle
et a initialement été introduite par Bensoussan [Bensoussan et Al., 1978] et
Sanchez-Palencia [Sanchez-Palencia, 1980]. Dans un premier temps, cette mé-
thode a été appliquée avec succes pour déterminer le comportement de ma-
tériau hétérogene au premier ordre de ces développements asymptotiques.
Pour dépasser la théorie du premier gradient et donc le premier ordre du
développement asymptotique, il a fallu attendre les travaux de Gambin et
Kroner [Gambin et Kroner, 1989] pour obtenir une théorie aux gradients su-
périeurs. La mise en ceuvre de cette théorie sur des cas concrets de Méca-
nique, comme les matériaux composites multicouches, est bien plus récente
et constitue 'apport de Boutin tant sur la statique [Boutin, 1996] que sur la
dynamique [Boutin et Auriault, 1993] des milieux continus classiques. Notre
apport, dans cette section, est d’étendre ces résultats a I’homogénéisation
d’ordre supérieur de milieux continus de Cosserat. Dans un premier temps,
nous allons donner les développements asymptotiques des déformations et des
contraintes ainsi que des équations d’équilibre associées. Puis nous étudierons
les lois asymptotiques de comportement pour enfin résoudre le probleme en
cascade ainsi obtenu.

1.6.1 Développement asymptotique des équations d’équi-
libre

Maintenant nous ne travaillons que sur la configuration fixe, homothétique
des configuartions réelles. Le but de cette section est d’étudier des solutions
des équations des milieux continus de Cosserat avec des comportements pé-
riodiques. Par la suite, nous étendrons les résultats au cas des structures
discretes. Nous allons chercher des solutions en déplacement u et en rotation
¢ sous la forme :

“(z) = (&;g) + ey (g,g) + &%, (g,g) +...

#@) = ¢ (ay) +ed, (2.y) +%0, (€y) + ... (1.28)

ou les termes wu; (g, g) et QZ (g, g) sont périodiques par rapport a la variable
y et oul 'on pose y = z/c. On introduit I'opérateur, (.), de moyenne sur une

24



Y -période par :

()= %/Y.dwy.

Pour la cinématique, on peut introduire la moyenne a chaque ordre des
champs par :

Il est clair que : (u) =Uy+eU, +...et (¢°) = By +eP, +....
Le gradient de ces champs s’exprime en utilisant les dérivations partielles
par rapport a & et y par :

. ®V=.9V, +c'. @V (1.30)

Y
et de méme :
div. = div, . + ¢ 'div, . (1.31)

On effectue maintenant le développement asymptotique des déformations, on
obtient ainsi :

e u ®V +e-
= T = 951 (1.32)
e te, tee +
et
E = ¢V

avec, en identifiant a chaque ordre :

€, = Y ® Zy
éfl - 91 ® Zy
puis Vk > 0, (1.34)

e = oV, +4,,8V, +e 9o,

K, = ¢,,8V,+¢, ,8YV,
On peut effectuer la moyenne en posant gk = <gk> et G = <K, > :

—k =k

FE 1:0et§_120

VE>0, 1.35
Ek = Qk®zx+g'ﬁk+1 (1.35)
G = 9,0V,
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— — 2 k
E =(e)=E, +cE +’E,+-+'E, +...

f—

G :<é€>:§0+8§1+82§2+"'+€k§k+....

—€

Sur la configuration fixe, 2*, nous avons les équations d’équilibre du milieu
de Cosserat :

(1.36)

ol f et c sont respectivement les forces volumiques extérieures et les moments
volumiques extérieurs appliqués sur le solide étudié. C’est en injectant les dé-
veloppements asymptotiques des contraintes et en regrouppant les ordres que

nous allons obtenir le développement asymptotique des équations d’équilibre.
On a:

g (z) = go(ﬁag)+5g1(£,g)+---+ekgk(§,g)+“_
) = v (zy) +ey, (z,y) +--+c'y, (zy) +. - (1.37)

ol y = ¢ ' et les champs g, (z,y) et v, (z,y) sont Y-périodiques en la
variable y. Les équations d’équilibre deviennent :

div,o_+ e 'div,o_ + £ =0

Y—¢
div,y +¢ 'divy —e:g +¢c=0 (1.38)

I1 suffit maintenant de réinjecter les développements asymptotiques des contraintes
(1.37) dans les équilibres (1.38), et de regroupper suivant les ordres de ¢, soit :

0 = divg, + (divg, +divg, + )

+e (divwg1 + divng) +---
R : : L.
0 = ¢ @ygo -+ dlv,cg0 + @ygl e g, + g)

+e (dﬁm£1+myg2_g:gl) T

On obtient ainsi aux différents ordres en ¢, les équilibres :
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— & lordre e 1,

dive = 0
Y=
— & Pordre £°,
div,o +div, o + = 0
div f°+di—vy,71_ei.a te — 0 (1.40)
— enfin & tout ordre & (k > 1),
o ~ (1.41)
dﬁxgk—i_mygk—l—l_ggk = 0

On pose :
v B = (e,) a M, = (1),

En moyennant les équations d’équilibre sur la cellule de base Y, on obtient
grace a la Y-périodicité des champs de contrainte en la variable vy :

— & I'ordre €9,

div + f =0
== =y " L
dlvgo—g;goﬁ-g = 0 (142)
— enfin & tout ordre &% (k > 1),
divy¥ =0
div 2,
divM —e:¥, - 0 (1.43)

1.6.2 Premier schéma d’homogénéisation (SH1)

Dans le premier schéma d’homogénéisation, la relation de comportement
microscopique intégrant le passage a la cellule de base est de la forme :

2]-[ 40 40 (]

b(y) c(y) .

K

= —=
En effet, le comportement est par hypothése périodique, il ne dépend donc que
de la variable périodique, y. Ainsi I’écriture du passage des déformations aux

e

(1.44)

-
el
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contraintes du probléme réel s’effectuera systématiquement sur une cellule de
base (représentant le motif de base périodique) de taille fixe. On injecte les
développements asymptotiques de la cinématique (1.32) et (1.33) dans la loi
de comportement (1.44) et on identifie le développement asymptotique des
contraintes. On obtient ainsi :

— a l'ordre e 1,

e
[
e
I
®
<
I
o

— & ’ordre £°,

g, =a ek+2:ék_1
v, ='bie,  tcir,
On en déduit immédiatement que :
u,®V, =0.

u, est donc indépendant de la variable locale, y :

U (Q, g) =U, (Q) .
L’ordre en €° de la contrainte v est donc nul :

— tp . _
L g.g()@Zy_O.

Donc
%0 = <go> = 0.

En utilisant, de plus, le développement asymptotique des équilibres (1.39)-
(1.41), nous obtenons les problemes posés a chaque ordre :
en €2 sur ’équilibre en force et ¢! sur celui en moment,

(L éanilib div,o =0
equilibre d_ivygl—g:gOJrQ -0
g, = a:gtbir
{ le comportement v = 72 e, +—g K (1.45)
o e, = _Q0®2;+g1®2y+§-¢1
la cinématique = = -
\ g—l = ?1 ® zy
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en 7! sur I’équilibre en force et €° sur celui en moment,

'1,, ik diva' +div,o +f = 0
equiiibre div, v, —|— dlvyz2 —e:g =0
gl = : +2 E
¢ le comportement v, = 72 e, +_§ K (1.46)
b e {gl = wOV, +u,®VY, +e- o,
a cinématique = = -
\ k, = 9,8V, +9¢,8Y,
en €1 sur I’équilibre en force et £¥~2 sur celui en moment, k > 1,
( div,o +div,o =0
Péquilibre di div ! _ 0
av,v, + lVka+2 g gk—l—l -
lod a:e,  tb:k
¢ le comportement —H _ %b =7 (1.47)
Ve = g tein,
e = w, ,®V, 44, ,9V, +e-
la cinématique { —k+lo Sk ; fr2 Vy € P
\ Ey o 9k+1 ® + ¢k—|—2 ®V,

On constate que ’on aboutit a une suite de problémes qui se résolvent en
cascade. Par clareté et commodité d’écriture, nous allons introduire des opé-
rateurs comme Gambin et Kroner [Gambin et Kroner, 1989] et plus récem-
ment Boutin [Boutin, 1996] 1'ont fait lors de leurs études avec des milieux
classiques de Cauchy.

Afin de pouvoir résoudre le systeme a chaque étape en (gi, g), il faut

prendre I’ordre £'~2 de I’équation d’équilibre en force et I'ordre £~ de celle
en moment. On définit ainsi les opérateurs :

(3)-[E1() e

avec
vi(g) = e (wev, e 0)row g0y,
i(y) = av | (vev,reg)resoy,) Y
~eifai(wo v, eg) 15000,



“(8) -1z](3)
b (9) _[Lzzl @ (1.50)
avec
ch(ﬁ) = @y[%:w@zﬁg(g) Q@Zx]
+@w[g u®V, +e 9)+g(g) 9@24
+div, [tg(g) u®V, +e Q)—i—g Q@Zy]
—& <%(E) u®V,+b(y) Q@L)
et

) - 1) - |

div, [tQ:g@)Zz—F :Q@Zz]

e

Par comparaison avec le développement asymptotique des équations d’équi-
libre, on remarque que 'opérateur, L;, constitué de deux équations, possede
un décalage sur ’ordre du développement asymptotique entre la premiere et
la seconde. La seconde équation L;, correspond a I’équation d’équilibre en
moment a un ordre de plus en ¢ par rapport a la premiere L, représentant
I’équilibre en force. Le probleme s’écrit alors en une cascade :

LgQ(%‘)):O

2 f W\ o1 f YUy )
Lc (?1 - Lc 0

(1.53)
_o [ U, ___1H1_oﬂo_i
()= () -2 (% )
. 2 Y\ _ o Yia | Ui o
V’Lz?), LCQ(QZ‘>_ LCI(Qi—l) Lg(?1_2>

Pour pouvoir résoudre le systeme précédent, nous devons étudier de plus
prés Popérateur L_? pour examiner & quelle condition on peut I'inverser. La

N

30



résolution en u, @ sur I'espace, Vper, des champs Y-périodiques en la variable
y de P’équation :

L.’ ( p ) (zy) = [ b } (. y) (1.54)

ol g, h sont des champs donnés Y-périodiques en la variable y est équivalente
A la résolution de sa formulation faible : trouver u, @ sur 'espace des champs
Y -périodiques en la variable y tels que :

Va, é Y -périodiques,

/YL;E ( ﬁ ) (z.y) 4 (zy)+ L < z ) (@y) & (2 y)dwy (55

=/Yg(m y)-a(zy) +h(z.y) @ (2y)do,.

Comme on cherche des solutions sur 1’espace des champs Y-périodiques, en
intégrant par parties, la fonctionnelle issue de la formulation faible se met
sous la forme :

Vi, ¢ Y-périodiques,

Fe(3) an(3)u(d)vals)

ou les opérateurs e et K, sont les opérateurs de déformation pour les milieux
de Cosserat, on rappelle :

gy(%)zg@Zﬁng et gy(z):ge@zy.

On reconnait dans le premier membre de I’équation (1.56) une forme bili-
néaire symétrique positive, qui devient un produit scalaire si I’on quotiente
I’espace de résolution par ’espace des mouvements rigidifiants Y-périodiques.
On vérifie aisément que cet espace est égal au sous-espace vectoriel des
champs de translation constante et de rotation nulle, R,.,. Ainsi la réso-
lution de la formulation faible est équivalente a la recherche du minimum de

la fonctionnelle :
u
(3)+7e ()
. ( ; ) dw, +/ ‘ut+h-¢dw
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définie sur Vyer/Rper si, et seulement si, la forme linéaire

l(%)z/}/g-g—i—h-?dwy

est orthogonale (au sens de la dualité) & R, c’est-a-dire :

VU € R, l(%):o.

En reprenant, la définition de [ cela se traduit par : [, g = 0.

Lemme 1 (inversion de L_? pour (SH1)) Soient deuz champs g et h'Y -

périodiques, ’équation :
Lf(ﬁ):m (1.58)

admet une solution, a un champs constant sur w pres, si, et seulement si,

{g) = 0. (1.59)
Cette relation (1.59) est appelée équation de compatibilité du systéme (1.58).

Revenons au systeme (1.53). Il est & noter que la résolution a chaque ordre
ne fait appel qu’a une seule condition de compatibilité sur la premiere com-
posante de I'opérateur. Ces relations deviennent :

U,

L;11 = 0 automatiquement vérifiée,

0

<L;}(§1)>+<L21<%‘)>>+i = 0 =divE +f
-1
') Li-1

La résolution successive des problémes jusqu’au second ordre en cinématique,
reportée en annexe B, donne les résultats suivants. Il est clair que seules les
équations d’équilibre liées aux translations subsistent. Quelque soit I'ordre
auquel on effectue les développements asymptotiques, la rotation s’exprime
en fonction des gradients successifs de U,,. Elle disparait au niveau macro-
scopique qui correspond alors a un milieu de type Cauchy. On donne donc
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ici les résultats concernant la cinématique de translation, les contraintes de
Cauchy et les équations d’équilibre en force. On trouve :

u, (z) = U, (z)
te (U, () + Xu (y) : U, ® T, (y) '9]
+e2 (U, (@) + Xu (v) U, ® Y, (y) U, ®V, 0V,
+Qu():co V] (161
+e* Uy (z)+ Xu(y) 1 U, ® V, +Yu (¥) U, ©V, 0V,
+é (ﬂ) Q0®Vw®vw®vw+&(g) EQ@Zz ®Zx
ouy = % et les tenseurs de localisations Xy, Yy, Zy, T, Q , R, sont
de Y-moyennes nulles avec la condition de symét;e fijk = Xuikj.—On en

déduit la valeur du champ macroscopique de translation :

Q = Qs = <H5> = QO + 5Q1 + €2Q2 + €3Q37
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ou les champs U, sont déterminés par les systemes en cascade :

— a l’ordre 0,
divs, +f = 0
Z, = AUy 9V +Kyp-c (1.62)
U, =0 sur 00" o
— a l'ordre 1,
@8§1 =0
eXy = Ao:el; éz+s§ﬂo®2®2+s§:g®z (1.63)
U, =0 sujQ*. = :
— a l'ordre 2,
@5222 = 0
2%, = Ag:eU,®V +cA U, @V QV
- = = (1.64)
+e° A U, 0 VOVOV +°Kic® VOV
U, =0 sur 00Q*. T
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avec les tenseurs de comportement homogénéisé qui sont :

A = (o (149, 0K re X) +b: X0 7,)
g = é: £y®£+;£)g Vy_®£—
A4 = (20 (KW %), +e W)
00 (RwiRww))
£ - (2w (v, &Q&)“E’@ v, Q+1,) )
A = (2 (@) +Y,0Z(y) +e Z ()
(B0 5,020
o = (o (@900 e 1) +b (@07 0m)

Il est possible de gommer, tout comme cela a été fait pour les forces extérieurs
f, les couples extérieurs, ¢, ils sont alors exprimés en fonction de la partie
antisymétrique de §0 au moyen de la moyenne de I'équation d’équilibre en
moment & lordre e~! (voir le systéeme (1.45)).

Il est aussi a noter que le tenseur A a les symétries d’un tenseur d’élasticité

de Cauchy classique, c’est-é—direﬁ(),-jkl = Aorij = Aoijue- Par ailleurs, il
peut étre défini de manieére énergétique équivalente par
'E°:A E°= Min W(e k) (1.66)
- = (em)eat
oll
W(er)=(|'e:a:e+2'e:b:n+'nicik|) (1.67)

et CA° (gs) est ’ensemble des déformations généralisées Y -périodiques construites
a partir de mouvements périodiques selon :

C.A(l) (25) — { (g, g) /3 Upers Qper Y -périodiques/

— gs—i-yp”@Z-i—g-Qper }
= 9p6r®z

& llod
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pour tout tenseur symétrique d’ordre 2 E°.

Par ailleurs, en sommant les systemes (1.62) & (1.64). On remonte fi-
nalement a ’approximation des contraintes macroscopiques jusqu’au second
ordre en ¢, elles valent :

— _ 2
X=X = §0+8§1+6§2

I
112~
S

UV +Kp-c+e (ﬁ ®Z®Z+&:Q®Z)1 69)

+e? (&5-Q®2®2®2+ K c@VQRV
Elles vérifient I’équation d’équilibre :
div¥+f=0 (1.69)

Pour ¢ = 0, on reconnait dans (1.68) et (1.69) les équations d’un modele
au second gradient de la déformation. Il faut noter que I’équation d’équilibre
en moment est toujours vérifiée grace a l'introduction d’un terme d’ordre
supérieur en moment. Ainsi seule la premiere équation d’équilibre en force
est une vraie équation d’équilibre macroscopique. L’utilité de garder une ou
deux équations (et donc un pseudo @ et U macroscopiques) réside dans la
possibilité de poser des conditions aux limites de différentes facons. Cepen-
dant il est clair qu’il n’est pas possible de poser des conditions aux limites
indépendantes en rotation et translation. Pour combler cette lacune, il est
nécessaire d’effectuer une analyse des effets de bord. Il s’agit juste d’un chan-
gement de variable et de substituer une combinaison linéaire de gradient de la
translation, U, par une variable, ® que I’on peut qualifier de micro-rotation
a 1’échelle macroscopique. Nous venons de montrer qu’avec ce schéma d’ho-
mogénéisation, le milieu homogénéisé a n’importe quel ordre est un milieu
ayant une cinématique de translation.

1.6.3 Deuxiéme schéma d’homogénéisation (SH2)

Nous allons reprendre la méme démarche de développement asymptotique
que précédemment mais en ’appliquant & un milieu renforcé en courbure de
Cosserat, il s’agit du schéma d’homogénéisation (SH2). Des travaux d’homo-
généisation existent déja qui ont mis en évidence des matériaux possedant
ce type de comportement, par exemple pour certains matériaux renforcés
par des fibres [Pideri et Seppecher, 1997]. Le comportement asymptotique
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s’écrit :
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He_1ne

On note que le surplus de rigidité introduit se traduit par la disparition du
rapport de taille, ¢, dans la relation de comportement asymptotique. Nous
reprenons les mémes développements asymptotiques que dans la section pré-
cédente pour les déformations 1.32 et 1.33. On en déduit immédiatement
que :

u,®V,=0,etp ®V, =0.

Le déplacement et la rotation u,, ¢ , sont indépendants de la variable locale,
e

u (z,y) =U,(z), ¢, (z,y) =&, (z).
En utilisant, de plus, le développement asymptotique des équilibres (1.39)-
(1.41), nous obtenons les problemes posés a chaque ordre :

en =2 sur I’équilibre en force et en moment,

( div,g = 0
3z ey =0
I’équilibre { d1v Ly = 0
o, = a:e, +b:k
1 = = =0 = =
{ le comportement v, = tg(g) e + c(g) K, (1.71)
b cinémati e, = U0V, +u1®V +e- @
a cinématique - =
. éo = g1®Zw+éz®zy
en £ ! sur I’équilibre en force et en moment,
'17, i div,o +div,o + f = 0
cquiibre leV +d1vu1—g g +c =0
o, = a:e+b" K
1 t t B E ~ N 1.72
< le comportemen v = tg(g) e + 2(2) K ( )
la cinémati e = wQ®YV, tu, @V +e- 9,
a cinematique - = 2
\ ! E = Q2®Z$+93®Zy
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en €72 sur I’équilibre en force et en moment, k > 1,

( . .
div,o, +div,o, = 0

I’équilibre

divyy, +divyy, , —€:g, = 0
o, = ae. +b9:k

{ le comportement i _ ?b(;fﬂ = (2)_'.““ (1.73)
gk—f—l = '2k+1+§ 'ék—l—l

€ = U ®Votuw,0V, te ¢,
= 9,0V, 19,0V,

la cinématique
K
\ —k+1

On retrouve des systemes a résoudre en cascade.
On redéfinit les opérateurs permettant de simplifier ’écriture des sys-

temes :
(3) -1
() =l (6 (L74)
avec
Lﬁ(ﬁ) = div, [2 u®V,+b5 (y) 9®2y]
@ = = (1.75)
Lﬁ(%) = div [tg@):gébzy-i-g(?) Q@Ey]
() -1
()15 o
avec
L‘1<g> = div [a (0¥, +e ¢) +5? (v) ¢®v}
cl ¢ =Ty = = T = X = Yy x —
+div, |a:u® V, +b® (y) ?®Zy}
L;j(ﬁ) = div, [@2) (v) (Q®Vw+g Q)Jrg@) ¢®V}(177)
+div, 2(2) :Q@Zy]
—e [g(g) u® Vv, +b? (y) 9®2y]
et

n(y) = 1](5) 0.7
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On obtient ainsi la suite de problemes auxiliaires :

o U, _
L ( 3, =0
—o [ Uy -1 Qo _
(5 )+ () -0

U
Lc_2 ( U, ) + Lc—l ( u, ) + L(c) ( =20 +
) @,

u Uy
_£—I>+L2<$k2>

P Y1
Ici Rper,le noyau du nouvel opérateur L2, est 'espace des translations constantes

et des rotations constantes. Nous obtenons, de facon analogue a la section
précédente, le lemme suivant :

(1.80)

10 |~

\V]

NS

L3
vk >3, L;Q( i )+L;1
L

Lemme 2 (inversion de L_? pour (SH2)) Soient deuz champs g et h'Y -

périodiques, ’équation :
L(j?(i):[z] (1.81)

admet une solution unique a un champ constant sur (g, q,')) pres, si, et seule-
ment st,

(g) =0 et (h) = 0. (1.82)

Ces relations (1.82) sont appelées équations de compatibilité (SH2) du sys-
téeme (1.81).

Nous avons reporté, dans ’annexe C, la résolution jusqu’au troisieme ordre.
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Nous donnons les résultats au premier ordre. Pour la cinématique, on obtient :

u, (z,y) =

—+&

U,(z)
Ui(e z) + L1u (y) : (ToV,+e @) (@)
+M1u (g) ¢, oV (@)}

—T

P (@) (1.83)

(%(@HQ( ) : (U ®V,+e- gl) (z)
My (1) : 2,0V, (&)

ol les tenseurs de localisation M et L sont de Y-moyennes nulles. Les champs
U, et @, sont donnés par le systeme d’équations de Cosserat :

dive, +f — 0
dlvM 2 +c = 0
_ (2) (2) .
5, =AY (U,eV+e ¢)+Bo 3,0V (1.84)
M = B(’)(z):(Q0®2+g21)+c§2):g1®y
U,=0 et &, =0 sur 00"

avec le comportement macroscopique de Cosserat défini a ’aide des tenseurs :

>

o = <g:

/\

1(2)

Sy

B®) — <2<2> : (

;+ﬂAzy+M1¢Azy>> (1.85)

+ L1, AV, +M1UAV)>

0ijkl = Oklz]C(2) a: %JrﬂAZerMmAZy»

Par ailleurs, il peut étre défini de maniere équivalente par

'E:AY):E+2G:BY :E+G:C? :G= Min W, (e x)(1.86)
- - - —  (ek)ecA - =
ol
— [ty - to . B(2) ¢ 2) .
Wo(er)=(|'eraiet2'e:b? nt'nic® n|) (187
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et CA (g, g) est 'ensemble des déformations généralisées Y -périodiques
construites a partir de mouvements périodiques selon :

K
e = E+u,, 9V

CA) (E,G) = { (e, k) /T, Qper Y-périodiques/

pour tout E, G tenseur d’ordre 2.

Avec ce type de schéma d’homogénéisation, nous préservons le milieu
de Cosserat par changement d’échelle, ce qui s’avérait impossible avec le
comportement de la section 1.6.2. Les schémas d’homogénéisation (SH1) et
(SH2) ont déja été mis en ceuvre sur des calculs de structures continues
hétérogenes [Forest et Sab, 1998].

Quant a la relation entre le comportement homogénéisé au premier ordre
des deux schémas d’homogénéisation, on peut établir que la limite, quand
A tend vers l'infini, du comportement homogénéisé (SH1) calculé avec des
tenseurs élastiques de la forme

a(y)=a(y) by =0etc(y =Ne(y)

ISy

e

est égale a la partie de Cauchy du comportement homogénéisé obtenu avec
le schéma (SH2) pour les tenseurs :

(W) =2 27 (Y =0ec?(y) =20

e
|
e

,80it,

V E’ tenseur d’ordre deux symétrique, R lirfrl E°:Ag(\): E°=E°: Af,z) :
= = = Ao

Autrement dit, lorsque b est nul, le comportement de Cauchy est le méme

asymptotiquement, lorsque les raideurs en flexion sont tres grandes, quelque
soit le schéma d’homogénéisation adopté. Dans le cas discret qui fait 1’ob-
jet des chapitres suivants, nous avons proposé dans [Pradel et Sab, 1998] un
schéma d’homogénéisation que 1’on pourrait qualifier de mixte olt I'on a re-
tenu un comportement homogénéisé de Cosserat calculé par le schéma (SH2)

dans lequel nous avons substitué la forme quadratique E® : A((,2) : E* par la

: E° calculée par le schéma (SH1).

forme quadratique E* :

112
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Chapitre 2
Homogénéisation du grillage

ANs ce chapitre, nous allons substituer un milieu discret par un milieu
D continu sur un exemple simple : le grillage a motif en croix. Le matériau
discret considéré est un assemblage de ressorts que nous décrirons ci-dessous.
Les extrémités des ressorts seront nommées particules. Nous allons, dans
un premier temps, construire le matériau continu équivalent dans le cadre
de I'élasticité linéaire avec I'hypotheése des petites perturbations. Puis, dans
un second temps, nous construirons un probléme continu équivalent pour le
flambement sous une compression uniaxiale d’'une bande infinie du grillage.

2.1 Le grillage

Considérons un assemblage périodique de particules reliées entre elles par
des ressorts suivant un motif en croix (voir figure 2.2) et se déformant dans le
plan. La structure étudiée, €2, est un carré de coté h = nl ou [ est la longueur
initiale séparant les particules :

Q =)0, h[x]0, h[C R2.

Par commodité d’écriture, les particules sont référencées par deux entiers, i, j,
permettant de déterminer leur position dans le plan (e, e,). Ainsi comme on
peut le voir sur la figure 2.2, celle de la particule P/ est : 9 = lie,; +1] e,.
Le déplacement et la rotation de la particule P* sont notés :

glﬂ p— /U,Z:.]gl + UZ7']§2, ?15] — ¢z’]§3_

Entre deux particules connectées ¢ = (P~, P*), nous plagons trois ressorts
(un spiral de raideur k,; et deux linéaires de raideurs k,, k;) comme illustré
—

sur la figure 2.1. t = P_—P+, n, e; désignent les vecteurs de la base locale

l
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directe du couple c. Les composantes du déplacement et de la rotation (ici
un angle orienté) dans les bases locales sont respectivement u;", u et ¢"
pour la particule P, et u; , u,, ¢~ pour la particule P~. On note d;, d,, les
déplacements relatifs selon ¢ et n des points C~ = P~ + %t et CT =Pt — %t

et d, désigne la rotation relative.

VYWV Ressort lingaire
FiGc. 2.1 — Description de ’assemblage de ressorts

Un calcul élémentaire donne :
0 = u —u, — é (cos (¢1) + cos (¢7) — 2)

On = uf —u, — L (sin(¢%) +sin(¢7)) (2.1)
0p = (67 —¢7)
L’énergie élastique du couple ¢ s’écrit :
ky 2 kn 2 k¢> 2
_ Rt Fne  Ke 2.2
H, 50 + 5 0 + 0 (2.2)

On suppose qu’il n’y a pas de forces ou de moments extérieurs qui s’exercent
sur les noeuds intérieurs du grillage. Sur la frontiere du carré, 0€2, on se donne
les déplacements et les rotations u™’, v*J et ¢*? de la forme :

pii ¢ o9, ubi = p U (gi,j) ’ b = p e (ﬁi’j) ’ ¢i,j = 4 (Q?j) (2.3)

avec N .
gid _ X ezt 1
= h I’ h’
Les champs U¢, V¢, ®? sont des fonctions régulieres définies sur le bord du
carré unité ]0; 1[x]0; 1.
La résolution du probleme mécanique ainsi posé revient a trouver les
champs cinématiquement admissibles, c’est-a-dire vérifiant (2.3), qui mini-

misent I’énergie, ¥ (€2), de la structure € :

U(Q)=> H

ceN
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Dans le cadre de ’analyse en petites perturbations pour un couple de parti-
cules c, les variables sont développées au premier ordre suivant ¢ ou ¢~.

8 ~oul — uy
6n%u:_u;_é(¢++¢_)
0y = (o7 —¢7)

Avec cette approximation, I’énergie élastique pour un couple de particule ¢
s’écrit :

H (U 670" 6%) = 2 (up ;)

ul —u, — = ((;5* + q5+)> (2.4)

Les constantes positives ky, k,, k4 sont a priori des raideurs de ressort in-
dépendantes les unes des autres. Dans le cadre de I’hypothése des petites
perturbations, ’énergie de déformation de cet assemblage peut étre identi-
fiée a celle d’un réseau de poutres d’Euler-Bernoulli encastrées reliant les
particules ; les constantes des ressorts valent alors

ES 12E1 EI
= k=, ko= —

k, =
P ]

ou E, I, S sont, respectivement, le module Young du matériau constituant
la poutre, l'inertie et la section de la poutre (voir annexe D). Il est & noter
que, dans ce cas, on a :

1 Si?

1
k¢ = Elen, kt = 57]0,1

Considérons la particule P de la structure réelle isolée par le segment
pointillé de la figure 2.2. L’énergie, ¥ (€2), de la structure, 2, est partitionnée
en une somme :

n—1n-1

Q) => ) u¥

i=1 j=1
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avec

by _
v =

-1 i i+l
® O o o 0 0 o0 o o o

j+l1
j h=nl
j-1

€1

FiGc. 2.2 — Description du grillage.

2
l{kt (vi,j+1 - Uz’,j)2 + kn <uz’,j i ui,j—l—l . é (¢i,j+1 + ¢i,j))

4

(¢z J+1 ¢z ])

( - ,] 1) + k ( 2,j—1 ui,j o % (¢i,j + ¢i,j—1)
g (67 — 9"71)"
(uz+lj ) + k‘ ( i+1,5 ,Ui,j _ % (¢i+1,j + ¢’L,j)
+k¢ (¢Z+1,] ¢Z,])2

(v

ko (¢ — 6 1) }

Par variation premiere de 1’énergie, les équations d’équilibre régissant les
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déplacements et les rotations sont :
oY () _ ov’ .
K, TQ i — it a1y L (67771 — ¢z',j+1)] +ky [2u — M ] = 0
2

ov(Q) 0Ty

oyid v ,

(I = o B B 2 Y | v i+1,5  i—1,j ) g+l 417
kny[ij v — 3-1-2((;5 I —¢ ])]—i-kt[QvJ o™ " }_0(2.6)
ov(Q)  ovyY

oghd —9ghd o .
k‘¢ 4¢Z,j _ ¢Z+1,] _ ¢zfl,] _ ¢Z,j+1 _ ¢Z,‘]71]
l

__kn [_uz,ﬁ-l + umfl + U’L‘H,J _ szl,J]

—l—k [_4¢Z,] _ ¢i—|—1,j _ ¢i—1,j _ d)i,j—l _ d)i,j—}-l] =0
4 n

2.2 Meéthodes existantes

Ce type de matériau discret a déja fait ’objet d’études afin d’obtenir un
milieu continu de Cosserat équivalent. Ainsi une premiére méthode [Banks et Sokolowski, 1968]
[Sulem et Miihlaus , 1997] consiste &
— faire ’hypotheése que les champs discrets u*/, v, ¢/ sont la trace de
champs continus de classe C?, U, V, ® définis sur (2 :

W= U (@), 0 =V (2), 6 = @ (),

— puis a subsistuer dans (2.6) les champs discrets par les champs continus
avec un développement de Taylor & 'ordre 2 autour de z*/ de ces
champs.

Pratiquement, cela se traduit pour une fonction f quelconque par :

f™) =~ f(eV)+feV (z¥)- (&” —@i’j)
+5/ @V eV (z¥): (@Z 7 —2”) ® (@’ 7 —2’”)
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Les équations d’équilibre (2.6) se transforment alors en des équations conti-
nues :

kU1 + knUgo + k@ o =0
kn Vit + kVoo — kpn® 1 =0
kn(Vi—=Upg) = 2ky®+k, (P11 +P2) = 0 (2.7)

_ knl?
avec k, = (k¢, - = )
On reconnait la forme des équations d’équilibre d’un milieu de Cosserat en
déformation plane dans lesquelles on a injecté le comportement. On a, en
effet, le comportement reliant les contraintes généralisées aux déformations
généralisées :

011 kt 0 0 0 0 0 U’l
0929 0 kt 0 0 0 0 ‘/:2
019 . 0 0 kn 0 0 0 U’Q + d
0921 o 0 0 0 ]Cn 0 0 ‘/:1 -
V31 0 0 0 0 ku 0 (I>,1

| V32 i | 0 0 0 0 0 k,, i | @,2 i

Les équations d’équilibre, pour les milieux de Cosserat en déformations planes,
sont :

011,1 + 0122 =0
O91,1 + 0222 =0
V31,1 + V322 + 012 — 021 = 0

Cependant, si £, est négatif, le comportement n’est plus défini positif. Cela
pose un probleme d’incohérence car le matériau n’est plus stable avec un tel
comportement. En particulier pour des valeurs k;, ky, k4 correspondant a un
réseau de poutres de type d’Euler-Bernoulli, &, est négatif.

Une méthode alternative existe, elle consiste toujours a substituer la ciné-
matique discréte par une cinématique continue, puis a injecter des dévelop-
pements de Taylor de la cinématique continue en fonction de la position des
particules mais, cette fois-ci, d’ordre 1 et directement dans I’énergie. Askar
[Askar et Cakmak, 1968] a utilisé cette méthode pour construire un milieu
continu a partir d’'un motif discret mono-atomique en forme d’étoile (voir
figure 2.3). Plus récemment Kim [Kim, 1983] a tenté de systématiser cette
méthode. On obtient les équations d’équilibre continues en effectuant une
variation premiere sur la densité d’énergie ainsi créée. Pour le calcul de la
partition élémentaire d’énergie, on peut retenir le motif en croix déja utilisé
pour écrire (2.5) ou énergie de chaque couple du motif est comptée une
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pi-Li+l .Pi,j+1 pitli+l
Pi+1,j
pirlil @ pijl pitlil

Fic. 2.3 — Motif d’assemblage en étoile.

demi-fois (voir la figure 2.4). Une fois injectés les dévelopements de Taylor
a l'ordre 1 dans I’énergie (2.5), on approche la densité continue sur le motif
retenu par :

- 1
vy~ §{ktv,g + kU7 + 2kg (2% + %)
L\’ Lo\’
+kn, <U,2 + P+ E(I),z) + ky, (U’2 + & — §(I>,2>

Lo\’ Lo\’
+kn<v;1—<1>+§<1>,1> +kn<v,1—¢>—§<1>,1>}

On calcule alors la variation premiere sur cette nouvelle densité d’énergie et
on obtient les équations d’équilibre, soit :

kU1 + kpU g + k@ o =0
knVir+ kVas — kn® 1 =
kn(Vi—Us) =2k, @+ k, (P11 +P2) = 0
avec ki, = kg + %

]
o

(2.8)

On reconnait le méme systeme que (2.7), mais ot k], = kg + % > 0 au lieu

de ky — k’f. Ici, et contrairement & la méthode précédente, le matériau est
stable puisque son comportement est bien défini positif. Cependant, le choix
du découpage du matériau discret pour construire la partition d’ énergie n’est
pas unique. Si, par exemple, nous prenons pour la partition énergétique le

découpage en L décrit sur la figure 2.4, nous obtenons une partition d’énergie
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12 12

172

@riil
Découpe en croix Découpe en L

F1c. 2.4 — Deux découpages élémentaires énergétiques du grillage

équivalente :
1,5 1 1,541 i,7\2 i,j i,j+1 ! ij+1 i,j ?
\IIL: E{kt(v’ _/Ua) +kn ubd — b _§(¢, +¢:)

+ho (64— ¢¥)"
ok (a9 — ) 4, (mw — i -
g (619 — )" |

W(Q):ZZW:ZZWLJ.

% %

l

N |

o N2 (29
(¢z+1,J + ¢w))
avec

En replacant les développements de Taylor a I'ordre 1 des champs continus
dans (2.9), on aboutit, apres dérivation, aux équations d’équilibre suivantes :

kU 11 + knUge + k@ o =
kn Vit + kVoo — kn® =
kn (Vi—Ug) — 2kn® + k¢ (P11 + P o2) + knl? (P —D11) =

(2.10)

o O O

Il est clair que ce nouveau systéme (2.10) n’est pas équivalent au premier
(2.8). On obtient donc un résultat intriguant, a savoir, que le choix du mo-
délisateur, concernant la partition énergétique du solide, ne donne pas les
mémes équations d’équilibre (voir les équations (2.8) et (2.10)), et par la,
des comportements différents pour un méme matériau. Cette méthode est
clairement non objective par rapport a la partition énergétique du matériau.
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2.3 La méthode proposée

Méme si par la suite nous voulons utiliser des développements de Tay-
lor dans notre approche, nous allons auparavant effectuer une étape d’adi-
mensionnement afin de pouvoir comparer les différents champs cinématiques
impliqués. En effet, pour pouvoir comparer les champs continus, ils doivent
étre indépendant de [ ou €. Ils ne doivent pas étre liés par leur définition
au probleme mécanique étudié. Dans les approches précédentes, les champs,
sur lesquels les développements de Taylor étaient effectués, étaient propre au
probléeme mécanique étudié. Ainsi, en changeant, par exemple, la taille de
la géométrie de la structure sollicitée, la définition des champs cinématiques
changeaient rendant impossible la comparaison avec des champs issus d’un
probléme de taille différente. Pour pouvoir comparer des problemes différents,
il est nécessaire d’effectuer un changement de variable qui les raméne tous
a une meéme géométrie homothétique fixe. C’est sur cette derniere que l'on
comparera les champs cinématiques associés aux divers probléemes. Pour se
ramener sur une géométrie fixe, on s’appuie sur une procédure d’adimension-
nement des champs cinématiques et de la géométrie du probleme réel. Une
telle démarche a déja fait 'objet de travaux comme ceux de Caillerie et de son
équipe [Caillerie et Al, 1989], [Verna, 1991], [Tollenaere et Caillerie, 1998],
ou l'énergie des couples de particules ne fait pas intervenir les rotations re-
latives (cas des treillis de barres rotulées) ou encore de Sab [Sab, 1996] qui
en I'appliquant aux milieux granulaires n’a pas pris en compte les variations
de rotations. Il existe méme une extension a 1’élasto-plasticité sur des treillis
de barres rotulées [Bonnetier, 1995]. Sur des exemples plus proches de la
Physique, Kozlov [Kozlov, 1987] a appliqué cette approche au cas de I’ho-
mogénéisation d’un réseau de résistances électriques aléatoires. Avant d’étu-
dier I’adimensionnement du grillage, il faut citer un autre type d’approche
[Bakhvalov et Panasenko, 1989], [Cioranescu et Saint Jean Paulin, 1986], qui
plutot que de partir d’'un milieu discret reste avec un milieu continu clas-
sique fortement perforé, on procede donc a leur homogénéisation sur le mi-
lieu continu paramétré par la taille de perforation. Par passage a la limite sur
cette perforation, on obtient le milieu homogénéisé. Mais revenons a notre
étape d’adimensionnement, elle consiste a écrire :

Vi, j, u™ =hul’
QSZ’] ? ¢?Jl (2-11)

avec £ = n A

On substitue ces nouvelles valeurs dans le systeme d’équations linéaires et il
vient :
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— en force, sur la composante 1,

ky, [2 up? — uzs’ﬁ‘l _ u?ﬂ—l + 5 (ﬁb?]_l - ¢Z,J+1)]

o (2.12)
thy [2ul — wl — ] =0
— en force, sur la composante 2,
ij _ dtlg =L, S (il 4i—l,j ]
kn, [2 vl V2 v 4 5 (qﬁg o ) (2.13)

+ky [2 ved — UZ’J—H — 02’9_1] = 0
— en moment,

2k o o
_ 12¢ [4 oH — ¢Z+1,J — ¢t Lj _ ¢?]+1 — b 1]
2 an [_4(15?3' _ ¢2+1,j _ ¢2—1,j _ ¢?]’—1 _ qsz_,j-l-l]
=0

avec les conditions aux limites pour les particules P*’ sur la frontiere :
u =U* (), v =V (), o = @7 (1) . (2:15)

On s’intéresse a la limite lorsque le rapport € tend vers 0. En effet, c’est
pour les ¢ suffisamment petits qu’on peut espérer remplacer pertinamment
le probléme discret (2.12)- (2.15) par un probléme continu. ¢ apparait alors
comme un parametre de discrétisation. On obtient une suite de problémes
indicés par €, tous définis sur la géométrie fixe, 2%, du carré unité.

La démarche d’identification stipule que, pour tout rapport de taille ¢, les
champs discrets du probleme en ¢ sont la trace de champs, U, ®, continus,
indépendants de ¢, définis sur la géométrie fixe, 2*. On a donc :

Ve €]0;1], Vi,j, ul? =U (), ¢ =& (z2) (2.16)

De plus, U, V, ® ainsi que tous leurs gradients étant adimensionnels, 1’échelle
d’ordre d’approximation des champs discrets est en €. On va donc estimer
a lordre €™ pres, les membres de gauche des équations d’équilibre (2.12)-
(2.14) par 'utilisation de développement de Taylor sur U, V, ® a des ordres
assurant la cohérence des équations d’équilibre.

Ainsi, on peut écrire, par exemple a l'ordre 4 en ¢ :

3 4

2
uz}]il =UxeUy+ %U’QZ + %U,222 + %U,2222 +o0 (54) (2.17)
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oil les valeurs de U et de toutes ses dérivées sont prises en %/,

La non-dépendance des champs continus par rapport a € permet de com-
parer tous les termes d’une suite de champs entre eux.

Dans un premier temps, considérons la suite de problemes (2.12)-(2.15)
indicés par € avec I’hypothése que les grandeurs

ke 1) ;4 )
l—2:l€¢ ,kn:kn,kt :kt

sont indépendants de e. Cette hypothése notée (SH1) traduit une suite de
problemes sur des carrés de taille A = nl tendant vers I'infini, avec les gran-
deurs [, kg, kn, ki indépendantes de h.

Dans le schéma (SH1), en utilisant des développements de Taylor a ’ordre
4 de type (2.17), on obtient les équations suivantes valables a 'ordre 2 en e
sur *.

kiU
12

P U
kr (Uge + o)+ ki Uqy 4 &2 [k; < 222 ,2222) n

; T ] = 0(2.18)

0] \% kxV
i (Vi = @) + k] Voo + 7 [k;; (— S ’11;“) + =t 12] = (2.19)
et
2 | (1) e (Ugo—Vin @11+ Do
g [ k/'¢ ((I),H + @122) + kn ( 6 + 4 (220)
+ky (Ug—Vy1+2) =0
avec les conditions aux limites :
sur 00, U=U%V =V & = d¢ (2.21)

équilibres (H.P.P.) suivant le schéma d’homogénéisation (SH1)

Si maintenant on prend le schéma d’homogénéisation (SH2), il s’agit d’un
schéma ou les raideurs liées a la variation de rotation augmente lorsque 1’on
augmente la taille de la structure réelle. C’est a dire qu’en méme temps, que
la taille de la structure réelle augmente, le matériau se rigidifie en flexion.
Pour ce schéma (SH2), on suppose que les grandeurs

ok
K = h_g,k;; =k, ki =k,
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sont indépendantes de €. Dans ce cas, les équilibres, obtenus sur 2*, sont tous
calculs faits a 'ordre 2 :

k; (U,22 +(I)’2) + k': l']’11 +€2 |:k:; ( ,222 + ,2222) + U111

= 0(2.22
6 12 12 } 0(222)

) |4 kiV.
ke (Viy — @)+ k! Vi + &2 [k; (_ SILI ,1111) L Voo

6 12 12 } = 12.23)

et

k) Ugpy — Vi @+
g2 ——TQ (D 1111 + P o9ae) + £, ( ’2226 AL S 1 ’22> 9 94

(
—k;@’ (D11 + Do) + b (Us—Vy+20) =0

avec les conditions aux limites :

sur O, U=U%V =V & = o4 (2.25)

équilibres (H.P.P.) suivant le schéma d’homogénéisation (SH2)

Il est & noter que les grandeurs k:;(l), k;@), k. kr ont toutes la dimension
d’une force divisée par une longueur. Le milieu homogénéisé selon le schéma
(SH1) (resp : (SH2)) sera une bonne modélisation d’un probléme réel donné
ol ¢ est petit si k;(l) (resp : k;@)) est du méme ordre que &} et k;. Dans le

n
cas des poutres d’Euler-Bernoulli, nous savons que k;(l) = kn of k;@) = 1]2“#

12
le choix du schéma (SH1) s’impose naturellement.

Ainsi s’acheve ’obtention des équations continues associées au grillage de
ressorts suivant deux schémas d’homogénéisation différents.

2.4 Développements asymptotiques

La résolution de ces équations peut se faire de maniere directe. Cepen-
dant, on peut se ramener a une suite de probléme en cascade de probleme
plus simple, en introduisant les développements asymptotiques de la solution
recherchée :

U=U,+eU, +c*U,+o0(c?) (2.26)
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On les injecte dans le systeme d’équations différentielles constitué du schéma
étudié (SH1) ou (SH2), puis on annule ordre par ordre les équations obte-
nues. On obtient de cette facon les termes a chaque ordre de la solution
cherchée. Comme le systeme d’équation différentielle est une approximation
a V'ordre £2, nous ne pouvons pas dépasser I’ordre €2 pour les développements
asymptotiques afin d’assurer la cohérence de la méthode. On obtient les sys-
temes d’équations aux dérivées partielles, avec les développements de Taylor
a l'ordre 4 pour les champs asymptotiques de plus bas niveau (U, et @),
puis d’ordre trois pour les suivants (U, et ®;) et enfin d’ordre 2 pour ceux
les plus élevés (U, et ®,). En regrouppant les termes de mémes ordre, on
fait apparaitre autant de systemes que d’équations d’équilibre.

Pour le schéma (SH1), on reprend donc les équations (2.18) a (2.21) :

— pour la détermination de Uy, V) et @,

kyUg oo + kiUp a1 + k@2 =0
kiVooo + ki Vo — k. ®o1 =0

— U, 2.27
g, = You~ b (2.27)
avec sur 9Q*, Uy = U4, V, = Ve, &5 = ¢
— pour la détermination de Uy, Vi et @4,
kyUige + kUi + k@19 =0
kiVigo + ki Vinn — k@10 =0
Vig — Uy (2.28)

(I>1 -
2
avec sur 000, U; =0, V; =0, =0
on retrouve, aux conditions au limites pres, le méme systeme que pour

U(), % et (I)().
— et enfin pour la détermination de U,, V5 et ®,,

U U
K (U2,22+ 0,2222) + <U2,11+ 0,1111)

12 12
1
+k‘; (@2,2 + 6@0’222) =0
« Vo,2222 « Vo1
k; <V2,22 + 19 ) +k; <V2,11 + 12
1
—k;, (‘I)2,1 + 6‘1’0,111> =0 (2.29)
Vo — U O
o, = % + ( 22;1 — é ((130711 + (130722)

1
+E (Vo1 — Upge2) =0
avec sur 00*, Uy =0, Vo =0, &, =0
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On constate que la rotation ne dépasse pas ’échelle microscopique vu qu’a

I’échelle macroscopique elle est systématiquement fonction des gradients de

translation. On peut donc substituer la rotation a chaque ordre, pour retrou-

ver un milieu de Cauchy. Cette réécriture donne alors la suite de systémes :
— pour la détermination de Uy et Vg,

k;, k;,
k;Up 11 + 7Uo,22 + 7‘/0,12 =0

. ky, ky, 2.30
kiVoo2 + E%,ll + §U0,21 =0 ( )

avec sur 00, Uy = U%, V, = V¢

— pour la détermination de U; et Vi,
. kn kr,
k;Uy 1+ §U1,22 + 3‘/1,12 =0

x kn Ky 2.31
kt ‘/1722 + ?‘/1,11 + 7[]1’21 =0 ( 3 )

avec sur 000, U; =0, Vi1 =0

— et enfin pour la détermination de U,, V5 et &,

k* k
kiU 11 + 2nU222+ 9 — Vo190 =

ky 1
|:k* (4]{]* 48) (Vb 1222 + Vb 1112 — UO 2222)

+k*U kr & L U,
o,1111 — K, 4k* ~ 1 ) Yoz

n

K k*

kg 1
[/f* (4k* + ) (Uo o111 + Vo221 — Vo1111)

ky k3 1
+ﬁ%,2222 —k, ( 0 ) Vo 1221]

4k} 16
avec sur 000", U, =0, Vo =0

Notons que les systemes (2.30)-(2.32) sont des problémes d’élasticité linéaire
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classique en cascade puisqu’ils sont de la forme :

U, fa
. —2 13 — I3
=012 L (V)‘[F} (2.33)

U; = Uid, V. = V;d sur 0€2*

ou
o (U kiU + % (Ugs + Vo)
LQ( )z[t’“ 3 2 2.34
4 ki Vs + % (Ug1 + V1) (2:34)
avec
i=01 [ ? ] —0
_ [&; 5 LY (Voo + Vorss — Up) |
n \ 2k T 18 0,1222 + Vo,1112 0,2222
ki (k1
- +EU0,1111 -k, <4/€;§ - 1_6> U0,2112] (2.35)
2
[ By ] (k1
- [kn ak: + 13 (o111 + Uo 2221 — Vo,1111)
k; k;, 1
| +év0,2222 - k; (4];2 - 1_6> ‘/(),1221}
et
i = L] o [V ] o
= ) et y :0,221,2 2.36
][ v v (239

On peut donc exprimer théoriquement les champs solution de (2.30) & (2.32)
notés US, Vi, US, Vi, US, V¥ en fonction des données au bord U? et V¢. En
utilisant les expressions explicites de ®g, ®;, P, en fonction des champs U,
U,, U, et de leurs gradients, on peut théoriquement exprimer les solutions
de (2.27) & (2.29) , ®5, @3, ®5 en fonction de U? et V.

Par ailleurs, notant U° = U} + eU; + ’U;, ®° = ®) + @] + 2P,
la solution & l'ordre &2 de (2.18) & (2.21) et sommant les équations (2.30) &
(2.32), on trouve le systéme suivant du type élasticité linéaire au troisieme
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gradient de U :
ky kx
MU+ KU + Vi
+kn + 2 ( 222 + Vi — ,82222) + éUﬁm

4k} 48

k.*(l) 1
5 (5 oo
k’;: S * S k:’; S 2-37
7‘/,11 + kt ‘/:22 + 7 21 ( )
+k, 4(2* + 48 ( 5111 T Uloor — ,f111) + é 5922

k*(l) 1
_k; (42* - E ‘/5221 =0

avec sur 00, U = U, V¢ = V4,

Cependant, un probleme apparait clairement pour vérifier les conditions aux
limites en rotation car, a priori, ®* # ®? sur 9Q*. Nous sommes en présence
d’un effet de bord.

Quant au schéma (SH2), on reprend les équations (2.22) & (2.25) en y
injectant (2.26). On trouve pour la détermination de Uy, Vj et @y sur Q* le
systeme suivant :

kiUpi1 + kpUp oo + ky®@o 2 =0
kxVoar + ki Vooo — ki, ®o 1 =0 (2.38)
kr (Vo1 — Us2) — 2k, ®g + ky (P11 + Do 22) =0 )

avec k, = k;(z) et sur 00, Uy = U, Vo = Ve, &, = %

On reconnait dans (2.38) les équations d’un milieu de Cosserat linéaire élas-
tique en déformation plane identique a (2.7) avec k, = k;@) > (. Cette fois,
le milieu de Cosserat a traversé le changement d’échelle, la rotation existe
toujours au niveau macroscopique dans le schéma d’homogénéisation (SH2).
Par ailleurs, il n’y a pas, a priori, d’incompatibilité sur les conditions aux
limites.

2.5 Effets de bords

Nous venons de construire deux types de milieu continu en partant d’un
milieu discret orienté. Nous avons obtenu les équations d’équilibre et le com-
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portement macroscopique a I'intérieur de la structure. La validité de ces équa-
tions s’arréte a I’approche du bord ol on a une rupture de périodicité. Nous
avons déja pu mettre en avant cette incompatibilité dans le cas du schéma
(SH1). Puisque le schéma d’homogénéisation (SH2) préserve un milieu de
Cosserat au niveau macroscopique, les développements asymptotiques res-
tent valables sur le bord. Quant au schéma (SH1), un probléme se pose. Le
changement d’échelle fait disparaitre I'orientation qui est directement reliée a
la cinématique de translation. A priori, les champs homogénéisés ne peuvent
pas respecter rigoureusement les conditions aux limites en rotation. Il est
clair que 'approche du bord de la structure fait perdre la périodicité de la
matieére (et donc de la cinématique) dans la direction perpendiculaire & la
surface de la structure.

Afin de corriger les champs homogénéisés pres du bord, on postule la
forme de la cinématique comme la somme du champ homogénéisé et d’un
champ évanescent suivant la direction perpendiculaire au bord le plus proche.
En ce sens, on s’insipre des travaux de Dumontet [Dumontet, 1990] sur les
effets de bord des milieux continus pour donner la forme des champs & dé-
croissance rapide que nous particularisons aux matériaux discrets. On va
supposer les champs discrets évanescents issus de la trace de champs conti-
nus. Nous allons présenter la construction des champs correcteurs pres du
bord de la solution U§, V¢, ®5 d’ordre €. En réalité, il est possible d’associer
un champ correcteur de U, V¥, ®¢, & chaque ordre £°. En prenant ici le bord
situé en o = 0, on a donc la relatlon (2.16) qui devient :

up = Ug (&) + eupey, ()
’J—VS( W) + vy, () (2.39)
0L = @f (&) + B, ()
ot ul o, , ¥l oy Db oy, sont des champs réguliers de la variable z; définis sur

le segment [0;1], ®5 = 5 (V5iy — Us,) et U, Vg sont les solutions de (2.30).
Les conditions aux limites pres du bord x5 = 0 s’écrivent alors :

6U’OCL ( ) U () — Ug (22°) = 0

5UOCL ‘Zd( £ ) |73 (E%O) =0
¢80.L = b ) U (Eé)

Pour i fixé, en injectant (2.39) dans les équations d’équilibre (2.12) & (2.14) et

en utilisant les développements de Taylor & I'ordre €2, on trouve les équations

suivantes qui relient les valeurs des champs correcteurs au méme point x; :
— en force, sur la composante 1,

k;[ng)C.L uhe, — U + 5 (%CL $cr)| = 0
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— en force, sur la composante 2,
* j j+1 j—1 _
ky [2 Yoo —Yer UOC.L.] =0

— en moment,

+1 -1 +1 -1
kg [2 Pocr. — Pocr. — QS?)C’.L.} + En [_“?) c.r. U C.L.]
6kn
—1 Yoo, =0
Il s’agit d’une suite de type différences finies dont la résolution est placée en
annexe E. On a les conditions aux limites qui sont :

0 .o 0 _ oo
Uyor. =Uoor. =0, Yoo = Vocor. =0,

¢8C’.L. (371) = ¢4 (‘751) - q)(s) (1‘1, 0) ) g—g’oL =0

Le systeme régissant la suite v}, ; est indépendant des autres suites et, avec
les conditions aux limites, on obtient aisément v, ; = 0. Avec les notations
de annexe E, le systeme d’effet de bord donne les parametres :

2k, 3k
= ; ’-)/ =
k; 2k,

(2.40)

1
a_iaﬁ

On a clairement a # § d’oll on peut poser

_BOy=D - 2k

_ =T _3
B—a aky — k;

Pour £k} < %, on a a < —3, ce qui permet d’obtenir certaines propriétés

concernant les racines du polynome caractéristique des suites v7, ¢/. En effet
si 'on nomme \; et Ay les deux racines du polynome autres que 1, on a :
— les deux racines A; et Ay sont réelles et comme a + 1 < 0, elles sont
aussi positives,
— ces deux racines sont l’inverse 'une de ’autre, on pose A = A\; < 1 d’ou

Ao = )\1_1 > 1.
On a ainsi les suites solutions de la forme :
Vi >1,
; ) 14+ A , )
Wer = Yo T3 (Uer. —Uer.) +/\)\ — 10451 (GA=N)
14+ o s
+A lmabg (] A t_ A J)

et on a :

Q% Cc.L. — aq + bl)\j + bg)\_j
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L’exploitation des conditions aux limites (2.40) finit de donner les suites
solutions :

vVi=>1, “%C.L. =ujer. (G—N1)

J — 40 J
vo.r. = Poc.L.A
avec

14+ A

m¢8 C.L.

1 _ 12
Ugor. = A

et
14+a++vVa%2+2a—3
5 )

A=

: i
On rappelle que v}, est nulle. Sur la figure 2.5, les suites solutions (;ﬁ#
0C.L.

J s, 2 7 7 k 2
et (Z;L ont été représentées pour des valeurs de > = {—2 On remarque la
0C.L. n

1 T T

rotation X
translation horizontale <7

0.6 [ _

04 | -

valeur du champ

02| X i

X
OY7VV§§WWWWWWW%ZWW%ZWWWWW§§Z

0 5 10 15 20
i

F1a. 2.5 — Effet de bord avec le schéma (SH1)
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décroissance rapide des champs mises en jeu, a plus de quatre cellules du bord
les effets ne sont plus significatifs. On retrouve une décroissance qui serait
issue de la trace d’une fonction exponentielle sur la rotation, la translation
est, quant a elle, presque non perturbée.

Ce résultat sur I’étude des effets de bord sur le grillage présente des simi-
litudes avec ceux trouvés par Dumontet [Dumontet, 1990] dans le cas d’un
milieu continu stratifié.

2.6 Flambement du grillage

Nous reprenons le grillage étudié ci-dessus : il s’agit donc d’assemblage
de ressorts remplissant ’espace bidimensionnel suivant un motif en croix.
On considere dans la suite un chargement uniaxial sur une bande infinie
d’épaisseur h; un déplacement vertical, J, est imposé au sommet de cette
bande et il est imposé nul a sa base. Les rotations au sommet et a la base sont
aussi nulles (voir figure 2.6). Vu la géométrie et la symétrie du chargement,
nous cherchons des solutions qui sont zi-invariantes. On ne se place plus
a priori dans I’hypothese des petites perturbations. Un position d’équilibre
x1-invariante, c¢’est-a-dire vérifiant

ubl =l v =l g = ¢l

doit rendre stationnaire I’énergie potentielle :

k, (vj+1 —v! — = (cos @'t + cos ¢’ — 2))2

DO | o~

+k, (ui it — % (sin ¢+ + sin ¢j))2
+hy (7 = ¢7)’
Fhy2 (cos ¢ — 1) 4 k12 (sin ¢)

Tant que le parametre de chargement, A = %, est suffisamment petit, I'hy-
pothese des petites perturbations est valable et il n’y a qu’une seule solution

. . . l
possible : ¢°7 = 0, u™ = u’’e, = —6]—g2 = —\j le,. Lorsque A augmente une

instabilité de la solution triviale est possible. L’étude de la stabilité se résume,
grace au théoreme de Lejeune-Dirichlet, a déterminer le niveau de chargement
ou la solution cesse d’étre un minimum stricte de I’énergie potentielle non-
linéarisée. On rappelle le théoréme de Lejeune-Dirichlet [Bamberger, 1981] :

Théoréme 1 (Lejeune-Dirichlet) Pour un systéme d liaisons indépen-
dantes du temps, dont les actions données et les actions de liaisons dérivent
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Fic. 2.6 — Conditions aux limites pour la bande infinie chargée uniaxialement

d’un potentiel, ¥, indépendant du temps et ayant éventuellement des liaisons
dissipatives. St W est un minimum strict en une position d’équilibre, alors
cette position d’équilibre est stable.

Pour déterminer la charge critique ou le potentiel cesse d’étre minimum strict,
calculons la variation seconde de 1’énergie des couples de particules a la so-
lution triviale. On trouve en utilisant (2.1) et (2.2) :

0’H, = 6Hyppe+ 0" HyLc
, avec :
Hyppe = ki (Ouf — duy) (6'uf — 6'uy)
+ky, (5’@ —'u; — % (8'¢T + 5’¢—)> <5u; — bu; — % (60T + 5¢—)>
+ky (80t —8'¢7) (69T —d¢)

l
2Hyp. = ktdt§[5'¢*5¢*+5'¢+5¢+]
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Finalement, la variation seconde de 1’énergie potentielle a la solution triviale
est donnée par :

n—1
W (Q) =) W pp+ 07T,
§=0
avec
DA {knﬂ (5'¢7647)
+k, ((5'vj+1 - 5'vj) (5vj+1 — 0f)
+kp, (6’1# — it — é (5'(259 + 5'(/57“)) <5uﬂ — duItt — ) (6(157 + (5(/5”1))
o (674 = 8'67) (667 - 597) |
PV, = —kt)\lz{é'qﬁj&qu}
Il est facile de voir que pour A = 0 62¥ est définie positive. Par ailleurs,
sachant que 62 est la différence de deux formes positives, lorsque \ croit &
partir de zéro, il atteint une valeur critique )\, pour laquelle 62¥ n’est plus

définie. Pour cette valeur critique, il existe un mode §'uw/ = Au?, §'v7 = Av7,
8'¢? = A¢’ non identiquement nul tel que

U =0, V (5uf,607,6¢7).

En prenant (du?, 6v7,¢7) nul partout sauf en la particule P’, on obtient les
équations locales d’Euler vérifiées par le mode :

kn [2A07 — AT — Aw T — — (AT — AT | =0

t
2
ke [2A07 — Av? ™! — Ap?T] =0

| . | (2.41)
ko [2A¢7 — AT — AT

g AW 4 AW

—lzkn [—6A¢" — A’ — A/ — kALPAG =0

Ce systéeme admet une solution exacte calculable par différences finies (voir

1

annexe E) en fonction du rapport d’échelle, e = h = Cette solution exacte
n

donne la charge critique :

2k* 27l k
¢ n
1 _ + -
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On introduit de nouveau la cinématique sans dimensions :

Vi, ul = nlyg

o =l

soit AU, AV, A®, la cinématique continue sans dimensions du mode de
flambement recherché,
, Al - Av? , -
AU (21) = —, AV (zl) = — et AD (2!) = A¢’
nl nl
avec des conditions aux limites d’encastrement sur 0Q2*.
En utilisant des développements de Taylor a l'ordre 4, on obtient les
équations :
— & lordre &2, pour le schéma (SH1),

2

€ 1
(AU + AD ) + 5 (A(I’,222 + §AU,2222> =0

2
€
AV + EAV,sz =0

AU Ad Ak;
2| 1. * ,222 122 * - t —
&2 |~k AD 5 + k7 ( = )} +k [AU,2 + (2 o ) Acp] 0

— a lordre €2, pour le schéma (SH2),

AU +Ady =0

AV =0

kr

—k5 AD g5 + K [AU,2 + (2 - Akt) A@] =0

avec quelque soit le schéma les conditions aux limites :

AU (0) = AU (h) = AV (0) = AV (k) = 0
A® (0) = A® (h) = 0.

Nous allons maintenant comparer I’approche d’homogénéisation (SH1) au
troisieme ordre et celle (SH2) & ’ordre zéro avec la solution exacte en fonction
du rapport d’échelle, €.
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Dans le cas (SH1), on peut écrire le systeme d’équations différentielles
sous la forme matricielle :

e2[A]- X"+ ([B]+ M[C))- X =0

ou le prime, ', correspond & la dérivation par rapport a la composante X5 et,

AV
X =| AU"

AP

- -

— 0 0

12 1 100
A=]0 5 3 Bl=]0 11

0 | —ky 1 01 2

i 6 kx4

00 0

00 O
[C] = —k

0 0

I kn

Pour la résolution de ce systeme d’équations différentielles, on introduit des
développements asymptotiques en fonction du rapport d’échelle, e, tant pour
la charge critique, A\., que pour le mode de flambement, soit :

AU = AU+ eAU; +£°AU; + o (£7)
AV = AVy+eAVi +e*AVa+o0 (62)

AP = Ady+eAP; +*Ad, +0(e7)
Ae = doted+eiA+o(?).

Le systeme se transforme alors en une suite de systémes permettant d’ap-
procher les solutions a l'ordre désiré. Cette transformation permet d’écrire
jusqu’au troisieme ordre :
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— au premier ordre pres,

([B] + X[C]) - X, = 0

AVE),22 =0

AU0,22 + A@O,Q =0
k*

AU()’Q + (2 - Aok—fk) A(I)() = 0

AUy =AVy =0, Ay =0en zo =0et o = 1.

— au deuxieme ordre pres,

([B] + 2[C]) - Xy + A[C] - Xy =0
AV1,22 =0

o AU g0 + Ay 5 » =0 *
AU + (2 — )\Ok—i) A®, = MEA,

AUle‘/l:O, A<I>1:Oen$2=0etx2=1.
— au troisieme ordre pres,

([B] /\O[C]) '_XQ [C] : (/\l_Xl /\2_X0) [1 1]_X6' -
{ A ‘/
AV 2 0,2222 0

1 (AU
AUQ,QQ + A@Q,Q + = ( ;’2222 + A@O,QQQ) =0

6
k*
o AUy + <2 - /\o—t) Ad, =

ks
—k; AU,
k*t (MAD; + MAD) + %

1"k
(i ) A

AUQZA‘/Q:O,A@QZOGD.’EQ:OGJC.IQ:L

A Tordre €°, on obtient la possibilité d'un mode de flambement non nul

si, et seulement si, le systeme est indéterminé c¢’est-a-dire si, et seulement si,
ks,

det ([B] + X[C]) =0 X = k_;‘
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Dans ce cas, le mode au premier ordre n’est pas déterminé mais il doit vérifier
la contrainte :

AUO’Q == —A(bo

Puis les conditions de compatibilité des systémes suivants (pour l’existence
d’une solution) permettent de déterminer d’ordre en ordre la solution. Ainsi
a lordre ¢!, il faut que \[C] - X, soit dans I'image de [B] + \[C] :

)\1 = 0
AUy o+ Ad, =0

Enfin la compatibilité au second ordre, nous donne I’équation :

* k-*
)\QZ—iA(I)O + (k—f> A(boygg = 0

avec des conditions d’encastrement aux bords. Pour que le mode soit non nul
au premier ordre, la condition de compatibilité du second ordre impose :

472 k¥
Ao = ——2
2 =
A®y = a(cos (2mxg) — 1) + bsin (27mz2)
AUO,Q = —Aq)()

Ainsi 'approximation jusqu’au second ordre de la charge critique, A., vaut
dans le cadre du schéma d’homogénéisation (SH1) :

A R A+ AE + oe?
kn 471'2 ]€¢
=4
k; kih?

Maintenant, pour le schéma d’homogénéisation (SH2) & P'ordre £°; on a ma-
triciellement :

[A]- X"+ ([B]+A[C])- X =0 (2.42)

ou le prime, ’, correspond & la dérivation par rapport & la composante X, et,

AV
X = | AU"

AP’

00 O [1()()'| [00 O'I
=100 0 = =
N P L Y
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A Tordre €°, on obtient le méme mode de flambement que celui du schéma
(SH1) si :
_ ks (4n? | kn
Yo =i (% + 12)
Ady = a(cos (2mxy) — 1) + bsin (27z2)
AU()’Q == —A(I)O

On obtient ainsi une approximation au premier ordre de la charge critique
dans le schéma d’homogénéisation (SH2) :

k¢ 47'('2 kn
An o (AT R
, <h2 +k¢,)

Comme on peut le remarquer le schéma (SH1) au troisitme ordre et le

(SH1) ordre § x
(SH2) ordre 1 v
valeurexacte @ |

valeur de la charge critique

25
hauteur de la bande

FiG. 2.7 - Compallaison de la charge critique avec celles obtenues par homo-
généisation pour ’Z—‘f = % et ’Z—’: =1.

schéma (SH2) au premier ordre donnent la méme charge critique. Il s’agit
la en réalité d’un cas particulier qu’il ne faut pas généraliser. Le graphe 2.7
représente la comparaison pour la charge critique entre le calcul homogénéisé
et le calcul analytique. On remarque une bonne concordance. On peut aussi
constater que ’effet d’échelle, c’est-a-dire la dépendance de la charge critique
normalisée en fonction de I’épaisseur de la bande, est d’autant plus marqué

ky, 1oy
que le rapport k—‘f est élevé.

2.7 Un autre exemple de flambement

Afin d’évaluer la pertinence des schémas (SH1) et (SH2), nous allons trai-
ter du méme probleme que précédemment ou les ressorts liant deux particules
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sont remplacés par des poutres encastrées. Comme on le verra dans le cha-
pitre 4, ceci revient a modifier la non-linéarité géométrique pour obtenir une
variation seconde du potentiel :

n—1

52\1} (Q) = Z 62‘1]{‘1PP + 62\1}3\7Lp0u

j=0

avec la variation seconde 6%, ,,, inchangée et

, 1 (6wt — 6w/ ST + 67\ [S'uItt —S'uf ST 4 '
Q\I;J - _ 2) -
PV, kA {5 T ) ( z + = )
L §ud N\ [ St — Sy i , , ,
+<5u l 5u> (6u l (5u>+ﬁ(5¢9+1_5¢1) (5/¢]+1_5/¢])}_

En suivant exactement la méme démarche que celle explicitée pour le grillage
de ressorts, on trouve a I’aide du schéma (SH1) qu’a l’ordre €%, )\, annule le
déterminant de :

6k, k,

1— =1ty 1-——1
5}2@1 Ao 5]§;n Ag

1— )y, 2— L)
5k, " 5k, "

, A1 est nul et Ay s’obtient en écrivant la compatibilité des équations a I'ordre
2
g°.

Quant & la charge critique, ., prévue par le schéma (SH2) & l'ordre &°,

elle est donnée par la résolution de 1’équation :

ATI2E*@) [ 6k,
Dl=—" [Z*x—-1
det[D] o (5/%)\ )
ou [D] vaut :
6k; k,
1— )\ 1%
5]?”)\ 5]ifn)\
1— —t ) 2 1)
5k, 5k,

Enfin utilisant ’annexe E, on peut obtenir la valeur exacte de la charge
critique. Nous pouvons maintenant comparer graphiquement ’ensemble des
solutions exactes, suivant (SH1) et suivant (SH2), sur un méme graphique. On

fixe le parametre multiplicatif ’fc—z = 1 et on fait varier o = %, on obtient les

courbes 2.8 a 2.11. Dans le cas d’une poutre d’Euler-Bernoulli, le parametre
1

a vaut 5.
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Fic. 2.8 — Comparaison de la charge critique avec celles obtenues par homo-

e . _ 1
genelsatlon pour @ = 100

Comme on peut le remarquer sur ’ensemble des graphes précédents, les
schémas (SH1) et (SH2) coincident avec la solution exacte pour € suffisam-
ment petit. Quant & la prédiction des effets de taille (ou effets d’échelle),
c’est-a-dire la dépendance de la charge critique en fonction de ¢, pour ¢ in-
suffisamment petit, le schéma (SH1) au troisitme ordre donne des résultats
satisfaisants pour des valeurs petites du parameétre a (inférieures & 1) alors
que le schéma (SH2) au premier ordre est satisfaisant les valeurs de « suf-
fisamment grandes (supérieures a %) Ceci n’est pas étonnant en regard des
hypotheses du probleme d’homogénéisation correspondants a chaque schéma.
Autrement dit, pour « suffisamment grand, il est recommandé d’utiliser le
schéma (SH2) au premier ordre, alors que le recours au schéma (SH1) au
troisieme ordre est pertinent pour « suffisamment petit. Le cas des poutres
d’Euler-Bernoulli rentre dans cette derniere catégorie. Enfin, remarquons que
les schémas (SH1) au troisieme ordre et (SH2) au premier ordre encadrent

systématiquement la charge critique exacte.

2.8 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre et sur un exemple simple d’une
structure périodique discrete, les principaux concepts nécessaires a 1’homo-
généisation des milieux périodiques discrets. Il convient, tout d’abord, d’adi-
mensionner le probleme réel. Puis de choisir un processus d’homogénéisation
en fonction des ordres de grandeurs des caractéristiques élastiques adimen-
sionnées. Enfin, I'utilisation des développements asymptotiques permet, apres
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Fic. 2.9 - Comparaison de la charge critique avec celles obtenues par homo-

T . 1
genelsatlon pour & = 12

substitution des champs discrets par le développement de Taylor des champs
continus, d’identifier le comportement limite. Il est & noter que les dévelop-
pements asymptotiques et les développements de Taylor doivent étre menés
a des ordres cohérents.
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Fic. 2.10 — Comparaison de la charge critique avec celles obtenues par ho-
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Fic. 2.11 — Comparaison de la charge critique avec celles obtenues par ho-
mogénéisation pour o = 1
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Chapitre 3

Homogénéisation d’un milieu
discret en élasticité linéaire

‘objet de ce chapitre est d’étendre au cas général 'identification d’un

milieu continu équivalent a un milieu élastique discret périodique ayant
une cinématique de translation et de rotation. En effet, le milieu discret étudié
dans le chapitre précédent (le grillage) est constitué de particules identiques
périodiquement réparties dans I’espace. Il s’agit d’un réseau mono-atomique
par analogie & un cristal parfait constitué par un seul type d’atome. En
général, un réseau périodique est constitué de n types de particules. On dit
alors qu’on a un réseau n-atomique par analogie a un cristal parfait constitué
de n atomes différents. Nous verrons que 'homogénéisation d’un tel réseau
suit les mémes étapes que celles qui nous ont permis de traiter le cas mono-
atomique.

Apres un rappel de la mécanique d’un systeme de points matériels, on
définit rigoureusement les réseaux périodiques élastiques puis on pose deux
schémas d’homogénéisation qui seront traités a 1’aide des développements
asymptotiques.

3.1 Equilibre d’un systeme de points maté-
riels

On considere un systeme, S, constitué d’un ensemble de N particules
en interaction entre elles : S = {P', P2, P3 ... PN}, Une particule, P, est
définie par un nombre la repérant de fagcon univoque, elle possede une position
dans I'espace notée 2. Chaque particule possede six degrés de liberté, (u’, ¢'),
3 en translations et 3 en rotations. u’ est la vitesse de la particule P! et ¢’
est la vitesse de rotation d’un triedre direct qui lui est attaché. On définit
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ainsi ’ensemble cinématique du solide étudié par :

(u,9) = {(v',¢"), i=1,.,N}. (3.1)

Les efforts intérieurs sont décrits de la fagon suivante. Pour tout couple de
particule ¢ = (P!, P/) € S x 8,i # j, on définit la force, f¢, et le moment
en P/, m¢, exercés par la particule P’ sur la particule P7, naturellement
{Pj , TS, mc} sont les éléments de réduction d’un torseur noté 7°¢. Pour sim-
plifier les notations, on introduit un opérateur de transposition, f, sur les

couples de particule défini par :
Ve= (P, P)eSx8'e= (P, P).

Par ailleurs, I'action de 'extérieur du systeéme S sur la particule P’ est un
torseur dont les éléments de réduction en P? sont la force iiw . et le moment
mﬂmt. Un tel systeme peut modéliser un assemblage de barres encastrées aux
noeuds et chargées en ces noeuds. Les noeuds sont alors doués d’une cinéma-
tique enrichie. Ainsi tout comme Salencon [Salengon, 1988] I’a mis en oeuvre
sur des systeémes de points ne possédant qu'une cinématique de translation
et schématisant un treillis de barres rotulées, nous pouvons obtenir les équa-
tions d’équilibre pour un systeme de points ayant des degrés de liberté en
translation et en rotation. Sur les treillis de poutre, nous remplagons donc
les rotules liant les barres par des encastrements (figure 3.1). L’équilibre du

>ﬁ

Assemblage reticule Assemblage encastre
F1G. 3.1 — Systéme de barres

systeme S se traduit par deux lois. La premiere correspond a la loi des actions
mutuelles qui exprime que le torseur des efforts exercés par la particule P*
sur la particule P’ et le torseur des efforts exercés par la particule P7 sur la
particule P sont opposés :

=0

3.2
m0+mtc+iCALC:0 ( )

Ve = (P, P?) i #j, TC+T“’:0<:»{
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Notons ¢ = g (@Z + QJ) le point milieu du couple de particule ¢ = (P*, P?)
et 1° le vecteur P/P. Par convention, on posera pour toute particule P? :

i(Pi’Pi) =0et m(Pi’Pi) = 0. Nous introduisons une fonction indicatrice x;
définie par :

xjle) = 1 sic= (PP

= 0 sinon (3.3)

La seconde loi fondamentale de la statique stipule que le torseur de tous les
efforts s’exercant sur la particule P? est nul. Ceci peut s’écrire :

£+ x©f=0

“ext

VPI e S, . ¢
ml, + Y x;j(c)m® =0

(3.4)

En utilisant les éléments de réduction au point ¢ du torseur des efforts exercés
par P’ sur P/, T¢ = {g, ic,mc}, la loi des actions mutuelles (3.2) s’écrit :

Frfe=0
me+1m° =0 (3.5)
avec m° = m- + %Ic/\f

Pour faire apparaitre les déformations généralisées discretes, nous allons étu-
dier la puissance des efforts intérieurs en exploitant la loi des actions mu-
tuelles (3.5). On consideére les sous-systemes S’ constitués de deux particules
de §. L’écriture de la puissance, Py (S') des efforts intérieurs du systéme
S’ = {P! P’} étant égale & I'opposé de la puissance des déformations, il
vient :

Pt (8) = ~Pus(8) | |
_ i@.yj_kfagq_'m?.?] +mt0.gz
— ic'(ﬂj_ﬂi'F ;)JA(Qi_i_Qj))

+1h° - (¢ — ¢')

- (')
On voit ainsi apparaitre deux “déformations” d° et §° définies par :
. e . .
d’= (E —w S A (9Z+9”))
o= (o'~ ¢)

(3.6)

Les relations suivantes sont évidentes : d° = —th et 8 = 8
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3.2 Ecriture du comportement élastique li-
néaire

On se place dans le cadre des hypothéses des petites perturbations, aussi
dans la suite u est un déplacement infinitésimal et ¢ est une rotation infini-
tésimale. On introduit ’énergie de déformation H, d’un couple de particule ¢
qui ne dépend que des déformations généralisées du couple impliqué. On ne
s’intéresse ici qu’a des interactions ne mettant en jeu qu’un couple de par-
ticules. Aussi aucune autre énergie élémentaire n’est a introduire. L’énergie
H_., quant a elle, a les propriétés suivantes :

— H. = 0 si le couple de particule n’est pas connecté, ou par convention

si ¢ = (P, PY),

— H,. doit étre invariante par la composition avec n’importe quel mou-
vement rigidifiant du couple c. Aussi 1’énergie, H., pour un couple
¢ = (P*, P%) est fonction des déformations généralisées d° et §°. Cette
énergie s’écrit donc H, (d°, §°)

— H., pour un couple connecté, est une forme quadratique positive par
rapport aux déformations du couple ¢, & savoir d° et &°.

- H c = Htc.

[’expression de H. peut s’écrire tensoriellement :

Hc: (gc'éc'QC-FQC_iC'éc'QC-FéC'gc'QC) (37)

N =

ou A° et C° sont symétriques. Enfin I’énergie de déformation de la structure
est la somme des énergies élémentaires H,, elle s’exprime alors par :

¥ (wd) = 5 Y H (&)

ceC

ou ’ensemble, C, des couples connectés est définipar:C = {c € § x S | H. # 0}.
Nous pouvons naturellement utiliser la dualité pour déterminer les forces, f¢,

et les moments en ¢, ¢, pour chaque couple de particules ¢ = (P, P7). La
relation reliant cette réduction du torseur en ¢ aux déformations du couple

c est :

. O0H, .. 0H,
i - 86_16 , M- = 8éc (38)
En injectant (3.7) dans (3.8), on obtient la relation :
c — AC . C BC . c
F=a4 d+B 0 (3.9)

mc :Téc . dc :gc . éc
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On peut réécrire la relation de comportement pour exprimer (f¢,m°) en
fonction de (d°, 8°) . En effet,

me ;c__ic/\lc

I
3

|

/™~

!

+

®

®

=
~——

S

+
TN

Q

_|_

o

®

!
~——

h

d
c _ é dc+g _éc.
En prenant ’exemple d’interaction entre particules de type poutre d’Euler-
Bernoulli, on a (voir ’annexe D) le comportement élastique linéaire suivant :

Fo=ki(d°-t°) -t + Ky, (d° - mf) 0§ + Ky, (d° - m5) M3

m’ = kg (0°-t°) - t°+ ky (8° - n§) n§ + ky (6° - n§) n§

ot le repere local du couple de particule (£°, n$, nS) est représenté sur la figure
3.2. Les constantes ki, ky,, kn,, ko, ky, kg sont identifiées pour exprimer exac-

F1G. 3.2 — Repere local attaché & un couple de particule ¢ = (P?, P7)

tement I'énergie d'une poutre d’Euler-Bernoulli dans I’hypothése des petites
perturbations. Si nous utilisons [, .S, I, E, G qui sont respectivement la lon-
gueur, la section, I'inertie suivant la direction considérée, le module d’Young
de la poutre et le module de cisaillement, ces coefficients sont donnés par :
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ES 12F I 12F I, G1I, EI,
kt:—7 n125737 nQZTakGZ—akTP:—

! ElL ! ! (3.10)

3.3 Probleme bien posé

Dans la suite, on suppose que le systeme discret S n’autorise pas de
mécanismes internes. Plus précisément, ’énergie de déformation est nulle si,
et seulement si, les déplacements sont ceux d’'un mouvement de corps rigide :

U (u,¢)=0&V(j),d=¢)=0¢,u=u+¢A(z" — )

Un type de probleme bien posé sur S consiste a partitionner S en deux
sous-ensembles disjoints S = S¢ U 8¢ ou les déplacements, y{ 4 €t ﬂ 4 (res-

: - j j : d (1es.
pectivement les efforts extérieurs f7 0 (o) O Moy (¢)) sont donnés sur S¢ (res

pectivement S§¢). Le probléme est alors de minimiser ’énergie potentielle :

V(wd)— D I, W rml, ¢

PigSe

sur I’ensemble des champs cinématiquement admissibles, c’est-a-dire, 1’en-
semble des déplacements et rotations (g, Q) tel que :

j d i nyd
VP’ € §%, yj—g(d)

J — AJ
9 - Xy’

De maniére équivalente, on pourrait résoudre les équations d’équilibre asso-
ciées (3.4) avec P? € 8¢ en y injectant le comportement (3.9) sur le méme
ensemble des champs cinématiquement admissibles.

Naturellement, il existe d’autres types de probléme bien posé avec des
“données mixtes” sur les composantes des efforts extérieurs et les compo-
santes des déplacements nodaux. L’unicité de la solution est assurée des que
I’ensemble des champs cinématiquement admissibles ne contient aucun mou-
vement de corps rigide non nul.

Passons maintenant & ’analyse dimensionnelle du probleme. On définit
le diametre, L, du systeme étudié comme la distance maximale entre deux
particules de ce systéme, soit L = Max |z’ — z7|. De maniére similaire, on
définit la longueur | = Max ¢ |l.| comme la distance caractéristique entre
les noeuds connectés. Afin de se ramener a un probléeme sans dimension, on
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introduit de nouvelles variables sans dimensions que 1’on indice par une étoile,
on écrit :

Ainsi, les déformations pour un couple ¢ = (P*, P?) s’écrivent :
d’=1Ld*", §6=38"°

avec

d*c:g*z_y*] +L*C/\ %7 OflLC:LL*C.

On choisit une norme sur les tenseurs exprimant le comportement. On intro-
duit les grandeurs :

A=Max|A°|, B =Max|B*|,C = Max|C"|

ceC ceC

Introduisons une valeur de contrainte de référence, o, définie par :
o=A*"

ol d est la dimension de I’espace (d = 2 ou 3).
On définit aussi deux longueurs liées au matériau [, et [. données par :

B=ol"', C=ol¢
Le comportement adimensionnel A*¢, B*¢, C** est alors donné par :

éc _ A*Cald_Z, éc — é*cdlg_l, gc — g*co_lzl

et, on établit facilement que le comportement réel d'un couple ¢ :

ic — éC.dC+§C.éC
¢ = B¢ d°+CC 8

s’écrit sous la forme adimensionnelle :

l d—1
*c €*d72A*c_d*c+g*d—1 (%) E*C'é*c
l d—1 l d
m*c _ g*dfl (713) té*c‘d*c‘i‘:f*d (f) g*c_é*c
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ou

* l *C fc A %C mc
g = -, = — , m = —.
L ! olLd-1 olLd
) ) A . b
Trois rapports de longueur apparaissent alors : £* = T ot = 7 et B = T
Dans I’équilibre sans dimensions, on obtient :
£+ %@ =0
VP € S, ei .
meajct'i‘ZXj (c)m™ =0
¢ (3.11)
avec m*():m*c_"_ii*C/\L*C’
£ m
* ~ex *J Zext
Iemjt T oLd-t et Moy Ld

3.4 Réseau périodique

Jusqu’a présent le matériau était quelconque, nous le particularisons en
le rendant périodique. Le matériau est maintenant vu comme un ensemble
dénombrable de particules, S, positionnées sur un réseau périodique remplis-
sant ’espace. Toutes les cellules de base contiennent pour un marériau donné
le méme nombre de particules, n, ce qui définit le caractére n-atomique du
matériau. La figure 3.3 donne deux types de matériau en deux dimensions
de structures atomiques distinctes. Nous appellerons Y une cellule de réfé-
rence du matériau ou « est un jeu de trois entiers relatifs repérant la cellule
au moyen d’un référentiel fixe, (a;,a,,a;), orienté suivant les orientations
périodiques de translation. Les longueurs de ces vecteurs ,|a,|, [as|, |as| tra-
duisent les dimensions de la cellule et sont caractéristiques du matériau. Une
particule, P%* est définie par sa position dans ’espace &' ot 1 = 1, .., est
le numéro attaché a la particule dans la cellule de référence Y2. Ainsi n est
le nombre de particules dans une cellule de référence et nous posons :

1

1
YQ:{@le-gl—i-xg-gg-l—xy,-g?,,xke [ak—§,ak+§[}.

On introduit les fonctions indicatrices x,; définies par :

Xai(c) =1 sic= (P2 Pei)
=0 sinon.

80



,,,,,,,,,, Limite d’une cellule de base

Type 2
Connection
Particule
Type 1
Mono atomique Bi-atomique

Fia. 3.3 — Différentes périodicités de connexion.
Le systeme particulaire S s’écrit alors : & = {P%' o € Z3,i € [1,n]}. La
périodicité de S se traduit par :

Vie[l,n], z¢'eY<

Vi e [1an]a (Q, é) € Z67 PQ,ZPEJ = Qﬁﬂ - &Q’z = (ﬁk - ak) a;
On désigne par 5% le sous-ensemble des particules situées dans la cellule Y&
dont le centre géométrique est : 2% = - @y + a9 - ay + a3 - 3.

Ici chaque particule possede six degrés de liberté, (yg’i, Qg’i), 3 en trans-
lations et 3 en rotations. On définit ainsi

(v, 0) = {(u*',¢*'), i=1,..n, a € Z°}. (3.12)
Tout élément ¢ de S X S peut s’écrire sous la forme : ¢ = (Pé’j , Pg’i). Un

couple est orienté par I'ordre des particules le composant ((Pﬁ’j ,Pg’i) #*
(Pg’i, PE’J)). Pour tout couple, ¢, un vecteur de connection est défini par :

Ve = (PEJ, pg,z) €ESxS, 1= Pt pbii — Qﬁa — %
On introduit un opérateur de transposition, . défini sur S x S par :

Ve = (P29, P2%) € 8§ x 8, c = (P, PE) .
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On définit aussi le groupe de translation, 7,, sur § x & par :
Vl c Z3, Ve = (péaj’pg,i) €S xS, 7 (c) _ (Pﬁ+1,j’pg+1,i) .

Au moyen de ces nouveaux opérateurs et grace a la périodicité du systeme,
on peut définir un générateur fini des couples connectés. Pour ce faire, on in-
troduit I’ensemble des couples de particules, noté G = {c',...,c™}, constitué
de m couples tels qu’aucun couple ne soit le transposé ou le translaté d’un
autre :

VIEZd, V(ci,cj) €EGxGlc#d, Tl(ci) £ ¢

Par convention, nous noterons : ‘¢’ = ¢~*. L’ensemble des couples connectés

engendré par G, noté C}, est, par définition, I'ensemble des couples obte-
nus par translation et transposition des éléments de G. Plus précisément,

introduisons G* = GU'G = {¢™,...,c7},c!,...,c™} alors,
=@, c=Jn@E)=Ccu'c
yezd yezd

On peut maintenant poser la définition :
Definition 1 Le couple c € Cf, est de type k, k = £1,...,£tm, si et seule-
ment St :

Ay, 7 (c) = c”.

Pour ¢ = (Pg’i, Pﬁ’j) de type k, on note [c] = k le type de ¢, [c = i le type
de la premiére particule de ¢, et ¢] = j le type de la deuxiéme particule de
c. Il peut étre commode d’introduire une autre partition de C¢, de la facon
suivante. On définit G*¢ comme ’ensemble des couples de G° ayant subit
une translation qui ramene leurs deuxiemes particules sur la cellule Y4 :

Gha {c, ¢ = Tas(c)] = (Péu',Pz,i) € Gs}

Il est clair que :
Cé = UpnezaG*<.
On définit maintenant les fonctions C-périodiques sur C par :
[ est Ci-périodique < V (c,7) € C& x Z°, f (7’1 (c)) = f(c)
[ est Cg-périodique < V (c,7) € Cq X Z4, f (7’1 (c)) = f(c)

f a donc 2m ou m valeurs possibles suivant qu’elle est C}-périodique ou Cg-
périodique. On note f(c) = fl9 ot f* est la valeur associée au type k. Nous
pouvons écrire le théoreme suivant :
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Théoreme 2 C-sommation Pour tout f C}-périodique,

Va € 24 Y xai(©) f(e)= D f©)=D_(fF+r7)

=1 ceC ceGSH &

L’énergie d’interaction H, d’un couple de particule c¢ est clairement Cg-
périodique ce qui implique la Cg-périodicité de tous les tenseurs de com-
portement A, B¢ et C°.

On suppose de plus I’absence de mécanisme interne sur ’ensemble du
réseau périodique (qui est infini), ce qui signifie que seuls les mouvements
rigidifiants du réseau annulent I’énergie de déformation du systeme soit :

Y H.(u,¢) =0 VP €S,

cECq

{ =U,+ P, Az
™ = @,

On rappelle que I'énergie d’interaction H, est une forme quadratique positive
par rapport a d, et 4. Un réseau périodique, R, est donc géométriquement
défini par un triplet R = {S8° G, 7.}, S donnant le générateur des particules,
G le générateur des couples, 7. 'opérateur générant le réseau (et donc le repere
de périodicité).

Enfin a partir de tout réseau périodique, R, nous pouvons en définir des
réseaux e-homothétiques, eR en effectuant une homothétie de rapport € sur
toutes les positions des particules. On obtient ainsi I’ensemble de particules
du réseau e-homothétique ¢S = {P. = ¢ P, P € S}, et 'ensemble des cou-
ples €S x 8. Ainsi le réseau e-homothétique, eR, est défini par le triplet
{eS% eG, 7.} o :

£S"={P.=cP,Pc 8%
G = {c'; - (Pg”, Pg”) Jck = (P89 Pai) € Gk € N}
Ve, = (Pﬁ’j ,Pg’i) € eC,men (cc) = (Pgﬂ’j,Pfﬂ’i)

Naturellement les positions £2* se sont transformées en positions ' =
a,t —
eTY" et Xq,i (Cc) = Xai (©)-

3.5 Le probleme d’homogénéisation discret

Maintenant que le milieu discret est bien décrit et que les définitions s’y
rattachant sont posées, nous allons commencer la description de I’homogé-
néisation du milieu discret proprement dite. En premier lieu, nous posons
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le probleme de changement d’échelle sur lequel vont s’appuyer les dévelop-
pements asymptotiques. L’analyse dimensionnelle de la section 3.3 a montré
que tout probléeme d’élasticité bien posé sur une structure constituée d’un
réseau périodique dont la taille caractéristique de la cellule élémentaire (son
diametre par exemple) est [, peut se ramener a un probléme adimensionnel
homothétique posé sur un réseau périodique dont la taille de la période est
¢ fois I'unité ou € est le rapport entre [ et le diametre de la structure, L.
Le principe de I’homogénéisation est de remplacer le probleme posé sur la
structure discrete par sa limite quand ¢ tend vers zéro.

Soit R un réseau périodique dont la cellule élémentaire, Y, est de taille
unité. On considére dans la suite un domaine régulier fixe, €2, occupé par
le réseau homothétique eR. On impose des conditions d’encastrement sur le
bord de 2 :

Q,t Q,t g%,i. =0
VP € eS/PY ¢ Q, { 5 = 0

Pour les efforts extérieurs, nous les supposons dériver d’efforts volumiques
continus indépendant du rapport d’homothétie . Ainsi en toute particule
P% e Q ona:

‘ et |Y] ; ; gt |Y| .
Ii:t’ & - n Eewt (mg’z) et m%:gf, e~ Tgewt (wg,l)

e —£

ou F, , et C,., sont des champs continus définis sur €2.

Nous introduisons deux types de e-comportement différents qui nous
conduiront a deux problemes d’homogénéisation différents par la suite. Le
e-comportement s’exprime comme :
fi=A;-d + B

i = 'B.-df + C° - 6
Dans le premier schéma d’homogénéisation, on considére une suite de pro-
blemes réels homothétiques ou les longueurs caractéristiques I, I, et [, intro-
duites dans I'analyse dimensionnelle restent constantes, et L tend vers I'infini.
Dans ce cas, les grandeurs adimensionnelles éz, ég, gg sont de la forme :

ég :5d_2é*c
Ve>0, Bf=¢itB*
gzgdg*c

ou A*¢, B*¢, C"° sont C&-périodiques. Ce type de comportement correspond
par exemple a 1’étude de structures , constituées d’un matériau vu comme
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un assemblage de poutres définies ou on fait tendre uniquement la taille de
structure vers l'infini.

Dans le second schéma d’homogénéisation, on considére une suite de pro-
blemes réels ou la longueur caractéristique [ est constante, [, [. et L tendant
simultanément vers I'infini. Ce schéma est pertinent lorsque les longueurs /j,
le, L sont du méme ordre. Dans ce cas, les grandeurs adimensionnées éz, éz,
QZ’ sont de la forme :

Ac—gd ZA*C
\V/5>0, BC—Ed ZB*()
Cc_ d— QC*

ot A*¢, B )¢ gont Cé-périodiques. Nous nous retrouvons ici avec un
comportement reel qui se rigidifie en “flexion”(C“) et en “effort tranchant”(B")
lorsque ’on augmente la taille de la structure réelle.

L’équilibre s’écrit, indépendemment du e-comportement, sur la nouvelle
configuration e-homothétique :

aZ +ZXO¢Z .f _O

ewt £

VPt
’ ewt € + ZX&Z m =0

Nous avons défini deux problemes d’homogénéisation qui peuvent se résumer
de la facon suivante sur la e-configuration.
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Probleme d’homogénéisation

— Un domaine régulier fixe (2.
— Fixation de la cinématique hors de €2

VP € cS/P% ¢ Q, { o

£

— Définition des efforts extérieurs de la forme :

el Y]

fa’L

< exte Ee;ct (Q%i) et m2

ezts_

— Equations d’équilibre :

a 7
—e:ct € + Z Xai
—eact € + Z Xa 1

VPt

— Cinématique

. ¢ ¢ﬂ,J
@ = ur - ppnE TS

£
pour ¢ = (P, Pﬁﬂ) 1=z — 22

— Définition du comportement

=0
i=
ey ;
Lgezt (Q%, )
=0
5= g g

fo=A-di+ B & mni="'B-di+CC-6

1. | Schéma 1 (SH1)

Az — Sd_QA*C, B¢ = Ed_l E*c’

c __ _d *C
ce=sic

2. | Schéma 2 (SH2)

A€ = 8d_2A*C, B¢ = 6d72§*(2)c’

Cc = 8d72g*(2)c

'
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3.6 Développements asymptotiques de la ci-
nématique

A Tinstar de la démarche adoptée dans le passage du niveau microscopique
au niveau macroscopique des milieux continus de la section 1.6, nous allons
utiliser un développement asymptotique de la cinématique. On substitue les
champs discrets par la trace de développement asymptotique continu. La
cinématique discrete de translation, u2?, et de rotation, Q;y, en la particule
P& gécrit

=Up (22') + e U (22) +°U5 (22) + ...
0] (a0 1 0@ (o) + 0} (20) 5

—&

ou U}, ®) sont des champs continus définis sur 2. A partir de ces nou-
velles express1ons des champs discrets, nous en déduisons, pour le couple

de particules, ¢, = (Psﬂ’i, Pg’]), une premiere expression du développement

asymptotique des déformations discretes généralisées définies par (3.6) :

&= (Uj(@) - U (2F))
] (Q,i (@) -1 (22) + £ 1 (2 () + 2} (gé’j)))
e2<gé( ) - Uh (22) +

A (@ (22) + @f (22) ))
“+...

= (2 (e2) — 24 (o) < (2 (@) - 2 (o))
+" () (22) - 24 (277))

+...

M||“<;l\3||“c§

On effectue les développements de Taylor autour de la particule ol 'on re-
cherche I’équation d’équilibre. Il est a noter que I’ordre du développement de
Taylor doit étre cohérent avec I'ordre du développement asymptotique des
équations d’équilibre. En outre, tout comme dans les équilibres de la sec-
tion 3.7 le cararactere unique du développement asymptotique pour toute
valeur du rapport de taille, €, conjugué avec le caractere dense du systeme S
permet de passer a des égalités fonctionnelles. Ainsi de fagon formelle on a

quelque soit ’ordre recherché en se ramenant en la particule P— du couple
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. = (Pg’i, Pgé’j> de type k :

d = dy (zg’]) +edy (@?”) +e%dy (@?’j) +..
8 = di (gg’]) + eé[f] (gg’j) + 52§[;] (gg’]) +...

ol d*etd” sont des fonctions continues données par :

et Vr > 1,
c c c - 1 c P c p_l
di=uvl-Ul+y UL, 0V (3.13)
p:l
lc : : r—1 1 [ ) -1
5 A <‘1>r_1+‘1’ 1+Za‘1’r—p—1 AN ®)
p=1
et Vr > 1,
T 1 _1
6[61 — (}[c _ @C} + _ancfp é Zp Lc p

Zr =r =r ]
p=1""

Remarquons que les champs c_lf etd’ k (resp : Qf et 4, k) ne sont pas opposés
a priori.

Avant d’aborder concretement I’étude des deux problemes d’homogénéisa-
tion, nous allons dans un premier temps nous intéresser aux développements
des équations d’équilibre. Les équilibres écrits en efforts sont indépendants
du comportement retenu, leurs développements asymptotiques sont donc les
méme pour les deux schémas d’homogénéisation ce qui va nous permettre de
construire des définitions des contraintes macroscopiques indépendantes du
schéma adopté.
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3.7 Développement asymptotique des équa-
tions d’équilibre

Le milieu discret ne connait que des forces et moments appliqués en des
points discrets et réduit en ces points. Ainsi nous ne possédons, pour un

couple ¢, = (Pg’i, P’H’]) que la valeur de la force fc exercée par la particule

P sur la particule P— , et la valeur du moment m exercé par la particule

P2 sur la particule P* réduit en la particule P* Nous allons supposer
que ces valeurs sont issues de la trace de champ continu en fonction du point
de réduction du torseur. Les équations d’équilibre en P%* s’écrivent :

Eewt (Q%’Z) = 0

me £+
d‘ | (3.14)

y .
ng,i ¢ m§+8TQm (') = 0
Cc

2 IYI

Pour ¢, = ( Pg’i, Pgﬁ’j) de type k, on suppose que les efforts de contact iz et

m¢ sont la trace au point gg’j d’un champ continu ne dépendant que du type
de ¢, et dont on cherche le développement asymptotique. Ainsi, on écrit :

o= gd*[ﬂg <§§’j) +eF} (g?’j) +...
+e! F (g?’j) +]

3
|

¢ o= et (22) e Mt (227) + .
+e? M (gg’j)+---]

E; et M ; sont des champs continus définis sur €2 indépendants du rapport de
taille £. On peut vérifier a posteriori qu’on peut commencer le développement
asymptotique a 1'ordre €4~!. Nous allons maintenant réinjecter les nouveaux
développements asymptotiques dans les lois d’action mutuelle. Nous obtenons

ainsi pour tout couple ¢, = (Pg’i, Pgﬁ’j) de type de connection £ :
fC + ftC
= g Q(Fk (wg’J) + Fy* (x2) —|—6<F’c (ms ) + Fr* (z2 ))

+.+ el (E’; (gg”) + F* (@%”))) +-

= 0
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On introduit les champs asymptotiques contlnus en effectuant un développe-

ment de Taylor autour de la particule P— , la premiere loi d’action mutuelle
devient en regrouppant les termes par ordre du développement asymptotique :

0= =1 |F+ Fp*

+e(£’f+£;’“+£§k®z-£’“2
e (Fs+Fy*+FiF @V -1

1
+§Eg’“®z®z:;’“®y“> +}

Par identification a chaque ordre, un systéme apparait naturellement :

(( Fj+E," =0
Fry+FF+FiPoV - 1F=0

J FirFF+ PPV -1 (3.16)
1 .
+§Ea’“®2®z:ﬂ“®£’“=0

q 1
Fe=0

Ff+ F; ’“+Zl,_q oVl

\

On applique le méme schéma sur la deuxieme loi d’action mutuelle o un

couplage apparait entre les développements asymptotiques de la force et du

moment. On rappelle cette loi avec les mémes particules mises en jeu :
mi+m N =mE+m + L AF=0 (3.17)

Nous prenons 1'une ou l'autre des équations et nous lui réinjectons les
développements de Taylor pour tout ramener en la particule 7. Nous ob-
tenons alors :

me+m+1FAfe
_ 5d_1[M’5+M6k
+e (MY + M*+ M;* @V -1 +17° A FJF)

+e? (ME+ M+ MTF eV 1 (3.18)
1
+§M5k®Z®Z:Lk®Lk+L_kAE1—k> +]
=0
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en annulant (3.18) ordre par ordre, on obtient :

(M} +M* =0
MY+ M+ MOV P+ 1" AFF =0
M;+M," + M ¥V - 1f

1
< +§Ma’“®2®z:g’“®g’“+r’m£;’“=0 (3.19)

kql

M+ M* +Z o M Feovil

| HUPAEE 1_0

De la méme fagon, en injectant les développements asymptotiques dans (3.14),

on obtient :
( c
ZXg,i (c) EE)] =0

ceC

a4 Y
D Xasi (0) FY+ %Em =0

Va,i { ecec (3.20)

Z Xa,i (€) EE;C] =0

\ ceC

4 C
ng,i () My =0

ceC

Y
ZXO& i + u(j’ewt =0
Va,i { ‘e (3.21)

Z Xayi (€) ME;C] =0

\ ceC

En sommant chacune des équations sur i pour « fixé, et sachant que les
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k

champs F'/, M ’; sont C& périodiques, on obtient d’apres le théoreme 2 :

S Xai(0) EY = Y F{+F*

(

i=1 ceC k=1
n P % = -
szg’i (C) E[1]+ %Eezt = ZEIIC+E1k+ ‘Y‘Eezt

Va,i § 5 cec k=1

55 e (0) F SR

\ =1 ceC k=1

DD Xai (e) M = > M+ My

1=1 c€&C k=1
n . m ~ Y
DD el M+, = §:M§+M1k+—' c..,
VQ,Z < =1 ceC k=1 n

2D X (€) M = > MMt

\ =1 ceC k=1

En utilisant (3.16) et (3.19), on obtient les équations :

@go—i_ﬁewt =0
div ¥ = 0 Vg>1

divM —e: X — 0 Vg>1
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avec

1 m

o= [Fr o]

= Y] k=1
1 m

Mo= 7> [Miol]

— Y] k=1

puis, ¢ > 1 (3.22)
1 g+1 1 m ! . I—1

=T Y& [ZESH_l@ "V

T =1 " Lk=1

1 q-I—ll m \ ! L 1
q:mz—! D My, el Ve
k=1

=1

Les contraintes macroscopiques définies par :

— Tp+eS+---
= Mo +cMi+--

= It

vérifient alors les équations d’équilibre :

d.ﬁg_g : §+Qemt

I
e

3.8 Le premier schéma d’homogénéisation (SH1)

Avant de pouvoir intégrer, a chaque ordre, la cinématique ainsi approchée
dans les équations d’équilibre obtenues dans la section 3.7, nous devons la
relier aux contraintes via le comportement. Dans un premier temps, nous
allons nous attacher au comportement asymptotique issu de ’analyse dimen-
sionnelle (voir section 3.3) pour le schéma (SH1). Pour mémoire, il s’exprime
sous la forme de I’équation :

fg — 5d_2Ac . dg + Sd_l Ec . ég
L = € =
mg — mg-#fz/\;=8d_1t§c'dg+5dgc'§§

En injectant les développements asymptotiques de la cinématique (3.13) et
ceux des efforts (3.15) dans les équations de comportement, puis en identifiant
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ordre par ordre, on obtient les systemes suivants, pour « fixé :

Ac-dy =0
Fl = A° dn+1+BC-6[“] n>0
ME)C] = 'B° do

ML, +3FINE = B dl + 008 n>0.
En ajoutant aux équations précédentes les développements asymptotiques de
I’équilibre (3.20) et (3.21), on obtient les systémes suivants :

([ les équations d équilibre,

ZXaz () —0

ceC

Vi € [1,n], 4 le comportement,

A dil = 0
M([)d — ti . QBC]

la cinématique,

| & =Uf -Uj

(les équations d équilibre,

ZX‘“ 0 _0

ceC

. Y
ZXQJ (c) My + ‘n—‘gm =0
ceC
viell le comportement,
i€[1,n], < EEC] _ g_g[ﬁ]_{_g_égc]
M[lc] _ g-d[lc] +g_§([)0]
la cinématique,
d? = vl-vl+ulev.-r
lC
+_§ A (QE + Qo])
\ é([)C] = 2([)6 - Qg]
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Vi € [1,n], <

Vi € [1,n], 4

(les équations d’équilibre,

ZXOM +mFe;ct_0
ceC

ZXaz 2 —0

ceC

le comportement,
FY' = Ac.df+Bc 5}
MY = Bredf+Ce o
la cinématique,

c c c c c 1 ¢ ¢ ¢
di = Uf-Uj+Ufev I'+ UfeveV:I'al

lC
+3A(¢“+@4+U“®ygy)
8 = d-_dltdlov.I

les équations d équilibre,

ZXaz 1—0

ceC

D Xayi () M =0

ceC

le comportement,
F9, = Ac.d94 Be.§"

\

Zr—1
M = g.dr +g'§£ﬂ1
la cinématique,
df = U~ U°+Z U, vy
=1
l° [ ] — 1 c p p P21
+_§ A Qr—l + Qrfl + Z Hérfpfl ® z : L
p=1
r—1 1 [ P » p—1
&11 = §£—1 - Qr]—1 + Z Egr—l—p ®V-I°
p=1""

ol on rappelle la définition des tenseurs :

Bc

~ B+ le: @A

, Ce=C'+e:l'0 B°

On reconnait, dans les systémes ci-dessus, la structure classique des pro-
bleémes en cascade des développements asymptotiques comme Suquet [Suquet, 1980]
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I’a mis en évidence pour les milieux continus classiques de Cauchy. On se re-
trouve avec des systémes linéaires a chaque ordre permettant de déterminer
les nouveaux termes asymptotiques cinématiques en fonction de ceux d’ordre
inférieur. Pour obtenir les inconnues, le systéme global a étudier pour chaque
couple de terme asymptotique doit mélanger les ordres. En effet, si I'on
cherche, pour avoir les systémes bien posés, a déterminer ({U,},{®,}) avec
{U.}=(U;, - ,U}) et {®,} = (®,, -, ®), il faut prendre I'équilibre en
force & l'ordre " et I’équilibre en moment & ’ordre e"™!. On peut maintenant
déterminer ces systémes en cascade a résoudre en réinjectant la cinématique
dans les équilibres. On fait alors apparaitre des opérateurs discrets a la fagon
de Boutin [Boutin, 1996] permettant d’écrire de maniére plus synthétique le
probleme étudié. On introduit donc l'opérateur L, et la suite d’opérateurs
(S7),en définis, avec {U} = (Ql, ‘.- ,Q”) et {®} = (Ql, e ,Q”), par :

Lali] ( f[% > _

Z [éc (Q[c - QC] + g A (i[c +ic}>) +§C (i[c i gc]):|
CEGS/C]:i

B° _yd 5 [ ‘I ) ¥ (Ple — P ]

Ceg]_i[é (Q u +2/\(i +Q> +C (g Q)

puis, pour les opérateurs sur les termes de source on a :

() -

Z |:§c (Q[C®ZLC+ICA<Q[C®V LC>):|
c€EGS [c]=1
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+C"- (Q[“ ®Z-LC)]

puis au dela, pour les opérateurs d’ordre r supérieur a 2, on a :

0()-

1 T r r—1 LC
> A“-<—,Q[C®z-f +
- r. 2

cEGS [c]=i

r—1 r— r—2
+B°- (Q[C ® VI ®>

Vie[l,n], Lali ( (T} ) _0

el 1 ( g ) =-sia () -5 g

Vie([l,n], Lgli] ( Egﬁ ) T ( Egg ) — S2[i] ( {Qoo}

et ({5 ) =-si( {5y ) -su () -su (5
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puis & tout ordre r, on a :
weln w7 ) = (Z il () )) (3.24)

Pour déterminer les solutions cinématiques de ces systemes successifs, lorsque
’on parcourt ’ensemble des types de particule (7 allant de 1 & n), nous faisons
appel a des résultats d’algebre linéaire [Lelong-Ferrand et Arnaudies, 1978|
pour I’étude de 'opérateur Ly. On introduit :

Definition 2 Un systéme d’équations linéaires est dit compatible s’il ad-
met au moins une solution, et incompatible dans le cas contraire.

Pour que le systéeme ainsi constitué de n batteries de d équations pour un
espace géométrique de dimension d, soit compatible, il y a une condition
nécessaire et suffisante sur les termes asymptotiques d’ordre inférieur consi-
dérés comme des termes de source. On a effectivement autant d’équation que
d’inconnues, mais 1’étude de I'opérateur L; montre que le systeme linéaire
étudié n’est pas inversible.

En effet, la résolution en U, ® sur 'espace, V¢ . des champs discrets

per?
Cé-périodiques du systeme de n équations linéaires :
n,(WYh)y_|¢
{2} h
oun g = (g) - et h = (@i)ie[l,n] correspondent & n vecteurs fixés, est
= =i/ icliyn ’

équivalente a la minimisation de I’énergie potentielle :

1
5 ZQ[C] : éc . c_l[c] + 2§[c] : B : c_l[C] + +§[C] L C° Q[c]

c%ﬁ
Y g U'h 2
=1
avec
] e grd . L e | ad
dd = U Q+2A(¢> +<1>)
Sl — Q[C—QC]

Y

sur I’ensemble des mouvements périodiques. Sachant que, par hypothese,
I’énergie de déformation ne tolere pas de mécanismes, elle s’annule sur I’en-
semble des mouvements périodiques rigidifiants, ¢’est-a-dire ’espace des mou-
vements de translation constante et de rotation nulle, noté Rf,.. Dans ces
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conditions, le minimum de 1’énergie potentielle existe si, et seulement si, la
forme linéaire .
U} ; ;
l<{— ): g -U+h - 9
(@) ) =20 Uthi®

est orthogonale (au sens de la dualité) & R, soit :

V{Q},l({%}>:0

n
ce qui se traduit par : Zgi =0.

=1

Lemme 3 (inversion de L; pour (SH1)) Soient deux n-uplet de vecteurs

g et h, Uéquation :
(1)-[:]

admet une solution unique a un champ constant pres, si, et seulement si,

n

D> _g;=0. (3.26)

=1

Cette relation (3.26) est appelée équation de compatibilité (SH1) du systéme
(3.25).

La condition de compatibilité correspond a la nullité de la somme des termes
de source sur les composantes d’équilibre en force.

Quand a la résolution proprement dite de chaque systeme, on utilise le
théoreme suivant :

Théoréme 3 (Rouché-Fontené) Si un systéme linéaire est compatible, sa
résolution équivaut a celle d’un systéme quelconque d’équations principales.
Pour résoudre un systéme d’équations principales, on donne des valeurs arbi-
traires aux inconnues non principales, et les inconnues principales sont alors
déterminées par un systeme de Cramer.

On peut fixer des valeurs arbitraires aux inconnues non principales, ou bien
imposer des contraintes linéaires sur I’ensemble des inconnues. Ce choix étant
fait, on peut donc maintenant écrire les solutions de nos problemes successifs.
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Le premier systéme de (3.23) impose a ( {QOO} ) d’étre dans le noyau

de L,4, c’est-a-dire :

vV (i,5) € [L,n)A U, =U) = U,

Ceci signifie que le premier terme du développement asymptotique de la
translation est indépendant du type de particule du matériau. En remarquant
que d’ordre en ordre, on retrouve la structure du systéeme de ’ordre précédent
auquel on rajoute un terme de source, on obtient, grace a la linéarité, et
par l'introduction de tenseurs de localisation solution des divers problemes
auxiliaires, les expressions suivantes :

(

U = Uy+X U@V +P -C,,

. 1 ' .
@ = §g!QO®V+XJ ‘U0®V+£¢'Qm

U, = U2+XJ U1®V+Y9 U,V eV
+Q Cewt®V+R 'Eewt

. 17— .
a = Egzgl®z+xizgl®z+y?g(]@z@z
—¢ -

Uy = U,+X:U, éV+Yﬂ U,eVeV

+Z0 - U0®V+S 'C®V+T :F,,0V

—u

. 1 .
® = je:U,0V+X':U, OV+Y ‘U oVeV
=9

2
+z ', eov+8 ‘c,, (OV+T Fpy®V

\ —¢ =

avec fixation d’une translation :

X1_0 Y1—0 Z'=0

—=u
et symétrie des X; et des X7 :
f—r —
Xl]hlc = lekh'

Les problemes des ordres suivants se résolvent de la méme facon suivant
ce principe de cascade. La relation de compatibilité utilisée a chaque ordre
permet d’obtenir les équations d’équilibre au niveau macroscopique.
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Maintenant, que nous avons nos solutions cinématiques, nous allons pou-
voir exprimer les contraintes macroscopiques et exhiber le comportement
macroscopique. Nous allons exploiter les relations (3.22) pour déterminer ce
comportement d’ordre en ordre et obtenir les systémes d’équations en cas-

cade que doivent vérifier les champs de déplacement macroscopique a I'ordre
i, U;. On trouve :

— a l’ordre 0,
ﬁéo +F, = 0
X = AUy @V +Ko-C,y (3.27)
U, =0 sur 90" o
— a l’ordre 1,
@sgl =0
eX; = Ag:eU; 9V +ecAiU®VRV+eK,:C,;®V
mE. S
U, =0 sur o0
— a l'ordre 2,
@5222 =0

28, = ﬂ:gQQQQ%Z-I-EAleQl@Z@Z

+e2 AU, @ VOV OV +e2K;3iC,, 9 VeV (3.29)

—€T

+62E : Ee;ct ® z
U, =0 sur 00Q*.

ou les tenseurs du comportement homogénéisé Ag, Ay, Az, Ko, K1, Ks,

K3, K, s’expriment en fonction des tenseurs de localisation. Par exemple,
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on a:

Ill&

B = |Y|Z 4 ((x-x7) B ol

+Es lc®lc

(@) ) oFon

e (- xt) o)

=

pour tout tenseur symétrique d’ordre 2, E°.
Par ailleurs, on peut donner une définition énergétique équivalente de Ag :

ylou (gs E°:Ay:E°= Min ¥(d,é 3.30
(B)="B Ay: B = Min ¥(d9 (3.30)
ou
1
V()= oy (49 A d+2d B8 48 0 o)
ceG

et C.A° (gs) est I'ensemble des déformations généralisées C.-périodiques construites
a partir de mouvements périodiques selon :

CA (B*) = { (d,8) By &, [ussi = u', 42 = ¢

~Lper

d[c] — gs Lc‘i‘ﬂ _]

lC
oA (o +a) }
sl — ¢[C_¢C]
Tout comme dans le cas des milieux continus, 'orientation (rotation) des
particules ne franchit pas le niveau microscopique, le processus d’homogénéi-

sation fait disparaitre ce champ microstructural. On se retrouve donc avec
des milieux continus que ’on peut qualifier de type Cauchy.

3.9 Le second schéma d’homogénéisation (SH2)
A Tinstar de la démarche adoptée dans la section précédente 3.8, nous al-

lons insérer le schéma d’homogénéisation (SH2), mis en évidence dans la sec-
tion 3.5, dans nos équations d’équilibre a 1’aide d’un développement asympto-
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tique de la cinématique. D’apres le second schéma d’homogénéisation, la rela-
tion reliant les déformations généralisées aux contraintes généralisées s’écrit :

iz — 5d2éc'5_i§l‘|c‘5d2§c'§f:
mg — mg-i-ig/\g=6d_2t§c'd§+6d_226'§2

En injectant les développements asymptotiques de la cinématique (3.13) et
ceux des efforts (3.15) dans les équations de comportement, puis en identifiant
ordre par ordre, on obtient les systémes suivants, pour « fixé :

A°-d) + B8 = 0

téc_dgl] +C -QEC] -

Fl = AO-dn+1+BC-5£ﬂH, n>0
MILIFY Ale = B dd +cc-8,, n>o.

En ajoutant aux équations précédentes les développements asymptotiques de
’équilibre (3.20) et (3.21), on obtient les systémes suivants :

(le comportement
Ac. df +BC ald
Be-dil+C 8 = 0

I
o

Vi € [1,n], < =, )
la cinématique,
4 - U0
( 0y = &%

les équations d équilibre,

ZXaz 0 :0

ceC

ZXaz _0 =

ceC

. le comportement,

Vi € [1,n], < E([)C] — A°. d + Be. é[ld
M§:;g¢+g@

la cinématique,

d) = Ur-Ul+Ufev.-I°

lC
+5 A (25 + 2f)
o = d-_ddielev.I°
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( les équations d’équilibre,

Y
Z Xa % + u'F'esct =0
ceC v
Z Xai (C) M[lc} + %Qe:ﬂt =0
ceC

le comportement,
F{! = Ac-d)+B°-5)

M = Be.df+ce 8 + (Ac-d +B°-8)

la cinématique,

Vi € [1,n], 4

¢ 1 c c c
&’ = Uf-uj+Ufev.Ir+ Ufevev:iel

c

l
oA (e el +Uf e v )

c c ¢ ¢ 1 c c c
&l = e -el+efev.I'+ efevev:Ial

( les équations d’équilibre,

D Xai(0) Fi =0

ceC

> Xai () M7 =0

ceC

le comportement,

q _ c c . sl
F9 = Ac.df, +B° 8,

c C C 1 [ c C C
Vie[n,{ M = Be.df, +C°- 8%, + L (A:-Q£]+B:-§£])
la cinématique,
r+1 » p—1
‘—iﬂl = Ur—|-1 r—|—1 + Z '—r—|—1 »® V I°®

C p Cp_l
( +¢C+Z ,_L,,@yzf’z ®>
r+1
ol = 8l - r+1+Z —e, 6V

\ p= 1

p—1

Une structure en cascade apparait encore mais les opérateurs a considérer
ont légerement changé. Pour obtenir les inconnues, le systeme global cette
fois-ci n’a pas besoin de mélanger les ordres. Les opérateurs discrets qui vont
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intervenir sont opérateur Lff) et la suite d’opérateurs (S}), . définis par :

i {5) -
3 [éc. (Q[c _ Qc]) 4 B°. (@c _ @C])}

ceGs /c]=i

Z [téc . (Q[c _ Qc]) L e (Q[c _ (I)c]ﬂ

cEG? [c]=i

puis, pour les opérateurs sur les termes de source on a :

(@)

3 [éc- (Q[C®Z-Lc+_§/\ (2 + @ )+§C- (@%@Z-E)}

ceG®/c]=1

U}
W\ {2
1 A
>4 (e virer+a(sey l))
c€GS [c]=1
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puis au dela, pour les opérateurs d’ordre r supérieur a 2, on a :

(1)) -

c€G? [c]=i

Les nouveaux systemes a résoudre sont donc successivement :

vi e [1,n], Lﬁf)m(%ﬁ):o (3:31)
vield, 6 ( 131) =-sia( {5
veo on( ) -—aal {1) -t 1) [ 2
weta w2( ) =-si({g)) st 5 ) -0 ()

puis & tout ordre 7, on a :
Viel,n), L[] ( %}]: ) = - (ij S ] ( g%r_mﬁ ))

Pour assurer la compatibilité de ces systemes afin de pouvoir inverser I'opé-
2 . .
rateur L;’, il faut que les termes de sources soient hors du noyau de cet
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opérateur. En effet, I’opérateur L((f) n’est pas inversible. Il est méme clair
que le noyau du systeme est constitué des champs cinématiques :

() 2y vicln, {58

ainsi a chaque ordre, le noyau de l'opérateur L((f) est de dimension 6. On

obtient ainsi une relation de compatibilité impliquant les deux types d’équa-
tions d’équilibre, ce qui représente un changement par rapport au matériau
(SH1) (voir la section 3.8).

Lemme 4 (inversion de Lff) pour (SH2)) Soient deuz n-uplet de vecteurs

g et b, Uéquation :
2 (@)-[1

admet une solution unique a un champ constant pres, si, et seulement si,

zn:gi =0 et zn:hi = 0. (3.33)
i=1 i=1

Ces relations (3.33) sont appelées équations de compatibilité (SH2) du sys-
teme (3.32).

On applique ensuite le théoréme de Rouché-Fontené [th :3] pour résoudre les
systemes en cascade. On remarque tout de suite a ’examen du systéme (3.31)
que les premiers termes, ({U,},{®,}), du développement asymptotique sont
dans le noyau de L((f). Ceci signifie que le premier terme du développement,
asymptotique de la translation, mais aussi de la rotation, sont indépendants
du type de particule du matériau. On obtient alors en introduisant des ten-
seurs de localisation :

. Uy = U+X UydV+X, &+X &0V
VZE[l,n]a izl — il"i_éll(p:QO®Z+£;¢'QO+£;¢:Q0®Z

avec la fixation d’une translation et d’une rotation :
X' =0, X! =0, X' =0,
—2u f—

X"=0, X! =0, X =0
—l¢ =2¢ —3¢

Les problemes des ordres suivants se résolvent de la méme facon suivant
ce principe de cascade. La relation de compatibilité utilisée a chaque ordre
permet de passer les équations d’équilibre au niveau macroscopique.
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Maintenant, que nous avons nos solutions cinématiques, nous allons pou-
voir exprimer les contraintes macroscopique et exhiber le comportement ma-
croscopique. Nous allons exploiter les relations (3.22) pour déterminer ce
comportement au premier ordre et obtenir le systéme d’équations que doit vé-
rifier les champs de déplacement macroscopique au premier ordre. On trouve :

— a l'ordre 0,
dlv§0+i = 0
dlvgo—g §0+g 0
. (2 2
5, = A (UhoVie @) tBY 26V 3y,

U,=0et &, =0 sur 00Q".

ou les tenseurs de comportement homogénéisé A(()z), B(()z), 36(2), ((,2) s’ex-

priment en fonction des tenseurs de localisation. On a, de plus, la propriété :
B(()?jkl = B(')(,%gij, on notera Bf,(z) = tB((,z). Par exemple, on a :

AP E = L A ((x° -x7):Esr

— = Y| =iu =lu
= c€G

pour tout tenseur d’ordre 2, E.
Par ailleurs, tout comme pour le schéma d’homogénéisation (SH1), on
peut donner une définition énergétique équivalente de A((]Z), B((,z), C’((,z) :

v (B,G) = 'E:AY :E+2'E: By’ :G+'G:C{”:

— M ¥,(d,0) (3.35)
(d.8)ecA

[l
[l

ou

1
Uy (d,8) = > (d[c] L A°-d 4 2d . BO <. gld 4 gl @ 5[c]>

et CAS (g, g) est I’ensemble des déformations généralisées C¢,-périodiques
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construites a partir de mouvements périodiques selon :

CA(E,G)={ (d0)/3u,, o,  uzi=u, ¢ =g

L per L per
d) = E-I'+u—uf )
Q[c] — Q‘LC +Q[C _ 96]

Finalement le schéma d’homogénéisation du matériau (SH2) fait apparaitre
un milieu de type Cosserat au niveau macroscopique. La rotation n’est pas
diluée dans ce cas par passage du milieu discret microscopique au milieu
continu macroscopique, contrairement au schéma (SH1).
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Chapitre 4

Homogénéisation du
flambement des milieux
discrets orientés

4.1 Généralités

ANs les parties précédentes, nous nous sommes intéressés a des problemes

d’élasticité linéaire ou il y avait unicité de la solution dans le probleme
mécanique. Nous allons maintenant aborder des problemes élastiques non li-
néaires, oul il n’y a plus unicité de la solution du probléeme. Le choix de la
solution se fera par une analyse de la stabilité des solutions candidates. Ce
phénomene de multiplicité des solutions possibles (autrement appelé bifur-
cation) pour les équations d’équilibre est appelé dans le cadre des systemes
élastiques flambement ou flambage. La littérature scientifique est riche sur ce
théme, en guise d’introduction, on peut se rapporter a [Bamberger, 1981b],
[Germain, 1986], [Nguyen, 1995].

Jusqu’a présent, nous avons examiné les équilibres dans I’hypothése des
petites perturbations ou il y avait unicité de la solution. Cette hypothese
correspond a des systemes élastiques de rigidités suffisamment élevées sous
des chargements modérés. La solution ainsi obtenue était un état d’équilibre
stable. En augmentant le niveau de chargement, les déplacements cessent
d’étre petits. A partir de ce niveau de chargement, il n’est plus possible de
rester dans le cadre des hypothéses des petites perturbations. Ainsi, a partir
d’un état naturel, on fait croitre progressivement et continuement le niveau
de chargement. Dans un premier temps, la position unique d’équilibre stable
évolue continliment, puis a partir d’un niveau de chargement critique, la so-
lution d’équilibre suivie continiment cesse d’étre stable, une autre position
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d’équilibre apparait. C’est a partir de 1a que nous avons perte de 'unicité de
la solution. Pour trouver la charge critique, il faut étudier la variation seconde
de I’énergie potentielle dont on suppose l'existence. Cette étude fait naturel-
lement appel au calcul des variations [Lippman, 1972]. Nous nous appuyons
dans la suite sur le formalisme de Nguyen [Nguyen, 1995].

Nous nous intéressons ici a des flambements ponctuant la fin de la validité
de I’hypothese des petites perturbations. Les solides considérés sont soumis
a des petites déformations et des grandes rotations. On part d’un systeme
mécanique ) qui, sous 'action d’efforts extérieurs, se déforme et occupe une
nouvelle position. Pour notre étude, le chargement est une condition limite
cinématique supposée dépendre linéairement d’un parametre scalaire sans
dimensions A qui croit a partir de zéro jusqu’a la charge critique.

On se place en description lagrangienne et on prend I’état naturel comme
état de référence. Une position d’équilibre est donc caractérisée par un champ
(discret ou continu) de déplacement, &, et par la valeur du parametre de char-
gement \. De maniere générique, nous appelons D 'opérateur qui associe la
déformation locale, e, appartenant a I’espace des déformations, DEF, au
champ de déplacement, &, appartenant a ’espace des champs cinématique-
ment admissibles, CA :

D: CA — DEF
& — e=Dok.

On suppose que CA est un espace affine dont ’espace vectoriel associé est noté
CAy et que DEF est un espace vectoriel. A titre d’exemple la déformation
de Green-Lagrange d’un milieu continu est reliée au champ de déplacement,

§=u, par:
1
g=§(g®2+2®g+2®g-g®2). (4.1)

D est donc l'opérateur local défini par :
1
5(:@V+VR.+Ve. .0V).
Introduisons ’application linéaire tangente de ’opérateur D en un champ de
déplacement donné, &, par :
Do (& +1t6€) —Dok

; .

Pareillement, nous définissons une application tangente seconde autour d’un
champ de déplacement fixe, &, par :

Vo € CAy, 9D - 6E = lim

gD+ 0 — 9, D - o¢
: .

a *
V (66,0%€) € CAy x CAy, [05,D-0€] - 6%¢ = lim, (€0-+t8
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On établit facilement que 86201) est une forme bilinéaire symétrique.

Par ailleurs, nous écrivons le comportement sous la forme d’un opéra-
teur local linéaire symétrique, £, défini de I'espace des déformations, DEF
vers I'espace des contraintes, CONT. L’hypothese de linéarité est une bonne
approximation pour I’étude de comportement élastique dans le cadre de
faibles déformations. Nous associons formellement a £ une densité scalaire
d’énergie élastique, W (e) qui est une forme quadratique définie positive :
W (e) = %(Le, e), on obtient ainsi un systéme conservatif qui, en présence
uniquement de chargement cinématique, est d’énergie potentielle totale :

£(EN = <1W(D°§)>n
= §<(£0’Do§,'Do§)>Q

avec des conditions limites sur £ proportionnelles a A. On a introduit I'opéra-
teur linéaire de sommation (-), afin de garder la généralité pour les systemes
discrets et continus.
Ainsi, pour un systeme discret constitué de particule P dans €2, on a :
(Vg = Z -, et, par exemple, pour un systéeme continu constitué d’un volume
PeQ

de matiere continu 2 : (), = / -dw.

ren

La définition (et lexistence) d’une énergie potentielle permet d’écrire,
pour la solution en déplacement &°, les équations d’équilibre sous une forme
simplifiée compacte :

Vo€ € C Ay, 5,€s-5§:<(£08§S'D-(5§,'Do§s)>Q:O 42)
avec sur 09, £ = £%()).

Quant a la variation seconde de 1’énergie potentielle, elle s’exprime par :

Ege (§)[0€,07¢] = [Ege-0E]-67¢
= ((Lo0¢D-6¢,0D-6°€)), (4.3)
+{(LoDo&, [0D - 8] - 6°€)),, -

D’apres le théoreme de Lejeune-Dirichlet, un déplacement &°, solution des
équations d’équilibre (4.2) pour un niveau de chargement ), est stable si la
variation seconde de I’énergie potentielle est strictement positive. On dit que
le chargement \¢ est critique si

30 #0 € CA, tel que V§*€ € C Ay, g’gg (68) [55, 5*6] =0

Dans le cas ou un chargement critique a lieu pour un déplacement solu-
tion s’inscrivant dans le cadre de I’hypothése des petites perturbations, il est
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possible de simplifier I’étude de la stabilité. On dit que 'on est en petites
pré-déformations. En effet, dans ce cas, pour tout A < \¢, il existe une seule
solution stable qui dépend linéairement de A : £° (A) = A& ou AE§ est la so-
lution dans I'hypothese des petites perturbations avec un chargement unité
A = 1. On obtient une approximation de la variation seconde de I’énergie en
y substituant les dérivées de 'opérateur D a la solution par ses dérivées au
déplacement nul. De plus, on suppose :

Do&® (N~ 9,D-& (N~ A,D - &.
On obtient :

e (€°)[0€,07¢] = ((LodD-0E, 0D -0"¢))q
+A((LodD- &, [0;D - 6] - 6°€)),, -

On a une charge critique \¢, lorsqu’il existe une solution non nulle X, dite
mode de flambement, dans I’espace CAy au probléme :

VoE € C Ay, (LoD -X,00D -6€))g

+X{(L0dD &, [RD - X]-5)), =0. (4.4)

La détermination du mode de flambement X peut donc se ramener a I’écriture
de la stationnarité de la somme :

EY)=CEnpp(Y)— Anr (Y)
avec EHPP (Y) = <W (aOD : Y)>Q (45)

1
ot Ew (V)= ((CoaD -6 [P Y] V),
Naturellement, on supposera dans la suite que Eyp, (V) est une forme quadra-
tique positive. A la maniere de Nguyen [Nguyen, 1995], il est alors possible
d’utiliser une reformulation du probléme (4.4) pour obtenir directement la
valeur du chargement critique :

. {(£odD-£0D-8)g . Eupr(§)
A R T (LoD &, [D &)y et Enp ()

(4.6)

Enfin, il faut vérifier a posteriori que la solution en déplacement \°€j est bien
petite pour valider 'hypothese des petites pré-déformations.

4.2 Exemple d’un milieu de Cauchy

Le formalisme précédent peut étre mis en ceuvre sur les milieux continus
classiques dits de Cauchy. Dans ce cas, les déplacements & correspondent aux
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translations notées u et la déformation, e, est donné par 4.1. On reconnait
alors aisément la partie linéaire et la partie dite quadratique de la déforma-
tion, on a :

et ¢(u,u)=

L’opérateur de déformation s’écrit ici sous la forme; D = [ + ¢, il est donc
d’application tangente seconde constante sur I’espace des champs de déplace-
ments cinématiquement admissibles, CA. Le comportement est linéaire dans
le cadre des hypotheses de petites déformations d’oui en introduisant le ten-
seur de rigidité, A et le tenseur de contrainte o :

g:

i[>

‘e

Si l'on pose g* la solution triviale en contrainte associée au déplacement u®
et vérifiant 1’équilibre :
Vou,
1
E,U-ég:/gs S (uEV+2Veiu+Veuw weV)d (17)
Q
=u’()\), du=0

avec sur 0f), u

On obtient alors I’équation variationnelle pour le mode de flambement, X,
et le chargement critique, \° :

Vou,
1
EwliuX] = [{ JGuoV+Yeiu+Wouw (V) usy): A
Q =
1
:5(&@2+2®X+?2®y$(”)-£®2)
+0°(\): Vooiu XeV}
= 0
avecsur 0X), du=0et X =0

Si nous cherchons la stabilité d’une solution issue d’un probléme en petites
perturbations, la contrainte et le déplacement triviaux ne sont pas les so-
lutions des équations d’équilibre (4.7), mais d’une expression variationnelle
simplifiée. On approche donc la variation seconde du potentielle en y négli-
geant dans le premier terme énergétique ’apport de la partie non-linéaire de
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la déformation. Ainsi la recherche du mode et du facteur critique de charge-
ment se simplifie en un probléme variationnel approché :

Vou,
g,uu [6ﬂ7 X] :/

Q

1
{ JueV+Voiu:A: (XoV+VeX)

+A\a? :Z@(SH'X@Z}
= 0
avec sur 02, du=0et X =0

4.3 Déformations non-linéaires de milieu dis-
cret

On se place dans toute la suite dans le cadre de I’homogénéisation d’un
milieu discret périodique comme décrit dans le chapitre 3. On introduit ici
la non linéarité géométrique des déformations généralisées d° et ° du couple
¢ = (P2t PEi), Dénergie de déformation du couple restant quadratique :

Hc: (c_ic_éc_Qc+2dc_§c_éc+éc_gc_éc).

(NN

La force et le moment associés au couple ¢ sont donnés par :

c’est-a-dire :

Quant aux déformations généralisées, d° et §°, elles sont des fonctions non
linéaires du déplacement relatif des particules P2 et P29 w2 —ubJ et des
orientations R** et R?J des triedres attachés A ces particules, respective-
ment. Les tenseurs R sont donc des rotations (appartenant au groupe des
symétries dont le déterminant vaut 1) qui vérifient :

'R-R=1.

En dérivant I’équation précédente, on obtient I’équation :

t(t§,5£)+ (t§5§) -0
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qui montre que té - 0R est un tenseur antisymétrique dont le représentant
pseudo-vectoriel, noté d¢, est donné par :

s¢=je: (‘R R).

On suppose que

; - S¢p*" 4 5P
ode - (€] = bunt — bu 410 n LTI
et | |
o08° - 0[] = 0" — g,
o [€°] = [ﬂg’iaﬁg’iaég’i,ﬂé’j] . Cette hypothese assure la cohérence avec

’hypothése des petites perturbations. De plus, on fait I’hypothese que la
variation seconde de §° en [£¢] = [0, 0,1, l] est nulle ainsi que les variations
secondes de d° - n, et de d° - n,. Seule la variation seconde de df =d° -t est
non nulle. Elle s’écrit :

od; [og, 0] = ' [9e] - [@] - o€
ou la matrice de tenseurs de non linéarité géométrique est donnée par :

Q g 9
@1=1'9, 2 9 |
- tMC tNC c
Q Q9 Q
avec . ,
Sut — fubi
a,i B,j
[566] = 5ﬂg’i_(sﬂﬁ’j+LCA (5? -;-5?
59&;1_6£§J
1€

Rappelons que (¢, n,,n,) est la base locale associée au couple c avec t = l_c\
Nous verrons par la suite que cette hypothése est suffisante pour traiter le
flambement d’un réseau de poutres comme le verra ultérieurement. Dans le
cadre de I’hypothése des petites pré-déformations, la variation seconde de

I’énergie du couple ¢ est donc de la forme :
52H — 52HHPP _ A52HNL

o 62 HY: = — g, [9¢] | Q] -[5€]. Ici a force “normale” [, = f¢-t corres-
pond a la solution en hypothese de petites perturbations au chargement unité
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(A = 1). Pour simplifier ’exposé, nous supposons dans la suite qu’elle res-
pecte la périodicité du réseau ce qui correspond a une sollicitation homogene
a I’échelle macroscopique. Dans le cas général, on utilisera son développement,
asymptotique (3.15) qui permet de se ramener au cas périodique. Par ailleurs,
toujours dans un soucis de simplification de I’exposé, nous limiterons I’étude
au cas B = 0, V¢, qui permet d’obtenir la méme non linéarité géométrique
asymptotique pour les deux schémas (SH1) et (SH2). En effet, une fois I'étape
d’adimensionnement effectuée, on se ramene au probleme d’homogénéisation

suivant par dérivation de la variation seconde du potentiel ou (Ags, AQE)
désigne le mode de flambement :
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Probléme d’homogénéisation du flambement
— Un domaine régulier fixe (2.
— Fixation du mode hors de €2

Aud’ =0

\V/PE_’ E€S/P€_’ ¢Q,{A?:,'L:0

— Equations d’Euler :

(Sl (AL AL aagh) =
VP2 ¢ %x@ (c) (AmfPP,c AN
\ h +% A (ALHPP:C - /\ALNL,c)> _
~ Cinématique

AR = Au® — Aut’ | |
AQ;&Z + AQ?;J
2

AdE = Au’ — Aul? 415 A
A8 = AY — Agld
o B.j

pour ¢ = (P24, P2J)  I¢ = x2% — @z
— “Comportement” :

ApITRe Ao
AP = C°- NS

aghe = (@ aki+Q, Ad+Q -as)
st = g ('@, AhE+'Q Ad+Q, -A)
AiiVL’C - _ oc,*t<tQ2 -AEE+Q5 'A4§+Q4 -A§§>
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1. | Schéma 1 (SH1)

A° = Edeé*c’ éz — 0’ gg — Edg*c

f—

2. | Schéma 2 (SH2)

A€ = gd_QA*C B¢=0 Cc = €d_2C*(2)c
prm— 0 pum— ’ pum— 0 ’ O pr—

3. | Tenseurs de non linéarité géométrique

QU Sy Iy
Q)= | e7'Q2"" Q5™ TR
Ed—l t%*c gd—l t%*c gd%*c

C’est a ce stade que nous introduisons les développements de Taylor sur
le mode de flambement <Ag5, A?E) et la charge critique A dans les équa-

tions d’Euler puis leurs développements asymptotiques a des ordres cohérents
comme cela a été effectué dans [Triantafyllidis et Bardenhagen, 1996] pour
le cas des milieux continus de Cauchy.

On introduit ainsi pour les champs en translation (AU"), el1;n du mode
de flambement :

Aug’ = AU} (z*) + AU (227) + AU} (2) + - -
= AU (22) +¢ (AU’ (289) 1 AU & ¥ (22) - 1)
e LA e )

On fait de méme pour les champs de rotation du mode de flambement

(Agi)i e[Lm]’ Pour la charge critique A, on pose le développement asymp-
totique :

AL = A§ +eX] +52)\§ +

Il est évident que la partie des équations d’Euler liée a 1’énergie notée Egpp
est totalement identique a celle étudiée au chapitre 3. On introduit donc les

119



opérateurs et les systemes d’équations en cascade de ce chapitre auxquels
vont s’additionner les systemes issus de ’énergie Enp.
Pour simplifier I’écriture des opérateurs, on introduit les tenseurs :

¥C _ _ f*cC *C *C
ANL 0,¢ 25 +22 ’
¥C _ _ fxcC *C *C
QNL 0,t 23 +g4 )

kC __ _ frcC *C ty*c
K, =i Q)+ Q)
~ % C

1
— * tyxc R 14 *c
By, =-fo} 24+§§'L®25)

*C

~ *C * 1 *
gNL:_ 0,t gﬁc+§g:LC®g4C)

*C

~ 1
— * tyxc . JC tyxc
K' =- O,;’(gg +5e:l°® %)-

On introduit alors les opérateurs LY et (SéVLT)reN comme :
- vop (AU Y _ [ Latl] | ( {AU}
e ag) )= | i | (28]

avec

arn(152))

5 (a5 (s L (ag a0)

ce€G® [c]=1
By, - (a2F—A27) + Ky - (AU - AUY)}
D
> {B:. (AU[ —AUY + l2 A (22! +A<I>C]>>
ceGs/c]

et

wenmre s 1)< [ 5] (148)
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avec

e 32))

cEGE [c]=i

et
w( 39) -
> { By, - [AQ[C®V I
cEGS /c]=1 e
+5 A (AQ[C ®Y Lc)
K;L. [AQ[C@)Z I }
puis,

s 32

+§;‘5L - |APC

1 —
K*c = [c . Jjc c
TR\ 2AQ V:I°xl }
et

(1)

cEG® [c]=i




et de maniere générale,

{AU} )

527l fam)

et

NP ( {AU} )

{A®}

cEG® /c]=i

cEGS [c]=i

1 r r—1
*C - le L T4
lc 1 T r r—1
> (—A@C@y A
2 r!
% [c r—1 r—1 cr72q
+Be A2k 'e v g
1 T r—l_-
*C - [c " jc
+KY, [T!AQ oV e}
~ *C 1A e T r cr—l
By, | jAUre v

2 7!
~ %C [c -1 r—1 C’I‘—Q
*C 1 T r—1
= [c I
Ky, [T!AQ V'l ®}}

Les systemes en cascade a resoudre pour le schéma (SH1) sont pour les quatre
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premiers ordres :
Vi € [1,n],
(a2 (500
(La — MLy*) [i] < Ei%ﬁ )
)

(La — AoLJ™) [4] < Ei%ﬁ

= — (S} = MLY" = XSV ] ( re )

0
~ (s - nzd = sy (40

{A2}
(82— ALY — A SIEL = 2eSHE2) [ ( (AL} )

0
o0 {3, )

—— (s - nzdt - st 1 ({25 )

. AU
(52— ML — MY 2083 [ ( e )

— (53 _ AaLéVL _ )\ZSéVLl _ AlséVLZ _ )\OSéVL?;) [z] ( {AOQO} )

puis, en général, pour l'ordre r > 2 :

(La — X Ly") ] < {{AAQiﬁ} )

T .} | (4.9)
-y (55 — NI 4 Z&Sém_]) ] ( {{AAQ%;II} )

avec par convention { §_1} = 0.

Tout comme dans le chapitre 3 dans la section 3.8, il faut maintenant
étudier 'opérateur Ly — AgLY" paramétré par )y, pour déterminer sur quel
sous-espace il est inversible. Il est a noter que I’étude du flambement com-
mence avec une charge nulle, A = 0, pour laquelle on retrouve 'opérateur de
la section 3.8 du chapitre 3 de I'hypothese des petites perturbations. Dans
ce cas, le noyau est I’espace de dimension trois (pour le cas tridimensionnel)
des translations constantes et des rotations nulles. Cette espace est engendré
par trois vecteurs de base notés (71), (1), (T3), dans la représentation par
{AU)
(a2}

encastré sur la frontiere du domaine, et les chargements volumiques étant

des colonnes a 6n composantes des champs . Ainsi, le mode étant
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nuls, on obtient forcément la solution nulle. Puis, on augmente continuement
la charge A jusqu‘a obtenir un noyau plus grand. On fait I’hypothese, que le
noyau a augmenté d’une seule dimension lorsque l'on atteint la charge cri-
tique A° [Nguyen, 1995]. Afin de déterminer ce niveau de chargement, on doit
résoudre la cascade de systemes (4.8) et (4.9).

Il est a noter que les colonnes (T3), (T3), (13), sont aussi dans le noyau
de LYE. La valeur critique \§ est atteinte lorsque le noyau de 1'opérateur
Lg — MLYE augmente d’une dimension. On note (N) un vecteur de base
tel que (11), (T2), (73),(IV) engendrent le noyau. Par ailleurs, la premiere

{AU,}
0

équation (4.8) stipule que appartient au noyau. Sachant que

(T1), (1), (T3) ont des composantes nulles en rotation, et se placant dans le
cas général ou (IV) a des composantes non nulles en rotation, on déduit que
les AU} sont tous identiques : on écrit AU} = AU,

Il convient de remarquer que 1’espace des translations constantes est dans
le noyau de l'opérateur L, — )\OLéV L pour toute valeur de \;. Aussi dans la
cascade de systémes (4.8) et (4.9), le terme source impliquant le terme asymp-
totique de plus haut degré du parametre de charge étant toujours exercé sur
( {AU,}

0
systématiquement. La cascade de systeémes simplifiée s’écrit ainsi :

(AU, indépendant du type de particule), ce terme s’annule

Vi € [1,n],

(a2 11 (a5} ) == (51— nasiya (1550

(La — ML) [4] ( ﬁ%ﬁ )

= = (S = MLg" = 283" ) 1] ( Eﬁ%ﬁ )

— (82 = M SV — 08N [i] ( {AOQO} (4.10)

(La— MoLY™) [4] ( {AUS) )

{A2,}
= — (55— ML) = XS (] ( Eﬁ%ﬁ )
— (87 = ML) = MSYT = XS [d] ( }ﬁ%ﬁ )
_ (53 _ )\QSéVLl _ )\pS’éVLQ . )\OS(]iVL?)) [z] < {AOQO} >

124



puis, en général, pour 'ordre r > 2 :

ez 551 ) -

{A®,}
— & NL — NLk—j \ [: AU,
-2 (Sd — MLy +;)\de ) [4] < {{AQI{_,H}} ) (4.11)
~(si- Djsff“f’) (45 )

L’opérateur, Ly — ALY, étant symétrique, les conditions de compatibilité
s’écrivent :

{AU,}  _
0
{AU,}
0

F(N) - (53— MSYEY)

() (53— 20 (

0,
(4.12)
) =0, a=1;2;3.

Tout comme dans le cas de ’élasticité linéaire en petites perturbations, il est
facile de voir que les trois dernieres équations sont en réalité automatiquement
vérifies pour toute valeur de A\q. En revanche, la premiere équation (orthogo-
nalité par rapport a (NV)) combinée aux conditions limites d’encastrement sur
AU,, détermine une équation linéaire scalaire aux dérivées partielles portant
sur les composantes du gradient de AU, (x).

Gréace a lintroduction d’un opérareur de localisation, £; ( de tenseur
[L1],:, @ € [1;6n] et (4,k) € [1;3]* pour le gradient de AU, (z)), 'exploita-
{Ad,} )’
une translation pres, en fonction de AU, et d’un champ scalaire, w; (com-
posante suivant (N)) :

ijk>

tion de la premiere équation de (4.10) permet de déterminer <

< 1{{2%;]]: ) =[£4] - AU, ® V¥ + a1 (Th) + b1 (T2) + &1 (Ts) + w1 (N) -

Comme dans le cas de 'hypothese des petites perturbations, on peut aisément
vérifier que la translation indéterminée (les coefficients ay, by, ¢1) n’intervient
pas dans I’écriture des trois conditions de compatibilité exprimant 1’orthogo-
nalité de (71), (T3), (T3) avec le second membre de la deuxieme équation de
(4.10), c’est-a-dire :

(52 = ALg" = XSg™) i ( ﬁ%ﬁ )

- (5= nsy = xasye i (4.
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Ces trois équations jointes a celle d’orthogonalité avec (V) de (4.12) forment
un systeme de quatre équations aux dérivées partielles des quatre champs
scalaires AU, () et w; () dont I’existence d’une solution non nulle avec les
conditions d’encastrement détermine )\;. Ce systeme est donc :

) (st - s (00 — 0
H(T,) - [(S; — MLY" = ST (@ AU, ® V 4wy (N))
~ (53 -ns - sy (1400 )] _

a=1;2;3.

La détermination des champs a; (), by (), ¢; (z) sera effectuée avec les
relations de compatibilité de 1’ordre suivant.

Le schéma de résolution est reproduit pour tous les ordres suivants, on
obtient un systéme de quatre équations aux dérivées partielles impliquant les
champs AU, (z) et w,41 (x) formé par les trois équations de compatibilité
en translation de l'ordre 7 + 1 et de la relation de compatibilité suivant (V)
de 'ordre r . L’existence d’une solution non nulle détermine A, ;.

Dans le cadre du second schéma d’homogénéisation (SH2), on peut dé-
rouler de la méme maniere I’analyse du flambement.

4.4 Identification des tenseurs de non linéa-
rité géométrique pour une poutre

Une poutre peut étre vue comme un milieu de Cosserat unidirectionnel de
par sa géométrie que ’on assimile & une droite représentant sa fibre neutre.
Ainsi, en se plagant dans le repere local de la poutre (¢, n,, n,) la cinématique
d’un tel objet se réduit au champ

u(z) =u(z)t+v(z)n +w(z)n,
pour les translations et a
¢ (z) =0(z) t+ ¢ () 0, + ¢ () ny

pour les rotations. Les microstructures sur lesquelles sont accrochées les ro-
tations sont les sections de la poutre. En imposant une liaison interne reliant
la rotation a la rotation matiere du type %g (u®V-VRu)= ¢ dans le

cadre des hypothéses de petites perturbations , nous obtenons une poutre de
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type Euler-Bernoulli (cela correspond a I’hypothése que les sections restent
normales & la fibre moyenne au cours de la déformation). En revanche, si
on laisse la rotation libre par rapport a la translation, on obtient une théo-
rie naturelle des poutres (ou poutre de Reissner). Dans le cas de la poutre
d’Euler-Bernoulli, la contrainte se résume a une force normale, N, et un ef-
fort tranchant, V', (lequel ne travaille pas car la liaison cinématique qui donne
I’absence de rotation relative), quant au second tenseur de micro-contrainte
il est associé au moment, M.

L’énergie non linéaire de déformation de la poutre, dans le cadre des
petites déformations, est :

1 1 2
5:5/ {Es<u’+§(v'2+w'2)) +EIt9’2+Ellv”2+EIQw”2} dzx
P

ou le ' désigne la dérivation par rapport a l’abscisse curviligne de la poutre
avec F, le module d’Young du matériau constitutif de la poutre, S, la section,
I;, I, I, les inerties suivant les directions définies par le repere propre de la
poutre (t,m,,n,). u, v, w sont les composantes dans le repeére propre de
la poutre du déplacement et 6 représente ’angle de torsion. On se limite
dans la suite a des champs cinématiques affines en u et 6, et polynomiaux
d’ordre trois, en ’abscisse curviligne. L’énergie de la poutre est alors donnée
en fonction de la cinématique de ses extrémités :

U (P_) =u, u (P+) =yt

v(P7)=v", v(P)=0v" wP)=w, w(P)=w"
0(P-)=0-, 0(P*) = 0"
v (PT) =y, ¢ (PY)=y", ¢(P)=9¢, ¢(P")=0¢"
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On obtient en négligeant la contribution des termes v, w3, v™, w™ :

26 ~ ETS(U+—U,)2+EI¢(0+—0)2
+Ell1 (1 [U’L;v ~ ¢+42r¢]2+ 6t -0 ")
+EZIQ (12 [W;w_ W ;w_r+ [ —v7]°)
+ES (ut—u) (é [W;“_ _ ¢+~;¢—]2
T e e
Sl e
[T gl T)

A T'aide des calculs de ’annexe D, le tenseur de non linéarité [Q}, dans ce

cas, vaut :

Q Q9 &
[Q] - tgz 25 24 ’
Qe <
avec
1
%=Q :@(ﬂl®ﬂ1+ﬂ2®ﬂ2)
Q=Q=Q =0
2 :13 ==
Q =—non +tn,®n,)
= 12

4.5 Conclusion

Nous avons montré dans ce chapitre comment il était possible d’appli-
quer a 'analyse de I'initiation du flambement dans les réseaux périodiques la
technique des développements asymptotiques. La détermination de la charge
critique A§ ne fait pas intervenir le probleme de structure, c’est-a-dire qu’elle
est indépendante des conditions aux limites appliquées. Il s’agit donc d’une
propriété intrinseque du matériau : pour toute direction de chargement ma-
croscopique homogene, on peut déterminer I'intensité critique de flambement
qui peut étre infinie. On peut ainsi définir un domaine d’élasticité linéaire
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dans l'espace des déformations. La détermination de 'effet d’échelle quant
a elle, se fait par un calcul de structure en cascade qui consiste, a chaque
étape, en la recherche d’une valeur propre d’un systeme de quatre équations
aux dérivées partielles d’ordre deux de quatre champs scalaires. Concernant
I’application aux réseau de poutres, nous nous sommes restreints a une in-
terpolation de la cinématique qui est exacte dans le cas de ’hypothese des
petites perturbations. La méthode proposée permet d’obtenir une approxima-
tion a tout ordre de précision désiré en introduisant des nceuds “numériques”
entre les deux extrémités des poutres.
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Chapitre 5

Les applications

ANs ce chapitre, nous donnons des applications de la méthode développée

dans le cas des milieux discrets tant en élasticité linéaire dans ’hypothese
des petites perturbations qu’en recherche de stabilité élastique : flambement.
Pour exploiter plus pleinement les résultats d’homogénéisation obtenus, nous
allons d’abord simplifier la recherche du comportement élastique homogénéisé
par l'utilisation des symétries de la matiere propres aux matériaux considé-
rés. Dans la premiere partie de ce chapitre nous exploitons les symétries de
la matiere du matériau macroscopique pour en simplifier I’écriture. Le milieu
de Cauchy étant un cas particulier des milieux de Cosserat, nous exhiberons
la forme des tenseurs de comportement sur les milieux de Cosserat. Puis,
nous montrons que les schémas d’homogénéisation proposés préservent les
symétries de la matiere des assemblages discrets microscopiques de parti-
cules orientées lors du passage au niveau macroscopique continu. Enfin, nous
calculerons sur des matériaux discrets concrets (assemblage de nids d’abeille,
de tétrakaidécaedre) le comportement élastique homogénéisé suivant les deux
schémas (SH1) et (SH2) avant d’étudier leur flambement élastique.

5.1 Exploitation des symétries de la matiere
pour un milieu de Cosserat

Nous allons exposer I’allure de différents comportements pour un milieu
de Cosserat. Sans équations suppléméntaires aux équations d’équilibre, les
problémes mécaniques, que nous pouvons poser sur des milieux de Cosserat,
resteraient indéterminés. Afin de pouvoir les résoudre, nous introduisons la
notion de comportement, qui donne les ultimes relations nécessaires liant les
déformations généralisées aux contraintes généralisées. Ce comportement est
propre au matériau étudié et reste valable quelque soit le probleme méca-
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nique posé. Nous nous placons dans le cas de I’élasticité linéaire. Cette loi de
comportement doit étre invariante, dans une configuration donnée, par toute
transformation appartenant au groupe des symétries de la matiere, noté K.
Ainsi deux éléments de volumes du matériau en bijection par une symétrie
de K donnent la méme réponse a toute sollicitation mécanique extérieure.
De meéme, si sur un élément de volume, on applique deux sollicitations en
bijection par une symétrie de I, on obtient deux effets distincts qui sont en
bijection par la méme symétrie de C. En reprenant les notations e, k pour les
déformations généralisées des milieux de Cosserat et o, v pour les contraintes
associées, on obtient pour toute symétrie, S € K, de la matiére :

a(S(e),5(r)=5(c(ex)-

Ainsi, si 'on note ¥ le potentiel thermodynamique permettant d’obtenir le
comportement du matériau de Cosserat, il est invariant pour toute symétrie,
S € K, de la matiére, soit :

U(er)=T(S(e).S (k).

Quand on s’intéresse a des milieux décrits par des rotations, une attention
particuliere doit étre apportée sur celle-ci. Ce ne sont pas de réels vecteurs,
mais des pseudo-vecteurs. C’est a dire une représentation vectorielle d’une ap-
plication linéaire anti-symmétrique. Il est important de garder cela a ’esprit
quand des symétries sont utilisées. En effet, la composition par des symétries
sur des pseudo-tenseurs est un peu particuliere et doit prendre en compte le
changement d’orientation possible de I’espace, ainsi pour les tenseurs précé-
demment introduits, on a pour toute symmétrie S :

~~

[ieNfie

S(g)zS

S-e 'S, S(k)=det(S)S-
S(g) =8¢ S

K
S, S(y)=det(5)5 v
L’exploitation des symétries de la matiere pour les milieux de Cosserat a
déja fait 'objet de travaux [llcewicz et Al., 1986], mais ils se sont limités aux
symétries, S, directes de la matiere (soit det.S = +1). Nous étendons ici
ces résultats a I’ensemble des groupes de symétries de la matiere (directes
ou non). Les contraintes sont donc fonctions linéaire des déformations. Pour
faciliter les calculs, les notations de Voigt sont généralisées, on introduit le

vecteur des déformations généralisées :
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€11
€22
€33
2 - £32
2- £31
2 €12
w1 — @1
W2 — @2

w3 — @3
5.1
. (5.1)

o
I

K22
K33
K32
K23
K31
K13
K21
K12

On pose pour la suite, le vecteur r comme la différence entre la rotation
matiere w et la microrotation ¢.
De la méme maniere, le vecteur, &, des contraintes généralisées s’écrit :

011
022
033
03
o3
07y
<1
S2
<3
nm

V22

Qe
I
—
o
[\&]
N—

V33
V32
Va3
V31
3
Uy
V12
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Avec ces notations, I’hypothese du comportement élastique linéaire devient :

o=C-¢
ot C est la matrice de rigidité ou complaisance de notre matériau. On peut

définir la relation inverse, soit I’expression des déformations généralisées en
fonction des contraintes généralisées et alors :

=S -60085=C"

Cette nouvelle matrice, S, est appelée matrice de flexibilité ou matrice de
souplesse de notre matériau. A priori ces comportements sont caractérisés
par 324 coeflicients. Mais la nécéssité de la symétrie des matrices de compor-
tement réduit a 171 le nombre de coefficients a déterminer. Les symétries de
la structure composant le matériau permettent de diminuer encore les degrés
de liberté des comportements. Cependant le comportement élastique linéaire
d’un matériau n’ayant aucune symétrie matiere est caractérisé dans un mi-
lieu de Cosserat par 171 coefficients. Un tel matériau est appelé matériau
triclinique. L’exploitation des symétries matiere s’effectue en changeant les
repéres géométriques de description du comportement. On prend le repere
initial de description du comportement, on le compose par une des symétries
matiere, on obtient un nouveau repere. Dans ce dernier repere, la matrice de
comportement doit s’écrire a I'identique de celle liée au repere initial. En ef-
fet, du a la symétrie matiere, la matériau ”est incapable de faire la différence
d’orientation entre ces deux reperes”. L’exploitation de cette invariance se
traduit formellement par :

dans le repere initial g=C-¢
et dans autre repére symétrique &' =P-5,8=P-¢ ¢ =C-¢& (5.3)
d‘ou F=P1.C-P-¢ et donc:C =P 1.C-P

Le déterminant de la symétrie pour les pseudo-tenseurs est inclus dans la

notation matricielle généralisée P de la symétrie étudiée. Cela signifie qu’il
y a donc invariance de la matrice par ce changement de base. Par la suite,
pour I'étude de la forme des matrices associées de comportement, on utilise
la convention suivante : on place un 0 quand il n’y a pas de terme associé au
comportement et un 1 quand il est présent.

5.1.1 Matériau monoclinique

Lorque le matériau possede un plan de symétrie, il est dit monoclinique.
En supposant que ce plan est (e,,es), il nous reste plus qu’a exploiter la
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relation 5.3.
Pour la partie symétrique du gradient de déplacement g, on a 'expression
matricielle de la symétrie :

€11

€22

€33
2- £32
2 - €31
0 -1 | 2-€19 i

n?I)zz
I

pour € =

oo R O oo

O O O O O
[l el e Nel =)
S oo, OO

pour la différence, r, entre la rotation de la microstructure et la rotation
matiere, on a :

- 1 0 0 T1 T23
S,=[0 -1 0 pour7= | ry | = | 713
0 0 -1 T3 T21

pour le gradient d’orientation, Kk = Vg, on a :

K11
K22
K33
K32
pour K = | ka3
K31
K13
K21
K12

(Eon

I
SO OO OO oo

|

—_
cCoo~Rococooc o
OO OO O oo o
O _H OO O OO C o
—_ O OO OO o oo

OO OO o oo
OO OO oo

Avec les notations que nous avons introduites, nous construisons le vecteur
symétrie de forme associé au vecteur de déformation généralisée ( il suffit
d’assembler en un vecteur les termes diagonaux des matrices de symétrie ),
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et nous obtenons :

La matrice de forme, b, , sera donc pour l'invariance par rapport a la symétrie
plane normale a e, :

Sey t Sey + [1]i

be, = 5
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On obtient ainsi :

OO OO R KRR PR MR EHRFRHROHFHOOOO
OO OO H R MHFMEFRFEMEF R OFRRFRODOO O
OO OO HRMHF HEFMHRFRMHROHFROOOO
C OO R R EFEFEFEFMHFRFRORROOOO
OO OO R MHMEFEFEMHEF RFOFRRFROODOO
OO O RHRFMHREFEFMHRHROHFRLROOOCOCO
OO OO H KRR MHFMEFRFEMEF R OFRRFRODODOO
OO OO OHEF MHEMHRMHAROFRRFRODOOO
OO OO H KRR MHFMEFRFEMEF ROFRRFRODODOO

— = - O OO OO0 OO M = =
_— = = 2 OO0 000000000 RO FHFF -
=== - O OO OO0 OO = =
=== - O OO OO OO0 OO - =
— o= - O OO OO0 OO = =
=== - OO OO0 OO0 OO - = =
== - O O OO OO0OO0O OO - =
— ==, O OO0 OO0 OO FHEF
— = - O OO OO0 OO M = =

Le comportement monoclinique obtenu ne dépend plus que de 90 coefficients
d’élasticité.

5.1.2 Matériau orthotrope

Le passage a un matériau ayant deux plans de symétrie perpendiculaires
se fait en rajoutant un plan de symétrie perpendiculaire au matériau mono-
clinique. Il est a noter que I'existence de deux plans de symétrie perpendicu-
laires pour le matériau, implique ’existence d’un troisieme plan de symétrie
perpendiculaire aux deux premiers. Pour déterminer le comportement de ce
nouveau matériau, on effectue les nouveaux changements de base associés aux
nouveaux plans de symétrie pour la matrice de rigidité d’'un matériau mono-
clinique. On suppose que 'un des nouveaux plans de symétrie est (e, e;), et
on a de maniere synthétique :

100 0 0 0 11
010 0 0 0 99
: |oo1 0 0 0 | es
=10 00 10 o |PWe=|y
000 0 1 0 - £q
(000 0 0 —1| | 2.6py
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T23
T13
T21

K11

Ka2
K33
K32

K23
K31
K13
K21

K12

pour K

0
0
0

0
0
0

0
0
0

0 00 O

0
—1
0

0 00 O
-1 00 O

0 0
0 00
-1 00

—1

0 00
0 00 O

0
0
0
0

0
1

1
0

0
0

0 00 O

0 00 O

ainsi,

Se, =
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et

o - O - OO OO OO - - OO~
S AT O 4 00O 4T 0000 -0 O~
OO O 1T O " " O rdrdredrd OO0 - m— O O
OO O 1 O " O rdrdmredred OO0 - - O O
N - O OO - OO0 OO A OO~
—n A4 O 4 OO 1T 0000 OO~ —
OO O 1 O " O rdrdredre— OO0 - - O O
OO O 1T O " M O rdrdmredme OO —m—OoOo
OO O 1T O A M O rdrdredrd OO0 - — OO
SO O —H O 1O " —mrdrmed OO - OO
S AT O 4T 00O 4T 0000 -+ OO~
SO OO " 1O~ mr—mrdmeOOoO—=m—-—O O
OO O 1 O " " O rdrdredrd OO0 - - O O
e - O~ OO0 OO0 OO - -0 O~
OO O 1 O " O rdrdmredrd OO0 - - O O
e - O OO -1 OO0 OO A OO~
—n A4 O 4 OO0 1T 0000~ OO~ —
e - O - OO OO0 OO - - OO~
L 1
I
<

Enfin pour la symétrie par rapport au dernier plan de symétrie (e,,e,),

I’exploitation s’exprime par :

€11

€22

€33
2 * €39
2- €31
2- €12

pour €

0
0

0
0

1 00 0
010 O

0
000

-1 0
-1

000 O

0

000 O

£

ZS

T23
T13
T21
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K11

K22
K33
K32
K23
K31

K13

Ka1

K12

pour K

0
0
0
0
0
0
0

0
-1

0 00O0O0O O

0
-1
0
0
0
0
0
0
0

—1

0 00 0O0 O
-1 0000 O

0

1000 O
0 0100 O
0 001O0 O

0

0
-1

0 0001
0 0000
0 00O0O0 O

ainsi,
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et

OO A H O A 1T O 0000 O - —
SO OO A H O A 4T O A 41 0000 — -
e - OO OO OO0 O - O0OCO
N - OO 4 OO 40O 0O -0
e - OO OO~ OO0 O - 0OC0
—n 4T OO 41 004000~ - 400
OO OO 14T O A 1O 0000 O — —
SO0 A H O A 4T O A 440000 — —
OO A H O A 1T O A 100000 — —
o - OO OO - OO0 O —H— -0
SO0 A H O A 4T O " 41 00000~ —
SO O A T O =" 1T O —=mrdmd OO OO ™~
N - OO OO OO - 0O0O
OO OO H O A 1T O 00000 — —
OO OO —=H 1T O A 1T OO0 O —
e - OO OO OO0 - 0OC0
—n 4T OO 41 004000~ - 400
o - OO OO OO0 OO
L 1
I
S

Le matériau possédant les trois symétries comme invariant matiere, on deduit

la forme générale de la matrice de souplesse par :

bij = ber; ;Des; ;Des,
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La forme est donc :

—_
—_

S OO OO OO OO oo oo -
S OO OO OO OO OO = =
SO OO OO OO o oo+ OO HKHOOO
OO DD DD IDODDODODO R ODOHOOOO
SO OO DD OO OO O R OO ODOO OO
S OO OO o O o oo OO HOOO
O O OO OO OO RF OO HOOOO
SO OO OO OO O OO OO OoO OO
OO OO OO MMHFMHEHFOOODODODOO OO
SO OO OO R HF R OOODOoOODOoOOoO oo
SO OO OO R HF R, OOODOoOODOoO o oo
O OO O R FOOODODODODoOoODoOoOoOoOoOoo oo
S OO H H OOODOODOoODoOoOoOo o oo
O HF HF OO OO DO OoODoOooOoo o oo
SO H PR OO0 oo oo
— = O OO OO OO0 DO oOoO o oo
— = O OO OO OO OO oo

SO OO OO O OO CCcC O oo oo

e
[aw]
(e
jaw]
(e
o
(aw]
]
o
jaw]
e
(aw]
[aw]

Le comportement orthotrope obtenu ne dépend plus que de 30 coefficients
d’élasticité.

5.1.3 Matériau a symétrie cubique

Ce type de matériau est orthotrope, mais il possede la propriété supplé-
mentaire de n’avoir aucun axe principal privilegié. C’est a dire que, techni-
quement, la permutation d’indice dans les composantes généralisées ne doit
pas changer les relations de comportement. Il faut toutefois faire attention
et écrire tous nos pseudo vecteurs sous leur véritable forme tensorielle.
Pour aboutir a ce tenseur, on écrit donc les trois symétries matiere liées a
I’orthotropie du matériau, puis on permute les axes pour exprimer ’aspect
cubique de la matiere. Nous reprenons la matrice du comportement ortho-
trope.

Puis nous écrivons I’équivalence du role de chaque axe principale de la matiere
cubique pour w, on a :

1
Wi = ieijkwjk

pour k, on a :

1

Rij = §€z’m1901m,j
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Alinsi écrivons la permutation entre les indices 2 et 3, le vecteur déformation
généralisée de

€11
€22
€33
2- £32
2- £31
2- €12
w1 — @1
W2 — @2
W3 — @3
K11

o
I

K22
K33
K32
K23
K31
K13
K21
K12

devient :

€11
€33
€22
2- £39
2 - €21
2 - €31
—wi + Y1
—W3 + @3
é:l —W2 + ®2
—R11
—HKa33
—HK22
—HKas
—HK32
—Ko1
—Ki2
—HKs31

—K13
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-1

0
0
0
0
0
0
0
0
-1
0
0
0
0
0
0
0
0
0

0
-1

100000 O
0010O0O0 O
010000 O
000100 O
000O0©O0T1

000O01O0 O
000O0O0OO0 O
000O0O0O0 O
000O0O0OO0O O
000O0O0OO0O O
000O0O0OO0O O
000O0O0OO0O O
000O0O0OO0O O
000O0O0OO0O O
000O0O0OO0O O
000O0O0OO0O O
000O0O0OO0 O

000O0O0O0

On compose le comportement déja réduit par les conditions de symétrie et

La matrice de ” permutation ” associée a ce changement est :
I’on doit trouver que :

Per

- Per

n

-C

Per!

n

C
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or

a13 0

a2

ail

23
a33

a22

a23

a2
a3

by 0 0 O

0

Q44

0

0
0

0 0 bs
by

(g6

0 0

0

0 0 b3 O 0 0
0 0 0 ci1 c2 ci3
0 0 O
0 0 O

be
0

0

0
C44 C45

Ca3
C33
C45

C22

C12

0
0

Ca3

C13

0
0
Ce6

0

Cs5

0
0
Cg8
Cg9

Ce7

0
Cg9
Co9

Cer Cr7

0

0

I
:C

et

n

-C -+ Per =

Pert

0
0
0

a2
23
22

13
a33
23

aiil
ai3
ai2

0

0

0
Cs5
C45

C12
C23

C13
C33
C23

C11
C13

C22

C12

0
0
Css
Cs9

C45
C44

0
0
Ce6
Cer

Cg9
Cog

Ce7
Cr7
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L’égalité nous donne les relations suivantes :

Qg2 = (33 G55 = Qg G12 = A13
b2:b3 b4:0 b5:—b6

Cog = C33 C44 = C55 Cgep =— Cgg C7y7 = Cg9 Cg7 = Cg9 C13 = C12

Il suffit d’effectuer les deux autres permutations ( 1-2; 1-3 ) pour obtenir la
matrice de rigidité. La matrice en notation ingénieur associée a la rigidité
élastique C, est donc :

Qn

Il
SO O C OO OO O oo OoOo o oo
O OO OO OO OO OO Qoo CCc o oo
O OO OO OO OO OO0 o oo
S OO OO OO OO o/ oo co oo
SO OO OO OO oo o oo oo oo

O OO OO OO oo oo oOoo T o
S OO OO D OO OO oOoOOCOOoOo 0 oo o
S OO DO D DODOD DD OO0 oo oo o
S OO OO O OO oo OO0 ococCc o
S OO OO ORI OO OO OO O OO
SO OO OO ORI OO OO OO OO O
OO oo oI OO OO OO OO O
OO OO ITL OO oo o oo oo oo
OO OO T O OO OO OO OoO oo oo
O OTL OCO OO oo oo oo
SO T OO oo CcC oo oo oo oo
STQ OO C OO OO oo o oo

S OO OO OO OO oo oo oo oo oo

o
<

Le comportement élastique de notre milieu de Cosserat a symétrie cubique
est donc déterminé par une orientation privilegiée et sept coefficients. Au vu
de la forme de la matrice de souplesse de Cosserat, on en déduit aisément
que la forme de la matrice de rigidité sera identique ( calcul matriciel par
blocs ).

Nous nous ramenons maintenant a des tenseurs d’ordre 4 pour décrire notre
comportement, on introduit pour cela :

a = 0;j - 0ir " 0y €; ¥ €; Qe R ey
E=5ij'5kz e Re; Qe e
Zzéik-éﬂ e ®e; Qe ®e
Zzéil-éjk e R®e; Qe Qe
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lo],=8 ;e v=5 5 ¢=5 - (w-¢)
et ainsi :
S =(a-b-c)a+bb+cd
S =d-1 -
2 1
S =(e~f-g—h)a+ fb+hc+gd

5.1.4 Matériau isotrope

Lorsque le choix des axes de référence n’intervient pas pour décrire le
comportement du matériau, on le dit isotrope.
Nous nous ramenons maintenant a des tenseurs d’ordre 4 pour décrire notre
comportement, on introduit pour cela :

gzéi]-éik-éilei®ej®ek®el
Ezéij'(sklei@)ej@ek@el
ézdik'éjlei(@ej@ek@el
gzéil-éjkei@)ej@ek@el
On remarque que ¢ = d.
On a pour les tenseurs de souplesse :
o], =8 e v=5 £ (=5 (w-9)
et ainsi :
S =(a-b-c)a+bb+cd
s-i1
S =(e—f—-g—h)a+ fb+hc+ygd

|
<

On se retrouve dans le cas d’'un matériau élastique linéaire isotrope de Cosse-
rat avec huit coefficients a déterminer. Dans le cas de matériau en déforma-
tions planes, on se retrouve avec uniquement quatre coefficients d’élasticité.
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5.2 Les symétries de la matiere et les schémas
d’homogénéisation discrets

Grace a des principes de la physique et plus particulierement de la cris-
tallographie, nous pouvons établir en général des propriétés de symétries
concernant le comportement homogénéisé a 1’examen du groupe des symé-
tries point du réseau discret étudié. Ce premier groupe de symétrie introduit
est celui des symétries point, IC, qui laisse globalement invariant le réseau de
particules. Il s’agit d’'un groupe essentiellement géométrique. Mathématique-
ment /C est établi par :

K:{§€SO(3)/ V(a,i) € 2° x [1,n],3(B,) € 2% x [1,n]/ } (5.4)

QQ,J =3 .z

Les propriétés d’'un matériau se résume en général par un tenseur reliant deux
grandeurs descriptives des phénoménes examinés, I'une se nomme la cause
et 'autre 'effet. Le comportement en Mécanique est une propriété physique
de ce type. Il s’agit d’un tenseur reliant la déformation a la contrainte et
inversement. Ici ces deux grandeurs sont autant des effets que des causes.
Le comportement possede donc déja un groupe de symétries qui est propre
a sa nature tensorielle. Il s’agit du groupe des symétries, noté G, pou-
vant laisser invariant (en dehors du tenseur nul) un tenseur du méme ordre
que le comportement. Le second groupe des symétries lié au comportement
est le groupe des symétries matérielles, il a un sens purement physique, non
comme le premier qui a un caractere plutot mathématique. Ce groupe des sy-
métries matérielles, noté G, correspond a ’ensemble des symétries laissant
invariant le tenseur de comportement, pour le matériau particulier observé.
Le dernier groupe que nous introduisons est celui des symétries de charge-
ment (ou d’effet). Le chargement en Mécanique est lui aussi représenté par
un tenseur, il est alors possible de créer le groupe, noté Gj,r,des symétries
laissant invariant ce chargement. L’étude de ces groupes, lorsque le milieu
microscopique envisagé est discret, permet de déterminer I’allure du tenseur
de comportement. Elle repose sur 1’exploitation de deux principes de la Phy-
sique. Ces principes relient entre eux ces groupes qui a priori sont d’origines
différentes. Ces principes sont, avec les notations introduites :

Principe 1 (Principe de Neumann) Le groupe des symétries matérielles,
Gpr, doit inclure tous les éléments du groupe des symétries du point.

K C Gy (5.5)

et
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Principe 2 (Principe de Curie) Un réseau de particules sous l’action d’un
chargement change son groupe de symétries point, K, afin de préserver uni-
quement ses éléments communs avec ceur du groupe du chargement appliqué,
Gins. Ainsi le groupe des symétries point, KC, se change sous [’action d’un
chargement en un groupe K défini par :

IA{ = K N Giys.

Il est important de se souvenir la nécéssité que toute symétrie matérielle se
doit d’appartenir & G4, autrement le comportement est nul. Ainsi dans un
cadre physique quelconque, si un vecteur représente une propriété physique
et que le groupe des symétries matérielles possede la symétrie centrale, le
vecteur n’a pas d’autre choix que d’étre nul. La symétrie centrale, en effet,
n’appartient pas au groupe des symétries propre a un vecteur. Les groupes des
symétries propres a un tenseur jusqu’a l’ordre quatre sont exposé dans le livre
de Shuvalov [Shuvalov, 1988]. Dans la suite de cette section nous allons nous
intéresser plus particulierement au milieu de Cosserat et a notre probleme
d’homogénéisation vu dans le chapitre 3. Le second groupe construit, celui
des symétries matérielles pour le matériau homogénéisé, G, peut étre défini,
pour ces milieux homogenes de Cosserat, par :

QReSOB)/V(EG).

Gy =] ¥ (Q-E-'Q,det(@) QG -'Q) (5.6)
=ve(Ee

Ce groupe des symétries matérielles pour le matériau discret, Ggr,
construit en introduisant les opérateurs S° et S*. Si nous prenons une symé-
trie S appartenant a K, nous construisons un isomorphisme S* de I’espace des
déformations généralisées dans lui-méme, et un isomorphisme S* de I’espace

de la cinématique discrete dans lui-méme :
V(u,¢) = {(_Ma¢ai ),V (i) € 28 x [1
S* (u,6) = {(S-u*",det (S) S- ¢*', 8 -2*) ¥ (a) € 2° x [1,m]}
V(d,d) ={(d ¢ C),Vc e C},
5 (d, ) = {(S-d det (S)S-6°5-C),VececC}

Evidemment, si (d, ) est la déformation généralisée associée a (g, @ alors
S%(d, ) est la déformation généralisée associée a S* (g, Q) La description
mathématique pour Ggr devient alors :
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Gi ={SeK/V(d3), ¥ (dd)=V(S(dd)} (5.7)

Le but de ce qui suit est de prouver que le groupe des symétries discretes
est inclus dans celui des symétries continues : Ggr C G}, Nous devons a ce
stade particulariser les approches pour chaque schéma d’homogénéisation.

Pour le schéma (SH1) au premier ordre, la définition énergétique (3.30)
est prise et composée avec 'opérateur S, il est a rappeler que le potentiel
homogénéisé est celui d’un milieu de Cauchy :

1
VS e GET, U9 (E*) = —  min YV (dy+d,,, 0.
1

i . \IISSd—i_deraéer
V] (ddm g ¥ (5 (o T dper: Gy

1 _ 5.8)
= — min \I’Q ﬁ'(_l +C_le'r’ée7" (
V] (@djecseqz) & T o)

1
_- : \I}Q d + d ,(5 ~
V] (8ol eg) " DT drers Der)
= \I’C‘m (égs . té)

Nous avons utilisé le fait que l'opérateur S*® laisse invariant le sous-
espace des déformations perturbatrices généralisées périodiques associées a
cA (£,

Pour chaque symétrie S dans G%,, qui laisse invariant le chargement (E° =
S E°-'S), le champ solution de (3.30) satisfait :

(Eper’ Qper) s (ype,, Qper) (5.9)

Nous passons maintenant au schéma (SH2). Seul I’espace de minimisation du
potentiel ¥y change et cette fois-ci, il s’agit réelllement au premier ordre d’un
potentiel homogénéisé de milieu de Cosserat, ¥“°*. Nous utilisons la formu-
lation énergétique (3.35) et nous composons le potentiel thermodynamique
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avec 'opérateur S° :

1

VS € GY, 09 (E,G) = min Uy (dy + ey, 09 + e
( :) |Y| (d.9)ecay(EG) ( - - )
1
min S?(dy + dperys 09 + ey
|Y| (d.0)ecA}(EG) ( ( P - ))
1
min S - dy + dper, det(S)S - 0o + 9
|Y| (d.0)ecA3(EG) ( - &)

1
min

|Y| (d.0)ecAY(S-E-5,det(S)S-G1S) v

= U0 (S B -5, det() 5 G -'S)

(5.10)

Nous avons encore utilisé le fait que 'opérateur S® laisse invariant le sous-
espace des déformations perturbatrices généralisées périodiques associées a
CA (E G) Pour chaque symétrie S dans Gdr, qui laisse invariant le charge-
ment (E=S-E-'SetG=det(S)S-G - S) le champ solution de (3.35)

satisfait :

(gper,cbp ) S’“( per,aﬁpw) (5.11)

Ainsi, quelque soit le schéma d’homogénéisation, on obtient un résultat
important qui est la démonstration du principe de Neumann, exposé par
Vainshtein [Vainshtein, 1994] et Shuvalov [Shuvalov, 1988] :

KcGl cas, (5.12)

Propriété 1 (Principe de Neumann) Le groupe des symétries matérielles,

G, doit inclure tous les éléments du groupe des syméiries du point.

K cCaGy, (5.13)

Nous allons prendre les notations suivantes pour nommer les symétries,
.. y E |8 . YL .
ainsi C, 7, = etz sont respectivement la symétrie centrale, la rotation autour

de le de 1 ition d’ ion d’ang]
e 'axe y avec un angle de —, la composition d'une rotation d’angle m autour
n

x oo FE x .. .
de z,2, avec la symétrie centrale, 7= C 2, et la composition de la rotation

T T E S Ex r 1 . .
d’angle ) autour de x,4, avec z, alors z=74= C 4 . Les trois directions,

x,v, Z, qui sont intrinseques au réseau discret, sont nommées directions d’or-
thotropie. Quoiqu’il arrive, on doit garder a ’esprit que le tenseur est mathé-
matiquement une translation pour les propriétés physiques (ici mécanique,
élastique), et qu’il a ses propres éléments de symétrie. L’existence de propriété
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Chargement Chargement Chargement
E 2-Q G
Ey Ey Ess O - Py - Gi1 G G Ging
E31 E23 E12 (b3 - Q?) G31 G13 G23
G32 G12 G21

T Y z
E11E22E22000 000 0000000O0OO0 0,4,2,2
00000 Ep 000 000000000 ci45%
000000 00 By — 000000000 {C,’i}
000000 000 G1,00000000 {‘f‘gé’}

z Y
000000 000 Gii Gi1 G 000000 {4,4}
000000 000 0000000 Gy G {5?55}
000000 000 0000000 —Gy Gy {?55}

TAB. 5.1 — Chargements caractéristiques

est liée a la coincidence avec un élément existant de K. Pratiquement, nous
montrons le groupe des symétries du point, K, sur ’assemblage discret et
nous déduisons alors, avec 1’aide du Principe de Neumann, que ce groupe est
conservé par notre méthode d’homogénéisation pour le milieu continu pour y
décrire le nouveau groupe de symétries matérielles obtenu. A ce point, nous
connaissons la forme pour le comportement élastique linéaire et le nombre
de coeflicients indépendants. Ilcewicz et Al. [Ilcewicz et Al., 1986] ont donné
les tenseurs de rigidité dans le cas particulier des milieux de Cosserat, ce-
pendant ils ont exclus certains éléments indirects du groupe de symétries,
K. En réintégrant ces symétries oubliées, nous corrigeons la forme de la rigi-
dité. Pour les calculer, nous montrons les types de chargements qui donnent
des groupes intéressants de symétries du point pour appliquer le Principe de
Curie. Pour cette derniere raison, nous identifierons le comportement pour le
schéma (SH1) au moyen des chargements, (E°), qui crée le plus grand groupe
possible des symétries invariantes Giny (E°) pour un milieu de Cauchy defini
par :

Ging (E) ={S€G},/ S-E°-'S=E"},
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et pour le schéma (SH2) au moyen des chargements, (g g) qui crée le plus
grand groupe possible des symétries invariantes Gy (g g) pour un milieu
de Cosserat defini par :

[ SeqGi) S-E-'S=E
Gmf(éag)—{_et ' aetTé)E g SZQ}

Une sélection de sept chargements de caractérisation, pour le schéma
(SH2), et leurs groupes de chargement associés est rapportée dans le tableau
5.1, comme Schouten[Schouten, 1989] I’a fait. Dans le cas du schéma (SH1)
ol seul un milieu de Cauchy subsiste au niveau macroscopique, les deux pre-
miers chargements du tableau 5.1 suffisent a déterminer le comportement
macroscopique.

5.3 Les structures en nid d’abeilles

Pour illustrer notre théorie sur des structures homogénéisées, nous choisis-
sons deux assemblages bidimensionnels de poutre comme décrit sur la figure
5.3. Nous considérons pour ce assemblages des poutres d’Euler-Bernoulli en
déformation plane. La cinématique impliquée ici se résume a un vecteur de
déplacement généralisé, V%", pour chaque particule, P impliquant trois
degrés de liberté (deux en translation et un en rotation). On introduit donc,
u1, us et ¢ comme étant respectivement les composantes horizontale et ver-
ticale du déplacement et la rotation. Pour une exploitation ultérieure, nous
introduisons aussi [, S5, I, E qui sont respectivement la longueur, la section,
I'inertie normale et le module d’Young des poutres. La partition périodique
fait apparaitre deux types de cellule, une par structure discrete étudiée.

>

Honevcomb Reinforced honevcomb

FiG. 5.1 — Les structures planes pour le nid d’abeille régulier and renforcé.

En utilisant les notations vectorielles de Voigt, nous introduisons la défor-
mation généralisée € = {Dlla DQQ, D12 + (I), D21 — (I), Ggl, G32} et la I'lgldlté
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Coeflicient élastique Nid d’abeille Nid d’abeille renforcé

7 E
K (SH1) & (SH2) ?TS : +6\/§TS
71 (4817 +16 (V3 + 1) 1 °S + I'S?)
G (SH1) & (SH2) | 45857—eV3 417 (1S +121)
3+/3
G. (SH2) Qﬁf\/g ( +%\f) 2g1\/§
V3IE ‘ V3IE
M (SH2) 2] (1+v3)

TAB. 5.2 — Constantes élastiques pour le nid d’abeille et le nid d’abeille
renforcé

homogénéisée [Q} s’exprime alors pour notre étude en déformation plane :

K+G K—G 0 0 0 0
K-G K+G 0 0 0 0
o 0 G+G. G-G. 0 0
E}— 0 0 G-G, G+G, 0 0 (5.14)
R 0 M 0
0o 0 0 0 0 M|

Dans le tableau 5.2, les coefficients élastiques sont regrouppés pour les
deux cas étudiés. Les coefficients de Cauchy (K et G) sont les mémes pour les
deux schémas d’homogénéisation (SH1) et (SH2), quant aux coefficients spé-
cifiques au milieu de Cosserat (G, et M), ils sont issus de "homogénéisation
par les schéma (SH2). Ces résultats ont été aussi obtenus par une méthode
légerement différente [Pradel et Sab, 1998]. Pour chacun des motifs, il est a
remarquer que l’isotropie est toujours présente quand nous étendons le mi-
lieu a un milieu de Cosserat. Pour la partie Cauchy du comportement du nid
d’abeille, nous trouvons un résultat plus général que celui trouvé par Gibson
et Al. [Gibson et Al., 1982], puisqu’ils ont négligé dans leur approche la partie
de compression-traction des poutres qu’ils étudiaient. Maintenant nous allons
regarder l'initiation du flambement de la structure pour le nid d’abeille clas-
sique. Pour cette appproche, nous nous limitons aux calculs sur une cellule
de base élémentaire. Une borne supérieur de la charge de flambement sera
ainsi obtenue, puisqu’une minimisation serait nécessaire sur ’ensemble des
cellules de base possibles pour la structure périodique.
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5.4 Flambement du matériau constitué de nids
d’abeille.

Maintenant que nous avons déterminé les comportements élastiques li-
néaires macroscopiques de matériaux constitués de nids d’abeille, nous allons
déterminer la charge critique de flambement pour un chargement sous com-
pression uniaxiale d’une couche de largeur infinie illustré sur la figure 5.4
pour le cas de 'assemblage de nids d’abeille. On considere dans la suite un
chargement uniaxial sur une bande infinie d’épaisseur h ; un déplacement ver-
tical, d, est imposé au sommet de cette bande et il est imposé nul a sa base.
Les rotations au sommet et a la base sont aussi nulles. Vu la géométrie et la
symétrie du chargement, nous cherchons des solutions qui sont z;-invariantes.
On se place ici dans le cadre du chapitre 4 dans I’hypothese des faibles pré-
déformation. Dans un premier temps, au moyen d’'un code aux éléments finis
[SAMCEF, 1995], nous étudions la convergence pour une hauteur de couche
fixée suivant la largeur du mode et de la charge critique de flambement. Ceci
nous permettra de valider numériquement ’hypotheése de x;-invariances des
solutions. En exploitant 'invariance en translation de la structure étudiée,
nous obtenons toujours en utilisant le code aux éléments finis, un mode de
flambement et une charge critique limites en fonction de la hauteur de la
couche infinie étudiée. Cette dépendance traduit 'effet d’échelle pour l’ini-
tiation du flambement. Comme le montre la courbe sur la figure 5.3, 'effet
d’échelle s’estompe tres vite, et au dela de dix cellules de base il devient
négligeable. Il n’est donc pas nécessaire de développer ici le schéma a des
ordres supérieurs. Nous limitons donc ’approche au schéma (SH1) ou seul le
premier ordre de la charge critique est a déterminer.

Au niveau microscopique, les particules sont reliées entre elles par des
poutres. Pour déterminer les non-linéarités discretes de ces poutres, nous
effectuons la méme approximation que dans la section 4.4, nous nous limitons
donc a des champs cinématiques affines en u et 6, et polynomiaux d’ordre
trois, en l’abscisse curviligne de la poutre impliquée pour déterminer la loi
discrete d’interaction entre deux particules.

Pour le probleme d’homogénéisation, nous limitons les calculs a la cellule
de base minimale du pavage périodique de 1’espace par des nids d’abeille.
Cette cellule est représentée sur la figure 5.4. Il est clair en faisant référence
aux travaux de Miiller [Miiller, 1987], que I’étude de I’approximation de la
valeur critique de flambement devrait étre menée sur des cellules de base
de plus en plus grande du pavage de I’espace jusqu’a obtenir celui donnant
la charge critique de flambement la plus petite. En prenant ici a priori la
cellule de base minimale, nous déterminons une borne supérieure de la charge
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FiG. 5.2 — Chargement d’une couche de nids d’abeille sous compression uni-
axiale.

critique. Nous prenons pour la recherche d’instabilité la solution triviale issue
du probléeme d’homogénéisation au premier ordre en élasticité linéaire pour ce
probléeme de chargement uniaxial. Les résultats en élasticité linéaire sont donc
repris pour le chargement spécifique étudié qui correspond a la déformation
homogene E donnée par :

0 0 O
[E]=|0 -A 0
0 0

On obtient alors, & un mouvement rigidifiant pres, le champ de déplacement
solution, u,, Qs sur la cellule de base choisie :

0
ys(Pl): & _1+%_1 ) ?S(PI)ZO
2 1211+1
Si2

et pour les autres points du second type de la cellule de base :

L’énergie totale élastique issue de ’approche en élasticité linéaire est d’abord
calculée, indicée par Lin, sur la cellule de base pour un champ perturbateur
périodique, 6U = ((5% 5¢), puis la partie énergétique liée a la non-linéarité
géométrique est calculée, indicée par NI, dans laquelle est insérée la locali-
sation de la solution triviale. Le calcul donne alors matriciellement 1’énergie
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0.03 T
"nidafla.txt" using ($1):($2) X

0.025

0.02 | X

charge critique
X

0.015

0.01 -

0.005
0

10
hauteur en nombre de cellule

Fiac. 5.3 — Effet d’échelle du flambement d’une couche de nids d’abeille.

Fi1G. 5.4 — Cellule périodique minimale pour le pavage en nid d’abeille

du probléme :
‘o] - |:£Lm + )\éNL] 10U} =0

La charge critique au premier ordre est obtenue comme la plus petite valeur
de X\ tel que : det [ém + AéNL] = 0. Le nid d’abeille donne la valeur :

121
IR
En utilisant les valeurs numériques des poutres utilisées pour ’application
aux éléments finis, la valeur obtenue pour la charge critique est de 1 % par

la méthode d’homogénéisation contre 1,07 % par la méthode numérique aux
éléments finis.
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5.5 Applications aux mousses

Comme application, nous nous intéressons a une mousse modélisée du
point de vue microscopique comme un assemblage périodique de poutres
suivant un motif tétrakaiedrique représenté sur la figure 5.5. Pour plus d’in-
formation, dans I’annexe A, des éléments bibliographiques dédiés a I’étude
microstructural des mousses ont été reportés. Le choix du tétrakaidécaedre
est guidé par ’observation au microscope de mousse polymere de type poly-
uréthane ou cette forme de cellule est la plus présente. Cela semble cohérent
avec le procédé physique de moussage du matériau. En effet, si ’on consi-
deére que la création de la mousse s’effectue par expansion d’un gaz de fagon
isotrope a partir de centres d’expansion uniformément répartis au sein d’un
matériau continu, on se retrouve avec un pavage de sphere de gaz dans le
milieu continu. A l’issue de I'expansion gazeuse, les spheres ont dégénérées
en polyedres, les types de polyedres sont ceux issus du pavage de l’espace
par des spheres de rayon constants. Il existe trois polyedres possibles : le
dodécaedre (polyedre a douze faces), le octaédre (de base un hexagone) et
enfin le tétrakaidécaedre (polyedre a quatorze faces). C’est ce dernier que
nous avons retenu pour modéliser la microstructure de notre mousse a poro-
sité ouverte. Chaque type de polyedre est issu du type de pavage de I’espace
par des spheres : pavage a faces centrées, pavage hexagonal ou encore pavage
a volume centré. Les poutres considérées sont les poutres usuelles d’Euler-
Bernoulli, nous prenons les notations /, S, pour la longueur et la section de la
micro poutre, Iy, Iy, Is, pour I'inertie de torsion, I'inertie suivant le premier
et le second axe principal de la poutre, F, G4, sont le module d’Young et
de cisaillement du matériau constitutif de la poutre. Chaque poutre est a
I’intersection d’un carré et de deux hexagones, afin de donner une définition
intrinseque des axes d’inertie, nous placons pour chaque poutre le premier axe
d’inertie dirigé vers le centre du carré associé a la poutre. Cette description
semble s’accorder avec I'observation des micro structures dans les mousses
comme ont vu [Zhu et Al., 1997]. Grace & la distribution spacial des extré-
mités des poutres, on peut aisément conclure que le groupe des symétries du
point, IC, est :

K = group {C’, f, ZZ}

On représente sur la figure 5.5 les directions d’orthotropie (z, y, z) de ’exemple
traité. Il est important de remarquer que le symétrie par rapport a ’origine
C est inclue dans K. Une déduction immédiate donne I'absence de termes
couplés dans le comportement. Il n’y a pas de couplage entre tenseur du
second ordre et pseudo-tenseur du second ordre. En exploitant le groupe K
group, nous concluons que la représentation matricielle généralisée de Voigt
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F1ac. 5.5 — description du tétrakaidecaédre et de la cellule de référence.

possede huit coefficients élastiques et a la forme suivante dans le référenciel
de cubicité du matériau :

Eil a b b E11
252 = b a b . E22 EZSJ = CEij if ¢ ?é_]
233 b b a E33
yas (g _ Q)
'y e [ f G
T p=|f e f Ga ¢ Ly +TDj=(h+yg) (Gij +Gj)
[s3 f [ e Gs3
and

(5.15)
Pour calculer nos coefficients, nous allons homogénéiser notre matériau sous

des chargements typiques que nous appellerons chargements caractéristiques.
Sur la base du principe de Neumann, nous voulons faire ressortir un jeu de
chargements qui implique tous les coefficients élastiques quand nous couvrons
le jeu de chargements. La perspicacité dans le choix des chargements repré-
sentatifs revient & sélectionner ceux qui préservent le plus grand groupe de
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symétrie généré par K=Kn Ging- Ici le jeu de chargements caractéristiques

() particule externe

. particule interne
---- couple entre deux cellule

—— couple dans la cellule

F1G. 5.6 — Description de la cellule de base

est défini comme reporté dans la table 5.1. Cela signifie que nous effectuerons
sept calculs de structure pour déterminer le comportement cubique de notre
matériau. Il est maintenant largement temps de décrire notre micro structure
et sa cellule de référence associée. Sur la figure 5.5, un tétrakaidécaedre avec
toutes ses particules a été dessiné. Nous avons aussi représenté une cellule
de reférence et son repere périodique (a,,a,,as). Les particules noires sont
comptées en entier dans la cellule de reférence, celles en gris foncées sont
extérieures et celles en gris claire sont sur la frontiere de la cellule, ce qui
signifie que les couples comprenant une particule noire et une gris claire ont
une énergie, dans leur poutre, comptée une demi fois pour la cellule. pour
cette partition de I’espace, il y a six types de particules, la cellule de reférence
est dessinée sur la figure 5.6. Aussi il n’y a que douze champs périodiques
discrets distincts. Pour déterminer les coefficients élastiques, nous utilisons,
pour chaque chargement, les symétries appartenant a C pour réduire les in-
connues cinématiques grace a (5.11). D’oll pour un chargement spécifique,
nous créons des correspondances entre les degrés de liberté et réduisons ainsi
la taille de notre probleme de minimisation. Dans le cas du tétrakaidécaedre,
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nous obtenons les coefficients élastiques suivants,

pour le milieu de Cauchy (les coefficients sont communs aux schémas (SH1)
et (SH2) par l'exploitation du groupe des symétrie de la matiére de notre
matériau) :

SI, E; V2
E; = 1
I= 221 + 2S) (5-16)
121, — 128
— /o=t "2 1
vi / 121, + 25 (5.17)

Gy=

SE, I (12 4+ G, 4 4[1)
3v/2 P

21202 + 8L L +125, % [+ 2% [,S + 412 SL + 4P S

(5.18)
pour la partie de Cosserat propre au schéma (SH2),
2E,
d= 3‘/;725 (5.19)
E, L+ G,I)V?

o= 22?2 ) V2 (5.20)
p=5G Itl‘ﬁ 5312) v2 (5.21)
5 V2 (3G, L1, — G, I, — EJI? — E, I, 1) (5.22)

9= " 812 (B, + G, 1)) '
h—E, V2 (G, LI, + 5G,I,I, + E,I? + E,I, I,) (5.23)

812 (B, I, + G, 1)

Nous avons introduit Ey, vy, G et K respectivement le module d’Young, le
coefficient de Poisson, le module de cisaillement pour la mousse homogénéi-
sée. Pour la partie de Cauchy de notre comportement, nous avons trouvé les
mémes résultats, avec une méthode générale, comme Zhu et Al. [Zhu et Al., 1997
I’a fait, mais nous avons additionné les constantes élastiques purement de
Cosserat.

5.6 Flambement des mousses

Tout comme pour le matériau bidimensionnel constitué de nids d’abeille,
nous allons déterminer la charge critique de flambement pour un chargement
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Fi1G. 5.7 — Chargement d’une couche de tétrakaidécaedres

sous compression uniaxiale d’une couche d’assemblage périodique tridimen-
sionnel de tétrakaidécaedres de largeur infinie illustré sur la figure 5.7. On re-
prend, pour 'exemple, un chargement uniaxial sur une bande infinie d’épais-
seur h; un déplcament vertical, §, est imposé au sommet de cette bande et
il est imposé nul a sa base. Les rotations au sommet et a la base sont aussi
nulles. Vu la géométrie et la symétrie du chargement, nous cherchons des solu-
tions qui sont zi-invariantes. On se place ici dans le cadre du chapitre 4 dans

46.5
X T T "flatetra.txt" Lsing ($1):$2) X

46 g

455 |- B

45 R

445 R

charge critique

44+ R
435 F R

eys X 1

425 |- B

X
42 L I
0

& X

10 20
hauteur en nombre de cellule

Fia. 5.8 — Effet d’échelle du flambement d’une couche de tétrakaidécaedres.

I’hypothése des faibles prédéformation. L’utilisation d’un code aux éléments
finis [SAMCEF, 1995] permet encore de conclure a la faible importance de
effet d’échelle sur I'initiation du flambement (voir le figure 5.8). Les micro
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poutres considérées sont de longueur [ = 1 m, de section S = [/10m?, d’iner-
tie I, = I, = S?/12m*, dans les directions principales de flexion. Le schéma
d’homogénéisation utilisé est (SH1), les micro poutres de la mousse étant du
type Euler-Bernoulli, et la détermination de la charge critique s’effectue au
premier ordre.

La valeur de la charge critique, )., vaut ainsi au premier ordre :

(-125—15 —1+\/80%+8l5—15+1+9216;g—;+2304;§—;> (8L + 1)
(5.24)
1;2
(14445 1)

La charge critique est évaluée numériquement avec les valeurs utilisées pour
le calcul aux éléments finis sur la structure totale. La valeur obtenue pour
la charge critique est de 9,999 % par la méthode d’homogénéisation contre
7,7 % par la méthode numérique aux éléments finis. Le résultat est proche
mais tend a montrer qu’il est nécessaire d’effectuer une optimisation sur le
choix de la cellule de base comme le laissent entrevoir les travaux de Miiller
[Miiller, 1987] [Geymonat et Al., 1993].
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Conclusions et Perspectives

ANs cette étude, nous avons montré comment dans le cadre de I’ homogé-
D néisation, il était possible de prendre en compte une cinématique enrichie
par des rotations tant dans le cas continu que discret. Dans les deux cas, la
phase primordiale pour ’obtention d’un comportement macroscopique valide
est 'analyse dimensionnelle. Elle permet de comparer les différents termes
de la cinématique entre eux sur une géométrie fixe quelque soit la taille de la
structure réelle étudiée. Nous avons alors défini deux schémas d’homogénéi-
sation en considérant des suites différentes de comportement asymptotique
dont la validité a été discuté dans le chapitre 2. Il ressort de cette discussion
que le schéma (SH2) est pertinent lorsque les raideurs associées au gradient
de rotation sont élevées.

Dans le cas de ’homogénéisation de réseaux, nous avons introduit des dé-
veloppements de Taylor de champs continus pour aboutir a un milieu continu.
Pour un réseau n-atomique, n champs de translation et n champs de rotation
sont a déterminer par la résolution d’autant d’équations d’équilibre que de
champs inconnus.

L’introduction des développements asymptotiques dans les équations d’équi-
libre permet d’exprimer ces champs inconnus en fonction d’un seul champ (de
translation) pour le schéma (SH1) et de deux champs (un de translation et
un de rotation) pour le schéma (SH2). A noter que l'ordre d’approximation
des développements asymptotiques et celle des développements de Taylor
s’effectue suivant la méme échelle de comparaison en e.

Comme nous I’avons fait sur les motifs discrets en nid d’abeille et en tétra-
kaidécaedre en comparant avec les résultats de Gibson [Gibson et Al., 1982]
et ceux de Zhu [Zhu et Al., 1997], il convient de vérifier par cette méthode
générale la validité des comportements obtenus empiriquement dans la litté-
rature sur les réseaux discrets.

En revanche, si nous n’effectuons pas les développements asymptotiques,
une théorie continue n particulaires peut s’avérer suffisante pour résoudre
les problemes mécaniques envisagés. Il se peut meéme que cette approche soit
fructueuse pour déterminer les effets de bords. Ce point constituerait une
extension aux matériaux n-atomiques de 1’étude des effets de bord donnée
dans le cas mono-atomique (chapitre 2).

Par ailleurs, nous avons montré lors de ce travail comment on pouvait
déterminer la charge critique de flambement d’un réseau n-atomique dans
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les hypotheses de faibles prédéformations. Cependant il semble nécessaire

sur la trace de travaux récents [Miiller, 1987] d’examiner le choix (forme

et taille) de la cellule de base périodique pour effectuer 1’analyse en homo-

généisation du flambement. L’étude du post-flambement pour la détermi-

nation de la fin du plateau déclenchée par la mise en contact des poutres,

déja considérée par Dement’ev et Tarakanov [Dement’ev et Tarakanov, 1970]

[Dement’ev et Tarakanov, 1970b], serait dans le prolongement naturel de ce

travail. Nous pourrions alors nous appuyer sur les travaux existants [Chateau et Nguyen, 1991]
concernant la gestion du contact.

Vu la complexité du probleme, le recours a des techniques de résolution
numérique semble nécessaire. Nous avons déja commencé a mettre en ceuvre
une telle démarche [Veiga, 1997], I’étude du post-flambement s’effectuant par
une méthode incrémentale a partir du mode de flambement trouvé.

Enfin, nous pouvons mettre en évidence expérimentalement les effets
d’échelle théoriquement étudié dans ce travail dans le cas de I’élasticité li-
néaire et du flambement. En effet, un dispositif expérimental a déja été mis au
point le permettant a 'aide d’excitations magnéto-mécaniques [Lakes, 1983]
[Lakes, 1986]. Dans le cadre des stages [Fudala, 1997] et [Bouguern, 1998],
nous avons amélioré a ’aide d’interférométrie LASER sa métrologie. Cepen-
dant, ’exploitation des observations expérimetales reste encore a faire. Nous
pourrons alors comparer les résultats théoriques et expérimentaux.
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Annexe A

Eléments bibliographiques sur
la modélisation
micro-mécanique des mousses

Plusieurs chercheurs se sont penchés sur I’étude micromécanique des mousses
afin d’expliquer les différents mécanismes observés expérimentalement. Une
synthése intéressante peut étre trouvée dans [Ould Eyih, 1993]. La majorité
des études entreprises sont axées sur les mousses a cellules ouvertes, mais
certaines donnent des compléments pour le cas des cellules fermées. Toutes
les approches considerent les mousses comme un assemblage de poutres aux-
quelles on peut rajouter des membranes minces pour obtenir une porosité
occluse. L’approche numérique effectuée par Renz [Renz, 1977] suit d’ailleurs
cette description en répartissant suivant différentes distributions la matiere
entre les arétes et les parois de cellules. Les approches micromécaniques se
différencient soit par la description géométrique de la cellule de base, soit par
le comportement attribué aux poutres de la mousse.

Remarque 1 Dans tout ce qui suit, les exposants * désigneront des gran-
deurs relatives a la mousse.
A.1 Approche par des réseaux cubiques

Gent ([Gent et Thomas, 1959] a [Gent et Rusch, 1966al), qui fut le pre-
mier historiquement a construire un modele poutre, a choisi de construire un
réseau cubique périodique organisé comme sur la figure A.1.

Il lui applique un chargement uniaxial et y insere des calculs de type résis-
tance des matériaux. Son modele fait apparaitre des mécanismes de traction-
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Fia. A.1 — Cellule de base adoptée par Gent

compression des poutres. Par homogénéisation, il obtient un module d’Young
suivant la direction de chargement proportionnel a la densité relative de la
mousse, ¢ égale au rapport entre la densité de la mousse et la densité du
solide la composant. Expérimentalement, cette approche n’a été validée que
pour peu de mousses.

Puis Gibson ont repris ces travaux en changeant la géométrie de la cellule
de base en deux dimensions [Gibson et Al., 1982], puis en trois dimensions
[Gibson et Ashby, 1982]. Ils ont effectué des recherches sur deux géométries
différentes. La premiere géométrie est donnée par la Figure A.2

Elle correspond a un réseau de "cubes” dont chaque aréte est une poutre
de section carré. Cette nouvelle description de la cellule introduit la flexion
comme nouveau phénomene important dans la déformation des cellules sous
chargement uniaxial. Gibson dépasse d’ailleurs la simple phase élastique de
la mousse. Il introduit le flambement élastique, la plasticité et la rupture
dans son modele. Suivant les chargements et les matériaux utilisés dans les
mousses, dans un seul de ces domaines ou plusieurs successivement. Gibson
donne d’ailleurs des mécanismes de rupture, mais aussi de flambement élas-
tique et plastique. De plus, il introduit des chargements multiaxiaux, et de
I’anisotropie en remplacant les cubes représentant les cellules par des pa-
rallelogramme de faces différentes. Cette modélisation présente un défaut
important dans la description géométrique de la cellule : il y a une tres forte
orientation dans la structure mousse qui est 2D plus que 3D. En volume, la
mousse par sa description géométrique est orthotrope. En chargement uni-
axial, on obtient les résultats suivants.

166



N
s

1
i
ad

e
—
T
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F1c. A.2 — Premiere géométrie choisi par Gibson et al.

A.1.1 Comportement élastique

Le modele s’appuie sur la flexion d’une poutre. La déflexion § s’exprime :

C.-F-1I3
E,- T
avec F' la force appliquée sur la poutre, I le moment d’inertie de la poutre,

E; le module d’Young du solide utilisé et [ la longueur des poutres.
Le module d’Young E* de la mousse globale peut alors étre calculé.

5= (A1)

Cellules ouvertes

E* P 2

= _ N L A2

E; Ce (Ps) ( )
Cellules fermées

E* p 3

— = = A3

E; Ca <p5> ( )

Le coefficient de Poisson lui a une valeur quasi-constante quelque soit le

matériau : v & 3 dans la phase élastique. Mais dans la phase du plateau, le
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EiG. 52, A cubic el ntoded for o eloged-cel! foam, showing the cdge ficknss, o,
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F1Gc. A.3 — Structure a cellules fermées

coefficient de Poisson chute pour s’annuler.

A.1.2 Flambement élastique

Les formules d’Euler sont appliqués aux poutres de ces cellules, et elles
donnent dans le cas de densité relative faible (inférieure & 0,3) :

FiG. 514, Biusliz buckiing in the 2202 walls of an apat-ell foaa.

Fic. A.4 — Flambement élastique

Cellules ouvertes

2_2 —Cy- (ﬁ)2 (A.4)



Cellules fermées

. 2 _
@:CS.<£) +p0Epat
S S

puis le comportement dans la zone de flambement devient :

N ) Rty

Ps

A.1.3 Ruine plastique

(A.5)

(A.6)

Les parois peuvent aussi se plastifier, cela arrive quand le moment des

parois inclinées excede celui de pleine plastification ( M, = i .

oy -t3 | oy est

le seuil de plasticité ). Cette plastification se traduit par des rotules plastiques

aux jonctions des poutres comme sur la figure .

Fus, $,18, The fernoalion of plasiie hinges in an opai-cell oz,

Fi1c. A.5 — Apparition de rotules plastiques

Dans le cas des cellules fermées, il faut rajouter la contribution due a

I’extension des membranes et celle due a la compression du gaz.
On obtient donc les seuils plastiques, oy, suivants pour la mousse :

Cellules ouvertes
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Cellules fermées

3
o* 2 _
_Pl:C4.(¢.ﬁ> 1O (1) LB Pat (A.8)
Oys s Ps Oys

¢ représente la fraction de matiere dans les arétes de la mousse, p, la
pression du gaz dans les cellules et p,; la pression atmosphérique.

A.1.4 Ecrasement fragile

Suivant le méme principe que la plasticité, on peut déterminer une contrainte
de rupture pour laquelle les poutres cassent. Ainsi pour des mousses fragiles
(céramique, ou certains polymeéres) dont le matériau a un module de rupture,
ofs, une poutre casse lorsque le moment qu’elle subit dépasse M; = é-afs -3,
Suivant que les cellules sont fermées, c’est a dire que ’on prenne en compte
ou pas les contraintes membranaires, on obtient :

Cellules ouvertes

O _ . (ﬁ) (A.9)

Cellules fermées

ﬂ:05.<¢.£)2+cé.(1_¢).£ (A.10)

Cette modélisation, dont le synthese est regrouppé dans [Gibson et Ashby, 1988],
fait forcément intervenir I’expérience pour déterminer les constantes C, c’est
en cela que I'on peut classer ce modele comme empirico-théorique.

A.1.5 Densification

Enfin pour la derniere phase du comportement de la mousse, la mousse
est tellement comprimée qu’il n’y a plus de gaz en son sein. Seul demeure
le solide, et le comportement tend vers le comportement du solide. On peut
penser que cela arrive lorsque la déformation est telle qu’il n’y a plus de place
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pour le gaz, soit : ¢ = 1 — ﬁ. Mais expérimentalement cette formule n’est
Ps

pas validée, il s’agirait plutot de : e =1 —-1,4 - ﬁ. Pour expliquer ce phé-

nomene, Maiti, Gibson et al. [Maiti et Al., 1984] introduisent une hétérogé-
néité dans les longueurs de poutre des cellules. Cela intervient d’ailleurs dans
tout les domaines précédemment décrits. Ainsi il y a flambement élastique
ou plastique, rupture et densification en fonction de la longueur des arétes
des cellules et donc en fonction de la distribution de ces longueurs. Il s’agit
d’une présentation multiaxiale des matériaux de type mousse. L’approche y
est semi-expérimentale, seule ’allure des comportements y est déterminée a
I’aide de considération de type Résistance des Matériaux. L’obtention final
de loi exploitable se fait en calant expérimentalement les constantes mises a
jour. Trois types de mousse sont abordés les mousses flexible (élastomere), ri-
gide (polymere ou métal) et fragile (céramique). Chaque type peut lui-méme
étre a porosité ouverte ou occluse. Cependant les mousses de ces deux der-
nieres catégories semblent avoir le méme comportement. Dans ’approche, on
peut prendre en compte pour les lois de comportement finales les possibilités
microscopiques de flexion (élasticité), lambement élastique, ruine plastique
et enfin rupture fragile des poutres ou bien des parois. En s’appuyant sur
des données expérimentales, certaines mousses sont totalement caractérisées
sur les trois étapes possibles : zone linéaire, plateau plus ou moins long a
contrainte nominale constante et enfin densification. Enfin I'article conclut
sur I’expression de I’énergie absorbée en fonction du niveau de déformation
atteint. Les résultats et les modeles pour chaque type de solide cellulaire sont
combinés pour développer des cartes de mode de mécanisme qui résument
les propriétés en un diagramme unique.

A.2 Autres structures géométriques périodiques

A.2.1 Tétraedre

Une deuxieme famille d’approches de cette description poutre a été faite
par Ashby ([Zhang et Ashby, 1989] dans le cas des nids d’abeille, et [Zhang et Ashby, 1989b]
pour des mousses tridimensionnelles isotropes) mais aussi par Warren et Al
([Warren et Kraynik, 1987] a [Warren et Al., 1989]). Ces deux études partent
de la description géométrique. La structure retenue est alors un assemblage
de quatre poutres faisant toutes deux & deux un angle de 109°, comme sur la
Figure A.6.
Dans le cas de Ashby, il s’agit d’'un morceau de la cellule de base de
la mousse de forme tetrakaidecaedrique. Cette forme de cellule permet un
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Fic. A.6 — Pavage par tétraedres

pavage parfait de 'espace (Lord Kelvin) et expérimentalement d’apreés Smith,
cette cellule est la plus proche de la réalité.

Le rapport de Zhang et Ashby [Zhang et Ashby, 1989b] présente une ap-
proche de type passage de la micro structure a 1’échelle macroscopique sur
le matériau tridimensionnel. Les auteurs résument la microstructure a 1’as-
semblage de quatre poutres suivant un tétraedre pavant presque l'espace. Le
chargement en contrainte est exercé au niveau macroscopique, il est alors
redescendu sur chacune des quatre poutres. Pour obtenir cette localisation,
on décrit l'opération de moyenne qui permet de passer des micro-poutres
au volume élémentaire. Une fois au niveau de la poutre considérée sans
effort tranchant, on obtient en exhibant son comportement, supposé élas-
tique, la micro déformation exercée sur la poutre. On remonte alors en ef-
fectuant la moyenne au niveau macroscopique, obtenant ainsi la réponse glo-
bale contrainte-déformation. Pour cette mousse supposée isotrope, le mo-
dule d’Young et le coefficient de Poisson sont donnés, caractérisant ainsi son
comportement tridimensionnel élastique. Différents modes de comportement
comme la rupture fragile, le flambement élastique ou bien la plasticité sont
alors étudiés avec la méme localisation. Des critéeres en contrainte de rup-
ture, flambement ou plasticité sont ainsi obtenus, représentés graphiquement
et enfin comparés avec des résultats expérimentaux.

Dans le cas de 'approche de Warren, I’analyse est faite pour la phase élas-
tique linéaire [Warren et Kraynik, 1988] et non-linéaire [Warren et Kraynik, 1991]
de la mousse. On passe ici a une vision plus tridimensionnelle de la structure
cellulaire. En effet Gibson et Ashby ([Gibson et Ashby, 1988|) ont donné une
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FiG. LU The paking of palydodra ta 8l space (i) criangalie prisss,
rectangulir prisns, () hexnaonal prisms. () rloeble dedesahedia, @ feira-
kel ra,

F1a. A.7 — Cellules permettant le pavage compact de I’espace : (a) prismes
triangulaires, (b) parallélogrammes, (c) Prismes hexagonaux, (d) dodécaedres
rhombiques et (e) tétrakaidécaedres

sorte de projection d’un modele plan en trois dimensions. Ils restent tribu-
taires d’essais de caractérisation pour leur modele. Seule la porosité ressort
comme parametre important.

Warren (,[Warren et Kraynik, 1988] et [Warren et Kraynik, 1991] pour
des approches bidimensionnel et tridimensionnel) est parti de la poutre pour
décrire une mousse a cellules ouvertes, mais il les a placées dans I’espace afin
de résumer la structure a un assemblage de tétraedres réguliers contenant
quatre poutres identiques de longueur L. Il suppose pouvoir paver 1’espace
par des tétraedres microscopiques réguliers sans introduire une erreur trop
grande au niveau macroscopique (ce type de pavage étant théoriquement im-
possible). Les grandeurs cinématiques des points extrémes des poutres sont
approchées par des déplacements et des rotations affines. Les déformations
seront ainsi homogenes. Puis on suppose que les déplacements sont reliés li-
néairement au efforts et moments associés. Si on prend tous les déplacements
par rapport au sommet Sy, on obtient la position relative, b; de chaque som-
met, S; par :

La linéarité entre "déformation” et “contrainte” se traduit par ’existence de
module de traction, M, flexion, IV, et torsion, L, et par la liaison de compor-

173



b
Fz /3 /F‘

Fg

Fic. A.8 — Tétraedre de référence choisi par Warren

tement :
Aj=M-(F; e)e;+N-(e;,ANF;)Ne;+Lp Ae, (A.12)

Au niveau des équations d’équilibre nous avons en considérant 1’assemblage
des quatre poutres :

4 4
ZEiZO ZQ’/\Ei:O (A.13)

Puis on simule les essais de cisaillement et de traction sur un tétraedre, on
obtient ainsi le comportement reliant les contraintes de Cauchy définies a
partir des forces et moments sur le tétraedre et les déformations définies de
la méme facon. Il est a noter que le comportement est caractérisé par une
orientation liée a chaque tétraedre. On suppose une répartition équiprobable
au niveau macroscopique des orientations des microstructures tétraedriques.
Les contraintes effectives au niveau du volume élémentaire représentatif de-
viennent alors une moyenne sur toutes les orientations des contraintes liées
aux tétraedres, soit :

-5 [oGeva

1 2. s 2.
=g / / / o (0, p, 1) sin OdpdOdy
o Jo Jo

On obtient alors le comportement élastique linéaire au niveau macroscopique

(A.14)
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Fic. A.9 — Cinématique du tétraedre de Warren

suivant :
11-N+4-M
FE =
2-v3-L-(10-N2+31-M-N +4-M?)

(A.15)
L (N-M)-(5-N+5-M)
10-N2+31-M-N+4-M?
L’introduction de la section droite des poutres, A, et du moment d’inertie

A
A - ¢? donne une porosité de ¢ = —————. Les souplesses de traction et
q p ? =3 T p
flexion deviennent :
1 1
= et N = A.16
2-\/§-E5-L-q§ 36-F,-q?-L-¢? ( )
Ainsi on obtient :
E  33-V3-¢-¢°
— = 1 Al
2 5 pour ¢ << (A.17)
Pour trois sections droites différentes, on obtient :
section circulaire
C_ 1 _pos0 Z oo @’ (A.18)
A 4.7 7 E, 7 '
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section triangulaire

E
L=~ =0,09 F:1,1.¢2 (A.19)

section ”"Plateau”

2 90.y/3-11- E
¢ _20-V3 T =0,134 — =1,53- ¢ (A.20)
A6 (243 n) E,

A.2.2 Tétrakaidécaedre

Approche numérique développée par Renz

Dans cette étude, la déformation élastique pour différentes mousses, telles

que les mousses en PVC et les mousses en PUR, est calculée a partir de la mé-
thode des éléments finis. Le comportement des mousses est construit a partir
de la définition d’une cellule élémentaire. Le choix des auteurs [Renz et Ehrenstein, 1982]
porte sur le tétrakidecaédre comme géométrie de la cellule élémentaire, qui
est formée par assemblage de poutres et de plaques.
D’un point de vue de la modélisation numérique, méme si la cellule élémen-
taire est identique pour les deux types de mousses, la différence est faite
dans les données de la distribution de matiere et des modules d’Young entre
les poutres et les plaques. Ces différences de données sont motivées par les
observations microscopiques dans les textures des deux types de mousses.

Ainsi, pour les mousses en PVC, le réseau des poutres et des joints est
moins imposant que celui des parois. Le choix privilégie donc une distribu-
tion de la matiere sur les plaques. D’autre part, pour les mousses en PUR, la
distribution non homogene de la masse est concentrée sur les poutres et les
joints, tandis qu'un faible pourcentage est distribué sur les parois. Les compa-
raisons des modules élastiques des mousses (comportement global) entre les
résultats numériques et les résultats expérimentaux montrent une différence
au plus de I'ordre de 50%.

A.2.3 Dodécaedre

Dans les travaux de Patel et Finnie [Patel et Finnie, 1970], trois compo-
santes importantes dans le comportement des mousses rigides se distinguent :
— La phase gazeuse.
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— La phase solide.
— L’arrangement géométrique de ces deux phase (par ex. ceci peut in-
fluencer la rupture les parois des cellules par la pression du gaz).

Pour les mousses a porosité fermée, le gaz en captivité est approximativement
a la pression atmosphérique. La résistance due au changement de pression
du gaz (en supposant le processus isotherme) est de l'ordre du produit de
la pression atmosphérique et de la déformation ingénieur. Cette pression va
diminuer lors d’éventuelles ruptures des parois des cellules.

Pour les matériaux a porosité fermée, la résistance due a I’écoulement
visqueux du gaz est peut importante méme a de grandes vitesses de char-
gement, puisque la résistance du polymere croit considérablement du fait de
sa nature viscoélastique. Cette observation conduit les auteurs a négliger la
contribution de la phase gazeuse pour les mousses rigides.

Dans cette étude, les auteurs étudient I'influence de I’arrangement géo-
métrique de la structure cellulaire des mousses sur le comportement global.
A partir de la définition d’une cellule élémentaire, ils construisent un modele
afin d’expliquer quelques aspects du comportement mécanique des matériaux
a structures cellulaires. La cellule retenue est un dodécaedre pentagonal. Les
auteurs généralisent le modele aux mousses en tenant compte de la morpho-
logie de celles-ci. Le modele met en évidence, entre autre, deux aspects du
comportement :

— L’influence de la direction des parois des cellules par rapport a la di-

rection de chargement sur la résistance des mousses

— Une analyse plus avancée permet de déduire une relation entre la résis-

tance a la compression des mousses et leurs densités.
Le résultat donne une comparaison satisfaisante avec des résultats expéri-
mentaux.

Etude de Ko [Ko, 1965]

Les mousses sont vu ici sans I'influence du gaz et comme des treillis de
poutres, la porosité est a priori ouverte. En partant des pavages compacts pé-
riodiques de I’espace, ’auteur élabore une répartition des arétes de la mousse
suivant que la pavage est hexagonal, cubique a faces centrées ou volume
centré. La répartition obtenue des centres des cellules microscopiques s’ef-
fectue suivant un dodécaedre rhombique trapézoidal, ou bien un dodécaedre
rhombique pour les pavages les plus compacts. Afin de déterminer le module
d’Young et le coefficient de Poisson de ces matériaux considérés comme li-
néaire élastique, 'auteur effectue un chargement uniaxial pour chacun des
pavages retenus. Par le calcul, le chargement est redescendu au niveau des
poutres de type Euler-Bernoulli, a section triangulaire, constitutives de la
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micro-structure. Pour obtenir les coefficients élastiques, on remonte au ni-
veau macroscopique. Au niveau microstructural, on a, pour ce chargement,
trois types de micro chargement de poutre dans le cas du pavage hexagonal
de l'espace, et deux types dans le cas du pavage cubique a faces centrées. Ko
conclue ainsi sur la détermination du module d’Young et du coefficient de
Poisson dans chacun des cas.

A.3 Structures aléatoires

Dans le cadre de ces approches micromécaniques, il est possible de citer
I’étude de Christensen [Christensen, 1986]. Il prend la poutre comme élément
représentatif de la microstructure (avec une membrane dans le cas de cellule
fermée). I1 définit deux repéres I'un propre lié a la poutre ot le premier axe est
de direction confondue avec la poutre et le second quelconque. En se placant
dans un repere quelconque, il effectue une déformation uniaxiale suivant I’'un
des axes (le troisieme par exemple) afin d’obtenir le module d’Young et le
coefficient de Poisson de la mousse. Soit :

€33 7 0

€; =0 1#3,j#3

Le passage dans le repére propre permet de déterminer la contrainte
grace a une loi de comportement uniaxiale, o017 = FE,, - €11, écrite dans le
repeére propre. Pour passer au niveau macroscopique, Christensen suppose
une orientation aléatoire et équiprobable des "fibres” dans la mousse. Il passe
toutes les grandeurs dans le repere quelconque fixé et somme suivant toutes
les orientations possibles du repere propre. Suivant la composante du ten-
seur de contrainte choisie, on obtient plusieurs relations liant le module de
compression et le module de cisaillement macroscopiques. Cette sommation
se traduit par la formule :

O_I

ij
!
€33

1 s 2m 5!
/ / %4 Sin 9dfdg (A.21)
0 0

Aléatoire 2m €33

On aboutit aux relations :
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'
O
1) _ 4
- =k + 3 1Y
€33 | Aléatoire (A )
.22
o
Y — b2,
6’_ = k 3 12
33 | Aléatoire

ou k est le module de compression et u le module de cisaillement. Cela
donne au final :

c-FE, _c-Ey
ST
ol ¢ est la fraction volumique de matiere et E,, le module d’young du ma-

tériau constitutif de la mousse. En terme de module d’Young E et coefficient
de Poisson v macroscopiques cela se traduit par :

(A.23)

6 1 (A.24)

Cette approche, comme on I’a déja citée, peut étre étendue au modele
englobant des parois de cellule. Au lieu d’avoir un seul axe de privilégié dans
le repere propre, deux deviennent nécessaires pour décrire une membrane
(Paxe 1 et 3 par exemple). Le comportement s’y écrit alors :

En
o1 = q - [€11 + Vi, - €33]
(A.25)
E,
033 = 1 —nll/?n - [€33 + Uy + €11]

On déroule ensuite les calculs de la méme facon et les résultats s’écrivent :

k C2-(1-2-vy) a _ (T—5-vp) .
km Membrane 3- (1 _Vm) Hm Membrane 15 - (1 _Vm)
ou bien (A.26)
E_ 2-(7T—5-vp) _(1+5'Vm)
En 3 (1—=vy,)-(9+5-v,) (945 vm)
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Christensen rappelle I’approche possible pour les mousses a cellules fer-
mées par les spheres de Hashin ou chaque cellule est considérée comme une
inclusion sphérique. Le module de compression obtenu dans ce modele est :

(1= (1 —
LA 3-(1=vm)- (1) (A.27)
km 2:-(1=2vp)+ (1 +vm) - (1—c)
et en faisant tendre ¢ vers 0, on peut approcher le résultat par :
k 2 (1—2-up)
km Hashin - 3- (1 - Vm)
(A.28)
A (T =5vm) .
Hm | gashin 15 - (1 - V’m)

On retrouve les mémes résultats, ce qui d’apres Christensen tend a prou-
ver que les propriétés d’'une mousse a porosité occluse a faible fraction vo-
lumique ne dépend pas de la géométrie de la cellule mais seulement de la
fraction volumique de matiere.
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Annexe B

Résolution jusqu’au troisieme
ordre du probleme
d’homogénéisation continu

(SH1)

Nous commencgons donc par une résolution successive du probléeme. A
I'ordre €72, nous avons 'unique équation :

L} ( %" ) = div, [g: (g0®zy)} =0 (B.1)

La solution est alors les champs constants sur la période, le champs wu, est
par conséquent indépendant de la variable y. Nous passons donc a 'ordre
£~! oll nous commencons & avoir un systéme d’équation :

L_2 u,; :_Lfl HO)
(6 )= (%

soit, div, [%(g) :EO®29] + div, [%(y) : (ﬂo@iﬁ@l‘g’zy*%:ﬁ)} ="
et

div, [b(y) 9,0 9,]
_gi(g(g):(g()@zﬁgl@zﬁgg))w:o (B.3)

Pour s’affranchir des mouvements rigidifiants, on pose : (u;) = 0. On en
déduit alors par la linéarité du probleme que les solutions u; et ¢ . s’écrivent
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sous la forme :

u Uy () +Xu (y) 4@V, +T -c
¢, (z,y) = X, (v) ¢Q®Zw+£¢-g

avec <&> = 0, <£u> = 0, <&> =0 et <£¢> = 0. La relation de

compatibilité est automatique a cet ordre, et la deuxieme équation donne en
moyenne :

(B.4)

div, <go> e <g0>+g=() (B.5)

avec <Zo> = 0, on obtient ainsi :

—e: <g0> +c=0 (B.6)

, et en réinjectant le comportement microscopique ’approximation du com-
portement macroscopique au premier ordre apparait :

2= (o (1r 0 Kre Xo) 2.9, ) wo v,

(B.7)
+<g: <Zy®é+e-&> +b:zy®T¢>-g
et évidemment,

M =0 (B.8)

On obtient ainsi le comportement macroscopique homogénéisé au premier
ordre donné par les tenseurs :

—

JPCR-AS YR ARITP /T3

o
o
I
e
5
\/

= (B.9)
h=a:(L,0T+e 1) +b:Y,0T,
Ky = (ko
ou
2 =A:u @V, +Ko-c (B.10)
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Passons a un ordre supérieur en ¢, le systeme devient :

w(g)=-(5)-n(v)-15 e

La relation de compatibilité nous donne :

div, <g(g) : (g0®zw+y1®zy+e.91> +2:Q1®2y>+I:(B.12)

Elle permet d’éliminer la force volumique extérieure du systeme précédent,
le systeme se transforme alors en

{ div, o +div, o —div, 5 =0 (B.13)

dingl-l—divng—g:E =0

= =1

La cinématique solution de 'ordre précédent des champs u, et ¢ | bermet de
préciser le terme de source de I’équation, elle se met sous la forme suivante :

2 % \_ _;-! U, — L7t é(ﬂ)3ﬁo®zm+£u-g
“\ 9 c\ 0 ¢\ Xo () oV, +T, -c
) 7 (B.14)
_L0<g0>_ @m(é:gﬂ®zm+K0'g)
0 0

Les deux premiers termes ont la méme structure que le systeme précédent
avec un couple volumique, ¢, nul. On s’affranchit encore des mouvements
rigidifiants périodiques en imposant : (u,) = 0. Puis la linéarité du probléme
nous permet de reprendre le méme type de solution qu’a I'étape précédente et
d’y additionner la solution particuliere a ce nouvel ordre. Ainsi les solutions
u, et @, s’écrivent sous la forme :

u, (z,y) = QQ(§)+é(g) U, 0V, +Y, (y)'u,®V,®V,

= . (B.15)
o, (xy)= Xo(y) U0V, +Y(y) w0V, 0V,

ol <ﬁ> =0, <§> =0, <%> =0et <%> = 0. Nous pouvons mainte-

nant exprimer les contraintes liées a cet ordre, en introduisant de nouveaux
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tenseurs,

a = a(y) (é(y)+é(y)<2y+g Yy (y) ) +0(y) (ﬁ(yn
1) (Zy Qute Qs)+0(y): (Y, &‘i‘ﬂ)
o= b (1Y, 0K Xyt Y, 0 X,
o= % (V,0L,+eT,)+e:V,0L,
nous avons :
01=00:Va Ui +81: Ve Vo thg + k1 : Ve
- =T == == (B.17)
:Vaug+hy-c

[
Il
s

On obtient ainsi au niveau macroscopique et & ’ordre €° en force et a I’ordre
¢! en moment, pour I’équilibre :

div, 3o+ f =0
{@@—g 2, =0 (B.18)
avec pour le comportement
21:A0 U1®V +A1UO®V ®V +K1 C®Zm
= = (B.19)

2

I
Ik HH

5

X

<

+

E

0

o = (a0). 56 = (1), 5y = (1) 1 = (1)

Si nous arrétions notre théorie a cet ordre, le comportement macroscopique
correspondant a la somme des différents ordres impliqués est a ’ordre ¢ :

X=A: U®V+5A1U®V®V+5K1 c®V

= = (B.20)
M=cB,:U®YV + 8& c
puisque le calcul donne (u) = U = ug+¢ (uy) +---. L’équilibre s’écrit ici :
div¥+f=0 a ’ordre €° B
divM—e:X+c=0 alordree (B-21)



Enfin, afin d’affiner notre approximation du milieu, nous allons examiner
l’ordre suivant en ¢, ce dernier permet de déterminer les champs u; et Q3
mais la structure des ordres suivants étant la méme les tenseurs de localisation
seront les mémes pour tous les ordres supérieurs. A I’ordre £73, le systéme 3

résoudre est :
L2 W) W ) iy ( ey ) B.22
c ( ?3 ) c ( ¢2 c ¢1 ( )

soit en contrainte,

div, oy +div, 02 =0
{— = v=2 (B.23)

div, v, +divyvs —e: 02 =0

Comme précédemment, on replace les solutions issues des systémes précé-

dents dans le nouveau systeme, en substituant (ﬂ, ﬂ) et (@, @), le pro-
bleme devient :

Lg2<§3): _L;1<QO2)_LCI<
L3

2’U,0®VI+T,U,‘C>

&l
S
&

834 8
SN—————
=
N
s
SN——

Ly ® YV, + Ty c (B.24)
;Ho®zx®zz+&zg®zic

OV, 0V, +Qp:c®V,

=
—/~
e e Il

Pour la résolution, on fixe : (u;) = 0, on retrouve la somme des deux types
de systemes précédents plus un nouveau type, les solutions sont alors :

e

ug (z,y) = Qg(g)+é(g) U, 9V, +Y,(y) U, ®V,®V,

+Zu (¥) 2w ®V, 0V, 8V, + Ric®V,0Y,

4 (B.25)

+Z4 (y) 'uy®V, 0V, 0V, + Ryic®V,®V,

*{2) o (z) -0 (2) -z
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nouveau le comportement,a savoir,

c (91®Z$+Q2®Zyj '

oy= a0: U, 0V, +aiU,®V, 0V, +a40V, 0V, 0V,

+
X
)

b2y
<
8

®
<

(B.27)

b2y, ®V, QV, +hy:

%)
e}

&
<

8

IS

Il

(=)

|;:

<l

s
HH

e

avec de nouveaux tenseurs as, kz, bz et hy :

oo (509,00 e 20) (L0 v020)
@22 @+Zy®&+g-R¢ +2:(Q¢+Zy®R¢)

= = & ='= =) = \=£ — (B.28)
b=t (X )+ V0% ) re Vo)) +ei (X W)+, 0% 1)
Q:tg <T +V,0Qute &)4‘% <Q+Zy®&>

=
@D
w0

moyennes de ces tenseurs sont introduites : Ay = <a2>, K, = <ﬁ>,

- (&

des contraintes macroscopiques est :

et Hz = <h2>. Ainsi au second ordre en ¢, le développement

HH\EU

\/

22 A: U,V, +A1U1®V ®V, +2u0®v V.V,
+K:c®V,®V, (B.29)
M= B,:U;®V,+Bu,®V,®V, +H; : c®V,
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On remonte finalement a ’approximation des contraintes macroscopiques jus-
qu’au second ordre en ¢, elles valent :

T= A UeV+eAURVaV+i4-UsVAVRV
+eg:g®z+;gsg®z®z - (B.30)
M = 521—¢Q®2+82§Q®Z®2+si-9+622:Q®Z
On garde toujours les équations d’équilibre :
divYy+ f=0 a lordre &!
{@E—_gté—i-gzo a Dordre 2 (B.31)
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Annexe C

Résolution jusqu’au troisieme
ordre du probleme
d’homogénéisation continu

(SH2)

On se place ici dans le cadre du schéma (SH2) d’homogénéisation que
nous allons résoudre dans cette annexe. Les systemes a resoudre jusqu’au

troisieme ordre sont : en £72,

div, [a: w89, +b: (4,99,)| =0 c)

et

div, [tgzyo®zy+ :91®Zy] =0 (C.2)

e

en e 1,

div, [g:g()@Zy—i-Qi (Ql®2y)

e ——-

=0

div, |:tb: (g0®zx+ﬂ1®zy+ :Ql) +c: (91@)2@-1-92@22,)]

g:g@zy} —e-(g:ﬂo®2y+gtﬂ®2y> =0

e
e

(C.4)

+div,

| peee—|
I
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%[g:(uoébv +tu, 0V, +te- ¢)+g:(gl®zz+92®2y)}

+div g:(uq@V +tu,®V, +e: 92) b: (d> RV, + ¢, ®V)}(C'5)
+f=0 B

@m[tg;(u()@V +tu,®V, +e: ¢1)+§:(91®L+g®zy)]
+div [tg (woV, +weV,+e:¢ +§:(92®L+93®2y)](06)

Ainsi de 'ordre =2

intégrant ce fait, il vient :

@y[g:(uo®zm+u1®v

=0

div, [tg: (weV,+u oV, +e:0)+
~0

)

|IIIQ

On obtient alors les solutions pour u, et @, :

:t(uo®V tu,®V, te: 91) %(ﬁé@iﬁ?z‘g’z?!))

; on en déduit que les champs u, et ¢, sont indépendants
de la variable locale y. On peut alors réécrire le systeme a l'ordre &~

L en

V,+e:d,)+ b: (ﬁ®2m+?2®zy)](c.7)

(qb OV, +¢, 0V )}(CB)

uy (z.y) = U (2)+ L (y) : (@o®2x+g-¢1) (z)
+Myy (y) : ¢, ®V, (z) o
¢, (z,y) = Q2(£)+2(g):(uo®zz+gg)(£) (©9)
+Mi4 (g—él ®V,(z)

Enfin & 'ordre €°, on réinjecte, dans les équilibres (C.5) et (C.6), les solu-

tions (gl, QQ) décrites par ’équation (C.9) et on obtient ainsi de nouveaux
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tenseurs de localisation et les solutions u, et ¢, s’écrivent :

u, (z,y)

¢, (z.y)

+ My, (y) : 2,0V, (2) + Mau (y) .- 6, @V, 0V, (z)
Ty f+Tou-c
= &, (@) + Ly () (oY, +e )
Loy (y) - (9®V, 0V, +e 6,0Y,) (@)
+Miy (y) 2,0V, (&) + Mz (y) ... ¢, 8V, 0V, (z)

On écrit enfin I’équilibre macroscopique en sommant les différents ordres et en
moyennant sur la cellule de base. On a toujours sur les champs cinématiques
la méme relation entre la moyenne du champs et ses valeurs, a savoir :(u) =
U =up+e <ﬂ>+ ..et <Q> =P =¢1+e¢ <@>+ ... Il en va de méme pour
les moyennes des gradients de ces champs a tous les ordres. La périodicité
des champs nous donne alors en introduisant la contrainte macroscopique X
et le second tenseur de contrainte macroscopique M : N

div [3] + f =0
div|M]-e:Z+c =0

avec le comportement macroscopique a I’aide des tenseurs,

A =

B{® =

B(’)(z)

P =

<%: (£+@A2y+_M1uAZy>>

<2: (yﬂﬁlwﬁﬂly»

<g: (;+L1¢Azy+M1¢AZy)>

<t22 (;+L1uAZy+M1uAZy)>

donné par la relation :

X= A((,2) :
% — B6(2)
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Annexe D

Energie d’une poutre élastique
dans I’hypothese des petites
perturbations

Nous allons écrire la modélisation énergétique d’une poutre de Navier-
Bernoulli chargée uniquement a ses extrémités. Chaque point possede trois
degrés de liberté en translation, U et trois degrés de liberté en rotation, £2.
On schématise la poutre de longueur, [, par :

- P+/
: <

LYY}

n t

N\

fffffffff fibre neutre de la poutre

F1c. D.1 — Représentation d’'une poutre tridimensionnelle

On pose :
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U= [ if ] Q= [ Z ]
[ w J (tn,n,) [ 14 J (tn,.n,)

ou (t,m,,n,) est le repére local de la poutre considérée.
L’énergie de la poutre s’écrit :

1[4 N? M? M? M?

Epoutre = = + o+ + 2 D.1
poutre =5 |y Ey-S ' Gy I,  Ey-I, B, I (D-1)
avec FE;, G5 le module d’Young et le module de cisaillement du matériau
constitutif de la poutre, S, [, la section et la longueur de la poutre, et I;, I,
I5, les inerties de la poutre suivant les directions locales de la poutre données

par t, n,, n,. L’énergie devient alors en fonction des variables cinématiques :

1 [ 2 2
Epoutre: _/ES'S' d_u +Gs'It' ﬁ dx
2 /o dx dz D.2
E, [! v\ 2w\ > (D-2)
= I - | — I - —
w0 (dx) b (dx) 40

or nous avons les équations d’équilibre qui liées au comportement nous donne :

d*u d%6 d*v d*w
—_ = _— _— = _— = D'3
dx? 0 dx? 0 dx? 0 dxt 0 (D:3)
et les conditions aux limites et I’hypothese de Navier-Bernoulli ( soit
U+tAQ)-n;=0,aveci € {1,2}):

dv dv
v(0) =v1  v(l) = vy d—xt(o):% d—xt(l)zw
dw dw (D.4)

w(O) =wr wl) =wy TE0) =~ Go0) = v,
0(0)=0, 6(1) =0,

On en déduit les expressions suivantes des différentes grandeurs cinéma-
tiques en fonction des degrés de liberté aux extrémités de la poutre :

u:(u2—u1)§+u19:(02—01)§+01

l l
Y2— Y1 4 (o1 + @) -1\ 22 T
U:U1+§01'3§'+ 9.1 - +(U1—U2+f)l—2(27—3> (D5)
_ v =P, (V1 +1) - 1) a? x
w = w1 ¢1 T+ 2.1 "+ | wy wa 5 2 (2 I 3)
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Nous replacons ces champs dans I'énergie et nous obtenons :

1
2.3

Epoutre =

‘[lZ'Es'S‘(UQ_U/1)2+12'E5‘Il'(UQ_Ul_l‘ 9

2
+12E5I2<w2—w1+lw1;w2) +l2'GS'It'(02—01)2

+02- By I - (2 —Q01)Z+l2'Es'Iz - (o —101)2]

$1 +902)2

(D.6)

En introduisant des “déformations généralisées” :

_ 1 + 1y
’dnz_w2_w1+lT(D7)

2
5t=92—91,5n1=<P2—S01,5n2=¢2—¢1

©1 + Y2

dt:u2—u1,dm:vg—vl—l-

L’énergie élastique de la poutre se met sous la forme :
1
Bpoutre = 5 (e + o, 2, + a2, + Kod? + k02, +ky2,) (D)

ou les constantes d’élasticté introduites sont définies par :

L _ES 12E,1, 12E,1,
t— ;5 nT — 32 ny —
I E E
G, E.q E'L (D.9)

Dans le cadre de I’étude du flambement de structure composée de poutres,
nous devons prendre en compte la partie non-linéaire de la déformation. Pour
déterminer les charges critiques de flambement, nous nous contenterons de
réinjecter dans ’écriture de 1’énergie tenant compte de la non-linéarité des
déformations, la solution du probléme précédent linéarisé. Cette nouvelle
énergie s’écrit (en découplant la torsion) :

2
E [ du 1 dv\® [dw\”®
Epoutre: _/S _u+_' _U + —w dx
2 Jo dr 2 dz dz
1/ 9\ 2v\? 2w\’ (D-10)
v w
— . G-I - | — El-|— EFlL | — d
vy [ G () +one () e (7)) @
l
Nous allons donc avoir besoin de connailtre les valeurs de — / v"? et de
0

l
1 2 .
- w", a Savolr :
L Jo
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1/lvlzzl[U2—U1_¢1+¢2]2+[U2—01r+1[¢2 ¢]2

A 50 1 2 l 1277

) l/ . B N 9 B 9 (D.11)
f/OMQZg{w2lwl+¢12w2:| +[w2lw1] +%[¢2—¢1]2

A UV B & 1
de méme, nous devons nous attacher a déterminer — [ v" et 7 w",
0 0

A savoir :

! B 2
/ o2 — %2 (12 [UQ : v ¢1‘2F¢2] + [ — ¢1]2>
0

l (D.12)
/0 w'" = 1 (12 [w2 Ty Yot 1/)2]2 + [12 — %]2)

l 2
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Annexe E

Résolution d’un probleme
unidirectionnel aux différences
finies

Dans cette annexe, nous reportons les calculs du probleme aux différence
finies se résumant au systeme de suites imbriquées :

U+ Ui —2Ui+a(®ip1 — @ 1) = 0

Uit1 = Uit + B(@ip1 + @51 +7P;) = 0 (E-1)

Pour simplifier le probléeme on pose : ;.1 = U;11 — U; et y; = ®;. Le systeme
se réécrit alors :

Tip1 — T + (Y1 —Yi-1) = O (E.2)

Tiv1 + i + B (Yir1 +Yicr +yyi) = 0 (E.3)

on identifie z; et z;,1, ce qui nous permet de construire une relation isolant
la suite y; :

(B=0a)Wir1 —yi—2) + (Bl —0a) + ) (Yyi-1 —y:) =0 (E.4)

sia=pousif(1—a)+a=0,on obtient des systemes dégénérés que nous
n’étudierons pas ici. Autrement, nous obtenons :

Yirr+a(Yi —Yic1) —Yie =0 (E.5)

avec
Bly—=1) -«
b —«
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. La suite y; peut maintenant étre déterminée de facon classique en s’aidant
de son polynome carqctéristique , P, qui vaut :
PX) = X3+aX(X-1)-1
= X-1)(X*+(1+4+a)X+1) (E.6)
= (X -1)Q(X)

Les racines de ) sont déterminé par le signe de A = a? + 2a — 3, ainsi :
— si a €] — 00,; —3[U]1; +00[, on a deux racines réels de mémes signes :

l—a-vA

/\1: 9
et
~1—a+vVA
=y

— sia € — 3,;1[, on a deux racines complexes conjuguées de module 1 :
A1 = cosf + Isinf

et
Ao = cosf — Ssin b

e ()

, avec

— sia =1 alors
)\1:—1

est racine double.
— sia = —3 alors
A =1

est racine double.
Reglons le probleme des racines doubles, si

M =1
alors 1 est racine triple de P et on a la forme de y; qui est :
Yi = agi’ + ari + ag (E.7)

les constantes as, ai, ag sont déterminées par les conditions aux limites.
Comme nous n’avons que deux conditions aux limites en y;, on en déduit
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que la suite est indéterminée et possede un degré de liberté. On reconstruit
ensuite la suite x; et en ajoutant les deux conditions aux limites, on finit de
déterminer les deux suites. Enfin par sommation de z;, on remonte a la suite
U; ce qui acheve de résoudre le probleme.
Maintenant si
)\1 == —1

,0n a:
yi = (asi + a1) (—1)" + ag (E.8)

Passons maintenant au cas ol on a deux racines distinctes pour (), on obtient
alors :

Puis pour remonter & x;, on a :

J
Tj—2T1 = Z (Tit1 — i)

=2

= « Z:ZQ (Yi-1 = Yit1) (E.10)

j
= a Z (DAY (1 =A%) + b A5 (1= )3))

1=2

= aby (1+ M) (1= M) +abs (1+ ) (1 - )

enfin pour remonter a U;, on somme de nouveau et :

Ue—Uo— k(Ui =Th) = Y5 (2 — 1) (E.11)
soit,
1+ A
Up = Up+k (Us — Up) +M~—Laby (Ak — AF)
M (E.12)
+)\2 O!bQ ()\Qk )\’2‘:)
Ao — 1
et on a :
(bk; =ai + bl)\lf + Z)Q/\IQC (E13)

la fin de la résolution du systéme consiste a exploiter les conditions aux limites
soit les valeurs fixées de Uy, U,, ®q et ®,. On a donc un systeme linéaire a
4 équations (4 conditions aux limites) avec 4 inconnues (Ui, a1, b et by) a
résoudre. Dans le cas de la recherche de I'initiation du flambement, il suffit
de rechercher la premiere valeur du parametre de chargement qui cesse de
donner un systéme de Cramer (le déterminant du systeme devient alors nul).
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