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Résumé

Cette étude s’inscrit dans le cadre du développement d’outils pour la simulation de la diffraction pour le
Contrôle Non Destructif par ultrasons. Très utilisé pour le diagnostic de pièces industrielles, le contrôle non
destructif par méthode ultrasonore consiste à détecter la présence de défauts à l’intérieur de la pièce inspectée,
par transmission et réflexion d’une onde acoustique haute fréquence.

Afin d’interpréter et d’optimiser ces contrôles, il est important de pouvoir simuler avec précision la réponse
en régime haute fréquence d’un obstacle diffractant de géométrie arbitraire dans un milieu étendu de forme
complexe. Cependant ni les méthodes numériques basées sur la discrétisation du domaine de calcul (FEM,
FDM, BEM), ni les méthodes asymptotiques, lorsqu’appliquées individuellement ne permettent de prédire
à la fois de façon rapide et précise les phénomènes de diffraction dans cette configuration : les méthodes
numériques sont précises mais coûteuses dans ce régime de fréquence, alors que les méthodes asymptotiques,
bien adaptées à la propagation haute fréquence sur de longues distances sont imprécises pour le calcul de la
diffraction par des obstacles de taille de l’ordre de la longueur d’onde. On propose ici une stratégie hybride
combinant la méthode des équations intégrales (BEM) et la méthode des rayons.

La méthode hybride proposée repose sur un modèle multi-échelles de l’obstacle diffractant qui permet à
la fois de découpler les effets de propagation et de diffraction, et de les calculer séparément respectivement
par la méthode des rayons et la méthode des équations intégrales, mais aussi de combiner les résultats issus de
ces deux méthodes pour évaluer le champ diffracté.

La méthode hybride est d’abord décrite dans le cadre de validité de l’hypothèse de champ lointain. Sous
cette hypothèse, la méthode appelée barycentrique modélise l’obstacle par son barycentre et un coefficient
de diffraction haute fréquence calculé par la méthode des équations intégrales. Cette stratégie permet un
formalisme simple et rapide d’évaluation du champ diffracté. Lorsque l’hypothèse de champ lointain est mise
en défaut, on étend sous certaines conditions le principe de la méthode barycentrique, cette extension est
appelée méthode multi-centres. Par l’introduction d’un partitionnement de l’unité du contour de l’obstacle
on modélise l’obstacle, comme un ensemble de points récepteurs et émetteurs de rayons, chacun associés
à un coefficient de diffraction haute fréquence. Le contexte industriel d’application de la méthode hybride
développée impose une contrainte de rapidité qui nous a amené à proposer une stratégie d’accélération
de la méthode hybride reposant sur une procédure Online-Offline afin d’accélérer l’évaluation du champ
diffracté dans un contexte multi-sources, multi-récepteurs. On a en particulier obtenu des résultats probant
pour l’accélération de la méthode dans le cas 2D, qui laisse supposer des résultats d’accélération d’autant
plus intéressants dans le cadre de la dimension 3. Les méthodes hybrides barycentrique et multi-centres sont
décrites et illustrées dans le cadre du problème de diffraction acoustique 2D en milieu homogène. Cependant
leur caractère générique autorise leur extension à des problèmes acoustiques 3D et élastodynamiques 3D. On
discute enfin, dans ce manuscrit, de l’extension du formalisme de la méthode hybride dans ces deux cadres et
on présente des exemples de couplage sur des configurations de diffraction simples en acoustique.

Le manuscrit se divise en 6 chapitres.

• Le premier chapitre est dédié à des rappels bibliographiques concernant les outils de modélisation de la
diffraction et de la propagation haute fréquence les plus courants. On insiste en particulier sur l’intérêt
et le principe de la méthode des rayons et des équations intégrales. On précise également la stratégie du
couplage proposée.

• Dans le deuxième chapitre, on présente le principe de la méthode hybride barycentrique dans le contexte
de la diffraction en dimension 2 et on donne les paramètres de contrôle a priori de l’erreur. On illustre
également la méthode sur quelques expériences numériques de diffraction 2D en milieu homogène,
menées comme une preuve de concept de la méthode.

• Au chapitre trois, on présente le principe et les outils de la méthode multi-centres. Cette stratégie
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hybride étend la méthode barycentrique pour traiter des configurations de diffraction pour lesquelles les
hypothèses de champ lointain ne sont plus satisfaites. Contrairement à la méthode barycentrique, on
ne peut contrôler l’erreur globale que par des paramètres liés à la géométrie locale de l’obstacle. On
illustre enfin l’intérêt de cette extension sur une configuration de diffraction 2D en milieu homogène.

• Le chapitre 4 présente une stratégie d’accélération basée sur une procédure de calcul Online-Offline. On
présente son principe dans le cadre de la méthode hybride barycentrique puis multi-centres et on illustre
ses performances sur une configuration de diffraction 2D impliquant un grand nombre de positions de
la source et du point d’observation.

• Au chapitre 5, on s’attache à décrire les choix faits pour appliquer la méthode hybride dans un contexte
plus réaliste : la diffraction dans un milieu borné inhomogène. On construit pas à pas la méthodologie
de résolution complète dans ce contexte. D’une part, par transformée de Fourier inverse, on simule la
propagation de l’onde dans le milieu borné sur un intervalle de temps donné. D’autre part, on donne des
pistes de travail pour adapter la stratégie hybride à la simulation de la diffraction par un obstacle proche
du bord du milieu de propagation.

• Le chapitre 6 discute de l’extension de la méthode hybride à l’acoustique et à l’élastodynamique 3D. On
présente d’abord le principe de la méthode barycentrique pour un problème acoustique 3D, on en réalise
une analyse de l’erreur a priori, puis on l’illustre sur la configuration académique de la diffraction par
une sphère. On donne ensuite quelques pistes pour étendre la méthode multi-centres à la dimension
3. On décrit enfin les outils nécessaires à l’extension de la méthode barycentrique à des problèmes
élastodynamiques en dimension 3. Aucun développement numérique n’a cependant été réalisé pour ces
problèmes.

10



Notations

Notations communes à tous les chapitres

• t : variable de temps

• x : variable d’espace

• Ωe : domaine de propagation extérieur au défaut

• Ω : domaine de l’obstacle diffractant

• Γ : contour de l’obstacle diffractant

• y : points de Γ

• ω : pulsation des ondes (dépendance temporelle de la forme eiωt)

• c : célérité du milieu

• k : nombre d’onde

• xs : position de la source

• xr : position du point d’observation

• ui : champ incident

• uT : champ total solution de l’équation des ondes

• u : champ diffracté, solution sortante du problème de diffraction

• W : enveloppe temporelle de l’ondelette d’émission

• Fs : fréquence centrale de l’ondelette W

• R : coefficient de diffraction obtenu par approximation champ lointain de la formule de représentation
intégrale

• P : nombre de sous-domaines dans le recouvrement

• (Γp)1≤p≤P : famille de sous-domaines du recouvrement de Gamma

• (ηp)1≤p≤P : famille de fonctions de partition de l’unité subordonnée au recouvrement

• R
q
p : coefficient de diffraction pour le couple (q,p) de sous-domaines

• × : produit matriciel

• .× : produit composante par composante entre matrices

• ✶N : vecteur ligne de N dont les coefficients valent tous 1

• diag(A) : matrice diagonale construite à partir du vecteur A
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• .T : symbole pour la transposition

• .̄ : symbole pour le conjugué

• .H : symbole pour la transposition hermitienne d’une matrice, AH = ĀT

• Ar(x,z) : amplitude complexe de propagation du rayon diffracté entre le point d’émission z et le point
de réception x

• φr(x,z) : phase du rayon diffracté émis par le point z et propagé jusqu’à x

• As(z,x) : amplitude complexe de propagation du rayon diffracté entre le point d’émission x et le point
de réception z

• φs(z,x) : phase du rayon incident émis par le point x et propagé jusqu’à z

• Ns : nombre de sources

• Nr : nombre de points d’observation

• Nd : nombre de points de quadrature sur Γ
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Introduction

Simulation pour le Contrôle Non Destructif : contexte et besoin industriel

Au fil du temps, l’utilisation de champs ultrasonores est devenue dans de nombreuses disciplines, un
précieux outil pour sonder les milieux continus complexes. On l’utilise en imagerie médicale pour sonder la
santé des tissus (radiographie, scanners, IRM, élastographie), en géophysique pour analyser les propriétés des
sols (pétrole), mais aussi dans le milieu industriel, aéronautique et spatial, dans le génie civil ou nucléaire
pour contrôler la robustesse et la fiabilité de fonctionnement de certaines structures et pièces (pièces de
moteur, tuyauterie, pipelines, soudures, etc...). Le principe de son utilisation est simple et repose sur des
phénomènes de propagation à haute fréquence similaires à ceux de l’optique géométrique : réflexion/réfraction,
et diffraction. On génère dans le milieu à inspecter des ondes hautes fréquences de faible amplitude (afin de
ne pas altérer le milieu), par des émetteurs ultrasonores au contact ou à une certaine distance du milieu à
inspecter. Lors de leur propagation dans le milieu, la course de ces ondes est modifiée : elles sont réfléchies et
réfractées par les bords du domaine de propagation, ou ses interfaces, et diffractées par les éventuels défauts
(fissures, inhomogénéités) présents dans le milieu. Après un certain temps de propagation on mesure ces
ondes à l’aide d’un récepteur ultrasonore. L’interprétation de cette mesure permet de déduire la présence de
défauts et un post-traitement d’obtenir des informations sur leur nature, leur géométrie et leur dimension.
Les milieux sont ainsi sondés sur toute leur profondeur et extension spatiale avec une sensibilité suffisante
pour détecter des obstacles de taille de l’ordre du centimètre ou du millimètre. Cette technique d’inspection
de milieux continus (pièce de moteurs, sol, bâtiment) basée sur l’analyse de l’écho de propagation d’ondes
ultrasonores de faible amplitude s’appelle contrôle non destructif par ultrasons (CND US).

Dans le milieu industriel, cette technique est devenue incontournable pour quantifier l’intégrité des pièces
inspectées. Elle intervient à plusieurs niveaux dans la vie d’une pièce. On l’utilise dans une large mesure
pour déterminer le niveau de dégradation (présence de fissures ou d’inclusions fragilisantes, usure) d’une
pièce, soumise à des contraintes mécaniques ou thermiques importantes, et dont le rôle est essentiel au
bon fonctionnement de systèmes industriels plus complexes (pièce d’avion ou pipeline d’acheminement
d’hydrocarbures, ailes d’avion, cuve de centrale nucléaire) au cours de tests d’usure. Les contrôles peuvent
alors par exemple servir à détecter les pièces trop défectueuses dans le but de les remplacer afin d’éviter les
accidents. Le CND US intervient également pour contrôler la conformité à un cahier des charges, la robustesse,
et la fiabilité de pièces industrielles après leur production comme c’est le cas dans l’industrie de fabrication
des tôles, avant conditionnement. De plus, certains procédés d’assemblages (matériaux composites, soudures)
ou de fabrication comme la fabrication additive peuvent nécessiter un contrôle non destructif des pièces de
façon ponctuelle ou continue, pour s’assurer de la pureté (absence d’inclusions d’air ou autres matériaux)
de la pièce créée. La question de la fiabilité de l’interprétation des résultats de mesure prend tout son sens
lorsque le contrôle doit servir à détecter des tumeurs, ou le caractère obsolète de pièces industrielles critiques,
ou encore à prévenir des fuites dans des pipelines.

C’est pour améliorer l’interprétation des mesures de contrôle dans le milieu contrôlé, c’est à dire aider
au diagnostic de pièces, que la modélisation et la simulation des configurations de CND par ultrasons s’est
imposée. En effet, la modélisation et la simulation des interactions d’ondes ultrasonores avec un milieu permet
de prédire les résultats de mesure associés à une configuration complexe donnée. La simulation numérique
est aujourd’hui devenue un outil à chaque étape du processus de CND (Calmon (2012), Thompson (2001)).
On l’utilise en plus de l’aide au diagnostic pour concevoir et optimiser les sondes d’émission et de réception,
appelées traducteurs, et pour concevoir la configuration des expériences de contrôle optimales. Pour répondre
à ces nouveaux besoins, des outils de simulation automatiques et rapides sont développés pour mener des

13



études paramétriques dans le but d’optimiser le choix et le calibre du traducteur pour une inspection en
fonction de la nature des pièces et des zones à contrôler. On compte aujourd’hui de nombreuses plate-formes
d’outils de simulation pour le CND. Le large spectre des nouvelles applications de la simulation pour le CND
impose à ces plate-formes de simulation de proposer des outils numériques, adaptés à un usage industriel
intensif, à la fois précis et rapides.

Le CEA est un acteur majeur de la modélisation pour le CND, développant depuis 25 ans, avec ses
partenaires (EDF/INRIA/CNRS) une plate-forme de simulation pour le CND par ultrasons, courants de
Foucault, ondes guidées ou radiographie/tomographie, appelée CIVA. Son module ultrasonore prédit de façon
précise et rapide une mesure d’inspection ultrasonore réaliste complète, dans un large spectre d’applications
nécessitant à la fois le calcul de la propagation de champs et des interactions avec des défauts.

Méthodologie de simulation du Contrôle Non Destructif dans CIVA

Le calcul de la propagation de champ et d’interactions avec des défauts dans CIVA fait appel à une
succession de modèles communiquants. La chaîne complète de calcul comprend une modélisation des
traducteurs et de leur émission par la surface émettrice, afin de traduire l’impulsion électrique en onde
incidente du milieu, ainsi que le calcul de la propagation de cette onde ultrasonore, à travers un milieu
complexe, par un modèle adapté au régime haute fréquence, le calcul de son interaction/diffraction avec les
défauts présents, et enfin celui de la propagation et de la réception de cet écho d’interaction par le capteur en
réception, Darmon et al. (2009), Darmon et Chatillon (2013), Dorval et al. (2015), Toullelan et al. (2013).
Les traducteurs dans CIVA sont des sondes piezoélectriques dont la surface émettrice est discrétisée sous la
forme d’une distribution de sources ponctuelles. Le champ incident en un point est approché comme la somme
des contributions de chaque source élémentaire, calculées par le modèle de propagation asymptotique choisi :
la méthode des rayons Cerveny (2000), Keller et Lewis (1995). Les interactions de l’onde incidente ultrasonore
avec les éventuels défauts présents dans le milieu sont prises en compte par un ensemble de modèles de
diffraction/interaction asymptotiques Darmon et al. (2013), Darmon et al. (2009), Engquist et Runborg (2003)
ou hybrides Leymarie et al. (2006), Imperiale et al. (2016). Pour le calcul d’écho au récepteur, on combine
les phénomènes de propagation et de réception de l’écho en utilisant la relation de réciprocité de Auld, Auld
(1979). Cette relation convertit par une relation intégrale les pressions acoustiques ou déplacements élastiques
mesurés par la sonde ultrasonore en signal électromagnétique équivalent généré par excitation du capteur en
réception, Dorval et al. (2015),Kino (1978), Achenbach (2003).

De façon plus générale, la stratégie de simulation dans CIVA repose sur la séparation du traitement
de la propagation et de la diffraction. On distingue deux modes de fonctionnement. Le premier mode de
fonctionnement appelé mode de calcul de champ prédit exclusivement la propagation de l’onde dans le
milieu. Il repose sur la méthode des rayons Cerveny (2000), Chapman (2004). Cette méthode cherche une
approximation haute fréquence du champ solution en régime harmonique sous la forme u(x) = A(x)eiωφ(x),
pour laquelle l’amplitude et la phase, sont des fonctions réelles indépendantes de la fréquence. Ces deux
nouvelles inconnues sont calculées en résolvant successivement l’équation eikonale, équation aux dérivées
partielles non linéaire d’ordre 1 qui gouverne la phase, par la méthode des caractéristiques puis l’équation de
transport régissant l’évolution de l’amplitude le long des caractéristiques. Le terme rayon qui donne son nom
à la méthode désigne la caractéristique le long de laquelle on propage la solution. Le mode de calcul de champ
trace le trajet des différents rayons émis depuis la source dans le milieu en fonction de sa structure et des
variations de sa célérité. Ce choix de modèle de propagation garantit la rapidité et la souplesse des simulations
de propagation de champ haute fréquence sur de grandes distances dans des milieux complexes pouvant être
homogènes/inhomogènes et isotropes/anisotropes. Ce mode gère en outre les rebonds de l’onde sur les bords
du milieu de propagation et calcule les effets de réflexion et de réfraction au passage des interfaces du milieu,
lorsque ces structures peuvent localement être considérées comme planes Cerveny (2000), Gengembre et
Lhémery (2000).
Le deuxième mode, dit de réponse-défaut, prédit l’écho d’interaction de l’onde avec des défauts diffractants
aux capteurs en réception. Il repose sur la relation de réciprocité de Auld qui convertit l’écho de diffraction au
récepteur en champ électromagnétique équivalent, Auld (1979). Plus exactement, elle exprime la différence
des grandeurs électromagnétiques équivalentes aux champs mesurés par la sonde pour deux configurations de
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contrôle : la réponse de la propagation de l’onde incidente dans le milieu en l’absence de défaut et la réponse
de l’interaction du champ incident avec le défaut. Cette quantité s’évalue par une intégrale de surface reliant
ces deux états. Afin de calculer l’interaction/diffraction de l’onde incidente avec les défauts, CIVA dispose
d’une batterie de modèles d’interaction : asymptotiques, exacts ou hybrides, dont l’utilisation dépend du type
de défaut impliqué et de la configuration. Plus précisément, chaque modèle dépend de la taille des défauts par
rapport à la longueur d’onde et de leurs propriétés physiques relativement au milieu environnant, ainsi que de
leur position relative par rapport au bord de pièce. Les premières méthodes implémentées dans CIVA sont
issues de modèles asymptotiques. Ces méthodes calculent l’écho de l’onde incidente par le défaut comme un
rayon pondéré par un coefficient dépendant des directions d’incidence et d’observation, appelé coefficient de
diffraction ou d’interaction. Ces méthodes asymptotiques découplent le calcul de la propagation (méthode des
rayons) de celui des effets d’interaction, contenus dans le coefficient de diffraction. Ce formalisme garantit
la rapidité du calcul du champ diffracté et donc des simulations, pour un usage intensif du logiciel (étude
paramétrique) adapté aux besoins industriels. On compte un ensemble de méthodes asymptotiques dans CIVA
chacune adaptée au calcul d’interactions bien spécifiques, Bo (2011), Engquist et Runborg (2003). La méthode
de Kirchhoff tient compte des phénomènes de réflexion spéculaire (dans la direction de réflexion de l’optique
géométrique) de l’onde incidente sur de grands défauts en termes de longueur d’onde et partiellement de
certains phénomènes de diffraction. La théorie géométrique de la diffraction (GTD) approche les effets de
diffraction par les coins ou les arêtes. Toutefois, les méthodes de Kirchhoff et GTD présentent une certaine
directivité. Alors que la précision de la méthode de Kirchhoff se dégrade dans des zones éloignées de la
direction de réflexion spéculaire, la GTD calcule un coefficient qui n’est pas borné dans toutes les directions.
Pour dépasser cet inconvénient des méthodes uniformes comme la théorie géométrique de la diffraction
uniforme (UTD) Kouyoumjian et Pathak (1974) ou la théorie asymptotique uniforme (UAT) Lewis et Boersma
(1969), Ahluwalia (1970), Lee et Deschamps (1976) ont vu le jour. Ces méthodes permettent un calcul
de coefficient de diffraction borné dans toutes les directions. L’UTD aussi appelée théorie Physique de la
diffraction (PTD) combine les méthodes de Kirchhoff et la GTD afin de prendre en compte simultanément
les effets de réflexion spéculaire et les effets de diffraction d’un gros défaut présentant des coins ou des
arêtes. On citera enfin la méthode retenue dans CIVA pour gérer l’interaction de l’onde incidente avec une
inclusion petite devant la longueur d’onde et dont les propriétés varient faiblement par rapport à celles
du milieu hôte : l’approximation de Born ; Woodward (1992) ; Rajan et Frisk (1989). Ces méthodes sont
faciles à mettre en œuvre et peu coûteuses en terme de temps de calcul et de mémoire, mais elles ont un
cadre de validité restreint. Elles ont été validées expérimentalement dans leur domaine de validité respectif,
Darmon et al. (2013). En particulier, les méthodes asymptotiques échouent à simuler les interactions avec
un défaut diffractant de taille de l’ordre de ou plus petit que la longueur d’onde et dans d’autres cas plus
complexes. Elles se limitent au calcul d’interactions avec des défauts grands devant la longueur d’onde, ne
présentant pas de concavité et dits à cœur, c’est à dire dont la distance aux bords de pièce est grande devant la
longueur d’onde. Ces méthodes ne permettent pas de prendre en compte les effets de diffraction multiple :
rebonds du champ diffracté par le défaut sur lui même, rebonds du champ diffracté entre plusieurs défauts en
interaction, ou bien les rebonds du champ diffracté entre le défaut et le bord de pièce lorsque le défaut en est
à une distance de l’ordre de la longueur d’onde ou lorsque le défaut est sur le bord de pièce (défaut débouchant).

Il est important de souligner que CIVA fournit directement la réponse temporelle de l’interaction de l’onde
avec le milieu de propagation élastique : la méthode des rayons et les méthodes asymptotiques du calcul des
interactions sont donc déployées en régime instationnaire. On obtient la solution au problème de diffraction
en combinant les résultats des effets de propagation et d’interaction par le principe de réciprocité en régime
temporel Gengembre et al. (2003).

Le rôle des méthodes numériques dans la simulation du CND

Il existe des méthodes plus précises pour prédire ces phénomènes complexes, ce sont les méthodes
numériques. On peut citer la méthode des différences finies (FD) Moczo et al. (2007), la méthode des éléments
finis (FEM) Bécache et al. (2007), Komatitsch et Tromp (1999), Cohen (2013), ou encore la méthode des
éléments finis de frontière (BEM) Beskos (1987), Colton et Kress (1992). Toutes ces méthodes résolvent sur

15



un domaine discrétisé les équations aux dérivées partielles modélisant le problème physique. Leur précision
est déterminée par le nombre de points ou d’éléments par longueur d’onde et leur coût de calcul à précision
constante augmente avec la fréquence. Pour des fréquences suffisamment grandes, une résolution complète de
problèmes posés sur des domaines de grande taille (de l’ordre de la centaine de longueurs d’onde) par méthode
numérique n’est pas envisageable pour une utilisation industrielle (étude paramétrique). Elle devient trop
coûteuses. Cependant, pour mettre au service de la simulation CND les avantages des méthodes numériques,
des méthodes hybrides combinant la méthode des rayons et une méthode numérique ont été développées au
cours de la dernière décennie. On compte actuellement deux méthodes hybrides dans CIVA qui combinent
la méthode des rayons et la méthode des éléments finis, Imperiale et al. (2016), Leymarie et al. (2006). Ces
méthodes développées pour mieux tenir compte des phénomènes complexes sus-cités et non-prédictibles par
des méthodes asymptotiques qui peuvent intervenir dans des configurations de CND réalistes, dissocient le
traitement de la propagation et de l’interaction avec le défaut selon la logique de CIVA. Les phénomènes de
propagation sont calculés par la méthode des rayons, et le champ issu de l’interaction avec le défaut est calculé
dans une petite région de l’espace contenant le défaut par la méthode des éléments finis. En appliquant une
relation de réciprocité de Auld, adaptée au régime temporel, Gengembre et al. (2003), Leymarie et al. (2006),
aux résultats de la propagation et de la diffraction on obtient la réponse transitoire du problème de diffraction
au capteur en réception. La première méthode hybride combinant la méthode des rayons et la méthode des
éléments finis a été développée en collaboration avec EDF et l’INRIA qui ont fourni le code de calcul éléments
finis (FEM) (ATHENA) pour résoudre des problèmes 2D. De récents travaux menés au CEA, Imperiale et al.
(2016), proposent une alternative de résolution plus adaptée aux problèmes 3D qui allie les performances
de la méthode des éléments finis spectraux (méthode d’éléments finis de Lagrange d’ordre élevé associée à
une stratégie d’intégration de la forme variationnelle par une quadrature de Gauss-Legendre-Lobatto) à la
souplesse de la décomposition de domaine. Ces méthodes partagent toutefois des inconvénients communs. La
partie résolution FEM est d’autant plus coûteuse que la taille du domaine de calcul FEM est grande. Pour
permettre des simulations rapides, on limite donc la taille de ce domaine. Par conséquent, les phénomènes
d’interaction multiples (défaut-défaut, défaut-bord de pièce) ne seront pris en compte que si les différents
éléments en interaction sont suffisamment proches pour être inclus dans le même domaine FEM. Le cadre de
ces méthodes se prête donc mal au calcul précis des interactions multiples lorsque les différents éléments en
interaction sont trop éloignés.

Présentation de la contribution du travail de thèse pour la simulation en CND :
couplage BEM-rayons

Le travail de thèse présenté ici s’inscrit dans cette logique de mise au point de méthodes hybrides pour
améliorer la prédiction des phénomènes complexes intervenant dans la simulation de configurations de CND
réalistes. On propose une méthode hybride combinant la méthode des rayons pour simuler la propagation
et la méthode des éléments finis de frontière (BEM) pour calculer les effets de diffraction ou d’interaction
multiples. La BEM s’adapte bien à la stratégie d’hybridation de CIVA qui sépare le traitement des phénomènes
de propagation et de diffraction. En outre elle permet de prédire les interactions dans un plus large spectre de
configurations, indépendamment de la distance entre les éléments interagissant. Ces avantages sont dus à la
spécificité de la BEM. On résume ici le principe de la BEM puis on précise son rôle dans la méthode hybride
proposée.

La méthode des équations intégrale Colton et Kress (1992), Nédélec (2001), Beskos (1987) reformule
l’équation différentielle modélisant le problème physique initial sous forme d’un problème surfacique équi-
valent régi par une équation intégrale de surface. En adjoignant à l’équation intégrale une condition de
radiation ou de Sommerfeld à l’infini, qui permet de sélectionner la solution sortante du problème, on se
ramène à un problème bien posé dont l’inconnue est cherchée sur les bords du domaine de calcul. Cela
réduit donc significativement le nombre de degrés de liberté par rapport à une méthode numérique volumique
(FEM par exemple). La méthode des éléments finis de frontière désigne la méthode numérique permettant
de résoudre cette équation intégrale. Elle résout numériquement le problème sans approximation du modèle
physique, la rendant plus précise que les méthodes asymptotiques. Par ailleurs, elle a l’avantage de n’en-
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gendrer qu’une faible dispersion numérique, ce qui en fait une méthode numérique très précise. Cependant
elle possède deux inconvénients majeurs. Le premier est que la discrétisation de l’équation intégrale conduit
à la définition d’un système linéaire dont la matrice (∈ C

N×N) est pleine, posant le problème du coût de
calcul d’une résolution par inversion directe. Les coûts mémoire O(N2), et d’inversion directe, O(N3) de ces
matrices peuvent devenir prohibitifs lorsque les surfaces discrétisées sont de grande taille par rapport à la
longueur d’onde. Des techniques d’accélération et de compression telles les FFM, [Greengard et al. (1998),
Sylvand (2002), Chaillat (2009)], et les H-matrices, [Borm (2010), Kachanovska (2014), Desiderio (2017)],
rendent toutefois possible le traitement des problèmes à grand nombre de degrés de liberté. On retiendra
que la BEM est efficace et précise lorsqu’on résout des problèmes de diffraction impliquant des surfaces de
petite dimension. Pour résoudre de façon précise les problèmes de propagation (CND) en milieu borné de
grande taille (taille en O(100λ)), l’utilisation de la BEM seule serait trop coûteuse, on doit combiner méthode
numérique et méthode asymptotique pour garantir rapidité et précision. Le deuxième inconvénient est la limite
d’applicabilité de la BEM qui nécessite de pouvoir définir l’expression analytique de la solution fondamentale
de l’équation des ondes. Cela n’est possible que pour un milieu de propagation homogène.

La méthode hybride que nous proposons résout séparément, en régime fréquentiel, les phénomènes de
diffraction et d’interactions, et réalise la synthèse temporelle de la réponse au problème par transformée
de Fourier inverse. L’évaluation des effets d’interaction par la méthode proposée repose sur le calcul par la
BEM dans le régime haute fréquence d’un coefficient de diffraction associé à chaque obstacle diffractant. On
approche ainsi le champ diffracté comme un seul rayon ou un ensemble fini de rayons, issus de points, aussi
appelés centres, bien choisis sur la géométrie, pondérés par un coefficient de diffraction qui cristallise les effets
de diffraction du défaut autour de chaque centre. Elle rejoint dans leur formalisme les méthodes asymptotiques,
tout en résolvant de façon précise les effets de diffraction. Parallèlement, la méthode est plus souple que la
méthode des éléments finis pour prédire les effets complexes d’interaction multiples du défaut sur lui-même,
du défaut avec les autres défauts, du défaut avec le bord de pièce. Toutefois, elle ne s’y substitue pas car ne
permet pas de traiter des problèmes en milieux inhomogènes. Elle fournit donc un outil, pour CIVA, rapide
et précis pour simuler les interactions avec les défauts. Ce manuscrit en décrit le développement et la validation.

On rappelle que les outils de simulation pour le CND sont bien souvent développés dans le cadre de
problèmes élastodynamique ou électromagnétique 3D, afin de résoudre des configurations réalistes. On
prévient le lecteur que notre apport vise à proposer un couplage répondant au besoin du CND mais etudié
dans un cadre simplifié afin de pouvoir mener une analyse la plus fine possible. En particulier, on choisit de se
placer en dimensions deux d’espace de façon à pouvoir réaliser des calculs numériques sans être limité par
les capacités des calculateurs actuels pour les problèmes 3D. De même, on retient dans un premier temps le
modèle acoustique plutôt que le modèle élastique afin de simplifier la validation de la méthode proposée. Se
placer dans ce cadre simplifié nous a donc permis de bien cerner les limites et les performances de la méthode
hybride pour un faible coût de développement du solveur BEM. Cependant la méthode hybride est conçue de
sorte à être aisément transposable à la 3D ou encore à l’élastodynamique. Une transposition de ce couplage
à l’acoustique 3D et à l’élastodynamique seront d’ailleurs mentionnées dans ce manuscrit. L’analyse sera
principalement menée en milieu homogène, pour simplifier une fois encore. Et enfin, afin de s’affranchir des
erreurs d’approximations de la solution liées à la méthode de résolution numérique des équations intégrales, la
méthode des éléments finis de frontière, nous choisissons de résoudre les équations intégrales par la méthode
de Nyström . Cette méthode de collocation s’appuie sur la quadrature de Nyström pour évaluer les intégrales
singulières. Elle est très précise par rapport à la solution exacte pour des surfaces régulières. Ce choix nous
permettra ainsi de mieux interpréter les erreurs d’approximation de la solution liées à notre méthode.

Au chapitre 1, on introduit le contexte de l’étude et on décrit brièvement les différentes méthodes de
résolution de l’équation des ondes en fonction du régime de fréquence. On distingue dans ce chapitre les
méthodes asymptotiques des méthodes numériques classiques. On décrit en particulier, brièvement, le principe
des principaux outils présents dans CIVA pour le calcul des interactions d’une onde par un défaut : la méthode
de Kirchhoff, la TGD etc. On détaille ensuite plus en profondeur les deux méthodes mises en jeu dans le
couplage que nous proposons : la méthode des rayons, et la méthode des éléments finis de frontière. Enfin, on

17



conclut en dévoilant la stratégie de couplage retenue.
Dans le chapitre 2, on détaille le principe de la version barycentrique de la stratégie de couplage, dans le

contexte d’un problème de diffraction posé en milieu non-borné et homogène. On se place dans ce contexte
très simplifié pour étudier sous forme d’une analyse d’erreur et d’une étude numérique le cadre de validité de
la méthode. On conclut ce chapitre par quelques illustrations des performances et des limites de l’extension
de la méthode sur des configurations de diffraction académiques.

Dans le chapitre 3, on décrit une extension de la méthode hybride pour traiter la diffraction par des objets
de taille de l’ordre de quelques longueurs d’onde. On donne le principe de cette extension de la méthode
hybride dans le cadre d’une configuration de diffraction en milieu non-borné et homogène, pour clarifier
l’exposé. On réalise en outre une analyse de l’erreur et par une étude numérique on éprouve l’influence
des différents paramètres sur l’erreur de la méthode. On conclut ce chapitre comme le précédent par des
illustrations numériques de son intérêt et de ses performances, sur des configurations académiques.

Au chapitre 4, on expose la stratégie d’accélération de la méthode hybride proposée. Cette accélération
repose sur une procédure de calcul Online-Offline. On détaille son principe et l’algorithme de mise en œuvre
dans le cadre de la méthode barycentrique et multi-centres et on éprouve ses performances dans les deux cas
sur des configurations de diffraction en milieu non-borné et homogène.

Au chapitre 5, on montre qu’il est possible d’étendre la méthode à l’acoustique 3D. On développe le
formalisme dans le cadre de l’acoustique 3D une fois encore pour une configuration de diffraction en milieu
non-borné homogène et on donne quelques illustrations. On conclut en étendant le principe de la méthode
hybride à des problèmes élastodynamiques 3D.

Dans le chapitre 6, on s’intéresse à des configurations de diffraction en milieu borné et inhomogène. C’est
un chapitre exploratoire qui donne quelques perspectives à ce travail. On discute d’une part de l’extension
de la méthode à des milieux inhomogènes, puis on présente la stratégie de résolution en milieu borné. On
distingue le cas de la diffraction par un défaut à cœur ou proche du bord.

Communications :

• CFA : 13e Congrès Français d’Acoustique, avril 2016, Le Mans.

Proceeding :
Couplage BEM-Rayon pour le Contrôle Non Destructif par Ultrasons,
http ://www.conforg.fr/cfa2016/cdrom/data/articles/000544.pdf

• CANUM, Obernai, mai 2016,

• AFPAC 2017 : 16th Anglo-French Physical Acoustics Conference, janvier 2017, Marseille.

Proceeding :
A hybrid method combining the surface integral equation method and ray tracing for the numerical
simulation of high frequency diffraction involved in ultrasonic NDT,
à paraître dans Journal of Physics : Conference Series.

• WAVES 2017 : 13th International Conference on Mathematical and Numerical Aspects of Wave
Propagation

Abstract :
A hybrid method combining boundary elements and ray tracing for high frequency diffraction. Applica-
tion to NDT, 2017, Minneapolis.

Production scientifique :

• développement de code BEM 2D par la méthode de Nyström
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Chapitre 1

Présentation des méthodes de simulation de
la diffraction acoustique pour la stratégie de
couplage haute fréquence

On présente dans ce chapitre les principaux outils utiles au développement de la méthode hybride que l’on
propose. On commence par donner le contexte d’étude qui a motivé la mise au point de la méthode hybride et
le problème modèle sur lequel on s’appuiera pour la présenter. On dresse ensuite synthétiquement l’état de l’art
sur les méthodes de résolution de l’équation des ondes en séparant la présentation des méthodes de simulation
de la propagation de celles qui résolvent le problème de diffraction. On décrit d’abord les différentes méthodes
asymptotiques de calcul de propagation, puis on détaille la méthode asymptotique retenue dans CIVA pour
traiter la propagation : la méthode des rayons. On présente ensuite la liste des méthodes numériques ou
asymptotiques qui calculent les effets de diffraction et on décrit en particulier la méthode des équations
intégrales, principal outil de notre méthode hybride. On conclut enfin ce chapitre en expliquant la stratégie de
CIVA pour la résolution du problème de diffraction ainsi que la stratégie que l’on a adopté pour le couplage
proposé.

Par souci de simplicité et dans l’optique d’une preuve de concept, la méthode hybride a dans ce travail
principalement été développée et éprouvée en acoustique 2D. On se place dans ce cadre dès ce chapitre.

1.1 Contexte d’étude et problème modèle

1.1.1 Contexte général et objectifs

Le travail exposé dans ce manuscrit s’inscrit dans le cadre plus général de l’enrichissement de la plate-
forme CIVA de simulation pour le CND développée par le CEA LIST. Il propose un nouvel outil pour simuler
la propagation d’ondes haute fréquence dans un milieu complexe (géométrie, propriété). Cet outil prend la
forme d’une méthode de résolution hybride capable de simuler avec précision la physique du problème sous
de moins grandes contraintes de modélisation que CIVA. Il repose toutefois sur une stratégie de résolution
multi-échelle qui consiste à séparer le traitement des phénomènes de propagation et de diffraction. Cette
stratégie spécifique à la simulation de configurations de CND signifie en particulier résoudre le problème de
diffraction sur un domaine non borné et traiter les interactions des champs avec le bord du milieu par méthode
asymptotique.

Les configurations de CND US se modélisent comme des problèmes de propagation en milieu borné
perturbé par un ensemble d’inhomogénéités ou de fissures de géométrie quelconque (isolées ou organisées en
réseau et/ou en interaction avec le bord du milieu) posés en régime haute fréquence. Ce sont par nature des
problèmes multi-échelles où peuvent coexister des phénomènes d’interaction de nature différente intervenant
à des échelles différentes. Pour prédire ces phénomènes à chaque échelle, il existe des méthodes classiques,
que CIVA reprend et met à disposition des utilisateurs pour le calcul d’interactions. Ces méthodes sont basées
sur une modélisation haute fréquence du problème physique spécifique à l’échelle à laquelle on le considère.
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Dans les configurations de CND, on distingue au moins trois échelles de longueur : l’échelle du milieu
de propagation (L), sur laquelle on observe les effets de propagation haute fréquence, l’échelle de la lon-
gueur d’onde (λ) qui correspond à l’échelle des effets de diffraction, et une échelle intermédiaire (O(λ))
correspondant à une zone de taille de l’ordre de quelques longueurs d’onde où champs diffractés et réfléchis
interagissent. La méthode la plus efficace pour simuler l’interaction d’onde haute fréquence avec des obstacles
à chaque échelle dépend de leur taille, de leur position relative et de leur position par rapport au bord du milieu.
On distingue en particulier les modèles d’interactions avec un obstacle (de contour Γ) de taille caractéristique
rΓ gros en terme de longueur d’onde (rΓ > 10λ) ou petit (rΓ ≤ λ). En outre, ces défauts peuvent être proches du
bord voire débouchants, ou suffisamment éloignés des bords du milieu de propagation pour que les interactions
du champ (réfléchi ou diffracté) qu’ils diffusent puissent être modélisées comme des rebonds au sens de
l’optique géométrique.

On décrit ces modèles d’interactions en s’appuyant sur la configuration non-réaliste schématisée par la
figure 1.1 qui fait intervenir 4 types de défauts emblématiques des différentes échelles de modélisation. On a
représenté un défaut D1 de grande taille en terme de longueur d’onde, situé loin du bord, mais en interaction
avec un agglomérat de petits défauts diffractants noté D2, un petit défaut diffractant D3 éloigné du bord de
pièce et une petite fissure D4 proche de la frontière du milieu. On décrit maintenant pour chaque catégorie de
défaut le modèle de CND US le mieux adapté, dont CIVA dispose, pour prédire la physique des interactions
et la méthode avec laquelle la traiter. On en donne en particulier les spécificités.

·S ·R
uinc

D1

D2

D3 D4

L

FIGURE 1.1 – Un exemple schématique de milieu complexe

• Interaction haute fréquence avec un gros défaut à cœur D1.
Un obstacle de grande taille par rapport à la longueur d’onde se comporte essentiellement comme un
réflecteur. L’approximation de Kirchhoff permet de calculer le champ généré par l’interaction d’une
onde incidente haute fréquence avec ce type d’obstacle lorsque sa face éclairée est régulière. Cette
méthode repose sur l’approximation de l’optique géométrique et modélise la face éclairée de l’obstacle
comme réfléchissante et localement plane. Pour affiner les résultats du calcul d’interaction, c’est à dire
prendre en compte les effets de diffraction au niveau de la frontière ombre-lumière ou lorsque l’obstacle
présente un coin ou une arête, on utilise la théorie physique de la diffraction (PTD).

• Interaction haute fréquence avec un petit défaut à cœur D3.
Lorsqu’une onde haute fréquence rencontre un défaut dont la taille est de l’ordre de la longueur d’onde
(rΓ = O(λ)), l’onde est diffractée. À cette échelle, les méthodes asymptotiques décrivent mal les
phénomènes de diffraction. Si on veut prendre en compte ces effets de façon plus précise, CIVA offre
deux options :

– approximation de Born : si le petit défaut est une inclusion présentant un faible contraste de vitesse
par rapport au milieu hôte, on peut simuler les effets de diffraction par l’approximation de Born.

20



·S ·R
uinc

(a)

·S ·R
uinc

D1

D2

D3 D4

(b)

FIGURE 1.2 – Pour traiter la configuration 1.1, CIVA calcule les effets de propagation (gauche) et les
interactions (droite) séparemment.

Si le défaut est très petit on suppose le champ transmis dans l’inclusion égal au champ incident,
mais s’il est plus gros, on tient compte de sa loi de variation de célérité pour y propager le champ.

– méthode hybride : si le défaut est une fissure ou une inclusion, CIVA propose une méthode hybride
qui calcule la propagation du champ incident dans le milieu en l’absence de l’obstacle par la
méthode des rayons puis résout par éléments finis l’EDP décrivant le problème de propagation
dans un petit domaine contenant l’obstacle. Les résultats sont ensuite combinés par le principe de
réciprocité de Auld pour évaluer le champ diffracté. Cette méthode est détaillée en section 1.6.

• Interaction haute fréquence avec un gros défaut près du bord.
Lorsqu’un gros défaut est très proche du bord (distance défaut-bord de l’ordre de O(λ)), ses interactions
avec le bord ne peuvent plus être traitées par l’approximation de l’optique géométrique : il n’est plus
suffisant de calculer les réflexions entre le défaut et le bord par l’approximation de Kirchhoff ou la PTD.
Pour prendre en compte les multi-rebonds du champ réfléchi avec le bord on doit utiliser une approche
plus précise. L’option la plus précise proposée par CIVA pour cette configuration est l’approche hybride
qui repose sur la méthode des éléments finis. Cependant, le calcul peut devenir très coûteux si le
domaine de calcul contenant le défaut est trop grand. Ce type de configuration est donc critique pour
CIVA en terme d’efficacité de calcul.

• Interaction haute fréquence avec un petit défaut près du bord, voire débouchant D4.
La méthode hybride est la méthode de CIVA la mieux adaptée pour simuler cette interaction. On se
donne un domaine contenant le défaut et la partie du bord en interaction avec le défaut, et on résout le
problème par éléments finis. On prend ainsi en compte les effets de diffraction du défaut et l’interaction
complexe de son champ diffracté avec le bord du milieu. La méthode est la même si le défaut est
débouchant.

• Interaction haute fréquence avec un agglomérat D2 de petits défauts à cœur.
Les effets de diffraction générés par un agglomérat de défauts sont complexes. Chaque petit défaut
diffracte et chaque champ diffracté interagit avec les autres défauts après une propagation sur une
distance de l’ordre de la longueur d’onde. Pour correctement modéliser et simuler ces phénomènes qui
ne sont pas prédictibles par méthodes asymptotiques, la meilleure option dans CIVA est de les résoudre
par méthode numérique à l’aide de la méthode hybride.

• Interaction haute fréquence avec deux défauts en interaction proche D2 ∪D1.
Lorsque deux défauts, quelle que soit leur taille, sont en interaction sur l’échelle intermédiaire (∝ λ) :
c’est à dire distants l’un de l’autre de quelques longueurs d’onde, on calcule dans CIVA leur interaction
comme une succession de rebonds. Chaque défaut génère une perturbation du champ incident qui est
calculée par le modèle CIVA le mieux adapté au type de défaut (Kirchhoff, PTD, Born). Les champs
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qu’ils génèrent sont propagés puis réfléchis selon les lois de Snell-Descartes d’un défaut à l’autre de
façon itérative jusqu’à atteindre un nombre de rebonds prédéfini. C’est en particulier la stratégie que
l’on adopterait avec CIVA pour calculer l’interaction entre le gros défaut D1 et le conglomérat de défauts
D2 sur la configuration du schéma 1.1. Cette stratégie est aussi utilisée pour traiter l’interaction à la
même échelle d’un objet diffractant ou non avec le bord du milieu lorsqu’ils sont distants de plusieurs
longueurs d’onde. Mais cette stratégie ne rend pas bien compte de la complexité des effets d’interaction
entre obstacles à cette échelle.

À la plupart des configurations présentées correspond une méthode de simulation plus ou moins satisfaisante
dans CIVA. Toutefois, de nombreuses configurations sont mal résolues et motivent la mise au point de
nouvelles méthodes hybrides. Parmi les configurations les plus critiques en terme de coût ou de précision pour
les méthodes présentes dans CIVA, on en donne ici deux :

• le cas d’un gros défaut de forme concave pour lequel les multi-réflexions ou diffractions créées au
niveau de la partie concave de sa frontière ne peuvent pas être calculées précisément par approche
asymptotique,

• le cas du calcul de l’interaction à moyenne échelle d’un petit défaut ou d’un conglomérat de petits
défauts avec un plus gros défaut ou le bord. Ces cas sont actuellement traités par méthode itérative.

Une dernière configuration non citée précédemment motive également l’étude de nouvelles stratégies de
simulation, il s’agit du cas de la diffraction d’ondes de surface par un défaut débouchant (en particulier en
élastodynamique 3D).

On propose dans ce travail une nouvelle approche capable de décrire avec précision la diffraction et les
interactions entre de petits obstacles et de ’gros’ obstacles ou avec la frontière du milieu. Cette approche est
hybride et combine la méthode des rayons et la méthode des éléments finis de frontière. L’objet principal de ce
manuscrit est d’en décrire le principe et d’illustrer ses performances sur des configurations académiques. Pour
développer et éprouver cette méthode on se place dans un cadre de travail simplifié que l’on décrit maintenant.

1.1.2 Le problème modèle

Le problème modèle considéré pour décrire la méthode de couplage est le problème de propagation
acoustique instationnaire en milieu homogène non borné. On le résout par une approche fréquentielle. On
donne ici les notations et les équations du problème d’onde instationnaire. Les développements sont faits dans
le cadre de l’acoustique en dimension 2, le chapitre 5 montrant ensuite que le travail est transposable à la
dimension 3.

Le problème d’ondes instationnaires. On considère la propagation d’une onde cylindrique, générée en un
point source xs, dans le domaine plan Ωe := R

2 \ Ω̄, Ω étant le support borné d’un obstacle impénétrable de
taille caractéristique rΓ et de frontière Γ (figure 1.3). On note c la vitesse du son dans ce milieu. Le système
d’équations qui gouverne le champ total uT se propageant dans le milieu se compose de l’équation des ondes
instationnaires, d’une condition initiale, et d’une condition de bord qui fixe le comportement de la solution sur
le bord Γ de l’obstacle à tout temps :





1
c2

∂2uT (x,t)

∂t2 −∆uT (x,t) = δ(x− xs)W (t;ωs), x ∈ Ωe, t > 0,

uT (x,0) = ∂tu
T (x,0) = 0, x ∈ Ωe,

ΛuT (x,t) = 0, x ∈ Γ, t > 0, ∂Ω = ∂Ωe = Γ.

(1.1)

Dans ce système W (t;ωs) est le signal d’émission. On le suppose caractérisé par une fonction w et une
fréquence caractéristique Fs = 2πωs,

W (t;ωs) =
√

ωsw(ωst). (1.2)
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FIGURE 1.3 – Problème modèle : géométrie et notations.

On interprète Fs comme une fréquence typique du spectre du signal d’émission tandis que w est une fonction
régulière et de moyenne nulle. Le choix de W est donc tel que sa norme L2 ne dépend que de ωs.

Il est classique de décomposer le champ total comme la somme d’un champ incident ui et du champ
diffracté u, interprété comme la perturbation du champ incident par l’obstacle Ω :

uT (x,t) = ui(x,t)+u(x,t), (1.3)

où ui(x,t) est solution du problème sans obstacle,





1
c2

∂2ui(x,t)

∂t2 −∆ui(x,t) = δ(x− xs)W (t;ωs), x ∈ R
2, t > 0

ui(x,0) = ∂tu
i(x,0) = 0.

(1.4)

et u est cherché comme solution du problème instationnaire





1
c2

∂2u(x,t)

∂t2 −∆u(x,t) = 0, x ∈ R
2, t > 0

u(x,t) =−ui(x,t), x ∈ Γ, t > 0,

u(x,0) = ∂tu(x,0) = 0.

(1.5)

De façon générale on distingue les conditions aux limites en fonction du type d’objet que l’on veut
modéliser : pénétrable ou impénétrable. On traite ici le cas d’un obstacle diffractant impénétrable. Deux
conditions aux limites seront étudiées au cours de ce travail : la condition sound-soft ou de Dirichlet homogène
qui fixe la valeur du champ à zéro sur Γ

ΛuT (x,t) := uT (x,t) = 0, x ∈ Γ, t > 0, (1.6)

et la condition sound-hard ou de Neumann homogène

ΛuT (x,t) :=
∂uT

∂ν
(x,t) = 0, x ∈ Γ, t > 0, (1.7)

qui modélise un obstacle rigide. On commencera par traiter le problème de propagation académique avec
condition aux bords de Dirichlet homogène (1.6).

Résolution du problème instationnaire par une approche fréquentielle. La stratégie hybride présentée
s’appuie sur une résolution par équation intégrale de surface du problème (1.1). La résolution en régime
temporel de ce problème surfacique, appelée méthode des potentiels retardés Ha-Duong (2003), Jielin et al.
(2014), van’t Wout (2013), est relativement instable, c’est pourquoi on fait le choix de résoudre le problème
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en régime fréquentiel. Cette approche fréquentielle repose sur la transformée de Fourier en temps des champs
incident et diffracté que l’on exprime (ces fonctions étant causales) comme :





ui(xr,t) =
1√
2π

(∫ ∞

0
Ŵ (ω;ωs) ûi(xr;ω)e−iωt dω

)
,

u(xr,t) =
1√
2π

(∫ ∞

0
Ŵ (ω;ωs) û(xr;ω)e−iωt dω

)
,

(1.8)

où Ŵ (ω;ωs) est la transformée de Fourier du signal source,

Ŵ (ω;ωs) =
∫ ∞

0
W (t;ωs)eiωt dt =

1√
ωs

w(
ω

ωs
).

Les champs ûi et û, transformées de Fourier des champs incident ui et diffracté u, sont solutions des problèmes
stationnaires, 




ω2

c2 ûi(x;ω)+∆ûi(x;ω) =−δ(x− xs), x ∈ R
2,

lim
|x|→+∞

(
∂ûi(x,ω)

∂|x| − iω

c
ûi(x;ω)

)
= 0,

(1.9)

et 



ω2

c2 û(x;ω)+∆û(x;ω) = 0, x ∈ Ωe,

û(x;ω) =−ûi(x;ω), x ∈ Γ,

lim
|x|→+∞

(
∂û(x,ω)

∂|x| − iω

c
û(x;ω)

)
= 0.

(1.10)

Les conditions de radiation à l’infini sont nécessaires pour assurer le caractère causal (i.e u, ui nuls pour t<0)
des solutions en temps après transformée de Fourier inverse (Colton et Kress, 1992). Le champ incident ûi

n’est autre que la fonction de Green sortante de l’équation d’Helmholtz, soit

ûi(x;ω) =
i

4
H(1)

0

(
ω|x− xs|

c

)
,

où H(1)
0 est la fonction de Hankel de première espèce d’ordre 0.

Ainsi pour résoudre le problème instationnaire (1.1), on résout le problème (1.10) en régime fréquentiel
et on retrouve la solution temporelle uT = ui +u en appliquant la transformée de Fourier inverse (1.8). La
section suivante dresse un état de l’art des méthodes de résolution du problème (1.10).

1.2 État de l’art sur les méthodes de propagation en milieu complexe

La propagation des ondes hautes fréquences à travers les milieux complexes (inhomogènes, parfois
anisotropes) est un sujet de grand intérêt avec de nombreuses applications, aussi bien en sismologie qu’en
contrôle non destructif ou en imagerie médicale. Différentes méthodes de résolution des équations de
propagation instationnaires peuvent être mises en œuvre. On distingue les approches numériques (différences
finies, éléments finis ou éléments finis de frontière), des approches asymptotiques (méthode des rayons, ou
encore l’approximation parabolique) ou analytiques (la méthode des faibles perturbations de Born, la méthode
de Rytov) et on brosse un tableau sommaire et non-exhaustif des méthodes les plus utilisées pour prédire la
propagation d’une onde dans un milieu complexe.

1.2.1 Les méthodes numériques

Les méthodes numériques – FD (différences finies) [Virieux (1986), Moczo et al. (2007)], FEM (méthode
des éléments finis) [Raviart et Thomas (1998), Komatitsch et Tromp (1999), Bécache et al. (2007), Cohen
(2013)], BEM (méthode des éléments finis de frontière) [Nédélec (2001), Colton et Kress (1992), Beskos
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(1987), Thierry (2011)], DG (méthode des éléments finis de Galerkin discontinus) Cohen (2013), Pietro et
Ern (2010), Chung et Engquist (2006) – constituent les méthodes de référence pour résoudre un problème
physique modélisé par une EDP lorsqu’on ne peut pas accéder à la forme analytique de la solution exacte.
Puisqu’elles résolvent directement numériquement les EDP dans tout le domaine de calcul, sans rajouter
d’approximations au modèle physique, ces méthodes sont plus précises que les méthodes asymptotiques, qui
introduisent une approximation supplémentaire dans le modèle physique. En particulier elles décrivent tous
les phénomènes mis en jeu lors de la propagation dans des milieux complexes. Les erreurs qu’elles génèrent
sont de façon générale d’origine numérique (discrétisation, quadratures) ou géométrique (représentation
approchées des géométries sur un maillage) et peuvent être liées à des choix d’approximation des solutions.
Leur précision est ajustable par un ensemble de paramètres : la taille du pas de discrétisation pour les FD, la
taille des mailles, le degré de l’espace d’approximation polynomiale ou l’ordre des quadratures pour le calcul
d’intégrales pour les méthodes FEM et BEM. Un facteur limitant pour toutes ces méthodes est le nombre
d’éléments du maillage ou de points de la grille par longueur d’onde. Théoriquement, cinq points par longueur
d’onde suffisent à représenter une oscillation mais en pratique on fixe un minimum de 10 points par longueur
d’onde pour obtenir une précision donnée, Basabe et Sen (2007). À précision constante, le coût de résolution
par méthode numérique croît donc rapidement avec la fréquence. Ces techniques ont par conséquent un
temps de calcul et un coût mémoire important en régime haute fréquence, devenant prohibitif pour résoudre
efficacement la propagation en milieu étendu. Or, la résolution d’une configuration de CND US type implique
la propagation de champs haute fréquence dans un milieu de propagation borné et grand en terme de longueur
d’onde (typiquement L = O(100λ)). Compte tenu des limites des calculateurs actuels et des contraintes de
rapidité accompagnant les besoins industriels, la résolution complète de ce type de configuration par une
méthode numérique classique est difficilement envisageable. On leur préfère des méthodes asymptotiques
ou analytiques qui reposent sur un modèle approché mais qui permettent à moindre coût une prédiction
relativement précise des champs dans le milieu. On présente dans le prochain paragraphe un ensemble de
méthodes mieux adaptées à la simulation de la propagation haute fréquence.

1.2.2 Méthode de propagation approchées en milieu inhomogène

Dans le cadre haute fréquence, il existe un ensemble de méthodes moins coûteuses que les méthodes
numériques pour résoudre l’équation des ondes en milieu inhomogène : l’approximation de Born, l’approxi-
mation de Rytov, l’approximation paraxiale. On décrit brièvement ici leur principe et on donne des références
pour plus de détails.

Méthode des faibles perturbations de Born. La méthode des faibles perturbations de Born, Aki et
Richards (1980), Woodward (1992), Rajan et Frisk (1989), Cairns et Wolf (1990), Rath-Spivack (2012)
fournit une relation linéaire entre le champ propagé (champ incident ui) et le modèle de perturbation de
vitesse du milieu de propagation afin de prédire les fluctuations de champ dans un milieu inhomogène. Cette
approximation est valide sous les hypothèses d’inhomogénéité de faible variation de contraste sur de petites
distances. La méthode est en particulier bien adaptée au calcul du champ rétro-diffusé par une perturbation de
vitesse (inhomogénéité) de faible amplitude et du champ propagé dans une perturbation de petit diamètre.
Elle est cependant moins précise que la méthode de Rytov pour calculer la propagation de l’énergie dans une
perturbation de vitesse de grande taille (risque de divergence des champs). Sa précision décroît lorsque l’angle
d’incidence ou le contraste de vitesse augmentent.

Pour résumer, elle fournit une approximation de la solution de l’équation des ondes, sous forme intégrale.
On exhibe ici comment obtenir cette relation pour la propagation d’une onde incidente quelconque notée
ui(x,t) dans un milieu noté V présentant une perturbation de vitesse d’ordre 1, modélisée par la fonction ξ,
par rapport à la vitesse moyenne du milieu c0,

c(x) = c0(1−ξ(x)). (1.11)

L’approximation de Born tient compte de la perturbation de la vitesse dans le domaine pour reformuler
l’équation des ondes sous une forme linéarisée par rapport à la perturbation :

(
∆− 1

c2
0

(1+2ξ(x))∂2
t

)
u(x,t) = 0. (1.12)
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La solution de cette équation est cherchée comme la somme d’un champ u0 et d’une perturbation u1,

u(x,t) = u0(x,t)+u1(x,t),

cherchées, en tenant compte de la linéarité de (1.12), comme les solutions respectives des deux EDP,
(

∆− 1

c2
0

∂2
t

)
u0(x,t) = 0,

(
∆− 1

c2
0

∂2
t

)
u1(x,t) =

2

c2
0

ξ(x)∂2
t u(x,t).

(1.13)

On interprète u0 comme l’onde incidente du milieu, et on calcule u1 par produit de convolution de la solution
fondamentale G de l’équation des ondes par le terme source (second membre),

u1(x,t) =
1
π

∫ ∞

0
û1(x;ω)e−iωtdω, û1(x;ω) = G(x;ω)⋆

(
2ω2

c2
0

ξ(x)u

)
. (1.14)

Cette équation intégrale de Lippmann-Schwinger ne fournit pas une expression explicite de la perturbation u1.
L’approximation de Born consiste à approcher le champ u sous l’intégrale par le champ incident :

u1(x,t)≈
1
π

∫ ∞

0
û1(x;ω)e−iωtdω, û1(x;ω) =

2ω2

c2
0

∫
V

G(x− x′;ω)ξ(x′)ui(x′)dx′. (1.15)

En outre, en se plaçant dans la zone de champ lointain de l’inhomogénéité, aussi appelée zone de Fraunhofer,
on approche la fonction de Green (2D) par son développement asymptotique à l’ordre 1 et on calcule la forme
de l’approximation de champ lointain de la solution obtenue par l’approximation de Born,

u(x,t) = ui(x,t)+
2ei π

4

c0
√

8π|x|
1
π

∫ ∞

0
ω3/2 ei(k0|x|−ωt)

(∫
V

ξ(x′)eik x·x′ dx′
)

dω, k0 = ω/c0. (1.16)

Approximation de Rytov. L’approximation de Rytov (Woodward (1992), Rajan et Frisk (1989), Cairns et
Wolf (1990), Rath-Spivack (2012)) fournit également une relation linéaire entre le champ propagé (champ
incident ui) et le modèle de perturbation de vitesse. Cette méthode est bien adaptée au calcul de la propagation
de l’onde à travers l’inhomogénéité de vitesse quelque soit son diamètre, sous réserve que le contraste de
vitesse ne soit pas trop élevé. Elle étend donc l’approximation de Born mais n’est cependant pas valide
pour prédire les effets de rétro-diffusion de l’onde. Elle devient également moins précise lorsque l’angle
d’incidence ou le contraste de vitesse augmentent.

On expose ici brièvement comment obtenir le champ diffusé dans une inhomogénéité par l’approximation
de Rytov. La méthode repose sur la recherche de la solution de l’équation des ondes linéarisée autour de la
perturbation (1.12), en régime harmonique :

∆û(x)+ k2
0 (1+2ξ(x)) û(x) = 0, k0 = ω/c0, (1.17)

sous la forme
û(x) = û0(x)P(x), P(x) = eγ(x), γ(x) = ln(χ)+ iφ, (1.18)

où χ et φ sont des fonctions réelles représentant respectivement la fluctuation d’amplitude et de phase du
champ diffusé dans l’inhomogénéité. En injectant cet ansatz dans (1.17), on obtient l’équation aux dérivées
partielles :

2∇û0 ·∇ψeψ + û0∆ψeψ =−(∇ψ ·∇ψ+2ξk2
0)û0eψ. (1.19)

qui se réécrit encore : (
∆+ k2

0

)
(û0ψ) =−(∇ψ ·∇ψ+2ξk2

0)û0. (1.20)

La solution de l’équation (1.20) s’exprime alors sous la forme intégrale :

û0(x)ψ(x) =
∫

V
G(x− x′;ω)û0(x

′)[∇ψ ·∇ψ(x′)+2k2
0ξ(x′)]dx′, (1.21)
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où ici encore G est la solution fondamentale de l’équation des ondes pour le milieu environnant de célérité
moyenne c0. En supposant que |∇ψ ·∇ψ|≪ 2k2

0ξ, on néglige le terme en ∇ψ ·∇ψ et on obtient l’approximation
de Rytov de la solution de (1.17) :

û(x) = û0(x)e
ψ(x), ψ(x) =

k2
0

û0(x)

∫
V

G(x− x′;ω)û0(x
′)(2ξ(x′))dx′. (1.22)

On voit maintenant le lien entre les approximations de Born et de Rytov du champ diffusé. Lorsque la variation
de phase dans l’inhomogénéité est très faible, |ψ| ≪ 1, par développement de Taylor de l’exponentielle eψ à
l’ordre 1, l’approximation de Rytov se réduit à l’approximation de Born :

û(x) = û0(x)(1+ψ(x)) = û0(x)+ k2
0

∫
V

G(x− x′;ω)û0(x
′)2ξ(x′)dx′, (1.23)

où on rappelle que û0 = ûi Dans le cas de forte fluctuation de phase pour lequel l’approximation de Born cesse
d’être valide, l’approximation de Rytov est valable tant que |∇ψ ·∇ψ| ≪ 2k2

0|ξ|. Cela suppose en particulier
que l’inhomogénéité soit suffisamment régulière pour garantir que |∇ψ ·∇ψ| soit petit devant la perturbation
2k2

0ξ. En outre la quantité |∇ψ ·∇ψ| étant liée à l’angle de propagation, cette condition limite le cadre de
validité de l’approximation de Rytov : l’inégalité |∇ψ ·∇ψ| ≪ 2k2

0|ξ| n’est plus correctement satisfaite dans
les directions de rétro-diffusion. Par conséquent, l’approximation de Rytov est une sorte d’approximation
à petits angles, qui constitue avec l’approximation parabolique un outil analytique pour les problèmes de
propagation.

L’approximation parabolique. L’approximation paraxiale (Rytov et al. (1989), Rath-Spivack (2012)), est
utilisée pour résoudre l’équation de propagation en milieu inhomogène perturbé par la fonction ξ, (1.11) sous
l’hypothèse où l’onde incidente se propage autour d’une direction préférentielle, appelée direction axiale et
que l’on néglige les ondes rétro-diffusées. On décrit ici le principe de la méthode en dimension deux. On
cherche la solution de l’équation des ondes, sous la forme réduite :

u(x) = u0(x)+ψ(x)e−ik0x,

où k0 = ω/c0 est le nombre d’onde de référence, ψ est solution de l’EDP

∂2ψ

∂x2 +
∂2ψ

∂z2 + k2
0n2ψ = 0,

où n(x,z) = c0/c(x,z) est l’indice de réfraction et u satisfait l’équation scalaire :
(

∂2

∂x2 +2ik0
∂

∂x
+

∂2

∂z2 + k2
0(n

2 −1)

)
u = 0, (1.24)

On cherche donc une solution dont l’amplitude est lentement variable par rapport à la direction axiale (ex),
lorsque l’onde incidente se propage avec un faible angle par rapport à cette direction. L’équation (1.24) peut
se réécrire de façon formelle,

(A+ ik0(1−B))(A+ ik0(1+B))u− ik0[A,B]u = 0,

à l’aide des opérateurs pseudo-différentiels A et B :

A =
∂

∂x
, B =

√
1

k2
0

∂2

∂z2 +n2, avec [A,B] = AB−BA.

Sous l’hypothèse où les opérateurs A et B commutent presque : [A,B]≈ 0, qui est équivalente à supposer
que l’indice de réfraction varie lentement dans la direction axiale, n(x,z)≈ n(z), on peut découpler l’équation
(1.24) en un système d’équations aux dérivées partielles du premier ordre :

∂u

∂x
=−ik0 (1−B)u, (1.25a)
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∂u

∂x
=−ik0 (1+B)u, (1.25b)

La solution de ces équations respectivement appelées équation de propagation sortante et rentrante corres-
pondent à une onde respectivement propagative et rétrograde selon la direction axiale. La solution sortante qui
vérifie (1.25a) s’écrit de façon formelle :

u(x,z) = e−ik0(1−B)x u(0,z). (1.26)

En pratique cette expression nécessite pour être utilisée de développer l’opérateur pseudo-différentiel B sous
la forme d’une série. Pour cela, on doit faire une approximation supplémentaire cohérente avec l’hypothèse de
la propagation faible angle par rapport à la direction axiale, et supposer une faible variation de l’indice de
réfraction : n ≈ 1. On écrit alors B =

√
1+b, avec

b =
1

k2
0

∂2

∂z2 +n2 −1,

où si b est petit, par un développement de Taylor à l’ordre 1, on approche B par :

B ≈ 1+
b

2
= 1+

1

2k2
0

∂2

∂z2 +
n2 −1

2
(1.27)

En substituant l’approximation (1.27) à B dans (1.25a), on obtient l’équation parabolique décrivant la propa-
gation dans l’approximation paraxiale :

∂u

∂x
= ik2

0
∂2u

∂z2 +
ik2

0

2
(n2 −1)u, (1.28)

Le membre de droite de cette équation de propagation a deux termes : le premier décrit la diffraction, le second
la diffusion due à l’inhomogénéité du milieu. (1.28) aurait pu être obtenue à partir de (1.24) en négligeant
∂2u/∂x2 devant les autres termes, cependant il est intéressant de connaître ce formalisme qui permet d’obtenir
d’autres formes d’équation paraboliques lorsqu’on utilise d’autres approximations de l’opérateur racine carré.
En particulier, cette équation décrit la propagation paraxiale pour de petits angles autour de la direction axiale
en milieu inhomogène mais on obtient l’équation décrivant la propagation à grand angle à partir de (1.25a) en
approchant l’opérateur B par approximation de Padé : on parle alors de méthode grand-angle.

L’approximation parabolique a connu un grand succès dans les problèmes de propagation électroma-
gnétique, en fournissant des précisions de prédiction inaccessibles avec le modèle de rayons. Par contre, sa
résolution numérique doit être traitée avec soin pour obtenir des temps de calcul raisonnables.

On vient de décrire des méthodes très utilisées dans la littérature pour résoudre des problèmes de
propagation en milieu inhomogène. Ces méthodes sont présentes dans CIVA. La méthode de propagation
retenue pour notre couplage est cependant la méthode des rayons. On la décrit maintenant.

1.2.3 Une méthode asymptotique : la méthode des rayons

On s’intéresse dans cette partie à la description de la méthode de simulation choisie dans CIVA pour la
propagation haute fréquence en milieu inhomogène : la méthode des rayons, aussi appelée ray-tracing. On
décrit d’abord l’ansatz sur lequel le modèle asymptotique repose avant de détailler son principe de résolution
numérique par ray-tracing et de conclure par ses limites d’applicabilité. La méthode est ici présentée dans le
contexte de résolution de l’équation des ondes en acoustique 2D (1.10) en régime fréquentiel. Pour plus de
détails on pourra se référer à Chapman (2004), Engquist et Runborg (2003), Keller et Lewis (1995). Cette
section s’inspire de Cerveny (2000) et Bo (2011).
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1.2.3.1 Principe de la théorie asymptotique des rayons

La méthode des rayons est une approche classique de construction de solutions approchées de l’équation
des ondes en milieu inhomogène dans l’asymptotique haute fréquence, (ω → ∞). Elle repose sur l’hypothèse
que la solution peut être cherchée sous la forme du développement en puissance inverse de k, dit développement
WKB (Wentzel-Kramers-Brillouin),

u(x;ω) = A(x;ω)eiωφ(x),

= eiωφ(x)
∞

∑
n=1

An(x)(ik)
−n.

(1.29)

où φ et la famille (An)n, sont des fonctions réelles, indépendantes de ω qui désignent respectivement la
phase et les amplitudes des différents ordres de l’approximation. Ces nouvelles inconnues φ et (Ak)k, qui
caractérisent l’approximation de la solution exacte oscillante u, varient sur une échelle beaucoup plus grossière.
Par conséquent leur évaluation sera beaucoup moins coûteuse que celle de u. Afin de les déterminer, on injecte
cet ansatz dans l’équation des ondes et en identifiant à zéro les coefficients des puissances inverses de ω, on
obtient un système d’équations aux dérivées partielles couplées régissant l’évolution spatiale de la phase et
des termes d’amplitude,

|∇φ|2 = c−2, (1.30a)

2∇φ ·∇A0 +A0∆φ = 0, (1.30b)

2∇φ ·∇A j +A j∆φ =−∆A j−1, ∀ j ≤ 1. (1.30c)

On rappelle que n(x) =
c0

c(x)
désigne l’indice de réfraction du milieu. L’équation (1.30a), appelée équation

eikonale, gouverne l’évolution de la phase de l’ansatz, alors que les équations (1.30b)–(1.30c), appelées
équations de transport, régissent le comportement spatial des termes d’amplitude. La résolution successive de
ces équations permet de calculer la phase et la famille d’amplitudes à une constante près. On les détermine
de façon unique par la donnée des conditions aux limites du système obtenues à partir des données sur la
géométrie de la source et le champ qu’elle génère. Le développement asymptotique de la solution haute
fréquence de l’équation des ondes est ensuite reconstruit selon (1.29).

On précise avant de détailler les outils numériques de résolution des équations eikonale et de transport le
cadre de validité de la méthode des rayons. On peut approcher l’onde haute fréquence se propageant dans un
milieu inhomogène par cet ansatz sous réserve que le milieu ne soit pas trop diffractant et que l’on puisse
définir un temps de vol de première arrivée. Ces deux contraintes impliquent que la taille des inhomogénéités
dans le milieu soient plus grande que la longueur d’onde et que les variations de la célérité soient continues et
faibles sur une longueur d’onde.

Quand ω est grand, le premier terme de la série asymptotique (1.29) est dominant, la série est donc
en pratique tronquée à un nombre fini de termes. En particulier, à suffisamment haute fréquence on ne
retient que le premier terme de (1.29) qui donne le comportement de l’optique géométrique. On parle alors
d’approximation à l’ordre zéro ou d’approximation haute fréquence de l’optique géométrique. C’est par cet
ansatz que l’on cherche à approcher les ondes haute fréquence dans CIVA, c’est pourquoi on va maintenant se
focaliser sur l’ansatz d’ordre 0

u(x;ω) = eiωφ(x) A0(x). (1.31)

Le système satisfait par le couple d’inconnues (φ,A0) est alors,
{
|∇φ|2 = c−2,

2∇φ ·∇A0 +A0∆φ = 0.
(1.32)

La méthode de résolution traditionnelle de ce système, appelée ray-tracing ou méthode des rayons, repose
sur sa reformulation lagrangienne. Elle revient à résoudre le système le long de trajectoires, appelées rayons,
obtenues comme caractéristiques de l’équation eikonale par la méthode des caractéristiques. On décrit
maintenant cette méthode qui se décompose en deux temps (Cerveny (2000)) : la résolution de l’équation
eikonale (la théorie cinématique des rayons), puis de l’équation de transport (la théorie dynamique des rayons).
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1.2.3.2 Théorie cinématique des rayons : résolution de l’équation eikonale

La théorie cinématique des rayons consiste à résoudre l’équation eikonale, afin de décrire les trajectoires
des rayons et d’évaluer leur phase φ, aussi appelée temps de vol, le long de ses trajectoires. Elle consiste à
écrire l’équation eikonale sous forme d’une équation d’Hamilton-Jacobi

H(x,p) = 0,

décrite dans l’espace des phases constitué des coordonnées cartésiennes (x, p) – vecteur position et lenteur
p = ∇φ défini comme le gradient de la phase φ – et à la résoudre. La méthode la plus répandue pour la résoudre
est la méthode des caractéristiques. On cherche les courbes paramétrées (x(u), p(u)) le long desquelles le
Hamiltonien est constant :

dH

du
(x,p) = ∇xH · dx

du
+∇pH · d p

du
= 0. (1.33)

On déduit ainsi un système d’équations différentielles du premier ordre couplées qui définit le comportement
des bicaractéristiques (x(u), p(u)),

dx

du
= ∇pH(x,p),

d p

du
=−∇xH(x,p),

dφ

du
= p ·∇pH(x,p).

(1.34)

La résolution de ce système pour des conditions initiales données, par une méthode d’intégration classique,
permet de calculer directement le trajet x(u) et le vecteur lenteur p(u) des rayons. On peut alors déduire du
vecteur lenteur les temps de vol le long du rayon.

D’un point de vue physique, une isosurface de φ, c’est à dire une surface où φ est constante, décrit un front
de l’onde qui se propage en un point donné de l’espace dans la direction du vecteur lenteur p. Le vecteur p est
orthogonal au front d’onde en tout point. Les rayons sont les courbes x(u) le long desquelles H est constant,
elles sont tangentes en tout point à p. Ce sont des courbes orthogonales aux fronts d’onde paramétrées par
les variables s et u, respectivement position du pied du rayon sur le front d’onde dont il est issu et abscisse
curviligne du point courant le long du rayon, voir figure 1.4.

s

u

FIGURE 1.4 – Emission de rayon depuis une source (en jaune) étendue

Système de tracé de rayons acoustiques. Le Hamiltonien H est, comme en mécanique hamiltonienne,
défini comme l’énergie totale du système. On peut le définir de façon naturelle à partir de l’équation eikonale
par

H(x,p) =
1
2

(
|∇φ|2 − c−2)= 1

2

(
|p|2 − c−2)= 0. (1.35)

Mais il existe des formes plus générales du hamiltonien en fonction du sens physique que l’on veut donner
au paramètre u. Le lecteur pourra se reporter à [Cerveny (2000), chapitre 3 p.106-112]. Pour l’exposé et les
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calculs numériques on choisit de poser le Hamiltonien comme la limite lorsque η tend vers 0 du hamiltonien
plus général Hη,

Hη(x,p) =
1
η

[
|p|η − c−η

]
, (1.36)

qui par la règle de l’Hopital 1 donne pour η → 0,

H(x,p) =
1
2

ln(p · p)+ ln(c) = 0. (1.37)

Pour cet Hamiltonien on déduit le système de tracé de rayon,

dx

du
= c2(x)p,

d p

du
=−∇xc(x)

c(x)
,

(1.38)

où on rappelle que c désigne la vitesse du son. On déduit de ce système que la phase satisfait l’équation

dφ

du
= 1, (1.39)

indiquant une correspondance directe entre la phase et le paramètre sur le rayon pour ce Hamiltonien. Pour
résoudre le système du tracé de rayons (1.38), composé d’EDO d’ordre 1, on adjoint des conditions initiales
correspondant à la position du rayon sur la source x0 = x(u0) et au vecteur lenteur initial p0 = p(u0). Ce
dernier est déterminé à partir de la direction initiale du rayon spécifiée par un angle α,

p0 =
1

c(x0)
[cos(α),sin(α)]T .

Les expressions en 3D se trouvent de la même façon. Le lecteur intéressé pourra se reporter à Cerveny (2000),
Bouche et Molinet (1994). Dans certains cas, on peut accéder à l’expression analytique des solutions du
système de tracé de rayon. C’est en particulier le cas lorsqu’on travaille en milieu homogène, décrit par une
vitesse du son constante, c0. Dans ce cas le vecteur lenteur est constant le long des rayons et conserve sa
valeur initiale p0. Les rayons sont alors définis par le paramétrage,

x(u) = x0 + c2
0 p0 (u−u0) . (1.40)

En milieu homogène, les rayons sont des segments de droites issus de la source et dont la direction est fixée par
le vecteur lenteur initial. Le front d’onde se propageant à vitesse constante, les écartements entre deux fronts
d’onde sont constants, comme on peut l’observer sur la figure (1.8). Pour des milieux isotropes inhomogènes
quelconques, où on ne dispose pas de l’expression analytique des caractéristiques, le système de rayon doit
être résolu par intégration numérique. Pour un milieu dont la célérité est à gradient constant suivant la loi, par
exemple,

c(x1,x2) = 2x1,

on obtient la distribution de rayon sur la figure (1.12). On remarque avec cette deuxième illustration que
les rayons ne sont plus rectilignes et ne remplissent pas tout l’espace à étudier à cause de leur divergence
géométrique : leur espacement dépend de la variation locale de la célérité. La divergence des rayons est d’autant
plus importante que la variation de vitesse du milieu est grande ou que l’on observe la solution à grande
distance de la source. Des zones de champ nul où il n’y a pas de distribution de rayons peuvent artificiellement
être créées, altérant la précision de calcul du champ dans l’espace. Pour obtenir des informations sur le champ
solution dans ces zones entre les rayons on doit alors réaliser une interpolation.

Une technique pour éviter les problèmes de non-couverture de l’espace du fait de la divergence des rayons
a été introduite par Vinje et al. (1993). Appelée méthode de front d’onde, elle consiste à construire les fronts

1. Énoncé simple : Si f et g sont des fonctions définies sur [a,b], nulles en a, dérivables en a et telles que f (a) = g(a) = 0 et que

le quotient
f ′(a)
g′(a) existe, alors lim

x→a

f (x)

g(x)
=

f ′(a)
g′(a) .
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d’onde les plus précis possibles et quasi-uniformes dans tout l’espace, à partir des tracés de rayons . Sachant
que les fronts d’onde sont des courbes orthogonales aux rayons, ces surfaces sont d’autant plus précises que le
nombre de rayons pour les représenter augmente. La méthode consiste donc à tracer automatiquement des
rayons au fur et à mesure à partir du front d’onde précédent dès que certains critères imposés ne sont plus
respectés, par exemple, la distance entre deux rayons voisins ou la différence de direction de propagation
entre deux rayons voisins.

Pour éviter les difficultés de divergence géométrique des rayons, on peut aussi changer de méthode de
résolution. Différents auteurs ont développé des méthodes numériques basées sur la méthode des différences
finies, (Podvin et Lecomte (1991), Vidale (1988), Trier et Symes (1991)). D’autres méthodes comme le fast
marching method (Sethian (1996)), group marching method (Kim (2000)) ou fast sweeping method (Tsai
et al. (2003)) se sont montrées plus efficaces que les précédentes. Mais ces méthodes numériques présentent
des problèmes d’instabilité et de précision dans les zones où la variation de vitesse est très forte du fait de la
non linéarité de l’équation.

Enfin, la méthode des rayons trace des rayons dans une zone donnée de l’espace sans pouvoir contrôler le
point d’arrivée de chaque rayon. Si on souhaite tracer un rayon entre deux points, on peut reformuler le système
de tracé de rayon en une EDO d’ordre 2 avec conditions au bord puis intégrer cette EDO numériquement.
Cette technique s’appelle tracé de rayons entre deux points. Les articles Pereyra et al. (1980), Um et C.Thurber
(1980) en donnent deux méthodes de résolution numérique.

Dans cette section, on a pu présenter la méthode de tracé de rayon, qui permet de résoudre l’équation
eikonale, ainsi que quelques méthodes alternatives que l’on peut trouver dans la littérature. La méthode des
rayons ou ray-tracing est celle utilisée dans CIVA pour le calcul de propagation.

1.2.3.3 Théorie dynamique des rayons : résolution de l’équation de transport

La méthode de résolution de l’équation eikonale présentée calcule la trajectoire des rayons au cours de
la propagation de l’onde dans le milieu, ainsi que le vecteur lenteur le long des rayons. Ce vecteur donne
lui-même accès à la forme des fronts d’onde et permet après intégration d’évaluer le temps de vol le long
des rayons. Reste maintenant à évaluer l’amplitude du champ le long des rayons pour caractériser son
approximation haute fréquence. Pour cela on décrit ici une méthode de résolution de l’équation de transport
(1.30c), appelée théorie dynamique des rayons (Cerveny (2000)).
L’équation de transport est une équation conservative. La théorie dynamique des rayons utilise cette propriété
pour montrer que l’amplitude évolue le long des rayons en fonction de leur divergence géométrique. On
commence ici par donner le détail pour la propagation en milieu homogène avant de présenter la méthode
générique applicable à tous types de milieux.

Résolution de l’équation de transport : conservation de l’énergie. On met ici en évidence la propriété de
conservation de l’énergie du système acoustique dans un volume fermé. En multipliant (1.30b) par l’amplitude

FIGURE 1.5 – t = 1,4s FIGURE 1.6 – t = 2,5s FIGURE 1.7 – t = 3,5s

FIGURE 1.8 – Tracé de rayons en milieu homogène (c0 = 200) issus de la source ponctuelle xs = (1;−1,5).
Représentation des rayons à trois instants différents.
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FIGURE 1.9 – t = 1,4s
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FIGURE 1.10 – t = 2,5s
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FIGURE 1.11 – t = 3,5s

FIGURE 1.12 – Tracé de rayons issus de la source ponctuelle xs = (1;−1,5) en milieu inhomogène. Représen-
tation des rayons à trois instants différents.

A0 du champ solution, l’équation de transport devient :

2A0 ∇A0 ·∇φ+A2
0 ∆φ = div

(
A2

0∇φ
)
= 0. (1.41)

Cette équation montre que le flux d’énergie A2
0∇φ du système acoustique est de divergence nulle. Donc d’après

la formule de Green-Ostrogradsky, son flux se conserve dans un volume fermé. En particulier, on considère le
volume fermé V délimité par un tube de rayons associés au rayon principal dont l’orientation est définie par le
vecteur lenteur p. Ce tube de rayons est défini comme le volume délimité par deux portions de front d’onde à
deux instants très proches S1 et S2, et par la surface latérale P formée par les rayons s’appuyant sur les bords
S1 et S2. En intégrant (1.41) sur ce tube de rayons, et en appliquant la formule de Green-Ostrogradski, on
obtient :

0 =
∫

V
div
(
A2

0∇φ
)

dV =
∫

P+S1+S2

A2
0 p.ndS =−

∫
S1

A2
0

c
dS+

∫
S2

A2
0

c
dS. (1.42)

L’intégrale sur la surface latérale P est nulle car p ·n = 0. Le flux d’énergie ne traverse donc que les surfaces
S1 et S2. La conservation de l’énergie s’exprime comme l’égalité des flux d’énergie entrant et sortant :

∫
S1

A2
0

c
dS =

∫
S2

A2
0

c
dS. (1.43)

En supposant les grandeurs uniformes sur la section infinitésimale du front d’onde considérée, on peut calculer
l’amplitude AS2

0 associée à un rayon en un point de la surface S2 à partir de sa valeur AS1
0 connue sur le même

rayon en un point de S1, comme suit :

AS2
0 = AS1

0

√
c2S1

c1S2
. (1.44)

La déformation du tube de rayon est donc évaluée par le rapport S1/S2, appelé divergence géométrique du
champ de propagation. En milieu homogène, le tube de rayons est composé de rayons droits, la forme du tube

ressemble à un pinceau de forme parallélépipédique en 3D et de trapèze en 2D et le rapport des sections
S1

S2
peut être calculé par des considérations géométriques simples.

Le calcul de l’amplitude le long des rayons n’est pas aussi aisé pour des milieux inhomogènes. Les
rayons en milieu inhomogène ne sont plus rectilignes et l’équation de conservation (1.42) ne peut plus être
approchée par (1.44). En particulier, la divergence géométrique du tube de rayon va devoir être évaluée par
calcul différentiel à l’aide du jacobien de la transformation qui permet le passage du système de coordonnées
du rayon au système de coordonnées cartésiennes. On décrit dans le paragraphe suivant comment évaluer la
divergence géométrique d’un tube de rayon en milieu inhomogène.

Détermination du jacobien le long des rayons. Cette partie reprend la review de Engquist et Runborg
(2003). Pour calculer l’amplitude le long des rayons, on a besoin d’informations locales de la source du rayon
ainsi que de la divergence géométrique locale du rayon. On définit la transformation T qui à la position du
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pied du rayon sur la source rayonnante, condition initiale du système de tracé de rayons, associe la position
courante du rayon.

T : (u,ξ0)→ T (u,ξ0) = x(u,ξ0), (1.45)

Il s’agit en fait du flot du système de tracé de rayon. La position du point courant sur un rayon est alors repéré
à partir de la position initiale du rayon sur la source ξ0 et de l’abscisse curviligne u du point courant sur le
rayon par rapport à sa position initiale, voir figure 1.13. On définit la matrice jacobienne Q = Dξ0

T de cette

s
·x(s, 0) = ξ0

x(s, u)

u

FIGURE 1.13 – Transformation du système de coordonnées du rayon en coordonnées cartésiennes le long
d’un rayon

transformation par rapport à la donnée initiale ξ0,

Q = Dξ0
x(u,ξ0) =




∂x1

∂ξ0
1

∂x2

∂ξ0
1

∂x1

∂ξ0
1

∂x2

∂ξ0
2


 , (1.46)

et J = det(Q) le jacobien de cette transformation et on applique enfin le théorème de Liouville, rappelé
ci-dessous, à la fonction v(u) = ln(J)(u), où f (v) = ∇(c2∇φ).

Théorème 1.2.1. (Théorème de Liouville) Soit l’équation différentielle
dv

du
= f (v) posée dans R2, avec la

condition initiale v(0) = a. Elle induit le flot a → v(a,u). Soit J = det( ∂v(a,u)
∂a ), le jacobien de cette application.

On a,
d ln(J)

du
= div( f (v)).

Grâce au théorème de Liouville et à (1.38), on montre [Engquist et Runborg (2003), p.14] que si Q est
non singulière, on a

dJ

du
= J div(

dx

du
) = J div(c2(x)p). (1.47)

En différentiant la quantité A2(x(u,ξ0))c(x(u,ξ0))J(u,ξ0) le long du rayon, on obtient

d
[
A2(x(u,ξ0))c−2(x(u,ξ0))J(u,ξ0)

]

du
= J

(
∇(A2c−2)

)
· ∂x

∂t
+ JA2c−2div(c2∇φ)

= J div(A2∇φ)

= JA [2∇A ·∇φ+∆φA] = 0,

(1.48)

en utilisant pour la dernière étape l’équation de conservation (1.42). On déduit alors l’amplitude le long du
rayon,

A(x(u,ξ0)) = A(ξ0)
c(x(u,ξ0))

c(ξ0)

√
|J(0,ξ0)|
|J(u,ξ0)| . (1.49)
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Cette équation donne la loi de décroissance de l’amplitude du champ propagé le long d’un rayon. Le determi-
nant J de la transformation T est souvent appelé divergence géométrique puisqu’elle mesure l’accroissement
paraxial de la surface infinitésimale transportée par le rayon au cours de sa propagation. Cette relation est
valable tant que la matrice Q n’est pas singulière, c’est à dire hors des zones de superposition des rayons
de type caustiques ou points de focalisation. Par ailleurs elle n’est pas valable non plus pour le calcul de
l’amplitude dans les zones d’ombre où le développement (1.29) n’est plus valable. Grâce à (1.49), on remarque
qu’au voisinage de ces points l’amplitude devient non bornée.

Pour calculer l’amplitude du champ solution, on a donc besoin de déterminer le jacobien de la transforma-
tion. On obtient chaque élément de la matrice jacobienne en résolvant un nouveau système d’EDO appelé
système de tracé de rayons dynamiques. Pour l’obtenir on définit la matrice jacobienne S de la transformation
qui à la condition initiale du vecteur lenteur au pied du rayon associe la valeur du vecteur lenteur au point
courant sur le rayon :

S = Dξ0
p(u,ξ0) =




∂p1

∂ξ0
1

∂p2

∂ξ0
1

∂p1

∂ξ0
1

∂p2

∂ξ0
2


 , (1.50)

En différentiant les matrices jacobiennes (1.50) et (1.46) le long du rayon, on obtient

d
du

(
Q

S

)
=

(
D2

pxH D2
ppH

D2
xxH D2

xpH

)(
Q

S

)
(1.51)

avec des conditions initiales relatives à la source rayonnante. Pour une source non ponctuelle, les conditions
initiales s’écrivent,

Dξ0x(0,ξ0) = I, Dξ0 p = D2φ(ξ0).

Dans le cas du hamiltonien que nous avons choisi, H(x,p) = c2 |p|2 −1 = 0, le système de tracé de rayons
dynamique s’écrit

d
du

Qi, j = pi ∑
k

∂c2

∂xk
Qk, j + c2Si, j,

d
du

Si, j =−1
2 ∑

k

∂2c2

∂xi∂2xk
c−2 Qk, j −

∂c2

∂xi
∑
k

pk Sk, j.

Après résolution de ce système, on calcule l’amplitude le long du rayon par la formule (1.49).

1.2.3.4 La méthode des rayons : ses avantages et ses limites

La méthode des rayons présente de nombreux avantages. Elle est relativement facile à mettre en place et
peu coûteuse par rapport aux méthodes numériques pour la résolution de problèmes en régime haute fréquence.
Elle est en particulier bien adaptée pour simuler la propagation d’une onde sur de longues distances. L’ansatz
sur lequel elle s’appuie permet de reformuler l’équation des ondes, équation aux dérivées partielles d’ordre 2
en un système couplé de deux équations différentielles d’ordre 1. Cependant elle compte aussi de sérieuses
limites liées au modèle asymptotique sur lequel on se base pour chercher la solution. On s’attache dans cette
partie à en donner les limites.

Le premier inconvénient de la méthode des rayons est due à la non-linéarité de l’équation eikonale. Cette
spécificité n’autorise pas de solution avec phase multiple : les rayons d’une même source ne sont pas autorisés
à se croiser. La solution calculée en un point donné de l’espace n’est pas une solution physique puisqu’elle
ne vérifie pas le principe de superposition, mais est simplement la première onde arrivée en ce point. On
l’appelle aussi solution du temps de première arrivée. Plus précisément cette solution ne vérifie pas le principe
de superposition en tous points de l’espace de propagation, l’approximation rayon s’effondre aux points où
les rayons se croisent : au niveau des points de focalisation des rayons, des caustiques et de discontinuité
de vitesse du milieu. Le gradient de la phase est de plus discontinu autour de ces points, ce qui provoque la
divergence de l’amplitude des rayons. En ces points, l’ansatz n’est plus approprié.
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Par ailleurs, dans le cadre de la propagation dans un milieu contenant un obstacle, cette méthode ne
permet pas de décrire la bonne solution autour des frontières d’ombre-lumière liées à cet obstacle ni même
les phénomènes d’ondes rampantes rayonnées le long de la géodésique dans la zone d’ombre. En effet,
cette méthode s’appuie sur le terme d’ordre 0 du développement asymptotique WKB, qui ne décrit pas les
phénomènes de diffraction. En particulier elle échoue pour la prise en compte des effets de diffraction par de
petits objets. Cette dernière limitation résulte du cadre de validité du modèle asymptotique. L’approximation
WKB repose sur la modélisation locale des ondes hautes fréquences par des ondes planes. Cette approximation
est possible lorsqu’on considère un problème de propagation dans un milieu inhomogène pour lequel la taille
des inhomogénéités est plus grande que la longueur d’onde et dont les variations de célérité sont continues
et faibles sur une longueur d’onde. Enfin, l’approximation WKB suppose une régularité assez forte de la
condition initiale de l’équation des ondes instationnaire afin de garantir une régularité suffisante de la phase et
de l’amplitude du développement et donc sa convergence (Rauch (2012)).

1.2.3.5 Traitement des interactions avec le bord et les interfaces

Dans CIVA les rayons sont réfléchis et réfractés par les bords du milieu de propagation selon les lois de
Snell-Descartes (Bouche et Molinet (1994)). Lorsque le milieu est stratifié (constitué d’une juxtaposition de
milieux homogènes d’indices différents) ou présente une structure complexe avec des interfaces, l’interaction
de l’onde avec les interfaces est prise en compte par des matrices d’évolution des tubes de rayons à la traversée
de l’interface (Cerveny (2000), Gengembre et Lhémery (2000)). Cet outil rend possible de prédire dans le
mode de calcul de champ les échos dus aux spécificités de structure du milieu.

1.3 Etat de l’art sur la modélisation de l’interaction d’un faisceau incident
par un défaut

On s’intéresse dans cette section aux outils de simulation de l’interaction du faisceau acoustique avec
les éléments diffractants (bords du milieu, défauts) du milieu inhomogène, après propagation. L’interaction
d’un faisceau incident avec une cible implique un ensemble de phénomènes différents : diffraction, réflexion
spéculaire, réflexions successives, diffraction multiple, ondes rampantes et onde de surface. On liste ici plu-
sieurs modèles de diffraction utilisés couramment et notamment dans CIVA : les méthodes numériques, deux
méthodes asymptotiques (approximation de Kirchhoff, et GTD) et une méthode analytique (approximation de
Born). On présente ces méthodes dans le cadre de l’acoustique 2D.

1.3.1 Les méthodes numériques

Les méthodes numériques – FD, FEM, BEM – constituent les méthodes les plus précises pour tenir
compte de l’ensemble des phénomènes d’interaction. Elles résolvent numériquement les équations aux
dérivées partielles qui modélisent le problème de diffraction. Leur précision dépend directement du nombre
de points ou d’éléments par longueur d’onde de la discrétisation du domaine de propagation et à précision
constante, leur coût de résolution du problème augmente donc avec la fréquence. Dans les régimes haute
fréquence, elles deviennent trop coûteuses pour simuler avec rapidité les configurations de CND ultrasonores
impliquant des domaines de propagation étendus. Sous cette contrainte d’efficacité, on leur préfère souvent
des méthodes asymptotiques rapides, peu coûteuses et donnant une bonne première approximation des
interactions. Développées plus récemment, des méthodes hybrides combinant la méthode des rayons avec une
méthode numérique permettent de prédire les phénomènes d’interaction avec rapidité et précision. On donne
ici quelques références détaillant des méthodes hybrides basées sur la méthode des éléments finis (Gengembre
et al. (2003), Barbone et al. (1998), Gòmez-Revuelto et al. (2005), Mahaut et al. (2010), Imperiale et Joly
(2012)), les éléments finis de frontière (Barbone et Michael (1999)), autres (Medgyesi-Mitschang et Wang
(1989)). On s’intéressera plus en détail à ces méthodes en section 1.6.
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Zone d’ombre

Zone éclairée

FIGURE 1.14 – Délimitation zone d’ombre/zone éclairée.

1.3.2 Les modèles d’interaction haute fréquence

Deux modèles asymptotiques de diffraction par des défauts sont implémentés dans CIVA : l’approximation
de Kirchhoff (KA) et la théorie géométrique de la diffraction (GTD). Elles présentent des avantages et des
inconvénients complémentaires. On commence par décrire brièvement leur principe puis on verra comment
leur combinaison fournit une modélisation correcte de l’interaction avec la cible à la fois en réflexion et en
diffraction.

L’approximation de Kirchhoff. L’approximation de Kirchhoff, aussi appelée optique physique (Engquist
et Runborg (2003) p.24), offre dans CIVA un modèle de calcul de réflexion spéculaire d’une onde incidente
par des inclusions de vide, ou des fissures libres de contrainte. Elle combine l’optique géométrique et la
représentation du champ diffusé, solution de l’équation de Helmholtz, sous forme d’une intégrale de surface.
Pour introduire les notations, on considère le problème de diffraction d’une onde se propageant dans le plan
R

2 perturbé par un domaine Ω parfaitement rigide, de contour noté Γ. Le champ total uT est cherché comme la
somme du champ incident ui et d’une perturbation u appelée champ diffusé : uT = ui +u. Lorsque ui satisfait
les conditions de radiation de Sommerfeld, le champ total est représenté de façon rigoureuse, en tout point du
domaine de propagation, à l’aide de la formule de représentation intégrale, (1.52) :

uT (x) =
∫

Γ

(
uT (y)

∂G(x,y)

∂ν(y)
− ∂uT (y)

∂ν(y)
G(x,y)

)
dS(y). (1.52)

où on note y la variable d’intégration le long du défaut, x la position du point du domaine extérieur au défaut

en lequel on évalue le champ diffusé et G(x,y) la fonction de Green qui en 2D vaut G(x,y) =
i

4
H(1)

0 (k|x− y|).
La prise en compte de la condition aux limites de l’équation des ondes donne sa valeur à l’une des traces
précisant, ainsi la forme de l’intégrale. Pour un défaut parfaitement rigide (condition de Neumann) on a :
∂uT (y)/∂ν(y) = 0, y ∈ Γ et pour un défaut mou (condition de Dirichlet) : uT (y) = 0, y ∈ Γ.

L’approximation de Kirchhoff du champ total s’obtient en adjoignant à (1.52) deux résultats de l’optique
géométrique. On rappelle d’abord que l’optique géométrique distingue sur la surface du défaut une zone
éclairée, notée ici Γ+, sur laquelle l’onde incidente se réfléchit selon les lois de Snell Descartes et les propriétés
d’absorption de Ω, et une zone non éclairée notée Γ− dans la zone d’ombre derrière le défaut (voir figure 1.14)
dans laquelle le champ diffracté est supposé nul. L’approximation de l’optique physique consiste à appliquer
les conditions de bord de Kirchhoff qui négligent selon les lois de l’optique géométrique la perturbation du
champ incident par l’obstacle (Goodman (2005)) :

• le champ total est nul sur la zone non éclairée de l’objet : uT = 0, sur Γ−,

• l’onde diffusée est égale à l’onde incidente sur la zone éclairée de l’objet : u = ui sur Γ+.

L’approximation de Kirchhoff du champ total est alors définie par :

uT (x)≈ 2
∫

Γ+
ui(y)

∂G(x,y)

∂ν(y)
dS(y), (1.53)
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dans le cas d’un problème avec conditions aux limites de Neumann, ou

uT (x)≈−2
∫

Γ+

∂ui(y)

∂ν(y)
G(x,y)dS(y), (1.54)

dans le cas d’un problème avec conditions aux limites de Dirichlet. Cette approximation du champ diffusé
s’interprète en un point x comme la superposition des champs générés en tout point y de la face éclairée de
l’obstacle par la source image en y à la source de champ incident : la source image étant définie comme le
symétrique de la source par rapport au plan tangent à l’obstacle en y ∈ Γ.

Le champ ainsi calculé est borné si l’obstacle est borné, et continu à la traversée de la zone d’ombre-lumière.
Cette approximation améliore donc l’optique géométrique. Cependant, son coût de calcul, contrairement à
celui de la solution de l’optique géométrique qui est indépendant de la fréquence, augmente avec la fréquence.
Cette méthode est tout de même vue comme une approximation asymptotique au sens où sa précision aug-
mente avec la fréquence.

Dans CIVA, l’approximation de Kirchhoff calcule l’approximation haute fréquence du champ uT en
assimilant localement l’obstacle à son plan tangent en tout point de la zone éclairée. Elle tient de plus compte
du régime haute fréquence en approchant dans les intégrales (1.53) ou (1.54) le noyau de Green par son
développement asymptotique :

i

4
H1

0 (k|x− y|)≃ ei π
4

√
8kπ

eik|x−y|
√
|x− y|

,

et calcule l’approximation champ lointain du champ diffusé :

uT (x) =
e−i π

4
√

2kπ

∫
Γ+

ui(y)

(
x− y

|x− y| ,ν(y)
)

eik|x−y|
√

|x− y|
ds(y), (1.55)

en intégrant à l’aide de méthodes de développements asymptotiques d’intégrale (méthode de la phase
stationnaire par exemple).

Dans le cas du demi-plan, et du dièdre, on approche la formule de représentation intégrale du champ
diffusé comme la somme du champ incident, du champ réfléchi et d’un champ diffracté (par le bord du
demi-plan ou le coin du dièdre), exprimé comme une onde sphérique pondérée par un coefficient de directivité
DKA analytique, appelé coefficient de Kirchhoff :

uT (x) = ui +ur +DKA A0
eikr

√
r
. (1.56)

Pour plus de détail sur l’expression de ces coefficients on pourra se référer à Bo (2011).
L’approximation de Kirchhoff dans CIVA conduit dans la plupart des situations de CND à une prédiction

peu coûteuse et quantitativement satisfaisante à haute fréquence de l’interaction d’une onde avec un obstacle
dans la zone éclairée. Toutefois, ce modèle réalise des erreurs en dehors de la direction de réflexion spéculaire
(donnée par l’optique géométrique) et dans la zone d’ombre de l’obstacle, puisqu’elle ne modélise pas les
ondes rampantes le long du défaut dans sa zone d’ombre. En outre elle ne permet pas de prédire de façon
précise le champ diffracté par une arête ni même par un défaut de taille de la longueur d’onde.

La théorie géométrique de la diffraction. La théorie géométrique de la diffraction (GTD) est une généra-
lisation de l’optique géométrique développée par J.B. Keller dans les années 60, (Keller et Lewis (1995)).
Elle fournit une technique systématique pour ajouter les effets de diffraction à l’approximation de l’optique
géométrique. L’optique géométrique standard prédit la propagation des champs dans le milieu de propagation
par la méthode des rayons. Elle s’appuie sur le développement WKB (1.29) qui exclut les phénomènes de
diffraction. Son exploitation mène à un système d’équations (1.30a)–(1.30b) qui ne permet ni de prendre
en compte les effets de géométrie ni les conditions aux bords. Elle engendre donc souvent des solutions
discontinues. La GTD propose d’ajouter des termes au développement WKB afin de tenir compte des effets
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de diffraction. Un développement typique ajoute à l’ansatz de l’optique géométrique une série définie avec
une nouvelle échelle qui représente les effets de diffraction,

u = eiωφ
∞

∑
k=0

Ak (iω)
−k + eiωφd

∞

∑
k=0

Bk (iω)
−k− 1

2 .

Plusieurs types de géométries, chacune avec ses spécificités, peuvent être à l’origine de diffraction, telles
que le demi-plan et le dièdre. L’extrémité d’une arête ou un coin diffracte l’onde incidente dans toutes les
directions, alors qu’une ligne de discontinuité de courbure diffracte dans toutes les directions du cône de
diffraction ayant l’arête pour axe. Lorsque l’onde incidente rencontre un obstacle courbe de surface régulière,
il y a également diffraction et dans ce cas, la diffraction génère des rayons rampants le long de la géodésique
qui eux même rayonnent des ondes dans la zone d’ombre.

À haute fréquence, on ne garde que les termes d’ordre 1 du développement. Les rayons diffractés (φd ,B0)
obéissent aux mêmes équations de l’optique géométrique que (φ,A0). Leur propagation est gérée depuis la
source de champ diffracté par la méthode des rayons mais leur amplitude est pondérée par un coefficient de
diffraction D, appelé coefficient de diffraction GTD. Ce coefficient dépend des directions d’incidence et de
diffraction (θd ,θi), de la fréquence, de la géométrie locale de la surface diffractante et de la célérité du milieu.

Dans le cadre de l’interaction d’une onde incidente haute fréquence avec un demi-plan ou un dièdre, le
bord du demi-plan ou le coin sont modélisés comme des sources ponctuelles de champ diffracté rayonnant
dans toutes les directions des rayons de la forme

us =
ui

√
r

D(θd ,θi,ω)e−iωr.

où r est la distance du point d’observation au point source de rayons diffractés. Le champ total dans le domaine
de propagation s’écrit comme la somme des contributions rayons de l’optique géométrique et des rayons
diffractés. On pourra trouver l’expression analytique du coefficient de diffraction GTD d’un ensemble de
géométries canoniques : arêtes, fentes, demi-plan, dièdres, en fonction du milieu de propagation et du type
d’équation des ondes (Helmholtz, Maxwell, élastodynamique) dans Bouche et Molinet (1994).

CIVA utilise cette bibliothèque de coefficients de diffraction pour calculer la réponse locale en diffraction
d’un obstacle de géométrie complexe. Pour cela, elle approche localement cette géométrie par une géométrie
canonique.

Le coefficient de diffraction GTD n’est toutefois pas borné dans toutes les directions. Il diverge dans la di-
rection de réflexion spéculaire. D’autres développements doivent être utilisés pour calculer une approximation
uniforme des champs diffractés et tenir compte des champs rampants dans la zone d’ombre. Ces développe-
ments sont issus de théories uniformes telles que la théorie uniforme de la diffraction (UTD, Kouyoumjian et
Pathak (1974), Lewis et Boersma (1969)) et la théorie asymptotique uniforme (UAT, Ahluwalia (1970)).

La théorie physique de la diffraction (Physical Theory of Diffraction, PTD). Les deux modèles clas-
siques GTD et KA présentent chacun des avantages et des inconvénients qui semblent complémentaires : la
KA calcule la réflexion spéculaire due à un obstacle de diamètre de plusieurs longueurs d’onde alors que la
GTD calcule les effets de diffraction de ses discontinuités de courbure. La théorie physique de la diffraction a
été développée par Ufimtsev (Ufimtsev (2007)) comme un modèle d’interaction plus générique qui s’appuie
sur ces deux modèles dans le but de modéliser correctement à la fois la réflexion spéculaire et la diffraction
par une arête. Elle repose sur la décomposition du champ de surface dans l’intégrale en une partie uniforme :
correspondant à la densité prise en compte par l’approximation de Kirchhoff ; et une partie non-uniforme
appelée champ de frange. La PTD ( [Bouche et Molinet (1994),pp.343]) décrit donc le champ rayonné par
une discontinuité de courbure comme la somme de la solution de l’approximation de Kirchhoff qui évalue
la contribution de l’optique géométrique (champs incident et réfléchi) et d’un terme correcteur qui prend en
compte les phénomènes de diffraction localisés au bord de l’objet de type diffraction d’arête, et les ondes
rampantes.

Cette correction est obtenue comme la différence entre la solution exacte du problème et l’approximation
de Kirchhoff. Dans la pratique, cette différence est approchée par celle de leur solution asymptotique. Or,
le premier terme du développement asymptotique de la solution exacte est la solution GTD, composée de
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la contribution de l’optique géométrique et d’un champ de diffraction d’arête, caractérisé par le coefficient
de diffraction DGTD. Ainsi, chercher le champ de frange défini comme la différence de l’asymptotique de
la solution exacte et de la solution de l’approximation de Kirchhoff, revient à calculer un coefficient de
diffraction de frange D f comme la différence des coefficients de diffraction GTD et Kirchhoff,

u f = uex −uKA ≈ (DGTD −DKA)A0
eikr

√
r
= D f A0

eikr

√
r
.

Cette méthode est implémentée dans CIVA (Darmon et al. (2013)). Cependant il faut souligner que tous les
effets de diffraction, en particulier les ondes rampantes, ne sont correctement pris en compte uniquement en
théorie. Dans la pratique, l’approximation haute fréquence des champs ne permet pas de simuler les ondes
rampantes.

1.3.3 L’approximation de Born

L’approximation de Born donne la forme analytique de la perturbation de l’onde incidente par une
inclusion de petit diamètre par rapport à la longueur d’onde, et de faibles contrastes de densité et de vitesse
par rapport au milieu qui la contient. Elle donne la perturbation sous la forme d’une intégrale de surface. Cette
technique est souvent utilisée pour calculer la réponse à l’extérieur de la perturbation (inclusion). Son principe
et ses spécificités ont été décrits au paragraphe (1.2.2). Dans CIVA, l’approximation de Born est utilisée, sous
une forme un peu différente, pour décrire la rétro-diffusion de l’onde par une inclusion de petit diamètre par
rapport à la longueur d’onde et de géométrie canonique (sphères, cylindres, ellipsoides), Darmon et al. (2013),
Darmon et al. (2009).

1.4 La méthode des équations intégrales

L’objectif de cette partie est de décrire le principe permettant l’obtention des équations intégrales associées
au problème de propagation d’une onde acoustique émise au point z,





∆u+ k2u =−δ(x− z), x ∈ Ωe : R2 \ Ω̄,

u(x) = 0, x ∈ Γ,

lim
|x|→∞

|x|
(

∂u

∂ν
(x)− ik u(x)

)
= 0,

(1.57)

et de présenter les différentes stratégies de discrétisation que nous avons choisies au cours de ce travail. Cette
partie s’inspire largement de Nédélec (2001) et Thierry (2011). La méthode est présentée dans le cas 2D mais
la stratégie est la même en 3D.

La méthode des équations intégrales repose sur la reformulation de l’équation des ondes en un problème
surfacique régi par une équation intégrale dont l’inconnue est définie non plus dans tout Ωe mais sur ses
bords Γ. Elle réduit donc la dimension du problème et est particulièrement bien adaptée à la résolution de
problèmes posés en milieu non borné puisqu’elle diminue drastiquement la taille du domaine à considérer. On
obtient l’équation intégrale à partir d’une identité de réciprocité faisant intervenir la solution du problème de
diffraction et la fonction de Green G(r), aussi appelée solution fondamentale, qui se définit comme la solution
sortante du problème de propagation dans l’espace libre. En appliquant à cette identité des opérateurs de trace,
on obtient l’équation intégrale surfacique équivalente au problème (1.57).

1.4.1 La fonction de Green

La fonction de Green est l’unique solution de l’équation d’Helmholtz associée à une source ponctuelle,
placée ici au point z,

∆G(x,z)+
(ω

c

)2
G(x,z) =−δ(x− z), ∀x ∈ R

2.
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satisfaisant aussi la condition de radiation à l’infini, appelée dans le cadre de l’acoustique condition de
Sommerfeld,

lim
|x|→∞

|x|
(
∂|x|G(x)− ik G(x)

)
= 0,

où k =
ω

c
est le nombre d’onde. Ces solutions présentent un flux sortant d’énergie à l’infini.

On rappelle l’expression de la fonction de Green en dimension 2,

∀x,z ∈ R
d , x 6= z, G(x,z) =

i

4
H(1)

0 (k|x− z|). (1.58)

1.4.2 L’identité de réciprocité

L’identité de réciprocité, qui dans le cadre de l’élastodynamique s’appelerait théorème des travaux virtuels,
est une formulation qui relie une paire de solutions u1, u2 de l’équation des ondes respectivement excitées par
les seconds membres F1 et F2, sur un domaine borné Ω de frontière Γ supposée régulière,

∆u1 + k2u1 = F1, (1.59a)

∆u2 + k2u2 = F2. (1.59b)

En considérant (1.59a)u2 − (1.59b)u1, on écrit,

∆u1u2 −∆u2u1 = F1u2 −F2u1. (1.60)

Puis en intégrant l’équation (1.60) sur tout le domaine Ω, et en utilisant la formule de Green, on écrit l’identité
de réciprocité,

∫
Γ

(
∂u1

∂ν
(y)u2(y)− ∂u2

∂ν
(y)u1(y)

)
dS(y) =

∫
Ω

(
F1(y)u2(y)−F2(y)u1(y)

)
dV (y), (1.61)

qui s’écrit aussi

∫
Γ

(
∂u1

∂ν
(y)u2(y)− ∂u2

∂ν
(y)u1(y)

)
dS(y) =

∫
Ω

(
∆u1(y)u2(y)−∆u2(y)u1(y)

)
dV (y). (1.62)

1.4.3 Formule de représentation intégrale, potentiels et formules de trace

Lorsqu’on applique l’identité de réciprocité dans un domaine borné de R2, noté Ωi et de frontière Γ = ∂Ωi,
à la paire (G,u−) respectivement solution de l’équation des ondes pour les seconds membres (−δz,0), on
aboutit à la formule de représentation intégrale de la solution en dehors en tout point x ∈ Ωi \Γ :

∫
Γ

(
u−(y)

∂G

∂ν(y)
(x− y)− ∂u−

∂ν(y)
(y)G(x− y)

)
=<−δ(.− x),u− >=−κu(x), Γ = ∂Ωi,

κ =

{
1, si x ∈ Ωi \Γ,

0, si x ∈ Ωe \Γ,

(1.63)

où ν est la normale sortante à Ωi, cette notation sera respectée dans tout le reste du manuscrit. On peut
également définir la formule de représentation intégrale pour toute solution de l’équation d’Helmholtz dans
un domaine non borné satisfaisant la condition de radiation de Sommerfeld. On énonce ce résultat dans le
théorème suivant, en gardant les notations Ωi, Ωe et Γ respectivement pour le domaine borné de R

2, son
complémentaire et sa frontière :
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Théorème 1.4.1. Théorème de représentation intégrale.
Si u− est solution de l’équation d’Helmholtz dans l’ouvert borné Ωi, alors on a,

∫
Γ

(
u−(y)

∂

∂ν(y)
G(x− y)− ∂

∂ν(y)
u−(y)G(x− y)

)
dS(y) =

{
−u−(x), si x ∈ Ωi,

0, si x ∈ Ωe.
(1.64)

Si u est solution de l’équation d’Helmholtz dans l’ouvert non borné Ωe et vérifie la condition de radiation à
l’infini, alors on a,

∫
Γ

(
u(y)

∂

∂ν(y)
G(x− y)− ∂

∂ν(y)
u(y)G(x− y)

)
dS(y) =

{
0, si x ∈ Ωi,

u(x), si x ∈ Ωe.
(1.65)

Le lecteur intéressé par une démonstration de ce théorème pourra se référer à [Colton et Kress (1983),
Théorème 3.1 et 3.3].

Remarque 1. Les intégrales sur Γ doivent être vues comme des crochets de dualité entre l’espace de Sobolev
H

1
2 (Γ) et son dual H− 1

2 (Γ). Cependant lorsque le champ incident et la frontière Γ sont suffisamment réguliers,
le champ diffracté devient lui-même régulier, on peut identifier le produit de dualité à un produit scalaire
L2(Γ), et le représenter par une intégrale sur Γ.
On fait de plus remarquer que la formule de représentation intégrale s’interprète comme une convolution au

sens des distributions de G avec
∂u

∂ν
, et de u avec

∂G

∂ν
.

On introduit maintenant les potentiels de simple couche S et de double couche D définis pour toute
densité q ∈ H−1/2(Γ), ou p ∈ H1/2(Γ) par :

Sq(x) =
∫

Γ
G(x,y;ω)q(y)dS(y),

D p(x) =
∫

Γ

∂G

∂ν(y)
(x,y;ω)p(y)dS(y).

x ∈ R
2\Γ. (1.66)

Ces deux potentiels sont des solutions sortantes de l’équation de Helmholtz (Colton et Kress (1992)). À
l’aide de ces définitions, les représentations intégrales (1.64) et (1.65) se réécrivent comme sommes d’un
potentiel de simple couche et de double couche appliqués respectivement à la trace normale et de Dirichlet de
la solution : 




u(x) = D(u|Γ)−S(
∂u|Γ
∂ν

),

u−(x) =−D(u−|Γ)+S(
∂u−|Γ
∂ν

)

Parmi ces deux traces l’une est donnée par la condition de bord du problème (1.57), l’autre demeure inconnue.
La méthode des équations intégrales consiste à reformuler le problème (1.57) sous la forme d’une équation
intégrale sur Γ d’inconnue liée à la trace inconnue. La façon la plus naturelle de faire consiste à appliquer les
conditions aux bords du problème de propagation à cette représentation intégrale de la solution. On rappelle
donc maintenant les relations de traces et de traces normales vérifiées par les potentiels (Colton et Kress
(1992), Nédélec (2001)).

Proposition 1.4.1. Pour tout z appartenant à Γ, la trace et la trace normale des opérateurs S et D sont
données par les relations :

lim
x∈Ωi/e→z

S [p](x) = S[p](z), (1.67a)

lim
x∈Ωi/e→z

∂S [p]

∂ν(x)
(x) = (±1

2
I +M′)[p](z), (1.67b)

lim
x∈Ωi/e→z

D[q](x) = (∓1
2

I +M)[q](z), (1.67c)
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lim
x∈Ωi/e→z

∂D[q]

∂ν(x)
(x) = T[q](z). (1.67d)

où I est l’identité et les quatre opérateurs intégraux de frontière S, M, M′, T sont définis par :

pour z ∈ Γ,

S[p](z) =
∫

Γ
G(z,y;ω)p(y)dS(y),

M′[p](z) =
∫

Γ

∂G

∂ν(z)
(z,y;ω)p(y)dS(y),

M[q](z) =
∫

Γ

∂G

∂ν(y)
(z,y;ω)q(y)dS(y),

T[q](z) =
∂

∂ν(z)

∫
Γ

∂G

∂ν(y)
(z,y;ω)q(y)dS(y).

(1.68)

Remarque 2. La dérivée normale du potentiel de double couche s’exprime sous la forme d’une intégrale
impropre à cause de la singularité du noyau.

Dans la suite du manuscrit, les opérateurs intégraux de frontière seront toujours notés avec une lettre
romane (ex : S) tandis que les opérateurs intégraux volumiques le seront avec une lettre calligraphique (ex :
S ).

Les relations de trace mettent en évidence l’éventuelle discontinuité du champ solution au passage de
la frontière Γ, selon la condition de bord appliquée : le potentiel de simple couche et la dérivée normale du
potentiel de double couche sont continus à travers la surface Γ, alors que le potentiel de double couche et
la dérivée normale du potentiel de simple couche sont discontinus. On trouve dans la littérature une autre
version du théorème de représentation intégrale qui s’appuie sur de nouvelles inconnues, les sauts de trace et
de trace normale des champs, définies par :

[u] = u−−u et

[
∂u

∂ν

]
=

∂u−

∂ν
− ∂u

∂ν
.

Théorème 1.4.2. Formule des sauts.
La solution de l’équation de Helmholtz dans R2 s’écrit

au(x)+bu−(x) =
∫

Γ

[
∂u(y)

∂ν(y)

]
G(x− y)dS(y)−

∫
Γ
[u] (y)

∂G

∂ν(y)
(x− y)dS(y), (1.69)

avec (a,b) = (1,0) si x ∈ Ωe, (0,1) si x ∈ Ωi, et (1
2 ,

1
2) si x ∈ Γ.

Les formules de représentation intégrale et les relations des sauts constituent les briques de base de la
méthode des équations intégrales. On explique maintenant comment les utiliser pour reformuler le problème
(1.57) les équations intégrales de surfaces.

1.4.4 Construction des équations intégrales

On présente dans cette section une approche de construction des équations intégrales directes les plus
usuelles (EFIE, MFIE et CFIE) ainsi que de l’équation intégrale indirecte de Brakhage et Werner (BRWR).
Les formulations EFIE (Electric Field Integral Equation), MFIE (Magnetic Field Integral Equation) et CFIE
(Combined Field Integral Equation) ont d’abord été mises au point dans le contexte de problème d’électro-
dynamique, mais le principe de leur construction est transposable à l’acoustique comme un cas particulier
d’équation scalaire, c’est pourquoi on conservera ces acronymes pour les désigner.

De manière générale, comme l’exprime le théorème de représentation intégrale 1.4.2, le champ diffracté
u, solution sortante de (1.57), s’écrit comme la combinaison d’un potentiel de simple et double couche,

u(x) = S [ρ](x)−D[λ](x), (1.70)
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où les sauts de trace λ := [u]|Γ = u|Γ −u−|Γ et ρ :=

[
∂u

∂ν

]

|Γ
=

∂u

∂ν |Γ
+

∂u−

∂ν |Γ
sont les nouvelles inconnues du

problème. On définit le champ total, solution de (1.57), comme la somme du champ incident et de ce champ
diffracté,

uT (x) = ui(x)−Dλ(x)+Sρ(x), x ∈ Ωe, (1.71)

Dans l’hypothèse d’obstacle impénétrable, on construit l’équation intégrale directe, de type EFIE et MFIE,
équivalente au problème de propagation en appliquant à la formule de représentation intégrale (1.70) une
condition de bord qui va nous permettre de prolonger par 0 le champ total à l’intérieur de l’objet Ω. Les
inconnues ont alors un sens physique, elles sont ramenées aux traces inconnues du champ diffracté solution
du problème extérieur. On peut également construire des équations intégrales dites indirectes à partir d’une
représentation intégrale du champ solution comme combinaison linéaire complexe du potentiel de simple et
de double couche. Pour ces équations indirectes, les inconnues n’ont pas de sens physique, ce sont les sauts
des traces du champ diffracté.

1.4.4.1 Équations intégrales directes

Pour construire les équations intégrales directes permettant de résoudre l’équation d’Helmholtz où Ω est
impénétrable, on utilise la méthode dite du champ nul, qui consiste à imposer au champ total intérieur u−T
d’être nul dans le défaut.

Initialement on ne dispose que d’une seule équation portant sur (λ,ρ), la formule de représentation
intégrale du champ diffracté valable dans Ωe. En prenant en compte les conditions aux bord du problème
extérieur, on précise l’inconnue. Pour une condition de Dirichlet homogène, le saut du champ total, λ, est nul
et le saut des dérivées normales ρ est l’inconnue, alors que pour une condition de Neumann homogène, λ

est l’inconnue et ρ est nul. À ce stade, quelque soit la condition de bord, l’inconnue est un saut. On peut se
ramener aux traces du champ diffracté en utilisant l’hypothèse que le domaine borné Ωi est impénétrable et en
prolongeant alors le champ total dans Ωi par 0. Pour cela, on introduit un problème intérieur dont la solution
u−T définie dans Ωi par

u−T (x) = ui(x)−Dλ(x)+Sρ(x), x ∈ Ωi. (1.72)

est solution de l’équation de Helmholtz à laquelle on adjoint une condition de bord représentée par l’opérateur
de trace Λ−, {

∆u−T + k2u−T = 0, dans Ωi,

Λ−u−T = 0 sur Γ.
(1.73)

On pourra choisir des conditions de bord de Dirichlet, Neumann ou des conditions mixtes pour le problème
intérieur fictif, mais la condition est toujours choisie de sorte à ce que u−T soit identiquement nul dans Ωi. En
particulier, on aura nullité de la trace et de la trace normale du champ intérieur sur Γ,





u−T |Γ = 0,

∂u−T
∂ν

|Γ = 0.

On retrouve par conséquent l’égalité entre les sauts et les données de Cauchy naturelles du problème,





λ =−uT |Γ,

ρ =−∂uT

∂ν
|Γ.

On obtient ensuite l’équation intégrale à résoudre, en appliquant l’opérateur trace Λ− à la formulation intégrale
simplifiée de la solution du problème intérieur u−T : on se ramène à résoudre le problème intérieur. L’expression
et la nature de l’équation intégrale dépend donc de la condition aux limites appliquée au problème intérieur.
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On met cette démarche en application dans les prochains paragraphes pour construire les formulations
EFIE, MFIE et CFIE, pour deux cas de conditions aux limites pour le problème extérieur : les conditions
sound-soft et sound-hard. On s’appuie pour l’exposé sur la thèse de Thierry (2011) et l’ouvrage de Nédélec
(2001).

Condition sound-soft pour le problème extérieur
On s’intéresse d’abord au problème de propagation extérieur avec condition de Dirichlet homogène. Cette
condition rend la densité de saut λ nulle, l’inconnue est alors le saut de dérivée normale ρ. On exprime par
conséquent le champ diffracté sous la forme d’un potentiel de simple couche,

uT (x) = ui(x)+S [ρ](x), ∀x ∈ Ωe,

u−T (x) = ui(x)+S [ρ](x), ∀x ∈ Ωi.

EFIE. On obtient l’équation intégrale dite EFIE en imposant une condition aux limites de Dirichlet homo-
gène au problème intérieur.

En prenant la trace de la formule de représentation intégrale du champ intérieur, on a l’équation intégrale
de première espèce,

u−T (x) = ui(x)+S[ρ](x) = 0, ∀x ∈ Γ. (1.74)

Cette équation intégrale est bien posée et est équivalente au problème extérieur (1.57) pour tout nombre
d’onde hormis pour les fréquences de Dirichlet du Laplacien.

MFIE. On obtient l’équation intégrale MFIE en imposant une condition aux limites de Neumann au
problème intérieur. En appliquant cette condition au problème intérieur, les relations de sauts donnent,

∂u−T
∂ν

(x) =
∂ui

∂ν
(x)+

(
1
2

I +M′
)

ρ(x) = 0, ∀x ∈ Γ. (1.75)

Cette équation est une équation de Fredholm de deuxième espèce. Elle est bien posée et équivalente au
problème de diffraction extérieur (1.57) pour tout nombre d’onde distinct des fréquences irrégulières de
Neumann du Laplacien.

Remarque sur l’inversibilité de l’équation. Le caractère bien posé des équations intégrales directes EFIE
et MFIE n’est pas garanti pour tout nombre d’onde. Pour certaines fréquences appelées fréquences de réso-
nance (ou fréquences de Dirichlet ou de Neumann), le nombre d’onde est valeur propre du laplacien pour Ωi,

l’opérateur intégral S ou

(
1
2

I +M′
)

n’est plus injectif. Il reste cependant surjectif et pour ces fréquences,

tous les éléments du noyau de l’opérateur sont solutions. Ainsi, le problème initiale (1.57) a toujours une
unique solution, mais l’équation intégrale a une solution non unique pour ces fréquences.

Par exemple, aux fréquences de résonance du Laplacien intérieur avec condition de Dirichlet, la densité
solution ρ̃ de 1.74 s’écrit, comme la somme de la solution physique ρ =− ∂uT

∂ν et de ρ∗, élément du noyau de
S,

ρ̃ = ρ∗+ρ.

La solution dans Ωi est donc parasitée par le terme Sρ∗,

ũT = S ρ̃+ui = uT +Sρ∗, (1.76)

qui agit comme une source pour le problème extérieur. Pour le problème de Dirichlet extérieur, et la formula-
tion EFIE, l’onde parasite Sρ∗ s’annule dans Ωe, on dit qu’elle ne rayonne pas, mais ce n’est pas le cas pour
la densité solution de la formulation MFIE aux fréquences de résonance de Neumann.

Pour s’abstraire de cette difficulté, d’autres types d’équations intégrales ont été construites. Burton et
Miller (1971) ont proposé une équation intégrale directe dite CFIE, mais aussi une équation intégrale indirecte
dite de Brakhage-Werner, toutes deux bien posées pour tout nombre d’onde. On décrit de suite comment
obtenir l’équation CFIE.
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CFIE. Pour éviter les fréquences irrégulières, Burton et Miller ont décidé de prendre une combinaison
linéaire de la EFIE et de la MFIE, en imposant une condition aux limites mixte au problème intérieur,

Λ−u−T = (1−α)
∂u

∂ν |Γ
+αηu|Γ = 0. (1.77)

Cette condition nous assure que l’onde interne u−T est nulle dans Ωi dès que les paramètres α et η vérifient

0 ≤ α ≤ 1, I (η) 6= 0,

où I (η) est la partie imaginaire de η. Avec une telle condition, nous obtenons la CFIE
[
(1−α)

(
1
2

I +M′
)
+αηS

]
ρ =−

[
(1−α)

∂ui

∂ν |Γ
+αηui

|Γ

]
(1.78)

Cette équation de deuxième espèce est bien posée pour tout nombre d’onde k.

Condition sound-hard pour le problème extérieur
On traite maintenant le cas du problème de propagation extérieur avec condition de Neumann homogène.
Maintenant, la densité de saut des dérivées normales ρ est nulle et l’inconnue est le saut de champ λ. Le
champ diffracté s’exprime donc sous la forme d’un potentiel de double couche,

uT (x) = ui(x)−D[λ](x), ∀x ∈ Ωe,

u−T (x) = ui(x)−D[λ](x), ∀x ∈ Ωi.

EFIE. La formulation EFIE lorsque le problème extérieur est de Neumann s’obtient en appliquant une
condition de Neumann homogène au problème intérieur. Les relations de sauts appliquées à (1.4.4.1) donnent,

∂u−T
∂ν

(x) =
∂ui

∂ν
(x)−T[λ](x) = 0, ∀x ∈ Γ, (1.79)

qui est une équation de Fredholm de première espèce. Elle est bien posée et équivalente au problème de
diffraction extérieur 1.57 pour tout nombre d’onde distinct des fréquences irrégulières de Neumann. Cependant,
malgré la perte d’injectivité de T pour ces fréquences, après reconstruction, la solution obtenue par EFIE reste
la solution du problème de diffraction. Les modes parasites ne rayonnent pas.

MFIE. On obtient l’équation intégrale dite MFIE lorsqu’on impose une condition aux limites de Dirichlet
au problème intérieur. Or, la trace de (1.4.4.1) donne,

u−T (x) = ui(x)+

(
1
2

I −M[λ]

)
(x) = 0, ∀x ∈ Γ. (1.80)

Cette équation est une équation intégrale de Fredholm de deuxième espèce, elle est bien posée et est équivalente
au problème extérieur 1.57 pour tout nombre d’onde distinct des fréquences de Dirichlet. Pour ces fréquences
de résonance, la solution obtenue par la MFIE est parasitée, par les éléments du noyau de l’opérateur intégral.
La cavité est résonante.

CFIE. Comme précédemment, on obtient l’équation intégrale CFIE en imposant une condition aux limites
mixte au problème intérieur,

[
αη

(
1
2

I −M′
)
+(1−α)M′

]
λ =−

[
(1−α)

∂ui

∂ν |Γ
+αηui

|Γ

]
(1.81)

avec 0 ≤ α ≤ 1, et η ∈ C, Im(η) 6= 0. Cette équation intégrale de deuxième espèce est bien posée et est
équivalente au problème extérieur 1.57 pour tout nombre d’onde k.

Une alternative à la CFIE est l’équation intégrale indirecte de Brackhage-Werner, que l’on présente ici et
avec laquelle on a choisi de travailler dans le reste du document.
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1.4.4.2 Équations intégrales indirectes de Brakhage-Werner

On construit ces intégrales en appliquant la condition de bord du problème extérieur sur la formule de
représentation intégrale pour laquelle on lie linéairement les inconnues λ et ρ par un paramètre complexe. On
se ramène ainsi à une équation intégrale à une seule inconnue ψ, non physique.

• Condition sound-soft.
Pour un problème extérieur avec condition aux limites de Dirichlet, on pose,

ψ =−λ =−ρ

η
, η ∈ C.

On cherche le champ diffracté, solution du problème extérieur, comme la combinaison linéaire des
potentiels de simple couche et de double couche :

u = (D −ηS)ψ, dans R2\Γ. (1.82)

Pour que l’équation intégrale soit bien posée pour tout nombre d’onde, le paramètre η doit être un
nombre complexe de partie imaginaire non nulle, Im(η) 6= 0. En appliquant la trace de Dirichlet à
1.82, on obtient l’équation intégrale de deuxième espèce de Brakhage-Werner, équivalente au problème
extérieur,

−ui
|Γ = [

1
2

I +M−ηS]ψ(x). (1.83)

Les travaux de [Amini (1990), Kress (1985), Kress et Spassov (1983)] ont montré que η = −ik est
une valeur presque optimale pour obtenir un conditionnement optimum de l’équation intégrale de
Brakhage-Werner associée au cas du problème de Dirichlet.

• Condition sound-hard.
Dans le cas d’un problème extérieur avec condition de Neumann homogène, on pose

ψ =−λ

η
=−ρ, η ∈ C,

et on cherche le champ diffracté, solution du problème extérieur, comme la combinaison linéaire
complexe des potentiels de simple couche et de double couche :

u = (ηD −S)ψ, dans R2\Γ. (1.84)

−∂ui

∂ν |Γ
=

[
ηT−

(
1
2

I +M′
)]

ψ(x), (1.85)

Les travaux de [Amini (1990), Kress (1985), Kress et Spassov (1983)] ont montré que η = −1/(ik)
est une valeur presque optimale pour obtenir un conditionnement optimum de l’équation intégrale de
Brakhage-Werner associée au cas du problème de Neumann.

On a jusqu’ici décrit la construction des équations intégrales directes et indirectes pour le problème de
Helmholtz (1.57). On s’intéresse donc maintenant aux méthodes numériques que l’on a mises en place pour
résoudre ces équations.

1.4.5 La résolution numérique des équations intégrales

Les méthodes de résolution numérique des équations intégrales les plus répandues sont la méthode de
Galerkin et la méthode de collocation. Dans ce travail, on a opté pour des solveurs numériques de l’équation
intégrale basés sur la méthode de Galerkin et la méthode de Nyström . On décrit ici brièvement ces deux
méthodes de résolution numériques, leur intérêt dans ce travail et leurs principaux avantages.
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1.4.5.1 La méthode de discrétisation de Nyström

Le choix de la mise en œuvre de la méthode de Nyström pour résoudre numériquement le problème
intégral a été motivé par la conjonction de sa précision et de notre besoin d’éprouver le modèle multi-échelle
de la méthode hybride. Cette méthode fournit une solution dont la précision est complètement affranchie
des erreurs d’approximations numériques classiques liées au solveur BEM. Elle a permis en particulier de
cerner l’origine des erreurs d’approximation introduites par la méthode de couplage. L’inconvénient de la
méthode de Nyström implémentée (décrite dans [Colton et Kress (1992) p.66-71]) cependant est qu’elle est
très restrictive. Elle suppose des contours réguliers (au moins C 2) et périodiques. Ces contraintes ne nous
permettent donc pas de résoudre des problèmes de diffraction par des défauts présentant une discontinuité
de courbure ou des défauts ouverts (fissures), pour cela on doit utiliser la méthode BEM de type Galerkin.
Dans son cadre d’applicabilité, la méthode de Nyström est beaucoup plus pratique, moins coûteuse et plus
précise en dimension 2 que la méthode de Galerkin pour résoudre des équations intégrales sur des surfaces
analytiques et 2π−périodiques.

Comme pour la méthode de Galerkin, sa résolution de l’équation intégrale passe par l’inversion d’un
système linéaire de dimension finie. Pour la méthode de Nyström cependant, on se donne une distribution
de points sur la surface, qui jouerons le double rôle de nœuds et de points de quadrature, et on construit
chaque élément de la matrice comme l’approximation de l’équation intégrale en un point de la discrétisation,
calculée par une règle de quadrature à poids, spécifique à l’intégration de fonctions ayant une singularité
logarithmique. La construction de la matrice du système linéaire est donc beaucoup moins coûteuse dans le
cadre de la méthode de Nyström que de la méthode de Galerkin puisque le calcul de chaque termes de la
matrice ne requiert que le calcul du noyau de Green contre l’évaluation d’une intégrale double dans le cas de
la méthode de Galerkin.

On décrit ici brièvement le principe de la méthode de Nyström pour des courbes Γ, au moins C 2,
discrétisées par un ensemble de points équidistants, et décrites par une paramétrisation γ 2π−périodique :

γ : t ∈ [0,2π] → x(t) = (x1(t),x2(t)).

On trouvera tous les détails de la méthode en annexe C.1, mais on en donne ici les grandes lignes pour la
résolution de l’équation intégrale de Brakhage-Werner, où on choisit η = ik, k étant le nombre d’onde,

∀x ∈ Γ, ψ(x)−
∫

Γ
(

∂G

∂ν(y)
(y,x,ω)− ik G(y,x,ω))ψ(y)dS(y) =−2ui(x).

La première étape consiste à utiliser la paramétrisation de Γ pour ramener l’intégrale sur Γ à une intégrale sur
le cercle unité [0;2π] par changement de variable. On note φ(t) = ψ(γ(t)) et f (t) =−2ui(γ(t)) respectivement
la composée de la densité inconnue ψ et la composée du second membre −2ui avec le paramétrage γ et on
désigne par M et L respectivement les noyaux des potentiels de double et simple couche après changement de
variable,

φ(t)−
∫ 2π

0
(M(t,τ)− ikL(t,τ))φ(τ)dτ = f (t), 0 ≤ t ≤ 2π. (1.86)

Les fonctions M et L conservent la singularité logarithmique de la solution fondamentale G, pour t = τ. La
méthode de Nyström utilise l’analyticité du noyau de Green 2D pour séparer, dans le développement en série
entière des fonctions M et L, les parties de singularité logarithmique des parties régulières,

M(t,τ) = M1(t,τ) ln(4sin2(
t − τ

2
))+M2(t,τ), (1.87)

L(t,τ) = L1(t,τ) ln(4sin2(
t − τ

2
))+L2(t,τ). (1.88)

où M1, M2, et L1, L2 sont des fonctions analytiques intervenant respectivement dans le développement en
série entière des fonctions M et L. On réécrit ainsi l’équation intégrale comme l’intégrale de la somme d’un
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intégrande à singularité logarithmique et un intégrande régulier,

φ(t)−
∫ 2π

0
Q(t,τ)φ(τ)dτ = f (t), 0 ≤ t ≤ 2π,

où Q(t,τ) = Q1(t,τ) ln(4sin2(
t − τ

2
))+Q2(t,τ),

avec Q1 = M1 + ikL1, et Q2 = M2 + ikL2.

(1.89)

Afin de calculer ces intégrales, on se donne un ensemble de 2N points de quadrature sur Γ, dont le nombre est
lié au nombre d’onde du problème. On calcule d’une part la partie régulière de l’intégrale par une règle de
quadrature permettant une intégration exacte, on choisit ici la règle du trapèze,

∫ 2π

0
Q2(t,τ)φ(τ)dτ ≈ π

N

2N−1

∑
j=0

Q2(t,t j)φ(t j), 0 ≤ t ≤ 2π. (1.90)

et d’autre part on évalue la partie singulière par la quadrature de Nyström,

∫ 2π

0
ln(4sin2(

t − τ

2
))Q1(t,τ)φ(τ)dτ ≈

2N−1

∑
j=0

RN
j (t)Q1(t,t j)φ(t j), 0 ≤ t ≤ 2π, (1.91)

dont on définit les poids RN
j par,

RN
j (t) =− 1

2π

N−1

∑
m=1

1
m

cos(m(t − t j))−
π

N2 cos(N(t − t j)), j = 0, · · · ,2N −1. (1.92)

On évalue alors la densité φ solution de l’équation intégrale sur Γ en inversant le système linaire discret :

∀i ∈ [0,2N −1], φ(ti)−
2N−1

∑
j=0

(RN
j (t)Q1(ti,t j)+

π

N
Q2(ti,t j))φ(t j) = f (ti), (1.93)

qui se réécrit matriciellement
Aφ = F,

où A, la matrice, F le second membre et φ l’inconnue sont définies par

A = I +(RN
j (ti)Q1(ti,t j)+

π

N
Q2(ti,t j))1≤i, j≤2N , (1.94)

F = (−2uinc(xi))1≤i≤2N , (1.95)

φ = (φ(ti) = ψ(xi))1≤i≤2N = ψ. (1.96)

Les premiers à utiliser cette quadrature furent Martensen (1963), et Kussmaul (1969). Leurs travaux et
ceux de Kress Kress (1989) ont permis de montrer que si les fonctions Q1 et Q2 sont analytiques, l’erreur
d’approximation de la solution évaluée par cette quadrature est exponentiellement décroissante en fonction du
nombre de points de quadrature. On trouve aussi ce résultat dans [Colton et Kress (1992), p.70]. On retient
que la méthode de Nyström est très précise pour un faible effort de discrétisation. Dans le cas de la diffraction
par un disque, on a pu éprouver cette efficacité mais surtout remarquer une précision de l’ordre de l’erreur
machine entre la solution numérique et la solution analytique.

Enfin, la quadrature de Nyström peut être adaptée en 2D pour des courbes possédant un coin [Colton et
Kress (1992) p.71-79] et en dimension 3 pour le calcul d’intégrales de singularité en 1/r, [Colton et Kress
(1992) p.78-83].

1.4.5.2 Discrétisation de la formulation variationnelle : méthode de Galerkin

De façon générale, dans des applications pour le CND, on n’accède à la géométrie de l’obstacle diffractant
que par la donnée de son maillage. La géométrie peut de plus ne pas être régulière. Pour s’affranchir de la
contrainte de régularité des frontières, et permettre de traiter des configurations de diffraction plus réalistes,
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on s’est doté d’un solveur BEM pour l’acoustique 2D qui résout les équations intégrales par une approche de
type Galerkin, cf. Nédélec (2001) : les éléments finis de frontière. On décrit ici brièvement le principe de la
méthode pour la résolution de l’équation intégrale de type EFIE (1.74) associée au problème extérieur avec
condition aux limites de Dirichlet homogène.

La méthode s’appuie sur la représentation discrète de la surface, son maillage Th, sous forme d’éléments
de surface de type segments en 2D ou triangles en 3D. La méthode permet d’évaluer numériquement une
approximation de la solution du problème aux points du maillage (Si)1≤i≤N ou éventuellement en un certain
nombre de points sur chaque maille dans le cas de méthode d’ordre élevé. Plus spécifiquement, on approche
la solution du problème par sa projection sur un sous espace discret de dimension N de l’espace des solutions,
appelé espace d’approximation, noté Vh, et engendré par la base de fonctions nodales (χi)1≤i≤N définies par
rapport à un point du maillage de sorte que

χi(S j) = δi, j, pour tout S j sommet du maillage.

Cela revient à chercher la solution de l’équation intégrale en chaque point de la surface sous la forme

ρ =
N

∑
i=1

ρiχi, ρi ∈ C. (1.97)

Pour trouver les coefficients ρi inconnus de la décomposition, on s’appuie sur la formulation variationnelle de
l’équation intégrale qui régit le problème,

−ui(x) =
∫

Γ
G(x,y)ρ(y)dS(y), ∀x ∈ Γ.

Cette formulation est la brique de base de la méthode des éléments finis. Elle se construit en multipliant
l’équation intégrale par une fonction test admissible q et en intégrant le résultat sur la surface du domaine
étudié. La formulation variationnelle associée à l’équation intégrale de type EFIE est donnée comme suit,

−
∫

Γ
ui(x)q(x)dS(x) =

∫
Γ

q(x)

(∫
Γ

G(x,y)ρ(y)dS(y)

)
dS(x). (1.98)

On discrétise ensuite cette équation en y injectant la forme de la solution 1.97, et en choisissant pour fonction
test q une fonction de base. On construit ainsi le système linéaire,

∀k = 1,N, −
∫

Γ
ui(x)χk(x)dS(x) =

N

∑
j=1

ρ j

∫
Γ

χk(x)

(∫
Γ

G(x,y)χ j(y)dS(y)

)
dS(x). (1.99)

qui se réécrit matriciellement
AR = F,

où A est appelée matrice d’assemblage, F second membre et R l’inconnue et sont définis par

A =

(∫
Γ

χk(x)

(∫
Γ

G(x,y)χ j(y)dS(y)

)
dS(x)

)

k, j
,

F =

(∫
Γ

ui(x)χk(x)dS(x)

)

k
,

R = (ρk)k .

(1.100)

Cette formulation permet de surmonter les problèmes de singularité des intégrales au prix d’une double
intégration, par conséquent son coût de mise en œuvre est plus élevé que pour les méthodes de collocation
ou de Nyström. La stratégie de Galerkin réalise en outre un bon compromis entre souplesse et précision.
Sa précision peut de plus être améliorée par un raffinement intelligent du maillage, un choix judicieux de
l’espace d’approximation et des quadratures pour l’évaluation des intégrales doubles. Dans le code que l’on a
développé, les intégrales doubles sont évaluées par la quadrature de Gauss-Legendre.
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1.4.6 Conclusions sur les équations intégrales

Bien adaptée à la résolution de problèmes de diffraction en milieu infini, la méthode des équations
intégrales résout un problème surfacique équivalent au problème d’origine. La dimension du problème est
réduite de 1 et la taille du problème discret résolu est donc très inférieure comparativement à celle du système
linéaire résolu par méthodes numériques volumiques (FD, FEM). Deux méthodes de résolution numérique ont
été présentées : la méthode de Nystrom et la méthode de Galerkin. La première est plus compétitive et plus
précise en dimension 2 mais se limite à des problèmes aux frontières régulières. La méthode de Galerkin, elle,
est certes plus coûteuse mais sa précision est contrôlée par le choix de l’espace d’approximation ainsi que par
le raffinement du maillage. De récents travaux illustrent l’intérêt de méthodes de raffinement auto-adaptatif,
Bakry (2016), pour améliorer la convergence des solutions d’équation intégrale par une résolution de type
Galerkin.

La résolution numérique des équations intégrales mène à des systèmes linéaires pleins, non nécessairement
hermitiens et souvent mal conditionnés. Le caractère plein de la matrice du système rend son stockage (O(N2))
et son inversion par méthode directe (O(N3)) coûteux. On estime la limite de son applicabilité sur des
ordinateurs ordinaires à des problèmes de taille O(104). Pour pouvoir augmenter la taille des problèmes que
l’on peut traiter (O(106) degrés de liberté), on utilise simultanément des pré-conditionneurs afin d’améliorer
la précision de l’inversion du système linéaire et des méthodes d’accélérations qui reposent sur une résolution
par méthode itérative du système linéaire et sur une approximation pratique de sa matrice. Ces techniques
d’accélération réduisent le coût du produit matrice-vecteur intervenant à chaque itération de la résolution
itérative (de O(N2) à O(Nlog(N)) opérations). On cite notamment la méthode des H-matrices (H-matrix)
Borm (2010) qui utilise des méthodes d’approximation de rang faible de la matrice du système et la méthode
multipôles rapides (FMM), Chaillat (2009), Sylvand (2002), Greengard et al. (1998), qui approche le noyau de
l’opérateur intégral sous la forme d’une série tronquée de fonctions à variables séparées qui permet d’accélérer
le calcul des intégrales de surface.

1.5 Le principe de réciprocité dans CIVA

La simulation de la diffraction dans CIVA fait appel à deux types d’outils pour prédire les interactions d’une
onde haute fréquence avec des défauts de type inhomogénéités ou fissures : un outil de propagation et un outil
de calcul d’écho. La propagation et les interactions sont traitées séparément : par des méthodes distinctes et
pour deux configurations différentes. Les phénomènes de propagation sont évalués par méthode asymptotique
(la méthode des rayons) sur une configuration sans défaut alors que les phénomènes d’interactions sont prédits
pour le même milieu contenant le défaut. L’outil de calcul d’écho dispose d’un ensemble de modèles pour le
calcul des interactions dont le choix d’utilisation dépend de la taille du défaut, du type de structure contrôlée
(pièce, soudures, composites, etc) et de la précision de contrôle souhaitée. Les principales méthodes qui
composent ces outils ont été développées plus tôt dans ce chapitre, on détaille maintenant comment CIVA fait
le lien entre ces résultats.

Le lien entre les résultats de simulation de ces deux configurations est réalisé par la relation de réciprocité
introduite à la fin des années 70 par Auld (1979), Kino (1978), Thomson et Gray (Thompson (2001)). Ces
relations relient deux solutions différentes d’un même système d’équation. Longtemps utilisées pour montrer
l’interchangeabilité des sources et des récepteurs, elles sont aussi très utilisées pour calculer les coefficients
de transmission de l’onde élastique aux terminaux électriques des traducteurs en réception. Elles relient grâce
à un modèle de capteur les champs élastiques propagés aux champs életromagnétiques générés par excitation
du capteur.

La relation de réciprocité utilisée dans CIVA établit donc une relation entre les champs électro-mécaniques
mesurés par les capteurs piézoélectriques respectivement obtenus comme solutions des configurations sans
défaut et avec défaut désignés par état 1 et état 2 sur la figure 1.15. Ces deux états sont reliés par une équation
intégrale de surface qui exprime la différence entre

• le coefficient de transmission Γ′
ba du traducteur b au traducteur a en présence de défaut

• le coefficient de transmission Γab du traducteur a au traducteur b en l’absence de défaut
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traducteur a traducteur b

état 1

a : émetteur, b : récepteur
sans défaut

a b

défauts

état 2

a : émetteur, b : récepteur
avec défaut

FIGURE 1.15 – Définition de l’état 1 et 2 dans le principe de réciprocité de Auld

(
Γ′

ba −Γab
)

P = δΓbaP =
∫

S f

(v1 ·T2 − v2 ·T1) ·ndS (1.101)

où v désigne la vitesse de déplacement et T le tenseur de contrainte, n est le vecteur normal à S f , dS est
l’élément de surface, S f est la surface d’intégration autour du défaut et P est la puissance fournie par l’émetteur.
C’est cette relation qui est calculée dans CIVA pour prédire la mesure de l’écho de la pièce au traducteur en
réception. Une relation de réciprocité similaire est établie en régime transitoire (Gengembre et al. (2003)).

1.6 Stratégie du couplage BEM-Rayons : principe

Comme on a pu le voir dans ce chapitre, on peut résoudre un problème de propagation par plusieurs
méthodes en fonction du régime de fréquences dans lequel on se place. La simulation pour le CND vise
toutefois à résoudre des problèmes de propagation d’ondes dans des configurations critiques à la fois pour les
méthodes numériques et les méthodes asymptotiques. Elle cherche à résoudre des problèmes de diffraction
haute fréquence dans des milieux bornés et étendus (en terme de longueur d’onde) par des obstacles qui
peuvent aussi être impliqués dans des phénomènes d’interactions complexes (réflexion/diffraction multiple)
avec le reste du milieu (bord de pièce ou autre défaut) sur une échelle de l’ordre d’une ou de quelques
longueurs d’onde.

Depuis plus d’une décennie, des méthodes hybrides sont développées pour fournir des outils numériques
capables de prédire avec précision et efficacité la réponse de ce type de milieu à des excitations haute fréquence.
Il serait difficile d’être exhaustif mais on sélectionne ici trois références qui ont joué un rôle important au
cours des dernières années.

La plus ancienne correspond aux travaux de Barbone et al. Ils proposent un couplage entre la GTD et la
méthode des éléments finis (Barbone et al. (1998)) ou la méthode des équations intégrales de frontière (Barbone
et Michael (1999)) pour traiter les problèmes de diffraction haute fréquence par de gros obstacles. Ces travaux
reposent sur une décomposition de domaine qui distingue les parties de l’obstacle (coins, discontinuités de
courbure) génératrices de diffraction du reste du milieu. Le calcul se fait ensuite en deux étapes : les ondes
incidente et diffracté sont propagées à l’extérieur des zones de diffraction par méthode asymptotique, et les
effets de diffraction sont traités numériquement dans la zone de diffraction, virtuellement séparée du reste du
milieu par une frontière fictive transparente.

Le deuxième groupe de méthode hybride que l’on cite ici correspond aux travaux du CEA LIST qui, au
cours des deux dernières décennies, a proposé une méthode hybride combinant la méthode des rayons à la
méthode des éléments finis (pour la dimension 2 (Leymarie et al. (2006))), puis à la méthode des éléments
finis spectraux (pour la dimension 3 (Imperiale et al. (2016))). La stratégie de cette méthode hybride repose
sur la séparation du calcul des effets de propagation et de diffraction. On résout d’une part le problème de
propagation de l’onde incidente en l’absence de défaut (état 1 de la figure 1.15) par méthodes asymptotiques
et on résout séparément par éléments finis le problème d’interaction de l’onde avec les défauts, localement,
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dans un sous-domaine du milieu de propagation qui les contient. Les résultats sont ensuite combinés selon le
principe de réciprocité de Auld décrit au paragraphe 1.5.

La dernière méthode hybride que l’on mentionne ici est celle introduite par Chandler-Wilde et ses collabo-
rateurs : ’the hybrid numerical-asymptotic Boundary Integral Method’. Elle consiste à approcher la solution
du problème de diffraction par éléments finis de frontière sur un espace d’approximation enrichi de fonctions
oscillantes. Les fonctions de la base de cet espace d’approximation sont choisies intelligemment en fonction
de la connaissance a priori du comportement asymptotique de la solution sur l’obstacle. On pourra se référer à
(Chandler-Wilde et al. (2012)) et (Groth et al. (2013b)).

Dans ce manuscrit, on propose une nouvelle stratégie de couplage qui combine la méthode des rayons
à la méthode des éléments finis de frontière pour le calcul de la diffraction haute fréquence. Cette stratégie
s’appuie sur le caractère multi-échelle du problème haute fréquence à résoudre et distingue trois échelles en
terme de longueur d’onde sur lesquelles on observe des phénomènes physiques spécifiques : l’échelle des
phénomènes de propagation haute fréquence, L ≫ λ, l’échelle de l’obstacle O(λ) sur laquelle l’interaction de
l’onde incidente avec le défaut génère des phénomènes de diffraction, et l’échelle intermédiaire qui correspond
à la zone d’interaction en champ proche du défaut. La stratégie hybride proposée introduit un modèle de
l’obstacle spécifique à chaque échelle qui permet de dissocier le calcul des phénomènes de propagation et de
diffraction.
D’une part, les phénomènes de propagation haute fréquence sont résolus par la méthode asymptotique de tracé
de rayons. À cette échelle, l’obstacle n’est plus modélisé par sa géométrie mais par un point ou un ensemble
de points bien choisis autour de l’obstacle auxquels on associe un coefficient de diffraction. Résoudre les
problèmes de propagation se ramène donc à tracer les rayons émis par la source vers chacun de ces points et
de chacun de ces points vers le point d’observation. D’autre part, les phénomènes de diffraction sont calculés
par la méthode des équations intégrales afin de décrire la physique de la diffraction avec précision. À cette
échelle, l’obstacle est décrit par sa géométrie exacte et les ondes incidente et diffracté sur Γ approchées
comme les approximations onde plane des rayons émis et reçus par cet ensemble de points bien choisis. La
validité de cette approche est d’abord discutée au chapitre 2 et 3 dans le cadre de la diffraction d’un obstacle
loin des bords du domaine de calcul. Dans ce cas, les interactions haute fréquence du champ diffracté avec les
bords de pièce sont calculés par méthode asymptotique. Propagation et diffraction sont alors parfaitement
découplés, la stratégie fournit un formalisme de calcul du champ diffracté similaire à celui des méthodes
asymptotiques GTD, UTD, UAT et s’accorde donc parfaitement avec celle de CIVA. On détaille ensuite au
chapitre 6 plusieurs perspectives d’adaptation de la stratégie hybride dans le cas où l’objet diffractant est dans
la zone d’interaction de champ proche du bord de pièce ou d’un autre obstacle non diffractant.
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Chapitre 2

Couplage hybride BEM-rayons : la méthode
barycentrique

On expose dans ce chapitre le principe de la méthode de couplage dans sa version la plus simple que l’on
nomme méthode barycentrique. On en donne le principe et on étudie comment contrôler l’erreur introduite par
cette méthode pour le calcul du champ diffracté afin de dégager son cadre de validité et ses limites. On présente
ensuite quelques illustrations de validation de la méthode sur des expériences numériques académiques ou
plus physiques afin d’en dégager les intérêts, inconvénients, et limites.

On rappelle tout d’abord les notations du problème sur la figure 2.1. On note Ωe le milieu de propagation
infini et supposé homogène, S la source, R le point d’observation, Γ le bord de l’objet diffractant. L’objet
diffractant est supposé impénétrable, son barycentre est noté yc et sa taille caractéristique est donnée par 2rΓ

où rΓ = sup
y∈Γ

|y− yc|.

Ωe

·S ·R
ui

·yc

2rΓ

Γ

FIGURE 2.1 – Configuration de diffraction en milieu infini

2.1 Principe du couplage par la méthode barycentrique

Le développement de ce couplage repose sur une approche multi-échelle. On distingue en effet dans le
problème de propagation en régime haute fréquence, deux échelles sur lesquelles la physique de la propagation
est différente : l’échelle de la longueur d’onde sur laquelle des phénomènes de diffraction peuvent être générés
et l’échelle des grandes distances qui correspond à l’échelle de la propagation haute fréquence. L’idée de la
méthode hybride est de proposer une modélisation du défaut spécifique à chaque échelle afin de séparer le
calcul des effets de propagation et de diffraction et ainsi retrouver un formalisme de calcul de la diffraction
similaire à celui des méthodes asymptotiques GTD, UTD, UAT. La méthode hybride permet en effet de
calculer le champ diffracté sous la forme d’une onde sphérique émise en un point du défaut et pondérée par
un coefficient qui dépend de la direction d’observation et d’incidence de la géométrie diffractante. Dans la
méthode proposée ici, le coefficient, aussi appelé coefficient de diffraction, est calculé par la méthode des
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équations intégrales.

Plus précisément, pour comprendre comment on arrive à un tel formalisme, rappelons les spécificités
des configurations de diffraction étudiées. On cherche à prédire le champ diffracté généré par l’interaction
d’une onde émise depuis une source éloignée du défaut avec un obstacle de taille de l’ordre de la longueur
d’onde rΓ = O(λ). Lorsque source et point d’observation sont suffisamment éloignés du défaut, c’est à dire
situés dans sa zone de champ lointain, ce dernier peut être modélisé par un unique point, récepteur d’une
approximation haute fréquence de l’onde incidente et émetteur d’une approximation haute fréquence de l’onde
diffractée auquel on adjoint un coefficient de diffraction.

Cette modélisation du défaut, sous couvert de la validité de l’hypothèse de champ lointain, permet de
découpler les problèmes de propagation, du champ incident de la source vers le défaut, et du champ diffracté du
défaut vers le point d’observation, du problème de diffraction original. On résout d’une part les phénomènes de
propagation par méthode asymptotique, la méthode des rayons, et d’autre part les phénomènes de diffraction
par la méthode des équations intégrales. En particulier, les effets de diffraction haute fréquence de l’onde
incidente sur l’obstacle sont pris en compte sous la forme d’un coefficient de diffraction calculé par équation
intégrale. Le calcul du champ diffracté au point d’observation par la méthode hybride se déroule donc en trois
étapes que l’on résume dans cette section : propagation et approximation rayon du champ source, résolution
de l’équation intégrale et enfin évaluation du coefficient de diffraction et propagation rayon du champ diffracté.

Les étapes du couplage :

1. Propagation et approximation rayon du champ incident.
On se donne un champ incident cylindrique ui émis depuis une source ponctuelle S située à la position
xs. Dans le régime haute fréquence, ce champ peut être approché sous forme de rayons propagés de la
source vers le défaut. Si en outre la source et le point d’observation sont situés dans la zone de champ
lointain de l’obstacle, on peut modéliser l’obstacle comme un voisinage de son barycentre yc. Dans la
méthode hybride barycentrique, ce point joue le double rôle de récepteur et émetteur des approximations
rayon des champs incident et diffracté.

Plus précisément, pour cette première étape de la méthode barycentrique, on propage le champ incident
comme un unique rayon issu de la source et reçu par le barycentre de l’obstacle comme illustré
sur la figure 2.2. Ce rayon, caractérisé par le triplet amplitude-phase et direction de propagation
(As(yc;xs),φ

s(yc;xs),∇φs(yc;xs)), est obtenu par la méthode des rayons par résolution du système (1.32)
le long des caractéristiques de l’équation eikonale. On évalue le champ incident en yc à partir de ces
grandeurs caractéristiques sous la forme,

ui(yc) = As(yc;xs)e
ikφs(yc;xs). (2.1)

Sous l’hypothèse de champ lointain, on approche ensuite le champ incident en tout point de l’obstacle
Γ par ũ, linéarisation de (2.1) autour du barycentre yc,

∀y ∈ Γ, ũi(y) = As(yc;xs)e
ikφs(yc;xs)eik∇φs(yc;xs)·(y−yc).

L’approximation rayon du champ incident sur le défaut se ramène alors à l’approximation onde plane
du rayon émis de la source vers le barycentre de l’obstacle.

Par la suite, pour simplifier les notations, on désignera par Bs(yc;xs) = As(yc;xs)eikφs(yc;xs), l’amplitude
complexe de propagation rayon du champ incident et ŝ = ∇φs(yc;xs), la direction de propagation du
rayon incident en yc. En milieu homogène, il existe un unique rayon issu de la source et arrivant en yc,
ses grandeurs caractéristiques peuvent être calculées analytiquement à partir de l’approximation rayon
de l’onde cylindrique comme détaillé en 2.2.
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Modélisation du champ Approximation du champ incident
incident par des rayons pour le couplage

FIGURE 2.2 – Approximation du champ incident sur Γ.

2. Résolution de l’équation d’Helmholtz par équation intégrale
La deuxième étape du calcul consiste à résoudre le problème de diffraction (1.10) par la méthode
des équations intégrales. On reformule le problème sous la forme de l’équation intégrale indirecte de
Brakhage-Werner afin d’éviter les instabilités liées aux fréquences de résonance du problème, Colton et
Kress (1992), avec η = k.

L’approximation rayon du champ incident revenant à approcher le champ incident sur l’obstacle par
une onde plane de direction de propagation ŝ pondérée par l’amplitude complexe Bs(yc;xs), on peut,
par linéarité du problème intégral, chercher l’inconnue ψ de l’équation intégrale équivalente à (1.10),
sous la forme,

ψ(.) = Bs(yc;xs)ψ̃(., ŝ), (2.2)

où ψ̃ est solution de l’équation,

1
2

ψ̃(x; ŝ)+
∫

Γ
K(x,y;ω)ψ̃(y; ŝ)dS(y) =−eikŝ·(x−yc), x ∈ Γ. (2.3)

On rappelle que le noyau de l’opérateur intégral de Brakhage-Werner K est défini par

K(x,y;ω) =
∂G(x,y,ω)

∂ν(y)
− ikG(x,y,ω), (2.4)

où G désigne la solution fondamentale du problème dans l’espace libre, (1.58), et ν(y) est la normale
sortante au point y ∈ Γ.

La résolution du problème de diffraction ne nécessite donc ni la connaissance a priori de la position de
la source ni des grandeurs liées à la propagation du champ incident, mais seulement celle de la direction
de propagation du rayon incident en yc, ŝ.

La résolution numérique du problème est réalisée par la méthode de Nyström associée à une discré-
tisation uniforme de l’obstacle diffractant. La méthode est très précise mais restreint l’applicabilité
à des courbes analytiques, régulières et fermées. Le lecteur pourra se reporter à 1.4.5.1 et C.1 pour
plus de précisions sur le formalisme mais aussi le cadre d’applicabilité et les extensions possibles de la
méthode. Ce choix a été fait afin d’étudier l’influence des approximations de la méthode de couplage en
s’affranchissant des erreurs dues au solveur BEM.

3. Propagation du champ diffracté du défaut vers le récepteur.
La dernière étape consiste à approcher la propagation du champ diffracté de l’obstacle vers le point
d’observation R en xr sous la forme d’un rayon, issu du barycentre du défaut et se propageant vers le
point xr, (Ar(xr;yc),φ

r(xr;yc),∇φr(xr;yc)), comme illustré figure 2.3.

Dans l’hypothèse de champ lointain, la formule de représentation intégrale du champ diffracté associée
au problème surfacique (2.3),

u(xr;ω) =
∫

Γ
K(xr,y;ω)ψ(y; ŝ)dS(y), (2.5)
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est approchée par son approximation champ lointain,

u(xr;ω)≈
∫

Γ
K̃(xr,y;ω)ψ(y; ŝ)dS(y), (2.6)

où le noyau K̃ s’exprime sous la forme de l’approximation onde plane d’un rayon issu de yc et propagé
vers xr, (Ar(xr;yc),φ

r(xr;yc),∇φr(xr;yc)),

K̃(xr,y;ω) ∝ Br(xr;yc)e−ikr̂·(y−yc), (2.7)

avec r̂ =−∇φr(xr;yc) la direction de propagation du rayon en xr et Br(xr;yc) = Ar(xr;yc)eikφr(xr;yc), son
amplitude complexe de propagation. L’hypothèse de champ lointain permet donc de convertir le champ
diffracté en un rayon et de le calculer sous la forme du produit,

u(xr;ω) = Br(xr;yc)R (r̂,ŝ;ω)Bs(yc;xs) (2.8)

des amplitudes complexes de propagation des rayons incidents et diffractés, respectivement notées Bs et
Br, par le coefficient de diffraction R de l’obstacle défini par,

R (r̂,ŝ;ω) =

√
−ik

8π

∫
Γ

e−ikr̂·(y−yc)(1+ν(y) · r̂)ψ̃(y; ŝ)dS(y). (2.9)

Proportionnel à l’amplitude de champ lointain, ce coefficient ne dépend que des directions d’incidence
et d’observation, de la fréquence et de la géométrie de l’objet diffractant et permet de faire le lien
entre la résolution du problème de diffraction par équation intégrale en champ proche et la propagation
rayon des champs incident et diffracté en champ lointain. Comme pour le rayon incident, les grandeurs
caractéristiques du rayon diffracté sont obtenues par la méthode des rayons.

·R

(Ar,φ
r,r̂)

·
ψ(.; ŝ)

yc

FIGURE 2.3 – Propagation rayon du champ diffracé jusqu’au point d’observation.

La modélisation multi-échelle du défaut découple les étapes de calcul des effets de propagation et de
diffraction, et autorise un traitement de chaque phénomène par des méthodes distinctes. Connaissant les
positions de la source et du point d’observation, on peut calculer chaque phénomène de façon indépendante.
Cette propriété sera utilisée pour accélérer la méthode hybride, comme on le voit au chapitre 4.

Tout le principe de ce couplage tient dans la validité de l’hypothèse de champ lointain. Cette hypothèse
est capitale pour pouvoir adopter une modélisation multi-échelle du défaut. Elle permet de faire le lien entre
l’approximation du champ incident et du champ diffracté par des rayons et la résolution de l’équation intégrale
associée au problème de diffraction. Dans la section suivante on décrit de façon précise sa validité ainsi que
son rôle dans la construction du coefficient de diffraction.

2.2 Méthode de couplage barycentrique pour l’équation des ondes en milieu
infini

L’essentielle difficulté de la méthode barycentrique consiste à garantir une bonne précision du calcul du
champ diffracté dans le cadre de l’approximation rayon. Cette approximation repose à la fois sur l’hypothèse
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d’un régime haute fréquence et l’hypothèse de champ lointain qui est au cœur de la modélisation multi-échelle
de l’obstacle.

Lorsqu’elle est valide, cette dernière hypothèse autorise à modéliser l’obstacle comme un voisinage de
son barycentre dans les étapes de calcul de propagation de la méthode hybride. Ce modèle permet d’approcher
la propagation du champ incident de la source vers l’obstacle sous la forme d’un rayon reçu en son barycentre
puis de reconstruire le champ incident sur l’obstacle comme l’approximation onde plane de ce rayon. Il
permet également à la fois d’évaluer les effets de diffraction par l’obstacle sous la forme d’un coefficient de
diffraction et de convertir le champ diffracté en un rayon issu du barycentre de l’obstacle. Ces deux derniers
points sont obtenus en substituant au noyau K de la formule de représentation intégrale (de Brakhage-Werner)
de la solution son approximation rayon. Champ incident et noyau K étant tous deux formés d’une combinaison
des fonctions de Hankel de première espèce d’ordre 0 et 1, la précision de leur approximation rayon et donc
du modèle est intrinsèquement liée à la précision de l’approximation rayon des fonctions de Hankel.

Dans la suite de cette section, on étudie dans un premier temps l’approximation champ lointain des
fonctions de Hankel. En particulier, pour la clarté de l’exposé, on décrit l’hypothèse de champ lointain
puis les trois étapes de l’approximation champ lointain des fonctions de Hankel. On extrait en particulier
de cette étude des paramètres de contrôle de l’erreur relative d’approximation. On exploite ensuite ces
résultats d’approximation rayon des fonctions de Hankel pour décrire l’approximation rayon du noyau de
l’opérateur intégral et en dégager une estimation a priori de l’erreur. On donne en outre le lien entre l’erreur
d’approximation champ lointain du noyau et celle du champ diffracté. Dans un troisième paragraphe, on
détaille la propagation approchée du champ incident sous forme de rayon ainsi que sa reconstitution sur le bord
de l’obstacle, Γ. L’influence des paramètres de contrôle de l’erreur sera illustrée plus loin, au paragraphe 2.3,
par une étude paramétrique. Enfin, on détaille dans un dernier paragraphe comment construire le coefficient
de diffraction selon la formulation choisie et les conditions aux limites associées à l’équation des ondes.

2.2.1 Les approximations des noyaux en 2D et cadre de validité de l’hypothèse de champ
lointain

Pour la clarté de la lecture, avant de rentrer dans le détail de l’approximation rayon des fonctions de Hankel,
du champ incident et du noyau de l’opérateur intégral, K, on décrit les hypothèses liées à la configuration de
diffraction étudiée et on définit l’hypothèse de champ lointain. On considère le problème de diffraction d’une
onde incidente haute fréquence issue d’une source S en xs par un obstacle de contour Γ de taille caractéristique
rΓ = O(λ) en milieu homogène non borné. On cherche à évaluer une approximation haute fréquence par
procédure hybride du champ diffracté au point d’observation R en xr.

On suppose d’une part que la source et le point d’observation sont suffisamment éloignés de l’obstacle
pour pouvoir approcher les phénomènes de propagation par la méthode des rayons,

k|xs/r − yc| ≫ 1,

et on suppose d’autre part qu’ils sont situés dans la zone de champ lointain de l’obstacle diffractant Γ. On
définit cette zone de champ lointain Z, comme l’ensemble des points x du domaine de propagation, Ωe, tels
que k|x− yc| ≫ 1 et dont la distance relativement à l’obstacle est bien supérieure à la distance de Franhofer

dF =
r2

Γ

2λ
,

Z =

{
x ∈ Ωe \ Ω̄ | ∀y ∈ Γ, k|x− yc| ≫ 1, et

r2
Γ

2λ |x− yc|
≪ 1

}
. (2.10)

Dans cette zone, l’obstacle peut être modélisé comme le voisinage de son barycentre.
Le cadre de champ lointain désigne donc une configuration pour laquelle source et point d’observation sont
situés loin du barycentre de l’obstacle en terme de longueur d’onde et dans la zone de champ lointain. Cela
peut être vérifié dans deux cas distincts : soit l’obstacle est très éloigné de la source et du point d’observation,
soit l’obstacle est petit relativement à la distance de son barycentre à ces points. Dans la suite, on caractérisera
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l’hypothèse de champ lointain par les inégalités :




k|x− yc| ≫ 1,

kr2
Γ

2 |x− yc|
≪ 1,

⇐⇒





krΓ = O(1),
rΓ

2|x− yc|
≪ 1.

(2.11)

que l’on reformule en introduisant les notations d = |x− yc|, γ = krΓ et β = rΓ
d par





γ

β
≫ 1,

1
2

γβ ≪ 1,
⇐⇒





γ = O(1),

1
2

β ≪ 1.
(2.12)

Dans le cadre de validité de l’hypothèse de champ lointain, on obtient l’approximation rayon des fonctions de

Hankel H(1)
ν sur l’obstacle, où ν = 0, 1 après trois étapes d’approximations successives :

• développement asymptotique : H(1)
ν,dv,

• linéarisation de la phase de H(1)
ν,dv : H(1)

ν,lin,

• développement à l’ordre 0 de l’amplitude de H(1)
ν,lin : H(1)

ν,ray.

On résume dans le théorème 2.2.1 l’expression de l’approximation rayon des fonctions de Hankel H(1)
ν ,

ν = 0, 1 et les résultats de l’étude d’erreur menée en norme infinie. On note et définit la norme infinie d’une
fonction f (x,y) donnée dépendant des deux variables, x ∈ Ωe, y ∈ Γ par ‖ f‖∞,Γ = sup

y∈Γ
| f (x,y)|.

Théorème 2.2.1. Pour tout point x dans la zone de champ lointain Z de l’obstacle Γ, on approche la fonction

de Hankel H(1)
ν par son approximation rayon H(1)

ν,ray,

∀y ∈ Γ, H(1)
ν,ray(x,y;ω) =

ei( π
4− ν

2 )

√
8kπ

eik|x−yc|
√
|x− yc|

e−ik(ŝ,y−yc), (2.13)

avec une erreur relative en norme infini

er∞
ray(H

(1)
ν ) =

∥∥∥∥∥
H(1)

ν (.,y)−H(1)
ν,ray(.,y)

H(1)
ν (.,y)

∥∥∥∥∥
∞,Γ

≤C

[
(2ν+1)β

8γ(1−β)
+

1
2

βγ+
1
2

β(1+
1
2

β)

]
, (2.14)

contrôlée par les deux paramètres γ = krΓ et β =
rΓ

d
.

On décrit dans les prochaines sous-sections chacune des étapes d’approximation pour pouvoir démontrer
ces résultats.

2.2.1.1 Développement asymptotique des fonctions de Hankel de première espèce.

La première étape de l’approximation rayon consiste à approcher les fonctions de Hankel H(1)
ν pour de

grandes valeurs de leur argument z (c’est à dire lorsque le point de calcul est situé à une grande distance en
terme de longueur d’onde du barycentre de l’obstacle)

∀y ∈ Γ, z = k|x− y| ≫ 1. (2.15)

On pourra se reporter à [Watson (1966) chapitre 7 p.198-224] pour étudier le détail des propriétés des fonctions
de Bessel et Hankel, ou plus succinctement aux références Abramowitz et Stegun (1964) ou Colton et Kress
(1992).
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Résumé bibliographique. On retient de Watson (1966) que les fonctions de Hankel de première espèce
d’ordre ν∈C admettent pour de grandes valeurs de leur argument, |z|≫ 1 ( z∈C tel que −2π+2δ≤ arg(z)≤
π−2δ, pour tout angle aigu δ positif [Watson (1966), formule (2) p.198]) le développement asymptotique

H1
ν (z) =

√
2
πz

ei(z− ν π
2 − π

4 )

[
p−1

∑
m=0

(−1)m (ν,m)

(2iz)m +O(z−p)

]
,

où (ν,m) =

m
Π

l=1

(
4ν2 − (2l −1)2

)
)

22mm!
,

(2.16)

sous réserve que Re(ν+ 1
2)> 0. Dans [Watson (1966), section 7.3 p.205], une étude plus précise du reste du

développement asymptotique des fonctions de Hankel de première et de deuxième espèce montre de plus que
lorsque ν est réel et l’argument positif z > 0, le module du reste n’excède jamais le module du premier terme
négligé à partir d’un certain rang dans le développement (lorsque 2p > ν− 1

2 ) et qu’il est du signe du premier
terme négligé.

Application à l’approximation. À partir de (2.18), lorsque z ≫ 1, on calcule le développement asymptotique
des fonctions de Hankel d’ordre 0 et 1 à l’ordre 1 en prenant p = 2,

H(1)
ν (z) = e−i( π

4+ν π
2 )
√

2
π

eiz

√
z

(
1− i

(2ν+1)
8z

+O

(
1

2(8z)2

))
. (2.17)

Pour la construction de l’approximation rayon, on ne retient que l’ordre 0 du développement asymptotique,

c’est à dire son premier terme, que l’on note par la suite H(1)
ν,dv,

H1
ν,dv(z) = e−i( π

4+
νπ
2 )
√

2
π

eiz

√
z
. (2.18)

Analyse d’erreur développement asymptotique. Par suite, d’après le résultat rappelé plus haut sur le
comportement du reste du développement asymptotique, on peut contrôler la norme infinie de l’erreur relative
ponctuelle d’approximation de H1

ν par H1
ν,dv par le premier terme négligé du développement :

er∞
dv(H

(1)
ν ) =

∥∥∥∥∥∥
H(1)

ν −H(1)
ν,dv

H(1)
ν,dv

∥∥∥∥∥∥
∞,Γ

≤ sup
y∈Γ

(
2ν+1

8k |y− x|

)
. (2.19)

Or, ∀y ∈ Γ,
1

|y− x| ≤
1

|yc − x|− rΓ
2

, on peut donc majorer er∞
dv(H

(1)
ν ) par

er∞
dv(H

(1)
ν )≤ 2ν+1

8k d (1− rΓ
2d )

=
(2ν+1)β
8γ(1−β)

. (2.20)

Pour obtenir l’approximation rayon des fonctions de Hankel, on linéarise ensuite H(1)
ν,dv en deux étapes pour

se ramener à une approximation de type onde plane du noyau : linéarisation de sa phase à l’ordre 1 et
développement de Taylor à l’ordre 0 de l’amplitude.

2.2.1.2 Approximation par linéarisation de la phase du développement asymptotique.

On décrit dans ce paragraphe la linéarisation de la phase de H(1)
ν,dv,

z = k|x− y|, x ∈ Ωe \Γ et y ∈ Γ. (2.21)
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On rappelle d’une part que d = |x− yc|, et rΓ = sup
y∈Γ

|y− yc|, puis on définit zc = k|x− yc|= γ/β, les vecteurs

ŝ =
x− yc

|x− yc|
, d̂ =

y− yc

|y− yc|
et le rapport ρ =

|y− yc|
|x− yc|

. On fait d’ailleurs remarquer que sup
y∈Γ

ρ = β. À l’aide de

ces notations, on peut réécrire la phase z sous la forme,

z = k|x− yc + yc − y|= zcq(ρ),où q(ρ) =
√

(1−2ρ(ŝ · d̂)+ρ2). (2.22)

Linéarisation de la phase et approximation de H(1)
ν,dv. On est toujours sous l’hypothèse z ≫ 1. Si de plus

ρ ≪ 1 (taille caractéristique du défaut petite devant la distance du point x au défaut), un développement de
Taylor de z autour de ρ = 0 donne,

z = zc (1− (ŝ · d̂)ρ+
1
2
(1− (ŝ · d̂)2)ρ2 +o(ρ2)). (2.23)

Le terme d’ordre 1 est de l’ordre de γ,
sup
ρ,d̂

(zc (ŝ · d̂)ρ) = γ.

Le conserver dans le développement (2.23) a un sens dès que γ = O(1), c’est à dire lorsque le défaut a une
taille de l’ordre d’une fraction de la longueur d’onde rΓ = λ/(2π). Le terme d’ordre 2 d’autre part est majoré

par le terme
1
2

γβ, le négliger revient à satisfaire les hypothèses de champ lointain.

Par conséquent, dans le cadre de validité de l’hypothèse de champ lointain, on approche la phase par son
linéarisé,

z = zc (1− (ŝ · d̂)ρ+o(ρ)), (2.24)

et on approche H(1)
ν,dv par H(1)

ν,lin,

H(1)
ν,lin(k|x− y|) = e−i( π

4+
νπ
2 )
√

2
kπ

eik|x−yc|
√
|x− y|

e−ik ŝ·(y−yc). (2.25)

Analyse de l’erreur. L’erreur relative en norme infini créée par l’approximation de H(1)
ν,dv par H(1)

ν,lin, s’estime
par le calcul de

er∞
lin(H

(1)
ν ) =

∥∥∥∥∥∥
H(1)

ν,lin −H(1)
ν,dv

H(1)
ν,dv

∥∥∥∥∥∥
∞,Γ

=
∥∥∥1− eik (d−ŝ·(y−yc)−|x−y|)

∥∥∥
∞
. (2.26)

En utilisant le développement de Taylor (2.24), on écrit,

er∞
lin(H

(1)
ν ) =

∥∥∥1− e−i Rq
1(ρ;ξ)

∥∥∥
∞
, (2.27)

où Rq
1(ρ;ξ) est le reste d’ordre 1 du développement (2.24) donné par la formule de Taylor Lagrange :

Rq
1(ρ;ξ) =

q′′(ξ)
2

ρ2, 0 < ξ < ρ, où q′′(ρ) =
1− (ŝ · d̂)2

(1+ρ2 −2(ŝ · d̂)ρ)3/2
.

q′′ est bien défini : son dénominateur ne peut s’annule que lorsque |c| = (ŝ · d̂) = 1 et pour la seule racine
ρ = 1 ; cependant par hypothèse ρ ≪ 1, par conséquent q′′ est bien défini pour notre domaine d’application.
On peut donc majorer ce terme, il vérifie : sup

ρ
|q′′(ρ)| ≤ 1.

Par ailleurs, puisque ρ ≪ 1, un développement de Taylor de l’exponentielle en ρ = 0 dans (2.27), permet

de majorer l’erreur relative introduite par la linéarisation de la phase de H(1)
ν,dv par le reste d’ordre 0 du

développement de l’exponentielle, Re
0 :

er∞
lin(H

(1)
ν ) ≤ ‖Re

0(X(ρ;ξ);ζ)‖∞ , où X(ρ;ξ) =−i zc Rq
1(ρ;ξ), (2.28)

où Re
0(X(ρ;ξ);ζ) = eX(ζ;ξ)X(ρ;ξ), 0 < ζ < ρ. Ici X(ρ) ∈ C, par conséquent :

er∞
lin(H

(1)
ν )≤ sup

ρ,ξ

|zc Rq
1(ρ,ξ)| ≤

zcβ2

2
=

γβ

2
. (2.29)
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2.2.1.3 Approximation rayon des fonctions de Hankel de première espèce.

La troisième approximation consiste à linéariser l’amplitude de H(1)
ν,lin à l’ordre 0 afin de se ramener à une

onde plane d’amplitude constante.

La linéarisation de l’amplitude à l’ordre 0 et approximation de H(1)
ν,lin. Un développement de Taylor autour

de ρ = 0 de l’amplitude
1√
z
, avec z donné par (2.22), donne

1√
z
=

1√
zc

(
1+

1
2

ρ
(
ŝ · d̂
)
+o(ρ)

)
. (2.30)

L’ordre 0 de (2.30) est de l’ordre de
√

β/γ alors que l’ordre 1,

sup
y,d̂

(
1

2
√

zc

|y− yc|
d

(
ŝ · d̂
))

≤ 1
2

β
√

β/γ,

est d’ordre β
√

β/γ (γ/β = zc). Par conséquent sous les hypothèses de champ lointain, γ/β ≫ 1, γ = O(1) et

β ≪ 1, on approche l’amplitude de H(1)
ν,lin à l’ordre 0 par,

1√
z
∼ 1√

zc
=

1√
γ/β

.

et on définit l’approximation rayon de H(1)
ν , H1

ν,ray par,

H1
ν,ray(k|x− y|) = e−i( π

4+
νπ
2 )
√

2
kπ

eik|x−yc|
√
|x− yc|

e−ik(ŝ,y−yc). (2.31)

Analyse d’erreur. L’erreur générée par l’approximation de H(1)
ν,lin par H(1)

ν,ray est donnée par

er∞
linA(H

1
ν ) =

∥∥∥∥∥∥
H(1)

ν,lin −H(1)
ν,ray

H(1)
ν,lin

∥∥∥∥∥∥
∞,Γ

. (2.32)

Pour un x ∈ Ωe donné et tout y ∈ Γ, on calcule en utilisant (2.22) puis par développement limité en ρ = 0,
∣∣∣∣∣∣
H(1)

ν,lin(x,y)−H(1)
ν,ray(x,y)

H(1)
ν,lin(x,y)

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣1−
√

z

zc

∣∣∣∣=
√

q(ρ) = |− c

2
ρ+Rt

1(ρ;ξ)|. (2.33)

où Rt
1(ρ;ξ) est le terme d’ordre 1 du développement de Taylor de t(ρ) =

√
q(ρ) =

(
1+ρ2 −2(ŝ · d̂)

)1/4
,

donné par la formule de Taylor-Lagrange (et après calcul) :

Rt
1(ρ;ξ) =

t ′′(ξ)
2

ρ2, 0 ≤ ξ ≤ ρ, où t ′′(ρ) =
1
4

[
2

(1+ρ2 −2(ŝ · d̂)ρ)3/4
− 3(1− (ŝ · d̂)2)

(1+ρ2 −2(ŝ · d̂)ρ)7/4

]
.

Par les même arguments que pour q′′, on vérifie que t ′′ est bien défini. De plus on a :

t ′′(ρ)≤ 1
4

∣∣∣∣∣−
2

(1+ρ2 −2(ŝ · d̂)ρ)3/4
+

3(1− (ŝ · d̂)2)

(1+ρ2 −2(ŝ · d̂)ρ)3/4

∣∣∣∣∣≤
1
2
. (2.34)

On montre donc que l’erreur engendrée par la linéarisation de l’amplitude de H1
ν,lin à l’ordre 0 est contrôlée

par β selon :

er∞
linA(H

1
ν ) =

∥∥∥∥∥∥
H(1)

ν,lin −H(1)
ν,ray

H(1)
ν,lin

∥∥∥∥∥∥
∞,Γ

≤ 1
2

β+
1
4

β2. (2.35)
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2.2.1.4 Bilan : Analyse de l’erreur de l’approximation rayon des fonctions de Hankel.

On rassemble maintenant les résultats d’analyse d’erreur des trois étapes d’approximation pour quantifier
l’erreur totale due à l’approximation rayon des fonctions de Hankel H1

ν . On cherche à majorer la norme infini
de l’erreur relative d’approximation rayon de H1

ν , er∞
ray(H

1
ν ),

er∞
ray(H

(1)
ν ) =

∥∥∥∥∥
H(1)

ν −H(1)
ν,ray

H(1)
ν

∥∥∥∥∥
∞,Γ

. (2.36)

Par inégalité triangulaire, on majore cette erreur à partir de la somme des contributions à l’erreur de chacune
des trois étapes de l’approximation rayon,

er∞
ray(H

(1)
ν ) =

∥∥∥∥∥∥
H(1)

ν,dv

H(1)
ν

∥∥∥∥∥∥
∞,Γ

∥∥∥∥∥∥
H(1)

ν −H(1)
ν,dv +H(1)

ν,dv −H(1)
ν,lin +H(1)

ν,lin −H(1)
ν,ray

H(1)
ν,dv

∥∥∥∥∥∥
∞,Γ

,

≤

∥∥∥∥∥∥
H(1)

ν,dv

H(1)
ν

∥∥∥∥∥∥
∞,Γ



∥∥∥∥∥∥

H(1)
ν −H(1)

ν,dv

H(1)
ν,dv

∥∥∥∥∥∥
∞,Γ

+

∥∥∥∥∥∥
H(1)

ν,dv −H(1)
ν,lin

H(1)
ν,dv

∥∥∥∥∥∥
∞,Γ

+

∥∥∥∥∥∥
H(1)

ν,lin −H(1)
ν,ray

H(1)
ν,lin

∥∥∥∥∥∥
∞,Γ

∥∥∥∥∥∥
H(1)

ν,lin

H(1)
ν,dv

∥∥∥∥∥∥
∞,Γ


 .

(2.37)
En utilisant les développements précédents, on calcule,

∣∣∣∣∣∣
H(1)

ν,lin

H(1)
ν,dv

∣∣∣∣∣∣
=
∣∣∣eik[|x−yc|−ŝ.(y−yc)−|x−y|]

∣∣∣= 1,

et par conséquent, on déduit ∥∥∥∥∥∥
H(1)

ν,lin

H(1)
ν,dv

∥∥∥∥∥∥
∞,Γ

= 1.

En reprenant maintenant les résultats d’erreur des trois étapes d’approximation, on obtient

er∞
ray(H

(1)
ν )≤

∥∥∥∥∥∥
H(1)

ν,dv

H(1)
ν

∥∥∥∥∥∥
∞,Γ

(
(2ν+1)β

8γ(1−β)
+

1
2

γβ+
1
2

β

(
1+

1
2

β

))
. (2.38)

Ce contrôle de l’erreur totale er∞
ray(H

(1)
ν ) n’est pas optimal mais il permet de calibrer les expériences numé-

riques pour garantir une précision donnée de l’approximation rayon des fonctions de Hankel. En particulier,
elle met en lumière que l’erreur d’approximation est contrôlée par seulement deux paramètres : γ = krΓ et

β =
rΓ

d
, à partir desquels on obtient les quantités intervenant dans le contrôle de l’approximation du noyau de

Green : kd, krΓ,
rΓ

d
, et

k

2
r2

Γ

d
.

On met à profit cette analyse d’erreur, dans la section 2.3 afin de définir les seuils de valeur pour les
grandeurs d et rΓ en fonction de k, constitutives des paramètres γ et β. Mais dans l’immédiat on utilise ces
résultats pour donner une majoration de l’erreur d’approximation rayon du noyau K.

2.2.2 Approximation rayon des noyaux.

On s’intéresse dans ce paragraphe à l’approximation rayon du noyau K de l’opérateur intégral de Brakhage-

Werner, donné par (2.4) en fonction de H(1)
0 et H(1)

1 . L’approximation rayon de H(1)
0 et H(1)

1 permet de quantifier
l’erreur d’approximation induite sur K. On dégage en particulier une estimation a priori de l’erreur qui sera
très utile pour contrôler l’erreur d’approximation du champ diffracté.
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Approximation des fonctions de Hankel dans les noyaux Ks et Kd .
On déduit tout d’abord des développements précédents les approximations onde plane des noyaux des
potentiels de simple et double couche, notés respectivement K̃s et K̃d :

K̃s(x,y;ω) =
ei π

4
√

k 8π

eik|x−yc|
√
|x− yc|

e−ik(ŝ,y−yc),

K̃d(x,y;ω) =−ik
ei π

4
√

k 8π

eik|x−yc|
√
|x− yc|

e−ik(ŝ,y−yc)

(
ν(y) · (x− y)

|x− y|

)
,

où on rappelle que ν(y) est la normale sortante au défaut en y.

On obtient ensuite l’approximation finale du noyau du potentiel de double couche en introduisant une
approximation supplémentaire sur le produit scalaire.

Approximation du produit scalaire dans l’hypothèse de champ lointain.

Comme on se place dans la zone de champ lointain, β =
rΓ

d
≪ 1, on peut approcher la direction

x− y

|x− y| par

ŝ =
x− yc

|x− yc|
au moyen d’un développement de Taylor. En utilisant (2.23) on écrit,

(x− y)

|x− y| = ŝ+ρ
(
ŝ
(
ŝ · d̂
)
− d̂
)
+o(ρ) . (2.39)

Comme de plus sup
y∈Γ

ρ = β, on peut négliger dans le cadre de l’hypothèse de champ lointain tous les termes

en ρ dans (2.39) et approcher le produit scalaire noté p = ν(y) · (x−y)
|x−y| à l’ordre 0 par son approximation

p̃ = ν(y) · ŝ,
p = p̃+Rp

0(ρ), Rp
0(ρ) = o(ρ),

où Rp
0(ρ) est le reste d’ordre 0 du développement de Taylor de la fonction p en ρ = 0,

Rp
0(ρ) = p′(ξ)ρ, 0 < ξ < ρ, p′(ρ) =

−(cd̂ + ŝ) ·ν(y)ρ+(d̂ + cŝ) ·ν(y)
(1+ρ2 −2cρ)3/2

, avec c = ŝ · d̂.

En majorant p′ :

p′(ρ)≤ −(cd̂ + ŝ) ·ν(y)ρ+(d̂ + cŝ) ·ν(y)
(1+ρ2 −2ρ)3/2

=
−(cd̂ + ŝ) ·ν(y)ρ+(d̂ + cŝ) ·ν(y)

(1−ρ)3 .

on montre que : |Rp
0(ρ)| ≤ 2(β+1) et par conséquent, que l’erreur absolue d’approximation de p par p̃ est

contrôlée par le paramètre β selon l’inégalité :

erp = ‖p(y)− p̃(y)‖∞,Γ ≤ 2(β+β2). (2.40)

Cependant on vérifie par expérience numérique (figure 2.10) que l’erreur est en fait contrôlée comme suit :
erp ≤ β+β2. Finalement, l’approximation rayon du noyau du potentiel de double couche s’écrit,

K̃d(x,y;ω) =−ik
ei π

4
√

8kπ

eik|x−yc|
√
|x− yc|

e−ik(y−yc,ŝ) (ν(y) · ŝ) . (2.41)

et on déduit l’expression de l’approximation rayon du noyau K de la formule de représentation intégrale de
Brakhage-Werner,

K̃(x,y;ω) =−ik
ei π

4
√
−8i kπ

eik|x−yc|
√

|x− yc|
e−ik(yΓ−yc,ŝ)(ŝ ·ν(y)+1). (2.42)

65



Analyse d’erreur pour le noyau du potentiel de simple couche
Le noyau du potentiel de simple couche étant directement proportionnel à la fonction de Hankel de première

espèce et d’ordre 0, H(1)
0 , l’erreur relative erray(Ks) commise en approchant le noyau par son approximation

rayon est la même que pour H(1)
0 , (2.38),

er∞
ray(Ks) =

∥∥Ks − K̃s

∥∥
∞,Γ

‖Ks‖∞,Γ

≤
∥∥∥∥

Ks − K̃s

Ks

∥∥∥∥
∞,Γ

≤

∥∥∥∥∥∥
H(1)

0,dv

H(1)
0

∥∥∥∥∥∥
∞,Γ

(
β

8γ(1−β)
+

k

2
γβ+

1
2

β

(
1+

1
2

β

))
. (2.43)

Analyse d’erreur pour le noyau du potentiel de double couche
Le noyau du potentiel de double couche est proportionnel au produit (ν · ŝ)H(1)

1 . Son erreur d’approximation

rayon notée er∞
ray(Kd) fait donc intervenir à la fois celle de la fonction de Hankel H(1)

1 et celle du produit
scalaire. La fonction Kd s’annulant sur Γ, on ne peut donc pas définir l’erreur relative comme précédemment
par la norme infinie de l’erreur relative ponctuelle, on la définit ici par le ratio,

er∞
ray(Kd) =

∥∥Kd − K̃d

∥∥
∞,Γ

‖Kd‖∞,Γ

. (2.44)

En utilisant l’expression analytique de Kd et les différentes étapes d’approximation, on obtient par inégalité
triangulaire,

er∞
ray(Kd) =

∥∥∥k H(1)
1 p− k H(1)

1,rayp̃
∥∥∥

∞,Γ∥∥∥k H(1)
1 p
∥∥∥

∞,Γ

=

∥∥∥k
(

H(1)
1 −H(1)

1,ray

)
p− k H(1)

1,ray (p− p̃)
∥∥∥

∞,Γ∥∥∥k H(1)
1 p
∥∥∥

∞,Γ

≤

∥∥∥H(1)
1 −H(1)

1,ray

∥∥∥
∞,Γ∥∥∥H(1)

1

∥∥∥
∞,Γ

+

∥∥∥k H(1)
1,ray

∥∥∥
∞,Γ∥∥∥k H(1)

1 p
∥∥∥

∞,Γ

‖p− p̃‖∞,Γ

≤

∥∥∥∥∥∥
H(1)

1 −H(1)
1,ray

H(1)
1

∥∥∥∥∥∥
∞,Γ

+

∥∥∥k H(1)
1,ray

∥∥∥
∞,Γ∥∥∥k H(1)

1 p
∥∥∥

∞,Γ

‖p− p̃‖∞,Γ

≤

∥∥∥∥∥∥
H(1)

1,dv

H(1)
1

∥∥∥∥∥∥
∞,Γ



∥∥∥∥∥∥

H(1)
1 −H(1)

1,dv

H(1)
1,dv

∥∥∥∥∥∥
∞,Γ

+

∥∥∥∥∥∥
H(1)

1,dv −H(1)
1,lin

H(1)
1,dv

∥∥∥∥∥∥
∞,Γ

+

∥∥∥∥∥∥
H(1)

1,lin −H(1)
1,ray

H(1)
1,lin

∥∥∥∥∥∥
∞,Γ

∥∥∥∥∥∥
H(1)

1,lin

H(1)
1,dv

∥∥∥∥∥∥
∞,Γ




+

∥∥∥H(1)
1,ray

∥∥∥
∞,Γ∥∥∥H(1)

1 p
∥∥∥

∞,Γ

‖p− p̃‖∞,Γ .

(2.45)
Ainsi, d’après (2.38) et (2.40), on contrôle l’erreur relative d’approximation du noyau du potentiel de double
couche par,

er∞
ray(Kd)≤

∥∥∥∥∥∥
H(1)

1,dv

H(1)
1

∥∥∥∥∥∥
∞,Γ

(
3β

8γ(1−β)
+

βγ

2
+

1
2

β

(
1+

1
2

β

))
+2

∥∥∥H(1)
1,ray

∥∥∥
∞,Γ∥∥∥H(1)

1 p
∥∥∥

∞,Γ

(β+β2). (2.46)

Analyse d’erreur pour le noyau K
On déduit ici des résultats sur l’erreur d’approximation des noyaux Ks et Kd une estimation d’erreur a
priori de l’approximation du noyau de Brakhage-Werner K. On montre d’abord que l’estimation d’erreur
d’approximation du noyau intervient dans l’estimation de l’erreur d’approximation du champ diffracté.

66



L’erreur absolue de l’approximation haute fréquence du champ diffracté obtenue par la méthode barycen-
trique, notée u et la solution exacte notée uex (solution BEM) se majore par,

|uex(xr;ω)− ũ(xr;ω)|=
∣∣∣∣
∫

Γ

(
K(xr,y;ω)− K̃(xr,y;ω)

)
ψ(y,ŝ)dS(y)

∣∣∣∣ ,

≤
∥∥K(xr,y;ω)− K̃(xr,y;ω)

∥∥
∞,Γ

‖ψ‖L1(Γ) ,

(2.47)

Pour le problème de Brakhage-Werner, ψ est L2(Γ), voir annexe E, par conséquent, par inégalité de Cauchy-
Schwarz, on obtient

|uex(xr;ω)− ũ(xr;ω)|=
∣∣∣∣
∫

Γ

(
K(xr,y;ω)− K̃(xr,y;ω)

)
ψ(y,ŝ)dS(y)

∣∣∣∣ ,

≤
√

mes(Γ)
∥∥K(xr,y;ω)− K̃(xr,y;ω)

∥∥
∞,Γ

‖ψ‖L2(Γ) .

(2.48)

Contrôler l’erreur d’approximation rayon du noyau K permet donc de contrôler l’approximation champ
lointain du champ diffracté et de plus ce contrôle dépend des mêmes paramètres γ et β qui contrôlent l’erreur
d’approximation des fonctions de Hankel.

On a en particulier,

∥∥K − K̃
∥∥

∞,Γ
≤‖Kd‖∞,Γ

∥∥Kd − K̃d

∥∥
∞,Γ

‖Kd‖∞,Γ

+‖Ks‖∞,Γ

∥∥∥∥
Ks − K̃s

Ks

∥∥∥∥
∞,Γ

,

≤‖Kd‖∞,Γ er∞
ray(Kd)+‖Ks‖∞,Γ er∞

ray(Ks),

≤


‖Kd‖∞,Γ

∥∥∥∥∥
H1

1,dv

H1
1

∥∥∥∥∥
∞,Γ

+‖Ks‖∞,Γ

∥∥∥∥∥
H1

0,dv

H1
0

∥∥∥∥∥
∞,Γ



(

β

8γ(1−β)
+

γβ

2
+

1
2

β

(
1+

1
2

β

))

+‖Kd‖∞,Γ

∥∥∥∥∥
H1

1,dv

H1
1

∥∥∥∥∥
∞,Γ

β

4γ(1−β)
+2‖Kd‖∞,Γ

∥∥∥H(1)
1,ray

∥∥∥
∞,Γ∥∥∥H(1)

1 ps
∥∥∥

∞,Γ

(β+β2).

(2.49)

On poursuit maintenant cette partie de description de la méthode barycentrique par un paragraphe
justificatif de l’approximation rayon du champ incident.

2.2.3 Approximation rayon du champ incident

On s’intéresse ici à l’approximation rayon du champ incident. On justifie d’abord le choix de l’onde
cylindrique comme champ incident dans nos configurations d’étude et on détaille ensuite son processus
d’approximation rayon en régime haute fréquence.

Modélisation de la source pour le problème instationnaire
La méthode hybride présentée dans ce manuscrit ayant pour objectif long terme d’être intégrée à la plate-forme
de simulation du CEA LIST, CIVA, on reprend dans notre étude le modèle de source de CIVA.

La source peut être choisie ponctuelle ou étendue. Lorsqu’elle est étendue, on la modélise en régime
temporel comme une distribution de sources ponctuelles émettant le même signal temporel W (t). Ainsi, on
formalise ce modèle de source ponctuelle (P = 1) ou étendue (P > 1) en régime temporel comme suit,

ui(x,t) =
P

∑
p=1

δp(x− xp
s )W (t).

Ramener ce type de source en régime harmonique, revient à la représenter comme une somme de fonctions
cylindriques pondérées par le spectre de W (t),

ui(x) =
i

4

P

∑
p=1

H1
0 (k|x− xp

s |)Ŵ (ω),
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qui en régime haute fréquence s’approche par le développement asymptotique suivant,

ui(x) =
eiπ/4
√

8kπ

P

∑
p=1

eik|x−xp
s |

√
|x− xp

s |
Ŵ (ω).

Le développement asymptotique des fonctions de Hankel : solutions rayons
Le développement asymptotique des fonctions de Hankel s’interprète comme un rayon : H1

ν,dv s’écrit sous la
forme de l’ordre 0 de l’ansatz WKB,

H1
ν,dv(x) =

eiπ/4
√

8kπ
A(x)eikφ(x)+o(

1
|x|),

avec A(x) =
1√
|x|

, et φ(x) = |x|,
(2.50)

où les fonctions d’amplitude A et de phase φ satisfont de plus l’équation eikonale et l’équation de transport,




∇φ(x) =
x

|x| =⇒ |∇φ(x)|= 1,

div(A2(x)∇φ) = 0.
(2.51)

Comme tout Ansatz WKB du type (2.50), H(1)
ν,dv est solution de l’équation aux dérivées partielles

∆u+
(
k2 +∆A

)
u = 0,

où ∆A(x) = 1/(4|x|2) est un terme de perturbation que l’on peut négliger dans la zone dite de champ rayon,
c’est à dire en dehors des zones de forte variation de l’amplitude (caustique) et des couches limites autour
de l’obstacle. Dans l’étude réalisée ici, le milieu est supposé homogène, ce terme est négligeable pour un

calcul en tout point suffisamment éloigné de l’obstacle. On interprète donc H(1)
ν,dv comme la solution rayon de

l’équation de Helmholtz dans un régime haute fréquence où le terme perturbatif est négligeable.

On résume maintenant à partir des remarques précédentes le processus de calcul de l’approximation rayon
de l’onde incidente.

Approximation rayon du champ incident
Sous l’hypothèse k|x− xs| ≫ 1, chaque onde cylindrique composant le champ incident est approchée par
son développement asymptotique et s’interprète alors comme un rayon se propageant entre la source xs et le
point de calcul x. En milieu homogène l’évaluation de A(x− xs) calcule l’amplitude de l’approximation haute
fréquence du champ incident après sa propagation entre la source et le point x. Dans le cas inhomogène, la
situation est plus complexe, les rayons ne sont plus rectilignes, la fonction A ne donne pas la bonne estimation
de la divergence géométrique des rayons. Dans un tel milieu, on approche A par l’amplitude complexe
As(x;xs)eikφs(x;xs) en x du rayon émis de la source et dont les grandeurs caractéristiques (As,φs) sont calculées
par résolution du système, 




|∇φs|= 1 dans Ω

2∇φs ·∇As +As∆φs = 0,

avec φs(xs;xs) = 0 et As(xs;xs) = 1,

(2.52)

le long des caractéristiques de l’équation eikonale, (x(l)), définies par




dx

dl
= p,

d p

dl
=−n∇xn,

(2.53)

où p = ∇xφ et l désigne l’abscisse curviligne le long des caractéristiques. On tient ainsi compte des effets de
l’inhomogénéité du milieu sur la propagation de l’onde cylindrique.
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Reconstitution du champ incident sur l’obstacle diffractant
En utilisant le modèle multi-échelle de la méthode hybride qui consiste à représenter l’obstacle par un point
(son barycentre yc) pour le calcul des effets de propagation, et comme un voisinage de ce point pour le calcul
des effets de diffraction, on calcule d’une part le rayon émis de la source vers yc et on reconstitue le champ
incident sur l’obstacle comme l’approximation onde plane de ce rayon,

∀y ∈ Γ ũi(y) = Ŵ (ω;ωs)As(yc;xs)e
ikφs(yc;xS) eikŝ·(y−yc), ŝ = ∇φs(x;xs). (2.54)

Dans le prochain paragraphe, on détaille la méthode de construction du coefficient de diffraction. On
donne en particulier l’expression analytique du coefficient de diffraction en fonction du type de condition aux
limites associée au problème résolu et de la formulation intégrale choisie pour sa résolution.

2.2.4 Construction du coefficient de diffraction pour la méthode barycentrique

Le coefficient de diffraction s’obtient comme l’amplitude de champ lointain du problème de diffraction
pour lequel le champ incident est approché par son approximation rayon ũi, (2.54),

ũi(y) = Ŵ (ω;ωs)Bs(yc;xs)eikŝ·(y−yc),

où on rappelle que Bs(yc;xs) est l’amplitude complexe de propagation rayon du champ incident de la source
vers yc. Le coefficient de diffraction est une fonction des deux variables r̂, ŝ que l’on obtient à partir de
l’approximation champ lointain de la solution du problème de diffraction (1.10) résolu par équation intégrale.
On donne ici les deux étapes qui permettent à la fois de le définir et de l’évaluer :

• on résout d’abord le problème surfacique équivalent au problème (1.10) d’inconnue
ψ = Ŵ (ω)Bs(yc;yc) ψ̃, où par linéarité, ψ̃ est solution du problème,

1
2

ψ̃(x; ŝ)+
∫

Γ

(
∂G

∂ν(y)
− ikG

)
(x,y;ω) ψ̃(y; ŝ)dS(y) =−eikŝ·(x−yc), x ∈ Γ. (2.55)

• on évalue ensuite l’approximation champ lointain du champ diffracté en tout point de l’espace xr en
appliquant à la solution surfacique ψ la formule de représentation intégrale pour laquelle on substitue
au noyau K son approximation rayon K̃ (2.42),

ũ(xr;ω) =
∫

Γ
ψ(y; ŝ)K̃(xr,y;ω)dS(y)

=
ei π

4
√

8kπ

eik|xr−yc|
√
|xr − yc|

∫
Γ

ψ(y; ŝ)(kν(y) · r̂−η) e−ikr̂·(y−yc) dS(y),

=−ik
ei π

4
√

8kπ

eik|xr−yc|
√
|xr − yc|

[∫
Γ

ψ̃(y; ŝ)(ν(y) · r̂+1) e−ikr̂·(y−yc) dS(y)

]
Bs(yc;xs),

(2.56)

L’approximation champ lointain du champ diffracté s’interprète alors comme un rayon pondéré par le
coefficient de diffraction défini pour la formulation de Brakhage-Werner de l’équation de Helmholtz avec
condition aux bords de Dirichlet homogène par,

R : (r̂,ŝ;ω)→
√

−ik

8π

∫
Γ

ψ̃(y; ŝ)(ν(y) · r̂+1)e−ik(r̂·(y−yc))dS(y), (2.57)

et l’amplitude complexe de propagation rayon du champ incident. Le coefficient de diffraction R calcule
l’amplitude du champ diffracté générée loin du défaut dans la direction r̂ par la propagation d’une onde
incidente plane unitaire de direction de propagation notée ŝ. Il s’interprète comme le coefficient de réflexion
provoquée par la cible Γ sous l’incidence d’un rayon émis de la source vers le barycentre de Γ (dans la
direction ŝ) et renvoyé dans la direction du récepteur r̂ à partir du centre de gravité de Γ. Il est spécifique à la
géométrie du défaut diffractant.
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L’expression du coefficient de diffraction dépend du formalisme que l’on choisit pour reformuler le
problème traité, et des conditions aux limites. On donne ici, en restant fidèle aux conventions exposées au 1.4,
la définition analytique du coefficient de diffraction pour chaque type de condition aux limites (Dirichlet ou
Neumann homogène) associées à l’équation de Helmholtz en 2D.

• Condition de Dirichlet homogène,

– Formulation EFIE/MFIE/CFIE,

R (r̂,ŝ;ω) =

√
i

8kπ

∫
Γ

[
∂u

∂n

]
(y; ŝ) e−ik(r̂·(y−yc))dS(y),

où

[
∂u

∂n

]
est solution d’une des équations intégrales directes (1.74),(1.75),(1.78).

– Formulation de Brackage-Werner,

R (r̂,ŝ;ω) =

√
−ik

8π

∫
Γ

ψ(y; ŝ)(ν(y) · r̂+1)e−ik(r̂·(y−yc))dS(y)

où ψ = [u] = ik

[
∂u

∂n

]
est solution de l’équation intégrale indirecte (1.83).

• Condition de Neumann homogène,

– Formulation EFIE/MFIE/CFIE,

R (r̂,ŝ;ω) =

√
−ik

8π

∫
Γ
[u](y; ŝ) ν(y) · r̂ e−ik(r̂·(y−yc))dS(y)

où [u] est solution d’une des équations intégrales directes (1.79),(1.80),(1.81). .

– Formulation Brackage-Werner,

R (r̂,ŝ;ω) =−
√

i

8kπ

∫
Γ

ψ(y; ŝ)(k2 ν(y) · r̂+1)e−ik(r̂·(y−yc))dS(y)

où ψ =

[
∂u

∂n

]
= ik [u] est solution de l’équation intégrale indirecte (1.85).

L’introduction de ce coefficient de diffraction permet d’approcher le champ diffracté dans la zone de champ
lointain du défaut dans un formalisme qui découple le calcul des phénomènes de diffraction et de propagation
du champ diffracté,

ũ(xr;ω) = Ŵ (ω;ωs)Br(xr;yc)R (r̂, ŝ;ω)Bs(yc;xs). (2.58)

Le champ diffracté dû à l’approximation rayon du champ incident ũi est évalué comme le produit du coefficient
de diffraction dans les directions d’incidence ŝ et d’observation r̂, et des amplitudes Br et Bs qui quantifient
respectivement la divergence géométrique des rayons diffracté et incident lors de leur propagation. L’amplitude
Br du rayon diffracté pour lequel on approche les effets de propagation est comme pour le champ incident,

en milieu homogène, obtenue par la formule Br =
eik|xr−yc|

|xr − yc|
et, en milieu inhomogène, approchée comme

l’amplitude complexe du rayon (Ar,φr) solution du système de tracé de rayon,




|∇φ|= 1,

2∇φ ·∇A+2A∆φ = 0,

φ(yc) = 0, A(yc) = 1.

(2.59)

On se propose maintenant sur une étude paramétrique de mettre en évidence le cadre de validité de la
stratégie d’approximation rayon du champ diffracté et d’éprouver numériquement les paramètres contrôlant
son erreur.
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2.3 Étude numérique de l’approximation rayon du noyau de Green 2D et de
sa dérivée normale

On illustre ici numériquement le cadre de validité de l’approximation rayon des fonctions de Hankel H(1)
ν

qui interviennent dans l’approximation du champ incident et du noyau de l’opérateur intégral. On décompose
cette étude selon les trois opérations d’approximation décrites en 2.2 et on réalise à chaque étape, une étude
paramétrique de sorte à éprouver les estimations d’erreur relative obtenues en 2.2. On donnera en particulier
les valeurs seuils des paramètres contrôlant l’erreur à précision fixée afin de faciliter le calibrage de la méthode.

Pour cette étude paramétrique, on se donne une configuration de diffraction adimensionnée liée aux
applications de la méthode de couplage pour la synthèse temporelle du champ diffracté. On se place dans le
contexte d’un problème de diffraction en milieu homogène pour une onde incidente de spectre étendu, centré
autour de la fréquence Fs (λs = c/Fs) se propageant dans un milieu homogène de célérité c = 1. On considère
la diffraction par un disque de diamètre λs (rΓ = λs/2) centré en yc = (0,0) en un point x situé à grΓ (g = 30)
du barycentre du défaut yc dans la direction (cos(π/8),sin(π/8)).

L’étude consiste à calculer les approximations à chaque étape de l’approximation rayon des fonctions de
Hankel H1

ν (ν = 0,1) ainsi que l’erreur relative associée, pour l’ensemble des fréquences du spectre de l’onde

incidente : H(1)
ν,dv, H(1)

ν,lin, et H(1)
ν,ray. On rappelle ici leur expression,

H(1)
ν,dv(x,y) =

ei( π
4−ν π

2 )
√

8k π

ei k |y−x|
√
|y− x|

,

H(1)
ν,lin(x,y) =

ei( π
4−ν π

2 )
√

8k π

ei k |yc−x|
√
|y− x|

e−i k r̂·(y−yc),

H(1)
ν,ray(x,y) =

ei( π
4−ν π

2 )
√

8k π

e[]i k |yc−x|
√
|yc − x|

e−i k r̂·(y−yc),

où r̂ = x−yc
|x−yc| .

La variation de la fréquence sur l’intervalle [ fmin, fmax] = [a;b]Fs (a < 0, b > 1) modifie la taille du défaut
et la distance du point x au défaut en terme de longueur d’onde, en même temps que l’erreur d’approximation.
Les différentes grandeurs du problème évoluent comme suit au cours de l’expérience,

f ∈ [aFs;bFs]⇒





λ =
c

f
∈ [

1
b

;
1
a
]λs,

rΓ

λ
=

λs

λ
∈ [a;b],

d

λ
=

grΓ

λ
∈ 30 [a;b].

et





γ/β = 2gπ ∈ [a;b],

β =
1
g
,

1
2

γβ ∈ π

g
[a;b].

2.3.1 Cadre de validité du développement asymptotique

On s’intéresse en premier lieu à l’erreur d’approximation des fonctions H(1)
ν pour ν = 0 ou 1 par l’ordre 0

de leur développement asymptotique, H(1)
ν,dv. D’après (2.20), l’erreur relative due à cette étape d’approximation,

erdv(H
(1)
ν ), est contrôlée par la quantité

(2ν+1)β
8γ(1−β)

. Dans la configuration d’étude la quantité β étant constante,

on s’attend à une évolution décroissante de l’erreur en β/γ.

Après calcul des approximations H(1)
ν,dv des fonctions H(1)

ν pour l’ensemble des fréquences de l’intervalle

[a;b]Fs, on calcule les erreurs relatives er∞
dv(H

(1)
ν ) pour ν = 0 et ν = 1 et on visualise leur évolution en échelle

logarithmique en fonction de γ/β sur la figure 2.4. L’évolution observée est linéaire et décroissante en β/γ,
pour ν = 0 et 1, conformément à l’analyse d’erreur. En outre, une régression linéaire permet de retrouver
avec une très bonne précision la loi de décroissance prédite par l’inégalité (2.20) de l’analyse d’erreur :

log(er∞
dv(H

(1)
0 )) =− log(kd)−2.0874, et log(er∞

dv(H
(1)
1 )) =− log(kd)−0.9776.
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FIGURE 2.4 – Erreur relative entre H(1)
ν,dv et H(1)

ν (en norme infinie), en fonction du paramètre γ/β

Par soucis de calibrage de la méthode numérique, on exploite maintenant ces courbes et on relève
les valeurs minimales du paramètre de contrôle γ/β qui garantissent une précision de l’approximation de
l’ordre de 10−2, 10−3, ou 10−4. On répertorie ces valeurs pour chaque précision dans les tableaux 2.1 et 2.2
respectivement pour ν = 0 et ν = 1. On adjoint à ces tableaux le calcul de la valeur minimale du paramètre
de contrôle (kd)th, obtenue à partir de (2.20), pour garantir ces précisions pour ν = 0 et ν = 1. Ces valeurs
coïncident avec les valeurs mesurées sur les courbes, validant l’estimation a priori.

On retient en particulier de ces tableaux que l’on garantit une erreur inférieure au 1% dès lors qu’on
évalue l’approximation en des points au delà de 2λ de l’obstacle pour ν = 0, et de 6λ pour ν = 1 et on garantit
de plus une erreur d’approximation inférieure à 0.1% dès lors qu’on évalue l’approximation au delà de 20λ

pour ν = 0 et 60λ pour ν = 1. On remarque donc qu’à kd fixé, l’approximation de H(1)
1 est donc moins précise

que celle de H(1)
0 .

er∞
dv(H

(1)
0 ) 1×10−2 5×10−3 1/3×10−2 1×10−3 5×10−4 1/3×10−3 2,25×10−4

(kd)th 12,7 25,4 38,1 127,1 254,2 381,3 565,4
(kd) 13,19 25,7 38,3 127,5 254,4 381,3 565,4
d/λ 2,1 4,1 6,1 20,3 40,5 60,7 90

TABLE 2.1 – Valeurs minimales (théoriques (kd)th et mesurées kd) des paramètres de contrôle de l’erreur

garantissant une précision donnée de l’approximation de H(1)
0 .

er∞
dv(H

(1)
1 ) 1×10−2 5×10−3 1/3×10−2 1×10−3 6,74×10−4

(kd)th 38,1 76,2 114,4 381,3 565,8
(kd) 38,3 76,6 114.9 381,3 565,4
d/λ 6,1 12,2 18,3 60,7 90

TABLE 2.2 – Valeurs minimales (théoriques (kd)th et mesurées kd) des paramètres de contrôle de l’erreur

garantissant une précision donnée de l’approximation de H(1)
1 .

2.3.2 Cadre de validité de la linéarisation de la phase du développement asymptotique

On s’intéresse ici à l’erreur introduite lorsqu’on approche les fonctions H(1)
ν,dv (ν = 0,1) par H(1)

ν,lin obtenues
par linéarisation de leur phase à l’ordre 1. D’après l’analyse 2.2.1.2, cette étape d’approximation introduit une

erreur relative er∞
lin(H

(1)
ν ) contrôlée par la quantité

1
2

γβ. On tâche ici de mettre en évidence ce contrôle de

l’erreur numériquement.
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Approximation de H(1)
ν,dv par H(1)

ν,lin.

On trace tout d’abord l’évolution de l’erreur relative er∞
lin(H

(1)
ν ) en fonction du paramètre de contrôle (γβ)/2

en échelle logarithmique, figure 2.5. Les développements asymptotiques de H(1)
0 et H(1)

1 étant proportionnels,
les erreurs dues à la linéarisation de leur phase sont égales, c’est pourquoi on ne trace sur cette figure que le
comportement de l’erreur pour ν = 0.

10−4 10−3 10−2 10−1

10−4

10−3

10−2

10−1

1
2γβ

er
∞ li
n
(H

(1
)

0
)

FIGURE 2.5 – Erreur relative entre H(1)
ν,dv et son approximation onde plane H(1)

ν,lin (en norme infinie) pour ν = 0

(à droite) et ν = 1 (à gauche), en fonction du paramètre 1
2 γβ

On observe une évolution linéaire croissante, identifiée par régression linéaire comme la dépendance

er∞
lin(H

(1)
0 ) = 0,9997

1
2

γβ+4,05×10−6, en adéquation avec l’inégalité (2.29) obtenue par l’analyse d’erreur.

Par une lecture plus approfondie de la courbe 2.5, on répertorie dans le tableau 2.3 les valeurs de différents

paramètres de contrôle dont
1
2

γβ et le ratio
γ

π
pour des précisions données. Ces relevés confirment que le

er∞
lin(H

(1)
0 ) 1×10−2 5×10−3 1/3×10−2 1×10−3

γβ/2 9,9×10−2 4,9×10−2 3,3×10−3 9,6×10−4

γ/π 0,3800 0,1900 0,1266 0,0366
γ/β 71,62 35,81 23,87 6,91

f 63,08 31,54 21.02 6,08

er∞
lin(H

(1)
0 ) 5×10−4 1/3×10−3 1×10−4

γβ/2 4,4×10−4 2,6×10−4 8,7×10−5

γ/π 0,0166 0,0100 0,0033
γ/β 3,14 1,88 0,62

f 2,76 1,66 0,553

TABLE 2.3 – Valeurs des paramètres de contrôle (γβ)/2, γ/π, γ/β, et de la fréquence f pour une précision
donnée.

paramètre (γβ)/2 contrôle la précision de l’approximation. On retient en particulier de ce tableau que l’erreur
d’approximation est toujours inférieure ou égale à 1% lorsque le défaut a une taille inférieure à 0.4λs. De
façon plus générale, on remarque qu’à β (ratio taille du défaut sur distance au défaut) fixé, l’approximation
est d’autant plus précise que le défaut est petit en terme de longueur d’onde. Inversement, plus l’obstacle est
grand en terme de longueur d’onde, ce qui est le cas lorsque la fréquence augmente, moins l’approximation
est précise.

Pour conclure cette étude, on superpose sur la figure 2.6 l’évolution de l’erreur relative (en norme infinie)
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de l’approximation de H(1)
ν par H(1)

ν,lin (en pointillés bleus), notée er∞
lin–ex(H

(1)
ν ), et définie par

er∞
lin–ex(H

(1)
ν ) =

∥∥∥∥∥∥
H(1)

ν −H(1)
ν,lin

H(1)
ν

∥∥∥∥∥∥
∞,Γ

,

l’erreur d’approximation de H(1)
ν par son développement asymptotique H(1)

ν,dv, er∞
dv(H

(1)
ν ) (en vert), et l’erreur

due à la linéarisation de la phase de ce développement er∞
lin(H

(1)
ν ) (en rouge) en fonction de γ/π pour ν = 0

(figure de droite) et pour ν = 1 (figure de gauche). Cette superposition fait apparaître le cadre de validité de
l’approximation.

On observe un comportement asymptotique croissant aux basses et hautes fréquences de l’erreur er∞
lin–ex(H

(1)
ν ).

Aux basses fréquences, l’erreur er∞
lin–ex(H

(1)
ν ) tend vers l’erreur due au développement asymptotique qui do-

mine lorsque la distance du point d’observation au défaut en terme de longueur d’onde n’est pas suffisante. À

plus haute fréquence, il existe un seuil de fréquence fixé par l’intersection des courbes er∞
lin(H

(1)
ν ) et er∞

dv(H
(1)
ν ),

au delà duquel la courbe de l’erreur er∞
lin–ex(H

(1)
ν ) passe au dessus de la courbe d’erreur er∞

dv(H
(1)
ν ) et rejoint

asymptotiquement l’erreur er∞
lin(H

(1)
ν ). Dans ce régime de fréquence le défaut devient trop grand (par rapport

à la longueur d’onde) pour une modélisation barycentrique, et l’erreur d’approximation de H(1)
ν par H(1)

ν,lin se

dégrade comme er∞
lin(H

(1)
ν ) linéairement par rapport à la fréquence. L’erreur due à la linéarisation de la phase

devient prédominante.
Une lecture de la courbe 2.6, permet de mesurer ce seuil à γ/π = 0,2266 pour ν = 0 et γ/π = 0,28 pour

ν = 1. On lit de plus une erreur d’approximation de H(1)
ν par H(1)

ν,lin inférieure à 2×10−2 pour le régime de
fréquence assurant que γ/π ∈ [0,036;0,7933] pour ν = 0 et γ/π ∈ [0,120;0,643] pour ν = 1. Pour de plus
grandes valeurs de ce ratio, la précision du modèle barycentrique se dégrade.
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FIGURE 2.6 – Erreur relative entre H(1)
ν et son approximation onde plane H(1)

ν,lin (en norme infinie), en fonction
du paramètre γ/π

2.3.3 Cadre de validité de la linéarisation de l’amplitude sur H(1)
ν,lin

On illustre ici l’erreur que l’on commet en approchant l’approximation onde plane H(1)
ν,lin du noyau par

l’approximation rayon H(1)
ν,ray. Cette approximation consiste à linéariser l’amplitude de H(1)

ν,lin à l’ordre 0, (2.31).
L’analyse d’erreur a montré que cette étape d’approximation introduit une erreur contrôlée par le paramètre
β selon l’inégalité (2.35). Les fonctions H1

ν,lin étant proportionnelles, les erreurs introduites par cette étape
d’approximation pour ν = 0 et 1 seront ici encore égales.

74



On trace sur la figure 2.7 l’erreur d’approximation de H(1)
ν,lin par H(1)

ν,ray, notée er∞
linA(H

(1)
ν ), pour ν = 0

(courbe de droite) et ν = 1 (courbe de gauche). L’erreur due à cette approximation est constante, er∞
linA(H

(1)
0 ) =

8,36× 10−3 (courbe verte) puisque dans la configuration d’étude, la taille de l’obstacle et la distance du
point x au centre de l’obstacle sont fixées. La quantité qui contrôle l’erreur est donc constante et vaut
β/2+β2/4 = 8,40× 10−3. Il est préférable de retenir comme quantité de contrôle de l’erreur β/2+β2/4

plutôt que de négliger l’ordre 2 en β : β/2 = 1/120 ≈ 8,33×10−3 < er∞
linA(H

(1)
0 ).

On superpose également sur cette figure l’erreur relative d’approximation de H(1)
ν par son approximation

H(1)
ν,lin, er∞

lin−ex(H
(1)
ν ), et l’erreur relative d’approximation rayon de H(1)

ν par H(1)
ν,ray, er∞

lin−ex(H
(1)
ν ) définies par





er∞
lin−ex(H

(1)
ν ) =

∥∥∥∥∥∥
H(1)

ν,lin −H(1)
ν

H(1)
ν

∥∥∥∥∥∥
∞,Γ

,

er∞
ray−ex(H

(1)
ν ) =

∥∥∥∥∥
H(1)

ν,ray −H(1)
ν

H(1)
ν

∥∥∥∥∥
∞,Γ

,

à l’erreur er∞
linA pour ν = 0,1. On observe que la linéarisation de l’amplitude à l’ordre 0 limite la précision

globale de l’approximation champ lointain dans cette configuration.
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FIGURE 2.7 – Superposition de l’erreur relative d’approximation champ lointain des fonctions de Hankel

H(1)
ν (ν = 0,1) et des erreurs d’approximation du développement asymptotique de H(1)

ν par linéarisation de sa
phase et de son amplitude.

On poursuit maintenant l’étude et on souhaite mettre en évidence l’évolution de l’erreur lorsque le ratio
1/β varie. On fait progressivement augmenter la distance au défaut à fréquence fixée, choisie de sorte à ce
que les deux premières approximations soient suffisamment précises et on calcule l’erreur d’approximation
er∞

linA. On observe sur la figure 2.8 le comportement décroissant de l’erreur de façon proportionnelle à β et
son adéquation avec l’évolution du paramètre de contrôle β/2+β2/4. On relève les valeurs de l’erreur et
du paramètre de contrôle pour différentes valeurs de β dans le tableau 2.4. On conclut donc que l’erreur
d’approximation due à la linéarisation est limitante en champ proche uniquement : on améliore la précision en
éloignant le point d’observation x du défaut.

1/β 30 50 70 90 110 130 150 200 300

er∞
linA(H

(1)
0 ) (×10−3) 8,368 5,012 3,577 2,781 2,275 1,924 1,667 1,250 0,833

[β/2(1+β/2)]th (×10−3) 8,402 5,025 3,584 2,785 2,277 1,926 1,669 1,251 0,834

TABLE 2.4 – Relevé de l’erreur er∞
linA(H

(1)
0 ) et du paramètre de contrôle en fonction de l’évolution de 1/β.
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FIGURE 2.8 – Évolution de l’erreur relative er∞
linA(H

(1)
0 ) (en noir) et du paramètre de contrôle de cette erreur

β/2+β2/4 (en vert) en fonction de 1/β.

2.3.4 Contrôle de l’erreur d’approximation des noyaux par leur approximation rayon

On a vu au paragraphe 2.2 que l’erreur relative d’approximation du noyau de Green par son approximation
rayon, est contrôlée comme suit par la somme des trois erreurs d’approximation sus-cités,

er∞
ray(H

(1)
ν )≤

∥∥∥∥∥∥
H(1)

ν,dv

H(1)
ν

∥∥∥∥∥∥
∞,Γ



∥∥∥∥∥∥

H(1)
ν −H(1)

ν,dv

H(1)
ν,dv

∥∥∥∥∥∥
∞,Γ

+

∥∥∥∥∥∥
H(1)

ν,dv −H(1)
ν,lin

H(1)
ν,dv

∥∥∥∥∥∥
∞,Γ

+

∥∥∥∥∥∥
H(1)

ν,lin −H(1)
ν,ray

H(1)
ν,lin

∥∥∥∥∥∥
∞,Γ


 . (2.60)

On connaît les différentes contributions de l’erreur, reste à étudier dans le cadre de l’étude paramétrique

l’évolution du rapport

∥∥∥∥∥∥
H(1)

ν,dv

H(1)
ν

∥∥∥∥∥∥
∞,Γ

en fonction de la fréquence pour le quantifier par rapport aux autres

contributions à l’erreur. On trace l’évolution de ce facteur multiplicatif en fonction de k sur la figure 2.9,
pour ν = 0 et 1. On observe qu’il prend des valeurs proches de 1 ce qui par conséquent affectera peu la
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FIGURE 2.9 – Évolution du ratio des normes
∥∥∥H(1)

ν,dv/H(1)
ν

∥∥∥
∞

(en norme infinie), en fonction de k, pour ν = 0

(courbe de gauche) et ν = 1 (courbe de droite).

majoration de l’erreur (2.60). À titre indicatif, on répertorie dans les tableaux 2.5 et 2.6 les valeurs du
paramètre γ/(2πβ) = d/λ pour garantir une précision donnée de l’approximation de ce facteur par 1.

On retiendra de ces tableaux que l’erreur relative er∞
ray(H

(1)
ν ) peut être strictement contrôlée par la somme
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∣∣∣∣1−
∥∥∥H(1)

0,dv/H(1)
0

∥∥∥
∞,Γ

∣∣∣∣ 1.10−2 1.10−3 1.10−4 1.10−5 1.10−6

γ/(2πβ) 0,4 1,3 4,1 12,8 40,5

TABLE 2.5 – Évolution du rapport
∣∣∣1−

∥∥∥H(1)
0,dv/H(1)

0

∥∥∥
∞

∣∣∣ et du ratio
γ

2πβ
.

∣∣∣∣1−
∥∥∥H(1)

1,dv/H(1)
1

∥∥∥
∞,Γ

∣∣∣∣ 1.10−2 1.10−3 1.10−4 1.10−5 1.10−6

γ/(2πβ) 0,7 2,3 7,0 12,2 70

TABLE 2.6 – Évolution du rapport
∣∣∣1−

∥∥∥H(1)
1,dv/H(1)

1

∥∥∥
∞

∣∣∣ et du ratio
γ

2πβ
.

des erreurs des trois étapes d’approximation,

er∞
ray(H

(1)
ν ))≤

(
(2ν+1)β
8γ(1−β)

+
γβ

2
+

1
2

β

(
1+

1
2

β

))
,

lorsque le ratio γ/(2πβ) est supérieur à 2,3. Cela correspond à calculer l’approximation rayon en des points
éloignés de plus de 2,3λ de l’obstacle. Pour ces valeurs du ratio γ/(2πβ), l’écart à 1 de ce facteur multiplicatif

est de l’ordre de 1×10−3 alors que l’erreur d’approximation des H(1)
ν par leur développement asymptotique

est supérieure à 10−2. Ce facteur devient franchement négligeable dans les zones de calcul qui nous intéressent
ici : γ/(2πβ)> 5.

Approximation du noyau du potentiel de simple couche
Comme remarqué dans l’analyse d’erreur 2.2.1.1, l’erreur er∞

ray(Ks) de l’approximation rayon du noyau Ks

du potentiel de simple couche est égale à celle de H(1)
0 , er∞

ray(H
(1)
0 ). On résume simplement les résultats de

l’étude paramétrique : la précision de l’approximation est inférieure à 1% dès qu’on l’évalue en des points x
tel que d = |x− yc|> 2λ, que la taille caractéristique du défaut est telle que γ/(2π) ∈ [0,070;0,436], et que
β/2 > 50 de sorte à ne pas limiter l’erreur globale.

Approximation du noyau du potentiel de double couche
Pour le noyau du potentiel de double couche Kd , proportionnel à la fonction H(1)

1 , le contrôle de l’erreur
d’approximation er∞

ray(Kd) rajoute à l’approximation rayon de H1
1 celle du produit scalaire comme indiqué en

(2.46).
On étudie donc ici numériquement l’approximation du produit scalaire. On a montré en section 2.2.2

que l’erreur absolue d’approximation du produit scalaire erp dépend du paramètre β, selon l’inégalité (2.40).
On réalise donc une expérience différente de celle décrite en début de section : on calcule l’évolution de er∞

p

en fonction du paramètre β pour 10−3 ≤ β ≤ 1/3×10−1 à la fréquence fixée f = 83 et γ/(2π) = λ/2. On
visualise l’évolution de l’erreur et du paramètre de contrôle 2(β+β2) et β+β2 sur la figure 2.10. On observe
que le paramètre 2(β+β2) majore bien l’erreur mais que le paramètre β+β2 est un meilleur contrôle. On
répertorie les valeurs de l’erreur et de β+β2 dans le tableau 2.7 pour s’en convaincre. L’inégalité (2.40) n’est
donc pas optimale.

Pour conclure sur l’approximation du noyau du potentiel de double couche, on superpose sur la figure
2.11 l’évolution des erreurs relatives d’approximation rayon du potentiel de double couche (courbe rouge),

de H(1)
1 (courbe noir pointillé) et l’erreur absolue d’approximation du produit scalaire (courbe bleue). La

superposition est éloquente. Aux basses fréquences, l’erreur er∞
ray(Kd) colle d’abord avec celle de H(1)

1 , l’erreur
est limitée par l’erreur due au développement asymptotique, puis elle est limitée par l’erreur d’approximation
du produit scalaire et remonte sous l’influence de la dégradation de la linéarisation de la phase aux hautes
fréquences. Cependant aux hautes fréquences l’approximation du produit scalaire améliore l’approximation

de Kd relativement à celle prédite pour H(1)
1 .
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FIGURE 2.10 – Évolution de l’erreur d’approximation du produit scalaire erps (en norme infinie) en fonction
de d.

γ/(2πβ) 30 50 80 100 150 200 400 600 800 1000

erps (×10−3) 16,66 10,00 6,249 4,999 3,332 2,499 1,249 0,8332 0,6249 0,499

β+β2 (×10−3) 16,94 10,10 6,289 5,025 3,344 2,506 1,251 0,8340 0,6253 0,5002

TABLE 2.7 – Erreur absolue d’approximation du produit scalaire et valeurs du paramètre de contrôle en
fonction de γ/(2πβ).
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FIGURE 2.11 – Évolution de l’erreur relative d’approximation rayon de Kd (rouge), de H1
1 (noir pointillé) et

du produit scalaire erps (bleu) en fonction de β.

2.3.5 Conclusion

L’approximation champ lointain des fonctions de Hankel et des noyaux des potentiels de simple et double
couche s’obtient après trois phases d’approximation. L’analyse d’erreur a permis de dégager des paramètres
de contrôle de l’erreur pour chaque phase de l’approximation. Les expériences illustrent la validité de ces
paramètres de contrôle et mettent en évidence un comportement limitant de chaque étape d’approximation sur
la précision globale. En particulier, à configuration fixée, on retient que la précision de l’étape de linéarisation
de la phase se dégrade lorsque la fréquence augmente, que celle de l’étape de linéarisation de l’amplitude est
constante et que celle de l’étape associée au développement asymptotique se dégrade aux basses fréquences.
Ainsi à fréquence fixée, on peut prévoir l’ordre de grandeur de l’erreur globale d’approximation rayon des
fonctions de Hankel à partir de la valeur du paramètre de contrôle le plus élevé.

78



2.4 Expérience numérique : calcul de la diffraction 2D par la méthode bary-
centrique

On illustre dans cette section les performances de la méthode barycentrique pour un problème de diffraction
adimensionné en régime harmonique. On considère le problème de diffraction d’une onde sphérique issue
du point source positionné en xs, de fréquence Fs, par un défaut diffractant, Γ, plongé dans un milieu
infini de célérité c. On calcule le champ diffracté au point d’observation par la méthode barycentrique. La
solution obtenue par la résolution de l’équation intégrale de surface par la méthode de Nyström constituera la
solution de référence. Pour étudier la propagation des erreurs dans la chaîne de calcul on sépare l’étude de
l’approximation rayon de l’opérateur de diffraction de celle de l’approximation rayon de l’onde incidente.
On considère dans cette section deux configurations de diffraction avec condition aux bords de Dirichlet. La
première traite la diffraction par un disque, la seconde par un cerf-volant.

2.4.1 Validation de l’approximation haute fréquence du champ diffracté par la méthode
barycentrique : diffraction par un disque en milieu homogène

On se donne une source ponctuelle cylindrique située à une distance ds = |xs − yc|= 120λ du défaut à la
position xs = [−1;1]ds/

√
2, générant le champ incident ui,

ui(x) =
i

4
H1

0 (k|x− xs|).

On cherche à évaluer le champ diffracté par le disque diffractant, de diamètre rΓ = 0,4λ et centré en yc = (0,0),
sur une couronne de récepteurs centrée en yc et s’étendant de 2λ à 102λ autour du défaut, comme représenté
sur la figure (2.12). On note dr = |xr − yc| la distance de tous les points xr de la couronne d’observation au
centre du défaut. La couronne est discrétisée avec un pas de rayon égal à λ et un pas angulaire de 1 degré.
La couronne est donc composée de 201 cercles concentriques discrétisés par 361 points, soit 72561 points
récepteurs. On ne réalise pas dans cette expérience un couplage avec un solveur rayon, puisque dans le cadre
de la propagation en milieu homogène, le phénomène de propagation rayon de l’onde cylindrique peut être
calculé analytiquement selon la description 2.2.3. On évalue le champ diffracté par l’obstacle en ces points de
deux façons :

• selon la méthode barycentrique (2.8) pour laquelle les amplitudes de propagation sont calculées
analytiquement,

• directement par résolution du problème de diffraction par la méthode des éléments finis de frontière
(Nyström ).

On évalue ensuite numériquement la précision de la méthode barycentrique relativement à cette deuxième
solution qui sert de référence et on présente ici les résultats. L’expérience est construite de sorte à assurer une
erreur a priori de l’approximation rayon des fonctions de Hankel inférieure à 1%.

Approximation du champ incident
L’onde incidente est émise depuis la source xs, sous les hypothèses de champ lointain, on l’approche sur le
défaut par son approximation rayon obtenue à partir de (2.31). D’après la section 2.2.3, cette approximation
s’interprète comme l’approximation onde plane de l’unique rayon émis par xs et propagé vers le barycentre du
défaut yc, selon la direction ŝ = (cos(3π/4); sin(3π/4))T ). L’erreur d’approximation rayon du champ incident

est égale à celle de la fonction de Hankel H(1)
0 , (2.36). L’analyse d’erreur réalisée section 2.2 permet de prévoir

une erreur d’approximation rayon d’un ordre de grandeur de 10−3 et limitée par l’erreur d’approximation de
la linéarisation de l’amplitude : le paramètre contrôlant l’erreur relative due au développement asymptotique
vaut ici 1,66×10−4, celui contrôlant l’erreur de la linéarisation de l’amplitude vaut 8,33×10−4 et enfin celui
qui contrôle l’erreur de linéarisation de la phase vaut 1,55×10−4.
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yc ·
min(dr) = 2λ

rΓ = 0.4λ
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S ·

ds = 120λ

max(dr) = 102λ

FIGURE 2.12 – Schéma de la configuration d’étude.

On mesure en effet que l’erreur d’approximation rayon évolue en fonction de θ dans l’intervalle [6,89×
10−4;8,81×10−4]. On observe l’évolution de l’erreur relative ponctuelle erray(ui),

erray(u
i) =

|H1
0 −H1

0,ray|
sup
y∈Γ

|H1
0 (y)|

(2.61)

en fonction de θ sur la figure (2.13). Elle laisse apparaître une certaine directivité en fonction de θ : le
maximum global est atteint aux points de Γ où la normale au défaut est orthogonale à la direction de
propagation de l’onde plane ŝ (θ = 45◦,225◦), le minimum global est atteint aux points du cercle situés à
exactement 45◦ de la direction de propagation ŝ (θ = 90◦,180◦). On observe en outre deux maxima locaux
dans les directions ŝ et −ŝ. L’approximation rayon de l’onde incidente se dégrade sur Γ dans les zones où la
normale à Γ est orthogonale à la direction de propagation et dans une moindre mesure dans les zones proches
de la direction de propagation.
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FIGURE 2.13 – Évolution de l’erreur d’approximation du champ incident en fonction de θ.

Influence de l’erreur d’approximation du champ incident sur la solution du problème surfacique.
On calcule ici la solution du problème surfacique (2.55) pour 2 seconds membres : l’approximation rayon du
champ incident et le champ incident exact. On note ψ̂ et ψ respectivement ces deux solutions et on calcule
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leur erreur relative ponctuelle erray(ψ) définie par

erray(ψ) =
|ψ− ψ̂|
sup
y∈Γ

|ψ| , (2.62)

afin d’évaluer l’influence de l’erreur d’approximation du champ incident sur la précisin du calcul de la solution
du problème surfacique. On trace erray(ψ) en fonction de θ sur la figure 2.14. erray(ψ) évolue dans l’intervalle
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FIGURE 2.14 – Influence de l’erreur d’approximation du champ incident sur la précision de la solution du
problème surfacique. erray(ψ) en fonction de la position sur le cercle.

[8,05×10−4;1,3×10−3], elle atteint un maximum global dans le voisinage des points du défaut où la normale
est orthogonale à la direction de propagation de l’onde plane et deux maxima locaux dans le voisinage de la
direction ŝ et −ŝ sur le défaut et un minimum local en les points situés à 45◦ de la direction de propagation.
Le comportement global de l’erreur respecte l’évolution de l’erreur du champ incident.

Champ diffracté : résultats et erreur d’approximation du calcul du champ diffracté au récepteur.
On illustre ici la précision de l’approximation rayon du champ diffracté obtenu par la méthode barycentrique
par rapport à la solution BEM, sur la couronne de récepteur. On étudie d’abord la précision de l’erreur
d’approximation rayon du champ diffracté calculé à partir de la solution du problème surfacique pour un
second membre exact, afin de quantifier l’erreur due à l’approximation rayon du noyau de l’opérateur intégral
sur la précision finale du champ diffracté. On observe sur la figure 2.15 la carte de champ diffracté approché
par la méthode barycentrique (à gauche) et la carte de champ total (à droite) sur la couronne de récepteurs. On
obtient la carte d’erreur relative ponctuelle entre le champ diffracté calculé par la méthode barycentrique u et
la solution de référence uBEM, solution BEM du problème, représentée figure 2.16, en calculant en tous points
de la couronne l’erreur εbary(uiex) définie par,

εbary(u
iex) =

∣∣u(y)−uBEM(y)
∣∣

sup
y∈Γ

|uBEM(y)| .

Le maximum d’erreur relative vaut 4,46% et est atteint en un point à 2λ de l’obstacle (au plus près du défaut
sur la couronne). Le minimum vaut 6,78×10−6 et est atteint à 102λ de yc (au plus loin du défaut). On relève
en particulier que pour les points de la couronne dont la distance à yc, dr, est supérieure à 5,5λ, εbary(uiex)
reste inférieur à 1%, pour dr ≥ 9λ, on a εbary ≤ 0,5% et pour dr ≥ 25,5λ, on a εbary(uiex)≤ 0,1%.

D’autre part, on représente sur la figure 2.17, la carte d’erreur relative εbary(uiap) du champ diffracté
calculé par la méthode barycentrique, à partir de la solution du problème surfacique avec second membre
approché ψ̂, par rapport à la solution de référence (Nyström ),

εbary(u
iap) =

∣∣u(y)−uBEM(y)
∣∣

sup
y∈Γ

|uBEM(y)| . (2.63)
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FIGURE 2.15 – Carte de l’approximation rayon du champ diffracté (gauche) et champ total (droite) calculés
pour un second membre exact. Disque de rayon rΓ = 0.2λ.

FIGURE 2.16 – Carte d’erreur relative d’approximation rayon du champ diffracé, pour un champ incident
exact. Disque de rayon rΓ = 0.2λ.

Dans ce deuxième cas, champs incident et diffracté sont approchés par leur approximation rayon. On lit un

FIGURE 2.17 – Carte d’erreur relative d’approximation rayon du champ diffracé calculé à partir d’un second
approché. Disque de rayon rΓ = 0.2λ.

maximum d’erreur relative de 4,54%, qui est atteint en un point de la couronne situé à 2λ de yc. L’erreur
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relative minimale est de 1,28× 10−5, et est atteint à 102λ du centre de l’obstacle. En outre, on relève
que l’erreur relative entre la solution de référence et la solution calculée par la méthode barycentrique
εbary(uiap) est inférieure à 1% pour tous les points de la couronne éloignés d’au moins 6λ, pour dr ≥ 9λ, on a
εbary(uiap)< 0.5%, pour dr ≥ 29,5λ, on a εbary(uiap)< 0,1%.

En comparant ces résultats à ceux de la figure 2.16, on observe une légère augmentation de l’erreur :
par linéarité, l’erreur d’approximation du champ incident se propage dans la chaîne de calcul et s’ajoute à
l’erreur due à l’approximation rayon du noyau de l’opérateur intégral. On a calculé pour le vérifier l’erreur
relative entre le champ diffracté obtenu par la méthode barycentrique pour un champ incident exact et
approché : on estime ainsi l’influence de l’erreur d’approximation du champ incident sur la précision finale de
l’approximation rayon du champ diffracté. On trace cette carte d’erreur sur la figure 2.18. Sa lecture indique
que cette erreur évolue dans l’intervalle [5,68×10−6;7,25×10−4] selon la distance du point d’observation au
centre du défaut. Lorsqu’on somme cette erreur à εbary(uiex), on retrouve l’ordre de grandeur de εbary(uiap).

FIGURE 2.18 – Carte d’erreur relative de l’approximation rayon du champ diffracé calculée pour un second
membre approché et un second membre exact. Disque de rayon rΓ = 0.2λ.

2.4.2 Approximation haute fréquence de la diffraction par un cerf-volant en milieu homo-
gène

La méthode barycentrique est aussi applicable dans le cadre de la diffraction par des obstacles de géométrie
non strictement convexes. On illustre ici sa mise en œuvre et sa précision pour le calcul du champ diffracté
par un cerf-volant centré en yc = (0,0) et de diamètre rΓ = sup

y∈Γ
|y− yc|= 0,2λ. On calcule comme en 2.4.1 le

champ diffracté sur une couronne de récepteurs situés autour de l’obstacle, centrée en yc et s’étendant de 2λ à
102λ.

Approximation du champ incident
On décrit ici l’évolution de l’erreur d’approximation rayon du champ incident sur le défaut. On trace l’erreur
relative ponctuelle définie par (2.61) en fonction de θ sur la figure 2.20. erray(ui) évolue entre un maximum de
8,29×10−4 et un minimum de 3,06×10−5. Du fait de la non-stricte convexité du contour de l’obstacle, la
distance du contour au barycentre quantifiée par r = |y− yc| varie sur l’obstacle faisant varier la précision de
l’approximation rayon de l’onde cylindrique. En particulier, on observe que sur la partie concave du contour
de l’obstacle (112◦ ≤ θ ≤ 247◦), erray(ui) diminue avec r. En outre, l’analyse a priori de l’erreur fournit dans
cette configuration les mêmes bornes que dans le cas du disque, la section 2.4.1. On retrouve par l’expérience
que l’erreur relative ponctuelle erray(ui) est contrôlée par l’erreur due à l’étape de linéarisation de la phase et
son maximum est de l’ordre du paramètre γβ/2.
Influence de l’erreur d’approximation du champ incident sur la précision de la solution du problème
surfacique
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FIGURE 2.19 – Schéma de configuration pour l’étude de la diffration par un cerf-volant
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FIGURE 2.20 – Évolution de l’erreur d’approximation du champ incident en fonction de θ.

On s’intéresse ici à l’influence de l’erreur d’approximation du champ incident sur la solution du problème
surfacique. On trace l’erreur erray(ψ) définie par (2.62) sur la figure 2.21. On retrouve ici le comportement de
l’onde incidente avec une erreur plus petite sur la zone concave de Γ. On relève en particulier un maximum de
8,61×10−4 et un minimum de 1,00×10−4.

Approximation du champ diffracté
On s’intéresse enfin à la précision de l’approximation rayon (par la méthode barycentrique) du champ diffracté
dans cette configuration pour un champ incident approché sur l’obstacle par l’approximation rayon. On
visualise, sur la figure 2.22, la carte des valeurs du champ diffracté (à gauche sur la figure) et le champ
total (à droite sur la figure) sur la couronne de récepteurs. On présente également la carte d’erreur relative
ponctuelle εbary(uiap), définie par 2.63, sur la figure 2.23. On observe d’une part comme dans le cas du cercle
un comportement décroissant de l’erreur lorsque la distance du récepteur à yc, dr, augmente. On relève
d’autre part un maximum d’erreur relative atteint à 2λ de yc de 6,52%, et un minimum atteint à 102λ de yc de
9,98×10−4. En particulier on donne à titre indicatif l’ordre de grandeur de la distance du récepteur à yc qui
garantit une approximation rayon à précision donnée : εbary(uiap)≤ 1% pour dr ≥ 4λ, εbary(uiap)≤ 0.5% pour
dr ≥ 8λ, et εbary(uiap)≤ 0.1% pour dr ≥ 48,7λ.

Les expériences de diffraction par le disque et le cerf-volant montrent que la méthode barycentrique
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FIGURE 2.21 – Évolution de l’erreur d’approximation de la solution du problème surfacique en fonction de θ.

FIGURE 2.22 – Carte de l’approximation rayon du champ diffracté (gauche) et de champ total (droite) calculées
pour un second membre exact. Cas du cerf-volant.

FIGURE 2.23 – Carte d’erreur relative d’approximation rayon du champ diffracé calculé à partir d’un second
membre approché. Cas du cerf-volant.

permet, pour des configurations de diffraction en accord avec la validité de l’hypothèse de champ lointain, de
calculer l’approximation haute fréquence du champ diffracté de façon relativement précise en champ proche.
La définition du champ proche dépendra en fait de la précision qu’autorisera le solveur rayon avec lequel elle
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sera couplée. On s’intéresse maintenant à une configuration de diffraction par un disque qui met en défaut la
méthode barycentrique.

2.4.3 Limite de la méthode barycentrique pour l’approximation haute fréquence du champ
diffracté : un cercle diffractant hors gabarit

On reprend la configuration d’étude du paragraphe 2.4.1 pour un disque que l’on suppose maintenant de
diamètre égal à 1,5λ et une couronne s’étendant de 5λ à 105λ du centre de l’obstacle. On expose les résultats
des calculs suivant le même plan que précédemment.

Estimation a priori de l’erreur
Avant d’exposer les résultats numériques, on déroule ici la méthode pour obtenir une estimation a priori
de l’approximation du champ diffracté. On calcule séparément les erreurs relatives dues à chaque étape de
l’approximation rayon pour le champ incident et le noyau K. Le maximum des paramètres de contrôle de
l’approximation rayon de K est obtenu pour dr = 5λ, et le minium pour d = 105λ. On rassemble les bornes
des 3 paramètres de contrôle de l’erreur dans le tableau 2.8.
L’évaluation des paramètres de contrôle pour l’approximation du champ incident indique d’une part une

Paramètres de contrôle d’erreur β/(8γ(1−β)) βγ/2 β/2

champ incident 1,66×10−4 1,47×10−2 3,1×10−3

noyau K
max 1,96×10−4 1,68×10−2 3,67×10−3

min 4,68×10−3 3,53×10−1 7,5×10−2

TABLE 2.8 – Évaluation des paramètres de contrôle de l’erreur d’approximation rayon pour le champ incident
et le noyau K de l’opérateur intégral pour une estimation a priori.

erreur limitante de l’ordre du pour cent causée par l’étape d’approximation de la phase de la fonction de
Hankel. D’autre part, on prédit des maxima d’erreur d’approximation de la phase et de l’amplitude pour
l’approximation rayon du noyau K de l’ordre de 10−1, mettant en lumière que ces deux approximations sont
incorrectes en champ proche.
Les résultats numériques corroborent cette estimation a priori.

Approximation du champ incident
On donne l’erreur relative d’approximation rayon (barycentrique) du champ incident sur la figure 2.24. On
observe une évolution de l’erreur entre 0,0146 (comme prédit par l’estimation d’erreur) et 0,0031. En outre,
l’erreur relative augmente fortement aux points de Γ en lesquels la normale sortante est orthogonale à la
direction de propagation ŝ. L’approximation est mauvaise car le défaut est maintenant trop grand pour satisfaire
l’hypothèse de champ lointain : le ratio rΓ/λ = 1,5 6= O(1/(2π)) et rΓ/ds = 0,0125 n’est plus suffisamment
petit pour que l’on puisse considérer l’obstacle dans la zone de champ lointain de la source.

Influence de l’erreur d’approximation du champ incident sur la précision de la solution du problème
surfacique
On observe sur la figure 2.25 l’erreur relative ponctuelle d’approximation de la solution du problème surfa-
cique pour un champ incident aproché, erray(ψ) définie par (2.62). Le comportement de cette erreur respecte
celui de l’erreur d’approximation de l’onde incidente. On relève le maximum de l’erreur à 1,45×10−2 et le
minimum à 3,06×10−3.

Calcul du champ diffracté : résultats et erreur d’approximation du champ diffracté au récepteur
On présente maintenant les cartes de champ diffracté calculées par la méthode de Nyström et la méthode
barycentrique sur la couronne de récepteur sur la figure 2.26. On montre sur la figure 2.27 la carte de l’erreur
relative entre l’approximation champ lointain du champ diffracté pour un second membre exact par rapport à
la solution BEM du problème aux points de la couronne. L’erreur relative maximale est de 47,28%, elle est
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FIGURE 2.24 – Évolution de l’erreur d’approximation du champ incident en fonction de θ.
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FIGURE 2.25 – Précision de la solution du problème surfacique : erray(ψ) en fonction de θ, du fait de de
l’approximation rayon du champ incident.

FIGURE 2.26 – Champ diffracté calculé par BEM (gauche) et méthode barycentrique (droite) aux points de la
couronne. Disque de rayon rΓ = 0.75λ.

atteinte à 2λ du défaut puis l’erreur décroît avec la distance jusqu’à son minimum 0,02% atteint en un point à
102λ du défaut. Ces ordres de grandeurs sont consistants avec les ordres de grandeur de l’estimation a priori
de l’erreur d’approximation du noyau de l’opérateur intégral.
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FIGURE 2.27 – Carte d’erreur relative de l’approximation champ lointain du champ diffracé calculée par la
méthode barycentrique pour un second membre exact. Disque de rayon rΓ = 0.75λ.

FIGURE 2.28 – Carte d’erreur relative d’approximation champ lointain du champ diffracté calculée par la
méthode barycentrique pour un second membre approché. Disque de rayon rΓ = 0.75λ.

L’approximation des noyaux des potentiels de simple et double couche par linéarisation de leur déve-
loppement asymptotique n’est plus précise. L’erreur limitante est attribuée à la linéarisation de la phase. En
effet, à 5λ de l’obstacle rΓ/dr = O(1), et on ne satisfait plus l’inégalité kr2

Γ/(8dr)≪ 1. Pour les points les
plus proches du défaut, l’erreur due au développement asymptotique est de l’ordre de 1% pour le noyau
du potentiel de simple couche et de 3% pour le noyau du potentiel de double couche. L’erreur due à la
linéarisation de la phase et de l’amplitude en ces points est pour les deux noyaux de l’ordre respectivement de
18,75% et 13,14%. L’erreur d’approximation du produit scalaire au plus près du défaut est estimée à 37,5%
au plus près du défaut. Ces quantités donnent l’ordre de grandeur des approximations de chaque noyau et
permettent d’estimer un maximum d’erreur relative du champ diffracté en champ proche de l’ordre de l’unité.
Si maintenant on s’intéresse à l’approximation champ lointain du champ diffracté lorsqu’on approche le
champ incident par son approximation champ lointain, on obtient la carte d’erreur relative 2.28. On lit son

maximum d’erreur à 0,7978 et son minimum à 0,0034. La part de l’erreur d’approximation champ lointain du
champ diffracté obtenu en approchant l’onde incidente est de 0,0016 au plus loin du défaut et de 0,0195 au
plus près.

L’intérêt de ce couplage est de prédire de façon la plus précise possible le champ diffracté en champ
proche. Cette illustration met en évidence la limite de la méthode barycentrique pour assurer une bonne
précision en champ proche dans le cas où l’obstacle diffractant a une taille de l’ordre de la longueur d’onde.
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2.5 Conclusion du chapitre

Dans ce chapitre, on a expliqué de façon détaillée le principe de la méthode de couplage dans sa version
la plus simple appelée barycentrique. Cette méthode s’applique au calcul de l’approximation haute fréquence
de la diffraction par un obstacle de taille caractéristique de l’ordre une fraction de la longueur d’onde. Elle
s’appuie sur un modèle à deux échelles de l’obstacle diffractant qui permet à la fois de découpler le calcul des
phénomènes de propagation et de diffraction, et de recombiner leurs résultats.

Une analyse d’erreur a été menée pour dégager le cadre de validité et les paramètres de contrôle de
l’erreur. Les conclusions de cette analyse ont ensuite été illustrées numériquement. Sur une deuxième série
d’expériences numériques menées dans l’esprit d’une preuve de concept, on a déployé la méthode pour
calculer l’approximation rayon du champ diffracté, mettant en évidence son cadre de validité et ses limites
en champ proche. Si l’on cherche à observer le champ diffracté à une distance de l’obstacle qui ne permet
de satisfaire les hypothèses de champ lointain, ou si l’obstacle diffractant est trop gros pour les vérifier, on
devra proposer une modélisation différente de l’obstacle. C’est l’objet du chapitre 3 que de décrire ce nouveau
modèle.
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Chapitre 3

Extension de la méthode hybride : la
méthode multi-centres

Le développement d’une extension de la méthode barycentrique a été motivé par la volonté d’étudier
des configurations de diffraction où le diamètre de l’obstacle diffractant est de l’ordre de la longueur d’onde.
Comme expliqué au chapitre précédent, la méthode barycentrique calcule une approximation haute fréquence
de la solution du problème de diffraction avec une précision qui dépend de celle de l’approximation du noyau
de Green. Le cadre de validité de ces approximations dépend de deux paramètres qui définissent le régime de
champ lointain. L’étude paramétrique réalisée révèle que ce régime est atteint seulement pour des obstacles de
diamètre de l’ordre d’une fraction de longueur d’onde.

Pour traiter les configurations de diffraction par des obstacles plus gros mais restant diffractants, on a
besoin d’une nouvelle stratégie qui, comme la méthode barycentrique, convertit le champ diffracté en un
champ de type rayon. Dans ce but, on étend la méthode barycentrique en introduisant un recouvrement du
bord du défaut. Un nombre suffisant de sous-domaines dans ce recouvrement permet alors de traiter avec
précision les configurations de diffraction souhaitées. On appelle cette extension la méthode multi-centres.
On s’attache dans ce chapitre à décrire son principe dans le cas d’un obstacle plongé dans un milieu infini
homogène. On étudie également le contrôle de l’erreur introduite par cette méthode pour le calcul du champ
diffracté, puis on illustre son cadre de validité sur des expériences numériques.

3.1 Méthode multi-centres : principe

La méthode multi-centres proposée dans ce chapitre est une extension de la méthode barycentrique
permettant de traiter des configurations critiques pour la méthode barycentrique. De façon générale, ces
configurations critiques impliquent des obstacles de diamètre de l’ordre de la longueur d’onde pour lesquels
soit γ n’est plus de l’ordre de l’unité, soit β n’est plus aussi petit que souhaité. Pour retrouver une meilleure
précision de l’approximation haute fréquence du champ diffracté en champ proche où la précision de la
méthode barycentrique est dégradée (entre 5 et 100λ de l’obstacle), on introduit de nouveaux outils qui
permettent d’en étendre le principe.

La méthode multi-centres repose sur l’introduction d’un recouvrement du contour Γ du défaut, la contri-
bution de chaque sous-domaine Γp ⊂ Γ étant alors traitée selon le principe de la méthode barycentrique. On
en résume ici brièvement le principe avant de mettre en équation chaque étape de l’extension. On cherche
à prédire en un point d’observation donné le champ diffracté généré par l’interaction d’un défaut de dia-
mètre de l’ordre de la longueur d’onde, rΓ = O(λ) avec une onde haute fréquence. L’obstacle n’est plus à
la fois dans la zone de champ lointain de la source et du point d’observation : en introduisant les notations
βs = rΓ/ds, βr = rΓ/dr où ds/r = |yc−xs/r|, on ne satisfait plus βs,βr ≪ 1. On introduit donc un recouvrement
du contour Γ de l’obstacle diffractant, suffisamment fin pour que chaque sous-domaine Γp de ce recouvrement
Γ = Γ1 ∪ . . .∪ΓP soit dans la zone de champ lointain à la fois de la source et du récepteur. En d’autres
termes, le rayon de chaque Γp doit être suffisamment petit relativement à la distance de la source et du point
d’observation par rapport au centre yp

c de chaque Γp pour qu’il soit vu à ces distances comme le voisinage de
yp

c . Le défaut est alors modélisé depuis la source et le récepteur comme l’ensemble des points yp
c , qui reçoivent
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et émettent respectivement des rayons incidents et diffractés, auxquels on adjoint un coefficient de diffraction.
Sous couvert de l’introduction d’un recouvrement suffisamment fin, la méthode multi-centres découple

le traitement des phénomènes de propagation et de diffraction. Les premiers sont traités par la méthode des
rayons, les seconds par résolution numérique d’une équation intégrale de surface, comme au chapitre 2. En
particulier, le champ incident est approché par un train d’ondes composé de rayons émis de la source vers le
centre de chaque sous-domaine, et le champ diffracté au récepteur est approché par la superposition de rayons
issus du centre de chaque sous-domaine. L’amplitude de chaque rayon diffracté est pondérée par un coefficient,
évalué par la méthode des équations intégrales, qui quantifie la contribution de chaque sous-domaine de
l’obstacle au rayonnement de la solution du problème de surface vers le point d’observation, appelé coefficient
de diffraction. Enfin, la modélisation multi-centres de l’obstacle permet de combiner les deux étapes de calcul
à l’échelle du défaut pour évaluer le champ diffracté.

La résolution par cette nouvelle approche hybride se fait en quatre étapes : définition d’un recouvrement
de l’obstacle diffractant, approximation multi-rayons du champ incident, résolution de l’équation intégrale et
enfin évaluation du coefficient de diffraction et propagation rayon du champ diffracté. On détaille dans la
suite de cette partie la mise en équation de la méthode étape par étape.

3.1.1 Partitionnement

Pour construire la partition de l’unité du contour Γ de l’obstacle, on se donne un ensemble XP ={
yp

c ∈ Γ, p = 1,...,P
}

de P points sur Γ, à partir desquels on définit un recouvrement de Γ en P sous-domaines

Γp, de sorte que Γ =
P∪

p=1
Γp. On subordonne ensuite à ce recouvrement une partition de l’unité, c’est à dire

une famille (ηp)1≤p≤P de fonctions continues, positives, définies sur Γ telles que :

supp(ηp) = Γp, 0 ≤ ηp(y)≤ 1, ∀y ∈ Γ, et
P

∑
p=1

ηp(y) = 1 ∀y ∈ Γ. (3.1)

Plus précisément, considérant dans ce chapitre des obstacles diffractants, de contour fermé régulier, décrits par
le paramétrage γ : [0,2π]→ R

2, on se donne une distribution de points XP uniformément répartis par rapport
au paramètre t :

XP =

{
yp

c ∈ Γ | yp
c = γ

(
2π p

P

)}
.

On définit par conséquent les sous-domaines Γp du recouvrement par :

Γp =
{

y ∈ Γ | l(yp−1
c )≤ l(y)≤ l(yp+1

c )
}
,

où l(y) est l’abscisse curviligne du point y sur Γ, comme illustré en figure 3.1, et Γ étant fermée : l(yP+1
c ) =

l(y1) et l(y0
c) = l(yP−1

c ). Chaque sous domaine Γp est caractérisé par son centre yp
c et sa taille caractéristique
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1
c

• y2
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•
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c
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•
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c

FIGURE 3.1 – Schéma de subdivision du cercle en 8.
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définie par rp = max
y∈Γ

(|y− yp
c |). On choisit en outre pour les expériences numériques une famille de fonctions

de partition de type splines de degré 4 dont on donne la définition en annexe D.

Dans le cadre de la méthode hybride, le nombre P de sous-domaines du recouvrement est choisi de sorte
à ce que chaque Γp soit dans la zone de champ lointain de la source et du point d’observation, c’est à dire
satisfasse :

1
2

γpβp
s ,

1
2

γpβp
r ≪ 1 ⇐⇒ γp = O(1), βp

s , βp
r ≪ 1,

où pour alléger les notations, on introduit comme au chapitre 2 les paramètres γp = krp, β
p
s = rp/dp

s , β
p
r =

rp/dp
r , avec dp

s/r = |xs/r − yp
c |, définis sur chaque partition. Sous ces hypothèses, on peut alors calculer la

contribution de chaque sous-domaine Γp au champ diffracté total en lui appliquant le principe de la méthode
barycentrique.

3.1.2 Approximation du champ incident.

On se donne un champ incident cylindrique ui émis depuis une source ponctuelle située à la position xs.
Dans le régime haute fréquence, ce champ incident peut être approché sous forme de rayons propagés de la
source vers l’obstacle. La méthode hybride multi-centres permet une représentation multi-rayons du champ
incident dans le régime haute fréquence.
En effet, l’introduction de la partition de l’unité permet de décrire le champ incident sur Γ comme la somme
de contributions ui

p du champ incident à chaque sous-domaine :

∀y ∈ Γ, ui(y) =
P

∑
p=1

ηp(x)u
i(x) =

P

∑
p=1

ui
p(y). (3.2)

Par définition du recouvrement, chaque sous-domaine est dans la zone de champ lointain de la source et peut
donc être modélisé comme le voisinage de son centre. On approche donc sur chaque sous domaine Γp le
champ incident au moyen de l’approximation onde plane d’un rayon incident unique, caractérisé par le triplet
amplitude, phase et direction de propagation

(
As

p,φ
s
p,∇φs

p

)
, propagé de la source vers le centre yp

c de Γp :

∀y ∈ Γp, ui
p(y)≈ ũi

p(y) = ηp(y)Bs
p(y

p
c ;xs)e

ik∇φs
p(y

p
c )·(y−yp

c ), (3.3)

où pour alléger les notations, on note Bs
p(y

p
c ;xs) = As

p(y
p
c ;xs)e

ikφs
p(y

p
c ;xs) l’amplitude complexe du rayon reçu

par le pième sous-domaine. Cette approximation du champ incident sur Γ, appelée par la suite approximation
rayon du champ incident, dépend donc ici de ces seuls P rayons, et est d’autant plus précise que P est grand.
Lorsque le milieu de propagation est homogène, il existe un unique rayon liant xs à chaque yp

c , qui est rectiligne.
On définit ses grandeurs caractéristiques analytiquement à partir de l’approximation rayon locale à chaque
sous-domaine de l’onde incidente cylindrique :





ŝp =
yp

c − xs

|yp
c − xs|

,

φs
p(y

p
c ;xs) = |xs − yp

c |/c,

As(y
p
c ;xs) =

1√
2kπ|xs − yp

c |
,

(3.4)

comme on le justifiera en 3.2.1. Lorsque le milieu est inhomogène, les grandeurs caractéristiques des P rayons
incidents qui permettent l’approximation du champ incident sur Γ sont calculées par résolution du système de
tracé de rayon (1.30). La stratégie de propagation multi-rayons du champ incident de la version multi-centres
de la méthode hybride est illustrée sur la figure 3.2 : l’obstacle diffractant est modélisé par P points et le
champ incident est propagé jusqu’à l’obstacle sous forme de P rayons.
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FIGURE 3.2 – Approximation rayon de la contribution au champ incident de chaque Γp.

3.1.3 Résolution de l’équation de Helmholtz par équation intégrale

On résout ensuite le problème de diffraction (1.10) sur Γ par la méthode des équations intégrales. On
choisit de le reformuler par l’équation intégrale indirecte de Brakhage-Werner pour garantir son caractère
bien posé à toute fréquence,

∫
Γ

(
∂G

∂ν(y)
− ikG

)
(x,y;ω)ψ(y)dS(y) =−ui(x), ∀x ∈ Γ. (3.5)

Cette reformulation conserve la linéarité du problème de diffraction. Par conséquent en prenant en compte
l’approximation haute fréquence du champ incident propre à la méthode multi-centres, définie par (3.2) et
(3.3), le problème surfacique (3.5) conduit à P problèmes de diffraction d’inconnue ψ̃p :

∫
Γ

(
∂G

∂ν(y)
− ikG

)
(x,y;ω) ψ̃p(y)dS(y) =−ηp(x)e−ikŝp·(x−yp

c ), ∀x ∈ Γ. (3.6)

Par linéarité, la solution ψ du problème de diffraction (3.5) est donnée par

ψ =
P

∑
p=1

Bs
p(y

p
c ;xs)ψ̃

p.

Comme au chapitre 2, cette décomposition rend indépendantes les étapes de propagation et de diffraction
dans le calcul du champ diffracté.

3.1.4 Propagation du champ diffracté vers le récepteur

La dernière étape consiste à calculer le champ diffracté en un récepteur xr en évaluant le rayonnement
dans le milieu de propagation de la solution surfacique Ψ par application de la formule de représentation
intégrale,

u(xr;ω) =
∫

Γ
K(x,y;ω)ψ(y)dS(y),

avec K(x,y;ω) =

(
∂G

∂ν(y)
− ikG

)
(x,y;ω).

(3.7)

En injectant la partition de l’unité (3.1) dans l’intégrale (3.7) et en utilisant la décomposition du champ incident
(3.3), on réécrit (3.7) comme la somme de P contributions au rayonnement total de la solution surfacique Ψ

jusqu’à xr, dues à chaque sous-domaine pour une approximation sous-domaine par sous-domaine (3.3) du
champ incident :

u(xr;ω) =
P

∑
q=1

Bs
q(y

q
c ;xs)

P

∑
p=1

∫
Γp

ηp(y)K(x,y;ω) ψ̃q(y)dS(y). (3.8)
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On découple ainsi le rôle de chaque sous-domaine en terme de réception du champ incident et d’émission de
champ diffracté. L’application de l’hypothèse de champ lointain permet d’approcher chaque contribution sur
Γp du noyau de l’opérateur intégral, ηp K, par son approximation champ champ lointain, ηpK̃ p, qui s’exprime
sous la forme d’un rayon issu de yp

c et propagé vers xr selon la direction r̂p en yp
c , et caractérisés par les triplets

amplitude-phase-direction de propagation (Ar
p(xr;yp

c ),φr
p(xr;yp

c ), r̂p),

ηp(y)K̃
p(xr,y;ω) ∝ Br

p(xr;yp
c )e−ikr̂p·(y−yp

c ), (3.9)

où Br
p(xr;yp

c ) = Ar
p(xr;yp

c )eikφr
p(xr;yp

c ) désigne l’amplitude complexe de chaque rayon diffracté. L’hypothèse de
champ lointain permet donc de formuler le champ diffracté au point d’observation xr comme la superposition
de P rayons, figure 3.3,

ũ(xr;ω) =
P

∑
p=1

Br
p(xr;yp

c )
P

∑
q=1

Bs
q(y

q
c ;xs)R p

q (r̂
p,ŝq;ω). (3.10)

avec une amplitude pondérée par le coefficient R
p
q , donné par
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FIGURE 3.3 – Approximation du champ diffracté comme un train d’ondes de rayon

R p
q (r̂

p,ŝq;ω) =

√
−ik

8π

∫
Γ

ηp(y)e−ik(y−yp
c ,r̂p)(r̂p ·ν(y)+1)Ψ̃q(y)dS(y). (3.11)

R
p
q (r̂p,ŝq;ω) ne dépend que des directions r̂p, ŝq, de la géométrie Γ de l’obstacle diffractant et de la fréquence.

Il donne la contribution à la perturbation par le sous-domaine Γp du champ incident reçu par Γq, on l’appellera
coefficient de diffraction.
Lorsque le milieu de propagation est homogène, chaque rayon est rectiligne, et les grandeurs qui caractérisent
les rayons diffractés (Ar

p(xr;yp
c ),φr

p(xr;yp
c ), r̂p) sont calculées analytiquement à partir de l’approximation

champ lointain du noyau K par, 



r̂p =
yp

c − xs

|yp
c − xs|

,

φr
p(xr;yp

c ) = |xr − yp
c |/c,

Ar
p(xr;yp

c ) =
1√

8kπ|xr − yp
c |
,

(3.12)

comme on le verra en 3.2.1. Pour un milieu inhomogène, ces grandeurs sont obtenues par la méthode des
rayons.

On conclut cette partie par quelques remarques importantes. La méthode multi-centres propose une
modélisation multi-échelle du défaut qui rend possible le calcul précis du champ diffracté par méthode hybride.
Elle rend les étapes de calcul des effets de propagation et de diffraction indépendantes les unes des autres
en découplant le calcul du coefficient de diffraction des données positions des sources et des récepteurs.
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L’évaluation du champ diffracté à partir des résultats obtenus à chaque étape se fait par combinaison linéaire,
selon (3.10). Cette séparation des étapes sera précieuse pour accélérer le calcul du champ diffracté comme on
le verra au chapitre 4.

3.2 Méthode hybride multi-centres pour l’équation des ondes en milieu in-
fini

L’extension de la méthode hybride repose sur la modélisation du défaut à l’échelle de la propagation par un
ensemble de points choisis comme les centres des sous-domaines recouvrant Γ. Cette modélisation est valide
lorsque chaque sous-domaine Γp satisfait γp β

p
s ≪ 1 et γp β

p
r ≪ 1. Dans ce cadre, les centres des sous-domaines

jouent le double rôle de récepteurs et de sources de rayons. La précision de l’approximation multi-rayons de
la propagation des champs incident et diffracté dépend cependant de la précision de l’approximation rayon
locale des contributions du noyau et du champ incident sur chaque sous-domaine du recouvrement de Γ.
Ces précisions locales de l’approximation rayon conditionnent le degré de validité de l’hypothèse de champ
lointain et donc du modèle.

On réalise dans cette section une analyse d’erreur à la fois locale et globale afin de dégager des termes
de contrôle de l’erreur. En particulier, noyau K et champ incident étant construits comme combinaison

linéaire des fonctions H(1)
ν , on commence par décrire brièvement les trois étapes de l’approximation rayon

des fonctions de Hankel sur chaque sous-domaine ainsi que l’analyse d’erreur associée à leur approximation
globale sur Γ. On exploite ensuite ces résultats pour obtenir les paramètres de contrôle de l’erreur locale
et globale du noyau K de l’opérateur intégral. On s’intéressera en particulier à l’influence du nombre de
sous-domaines sur cette erreur. On détaille enfin dans un dernier paragraphe la construction des coefficients
de diffraction selon la formulation choisie et les conditions aux limites associées à l’équation des ondes.

Pour la présentation, on choisit toujours de se baser sur la formule de représentation intégrale de surface
de type Brakhage-Werner. On détaille donc les approximations sur le noyau

K(x,y;ω) =
∂G

∂ν
(x;y;ω)− ikG(x,y;ω).

3.2.1 Les approximations des noyaux en 2D et cadre de validité de l’hypothèse de champ
lointain dans le contexte de la méthode multi-centres

Les approximations champ lointain de l’onde incidente et de la formule de représentation intégrale
sont liées à l’approximation des fonctions de Hankel de première espèce H1

ν sur chaque sous-domaine par
le linéarisé de leur développement asymptotique de type onde plane, obtenue au moyen des trois étapes
d’approximation utilisées au chapitre 2 :

• développement asymptotique,

• la linéarisation de sa phase,

• développement à l’ordre 0 de l’amplitude du développement asymptotique.

On appellera dans la suite cette approximation champ lointain : approximation rayon. Pour rendre la lecture
plus facile, on définit d’abord la zone de champ lointain associée à un sous-domaine et on introduit pour cela
les quantités : β = rp/d, et βp = rp/dp, où d = |x− y|, et dp = |x− yp

c |.

Définition 1. Pour un problème de propagation, de nombre d’onde k, en milieu homogène Ωe, contenant un
défaut Ω de contour Γ, pour lequel on définit un recouvrement en P sous-domaines caractérisés par leurs
centres yp

c et leur taille caractéristique rp, on définit la zone de champ lointain Z p associée au sous-domaine
Γp,

Z p =

{
x ∈ Ωe \ Ω̄ |∀y ∈ Γp, γp/β ≫ 1, et

1
2

γpβ ≪ 1

}
(3.13)

comme l’ensemble des points de Ωe situés suffisamment loin de la partition Γp pour négliger le paramètre de
Fresnel F p = γp βp/(2π).
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En outre, les points de la zone de champ lointain satisfont également les inégalités équivalentes : γp =
O(1), γp/βp ≪ 1. On décrit maintenant brièvement les différentes étapes de l’approximation des fonctions de
Hankel et du noyau, puis on réalise une étude des erreurs d’approximation locale et globale afin d’identifier les
éventuels paramètres de contrôle qui permettraient, comme au chapitre 2, de calibrer l’erreur d’approximation
globale. Cette étude est accompagnée d’expériences numériques. Les résultats numériques ne sont cependant

exposés en détail que pour l’approximation rayon de H(1)
0 , puisque les développements asymptotiques de H1

0
et H1

1 sont proportionnels.

3.2.1.1 Approximation rayon des fonctions de Hankel de première espèce

L’obtention de l’approximation rayon passe par trois étapes d’approximation successives que l’on détaille
ici.

Développement asymptotique des fonctions de Hankel de première espèce.
L’approximation du noyau par son développement asymptotique est une approximation globale à tout Γ.
Lorsque le point de calcul x est suffisamment éloigné du défaut, de sorte que

∀y ∈ Γ, z = k|x− y| ≫ 1, (3.14)

on a (comme au chapitre 2),

H(1)
ν (z) = H(1)

ν,dv(z)+O(z3/2), H(1)
ν,dv(z) := e−i( π

4+
νπ
2 )
√

2
π

eiz

√
z
. (3.15)

Linéarisation de la phase du développement asymptotique.
La deuxième étape d’approximation consiste à linéariser la phase du développement asymptotique locale-
ment, sur chaque sous-domaine du recouvrement. On se donne pour cela un point x ∈ Ωe \Γ, un point y du
sous-domaine Γp dont le rayon est défini par rp = sup

y∈Γp

|y− yp
c |.

On note la phase de H(1)
ν,dv, z = k|x − y|, et on suppose encore ici z ≫ 1. On introduit un ensemble

de paramètres relatifs au sous-domaine Γp : zp
c = γp/βp, le rapport ρp =

|y− yp
c |

|x− yp
c |

, tel que sup
y∈Γp

ρp = βp, et

les vecteurs directeurs des ondes planes incidentes et diffractées, respectivement notées d̂p =
y− yp

c

|y− yp
c |

et

ŝp =
x− yp

c

|x− yp
c |

. En utilisant ces paramètres, on réécrit la phase des développements asymptotiques (3.15)

comme suit,

z = k|x− y|= k|x− yp
c + yp

c − y|,

= zp
c

√
(1−2ρp(ŝp · d̂p)+ρ2

p).

Par hypothèse de champ lointain : ρp ≤ βp ≪ 1. Un développement de Taylor en ρp = 0 donne

∀y ∈ Γp, z = zp
c

(
1− (ŝp · d̂p)ρp +

1
2
(1− (ŝp · d̂p)2)ρ2

p +o
(
ρ2

p

))
. (3.16)

Si le recouvrement de l’obstacle Γ est suffisamment fin pour assurer que x ∈ Z p, les bornes supérieures de
l’ordre un et deux de ce développement de Taylor local à Γp vérifient,





sup
ρp,d̂p

(zp
c (ŝp · d̂p)ρp) = γp = O(1)

sup
ρp,d̂p

(
zp

c

2
(1− (ŝp · d̂p)2)ρ2

p) =
1
2

γp βp ≪ 1.
(3.17)
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Ainsi, dans le cadre de validité de l’hypothèse de champ lointain, la phase sur Γp est approchée par son
linéarisé,

z = k |x− yp
c |− k (y− yp

c ,ŝ
p)+Rq

1(ρp;ξp), (3.18)

où en reprenant les notations du chapitre 2, on rappelle que

q(ρp) =
√

1+ρ2
p −2(ŝ · d̂p)ρp, Rq

1(ρp;ξp) =
q′′(ξp)

2
ρ2

p, 0 < ξp < ρp,

q′′(ρp) =
1− (ŝ · d̂p)2

(1+ρ2
p −2(ŝ · d̂p)ρp)3/2

, sup
ρp

|q′′(ρp)| ≤ 1,

et on définit l’approximation du développement asymptotique (3.15) sur le sous-domaine Γp sous la forme

d’une onde plane, H(1)p
ν,lin définie par,

∀y ∈ Γp, H(1)p
ν,lin (k|x− y|) = e−i( π

4+
νπ
2 )
√

2
kπ

eik|x−yp
c |

√
|x− y|

e−ik ŝp·(y−yp
c ). (3.19)

On définit alors l’approximation globale H(1)
ν,lin par,

∀y ∈ Γ, H(1)
ν,lin(k|x− y|) :=

P

∑
p=1

ηp(y)H(1)p
ν,lin (k|x− y|). (3.20)

Linéarisation de l’amplitude de l’approximation H1
ν,lin de H(1)

ν,dv.

La troisième approximation consiste à linéariser l’amplitude de H(1)
ν,lin à l’ordre 0 pour se ramener à une onde

plane d’amplitude constante. Cette approximation s’écrit en tout point y de Γ,

H(1)
ν,ray(k|x− y|) =

P

∑
p=1

ηp(y)H(1)p
ν,ray(k|x− y|),

avec H(1)p
ν,ray(k|x− y|) = e−i( π

4+
νπ
2 )
√

2
kπ

eik|x−yp
c |

√
|x− yp

c |
e−ik ŝp·(y−yp

c ).

(3.21)

3.2.1.2 Étude de l’erreur d’approximation rayon de H(1)
ν

Dans cette partie, on reprend chaque étape d’approximation et on en fait une analyse d’erreur à la fois
locale et globale. Chaque résultat est éprouvé par expérience numérique. On s’appuiera pour les illustrations
numériques sur la configuration de l’étude paramétrique du paragraphe 2.3 : diffraction par un disque de
diamètre 2rΓ = λs immergé dans un milieu homogène non borné de célérité c = 1. La source x située à une
distance 60rΓ du barycentre yc du défaut dans la direction (1,0) émet une onde incidente de spectre étendu,
[ fmin, fmax] = [a;b]Fs.

L’étude consiste à calculer l’erreur des différentes approximations locales et globales de la fonction de
Hankel H1

0 sur cet intervalle de fréquences lorsque Γ est subdivisé en 5 sous-domaines.

a) Erreur due au développement asymptotique des fonctions de Hankel de première espèce.
Comme on a pu le voir au paragraphe 2.2.1.1, l’erreur relative en norme infinie er∞

dv due à l’approximation des
fonctions de Hankel par leur développement asymptotique est contrôlée sur tout Γ selon l’inégalité,

er∞
dv(H

(1)
ν ) =

∥∥∥∥∥∥
H(1)

ν −H(1)
ν,dv

H(1)
ν,dv

∥∥∥∥∥∥
∞,Γ

≤ sup
y∈Γ

(
(2ν+1)
8k|x− y|

)
≤ (2ν+1)β

8γ(1−β)
, (3.22)

où on rappelle que γ = krΓ 6= γp, β = rΓ/d 6= βp.
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b) Erreur d’approximation due à la linéarisation de la phase.
On s’intéresse maintenant à l’erreur que l’on commet localement et globalement en approchant H(1)

ν,dv par

H(1)
ν,lin.

Analyse de l’erreur locale et globale. L’erreur relative créée par l’approximation de la restriction du déve-

loppement asymptotique H(1)p
ν,dv sur le sous-domaine Γp par son linéarisé H(1)p

ν,lin s’écrit,

∀y ∈ Γp,

∣∣∣∣∣∣
H(1)p

ν,lin (k|x− y|)− H(1)p
ν,dv (k|x− y|)

H(1)
ν,dv(k|x− y|)

∣∣∣∣∣∣
=
∣∣∣1− eik (dp−ŝp·(y−yp

c )−|x−y|)
∣∣∣ ,

=

∣∣∣∣1− e−i γp

βp Rq
1(ρp;ξp)

∣∣∣∣ .

(3.23)

Comme justifié en section 2.2.1.2, par développement de Taylor de l’exponentielle en la variable

X(ρ;ξp) = i
γp

βp
Rq

1(ρp;ξp), où |X(ρ;ξp)| ≪ 1, on peut majorer l’erreur par :

sup
y∈Γp

∣∣∣∣∣∣
ηp(y)

H(1)p
ν,lin (k|x− y|)− H(1)p

ν,dv (k|x− y|)
H(1)

ν,dv(k|x− y|)

∣∣∣∣∣∣
≤ γp

βp
sup

y∈Γp,0<ξp<ρp

∣∣ηp(y)Rq
1(ρp;ξp)

∣∣≤ 1
2

γpβp. (3.24)

Puis, on déduit la majoration de l’erreur d’approximation globale de H(1)
ν,dv par H(1)

ν,lin par inégalité triangulaire
comme la somme des erreurs locales à chaque sous-domaine,

er∞
lin(H

(1)
ν ) =

∥∥∥H(1)
ν,dv −H(1)

ν,lin

∥∥∥
∞,Γ∥∥∥H(1)

ν,dv

∥∥∥
∞,Γ

≤

∥∥∥∥∥∥
H(1)

ν,dv −H(1)
ν,lin

H(1)
ν,dv

∥∥∥∥∥∥
∞,Γ

,

≤
P

∑
p=q

∥∥∥∥∥∥

ηp

(
H(1)p

ν,dv −H(1)p
ν,lin

)

H(1)
ν,dv

∥∥∥∥∥∥
∞,Γ

,

≤
P

∑
p=1

γp

βp
sup

y∈Γp,0<ξp<ρp

∣∣ηp(y)R
q
1(ρp(y);ξp)

∣∣ .

(3.25)

Étude numérique de l’erreur d’approximation de H(1)
0 par H(1)

0,dv.
On illustre maintenant ces résultats par étude numérique.

On note Bp
lin =

γp

βp
sup

y∈Γp,0<ξp<ρp

∣∣ηp(y)Rq
1(ρp(y);ξp)

∣∣ la borne de l’erreur localement introduite par la linéarisa-

tion de la phase de H(1)p
ν,dv sur chaque sous-domaine Γp et on introduit également Bp

b,lin =
1
2

γp βp, le paramètre

de contrôle de l’étape de linéarisation de la phase sur Γp, introduit au chapitre 2.
On représente, sur la figure 3.4, l’évolution de l’erreur introduite localement par la linéarisation de la phase

de H(1)
0,dv sur chacun des 5 sous-domaines du recouvrement en fonction de la fréquence f . Du fait de la symétrie

de l’obstacle diffractant et de la position particulière de la source sur l’axe (Ox), les erreurs d’approximation
respectivement sur les sous-domaines 1, 4 et 2, 3 sont identiques. Comme attendu, on remarque une évolution
linéaire de l’erreur en fonction de la fréquence. On superpose ensuite, sur les figures 3.5 les erreurs locales

introduites par la linéarisation de la phase de H(1)
0,dv sur chaque sous-domaine en fonction de la fréquence ainsi

que l’évolution des bornes Bp
lin et Bp

b,lin. On observe numériquement que la borne supérieure Bp
lin contrôle

l’erreur d’approximation locale. Le paramètre Bp
b,lin = γp βp/2 ne joue plus le même rôle que pour la méthode

barycentrique : l’approximation locale a une directivité qui influence l’évolution de l’erreur, majorer le reste
par β2

p/2 ne donne pas une borne satisfaisante de l’erreur. En particulier, on retient que l’erreur locale due à
la linéarisation de la phase du développement asymptotique dépend de la géométrie locale et de la partition
de l’unité définissant le recouvrement de l’obstacle : tant par la répartition des sous-domaines que par leur
nombre.
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FIGURE 3.5 – Évolution de l’erreur locale d’approximation multi-rayons de H1
0,dv par H1

0,lin et des paramètres
Bp

lin, et Bp
b,lin en fonction de la fréquence f .
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Pour l’approche multi-centres de la linéarisation de la phase, il n’existe pas comme pour l’approche
barycentrique, de paramètre global qui contrôle l’erreur introduite par cette étape de l’approximation rayon.
Cependant, ce formalisme d’approximation sous-domaine par sous-domaine diminue sensiblement l’erreur

globale d’approximation de H(1)
0,dv par H(1)

0,lin. On représente sur la figure 3.6 l’évolution de l’erreur relative

globale er∞
lin-ex(H

1
0 ) introduite par la linéarisation sous-domaine par sous-domaine de la phase de H(1)

0,dv

relativement à H(1)
0 en fonction de la fréquence

er∞
lin-ex(H

(1)
ν ) =

∥∥∥∥∥∥
H(1)

ν,lin −H(1)
ν

H(1)
ν

∥∥∥∥∥∥
∞,Γ

ainsi que l’erreur relative er∞
blin-ex d’approximation de H1

0,dv par l’approximation onde plane H1
0,blin obtenue

par l’approche barycentrique de la linéarisation de la phase de H(1)
0,dv (2.25). Pour une meilleure interprétation

de l’évolution de l’erreur globale d’approximation de H(1)
0,dv par H(1)

0,lin, on superpose à ces deux courbes,

l’évolution de l’erreur globale due au développement asymptotique de H(1)
0 er∞

dv(H
(1)
0 ), l’erreur due à la

linéarisation de la phase de H(1)
0,dv, sous-domaine par sous-domaine, relativement à H(1)

0,dv er∞
lin(H

(1)
0 ) et par

rapport au barycentre er∞
blin(H

(1)
0 ). On observe que dans le régime des hautes fréquences, régime contrôlé

par l’erreur de linéarisation, l’approche multi-centres de linéarisation de la phase autorise une erreur bien
inférieure à l’erreur de linéarisation obtenue par l’approche barycentrique.

En outre, on observe sur la figure 3.7 que l’erreur globale due à la linéarisation de la phase de H(1)
0 sous-

100 101 102 103
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er∞lin(H
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0 )

er∞dv(H
(1)
0 )

FIGURE 3.6 – Comparaison de l’évolution de l’erreur globale d’approximation multi-centres de H1
0,dv par

H1
0,lin en fonction de la fréquence avec l’erreur d’approximation barycentrique de H1

0,dv par H1
0,blin.

domaine par sous-domaine est encadreée par l’erreur maximale locale de linéarisation de la phase, max(Bp
lin),

et la somme des erreurs locales ∑Bp
lin. Cependant, contrôler ces deux quantités ne permet pas de contrôler

l’erreur globale avec précision. On ne peut donc pas contrôler a priori la précision de cette approximation en
fonction du nombre de sous-domaines P.

c) Erreur d’approximation due à la linéarisation de l’amplitude.
La dernière étape d’approximation revient à approcher localement l’amplitude de la restriction sur Γp de H(1)

ν,lin
par l’ordre 0 de son développement de Taylor.

Analyse de l’erreur locale et globale.
L’erreur introduite par l’approximation locale de l’amplitude de H(1)

ν,lin par son linéarisé à l’ordre 0 relativement
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à H(1)
ν,lin sur chaque sous-domaine est majorée par,

∀x ∈ Γp,

∣∣∣∣∣∣
H(1)p

ν,ray(k|x− y|)−H(1)p
ν,lin (k|x− y|)

H(1)
ν,lin(k|x− y|)

∣∣∣∣∣∣
≤ sup

y∈Γp

∣∣∣−ρp

2
(ŝp · d̂p)+Rt

1(ρp;ξp)
∣∣∣ , (3.26)

où en reprenant les notations du chapitre 2, on rappelle :

Rt
1(ρp;ξp)=

t ′′(ξp)

2
ρ2

p, 0< ξp < ρp, t ′′(ρ)=
1
4

[
2

(1+ρ2
p −2(ŝp · d̂p)ρp)3/2

− 3(1− (ŝp · d̂p)2)

(1+ρ2
p −2(ŝp · d̂p)ρp)7/2

]
.

Par suite, on majore l’erreur globale sur Γ par la somme des contributions à l’erreur locale sur chaque sous
domaine,

er∞
linA(H

(1)
ν ) =

∥∥∥H(1)
ν,ray −H(1)

ν,lin

∥∥∥
∞,Γ∥∥∥H(1)

ν,lin

∥∥∥
∞,Γ

≤

∥∥∥∥∥∥
H(1)

ν,ray −H(1)
ν,lin

H(1)
ν,lin

∥∥∥∥∥∥
∞,Γ

≤
P

∑
p=1

∥∥∥∥∥∥

ηp

[
H(1)p

ν,ray −H(1)p
ν,lin

]

H(1)
ν,lin

∥∥∥∥∥∥
∞,Γ

,

≤
P

∑
p=1

sup
y∈Γp

∣∣∣∣∣ηp(y)

(
−(ŝp · d̂p)

2
ρp +Rt

1(ρp(y);ξp)

)∣∣∣∣∣ .

(3.27)

D’après (2.34), sup
ρ
|t ′′(ρ)| ≤ 1/2, on a donc |Rt

1(ρp;ξp)| ≤ β2
p/4 et donc la majoration plus grossière de

er∞
linA(H

(1)
ν ) :

er∞
linA(H

(1)
ν )≤

P

∑
p=1

βp

2

(
1+

βp

2

)
. (3.28)

Étude numérique de l’erreur d’approximation de l’amplitude.
On illustre maintenant numériquement ces résultats. On note pour cela
Bp

linA = sup
y∈Γp,0<ξp<ρp

∣∣ηp(y)Rt
1(ρp(y);ξp)

∣∣ la borne de l’erreur localement introduite par la linéarisation de

l’amplitude de H(1)
ν,lin sur chaque sous-domaine Γp et on introduit Bp

b,linA =
βp

2

(
1+

βp

2

)
, le paramètre de

contrôle de l’étape de linéarisation pour la version barycentrique de l’approximation sur Γp. On calcule

l’erreur relative locale due à l’approximation de H(1)p
0,lin par H(1)p

0,ray sur chaque sous-domaine du recouvrement
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er∞
linA,p(H

(1)
0 ) ainsi que les bornes Bp

linA et Bp
b,linA et on les superpose ensuite sur la figure 3.8. L’expérience

confirme l’inégalité (3.26). Du fait de la géométrie particulière de la configuration, on ne représente que trois
erreurs locales car les contributions des sous-domaines 2 et 3 d’une part et 1 et 4 d’autre part sont égales.
En outre, on superpose sur la figure 3.9 les bornes d’erreur Bp

linA et Bp
b,linA. L’erreur d’approximation locale

de H(1)
ν,lin par H(1)

ν,ray sur chaque sous-domaine du recouvrement est donc contrôlée par Bp
linA. La directivité

de l’erreur locale de linéarisation de l’amplitude, mise en lumière par l’inégalité (3.26) ne peut ici non plus
être négligée : la précision de l’approximation dépend aussi du recouvrement et de la géométrie locale de
l’obstacle. On ne peut donc pas dégager de paramètres génériques de contrôle de l’erreur aussi précis que
pour la méthode barycentrique. On représente enfin l’évolution de l’erreur relative globale de l’approximation

multi-rayons de H(1)
0 , er∞

ray-ex(H
(1)
0 ), sur la figure 3.10. On y superpose l’erreur relative d’approximation

rayon obtenue par méthode barycentre er∞
bary(H

(1)
0 ) et les erreurs globales introduites à chaque étape de

l’approximation multi-rayons : développement asymptotique er∞
dv(H

(1)
0 ) , linéarisation de la phase er∞

lin(H
(1)
0 )

et de l’amplitude er∞
linA(H

(1)
0 ). Dans la configuration de l’étude paramétrique, l’erreur de linéarisation de

l’amplitude n’est pas limitante, le comportement de l’erreur est alors gouverné aux basses fréquences par
l’erreur due au développement asymptotique et aux hautes fréquences par l’erreur due à la linéarisation de
la phase. L’approximation multi-rayons améliore la précision et déplace la dégradation de l’erreur due à la
linéarisation de la phase vers un régime plus haute fréquence que pour la méthode barycentrique.

d) Bilan : Analyse de l’erreur d’approximation rayon des fonctions de Hankel.
On quantifie enfin dans ce paragraphe l’erreur globale commise lors de l’approximation rayon des fonctions

de Hankel H1
ν , en calculant l’erreur relative en norme infini, er∞

ray(H
(1)
ν ),

er∞
ray(H

(1)
ν ) =

∥∥∥H(1)
ν −H(1)

ν,ray

∥∥∥
∞,Γ∥∥∥H(1)

ν

∥∥∥
∞,Γ

, (3.29)

que l’on majore par inégalité triangulaire, en introduisant les contributions à l’erreur de chacune des trois
étapes de l’approximation rayon, comme au chapitre 2,

er∞
ray(H

(1)
ν )≤

∥∥∥∥∥∥
H(1)

ν,dv

H(1)
ν

∥∥∥∥∥∥
∞,Γ



∥∥∥∥∥∥

H(1)
ν −H(1)

ν,dv

H(1)
ν,dv

∥∥∥∥∥∥
∞,Γ

+

∥∥∥∥∥∥
H(1)

ν,dv −H(1)
ν,lin

H(1)
ν,dv

∥∥∥∥∥∥
∞,Γ

+

∥∥∥∥∥∥
H(1)

ν,lin −H(1)
ν,ray

H(1)
ν,lin

∥∥∥∥∥∥
∞,Γ

∥∥∥∥∥∥
H(1)

ν,lin

H(1)
ν,dv

∥∥∥∥∥∥
∞,Γ


 .

(3.30)
Dans le cadre de la méthode multi-centres, on calcule,

∥∥∥∥∥∥
H(1)

ν,lin

H(1)
ν,dv

∥∥∥∥∥∥
∞,Γ

≤ 1.

En reprenant (3.22), (3.25), (3.27), et en approchant le terme multiplicatif de (3.30) par 1 (voir figure 2.9 et
tableau 2.5), on obtient la majoration

er∞
ray(H

(1)
ν )≤

[
2ν+1

8kd (1− rΓ
2d )

+
P

∑
p=1

γp

βp
sup
y∈Γp

∣∣ηp(y)R
q
1(ρp;ξp)

∣∣+

P

∑
p=1

sup
y∈Γp

ηp(y)
∣∣∣−ρp

2
(ŝp · d̂p)+Rt

1(ρp;ζp)
∣∣∣
] (3.31)

L’analyse d’erreur et les expériences mettent en évidence la dépendance de l’erreur d’approximation locale
des fonctions de Hankel à la géométrie locale de l’obstacle, le recouvrement et les fonctions de partition de
l’unité. Le contrôle a priori de l’erreur en fonction du nombre de sous-domaines P est donc complexe. Cette
approche améliore cependant de façon significative l’approximation rayon des fonctions de Hankel en champ
proche.
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3.2.2 Approximation rayon des noyaux.

On exploite maintenant les résultats précédents d’approximation rayon des fonctions de Hankel de pre-
mière espèce pour donner l’expression de l’approximation multi-rayons du noyau de Brakhage-Werner K et
analyser l’erreur commise.

Approximation rayon du noyau Ks du potentiel de simple couche.
Le noyau du potentiel de simple couche est i/4H(1)

0 . Son approximation rayon résulte directement de
l’expression (3.21) :

i

4
H(1)

0,ray(k|x− y|) = ei π
4

√
8kπ

P

∑
p=1

ηp(y)
eik|x−yp

c |
√

|x− yp
c |

e−ik(ŝp,y−yp
c ). (3.32)

L’erreur relative er∞
ray(i/4H(1)

0 ) d’approximation de ce noyau vérifie donc la majoration (3.31).

Approximation rayon du noyau Kd du potentiel de double couche.
En injectant l’approximation rayon de H(1)

1 dans l’expression du noyau du potentiel de double couche que

l’on note K̃d(x,y) =
i
4 ∂νH(1)

0 (k|x− y|), on décrit l’approximation rayon K̃d,ray(x,y) par,

K̃d,ray(x,y;ω) =−ik
ei π

4
√

8kπ

P

∑
p=1

ηp(y)
eik|x−yp

c |
√
|x− yp

c |
e−ik(ŝp,y−yp

c )

(
ν(y) · (x− y)

|x− y|

)
, (3.33)

où on rappelle que ν(y) est la normale sortante à Γ en y. Cette expression n’est toutefois pas l’expression utili-
sée pour approcher le noyau de la formule de représentation intégrale, on introduit de plus une approximation
du produit scalaire locale à chaque sous-domaine.

Dans le cadre de l’hypothèse de champ lointain, pour chaque sous-domaine on suppose βp = supρp ≪ 1

et par conséquent un développement de Taylor en ρp = 0 permet d’approcher localement la direction
x− y

|x− y|
par ŝp =

x− yp
c

|x− yp
c |

sur chaque sous-domaine :

∀y ∈ Γp,
(x− y)

|x− y| = ŝp +ρp
(
ŝp cp − d̂p

)
+o(ρp) , cp =

(
ŝp · d̂p

)
. (3.34)

Comme ρp =
|y− yp

c |
|x− yp

c |
≤ βp ≪ 1, on néglige les termes d’ordre supérieur à 1 dans (3.34) et on approche la
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restriction du produit scalaire sur Γp, p|Γp , à l’ordre 0 par :

∀y ∈ Γp, p|Γp
(y) = ν(y) · (x− y)

|x− y| = p̃|Γp
(y)+o(βp), p̃|Γp

(y) = ν · ŝp, (3.35)

en commettant une erreur majorée par la borne supérieure du reste d’ordre 0, Rp
0(ρp;ξp), de (3.34) :

Rp
0(ρp;ξp) = p′(ξp)ρp, 0 < ξp < ρp, p′(ρ) =

−(cpd̂p + ŝp) ·ν(y)ρp +(d̂p + cpŝp) ·ν(y)
(1−ρ)−3

qui d’après (2.40) est majoré par : |Rp
0 | ≤ 2(βp +β2

p).
On réécrit donc dans ce cadre l’approximation onde plane du noyau du potentiel de double couche (3.33)

par :

∀y ∈ Γ, K̃d,ray(x,y;ω) =−ik
ei π

4
√

8kπ

P

∑
p=1

eik|x−yp
c |

√
|x− yp

c |
ηp(y)e

−ik(y−yp
c ,ŝp) (ν(y) · ŝp) . (3.36)

Le potentiel de double couche étant proportionnel au produit de la fonction de Hankel de première espèce

et d’ordre 1, H(1)
1 , l’erreur de son approximation rayon notée er∞

ray(Kd) fait intervenir à la fois celle de la

fonction de Hankel H(1)
1 et celle du produit scalaire. Comme pour la méthode barycentrique, on majore l’erreur

d’approximation rayon du potentiel de double couche par,

er∞
ray(Kd) =

∥∥Kd − K̃d

∥∥
∞,Γ

‖Kd‖∞,Γ

=

∥∥∥∥∥∥
H(1)

1 p−H(1)
1,rayp̃

H(1)
1 p

∥∥∥∥∥∥
∞,Γ

≤
∥∥∥∥∥

H(1)
1 −H1

1,ray

H(1)
1

∥∥∥∥∥
∞,Γ

+

∥∥∥H(1)
1,ray

∥∥∥
∞,Γ∥∥∥H(1)

1 p
∥∥∥

∞,Γ

‖p− p̃‖∞,Γ

(3.37)

La majoration du premier terme est donnée par (3.30). Concernant le deuxième terme, le développement
(3.35) entraîne

erp = ‖p− p̃‖∞ ≤ 1
2

P

∑
p=1

sup
y∈Γp,ξp

∣∣ηp(y)R
p
0(ρp;ξp)

∣∣≤ 2
P

∑
p=1

(βp +(βp)2). (3.38)

Par conséquent, on majore l’erreur d’approximation du noyau du potentiel de double couche comme suit,

er∞
ray(Kd)≤

[
2ν+1

8kd (1− rΓ
2d )

+
P

∑
p=1

γp

2βp
sup

y∈Γp,ξp

∣∣ηp(y)R
q
1(ρp(y);ξp)

∣∣

+
P

∑
p=1

sup
y∈Γp,ζp

∣∣ηp(y)R
t
1(ρp;ζp)

∣∣
]

+

∥∥∥H(1)
1,ray

∥∥∥
∞,Γ∥∥∥H(1)

1 p
∥∥∥

∞,Γ

P

∑
p=1

sup
y∈Γp,χp

∣∣ηp(y)Rp
0(ρp(y);χp)

∣∣ .

(3.39)

Approximation rayon du noyau K de Brakhage-Werner.
À la lumière de la description de l’approximation rayon des noyaux des potentiels de simple et double couche,
on définit l’approximation rayon du noyau K de la formule de représentation intégrale de Brakhage-Werner
par,

∀y ∈ Γ, K̃(x,y;ω) =−ik
ei π

4
√

8kπ

P

∑
p=1

eik|x−yp
c |

√
|x− yp

c |
ηp(y)e

−ik(y−yp
c ,ŝp)(ŝp ·ν(y)+1). (3.40)
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On a vu au chapitre 2 que la précision de l’approximation champ lointain du champ diffracté est directement
liée à la précision de K par K̃, qu’il est donc utile d’estimer a priori. Cette erreur est contrôlée selon l’inégalité
(2.49) :

erK =
∥∥K − K̃

∥∥
∞,Γ

≤ ‖Kd‖∞,Γ

∥∥Kd − K̃d

∥∥
∞,Γ

‖Kd‖∞,Γ

+‖Ks‖∞,Γ

∥∥∥∥
Ks − K̃s

Ks

∥∥∥∥
∞,Γ

,

≤ ‖Kd‖∞,Γ er∞
ray(Kd)+‖Ks‖∞,Γ er∞

ray(Ks).

(3.41)

On a jusqu’ici étudié les approximations nécessaires à l’approximation de champ lointain de l’onde incidente
cylindrique et des noyaux des potentiels de simple et double couche. On rassemble ces résultats pour décrire
dans le prochain paragraphe l’obtention du coefficient de diffraction.

3.2.3 Construction de l’opérateur de diffraction

La méthode hybride résout le problème de diffraction par la méthode des équations intégrales, par
conséquent elle résout d’abord le problème surfacique (3.6) équivalent puis évalue le champ diffracté en
tout point du domaine de propagation en appliquant la formule de représentation intégrale à la solution du
problème surfacique. Sa version multi-centres s’appuie sur un partitionnement du défaut qui découple le rôle
de chaque sous-domaine du recouvrement en émission et réception dans l’hypothèse de champ lointain afin
de permettre une représentation multi-rayons des champs incident et diffracté.

Lorsque source et récepteur sont dans la zone de champ lointain de chaque partition, xs,xr ∈ Z p pour
p = 1, . . .P où Z p est définie par (3.13), on approche d’une part le champ incident sur chaque sous-domaine
par le linéarisé de l’unique rayon issu de la source et propagé vers son centre yq

c dans la direction ŝq en yq
c ,

avec une amplitude complexe Bs
q(y

q
c ;xs) = As

q(y
q
c ;xs)e

ikφs
q(y

q
c ;xs) :

ũi(y) =
P

∑
q=1

ηq(y)B
s
q(y

q
c ;xs)eikŝq·(y−yq

c). (3.42)

et d’autre part, le champ diffracté au point d’observation comme la somme des contributions des P sous-
domaines au rayonnement de la solution surfacique dans le domaine de propagation,

u(xr;ω) =
P

∑
p=1

∫
Γ

ηp(y)K(x,y;ω)Ψ(y)dS(y). (3.43)

Sous l’hypothèse de champ lointain, la contribution du noyau à chaque sous-domaine Γp, ηp K, peut être
approchée par son approximation champ lointain locale ηp K̃ p, et l’approximation rayon du champ diffracté
au point xr s’écrit :

ũ(xr;ω) =
P

∑
p=1

eik|xr−yp
c |

√
|xr − yp

c |

P

∑
q=1

Bs
q(y

q
c ;xs)R p

q (r̂
p, ŝq;ω). (3.44)

Le champ diffracté s’interprète alors en milieu homogène comme un train d’onde de rayons issus du centre de
chaque sous-domaine, propagés vers le point d’observation dans la direction r̂p = xr−xp

c
|xr−xp

c | respectivement avec

une amplitude pondérée par des coefficients R
p
q , définis pour la reformulation de l’équation d’Helmholtz avec

condition aux bords de Dirichlet homogène, par équation intégrale indirecte de Brakhage-Werner par

R p
q (r̂

p, ŝq;ω) =

√
−ik

8π

∫
Γ

ηp(y)e−ik(y−yp
c ,r̂p)(r̂p ·ν(y)+1) ψ̃q(y)dS(y). (3.45)

Ces coefficients, appelés coefficient de diffraction, évaluent la contribution de chaque sous-domaine Γp au
rayonnement de la perturbation du champ incident reçu par le sous-domaine Γq. Son expression dépend du
formalisme que l’on choisit pour reformuler le problème traité, et des conditions aux limites. On donne ici, en
restant fidèle aux conventions exposées au 1.4, la définition analytique du coefficient de diffraction associé au
couple de sous-domaines (p,q) pour chaque type de conditions aux limites (Dirichlet ou Neumann homogène)
associées à l’équation de Helmholtz en 2D,
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• Condition de Dirichlet homogène,

– Formulation EFIE/MFIE/CFIE,

R p
q (r̂

p,ŝq;ω) =

√
i

8kπ

∫
Γ

ηp(y)

[
∂u

∂n

]
(y; ŝq) e−ik(r̂p·(y−yp

c ))dS(y)

où

[
∂u

∂n

]
est solution d’une des équations intégrales directes (1.74),(1.75),(1.78).

– Formulation Brackage-Werner,

R p
q (r̂

p,ŝq;ω) =

√
−ik

8π

∫
Γ

ηp(y)ψ(y; ŝq)(ν(y) · r̂p +1)e−ik(r̂p·(y−yp
c ))dS(y)

où ψ = [u] = ik

[
∂u

∂n

]
est solution de l’équation intégrale indirecte (1.83).

• Condition de Neumann homogène,

– Formulation EFIE/MFIE/CFIE,

R p
q (r̂

p,ŝq;ω) =

√
−ik

8π

∫
Γ

ηp(y) [u](y; ŝq) ν(y) · r̂p e−ik(r̂p·(y−yp
c ))dS(y)

où [u] est solution d’une des équations intégrales directes (1.79),(1.80),(1.81).

• Formulation Brackage-Werner, où ψ =

[
∂u

∂n

]
= ik [u],

R p
q (r̂

p,ŝq;ω) =−
√

i

8kπ

∫
Γ

ηp(y)ψ(y; ŝq)(k2 ν(y) · r̂p +1)e−ik(r̂p·(y−yp
c ))dS(y)

où ψ =

[
∂u

∂n

]
= ik [u] est solution de l’équation intégrale indirecte (1.85).

En pratique et en particulier pour la propagation en milieu inhomogène, la détermination de la trajectoire
de ces rayons ainsi que l’évolution de leur phase et la décroissance de leur amplitude au cours de leur
propagation sont obtenues par la méthode des rayons. On calcule l’approximation de (3.46) sous la forme,

ũ(xr;ω) =
P

∑
p=1

Br
p(xr;yp

c )
P

∑
q=1

Bs
q(y

q
c ;xs)R p

q (r̂
p, ŝq;ω), (3.46)

où Br
p(xr;yp

c ) = Ar
p(xr;yp

c )e
ikφr

p(y
p
c ;xs) et les quantités (Ar

p,φ
r
p) et (As

q,φ
s
q) sont calculées comme les solutions du

système de tracé de rayons, 



|∇φ
s/r
p |= 1/c,

∇φ
s/r
p ·∇As/r

p +2As/r
p ∆φ

s/r
p = 0,

φs
p(xs) = 0, As

p(xs) = Ŵs(ω)

φr
p(y

p
c ) = 0, Ar

p(y
p
c ) = 1.

(3.47)

3.3 Expérience numérique : calcul de la diffraction 2D par la méthode multi-
centres

Dans cette section on teste les performances de la méthode multi-centres sur des expériences numériques.
On commence par valider la méthode sur le cas du cercle et on montre que l’on peut grâce à un partitionnement
suffisant retrouver une bonne précision du calcul du champ diffracté lorsque la méthode barycentrique est en
défaut. On étudie ensuite le comportement de la méthode pour des cas de diffraction par une géométrie de
contour non strictement convexe.
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3.3.1 Validation de la méthode dans le cadre de la mise en défaut de la méthode barycen-
trique : cas du cercle

On cherche à valider la méthode multi-centres sur la configuration de diffraction par un disque décrite en
2.4 qui met en défaut la méthode barycentrique : on cherche à calculer le champ diffracté sur une couronne de
récepteurs placés autour du disque diffractant ici de diamètre rΓ = 1.5λ, entre 5λ et 105λ de son barycentre
yc, pour une onde incidente cylindrique émise depuis une source ponctuelle xs placée à 120λ de yc. Le milieu
est supposé homogène. L’onde incidente est propagée sous forme de son approximation multi-rayons (3.4) où
l’amplitude complexe de propagation rayon est calculée analytiquement.

On commence par rappeler les résultats du calcul du champ diffracté par la méthode barycentrique puis
on met en œuvre la méthode multi-centres pour différentes valeurs de P.

3.3.1.1 Calcul par la méthode barycentrique

Comme expliqué au chapitre 2, l’erreur finale sur le champ diffracté est due à la somme de deux erreurs :
l’erreur d’approximation rayon du champ incident et celle du noyau K de la formule de représentation
intégrale. On expose dans la section 2.4.3 les résultats de la précision du calcul du champ diffracté par la
méthode barycentrique. L’estimation a priori de l’erreur prévoit pour cette configuration de diffraction, une
erreur maximale d’approximation du champ diffracté de l’ordre de 10−1, causée par l’approximation de K.
La mesure de l’erreur au cours de l’expérience donne en effet une erreur maximale de champ diffracté de
3,88× 10−1 alors que l’erreur maximale d’approximation multi-rayons du champ incident est mesurée à
1,46×10−2. La méthode barycentrique est en défaut en champ proche car les hypothèses de champ lointain
ne sont plus vérifiées.

L’objectif de la méthode multi-centres est d’améliorer l’erreur d’approximation du champ diffracté
dans la zone de champ proche sans dégrader le calcul dans la zone de champ lointain. On décrit dans le
prochain paragraphe les résultats obtenus par application de la méthode multi-centres à cette configuration de
diffraction.

3.3.1.2 Calcul par la méthode multi-centres

On se donne une partition de l’unité basée sur la répartition angulaire uniforme des P centres de partition
yp

c sur l’obstacle. On fait varier P entre 3 et 40 et on analyse l’influence de ce partitionnement sur la précision
de l’approximation des champs incidents et diffractés. L’introduction du partitionnement fait diminuer la taille
des segments de courbes sur lesquels on réalise les approximations de champ lointain selon le principe de la
méthode barycentrique. On s’attend à ce que le partitionnement du contour de l’obstacle améliore à la fois la
prise en compte de la géométrie diffractante dans la zone de champ lointain, et l’approximation rayon des
champs incident et diffracté au voisinage du défaut. À titre indicatif, on donne dans le tableau 3.1 le rapport
diamètre de l’obstacle-taille du sous domaine, rΓ/rp = γ/γp, pour ces valeurs de P. Le ratio varie entre 1,15 et
12,7.
On expose maintenant les résultats de mesure d’erreur à chaque étape de la méthode multi-centres : approxi-

P 3 4 6 8 10 12 16 20 30 40
rΓ/rp 1,15 1,41 2 2,61 3,23 3,86 5,12 6,39 9,5 12,7

γp/(2π) 1,30 1,06 0,75 0,57 0,46 0,38 0,29 0,23 0,16 0,12

TABLE 3.1 – Tableau indicatif de la taille rp de chaque sous-domaine relativement à la taille caractéristique de
l’obstacle rΓ

mation du champ incident, résolution du problème surfacique, évaluation du champ diffracté ; puis on tente
d’en dégager les principales tendances.

Approximation du champ incident
On présente en figure 3.11 l’évolution de l’erreur d’approximation multi-rayons du champ incident sur le
défaut pour 3 recouvrements de Γ (P = 8, P = 16 et P = 40). La distribution de l’erreur en fonction de θ est

109



−0.50 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6 6.5

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

·10−3

θ(degré)
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FIGURE 3.11 – Évolution de l’erreur d’approximation muti-rayons de l’onde incidente en fonction de θ sur le
cercle, pour plusieurs recouvrements.

P 0 3 4 6 8 10

er∞
ray(ui) 1,45×10−2 1,05×10−2 7,3×10−3 3,32×10−3 1,70×10−3 1,22×10−3

P 12 16 18 20 30 40

er∞
ray(ui) 8,32×10−4 3,77×10−4 2,78×10−4 2,17×10−4 1,90×10−4 1,79×10−4

TABLE 3.2 – Maximum d’erreur relative d’approximation multi-rayons du champ incident en fonction du
nombre de sous-domaines.

complexe, pour la décrire, on se concentre d’abord sur la courbe P = 8, pour laquelle le phénomène est le
plus marqué : l’erreur atteint un minimum local au centre de chaque sous-domaine, et augmente entre chaque
centre. On remarque de plus que la variation d’amplitude de l’erreur entre minima locaux diminue lorsque P
augmente.
On relève dans le tableau 3.2 le maximum d’erreur relative sur Γ due à l’approximation multi-rayons du champ
incident pour un nombre croissant de sous-domaines P. Lorsque P augmente, la taille des sous-domaines dimi-
nue et l’erreur globale décroît vers une asymptotique de l’ordre de 10−4, comme on l’observe sur la figure 3.12.
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FIGURE 3.12 – Évolution du maximum d’erreur relative d’approximation multi-rayons du champ incident en
fonction de P. Cas du disque de rayon rΓ = 0.75λ.
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Influence de l’erreur d’approximation du champ incident sur la solution du problème surfacique
On s’intéresse ici à la transmission de l’erreur relative d’approximation multi-rayons du champ incident à
la solution du problème de surface. On calcule, pour différents recouvrements de l’obstacle Γ, la solution
du problème surfacique pour un second membre exact et un second membre approché et on calcule l’erreur
relative entre ces deux solutions. Cette erreur est représentée en fonction de θ sur la figure 3.13 pour P = 8,
P = 16, P = 40. On remarque le même comportement oscillant que pour l’erreur relative du champ incident.
On relève dans le tableau 3.3 les erreurs relatives locales et globales de la solution du problème surfacique.
On gagne plus d’un ordre de grandeur sur la précision du calcul de la solution du problème surfacique entre le
cas P = 3 et P = 40. On illustre ce tableau sur la figure 3.14. Comme pour le champ incident, l’approximation
de la solution surfacique est d’autant meilleure que P augmente.
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FIGURE 3.13 – Évolution de l’erreur d’approximation de la solution au problème surfacique en fonction de θ

sur le cercle, pour plusieurs recouvrements.

P 0 3 4 6 8 10

er∞
ray(Ψ) 1,32×10−2 8,6×10−3 6,7×10−3 3,27×10−3 2,62×10−3 1,64×10−3

P 12 16 18 20 30 40

er∞
ray(Ψ) 1,22×10−3 6,08×10−4 4,72×10−4 3,61×10−4 2,57×10−4 2,19×10−4

TABLE 3.3 – Maximum d’erreur relative d’approximation de la solution du problème surfacique en fonction
du nombre de sous-domaines.
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FIGURE 3.14 – Évolution du maximum d’erreur relative d’approximation de la solution au problème surfacique
sur le cercle en fonction de P.
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Approximation du champ diffracté au récepteur
On termine enfin en s’intéressant à l’évolution de l’erreur d’approximation du champ diffracté en fonction
du nombre de sous-domaines du recouvrement. On relève le maximum et le minimum d’erreur relative
d’approximation du champ diffracté qui sont respectivement atteints à 5λ et à 105λ du barycentre de l’obstacle.
On rassemble ces mesures dans le tableau 3.4 et on visualise l’évolution du maximum et du minimum de
l’erreur d’approximation multi-rayons du champ diffracté sur la figure 3.15. Cette courbe permet ainsi de se
rendre compte de l’évolution de l’erreur en champ proche et en champ lointain.

P 0 3 4 6 8 10

max(er)∞
ray(u) 1,76×10−1 9,64×10−2 6,76×10−2 2,68×10−2 2,09×10−2 1,11×10−2

min(er)∞
ray(u) 1,44×10−4 1,54×10−5 3,12×10−6 1,26×10−5 9,93×10−6 1,80×10−6

P 12 16 18 20 30 40

er∞
ray(u) 8,00×10−3 5,77×10−3 5,33×10−3 5,01×10−3 4,24×10−3 4,58×10−3

er∞
ray(u) 2,15×10−6 2,46×10−6 1,13×10−6 2,41×10−6 6,74×10−6 8,31×10−6

TABLE 3.4 – Maximum et minimum d’erreur relative du champ diffracté pour différents recouvrements.

On constate une amélioration globale de la précision de l’approximation multi-rayons du champ diffracté
en champ proche lorsque P augmente. La précision de l’approximation du champ diffracté gagne un ordre
de grandeur par rapport au résultat de la méthode barycentrique (P = 0) pour P = 10, puis l’erreur diminue
encore de près d’un ordre lorsqu’on raffine la subdivision jusqu’à P = 40. En champ lointain, on observe une
amélioration globale d’un peu plus d’un ordre de grandeur de la précision du champ diffracté par rapport
à la méthode barycentrique, avec une précision minimale en champ lointain de 1,13× 10−6 pour P = 18.
La décroissance observée n’est cependant pas régulière et la précision se dégrade lorsque P est trop grand :
P ≤ 20. La figure 3.15 illustre le gain en précision qu’autorise la méthode multi-centres pour le calcul du
champ diffracté en champ proche, mais met aussi en relief que, pour P ≥ 20, il devient négligeable en champ
proche, alors que la précision se dégrade en champ lointain et le temps de calcul augmente quadratiquement
avec P, comme on le verra au chapitre 4.

On visualise enfin l’approximation multi-rayons du champ diffracté et son erreur relative par rapport à la
solution de référence calculée par la méthode de Nyström pour P = 8, P = 18 et P = 40 sur les figures 3.16,
3.17, 3.18.

0 5 10 15 20 25 30 35 40

10−6

10−5

10−4

10−3

10−2

10−1

P

er
∞ ra
y
(u
)

max
min

FIGURE 3.15 – Évolution du maximum et du minimum de l’erreur d’approximation multi-rayons du champ
diffracté en fonction de P. Cas du disque de rayon 0.75λ.
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FIGURE 3.16 – Carte de champ diffracté et erreur relative de l’approximation multi-rayons du champ diffracté
relativement à la solution exacte pour le disque de rayon 0.75λ, P = 8.

FIGURE 3.17 – Carte de champ diffracté et erreur relative de l’approximation multi-rayons du champ diffracté
relativement à la solution exacte pour le disque de rayon 0.75λ, P = 18.

FIGURE 3.18 – Carte de champ diffracté et erreur relative de l’approximation multi-rayons du champ diffracté
relativement à la solution exacte pour le disque de rayon 0.75λ, P = 40.

113



3.3.2 Méthode multi-centres et géométrie non strictement convexe : cas du cerf-volant

La méthode hybride s’applique dans sa version barycentrique et multi-centres à des géométries non
strictement convexes. On illustrera ici la méthode multi-centres pour le calcul de la diffraction par un
cerf-volant de taille caractéristique 1,5λ.

On mène ici la même étude d’erreur en fonction du nombre de sous-domaines du recouvrement que dans
le cas du cercle. La subdivision dans ce cas ne découpe pas l’obstacle en sous-domaines de taille égale. On
donne à titre indicatif, dans le tableau 3.5, le minimum et maximum du ratio rp/λ pour les recouvrements que
l’on utilise pour les expériences présentées ici.
La colonne P = 0 désigne par la suite les résultats relatifs à la méthode barycentrique.

P 4 8 10 12 16 18 20 30 40

max(rp/λ) 1,23 0,64 0,60 0,51 0,38 0,35 0,31 0,21 0,16

min(rp/λ) 0,68 0,19 0,26 0,12 0,1 0,0812 0,089 0,051 0,036

TABLE 3.5 – Tableau indicatif de la taille rp de chaque sous-domaine relativement à la longueur d’onde.

Approximation du champ incident
Pour étudier l’erreur d’approximation multi-rayons du champ incident en fonction de P, on relève d’abord
dans le tableau 3.6 l’erreur maximale sur Γ pour différents recouvrements, puis on visualise le comportement
de cette erreur sur la figure 3.19 pour trois configurations, P = 8, P = 16, P = 40. On trace enfin sur la figure
3.20 l’évolution du maximum d’erreur relative d’approximation multi-rayons du champ incident.
On observe une amélioration progressive de l’approximation lorsque le nombre de sous-domaines augmente.
En particulier, on gagne comme dans le cas du cercle deux ordres de grandeur dans la précision de l’approxi-
mation pour P = 40 relativement à l’approximation barycentrique. On remarque en outre sur la figure 3.19 le
même comportement de l’erreur que pour le cercle : l’erreur atteint des minima locaux aux centres de chaque
sous-domaine, mais la variation d’amplitude de l’erreur sur chaque demi sous-domaine s’atténue pour une
subdivision plus fine de l’obstacle.

P 0 3 4 6 8 10

er∞
ray(u

i) 1,33×10−2 1,12×10−2 9,32×10−3 4,97×10−3 2,55×10−3 1,89×10−3

P 12 16 18 20 30 40

er∞
ray(u

i) 1,43×10−3 7,19×10−4 5,37×10−4 4,31×10−4 2,05×10−4 1,87×10−4

TABLE 3.6 – Relevé des erreurs relatives maximales d’approximation multi-rayons du champ incident sur
l’obstacle pour différentes valeurs de P.

Approximation de la solution surfacique
On s’intéresse maintenant à la précision de la solution du problème surfacique suite à l’approximation du
champ incident. On calcule la solution de l’équation intégrale (2.55) pour un second membre exact et approché,
puis on mesure l’erreur relative entre les deux, er∞

ray(Ψ). On rassemble les maxima de cette erreur relative pour
différents raffinements du recouvrement dans le tableau 3.7. On superpose ensuite l’erreur relative ponctuelle
sur Γ pour P = 8, P = 16 et P = 40 sur la figure 3.21. On observe que cette erreur décroît avec le même
comportement que l’erreur d’approximation du champ incident. On trace enfin l’évolution du maximum
d’erreur relative d’approximation du champ incident sur Γ en fonction de P sur la figure 3.22 afin de visualiser
les résultats du tableau 3.7. On observe sur ce graphe une décroissance globale non linéaire de l’erreur lorsque
P augmente.

Approximation du champ diffracté
On s’intéresse enfin à l’influence de la subdivision de Γ sur la précision du calcul multi-rayons du champ
diffracté. On relève les maxima et minima d’erreur relative d’approximation du champ diffracté par rapport à
la solution de référence obtenue par BEM (méthode de Nyström ), qui sont souvent atteints respectivement
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FIGURE 3.19 – Évolution de l’erreur d’approximation du champ incident en fonction de θ sur le cerf-volant
pour P = 8, P = 16, P = 40.
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FIGURE 3.20 – Évolution du maximum de l’erreur relative d’approximation multi-rayon du champ incident
en fonction de P, cas du cerf-volant.
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FIGURE 3.21 – Évolution de l’erreur relative de la solution surfacique en fonction de θ sur le cerf-volant pour
P = 8, P = 16 et P = 40.

à 5λ et 105λ du barycentre de l’obstacle. Les résultats sont rassemblés dans le tableau 3.8 et on visualise
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P 0 3 4 6 8 10

er∞
ray(Ψ) 1,11×10−2 5,61×10−3 4,75×10−3 2,67×10−3 1,75×10−3 1,28×10−3

P 12 16 18 20 30 40

er∞
ray(Ψ) 1,06×10−3 6,18×10−4 5,13×10−4 4,22×10−4 1,65×10−4 1,65×10−4

TABLE 3.7 – Relevé des erreurs relatives maximales introduites sur la solution du problème surfacique par
l’approximation rayon du champ incident.
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FIGURE 3.22 – Évolution de l’erreur relative d’approximation de la solution de l’équation intégrale sur le
cerf-volant.

l’évolution du maximum et du minimum de l’erreur sur la figure 3.23. On observe une décroissance globale
de l’erreur d’approximation du champ diffracté à la fois en champ proche (max) et en champ lointain (min).
Plus précisément, en champ proche, l’erreur décroît d’un peu plus d’un ordre de grandeur puis atteint un
palier. Pour P ≤ 20, l’erreur décroît peu et se dégrade même légèrement à partir de P = 40. En champ lointain,
l’erreur se dégrade lorsque le partitionnement est insuffisant. En particulier, on ne remarque une amélioration
de l’erreur par rapport au calcul par méthode barycentrique qu’au delà de 10 sous domaines P ≤ 10. Sur la
portion P ≤ 10, l’erreur ne décroît pas strictement. On relève enfin un gain d’un peu moins d’un ordre de
grandeur par rapport à la méthode barycentrique pour P = 40, comme dans le cas du cercle. On visualise
enfin la carte de champ diffracté et son erreur relative sur la couronne pour P = 8, P = 18 et P = 40 sur une
couronne entre 5λ et 105λ respectivement sur les figures 3.24, 3.25 et 3.26.

P 0 3 4 6 8 10

max(er)∞
ray(u) 1,25×10−1 1,05×10−1 6,61×10−2 3,25×10−2 1,68×10−2 9,67×10−3

min(er)∞
ray(u) 7,17×10−6 7,08×10−3 3,17×10−5 8,07×10−6 1,76×10−5 4,15×10−6

P 12 16 18 20 30 40

er∞
ray(u) 6,99×10−3 4,67×10−3 4,27×10−3 4,08×10−3 3,95×10−3 4,11×10−3

er∞
ray(u) 4,05×10−6 6,85×10−7 2,39×10−6 1,63×10−6 1,00×10−6 9,01×10−7

TABLE 3.8 – Miminum et maximum de l’erreur relative de champ diffracté relativement à la solution BEM
pour différents P.
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FIGURE 3.23 – Évolution de l’erreur d’approximation multi-rayons du champ diffracté en fonction du nombre
P de sous-domaines du recouvrement P en le champ proche (5λ) et en champ lointain (105λ). Cas du
cerf-volant.

3.4 Conclusion de chapitre

Ce chapitre décrit le principe de la méthode multi-centres. On a introduit la notion de recouvrement et
développé un formalisme de calcul des champs incident et diffracté qui prend mieux en compte la géométrie
de l’obstacle diffractant tout en permettant de convertir l’approximation haute fréquence des champs incident
et diffracté sous forme de rayons. On a de plus illustré numériquement, sous la forme d’une preuve de concept,
les performances en terme de précision de cette version de la méthode hybride relativement à la méthode
barycentrique pour des configurations de diffraction par des obstacles de taille de l’ordre de la longueur d’onde
non nécessairement strictement convexes, en milieu homogène non-borné. On a observé d’une part un gain
intéressant en précision lorsqu’on augmente le nombre de sous-domaines du recouvrement. Il est cependant
important de retenir que cette décroissance n’est pas linéaire par rapport au nombre de sous-domaines du
recouvrement et au delà d’un nombre P de sous-domaines (P = 20 dans les expériences), le gain en précision
est relativement faible devant l’accroissement important du coût de calcul de la méthode.

Le travail résumé ici doit être poursuivi pour affiner la compréhension de la méthode multi-centres. D’une
part, il serait intéressant de réussir à dégager une règle de contrôle a priori de l’erreur en fonction du nombre
de sous-domaines. D’autre part, on pourrait tester l’influence sur la précision de la méthode multi-centres
d’autres types de recouvrement de l’obstacle en jouant sur deux notions : les fonctions de partition et la
distribution des centres sur l’obstacle. On pourrait en particulier envisager : une distribution non-uniforme des
centres sur l’obstacle, raffinée dans les zones de forte variation de courbure, afin de mieux tenir compte de la
géométrie de l’obstacle ou encore construire un recouvrement de Γ lié à son intersection avec un découpage
en quadtree ou octree du domaine de propagation dans l’optique d’une résolution accélérée de l’équation
intégrale (FMM ou H-Matrice).
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FIGURE 3.24 – Carte de champ diffracté approché et erreur relative pour le cerf-volant, P = 8

FIGURE 3.25 – Carte de champ diffracté approché et erreur relative pour le cerf-volant, P = 18

FIGURE 3.26 – Carte de champ diffracté approché et erreur relative pour le cerf-volant, P = 40
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Chapitre 4

Une accélération de la méthode hybride par
procédure online-offline

La méthode hybride proposée dans ce manuscrit a vocation à être utilisée pour la simulation de configura-
tions de CND réalistes. La méthode devra donc être adaptée pour permettre le calcul efficace de la réponse
d’une pièce de dimension 3 balayée par un grand nombre d’ondes incidentes haute fréquence en un grand
nombre de positions du capteur en réception. L’extension à la 3D est traitée au chapitre 5. On présente dans
ce chapitre la procédure d’accélération de la stratégie de couplage que nous avons retenue, dans le cadre de
l’acoustique 2D.

Basée sur une organisation online-offline de la chaîne de calcul du champ diffracté, elle est suffisamment
générique pour être adaptable à la dimension 3. On décrit la stratégie d’accélération pour la version barycen-
trique de la méthode de couplage, puis son adaptation à la méthode de couplage multi-centres. On s’attache
également à justifier le choix des différents paramètres de cette accélération et on conclut par quelques
illustrations de ses performances sur des expériences numériques.

Notations :
Avant toute chose, on rappelle quelques notations très utilisées dans ce chapitre, définies p.7-8. On fait d’une
part la distinction entre le produit matriciel noté ici × et le produit composante par composante noté .×.
On introduit d’autre part la notation ✶N pour désigner le vecteur ligne de taille N dont tous les coefficients
valent 1 et diag(A) pour définir la matrice diagonale construite à partir du vecteur A. On distingue enfin la
transposition hermitienne AH et la transposée AT de la matrice A.

4.1 Description de la procédure online-offline pour la méthode barycentrique

On a vu dans les chapitres précédents que l’introduction de l’opérateur de diffraction dans le calcul du
champ diffracté en champ lointain permet de séparer le traitement des effets de propagation et de diffraction.
Dans le cadre de validité de l’hypothèse de champ lointain (chapitre 2), on caractérise l’obstacle par son
barycentre yc et un coefficient de diffraction haute fréquence, R . La stratégie de couplage barycentrique fait
alors appel d’une part à la méthode des rayons pour calculer la propagation ultrasonore entre le voisinage
du défaut, réduit à son barycentre, et les transducteurs émetteurs et récepteurs et d’autre part à la méthode
des équations intégrales pour prendre en compte de façon précise les effets de la diffraction par d’éventuels
obstacles en champ proche. L’expression du champ diffracté au point d’observation xr obtenu par la méthode
barycentrique pour la source en émission xs s’écrit,

u(xr;ω) =
(

Ar(xr;yc)e
ikφr(xr;yc)

)
R (r̂, ŝ;ω)

(
As(yc;xs)e

ikφs(yc;xs)
)
. (4.1)

Dans cette expression, le calcul des effets de la propagation par la méthode des rayons est de façon générale
moins coûteux que celui du coefficient de diffraction qui requiert la résolution d’un système linéaire plein dans
un régime haute fréquence. On envisage accélérer le calcul du champ diffracté par une procédure online-offline
qui vise à réorganiser en deux étapes l’évaluation des différents facteurs de (4.1). Lors d’une étape amont,
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appelée étape offline, on pré-calcule et stocke R pour un ensemble de directions d’incidence et d’observation
prédéfinies. Durant l’étape online, on utilise les informations de la configuration de contrôle sur la position de
la source et du récepteur pour calculer les termes de propagation, et en particulier les directions d’incidence et
d’observation online, puis on calcule les coefficients de diffraction des obstacles dans ces directions online
par interpolation des termes précalculés.

On va dans la suite de cette section décrire la méthode d’accélération pour une configuration de diffraction
(en milieu non-borné homogène) comportant un ensemble de Nr récepteurs et Ns sources disposés autour du
défaut, et un objet diffractant unique de fontière Γ, à fréquence fixée. On commencera par reformuler (4.1) de
façon matricielle puis on se concentrera sur la méthode d’approximation et d’interpolation du coefficient de
diffraction. Enfin on donnera l’algorithme d’évaluation par la méthode barycentrique accélérée.

4.1.1 Reformulation matricielle du calcul du champ diffracté et complexité numérique

On reprend ici l’expression (4.1) pour exprimer le champ diffracté calculé par la méthode barycentrique
en Nr points d’observation lorsqu’on dispose de Ns sources et on donne les notations qui nous seront utiles
dans la suite. On note xr ∈R

2×Nr et xs ∈R
2×Ns respectivement les vecteurs des positions des récepteurs et des

sources. On écrit (4.1) sous forme du produit matriciel,

u(xr;ω) = [diag(AR(xr;yc))]Db [diag(AI(yc;xs))] ∈ C
Nr×Ns , (4.2)

où on note AR(xr;yc) et AI(yc;xs) les vecteurs des amplitudes complexes de propagation rayon respectivement
des champs diffractés et incidents et Db ∈ C

Nr×Ns désigne la matrice de diffraction de l’obstacle Γ. On définit
les amplitudes complexes de propagation rayon, en reprenant les notations de la partie 2.1 par :

AR(xr;yc) =
(

Br(x(t)r ;yc)
)

t
∈ C

Nr×1, AI(yc;xs) =
(

Bs(yc;x(l)s )
)

l
∈ C

Ns×1, (4.3)

où on note x(l)s et x(t)r respectivement les vecteurs des coordonnées de la l-ième source et du t-ième récepteur,

et on rappelle que Bs(yc;x(l)s ) = As(yc;x(l)s )eikφs(yc;x(l)s ) et Br(x(t)r ;yc) = Ar(x(t)r ;yc)eikφr(x(t)r ;yc) où les couples

amplitude-phase (Ar(x(t)r ;yc),φ
r(x(t)r ;yc)) et (As(yc;x(l)s ),φs(yc;x(l)s )) caractérisent respectivement le rayon dif-

fracté reçu par le t-ième récepteur et le rayon incident émis par la l-ième source. Ici, diag(AR(xr;yc)) désigne
la matrice diagonale dont les termes diagonaux sont égaux aux coefficients du vecteur AR. Les grandeurs
caractérisant la propagation rayon des champs incidents et diffractés sont calculés par la méthode des rayons.

La matrice complexe Db est associée à l’évaluation de l’opérateur R en chaque couple de direction
(r̂t ,ŝl)1≤t≤Nr,1≤l≤Ns ,

Db =
(

Db[t,l] = R (r̂t ,ŝl;ω)
)

1≤t≤Nr, 1≤l≤Ns

(4.4)

où on rappelle que (r̂t)1≤t≤Nr et (ŝl)1≤l≤Ns désignent respectivement les directions de propagation au point yc

des rayons diffractés et incidents. Le calcul de la matrice Db dépend des directions d’incidence et d’observation
pour lesquelles elle est évaluée, de la géométrie du défaut et de la fréquence, et ne requiert pas la connaissance
de la position de la source et du récepteur. L’évaluation du coefficient de diffraction représente toutefois
l’étape la plus coûteuse dans l’évaluation du champ diffracté. On rappelle que l’opérateur de diffraction est
défini comme la fonction de deux variables :

R :S×S→ C

(r̂,ŝ)→
√

−ik

8π

∫
Γ

e−ikr̂·(y−yc) (1+ν(y) · r̂) ψ(y; ŝ)dS(y),
(4.5)

où S est le disque unité et ψ(.; ŝ) est la solution du problème surfacique équivalent au problème de diffraction
par Γ d’une onde incidente plane de direction de propagation ŝ dans l’espace libre :

1
2

ψ(x; ŝ)+
∫

Γ
(

∂G

∂ν(y)
− ikG)(x,y)ψ(y; ŝ)ds(y) =−eikŝ·(y−yc), ∀y ∈ Γ. (4.6)

120



Chaque composante de la matrice Db nécessite donc la résolution d’un problème intégral de surface et
l’évaluation d’une intégrale. De plus, le calcul numérique de l’intégrale (régulière) de champ lointain est
réalisé par la règle des trapèzes, soit

R (r̂t ,ŝl;ω)≃
√

−ik

8π

2π

Nd

Nd

∑
m=1

e−ikr̂t ·(ym−yc) (ν(ym) · r̂t +1)ψ(ym; ŝl). (4.7)

où on note Nd le nombre de points de quadrature (ym) sur Γ. Afin de reformuler la chaîne de calcul de la
matrice de diffraction de façon matricielle, on note KBEM la matrice d’assemblage dont chaque composante
évalue le noyau de la formule de représentation intégrale pondéré par le poids de la quadrature en un point de
quadrature donné. On renvoie le lecteur à (1.4.5.1) pour plus de détails sur l’expression de cette matrice. Cette
matrice est obtenue avec un coût d’assemblage en O(N3

d ). On décompose maintenant (4.7) sous forme d’un
produit matriciel en introduisant les matrices PWr ∈ C

Nd×Nr et PWi ∈ C
Nd×Ns ,

PWr[ j,t] = e−ikr̂t ·(y j−yc), PWi[ j,l] = eikŝl ·(y j−yc),

définies comme l’évaluation des ondes planes dont les directions de propagation sont respectivement r̂1, .., r̂Nr

et ŝ1, .., ŝNs aux degrés de liberté de Γ ainsi que les matrices Mr ∈ R
Nd×Nr , et Ψ = K−1

BEM(−PWi) ∈ C
Nd×Nd ,

Mr[ j,t] =

√
−ik

8π

2π

Nd
(ν(y j) · r̂t +1) , Ψ[ j,l] = ψ(y j; ŝl),

qui évaluent respectivement aux points de quadrature sur le défaut les coefficients de la matrice Mr issus du
choix de la formulation intégrale et la solution du problème intégral de surface discret associé aux rayons
incidents (Ψ(.; ŝl))l . On évalue le coefficient R (r̂t , ŝl;ω) par

R (r̂t ,ŝl;ω) = (PWr(: ,t) .×Mr(: ,t))
T Ψ(: ,l),

et à l’aide du produit matriciel composante par composante .×, en utilisant le fait que Ψ = K−1
BEM (−PWi), on

évalue la matrice Db par :
Db = (PWr .×Mr)

T K−1
BEM (−PWi). (4.8)

En pratique, pour calculer (4.2) on n’évalue pas directement (4.8). On introduit le vecteur ligne de 1 de taille
N, ✶N , et on réécrit le produit des matrices diagonales avec Db :

u(xr;ω) = [(AR(xr;yc)×✶Nd ) .× (PWr .×Mr)
T ]K−1

BEM [−PWi .× [AI(yc;xs)×✶Nd ]
T ]. (4.9)

pour tirer profit de la différence de taille entre les matrices et diminuer le coût d’évaluation : les produits entre
les matrices diagonales et Db de (4.2), dont la complexité de calcul en O(N2

r Ns +N2
s Nr), sont remplacés par

des produits composantes par composantes et deux produits matrice-matrice de matrices plus petites, dont la
complexité est en O(Nr Ns Nd +Ns N2

d ). La réécriture (4.9) de (4.2) permet donc de réduire drastiquement le
coût d’évaluation du champ diffracté. C’est cette expression que l’on a implémentée pour le calcul numérique
du champ diffracté et les mesures de temps de calcul. Cette expression fait en outre apparaître une certaine
symétrie dans les calculs.

Afin de quantifier ultérieurement l’intérêt de l’accélération online-offline, on fait une étude de la complexité
du calcul du champ diffracté sans accélération et par la procédure online-offline. On précise que l’on choisit
ici de résoudre numériquement le système linéaire par descente remontée à partir d’une factorisation LU. On
rassemble dans le tableau 4.1 les résultats de l’étude de la complexité du calcul numérique du champ diffracté
(4.9). Pour estimer la complexité de calcul de chaque composante de AR et de AI, dans une situation générale
(de propagation en milieu hétérogène), on introduit le nombre de pas de temps Nt du système de tracé de
rayon. Pour simplifier la présentation, on réécrit (4.9) :

u(xr;ω) = Tr K−1
BEM Ts,

avec Tr = [P1
r .× P2

r ], Ts = [−PWi .× Ps],

et P1
r = (AR(xr;yc)×✶Nd ), P2

r = (PWr .×Mr)
T , Ps = [AI(yc;xs)×✶Nd ]

T ,.

(4.10)
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TABLE 4.1 – Détail de la complexité de calcul du champ diffracté u(xr;ω) obtenu par (4.9).

Étapes du calcul Complexité

(1) Calcul directions (r̂t)t∈[1:Nr]
,(ŝl)l∈[1:Ns]

O(Nr +Ns)

(2) Assemblage KBEM O(N3
d )

(3) Factorisation LU de KBEM O(1
3 N3

d )

(4) Assemblage PWi O(Ns Nd)

(5) Assemblage PWr O(Nr Nd)

(6) Assemblage Mr O(Nr Nd)

(7) Assemblage P2
r = (PWr .× Mr)

T O(Nr Nd)

(8) Calcul AR, AI O((Nr +Ns)Nt)

(9) Calcul P1
r = (AR(xr;yc)×✶Nd ) O(Nr Nd)

(10) Calcul de Ps = (AI(yc;xs)×✶Nd )
T O(Ns Nd)

(11) Produit Tr = P1
r .× P2

r O(Nr Nd)

(12) Produit Ts =−PWi .× Ps O(Ns Nd)

(13) Descente-remontée : Ψ = K−1
BEM Ts O(Ns N2

d )

(14) Produit Tr Ψ O(Nr Ns Nd)

Coût total du calcul de u(xr;ω) :
O( Nr Ns Nd +Ns

(
N2

d +3Nd +Nt +1
)

+Nr (5Nd +Nt +1)+
4
3

N3
d )

La complexité du calcul du champ diffracté u(xr;ω) dans le tableau 4.1 est obtenue en supposant que la
matrice KBEM et sa factorisation LU sont calculées une seule fois puis stockées, afin de réaliser le calcul de la
matrice Ψ par descente-remontée avec une complexité de O(N2

d Ns). Le coût total Cnacc
b du calcul du champ

diffracté au récepteur dans ce cas est de

Cnacc
b = O

(
Nr Ns Nd +Ns

(
N2

d +3Nd +Nt +1
)
+Nr (5Nd +Nt +1)+

4
3

N3
d

)
.

Le calcul des amplitudes de propagation rayon des champs incident et diffracté a un coût linéaire en Ns et
Nr (O(Nd Nt (Nr +Ns)). Les étapes les plus coûteuses sont les étapes (12) et (13) de descente remontée et du
produit TrΨ induites par le calcul du coefficient de diffraction qui nécessite la résolution du système linéaire
et le produit de deux matrices pleines (voir (4.10)). L’idée de la procédure online-offline est de découpler les
directions en lesquelles est évalué l’opérateur R de la position de la source et du récepteur afin de diminuer
le coût de calcul des étapes (12) et (13) (tableau 4.1) et donc de diminuer le coût d’évaluation du champ
diffracté.

Pour cela on se donne un ensemble prédéfini de ns et nr directions d’incidence et de diffraction
(d̂ j

r ,d̂l
s)( j,l)∈[1:nr]×[1:ns] tel que ns < Ns, nr < Nr et on calcule la matrice, notée Doff

b , des évaluations de l’opéra-
teur R en chacun de ces couples de direction. Cette matrice, appelée matrice de diffraction offline, est stockée
afin d’être réutilisée ensuite pour calculer la matrice d’approximation de Db dans les directions du problème,
notée Don

b (appelée matrice de diffraction online), par interpolation. Dans le cas de sources et de récepteurs
multiples, le calcul de la matrice de diffraction par interpolation sera alors beaucoup moins coûteux que par
calcul direct. La matrice des coefficients de diffraction est une fonction continue de deux variables. On aurait
donc pu envisager approcher le coefficient de diffraction par une méthode naïve basée sur son développement
limité autour de chaque direction prédéfinie, mais pour garantir une bonne précision de l’approximation on a
choisi de l’interpoler à partir d’une approximation de rang faible en faisant appel à sa SVD.
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4.1.2 Approximation de rang faible et interpolation pour le calcul de la matrice de diffrac-
tion

On détaille dans ce paragraphe la stratégie d’interpolation choisie pour calculer l’approximation Don
b

de la matrice de diffraction Db dans les directions d’incidence et d’observation du problème (r̂1, . . . ,r̂Nr , et
ŝ1, . . . ŝNs) à partir de la matrice Doff

b précalculée offline pour l’ensemble des couples de directions prédéfinies
(d̂1

r , . . . ,d̂
nr
r , et d̂1

s , . . . d̂
ns
s ). En particulier, on commence par rappeler ce qu’est une décomposition en valeurs

singulières d’une fonction de deux variables, puis on résume quelques résultats sur leur approximation de
rang faible. On termine enfin en détaillant le principe de l’approximation de rang faible utilisée dans la phase
online de la procédure d’accélération proposée.

Décomposition en valeurs singulière d’une matrice. On définit la décomposition en valeurs singulières
(SVD) d’une matrice A ∈ C

m×n, comme la factorisation

A =U SV H , U ∈ C
m×p, V ∈ C

n×p, S ∈ R
p×p. (4.11)

Les matrices U et V sont orthogonales et leurs colonnes sont respectivement les vecteurs propres de AAH et
AHA. La matrice diagonale S = diag(si) ∈ R

p×p est définie de manière unique à partir des valeurs singulières
de A, notées par ordre décroissant s1 ≥ s2 ≥ ·· · ≥ sp ≥ 0. Ce résultat de décomposition est dû à Eckart et
Young (1936). On appelle les colonnes des vecteurs U et V respectivement vecteurs singuliers à gauche et à
droite de A et les racines carrés des valeurs singulières sont valeurs propres de la matrice A.

Décomposition en valeurs singulière d’une fonction de deux variables. On rappelle ici un résultat généra-
lisant (4.11) pour la représentation de fonctions de deux variables, exposé dans Rokhlin et Yarvin (1996) et
Griebel et Harbrecht (2014).

Théorème 4.1.1. Soit la fonction K : Ω1 ×Ω2 → C, K ∈ L2(Ω1 ×Ω2), il existe deux suites de fonctions
ui : Ω1 → C, ui ∈ L2(Ω1) et vi : Ω2 → C, vi ∈ L2(Ω2) et une suite réelle non négative si où i = 1, · · · ,∞ telles
que

K(x,t) =
∞

∑
i=1

ui(x)si vi(t) (4.12)

où s1 ≥ s2 ≥ ·· · ≥ sp ≥ 0.

Cette décomposition permet de représenter une fonction de deux variables de carré intégrable sous la
forme d’une série de produits de fonctions à variables séparées. En tronquant les valeurs singulières plus
petites qu’un certain seuil choisi, on construit l’approximation de rang fini de K,

Kp(x,t) :=
p

∑
i=1

ui(x)si vi(t), (4.13)

qui approche K avec une erreur,

‖K(x,t)−Kp(x,t)‖L2(Ω1×Ω2)
=

√
∞

∑
i=p+1

si. (4.14)

Interpolation de l’approximation de rang faible de l’opérateur de diffraction. La démarche décrite ici
correspond à l’algorithme proposé par [Rokhlin (1990), p.17] pour l’approximation de la décomposition en
valeurs singulières d’un opérateur intégral, que l’on applique à l’opérateur de diffraction R : (r̂, ŝ) ∈ S×S→
R (r̂, ŝ) ∈ C.

Comme justifié en annexe E, l’opérateur de diffraction est une fonction L2(S×S), par conséquent d’après
le théorème 4.1.1 elle peut être décomposée sous la forme d’une série de fonctions à variables séparées (4.12)
que l’on approche par troncature par (4.13),

R (x̂,ŷ) =
M

∑
l=0

sl fl(x̂) gl(ŷ)+ εM, εM −→
M→∞

0, (4.15)
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où l’ordre de troncature est déterminé en fonction de la précision désirée. Les fonctions ( fl(x̂))1≤l≤M et
(gl(ŷ))1≤l≤M (Griebel et Harbrecht (2014)) sont définies comme les fonctions singulières respectivement à
droite et à gauche de l’opérateur intégral S de noyau R ,

S : L2(S)→ L2(S)

u → (Su) : y →
∫
S

R (x,y) u(x)dx,

et les sl ses valeurs singulières. Cette propriété est l’outil de base de la procédure d’accélération.
L’idée dans l’algorithme proposé par Rokhlin (1990) est de tirer profit de la représentation à variables

séparées de R (4.15), pour évaluer cet opérateur en un grand nombre de couples de directions (r̂,ŝ) à moindre
coût. Le principe de cette procédure compte 4 étapes. On évalue d’abord R en un petit nombre de directions
prédéfinies (d̂ j

r )1≤ j≤nr ,(d̂
i
s)1≤i≤ns pour construire la matrice de diffraction offline Doff

b ∈ C nr×ns . On réalise
ensuite la décomposition en valeurs singulières de Doff

b ,

Doff
b = F Λ ḠH ,

avec F ∈C
nr×p, Λ ∈R

p×p, et G ∈C
ns×p. On construit les approximations continues des fonctions singulières

de l’opérateur R comme les fonctions d’interpolation polynomiales f̃l et g̃l de fl et gl , respectivement vecteurs
colonnes des matrices singulières F et G. On a le choix de la méthode d’interpolation. On pourrait utiliser une
interpolation de Lagrange avec des points d’interpolation choisis comme zéros des polynômes de Tchebyshev
pour d’éviter les instabilités de Runge, cependant on fait le choix d’une interpolation de Tchebyshev. En
effet, on rappelle en outre que les sommes partielles de la série Tchebyshev fournissent une approximation
polynomiale asymptotiquement optimale d’une fonction h suffisamment régulière Sommariva et al. (2007),

h(x) =
Q

∑
n=0

cn(h)Πn(x), −1 ≤ x ≤ 1, avec





cn(h) =
2
π

∫ 1

−1

1√
1− t2

Πn(t) fl(t)dt, n > 0.

c0(h) =
1
π

∫ 1

−1

1√
1− t2

Πn(t) fl(t)dt,

(4.16)

où on note Πn les polynômes de Tchebyshev. Les fonctions f̃l , et g̃l approchent de façon continue les fonctions
singulières de l’opérateur R et fournissent donc une approximation analytique de l’approximation de rang
faible de R pour tout couple (x̂, ŷ) :

R (x̂,ŷ)≈
M

∑
l=0

λl f̃l(x̂) g̃l(ŷ). (4.17)

Finalement, cette stratégie revient à interpoler l’approximation de rang faible de la matrice de diffraction offline
Doff

b ∈ C
nr×ns dans les directions d’intérêt, Rokhlin et Yarvin (1996). La précision de cette approximation

dépend de l’ordre M de troncature et de la précision de la méthode d’interpolation choisie. Le lecteur intéressé
pourra se référer à Griebel et Harbrecht (2014) pour une étude précise sur les critères qui permettent de choisir
l’ordre de troncature de la série à précision donnée en fonction de la régularité Lp de la fonction à approcher
(ici R ).

On décrit maintenant le détail de l’algorithme d’approximation de l’opérateur R par SVD.

4.1.3 Algorithme de résolution par la procédure online-offline et complexité numérique

On donne dans ce paragraphe l’algorithme de calcul du champ diffracté par la méthode barycentrique
accélérée et on analyse le gain en terme de coût de calcul que cette accélération engendre. L’algorithme
s’inspire de [Rokhlin (1990), p.17], mais en diffère sur la méthode d’interpolation des fonctions singulières.
Alors que Roklin et al. réalisent une interpolation de Lagrange, on réalise ici une interpolation par quadrature
de Tchebyshev.

Algorithme
Étapes offline :
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1. Choix de la formulation intégrale,

2. Lecture du maillage de l’obstacle,

3. Calcul de la position du barycentre de l’obstacle,

4. On se donne ns et nr, respectivement nombre de directions offline des rayons incidents et diffractés.

5. Calcul des directions d’incidence et d’observation offline, (d̂ j
r ) et (d̂i

s). On calcule les nr et ns zéros
des polynômes de Tchebyshev dans l’intervalle [−1,1], notés : (t j

r )1≤ j≤nr et (t j
s )1≤ j≤ns . On définit la

distribution des directions angulaires sur [0,2π], (θi
s)i, (θ

j
r) j à partir de la distribution des zéros par

l’homothétie h : t ∈ [−1,1]→ πt +π, puis on calcule la distribution des directions offline sur la sphère
unité : d̂ j

r = (cos(θ j
r),sin(θ j

r))T , d̂ j
s = (cos(θ j

s),sin(θ j
s)).

6. Choix de la base d’interpolation Πr
n et Πs

n : ici les polynômes de Tchebyshev,

7. Évaluation des matrices d’ondes planes PWr ∈ C
Nd×nr et PWi ∈ C

Nd×ns .

8. Évaluation de la matrice Mr ∈ R
Nd×nr en fonction du choix de la formulation intégrale.

9. Assemblage de KBEM ∈ C
Nd×Nd et calcul des matrices triangulaires supérieure L et inférieure U de sa

factorisation LU,

10. Résolution des systèmes linéaires par descente-remontée : calcul de ψ = K−1
BEM[−PWi],

11. Évaluation de l’opérateur de diffraction Doff
b = (R (d̂rt ,d̂sl ))(t,l)=[1:nr]×[1:ns] dans les directions offline

prédéfinies.
Doff

b = [PWr .× Mr]
T ψ

12. Calcul des grandeurs utiles à l’interpolation.
L’interpolation n’est pas réalisée sur la matrice Doff

b directement mais sur une matrice A∈C
nr×ns obtenue

à partir de Doff
b pondérée coefficients par coefficients par les poids de la quadrature de Tchebyshev,

[algorithme Rokhlin et Yarvin (1996), p.17].

• On calcule d’abord les vecteurs Wr ∈R
nr×1 et Ws ∈R

ns×1 d’évaluation du poids lié à l’interpolation

de Tchebyshev en chaque nœud tr/s : Ws/r[ j] = 1/
√

1− (t j
r/s)

2.

• On construit ensuite la matrice A ∈C
nr×ns : A[t,l] = Doff

b [t,l])
√

Wr[t]Ws[l]. Pour optimiser le coût
de calcul, on évalue A par :

A = [
√

Wr✶ns ] .× Doff
b .× [

√
Ws✶nr ]

T

SVD et calculs pré-interpolation :

• On décompose A en valeurs singulières : A = F Λ ḠT , où F = [Fik] ∈C
nr×M , et G = [Gik] ∈C

ns×M

sont respectivement les matrices des M premiers vecteurs singuliers à droite et à gauche de A et
Λ ∈ R

M×M est la matrice des M premières valeurs singulières (λl)l de A.

• Construction des matrices F̂ et Ĝ définies à partir de F et G par,

F̂( j,i) =
F( j,i)√

Wr[ j]
, Ĝ( j,i) =

G( j,i)√
Ws[ j]

Étapes online :

1. Lecture des paramètres du problème : position des sources et des récepteurs,

2. Calcul des directions des rayons interagissant avec le défaut (r̂t)1≤t≤Nr , (ŝl)1≤l≤Ns et de leur grandeurs
caractéristiques (Ar

t ,φ
r
t ), (A

s
l ,φ

s
l ), à partir de la position des sources et des récepteurs.
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3. Évaluation des fonctions de base dans les directions online liées aux positions des sources et des
récepteurs (r̂t ,ŝl)(t,l) pour l’interpolation :

Πs =
(

Πs
k(t(ŝl))/

√
1+(t(ŝl))2

)
k,l

∈ R
ns×Ns ,

Πr =
(

Πr
k(t(r̂t))

√
1+(t(r̂t))2

)
k,t

∈ R
nr×Nr , où

{
S→ [−1;1],

x̂ → t(x̂)
.

4. Interpolation des vecteurs singuliers dans les directions (r̂t ,ŝl)(t,l) :

• Calcul des matrices d’interpolation des fonctions singulières F̃ =
(

f̃k(r̂t)
)
∈ C

Nr×M et G̃ =
(

g̃k(ŝl)
)
∈ C

Ns×M :

chaque colonne évalue l’approximation des fonctions singulières de A dans les directions online.
Pour tout k ∈ [1,M], on évalue f̃k en r̂t en interpolant le vecteur F̂(: ,k) sur la base des polynômes
de Tchebyshev Πr

n par

f̃k(r̂t) =
nr

∑
n=0

C(F̂)[n,k]
Πr

n(t(r̂t))√
1+(t(r̂t))2

= Πr(: ,t)T C(F̂)(: ,k),

où la matrice des poids de l’interpolation C(F̂) ∈ C
nr×M sont obtenus par résolution du système

F̂ = Πr
quadC(F̂),

où on définit Πr
quad =

(
Πr

n(t(d̂
j
r ))/

√
1+ t(d̂ j

r )2
)

n, j
∈ R

nr×nr . On réécrit donc matriciellement :

F̃ = ΠT
r C(F̂).

On obtient de la même façon G̃ = ΠT
s C(Ĝ), où C(Ĝ) ∈ C

ns×M est solution du système

Ĝ = Πs
quadC(Ĝ),

où on définit Πs
quad =

(
Πs

n(t(d̂
j
s )/

√
1+ t(d̂ j

s )2
)

n, j
∈ R

ns×ns .

• On évalue ensuite la matrice de diffraction dans les directions online, Don
b (4.17) : Don

b = F̃ Λ G̃H

5. Reconstruction du champ diffracté par le produit matrice vecteur (4.9) :

u(xr;ω) = [AR(xr;yc)×✶Ns ] .× [Don
b ] .× [AI(yc;xs)×✶Nr ]

T ], (4.18)

que l’on calcule en pratique pour tirer profit de l’approximation de rang faible sous la forme :

u(xr;ω) = [(AR(xr;yc)×✶M).× F̃ ] [Λ] [G̃H .× [AI(yc;xs)×✶M]T ], (4.19)

Complexité de calcul du champ diffracté par la méthode barycentrique accélérée
On s’intéresse maintenant à la complexité de calcul de la méthode barycentrique accélérée par la procédure
online-offline. On rassemble dans les tableaux 4.2 et 4.3 les nombres d’opérations nécessaires à l’évaluation
du champ diffracté en les Nr récepteurs, lorsque Ns sources sont impliquées dans l’expérience de contrôle.

L’étape offline a une complexité de calcul Coff
b en

Coff
b = O

(
4
3

N3
d +nsN

2
d +9n3

s +4n2
r ns +8nr n2

s +ns nr (Nd +1)+ns(N
2
d +Nd +M+2)

+nr(3Nd +M+2)
)

qui est indépendante de Nr et Ns. Le coût de calcul de cette étape est par conséquent fixé. On souligne qu’elle
englobe les opérations de résolution du problème surfacique discret et les opérations de SVD et de pré-calcul
des quantités utiles à l’interpolation. Le coût de calcul de l’étape online s’évalue en

Con
b = O

(
Nr Ns M+Nr(Nt +1+nr +M nr +2M)+Ns(1+Nt +ns +M ns +2M+M2)

+(n2
r +n2

s )M+1/3(n3
r +n3

s )
)
.
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TABLE 4.2 – Détail de la complexité de calcul des étapes offline de la méthode barycentrique accélérée par
procédure online-offline.

Étapes offline

Étapes du calcul Complexité

(1) Calcul des directions prédéfinies O(ns +nr)

(2) Évaluation de PWr et PWi O(Nd(ns +nr))

(3) Évaluation de Mr O(Ndnr)

(4) Assemblage de KBEM O(N3
d )

(5) Factorisation LU de KBEM O(1
3 N3

d )

(6) Évaluation de Ψ par descente remontée O(ns N2
d )

(7) Évaluation de [PWr .× Mr]
T O(Nd nr)

(8) Calcul Doff
b = [PWr .× Mr]

T Ψ O(ns nr Nd)

(9) Calcul de Wr et Ws O(ns +nr)

(10) Construction de A O(ns nr)

(11) SVD de A O(4n2
r ns +8nrn2

s +9n3
s )

(12) Calcul de F̂ et Ĝ O(M(ns +nr))

Total d’opérations :
O(

4
3

N3
d +nsN

2
d +9n3

s +4n2
r ns

+8nr n2
s +ns nr (Nd +1)

+ns(N
2
d +Nd +M+2)+nr(3Nd +M+2) )

TABLE 4.3 – Détail de la complexité de calcul des étapes online de la méthode barycentrique accélérée par
méthode online-offline pour l’évaluation de (4.19).

Étapes online (4.19)

Étapes du calcul Complexité

(1) Calcul de (r̂ j,ŝi) j,l O(Nr +Ns)

(2) Évaluation de AI et AR O(Nt(Ns +Nr))

(3) Calcul AI×✶M et AR×✶M O(M (Nr +Ns))

(4) Calcul base d’interpolation Πr et Πs O(ns Ns +nr Nr)

(5) Calcul C(F̂) et C(Ĝ) O(1/3(n3
r +n3

s )+(n2
r +n2

s )M)

(6) Évaluation de F̃ et G̃ O(Nr M nr +Ns M ns)

(7) Produit (AR×✶M).× F̃ O(M Nr)

(7) Produit (G̃H .× (AI×✶M)T ) O(M Ns)

(8) Calcul u(xr;ω) O(Nr Ns M+M2 Ns)

Coût total online :

O(Nr Ns M+Nr(Nt +1+nr +M nr +2M)

+Ns(1+Nt +ns +M ns +2M+M2)

+1/3(n3
r +n3

s )+(n2
r +n2

s )M).

Cette étape englobe les opérations de calcul des grandeurs caractérisant les rayons, mais aussi l’opération
d’interpolation et de calcul du champ diffracté par la formule (4.19).

Pour comprendre l’intérêt de la procédure online-offline, on compare le comportement asymptotique
de la complexité totale de la méthode barycentrique non accélérée Cnacc

b et celle de la méthode accélérée
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Cacc
b = Con

b +Coff
b . On calcule donc la différente des complexités de calcul du champ diffracté :

(Cacc
b −Cnacc

b ) =NsNr(M−Nd)+Ns
(
ns(1+M)+2M+M2 − (N2

d +3Nd)
)

+Nr (nr(1+M)+2M−5Nd)+1/3(n3
r +n3

s )+(n2
r +n2

s )M+Con
b .

(4.20)

Asymptotiquement par rapport à Ns et Nr, cette différence a un comportement quadratique négatif lorsque
M ≤ Nd . En pratique, c’est toujours le cas : M n’excède pas 30, alors que le nombre de points de quadrature
Nd est souvent bien supérieur. Cette étude de la complexité de calcul met en lumière l’intérêt de la procé-
dure online-offline lorsque le nombre de sources et de récepteurs devient grand. Cependant si le nombre
de points n’est pas suffisant la méthode online-offline peut devenir plus coûteuse que la méthode non-accélérée.

Dans la prochaine section on présente les résultats de mise en œuvre numérique de la procédure d’ac-
célération et on les compare à ceux de la méthode barycentrique non accélérée. On met ainsi en évidence
l’accélération mais on illustre aussi le rôle des différents paramètres de la méthode : le rang M de l’approxi-
mation de rang faible, les nombres de directions prédéfinies ns et nr.

4.2 Illustration de l’accélération de la méthode barycentrique et choix des
paramètres

On illustre ici les performances de l’accélération online-offline de la méthode hybride de résolution dite
barycentrique par expérience numérique et on teste l’influence de ses différents paramètres sur la précision de
l’interpolation.

On considère une configuration adimensionnée de diffraction en milieu non borné. On prend pour obstacle
diffractant Γ un disque de diamètre λ éclairé par un ensemble de Ns sources cylindriques réparties sur un cercle
de rayon 1200λ centré au barycentre yc de l’obstacle. Le milieu de propagation est supposé homogène et non
borné. On calcule le champ diffracté en un ensemble de Nr points d’observation xr uniformément distribués
sur un cercle de rayon 1000λ centré en yc. On impose aux sources et aux points d’observation d’être aussi
éloignés du défaut afin de garantir une approximation rayon des champs incident et diffracté de l’ordre de
10−3. Au cours de l’expérience numérique, on mesure le temps de calcul du champ diffracté successivement
pour des valeurs croissantes des nombres de source Ns et de récepteurs Nr et on étudie l’influence du choix
des nombres de directions offline ns et nr et du rang M de la décomposition de rang faible de R (4.17) sur la
précision de l’interpolation. On a ici choisi Ns = Nr =: N ∈ [100;10000], on suppose ns = nr = n ∈ [10;50],
et M ∈ [9;50]. On discrétise enfin l’obstacle diffractant en Nd = 100 éléments.

4.2.1 L’accélération

On rassemble dans le tableau 4.4 la mesure des temps de calcul du champ diffracté par la méthode
barycentrique. Les calculs sont réalisés sur un ordinateur portable à 1 processeur Intel CoreTM i5−4310U à
2×2GHz, équipé de 7,7Go de RAM utilisant le système d’exploitation Linux Mint 17.3 Cinnamon 64-bit.
On trouve dans la première colonne, nommée tnacc, le temps de calcul du champ diffracté par la méthode
barycentrique non accélérée, puis, dans les 6 colonnes rassemblées sous tacc le temps de calcul du champ
diffracté obtenu grâce à la méthode accélérée par la procédure online-offline, pour un nombre de directions
offline propre. Pour une meilleure appréhension des résultats on trace sur la figure 4.1 les courbes N →
tacc(n,N), pour différents n, que l’on compare au temps de calcul non accéléré N → tnacc(N). Dans cette
expérience M = n.

La figure 4.1 est tracée en échelle logarithmique. Elle met en lumière le comportement asymptotiquement
quadratique du temps de calcul par rapport à N, et un écart asymptotiquement constant entre log(tacc) et
log(tnacc), traduisant une évolution des temps tacc et tnacc à un facteur multiplicatif près comme prédit par
l’étude de complexité (4.20). Toutefois, au vue de (4.20), il existe une valeur seuil de N en dessous de laquelle
la procédure online-offline est moins efficace que la méthode barycentrique originale. Cette valeur seuil est
une fonction des autres paramètres de l’expérience, en particulier du nombre de directions offline n et du
nombre de points de la discrétisation de Γ, Nd .
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TABLE 4.4 – Tableau des temps de calcul du champ diffracté (rΓ = λ) calculé par la méthode barycentrique
accélérée et non-accélérée par méthode online-offline.

N tnacc tacc(n,N)

n = 10 n = 15 n = 20 n = 30 n = 40 n = 50

100 0.01300 0.00481 0.00516 0.00548 0.00641 0.00680 0.00771

150 0.01533 0.00501 0.00532 0.00575 0.00650 0.00715 0.00828

200 0.01721 0.00520 0.00567 0.00607 0.00683 0.00776 0,00869

300 0.02276 0.00565 0.00615 0.00646 0.00748 0.00857 0,01108

400 0.03328 0.00680 0.00737 0.00778 0.00862 0.01000 0,01158

600 0.04711 0.00972 0.00997 0.01057 0.01255 0.01459 0,01668

800 0.08238 0.01455 0.01517 0.01623 0.02172 0.02134 0,02434

1000 0.10767 0.02091 0.02163 0.02236 0.02516 0.03186 0,03252

1500 0.19381 0.04072 0.04302 0.04509 0.05556 0.05614 0,06352

2000 0.36308 0.06844 0.07023 0.07709 0.08223 0.08718 0,11307

3000 0.52381 0.12246 0.12753 0.13091 0.14683 0.15658 0.18078

4000 0.96903 0.21434 0.23098 0.25013 0.26125 0.26552 0.30056

6000 1.86189 0.46394 0.49785 0.49895 0.58984 0.69771 0.86986

8000 3.69228 0.84311 0.87116 0.92048 0.96264 1.01988 1.15386

10000 8.08652 1.40838 1.55327 1.58748 1.78657 1.87883 2.18705
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FIGURE 4.1 – Évolution du temps de calcul du champ diffracté (rΓ = λ) par la méthode barycentrique
accélérée ou non en fonction du nombre N de directions online.

On remarque également sur ces résultats que le temps de calcul de la méthode accélérée tacc croît avec n.
Cette augmentation est prévisible mais reste négligeable devant la dégradation de tnacc avec N. En outre, n a
une grande influence sur la précision de l’étape d’interpolation dans la méthode accélérée : plus il est grand
plus l’interpolation est précise. Ce nombre devra donc être choisi de sorte à assurer un bon compromis entre
performance de l’accélération et précision de l’interpolation.
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4.2.2 La précision de l’interpolation online-offline

On mesure maintenant la précision de l’interpolation asymptotiquement par rapport aux nombres de
directions offline nr, ns, pour Ns = Nr := N avec toujours M = n. On définit cette précision comme l’erreur
relative

eacc =
‖unacc(xr)−uacc(xr)‖∞,Γ

‖unacc(xr)‖∞,Γ

, (4.21)

de façon à mesurer seulement l’erreur due à l’interpolation online. On donne les résultats de cette mesure pour
la configuration du disque diffractant de diamètre λ dans le tableau 4.5 pour N = 2000 et 500. On retrouve
des résultats très proches ce qui suggère que la méthode est très stable. On observe de plus que la précision
de l’interpolation est d’autant meilleure que n augmente et en particulier on atteint de bonnes précisions
pour de faibles valeurs de n. On lit sur le tableau que l’erreur due à l’interpolation est inférieure à 10−6 pour
ns,nr ≥ 30, ordre de grandeur très inférieur à l’erreur introduite par l’approximation champ lointain (10−3

dans la configuration d’étude) constitutive de la méthode barycentrique. Il est donc possible d’ajuster la
précision de la méthode en jouant sur nr et ns.

TABLE 4.5 – Tableau indicatif de la précision de l’interpolation dans la méthode online-offline (barycentrique)
en fonction du nombre de directions offline.

N = 2000
n 10 15 20 30 40 50

eacc 7,38×10−1 8,54×10−2 4,65×10−3 1,77×10−6 1,72×10−10 5,55×10−13

N = 500
n 10 15 20 30 40 50

eacc 7,38×10−1 8,54×10−2 4,65×10−3 1,77×10−6 1,72×10−10 5,54×10−13

4.2.3 L’approximation de rang faible

Un dernier paramètre pouvant influencer la vitesse et la précision du calcul est le rang M de la représen-
tation (4.17). On fixe Ns = Nr = N = 2000 et ns = nr = n = 30, et on fait varier M de n à 9. Concrètement,
l’approximation de rang M d’une matrice A revient à représenter A par SVD tronquée où on retient les M
plus grandes valeurs singulières et on égale les autres à zéro. La diminution de M revient donc à perdre de
l’information sur A.

On relève la précision eM et le temps d’évaluation tacc du champ diffracté pour différentes approximations
de rang faible de Doff

b (tableau 4.6). On remarque une légère diminution de tacc lorsque M diminue. Cependant
eacc se dégrade à mesure que M diminue. Pour M = 15, le temps de calcul est diminué d’un peu moins de 15%
(par rapport à M = 30) et la précision de l’interpolation est de l’ordre de 10−5. Pour l’expérience décrite la
précision de l’approximation rayon est de l’ordre de 10−3 par conséquent, une précision d’ordre 10−5 dans le
calcul de Don par interpolation ne dégrade pas la précision globale du calcul du champ diffracté par méthode
hybride. Les performances de la méthode hybride peuvent donc encore être augmentées si on décide de
réaliser une approximation de rang faible plutôt que de rang fini. Il faut cependant être prudent car diminuer le
rang de la SVD se fait au détriment de la précision.

4.3 Accélération online-offline pour la méthode hybride multi-centres

On s’attache dans cette section à décrire la procédure d’accélération online-offline dans le cadre de la
méthode hybride multi-centres. Pour faciliter la lecture, on commence par reformuler l’expression du champ
diffracté calculé par cette méthode sous forme matricielle, pour un point d’observation et une source, puis
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TABLE 4.6 – Évolution du temps de calcul et de la précision de l’interpolation lorsqu’on tronque la SVD par
un nombre décroissant de termes

M 30 20 17 15

Tacc 0,0847 0,0756 0,0729 0,0724

eM 1,774×10−6 1,777×10−6 2,369×10−6 3,435×10−5

M 13 11 9
Tacc 0,0728 0.0714 0,0693
eM 6,756×10−4 9,261×10−3 1,034×10−1

pour Nr points d’observation et Ns sources. On décrit ensuite l’algorithme d’accélération. On comparera en
particulier la complexité de calcul du champ diffracté calculé avec et sans accélération afin de mettre en
évidence la réduction du coût de calcul que permet la procédure online-offline. On termine par une illustration
de cette accélération.

4.3.1 Reformulation matricielle du calcul du champ diffracté par la méthode multi-centres
et complexité pour une unique source et un unique récepteur

On définit une partition de l’unité (ηp)p∈[1;P] sur Γ, qui induit un recouvrement de Γ en P sous-domaines
(Γp)p∈[1:P], supports des fonctions de partition de l’unité (ηp)p (section 3.1). Dans le cas d’une source et d’un
point d’observation uniques, on obtient le champ diffracté en calculant la double somme

u(xr;ω) =
P

∑
q=1

Aq
r (xr;yq

c)e
ikφ

q
r (xr;yq

c) [
P

∑
p=1

R p
q(r̂

q,ŝp;ω) Ap
s (y

p
c ;xs)e

ikφ
p
s (y

p
c ;xs)]. (4.22)

On rappelle qu’on évalue le coefficient de diffraction dû à la partition Γq, lorsque la partition Γp est éclairée,
par l’intégrale,

R q
p(r̂

q,ŝp;ω) =

√
−ik

8π

∫
Γq

ηq(y)e−ikr̂q·(y−yq
c) (ν(y) · r̂q +1)ψp(y; ŝp)ds(y), (4.23)

où ψp est la solution du problème surfacique,

1
2

ψp(x; ŝp)+
∫

Γ

(
∂G

∂ν(y)
− ikG

)
(x,y)ψp(y; ŝp)ds(y) =−ηp(x)eikŝp·(y−yp

c ), ∀x ∈ Γ, 1 ≤ p ≤ P. (4.24)

Cette formule se réécrit sous la forme du produit matrice vecteur,

u(xr;ω) = AR(xr)
T Dm AI(xs), (4.25)

où AR(xr) et AI(xs) sont respectivement les vecteurs colonnes des amplitudes complexes des rayons diffractés
issus des centres yq

c de chaque sous domaine Γq et propagé vers le récepteur xr et des rayons incidents issus de
la source xs et arrivant en chaque centre yp

c de Γp :

AR(xr) =
(

Ar
q(xr;yq

c)eikφr
q(xr;yq

c)
)

q
∈ C

P×1, AI(xs) =
(

As
p(y

p
c ;xs)e

ikφs
p(y

p
c ;xs)
)

p
∈ C

P×1, (4.26)

et la matrice Dm désigne la matrice de diffraction associée au recouvrement de Γ en P sous-domaines :

Dm =
(

Dm[q,p] = R
q
p(r̂q,ŝp;ω)

)
(p,q)

∈ C
P×P. (4.27)

où on note r̂q la direction en yq
c du rayon diffracté issu du centre du sous-domaine Γq et propagé vers le

récepteur xr et ŝp la direction en yp
c du rayon incident à Γp reçu par yp

c . Chaque composante de la matrice
de diffraction Dm[q,p] est le coefficient de diffraction R

q
p(r̂q,ŝp) associé à la source xs et au récepteur xr qui

donne la contribution du sous-domaine q à la perturbation du champ incident reçu par le sous-domaine p.
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Les vecteurs AR(xr) et AI(xs) sont calculés par la méthode des rayons connaissant xs, xr et la position
des centres de chaque sous-domaine du recouvrement : y1

c , . . . ,y
P
c . La matrice Dm dépend de la géométrie Γ,

de ω, du choix des fonctions de partition ηp et des directions r̂1, . . . ,r̂p et ŝ1, . . . ,ŝp. Le calcul numérique de
l’intégrale de champ lointain est réalisé par la règle des trapèzes. En rappelant que Nd représente le nombre de
degrés de liberté du problème BEM, on calcule donc chaque coefficient R

q
p par

R q
p(r̂

q,ŝp;ω)≈
√

−ik

8π

2π

Nd

Nd

∑
m=1

ηq(ym)e−ikr̂q·(ym−yq
c) (ν(ym) · r̂q +1)ψp(ym; ŝp).

On définit les matrices PWi et PWr de CNd×P, composées respectivement de la famille de vecteurs (PWp
i )p et

(PWq
r )q, évaluation des ondes planes aux degrés de liberté de Γ dans les directions de propagation des rayons

incident et diffracté,

PWi =
[
PW1

i · · · PWp
i · · · PWP

i

]
∈ C

Nd×P, où PWp
i =

(
eikŝp·(yi−yp

c )
)

i
∈ C

Nd×1,

PWr =
[
PW1

r · · · PWp
r · · · PWP

r

]
∈ C

Nd×P, où PWq
r =

(
e−ikr̂q·(yi−yq

c)
)

i
∈ C

Nd×1.

On introduit de plus la matrice Eta ∈ R
Nd×P de partition de l’unité, qui concatène les vecteurs d’évaluation

des fonctions de partition aux points de discrétisation de Γ : Etap
i = ηp(yi). On définit également les matrices

Mr ∈ R
Nd×P, et Ψ = K−1

BEM(−Eta.×Pwi) ∈ C
Nd×P respectivement par

Mr[i,q] =

√
−ik

8π

2π

Nd
(ν(yi) · r̂q +1) et Ψ[i,p] = ψp(yi; ŝp).

Comme précédemment, la matrice Mr est la matrice des coefficients qui interviennent dans le calcul de la
formule de représentation intégrale de l’approximation champ lointain du champ diffracté, associée à la
partition de l’unité, et la matrice Ψ concatène les vecteurs solutions sur Γ des P problèmes intégraux (4.24).
En réutilisant la notation .× pour désigner le produit de matrices composante par composante, on a

R q
p(r̂

q,ŝp;ω) = [PWq
r .×Mq

r .×Etaq]T K−1
BEM (−Etap.×PWp

i )], (4.28)

et donc
Dm = [PWr .×Mr .× Eta]T K−1

BEM [−Eta .×PWi]. (4.29)

On réécrit donc le champ diffracté (4.22) sous la forme du produit matrice vecteur,

u(xr;ω) = [AR(xr)]
T
(
[PWr.×Mr .× Eta]T K−1

BEM [−Eta .×PWi]
)
[AI(xs)]. (4.30)

On détaille maintenant dans le tableau 4.7 le nombre d’opérations nécessaires au calcul du champ diffracté
u(xr;ω) par (4.30).
Le coût total Cnacc

m du calcul de u(xr;ω) dépend donc quadratiquement de P, comme prévu par l’expression
(4.22). Cependant, la méthode multi-centres est d’autant plus précise que P augmente. Il est donc intéressant
dans notre contexte d’étude de pouvoir l’accélérer afin de la rendre efficace dans des configurations de CND
impliquant un grand nombre de sources et de récepteurs. Avant de détailler le principe de l’accélération
dans ce cas, on reformule dans le prochain paragraphe le calcul du champ diffracté pour Ns sources et Nr de
récepteurs.

4.3.2 Calcul du champ diffracté et complexité pour Ns sources et Nr récepteurs

Dans le cas où Ns sources et Nr récepteurs sont impliquées dans l’expérience de contrôle, la reformulation
matricielle du calcul du champ diffracté devient plus lourde. Pour rendre l’étude de complexité plus lisible, on
présente la reformulation matricielle telle qu’elle est implémentée. On reprend pour cela les notations de la
section précédente en les précisant dans ce contexte.

On note encore xr ∈ R
2×Nr et xs ∈ R

2×Ns les vecteurs position respectivement des Nr récepteurs et des Ns

sources. Pour chaque source x(l)s et récepteur x(t)r , on note
(
ŝp

l

)
p∈[1:P] et

(
r̂q

t

)
q∈[1:P] les directions de propagation
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TABLE 4.7 – Détail de la complexité de calcul de la matrice D et du champ diffracté par la méthode
multi-centres.

Étapes du calcul Complexité

Calcul (r̂q)q∈[1:P], (ŝ
p)p∈[1:P] O(2P)

Assemblage KBEM O(N3
d )

Factorisation LU de KBEM O(1
3 N3

d )

Assemblage PWi O(PNd)

Assemblage PWr O(PNd)

Assemblage Mr O(PNd)

Assemblage Eta O(PNd)

Assemblage (PWr .× Mr .× Eta)T O(2PNd)

Assemblage (Eta .×PWi) O(PNd)

Calcul de Ψ par descente-remontée O(PN2
d )

Produit : (PWr .× Mr.× Eta)T Ψ O(P2 Nd)

Total d’opérations pour le calcul de Dm : O( P2Nd +P(N2
d +7Nd +2)+

4
3

N3
d )

Calcul de AR O(PNt)

Calcul de AI O(PNt)

Produit
(
ART

)
DmAI O(P2 +P)

Coût total du calcul de u(xr;ω) :
Cnacc

m
O

(
P2(Nd +1)+P(N2

d +7Nd +2Nt +3)+
4
3

N3
d

)

des rayons incidents à chaque sous-domaine Γp et diffractés par chaque sous-domaine Γq. On calcule le
champ diffracté (4.22) pour chaque couple (xt

r,x
l
s)t,l sous la forme :

u(xr;ω) =
P

∑
p=1

P

∑
q=1

[AR(xr)[q]×✶Ns)].× Dm[q,p] .× [AI(xs)[p]×✶Nr ]
T ∈ C

Nr×Ns , (4.31)

où les familles de vecteurs (AR(xr)[q])1≤p≤P et (AI(xs)[p])1≤p≤P sont ici construites à partir des amplitudes
complexes des rayons respectivement diffractés et incidents pour chaque sous-domaine du recouvrement de
Γ : pour 1 ≤ p,q ≤ P,

AR(xr)[q] =
(

Br
q(x

(t)
r ;yq

c)
)

t
∈ C

Nr×1, avec Br
q(x

(t)
r ;yq

c) = Ar
q(x

(t)
r ;yq

c)e
ikφr

q(x
(t)
r ;yq

c),

AI(xs)[p] =
(

Bs
p(y

p
c ;x(l)s )

)
l
∈ C

Ns×1, avec Bs
p(y

p
c ;x(l)s ) = As

p(y
p
c ;x(l)s )eikφs

p(y
p
c ;x(l)s ),

(4.32)

et les P2 matrices Dm[q,p] sont définies comme les matrices des coefficients de diffraction pour les couples
(q,p) de sous-domaines, évalués pour les Nr Ns couples récepteur-source :

Dm[q,p] =
(

R
q
p(x

(t)
r ,x(l)s ;ω)

)
t,l
∈ C

Nr×Ns . (4.33)

D’après (4.28), chaque Dm[q,p] se réécrit sous la forme du produit matrice matrice :

Dm[q,p] = [PWr[q] .×Mr[q] .× [Eta[q]×✶Nr ]]
T K−1

BEM [−(Eta[p]×✶Ns) .×PWi[p] ] ∈ C
Nr×Ns (4.34)

où on note PWr[q] ∈ R
Nd×Nr et PWi[p] ∈ R

Nd×Ns les matrices qui évaluent aux points de quadrature de Γ les
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ondes planes de vecteur directeur respectivement
(

r̂(t)q

)
q∈[1,P]

, et
(

ŝ(l)p

)
p∈[1,P]

,

PWr[q] =




e−ikr̂q
1 ·(y1−yq

c) ... e−ikr̂q
Nr
·(y1−yq

c)

· · ·
e−ikr̂q

1 ·(yNd−yq
c) ... e−ikr̂q

Nr
·(yNd−yq

c)


 ∈ C

Nd×Nr ,

PWi[p] =




eikŝp
1 ·(y1−yp

c ) ... eikŝp
Ns
·(y1−yp

c )

· · ·
eikŝp

1 ·(yNd−yp
c ) ... eikŝp

Ns
·(yNd−yp

c ),


 ∈ C

Nd×Ns ,

et où on définit la matrice Mr[q]∈C
Nd×Nr des coefficients de la quadrature de la formulation intégrale associée

au sous-domaine Γq,

Mr[q] =

√
−ik

8π




ν(y1) · r̂q
1 +1 ... ν(y1) · r̂q

Nr
+1

· · ·
ν(yNd ) · r̂

q
1 +1 ... ν(yNd ) · r̂

q
Nr
+1


 ∈ C

Nd×Nr .

En fin de compte, on tire profit de la réécriture des matrices de diffraction (4.34) pour réduire le coût de calcul
du champ diffracté (4.31). On le calcule en fait par la formule :

u(xr;ω) =
P

∑
p=1

P

∑
q=1

(
[AR(xr)[q]×✶Nd )].× [PWr[q] .×Mr[q] .× [Eta[q]×✶Nr ] ]

T
)
×

K−1
BEM [−[Eta[p]×✶Ns ] .×PWi[p]] .× [AI(xs)[p]×✶Nd ]

T ]

(4.35)

Analysons maintenant la complexité de calcul du champ diffracté par la méthode multi-centres dans le cadre
multi-sources et multi-récepteurs. Pour simplifier la présentation on introduit les notations suivantes :

u(xr;ω) =
P

∑
p=1

P

∑
q=1

Tr[q]×ψ[p], (4.36)

où, Tr[q] =
(

Pr[q].× [PWr[q] .×Mr[q] .× [Eta[q]×✶Nr ]]
T
)

, avec Pr[q] = [AR(xr)[q]×✶Nd ], et ψ[p] =K−1
BEM Ts[p],

avec Ts[p] =−[Eta[p]×✶Ns ] .×PWi[p] .×Ps[p], et Ps[p] = [AI(xs)[p]×✶Nd ]
T .

Les résultats sont rassemblés dans le tableau 4.8. On évalue donc le champ diffracté associé aux Ns champs
incidents en les Nr points d’observation en un nombre total d’opérations asymptotiquement par rapport à Ns,Nr

de l’ordre de P2(Nr Ns Nd). La procédure online-offline consiste ici, comme pour la méthode barycentrique, à
découpler le calcul des matrices de diffraction de la position des sources et des récepteurs. En d’autre terme
on va chercher à évaluer les P2 coefficients de diffraction pour un plus petit nombre de couples de directions
d’incidence et d’observation prédéfinies dans l’étape offline puis à réutiliser ces coefficients pour calculer
par interpolation le champ diffracté associé à chaque couple de sous-domaines dans les directions d’intérêt.
La procédure d’interpolation utilisée suit le même principe qu’en 4.13. On redétaille rapidement dans le
paragraphe suivant la procédure d’interpolation afin d’introduire les notations utiles pour la description de
l’algorithme d’accélération online-offline adapté à la méthode de résolution multi-centres.

4.3.3 Approximation de la matrice de diffraction par SVD et interpolation

L’accélération de la méthode multi-centres s’appuie, comme pour le cas barycentrique, sur la représentation
des matrices de diffraction par leur décomposition en valeurs singulières. D’après le théorème 4.1.1, chaque
opérateur R

q
p ∈ L2(S×S) peut être décomposé par l’approximation de rang fini :

∀(r̂,ŝ) ∈ S×S R q
p(r̂,ŝ) =

M

∑
l=0

λ
q
p,l f q

p,l(r̂) gq
p,l(ŝ)+ εM, lim

M→∞
εM = 0, . (4.37)
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TABLE 4.8 – Détail de la complexité de calcul du champ diffracté ((4.35)) par la méthode multi-centres.

Étapes du calcul de (4.35) Complexité

Calcul des directions (r̂t
q)(t,q),(ŝl

p)(l,p) O((Nr +Ns)P)

Assemblage KBEM O(N3
d )

Factorisation LU de KBEM O(
1
3

N3
d )

Assemblage Eta O(PNd)

P Assemblages PWi[p] O(PNd Ns)

P Assemblages PWr[q] O(PNd Nr)

P Assemblages Mr[q] O(PNd Nr)

P Assemblages AI(xs)[p], AR(xr)[q](xr)[q] O(PNt (Nr +Ns)

P Produits (Eta[p]×✶Ns) O(PNd Ns)

P Produits (Eta[p]×✶Nr) O(PNd Nr)

P Assemblages Pr[q], Ps[p] O(PNd Nr +PNd Ns)

P Assemblages Ts[p] O(2PNd Ns)

P Assemblages Tr[p] O(3PNd Nr)

Calcul des P descente-remontée O(PN2
d Ns)

Assemblage u(xr;ω) : (4.36) O(P2 Nr Ns Nd)

Coût total Cnacc
m : O(

4
3

N3
d +PNd +Nr(P+7Nd P+PNt)

+Ns(P+PNt +5Nd P+PN2
d )+P2Nr Ns Nd )

où (λ
q
p,l)l=[1:M] est l’ensemble des M premières valeurs singulières de Dm[q,p] et les fonctions ( f q

p,l)l=[1:M],
(gq

p,l)l=[1:M] sont les familles des M fonctions singulières respectivement à droite et à gauche de la matrice
Dm[q,p]. La procédure online-offline consiste à accélérer l’évaluation de la matrice de diffraction pour un
grand nombre de couples de directions d’incidence et d’observation en obtenant une approximation continue
de cette approximation de rang faible. Pour cela on procède en 4 étapes.

Premièrement, on calcule les P2 matrices de diffraction offline Doff
m [q,p] pour chaque couple (q,p)∈ [1,P]2

des sous-domaines du recouvrement en évaluant les opérateurs de diffraction R
q
,,p pour l’ensemble des

directions prédéfinies (d̂ j
r )1≤ j≤nr , (d̂

i
s)1≤i≤nr . On réalise sur chacune de ces matrices une décomposition en

valeurs singulières :

Doff
m [q,p] = Fq

p Λq
p (G

q
p)

H ,

où Fq
p ∈ C

nr×p, Λ
q
p ∈ R

p×p et Gq
p ∈ C

ns×p. On construit ensuite, par interpolation polynomiale de Tcheby-
shev, une approximation continue des fonctions singulières afin d’obtenir une approximation analytique de
l’opérateur de diffraction :

∀(x̂,ŷ) ∈ S×S, R q
p(x̂,ŷ)≈

M

∑
l=0

λ
q
p,l f̃ q

p,l(x̂) g̃q
p,l(ŷ). (4.38)

En pratique, les fonctions propres ( f q
p,l)l=[1:M] et (gq

p,l)l=[1:M] sont approchées par leur interpolé ( f̃ q
p,l)l et

(g̃q
p,l)l sur la base des polynômes de Tchebyshev (Πn)n. La troisième étape consiste donc à évaluer les

interpolés des fonctions singulières dans les directions online, et la quatrième revient à calculer l’expression
(4.38) dans ces directions pour évaluer l’approximation de la matrice de diffraction online Don

m .

On détaille maintenant l’algorithme de mise en œuvre de la procédure d’accélération online-offline puis
on l’illustre sur des expériences numériques.
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4.3.4 Algorithme de résolution par la méthode multi-centres accélérée par la procédure
online-offline

Pour calculer le champ diffracté en Nr récepteurs par la méthode multi-centres accélérée par procé-
dure online-offline, on se fixe ns directions d’incidence et nr directions d’observation prédéfinies, telles
que ns,nr ≪ Nr,Ns. On calcule ensuite la contribution au champ diffracté de chaque sous-domaine Γq du
recouvrement pour chaque Γp éclairé, pour les couples de directions d’incidence et d’observation prédéfinis.
Ainsi on calcule non plus comme précédemment P2 matrices de diffraction de taille Nr ×Ns, mais P2 matrices
Doff

m [q,p] de taille ns ×nr. On décrit ici l’algorithme de calcul du champ diffracté par méthode multi-centres
accélérée.

Étapes offline :

1. Choix de la formulation intégrale,

2. Lecture du maillage de l’obstacle,

3. Choix du recouvrement et du nombre de sous-domaines : calcul de la position des centres de chaque
sous-domaine du recouvrement, et de la partition de l’unité (ηp)p=[1,P] sur Γ que l’on concatène dans la
matrice Eta.

4. On se donne ns et nr, respectivement nombre de directions offline des rayons incidents et diffractés.

5. Calcul des directions d’incidence et d’observation offline, (d̂s
l )l=[1:ns], (d̂

r
t )t=[1:nr]. On les calcule à partir

des ns et nr zéros des fonctions de Tchebyshev dans l’intervalle [-1,1] : (t j
r )1≤ j≤nr , et (t i

s)1≤i≤ns . On
définit la distribution angulaire sur [0,2π], (θi

s), (θ
j
r) à partir de la distribution des zéros par homothétie

h : t ∈ [−1,1] → πt + π, puis on calcule la distribution des directions offline sur la sphère unité :
d̂ j

r = (cos(θ j
r),sin(θ j

r))T , d̂ j
s = (cos(θ j

s),sin(θ j
s))T .

6. Choix de la base d’interpolation Πr
n et Πs

n : ici les polynômes de Tchebyshev,

7. Évaluation des 2P matrices d’ondes planes PWr[q] ∈ C
Nd×nr et PWi[p] ∈ C

Nd×ns pour l’ensemble des
directions prédéfinies :

PWr[q](i,t) = eikd̂t
r·(yi−yq

c), PWi[p](i,l) = eikd̂l
s·(yi−yp

c ).

8. Évaluation des P matrices Mr[q] ∈ C
Nd×nr selon le choix de la formulation intégrale.

9. Assemblage de la matrice KBEM ∈ C
Nd×Nd et de sa factorisation LU,

10. Résolution des P systèmes linéaires par descente remontée :

1 ≤ p ≤ P, Ψ[p] = K−1
BEM[−[Eta[p]×✶ns ] .× PWi[p]], ∈ C

Nd×ns .

11. Évaluation des P2 coefficients de diffraction Doff
m [q,p] ∈ C

nr×ns dans les directions offline : Doff
m [q,p] =(

R
q
p(d̂r

t ,d̂
s
l )
)

1≤t≤nr,1≤l≤ns
,

Doff
m [q,p] = [Mr(q) .×PWr .× [Eta[q] ×✶nr ]]

T Ψ[p].

12. Calcul des grandeurs utiles à l’interpolation. L’interpolation n’est pas réalisée directement à partir
de la matrice Doff

m [q,p] de chaque opérateur mais à partir d’une matrice A[q,p] ∈ C
nr×ns calculée en

pondérant chaque coefficient de Doff
m [q,p] par les poids de la quadrature de Tchebyshev, [Rokhlin et

Yarvin (1996), p.17].

• On calcule d’abord les vecteurs Wr ∈ R
nr×1 et Ws ∈ R

ns×1 d’évaluation des poids d’interpolation

de Tchebyshev en chaque nœud tr/s : Wr/s[ j] = 1/
√

1− (t j
r/s)

2.
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• On construit ensuite la matrice Aq
p ∈C

nr×ns : Aq
p[ j,i] = Doff

m [q,p]( j,i)
√

Wr[ j]Ws[i]. Pour optimiser
le coût de calcul, on évalue Aq

p par :

Aq
p = [

√
Wr×✶ns ] .× Doff

m [q,p] .× [
√

Ws×✶nr ]
T .

SVD et calculs pré-interpolation :

• On décompose chaque Aq
p en valeurs singulières : Aq

p = Fq
p Λ

q
p
(
Gq

p
)H

. Fq
p ∈C

nr×M, Gq
p ∈C

ns×M

sont respectivement les matrices des M premiers vecteurs propres à droite et à gauche de Aq
p et

Λ
q
p ∈ R

M×M est la matrice des M premières valeurs singulières (λq
p,l)l de Aq

p.

• Construction pour chaque sous-domaine du recouvrement des matrices F̂q
p et Ĝq

p définies à partir
de Fq

p et Gq
p par :

F̂q
p ( j,i) =

Fq
p ( j,i)√
Wr[ j]

, Ĝq
p( j,i) =

Gq
p( j,i)√
Ws[ j]

.

Étapes online :

1. Lecture des paramètres du problème : position des sources et des récepteurs,

2. Calcul des directions des rayons interagissant avec l’obstacle à partir de la position des sources et des
récepteurs, (ŝp

l )1≤l≤Ns,1≤p≤P, (r̂q
t )1≤l≤Ns,1≤p≤P.

3. Calcul de l’amplitude complexe des Ns rayons incidents et Nr rayons diffractés associés à chaque
sous-domaine Γp : AI(xs)[p] ∈ C

Ns×1, AR(xr)[p] ∈ C
Nr×1 tels que,

AI(xs)[p] =
(

As
p(y

p
c ;x(l)s )eikφs

p(y
p
c ;x(l)s )

)
l

AR(xr)[p] =
(

Ar
p(x

(t)
r ;yp

c )e
ikφr

p(x
(t)
r ;yp

c )
)

t

4. Évaluation des fonctions de la base d’interpolation. On calcule les 2P matrices Π̃s
p et Π̃r

q qui concatènent
l’évaluation des ns et nr fonctions de la base d’interpolation respectivement en les directions d’incidence
et d’observation online :

Π̃s
p =

(
Πs

k(ŝ
p
l )/
√

1+(t(ŝp
l ))

2
)
(k,l)

∈ R
ns×Ns ,

Π̃r
q =

(
Πr

k(r̂
q
t )/
√

1+(t(r̂p
t ))2

)
(k,t)

∈ R
nr×Nr .

5. Interpolation des vecteurs singuliers dans les directions (r̂q
t ,ŝ

p
l )(t,l), pour chaque couple (q,p) de sous-

domaines :

• Calcul des matrices d’interpolation des fonctions singulières F̃q
p =

(
f̃ q
p,k(r̂

q
t )
)
∈ C

Nr×M et

G̃q
p =

(
g̃q

p,k(ŝ
p
l )
)
∈ C

Ns×M pour lesquelles chaque colonne correspond à l’interpolé des fonctions

singulières de Aq
p dans les directions online.

Pour tout k ∈ [1,M], on évalue f̃ q
p,k en r̂q

t en interpolant le vecteur F̂q
p (: ,k) sur la base des polynômes

de Tchebyshev Πr
n par

f̃ q
p,k(r̂

q
t ) =

nr

∑
n=0

C(F̂q
p )[n,k]

Πr
n(t(r̂

q
t ))√

1+(t(r̂q
t ))2

= Π̃r
q(: ,t)

T C(F̂q
p )(: ,k),

où la matrice des poids de l’interpolation C(F̂q
p ) ∈ C

nr×M est obtenue par résolution du système

F̂q
p = Πr

quadC(F̂q
p ),

où on définit Πr
quad =

(
Πr

n(t(d̂
j
r ))/

√
1+ t(d̂ j

r )2
)

n, j
∈ R

nr×nr . On réécrit donc matriciellement :

F̃q
p = (Π̃r

q)
T C(F̂q

p ).
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On obtient de la même façon G̃q
p = (Π̃s

p)
T C(Ĝq

p), où C(Ĝq
p) ∈ C

ns×M est solution du système

Ĝq
p = Πs

quadC(Ĝq
p),

où on définit Πs
quad =

(
Πs

n(t(d̂
j
s ))/

√
1+ t(d̂ j

s )2
)

n, j
∈ R

ns×ns .

• On évalue ensuite la matrice de diffraction dans les directions online, Don
m [q,p] (4.17) :

Don
m [q,p] = F̃q

p Λq
p (G̃

q
p)

H . (4.39)

6. Reconstruction du champ diffracté 4.22) :

u(xr;ω) =
P

∑
p=1

P

∑
q=1

AR(xr)[q]D
on
m [q,p]AI(xs)[p]

T ,

qui se réécrit en tirant profit de l’expression (4.39) :

u(xr;ω) =
P

∑
p=1

P

∑
q=1

[[AR(xr)[q]×✶M] .× F̃q
p ]Λ

q
p [(G̃

q
p)

H .× [AI(xs)[p]×✶M]T ]. (4.40)

Complexité de la méthode multi-centres accélérée par procédure online-offline

On détaille dans les tableaux 4.9 et 4.10 le nombre d’opérations impliquées dans le calcul du champ diffracté
par la méthode multi-centres accélérée. On compare ensuite le coût de calcul de la méthode multi-centres
non accélérée par rapport à celui de la méthode accélérée. Pour cela, on calcule la différence du nombre
total d’opérations que nécessitent le calcul du champ diffracté par la méthode multi-centres respectivement
accélérée et non-accélérée. On obtient :

Coff
m +Con

m −Cnacc
m =NsNrP

2(M−Nd)+Ns(P
2(M2 +M(ns +2))+P(ns −5Nd −N2

d ))

+Nr(P
2M(nr +2)+P(nr −7Nd))+

P2(4n2
r ns +8n2

s nr +9n3
s )+(n2

r +n2
s )(1+M)+1/3(n3

s +n3
r )

+nrnsP
2(Nd +1)+ns(2+3PNd +PN2

d +P2M)+nr(5PNd +2+P2M).

(4.41)

On observe un comportement asymptotique quadratique décroissant de cette différence lorsque Nr et Ns

augmentent. Cependant, cette différence n’est pas strictement négative. Il existe une valeur minimum de
Nr et Ns en dessous de laquelle la procédure online-offline devient plus coûteuse qu’un calcul direct. On va
maintenant tenter d’illustrer ce comportement sur des expériences numériques.

4.4 Illustration de l’accélération de la méthode multi-centres et choix des
paramètres

Comme pour la méthode barycentrique, on illustre l’accélération du temps de calcul rendue possible par
la mise en œuvre de la procédure online-offline dans le cadre de la méthode multi-centres. On mesure ensuite
la précision de l’interpolation en fonction du nombre de directions offline ainsi que l’influence du rang de
l’approximation de rang faible dans la représentation de la matrice offline.

Pour cette illustration on considère la même configuration qu’en section 4.2 : un disque diffractant de
diamètre λ situé dans un milieu homogène non borné. Les sources sont distribuées sur un cercle de rayon
1200λ centré en yc et on calcule l’approximation haute fréquence du champ diffracté en un ensemble de
points d’observation sur un cercle de rayon 1000λ et centré au barycentre yc. Pour l’expérience on choisit
Ns = Nr = N et ns = nr = n. Dans cette configuration, en exploitant les résultats d’estimation de l’erreur
du chapitre 2, on estime pour le calcul du champ diffracté par la méthode barycentrique une erreur relative
du champ diffracté de l’ordre de 10−3. Le calcul révèle en fait une erreur de 1,63×10−3. Pour obtenir une
meilleure précision, on met en œuvre la méthode multi-centres. On se donne trois recouvrements de Γ en
P = 5, 10 puis 20 sous-domaines, caractérisés par leur centre yp

c et leur taille caractéristique rp. Pour ces
trois recouvrements, l’approximation multi-centres du champ diffracté atteint une précision par rapport à la
solution BEM respectivement de 3.56×10−4, 8,07×10−5 et 4,46×10−5.
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TABLE 4.9 – Détail du coût de calcul des étapes offline de la méthode multi-centres accélérée par méthode
online-offline.

Étapes offline

Étapes du calcul Complexité

Évaluation de Eta O(PNd)

Calcul des directions prédéfinies O(ns +nr)

Évaluation des P PWr[q] O(PNd nr)

Évaluation des P PWi[p] O(PNd ns)

Évaluation des P Mr[q] O(PNdnr)

Calcul Eta[q]×✶nr O(PNdnr)

Calcul Eta[p]×✶ns O(PNdns)

Calcul des P produits :
PWr[q].×Mr[q].× [Eta[q]×✶nr ]

O(2PNdnr)

Calcul des P produits
[Eta[p]×✶ns ].×PWi[p]

O(PNd ns)

Assemblage de KBEM O(N3
d )

Factorisation LU de KBEM O(1
3 N3

d )

Évaluation des Ψp par descente remontée O(ns N2
d P)

Calcul des P2 matrices :
D

q
p = [(Eta×✶nr) .×Mr .× PWr]

T Ψp
O(P2 Nd nr ns)

Calcul poids d’interpolation : Wr et Ws O(nr +ns)

Calcul des P2 matrices Aq
p O(P2 nsnr)

SVD des P2 Aq
p O

(
(4n2

r ns +8nrn2
s +9n3

s )P
2
)

Construction des vecteurs F̂q + p et Ĝq
p O(P2 M (nr +ns))

Total d’opérations Coff
m

O(
4
3

N3
d +Nd P+P2(4n2

r ns +8nrn
2
S +9n3

s )

+nsnr P2(Nd +1)+ns(2+3PNd +PN2
d +P2M)

nr(2+5PNd +P2M) )

4.4.1 L’accélération

On illustre ici l’accélération que permet la mise en œuvre de la méthode Online-Offline dans le cadre de
la méthode multi-centres. On fait varier le nombre de directions offline n entre 10 et 50. Pour chaque n, on
mesure le temps de calcul du champ diffracté par la méthode multi-centres, respectivement accélérée et non
accélérée, comme fonction du nombre de directions online N. Pour P = 5, on prend N ∈ [100;4000], pour
P = 10, N ∈ [100;2500] et pour P = 20, N ∈ [100;1000]. Les résultats pour chacun des recouvrements sont
observés sur les figures 4.2, 4.3 et 4.4 où on trace les courbes N → tacc(n,N), pour 10 ≤ n ≤ 50 et N → tnacc.

Le comportement asymptotique quadratique des temps de calcul tacc et tnacc n’est pas observé sur ces
résultats avec la même exactitude que dans le cas de la méthode barycentrique. Il est donc possible que le
code de calcul puisse encore être optimisé. En outre, on observe que l’écart entre les courbes N → tacc(n,N) et
N → tnacc(N) diminue lorsque P augmente : cela est dû à la dépendance quadratique des termes d’ordre 1 et 0
en N de la complexité de calcul par la méthode accélérée (4.41). On observe tout de même un écart constant
entre les représentations logarithmiques des deux temps de calcul lorsque N est assez grand (pour P = 5 et
P = 20), suggérant la similitude de leur évolution asymptotique à une constante multiplicative près, comme
prédit par (4.41).

On observe d’autre part que le choix du nombre de directions offline influence sensiblement le temps
de calcul de la méthode. C’est pour la méthode multi-centres beaucoup plus notable que pour la méthode
barycentrique : plus n est grand plus le calcul est coûteux. Cette augmentation du temps de calcul s’explique
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TABLE 4.10 – Détail du coût de calcul des étapes online de la méthode multi-centres accélérée par méthode
online-offline.

Étapes online

Étapes du calcul Complexité

Calcul des couples (r̂q
j ,ŝ

p
i ) j,l O(P(Nr +Ns))

Calcul des 2P vecteurs :
AR(xr)[q] et AI(xs)[p]

O(Nt P(Nr +Ns))

Calcul des matrices Πr
quad et Πs

quad O(n2
s +n2

r )

Calcul des P2 matrices de poids
d’interpolation : C(F̂q

p ), C(Ĝq
p)

O(P2(1/3(n3
s +n2

r )+M(n2
r +n2

s )))

Calcul des 2P bases
d’interpolation Π̃r

q et Π̃s
p

O(P(ns Ns +nr Nr))

Évaluation des F̃q
p et G̃q

p O(P2 M(nr Nr +ns Ns))

P2 Produits : [AR(xr)[q]×1M].× F̃q
p O(2P2 Nr M)

P2 Produits : [AI(xs)[p]×1M].× G̃q
p O(2P2 Ns M)

P2 Produits :
ψ[q,p] = Λ

q
p[(G̃

q
p)H .× [AI(xs)[p]×✶M]T ]]

O(P2 M2 Ns)

P2 Produits :
[[AR(xr)[q]×✶M]T ].× F̃q

p ]ψ[q,p]
O(P2Nr Ns M)

Coût total Online Con
m

O( (n2
r +n2

s )(1+M)
+1/3(n3

s +n3
r )+P2 M Ns Nr

+Nr[P(1+Nt +nr)+P2M(nr +2)]
+Ns[P(ns +1+Nt)+P2(M(ns +2)+M2)] )
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FIGURE 4.2 – Évolution du temps de calcul du champ diffracté par la méthode multi-centres accélérée ou non
en fonction du nombre de directions Online. Cas du recouvrement P = 5.

par la stratégie de calcul de la méthode multi-centres qui découpe le problème sous-domaine par sous-domaine.
On résout en effet ici P équations intégrales, on calcule P2 matrices de diffraction de taille ns × ns, et on
réalise une SVD sur chacune de ces matrices. Même si les matrices sont de petite taille, les temps de calcul de
chaque étape s’accumulent et la taille des matrices manipulées va jouer un rôle important. On remarque enfin
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FIGURE 4.3 – Évolution du temps de calcul du champ diffracté par la méthode multi-centres accélérée ou non
en fonction du nombre de directions Online. Cas du recouvrement P = 10.
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FIGURE 4.4 – Évolution du temps de calcul du champ diffracté par la méthode multi-centres accélérée ou non
en fonction du nombre de directions Online. Cas du recouvrement P = 20.

sur cette figure que pour un trop faible nombre de directions online, la procédure online-offline est moins
rapide que la méthode multi-centres non accélérée. Il existe une valeur seuil du nombre de directions online,
qui dépend du nombre de points dans la quadrature et du nombre de directions offline, au delà de laquelle la
méthode est plus efficace. Ceci illustre les résultats du calcul de complexité du paragraphe précédent.

4.4.2 La précision de l’interpolation

Le deuxième point d’intérêt dans cette expérience est la mesure de l’erreur d’approximation introduite
par l’interpolation des vecteurs singuliers de chaque matrice de diffraction. On a pour cela fixé le nombre
de directions online à N = 500, et pour chaque nombre n de directions offline, on calcule l’erreur introduite
par l’interpolation dans le calcul du champ diffracté. Les résultats sont rassemblés dans les tableaux 4.11,
4.12 et 4.13 respectivement pour un recouvrement à 5, 10 et 20 sous-domaines. Le choix du paramètre n

141



conditionne la précision : plus il est grand, meilleure est l’approximation. Cependant ce nombre ne nécessite
pas d’être très grand pour que l’erreur d’interpolation devienne négligeable devant l’erreur d’approximation
rayon de la méthode hybride. On relève en particulier sur cette configuration que l’erreur due à l’interpolation
est inférieure à 10−5 lorsqu’on choisit n ≥ 30 pour P = 5, n ≥ 20 pour P = 10 et n ≥ 17 pour P = 20.

TABLE 4.11 – Tableau indicatif de la précision de l’interpolation dans la méthode online-offline (multi-centres)
en fonction du nombre de directions offline n, lorsque P = 5.

n 10 15 20 30 40 50

eacc 2,82×10−1 3,59×10−2 2,86×10−3 1,53×10−5 2,96×10−8 5,11×10−11

TABLE 4.12 – Tableau indicatif de la précision de l’interpolation dans la méthode online-offline (multi-centres)
en fonction de n, lorsque P = 10.

n 10 15 20 30 40 50

eacc 5,09×10−2 1,99×10−3 3,89×10−5 9,72×10−8 4,66×10−11 1,09×10−12

TABLE 4.13 – Tableau indicatif de la précision de l’interpolation dans la méthode online-offline (multi-centres)
en fonction de n, lorsque P = 20.

n 10 15 20 30 40 50

eacc 1,32×10−2 1,05×10−4 3,61×10−6 5,02×10−10 1,05×10−12 1,05×10−12

4.4.3 L’approximation de rang faible

On fait enfin jouer le dernier paramètre de la méthode online-offline : le rang M de l’approximation de
rang faible de la matrice de diffraction offline. On a d’abord remarqué un élément important qui distingue la
structure des matrices de diffraction calculées sous-domaine par sous-domaine de la matrice de diffraction
barycentrique : ces matrices ne comptent qu’un petit nombre de valeurs singulières non-nulles. On mesure
ici l’évolution du temps de calcul et de la précision de l’interpolation lorsque M diminue entre 30 et 2 et on
remarque que la précision est inchangée jusqu’à 9, quelque soit le recouvrement.

TABLE 4.14 – Évolution du temps de calcul et de la précision de l’interpolation lorsqu’on tronque la SVD par
un nombre décroissant de termes : multi-centres P = 5.

M 30 15 11 9

Tacc 0,1825 0,1502 0,1451 0,1330

eM 1,5332×10−5 1,5332×10−5 1,5332×10−5 1,5338×10−5

M 5 4 3 2

Tacc 0,1296 0,1290 0,1273 0,1251

eM 8,4185×10−4 5,7591×10−3 4,5281×10−2 2,7159×10−1

Pour P = 5, on peut approcher le coefficient de diffraction par une SVD de rang 9 sans dégrader la
précision de l’approximation multi-rayons (3,5626×10−4) avec une accélération de 27% du temps de calcul.
Pour P = 10, on peut abaisser le rang de l’approximation à 5 sans dégrader l’erreur (8,07×10−5) et obtenir
une accélération de 37%. Enfin, pour P = 20, on peut prendre un rang M = 4 et gagner 38% de temps de
calcul. À ns et Ns fixé, ce paramètre joue donc un rôle capital pour accélérer la méthode multi-centres par
procédure Online-Offline sans dégradation de la précision de l’approximation multi-rayons.
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TABLE 4.15 – Évolution du temps de calcul et de la précision de l’interpolation lorsqu’on tronque la SVD par
un nombre décroissant de termes : multi-centres P = 10.

M 30 15 11 9

Tacc 0,6872 0,5464 0,5113 0,4809

eM 9,7232×10−8 9,7232×10−8 9,7232×10−8 9,7232×10−8

M 5 4 3 2

Tacc 0,4665 0,4607 0,4368 0,4382

eM 1,5959×10−6 5,4322×10−5 1,3476×10−3 2,0701×10−2

TABLE 4.16 – Évolution du temps de calcul et de la précision de l’interpolation lorsqu’on tronque la SVD par
un nombre décroissant de termes : multi-centres P = 20.

M 30 15 11 9

Tacc 2,7732 2,4618 2,1126 1,9487

eM 5,0243×10−10 5,0243×10−10 5,0243×10−10 5,0243×10−10

M 5 4 3 2

Tacc 1,7890 1,7149 1,7030 1,6965

eM 1,4356×10−9 1,3349×10−7 1,9845×10−5 1,1868×10−3

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, on a proposé une méthode d’accélération de la méthode hybride basée sur une procédure
de résolution Online-Offline et une approximation de rang faible du coefficient de diffraction. On a détaillé
l’algorithme de résolution et analysé son coût de calcul relativement à celui de la méthode non-accélérée. On a
ensuite mis en œuvre la procédure Online-Offline sur des configurations de diffraction en milieu non-borné et
homogène pour illustrer l’accélération. Dans le cadre de la méthode multi-centres, les résultats ne coincident
pas exactement avec l’analyse de complexité suggérant que le code de calcul peut encore être optimisé.

De façon plus générale, le régime asymptotique de l’accélération est observé pour un nombre élevé de
directions offline. Il serait donc intéressant de tester d’autres méthodes d’accélération pour tenter de diminuer
le seuil de l’asymptotique et/ou d’accroître l’accélération. Cela pourrait dans un premier temps être investigué
en implémentant une méthode d’interpolation moins coûteuse, comme l’interpolation de Lagrange sur les
nœuds de Tchebyshev ou l’interpolation de Tchebyshev avec un calcul des coefficients par fft comme décrit
dans Monro (1979). La procédure Online-Offline pourra également être adaptée à la dimension 3 pour laquelle
on pressent de biens meilleures performances.
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Chapitre 5

Extension à l’acoustique 3D et à
l’élastodynamique 3D

La méthode hybride proposée dans le manuscrit est décrite jusqu’ici dans le cadre de l’acoustique 2D.
Toutefois elle repose sur une stratégie et des approximations génériques qui peuvent être étendues dans
le cadre de l’acoustique 3D et de problèmes élastodynamiques. L’objet de ce chapitre est de présenter la
transposition de la méthode dans ces deux cadres.

Le chapitre est construit en deux parties. On commence d’abord par décrire l’extension de la méthode
hybride dans le cadre de l’acoustique 3D. On détaille en particulier l’approximation de champ lointain du
noyau de Green en 3D ainsi que la construction de l’opérateur de diffraction pour la version barycentrique de
la méthode. On propose également une partition de l’unité pour mettre en œuvre la version multi-centres de la
méthode en dimension 3.

La deuxième partie du chapitre décrit l’extension de la version barycentrique de la méthode hybride pour
des problèmes élastodynamiques 3D. L’étude laisse le problème de la modélisation des ondes de surfaces en
perspective.

5.1 Extension de la méthode hybride à l’acoustique 3D

On présente dans cette section le principe et les particularités de l’extension de la méthode hybride à
l’acoustique 3D. La présentation est basée sur l’étude du problème instationnaire de diffraction d’une onde
haute fréquence se propageant dans un milieu borné par un défaut impénétrable et à cœur. Celui-ci est résolu
par une approche fréquentielle comme expliqué en section 1.1.2.

Pour chaque fréquence, on résout l’équation de Helmholtz 3D selon le principe de la méthode barycentrique
exposé au chapitre 2. Le défaut à cœur est supposé suffisamment éloigné des bords du milieu de propagation
pour traiter avec une relative précision l’interaction du champ diffracté avec les bords du milieu comme des
rebonds au sens de l’Optique Géométrique. Comme pour la dimension 2, sous cette hypothèse, le problème
de diffraction est ramené à un problème posé en milieu non borné.

En outre, dans le cadre de validité de l’hypothèse de champ lointain, on découple le calcul des effets
de propagation (méthode des rayons), et de diffraction (résolution d’un problème de diffraction en milieu
non borné par la méthode des équations intégrales). Le raccord des solutions des différentes étapes du calcul
est rendu possible par la modélisation multi-échelle de l’obstacle. Elle permet d’interpréter l’approximation
champ lointain du champ diffracté obtenu par la méthode des équations intégrales, comme un rayon dont
l’amplitude est pondérée par l’amplitude de champ lointain.

L’approximation champ lointain du champ diffracté est obtenue à partir de l’approximation champ lointain
du noyau G,

G(x;ω) =
1

4π

eik|x|

|x| , (5.1)

intervenant dans la définition de l’opérateur intégral représentant la solution. On décrit dans cette section
les différentes étapes de l’approximation champ lointain de G puis on détaille l’expression du coefficient de
diffraction pour la méthode barycentrique.
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5.1.1 Approximation champ lointain du noyau de Green 3D et de sa dérivée normale

On commence ici par faire remarquer qu’en dimension 3 la solution fondamentale s’interprète comme un
rayon puis on donne l’approximation rayon du noyau de Green 3D et de sa dérivée normale et on fait comme
au chapitre 2 une analyse d’erreur de cette approximation.

5.1.1.1 Interprétation rayon du noyau de Green 3D

Le noyau de Green 3D (5.1) s’écrit sous la forme de l’ordre 0 du développement WKB,

G(x;ω) =
1

4π
A(x)eiωφ(x),

où la phase φ(x) =
|x|
c

et l’amplitude A(x) =
1
|x| vérifient respectivement les équations eikonale (1.30a) et de

tranport (1.30b) : 



∇φ(x) =
1
c

x

|x| ⇒ |∇φ|= 1
c
,

div(A2∇φ)(x) = 0.
(5.2)

Tout champ incident créé par une source ponctuelle s’interprète donc comme un rayon. La méthode hybride
proposée semble de ce fait mieux adaptée à la dimension trois qu’à la dimension deux.

5.1.1.2 Approximations champ lointain du noyau de l’opérateur intégral en 3D

Afin de décrire ces deux étapes d’approximation, on reprend ici les notations de la section 2.2. On note x
le point de calcul, y un point de Γ, yc la position du barycentre de l’obstacle. On introduit de plus les vecteurs

unitaires ŝ =
x− yc

|x− yc|
, d̂ =

y− yc

|y− yc|
, la distance d = |x− yc| et le rapport ρ =

|y− yc|
d

. On rappelle en outre la

définition de la taille caractéristique de l’obstacle rΓ = sup |y− yc|
y∈Γ

et les paramètres γ = krΓ et β = rΓ/d qui

permettent de décrire les hypothèses de champ lointain :

γ = O(1), β ≪ 1,
1
2

γβ ≪ 1. (5.3)

Dans le cadre de validité de cette hypothèse, on obtient l’approximation de champ lointain du noyau de Green
par deux approximations successives : linéarisation de la phase à l’ordre 1 et de l’amplitude à l’ordre 0. On
définit l’approximation rayon Gray du noyau de Green G par,

Gray(x− y;ω) =
1

4π

eik|x−yc|

|x− yc|
e−ik ŝ·(y−yc). (5.4)

5.1.1.2.a Approximation rayon du noyau de Green 3D

Linéarisation de la phase
En utilisant les développements du paragraphe 2.2.1.2, lorsque ρ ≪ 1 et que les hypothèses de champ lointain
sont satisfaites, on approche la phase φ du noyau de Green par son linéarisé à l’ordre 1 : (2.24). On définit
alors Glin l’approximation de G par linéarisation de sa phase,

Glin(x− y;ω) =
1

4π

eik|x−yc|

|x− y| e−ik ŝ·(y−yc). (5.5)

L’erreur relative er∞
lin(G) introduite par l’approximation de G par Glin :

er∞
lin(G) =

‖G−Glin‖∞,Γ

‖G‖∞,Γ

≤
∥∥∥∥

G−Glin

G

∥∥∥∥
∞,Γ

= sup
y∈Γ

|1− eik(|x−yc|−(ŝ·(y−yc))−|x−y|)|. (5.6)
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a le même majorant que l’erreur due à la linéarisation de la phase de H(1)
ν,dv, er∞

lin(H
1
ν,dv), (2.27). On majore

donc er∞
lin(G) par

er∞
lin(G)≤ γβ

2
. (5.7)

Linéarisation de l’amplitude
La deuxième étape d’approximation consiste à linéariser l’amplitude de Glin à l’ordre 0 dans l’hypothèse
où ρ ≪ 1, pour définir l’approximation rayon Gray (5.4) du noyau de Green 3D. L’erreur relative er∞

linA(G)
introduite par cette étape d’approximation

er∞
linA(G) =

∥∥Glin −Gray
∥∥

∞,Γ

‖Glin‖∞,Γ

≤
∥∥∥∥

Glin −Gray

Glin

∥∥∥∥=
∣∣∣∣1−

|x− y|
|x− yc|

∣∣∣∣ , (5.8)

se réécrit :

er∞
linA(G) = h(ρ) =

∣∣∣∣1−
√

1+ρ2 −2ρ(ŝ · d̂)
∣∣∣∣ , (5.9)

et admet le développement de Taylor à l’ordre 0 :

er∞
linA(G) = 1+Rh

0(ρ), (5.10)

où Rh
0(ρ), le reste d’ordre 0 de la fonction h en ρ = 0, se définit par :

Rh
0(ρ) = h′(ξ)ρ, 0 ≤ ξ ≤ 1, h′(ρ) =

(ŝ · d̂)−ρ

(1+ρ2 −2ρ(ŝ · d̂))3/2
. (5.11)

En remarquant que ρ → (1+ρ2 −2ρ)3/2 est décroissante sur ]0,1[, on majore le reste Rh
0 par :

|Rh
0(ρ)| ≤

1+β

(1−β)3 . (5.12)

Par conséquent, on majore er∞
linA(G) par le paramètre β suivant l’inégalité :

erlinA =

∣∣∣∣1−
|x− y|
|x− yc|

∣∣∣∣≤
1+β

(1−β)3 β. (5.13)

Bilan sur le contrôle de l’erreur
On obtient la majoration de l’erreur totale d’approximation rayon de G par Gray par inégalité triangulaire :

er∞
ray(G) =

∥∥G−Gray
∥∥

∞,Γ

‖G‖∞,Γ

≤
‖G−Glin‖∞,Γ

‖G‖∞,Γ

+
‖Glin‖∞,Γ

‖G‖∞,Γ

∥∥∥∥
Gray −Glin

Glin

∥∥∥∥
∞,Γ

(5.14)

où
‖Glin‖∞,Γ

‖G‖∞,Γ

≤
∥∥∥∥

Glin

G

∥∥∥∥
∞,Γ

= sup
y∈Γ

(∣∣∣e−ik(|x−yc|−r̂·(y−yc)−|x−y|)
∣∣∣
)
= 1, (5.15)

À partir des résultats (5.13) et (5.7), on majore donc er∞
ray(G) par

er∞
ray(G)≤ γβ

2
+

1+β

(1−β)3 β. (5.16)

Ainsi en dimension 3 aussi l’erreur d’approximation du noyau de Green par son approximation champ lointain
est contrôlée par les deux paramètres γ et β. Cependant, l’approximation rayon du noyau de Green en 3D est
plus simple qu’en 2D, il y a une étape d’approximation en moins.
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5.1.1.2.b Approximation rayon de la dérivée normale du noyau de Green 3D

On étudie ici l’approximation rayon de la dérivée normale du noyau de Green 3D, notée Kd =
∂G

∂ν
:

Kd(x,y;ω) = f (x,y) p(x,y), f (x,y) =
eik|x−y|

4π|x− y|

[
−ik+

1
|x− y|

]
, p(x,y) =

(
x− y

|x− y| ,ν(y)
)
.

On décrit l’obtention de l’approximation rayon Kd,ray de Kd ,

Kd,ray(x,y;ω) =−ik
eik|x−yc|

4π|x− yc|
e−ikŝ·(y−yc) (ŝ,ν(y)) , où ŝ =

x− yc

|x− yc|
, (5.17)

selon les trois étapes : linéarisation de la phase à l’ordre 0, de l’amplitude à l’ordre 1 et approximation du
produit scalaire ; et on présente une analyse d’erreur à chaque étape.

Linéarisation de la phase
Comme en section 5.1.1.2, dans le cadre de validité des hypothèses de champ lointain, on linéarise la phase
z = k|x− y| de Kd à l’ordre 1 par (2.24) : z = k|x− yc|

(
1− ŝ · (y− yc)ρ+ρ2

)
et on approche Kd par Kd,lin

défini par :

Kd,lin(x,y;ω) = flin(x,y) p(x,y), flin(x,y) =
eik|x−yc|

4π|x− y|

[
−ik+

1
|x− y|

]
e−ikŝ·(y−yc),

avec une erreur :

er∞
lin(Kd) =

‖Kd −Kd,lin‖∞,Γ

‖Kd‖∞,Γ

≤
∥∥∥∥

f − flin

f

∥∥∥∥
∞,Γ

= sup
y∈Γ

∣∣∣1− eik(|x−yc|−ρ(ŝ)·d̂)−|x−y|
∣∣∣≤ γβ

2
. (5.18)

Approximation de l’amplitude
L’approximation de l’amplitude de Kd,lin s’obtient en deux étapes : on néglige d’une part le terme d’ordre 2
en 1/|x− y|, puis on linéarise l’amplitude du terme restant à l’ordre 1.

• On approche dans un premier temps la fonction Kd,lin par Kd,lin0 où on néglige le terme en |x− y|−2,
lorsque kd ≫ 1 par :

Kd,lin0(x,y;ω) = flin0(x,y) p(x,y), où flin0(x,y) =−ik
eik|x−yc|

4π|x− y| e−ikŝ·(y−yc), (5.19)

avec une erreur erlin0(Kd),

er∞
lin0(Kd) =

‖Kd,lin −Kd,lin0‖∞,Γ

‖Kd‖∞,Γ

≤
∥∥∥∥

flin

f

∥∥∥∥
∞,Γ

∥∥∥∥
flin − flin0

flin

∥∥∥∥
∞,Γ

=

∥∥∥∥
1

1− ik|x− y|

∥∥∥∥
∞,Γ

,

car

∥∥∥∥
flin

f

∥∥∥∥
∞,Γ

= 1. Pour tout y ∈ Γ on a : d − rΓ ≤ |x− y| ≤ d + rΓ, donc on a

1
|1− ik|x− y|| =

1√
1+ k2|x− y|2

≤ 1√
1+ k2 (d − rΓ)2

=
1√

1+(γ/β)2 (1−β)2
,

et par conséquent, on contrôle l’erreur erlin0(Kd) introduite en négligeant le terme en |x− y|−2 par :

er∞
lin0(Kd)≤

1√
1+(γ/β)2 (1−β)2

. (5.20)
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• On linéarise ensuite l’amplitude de l’approximation Kd,lin0 à l’ordre 1 et on définit l’approximation
Kd,linA0 associée :

Kd,linA0(x,y;ω) = fray(x,y) p(x,y), où fray(x,y) =−ik
eik|x−yc|

4π|x− yc|
e−ikŝ·(y−yc), (5.21)

Cette étape d’approximation introduit une erreur erlinA0(Kd)

er∞
linA0(Kd) =

‖Kd,lin0 −Kd,linA0‖∞,Γ

‖Kd‖∞,Γ

≤
‖Kd,lin0‖∞,Γ

‖Kd‖∞,Γ

‖Kd,lin0 −Kd,linA0‖∞,Γ

‖Kd,lin0‖∞,Γ

≤
∥∥∥∥

Kd,lin0

Kd,lin

∥∥∥∥
∞,Γ

∥∥∥∥
Kd,lin

Kd

∥∥∥∥
∞,Γ

∥∥∥∥
flin0 − fray

flin0

∥∥∥∥
∞,Γ

.

On peut montrer que :




∥∥∥∥
flin0 − fray

flin0

∥∥∥∥
∞,Γ

=

∥∥∥∥
|x− y|
|x− yc|

−1

∥∥∥∥
∞,Γ

≤ β+1
(1−β)3 β,

∥∥∥∥
Kd,lin0

Kd,lin

∥∥∥∥
∞,Γ

=

∥∥∥∥
flin0

f

∥∥∥∥
∞,Γ

= 1,

∥∥∥∥
Kd,lin

Kd

∥∥∥∥
∞,Γ

=

∥∥∥∥
fray

flin0

∥∥∥∥
∞,Γ

≤ β+1
(1−β)3 ,

par conséquent :

er∞
linA0(Kd) =

‖Kd,lin −Kd,linA0‖∞,Γ

‖Kd‖∞,Γ

≤ (β+1)2

(1−β)6 β. (5.22)

Approximation du produit scalaire
La dernière étape pour obtenir l’approximation champ lointain de Kd est d’approcher le produit scalaire
p(x,y) = d̂ ·ν(y) par p̃(x,yc) = ŝ ·ν(y). On procède pour cela comme en section 2.2.2. On rappelle simplement
que l’erreur absolue d’approximation de p par p̃ est contrôlée par :

er∞
p = ‖p− p̃‖∞,Γ ≤ β. (5.23)

Bilan analyse d’erreur
On rassemble ici les résultats de l’analyse d’erreur a priori pour chaque étape de l’approximation champ
lointain de Kd . Par inégalité triangulaire, on contrôle l’erreur d’approximation de Kd par Kd,ray par :

er∞
ray(Kd) =

∥∥Kd −Kd,ray
∥∥

∞,Γ

‖Kd‖∞,Γ

,

≤
‖Kd −Kd,lin‖∞,Γ

‖Kd‖∞,Γ

+
‖Kd,lin −Kd,lin0‖∞,Γ

‖Kd‖∞,Γ

+
‖Kd,lin0 −Kd,linA0‖∞,Γ

‖Kd‖∞,Γ

+

∥∥Kd,linA0 −Kd,ray
∥∥

∞,Γ

‖Kd‖∞,Γ

,

≤ er∞
lin(Kd)+ er∞

lin0(Kd)+ er∞
linA0(Kd)+

∥∥ fray
∥∥

∞,Γ

‖Kd‖∞,Γ

er∞
p .

(5.24)
Ainsi d’après (5.18), (5.20), (5.22) et (5.23), on obtient le contrôle suivant de l’erreur :

er∞
ray(Kd)≤

γβ

2
+

1√
1+ k2(d − rΓ)2

+
(β+1)2

(1−β)6 β+

∥∥ fray
∥∥

∞,Γ

‖Kd‖∞,Γ

β. (5.25)

5.1.2 Méthode barycentrique en 3D

On reprend maintenant brièvement le principe de la méthode barycentrique en 3D, et on donne en
particulier les expressions du coefficient de diffraction pour différentes formulations intégrales du problème
pour les conditions aux limites de Neumann et de Dirichlet.
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5.1.2.1 Rappel du principe de la méthode barycentrique

Le problème de diffraction par un obstacle à cœur en régime haute fréquence est un problème multi-échelle.
On distingue deux échelles par rapport à la longueur d’onde sur lesquelles la physique de la propagation est
différente : l’échelle des grandes distances L = O(100λ), qui est l’échelle des phénomènes de propagation
haute fréquence, et l’échelle de l’obstacle, O(λ), sur laquelle l’interaction de l’onde incidente avec l’obstacle
Γ peut générer des phénomènes de diffraction. La stratégie hybride propose un modèle à deux échelles de
l’obstacle Γ qui permet de dissocier le calcul des phénomènes de propagation et de diffraction.

Dans le cadre de validité de l’hypothèse de champ lointain, l’obstacle est caractérisé par la position de son
barycentre yc et un coefficient de diffraction haute fréquence R . Grâce à ce modèle, la stratégie de résolution
du problème de diffraction par la méthode hybride se décompose en trois étapes :

• calcul des effets de propagation haute fréquence de l’onde incidente ui de la source S vers l’obstacle,

• calcul des effets de diffraction par l’obstacle,

• calcul des effets de propagation du champ diffracté de l’obstacle vers le récepteur R,

résolues séquentiellement par des méthodes spécifiques : la méthode des rayons pour le calcul des effets de
propagation et la méthode des équations intégrales pour le calcul des effets de diffraction.

À l’échelle de la propagation, le contour Γ de l’obstacle est modélisé comme le voisinage de son bary-
centre, la propagation des champs incident et diffracté est approchée sous forme de rayons respectivement
reçu (As,φs,ŝ) et émis (Ar,φr,r̂) par le barycentre de l’obstacle yc et le champ incident est approché sur Γ

comme l’approximation onde plane du rayon joignant la source à yc.

Pour le calcul des phénomènes de diffraction, l’obstacle est décrit par sa géométrie exacte. On ramène le
problème à un problème posé en milieu non-borné qui est résolu par la méthode des équations intégrales. On
résout d’une part l’équation intégrale reformulant le problème de diffraction (2.55) et on calcule, à partir de
l’amplitude de champ lointain, le coefficient de diffraction de l’obstacle dans les directions de propagation,
(r̂, ŝ), des rayons incidents et diffractés en yc, R (r̂, ŝ;ω).

On combine ensuite ces résultats selon (2.8) pour évaluer le champ diffracté au récepteur,

ũ(xr;ω) = Br(xr;yc)R (r̂, ŝ;ω)Bs(yc;xs),

où on rappelle Br(xr;yc) = Ar(xr;yc)eikφr(xr;yc) et Bs(yc;xs) = As(yc;xs)eikφs(yc;xs), les amplitudes complexes
de propagation rayon du champ incident et diffracté.

5.1.2.2 Expression des coefficients de diffraction en 3D

On donne ici l’expression du coefficient de diffraction R pour chaque formulation intégrale, en restant
fidèle aux conventions exposées en section 1.4 et pour chaque condition aux limites (Dirichlet ou Neumann
homogène),

• Condition de Dirichlet homogène,

– Formulation EFIE/MFIE/CFIE,

R (r̂,ŝ;ω) =
1

4π

∫
Γ

[
∂u

∂n

]
(y; ŝ) e−ik(r̂·(y−yc))dS(y),

où

[
∂u

∂n

]
est solution d’une des équations intégrales directes (1.74),(1.75),(1.78).
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– Formulation de Brackage-Werner,

R (r̂,ŝ;ω) =
ik

4π

∫
Γ

ψ(y; ŝ)(ν(y) · r̂+1)e−ik(r̂·(y−yc))dS(y)

où ψ = [u] = ik

[
∂u

∂n

]
est solution de l’équation intégrale indirecte (1.83).

• Condition de Neumann homogène,

– Formulation EFIE/MFIE/CFIE,

R (r̂,ŝ;ω) =
ik

4π

∫
Γ
[u](y; ŝ) (ν(y) · r̂) e−ik(r̂·(y−yc))dS(y)

où [u] est solution d’une des équations intégrales directes (1.79),(1.80),(1.81).

– Formulation Brackage-Werner,

R (r̂,ŝ;ω) =
1

4π

∫
Γ

ψ(y; ŝ)(ν(y) · r̂+1)e−ik(r̂·(y−yc))dS(y)

où ψ =

[
∂u

∂n

]
=

1
ik
[u] est solution de l’équation intégrale indirecte (1.85).

5.1.3 Modification des fonctions de partition

Dans ce manuscrit, on ne présente aucun résultat numérique relatif au calcul du champ diffracté par
la méthode multi-centres en dimension 3. La principale difficulté de son extension est la définition et
l’implémentation d’un partitionnement de l’unité d’une surface. On discute ici de deux pistes de partition de
l’unité. La première revient à construire une partition de l’unité basée sur un recouvrement en sous-domaines
rectangulaires avec des fonctions de partition construites à partir des fonctions proposées en dimension deux.
La seconde définit un recouvrement par calottes et utilise des fonctions de partition sphériques, on reprend
Aiton (2014).

5.1.3.1 Pavage de la sphère : adaptation de la partition de l’unité 2D à la dimension 3

L’adaptation de la partition de l’unité décrite au chapitre 3 repose sur un recouvrement de la surface Γ de
la sphère en un pavage rectangulaire. La description suivante de la construction de la partition s’inspire de
[Cavoretto (2015), p.4].

On se munit d’un repère de coordonnées cartésienne d’axe (Ox, Oy, Oz). L’idée du pavage est de découper
la surface de la sphère en q bandes parallèles selon l’axe des x et q bandes parallèles selon l’axe des y,
ordonnées et numérotées de 1 à q. Ces bandes s’intersectent en P = q2 points Y p

c (x
p
c ,y

p
c ,z

p
c ) qui constituent les

centres des P partitions : XP =
{

Y p
c , p = 1,...,P

}
et forment P sous-domaines. Ce recouvrement définit un

découpage angulaire uniforme de la sphère. Chaque partition Γp se définit en particulier comme la réunion des
4 sous-domaines ayant Y p

c pour sommet. On ramène ensuite chaque partition Γ sur le carré [−1,1]× [−1,1]
par un isomorphisme τ et on définit la fonction de partition ηp sur Γp par produit tensoriel de la fonction
spline mère f définie par (D.5) :

∀Y ∈ Γ, ηp(Y ) = f (u) f (v), où (u,v) = τ(Y −Y p
c ).

5.1.3.2 Partitionnement basé sur un découpage en calottes

On propose aussi de tester la partition de l’unité de la sphère basée sur un recouvrement en calottes
sphériques proposée par Aiton (2014). L’idée est de construire, connaissant a priori la représentation discrète
de la sphère par un ensemble de points Q , un recouvrement de sa surface en P calottes centrées en les points
Y p

c , de rayon ρp et contenant approximativement le même nombre de points, puis de définir une partition
de l’unité subordonnée à ce recouvrement à partir d’une fonction de base sphérique. En particulier, si la
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distribution Q n’est pas uniforme, les centres des partitions ne seront pas uniformément répartis sur la sphère
et leurs tailles ne seront pas égales. On donne ici le principe de la méthode adaptée à notre contexte.

On cherche dans ce manuscrit à construire un recouvrement de la sphère associé à sa représentation par
l’ensemble des points de quadratures. On définit un recouvrement de Γ en P calottes et on se donne sur chaque
partition une fonction de poids ψp continue et à support compact :

ψp(Y ) = ψ

(∥∥Y −Y p
c
∥∥

ρp

)

où ψ est à support compact sur l’intervalle [0,1]. On définit alors pour tout p la famille de fonctions (ηp)1≤p≤P :

ηp : Γp → [0,1], ηp(Y ) =
ψp(Y )

P
∑

p=1
ψp(Y )

,

qui vérifie par construction
P

∑
p=1

ηp = 1. On pourra en particulier utiliser comme indiqué dans Aiton (2014) la

fonction de ψ définie par la B-spline cubique :

ψ(t) =





2
3
+4(t −1)t2, si 0 ≤ t <

1
2
,

− 4
3
(t −1)3, si

1
2
< t ≤ 1,

0, si t > 1.

(5.26)

qui est continûment deux fois dérivable sur [0,1].

5.1.4 Illustrations

On conclut l’exposé sur l’extension de la méthode barycentrique à l’acoustique 3D en présentant les
résultats de sa mise en œuvre numérique pour une configuration de diffraction par une sphère. On se donne
une onde incidente plane de direction de propagation (1,0,0)T avec un nombre d’onde k = 10. On considère
le problème de diffraction par la sphère S 1 centrée en yc = (0,0,0)T et de rayon rΓ = 0,2 associée à une
condition de Neumann homogène. On calcule, sur une sphère S 2 centrée en yc et de rayon d = 10, d’une
part le champ diffracté, u, obtenu par l’application de la formule de représentation intégrale à la solution
λ du problème intégral de surface de type EFIE, puis l’approximation haute fréquence du champ diffracté,
ũ obtenu selon le principe de la méthode barycentrique pour laquelle on calcule les effets de propagation
analytiquement. Enfin, on calcule l’erreur relative ponctuelle entre ces deux solutions, notée er et définie par :

er =
|u− ũ|

sup
y∈Γ

|u(y)| .

On représente en figure 5.1 la solution λ du problème de surface sur la sphère diffractante. Les figures 5.2 et
5.3 représentent respectivement le champ diffracté u calculé par BEM et son approximation haute fréquence ũ.
On donne également en figure 5.4 l’erreur relative ponctuelle du champ diffracté sur la sphère S 2. L’erreur
relative maximale en des points d’observation tels que d = 50rΓ vaut 0,0109.

5.2 Description de la méthode hybride dans le cadre de l’élastodynamique
3D

On a présenté jusqu’ici la méthode de couplage en acoustique 2D puis 3D. On discute dans cette section
de l’extension de son principe à des problèmes de propagation dans des solides élastiques. On rappelle d’abord
les équations de l’élastodynamique instationnaire puis en régime fréquentiel. On donne ensuite les outils de
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FIGURE 5.1 – Solution λ du problème surfacique
sur le sphère diffractante S 2.

FIGURE 5.2 – Champ diffracté u obtenu sur S 2 par
résolution BEM.

FIGURE 5.3 – Champ diffracté ũ (udff) obtenu sur
S 2 par la méthode barycentrique.

FIGURE 5.4 – Erreur relative ponctuelle er sur la
sphère S 2.

représentation intégrale pour reformuler le problème sous forme d’un problème intégral de surface. On définit
enfin le cadre de l’approximation champ lointain, les approximations du noyau et la formule des coefficients
de diffraction.
La propagation dans des milieux élastiques est plus complexe qu’en acoustique, deux types d’ondes de
volume coexistent et sont couplées par des conditions aux limites ou de transmission aux interfaces. On ne
considère ici que la propagation des ondes de volume, laissant le traitement des ondes de surface en perspective.

On précise dès maintenant que contrairement à la notation choisie dans le reste du manuscrit(ν), dans
cette section, on note n la normale sortante à l’obstacle.

5.2.1 La propagation des ondes dans un milieu solide élastique 3D

Une onde élastique correspond à la propagation de la déformation locale réversible d’un milieu sous l’effet
d’une excitation. Les déformations peuvent être volumiques, de type compression ou cisaillement ou affecter
les frontières ou interfaces du milieu (ondes de Love ou de Rayleigh). Chaque type d’ondes est caractérisé
par sa vitesse et sa fréquence de propagation propre. Leur présence dans le milieu dépend de ses propriétés
mécaniques et de sa géométrie [Cerveny (2000), pp. 9-54, Achenbach et al. (1982)].
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Les équations de l’élastodynamique
La propagation d’ondes dans un milieu élastique, Ωe, soumis à une excitation caractérisée par la force F et la
traction tB est décrite au moyen de 3 quantités : le vecteur de déplacement u d’une particule de matière dans
le milieu, le tenseur de contrainte σ et le tenseur d’élasticité C du milieu. Ces quantités sont reliées à travers
trois équations : l’équation d’équilibre dynamique, la relation de comportement et l’équation de compatibilité.

L’équation de conservation du moment, ou première loi de Cauchy relie le tenseur de contrainte à
l’accélération à travers l’équation aux dérivées partielles :

divσ+ρF =
∂2u
∂t2 , (5.27)

où u est le champ de déplacement et on note div l’opérateur de divergence appliqué à une fonction tensorielle.
Afin de garantir l’existence et l’unicité de la solution à ce problème, on adjoint à cette EDP des conditions de
bord, ainsi que des conditions initiales :





u(0,x) = u0(x),

∂u
∂t

(0,x) = v0(x).
(5.28)

Les conditions aux bords de type Dirichlet prescrivent la valeur du déplacement u sur la frontière du milieu,
et celles de Neuman prescrivent la valeur du vecteur contrainte t = σ ·n. En particulier, une condition souvent
vérifiée est la condition de surface libre t = 0.
La loi de comportement élastique linéaire du matériau lie σ au tenseur de déformation linéarisé ǫ :

σi j = Ci jklǫkl, (5.29)

où ǫ est défini par

ǫ=
1
2

(
gradu+grad T u

)
, ǫi j =

1
2
(ui, j +u j,i) , (5.30)

où on note ui la i-ème composante du déplacement, et ui, j la dérivée de ui par rapport à x j.

Propagation d’ondes en milieu élastique homogène isotrope
Dans toute la suite, on suppose le milieu de propagation homogène et isotrope, afin de décrire les outils de
résolution du problème élastodynamique par la méthode des équations intégrales. Il est alors caractérisé par
sa masse volumique ρ, son module de cisaillement µ et son coefficient de Poisson ν. Le tenseur d’élasticité C
est alors donné par,

Ci jkl = µ

[
2ν

1−2ν
δi jδkl +δikδ jl +δilδ jk

]
. (5.31)

En combinant les équations (5.27), (5.29) et (5.31), on obtient l’équation du mouvement de Navier, d’inconnue
le vecteur de déplacement u,

ρ
∂2u
∂2t

= ρF+µ∆u+
µ

1−2ν
grad (div u) , (5.32)

qui, en utilisant la décomposition ∆u = grad (div u)− rotrotu, où rot symbolise le rotationnel, se réécrit

ρ
∂2u
∂2t

= ρF+
2µ(1−ν)

1−2ν
grad (divu)+µrotrotu. (5.33)

Le théorème de décomposition de Helmholtz-Hodge permet de décomposer le champ de déplacement comme

u = ∇ϕ+ rotψ, où divψ = 0, (5.34)

où ϕ est un potentiel scalaire etψ est un potentiel vecteur. En introduisant cette décomposition dans l’équation
de Navier (5.33), dans l’hypothèse où F = 0, on obtient les deux équations découplées pour les potentiels ϕ,
ψ : 




2(1−ν)

1−2ν

µ

ρ
∆ϕ =

∂2ϕ

∂2t
,

µ

ρ
∆ψ =

∂2ψ

∂2t
.
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Le déplacement associé au potentiel scalaire ϕ, colinéaire à la direction de propagation de l’onde, représenté
figure 5.5, définit une onde de pression (P) se propageant avec la célérité cp définie par

cp =

√
λ+2µ

ρ
.

Le déplacement associé au potentiel vecteur ψ, orthogonal à la direction de propagation, comme représenté

FIGURE 5.5 – “Primary waves”

sur la figure 5.6, définit une onde de cisaillement (S) se propageant à la célérité cs définie par,

cs =

√
µ

ρ
.

On remarque que cs ≤ cP. On introduit pour la suite le paramètre κ = cP/cS.

FIGURE 5.6 – “Secondary waves”

Les équations de Navier en régime fréquentiel
Le problème de diffraction en milieu élastique et en régime fréquentiel reformule le problème élastodynamique
en régime harmonique. Pour la suite de la présentation, on choisit une configuration d’étude physique simpli-
fiée. On se donne une onde incidente uinc haute fréquence se propageant dans un milieu supposé homogène et
isotrope contenant un obstacle de contour Γ, en l’absence de force de volume F = 0. On cherche à simuler
la diffraction de l’onde incidente par l’obstacle pour des conditions de bord de type Neumann homogène :
t(x,ω)+ ti(x,ω) = 0 sur Γ, le vecteur de traction incident tinc étant défini par tinc = (C : graduinc).n.

Posée en terme de champ diffracté, l’équation de Navier en régime fréquentiel s’écrit sous ces hypothèses :
{

µ∆u(x;ω)+(λ+µ)∇(∇ ·u(x;ω))+ρω2u(x;ω) = 0, x ∈ Ωe

t(x;ω) = σ(x;ω) ·n(x) =−ti, x ∈ Γ,
(5.35)

où ω désigne la pulsation, et n(x) la normale à Γ extérieure à Ωe au point x. On sélectionne la solution
rayonnante à l’infini en lui imposant de vérifier les conditions de radiation de Sommerfeld-Kupradze,

lim |x|
|x|→∞

(
∂uP(x;ω)

∂|x| − ikPuP(x;ω)

)
= 0, lim |x|

|x|→∞

(
∂uS(x;ω)

∂|x| − ikSuS(x;ω)

)
= 0, r = |x|,

uniformément dans toutes les directions, où on note les nombres d’ondes respectivement associés à la
propagation des ondes (P) et (S) : kP =

√
ω/cP et kS =

√
ω/cS. L’onde (P), uP, s’obtient à partir de u par

uP =−k2
P graddivu, et l’onde (S) par uS = u−uP.

5.2.2 Représentation intégrale de la solution et problème de frontière

On décrit ici la construction de la formule de représentation intégrale de la solution du problème (5.35)
suivant le plan de la section 1.1.2. On donne le principe de réciprocité, puis l’expression analytique de
la solution fondamentale du problème élastique en régime fréquentiel. On présente ensuite la formule de
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représentation intégrale et on explicite le problème surfacique équivalent au problème (5.35). Cette partie
s’inspire de Achenbach et al. (1982) et Bonnet (1995).

Théorème de réciprocité
Selon le même principe qu’expliqué en section 1.4.2, on peut relier deux solutions (u1,u2) de l’équation de
Navier en régime harmonique, (5.35), vérifiant la condition de radiation à l’infini, obtenues pour deux états
élastiques différents (u1,σ1,F1) et (u2,σ2,F2), selon l’identité de réciprocité (Kupradze (1965)) :∫

∂Γ
(T u1 · u2 −T u2 · u1)dS =

∫
Ω

ρ(F2 · u1 −F1 · u2)dV (5.36)

où on note T l’opérateur vectoriel de traction, fonction du déplacement u et de la normale extérieure à la
frontière Γ de Ωe, défini par :

T u = σ ·n = 2µ
∂u
∂n

+λdiv un+µn∧∇(u). (5.37)

Solution fondamentale du problème d’élasticité en régime harmonique
Kausel (2006) propose une revue des solutions fondamentales pour les problèmes classiques et canoniques
de l’élastodynamique. Un ensemble de travaux ont également permis de donner la solution fondamentale
pour des milieux de propagation plus compliqués : Guzina et Pak (1996) traite le problème pour le demi-plan
élastique continûment hétérogène, Guzina et Pak (2001) pour le demi-plan multi-couches viscoélastique,
Kennett (1983) pour des milieux stratifiés horizontalement, etc..

On travaille ici avec la solution fondamentale, que l’on note U, définie comme la solution du problème :

−ρω2U−µ∆U− µ

1−2ν
∇(divU) = ρδ, ∈ R

3.

associé à une excitation ponctuelle unitaire suivant les trois directions d’espace δ : δ → δI, où I est la
matrice identité et δ ∈ R. On note Σ le tenseur de contrainte associé à la solution fondamentale U. D’après
[Alves et Kress (2002), p.4], la solution fondamentale de l’espace libre s’exprime en fonction de la solution

fondamentale de l’équation de Helmholtz, G(k,x) :=
1

4π

eik|x|

|x| :

U(x,y;ω) =
1
µ

(
G(ks,x− y)IR3 +

1
k2

s
grad xgrad xT (G(ks,x− y)−G(kp,x− y))

)
, (5.38)

où on définit grad x le laplacien vectoriel par rapport à la variable x. Yoshida (2001) a proposé dans sa thèse
une reformulation des tenseurs U et Σ composante par composante :

Uk
i (x,y;ω) =

1
4πµr

[Aδik +Br,ir,k] ,

Σk
i j(x,y;ω) =

1
4πr2

[
2C r,ir,kr, j +

(
δikr, j +δ jkr,i

)
D+δi jr,kE

]
.

(5.39)

Uk
i et Σk

i j désignent respectivement la i-ème composante de la solution fondamentale de l’espace libre et du
tenseur de contrainte associé, générés en y ∈ R

3 par une force ponctuelle unitaire appliquée en x ∈ R
3 suivant

la direction k. Dans (5.39), δi j désigne le symbole de Kronecker, r = |y− x|, r, j la dérivée de r par rapport à
la jème composante et A,B,C,D,E sont definis par :

A =

(
− 1

x2
S

+
i

xS
+1

)
eixS − γ2

(
− 1

x2
P

+
i

xP

)
eixP ,

B =

(
3

x2
S

− 3i
xS

−1

)
eixS − γ2

(
3

x2
P

− 3i
xP

−1

)
eixP ,

C =

(
−15

x2
S

+
15i
xS

+6− ixS

)
eixS − γ2

(
−15

x2
P

+
15i
xP

+6− ixP

)
eixP ,

D = (ixS −1)eixS +2B,

E = (1−2γ2)(ixP −1)eixP +2B,

(5.40)
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avec xP = kPr, xS = kSr et γ = cS/cP =
√
(1−2ν)/2(1−ν).

Formule de représentation intégrale de la solution
La formule de représentation intégrale émerge de l’application de l’identité de réciprocité (5.36) à une solution
u correspondant à un état (u,σ,F), caractérisé par la distribution de force F et le tenseur de contrainte σ, et à
la solution fondamentale du problème posé dans l’espace libre excité par une source ponctuelle (U,Σ,−δ).

De façon générale, le vecteur de déplacement u est alors donné pour un point x ∈ R
3 \Γ, en l’absence de

force de volume (F = 0), par la formule de représentation intégrale,

uk(x;ω) =
∫

Γ
[Uk

i (x,y;ω) ti(y)−T k
i (x,y;ω)ui(y)]dSy, (5.41)

où T =Σ ·n désigne le vecteur de traction associé au tenseur de contrainte Σ,

T k
i (x,y;ω) = Σk

i j(x,y;ω)n j(y), k = 1,2,3.

On déduit alors le problème intégral de surface par application des conditions de bord à la formule de
représentation intégrale (5.41).

Dans le cadre de la méthode hybride, on choisit de reformuler le problème de diffraction (5.35) sous
forme d’une équation intégrale indirecte de Brakhage-Werner bien posée pour toutes fréquences. En posant
ψ =−[ti] =− [ui]

η , η ∈ C (Im(η) 6= 0) la nouvelle inconnue de (5.41) qui lie linéairement les sauts [t] ∈ C
3 et

[u] ∈ C
3 du vecteur de contrainte et de déplacement à travers Γ par le paramètre complexe η, la formule de

représentation intégrale du champ diffracté devient :

x ∈ Γ, uk(x;ω) =
∫

Γ
[ηT k

i (x,y;ω)−Uk
i (x,y;ω)]ψi(y)dSy. (5.42)

En appliquant ensuite la trace de Neumann à (5.42), on obtient l’équation intégrale indirecte de Brakhage-
Werner. Dans le cadre de l’élasticité en milieu homogène isotrope, cela revient à dériver (5.41) par rapport à
x ∈ Γ puis à multiplier chaque terme par le tenseur de contrainte Cpqkl et par la normale nq(x) :

−1
2

t inc
p (x) =

∫
Γ
[ηH p

i (x,y;ω)−K p
i (x,y;ω)]ψi(y)dSy, (5.43)

car t = tinc d’après la condition aux limites, et où les noyaux H et K sont définis composantes par composantes
par :

t inc
p (x) = σinc

pq (x)nq(x) =Cpqkl
∂uinc

k

∂xl
(x)nq(x),

H p
i (x,y;ω) =Cpqkl

∂T k
i

∂xl
(x,y;ω)nq(x)

K p
i (x,y;ω) =Cpqkl

∂Uk
i

∂xl
(x,y;ω)nq(x)

(5.44)

L’équation intégrale (5.43) fait intervenir des intégrales fortement singulières et hypersingulières qui peuvent
être reformulées sous forme faiblement singulière pour être intégrées, voir les travaux de Liu et Rizzo (1993)
et Bonnet (1995).

5.2.3 Principe de la méthode barycentrique pour l’élasticité 3D

Le principe de la méthode barycentique est directement transposable au cadre de problèmes de l’élasticité
3D. La méthode consiste dans le cadre de validité de l’hypothèse de champ lointain à propager les champs
incidents et diffractés sous la forme de rayons respectivement reçus et émis par le barycentre yc de l’obstacle
et à prendre en compte les effets de diffraction sous la forme d’un coefficient, obtenu comme l’amplitude de
champ lointain du champ diffracté et dépendant de la direction de propagation de ces rayons, de la fréquence
et de la géométrie de l’obstacle.
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On décrit ici la méthode des rayons dans ce contexte (Achenbach et al. (1982), chap.4 pp.76-87) ainsi
que les approximations champ lointain du tenseur fondamental U et de contrainte Σ associé afin de pouvoir
donner l’expression du coefficient de diffraction et enfin rappeler comment évaluer le champ diffracté à partir
de ces résultats.

5.2.3.1 La méthode des rayons en élasticité 3D

En élasticité, une onde se décompose comme la superposition d’une onde de pression et d’une onde de
cisaillement, respectivement caractérisées par un potentiel scalaire φ et vectoriel ψ selon (5.34). Approcher sa
propagation sous forme de rayons revient à chercher les rayons respectivement associés aux potentiels ϕ et ψ.
On cherche ces deux potentiels sous l’ansatz WKB tronqué à l’ordre 0 :

ϕ = eikPφP
AP

0 (x), et ψ = eikSφS
AS

0(x), (5.45)

où les fonctions réélles scalaires φP, φS et AP
0 et vectorielle AS

0 = (ASH
0 ,ASV

0 )T ∈ R
2 sont indépendantes de

la fréquence. Le couple amplitude-phase (AP
0 ,φ

P) est solution du système équation eikonale – équation de
transport associé aux ondes (P) : {

|∇φP|= 1,

2(∇φP ·∇)AP
0 +∆φP AP

0 = 0,
(5.46)

et le couple (AS
0,φ

S) est solution du système associé aux ondes (S),





|∇φS|= 1,

2(∇φS ·∇)AS
0 +∆φS AS

0 = 0,

∇φS ·AS
0 = 0,

(5.47)

où la dernière équation est obtenue à partir de la condition de jauge divψ = 0, (5.34). Ces couples sont définis
de manière unique à une constante additive près pour la phase et l’amplitude, qui est fixée par la donnée
du champ source au pied du rayon. Ces systèmes sont résolus en deux étapes : on commence par résoudre
l’équation eikonale le long des bicaractéristiques puis on résout l’équation de transport le long des rayons
définis comme les trajectoires des caractétistiques. Pour plus de détail sur la mise en œuvre de la méthode, se
reporter à Achenbach et al. (1982), Cerveny (2000).

En outre, d’après Achenbach et al. (1982), on calcule les ondes (P) et (S) à partir des rayons (AP
0 ,φ

P) et
(AS

0,φ
S) sous la forme :

uP = ρ
−1/2
P1 ρ

−1/2
P2 AP

0 (t)eikPφP
dP +O(k−1

P ),

uSH = ρ
−1/2
S1 ρ

−1/2
S2 ASH

0 (t)eikSφS
dSH +O(k−1

S ),

uSV = ρ
−1/2
S1 ρ

−1/2
S2 ASV

0 (t)eikSφS
dSV +O(k−1

S ),

(5.48)

avec ρα1 et ρα2 (α = P, SH, SV) sont les rayons de courbure principaux du front d’onde définis par φα, solution
de l’équation eikonale |∇φα|= 1, et dα est la direction de polarisation de l’onde α = P,SH,SV . On note en
outre t une variable constante le long du rayon considéré et Aα

0 (t) est l’amplitude au pied du rayon.

Dans le cadre de la méthode hybride, lorsque l’obstacle est situé dans la zone de champ lointain à la fois
de la source et du point d’observation, γβs/2, γβr/2 ≪ 1, on modélise l’obstacle comme un voisinage de son
barycentre. On calcule alors les rayons incident et diffracté respectivement reçus et émis par yc et caractérisés
par les couples amplitude-phase (AP

0 ,φ
P) pour les ondes (P) et (ASH

0 ,φSH) et (ASV
0 ,φSV ) pour les ondes (S).

Afin de calculer le second membre de l’équation intégrale, on approche d’après (5.48) l’onde incidente sur Γ

comme le linéarisé du rayon incident :

uinc(y) = BP
inc(yc;xs)eikP ŝP·(y−yc) dP +BSH

inc(yc;xs)eikS ŝSH ·(y−yc) dSH

+BSV
inc(yc;xs)eikS ŝSV ·(y−yc) dSV , y ∈ Γ,

(5.49)
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où
BP

inc(yc;xs) = ρ
−1/2
P1 (yc)ρ

−1/2
P2 (yc)AP

0 (t)eikPφP(yc;xs),

Bα
inc(yc;xs) = ρ

−1/2
S1 (yc)ρ

−1/2
S2 (yc)Aα

0 (t)eikSφS(yc;xs), α = SV,SH.
(5.50)

En particulier dans le cas d’un problème avec condition aux limites de Neumann, le second membre est donné
par le vecteur de traction incident tinc défini composante par composante par :

tinc
i (y) = ikP BP

inc(yc;xs)eikP ŝP·(y−yc) Ci jkl ŝP
l dP

k n j(y)

+ ikS BSH
inc(yc;xs)eikS ŝSH ·(y−yc) Ci jkl ŝSH

l dSH
k n j(y)

+ ikS BSV
inc(yc;xs)eikS ŝSV ·(y−yc) Ci jkl ŝSV

l dSV
k n j(y).

(5.51)

5.2.3.2 Approximations champ lointain de la solution fondamentale

L’approximation champ lointain de la solution de l’équation des ondes donne la solution dans sa zone
de radiation, c’est une donnée essentielle en problème inverse pour retrouver des informations sur l’objet
diffractant, (Dassios et Rigou (1997), Gintides et Kiriaki (2001)). Dans le cadre de la méthode hybride, c’est
un outil qui permet de convertir le champ diffracté sous forme de rayon. L’approximation repose en particulier
sur l’approximation champ lointain du noyau de l’opérateur de représentation intégrale (5.41). On donne donc
ici l’expression de l’approximation champ lointain des tenseurs U et Σ.

D’après Dassios et Rigou (1997), l’approximation champ lointain de la solution fondamentale en déplace-
ment s’écrit

U(x,y;ω) = US
∞(ŝ)

eikS|x−yc|

|x− yc|
e−ikŝ·(y−yc)+UP

∞(ŝ)
eikP|x−yc|

|x− yc|
e−ikP ŝ·(y−yc)+O(

1
|x− yc|2

), (5.52)

où Ua
∞(ŝ), a = P ou S est l’amplitude de champ lointain des contributions longitudinales et transverses à la

solution fondamentale U : 



US
∞(ŝ) =

1

4πρc2
S

(I− ŝ⊗ ŝ)

UP
∞(ŝ) =

1

4πρc2
P

ŝ⊗ ŝ
(5.53)

On trouve dans Achenbach et al. (1982) l’approximation champ lointain du tenseur de contrainte Σ :

Σ(x,y;ω) = ikPΣ
P
∞

eikP|x−yc|

|x− yc|
e−ikP ŝ·(y−yc)+ ikSΣ

S
∞

eikS|x−yc|

|x− yc|
e−ikS ŝ·(y−yc)+O(

1
|x− yc|2

), (5.54)

avec Σ
P
∞ et ΣS

∞, les tenseurs définis par :





Σ
P;k
∞ [i j] =

1
4π

[
2κ−2 ŝiŝ j +(1−2κ−2)δi j

]
ŝk

Σ
S;k
∞ [i j] =

1
4π

(
δikŝ j +δ jkŝi −2ŝiŝ j ŝk

) (5.55)

où on rappelle κ = cP/cS.

Justifications de l’expression de l’approximation de champ lointain
L’approximation champ lointain de la solution fondamentale U et de Σ s’obtient en deux étapes. On linéarise
d’abord la phase de U à l’ordre 1 : r = |x− y| ≈ |x− yc|− (ŝ · (y− yc)), lorsque les hypothèses





β ≪ 1,

γ = O(1),
1
2

γβ ≪ 1.
(5.56)

sont vérifiées. La première hypothèse permet de réaliser le développement de Taylor et les deux suivantes de
négliger les termes d’ordre supérieur à 1.
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On linéarise ensuite sous les hypothèses (5.56) l’amplitude de U à l’ordre 0. D’après (5.39), U et Σ s’écrivent
comme la somme de deux ondes sphériques pondérées par un polynôme en 1/r de degré 3 pour U et 4 pour
Σ. D’une part, en supposant la distance de x à Γ suffisamment grande, les termes r−α, où α ≥ 1, peuvent être
négligés. D’autre part, le développement de Taylor à l’ordre 0 des termes restants en ρ = 0 s’exprime :

|x− y|−p = |x− yc|−p
(

1+ pρd̂ · ŝ− p

2
ρ2
(

1− (2+ p)
(
d̂ · ŝ
)2
)
+o(ρ2)

)
, p = 1,2,3,4

Comme ρ ≤ β, sous les hypothèses (5.56), on néglige les termes en ρα, où α ≥ 1.
L’association de ces deux étapes d’approximation conduisent aux expressions des approximations champ
lointain de U et Σ, (5.52) et (5.54).

5.2.3.3 La construction du coefficient de diffraction et évaluation du champ diffracté

À partir de l’approximation champ lointain de la solution fondamentale (5.52), et du tenseur des contraintes
(5.54), on exprime l’approximation champ lointain du champ diffracté u sous la forme de deux ondes
sphériques :

u(x;ω) = R P(r̂;ω)
eikP|x−yc|

|x− yc|
+R S(r̂;ω)

eikS|x−yc|

|x− yc|
+O(

1
r2 ), (5.57)

pondérées respectivement par les amplitudes de champ lointain R P et R S qui dépendent de l’onde incidente,
de la pulsation ω et de la direction d’observation r̂. L’onde (P) et chaque composante de l’onde (S) s’écrivent
comme une onde cylindrique qui d’après la section 5.1.1.1 s’interprète comme un rayon.

On donne ci-dessous les expressions des amplitudes de champ lointain pour les ondes S et P lorsqu’on
résout le problème avec condition de Neumann par formulation indirecte de Brakhage-Werner (cf. Gintides et
Kiriaki (2001)) pour une onde plane incidente de direction de propagation ŝ :

R P(r̂, ŝ;ω) =
∫

Γ

[
ikP η Σ

P
∞(r̂) ·ν(y)+UP

∞(r̂)
]

e−ikP(y−yc)·r̂ψP(y; ŝ)dSy,

R S(r̂, ŝ;ω) =
∫

Γ

[
ikS η Σ

S
∞(r̂) ·ν(y)+US

∞(r̂)
]

e−ikS(y−yc)·r̂ψS(y; ŝ)dSy,

où ψP/S sont solution de l’équation intégrale indirecte de Brakhage-Werner (5.43) où

tinc
i (y) = ∑

α=P,SV,SH

ikα eikα ŝα·(y−yc) Ci jkl ŝα
l dα

k n j(y)

est une onde plane suivant les trois directions d’espace.

Dans le contexte de la méthode barycentrique, l’expression du champ lointain (5.57) s’interprète comme
une solution rayon du problème dans la zone de rayonnement. Les amplitudes de champ lointain correspondent
au coefficient de diffraction de l’obstacle pour chacune de ces ondes. On évalue enfin le champ diffracté à
partir des amplitudes complexes des rayons incident et diffracté calculés par la méthode des rayons et le
coefficient de diffraction calculé par la méthode des équations intégrales par :

u(xr;ω)≈ ∑
α=P,SV,SH

Bα
r (xr;yc)R α(r̂, ŝα;ω)Bα

inc(yc;xs),

où Bα
inc(yc;xs) est l’amplitude complexe de propagation rayon de l’onde incidente, elle est donnée par (5.50)

et Bα
r (xr;yc) est l’amplitude complexe de propagation rayon de l’onde diffracté de yc vers xr, obtenue à partir

des couples amplitude-phase (AP
r (xr;yc),φ

P
r (xr;yc)), (AS

r (xr;yc),φ
S
r (xr;yc)) :

Bα
r (xr;yc) = ρ

−1/2
α1 ρ

−1/2
α2 Aα

0 (t)eikαφα

, α = P,SV,SH

où on précise, kS = kSH = kSV , φS = φSH = φSV et ρS,1 = ρSH,1 = ρSV,1, ρS,2 = ρSH,2 = ρSV,2.
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5.2.4 Interaction des ondes élastiques avec des interfaces et conversion de modes

On résume ici brièvement un phénomène important de la propagation des ondes dans un milieu élastique
qui concerne l’interaction d’une onde élastique avec un obstacle ou une interface de discontinuité de propriétés
du milieu : le phénomène de conversion de modes et la création d’ondes de surface. Quelque soit le type
d’onde incidente (compression ou cisaillement), son interaction avec un obstacle ou une interface crée des
ondes réfléchies et/ou transmises à la fois de compression et de cisaillement. Ces ondes sont créées dans
des directions obéissant aux lois de Snell-Descartes et leur amplitude est pondérée par des coefficients de
transmission et réflexion liés aux propriétés du milieu et obtenus à partir des conditions de bord. Un autre
phénomène important accompagne la propagation des ondes élastiques, il s’agit de la création d’ondes de
surfaces au niveau des interfaces internes au milieu ou de sa frontière extérieure. Ces ondes sont générées par
interférence entre les ondes S et P au niveau des interfaces du milieu de propagation et sont guidées le long
de ces surfaces. On en distingue ici deux types : les ondes de Rayleigh et les ondes de Love. Les ondes de
Rayleigh provoquent un mouvement elliptique anti horaire des particules de matière au niveau de l’interface,
figure 5.7. Leur amplitude décrît exponentiellement avec la profondeur. Les ondes de Love, qui sont les plus
rapides, engendrent des déformations horizontales de l’interface au passage de l’onde, figure 5.8. Les ondes
de surface sont de plus basse fréquence que les ondes S et P. Pour en savoir plus sur leur condition d’existence,
le lecteur pourra se reporter ici à Novotny (1999), Achenbach et al. (1982).

FIGURE 5.7 – Ondes de Rayleigh FIGURE 5.8 – Ondes de Love

Ces ondes ont des conséquences importantes sur la simulation de la propagation en milieu élastique.
La problématique de leur prise en compte est capitale dans les simulations numériques pour le contrôle
non destructif. On ne traite cependant pas cette problématique dans ce manuscrit, elle constitue donc une
perspective importante à l’extension de la méthode de couplage proposée à l’élastodynamique.

5.3 Conclusion

Dans cette section on a discuté de l’extension du principe de la méthode barycentrique dans le cadre
de la diffraction acoustique et élastique en dimension 3, par un obstacle situé loin des bords du milieu de
propagation. On a décrit et analysé l’approximation de champ lointain dans le cas de l’acoustique 3D puis
on a réalisé une preuve de concept numérique pour mettre en avant la faisabilité et la bonne précision de la
méthode en dimension 3. On a ensuite donné les principaux résultats nécessaires à la mise en œuvre de la
méthode hybride à des problèmes de diffraction par un obstacle à cœur en milieu élastique 3D.

La principale perspective de ce chapitre est d’étudier l’extension de la méthode hybride pour la diffraction
en milieu élastique par un obstacle proche du bord. Cette étude nécessite en particulier de modéliser et de
prendre en compte les ondes de surface dans le cadre de la méthode hybride. Il serait également intéressant de
mettre en œuvre un nouveau type de partitionnement de la surface de l’obstacle basé sur la décomposition du
domaine de calcul en octree et de l’associer à une résolution du système BEM par méthodes rapides (FMM,
H-matrix).
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Chapitre 6

Perspectives d’adaptations de la méthode
hybride pour la propagation haute
fréquence en milieu inhomogène et en milieu
borné

Dans ce chapitre, on discute des perspectives d’adaptation de la méthode hybride à des problèmes de
diffraction plus réalistes : en milieu inhomogène et borné. Pour la présentation on découple les difficultés. On
donne dans un premier temps la stratégie d’application de la méthode hybride à des problèmes de diffraction
en milieu borné. On détaille brièvement la méthode et propose en particulier quelques pistes pour traiter
l’interaction de l’obstacle avec le bord de pièce dans le cadre de la méthode hybride. Dans une deuxième
section, on discute de l’extension de la méthode pour la simulation de la diffraction en milieu inhomogène
non borné.

6.1 La stratégie de couplage en milieu borné

La stratégie retenue pour mettre en œuvre la méthode de couplage sur des configurations de diffraction par
un obstacle en milieu homogène borné repose sur la synthèse temporelle de la solution. On décrit la stratégie
et on distingue deux types de configurations de diffraction : par un obstacle à cœur et par un obstacle proche
du bord. Pour ce dernier cas, les phénomènes d’interactions multiples (réflexion, diffraction) générés du fait
de la proximité de l’obstacle avec le bord sont mal calculés par méthode asymptotique. On propose donc
quatre pistes d’adaptation de la méthode pour les prendre en compte de façon plus précise.

6.1.1 Le choix du couplage temporel BEM-rayons

La stratégie du couplage BEM-rayons en milieu borné repose sur la résolution du problème de diffraction
en régime temporel, afin de diminuer le coût de calcul des rayons dans le milieu. En régime harmonique
une infinité de rayons coexistent dans un milieu borné : le(s) rayon(s) incident(s) (si la source est étendue),
les rebonds du (des) rayon(s) incident(s) sur le bord, les rayons diffractés et ses rebonds. La résolution d’un
problème de diffraction en régime harmonique amènerait à prendre en compte tous les rayons qui interagissent
avec l’obstacle : le(s) rayon(s) incident(s) se propageant directement vers l’obstacle, ses rebonds propagés
vers l’obstacle, le champ diffracté directement propagé jusqu’aux points d’observation, les rayons diffractés
rebondissant sur le bord vers les points d’observation et ceux qui rebondissent sur le bord et se redirigent vers
l’obstacle pour générer de nouveaux champs diffractés. La résolution en régime temporel revient à simuler la
propagation sur un intervalle de temps fini, et permet donc de sélectionner parmi tous ces rayons seulement
ceux qui existent sur cet intervalle de temps. La durée de propagation étant liée au chemin optique le long
d’un rayon, résoudre le problème de diffraction sur un intervalle de temps fini supprime de nombreux rayons
réfléchis. Par ailleurs, ce choix permet de ramener la simulation au plus près de l’expérience de contrôle non
destructif qui repose sur la mesure des champs haute fréquence sur une durée finie.
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Dans la pratique, la résolution de l’équation des ondes instationnaires en régime haute fréquence est
réalisée en deux étapes : on résout d’une part le problème de diffraction en régime harmonique puis on calcule
la solution temporelle par transformée de Fourier inverse.

Pour fixer les idées sur l’effort que demande la synthèse temporelle de la solution harmonique, on
considère le problème de diffraction instationnaire (1.1), avec condition de transmission (α 6= 0) pour assurer
le caractère bien posé du problème, et où W est le signal d’émission défini par (1.2). On définit un problème
temporel haute fréquence, comme un problème pour lequel le contenu spectral du signal d’émission est
déplacé dans les hautes fréquences : pour le signal W (1.2), cela revient à supposer ωs → ∞. Dans le cadre du
régime haute fréquence, on cherche à calculer l’approximation rayon de l’évolution temporelle du champ
solution. On résout donc le problème en régime harmonique par la stratégie hybride.

Dans le cadre de la méthode hybride barycentrique, l’approximation haute fréquence ũ de la solution du
problème de diffraction en milieu homogène non borné, de célérité c, en régime harmonique,





ω2

c2 u(x;ω)+∆u(x;ω) = 0, x ∈ Ωe,

∂u(x;ω)

∂ν(x)
=−∂ui(x;ω)

∂ν(x)
, x ∈ Γ,

∂u(x;ω)

∂ν(x)
−αu(x;ω) =−∂ui(x;ω)

∂ν(x)
−αui(x;ω), x ∈ ∂Ωe \Γ,

lim
|x|→+∞

(
∂u(x,ω)

∂|x| − iω

c
u(x;ω)

)
= 0.

(6.1)

aussi appelée solution rayon, s’exprime comme le produit des amplitudes complexes de propagation rayon
des champs incidents et diffractés, Br(xr;yc) et Bs(yc;xs), du coefficient de diffraction R (r̂,ŝ;ω), évalué dans
les directions d’incidence ŝ et d’observation r̂ et de l’amplitude de la source Ŵ :

ũ(xr;ω) = Br(xr;yc)Bs(yc;xs)R (r̂,ŝ;ω)Ŵ (ω;ωs), Br/s = Ar/seikφr/s
.

On calcule donc l’approximation rayon de la solution du problème instationnaire (6.1) à partir de la solution
rayon harmonique par transformée de Fourier inverse ( F −1 ) :

ũ(xr,t) =
Ar(xr;yc)As(yc;xs)√

2π

∫ ∞

ω=0
Ŵ (ω;ωs)R (r̂,ŝ;ω)e−iωt dω,

= Ar(xr;yc)As(yc;xs)W (t − φs

c
− φr

c
;ωs) ∗ F −1(R )(r̂,ŝ; t),

(6.2)

Le calcul de la solution rayon du problème de diffraction en régime temporel revient donc à réaliser le produit
de convolution entre le signal d’émission W , retardé du temps de parcours des rayons incident et diffracté, et
la transformée de Fourier inverse du coefficient de diffraction, pondéré par les amplitudes réelles des rayons
incidents et diffractés.

D’après le théorème 2.1 de Collino et Marmorat (2011),la solution rayon en régime temporel est une
approximation haute fréquence du problème instationnaire (1.1) d’autant meilleure que la fréquence de la
source est grande et que Ŵ s’annule aux basses fréquences. Pour une certaine régularité de la fonction w, on
peut écrire l’estimation de l’erreur d’approximation rayon du champ diffracté en régime temporel suivante
(voir (Collino et Marmorat (2011), théorème 2.1)) :

Théorème 6.1.1. Soit W de la forme W (t;ωs) = w(ωs t). On suppose la fonction w dans Hq(R+) pour un
certain q > 0 ; on suppose de plus qu’il existe ξ0, C > 0 et p >−1/2 tels que la transformée de Fourier de w
vérifie

|ŵ(ξ)| ≤C ξp, ∀ξ ∈ [−ξ0,ξ0]

alors pour tout x de Ω différent du point source, on a

supt∈[0,∞[ |u(x,t)− ũ(x,t)|
supt∈[0,∞[ |ũ(x,t)|

= O
(

ω− 2p+1
2p+3

)
.

De plus la limite est uniforme sur tout compact excluant le point où est situé la source.
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On décrit maintenant les spécificités de la stratégie de couplage en milieu borné pour un obstacle à cœur
puis pour un obstacle proche du bord.

6.1.2 La stratégie pour un obstacle à cœur

On appelle obstacle à cœur un obstacle situé suffisamment loin des bords pour que les interactions du
champ diffracté ou réfléchi qu’il diffuse puissent être modélisées comme des rebonds au sens de l’optique
géométrique. Les interactions sont modélisées par des rayons réfléchis et/ou réfractés dont les directions de
propagation et les amplitudes sont obtenues respectivement par les lois de réfraction de Snell Descartes et les
conditions de transmission propres au milieu (Staudacher (2013) p.15-18).

Le principe du couplage temporel BEM-rayons pour un défaut à cœur en milieu borné s’applique sans
grosse modification au calcul de la diffraction haute fréquence par un obstacle à cœur en milieu homogène
borné. On en précise ici les différences d’application. Elle comprend deux étapes :

• application de la méthode hybride pour résoudre le problème de diffractionen régime harmonique.

• transformée de Fourier inverse pour le calcul de l’évolution temporelle du champ diffracté.

La résolution du problème en régime harmonique par la méthode hybride sépare le calcul des phénomènes
de diffraction et de propagation et s’appuie sur un modèle à deux échelles de l’obstacle qui revient à le
caractériser en champ lointain par son barycentre yc ou un ensemble de points (centres) (yp

c )p bien choisis qui
jouent le rôle de récepteur et d’émetteur respectivement des rayons incidents et de rayons diffractés. Ils sont
associés à un recouvrement de l’obstacle dans le cas du modèle multi-centres.

En milieu homogène non borné, l’obstacle ne connaît l’influence que d’une vague de rayons, les rayons
directs et on résout le problème de diffraction en régime harmonique selon les trois grandes phases que l’on
connaît déjà.

1. Calcul du(es) rayon(s) incidents et approximation du champ incident sur l’obstacle.
On propage l’onde incidente haute fréquence de la source vers chaque centre (yp

c )p sous la forme de
rayons, caractérisés par le triplet amplitude, phase et direction de propagation en yp

c

(As
p(y

p
c ;xs),φ

s
p(y

p
c ;xs),∇φs

p(y
p
c ;xs)) évalués comme solution du système équation eikonale–équation de

transport :

|∇φs
p|= n,

2∇φs
p ·∇As

p +As
p∆φs

p = 0,

initialisé en xs par :As
p(xs;xs) = 1, φs

p(xs;xs) = 0, ∇φs
p(xs;xs) = ŝp,

où ŝp représente la direction en xs du rayon propagé jusqu’à yp
c . Dans le cadre de validité de l’hypo-

thèse de champ lointain, on approche ensuite le champ incident sur Γ comme la superposition des
approximations onde plane de chaque rayon autour du centre récepteur :

y ∈ Γ ui(y)≈





As(yc;xs)eikφs(yc;xs) eikŝ·(y−yc), (modèle barycentrique)
P

∑
p=1

ηp(y)As
p(y

p
c ;xs)eikφs

p(y
p
c ;xs) eikŝp·(y−yp

c ), (modèle multi-centres)
(6.3)

2. Résolution du problème de diffraction par équation intégrale.
Lorsque l’obstacle est à cœur, l’approximation rayon du champ diffracté est valable avec une précision
donnée au niveau du bord du milieu. Les interactions (réflexion-réfraction) du champ diffracté avec le
bord du milieu de propagation sont alors traitées par méthode asymptotique, ce qui revient à résoudre le
problème de diffraction par une équation intégrale équivalente au problème posé en milieu non borné,
(6.1).
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3. Évaluation de l’approximation rayon du champ diffracté.
On calcule d’une part l’amplitude et la phase du(es) rayon(s) diffractés depuis chaque centre vers le
récepteur (Ar

p(xr;yp
c ),φr

p(xr;yp
c )) en résolvant le système :

|∇φr
p|= n,

2∇φr
p ·∇Ar

p +Ar
p∆φr

p = 0,

initialisé par : Ar
p(y

p
c ;yp

c ) = 1, φr
p(y

p
c ;yp

c ) = 0, ∇φr
p(y

p
c ;yp

c ) = r̂p,

(6.4)

où r̂p est la direction de propagation du rayon diffracté joignant yp
c à xr. On évalue ensuite le coefficient

de diffraction R associé à l’obstacle comme expliqué en section 2.2.4, ou R
p
q associé à chaque sous-

domaine du recouvrement du défaut, comme expliqué en 3.2.3 au couple de directions d’incidence ŝp

en yp
c , et d’observation r̂q en yq

c .

À l’issue de ces trois étapes on évalue enfin l’approximation rayon du champ diffracté en régime harmonique
au point d’observation xr, généré par le rayon incident (As,φs) par :

ũ(xr;xs,ω) =





As(yc;xs)A
r(xr;yc) R (r̂, ŝ)eik(φr(xr;yc)+φs(yc;xs)), (modèle barycentrique)

P

∑
q=1

P

∑
p=1

As
p(y

p
c ;xs)A

r
q(xr;yq

c) R p
q(r̂

q, ŝp)eik(φr
q(xr;yq

c)+φs
p(y

p
c ;xs)), (modèle multi-centres)

(6.5)

En milieu borné, une infinité de rayons coexistent et peuvent interagir avec l’obstacle. En effet, les champs
incidents et diffractés diffusent dans toutes les directions autour de l’obstacle avec une amplitude décroissant
avec la distance de propagation depuis le centre. Au bout d’une certaine durée de propagation, ils viennent
heurter le bord du milieu et se réfléchissent selon les lois de Snell-Descartes, avec une perte d’énergie liée aux
propriétés d’absorption du milieu. Dans le cadre du problème instationnaire, en se plaçant sur l’intervalle [0,T ],
le champ total aux récepteurs doit donc être calculé comme la superposition de tous les rayons (incidents,
diffractés, réfléchis) dont le temps de propagation dans le milieu jusqu’aux points d’observation est inférieur
à T . On doit donc dans la phase de calcul de la propagation rayon du champ incident à Γ et diffracté tenir
compte des interactions avec le bord de pièce.

On distingue dans ce champ total deux contributions : celle des rayons incidents propagé(s) vers les points
d’observation sans interaction avec l’obstacle après un ou plusieurs rebonds sur les bords, et celle du(es)
rayon(s) diffractés propagés jusqu’aux récepteurs sans rebond ou après rebonds. La première contribution
est calculée selon les lois de l’optique géométrique par la méthode des rayons. La seconde contribution se
calcule comme la somme des rayons diffractés ayant atteints les points d’observation au cours de l’intervalle
de temps. Ces rayons peuvent être obtenus par diffraction du rayon incident propagé directement de la source
vers l’obstacle et par diffraction des rayons générés après un ou plusieurs rebonds du(es) rayon(s) incident(s)
et diffracté(s). Du fait de la linéarité du problème, la contribution de ces rayons ud

ray est calculée (dans le cadre
de la méthode barycentrique) comme la somme :

ud
ray(xr) =

M1(T )

∑
m=0

K(m)

∑
k=1

Ar,m
k (xr,yc)e

ikφ
r,m
k (xr,yc)

L(T )

∑
l=0

J(l)

∑
j=1

R (r̂k,ŝ j;ω)As,l
j (yc;xs)e

ikφ
s,l
j (yc;xs)

+
Q

∑
q=1

M2(T,q)

∑
e=1

E(e)

∑
g=1

Ar,e,q
g (xr,yc,y)e

ikφ
r,e,q
g (xr,yc)

L(T )

∑
l=0

J(l)

∑
j=1

R (r̂g,ŝ j;ω) As,l
j (yc;xs)e

ikφ
s,l
j (yc;xs).

(6.6)

Dans cette formule, L(T ) est le nombre total de rebonds sur ∂Ωe \Γ du champ incident avant qu’il rejoigne yc,

J(l) est le nombre total de rayons incidents arrivant en yc après l rebonds, avec
L(T )

∑
l=0

J(l) = Ns(T ) le nombre

total de rayons incidents qui atteignent yc (directement ou après rebonds) et génèrent un rayon diffracté
rejoignant les récepteurs avant le temps T . M1(T ) est le nombre maximum de rebonds du champ diffracté au
cours de sa propagation sur l’intervalle [0,T ] sans repasser par le point yc et K(m) est le nombre de rayons

diffractés réalisant m rebonds.
M1

∑
m=0

K(m) = N1
r (T ) est le nombre total de rayons diffractés atteignant xr avant
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l’instant T sans repasser par yc. De même on note M2(T,q) le nombre total de rayons diffractés atteignant
les récepteurs avant T en repassant q fois par yc après rebond sur ∂Ωe \Γ. Ainsi, Q compte le nombre total
d’interactions du champ diffracté avec l’obstacle Γ avant qu’il soit mesuré au récepteur sur l’intervalle de
temps [0,T ]. g est un indice permettant de numéroter les rayons qui partant de yc rebondissent e fois sur
∂Ωe \Γ et q fois sur Γ.

La construction des phases et amplitudes en yc des rayons incidents rebondissant n fois sur Γ revient à
trouver la suite des n+2 points xs = z j

0, ...,z
j
n+1 = yc de Γ qui jalonnent leur chemin optique, puis à calculer :

As,n
j (yc;xs) =

n+1

∏
p=1

As(z j
p,z

j
p−1)N

n,

φs,n
j (yc;xs) =

n+1

∑
p=1

φs(z j
p,z

j
p−1),

où on note N le coefficient de réflexion du rayon, lié aux propriétés d’absorption du milieu (α 6= 0 donc à
chaque rebond l’onde perd de l’énergie). On pourra en outre fixer un seuil d’amplitude au dessous duquel
les rayons réfléchis seront négligés. On construit de même les m+ 2 points yc = tm

0 , ..., t
m
m+1 = xr de Γ qui

jalonnent le chemin optique des rayons diffractés rejoignant xr après m rebonds.

Ar,m
k (xr;yc) =

m+1

∏
p=1

Ar(tk
p, t

k
p−1)N

m,

φr,m
k (xr;yc) =

m+1

∑
p=1

φr(tm
p , t

m
p−1).

En ce qui concerne les amplitudes et phases des rayons qui partant de yc repassent par yc en terminant leur
course en xr, on construit de même la suite des points jalonnant ces chemins optiques yc = bq,e

0 , ...,bq,e
p = xr et

on calcule l’amplitude et la phase de ces rayons par :

Ar,e,q
g (xr;yc) =

e

∏
p=1

Ar(bq,e
p ,bq,e

p−1)(1+δ(bq,e
p =yc)

(R (r̂g, ŝm;ω)−1)Ne,

φr,e,q
g (xr;yc) =

e

∑
p=1

φr(bq,e
p ,bq,e

p−1).

Finalement, on calcule les amplitudes complexes de propagation des rayons diffractés interagissant avec
l’obstacle après rebonds sur ∂Ωe \Γ revient à multiplier les amplitudes des rayons incidents à l’obstacle
quelque soit leur chemin optique par le coefficient de diffraction comme pour le cas du milieu non borné.

La résolution du problème de diffraction dans le cadre d’un milieu borné et d’un obstacle diffractant
éloigné des bords de pièce est beaucoup plus complexe que le cas non borné. La méthode hybride est cependant
applicable sans de grosses modifications : les phénomènes de propagation sont traités par la méthode des
rayons et doivent tenir compte de l’interaction des champs incident et diffracté avec la frontière du milieu, et
les effets de diffraction sont eux approchés sous la forme d’un coefficient de diffraction obtenu à partir de la
résolution du problème de diffraction par équation intégrale et du modèle de l’obstacle.

On s’intéresse maintenant à la deuxième configuration de diffraction en milieu borné : le cas de la
diffraction par un obstacle près du bord de pièce. On décrit ici quelques pistes d’extension de la méthode
hybride à ce type de configuration.

6.1.3 La stratégie pour un défaut proche du bord

On dit d’un obstacle qu’il est proche du bord lorsque l’approximation rayon du champ diffracté échoue
à l’approcher à la précision que l’on se donne. La proximité de l’obstacle avec le bord est donc définie
par rapport à une précision souhaitée et peut donc varier entre quelques dizaines de longueur d’ondes et
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une fraction de longueur d’onde. Cette proximité de l’obstacle avec le bord de pièce génère des effets de
multi-réflexion et diffraction qui interviennent sur de petites distances et qui par conséquent sont peu atténués
comparativement aux rebonds intervenant dans le calcul du champ diffracté par un obstacle à cœur. La
contribution de ces interactions représente par conséquent une part importante du champ total et doit être
calculée avec soin. Dans le cas d’un défaut proche du bord, les méthodes asymptotiques échouent à évaluer
correctement ces interactions qui font partie du champ proche. On doit donc les calculer numériquement par
équation intégrale. On donne donc ici quatre pistes pour étendre la méthode hybride à ces configurations.

On choisit pour la présentation de ces pistes de considérer le cas du milieu de propagation occupant un
domaine rectangulaire.

6.1.3.1 Noyau de Green adapté à la géométrie du bord

La première piste d’adaptation de la méthode hybride aux configurations où l’obstacle est proche d’un
bord est d’adapter l’équation intégrale à la géométrie du milieu de propagation en changeant le noyau de
Green. Lorsqu’il est possible d’exprimer analytiquement le noyau de Green associé à un domaine borné, il est
fortement recommandé de l’utiliser à la place du noyau de Green de l’espace libre. D’un point de vue physique,
cela permet de résoudre le problème de diffraction sans se soucier des interactions du champ diffracté avec
la frontière du milieu : l’équation intégrale modélise de façon précise et intrinsèque à la fois les effets de
diffraction et les interactions entre l’obstacle et le bord. D’un point de vue mise en œuvre, prendre le noyau de
Green adapté au domaine de propagation permet de diminuer le coût de résolution du problème puisque le
problème de diffraction en milieu borné est alors reformulé comme une équation intégrale posée seulement
sur l’obstacle diffractant.

Dans le cas d’un milieu rectangulaire et d’un obstacle éloigné d’un coin, on pourra utiliser le noyau du
demi-espace pour reformuler le problème de diffraction. Dans le cas du problème acoustique, ce noyau est
donné par la méthode des images (Li et al. (1992)), et dans le cas de problèmes en milieu élastique, on se
réfère à la littérature (Chaillat et Bonnet (2014), Pan et al. (1998), Rizzo et al. (1995)) pour obtenir son
expression. Le noyau de Green du demi-espace s’obtenant par combinaison linéaire du noyau de Green de
l’espace libre et de ses dérivées, selon les conditions de bords et le type de milieu considéré, on pourra donc
définir un coefficient de diffraction et approcher la propagation du champ diffracté solution sous forme de
rayons dans le cadre de l’approximation champ lointain.

La méthode hybride devra alors être appliquée selon le principe décrit en section 6.1.2, mais pour lequel
le milieu borné est constitué des trois autres côtés du rectangle seulement.

• On propage les champs incidents de la source vers l’obstacle et diffractés de l’obstacle aux récepteurs
sous forme de rayons sans se soucier de leur interaction de l’obstacle avec le bord dont il est proche.

• On résout la nouvelle équation intégrale.

• On calcule le coefficient de diffraction par approximation champ lointain du nouveau noyau de Green.

• Par transformée de Fourier inverse, on évalue le champ diffracté total en régime temporel comme la
somme des approximations rayon du champ diffracté généré par excitation de l’obstacle par le champ
incident et ses rebonds sur l’intervalle de temps [0,T ].

Pour obtenir le champ total, on ajoute au champ diffracté tous les rayons propagés de la source au récepteur
au cours de l’intervalle [0,T] après rebonds sur le bord du milieu de propagation.

6.1.3.2 Inclure une partie du bord dans l’équation intégrale et raccordement

On présente ici une deuxième piste d’adaptation de la méthode au calcul hybride de la diffraction par un
obstacle Γ proche de la frontière Σ du milieu de propagation.
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Elle repose sur la représentation intégrale du champ solution à l’aide du noyau de Green G de l’espace
libre :

u(x;ω) =
∫

Γ

(
∂G(x,y;ω)

∂ν(y)
u(y;ω)−G(x,y;ω)

∂u(y;ω)

∂ν(y)
)

)
dS(y)

+
∫

Σ

(
∂G(x,y;ω)

∂ν(y)
u(y;ω)−G(x,y;ω)

∂u(y;ω)

∂ν(y)

)
dS(y).

Si on cherche à atteindre une précision ε de l’approximation rayon du champ diffracté, on découpe le bord Σ

du milieu de propagation en deux zones : une zone notée Σ1 sur laquelle l’approximation rayon du champ
diffracté n’est pas satisfaite à la précision ε et une zone notée Σ2 pour laquelle l’approximation rayon est
meilleure que ε. On les appelle respectivement zone d’interaction de champ proche et zone d’interaction en
champ lointain. L’idée de la stratégie est de négliger la contribution de Σ2 dans la formule de représentation
intégrale, et de prendre en compte les interactions entre l’obstacle et Σ2 par méthode asymptotique sous la
forme de rayons réfléchis. On approche donc la formule de représentation intégrale du champ diffracté par :

u(x;ω)≈
∫

Γ

(
∂G(x,y;ω)

∂ν(y)
u(y;ω)−G(x,y;ω)

∂u(y;ω)

∂ν(y)
)

)
ds(y)

+
∫

Σ1

χ1(y)

(
∂G(x,y;ω)

∂ν(y)
u(y;ω)−G(x,y;ω)

∂u(y;ω)

∂ν(y)

)
ds(y),

(6.7)

où χ1 désigne l’indicatrice du sous-domaine Σ1 de Σ. Et on résout l’équation intégrale associée au problème
de diffraction de l’obstacle Γ en interaction proche avec Σ1, puis on propage le champ diffracté sous la forme
de rayons en appliquant l’approximation champ lointain de (6.7). Dans le cas de la méthode barycentrique,
l’approximation rayon ũ du champ diffracté s’écrit :

u(x;ω)≈Ar(xr;yc)eikφr(xr;yc) R (r̂,ŝ;ω,Γ)

+
∫

Σ1

χ1(y)

(
∂G(x,y;ω)

∂ν(y)
u(y;ω)−G(x,y;ω)

∂u(y;ω)

∂ν(y)

)
ds(y),

(6.8)

où, puisqu’on est en milieu homogène,

Ar(xr;yc) =
1

|xr − yc|
, φr(xr;yc) = |xr − yc|

et R (r̂,ŝ;ω,Γ) est obtenu par (2.9). L’approximation champ lointain du champ diffracté s’écrit dans ce cas
comme un rayon diffracté par Γ et d’une intégrale sur Σ1. Pour obtenir le champ total, on calcule par (6.8)
le champ diffracté obtenu pour l’ensemble des rayons incidents à Γ (quelque soit son chemin optique) qui
génèrent un champ diffracté rejoignant xr sur l’intervalle de temps [0,T ] et on ajoute la contribution calculée
par méthode asymptotique des rebonds des rayons incidents (ne passant pas par yc) sur Σ et des rebonds des
rayons diffractés sur Σ2.

Cette perspective pose la question du calibrage de la zone d’interaction proche Σ1 et de la condition
aux bords à associer à Σ1 et Σ2 pour raccorder la solution aux points qui leur sont communs. En outre, Σ1

est une surface ouverte, la stratégie impose donc de modifier le solveur BEM pour permettre d’intégrer
numériquement sur cette surface. Cette piste constitue en outre une alternative intéressante à la piste décrite en
section 6.1.3.1 lorsqu’on n’a pas accès à l’expression analytique du noyau de Green du milieu de propagation.

6.1.3.3 Partitionnement du bord et adaptation de la méthode multi-centres

La troisième piste que l’on propose constitue une extension de celle décrite dans le paragraphe 6.1.3.2.
Elle consiste à en reprendre le principe et à associer à la surface des interactions proches Σ1 un recouvrement

Σ1 =
P∪

q=1
Σ

q
1 et une partition de l’unité pour traiter les interactions entre l’obstacle diffractant Γ et Σ1 comme

des interactions entre partitions d’un même obstacle. Du point de vue de la propagation du champ diffracté cela
revient à propager la contribution de Σ1 sous forme de rayons. On note σp la partition de l’unité subordonnée
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au recouvrement de Σ1 en P sous-domaines de centres zp
c , si l’obstacle Γ peut être traité par la méthode

barycentrique, l’approximation champ lointain du champ diffracté s’écrit :

u(x;ω)≈Ar(xr;yc)e
ikφr(xr;yc) R (r̂,ŝ;ω,Γ)+

P

∑
q=1

eik|xr−zq
c |

√
|xr − zq

c |
R q(r̂q,ŝ;ω,Σ1),

où R q(r̂q,ŝ;ω,Σ1) =
eiπ/4
√

8kπ

∫
Σ

q
1

σq(y)eikr̂q·(y−zq
c)

(
−ik (r̂q ·ν(y))u(y)− ∂u(y)

∂ν(y)

)
ds(y)

(6.9)

Cette piste pose tout de même la question de la définition de la partition de l’unité sur la surface ouverte Σ1.

6.1.3.4 Méthode itérative et approximation rayon

La dernière perspective décrite ici propose un formalisme itératif d’approximation du champ diffracté
par un couple d’obstacles en interaction proche, rendu possible par l’introduction d’un opérateur intégral de
rebond. On trouve dans la littérature d’autres techniques de résolution itérative basées sur un point de vue de
décomposition de domaine comme par exemple les travaux de Balabane (2004) et Lenoir et al. (2017). On la
décrit dans le cadre général de l’interaction d’un obstacle diffractant avec un obstacle étendu représenté par la
figure 6.1.
On nomme A le contour de l’obstacle diffractant et B le contour de l’obstacle étendu. L’objectif de la méthode

×S ×R

A

B

FIGURE 6.1 – Petit obstacle diffractant en interaction proche avec un obstacle étendu

proposée est de reformuler le calcul du champ diffracté au récepteur sous la forme d’une relation de récurrence.
On utilise pour cela le formalisme de représentation intégrale des champs solutions pour le noyau de Green de
l’espace libre.
On reformule le problème de diffraction sous la forme du système d’équation intégrale à deux corps :

(
AA AB

BA BB

)(
XA

XB

)
=

(
−U i

A

−U i
B

)

où U i
A et U i

B sont les vecteurs évaluant le champ incident sur A et sur B, AA désigne la trace sur A de l’opérateur
intégral posé sur A, BB la trace sur B de l’opérateur intégral posé sur B, AB est la trace sur A de l’opérateur
intégral posé sur B et BA est la trace sur B de l’opérateur intégral posé sur A. Le résoudre revient à calculer

XA =−[AA]−1U i
A − [AA]−1[AB]XB (6.10a)

XB =−[BB]−1U i
B − [BB]−1[BA]XA (6.10b)

En notant TA et T B les opérateurs de représentation intégrale des champs diffractés rayonnés depuis respecti-
vement A et B, on calcule le champ diffracté au récepteur sous la forme :

u(xr;ω) = TAXA +T BXB.
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En injectant successivement l’expression (6.10b) définissant XB dans (6.10a) et l’expression (6.10a) définissant
XA dans (6.10b), on réécrit XA et XB sous la forme d’une série :

XA =−[AA]−1U i
A − [AA]−1[AB] [BB]−1

(

∑
p≥0

(
[BAB][BB]−1)p

)
(
[BA][AA]−1U i

A −U i
B

)
(6.11a)

XB = [BB]−1

(

∑
p≥0

(
[BAB][BB]−1)p

)
(
[BA][AA]−1U i

A −U i
B

)
(6.11b)

où on note pour alléger l’écriture [BAB] = [BA][AA]1[AB] l’opérateur calculant l’influence sur B de l’interaction
entre B et A. Par abus de langage on peut dire que [BAB] est l’opérateur de rebond entre A et B depuis B (B
vers A vers B).
Ainsi le champ diffracté total s’écrit comme la somme du champ diffracté depuis A et du champ diffracté
depuis B en prenant en compte les rebonds entre A et B,

u(xr;ω) = uA(xr;ω)+uB(xr;ω) où uA(xr;ω) =−[TA] [AA]−1U i
A,

et uB(xr;ω) =−
(
[TA] [AA]−1[AB]− [T B]

)
[BB]−1

(

∑
p≥0

(
[BAB][BB]−1)p

)
(
[BA][AA]−1U i

A −U i
B

)
.

On cherche maintenant à exprimer le champ diffracté au récepteur comme la somme des champs diffractés
générés par chaque interaction de B et A. Pour cela, on note le champ incident sur B uinc

B :

∀x ∈ ΓB, uinc
B (x) =

(

∑
p≥0

(
[BAB][BB]−1)p

)
(
[BA][AA]−1U i

A −U i
B

)
(6.12)

et on définit son approximation au bout de k rebonds uinc
B,k en tronquant la série à l’ordre k :

∀x ∈ ΓB, uinc
B,k(x) =

(
k

∑
p≥0

(
[BAB][BB]−1)p

)
(
[BA][AA]−1U i

A −U i
B

)
.

Cela nous amène à établir, en introduisant des densités auxiliaires définies sur A et B, la relation de récurrence
pour le calcul itératif du champ diffracté au récepteur :

uk+1(xr;ω) = uA(xr;ω)−
(
[TA] [AA]−1[AB]− [T B]

)
[BB]−1 uinc

B,k+1, (6.13)




uinc
B,k+1 = uinc

B,k +∂uinc
B,k

∂uinc
B,k = BAψA,k,

AAψA,k = ABψB,k,

BBψB,k = ∂uinc
B,k−1,

∂uinc
B,0 = [BA][AA]−1U i

A −U i
B.

(6.14)

Ce formalisme mime les aller-retour du champ diffracté par l’obstacle B entre A et B.

On propose ici un ensemble de perspectives pour adapter cette méthode au calcul du champ diffracté par
un obstacle proche du bord. L’idée est alors de diviser Σ en une zone d’interaction proche Σ1 et d’interaction en
champ lointain Σ2 comme décrit en 6.1.3.2, et de reprendre la méthode itérative en assimilant A à Γ et B à Σ1.
La première perspective est d’étudier la convergence de cette approximation à la solution exacte en fonction
de l’ordre de troncature k de la série (6.12). La seconde est de remplacer les opérateurs de rayonnement TA et
T B par leur approximation champ lointain. On pourra alors mesurer l’erreur commise en approchant le champ
total comme la somme de l’approximation rayon du champ diffracté ainsi obtenu et des rayons réfléchis par Σ

en l’absence de l’obstacle.

Ces quelques pistes d’extension de la stratégie hybride visent à élargir le spectre d’application de la
méthode à des configurations plus proches de celles qui intéressent la simulation pour le CND. Elles supposent
cependant que le milieu de propagation soit homogène. On discute donc maintenant de la possibilité de
l’étendre à des milieux de propagation inhomogènes.
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6.2 Perspectives d’adaptation de la méthode hybride aux milieux inhomo-
gènes

On s’intéresse ici à l’application de la méthode hybride à des configurations de diffraction par un obstacle
en milieu inhomogène non borné. On discute des limites d’applicabilité de la méthode dans un cadre où
l’inhomogénéité du milieu de propagation permet l’utilisation de la méthode des rayons.

6.2.1 Discussion

La stratégie hybride proposée vise à résoudre un problème de diffraction en régime haute fréquence
en séparant le traitement des phénomènes de propagation et de diffraction. Elle rend ainsi le calcul de
l’approximation haute fréquence de la solution à la fois plus rapide et plus précis. On calcule la propagation
des champs par la méthode des rayons et on évalue les effets de diffraction sous forme d’un coefficient obtenu
par la méthode des équations intégrales. La combinaison de ces résultats pour évaluer le champ diffracté en
un point du milieu de propagation est possible dans le cadre de validité de l’approximation de champ lointain.
Dans ce cadre, un modèle de l’obstacle à deux échelles permet d’approcher le champ incident sur le contour Γ

de l’obstacle par une onde plane construite à partir des rayons incidents et de convertir le champ diffracté en
rayons diffractés.

Ce modèle revient à représenter l’obstacle lors de l’étape de calcul de la propagation (des champs incident
et diffracté) par son barycentre, dans le cas de la méthode barycentrique, et par une distribution de points
sur Γ, dans le cas de la méthode multi-centres. Un solveur rayon est appliqué pour calculer la trajectoire des
rayons incidents et diffractés respectivement depuis de la source et le récepteur vers les points qui représentent
l’obstacle ainsi que l’amplitude de ces rayons. On construit ensuite une approximation du champ incident sur
Γ, dans le voisinage de chaque point de réception des rayons incidents, sous la forme d’une onde plane de
direction de propagation égale à celle du rayon reçu en ces points.

L’approximation onde plane d’un rayon dans le voisinage d’un point donné de sa trajectoire est assez
naturelle dans le cadre de la propagation en milieu homogène où les rayons sont rectilignes. Elle est en
particulier valable dans un voisinage suffisamment petit du rayon. Elle n’est toutefois pas toujours correcte
en milieu inhomogène où les rayons ont une courbure locale. On identifie donc ici une première limite de
l’application de la méthode hybride à la diffraction en milieu inhomogène. On pressent qu’une approximation
locale d’un rayon par une onde plane n’est possible en milieu inhomogène que lorsque l’échelle de variation
de la célérité est grande devant la longueur d’onde.

La deuxième phase du calcul dans la stratégie hybride consiste à résoudre l’équation intégrale de surface
qui reformule le problème de diffraction, puis à évaluer le coefficient de diffraction à partir de l’approximation
de champ lointain de la formule de représentation intégrale. On combine ensuite ce coefficient avec les
amplitudes de propagation rayon pour évaluer le champ diffracté dans la zone de champ lointain de l’obstacle.
Peut on adapter l’approche en milieu inhomogène quelconque ?

Le coefficient de diffraction décrit les effets de diffraction loin de l’obstacle. Il tient donc compte des
propriétés du milieu pour propager le champ jusqu’à la zone de champ lointain. Son calcul nécessite en
particulier de connaître le noyau de Green associé au milieu. En milieu homogène on connaît son expression
analytique pour des milieux de forme simple (espace libre, demi-espace, sphère...), mais en milieu inhomogène
on ne peut qu’espérer l’approcher numériquement. Le noyau de Green Φ associé au problème de propagation
en milieu inhomogène d’indice n(x)

∆Φ+ k2
0n2(x)Φ =−δ(x− x0), k0 = ω/c0, (6.15)

s’obtient d’après la théorie des perturbations comme la somme du noyau de Green G pour un milieu homogène,
d’indice n0 et de célérité c0 (constante), choisi comme référence et d’un terme de perturbation Gs

Φ(x,x0;ω) = G(x,x0;ω)+Gs(x,x0;ω).
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L’obtention de l’expression analytique de Φ est complexe. On montre en particulier une exacte équivalence
entre le problème (6.15) et l’équation intégrale implicite de Lippmann-Schwinger (Giorgi et al. (2013)) :

Φ(x,x0;ω) = G(x,x0;ω)− k2
0

∫
Rd

G(y,x0;ω)(n(y)−n0)Φ(y,x0;ω)dy, d = 2,3. (6.16)

lorsque n est continument dérivable dans R2. La résolution numérique de cette équation est certes coûteuse
mais pas impossible. On peut de plus écrire une formulation intégrale du champ propagé en milieu inhomogène
(Giorgi et al. (2013)). La solution du problème de diffraction en milieu infini d’indice n(x) contenant un
défaut Γ impénétrable peut se représenter sous forme intégrale,

u(x;ω) =
∫

Γ

(
∂Φ(x,y;ω)

∂ν(y)
u(y;ω)− ∂u(y;ω)

∂ν(y)
Φ(x,y;ω)

)
ds(y). (6.17)

Il est donc théoriquement possible, à partir de (6.17), de reformuler le problème de diffraction en régime
harmonique pour un milieu de propagation inhomogène infini sous forme d’un problème intégral de surface.
Sa résolution est cependant non seulement difficile à mettre en œuvre mais aussi très coûteuse car le noyau de
Green doit être obtenu numériquement par résolution de l’équation intégrale volumique (6.16). En outre, la
forme implicite du noyau ne permet pas d’obtenir une approximation haute fréquence aussi pratique et précise
que dans le cas homogène. La méthode des équations intégrales est donc très mal adaptée pour résoudre
des problèmes en milieu inhomogène. Le couplage ne peut donc être étendu à des problèmes en milieu
inhomogène quelconque.

À quels types de milieux inhomogènes la méthode hybride telle que décrite aux chapitres 2 et 3 est-elle
donc applicable ? Dans le cas d’un milieu inhomogène, la stratégie hybride est applicable lorsque la méthode
des rayons peut être mise en œuvre et que les approximations hautes fréquences introduites pour approcher le
champ incident sur l’obstacle par des ondes planes et le champ diffracté par un rayon sont correctes sous une
certaine précision. D’une part, l’obstacle doit être éloigné des points de focalisation, des caustiques, et autres
zones critiques où l’ansatz WKB devient invalide. Cela implique en particulier que le milieu soit lentement
inhomogène autour de l’obstacle. D’autre part pour pouvoir approcher les rayons sous forme d’ondes planes
dans un voisinage de l’obstacle et évaluer le champ diffracté dans la zone de champ lointain (à une précision
ε donnée) en combinant le coefficient de diffraction et les amplitudes complexes des rayons, l’échelle L de
variation de l’indice du milieu doit être plus grande que l’échelle de distance à l’obstacle D caractérisant
la zone de champ lointain associée à la précision ε de l’approximation champ lointain de la formule de
représentation. Cette hypothèse paraît très contraignante et suggère que le milieu puisse être localement
considéré comme homogène.

Dans la suite on s’intéresse aux perspectives d’applications de la méthode hybride à des milieux inhomo-
gènes.

6.2.2 Application de la méthode hybride pour la simulation de la diffraction par une fissure
en milieu faiblement inhomogène non borné et perspective d’étude

On illustre dans ce paragraphe l’application de la méthode pour le calcul de la diffraction par une fissure
avec condition aux limites de Neumann homogène en milieu non borné et lentement inhomogène, de loi de
célérité :

c1(x,y) = 1−0,001(y−20). (6.18)

On résout le problème en régime harmonique à une fréquence f que l’on fixe de sorte que la fissure diffractante,
orientée selon l’axe (Ox), ait une taille caractéristique égale à λ/2. L’onde incidente est issue d’une source
ponctuelle située en xs = (0,20)λ. On calcule le coefficient de diffraction selon le principe de la méthode
barycentrique et on observe le champ diffracté le long des rayons tracés depuis le centre de l’obstacle. Pour
obtenir ces résultats, on a résolu l’équation intégrale EFIE équivalente au problème de Neumann par BEM.

On représente sur la figure 6.2 quelques rayons incidents tracés depuis la source dans le milieu inhomogène
afin de mettre en évidence la courbure des rayons malgrè la faible variation de la loi de vitesse. On donne
ensuite sur la figure 6.3 la carte de l’approximation rayon du champ diffracté par la fissure en milieu
inhomogène.
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FIGURE 6.2 – Tracé des rayons incidents de puis
la source dans le milieu inhomogène

FIGURE 6.3 – Carte de champ diffracté obtenu par la
méthode barycentrique : loi de célérité (6.18).

On dispose donc de tous les outils pour mettre en œuvre la méthode hybride en dimension deux et en
dimension trois. On propose comme perspective, à cette réflexion sur les applications de la méthode hybride à
la propagation en milieu inhomogène, de quantifier par étude numérique l’hypothèse de milieu lentement
variable. L’idée serait de comparer les résultats du calcul du champ diffracté en champ lointain avec une
solution numérique très précise, par exemple obtenue par FEM, afin de se rendre compte du type de milieu
inhomogène qui permet l’application de la méthode hybride avec une précision raisonnable.

6.2.3 Deux types de milieux inhomogènes adaptés à l’application de la méthode hybride

On identifie ici deux types de milieux inhomogènes bien adaptés à l’application de la méthode hybride
et d’un grand intérêt pour le CND : les milieux stratifiés et les milieux homogènes contenant un ensemble
d’inhomogéités ou de fissures.

6.2.3.1 Les milieux stratifiés

Les milieux stratifiés sont des milieux homogènes par morceaux séparés par une interface. Simuler la
diffraction par un obstacle immergé dans une des strates du milieu ou à l’interface entre deux strates constitue
une problématique importante pour le CND. On distingue toutefois trois configurations, représentées sur la
figure 6.4, pour lesquelles la stratégie est adaptable selon certaines spécificités :

1. Obstacle diffractant à coeur. L’obstacle est dit à coeur lorsqu’il est immergé dans une strate et situé
suffisamment loin des interfaces pour que l’on puisse propager le champ diffracté vers l’interface
sous la forme de rayons. Dans ce cas, la méthode hybride s’applique directement, comme décrit en
section 6.1.2. La méthode des rayons gère la propagation à travers les interfaces et les rebonds qu’elles
peuvent générer et l’hypothèse à cœur permet de ramener le problème de diffraction résolu par équation
intégrale à un problème posé en milieu homogène non borné. La combinaison des deux résultats donne
l’approximation du champ diffracté en tout point de la zone de champ lointain.

2. Obstacle proche de l’interface. Dans ce cas, la méthode des rayons échoue à calculer les interactions
multiples entre l’obstacle et l’interface dont il est proche, la stratégie doit être modifiée. On pourra
exploiter les pistes décrites dans la section 6.1.3 pour prendre en compte les interactions entre l’obstacle
et un bord du milieu dans l’équation intégrale,

3. Obstacle sur l’interface. Dans ce cas, l’équation intégrale devra être modifiée. Cette configuration est
laissée en perspective.
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FIGURE 6.4 – Configuration de diffraction en milieu stratifié : obstacle à coeur (figure de gauche), proche de
l’interface (figure du centre), sur l’interface (figure de droite).

6.2.3.2 Les milieux homogènes avec inhomogénéités

Un autre type de milieu intéressant pour le CND et auquel la méthode hybride serait applicable est le cas
de milieux homogènes contenant un ensemble d’obstacles diffractants de type fissures ou inhomogénéités,
comme représenté en figure 6.5. L’adaptation de la méthode hybride à ces milieux met en lumière deux

FIGURE 6.5 – Diffraction en milieu homogène.

perspectives intéressantes de la méthode hybride :

1. l’adaptation à des problèmes de transmission,

2. l’adaptation à des obstacles diffractants multiples.

Dans ce manuscrit, seul le cas de l’obstacle impénétrable a été traité, mais la méthode pourrait être adaptée au
cas d’obstacles pénétrables sans difficultés importantes. La pénétrabilité des obstacles se traduit simplement
par une condition de bord du problème de diffraction de type condition de transmission, et change simplement
l’équation intégrale à résoudre et l’expression du coefficient de diffraction.
Pour le problème de la diffraction par plusieurs inclusions, notées Ω1,Ω2,...,ΩN de contours respectifs
Γ1,Γ2,...,ΓN , aux propriétés distinctes dans un milieu homogène, on ne repère aucune difficulté particulière de
mise en œuvre lorsque les obstacles sont suffisamment éloignés des bords du milieu. Chaque obstacle pourra
être représenté, pour le calcul des effets de propagation, par son barycentre ou la distribution des centres
de leur recouvrement, en fonction de sa distance à la source et au récepteur et de sa taille. Après calcul des
rayons incidents et diffractés, on résoudra l’équation intégrale équivalente au problème de diffraction (en

milieu homogène non borné) posée sur Γ =
N∪

i=1
Γi. On calculera ensuite par approximation champ lointain

le ou les coefficients de diffraction associés à chaque obstacle et on évaluera le champ diffracté comme la
somme des produits des amplitudes des rayons incidents et diffractés et du coefficient de diffraction associé à
chaque obstacle.
Toutes ces perspectives sont d’un grand intérêt pour compléter la méthode hybride.

On présente maintenant un exemple d’application de la méthode hybride pour la simulation de la diffraction
en milieu borné stratifié.
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6.3 Mise en œuvre du couplage BEM-rayon temporel avec CIVA

On présente ici une application de la méthode hybride dans le cas d’une configuration de diffraction par
un défaut à cœur dans un milieu homogène par morceaux, représentée en figure 6.6. On considère une plaque
en acier de forme rectangulaire (l = 10mm, L = 400mm) plongée dans de l’eau. La pièce est perforée de
deux disques de diamètre rΓ = 1mm éloignés des bords du milieu et distants de 50mm. Ces deux obstacles
diffractants sont donc dans la zone de champ lointain l’un de l’autre. La plaque est éclairée par une source
ponctuelle très éloignée.

Cette configuration est un cas particulier du problème de diffraction en milieu borné stratifié. On simplifie
la résolution en ne calculant que la propagation des ondes P (solutions de l’équation des ondes scalaires) et en
négligeant les interactions du champ diffracté avec les bords de pièce. On simule ainsi la propagation d’une
onde acoustique se propageant dans un milieu homogène de célérité égale à la vitesse de propagation des
ondes P dans l’acier et dont les bords sont absorbants.

On calcule le champ diffracté en régime temporel sur une ligne de récepteurs, placés entre 70 et 220mm
du bord de gauche de la plaque. Le calcul de la propagation rayon est réalisé par CIVA et on fournit grâce

h = 10mm

×point source

zone d’observation
longueur 150mm

cercle (1mm)
diffraction par

mthode barycentrique

cercle (1mm)
diffraction par

CIVA(analytique)

eau

plaque

L = 400mm

FIGURE 6.6 – Configuration d’application de la methode hybride à la diffraction en milieu stratifié.

au solveur BEM le coefficient de diffraction pour un ensemble de directions d’observation et un ensemble
de fréquences. Le calcul de la réponse temporelle se fait en deux étapes, d’une part on résout le problème
de diffraction en régime harmonique puis on calcule la transformée de Fourier en temps de la solution. La
réponse du disque de gauche est obtenue par la méthode ’analytique’ de CIVA décrite dans (Lopez-Sanchez
et al. (2005) p.89) et la réponse du disque de droite par la méthode hybride décrite en section 6.1.1.

On compare les résultats et on s’assure qu’ils coïncident. La figure 6.7 superpose la réponse temporelle en
diffraction de chaque obstacle sur la ligne de récepteurs. On observe également la superposition des champs
diffractés en fonction du temps, confirmant la bonne précision de la méthode hybride par rapport à la solution
analytique. On vérifie ainsi que le formalisme de la méthode hybride est bien adapté à CIVA.
L’approche hybride permettant un calcul complètement séparé des effets de propagation et de diffraction,

en configurant le solveur rayon de CIVA, on peut facilement calculer la réponse temporelle de la diffraction
par l’obstacle en prenant en compte les interactions de l’obstacle avec les bords sur l’intervalle de temps
choisi. La mise en œuvre du couplage BEM-CIVA n’a pu être réalisée au cours de ce travail de thèse que
pour la version barycentrique de la méthode. Une perspective intéressante de ce travail serait de mettre en
œuvre la méthode multi-centres. Pour cela, certains ajustements de l’outil de tracé de rayon du logiciel CIVA
seront nécessaires. En l’état, CIVA modélise les points sources et récepteurs comme des surfaces et trace les
rayons incidents et diffractés depuis des points sur l’obstacle respectivement vers la source et le récepteur.
Par conséquent, chaque rayon tracé depuis des positions différentes sur l’obstacle n’arrive pas à la même
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FIGURE 6.7 – Résultats du calcul de diffraction en milieu stratifié.
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position sur la surface source et réceptrice. Cette spécificité intrinsèque à la méthode des rayons ne permet pas
d’appliquer directement la méthode multi-centres. Une solution serait de calculer les rayons par ray-bending.

6.4 Conclusion

On a brièvement introduit dans ce chapitre un ensemble de perspectives possibles à ce travail pour
étendre la méthode hybride à la simulation de la diffraction dans des configurations impliquant un milieu de
propagation borné et/ou inhomogène. Bien que la stratégie hybride ne soit pas applicable pour n’importe
quel milieu inhomogène, son spectre d’applications est large et adapté à la simulation pour le contrôle non
destructif de pièces étendues.
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Conclusions et perspectives

Ce travail de doctorat propose une stratégie hybride couplant la méthode des éléments finis de frontière
et la méthode des rayons afin de résoudre avec précision et rapidité le problème de diffraction d’ondes
acoustiques ou élastiques en régime haute fréquence. Ces deux méthodes de résolution sont complémentaires
pour le type de configuration qui nous intéresse : diffraction en régime haute fréquence par des obstacles
de petite taille en milieu étendu borné. La première permet de simuler à moindre coût la propagation en
régime haute fréquence des ondes à travers des milieux inhomogènes, la seconde résout avec précision les
phénomènes de diffraction que les méthodes asymptotiques ne permettent pas de prédire. Ces méthodes ont
cependant un formalisme très différent, et leur couplage n’est pas évident. On a donc proposé de réaliser leur
couplage grâce à un modèle multi-échelle de l’obstacle diffractant. On rappelle ici les principaux résultats de
ce travail et on met en évidence l’intérêt de cette méthode de couplage.

Principaux développements et résultats

Le premier chapitre du manuscrit a été dédié à la description du contexte et des motivations de la mise
au point du couplage BEM-rayons proposé. On y a rappelé les principaux outils de modélisation de la
propagation et de la diffraction en régime haute fréquence en insistant en particulier sur l’intérêt et le principe
de la méthode des rayons et des équations intégrales. On a ensuite décrit le principe de quelques méthodes
hybrides pour situer la stratégie de couplage que l’on propose par rapport à nos travaux.

Dans le deuxième chapitre, on a présenté le principe de la méthode hybride barycentrique dans le contexte
de la diffraction 2D en milieu homogène non borné. Les résultats principaux de ce chapitre sont les résultats
sur le contrôle de l’erreur qui permettent d’estimer a priori l’erreur d’approximation du champ diffracté
calculé par la méthode barycentrique pour une configuration donnée. Une preuve de concept numérique a été
effectuée dans le cadre de problèmes de diffraction 2D en milieu homogène afin d’illustrer la méthode et son
contrôle.

On a présenté au chapitre trois le principe et les outils de la méthode multi-centres. Cette stratégie hybride
étend dans une certaine mesure la méthode barycentrique pour traiter des configurations de diffraction pour
lesquelles les hypothèses de champ lointain ne sont plus satisfaites. On a en particulier illustré l’intérêt de cette
extension sur une configuration de diffraction 2D en milieu homogène. Le principal résultat de ce chapitre
est que l’introduction d’une partition de l’unité, subordonnée à un recouvrement du contour de l’obstacle
diffractant, améliore la précision de l’approximation rayon du champ diffracté en champ proche dans des
configurations de diffraction critiques pour la méthode barycentrique. Cependant, cette précision ne décroît
pas linéairement avec le nombre de sous-domaines P du recouvrement et tend très vite vers un palier de
précision alors que le coût de calcul, lui, augmente quadratiquement par rapport à P. Les expériences ont
montré qu’un petit nombre de sous-domaines (inférieur à 20) suffit à gagner près de deux ordres de grandeurs
sur l’erreur.

Pour tenir compte des contraintes de performances imposées par les applications industrielles de la
méthode hybride sur le long terme, on a développé au chapitre 4 une stratégie d’accélération basée sur
une procédure de calcul Online-Offline. On a présenté son principe dans le cadre de la méthode hybride
barycentrique puis multi-centres et illustré ses performances sur une configuration de diffraction 2D impliquant
un grand nombre de positions de la source et du point d’observation. Les résultats obtenus pour la dimension
deux promettent de bonnes performances de la procédure Online-Offline dans le cas 3D.

Au chapitre 5, on a discuté de l’extension de la méthode hybride à l’acoustique et à l’élastodynamique
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3D. On a d’abord présenté le principe de la méthode barycentrique pour un problème acoustique 3D. On
en a dégagé des paramètres de contrôle comme au chapitre 2. La méthode a été mise en œuvre sur une
configuration de diffraction par une sphère en milieu homogène. La méthode multi-centres, elle, n’a pas été
traitée mais on a tout de même proposé deux types de partition de l’unité pour sa mise en œuvre. On a ensuite
décrit les outils nécessaires à l’extension de la méthode barycentrique à des problèmes d’élastodynamique en
dimension 3 pour des configurations d’obstacle à cœur, laissant en perspective l’extension de la stratégie à des
configurations de diffraction par des obstacles proches du bord pour lesquelles les ondes de surface peuvent
jouer un rôle important.

Au chapitre 6, un ensemble de perspectives ayant pour but d’appliquer la méthode hybride dans un
contexte plus réaliste : la diffraction dans un milieu borné inhomogène ; ont été décrites. On a d’une part
proposé une méthodologie basée sur la synthèse temporelle de la solution des problèmes de diffraction en
milieu homogène borné et on a en particulier donné des pistes de travail pour adapter la stratégie hybride
à la simulation de la diffraction par un obstacle proche du bord du milieu de propagation. D’autre part, on
a discuté des perspectives d’applications de la méthode hybride à la résolution de la diffraction en milieu
inhomogène.

Intérêt de la méthode hybride pour la simulation du CND

L’intérêt de la méthode, qui motive son extension à des configurations de CND réalistes est qu’elle permet,
dans son cadre de validité, le calcul précis du champ diffracté en champ lointain dans un formalisme très
pratique pour un usage industriel. Le calcul des effets de diffraction et de propagation haute fréquence sont
interdépendants mais découplés : l’étape de propagation n’utilise pas d’autre information relative à l’obstacle
diffractant que la position de son barycentre ou des centres de son recouvrement, seule l’étape de calcul du
coefficient de diffraction nécessite la connaissance de la géométrie de l’obstacle. Ce formalisme est donc bien
adapté au contrôle de l’usinage de certaines pièces par étude paramétrique. On peut en effet vérifier l’écart
d’une géométrie usinée à sa forme théorique en comparant l’écho de diffraction mesuré aux simulations
de diffraction par l’obstacle successivement déformé, l’approximation du champ diffracté étant recalculée
pour chaque nouvelle géométrie en réactualisant seulement le coefficient de diffraction. Le formalisme est
également très utile dans le cadre de la construction d’une bibliothèque de coefficients de diffraction pour un
calcul systématique du champ diffracté par des géométries adimensionnées de tailles standardisées.

Perspectives

Ce travail a été mené dans l’esprit d’une preuve de concept du couplage BEM-rayon, et a été appliqué à
des configurations de diffraction académiques. On a identifié au terme de ce travail de nombreuses perspectives
pour améliorer cette méthode de résolution. On les rassemble ici.

• On propose de tester deux nouveaux types de recouvrement pour le partitionnement de l’obstacle
diffractant :

– le premier construit à partir de la distribution uniforme des centres des partitions de sorte que la
longueur de chaque partition soit égale,

– le second construit comme l’intersection du contour de l’obstacle diffractant par les sous-domaines
liés à une décomposition en quadtree du milieu de propagation.

On propose en outre de comparer l’influence du type de recouvrement sur la précision de la méthode
multi-centres. Une autre piste serait d’associer au dernier type de recouvrement une méthode de
résolution rapide des équations intégrales (FFM ou H -matrix) pour accroître les performances de la
méthode hybride. On souhaite également approfondir l’étude a priori de l’erreur dans le cadre de la
méthode multi-centres afin de dégager si possible des estimations plus générales que celles présentées
au chapitre 3 permettant de fixer a priori le nombre P de sous-domaines du recouvrement pour obtenir
une précision fixée, connaissant la précision de la méthode barycentrique.
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• L’implémentation de l’accélération Online-Offine proposée au chapitre 4 repose sur une interpolation de
Tchebychev, beaucoup plus coûteuse que l’interpolation de Lagrange. En outre, le calcul des coefficients
d’interpolation est réalisé par inversion d’un système linéaire. Ainsi le code de calcul de la stratégie
Online-Offline peut encore être optimisé. On propose pour cela d’évaluer les coefficients d’interpolation
par Fast Fourier Transform comme expliqué dans Monro (1979) et d’autre part de mettre en œuvre une
interpolation de Lagrange associés aux nœuds d’interpolation de Tchebyshev.

• On propose également de mettre en œuvre et de tester les pistes d’extension de la stratégie hybride,
proposée au chapitre 6, pour la diffraction en milieu borné par un obstacle proche du bord. Toutes les
techniques proposées reposent sur l’utilisation d’une équation intégrale adaptée à des problèmes à deux
corps qui modélise intrinsèquement les interactions de l’obstacle avec le bord.

1. La première technique consiste à échanger le noyau de l’espace libre par le noyau du milieu de
propagation pour calculer les effets dus aux bords directement par résolution du problème de
surface.

2. La seconde et la troisième perspective consistent à écrire le problème intégral de surface associé
au problème de diffraction par un obstacle en interaction proche avec la frontière du milieu à
l’aide du noyau Green de l’espace libre et à l’approcher par des considérations asymptotiques.

3. La dernière consiste à calculer itérativement les effets dus à la proximité de l’obstacle et du bord
du milieu.

De plus, dans le contexte de l’extension de la méthode aux problèmes acoustiques 3D et élastodynamiques
3D, on met ici en évidence deux perspectives.

• La première est technique et consiste à mettre en œuvre la partition de l’unité proposée en dimension 3
dans la section 5.1.3 pour tester la méthode multi-centres en dimension 3.

• La deuxième nécessite un travail de fond afin d’achever l’étude commencée au chapitre 5 pour étendre
le principe de la stratégie hybride à des problèmes élastodynamiques 3D. Une étude mathématique de la
formation des ondes de surface, comme proposée par Achenbach et al. (1982), devra être réalisée et on
devra adapter la stratégie de couplage dans le cas de la diffraction par un obstacle proche du bord pour
prendre en compte ces ondes lorsqu’elles existent. L’application de la méthode hybride pour des défauts
à cœur ne devrait pas, elle, présenter d’autres difficultés que celles de mise en œuvre numérique.

Enfin, une perspective importante pour l’application de la méthode hybride au CND est sa mise en œuvre
dans CIVA. Au cours de ce travail, seule la version barycentrique du couplage BEM-rayons a pu être réalisée.
Pour la mise en œuvre de la méthode multi-centres dans CIVA, on devra d’abord adapter son outil de tracé de
rayons afin de permettre l’évaluation des grandeurs rayons nécessaires à l’approximation multi-centres.
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Annexe A

Solutions analytiques des problèmes de
diffraction d’ondes planes et cylindrique par
un disque

Dans cette annexe, on décrit brièvement comment obtenir les expressions des solutions explicites du
problème de diffraction par un disque 2D pour des fonctions sources de type onde plane ou cylindriques. On
commence par rappeler des notions él’ementaires de séparation de variables puis nous donnons les notations
et les propriétés élémentaires associées aux fonctions spéciales. La section suivante établit les expressions de
la solution analytique du problème de diffraction par un disque rigide ou non pour ces deux types d’ondes
incidentes.

A.1 Séparation des variables

On se donne un domaine circulaire de R
2, noté Ω, centré autour de 0 et de rayon R. On suppose que la

fonction u vérifie l’équation de Helmholtz homogène ∆u+k2u = 0 dans Ω. On cherche à en donner une forme
générale qui sera rendue unique pour chaque problème par prise en compte de ses conditions aux bords.
On procède par séparation des variables de la fonction u. En se plaçant dans le système des coordonnées
polaires, chaque point de R

2, (x,y), est repéré par le couple (r,φ) tel que

x = r cos(φ), y = r sin(φ).

En particulier, on projette la solution sur l’espace des fonctions {eipφ}p∈Z, en multipliant par e−ipφ et en
intégrant suivant φ sur [0,2π]. D’après l’expression du Laplacien en coordonnées polaires, on obtient :

(∂2
r +

1
r

∂r −
p

r2 + k2)up(r) = 0, avec up(r) =
1

2π

∫ 2π

0
up(r,φ)e

−ipφdφ, p ∈ Z, (A.1)

où la fonction up(r) est solution de cette équation différentielle. En faisant le changement de variable s = kr,
et en posant v(s) = up(r/k) on montre que v est solution de l’équation aux dérivées ordinaire de degré 2,

(s
∂

∂s
)2 v(s)− p2v(s)+ s2v(s) = 0, (A.2)

que l’on reconnaît être l’équation de Bessel d’ordre p. Par conséquent, l’espace des solutions est généré par un
espace de solutions de dimension 2. On construit classiquement la base de l’espace des solutions en exhibant
deux solutions indépendantes cherchées sous la forme de série entières ou de Laurent : les fonctions de Bessel
d’ordre p. La solution de l’équation d’ordre p positif étant également solution de l’équation d’ordre p négatif,
on suppose pour la suite p ≥ 0.
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A.2 Fonctions de Bessel et de Hankel

A.2.1 Fonctions de Bessel de première espèce

En cherchant une première solution de l’équation de Bessel d’ordre p (A.2) sous la forme d’une série
entière, on obtient la fonction de Bessel de première espèce, notée Jp et définie par

Jp(s) =
∞

∑
n=0

(−1)n

n!(p+n)!

( s

2

)p+2n
, p ∈ N. (A.3)

Cette série à un rayon de convergence infini et est C ∞. Par construction Jp(s) est une solution de (A.2) associée
à p ou −p. Le comportement en 0 de Jp est donné par,

Jp(s)∼
1

p!2p
sp, quand s → 0. (A.4)

A.2.2 Fonctions de Bessel de deuxième espèce

Une deuxième famille de solutions de l’équation de Bessel d’ordre p peut être cherchée sous la forme
d’une série de Laurent. Elle correspond aux fonctions de Bessel de deuxième espèce notées Yp(s) et définies
par,

∀p 6= 0,Yp(s) =− 1
π

p−1

∑
n=0

(p−n−1)!
n!

( s

2

)p+2n

− 1
π

∞

∑
n=0

(−1)n

n!(p+n)!

[
Γ′(n+1)
Γ(n+1)

+
Γ′(n+ p+1)
Γ(n+ p+1)

] ( s

2

)p+2n

+
2
π

Jp(s) ln(
s

2
),

(A.5)

Y0(s) =− 2
π

∞

∑
n=0

(−1)n

(n!)2

Γ′(n+1)
Γ(n+1)

( s

2

)p+2n
+

2
π

ln(
s

2
).

+
2
π

J0(s) ln(
s

2
).

(A.6)

La notation Γ désigne la fonction Gamma d’Euler, qui vérifie

Γ′(n)
Γ(n)

=−γe +1+
1
2
+ ...+

1
n−1

,n ∈ N\{0},

Γ′(1)
Γ(1)

=−γe.

(A.7)

où γe = 0,57721566... est la constante d’Euler. La fonction Yp est C ∞ sur ]0,∞[. Autour de zéro, Yp a le
comportement

Yp(s)≃−(p−1)!2p

π
s−p, lorsque s → 0. (A.8)

A.2.3 Fonctions de Hankel

On définit les fonction de Hankel de première (H(1)
p ) et de deuxième espèce (H(2)

p ) d’ordre p à partir des
fonctions de Bessel de première et de deuxième espèce comme suit,

H(1,2)
p (s) = Jp(s)± iYp(s). (A.9)
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A.2.4 Propriétés élémentaires

Les fonctions de Bessel Jp, Yp et de Hankel H(1)
p , H(2)

p , notées de façon générique Cp, vérifient :

• Relation de dérivation : pour p = 1,2,...





d

ds

(
sp+1Cp+1(s)

)
= sp+1Cp(s),

d

ds

(
s−pCp(s)

)
=−s−pCp+1(s).

(A.10)

• Relations de récurrence : 



2C′
p(z) =Cp−1(z)−Cp+1(z),

C′
p(z) =Cp−1(z)−

p

z
Cp(z),

Cp+1(z) =−Cp−1(z)−2
p

z
Cp(z).

(A.11)

Pour plus de détails sur ces fonctions se reporter à Abramowitz et Stegun (1964) et Watson (1966).

A.2.5 Forme de la solution de l’équation de Helmholtz en domaine circulaire

Les deux familles génératrices des solutions de l’équation de Helmholtz (A.1), Jp(kr) et Yp(kr) forment
une base de solutions pour cette équation. On peut donc affirmer qu’il existe ap, bp ∈ C tels que
up(r) = apJp(kr)+bpYp(kr). On obtient donc la forme générale de la solution à variable séparée de l’équation
de Helmholtz homogène dans un disque, ou dans son complémentaire R

2 \ Ω̄

u(r,φ) =
∞

∑
p=−∞

(apJp(kr)+bpYp(kr)) eipφ dansΩ. (A.12)

Pour chaque r donné, en tant que développement en série de Fourier en φ, la série converge en norme
L2([0,2π]).
Par définition des fonctions de Hankel, on peut également choisir pour base de l’espace des solutions les

familles H(1)
p , H(2)

p . La solution générale (A.12) prend alors la forme

u(r,φ) =
∞

∑
p=−∞

(
apH(1)

p (kr)+bpH(2)
p (kr)

)
eipφ dansΩ. (A.13)

Les coefficients ap et bp sont obtenus par application des conditions aux limites et à l’infini ou à l’origine. On
donne dans la section suivante la formule analytique de la solution de l’équation de Helmholtz sur un domaine
extérieur à un disque, avec conditions aux limites de Dirichlet et de Neumann.

A.3 Solution explicite du problème de diffraction

On considère le problème de diffraction d’acoustique d’un faisceau incident ui par un objet diffractant
circulaire, centré en O et de rayon R, dans un milieu infini. On note Ω le disque diffractant, Γ son bord et λ est
la longueur d’onde du champ incident. On cherche la solution du problème aux limites suivant,





∆u+ k2u = 0, dans R2 \Ω

Λu =−Λu
i
,

lim
r→∞

(
∂u

∂r
+ iku

)
= 0

(A.14)

où Λ désigne l’opérateur trace associé à la condition aux bords et la dernière ligne exprime la condition de
radiation de Sommerfeld, qui garantit l’unicité du problème en sélectionnant les solutions sortantes.
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Cette dernière condition précise en particulier la forme générale des solutions à retenir : les fonctions

H(1)
p vérifient la condition de radiation sortante (et H(2)

p la condition entrante), la solution de (A.14) est donc
cherchée sous la forme

u(r,φ) =
∞

∑
p=−∞

apH(1)
p (k r)eipφ. (A.15)

On trouve ensuite les coefficients ap par application de la condition de bord.

A.3.1 Champ incident de type onde plane

On se donne ici une onde incidente plane de direction de propagation d̂ et d’amplitude Ui, u
i
(x) =Ui eikx·d̂ .

Le développement de Fourier de u
i
(x) = eik r cos(θ) par rapport à θ est donné par la formule de Jacobi-Anger :

u
i
(x) =Ui eik r cos(θ) =Ui

∞

∑
p=−∞

ipJp(k r)eipθ. (A.16)

• Condition de Dirichlet
Lorsqu’on impose une condition aux bords de type Dirichlet dans (A.14),

u(x) =−u
i
(x), x ∈ Γ,

la solution explicite s’écrit

u(r,φ) =−Ui

∞

∑
p=−∞

ip Jp(k R)

H(1)
p (k R)

H(1)
p (k r)eipφ. (A.17)

• Condition de Neumann
Lorsqu’on impose une condition aux bords de type Neumann dans (A.14),

∂u(x)

∂ν(x)
=−∂u

i
(x)

∂ν(x)
, x ∈ Γ,

la solution explicite s’écrit

u(r,φ) =−Ui

∞

∑
p=−∞

ip J′p(k R)

H(1)′
p (k R)

H(1)
p (k r)eipφ. (A.18)

A.3.2 Onde incidente cylindrique

Pour une onde cylindrique issue d’une source ponctuelle située en xs (|xs|> R), u
i
(x) = i

4 H(1)
0 k |x− xs|,

on utilise la formule d’addition valable dès lors que |xs|< |x|

u
i
(x) =

i

4
H(1)

0 (k |x− xs|) =
∞

∑
p=−∞

H(1)
p (k |xs|)Jp(k |x|)eipθ. (A.19)

• Condition de Dirichlet
Lorsqu’on impose une condition aux bords de type Dirichlet dans (A.14),

u(x) =−u
i
(x), x ∈ Γ,

la solution explicite s’écrit

u(r,φ) =− i

4

∞

∑
p=−∞

Jp(k R)

H(1)
p (k R)

H(1)
p (k |xs|)H(1)

p (kr)eipφ. (A.20)
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• Condition de Neumann
Lorsqu’on impose une condition aux bords de type Neumann dans (A.14),

∂u(x)

∂ν(x)
=−∂u

i
(x)

∂ν(x)
, x ∈ Γ,

la solution explicite s’écrit

u(r,φ) =− i

4

∞

∑
p=−∞

J′p(k R)

H(1)′
p (k |R|)

H(1)
p (k |xs|)H(1)

p (kr)eipφ. (A.21)
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Annexe B

Noyaux de Green pour l’équation de
Helmholtz en domaine borné

Cette annexe a pour but de répertorier les noyaux de Green pour l’équation d’Helmholtz 2D pour un
domaine circulaire et le demi-espace afin de compléter le chapitre 6 détaillant la stratégie de couplage BEM-
ray tracing pour traiter des configuration de diffraction en domaine borné. On résume ici Chapman (2004),
p305-321, et Li et al. (1992).

B.1 Noyau de Green pour l’équation d’Helmholtz 2D en domaine borné cir-
culaire

• Condition aux limites de Dirichlet homogène.
Le noyau de Green 2D de l’équation de Helmholtz pour un domaine circulaire, de rayon a, appliqué au
couple (x,ξ) = (r,θ;ρ,θ′) est donné par :

G(r,θ;ρ,θ′) =−1
4

n=+∞

∑
n=−∞

cos(n(θ−θ′))Jn(kr<)

[
Yn(kr>)−

Yn(ka)

Jn(ka)
Jn(kr>)

]
, (B.1)

où r> = max(r,ρ), et r< = min(r,ρ).

• Condition aux limites de Neumann homogène.
Le noyau de Green 2D pour l’équation d’Helmholtz en domaine circulaire, de rayon a, appliqué au
couple (x,ξ) = (r,θ;ρ,θ′) est donné par :

G(r,θ;ρ,θ′) =
1
2

+∞

∑
n=0

Jn(kr<)Fn(kr>)

εnJ′n(ka)
cos(n(θ−θ′)) (B.2)

=−1
4

Y0(k
√

r2 +ρ2 −2rρcos(θ−θ′)) +
1
2

+∞

∑
n=−∞

Jn(kρ)Y ′
n(ka)

εnJ′n(ka)
Jn(kr)cos(n(θ−θ′)),

(B.3)

où Fn(kr) = Y ′
n(ka)Jn(kr)− J′n(ka)Yn(kr), ε0 = 2, εn = 1, n > 0, et r< = min(r,ρ), r> = max(r,ρ).

B.2 Noyau de Green du demi-espace

Pour plus de précision pour le calcul du noyau de Green du demi-espace en 2D, voir Hoernig (2010). On
calcule le noyau de Green pour le demi-plan par la méthode des images.
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• Dirichlet homogène :

G(x,y) =
i

4
H1

0 (k|y− x|)− i

4
H1

0 (k|y− x̄|) (B.4)

• Neumann homogène :

G(x,y) =
i

4
H1

0 (k|y− x|)+ i

4
H1

0 (k|y− x̄|) (B.5)

où x̄ est le symétrique de x par rapport à la frontière du demi-espace.
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Annexe C

Résolution numérique des équations
intégrales

C.1 La méthode de Nyström

La méthode de Nyström est une méthode de calcul numérique d’intégrales de surface par collocation,
réservée aux surfaces paramétrées régulières, [Colton et Kress (1992)]. Elle consiste en une approximation
directe des intégrales de surface faisant intervenir deux types de formules de quadrature selon que l’intégrale
est faiblement singulière ou régulière. On développe ici la méthode sur l’équation intégrale de Brackage-
Werner.

Pour des milieux perturbés par des défauts de géométrie régulière dont le contour Γ possède une représen-
tation paramétrique au moins C 2, notée γ,

γ : t ∈ [0,2π]→ x(t) = (x1(t),x2(t)),

on commence par réécrire l’équation intégrale

∀x ∈ Γ, ψ(x)−
∫

Γ
(

∂G

∂ν(y)
(y,x,ω)− iηG(y,x,ω))ψ(y)dS(y) =−2ui(x) (C.1)

par changement de variable pour de se ramener à une intégration sur le cercle unité [0;2π]. On note φ(t) =
ψ(x(t)), f (t) =−2ui(x(t)), respectivement les composées de la densité ψ et du second membre −2ui par le

paramétrage γ. On introduit également les notations ν(t) =
(x′2(t),− x′1(t))

T

√
(x′2(t))

2 +(x′1(t))
2

, et

r(t,τ) =
√
(x1(t)− x1(τ))2 +(x2(t)− x2(τ))2

pour désigner respectivement la dérivée normale en tout point de Γ et la distance entre les points x(t) et x(τ).
Après changement de variable, on écrit :

φ(t)−
∫ 2π

0
(M(t,τ)− iηL(t,τ))φ(τ)dτ = f (t), 0 ≤ t ≤ 2π, (C.2)

où on note M et L les noyaux des potentiels de double et simple couche après composition avec le paramétrage
γ. Pour t 6= τ on a,

M(t,τ) =
ik

2
(x′2(τ)(x1(τ)− x1(t))− x′1(τ)(x2(τ)− x2(t)))

H1
1 (kr(t,τ))

r(t,τ)
, (C.3)

L(t,τ) =
i

2
H1

0 (kr(t,τ))
√

x′2(τ)
2 + x′1(τ)

2. (C.4)

Les fonctions M et L gardent la singularité logarithmique du noyau de Green G en t = τ. Pour un meilleur
traitement numérique, on développe le noyau analytique en série entière et on dissocie la partie singulière et
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la partie régulière des noyaux, selon [Martensen (1963),Kussmaul (1969)] :

M(t,τ) = M1(t,τ) ln(4sin2(
t − τ

2
))+M2(t,τ), (C.5)

L(t,τ) = L1(t,τ) ln(4sin2(
t − τ

2
))+L2(t,τ). (C.6)

Les noyaux L1,L2,M1,M2 sont analytiques et par propriétés des fonctions de Bessel, on a pour tout t 6= τ

M1(t,τ) = − k

2π
(x′2(τ)(x1(τ)− x1(t))− x′1(τ)(x2(τ)− x2(t)))

J1(kr(t,τ))

r(t,τ)
, (C.7)

M2(t,τ) = M(t,τ)−M1(t,τ) ln(4sin2(
t − τ

2
), (C.8)

L1(t,τ) = − 1
2π

J0(kr(t,τ))
√

x′2(τ)
2 + x′1(τ))

2, (C.9)

L2(t,τ) = L(t,τ)−L1(t,τ) ln(4sin2(
t − τ

2
)). (C.10)

Et pour t = τ,

M1(t,t) = 0, (C.11)

M2(t,t) =
1

2π

x′1(t)x
′′
2(t)− x′2(t)x

′′
1(t)

x′2(t)
2 + x′1(t)

2 , (C.12)

L1(t,t) = − 1
2π

√
(x′2(t))

2 +(x′1(t)))
2, (C.13)

L2(t,t) = (
i

2
− γe

π
− 1

2π
ln(

k2

4
(x′2(t)

2 + x′1(t)
2)))
√

x′2(t)
2 + x′1(t)

2, (C.14)

La constante γe est la constante d’Euler.
En injectant cette réécriture des noyaux dans l’équation intégrale et en factorisant les termes singuliers et
réguliers, on peut la réécrire sous la forme

φ(t)−
∫ 2π

0
Q(t,τ)φ(τ)dτ = f (t), 0 ≤ t ≤ 2π, (C.15)

avec
Q(t,τ) =Q1(t,τ) ln(4sin2(

t − τ

2
))+Q2(t,τ),

Q1 = M1 + iηL1,

Q2 = M2 + iηL2.

(C.16)

Par combinaison linéaire de fonctions analytiques Q1 et Q2 sont aussi analytiques.
Afin de calculer cette intégrale, on se donne un ensemble de 2N points de quadrature sur Γ, notés (t j)1≤ j≤N

dont le nombre est lié au nombre d’onde du problème. On calcule la partie régulière de l’intégrale par la règle
du trapèze, ∫ 2π

0
Q2(t,τ)φ(τ)dτ ≈ π

N

2N−1

∑
j=0

Q2(t,t j)φ(t j), 0 ≤ t ≤ 2π. (C.17)

et la partie singulière par la quadrature de Nyström,

∫ 2π

0
ln(4sin2(

t − τ

2
))Q1(t,τ)φ(τ)dτ ≈

2N−1

∑
j=0

RN
j (t)Q1(t,t j)φ(t j), 0 ≤ t ≤ 2π, (C.18)

dont on définit les poids de quadrature RN
j par,

RN
j (t) =−2π

N

N−1

∑
m=1

1
m

cos(m(t − t j))−
π

N2 cos(N(t − t j)), j = 0, · · · ,2N −1. (C.19)
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L’évaluation de la densité φ sur Γ se ramène à la résolution du système linaire discret :

∀i ∈ [0,2N −1], φ(ti)−
2N−1

∑
j=0

(RN
j (t)Q1(ti,t j)+

π

N
Q2(ti,t j))φ(t j) = f (ti), (C.20)

qui se réécrit matriciellement Aφ = F , où A, la matrice de masse, F le second membre et φ l’inconnue sont
définies par

A = (RN
j (ti)Q1(ti,t j)+

π

N
Q2(ti,t j))1≤i, j≤2N , (C.21)

F = (−2uinc(xi))1≤i≤2N , (C.22)

φ = (φ(ti) = ψ(xi))1≤i≤2N = ψ. (C.23)

Le choix du nombre de points de quadrature rendant l’approximation des intégrales précise est lié au nombre
d’onde du problème de diffraction. La discrétisation de Γ doit être d’autant plus fine que le nombre d’onde est
grand.

Remarques sur la méthode de Nyström. Il est possible d’utiliser d’autres règles de quadrature que
(C.17) et (C.18), obtenues par d’autres approximations de l’intégrand. Cependant sa simplicité et son haut
degré de précision en font des méthodes de choix. On montre que si l’intégrand f est analytique, l’erreur
des règles de quadrature (C.17) et (C.18) est une fonction exponentiellement décroîssante de N. On pourra
trouver plus de détail dans Kress (1989).
La méthode décrite est spécifique au traitement d’intégrales sur des courbes régulières en dimension 2. Le
cas de domaines avec des coins peut être traité par une méthode de Nyström très différente. Elle résout alors
une équation intégrale modifiée, qu’elle intègre par une autre quadrature. On pourra trouver tous les détails
p.72-78 de [Colton et Kress (1992)].
Par ailleurs, en dimension 3, la méthode de Nyström n’est plus aussi compétitive par rapport aux méthodes de
collocation ou et d’éléments finis de surface (BEM). En effet, il n’y a pas de quadrature simple et directe,
analogue à (C.18) permettant de traiter correctement la singularité de la solution fondamentale 3D. Wienert
(1990) a toutefois développé une méthode de Nyström pour les équations intégrales de frontière équivalentes
au problème de Helmholtz 3D. Cette méthode basée sur les harmoniques sphériques et la transformation
de la surface en sphère, présente également une convergence exponentielle pour des surfaces d’intégrations
analytiques. On pourra en trouver une description p.79-84 de [Colton et Kress (1992)].

193



194



Annexe D

Méthode multi-centres : choix du
partitionnement

Dans cette annexe, on décrit la construction de la partition de l’unité de Γ choisie pour la mise en œuvre
numérique de la méthode multi-centres.

D.1 Le choix des splines

La partition de l’unité est construite en deux étapes sous la forme de fonctions polynomiales par morceaux
de classe C 2(Γ). On définit d’une part un isomorphisme τ qui à Γ associe le segment [−1;1] et d’autre part une
fonction polynomiale par morceaux, notée f et appelée spline mère, définie sur [−1,1] et de classe C 2([−1,1]).
On définit alors chaque fonction de partition ηp par composition de la fonction f avec une translation de
l’abscisse curviligne l(yp

c ) le long de Γ :

∀y ∈ Γ, ηp(y) = f ◦ τ(y− yp
c ).

D.2 Construction de la fonction mère

La fonction spline mère est dans ce manuscrit cherchée de classe C 2([−1,1]), et vérifiant à la fois les
relations : {

f (t)+ f (1− t) = 1, 0 ≤ t ≤ 1,

f (t) = f (−t), 0 ≤ t ≤ 1,
(D.1)

et les conditions de bord et de continuité des dérivées première et seconde au centre et aux bords de l’intervalle
de définition, qui par parité se ramènent à,

{
f (0) = 1,

f (1) = 0,

{
f ′(0) = 0,

f ′(1) = 0,

{
f ′′(0) = 0,

f ′′(1) = 0.
(D.2)

Ces propriétés entraînent en particulier f (1
2) =

1
2 .

Du fait de la condition de parité imposée, on construit f à partir d’une fonction g paire définie sur [0,1] et
vérifiant les propriétés (D.2).

Choix et calcul de g
la fonction g est en particulier cherchée sous la forme,

g(x) =
1
2
+

(
x− 1

2

)
G

((
x− 1

2

)2
)
.
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où G est un polynôme d’ordre 2, dont les coefficients sont calculés à partir des propriétés aux bords de g. Par
calcul, on trouve :

G

(
(x− 1

2
)2
)
=−15

5
+5

(
x− 1

2

)2

−6

(
x− 1

2

)4

. (D.3)

Construction de la fonction mère f
La propriété f (x)+ f (x+1) = 1, vérifiée par f permet de la définir à partir de g par :

f (x) =





g(x), x ∈ [0,1],

1−g(x+1), x ∈ [−1,0[,

0, sinon,

(D.4)

qui s’écrit en injectant (D.3),

f :[−1,1]→ [0,1]

x →





1
2
+

(
x− 1

2

)(
−1.875+5

(
x− 1

2

)2

−6

(
x− 1

2

)4
)
, si x ∈ [0,1]

1
2
+

(
x− 3

2

)(
−1.875+5

(
x− 3

2

)2

−6

(
x− 3

2

)4
)
, si x ∈ [−1,0[.

(D.5)
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Annexe E

Propriétés de l’opérateur de diffraction

On s’intéresse dans cette annexe aux propriétés de l’opérateur de diffraction R défini comme une fonction
sur S×S,

R :S×S→ C

(r̂, ŝ)→
∫

Γ
e−ikr̂·(y−yc)(1+ r̂ ·ν(y))Ψ(y; ŝ),

(E.1)

où Ψ(y; ŝ) est la solution sur Γ, supposé au moins C 2, de l’équation intégrale de surface de type Brakhage-
Werner bien posée pour toutes fréquences,

1
2

Ψ(y; ŝ)+
∫

Γ

(
∂G

∂ν(y)
(x,y)− ikG(x,y)

)
Ψ(y; ŝ)dS(y) =−eikŝ·(y−yc). (E.2)

Pour pouvoir utiliser les résultats de décomposition en valeur singulière de l’opérateur de diffraction
R , qui est à la base de la procédure d’accélération, on doit vérifier que R est L2(S×S), où S désigne le
disque ou la sphère unité. On en donne la preuve dans cette annexe. Deux étapes sont nécessaire pour cela,
on justifie d’abord que la solution Ψ de l’équation intégrale est L2(Γ) en utilisant des propriétés de mapping
conventionnelles, puis par Cauchy-Schwarz on montre que R est L2(S×S). On montre par ailleurs que R est
continue par rapport à chacune de ses deux variables.

Justification : Ψ ∈ L2(Γ)

L’équation intégrale de Brakhage-Werner est bien posée pour tout nombre d’onde par construction. Par
conséquent, la solution Ψ de l’équation intégrale existe, est unique et dépend continûment du second membre,
qui dans notre étude correspond à la trace de Dirichlet ou la trace normale du champ incident. Il est bien
connu que l’opérateur intégral combiné (K − ikS) peut être vu comme un opérateur intégral de L2(Γ), Melenk
(2010) ; Spence et al. (2011) . Il est borné et inversible, par conséquent, Ψ ∈ L2(Γ). On a donc en particulier,
existence d’une constante positive réelle C telle que,

‖Ψ‖L2(Γ) ≤C
∥∥(K − ikS)−1

∥∥
L(L2(Γ),L2(Γ))

∥∥ui
∥∥

L2(Γ)
(E.3)

De plus, d’après le théorème 1.7 de Spence et al. (2011), lorsque Ωe n’est pas borné, on peut montrer qu’il
existe C ∈ R, 0 <C ≤ 1 tel que ∥∥(K − ikS)−1

∥∥
L(L2(Γ),L2(Γ))

≤C.
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Preuve : R ∈ L2(S×S)
Par application de l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

|R (r̂, ŝ)|2 = 1
8kπ

∣∣∣∣
∫

Γ
e−ikr̂·(y−yc) (1+ν(y) · r̂)ψ(y,ŝ)ds(y)

∣∣∣∣
2

≤ 1
8kπ

(∫
Γ

∣∣∣e−ikr̂·(y−yc) (1+ν(y) · r̂)
∣∣∣
2

ds(y)

) (∫
Γ
|Ψ(y,ŝ)|2 dS(y)

)

≤ 1
8kπ

4mes(Γ) ‖Ψ‖2
L2(Γ)

(E.4)

Par conséquent,

∫
S

∫
S

|R (r̂, ŝ)|2 dr̂dŝ =
1

8kπ

∫
S

∫
S

∣∣∣∣
∫

Γ
e−ikr̂·(y−yc) (1+ν(y) · r̂)ψ(y,ŝ)ds(y)

∣∣∣∣
2

dr̂dŝ

≤ 1
8kπ

4mes(Γ)2π

∫
S

∫
Γ
|Ψ|2 ds(y)dŝ

≤ mes(Γ)
k

‖Ψ‖2
L2(Γ×S)

(E.5)

En insérant le résultat (E.3) dans l’inégalité (E.5), on obtient,

∫
S

∫
S

|R (r̂, ŝ)|2 dr̂dŝ ≤ mes(Γ)
k

∥∥(K − ikS)−1
∥∥2

L(L2(Γ×S),L2(Γ×S))

∥∥ui
∥∥2

L2(Γ×S)
(E.6)

L’opérateur R est construit suite à la résolution de l’équation intégrale (E.2) avec pour second membre l’onde
plane unitaire ui(y,ŝ) = eikŝ·(y−yc). Cette fonction est C ∞(Γ×S) par rapport aux variables y et ŝ. Par conséquent
ui est dans L2(Γ×S). On rappelle enfin que l’opérateur (K − ikS)−1 est d’inverse borné, on conclut donc,
Notations :

∫
S

∫
S

|R (r̂, ŝ)|2 dr̂dŝ < ∞. (E.7)

Ce qui prouve que R ∈ L2(S×S).

Continuité de l’opérateur de diffraction sur S×S

On montre enfin dans ce paragraphe la continuité de R par rapport à chacune des deux variables.
On définit la fonction de trois variables f (r̂,y; ŝ),

f :S×Γ×S→ C

(r̂,y,ŝ)→ eikr̂·(y−yc)(1+ν(y) · r̂)Ψ(y; ŝ).
(E.8)

La restriction de cette fonction à la variable r̂, r̂ → f (r̂,y; ŝ) est de façon évidente continue. De plus, on la
majore comme suit,

| f (r̂,y; ŝ)| ≤ 2|Ψ(y; ŝ)|, ∀r̂,y, (E.9)

par une fonction y → |Ψ(y; ŝ)| qui est intégrable puisque Ψ ∈ L2(Γ). Par conséquent, par le théorème de
continuité sous l’intégrale, la fonction r̂ → R (r̂, ŝ) est continue sur le disque unité S.
Par la relation de réciprocité, Colton et Kress (1992) théorème 3.13 p.54, on a

∀ŝ, r̂ ∈ S, R (r̂, ŝ) = R (−ŝ,−r̂). (E.10)

On en déduit la continuité de R par rapport à ŝ.

Bilan
Les propriétés de l’opérateur R sont identiques en dimension 3 et montrées avec les même arguments.
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