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INTRODUCTION

Le Contrôle Non Destructif (CND) a pour objectif de vérifier l’intégrité d’une pièce ou d’une
structure sans l’altérer. Il est utilisé dans un grand nombre de domaines industriels tels que le
nucléaire, l’aéronautique ou encore l’automobile. Suivant le matériau de la pièce à contrôler,
les défauts peuvent être de nature diverse : par exemple, la corrosion et les fissures sont clas-
siques dans les pièces métalliques, alors que le délaminage est le type de détérioration que
l’on recherche dans les assemblages multi-couches (composites). Beaucoup des méthodes du
CND reposent sur la réponse en vibration de la pièce à inspecter, et donc sur la physique des
ondes. Ainsi, en analysant par exemple la façon dont les ondes se propagent dans la pièce
inspectée, nous pouvons déduire l’état de santé de cette dernière. Concernant les géométries
d’intérêt, beaucoup de pièces utilisées industriellement peuvent être considérées comme des
guides d’ondes : il s’agit de domaines dont une ou deux dimensions sont petites par rapport
à la troisième. Nous trouvons entre autres dans cette catégorie les plaques, les tuyaux mais
aussi les rails. Une propriété essentielle des guides d’ondes est qu’une partie du champ dif-
fracté par le défaut (dite propagative) se propage à longue distance sans atténuation. Dans le
cadre du CND, ces structures ont donc l’avantage de permettre l’inspection d’une zone éten-

FIGURE 1 – Exemples d’applications de Contrôle Non Destructif
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due située entre des émetteurs et des récepteurs fixés pendant toute la durée de l’acquisition.
Toutefois, une difficulté est que les ondes se propagent de manière dispersive, l’onde se dé-
forme lors de sa propagation. Il est donc difficile de déduire d’une simple lecture des signaux
mesurés les caractéristiques du défaut entre les émetteurs et les récepteurs. Il convient alors
de développer des méthodes particulières à ces structures permettant d’exploiter au mieux
ces signaux.

Depuis plusieurs années, le CEA LIST et plus particulièrement le Département d’Imagerie
et de Simulation pour le Contrôle (DISC) innove dans le domaine du CND grâce au dévelop-
pement du logiciel de simulation pour le CND CIVA et la mise au point de nouvelles méthodes
de contrôle. Si l’on observe l’état de l’art des méthodes de CND en vigueur, deux situations
sont bien maîtrisées. D’une part, à haute fréquence, de nombreuses méthodes de contrôle
existent pour des mesures proches du défaut, permettant une très bonne résolution dans une
zone restreinte (zone d’insonification) [100, 101, 104]. D’autre part, à basse fréquence, des
méthodes par ondes guidées fondées sur l’utilisation de quelques modes propagatifs (un ou
deux en général) ont été développées pour inspecter à longue distance. En se concentrant
sur un mode particulier [121], elles permettent donc d’imager une grande zone. Toutefois,
le choix du mode utilisé dépend du type de défaut recherché. Nous pouvons citer parmi ces
méthodes la tomographie en temps de vol par ondes guidées [64, 84, 130] qui permet de
déterminer l’épaisseur d’une plaque grâce à la variation de vitesse du mode considéré dans
une zone délimitée par les capteurs, la détection d’une perte d’épaisseur en étudiant la va-
riation locale, au point de mesure, du nombre d’onde d’un mode [70], ou encore l’étude du
coefficient de réflexion d’un mode particulier dans le cas d’un défaut de corrosion [62] ou
d’une fissure [69].

Notre objectif est de compléter les techniques existantes en élaborant une méthode d’ima-
gerie par ondes guidées pour une zone étendue exploitant simultanément l’information de
tous les modes guidés, et ce pour un grand nombre de modes propagatifs (au moins 8 em-
piriquement dans le cas des plaques), ce qui revient à travailler à haute fréquence. Notre
méthode envisage le CND comme un problème de diffraction inverse, suivant la terminolo-
gie en vogue dans la littérature des mathématiques appliquées. Ceci nous amène à faire un
rapide tour d’horizon des méthodes d’inversion à base d’ondes.

De nombreuses méthodes de diffraction inverse ont été étudiées ces dernières années, en
particulier pour le régime établi en temps, ou régime fréquentiel. Nous pouvons les décom-
poser en deux grandes familles [97, 111] : les méthodes itératives [56, 82] et les méthodes
d’échantillonnage [41, 55]. Les méthodes itératives reposent sur de multiples résolutions du
problème direct de manière à optimiser la forme et les paramètres du milieu à imager. Elles
permettent d’obtenir une reconstruction précise. Toutefois, elles présentent un coût de calcul
élevé et nécessitent des connaissances a priori sur les défauts, comme leur nombre et leurs
caractéristiques. Un trop grand nombre de travaux ont porté sur ces méthodes pour que nous
puissions donner ici une vue d’ensemble des différentes méthodes existantes. Citons simple-
ment les travaux fondateurs d’Andreas Kirsch et Rainer Kress [93, 94], ainsi que quelques
travaux plus récents à titre d’exemples : l’utilisation de méthodes fondées sur la minimisation
des moindres carrés [66, 82], sur l’écart à la réciprocité [98] tel qu’introduit dans [3] ou
encore sur la transformation conforme [79] dans le cas particulier de la dimension 2.

Nous nous intéressons plus précisément aux méthodes d’échantillonnage puisque nos travaux
utilisent la plus connue d’entre elles, soit la Linear Sampling Method (LSM). Ces méthodes
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reposent sur la résolution d’un problème linéaire de petite taille en chaque point d’une grille
d’échantillonnage pour déterminer si celui-ci appartient ou non au défaut. Plus précisément,
le système est résolu sous sa forme régularisée au sens de Tikhonov. Elles ne demandent au-
cune connaissance a priori sur le défaut et sont simples à mettre en œuvre. Toutefois, elles
requièrent beaucoup de données (théoriquement, la connaissance du champ diffracté dans
toutes les directions pour toutes les directions d’incidence). La Linear Sampling Method a
été introduite pour la première fois dans [55], sa justification a été améliorée dans [5] et
l’utilisation du principe de Morozov pour sélectionner le paramètre de régularisation dans la
formulation de Tikhonov a été introduite dans [57]. Un des raffinements les plus utilisés de la
LSM est la méthode de factorisation [91] qui exploite une factorisation ad hoc de l’opérateur
pour obtenir une caractérisation rigoureuse du défaut. La LSM et la méthode de factorisation
sont décrites dans un contexte général, respectivement dans [42] et [53]. Citons aussi dans la
catégorie des méthodes d’échantillonnage les méthodes de point source [118, 119] ainsi que
[54] qui présente une méthode partant de l’écart à la réciprocité pour élaborer une méthode
d’échantillonnage originale.
Initialement conçues pour détecter des obstacles d’intérieur non vide, les méthodes d’échan-
tillonnage ont aussi été adaptées pour imager des fissures [17, 40, 95], qui constituent un
défaut réaliste pour les structures métalliques. Plus récemment, des travaux ont porté sur
l’extension des méthodes d’échantillonnage en régime temporel (non établi) [49, 80].

Les travaux cités précédemment portent sur une équation scalaire, ce qui revient à consi-
dérer des ondes acoustiques ou électro-magnétiques dans le cas particulier d’une polarisation
Transverse Électrique (TE) ou Transverse Magnétique (TM). L’élasticité en général n’entre
pas dans ce cadre. Beaucoup des méthodes précédentes ont été adaptées au cas de l’élasti-
cité [20]. Nous retrouvons des méthodes basées sur l’écart à la réciprocité, en particulier sur
l’identification de fissures en régime temporel [37], parmi les méthodes d’échantillonnage,
la Linear Sampling Method, en dimension 2 [4, 46], en dimension 3 [8, 45, 113] et pour
des milieux stratifiés [78], ainsi que la méthode de factorisation [2, 48]. Signalons que les
méthodes basées sur la dérivée topologique [16, 21, 72, 76] peuvent être considérées comme
des méthodes d’échantillonnage.

Dans le cadre spécifique des guides d’ondes, de nombreux travaux ont été réalisés, en parti-
culier dans le cas scalaire en régime établi : citons [61] qui se base sur une décomposition
selon ses vecteurs propres de la matrice de scattering pour imager un défaut mais est limité
par une approximation de Born, [47] qui utilise la méthode de factorisation et [108] qui
propose une méthode d’imagerie panachant le principe de réciprocité et la LSM, comme dans
[54]. Notons qu’il apparaît dans [6, 33, 47] que pour appliquer la méthode de factorisation
à un guide d’ondes, il est nécessaire d’utiliser pour champ incident les conjugués des points
sources, ce qui peut apparaître artificiel. Nous pouvons par ailleurs citer l’application de la
LSM à l’imagerie des fonds marins [6, 25], ou aux guides périodiques [29].
De même que pour l’espace libre, des travaux récents ont porté sur l’adaptation des méthodes
d’échantillonnage au guide d’onde en régime temporel [109].

Afin de remplir nos objectifs, à savoir développer une méthode d’imagerie par ondes gui-
dées à haute fréquence utilisable dans le cadre du CND, nous nous sommes basés sur les
travaux de Laurent Bourgeois, Eric Lunéville et Frédéric Le Louër [30, 32] dans lesquels la
Linear Sampling Method est décrite respectivement pour un guide d’ondes acoustiques et un
guide d’ondes élastiques, en régime fréquentiel avec des données dont le support est formé
par des sections transverses du guide. Ce cadre ne correspond pas à une situation réelle de
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CND. C’est pourquoi nous allons adapter ces méthodes à un cadre plus réaliste : des sources
et des mesures à la surface du guide en régime temporel. Nous allons pour cela considérer
dans un premier temps le cas d’un guide d’ondes acoustiques en dimension 2. Cette étude
permettra de mettre en place notre méthode dans un cas simple et d’exhiber certains para-
mètres déterminants pour l’imagerie de défauts. Nous allons ensuite pouvoir généraliser ces
résultats au cas d’un guide d’ondes élastiques en dimension 2 ou 3. Le manuscrit comprend
six chapitres :

• Chapitre 1 : Cadre théorique de la Linear Sampling Method. Ce chapitre présente la
théorie justifiant l’utilisation de la Linear Sampling Method pour détecter des défauts
dans un guide d’ondes acoustiques en régime fréquentiel et pour des données sur des
sections transverses du guide. Nous nous concentrons sur trois cas pour lesquels la
justification de la méthode varie : le cas d’un défaut à coeur, classique dans la théorie
mais peu réaliste en pratique, celui d’un défaut en surface et celui d’une fissure, plus
réalistes. Nous considérons dans les trois cas un défaut de type Neumann.

• Chapitre 2 : Extension aux données en surface. Les données internes telles que celles
sur les sections transverses du guide ne sont pas réalistes dans le cadre du CND. Nous
cherchons alors à utiliser des données à la surface du guide. Après avoir adapté la LSM
à cette nouvelle configuration, nous décrivons comment relier nos données de surface
à la formulation modale de la LSM, c’est-à-dire utilisant les modes guidés. Nous en
déduisons une manière d’optimiser les points d’émission et de réception, en particulier
leur nombre et la distance qui les sépare.

• Chapitre 3 : Extension au régime temporel et applications numériques. Enfin, le
chapitre 3 traite du lien entre le régime temporel et le régime fréquentiel. Nous y justi-
fions l’utilisation d’une transformée de Fourier pour lier les deux régimes et nous mon-
trons le lien entre notre méthode et celle développée dans [109]. Nous présentons
ensuite quelques essais numériques de la méthode. Cela nous permet notamment de
mettre en exergue l’influence des paramètres importants identifiés au chapitre 2 ainsi
que d’étudier la sensibilité au bruit de la méthode, point essentiel pour pouvoir l’appli-
quer à des données réelles.

• Chapitre 4 : Application de la Linear Sampling Method à un guide d’ondes élas-
tiques. Nous suivons la même démarche que dans les trois chapitres précédents pour
appliquer la LSM à un guide d’ondes élastiques en dimension 2 ou 3, avec des données
en surface et en régime temporel. Contrairement au cas de l’acoustique, les fonctions
propres transverses en déplacement ne forment plus une base dans la section. Il est alors
nécessaire d’introduire le formalisme XY mêlant des composantes du déplacement et
de la contrainte pour obtenir un cadre similaire. Les résultats obtenus dans les chapitres
précédents peuvent alors se généraliser. En particulier, dans le cas de la dimension 3,
de nouveaux paramètres apparaissent : le placement des sources et des mesures sur le
bord de la section influence la qualité de l’imagerie. Nous concluons ce chapitre par des
résultats numériques présentant la méthode sur différents défauts, en commençant par
les mêmes que dans le cas de l’acoustique pour comparer les deux cas, puis des cas plus
intéressants en pratique tels que des fissures.

• Chapitre 5 : Utilisation de données expérimentales. Ce chapitre est consacré à l’ap-
plication de la méthode à des données obtenues expérimentalement. Nous expliquons
les choix faits dans l’élaboration du protocole expérimental ainsi que la modélisation
des capteurs avant de présenter des images obtenues de défauts réels.
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• Chapitre 6 : Une “approche extérieure” dans le cas d’une sollicitation unique. Nous
terminons cette thèse par un chapitre présentant une approche alternative dans le cas
où les données se limitent à des mesures en surface pour une seule source, ce qui inter-
dit l’utilisation de la LSM. Cette approche, dite “approche extérieure”, couple une for-
mulation mixte de quasi-réversibilité et une méthode de ligne de niveau. En particulier,
la formulation mixte de quasi-réversibilité peut-être vue comme une régularisation de
Tikhonov pour une certaine classe de problèmes mal posés, ce qui permet de la définir
dans un cadre général. Deux formulations de quasi-réversibilité sont ainsi présentées.
Ce chapitre coïncide avec un article récemment soumis.

• Annexes. Trois annexes viennent compléter le manuscrit avec les démonstrations de
certaines propriétés. L’annexe A établit les fonctions de Green pour le guide d’ondes,
acoustiques ou élastiques, lorsque la source se trouve au bord du guide. L’annexe B
concerne les matrices de Vandermonde à coefficients sur le cercle unité : il s’agit de
la démonstration de la majoration du conditionnement de ces matrices, majoration qui
nous permet d’optimiser le placement des points de source et de mesure. Enfin, l’annexe
C nous permet de déterminer à quelles fréquences une composante du déplacement
d’un mode de Lamb s’annulle à la surface d’une plaque, ce qui implique que notre
méthode d’inversion n’est pas applicable.

Cette thèse est issue d’une collaboration entre le CEA LIST et le laboratoire POEMS (UMR
CNRS-INRIA-ENSTA).

Le travail présenté ici a mené aux publications suivantes :

• V. Baronian, L. Bourgeois, A. Recoquillay. Imaging an acoustic waveguide from surface
data in the time domain. Wave Motion, 66 : 68–87, 2016.

• L. Bourgeois, A. Recoquillay. A mixed formulation of the Tikhonov regularization ap-
plied to inverse PDE problems. Soumis à M2AN, 2017.

• V. Baronian, L. Bourgeois, B. Chapuis, A. Recoquillay. Linear Sampling Method applied
to Non Destructive Testing of an elastic waveguide : theory, numerics and experiments.
En préparation.
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CHAPITRE

1

CADRE THÉORIQUE DE LA LINEAR SAMPLING

METHOD

Sommaire
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Notre but est d’adapter la Linear Sampling Method au Contrôle Non Destructif des guides
d’ondes élastiques. De nombreuses difficultés sont liées à cet objectif. Les données réelles ne
sont jamais harmoniques en temps, présentent du bruit et dépendent fortement des capteurs
et de l’accessibilité de la pièce inspectée. De plus, la méthode est plus adaptée aux hautes
fréquences, ce qui implique une atténuation des signaux et une interprétation qualitative dif-
ficile de ceux-ci à cause de la dispersion des modes dont nous n’avons pas une expression
analytique complète. C’est pourquoi nous avons décidé de traiter les difficultés séparément,
en commençant par un cas que nous considérerons comme idéal, avant de complexifier au fur
et à mesure le modèle. Nous pourrons ainsi aborder le problème complet avec une connais-
sance a priori des conditions idéales d’application de notre méthode, et de sa sensibilité aux
différents paramètres, qu’ils concernent le guide d’ondes étudié (paramètres matériau, géo-
métrie) ou la méthode en elle-même (localisation des données,...). Nous commençons donc
par considérer le cas d’un guide d’ondes acoustiques, notre but étant de retrouver un éventuel
défaut à partir des données obtenues sur des sections transverses.

La notion de défaut recouvre un grand nombre d’objets possibles dans un domaine. Nous
pourrions la définir comme une altération du milieu, volumique ou non. Ainsi, une fissure
et une inclusion sont toutes deux des défauts, la première étant d’intérieur vide et non la
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seconde, ce qui implique des phénomènes de diffraction différents. Dans un obstacle péné-
trable, les propriétés physiques, comme la vitesse de l’onde ou l’atténuation dans le défaut,
peuvent varier suivant le type de défaut considéré. Nous présentons dans ce chapitre quelques
cas de défauts non pénétrables pour lesquels la Linear Sampling Method s’applique, en sui-
vant la démarche présentée dans [32]. Celle-ci consiste à vérifier, en chaque point z d’une
grille d’échantillonnage, si une certaine fonction test appartient à l’image de l’opérateur de
champ proche dont le noyau est formé par les données. Nous considérons d’abord le cas
d’un défaut volumique à coeur, qui est le cas le plus simple mais aussi le moins réaliste, puis
un obstacle débouchant et le cas d’une fissure. Les deux derniers cas sont moins classiques,
mais sont plus proches de cas réels observés dans le cadre du Contrôle Non Destructif. Ainsi,
un défaut de corrosion est en première approximation une perte d’épaisseur à la surface du
guide et peut donc s’identifier à un obstacle débouchant. Les fissures, comme par exemple les
fissures de fatigue, sont elles aussi fréquentes en CND.

La manière dont la Linear Sampling Method est appliquée ne dépend pas du défaut. En
revanche, sa justification en dépend. C’est pourquoi nous avons choisi pour illustrer cette va-
riété de réaliser l’analyse pour trois types de défauts.
Dans le cas du défaut à coeur, les propriétés des opérateurs intégraux associés au guide
d’ondes peuvent se déduire de celles des opérateurs intégraux correspondants dans l’espace
libre. Cette méthode n’est pas valable dans le cas du défaut débouchant, ce qui nous amène
à introduire et démontrer les formules de représentation intégrale dans ce cas. Enfin, dans
le cas du défaut de type fissure, l’analyse étant détaillée dans [33], nous n’en présentons ici
qu’un résumé. Dans chaque cas, la bonne fonction test à considérer découle de l’analyse.
Enfin, nous n’avons considéré que des obstacles non pénétrables de type Neumann dans ce
chapitre car il s’agit de la condition la plus proche des applications ciblées, et celle-ci n’a pas
été traitée dans [32].

1.1 Espaces fonctionnels et prolongement unique

Tout au long de ce chapitre, nous aurons besoin de divers espaces de Sobolev que nous allons
introduire succinctement ici. Considérons Ω un domaine borné lipschitzien de R

d, d “ 2 ou
3. Notons BΩ son bord et Γ une portion de ce dernier ouverte pour la topologie induite, non
vide. Nous définissons, pour s P t´1

2
, 1
2
u :

HspΓq :“ tu|Γ, u P HspBΩqu ,
H̃spΓq :“

 
u P HspBΩq, supp u Ă Γ

(
.

Nous avons alors les identifications suivantes concernant la dualité :

rHspΓqs1 “ H̃´spΓq,
”
H̃spΓq

ı1
“ H´spΓq.

Ces propriétés sont prouvées dans [106]. Notons en particulier que, si nous considérons le
bord complet BΩ,

rHspBΩqs1 “ H´spBΩq.

Les guides d’ondes sont des domaine infinis selon une direction. C’est pourquoi nous avons
besoin d’introduire une notion particulière d’espace de solutions localement H1. Soit donc un
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guide d’ondes W de section transverse Σ. Le guide peut s’écrire W “ ΣˆR, et nous noterons,
pour x P W , x “ pxS, x3q avec xS la coordonnée dans la section et x3 celle selon l’axe du guide.
Soit Ω un guide d’ondes présentant éventuellement un défaut, à savoir Ω “ W zD, où D sera
précisé plus loin. Nous pouvons définir l’espace

H1
locpΩq “ tu P D1pΩq |upxS, x3qϕpx3q P H1pΩq, @ϕ P DpRqu,

où D1pΩq désigne l’ensemble des distributions sur Ω et DpRq désigne l’ensemble des fonctions
d’une variable infiniment dérivables à support compact.
Ainsi, les solutions de l’équation de Helmholtz dans le guide, avec des conditions de bord sur
les parois, seront cherchées dans cet espace comme nous le verrons dans la suite.
Toutefois, la solution fondamentale n’est pas un élément de H1

locpΩq, elle n’appartient qu’à
L2
locpΩq :

L2
locpΩq “ tu P D1pΩq |upxS, x3qϕpx3q P L2pΩq, @ϕ P DpRqu.

Introduisons à présent le théorème de prolongement unique, un outil classique dans les pro-
blèmes inverses qui nous servira de nombreuses fois par la suite. Nous l’énonçons sous deux
formes dans le cas particulier de l’équation de Helmholtz.

Théorème 1.1
Soit Ω Ă R

d un ouvert connexe, et soit ω un ouvert non vide inclus dans Ω. Si ∆u ` k2u “ 0

dans Ω pour k ą 0, alors

u “ 0 dans ω ñ u “ 0 dans Ω.

Théorème 1.2
Soit Ω Ă R

d un ouvert borné connexe et lipschitzien, et soit Γ une partie ouverte non vide de son
bord. Si u P H1pΩq vérifie $

’&
’%

∆u ` k2u “ 0 dans Ω,

u “ 0 sur Γ,

Bνu “ 0 sur Γ,

avec k ą 0 et ν la normale sortante au domaine Ω, alors u “ 0 dans Ω.

Ce théorème se révélera particulièrement utile pour prouver l’injectivité de certains opéra-
teurs.

1.2 Défaut volumique à cœur

Nous reprenons dans cette partie l’approche adoptée pour un obstacle de type Dirichlet dans
[32], l’obstacle considéré ici étant de type Neumann.
Nous considérons donc un guide d’ondes acoustiques W dans Rd, avec d “ 2 ou 3, présentant
un défaut D inclus dans le guide. Nous noterons Ω le domaine composé du guide d’ondes
privé du défaut, Γ le bord du guide, Σ sa section et ν la normale sortante à Ω. Ainsi, le guide
peut s’écrire W “ Σ ˆ R, Ω “ W zD avec D Ă W , D étant un ouvert lipschitzien. Le domaine
Ω est supposé connexe. Par ailleurs, nous noterons Σs “ Σ ˆ tsu, pour s P R. Enfin, nous
considérons R ą 0 tel que l’obstacle D soit situé entre les sections Σ´R et ΣR, et nous posons
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pΣ “ ΣR Y Σ´R (voir figure 1.1).

Commençons par introduire les modes guidés : nous considérons le problème aux valeurs
propres #

∆Ku ` k2u “ 0 dans Σ,

Bνu “ 0 sur BΣ,
avec ∆K le laplacien transverse défini selon les coordonnées de la section. Les solutions de
ce problème sont formées par les couples pkn, θnq, n P N, les valeurs propres kn formant une
suite positive croissante non bornée alors que les fonctions transverses θn forment pour une
normalisation bien choisie une base orthonormale de L2pΣq. Nous considérons les nombres
d’onde associés aux modes βn définis par

βn “
# a

k2 ´ k2n si k ě kn,

i
a
k2n ´ k2 si k ă kn.

(1.1)

Soit enfin le problème de Helmholtz dans le guide :
#
∆u ` k2u “ 0 dans W,

Bνu “ 0 sur Γ.
(1.2)

Un mode guidé est défini comme une solution à variables séparées de (1.2). On peut montrer
que les modes guidés s’écrivent

u˘
n pxS, x3q “ θnpxSqe˘iβnx3 .

Plusieurs types de modes sont à distinguer. Tout d’abord, les modes guidés peuvent se pro-
pager dans deux sens suivant l’axe du guide. Ainsi, les modes u`

n se propagent dans le sens
des x3 croissants, alors que les modes u´

n se propagent selon les x3 décroissants. Par ailleurs,
étant donné que les kn forment une suite positive croissante non bornée, il existe un entier P
tel que

k0 ď k1 ď ¨ ¨ ¨ ď kP´1 ă k ď kP .

Les P premiers modes ont alors un nombre d’onde réel, ce qui implique qu’ils se propagent
sans perte dans le guide. Nous appellerons donc ces modes les modes propagatifs. Les autres
modes sont appelés modes évanescents puisque leur amplitude décroit exponentiellement
dans leur sens de propagation le long de l’axe du guide, et il en existe une infinité.

Hypothèse 1
Le nombre d’onde k est tel qu’aucun des βn n’est nul.

Nous introduisons le problème direct suivant : pour f P H´ 1

2 pBDq, trouver u P H1
locpΩq telle

que $
’’’&
’’’%

∆u ` k2u “ 0 dans Ω,

Bνu “ 0 sur Γ,

Bνu “ f sur BD,
pCRq,

(1.3)

avec pCRq une condition de radiation : cette condition, rendue nécessaire par le caractère
non borné du guide d’ondes, revient à sélectionner, dans la décomposition du champ diffracté
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D

Γ

Ω
Σ´R ΣR

FIGURE 1.1 – Défaut à coeur

suivant les modes guides u˘
n , les seuls modes sortants.

Le problème (1.3) peut être réécrit en domaine borné : pour cela nous allons commencer par
expliciter la condition de radiation en introduisant les opérateurs de Dirichlet-to-Neumann
T˘ :

T˘ :

ˆ
H

1

2 pΣ˘Rq Ñ H̃´ 1

2 pΣ˘Rq
h ÞÑ ř

ně0 iβnph, θnqΣ˘R
θn

˙
, (1.4)

où p¨, ¨qΣ désigne le produit scalaire sur L2pΣq. Nous allons justifier pourquoi ces opérateurs
nous permettent d’exprimer la condition de radiation. Nous aurons besoin du lemme suivant,
prouvé dans [32] :

Lemme 1.3
Pour tout s ą 0 et h P H 1

2 pΣsq, le problème
$
’’’&
’’’%

∆u ` k2u “ 0 dans Σ ˆ ps,`8q,
Bνu “ 0 sur BΣ ˆ ps,`8q,
u “ h sur Σs,

pCRq,

possède une unique solution dans H1pΣ ˆ ps, tqq, pour tout t ą s, donnée par

upxq “
ÿ

nPN
ph, θnqΣs

eiβnpx3´sqθnpxSq.

La solution dans p´8, sq est définie de la même façon en remplaçant βn par ´βn dans l’expression
de u.

Soit WR, respectivement ΩR et ΓR, la portion de guide W , respectivement du domaine Ω et
du bord Γ, comprise entre les sections d’abscisse ´R et R. Nous allons nous concentrer sur
l’expression de la condition de radiation à droite de ΩR, soit sur ΣR. Étant donné que R a été
choisi de sorte que D soit inclus dans WR, nous pouvons appliquer le lemme 1.3 à u dans
Σ ˆ pR,`8q :

upxq “
ÿ

ně0

ane
iβnpx3´RqθnpxSq, x3 ě R,

avec an “ pu|ΣR
, θnqΣR

. Nous pouvons alors aisément exprimer la dérivée normale de u dans
ΩR sur ΣR :

Bνu|ΣR
“ Bx3

u|ΣR
“

ÿ

ně0

iβnanθnpxSq,
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soit

Bνu “ T`u, sur ΣR. (1.5)

Nous voyons donc que, si la solution est effectivement une solution sortante, elle vérifie
l’équation (1.5). Ceci justifie par ailleurs l’appellation “Dirichlet-to-Neumann” : cet opérateur
nous permet de lier la donnée de Dirichlet, la trace de la solution, à la donnée de Neumann,
sa trace normale. De la même façon, nous obtiendrions Bνu “ T´u sur Σ´R.
Finalement, le problème (1.3) est équivalent en domaine borné à trouver u P H1pΩRq solution
de $

’’’&
’’’%

∆u ` k2u “ 0 dans ΩR,

Bνu “ 0 sur ΓR,

Bνu “ f sur BD,
Bνu “ T˘u sur Σ˘R.

(1.6)

Lemme 1.4
Sauf pour au plus un ensemble dénombrable de nombres d’onde k, les problèmes (1.3) et (1.6)
sont bien posés.

Démonstration. Cette démonstration s’inspire de [22, 23]. Le problème (1.6) admet la for-
mulation faible suivante : trouver u P H1pΩRq telle que

apu, vq “ ℓpvq, @v P H1pΩRq, (1.7)

avec

apu, vq “
ż

ΩR

∇u ¨ ∇v ´ k2uv dx ´
ż

ΣR

T`uv ds ´
ż

Σ´R

T´uv ds,

ℓpvq “
ż

BD
fv ds,

où v désigne le conjugué complexe de v. Les intégrales de surface sont à comprendre au
sens de crochets de dualité. Ainsi, par exemple,

ş
ΣR
T`uv ds est le crochet de dualité entre

H̃´ 1

2 pΣRq et H
1

2 pΣRq.
Remarquons que

ż

Σ˘R

T˘uv ds “
ÿ

ně0

iβnpu, θnqΣ˘R
pv, θnqΣ˘R

grâce à l’orthonormalité des fonctions transverses θn.
Nous allons montrer que ce problème est de Fredholm : pour cela, nous écrivons a “ b ` c

avec

bpu, vq “
ż

ΩR

∇u ¨ ∇v ` uv dx ´
ÿ

ně0

iβnpu, θnqΣR
pv, θnqΣR

´
ÿ

ně0

iβnpu, θnqΣ´R
pv, θnqΣ´R

,

cpu, vq “ ´p1 ` k2q
ż

ΩR

uv dx.

L’opérateur associé à la forme sesquilinéaire b définit un isomorphisme sur H1pΩRq car

Re bpu, uq ě }u}2H1pΩRq,
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k

λm

k2

FIGURE 1.2 – Solution de λmpkq “ k2

alors que celui associé à c définit un opérateur compact car l’injection de H1pΩRq dans L2pΩRq
est compacte.
L’unicité de la solution est alors équivalente à son existence. Nous allons montrer que nous
avons effectivement unicité de la solution sauf pour au plus un ensemble dénombrable de
nombres d’onde k.
Soit donc u telle que apu, vq “ 0, @v P H1pΩRq. En prenant la partie imaginaire de apu, uq “ 0,
il vient

P´1ÿ

n“0

a
k2 ´ k2n|pu, θnqΣ˘R

|2 “ 0,

soit

pu, θnqΣ˘R
“ 0, n “ 0, . . . , P ´ 1.

Nous pouvons à présent écrire

aHpk; u, vq “ λ

ż

ΩR

uv dx, (1.8)

avec λ “ k2 et

aHpk; u, vq “
ż

ΩR

∇u ¨ ∇v dx `
`8ÿ

n“P

a
k2n ´ k2pu, θnqΣ˘R

pv, θnqΣ˘R
.

La forme aH est une forme sesquilinéaire hermitienne de H1pΩRq. Par ailleurs, pour tout
c ą 0, la forme aHpk; ¨, ¨q ` c} ¨ }2L2pΩRq est coercive. Les solutions λmpkq de (1.8) forment
donc une suite positive ou nulle et croissante qui tend vers l’infini (voir par exemple [120],
chapitre 6). De plus, nous avons la caractérisation suivante :

λmpkq “ min
VmĂVm

max
vPVm
v‰0

aHpk; v, vqş
ΩR

|v|2 dx ,

où Vm est l’ensemble des sous-espaces de dimension m de H1pΩRq.
On en déduit que k ÞÑ λmpkq est une fonction continue et décroissante de k, ce qui implique
que l’équation λmpkq “ k2 ne peut avoir au plus qu’une solution (voir fig. 1.2) et que donc,
pour chaque m, il existe au plus un k pour lequel u ‰ 0.
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Hypothèse 2
Le nombre d’onde k est tel que le problème (1.3) est bien posé.

Soient G la fonction de Green du guide et y P W . La fonction Gp¨, yq est l’unique solution
dans L2

locpW q du problème suivant :
$
’&
’%

´p∆Gp¨, yq ` k2Gp¨, yqq “ δy dans W,

BνGp¨, yq “ 0 sur BW,
pCRq.

Sous l’hypothèse 1, nous pouvons exprimer la fonction de Green en fonction des modes gui-
dés :

Gpx, yq “ ´
ÿ

ně0

eiβn|x3´y3|

2iβn
θnpxSqθnpySq.

Notons que, si y P W , alors Gp¨, yq R H1
locpW q. Par ailleurs, nous avons

Gpx, yq “ Gpy, xq. (1.9)

Considérons dorénavant usp¨, yq la solution de (1.3) avec f “ ´BνGp¨, yq|BD et introduisons
l’opérateur de champ proche N : L2ppΣq Ñ L2ppΣq qui à h associe :

pNhqpxq “
ż

pΣ
uspx, yqhpyq dspyq, x P pΣ.

La Linear Sampling Method consiste en la résolution dans L2ppΣq de l’équation

Nh “ Gp¨, zq|pΣ, z P G,

où G Ă WR est la grille d’échantillonnage choisie, c’est-à-dire un ensemble fini de points dans
WR.
Pour cela, de manière analogue à [32], introduisons les différents opérateurs qui vont per-
mettre d’écrire la factorisation de l’opérateur de champ proche. Tout d’abord, nous introdui-
sons B : H´ 1

2 pBDq Ñ L2ppΣq, qui à f associe la restriction à pΣ de la solution du problème
(1.3) ainsi que H : L2ppΣq Ñ H´ 1

2 pBDq, défini par

pHhqpxq “ Bν
ż

pΣ
Gpx, yqhpyq dspyq, x P BD.

Introduisons ensuite F : H
1

2 pBDq Ñ L2ppΣq tel que

pFϕqpxq “
ż

BD
BνyGpx, yqϕpyq dspyq, x P pΣ,

et enfin T : H
1

2 pBDq Ñ H´ 1

2 pBDq tel que

pT ϕqpxq “ Bν
ż

BD
BνyGpx, yqϕpyq dspyq, x P BD.

Nous allons avoir besoin d’une nouvelle hypothèse pour que la Linear Sampling Method soit
applicable :
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Hypothèse 3
Le nombre d’onde k est tel que la seule solution du problème

#
∆u ` k2u “ 0 dans D,

Bνu “ 0 sur BD (1.10)

est u “ 0.

Sous cette hypothèse, nous pouvons écrire

N “ ´BH, F “ BT .

En effet, pour la première factorisation, usp¨, yq|pΣ est l’image par B de ´BνGp¨, yq|BD. Par
linéarité et unicité, Nh est donc l’image par B de

´
ˆ

Bν
ż

pΣ
Gp¨, yqhpyq dspyq

˙∣
∣

∣

∣

BD
“ ´Hh.

Pour la deuxième factorisation, soient ϕ P H 1

2 pBDq et v la solution du problème
$
’’’&
’’’%

∆v ` k2v “ 0 dans Ω,

Bνv “ 0 sur Γ,

Bνv “ T ϕ sur BD,
pCRq.

Cette solution a pour expression

vpxq “
ż

BD
BνyGpx, yqϕpyq dspyq, x P Ω.

Nous en déduisons que, pour x P pΣ,

pBT ϕqpxq “
ż

BD
BνyGpx, yqϕpyq dspyq

“ pFϕqpxq.

Lemme 1.5
Sous réserve que les hypothèses 1, 2 et 3 soient vérifiées, nous avons les propriétés suivantes :

i) L’opérateur T est un isomorphisme ;

ii) Les opérateurs H et F satisfont F “ H˚ ;

iii) Les opérateurs B, F , H et N sont compacts, injectifs et d’image dense.

Démonstration. Commençons par montrer que T est un isomorphisme : notons T8 l’analogue
de T avec pour noyau la fonction de Green de l’équation de Helmholtz dans l’espace libre, et
T8,i cet opérateur dans le cas particulier où k “ i. D’après le théorème 1.26 de [92], T8,i est
un opérateur autoadjoint coercif. Par ailleurs, le noyau de T ´ T8,i est régulier et donc cet
opérateur est compact. En écrivant T “ T8,i ` pT ´ T8,iq, T est un opérateur de Fredholm et
donc montrer son injectivité revient à montrer qu’il s’agit d’un isomorphisme.
Soit ϕ P H 1

2 pBDq telle que T ϕ “ 0. Soit D le potentiel de double couche

pDϕqpxq “
ż

BD
BνyGpx, yqϕpyq dspyq, x P W zBD,
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et D8 l’analogue pour l’espace libre. Le noyau de pD´D8q est régulier donc pD´D8qϕ ainsi
que sa dérivée normale sont continus au travers de BD, ce qui nous donne :

ppD ´ D8qϕq` “ ppD ´ D8qϕq´,
BνppD ´ D8qϕq` “ BνppD ´ D8qϕq´,

où la normale ν est toujours définie comme étant la normale sortante à Ω et l’exposant `,
respectivement ´, désigne la trace sur BD de la fonction définie dans D, respectivement dans
Ω. Notons qu’usuellement, la normale est plutôt choisie comme étant sortante au défaut D,
mais nous trouvons cette définition plus cohérente avec l’orientation des normales sur les
sections transverses Σ˘R et le bord du guide Γ.
Par ailleurs, les propriétés de saut de l’opérateur double couche pour l’espace libre nous
apprennent que

pD8ϕq´ ´ pD8ϕq` “ ϕ,

BνpD8ϕq´ ´ BνpD8ϕq` “ 0.

Nous en déduisons alors les mêmes propriétés pour notre opérateur dans le guide :

pDϕq´ ´ pDϕq` “ ϕ,

BνpDϕq` ´ BνpDϕq´ “ 0.

La fonction Dϕ est solution du problème de Neumann (1.3) avec f “ 0 sur le bord du défaut.
Par unicité, Dϕ est nulle dans Ω. Par ailleurs, Dϕ satisfait le problème (1.10), ce qui implique
qu’elle est nulle dans D. Nous en déduisons que ses traces intérieure et extérieure sont nulles
sur BD, ce qui amène ϕ “ 0 sur BD, d’où l’injectivité.

Montrons à présent que F “ H˚ :

pFϕ, hqL2ppΣq “
ż

pΣ

ˆż

BD
ϕpxqBνpxqGpy, xq dspxq

˙
hpyq dspyq

“
ż

BD
ϕpxq

ˆż

pΣ
BνpxqGpy, xqhpyq dspyq

˙
dspxq

“
ż

BD
ϕpxq

ˆż

pΣ
BνpxqGpx, yqhpyq dspyq

˙
dspxq

“
ż

BD
ϕpxq

ˆż

pΣ
hpyqBνpxqGpx, yq dspyq

˙
dspxq

“
@
ϕ,Hh

D
H

1
2 pBDq,H´ 1

2 pBDq ,

où le passage de la deuxième à la troisième ligne se fait grâce à la propriété de symétrie (1.9)
de la fonction de Green. Nous avons bien F “ H˚.

Montrons enfin que les opérateurs B, F , H et N sont compacts, injectifs et d’image dense :
la compacité de B vient du fait que la trace sur pΣ de la solution du problème de Neumann
appartient à H

1

2 ppΣq et que l’injection de H
1

2 ppΣq dans L2ppΣq est compacte. Elle implique la
même propriété pour F et N d’après les factorisations F “ BT et N “ ´BH. La compacité
de H vient quant à elle de iiq.
Prouvons l’injectivité de B : soient f P H´ 1

2 pBDq telle que Bf “ 0 et u la solution du pro-
blème de Neumann (1.3) associée à f . Le fait que Bf soit nulle implique que u est nulle sur
les sections Σ˘R, ce qui signifie, d’après le lemme de propagation 1.3, qu’au delà des sections
Σ˘R la solution u est nulle. Par le théorème du prolongement unique 1.1, u est nulle dans Ω
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et donc f “ 0. Cela implique l’injectivité de F et la densité de l’image de H.
Pour montrer que B est d’image dense, nous allons prouver l’injectivité de H : soit donc
h P L2ppΣq telle que Hh “ 0. Alors vhpxq “

ş
pΣ hpyqGpx, yq dspyq est solution du problème de

Neumann (1.3) avec f “ 0, ce qui implique que vh “ 0 dans Σ ˆ p´R,Rq. Décomposons les
fonctions G et h “ ph´, h`q sur les sections ΣR et Σ´R selon les fonctions transverses θn :

h´pySq “
ÿ

ně0

h´
n θnpySq,

GppxS, x3q, pyS,´Rqq “ ´
ÿ

ně0

1

2iβn
eiβnpx3`RqθnpySqθnpxSq,

h`pySq “
ÿ

ně0

h`
n θnpySq,

GppxS, x3q, pyS, Rqq “ ´
ÿ

ně0

1

2iβn
eiβnpR´x3qθnpySqθnpxSq.

L’équation vhpxq “ 0 devient alors grâce à l’orthogonalité des fonctions transverses,
@x “ pxS, x3q P Σ ˆ p´R,Rq,

´
ÿ

n

θnpxSq
2iβn

ph´
n e

iβnpx3`Rq ` h`
n e

iβnpR´x3qq “ 0.

À nouveau grâce à l’orthogonalité des fonctions transverses, il vient

h´
n e

iβnpx3`Rq ` h`
n e

iβnpR´x3q “ 0,

pour x3 dans un intervalle ouvert, ce qui implique h´
n “ h`

n “ 0, étant donné que βn ‰ 0, d’où
h “ 0. L’opérateur H est donc injectif, ce qui implique la densité de l’image de F et de B.
Enfin, la factorisation N “ ´BH implique l’injectivité de N et la densité de son image.

Nous avons donc la factorisation suivante de notre opérateur de champ proche :

N “ ´FT ´1H.

Notons RpF q l’image d’un opérateur F . Nous avons alors la caractérisation suivante du dé-
faut :

Proposition 1.6
On a z P D si et seulement si Gp¨, zq|pΣ P RpFq.

Démonstration. Remarquons d’abord que l’image de F est égale à celle de B (T étant un
isomorphisme).
Soit ϕ P H 1

2 pBDq. Alors, Fϕ est la trace sur pΣ de la solution u du problème
$
’’’&
’’’%

∆u ` k2u “ 0 dans Ω,

Bνu “ 0 sur Γ,

Bνu “ T ϕ sur BD,
pCRq.

(1.11)

Si z P D, considérons

ϕz “ T ´1
“
BνGp¨, zq|BD

‰
.
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La fonction BνGp¨, zq|BD appartient bien à H´ 1

2 pBDq et u “ Gp¨, zq est la solution de (1.11)
associée à ϕ “ ϕz, ce qui montre que Gp¨, zq|pΣ est dans l’image de F .
Si z R D, alors la fonction Gp¨, zq|pΣ ne peut pas être dans l’image de B : en effet, si c’était le
cas, il existerait u P H1

locpΩq et f P H´ 1

2 pBDq telles que

u|pΣ “ Gp¨, zq|pΣ
avec $

’’’&
’’’%

∆u ` k2u “ 0 dans Ω,

Bνu “ 0 sur Γ,

Bνu “ f sur BD,
pCRq.

Or, grâce au lemme de propagation 1.3, Gp¨, zq et u sont égales dans le demi-guide gauche
Σˆp´8,´Rq et le demi-guide droit ΣˆpR,`8q. Grâce au théorème du prolongement unique
1.1, nous en déduisons que u “ Gp¨, zq dans ΩztDYtzuu, ce qui n’est pas possible étant donné
que Gp¨, zq R H1

locpΩq.
La fonction Gp¨, zq|pΣ n’appartient donc pas à l’image de B et n’est pas non plus dans celle de
F .

La Linear Sampling Method consiste alors à résoudre au sens de Tikhonov l’équation suivante,
pour tout z P G :

Nh “ Gp¨, zq|pΣ.

Cette méthode est partiellement justifiée par le théorème suivant [31] :

Théorème 1.7

1. Si z P D, alors pour tout ε ą 0, il existe hεp¨, zq P L2ppΣq satisfaisant

}Nhεp¨, zq ´ Gp¨, zq}L2ppΣq ď ε,

et telle que Hhεp¨, zq converge dans H´ 1

2 pBDq pour ε Ñ 0.
De plus, à ε fixé, la fonction hεp¨, zq vérifie

lim
zÑBD

}hεp¨, zq}L2ppΣq “ `8, lim
zÑBD

}Hhεp¨, zq}
H´ 1

2 pBDq “ `8.

2. Si z P W zD, alors pour toute fonction hεp¨, zq P L2ppΣq telle que

}Nhεp¨, zq ´ Gp¨, zq}L2ppΣq ď ε,

on a

lim
εÑ0

}hεp¨, zq}L2ppΣq “ `8, lim
εÑ0

}Hhεp¨, zq}
H´ 1

2 pBDq “ `8.

Démonstration. Si z P D, alors ´Gp¨, zq|pΣ P RpFq d’après la proposition 1.6. Étant donné que
F est injectif,

D !ϕz P H 1

2 pBDq, Fϕz “ ´Gp¨, zq|pΣ.
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Par ailleurs, ´T ϕz P H´ 1

2 pBDq et H est d’image dense, donc pour tout ε ą 0 il existe
hε,z P L2ppΣq tel que

}Hhε,z ` T ϕz}
H´ 1

2 pBDq ď ε.

De plus, FT ´1 étant continu, il existe c ą 0 tel que

}FT ´1Hhε,z ` Fϕz}L2ppΣq “ }Nhε,z ´ Gp¨, zq}L2ppΣq ď cε,

ce qui, avec la convergence de Hhε,z vers ´T ϕz dans H´ 1

2 pBDq pour ε Ñ 0, constitue le
résultat annoncé.
Enfin, Gp¨, zq R H1

locpΩq pour z P W zD. Pour ε fixé, si z tend vers BD avec z P D,

}BνGp¨, zq}
H´ 1

2 pBDq “ }T ϕz}
H´ 1

2 pBDq Ñ `8,

ce qui implique que }Hhε,z}
H´ 1

2 pBDq Ñ `8 et donc que }hε,z}L2ppΣq Ñ `8 grâce à la continuité

de H.
Nous considérons à présent le cas où z R D. La fonction ´Gp¨, zq|pΣ n’est plus dans l’image de
F d’après la proposition 1.6. Comme N est d’image dense, il existe hε,z P L2ppΣq telle que

}Nhε,z ´ Gp¨, zq}L2ppΣq ď ε.

Nous pouvons alors définir ϕε,z P H 1

2 pBDq par ϕε,z “ T ´1Hhε,z, ce qui implique ´Nhε,z “ Fϕε,z

et donc

}Fϕε,z ` Gp¨, zq}L2ppΣq ď ε.

À z fixé,

lim
εÑ0

}ϕε,z}
H

1
2 pBDq “ `8.

Si ce n’était pas le cas, nous pourrions trouver une sous-suite ϕε,z qui converge faiblement
vers un ϕz dans H

1

2 pBDq. Or, F étant compact, Fϕε,z convergerait fortement vers Fϕz dans
L2ppΣq, ce qui impliquerait que Fϕz “ ´Gp¨, zq|pΣ grâce à l’inégalité précédente, ce qui n’est
pas possible.
Ainsi, grâce à la continuité de T ´1,

lim
εÑ0

}T ϕε,z}
H´ 1

2 pBDq “ `8,

et donc

lim
εÑ0

}Hhε,z}
H´ 1

2 pBDq “ `8, lim
εÑ0

}hε,z}L2ppΣq “ `8,

ce qui termine la preuve.

1.3 Défaut volumique débouchant

Nous nous intéressons à présent au cas d’un défaut débouchant sur la surface du guide, les
conditions de bord étant de type Neumann (voir figure 1.3). Plus précisément, soit D0 un
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D

Γ

Ω
Σ´ Σ`

γ

FIGURE 1.3 – Défaut débouchant

ouvert borné tel que D0 Ć W et D0 XW ‰ H. On note D “ D0 XW et BD son bord supposé
lipschitzien. Soit encore Ω “ W zD0 et ν la normale sortante à Ω. Enfin, on note γ “ BDzΓ.
Les notations concernant les sections restent inchangées.

Nous considérons le problème suivant : pour f P H̃´ 1

2 pγq, trouver u P H1
locpΩq telle que

$
’’’&
’’’%

∆u ` k2u “ 0 dans Ω,

Bνu “ 0 sur ΓzBD,
Bνu “ f sur γ,

pCRq.

(1.12)

Ce problème est bien posé : comme précédemment, nous allons commencer par le réécrire
dans un domaine borné. Le problème (1.12) est équivalent à

$
’’’&
’’’%

∆u ` k2u “ 0 dans ΩR,

Bνu “ 0 sur ΓRzBD,
Bνu “ f sur γ,

Bνu “ T˘u sur Σ˘R,

(1.13)

où les opérateurs T˘ sont les opérateurs de Dirichlet-to-Neumann définis par (1.4).
Ce problème admet la formulation faible suivante : trouver u P H1pΩRq telle que

apu, vq “ ℓpvq, @v P H1pΩRq,

avec

apu, vq “
ż

ΩR

`
∇u ¨ ∇v ´ k2uv

˘
dx ´

ż

ΣR

T`uv ds ´
ż

Σ´R

T´uv ds,

ℓpvq “
ż

BD
fv ds.

Nous pouvons alors comme précédemment démontrer le

Lemme 1.8
Le problème (1.12) est bien posé sauf pour au plus un ensemble dénombrable de nombres d’onde
k.

Hypothèse 4
Le nombre d’onde k est tel que le problème (1.12) est bien posé.
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Définissons les opérateurs nécessaires à la justification de la Linear Sampling Method. Tout
d’abord, considérons usp¨, yq la solution du problème (1.12) avec f “ ´BνGp¨, yq|γ, y P pΣ.
L’opérateur de champ proche est l’opérateur N : L2ppΣq Ñ L2ppΣq qui à h associe :

pNhqpxq “
ż

pΣ
uspx, yqhpyq dspyq, x P pΣ.

De même, l’opérateur B : H̃´ 1

2 pγq Ñ L2ppΣq associe à f la restriction à pΣ de la solution du
problème (1.12) et H : L2ppΣq Ñ H̃´ 1

2 pγq est défini par

pHhqpxq “ Bν
ż

pΣ
Gpx, yqhpyq dspyq, x P γ.

Introduisons ensuite F : H
1

2 pγq Ñ L2ppΣq tel que

pFϕqpxq “
ż

γ

BνyGpx, yqϕpyq dspyq, x P pΣ,

et enfin T : H
1

2 pγq Ñ H̃´ 1

2 pγq tel que

pT ϕqpxq “ Bν
ż

γ

BνyGpx, yqϕpyq dspyq, x P γ.

Nous avons toujours les factorisations

N “ ´BH, F “ BT .

Introduisons l’analogue de l’hypothèse 3 :

Hypothèse 5
Le nombre d’onde k est tel que la seule solution du problème

#
∆u ` k2u “ 0 dans D,

Bνu “ 0 sur BD, (1.14)

est u “ 0.

Lemme 1.9
Sous réserve que les hypothèses 1, 4 et 5 soient vérifiées, nous avons les propriétés suivantes :

i) L’opérateur T est un isomorphisme ;

ii) Les opérateurs H et F satisfont F “ H˚ ;

iii) Les opérateurs B, F , H et N sont compacts, injectifs et d’image dense.

Démonstration. Les démonstrations sont les mêmes que pour le lemme 1.5, hormis pour le
point iq. Montrons donc que T est un isomorphisme.
Pour cela, nous introduisons le problème de transmission, posé dans D Y Ω pour ϕ P H 1

2 pγq :
$
’’’’’’&
’’’’’’%

∆u ` k2u “ 0 dans D Y Ω,

Bνu “ 0 sur Γ,

vuw “ ϕ sur γ,

vBνuw “ 0 sur γ,

pCRq,

(1.15)
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avec le saut défini de la manière suivante : soit v une fonction définie sur D Y Ω. Notons v´

la restriction de v à Ω et v` celle à D. Nous avons alors

vvw :“ pv` ´ v´q
∣

∣

γ
.

Ce problème admet une unique solution, donnée par le potentiel de double couche :

upxq “
ż

γ

BνyGpx, yqϕpyq dspyq :“ Dϕpxq. (1.16)

Commençons par prouver l’existence et l’unicité de la solution du problème (1.15). Considé-
rons le relèvement U P H1pΩRq ˆ H1pDq, U “ pU´, U`q, vérifiant

$
’&
’%

∆U` “ 0 dans D,

U` “ ϕ sur γ,

BνU` “ 0 sur Γ X D,

ce problème étant bien posé dans H1pDq, et U´ “ 0 dans ΩR. Nous avons en particulier
vUw “ ϕ et BνU` P H̃´ 1

2 pγq.
Posons ũ “ u ´ U . Le problème (1.15) devient, avec ce changement de variable,

$
’’’’’’&
’’’’’’%

∆ũ ` k2ũ “ ´k2U dans ΩR Y D,

Bν ũ “ 0 sur ΓR,

vũw “ 0 sur γ,

vBν ũw “ ´BνU` sur γ,

Bν ũ “ T˘ũ sur Σ˘.

(1.17)

Posons g “ ´BνU` P H̃´ 1

2 pγq et f “ k2U P L2pΩR Y Dq.
Le problème (1.17) admet la formulation faible équivalente suivante : trouver ũ P H1pΩRYDq
telle que

apũ, vq “ ℓpvq, @v P H1pΩR Y Dq,

avec

apũ, vq “
ż

ΩRYD

`
∇ũ ¨ ∇v ´ k2ũv

˘
dx ´

ż

Σ`

T`ũv ds ´
ż

Σ´

T´ũv ds,

ℓpvq “
ż

γ

gv ds `
ż

D

fv dx.

Nous pouvons alors démontrer de la même façon que précédemment l’existence et l’unicité
d’une solution sous réserve que les hypothèses 4 et 5 soient vérifiées.
Montrons que la solution du problème (1.15) a pour expression (1.16). Pour cela, nous pro-
cédons comme dans [29, 102].
Considérons le cas où x P D et soit r ą 0 tel que Bpx, 2rq Ă D. Définisons gx et g̃x telles que

gxpyq “
#
Gpx, yq y P Bpx, rq,

0 y R Bpx, rq,

et

g̃xpyq “ gxpyq ´ Gpx, yq.
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Soit ψ P DpBpx, 2rqq. Nous avons

@
p∆ ` k2qg̃x, ψ

D
“
ż

Bpx,2rq
g̃xpyqp∆ ` k2qψpyq dy,

où x¨, ¨y désigne le crochet de distribution. Nous en déduisons que

@
p∆ ` k2qg̃x, ψ

D
“ ´

ż

Bpx,2rqzBpx,rq
Gpx, yqp∆ ` k2qψpyq dy

“
ż

Bpx,2rqzBpx,rq
pψpyqp∆y ` k2qGpx, yq ´ Gpx, yqp∆ ` k2qψpyqq dy,

puisque p∆y ` k2qGpx, yq “ 0 sur Bpx, 2rqzBpx, rq. Grâce à la formule de Green, cette expres-
sion devient

@
p∆ ` k2qg̃x, ψ

D
“
ż

BBpx,rq

`
ψpyqBνyGpx, yq ´ BνyψpyqGpx, yq

˘
dspyq,

où νy est la normale orientée vers l’intérieur de Bpx, rq, ce qui implique

@
p∆ ` k2qgx, ψ

D
“ ´ψpxq `

ż

BBpx,rq

`
ψpyqBνyGpx, yq ´ BνyψpyqGpx, yq

˘
dspyq.

Choisissons à présent ψ “ θu avec θ P DpBpx, 2rqq, θ “ 1 sur Bpx, rq. Par définition,
supp gx Ă Bpx, rq, donc

@
p∆ ` k2qgx, θu

D
“
ż

Bpx,2rq
gxp∆ ` k2qpθuq dy

“
ż

Bpx,rq
gxp∆ ` k2qu dy “ 0,

dont nous déduisons

upxq “
ż

BBpx,rq

`
upyqBνyGpx, yq ´ BνyupyqGpx, yq

˘
dspyq. (1.18)

Par ailleurs, dans Dr :“ DzBpx, rq,

0 “
ż

Dr

`
upyqp∆y ` k2qGpx, yq ´ Gpx, yqp∆y ` k2qupyq

˘
dy

“
ż

BBpx,rq

`
upyqBνyGpx, yq ´ BνyupyqGpx, yq

˘
dspyq

´
ż

γ

`
upyqBνyGpx, yq ´ BνyupyqGpx, yq

˘
dspyq

`
ż

ΓXBD

`
upyqBνyGpx, yq ´ BνyupyqGpx, yq

˘
dspyq,

(1.19)

où les signes viennent de la définition de la normale νy : celle-ci a été définie comme étant
orientée vers l’extérieur de Ωr, hormis sur BBpx, rq et Γ X BD où elle est orientée vers l’exté-
rieur de Dr. Notons que l’intégrale sur Γ X BD est nulle, d’après les conditions de bord.
En soustrayant les deux équations (1.18) et (1.19), il vient pour x P D

u`pxq “
ż

γ

`
u`pyqBνyGpx, yq ´ Bνyu`pyqGpx, yq

˘
dspyq, (1.20)
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où nous avons noté u` la solution de (1.15) dans D. Par ailleurs, dans ΩR,

0 “
ż

ΩR

`
upyqp∆y ` k2qGpx, yq ´ Gpx, yqp∆y ` k2qupyq

˘
dy

“
ż

ΓzBD

`
upyqBνyGpx, yq ´ BνyupyqGpx, yq

˘
dspyq `

ż

γ

`
upyqBνyGpx, yq ´ BνyupyqGpx, yq

˘
dspyq

`
ż

Σ´R

`
upyqBνyGpx, yq ´ BνyupyqGpx, yq

˘
dspyq `

ż

ΣR

`
upyqBνyGpx, yq ´ BνyupyqGpx, yq

˘
dspyq.

Les traces normales de Gpx, ¨q et u sont nulles sur ΓzBD donc l’intégrale correspondante est
nulle. De même, Gpx, ¨q et u vérifient les conditions de radiation sur Σ˘R, ce qui implique que
les intégrales sur ces sections sont nulles : en effet,
ż

ΣR

upyqBνyGpx, yq dspyq “
ż

ΣR

upyqT`Gpx, yq dspyq

“
ż

ΣR

˜ÿ

mě0

pu|ΣR
, θmqΣR

θmpySq
¸˜ÿ

ně0

iβnpGpx, ¨q|ΣR
, θnqΣR

θnpySq
¸

dspyq

“
ÿ

ně0

iβnpu|ΣR
, θmqΣR

pGpx, ¨q|ΣR
, θnqΣR

,

et de même
ż

ΣR

BνyupyqGpx, yq dspyq “
ÿ

ně0

iβnpu|ΣR
, θmqΣR

pGpx, ¨q|ΣR
, θnqΣR

.

Nous en déduisons

0 “
ż

γ

`
u´pyqBνyGpx, yq ´ Bνyu´pyqGpx, yq

˘
dspyq, (1.21)

où nous avons noté u´ la solution de (1.15) dans Ω.
En soustrayant les deux équations (1.20) et (1.21) et en utilisant les relations de saut, nous
obtenons (1.16). La démonstration se fait de la même façon pour x P ΩR.

Revenons à présent à la démonstration du lemme 1.9 et commençons par montrer l’injec-
tivité de l’opérateur T : pour ϕ P H 1

2 pγq, soit u´ la solution du problème extérieur
$
’’’&
’’’%

∆u´ ` k2u´ “ 0 dans Ω,

Bνu´ “ 0 sur ΓzBD,
Bνu´ “ T ϕ sur γ,

pCRq,

(1.22)

et u` la solution du problème intérieur :
$
’&
’%

∆u` ` k2u` “ 0 dans D,

Bνu` “ 0 sur ΓzBD,
Bνu` “ T ϕ sur γ.

(1.23)

Soit ϕ P H 1

2 pγq telle que T ϕ “ 0. Il est clair que, grâce aux hypothèses 4 et 5, u` “ u´ “ 0.
Donc ϕ “ vuw “ 0, ce qui prouve l’injectivité.
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Intéressons-nous maintenant à la surjectivité de cet opérateur. Considérons pour cela f P H̃´ 1

2 pγq,
et u´ et u` les solutions respectivement du problème de Neumann extérieur (1.22) et inté-
rieur (1.23) associés à f . Posons

ϕ “
`
u` ´ u´˘ |γ,

upxq “
#
u´pxq si x P Ω,

u`pxq si x P D.

La fonction u est solution du problème de transmission associé à ϕ, elle satisfait d’après (1.16)

upxq “
ż

γ

BνyGpx, yqϕpyq dspyq.

Par ailleurs,

Bνu|γ “ f “ T ϕ,

d’où la surjectivité.

Le même raisonnement que pour la proposition 1.6 nous donne

Proposition 1.10
On a z P D si et seulement si Gp¨, zq|pΣ P RpFq.

Enfin, nous en déduisons le théorème justifiant l’utilisation de la Linear Sampling Method
pour imager un défaut débouchant :

Théorème 1.11

1. Si z P D, alors pour tout ε ą 0, il existe hεp¨, zq P L2ppΣq satisfaisant

}Nhεp¨, zq ´ Gp¨, zq}L2ppΣq ď ε,

et telle que Hhεp¨, zq converge dans H̃´ 1

2 pγq pour ε Ñ 0.
De plus, à ε fixé, la fonction hεp¨, zq vérifie

lim
zÑγ

}hεp¨, zq}L2ppΣq “ `8, lim
zÑγ

}Hhεp¨, zq}
H̃´ 1

2 pγq “ `8.

2. Si z P W zD, alors pour toute fonction hεp¨, zq P L2ppΣq telle que

}Nhεp¨, zq ´ Gp¨, zq}L2ppΣq ď ε,

on a

lim
εÑ0

}hεp¨, zq}L2ppΣq “ `8, lim
εÑ0

}Hhεp¨, zq}
H̃´ 1

2 pγq “ `8.

Nous pouvons donc appliquer la même méthode pour imager un obstacle de Neumann, qu’il
soit ou non au bord du domaine.
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FIGURE 1.4 – Défaut de type fissure

1.4 Défaut de type fissure

Nous résumons ici l’analyse des défauts de type fissure réalisée dans [33]. Soit un guide W
de R

d, d “ 2 ou 3, et un domaine D avec D Ă W . Une fissure γ est une portion du bord de D,
BD, ouverte pour la topologie induite sur BD et régulière (voir figure 1.4). Nous supposons
de plus que γ P W et que, en dimension 3, sa frontière Bγ est aussi régulière. La normale ν à
la fissure γ est définie comme la normale entrante à D. Nous ne considérerons ici que le cas
de la fissure de Neumann, la fissure de type Dirichlet étant analysée dans [33].
Nous supposons comme précédemment que le défaut γ est compris entre les sections d’abs-
cisse R et ´R, ΣR et Σ´R, et nous noterons Ω “ W zγ et ΩR “ pΣ ˆ p´R,Rqq zγ.
Nous considérons alors le problème suivant : pour f P H´ 1

2 pγq, trouver u P H1
locpΩq telle que

$
’’’&
’’’%

∆u ` k2u “ 0 dans Ω,

Bνu “ 0 sur Γ,

Bνu˘ “ f sur γ,

pCRq,

(1.24)

où Bνu˘ désigne la trace normale de la fonction u sur les deux faces de la fissure, le signe
étant caractérisé par l’orientation de la normale ν. Le problème équivalent en domaine borné
est : trouver u P H1pΩRq telle que

$
’’’&
’’’%

∆u ` k2u “ 0 dans ΩR,

Bνu “ 0 sur ΓR,

Bνu˘ “ f sur γ,

Bνu “ T˘u sur Σ˘R.

(1.25)

Comme dans les deux cas précédents, nous pouvons écrire une formulation faible de ce pro-
blème, ce qui nous permet de démontrer le

Lemme 1.12
Le problème (1.24) est bien posé sauf pour au plus un ensemble dénombrable de nombres d’onde
k.

Hypothèse 6
Le nombre d’onde k est tel que le problème (1.24) est bien posé.

Nous allons comme d’habitude introduire l’opérateur de champ proche ainsi que les opéra-
teurs nécessaires à sa factorisation. Soit donc usp¨, yq la solution du problème (1.24) avec
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f “ ´BνGp¨, yq|γ, y P pΣ. L’opérateur de champ proche est l’opérateur N : L2ppΣq Ñ L2ppΣq qui
à h associe

pNhqpxq “
ż

pΣ
uspx, yqhpyq dspyq, x P pΣ.

L’opérateur B : H´ 1

2 pγq Ñ L2ppΣq associe à f la restriction à pΣ de la solution du problème
(1.24), et H : L2ppΣq Ñ H´ 1

2 pγq est défini par

pHhqpxq “ Bν
ż

pΣ
Gpx, yqhpyq dspyq, x P γ.

Introduisons ensuite F : H̃
1

2 pγq Ñ L2ppΣq tel que

pFϕqpxq “
ż

γ

BνyGpx, yqϕpyq dspyq, x P pΣ,

et enfin T : H̃
1

2 pγq Ñ H´ 1

2 pγq tel que

pT ϕqpxq “ Bν
ż

γ

BνyGpx, yqϕpyq dspyq, x P γ.

Nous avons ainsi les factorisations

N “ ´BH, F “ BT ,

ainsi que le lemme

Lemme 1.13
Sous réserve que les hypothèses 1 et 6 soient vérifiées, nous avons les propriétés suivantes :

i) L’opérateur T est un isomorphisme ;

ii) Les opérateurs H et F satisfont F “ H˚ ;

iii) Les opérateurs B, F , H et N sont compacts, injectifs et d’image dense.

Démonstration. Les démonstrations sont analogues à celles du lemme 1.5.

Ces propriétés nous permettent de choisir la fonction test à utiliser pour imager une fissure :

Proposition 1.14
Soit L une fissure. Notons FL : H̃

1

2 pLq Ñ L2ppΣq, l’analogue de F pour γ remplacée par L. Soit
α une fonction continue, α P H̃ 1

2 pLq satisfaisant |α| ą 0 sur L. Nous avons alors

L Ă γ si et seulement si FLα P RpFq.

Démonstration. Si L Ă γ, puisque H̃´ 1

2 pLq Ă H̃´ 1

2 pγq, alors FLα P RpFq.
Réciproquement, si FLα “ Fϕ pour un certain ϕ P H̃ 1

2 pγq, supposons que L Ć γ. Définissons
les potentiels de double couche DL et Dγ, définis respectivement sur W zL et H̃

1

2 pγq par

DLpxq :“
ż

L

αpyqBνyGpx, yq dspyq, x P W zL,

pDγϕqpxq :“
ż

BD
ϕpyqBνyGpx, yq dspyq, x P Ω.
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Les deux fonctions DL et Dγϕ vérifient le lemme de propagation 1.3, elles coïncident donc sur
Σˆ pR,`8q et, par le théorème de prolongement unique 1.1, elles coïncident sur W zpγYLq.
Soit alors x0 P L tel que x0 R γ. Soit Bpx0, εq une boule ouverte telle que Bpx0, εq X γ “ H et
Bpx0, εq X BDL Ă L, avec DL le domaine du guide pour lequel L Ă BDL, selon la définition
d’une fissure. La fonction Dγϕ est régulière dans Bpx0, εq alors que DL est singulière au point
x0 puisque |α| ą 0 sur Bpx0, εq X L. Ceci implique donc que L Ă γ et, puisque L et γ sont des
ouverts, nous trouvons finalement que L Ă γ.

Nous pouvons désormais justifier l’utilisation de la Linear Sampling Method grâce au théo-
rème suivant, qui se prouve de la même façon que 1.7 :

Théorème 1.15

1. Si L Ă γ, alors pour tout ε ą 0, il existe hL,ε P L2ppΣq satisfaisant

}NhL,ε ´ FLα}L2ppΣq ď ε,

et telle que HhL,ε converge dans H´ 1

2 pγq pour ε Ñ 0.

2. Si L Ć γ, alors pour toute fonction hL,ε P L2ppΣq telle que

}NhL,ε ´ FLα}L2ppΣq ď ε,

on a

lim
εÑ0

}hL,ε}L2ppΣq “ `8, lim
εÑ0

}HhL,ε}
H´ 1

2 pγq “ `8.

La Linear Sampling Method consiste alors en la résolution au sens de Tikhonov du problème

Nh “ FLα, (1.26)

avec

pFLαqpxq :“
ż

L

BνyGpx, yqαpyq dspyq, x P pΣ,

où α P H̃´ 1

2 pγq est une fonction continue vérifiant |α| ą 0 sur L et L une fissure test à
déterminer. Nous choisissons de nous restreindre à des fissures L infinitésimales au point
z P G, en imposant

ş
L
α ds “ 1, si bien que nous avons l’approximation

FLα » BνzGp¨, zq,

et nous obtenons ainsi une fonction test différente de celles obtenues pour l’obstacle volu-
mique à coeur et celui débouchant, puisqu’il nous faut prendre la dérivée normale à la fissure
infinitésimale de la fonction de Green G pour une source en z. Le problème est alors que
cette dérivée normale est inconnue, puisque nous ne connaissons pas le défaut. Toutefois,
étant donné que le problème (1.26) est linéaire, nous pouvons procéder de la façon sui-
vante : nous définissons les fonctions test BeiGp¨, zq pour peiq1ďiďd une base orthonormale de
R

d. En résolvant, pour z P G,

Nhi “ BeiGp¨, zq|pΣ,
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FIGURE 1.5 – Configuration “back-scatterring”

nous obtiendrons une solution hi pour chacune de ces polarisations. Nous pouvons alors
écrire

νpzq “
dÿ

i“1

pipzqei,

hpzq “
dÿ

i“1

pipzqhi,

avec
řd

i“1 pipzq2 “ 1.
Étant donné que }h}L2ppΣq doit être infinie si z R γ, nous allons chercher à minimiser }h}L2ppΣq
en chaque point sous la contrainte

řd

i“1 pipzq2 “ 1. Nous obtenons ainsi la normale optimale
et la fonction h correspondante solution de (1.26).

1.5 Données partielles

Jusqu’à présent, nous avons considéré des configurations dans lesquelles nous avions des
données de chaque côté du défaut : le noyau de l’opérateur de champ proche était formé
par le champ diffracté usp¨, yq mesuré sur les sections Σ´R et ΣR pour des sources y sur ces
mêmes sections. Une situation plus réaliste est celle où le champ diffracté usp¨, yq est mesuré
seulement sur Σ´R pour un point source y décrivant Σ´R seulement (voir figure 1.5). Nous
pouvons toujours appliquer la Linear Sampling Method : il suffit d’adapter de manière ad hoc
nos opérateurs, notamment celui de champ proche N : L2pΣ´Rq Ñ L2pΣ´Rq, qui à h associe

pNhqpxq “
ż

L2pΣ´Rq
uspx, yqhpyq dspyq, x P Σ´R,

où usp¨, yq est le champ diffracté solution du problème de Neumann (1.3), (1.12) ou (1.24)
associé à la trace normale sur le bord du défaut de la fonction de Green pour un point source
en y. Le théorème 1.7 (et ses équivalents pour les autres types de défauts) s’adapte alors
aisément à ce cas, que nous nommerons “back-scattering” dans la suite.
Nous verrons dans les simulations numériques que l’imagerie reste alors possible, bien que
les résultats soient dégradés.



30 Chapitre 1. Cadre théorique de la Linear Sampling Method



CHAPITRE

2

EXTENSION AUX DONNÉES EN SURFACE

Sommaire
2.1 Analyse modale de la LSM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.2 LSM fondée sur des sollicitations et mesures à la surface . . . . . . . . . 37

2.3 Lien entre la formulation modale et des sollicitations et mesures sur la
surface . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

2.4 Conditionnement des matrices d’émission et de réception . . . . . . . . . 46

2.4.1 Étude théorique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

2.4.2 Étude numérique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

Nous avons présenté au chapitre 1 le cadre théorique d’application de la Linear Sampling
Method dans un guide d’ondes pour différents types de défauts. Nous allons à présent nous
intéresser à l’application pratique de la méthode. Pour cela, nous considérerons un problème
canonique, l’obstacle volumique à coeur de type Dirichlet, comme étudié dans [11]. Nous
rappellerons brièvement les théorèmes justifiant l’application de la Linear Sampling Method
à ce cas. Comme dans le chapitre 1, nous aurons à notre disposition une méthode nécessitant
des sollicitations et des mesures selon les sections du guide. Grâce au comportement modal
des champs dans le guide d’ondes, nous allons pouvoir réécrire la LSM comme une formu-
lation modale qui induit une discrétisation naturelle du système et rend la méthode simple
d’application. En particulier, nous obtiendrons un petit système linéaire à résoudre, de taille
deux fois le nombre de modes propagatifs P , en supposant que nos sollicitations et mesures
sont réalisées loin du défaut. Cela revient à dire que toute l’information est contenue dans les
modes propagatifs, celle contenue dans les modes évanescents étant négligée. Nous serons
donc amenés à résoudre, en chaque point z de la grille d’échantillonnage, un système

UH “ F pzq, (2.1)

où U est une matrice carrée de taille 2P formée des données, et F pzq est un vecteur dépen-
dant du point z. Nous obtiendrons alors une image du défaut en traçant l’inverse de la norme
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de H en fonction de z.

Cette situation peut-être vue comme idéale car permettant une caractérisation du défaut
simple et peu sensible au bruit compte tenu de la faible taille de la matrice U . Elle est tou-
tefois peu réaliste : elle nécessite d’une part d’avoir accès aux sections du guide à inspecter
et d’autre part de savoir exciter séparément chaque mode propagatif. Le Contrôle Non Des-
tructif n’offre pas cette possibilité en pratique. Néanmoins nous nous servirons de la Linear
Sampling Method modale comme d’une référence pour juger de la qualité des reconstruc-
tions obtenues grâce aux méthodes développées par la suite, qui permettront d’imager le
défaut à partir de sollicitations et mesures à la surface du guide. Nous présentons d’abord
une formulation de la LSM écrite directement avec des sources et des mesures à la surface du
guide. Cette formulation est utilisable en pratique grâce à une discrétisation du bord, mais
elle ne tire pas profit de la décomposition modale des champs. Nous présentons donc dans
un deuxième temps une méthode faisant un lien direct entre les données de bord et la Linear
Sampling Method modale. Cette méthode fera apparaître naturellement des paramètres tels
que le nombre de points de source et de mesure ou leur écartement sur la surface. Nous pour-
rons ainsi optimiser ces paramètres au travers de l’étude du conditionnement des matrices
intervenant dans la méthode pour obtenir la meilleure caractérisation possible du défaut. En
particulier, nous verrons que nous avons intérêt à considérer autant de points que possible
et que l’espacement optimal entre les points de source et de mesure est la longueur d’onde
associée à k.

Nous pourrons alors imager un défaut à partir de données à la surface du guide en deux
étapes : dans un premier temps, nous calculerons la matrice U du système de la Linear
Sampling Method modale à partir de la matrice des mesures. Dans un second temps nous
résoudrons le système (2.1) pour chaque point d’échantillonnage.

2.1 Analyse modale de la LSM

Dans ce paragraphe et les suivants, pour fixer les idées, nous considérons le problème de
Dirichlet pour un obstacle volumique à coeur. Toutes les conclusions obtenues seront valables
pour les autres types de défauts.
Le problème direct est : pour f P H 1

2 pBDq, trouver u P H1
locpΩq telle que

$
’’’&
’’’%

∆u ` k2u “ 0 dans Ω,

Bνu “ 0 sur Γ,

u “ f sur BD,
pCRq.

(2.2)

Par un lemme analogue à 1.4 pour le problème de Neumann, ce problème est bien posé
sauf pour au plus un ensemble dénombrable de nombres d’onde k. Notons usp¨, yq la so-
lution du problème (2.2) avec f “ ´Gp¨, yq|BD, y P Ω. L’opérateur de champ proche est
N : L2ppΣq Ñ L2ppΣq qui à h “ ph´, h`q P L2pΣ´Rq ˆ L2pΣRq associe

pNhqpxq “
ż

Σ´R

uspx, yqh´pyq dspyq `
ż

ΣR

uspx, yqh`pyq dspyq, x P pΣ. (2.3)

Hypothèse 7
Le nombre d’onde k est tel que le problème (2.2) est bien posé.
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Hypothèse 8
Le nombre d’onde k est tel que la seule solution du problème

#
∆u ` k2u “ 0 dans D,

u “ 0 sur BD, (2.4)

est u “ 0.

Sous réserve que les hypothèses 1, 7 et 8 soient vérifiées, l’analogue du théorème 1.7 est
satisfait. Nous allons supposer dans la suite que ces hypothèses sont vérifiées. Nous voulons
exploiter la décomposition modale des champs pour réécrire sous une forme de système
l’équation

Nh “ Gp¨, zq|pΣ, (2.5)

avec z un point de la grille d’échantillonnage G. Rappelons que les modes guidés u˘
n s’écrivent

u˘
n pxS, x3q “ θnpxSqe˘iβnx3 ,

et notons us˘
n la solution de (2.2) pour f “ ´u˘

n |BD.

Proposition 2.1
Le champ diffracté us peut se décomposer de la façon suivante : pour ´R ă x3 ă R,

uspx, yq “

$
’’’&
’’’%

´
ÿ

ně0

1

2iβn
u´
n pyqus`

n pxq si y3 “ ´R,

´
ÿ

ně0

1

2iβn
u`
n pyqus´

n pxq si y3 “ R,

Démonstration. Supposons que y3 “ R et posons

Hpx, yq “ ´
ÿ

ně0

1

2iβn
u`
n pyqus´

n pxq.

Nous savons déjà que le problème (2.2) est bien posé pour f “ ´Gp¨, yqBD. Nous n’avons
donc qu’à montrer que Hp¨, yq est bien solution de ce problème. Nous savons que Hp¨, yq est
solution de l’équation d’Helmholtz, vérifie les conditions au bord du guide et les conditions
de radiation par linéarité. Il nous reste donc à montrer que Hp¨, yq “ ´Gp¨, yq sur BD. Pour
x P BD, nous avons grâce à la définition des us´

n ,

Hpx, yq “ ´
ÿ

ně0

1

2iβn
u`
n pyqus´

n pxq

“
ÿ

ně0

1

2iβn
u`
n pyqu´

n pxq

“
ÿ

ně0

1

2iβn
eiβny3θnpySqe´iβnx3θnpxSq

“
ÿ

ně0

eiβn|x3´y3|

2iβn
θnpySqθnpxSq,

car x3 ă R “ y3, soit Hpx, yq “ ´Gpx, yq. Le cas y3 “ ´R se prouve de la même façon.
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Nous pouvons aussi décomposer h´ et h` selon les fonctions transverses θn, qui forment une
base de L2pΣ˘Rq :

h´ “
ÿ

ně0

h´
n θn,

h` “
ÿ

ně0

h`
n θn.

(2.6)

Nous remplaçons alors h´ et h` par leur expression (2.6) dans (2.3) ce qui nous donne, grâce
au caractère orthonormal des fonctions transverses, pour x P Σ´R :

pNhqpxq “ ´
ż

Σ´R

˜ÿ

ně0

1

2iβn
u´
n py,´Rqus`

n pxq
¸˜ÿ

mě0

h´
mθmpyq

¸
dspyq

´
ż

ΣR

˜ÿ

ně0

1

2iβn
u`
n py, Rqus´

n pxq
¸˜ÿ

mě0

h`
mθmpyq

¸
dspyq

“ ´
ÿ

ně0

eiβnR

2iβn
pus`

n pxqh´
n ` us´

n pxqh`
n q.

Nous pouvons à nouveau décomposer les champs diffractés selon les fonctions transverses :

us`
n pxS,´Rq “

ÿ

mě0

S`´
mn θmpxSq, us´

n pxS,´Rq “
ÿ

mě0

S´´
mn θmpxSq,

ce qui nous permet finalement d’obtenir

pNhqpxq “ ´
ÿ

m

ÿ

n

eiβnR

2iβn
pS`´

mnh
´
n ` S´´

mnh
`
n qθmpxSq,

et de même, pour x P ΣR :

pNhqpxq “ ´
ÿ

m

ÿ

n

eiβnR

2iβn
pS``

mnh
´
n ` S´`

mnh
`
n qθmpxSq,

avec

us`
n pxS, Rq “

ÿ

mě0

S``
mn θmpxSq, us´

n pxS, Rq “
ÿ

mě0

S´`
mn θmpxSq.

Notre but est de résoudre l’équation Nh “ Gp¨, zq|pΣ pour tous les points z de la grille d’échan-
tillonnage G, supposés compris entre les sections transverses Σ´R et ΣR. Rappelons l’expres-
sion de la fonction de Green :

Gpx, zq “ ´
ÿ

ně0

1

2iβn
θnpxSqθnpzSqeiβn|x3´z3|.

Cette expression devient, pour x P Σ˘R et ´R ă z3 ă R,

Gpx, zq “ ´
ÿ

ně0

eiβnpR¯z3q

2iβn
θnpxSqθnpzSq.

L’équation (2.5) s’écrit alors
$
’’’’&
’’’’%

ÿ

mě0

ÿ

ně0

eiβnR

2iβn
pS`´

mnh
´
n ` S´´

mnh
`
n qθmpxSq “

ÿ

mě0

eiβmpR`z3q

2iβm
θmpxSqθmpzSq,

ÿ

mě0

ÿ

ně0

eiβnR

2iβn
pS``

mnh
´
n ` S´`

mnh
`
n qθmpxSq “

ÿ

mě0

eiβmpR´z3q

2iβm
θmpxSqθmpzSq,
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ce qui nous donne, après projection sur les fonctions transverses, le système infini
$
’’’’&
’’’’%

ÿ

ně0

eiβnR

2iβn
pS`´

mnh
´
n ` S´´

mnh
`
n q “ eiβmpR`z3q

2iβm
θmpzSq,

ÿ

ně0

eiβnR

2iβn
pS``

mnh
´
n ` S´`

mnh
`
n q “ eiβmpR´z3q

2iβm
θmpzSq,

m ě 0. (2.7)

Nous utilisons dorénavant une approximation de champ lointain : nous supposons que les
sections Σ˘R sont “loin” du défaut, ce qui implique que l’information n’est portée que par
les P modes propagatifs. Nous pouvons donc tronquer toutes les séries précédentes aux P

premiers termes.
Cela revient à résoudre le système suivant :

$
’’’’&
’’’’%

P´1ÿ

n“0

eiβnR

2iβn
pS`´

mnh
´
n ` S´´

mnh
`
n q “ eiβmpR`z3q

2iβm
θmpzSq,

P´1ÿ

n“0

eiβnR

2iβn
pS``

mnh
´
n ` S´`

mnh
`
n q “ eiβmpR´z3q

2iβm
θmpzSq,

m “ 0, . . . , P ´ 1.

Nous pouvons réécrire ce système matriciellement : nous notons

S´˘ “ pS´˘
mn q, S`˘ “ pS`˘

mn q, m, n “ 0, . . . , P ´ 1,

H˘ “ ph˘
mq, F˘ “

ˆ
eiβmpR¯z3q

2iβm
θmpzSq

˙
, m “ 0, . . . , P ´ 1,

et K la matrice diagonale de taille P ˆP , de termes diagonaux peiβnR{2iβnq, n “ 0, . . . , P ´1.
Le système s’écrit alors

UH “ F, (2.8)

où nous avons défini

S “
ˆ
S`´ S´´

S`` S´`

˙
, U “ S

ˆ
K 0

0 K

˙
, H “

ˆ
H´

H`

˙
, F “

ˆ
F´

F`

˙
.

Nous appellerons S la matrice de scattering et U la matrice de LSM. Nous allons aussi utiliser
dans la suite les différents blocs de la matrice de LSM, que nous définissons ici comme suit :

U´˘ “ S´˘K, U`˘ “ S`˘K.

Remarque 2.1
Il est à noter que la matrice de scattering S que nous définissons ici n’est pas exactement celle
rencontrée dans la littérature sur les guides d’ondes élastiques [9, 115] : la définition usuellement
utilisée considère les coefficients de réflexion et de transmission, qui sont alors définis à partir du
champ total et où le déphasage lié au choix de la section n’apparaît pas. En notant S̃ la matrice
de scattering définie usuellement, nous avons la définition suivante de ses coefficients :

S̃``
mn “

pus`
n ` u`

n , θmqΣR

pu`
n , θnqΣ´R

, S̃´´
mn “

pus´
n ` u´

n , θmqΣ´R

pu´
n , θnqΣR

,

S̃`´
mn “

pus`
n , θmqΣ´R

pu`
n , θnqΣ´R

, S̃´`
mn “

pus´
n , θmqΣR

pu´
n , θnqΣR

.
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Le lien entre les deux matrices est donc direct :

S̃``
mn “ S``

mn e
iβnR ` e2iβnRδmn, S̃´´

mn “ S´´
mn e

iβnR ` e2iβnRδmn,

S̃`´
mn “ S`´

mn e
iβnR, S̃´`

mn “ S´`
mn e

iβnR.

Dans le cas du back-scattering, nous pouvons décomposer notre opérateur de la même façon :

pNhqpxq “
ż

Σ´R

uspx, yqh´pyq dspyq, (2.9)

où usp¨, yq est le champ diffracté associé à Gp¨, yq pour une source au point y P Σ´R. Nous
obtenons donc le système

P´1ÿ

n“0

eiβnR

2iβn
S`´
mnh

´
n “ eiβmpR`z3q

2iβm
θmpzSq, m “ 0, . . . , P ´ 1,

soit matriciellement

U`´H´ “ F`.

Revenons au problème (2.5). Nous voyons d’après (2.7) que la mesure en tout x P pΣ des
champs diffractés uspx, yq dus aux champs incidents de la forme Gp¨, yq pour tout y P pΣ est
équivalente à la mesure de la projection sur pΣ selon les fonctions transverses θm des champs
diffractés us˘

n associés aux champs incidents u˘
n et ce pour tout m,n P N. De même, dans

le cas du back-scattering, la mesure en tout x P Σ´R des champs diffractés uspx, yq dus aux
champs incidents de la forme Gp¨, yq pour tout y P Σ´R est équivalente à la mesure de la
projection sur pΣ selon les fonctions transverses θm des champs diffractés us`

n associés aux
champs incidents u`

n et ce pour tout m,n P N.

Nous obtenons un système de taille 2P lorsque nous considérons les modes propagatifs se
propageant dans les deux sens et de taille P dans le cas du back-scattering. Ce système est
résolu en chaque point d’échantillonnage afin d’imager le défaut. Dans la pratique, P est pe-
tit, c’est-à-dire inférieur à 20, ce qui rend cette résolution rapide. De plus, comme il a déjà
été souligné dans [11] et [32], le fait de ne considérer que les modes propagatifs revient
à régulariser fortement notre système, il n’est donc pas nécessaire en présence de données
bruitées d’utiliser un procédé de régularisation supplémentaire comme celui de Tikhonov.

Dans le cas où nous avons accès aux deux côtés du guide, la LSM modale se déroule de
la manière suivante :

• les modes propagatifs pu˘
n qn“0,...,P´1 sont émis successivement et les champs diffractés

associés sont mesurés sur les sections Σ´R et ΣR puis décomposés selon les fonctions
transverses ;

• la matrice U est formée à partir de ces projections ;

• le problème (2.8) est résolu pour tous les points z de la grille d’échantillonnage G ;
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• la fonction caractéristique

ψpzq “ 1

}Hpzq}2
est construite à partir des solutions de (2.8), où } ¨ }2 désigne la norme euclidienne du
vecteur ;

• l’image du défaut est donnée par les lignes de niveau de la fonction caractéristique ψ.

Cette méthode est théoriquement applicable, mais elle présente un inconvénient majeur dans
la pratique : nous devons avoir accès à la section du guide et être capable d’exciter les dif-
férents modes propagatifs séparément. Ce sont deux obstacles en pratique. C’est pourquoi
nous orientons la suite de notre étude vers une méthode prenant en compte des sources et
des mesures à la surface du guide.

2.2 LSM fondée sur des sollicitations et mesures à la sur-
face

Nous allons dorénavant considérer une version de la Linear Sampling Method fondée sur des
sollicitations et mesures à la surface du guide.
Nous considérons toujours notre problème de Dirichlet : pour f P H 1

2 pBDq, trouver u P H1
locpΩq

telle que $
’’’&
’’’%

∆u ` k2u “ 0 dans Ω,

Bνu “ 0 sur Γ,

u “ f sur BD,
pCRq.

(2.10)

Soit γ Ă Γ, une portion du bord du guide sur laquelle nous allons appliquer nos sollicitations
et faire nos mesures, et soit usp¨, yq, la solution de (2.10) pour f “ ´Gp¨, yq|BD, y P γ. Nous
définissons notre opérateur de champ proche N : L2pγq Ñ L2pγq qui à h associe

pNhqpxq “
ż

γ

uspx, yqhpyq dspyq, x P L2pγq.

Nous allons, comme d’habitude, factoriser N pour obtenir une caractérisation du défaut.
Introduisons le potentiel de simple couche S : H´ 1

2 pBDq Ñ H1pΩ Y Dq, qui à ϕ P H´ 1

2 pBDq
associe

pSϕqpxq “
ż

BD
Gpx, yqϕpyq dspyq, x P Ω Y D,

ainsi que les quatre opérateurs de la factorisation, B : H
1

2 pBDq Ñ L2pγq, qui à f associe la
trace sur γ de la solution du problème (2.10), H : L2pγq Ñ H

1

2 pBDq qui à h associe

pHhqpxq “
ż

γ

Gpx, yqhpyq dspyq, x P BD,

l’opérateur F : H´ 1

2 pBDq Ñ L2pγq qui à ϕ associe la trace sur γ de pSϕq et enfin l’opérateur
S : H´ 1

2 pBDq Ñ H
1

2 pBDq qui à ϕ associe

pSϕqpxq “
ż

BD
ϕpyqGpx, yq dspyq, x P BD.
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Nous obtenons l’analogue des factorisations du chapitre précédent :

N “ ´BH,

F “ BS.

Soit maintenant y un point de Γ. Considérons Gp¨, yq, solution du problème
$
’&
’%

∆Gp¨, yq ` k2Gp¨, yq “ 0 dans W,

BνGp¨, yq “ δy sur Γ,

pCRq.
(2.11)

Nous pouvons montrer (voir Annexe A) que le problème (2.11) a une solution unique dans
L2
locpW q et que cette solution admet la même expression que la solution fondamentale lorsque

la source se trouve à l’intérieur du guide, soit

Gpx, yq “ ´
`8ÿ

n“0

1

2iβn
eiβn|x3´y3|θnpxSqθnpySq, (2.12)

où nous avons supposé que l’hypothèse 1 (les βn sont tous non nuls) est vérifiée.
Les deux lemmes suivants vont nous permettre de justifier la LSM dans ce cas :

Lemme 2.2
Soient γ Ă Γ et h P H̃´ 1

2 pγq. Notons h̃ le prolongement par 0 de h à Γ. Le problème
$
’&
’%

∆u ` k2u “ 0 dans W,

Bνu “ h̃ sur Γ,

pCRq,
(2.13)

est bien posé dans H1
locpW q sauf pour au plus un ensemble discret de nombres d’onde k.

Démonstration. Réécrivons le problème en domaine borné, en supposant sans perte de géné-
ralité que γ Ă pBΣ ˆ p´R,Rqq : trouver u P H1pWRq telle que

$
’&
’%

∆u ` k2u “ 0 dans WR,

Bνu “ h̃ sur ΓR,

Bνu “ T˘u sur Σ˘R.

Une formulation faible équivalente à ce problème est alors : trouver u P H1pWRq telle que

apu, vq “ ℓpvq, @v P H1pWRq,

où a et ℓ sont la forme hermitienne et la forme antilinéaire définies par

apu, vq “
ż

WR

∇u ¨ ∇v ´ k2uv dx ´
ż

ΣR

T`uv dspxq ´
ż

Σ´R

T´uv dspxq,

ℓpvq “
ż

γ

hv dspxq.

Nous retrouvons le même type de problème variationnel que dans le lemme 1.4. Nous en
déduisons que le problème est bien posé sauf pour au plus un ensemble discret de nombres
d’onde k.
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Lemme 2.3
La solution du problème (2.13) a pour expression

upxq “
ż

γ

hpyqGpx, yq dspyq, x P W.

Démonstration. Soit x P W et r ą 0 tels que Bpx, 2rq P WR. En raisonnant comme dans la
preuve du lemme 1.9 (voir équation (1.18)), nous obtenons l’expression de u

upxq “
ż

BBpx,rq

`
upyqBνyGpx, yq ´ BνyupyqGpx, yq

˘
dspyq, (2.14)

avec νy la normale orientée vers l’intérieur de Bpx, rq.
Par ailleurs, dans WR,r :“ WRzBpx, rq,

0 “
ż

WR,r

`
upyqp∆y ` k2qGpx, yq ´ Gpx, yqp∆y ` k2qupyq

˘
dy

“
ż

BBpx,rq

`
upyqBνyGpx, yq ´ BνyupyqGpx, yq

˘
dspyq `

ż

ΓR

`
upyqBνyGpx, yq ´ BνyupyqGpx, yq

˘
dspyq

`
ż

ΣR

`
upyqBνyGpx, yq ´ BνyupyqGpx, yq

˘
dspyq `

ż

Σ´R

`
upyqBνyGpx, yq ´ BνyupyqGpx, yq

˘
dspyq.

Traitons séparément ces intégrales. Tout d’abord, l’intégrale sur ΓR devient
ż

ΓR

`
upyqBνyGpx, yq ´ BνyupyqGpx, yq

˘
dspyq “ ´

ż

ΓR

h̃pyqGpx, yq dspyq “ ´
ż

γ

hpyqGpx, yq dspyq.

Les intégrales sur les sections Σ˘R s’annulent étant donnée l’expression des opérateurs T˘.
Finalement, nous obtenons

ż

BBpx,rq

`
upyqBνyGpx, yq ´ BνyupyqGpx, yq

˘
dspyq “

ż

γ

hpyqGpx, yq dspyq,

ce qui nous donne, en remplaçant dans l’expression de u obtenue en (2.14), le résultat es-
compté.

Nous pouvons à présent prouver le lemme :

Lemme 2.4
Sous réserve que les hypothèses 1, 7 et 8 soient vérifiées, nous avons les propriétés suivantes :

i) L’opérateur S est un isomorphisme ;

ii) Les opérateurs H et F satisfont F “ H˚ ;

iii) Les opérateurs B, F , H et N sont compacts, injectifs et d’image dense.

Démonstration. Le fait que S soit un isomorphisme se montre comme pour T dans la preuve
du lemme 1.5. De même, la preuve du point iiq est identique.
Montrons donc le dernier point. Les opérateurs F et H sont compacts car ce sont des opéra-
teurs intégraux à noyaux réguliers.
Or N “ ´FS´1H, donc N est aussi compact et la compacité de B se déduit de la factorisation
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F “ BS.
Montrons l’injectivité de H :
Soit h P L2pγq telle que Hh “ 0. Posons

vhpxq “
ż

γ

Gpx, yqhpyq dspyq, x P W,

si bien que nous avons

vhpxq “ 0, @x P BD,

ce qui implique que vh est solution du problème
#
∆vh ` k2vh “ 0 dans D,

vh “ 0 sur BD. (2.15)

Comme k2 n’est pas une valeur propre de ´∆ dans D avec condition de Dirichlet d’après
l’hypothèse 8, vh est nulle dans D. Grâce au théorème du prolongement unique 1.1, vh est
alors nulle dans tout le guide.
Par ailleurs, considérons le problème

$
’&
’%

∆v ` k2v “ 0 dans W,

Bνv “ h̃ sur Γ,

pCRq,

où h̃ est le prolongement de h par 0 à Γ. D’après les lemmes 2.2 et 2.3, ce problème est bien
posé et sa solution a pour expression

vpxq “
ż

Γ

h̃pyqGpx, yq dspyq

“
ż

γ

hpyqGpx, yq dspyq

“ vhpxq.

Or, la solution de ce problème est nulle dans tout W , ce qui implique en particulier que
Bνv “ 0 sur Γ, et donc a fortiori que h “ 0, ce qui prouve l’injectivité de H.
Montrons à présent l’injectivité de F . Soit donc ϕ P H´ 1

2 pBDq telle que Fϕ “ 0. Cela revient
à avoir Sϕ|γ “ 0. Nous avons par ailleurs BνpSϕq|γ “ 0, ce qui nous permet d’appliquer le
théorème de prolongement unique 1.2. Nous en déduisons donc que Sϕ “ 0 dans Ω.
Par ailleurs, introduisons le potentiel de simple couche de l’espace libre S8, opérateur pour
lequel nous avons remplacé le noyau G dans l’expression de S par le noyau de Green de
l’espace libre. L’opérateur S ´ S8 est un opérateur intégral à noyau régulier, ce qui implique
la continuité de sa trace et de sa trace normale au travers de BD :

ppS ´ S8qϕq` “ ppS ´ S8qϕq´,
BνppS ´ S8qϕq` “ BνppS ´ S8qϕq´,

où l’exposant `, respectivement ´, désigne la trace sur BD de la fonction définie sur D,
respectivement sur Ω.
Par ailleurs, les propriétés de saut du potentiel de simple couche pour l’espace libre nous
apprennent que

pS8ϕq´ ´ pS8ϕq` “ 0,

BνpS8ϕq´ ´ BνpS8ϕq` “ ϕ.
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Nous en déduisons alors les mêmes propriétés pour notre opérateur dans le guide :

pSϕq´ ´ pSϕq` “ 0,

BνpSϕq´ ´ BνpSϕq` “ ϕ.
(2.16)

La première équation de (2.16) implique que Sϕ est solution du problème (2.15), ce qui
entraine que Sϕ “ 0 dans D, si bien que nous pouvons exprimer ϕ à partir de la seconde
équation de (2.16) :

ϕ “ BνpSϕq´ ´ BνpSϕq` “ 0,

ce qui conclut la preuve de l’injectivité de F .
Enfin, S étant un isomorphisme, l’injectivité de F implique celle de B, et la factorisation
N “ ´BH nous donne celle de N .
La densité de l’image de F vient de l’injectivité de H et de l’égalité F “ H˚, et de même pour
la densité de l’image de H. Nous en déduisons la même propriété pour N et B grâce aux
factorisations.

Proposition 2.5
On a z P D si et seulement si Gp¨, zq P RpFq.

Démonstration. Rappelons que les images de B et de F sont égales.
Soit ϕ P H´ 1

2 pBDq. Alors, Fϕ est la trace sur γ de la solution u du problème

$
’’’&
’’’%

∆u ` k2u “ 0 dans Ω,

Bνu “ 0 sur Γ,

u “ Sϕ sur BD,
pCRq.

(2.17)

Si z P D, nous pouvons considérer

ϕz “ S´1pGp¨, zq|BDq.

La fonction Gp¨, zq|BD est bien un élément de H
1

2 pBDq et la fonction u “ Gp¨, zq est la solution
du problème (2.17) associée à ϕz, ce qui montre que Gp¨, zq|γ P RpFq.
Considérons à présent le cas où z R D, et supposons que Gp¨, zq|γ P RpBq. Il existe alors
u P H1

locpΩq et un certain f P H 1

2 pBDq tels que

$
’’’&
’’’%

∆u ` k2u “ 0 dans Ω,

Bνu “ 0 sur Γ,

u “ f sur BD,
pCRq,

avec u|γ “ Gp¨, zq|γ.
Considérons alors w “ u ´ Gp¨, zq. Cette fonction vérifie l’équation de Helmholtz homogène
dans Ωztzu, et nous avons que Bνw|γ “ w|γ “ 0. Nous pouvons donc appliquer le théorème
du prolongement unique 1.2 à cette fonction dans Ωztzu, ce qui implique que w “ 0 dans
Ωztzu. Or, ceci est impossible étant donné que Gp¨, zq R H1

locpΩq.
La fonction Gp¨, zq|γ ne peut donc pas appartenir à l’image de B et de F .
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δ

ΣR

Ω

D

Σ´R

Γ

FIGURE 2.1 – Sources et mesures à la surface du guide

Nous avons enfin l’analogue du théorème 1.7, l’énoncé étant le même au remplacement de pΣ
par γ près. Il est donc possible de formuler la Linear Sampling Method avec sollicitations et
mesures sur la surface du guide.
Nous pourrions résoudre numériquement l’équation Nh “ Gp¨, zq|γ en l’approchant par une
équation matricielle dans un espace de dimension finie, mais une telle discrétisation serait
arbitraire et indépendante de la nature modale des champs diffractés. Nous proposons plutôt,
afin d’optimiser l’emplacement et le nombre des points sources et des points de mesure,
d’établir un lien entre la formulation modale et l’utilisation de sollicitations et mesures à la
surface.

2.3 Lien entre la formulation modale et des sollicitations et
mesures sur la surface

Nous allons maintenant voir comment obtenir la matrice de scattering à partir de données
acquises à la surface du guide.
L’idée est la suivante. Nous considérons des points sources et des points de mesure situés sur
la surface du guide Γ. Nous allons être à même de déterminer la matrice de scattering à partir
des champs diffractés en chaque point de mesure et pour des sollicitations en chaque point
source. Nous n’allons considérer ici que le cas d’un guide en dimension 2, la dimension 3 sera
traitée dans le cas d’un guide d’ondes élastiques. La section Σ est donc réduite à un intervalle
ouvert que nous noterons p0, dq avec d ą 0, et sa coordonnée transverse xS est notée x1.
Soit h une fonction à support compact définie sur Γ. Grâce au lemme 2.3 précédent, nous
sommes à même d’exprimer la solution de (2.13), appelée champ incident, par

uipx1, x3q “ ´
ÿ

ně0

1

2iβn
θnpx1qθnpdq

ż

R

eiβn|x3´y3|hpy3q dy3. (2.18)

Considérons pxr˘
3 q0ďrďM´1 l’ensemble des abscisses des points de mesure, et pxs˘

3 q0ďsďM´1

l’ensemble des abscisses des points d’émission pour M ě P , avec P le nombre de modes
propagatifs à la fréquence considérée. Plus précisément, nous avons

xr˘
3 “ ˘pR ` rδq,
xs˘
3 “ ˘pR ` sδq,

avec δ ą 0 la distance entre deux points sources ou deux points de mesure successifs et
R l’abscisse des sections Σ˘R définie précédemment. Soient f et g deux fonctions paires
à support compact. Nous supposons désormais que les sources dans (2.18) sont de la forme
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h “ gp¨´xs˘
3 q. Par ailleurs, les mesures réalisées à la surface du guide ne seront pas forcément

ponctuelles. C’est pourquoi la mesure sera pondérée par une fonction de la forme fp¨ ´ xr˘
3 q.

Par exemple, dans le cas concret d’un interféromètre laser, la mesure réalisée donne plutôt la
valeur moyenne du déplacement dans la tache focale. Cela revient à choisir une fonction de
mesure de la forme

fpx3q “ χr´L{2,L{2spx3q
L

,

où χr´L{2,L{2s désigne la fonction caractéristique du segment r´L{2, L{2s et L ą 0 est la
largeur de la tache focale. Cette fonction tend vers le Dirac lorsque L tend vers 0, ce qui
correspond à une mesure ponctuelle.
Enfin, les points de source et de mesure seront situés sur le bord supérieur du guide, d’autres
cas (mesures sur le bord supérieur et sources sur le bord inférieur, par exemple) se traiteraient
de manière analogue.
Nous avons donc quatre configurations différentes à traiter, selon que la source se trouve à
gauche ou à droite de la zone à imager suivant l’axe du guide (l’abscisse de la source est alors
respectivement inférieure à ´R ou supérieure à R) et de même pour le point de mesure. En
étudiant chaque configuration, nous serons à même d’exprimer notre champ diffracté à la
surface en fonction des coefficients de la matrice de LSM.
Plaçons-nous pour commencer dans le cas où la source se trouve à gauche en xs´

3 et la mesure
à droite en xr`

3 . Nous déduisons de (2.18) l’expression du champ incident

uipxq “ ´
ÿ

nPN

1

2iβn
θnpdq

ˆż

R

e´iβny3gpy3 ` R ` sδq dy3
˙
eiβnx3θnpx1q

“ ´
ÿ

nPN

eiβnR

2iβn
αnθnpdqeisβnδu`

n pxq,
(2.19)

avec

αn “
ż

R

e´iβnzgpzq dz.

Considérons à présent le problème de diffraction (2.2) avec f “ ´ui|BD : trouver us P H1
locpΩq

solution de $
’’’&
’’’%

∆us ` k2us “ 0 dans Ω,

Bνus “ 0 sur Γ,

us “ ´ui sur BD,
pCRq.

(2.20)

Le champ diffracté us associé à ui donné par (2.18) avec h “ gp¨ ´ xs´
3 q est alors par linéarité

us “ ´
ÿ

nPN

eiβnR

2iβn
αnθnpdqeisβnδus`

n , (2.21)

où us`
n est la solution de (2.20) pour ui “ u`

n .
Nous pouvons alors écrire, grâce au lemme de propagation 1.3, pour un point à la surface du
guide,

us`
n pd, x3q “

ÿ

mPN
pus`

n p¨, Rq, θmqΣR
eiβmpx3´Rqθmpdq, x3 ą R,
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et nous obtenons, en injectant cette expression dans (2.21),

uspd, x3q “ ´
ÿ

m,nPN
eiβmpx3´Rqθmpdqe

iβnR

2iβn
S``
mnαnθnpdqeisβnδ. (2.22)

Nous supposons que la mesure du champ diffracté n’est pas strictement ponctuelle. Considé-
rons donc la mesure pondérée par la fonction f , supposée à support compact. La mesure au
point d’abscisse xr`

3 “ R ` rδ a alors pour expression

ż

R

uspd, x3qfpx3 ´ xr`
3 q dx3 “ ´

ÿ

m,nPN
eiβmrδ

ˆż

R

eiβmyfpyq dy
˙
θmpdqe

iβnR

2iβn
S``
mnαnθnpdqeisβnδ

“ ´
ÿ

m,nPN
eiβmrδγmθmpdqe

iβnR

2iβn
S``
mnαnθnpdqeisβnδ,

(2.23)
où

γm “
ż

R

eiβmyfpyq dy.

Nous nous plaçons dorénavant dans l’hypothèse de champ lointain, ce qui nous permet de
tronquer les séries modales dans (2.23) aux P premiers termes. Le champ diffracté mesuré au
point pd, xr`

3 q pour une source située au point pd, xs´
3 q, r, s “ 0, . . . ,M ´ 1, peut être approché

par M``
rs donné par

M``
rs “ ´

P´1ÿ

m“0

P´1ÿ

n“0

eirβmδγmθmpdqe
iβnR

2iβn
S``
mnαnθnpdqeisβnδ.

Introduisons à présent différentes matrices : soit V la matrice de Vandermonde de taille
M ˆ P , dont les coefficients sont

Vmn “ eimβnδ, m “ 0, . . . ,M ´ 1, n “ 0, . . . , P ´ 1,

Fe, Fr et T les matrices diagonales, de termes généraux respectifs αn, γn et θnpdq pour
n “ 0, . . . , P ´ 1. La matrice M`` de taille M ˆ M de terme général M``

rs a donc pour
expression

M`` “ ´pV TFrqpS``KqpV TFeqT “ ´RU``ET ,

avec ¨T désignant la transposition et E et R les matrices d’émission et de réception définies
par

E “ V TFe,

R “ V TFr.

De la même manière, nous considérons à présent une mesure à gauche du défaut pour la
même source. Grâce au lemme 1.3 appliqué à us`

n , nous avons pour x3 ă ´R

us`
n pd, x3q “

ÿ

mPN
pus`

n p¨,´Rq, θmqΣ´R
e´iβmpx3`Rqθmpdq “

ÿ

mPN
S`´
mn e

´iβmpx3`Rqθmpdq.
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En procédant comme précédemment, la mesure du champ diffracté au point pd,´R ´ rδq
pour une source au point pd,´R´ sδq, r, s “ 0, . . . ,M ´1 peut être approchée par M`´

rs , avec

M`´
rs “ ´

P´1ÿ

m“0

P´1ÿ

n“0

eirβmδγmθmpdqe
iβnR

2iβn
S`´
mnαnθnpdqeisβnδ,

qui est le terme général de la matrice

M`´ “ ´RU`´ET .

Remarquons que nous avons utilisé la parité de f : la mesure est effectuée en xr´
3 , donc

ż

R

e´iβmpx3`Rqfpx3 ´ xr´
3 q dx3 “ eiβmrδ

ż

R

e´iβmyfpyq dy

“ eiβmrδ

ż

R

eiβmyfpyq dy

“ eiβmrδγm.

Considérons à présent une source au point d’abscisse xs`
3 “ R ` sδ. D’après (2.18), nous

pouvons réécrire

ui “ ´
ÿ

nPN

1

2iβn
θnpdq

ˆż

R

eiβny3gpy3 ´ R ´ sδq dy3
˙
u´
n

“ ´
ÿ

nPN

eiβnR

2iβn
αnθnpdqeisβnδu´

n .

Nous avons utilisé ici le fait que g est paire :

αn “
ż

R

eiβnzgpzq dz “
ż

R

e´iβnzgpzq dz.

Le champ diffracté a alors pour expression

us “ ´
ÿ

nPN

eiβnR

2iβn
αnθnpdqeisβnδus´

n ,

de sorte que, pour r, s “ 0, . . . ,M ´1, le champ mesuré au point pd,´R´rδq pour une source
en pd,R ` sδq peut être approché par M´´

rs , qui est le terme général de la matrice

M´´ “ ´RU´´ET ,

et le champ mesuré au point pd,R ` rδq peut être approché par M´`
rs , terme général de la

matrice

M´` “ ´RU´`ET .

Nous pouvons alors réunir les résultats précédents pour former le système

M “ ´RUET , (2.24)

avec

M “
ˆ
M`´ M´´

M`` M´`

˙
, R “

ˆ
R 0

0 R

˙
, E “

ˆ
E 0

0 E

˙
.
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La Linear Sampling Method modale nécessite de former la matrice U (voir section 2.1, en
particulier la formule (2.8)). Il nous faut donc résoudre le système (2.24), c’est-à-dire obtenir
U à partir de M. Si M ‰ P , la résolution est alors à comprendre au sens des moindres carrés.
Dans la pratique, nous résolvons le système (2.24) pour chaque bloc séparément, c’est-à-dire

M˝‚ “ ´RU˝‚ET ,

où ˝ et ‚ remplacent le symbole ` ou ´. Comme nous le verrons dans la section suivante,
nous pouvons aisément choisir les fonctions f et g de sorte que les matrices diagonales Fe

et Fr soient inversibles. De même, la matrice diagonale T est inversible car aucun des θnpdq
n’est nul, et nous choisirons les paramètres δ et M de sorte que V ˚V soit inversible. Nous en
déduisons l’expression de U en fonction de M :

U˝‚ “ ´F´1
r T´1pV ˚V q´1pV ˚M˝‚V ˚T qpV ˚V q´TT´1F´1

e . (2.25)

Remarque 2.2
Nous avons dans tout ce qui précède choisi les mêmes points pour les sources et les mesures. Nous
avons par ailleurs choisi des fonctions de source g et de mesure f paires. Ces restrictions ont été
faites pour simplifier les expressions des matrices R et E mais ne sont en aucun cas nécessaires.
Notons que, dans le cas où la mesure est ponctuelle (f “ δ) et où la source est ponctuelle
également (g “ δ), où δ désigne le Dirac, les matrices Fe et Fr coïncident avec la matrice identité,
et donc les matrices E et R sont alors toutes les deux égales à V T .

À nouveau, dans le cas du back-scattering, on ne considère que la configuration où la source
et la mesure sont à gauche du défaut. L’équation matricielle est alors

M`´ “ ´RU`´ET .

Contrairement à la Linear Sampling Method exprimée directement à la surface du guide (dé-
crite en section 2.2), nous obtenons une méthode applicable pour imager un défaut sans
discrétisation de la zone de mesure ou régularisation supplémentaire. De plus, certains para-
mètres liés aux capteurs apparaissent naturellement : le nombre de points M , l’espacement
δ entre ces points et les fonctions de pondération associées aux sources et aux mesures, res-
pectivement g et f . Nous allons nous intéresser à l’influence de ces différents paramètres sur
l’efficacité de l’imagerie du défaut.

2.4 Conditionnement des matrices d’émission et de récep-
tion

2.4.1 Étude théorique

Comme nous l’avons vu dans la section précédente, nous pouvons déterminer les blocs de
la matrice U de Linear Sampling Method à partir de ceux de la matrice de mesure M au
moyen de l’inversion de deux matrices d’émission et de réception, E et R, que nous pouvons
décomposer suivant

E “ V TFe,

R “ V TFr,
(2.26)

où V , T , Fe et Fr sont respectivement une matrice de Vandermonde, la matrice des modes et
les matrices de pondération pour l’émission et la réception.
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Il est important dans le cadre de la reconstruction de défauts de s’intéresser à la sensibilité
au bruit de la méthode, à savoir le procédé complet nous permettant de passer des données
de surface à l’image du défaut. Il s’agit donc d’une part du calcul nous permettant d’obtenir
U à partir de M à l’aide de (2.24) et d’autre part de la résolution de (2.8). La sensibilité au
bruit de la résolution de (2.8) a déjà été étudiée dans [32]. Nous nous concentrons donc ici
sur la première étape. Dans le cadre du Contrôle Non Destructif, les mesures utilisées comme
données d’entrée possèdent toujours une part de bruit inhérente à la mesure. C’est pourquoi
il nous faut quantifier cette sensibilité, et nous le faisons au travers du conditionnement des
matrices à inverser.
Rappelons la définition du conditionnement. Soit une matrice A à valeurs complexes inver-
sible. Le conditionnement de A est

κpAq “ }A}}A´1}

pour une certaine norme matricielle } ¨ } associée à une norme vectorielle que nous noterons
de la même façon. Prenons un exemple simple : soit le système linéaire Ax “ b, où A est une
matrice inversible et b un vecteur de données. Supposons que les données b soient entachées
d’un bruit δb et intéressons-nous à l’erreur relative sur la solution, soit }δx}{}x}, en fonction
de l’erreur relative sur la donnée, soit }δb}{}b}. Nous avons

δx “ A´1δb,

b “ Ax.

Nous en déduisons

}δx}
}x} ď κpAq}δb}

}b} .

Ce calcul nous montre que le conditionnement permet d’évaluer la robustesse de l’inversion
vis-à-vis du bruit. Pour la quantifier, nous nous contenterons d’une estimation de l’ordre de
grandeur du conditionnement. Pour fixer les idées, un conditionnement proche de 1 sera dit
bon alors qu’un conditionnement dépassant 100 sera considéré comme mauvais.
Dans notre cas, nous retenons pour } ¨ } la norme subordonnée à la norme euclidienne, notée
} ¨ }2 :

}A}2 “ sup
xPCP

x‰0

}Ax}2
}x}2

.

Notons que }A}2 coïncide avec le rayon spectral de A.
Dans le cas où A est une matrice diagonalisable de taille P , nous avons alors

κpAq “
∣

∣

∣

∣

λ1pAq
λP pAq

∣

∣

∣

∣

,

où λ1pAq et λP pAq désignent respectivement la plus grande et la plus petite valeur propre de
A.
Considérons à présent une matrice A injective de taille M ˆ P , avec M ě P . Le conditionne-
ment de A est défini comme la racine carrée de celui de A˚A, il a donc pour expression

κpAq “
d
λ1pA˚Aq
λP pA˚Aq . (2.27)
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Ces valeurs propres sont toutes strictement positives car A˚A est définie positive grâce à
l’injectivité de A. Par ailleurs, il est clair que, pour deux matrices A et B telles que le produit
AB ait un sens,

κpABq ď κpAqκpBq.

Nous allons donc nous intéresser successivement au conditionnement des matrices impli-
quées dans les factorisations (2.26) pour évaluer le conditionnement des matrices E et R.

Les matrices de pondération

Tout d’abord, considérons les matrices de pondération, Fe et Fr, qui sont diagonales de terme
général

αn “
ż

R

eiβnxgpxq dx,

γn “
ż

R

eiβnxfpxq dx,

avec f et g des fonctions paires à support compact. Nous n’allons considérer que Fr ici,
l’analyse de Fe étant identique.
Il est clair que les coefficients γn sont liés à la transformée de Fourier de f , notée pf :

Frf spνq “ pfpνq “
ż

R

eiνxfpxq dx.

Le conditionnement de Fr est alors

κpFrq “
max | pfpβnq|

n“0,...,P´1

min | pfpβnq|
n“0,...,P´1

.

Rappelons à présent que, dans le cas du guide acoustique de Neumann en deux dimen-
sions, βn “

a
k2 ´ k2n, avec kn “ nπ{d, d étant l’épaisseur du guide d’onde. Pour les modes

propagatifs, nous voyons que βn P p0, kq. Par ailleurs, rappelons la propriété suivante de la
transformée de Fourier : soient a P Czt0u et ψ une fonction intégrable sur C. Posons

ψa : x ÞÑ ψpaxq.

La transformée de Fourier de ψa s’écrit alors

xψapνq “ 1

|a|
pψpν
a

q.

Choisissons donc ψ une fonction paire à support compact et considérons f “ ψa, a ą 0. De
manière heuristique, nous pouvons choisir a suffisamment petit pour que la transformée de
Fourier de f varie peu sur p0, kq, de sorte que le conditionnement de la matrice Fr soit proche
de 1. le cas idéal est obtenu pour f “ δ pour laquelle Fr coïncide alors avec l’identité.



2.4. Conditionnement des matrices d’émission et de réception 49

La matrice des modes

Il s’agit de la matrice diagonale T , de terme général θnpdq, n “ 0, . . . , P ´ 1. Rappelons
l’expression des fonctions transverses dans le cas particulier du guide acoustique de Neumann
en deux dimensions : $

’’&
’’%

θ0px1q “
c

1

d
,

θnpx1q “
c

2

d
cos

´nπ
d
x1

¯
n ě 1.

La matrice T étant diagonale, nous avons

κpT q “
max |θnpdq|

n“0,...,P´1

min |θnpdq|
n“0,...,P´1

“
?
2.

Cette matrice est donc bien conditionnée quelque soit la fréquence.

La matrice de Vandermonde

Il nous reste donc à étudier la matrice de Vandermonde V , de terme général

Vmn “ eimβnδ, m “ 0, . . . ,M ´ 1, n “ 0, . . . , P ´ 1. (2.28)

Rappelons ce qu’est une matrice de Vandermonde. Il s’agit d’une matrice de taille M ˆ P ,
M,P ą 0 de la forme

V “

¨
˚̊
˚̋

1 1 . . . 1

z1 z2 . . . zP
...

...
. . .

...
zM´1
1 zM´1

2 . . . zM´1
P

˛
‹‹‹‚,

avec pz1, ¨ ¨ ¨ , zP q P C
P . La matrice V est une matrice de Vandermonde dont les coefficients

appartiennent au cercle unité.
Nous rappelons le résultat classique suivant.

Lemme 2.6
Dans le cas où la matrice V est carrée, c’est-à-dire M “ P , son déterminant est donné par

detpVq “
ź

1ďkălďP

pzk ´ zlq. (2.29)

Elle est donc inversible si et seulement si tous les zk sont différents, k “ 1, . . . , P .
Dans le cas où M ą P , les assertions suivantes sont équivalentes :

i) La matrice V est injective ;

ii) La matrice V˚V est inversible ;

iii) Tous les zk sont différents, k “ 1, . . . , P .
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Nous en déduisons une condition nécessaire et suffisante pour que V ˚V soit inversible : il
faut et il suffit que

eiβmδ ´ eiβnδ ‰ 0, 0 ď m ă n ď P ´ 1,

soit

pβm ´ βnqδ ‰ 2πq, m ‰ n, q P Z. (2.30)

Nous cherchons à étudier le conditionnement de la matrice de Vandermonde V , donné par
(2.27). Le conditionnement des matrices de Vandermonde, dans le cas où les coefficients sont
sur le cercle unité, a fait l’objet de nombreuses études. Ces matrices interviennent en effet
dans de nombreux domaines comme les statistiques, le traitement du signal ou encore le
machine learning [68, 73, 107, 128]. Trois paramètres peuvent jouer sur le conditionnement
de V , à un nombre de modes propagatifs P donné :

• le nombre de points M considéré, qui correspond au nombre de lignes de V ;

• l’écartement δ entre ces points ;

• la fréquence du signal k.

Le cas le plus simple et le plus naturel est de considérer le cas carré (M “ P ), qui simplifie la
formule (2.25) en

U “ ´F´1
r T´1V ´1MV ´TT´1Fe.

Conditionnement dans le cas M “ P

Nous allons ici considérer le conditionnement pour la norme infinie, dans le cas d’une matrice
carrée inversible A :

κ8pAq “ }A´1}8}A}8,

où la norme infinie matricielle s’écrit

}A}8 “ max
m“1,...,P

˜
Pÿ

n“1

|Amn|
¸
.

La dimension étant finie, les normes sont équivalentes et donc un encadrement sur le condi-
tionnement pour la norme infinie nous fournit un encadrement pour le conditionnement pour
la norme euclidienne à une constante multiplicative près.
Dans le cas d’une matrice de Vandermonde carrée, un encadrement de la norme infinie de
l’inverse de la matrice a été obtenu par Gautschi dans [73] : soit V une matrice de Vander-
monde carrée de taille P , avec pz1, ¨ ¨ ¨ , zP q P C

P ses coefficients :

max
m

ź

n‰m

maxp1, |zn|q
|zm ´ zn| ď }V´1}8 ď max

m

ź

n‰m

1 ` |zn|
|zm ´ zn| .

La borne supérieure est atteinte si zn “ |zn|eiθ avec θ réel fixé pour tout n.
Dans le cas de notre matrice V (2.28), nous pouvons simplifier cette expression du fait que
ses coefficients sont de module 1. De plus,

|eiβmδ ´ eiβnδ| “

d„
2 sin

ˆ
βm ` βn

2
δ

˙
sin

ˆ
βm ´ βn

2
δ

˙2
`
„
2 cos

ˆ
βm ` βn

2
δ

˙
sin

ˆ
βm ´ βn

2
δ

˙2

“ 2

∣

∣

∣

∣

sin

ˆ
βm ´ βn

2
δ

˙∣
∣

∣

∣

.
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Enfin,

}V }8 “ P,

d’où l’encadrement du conditionnement,

Pmax
m

ź

n‰m

1

2| sinpβm´βn

2
δq|

ď κ8pV q ď Pmax
m

ź

n‰m

1

| sinpβm´βn

2
δq|
. (2.31)

L’encadrement donné par (2.31) caractérise les valeurs de l’espacement δ pour lesquelles
le conditionnement est infini. Ces valeurs coïncident avec celles données par (2.30) pour
lesquelles la matrice V ˚V n’est pas inversible.

Remarque 2.3
Nous constatons d’après (2.30) que, pour q fixé, il existe P pP ´ 1q{2 valeurs de δ telles que V ˚V
n’est pas inversible. La densité des valeurs de δ pour lesquelles la matrice V ˚V n’est pas inversible
augmente donc quadratiquement avec le nombre de modes propagatifs.

Nous allons voir qu’en augmentant le nombre de points M , ce qui a pour effet de travailler
avec des matrices V rectangulaires de taille M ˆ P avec M ą P , nous allons grandement
améliorer le conditionnement de V ˚V .

Une remarque qualitative
Nous allons dans un premier temps nous intéresser au cas où le nombre de points M est deux
fois plus grand que celui de modes propagatifs P : V est une matrice rectangulaire 2P ˆ P .
Nous pouvons alors l’écrire par blocs

V “
ˆ
V0
V1

˙
,

V0 et V1 étant carrées, avec V1 “ V0DP ,

V0 “

¨
˚̊
˚̋

1 1 . . . 1

eiβ0δ eiβ1δ . . . eiβP´1δ

...
...

. . .
...

eipP´1qβ0δ eipP´1qβ1δ . . . eipP´1qβP´1δ

˛
‹‹‹‚,

DP “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˝

peiβ0δqP 0 ¨ ¨ ¨ 0 0

0 peiβ1δqP ...
...

. . .
...

... peiβP´2δqP 0

0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0 peiβP´1δqP

˛
‹‹‹‹‹‹‚
.

Notons que V0 est la matrice de Vandermonde que nous avions dans le cas carré M “ P .

Théorème 2.7
Si V ˚

0 V0 est à valeurs propres simples, nous avons

κpV q ă κpV0q.
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Démonstration. Commençons par remarquer que

V ˚V “ V ˚
0 V0 ` V ˚

1 V1

“ V ˚
0 V0 ` D˚

PV
˚
0 V0DP .

Notons aussi que D˚
PDP “ DPD

˚
P “ I, où I est l’identité.

Or, V ˚
0 V0 et V ˚

1 V1 ont les mêmes valeurs propres : en effet, soit x un vecteur propre associé à
une valeur propre λ de V ˚

1 V1. Alors,

V ˚
1 V1x “ λx,

D˚
PV

˚
0 V0DPx “ λx,

V ˚
0 V0DPx “ λDPx.

D’après l’expression de DP , DPx ‰ 0 si x ‰ 0, ce qui implique que λ est valeur propre de
V ˚
0 V0 associée à DPx.

Pour obtenir le conditionnement de V , nous allons exprimer λ1pV ˚V q et λP pV ˚V q :

λ1pV ˚V q “ max
}x}2“1

x˚pV ˚
0 V0 ` V ˚

1 V1qx

ď max
}x}2“1

x˚V ˚
0 V0x ` max

}x}2“1
x˚V ˚

1 V1x

ď 2λ1pV ˚
0 V0q.

Nous avons en réalité une inégalité stricte : l’égalité n’est en effet possible, étant donné que
V ˚
0 V0 et V ˚

1 V1 possèdent les mêmes valeurs propres, que si le vecteur unitaire x réalisant
le maximum de x˚V ˚V x est vecteur propre associé aux deux matrices V ˚

0 V0 et V ˚
1 V1. Cela

reviendrait à dire que x et DPx sont vecteurs propres de V ˚
0 V0 associés à λ1. Or nous nous

sommes restreint au cas où V ˚
0 V0 est à valeurs propres simples. Les vecteurs x et DPx n’étant

pas colinéaires, c’est impossible.
De même,

λP pV ˚V q “ min
}x}2“1

x˚pV ˚
0 V0 ` V ˚

1 V1qx

ą min
}x}2“1

x˚V ˚
0 V0x ` min

}x}2“1
x˚V ˚

1 V1x

ą 2λP pV ˚
0 V0q.

D’où la majoration du conditionnement,

κpV q “
d
λ1pV ˚V q
λP pV ˚V q

ă κpV0q.

Nous avons ainsi montré qu’en doublant le nombre de lignes par rapport au nombre de
colonnes, c’est-à-dire en passant de M “ P à M “ 2P , nous diminuons strictement le condi-
tionnement de V .

Remarque 2.4
La matrice V ˚

0 V0 n’est pas toujours à valeurs propres simples : un contre-exemple simple est
obtenu pour P “ 2 et

V0 “
ˆ

1 1

´1 1

˙
.
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Cette étude qualitative nous montre qu’il est intéressant de considérer M ą P . Nous nous
demandons donc à présent quel est le comportement du conditionnement de V pourM grand
par rapport à P .

Conditionnement dans le cas M ą P

Dans ce cas, des majorations du conditionnement de V ont été proposées dans la littérature
[107, 128]. Nous utilisons celle de [107], dont la preuve est détaillée dans l’annexe B et qui
dépend de manière simple des paramètres M et δ. Cette majoration est donnée par :

κpV q ď
d
M ` 1

∆
´ 1

M ´ 1
∆

´ 1
, (2.32)

avec ∆ défini comme suit. Posons fn “ βnδ{2π et soit dw la distance modulo 1, c’est-à-dire

dwpf, gq “ inf
qPZ

|f ´ g ` q|.

Alors,

∆ “ min
n,m“0,...,P´1

n‰m

dw pfn, fmq . (2.33)

La majoration (2.32) n’est évidemment valable que si M ą 1{∆ ` 1.
Elle montre que κpV q tend vers 1 lorsque M tend vers l’infini à δ fixé. Autrement dit, nous
pouvons réduire le conditionnement de la matrice de Vandermonde autant que nous le vou-
lons en augmentant le nombre de points M , à un espacement δ donné.
Un autre paramètre sur lequel nous pouvons jouer est le paramètre ∆. Nous allons chercher
à le maximiser pour ainsi minimiser la borne supérieure du conditionnement de V .
Nous savons déjà qu’une condition nécessaire et suffisante pour que la matrice V ˚V soit
inversible est que la relation (2.30) soit vérifiée. Posons

δ0 “ 2π

max
m,n“0,...,P´1

m‰n

|βm ´ βn| . (2.34)

Une condition suffisante pour que V ˚V soit inversible est donc que δ ă δ0. Or βm “
a
k2 ´ k2m

avec km “ mπ{d. Le maximum dans (2.34) est donc atteint pour m “ 0 et n “ P ´ 1 :

δ0 “ 2π

β0 ´ βP´1

“ 2π

k

ˆ
1 ´

b
1 ´ k2

P´1

k2

˙

Nous voyons alors apparaître naturellement la longueur d’onde λ “ 2π{k. Une condition
suffisante sur δ pour que la matrice soit inversible est alors

δ ď λ “ 2π

k
.

Lemme 2.8
Supposons qu’il existe au moins 2 modes propagatifs, c’est-à-dire λ ă 2d. Si de plus δ ď λ, alors
nous avons

δopt “ min

¨
˚̊
˝λ,

λ

2 ´
ˆb

1 ´ λ2

4d2
`
b
1 ´

X
2d
λ

\2 λ2

4d2

˙

˛
‹‹‚,

où δopt est la valeur de δ, inférieure ou égale à λ, qui maximise ∆ et t¨u désigne la partie entière.
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Démonstration. D’après l’expression des βn, nous avons

∆ “ min
n,m“0,...,P´1

n‰m

dw pfn, fmq “ min pdw pf0, f1q , dw pfP´1, f0qq ,

avec

dw pf0, f1q “
˜
1 ´

c
1 ´ λ2

4d2

¸
δ

λ
,

dw pfP´1, f0q “ 1 ´
˜
1 ´

c
1 ´ pP ´ 1q2 λ

2

4d2

¸
δ

λ
.

Or, étant donné qu’il existe P modes propagatifs, nous avons

pP ´ 1q λ
2d

ă 1 ă P
λ

2d
,

les égalités n’étant pas permises car, par hypothèse, aucun des nombres d’onde βn n’est nul.
Nous en déduisons que P ´ 1 “

X
2d
λ

\
. La distance dw pf0, f1q est une fonction croissante de δ,

nulle en 0 alors que dw pfP´1, f0q en est une fonction décroissante, qui vaut 1 à l’origine. Ces
deux droites s’intersectent en

δint “ λ

2 ´
ˆb

1 ´ λ2

4d2
`
b
1 ´

X
2d
λ

\2 λ2

4d2

˙ .

Nous avons alors deux possibilités :

• soit δint ě λ, alors ∆ “ dw pf0, f1q, ce qui implique que pour δ P r0, λs la valeur maximale
de ∆ est atteinte en δ “ λ ;

• soit δint ă λ, alors ∆ “ dw pf0, f1q pour δ ď δint et ∆ “ dw pfP´1, f0q pour δ ě δint, ce qui
implique que ∆ est une fonction croissante de δ sur p0, δintq et décroissante sur pδint, λq.
Ainsi, la valeur de ∆ est maximale en δint.

En réunissant ces deux cas, nous obtenons bien

δopt “ min

¨
˚̊
˝λ,

λ

2 ´
ˆb

1 ´ λ2

4d2
`
b
1 ´

X
2d
λ

\2 λ2

4d2

˙

˛
‹‹‚.

Nous voyons donc que la valeur optimale de l’espacement δ peut être inférieure à λ. Nous
avons représenté figure 2.2 le rapport δopt{λ en fonction de la quantité λ{2d. Nous voyons que
ce rapport vaut 1 hormis pour λ proche de 2d et dans un voisinage des valeurs telles que 2d{λ
est un entier. Dans la pratique nous considérons au minimum 4 modes propagatifs afin d’ob-
tenir une image correcte, ce qui implique que λ{2d ă 1{3. Nous voyons alors numériquement
que le rapport δ{λ reste supérieur à 0.9 et qu’il diffère de 1 dans des voisinages restreints des
valeurs telles que 2d{λ est un entier. C’est pourquoi nous convenons de négliger ces cas et de
considérer δ “ λ dans la suite. Nous déduisons de cette étude que, pour obtenir la meilleure
image possible du défaut, nous allons prendre un espacement δ égal à la longueur d’onde λ
et un nombre de points M le plus grand possible.
Enfin, il résulte de la preuve du lemme 2.8 que ∆ est une fonction croissante de δ sur p0, δoptq,
ce qui implique que le majorant du conditionnement de V dans (2.32) en est une fonction
décroissante. En conclusion, nous nous attendons donc à ce que le conditionnement de V soit
décroissant avec le nombre de points M et l’espacement δ sur p0, λq.
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FIGURE 2.2 – Évolution de δopt{λ en fonction de λ{2d

2.4.2 Étude numérique

Nous allons maintenant illustrer numériquement les résultats théoriques de l’étude précé-
dente, et plus particulièrement l’influence des différents paramètres sur le conditionnement
de la matrice de Vandermonde. Il est en effet intéressant d’observer l’évolution de ce condi-
tionnement en fonction du nombre de points M et de l’espacement δ puisque, dans un cas
réel, nous n’aurons accès qu’à un nombre limité d’acquisitions, dans une zone elle aussi limi-
tée. Par exemple, nous ne pouvons pas utiliser un trop grand nombre de points très espacés,
que cela soit pour des données simulées ou des données réelles.
Nous avons donc fait varier les trois paramètres dont dépend le conditionnement des matrices
d’émission et de réception. Nous rappelons qu’il s’agit :

• du nombre de points (source ou mesure) M ;

• de l’espacement δ ;

• du nombre d’onde k.

Pour des raisons pratiques, le nombre de points M est choisi comme un multiple entier du
nombre de modes propagatifs considéré P , à savoir M est de la forme M “ nP avec n ě 1.
Nous nous attendons à ce que le conditionnement soit décroissant avec M et δ. Commençons
donc par étudier l’influence de δ et M pour un nombre d’onde fixé : choisissons un nombre de
modes propagatifs P et prenons k “ pP ´ 1{2qπ{d, c’est-à-dire que k est la moyenne de deux
fréquences de coupure consécutives. Nous avons tracé figure 2.3 le logarithme du condition-
nement de V , en traits pleins, dans le cas carré (M “ P ) en fonction de δ{λ pour différentes
valeurs de P , ainsi que les bornes inférieures et supérieures de l’encadrement (2.31) en traits
pointillés. Nous voyons que le conditionnement augmente avec le nombre de modes propa-
gatifs, et les valeurs de la borne inférieure montrent que nous ne pouvons pas espérer obtenir
un conditionnement raisonnable dans le cas carré.

Nous nous intéressons donc dorénavant au cas rectangulaire, soit M ě P . Nous avons tracé
figure 2.4 le conditionnement de V en fonction de δ{λ pour différentes valeurs de P et de M .
Ces courbes sont en accord avec les propriétés trouvées précédemment : tout d’abord, nous
retrouvons bien la décroissance du conditionnement de V en fonction du nombre de points
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(b) 8 modes propagatifs
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(c) 12 modes propagatifs

FIGURE 2.3 – Encadrement donné par (2.31) (traits pointillés) du logarithme du condition-
nement de V (traits pleins) dans le cas carré (M “ P ) en fonction de δ{λ
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FIGURE 2.4 – Logarithme du conditionnement de V en fonction de δ{λ
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FIGURE 2.5 – Comparaison du logarithme du conditionnement de V (trait rouge) avec celui
de sa borne supérieure (2.32) (trait bleu) en fonction de M

M et de l’espacement δ lorsque celui-ci est inférieur à la longueur d’onde. Quand l’espace-
ment δ est plus grand qu’une longueur d’onde apparaissent des valeurs de δ pour lesquelles
le conditionnement est infini, correspondant aux cas où la matrice V ˚V n’est plus inversible.
Par ailleurs, une observation attentive des courbes nous montre que les rôles de δ et M sur
le conditionnement peuvent se compenser. Pour une fréquence donnée, à savoir P et λ fixés,
et pour M et δ eux aussi fixés, par exemple M “ P et δ “ λ, nous trouvons sensiblement
le même conditionnement pour ℓM et δ{ℓ, avec ℓ entier, par exemple M “ 2P et δ “ λ{2
ou M “ 4P et δ “ λ{4. Cela nous montre que si nous réalisons nos mesures dans une zone
de taille limitée, alors le conditionnement sera le même que nous fassions de nombreuses
acquisitions peu espacées ou peu d’acquisitions très espacées, sous réserve que l’espacement
δ reste inférieur à la longueur d’onde.
Nous avons tracé figure 2.5 le logarithme du conditionnement de la matrice de Vandermonde
ainsi que le logarithme de la borne supérieure fournie par (2.32), pour P “ 12 et δ “ λ. Ces
courbes confirment la convergence du conditionnement vers 1 lorsque le nombre de points
M tend vers l’infini, ainsi que la qualité de l’approximation donnée par (2.32).

Enfin, nous nous sommes intéressés à l’influence de la fréquence au travers de k. Nous avons
représenté figure 2.6 le logarithme du conditionnement en fonction de k, pour différentes
valeurs de l’espacement δ et M “ 2P . Dans la première figure, nous avons choisi une plage
de fréquences large, comprenant plusieurs fréquences de coupures matérialisées par les traits
noirs verticaux. Nous observons alors que, globalement, le conditionnement se détériore avec
k, c’est-à-dire avec le nombre de modes propagatifs. En revanche, le conditionnement évolue
peu dans une plage de fréquences correspondant à un nombre de modes propagatifs donné :
ceci est confirmé par la deuxième figure, dans laquelle nous nous sommes restreints à la plage
de fréquences k pour laquelle nous avons 8 modes propagatifs. Nous voyons sur cette figure
une décroissance puis une croissance relativement faibles du conditionnement comparées à
celles observées en fonction de l’espacement δ et du nombre de points M . Par ailleurs, nous
observons l’apparition de pics de conditionnement dans le cas où δ “ 2λ, ce qui corrobore
les observations faites précédemment : quand δ ą λ, il existe des valeurs de δ pour lesquelles
notre matrice n’est plus inversible, et donc le conditionnement explose. Nous avons vu qu’il
s’agissait des valeurs de l’espacement pour lesquelles (2.30) n’est plus respectée.
En prévision d’une application de la méthode avec des données temporelles, donc multi-
fréquentielles, nous avons intérêt à fixer l’espacement à une valeur inférieure ou égale à la
plus petite longueur d’onde du spectre utilisé.
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(a) Large plage de fréquences

(b) Plage de fréquences correspondant à 8 modes propagatifs

FIGURE 2.6 – Logarithme du conditionnement de V en fonction de la fréquence k
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Dans le chapitre 2, nous avons élaboré une méthode pour imager un défaut à partir de don-
nées à la surface d’un guide en régime harmonique. Il nous reste à considérer la généralisation
de cette méthode à des champs plus généraux, qui ne sont pas nécessairement harmoniques
en temps. Nous allons commencer par exhiber le lien entre le problème harmonique et le
problème temporel. Nous verrons notamment que pour passer du problème temporel au pro-
blème fréquentiel à fréquence fixée, il est nécessaire d’utiliser la “bonne” transformée de
Fourier afin de sélectionner la solution sortante pour le problème harmonique.

Comme dans le chapitre précédent où nous avions deux manières d’exploiter les données à la
surface du guide dans la LSM, nous avons ici deux manières de prendre en compte le temps :
une première méthode est d’appliquer une transformée de Fourier aux données pour nous
ramener au cadre du chapitre précédent. Nous obtiendrons alors une fonction caractéristique
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pour chaque fréquence du spectre des données, et nous verrons plusieurs façons de les com-
biner afin d’améliorer la qualité de la reconstruction. Une seconde méthode, développée dans
[109], est d’appliquer la LSM directement aux données en temps, en introduisant un opéra-
teur de champ proche prenant en compte les champs diffractés dépendant du temps. Nous
présenterons succinctement cette méthode afin de la comparer à la nôtre. De plus, la LSM
temporelle nous permettra de faire apparaître une façon naturelle de combiner les fonctions
caractéristiques fréquentielles, ce qui fera un critère supplémentaire pour nous concentrer
sur une combinaison particulière.

Nous aurons donc élaboré à la fin de ce chapitre une méthode remplissant nos objectifs dans
le cas d’un guide d’ondes acoustiques : nous pourrons imager un défaut à partir de données
en surface en régime temporel. La fin du chapitre sera donc consacrée à des expériences nu-
mériques. Toute l’analyse réalisée dans le cas du guide acoustique permettra de généraliser
notre méthode aux guides d’ondes élastiques dans la partie suivante.

3.1 Extension aux données temporelles

3.1.1 Lien entre problème fréquentiel et problème temporel

Considérons le problème en régime temporel : trouver v solution dans Ω ˆ p0,`8q de

$
’’’’’’’&
’’’’’’’%

1

c2
B2
t v ´ ∆v “ 0 dans Ω ˆ R`,

Bνv “ ϕχ sur Γ ˆ R`,

v “ 0 sur BD ˆ R`,

v “ 0 sur Ω ˆ t0u,
Btv “ 0 sur Ω ˆ t0u,

(3.1)

où ϕ est une fonction à support compact de Γ et χ est une fonction du temps, causale et à
support compact. Le caractère bien posé de ce problème pourrait être établi grâce au théo-
rème de Lions-Magenes ou à celui de Hille-Yosida (voir [35]). Dans la suite et notamment
lors des applications numériques, la célérité des ondes c sera prise égale à 1. Considérons par
ailleurs le problème en régime fréquentiel : trouver u solution de

$
’’’&
’’’%

∆u ` k2u “ 0 dans Ω,

Bνu “ h sur Γ,

u “ 0 sur BD,
pCRq,

(3.2)

où h est une fonction à support compact de Γ. Notons que u “ us ` ui, avec ui et us les
solutions respectivement de (2.13) et (2.20).

Remarque 3.1
Contrairement aux problèmes que nous avons considéré dans les chapitres 1 et 2, nous travaillons
ici avec le champ total (et non le champ diffracté). Nous avons choisi ce cadre car il s’agit
de la situation rencontrée lors des expériences. De plus, comme nous le verrons dans la partie
numérique, il est plus aisé pour nous de faire les calculs en régime temporel du champ total et du
champ incident (avec et sans le défaut) que de calculer directement le champ diffracté.
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Nous voulons établir un lien entre les problèmes fréquentiel (3.2) et temporel (3.1). Nous
pourrons ainsi appliquer la méthode détaillée dans le chapitre précédent pour imager un
éventuel défaut au moyen de données issues de la résolution du problème (3.1). Ce lien
repose évidemment sur une transformée de Fourier, que nous pouvons définir de deux façons
différentes :

F˘rf spωq “
ż

R

fptqe˘iωt dt. (3.3)

Soit ṽp¨, ωq la transformée de Fourier de v à une fréquence ω donnée, le signe dans la défi-
nition (3.3) étant supposé fixé. Nous souhaitons que ṽp¨, ωq soit solution du problème (3.2)
avec h “ χ̃pωqϕ, où χ̃ est la transformée de Fourier de χ, et k2 “ ω2{c2, c’est-à-dire que ṽp¨, ωq
soit une solution sortante (vérifie les conditions de radiation). Nous allons voir que pour que
ce soit le cas, la transformée de Fourier doit être définie avec un ` dans (3.3), comme c’est
le cas dans [43] pour l’espace libre.
Nous allons expliquer cela au moyen d’un problème modèle, sans défaut dans le guide mais
en présence d’une source volumique. Considérons donc notre guide d’ondes W Ă R

d, d “ 2

ou 3, et le champ v solution du problème
$
’’’&
’’’%

B2
t v ´ ∆v “ f dans W ˆ R`,

Bνv “ 0 sur Γ ˆ R`,

v “ 0 sur Ω ˆ t0u,
Btv “ 0 sur Ω ˆ t0u,

(3.4)

où f est une fonction causale.
Formellement, on peut voir le problème (3.4) comme un problème du type

#
d2
tv ` Av “ f @t P R`,

v, f causales,
(3.5)

avec Av “ ´∆v dans L2pW q.
Introduisons maintenant la transformée de Laplace :

pvpsq “ Lvpsq “
ż `8

0

e´stvptq dt, s P C, Repsq ą 0.

Nous appliquons cette transformée à notre équation, ce qui nous donne

s2pv ` Apv “ pf.

Nous pouvons enfin introduire la résolvante

Rpξq “ pA ´ ξIq´1,

qui nous permet d’écrire

pv “ Rp´s2q pf.

Nous en déduisons une expression de la solution en temps :

vptq “ 1

2iπ

ż

s0`iR

estRp´s2q pf ds,
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Impξq

FIGURE 3.1 – Variations de ξ en fonction de ω et s0

avec s0 ą 0 quelconque.
Posons à présent s “ s0 ´ iω, ω P R. La variable ξ “ ´s2 “ ω2 ´ s20 ` 2is0ω décrit alors une
parabole quand ω décrit R. Lorsque s0 Ñ 0`, cette parabole dégénère en la demi-droite R`
(voir figure 3.1), qui se trouve être le spectre de l’opérateur A.
Nous allons maintenant exprimer la résolvante au moyen de la solution fondamentale du
problème harmonique. Pour cela, commençons par rappeler l’expression des modes guidés.
Soient pλn, θnq les valeurs propres et vecteurs propres du problème transverse

#
∆Kθn ` λnθn “ 0 dans Σ,

Bνθn “ 0 sur BΣ,

les λn formant une suite positive croissante et tendant vers l’infini et les θn une base ortho-
normale de L2pΣq. Considérons le cas particulier pf “ δy pour y P W et pGp¨, yq la solution
fondamentale correspondante.
La fonction pGp¨, yq vérifie

´∆ pGp¨, yq ` s2 pGp¨, yq “ δy.

En décomposant pGp¨, yq sous la forme

pGpx, yq “
ÿ

ně0

anpx3qθnpxSq

et en posant β2
n “ ´ps2 ` λnq, on obtient les équations dans D1pRq :

´
ˆ
d2an

dx23
` β2

nan

˙
“ δy3θnpySq, n P N,

d’où l’on déduit

anpx3q “ ´θnpySq
2iβn

eiβn|x3´y3| ` a`
n e

iβnx3 ` a´
n e

´iβnx3 .

Une condition nécessaire pour que la solution soit décroissante simultanément en x3 Ñ ˘8
est a`

n “ a´
n “ 0, d’où l’expression de pGpx, yq

pGpx, yq “ ´
`8ÿ

n“0

eiβn|x3´y3|

2iβn
θnpxSqθnpySq.
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La suite du calcul consiste à exprimer les βn de sorte que pGp¨, yq soit effectivement décrois-
sante à l’infini, puis de faire tendre s0 vers 0. Posons

#
A “ ω2 ´ s20 ´ λn,

B “ 2s0ω,

ce qui nous permet d’écrire β2
n “ A ` iB, avec A,B P R. Pour obtenir la solution sortante,

nous allons choisir la racine de β2
n telle que la partie imaginaire de βn soit positive. Plus

précisément, si nous notons βn “ a ` ib, nous avons
#
a2 ´ b2 “ A,

2ab “ B.
(3.6)

Nous en déduisons

a “ s1

d
A `

?
A2 ` B2

2
,

b “ s2

d?
A2 ` B2 ´ A

2
,

avec si P t´1, 1u, i “ 1, 2.
En injectant les expressions de a et b dans (3.6), nous obtenons que s1 “ s2 pour ω ą 0,
et s1 “ ´s2 pour ω ă 0. Nous choisissons finalement les signes s1 et s2 tels que la partie
imaginaire de βn soit positive.

• Premier cas : ω ą 0.
Nous avons

βn “

d
A `

?
A2 ` B2

2
` i

d?
A2 ` B2 ´ A

2
.

• Deuxième cas : ω ă 0.
Nous avons

βn “ ´

d
A `

?
A2 ` B2

2
` i

d?
A2 ` B2 ´ A

2
.

Faisons tendre s0 vers 0. L’expression des βn devient

βn “ sgnpωq
c
A ` |A|

2
` i

c
|A| ´ A

2
,

où sgn est la fonction signe.
Nous obtenons les deux types de modes :

• ω2 ą λn : mode propagatif

βn “ sgnpωq
a
ω2 ´ λn;
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• ω2 ă λn : mode évanescent

βn “ i
a
λn ´ ω2.

Pour ω ą 0 en particulier, nous retrouvons bien les nombres d’onde que nous avons utilisé
jusqu’ici (voir équation (1.1)), et la solution calculée va donc bien vérifier la condition de
radiation

Bνu “ T˘u, sur Σ˘R,

avec

T˘ :

ˆ
H

1

2 pΣ˘Rq Ñ H̃´ 1

2 pΣ˘Rq
h ÞÑ řP´1

n“0 i
?
ω2 ´ λnph, θnqΣ˘R

θn ´ ř
něP

?
λn ´ ω2ph, θnqΣ˘R

θn

˙
,

où P désigne le nombre de modes propagatifs.
La solution du problème temporel s’écrit alors, avec s “ ´iω :

vptq “ 1

2π

ż

R

e´iωtp pG ˚ pfq dω,

où ˚ est une convolution selon l’axe du guide :

p pG ˚ pfqpxq “
ż

R

pGpxS, x3; yS, y3q pfpyS, y3q dy3.

Si nous avions choisi l’autre convention pour le signe de la transformée de Laplace (et donc
pour celui de la transformée de Fourier une fois que nous avons fait tendre la partie réelle de
s vers 0), nous n’aurions pas trouvé une solution sortante, mais bien une solution entrante,
qui n’aurait pas vérifié la condition de radiation.
Il faut donc bien définir la transformée de Fourier avec un ` dans (3.3).

3.1.2 Résolution multi-fréquentielle du problème d’imagerie

Intéressons-nous à présent à l’application de la Linear Sampling Method pour la détection
de défauts en régime temporel. Nous considérons donc v, la solution dans Ω ˆ p0,`8q du
problème temporel (3.1). Comme dans le cas fréquentiel, les excitations et les mesures seront
effectuées loin du défaut selon l’axe du guide, à savoir de part et d’autre de la portion de guide
comprise entre les sections Σ´R et ΣR, entre lesquelles se trouve le défaut.
D’après la section précédente, si nous considérons la transformée de Fourier de la solution v

pvpx, ωq “
ż

R

vpx, tqeiωt dt,

pour ω ą 0 fixé la fonction u “ pvp¨, ωq est solution du problème de diffraction (3.2) avec
h “ pχpωqϕ et k2 “ ω2{c2.
Nous retrouvons donc le cadre du chapitre 2, avec comme terme source gpx3´xs˘

3 q “ ϕpx3qpχpωq.
Nous supposons dorénavant le spectre de χ à support compact pω´, ω`q dans le sens où, pour
ω R pω´, ω`q,

|pχpωq| ! max
νPpω´,ω`q

|pχpνq|.
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En appliquant la méthodologie développée au chapitre 2, nous obtenons ainsi pour chaque
fréquence du spectre de notre source temporelle χ une configuration dans laquelle nous pou-
vons appliquer la Linear Sampling Method, chaque fréquence donnant une image du défaut.
Nous pouvons chercher à combiner ces images de manière à obtenir une image de meilleure
qualité. Deux possibilités ont déjà été proposées dans [77] pour l’espace libre, conduisant
respectivement à la fonction caractéristique série ψs et à la fonction caractéristique parallèle
ψp, définies sur la grille d’échantillonnage G par

ψs “
ˆż ω`

ω´

|ψp¨, ωq|´2 dω

˙´1{2
, ψp “

ˆż ω`

ω´

|ψp¨, ωq|2 dω
˙1{2

.

Comme nous le verrons plus loin, l’indicatrice série peut-être reliée à l’indicatrice qui serait
obtenue si nous appliquions directement la Linear Sampling Method dans le domaine tempo-
rel suivant [109]. Par ailleurs, nous avons remarqué que, pour z fixé, l’amplitude de ψpz, ¨q
varie beaucoup, ce qui revient à privilégier certaines fréquences. Plus précisément, à ω fixé,
les valeurs de ψ en fonction de z P G couvrent une plage plus faible à basse fréquence qu’à
haute fréquence. Ceci entraîne que l’image globale correspond à l’image à basse fréquence
(image avec le plus petit nombre de modes propagatifs) dans le cas de la fonction caracté-
ristique série et à l’image à haute fréquence (image avec le plus grand nombre de modes
propagatifs) pour la fonction caractéristique parallèle. C’est pourquoi nous avons choisi de
modifier les fonctions caractéristiques précédentes en les normalisant :

ψs
max “

¨
˝
ż ω`

ω´

max
zPG

|ψpz, ωq|2

|ψp¨, ωq|2 dω

˛
‚

´1{2

, ψp
max “

¨
˝
ż ω`

ω´

|ψp¨, ωq|2
max
zPG

|ψpz, ωq|2 dω

˛
‚

1{2

.

3.1.3 Lien avec la Linear Sampling Method temporelle

Nous allons présenter brièvement dans cette sous-section la Linear Sampling Method tempo-
relle développée par Peter Monk et Virginia Selgas dans [109] avant d’en expliciter les liens
avec notre méthode. Nous aurons besoin pour cela de quelques espaces fonctionnels : Soient
X un espace de Hilbert, D1pR, Xq l’espace des distributions à valeurs dans X et S 1pR, Xq l’es-
pace des distributions tempérées à valeurs dans X. Nous pouvons alors définir, pour σ P R,

L1
σpR, Xq “ tf P D1pR, Xq; e´σtfptq P S 1pR, Xqu.

Ainsi, pour f P L1
σpR, Xq avec e´σtfptq P L1pR, Xq, nous pouvons définir sa transformée de

Fourier-Laplace :

Lrf spsq “
ż 8

´8
eistfptqdt, s P Cσ,

avec Cσ “ ts P C; Impsq ą σu.
Enfin, pour p P R, nous définissons l’espace de Hilbert

Hp
σpR, Xq “

"
f P L1

σpR, Xq;
ż 8`iσ

´8`iσ

|s|2p}Lrf spsq}2Xds ă 8
*
.
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Comme précédemment, nous supposons que le défaut est localisé entre les deux sections
Σ˘R. Nous notons pΣ “ ΣR Y Σ´R. Soit uip¨, yq le champ incident, solution du problème

$
’’’’&
’’’’%

B2
t u

ip¨, yq ´ ∆uip¨, yq “ χptqδy dans W ˆ R`,

Bνuip¨, yq “ 0 sur BW ˆ R`,

uip¨, yq “ 0 sur W ˆ t0u,
Btuip¨, yq “ 0 sur W ˆ t0u,

pour y P W et χ une fonction régulière à support compact dans p0,`8q. Le champ diffracté
usp¨, yq est alors solution du problème de diffraction

$
’’’’’’&
’’’’’’%

B2
t u

sp¨, yq ´ ∆usp¨, yq “ 0 dans Ω ˆ R`,

Bνusp¨, yq “ 0 sur Γ ˆ R`,

usp¨, yq “ ´uip¨, yq sur BD ˆ R`,

usp¨, yq “ 0 sur Ω ˆ t0u,
Btusp¨, yq “ 0 sur Ω ˆ t0u.

Nous pouvons dorénavant introduire l’opérateur de champ proche défini en régime temporel
N : Hp

σpR, L2ppΣqq Ñ Hp´2
σ pR, L2ppΣqq :

Nhpt, xq “
ż

pΣ

ż t

0

uspt ´ τ, x, yqhpτ, yq dτdspyq,

ainsi que le théorème justifiant ce que les auteurs de [109] appellent la “Time Domain Linear
Sampling Method” :

Théorème 3.1

1. Pour tout z P D et ε ą 0, il existe hε,pp¨, zq P Hp`1
σ pR, L2ppΣqq telle que

}Nhε,pp¨, zq ´ uip¨, zq}Hp´1
σ pR,L2ppΣqq ă ε.

De plus, à ε fixé, la fonction hε,pp¨, zq vérifie

lim
zÑBD

}hε,pp¨, zq}Hp`1
σ pR,L2ppΣqq Ñ `8.

2. Si z P W zD, alors pour toute fonction hε,pp¨, zq P Hp`1
σ pR, L2ppΣqq telle que

}Nhε,pp¨, zq ´ uip¨, zq}Hp´1
σ pR,L2ppΣqq ă ε,

on a

lim
εÑ0

}hε,pp¨, zq}Hp`1
σ pR,L2ppΣqq Ñ `8.

Le problème à résoudre en chaque point de la grille d’échantillonnage est alors

Nh “ uip¨, zq|pΣ.
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Explicitons le lien entre cette méthode et la nôtre, au moins formellement : pour h P Hp
σpR, L2ppΣqq,

nous pouvons appliquer la transformée de Laplace à l’équation précédente :

LrNhspsq “ Lrui|pΣp¨, zqspsq. (3.7)

Développons les deux membres de l’équation :

LrNhspsq “
ż

pΣ
Lrusp¨, yqspsqLrhp¨, yqspsq dspyq

“
ż

pΣ
pusp¨, y, sqphpy, sq dspyq

:“ p pNs
phqp¨, sq,

avec pNs : L
2ppΣq Ñ L2ppΣq et pusp¨, y, sq le champ diffracté solution de

$
’&
’%

∆ pusp¨, y, sq ` s2 pusp¨, y, sq “ 0 dans Ω,

Bν pusp¨, y, sq “ 0 sur Γ,

pusp¨, y, sq “ ´puip¨, y, sq sur BD,

le champ incident puip¨, y, sq étant lui-même solution de
#
∆puip¨, y, sq ` s2 puip¨, y, sq “ pχpsqδy dans W,

Bν puip¨, y, sq “ 0 sur Γ.

Notons que Lrui|pΣp¨, zqspsq “ pui|pΣp¨, z, sq. Nous avons donc par ailleurs puip¨, y, sq “ pχpsq pGsp¨, yq,
avec pGsp¨, yq la solution fondamentale de

#
∆ pGsp¨, yq ` s2 pGsp¨, yq “ δy dans W,

Bν pGsp¨, yq “ 0 sur Γ.

L’équation (3.7) devient alors

pNs
php¨, sq “ pχpsq pGsp¨, zq|pΣ. (3.8)

Nous pouvons définir, en faisant tendre la partie imaginaire de s vers 0, un nouvel opérateur
N0 : L

2ppΣq Ñ L2ppΣq qui se trouve être l’opérateur de champ proche N défini dans la section
2.2. Par ailleurs,

pGsp¨, yq Ñ
ImpsqÑ0

G0p¨, yq,

où G0p¨, yq est la solution fondamentale définie en (2.12).
L’équation (3.8) est donc équivalente à (2.5), à un coefficient multiplicatif pχpsq près.
Intéressons nous donc à présent à la fonction indicatrice du défaut : il s’agit pour la TDLSM
de

ψTDLSMpzq “ }hpzq}´1

H
p
σpR,L2ppΣqq,

avec

}h}Hp
σpR,L2ppΣqq “

ˆż `8`iσ

´8`iσ

|s|2p}Lrhspsq}2
L2ppΣq ds

˙ 1

2

.



70 Chapitre 3. Régime temporel et applications numériques

Considérons le cas p “ 0. Formellement, nous avons

}Lrhspsq}2
L2ppΣq “ }php¨, sq}L2ppΣq Ñ

ImpsqÑ0

}h̃p¨, ωq}2
L2ppΣq

|pχpωq|2 ,

où ω est la partie réelle de s et h̃ désigne la solution de (2.5). Avec ψpz, ωq “ 1{}h̃pz, ωq}L2ppΣq,
nous retrouvons donc notre indicatrice en série à la normalisation près :

ψTDLSMpzq “

¨
˝
ż `8

´8

}h̃pz, ωq}2
L2ppΣq

|pχpωq|2 dω

˛
‚

´ 1

2

“
ˆż `8

´8
p|pχpωq|ψpz, ωqq´2 dω

˙´ 1

2

.

Nous voyons que notre Linear Sampling Method multi-fréquentielle fournit la même image
du défaut que la Linear Sampling Method temporelle, à condition d’utiliser la fonction ψTDLSM

ci-dessus comme fonction indicatrice.
Nous verrons dans les essais numériques que les indicatrices séries ψs

max et ψTDLSM sont
celles donnant les meilleures images des défauts. Le choix naturel semble alors de considérer
ψTDLSM. Toutefois, nous avons préféré nous concentrer sur ψs

max car nous trouvons que les
images sont légèrement meilleures. Par ailleurs, dans le cas de données expérimentales, nous
ne connaissons au mieux notre source qu’à une constante multiplicative près. C’est pourquoi
une normalisation par le maximum permettra de compenser cette information manquante.

3.2 Synthèse des données artificielles

Dans le cas scalaire, nous allons nous limiter à l’application des méthodes inverses décrites
précédemment à partir de données artificielles obtenues numériquement. Pour obtenir ces
données, nous allons voir que plusieurs possibilités s’offrent à nous. Nous allons discuter
rapidement dans cette partie des différents calculs envisageables dans le cas du régime fré-
quentiel pour des sources et des mesures en surface, et nous évoquerons ensuite le cas du
régime temporel, régime pour lequel les possibilités de formulation du problème sont plus
limitées en pratique. Nous nous intéresserons ensuite au choix de la source dans nos simula-
tions avant de présenter quelques résultats.

3.2.1 Calcul direct en régime fréquentiel

Dans le cas du régime fréquentiel, le calcul numérique autour du défaut sera toujours effectué
grâce à des éléments finis de Lagrange d’ordre 2, en discrétisant une formulation variation-
nelle de la forme de (1.7). Les maillages utilisés ont été générés grâce à Gmsh [74].

Choix du domaine de calcul

Un premier choix s’offre alors à nous concernant la taille du domaine de calcul : une première
possibilité est de résoudre un problème à spécifier par éléments finis dans un domaine com-
prenant les points sources et les points de mesure. L’inconvénient de cette méthode est que,
si ces derniers sont loin du défaut, le domaine sera grand et donc le calcul long. Une autre
possibilité est d’exploiter le lemme de propagation 1.3 : nous n’effectuons le calcul éléments



3.2. Synthèse des données artificielles 71

FEM propagationpropagation

FIGURE 3.2 – Schéma de principe du calcul direct fréquentiel

finis que dans une zone proche du défaut, ne comprenant ni les points sources ni les points de
mesure, puis nous appliquons le lemme pour obtenir notre champ dans le reste du domaine
(voir figure 3.2). Les sources sont alors extérieures au domaine de calcul, mais apparaissent
dans le problème au travers du champ incident ui défini par l’intégrale sur Γ donnée par
(3.10).

Choix du problème résolu numériquement

Calcul du champ total
Une première possibilité est de calculer numériquement le champ total. Si nous considérons
L tel que les sources et les mesures soient comprises entre les sections Σ´L et ΣL, soit

L ą R ` pM ´ 1qδ ` sf,g

avec sf,g le maximum de la taille du support de f et g, le champ total est solution du problème
suivant : $

’’’&
’’’%

∆utot ` k2utot “ 0, dans ΩL,

Bνutot “ gpxq, sur ΓL,

utot “ 0, sur BD,
Bνutot “ T˘u

tot sur Σ˘L.

Si nous considérons à présent un calcul semi-analytique (utilisant le lemme de propagation),
dans un domaine ne contenant pas les sources, soit un domaine compris entre les sections
Σ´s et Σs, avec s ă R tel que le défaut soit compris entre ces deux sections, alors la source
apparaît dans les conditions de radiation :

$
’’’&
’’’%

∆utot ` k2utot “ 0, dans Ωs,

Bνutot “ 0, sur Γs,

utot “ 0, sur BD,
Bνutot “ T˘u

tot ` Bνui ´ T˘u
i sur Σ˘s,

(3.9)

où ui est le champ incident, dont nous rappelons l’expression

uipxq “
ż

Γ

Gpx, yqgpyq dspyq, (3.10)



72 Chapitre 3. Régime temporel et applications numériques

avec G la fonction de Green définie par

Gpx, yq “ ´
`8ÿ

n“0

1

2iβn
eiβn|x3´y3|θnpxSqθnpySq. (3.11)

Remarquons que, si la source est à gauche du domaine de calcul, alors le terme Bνui ´ T`u
i

est nul sur Σs. Cela vient du fait que le champ ui produit se propage de la gauche vers la
droite à l’intérieur du domaine, et donc ce champ est bien sortant à droite du domaine et
vérifie la condition de radiation. De même, si la source est à droite, le terme Bνui ´ T´u

i est
nul sur Σ´s.
Une fois le champ total calculé, il nous reste à lui soustraire le champ incident pour obtenir
le champ diffracté. Nous pouvons calculer ce champ incident soit analytiquement en utilisant
les expressions (3.10) et (3.11), soit numériquement en résolvant le même problème que
pour le champ total sans conditions aux limites sur le défaut.

Calcul du champ diffracté
L’autre possibilité est de calculer directement un champ diffracté. Le problème à résoudre est
alors : $

’’’&
’’’%

∆us ` k2us “ 0, dans Ωs,

Bνus “ 0, sur Γs,

us “ ´ui, sur BD,
Bνus “ T˘u

s sur Σ˘s.

(3.12)

La taille du domaine de calcul n’a alors pas d’influence sur le problème à résoudre, et un seul
calcul est nécessaire.

Discussion

Nous allons dorénavant discuter des avantages et inconvénients de ces différentes méthodes
pour obtenir nos données. Nous nous intéressons pour cela à leur précision et leur coût de
calcul. Bien qu’il ne s’agisse pas de résoudre les mêmes problèmes en régime temporel, nous
allons utiliser les observations faites pour le régime fréquentiel pour conclure quant au ré-
gime temporel.

Dans le cas du régime fréquentiel, il nous est apparu que la meilleure méthode est de calculer
directement le champ diffracté. En effet, les champs total et incident présentent des singu-
larités au niveau des sources, qui sont mal calculées numériquement mais sont les mêmes.
En utilisant un calcul directement en champ diffracté, celles-ci se compensent naturellement.
De plus, nous pouvons résoudre ce problème dans un domaine de calcul restreint autour
du défaut : en effet, numériquement nous devons tronquer les séries définissant les opéra-
teurs Dirichlet-to-Neumann (voir (1.4)) ainsi que celles dans le terme source (voir (3.10) et
(2.12)). Dans les opérateurs de Dirichlet-to-Neumann, la troncature dépend de la distance
entre les sections délimitant le domaine de calcul et le défaut. En effet, le champ diffracté
peut être décomposé selon les modes. Si les sections sont proches du défaut, les composantes
du champ selon certains modes évanescents doivent être prises en compte dans les opérateurs
DtN. Dans la pratique, le coût de calcul lié à l’ajout de termes dans la somme de l’approxima-
tion de l’opérateur DtN est faible par rapport au coût lié à l’agrandissement du domaine de
calcul à une finesse de maillage donnée. Par ailleurs, en terme de mémoire, l’ajout de termes
dans la somme du DtN a un coût négligeable alors que l’agrandissement du maillage peut
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devenir problématique (cela est d’autant plus vrai pour des simulations en trois dimensions).
Si la source est loin du défaut, nous pouvons ne retenir qu’un petit nombre de termes de
la série dans (3.10) (les modes propagatifs et quelques évanescents suffisent). Une fois le
champ diffracté calculé dans le domaine autour du défaut, sa propagation jusqu’aux points
de mesure grâce au lemme de propagation 1.3 présente un temps de calcul négligeable.

Une méthode proche est de calculer le champ total avec les sources en dehors du domaine de
calcul. Nous retrouvons les mêmes spécificités du calcul, à savoir un coût de mémoire limité
et un calcul rapide. Il faut cependant a posteriori soustraire au champ total le champ incident
avant de propager le champ diffracté jusqu’aux points de mesure, ce qui ajoute une étape
dans le calcul global.

Enfin, le calcul du champ total avec les points de source à l’intérieur du domaine de cal-
cul est a priori moins intéressant puisque demandant beaucoup plus de mémoire et un temps
de calcul plus long. Toutefois, ce calcul ne nécessite pas de propager le champ diffracté jus-
qu’aux points de mesure.

Dans les trois cas, il est nécessaire de calculer à un moment donné le champ incident. Dans
le calcul en régime fréquentiel, toutes les conditions sont réunies pour qu’il soit calculé ana-
lytiquement : le calcul est simple et rapide. C’est pourquoi la résolution du problème (3.12)
est toute indiquée. Par contre, pour le calcul du champ total dans un domaine comprenant
les points de source, une erreur importante est causée par ces singularités : celles-ci sont
mal prises en compte par le calcul numérique, mais mieux par le calcul analytique. La diffé-
rence entre le champ total calculé numériquement et celui incident calculé analytiquement
présente alors une erreur importante, ce qui n’est pas le cas en utilisant deux fois la même
méthode numérique, puisqu’alors le même ordre d’erreur est commis.

Dans le cas de la résolution du problème en régime temporel, le calcul du champ incident
pose problème. Si nous voulions le calculer analytiquement, nous devrions évaluer une convo-
lée en espace et en temps, ce qui rend le calcul beaucoup plus lourd et moins précis. C’est
pourquoi le calcul du champ total dans un domaine comprenant les points de source est in-
téressant dans ce cas. Nous devons cependant soustraire le champ incident au champ total,
champ incident qui sera calculé selon la même méthode numérique pour avoir des erreurs du
même ordre.

Pour illustrer nos propos, nous avons représenté figure 3.3 les champs incidents obtenus
respectivement numériquement et analytiquement en régime fréquentiel pour

gpx3q “ 1

d
max

ˆ
0, 1 ´ |x3|

d

˙
.

La troisième image représente l’erreur relative entre ces deux champs. Nous voyons que cette
erreur est localisée dans le voisinage de la section comportant la source. Par ailleurs, le
champ incident analytique a été représenté figure 3.4 pour différents seuils de troncature
dans (3.11) : en effet, la précision du champ près de la source dépend fortement de ce pa-
ramètre, et il est difficile de choisir le nombre de termes dans la somme pour obtenir un
champ comparable numériquement et analytiquement. Pour réduire la taille du domaine de
calcul tout en gardant des sources et des mesures loin du défaut, nous voulons que nos points
de source et de mesure soient proches les uns des autres. Dans ces conditions, l’erreur liée
aux singularités devient problématique et l’utilisation d’un champ incident calculé analyti-
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FIGURE 3.3 – Comparaison des champs incidents. De haut en bas : champ incident numérique,
champ incident analytique avec P ` 2 modes, erreur relative entre les champs incidents nu-
mérique et analytique

quement n’est pas envisageable.

Conclusion

Pour résumer, en régime harmonique toutes les conditions sont réunies pour utiliser une
méthode peu coûteuse et précise telle que le calcul du champ diffracté. Cette méthode ne
sera toutefois pas applicable en régime temporel pour lequel nous utiliserons un calcul plus
classique du champ total, auquel nous soustrairons un champ incident calculé avec la même
méthode.

3.2.2 Calcul direct en régime temporel

Comme nous l’avons déjà évoqué précédemment, la résolution du problème de diffraction
en régime temporel est plus compliquée qu’en régime fréquentiel. La première difficulté est
de délimiter le domaine de calcul sans introduire d’erreur. Plusieurs méthodes sont envisa-
geables : nous pouvons citer notamment l’utilisation de conditions de frontière absorbante
[75, 81]. Toutefois, ces méthodes peuvent s’avérer coûteuses pour obtenir un résultat pré-
cis : le domaine est tronqué et des inconnues supplémentaires sont introduites sur les bords
de troncature. Il faut ajouter un grand nombre d’inconnues additionnelles sur le bord et
résoudre les systèmes correspondants pour limiter les réflexions crées par la troncature du
domaine. C’est pourquoi nous utilisons des couches parfaitement absorbantes (Perfectly Mat-
ched Layers) [19, 67, 89], qui sont simples d’utilisation et qui pourront de plus être utilisées
dans le cas de l’élasticité. Le principe est le suivant : le domaine de calcul, borné, est prolongé
par une bande d’un milieu non-physique, dans lequel les ondes vont s’atténuer sans réflexions
parasites dans la direction de sortie du domaine physique. Ainsi, tout champ sortant du do-
maine à cet endroit est absorbé (voir figure 3.5). Par contre, des inconnues supplémentaires
sont nécessaires pour discrétiser cette couche, ce qui peut rendre le coût de calcul élevé si
elle est choisie trop grande. Nous avons donc intérêt à considérer une couche la plus petite
possible.
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(a) P

(b) P ` 1

(c) P ` 3

FIGURE 3.4 – Champ incident analytique pour différents nombres de modes dans la somme

PML PMLdomaine physique

FIGURE 3.5 – Schéma de principe des PMLs
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Dans la pratique, deux types de réflexions peuvent avoir lieu dans une couche PML : la
première est une réflexion à l’extrémité de la couche si l’onde ne s’est pas complètement
atténuée avant d’en atteindre le bord. La seconde vient de la discrétisation. Un coefficient
d’absorption est défini dans la couche PML. Si ce dernier n’est pas constant, nous pouvons
montrer (voir [89] pour plus de détails) qu’une réflexion proportionnelle au pas du maillage
et à la différence des valeurs du coefficient d’absorption au début et à la fin de la maille selon
la direction de sortie du domaine physique a lieu à chaque pas du maillage. Nous pourrions
prendre un coefficient d’absorption constant, mais alors toute la réflexion aura lieu à l’entrée
de la couche PML. Une pratique courante [52] consiste à considérer un profil quadratique nul
au début de la couche : la couche PML n’atténue que peu l’onde dans les premières mailles,
mais n’entraîne par ailleurs que de faibles réflexions numériques. Au fur et à mesure que
l’onde s’atténue, le saut de coefficient d’absorption devient plus important mais l’amplitude
de l’onde est alors suffisamment faible pour que ces réflexions restent comparables à celles
ayant eu lieu dans les mailles précédentes (pour un profil bien choisi).

Une alternative consiste à utiliser une méthode de décomposition de domaines. Dans le cas
où le coefficient d’absorption est nul, le système PML dégénère en le problème physique
considéré (ici la propagation des ondes acoustiques). Si nous n’utilisons pas de décomposi-
tion de domaine, nous résolvons le système PML dans tout le domaine. Il s’agit d’une solution
simple d’implémentation, mais comme le système PML nécessite des inconnues supplémen-
taires, nous complexifions le calcul inutilement. La décomposition de domaine permet alors
de résoudre le bon système dans chaque domaine. Une méthode particulièrement adaptée
est la méthode des éléments mortiers [86] : dans une formulation bien choisie, ceux-ci “ab-
sorbent” l’éventuelle réflexion numérique ayant lieu à l’interface entre le domaine physique
et la couche PML. Nous pouvons alors considérer un coefficient d’absorption constant, plus
pratique d’utilisation.

Une difficulté supplémentaire par rapport au calcul en régime fréquentiel est que l’utilisa-
tion de la forme analytique du champ incident se révèle coûteuse, c’est pourquoi les calculs
du champ total et du champ incident sont réalisés numériquement. Cela signifie que nous
avons besoin d’un domaine de calcul grand. Par ailleurs, pour pouvoir appliquer la transfor-
mée de Fourier à nos données, il est indispensable de les connaître en tout temps. Cela revient
à effectuer un calcul du champ diffracté sur un intervalle de temps suffisamment grand, c’est
à dire jusqu’à l’annulation de ce champ. Enfin, étant donné les problèmes de conditionnement
mentionnés dans la section 2.4, le calcul doit être précis. Un premier code a été écrit pour ré-
soudre ce problème, mais ses performances n’étaient pas suffisantes. Nous avons donc utilisé
par la suite le code Echo [85], développé au CEA, qui permet la résolution de l’équation des
ondes au moyen d’éléments finis spectraux, qui permettent une montée en ordre en espace et
un coût de calcul réduit grâce à la condensation de masse [127]. Ce code exploite par ailleurs
les éléments mortiers et les PMLs, permettant un calcul simple et rapide.

3.3 Applications numériques

3.3.1 Choix de la fonction d’excitation

Jusqu’à présent, nous n’avons pas précisé la source utilisée dans (3.1), nous l’avons seulement
supposée à variables séparées, de la forme ϕpx3qχptq, et à support compact. La fonction g telle
que ϕpx3qpχpωq “ hpx3q “ gpx3 ´ xs˘

3 q a déjà été évoquée au travers de l’étude du condition-
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nement de la section 2.4. Dans les simulations numériques, sauf indication contraire, nous
choisissons la source g de la forme

gpx3q “ 10

d
max

ˆ
1 ´ 10|x3|

d
, 0

˙
. (3.13)

Pour pouvoir appliquer la transformée de Fourier, nous souhaitons que le champ v solution
de (3.1) s’annule le plus vite possible en fonction du temps. Dans le cas des guides d’ondes, si
le milieu ne présente pas d’atténuation, cet objectif est difficile à réaliser : en effet, la vitesse
de déplacement d’une composante modale du champ selon l’axe du guide est sa vitesse de
groupe

vgn “ Bω
Bβn

“ cβn

k
.

Nous voyons donc que celle-ci est nulle si βn “ 0, ce qui signifie que la composante modale
“stationne” à l’intérieur du guide, elle ne se déplace pas selon l’axe. C’est pourquoi nous allons
chercher à éviter les fréquences correspondants à l’annulation d’un des βn.
Nous choisissons χ de la forme

χP ptq “ rsinpatq expp´bpt ´ cq2qs1,

où l’indice P sera explicité plus loin.
Notre but va alors être de choisir a, b et c au mieux pour nos simulations.
La transformée de Fourier de cette fonction est

pχP pωq “ ω

2
?
2b
eiωc

ˆ
e´iac´ pω´aq2

4b ´ e`iac´ pω`aq2

4b

˙
. (3.14)

Les critères pour choisir a, b et c sont alors :

i) |χP p0q| ! 1 et |χ1
P p0q| ! 1 pour respecter la causalité ;

ii) |pχP pωq| possède son maximum en ωmax “ pP ´ 1{2qπ{d pour un entier P ě 1 ;

iii) |pχP pωq| ! 1 pour ω à l’extérieur de l’intervalle ppP ´ 1qπ{d, Pπ{dq.

Nous respectons les trois critères précédents en imposant
$
’’’’’’&
’’’’’’%

b “ π2

200d2
,

c “ 5?
2b
,

a `
?
a2 ` 16b

2
“ pP ´ 1{2qπ

d
.

Nous voyons donc que la fréquence ωmax associée au maximum de pχP est la moyenne des
fréquences de coupure consécutives kP´1 et kP avec kn “ nπ{d, le support de pχP étant presque
entièrement inclus dans pkP´1, kP q. Le nombre de modes propagatifs associé aux fréquences
dans pkP´1, kP q est alors P .
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(a) Source en temps de la forme χ

(b) Source en temps de la forme ρ

FIGURE 3.6 – Influence de la fonction d’excitation. Champ diffracté en deux points d’observa-
tion

Afin d’enrichir le contenu fréquentiel de notre signal incident nous serons amené à considérer
la fonction χ définie par

χptq “
Pmaxÿ

n“1

χnptq. (3.15)

Notons que le support de pχ évite toutes les fréquences de coupure kn. Dans nos simulations,
nous prenons Pmax “ 12.
Pour illustrer l’intérêt de la fonction χ choisie, nous avons représenté figure 3.6 le champ
diffracté obtenu pour une source en temps de la forme χ et une source de la forme

ρptq “ d2

dt2

´
e´pt´Dq2{E

¯
,

avec D “ 5{4
?
2 et E “ 5{16. Le champ diffracté est mesuré en deux points de la surface : en

p´R, dq (courbe bleue) et en pR ` pM ´ 1qδ, dq (courbe rouge), pour R “ 1, d “ 1, M “ 36

et δ “ 1{6. Le spectre de la fonction ρ coupe plusieurs fréquences de coupure. Nous vérifions
comme attendu sur la figure 3.6 que le champ diffracté, en fonction du temps, s’atténue
rapidement dans le cas de la source localisée χ, ce qui n’est pas le cas pour ρ.
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3.3.2 Résultats numériques

Comparaison des méthodes

Nous présentons ici quelques résultats numériques obtenus avec notre méthode utilisant des
données en régime temporel à la surface du guide et avec la Linear Sampling Method modale,
afin de pouvoir les comparer. En effet, la méthode initiale, la Linear Sampling Method dans
une formulation modale, sera considérée comme notre référence, puisqu’il s’agit d’un cas
idéal : nous avons un champ purement harmonique, et nous avons accès aux données sur des
sections de part et d’autre de la portion de guide à caractériser, ce qui n’est pas possible en
général. Nous allons tester quatre configurations :

1. La LSM modale : nous résolvons le problème fréquentiel (2.2) avec comme source f
les modes du guide u˘

n , n “ 0, . . . , P ´ 1, et nous mesurons le champ diffracté sur les
sections pour reconstruire la matrice de LSM ;

2. La LSM en temps : nous résolvons le problème temporel (3.1) avec des sources et des
mesures à la surface du guide, la source étant de la forme gp¨ ´ xs˘

3 qχ, avec g donnée
par (3.13) et χ par (3.15). Nous utilisons ensuite ces données

(a) pour une seule fréquence,

(b) pour un jeu de fréquences correspondant toutes au même nombre de modes pro-
pagatifs,

(c) pour un jeu de fréquences correspondant à différents nombres de modes propaga-
tifs.

Par ailleurs, d “ R “ 1, la célérité des ondes c est prise égale à 1 et nous prenons pour nombre
de points de mesure M “ 3Pmax et pour pas δ la plus petite longueur d’onde utilisée dans
le cas 2.(c), conformément aux conclusions de l’étude sur le conditionnement des matrices
d’émission et de réception. Enfin, sauf mention contraire, la fonction caractéristique considé-
rée pour les données temporelles est ψs

max, la fonction caractéristique en série normalisée par
le maximum en espace pour chaque fréquence, dont l’expression est rappelée en (3.17).
Il est intéressant d’étudier des défauts non connexes, puisque les méthodes d’échantillonnage
s’affranchissent de la connaissance a priori du nombre de composantes connexes du défaut.
Nous pourrons ainsi regarder la capacité des méthodes à séparer plusieurs défauts. C’est
pourquoi deux cas seront montrés ici : un défaut carré et deux défauts rectangulaires. Dans
les deux cas, les conditions au bord du défaut sont de type Dirichlet.

Remarque 3.2
Dans tout le manuscrit, nous avons tracé le logarithme des fonctions caractéristiques pour obtenir
les images présentées. Par ailleurs, les échelles de couleur n’ont pas été indiquées puisque l’iden-
tification du défaut est qualitative. Ainsi, les zones rouges correspondent à un éventuel défaut et
les zones bleues à son complémentaire. Les teintes intermédiaires, à savoir jaunes et orangées,
peuvent être considérées comme indéterminées et apparaîtront dans le cas d’images bruitées.

Tout d’abord, en comparant les figures 3.7, 3.8 et 3.9, 3.10 nous constatons que, comme
prévu, une dégradation de l’image a lieu lors du passage de la méthode de référence en fré-
quentiel à des données temporelles en surface : elle est due au mauvais conditionnement des
matrices d’émission et de réception, et donc à une sensibilité accrue à l’erreur (numérique ici)
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(a) P “ 4 (b) P “ 8

(c) P “ 12

FIGURE 3.7 – LSM modale, un obstacle carré

(a) P “ 4 (b) P “ 8

(c) P “ 12

FIGURE 3.8 – LSM modale, deux obstacles rectangulaires
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(a) P “ 4 (b) P “ 8

(c) P “ 12

FIGURE 3.9 – Données temporelles avec χ “ ř12

n“1 χn. Imagerie à une fréquence pour P modes
propagatifs

(a) P “ 4 (b) P “ 8

(c) P “ 12

FIGURE 3.10 – Données temporelles avec χ “ ř12

n“1 χn. Imagerie à une fréquence correspon-
dant à P modes propagatifs
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(a) P “ 4 (b) P “ 8

(c) P “ 12

FIGURE 3.11 – Données temporelles avec χ “ ř12

n“1 χn. Imagerie avec plusieurs fréquences
dans le support de χP .

FIGURE 3.12 – Données temporelles avec χ “ ř12

n“1 χn. Imagerie avec plusieurs fréquences
dans l’union des supports de χn, n “ 8, . . . , 12.
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(a) LSM modale (b) LSM multi-fréquentielle

FIGURE 3.13 – Imagerie dans le cas du back-scattering

dans les mesures. Toutefois, nous constatons une amélioration dans 3.11, où plusieurs fré-
quences pour un même nombre de modes propagatifs sont utilisées pour obtenir les images.
La précision de la méthode est fortement liée à la fréquence et au nombre de modes propa-
gatifs, comme nous pouvons le voir figures 3.7 et 3.8. Nous pourrions donc nous attendre à
ce que l’ajout de fréquences pour lesquelles le nombre de modes propagatifs est inférieur à
celui des fréquences utilisées figure 3.11 n’améliore pas, voire détériore la qualité de l’image
obtenue. Or, nous voyons que la précision est encore accrue figure 3.12, avec des résultats
proches de ceux obtenus avec la méthode de référence. Nous voyons donc qu’il est intéressant
d’enrichir l’image en n’utilisant pas uniquement les fréquences pour lesquelles le nombre de
modes propagatifs est maximal.
Un autre point intéressant est présenté figure 3.13 : comme nous l’avons déjà mentionné,
nous ne pouvons pas toujours en pratique avoir accès aux deux côtés de la zone à inspecter,
et nous ne pouvons donc pas toujours construire les matrices de mesure complètes. C’est
pourquoi il est intéressant d’envisager le cas du back-scattering, où seul un bloc sur quatre
de la matrice de mesure est construit. Nous voyons ici que dans ce cas la méthode temporelle
réagit mieux au manque de données que la méthode initiale. Cela peut s’expliquer de la façon
suivante : à chaque fréquence, nous obtenons une image approchant le défaut comportant
beaucoup de bruit dans son voisinage. L’image du défaut est la même pour chaque fréquence,
alors que le bruit va se répartir différemment. La combinaison des différentes images a donc
pour effet de lisser ces artefacts en préservant l’image significative du défaut pour chaque
fréquence. Ce constat a déjà été fait dans [109].

Comparaison des différentes fonctions caractéristiques

Intéressons nous à présent au choix de la fonction caractéristique pour imager le défaut. Rap-
pelons que nous avons deux façons de combiner les fonctions caractéristiques fréquentielles
ψp¨, ωq, respectivement en parallèle ou en série :

ψs “
ˆż ω`

ω´

|ψp¨, ωq|´2 dω

˙´1{2
, ψp “

ˆż ω`

ω´

|ψp¨, ωq|2 dω
˙1{2

. (3.16)

À ces deux méthodes s’ajoutent deux normalisations possibles. La première vient compenser
les fortes variations d’amplitude des fonctions caractéristiques fréquentielles en fonction de
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(a) ψp (b) ψs

(c) ψp
χ (d) ψs

χ

(e) ψp
max

(f) ψs
max

FIGURE 3.14 – Comparaison des fonctions caractéristiques avec des données temporelles.

la fréquence, ce qui nous a amené à normaliser ψs et ψp par le maximum à chaque fréquence,

ψs
max “

¨
˝
ż ω`

ω´

max
zPG

|ψpz, ωq|2

|ψp¨, ωq|2 dω

˛
‚

´1{2

, ψp
max “

¨
˝
ż ω`

ω´

|ψp¨, ωq|2
max
zPG

|ψpz, ωq|2 dω

˛
‚

1{2

, (3.17)

tandis que la seconde vient du lien entre la Linear Sampling Method fréquentielle appliquée
à des données temporelles et la Time Domain Linear Sampling Method,

ψs
χ “

ˆż ω`

ω´

p|pχpωq||ψp¨, ωq|q´2
dω

˙´1{2
, ψp

χ “
ˆż ω`

ω´

p|ψp¨, ωq||pχpωq|q2 dω

˙1{2
. (3.18)

Notons que le lien avec la TDLSM n’a été établi que pour la fonction caractéristique série (voir
section 3.1.3), mais nous avons essayé aussi cette normalisation pour la fonction caractéris-
tique parallèle. Nous avons représenté figure 3.14 les différentes fonctions caractéristiques
appliquées au même jeu de données. Nous voyons que, globalement, les fonctions caracté-
ristiques en série donnent une meilleure qualité d’identification des défauts que celles en
parallèle. Ces identifications sont légèrement améliorées par les normalisations, qui donnent
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(a) M “ P (b) M “ 2P

(c) M “ 3P

FIGURE 3.15 – Influence de la valeur de M . Données temporelles avec χ “ ř12

n“1 χn. Imagerie
pour une fréquence correspondant à P “ 12 modes propagatifs.

des résultats similaires. Nous préférons la normalisation par le max car nous estimons l’image
produite plus précise, au sens où le bord du défaut est rendu plus fidèlement et l’intérieur
est restitué : par exemple sur la figure 3.14 (d), on ne fait que difficilement la différence
entre l’intérieur du défaut en haut à gauche et l’espace entre les deux défauts, alors que la
différence semble légèrement plus nette figure 3.14 (f). De plus, dans le cas de données ex-
périmentales, nous ne connaîtrions nos fonctions de source qu’à un coefficient multiplicatif
près. Le fait de normaliser par le maximum permet de contourner cette difficulté.

Influence du conditionnement des matrices d’émission et de réception

Comme mentionné précédemment, le conditionnement des matrices d’émission et de récep-
tion joue un rôle central dans le succès ou non de l’imagerie. Pour illustrer ce fait, nous avons
fait varier le nombre de points de source et de mesure, pour un même jeu de données, et
nous avons tracé la fonction caractéristique pour une fréquence correspondant à 12 modes
propagatifs sur la figure 3.15. Nous observons assez rapidement une dégradation de l’image
avec la diminution de M , alors que la seule erreur présente dans les données est l’erreur
numérique du calcul direct.
Un autre paramètre pouvant influer sur le conditionnement est la forme de la source g en es-
pace. Plus précisément, sa transformée de Fourier intervient dans la matrice de pondération
Fe et nous avons vu que, les βn associés aux modes propagatifs étant inclus dans l’intervalle
p0, kq, si pg varie peu sur cet intervalle, alors la source ne jouera que peu sur le conditionne-
ment. Pour illustrer cette propriété, nous avons pris figure 3.16 une fonction g de la forme

gpxq “ a

d
max

ˆ
1 ´ a|x3|

d
, 0

˙
,
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(a) Source ponctuelle (b) Source à support de largeur 0.2

(c) Source à support de largeur 2 (d) Source à support de largeur 5

FIGURE 3.16 – Influence de la forme de la source en espace

avec a P t0.1, 1, 2.5u, ou g “ δ. Ainsi, nous pouvons comparer le cas idéal d’une source
ponctuelle, pour laquelle le conditionnement de la matrice de pondération vaut 1, à des
approximations de plus en plus dégradées. Nous observons une légère dégradation de l’image
lorsque le support de g s’étale, l’imagerie dans le dernier cas étant impossible.

Influence du bruit

Enfin, la figure 3.17 présente des images réalisées avec des données bruitées : soit U le
vecteur des données temporelles mesurées en un point pd, xr˘

3 q pour une source en pd, xs˘
3 q.

Nous construisons la donnée bruitée U δ en ajoutant au vecteur U un bruit ponctuel gaussien,
dont l’amplitude est prise telle que

}U δ ´ U}2 “ σ}U}2,

où } ¨ }2 désigne la norme euclidienne du vecteur et σ est le niveau de bruit souhaité.
Nous voyons ainsi que la méthode est peu sensible au bruit. Toutefois, ces images sont obte-
nues pour un nombre de points M élevé pM “ 3P q. La sensibilité au bruit serait accrue pour
un conditionnement moins bon.

Remarque 3.3
Dans toutes les images présentées précédemment, les mesures sont ponctuelles. Étant donné la
symétrie des rôles de la source et de la mesure dans cette méthode, nous n’avons pas présenté l’effet
de la pondération de cette dernière. Il est toutefois intéressant de garder à l’esprit ce paramètre
pour les applications expérimentales.
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(a) σ “ 0.01 (b) σ “ 0.1

(c) σ “ 0.5

FIGURE 3.17 – Cas des données bruitées. Données temporelles avec χ “ ř12

n“1 χn. Imagerie
avec plusieurs fréquences dans l’union des supports χn, n “ 8, . . . , 12.
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CHAPITRE

4

APPLICATION DE LA LINEAR SAMPLING

METHOD À UN GUIDE D’ONDES ÉLASTIQUES
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Nous avons étudié dans la partie précédente l’imagerie de défauts dans un guide d’ondes
acoustiques à partir de données de surface en régime temporel. Nous avons vu notamment
que nous pouvions, grâce à une transformée de Fourier et à la résolution d’un système li-
néaire pour chaque fréquence, nous ramener à des données selon les sections du guide et
appliquer une version modale de la Linear Sampling Method. Ainsi, une régularisation natu-
relle du problème est effectuée quand nous nous restreignons aux modes propagatifs. Cela
nous permet par ailleurs de manipuler de petits systèmes. Nous avons vu qu’adapter la LSM
modale à des données à la surface nous permettait d’exploiter la décomposition modale des
champs, et d’optimiser le choix du nombre de points de source et de mesure M ainsi que
leur espacement δ. Nous avons ainsi choisi de considérer l’espacement δ égal à la plus petite
longueur d’onde λ rencontrée et le nombre de points M aussi grand que possible. Enfin, une
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transformée de Fourier ayant été appliquée aux champs diffractés, nous obtenons ainsi une
fonction caractéristique pour chaque fréquence du spectre, ce qui nous permet d’obtenir une
image de bonne qualité en combinant ces dernières.

Nous considérons dans ce chapitre un guide d’ondes élastiques, et nous allons suivre la même
démarche pour atteindre notre objectif, à savoir imager un défaut à partir de données de
surface en régime temporel. Nous allons notamment généraliser les résultats de la partie
précédente. L’une des principales différences par rapport à l’acoustique est que les champs
sont dorénavant vectoriels, voir matriciels. Pour insister sur ce point et bien différencier les
différents objets manipulés, nous notons les vecteurs en gras. Ainsi, le déplacement, qui est
un vecteur, est noté u alors que la contrainte associée au déplacement u, qui est une matrice,
est notée σpuq.

Nous commençons dans la première section de ce chapitre par introduire le formalisme des
modes guidés dans le cas du guide d’ondes élastiques, puis nous présentons dans la deuxième
section la justification théorique de la Linear Sampling Method. Nous considérons ensuite
dans la troisième section sa formulation modale, avant de nous intéresser aux sources et me-
sures en surface du guide dans la quatrième, et au conditionnement des matrices d’émission
et de réception dans la cinquième. Enfin, l’aspect temporel et des essais numériques sont
présentés dans la sixième section.

4.1 Modes guidés et formalisme XY

Nous allons présenter succinctement ici le formalisme XY introduit dans [9, 114, 115, 116]
pour décrire les modes élastiques et mettre en avant certaines de leurs propriétés. Nous se-
rons ainsi dans un cadre proche de celui des modes guidés acoustiques, ce qui nous permettra
d’écrire la LSM modale.

Nous considérons ici un guide d’ondes W dans R
3, de section transverse Σ et de bord Γ.

Le guide peut s’écrire W “ Σ ˆ R et nous noterons pour x P W , x “ pxS, x3q avec xS la
coordonnée dans la section et x3 celle selon l’axe du guide. Le cas où W Ă R

2 se déduit
en éliminant la deuxième composante dans la section. La masse volumique du matériau est
notée ρ et le tenseur des constantes élastiques C. Nous ne considérerons que des matériaux
isotropes ce qui implique que C est de la forme

C “

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˝

λ ` 2µ λ λ 0 0 0

λ λ ` 2µ λ 0 0 0

λ λ λ ` 2µ 0 0 0

0 0 0 2µ 0 0

0 0 0 0 2µ 0

0 0 0 0 0 2µ

˛
‹‹‹‹‹‹‚

en notations de Voigt, avec λ et µ les coefficients de Lamé du matériau, réels positifs dans le
cas sans atténuation et complexes sinon. Nous faisons l’hypothèse suivante :

Hypothèse 9
Le premier coefficient de Lamé λ est positif en l’absence d’atténuation. Dans le cas avec atténua-
tion, sa partie réelle est positive.

Cette hypothèse simplifiera certaines démonstrations dans la suite et n’exclue que quelques
matériaux qui ne nous intéressent pas en pratique.
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Remarque 4.1
Nous nous sommes restreints au cas de matériaux isotropes mais le formalisme XY a aussi
été écrit dans [9] pour des matériaux orthotropes dont la direction d’orthotropie coïncide avec
l’axe du guide, ce qui signifie que nous pourrions de la même façon développer notre méthode
pour ces matériaux. Par ailleurs, la masse volumique ρ et les coefficients de Lamé λ et µ ne
sont pas nécessairement constants dans le guide. Nous pouvons donc aussi traiter par exemple
le cas d’un guide composé d’une superposition de plusieurs matériaux, cas que nous nommerons
multi-couche dans la suite.

Nous notons u le déplacement, qui est à présent un vecteur de taille 3, et σpuq la contrainte
liée au déplacement par la loi de Hooke

σpuq “ C
∇u` ∇uT

2
.

Pour les champs vectoriels, nous indiçons par S leurs composantes suivant la section. Plus pré-
cisément, nous séparons les composantes du déplacement et de la contrainte suivant qu’elles
appartiennent à la section ou sont selon l’axe. Nous notons aussi t le vecteur des contraintes
selon l’axe du guide e3. Plus précisément nous avons :

uS “
ˆ
u1
u2

˙
, σS “

ˆ
σ11 σ12
σ21 σ22

˙
, tS “

ˆ
σ31
σ32

˙
, t3 “ ´σ33.

De même, nous noterons divS l’opérateur

divS : u “

¨
˝
u1
u2
u3

˛
‚ ÞÑ Bx1

u1 ` Bx2
u2.

Les modes guidés sont des solutions à variables séparées du problème
#
divσpuq ` ρω2u “ 0 dans W

σpuqν “ 0 sur Γ,
(4.1)

où ν désigne la normale sortante à W . Afin de décrire ces modes guidés, nous introduisons
le formalisme XY , qui va nous permettre d’exhiber un opérateur à résolvante compacte
dont les fonctions propres seront les fonctions transverses associées à ces modes guidés. Ce
formalisme consiste en la réécriture du problème de l’élastodynamique (4.1) au moyen de
variables X et Y , définies comme suit :

X “
ˆ
tS
u3

˙
, Y “

ˆ
uS

t3

˙
.

Elles sont dites mixtes car panachant des composantes du déplacement u et du vecteur
contrainte σe3.
D’après [9], le système de l’élastodynamique (4.1) se réécrit alors

$
’’’&
’’’%

B
Bx3

ˆ
X

Y

˙
“
ˆ

0 FY

FX 0

˙ˆ
X

Y

˙
dans W,

σSpY qνS “ 0 sur Γ,

tS ¨ νS “ 0 sur Γ,

(4.2)
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les opérateurs FX et FY étant définis de la manière suivante :

FYY “
ˆ

´divSσSpYq ´ ρω2uS

´αdivSuS ´ α
λ
t3

˙
,

FXX “
ˆ

tS

µ
´ ∇Su3

divStS ` ρω2u3

˙
,

avec α “ λ{pλ ` 2µq.
Nous voyons clairement que, dans le problème d’évolution (4.2), le calcul des modes revient
à un problème aux valeurs propres : en effet, les modes du guide sont de la forme

ˆ
Xpxq
Y pxq

˙
“
ˆ
X pxSq
YpxSq

˙
eiβx3 , β P C. (4.3)

Ils vérifient donc le problème aux valeurs propres suivant :
$
’’’&
’’’%

iβ

ˆ
X

Y

˙
“
ˆ

0 FY

FX 0

˙ˆ
X

Y

˙
dans Σ,

σSpYqνS “ 0 sur BΣ,
tS ¨ νS “ 0 sur BΣ.

(4.4)

Posons

A “
ˆ

0 FY

FX 0

˙
,

notons DpFXq et DpFY q les domaines de FX et FY :

DpFXq “
 
X “ pts, u3q P pL2pΣqq2 ˆ H1pΣq, divStS P L2pΣq et tS ¨ νS “ 0 sur BΣ

(
,

DpFY q “
 
Y P pH1pΣqq2 ˆ L2pΣq, divSσSpYq P pL2pΣqq2 et σSpYqνS “ 0 sur BΣ

(
,

et introduisons le produit scalaire (non hermitien) de L2pΣq “ pL2pΣqq3 :

pX|Y qΣ “
ż

Σ

ptS ¨ uS ` u3t3q dspxq.

Citons quelques propriétés de ces opérateurs [10] :

Proposition 4.1
Les opérateurs FX et FY vérifient les propriétés suivantes :

i) Les domaines DpFXq et DpFY q sont denses dans L2pΣq ;

ii) FX et FY sont symétriques pour le produit scalaire p¨|¨qΣ ;

iii) Sauf pour au plus un ensemble dénombrable de pulsations ω, les opérateurs FX et FY sont
autoadjoints ;

iv) Sauf pour au plus un ensemble dénombrable de pulsations ω, les opérateurs FXFY et FY FX

sont à résolvante compacte.
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En appliquant A à la première équation du problème (4.4), nous obtenons un nouveau pro-
blème aux valeurs propres

$
’’’&
’’’%

´β2

ˆ
X

Y

˙
“ A2

ˆ
X

Y

˙
dans Σ,

σSpYqνS “ 0 sur BΣ,
tS ¨ νS “ 0 sur BΣ.

(4.5)

Corollaire 4.2
Sauf pour au plus un ensemble dénombrable de pulsations ω, l’opérateur A2 est à résolvante
compacte, ce qui implique que le spectre de A est composé d’un ensemble discret de valeurs
propres, de multiplicité finie.

Il existe donc une famille discrète de solutions propres p´β2
n,X n,Ynq de (4.5) qui définit nos

modes guidés
ˆ
X˘

n pxq
Y ˘

n pxq

˙
“
ˆ

˘X npxSq
YnpxSq

˙
e˘iβnx3 .

En particulier, les modes guidés en déplacement, solutions de (4.1), sont de la forme

U˘
n pxq “

ˆ
un

SpxSq
˘un3 pxSq

˙
e˘iβnx3 .

Il existe trois types de modes élastiques :

• les modes propagatifs, pour lesquels βn est réel ;

• les modes évanescents, pour lesquels βn est imaginaire pur ;

• les modes inhomogènes, pour lesquels βn est complexe.

Dans la suite, nous ne ferons en général pas la distinction entre les modes évanescents et ceux
inhomogènes. Cela vient du fait que, hormis dans le cas avec atténuation, nous ne considé-
rerons que les modes propagatifs dans l’application effective de la Linear Sampling Method.
Dans le cas avec atténuation, il n’existe plus de modes propagatifs et nous travaillerons donc
avec des modes inhomogènes, que nous appellerons pseudo-propagatifs : il s’agit de modes
qui seraient propagatifs pour le même guide sans atténuation.

Une difficulté majeure de l’élasticité par rapport à l’acoustique est que les fonctions trans-
verses

`
un

SpxSq ˘un3 pxSq
˘T

ne forment pas une base orthonormale de L2pΣq. Nous ne pou-
vons pas exploiter la décomposition modale dans ces conditions pour obtenir la LSM modale.
C’est pourquoi nous utilisons dans la suite le formalisme XY .

Hypothèse 10
La pulsation ω est telle que les points iiiq et ivq de la proposition 4.1 sont vrais et telle qu’aucune
solution pβ,X ,Yq de (4.4) ne vérifie pX |YqΣ “ 0. De plus, on suppose β ‰ 0 pour tous les
modes.

Cette hypothèse nous permet de classer les modes suivant leur direction de propagation :

• pβn,X n,Ynq qui se propagent dans le sens des x3 croissants, ce qui correspond à Bω{Bβ ą 0

pour les modes propagatifs et à Impβnq ą 0 pour les autres ;
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• pβ´n,X´n,Y´nq “ p´βn,´X n,Ynq qui se propagent dans le sens des x3 décroissants.

Cette classification peut se voir en estimant la vitesse de groupe d’un mode propagatif, qui
s’écrit (voir [9])

Bω
Bβ “ ´ piX |YqΣ

ω
ş
Σ
ρp|uS|2 ` |u3|2q ds

.

Les triplets p´β2
n,X n,Ynq sont donc solutions de (4.5) mais, les opérateurs FXFY et FY FX

n’étant pas autoadjoints, les familles X n et Yn ne sont pas orthogonales. Par contre, les
modes élastiques vérifient une relation de bi-orthogonalité [71] : soient pβn,X n,Ynq et
pβm,Xm,Ymq deux modes, avec n,m ě 0, alors

pβ2
n ´ β2

mqpXm|YnqΣ “ 0. (4.6)

Nous pouvons alors écrire

pX n|YmqS “ δnmJn, (4.7)

avec Jn la constante de Fraser. Dans la suite, nous normalisons les modes de sorte que

Jn “ 1.

Remarque 4.2
Dans le cas d’un espace propre de dimension supérieure à 1, soit le cas par exemple d’un mode
double, il est possible de trouver une base bi-orthogonale de cet espace : soit

`
X 1 Y1

˘T
et`

X 2 Y2

˘T
deux vecteurs propres non colinéaires associés à β ‰ 0, valeur propre double. Nous

avons

piβX 1|Y2q “ pFYY1|Y2q
“ pY1|FYY2q
“ pY1|iβX 2q,

FY étant autoadjoint. Cela implique pX 1|Y2q “ pX 2|Y1q. Supposons à présent que pX 1|Y2q ‰ 0

et, sans perte de généralité, que pX 1|Y1q “ 1. Alors, en posant

U “
ˆ
X 1

Y1

˙
V “

ˆ
X 2

Y2

˙
´ pX 1|Y2q

ˆ
X 1

Y2

˙
,

nous obtenons bien une base bi-orthogonale de l’espace propre associé à β. En utilisant une
adaptation de l’algorithme de Gram-Schmidt à la bi-orthogonalité, il est possible d’obtenir une
base bi-orthogonale pour n’importe quelle dimension d’espace propre.

Enfin, nous faisons l’hypothèse de complétude des modes :

Hypothèse 11
Soit X “ ptS, u3q P pH̃´ 1

2 pΣqq2 ˆ H
1

2 pΣq. Nous avons

X “
ÿ

nPN
pX |YnqΣX n. (4.8)

Soit Y “ puS, t3q P pH 1

2 pΣqq2 ˆ H̃´ 1

2 pΣq. Nous avons

Y “
ÿ

nPN
pX n|YqΣYn. (4.9)
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De plus, il existe c, C ą 0 tels que

cp}tS}2
pH̃´ 1

2 pΣqq2
` }u3}2

H
1
2 pΣq

q ď
ÿ

nPN
|pX |YnqΣ|2 ď Cp}tS}2

pH̃´ 1
2 pΣqq2

` }u3}2
H

1
2 pΣq

q,

cp}uS}2
pH 1

2 pΣqq2
` }t3}2

H̃´ 1
2 pΣq

q ď
ÿ

nPN
|pX n|YqΣ|2 ď Cp}uS}2

pH 1
2 pΣqq2

` }t3}2
H̃´ 1

2 pΣq
q.

Les décompositions (4.8) et (4.9) sont aussi valables pour X “ ptS, u3q P L2pΣq et pour
Y “ puS, t3q P L2pΣq.

Ainsi, on peut montrer [10] que les solutions
`
X Y

˘T
de (4.2) sont de la forme

ˆ
X

Y

˙
“

ÿ

ną0

a`
n

ˆ
X`

n

Y `
n

˙
` a´

n

ˆ
X´

n

Y ´
n

˙
.

Remarque 4.3
Dans le cas où le guide est de dimension 2, soit une plaque infinie, il existe deux types de modes :
les modes SH et les modes de Lamb. Les premiers sont des modes scalaires, ce qui nous ramène au
problème de l’acoustique traité dans la première partie. Nous n’en parlerons donc pas ici. Sauf
mention contraire, nous appellerons donc “modes” en dimension 2 les modes de Lamb.

Dans la suite, nous noterons P le nombre de modes propagatifs. Notons que contrairement
au cas de l’acoustique, il est possible qu’un mode se propageant dans le sens des x3 crois-
sant possède un nombre d’onde β négatif. Ces modes sont appelés rétrogrades. Ce cas est
relativement rare et nous faisons donc l’hypothèse

Hypothèse 12
Aucun des modes propagatifs n’est rétrograde.

Cette hypothèse n’est pas nécessaire dans la suite, elle permet de simplifier le discours. Ainsi,
dans le cas où il n’y a pas d’atténuation, nous imposons

β0 ą β1 ą β2 ą ¨ ¨ ¨ ą βP´1 ą 0,

et dans le cas avec atténuation nous imposons

|Reβ0| ą |Reβ1| ą |Reβ2| ą ¨ ¨ ¨ ą |ReβP´1| ą 0.

4.2 Linear Sampling Method dans un guide d’ondes élas-
tiques

Nous allons justifier dans cette partie l’utilisation de la Linear Sampling Method pour détecter
un défaut dans un guide d’ondes élastiques. Nous n’allons considérer ici que le cas d’un défaut
volumique à coeur, les conditions au bord étant de type Neumann (voir figure 4.1). Un tel
défaut correspond à un obstacle à frontière libre (trou à l’intérieur du guide). Nous reprenons
l’analyse faite dans [30] pour une condition au bord de type Dirichlet afin de compléter cette
étude. Le problème de diffraction est le suivant : pour f P H´ 1

2 pBDq “ pH´ 1

2 pBDqq3, trouver
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D

Γ

Ω
Σ´R Σ`R

FIGURE 4.1 – Défaut à coeur

u P H1
locpΩq “ pH1

locpΩqq3 telle que
$
’’’&
’’’%

divσpuq ` ρω2u “ 0 dans Ω,

σpuqν “ 0 sur Γ,

σpuqν “ f sur BD,
pCRq.

(4.10)

Comme dans le cas de l’acoustique, la condition de radiation est rendue nécessaire par le
caractère non borné du guide d’ondes.
Pour réécrire le problème (4.10) en domaine borné, nous introduisons les opérateurs de
Dirichlet-to-Neumann T˘, qui vont exploiter le formalisme XY introduit dans la section
précédente :

T˘ :

ˆ
pH 1

2 pΣ˘Rqq2 ˆ H̃´ 1

2 pΣ˘Rq Ñ pH̃´ 1

2 pΣ˘Rqq2 ˆ H
1

2 pΣ˘Rq
Y ÞÑ ř

ną0 pX n|YqΣ˘R
X n

˙
. (4.11)

Nous aurons besoin de nombreuses fois dans la suite d’un lemme de propagation, analogue
du lemme 1.3 dans le cas de l’acoustique : rappelons que Σt “ Σ ˆ ttu pour t P R.

Lemme 4.3
Pour tout s > R et h P pH̃´ 1

2 pΣRqq2 ˆ H
1

2 pΣRq, le problème
$
’’’&
’’’%

divσpuq ` ρω2u “ 0 dans Σ ˆ pR, sq,
σpuqν “ 0 sur Γ ˆ pR, sq,

X “ h sur ΣR,

T`Y “ X sur Σs,

possède une unique solution dans H1pΣ ˆ pR, sqq. De plus, son extension X s’écrit

Xpxq “
ÿ

ně0

ph|YnqΣR
eiβnpx3´RqX npxSq. (4.12)

De manière analogue, si la condition X “ h est remplacée par la condition Y “ g sur ΣR, avec
g P pH 1

2 pΣRqq2 ˆ H̃´ 1

2 pΣRq, alors Y s’écrit

Y pxq “
ÿ

ně0

pX n|gqΣR
eiβnpx3´RqYnpxSq. (4.13)

Enfin, le problème $
’’’&
’’’%

divσpuq ` ρω2u “ 0 dans Σ ˆ p´s,´Rq,
σpuqν “ 0 sur Γ ˆ p´s,´Rq,

X “ h sur Σ´R,

T´Y “ ´X sur Σ´s,
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possède lui aussi une unique solution définie de la même façon en remplaçant βn par ´βn et R
par ´R dans les expressions de X et Y .

Démonstration. La preuve est donnée ici pour l’expression (4.12). La preuve pour (4.13)
s’obtient selon les mêmes lignes.
Commençons par décomposer X et Y selon les modes :

ˆ
Xpxq
Y pxq

˙
“

ÿ

ně0

a`
n

ˆ
X npxSq
YnpxSq

˙
eiβnx3 ` a´

n

ˆ
´X npxSq
YnpxSq

˙
e´iβnx3 .

La condition de radiation va nous donner la nullité des a´
n : en utilisant l’expression de l’opé-

rateur T` donnée par (4.11), nous avons en effet

T`Yn “ X n,

ce qui donne, en utilisant notre condition sur Σs, soit T`Y ´X “ 0,

2
ÿ

ně0

a´
n e

´iβnsX n “ 0.

En utilisant la relation de bi-orthogonalité, nous obtenons la nullité des a´
n .

Nous avons donc

Xpxq “
ÿ

ně0

a`
nX npxSqeiβnx3 , x3 P pR, sq.

En particulier, sur ΣR,

XpxS, Rq “
ÿ

ně0

a`
nX npxSqeiβnR “ hpxSq “

ÿ

ně0

ph,YnqΣR
X npxSq.

Grâce aux relations de bi-orthogonalité, nous obtenons :

a`
n e

iβnR “ ph,YnqΣR
,

D’où nous déduisons

XpxS, x3q “
ÿ

ně0

ph,YnqΣR
X npxSqeiβnpx3´Rq.

Nous pouvons alors réécrire le problème (4.10) en domaine borné :
$
’’’&
’’’%

divσpuq ` ρω2u “ 0 dans ΩR,

σpuqν “ 0 sur ΓR,

σpuqν “ f sur BD,
T˘Y “ ˘X sur Σ˘R.

(4.14)

Le caractère bien posé des problèmes (4.10) et (4.14) pourrait se traiter grâce aux techniques
présentées dans [112]. Nous faisons l’hypothèse

Hypothèse 13
La pulsation ω est telle que le problème (4.10) (ou (4.14)) est bien posé.
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Introduisons à présent la solution fondamentale d’un guide d’ondes élastiques, notée Gσ
u. Le

problème qu’elle vérifie est : pour y P W , trouver Gσ
up¨, yq telle que

$
’&
’%

´divσpGσ
up¨, yqq ´ ρω2Gσ

up¨, yq “ δp¨ ´ yqI3 dans WR,

σpGσ
up¨, yqqν “ 0 sur ΓR,

T˘G
σ
Y “ ˘Gσ

X sur Σ˘R,

(4.15)

où Gσ
Y , respectivement Gσ

X , désigne la variable Y , respectivement X, associée à Gσ
u.

Nous allons avoir besoin pour justifier la LSM d’un tenseur de Green généralisé introduit
dans [30], correspondant à la solution fondamentale du problème d’évolution (4.2). Dans la
suite, G désignera ce tenseur de Green généralisé et nous noterons Gb

a la restriction de G aux
lignes correspondant à la variable a et aux colonnes correspondant à une sollicitation selon
la variable b. Le problème vérifié par G est le suivant :

$
’’’’’’&
’’’’’’%

´ B
Bx3

Gp¨, yq `
ˆ

0 FY

FX 0

˙
Gp¨, yq “ δp¨ ´ yq

ˆ
I3 O3

O3 I3

˙
dans ΩR,

σSpGY p¨, yqqνS “ 0

GtSp¨, yqνS “ 0

+
sur ΓR,

T˘GY p¨, yq “ ˘GXp¨, yq sur Σ˘R.

(4.16)

Le tenseur G a alors pour expression [34] :

Gpx, yq “

ˆ
GX

X GY
X

GX
Y GY

Y

˙
px, yq

“ ´
ÿ

n

ˆ
sgnpx3 ´ y3qX npxSq b YnpySq X npxSq b X npySq

YnpxSq b YnpySq sgnpx3 ´ y3qYnpxSq b X npySq

˙
eiβn|x3´y3|

2
,

(4.17)
où sgn désigne la fonction signe. Détaillons les expressions des blocs :

GX
Xpx, yq “ ´sgnpx3 ´ y3q

ÿ

n

¨
˝
tn1 pxSqun1 pySq tn1 pxSqun2 pySq tn1 pxSqtn3 pySq
tn2 pxSqun1 pySq tn2 pxSqun2 pySq tn2 pxSqtn3 pySq
un3 pxSqun1 pySq un3 pxSqun2 pySq un3 pxSqtn3 pySq

˛
‚eiβn|x3´y3|

2
,

GY
Xpx, yq “ ´

ÿ

n

¨
˝
tn1 pxSqtn1 pySq tn1 pxSqtn2 pySq tn1 pxSqun3 pySq
tn2 pxSqtn1 pySq tn2 pxSqtn2 pySq tn2 pxSqun3 pySq
un3 pxSqtn1 pySq un3 pxSqtn2 pySq un3 pxSqun3 pySq

˛
‚eiβn|x3´y3|

2
,

GX
Y px, yq “ ´

ÿ

n

¨
˝
un1 pxSqun1 pySq un1 pxSqun2 pySq un1 pxSqtn3 pySq
un2 pxSqun1 pySq un2 pxSqun2 pySq un2 pxSqtn3 pySq
tn3 pxSqun1 pySq tn3 pxSqun2 pySq tn3 pxSqtn3 pySq

˛
‚eiβn|x3´y3|

2
,

GY
Y px, yq “ ´sgnpx3 ´ y3q

ÿ

n

¨
˝
un1 pxSqtn1 pySq un1 pxSqtn2 pySq un1 pxSqun3 pySq
un2 pxSqtn1 pySq un2 pxSqtn2 pySq un2 pxSqun3 pySq
tn3 pxSqtn1 pySq tn3 pxSqtn2 pySq tn3 pxSqun3 pySq

˛
‚eiβn|x3´y3|

2
.

De même, le tenseur de Green usuel Gσ
u a pour expression

Gσ
upx, yq “ ´

ÿ

n

¨
˝

un
1

pxSqun
1

pySq un
1

pxSqun
2

pySq ´sgnpx3 ´ y3qun
1

pxSqun
3

pySq
un
2

pxSqun
1

pySq un
2

pxSqun
2

pySq ´sgnpx3 ´ y3qun
2

pxSqun
3

pySq
sgnpx3 ´ y3qun

3
pxSqun

1
pySq sgnpx3 ´ y3qun

3
pxSqun

2
pySq ´un

3
pxSqun

3
pySq

˛
‚eiβn|x3´y3|

2
.

Il s’obtient à partir de l’expression de G (4.17) en sélectionnant parmi les lignes celles corres-
pondant à u1, u2, u3 et parmi les colonnes celles correspondant à t1, t2 et ´t3.
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Notons que le tenseur G satisfait les propriétés de symétrie suivantes :

Gσ
upx, yq “ Gσ

upy, xqT , (4.18)

GY
u px, yq “ ´Gσ

Xpy, xqT . (4.19)

Dans toute la suite, afin de ne pas surcharger les notations, nous utilisons les opérateurs
différentiels suivants :

• l’opérateur dν qui s’applique à un vecteur,

dν : u ÞÑ σpuqν;

• l’opérateur Bν qui à une matrice 3 ˆ 3 M associe la matrice 3 ˆ 3 dont les lignes sont
dνpMiq, Mi étant la i-ème ligne de M ;

• l’opérateur B̃ν qui à une matrice 3 ˆ 3M associe la matrice 3 ˆ 3 dont les colonnes sont
dνpM jq, M j étant la j-ème colonne de M .

Par ailleurs, lorsque cela est nécessaire, ν est indicée dans ces opérateurs par la variable par
rapport à laquelle la dérivation s’effectue.
Nous pouvons enfin introduire la Linear Sampling Method : soit usY p¨, yq la solution de (4.10)

avec f “ ´
´

B̃νGY
u p¨, yq

¯
|BD, y P W (notons qu’il s’agit d’une matrice). Soit Xs

Y la variable

X correspondant à usY p¨, yq. Soit l’opérateur de champ proche NX : L2ppΣq Ñ L2ppΣq qui à h
associe

pNXhqpxq “
ż

pΣ
Xs

Y px, yqhpyq dspyq, x P pΣ,

avec pΣ “ Σ´R Y ΣR.
La Linear Sampling Method consiste en la résolution dans L2ppΣq de

NXh “ GY
Xp¨, zqp|pΣ,

où z est un point de la grille d’échantillonnage G et p est un vecteur de polarisation, que nous
décrirons plus loin.
Introduisons les opérateurs nécessaires à la factorisation. Tout d’abord, présentons l’opérateur
B :H´ 1

2 pBDq Ñ L2ppΣq qui à f associe la restriction à pΣ de la variableX associée à la solution
du problème (4.10), ainsi que H : L2ppΣq Ñ H´ 1

2 pBDq, défini par

pHhqpxq “ dν

ż

pΣ
GY

u px, yqhpyq dspyq, x P BD.

Introduisons ensuite F :H
1

2 pBDq Ñ L2ppΣq tel que

pFϕqpxq “
ż

BD
BνyGσ

Xpx, yqϕpyq dspyq, x P pΣ,

et T :H
1

2 pBDq Ñ H´ 1

2 pBDq tel que

pT ϕqpxq “ dν

ż

BD
BνyGσ

upx, yqϕpyq dspyq, x P BD.

Ajoutons une dernière hypothèse :
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Hypothèse 14
La pulsation ω est telle que la seule solution du problème

#
divσpuq ` ρω2u “ 0 dans D,

σpuqν “ 0 sur BD, (4.20)

est u “ 0.

Nous avons alors les factorisations

NX “ ´BH, F “ BT .

Nous aurons besoin pour démontrer le lemme suivant du théorème de prolongement unique,
analogue de celui déjà énoncé dans le chapitre 1 pour l’acoustique :

Théorème 4.4
Soit Ω Ă R

d un ouvert connexe et soit O un ouvert non vide inclus dans Ω. Si divσpuq`ρω2u “ 0

dans Ω, alors

u “ 0 dans O ñ u “ 0 dans Ω.

Lemme 4.5
Sous réserve que les hypothèses 10, 11, 13 et 14 soient vérifiées, nous avons les propriétés sui-
vantes :

i) L’opérateur T est un isomorphisme ;

ii) Les opérateurs H et F satisfont F “ ´H˚ ;

iii) Les opérateurs B, F , H et NX sont compacts, injectifs et d’image dense.

Démonstration. La preuve peut se faire de manière semblable au cas du défaut à coeur dans
un guide acoustique (voir section 1.2). Ainsi, pour le point iq, nous introduisons T0, analogue
de T où Gσ

u a été remplacé par le noyau de Green pour l’espace libre. Les propriétés de T0

peuvent être trouvées par exemple dans [106]. Pour le deuxième point, le changement de
signe provient du changement de signe présent dans la relation de symétrie sur le tenseur de
Green (4.19). En effet, soient h P L2ppΣq et ϕ P H 1

2 pBDq,

pFϕ,hq
L2ppΣq “

ż

pΣ

ˆż

BD
BνxGσ

Xpy, xqϕpxq dspxq
˙

¨ hpyq dspyq

“
ż

BD
ϕpxq ¨

ˆż

pΣ
pBνxGσ

Xpy, xqqT hpyq dspyq
˙

dspxq

“
ż

BD
ϕpxq ¨

ˆż

pΣ
´B̃νxGY

u px, yqhpyq dspyq
˙

dspxq

“ ´
ż

BD
ϕpxq ¨

ˆ
dν

ż

pΣ
GY

u px, yqhpyq dspyq
˙
dspxq

“ ´
@
ϕ,Hh

D
H

1
2 pBDq,H´ 1

2 pBDq .

Démontrons le dernier point : la compacité de B vient du fait que la trace sur pΣ de la solu-
tion du problème de Neumann (4.10) appartient à H

1

2 ppΣq et que l’injection de H
1

2 ppΣq dans
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L2ppΣq est compacte. Cela implique la même propriété pour F et NX d’après les factorisations
F “ BT et NX “ ´BH, et la compacité de H vient de iiq.
Prouvons l’injectivité de B : soient f P H´ 1

2 pBDq telle que Bf “ 0 et u la solution du pro-
blème de Neumann (4.10) associée à f . Le fait que Bf soit nulle implique que u est nulle sur
les sections Σ˘R, ce qui signifie d’après le lemme de propagation 4.3 qu’au delà des sections
Σ˘R la solution u est nulle. Par le théorème de prolongement unique 4.4, u est nulle dans Ω
et donc f “ 0. Nous en déduisons l’injectivité de F et la densité de l’image de H.
Montrons à présent que H est injectif : soit h P L2ppΣq telle que Hh “ 0. Alors

vhpxq “
ż

pΣ
GY

u px, yqhpyq dspyq

est solution de (4.10) avec f “ 0, ce qui implique que vh “ 0 dans Σˆp´R,Rq. Décomposons
h “ ph´,h`q sur les sections Σ´R et ΣR selon les fonctions transverses Yn :

h´pySq “
ÿ

ně0

h´
nYnpySq,

h`pySq “
ÿ

ně0

h`
nYnpySq,

et remarquons que nous pouvons écrire, d’après l’expression (4.17) de G,

GY
u p¨, yq “

ÿ

ně0

1

2
U`

n pxq bX´
n pyq, x3 ą y3,

GY
u p¨, yq “

ÿ

ně0

1

2
U´

n pxq bX`
n pyq, x3 ă y3.

En injectant ces décompositions dans l’expression de vh et en utilisant la bi-orthogonalité des
fonctions transverses, il vient

vhpxq “
ż

Σ´R

˜ÿ

ně0

1

2
U`

n pxq bX´
n pyq

¸˜ÿ

ně0

h´
nYnpySq

¸
dspyq

`
ż

ΣR

˜ÿ

ně0

1

2
U´

n pxq bX`
n pyq

¸˜ÿ

ně0

h`
nYnpySq

¸
dspyq

“
ÿ

m,ně0

eiβmR

2

ˆ
U´

mpxqh`
n

ż

Σ

XmpySq ¨ YnpySq dspyq ´U`
mpxqh´

n

ż

Σ

XmpySq ¨ YnpySq dspyq
˙

“
ÿ

ně0

eiβnR

2

`
h`
nU

´
n pxq ´ h´

nU
`
n pxq

˘
.

Considérons à présent la variable X associée à vh, soit Xh. Par linéarité, elle a pour expres-
sion

Xh “
ÿ

ně0

1

2
eiβnR

`
´h´

nX
`
n pxq ` h`

nX
´
n pxq

˘
(4.21)

“
ÿ

ně0

1

2
eiβnR

`
´h´

nX npxSqeiβnx3 ´ h`
nX npxSqe´iβnx3

˘
“ 0. (4.22)

Considérons le produit scalaire dans L2pΣq de (4.22) avec Yn. Grâce à la bi-orthogonalité
des fonctions transverses et à la normalisation choisie, il vient

eiβnpR`x3qh´
n ` eiβnpR´x3qh`

n “ 0,



102 Chapitre 4. Linear Sampling Method en élasticité

pour x3 dans l’intervalle ouvert p´R,Rq et βn ‰ 0, ce qui implique h´
n “ h`

n “ 0 pour tout
n ą 0, d’où h “ 0. L’opérateur H est donc injectif, ce qui implique la densité des images de F
et B.
Enfin, la factorisation NX “ ´BH implique l’injectivité de NX et la densité de son image.

Nous pouvons dorénavant énoncer le théorème justifiant partiellement la LSM :

Théorème 4.6

1. Si z P D, alors pour tout ε ą 0, il existe hεp¨, z,pq P L2ppΣq satisfaisant

}NXhεp¨, z,pq ´ GY
Xp¨, zqp}

L2ppΣq ď ε,

et telle que Hhεp¨, z,pq converge dans H´ 1

2 pBDq pour ε Ñ 0.
De plus, à ε fixé, la fonction hεp¨, z,pq vérifie

lim
zÑBD

}hεp¨, z,pq}
L2ppΣq “ `8, lim

zÑBD
}Hhεp¨, z,pq}

H
´ 1

2 pBDq “ `8.

2. Si z P W zD, alors pour toute fonction hεp¨, z,pq P L2ppΣq telle que

}NXhεp¨, z,pq ´ GY
Xp¨, zqp}

L2ppΣq ď ε,

on a

lim
εÑ0

}hεp¨, z,pq}
L2ppΣq “ `8, lim

εÑ0
}Hhεp¨, z,pq}

L2ppΣq “ `8.

Démonstration. La preuve étant très similaire à celle du théorème 1.7, nous ne la détaillons
pas.

Notons enfin qu’un autre choix d’opérateur de champ proche est possible : soit usX la solution

de (4.10) avec f “ ´
´

B̃νGX
u p¨, yq

¯
|BD, y P W , et soit Y s

X la variable Y associée à usX . Nous

définissons l’opérateur de champ proche NY : L2ppΣq Ñ L2ppΣq qui à h associe

pNYhqpxq “
ż

pΣ
Y s
Xpx, yqhpyq dspyq, x P pΣ.

En définissant des opérateurs analogues à F , H et B, nous pourrions démontrer un théorème
analogue à 4.6 justifiant que, pour imager le défaut, nous résolvions l’équation

NYh “ GX
Y p¨, zqp|pΣ

pour tout point z de la grille d’échantillonnage.
Nous allons dorénavant justifier brièvement l’utilisation de la Linear Sampling Method pour
imager des fissures dans un guide d’ondes élastiques. Nous rappelons qu’une fissure γ est
une portion du bord d’un domaine D Ă Ω, BD, ouverte pour la topologie induite sur BD et
régulière. Nous supposons de plus que γ P W et que, en dimension 3, sa frontière Bγ est
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aussi régulière. La normale ν à la fissure γ est définie comme la normale entrante à D. Le
problème de diffraction s’écrit alors, pour f P H´ 1

2 pγq,
$
’’’&
’’’%

divσpuq ` ρω2u “ 0 dans Ω,

σpuqν “ 0 sur Γ,

σpu˘qν “ f sur γ,

pCRq.

(4.23)

où σpu˘qν désigne la trace de la contrainte normale à la fissure, le signe étant lié à l’orienta-
tion de la normale ν.
Soit usY p¨, yq la solution du problème (4.23) avec f “ ´

´
B̃νGY

u p¨, yq
¯

|γ, y P pΣ, et soit

Xs
Y p¨, yq la variable X associée à usY p¨, yq. Nous définissons l’opérateur de champ proche

NX : L2ppΣq Ñ L2ppΣq tel que

NXhpxq “
ż

pΣ
Xs

Y px, yqhpyq dspyq, x P pΣ,

ainsi que les opérateurs H : L2ppΣq Ñ H´ 1

2 pγq, défini par

pHhqpxq “ dν

ż

pΣ
GY

u px, yqhpyq dspyq, x P BD,

et pour une fissure L, FL : H̃
1

2 pLq Ñ L2ppΣq tel que

pFLϕqpxq “
ż

L

BνyGσ
Xpx, yqϕpyq dspyq, x P pΣ.

Nous cherchons alors à résoudre l’équation

NXh “ FLα

pour une fissure test L et α P H̃ 1

2 pLq vérifiant |α| ą 0 sur L.
La Linear Sampling Method est alors partiellement justifiée dans le cas des fissures par le
théorème suivant (voir [34]).

Théorème 4.7

1. Si L Ă γ, alors pour tout ε ą 0, il existe hL,ε P L2ppΣq satisfaisant

}NXhL,ε ´ FLα}
L2ppΣq ď ε,

et telle que HhL,ε converge dans H´ 1

2 pγq pour ε Ñ 0.

2. Si L Ć γ, alors pour toute fonction hL,ε P L2ppΣq telle que

}NXhL,ε ´ FLα}
L2ppΣq ď ε,

on a

lim
εÑ0

}hL,ε}L2ppΣq “ `8, lim
εÑ0

}HhL,ε}
H

´ 1
2 pγq “ `8.
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4.3 Analyse modale de la LSM

Nous allons exploiter la décomposition modale des champs pour réécrire sous une forme de
système les équations

NXh “ GY
Xp¨, zqp|pΣ, (4.24)

NYh “ GX
Y p¨, zqp|pΣ. (4.25)

Nous allons nous concentrer sur l’équation (4.24), la démonstration se faisant de la même
façon pour (4.25). Pour cela, notons U s˘

n le champ diffracté associé au mode U˘
n , à savoir la

solution de (4.10) avec f “ ´
´

B̃νU˘
n

¯
|BD. Nous noterons Xs˘

n et Y s˘
n les variables X et Y

associées.

Proposition 4.8

Le champ diffracté usY , solution de (4.10) avec f “ ´
´

B̃νGY
u p¨, yq

¯
|BD, y P W , peut se décompo-

ser de la façon suivante, pour ´R ă x3 ă R :

usY px, yq “

$
’’’&
’’’%

ÿ

ně0

1

2
U s`

n pxq bX´
n pyq, si y3 “ ´R,

ÿ

ně0

1

2
U s´

n pxq bX`
n pyq, si y3 “ R.

Démonstration. Rappelons que, d’après l’expression (4.17) de G, nous avons

GY
u px, yq “

$
’’’&
’’’%

ÿ

ně0

1

2
U`

n pxq bX´
n pyq, si y3 “ ´R,

ÿ

ně0

1

2
U´

n pxq bX`
n pyq, si y3 “ R.

Supposons que y3 “ R et posons

Hpx, yq “
ÿ

ně0

1

2
U s´

n pxq bX`
n pyq.

Nous avons déjà supposé que le problème (4.10) était bien posé, montrons alors que Hp¨, yq
en est solution. Tout d’abord, Hp¨, yq est solution de l’équation de l’élastodynamique et vérifie
les conditions au bord du guide et les conditions de radiation par linéarité. Il ne nous reste
qu’à montrer que B̃νHp¨, yq “ ´

´
B̃νGY

u p¨, yq
¯

sur BD. Or d’après la définition de U s´
n , nous

avons pour x P BD,

B̃νxHpx, yq “
ÿ

ně0

1

2
dνU

s´
n pxq bX`

n pyq

“
ÿ

ně0

1

2
dνp´U´

n pxqq bX`
n pyq

“ ´B̃νx
ÿ

ně0

1

2
U´

n pxq bX`
n pyq

“ ´
´

B̃νxGY
u px, yq

¯

car x3 ă R “ y3. Le cas y3 “ ´R se prouve de la même façon.
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De la proposition 4.8, nous déduisons que Xs
Y peut s’écrire, pour ´R ă x3 ă R,

Xs
Y px, yq “

$
’’’&
’’’%

ÿ

ně0

1

2
Xs`

n pxq bX´
n pyq, si y3 “ ´R,

ÿ

ně0

1

2
Xs´

n pxq bX`
n pyq, si y3 “ R,

Par ailleurs, décomposons h “ ph´,h`q selon les fonctions transverses :

h´ “ ´
ÿ

ně0

h´
nYn, h` “

ÿ

ně0

h`
nYn,

ce qui nous permet d’écrire, pour x P pΣ,

pNXhqpxq “
ż

Σ´R

˜
´1

2

ÿ

ně0

eiβnRXs`
n pxq b X npySq

¸˜
´
ÿ

ně0

h´
nYnpySq

¸
dspyq

`
ż

ΣR

˜
1

2

ÿ

ně0

eiβnRXs´
n pxq b X npySq

¸˜ÿ

ně0

h`
nYnpySq

¸
dspyq

“
ÿ

ně0

eiβnR

2

`
h´
nX

s`
n pxq ` h`

nX
s´
n pxq

˘
.

Nous pouvons décomposer les champs diffractés selon les fonctions transverses. Nous posons
donc

Xs`
n pxS,´Rq “

ÿ

mě0

´S`´
mnXmpxSq, Xs´

n pxS,´Rq “
ÿ

mě0

´S´´
mnXmpxSq, (4.26)

Xs`
n pxS, Rq “

ÿ

mě0

S``
mnXmpxSq, Xs´

n pxS, Rq “
ÿ

mě0

S´`
mnXmpxSq, (4.27)

le choix du signe dans (4.26) sera justifié plus loin.
Intéressons nous à présent au second membre de (4.24), à savoir GY

X . Son expression est,
pour x P Σ˘R et ´R ă z3 ă R,

GY
Xpx, zq “ ´

ÿ

ně0

eiβnpR¯z3q

2
X npxSq b X npzSq.

L’équation (4.24) s’écrit alors
$
’’&
’’%

ÿ

mě0

ÿ

ně0

eiβnRpS`´
mnh

´
nXmpxSq ` S´´

mnh
`
nXmpxSqq “

ÿ

mě0

eiβmpR`z3qXmpxSqpXmpzSq ¨ pq,
ÿ

mě0

ÿ

ně0

eiβnRpS``
mnh

´
nXmpxSq ` S´`

mnh
`
nXmpxSqq “ ´

ÿ

mě0

eiβmpR´z3qXmpxSqpXmpzSq ¨ pq,

ce qui nous donne, après une nouvelle projection sur les fonctions transverses, le système
infini

$
’’&
’’%

ÿ

ně0

eiβnRpS`´
mnh

´
n ` S´´

mnh
`
n q “ eiβmpR`z3qpXmpzSq ¨ pq,

ÿ

ně0

eiβnRpS``
mnh

´
n ` S´`

mnh
`
n q “ ´eiβmpR´z3qpXmpzSq ¨ pq,

m ě 0.
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Nous utilisons dorénavant l’hypothèse de champ lointain pour tronquer les séries et le sys-
tème aux P modes propagatifs. Nous obtenons finalement le système

$
’’’’&
’’’’%

P´1ÿ

n“0

eiβnRpS`´
mnh

´
n ` S´´

mnh
`
n q “ eiβmpR`z3qpXmpzSq ¨ pq,

P´1ÿ

n“0

eiβnRpS``
mnh

´
n ` S´`

mnh
`
n q “ ´eiβmpR´z3qpXmpzSq ¨ pq,

m “ 0, . . . , P ´ 1.

Comme dans le cas de l’acoustique, nous réécrivons ce système matriciellement. nous notons

S´˘ “ pS´˘
mn q, S`˘ “ pS`˘

mn q, m, n “ 0, . . . , P ´ 1,

H˘
p “ ph˘

mq, F˘
X,p “

`
¯eiβmpR¯z3qXmpzSq ¨ p

˘
, m “ 0, . . . , P ´ 1.

Le système s’écrit alors

UHp “ FX,p, (4.28)

où nous avons défini

S “
ˆ
S`´ S´´

S`` S´`

˙
, U “ S

ˆ
K 0

0 K

˙
, Hp “

ˆ
H´

p

H`
p

˙
, FX,p “

ˆ
F´
X,p

F`
X,p

˙
,

avec K la matrice diagonale de taille P ˆ P de terme général eiβnR. Selon le même principe,
(4.25) devient

UHp “ FY,p, (4.29)

où nous avons défini

Hp “
ˆ
H´

p

H`
p

˙
, FY,p “

ˆ
F´
Y,p

F`
Y,p

˙
(4.30)

avec

H˘
p “ ph˘

mq, F˘
Y,p “

`
eiβmpR¯z3qYmpzSq ¨ p

˘
, m “ 0, . . . , P ´ 1,

h étant décomposée cette fois-ci selon la variable X : h “ ph´,h`q avec

h´ “
ÿ

ně0

h´
nX n, h` “

ÿ

ně0

h`
nX n.

Nous obtenons l’expression (4.29) en remarquant que les décompositions modales (4.26) et
(4.27) impliquent

Y s`
n pxS,´Rq “

ÿ

mě0

S`´
mnYmpxSq, Y s´

n pxS,´Rq “
ÿ

mě0

S´´
mnYmpxSq, (4.31)

Y s`
n pxS, Rq “

ÿ

mě0

S``
mnYmpxSq, Y s´

n pxS, Rq “
ÿ

mě0

S´`
mnYmpxSq. (4.32)

En effet,
`
Xs´

n Y s´
n

˘T
par exemple est de la forme

ˆ
Xs´

n

Y s´
n

˙
“

ÿ

mě0

a`
m

ˆ
X`

m

Y `
m

˙
` a´

m

ˆ
X´

m

Y ´
m

˙
.
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Nous en déduisons
ˆ
Xs´

n pxS,´Rq
Y s´

n pxS,´Rq

˙
“

ÿ

mě0

a´
m

ˆ
X´

m

Y ´
m

˙
“

ÿ

mě0

a´
m

ˆ
´Xm

Ym

˙
eiβmR

“
ÿ

mě0

S´´
mn

ˆ
´Xm

Ym

˙
,

ce qui implique, par identification, la seconde équation de (4.31). En procédant de même
pour les autres configurations, nous obtenons (4.31) et (4.32).

Remarque 4.4
La remarque 2.1 est aussi valable ici : notre définition de la matrice de scattering n’est pas la
même que dans la littérature.
De plus, le choix des signes fait ici sur la définition des coefficients de la matrice de scattering
sera important dans le cas des sollicitations et des mesures à la surface.

Nous pouvons donc définir une fonction caractéristique pour chaque polarisation (en X et
Y ) :

ψZ,p “ 1

}HZ,ppzq}2
,

où Z désigne X ou Y .

4.4 Extension aux données surfaciques

Intéressons nous maintenant au lien entre des sollicitations et des mesures à la surface du
guide et la LSM modale. Nous nous limitons au cas où une contrainte est imposée au bord,
cas correspondant à nos applications. Pour ce faire, commençons par considérer la solution
fondamentale pour une impulsion au bord. Nous cherchons donc Gp¨, yq, dont les colonnes
sont solution, pour b P tt1, t2, t3u, de

$
’’’’’’’’&
’’’’’’’’%

B
Bx3

Gbp¨, yq “
ˆ

0 FY

FX 0

˙
Gbp¨, yq dans Ω,

σSpGb
Y qνS “ δy

ˆ
δt1j
δt2j

˙

Gb
tS

¨ νS “ ´δyδt3j

,
.
- sur Γ,

pCRq,

Nous pouvons montrer (voir annexe A) que Gt coïncide avec les colonnes t1, t2 et t3 du
tenseur de Green généralisé donné en (4.17), soit :

Gt “ ´
ÿ

ną0

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˝

sgnpx3 ´ y3qtn1 pxSqun1 pySq spx3 ´ y3qtn1 pxSqun2 pySq tn1 pxSqun3 pySq
sgnpx3 ´ y3qtn2 pxSqun1 pySq spx3 ´ y3qtn2 pxSqun2 pySq tn2 pxSqun3 pySq
sgnpx3 ´ y3qun3 pxSqun1 pySq spx3 ´ y3qun3 pxSqun2 pySq un3 pxSqun3 pySq

un1 pxSqun1 pySq un1 pxSqun2 pySq sgnpx3 ´ y3qun1 pxSqun3 pySq
un2 pxSqun1 pySq un2 pxSqun2 pySq sgnpx3 ´ y3qun2 pxSqun3 pySq
tn3 pxSqun1 pySq tn3 pxSqun2 pySq sgnpx3 ´ y3qtn3 pxSqun3 pySq

˛
‹‹‹‹‹‹‚

eiβn|x3´y3|

2
.
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Intéressons nous tout d’abord au problème vérifié par notre champ incident ui. Considérons
pour cela une contrainte ϕ imposée au bord du guide, supposée à support compact. Le pro-
blème est alors $

’&
’%

divσpuiq ` ρω2ui “ 0 dans Ω,

σpuiqν “ ϕ sur Γ,

pCRq.
Nous pouvons montrer que les variablesXY associées au champ incident,X i et Y i, vérifient
le problème d’évolution suivant :

$
’’’’’’’’&
’’’’’’’’%

B
Bx3

ˆ
X i

Y i

˙
“
ˆ

0 FY

FX 0

˙ˆ
X i

Y i

˙
dans Ω,

σS
`
Y i

˘
νS “

ˆ
ϕ1

ϕ2

˙

tiS ¨ νS “ ´ϕ3

,
.
- sur Γ,

pCRq.

(4.33)

Rappelons que le tenseur Gσ est égal au tenseur Gt avec un changement de signe sur la
dernière colonne, associée à t3.

Lemme 4.9
Le problème (4.33) admet pour solution

ˆ
X i

Y i

˙
pxq “

ż

Γ

Gσpx, yqϕpyq dspyq.

Démonstration. La preuve du lemme se fait de manière analogue à celle du lemme 2.3.

Nous sommes enfin à même d’exprimer notre champ diffracté, solution de
$
’’’’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’’’’%

B
Bx3

ˆ
Xs

Y s

˙
“
ˆ

0 FY

FX 0

˙ˆ
Xs

Y s

˙
dans Ω,

σS
`
Y s

˘
νS “ 0

tsS.νS “ 0

+
sur Γ,

σS
`
Y s

˘
νS “ ´σS

`
Y i

˘
νS

tsS ¨ νS “ ´tiS ¨ νS

+
sur BD,

pCRq.

(4.34)

En effet, commençons par développer l’expression du champ incident : d’après le lemme 4.9
et l’expression de Gσ donnée par

ˆ
Gσ

X

Gσ
Y

˙
px, yq “ ´

ÿ

ně0

ˆ
sgnpx3 ´ y3qX npxSq

YnpxSq

˙
b
ˆ

un
SpySq

´sgnpx3 ´ y3qun3 pySq

˙
eiβn|x3´y3|

2
,

nous déduisons
ˆ
X i

Y i

˙
pxq “ ´

ÿ

n

ż

Γ

ˆ
sgnpx3 ´ y3qX npxSq

YnpxSq

˙„ˆ
un

SpySq
´sgnpx3 ´ y3qun3 pySq

˙
¨ϕpyq


eiβn|x3´y3|

2
dspyq.
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Supposons que le défaut soit compris entre les sections d’abcisse ´R et R, avec R ą 0.
Nous allons avoir quatre configurations, suivant que le support de la fonction source et de la
fonction de mesure se trouvent à gauche ou à droite de la zone du défaut.
Considérons donc une source à gauche du défaut. Notre champ incident a alors l’expression
suivante px3 ą y3q :

ˆ
X i

Y i

˙
pxq “ ´

ÿ

n

ˆ
X`

n pxSq
Y `

n pxSq

˙ż

Γ

ˆ
un

SpySq
´un3 pySq

˙
¨ϕpyqe

´iβny3

2
dspyq,

ce qui implique que le champ diffracté peut s’écrire
ˆ
Xs

Y s

˙
pxq “ ´

ÿ

n

ˆ
Xs`

n pxSq
Y s`

n pxSq

˙ż

Γ

ˆ
un

SpySq
´un3 pySq

˙
¨ϕpyqe

´iβny3

2
dspyq.

En utilisant le lemme de propagation 4.3 pour une mesure à gauche (x3 ă ´R),
ˆ
Xs

Y s

˙
pxq “ ´

ÿ

m,n

ˆ
pXs`

n p¨,´Rq|YmqΣ´R
XmpxSq

pXm|Y s`
n p¨,´RqqΣ´R

YmpxSq

˙
e´iβmpx3`Rq

ż

Γ

ˆ
un

SpySq
´un3 pySq

˙
¨ϕpyqe

´iβny3

2
dspyq,

et de même pour une mesure à droite (x3 ą R),
ˆ
Xs

Y s

˙
pxq “ ´

ÿ

m,n

ˆ
pXs`

n p¨, Rq|YmqΣR
XmpxSq

pXm|Y s`
n p¨, RqqΣR

YmpxSq

˙
eiβmpx3´Rq

ż

Γ

ˆ
un

SpySq
´un3 pySq

˙
¨ϕpyqe

´iβny3

2
dspyq,

nous avons l’expression de notre champ diffracté en fonction des coefficients de la matrice de
scattering.
Nous faisons de même pour une source à droite : le champ incident a pour expression

ˆ
X i

Y i

˙
pxq “ ´

ÿ

n

ˆ
X´

n pxSq
Y ´

n pxSq

˙ż

Γ

ˆ
un

SpySq
un3 pySq

˙
¨ϕpyqe

iβny3

2
dspyq,

dont nous déduisons le champ diffracté,
ˆ
Xs

Y s

˙
pxq “ ´

ÿ

n

ˆ
Xs´

n pxSq
Y s´

n pxSq

˙ż

Γ

ˆ
un

SpySq
un3 pySq

˙
¨ϕpyqe

iβny3

2
dspyq,

puis nous utilisons le lemme de propagation 4.3 dans le cas d’une mesure à gauche,
ˆ
Xs

Y s

˙
pxq “ ´

ÿ

m,n

ˆ
pXs´

n p¨,´Rq|YmqΣ´R
XmpxSq

pXm|Y s´
n p¨,´RqqΣ´R

YmpxSq

˙
e´iβmpx3`Rq

ż

Γ

ˆ
un

SpySq
un3 pySq

˙
¨ϕpyqe

iβny3

2
dspyq,

et de même pour une mesure à droite
ˆ
Xs

Y s

˙
pxq “ ´

ÿ

m,n

ˆ
pXs´

n p¨, Rq|YmqΣR
XmpxSq

pXm|Y s´
n p¨, RqqΣR

YmpxSq

˙
eiβmpx3´Rq

ż

Γ

ˆ
un

SpySq
un3 pySq

˙
¨ϕpyqe

iβny3

2
dspyq.

Enfin, nous pouvons réécrire les relations précédentes avec les coefficients de la matrice de
scattering S définis par (4.26) et (4.27) ou (4.31) et (4.32) :

• pour une source à gauche et
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– une mesure à gauche
ˆ
Xs

Y s

˙
pxq “ ´

ÿ

m,n

ˆ
´XmpxSq
YmpxSq

˙
S`´
mn e

´iβmpx3`Rq
ż

Γ

ˆ
un

SpySq
´un3 pySq

˙
¨ϕpyqe

´iβny3

2
dspyq,

(4.35)

– une mesure à droite
ˆ
Xs

Y s

˙
pxq “ ´

ÿ

m,n

ˆ
XmpxSq
YmpxSq

˙
S``
mn e

iβmpx3´Rq
ż

Γ

ˆ
un

SpySq
´un3 pySq

˙
¨ϕpyqe

´iβny3

2
dspyq;

(4.36)

• pour une source à droite et

– une mesure à gauche
ˆ
Xs

Y s

˙
pxq “ ´

ÿ

m,n

ˆ
´XmpxSq
YmpxSq

˙
S´´
mn e

´iβmpx3`Rq
ż

Γ

ˆ
un

SpySq
un3 pySq

˙
¨ϕpyqe

iβny3

2
dspyq,

(4.37)

– une mesure à droite
ˆ
Xs

Y s

˙
pxq “ ´

ÿ

m,n

ˆ
XmpxSq
YmpxSq

˙
S´`
mn e

iβmpx3´Rq
ż

Γ

ˆ
un

SpySq
un3 pySq

˙
¨ϕpyqe

iβny3

2
dspyq.

(4.38)

Considérons à présent ϕ de la forme

ϕpxS, x3q “ gpx3 ´ xs˘
3 qξqσpxSq, (4.39)

avec g : R Ñ R une fonction paire à support compact, ξqσ : BΣ Ñ R
3 et xs˘

3 l’abscisse des
points de source.
Contrairement au guide en deux dimensions, nous avons à présent un nouveau degré de
liberté, qui est le placement de la source et de la mesure sur le bord de la section BΣ. Comme
dans le cas de l’acoustique nous définissons donc M le nombre de points selon l’axe du guide,
et nous définissons Q le nombre de points selon le bord de la section, appelé nombre de
lignes. Nous considérons donc M ˆ Q points de source et de mesure, de la forme pxqS, xs˘

3 q
pour les points de source et pxqS, xr˘

3 q pour les points de mesure, avec

xs˘
3 “ ˘pR ` sδq, s “ 0, . . . ,M ´ 1,

xr˘
3 “ ˘pR ` rδq, r “ 0, . . . ,M ´ 1,

et les points pxqSq0ďqďQ´1 tels que xqS P BΣ. Ces derniers ne seront pas définis plus précisément
et dépendent de la géométrie du guide considéré. Nous les utilisons pour définir des familles
de fonctions sur BΣ notées pξqσq0ďqďQ´1 et pζqq0ďqďQ´1 telles que ces fonctions sont centrées
en x

q
S. Étant donné que nous n’avons pas précisé les composantes de la mesure, notons que

nous avons ζq : BΣ Ñ R
6.

Remarque 4.5
Nous avons choisi de considérer les fonctions de source ξσ à image dans R3 (de type contrainte
normale) et celles de mesure à image dans R6 (de type contrainte normale ou déplacement). Bien
que cela brise la symétrie entre les sources et les mesures, nous avons fait ce choix pour alléger
les notations et les calculs tout en présentant la méthode d’une manière générale.
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Par ailleurs, la mesure sera pondérée par une fonction ψ, de la forme

ψpxS, x3q “ fpx3 ´ xr˘
3 qζppxSq, (4.40)

avec f : R Ñ R une fonction paire à support compact.
Considérons le cas d’une source et d’une mesure à gauche du défaut, les autres cas se trai-
teraient de la même manière (voir aussi la section 2.3 dans le cas du guide d’ondes acous-
tiques). En injectant l’expression de ϕ dans (4.35), il vient
ż

Γ

ˆ
un

s pySq
´un3 pySq

˙
¨ϕpyqe

´iβny3

2
dspyq “

ż

BΣ

ˆ
un

s pySq
´un3 pySq

˙
¨ ξqσpySq dspySq

ż

R

e´iβny3

2
gpy3 ´ xs´

3 q dy3

“ eiβnpR`sδqτ´q
n αn,

avec

τ˘q
n “

ż

BΣ

ˆ
un

s pySq
˘un3 pySq

˙
¨ ξqσpySq dspySq, (4.41)

αn “
ż

R

eiβny3

2
gpy3q dy3. (4.42)

Par ailleurs, en considérant la mesure pondérée par ψ, il vient
ż

Γ

ˆ
Xspxq
Y spxq

˙
¨ψpxqdspxq

“ ´

ż

Γ

ÿ

m,n

ˆ
´XmpxSq
YmpxSq

˙
¨ ζppxSqS`´

mn e
´iβmpx3`Rqfpx3 ´ xr´

3 qdspxq ˆ eiβnpR`sδqτ´q
n αn

“ ´
ÿ

m,n

ż

BΣ

ˆ
´XmpxSq
YmpxSq

˙
¨ ζppxSqdspxSq

ż

R

e´iβmpx3`Rqfpx3 ´ xr´
3 q dx3 ˆ U`´

mn e
iβnsδτ´q

n αn

“ ´
ÿ

m,n

θ´p
m γme

iβmrδU`´
mn e

iβnsδτ´q
n αn,

avec

θ˘p
m “

ż

BΣ

ˆ
˘XmpxSq
YmpxSq

˙
¨ ζppxSq dspxSq, (4.43)

γm “
ż

R

eiβmx3fpx3q dx3, (4.44)

et U`´
mn les coefficients de U`´, bloc de la matrice U , définie par

U “ S

ˆ
K 0

0 K

˙
,

K étant une matrice diagonale de terme général eiβnR.

Remarque 4.6
Dans le cas de la dimension 2, notons que les intégrales sur BΣ dans les définitions de θ˘p

m et τ˘q
n

(équations (4.43) et (4.41)) sont remplacées par des sommes, BΣ se réduisant à deux points.

Grâce à l’hypothèse de champ lointain, le champ diffracté mesuré au point pxpS, xr´
3 q pour une

source située au point pxqS, xs´
3 q, r, s “ 0, . . . ,M ´ 1, p, q “ 0, . . . , Q ´ 1, peut être approché

par M`´
pMpp´1q`r,Mpq´1q`sq donné par

M`´
pMpp´1q`r,Mpq´1q`sq “ ´

P´1ÿ

m“0

P´1ÿ

n“0

θ´p
m γme

iβmrδU`´
mn e

iβnsδτ´q
n αn. (4.45)
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Contrairement au cas de l’acoustique, nous voyons une dissymétrie apparaître suivant la po-
sition de la source et de la mesure selon l’axe du guide, qui se traduit par l’apparition de ma-
trices d’émission E´, E` et de réception R´, R` (on avait simplement E´ “ E` et R´ “ R`

en acoustique).
En appliquant le même raisonnement aux trois autres configurations, nous obtenons finale-
ment le système

M “ ´RUET , (4.46)

avec

M “
ˆ
M`´ M´´

M`` M´`

˙
,

R “
ˆ
R´ 0

0 R`

˙
, E “

ˆ
E´ 0

0 E`

˙
,

R˘ “

¨
˚̊
˚̋

V FrT
˘0
r

V FrT
˘1
r

...
V FrT

˘Q´1
r

˛
‹‹‹‚ E˘ “

¨
˚̊
˚̋

V FeT
˘0
e

V FeT
˘1
r

...
V FeT

˘Q´1
r

˛
‹‹‹‚,

où V est la matrice de Vandermonde de taille M ˆ P , dont les coefficients sont

Vmn “ eimβnδ, m “ 0, . . . ,M ´ 1, n “ 0, . . . , P ´ 1,

Fe, Fr, T˘q
e et T˘q

r sont les matrices diagonales, de termes généraux respectifs αn, γn, τ˘q
n et

θ˘q
n pour n “ 0, . . . , P ´ 1 et q “ 0, . . . , Q ´ 1. Nous les nommons respectivement matrice de

pondération pour l’émission, matrice de pondération pour la réception, matrice des modes
pour l’émission et matrice des modes pour la réception. Les matrices d’émission E˘ et de
réception R˘ sont donc dorénavant de taille MQ ˆ P , et la matrice de mesures M est de
taille MQ ˆ MQ.
Nous voyons que la répartition des sources et des mesures selon l’axe ne joue pas le même
rôle que celle selon le bord de la section. Nous pouvons ainsi traiter séparément la répartition
des points selon l’axe et celle sur le bord de la section. La répartition des points selon l’axe
a déjà été étudiée dans le cas où une seule ligne est considérée dans le cas de l’acoustique.
Les conclusions obtenues dans ce cas sur le conditionnement des matrices E˘ et R˘ se géné-
ralisent au cas où plusieurs lignes sont considérées. Entrent en jeu de nouveaux paramètres,
qui sont le nombre de lignes Q et leur répartition selon le bord de la section, soit les fonctions
ζq et ξqσ, q “ 0, . . . , Q ´ 1.
Notons que nous pouvons aussi écrire

R˘ “ VFrT
˘
r , E˘ “ VFeT

˘
e

les matrices V, Fr et Fe étant diagonales par blocs, de blocs respectifs V , Fr et Fe, et

T ˘
r “

¨
˚̊
˚̋

T˘0
r

T˘1
r
...

T˘Q´1
r

˛
‹‹‹‚, T ˘

e “

¨
˚̊
˚̋

T˘0
e

T˘1
e
...

T˘Q´1
e

˛
‹‹‹‚,
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matrices formées de Q blocs de taille P ˆ P .
Dans la pratique, le terme source sera une contrainte imposée au bord soit selon la section
transverse soit selon l’axe du guide et les mesures seront les composantes du déplacement.
Nous nous plaçons dans ce cadre dans la suite, ce qui implique ζ1 “ ζ2 “ ζ6 “ 0, et nous
notons ζu la fonction telle que

ˆ
˘Xm

Ym

˙
¨ ζ “

ˆ
uS

˘u3

˙
¨ ζu,

autrement dit

ζu “

¨
˝
ζ4
ζ5
ζ3

˛
‚.

Nous définissons à nouveau notre fonction de mesure

ψpxS, x3q “ fpx3 ´ xr˘
3 qζpupxSq, (4.47)

où nous avons remplacé dans (4.40) ζ par ζu.

4.5 Étude du conditionnement des matrices d’émission et
de réception

Comme dans le cas de l’acoustique, nous allons nous intéresser au conditionnement des ma-
trices d’émission et de réception E˘ et R˘, et plus particulièrement à son optimisation. Nous
omettons dans cette partie l’exposant ˘ des matrices d’émission et de réception ainsi que de
celles intervenant dans leur factorisation, ce signe n’ayant pas d’influence sur la discussion.

4.5.1 Étude théorique

Les matrices de pondération

Les conclusions dans le cas acoustique en dimension 2 restent valables ici (voir section 2.4) :
les matrices Fe et Fr ne dépendent que de la forme des fonctions de mesure f et de source g
selon l’axe du guide, et des nombres d’onde βn. En choisissant des fonctions f et g telles que
leur transformée de Fourier varie peu sur p0, β0q, le conditionnement des matrices Fe et Fr est
proche de 1.

Les matrices des modes

Les matrices T q
e et T q

r sont diagonales, leurs coefficients dépendant des valeurs des modes sur
le bord.

Cas du guide en dimension 2
Considérons dans un premier temps la dimension 2 avec un guide de section p0, dq et une
seule ligne de sources en contrainte et une seule ligne de mesures en déplacement, avec
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(a) Mode symétrique (b) Mode antisymétrique

FIGURE 4.2 – Schémas des modes de Lamb

ζu “ ξσ dans (4.39) et (4.47). Cela revient à avoir Q “ 1 et T 0
e “ T 0

r “ T , avec

T “

¨
˚̊
˚̋

ξSu
0
Spdq ` ξ3u

0
3pdq 0 . . . 0

0 ξSu
1
Spdq ` ξ3u

1
3pdq . . . 0

...
. . .

...
0 0 . . . ξSu

P´1
S pdq ` ξ3u

P´1
3 pdq

˛
‹‹‹‚.

Les modes sont appelés dans ce cas les modes de Lamb. Il en existe deux types, suivant la
symétrie de u3 par rapport à xS “ d{2 (voir figure 4.2) : si u3 est symétrique, alors le mode
est dit symétrique. Sinon, u3 est antisymétrique et le mode est dit antisymétrique. Notons que
la composante uS est antisymétrique lorsque le mode est symétrique et symétrique lorsque le
mode est antisymétrique. Nous pouvons montrer dans ce cas que le conditionnement de la
matrice des modes explose lorsqu’au moins un des modes a une amplitude nulle à la surface.
Plus précisément, nous montrons (voir annexe C) dans le cas particulier ξS “ 1 et ξ3 “ 0 que

Proposition 4.10
L’amplitude du déplacement normal d’un mode est nulle en d si et seulement si Dp P 0, . . . , P ´ 1,

tel que Dpm,nq P N
2, $

’’’’’’&
’’’’’’%

β2
p “ ω2 ρ

µ
´
ˆ
mπ ´ 2κ

d

˙2

,

β2
p “ ω2 ρ

λ ` 2µ
´
ˆ
nπ ´ 2κ

d

˙2

,

m ` n “ 2q, q P Z.

(4.48)

(4.49)

(4.50)

où κ “ 0 si le mode est symétrique et κ “ π{2 si le mode est antisymétrique.

Physiquement, ces résultats peuvent s’interpréter grâce aux courbes de dispersion : dans le
plan pω, βq, il s’agit des courbes décrites par les modes, de Lamb ou SH. L’amplitude d’au
moins un mode est alors nulle au point où s’intersectent les courbes correspondant à un
mode SH (relation (4.48)) et à un mode “pseudo-Lamb” (relation (4.49)). En particulier,
nous montrons dans l’annexe C que ces points sont aussi les points d’intersection d’un mode
de Lamb symétrique et d’un mode de Lamb antisymétrique, sauf dans le cas où n “ 0 dans
(4.49). Dans ce cas, le mode antisymétrique est identiquement nul.
Nous prouvons ainsi des résultats déjà observés grâce à des observations physiques dans
[129].

Cas du guide en dimension 3
Dans le cas général, le conditionnement des matrices T q

e et T q
r va dépendre fortement du choix

des fonctions de source et de mesure ξσ et ζu et des modes du guide, donc de sa géométrie. De
plus, nous n’avons pas d’expression analytique des modes en général. Ces questions doivent
donc être traitées numériquement au cas par cas. Nous avons cependant la propriété suivante,
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qui nous donne une majoration du conditionnement des matrices d’émission et de réception
E et R en fonction des valeurs propres des matrices d’émission et de réception associées aux
différentes lignes.

Proposition 4.11
Soient λ1pXq et λP pXq respectivement la plus grande et la plus petite valeur propre de la matrice
X symétrique définie positive de taille P ˆ P . Alors

κpRq ď

gffe
řQ´1

q“0 λ1pR˚
qRqq2řQ´1

q“0 λP pR˚
qRqq2

,

κpEq ď

gffe
řQ´1

q“0 λ1pE˚
qEqq2řQ´1

q“0 λP pE˚
qEqq2

,

avec

Rq “ V FrT
q
r ,

Eq “ V FeT
q
e .

Démonstration. Nous n’écrivons la démonstration que pour la matrice de réception R :

λ1pR˚Rq2 “ max
}x}2“1

x˚R˚Rx

“ max
}x}2“1

Q´1ÿ

q“0

x˚R˚
qRqx

ď
Q´1ÿ

q“0

max
}x}2“1

x˚R˚
qRqx

ď
Q´1ÿ

q“0

λ1pR˚
qRqq2.

De même,

λP pR˚Rq2 ě
Q´1ÿ

q“0

λP pR˚
qRqq2,

ce qui implique

κpRq ď

gffe
řQ´1

q“0 λ1pR˚
qRqq2řQ´1

q“0 λP pR˚
qRqq2

.

Cette proposition n’assure pas la décroissance du conditionnement de E et R lorsque Q aug-
mente, mais montre que même si certaines lignes présentent un mauvais conditionnement
(des matrices Eq et Rq), celui de la matrice globale reste borné. Nous verrons dans la pratique
que ce dernier décroit en général lors de l’ajout d’une ligne.
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La matrice de Vandermonde

La matrice de Vandermonde V a la même expression que dans le cas de l’acoustique :

Vmn “ eimβnδ, m “ 0, . . . ,M ´ 1, n “ 0, . . . , P ´ 1.

Toutefois, nous n’avons plus d’expression analytique pour les nombres d’onde βn. Nous al-
lons chercher à optimiser le conditionnement malgré cela. Tout d’abord, pour que V ˚V soit
inversible, nous imposons dans la suite que

pβm ´ βnqδ ‰ 2πq, m ‰ n, q P Z.

Dans le cas où tous les βn sont différents, cette condition est vérifiée si

δ ă 2π

β0 ´ βP´1

.

Or dans un guide d’ondes élastiques il est possible que deux modes aient le même nombre
d’onde : cette situation survient par exemple dans un guide de dimension 3 de section carré.
De même, en dimension 2, la différence entre les deux premiers nombres d’onde tend vers
0 lorsque la fréquence augmente. Ces situations ne se présentent pas dans le cas du guide
d’ondes acoustiques en dimension 2. Pour que V ˚V soit inversible et que notre méthode soit
applicable, nous n’avons pas d’autre choix que de choisir arbitrairement un des deux modes
ayant le même nombre d’onde et de ne pas l’inclure dans les décompositions modales. Nous
perdons ainsi l’information liée à ce mode mais nous restons capable d’imager le défaut.
Dans le cas de l’élasticité, nous proposons de fixer l’espacement entre deux points de mesure
et de source δ à δ “ δ0 “ 2π{β0, qui assure l’inversibilité de V ˚V sous réserve que l’hypothèse
12 soit vérifiée (pas de mode rétrograde). Remarquons que cette valeur coïncide avec celle
choisie dans le cas de l’acoustique, cas pour lequel β0 “ k, soit δ0 “ λ, où λ désignait la
longueur d’onde.

4.5.2 Étude numérique

Intéressons-nous d’abord au cas de la dimension 2 et au conditionnement de la matrice des
modes T . Nous avons représenté figure 4.3, graphique du haut, le conditionnement de la
matrice T en fonction de la fréquence dans le cas où ses coefficients sont les unSpdq, avec
d “ 1. Le graphique du bas représente les courbes de dispersion des modes symétriques
en bleu, anti-symétriques en rouge et SH en vert, ainsi que les modes “pseudo-Lamb” en
pointillés noirs. Ces derniers correspondent à un nombre d’onde β vérifiant une relation de
dispersion de la forme

β2 “ ω2 ρ

λ ` 2µ
´
´nπ
d

¯2

, n P N. (4.51)

Les courbes de dispersion des modes symétriques et antisymétriques sont obtenues grâce à
l’algorithme SAFE décrit brièvement section 4.6.2, celles des “pseudo-Lamb” sont définis par
(4.51) et celles des modes SH pour n P N, par

β2 “ ω2 ρ

µ
´
´nπ
d

¯2

, n P N.

Nous observons ainsi que chaque pic du conditionnement correspond à l’intersection des
courbes de dispersion d’un mode SH et d’un mode “pseudo-Lamb”, et que ces intersections
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FIGURE 4.3 – Conditionnement de la matrice des modes dans le cas 2D. En haut : évolution du
logarithme du conditionnement en fonction de la fréquence. En bas : courbes de dispersion
des modes symétrique (bleu continu), antisymétrique (rouge continu), SH (vert pointillé) et
“pseudo-Lamb” (noir pointillé)

coïncident avec celles d’un mode de Lamb symétrique et d’un mode de Lamb antisymétrique.
En particulier, le deuxième pic correspond au cas β “ ω

a
ρ{pλ ` 2µq où le mode antisymé-

trique est identiquement nul. Par ailleurs, nous voyons que les intersections entre un mode
SH, un mode de Lamb et un mode “pseudo-Lamb” n’ont lieu que lors d’une intersection
sur deux d’un mode SH et d’un mode “pseudo-Lamb” : si l’on suit par exemple la courbe
correspondant à un mode SH, il n’y aura un mode de Lamb à l’intersection avec un mode
“pseudo-Lamb” qu’une fois sur deux. Nous pourrions vérifier que cela correspond aux cas où
les parités de m et n sont les mêmes dans (4.48) et (4.49). Cela conforte l’étude théorique
menée en annexe C. Nous voyons par ailleurs qu’en dehors de ces valeurs, le conditionne-
ment de la matrice T varie peu. Nous pouvons donc, en évitant les fréquences pour lesquelles
ces intersections se produisent, avoir un bon conditionnement de la matrice T , et donc nous
retrouver dans le même cadre que dans le cas du guide d’ondes acoustiques en deux dimen-
sions.
Nous avons par ailleurs représenté figure 4.4 le logarithme du conditionnement de la matrice
de Vandermonde V en fonction du rapport δ{δ0 pour différentes valeurs de M , avec P “ 12.
Cette figure confirme que l’étude réalisée dans le cas de l’acoustique se généralise au cas de
l’élasticité.
Illustrons à présent le cas de la dimension 3. Comme mentionné précédemment, les modes
et donc le conditionnement des matrices des modes T q

r et T q
e dépendent beaucoup de la

géométrie du guide. Nous avons choisi de considérer ici un guide de section rectangulaire
r0; 30s ˆ r0; 10s (voir figure 4.5). Nous avons représenté figure 4.7 l’évolution du condition-
nement de la matrice de réception R et des matrices intervenant dans sa factorisation en
fonction du nombre de lignes de source Q, pour un nombre de points par ligne M fixé. Plus
précisément, les fonctions ζqu dans (4.47) sont de la forme

ζqu “ δxq
S
νSpxqSq, q “ 0, . . . , Q ´ 1,
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FIGURE 4.4 – Logarithme du conditionnement de V en fonction de δ{δ0
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FIGURE 4.5 – Schéma du guide 3D et du placement des lignes
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FIGURE 4.6 – Position des lignes sur le bord de la section dans la première configuration (I)
en haut et dans la seconde (II) en bas

de sorte que les matrices T q
r sont de terme général un

SpxqSq ¨ νSpxqSq, n “ 0, . . . , P ´ 1, avec,
pour la première sous-figure,

x0S “
ˆ
9

0

˙
, x1S “

ˆ
17

10

˙
, x2S “

ˆ
0

2

˙
, x3S “

ˆ
30

6

˙
, x4S “

ˆ
23

0

˙
, x5S “

ˆ
3

10

˙
,

et, pour la seconde,

x0S “
ˆ
15

0

˙
, x1S “

ˆ
15

10

˙
, x2S “

ˆ
0

3

˙
, x3S “

ˆ
30

3

˙
, x4S “

ˆ
0

7

˙
, x5S “

ˆ
30

7

˙

(voir figure 4.6 pour un schéma du positionnement de ces points).
Nous avons donc tracé le logarithme du conditionnement des différentes matrices interve-
nant dans la factorisation de R en fonction du nombre de lignes Q choisi : le logarithme du
conditionnement de la matrice de Vandermonde V est tracé en bleu (constant car indépen-
dant du nombre de lignes), celui de la matrice des modes TQ´1

r associée à la ligne Q ´ 1

est tracé en rouge, celui de la matrice globale des modes Tr est tracé en jaune et celui de la
matrice de réception R est tracé en violet. Ces courbes ont été tracées pour un espacement
δ “ δ0, un nombre de modes propagatifs P “ 16 et un nombre de points (par ligne) M “ 4P .
Étant donnée la forme du guide, nous nous attendons à ce que des modes s’annulent sur les
axes de symétrie et que le conditionnement des matrices des modes explose pour des points
sur ces axes.
De plus, pour avoir le plus d’information possible pour un nombre de lignes Q donné, il
semble naturel d’espacer régulièrement nos lignes sur le bord de la section. Nous avons donc
deux critères pour choisir la position de nos lignes : éviter les symétries du guide et bien
répartir nos points sur le bord de la section du guide.
La première configuration (I) correspond alors à un positionnement des points évitant les
symétries avec une répartition régulière sur le bord de la section. Nous voyons ainsi que le
conditionnement de Tr ainsi que celui de R sont améliorés lorsque la deuxième ligne est
ajoutée, alors que le conditionnement associé à T 1

r est moins bon que celui associé à T 0
r . Cela

montre que nous avons intérêt à utiliser plusieurs lignes q dans nos acquisitions, et ce indé-
pendamment du conditionnement des différentes matrices des modes T q

r . Globalement, les
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FIGURE 4.7 – Conditionnement en fonction du nombre de lignes Q dans le cas d’un guide
de section rectangulaire. Logarithme du conditionnement de la matrice de Vandermonde (en
bleu), de la matrice TQ

r (en rouge), de la matrice Tr (en jaune) et de la matrice de réception
R (en violet). En haut : bonne répartition des points évitant les symétries. En bas : points mal
répartis

conditionnements de Tr et R diminuent à l’ajout de chaque ligne. Toutefois, cette diminution
présente un effet de saturation et nous n’avons pas intérêt à considérer trop de lignes. Ainsi,
le gain entre l’ajout de la quatrième et de la cinquième ligne est minime.
La deuxième configuration (II) consiste en une mauvaise répartition des points avec des sy-
métries. Il est alors intéressant de noter que le conditionnement de Tr et R diminue peu lors
de l’ajout de la deuxième ligne. Notons que le conditionnement de R augmente légèrement
lors de l’ajout de la sixième ligne, ce qui met l’accent sur l’importance du choix du nombre de
lignes Q et du positionnement de celles-ci.
Les conditionnements obtenus dans les deux sous-figures sont proches lorsque 6 lignes sont
considérées. Il ne faut cependant pas oublier que l’ajout d’une ligne a un coût sur le temps
d’acquisition, et que toutes les faces ne sont pas nécessairement accessibles lors d’une inspec-
tion. C’est pourquoi il est important d’étudier le placement des lignes a priori, pour détermi-
ner le nombre de lignes considérées ainsi que leur position.

4.6 Extension au régime temporel et applications numé-
riques

Nous allons présenter rapidement dans cette section l’extension au régime temporel, qui est
l’analogue de la section 3.1.2 dans le cas de l’acoustique, avant de nous intéresser aux ap-
plication numériques. Pour cela nous décrirons le calcul des modes, qui ne sont pas connus
analytiquement comme dans le cas du guide acoustique en deux dimensions, puis des ré-
sultats numériques, d’abord pour les mêmes défauts que dans le cas de l’acoustique afin de
comparer les performances obtenues (problème de Dirichlet), puis sur d’autres types de dé-
fauts, tels que les fissures ou les obstacles en bord de guide. Nous parlerons à cette occasion
notamment de l’influence de la composante du déplacement mesurée, à savoir normale ou
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tangentielle, ainsi que l’influence de la polarisation sur l’image finale.

4.6.1 Extension au régime temporel. Choix de la forme de la source en
temps

Soit v la solution dans Ω ˆ p0,`8q de
$
’’’’’’&
’’’’’’%

ρB2
ttv ´ divσpvq “ 0 dans Ω ˆ R`,

σpvqν “ ϕχ sur Γ ˆ R`,

v “ 0 sur BD ˆ R`,

vp¨, 0q “ 0 sur Ω,

Btvp¨, 0q “ 0 sur Ω,

(4.52)

où ϕ est une fonction à support compact de Γ et χ une fonction du temps, causale et à support
compact. À nouveau, le caractère bien posé de ce problème pourrait être établi au moyen du
théorème de Lions-Magenes ou au moyen de celui de Hille-Yosida (voir [35]). Comme dans
le cas de l’acoustique, si nous considérons la transformée de Fourier de la solution v

pvpx, ωq “
ż

R

vpx, tqeiωt dt,

pour ω ą 0 fixé la fonction u “ pvp¨, ωq est solution du problème de diffraction
$
’’’&
’’’%

ρω2u` divσpuq “ 0 dans Ω,

σpuqν “ h sur Γ,

u “ 0 sur BD,
pCRq,

(4.53)

avec h “ pχpωqϕ. Nous avons, comme dans le cas de l’acoustique, u “ us`ui avec us solution
du problème (4.10) où la condition de Neumann σpusqν “ f avec f “ ´σpuiqν sur BD a été
remplacée par la condition de Dirichlet us “ ´ui, et ui est la solution du problème

$
’&
’%

ρω2ui ` divσpuiq “ 0 dans W,

σpuiqν “ h sur Γ,

pCRq.

Nous pouvons à nouveau résoudre le problème d’imagerie à chaque fréquence du spectre
de la fonction de source χ, ce qui nous permet de calculer différentes fonctions caractéris-
tiques en combinant celles obtenues pour chaque fréquence. Toutefois, étant données les
conclusions obtenues dans le cas de l’acoustique, nous ne considérerons que la fonction ca-
ractéristique en série normalisée par le maximum :

ψs
Z,p,max “

˜ż ω`

ω´

max
zPG

|ψZ,ppz, ωq|2

|ψZ,pp¨, ωq|2 dω

¸´1{2

, (4.54)

avec ω´, respectivement ω` l’infimum, respectivement le supremum, du support de pχ.
Intéressons-nous maintenant à la fonction source χ. Comme dans le cas de l’acoustique, nous
allons vouloir éviter les fréquences pour lesquelles la vitesse de groupe d’un mode est nulle.
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Notons que contrairement au cas de l’acoustique, il ne s’agit pas toujours des fréquences pour
lesquelles un nombre d’onde βn est nul. Nous considérons donc la même forme de source

χptq “
ÿ

nPI
χnptq (4.55)

“
ÿ

nPI
rsinpantq expp´bnpt ´ cnq2qs1. (4.56)

avec I Ă N.
Toutefois, nous devons déterminer au préalable numériquement les fréquences de coupure
ωn pour pouvoir déterminer nos paramètres. Nous imposons donc, comme dans le cas de
l’acoustique, $

’’’’’’&
’’’’’’%

bn “ π2

200d2
,

cn “ 5?
2b
,

an `
a
a2n ` 16bn

2
“ 1

2
pωn ´ ωn´1q.

Contrairement au cas de l’acoustique, les fréquences de coupure ωn ne sont pas espacées
régulièrement. Remarquons alors qu’en pratique, si les deux fréquences de coupure ωn´1 et
ωn sont proche l’une de l’autre, alors le support de pχn est petit, ce qui implique que celui de χn

est grand. Nous n’allons donc plus considérer tous les intervalles jusqu’à ωP mais seulement
ceux pour lesquels le support de χn est suffisamment petit pour que le temps final Tmax ne
soit pas trop grand.
Dans la pratique, nous avons choisi I “ t8, 11, 14u.

4.6.2 Synthèse de données artificielles

Nous avons adopté la même stratégie que dans le cas de l’acoustique. Ainsi, dans le cas
fréquentiel, le champ diffracté est calculé par éléments finis dans une zone restreinte autour
du défaut, avant d’être propagé selon l’axe du guide grâce au lemme de propagation 4.3. Le
calcul éléments finis a été réalisé au moyen de la bibliothèque C++ XLiFE++ développée
dans l’équipe POEMS de l’ENSTA ParisTech [105]. Dans le cas du domaine temporel, les
données ont été simulées au moyen du code Echo [85].

Calcul des modes

Nous n’avons plus accès aux modes analytiquement. En effet même en dimension 2, bien que
nous connaissions la relation de dispersion (C.1) (voir [122]), nous ne sommes pas à même
de déterminer β analytiquement. Nous devons donc a minima résoudre numériquement la
relation de dispersion pour obtenir βn et κn P t0, π{2u avant d’utiliser les expressions analy-
tiques des modes lorsque celles-ci sont disponibles. Nous avons choisi d’utiliser la méthode
SAFE [9, 88] car elle nous permet de calculer les nombres d’onde ainsi que les modes simul-
tanément, quel que soit le guide d’onde considéré. Nous avons ainsi vérifié dans le cas de la
dimension 2 que la reconstruction est de même qualité en utilisant des modes calculés numé-
riquement et analytiquement (non présenté ici) avant d’utiliser les modes numériques pour
d’autres géométries pour lesquelles nous n’avons plus d’expression analytique en général.
Le principe est le suivant : nous discrétisons par éléments finis un problème vérifié par les
modes écrit sous la forme d’un problème aux valeurs propres généralisé. Nous résolvons en-
suite numériquement ce problème, ce qui nous donne les valeurs propres βn et les vecteurs
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propres associés Un “
`
un

S un3
˘T

. Plus précisément, soit le problème vérifié par les modes
dans la section #

´divβσβpuq ´ ρω2u “ 0 dans Σ,

σβpuq ¨ ν “ 0 sur BΣ, (4.57)

où l’indice β signifie que les dérivées par rapport à la variable x3 dans (4.57) ont été rempla-
cées par une multiplication par iβ. Ce problème est un problème aux valeurs propres quadra-
tique, et ne peut donc être résolu directement. Nous introduisons donc p “ βu et nous écri-
vons une formulation variationnelle de (4.57) : trouver pβ,u,pq tels que, @pv, qq P H1pΣq2,

ż

Σ

ρp ¨ v dx “ β

ż

Σ

ρu ¨ v dx,
ż

Σ

ρω2u ¨ q ´ Cε1Spuq : ε1Spqq dx

`
ż

Σ

ρp ¨ v ´ iCε03ppq : ε1Spqq ´ iCε1Sppq : ε03pqq dx “ β

ż

Σ

Cε03ppq : ε03pqq dx,

avec

ε03puq “

¨
˝

0 0 1
2
u1

0 0 1
2
u2

1
2
u1

1
2
u2 u3

˛
‚, ε1Spuq “

¨
˚̊
˝

Bu1

Bx1

1
2

´
Bu1

Bx2

` Bu2

Bx1

¯
1
2

Bu3

Bx1

1
2

´
Bu1

Bx2

` Bu2

Bx1

¯
Bu2

Bx2

1
2

Bu3

Bx2

1
2

Bu3

Bx1

1
2

Bu3

Bx2

0

˛
‹‹‚.

Après discrétisation, nous obtenons un problème de la forme

AX “ βBX

que nous savons résoudre numériquement.

4.6.3 Résultats numériques

Nous avons considéré dans un premier temps un guide en dimension 2 présentant les mêmes
défauts que dans le cas de l’acoustique, à savoir un défaut carré et deux défauts rectangu-
laires, avec des conditions de bord de Dirichlet (voir figures 4.8 et 4.9), à polarisation fixée.
Pour une source selon la normale du guide, de la forme

ξσ “
ˆ
δ

0

˙
,

gpx3q “ 10

d
max

ˆ
1 ´ 10|x3|

d
, 0

˙

dans (4.39), nous avons imagé les défauts pour une mesure ponctuelle (f “ δ) de la com-
posante normale uS du déplacement ou de la composante tangentielle u3, dans le cas des
données complètes (full-scattering) et partielles (back-scattering). Le nombre de modes pro-
pagatifs P aux fréquences utilisées dans l’imagerie, d’après l’expression de χ (4.56), est 8,
11 ou 14, et M “ 42. Nous obtenons ainsi des images de qualité proche de celles obtenues
dans le cas de l’acoustique, comme attendu suite à l’étude du conditionnement des matrices
d’émission et de réception.
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(a) Full-scattering, mesure du déplacement nor-
mal

(b) Full-scattering, mesure du déplacement tan-
gentiel

(c) Back-scattering, mesure du déplacement nor-
mal

(d) Back-scattering, mesure du déplacement tan-
gentiel

FIGURE 4.8 – Un défaut de type Dirichlet, dimension 2

(a) Full-scattering, mesure du déplacement nor-
mal

(b) Full-scattering, mesure du déplacement tan-
gentiel

(c) Back-scattering, mesure du déplacement nor-
mal

(d) Back-scattering, mesure du déplacement tan-
gentiel

FIGURE 4.9 – Deux défauts de type Dirichlet, dimension 2
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Influence de la polarisation

Les images précédentes ont été obtenues pour une polarisation p fixée. Plus précisément,
nous considérions figures 4.8 et 4.9 la polarisation uS, ce qui revient à résoudre le système

UHp “ FY,p,

avec p “
`
1 0

˘T
et FY,p défini en (4.30).

En dimension 2 nous pouvons donc obtenir 4 images : en effet, étant données les deux polari-
sations p1 “

`
1 0

˘T
et p2 “

`
0 1

˘T
, nous obtenons une image par polarisation pour chacun

des systèmes

UHp “ FY,p

UHp “ FX,p,

ce qui nous donne bien quatre images. Revenons dans le cadre général de la dimension 3. Il
est alors intéressant de chercher à optimiser la polarisation pour obtenir la meilleure image
possible. En particulier dans le cas des fissures [34], il a été montré que le système résolu
pour la fissure de Neumann est
$
’’’’&
’’’’%

P´1ÿ

n“0

eiβnRpS`´
mnh

´
n ` S´´

mnh
`
n q “ eiβmpR`z3qp´tSpzSq ¨ νm

S pzq ` tm3 pzSqν3pzqq,

P´1ÿ

n“0

eiβnRpS``
mnh

´
n ` S´`

mnh
`
n q “ eiβmpR´z3qptSpzSq ¨ νm

S pzq ` tm3 pzSqν3pzqq,
m “ 0, . . . , P ´ 1,

(4.58)

avec ν “
`
νS ν3

˘T
la normale à la fissure (lorsque z appartient à la fissure).

Le problème est alors que la normale à la fissure fait partie des inconnues. Cependant, grâce à
la linéarité du système, nous pouvons résoudre le problème pour les polarisations

`
1 0 0

˘T
,`

0 1 0
˘T

et
`
0 0 1

˘T
et déduire la normale en cherchant le vecteur unitaire qui pour

chaque point z minimise }h}
L2ppΣq conformément au théorème 4.7.

En dimension 2, nous posons pνS, ν3q “ pcos θ, sin θq et nous résolvons le problème (4.58)
pour θ “ 0 et θ “ π{2. Nous en déduisons respectivement h1 et h2. Par linéarité, nous avons

h “ pcos θqh1 ` psin θqh2,

ce qui implique que, par une simple minimisation de }h}
L2ppΣq, nous obtenons notre normale.

Nous avons représenté figure 4.10 les images obtenues pour les polarisations p1 et p2 pour
deux fissures de Neumann. Comme il avait déjà été justifié dans [34], les polarisations en
contrainte donnent une image plus fidèle des fissures de Neumann.
S’agissant de l’optimisation de la normale, nous avons deux possibilités : soit nous appli-
quons cette optimisation à chaque fréquence et nous obtenons une fonction caractéristique
en combinant les fonctions caractéristiques optimisées, soit nous appliquons l’optimisation
aux fonctions caractéristiques après combinaison des différentes fréquences.
Nous avons représenté figure 4.11 les images obtenues après optimisation de la normale res-
pectivement à chaque fréquence et sur les fonctions caractéristiques combinées. Nous voyons
alors que, dans le premier cas, une des deux fissures n’est pas trouvée. Il semble donc plus
intéressant d’effectuer l’optimisation de la normale sur les fonctions caractéristiques combi-
nées. De plus, en dimension 2, l’optimisation est peu coûteuse car le calcul est direct. En
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(a) Polarisation uS (b) Polarisation u3

(c) Polarisation tS (d) Polarisation t3

FIGURE 4.10 – Influence de la polarisation, cas de la fissure de Neumann

(a) ... à chaque fréquence (b) ... sur les fonctions caractéristiques combinées

FIGURE 4.11 – Optimisation de la normale

dimension 3, nous devrions avoir recours à un algorithme tel qu’une descente de gradient
pour chaque point de la grille d’échantillonnage. Il serait donc plus intéressant de ne faire
cette optimisation qu’une seule fois, ce qui est le cas pour l’optimisation sur les fonctions
caractéristiques combinées.

Influence de la durée d’acquisition

Nous avons jusqu’à présent considéré que nos mesures étaient effectuées sur un intervalle de
temps r0, Tmaxs avec Tmax choisi de sorte que le champ se soit annulé en tous les points de
mesure. Nous considérons figure 4.12 les mêmes mesures tronquées à un instant T plus petit,
de sorte que le champ diffracté n’a pas été totalement mesuré. Nous voyons alors que l’image
est dégradée, mais que nous restons capable de déterminer le défaut. Ce cas correspond à des
conditions expérimentales, où nous ne pourrons mesurer notre champ que dans un intervalle
de temps limité.
Dans la suite, nous considérons des simulations en régime fréquentiel pour tester certains
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(a) T “ 0.75Tmax (b) T “ 0.5Tmax

FIGURE 4.12 – Influence du temps final

paramètres. En effet, ces paramètres sont soit liés à la nature du guide ou du défaut, soit à l’ac-
quisition des données en surface. Nous avons vu que nous obtenions des résultats similaires
en régime fréquentiel et en régime multi-fréquentiel. Nous pouvons donc nous concentrer sur
le régime fréquentiel, régime pour lequel la résolution du problème direct est la moins chère
en ressources de calcul.
Nous voulons ainsi nous rapprocher le plus possible d’un cas réaliste avant d’appliquer notre
méthode à des données expérimentales.

Influence de l’atténuation

Un premier paramètre intéressant est l’atténuation : jusqu’à présent, nous avons considéré
des matériaux parfaits dans lesquels les ondes se propagent sans atténuation, ce qui n’est
bien évidemment pas réaliste. Nous considérons à présent un acier légèrement atténuant.
Pour ce faire, les coefficients de Lamé du matériau λ et µ ont une partie imaginaire non
nulle. Introduisons pour cela le coefficient d’atténuation pour les ondes longitudinales αL

et pour les ondes transversales αT , définis de la façon suivante dans l’espace libre : soit AL

(respectivement AT ) l’amplitude d’une onde longitudinale (respectivement transversale) se
propageant d’un plan d’abscisse x1 à un plan d’abscisse x2. Le coefficient d’atténuation est
alors tel que

AL{T px2q
AL{T px1q “ e´αL{T px2´x1q.

Nous avons considéré dans nos simulations αL “ αT “ 10´3, et nous avons calculé les co-
efficients de Lamé correspondants [12, 13] pour prendre en compte cette atténuation dans
le calcul des modes, qui seront calculés comme précédemment. Toutefois, il n’existe plus de
modes propagatifs au sens propre : tous les nombres d’onde βn possèdent une partie imagi-
naire non-nulle. Nous considérons donc des “pseudo” modes propagatifs, qui sont les modes
qui seraient propagatifs en l’absence d’atténuation. Dans notre cas, la partie imaginaire de
λ et µ ayant été prise petite devant leur partie réelle, les modes “pseudo” propagatifs pos-
sèdent aussi une partie imaginaire faible devant leur partie réelle. Nous avons ensuite réalisé
figure 4.13 l’imagerie pour des points de mesure avec R “ 1 et R “ 2, les autres paramètres
étant fixes avec P “ 20 et M “ 3P . Les obstacles sont deux disques, le premier centré en
p´0.2, 0.7q de rayon 0.05 et le second centré en p0.3, 0.5q, de rayon 0.07. Nous voyons tout
d’abord que l’imagerie est possible et qu’elle ne semble pas être influencée par l’atténuation.
Notons toutefois que ces valeurs d’atténuation et de distance des points de mesure ont été
choisis arbitrairement. Ces images montrent simplement que l’imagerie est théoriquement
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FIGURE 4.13 – Influence de l’atténuation : mesures effectuées pour R “ 1 (gauche) et R “ 2

(droite)

FIGURE 4.14 – Atténuation non prise en compte lors de l’imagerie

possible en présence d’atténuation. Par ailleurs, nous n’avons pas bruité nos mesures. Nous
nous attendons donc à une dégradation liée au Ratio de Signal sur Bruit (RSB) dans des cas
plus réalistes.

Il est aussi intéressant de considérer le cas où l’on ignore l’atténuation lors de la phase d’ima-
gerie : en effet, il est difficile de quantifier l’atténuation des ondes dans des matériaux tels que
l’acier ou l’aluminium puisque celle-ci est très faible. Nous sommes alors tentés d’appliquer
la méthode d’imagerie en utilisant des modes calculés pour un guide parfait, ne présentant
pas d’atténuation. C’est ce que nous avons fait figure 4.14. Nous voyons que l’image reste de
bonne qualité.

Élimination d’une composante modale

Enfin, nous avons mentionné dans la section 4.5 que certains modes présentaient des nombres
d’onde proches ou égaux dans le cas de l’élasticité, ce qui se traduit par une dégradation du
conditionnement voir une perte d’inversibilité des matrices d’émission E˘ et de réception R˘

et donc par l’inapplicabilité de notre méthode. Nous allons montrer ici que, dans le cas où
deux nombres d’onde sont très proches, nous pouvons ne considérer qu’un des deux modes
dans les systèmes (4.28), (4.29) et (4.46).
Nous avons pour cela considéré le même cas que précédemment, à savoir deux défauts cir-
culaires (voir figure 4.15), avec P “ 28. Cela implique que les deux premiers modes ont des
nombres d’onde très proches (la différence relative est inférieure à 10´3%), d’où un mau-
vais conditionnement des matrices d’émission E˘ et de réception R˘. Nous voyons dans la
figure 4.15 que l’élimination d’un des deux modes améliore légèrement l’image. Toutefois,
cette amélioration est minime et il serait plus intéressant d’étudier l’élimination sur un guide
d’ondes 3D dont la section possède des symétries par rotation (section carré ou circulaire)
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(a) sans élimination d’un mode (b) avec élimination d’un mode

FIGURE 4.15 – Élimination d’un mode pour un nombre d’onde double

FIGURE 4.16 – Cas d’un obstacle débouchant

pour des données réelles. En effet, nous aurions des modes avec exactement le même nombre
d’onde, rendant l’imagerie plus compliquée en présence de bruit. Ce type de cas n’a pas en-
core été étudié. Ce test montre que l’élimination d’une composante modale est envisageable
si nécessaire sans dégrader l’image finale, mais nous ne pouvons affirmer actuellement que
cela est utile en pratique.

Autres types de défauts

Nous présentons ici quelques tests numériques supplémentaires. En section 1.3, nous avions
introduit le cas d’un obstacle au bord du guide dans le cas de l’acoustique. Nous avons donc
simulé l’analogue pour le guide d’ondes élastiques figure 4.16. Il s’agit d’un défaut carré de
type Neumann, de côté 0.1. Les paramètres sont P “ 20 et M “ 6P .

Nous avons ensuite voulu tester notre méthode dans le cas d’un défaut de collage, défaut
intéressant en pratique car difficile à détecter. Pour cela, nous avons considéré une structure

FIGURE 4.17 – Fissure à l’interface entre deux matériaux
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(a) Q “ 2 (b) Q “ 4

FIGURE 4.18 – Imagerie d’un guide de section rectangulaire

composée de trois couches, respectivement d’acier, d’epoxy et d’acier, la couche d’epoxy étant
fine devant les deux autres : les épaisseurs sont respectivement 0.49, 0.02 et 0.49. Par ailleurs,
nous avons considéré l’acier comme étant non atténuant et l’epoxy présente une atténuation
de 0.006 pour les ondes transverses et de 0.013 pour les ondes longitudinales. Pour modéliser
le défaut de collage, nous avons en première approximation introduit une fissure de type
Dirichlet de largeur 0.1 à l’interface supérieure (voir figure 4.17). Cet essai montre que la
méthode fonctionne pour des structures plus complexes qu’un guide composé d’un unique
matériau isotrope. Un travail supplémentaire serait nécessaire pour identifier un réel défaut
de collage.
Enfin, nous nous sommes intéressés aux guides en dimension 3. Nous avons considéré un
guide en acier de section r0; 5s ˆ r0; 10s dans lequel se trouve un défaut parallélépipédique de
type Neumann (voir figure 4.18). Plus précisément, le défaut occupe le domaine

r´1;´0.5s ˆ r1.5; 2.5s ˆ r3; 3.5s.

À la fréquence utilisée, nous avons P “ 23. Les paramètres sont M “ 12P et Q “ 2 pour la
première image, Q “ 4 pour la seconde, avec

x0S “
ˆ
0

6

˙
, x1S “

ˆ
5

3

˙
, x2S “

ˆ
2

0

˙
, x3S “

ˆ
3

10

˙
.

Pour que les images soient lisibles, nous avons seuillé les fonctions caractéristiques à un
niveau arbitraire. Nous voyons ainsi que dans le cas où Q “ 2 le défaut n’est pas retrouvé
alors que dans le cas où Q “ 4 nous le voyons apparaître. Toutefois, les images sont de moins
bonnes qualité qu’en dimension 2, et ce malgré le grand nombre de points considéré, soit
p2MQq2. Nous pensons que cela provient de la qualité des données : nous ne pouvons en
effet nous permettre d’utiliser des maillages très fins dans le cas de la dimension 3.
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Une méthode pour imager un éventuel défaut dans un guide d’ondes élastiques à partir de
données surfaciques en régime temporel a été présentée dans le chapitre précédent. Nous
avons notamment vu comment optimiser le nombre et la position des émetteurs et des récep-
teurs considérés afin d’obtenir la meilleure image possible, et présenté des résultats d’image-
rie pour des données simulées. Nous allons nous intéresser dans ce chapitre à l’application de
la méthode pour des données réelles, mesurées expérimentalement. Dans un premier temps
nous expliquons pourquoi nous avons choisi d’éprouver la méthode sur une plaque en uti-
lisant des multi-éléments piézoélectriques linéaires pour émettre des ondes et les mesurer,
puis nous exposons le protocole expérimental ainsi que les méthodes utilisées pour déter-
miner les paramètres de notre expérience, à savoir les paramètres du guide d’ondes et les
caractéristiques des capteurs. Nous présentons enfin des courbes de dispersion obtenues ex-
périmentalement comme une première validation du protocole, puis surtout les images de
défauts obtenues.
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5.1 Dispositif expérimental

Notre but est d’obtenir une preuve de l’applicabilité de la méthode. Nous voulons donc dans
un premier temps établir les conditions optimales pour réaliser un premier test. Il est clair
que nous allons travailler avec un guide en métal (acier ou aluminium) pour limiter les
phénomènes d’atténuation que nous pourrions rencontrer de manière plus prononcée dans
d’autres structures comme les multi-couches. Nous avons aussi décidé de nous concentrer sur
un guide en dimension 2, à savoir une plaque. Cela pose quelques difficultés techniques :
pour pouvoir considérer une plaque comme un guide en dimension 2, il faut que le défaut,
mais aussi la source utilisée, soient invariants selon une des directions du plan de la plaque.
Nous devons donc choisir la source et les défauts à imager en conséquence.

Remarque 5.1
Cela revient à nous placer dans l’hypothèse de déformation plane.

Le choix d’un guide de dimension 2 repose sur les arguments suivants : nous avons réalisé
davantage d’expériences numériques dans ce cas, nous donnant une meilleure connaissance
de l’influence des différents paramètres. Par ailleurs, le calcul numérique est moins coûteux
dans le cas de la dimension 2. En plus, nous n’avons pas à disposition de capteur adapté
pour la dimension 3 : pour que le calcul des modes ne soit pas trop coûteux, nous souhaitons
travailler avec une vingtaine de modes propagatifs. Dans le cas d’un guide en dimension
3 de section raisonnable, à savoir de longueur caractéristique de l’ordre d’une dizaine de
millimètres pour pouvoir y placer les capteurs, cela revient à travailler à une fréquence basse,
inférieure au mégahertz. Nous ne disposons pas de capteur adapté pour une telle acquisition.

5.1.1 Instrumentation

Nous pouvons distinguer deux familles de capteurs, utilisables indifféremment comme source
ou comme récepteur : les capteurs au contact et ceux à distance. les capteurs à distance ont
pour avantage de ne pas perturber la propagation des ondes dans le milieu. Citons les lasers
qui permettent d’émettre des ondes acoustiques dans une pièce selon deux régimes [125] : le
régime thermo-acoustique et le régime ablatif. Dans le cadre du CND, seul le régime thermo-
acoustique est envisageable. Un interféromètre laser peut aussi être utilisé pour la mesure
du déplacement. Les capteurs au contact quant à eux perturbent le champ, ce qui les rend
moins attrayants de prime abord. Il s’agit principalement de capteurs piézoélectriques qui,
suivant leurs dimensions par rapport à celles de la pièce, peuvent émettre et mesurer un
déplacement ou une contrainte [44, 63, 123]. Par ailleurs, suivant l’orientation des cristaux
du matériau piézoélectrique [122], le capteur peut être sensible aux composantes normales
ou tangentielles du champ de déplacement ou de contrainte.

Remarque 5.2
Cette classification est simplificatrice et non-exhaustive : par exemple, nous aurions pu considérer
une inspection en immersion, dans laquelle un capteur à base de piézoélectriques est utilisé pour
générer des ondes dans l’eau à distance de la pièce. Cette configuration ne nous a pas semblé
pertinente étant donné que nous voulons limiter au maximum l’atténuation, et donc aussi le
couplage entre la pièce et le milieu extérieur (cette configuration correspondrait plutôt à celle d’un
guide ouvert, non envisagé ici). Nous nous sommes concentrés sur les solutions technologiques
accessibles et admissibles.

Donnons une liste des capteurs envisageables et de leurs caractéristiques :
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• Les pastilles piézoélectriques sont peu onéreuses, ce qui permet d’en utiliser un grand
nombre. Les pastilles disponibles possèdent une large bande passante et sont asservies
par un générateur. Nous pouvons donc choisir précisément la forme du signal tempo-
rel que nous imposons, et donc le contenu fréquentiel. Toutefois, elles ne permettent
pas d’exciter les hautes fréquences (supérieures à 1MHz), ce qui est limitant pour les
plaques. Par ailleurs, leur installation est longue : il faut les coller une par une sur la
pièce et réaliser les branchements avec un multiplexeur. De plus, leur forme (circu-
laire) n’est pas adaptée pour le modèle de déformation plane. Nous pouvons montrer
[44, 63] qu’elles excitent et mesurent respectivement la contrainte de cisaillement et le
déplacement tangentiel.

• Le multi-élément est un capteur composé de plusieurs transducteurs piézoélectriques,
généralement de surface rectangulaire. Il peut être linéaire ou matriciel. Son inconvé-
nient est que les transducteurs le composants ont une bande passante étroite. Nous ne
pouvons pas choisir librement la forme de la source en temps et le contenu fréquentiel.
L’orientation du matériau piézoélectrique implique, sous certaines hypothèses simplifi-
catrices, une excitation selon la contrainte normale et une mesure selon le déplacement
normal.

• Un laser en régime thermo-acoustique permet d’imposer un déplacement. Il est aussi
possible de déformer le faisceau pour obtenir une source ponctuelle ou linéique, ce qui
est adapté à la modélisation 2D. Le signal produit est large bande. Comme nous l’avons
déjà mentionné, l’avantage de cette source est qu’elle n’est pas au contact. Nous n’avons
par contre qu’un de ces capteurs à disposition dans notre département, ce qui implique
de le déplacer pour atteindre les différentes position de la source.

• Un interféromètre laser permet de mesurer le déplacement sans contact. Suivant son
orientation par rapport à la surface de l’objet, il mesure une combinaison linéaire des
composantes de déplacement. Ainsi, si le faisceau est dirigé suivant la normale à la
surface, l’interféromètre mesure le déplacement normal. Il est possible avec plusieurs
interféromètres d’obtenir toutes les composantes du déplacement [125]. De même que
pour la source laser, nous n’avons qu’un interféromètre à disposition dans notre dépar-
tement, ce qui implique de le déplacer en chaque position de mesure, et de ne mesurer
que le déplacement normal.

Nous avons vu que notre méthode est applicable dans toutes les configurations : source en
déplacement ou en contrainte, mesure du déplacement ou de la contrainte. Nous avons donc
essayé différents capteurs pour les sources et les mesures, et il est apparu que pour réussir
l’imagerie, il est primordial de connaître avec précision (erreur plus petite que la longueur
d’onde) les positions relatives des sources et des mesures. Étant donné que nous travaillons
à haute fréquence, le matériel asservissant le déplacement des capteurs ne permettait pas
une précision suffisante. C’est pourquoi nous avons opté pour la solution minimisant les dé-
placements, à savoir un capteur multi-élément. En effet, chaque élément peut être utilisé
simultanément comme une source et un récepteur. Chaque élément est donc utilisé succes-
sivement comme source, tous les éléments étant utilisés comme récepteurs. Par ailleurs, les
éléments sont positionnés avec précision les uns par rapport aux autres. L’approximation de
la dimension 2 implique que nous allons utiliser des multi-éléments linéaires, dont chaque
élément est rectangulaire, le côté long mesurant quelques centimètres.

Signalons que pour que la vibration du transducteur piézoélectrique soit transmise à la pièce
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FIGURE 5.1 – Photographie du montage : mesures dans la zone du défaut circulaire de la
plaque en acier

à inspecter et inversement, et donc qu’une onde puisse être transmise ou puisse être mesurée,
il est nécessaire d’utiliser un couplant, en l’occurrence liquide. Nous nous sommes contentés
d’un couplant usuel. Par contre, le couplant étant un milieu atténuant, pour limiter l’atténua-
tion et les erreurs liées à la propagation des ondes dans le couplant, la quantité utilisée doit
être réduite au maximum.

Pour être dans les meilleures conditions d’utilisation de notre méthode d’inversion, nous
souhaitons que le spectre de la source soit tel que la majorité des fréquences excitées corres-
pondent à un nombre de modes propagatifs compris entre 10 et 20 dans la plaque considérée.
Nous cherchons par ailleurs à avoir le plus d’éléments possible sur le capteur et à ce que ceux-
ci soient le moins large possible : nous avons en effet vu dans la section 2.4 que plus la source,
respectivement la mesure, a un support petit en espace, meilleur est le conditionnement de
la matrice de pondération en émission Fe, respectivement en réception Fr.

5.1.2 Protocole expérimental

Le protocole expérimental est le suivant. Nous commençons par déterminer les paramètres
géométriques et matériau de la plaque considérée grâce aux méthodes décrites en 5.1.3.
En fonction du matériau et de l’épaisseur de la plaque, nous choisissons parmi les capteurs
multi-éléments à notre disposition ceux ayant une fréquence centrale permettant d’avoir une
dizaine ou une vingtaine de modes propagatifs, et parmi ceux-ci, celui ayant le meilleur
compromis nombre d’éléments - largeur des pastilles. Dans le cas d’une acquisition complète
(full-scattering), nous utiliserions deux capteurs identiques, ce qui restreint les choix. Tou-
tefois, n’ayant pas obtenu de résultats satisfaisants dans cette configuration à cause de la
précision nécessaire sur le placement relatif des capteurs, il ne sera présenté ici que le cas du
back-scattering, utilisant un seul capteur.
Nous réalisons ensuite deux acquisitions : une dans une zone saine de la plaque et une dans
la zone présentant le défaut. Nous avons ainsi à notre disposition les champs total et incident
(voir section 3.1.1), donc le champ diffracté. Nous pouvons alors appliquer notre algorithme
d’inversion.
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FIGURE 5.2 – Schéma du principe de la mesure de vitesse

5.1.3 Détermination des paramètres matériau

Pour connaître avec précision les paramètres matériau du guide considéré, nous mesurons
le volume et la masse du guide pour obtenir la masse volumique ρ, puis nous mesurons les
vitesses des ondes longitudinales vL et transversales vT . Ainsi, grâce aux formules

vL “
d
λ ` 2µ

ρ
, vT “

c
µ

ρ
,

nous pouvons en déduire les coefficients de Lamé.

Pour déterminer les vitesses, nous utilisons deux transducteurs (mono-éléments) piézoélec-
triques, le premier étant adapté à la génération des ondes longitudinales L et le second à
celles transversales T . Le transducteur est utilisé à la fois en émission et en réception. L’onde
émise traverse le milieu, rebondit sur l’extrémité et revient au capteur (voir figure 5.2). En
mesurant le temps de vol entre les deux paquets d’ondes et connaissant la distance parcou-
rue, nous en déduisons aisément la vitesse.

Toutefois, il est difficile de ne générer que des ondes T , ce qui implique que la mesure de
vT est moins précise que celle de vL. C’est pourquoi la valeur de vT a ensuite été affinée en
réalisant l’imagerie avec un jeu de données pour différentes valeurs de vT autour de la valeur
mesurée. La valeur de vT utilisée pour les autres jeux de données liée à une même plaque est
alors celle ayant fourni la meilleure image, à savoir celle donnant l’image du défaut la moins
bruitée.

Remarque 5.3
Comme dit précédemment, la masse volumique de l’échantillon a été déterminée expérimentale-
ment mais il semblerait que ce paramètre n’ait aucune influence sur l’imagerie : nous obtenons
les mêmes images quelque soit la valeur de rho utilisée dans l’algorithme d’inversion.

5.1.4 Modélisation des fonctions de source et de mesure

Pour pouvoir calculer nos matrices d’émission E˘ et de réception R˘, nous avons besoin de
connaître les fonctions de source χϕ et de mesure ψ (voir (4.39) et (4.47)). Comme nous
l’avons déjà mentionné en section 3.3.2, nous ne pouvons les connaître qu’à un coefficient
multiplicatif près. Cela n’est toutefois pas gênant grâce à la normalisation de la fonction ca-
ractéristique (voir (4.54)).
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Pour ce qui est de la fonction du temps χ, il s’agit de la convolée du signal temporel (élec-
trique) transmis au piézoélectrique et de sa fonction propre. Ne connaissant pas précisément
sa fonction propre, nous avons décidé de mesurer directement la source en temps : pour ce
faire, nous avons placé le capteur sur un bloc étalon et nous avons mesuré la réponse en
temps dans le milieu.

Remarque 5.4
En toute rigueur, chaque élément piézoélectrique a sa fonction propre dans le capteur. Les élé-
ments ayant des caractéristiques proches, nous avons fait l’approximation selon laquelle ils ont
tous la même réponse en temps.

La transformée de Fourier de ce signal intervient dans le calcul des matrices d’émission E˘ :
en effet, nous avons vu en section 4.6 que la source au bord du guide à une fréquence ω

donnée a pour expression pχpωqϕ, ce qui implique que dans la section 4.4 ϕ est remplacée par

pχpωqϕpxS, x3q “ pχpωqgpx3 ´ xs˘
3 qξσpxSq,

où ξqσ a été remplacée par ξσ étant donné que nous sommes en dimension 2 (une seule ligne
de sources).
La transformée de Fourier du signal permet en particulier de déterminer les fréquences exci-
tées.

En ce qui concerne les fonctions en espace, les éléments fonctionnent en piston : ils excitent
et mesurent respectivement la contrainte normale et le déplacement normal. Par ailleurs, la
sensibilité n’est pas la même en tout point de la surface du capteur. C’est pourquoi nous le
modélisons avec les fonctions suivantes

ξσ “
ˆ
δx1d

0

˙
, gpx3q “ e´ x2

3

σ2χr´ℓ{2,ℓ{2spx3q,

ζu “
ˆ
δx1d

0

˙
, fpx3q “ e´ x2

3

σ2χr´ℓ{2,ℓ{2spx3q,

avec

δx1d “
#
1 si x1 “ d

0 sinon,

où d est l’épaisseur de la plaque, χr´ℓ{2,ℓ{2s est la fonction caractéristique du segment r´ℓ{2, ℓ{2s
avec ℓ la largeur de l’élément et σ est choisi empiriquement en fonction de ℓ, de sorte que le
champ mesuré à l’extérieur du capteur soit moins influent qu’au centre. Cette modélisation
correspond à des observations expérimentales.

Remarque 5.5
Notons qu’il s’agit d’une modélisation simplificatrice de l’interaction d’un capteur piézoélectrique
avec un échantillon. Citons notamment [16] où la propagation des ondes est modélisée à la fois
dans le capteur et dans l’échantillon.

5.1.5 Détermination des fréquences d’intérêt

Pour appliquer notre méthode d’inversion, nous avons indiqué que nous voulions utiliser
au moins une dizaine de modes propagatifs aux fréquences retenues. C’est pourquoi nous
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n’utilisons pas toutes les fréquences du spectre temporel de la source. De même, pour que les
données soient exploitables, il est utile que l’amplitude du signal soit suffisamment grande
par rapport au niveau de bruit. C’est pourquoi nous pratiquons une sélection des fréquences
en deux temps :

• Nous sélectionnons les fréquences du signal dont l’amplitude est supérieure à un certain
seuil (25% du maximum) ;

• Nous éliminons les fréquences pour lesquelles le nombre de modes est trop petit.

Pour la seconde étape, il est coûteux en terme de temps de calcul de calculer les modes à
chaque fréquence pour les trier. C’est pourquoi nous déterminons a priori les fréquences pour
lesquelles le nombre de modes propagatifs augmente d’une unité grâce à SAFE (voir section
4.6.2), en cherchant les fréquences de transition pour lesquelles il existe un mode à nombre
d’onde nul. Nous résolvons donc le problème

#
´div0σ0puq ´ ρω2u “ 0 dans Σ,

σ0puq ¨ ν “ 0 sur BΣ, (5.1)

où l’indice 0 signifie que les dérivées par rapport à la variable x3 dans (5.1) sont nulles
(multiplication par iβ avec β “ 0).
Nous pouvons alors déterminer à partir de quelle fréquence il existe suffisamment de modes
propagatifs dans le guide considéré pour effectuer l’imagerie.

Remarque 5.6
Il est à noter que la résolution du problème 5.1 fournit les fréquences présentant un mode à
nombre d’onde nul pour les modes de Lamb mais aussi pour les modes SH. Il faut donc tenir
compte de ces derniers pour déterminer la première fréquence intéressante, sous peine de consi-
dérer un certain nombre de fréquences trop basses et donc d’augmenter inutilement le temps de
calcul.

5.2 Résultats expérimentaux

5.2.1 Résultat préliminaire : obtention des courbes de dispersion

Une première étape avant de tenter d’imager un défaut à partir de données expérimentales
est de vérifier que notre protocole est pertinent, c’est-à-dire que le modèle est suffisamment
proche de la réalité et que les données sont exploitables. Pour ce faire, nous avons utilisé
un algorithme classique pour obtenir les courbes de dispersion du guide considéré. Cet algo-
rithme est peu sensible au bruit de mesure [117], il est donc impératif que nos données nous
permettent de retrouver les courbes de dispersion avant de tenter d’imager un défaut.

L’algorithme, qui repose sur une double transformée de Fourier discrète, est appelé bi-FFT
[1]. Son principe est le suivant : soit v le champ solution de

$
’’’&
’’’%

ρB2
ttv ´ divσpvq “ 0 dans W ˆ R`,

σpvqν “ ϕχ sur Γ ˆ R`,

vp¨, 0q “ 0 sur W,

Btvp¨, 0q “ 0 sur W,
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avec ϕ et χ des fonctions respectivement de l’espace et du temps, supposées à support com-
pact.
Nous pouvons écrire le champ v comme une combinaison de modes :

vpx, tq “
ż

R

ÿ

nPZ
Anpwqeipβnpwqx3´wtqUnpxSq dw,

où An est l’amplitude associée à chaque mode Un (An et Un dépendent de la fréquence).
Nous supposons par ailleurs que pour tout n, An P L2pRq, ce qui revient à avoir un signal
d’énergie finie.
Commençons par appliquer une transformée de Fourier selon la variable de temps. Formelle-
ment,

pvpx, ωq “
ż

R

ż

R

ÿ

nPZ
Anpwqeipβnpwqx3´wtqUnpxSq dw eiωt dt

“
ż

R

ÿ

nPZ
Anpwqeiβnpwqx3

ż

R

eipωt´wtq dtUnpxSq dw

“ 2π
ÿ

nPZ
Anpωqeiβnpωqx3UnpxSq.

En appliquant une deuxième transformée de Fourier selon x3, il vient

ppvpxS, k3, ωq “ 2π

ż

R

ÿ

nPZ
Anpωqeiβnpωqx3UnpxSqe´ik3x3 dx3

“ 2π
ÿ

nPZ
Anpωq

ż

R

eipβnpωqx3´k3x3q dx3 UnpxSq

“ 2π
ÿ

nPZ
AnpωqUnpxSqδβnpωqpk3q.

Nous voyons donc que dans le plan pω, k3q les seuls points pω, βq pour lesquels ppv est différente
de 0 sont ceux pour lesquels il existe un mode de nombre d’onde β à la fréquence ω.

Remarque 5.7
Insistons sur le fait que la réciproque est fausse, à savoir que la nullité de ppv pour un couple
pω, βq n’implique pas qu’il n’existe pas de mode en ce point. Pour le voir, il suffit de se placer à
une fréquence en dehors du spectre de la source χ. Des modes existeront à cette fréquence mais
l’amplitude de ppv pour cette fréquence ω est nulle, ce qui implique que pour tout β, l’amplitude en
pω, βq sera nulle (au bruit près). La bi-FFT nous permet donc de visualiser les modes de la plaque
mais aussi de connaître quels modes sont excités par notre source.

Considérons à présent des mesures ponctuelles. Pour cela, nous supposons que le spectre de
χ (et donc de v) est compris dans l’intervalle p´ωM , ωMq. Nos mesures en temps sont alors
effectuées aux points k∆t, avec k P N et

∆t ă π

ωM

d’après le critère de Shannon [124]. Les mesures en espaces sont réalisées aux points px0S, l∆x3q,
l P N, avec x0S P BΣ et ∆x3 vérifiant lui aussi le critère de Shannon, mais en espace :

π

∆x
ą max

ωPr´ωM ,ωM s
max

n“0,...,P pωq´1
βnpωq,
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FIGURE 5.3 – Courbes de dispersion en nombre d’onde de la plaque en acier

où P pωq désigne le nombre de modes propagatifs à la fréquence ω. Sous ces conditions, la
transformée de Fourier du signal discret est égale à celle du signal continu à un coefficient
multiplicatif près [124].

Nous pouvons donc, en appliquant une double transformée de Fourier discrète à des don-
nées convenablement échantillonnées en temps et en espace, obtenir les courbes de disper-
sion de notre milieu. Nous avons représenté figure 5.3 les courbes de dispersion obtenues
expérimentalement (niveau de couleur) et celles obtenues grâce à SAFE en utilisant les para-
mètres matériau mesurés (lignes bleues et rouges, correspondant respectivement aux modes
de Lamb symétriques et antisymétriques). Plus précisément, il s’agit d’une plaque d’acier,
d’épaisseur d “ 12 mm et de paramètres

vL “ 5897 m.s´1, vT “ 3225 m.s´1, ρ “ 7926 kg.m´3
.

Nous constatons un accord relativement bon entre les deux méthodes, ce qui nous permet
d’une part de valider les paramètres matériau obtenus et d’autre part d’estimer que les don-
nées sont d’assez bonne qualité en vue de l’inversion.

Notons toutefois l’apparition de perturbations liées au capteur : nous observons dans la moi-
tié supérieure de la figure 5.3 des lignes diagonales ne correspondant à aucun mode de la
plaque. Il s’agit de modes liés à la propagation des ondes dans le couplant. Nous voyons donc
d’une part que l’utilisation d’un capteur au contact n’est pas sans conséquence et d’autre part
qu’une couche trop importante de couplant a été utilisée dans cette acquisition.

Remarque 5.8
Les courbes de dispersion obtenues avec la bi-FFT ne sont pas très précises. Cela vient d’une part
du bruit de nos mesures mais aussi de la discrétisation en espace : nous utilisons 100 points avec
un pas de 0.8 mm. L’écart entre les courbes de dispersion obtenues avec SAFE et celles obtenues
avec la bi-FFT est de l’ordre de la graduation induite par la finesse des mesures en terme de
nombre d’onde (ordonnée des courbes de dispersion), soit 2π{p99 ˚ 0.8q „ 0.08. Si nous voulions
déterminer plus précisément nos paramètres matériau, nous ferions une acquisition avec une
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FIGURE 5.5 – Schéma de la plaque en acier

discrétisation plus fine en espace pour obtenir plus précisément les courbes de dispersion avec la
bi-FFT.

5.2.2 Imagerie d’un défaut calibré

Cas de la plaque en acier

Reprenons la plaque en acier précédente. Il s’agit d’une cale de 500 ˆ 110 ˆ 12 mm3 décom-
posée en trois zones selon sa largeur (voir schéma 5.5) : une première zone large de 50 mm
sans défaut, une deuxième large de 10 mm présentant une entaille en surface de largeur 0.25
mm et de profondeur 2 mm, et une dernière de 50 mm présentant un trou de génératrice
de diamètre 2 mm. À l’aide de notre algorithme d’inversion en dimension 2, ces défauts de-
vraient donc être visibles sous la forme respectivement d’un rectangle débouchant de 0.25
sur 2 mm et d’un disque de diamètre 2 mm centré dans la section du guide.

Étant donnée l’épaisseur de la plaque, nous avons choisi un multi-élément de fréquence cen-
trale 2 MHz, ce qui correspond à une vingtaine de modes aux fréquences sollicitées. Ce cap-
teur possède 128 éléments de longueur 18 mm et de largeur 0.55 mm. Par ailleurs, il existe
un espace inter-éléments de 0.25 mm, ce qui implique que l’espacement intervenant dans
les matrices d’émission et de réception E˘ et R˘ (voir section 4.4, équation (4.45)) est de
δ “ 0.8 mm.

Nous avons cherché à imager les deux défauts, d’une part parce qu’ils présentent des ca-
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FIGURE 5.6 – Identification d’un trou circulaire de diamètre 2 mm pour deux positions du
capteur proche du défaut

FIGURE 5.7 – Identification d’une rainure pour deux positions du capteur proche du défaut

ractéristiques différentes (forme, débouchant ou non) et d’autre part parce que le trou de
génératrice satisfait notre hypothèse d’invariance dans la largeur (déformation plane) alors
que la rainure en est plus éloignée, étant donné qu’elle est moins large que le capteur.

Par ailleurs, cette plaque ne vérifie pas la propriété essentielle d’un guide d’ondes en dimen-
sion 2, soit une longueur infinie dans une direction. Elle est même particulièrement courte
(270 mm au maximum entre un défaut et le bord de plaque dans le sens de la longueur), ce
qui implique que nos mesures seront perturbées par des réflexions en bout de plaque. Nous
avons représenté figure 5.4 une acquisition pour un élément émetteur particulier. Nous dis-
tinguons trois ondes distinctes, que nous pouvons identifier grâce à leur direction et à leur
temps d’arrivée au capteur : l’onde émise par le capteur (flèche bleue), l’onde réfléchie par le
défaut (flèche verte) et celle réfléchie par le bord de plaque (flèche rouge). Nous voyons que
cette dernière onde ne pourra pas être séparée de l’écho du défaut.

Nous avons cependant tenté l’expérience dans ces conditions. L’acquisition a été réalisée avec
une fréquence d’échantillonnage (en temps) de 10 MHz. Le temps d’acquisition varie entre
80 µs et 220 µs pour s’adapter à la distance entre le défaut et le capteur. Dans les images qui
suivent, le capteur est toujours placé à la limite gauche de l’image. Ainsi, entre la première et
la seconde image figures 5.6 et 5.7 par exemple, le capteur a été décalé vers la gauche (éloi-
gné du défaut), ce qui implique un décalage du défaut vers la droite de l’image, le référentiel
étant celui du capteur. Par ailleurs, nous avons remarqué qu’à haute fréquence, lorsque les
deux premiers modes ont des nombres d’onde très proches, le fait de ne considérer qu’un des
deux dans la décomposition modale peut améliorer la qualité de l’image. Plus précisément,
nous avons imposé que si

ˇ̌
ˇ̌β0 ´ β1

β0

ˇ̌
ˇ̌ ă 10´5, (5.2)

alors seul le premier mode est pris en compte dans l’algorithme, le deuxième étant éliminé.
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FIGURE 5.8 – Identification d’un trou circulaire de diamètre 2 mm pour deux positions du
capteur loin du défaut

(a) Capteur proche du défaut

(b) Capteur loin du défaut

FIGURE 5.9 – Identification d’un trou circulaire de diamètre 2 mm avec vT non optimisé

Capteur proche du défaut
Pour limiter les réflexions en bord de plaque, nous avons dans un premier temps placé notre
capteur proche des défauts (voir figures 5.6 et 5.7). Nous obtenons alors des images de bonne
qualité : les dimensions du défaut reconstruit sont bonnes selon l’axe transverse, alors que
celles selon l’axe du guide le sont moins, ce qui est usuel dans la configuration de back-
scattering. En rapprochant le capteur du bord de la plaque dans la deuxième sous-figure de
5.6 et 5.7, nous obtenons une image du défaut de même qualité. Nous voyons donc que,
contrairement à ce que nous craignions, les réflexions en bout de plaque ne semblent pas
gêner l’imagerie. Nous obtenons même une image du défaut d’une qualité proche de ce que
nous obtenions avec des données simulées, voir légèrement meilleure. Cela vient de la ri-
chesse du signal utilisé : beaucoup plus de fréquences (de l’ordre de 200) pour des nombres
de modes propagatifs allant de 12 à 25, ont été utilisées.

Notons que, pour obtenir ces images et les suivantes, nous n’avons utilisé que 70 éléments
du capteur : les acquisitions ont été réalisées avec tous les éléments mais il est apparu que la
qualité de l’image était meilleure pour 70 éléments. Nous l’expliquons de la façon suivante :
bien que la théorie nous indique qu’une augmentation du nombre de points d’émission et
de réception entraîne une moins grande sensibilité au bruit et donc une meilleure recons-
truction, le capteur lui-même est source d’erreur car au contact. Ainsi, l’onde mesurée par
les derniers éléments a traversé une zone plus grande du capteur que celle mesurée par les
premiers éléments, ce qui implique qu’elle a été davantage modifiée par le capteur.

FIGURE 5.10 – Identification d’un trou circulaire sans soustraction du champ incident
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FIGURE 5.11 – Identification du trou circulaire à plus basse fréquence

Capteur loin du défaut
Nous avons alors réalisé une nouvelle image figure 5.8 dans le cas du trou de génératrice en
nous plaçant loin du défaut. Nous retrouvons toujours le défaut bien que les images soient
plus bruitées. En particulier, dans la seconde image de la figure 5.8, le capteur est placé au
bout de la plaque. La distance entre le capteur et le défaut à imager, et donc l’atténuation des
signaux, semblent avoir une influence sur l’imagerie. Il se peut aussi que la divergence des
ondes entre en ligne de compte : dans le modèle 2D, le milieu et la source sont supposés inva-
riants (infinis) selon une direction ce qui implique que les ondes se propageant dans le milieu
sont aussi invariantes selon cette direction. En réalité, la source étant d’extension finie, l’onde
émise n’est pas un front plan infini et présente une légère divergence selon la direction suppo-
sée d’invariance. Lorsque l’onde se propage sur une longue distance, cette divergence modifie
l’onde, notamment en l’atténuant. Le modèle 2D est donc potentiellement faux à partir d’une
certaine distance de propagation, fonction de la largeur du capteur et du défaut. Toutefois, la
position du défaut reste aisément retrouvée malgré une qualité d’image légèrement dégradée.

Mentionnons par ailleurs l’influence des paramètres matériau : comme mentionné précé-
demment, la valeur de vT a été déterminée à la fois grâce à une mesure de temps de vol et
une optimisation grossière sur la qualité de la reconstruction. Nous présentons figure 5.9 des
images obtenues avec vT “ 3237 m.s´1, soit la valeur mesurée. Nous voyons que l’image est
d’une qualité proche pour le capteur proche du défaut (sous-figure (a)), alors que sa qualité
se dégrade de manière significative avec l’éloignement (sous-figure (b)). Il est donc crucial
pour imager un défaut éloigné de déterminer avec précision les paramètres matériau.

Notons que dans le cas où les capteurs sont loin du défaut, les différentes ondes n’atteignent
pas le capteur au même moment : l’onde incidente, émise à t “ 0, est présente au début du
signal. Le capteur étant dans ce cas proche du bout de la plaque, l’onde réfléchie en bout de
plaque apparaît dans le signal pour des temps faibles. L’écho du défaut quant à lui n’apparaît
que tardivement, c’est-à-dire au temps nécessaire à l’onde pour atteindre le défaut et revenir.
Par ailleurs, le milieu présentant une atténuation, les différents signaux s’atténuent relati-
vement rapidement. Dès que le capteur est suffisamment loin du défaut, l’onde incidente et
l’écho du bord de plaque s’atténuent avant que l’écho du défaut ne soit mesuré. Nous pou-
vons donc annuler le champ incident et l’écho en bout de plaque pour ne garder que le champ
diffracté. C’est ce que nous avons fait figure 5.10. Nous voyons que l’image en est légèrement
améliorée. Ceci s’explique de la façon suivante : la plaque n’est pas exactement homogène, et
donc la soustraction du champ incident mesuré introduit une erreur. Étant donnée l’atténua-
tion, nous pouvons considérer que le champ incident s’annule au bout d’un certain nombre de
pas de temps Ncut, ce qui nous permet, sous réserve que le défaut soit suffisamment loin, de
l’éliminer complètement dans l’acquisition, le nombre de pas de temps Ncut étant déterminé
empiriquement pour chaque acquisition. De ce fait, le champ diffracté par le défaut, qui n’est
présent dans le signal mesuré qu’après Ncut∆t, n’est pas perturbé par cette manipulation.
L’erreur ainsi introduite (présence éventuelle de champ incident résiduel pour un nombre de
pas de temps supérieur à Ncut) est plus faible que lors de la soustraction d’un champ incident
mesuré, qui modifie le signal à tous les pas de temps.
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FIGURE 5.12 – Schéma de la plaque en aluminium
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FIGURE 5.13 – Différence entre deux champs incidents mesurés par le capteur pour deux
positions différentes dans la deuxième zone (pas de défaut usiné)

Essai d’un autre capteur

Nous avons testé la méthode pour les mêmes défauts à des fréquences plus basses. Parmi
les capteurs disponibles au CEA, nous avons utilisé un multi-élément de fréquence centrale 1
MHz avec 64 éléments et δ “ 1.4 mm, les éléments étant de longueur 20 mm et de largeur 0.9
mm. La fréquence plus faible implique un plus petit nombre de modes propagatifs aux fré-
quences utilisables : il est compris entre 8 et 15 aux fréquences du spectre. De plus, la largeur
des éléments dégrade l’image de deux façons : d’une part, comme nous l’avons vu dans la
section 2.4, plus le support de la fonction de source est large, plus la matrice de pondération
de la source sera mal conditionnée. D’autre part, l’onde traverse une grande zone couverte
par le capteur pour atteindre les derniers éléments ce qui, comme pour le capteur précédent,
implique une erreur. C’est ce que nous observons figure 5.11, qui est à comparer avec la pre-
mière sous-figure de 5.8 (distances capteur-défaut comparables). Toutefois, l’imagerie reste
possible. Notons que le champ incident n’a pas été soustrait ici non plus.
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(a) Avec soustraction du champ incident, sans annulation du début du signal

(b) Sans soustraction du champ incident, avec annulation du début du signal

FIGURE 5.14 – Identification du trou circulaire de diamètre 2 mm dans la plaque en alumi-
nium

Cas de la plaque en aluminium

Nous nous sommes intéressés ensuite à une deuxième plaque, non plus en acier mais en
aluminium (voir figure 5.12). Celle-ci a pour dimensions 1000 ˆ 200 ˆ 10 mm3 et elle est
découpée en 4 zones selon la largeur :

I. Une zone de 50 mm de large présentant un trou de génératrice de diamètre 2 mm dont
le centre est à 5 mm du fond de la pièce (trou centré selon la hauteur) ;

II. Une zone de 80 mm de large sans défaut ;

III. Une zone de 30 mm de large présentant une entaille de largeur 0.1 mm et de profondeur
3 mm et un trou de génératrice de diamètre 1 mm, les deux défauts étant espacés de 50
mm selon la longueur ;

IV. Une zone de 40 mm de large présentant un trou de génératrice de diamètre 1 mm dont
le centre est à 4 mm du fond de la pièce (trou décentré selon la hauteur).

Par ailleurs, les paramètres matériau mesurés sont les suivants :

vL “ 6421 m.s´1, vT “ 3155 m.s´1, ρ “ 2700 kg.m´3
.

Nous avons cherché à imager ces différents défauts. Nous avons utilisé pour cela le premier
capteur, à 128 éléments et de fréquence centrale 2 MHz. Toutefois, comme il peut être vu
figures 5.14, 5.15, 5.16 et 5.18, les images obtenues présentent un bruit plus important que
dans le cas de l’acier. Nous expliquons la mauvaise qualité des reconstructions par l’aspect non
homogène de la plaque. Nous avons testé l’homogénéité de la manière suivante : plusieurs
acquisitions ont été réalisées dans la zone saine, pour un capteur décalé selon la longueur.
Si nous omettons les réflexions en bout de plaque (ayant lieu tardivement car le capteur est
“loin” des bords), les signaux mesurés devraient être sensiblement les mêmes. Nous avons
donc tracé la différence entre deux de ces acquisitions (voir figure 5.13) et nous voyons
apparaître un écho parasite. La forme et l’amplitude de cet écho ne semblent pas cohérentes
avec une variation de l’épaisseur de couplant, qui impliquerait une différence significative
plus tôt dans l’acquisition. Il semblerait donc que le milieu de propagation correspondant aux
deux acquisitions ne soit pas le même. Nous obtenons les mêmes résultats (non présentés ici)
pour différents couples de mesures. Nous pensons que ces inhomogénéités viennent perturber
la reconstruction de l’obstacle.
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FIGURE 5.15 – Identification du trou circulaire de diamètre 2 mm pour trois positions du
capteur loin du défaut dans la plaque en aluminium sans soustraction du champ incident

FIGURE 5.16 – Identification du trou circulaire de diamètre 1 mm dans la plaque en alumi-
nium

Imagerie de la première zone

Plus précisément, nous avons représenté figure 5.14 les images obtenues dans la première
zone avec et sans soustraction du champ incident, pour le capteur proche du défaut. Nous
voyons une nette amélioration de la qualité de l’image lorsque le champ incident est annulé.
Nous réussissons de même à imager le défaut pour un capteur éloigné (voir figure 5.15).
Comme dans le cas de la plaque en acier, l’image se détériore quand la distance entre le
capteur et le défaut augmente. Nous réussissons à déterminer la position du défaut pour une
distance capteur-défaut allant jusqu’à 16 cm et difficilement dans la dernière sous-figure,
correspondant à une distance capteur-défaut de 26 cm.

Imagerie de la quatrième zone

Nous avons ensuite imagé la quatrième zone figure 5.16. Nous arrivons à localiser le trou de
1 mm de diamètre dans ce cas, avec une reconstruction d’une qualité proche de celle obtenue
dans le cas du trou de 2 mm.

(a) Trou de génératrice, capteur éloigné, avec élimination

(b) Trou de génératrice, capteur éloigné, sans élimination

FIGURE 5.17 – Identification de défauts avec et sans élimination du deuxième mode dans la
plaque en acier
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Influence de l’élimination d’un mode

Enfin, nous présentons ici quelques exemples représentatifs de l’influence de l’élimination
d’un mode lorsque la condition (5.2) est vérifiée. La figure 5.17 contient les images obte-
nues dans la plaque en acier avec et sans élimination du deuxième mode, pour permettre de
comparer les images. Nous voyons qu’en l’absence d’élimination le bord inférieur de l’image
semble identifié comme un défaut à cause de sa coloration. Le trou est cependant identifiable
dans tous les cas, ce qui ne permet pas de juger de l’utilité de l’élimination.

La figure 5.18 présente le cas de la troisième et de la quatrième zone de la plaque en alumi-
nium avec et sans élimination du deuxième mode lorsque la condition (5.2) est vérifiée. Dans
le cas de la quatrième zone, le trou de 1 mm est identifiable avec et sans élimination, mais le
bord de plaque peut à nouveau être identifié comme un défaut dans le cas sans élimination.
Dans le cas de la troisième zone avec élimination, nous pouvons déterminer la position de
l’entaille et sa profondeur mais ni sa largeur ni la position du trou de 1 mm de diamètre.
Dans le cas sans élimination, les défauts sont masqués par le bruit du bord inférieur. Nous
voyons donc que pour la troisième zone de la plaque en aluminium l’élimination d’un mode
a une réelle influence sur la capacité de notre méthode à localiser un défaut. Notons que le
trou de 1 mm n’est pas visible à cause de sa distance au capteur : celui-ci se trouvant en aval
de l’entaille, à 5 cm de cette dernière, il est loin du capteur.

5.2.3 Conclusions sur les résultats expérimentaux

Nous avons imagé avec succès une plaque en acier et une plaque en aluminium avec notre
méthode d’inversion pour des défauts nous permettant de nous placer dans un modèle bidi-
mensionnel. Plus précisément, nous avons imagé les défauts pour une distance capteur-défaut
allant jusqu’à 60 fois la longueur d’onde des ondes transverses. Nous avons observé une dé-
térioration de la qualité de l’image avec l’éloignement, mais la position du défaut pouvait
néanmoins être déterminée. Dans le cas de la plaque d’aluminium, il semble qu’il ne soit
pas envisageable d’imager un défaut plus éloigné. Nous pensons que la modeste qualité de
l’image est liée à des inhomogénéités présentes dans la plaque, non prévues dans le modèle.
Il nous faudrait alors soit réussir à déterminer avec précision ces inhomogénéités, soit imager
une autre plaque en aluminium plus homogène pour confirmer nos hypothèses. Dans le cas
de la plaque en acier, la difficulté provenait de la faible longueur de la plaque qui nous a
empêché de placer le capteur très loin du défaut et a induit des réflexions parasites. À notre
surprise, ces artefacts ne nous ont pas empêché de réaliser une imagerie de bonne qualité.

En conclusion, les deux plaques testées ici ne représentent pas le cas idéal d’application de
la méthode : la plaque en acier est courte alors que celle en aluminium semble présenter des
inhomogénéités. Nous pensons donc que des résultats de meilleure qualité auraient pu être
obtenus pour une plaque idéale, à savoir longue et homogène. Cependant, les résultats pré-
sentés semblent indiquer qu’il serait possible d’utiliser notre méthode d’inversion industriel-
lement, sans se limiter à des pièces très longues. Par ailleurs, il serait intéressant de réaliser
une acquisition avec un autre type de capteur, par exemple sans contact, pour déterminer
l’influence de ce dernier.
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(a) Quatrième zone, avec élimination

(b) Quatrième zone, sans élimination

(c) Troisième zone, avec élimination

(d) Troisième zone, sans élimination

(e) Troisième zone, avec élimination, capteur éloigné

(f) Troisième zone, sans élimination, capteur éloigné

FIGURE 5.18 – Imagerie de la troisième et la quatrième zone de la plaque en aluminium sans
soustraction du champ incident
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Nous présentons dans ce chapitre un travail complémentaire à l’application de la Linear Sam-
pling Method au Contrôle Non Destructif des guides d’ondes. Contrairement aux chapitres
précédents où nos données étaient constituées de nombreuses mesures au bord du guide
pour de nombreuses sources au bord du guide également, nous considérons ici le cas où une
seule source est disponible. La matrice de mesures M que nous formions à partir des données
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dans les chapitres précédents se réduit alors à une seule colonne. Ainsi les données manquent
pour reconstruire la matrice U de LSM (ou de manière équivalente la matrice S de scattering)
à partir des mesures. Nous introduisons une méthode alternative pour imager le défaut dans
ce cas nettement plus défavorable, appelée “approche extérieure” : itérativement, une ap-
proximation du champ total est calculée grâce à une formulation mixte de quasi-réversibilité
dans un domaine présentant un défaut estimé, puis le défaut est mis à jour grâce à une mé-
thode de lignes de niveau utilisant le champ total précédent. Cette méthode n’est pour le
moment opérationnelle que dans le cas où les conditions aux limites au bord du défaut sont
de type Dirichlet. De plus, nous nous sommes limités au cas du guide d’ondes acoustiques en
régime fréquentiel.

La méthode de quasi-réversibilité, introduite pour la première fois dans [99], peut-être vue
comme une régularisation de Tikhonov associée directement à l’opérateur différentiel du pro-
blème étudié, ici l’opérateur de Helmholtz. L’inconvénient de cette méthode est qu’elle double
l’ordre de l’équation initiale (quatre au lieu de deux), ce qui du point de vue des éléments
finis suppose d’utiliser des élémentsH2 au lieu deH1. Sous forme mixte, la méthode de quasi-
réversibilité conserve l’ordre de l’équation initiale, ce qui autorise d’utiliser des éléments H1

classiques. Deux formulations sont développées : la première impose fortement les données
de Dirichlet (mesures) et faiblement celles de Neumann (sources), ce qui induit une dissy-
métrie entre les données. Cette formulation est donc inadaptée à la présence de bruit sur les
données, et en particulier ne permet pas de fixer le paramètre de régularisation en fonction
de l’amplitude du bruit. C’est pourquoi une seconde formulation est proposée, dans laquelle
les deux données sont imposées faiblement. Cette méthode permet d’appliquer le principe de
Morozov pour choisir le paramètre de régularisation de Tikhonov.

Concernant la méthode de ligne de niveau, nous reprenons la méthode introduite dans [27].
Cette méthode non standard ne repose pas sur la résolution d’une équation eikonale mais sur
un simple problème de Poisson. Elle a déjà été utilisée dans d’autres cas tels que les ondes
pour un domaine borné [28] ou l’équation de Laplace [27]. La méthode est ici appliquée à la
détection d’un défaut dans un guide d’ondes acoustiques.

Ce travail est exposé dans l’article retranscrit ci-après : A mixed formulation of the Tikho-
nov regularization and its application to inverse PDE problems, L. Bourgeois & A. Recoquillay,
soumis à Mathematical Modelling and Numerical Analysis, 2017.

Abstract : This paper is dedicated to a new way of presenting the Tikhonov regularization
in the form of a mixed formulation. Such formulation is well adapted to the regularization
of linear ill-posed partial differential equations because when it comes to discretization, the
mixed formulation enables us to use some standard finite elements. As an application of our
theory, we consider an inverse obstacle problem in an acoustic waveguide. In order to solve it
we use the so-called “exterior approach”, which couples the mixed formulation of Tikhonov
regularization and a level set method. Some 2d numerical experiments show the feasibility
of our approach.

6.1 Introduction

In this paper we introduce a mixed formulation of the standard well-known Tikhonov re-
gularization in a general Hilbert setting. The terminology “mixed” refers to the introduction
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of an additional unknown which transforms the initial Tikhonov regularized problem into
a system of two coupled problems of two unknowns, following the ideas developed in [36]
in the context of partial differential equations. The most useful application of such mixed
formulation of Tikhonov regularization seems to be the numerical resolution of linear ill-
posed partial differential equations, because the mixed formulation is directly in the form of
a weak formulation which can be discretized with the help of classical finite elements. Our
paper also offers a connection with the old concept of quasi-reversibility in the sense that
our mixed formulation of Tikhonov regularization can also be seen as a mixed formulation of
quasi-reversibility. The quasi-reversibility method was first introduced by R. Lattès ans J.-L.
Lions in [99] to regularize some linear ill-posed PDE problems and later studied and applied
by M.V. Klibanov and several collaborators (see for example [96, 51]). From the numerical
point of view, the main drawback of these first formulations of quasi-reversibility was the fact
that the order of the regularized problem is twice the order of the initial ill-posed problem,
which requires the use of cumbersome finite elements (for example Hermite finite elements
instead of Lagrange ones). Our mixed formulation of quasi-reversibility allows us to use some
standard Lagrange finite elements. The present paper unifies within a single abstract frame-
work all the previous results presented in [24], [14] and [28] for the Laplace, heat and wave
equations. It should be noted that a second family of mixed formulation of quasi-reversibility
was introduced in [59] and generalized in [58]. Such second family will not be discussed in
the present paper.
As an illustration of possible application of our mixed formulation of Tikhonov regulariza-
tion to solve inverse PDE problems, we consider an inverse obstacle problem for an acoustic
waveguide in the time harmonic regime. More precisely, the objective is to identify a sound
soft obstacle from a single pair of Cauchy data on the boundary of the waveguide. When
many pairs of Cauchy data are known, which amounts to measure the scattered field at many
receivers for many point sources, then we can compute a measurement matrix. In this case
an efficient sampling type method can be used, as done in [47, 32, 109, 11]. In contrast,
when only a single pair of Cauchy data is given, the measurement matrix degenerates into a
single column and such a sampling type method is not applicable any longer. In this paper
we propose to apply an alternative iterative method called the “exterior approach”. It couples
a mixed formulation of quasi-reversibility as discussed before and a level set method. Such
approach was introduced first in [27] for the Laplacian and then applied in [28] for the heat
equation and [26] for the Stokes system. Our inverse obstacle problem is both non-linear
and ill-posed : the non-linearity stems from the fact that we handle a geometric inverse pro-
blem while the ill-posedness stems from the nature of the boundary conditions. The “exterior
approach” consists in fixing separately the problems caused by the ill-posedness and the non-
linearity. More precisely, for a given obstacle, the mixed formulation of quasi-reversibility
enables us to update the solution while for a given solution, the level set method enables us
to update the obstacle. Note that the level set method that we use does not rely on a traditio-
nal eikonal equation (see for example [38]) but on a simple Poisson equation, which enables
us to base our computations of the regularized solution and of the level set function on a
single finite element mesh. Let us remark that, in the present article as in [11], and contrary
to [47, 32, 109], the data are supported by the boundary of the waveguide, which is realistic
in the framework of Non Destructive Testing.
Our paper is organized as follows. The abstract framework of the mixed formulation of Ti-
khonov regularization is presented in section 2. Two examples of application of such theory
are presented in section 3 : the Cauchy problem for the Laplace equation and the backward
heat equation. Section 4 is dedicated to our inverse obstacle problem in an acoustic wave-
guide and the exterior approach to solve it. In particular, some numerical experiments are
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presented. As explained at the end of section 4, in order to better take the Cauchy data into
account and compute the regularization parameter, we come back in section 5 to the abstract
framework in order to introduce a relaxed mixed formulation of Tikhonov regularization.
Again some numerical experiments are presented in order to compare the initial and modi-
fied formulations.

6.2 The abstract framework

6.2.1 A general ill-posed problem

Let us consider three Hilbert spaces V , M and H, equipped with the scalar products p¨, ¨qV ,
p¨, ¨qM and p¨, ¨qH and corresponding norms } ¨ }V , } ¨ }M and } ¨ }H . Let us denote A : V Ñ H a
continuous onto operator. For some f P H, we consider the affine space Vf “ tu P V, Au “ fu.
The corresponding vector space is denoted V0, equipped with the norm }¨}V . For a continuous
bilinear form b on V ˆ M and a linear form ℓ on M , let us consider the weak formulation :
find u P Vf such that for all µ P M ,

bpu, µq “ ℓpµq. (6.1)

The bilinear form b is said to satisfy the inf ´ sup property on V0 ˆ M if

Assumption 6.1
There exists α ą 0 such that

inf
uPV0

u‰0

sup
µPM
µ‰0

bpu, µq
}u}V }µ}M

ě α.

The bilinear form b is said to satisfy the solvability property on V0 ˆ M if

Assumption 6.2
For all µ P M ,

@u P V0, bpu, µq “ 0 ùñ µ “ 0.

Lastly, b is said to satisfy the uniqueness property on V0 ˆ M if

Assumption 6.3
For all u P V0,

@µ P M, bpu, µq “ 0 ùñ u “ 0.

Clearly, assumption 6.1 implies assumption 6.3, the converse implication is false. Besides, it
is well-known from the Brezzi-Nečas-Babuška theorem (see for example [65]) that problem
(6.1) is well-posed if and only if both conditions 6.1 and 6.2 are satisfied. In what follows,
it is assumed that the bilinear form b does not satisfy the inf ´ sup condition 6.1, which from
the Brezzi-Nečas-Babuška theorem implies that the problem (6.1) for a given ℓ is in general
ill-posed.
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6.2.2 A mixed formulation of Tikhonov regularization

A first regularized formulation of ill-posed problem (6.1) is the following : for ε ą 0, find
puε, λεq P Vf ˆ M such that for all pv, µq P V0 ˆ M ,

#
εpuε, vqV ` bpv, λεq “ 0

bpuε, µq ´ pλε, µqM “ ℓpµq. (6.2)

We have the following theorem.

Theorem 6.2.1
For any f P H and ℓ P M 1, the problem (6.2) has a unique solution. For some f P H and
ℓ P M 1 such that (6.1) has at least one solution, then the solution puε, λεq P Vf ˆ M satisfies
puε, λεq Ñ pum, 0q in V ˆ M when ε Ñ 0, where um is the unique solution to the minimization
problem

inf
vPK

}v}V , K :“ tv P Vf , bpv, µq “ ℓpµq, @µ P Mu. (6.3)

In particular, if the uniqueness condition 6.3 is satisfied, then um “ u, where u is the unique
solution to problem (6.1).

Proof. Let us introduce some U P V such that AU “ f , which exists since A is onto, and let
us set ûε “ uε ´U , so that problem (6.2) is equivalent to : find pûε, λεq P V0 ˆM such that for
all pv, µq P V0 ˆ M , #

εpûε, vqV ` bpv, λεq “ ´εpU, vqV
bpûε, µq ´ pλε, µqM “ ℓpµq ´ bpU, µq, (6.4)

which is itself equivalent to : find pûε, λεq P V0 ˆ M such that for all pv, µq P V0 ˆ M ,

Aεppûε, λεq; pv, µqq “ Lεppv, µqq,

where the bilinear form Aε and the linear form Lε are given on V0 ˆ M by

Aεppu, λq; pv, µqq “ εpu, vqV ` bpv, λq ´ bpu, µq ` pλ, µqM

and
Lεppv, µqq “ ´εpU, vqV ´ ℓpµq ` bpU, µq.

Since for pu, λq P V0 ˆ M ,

Aεppu, λq; pu, λqq ě ε}u}2V ` }λ}2M ,

Aε is coercive on V0 ˆM , which implies from the Lax-Milgram lemma that the problem (6.2)
is well-posed for all ε ą 0.
Now let us assume that f P H and ℓ P M 1 are such that (6.1) has at least one solution. In this
case, the set K is a non empty, convex and closed subset of V , while the mapping u ÞÑ }u}V
is continuous and strictly convex. Then by standard results on minimization problems, the
problem (6.3) has a unique solution um, which in particular satisfies um P Vf and

bpum, µq “ ℓpµq, @µ P M. (6.5)

By subtracting (6.5) to the second equation of (6.2), we obtain that for all pv, µq P V0 ˆ M ,
#

εpuε, vqV ` bpv, λεq “ 0

bpuε ´ um, µq ´ pλε, µqM “ 0.
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Choosing v “ uε ´ um P V0, µ “ λε P M and subtracting the two obtained equations we end
up with

εpuε, uε ´ umqV ` }λε}2M “ 0.

This in particular implies that

}uε}V ď }um}V , }λε}M ď
?
ε}um}V .

The second inequality directly implies that λε Ñ 0 in M when ε Ñ 0. From the first inequality,
there exists some subsequence of uε, still denoted uε, such that uε á w in V for some w P V .
Since the set tv P Vf , }v}V ď }um}V u is convex and closed, it is weakly closed, that is w P Vf
and }w}V ď }um}V . Moreover, by passing to the limit in the second equation of (6.2), we
obtain that for all µ P M , bpw, µq “ ℓpµq. Since the minimization problem (6.3) has a unique
solution, we conclude that w “ um. We lastly remark that

}uε ´ um}2V ď ´pum, uε ´ umqV ,

so that weak convergence in V implies strong convergence in V . By a standard argument by
contradiction, all the sequence uε (not only a subsequence), converges to um in V .

Now let us show the link between our regularized formulation (6.2) and the standard well-
known Tikhonov regularization. More precisely, we can interpret (6.2) as a mixed formula-
tion, in the sense of Brezzi-Fortin [36] for instance, of the Tikhonov regularization. Indeed,
by the Riesz theorem, there exists a unique continuous operator B : V ÝÑ M and a unique
L P M such that for all u P V and all µ P M ,

pBu, µqM “ bpu, µq (6.6)

and
pL, µqM “ ℓpµq. (6.7)

Hence problem (6.1) is equivalent to find u P Vf such that Bu “ L. The Tikhonov regulari-
zation of such ill-posed problem consists in solving, for ε ą 0, the well-posed minimization
problem

inf
vPVf

`
}Bv ´ L}2M ` ε}v}2V

˘
. (6.8)

The following proposition specifies the relationship between problems (6.2) and (6.8) :

Proposition 6.4
Let us denote by vε the unique solution to problem (6.8) and set µε “ Bvε ´ L. Then pvε, µεq
coincides with the unique solution puε, λεq to problem (6.2).

Proof. Let us denote vε the solution to problem (6.8). Such solution is characterized by vε P Vf
and

pBvε ´ L,BvqM ` εpvε, vqV “ 0, @v P V0,
that is by setting µε “ Bvε ´ L P M , for all pv, µq P V0 ˆ M ,

#
εpvε, vqV ` pBv, µεqM “ 0

pBvε, µqM ´ pµε, µqM “ pL, µqM ,

that is pvε, µεq P Vf ˆ M solves problem (6.2) by using the definitions of B and L given by
(6.6) and (6.7). We conclude that pvε, µεq “ puε, λεq, which completes the proof.
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6.3 Two examples

In our examples, we will need the following functional spaces (see for example [106]). If
Ω Ă R

d is a bounded Lipschitz domain and Γ is an open subset of BΩ, we denote by H´ 1

2 pΓq
the set of restrictions to Γ of distributions in H´ 1

2 pBΩq, while H̃
1

2 pΓq is the subspace of func-
tions in H

1

2 pΓq which, once extended by 0 on the complementary part of BΩ, belongs to
H

1

2 pBΩq. We recall that H̃
1

2 pΓq is the dual space of H´ 1

2 pΓq. Similarly, we denote by H
1

2 pΓq the
set of restrictions to Γ of functions in H

1

2 pBΩq, while H̃´ 1

2 pΓq is the subspace of distributions
in H´ 1

2 pBΩq which are supported by Γ. We recall that H̃´ 1

2 pΓq is the dual space of H
1

2 pΓq.

6.3.1 The Cauchy problem for the Laplace equation

The Cauchy problem for the Laplace equation is a simple and well-known example of ill-
posed problem. We first illustrate our approach on that example. Let us consider a bounded
Lipschitz domain Ω Ă R

d, d ą 1, the boundary BΩ of which is partitioned into two sets Γ0 and
Γ1. More precisely, Γ0 and Γ1 are non empty open sets for the topology induced on BΩ from
the topology on R

d, BΩ “ Γ0 Y Γ1 and Γ0 X Γ1 “ H. The Cauchy problem consists, for some
data pf, gq P H 1

2 pΓ0q ˆ H´ 1

2 pΓ0q, to find u P H1pΩq such that
$
&
%

∆u “ 0 in Ω

u “ f on Γ0

Bνu “ g on Γ0,

(6.9)

where ν is the outward unit normal to Ω. The problem (6.9) is equivalent to a weak formu-
lation of type (6.1).

Lemma 6.5
For pf, gq P H

1

2 pΓ0q ˆ H´ 1

2 pΓ0q, the function u P H1pΩq is a solution to problem (6.9) if and
only if u|Γ0

“ f and for all µ P H1pΩq with µ|Γ1
“ 0,

ż

Ω

∇u ¨ ∇µ dx “ xg, µ|Γ0
y
H´ 1

2 pΓ0q,H̃ 1
2 pΓ0q, (6.10)

where the brackets stand for duality pairing between H´ 1

2 pΓ0q and H̃
1

2 pΓ0q.
Proof. First, let us assume that u P H1pΩq and satisfies the weak formulation (6.10). We
have u “ f on Γ0 and by first choosing µ “ ϕ P DpΩq, where DpΩq denotes the space of
infinitely smooth functions which are compactly supported in Ω, we obtain ∆u “ 0 in Ω in
the distributional sense. By using a classical Green formula, we have for all µ P H1pΩq,

ż

Ω

∇u ¨ ∇µ dx “ ´
ż

Ω

∆uµ dx ` xBνu, µy
H´ 1

2 pBΩq,H 1
2 pBΩq.

If in addition µ|Γ1
“ 0 and using the fact that ∆u “ 0 in Ω, we obtain that for all µ P H1pΩq

with µ|Γ1
“ 0, ż

Ω

∇u ¨ ∇µ dx “ xBνu, µy
H´ 1

2 pΓ0q,H̃ 1
2 pΓ0q,

and by comparison with (6.10) we obtain that for all µ P H1pΩq with µ|Γ1
“ 0,

xBνu, µy
H´ 1

2 pΓ0q,H̃ 1
2 pΓ0q “ xg, µy

H´ 1
2 pΓ0q,H̃ 1

2 pΓ0q,

which implies that Bνu “ g in H´ 1

2 pΓ0q. We conclude that u satisfies (6.9). Conversely, we
would prove the same way that if u P H1pΩq satisfies (6.9), then it satisfies (6.10).
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The weak formulation (6.10) is hence a particular instance of abstract problem (6.1) with
V “ H1pΩq, H “ H

1

2 pΓ0q, M “ tµ P H1pΩq, µ|Γ1
“ 0u, A : H1pΩq Ñ H

1

2 pΓ0q is the trace
operator on Γ0 (which is onto), Vf “ tu P H1pΩq, u|Γ0

“ fu while for pu, µq P V ˆ M ,

bpu, µq “
ż

Ω

∇u ¨ ∇µ dx, ℓpµq “ xg, µ|Γ0
y
H´ 1

2 pΓ0q,H̃ 1
2 pΓ0q. (6.11)

For this particular bilinear form b, only the two last conditions 6.2 and 6.3 are satisfied.

Proposition 6.6
For the bilinear form b given by (6.11), the conditions 6.2 and 6.3 are satisfied while the condi-
tion 6.1 is not.

Proof. We start by condition 6.2. For µ P M “ tµ P H1pΩq, µ|Γ1
“ 0u, let us assume that for

all u P V0 “ tu P H1pΩq, u|Γ0
“ 0u,

ż

Ω

∇µ ¨ ∇u dx “ 0.

Choosing u “ ϕ P DpΩq, we obtain that ∆µ “ 0 in the distributional sense in Ω. The Green
formula then gives that for all u P V0,

xBνµ, uy
H´ 1

2 pBΩq,H 1
2 pBΩq “ xBνµ, uy

H´ 1
2 pΓ1q,H̃ 1

2 pΓ1q “ 0.

We conclude that µ P H1pΩq satisfies the homogeneous Cauchy problem
$
&
%

∆µ “ 0 in Ω

µ “ 0 on Γ1

Bνµ “ 0 on Γ1,

so that µ “ 0 by the Holmgren’s theorem. Similarly, condition 6.3 amounts to prove that if
u solves the Cauchy problem (6.9) with pf, gq “ 0, then u “ 0. Besides, we know that the
problem (6.9) is ill-posed (see for example [15]), which by contradiction proves from the
Brezzi-Nečas-Babuška theorem that the inf ´ sup condition 6.1 is not satisfied.

The mixed formulation (6.2) of the Tikhonov regularization can be applied, that is : for ε ą 0,
find puε, λεq P Vf ˆ M such that for all pv, µq P V0 ˆ M ,

$
’’&
’’%

ε

ż

Ω

∇uε ¨ ∇v dx `
ż

Ω

∇v ¨ ∇λε dx “ 0

ż

Ω

∇uε ¨ ∇µ dx ´
ż

Ω

∇λε ¨ ∇µ dx “ xg, µy
H´ 1

2 pΓ0q,H̃ 1
2 pΓ0q.

(6.12)

Compared to the abstract formulation (6.2), in formulation (6.12) we have used the scalar
product associated with the semi-norm in H1pΩq instead of the full norm in H1pΩq, which
is possible thanks to Poincaré’s inequality. From Theorem 6.2.1 and since condition 6.3 is
satisfied, the problem (6.12) is well-posed for any Cauchy data pf, gq P H

1

2 pΓ0q ˆ H´ 1

2 pΓ0q
and for pf, gq such that problem (6.9) has a (unique) solution u, we have puε, λεq Ñ pu, 0q
in H1pΩq ˆ H1pΩq. A mixed formulation such as (6.12) to regularize the Cauchy problem
for the Laplace equation was first introduced in [24], where the discretization with a Finite
Element Method is analyzed and numerical examples are shown. Note that [39] presents,
in the particular case when f “ 0, an analysis of some nonconforming discretizations of a
regularized formulation such as (6.12).
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6.3.2 The backward heat equation

We consider Ω as in the previous section and we consider the domain Q “ Ωˆ p0, T q of Rd`1,
with T ą 0, Σ “ BΩ ˆ p0, T q, S0 “ Ω ˆ t0u and ST “ Ω ˆ tT u. The backward heat equation
consists, for some data h P H´ 1

2 pST q, to find u P L2p0, T ;H1pΩqq such that

$
&
%

Btu ´ ∆u “ 0 in Q

u “ 0 on Σ

u “ h on ST .

(6.13)

We now prove that the problem (6.13) is equivalent to a weak formulation of type (6.1).

Lemma 6.7
For h P H´ 1

2 pST q, the function u P L2p0, T ;H1pΩqq is the solution to problem (6.13) if and only
if u P L2p0, T ;H1

0 pΩqq and for all µ P H1pQq with µ|ΣYS0
“ 0,

´
ż

Q

u Btµ dxdt `
ż

Q

∇u ¨ ∇µ dxdt “ ´xh, µ|ST
y
H´ 1

2 pST q,H̃ 1
2 pST q. (6.14)

Proof. To begin with, let us assume that u P L2p0, T ;H1
0 pΩqq and satisfies the weak formulation

(6.14). We have u “ 0 on Σ and by first choosing µ “ ϕ P DpQq, we obtain Btu ´ ∆u “ 0 in
Q in the distributional sense. Let us now introduce the vector field u P R

d`1 defined in Q by

u “ p∇u,´uq “ pBxi
u,´uq, i “ 1, . . . , d. (6.15)

We clearly have divd`1u “ ∆u ´ Btu “ 0 in Q, which implies that

u P Hdiv,Q :“ tu P pL2pQqqd`1, divd`1u P L2pQqu.

As a consequence we have u ¨ νd`1 P H´ 1

2 pBQq, where νd`1 is the unit outward normal on BQ.
In addition, from a classical integration by parts formula, we have for all µ P H1pQq,

ż

Q

u ¨ ∇d`1µ dX “ ´
ż

Q

pdivd`1uqµ dX ` xu ¨ νd`1, µy
H´ 1

2 pBQq,H 1
2 pBQq,

where ∇d`1 “ p∇, Btq and X is the Lebesgue measure on Q. Now, for µ|ΣYS0
“ 0 and given

that divd`1u “ 0 in Q, we obtain

ż

Q

u ¨ ∇d`1µ dX “ xu ¨ νd`1, µy
H´ 1

2 pST q,H̃ 1
2 pST q. (6.16)

Besides, the weak formulation (6.14) is equivalent to

ż

Q

u ¨ ∇d`1µ dX “ ´xh, µy
H´ 1

2 pST q,H̃ 1
2 pST q, @µ P H1pQq, µ|ΣYS0

“ 0. (6.17)

Comparing equations (6.16) and (6.17) we end up with ´u¨νd`1 “ h in the sense ofH´ 1

2 pST q,
which implies that u “ h on ST , that is u solves problem (6.13). We prove similarly that if
u P L2p0, T ;H1pΩqq solves the problem (6.13) then it satisfies u P L2p0, T ;H1

0 pΩqq and the
weak formulation (6.14).
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The weak formulation (6.14) is again an instance of abstract problem (6.1) in the particular
case when V “ L2p0, T ;H1pΩqq, H “ L2p0, T ;H 1

2 pBΩqq, M “ tµ P H1pQq, µ|ΣYS0
“ 0u,

A : L2p0, T ;H1pΩqq Ñ L2p0, T ;H 1

2 pBΩqq is the trace operator on Σ, f “ 0 so that

Vf “ V0 “ L2p0, T ;H1
0 pΩqq

while for pu, µq P V ˆ M ,

bpu, µq “ ´
ż

Q

u Btµ dxdt `
ż

Q

∇u ¨ ∇µ dxdt, (6.18)

ℓpµq “ ´xh, µy
H´ 1

2 pST q,H̃ 1
2 pST q. (6.19)

Proposition 6.8
For the bilinear form b given by (6.18), the conditions 6.2 and 6.3 are satisfied while the condi-
tion 6.1 is not.

Proof. Let us begin with condition 6.2. For µ P H1pQq with µ|ΣYS0
“ 0, let us assume that for

all u P L2p0, T ;H1
0 pΩqq,

´
ż

Q

u Btµ dxdt `
ż

Q

∇u ¨ ∇µ dxdt “ 0.

We obtain that µ P L2p0, T ;H1pΩqq satisfies

$
&
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Btµ ` ∆µ “ 0 in Q

µ “ 0 on Σ

µ “ 0 on S0,

which from uniqueness in the backward heat equation (see for example [87]) implies that
µ “ 0 in Q. Similarly, condition 6.3 amounts to prove that if u solves the backward heat
equation (6.13) with h “ 0, then u “ 0. Lastly, since the backward heat equation (6.13) is
ill-posed (see for example [90]), the Brezzi-Nečas-Babuška theorem implies that the inf ´ sup

condition 6.1 is not satisfied.

The mixed formulation (6.2) of the Tikhonov regularization applies as follows : for ε ą 0,
find puε, λεq P V0 ˆ M such that for all pv, µq P V0 ˆ M ,

$
’’&
’’%

ε

ż

Q

∇uε ¨ ∇v dxdt´

ż

Q

v Btλε dxdt`

ż

Q

∇v ¨ ∇λε dxdt “ 0

´

ż

Q

uε Btµdxdt`

ż

Q

∇uε ¨ ∇µdxdt´

ż

Q

∇λε ¨ ∇µdxdt “ ´xh, µy
H´ 1

2 pST q,H̃ 1
2 pST q

.

(6.20)

Again, from Theorem 6.2.1 and since condition 6.3 is satisfied, the problem (6.20) is well-
posed for any data h P H´ 1

2 pST q and for h such that problem (6.13) has a (unique) solution u,
we have puε, λεq Ñ pu, 0q in L2p0, T ;H1pΩqq ˆH1pQq. In [14], a similar mixed formulation as
(6.20) is used to regularize the backward heat equation in 1D (d “ 1). A discretization with
a Finite Element Method is analyzed and illustrated with the help of numerical examples.
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6.4 An inverse obstacle problem in an acoustic waveguide

6.4.1 Introduction

We consider a d dimensional waveguide W “ Σ ˆ R for d ě 2, where Σ is a pd ´ 1q di-
mensional Lipschitz domain. The boundary of W is denoted BW . A generic point x P W has
coordinates pxΣ, xdq with xΣ P Σ and xd P R. Let us consider a smooth Lipschitz domain
D such that D Ă W , referred to as the obstacle. For some wave number k ą 0 and data
pf, gq P H

1

2 pBW q ˆ H´ 1

2 pBW q that are compactly supported with pf, gq ‰ p0, 0q, the inverse
obstacle problem consists in finding a domain D and a function u P H1

locpW zDq such that
$
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p∆ ` k2qu “ 0 in W zD
pu, Bνuq “ pf, gq on BW

u “ 0 on BD
pRCq,

(6.21)

where
H1

locpW zDq “ tv P D1pW zDq, ϕpxdqvpxq P H1pW zDq, @ϕ P DpRqu,
ν is the outward unit normal to W and pRCq is a radiation condition which forces the field
u to be outgoing. Physically, D can be seen as a sound-soft obstacle, u is the pressure field
outside D, g is the prescribed normal component of the velocity while f is the resulting
measured pressure on the boundary. The first question related to this inverse obstacle problem
is identifiability : is the obstacle D uniquely defined from a single pair of Cauchy data pf, gq ?
Uniqueness for this problem is unknown in general, only a local uniqueness result is known.
For example, the following result is proved in [126].

Theorem 6.4.1
Let D´ Ă D` be two obstacles such that VolpD`zD´q ă ωd k

´d, where ωd is the volume of the
unit ball in R

d. Let Dj, j “ 1, 2, be two other obstacles such that D´ Ă Dj Ă D`, and corres-
ponding solutions uj which satisfy problem (6.21). If we assume in addition that the functions
uj are continuous in W zDj, j “ 1, 2, then D1 “ D2.

In what follows we will assume that global uniqueness holds in the inverse obstacle problem.
In order to solve it, we propose an “exterior approach” coupling a mixed Tikhonov formula-
tion such as (6.2) and the level set method introduced in [27] in the case of the Laplacian.
In such iterative approach, for a given estimated defect D̃ we update the solution ũ with the
help of a mixed formulation of quasi-reversibility while for a given estimated solution ũ we
update the defect D̃ with the help of a level set method based on a Poisson problem.

6.4.2 Application of the mixed Tikhonov formulation

First of all, we wish to transform the problem (6.21) into an equivalent one set in a bounded
domain. To this aim, we assume that the obstacle D lies within the bounded subdomain WR

of W delimited by the two sections Σ˘ “ Σ ˆ txd “ ˘Ru and let us introduce Ω “ WRzD.
The portion of BW contained between Σ´ and Σ` is denoted by Γ. It is well-known that for
k ą 0 and pf, gq P H 1

2 pΓq ˆ H̃´ 1

2 pΓq, the problem (6.21) is equivalent to find a domain D and
a function u P H1pΩq such that

$
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p∆ ` k2qu “ 0 in Ω

pu, Bνuq “ pf, gq on Γ

u “ 0 on BD
˘Bxd

u “ T˘u on Σ˘,

(6.22)
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where the operators T˘ : H
1

2 pΣ˘q Ñ H̃´ 1

2 pΣ˘q are the so-called Dirichlet-to-Neumann ope-
rators. A convenient way to define such operators consists in introducing the eigenvalues λn
and the eigenfunctions θn of the following eigenvalue problem set in the pd´ 1q dimensional
domain Σ : "

p∆K ` λqv “ 0 in Σ

BνK
v “ 0 on BΣ, (6.23)

where ∆K is the Laplacian in Σ while νK is the outward unit normal vector to domain Σ. The
pλnq form a non negative and increasing sequence of reals that tends to `8 while the pθnq
can be chosen to form a complete orthonormal basis of L2pΣq.

Remark 6.9
In particular, for d “ 2, Σ “ p0, hq for some h ą 0, the solutions to problem (6.23) are given for
n P N by λn “ n2π2{h2 and by

$
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θ0px1q “
c

1

h

θnpx1q “
c

2

h
cospnπ

h
x1q pn ě 1q.

(6.24)

Setting for all n P N

βn “
a
k2 ´ λn with Repβnq ě 0, Impβnq ě 0, (6.25)

the operators T˘ can be defined, for ϕ P H 1

2 pΣ˘q, by

T˘ϕ “
ÿ

nPN
iβnpϕ, θnqL2pΣ˘qθn. (6.26)

Assume that the obstacle D is known. Given some Cauchy data pf, gq P H 1

2 pΓq ˆ H̃´ 1

2 pΓq, let
us consider the linear ill-posed problem of finding u P H1pΩq such that the following problem
be satisfied : $

&
%

p∆ ` k2qu “ 0 in Ω

pu, Bνuq “ pf, gq on Γ

˘Bxd
u “ T˘u on Σ˘.

(6.27)

We can easily check that the problem (6.27) is equivalent to a weak formulation of type (6.1).

Lemma 6.10
For pf, gq P H 1

2 pΓq ˆ H̃´ 1

2 pΓq, the function u P H1pΩq is a solution to problem (6.27) if and only
if u|Γ “ f and for all µ P H1pΩq with µ|BD “ 0,

ż

Ω

∇u ¨ ∇µ dx ´ k2
ż

Ω

uµ dx ´
〈

T˘u|Σ˘ , µ|Σ˘

〉

H̃´ 1
2 pΣ˘q,H 1

2 pΣ˘q “ 〈g, µ|Γ〉
H̃´ 1

2 pΓq,H 1
2 pΓq ,

where ˘ means the summation of the bracket on Σ´ and the bracket on Σ`.

The weak formulation of Lemma 6.10 is a particular instance of abstract problem (6.1) with
V “ H1pΩq, H “ H

1

2 pΓq, M “ tµ P H1pΩq, µ|BD “ 0u, A : H1pΩq Ñ H
1

2 pΓq is the trace
operator on Γ, Vf “ tu P H1pΩq, u|Γ “ fu while for pu, µq P V ˆ M ,

bpu, µq “
ż

Ω

∇u ¨ ∇µ dx ´ k2
ż

Ω

uµ dx ´
〈

T˘u|Σ˘ , µ|Σ˘

〉

H̃´ 1
2 pΣ˘q,H 1

2 pΣ˘q , (6.28)
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ℓpµq “ xg, µ|Γy
H̃´ 1

2 pΓq,H 1
2 pΓq. (6.29)

We have to note that, contrary to the abstract problem presented in section 6.2, the functions
have complex values, which means in particular that the forms b and ℓ are sesquilinear and
antilinear instead of bilinear and linear, respectively. However, it is readily seen that all the
results of sections 6.2 remain valid in this context of complex Hilbert spaces provided a com-
plex modulus be applied to b in the inf-sup condition 6.1. Once again, we have the following
proposition, the proof of which is very similar to that of Proposition 6.6.

Proposition 6.11
For the sesquilinear form b given by (6.28), the conditions 6.2 and 6.3 are satisfied while the
condition 6.1 is not.

The mixed formulation (6.2) of the Tikhonov regularization applies as follows : for ε ą 0,
find puε, λεq P Vf ˆ M such that for all pv, µq P V0 ˆ M ,

$
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ε

ż

Ω

∇uε ¨ ∇v dx `
ż

Ω

∇v ¨ ∇λε dx

´k2
ż

Ω

v λε dx ´
〈

T˘v, λε
〉

H̃´ 1
2 pΣ˘q,H 1

2 pΣ˘q “ 0

ż

Ω

∇uε ¨ ∇µ dx ´ k2
ż

Ω

uε µ dx

´ 〈T˘uε, µ〉
H̃´ 1

2 pΣ˘q,H 1
2 pΣ˘q ´

ż

Ω

∇λε ¨ ∇µ dx “ xg, µy
H̃´ 1

2 pΓq,H 1
2 pΓq.

(6.30)

Again, from Theorem 6.2.1 and since condition 6.3 is satisfied, the problem (6.30) is well-
posed for any data pf, gq P H

1

2 pΓq ˆ H̃´ 1

2 pΓq and for pf, gq such that problem (6.27) has a
(unique) solution u, we have puε, λεq Ñ pu, 0q in H1pΩq ˆ H1pΩq.

6.4.3 The “exterior approach”

In this paragraph, we simply adapt to the Helmholtz equation the approach introduced in
[27] in the case of the Laplace equation. We here briefly give a sketch of this approach :
the reader will refer to [27] for a more detailed description. For a defect D and a solution
u satisfying the inverse obstacle problem (6.22) for Cauchy data pf, gq, let us consider a
function c P H1pWRq such that c “ |u| in Ω and c ď 0 in D (this is always possible, take c “ 0

in D in view of the Dirichlet boundary condition on BD) and a distribution F P H´1pWRq
such that F ´ ∆c ě 0. For some open domain ω Ă WR and G P H´1pWRq, let us denote by
vG,ω the solution v P H1

0 pωq of the Poisson problem ∆v “ G in ω. We now define a sequence
of open domains Dn by following induction. We first consider an open domain D0 such that
D Ă D0 Ť WR. The domain Dn being given, we define

Dn`1 “ Dnzsupppsuppϕn, 0qq,

where (supp denotes the support of a function)

ϕn “ c ` vG,Dn
, G “ F ´ ∆c. (6.31)

From [83], since the open domains Dn form a decreasing sequence, it converges in the sense
of Hausdorff distance to some open domain D8, with D Ă D8. Lastly, the following conver-
gence theorem justifies the method.
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Theorem 6.4.2
If we assume that the sequence of functions vG,Dn

converges in H1
0 pWRq to the function vG,D8

and if k2 is not a Dirichlet eigenvalue of operator ´∆ in D8zD, then D8 “ D.

Since the proof of Theorem 6.4.2 is very close to that obtained in [27] for the case of the
Laplace equation, it is omitted. However, while 0 is not a Dirichlet eigenvalue of the operator
´∆ in D8zD, the positive number k2 for k ą 0 might be one of them, which explains why
there is an assumption on k in the statement of Theorem 6.4.2.

Remark 6.12
The convergence of the sequence of the vG,Dn

functions with respect to the domainDn is a classical
question which is for example extensively studied in [83] (see also [27]). The reader will find
in [83, 27] some sufficient assumptions, depending on the dimension d, that guarantee such
convergence.

The statement of Theorem 6.4.2 means that the sequence of open domains Dn defined with
the help of the solution u converges under some assumptions to the true obstacle D, in
the sense of Hausdorff distance. In practice, the exact solution u is unknown, but it can be
approached by the regularized solution uε to problem (6.30). This is why it is natural to
consider the following algorithm.

Algorithm :

1. Choose an initial guess D0 such that D Ă D0 Ť WR.

2. Step 1 : for a given Dn, compute the quasi-reversibility solution un of system (6.30) in
Ωn for sufficiently small ε, where Ωn :“ WRzDn.

3. Step 2 : for a given un in Ωn, compute cnpxq “ |un| in Ωn and the solution ϕn to problem
(6.31) for sufficiently large F , which simply reads for smooth Dn as :

"
∆ϕn “ F in Dn

ϕn “ cn on BDn.

Compute Dn`1 “ tx P Dn, ϕnpxq ă 0u.

4. Go back to step 1 until some stopping criterion is satisfied.

6.4.4 Some numerical experiments

In this paragraph we apply the exterior approach in a 2d waveguide of height h “ 1 (see
remark 6.9) and by choosing R “ 1. We consider two different obstacles D :

1. the disk of center p´0.2, 0.6q and radius 0.1 ;

2. the union of the previous disk and the disk of center p0.3, 0.4q and radius 0.15.

The artificial data on Γ are obtained by solving the forward problem in Ω : for g P H̃´ 1

2 pΓq,
find u P H1pΩq such that $
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p∆ ` k2qu “ 0 in Ω

Bνu “ g on Γ

u “ 0 on BD
˘Bxd

u “ T˘u on Σ˘,

(6.32)
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and then by setting f “ u|Γ, which provides some cauchy data pf, gq on Γ. In what follows
we refer to u as the exact solution and pf, gq as the exact Cauchy data. Here we have chosen
gpx2q “ 20maxp1 ´ 4|x2|, 0q both on Γ X tx1 “ hu and on Γ X tx1 “ 0u. The forward problem
(6.32) is discretized with the help of a standard finite element method. Before solving the
inverse obstacle problem, let us first apply the mixed formulation (6.30) in Ω to solve problem
(6.27), assuming the obstacle D is a priori known to be the obstacle p2q. In order to test the
robustness of formulation (6.30) with respect to noise on the data, we perturb data pf, gq as
follows. Considering f and g as vectors the components of which are the degrees of freedom
induced by the finite element space, each component is contaminated pointwise by some
Gaussian noise, namely

f δ “ f ` σ
}f}
}bf}bf , gδ “ g ` σ

}g}
}bg}bg, (6.33)

where bf , bg are given by a standard normal distribution, σ ą 0 is a scaling factor and } ¨ }
denotes a discretized L2 norm. With such definition, both f and g are perturbed by a re-
lative error of amplitude σ in L2 norm. In the figure 6.1 we have plotted the discrepancy
|uδε ´ u|{pmax |u|q in Ω for ε “ 10´3, where u is the solution to problem (6.32) and uδε is the
solution to problem (6.30) with noisy data pf δ, gδq, for three different values of σ, that is
σ “ 0.01, σ “ 0.05 and σ “ 0.1. It can be seen that the error between the regularized solution
uδε and the exact solution u is small everywhere in Ω except near the obstacle D, since no
boundary condition is given on BD. This localized error obviously explodes with respect to
the noise, due the fact that the problem (6.27) is exponentially ill-posed.

FIGURE 6.1 – Values of |uδε ´ u|{pmax |u|q in Ω for ε “ 10´3. Top left : σ “ 0.01. Top right :
σ “ 0.05. Bottom : σ “ 0.1

Now let us come back to the inverse obstacle problem and show some numerical experiments
using the exterior approach algorithm. We emphasize the fact that a single finite element
triangular mesh of WR is used both for the quasi-reversibility problem (6.30) in Ωn and the
Poisson problem (6.31) in Dn. Such mesh is the same for all n P N and is different from
the one used to obtain the artificial data. Both problems are discretized with standard P2

elements. The size of the mesh is such that it corresponds to 80 triangle edges on each part of
Γ while the infinite sum (6.26) defining the operators T˘ is truncated to 100 terms. It should
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be noted that, due to the fact that the common boundary of Ωn and Dn is supported by a
polygonal line based on the finite element mesh, the sequence of domains Dn is stationary
for sufficiently large n, which provides a simple stopping criterion for our algorithm. Again,
we arbitrarily set ε “ 10´3 in the quasi-reversibility problem while the function F is fixed
to a constant in the Poisson problem. Such constant is fixed to a large value at step 0 and is
updated following a simple dichotomy procedure in order to avoid “too early” stationarity.
The initial guess D0 is an ellipse. In figure 6.2, one can see, for obstacle p1q, the sequence
of computed obstacles Dn until complete stationarity, for k “ 3 and with our three different
amplitudes of noise σ. The retrieved obstacle has to be compared to the true one. The same
results are shown in figure 6.3 for obstacle p2q and k “ 5. We mention that those values of
k are rather small : k “ 3 corresponds to a single purely real value of βn defined by (6.25)
while k “ 5 corresponds to two purely real values of βn, which means that the number of
propagating guided modes (see [32]) is 1 for k “ 3 and 2 for k “ 5. We can see on figure 6.2
that when the amplitude of noise increases, not only the obstacle is not as well retrieved but
the number of iterations in the level set method becomes larger. In the case of two obstacles,
we can check on figure 6.3 that our level set method manages to separate the two obstacles
starting from the connected initial guess D0, which is well-known for level set methods in
general. Here, in the quasi-reversibility problem (6.30), we have set ε to an arbitrary value

FIGURE 6.2 – Identification of obstacle p1q for k “ 3. Top left : σ “ 0.01. Top right : σ “ 0.05.
Bottom : σ “ 0.1.

of 10´3, which was a posteriori a good choice in our numerical experiments. But such value
of ε is difficult to guess in general and has classically to be chosen as a function of the am-
plitude of noise that corrupts the Cauchy data pf, gq. In addition, the natural setting for pf, gq
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FIGURE 6.3 – Identification of obstacle p2q for k “ 5. Top left : σ “ 0.01. Top right : σ “ 0.05.
Bottom : σ “ 0.1.

in (6.30) is H
1

2 pΓq ˆ H̃´ 1

2 pΓq, which is not appropriate for experimental noisy data that are
rather expected to belong to simpler space L2pΓq ˆL2pΓq. And lastly, in the weak formulation
problem (6.30), the Dirichlet data f is strongly imposed and the Neumann data g is weakly
imposed, while both data are noisy and should be weakly imposed. These issues can be seen
as general drawbacks of the abstract mixed formulation (6.2). This is why we introduce in
the next section a relaxed mixed formulation of Tikhonov regularization.

6.5 A relaxed mixed formulation of Tikhonov regularization

6.5.1 Back to the abstract case

We come back to the notations of section 6.2 concerning spaces V , M , H, the bilinear form
b and the linear form ℓ. Let us consider the case when the operator A : V Ñ H is no more
onto but has only a dense range. This framework is well-adapted to the case when the data
f P H is corrupted by noise and hence is not sufficiently smooth to be in the range of A. We
additionally assume that condition 6.2 is satisfied, which implies that the operator B defined
by (6.6) has a dense range too. A second regularized formulation of problem (6.1) is the
following : for ε ą 0, find puε, λεq P V ˆ M such that for all pv, µq P V ˆ M ,

#
εpuε, vqV ` η2pAuε, AvqH ` bpv, λεq “ η2pf, AvqH

bpuε, µq ´ pλε, µqM “ ℓpµq. (6.34)
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Note that in problem (6.34), η is a fixed parameter that will be discussed later. We can prove
the following result, which is the analogous of Theorem 6.2.1 for problem (6.34) instead of
problem (6.2).

Theorem 6.5.1
For any f P H and ℓ P M 1, the problem (6.34) has a unique solution. For some f P H and ℓ P M 1

such that (6.1) has at least one solution, the solution puε, λεq P V ˆM satisfies puε, λεq Ñ pum, 0q
in V ˆ M when ε Ñ 0, where um is the unique solution to the minimization problem (6.3). In
particular, if the uniqueness condition 6.3 is satisfied, then um “ u, where u is the unique solution
to problem (6.1).

Since the proof of Theorem 6.5.1 is very similar to that of Theorem 6.2.1, it is omitted.
Additionally, in the same vein as Proposition 6.4, we have the following proposition :

Proposition 6.13
Let us denote vε the unique solution to the minimization problem

inf
vPV

`
η2}Av ´ f}2H ` }Bv ´ L}2M ` ε}v}2V

˘

and µε “ Buε ´ L. Then pvε, µεq coincides with the unique solution puε, λεq to problem (6.34).

Now let us introduce some noise on the data L “ pf, Lq P H ˆ M , namely we consider
Lδ “ pf δ, Lδq P H ˆ M such that for some δf , δℓ, ρ ą 0,

}f δ ´ f}H ď δf , }Lδ ´ L}M ď ρ δℓ, }Lδ} ą
b
η2δ2f ` ρ2δ2ℓ , (6.35)

where
}L} “

b
η2}f}2H ` }L}2M . (6.36)

Denoting

∆ “
b
η2δ2f ` ρ2δ2ℓ , (6.37)

it is readily seen from (6.35), (6.36) and (6.37) that

}Lδ ´ L} ď ∆, }Lδ} ą ∆. (6.38)

The parameter η is introduced in order to take into account the fact that f and L are different
physical quantities. Let us recall that L P M is computed from ℓ P M 1 thanks to (6.7). Given
some noise on ℓ of given amplitude δℓ, the parameter ρ is the ratio between the amplitude
of the resulting noise on L and δℓ. We will see later how these two parameters η and ρ can
be chosen in practice. A classical strategy to choose the regularization parameter ε consists
in the Morozov’s discrepancy principle. It relies on the following well-known result (see for
example [90] for a proof in the restricted case of a compact operator).

Lemma 6.14
We consider two Hilbert spaces V, H and a continuous operator A : V ÝÑ H which has a dense
range. For ∆ ą 0, let us consider some data L∆ P H such that }L∆}H ą ∆ and denote by u∆ε
the unique minimizer in V of the Tikhonov functional v ÞÑ }Av ´ L∆}2H ` ε}v}2V . There exists a
unique ε ą 0 such that }Au∆ε ´ L∆}H “ ∆.

From Lemma 6.14, we obtain the following theorem.
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Theorem 6.5.2
Let us denote by puδε, λδεq the solution to problem (6.34) for noisy data pf δ, ℓδq instead of exact
data pf, ℓq. Assume that if Lδ and L are derived by (6.7) from ℓδ and ℓ, the noisy data pf δ, Lδq
satisfy (6.35). Then there exists a unique ε ą 0 such that the solution puδε, λδεq satisfies

b
η2}Auδε ´ f δ}2H ` }λδε}2M “ ∆,

where ∆ is defined by (6.37).

Proof. We directly apply Lemma 6.14 for V “ V , H “ H ˆM equipped with the norm (6.36)
and A defined for v P V by Av “ pAv,Bvq, in view of (6.38) and Proposition 6.13. Note that
the operator A has a dense range since both operators A and B have a dense range.

6.5.2 Back to the inverse obstacle problem

Let us apply the relaxed formulation (6.34) to problem (6.27), that is the obstacle D is
supposed to be known. To this aim we consider some Cauchy data pf, gq P L2pΓq ˆ L2pΓq
instead of H

1

2 pΓq ˆ H̃´ 1

2 pΓq. In order to apply the regularized formulation (6.34), we now
consider V “ H1pΩq, H “ L2pΓq, M “ tµ P H1pΩq, µ|BD “ 0u, A : H1pΩq Ñ L2pΓq
is the trace operator on Γ (which has a dense range), while the sesquilinear form b and
the antilinear form ℓ are again given by (6.28) and (6.29), except that the duality bra-
cket defining ℓ is now an integral since g P L2pΓq. The regularized formulation (6.34) is
in this case : for ε ą 0, find puε, λεq P H1pΩq ˆ tµ P H1pΩq, µ|BD “ 0u such that for all
pv, µq P H1pΩq ˆ tµ P H1pΩq, µ|BD “ 0u,

$
’’’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’’’%

ε

ż

Ω

∇uε ¨ ∇v dx ` η2
ż

Γ

uε v ds `
ż

Ω

∇v ¨ ∇λε dx

´k2
ż

Ω

v λε dx ´
〈

T˘v, λε
〉

H̃´ 1
2 pΣ˘q,H 1

2 pΣ˘q “ η2
ż

Γ

f v ds,

ż

Ω

∇uε ¨ ∇µ dx ´ k2
ż

Ω

uε µ dx

´ 〈T˘uε, µ〉
H̃´ 1

2 pΣ˘q,H 1
2 pΣ˘q ´

ż

Ω

∇λε ¨ ∇µ dx “
ż

Γ

g µ ds.

(6.39)

Note that in formulation (6.39), both data f and g are imposed weakly. Now assume that
the problem (6.27) has a (unique) solution u P H1pΩq for exact data pf, gq while we measure
some noisy data pf δ, gδq P L2pΓq ˆ L2pΓq so that

}f δ ´ f}L2pΓq ď δf , }gδ ´ g}L2pΓq ď δg.

Let us apply the weak formulation (6.7). For any g P L2pΓq, there exists a unique L P H1pΩq
with L|BD “ 0 such that for all µ P H1pΩq with µ|BD “ 0,

ż

Ω

∇L ¨ ∇µ dx “
ż

Γ

g µ ds. (6.40)

Assume that Lδ is associated with data gδ P L2pΓq via (6.7), so that

}f δ ´ f}L2pΓq ď δf , }Lδ ´ L}H1pΩq ď ρ δg.

We assume in addition that

η2}f δ}2L2pΓq ` }Lδ}2H1pΩq ě η2δ2f ` ρ2δ2g ,
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so that our noisy data pf δ, Lδq satisfy (6.35). Theorem 6.5.2 is hence directly applicable and
we obtain that there exists a unique ε ą 0 such that the solution puδε, λδεq to problem (6.39)
associated with the corresponding data pf δ, gδq satisfies

Eδpεq :“
b
η2}uδε ´ f δ}2

L2pΓq ` }λδε}2H1pΩq “
b
η2δ2f ` ρ2δ2g . (6.41)

6.5.3 Some numerical experiments

Let us first focus on the numerical results of formulation (6.39) when the obstacleD is known.
In practice, f δ and gδ are artificially computed with the help of (6.33), so that we take

δf “ σ}f δ}L2pΓq, δg “ σ}gδ}L2pΓq, ∆ “
b
η2δ2f ` ρ2δ2g .

We now describe how to choose the constants η and ρ. In view of Proposition 6.13, a natural
choice is

η “ }Lδ}H1pΩq
}f δ}L2pΓq

. (6.42)

The constant ρ is heuristically defined as follows. We consider many functions g such that

g “ δg

}bg}bg,

where bg is defined as in (6.33), which means that g is 0 up to some random noise of fixed
L2pΓq norm δg, and we solve the corresponding problems (6.40). Computing the mean value
δL of the H1pΩq norms of all the obtained L, the constant ρ is given by the ratio ρ “ δL{δg. The
constant η and ρ being determined, the value of ε is now obtained by solving the equation
(6.41) by a simple dichotomy method. We present some numerical experiments related to
the relaxed formulation in the case of obstacle p1q. In order to illustrate the fact that equation
(6.41) indeed uniquely determines ε in the discretized case, we have plotted on figure 6.4
on the one hand the function Eδ of ε and on the other hand the constant ∆, for σ “ 0.01,
σ “ 0.05 and σ “ 0.1. In figure 6.5, we compare the error between the exact solution u

and the regularized solution uδε in the presence of noisy data pf δ, gδq obtained with the initial
formulation (6.30) and with the relaxed formulation (6.39), as a function of ε. We notice
that on the whole the relaxed formulation provides a better solution in Ω than the initial
formulation. The figure 6.5 also illustrates the fact that the Morozov’s value of ε is a rather
good choice in the relaxed formulation. We conclude this numerical section by presenting
the application of the exterior approach when the regularized solution is obtained with the
relaxed formulation (6.39) instead of the initial one (6.30), the data pf δ, gδq being the same
as in figure 6.2 and ε being determined with the Morozov’s procedure. Let us remark that ε, η
and ρ depend on the current domain Ωn and should be determined for each n. This is actually
the case for η, but since the computations of ρ and ε are quite heavy, we computed them once
and for all at iteration n “ 0. The identification results are presented in figure 6.6 for σ “ 0.05

and σ “ 0.1. The reader could be frustrated by the fact that the identification results of figure
6.6 seem no better than the results of figure 6.2. This is maybe due to the high sensitivity of
the results with respect to η : the choice given by (6.42) is maybe not optimal. Some further
work on that choice should be continued.

Remark 6.15
We have shown that our method works for small values of the wavenumber k but acknowledge
it fails for large values, which is expected in view of the uniqueness Theorem 6.4.1.
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FIGURE 6.4 – Application of Morozov’s discrepancy principle. Continuous line : Eδpεq, dashed
line : constant ∆ (log´ log scale). Top left : σ “ 0.01. Top right : σ “ 0.05. Bottom : σ “ 0.1.

FIGURE 6.5 – Error }uδε ´ u}H1pΩq between the regularized solution for noisy data pf δ, gδq and
the exact solution, as a function of ε (log´ log scale). Continuous line : uδε is the solution of
(6.30), dashed line : uδε is the solution of (6.39) (the vertical line represents the Morozov’s
value of ε). Top left : σ “ 0.01. Top right : σ “ 0.05. Bottom : σ “ 0.1.
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FIGURE 6.6 – Identification of obstacle p1q for k “ 3 and using the relaxed mixed formulation
with Morozov’s procedure. Left : σ “ 0.05. Right : σ “ 0.1.



CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES

Nous avons vu dans ce mémoire comment adapter une méthode d’échantillonnage du type
Linear Sampling Method à un cadre réaliste de Contrôle Non Destructif d’une structure de
type guide d’ondes.

Ce travail a été fait en plusieurs étapes : tout d’abord, dans le chapitre 1, nous nous sommes
concentrés sur le guide d’ondes acoustiques en dimension 2 et en régime harmonique, plus
simple du point de vue mathématique. Nous avons démontré le caractère bien fondé de la
Linear Sampling Method dans le cas de mesures ponctuelles sur des sections transverses du
guide. Trois types d’obstacles ont été examinés, à savoir les obstacles d’intérieur non vide à
cœur, cas théorique usuel mais peu représentatif des défauts cherchés en pratique, les obs-
tacles débouchants au bord du guide, qui peuvent modéliser dans une première approche des
défauts comme la corrosion, et les fissures, qui sont également des défauts réalistes.

Nous avons exploité au chapitre 2 le comportement modal des champs pour montrer qu’ima-
ger le guide d’ondes revient à résoudre un système linéaire infini en chaque point de la grille
d’échantillonnage. Grâce à l’hypothèse de champ lointain, qui consiste à se restreindre aux
modes propagatifs dans le système ainsi obtenu, nous résolvons un petit système linéaire (de
taille égale au nombre de modes propagatifs) en chaque point. Notons que cette discrétisation
régularise suffisamment l’opérateur, de sorte qu’aucune régularisation supplémentaire n’est
requise. Nous appelons la méthode d’inversion la Linear Sampling Method modale. L’incon-
vénient du cadre théorique précédent est qu’il met en jeu des sources et des mesures selon
les sections du guide en régime établi. Nous nous sommes alors intéressés à l’écriture de la
LSM pour des données à la surface du guide, ce qui correspond à la situation réelle du CND.
Nous avons notamment vu que l’écriture de la LSM directement à la surface ne permettait
pas d’exploiter l’aspect modal du problème. Nous avons donc exhibé un lien entre la matrice
U de LSM et la matrice des mesures M obtenue pour des sources et des mesures à la surface
du guide. Ce lien nous permet notamment d’optimiser le choix des sources et des mesures
grâce à l’étude du conditionnement des matrices d’émission et de réception à inverser pour
obtenir U à partir de M et donc d’améliorer la qualité de l’imagerie.

La méthode en régime harmonique a ensuite été étendue au régime temporel au chapitre
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3, en utilisant une transformée de Fourier. Ceci nous permet de réaliser une imagerie multi-
fréquentielle qui améliore la qualité de la reconstruction du défaut, comme nous l’avons vu
dans les validations numériques. Nous avons aussi comparé cette méthode avec l’écriture de
la LSM directement en régime temporel, soit la “Time Domain Linear Sampling Method”.
Cette comparaison a mis en évidence une combinaison naturelle des fonctions caractéris-
tiques à fréquence fixée. Toutefois, les résultats numériques nous ont induit à privilégier une
combinaison légèrement différente pour la suite. L’influence du bruit sur la qualité de la re-
construction a par ailleurs été étudiée numériquement.

Nous avons traité au chapitre 4 le cas du guide d’ondes élastiques en dimension 3, le cas de
la dimension 2 s’en déduisant aisément. Nous avons repris pour cela la même démarche que
pour le guide d’ondes acoustiques et nous avons pu étendre les résultats obtenus dans les cha-
pitres précédents. Des difficultés supplémentaires apparaissent : tout d’abord, les champs ne
sont plus scalaires comme en acoustique et il est nécessaire d’avoir recours aux variablesX et
Y , qui panachent les composantes des champs de déplacement et des champs de contrainte,
pour obtenir un cadre proche de celui de l’acoustique. L’analyse de l’inversibilité et du condi-
tionnement des matrices d’émission et de réception est plus délicate, notamment à cause de
l’absence d’expression analytique des nombres d’onde βn. Par ailleurs, des paramètres supplé-
mentaires inhérents à la troisième dimension apparaissent, qui sont le nombre et la position
des sources selon le bord de la section transverse. Nous avons ainsi validé numériquement
l’utilisation de la méthode pour imager un défaut dans un guide d’ondes élastiques, puis nous
avons étudié l’influence de quelques paramètres supplémentaires qui pourraient être problé-
matiques dans le cas de données réelles comme l’atténuation des ondes lors de la propagation.

Enfin, nous avons appliqué la méthode à des données réelles dans le cas d’une plaque dans le
chapitre 5. Les résultats obtenus sont prometteurs et semblent indiquer qu’il est possible d’uti-
liser notre méthode d’inversion dans le cadre du Contrôle Non Destructif. Il est notamment
apparu que nous étions capable d’imager une pièce de longueur relativement faible avec une
modélisation 2D de la plaque. Toutefois, des essais supplémentaires seront nécessaires pour
étudier l’influence des différents paramètres sur la reconstruction dans le cas des données
réelles. Le cas d’éprouvettes 3D n’a pas été traité pour des raisons matérielles.

Parallèlement à cette méthode d’échantillonnage, nous nous sommes intéressés à une situa-
tion plus contraignante en pratique, à savoir l’identification de défauts pour une seule source,
ce problème ne pouvant être résolu au moyen de la Linear Sampling Method. Nous avons ré-
écrit pour cela dans le chapitre 6 la méthode de quasi-réversibilité comme une régularisation
de Tikhonov associée à un problème d’équations aux dérivées partielles mal posé. Deux for-
mulations de la quasi-réversibilité sont présentées en fonction de la façon dont les données
sont prises en compte (au sens faible ou au sens fort). En particulier la seconde formulation,
qui prend en compte les données au sens faible, permet de choisir le paramètre de régulari-
sation en fonction du niveau de bruit en appliquant le principe de Morozov. Par contre, cela
implique l’introduction de paramètres supplémentaires dont le choix reste à étudier. Nous
avons ensuite mis en œuvre ces deux formulations combinées à une méthode de lignes de
niveau pour imager un guide d’ondes acoustiques. À l’aide de cette approche “extérieure”,
nous avons été à même d’imager un défaut de type Dirichlet à basse fréquence.

En ce qui concerne les perspectives, sur les méthodes d’échantillonnage tout d’abord, il reste
un certain nombre de pistes à explorer :
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• Validation pour des guides en dimension 3. Bien que quelques résultats numériques
aient été présentés en 3D, il reste beaucoup à faire. Nous n’avons considéré qu’un guide
de section rectangulaire dans les essais numériques, alors que la méthode est valable
théoriquement pour des sections de forme quelconque. Par exemple, le cas d’un rail de
chemin de fer est intéressant en pratique. Par ailleurs, une des difficultés de la dimen-
sion 3 est l’éventuelle présence de modes associés à un même nombre d’onde, cas pour
lequel les matrices d’émission et de réception ne sont plus inversibles. Ce problème n’a
été que rapidement abordé dans le cas simple d’une plaque. Dans des cas plus représen-
tatifs, comme un guide de section carré, le conditionnement des matrices d’émission et
de réception est très mauvais du fait de ces modes doubles. Il serait intéressant de voir
si la prise en compte d’un seul des modes présentant le même nombre d’onde permet
de réaliser l’imagerie dans ce cas.

• Étude détaillée des paramètres expérimentaux. Les résultats expérimentaux obtenus
au chapitre 5 sont encourageants quant à la faisabilité du Contrôle Non Destructif avec
cette méthode. Toutefois, il reste à étudier les limites de celle-ci ainsi que l’influence
des paramètres sur la possibilité de détecter un défaut. Citons certains points qui nous
semblent importants :

– Il serait souhaitable d’obtenir une image de bonne qualité en full-scattering. Bien
que le back-scattering soit le cas le plus intéressant du point de vue des applica-
tions, aussi bien par sa simplicité de mise en œuvre que par sa capacité à imager
une zone étendue éventuellement inaccessible, la configuration de full-scattering
reste intéressante, au moins théoriquement. En effet, elle devrait permettre d’obte-
nir des images plus précises des défauts. Nous pourrions imaginer une procédure
en deux étapes : une première étape en back-scattering couvrant une grande zone
rapidement, puis une seconde étape en full-scattering en complément dans les
zones où la résolution de l’image ne permet pas de conclure de manière satisfai-
sante. Il nous semble que le principal obstacle expérimental pour une imagerie en
full-scattering est le positionnement relatif des capteurs, qui doit être réalisé avec
précision.

– Une acquisition avec des capteurs sans contact permettrait de mettre en évidence
l’influence des capteurs au contact sur les résultats de la méthode d’inversion. En
effet, le montage réalisé dans ce manuscrit est simple et permet une acquisition
rapide, ce qui n’est pas le cas d’une acquisition avec des lasers en émission et
réception. S’il est mis en évidence que le capteur au contact détériore grandement
la qualité de la reconstruction, il faudra peut-être envisager un nouveau dispositif.

– Nous n’avons étudié que des plaques épaisses (épaisseur de l’ordre de 10 mm), ce
qui nous permettait de travailler avec des fréquences de l’ordre de 1 MHz. Pour
des plaques plus fines, il nous faudrait utiliser des fréquences plus élevées pour
avoir un nombre équivalent de modes propagatifs, ce qui implique une atténuation
des signaux plus importante. L’épaisseur de la plaque à imager risque donc d’être
un paramètre déterminant pour l’applicabilité de la méthode. Des essais pour des
plaques d’épaisseur variée sont à réaliser.

– Citons pour finir l’influence du matériau. Les résultats obtenus sont bien meilleurs
pour la plaque en acier que pour celle en aluminium. Nous soupçonnons que cela
soit dû à une inhomogénéité inhérente à la plaque en aluminium. Une étude plus
poussée pour d’autres plaques, métalliques ou non, permettrait de mieux com-
prendre pour quels matériaux la méthode est applicable.
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• Extension à d’autres types d’obstacles. Dans ce manuscrit, nous nous sommes limités
aux obstacles de type Dirichlet et Neumann. De nombreux auteurs se sont intéressés aux
conditions d’impédance (ou de type Robin). Le travail présenté ici devrait s’y adapter
aisément [18, 80]. D’autres obstacles intéressants en pratique n’entrent pas a priori dans
ces catégories. Par exemple, nous avons dans une première approximation considéré la
corrosion comme étant une perte d’épaisseur locale. Nous pourrions la modéliser par
un changement de milieu. Ainsi, le défaut ne serait plus caractérisé par une condition
de bord mais par des coefficients matériau différents. De même, les défauts de collage
sont problématiques industriellement car il s’agit de collages de mauvaise qualité. On
ne peut pas les modéliser par des fissures à l’interface et il serait intéressant d’étendre
notre méthode à ce type de défauts.

• Autres géométries de guide d’ondes. La méthode a été développée pour les guides
d’ondes fermés acoustiques et élastiques. Il serait intéressant de l’appliquer à des struc-
tures plus compliquées. Nous pouvons par exemple étudier le cas d’un guide enfoui, cas
où un guide d’ondes élastiques est inclus dans un domaine infini, acoustique en général.
L’analyse des modes guidés est plus compliquée dans ce cas. De manière similaire, un
tuyau rempli d’un fluide est un cas intéressant pour les applications. Nous pourrions par
exemple chercher à localiser un dépôt à l’intérieur d’une canalisation. Industriellement,
de nombreux défauts se trouvent à la jonction (par exemple dans une soudure) entre
deux guides de propriétés éventuellement différentes. Ce cas nécessite une extension
non triviale.

• Utilisation d’une méthode d’échantillonnage plus raffinée. Nous nous sommes concen-
trés dans cette thèse sur la Linear Sampling Method, mais le même travail aurait pu être
réalisé avec un de ses raffinements, comme par exemple la méthode de factorisation ou
la “Generalized Linear Sampling Method” (GLSM) [7]. L’applicabilité de la LSM ayant
été démontrée, il peut être intéressant d’essayer ces méthodes qui peuvent offrir une
résolution du défaut légèrement meilleure.

Ensuite, les résultats présentés pour la reconstruction de défauts avec les méthodes couplant
quasi-réversibilité et lignes de niveau ne sont pas totalement aboutis. La deuxième méthode
de quasi-réversibilité en particulier offre de nombreuses possibilités d’amélioration :

• Montée en fréquence. Nos résultats d’identification ont été obtenus pour des fré-
quences faibles, correspondants à quelques modes propagatifs. Le critère local d’uni-
cité du défaut indique que plus la fréquence sera élevée et plus la reconstruction du
défaut sera difficile. Nous aimerions comprendre plus précisément le rôle joué par la
fréquence.

• Choix des paramètres. Comme mentionné dans le chapitre 6, nous avons déterminé
d’une façon un peu empirique les paramètres η et δ de la deuxième formulation ou en-
core le second membre du problème de Poisson, mais ces choix ne sont pas a priori op-
timaux. D’autres stratégies pourraient s’avérer plus efficaces. En particulier, nous avons
observé que la valeur de η influençait beaucoup la convergence de l’approche “extérieu-
re”.

• Plusieurs sollicitations. Une autre piste est l’utilisation de plusieurs jeux de données,
soit pour plusieurs sollicitations. Il faudrait alors trouver une façon d’exploiter ces don-
nées pour améliorer l’image du défaut ou accélérer la convergence. L’utilisation de plu-
sieurs sollicitations s’est avérée utile dans le cas du problème de Laplace (fréquence
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nulle), où des lignes de niveau 0 parasites (extérieures à l’obstacle) peuvent apparaître
[60]. Ce problème n’a pas été observé dans le cas de l’équation de Helmholtz et l’utili-
sation de plusieurs jeux de données dans nos essais numériques a eu tendance à freiner
l’algorithme, c’est pourquoi nous n’avons pas cherché plus avant dans cette direction.
Toutefois, une utilisation astucieuse des données pourrait améliorer la vitesse de conver-
gence et la précision de la méthode.
L’utilisation de plusieurs fréquences semble quant à elle prometteuse : une fréquence
basse est utilisée pour obtenir une première approximation du défaut puis, une fois que
les lignes de niveau se sont arrêtées pour cette fréquence, les données associées à une
fréquence plus élevée sont utilisées pour affiner l’image du défaut. Cette stratégie est
inspirée de [50].

• Autres types de défauts. Dans le manuscrit, nous n’avons considéré que des obstacles
de type Dirichlet. Le cas de la plasticité a déjà été étudié dans [28] et le cas des dé-
fauts de type Neumann a été abordé dans [60], mais les défauts de type Neumann
n’ont été correctement identifiés que dans des cas particuliers (forme du défaut proche
d’un disque). La généralisation de notre méthode de lignes de niveau à des défauts
de type Neumann nous semble être une étape importante avant de pouvoir essayer de
l’appliquer à des données réelles.
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ANNEXE

A

EXPRESSION DE LA SOLUTION

FONDAMENTALE POUR UNE SOLLICITATION AU

BORD

A.1 Guide d’ondes acoustiques

Soit DpW q l’ensemble des restrictions à W des fonctions de DpRdq, d “ 2 ou 3, et soit L2
locpW q

l’ensemble des fonctions u définies sur W telles que ϕu P L2pW q pour tout ϕ P DpW q. Nous
allons démontrer ici que, pour y “ pyS, y3q, avec yS P BΣ, l’unique solution Gp¨, yq dans
L2
locpW q du problème $

’&
’%

p∆ ` k2qGp¨, yq “ 0 dans W,

BνGp¨, yq “ δy3 sur Γ,

pCRq,
(A.1)

est donnée par

Gpx, yq “ ´
ÿ

nPN

eiβn|x3´y3|

2iβn
θnpxSqθnpySq. (A.2)

Considérons pour cela G solution de (A.1) et une fonction ϕ P DpW q telle que Bνϕ “ 0 sur
Γ. Nous supposerons de plus que le support de ϕ est inclus dans Σ ˆ p´R,Rq “: WR et que
y3 P p´R,Rq pour R ą 0, et nous introduisons Ω un domaine régulier tel que WR Ă Ω. Notons
que G et ∆G sont des éléments de L2

locpW q, ce qui implique que

ż

W

∆Gϕ dx ` k2
ż

W

Gϕ dx “ 0.
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Étant donné que G et ∆G sont aussi des éléments de L2pΩq et que ϕ P H2pΩq, nous pouvons
appliquer une formule de Green dans le domaine Ω comme dans [103], ce qui nous donne

ż

Ω

∆Gϕ dx “
ż

Ω

G∆ϕ dx ` xBνG,ϕyBΩ ´ xG, BνϕyBΩ ,

où le premier crochet désigne la dualité entre H´ 3

2 pBΩq et H
3

2 pBΩq, et le second désigne celle
entre H´ 1

2 pBΩq et H
1

2 pBΩq. Les intégrales sur Ω coïncidant avec celles sur W , nous obtenons

´
ż

W

Gp∆ϕ ` k2ϕq dx “ xδy, ϕy
Γ
, (A.3)

où le crochet désigne la dualité entre H´ 3

2 pΓq et H
3

2 pΓq. Posons à présent ϕ “ ϕn avec
ϕnpxS, x3q “ θnpxSqψpx3q, pour tout ψ P DpRq de support inclus dans p´R,Rq. Pour tout
R ą 0, G P L2pΣˆp´R,Rqq. Or, cet espace coïncide avec L2pp´R,Rq, L2pΣqq et les θn forment
une base complète de L2pΣq. Nous pouvons donc, presque partout en x3 décomposer Gpxq en

GpxS, x3q “
ÿ

nPN
anpx3qθnpxSq

et

}G}2L2pΣˆp´R,Rqq “
ÿ

nPN
}an}2L2p´R,Rq ă `8.

En particulier, an P L2
locpRq pour tout n. En injectant les expressions de G et ϕ dans (A.3) et

en utilisant le fait que ∆Kθn “ k2nθn, et β2
n “ k2 ´ k2n, nous avons finalement : pour tout n P N,

´
ż

R

anpx3q
ˆB2ψ

Bx23
` β2

nψ

˙
dx3 “ θnpySq xδy3 , ψy , @ψ P DpRq.

Cette équation est équivalente à dire que, pour tout n P N, an est solution de

´
ˆB2an

Bx23
` β2

nan

˙
“ θnpySqδy3

au sens des distributions dans R. Étant donné que βn ‰ 0 pour tout n, nous en déduisons
aisément que

anpx3q “ ´θnpySq
2iβn

eiβn|x3´y3| ` a`
n e

iβnx3 ` a´
n e

´iβnx3 .

Les conditions de radiation impliquent que a`
n “ a´

n “ 0 pour tout n, ce qui nous permet
d’obtenir l’expression de Gp¨, yq annoncée. Inversement, Gp¨, yq est solution de (A.1). Enfin,
le fait que Gp¨, yq P L2

locpW q est une conséquence directe de l’expression des an.

A.2 Guide d’ondes élastiques

Nous cherchons donc Gp¨, yq, dont les colonnes sont solution, pour j P tt1, t2, t3u, de
$
’’’’’’’’&
’’’’’’’’%

B
Bx3

Gjp¨, yq “
ˆ

0 FY

FX 0

˙
Gjp¨, yq dans W,

σSpGj
Y qνS “ δy

ˆ
δt1j
δt2j

˙

G
j
tS

¨ νS “ ´δyδt3j

,
/.
/-

sur Γ,

pCRq,

(A.4)
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et pour j P tu1, u2, u3u, de
$
’’’’’’’’&
’’’’’’’’%

B
Bx3

Gjp¨, yq “
ˆ

0 FY

FX 0

˙
Gjp¨, yq dans W,

Gj
uS

“ δy

ˆ
δu1j

δu2j

˙

Gj
u3

“ δyδu3j

,
.
- sur Γ,

pCRq.

(A.5)

Rappelons que les opérateurs FX et FY , ainsi que leur domaine DpFXq et DpFY q, sont définis
dans la section 4.1.
Nous nous concentrons sur la solution du problème (A.4). Pour cela, nous allons utiliser le
lemme suivant, inspiré de [9] :

Lemme A.1
Soit X , Y , X̃ et Ỹ des fonctions suffisamment régulières. Alors

pFYY |ỸqΣ ´ pY |FY ỸqΣ “
ż

BΣ

´
σSpỸqνS ¨ uS ´ σSpYqνS ¨ ũS

¯
dspxq

pFXX |X̃ qΣ ´ pX |FXX̃ qΣ “
ż

BΣ

`
tS ¨ νSũ3 ´ t̃S ¨ νSu3

˘
dspxq.

Démonstration. Considérons la première égalité et posons Y “
`
uS t3

˘T
, Ỹ “

`
ũS t̃3

˘T
.

Nous avons alors

pFYY |ỸqΣ “ ´
ż

Σ

pdivSσSpYq ` ρω2uSq ¨ ũS dspxq ´
ż

Σ

pαdivSpuSq ` α

λ
t3qt̃3 dspxq.

En utilisant la formule de Stokes sur la surface Σż

Σ

pdivSσSpYq ¨ ũS ` σSpYq : εSpũSqq dspxq “
ż

Σ

divSpσSpYqũSq dspxq

“
ż

BΣ
pσSpYqνSq ¨ ũS dspxq,

en remarquant que

σSpYq : εSpũSq ` αpdivSũSqt3 “ σSpỸq : εSpuSq ` αpdivSuSqt̃3
“ 2µεSpũSq : εSpuSq ` δdivSũSdivSuS,

et en utilisant la condition de bord sur Ỹ , nous obtenons l’égalité

pFYY |ỸqΣ ´ pY |FY ỸqΣ “
ż

BΣ

´
σSpỸqνS ¨ uS ´ σSpYqνS ¨ ũS

¯
dspxq.

La deuxième égalité se démontre de la même façon.

Écrivons la formulation variationnelle associée à (A.4) : soit DpW q l’ensemble des restrictions
à W de DpR3q “ DpR3q3, et soient X̃ “

`
t̃S ũ3

˘T P DpW q et Ỹ “
`
ũS t̃3

˘T P DpW q. À
partir de la première équation de (A.4), nous avons

$
’’’’&
’’’’%

ż

W

˜
BGj

X

Bx3
¨ Ỹ ´ FYG

j
Y ¨ Ỹ

¸
dx “ 0,

ż

W

˜
BGj

Y

Bx3
¨ X̃ ´ FXG

j
X ¨ X̃

¸
dx “ 0,

(A.6)
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Nous cherchons à écrire le problème faible vérifié par Gj :
ż

W

FYG
j
Y ¨ Ỹ “

ż

R

pFYG
j
Y |Ỹ qΣx3

dx3
ż

W

FXG
j
X ¨ X̃ “

ż

R

pFXG
j
X |X̃qΣx3

dx3.

Or, d’après le lemme A.1,

pFYG
j
Y |Ỹ qΣ ´ pGj

Y |FY Ỹ qΣ “ ´
ż

BΣ
σSpGj

Y qνS ¨ ũS dspxq

pFXG
j
X |X̃qΣ ´ pGj

X |FXX̃qΣ “
ż

BΣ
G

j
tS

¨ νSũ3 dspxq.

Notons que le lemme est appliqué au sens faible : la régularité de X̃ et Ỹ permet d’appliquer
le lemme à Gj

X et Gj
Y qui ne vérifient pas les hypothèses.

Nous en déduisons, en remplaçant dans les équations (A.6),
$
’’’&
’’’%

ż

W

BGj
X

Bx3
¨ Ỹ dx “

ż

R

ˆ
pGj

Y |FY Ỹ qΣx3
´
ż

BΣ
σSpGj

Y qνS ¨ ũS dspxq
˙

dx3

ż

W

BGj
Y

Bx3
¨ X̃ dx “

ż

R

ˆ
pGj

X |FXX̃qΣx3
`
ż

BΣ
G

j
tS

¨ νSũ3 dspxq
˙

dx3,

soit $
’’’’&
’’’’%

ż

W

˜
G

j
X ¨ BỸ

Bx3
` G

j
Y ¨ FY Ỹ

¸
dx “

ż

Γ

σSpGj
Y qνS ¨ ũS dspxq

´
ż

W

˜
G

j
Y ¨ BX̃

Bx3
` G

j
X ¨ FXX̃

¸
dx “

ż

Γ

G
j
tS

¨ νSũ3 dspxq.

Supposons à présent que X̃ “ ϕpx3qX npxSq, Ỹ “ ϕpx3qYnpxSq, avec ϕ P DpRq. Par ailleurs,
nous pouvons écrire $

’’&
’’%

G
j
Xpx, yq “

ÿ

m

ajmpx3qXmpxSq

G
j
Y px, yq “

ÿ

m

bjmpx3qYmpxSq,

ce qui nous permet d’obtenir

$
’’’&
’’’%

ÿ

m

ż

W

ajmpx3qXmpxSq ¨ YnpxSq
dϕpx3q

dx3
` iβnb

j
mpx3qYmpxSq ¨ X npxSqϕpx3qdx “ un

SpySq.

ˆ
δ1j
δ2j

˙
ă δy3 , ϕ ą

ÿ

m

ż

W

bjmpx3qYmpxSq ¨ X npxSq
dϕpx3q

dx3
` iβna

j
mpx3qXmpxSq ¨ YnpxSqϕpx3qdx “ un3 pySqδ6j ă δy3 , ϕ ą .

Nous en déduisons le système d’équations suivant, grâce à la bi-orthogonalité des fonctions
transverses : $

’’&
’’%

ż

R

ˆ
ajn

dϕ

dx3
` iβnb

j
nϕ

˙
dx3 “ un

SpySq.
ˆ
δ1j
δ2j

˙
ă δy3 , ϕ ą

ż

R

ˆ
bjn

dϕ

dx3
` iβna

j
nϕ

˙
dx3 “ un3 pySqδ6j ă δy3 , ϕ ą
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ajn et bjn vérifient donc les problèmes suivants au sens des distributions :

#
´aj1

n ` iβnb
j
n “ pun1 pySqδ1j ` un2 pySqδ2jqδy3

´bj1
n ` iβna

j
n “ un3 pySqδ6jδy3

Distinguons à présent deux cas, suivant que j soit égal à t1 ou t2 d’une part ou que j soit égal
à t3 d’autre part, ce qui correspond à la distinction entre une contrainte dans le plan de la
section transverse et une contrainte tangentielle :

Contrainte dans le plan transverse
Le système à résoudre s’écrit

#
aj1
n ´ iβnb

j
n “ ´unj pySqδy3

bj1
n ´ iβna

j
n “ 0.

Nous allons procéder comme dans [30]. bjn est alors solution de l’équation différentielle sui-
vante :

bj2
n ` β2

nb
j
n “ ´iβnunj pySqδy3 . (A.7)

Nous avons alors
#
bjnpx3q “ A´

n e
iβnpx3´y3q ` B´

n e
´iβnpx3´y3q x3 ă y3

bjnpx3q “ A`
n e

iβnpx3´y3q ` B`
n e

´iβnpx3´y3q x3 ą y3,

#
ajnpx3q “ A´

n e
iβnpx3´y3q ´ B´

n e
´iβnpx3´y3q x3 ă y3

ajnpx3q “ A`
n e

iβnpx3´y3q ´ B`
n e

´iβnpx3´y3q x3 ą y3.

Par ailleurs, les conditions de radiation impliquent que A´
n “ B`

n “ 0. D’où

#
bjnpx3q “ Bne

´iβnpx3´y3q x3 ă y3

bjnpx3q “ Ane
iβnpx3´y3q x3 ą y3.

Nous allons obtenir les constantes An et Bn en injectant bjn dans (A.7) : Notons d’abord que

bj1
n “ pAn ´ Bnqδy3 `

#
´Bniβne

´iβnpx3´y3q x3 ă y3

Aniβne
iβnpx3´y3q x3 ą y3

bj2
n “ pAn ´ Bnqδ1

y3
` iβnpAn ` Bnqδy3 ´ β2

nb
j
n.

Il vient que An “ Bn “ ´1
2
unj pySq et

$
’’&
’’%

bjnpx3q “ ´
unj pySq

2
eiβn|x3´y3|

ajnpx3q “ ´spx3 ´ y3q
unj pySq

2
eiβn|x3´y3|.
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Contrainte tangentielle
Le système vérifié à présent est :

#
at31
n ´ iβnb

t3
n “ 0

bt31
n ´ iβna

t3
n “ ´un3 pySqδy3

La résolution est alors la même que précédemment, en inversant les rôles de ajn et bjn. D’où

$
’&
’%

at3n px3q “ ´un3 pySq
2

eiβn|x3´y3|

bt3n px3q “ ´spx3 ´ y3q
un3 pySq

2
eiβn|x3´y3|

Nous pouvons maintenant exprimer la restriction de G aux trois colonnes correspondants à
t “ pt1, t2, t3q :

Gt “ ´
ÿ

ną0

¨
˚̊
˚̊
˚̊
˝

spx3 ´ y3qtn1 pxSqun1 pySq spx3 ´ y3qtn1 pxSqun2 pySq tn1 pxSqun3 pySq
spx3 ´ y3qtn2 pxSqun1 pySq spx3 ´ y3qtn2 pxSqun2 pySq tn2 pxSqun3 pySq
spx3 ´ y3qun3 pxSqun1 pySq spx3 ´ y3qun3 pxSqun2 pySq un3 pxSqun3 pySq

un1 pxSqun1 pySq un1 pxSqun2 pySq spx3 ´ y3qun1 pxSqun3 pySq
un2 pxSqun1 pySq un2 pxSqun2 pySq spx3 ´ y3qun2 pxSqun3 pySq
tn3 pxSqun1 pySq tn3 pxSqun2 pySq spx3 ´ y3qtn3 pxSqun3 pySq

˛
‹‹‹‹‹‹‚

eiβn|x3´y3|

2

Remarque A.1
La démarche est la même pour résoudre le problème (A.5) (déplacement imposé au bord). On
obtient alors l’expression donnée en (4.17).



ANNEXE

B

CONDITIONNEMENT DES MATRICES DE

VANDERMONDE À COEFFICIENTS SUR LE

CERCLE UNITÉ

Cette annexe est dédiée a une démonstration du théorème sur la majoration du condition-
nement des matrices de Vandermonde à coefficients sur le disque unité, énoncé dans [107].
Nous considérons donc une matrice de Vandermonde rectangulaire V , de la forme

V “

¨
˚̊
˚̋

1 1 ¨ ¨ ¨ 1

e2πif0 e2πif1 ¨ ¨ ¨ e2πifN´1

¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ . . . ¨ ¨ ¨
e2πipM´1qf0 e2πipM´1qf1 ¨ ¨ ¨ e2πipM´1qfN´1

˛
‹‹‹‚,

où les fn, n “ 0, . . . , N ´ 1 sont réels et M ě N .
Dans le cas où M “ N , le déterminant se calcule aisément :

detpV q “
ź

n‰n1

pe2πifn ´ e2πifn1 q,

ce qui implique que V est inversible si et seulement si fn ´ fn1 n’est pas un entier pour tout
n ‰ n1. Nous en déduisons, dans le cas où M ě N , que V est injective si fn ´ fn1 n’est pas un
entier pour tout n ‰ n1, ce qui implique que V ˚V est alors inversible.
Intéressons-nous à présent au conditionnement de V . Remarquons tout d’abord que, pour
n, n1 “ 0, . . . , N ´ 1, nous avons

pV ˚V qnn1 “
M´1ÿ

m“0

e´2πipfn´fn1 qm (B.1)

“

$
&
%

M si fn ´ fn1 P Z,

1 ´ e´2πipfn´fn1 qM

1 ´ e´2πipfn´fn1 q si fn ´ fn1 R Z.
(B.2)
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Nous en déduisons que, si M{N est entier et que les fn sont répartis de manière uniforme sur
le segment unité r0, 1s, alors

V ˚V “ MIN ,

où IN désigne la matrice identité de taille NˆN . Cela implique que V aurait alors le meilleur
conditionnement possible, à savoir 1. Dans le cas général, nous n’avons pas trouvé d’expres-
sion du conditionnement en fonction de M et de fn, mais une borne supérieure existe :

Théorème B.1
Soit la distance minimale, définie par

∆ “ min
n,n1“0,...,N´1

n‰n1

dwpfn, fn1q,

où

dwpf, gq “ inf
qPZ

|f ´ g ` q|.

Si cette dernière vérifie M ą 1{∆ ` 1, alors

κpV q ď
d
M ` 1{∆ ´ 1

M ´ 1{∆ ´ 1
.

Démonstration. Commençons par introduire la fonction de Beurling,

Bptq “
ˆ
sin πt

π

˙2
˜

`8ÿ

j“0

1

pt ´ jq2 ´
´1ÿ

j“´8

1

pt ´ jq2 ` 2

t

¸
, (B.3)

qui est telle que la fonction pB ´ sgnq est intégrable et vérifie

Bptq ´ sgnptq ě 0, @t P R,

ż `8

´8
Bptq ´ sgnptq dt “ 1.

Introduisons par ailleurs, pour un intervalle ra, bs et δ ą 0, le majorant et le minorant de
Selberg

S`ptq “ 1

2
Bpδpt ´ aqq ` 1

2
Bpδpb ´ tqq, S´ptq “ ´1

2
Bpδpa ´ tqq ´ 1

2
Bpδpt ´ bqq.

Les deux fonctions S˘ sont elles aussi intégrables et satisfont

S´ptq ď χra,bsptq ď S`ptq, @t P R,

ż `8

´8
S˘ptq dt “ b ´ a ˘ 1

δ
,

où χra,bs désigne la fonction indicatrice de l’intervalle ra, bs. De plus, les transformées de
Fourier de B et S˘ vérifient pBpxq “ 0 pour |x| ě 1, et pS˘pxq “ 0 pour |x| ě δ, ce qui implique
en particulier que B et S˘ sont à support non borné. Nous utilisons ici la définition de la
transformée de Fourier

pfpxq “
ż

R

fptqe´2πi xt dt.
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Les propriétés citées précédemment des fonctionsB et S˘ ont déjà été montrées, par exemple,
dans [110]. Nous aurons besoin de la majoration suivante : il existe C ą 0 (qui dépend de a,
b et δ) tel que

|S˘ptq| ď C

1 ` t2
, @t P R. (B.4)

Prouvons d’abord qu’il existe c ą 0 tel que

0 ď Bptq ´ sgnptq ď c

1 ` t2
, @t P R. (B.5)

D’après l’expression de B et l’identité

`8ÿ

j“´8

1

pt ´ jq2 “
´ π

sin πt

¯2

,

nous déduisons l’expression

Bptq “ 1 ` 2

ˆ
sin πt

π

˙2
˜
1

t
´

`8ÿ

j“1

1

pt ` jq2

¸
,

dont nous avons besoin pour t ą 0. En effet,

1

t ` 1
“
ż `8

1

1

pt ` uq2 du ď
`8ÿ

j“1

1

pt ` jq2 ď
ż `8

0

1

pt ` uq2 du “ 1

t
.

Pour 0 ď t ď 1,

Bptq ´ sgnptq ď 2t2
ˆ
1

t
´ 1

1 ` t

˙

ď 2

1 ` t2
,

et pour t ě 1,

Bptq ´ sgnptq ď 2

π2

ˆ
1

t
´ 1

1 ` t

˙

ď 2

π2

1

1 ` t2
,

ce qui implique (B.5) pour t ą 0. Pour t ă 0 nous allons utiliser l’expression

Bptq “ ´1 ` 2

ˆ
sin πt

π

˙2
˜
1

t
`

`8ÿ

j“0

1

pt ´ jq2

¸
.

Nous en déduisons que

´1

t
“
ż `8

0

1

pt ´ uq2 du ď
`8ÿ

j“0

1

pt ´ jq2 ď 1

t2
`
ż `8

0

1

pt ´ uq2 du “ 1

t2
´ 1

t
,

ce qui implique (B.5) pour t ă 0. Pour prouver (B.4), notons que

S`ptq “ 1

2

`
Bpδpt ´ aqq ´ sgnpδpt ´ aqq

˘
` 1

2

`
Bpδpb ´ tqq ´ sgnpδpb ´ tqq

˘
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`1

2

`
sgnpδpt ´ aqq ` sgnpδpb ´ tqq

˘
.

Nous appliquons alors (B.5) aux deux premières fonctions, la troisième s’annulant en dehors
de ra, bs. La preuve s’obtient de manière analogue pour S´. Fixons à présent a “ 0, b “ M ´ 1

et δ “ ∆ dans la définition de S˘. Nous considérons alors la fonction vpxq “ řN´1

n“0 une
´2πi fnx

pour tout x P R et tout vecteur U “ pu0, u1, ¨ ¨ ¨ , uN´1q P C
N . Premièrement, nous avons

M´1ÿ

m“0

|vpmq|2 “
N´1ÿ

n“0

N´1ÿ

n1“0

M´1ÿ

m“0

unun1e´2πipfn´fn1 qm,

ce qui, d’après (B.2) implique

M´1ÿ

m“0

|vpmq|2 “
N´1ÿ

n“0

N´1ÿ

n1“0

pV ˚V qnn1unun1 “ }V U}2.

Nous avons par ailleurs
M´1ÿ

m“0

|vpmq|2 “
〈

χr0,M´1sD, |v|2
〉

,

où D désigne le peigne de Dirac D “ ř
lPZ δl et x¨, ¨y désigne le produit de dualité entre la

distribution χr0,M´1sD et la fonction C8 ψ : x ÞÑ |vpxq|2. Notons que le peigne de Dirac peut
être appliqué aux fonctions de classe C8 telle que leur produit avec la fonction x ÞÑ 1 ` x2

est borné : En effet, soit ϕ satisfaisant les hypothèses précédentes, et soit C ą 0 tel que
p1 ` x2q |ϕpxq| ď C pour tout x P R :

| xD,ϕy | “ |
ÿ

nPZ
ϕpnq|

“ |
ÿ

nPZ
p1 ` n2q ϕpnq

1 ` n2
|

ď
ÿ

nPZ

C

1 ` n2
.

La série ainsi obtenue est convergente, ce qui montre que xD,ϕy est bien défini. Dans notre
cas, la fonction ψ étant bornée, l’inégalité (B.4) pour S`implique que 〈S`D,ψ〉 “ 〈D,S`ψ〉
est bien défini. Puisque nous avons χr0,M´1sptq ď S`ptq pour tout t P R, nous obtenons que

M´1ÿ

m“0

|vpmq|2 ď
〈

D,S`|v|2
〉

.

Étant donné que le peigne de Dirac est sa propre transformée de Fourier, à savoir
D “ ř

lPZ e
´2πi lx, nous obtenons que

M´1ÿ

m“0

|vpmq|2 ď
ÿ

lPZ

〈

e´2πi lx, S`|v|2
〉

et, d’après la définition de v,

M´1ÿ

m“0

|vpmq|2 ď
N´1ÿ

n“0

N´1ÿ

n1“0

ÿ

lPZ
unun1

ż

R

e´2πi lxS`pxqe´2πi pfn´fn1 qx dx

ď
N´1ÿ

n“0

N´1ÿ

n1“0

ÿ

lPZ
unun1 pS`pfn ´ fn1 ` lq “ pS`p0q

N´1ÿ

n“0

|un|2.
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La dernière égalité vient de fait que, d’après la définition de ∆, nous avons
1 ą inf lPZ |fn ´ fn1 ` l| ě ∆ pour n ‰ n1, tandis que le support de pS` est inclus dans r´∆,∆s.
Puisque

pS`p0q “
ż `8

´8
S`ptq dt “ M ´ 1 ` 1{∆,

nous obtenons finalement que

M´1ÿ

m“0

|vpmq|2 ď pM ´ 1 ` 1{∆q}U}2.

En procédant de manière analogue avec l’inégalité S´ptq ď χr0,M´1sptq pour tout t P R, nous
obtenons que, pour tout vecteur U P C

N

pM ´ 1 ´ 1{∆q }U}2 ď }V U}2 ď pM ´ 1 ` 1{∆q}U}2,

ce qui achève la démonstration.
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ANNEXE

C

INVERSIBILITÉ DE LA MATRICE DES MODES DE

LAMB

Considérons un guide d’ondes élastiques de dimension 2, de section p0, dq, et considérons
dans un premier temps que nos sources sont selon la contrainte normale tS et nos mesures
selon la composante normale uS du déplacement. Cela revient à avoir Q “ 1 et

ζu “ ξσ “
ˆ
δxSd

0

˙

dans (4.39) et (4.40), où δ désigne le symbole de Kronecker.
Nous supposons par ailleurs que l’hypothèse 9 est vérifiée, à savoir λ ą 0. La matrice des
modes est la matrice diagonale T , de terme général unSpdq :

T “

¨
˚̊
˚̋

u0Spdq 0 . . . 0

0 u1Spdq . . . 0
. . .

0 0 . . . uP´1
S pdq

˛
‹‹‹‚.

Contrairement à l’acoustique, cette matrice peut ne pas être inversible : il est possible que
l’amplitude d’un mode uSnpdq soit nulle à la fréquence considérée. Nous cherchons donc à
déterminer les fréquences pour lesquelles au moins un des unSpdq est nul. Nous pouvons ex-
primer analytiquement les modes de Lamb [9] : commençons par rappeler la relation de
dispersion [122]

pα2
s ´ β2q2 cos

ˆ
αpd

2
` κ

˙
sin

ˆ
αsd

2
` κ

˙
` 4β2αpαs sin

ˆ
αpd

2
` κ

˙
cos

ˆ
αsd

2
` κ

˙
“ 0, (C.1)

avec

α2
s “ k2s ´ β2, α2

p “ k2p ´ β2,

ks “ ω

c
ρ

µ
, kp “ ω

c
ρ

λ ` 2µ
,
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β le nombre d’onde du mode considéré et κ le terme de phase. Celui-ci est égal à 0 si le mode
est symétrique et π{2 s’il est antisymétrique. Étant donné que si β est le nombre d’onde associé
à un mode, alors ´β est associé à un mode se propageant en sens inverse, nous considérons
sans perte de généralité dans tout ce qui suit que β ą 0.
Nous avons alors l’expression suivante pour la composante normale du déplacement :

uSpxSq “ ´2Apαp sin

ˆ
αp

ˆ
xS ´ d

2

˙
` κ

˙
` 2Asβ sin

ˆ
αs

ˆ
xS ´ d

2

˙
` κ

˙
.

Les indices n ont été omis ici et dans la suite pour améliorer la lisibilité. Les amplitudes Ap et
As peuvent être obtenues grâce aux conditions de bord libre :

$
’’&
’’%

t cos

ˆ
αpd

2
` κ

˙
Ap ´ 2βαs cos

ˆ
αsd

2
` κ

˙
As “ 0,

2βαp sin

ˆ
αpd

2
` κ

˙
Ap ` t sin

ˆ
αsd

2
` κ

˙
As “ 0,

(C.2)

avec t “ α2
s ´ β2.

Pour que ce système admette une solution non triviale, il faut que le système soit lié, ce qui
nous donne à nouveau la relation de dispersion (C.1). Sous cette condition, nous choisissons
la solution suivante : $

’’&
’’%

Ap “ 2βαs cos

ˆ
αsd

2
` κ

˙

As “ t cos

ˆ
αpd

2
` κ

˙
.

(C.3)

En injectant cette solution dans l’expression de la composante normale, il vient

uSpdq “ ´4βαsαp sin

ˆ
αpd

2
` κ

˙
cos

ˆ
αsd

2
` κ

˙
` 2βt sin

ˆ
αsd

2
` κ

˙
cos

ˆ
αpd

2
` κ

˙
.

Compte tenu de β ‰ 0 (en vertu de l’hypothèse 10) et en utilisant à nouveau la relation de
dispersion (C.1), il vient :

uSpdq “ β sin

ˆ
αsd

2
` κ

˙
cos

ˆ
αpd

2
` κ

˙ˆpα2
s ´ β2q2
β2

` 2t

˙
,

soit

uSpdq “ t
k2s
β

sin

ˆ
αsd

2
` κ

˙
cos

ˆ
αpd

2
` κ

˙
. (C.4)

Cette expression va nous permettre de déterminer pour quelles fréquences l’amplitude d’au
moins un mode est nulle. Ces fréquences seront alors à éviter pour conserver l’inversibilité de
la matrice.
Différents cas sont à distinguer :

1. t “ 0

Ceci implique

α2
s ´ β2 “ 0,
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soit

k2s “ 2β2,

soit

β “ ω

c
ρ

2µ
. (C.5)

Par ailleurs, la relation de dispersion (C.1) nous apprend que, pour qu’un mode existe
avec t “ 0, il faut

4β2αpαs sin

ˆ
αp

d

2
` κ

˙
cos

ˆ
αs

d

2
` κ

˙
“ 0.

Or, nous avons déjà supposé β ‰ 0, ce qui implique αs ‰ 0. Cette condition devient
donc

αp sin

ˆ
αp

d

2
` κ

˙
cos

ˆ
αs

d

2
` κ

˙
“ 0.

(a) αp “ 0

Nous aurions alors β “ kp “ ks?
2
, ce qui n’est pas possible car λ ą 0 d’après

l’hypothèse 9.

(b) sinpαpd{2 ` κq “ 0 avec κ “ 0 ou π{2
Outre (C.5), une deuxième relation lie le nombre d’onde à la fréquence : Dm P N,

β2 “ ω2 ρ

λ ` 2µ
´
ˆ
2pmπ ´ κq

d

˙2

.

Or, remarquons que kp ă ks?
2

puisque λ ą 0. Ce cas n’est donc pas possible.

(c) cospαsd{2 ` κq “ 0

Ce cas est en réalité impossible : le choix fait dans (C.3) n’est pas valable. En
prenant As “ 1, il vient que l’amplitude du déplacement normal n’est pas nulle à
la surface du guide :

uSpdq “ 2β sin

ˆ
αsd

2
` κ

˙
‰ 0

Le cas t “ 0 n’est donc pas réalisable.

2. sinpαsd{2 ` κq cospαpd{2 ` κq “ 0

Sous cette condition, (C.1) devient

4β2αpαs sin

ˆ
αpd

2
` κ

˙
cos

ˆ
αsd

2
` κ

˙
“ 0.

Étant donné que β ‰ 0, nous avons à nouveau trois cas à considérer :

(a) sinpαpd{2 ` κq cospαsd{2 ` κq “ 0

Cette condition, couplée avec sinpαsd{2 ` κq cospαpd{2 ` κq “ 0, nous donne fina-
lement

sin

ˆ
αsd

2
` κ

˙
“ sin

ˆ
αpd

2
` κ

˙
“ 0.
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Remarquons que cela implique que la relation de dispersion (C.1) est vérifiée
pour les deux valeurs de κ. Nous obtenons donc deux relations entre β et ω :
Dpm,nq P N

2, $
’’&
’’%

β2 “ ω2 ρ

µ
´ 4pmπ ´ κq2

d2
,

β2 “ ω2 ρ

λ ` 2µ
´ 4pnπ ´ κq2

d2
.

De même, si nous considérons

cos

ˆ
αsd

2
` κ

˙
“ cos

ˆ
αpd

2
` κ

˙
“ 0,

nous obtenons : Dpm,nq P N
2,

$
’’&
’’%

β2 “ ω2 ρ

µ
´ 4pmπ ` π

2
´ κq2

d2
,

β2 “ ω2 ρ

λ ` 2µ
´ 4pnπ ` π

2
´ κq2

d2
.

Nous pouvons réunir ces deux cas : Dpm,nq P N
2,

$
’’’’&
’’’’%

β2 “ ω2 ρ

µ
´ 1

d2
pmπ ´ 2κq2 ,

β2 “ ω2 ρ

λ ` 2µ
´ 1

d2
pnπ ´ 2κq2 ,

m ` n “ 2q, q P Z

(C.6)

Nous voyons que la première équation de (C.6) correspond à la relation de disper-
sion d’un mode SH. La seconde équation ne correspond pas à un mode de Lamb,
mais nous appellerons les courbes de dispersion correspondantes les courbes des
modes “pseudo-Lamb” par abus de langage. Par ailleurs, la relation de dispersion
(C.1) est alors vérifiée pour les deux valeurs de la phase κ. Les fréquences pour les-
quelles ces conditions sont vérifiées correspondent donc, en observant les courbes
de dispersion, à celles pour lesquelles il y a une intersection entre un mode symé-
trique, un antisymétrique et un SH.

(b) αp “ 0

Nous en déduisons

β “ ω

c
ρ

λ ` 2µ
.

Par ailleurs ceci implique, pour que sinpαsd{2 ` κq cospαpd{2 ` κq “ 0 soit aussi
vérifiée, que κ “ π{2 ou sinpαsd{2 ` κq “ 0. Remarquons que, si κ “ π{2, alors As

est nul. Rappelons l’expression des deux composantes du mode :

uSpxSq “ ´2Apαp sin

ˆ
αp

ˆ
xS ´

d

2

˙
` κ

˙
` 2Asβ sin

ˆ
αs

ˆ
xS ´

d

2

˙
` κ

˙

u3pxSq “ 2Apiβ cos

ˆ
αp

ˆ
xS ´

d

2

˙
` κ

˙
` 2Asiαs cos

ˆ
αs

ˆ
xS ´

d

2

˙
` κ

˙
.

(C.7)

(C.8)
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Nous constatons que si κ “ π{2, les deux composantes du déplacement sont nulles.
Nous avons donc affaire à une solution triviale, que nous excluons. Nous en dé-
duisons sinpαsd{2 ` κq “ 0 et κ “ 0. Le fait que sinpαsd{2 ` κq “ 0 implique une
deuxième relation entre β et ω, qui n’est valable que pour un mode symétrique :
Dm P N,

β2 “ ω2 ρ

µ
´
ˆ
2mπ

d

˙2

.

Graphiquement, ceci se traduit par l’intersection de la droite β “ kp avec un mode
symétrique et un mode SH.

(c) αs “ 0

Nous en déduisons

β “ ω

c
ρ

µ
.

Par ailleurs ceci implique, pour que sinpαsd{2 ` κq cospαpd{2 ` κq “ 0 soit vérifiée,
que κ “ 0 ou cospαpd{2 ` κq “ 0. Dans le cas où κ “ 0, nous avons Ap “ 0

ce qui implique d’après (C.7) et (C.8) que le mode est trivial. Nous avons donc
cospαpd{2 ` κq “ 0, ce qui implique une deuxième relation entre β et ω pour un
mode antisymétrique : Dm P N,

β2 “ ω2 ρ

λ ` 2µ
´
ˆp2m ´ 1qπ

d

˙2

.

Ce cas est impossible car kp ă ks.

Finalement, l’amplitude d’au moins un mode en surface est nulle dans les cas suivants :

• Dp P 0, . . . , P ´ 1, Dpm,nq P N
2,

$
’’’’’&
’’’’’%

β2 “ ω2 ρ

µ
´
ˆ
mπ ´ 2κ

d

˙2

,

β2 “ ω2 ρ

λ ` 2µ
´
ˆ
nπ ´ 2κ

d

˙2

,

m ` n “ 2q, q P Z;

• Dp P 0, . . . , P ´ 1, Dm P N, $
’’’’’&
’’’’’%

β2
p “ ω2 ρ

λ ` 2µ

β2
p “ ω2 ρ

µ
´
ˆ
2mπ

d

˙2

,

κp “ 0.

Physiquement, ces résultats peuvent s’interpréter grâce aux courbes de dispersion : dans le
plan pω, βq, il s’agit des courbes pω, βpq, p “ 0, . . . , P ´ 1. Le premier cas est un point où
s’intersectent les courbes correspondant à un mode de Lamb symétrique, un mode de Lamb
antisymétrique et un mode SH. Le deuxième cas est le point d’intersection d’un mode de
Lamb symétrique, d’un mode SH et de la courbe d’équation β “ ω

a
ρ{pλ ` 2µq.
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Remarquons à présent que le deuxième cas est en réalité inclus dans le premier : dans le
deuxième cas, la relation de dispersion (C.1) est bien vérifiée aussi pour κ “ π{2 mais la
fonction propre associée est identiquement nulle. C’est pourquoi ce mode antisymétrique
n’existe pas. Le deuxième cas peut donc être réécrit

$
’’&
’’%

β2 “ ω2 ρ

λ ` 2µ

β2 “ ω2 ρ

µ
´
ˆ
2mπ

d

˙2

.

Finalement, nous obtenons la condition nécessaire et suffisante suivante :

Proposition C.1
Il existe p “ 0, . . . , P ´ 1 tel que upSpdq “ 0 si et seulement si il existe pm,nq P N

2 tels que

$
’’’’’&
’’’’’%

β2 “ ω2 ρ

µ
´
ˆ
mπ ´ 2κ

d

˙2

,

β2 “ ω2 ρ

λ ` 2µ
´
ˆ
nπ ´ 2κ

d

˙2

,

m ` n “ 2q, q P Z

(C.9)

Démonstration. Le sens direct a été montré dans ce qui précède. Intéressons-nous donc à la
réciproque. Remarquons que (C.9) implique les expressions suivantes pour αs et αp :

α2
s “

ˆ
mπ ´ 2κ

d

˙2

(C.10)

α2
p “

ˆ
nπ ´ 2κ

d

˙2

. (C.11)

En injectant (C.10) dans (C.4), nous voyons tout de suite que upSpdq “ 0, et ce avec κ “ 0

ou π{2. Par ailleurs, nous voyons en injectant (C.10) et (C.11) dans la relation de dispersion
(C.1) que β est bien le nombre d’onde associé à un mode de Lamb.

Remarque C.1
Remarquons par ailleurs que les expressions de αs et αp (C.10) et (C.11) impliquent que la
relation de dispersion (C.1) est vérifiée pour κ “ 0 et π{2. Cela signifie que les valeurs de βp
correspondent à la fois à un mode symétrique et à un mode antisymétrique (éventuellement
trivial) en ces points pω, βq.

Cas de la composante tangentielle en déplacement

Une étude similaire peut être menée dans le cas où la mesure est effectuée selon la compo-
sante tangentielle du déplacement u3. Il suffit pour cela de prendre comme solutions particu-
lières de (C.2) $

’’&
’’%

Ap “ ´t sin
ˆ
αs

d

2
` κ

˙

As “ 2βαp sin

ˆ
αp

d

2
` κ

˙
.

(C.12)
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La composante tangentielle du déplacement a pour expression

u3pxSq “ 2Apiβ cos

ˆ
αp

ˆ
xS ´ d

2

˙
` κ

˙
` 2Asiαs sin

ˆ
αs

ˆ
xS ´ d

2

˙
` κ

˙
,

ce qui nous donne, après un calcul similaire à celui effectué sur la composante normale,

u3pdq “ ´itk
2
s

β
sin

ˆ
αs

d

2
` κ

˙
cos

ˆ
αp

d

2
` κ

˙
.

Comme dans le cas de la composante normale du déplacement, différents cas sont à consi-
dérer. Nous les rappelons succinctement ici en insistant sur les points où le raisonnement
diffère, à savoir les points 1.(c), 2.(b) et 2.(c).

1. t “ 0

Cette équation implique

β “ ω

c
ρ

2µ
, (C.13)

et la relation de dispersion (C.1) devient

αp sin

ˆ
αp

d

2
` κ

˙
cos

ˆ
αs

d

2
` κ

˙
“ 0.

(a) αp “ 0

Ce cas n’est pas possible car λ ą 0 d’après l’hypothèse 9.

(b) sinpαpd{2 ` κq “ 0 avec κ “ 0 ou π{2
Ce cas n’est pas non plus possible puisque kp ă ks?

2
, étant donné que λ ą 0.

(c) cospαsd{2 ` κq “ 0

Ce cas n’entre pas en contradiction avec les valeurs particulières prises pour Ap et
As dans (C.12). Nous en déduisons qu’il existe n P N tel que

$
’’’&
’’’%

β2 “ ω2 ρ

µ
´
ˆp2n ` 1qπ ´ 2κ

d

˙2

β “ ω?
2

c
µ

ρ
.

Graphiquement, il s’agit de l’intersection de la courbe de dispersion correspondant
à un mode de Lamb, symétrique ou antisymétrique, avec la courbe correspondant
à un mode "pseudo-Lamb" et la droite d’équation β “ ω{p

?
2cSq.

2. sinpαsd{2 ` κq cospαpd{2 ` κq “ 0

Sous cette condition, (C.1) devient

4β2αpαs sin

ˆ
αpd

2
` κ

˙
cos

ˆ
αsd

2
` κ

˙
“ 0.

Étant donné que β ‰ 0, nous avons à nouveau trois cas à considérer :
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(a) sinpαpd{2 ` κq cospαsd{2 ` κq “ 0

Comme dans le cas du déplacement normal, ce cas nous amène au système Dpm,nq P N
2,

$
’’’’’&
’’’’’%

β2 “ ω2 ρ

µ
´
ˆ
mπ ´ 2κ

d

˙2

,

β2 “ ω2 ρ

λ ` 2µ
´
ˆ
nπ ´ 2κ

d

˙2

,

m ` n “ 2q, q P Z

(C.14)

(b) αp “ 0

Nous en déduisons

β “ ω

c
ρ

λ ` 2µ
.

Par ailleurs, remarquons que ceci implique que As est nulle dans (C.12). Pour
que sinpαsd{2 ` κq cospαpd{2 ` κq “ 0 soit aussi vérifiée, il faut soit κ “ π{2 soit
sinpαsd{2 ` κq “ 0. Si κ “ π{2, alors le mode est identiquement nul d’après (C.7)
et (C.8). Ce cas est donc exclu. Nous en déduisons sinpαsd{2 ` κq “ 0 et κ “ 0. Le
fait que sinpαsd{2 ` κq “ 0 implique une deuxième relation entre β et ω, qui n’est
valable que pour un mode symétrique : Dm P N,

β2 “ ω2 ρ

µ
´
ˆ
2mπ

d

˙2

.

Comme dans le cas du déplacement normal, cette condition d’annulation du dé-
placement peut-être considérée comme incluse dans la condition (C.14).

(c) αs “ 0

Nous en déduisons

β “ ω

c
ρ

µ
.

Par ailleurs ceci implique, pour que sinpαsd{2 ` κq cospαpd{2 ` κq “ 0 soit vérifiée,
que κ “ 0 ou cospαpd{2 ` κq “ 0. Dans le cas où κ “ 0, nous avons Ap “ 0

ce qui implique d’après (C.7) et (C.8) que le mode est trivial. Nous avons donc
cospαpd{2 ` κq “ 0, ce qui implique une deuxième relation entre β et ω pour un
mode antisymétrique : Dm P N,

β2 “ ω2 ρ

λ ` 2µ
´
ˆp2m ´ 1qπ

d

˙2

.

Ce cas est impossible car kp ă ks.

Par rapport au cas du déplacement normal, il existe donc une famille de points pω, βq supplé-
mentaire pour laquelle la matrice des modes T n’est pas inversible. Plus précisément, cette
matrice n’est pas inversible s’il existe pm,nq P N

2 tels que
$
’’’’’&
’’’’’%

β2 “ ω2 ρ

µ
´
ˆ
mπ ´ 2κ

d

˙2

,

β2 “ ω2 ρ

λ ` 2µ
´
ˆ
nπ ´ 2κ

d

˙2

,

m ` n “ 2q, q P Z
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ou s’il existe n P N tel que
$
’’’&
’’’%

β2 “ ω2 ρ

µ
´
ˆp2n ` 1qπ ´ 2κ

d

˙2

β “ ω?
2

c
µ

ρ
.

Notons que ces résultats ont déjà été observés dans [129], aussi bien pour le déplacement
normal que pour le déplacement tangentiel.
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Titre : Méthodes d’échantillonnage appliquées à l’imagerie de défauts dans un guide d’ondes élastiques

Mots Clefs : Linear Sampling Method, guide d’ondes, élasticité, données expérimentales, Contrôle Non Des-
tructif

Résumé : De nombreuses structures utilisées industriellement peuvent être considérées comme des guides
d’ondes, comme les plaques, les tuyaux ou encore les rails. La maintenance de ces structures nécessite de pou-
voir détecter efficacement des défauts internes par le Contrôle Non Destructif. Nous nous intéressons dans ce
manuscrit à l’application d’une méthode d’échantillonnage, la Linear Sampling Method, au CND des guides
d’ondes élastiques, qui en particulier impose des sollicitations et des mesures à la surface du guide en régime
temporel. La stratégie choisie repose sur une formulation modale et multi-fréquentielle de la LSM, spécifique
aux guides d’ondes, qui permet une régularisation efficace et de nature physique du problème inverse, qui est
par nature mal posé. Cette stratégie permet par ailleurs une optimisation du nombre et de la position des émet-
teurs et des récepteurs. Nous nous limitons dans un premier temps au cas scalaire du guide d’ondes acoustiques,
pour ensuite s’attaquer au cas vectoriel, et par conséquent plus complexe, du guide d’ondes élastiques.
L’efficacité de la méthode inverse est dans un premier temps démontrée sur des données artificielles (obte-
nues numériquement), puis sur des données réelles obtenues à l’aide d’expériences réalisées sur des plaques
métalliques. Ces expériences confirment la faisabilité du CND par méthode d’échantillonnage dans un cadre
industriel.
Dans le cas où une seule sollicitation est réalisée, l’utilisation de la LSM est exclue. Nous utilisons une approche
tout à fait différente et dite “extérieure”, couplant une formulation mixte de quasi-réversibilité et une méthode
de lignes de niveau, pour reconstruire le défaut.

Title : Sampling methods applied to Non Destructive Testing for elastic waveguides

Keys words : Linear Sampling Method, waveguide, elasticity, experimental data, Non Destructive Testing

Abstract : Widely used structures in an industrial context, such as plates, pipes or rails, can be considered as
waveguides. Hence efficient Non Destructive Testing techniques are needed in order to detect defects in these
structure during their maintenance. This work is about adapting a sampling method, the Linear Sampling Me-
thod, to the context of NDT for elastic waveguides. This context implies that the sollicitations and measurements
must be on the surface of the waveguide in a time-dependent regime. A modal and multi-frequency formulation
of the LSM, specific to waveguides, has been chosen to solve the problem. This formulation allows an efficient
and physical regularization of the inverse problem, which is naturally ill-posed. An optimization of the number
of sources and measurements and of their positioning is possible thanks to the methodology used to solve the
problem. The scalar case of an acoustic waveguide is considered as a first step, while the vectorial case of an
elastic waveguide, more complex by nature, is addressed in a second time.
The efficiency of the method is at first tested on artificial data (numerically made), and then on real data obtai-
ned from experiments on metallic plates. These experiments show the feasibility of using sampling methods for
Non Destructive Testing in an industrial context.
In the case when only one sollicitation is available, the LSM can not be applied. A completely different approach
is then used, which is called the “exterior” approach, coupling a mixed formulation of quasi-reversibility and a
level-set method in order to recover the shape of the defect.
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