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Résumé

Le bruit de roulement contribue fortement au bruit percu a lintérieur de I'habitacle des au-
tomobiles. Ce bruit a pour origine le contact du pneumatique sur une chaussée rugueuse. En
basses fréquences (0-400 Hz), il est transmis dans I’habitacle du véhicule essentiellement par la voie
solidienne. La méthode actuelle de prévision de ce bruit chez PSA Peugeot Citroén repose sur une
approche mixte calcul-mesure longue, cofiteuse et pas suffisamment prédictive. Pour contourner
ces limitations, une filiere purement numérique est envisagée. Elle demande de modéliser le com-
portement vibro-acoustique du pneumatique en prenant en compte les effets liés & la rotation et
de résoudre le probléme de contact avec une chaussée rugueuse. Concernant la modélisation d'un
pneumatique en rotation, des formulations des effets tournants d’un solide déformable sont établies
en utilisant une approche Arbitrairement Lagrangienne Eulérienne (ALE). Ces formulations sont
validées par une application sur un nouveau modéle simplifié du pneumatique. Il s’agit d’'un modéle
d’anneau circulaire incluant les effets de cisaillement soumis localement 3 une charge représentative
de la masse du véhicule. Un modéle plus complexe d’ensemble monté pneu/roue/cavité intégrant
I’ensemble des effets liés a la rotation est également validé par une comparaison avec des essais.
Ensuite, le contact avec une chaussée réelle est formulé par différentes approches permettant de
réduire le temps de calcul pour une utilisation industrielle. En particulier, le calcul du contact est
décomposé en un calcul statique non-linéaire suivi d’un calcul dynamique linéaire. La validation

du modele de contact est réalisée par une comparaison calcul/essai. Les résultats sont trés satisfaisants.

Mots-clés : pneumatique, roue, cavité, bruit de roulement, vibration, contact pneuma-
tique/chaussée, dynamique des structures, effets tournants, effets gyroscopiques, anneau
circulaire






Abstract

The rolling noise contributes significantly to the noise inside the cars. This noise comes from
the tire/road contact. In low frequencies (0-400Hz), it is transmitted into the cabin through struc-
tural vibrations. The current approach used at PSA Peugeot Citroén to predict the noise, is a
mixed simulation/experimental which is long, expensive and not sufficiently predictive. In order
to overcome these difficulties, a full numerical approach is considered. It requires modelling the
tire vibrations by taking into account the rotating effects and the contact with rough surface.
Concerning the model of rolling tire, a formulation of a deformable solid is constructed by using
an Arbitrary Lagrangian Eulerian approach. This formulation is validated by an application on a
new simplified tire model which is a circular ring model including shear stresses and non-linear
effects due to the vehicle weight. A more complex model composed of a tire/wheel/cavity including
rotating effects is also validated by comparison with experiments. Then, the contact with a real
road is calculated by different approaches to get acceptable computing time for industrial uses. In
particular, the calculation of the contact is divided into a non-linear static analysis followed by a
linear dynamic calculation. The validation of this model is successfully by comparison with test results.

Keywords : rolling noise, vibrations, tire/road contact, structural dynamics, rotating
effects, gyroscopic effects, circular ring model
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Introduction

Dans un souci constant d’ameéliorer la perception de leurs véhicules, les constructions automobiles
cherchent & réduire le bruit percu dans ’habitacle d’une automobile comme & 'extérieur. Les sources
de bruit du véhicule peuvent étre classées en trois familles : le bruit aérodynamique (turbulences
de Vair), le bruit causé par le groupe moto-propulseur (moteur, boite de vitesse ...), le bruit émis
par le contact entre le pneumatique et la chaussée (le bruit de roulement). Les technologies comme
I’hybridation ou I’électrification permettent de réduire significativement la deuxiéme source de bruit.
Des études dans la littérature démontrent que le bruit de contact d’un pneumatique avec une chaussée
est plus important que les autres sources de bruit dans la phase de roulage a 80 km/h. Des études
sur la prévision et la réduction du bruit de roulement ont été menées depuis plusieurs années. A
titre d’exemple, on peut citer quelques projets francais et européens comme PREDIT Texture-Bruit
(2004-2007), SILVIA (2002-2005), HARMONOISE (2001-2004), DEUFRAKO P2RN (2006-2008).
Ces projets portent sur les études théoriques et expérimentales pour appréhender les phénoménes
physiques du bruit de roulement. Deux axes scientifiques sont suivis dans ces projets : les vibrations du
pneumatique avec les conditions de mise sous charge et de rotation et le contact entre le pneumatique
et la chaussée.

Chez le groupe PSA Peugeot Citroén, des études sur le calcul du bruit de roulement & I'intérieur du
véhicule sont menées. Ces études portent sur la modélisation du pneumatique et les essais d’identifi-
cation des sources de vibrations. Dans le cadre d’un projet de recherche, un modéle éléments finis de
Pensemble monté (pneu/roue/cavité) en configuration écrasée, c’est-a-dire suite a sa mise sous pres-
sion et a 'application de la charge du sol, a été développé. Ce modéle permet de bien représenter le
comportement vibro-acoustique de ’ensemble sur la plage 0-400Hz. Il comporte, cependant, des limites
qui empéchent de 'exploiter pleinement pour la prestation du bruit de roulement dans le cadre des
projets :
— Il n’est valable qu’a l’arrét (sans rotation du systéme). Les phénomeénes physiques liés & la rotation,
tels que les effets gyroscopiques/Doppler/centrifuges, ne sont donc pas représentés dans le modeéle.
— Il n’existe pas aujourd’hui de chargement équivalent pertinent pour la prestation du bruit de rou-
lement qui puisse étre appliqué au niveau de la base du pneumatique (dans ’aire de contact) pour
des calculs dans le domaine fréquentiel.
Compte tenu de ces deux limites, la filiére utilisée aujourd’hui en projet pour la prestation du bruit
de roulement est une filiére mixte calcul-essai contraignante, longue, couteuse et pas suffisamment

prédictive mais sans alternative dans I'immeédiat.

L’objectif de cette thése est de contribuer & la mise en place d’une approche entiérement numeérique

pour le calcul du bruit de roulement. Plus précisément, les taches principales portent sur :

— L’enrichissement du modéle éléments finis de ’ensemble monté pneumatique/roue/cavité par la prise
en compte des effets tournants : formulation adaptée du probléme (lagrangienne, lagrangienne mise-

a-jour, eulérienne, mixte eulérienne-lagrangienne), construction des matrices associées aux différents
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termes, méthodes de réduction pertinentes du systéme, implémentation dans les outils homologués
au sein du groupe (environnement Vlab, codes EF Abaqus et Nastran).

— L’identification d’un profil routier représentatif du bruit de roulement et applicable au niveau de ’aire
de contact du pneumatique : prise d’empreintes routiéres, détermination du profil lu par le pneuma-
tique, passage du domaine temporel au domaine fréquentiel, construction d’excitations fréquentielles
équivalentes en base de pneumatique, comparaison calculs/essais sur plusieurs pneumatiques.

Le premier axe scientifique de la thése porte sur le formalisme adapté qui doit étre privilégié pour

la modélisation des effets tournants (gyroscopiques, centrifuges,...) sur l’ensemble couplé pneuma-

tique/cavité/roue chargé par le sol en base de roue.

Le second axe concerne le contact avec la chaussée. Ce type d’interactions demeure un phénomeéne

difficile & modéliser, notamment en dynamique. Néanmoins, une approche Arbitrairement Lagran-

gienne Fulérienne s’est révélée efficace pour le calcul de la pression entre surfaces rugueuses. Une des
propositions consiste a étendre cette approche aux conditions de roulement pour des pneumatiques
réels avec une description réaliste des textures de chaussées en profitant des simplifications possibles
lites au domaine des basses fréquences. Il en est attendu une estimation pertinente des forces de
contact jusqu’a 400 Hz qui pourra servir ensuite de source d’excitation pour les vibrations de la

structure du pneumatique.
Le plan du mémoire de thése
Le mémoire de thése est divisé en sept chapitres.

Le premier chapitre est une introduction au bruit de roulement. Il décrit la distinction entre les bruit
intérieur et extérieur, les méthodes de mesures associées. Il détaille ensuite les sources de ce type de
bruit, les mécanismes de propagation et les parameétres influents. Enfin, la méthode de calcul du bruit
de roulement utilisée actuellement & PSA est précisée avec ses avantages et inconvénients.

Le second chapitre est une étude bibliographique générale sur la dynamique des solides en rotation
ainsi que les modéles vibratoires de pneumatiques et les modéles de contact pneu/chaussée existant
dans la littérature.

Le troisiéme chapitre consiste & formuler le probléme de la dynamique d’un solide déformable en
rotation en s’appuyant sur une approche Arbitrairement Lagrangienne Eulérienne ALE. Les formules
analytiques des équations d’équilibre de différentes configurations sont construites. Une méthode
numeérique est proposée pour établir les matrices associées a 'effet de rotation.

Le quatriéme chapitre est consacré & la construction d’un modéle simple de pneumatique : un
modéle d’anneau circulaire 2D incluant les effets de cisaillement et pouvant étre soumis localement
a une charge représentative de la masse du véhicule. En utilisant les formulations du chapitre 3, les
équations d’équilibre sont détaillées analytiquement en deux états : stationnaire et dynamique. Les
expressions analytiques d’autres modeéles de la littérature sont retrouvées en reprenant leurs hypothéses.

Le cinquiéme chapitre concerne les validations des modeéles proposés et des effets tournants. La
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validation du modéle analytique d’anneau circulaire est faite par des comparaisons avec des modéles
numeériques sous Abaqus. Les effets tournants sont observés et confirmés par les mesures expérimen-
tales. Un modeéle pneu/roue/cavité (PRC) est construit. Son comportement vibratoire est validé a

l’arrét et en rotation.

Le sixiéme chapitre porte sur des modéles de contact et des approches de résolution envisagées pour
le traitement du contact d’un pneu 3D avec une chaussée réelle. Des modéles de contact 1D et 2D
sont proposés pour étudier et valider différentes hypothéses simplificatrices de calcul. Un probléme
de contact 3D est traité en appliquant les différentes hypothéses validées. En particulier, le calcul du
contact est décomposé en un calcul statique non-linéaire suivi d’un calcul dynamique linéaire. 11 est

aussi validé par une comparaison avec une simulation sous Abaqus.

Enfin, le septiéme chapitre est dédié au traitement du probléme de contact 3D entre un pneumatique et
une chaussée réelle. La validation des hypothéses et de 'approche de calcul est obtenue par comparaison
calcul/essais.
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Introduction au bruit de roulement
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1.1 Le bruit de roulement

1.1.1 Le bruit a ’intérieur et a ’extérieur du véhicule

Le bruit de roulement est le bruit provenant du contact entre les pneumatiques et le revétement

de la chaussée [24]. Les connaissances actuelles suggérent que ce type de bruit est une contribution

importante au bruit des véhicules. Il y a deux catégories de personnes concernées par le bruit de

roulement :

— les personnes & proximité des axes routiers dont la géne est liée notamment au trafic et & la vitesse
de passage des véhicules.

— les personnes dans ’habitacle du véhicule. Le bruit est transmis par voies aériennes et solidiennes
vers l’habitacle et géne les passagers et le conducteur.

Cela conduit a distinguer deux catégories du bruit de roulement : le bruit & ’extérieur et le bruit

& l'intérieur. Le bruit a 'extérieur se propage dans l'environnement autour du véhicule. Le bruit &

Iintérieur est celui qui est percu dans ’habitacle. Afin d’étudier ces bruits, il faut pouvoir les mesurer

et en identifier les sources.

Les méthodes de mesure du bruit de roulement

Concernant la mesure du bruit a lextérieur, la DIRECTIVE 2001/43/CE a détaillé ses prin-
cipes avec ses normes [24]. Ce bruit est mesuré avec une paire de microphones situés de chaque coté
du véhicule a une distance de 7.5 m de I’axe central de la piste et & 1.2 m de hauteur. Le véhicule est
équipé de 4 pneus identiques et roule a une vitesse constante de 80 km/h pour un véhicule léger et de
70 km /h pour un poids lourd (cf. figure 1.1). Le revétement est normalisé.

Ll i 1.2m
o =
ISO asphalt ;
.————
2: 1.2m R —
3: 5.0m &
7:3.0m RADAR

M+P measurement site

+/=10m +f=20m

FIGURE 1.1 — Schéma de mesure du bruit de roulement a ’extérieur du véhicule
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Concernant le bruit & l'intérieur, les mesures de bruit de roulement sont classiquement réalisées au
niveau des appuie-tétes des passagers (cf. figure 1.2), & I'aide de microphones, lors du roulage sur
revétement gravillonné. Ces mesures sont effectuées soit & vitesse stabilisée, soit a vitesse dégressive,
entre 140km/h et 40 km/h. Nous disposons de deux types de moyens pour appréhender le bruit de

roulement : les pistes gravillonnées et les bancs a rouleaux gravillonnés :

FIGURE 1.2 — Micro utilisé pour la mesure de bruit & I'intérieur du véhicule

— Mesure sur piste
C’est une mesure du bruit ambiant dans I’habitacle sur une piste. Cette mesure permet de positionner
un véhicule par rapport a un autre. Des traitements spécifiques sont nécessaires pour accéder a la
participation des trains avant et arriére sur piste. Le critére d’acceptation d’un véhicule consiste &
donner des valeurs maximales admissibles du niveau global de bruit en fonction de la vitesse. Les
mesures sur piste sont des mesures de caractérisation de véhicule qui permettent de juger la qualité
du véhicule en bruit de roulement.

— Mesure sur banc
Pour compléter ces caractérisations, des mesures sur banc sont faites afin de mieux comprendre
la contribution des différents sous systémes (train avant, train arriére, caisse ...). Des mesures sur
un banc a rouleaux sont exécutées dans une salle semi anéchoique (cf. figure 1.3). Chaque train est
placé sur 2 rouleaux. L’un est lisse, l'autre est équipé de secteurs gravillonnés représentant ’excitation
route. Les participations des trains au bruit de roulement intérieur peuvent étre extraites aisément
et ’analyse du comportement vibro-acoustique du véhicule est facilité.

— Traitement des mesures
Les données des mesures permettent d'une part de calculer le niveau global de bruit a I'intérieur en
fonction de la vitesse du véhicule, d’autre part de tracer les autospectres.

Chacune des deux démarches présente des avantages et inconvénients : La piste permet de reproduire

des conditions proches du roulage client (mais pas identiques : un seul type de gravillons), et en parti-

culier de faire des écoutes subjectives (ce que les rouleaux ne permettent pas a cause de la périodicité
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FI1GURE 1.3 — Hlustration du banc & rouleaux chez PSA Peugeot Citroén

de lexcitation).

Le principal inconvénient du banc a rouleau est le cott de investissement (du banc, car le revéte-
ment n’est pas un probléme) et de l'entretien. La périodicité de l'excitation est aussi une difficulté
(écoutes subjectives trés perturbées, spectre de raies pour 'excitation). Pour ce qui est de l'analyse,
Iinconvénient peut étre tourné en avantage, dans la mesure o cela autorise la mise en oeuvre des
meéthodes d’analyse des machines tournantes (analyses en ordres en fonction du régime). Celles-ci sont
plus précises que les méthodes d’analyse de cohérence, que l'excitation aléatoire des pistes impose. Le
banc & rouleau présente aussi 'avantage d’étre beaucoup plus répétitif (& chaque tour, la roue retrouve
exactement la méme surface). Cet avantage est significatif pour des analyses complexes, qui nécessitent
un grand nombre de mesures, et donc la répétition des essais. Enfin, il est possible, sur un banc, de
construire les montages nécessaires a 1’analyse des organes isolés (trains, roues).

1.1.2 Comparaison aux autres sources de bruit

Il y a trois sources de bruit principales d’aprés Sandberg [90] (cf. figure 1.4) :

— Le bruit causé par des turbulences de I’air. Ce bruit dépend de la vitesse du véhicule et des conditions
météo. Actuellement, les vitres isolantes sont utilisées pour limiter ce bruit & 'intérieur de ’habitacle
mais il reste non-négligeable sur autoroute.

— Le bruit causé par des vibrations de piéces dans le véhicule comme : le moteur, le ventilateur, le
systéme de transmission du mouvement .... Ce bruit dépend de la sollicitation du moteur et des
conditions d’utilisation du véhicule. Il est trés important en basse vitesse en particulier en phase
d’accélération.

— Le bruit de roulement causé par le contact entre le pneu et la chaussée gravillonnée. Ce bruit est
croissant avec la vitesse du véhicule. Il est fonction du type de revétement et peut étre dominé par
le bruit d’air & haute vitesse.
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OVERALL VEHICLE NOISE

e

TYRE/ROAD NOISE

CYLINDER
BLOCK

F1GURE 1.4 — Les sources de bruit [90]

Concernant l'influence de la vitesse du véhicule, Sandberg [89] [88] a mesuré le bruit a l'extérieur du
véhicule et la contribution du bruit de roulement d’une voiture & vitesse constante (cf. figure 1.5) et
a chaque passage de rapport. Ses résultats montrent que le niveau sonore augmente avec la vitesse du
véhicule. Quand la vitesse du véhicule est grande (& partir de 80 km/h), la contribution au bruit du
véhicule est essentiellement le bruit émis par le pneumatique. Par contre, & faible vitesse, le bruit du
moteur est plus important. La phase d’accélération crée toujours un bruit élevé. Il a proposé un modéle

simplifié pour calculer le niveau du bruit en fonction de la vitesse du véhicule :
L=A+B.Log(V) (1.1)

ou L est le niveau de puissance acoustique (dB), V' la vitesse du véhicule (km/h), A et B deux
constantes. Cette expression est une formule empirique. Les coefficients A et B varient pour chaque
type de véhicule. Cela limite les applications de ce modéle.

On considére que les trois sources principales du bruit ne sont pas corrélées. Une technique de séparation
de ces sources est donc mise en oeuvre pour faciliter les études de bruit. Concernant la contribution

des sources au bruit a lintérieur, chez PSA Peugeot Citroén, des analyses sont faites pour séparer
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FIGURE 1.5 — Le bruit du véhicule et le bruit de roulement selon les conditions d’utilisation Volvo S40
(Sandberg [89])

les sources. A titre d’exemple, des mesures dans une soufflerie traitée acoustiquement sont réalisées
pour étudier la contribution du bruit d’origine aérodynamique ; des mesures sur banc avec les secteurs
lisses du rouleau servent & calculer le bruit du moteur dans ’habitacle; des mesures sur revétement

gravillonné, moteur coupé, permettent d’appréhender le bruit de roulement.

1.1.3 Meécanismes de génération du bruit de roulement
1.1.3.1 Vibrations du pneumatique

Les vibrations du pneumatique constituent une source essentielle du bruit de roulement en basses
fréquences (inférieures & 1000 Hz). Elles sont causées par des excitations provenant de 1’aire de contact
avec la chaussée.

1. Le contact entre le pneu et la chaussée.

Lors de la mise sous charge du véhicule, le pneumatique se déforme et se met en contact avec
la chaussée. Comme le profil de la chaussée n’est pas régulier, ’aire de contact varie au cours
du roulage. Cela implique que les forces générées dans 'aire de contact (excitées en base du
pneumatique) varient en fonction du temps. Elles créent des vibrations de la bande de roulement.
On les appelle vibrations radiales (car les forces excitées sont essentiellement normales & la surface
du pneu). Elles se propagent ensuite aux flancs et a la roue. Elles sont transmises enfin par voie
solidienne & I’habitacle et générent le bruit & l'intérieur. Ce mécanisme est prépondérant sur la
plage 0-400 Hz.

Les vibrations de la surface extérieure du pneumatique mettent en mouvement l’air voisin et se

propagent par voie aérienne dans l'environnement a ’extérieur du véhicule en particulier & plus
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haute fréquence.

2. Glissement du pneumatique sur la chaussée.

Lors des phases d’accélération ou de freinage de véhicule, les forces tangentielles appliquées en
base du pneumatique deviennent importantes. Si la limite d’adhérence entre le pneu et la chaussée
est dépassée, le pneu va glisser et créer des vibrations tangentielles a la bande de roulement. Ce
phénomeéne est appelé "stick/slip". Pour les cas de rotation libre ou de roulage a une vitesse
constante, ce phénoméne est considéré comme moins important.

Un autre phénomeéne physique appelé "Stick/snap" se produit dans le cas o la surface des patins
en gomme est trés collante et que la chaussée est trés lisse. Dans ce cas, la force d’adhérence est
tres élevée. Elle excite le bord de 'empreinte du pneu et fait vibrer les patins. Le bruit généré
par ce mécanisme est & hautes fréquences (cf. Larsson [57]) au dela de la fréquence de résonance
des patins en caoutchouc (a partir de 2kHz).

1.1.3.2 Meécanismes acoustiques

1. Résonance de tuyaux

Lorsque le pneu s’écrase sur la chaussée, les rainures dans la zone de contact forment des cavités
en forme de tuyaux qui permettent de créer des résonances acoustiques. Ces résonances sont
caractérisées par la géométrie des rainures. Néanmoins, elles sont indépendantes de la vitesse de
rotation [54]. La résonance de tube est modélisée par Van [96] et Disselhorst [26]. La fréquence

de résonance d’un tube ouvert aux deux extrémités est donnée par la formule suivante :

f . nc
" 2 (Ltube + 0-3dtube)

(1.2)

Ou c est la vitesse du son, n un nombre entier, dy,p le diamétre du tube et Lyype la longueur du
tube.

2. La résonance de Helmholtz

alr

||"I. all" a.t- .I"ll
1 =
| atmespheric
pressure |

FIGURE 1.6 — Mécanisme de résonance de Helmholtz

La résonance de Helmholtz est un phénomeéne de résonance de I'air dans une cavité en sortie du
contact. Elle se modélise simplement comme un systéme masse-ressort (cf. figure 1.6). Le volume
d’air dans la cavité entre le pneu et la surface de la chaussée est considéré comme le ressort et

I’air se présentant entre les rainures et la chaussée est comme une masse. Donc, la fréquence de
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résonance est la suivante dans un modéle masse-ressort [40] :

1 A
P

1.
2m\| pV L (13)

oll p est la masse volumique de 'air, V le volume d’air entre les rainures et la chaussée, p la
pression atmosphérique, 7y le rapport des chaleurs spécifiques, A la section de tube d’air en sortie
du contact et L la longueur.
On note que la vitesse du son est définie par ¢ = ,V;D

3. Le pompage d’air
Le phénomene "d’air pumping", est créé dans la zone de contact par l'air contenu dans le volume
entre les rainures de la bande roulement et les motifs de la chaussée. Lors du roulage, I’air & ’avant
de la zone de contact se retrouve comprimé. Par contre, a I'arriére du contact, ’air se retrouve
décompressé. Au sein méme de 'aire de contact, il y a des déplacements d’air importants. Cette
variation des volumes d’air produit des écoulements et crée des vibrations [41] [31].

1.1.3.3 Meécanismes d’amplification

1. Effet diédre

A coté du contact entre le pneu et la chaussée, la bande de roulement et la chaussée crée une
structure en forme de "diédre" vers la zone de contact. Ce diédre fournit un mécanisme d’amplifi-
cation important et influence la propagation des ondes acoustiques. Des mesures expérimentales
montrent que l'effet diédre est responsable d’environ 10 & 20dB d’augmentation du niveau de
bruit [36].

2. Effet d’amplification da & la résonance de la bande de roulement

Des ondes de flexion se propagent dans ’aire de contact dans deux directions autour du pneuma-
tique et créent des ondes stationnaires. La résonance de bande de roulement est étudiée de fagon
approfondie par Kropp [52].

1.1.4 Meécanismes de propagation

Le bruit se propage suivant deux voies : la voie aérienne et la voie solidienne. Pour le bruit & 'extérieur,
les pulsations d’air générées au voisinage du pneumatique vont se propager dans ’air en fonction de
I’environnement : la transmission se fait pour la voie aérienne. Pour le bruit intérieur, les deux voies
contribuent. Pour la partie aérienne, les pulsations d’air se propagent jusqu’a la surface des panneaux
de ’habitacle (vitrage, plancher,...) et pénétrent a 'intérieur du fait de la transparence acoustique plus
ou moins importante. La voie solidienne est associée & la transmission des vibrations de la roue dans les
trains puis dans la caisse. La vibration engendrée des panneaux provoque celle de l'air dans ’habitacle
et le bruit & l'intérieur.

Pour étudier la contribution des deux voies au bruit & l'intérieur, les spectres de répartition obtenus
sur la gamme de fréquence 0-1200Hz sont tracés. Les mesures sur bancs ne permettent pas de séparer
le bruit solidien et le bruit aérien (Le bruit enregistré dans 'habitacle contient le bruit solidien et le
bruit aérien). La méthode des cohérences simultanées est utilisée chez PSA Peugeot Citroén [75] pour
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identifier le bruit d’origine solidienne. Cette méthode est basée sur la mesure sur piste. Les accéléro-
meétres sont disposés sur quatre roues et les micros sont placés dans 'habitacle. Un des fondements de
cette méthode est de supposer que les sources autour de la roue (bruit aérien) ne sont pas cohérentes
avec les vibrations du centre roue (bruit solidien). Le bruit solidien est cohérent avec les vibrations des
centres roues.

La figure 1.7 montre la différence entre le niveau de bruit total et le bruit solidien. Cette différence est
précisément le bruit aérien. On remarque que sur une Citroén C3, a partir de 400Hz, les deux courbes
se séparent clairement : le bruit devient essentiellement aérien.

Afin de comparer la Citroén C3 et la Peugeot 407, les diagrammes pour des mesures de bruit de rou-
lement effectuées sur une Peugeot 407 sont tracés sur la figure 1.8. On s’apercoit que le bruit solidien
intervient seulement en dessous de 250Hz; en effet, les courbes continues et pointillées se séparent
beaucoup plus tot que sur la C3 (a 400 Hz). On peut également noter que si la séparation aérien -
solidien semble intervenir & des fréquences différentes, elle parait cependant arriver pour les mémes ni-
veaux en dB & savoir 55dB. La décroissance plus rapide des spectres sur 407 explique alors la différence

de fréquences.

B0 | ! ! , .
: Bruit total
0k f TR e SOUUORRRRRRRR S — — —Bruit solidien

=0 R I T S ................. ................. ................. _
M . - : . .
= : : :

a0 T .................. .................. R TR i

Aol T, e o o e _
: : : i / :
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] 200 400 GO0 200 1000 1200
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FIGURE 1.7 — Mise en évidence de la séparation du bruit aérien et du bruit solidien sur une Citroén
C3

1.1.5 Influence du pneumatique et de la roue

Pour le bruit extérieur, les paramétres influant sur le bruit de roulement sont essentiellement ceux du
pneumatique, de la chaussée et du roulage. L’ensemble de ces parameétres est décrit dans le travail de
Sandberg [89].

A titre d’exemple, on peut citer les parameétres du pneumatique influant sur le bruit de roulement :
la géomeétrie (largeur, diameétre, la forme des sculptures), les matériaux (propriétés de la gomme, de
la carcasse), la structure de ceinture. Roovers [86] a réalisé des mesures de bruit de roulement a



10 Chapitre 1. Introduction au bruit de roulement

au — T T T T T T

: : : : : : : : Bruit total
0 iy : : : : LT Bn.ut 5'011:{11911

100 200 300 400 500 BOO 700 800 900 1000 1100 1200
Hz

FI1GURE 1.8 — Mise en évidence de la séparation du bruit aérien et du bruit solidien sur une Peugeot
407

Pextérieur d’un véhicule avec 26 pneumatiques différents et des conditions de charge du véhicule. Il
a montré l'influence des différents pneumatiques sur le niveau de bruit mesuré. Si le pneumatique
est parfaitement lisse (il n’y a pas de sculpture ou un pneu usé réguliérement), le bruit émis devient
moindre. Mais, cela cause des problémes de sécurité en roulage sur sol mouillé lorsque I’adhérence entre
le pneumatique et la chaussée diminue en fonction de la profondeur des rainures.

Pour le bruit intérieur, l'effet du pneumatique et de la roue (communément appelée jante) est également
important. A titre d’exemple, des mesures sont réalisées sur une Citroén C4 avec des roues en aluminium
et des roues en tole en conservant les mémes pneumatiques. Les mesures sont effectuées avec des roues
Radiale aluminium 16 pouces et des roues téle 16 pouces. La figure 1.9 présente le niveau sonore global
au niveau des oreilles aux places avant droite et avant gauche pour des roues aluminium et tole de la
Citroén C4 en fonction de la vitesse du véhicule lors d’une décélération de 140 & 40 km /h. On remarque
bien que le niveau sonore au niveau des places avant est plus élevé dans des conditions de mesures
avec des roues tole qu’avec des roues aluminium. Il y a en effet un écart d’environ 3dB entre les roues
téle et aluminium ce qui est un écart important en ce qui concerne la qualité d’un véhicule au bruit

de roulement.

1.1.6 Influence de la chaussée

En ce qui concerne les parameétres de chaussée, Sandberg [89] a fait des mesures de bruit extérieur
sur des véhicules identiques & une vitesse constante de 80 km/h sur différentes surfaces de chaussées.
De plus, Watts [99] a réalisé des mesures avec 6 types de chaussées et différents pneumatiques (cf.
figure 1.10). A chaque texture de la chaussée et & une vitesse donnée, Watts [99] a proposé une relation
expérimentale entre le niveau de bruit extérieur et la dimension du pneumatique. Par exemple, pour
la surface de l'asphalte roulé & chaud HRA (Hot Rolled Asphalt), le niveau de bruit & 100 km/h est
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FicurE 1.9 — Niveau sonore global en fonction de la vitesse

donné par 'expression suivante :
Lyraiookm/m = 102.4+0.076 « WIDTH —0.020 « W_DIA (1.4)

ou L est le niveau du bruit(dB), WIDTH la largeur de bande de roulement du pneu et W_DIA le
diameétre du pneu. Comme le modeéle de Sandberg [89] [88], cette formulation ne s’applique pas pour
des véhicules différents. On considére que si la chaussée est parfaitement lisse, il n’y a pas de bruit de
roulement.

Chez PSA Peugeot Citroén, des mesures du bruit a 'intérieur sont réalisées sur plusieurs routes fran-

caises. La figure 1.11 montre des auto-spectres de niveaux sonores en fonction des routes. Des écarts
de 10 & 15 dB peuvent étre constatés entre les bonnes et les mauvaises routes.
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F1GURE 1.10 — Le bruit extérieur des véhicules correspondant & différents types de surfaces de chaussées
(Watts [99])
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FIGURE 1.11 — Le bruit a l'intérieur correspondant a différents types de surfaces de chaussées
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1.2 Le calcul du bruit de roulement chez PSA Peugeot Citroén

1.2.1 Voie aérienne

Le calcul du bruit aérien utilise une identification expérimentale des sources acoustiques par une mé-
thode d’antennerie et ensuite une résolution numérique. Les sources du bruit de roulement sont consi-
dérées comme une excitation en ondes sphériques 8 points : 2 par roue. Les sources sont positionnées
plus proche du coin pneu-route (cf. figure 1.12). Le traitement numérique est fait a l'aide du code
"Sonate". Comme les méthodes numériques classiques (éléments finis ou éléments de frontiéres) ne
sont pas adaptées pour le calcul & hautes fréquences, 'entreprise IMACS a développé ce code pour
PSA Peugeot Citroén. Cette méthode est basée sur des formulations temporelles en éléments fron-
tieres. Cette approche permet de réduire la quantité de mémoire requise par rapport & la méthode
des éléments de frontiéres classique. Enfin, tous les post-traitements sont réalisés sous Matlab : cal-
cul de l'intensité acoustique, affichage des résultats .... La figure 1.13 montre le niveau des pressions

acoustiques & I’extérieur et sur la caisse du véhicule.

D 675

Source 82

F1GURE 1.12 — Exemple de maillage et de sources acoustiques utilisés pour le calcul du bruit aérien

\ ,
‘ N .
b _ ‘ o

FIGURE 1.13 — Niveau de pression (en couleur) pariétaux et sur le maillage de visualisation externe

avec intensité (fleche blanche)
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1.2.2 Voie solidienne
1.2.2.1 Décomposition au centre de roue

Le bruit de roulement est un probléme complexe, faisant intervenir de nombreux interlocuteurs (ma-
nufacturiers de pneumatique, concepteurs de liaison au sol et concepteurs de carrosserie). I est donc
important de pouvoir le découper en problémes plus simples comme sur la figure 1.14. Cela suppose
qu’on sache établir un lien entre les actions effectuées aux différents niveaux : compromis et cohérence
des objectifs. Le principe de décomposition est décrit en détail par Gaudin [33]. En effet, quelques
décompositions sont envisageables : train-carrosserie, roue-véhicule, roue-train ... Pour valider cette
approche, des mesures expérimentales sont faites. En utilisant le principe de superposition présenté
sur la figure 1.15, les efforts de blocage au centre de roue sont mesurés et la fonction de transfert du

centre roue au point d’observation dans I’habitable est également identifiée par une autre mesure.

FIGURE 1.14 — La décomposition de véhicule pour traiter le bruit de roulement

Probléme de Probléme 1 Prabléme 2

départ a résoudre u: déplacement imposé cr: centre de roue
p : pression acoustique

Ficure 1.15 — Le principe de superposition utilisé pour le calcul du bruit de roulement chez PSA
Peugeot Citroén
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Comme il est impossible de construire un systéme fixant le centre roue de fagon parfaitement rigide, la
mesure des efforts de blocage au centre de roue pose un certain nombre de difficultés. Les résonances
du bati perturbent la qualité de mesure en particulier & hautes fréquences. Les efforts mesurés peuvent

étre validés en basses fréquences mais en hautes fréquences ils ne sont pas valables.

La mesure de fonction de transfert se fait également avec certaines limitations. Le centre de la roue n’est
pas directement accessible et il est difficile d’exciter une interface avec un couple pur. Par conséquent,
les fonctions de transfert doivent étre reconstruites & partir de plusieurs mesures indirectes en utilisant
la méthode de minimisation des moindres carrés. En outre, le roulement du pneumatique change
ses propriétés et son comportement vibratoire. En particulier, les effets gyroscopique et centrifuge
provoquent une séparation des résonances en fonction de la vitesse de rotation. Ainsi, les fonctions
de transfert doivent étre mesurées & différentes vitesses mais sur un revétement parfaitement lisse. La
mesure actuelle se fait en basse vitesse de rotation et il est trés difficile pour trouver un protocole de

mesure applicable & grande vitesse.

Toutes ces difficultés ne permettent pas d’obtenir de résultats exacts. La figure 1.16 présente le niveau
de bruit au point d’observation dans I’habitacle avec la roue en aluminium. La courbe rouge est une
mesure directe. La courbe noire est calculée par I'approche de décomposition. Les résultats sont valables
jusqu’a 250 Hz. Au dela de cette fréquence, les écarts entre les deux courbes sont significatifs. Cela est
expliqué par les difficultés de mesures des efforts notamment au passage des premiers modes de la roue

alu.

Vehicle A—Tire A — Alloy wheel
80 . , : : : :
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Direct
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FI1GURE 1.16 — Comparaison des résultats de mesure directe et par I’approche de décomposition pour

le cas d’une roue aluminium
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Ce résultat est retrouvé sur une roue en tole d’acier (cf. figure 1.17). Les différences sont visibles vers
180 Hz ce qui correspond au premier mode de déformation de la roue tole. Néanmoins, étant conscient

de ces limites, les résultats sont assez bons pour analyser les voies de transmission.

Vehicle A—Tire A — Steel wheel
80 . : : ; : :
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Direct
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i I ; i i i
50 100 150 200 250 300 350 400
Frequency (Hz)

FiGURE 1.17 — Comparaison des résultats de mesure et de 'approche de décomposition pour le cas

d’une roue tole

1.2.2.2 Approche mixte calcul/mesure

En appliquant la méthode de décomposition, le calcul du bruit de roulement actuel est une filiére mixte

calcul/essal.

— Probléme 1 : la mesure expérimentale sert & identifier des efforts transmis au centre de roue sous
déplacements imposés en base de pneumatique, le centre roue est bloqué. Un banc d’essai spécifique
est nécessaire pour mesurer les torseurs d’efforts au centre de roue. Cette étape n’est pas modélisée
numériquement,.

— Probléme 2 : calcul numérique de la pression acoustique dans ’habitacle en appliquant les torseurs
d’efforts mesurés au centre de roue sur des modéles vibroacoustiques du véhicule complet. La fonction
de transfert du centre de roue aux points d’observation dans I’habitacle est estimée a 'aide d’un

modéle éléments finis de la caisse, des trains, de pneumatique et de roue ...

1. La mesure expérimentale.
La figure 1.18 montre le banc d’essai. Le bati est supposé trés rigide. Les capteurs de force se
placent au centre de roue pour mesurer des efforts. En base du pneumatique, on met un rouleau
avec des secteurs gravillonnés qui ont la méme texture que la chaussée étudiée. Ce rouleau tourne
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autour d’'un axe a une vitesse pouvant aller jusqu’a 140 km/h. La mesure est faite sur le pneu

gonflé et chargé.

2. Le calcul numérique.

Ensuite, les torseurs des forces mesurées sont appliqués au modele éléments finis (MEF) du

véhicule (la caisse, les trains ...). Des analyses fréquentielles sont réalisées. Le niveau du bruit est

celui de la pression acoustique calculée dans ’habitacle.

bati

roue

rouleau

FicUrk 1.18 — Banc de mesure du torseur d’efforts de blocage au centre de roue

Validation de cette approche

La validation est réalisée par des comparaisons intermédiaires & I'interface entre les trains et la caisse.
Le point d’observation est positionné & 'interface du train et de la caisse. Une mesure directe est faite.
Parallélement, 'approche mixte calcul/mesure est utilisée. Les modéles éléments finis de train et du
pneu sont construits pour estimer numériquement la fonction de transfert du point d’observation au
centre de roue (cf. figure 1.19). Les forces au point d’observation se calculent en appliquant les efforts
mesurés au centre de roue (probléme 1) sur le modéle éléments finis. La figure 1.20 montre de bonnes

corrélations entre le calcul et la mesure en basses fréquences (cf. Gaudin [32]).

1.2.2.3 Modéles disponibles et limitations

Les modélisations disponibles au sein du groupe PSA Peugeot Citroén pour le calcul du bruit de

roulement sont :

— Des modéles éléments finis de caisses habillées, équipées et fermées couplées aux cavités d’habitacle.

— Des modéles éléments finis ou réduits de trains avant et arriére.

— Des modéles éléments finis de roues et de pneumatiques avec leurs cavités a l'arrét. La figure 1.21
montre quelques modes de vibration de modéles de la jante et du pneumatique. Des travaux en
interne ont permis de proposer des préconisations de modélisations [2] [1] (cf. 1.21) et de valider le
comportement vibroacoustique du modéle assemblé [3] (cf. 1.22).

— Des modéles réduits de pneumatiques seuls fournis par les manufacturiers comme Michelin. De tels
modéles présentent 'inconvénient de ne pas pouvoir étre couplés & des modéles de roue et & la cavité
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PSA PEUGEOT CITROEN

FIGURE 1.19 — Modéle éléments finis de train et roues assemblé & des modéles réduits de pneumatique
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FIGURE 1.20 — Comparaison des résultats calculés (noir) et mesurés (rouge)

d’air. Dans le cadre d'un Projet de Recherche et d’Innovation et d’une collaboration avec Michelin,
un modele éléments finis de ’ensemble monté, pneumatique/roue/cavité en configuration écrasée,
c’est-a-dire suite & sa mise sous pression et a I’application de la charge du sol, a été développé (cf.
figure 1.22). Ce modeéle permet de bien représenter le comportement vibroacoustique de 1’ensemble
sur la plage 0-400Hz [15].
L’ensemble de ces modéles présentent deux limites vis-a-vis du calcul du bruit de roulement.
Premiérement, le modeéle de l'ensemble pneu/roue/cavité disponible n’est valable qu’a l'arrét. Les
phénomenes physiques liés & la rotation, tels que les effets gyroscopiques et centrifuges, ne sont pas re-

présentés dans ce modéle. Deuxiémement, il n’y a pas de modéle du contact entre le pneu et la chaussée.
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FIGURE 1.21 — Modes vibratoires de jante (haut) et de pneumatique (bas)

Ensemble
monté

Pneumatique Jante Cavité

FIGURE 1.22 — Modele d'un ensemble monté pneumatique/jante/cavité complet

1.2.3 Travail envisagé pour la thése

En résumé, la méthode de calcul du bruit de roulement & PSA Peugeot Citroén est cotiteuse et longue.
L’objectif de cette thése est de modéliser un pneumatique en rotation et son contact avec une chaussée
afin de remplacer la procédure expérimentale.

Pour y parvenir, les axes scientifiques suivis sont :

— La prise en compte des effets liés a la rotation d’un solide déformable en transformation finie

— La modélisation du pneumatique, de la roue et du couplage avec la cavité d’air

— La modélisation du contact entre le pneumatique et la chaussée
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En profitant des études faites dans la littérature, on cherche & améliorer et & enrichir les modéles actuels
a PSA Peugeot Citroén.

1.3 Conclusion

Le bruit de roulement est un facteur important pour la prestation du bruit de véhicule & grandes
vitesses. Il est causé par des vibrations du pneumatique lors des excitations par les rugosités de la
chaussée et est transmis dans ’habitacle par voie solidienne et aérienne. En basses fréquences, la voie
solidienne gouverne le bruit généré a 'intérieur. La texture de la chaussée, la raideur de la roue, la
géométrie du pneumatique, la charge du véhicule et la pression de gonflement sont les parameétres
principaux d’influence sur le bruit de roulement. L’objectif de la thése est de mieux comprendre et
maitriser la source du bruit de roulement intérieur. Les travaux essentiels sont donc de modéliser les

vibrations du pneumatique en rotation et son contact avec une chaussée réelle.



CHAPITRE 2

Etat de I’Art

Ce chapitre présente premiérement des approches pour traiter la dynamique d’un solide déformable
en rotation. Ensuite, les modéles du pneumatique existant dans la littérature sont rappelés. Enfin, des
modeéles de contact du pneumatique sur une chaussée rugueuse ainsi les approches de résolution sont

détaillés avec leurs avantages et leurs limitations.

Sommaire
2.1 Dynamique d’un solide déformable en rotation. . . . . . . . ..o v 00 22
2.1.1 Approche Eulérienne . . . . . . . . ... 22
2.1.2  Approche Lagrangienne . . . . . . . . . . ... o 23
2.1.3 Approche arbitrairement Lagrangien Eulérien (ALE) . . . . . . .. ... ... ... 23
2.1.4 Travail envisagé . . . . . . . . . oL e e e e 24
2.2 Modeéles vibratoires de pneumatique . . . . . . . . . .00 00l e e 24
2.2.1 Modéles analytiques . . . . . . . .. L e e e e 24
2.2.2 Modéles numeériques . . . . . ... ..o 31
2.3 Modéles de contact . . . . . . . . . . i i e e e e e e e e e e 33
2.3.1 Loidecontact . . .. .. ... . e 33
2.3.2 Contact multi-points . . . . . . . . ... 36
2.3.3 Schémas numériques appliqués a la résolution du probléme de contact . . . .. . . 39
2.3.4 Quelques modéles de contact du pneumatique . . . . . . . ... ... L. 44
2.3.5 Modéle du pneumatique pour traiter le contact . . . . . ... ... oL 47

2.4 Conclusion . . . . . i i i e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 47




22 Chapitre 2. Etat de ’Art

2.1 Dynamique d’un solide déformable en rotation

La mécanique dun solide déformable en rotation est utilisée dans de nombreux secteurs : automobile,
aéronautique, machines tournantes.... Les méthodes de traitement de ces problémes sont réparties en
trois familles : approche Lagrangienne, approche Eulérienne, approche Arbitrairement Lagrangienne
Eulérienne (ALE).

2.1.1 Approche Eulérienne

L’approche Eulérienne appliquée au probléme de rotation de pneumatique a été abordée par différents
auteurs comme Lopez [59], Périsse [77], Campanac [21], Bolton [17], Kim [50]. Les équations d’équilibre
sont écrites analytiquement sur la configuration Eulérienne qui est la configuration courante. Sous 1’hy-
pothése de petites déformations, trés souvent utilisée, la configuration Fulérienne est calculée comme
produit de la configuration initiale (configuration Lagrangienne) et d’une rotation rigide. La réponse du
pneumatique est déterminée sur des coordonnées fixes (Fulérienne). Il reste alors & traiter un probléme
classique de mécanique des solides. Les résolutions sont réalisées soit analytiquement soit numérique-
ment. Les solutions analytiques sont effectuées pour le cas des analyses modales (cf. Bolton [17], Kim
[50]). Par contre, s’il y a un calcul de contact avec une chaussée ou un calcul de mise en charge, il est
impossible d’avoir des solutions analytiques. Dans ce cas, une méthode numérique, généralement celle
des éléments finis MEF, est appliquée pour résoudre. Les équations d’équilibre se mettent sous forme
variationnelle dans la configuration Eulérienne. Ensuite, un maillage sur cette configuration est réalisé.

Les résolutions se font classiquement comme pour le cas d’un systéme fixe.

(@) (b)

450

|WF| dB re 1 [m/N]
Imag(h)/2n

0 100 200 300 400 500 0 50 100 150 200 250 300
Frequency [Hz] Rotational velocity [rad/s]

FIGURE 2.1 - (a) Fonction de transfert d’un point sur le pneu & Q = Orad/s (courbe continue) et &

2 = 20rad/s (courbe discontinue), (b) Les 10 premiéres fréquences a différentes vitesses.

La figure 2.1 illustre un résultat de Lopez [59]. Il a traité un modele éléments finis 3D d’un pneumatique
en rotation. L’avantage de cette approche est de ramener la résolution d’un systéme tournant a la
résolution d’un systéme fixe en prenant en compte les effets de rotation. En revanche, la limitation
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de cette approche est 'utilisation de ’hypothése de petites déformations. Dans le cas de déformations
plus importantes, la configuration Eulérienne n’est pas connue et la MEF ne peut étre appliquée pour
cette approche. Pour traiter le cas de déformations finies, ’approche Lagrangienne peut étre utilisée.

2.1.2 Approche Lagrangienne

Concernant I’approche Lagrangienne, Guskov [38] a développé le principe variationnel de Hamilton

pour la dynamique d’un solide déformable en rotation sur la configuration initiale (configuration la-

grangienne) permettant d’appliquer une résolution par MEF. Le maillage est li¢ aux points matériels

qui tournent avec le solide. Le traitement du probléme de contact requiert alors un maillage homogéne

du solide. L’aire de contact ne peut étre raffinée sans raffiner le reste du solide déformable. Cela pénalise

fortement le temps de calcul.

Un autre inconvénient de cette approche provient de la décomposition de la transformation en rotation

rigide d’une part et le déplacement des points matériels lors de la mise sous charge d’autre part; la

formulation des équations d’équilibres devient alors trés complexe.

Brinkmeier [19] résume les inconvénients de cette approche comme suit :

— L’application de la méthode MEF nécessite un maillage identique du solide.

— La réponse en un point doit se calculer & partir de 1’état de repos. Un calcul temporel est donc
nécessaire.

On remarque que le cotit de calcul de I’approche Lagrangienne du probléme de contact est trés impor-

tant. La méthode Eulérienne n’est plus adaptée. C’est la raison pour laquelle I'approche Arbitrairement

Lagrangienne Eulérienne (ALE) est développée.

2.1.3 Approche arbitrairement Lagrangien Eulérien (ALE)

Au milieu des années 80, Oden [73] et Padovan [76], Kennedy [49], Yukio [100] ont résolu une structure
en rotation stationnaire en contact. Un modéle 3D a été traité par Bass [12]. Ils ont développé des
descriptions cinématiques du pneu en rotation en état quasi stationnaire. Leurs méthodes ne sont
ni une approche Lagrangienne ni Eulérienne. Elle est trés cohérente avec l'approche arbitrairement
Lagrangien Eulérien (ALE) [68] souvent utilisée pour traiter le probléme de couplage fluide-structure.
Nackenhorst [69] a détaillé cette approche et I’a appliquée pour un solide déformable en rotation et en
transformation finie. L’approche ALE décompose le mouvement en trois configurations (cf. figure 2.2) :
la configuration initiale (Lagrangienne), la configuration actuelle (Eulérienne) et une configuration de
référence sur laquelle sont écrites les équations d’équilibre. Les deux premiéres configurations sont
définies. La configuration de référence n’est, quant & elle, pas définie physiquement, c’est une image
de la configuration initiale en rotation, sa géométrie est donc connue. En revanche, il n’y a pas de
définition des points matériels sur cette configuration, seuls leurs positions sont définies sur cette
configuration & chaque instant ¢. Cela permet d’écrire les équations d’équilibre comme a pu le formuler
Nackenhorst pour le mouvement stationnaire et le mouvement dynamique en déformation infinitésimale
[69] [19]. De plus, ces équations peuvent s’écrire sous forme variationnelle ce qui permet d’appliquer
une résolution par MEF. On peut effectuer un maillage sur la configuration de référence. Les conditions
de contact étant fixes par rapport a cette configuration, on peut raffiner la zone de contact et garder le
maillage grossier dans la zone hors du contact. Cela permet d’éliminer un inconvénient de ’approche
Lagrangienne. Etant donné les avantages de 'approche ALE, celle-ci est retenue pour traiter le probléme
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de la dynamique d’un solide en rotation et en transformation finie.

initial configuration current configuration

FI1GURE 2.2 — Les différentes configurations dans I’approche ALE : configuration initiale, configuration

actuelle et configuration de référence (bas)

2.1.4 Travail envisagé

La résolution du probléme stationnaire et du probléme dynamique d’un solide déformable en rotation
et en petites déformations existent. Le travail envisagé consiste a étendre ces formulations au pro-
bléme dynamique tournant en transformation finie. Il faut, en particulier, prendre en compte les effets
de déformation non-linéaire en géométrie et de rotation. L’approche ALE nous permet de traiter ce

probléme. Elle est développée au chapitre 3.

2.2 Modéles vibratoires de pneumatique

Le comportement vibratoire d'un pneumatique est étudié depuis longtemps. Les études sont basées
généralement sur la configuration du pneu gonflé et sans écrasement.

2.2.1 Modéles analytiques

L’objectif de construction de ces modeéles est d’établir des réponses analytiques. Dans la littérature,
les modeéles analytiques du pneumatique peuvent étre classés en trois grandes familles : modéles
d’anneaux circulaires ; modéles de deux plaques; modéles de plaques cylindriques.

Anneaux circulaires

On trouve dans la littérature des modéles d’anneaux circulaires 2D et 3D. Bohm [16], Heckl
[42] et Kropp [52] ont modélisé la bande de roulement & l'aide d’une poutre circulaire de type
Euler-Bernoulli (cf. figure 2.3). Les flancs sont remplacés par des ressorts radiaux et des ressorts
tangentiels. Ce modéle prend en compte l'effet de précontrainte du pneu associé & sa mise sous



2.2. Modéles vibratoires de pneumatique 25

pression. C’est un modéle 2D décrit par les équations suivantes :

B ) = B o) = s b
2.1)
B ) = B W o) = S ) =S5 b

ou E est le module de Young du matériau, S est I’aire de la surface de section transversale, a le rayon,
B la raideur de flexion, p la masse volumique du matériau, k, et k; les raideurs élastiques radiale et
tangentielle, Ty la tension et ¢ est la pression. v et u sont des déplacements radiaux et tangentiels de

I’axe neutre.

FiGURE 2.3 — Modéle d’anneau circulaire.

Ce modéle d’anneau circulaire est trés utile pour analyser les vibrations radiales du pneumatique en
basses fréquences. En 2000, Périsse 78] a comparé le calcul de la vitesse d'un point sur 'anneau avec
sa mesure expérimentale (cf. figure 2.4) et montré une bonne concordance en basses fréquences (moins
de 400 Hz).

Plusieurs auteurs ont développé des modéles d’anneau circulaire en ajoutant 1’effet de rotation (Meftah
[66] ; Périsse [77]; Campagnac [21] [20]). Des termes d’accélération en rotation ont été ajoutés a droite
des équations (2.1). Ce modele permet de reproduire le phénoméne de dédoublement des modes en
fonction de la vitesse de rotation. Cette propriété est également retrouvée dans le travaux de Bolton
[51]. De plus, Huang [45] a analysé le modéle d’anneau en rotation sous un systéme de suspension.
Finalement, le modéle d’anneau circulaire 2D permet de modéliser le comportement dynamique du
pneu en basses fréquences [0-400 Hz|. Les fonctions de transfert analytiques permettent de traiter le
probléme de contact. Afin d’appliquer ces modeles, il faut identifier des parametres (les raideurs des
ressort, la raideur de flexion ...).

En revanche, le modeéle d’anneau circulaire 2D ne permet pas d’observer des modes hors plan (mode
de basculement). C’est la raison pour laquelle Eichler [29] et Gipser [35] ont enrichi un des modéles
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FIGURE 2.4 — Comparaison des résultats de mesure et de simulation (Périsse [78]).

d’anneau circulaire en ajoutant une raideur latérale de la bande de roulement Cpeng et un modéle de
jante rigide (figure 2.5). Ce modéle est appelé "Ftire".

Avec ce modéle, les 6 composantes des efforts transmis & la jante sont calculées. Parallélement, 6
modes de vibrations sont également observés (cf. figure 2.6). Le modéle Ftire est appliqué au roulage.
En effet, la comparaison des forces transmises & la jante calculées par son modéle d’une part et celles
mesurées expérimentalement d’autre part a permis de valider le modéle jusqu’a 120 Hz. 11 a considéré
que le pneu roule a la vitesse de 40 km/h sur un obstacle de forme triangulaire (cf. figure 2.7). La
simulation est suffisamment précise dans la prédiction des caractéristiques des pneumatiques en état
stationnaire et lors du passage d’obstacles simples. Néanmoins, ce modéle ne peut pas s’appliquer
pour un roulage sur de petits obstacles comme des gravillons. De plus, pour appliquer ce modéle, on
a la méme difficulté que pour le modéle d’anneau circulaire 2D. Les paramétres du modéle restent
difficiles a identifier.

En résumé, les modeéles d’anneau circulaire 2D ou 2.5D permettent de modéliser des vibrations du pneu-
matique en basses fréquences. Mais, leurs réponses ne sont pas validées en moyennes fréquences |78].

Plusieurs modeéles 3D sont construits pour prévoir les vibrations d’un pneumatique & hautes fréquences.

Modéles de deux plaques - modéles 3D

En 2003, Muggleton [67] a modélisé un pneumatique a l’aide d’'un modéle & deux plaques orthotropes
en traction. La bande de roulement se modélise par une plaque et les flancs sont remplacés par deux

plaques. La pression de gonflage crée une tension dans la bande de roulement. Donc, cette pression
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FIGURE 2.5 — Modéle Ftire (Gipser [35])

L
Al
1]

e
s,
e

2

T
iy
]

......
nﬁ“m.
1]
Hi

N
o
o

o0
.|‘.?

- e .\\\\l
RS

G

AW

ey

W

0

0
i
Ly

il

[T

LR

i H
= - H
5 HeH
iEEsEE igite
2 SN H = e
et St tSES== H
i i S i = e
Kea e LN oy =k W
D
S eplrigy > Heat
L allii =

FIGURE 2.6 — Modes de vibration du pneu en encastrant la jante (Gipser [35])

est remplacée par une force normale appliquée aux deux extrémités A et A’ (figure 2.8). Le lien entre
les flancs et la bande de roulement est représenté par un ressort. L’équation dynamique est donnée

ci-dessous :
0?2 0?2 94 9% 9?2 ot 0?
_TOx@ - TOyain + Bx@ + 2Bmy <81‘26y2) + By67y4 + s+ phﬁ w (l’,y, Zat) =p (:I;an()at)
(2.2)

ot Tp, et Toy sont les tensions. B, et B, sont respectivement les rigidités de flexion de la plaque en
deux directions x et y. s est la rigidité du ressort élastique de la fondation. p est la force appliquée.

Se basant sur ces équations, Hamet [39] a analysé les vibrations du pneumatique sous une force
ponctuelle appliquée au centre de la plaque. Cela permet de construire des fonctions de Green
du pneumatique utilisées pour traiter le probléme de contact. Les deux modéles de Hamet [39] et

Muggleton [67] ne prennent pas en compte ’effet de la courbure du pneu.

En effet, la structure interne du pneumatique (multi-couche) fait séparer la bande de roulement en

deux couches dont les comportements sont trés différents. La premiére couche dite "carcasse" permet

de décrire des vibrations a basses fréquences. La deuxiéme couche dite " patins en caoutchouc" a des

vibrations a hautes fréquences. Larsson [58] a proposé un modeéle de deux couches sur une fondation
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FIGURE 2.7 — Comparaison des forces transmises a la jante a la vitesse de 40 Km/h. Gauche : force

normale. Droite : force tangentielle (Gipser [35])
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FIGURE 2.8 — Modele a deux plaques du pneu (Muggleton).

élastique. Son modeéle est validé par Andersson [4] (cf. figure 2.9).

Un autre modele de type deux plaques est développé par Pinnington [81] [83] [82] (cf. figure 2.10).
Son modele prend en compte la courbure du pneumatique. L’effet de courbure du pneumatique est
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FIGURE 2.10 — Modele de la bande de roulement (Pinnington [81])
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de coupler les mouvements radial et circonférentiel et les effets des forces normales et des forces

tangentielles dans toutes les réponses vibratoires du pneu. Les équations dynamiques de la bande

de roulement sont écrites pour des ondes unidimensionnelles se propageant autour de la ceinture

et une onde stationnaire & travers la bande. Les effets de courbure, de rigidité en cisaillement,

d’inertie de rotation, de tension, de vitesse de rotation et de pression de 'air sont inclus. La plaque
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bidimensionnelle de type Mindlin est utilisée pour formuler ce modéle. Celui-ci est applicable pour
une large bande de fréquence (0-3 kHz). La difficulté du modéle est la détermination des parameétres

de la bande de roulement ou des flancs.
Modéle de coque cylindrique - modéle 3D

Bolton et Kim [50] ont proposé un modéle de coque cylindrique en rotation (Fig 2.11). Les flancs sont
modélisés par des ressorts radiaux et des amortisseurs. Les équations de ce modéle sont les suivantes :

¥ Local

ey\/‘ coordinates

Mb\ f— ar

Reference
coordinates

Duy,

D
L:E T s Up A h = {4z 797
(ug, ug, uy) + DDt +p DI%ZQ q (xD T)
Uug ug . 9
L X Y T 2Q —Q = X
o (u ueu)—l—)\Dt +ph<Dt2+ Dr ug) 0 (2.3)
Du, D?u, Duy 9
LT‘ xT 9 y W QQ _Q T — qr ' Yy
(u ugu)+)\Dt +ph<Dt2+ Dt u qr (z,0,1)
ou
6Nx:p . laNH:{:

L, (Uxa Up, u’r’) =

B 00
3%9 N, 90 Qor

L9 (uxauevuT) = ~"Qa. T " an —

0Qzr  10Qg . Ngg 0%u,.  Ngg" 0%u,
Lr T yUp ) = — - - — N:ch -
(e, g, ) 9z a4 00 ' a 222 a2 o

ou u est le déplacement dans direction indiquée par 'indice. N et @) sont respectivement les résultantes
des forces normale et de cisaillement, g, la force appliquée, p la masse volumique, h ’épaisseur de la
bande de roulement et a son rayon. {2 est la vitesse de rotation du cylindre.

On appelle respectivement fs la fréquence naturelle du cylindre en absence de rotation et f la fréquence
propre du systéme en rotation. Elles sont liées par 'approximation :

f=fs* ];L;:LQ (2.4)

ou k¢ est le nombre d’onde.
Les travaux de Kim et Bolton [50] ont permis de valider cette formulation par comparaison cal-
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culs/essais (cf. figure 2.12).
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FIGURE 2.12 - Vitesse des points de la bande roulement (gauche) et nombre d’onde (droite) (Kim et
Bolton [50])

Avantages des modéles analytiques

Tous les modéles analytiques du pneumatique sont rapides a résoudre. Ils permettent de décrire des
phénomeénes physiques. Les modeéles sont validés jusqu’a 3 kHz (les modéles d’anneaux circulaires
validés a 300 Hz, les modeéles de coques et de plaques validés de 500 Hz a 3 kHz). En particulier, ces
modéles analytiques sont trés utiles pour des études théoriques.

Travail envisagé

Les modéles analytiques dans la littérature incluent l'effet de la pression de gonflage. Il n’y a pas de
modele de pneu écrasé. Afin de modéliser cet état du pneu, il faut enrichir un des modeéles d’anneaux

circulaires en prenant en compte 'effet de la déformation non-linéaire en géométrie.

2.2.2 Modéles numériques

Du fait de la complexité de la géométrie du pneumatique et des matériaux hétérogénes qui le
constituent, un modéle analytique ne décrit pas complétement les vibrations du pneumatique. De plus
le couplage entre le cavité d’air et la bande de roulement est difficile & modéliser analytiquement. Il
est donc nécessaire de construire des modéles numériques de I'ensemble pneu,/roue/cavité pour prédire

les réponses vibratoires d’un pneumatique.
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Parmi les modéles numeériques, les modéles éléments finis sont utilisés fréequemment dans les secteurs

automobile, aéronautique ...
A titre d’exemple, on peut les modeéles de Takagi [95], Narasimha [70], Richards [85], Cho [23]....

Modéle éléments finis 2D

En prenant en compte les différents matériaux des couches du pneumatique, Takagi [95] a modélisé le
pneu en éléments finis 2D. Les comportements des matériaux sont supposés linéaires. La pression de

gonflage et la rotation sont prises en compte. Les modeles sont validés sur la plage [0-250 Hz].

Modéles éléments finis 3D

Le nombre de travaux sur la modélisation éléments finis d’'un pneumatique est trés élevé. On donne
ci-dessous quelques modéles typiques.

Concernant les modéles numeériques 3D, Fadavi [30] et Brinkmeier [18] ont modélisé un pneumatique
dans le code commercial Abaqus. Les propriétés du modéle sont identifiés par des mesures expérimen-
tales. La carcasse et les flancs sont modélisés avec des matériaux isotropes transverses. Les patins
en gomme sont représentés par un matériau hyper-élastique. Le contact avec la chaussée est aussi
modélisé. Ce modeéle est validé jusqu’a 1500 Hz. Narasimha [70] a modélisé un pneu lisse en contact
avec un obstacle. Deux méthodes de résolutions (méthode explicite et méthode ALE [69]) sont mises
en oeuvre. Les comparaisons avec les mesures expérimentales permettent de démontrer que la méthode

ALE est plus efficace que la méthode explicite (figure 2.13).
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FIGURE 2.13 — Comparaison des résultats calculés et mesurés par Narasimha [70]

Richards [85] a modélisé le pneumatique avec la cavité d’air. Le couplage entre le fluide et la structure
est inclus dans son modéle. En comparant avec la mesure, le modéle est validé jusqu’a 400Hz.
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Modéles de guide d’onde

A coté des modeéles éléments finis, des modéles de guide d’onde sont développés dans la littérature. Ces
modéles sont plus légers lors d’utilisation de structures périodiques. Mead [63] [64] [65] a largement
étudié ce type de structure. Mace |62] et Nguyen |72] ont détaillé la méthode des éléments finis pour
une structure guide d’onde périodique. La limitation de ces modéles est ’application & des structures

périodiques.
Travail envisagé

En profitant des modéles éléments finis, un modéle complet de I’ensemble du pneumatique (pneu/roue/
cavité) sera développé en prenant en compte les effets de rotation et de la déformation non-linéaire en

géométrie pour un pneu écrasé.

2.3 Modéles de contact

Dans la littérature, il existe des modéles de contact entre le pneumatique et la chaussée pour étudier les
vibrations du pneumatique. Cette section présente des modéles analytiques et des modéles numériques
ainsi que des algorithmes pour gérer le probléme de contact dynamique.

2.3.1 Loi de contact

La notion de "Loi de contact" est utilisée pour établir la relation entre la force de contact et 'interpé-
nétration entre deux corps. Cette force de contact est toujours en statique et le probléme de contact
est non-linéaire. Les lois de contact dépendent de la géométrie des solides en contact. En réalité, la loi
de contact est essentiellement établie par le contact entre un demi espace infini et une aspérité avec

une forme géométrique déterminée.

2.3.1.1 Contact de Hertz

Hertz [43] a développé le contact entre deux sphéres élastiques. Ce contact est considéré comme un

contact ponctuel. Les hypothéses de ce contact sont les suivantes :

— laire de contact est supposée circulaire et son rayon est trés petit par rapport aux rayons des spheéres.
Cela permet de considérer que chaque sphére est comme un demi-espace élastique

— il n’y a pas de frottement entre les deux sphéres. La pression générée dans 'aire de contact est

toujours normale. Les forces tangentielles sont nulles.

La loi de contact s’écrit : 4

pP= gE*R%(S% (2.5)
. o Ry Ry .
ol R est le rayon équivalent et se calcule par R = N R; et Ry sont les rayons de deux sphéres,
1 2
EE
Ey et E5 leurs raideurs respectives. B = 172 est appelé le module d’élasticité

Ei(1—-vi)+ Ex(1—13)
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équivalent.

La loi de contact entre une spheére et un demi espace infini se déduit de (2.5) en utilisant Ry — 0.
Le rayon équivalent devient le rayon de la sphére.

D’autres études analytiques de la loi de contact proposée par Love [61] et Giannakopoulos [34] ont

permis de développer le contact entre un demi espace avec un cone et une pyramide.

2.3.1.2 Loi de contact ponctuel

En généralisant cette loi de contact ponctuel, Sameur [87] et Cesbron [22] ont proposé une loi de
puissance pour un contact entre une aspérité de forme quelconque et un demi espace infini :

P =CE* (2.6)

ou C' est une caractéristique de la géométrie et des dimensions de aspérité. L’exposant v dépend de
la forme de 'aspérité. Sameur [87] a réalisé des mesures expérimentales pour les cas d’une sphére,
d’un cone et d’une pyramide. Il retrouve les parameétres des lois de contact de Hertz [43] et Love [61].
Cesbron [22]| a développé une méthode numeérique pour calculer le contact statique sur une aspérité.
Sa méthode est basée sur les trois conditions de Signorini [91] et la formulation de Boussinesq.

FIGURE 2.14 — La géométrie du contact

Les conditions de contact sont les suivantes :
— Si un point M est en contact entre deux solides 21 et 29, ce point n’est pas interpénétré dans les

deux solides.
VM € Qq, [o(M) >0

et (2.7)
VM e Qy,  Ti(M)>0
ou I'1 et T'y sont des fonctions de la géométrie du bord du solide 1 et du solide 2 respectivement (cf.
figure 2.14).
— Conditions sur la force et la géométrie : quelque soit le point M sur le bord des deux solides, la

relation ci-dessous est toujours satisfaite :

VM ey,  F(M)Ty(M)=0

et (2.8)
VM ey,  F(M)Ty(M)=0
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ot F(M) est la force normale au point M. Elle est considérée égale a zéro s'il n’y a pas de contact

et positive si le contact se produit.
La méthode de Cesbron considére un contact sans frottement :

VM € Qfortact Fo(M)An(M)=0 (2.9)

Ou n(M) est le vecteur normal de la surface de contact entre deux solides.
La relation entre les pressions de contact et les déplacements est établie & ’aide des formulations du
probléme de Boussinesq, en considérant que le solide €25 est comme un demi espace élastique. Celui-ci
est cohérent avec le cas du contact entre le pneu et la chaussée (les patins en gomme correspondent & un
demi espace et chaque aspérité sur la chaussée est considérée comme un solide rigide). La formulation

de Boussinesq s’écrit :

VM € Q,  u(M) = / P(S)T(M|S)dS (2.10)
Qo

ou u(M) est le déplacement vertical du point M. P(S) est la pression au point S. T (M|S) est la
fonction d’influence de Boussinesq, définie par :
1

Y(M,S) e 3, T(M|S)= T TP e ey (2.11)

La résolution des inéquations (2.7) et des équations (2.8) & (2.11), permet de déterminer I’aire de contact
et la pression résultante. En appliquant cette méthode, Cesbron [22] a identifié des lois de contact d’un

solide de forme quelconque avec un demi espace infini élastique pour un faible chargement. En écrivant

Pointe sphérique Granulat 1
% 1 4
J" el e
—_— 0 x x ~_ 0 ”;
*,_LE / *E-J -~
= o B -
= 2 ~ = 2 -~
~
L~ P - -
C=293,y=149 C=229, y=153
-4 4
25 2 -5 - 05 0 25 2 5 -1 05 0

In6 ) In( )

FIGURE 2.15 — Paramétres de loi de contact pour deux aspérités de forme quelconque

la loi de contact sous forme linéaire :
P
In (E*> = yIlnd + InC (2.12)

les deux paramétres C' et 7 sont identifiés comme sur les courbes (2.15).
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En tenant compte des formes de facettes des aspérités de la chaussée, la loi de contact va changer
quand le chargement devient important. Dubois [27] a proposé une nouvelle loi pour ce cas :

0 st 0<0 Non-contact
P=< CE*Y si 0<d<d Loide puissance (2.13)
KE*(0 —d)+Ce*d” si d<0 Linéaire

Le paramétre d peut s’interpréter comme un "enfoncement critique" défini grace aux fonctions dérivées
des lois de contact (cf. Dubois [28]). Toutes les lois de contact ci-dessus sont formulées pour un contact
normal. Le frottement entre deux solides est négligé. Mais elles peuvent servir aux études de contact

avec frottement.

2.3.2 Contact multi-points

Le probléme du contact multi-points ne peut pas étre étudié analytiquement. C’est un probléme non-
linéaire en général. La non-linéarité provient des inconnus que sont l'aire de contact et les efforts de
contact. Pour résoudre ce probléme, il faut tout d’abord faire une recherche de l'aire de contact et

ensuite résoudre des formulations de contact.

2.3.2.1 Recherche de 1’aire de contact

Quelques méthodes sur la détection de 'aire de contact rencontrées dans la littérature sont présentées

dans ce qui suit :

— Masgter - slave. Cette méthode est utilisée souvent dans les codes éléments finis. La "master" surface
est la surface du solide le plus rigide. La "slave" surface est superposée sur la "master" surface. La
résolution du contact utilise des informations sur l'interpénétration entre des noeuds esclave et la
surface maitre qui est donnée par la projection normale d’un noeud esclave sur la surface maitre.
Comme 'aire de contact n’est pas connue a priori, il faut choisir une zone potentiellement en contact
plus large que la zone effective de contact. L’aire de contact est déterminée lors du calcul & l'aide
d’une procédure itérative. Un point est considéré ne pas étre en contact lorsque la pression de contact
en ce point est négative (contact comprimé).

— Inside-outside : Wang a proposé cet algorithme comme amélioration de ’algorithme "Inside-outside",
[98]. L’algorithme propose une stratégie simple, selon laquelle ce noeud doit étre repoussé vers
larriére au moyen de la réaction des forces dirigées le long de la trajectoire du noeud (& l'intérieur
et & Pextérieur sur la méme ligne). Cet algorithme est rapide et robuste car aucune itération n’est
impliquée. Cependant, il peut entrainer des erreurs prés du bord d’intersection des deux surfaces de
contact si le maillage de la surface n’est pas assez fin.

— Space Fillin Curve : Ju [48] a proposé un algorithme de contact spline cubique. L’algorithme utilise
des interpolations cubiques particuliéres pour modéliser la surface de contact de maniére & pouvoir
adoucir les descriptions géométriques. Un noeud de contact peut glisser a travers plusieurs éléments
a la fois pour avoir la déformation compatible et des directions normales et tangentes continues. Ces
algorithmes peuvent étre utilisés pour résoudre les problémes de contact en 2D et 3D.

— D’autres méthodes de recherche de l’aire de contact existent dans la littérature : Linear Position
code Algorithm [74], The local gap function algorithm [44], The local pinball algorithm [14] ...
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En résumé, il y a des méthodes explicites comme "Inside-outside", " Space Fillin Curve"... et aussi

".... Avec les méthodes

des méthodes implicites "The local gap function algorithm'", " Master - slave
implicites, la convergence n’est pas démontrée théoriquement. Mais, si la surface de contact initiale
est choisie trés proche de celle réelle, le calcul est convergent. Concernant les méthodes explicites, elles
demandent un maillage trés fin pour avoir des bonnes tolérances. Le contact pneu/chaussée utilise

souvent l’algorithme "Master -slave" |27].

2.3.2.2 Reésolution des équations de contact

Les équations du contact sont des relations entre les déplacements des points au contact et les forces
générées dans I'aire de contact. Elles peuvent étre résolues par dfférentes méthodes : méthode directe,
pénalisation, multiplicateur de Lagrange, méthode utilisant les fonctions de Green.

Méthode directe

Les équations a résoudre sont sous forme discrétisée :

I

i+Ciu+Ku=F (2.14)

ou M, C et K sont respectivement les matrices de masse, de raideur et d’amortissement du modéle de
pneumatique. F, et u sont respectivement les vecteurs inconnus des forces de contact et des déplace-
ments.

Si ’aire de contact est connue, les conditions de contact de Signorini [91] permettent de calculer le
vecteur de déplacements des points dans l'aire de contact. La résolution des équations (2.14) devient

un probléme & déplacements imposés. Le vecteur des déplacements s’écrit :

uw= ( h ) (2.15)
Uy

ol u; est le vecteur inconnu de déplacements des points hors de l'aire de contact. u, est le vecteur
connu de déplacements imposés aux points dans ’aire de contact.
Les matrices des équations (2.14) sont arrangées selon la séparation du vecteur déplacement. Elles

deviennent :

M, M, Uy Gy Ly Uy K, K, Y2 Fe

De (2.16), le vecteur inconnu de déplacements est la solution de

(1, Mm)(Z;)%OH 012)(Z;>+(KH Km)(zl>=(o) 2.17)

On décompose les déplacements inconnus en deux parties : une partie statique et une partie dynamique.
uy = uf + uf (2.18)
ou uj est la réponse quasi statique. Elle est calculée par la relation statique de (2.17) :

K ui+K u=0 (2.19)
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Il vient :

uj =K 'K u (2.20)

La réponse dynamique, g‘f, est calculée par la relation dynamique de (2.17) :

ﬁnﬁ + Qng(li +tE, uf = My - Myt — Oy 4 — Oyl (221)
La relation (2.20) donne :
.5 -1 .
=k, Kyl (2.22)
i =-K, K,
Donc, la relation (2.21) devient :
wd . d d _ -1 . —1 .
M, iy + Oty + Ky uy = (gn K K, - %12> Uy + (gn K K,- gu) Uy (2:23)

La résolution des équations (2.23) donne des valeurs de uf et le vecteur déplacements u, est calculé
par la relation (2.18). Enfin, les forces des points dans l'aire de contact se calculent par :

(%21 M22)<Z;>+<021 022>(Z;>+(K21 K22><Z;>:Fc (2.24)

Méthode de pénalisation
Lors du contact, le solide se déforme et il y a de ’énergie ajoutée. La méthode de pénalisation consiste

4 minimiser ’énergie totale en ajoutant une fonction de pénétration :
* k T
I (w) = (u) + 56 ¢ (2.25)

ot IT(u) est I'énergie totale du solide, u les déplacements nodaux, & le vecteur de pénétration et & le
paramétre de pénalisation.

k . .
Le facteur —~£7 € est une énergie associée aux efforts du contact. Les forces du contact se calculent
donc par sa dérivation par rapport aux pénétrations :

o' (u)
F, = T k& (2.26)

Cette méthode est facile a appliquer. Mais la difficulté est d’identifier la valeur de k.

Méthode des multiplicateurs de Lagrange
Comme dans la méthode de pénalisation, I’énergie du systéme en contact s’écrit en ajoutant les mul-
tiplicateurs de Lagrange A :

I (u) = Ti(uw) + AT€ (2.27)

La minimisation de I’équation (2.27) méne a I’équation différentielle :

STI(u) + AT =0

\Toe <0 (2.28)

Cette méthode conduit & un temps de calcul élevé.
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Méthode des fonctions de Green
La résolution avec cette méthode est similaire & celle de la méthode directe. La différence est liée
& Décriture de la relation entre les déplacements et les efforts de contact. Dans cette méthode, le

déplacement nodal se calcule & I'aide de fonctions de Green et des efforts de contact :

u(t) = /0 G(t —7)Fu(7)dr (2.29)

ou G est la fonction de Green. Cette méthode est détaillée dans les références de Dubois [27], Cesbron
[22] et Meftah [66].

2.3.3 Schémas numériques appliqués a la résolution du probléme de contact

Le contact dynamique n’est pas souvent résolu analytiquement. Ce probléme est non-linéaire avec pour
inconnues : I'aire de contact et les forces de contact. Le calcul fréquentiel n’est pas applicable puisque le
probléme de contact n’est ni un probléme de force imposée ni un probléme de déplacement imposé. Les
équations de contact dynamique doivent étre résolues en temporel & partir de ’état au repos. Pour la
méthode directe (cf. la section 2.3.2.2), les schémas numeériques utilisés classiquement sont la méthode
de Newmark, la méthode des différences centrées, la méthode de Houbolt ou la méthode de Wilson qui
est une extension de celle de Newmark. Par la suite, les deux méthodes classiques de Newmark et des
différences centrées sont présentées. Le schéma discrétisé en temps pour la méthode des fonctions de

Green est également détaillé.

2.3.3.1 Meéthode des différences centrées

La méthode des différences centrées est basée sur une approximation de ’accélération constante sur
un intervalle de temps [¢t;—1, t;1+1]. Le déplacement dans cet intervalle est donc décrit par un polynéme

quadratique :

u=ar’>+br +c (2.30)
Avec —0t < 7 < t, 6t étant défini par ¢; —t;_1.
Evaluant cette équation & 7 = —dt, 0 et dt, on estime les coefficients a, b et ¢ comme suit :

1

a = 2{5? (ui+1 — 2u; + ui,l)

b= %51 (Wit1 — ui—1)

C = Uy

(2.31)

Cette approximation est d’ordre 6¢2. La réponse a U'instant ti+1 est donnée par :

m c 2m m c
— + — | uir1 = fi — —k i—(———) i— 2.32
(5t2 * 25t> uirt = fit (5t2 )u 5z 20t) ! (2.32)
Et la vitesse & l'instant ¢; est donnée par :

. 1
Ui = o5 (Uig1 — Ui—1) (2.33)

L’accélération & l'instant ¢; : .
U; = 52 (wir1 — 2u; + ui_l) (2.34)



40 Chapitre 2. Etat de ’Art

Par conséquent, la réponse u;11 est calculée si on connait les déplacements historiques wu; et wu;—1.
Les conditions initiales nécessaires sont donc d’avoir deux valeurs de wug et u;. Pour les problémes
dynamiques, les valeurs initiales sont fréquemment le déplacement initial et la vitesse initiale. Le
déplacement u; peut donc étre évalué par ces conditions initiales :

1
up = ug + 0ty + 55752110 (2.35)

. f() — C’llo — kuo
avec g = ————

m
Remarque :
La méthode des différences centrées est une méthode explicite. Une instabilité peut se produire en
fonction du pas de temps choisi. Le choix du pas de temps dépend de la fréquence de résonance du
systéme. Ceci est illustré sur 'exemple d’un systéme simple : une masse m et un ressort de raideur k

en condition libre. L’équation s’écrit donc sous la forme :

mii + ku =0 (2.36)
En utilisant la formulation (2.32), il vient :
m 2m m
@uiﬂ = (&2 — k:) u; — @ui,l (2.37)
En arrangeant cette équation, on obtient :
Ui + ((woét)2 - 2) Wi+ w1 =0 (2.38)

avec wo = \/z La solution de I’équation (2.38) est sous la forme :
u; = Ca (2.39)
ot C' est une constante et o un paramétre & déterminer. Donc, « est la solution de I’équation :
o+ ((wo5t)2 - 2) at+1=0 (2.40)

La réponse u; est stable si ||a]| <1 et a est un nombre complexe. On appelle a; et as deux solutions
de l’équation (2.40). On écrit :

U; = Cla1i + CQO[Qi (2.41)

On a la relation : a3 x @ = 1. Cela implique ||aq]|.||az|| = 1. Le systéme est stable si ||o|| = [|az]] = 1.
Cette condition rameéne a :

wolt < 2 (2.42)

Le calcul numérique est donc stable quand le pas de temps est inférieur & —.

wo
Il s’agit d’'un schéma explicite. La résolution pour un pas de temps est trés rapide. Par contre,
I'inconvénient de nécessairement choisir un pas de temps suffisamment petit entraine un grand nombre

de calculs. Le temps de calcul global peut donc étre trés élevé.
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2.3.3.2 Meéthode de Newmark

La méthode de Newmark est une méthode de linéarisation de l'accélération [79] pour résoudre un
systéme dynamique forcé en temporel. Cette méthode suppose que 'accélération du point matériel

varie linéairement dans l'intervalle de temps [t;,t;+1]. Cela donne :
U= uU; + E (ui+1 - ul) T (2.43)

avec 0 < 7 < 4t.
En intégrant cette formulation de 0 & ¢, on obtient :

W= U; + U;T + %51 (U1 — 1ys) 72 (2.44)
Avec 4 = u; quand 7 = 0. Intégrant encore une fois :
U= U+ T ST e (i — ) T .

avec u = u; quand 7 = 0.
On évalue (2.44) et (2.45) a 7 = 0t :

. .ot
Uip1 = U; + 5} (i + tiy1) (2.46)
et
. L
Uir1 = U; + U0t + F (2ui + Uz’—i—l) (2.47)
Dans la méthode de Newmark, les équations (2.46) et (2.47) sont supposées prendre la forme suivante :
Uiyl = Ui + ot ((1 — ’y) U; + ’yﬁi_H) (2.48)
et .
Uip1 = U; + w; 0t + 5t2 ((2 — 5) u; + Bai+1> (2.49)

La réponse temporelle a 'instant ¢;,1 est obtenue en évaluant ’équation dynamique & cet instant :
Mmili+1 + clit1 + kuiv1 = fita (2.50)

Cette méthode est donc une méthode implicite. Afin d’avoir une équation sur u;41, I’équation (2.49)

est résolue pour ;1 :

Lo 1 (u ) I 1 )i (2.51)
Ui+l = B(StQ Ui4+1 — Uy ﬁ(stuz 23 Uy .
En remplacant (2.51) dans (2.48), on a
= it — ~ N\ ~ Vi
Uit = 3ot (wit1 — wi) + (1 5) Ui + 6t <1 25) i (2.52)

Maintenant, on substitue (2.52) et (2.51) dans (2.50) :

m m . 1 . ye
W (uH_l — UZ) — @ul —m <2ﬁ — 1> (7% + @ (ui+1 — Uz)

TN . YN .
vel1= 2 ) +eot (1= L) ity +kuisr = fra (2.
c ( ﬁ) U; + cot < 25) it; + kuit1 = fir1  (2.53)
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On a une équation linéaire pour ;1 :

<£t2 + g;t /<7> Uil =
m m y .
fz+1+ <55t2 /85{/) Ui + <,8(5t_c<1_ﬁ>>Ui
1 ¥ .
+ ( (% - 1> — it (1 — 25)) i; (2.54)

Si u;, 4; et ii; sont connus, on peut alors calculer u; 41 par la formulation (2.54). Ensuite, les formulations
(2.52) et (2.51) sont utilisées pour évaluer ;41 et i;41. Les conditions initiales permettent d’avoir la

vitesse et le déplacement. L’accélération initiale est donnée par :
iip = (fo — ctip — kuo) /m (2.55)

ou fo est la valeur de la force a l'instant initial.

Convergence de la méthode de Newmark
Les propriétés de 1'algorithme dépendent des deux paramétres v et S (cf. tableau 2.1 )

Domaine Stabilité
1 .
v < 3 instable
1 ...
v < 3 et 20 <~ conditionnellement stable
1 1 1\ . iy
v < 3 et B> 1 v+ 3 inconditionnellement stable

TABLE 2.1 — Conditions de stabilité de la méthode de Newmark

1 1
En choisissant v = —, la méthode introduit un amortissement artificiel. Dans le cas v < =, cet
amortissement devient négatif. C’est la raison pour laquelle le schéma devient instable. On peut citer

quelques méthodes classiques associées aux valeurs de «y et 5 (cf. tableau 2.2) :

Nom de la méthode y I3 stabilité
1
Différences centrées | v = 3 B8 =0 | conditionnellement stable
T 1 1 o
Accélération linéaire | v = 3 8= 5 conditionnellement stable
U 1 1. o
Accélération moyenne | v = 3 8= 1 inconditionnellement stable

TABLE 2.2 — Les méthodes numériques associées a la méthode de Newmark

Les deux méthodes de différences centrées et d’accélération linéaire sont convergentes quand le pas de

temps utilisé est suffisamment petit (voir la méthode des différences centrées).



2.3. Modéles de contact 43

Remarque :

1
On utilise v = — et § = - dans le schéma de Newmark (méthode d’accélération moyenne) pour traiter

le probléme dynamique. Le calcul est donc toujours stable.

2.3.3.3 Discrétisation de la méthode des fonctions de Green

Cette méthode est proposée dans le modele de Kropp [53] et Larson [58]. Elle a été développée dans
la these de Meftah [66] et utilisée dans la thése de Dubois [27]. On part de la relation de Green (2.29)
et en supposant que la solution & l'instant ¢ est connue, il faut chercher la solution a l'instant t + At.
On a:

t+At t+AL
u(t + At) = / GV fo (t+ At — ) dr = / G (t+ At — 1) fu(r)dr (2.56)
0 0
En approximation :
Gt+ At —71) :G(t—T)—i—At%C;(t—T) (2.57)

En remplacant dans (2.56) :

t+AL
u(t + At) = /0 <G(t —7)+ At%(t - 7')) fe(T)dr

¢ e t+AL oG
— / <G(t el T)> fu(r)dr + / (G(t el T)> fulr)dr
0 ot ‘ ot
(2.58)
En posant
h ¢ oG
u(t) = Git—1)+ Ata(t —71) | fe(r)dr
0
La réponse historique u”(t) est connue. Le calcul de u(t + At) consiste & calculer intégration
t+At
/ <G(t —7)+ Ata—G(t - 7)) fe(T)dT
‘ ot
qui est calculée par la méthode des points de Gauss. Par exemple :
t+At oG G
/ (G(t —7)+ Atg(t — T)) fe(r)dr ~ At <G(At) + Atat(At)> fe(t + At) (2.59)
t
Donc, la relation entre le déplacement et la force de contact s’écrit :
w(t+ AL) = u(t) + At (G(At) + At%(f(m)) £t + A8 (2.60)

La relation (2.60) permet de résoudre le contact dynamique. Cette méthode est facile & mettre en
oeuvre dans le cas ou il existe une fonction analytique de Green. Sinon, les fonctions de Green peuvent
étre construites de maniére numérique. On peut chercher une approximation de la fonction de Green
en temporel (cf. Meftah [66]) :

A
G(t) = Eﬁlew—se{"w"'ﬁ sin wt (2.61)

n

ou N correspond au nombre de modes retenus. A,, w, et &, sont des paramétres a identifier et

wl = wp/1 - 2.
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2.3.4 Quelques modéles de contact du pneumatique

La résolution par éléments finis de problémes de contact a été proposée par Nackenhorst [69]. Une
approche ALE a été utilisée pour traiter le contact en rotation tout en tenant compte du frottement.
Les formulations 3D sont établies et un code éléments finis est appliqué par la suite. La configuration
étudiée est le contact entre le pneu et une surface lisse. Il a considéré que la surface est non-déformable.
Son maillage dans ’aire de contact est de 'ordre de 5 mm x 10 mm . La Fig 2.16 montre les efforts dans
I’aire de contact et le vecteur de la vitesse de glissement du contact avec le sol lisse. La distribution
des contraintes est concentrée au milieu de 'aire de contact.

Pour le traitement numérique du contact entre le pneumatique et une chaussée réelle, le maillage de
la zone de contact est souvent adapté & la taille des aspérités de la chaussée. La taille moyenne de
celles-ci étant d’environ 0.5 & 2 cm, la taille des mailles du pneumatique est situé entre 1 et 2 mm.
L’application de cette méthode pose le probléme du temps de calcul. A titre d’exemple, sous
Abaqus, le traitement du contact statique entre le pneumatique dont le maillage de 'aire de contact
est d’environ 1 mm x 2 mm et la chaussée réelle requiert prés de 18000 secondes avec un serveur

performant. Cela ne permet pas de calculer la réponse dynamique en temporel en un temps raisonnable.

circumferential

slip velocities

lateral shear ¥ | | J J J N5
R T

v

MPa

10 mm

a0

FIGURE 2.16 — La distribution des contraintes dans l’aire de contact et les vecteurs de la vitesse de

glissement [69]

Afin d’améliorer le temps de calcul, Cesbron [22| et Dubois [27] ont proposé une méthode basée
sur une loi de contact ponctuelle. Cette méthode est appelée Méthode Itérative & Deux Echelles
(MIDE). La méthode comporte deux étapes de calcul, chacune a une échelle différente de contact. La
chaussée doit étre définie sous forme de multi-aspérités & 'aide d’une méthode de partitionnement

détaillée dans [22] et [27|. Ensuite, pour chaque aspérité, une loi de contact de la forme (2.6) ou
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(2.13) est identifiée. La premiére étape est un calcul dit macro-échelle. A cette étape, la force de
contact est considérée comme une force normale appliquée au sommet de chaque aspérité. Cette
étape utilise la méthode itérative de contact multipoints initiée dans la thése de Sameur [87], enrichie
d’une résolution a force imposée plutét qu’en déplacement imposé. La surface de la chaussée se com-
pose de N aspérités. Chaque aspérité est positionnée dans le repére Ozyz comme l'illustre la figure 2.17.

Macro-échelle Micro-échelle

P
:n :J

Coefficient ‘ . ] ]
d'influence T, Matrice d'influence - Matrice d'influence

Pj / \ E local 4 . intér-aspérités 4 "
P ] A pz,
] ] il L \%mmmﬁm/q l i

\l AT T e e || N J L
PR AW P AT YA S

FIGURE 2.17 — Approche multi-aspérités & deux échelles [27]

Les équations de contact s’écrivent comme suit :

(2.62)

P, = CkE* (5k — Zl]il,l;«ékalPl)% SZ: 0 >0
0 st 0 <0

ou C}, et v sont des parameétres de la loi de contact. Ty est défini par (2.11). P est la force appliquée
au sommet de chaque aspérité. 0y est 'interpénétration entre I’aspérité et le massif.
Pour une résolution & force imposée, il faut ajouter ’équation d’équilibre des forces :

P=-xN P (2.63)

Les équations (2.62) sont non-linéaires et résolues par la méthode de Newton-Raphson.

La deuxiéme étape est le calcul a micro-échelle. Cette étape permet de calculer avec précision la distri-
bution de la pression sur chaque aspérité. En effet, les équations sont données par (2.62) et écrites pour
tous les points sur chaque aspérité. Ensuite, des zones locales autour chaque aspérité sont considérées
et les équations sont écrites par bloc. L’algorithme itératif de Gauss-Seidel par bloc non-linéaire est
utilisé avec des valeurs initiales qui sont déterminées d’apres le calcul macro- échelle.

La méthode MIDE est efficace pour traiter le probléme de contact statique. Pour le contact dyna-
mique, Dubois [27] a utilisé la méthode proposée par Meftah [66]. A I’aide d’'un modéle numeérique du
pneumatique, Meftah a identifié la fonction de Green notée G(t) de tous les points dans la zone de
contact sous la forme :

A
G(t) = Z]kvzl—s exp~Skk sin (wilt) (2.64)

w

k
ou N est le nombre de modes retenus. wy et & sont respectivement la fréquence et le taux d’amortis-
k,ime

sement du mode, et wg =wiy/1 — 5,%.
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On part de I’équation de convolution pour calculer le déplacement :

u(t) = /0 G(t —7)q(T)dr (2.65)

La vitesse se calcule par :

o(t) = /O dG(gt_T)q(T)dT (2.66)

En supposant que l'aire de contact est connue, le déplacement et sa vitesse sont définis par les condi-
tions de contact [66]. La discrétisation en temps des équations (2.65) et (2.66) et une approximation de
Pintégration par la méthode des points de Gauss, permet de calculer les forces dynamiques de contact.
Cette méthode prend en compte Ueffet dynamique du pneumatique. Mais son inconvénient est lié & la
difficulté de calculer la vitesse des points dans 'aire de contact. En particulier pour le cas tridimen-
sionnel, il faut disposer d’'une chaussée décrite par une fonction dérivable en toute direction. Une autre
difficulté porte sur les champs de déplacements ne sont pas toujours dérivables par rapport au temps.
Ceci se produit typiquement aux instants du début et de la fin du contact. Si on néglige le temps de
mise en contact (la discontinuité de la vitesse entre avant le contact et dans le contact), la vitesse du
point du pneumatique rentrant dans le contact est imposée par la dérivation du point de contact sur
la chaussée par rapport au temps.

La recherche de Daire de contact est faite de maniére itérative comme dans la méthode de Sameur
[87]. La figure 2.18 montre un exemple de spectre de la force de contact au milieu de la base du
pneumatique & trois vitesses différentes.

100

L [dB]

£[Hz]

FIGURE 2.18 — Spectre de la force de contact au milieu de 'empreinte d’'un pneumatique en contact
avec une chaussée réelle [66]

Pour éviter le calcul de la vitesse des points dans l'aire de contact, Dubois [27] a utilisé la relation
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(2.65) avec la force de contact ¢(t) qui est calculée par la loi de contact (2.13) :

0 si 8(t) <0
a(t) = CE*S(t) si 0<6(t)<d (2.67)
KE*(3(t) —d) + Ce*d’  si d < 8(t)

Il y a deux avantages au travail de Dubois. D’une part, le temps de calcul du contact est raisonnable.

D’autre part, il évite de calculer la vitesse des points au contact.

2.3.5 Modéle du pneumatique pour traiter le contact

Kropp [53]| a ajouté un tapis de ressorts sous la ceinture du pneu modélisé comme une plaque cylin-
drique. La pression de contact pneu/sol est représentée par les réactions des ressorts. C’est un modele
trés léger en temps de calcul. De plus, la vibration du pneumatique est bien représentée dans le calcul
de contact. En considérant que les points au contact sont indépendants, ce modéle n’introduit pas d’ef-
fet d’interaction entre eux. Pour améliorer cette limite, Larsson [58] a proposé un modéle de bi-couche
(Fig 2.19). La premiére couche est une plaque modélisant la ceinture du pneu. La deuxiéme couche est
une deuxiéme plaque liée directement avec le tapis de ressort. Les force de contact se calculent en deux
étapes. La premiére étape est un calcul statique permettant d’obtenir une surface de contact et une
précontrainte dans la ceinture. La seconde étape est un calcul dynamique réalisé sous ’hypothése de pe-
tites perturbations associées & la rugosité de la chaussée. Par rapport au modéle développé par Kropp,
Larsson a pris en compte D'effet d’interaction entre des points dans ’aire de contact. L’inconvénient

des deux modéles est I’absence d’effets gyroscopiques créés par la rotation du pneumatique.

FIGURE 2.19 — Modéle bi-couche de Larson et Kropp [5§]

2.4 Conclusion

Cette étude bibliographique sur les solides en rotation a permis de dresser un panorama sur les mé-
thodes existantes permettant de prendre en compte les différents effets de rotation. La méthode ALE
est retenue pour formuler notre probléme de solide déformable en transformation finie et en rotation.

Les modeéles du pneumatique rencontrés sont le plus souvent utilisés pour analyser les vibrations du
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pneumatique dans la configuration gonflée et en rotation mais sans prise en compte du chargement
du véhicule. Les modéles analytiques présentés sont validés jusqu’a 2kHz et les modéles numériques
jusqu’a 4kHz. Les effets liés & la rotation du pneumatique sont mis en évidence théoriquement & I’aide
de différents modeéles analytiques ainsi que par des mesures.

Concernant la modélisation du contact, plusieurs modéles sont proposés pour traiter le contact pneu-
matique/chaussée. Des approches sont proposées pour réduire le temps de calcul. De tels modéles
peuvent étre appliqués au contact pneumatique/chaussée réelle avec un maillage trés fin. En combi-
nant un tel modéle avec un modéle de pneumatique, le contact dynamique peut étre calculé dans un

temps raisonnable.



CHAPITRE 3

Solides déformables en rotation et en
transformations finies

L'objectif de ce chapitre est d’utiliser une approche ALE (Arbitrairement Lagrangienne Eulérienne)
pour formuler le probléme d’un solide déformable en rotation. Dans un premier temps, nous rappelons
la description du mouvement. Les équations d’équilibre sont ensuite écrites par rapport 4 une configu-
ration de référence dont le choix est justifié. Enfin, on propose une formulation variationnelle associée.
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3.1 Introduction

Les explications présentées dans la section (2.1) justifient I'utilisation de 1’approche ALE pour étudier

la dynamique d’un solide déformable en rotation. On rappelle les avantages de cette approche par

rapport a une approche Lagrangienne [69] [19] :

— La réponse stationnaire est indépendante du temps.

— Une discrétisation spatiale fixe pour la configuration de référence est utilisée.

— Le raffinement du maillage est déterminé par la discrétisation spatiale.

— La réponse dynamique est analysée facilement par la méthode modale classique.

Une étude de la dynamique d’un solide déformable en transformations finies et en rotation nécessite

de définir différentes configurations. On différencie deux états de solide déformé :

— L’état stationnaire : C’est la configuration dans laquelle le solide se déforme de maniére statique.
Cela signifie que les déplacements des points matériels ne dépendent que de leurs positions.

— L’état dynamique : C’est une petite perturbation autour de 1’état stationnaire. Cette perturbation
dépend du temps.

L’approche ALE [69] et les méthodes des éléments finis [73] [100] [71] [13] développées dans la littérature

restent valides pour traiter le mouvement stationnaire. On tire donc profit de 'approche ALE pour

développer la formulation stationnaire. En ce qui concerne le mouvement dynamique, les formulations

sur une référence choisie seront développées. L’explication des choix et les résultats sont détaillés dans

la section 3.2.3.

3.2 Equations du mouvement

Dans cette section, les définitions des différentes configurations avec les différents mouvements sont
détaillées. Ensuite, les équations d’équilibre correspondant a chaque état déformé sont construites.

3.2.1 Description du mouvement

Sur la figure 3.1, les quatre configurations possibles du solide au cours de la déformation sont présentées :
la configuration initiale notée Dy, la configuration tournante notée D,, la configuration stationnaire
notée Dy, la configuration vibrante (ou actuelle) notée D;. Plus précisément, dans un repére orthonormé
fixe R(O, e1, ez, e3), on introduit les notions suivantes :

— le temps t qui est une variable réelle.

— un point mateériel dans l’espace physique qui est représenté par ses cordonnées (X1, Xo, X3).

— des opérateurs mathématiques : gradient (grad), divergence (div) qui sont calculés par rapport aux

variables de ’espace physique.

— la configuration initiale (Dp) qui représente l'ensemble des points matériels & 'instant ¢ = 0.

— la configuration tournante (D,) qui représente ’ensemble des points matériels a I'instant ¢ sous un
mouvement rigide.

— la configuration stationnaire (D) est celle du solide en régime quasi stationnaire dans laquelle
I’ensemble des points matériels se déforment statiquement sous l'effet des charges extérieures.

— la configuration actuelle ou vibrante (D;) représente les vibrations des points matériels autour de

leurs positions dans la configuration stationnaire.
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Configuration
DO [)r actuelle

Configuration

=
initiale g (x,.1) L= grad, (4,(x,.1)) / \

$o(x,.7)

Fy = grady (¢,(x,.1))

i1/
2

T *
L h =

% T _
0 E) -

===mm Configuration statique

D

Configuration

o Configuration vibrante
de référence

F1GURE 3.1 — Description du modéle.

Les quantités indicées par (.)o, (-)r, (-)s, (-)¢ désignent respectivement celles relatives aux configurations
Dy, D,, Dy, D;. Par exemple, un point matériel M est :

— My dans la configuration Dy. On peut ainsi écrire : Xo = OMy = Xo,e1 + Xo,e2 + Xo,e3
— M, dans la configuration D, : X, = OM, = X, e1 + X,,e2 + X, e3

— M, dans la configuration Dy : X, = OM, = X, e1 + Xg,e0 + X e3

— M; dans la configuration D; : Xy = OM; = Xy e1 + Xp,e2 + Xyze3

Les opérateurs : grad et div, représentent respectivement les opérateurs gradient et divergence calculés
—
dans la configuration D;.

Les transformations ¢;; décrivent le passage de la configuration ¢ & la configuration j. Par exemple, la
transformation de la configuration initiale & la configuration de référence s’écrit : X, = ¢o,(Xo, ). La
transformation de la configuration de référence a la configuration stationnaire s’écrit : Xy = ¢ps( Xy, 1)
Le tenseur de Green du gradient de la transformation se calcule selon les configurations :

Fi —d&
Or—d&
F, —d&
rs—er
@ (3.1)
=L ax,
F —d&
Os—d&
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On a des relations entre les différentes configurations, par exemple : Fps = Fo, F.s On remarque que

le tenseur Fp, d’une transformation rigidifiante doit satisfaire : FOTT& = Fjy, &T =1

3.2.2 Equations d’équilibre de I’état stationnaire

L’approche ALE est choisie pour traiter le mouvement stationnaire. La configuration de référence de
cette étape est celle de rotation D,. On va écrire les équations d’équilibre sur cette configuration de
référence.
La conservation des quantités de mouvement sur la configuration stationnaire Dy conduit aux équations
d’équilibre :

psYs = psfs + divs (g) (3.2)

ol ps est la masse volumique du matériau dans Dy, fs la force volumique extérieure appliquée dans
Dy, s accélération dans Ds et o le tenseur des contraintes de Cauchy dans Dy.
L’équation (3.2) est écrite dans la configuration stationnaire. Il faut écrire tous les termes de cette

équation dans la configuration de référence.
La masse volumique

La conservation de la masse nous donne :p;Vs = p,.V, — ps = vrpr
S
pr est la masse volumique du matériau dans la configuration tournante D,..

v
On note J = — le coefficient de la dilatation volumique du solide qui est égale & det(F,s). On obtient
T

donc : ps = p—;

L’accélération

L’accélération d’'un point matériel se calcule par dérivation eulérienne par rapport au temps.

DX,
Js = Dt2

(3.3)

De méme, la vitesse d’un point matériel dans la configuration stationnaire est calculée par une dériva-
tion du vecteur de sa position par rapport au temps :

Vg = —— (3.4)

A Tétat stationnaire du solide, la déformation d’un point matériel dans la configuration actuelle ne
dépend que de sa position dans la configuration tournante. Cette déformation ne dépend pas du temps.
On note : X5 = ¢rs(X;). Alors, la vitesse absolue dans la configuration stationnaire est calculée par :

DX, 0X;0X,
Vg = —— — ——

=~ "Dt 09X, ot (3:5)

Pour la configuration de référence, la vitesse se calcule par une dérivation spatiale en disant que la
vitesse d’un point matériel sur la configuration de référence est connue. Effectivement, le mouvement

rigidifiant s’écrit : X, = ¢o,(Xo,t) = C(t) + 0(t)(Xo — C(0))
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ou C(t) et C(0) sont respectivement les vecteurs de position du centre de rotation du solide a 'instant
t et & ’état initial. O(t) est la matrice orthogonale de rotation.

ox, OCH) o)Xy -C0) .
o =% = () +6(1)(Xo — C(0)))

On définit :

QX,.1) = C(t) +0() 8(0) " (X, — C (1)) (3.7)

le vecteur de rotation du solide.
On remarque que la vitesse du point matériel de la configuration de référence est le vecteur de rotation.

Elle est connue si on connait la vitesse de rotation.

L’expression (3.5) devient :

DX,
Dt

= FrsQ(&’ t) (38>

Vg =

A partir de (3.8), on calcule I’accélération dans (3.3) :

D?X, _ Dus D(FrsQ( Xy, 1) O(FpsQ(Xp 1)  0(Frs2(X,1))

’YS: — = = = —|—

=D T Dt Dt ot 0X,
Donc,
o(Q(X,,t
3= 52O, (Ba0(%,0) 00500 (3.10)

Les contraintes

Dans 'équation (3.2), le champ de contraintes est celui de Cauchy. C’est la contrainte sur la configu-
ration déformée. Il faut la transformer en contrainte de Boussineq ou de Piola Kirchhoff qui sont des
champs de contraintes de la configuration de référence [84] [11].

On calcule la facon dont une surface matérielle élémentaire d’aire dA, et de normale unitaire n, at-
tachée & la configuration tournante se transforme en une surface d’aire dA; et de normale n, dans la

configuration stationnaire :

dVy = ngdAgdX, = ngdAFsd X, (3.11)

Par ailleurs, le volume élémentaire de ’état stationnaire est égal au produit entre le coefficient de la

dilatation volumique et le volume élémentaire dans la configuration tournante :
dVy = JdV, = Jn,dA,dX, (3.12)
De (3.11) et (3.12) vient la relation :

nsdAs = JT Frs 'n,dA, (3.13)
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Le théoréme de Stokes conduit & :

/ Sdivs (é)dvs - ngsasnsdA

= f JSTFTS In,dA,

aDr (3.14)
= / div, JO‘S TFTS_I) dV,
D,
== / leT JGS TFTS_1> dV
Finalement :
1
div, (g) = —div (Jas s 1) (3.15)

Les contraintes de Piola Kirchhoft S, sont liées aux contraintes de Cauchy o, dans la configuration

tournante D, par :

Sy = JFs los Frs ! (3.16)

L’expression (3.15) devient alors :

div, <a:> - %divr (L S:) (3.17)

En résumé, I’équation d’équilibre de I’état stationnaire peut étre écrite dans la configuration tournante

sous la forme :

QX t
Frsi(i(i )) + gradT (FrsQ(Xm t)) Q(Xra t) fs 7dlv7" <F7"S S7> (318)
- ot — — - =
(Q(Xr, 1)) - : o
En supposant que 877 = 0 (le cas sans force d’inertie ortho centrifuge), I’équation d’équilibre
(3.18) se réécrit :
1.
grad, (FusQ(X,,6)) (X, t) = fo + —divy (B S, ) (3.19)

3.2.3 Equations d’équilibre de ’état vibrant
3.2.3.1 Gradients de transformations et conditions de petites perturbations

Pour décrire le mouvement, les notions suivantes sont définies ou rappelées :

or (Xo,t) = C(t)
rs(Xpot) = X,
@(&7 t) = &

+0(t) (Xo - C(0))
Us(Xy) (3.20)
ﬂ( Svt) = T+Q (ert)

[ < [
I

ou Us(X,) représente le déplacement stationnaire. u(Xs,t),u,(X,,t) les petites perturbations autour
de I’état stationnaire respectivement projetées sur la configuration stationnaire et sur la configuration

de référence.
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Les tenseurs de Green de la transformation des configurations sont donc donnés par :

Py = o
OT—dXO

aX.
e
dX;
= ax, = Lt erad, (u(Xe 1)
dX,
- dX,

=
w
Il
Il
[I—=
+
ag
=
&
o,
$
—
S
~—~
;
N—
SN—

(3.21)

S
|
I
=
+
o
=
&
&~
x
=
~—
~—
+
o
=
&
=~
—~
£
—~
)
~
=

En utilisant la relation :F.s Fs = Fj, il vient :

(1+grad, (U.(X,)

N———

(1+ grad, (u(Xy, 1)) =1+ grad, (Uy(X,)) + grad, (w(X,.1))  (3.22)

D’ou la relation :
(1+ grad, (Us(X,)) ) grad, (u(Xe, 1)) = grad, (u (X, 1)) (3.23)

Finalement, la condition dite de perturbations infinitésimales qui s’écrit :

grad, (u(X,, 1)) <1

Conduit a :
grad, (w(X,,1)) <1 (3.24)

3.2.3.2 Idées de formulation du probléme

La résolution des équations (3.19) donne les solutions de I’état d’équilibre stationnaire. L’étape suivante

est d’analyser les vibrations autour de cet état. Il existe deux possibilités de mise en oeuvre des

équations dynamiques :

— Les équations dynamiques d’équilibre sont écrites directement par rapport & la configuration sta-
tionnaire.

— Les équations dynamiques d’équilibre sont écrites par rapport & la configuration de référence en
soustraction de la partie stationnaire.

La premiére fagon nous sert a établir des formulations variationnelles pour appliquer un calcul éléments

finis. La seconde est une extension des équations (3.19). Elle nous permet de détailler analytiquement

les formulations. Par conséquent, nous pouvons avoir des solutions analytiques pour certains cas simples

(cas du modele d’anneau circulaire linéaire, du modeéle de coque cylindrique linéaire) et des solutions

semi numeérique-analytique dans les cas plus complexes (cas du modeéle d’anneau circulaire avec la non

linéarité en géométrie ...).

3.2.3.3 Equations d’équilibre de I’état vibrant par rapport a la configuration stationnaire

Dans la configuration vibrante Dy, I’équation d’équilibre est obtenue de la méme facon que dans le cas

stationnaire :
pit = pifi + dive (o2 (3.25)

ou p; représente la masse volumique du matériau dans Dy, f; la force volumique extérieure appliquée

dans Dy, v I'accélération dans Dy et o; le tenseur des contraintes de Cauchy dans Dy.
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Sous I’hypothése de déformation infinitésimale, les configurations D; et Dy sont confondues. Cela

implique que pr=ps
On calcule la vitesse d’un point matériel dans la configuration actuelle :

DX, Dou(Xet) 004 (Xet) 06w (Xot) OX,

Dt Dt B ot 0X, ot (3.26)
Donc,
DXy _ 0¢st (Xs)1)
T B + Fy vs (X5, t) (3.27)
[’accélération est :
ad)st XSa
_DQXt_D(()JrFstvs (Xs,t)> -
1= "D~ Dt (3.28)
Apres avoir développé, il vient :
P (64 (Xot)  OFu
Ve = BID + 2 5 Vs (Xs,t)
Ovs (X, t
+F5tv(8t) +grad, (B v, (X 1)) v (Xo 1) (3.29)

La description du mouvement introduite dans la partie 3.2.3.1 permet d’écrire X; = ¢u(Xs,t) =
X, + u(X,, t) dans la formule précédente, I'expression (3.29) devient :

0% (u(Xs,t) | OLw
2= o2 25

vs (X 1)

ds (X5, t)
ot

Comme dans le cas stationnaire, le tenseur d’incrément de contrainte de Piola Kirchhoff S; est lié¢ aux

—i—é + grad, ( st Us (Xs,t)) &(&,t) (3.30)

contraintes de Cauchy o; dans la configuration stationnaire D, par :

Sy =JFy o Ey ! (3.31)
L’équation d’équilibre s’écrit :
9y OFy Ovs
S+ 2+ Fu =t +grad, (Fuv,) v ft+psd1v5 (Fust) (3.32)

D’autre part, on rappelle 'équation d’équilibre (3.2) dans la configuration stationnaire :

Ps-Vs = ps.ﬁ—i— divg (2)

L’accélération d’un point matériel peut se calculer par dérivation de sa vitesse dans la configuration

stationnaire :

D (vs (Xs,1)) _ 0vs (Xs,1)
Dt B ot
L’équation d’équilibre dans la configuration stationnaire peut se mettre sous la forme :

s = +grad, (vs (Xs,t)) s (Xs,1) (3.33)

s (X, 1)

1 .
o emad, (v (Xo 1)) v (Xo 1) = fot —-divs (2) (3.34)
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Donc par une simple soustraction des deux équations (3.32) et (3.34), on obtient I'équation d’équilibre

vibrante autour de 1’état stationnaire :

dvs

Fu 1) 5 +mmad (= 1) ) v

= (fy— fo) + —div, (FuSi-0.) (3.35)

s

d%u % +<

Pour rappel, expression (3.21) donne :

dX
Fu= oo =1+grad, (u(X, 1))

U

En remplacant dans I'expression (3.35) :

82y Ograd, (u) IR

ot Us + grads (Q) ot + grads (grads (Q) %) Us

—(fi—f)+ plsdivs (FeSi—o.) (336)

On pose : & = St — 05 qui est le tenseur d’incrément de la contrainte qui peut étre calculée par la loi
de comportement du matériau solide :
€ (3.37)

15
I
ll[ie

ou (' est le tenseur du comportement du matériau et € est le tenseur de la déformation de Green :

1
e = grad, (u) + grad, (u)" + Sgrad, (u) "grad, (u) (3.38)

Fy —;’ < 1 comme : )grads (Q)‘ < 1,eten
négligeant tous les termes du second ordre, I’équation d’équilibre (3.36) peut étre écrite :

En utilisant ’hypothése d’une petite perturbation :

i + 2 grad, (1) vs + grad, (u) vs + grad, (gmdS (u) v5> Vs

= (ﬁ — E) + plsdivS (i—#— grad, (u) g) (3.39)

Physiquement, les termes dans la formule de cette équation d’équilibre sont définies par :
— L’accélération relative : i (&, t)

— Laccélération de Coriolis : 2 grad, (u(Xs,t)) vs

Ivs

ot

— L’accélération centripéte : grad, (&dS (u(Xs,t)) ﬁ> Vs

— L’accélération ortho-centripéte : grad, (u)

— La force volumique : ( Sfi— E)

Remarque :

v, est la vitesse de rotation (car a I’état stationnaire le déplacement ne dépend pas du temps). Donc, en
considérant un régime dans lequel la vitesse de rotation est une constante, v, est aussi une constante.

Le terme de ’accélération de Coriolis est proportionnel & v, et celui de l'accélération centripete est
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proportionnel a cette vitesse au carré. Dans ce cas 1a, 'accélération ortho-centripéte est nulle. Les

équations (3.39) deviennent alors :

i + 2 grad, (i) vs + grad, (grads (u) E) ve=(ft — fs) + idivs (i+ grad, (u) 2) (3.40)

S

3.2.3.4 Equation d’équilibre de I’état vibrant par rapport a la configuration de référence

La position du point matériel dans la configuration vibrante s’écrit comme (3.20) :
Xi = Xo + Us(Xo) + 1y (Xo, 1)

Comme dans le développement de (3.27) & (3.29), expression de 'accélération d’un point matériel par

rapport & la configuration tournante est donnée par :
0 (w (Xn.t)) |, OFu

ﬁ: atZ +2 ;Q(ﬁﬂf)

0Q (Xr,t
+Frt 7(7R )

Fr =5 +grad, (B0 (X 1)) Q (Xn,t) (341)

o 2 (&, t) est le vecteur de rotation du mouvement rigide.

Donc, les équations d’équilibre par rapport a la configuration tournante s’écrivent :

32ut a& aQ 1 ~
Bz T2 g Lt Ly terad, (@Q) Q=fi+ ;dlvr (ii) (3.42)

Avec & représentant le tenseur de contrainte de Piola Kirchhoff.
L’avantage de cette écriture

L’équation (3.42) est une extension de ’équation (3.19). Cette extension se retrouve au niveau des

2 OF,
u rt
termes de l'accélération relative <t> et de l'accélération de Coriolis | 2 f)TQ ; les autres

ot?
termes étant identiques. En faisant un développement détaillé de (3.19), il faut remplacer Us(X,) par
Us(Xr) + uy (X, t) pour trouver (3.42). Ensuite, grace a la relation (3.24), on peut linéariser (3.42)

par rapport & uy. Dans certains cas simples de modéles analytiques du pneumatique (ex : I'anneau

circulaire [66] [60], modéle de coque cylindrique [50]), des solutions analytiques existent pour tous les

termes des équations (3.42).

3.3 Formulation variationnelle

L’approche variationnelle consiste & construire les équations numériques qui nous permettront d’ana-

lyser Deffet de rotation. A ce stade, la configuration stationnaire est considérée comme référence (en
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appliquant les formulations (3.39)). L’indice ”s” est volontairement omis dans toutes les expressions
qui suivent afin d’alléger 1’écriture. Les équations d’équilibre dans I’état vibrant sont rappelées :

(X, t) + 2 grad (@ (X, 1)) v + grad (u (X, 1)) -

+ grad (grad (u(X,t)) y) v=f+ j}div (§ + grad (u (X, 1)) g) (3.43)

ou v est le vecteur de la vitesse d’un point matériel dans la configuration de référence, u est le
déplacement dynamique d’un point matériel, f est la force volumique, § est le tenseur d’'incrément de

contrainte, g est le tenseur de pré-contrainte dans la configuration de référence.

Les équations d’équilibre dynamique autour de ’état stationnaire sont multipliées par un champ de

déplacement virtuel du cinématiquement admissible et sont intégrées sur un volume © :

v

/ péuildV+/ 2pdu grad (@) vdV+/ péugrad (u) —dV
D D D ot

+ / pou grad <grad (w) Q) vdV = / pou fdV + / dudiv <S + grad (u) g) AV (3.44)
)] — D o D 7 o

Le facteur / ou div (S + grad (u) g) dV est développé en appliquant le théoréme de Stokes (cf. annexe
o 2 g

q)

/ du div (S + grad (u) g) A%
o 2 g

- }é@ ou (§ + grad (u) g) ndS — /@ <§+ grad (u) g)T : grad (du)dV  (3.45)

ot 0D est la frontiére du domaine de la configuration de référence. n est la normale extérieure de cette
surface.

Deux conditions aux limites sont introduites :

— Condition de Dirichlet : u (P) = U™ (P),VP € 0D"(déplacement imposé).

— Condition de Neumann : T (P) = <§ + grad (u) g) n =T (P);YP € 99T (force imposée).

Il vient :

/ Sudiv (§ +grad (u) g) dv = }[ SuT™™ (P) ndS — / (§ + grad (u) g)T grad (du).dV  (3.46)
) ooT )l

En supposant que la loi de comportement du matériau est la suivante :

[

T (3.47)

e

ot C est le tenseur de comportement du matériau. g est le tenseur de la déformation. L’hypothese de

peties déformations permet d’écrire :

(rad () + grad (")

N | —

§:
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Comme le tenseur d’incrément de contrainte S est symétrique, il vient :

1/~ .
s grad (du) = 5 <§ : grad (0u) + grad (du) :§T

N =
Il
~
n
aQ
=
o
(oW
—
>,
S
S~—
+
(0]
—
¥
(oW
=)
&
([T
~—

(grad (6u) + grad (5g)T> : § =de: g re (3.48)

En appliquant (3.48) a (3.46), ’expression devient :

Sudiv <§ + grad (u) g) dv = f SuT™ (P ndS
onT

— /55 : g redV — / (grad (u) g)T :grad (du) dV (3.49)
b a D

En remplagant (3.49) dans (3.44), la formulation variationnelle des équations d’équilibre dynamique

s’écrit finalement :

/péuildVJr/ 2pdugrad () vdV
D D
ov
+ / pougrad (u) ade+ / péu grad (grad (u) -y) vdV

T
/ poéu fdV + jl{ SuT"™ (P)ndS — /55 redV — / (grad (u) g) :grad (du) dV (3.50)
ooT D

s}

Remarques :
L’expression (3.50) fait apparaitre un gradient des déplacements au second ordre :

/ pougrad (grad (u) .y) vdV
33 glad { grad

Afin d’appliquer la méthode des éléments finis, il faut choisir une fonction de géométrie de classe C?.
En effet, Padovan [76] a présenté des formulations de la méthode des éléments finis pour laquelle un
gradient du second ordre est calculé avec la fonction d’approximation de la géométrie de classe C?.
Néanmoins, Nackenhorst [69] a proposé une autre solution qui permet d’éviter de calculer un gradient

au second ordre. En se basant sur ses résultats, on va développer cette opération dans la formulation
(3.50).

: : . - v :
On considére que la vitesse de rotation est constante. Cela implique que — = 0. L’équation (3.50)

ot

devient :

/p&uddV—i—/2p(5ugrad('u)vdv+/péugrad (grad(g v) vdV

) v
/péude+ j{ SuT™ (P)ndS — /65 C:gdV / grad (u g :grad (0u) dV (3.51)
oDT N ?
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En développant le facteur / pougrad (u) vdV (cf. annexe .2) :
@ sfad

/ pbugrad (i) vdV = / div (p (S i) vdV')
D D

—/ pugrad (0u) vdV—/uéudiv (pv)dV  (3.52)
D D

La conservation de la masse & 1’état stationnaire améne :
div (pv) =0 (3.53)

ou v est la vitesse de rotation dans la configuration stationnaire. Par ailleurs, d’aprés le théoréme de
Stokes :

/ div (p (duw) v)dV = %p(&ua) vndS (3.54)

® 0D

oll n est le vecteur normal de la surface 09. Comme le vecteur de la vitesse de rotation v est toujours
perpendiculaire avec le vecteur normal n pour toutes les conditions aux limites naturelles [69], le
premier terme a droite de I’équation (3.51) disparait. En remplagant (3.53) et (3.54) dans I’équation
(3.52), il vient :

/ pougrad (u) vdV = —/ pugrad (0u) vdV (3.55)
D — D —

De la méme facgon :

/@péugrad <@ (w) y) vdV = — /53 P <grad (u) y) grad (du) vdV (3.56)

L’équation (3.51) s’écrit :

/p5uﬂdV+/p5ugrad (@) vdVv
D D

—i—/ pougrad () vdV —|—/ pdu grad (grad (w) Q) vdV

/ pou fdV + 7{ SuT™P (P)ndS — /(58 g redV — / (grad (u) g>T;grad (ou) AV (3.57)

09T D

On remplace (3.55) et (3.56) dans ’équation (3.57), on a :

/péuﬁdV—i—/péugrad( ) vdV
D

- [ pigrad (5u) vav [ (g2 () ) grad (529 wv
b
T
/ pou fdV + jg SuT"™ (P)ndS / e:CredV — / (grad (u) g) :grad (6u) dV (3.58)
o0 D a b

La vitesse v est donnée dans I’équation (3.8) par :

DX, 0X, 0X,
v=Dr = ox, o L. 200) (@50
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Si le mouvement est une simple rotation dans un plan et il n’y a pas de translation du centre de solide,
le vecteur de rotation du solide (3.7) devient :

QX 1) = 0(1)0() ™" (X, — C(1)) (3.60)

La matrice de rotation @ possede la propriété (cf. annexe 7.4) :

0 -1 0
o) t=6 1 0o o (3.61)
0 0 0

En notant Q = @ vitesse de rotation angulaire, de (3.61) et (3.60), il vient :

0 -1 0
QX )= 1 0 0 | (Xp—C(@®) (3.62)
0 0 O
0 -1
En posant R(X,,t)=| 1 0 0 | (X, —C(t)), 'expression (3.60) devient :
0 0 0
Q(Xo 1) = QR(X, 1) (3.63)
En remplacant (3.63) dans (3.59), on obtient :
v = Q'Ers E(&v t) (364>

La formulation variationnelle (3.58) se réécrit sous la forme :

/péuadvm(/ pougrad (1) (E, R) dV—/pugrad (ou) (E, R) dv)
@ 9 =Trs @ =Trs

92/©p (Q(g) (Qﬂ)) grad (6u) (gmﬁ) dV:/Qpéude+ 7{ SuT™ (P)n dS

o7
—/56:
D

(@}

D

cedv - / (srad (0 g)T grad (0w) AV (3.65)
La formulation variationnelle (3.65) a des facteurs au premier ordre du gradient. Une discréti-
sation spatiale peut donc étre appliquée pour obtenir des équations numériques.
Remarque :
La formulation (3.58) met en évidence des termes d’énergies ajoutées au systéme lors de la rotation :
— Un terme d’énergie gyroscopique :

B =Q ( /@ pougrad (i) (E, R)dv - /@ pigrad (bu) (E, R) dV> (3.66)

toujours proportionnelle a la vitesse de rotation.

— Un terme d’énergie de déformation centripéte

B — 2 /@ p (grad () (g E)) grad (6u) (E, E) dv (3.67)

qui dépend de la vitesse au carré.
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3.4 Discrétisation du probléme dynamique

On suppose que la solution de ’état stationnaire est connue. Une méthode numérique est adaptée pour
résoudre le probléme dynamique. En utilisant la démarche de Rayleigh-Ritz, le champ de déplacement

est approché par une décomposition sur une base de n fonctions cinématiquement admissibles :

u(X,t) = H(X).q(t) (3.68)

qi(t)

q(t) est le vecteur colonne des inconnues nodales :

ol1 n est le nombre des points discrétisés.

Le vecteur H (X) doit étre linéaire et indépendant :

I
—_

n
Zaj_Hij(X) = 0,VX, implique a;=0,7=1,n  avec i ,3 (3.69)
j=1

En écrivant © = Em R, les développements des facteurs de I’équation (3.65) sont les suivants :

— Energie cinétique

/Q,oauudvz/pHaqudV:(sq/DpHTHdvq' (3.70)

L’énergie cinétique s’écrit :
/ poutdV =dq Mg (3.71)
)

— Energie gyroscopique

E9=Q </ pdugrad () odV —/ pugrad (5u)1~)dv> (3.72)
D E— D

Le gradient des déplacements s’écrit (cf. annexe .3) :

grad (u) = grad (H q) = ggrad (QT) (3.73)

En utilisant la relation (3.73), 'énergie dissipée gyroscopique s’écrit :

E9=Q (/ pHdqgrad (H) @dV—/ pH g <6qgrad (HT)> @dv) (3.74)
== 2 B
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Il vient :

ELM( [on (waa () 5) av— [ o (god (") ) HdV> i e

La matrice gyroscopique se calcule par :

CcC=Q </@ pH" (grad (H") f})TdV—/Qp <grad (H") @) HdV> (3.76)

Cette matrice est antisymétrique. Notons que :

Co = [ " (goad (117) @)TdV— o (mmd ") ) 2.av (3.77)

est une matrice indépendante de la vitesse de rotation. Elle ne dépend que la masse volumique du
solide et de sa géométrie. Finalement, ’énergie dissipée gyroscopique s’écrit sous la forme suivante :

B9 =06qC =690y g (3.78)

— Energie de la déformation centripéte

Cette énergie est donnée par ’expression suivante :

E¢=Q? /@ p (grad (w) Q) grad (du) vdV (3.79)

En utilisant la relation (3.73), il vient :

E¢=Q? /@ p <q grad (H") @) <5qgrad (H") @) av (3.80)

Puis,
T
E° = §qQ? / p (grad (H") @> <grad (H") @> dV g (3.81)
A ik a

La matrice centripéte s’écrit :

k=02 [ p (gad (1)) (gend (147)5) v 5.2

Notons que :

s = [ (ot () 2) (o (87)2) av 339

est aussi une matrice indépendante de la vitesse de rotation. Elle ne dépend que de la masse volumique

de solide et de sa géométrie.
L’énergie de la déformation centripéte est :

EC:(SQQCQ:(SQQQ 0°q (3.84)
— Les puissances des efforts externes

P:/péude+ 7{ SuT™ (P)ndS (3.85)
D
o9T
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P =4q / pHT fav + f HT 7™ (P)ndS (3.86)
1 JP= L £
ooT
Le vecteur des forces imposées F' est défini par :

p= [ pH"fav+ § BT (P)nds (3.87)
[ oy "
o7

Finalement, la puissance du travail des efforts externes devient :
P=dqF (3.88)

— Energie de la déformation

Le tenseur de la déformation se réécrit en forme discrétisée :

1
£ = 3 (grad (w) + grad (@)T)
1 T (3.89)
— 5 (g (i) + (gaa (221
On définit un tenseur de troisiéme ordre M tel que :
1
M = Mjrie; ® ex ® € \ M = B (Hjix + Hgij) (3.90)
X OH.:
ou Hji,k = ({'),erk .
Le tenseur de la déformation peut donc étre écrit :
e=Mgq (3.91)
L’énergie de déformation se calcule :
El= 55:CzedV:/M5q:C:quV (3.92)
D o D B
11 vient
Ed:5q/MT:C:Mqu (3.93)
J =
La matrice de raideur est alors :
K:/MT:C:MdV (3.94)
J =
Finalement, I’énergie de la déformation devient :
E'=6qKq (3.95)

— Energie créée par ’effet des efforts de précontraintes
Les contraintes internes o de I’état stationnaire créent une énergie dans le solide & ’état vibrant.

P — / (grad (u) g)T :grad (0u) dV (3.96)
D
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En utilisant la relation (3.73), cette énergie devient

EFr = / <q grad (H”) a>T:5q grad (H') dV (3.97)

On définit un tenseur du second ordre :
A= Apiem ® e = (HjikoriHjm) em ® € (3.98)

Donc, I'énergie de la précontrainte s’écrit (cf. annexe .4) :

EP" = éq /Aqu (3.99)
)
En posant
KP" = /AdV
D
la relation (3.99) devient
EP" =6qKP q (3.100)

En remplagant les relations (3.71), (3.78), (3.84), (3.88), (3.95) et (3.100) dans I’équation (3.65), les
équations discrétisées s’écrivent sous la forme :

ogMg+9Cq—0oqKq=0qF —dgKq—dgK" g (3.101)

Les équations (3.101) sont toujours satisfaites quelque soit dg. Cela raméne a I’équilibre :
Mi+Cq+ (K+E"-K)g=F (3.102)

Remarque :

La matrice gyroscopique est toujours antisymétrique et la matrice centripéte toujours symétrique. Ces
deux matrices ne dépendent que de la géométrie du solide et de sa masse volumique. En absence de
masse dans un modeéle (modele de ressort par exemple), il n’y a pas d’effets gyroscopique et centripéte.
L’effet de rotation se réduit & une force centripéte appliquée au ressort.

En réalité, la modification de la raideur est trés faible. L’effet de la matrice centripéte peut étre négligé.
Par contre, 'effet gyroscopique présente une influence importante sur la réponse vibratoire. On observe
par exemple, leffet des dédoublements de fréquences en fonction de la vitesse de rotation (cf. Kim [50],
Huang [46] [47] et Lopez [60] [59]). Cet effet est approfondi dans le chapitre 5 portant sur la validation
des effets tournants.

3.5 Conclusion

Le probléme dynamique d’un solide déformable en rotation basé sur une approche ALE a été formulé
avec succes. Les équations d’équilibre sont écrites dans deux états : ’état stationnaire et 1’état dyna-
mique. La configuration choisie comme référence est la configuration tournante obtenue par rotation

rigide de la configuration initiale.
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Les équations stationnaires décrivent le mouvement stationnaire par rapport & la configuration de
référence. Ce sont des équations différentielles indépendantes du temps qui ne peuvent pas étre résolues
analytiquement dans tous les cas.

Les équations dynamiques sont construites de deux fagons. La premiére fagon consiste a confondre les
configurations dynamique (actuelle) et stationnaire sous I’hypothése de petites perturbations. Ces équa-
tions sont linéaires par rapport au mouvement stationnaire. Une formulation variationnelle est écrite
en vue d’une résolution par éléments finis. On a également identifié tous les termes dans 1’équation
d’équilibre. Deux termes sont ajoutés par la rotation : 'accélération de Coriolis et 'accélération centri-
péte. La seconde fagon consiste & profiter du résultat de I’état stationnaire. Des équations analytiques
peuvent étre construites pour les cas simples en géométrie et des équations semi analytiques-numériques
pour les cas plus complexes, notamment le cas des grands déplacements.

Enfin, une discrétisation du probléme est proposée afin de construire les matrices gyroscopique et
centripéte. Leur construction fait intervenir la géométrie du solide et sa masse volumique. Dans le cas
d’une vitesse de rotation constante, l'effet gyroscopique varie linéairement avec celle-ci. La matrice
centripéte est proportionnelle & la vitesse au carré. Ces effets sont absents si le modeéle de solide est

sans masse (modele de ressort ...).






CHAPITRE 4
Modéle d’anneau circulaire non-linéaire
en géométrie

Ce chapilre présente le développement détaillé d’un modéle d’anneau circulaire. La premiére parlie
est dédiée a la description du modeéle. Ensuite, les équations d’équilibre stationnaire sont écrites avec
les hypothéses associées. Enfin, la construction des équations dynamiques est présentée. Des hypothéses
simplificatrices sont appliquées pour retrouver les formulations des modéles existants dans la littérature.
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4.1 Introduction

Le modéle d’anneau circulaire est choisi pour deux raisons. Premiérement, c’est un modéle simple pour
lequel des solutions peuvent étre établies de facon analytique. Deuxiémement, dans la littérature on
a plusieurs solutions de ce modéle avec différentes hypothéses. En effet, le modéle d’anneau circulaire
qui décrit simplement un pneu, est établi depuis trés longtemps par Béhm [16] et Heckl [42]. Ce
modeéle a été validé a larrét. C'est a dire que leffet de rotation du pneu n’était pas représenté. Dans
les années précédentes, quelques auteurs comme Lopez [59], Périsse [77], Duhamel [21] 'ont complété
en ajoutant ’effet de rotation. Ils ont négligé la déformation quasi-statique du pneu et ont confondu
la configuration stationnaire avec la configuration de référence (on rappelle que la configuration
de référence correspond a la configuration initiale qui subit une rotation rigide, et la configuration
stationnaire est celle du solide en régime quasi stationnaire dans laquelle tous les points matériels se
déforment statiquement sous les effets des charges extérieures).

Sous la charge du véhicule et ’effet de pression d’air, le pneumatique se déforme de fagcon non-linéaire
en géométrie. Cela nous donne I'idée de remplacer I’hypothése d'une transformation infinitésimale par
une transformation finie qui se définit par une grande rotation et une petite déformation. Il faut donc
distinguer la configuration déformée de celle non-déformée. La configuration déformée est illustrée
par I'image du pneumatique écrasé. Cette configuration n’est pas connue. Elle est obtenue par les
équations d’équilibre qui sont établies en régime stationnaire.

Concernant 'écriture des équations d’équilibre, dans la littérature, Antman [5] [6] [9] [7] [8]; Lanzo
[56]; Pignataro [80]; Green [37]; Attard [10] ont établi des formulations analytiques générales du
comportement des poutres. Simo [92] [94] [93] a écrit le probléme de poutre non-linéaire avec grandes
rotations en trois dimensions. Ils ont également proposé une méthode éléments finis pour le résoudre.
Davi [25] a pris 'hypothése de Kirchhoff pour construire des relations d’équilibre d’une poutre mince.
Il a donc négligé la déformation due au cisaillement. En appliquant ces résultats Lanzo, [55] [56] a
analysé la stabilité d’un modéle de poutre multi-couches en caoutchouc et 'influence d’un grand effort

tranchant sur la déformation non-linéaire d’une poutre.

En profitant de ces résultats, le modéle d’anneau circulaire peut étre développé a partir de deux idées :
— Une bonne représentation de la déformation de cisaillement.
— La prise en compte de la non-linéarité de déformation.

Dans le travail qui suit, deux types de poutres ont été analysés. Le premier est celui d’une poutre de
type Euler Bernoulli. Le second est celui d’une poutre de Timoshenko incluant Ieffort de cisaillement.

4.2 Description du modéle

La description du modeéle d’anneau circulaire représentatif d’'un pneumatique est rappelée et illustrée
sur la figure (4.1). La bande de roulement se modélise comme une poutre circulaire. Les flancs sont
modélisés a l'aide de ressorts radiaux et tangentiels. La mise sous pression est modélisée par une force
uniformément répartie sur l’anneau. Enfin, le contact pneumatique/chaussée est représenté par un

champ de forces appliquées en base de ’anneau. La roue, dont les déformations sont trés petites par
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rapport a celles des flancs et de la bande de roulement, est supposée rigide. Les ressorts radiaux et
tangentiels sont encastrés a 'autre extrémité.

L’anneau circulaire a pour rayon R, une section droite A et une épaisseur e.

FIGURE 4.1 — Description du modéle d’anneau circulaire.

La poutre est supposée trés mince avec la condition dite mince (E < 1) qui correspond & la géométrie

de la bande de roulement. Il se comporte comme une poutre qui doit satisfaire les hypothéses suivantes :

— Le rayon de courbure de la ligne moyenne et sa longueur sont grands par rapport & la plus grande
dimension transversale de la section droite.

— La surface de la section droite ne change pas aprés avoir été déformée.

— La poutre considérée est celle de Cosserat-Timoshenko. C’est-a-dire que Ueffet de cisaillement est
pris en compte et qu’il n’y a pas de gauchissement de la section droite.

— Le matériau de la poutre a un comportement élastique linéaire.

kR, kg sont les raideurs radiales et tangentielles des ressorts. Enfin, toutes les grandeurs sont supposées

ne dépendre que de 6.

4.3 Mouvement stationnaire

4.3.1 Description du mouvement

Chaque point matériel dans la configuration tournante est défini par deux variables (z, §) dans le repére
e e
polaire (up,uy) avec z qui varie dans la plage [—5; 5] et 6 qui varie dans [0; 27].

Dans la configuration tournante, un point matériel par définition peut étre repéré de la fagon suivante :

OP =08+ SP = (R+ z)up (4.1)
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-

£ or'=05'+5'P"

r

-

//—/ u(G)ui

OP=05+5P

FIGURE 4.2 — Description de la transformation.

ou S est un point sur la fibre moyenne de la poutre. S et P appartiennent & la méme section.

En passant 4 la configuration stationnaire, un champ de déplacement est appliqué : P — P et S — 5.
Le point S se déplace au point S” par deux translations (u(6),w(6)). Le point P tourne d’un angle «
au point P’. Donc, la transformation du vecteur matériel se définit par :

OP' =08+ S'P' = (R+u+ zcosa)up + (w + zsina)uy (4.2)

Le vecteur déplacement des points matériels s’écrit alors :
u=0P —OP = (u+ z(cosa — 1))up + (w + zsina)uy (4.3)

On a également la matrice du changement de repére :

<t>:<co.soz sma)(uR) (4.4)
n —sina  cosa Up
4.3.2 Tenseur de transformation de Green
Pour établir la relation entre du et dOP, I'équation (4.1) est reprise pour calculer :
dOP = d((R+ z)ug) = d(R+ 2)up + (R + 2)dup = dzugr + (R + z)dOu,

Ce qui permet d’écrire :

ds = up.dOP; df = L updoP) (4.5)

+z
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A partir de (4.3), il vient également :
du =d((u+ z(cosa — 1))up + (w + zsina)uy)
En développant :
du = (dz(cosa — 1) + (u' — za’sina)df — (w + zsina)df)up
+ (dzsina + (u+ z(cosa — 1)df + (w' + za' cos a)df)u,

_9
~ 0

otl exposant ()’ désigne la dérivation par rapport a 6, i.e. ()’

En utilisant (4.5), 'expression devient :

(v — zd'sina —w — zsina)up ® ug+

du = -1
u ((cosa Jup @ up + T

sin oug @ up + (u+ z(cosa— 1) + (w' + za' cos @) uy ® u9> .dOP

R+ z

O1 ® désigne un produit tensoriel. Le gradient du champ de déplacement peut alors s’écrire sous forme

matricielle dans la base (up,uy) :

cosa — 1 (v —w — za' sina — zsin )
grad (u) = ftz (4.6)
. / / _1
sin a R+Z(u+w + z (cosa+ @ cosa — 1))

Le tenseur du gradient de transformation se calcule par :

|~

=grad (u) +1

1 / /- .
cos v (u' —w — za'sina — zsin )
F= itz (4.7)
= sin av TH(R+U+W/+Z(COSQ+O[,COSOZ))

En posant ( = = la condition dite d’anneau mince s’écrit : ( < 1. Le tenseur de la transformation se

réécrit :
1 U/ —w /] . .
oS o — —((a'sina + sina)
F= I+C\ R (4.8)
- sin « ! R+U+U/+C(cosa+o/cosa) ‘
14+¢ R
Ou encore, en développant 7 au second ordre :
/ —
Cos & (CQ—C—i—l) 4 w—((a’+1)sina>
E= R —}E u+w (4.9)
sin «v (CQ—C—i—l) R—i—((o/—i—l)cosa)
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Le tenseur de la déformation se calcule par :

SULE—1
En détaillant chaque composant :
err=0; ecpyp =€or = % ({2 —(+ 1) ((u’ — w) cos o + (R—i—u—kw') sina)
1-2 2
8992% <(u’—w)2+(R+u+w’)2 (4.10)
+2R¢ (o +1) (R+u+w') cosa — (v —w)sina) + R*C* (¢ + 1)2> - %
Remarque :

err = 0 signifie qu’il n’y a pas de déformation suivant la direction up ce qui est compatible avec

I’hypotheése de la poutre mince.

4.3.3 Loi de comportement

Le comportement du matériau de I'anneau est supposé élastique linéaire. Le champ de contraintes est
calculé par un produit doublement contracté entre le tenseur des modules élastiques et le tenseur des

déformations. Il peut s’écrire avec la notation d’ingénieur comme suit :

(5)-( o))
SR9 0 G 2€R9

ou F et G sont les modules d’Young et de cisaillement.
Les forces activées sur la section droite sont la force normale N, effort tranchant V et le moment M

qui se calculent de la fagon suivante dans la configuration de référence (upg,ug) :

N= / Sgad A
A

V= /SRGdA (4.12)
A

M = /zSggdA
A

ou A est laire de la section droite.
Apreés calcul, les expressions des efforts et du moment dans le repére local sont les suivants :

N:%((“,_w)2+(R+“+w/)2_32)+%((UI—W)2+(R+u+w’)2>
_2573[(0‘/“‘1) ((R+u+w,)cosa_(“,_w)SiHOé)+ﬁ(a’+1)2
GA GI , .
V= f—i_ﬁ ((u—w)cosa+(R+u+w)51na) (4.13)
M:_%((“/_w)2+(3+u+w’)2
AL 1) (Rt ut of) cosa— (uf — w)sina) )

R2
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ouI:/z2dA;/sz:0etA:/dA.
A A A

On note 'effort sur la section droite dans la configuration de référence :

f.,=Vur+Nug (4.14)

Cet effort s’écrit dans la configuration stationnaire a l’aide de (4.4) :

Fo < cosa  sina >fT:Nn+ Vit (4.15)

= —sina  cosa

Remarque : les composantes de 'effort sur la section droite par rapport a la configuration de référence
L« sont égales a celles de I'effort sur la section droite par rapport & la configuration stationnaire f (cf
Simo [92]).

4.3.4 Equations d’équilibre

Les équations d’équilibre de I’état stationnaire par rapport & la configuration tournante, établies dans
le chapitre précédent (cf. 3.2.2) dans I’équation (3.19), sont rappelées ci-dessous :

grad, (ig(&, t)) QX t) = f,+ pldiv,, (LSZ) (4.16)

Pour simplifier I’écriture des formules, l'indice ”r” est supprimé de tous les opérateurs. A partir de
ce moment, tous les calculs sont dans la configuration tournante (la configuration non-déformeée). Les

équations d’équilibre s’écrivent, :

pgrad (FQ(X,t)) UX,t) =p f+div(ES) (4.17)

ot p est la masse volumique, F le tenseur de la transformation, p f = ¢" est la force volumique appliquée
a l'anneau, ) le vecteur de rotation, S le tenseur de contrainte de Piola Kirchhoff.

I'S = P représente le champ de contrainte de Boussinesq.

Pour établir les équations d’équilibre sur ’anneau, ces équations sont intégrées sur une portion de
poutre.

Equilibre des forces

La formule (4.17) est intégrée sur un volume ® de longueur de référence ”ds” suivant ’axe neutre dans
la configuration déformée :

/pgrad(F.Q(X, t)) QX,t)dV = /q“dV—i—/div (P)av (4.18)
D D D

Le tenseur P s’écrit sous la forme P = P ® 51+ Pa ® 52+ P3®5 ol (81, 59, ) sont les vecteurs unitaires
du repére orthogonal curviligne. s est le vecteur tangentiel de 'axe neutre.

Clairement, P3 = P s est la contrainte de Boussinesq de la section droite dans la configuration non-
déformée qui prend la valeur de la contrainte de Cauchy dans la configuration déformée. On appelle :

f:/psdA (4.19)

A
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S1

t(s) 2D

f(s+ds)

FIGURE 4.3 — Equilibres autour d’une portion de poutre.

la force activée sur la section droite dans la configuration déformée. La projection de f sur deux vecteurs
unitaires de la base de section droite actuelle (¢,n), donne respectivement l'effort tranchant et la force

normale (V, N) (cf. relation 4.15 ). Le théoréme de Green-Ostrogradski permet d’écrire :

/div (P)dV = f(s+ds)— f(s) +q(s)ds (4.20)
D
q= / ¢°dl sont les forces surfaciques appliquées a la poutre provenant de la pression d’air, des forces

0A
de contact et des forces des ressorts. [ est ’abscisse curviligne sur le bord de la section droite 0A

On remplace la relation (4.20) dans I’équation (4.18) et on a :

/pgrad (F.Q(X, 1) QX,t)dV = f(s+ds) — f(s) + q(s)ds + /q”dV (4.21)
D D

ds est considéré assez petit pour que (p grad (FQ(z,1)) Q(z, t)) et ¢” soient constant le long de ds.
L’équation (4.21) devient :

ds/pgrad (EQX,t) QX,t)dA = f(s+ds) — f(s) +q(s)ds + ds /q” dA (4.22)
A A

L’équilibre des forces s’écrit :

0
aﬁ + ?{qsdl N / q-dA = / pgrad (FQ(X, 1)) QX t)dA (4.23)
0A A A
L’équation (4.23) représente I’équilibre des forces d’un morceau de la poutre. Bs est une variation des
s

efforts sur deux sections droites aux positions s et s + ds. ?{ q°dl est la somme des forces surfaciques

0A
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appliquées & la poutre. /q”.dA est la somme des forces volumiques. /pgrad (FQ(X,t) QX,t)dA

A A
est leffort centripéte lié & la rotation.

Equilibre du moment

De la méme facon, I’équation d’équilibre du moment est construite. A partir de ’équation (4.17), un
produit vectoriel est appliqué & gauche. Puis, ’expression est intégrée sur le domaine 2 :

/S’P’/\pgrad (FQ(X,t) QX t)dV = /S’P’ Aq° dV+/S’P’Adiv (P) av (4.24)
D D D

En considérant ds assez petit :

S'P' A pgrad (F.Q(X,t) Q(X,t)dA

/S’P’ Apgrad (F.Q(X, 1)) QX t)dV =ds
)

S'P' Ag¥dA

e

/S'P'/\q” dV =ds
D

Avec les développements détaillés en Annexe .5, I’équation d’équilibre du moment s’écrit :

!
a—MJra% f—i—/S/P’/\q“dA
A

Os Os

- /pS’P’ Agrad (F.Q(X, 1)) Q(X,t)dA + 7{ (S’P'Ng°)dl =0 (4.25)
A 0A

Les équations (4.23) et (4.25) permettent de retrouver les équations d’équilibre d’une poutre établies
par Davi [25], Simo [92], Antman [5] sous la forme dans la configuration stationnaire (n, t) :

af
D5 +q¢g=0
oh 008 (4.26)
0s gs " LTIT
Avec :
Vv . . . : :
f = les forces activées sur la section droite dans la configuration (m,t) (cf relation
415).

M est le moment sur la section droite.

q= %qsdl + /q” dA — /,ograd (EQ(X, 1)) Q(X,t)dA sont les forces appliquées.
0A A A

g= /S’P' A gdl + /S’P' Aq'dA — /pS’P' Agrad (FQ(X,t)) Q(X,t)dA sont les moments appli-
0A A

A
qués le long de la poutre. Les équations d’équilibre (4.26) sont dans le repére local de la configuration
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déformée (t,n).

I(Nn+ Vi)
———————4+q¢=0

0s = 4.27
oM 905’ '
—+——Af+g=0
0s 0s =

Elles se réécrivent dans la configuration de référence (up,uy) :

(( cosa —sina ) ( Vv ))
0 .
sinoe  cos«o N
+¢=0 (4.28)

ML 08 hgme
Js gs [ LTIT

Il faut calculer les forces et le moment appliqués a la poutre dans la configuration de référence (up, ug).

4.3.4.1 Calcul des forces surfaciques

Dans notre cas, ces forces se composent de la pression d’air, de la force de contact et des réactions des

ressorts.

=

u
~ R l’
o n
q
Avant déformation 4 I/t_R Aprés déformation
0A
A Oz

b=,

FIGURE 4.4 — Section droite

— La pression d’air
La pression d’air se traduit par une pression uniforme p le long de ’anneau. Elle est dans la direction
de up du cas linéaire en déformation. Pour le cas non-linéaire, cette pression suit la déformation.

Elle a donc pour expression :

205’ 008’
p__pO“< Ds ) __pOZ/\<R80>
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— Le contact

Dans un premier temps, le contact pneu/chaussée est modélisé simplement par une force ponctuelle
Ir
0

suivant la direction radiale

— Les ressorts

fressort — k,R AZR AZR
Les efforts sont donnés par R . ' . Les allongements sont calculés par :
fgessor, — kg.Ale Al@

Alp =1/ Zhw2—1
=y lotu et =l 2(“) (4.29)
Alp =/ (lo + w)2 +u2 -1y

En supposant que les longueurs initiales des ressorts g sont trés grandes par rapport & leurs dépla-
cements u < [y et w < [

Les composantes (f555°", fy¢°™) sont respectivement dans la direction de up et uy du cas linéaire
en déformation. Pour le cas non-linéaire, ces composantes suivent la déformation de I'axe neutre.

En résumé, les forces surfaciques sont dans le repére (up,uy) :
fR o f]r%essort
/ gsdl =p + < _fressort (430)
0 A 0
4.3.4.2 Calcul des forces volumiques

Dans ce travail, ’effet du poids propre du matériau est négligé. Il ne reste que la force d’inertie liée &
la rotation.
— La force d’inertie lors de la rotation

A partir des équations d’équilibre (4.26), la force centripéte se calcule par :

- [ pagad (E9(x.1) 2(x,
A
ou Q(X,t) est le vecteur de rotation.

Q(X,t) = C(t)+0(t).0(t) . [X — C(t)]

C(t) = C(t) = C(0) = 0 car le centre de la roue ne se déplace pas et correspond a l'origine du repére.
cosf —sinfd

o(t) = . est la matrice de rotation. Donc, avec X = (R + z)up et Q = 6, il vient :
= sinf cosd

QX 1) = QR+ 2)uy

En reprenant 'expression du tenseur du gradient de transformation donnée par (4.8) :

(u’—w—z(a’—i—l)sina) Q< 0 )

R+ =z

cos
FQ(X, 1) = fitz
- sina —— (R+w +u+z(a’ +1)cosa)

R+ =z
u'—w—z(a’+1)sina )

FQ(X,t)=Q 4.31
FQ(X,t) <R+w/+u+z(a’+1)cosa 3y



80 Chapitre 4. Modéle d’anneau circulaire non-linéaire en géomeétrie

Apres développement (cf. annexe .6), il vient :

—R+u" —20w —u—2z <cos(a) (o + 1)2 +a sin(a))

grad (F.Q(X,t)) Q(X,t) = Q2 4.32
(£2(X,1) 2X1) w’ +2u" —w— 2 <sin(a) (o + 1)2 —a” cos(a) (4.52)
La force volumique est alors donnée en intégrant sur la section droite dans le repére (up,uy) :
o n 2 /I
—p / grad (EQ(X, 1)) Q(X, t)dA = —pQ*A ( forbul — 2w ) (4.33)
= w” 42U —w

A

4.3.4.3 Calcul du moment appliqué sur la poutre

Les forces surfaciques se déplacent et tournent autour du noeud pendant que la poutre est déformée.
Donc, elles ne créent pas de moment sur la poutre car toutes les grandeurs sont indépendantes de la

variable z (hypothése de la poutre mince) :

/z.t/\qsdlz()

0A
De plus, le poids propre de la poutre est négligé. Donc, le moment est créé par la force volumique
centripéte. A l'aide de (4.32), le moment peut se calculer par :

g= —p/zt Agrad (FQ(z,1)) Q(z,t)dA = — Q21 (4.34)
A

En conclusion, la combinaison des équations (4.28), (4.33) et (4.34) permet d’obtenir les équations

d’équilibre dans le repére de la configuration de référence (up, uy) :

1 i cosa —sina Vv o f]?%essort
R do sinae  cosa N p fgessort
R+u' —20w —u

—o02A | =0 4.35
P w” +2u" — w (4.35)

1dM 1805’/\((:0804 —sina) <V

Rd0 TR 00 N

sina  cos«

) — pQ%Ia" =0
ou M, N,V sont donnés par (4.13).

4.3.5 Poutre d’Euler Bernoulli avec I’hypothése de petites déformations

L’hypothése d’Euler Bernoulli fait disparaitre l'effet de cisaillement. C’est & dire que dans 'expression
(4.11), le module de cisaillement G est infini et la déformation due au cisaillement egg nulle ce qui

conduit & :
(v — w) cos(a) + (R4 u+ w') sin(a) =0 (4.36)
- . . u w u w
En utilisant ’hypothése de petits déplacements : E E E ik ;a;af < 1. Cette derriére expression
donne une approximation de «
a = tan(a) = w=— ~ 2= v (4.37)

R+u+uw R
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On recalcule la force normale et le moment & partir de (4.13) :
EA EI
= om ((u'—w)2+ (R+u—|—w’)2—R2> +Zﬁ ((u’—w)2—|— (R+u+w')2)
2E1 (@ +1) ((R+u+w)cosa— (v —w)sina) + BY:2) (o + 1)2
(4.38)

Et
EI 2 2
M__ﬁ <(u/—w) + (R—{—u—i—w') )
El
+ 2 (& +1) (R+u+w)cosa— (v —w)sina) (4.39)
Tous les termes du second ordre sont négligés :
u+w EI (u+u u+w EI fu+d"
N =FA ———-d | xFA = | — 4.4
(%) ()=o) (M) e
EI / 2
M= <o/ - “;w ) o —Elu;; (4.41)

Sous I’hypotheése de petites déformations :

cosa —sin« 1 —«
~
sina  cos« a 1

1 —« VL[V
a 1 N ) \N
Ce qui permet de confondre la configuration stationnaire et tournante. La pression et les efforts des

ressorts sont donnés par :
P=DpPuUp
(4.42)

ressort __
ressort __

Les équations (4.35) deviennent :
1 .y R4 — 2w —
1d(V n p+ fr — kru ey Riu ,w u _ g
RdO \ N —kqw w’ +2u —w (4.43)
1dM 1008 1% '
il Enihtiodll _ QQI " _
Rdd "R o0 ( N ) pitrlor =0

005’ Vv
X < ) est calculé en négligeant les termes du second ordre :

Le t :
e terme : —
! r_ V
008 " Vo _ U —w )« ~_p
N R+u+w N

00
Finalement, les équations d’équilibre s’écrivent dans le repére de la configuration de référence (up, ug) :
1 (V' -N —k — " 2w —
LS L Pt IR kru 02A RJ;u o) g
R\ N +V —kow w’ +2u —w (4.44)

1dM or
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4.3.5.1 Le cas sans rotation
Si la vitesse de rotation 2 est nulle, les équations (4.44) deviennent :
1 V' - N p+ fR - kRu
= , + =0
R\ N +V —kow
1

—M -V =0
R

L’équation sur le moment permet d’obtenir expression de 'effet tranchant en utilisant (4.41) :

—ETI
R3

V= (v +u") (4.45)

Puis en combinant avec (4.40), les équations sur les efforts prennent la forme suivante :

EA / EI " EI " "
g (W) = (wt ) = g (W ) 4 p = = k=0 (4.46)
EA ( " / k —0
ﬁ w' + U) — KW —
4.3.5.2 Le cas incluant la rotation
L’effort tranchant a pour expression :
—FEI 1
V= 73 (v +u") — pQQE (w" —u™) (4.47)
En utilisant (4.40), (4.41) et (4.44), les équations deviennent :
EA EI El w” — "
_F (w’+u) _ ﬁ (u—{—u”) _ ﬁ ( ””—I—u”) _IOQ2IT
+p+ fr— kru— pQ2A (-R+u"—2uw —u) =0 (4.48)
"o / 1
—p T + BAT L hgw — p02A (0 + 20— w) = 0

4.3.6 Poutre de Timoshenko

4.3.6.1 Le cas linéaire

Dans un premier temps, le tenseur de déformation est supposé linéaire. Tous les termes du second
ordre sont négligés. Les forces (4.13) deviennent :

u+w EI fu+w
N=FA = [ ———— —
R B\ R O‘)
GI u —w
EI u+w'
M=" o -
R <a R )

Lorsque les déplacements sont petits, les configurations stationnaire et tournante peuvent étre confon-
dues comme dans le cas de la poutre d’Euler Bernoulli. En combinant (4.49) et (4.44), il vient :
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( (GA GI\ [u" —u , EA (u+w EI (u+w' ,
<R+Rs>< R +O‘>‘R< R )‘Rs(R‘“)
—|—p—|—fR—kRu—pQ2A(—R+u"—2w'—u):0
EA<u’+w”>+El(u’+w”_a//>+(GA+GI> (u’—w+a) (4.50)
R R R3 R R R3 R '

—kow — pQ2A (w” +2u' — w) =0

EI / 1 G[ ! _

4.3.6.2 Le cas non-linéaire

Tous les termes non-linéaires sont conservés dans les formulations (4.13). Les équations d’équilibre

considérées sont données par (4.35). Dans le calcul non-linéaire en géométrie, la pression p et les

ressorts radiaux et tangentiels suivent la déformation de ’anneau. Cela donne la relation :

008’ 005"
PEmOR g 5’550'2 " o 208’
ir;ssort — —k‘RU.@/\ = _kRu'@/\ 90

008’ 205" i
fressort = —kpw. oW . —————
J9 o0s RO

Comme OS5’ = (R+ u)up + wuyy , il vient :

00Ss" 1 1
=00 :E(u’—w)gRJrﬁ(RJrquw’)ug

(4.51)

(4.52)

En intégrant ces expressions aux équations (4.35) et en calculant les dérivées, les trois équations

d’équilibre suivantes sont obtenues :

( 1 R Vi
= (V’cosa — N'sina — (a’ + 1) (Vsina+Ncosa)) +pw

R

1, 1 , )
EM —i—E((u —w) (Vsina + N cosa) —

4.4 Mouvement dynamique

4.4.1 Rappel de différentes configurations du modéle

Les configurations du systéme sont rappelées dans le tableau (4.4.1) et la figure (4.5).

/ o
—i—fR—kRum%—kgwu v — PP A (—R+u"—2w’—u) =0
1 /- ! / . u' —w
E(V51na+N cosa+ (&/ +1) (Vcosa— Nsina)) —p 7
o /
+hpu—— " —kgwm%—pgﬂfl (" +2u' —w) =0

(R+u+uw') (Veosa— Nsina)) — pId" =0

(4.53)
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Configuration Configuration Configuration Configuration
initiale tournante stationnaire vibrante
X, =0R.u X=X, +U X=X+ U,
Xo = Ry, Lr = =T ER Ls — Ar Lt = As T
— Q(X,) = 0Ruy U= (u,w, ) Uy = (ug, wy, o)

TABLE 4.1 — Rappel des différentes configurations

Configuration initiale

I+

”
n
R(#)
Y
7

he
\

k!
klg

Configuration stationnaire

Configuration vibrante

FIGURE 4.5 — Illustration des différentes configurations

En passant & la configuration vibrante, un nouveau champ de déplacement doit étre défini :

(4.54)

0S8 — 05"
S/P/ - S//P//
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La transformation globale de la configuration tournante a la configuration vibrante correspond & :

(4.55)

0S — 08"
sSp— s"p’

Le déplacement total s’écrit :

U= Ug + Uy

ol u, est le déplacement stationnaire et u; est la petite perturbation dynamique.
Dans le chapitre 2, deux fagons d’écrire les équations dynamiques sont présentées. Dans ce qui suit,

I'application au modéle d’anneau circulaire est détaillée.

4.4.1.1 Mouvement par rapport a la configuration stationnaire

Dans cette partie, tous les calculs se font dans le repére local de la configuration stationnaire (n,t).
Le mouvement de I’axe neutre est donné par : OS” = OS’ + @:(0,t).t + w(6,t).n
ou (t,n) sont les vecteurs tangentiel et normal de la section droite dans la configuration stationnaire,

ils vérifient :

{ t=cosaup +sinauy (4.56)

n=—sinaup + cosauy
De plus,

§"'p'’ — Zm

ol m et [ sont respectivement le vecteur tangentiel et le vecteur normal de la section droite dans la
configuration vibrante. [’angle entre deux vecteurs normaux de la section droite dans la configuration

stationnaire et la configuration vibrante est appelé a; .

m \ cosqy  sinay t
l —sind; cosag n

L’hypothése de petites perturbations nous donne que les deux vecteurs (m,l) sont confondus avec

(n,t). Donc, S”P" = zcos(é;).t + zsin(a;).n. Le vecteur du déplacement se calcule par :

u,=0P"-0P' =08"-05+58"P"-5'P = <at+z (cos (&) — 1) ) 1+ (d)tJrzsin (&) >n (4.57)
Comme a; < 1, le vecteur déplacement peut étre approché par :
Uy = Uyt + (W + 20) 0 (4.58)

— Le tenseur de gradient de la transformation de Green

Pour établir la relation entre du; et dOP’, 'expression (4.2) est utilisée :
d(opP) = d((R +u + zcos @) gR> + d((w + zsinag9)>
= (dz. cosa + df. (u’ —zd'sina — w — zsin a))@R (4.59)
+<dz. sina + df. (w' +z2a cosa+ R+u + zcosa))gg
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En projetant sur up et uy , il vient :

up.d(OP") = dz.cosa + df. (u' — za'sina — w — zsina) (1.60)
uy.d(OP') = dz.sina + df. (w' + za' cosav + R + u + z cos ) '
Puis, en appliquant (4.56) a (4.60) :
t.d(OP") = dz + db. ((u' —w)cosa+ (u+w + R)sin a)
n.d(OP') = d9.<(w’ +R+u)cosa+z(a +1)— (v —w)sin a)
En posant :
B(f) = (v — w) cosa+ (u+w' + R)sina (4.61)
A(z,0) = (W' + R+u)cosa+z (' +1) — (v —w) sina '
Il vient :
n.dOP’ 40
A (4.62)

t.dOP' — gﬂ.dOP/ =dz

D’autre part, en reprenant la relation (4.58) et en notant que dt = (1+a/)dfn et dn = —(1+a’)dft,

en ajoutant (4.62), le tenseur de gradient du déplacement peut se calculer de la fagon suivante :

du, = (a; — (i + 2ée) (1+ a’))d&t +ydon + (at (1+a) + ) + zd;)dag

t B
du, = (%5 + (@ 4+ 26) 2%+ d(n @t - —non)
A A A
n®n t@n (4.63)
+1 (14 o) - (W + zay) (14 o) A) dOP’
Sous la forme de tenseur dans le repére local (¢, n), la relation conduit a :
0 ﬂg — (’LZ)t—FZdt) (].—}—O/)
_ A
grads (ﬂt) - ~ ﬂt (1 + O[,) + (’lZ)é 4 Zdé) - Bdt (464)
Qi
A
Le tenseur de la transformation de Green Lagrange se calcule par :
Fg =1+ grad, (u;)
0 ap — (W + zay) (14 )
Fa=1+ Cw(l+a)+ (@) + =) — Béy (4.65)
t

A
— Le tenseur de déformation

Par définition :
e=5 (Fu Fy—1)
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— Loi de comportement
Sous I’hypothése de déformation infinitésimale, le comportement du matériau est supposé élastique
linéaire et isotrope.
S, = \(tre) 1+ 2ue (4.66)
Les forces sur la section droite sont (N,V, M) et se calculent comme pour la partie stationnaire
(4.3.3) :
N = / Sippd A

A
V= /gthdA

A
M = /thggdA
A

4.4.1.2 Mouvement par rapport a la configuration tournante

Dans cette partie, tous les développements sont réalisés dans le repére local (up, ug) de la configuration

tournante. Le déplacement total et le déplacement stationnaire sont donnés par :
u= (u +ur + z (cos (o + ay) — 1))QR + (w + wy + zsin (a + at)>y9 (4.67)

Uy = (u+ z(cos o — 1))QR + (w + zsina)u,

Comme (ug, wy, o) et (Ug, Wy, &) sont les composantes de la petite perturbation associées respective-

ment aux configurations tournante et stationnaire, elles sont reliées par (4.68) :

Ut cosa —sina 0 Ut
wg | = | sina cosa 0 Wy (4.68)
oy 0 0 1 Qy

Les développements issus de la partie relative au mouvement stationnaire peuvent étre utilisés. En
particulier, le gradient de la transformation de Green Lagrange (4.7) par rapport a la configuration
tournante est donné par :

= grad (u) + 1 = grad, (u, +u;) +1

=rt

Avec :
1

cos (a + ay) (u'—%u;—w—wt—zsin(a—l—at) (1—|—o/+a;))

Fo=| fitz o o (4.69)
sin (a0 + ) R+Z<R+u+ut+w 4w+ zcos(a+ o) (14« —I—at))
En négligeant tous les termes du second ordre en wu, :
. 1 u +up —w — wp — zah sina
cosa — ay sin _ ,
P R+2z\ —z(sina+ ascosa) (1+a) (4.70)
=t 1 R+u+u +w' + wj + 20f cosa '

sin a + a4 cos «
R+2z\ +z(cosa— agsina) (1+a')
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4.4.2 Equations d’équilibre
4.4.2.1 Equations d’équilibre par rapport a la configuration stationnaire

Dans un premier temps, une facon analytique de construire les équations dynamiques est proposée.

Les équations d’équilibre autour de 1’état stationnaire construites dans le chapitre 3 sont rappelées :

tiy + 2grad, (ug) vs + grad, (u,) 0s + grad, (E(ﬂ) &) Vs

= (fe— fs) + plsdivs (2& — Vs(w) g) (4.71)

Pour simplifier I’écriture des formules, 'indice "s" est supprimé dans tous les opérateurs. A partir de
ce moment, tous les calculs sont faits dans la configuration stationnaire.

p est la masse volumique.

u est le vecteur du déplacement.

( fi — E) est la force volumique d’excitation sur ’anneau.

v, = §2 (u' —w—z (1 + o/) sin a) up + (R +uw +u+z (1 + o/) cos a) ugy est la vitesse d’un point
matériel par rapport a la configuration tournante selon (3.8) et (4.31). Elle est réécrite dans le repére
local (t,n) :

US—Q< co.soz sin « ) < u/—/w—zsin(a) (1+a) ) _Q<B> (4.79)
—sina  cosa R+w +u+ zcos(a)(1+a) A

ou A et B sont donnés par (4.61) et o, est le champ de contrainte stationnaire.

& est le tenseur dincrément de contrainte qui se calcule dans la formulation (4.66). Ainsi, chaque
terme des équations (4.71) est bien déterminé. Les formulations du vecteur déplacement u, de son
gradient et du tenseur de contrainte d’incrément sont écrites ci-dessus. Tous les autres termes sont
calculés & 'aide des résultats de la partie stationnaire. Théoriquement, les équations analytiques du

systéme peuvent étre construites. Malheureusement, ce travail est trés lourd et il est impossible de

résoudre analytiquement ces équations.

4.4.2.2 Equations d’équilibre analytiques par rapport a la configuration tournante

Comme précédemment, les développements faits pour établir les équations stationnaires sont réutilisés

pour les équations dynamiques par rapport a la configuration tournante.

1. Cas sans rotation

Sans vitesse de rotation, les équations d’équilibre générales sont :
pii = pf + div(P) (4.73)

Ou P est le tenseur des contraintes de Boussinesq. En intégrant cette formule sur un volume ©
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de longueur "ds" suivant I’axe neutre dans la configuration tournante :

/pu.dv — /,of.dV+/clz’z)(P).dV

0 0 0 (4.74)
/zt/\pil.dV = /zt/\pf.dv+/zt/\clz'z)(P).dV
D D D

La partie droite des équations (4.74) se développe de la méme facon que dans la partie de
"mouvement stationnaire 4.3". Il reste & détailler les deux termes a gauche des équations
(4.74).

Le vecteur déplacement global projeté sur la base de (up,ug) s’écrit (4.67) :

u= (u+ut+z(cos(a+at) — 1))@R+ <w+wt+zsin(a+at))y9

En utilisant 'hypothése de petites transformations en (ug, wy, ay) le vecteur déplacement s’écrit :

u = (u—|—ut+z(cosa—1)—zatsina>g3 + <w+wt+zsina+zatcosa)g9 (4.75)
Donc,
i = (ﬁt — zsin (a) dt)gR + <1Z)t + z cos (o) dt)gg (4.76)
En appliquant (4.76) a la partie gauche des équations (4.74), il vient :
/pijdV = /p((ilt — zéysina) ug + (W + 2dy cos o) g9>dv
D D
— Al -
pA (lip.up + wy.ug) (4.77)
/z.t A pudV = /z (cosaup + sinauy) A p ((iiy — zédy sina) up
D D

+ (W + 26y cos ) ug) dV = pléye,

Cas linéaire
En combinant avec les équations (4.50) de poutre de Timoshenko (cf. la partie de la poutre de
Timoshenko du cas linéaire), et en prenant Q = 0 (cas sans rotation), les équations équilibre

deviennent :

’(GA GI (u—i—ut — (w+w)

+ (o + at)’> -

EA u—l—ut+(w+wt) ET (u+us+ (w+ wy)
R < R TR’ R — (o)

+p+ i+ fr+ fi — kr(u+u) = pAii

FA (u + ut)’ + (w + wt)” EI (U + Ut)/ + (U) + wt)// "

R ( R TR R —(atay) (4.78)
GA GI + ) —w— .

EI / 1

o ((oﬁ—ozt)”— (u+ uy) ;(want) ) B

GI +up) —w— .
O
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Les équations stationnaires sont rappelées avec le cas 2 nul :

GA | GIY ('~
R R3 R

EiA ul+w” +g u/+w/,_ /" + G7A+g
R R B\ R @ R R

La soustraction des équations une & une donne :

( G7A+g u;/*wg_'_o/ _EiA Uter;g
R ' R3 R t R R

EA (u +wy
R R

EI

o _EA (utw'\  EI (u+u
@ R R R\ R

EI [, J+u" GI\ (v —w
R2<O‘ ) Gt g R

+g u;—l—wg’_a,, N G7A+g uy — wy
R3 R t R ' R3 R

EI up + wy GI\ [u} —w
() - (e ) (M

)

+p+ fr—kru=0

/ J—
(“Rw + a) (4.79)
—kow =0
+ oz) =0
up + wy '
m\"r ™
+pt + fr' — krue = pAiiy
+ at> (4.80)
—kowy = p Ay
+ at) = pla}

De la méme fagon, les équations d’équilibre du cas de la poutre d’Euler Bernoulli sont données

a partir de (4.46) :

EA

BT
—7

R4 (ut//// +ut//)

w + ut) - ﬁ (Ut + ut”)

+pt — fr" — krut = pAiiy

FA

R2 (wt”

Cas non-linéaire

L’hypothése de petites perturbations donne :

Ut Wt
w1 Yy a<<1>
(R R ¢

(4.81)

+ ut’) — kow = pAdy

Les équations d’équilibre du cas stationnaire sont reprises de (4.53) en supprimant des termes de

rotation :
1 /
E(V’cosa—N’sina—(a'+1)(Vsina+Ncosa))+pR+$
R+u+u v —w
—kpu——— —k =0
+fr = kru—0p v
1 7, / / . u —w
E(Vsma—kN cosa+ (o/ +1) (Vecosa— Nsina)) —p 7
r /
gt =Y BT
R
1 1
EM'%—E((ul—w)(Vsina+Ncosa)—(R+u+w’)(Vcosa—Nsina)):0
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Avec :
( _flg((“/_w)2+(R+“+w/)2_RQ>+?2)EJQ£<(ul—w)2+(R+u+w’)2>
_% (o' +1) ((R—i—u—i—w’)cosa—(u’—w)sina)+TR2(Q/+1)2
GA GI , -
V= f—kﬁ ((u—w)cosa—l—(R—i—u—i—w)sma)
MZ_%((U/_W)2+(R+u+w’)2)
+%(O‘/+1)<(R+u+w')cosa—(u’—w)sina)

En remplagant (u, w, ) dans ces équations par (u—+u, w—+we, a4 ay), les équations globales sont
obtenues avec des parties relatives & ’équilibre statique et & I’équilibre dynamique. Les efforts

stationnaires sont également distingués des efforts dynamiques :
(N=Ns+N; V=V,+V, M= M+ M)

Cela implique :
(N-Nsg=N, V-V,=V, M- Ms;= M) (4.82)

ou (N, Mg, Vs) sont les efforts statiques,(N;, My, Vi) sont associés a la petite perturbation dy-
namique. En effet,(Ny, My, V;) dépendent linéairement du déplacement dynamique u; et sont
fonctions des déplacements statiques. Ils sont obtenus par soustraction des efforts statiques des
efforts globaux (4.82). En négligeant tous les termes du second ordre en u,, les efforts dynamiques
sont calculés :

FA 3FEI
N = (5 + ) (0 = w) () = wo) + (g + w)) (R + ) )+
%a;(a’+1)f%aé((R+u+w’)cosa7(u/fw)sina)f
2ET, , , ’ . N ’
F(a +1)((ut+wt)cosa—(ut—wt)sma—at((R—l—u—i—w)sma—i—(u —w)cosa))
GA GI
V, = <R+R3> ((uf6 —wt)cosa—i—(ut—i—wg)sina)—i—
GA GI , , _
(R+R3>at((R+u+w)cosa(u fw)sma)
2ET
My = = (= w) (0 = w) + (e + w)) (R u+w') )+
%ai((RJrquw')cosaf(u’fw)sinoz>+
EI !/ !/ I . !/ . !/
ﬁ(a +1)<(ut+wt)cosa—(ut—wt)sma—at (R+u+w)sina+ (u —w)cosa))

(4.83)
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Les équations d’équilibre linéarisées du vecteur des déplacements (u¢, wy, oy) sont obtenues par
une soustraction de la partie stationnaire des équations (4.53) de la méme facon que dans le cas
linéaire. Les termes du second ordre en (ug, wy, o) sont négligés et les équations dynamiques sont
dans le repére (up,uy) :

1 / /!
f(Vt’cosa—Nt'sina—a; (Vsina—i—Ncosa)) +put+wt +ptR—|—u+w
R R R
1
+E<_at (V'sina + N'cosa) — (o +1) (V}sina—i—Ntcosa—kat (Vcosa—Nsina)))
R ’ ’ ;- ;o
+fr' —kiRUt# —k‘Ruut;wt - kewtu Rw —k‘ewut th = pAiiy
1 ! I
E(Vt’sina—l—]\f{cosa—i—aé (Vcosa—Nsina)) —ptt th — pe Ru}
1
+E(at (V'cosa — N'sina) + (o' + 1) (Vtcosathsinafcut (NcosaJerina)))
r o R ’ ’
kg R“’ + kpult th — kow; ‘”;;w —kgwut—};wt — p A,
1 1
EM{—}—E((u;—wt) (Vsina + N cosa) — (ug + wy) (Vcosa—Nsina))+
1
E((UI_U)) (Visina + Nycosa) — (R +u+w') (Vtcosa—Ntsina))—l—
1
—(at (v —w) (Vecosa— Nsina) + o (R+u+w') (Vsina—i—Ncosa)) = pléy

R
(4.84)

2. Cas avec rotation

Les équations d’équilibre général sont écrites par rapport a la configuration tournante (3.42) :

pii + 2pgrad, (@) Q (X, t) + pgrad, (EM Q(X,, t)) (X, 1) = pf + div, (gtsz) (4.85)

ol u est le vecteur déplacement global u = u,+u;. Comme dans le cas précédent, on intégre cette
formule sur un morceau de poutre de longueur "ds" suivant I’axe neutre dans la configuration

tournante :

/ pidV + / 2pgrad, (u) Q (X, t)dV+
D D

[ perad, (B, 2@ 0) QX002 = [ pf +div, (E,8 )av

D o]
/ 2t A piidV + / 2t A 2pgrad, (i) Q (z,, t)dV+
) D
/zt/\ pgrad, (grt.Q (gr,t)) Q(z,,t)dV = /zt/\ (pi—i— div, (gﬁér» dV
D D

(4.86)
Dans les équations (4.86), il n’y a que le terme concernant 'effet gyroscopique qui n’a pas encore

été détaille. En utilisant le calcul du gradient de la transformation (4.70), on a

—dy sina ! (uff — W — 20y (1 + o/) cos o — zdy; sin a)
grad, (i) = Rtz (4.87)
Gy COS fon (ut + iy — 26y (1 + 0/) sin a + zdy cos a)
z
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On détaille le terme gyroscopique :

Sl e . 1 / o ) .
gradT (ﬂ) Q (&7«, t) -0 7'1’15 wf ZC.Yt ( + OZ,) C.OSOC zC.V/t Sin « (488)
Ut + Wy — 20y (1 + o ) sSin & + zoy CoS &
Finalement :
/ 2pgrad, (@) Q (z,,t) dV =2pQA (i — ) up + 2pQA (i + W) ug
) (4.89)
/ 2.t A 2pgrad, (i) -9 (z,, ) AV = 20016

D

Cas linéaire
Dauns le cas linéaire, en ajoutant (4.89) aux équations (4.80), les équations deviennent :

GA  GI\ (u] —w; , EA (u + w, EI (u; +w, ,
R R %)\ r ) ®m\URrR ™

+pi + fr' — kpus — pQ2A (u) — 2w, — uy) = pAiiy + 20QA (U, — 1iy)

EA (v, +w! EI [, +w! GA GI u, —w
() () (T ) () (20

—kowy — pQ? A (w] 4 2u), — w;) = pAtiy + 2pQA (g + 1i0})

EI / " I I
= <a2’ut;wt) _ (GA+G> <Ut Wy Jrat) *pQZIOZQ/:pIOLgJFQPQIO%

R? R? R

Cas non-linéaire
Les équations d’équilibre du cas sans rotation (4.84) sont reprises en ajoutant des termes dus a
la rotation :

1 / R !
f(Vt/cosath’sinaf (ap +1) (Vsina—i—Ncosa)) +pt T rutw

R R PR
1
+E(fozt(V'sina+N'coso¢)f(o/Jrl) (Vtsinoz+Ntcosoz+at(Vcosastina))>
R+u+uw U + w), u —w u, —w
+fr" — kpus 7 — kru tR b kows 7 — kow tR L

—pO2A (uy = 2w; — uy) = pAiiy + 2pQA (1), — i)

1 I r
—(Vt’sina—l—Nt'cosa—i—(ag—i—l)(Vcosa—NSina))—put L
R R R
1
+E<+at (V'cosa — N'sina) + (o +1) (V}cosathSinafat (Ncosa+Vsina)))
u —w up —w R+u+uw U + w;
+kRutT+kRutTt —keth —kgw tR ¢
—pO2A (w) + 2uy — wy) = pAiy + 2pQA (1 + W)
1 1
ﬁMt'—l—ﬁ((u;—wt) (Vsina + N cosa) — (ug + wy) (Vcosa—Nsina))+
1
E((UI_U)) (Visina + Nycosa) — (R +u+w') (V}cosa—Ntsina))—l—
1
E(at (v —w) (Veosa— Nsina) + a; (R+u+w') (Vsina—l—Ncosa))

—pQPI) = plal + 2pQId,
(4.91)
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4.4.2.3 Construction des équations d’équilibre numérique

En reéalité, les équations d’équilibre stationnaires ne sont pas résolues analytiquement. On propose
ici une méthode numérique pour résoudre les équations différentielles ordinaires (4.35). Les équations

d’équilibre stationnaire discrétisées s’écrivent sous la forme :

(us) = fs (4.92)

Q

ou g représente la fonction des efforts internes dans la poutre qui ne sont pas toujours linéaires avec le

déplacement u,. En ajoutant une petite perturbation u, la relation dynamique devient :
M iy + Ctig + g(us +w) = fs + fo (4.93)

L’équation (4.93) est linéarisée autour de u¢. On a :

dg
g(us + u) = g(us) + gt (4.94)
On remplace (4.92) et (4.94) dans ’équation (4.93) :
" . Oy
Miig + iy + 2y = fi (4.95)
En posant :
g
= — K
ous —

Finalement, les équations numériques sont les suivantes :

Miy+Ciy+Ku, = f

, (4.96)

La matrice K est déterminée par la solution stationnaire. Il nous reste a déterminer deux matrices
M et C. En fait, la matrice M se construit facilement par la discrétisation du terme de I'accélération
relative dans I'équation dynamique. La matrice C' est la matrice gyroscopique qui est construite par la

discrétisation des équations analytiques.

4.4.3 Modéles simples dans la littérature

Dans cette section, les modéles d’anneau circulaire issus de la littérature sont retrouvés en utilisant
leurs hypotheéses.

4.4.3.1 Modéle d’anneau sous une faible pression

Cas sans rotation
Le pneu est gonflé par la pression d’air. Il n’y a pas de charge due au véhicule. Le systéme reste toujours

axi-symétrique et la solution stationnaire prend la forme :

u = cte
w=0 (4.97)

a=0
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En reprenant ’hypothése que la déformation suivant I’axe neutre est trés petite (la pression est petite) :
599‘2:0 < 1

En utilisant Pexpression (4.10) avec ¢ = 0, la déformation suivant I’axe neutre se calcule par :

1

1

(w+R?> 1 u 1/u
€00] =0 = (

==+ )2<<1—>u<<1—>R+u
2R? 2 R 2\R R R

L’hypothése de petits déplacements s’applique pour ce cas. Les cas de Timoshenko et d’Euler Bernoulli

donnent la méme solution car il n’y a pas d’effort tranchant. La solution stationnaire des équations

(4.46) (pour le cas linéaire en géométrie) est donnée par :

EA EI -1
EA

EI GI
Lorsque la poutre est mince, nous avons > i et GA > ek Les efforts internes se calculent

R?
dans la configuration stationnaire par les relations (4.13) en négligeant les petits termes :
EA

Ns = fu

V.20 (4.99)

Ms;=0
Ou

EA -

De plus, les efforts dynamiques se calculent par (4.83) :

EA
Nt = ? (Ut + wt/)
up — wy
Vi=GA +Olt> (4.101)
L EI up + wy
Mt:R<O‘£_ X t)

De plus, les équations d’équilibre (4.84) deviennent, en négligeant tous les termes du second ordre :

1 R+u R+u ug + wy’ ug + wy’ .
E(Vil—at/Ns—Nt)-Fpt 7 + flr — kruy 7 +p<th>—k:Ru<th>:pAut
1 r_ ’_

= (N + V; — oy Ns) — keth;u —p (W) + kru (ut th> = pAy

1 R+ ' — R+ .

EMt/—V;t Ru <Utth+OétRu Ng = play

(4.102)
En remplagant (4.101) dans (4.102), les équations d’équilibre de la poutre de Timoshenko s’écrivent
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de la fagon suivante :

GA Ut// — wt’ ’ Oéths EA ’
A Y A T R R

R+u
R

R i /
- ;—u_i_p(ut—;wt ) _kRu(Ut—;wt ) — pAil,

+f'r

FA , I GA (uy —wy a¢ N
ﬁ(ut + wy )"‘f R + o ) — R (4103)
I I _
7k9th;u y <ut th> e (Ut th) — oA,

4.4.3.2 Modéle de B6hm

Béhm a utilisé un modele d’anneau circulaire sous pression avec I’hypothése d’Euler Bernoulli. L’hy-
pothése de la poutre d’Euler Bernoulli est rappelée (4.37)

wy — Uy

R

ap =

(4.104)

Les équations d’équilibre a I’état vibrant se réécrivent comme (4.102) en supprimant un degré de liberté
de la rotation de la section droite a; en considérant que I’énergie cinétique due a la rotation de la section

=1:

droite est négligée et en utilisant I'approximation

1 A ug + wy' ug + wy ..
7 Vi — tR thNt> +pt+ftRkRUt+p<R — kru R = pAiy
1 wy — Uy u —w u —w ;
oo ) o (52) 0 (7)o
1
M~V =0
M t
(4.105)
En combinant la troisiéme équation de (4.105), (4.101) et (4.104), les efforts et le moment s’écrivent :
EA
Nt = f(Ut + wz)
M El
Vi = f = —ﬁ(ug +up’) (4.106)
EI I
Mt = _ﬁ(Ut + ut)

Les équations d’équilibre (4.105) deviennent :

1 /1 w) — ul ug + wy’ up + wy’ .
= E]V[t”_ tR th—Nt> +pt+ftR_kRut+p(R) —kRU< R = pAiiy

l N/_i_lM/_wt_ugN _k . ut/—wt Lk ut/_wt oA (4107)
R t R R s oWt — P R RU 7 = pAi,
De (4.99) et (4.100), on déduit la relation :
N,
R =P knu (4.108)

R
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En remplacant (4.108) dans (4.107), les équations (4.107) deviennent :

/ 1
Wy — Uy

1 N [ + wy’ ..
EMtH_ 7 Ns_Nt> +pt+ftR—kRUt+§s (R = pAiiy
Ns Ut/ — Wt

1 we — U .
/ o t _ -2 =) =
Ny + —=M; Ns> kow; < > p Ay

== o=

Finalement, en remplacant (4.106) dans (4.109), les équations sont :

EA
(ut,/” —|— Ut”) — ﬁ (Ut + wt,) +pt + ftR - kRUt - pAUt

—s (ut + wt”) — — (Ut/” + Ut/) — kigwt = pAU)t

Ce qui permet de retrouver les équations proposées par Bohm [16].

4.4.4 Premiers modes propres des modéles

(4.109)

(4.110)

Cette partie est dédiée a I’étude des premiers modes de vibration propre de quelques modeéles simplifiés.

L’objectif est d’obtenir des solutions analytiques qui permettent de mieux comprendre les différentes

hypotheéses utilisées, Veffet de la précontrainte de la pression et leffet de rotation.

Dans les différents cas, les solutions analytiques de la vibration naturelle qui s’appuient sur I’hypothése

de linéarité en géométrie, sont cherchées sous la forme :

oo
up = eiu?t Z u?eme
—o0
oo
wy = eiﬁ)t Z w:bemﬁ
—00

o
ap = ezwt § a?eznG
—o0

(4.111)

Dans le cas général (poutre de Timoshenko avec la rotation dans le cas linéaire), les équations naturelles

s’écrivent comme (4.90) en supprimant toutes les forces appliquées (py, fk) :

GA GI u! —w! EA [(u; +w! EI [(u; +w!
(5 +55) (Mg var) - 50 (M) - 3 (Mt - o)

—krus — pQPA (u] — 2w) — uy) = pAiiy + 2pQA (1), — ;)

EA (u, +w) EI (v, +w " GA GI\ [u, —w,
R\ kR )R\ R %)"\®R "®m)\Tr "™

—kowy — pQ2A (w] 4 2u) — w;) = pAtiy + 2pQA (y + 1i0})

EI L+ w) GI (-
— (oz;' — w) — (GA + > <ut ey at> — pQ%Ia) = plal + 2p01 ¢,

R? R R? R

(4.112)
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Les fréquences propres sont les solutions des équations :

GA  GI\ ,
R2 " RY
EA EI
" TR
+pAO? (n2 + 1)

+2pAQon + pAD?

7kR

GA | GI
R TR

(EA EI) ,
e =

GA GI .
“\m TR
FEA EI .
" TR
20AQ%ni 4 2p AQGi
GA GI
R R
EA EI\ ,
"R
7]6‘9 =+ pALDQ
+pAQ? (n? +1)
+2pAQwn

Bl o, (GA_ GI
EL o (G4 GI
R3 R ' R?

En arrangeant les équations (4.113), elles deviennent :

GA GI\ ,

R TR

EA FEI

R

+pA(@ 4+ nQ)? 4+ pAQ?
(GA GI

_k-R

R R
EA EI X
R TR
—2ipAQ(nQ + @)
EI | (GA+GI) .
——nm— | — + —5 |t
R R3

GA GI
“\w Tw)™
EA EI .
“\wm TR
2ipAQ(nQ) 4+ @)
GA GI
R Tw)
EA EI\ ,
R T R)"
+pA(© +n)? + pAQ?
EL o, (GA  GI
BI 2, (GA, GI
R3 R R3

ﬂn2+(% g)
R3 R R3
EI , GI
' *(G“ﬁ)

+pI(& 4 n)?

EI , GI
( — g —(GA-F?) )

=0  (4.113)

0 (4.114)

En appelant Wy la fréquence propre du systéme sans rotation, elle est donc une solution des équations

4.114 en supprimant tous les termes de rotation :

GA | GI\ ,
R TR )"
EA FEI
Rz
+pAdio?

GA GI .
R R)"

EA FEI .
\mtr)™

EI . GA GI .
B \R ")

_kR

GA GI
“\ R TR)™
EA EI .
“\m TR
GA GI
“\ R Twr) R
EA EI\ ,
“\w" TR
+pAwip?
EI 2+(GA+GI)
—_—n — Sa
R3 R R3

EI <GA

BL L (GA

R3 R
EI, (GA
R3 R

EI , GI

+plwo?

0 (4.115)

Le terme pAQ? est négligeable par rapport aux deux termes diagonaux de équation (4.114) notamment

quand n devient grand. Il est alors facile de montrer que d’aprés (4.115) :

w = Wy — nf2

(4.116)

est une solution des équations (4.114). Cette formule est validée pour n positif ou négatif.

Cela implique :

(4.117)
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La fréquence propre du cas avec rotation peut donc étre approchée par la fréquence propre du cas sans

rotation : 0
n

= fo— — 4.11

f=fo- o (4.118)

Dans le cas n = 0, le terme (pAQQ) n’est pas négligeable. C’est la raison pour laquelle une étude des

modes n = 0 est faite dans la suite.

4.4.4.1 Modéle linéaire sans précontrainte a 1’arrét

Cas d’une poutre d’Euler Bernoulli

En reprenant les équations (4.81) avec n = 0, la premiére fréquence propre @y est la plus petite solution
de (4.119) :

EA FEI
R? R* 0
—kp + pAQ? =0 (4.119)
0 —/{79 + pA(I)Q
EA EI k
Comme un modéle du pneu vérifie kg < —5- + —; + kg, la plus petite solution est : w; = 20
R?2  RY pA
» ug =0
Le vecteur propre associé est : 0
w; = cte

Ce mode correspond donc & la rotation rigide de ’anneau autour de son axe, seuls les ressorts

tangentiels sont déformés.

Cas d’une poutre de Timoshenko

En profitant des équations (4.115), on cherche toujours la plus petite solution correspondant a n =0 :

FA EI N
—<RQ+R4)—I€R+pAw2 0 0
Sy GA  GI
0 B R <R + R3>
—k‘@ —+ pA(:}2 =0
GI
GA GI — <GA + 2)
0 " R
+pli?
Ainsi :
RO
R2 R: za L=
-9 R R3
—ko + pAw
GI =0
GA GI — (GA + 2)
—— 4 R
R R3 -9
+plw
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On pose :
(e GA Gl
R? R +
-9 'R R3
—kg + pAD .
GI = f(@)
ooy [ (oar®)
+ R
‘R R3 -2
+plw
Et or
(01 51)
On a

I
f(@) = p?AIo* — &? ( P X+ plke + pAX> + kg X

La condition dite mince correspond & "I’épaisseur e est trés petite par rapport au rayon de I’anneau
e

R": = x1
R

Cela implique que :
I

2 < A
Donc,
(@) = p?AIo* — &% (pIky 4 pAX) + kg X (4.120)
La plus petite fréquence propre est proche de la solution de I’équation suivante :
PP AIG* — &2 (pIkg + pAX) + kX =0 (4.121)
La plus petite solution de équation (4.121) est :
kg
o1 =] —= 4.122
w1 A (4.122)

0

o = cte
i w) = cte
Le vecteur propre associé est : t
ay 1
w) R

La premiére valeur propre du modéle de Timoshenko est proche de celle d’Euler Bernoulli.

4.4.4.2 Modéle linéaire avec précontrainte a 1’arrét

Etude du premier mode : n =10

Cas de la poutre d’Euler Bernoulli

En utilisant les équations (4.110), on cherche la fréquence propre correspondant a n = 0. @1 est la plus

petite solution de :

EA N kR+pAw > 0

0 —ko + pAcDQ
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+ kg, la plus petite solution est :

e [
1= pA

. Ce mode est le méme que dans le cas linéaire sans

N,
Lorsque :kg < Rz R—;

Le vecteur propre associé est : {

précontrainte.
On peut conclure que la pression d’air n’influence pas le premier mode.

Cas de la poutre de Timoshenko

u
= 1, on cherche la fréquence propre cor-

En utilisant les équations (4.103) et 'approximation

respondant & n = 0. @1 est la plus petite solution de :

EA p
L £
B F : 0
,i +pA(I)2
R GA p kru
; Sl n GA N, =0 (4.123)
—kg + pA&? R R
. GA N, ~GA+ N,
'R R +pli?
Donc : GA I
g4, P FRu GA N,
R "R R — =
—ky + pAD BB
GA N, —~GA+ N,
R R +pI&?

N,
En utilisant la relation (4.108) : fs = p — kgu, cette équation devient :

~GA N

® e GaA _ N,
—ko + pA(DQ R R —0
GA N, —GA+ N;
R R +pl&®
En posant :
GA N;
B R G4 _Ns
o A~2 R R _
ko + pPAW _ f(wQ)
GA Ny —GA+ Ny
R R +pIi?
Et
(GA— Ng) =X
On a

I
f(@) = p?AIo* — &2 <pR2X + plky + pAX) + ko X
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La condition dite mince correspond & "l’épaisseur e est trés petite par rapport au rayon de I’anneau

e
R": = x1
R
Cela implique que :
R < A
Donc,

f(@) = pP AT — &% (pIkg + pAX) + kg X

La plus petite fréquence propre est proche de la solution de I’équation suivante :

PP AT — &2 (pIkg + pAX) + kX =0

La plus petite solution de I’équation (4.125) est :

N ke
w1 = e
pA
w? = cte
<2 o = cte
Le vecteur propre associé : t
o 1
o 1
w) R
Donc,
o= Fe
pA

comme le cas d’Euler Bernoulli.

4.4.4.3 Modéle linéaire en rotation

On étudie le cas de la poutre de Timoshenko. Les fréquences propres du systéme

par (4.114) : Avec n =0, on a :

_ (E;“ " E) ok
( R? ' RA R ) 2pAQ@i 0

+pAQ? 4 pA&?
GA GI
(ZZ )
—2pAQ@i ( <R2+R4> ") <%+G1)

R3
+pAQ? 4 pAR? R R

GA  GI GI Y
On pose :
(B2
RZ ' R4 n 2pAQDi 0
+pAQ? + pA?
GA GI
(= 4+ ) -k I =
—2pAQDi ( 2 R4) 0 (@ + %)
+pAQ? + pA? R R
GA  GI GI Y
0 <F+ﬁ> *<GA+§>+pr

(4.124)

(4.125)

(4.126)

sont données

(4.127)

(4.128)
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Les solutions analytiques sont : f (@2) =0.

On a : pA Bl
- (ﬁ * ﬁ) R 0 0
+pAQ?
GA GI
f(0) = o - (ﬁ + ﬁ) — kg (G’A N G’;) (4.129)
+pAQ? R R
GA GI GI
’ (% +%) -(ea+ %)
Il vient : BA  EI oI
£(0) = < S5~ 1 kR +pAQQ) <GA+ R2) (ko — pAQ?) (4.130)
_ 2
On calcule f <l<:g,0AQ) :
pA

— 2
(—(%er%)—kRJrkg 2pAQ1/k" pAQ 0
2
f<k0/’AQ ) _ o, | Ko = PAQ? (GA GI) (GA+GI>
pA P pA R ' R3

GA GI GI ko — pAQ2
’ (R +R3> (GA+F>+”IT
(4.131)
Il vient :
kg — pAQ? EA EI GA GI kg — pAQ?
O PRE ) _ ikl B
f( oA B R AT Ky
ko — pAQ? GI ko — pAQ?
—4p? AP T A— — +pl——— 4.132
p A —GA— o5+ A (4.132)
Comme un modeéle du pneu en rotation vérifie :
EA FEI
T —kr+ko <O
EA EI
~Jz ~ 1 ket pAQ* <0 (4.133)
GI ko — pAQ?

A partir de (4.130), (4.132) et (4.133), il est facile de démontrer que :

kg — pAQ?
fQ)f (pA) <0

Donc, il existe une solution dans l'intervalle :

pA
Ou )
~2 [ke — pAQ 0}
pA
Pour que la fréquence propre soit réelle, il faut que la vitesse de rotation respecte la condition
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La vitesse de rotation critique est donc donnée par :

ch = ﬁ
\/ pA

Si la vitesse de rotation est supérieure a {2, 'anneau devient instable.

4.5 Conclusion

Dans ce chapitre, les équations analytiques d’un modéle d’anneau circulaire avec I’hypothése de grands
déplacements ont été établies. Ces formulations avec des hypothéses simplificatrices permettent de
retrouver quelques modéles de la littérature. Par exemple, en utilisant I’hypothése de déformations
infinitésimales et 'hypothése d’Euler Bernoulli, on retrouve le modéle de Bohm [16] & arrét.

Les équations d’équilibre écrites pour le mouvement stationnaire sont des équations différentielles
ordinaires du second ordre. La résolution analytique est trés difficile & mettre en ceuvre. Une méthode
de résolution numérique par discrétisation est proposée dans le chapitre suivant.

Dans la partie dynamique, on a établi également deux types d’équations d’équilibre. L’un consiste
en des équations analytiques qui sont de forme trés complexe, 'autre en des équations numériques.
La partie numérique s’appuie sur la résolution statique. Elle nous évite de recalculer la matrice
de raideur et la matrice de masse du modéle. Ces matrices ressemblent & celles de la méthode des
¢léments finis (MEF). La partie analytique permet une construction des matrices gyroscopiques et
de la matrice centripéte. Les premiéres analyses de premier mode sont trés pertinentes. Ces résul-

tats donnent une valeur de la vitesse de rotation critique qui dépend de la raideur tangentielle des flancs.



CHAPITRE b

Validation des modéles proposés et des
effets tournants

Dans ce chapitre, des modéles numériques de pneumatique sont construits et simulés dans le code élé-
ments finis Abaqus. Ensuite, la résolution numérique du modéle analytique est présentée. La validation
du modéle analytique est réalisée par des comparaisons avec des modéles éléments finis Abaqus. Enfin,

la prise en compte des effets de rotation du pneumatique est validée par comparaison & des résultats

expérimentaus.
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5.1 Résolution numérique du modéle analytique

5.1.1 Cas stationnaire

Le systéeme d’équations différentielles du second ordre (4.35) posséde des conditions aux limites qui

respectent les conditions périodiques :

ou u est le vecteur de déplacements.
La solution exacte est approchée par une solution discrétisée. Pour cela, un maillage de N points est

défini avec § = (01 = 0;09;...0;...;0n = 27 (N — 1) /N). Les valeurs discrétisées sont les suivantes :

w(Oip1) —w(@io1) Wi — U

w(0:) = o0 - I
" o Q(eiJrl) - 2@(90 + 2(6141% Ui — QMi +u;_q (5 2)
u(6;) = h2 - h2 :
Uiy — 2Ez‘ +u,;_ Uil — U,
W(09) = F(0isw(6), 1/ (00) & BT g, B2t

w =22 _Unv., oW1 UN

_ - o2n TN 2h

Q(O) - g(27r) - n o Ug — 2uy +QN, n U1 — 2un +UN-_ (5‘3)
U = Tv@N = 2

Les relations (5.2) et (5.3) fournissent N équations avec N inconnues. Dans le cas linéaire, trouver u
est immeédiat. Pour le cas non-linéaire, la méthode de Newton est utilisée. Les parameétres du modéle

sont indiqués dans le tableau (5.1).

Paramétre Description Valeur | Unité
E Module d’Young 2.6611e9 Pa
p Masse volumique 1160.7 | kgm™3
R Rayon de I’anneau 0.285 m
e Epaisseur de la poutre 0.01 m
Largeur de la poutre 0.085 m
kr Raideur radiale 4.35e6 Pa
kg Raideur tangentielle 3.19e5 Pa
v Coefficient de Poisson 0.3

TABLE 5.1 — Paramétres du modéle analytique
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5.1.2 Cas dynamique

Les équations dynamiques s’écrivent sous la forme :

Miy+Cir + Kue = fr (5.4)

ot M est la matrice de masse, C' la matrice gyroscopique et K la matrice de raideur.

Les matrices M et C sont construites directement & I’aide des équations analytiques. Dans le cas de
la déformation statique linéaire, la matrice de raideur K ne change pas au cours de la déformation.
Elle se construit directement par les équations analytiques sans rotation ou avec rotation (cf. chapitre
4). Dans le cas ot Veffet des grands déplacements est pris en compte, la matrice de raideur varie au
cours de la déformation. La matrice de raideur obtenue a la fin de ’état statique est celle considérée
dans le calcul dynamique. Il y a deux facons pour calculer cette matrice : soit & I'aide des équations
analytiques en utilisant les solutions stationnaires, soit comme le Jacobien des équations stationnaires
(cf. chapitre 4) calculé par résolution numérique du cas stationnaire.

Afin de valider le modéle analytique d’anneau circulaire, il est comparé au résultat de la simulation de

ce modéle sous Abaqus.

5.2 Les MEF de pneumatiques utilisés pour la validation

5.2.1 MEF 2D constitué de poutres

Ce modéle est construit pour valider les formulations analytiques du modéle d’anneau circulaire. Il ne
prend pas en compte Ueffet de rotation. Les paramétres et les conditions de chargement sont identiques
au modeéle analytique. Dans le code éléments finis Abaqus, on utilise les éléments de poutres d’Euler
Bernoulli (élément B23), et des poutres de Timoshenko (élément B21). L’anneau est discrétisé en N
neeuds dont chacun est relié & deux ressorts : un ressort radial et un ressort tangentiel. Les valeurs des

raideurs des ressorts sont calculées & partir des raideurs des ressorts analytiques comme suit :

k5 — RAOkg
kpem = RAOkg

5.2.2 MEF 3D constitué de coques

Pour prendre en compte les effets de rotation du modeéle d’anneau circulaire, la fonctionnalité
*STEADY STATE TRANSPORT disponible sous Abaqus est utilisée. Celle-ci ne peut s’appliquer,
toutefois, que sur des éléments coques ou solides. C’est pour cette raison qu'un modeéle équivalent &
base d’éléments coques est construit. Les paramétres de la géométrie du modéle ne changent pas (cf.
figure 5.1). Les ressorts radiaux et tangentiels sont également conservés. Une validation en statique est

réalisée avant toute application des effets de rotation.
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F1GURE 5.1 — Modéle d’anneau circulaire sous Abaqus

5.3 Validations

5.3.1 Cas sans rotation, modéle analytique vs. MEF poutre

Les résultats de ’état stationnaire entre le calcul sous Matlab et le calcul sous Abaqus sont comparés
a iso-conditions aux limites et iso-chargement. Ces comparaisons ont été présentées & la conférence

ISMA 2012 [97].

1. Pression de gonflage
Tout d’abord, les résultats Matlab et Abaqus sont comparés dans le cas d'un pneumatique mis
sous une pression de 2.5 bar. Le centre de roue est fixé. Comme le pneumatique n’est pas chargé,
le systéeme est axisymétrique. Le déplacement tangentiel est nul et le déplacement radial est
constant en tout point de 'anneau. Il n’y a ni flexion ni cisaillement. Les deux types de poutre
Euler-Bernoulli et Timoshenko conduisent au méme résultat (cf. figure 5.2).

Les solutions analytiques sont données ci-dessous :

— Cas linéaire :

. EA EI !
w=p\ g TRt the

— Cas non-linéaire :

1 /EA FEI k 2 EA FEI

s\ Gty ) @) (Gt ke e =0

2\ R R R R R R
Les déplacements radiaux sont calculés pour deux types de poutres, Euler-Bernoulli et Timo-
shenko, et deux hypothéses, non-linéarité en géométrie et petites déformations. Sur la figure 5.2,
les résultats sont bien corrélés entre les deux modéles a faible pression. La résolution numérique
dans Matlab correspond bien & la solution analytique. Lorsque la pression d’air augmente, les
écarts entre les résultats Abaqus et Matlab sont significatifs. Ces écarts sont expliqués par une

hypothése utilisée sous Matlab mais pas sous Abaqus. C’est ’hypothése que 'aire de section
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FiGuRE 5.2 — Déplacement radial en fonction de la pression de gonflage

droite ne change pas au cours de la déformation. En activant Uoption NLGEOM=YES, le cal-
cul sous Abaqus inclut la déformation sur cette section. A faible pression, cette déformation est
négligeable. Si la pression est importante, la section droite devient plus petite. Donc, la raideur
de flexion et celle de tension sont diminuées. L’allongement de I’anneau est plus grand. Par consé-
quence, le modéle analytique développé est validé jusqu’a 4 bar. En réalité, la pression d’un pneu
varie de 2 & 3 bar. Sur cette plage, les solutions avec ’hypothése des déformations infinitésimales

et I’hypothése de grandes déformations sont identiques.

2. Charge du véhicule
La charge du véhicule est appliquée au centre de roue. Elle est représentée par une force ponctuelle
imposée en base du pneumatique. La comparaison entre la modélisation Matlab et la simulation
Abaqus est présentée sur la figure 5.3. Une bonne corrélation des déformées est observée. On
remarque que les résultats de la poutre d’Euler Bernoulli et ceux de la poutre de Timoshenko
sont identiques. Cela est expliqué par l'utilisation de ’hypothése de la poutre mince (Ueffet de

cisaillement est négligé).

3. Comparaison des configurations déformées linéaire et non-linéaire
La comparaison des configurations déformées du cas linéaire et du cas non-linéaire en géométrie
est présentée sur la figure 5.4. Il y a des écarts autour du point excité. En conclusion, le modéle
linéaire n’est pas valable en cas d’application de la charge du véhicule. En revanche, s’il n’y a

que la pression de gonflage, un modéle linéaire est suffisant.

4. Modes de vibration
Les fréquences propres du pneumatique dans sa configuration déformée sont comparées. Deux
types de conditions aux limites sont considérées : base de roue libre et base de roue fixe. Les
résultats obtenus sous Matlab et Abaqus sont trés proches. Les écarts sont inférieurs a 1.2% ce

qui est satisfaisant. Les déformées modales sont également identiques. On rappelle que n est le
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FicuRreke 5.3 — Configurations non-déformée vs. déformée du pneumatique résultant de calculs statiques
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Fi1GURE 5.4 — Configurations non-déformeée vs. déformée du pneumatique résultant de calculs statiques

non-linéaires et linéaire

nombre d’onde circonférentiel, i.e. le déplacement radial s’écrit ug = Acos(nf + ¢).

Dans le cas ou la base de roue est libre, la symétrie de I’anneau est conservée. Dans ce cas, des

modes dédoublés & la méme fréquence sont observés et obtenus 'un & partir de 'autre par une

T
rotation de — (cf. figure 5.5). En revanche, si la base de roue est fixe, cette propriété est perdue
n

(cf. figure 5.6). Pour conclure, le modéle analytique est bien validé jusqu’a 400 Hz.

5. Fonctions de transfert

Un exemple de fonction de transfert est représenté sur la figure 5.7. Elle correspond & la force de

réaction verticale au centre de roue résultant d’un effort dynamique vertical appliqué en base du
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FIGURE 5.6 — Modes propres en encastrant le centre roue et la base de roue

pneu avec une amplitude constante et égale & I'unité. La force de réaction verticale au centre de
roue qui est la somme des réactions verticales des ressorts radiaux et des ressorts tangentiels, est

obtenue comme suit :

27 27
R, :/ krug. (uR, )d@—i—/ kow;. (gg,g)dﬁ (5.6)
0 0

ou (,) représente produit scalaire dans 2. Les courbes de Matlab et Abaqus sont superposées
jusqu’a 300Hz et présentent de petites différences autour de la fréquence de 350Hz parce que les
fréquences propres calculées dans Matlab et Abaqus sont légérement différentes, foo = 346Hz
sous Abaqus et foo = 350Hz sous Matlab (cf. figure 5.7). La différence reste trés faible. Nous

obtenons un bon accord entre les résultats Matlab et Abaqus.
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FIGURE 5.7 — Réponse de la force verticale au centre roue du probléme forcé en base de roue

5.3.2 Cas sans rotation, MEF poutre vs. MEF coque

Afin de simuler l'effet de rotation dans le code éléments finis Abaqus, on propose de construire un
modele avec éléments de type coque équivalent au modéle poutre. L’effet de rotation ne peut, en effet,

étre ajouté 4 un modéle de type poutres. Avant de comparer des résultats en rotation, le modéle de

coque doit étre validé & 'arrét.

1. Calcul statique
Premiérement, les déplacements calculés dans le modéle de poutre et de coque doivent étre
comparés. Dans le modéle de coque, la pression de gonflage de 2.5 bar est remplacée par une
force surfacique de 2,5 10° N /m2 appliquée sur la bande de roulement. La charge du véhicule

est représentée par une force linéique imposée en base du pneumatique.

2. Calcul dynamique a ’arrét
On compare les modes des modeéles coque et poutre en 2D. Tous les degrés de liberté hors plan
sont donc encastrés. Les fréquences propres calculés sont synthétisées dans le tableau (5.2). De

petites différences entre le modéle de coque et le modéle de poutre sont observées mais elles

restent petites.

En général, le modele de coque est plus proche de celui de poutre de Timoshenko. En basses
fréequences, la corrélation est trés bonne. L’écart reste inférieur & 2.05% jusqu’a 350Hz. En

conclusion, le modeéle de coque est validé en basses fréquences.
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Modéle de

Modéle de Erreur Erreur
Modéle de . poutre

poutre Timoshenko Bl Euler

coque uler )
Timoshenko (%) ' Bernoulli (%)

Bernoulli

92,208 92,21 0,00% 92,14 0,08%

186, 38 185,40 0,53% 185,21 0,63%

190,63 190,13 0,26% 190,12 0,27%

234,85 234,59 0,11% 234,53 0,14%

235,08 234,96 0,05% 234,79 0,12%

248,18 248,12 0,02% 247.47 0,29%

249,14 249,06 0,03% 249,06 0,03%

2547 254,55 0,06% 253,69 0,40%

TABLE 5.2 — Comparaison des fréquences propres en Hz du MEF poutre et du MEF coque en fixant

la base de roue

5.3.3 Cas avec rotation, modéle analytique vs. MEF coque

Dans le chapitre 3, le développement des formulations analytiques a montré que la prise en compte

des effets tournants consiste & ajouter une matrice de raideur centripéte et une matrice d’amortisse-

ment gyroscopique. L’effet sur la modification de la raideur de la structure est trés faible. Par contre,

I’amortissement gyroscopique fait changer fortement la réponse dynamique et provoque un dédouble-

ment de la fréquence en fonction de la vitesse de rotation. 11 est démontré par le travail théorique et

expérimental de Bolton et Kim [50]. Ce résultat est confirmé dans cette partie.

1. Le cas linéaire en déformation

Concernant le cas linéaire, les fréquences propres se calculent analytiquement. Parallelement, un

calcul peut étre effectué a l’aide des équations numériques dans le domaine fréquentiel :
— &2 M u, + & Cu, + Ku, =0 (5.7)

ol u,, est le vecteur de déplacements de ’anneau.

U
En posant @, = ( - ) le vecteur propre complexe, les équations (5.7) deviennent :

) (5.8)

Wy,
—=0 (5.9)

o 1o

wn | — = + = — =

Donc, la fréquence numérique @, est donnée par :

- K 0 0 —-K
W, — = + - —
(0 M) (K C)‘

Lorsque les matrices M et K sont symétriques et que la matrice C est anti-symétrique, la

det

premiére matrice a gauche de I’équation (5.9) est symétrique et la seconde est anti-symétrique.
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11 est facile de montrer que les valeurs propres sont imaginaires. Cela implique que les fréquence
propres du systéme sont réelles. On vérifie & 'instar du cas a ’arrét, que les fréquences propres
calculés par les modéles analytique et numérique & différentes vitesses sont trés proches. On
montre que les fréquences propres dépendent de la vitesse de rotation. Cet effet est illustré sur

la figure 5.8.

350
Le cas de la déformation linéaire
300 =16
n=5
250 / n=4
3 /
3 200 = — =3
[
g _
S [ n=2
2150 =
@ —
100 =
n=1 -
50 n=0 ~—
0
0 50 100 150 200
vitesse de rotation (rad/s)

FI1GURE 5.8 — Fréquences en fonction de la vitesse de rotation

Interprétation des modes

Une attention particuliére est portée aux modes n = 0 et n = 1. Concernant le premier mode, la
fréquence décroit en fonction de la vitesse de rotation. Ce phénoméne est démontré analytique-

ment dans la partie 4.4.4. 1l est rappelé que la premiére fréquence propre du modéle d’anneau
ko — pAQ?

circulaire est dans l'intervalle [O;
pA

] . Cette fréquence diminue en fonction de la vitesse

k
de rotation. Si la vitesse de rotation est plus grande que —Z, la fréquence est négative. Le
p

systéme devient instable.

En ce qui concerne le mode n = 1, la figure 5.8 montre que la fréquence est constante. Autrement
dit, cette fréquence est indépendante de la vitesse de rotation. Cela est cohérent avec la démons-
tration théorique faite dans le chapitre 4. En fait, le mode n = 1, de fréquence f; = 106Hz, a
une déformée correspondant & "un mouvement rigide" de ’anneau. C’est & dire qu’aucune défor-
mation de ’anneau n’est observée. Il n’y a que les ressorts qui se déforment. Comme le modéle
des ressorts n’a pas de masse, c’est la raison pour laquelle il n’y a pas d’effet de rotation. Ce

résultat est confirmé. Des effets de dédoublement sont observés pour d’autres modes. La relation
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approchée de Bolton et Kim [50] est confirmée :
n
f=fot—V (5.10)
2m

ou f est la fréquence & la vitesse de rotation V, fs la fréquence a la vitesse nulle et n le nombre
d’onde.

2. Le cas non-linéaire en déformation
N’ayant pas de solution analytique, une comparaison directe des résultats numeériques sous Matlab
et sous Abaqus est réalisée. Comme précédemment, les solutions dynamiques du pneumatique
sont comparées autour de la configuration stationnaire déformée sous charge : vitesse de rotation
de © = 100 rad/s, pression gonflage de de p = 2.5 bar et une charge de véhicule de ¢ = 250 kg.
Une bonne corrélation des fréquences propres calculées dans Matlab et Abaqus sont observées,
comme lillustre la figure 5.9. L’écart augmente avec la fréquence. Cependant, sur la plage de
[0,400 Hz|, I’écart maximum est de 7.3% ce qui reste modéré. En conclusion, le modéle analytique
en déformation non-linéaire est validé en basses fréquences.
Comme pour le cas sans rotation (cf. figure 5.7), les réponses dynamiques au centre de roue
sont comparées. La formulation (5.6) est reprise pour évaluer la réaction verticale. A partir de la
configuration déformeée, une force harmonique de 1e™? est imposée en base de roue. La réponse

est tracée en fonction de la fréquence. Sous Abaqus, la matrice de masse et la matrice de raideur

sont extraites du modeéle. A 'aide de ces matrices, le calcul de la fonction de transfert est effectué

sous Matlab.

400
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Calcul sous Matlab

FIGURE 5.9 — Fréquences propres de 'anneau circulaire & Q = 100 rad/s dans le cas non-linéaire en

déformation

La figure 5.10 montre la comparaison des fonctions de transfert. En basses fréquences, les résultats

sont trés proches. Des écarts commencent & apparaitre & partir de 250 Hz.
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Réaction verticale au centre de la roue
25 T T 1

—Matlab
20k : 1 ---Abaqus ||

Fonction de transfert

0 50 100 150 200 250 300 350 400
Fréquence (Hz)

FIGURE 5.10 — Réponse de 'anneau du probléme forcé (€ = 100 rad/s)

En ce qui concerne 'effet de rotation, on trace les fonctions de transfert en fonction de la vitesse
de rotation sur les figures 5.11(a) et 5.11(b). La premiére résonance correspond a la fréquence 112
Hz du mode de "ressort”, il n’y a pas de dédoublement. L’explication se retrouve par ’absence
de masse des ressorts (voir la partie du cas linéaire).

Afin d’observer l'effet de dédoublement en fréquence, on construit une cartographie de la fonction

30 1 30
) omega=0 (rad/s) ) omega=0 (rad/s
S A omega=20 (rad/s) 2 omega=2o( (rad/)s)
5 /\ omega=40 (rad/s) g omega=40 (rad/s)
<= \ —omega=60 (rad/s) % omega=60 (rad/s)
€ 10 —omega=80 (rad/s) c 10 omega=80 (rad/s)
s VJ omega=100 (rad/s) = N —omega=100 (rad/s)
S o~ 8 o— \
c c
] o
D -10 B -10
c c
9 b
2% 50 100 150 200 250 300 350 400 2% 50 100 150 200 250 300 350 400
Fréquence (Hz) Fréquence (Hz)
(a) Réaction horizontale (b) Réaction verticale

FiGURE 5.11 — Les réponses longitudinales et verticales au centre de roue

de transfert au centre de roue en fonction de la vitesse. La figure 5.12 représente la réaction
verticale au centre de roue. L’axe horizontal est la fréquence et ’axe vertical est la vitesse linéaire.
Les cartographies construites sous Matlab et sous Abaqus sont trés proches ce qui permet de
valider le modéle d’anneau circulaire avec effet tournant. Le dédoublement en fonction de la
vitesse se voit sous la forme de deux branches partant des vitesses nulles. L’écartement entre les
branches est fonction du nombre d’onde comme dans la formule (5.10). Il n’affecte que les modes
incluant la déformation de la bande de roulement. Pour le premier mode du modéle, la bande de

roulement ne se déforme pas, donc, il n’y a pas de dédoublement. Cela est validé et démontré
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dans le cas linéaire.

Pour le huitiéme mode, deux dédoublements sont observables. Un premier correspond & n = 8§,
et le second & n = 2. Cela est expliqué en regardant la configuration déformée de ce mode.
En fait, ce mode est une combinaison entre deux vibrations du pneumatique : une vibration
radiale et une vibration en traction-compression. La vibration radiale présente huit pics sur la
configuration déformée. L’autre vibration posséde deux maximums. Un nombre égal & 2 peut
étre associé a cette vibration tangente a la fibre neutre. C’est la raison pour laquelle deux

dédoublements sont observés.
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FIGURE 5.12 — Cartographie de réaction verticale au centre de roue sous Abaqus (gauche) et Matlab
(droite)

En excitant en déplacement imposé (au lieu d’un effort imposé) en base de pneu u = 1™, les

mémes résultats sont obtenus (cf. figure 5.13).
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FI1cuRE 5.13 — Réponse de 'anneau au probléme de déplacement imposé
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5.4 Les effets de rotation sur un MEF Pneu/Roue/Cavité (PRC)

complet

5.4.1 Description rapide du MEF PRC

Les modéles de pneumatiques disponibles chez PSA Peugeot Citroén sont fournis essentiellement par le
manufacturier Michelin. Les modéles numériques du pneumatique se composent des matrices de masse,
de raideur et d’amortissement condensées (ou super éléments). Seuls les degrés de liberté physiques du
centre roue et de l'aire de contact sont accessibles. Ils peuvent étre utilisés comme nceuds d’excitation
et/ou d’observation pour des calculs statiques et dynamiques sans rotation. Aucun modéle éléments
finis prenant en compte les effets tournants n’est disponible & ce jour. Pour contourner cette limite, un
MEF est en cours de développement en interne afin d’intégrer les effets de rotation. Le modéle Michelin
reste comme une référence pour valider la construction de ce modeéle a 1’arrét.

Le pneumatique est composé de trois parties principales : la bande de roulement, les patins en ca-
outchouc et les flancs. Chaque partie posséde des propriétés et des paramétres différents. La bande
roulement et les flancs sont modélisés & ’aide de coques orthotropes. Les patins en caoutchouc sont
modélisés par des hexaédres orthotropes. Les parameétres a identifier sont résumés dans le tableau 5.3.
Ils doivent respecter les conditions d’orthotropie suivantes :

— pour les flancs et la bande de roulement :

l bd
1l E/ bdr B
V2 < 7l Viz' < bar
E2 E2
— pour les patins en caoutchouc :
i
Vij > o 1 — v19113 — V13123 — V12103 — 2v12103113 > 0
J
Partie du pneumatique Paramétres a identifier
Bande de roulement B0 pobdr Gt G gbdr Gogbdr g, bl pbdr
flancs B BTN Gt Grgtt Gyt vt plt
Patins caoutchoucs EP% EoP* B3P G19P* G13P% GagP® v19P* v13P% vo3P? pbdr

TABLE 5.3 — Les paramétres du modéle PRC

La cavité d’air est modélisé a 'aide d’éléments acoustiques 3D. La roue en téle est modélisée avec des
éléments coques. La roue en alliage d’aluminium est maillée en volumique.

L’identification des paramétres du modéle PRC est réalisée dans la configuration gonflée et écrasée.
Les paramétres du modéle analytique d’anneau circulaire, du modéle MEF poutre, du modéele MEF
coque, du modele MEF PRC complet, sont identifiés a ’aide du modéle de Michelin.

La filiére d’identification utilisée s’appuie sur Matlab pour ses fonctionnalités d’optimisation et Abaqus

adapté pour des calculs non-linéaires et des calculs multi-étapes comme par exemple :
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— calcul de mise sous pression et d’écrasement au sol : A ’état initial, une pression est mise dans le
pneu et une charge est imposée au centre de roue. La base de roue est mise en contact avec une
surface rigide. Ces calculs incluent Ueffet des grands déplacements.

— calculs dynamiques (linéaires) autour de cette configuration déformée permettant de déterminer les
modes propres de vibrations, des fonctions de transfert...

Matlab dispose de fonctionnalités d’optimisation non-linéaire sous contraintes avec fonction mono-

objectif ou multi-objectifs.

5.4.2 Validation du modéle PRC a l’arrét

Pour valider le modele PRC a ’arrét, des mesures expérimentales ont été réalisées sur un pneumatique
Michelin monté sur une roue en aluminium, mis sous une pression de 2.4 bar et mis sous une charge
de 400 kg. Le pneumatique est excité & 1’aide d’un marteau de choc sur des points marqués sur la
figure 5.14. Des accélérométres 3D sont utilisés pour mesurer les réponses. Ils sont disposés sur des
points d’observation autour du pneumatique (cf. figure 5.15) afin de décrire les déformées propres du
pneumatique. Les fonctions de transfert sont utilisées pour extraire les fréquences propres. Les courbes
sur la figure 5.16 sont des exemples d’accélérations dans la direction Z crée par trois excitations selon
X,Y et Z. Elles permettent de calculer les fréquences de résonance ainsi que les taux d’amortissement. Le
mode & 230.2 Hz est peu amorti. C’est le premier mode de cavité. Par contre, les modes du pneumatique
sont nettement plus amortis. La premiére comparaison entre le calcul et la mesure sert & valider des
modes. A chaque fréquence extraite, la déformée du pneumatique est observée pour identifier les modes.
La méme chose est utilisée dans le calcul. Compte tenu de la rigidité de la roue en aluminium, on
utilise des éléments rigides pour la roue. Dans un premier temps, la cavité d’air n’est pas modélisée.
La validation des modes de cavité d’air et de la roue sera discutée dans la partie incluant Deffet de
rotation. Aprés identification, les résultats de calcul et ceux de la mesure sont trés proches (cf. figure

5.18). En conclusion, le modéle numérique du pneumatique identifié est validé a Parrét.

ExcitZ

FIGURE 5.14 — Analyse modale expérimentale du pneumatique : points de chargement (gauche) et

maillage expérimental (droite)
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FIGURE 5.16 — Fonction de transfert de ’accélération du point de mesure en excitant en trois directions

5.4.3 Validation du modéle PRC en rotation

Une fois le modéle numérique PRC validé a larrét, l'effet de rotation est ajouté. La validation est
réalisée par la comparaison des effets tournants obtenus par le calcul et par la mesure. Le moyen
d’essai utilisé est illustré sur la figure 5.17 : le marbre sur lequel la roue est fixée en son centre est
congu de maniére & étre le plus rigide possible afin de ne interférer avec les mesures sur la bande
fréquentielle d’intérét. La rotation autour de ’axe de la roue est laissée libre. Une charge est appliquée
lorsque le pneumatique est & ’arrét. A sa base, le pneumatique est en contact avec un rouleau motorisé
qui permet de simuler un roulage. Le rouleau peut étre équipé de secteurs gravillonnés ou laissé nu
avec une surface lisse. Les capteurs de force sont placés au niveau de 'interface du centre de roue et
permettent de mesurer le torseur des efforts F,, F,, F., M, et M.. Pour chacune de ces grandeurs, la

cartographie est construite en fonction de la fréquence et de la vitesse de rotation.
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FIGURE 5.17 — Bancs a rouleaux utilisés pour la mesure d’ensembles montés tournant

Le pneu étudié est celui de la partie précédente monté sur une roue en toéle et une autre roue en
aluminium. Les figures 5.19 et 5.20 sont des exemples de cartographies de la force verticale et du
moment longitudinal dans le cas d’un pneu assemblé avec une roue téle et une roue alu respectivement.
L’excitation étant périodique de période le tour de rouleau, les différents ordres apparaissent en
diagonale. En s’accommodant de ce phénomeéne, 'effet de dédoublement lié & la vitesse de rotation
apparait. Le premier dédoublement sur les deux cartographies de la force verticale correspondent aux
deux premiers modes transversaux du pneu. Ensuite, on observe les dédoublements associés aux modes
de la cavité d’air. Ces modes sont & 250 Hz pour les deux roues. L’effet de la roue est faible sur ces
modes. Enfin, on trouve le dédoublement du mode de la roue tole (224Hz). Comme la raideur de la roue
alu est plus grande que celle de la roue téle, le mode de la roue alu apparait & plus haute fréquence.
Sur les cartographies du moment longitudinal, les mémes phénoménes physiques sont observés. Les
autres modes du pneumatique ne sont pas bien observés car on ne peut pas éliminer les bruits de
mesures provenant des harmoniques de tour de rouleau. Une cartographie équivalente calculée sous
Abaqus sur le modéle PRC soumis & un déplacement unitaire imposé est représentée. L’excitation n’est
pas représentative du roulage sur les gravillons abordés dans les chapitres suivants mais elle permet
de voir les effets liés a la rotation. Par conséquent, la comparaison/validation par rapport aux essais
s’effectue en termes d’apparition et de localisation de dédoublements et pas en termes de niveau. L’état
stationnaire est celui du pneumatique en contact avec le sol lisse. Ensuite, les déplacements unitaires
verticaux sont imposés & tous les points dans 'aire de contact. Les cartographies de la force verticale
et du moment longitudinal sont tracées respectivement sur la figure 5.21 et la figure 5.22. Ces derniéres
établies pour la roue toéle figure 5.21 et la roue alu figure 5.22 peuvent étre comparées qualitativement
aux cartographies construites & partir des mesures réalisées. Une comparaison quantitative, i.e. en
niveau, pourra étre possible une fois qu'une excitation pneu/chaussée réaliste aura été déterminée. En
termes de qualité de résultats, on retrouve bien les dédoublements de modes radiaux de pneumatique
fonctions de l'ordre du mode, n, et de la vitesse de la rotation, €2, donnée approximativement par

+/ — nf. A partir de la réponse a I'arrét, nous parvenons a identifier les modes du pneumatique, les
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FI1GURE 5.18 — Comparaison des modes entre le calcul et la mesure

modes de roue et le premier mode de cavité intervenant sur les différents dédoublements constatés sur
0-400Hz. Les cartographies de roue tole permettent de faire ressortir le mode de basculement de roue
autour de 224Hz associé au mode transversal de pneumatique. Pour la roue alu, ce mode est absent
car celui-ci est beaucoup plus haut en fréquence. Cela permet de valider 'effet de rotation ajouté au
modele PRC.
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FIGURE 5.19 — Fonction de transfert mesurée de la force verticale et du moment longitudinal au centre
de la roue toéle
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FI1GURE 5.20 — Fonction de transfert mesurée de la force verticale et du moment longitudinal au centre
de la roue alu
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5.5 Conclusion

Les simulations du modeéle de 'anneau circulaire sous Abaqus et la résolution des équations analy-
tiques sous Matlab ont été présentées. Les faibles écarts entre les résultats permettent de valider les
formulations analytiques et les résolutions numériques. Ces écarts sont expliqués par ’hypothése de
non-linéarité en géométrie. Sous Abaqus, la déformation sur la section droite des éléments de poutre
est prise en compte. Par contre, sous Matlab, aucune déformation n’est introduite. Cette hypothese est
validée pour le cas réel (une pression de gonflage inférieure a 4 bar et un poids de véhicule de I'ordre de
400kg). En ce qui concerne le modéle PRC, la construction du modéle a été décrite. Avec les parameétres
identifiés, les réponses vibratoires du pneumatique entre le calcul et la mesure sont trés proches. Les
effets de rotation sont mis en évidence et sont similaires entre le calcul et la mesure expérimentale. Il
reste a corréler ’amplitude de la réponse du calcul avec celle de la mesure. C’est la raison pour laquelle
un modéle de contact entre le pneumatique et la chaussée est développé afin d’évaluer la fonction de
transfert au centre de roue. Les hypothéses de résolution d’un probléme de contact sont détaillés dans

le chapitre 6.






CHAPITRE 6

Modéles de contact

Ce chapitre présente des modeéles de contact du pneumatique sur une chaussée. Tout d’abord, le modéle
1D est construit a l'aide d’un systéme composé d’une masse et d’un ressort. Ensuite, le modéle 2D
ainst que les approches du calcul de contact associées sont proposés. Enfin, le modéle 3D est construit

en appliquant ces approches.
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6.1 Introduction

Le contact d’un pneumatique sur une chaussée rugueuse est difficile & modéliser & cause de la com-
plexité des phénomeénes physiques qui se produisent dans 1’aire de contact. La prise en compte de la
texture d’une chaussée améne des difficultés dans la résolution des équations régissant le contact. Ce
chapitre propose des modéles de contact entre un pneumatique et une chaussée avec des hypothéses
simplificatrices pour accélérer le calcul. Ces hypothéses simplificatrices sont validées par des modéles
simples pour lesquels nous disposons des solutions analytiques (des approches de calcul sont validées
par des comparaisons avec les références). La structure de ce chapitre est décrite dans la figure 6.1

ci-dessous :

reférence

référence T
approche ! ER -

référence
approche

approche

FIGURE 6.1 — La structure du chapitre.

Dans le cadre de cette thése, nous n’étudions que le contact sans frottement.
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6.2 Etudes analytiques et numériques de systémes simples - contact
1D

6.2.1 Systéme élémentaire amorti masse/ressort/amortisseur

On considére un systéme constitué d’une masse m, d’un amortissement ¢ et d’un ressort k représentant
de maniére simplifiée le comportement vertical d’un pneumatique. On suppose qu’il se déplace & une
vitesse horizontale constante et peut étre potentiellement en contact avec une surface rigide. Sans

prendre en compte la force de gravité, I’équation dynamique du mouvement de ce systéme s’écrit :
mi(t) + cu(t) + ku(t) = fe(t) (6.1)

ou u(t) est le déplacement vertical de la masse, f.(t) la force de contact entre la masse et la surface.

Chaussée rigide

FIGURE 6.2 — Systéme masse-ressort-amortisseur.

La condition de contact masse/chaussée se traduit par la relation géométrique suivante de non-

{ u(t) > u (6.2)
fe(t) 20

ol u" est la hauteur de la surface. De plus, la condition dite de contact de Signorini s’écrit :

(u(t) = u) fo(t) =0 (6.3)

On admet qu’il n’y a qu’'une force de réaction verticale au contact.

interpénétration :

A linstant initial, le systéme est supposé au repos :
u(0) = 0; v(0) = u(0) = 0; (6.4)
S’il y a contact, la solution du probléme est donnée par :

u(t) = u"

) ‘ (6.5)
fe(t) = mii(t) + cu(t) + ku(t)
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En absence de contact, la solution est celle de la vibration libre :

vo + §woug

u(t) = e~Ewolt=to) <ugcos (wa (t —to)) +
Wd

fC(t) =0

sin (wq (t — to))) (6.6)

ou to correspond a l'instant de sortie du contact. ug = u(ty) et vog = v(tg) sont respectivement le
déplacement et la vitesse de la masse & cet instant, wg et wy correspondent aux fréquences propres du
systéme non-amorti et amorti respectivement. Leurs expressions sont données par :

L wg = woy/1— &2

Wy =

aE

avec
Cc

2vVkm

De plus, la solution peut étre écrite en utilisant la fonction de Green G(t) comme suit :

&=

u(t) = /0 G(1)fe(t —7)dr (6.7)

Détermination de la fonction Green :

La fonction de Green est la solution dans la domaine fréquentiel de :
(—w2m +iwc+ k) G(w) =1 (6.8)

Donc,
1 1

m —w? + 2ifwwy + w2

Gw) = (6.9)

En appliquant une transformée de Fourrier inverse & G(w) :

1 e wt
G(t) = e G(w)e™ dw (6.10)
On obtient : .
= ot H 11
G(t) u)de sin (wqt) H(t) (6.11)

ou H(t) est la fonction de Heaviside, i.e. H(t) =0,Vt <0 et H(t) =1,Vt > 0.
Remarque :

Le choc lors de ’entrée en contact n’est pas pris en compte dans la modélisation. Donc, le champ
de déplacement n’est pas dérivable au moment ot la masse entre en contact et quitte le contact. Cela
implique que la vitesse et 'accélération de la masse a cet instant ne sont pas définies. La force de

contact ne peut donc pas étre estimée. Mais on peut définir I'impulsion :

/ R0 dt = mp(t) - o) (6.12)

c—€
ou t. est I'instant la masse entre en contact ou quitte le contact. € est une petite variation de temps,

v la vitesse de la masse.

On fait 'hypothése que le temps de mise en contact est négligeable. Une fois mise en contact, la masse
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FI1GURE 6.3 — La solution analytique de contact du systéme masse-ressort.
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FIGURE 6.4 — La solution numérique & ’aide des fonctions de Green pour le contact du systéme

masse-ressort.

est pilotée par la chaussée. La vitesse et 'accélération de la masse sont alors définies par celles de la
chaussée : duh Pyh

v(te) = ——(te) alte) = — 5~ (te) (6.13)
ol t. est 'instant d’entrée en contact, v et a représentent respectivement la vitesse et ’accélération de
la masse. Cette hypothése a été utilisée dans la thése de Meftah (cf Meftah|66]). La force de contact
est calculée par Iexpression (6.5). Cela crée des discontinuités sur la courbe de force dans les figures
(6.3) (6.4) et (6.5). Les méthodes numeériques donnent des résultats proches des solutions analytiques.
Les différences sont dues aux discontinuités de la force de contact qui sont mal estimées. Pour avoir
une estimation plus précise a ces points, il faut modéliser le choc du contact. Afin d’éviter cette
difficulté, on introduit une raideur de contact (modéle de contact de Hertz |43, de multi-aspérités |27]
...) ou un troisiéme corps dont le comportement de contact est statique. Quelques comportements des

solides en contact statique sont exprimeés par les lois de contact (cf Cesbron [22]| et Dubois [27]). Une
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FIGURE 6.5 — La solution numérique de la méthode de Newmark appliquée au contact du systéme

masse-ressort.

discussion sur 'importance de 'effet dynamique au niveau du troisiéme corps est présentée dans la
partie suivante. Comme la solution de la méthode de Newmark est proche de la solution analytique,

cette méthode est retenue pour le calcul dynamique direct.

6.2.2 Systémes de deux masse/ressort en série

Chaussée rigide

FIGURE 6.6 — Systéme d’une série de masses et de ressorts.

Un systéme de deux masse/ressort en série vise a représenter de maniére distincte les deux parties
du pneumatique que sont la carcasse et les patins en caoutchouc. Le premier ressort représente le
comportement vertical de carcasse avec sa raideur K et sa masse M. Le deuxiéme ressort modélise

le comportement de la partie des patins en caoutchouc dont la raideur et la masse sont k£ et m. On
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_.JE. _ .k
wo = Ma w1 = m

Comme la fréquence propre des patins est trés grande par rapport & celle de la carcasse, on admet

introduit les notations suivantes :

que :
m << M, wp K w1 (6.14)

Les équations du mouvement de deux masses s’écrivent sous la forme suivante :

~KU +k(u—-U)=MU

(6.15)
—k(u—U)+ F.=mi
Les formulations équivalentes dans le domaine fréquentiel sont :
K+k—Mw)U—ku=0
< ) o
—kU + (k:—mw )u:Fc
Les fréquences propres du systéme sont déterminées par ’équation suivante :
(K +k— Mw?) (k—mw?) —k*=0 (6.17)
Si on divise I'expression (6.17) par mM :
NN (wQ—aﬂ)—k—zzo (6.18)
0" M ! mM '
On obtient : By
wt — (wg +w? + M) w4 wiwi =0 (6.19)
Les deux solutions de cette équation sont :
w2—|—w2—|—£:|:\/ w4+ w4k 2—4w2w2
@y=——n M (6 + et + ) k. (6.20)

' 2
L’hypothése (6.14) permet d’écrire :

m << M, wo K w1
k- km k 9

_ = — << — =W
M mM m !
Par conséquent :
6+ a1
M <1
wy
w% k2 B w(Q] k

<1

2 4= T2 2
wi  mMuw] wi  Muwj

Les solutions données par (6.20) peuvent étre alors simplifiées :

B 1 k wd + &
1 1
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On obtient donc :

Soit :

&

wh

k
2 JR—
i

En conclusion, la plus petite fréquence propre est celle de la carcasse. En revanche, la plus grande

2
1
2
2

&

w

fréquence propre est changée. En basses fréquences, la dynamique de la deuxiéme masse ne modifie
pas les fréquences propres. Peut-on négliger la masse des patins? Afin de répondre & cette question,

on écrit la solution sous la forme de la fonction Green. On rappelle la formulation générale (6.7) :

u(t) = /0 GV (t— 1) dr

On cherche le déplacement u sous l'excitation exercée sur la masse m. La fonction de Green est alors

(6.11) :
1
G=——e17g; 6.22
dee sin (wqT) (6.22)

Avec & trés petit, w1 = @1 la fréquence propre associée au mode propre, la fréquence amortie est
Wd :wlx/l —§2.

Nous avons :

t
1
t) = T g t—71)d 6.23
u(t) /0 dee sin (wqt) fe (t —7)dT ( )
Si on suppose que la force d’excitation f. (¢) varie lentement par rapport & wg, on a :
t) ~ TeT g4 d t 6.24
u(t) < ; dee sin (wqT) 7'> fe(t) ( )
Il est alors facile de démontrer que :
* 1
/ e~ sin, (wer) dr =
0o Mwq
L[l e (guwasin () — wacos (war)|
e —&wysin (wygT) — wgcos (waT
mwq wﬁ + £2w? ! d d d 0
1 wy 1 1
24— == (625
mwq w% mw% k ( )
Soit :
t
u(t) = fckf ) (6.26)

Cette relation montre un comportement statique du contact, i.e les efforts de contact entre le pneu
et la chaussée suivent une loi statique. Cette hypothése a été utilisée dans la thése de Dubois [27].
En réalité, si le véhicule roule a une vitesse de v = 130 km /h, le temps entre I’entrée d’un point au

contact et la sortie de ce méme point du contact est d’environ 360 s en supposant que la dimension

L
de l'aire de contact est de L = 10 cm. Donc, la fréquence correspondante est — = 360 Hertz. Cette
v

fréquence est trés petite par rapport a la fréquence de la résonance de la partie des patins. L’hypothése
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de la variation lente de la force d’excitation par rapport a la fréquence de résonance est donc justi-

fiee. Par conséquent, on peut admettre que le contact entre les patins et la chaussée suit une loi statique.

Application numérique
Pour modéliser un pneu chargé et mis en contact avec la chaussée, le systéme d’une série de deux
ressorts et deux masses est soumis a une force équivalente au poids du véhicule. Les équations (6.15)

devient :

—KU+k(u—-U)=MU

(6.27)
—k(u—U)+ F,=P+mi

A Dlinstant initial, les deux masses sont au repos. Les valeurs des paramétres sont données dans le

tableau ci-dessous :

parametres valeur univté
M 8 kg
m 0.08 ou 0 kg
K 3158.3 N/mm
k 458 N/mm
P 4000 N

TABLE 6.1 — Les paramétres du modéle de deux masses et deux ressorts

Le schéma de Newmark est utilisé pour résoudre les équations (6.27) pour deux cas m = 0 et m = 0.08
kg. Dans le cas m = 0, 'effet dynamique du deuxiéme ressort est négligé. En revanche, dans le second
cas, l'effet d’inertie de la deuxiéme masse est pris en compte. La réaction au centre de roue qui est

celle au point d’encastrement (cf. la figure 6.3) est calculée par la relation :
R=KU(t) (6.28)

La condition géométrique de contact est exprimée par :

, (6.29)

contact

u > uh non contact
u < u’

Le systéme est supposé en mouvement horizontalement & une vitesse constante de 30 km/h sur un
profil de chaussée rugueuse. La figure 6.7 montre les résultats numériques dans deux cas : sans masse
(courbe rouge) ou avec masse des patins (courbe noire). La figure de gauche montre le trajectoire de
la petite masse. Dans les deux cas, ces trajectoires sont trés proches. La figure de droite montre la
force de réaction au centre roue. L’écart entre les deux courbes rouge et noire est du a l'effet d’inertie
des patins. Cet écart reste petit. Donc, Ueffet d’inertie est négligeable. Cela est cohérent avec I’analyse

théorique menée précédemment.
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Trajectoire du point au contact Réaction de centre de roue
6 : : : 3000 T .
—Profil de la chaussée
—Modéle sans masse de patins
a4l ——Modéle avec masse de patins | 2000~

1000
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Position Z (mm)

Réaction au centre roue (N)

-2000¢

-3000¢ :
—Modele sans masse de patins
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F1GURE 6.7 — Effets dynamiques associés aux patins de caoutchouc.

En conclusion, la masse des patins en caoutchouc peut étre négligée pour le calcul dynamique en basses
fréquences.

Le modéle des ressorts ne permet d’étudier que le contact vertical, i.e., la force de contact est toujours
verticale. Dans le cas plus général du contact sans frottement, la force de contact est normale a la
surface de contact qui n’est pas toujours horizontale. Pour modéliser ce type de contact, il faut utiliser
un modéle bi-dimensionnel. Un modéle de contact 2D du pneumatique avec une chaussée réelle est

détaillé dans la section suivante.

6.3 Modéle d’anneau circulaire en contact avec une chaussée - contact
2D

Dans le chapitre 4, un modéle d’anneau circulaire a été construit pour le comportement vibratoire du
pneumatique. Il représente le comportement de la carcasse du pneumatique. La section précédente a
montré que la masse de patins peut étre négligée. C’est la raison pour laquelle un modéle sans masse
sera ajouté autour du modeéle d’anneau circulaire. De fagon similaire au travail de Kropp [53], on
représente les patins du pneumatique par un tapis de ressorts (cf. figure 6.8).

On suppose que les ressorts peuvent s’allonger ou se raccourcir uniquement dans la direction normale

a la surface de I'anneau et la raideur des ressorts représente celle des patins en caoutchouc (cf. figure
6.9).
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Modeéle de carcasse

Médele des patins
g g % 2 Chaussée rigide

FIGURE 6.8 — Modéle du pneumatique en contact avec la chaussée réelle.

P >

Ai% Fe

O]

B A Fe

FIGURE 6.9 — Modéle de ressort du patin.

k. = raideur de patin en caoutchouc
ki = 00 (6.30)

J =00

ou k, est la raideur radiale, k; la raideur tangentielle, J la raideur de rotation de ressort.

6.3.1 Description des configurations

A D’état initial, le ACTE 1 oeud sur Ianneau a pour coordonnées (X;, Z;) dans le repére OXZ

X; = Rsinb; (6.31)
Z; = —Rcosb; '
Et le noeud correspondant sur un patin a pour coordonnées (Xy;, Z;) :
Xy = (R+1p)sinb; (6.32)
Z1i = —(R+ly) cos b; '



140 Chapitre 6. Modéles de contact

Configuration
en contact

Configuration
initiale

F1GURE 6.10 — Configurations du modéle

ou R est le rayon de 'anneau, [y la longueur des ressorts a 1’état non déformé, 6; 'angle de ce point
par rapport a une référence fixée (cf. figure 6.10).

La configuration déformée est repérée dans le repére oxz. Si le jeme point sur le patin n’est pas en
contact, le ressort correspondant ne se déforme pas. Alors, seule la déformation du point correspondant

sur I’anneau se produit :

T = X; +ux; xp=x; +lon;ex (6.33)
2i = Zi +uz; 2=z +lon; ey
ol n; est le vecteur normal & la surface de 'anneau déformé du i€ ressort a létat déformé, (ux;,uz;)

sont les déplacements horizontal et vertical de ’anneau.

Si le jiéme point sur le patin est en contact, le ressort est comprimé de §l;. Le déplacement du jieme

point sur 'anneau a toujours comme expression : u; = ux;ex + uz;e,. Mais il faut ajouter la défor-

mation des patins :

xy =2 + (lo — 0l;) nex
r; = X; +ux;
{ X 21 = % + (lo — 5ll) n, ey (634)

zi = Zi+ ugzi

En effet le point (zy;, 2;) est en contact avec la surface de la chaussée. Le profil de la chaussée peut

étre décrite dans le repére oxz par une fonction continue :

2 = fo(x) (6.35)

La condition géométrique du contact est donnée par la relation suivante :

21 = fen (1) (6.36)



6.3. Modéle d’anneau circulaire en contact avec une chaussée - contact 2D 141

6.3.2 Calcul statique
6.3.2.1 Approche directe

Supposons que le contact est sans frottement, la force de contact est donc normale & la surface de

contact (cf. figure 6.11). Notons t" le vecteur tangentiel de la chaussée au point de contact (zy;, 25;).

Anneau

Chaussée rigide

FIGURE 6.11 — Effort de contact

Il est calculé par ’expression suivante :
dfch
t" =ex + —(wi)ez (6.37)
La force de contact est décomposée en deux directions :
F.=F.n+ F;(nAey) (6.38)

ol n est le vecteur unité suivant la direction du ressort déformé et ey = ez A ex. L’hypothese de

contact sans frottement conduit & :

F.t"=0 (6.39)
En injectant la relation (6.38) dans (6.39), nous obtenons :

F, tCh
F, = _L)h (6.40)
(n Aey)te

De plus, la force suivant I’axe du ressort produit une déformation d1 :
F, =kl (6.41)

ou k est la raideur du ressort. Donc, (6.40) devient :

ch
F = _ kol (nt™) (6.42)
(n A ey)th
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Finalement, les forces dans les directions normale et tangentielle appliquées & un noeud de patin sont
F, et ;. Elles sont transmises au point correspondant sur I’anneau et un couple est créé par le vecteur

force tangentielle :

F, = kéln
k(e
F, = eyt (nAey) (6.43)
ko1 (n tch)
=F(lp—6l) = ————=(lp — 6l
m = Fy (lo — 1) (@Agy)fh(o )

En prenant en compte les forces déterminées par (6.43) et les équations d’équilibre (4.53) de ’anneau

établies dans le chapitre 4, les équations d’équilibre s’écrivent dans le repére polaire :

1 /
E(V’cosa—N’sina— (o/+1) (Vsina—i—Ncosa))—FpR—F%
R+u+w u —w
F 4+ Fup — kpu—t 2% -
+(E, + Ey)ug — kru 7 kow—p 0
1, . , , . u — w
E(V51na+N cosa+ (o' +1) (Vcosa — Nsina)) —p 7
i , (6.44)
HE, + Foug + bpu = — kg 21

%M'—i—%((u'—w) (Vsina + N cos )

—(R+u+w') (Vcosa—Nsina)) = F; (lp — 6l)

Il est possible d’exprimer le déplacement u, = ux;ex + uz;e; dans le repere polaire avec des variables
(u, w).

ux; = usind; + wcosb;

{ X1 ) 7 (645)

Uz; = —ucos bf; + wsin 6;
A partir de (6.34) (6.37) (6.43) et (6.45), on peut constater que F,., F, sont fonctions des variables
(01, n,u,w). Donc les inconnues des équations (6.44) sont (§l, n, u, w, ). Ces équations peut étre écrites

sous la forme implicite suivante :

R, n,u, w,a) =0 (6.46)
De plus, le vecteur n est supposé normal a la surface de ’anneau. Cela implique :

008’ 1, 1 1 _
npag = E(u —w)(@ul)+E(R+u+w)(ﬂu§) =0 (6.47)

ott 08’ est le vecteur de la position d'un point matériel sur I’axe neutre de I’anneau dans la configuration
déformée (cf Chapitre 4). Les ressorts dans le contact doivent étre comprimés, i.e 6/ > 0. En regroupant

des équations (6.36) (6.46) et (6.47), les équations d’équilibre deviennent finalement :

R0, n,u, w,a) =0
1 1
0~ w)um) + (R ) () =0

21 — fen(x) =0
6l >0

(6.48)
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Ces équations peuvent étre résolues en considérant I’hypothése de la déformation non linéaire en

géométrie par ’algorithme dans la figure 6.12 :

- R(6l,n, u, w,a) =0
1

L —w)(nug) + H(R+u+w)(nug) =0
z1i — fen(@1) =0

F1GURE 6.12 — Algorithme de résolution du contact statique direct.

Cet algorithme est convergent si le choix de ’aire contact initiale est suffisamment proche de la solution.
Si non, la boucle peut étre divergente. Afin d’avoir un bon choix, il faut charger progressivement le

pneu et prendre le résultat de ’étape précédente pour le calcul de ’étape actuelle.

6.3.2.2 Approche de décomposition

Probléme direct Probléme non linéaire Probléme linéaire

Contact Contact Vibration autourde la
pneu/chausséeréelle pneu/chausséelisse configuration
(Etatstationnaire) stationnaire

FIGURE 6.13 — Décomposition du probléme.

Le calcul statique direct est trés long du fait de la résolution des équations non linéaires (6.48) (cf. la
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méthode de Newton Raphson). Une approche de décomposition est proposée pour accélérer le calcul.

Le calcul statique direct est décomposé en deux étapes (cf. figure 6.13) :

— Le contact entre le pneu et une surface lisse. Ce type de contact est traité de maniére non linéaire
en géométrie. A la fin de cette étape, I’équilibre stationnaire est établi.

— A partir de la configuration déformée sur un sol lisse, le contact est calculé en ajoutant des petites
perturbations dues a la rugosité de la surface de chaussée.

Contact pneu/sol lisse

Dans ce cas, les hauteurs de la chaussée sont constantes. Les équations (6.48) deviennent :

B(éh n,u,w, Ct) =0

%(u/ —w)(nug) + %(R +u+w')(nug) =0 (6.49)

z; =h
ol >0

ou h est la hauteur de la chaussée. L’algorithme est présenté dans la figure 6.14. La résolution des

‘ Calcul statique sur le sol lisse ‘

\ Laire de contact initiale \

|
]

‘ Initier I'aire de contact ‘

Résolution des équations ‘

nor N0l n,u,w,a) =0
+( —w)(nug) + F(R+u+w)(nug) =0
Zy = h

— Vérification: 61 > 0 |

|
4| Vérification: z — f,(x) = 0 |

FIGURE 6.14 — Algorithme de résolution du contact statique sur le sol lisse.

équations (6.49) est rapide et convergente. On notera (us, ws, as, dls, n,) les solutions stationnaires du
probléme de contact pneu/sol lisse (6.49).
Contact statique linéaire
Le contact statique linéaire est calculé en ajoutant des perturbations en base du pneu. On suppose
que les directions des ressorts ne changent pas au cours de la déformation n, ~ n, + n. Les équations
d’équilibre s’écrivent :
R(0ls + 61, g, us + u,ws + w, 006 + ) =0
21i — fen(z1) =0 (6.50)
ol >0
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La linéarisation des équations (6.50) donne :

aﬁ(usp w87 aS? 5l8’ ﬂs)

(u7w7 &, (5[,@5) + R(us, ws, 04975187@3) =0

O(u,w, a, dl,n)
215 — fen(x1;) =0 (6.51)
6l >0

La premiére équation de (6.51) est linéaire. La résolution est faite directement. Donc, on évite l'utili-
sation de la méthode itérative. Le calcul est plus rapide que le calcul direct.

Avantage de cette approche

Le calcul sur le sol lisse est fait une fois. Tous les calculs statiques sur une chaussée réelle sont réalisés

de maniére rapide. Donc, le calcul global est accéléré. L’algorithme est résumé dans la figure 6.15.

‘ Calcul statiquelinéaire ‘

‘ L'aire de contact initiale ‘

|

| Initier I'aire de contact ‘

|

‘ Résolution des équations ‘

O(u,w,a,0l,n) - (u7 w, a, 0, ﬂs) + B(US# Ws, As, 6ls, Qs) =0

non OR(us,we,0s,0ls,n
21 — fen(z:) =0

—{ Vérification: 61 > 0 ‘
|
e
4{ Vérification: z — fop(x) =0 ‘
|
ol |
in

v

FIGURE 6.15 — Algorithme de résolution du contact statique linéaire.

Limitation des algorithmes

Les algorithmes du calcul statique direct, du calcul statique sur le sol lisse et du calcul statique linéaire
ont deux boucles imbriquées. Cela peut conduire & une situation ou il est impossible de sortir des
boucles. La raison d’une telle situation est liée a la prise en compte des déplacement latéraux. Comme
I’hypothése de contact sans frottement est utilisée, les déplacements latéraux sont pris en compte
dans l'algorithme du calcul de contact. Ils conduisent a une nouvelle aire de contact a la fin de la
premiére boucle. Lors de la vérification de la condition d’interpénétration, certains points hors de ’aire
de contact peuvent étre ramenés dans celle-ci. Il faut alors reprendre la premiére boucle. Pour éviter

cette difficulté, un modéle de contact avec le déplacement vertical imposé est proposé.
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6.3.2.3 Contact avec le déplacement vertical imposé

On suppose que les déplacements latéraux sont faibles dans l'aire de contact, donc ils sont imposés
a zéro. Cette hypothése sera confirmée dans I'application numérique. Les équations d’équilibre (6.51)

deviennent :

aﬁ(usp w57 aS? 5l8’ ﬂs)

('LL,’LU, Q, (Sl,ﬂs) + R(us, ws, CVS?(SZ-S?ES) =0

O(u,w, a, dl,n)
213 — fen(Xpi) =0 (6.52)
6l >0

A partir de la relation z;; — fon (X)) = 0, le déplacement vertical imposé est déduit directement. La

résolution des équations (6.52) est directe.

6.3.3 Calcul dynamique

Dans cette partie, le contact dynamique entre un pneu et une chaussée est formulé. On considére que
I'état dynamique est celui perturbé autour de I'état d’équilibre statique. Le probléme dynamique est
calculé par 'approche avec le déplacement vertical imposé. Les solutions du probléme dynamique autour
de I'état stationnaire sont notées :(ug, wy, ay, 6ly, n,). On considére que la configuration dynamique est
confondue avec celle stationnaire du cas de contact avec le sol lisse. Les équations dynamiques sont

déduites de (6.52) en ajoutant les forces inerties :

i g e e e 8§(u57wsuas>5137ﬂ )
Fin S
E 00 6 50w, ol)
21 = fen(Xii) =0

ol >0

(u, w, a, 5laﬂs) + R(us, ws, s, 5lsvﬂs) =0
(6.53)

ou F*" (i, Wy, &) est définie dans la section par :

pAiiy
F™ (g, iy, ) = { pAdiy

pIOét

Les équations linéaires (6.53) sont résolues par la schéma numeérique de Newmark. L’algorithme est

présenté dans la figure 6.16.
Les hypothéses

Hypothése I : 1l existe un état d’équilibre stationnaire

Cette hypothése est validée si I’ensemble pneu-roue est & symétrie de révolution ce qui est valable
pour notre domaine de fréquences (< 400 Hz) pour lequel les effets des rainures transversales du
pneumatique ou des dissymétries de la roue peuvent étre négligées.

Hypothése II : La réponse de ’anneau a I’état dynamique est trés petite par rapport a celle

a I’état stationnaire
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‘ Calculdynamique ‘

‘ L'aire de contact initiale ‘

|

| Initier'aire de contact ‘

!

‘ Résolution des équations (méthode de

Newmark)

non

o(u,w,a,0lm)

Fin 3 OR(us,we, 00,0l ) {'U., w, o, ol ES) + E(USA W, (g, 5[52‘,) =10
zii — forn(Xu) =0

| Vériﬁcatiqn :6l>0 |

“ oui

| Vérification: z — fz(x) = 0 |

| oui

‘ fin ‘

F1GURE 6.16 — Algorithme de résolution du contact dynamique.

La configuration déformée change trés peu par rapport a la configuration stationnaire. La variation
de force au centre roue est plus petite que la force stationnaire. Ce point sera discuté dans la partie

suivante avec des résultats numériques.

6.3.4 Application numérique et validations

Les paramétres du modeéle de pneumatique sont dans le tableau (5.1) et la raideur des ressorts modé-

lisant les patins est de 910" N/mm et leurs longueurs initiales sont de 1 cm.

6.3.4.1 Calcul statique

Contact du pneu sur le sol lisse

Tout d’abord, le contact entre le pneu et une surface lisse est traité. Ce calcul prend en compte la non
linéarité en déformation. La figure 6.17 montre les configurations du pneumatique en contact avec un
sol lisse. Une charge de 400 kg est appliquée au centre de roue et le pneu est mis sous une pression de
2.5 Bar. La longueur de l'aire de contact obtenue est d’environs 10 cm et le déplacement vertical du
centre roue est de 7mm. Ces chiffres sont trés proches du cas réel. Comme le contact est supposé sans
frottement, les forces de contact tangentielles (confondue avec I’axe Ox) sont nulles. Les courbes des
forces de contact dans les deux directions (normale et tangentielle) sont tracées dans la figure 6.18.

La pression de contact est maximale au centre de 'aire de contact. Par contre, au bord de 'aire de
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FIGURE 6.17 — Configuration déformée sur le sol lisse.
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FIGURE 6.18 — Forces de contact sur le sol lisse.

contact les pressions normales sont petites et deviennent nulles.

Contact du pneu sur une chaussée sinusoidale

La validation de la méthode de décomposition est réalisée par comparaison avec le calcul sta-

tique direct pour une surface sinusoidale. On suppose que la chaussée a une forme ondulée dont

I'amplitude est de 7 mm et la longueur d’onde est de 4 cm. Le calcul de contact statique sur

cette chaussée est fait par trois approches

: calcul direct, calcul avec approche de décomposition

(incluant le déplacement latéral des points au contact), calcul avec le déplacement vertical imposé. La

figure 6.19 montre des configurations déformées par ces trois approches. On peut remarquer que les

résultats sont trés proches. L’approche de décomposition donne le résultat plus proche de celui avec dé-
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04 | _.-0.2974
0.3 S
3F - = .0.3047
™ N —
0.2 S i
=l ] = _0.3147;
—_ @ Carcasse du calcul statique direct o}
£ 01+ o Patin du calcul statique direct E o
— + Carcasse de lapproche de décompasition -0.3247
N + Patin de 'approche de décomposition
= O F + Carcasse du calcul avec déplacement wvertical imposé B
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S 01 1 X (m)
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FIGURE 6.19 — Comparaison des approches du contact sur le sol sinusoidal pour le calcul statique.

placement vertical imposé. Les déplacements latéraux des points au contact du calcul direct sont petits.

6.3.4.2 Calcul dynamique

Réponse dynamique sur une chaussée sinusoidale

Réaction au centre de roue

-1100 i T T
ikl A | |
[
©
[
- ’
[
(&)
5
o
R | I I I i | I I I
1450O 0.05 01 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
Temps (s)

FiGURE 6.20 — Réaction verticale au centre roue lors du contact dynamique sur le sol sinusoidal.

La figure 6.20 présente la force verticale

au centre de la roue lors d’un roulage du pneumatique sur

une chaussée sinusoidale & la vitesse de 10 m/s. Cette force est calculée par la somme des réactions



150 Chapitre 6. Modéles de contact

verticales des ressorts radiaux et des ressorts tangentiels entre la carcasse (I’anneau) et le centre roue.
Aprés une phase transitoire d’une durée d’environ 1 seconde, la réponse devient périodique. Elle est la

somme des harmoniques du sinus d’excitation. La figure 6.21 montre le spectre associé. Dans 'ordre

130

harmoniques dues a
l'effet de non

100 / linéarité e

90 - \\ 7

de l'excitation

e .

I I I I | I I
200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Fréquence (Hz)

80-Résonance
du
70 |pneumatique

o |
oA

40

Force verticale (dB) (N)

300

FIGURE 6.21 — Spectre de la partie stationnaire de la force verticale au centre roue lors du contact

dynamique sur le sol sinusoidal.

croissant des fréquences, on observe successivement des résonances du pneu, la réponse du sinus de
I’excitation et des harmoniques dues & la non linéarité du probléme de contact. En effet, I’excitation
en base du pneu est de forme sinusoidale. La fréquence d’excitation est calculée par le rapport de la
vitesse de ’anneau divisée par la longueur d’onde de la chaussée (250 Hz). Ce sinus et ses harmoniques
sont présentes dans la réponse stationnaire. Par ailleurs, les résonances du pneu participent & la
réponse finale du fait des petits chocs a 'entrée ou 4 la sortie de ’aire de contact. C’est la raison pour
laquelle on observe des résonances de I’anneau sur la courbe du spectre. Enfin, le probléme de contact
est non linéaire car ’aire de contact change & chaque instant. La non linéarité génére des harmoniques
périodiques dans la réponse.

Pour analyser les résonances du pneumatique, on complétera I’étude par le calcul avec une excitation

de type choc.
Réponse dynamique sur une barrette
On calcule les réponses au centre de la roue lors d'un roulage sur une barrette de section rectangulaire

de 5 mm de hauteur et 10 mm de largeur. Les réponses temporelles de la force verticale et de la force

longitudinale sont tracées dans la figure 6.22. La courbe rouge est la réponse de la force verticale. La
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FIGURE 6.22 — Force verticale et force longitudinale au centre roue lors du contact dynamique sur une

barrette de 5 x 10 mm pour ’anneau circulaire

courbe noire est la réponse de la force longitudinale. Comme la vitesse de roulage est de 10 m/s, le
passage sur la barrette est trés rapide (environ 0.01 s). Donc, l'excitation due a la barrette peut étre
assimilé & un choc vertical en base du pneumatique. La barrette fait toute la largeur du pneumatique et
ce choc excite les modes radiaux. On remarque que le niveau de la force verticale est plus important que
celle longitudinale. L’oscillation de la courbe rouge est essentiellement autour de la premiére fréquence
du mode d’ovalisation du pneu (116 Hz). Sur la figure 6.23, le spectre de la force verticale au centre
de la roue est présenté. On observe un niveau important sur la premiére résonance du pneumatique.
Les anti-résonance sur cette courbe sont expliquées par le choc de la barrette. Les explications seront

données dans le chapitre suivant.

6.4 Modéle de contact complet - contact 3D

6.4.1 Contact statique
6.4.1.1 Calcul direct

Le contact statique du pneu sur une chaussée rugueuse est modélisé directement sous Abaqus avec deux
hypothéses sans frottement et adhérence parfaite. Ce calcul inclut 'effet de déformation non linéaire
en géométrie. Le temps de ce traitement sous Abaqus sur un serveur de calcul mono processeur est
dans le tableau suivant :

Avec ces temps de traitement, le calcul du contact dynamique ne peut pas étre envisagé directement
sous Abaqus. C’est la raison pour laquelle la méthode de décomposition est proposée. Le calcul direct

reste une référence pour valider cette approche.
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FIGURE 6.23 — Spectre de la force verticale au centre roue lors du contact dynamique sur une barrette

de 5 x 10 mm pour 'anneau circulaire

Sans frottement | adhérence parfait
Temps du calcul (CPU) 6490 s 24247 s

TABLE 6.2 — Temps du traitement des contacts statiques sous Abaqus

6.4.1.2 Approche de décomposition

Comme dans le cas 2D, le contact du pneu sur une chaussée réelle se compose de deux étapes. La
premiére est le contact avec le sol lisse (la non linéarité en géométrie est inclue dans ce calcul). La
seconde est le calcul linéaire avec les déplacements verticaux imposés.

Contact pneu/sol lisse

Le pneu est mis sous une pression de 2.5Bar et chargé de 400kg. Le probléme de contact avec le
sol lisse est résolu directement sous Abaqus. Les matrices (i M) sont extraites par une option sous
Abaqus. Comme la masse des patins est négligeable, la matrice de masse est corrigée en mettant des
zéros a la place des valeurs correspondant aux degrés libertés des noeuds de patins. Afin de vérifié
la validité de cette simplification, des comparaisons des fonctions de transfert ont été faites. Sur la
configuration d’équilibre sur le sol lisse, un chargement unitaire vertical est introduit au niveau de
I’aire de contact, les directions horizontales sont libres. La force verticale au centre roue est calculée.
Le premier calcul est fait directement sous Abaqus. Le deuxiéme calcul est fait sous Matlab a 'aide
des matrices extraites sous Abaqus avec la matrice de masse corrigée. La comparaison a été réalisée
avec l'amortissement structural de 6% puis avec 'amortissement proportionnel C = aM + BK avec

a=2369et f=15710"° (les unités utilisées : T,N,mm). Les réponses de la force verticale au centre
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de roue sont présentées dans la figure 6.24. La courbe rouge est la réponse sous Matlab et la courbe

bleue est la réponse sous Abaqus. Les deux courbes sont parfaitement superposées.
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FIGURE 6.24 — Force verticale au centre roue du probléme de déplacements imposés.

Contact avec les déplacements verticaux imposés
On part de 'équation d’équilibre autour de I’état du contact avec une surface lisse qui est écrite de
fagon implicite :

g(us) = Foy (6.54)

Ou g est le vecteur des fonctions des efforts internes, us le vecteur déplacements par rapport a la
configuration initiale, I, ; le vecteur des forces de contact avec le sol lisse.

On ajoute & cette équation une petite perturbation u, la nouvelle équation d’équilibre est la suivante :

g(us +u) = F, (6.55)

Ot u est le vecteur déplacements par rapport a la configuration déformeée sur le sol lisse, F', le vecteur

des efforts de réactions au contact avec une chaussée rugueuse. Cette équation est linéarisée autour de

gs :
dg
9(us) + 5 (s)u = Fe (6.56)
La matrice de raideur tangente est définie par ’expression suivante :
dg
90\t = K (6.57)
En injectant (6.57) et (6.54) dans (6.56), on a :
é@ = Ec - Esol (6.58)

Les conditions de contact :
Condition géomeétrique : il n’y a aucun noeud du pneu interpénétré dans la chaussée. Comme

dans le cas de 'anneau circulaire, les déplacements horizontaux sont considérés trés petits par rapport
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aux déplacements verticaux dans l'aire de contact. Cela permet de négliger tous les déplacements
horizontaux. Donc, les positions des noeuds du pneu en contact sont leurs projections verticales sur la
chaussée. En notant X;,Y;, Z; les positions d’un noeud dans la configuration déformée sur le sol lisse,

dans la zone de contact elles subissent la transformation suivante :

Y, — Y, (6.59)
Zi — fch(XZHYVi)

ol f.p est la fonction donnant la hauteur de la chaussée.

Les déplacements imposés dans la zone de contact sont les suivants :

ux; = 0
uy; =0 (6.60)
uzi = fen(Xi,Yi) — Z;

Donc, la condition de géométrie permet de construire le vecteur déplacements imposés.
Condition sur la force de contact : & la condition de déplacements verticaux imposés, il faut ajouter

celle des forces verticales de contact positives.

F?>0 (6.61)
Donc, on a le systéme :
.
éﬂ = Ec Fsol
ux; =0
uy: =0 | (6.62)
s1 contact
uzi = fen(Xs,Yi) — Z;
F?>0

L’algorithme de résolution du systéme (6.62) est présenté dans la figure 6.25.

6.4.2 Contact dynamique

En ajoutant dans les équations (6.62) des termes correspondant aux forces d’inerties, aux forces amor-

ties et aux forces gyroscopiques, le systéme devient :

( Mii+Ciu+Ku=F,—F,,
ux; = 0
uy; =0 . (6.63)
sl contact
uzi = fen(Xi,Yi) — Z;
F!>0

ott la matrice C' est la matrice d’amortissement globale (comprenant l'effet de rotation et le couplage
fluide structure). Les matrices M et K sont extraites sous Abaqus.
On peut résoudre (6.63) de deux maniéres : approche directe et approche par un calcul statique suivi

d’un calcul dynamique.
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FIGURE 6.25 — L’algorithme de la résolution du contact statique sur une chaussée réelle.

6.4.2.1 Approche directe

Comume l'aire de contact change a chaque instant, on ne peut pas appliquer un calcul fréquentiel. L’ap-
proche directe est un calcul temporel. En utilisant le schéma de Newmark, la premiére équation dans
(6.63) est discrétisée par les coefficients de Newmark. La résolution devient comme pour le probléme
statique (cf. figure 6.25) :

édﬂ = Eh + Ec - Esol
ux; =0
uy; =0 : (6.64)
sl contact
uzi = fon(Xs,Ys) — Z;
F?>0

ot K  est la raideur dynamique définie par la méthode de Newmark et F'), est la force historique (cf.
méthode de Newmark).

La résolution des équations (6.64) est faite sous Matlab. Le temps du calcul pour un pas de temps est
trés rapide (45 s pour le modeéle du pneu seul). En revanche, le nombre de calculs est trés élevé (calcul
temporel). Pour un temps de calcul équivalent & celui des essais, le temps global du traitement complet
est d’environ 42 jours ce qui serait excessif. Une nouvelle approche est donc proposée pour accélérer le

calcul.

6.4.2.2 Approche par un calcul statique suivi d’un calcul dynamique

La résolution des équations (6.63) est faite en deux étapes. L’étape 1 est une série de calculs statiques

pour déterminer les excitations. L’étape 2 est un calcul dynamique en imposant ces excitations.
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Etape 1 : calcul statique

On suppose qu’en basses fréquences, laire de contact obtenue par les équations dynamiques (6.63)
et celle obtenue par les équations statiques (6.62) & la méme position sur une chaussée rugueuse
sont proches. Sur cette chaussée, le contact statique est calculé pour chaque position. Les forces et
les déplacements des points dans la zone de contact sont enregistrés a chaque position (X (t), Y (¢)).
A la vitesse V' du pneu constante, la position longitudinale s’écrit X (¢t) = Vt, ces excitations sont
transformées en une fonction temporelle F.(Vt,Y(t)) = f (1), U(VL, Y (t)) = u.(t). Les réponses

dynamiques sont les solutions des équations :
! (6.65)

Comme en un point dans l'aire de contact, on ne peut pas imposer en méme temps un déplacement
et une force, il faut choisir une zone sur laquelle les forces de contact sont imposées et une autre zone
sur laquelle les déplacements sont imposés (I'intersection des deux zones est vide). Si les efforts ou les
déplacements étaient calculés dynamiquement, les deux solutions seraient identiques (forces imposées
ou déplacements imposés). Comme les efforts dynamiques dans l'aire de contact sont différents des
efforts statiques alors que les déplacements statiques et dynamiques sont proches (cf. figure 6.26) et
(6.27)), le choix retenu est donc d’appliquer les déplacements dans 'aire de contact calculée pour un

sol lisse et les efforts sur les autres points qui viennent au contact.

Déplacement

w
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FIGURE 6.26 — Comparaison des déplacements des calculs statiques et dynamique au point du contact

Etape 2 : calcul dynamique

Les équations (6.65) peuvent étre résolues en temporel ou en fréquentiel.



6.4. Modéle de contact complet - contact 3D 157

, Force
10 £ ‘ ! ; ! ! .
f f _/—Calcul dynamique
—Calcul statique

Z 102
[0)
ko) [
3 I iy
o 1’
€10 . |
< E

10° ‘

0 50 100 150 200 250 300 350 400
Fréquences (Hz)

FiGURE 6.27 — Comparaison des forces du calcul statique et dynamique au point du contact

Calcul temporel
La résolution temporelle des équations (6.65) est réalisée a 1’aide du schéma de Newmark et de la
méthode des multiplicateurs de Lagrange. Le temps du calcul pour un pas de temps pour le modéle

de pneu seul est d’environ 4 s. Ce calcul est dix fois plus rapide que le calcul direct.

Calcul fréquentiel
Le calcul est fait dans la plage des fréquences inférieures a 400 Hz. Ensuite, la résolution est faite
directement avec la méthode des multiplicateurs de Lagrange pour prendre en compte les déplacements

imposés.

6.4.3 Application numérique

Contact statique

Les résultats numériques issus des deux approches sont comparés : le calcul direct et I'approche de
décomposition. Le premier calcul est fait directement sous Abaqus en prenant en compte la défor-
mation non linéaire en géométrie. L’approche de décomposition est faite sous Matlab avec les mémes
chargements. Les surfaces de contact calculées sont tracées dans la figure 6.28. Dans Abaqus, deux
problémes de contact 1'un avec adhérence parfaite et 'autre sans frottement sont traités. Le contact
avec adhérence maintient les déplacements horizontaux et les déplacements latéraux des points dans
I’aire de contact. En revanche, dans le contact sans frottement, ces déplacements sont libres. Les points
rouges sur la figure 6.28 illustrent I’aire de contact sans frottement et les points noirs illustrent ’aire de
contact avec adhérence. Ils sont trés proches. On conclut que les déplacements horizontaux et latéraux
dans le cas de contact sans frottement sont trés petits. Les petits cercles sur la figure 6.28 montrent
Paire de contact dans approche de décomposition traitée sous Matlab. Les équations (6.62) indiquent

que ce modéle de contact maintient les déplacements horizontaux et latéraux des points dans le contact
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FIGURE 6.28 — L’aire de contact du pneu avec une chaussée réelle.

ce qui cohérent avec I’hypothése de contact avec adhérence. La figure 6.28 montre que les trois modéles
donnent des résultats trés proches. La figure 6.29 montre les comparaisons des composantes des forces
normales de contact calculées sous Matlab et Abaqus. Le résultat dans Matlab est trés proche des
résultats calculés sous Abaqus. Cela permet de valider 'approche de décomposition et le modéle du

contact avec déplacement vertical imposé.

Contact dynamique

Afin de valider 'approche de calcul statique suivi d’un calcul dynamique, on lance un calcul
dynamique direct sur une portion de la chaussée mesurée. L’approche de calcul statique suivi d’un
calcul dynamique fréquentiel est faite sous Matlab. La figure 6.30 montre une comparaison des
spectres de la force verticale au centre de roue lors d’une excitation de la chaussée rugueuse. Les deux
réponses sont presque superposées jusqu’a 100 Hz. Jusqu’a 330 Hz, il y a des petits écarts entre deux
courbes. Au dela de 330 Hz, les deux courbes se séparent. Donc, 'approche est validée en basses

fréquences. A hautes fréquences, l’effet dynamique des excitations en base du pneu n’est pas négligeable.
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FI1GURE 6.29 — Les efforts de contact du pneu avec une chaussée réelle.
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F1GURE 6.30 — Comparaison des spectres sans moyenné de la force verticale au centre roue.

L’excitation du banc a rouleaux est périodique de période le tour de rouleau. Pour contourner cette
limitation, on fait varier la vitesse du rouleau de 90 & 70 km/h en 41 secondes et des spectres sont
calculés pour chaque seconde du signal. Le calcul dynamique direct est fait pour les 41 s alors que le
calcul des 41 spectres est fait manuellement avec la méthode de décomposition. Une comparaison des
spectres moyennés de la force verticale est tracée dans la figure 6.31. On observe que les deux spectres
sont trés proches jusqu’a 230 Hz. Au dela de cette fréquence, les deux courbes sont éloignées. Avant 230
Hz, les niveaux des résonances sont bons. Les fréquences sont légérement décalées. Les mémes résultats

sont observés sur les courbes de la force longitudinale (cf. figure 6.32).
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FiGURE 6.31 — Comparaison des spectres moyennés de la force verticale au centre roue.
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FiquRE 6.32 — Comparaison des spectres moyennés de la force longitudinale au centre roue.

6.5 Conclusion

Dans ce chapitre, trois modéles de contact (1D, 2D et 3D) ont été proposés. Ensuite, les applications
numériques ont été réalisées dans le but de comparer les modéles.

Le modele de contact 1D (systéme de ressorts) présente le contact normal sans frottement. La force
tangentielle de contact est négligée. Ce modéle permet de valider que l'effet dynamique des patins
en caoutchouc est négligeable. Donc, il n’est pas nécessaire de prendre en compte le choc lorsque les
masses des patins entrent en contact.

Le modéle de contact 2D est construit sur un modéle d’anneau circulaire en ajoutant les ressorts mo-

délisant les patins de gomme. Plusieurs méthodes de résolution du probléme de contact pour ce modéle
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ont été construites pour réduire les temps de calcul. La premiére est lié au contact sans frottement qui
est simplifié comme un probléme de déplacements verticaux imposés (cf. Dubois [27]). La seconde est
bassée sur 'hypothése de décomposition du mouvement en un calcul statique non linéaire suivi d’un
calcul dynamique linéaire.

En utilisant les simplifications des modéles 1D et 2D, le contact 3D sur une chaussée réelle est formulé.
Les hypothéses simplificatrices permettent d’accélérer le calcul tout en gardant un niveau de précision

suffisant.






CHAPITRE 7
Applications au roulage sur une chaussée
réelle

Dans ce chapitre, une description de la chaussée réelle est présentée. Ensuite, nous comparerons des
résultats de mesures et de calculs dans le cas d’un pneu roulant sur une barrette puis sur une chaussée

réelle.
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7.1 Description de la surface de la chaussée

La surface de la chaussée étudiée est celle des secteurs de rouleau utilisés dans les bancs d’essai (cf.
figure 7.1). C’est une chaussée cylindrique avec un diameétre proche de 1.18 m. Les gravillons sur les
secteurs ont une taille de 10 & 20 mm. Leurs surfaces sont numérisées et données sous forme de nuages

de points et de facettes. Les données brutes sont tracées dans la figure 7.2. Sur cette figure, des espaces

FiGURE 7.1 — Dispositif de mesure.

blancs correspondent a des endroits sur lesquels il n’y a pas de maillage, du fait que le maillage est

réalisé par un logiciel qui ne permet pas de créer des triangles trop grands.

Les vides

FIGURE 7.2 — Secteur gravillonné dans les essais épinglés.

Le maillage donné n’est pas uniforme. Les endroits ot il y a des fortes variations de pentes sont maillés
finement. En revanche, les endroits ol il y a de faibles variations de pentes, sont maillés avec de grands

éléments. Ce maillage est suffisamment précis pour le traitement du contact. Puisque sur une aspérité,
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il y a environ 30 & 50 noeuds. Les données initiales ne sont pas utilisées directement pour la résolution
du contact & cause des espaces blancs. Pour rendre les données utilisables, la procédure suivante de
pré-traitement est faite pour les remplir :

— Identification du cylindre moyen du nuage des points.

— Projection de tous les points sur ce cylindre.

— Construction d'une chaussée dans le plan.

— Remaillage pour compléter des facettes dans les espaces vides.

Les détails de cette procédure sont présentés dans sections suivantes.

7.1.1 Identification du cylindre moyen de nuage des points

Le cylindre moyen est déterminé par son axe n, le rayon R dans le plan central. Un point quelconque
A dans le nuage des points numeérisés se projette verticalement sur le cylindre au point H et sur 'axe

principal du cylindre n au point M (cf. figure 7.3).

I3

FI1GURE 7.3 — Cylindre approché.

On détermine (n et R) du cylindre par la procédure de minimisation suivante :
VA, minimisation X(MH — R)? (7.1)

Le rayon du cylindre ainsi déterminé est de 596 mm.

7.1.2 Projections de tous les points sur le cylindre moyenné

Comune les données initiales sont repérées dans un repére local, il faut les transmettre dans le repére du
cylindre moyenné (OXY Z). L’axe OY se confond avec axe du cylindre n, 'axe OX suit la direction

circonférentielle du cylindre, I'axe OZ suit la direction radiale du cylindre (figure 7.3). Donc, un point
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A est repéré par ses coordonnées suivantes :

Zy = 0|HA|
Yy =—|CM| (7.2)
X4 = Rsinf

d=+41 si (HAOZ) >0
d=-1 si (HA0Z)<0
il est choisit de telle sorte que (CM n) < 0, 6 est 'angle du point H sur son cercle par rapport & une

Ol § est une fonction de signe : { , C' est un point sur I'axe principal et

position initiale (P) (cf. figure 7.3).

Les nouveaux vecteurs des points sont obtenus par assemblage des positions des points.

7.1.3 Construction d’une chaussée plane

Comme la longueur de ’aire contact réelle du pneumatique avec le rouleau (8 cm) est trés petite par
rapport au périmétre du rouleau (3.745m) et a celui du pneu (1.88m), l'aire de contact est supposée

plane. L’influence de la courbure de rouleau est faible. Dans la figure 7.4, en prenant la longueur de

FIGURE 7.4 — Surface de la chaussée traitée.

AB
contact AB égal a 0.08 m et le rayon du rouleau R égal & 0.56 m, 'angle 6 = e a alors une valeur
proche de 0.1786 rad. L’effet de la courbure de rouleau est exprimé par la variation de 6 = OB — R.

Donc :

=R (19) - 1> ~ 1.4mm (7.3)

cos(5
Cette variation est trés petite par rapport aux hauteurs des aspérités (environs 10 mm). La surface
de rouleau est ramenée & un surface plane comme dans la figure 7.5. Sur une portion, le repére local

(OXY Z) devient le repére cartésien car la courbure est négligée. Les coordonnées des points de la

chaussée dans le repére cartésien sont celles dans le repére cylindrique (cf relations(7.2)). La longueur
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FIGURE 7.5 — Surface de la chaussée traitée.

de la chaussée construite est celle du périmetre de rouleau. Pour un roulage sur plusieurs tours de

rouleau, il faut multiplier cette chaussée avec le nombre de tours de rouleau.

7.1.4 Remaillage pour compléter les facettes dans les espaces blancs

Certains espaces n’ont pas pu étre maillés lors de la numérisation de la surface (car I'algorithme de
numeérisation ne permet pas de créer des éléments triangulaire de grande taille). Dans ces espaces
blancs, la variation en hauteur de la chaussée est trés faible. Pour remplir ces espaces, il faut créer des
faces par les points au bord des espaces vides. Cela conduit & un maillage trés irrégulier comme on
peut le constater dans la figure 7.6. La densité des points est concentrée aux endroits ou la variation de
hauteur est forte, situés au bord des aspérités. Sur la figure 7.6, les formes des aspérités sont définies.
Le maillage corrigé n’est pas utile pour traiter le probléme de contact car les informations dans les
zones entre les aspérités ne sont pas importantes. Ce qui importe, ce sont les facettes potentiellement
en contact. Elles sont plutdt proches du sommet des aspérités. La taille moyenne d’une aspérité est
d’ordre 10 x 20mm, il est nécessaire d’avoir un maillage de la chaussée de taille 1 x 1 mm. Afin de
limiter le temps de traitement du contact, un maillage d’éléments rectangulaires de taille 1 x 1 mm est
proposé et adapté aux données initiales. La figure 7.7 montre une image d’une portion de la chaussée
numérisée. La couleur symbolise la hauteur des gravillons qui varie de -5 mm a 5 mm. L’image en
haut correspond au maillage rectangulaire régulier et 'iage en bas correspond au maillage initial. Le
maillage final garde les informations essentielles de la surface numérisée de départ, en tout cas pour le

calcul du contact.



168 Chapitre 7. Applications au roulage sur une chaussée réelle

‘-1900 -150 -100 -50 0 50 100 150 200

FIGURE 7.6 — Le maillage aprés correction des espaces blancs.

7.2 Roulage sur une barrette

Des essais de roulage sur une barrette de dimension 5 x 20 mm sont effectués (cf. figure 7.8). Les
efforts de blocage au centre de roue sont mesurés. Les mesures sur une barrette 5 x 20 sont réalisées
chez Michelin avec d’autres pneus 15" et 17". Les mesures sont comparées au calcul fait avec un
autre pneumatique 16" percutant le méme obstacle. Comme les pneus sont différents, les fréquences
de résonances ne seront pas identiques mais les phénomeénes physiques doivent étre retrouvés. Comme
I'effet de la cavité d’air et de la roue n’influence pas les résultats, on utilise le modéle du pneu seul

pour étudier le contact sur une barrette.

7.2.1 Le calcul dynamique direct

Dans le chapitre 6, on a construit un modéle de contact du pneu et de la chaussée avec différentes
approches de résolution. Dans un premier temps, le calcul dynamique direct est comparé aux mesures.
Le pneu est mis sous une pression de 2.2 Bar. Une charge de 4000N est appliquée au centre de roue
qui roule & 30 km /h. Le temps et le pas de temps du calcul sont identiques & ceux enregistrés dans les
essais. La durée totale est de 0.27 s. A chaque pas de temps, le calcul de contact dynamique est résolu

en environ 40 secondes. La durée globale du calcul est d’environ 1.27 jours.

La figure 7.9 montre les spectres des efforts verticaux et longitudinaux au centre de la roue. La courbe
bleue montre le résultat du calcul numérique avec le pneu 16". Les courbes noire et rouge montrent des
résultats mesurés respectivement avec un pneu 15" et un pneu 17". On remarque que les résonances ont

des rayons légérement différents car les pneus sont différents mais les phénomeénes physiques sont bien
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FIGURE 7.7 — Surface de la chaussée réelle.

représentés et 'ordre de grandeur est correct. La premiére anti-résonance du spectre d’effort vertical
est lié au spectre des déplacements imposés. En effet, la base du pneu subit un choc lors du passage

sur une barrette.

La figure 7.10 montre les déplacements verticaux imposés successivement dans ’aire de contact.

Avec L = lg + 2ahy + le, ot a est un coefficient égal a 0.5, [y est la largeur de 'obstacle, hy la
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FIGURE 7.8 — Roulage sur une barrette.
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FIGURE 7.9 — Spectre des efforts au centre roue.

hauteur de 'obstacle et [, la longueur de ’empreinte, la premiére anti résonance est a la fréquence
1 v . . .
T=7 ~ 55.66 Hz. Les anti-résonances sont transmises au centre de roue. Ce phénomeéne physique

est observé dans la mesure et le calcul (cf. figure 7.9).

Les premiéres résonances sont les plus importantes en terme de niveau. A partir de 150 Hz, le
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F1GuRE 7.10 — Déplacement vertical et le spectre excité.

niveau devient faible (inférieur & 60 dB). La premiére résonance de la force de réaction longitudinale
correspond au premier mode de ’ensemble pneu roue. Il s’agit d’une rotation de la roue autour de son
axe reprise par la raideur longitudinale des flancs. Le premier pic dans le spectre de la force verticale

correspond au premier mode radial du pneumatique.

7.2.2 Approche statique suivi d’un calcul dynamique linéaire

L’approche de décomposition avec les déplacements verticaux imposés est retenue pour traiter le contact

dynamique. On rappelle que le calcul est fait en deux étapes :

— Calcul non linéaire sur le sol lisse. C’est un calcul statique a I’arrét réalisé sous Abaqus. On récupére
les matrices de masse et de raideur pour l'utilisation dans la deuxiéme étape.

— Calcul dynamique linéaire sur la barrette. En utilisant la configuration du pneumatique écrasé sur

le sol lisse, le contact est traité sous Matlab & I’aide des matrices extraites a I’étape précédente.

7.2.2.1 Calcul statique

La barrette est fixée sur le rouleau. Le contact statique est calculé pour chaque position du pneu sur
le rouleau. La longueur de rouleau est de 3745 mm et on effectue un calcul statique par pas de 1 mm.

Donc, un total de 3745 pas ont été réalisés.

A la fin de chaque calcul statique, les forces de contact, 'aire de contact et les déplacements des
points au contact sont enregistrés. Les vecteurs de la force de contact et de déplacement dépendent

99 9
7

de la position X du pneumatique (f;(X),u;(X)), ou f; est la force de contact au point , u; le

déplacement & ce point, X la cordonnée du pneu par rapport au rouleau. Comme le pneu roule a une
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vitesse V' = 30 km/h, X est donnée par :
X=Vt
On réécrit la force et le déplacement dans l'aire de contact dans le domaine temporel :
filX) = fi(Vt) = F(t)
Avant de lancer le calcul dynamique, il faut interpoler les forces et les déplacements a tous les pas de

temps du calcul temporel. Donc, les excitations sont calculées & chaque instant ¢ :

fereitation () — Interpolation(f;)(P — [0 : 1 : 3745])(t)
u§metation (1) — Interpolation (u;) (P — [0 : 1 : 3745])(t)

30 o
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FIGURE 7.11 — Le spectre de déplacement imposé a un point.
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FIGURE 7.12 — Le spectre de force imposée & un point.

Les figures 7.11 et 7.12 montrent des spectres de déplacement et de force imposés.
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En résumé, le traitement statique est illustré dans la figure 7.13. Une fois, les vecteurs imposés en temps

| Traitement statique ‘

|

| P=1:1:loyequ ‘

Résolution des calculs du contact

statique ‘ Tempsdonné:t=0: 6t: T ‘
! |
Stokage f¢ (P), uc(P) ‘ ‘ Caleul: X =Vt ‘

Interpolation

|

Caleul: (f(X), uc (X)) \

l
{ !
Caleul: (£, uc(®) | | Galel (D) |

Calcul temporelle . .
P Calcul fréquentiel

FiGure 7.13 — L’algorithme du traitement statique.

construits, le calcul dynamique de contact est résolu avec ces excitations imposées. Ce type de calcul
est fait de maniére temporel ou fréquentiel. Les deux méthodes donnent & priori les mémes résultats.
Le calcul temporel est plus long que le calcul fréquentiel (car le nombre de calculs temporels est élevé),

et le calcul fréquentiel est privilégié pour le calcul dynamique.

7.2.2.2 Calcul dynamique suivi du calcul statique

Le calcul dynamique est fait de maniére classique en résolvant :

~excitation

{ (—w2£+iwg—l—£)Q:i (w)

uimp _ aezcitation(w)
ol w=2nf.

Ces équations sont résolues par la méthode des multiplicateurs de Lagrange pour la prise en compte
des déplacements imposés. Les calculs sont réalisés de 0 jusqu’a 400 Hz avec un pas de 1 Hz. Le temps
des calculs est d’environ 4000 secondes (1.1 heure). Ce calcul est 30 fois plus rapide que le calcul

dynamique direct.

La figure 7.14 montre les forces verticale et longitudinale au centre de roue calculées par les deux
méthodes. La courbe rouge montre le résultat du calcul dynamique direct. La courbe noire montre le
résultat du calcul statique suivi du calcul dynamique fréquentiel. Les deux courbes sont trés proches

en basses fréquences (moins de 230 Hz). A partir de cette fréquence, les résultats sont plus éloignés.
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FIGURE 7.14 — Les forces au centre de roue calculées par deux méthodes.

7.3 Roulage sur une chaussée réelle

Avant de lancer le calcul du modéle complet PRC sur une chaussée réelle, on validera 'approche du

calcul statique suivi du calcul dynamique sur un modéle du pneu seul sur la chaussée réelle.

7.3.1 Contact du pneu seul sur une chaussée réelle
7.3.1.1 Calcul statique

Le modéle de pneumatique recalé peut étre utilisé pour des calculs de contact avec la chaussée. Un
raffinement peut étre apporté aux patins en caoutchouc aussi bien dans la direction orthoradiale que
suivant ’axe de rotation du pneumatique. Ce raffinement est illustré sur la figure 7.15, il permet
d’obtenir des patchs de 2mmx2mm requis pour un calcul de contact suffisamment précis, en particulier
pour un contact avec une surface réaliste, tout en conservant une taille acceptable de la structure
discrétisée, avec prés de 100 000 degrés de liberté.

Comme dans le cas du roulage sur une barrette, le contact statique est réalisé pour déterminer des
excitations en base du pneu. Un calcul est simulé dans des conditions similaires a la mesure. Pour
éviter des excitations périodiques dues a la limitation de la longueur de rouleau, & la mesure, la vitesse
du pneu varie de 5 km/h & 135 km/h pendant 272 secondes. Le calcul temporel pendant 272 s est
impossible car le nombre de calculs correspondant est de 557241. Si un calcul dynamique direct dure
45 secondes, le temps global est d’environ 291 jours. Il est nécessaire d’utiliser ’approche statique
suivi d’un calcul dynamique. I’algorithme pour le calcul statique est illustré dans la figure (7.13). 1l
faut calculer le contact statique direct pour toutes les positions de rouleau. Comme dans le cas de la
barrette, les excitations sont calculées sur un tour de rouleau. Ce calcul est effectué toutes les 1 mm.

Il y a au total 3745 calculs. Le temps du traitement statique est de 1 jour.

Comme expliqué au paragraphe 6.4.3, pour éviter d’avoir une excitation périodique, on fait varier la

vitesse du rouleau de 90 & 70 km /h et l'on calcule des spectres moyennés (en fait, des densités spectrales
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FIGURE 7.15 — Modéle du pneu utilisé dans les calculs.

de puissance) au calcul comme a la mesure.

7.3.1.2 Calcul dynamique

Avec les excitations calculées précédemment on lance le calcul fréquentiel a 1’aide des équations (7.4).

Puis, on calcule les densités spectrales de puissance.

Fz
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FiquRrEe 7.16 — Comparaison de la force verticale au centre roue de la mesure et du calcul.

La figure 7.16 montre une comparaison de la force verticale au centre roue entre la mesure et le calcul.
Les amplitudes numériques et expérimentales de la premiére résonance sont comparables. La fréquence
de ce mode est décalée de 10 Hz. Ceci pourrait s’expliquer par le changement du comportement du
pneu en rotation. En effet, le modéle du pneumatique est construit & partir de mesures a l'arrét

(cf. paragraphe 5.4.2). En roulage, le pneumatique s’échauffe au contact de la route. La raideur et



176 Chapitre 7. Applications au roulage sur une chaussée réelle

I’amortissement du caoutchouc sont alors modifiés et peuvent expliquer les écarts en fréquence et en

niveau.

7.3.2 Contact de PRC sur une chaussée réelle

Le maillage du modéle PRC est aussi raffiné que le modéle du pneu. Le temps du calcul dynamique
fréquentiel du modéle de pneu seul est d’environ 8 heures. Le temps de ce calcul pour le modéle PRC
est d’environ 9 jours. Pour accélérer le calcul, on propose un modéle PRC plus grossier. Un maillage
de 23 x 24 mm est retenu (cf. figure 7.17). Pour confirmer que le fait du changement de maillage

n’influence que légérement les résultats, on propose une comparaison des calculs pour un pneu seul.

‘

FIGURE 7.17 — Maillage grossier du pneu

7.3.2.1 Calcul du modéle de pneu grossier sur une chaussée réelle
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FIGURE 7.18 — Schéma du calcul des excitations du modéele grossier

Les excitations sont construites pour le modéle raffiné. Il faut les moyenner dans le modéle grossier.
On partitionne la surface du modéle raffiné en N zones sur lesquelles un noeud du maillage grossier est
au centre. Dans la zone de déplacements imposés, le déplacement au noeud du maillage grossier est

calculé en prenant le moyenne des déplacements de la zone. Dans la zone de forces imposées, la force
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au noeud du maillage grossier est la somme des forces dans cette zone (cf. figure 7.18). On obtient ainsi

I’excitation pour le modéle grossier.
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FiGURE 7.19 — Comparaison de la réponse de la force verticale au centre de roue

La figure 7.19 présente une comparaison des forces verticales au centre de roue des deux modéles I'un
raffiné et ’autre grossier. On peut remarquer que les deux courbes sont trés proches jusqu’a 270 Hz.
Au dela de cette fréquence, les écarts deviennent plus grands. Le modeéle grossier et la méthode de
construction des excitations sont donc validés. De plus, le calcul du modéle grossier est beaucoup plus

rapide que celui du modéle raffiné.

7.3.2.2 Calcul du modéle PRC grossier sur une chaussée réelle

En utilisant le modéle PRC grossier, le temps du traitement est d’environ 4 heures pour un roulage
de 90 km/h a 70 km/h pendant 41 secondes. Les figures (7.20), (7.21), (7.22) et (7.23) présentent des
comparaisons des force verticales et des moments longitudinaux au centre de roue de deux calculs :
roue tole et roue alu. Pour la roue alu, on observe que le mode de cavité apparait a la fréquence de 245
Hz et 215 Hz. La séparation de la fréquence est liée & l'effet tournant. Ce phénoméne est observé sur
les deux courbes de Fz et Mx. En termes de niveaux, la force verticale est trés proche de la mesure.
Par contre, le moment Mx calculé est loin de la mesure pour les basses fréquences (moins de 200Hz).
Mais les phénomeénes physiques semblent corrects. Les dédoublements des fréquences liés a la rotation
apparaissent dans le calcul et la mesure. Pour la roue tole, des résultats similaires sont observés. Le
mode de la roue apparait plus to6t que le mode de cavité d’air car la raideur de la roue téle est plus
petite que celle de la roue alu. Le dédoublement lié & ce mode est présent dans le calcul et la mesure
(180 Hz et 202 Hz). On remarque que les résultats au dela de 300 Hz ne sont pas comparables. Ces
écarts peuvent étre attribués au manque de rigidité du moyen de mesure sur lequel la roue est fixée.

Les niveaux sur les pics des calculs sont différents par rapport aux mesures. Cela peut étre expliqué

par la prise en compte de l'effet de température du pneu tournant qui n’est pas pris en compte
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dans notre modéle. En effet, le pneu tournant sur un banc est réchauffé du fait du frottement. Cette
température fait changer le module de Young du caoutchouc et son amortissement visqueux. Cela
conduit aux décalages des fréquences des résonances du pneumatique et des niveaux des réponses.

Les différences des courbes du moment longitudinal Mx en basses fréquences pourraient étre expli-
quées par la prise en compte de I'hypothése des déplacements verticaux imposés. En effet, en basses
fréquences, les excitations latérales excitent les modes transversaux du pneumatique. Ce phénomeéne
entre en compétition avec la génération d’un moment par excitation en déplacements verticaux avec
prise en compte de la dissymétrie apportée pour la roue. Dans notre modéle de contact, ces excitations
ne sont pas présentes. Pour améliorer la réponse de ce moment en basses fréquences, il pourrait étre

intéressant de modéliser le contact avec les déplacements latéraux.

Fz
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FiGgUuRre 7.20 — Comparaison du calcul et de la mesure - Fz
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FiGURE 7.21 — Comparaison du calcul et de la mesure - Mx
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FiGURE 7.22 — Comparaison du calcul et de la mesure - Fz

7.4 Conclusion

Dans ce chapitre, la chaussée numérisée est traitée pour calculer le contact. Ensuite, le roulage sur
une barrette a 30 km/h est simulé avec le modéle développé dans le chapitre précédent. Les résultats
permettent de valider le modéle ainsi que les approches de calcul.

Le roulage sur une chaussée est fait pour le modéle raffiné du pneu seul. Le résultat est satisfaisant
en terme de niveau & la premiére résonance du pneumatique. La fréquence est décalée légérement. Le
temps du calcul est d’environ 9 heures ce qui reste long. Un maillage plus grossier a été proposé pour
accélérer le calcul.

Les résultats du contact sur la méme chaussée obtenus avec un maillage grossier du pneu seul sont
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Fi1GURE 7.23 — Comparaison du calcul et de la mesure - Mx

trés proches de ceux obtenus avec un maillage raffiné. Cela permet de valider le modéle et la facon
de calculer les excitations. Ensuite, le calcul du modele PRC avec un maillage grossier est réalisé. Les
comparaisons entre ces calculs et les mesures montrent qu’il y a de petits décalages en fréquences et
en niveaux des réponses. Les phénoménes physiques liés & la rotation sont observés au calcul et & la
mesure. Les décalages des pics peuvent étre expliqués par ’effet de température du roulage sur un banc.

Les différences de niveaux de réponses sur la courbe du moment longitudinal restent a étre réduites

par des études ultérieures.



Conclusions et Perspectives

Conclusions

Pour améliorer sa méthodologie de calcul du bruit de roulement, PSA Peugeot Citroén souhaite déve-
lopper une filiére purement numérique et modéliser le comportement vibro-acoustique du pneumatique

en rotation roulant sur une chaussée rugueuse.

L’étude du pneumatique en rotation développé s’appuie sur une approche Arbitrairement Lagrangienne
Eulérienne (ALE). Cette approche permet de formuler 1’état stationnaire et 1’état dynamique avec les
effets de rotation, c’est & dire avec la prise en compte des termes gyroscopiques et centripétes. Le terme
gyroscopique est toujours antisymeétrique et le terme centripéte est symétrique. Ils modifient légére-
ment la raideur du systéme et entrainent des dédoublements des fréquences en fonction de la vitesse de

rotation. Ils ne dépendent que de la forme géométrique, de la masse du solide et de la vitesse de rotation.

La validation de I'approche ALE est faite analytiquement par l'utilisation d’un modéle simple d’anneau
circulaire 2D. Il prend en compte les effets de cisaillement et les non-linéarités en géométrie dues a
I’application de la charge du véhicule. L’utilisation d’hypothéses supplémentaires permet de retrouver
un modéle décrit dans la littérature. La résolution numérique de ce modéle permet de confirmer effet
de rotation. Les séparations en fréquences sont observées. Les résultats du modéle analytique sont

corrélés avec les résultats numériques.

Par la suite, un modéle éléments finis du pneumatique, de la roue et de la cavité est utilisé
pour simuler la prise en compte des effets tournants. Son comportement vibratoire est recalé
par rapport & des mesures faites a 'arrét sur un pneumatique existant. Une excitation verticale
unitaire est appliquée dans 'aire de contact et les efforts de blocage au centre roue sont calculés en
fonction de la vitesse. Des dédoublements apparaissent pour les premiers modes de pneumatique,
de la cavité d’air et de la roue. Les mémes phénoménes sont observés & la mesure lorsque le
pneumatique roule sur un revétement gravillonné. Des décalages en fréquence sont expliqués par

le changement du comportement du caoutchouc en roulage du fait d’'une augmentation de température.

Concernant les modeéles de contact, deux modéles de contact 1D (masse-ressort et une série de
masses-ressorts) permettent de valider le schéma numérique (méthode de Newmark) et 'hypothése
pour négliger la masse des patins en caoutchouc. En utilisant cette hypothése, un modéle de contact
2D est construit. Ce modeéle se compose du modéle d’anneau circulaire relié avec des ressorts

(représentant les patins). Le contact est traité avec 'hypothése sans frottement et prend en compte
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des déplacements latéraux et verticaux dans l’aire de contact. Le contact est réalisé avec I’hypotheése
de la déformation non-linéaire en géométrie. Le calcul direct est trés long. Pour accélérer le calcul, une
méthode de décomposition est proposée. Cette méthode comprend un calcul statique non-linéaire sur
le sol lisse suivi d’un calcul linéaire sur une chaussée rugueuse. La difficulté associée & la résolution est
liée au choix de 'aire de contact initiale. Pour régler cette difficulté, on propose une autre approche
ou les déplacements verticaux sont imposés en supposant que les déplacements latéraux sont petits.
Cette hypothese est validée par I'application numérique. Ensuite, le modéle de contact 3D (PRC)
est utilisé. L’approche ALE permet de raffiner l'aire de contact en gardant un maillage grossier par
ailleurs. Le contact est traité comme un probléme avec les déplacements verticaux imposés. Le calcul
est fait en deux étapes : calcul non-linéaire sur le sol lisse et calcul linéaire en ajoutant les rugosités de
la chaussée. Les résultats statiques permettent de valider les hypotheéses utilisées. Le calcul dynamique
direct en temporel sur une chaussée réelle n’est pas réaliste car le temps du calcul est trés long. Pour
accélérer le calcul dynamique sur la chaussée rugueuse, on propose la méthode du calcul statique
suivi d’un calcul dynamique. Un calcul fréquentiel est alors appliqué pour la résolution dynamique. Le

résultat obtenu par cette méthode est satisfaisant.

Enfin, des comparaisons des résultats mesurés et des calculs du modeéle PRC sur la chaussée numérisée
ont été faites. Une comparaison intermédiaire sur le contact du pneu seul sur une barrette a 30 km/h
est effectuée. Les réponses calculées sont proches des mesures de référence. La comparaison du contact
du modeéle PRC sur une chaussée rugueuse est ensuite réalisée. Une bonne cohérence pour la force
verticale est observée. Mais, les courbes du moment longitudinal sont différentes pour le calcul et la
mesure. Les différences pourraient étre expliquées par la construction des excitations appliquées au
calcul dynamique. Notre modéle ne permet pas de prendre en compte les déplacements latéraux dans
I’aire de contact. Cela conduit & des écarts de niveaux entre les deux courbes du moment. Néanmoins,

notre modéle modélise bien 'effort vertical.

Les développements réalisés pour la prise en compte des effets tournants et la modélisation du
contact avec la chaussée constituent des avancées majeures pour la construction d’une filiére purement

numérique qui parait désormais envisageable.
Perspectives

Pour améliorer la représentativité du modéle du pneumatique, il faudrait pouvoir prendre en compte

les modifications de comportement du caoutchouc liées & ’échauffement lors du roulage sur la chaussée.

La prédiction du moment longitudinal doit également étre améliorée car il s’agit d’une voie de passage
prépondérante du bruit de roulement. Pour cela, la modélisation des excitations latérales dans 1’aire

de contact pourrait s’avérer nécessaire.
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Enfin, la méthode du calcul statique suivi d’un calcul dynamique n’est valable qu’en basses fréquences.
Pour calculer la réponse en hautes fréquences, il faut trouver une méthode de réduction afin d’appliquer

un calcul dynamique direct.






Matrice de rotation

Le solide roule dans un plan avec une vitesse de rotation O(t) En utilisant le repére OXYZ tel que
I'axe de rotation est I’axe OZ, la matrice de rotation s’écrit :
cos) —sinf 0

0=1 sinf cost 0 (5)
0 0 1

L’inversion de la matrice de rotation s’écrit :

cost sinf 0

0 = —sind cosd 0
0 0 1
De (5) et (6), il vient :
0 -1 0
0o'=6| 1 0 0 (7)






Développement des facteurs dans la

formulation variationnelle

.1 Démonstration de la relation (3.45)

Soit A une matrice et b un vecteur dans I'espace Euclidien, la relation suivante est toujours valable :

bdiv (4) = div (b A) — A" : grad (b) (8)

Démontration

Par définition :

8(Aij b,) 8Aw ) abz T T .
div (Qé) = oz, oz, bi + Ajj a—% =div (é) b+ A" :grad (b) (9)
. A=S+grad (w(X,t) g
En appliquant avec ¢ — = — =, il vient :
0 =0u

du div (§ + grad (u) g)

= div ((5@ (§ + grad (u) g)) — <§+ grad (u) g)T s grad (du) (10)

.2 Démonstration de la relation (3.41)

Si a, b v sont trois vecteurs dans ’espace Euclidien, la relation suivante est toujours satisfaite :

div ((ab) v) = grad (ab) v + (ab) div (v) (11)

D’ailleurs,
grad (ab) = bgrad (a) + a grad (b) (12)

En remplacant (12) dans (11), il vient :

div ((ab) v) = bgrad (a) v + agrad (b) v + abdiv (v) (13)
a=ou
En utilisant : b= pour I'équation (13). Il vient :
v=pv
div ((duw) pv) = dgrad (du) pv + dugrad (@) pv + (dud) div (pv) (14)

Finalement,

dugrad (@) pv = div ((duw) pv) — wgrad (6u) pv — (duw) div (pv) (15)




188 Annexe . Développement des facteurs dans la formulation variationnelle

.3 Démonstration de la relation (3.73)

Par la définition :

.4 Démonstration de la relation (3.99)

Par les définitions, on écrit

(ggzad (7) ) g (27

Sqm (Hjji k01 Hjm 1) ¢i (17)
= 0Gm em (HjikoxiHjm,) em ® €i gie;
= 0qAq



Equilibre des poutres

.5 Equilibre du moment

Proposition 1 : Quelque soit le vecteur a et le tenseur du second ordre A définis dans I'espace

Euclidien sur un domaine ®, on a toujours :

/a/\div(A) dV—/(a/\An) dS+/vdV

D 09 D

Avec n le vecteur normal vers I'extérieur du bord de €2, v un vecteur dont les composantes sont données

par :
U1 0 —v3 Vs
v=1| vy |; grad(a) éT — Agrad (a)! = 0 —u

V3 anti — sym 0

Démonstration : Comme les opérations de gradient et de divergence ne dépendent pas du repére
choisi, pour simplifier la démonstration, on considére les cordonnées cartésiennes. En écrivant dans ce
repére, on a :

/a/\ div (4) aV = /(ai.ei) A (Aijj.e;).dV

D D

Avec
DA
Ajii = ]

Donc,

/(l/\ div (é) dV = /((ag.Agjvj — ag.Aijj)Ql +
D D
(a3.A1j; — a1.Asj ) €3 + (a1.Az;,5 — az.A1j5) €3) dV

En appliquant le théoréme de Stokes, on obtient :

/(az.Ang' - ag.AQjJ')Ql.dV == f (CLQ.A3j.nj - CLg.AQj.nj)Ql.dS - / (CLQJ.Agj - a37j.A2j)§1.dV

) 0D D
/ (ag.Aljyj - CLl.Agj,j)QQ.dV == % (CLg.Alj.nj - al.Agj.nj) QQ.dS - / ((ZgJ.Alj - CLLj.Agj)QZ.dV
D 0D D
/ (al.Agj’j — ag.Alj’j)Qg.dV = % (al.Agj.TLj — (lQ.Alj.nj) §3.d5’ — / (aLj.Agj - CLQJ.Alj)Qg.dV
D 0D D
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Ol n; sont les composantes des vecteurs normaux vers 'extérieur du domaine ®. Alors,

/a/\ div (é) dV = / (Q/\é.ﬂ) .dS — / (agjj.Agj — a37j.A2j)Q1.dV

D o9 D
- / (a37j.A1j - aLj.Ag]‘)QQ.dV - / (aLj.Agj - ag,j.Alj)gg).dV (18)
D D
Si on pose :
U1 a3,j.A2j — ag,j.Agj
v = V2 = aLj.Agj — agvj.Alj
V3 CLQJ‘.Alj — alhj.Agj

Par ailleurs :

grad (a) AT — Agrad (a)T = (aip-Ajr — Aig.aj 1) €; ® €;

Sous forme matricielle :

0 —v3 U
grad (a) éT — Agrad ()" = 0 —u
sym 0

On obtient :

/a/\div (A) dV:/(a/\A.n) dS—i—/vdV

D o9 D

On applique cette relation dans (4.24) et on obtient :

/S’P’ Adiv (P)dV = }'{ (S’P'AP.n).dV + /v.dV (19)
D o9 D

Et

jé (S'P' A P.n).dV = / (SPAP,,,5)dA- / (S'P AP, s)da+
0D As+ds AS

+ / (S'P' /\i@) dA = Mg qs — Mg + ds.j{ (ﬂ /\i@) dl (20)

O lateral O0A

Ou Mg 4s et M sont respectivement les moments sur la section droite a la position (s + ds) et (s).

Par définition :

/ (S’P’ NP ds.§) dA = M, qs

As+ds

/ (S P AP, s)dd=M,
A

s
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On calcule les composantes du vecteur v dans I’équation (19) :

grad (S'P') PT — Pgrad (S'P')" = grad (OP' — 05") PT — Pgrad (OP' — 05')"
OP') PT — Pgrad (OP')" — (grad (08") PT — Pgrad (08')"
= F.P" — PF" — (grad (08) P — Pgrad (05')")

—

= grad

Comme le tenseur de contrainte de Piola Kirchhoff est toujours symétrique, on a :

§=5"+ FSF" = FS"F" 5 PF" = FP" 5 FP' - PF' =0

(8'P)" = — (grad (08) P — Pgrad (05))")

(a(OS/) ®s> (P;@s;+P325) —(P;®s; + Py ®S)_(a(gSS’) ®s)T)

- (gen) (e 89)

Par la définition du vecteur v dans la proposition, on trouve que :

T
[o5S]
=
<
[oW

(08"
= —— AP 21
v 85 /\73 ( )
On combine (19), (20) et (21) :
!
/S’P’/\dlv (P)dV = Mgyas — M, +d37{(S’P’/\Pn l+/8(805) PsdV
s
0A D
= Mgy, g5 — Ms—l—dsf(SP'/\q)dl—l—ds a@s P.dA
0A A
= s+ds—Ms+dsf(S’P’ ¢°)dl +ds 0(2)85) /P3dA
0A A
!
= Msiqs — Ms +ds j(I{ (S’P' /\gs)dl + ds 3(885 ) Nfo(22)
0A
De (4.24), (4.3.4) et (22), on a :
/pS’P' A grad (EQ(L t)) Qz,t)dA
A
— /
- /S’P’/\q”.dA+ Moras = Ms ja{ (S'P' A g°)dl + 0(05) Af
= ds = 0s =
0A

On a I’équation d’équilibre :

/
8M+8(OS /\f+/S’P' q".dA
0s 0s

- /pS’P’ Agrad (FQ(z,t)) Qz,t)dA + 7{ (S’P'Ang®)dl=0 (23)
A 0A



192 Annexe . Equilibre des poutres

.6 Force d’inertie due A la rotation

En prenant 1’équation (4.31) :

d (EQ) =Q ((— (o/ + 1) sinadz + (u" —w' —z (o/’ sina + (o + 1)/ cosa)) d9) UR
+ (v —w —2z(d/ + 1)sina) dfug — (R+ v’ +u+ z(a + 1) cos @) dOup
((¢/ +1)cosadz + (W +u' +z (" cosa — (o + 1)/ sina)) df) ug) (24)

En remplacant la relation (4.5), il vient

grad (EQ) =0 (— (o/ + 1) sinur ® ur+

1
o (-R+u" =20 —u—z(a"sina+ (o + 1)%cosa)) ur ® ug + (/ +1) cosaug ® up
. UR & Uy Up D UR
1
—— (W' + 20 —w—z(—a"cosa+ (o' +1)*sina)) ug @ up | (25)
R+ 2 - =
Finalement,

grad (EQ) Q=02 ((—R—i—u” — 2w —u—z (o/'sina + (0/ + 1)2 cosa))uj

+ (w420 —w—z (= cosa+ (/ +1)?sina)) ug) (26)
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