N

N
N

HAL

open science

Convolution intermédiaire et théorie de Hodge

Nicolas Martin

» To cite this version:

Nicolas Martin. Convolution intermédiaire et théorie de Hodge. Géométrie algébrique [math.AG].

Université Paris Saclay (COmUE), 2018. Frangais. NNT: 2018SACLX040 . tel-01892554

HAL Id: tel-01892554
https://pastel.hal.science/tel-01892554
Submitted on 10 Oct 2018

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépot et a la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche francais ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.


https://pastel.hal.science/tel-01892554
https://hal.archives-ouvertes.fr

@
universite

PARIS-SACLAY

NNT : 2018SACLX040

i)
O
-
O
e
@)
o

©
)

[®)
)
wn

D

L
—

v g

& %,
o]
g \ =
J 5
. N

‘Y(\ﬁ? x ?-5!‘,5

ENT 5P

ECOLE
POLYTECHNIQUE

UNIVERSITE PARIS-SACLAY

Convolution intermédiaire et théorie de

Ecole doctorale d

Hodge

These de doctorat de I'Université Paris-Saclay
préparée a I'Ecole polytechnique

e mathématiques Hadamard (EDMH, ED 574)

Spécialité de doctorat : Mathématiques fondamentales

Thése présentée et soutenue a Palaiseau, le 09/07/2018, par

Rapporteurs :

Michel GRANGER
Professeur émérite, Université d’Angers

Christian SEVENHECK
Professeur, Technische Universitat Chemnitz

Composition du Jury :

Michael DETTWEILER
Professeur, Universitat Bayreuth

Javier FRESAN
Professeur associé, Ecole polytechnique

Michel GRANGER
Professeur émérite, Université d’Angers

Claude SABBAH
Directeur de Recherche, Ecole polytechnique

Christian SEVENHECK
Professeur, Technische Universitdt Chemnitz

NicoLAs MARTIN

Président du jury
Examinateur
Rapporteur
Directeur de these

Rapporteur






Sommaire

Introduction

Premiére partie : Classe de la droite affine dans I’anneau de Grothendieck

1

1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7
1.8

La classe de la droite affine est un diviseur de zéro dans ’anneau de Grothendieck

Définition de I'anneau de Grothendieck et premiéres propriétés . ........................
Fibrations triviales par MoOrCEauX . . . . ..ottt et e
Une autre présentation du groupe . . ... .. .. ...t
Géométrie stablement birationnelle. . .. ... ... ...
Intégrité et diviseurs de ZE€ro . . . ... .. o
Classes des GraSmanmniennes . . . . ... ..u vttt et e e
Preuve du théoreme 1.5.1 . .. ...
Développements ultérieurs a la publication du théoreme 1.5.1 .. ... ... .. ... .........

Deuxiéme partie : Convolution intermédiaire et théorie de Hodge

2.1
2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
2.7
2.8

3.1
3.2
3.3
3.4

4.1
4.2
4.3

5.1
5.2
5.3

6.1
6.2
6.3
6.4

Geénéralités sur les D-modules

Premiéres définitions . . . . . ...
Quelques propriétés des D-modules en dimension un . ..............i ...
Régularité des D-modules en dimension un . ............ .
Foncteur image directe intermédiaire . ... ... ... ... . ..
Produits tensoriels externe et interne . ..... ... ... ..
Convolution des D-modules. . . .. ...
Transformée de Fourier d’un C[t](0¢)-module . .. ...... .. ... .. ... ... .. ... .. ... .. .....

Relation entre les convolutions additive et multiplicative . . ........ ... ... . ... . ...

Algorithme de Katz

Lemme de Scott .. ...
Rigidité d’un systeme local . ... ... ...
Opérations de l'algorithme de Katz ... ... ... .. . . . . e
Algorithme de Katz . . . .. ..

Données numériques locales et convolution intermédiaire

Données numériques locales . ... ... ..
Comportement des données v, ¢ par convolution intermédiaire additive ................
Comportement des données numériques locales par convolution intermédiaire multiplicative . .

Généralités en théorie de Hodge

Structures de Hodge . ... ...
Variations de structure de Hodge . ... ... .
Existence d’une variation de structure de Hodge sous-jacente a un systéme local ...........

Données numériques de Hodge et convolution intermédiaire

Données numériques locales de Hodge au voisinage d’un point singulier ..................
Données numériques de Hodge sur la droite affine . ........ ... ... ... .. ... .. ... .....
Comportement des données ugo’ A,¢ Dar convolution intermédiaire additive . ...............
Comportement des données numériques de Hodge par convolution intermédiaire multiplicative

Page

15

17
............. 19
............. 19
............. 20
............. 20
............. 22
............. 23
............. 24
............. 27

33

35

............. 37
............. 38
............. 40
............. 42
............. 42
............. 43
............. 44
............. 44

49
............. 51
............. 53
............. 54
............. 55

59
............. 61
............. 62
............. v

81
............. 83
............. 86
............. 87

91
............. 93
............. 95
............. 96



7 Modules hypergéométriques

7.1 Définition des modules hypergéométriques et premieéres propriétés

7.2 Transformation de Mellin
7.3 Modules hypergéométriques et convolution
7.4 Formules de Fedorov

7.5 Convolution multiplicative avec des modules hypergéométriques

Références

115
117
118
119
119
126

129



Remerciements

En tout premier lieu, je tiens a remercier tres sincérement mon directeur de these, Claude Sabbah, pour
ses grandes qualités humaines et pédagogiques. Sa disponibilité de chaque instant, son enthousiasme et
sa patience ont été des facteurs déterminants dans la bonne préparation de cette thése. C’est un immense
plaisir et une grande chance d’avoir pu travailler a ses c6tés ces dernieres années.

Je souhaite également adresser toute ma gratitude a Michel Granger et Christian Sevenheck qui ont
accepté de rapporter cette these, pour leur intérét envers mes travaux et les discussions tres enrichissantes
que nous avons pu avoir, notamment au cours de trés agréables séjours & Chemnitz, Angers et Leipzig
entre mars et mai 2018. Je remercie aussi Michael Dettweiler et Javier Fresan de me faire I’honneur de
faire partie du jury.

Mes remerciements vont également aux membres du Centre de mathématiques que j’ai cdtoyés durant
ces quelques années, et qui ont rendu si agréable la vie au laboratoire. Ce fut un réel plaisir d’échanger au
sujet de mathématiques, mais également de sport ou encore de politique, que ce soit lors des déjeuners,
du café ou des traditionnels gotiters du lundi apres-midi. Je remercie tout particulierement le secrétariat
du Centre, Michele pour mes premiers contacts, Carole J., Marine et Pascale pour ’aide apportée tout
au long de la these, sans oublier Carole K. pour les derniers mois, ainsi que la cellule informatique, Danh,
David, Jean-Luc et Sylvain, pour leur remarquable efficacité.

Je remercie les doctorants et post-doctorants du CMLS, encore 1a ou déja partis vers d’autres cieux, et
en tout premier lieu Matthieu, mon « frere jumeau de these » qui soutient également ce 9 juillet si bien
que certains nous confondent encore, pour tous les moments que I’on a pu partager. En espérant n’oublier
personne, je remercie aussi Aymeric, Bac, Benoit, Emiliano, Fabio, Giancarlo, Hsueh-Yung, Isabelle, Ivan,
Jacek, Lorenzo, Ludovic, Matilde, Nicolas, René, Rita, Takahiro, Tatiana, Thomas K., Thomas M., Tien
Vinh, Timofey, Valentin, Vincent, Xianglong et Zakarias.

Je remercie Andrea d’Agnolo, Alberto Castafio Dominguez, Christophe Dubussy, Thomas Gauthier,
Marco Hien, Thomas Kramer, Luis Narviaez Macarro, Etienne Mann, Teresa Montero Fernandes, Delphine
Pol et Jean-Baptiste Teyssier pour les discussions toujours intéressantes que l'on a pu avoir lors de
conférences et séminaires, notamment & Warwick, Stony Brook, Nice, Luminy, Amiens, Séville, Chemnitz,
Angers, Leipzig et Bayreuth.

Je remercie Johannes Nicaise de m’avoir invité & Leuven lors de mon année pré-doctorale en 2014,/2015,
de m’avoir suggéré la lecture de I'article que venait tout juste d’écrire Lev Borisov et d’avoir été disponible
et patient pour répondre a toutes mes questions. Cela a été déterminant dans l’obtention du résultat
principal du chapitre 1, pour lequel je remercie aussi Antoine Chambert-Loir pour toutes ses remarques.
Mes remerciements vont également a Nero Budur et Wim Veys pour les discussions lors des séminaires
du mercredi apreés-midi.



Un grand merci a Pascale Harinck pour les nombreux échanges que nous avons pu avoir ces dernieres
années, pour sa gentillesse et son investissement, notamment aux Journées X-UPS et stages MathC2+
auxquels j’ai pu participer a ses cOtés.

Je remercie tous mes camarades de promotion de I'ENS Cachan avec qui j’ai pu préparer 'agrégation
en 2013/2014 dans une atmosphére détendue et conviviale, ainsi que les enseignants et en particulier
Cyrille Hériveaux et Claudine Picaronny pour leur investissement remarquable.

Je remercie toute I’équipe mathématique du département informatique de I'TUT d’Orsay, avec qui j’ai
pris beaucoup de plaisir a effectuer mon service d’enseignement durant ces trois années, et en particulier
Hélene Rinkel et Elodie Leducq pour leur gentillesse et leur disponibilité.

J’ai également une pensée pour Jean Segarra, Vincent Bayle et Michel Gonnord, professeurs de mathé-
matiques, qui m’ont transmis tres tot le golit pour les belles mathématiques. Tous les trois seront toujours
pour moi des sources d’inspiration a essayer de suivre durant ma carriere d’enseignant.

Je remercie mes amis de toujours, notamment Vincent dont j’ai la chance de partager 'amitié depuis
plus de vingt ans, Arnaud qui a partagé mon quotidien en classes préparatoires et apres, ainsi que Loic et
Bjorn grace a qui je garderai toujours d’excellents souvenirs de mon séjour nigois et qui m’ont désormais
tous deux rejoint dans ’Essonne.

Je remercie toute ma famille dont le soutien constant a été prépondérant dans le bon déroulement de
mes études et sur laquelle je peux compter en toutes circonstances. Les derniers mots iront & Tiffany,
dont la présence a mes co6tés me comble de bonheur chaque jour, et qui m’a soutenu tout au long de ce
travail de longue haleine qui lui doit beaucoup.



Introduction

Cette these est constituée de deux parties completement indépendantes. La premiére partie fait suite
a des travaux commencés au printemps 2015 lors d’un séjour a la Katholieke Universiteit Leuven sous la
direction de Johannes Nicaise, et poursuivis sous la direction de Claude Sabbah durant les trois premiers
mois de thése. La seconde partie est quant a elle dévolue a des travaux effectués pendant tout le reste de
la these et constitue la partie principale de ce manuscrit.

Premiere partie : Classe de la droite affine dans ’anneau de Grothendieck

Cette premiere partie, qui pourrait étre classifiée comme relevant de la géométrie birationnelle, s’in-
téresse particulierement & ’anneau de Grothendieck des variétés algébriques complexes. C’est un outil
fondamental qui est a la base d’une autre théorie importante, 'intégration motivique. Les résultats déve-
loppés dans cette partie ne relévent pas a proprement parler directement de I'intégration motivique, mais
ont des conséquences importantes pour cette derniere.

La question qui nous intéresse concerne les diviseurs de zéro dans I'anneau de Grothendieck, et plus
particulierement le fait de savoir si la classe de la droite affine L = [Al] est un diviseur de zéro ou
non. C’est une question difficile car trés peu de choses sont connues sur I'anneau de Grothendieck. On
sait cependant depuis 2002 grdce & Poonen que ce n’est pas un anneau intégre [Poo02], grdce & une
construction non triviale de diviseurs de zéro. Concernant la classe de la droite affine, un des objets
finalement les plus simples, il était alors assez inattendu qu’il s’agisse d’un diviseur de zéro. Galkin et
Shinder ont méme effectué d’importants travaux [GS14] redémontrant notamment un résultat difficile
de Clemens et Griffiths [CGT72] affirmant que les hypersurfaces cubiques lisses de P* sont rationnelles et
allant méme plus loin en donnant génériquement le méme résultat pour les cubiques de P°, 4 condition
que L ne soit pas un diviseur de zéro dans l'anneau de Grothendieck (pour les deux résultats).

C’est dans ce contexte que Borisov démontre I'inattendu en décembre 2014 : L est un diviseur de
zéro dans 'anneau de Grothendieck [Borl8]. Il est toutefois important de noter que ce résultat n’est
pas seulement une amélioration de celui de Poonen : comprendre le noyau du morphisme de localisation
Ko(Varc) — Ko(Varc)[L™!] est une question cruciale en intégration motivique, dans la mesure ot I'on
considere des classes dans ’anneau localisé.

Précisons assez succinctement la construction. Soient V' un C-espace vectoriel de dimension 7 et W C
A2VY un sous-espace vectoriel générique de formes bilinéaires alternées sur V' de dimension 7. On définit
Xw la sous-variété de la Grassmannienne G(2, V) qui est le lieu des 7' € G(2, V) tels que wjp = 0 pour
tout w € W, et Yy la sous-variété de PW des formes de rang strictement inférieur a 6. Le résultat de
Borisov est alors le suivant :

(Xw]—[Yw])- (L> = 1)- (L—-1)-L" =0,
avec ([Xw] — [Yw]) - (L? — 1) - (L — 1) # 0, ce qui donne bien que L est un diviseur de zéro.



Nous montrons quant & nous le théoréme suivant, qui a fait ’objet d’une publication d’une note aux
Comptes-Rendus de I’Académie des Sciences [Marl6, théoréme 1.1] :

Théoréme 1.5.1. ([Xw] — [Yw]) - LS =0

Ce résultat est un raffinement de celui de Borisov ([Xw] # [Y]), et un petit pas dans la compréhension
du noyau du morphisme de localisation Ko(Varc) — Ko(Varc)[L~!]. Notons en outre que ce théoréme
ainsi que celui de Borisov permettent de répondre négativement a une question posée par Larsen et Lunts
[LLO3, question 1.2] : est-il possible de décomposer deux variétés X et Y telles que [X] = [Y] en une
partition finie de sous-variétés localement fermées deux a deux isomorphes ?

Résumons le théoreme 1.5.1 : les deux variétés Xw et Yy, qui sont des variétés de Calabi-Yau de

dimension 3 lisses non birationnelles, vérifient ([Xy] — [Yir]) - L® = 0. On sait que plus grace & Borisov
et Caldararu [BC09, th 6.2] que D’ (Xw) ~ D, (Yw) : on dit que Xy et Yy sont D-équivalentes,

ou encore que (X, Yy ) est une paire de Fourier-Mukai. Cela fournit un premier exemple intéressant de
variétés X et Y D-équivalentes qui vérifient ([X] — [Y]) - L™ = 0 pour un certain r» € N et [X] # [Y] : on
dit que les variétés X et Y sont L-équivalentes.

Suite & la publication du théoréme 1.5.1, de nombreux autres exemples ont été explicités (IMOU16a],
[KS17], [IMOU16b], [BCP18], [Manl7] et [Zak17] notamment). Nous les détaillons en sous-section 1.8.

Seconde partie : Convolution intermédiaire et théorie de Hodge

Dans une seconde partie, nous étudions le comportement d’invariants de théorie de Hodge par convo-
lution intermédiaire, & la suite des travaux de Dettweiler et Sabbah [DS13]. L’intérét initial pour cette
question repose sur un algorithme de Katz [Kat96] qui permet de ramener un systéme local irréductible
rigide sur P{ & un systéme local de rang un. Cet algorithme est une succession de produits tensoriels avec
un syteme local de rang un et de convolutions intermédiaires additives avec un systeme local sur C* de
rang un, et termine avec un systéme local de rang un.

Si les valeurs propres des monodromies locales du systeme local de départ sont de module un, alors
c’est toujours le cas lorsque 'on déroule ’algorithme de Katz. En prenant I’algorithme dans 1’autre sens,
on déduit que le systeme local de départ est induit par une variation de structure de Hodge polarisable,
ainsi qu’a chaque étape de l'algorithme. De plus, selon un résultat dii & Deligne [Del87, prop. 1.13(i)], il
y a dans ce cas unicité d’une telle variation & décalage pres de la filtration de Hodge.

L’idée de Dettweiler et Sabbah dans [DS13] est d’étudier le comportement d’invariants de Hodge &
chaque étape de l'algorithme de Katz. Parmi ces invariants, certains sont de nature locale (nombres de
Hodge de la variation, nombres de Hodge de cycles évanescents et de cycles proches) et d’autres de nature
globale (degrés de fibrés de Hodge).



Il est important de noter que ’algorithme de Katz permet de raisonner sur des systémes locaux dont la
monodromie & I'infini est scalaire (il est facile de se ramener & ce cas), propriété qui est conservée tout au
long de 'algorithme, ainsi Dettweiler et Sabbah se placent dans le cadre de cette hypothese. Ils donnent le
comportement des invariants de Hodge considérés, et n’ont pas a expliciter le comportement des invariants
relatifs aux cycles proches a 'infini, trivial avec I’hypothese de monodromie scalaire a I'infini. Dans cette
seconde partie, nous ne supposerons plus cette hypothese.

En particulier, le résultat principal de cette seconde partie, et de loin le plus difficile, concerne le com-
portement des données numériques locales de Hodge cycles proches a I'infini par convolution intermédiaire
additive par un module de Kummer.

Pour démontrer ce résultat, la stratégie est la suivante : nous redémontrons tout d’abord la partie (2)
de la proposition 1.3.5 de [DS13] sans filtration de Hodge. Le probléme est que la preuve de Dettweiler
et Sabbah utilise la transformée de Fourier, qui malheureusement ne se comporte pas bien vis-a-vis de la
filtration de Hodge, ce qui ne permet pas de la généraliser lorsque 1’on ajoute la filtration de Hodge. Nous
allons donc proposer une autre démonstration de ce résultat avec le théoreme 4.2.5, plus longue mais
n’utilisant pas la transformée de Fourier. En considérant M un D,:-module holonome régulier vérifiant
certaines hypotheses que nous ne détaillerons pas ici, le résultat est le suivant :

Théoréme 4.2.5. [DS13, prop. 1.3.5 (2)] On note M™™ e Dpi-module extension minimale de M a
Uinfini. On a les données suivantes pour MCy, (M) :

VOO,AA0<M) si )‘7& 1a)‘70
(1) Voo (MC), (M)) = Voo o (M) = Voo xg prim (M) siA=1
Voo, 1 (M) + Voo 1 prim (M) + dim H' (P*, DRM™™") si A = X,.

Voo,)\)\o,Z(M) si A % 1,)\70
Voo, xg.t+1(M) sia=1

(2) Voot (MC, (M) = ot _
Voo,1,0—1 (M) siA=M\g, £>1

dim H'(P*, DRM™™) si A = \g, £ =0.

Une fois le résultat de Dettweiler et Sabbah redemontré sans transformée de Fourier, nous ajoutons la
filtration de Hodge et obtenons le résultat principal de cette seconde partie (objet de [Marl8al) :

Théoréme 6.3.1. Soit v € [0, 1] tel que A = exp(—2imy). On a les données suivantes pour MCy, (M) :

Vo ee(M) sty €]0,1— 0]
Vi ot (M siy €]l —m,1]
Vi 2o (MCy, (M) = Vi rotr1(M) siA=1
Vo1 (M) sid=Xg, £>1
R HY(PY, DRM™™)  si A =)o, £=0.
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Nous complétons ensuite les résultats de Dettweiler et Sabbah en donnant également des formules
pour les invariants locaux hP et globaux 6P sans faire I’hypothése de monodromie scalaire a I'infini, qui
découlent du théoréme principal et généralisent le théoréme 3.1.2 de [DS13].

Proposition 6.3.3. Les invariants locauxr h?(MCy,(M)) sont donnés par :

WP(MCx (M) = Y w8 (M) + ) vE (M) + hPH' (AL, DR(M)) = VE; 3 riea (M).

00,A0,prim
Y€E[0,70[ YE[v0,1[

Proposition 6.3.4. Les invariants globauz 6P (MCy,(M)) sont donnés par :

T

67 (MCiy (M)) = 6P(M) + 3 v (M) =D | kb (M) + Y b \(M)

Y€ [M0,1[ i=1 v€10,1—70]

En sous-section 6.4, a ’aide d’une relation de Katz reliant les convolutions additives et multiplicatives
(proposition 2.8.1), nous explicitons le comportement des invariants de Hodge par convolution inter-
médiaire multiplicative d’'un D¢, -module M par un module de Kummer, opération notée MCS\07 en
exploitant les formules explicitées dans le cadre additif. La encore, nous ne faisons pas '’hypothese de
monodromie scalaire a 'infini et obtenons des résultats tout a fait généraux. Cette partie est assez tech-
nique mais ne souléve aucune réelle difficulté supplémentaire par rapport au raisonnement effectué dans
le cadre additif. Les résultats sont les suivants :

Proposition 6.4.1. Pour tout i € {1,...,n}, on a les données suivantes :

p .
if o, (MCh (M) = My, xjn,e(M) sty €]0,70]
A Pl M) sy el 1]

'U’xi)\//\o,@ 7 707 .

Proposition 6.4.2. On a les données suivantes :

VI (M) sty e]0,1—
. ) siv€]l—70,1]
Vi (M) sia=1
ufo}o,e_l(M) siA=No, £>1.
Proposition 6.4.3.
VP (MCh, (M) = ' H (P, DRM™™) — hP= 1 (M) + hP(M) + V21 (M) + 057 (M)

00, 0,0 ,prim

D) =V i (M) Y (M) =g (M) Y (WA (M) = VR (M),

00,0, prim
YEv0,1[ YE[1-0,1[

10



Proposition 6.4.4. Les invariants locauz h?(MC) (M)) sont donnés par :

min -1 -1 —1
hp(MCI)\g (M)) = hp(M)+th1 (]P)la DRM )+Vg,1,prim(M> _Vg,Ao,prim(M>+ Z (Vg,)\ (M) _Vg,)\(M»'
Y€E[v0,1
Proposition 6.4.5. On a les données suivantes :
Vo (M) si v €]0,70[
Ve (M) sy €y, 1|
Vg,/\,f(MCI)\O (M)) = V§,>\07é+1(M) si\= )\0
v 1 (M) sia=1,£>1
hZDHl(]P)l’ Dijtmin) si )\ — 1’ K 0.

Proposition 6.4.6. Les invariants globauz 6°(MC)\ (M)) sont donnés par :

T

SP(MCh (M) = 67 (M) + Y (vh \(M) =B M)+ 850 o M) =D |l (M) + > b (M),
v€o,1] i=1 ~€10,1—70[

Par ailleurs, les propositions 6.4.2 et 6.4.5 ont une application tres intéressante en tant qu’elles per-
mettent de redémontrer un résultat de Fedorov [Fedl7, th. 3] sur les invariants de Hodge & infini et
en 0 d’équations hypergéométriques, objet de [Marl8b]. Cette nouvelle approche de ce résultat est assez
différente de I’approche originelle de Fedorov dans la mesure ou elle utilise directement le comportement
des données a l'infini et en 0, sans avoir a déplacer la singularité a 'infini. Nous explicitons également
le comportement des données numériques locales cycles évanescents en 1, complétant ainsi le résultat de
Fedorov. En notant p(ex, B,7) = #{k | ~(ax = v — Bk)} et ¢, la multiplicité moins un, le théoréme que
nous démontrons est le suivant :

Théoréme 7.4.3. Etant donnée la décomposition Ho g = Ha, g, % --- % Ha, 5, en convolutions d’hyper-
géométriques de rang 1, le module hypergéométrique précédent est muni d’une p VHS naturelle (V, F*V, V)
vérifiant les identités suivantes :

1 Sip:p(avﬁaam) et €:€m(a)

(G/) Vg_’€72i7ra.m7z(Ha,lB) - .
sinon.
1 sip=pla,B,Bm) et L =1£,,(B)
(b) Vgo,ezmﬁm,e(Ha,ﬁ) = )
sinon.
I sipz#{ i ‘ {Z(ﬁk—am} <w5} et (=0
(c) N?,As,z(Haﬂ) = k=1
0 sinon.

11
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Classe de la droite affine dans I'anneau de Grothendieck
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Chapitre 1

La classe de la droite affine est un diviseur de zéro dans
I’anneau de Grothendieck
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1.1 Définition de ’anneau de Grothendieck et premiéres propriétés

Le groupe de Grothendieck Ky(Varc) des variétés algébriques complexes est le groupe abélien libre
engendré par les classes d’isomorphismes [X] de variétés algébriques complexes modulo les relations
d’addivité [X] = [Y] + [X \ Y] pour toute sous-variété fermée Y de X. On le munit d’une structure
d’anneau avec le produit [X1] - [Xo] := [X1 x X5].

Précisons quelques notations :
e On note 0 = [@] la classe de ’ensemble vide, neutre pour 'addition.
e On note 1 = [pt] la classe du point, neutre pour le produit.
e On note L = [A}] la classe de la droite affine complexe.

On a immédiatement les relations [AZ] = L™ et [P2] = >;_ L*. On remarque en outre que la classe
d’une partie Zariski-constructible C' C X est bien définie : il existe une partition en sous-variétés locale-

ment fermées C1,...,C, de X, et on a
n

[C] = [Ci]

k=1

Une propriété tres importante de cet anneau est que toute fibration localement triviale est triviale
en classe, i.e. si I'on note f : Y — X une fibration localement triviale de fibre F', on a alors I’égalité
Y] =[X]-[F].

1.2 Fibrations triviales par morceaux

Il est intéressant d’introduire la notion de fibrations triviales par morceaux. Pour cela, considérons Y,
X et F trois variétés, A une partie constructible de Y et B une partie constructible de X.

Définition 1.2.1 Une application f : A — B est une fibration triviale par morceaux de fibre F' s’il existe
une partition finie de B en sous-variétés S localement fermées de X telle que :

(i) la restriction de f a f~1(S) soit induite par une application réguliere de Y dans X

(i) la sous-variété f~1(S) localement fermée de Y, soit isomorphe & S x F', f correspondant & la projection
SxF—8S.

L’intérét des fibrations triviales par morceaux réside dans le fait qu’elles sont triviales en classe, tout
comme les fibrations localement triviales, ce qui se révele tres utile dans la pratique. En outre, il est possible
de généraliser cette définition au cas ou Y, X et F' sont des schémas sur C. Un résultat important est la
caractérisation schématique suivante des fibrations triviales par morceaux due & Sebag [Seb04, th. 4.2.3] :

Théoréme 1.2.2 Soient f : A — B une application induite par un morphisme de schémas de Y dans
X et F un schéma sur C de type fini. L’application f est une fibration triviale par morceauz de fibre F
si pour tout x € B, la fibre f~1(z) est un k(z)-schéma isomorphe & F @ k(x).
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1.3 Une autre présentation du groupe

Une des premiéres questions que I’on est amené a se poser avec ’anneau de Grothendieck est la suivante :
peut-on supposer certaines propriétés sur les variétés 7 Par exemple, les classes de variétés irréductibles
(resp. lisses, resp. complétes) suffisent-elles & engendrer le groupe Ko(Varc) ?

La question de l'irréductibilité est rapidement réglée puisque toute variété se partitionne en ses com-
posantes irréductibles, localement fermées. Ensuite, afin de se limiter aux variétés lisses, on considere
pour toute variété X le lieu de ses points singuliers X", fermé dans X de codimension non nulle. On a
I'égalité [X] = [X®18] + [X \ X58] et il suffit alors de faire une récurrence sur la dimension de X.

Pour la complétude, en utilisant le théoreme de prolongement de Nagata, toute variété X peut-étre
plongée dans une variété complete X, dans laquelle X est un ouvert dense. La encore, une récurrence sur
la dimension de X permet de conclure. Néanmoins, pour combiner les deux propriétés précédentes (lisse
et complete), il faut un résultat plus puissant que le théoréme de prolongement de Nagata : le théoréme
d’Hironaka. Notons qu’il est nécessaire de travailler en caractéristique zéro pour invoquer ce résultat (ici
on travaille sur C). Le théoréme d’Hironaka implique notamment que toute variété lisse X est isomorphe
a un ouvert dense d’une variété complete lisse, ce qui suffit pour conclure par récurrence.

On peut également se demander s’il n’existe pas une présentation plus simple de ce groupe, les relations
d’additivité n’étant pas toujours pratiques lorsque I’on cherche a démontrer des résultats. On a le théoréme
suivant di a Bittner [Bit04] :

Théoréme 1.3.1 Le groupe Ko(Varc) est le groupe abélien libre engendré par les classes d’isomorphismes
de variétés lisses complétes modulo les relations

21=0 et [Blz(X)] - [E] = [X] - 2]

ot X est une variété lisse compléte, Z une sous-variété fermée lisse de X, Blz(X) l’éclatement de X le
long de Z et E le diviseur exceptionnel de cet éclatement.

1.4 Géométrie stablement birationnelle

La question de départ est la suivante : que peut-on dire de deux variétés X et Y vérifiant [X]| = [Y]?
On peut se demander s’il est possible de décomposer X et Y en une partition finie de sous-variétés
localement fermées deux & deux isomorphes [LL03, question 1.2]. Des résultats positifs & cette question
ont été obtenus par Liu et Sebag dans l'article [LS10]. Plus précisément, ils prouvent que la réponse a
cette question est positive (en caractéristique zéro) dans 'un des cas suivants :

(i) dim X <1
(ii) X est une surface projective lisse connexe
(iii) X contient seulement un nombre fini de courbes rationnelles.

La réponse générale est cependant négative. Il s’agit d’une conséquence directe du théoreme principal de
la sous-section 1.5 comme nous le verrons plus tard. Notons qu’une toute autre approche de Karzhemanov
a récemment explicité un contre-exemple en dimension 3 [Karl4].
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Soient M le monoide multiplicatif des classes d’isomorphismes de variétés irréductibles lisses complétes,
G un monoide multiplicatif commutatif quelconque et ¥ : M — G un morphisme de monoides vérifiant :
(1) ¥([X]) = U([Y]) si X et Y sont deux variétés birationnelles
(ii) ¥([P"]) = 1 pour tout n € N.

On a le résultat suivant dit & Larsen et Lunts [LLO03, th. 2.3] :

Théoréme 1.4.1 [l existe un unique morphisme d’anneauz ® : Ko(Varc) — Z[G] prolongeant V.

Ce résultat est loin d’étre aisé a démontrer et est 'objet principal de l'article [LLO03]. Néanmoins,
ce théoreme devient beaucoup plus accessible une fois connue la présentation alternative de Bittner du
groupe de Grothendieck vue au théoreme 1.3.1, démontrée peu de temps apres la parution de I'article de
Larsen et Lunts. Plus précisément, la difficulté originelle principale est de voir pourquoi on a les relations
O([X]) = ([Y]) + ([X \ Y]) pour Y une sous-variété fermée de X. Avec la présentation de Bittner, il
suffit de voir pourquoi ®([Blz(X)]) — ®([F]) = ®([X]) — ®([Z]) pour X une variété lisse compléte, Z une
sous-variété fermée lisse de X et FE le diviseur exceptionnel de cet éclatement. D'une part, Blz(X) et X
sont birationnels, donc ®([Blz(X)]) = ®([X]), et d’autre part, E et Z x P* sont birationnels pour un
certain k € N, donc ®([E]) = ®([Z] x [P¥]) = ®([Z]).

Définissons maintenant la notion de stable birationnalité :

Définition 1.4.2 On dit que deux variétés X et Y sont stablement birationnelles s’il existe deux entiers
k et ¢ tels que les variétés X x PF et Y x P¢ soient birationnelles.

Posons alors G = SB le monoide des classes [X]gp de variétés a stable birationnalité pres. Le morphisme
de monoides Ugp : M — SB qui & [X] associe [X]sp vérifie bien (i) et (ii), on a donc par le théoréme
précédent un unique morphisme d’anneaux ®gp : Ko(Varc) — Z[SB] qui prolonge V.

Proposition 1.4.3 Le noyau de ®gp est l’idéal engendré par L.

Preuve. Tout d’abord, on a bien ®(IL) = ®([P!] — 1) = 0. Pour l'autre sens, écrivons a € ker(®gp) sous
la forme

a=[X1]+ -+ [Xp] —[V1] = — [V

ou les X; et les Y sont lisses et completes. On a alors

k ¢
Psp(a) = Z Vsp([Xi]) — Z Usp([Y;])

donc k = / et, apreés renumérotation, X; et Y; sont stablement birationnels. Il suffit donc de prouver
que deux variétés lisses complétes stablement birationnelles vérifient [X] — [Y] € (L). On peut méme les
supposer birationnelles dans la mesure ou

(X x P — [X] = [X] - (L™ + -+ L) € (L).

En utilisant le théoreme de factorisation des applications birationnelles, on peut supposer que X est
I’éclatement de Y le long d’une variété lisse Z. En notant E le diviseur exceptionnel de cet éclatement,
on a [E] = [Z] - [P"] pour un certain n € N, et donc

X]-[Y] = [B] - 2] = [2]- (L + -+ 1) € (L) 0
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On a la propriété importante suivante :

Proposition 1.4.4 Soient X etY des variétés de Calabi-Yau. Alors X et'Y sont stablement biration-
nelles si et seulement si elles sont birationnelles.

Preuve. On suppose X et Y stablement birationnelles, on note k et £ les entiers tels que X x P* et Y x P¢
soient, birationnelles. Comme X et Y sont des variétés de Calabi-Yau, on sait que leurs fibrations MRC
(voir [KMM92]) sont les morphismes identités. On en déduit que les fibrations MRC de X x P* et Y x P’
sont données par les projections sur X et Y. Comme X x P¥ et Y x P’ sont birationnelles, il en est donc
de méme pour X et Y. O

Corollaire 1.4.5 Soient X et Y des variétés de Calabi-Yau telles que [X]| = [Y] modulo L. Alors X et
Y sont birationnelles.

Preuve. D’aprés la proposition 1.4.3, la propriété [X] = [Y] modulo L implique que X et Y sont
stablement birationnelles, donc birationnelles d’apres la proposition précédente. O

1.5 Intégrité et diviseurs de zéro

Une autre question que l'on peut se poser sur 'anneau de Grothendieck est de savoir s’il s’agit d’un
anneau intégre. Poonen a prouvé que ce n’était pas le cas [Poo02]. Borisov est allé encore plus loin en
montrant que L est un diviseur de zéro [Bor18], nous allons détailler son résultat dans cette sous-section. Il
est toutefois important de noter que ce résultat n’est pas seulement une amélioration de celui de Poonen :
comprendre le noyau du morphisme de localisation Ko(Varc) — Ko(Varc)[L™!] est une question cruciale
en intégration motivique, dans la mesure ol I’'on considére des classes dans I’anneau localisé.

Soient V un C-espace vectoriel de dimension 7 et W C A2V un sous-espace vectoriel générique de
formes bilinéaires alternées sur V de dimension 7. On définit Xy la sous-variété de la Grassmannienne
G(2,V) qui est le lieu des T' € G(2,V) tels que wjp = 0 pour tout w € W, et Yy la sous-variété de PW
des formes de rang strictement inférieur a 6. De plus, toutes les formes de Yy sont de rang 4 et toutes
les formes de PW \ Yy sont de rang 6.

Les variétés Xy et Yy sont des variétés de Calabi-Yau de dimension 3, qui sont lisses et non biration-
nelles (voir [Rpd00] et [BC09, §0.3 et §0.5]). D’aprés le corollaire 1.4.5, cela implique que [Xw] # [Yw]
modulo L.

Considérons maintenant la sous-variété H de G(2, V) x PW des (T, Cw) tels que wjp = 0. Afin d’obtenir
des équations explicites définissant H, posons Ty € G(2, V') muni d’une base eq, es et H un supplémentaire
muni d’une base es, ..., e7. Le voisinage U = {T' € G(2,V) | T&H = V'} de Ty peut étre identifié & L(Ty, H)
en considérant I'application f € £(Ty, H) — {z + f(z) | € To} € U. Si P'on pose (fi;)i,5)e{1,2} x{3,...7}
la base de L(Ty, H) adaptée aux deux bases précédemment considérées, on peut identifier T € U avec
{z+ 2 aijfij(x) |z €To}.
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Maintenant, pour w = >, fiw; € W, la condition wjp = 0 peut s’exprimer de la maniere suivante :

7 7 7
E Bi-w; | er + E Qi jej, ex + E Qg je; | = 0.
i=1 =3 =3

L’idée de Borisov est de regarder les projections de H sur chacun des deux facteurs G(2,V) et PW, ce
qui va donner deux moyens d’exprimer [H]. Aprés calculs, on arrive & 1’expression suivante :

(Xw]—[w]) - (L> =1)- (L—1)-L" = 0.

Cela montre bien que L est un diviseur de zéro car ([Xw]—[Yw]) (L2—1)-(L—1) = ([Xw]—[Yw]) mod L,
quantité qu’on sait non nulle modulo L, en particulier on a ([Xw] — [Yw])- (L* —1)- (L — 1) # 0.

L’objectif de la suite est de montrer le théoreme suivant :
Théoréme 1.5.1 ([Xw]—[Yw]) LS =0

Ce résultat est un raffinement de celui de Borisov, et un petit pas dans la compréhension du noyau
du morphisme de localisation Ko(Varc) — Ko(Varg)[L™1]. Dans la sous-section suivante, nous établirons
une formule de récurrence pour obtenir les classes dans 'anneau de Grothendieck des Grasmanniennes
G(k,n), 'un des ingrédients de la preuve du théoréme ci-dessus.

De plus, ce théoréeme permet de répondre négativement a la question posée précédemment : est-il
possible de décomposer deux variétés X et Y telles que [X] = [Y] en une partition finie de sous-variétés
localement fermées deux & deux isomorphes? En effet, le théoréme montre que Xy x C8 et Yy x C8
ont la méme classe dans 'anneau de Grothendieck et s’il était effectivement possible de décomposer ces
deux variétés de la sorte, elles seraient birationnelles. Cela impliquerait que Xy et Yy soient stablement
birationnelles, donc birationnelles, or on a déja vu qu’elles ne ’étaient pas. Notons qu’il est possible de
conclure négativement de la méme fagon avec 1'égalité de Borisov, avec un facteur GLy(C) supplémentaire
dans le produit.

Notons enfin que le résultat de Borisov ainsi que le théoréme ci-dessus sont encore vrais en caractéris-
tique zéro, les preuves n’utilisant & aucun moment la spécifité du corps des nombres complexes.

1.6 Classes des Grasmanniennes

Proposition 1.6.1 Pour k € {2,...,n— 1}, on a la relation de récurrence suivante :

[G(k,n)] = [G(k,n — )] + L. [G(k — 1,n —1)].

Preuve. Soient ey, ..., e, la base canonique de C", F' ’hyperplan orthogonal a e,, U C G(k,n) 'ouvert
défini par {T' € G(k,n) | dim(TNF)=k—1} et 7 : U — G(k — 1, F') application réguliere qui envoie
T sur TN F. Pour S € G(k — 1, F), la fibre 7=1(S) peut étre identifiée a

P(C"/S) \ P(F/S) ~ A"*,
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Soient H un supplémentaire de S dans F et V C G(k—1, F) I'ouvert {S’ € G(k—1,F) | S’@H = F'}. Pour
tout S’ € V, on a l'identification C" /S’ ~ H@Ce,,, donc 7 est une fibration triviale sur V. Par conséquent,
7 est une fibration localement triviale, d’ott [U] = L" % .[G(k — 1,n—1)]. On a [G(k,n)] = [Z] + [U] avec

Z=G(k,n)\U ={T € G(k,n) | T C F} = G(k, F),

ce qui donne la formule annoncée. O

Une simple récurrence donne les formules suivantes pour n > 4 :

(n—2)/2
[P”*Q] . Z L?* sin est pair
k=0
(n—3)/2
[IE””_l] . Z L?* i n est impair.
k=0

[G(2,n)] =

En particulier, on a [G(2,5)] = [P*]- (L2 + 1) et [G(2,7)] = [P®] - (L* + L2 + 1).

1.7 Preuve du théoréme 1.5.1
Le théoréme est une conséquence directe des deux propositions suivantes.
Proposition 1.7.1 [H] = [Pf] - (L* + L2 +1) - [P°] + [Xy] - LE

Preuve. En considérant la projection p : H — G(2,V) sur le premier facteur, qui est une fibration
triviale en restriction & p~*(Xyy) de fibre PW = PS et une fibration localement triviale en restriction
G(2,V)\ p~1(Xw) de fibre P°, on obtient

[H] = [Xw] - [P°]+ (G2, 7)] - [Xw]) - [P°] = [G(2,7)] - [P°] + [Xw] - L°.

L’expression [G(2,7)] = [PY] - (L* + L2 + 1) donne alors le résultat. O
Proposition 1.7.2 [H] = [Yiy] - L® + [P%] - [P°] - (L* + L2 + 1)

La preuve de cette proposition va étre plus difficile. Nous allons démontrer trois lemmes afin d’y
parvenir : le premier va préciser le comportement de la projection sur le second facteur, et les deux autres
seront des lemmes techniques permettant de calculer explicitement les classes des fibres dans I'anneau de
Grothendieck.

Lemme 1.7.3 Soit 7 : H — PW la projection sur le second facteur. Ses restrictions a ©— (Y ) et
7 Y PW \ Yw) sont des fibrations triviales par morceaux.
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Preuve. Le raisonnement est le méme pour le rang 4 (Ys = Yy) et le rang 6 (Ys = PW \ Y ). Pour
i € {4,6}, posons
Zi=7NY;) = HN(G(2,V) x Y;).

Afin d’obtenir la trivialité par morceaux de 7 sur Z;, il suffit de prouver d’apres le théoréme 1.2.2 qu’il
existe une fibre uniforme F; telle que pour tout x € Y;, on ait Z; xy; {x} ~ F; x¢ Spec(k(z)).

Pour démontrer ce point, il suffit de voir qu'une forme bilinéaire alternée de rang 4 ou 6 a coefficients
dans un corps K D C est congruente a la forme

0 I O 0 Is O
—1Is 0 0 ou —I3 0 O
0 0 0 0 0 0
avec une matrice de changement de base a coefficients dans K, action qui se propage sur les fibres. [

Lemme 1.7.4 Soit Cw € Yy un point fermé. La classe de sa fibre est
[771(Cw)] = [P5] - (L* + L2 + 1) + LS.

Preuve. Comme rg(w) = 4, il existe une base ey, ...,e; de V de laquelle la matrice de w est

0 Ib 0
I, 0 O
0 0 O

Soient F' = Vect{es,...,er} et H=F @ Ces. On a

[ (Cw)] = {T € G2, V) | wr =0}] =[{T € G(2, H) | wyr = 0}] + [U]
ot U est Pouvert {T" € G(2,V) | dim(T'N H) = 1, wr = 0}, avec la fibration localement triviale
m: U — PH =P5. Notons que ker(w) = Vect{es, eg,e7} C H et ker(wy) = ker(w) @& Ces C H.

Soit D = Ce € PH. Il y a trois cas a considérer.

e Premier cas : D C ker(w). On a

(7~ }(D)) = [{Cf € P(V/D) | w(f.e) = 0} — (TS € B(H/D) | wiu(f,e) = 0}]
= [P°] - [P] = 15,

e Deuxiéme cas : D ¢ ker(w) et D C ker(wjy). Dans ce cas n~ (D) = @, car
{CreP(V/D) |w(f,e) =0} ={Cf e P(H/D) | wu(f,e) = 0}.

e Troisiéme cas : D ¢ ker(w)g). On a

(7 }(D)) = [{Cf € P(V/D) | w(f,e) = 0} — (TS € B(H/D) | wiu(f,e) = 0}]
= [P - [P =14,
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Par conséquent,
[U] = [Pher(w)] - L* + ([PH] — [Pker(w;)]) - L*
= [P*]-L° + ([P°] - [P°]) - L*
= (] - 1) - L,

On peut répéter 'argument avec H. Comme wjp = 0, on a
HT € G2,H) |wr =0} =[{T € G2, F) | wr = 0}] + [Pker(w;q)] LA
= [G(2,5)] + [P°] - L*
=[P4 (L*+1) + [P?] - L%

Finalement, on obtient
(71 (Cw)] = (P = 1)-L* + [P4)- (L + 1) + [PY] - L*
=([P°] —1) -L* + ([P5] - L%) - (L2 + 1) + (L3 + L2 + L+ 1) -L*
[P°]. (L* + 12 +1) + LE.

Un calcul en tous points similaire donne le résultat suivant :

Lemme 1.7.5 Soit Cw € PW \ Yy un point fermé. La classe de sa fibre est
[r7}(Cw)] = [P] - (L* + L2 +1).

Preuve de la proposition 1.7.2. On est donc maintenant en mesure de démontrer la proposition. Pour
cela, considérons Cw; € Yy et Cws € PW \ Yy deux points fermés. Le lemme 1.7.3 implique que

[~ (Yw)] = [Yw] - [~ (Cw1)]

[r 7 (PW N\ Yi)] = ([PW] — [Yiw]) - [~ (Cw)],

et par conséquent

[H] = [Yw] - [r7(Cwr)] + (PW] = [Yi]) - [~ (Cw2)]-

En utilisant les lemmes 1.7.4 et 1.7.5, on a

[H] = [Yw] - ([P°] - (L* + L% 4+ 1) + L) + ([P] — [Yi]) - [P°] - (L* + L2 + 1)
= [Yw] - LS + [P9] - [P°] - (L* + L% 4 1),

ce qui conclut la preuve. O
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1.8 Développements ultérieurs a la publication du théoréme 1.5.1

Résumons le théoreme 1.5.1 : on a explicité deux variétés de Calabi-Yau X et Y de dimension 3 lisses
non birationnelles, telles que ([X] — [Y]) - LS = 0. On sait que plus grace a Borisov et Caldararu [BC09,
th 6.2] que D2, (X) ~ Db, (Y) : on dit que X et Y sont D-équivalentes (ou que (X,Y’) est une paire de
Fourier-Mukai, ou encore que X et Y sont des partenaires de Fourier-Mukai). Cela fournit un premier
exemple intéressant de variétés X et Y qui sont D-équivalentes et vérifient ([X] — [Y]) - L" = 0 pour un

certain r € N, avec [X] # [Y]. On reste dans toute la suite sur le corps des nombres complexes.

Suite a la publication du théoréme 1.5.1 sur arXiv en avril 2016 puis dans une note aux Comptes-
Rendus de ’Académie des Sciences en septembre 2016 [Marl6], de nombreux autres exemples ont été
explicités :

1. IMOU16a, juin 2016] Ito, Miura, Okawa et Ueda montrent que des variétés de Calabi-Yau X’ et Y’
de dimension 3 lisses non birationnelles, obtenues par dégénérescence des variétés X et Y, vérifient
([X']1=[Y"]) -L = 0. De plus, ces variétés sont D-équivalentes.

2. [KS17, décembre 2016] Kuznetsov et Shinder donnent l’exemple d’une paire (X”,Y”) de surfaces
K3 de degré 8 et 2, D-équivalentes et qui vérifient ([X”] — [Y”])-L = 0 et [X"] # [Y"] (théoréme
1.9).

3. [IMOU16b, décembre 2016] Ito, Miura, Okawa et Ueda montrent que toute surface K3 X" de degré
12 admet un partenaire de Fourier-Mukai Y non isomorphe tel que ([X”]—[Y"])-L? = 0 (théoréme
1.3). Ce résultat a été amélioré par Hassett et Lai en ([X”] — [Y"]) -L = 0 dans [HL18] avec des
considérations tres différentes, utilisant des transformations de Cremona de P*.

4. [BCP18, juillet 2017] Borisov, Caldiraru et Perry montrent que deux variétés X" et Y dites
GPK?3 doubles miroirs, variétés de Calabi-Yau de dimension 3, sont D-équivalentes (théoréme 1.1),
ne sont pas birationnelles (théoréme 1.2) et vérifient ([X”] — [Y"”])-L* = 0 (théoréme 1.6). Notons
qu’Ottem et Rennemo ont indépendamment obtenu la D-équivalence et la non birationnalité dans

[OR17)].

5. [Manl?7, décembre 2017] On remplace dans la définition de X et Y la Grassmannienne G(2,V) C
P(A2V) par la variété de spin S C PA ot A est une des deux représentations demi-spin de Spinig
(voir [Man09] pour plus de détails sur la construction). On obtient deux variétés de Calabi-Yau X"
et Y de dimension 5 simultanément lisses (proposition 4.1), le cas échéant D-équivalentes (propo-
sition 4.2), non birationnelles (proposition 4.4) et qui vérifient ([X"] — [Y"])-L" = 0 (proposition
4.5).

1.8.1 Paire dégénérée (X',Y") de Ito, Miura, Okawa et Ueda

Parmi les cinq exemples listés plus haut, 'exemple 1 de Ito, Miura, Okawa et Ueda est celui s’approchant
le plus de notre travail, profitons-en pour en dire quelques mots.
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Motivés par le résultat du théoreme 1.5.1, Ito, Miura, Okawa et Ueda donnent dans le théoréme 1.1 de
[IMOU16a] exemple de deux variétés de Calabi-Yau X’ et Y’ de dimension 3 lisses non birationnelles,
telles que ([X'] — [Y”']) - L = 0. Ces variétés, dont la construction est explicitée dans [[IMOU16a, §2], sont
une dégénérescence de la paire (X,Y) considérée précédemment (voir [IIM16] et [KK16, th. 7.1] pour plus
de détails).

D’une certaine maniére, l'identité ([X’] — [Y’])-L = 0 peut étre vue comme un raffinement du théoréme
1.5.1 dans le cas dégénéré. En outre, Kuznetsov montre dans [Kuzl6] que les variétés X’ et Y’ sont bien
D-équivalentes.

1.8.2 D-équivalence et L-équivalence

A la suite des exemples issus du théoréme 1.5.1 et de [IMOU16a], Kuznetsov et Shinder introduisent
dans [KS17] la définition de L-équivalence : on dit que X et Y sont L-équivalentes s’il existe 7 € N tel
que ([X]—[Y])-L" = 0. Dans le cas ou [X] = [Y], les deux variétés sont dites trivialement L-équivalentes.
Ces deux derniers exemples sont les premiers exemples de variétés D-équivalentes qui sont L-équivalentes
mais pas trivialement L-équivalentes.

Notons que si les variétés X et Y sont L-équivalentes alors elles ont les mémes nombres de Hodge. En
effet, en considérant le polynéme de Hodge h : Ko(Varg) — Z[u,v], l'identité [X]-L" = [Y] - L" donne
hx (u,v)(uww)” = hy (u,v)(uv)" et donc hx (u,v) = hy (u,v), ce qui donne ’égalité des nombres de Hodge.

Kuznetsov et Shinder émettent la conjecture suivante :

Conjecture. Dans le cas de variétés projectives lisses simplement connexes, la D-équivalence implique
la L-équivalence.

Commengons dés maintenant par remarquer que la réciproque est fausse avec I'exemple des variétés
P! x P! et 'éclaté d’un point dans P?. Ces deux variétés ont pour classe (L+1)? et sont donc (trivialement)
L-équivalentes, mais ne sont pas D-équivalentes d’apres [BOO01].

Suite a cette conjecture, initialement formulée sans I’hypothese de simple connexité, Ito, Miura, Okawa
et Ueda d’une part, et Efimov d’autre part, répondent négativement a la question en donnant des contre-
exemples dans le contexte des variétés abéliennes (théoreme 1.5 et exemple 7.8 de [IMOU16b], théoreme
3.1 de [Efil7]). En ajoutant I'hypothése de simple connexité, aucun contre-exemple n’a été & ce jour
explicité (voir les articles récents [KR17], [KKM17] et [Okal8] qui discutent de la question).

Un autre aspect est celui d’expliciter des exemples de variétés D-équivalentes qui ne sont pas biration-
nelles, cette question est discutée dans les articles [ADM16] et [MMY18].

Une autre question que ’on peut se poser est celle d'une éventuelle signification géométrique pour deux
variétés L-équivalentes X et ¥ du r minimal vérifiant ([X] — [Y]) - L" = 0. Dans cette direction, on ne
sait par ailleurs pas si r = 6 est bien minimal dans le théoréeme 1.5.1.
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1.8.83 Mise en défaut d’un résultat de Galkin et Shinder

Soit Y C P¥*! une hypersurface cubique lisse. On appelle variété de Fano F/(Y') la sous-variété fermée
de G(1,P4*+1) = G(2,d + 2) donnée par 'ensemble des droites L C Y. Par exemple, si d = 2 il est connu
depuis 1849 gréce & une correspondance de Cayley et Salmon ([Cay49], [Sal49]) que F(Y') est constituée
de 27 points distincts.

Galkin et Shinder démontrent dans [GS14, th. 7.1] le théoréme suivant, dans ’hypothése ot L n’est
pas un diviseur de zéro dans ’anneau de Grothendieck :

Théoréme 1.8.1 Si Y est rationnelle (i.e. birationnelle a un espace projectif) et d > 3, alors F(Y) est
stablement birationnelle au schéma de Hilbert de deux points d’une surface K3 (voir [GS1/4, §3]).

Corollaire 1.8.2 Le théoréme précédent a les deur conséquences suivantes (théoréme 7.4 et 7.5) :
(1) Cas d = 3. Toute hypersurface cubique lisse Y C P* est irrationnelle.
(2) Cas d = 4. Toute hypersurface cubique lisse Y C P° est génériquement irrationnelle.

Le résultat (1) est connu depuis les travaux de Clemens et Griffiths [CGT2], le résultat (2) est lui inédit
(on dispose de résultats partiels, voir [AV08] et [BRS15]). Malheureusement, le fait que L soit un diviseur
de zéro dans 'anneau de Grothendieck met en défaut la preuve de ces deux résultats. Galkin et Shinder
précisent toutefois dans la remarque 7.2 qu’il est suffisant pour leurs résultats de supposer la conjecture
suivante plutdt que le fait que L ne soit pas un diviseur de zéro :

Conjecture 1.8.3 Si a est une combinaison linéaire de classes de variétés de dimension inférieure ou
égale & 2(d — 2), alors
a-L?=0 = ac(L).

Le résultat de Ito, Miura, Okawa et Ueda [IMOU16a] donne un contre-exemple & cette conjecture pour
d > 4 en prenant a = [X'] — [Y”]. Nous ne savons par contre pas si la conjecture est vraie ou non pour
d=3.

1.8.4 Un résultat de Zakharevich

Une description algébrique du noyau du morphisme de localisation Kq(Varc) — Ko(Varg)[L ] est une
question importante encore non résolue. Les différents exemples non triviaux de variétés L-équivalentes
permettent une meilleure compréhension de ce noyau, mais ne restent malgré tout que des exemples.
Zakharevich a récemment montré le résultat suivant [Zakl17, th. D] :

Théoréme 1.8.4 Tout élément du noyau de la multiplication par L est de la forme [X]—[Y], ot il n’est
pas possible de décomposer X x Al et Y x Al en une partition finie de sous-variétés localement fermées
deuz a deux isomorphes.
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Une question naturelle posée par Kuznetsov et Shinder est alors la suivante [KS17, question 1.7] :

Question. Les différences [X] —[Y] de variétés projectives lisses L-équivalentes engendrent-elles le noyau
du morphisme de localisation Kq(Varc) — Ko(Vare)[L™]?

Cette question est a ce jour non résolue, et comme le remarquent Kuznetsov et Shinder, une réponse
positive a cette question serait tres utile dans certains problemes de géométrie birationnelle, notamment
pour fournir une preuve du théoréeme 1.8.1, sans utiliser la conjecture 1.8.3 pour d = 3, et plus générale-
ment pour d > 4.
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Deuxieme partie

Convolution intermédiaire et théorie de Hodge
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Chapitre 2

Généralités sur les D-modules
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L’objectif de cette section est d’introduire les notions de la théorie des D-modules qui nous seront
utiles dans la suite. Nous commencerons par rappeler certaines propriétés générales, avant de définir les
opérations de convolutions.

2.1 Premiéres définitions

Soit X une variété algébrique complexe. Le faisceau Dx des opérateurs différentiels sur X est défini
comme la O x-algebre engendrée par les champs de vecteurs sur X, vus comme des dérivations, compatible
a la structure d’algebre de Lie. Localement, en posant x1,...,x, des coordonnées sur X et 0i,...,0, la
base de T'X associée, les sections de Dx s’écrivent Y fi, . i, 8{:1 o Qin ol firvin, € Ox. Un Dx-module
a gauche (resp. & droite) est alors un Ox-module avec une action & gauche (resp. a droite) de Dx. On
obtient deux catégories notées Mod(Dx) (& gauche) et Mod(DY) (a droite).

Ces deux catégories sont équivalentes, et nous allons préciser cette équivalence (pour plus de détails,
voir [Cas93, §1.1] et [Sab11, §1.2]). On note O x le faisceau des champs de vecteurs holomorphes sur X et
Q% le faisceau des 1-formes holomorphes sur X, duaux 1'un de I'autre. On pose Q% = A*QL le faisceau
des k-formes holomorphes et wx = QU™ X Je faisceau des formes holomorphes de degré maximal. On
associe alors & un D x-module & gauche M* le D x-module & droite M* = wx ®0x M?* vérifiant pour toute
fonction holomorphe f et tout champ de vecteur holomorphe £ les regles suivantes :

(wem) - f=fwdm=w®fm e (WAOM)-{=wERm—w®Em.

De méme, on associe & un D x-module a droite M* le D x-module & gauche Mt = Home (wx, M").

Un autre point de vue sur la notion de Dx-module est d’introduire la notion de connexion. Une
connexion holomorphe V sur un Ox-module est une application C-linéaire V : M — Q% ®¢, M qui
vérifie la régle de Leibniz : V(fm) = fVm + df ® m pour toute fonction holomorphe f et toute section
locale m de M définies sur le méme ouvert de X. On dit qu’une connexion V est intégrable (ou plate) si
V2 = 0. Se donner un D x-module & gauche est alors équivalent & se donner un O x-module muni d’une
connexion intégrable.

Définition 2.1.1 Soit f: X — Y un morphisme de variétés lisses, on pose
Dxoy = Ox @p-1(04) f(Dy).

On appelle image inverse d’un Dy -module a gauche N le D x-module & gauche
f*N = DX—)Y ®f71(DY) fﬁl(N)

En tant que Ox-module, ce n’est rien d’autre que Ox ®jf-1(0y) f~Y(N). En outre, le foncteur f* n’est
exact qu’a droite, ce qui nous ameéne a définir le foncteur image inverse comme

fT: Mod(Dy) — D*(Dx)
L
N — Dx_y @ f-1(Dy) fﬁl(N)

Notons que dans le cas d'une inclusion ouverte, le foncteur f* est exact et donc f+ = f*.
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Définition 2.1.2 De méme, on définit le foncteur image directe comme
frMod(DE) — DYDY
L
M — Rfi(M ®p, Dx_y),

ou fy est le foncteur image directe usuel.

Définition 2.1.3 On définit le foncteur image directe a support propre par dualité en posant

f+=DfD.

Remarque. Le foncteur image directe s’applique a des Dx-modules & droite, mais d’apres la corres-
pondance gauche/droite vue précédemment il s’applique également & des D x-modules & gauche. Dans la
suite, on ne consideérera plus que des D x-modules a gauche.

2.2 Quelques propriétés des D-modules en dimension un

On se limite dans cette sous-section a la dimension 1, la seule situation qui nous sera utile par la suite.
Pour un exposé plus complet en dimension supérieure, voir par exemple [MS02].

L’anneau D = C[t](0;) est muni de la filtration croissante F¢D définie par

0 sik<-—1

D= k .
¥ Sc-9 sik>o.
j=0

Cette filtration est compatible avec la structure d’anneau de D (c’est-a-dire FyD - FyD C Fy1¢D pour
tous k,¢ € Z) et I'anncau gradué grf'D = @, ., g1t D = @ cy FuD/Fi—1D est isomorphe a I'anneau
(Clt])[r] = C[t, 7] gradué avec le degré en 7.

Un D-module M (& gauche) est dit irréductible s’il n’admet pas de sous-module non trivial. Il est
holonome s’il est de type fini et que tout élément m € M est annulé par opérateur différentiel P € D
non nul. On note Modye1 (D) la catégorie des D-modules holonomes. On peut montrer que tout D-module
holonome est de la forme D/I ou I est un idéal & gauche de D non nul engendré par au plus deux éléments
(voir [BM84] et [Sab93, §2.3]).

Soit M un D-module holonome. On dit qu’une filtration croissante FeM de sous-C[t]-modules de M
est une F-filtration cohérente si :
(i) F,M = 0 pour k suffisamment petit
(ii) F M est de type fini sur C[t] pour tout k € Z
(iii) FxD - FyM C Fy1¢M pour tous k,{ € Z
(iv) il existe £y € Z tel que FyD - FyM = Fy1¢M pour tout k > 0 et tout £ > {y.
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Pour étudier le comportement d’un D-module holonome au voisinage de l'origine, il est commode
d’introduire une autre filtration sur D, dite V-filtration (voir [Bud05] pour plus de détails). Tout d’abord,
on définit le V-degré d’un monéme t“lafl .- -tanaf” par > b; — > a;, qui ne dépend pas de l'ordre dans
lequel on écrit le monéme. On définit alors le V-ordre d’'un opérateur différentiel P € D comme le plus
grand V-degré de ses mondmes, et V3D comme l'ensemble des opérateurs différentiels d’ordre inférieur
ou égal a k. Cette filtration est compatible avec la structure d’anneau de D et il est possible, comme pour
F, de définir la notion de V-filtration cohérente sur un D-module holonome M.

En posant VFM = V_, M, on peut travailler avec des filtrations décroissantes. Considérons donc une
V-filtration cohérente décroissante sur un D-module holonome M. Les gradués gr¥, M sont des C-espaces
vectoriels muni d’une action linéaire de t9;. On a le résultat suivant :

Proposition 2.2.1 Soit M un D-module holonome. Il existe une unique V -filtration cohérente décrois-
sante V*M , appelée filtration de Kashiwara-Malgrange de M, telle que les valeurs propres de l'action de
t0; sur les C-espaces vectoriels gr’f/M soient de partie réelle dans [k, k + 1].

On a la conséquence importante suivante :

Proposition 2.2.2 Tout morphisme ¢ : M — M’ entre deux D-modules holonomes est strictement
compatible a la V -filtration, c’est-a-dire vérifie o(VEM) = (M) N VEM' pour tout k € Z.

Preuve. Il suffit de remarquer que les deux termes de 1’égalité définissent une V-filtration cohérente de
©(M) et d’invoquer l'unicité de la filtration de Kashiwara-Malgrange. O

On suppose maintenant que les valeurs propres de I’action de t9; sur gr"“,M sont réelles. Il est possible
d’indexer la filtration sur R en posant pour V®M D'image inverse par V14 M — gr‘L/a I du sous-espace

a /. 7 N N .
de gr‘L, I correspondant aux valeurs propres supérieures ou égales a a, c’est-a-dire du sous-espace

@ U ker(td; — a)e

a€la,la]+1] \ka=>0

Proposition 2.2.3 La filtration de Kashiwara-Malgrange vérifie les deux propriétés suivantes :
i) Pour a > —1, le morphisme VM — VetIM induit par la multiplication & gauche par t est un
D D D g b
isomorphisme.
i) Pour a < 0, le morphisme gr& M — gr& ' M induit par 8, est un isomorphisme.
v v
En particulier, la connaissance de gr{, M pour a € [—1,0] implique celle pour tout a € R.

Chaque gr{, M est muni de 'endomorphisme nilpotent N = —2im(t0; — a). On définit les morphismes
can : gr{, M — gr(/lM induit par —d; et var : gr(/lM — gr(‘)/M induit par 2imt. On a alors var o can =
N :gr), M — g%, M et canovar = N : gri,' M — gry,' M.
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Proposition 2.2.4 On a les propriétés suivantes :

(i) Le morphisme var est injectif si et seulement si M n’a pas de sous-module supporté en Uorigine (c’est-
a-dire tel que tout élément soit annulé par une puissance de t).

(i) Le morphisme can est surjectif si et seulement si M n’admet pas de quotient supporté en lorigine (ce
qui revient a dire qu’il n’existe pas de morphisme surjectif M — N tel que tous les éléments de N soient
annulés par une puissance de t).

(iii) M est supporté en l'origine si et seulement si gr{, M = 0 pour tout a > —1.

(v) gry,' M = Im(can) @ ker(var) si et seulement si M = M' @ M" avec M’ qui n’admet ni sous-module
ni quotient supporté en l'origine et M" supporté en l'origine.

Définition 2.2.5 Notons M([t™!] = C[t,t™ ] ®cp) M. On dit qu'un D-module holonome M est extension
minimale de M[t~!] & P'origine si var est injectif et can est surjectif, autrement dit si M n’admet ni
sous-module ni quotient supporté en ’origine.

Proposition 2.2.6 Soit M un D-module holonome. Alors M est extension minimale de M[t=1] si et
seulement si M est le sous-D-module de M[t~1] engendré par V>—"1M.

2.3 Régularité des D-modules en dimension un

On s’intéresse dans cette section a la notion de régularité d’un D-module holonome M, ot D = C{t}(0;).
C’est une notion locale, ainsi on raisonne sur le germe (C,0) et on s’intéresse au k-espace vectoriel &
connexion (M, V) ot k = C{t}[t™'] est le corps des séries de Laurent convergentes, M = k ®cpy) M de
dimension notée d et V la connexion induite par M. On note Q(t) = M(¢t)dt la matrice de la connexion,
ou M(t) € My(k).

Définition 2.3.1 La connexion V est & singularité réguliere en 0 'l existe une base de k% dans laquelle
M (t) est a pole au plus simple en 0.

Remarque. Il n’est pas évident a priori de savoir si une connexion est a singularité réguliere en 0 ou
non a partir de sa matrice dans une base (on peut trés bien avoir un péle double, ou plus, et bien étre a
singularité réguliére). Rappelons qu'un changement de base de matrice de passage P € GL;(k) est donné
par la formule

Qy =P 'Q P+ P 1dP

ce qui donne
M, =P 'MP+ P 1P,

On a alors la proposition suivante :

Proposition 2.3.2 La connezion V est a singularité réguliére en 0 si et seulement s’il existe une base
dans laquelle la matrice de la connexion est donnée par
dt

ot, By € My(C) est une matrice constante.
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Preuve. Donnons les différentes étapes de la preuve (selon [Was65] et [Mal74], voir aussi [Sab02, th. 2.8],
[Gan66] et [Sab93, §1.5.2]) :

1) On note Q(t) = A(t)dt/t la matrice de la connexion avec A(t) a coefficients holomorphes. On se raméne
au cas ou les valeurs propres de A(0) ne different pas d’un entier non nul avec un changement de base de
matrice de passage dans GLg4(C[t,t™1]).

2) On construit une matrice P € G Lq(CJ[[t]]) & coefficients formels telle que P~ A(t)P +tP~1P' = A(0).
3) On montre que la matrice P est & coefficients convergents par un raisonnement d’analyse. (]

Remarque. On sait qu'il existe toujours un vecteur cyclique pour la connexion (voir [Del70]), i.e. un
vecteur x € k? tel que x, Vs, z, . . ., (Vs,)% 1 soit une base de k¢ (pour tout y € k¥, Vy = dt ® Vs,y). La
matrice de la connexion dans cette base est (¢) = M (¢)dt ou :

0 0 ... 0 ag
1 0 ... 0 a1
MH=[0 1..0 a
0 0 ... 1 aq—1

On a alors le résultat suivant, appelé condition de Fuchs (voir par exemple [Mal74]) :

Proposition 2.3.3 La connexion V est a singularité réguliére en 0 si et seulement si, en notant v(a;)
la valuation de a;, on a l'inégalité o Jnax l(i —v(a;)) <d.
7/L7 -

On dispose également d’un critére d’irrégularité intéressant [Sab02, th. 11.4.1] :

Proposition 2.3.4 Soit A(t) = B(t)/t"*! avec B(t) holomorphe, B(0) # 0 et r > 1. Si la matrice B(0)
n’est pas nilpotente, alors la connexion donnée par Q(t) = A(t)dt est d singularité irréguliére en 0.

Proposition 2.3.5 (Lien entre régularité et V-filtration)
Un D-module holonome M est a singularité réguliére en 0 si et ssi VOM est de type fini sur C{t}.

Définition 2.3.6 Pour M un D-module holonome régulier et a@ € R, on pose

My = | ker ((t0, — a)¥ : M — M).
k>0

C’est un sous-C-espace vectoriel de M muni de 'endomorphisme nilpotent N = —2i7(t0; — ). En notant
ATensemble fini des valeurs propres de l'action de t; sur gr9 M, on a M, = 0 si et seulement si o & A+Z.
On montre que les M, sont en somme directe et on pose M?1& = P..cr Mo, qui est un D-module holonome
régulier. De maniére analogue a la proposition 2.2.3, ¢t : M, — M, est un isomorphisme si a > —1 et
O¢ : My — M, —1 est un isomorphisme si a < 0. On a le résultat suivant [SS17, prop. 6.2.21] :

Proposition 2.3.7 Le morphisme naturel C{t} ®cpy M?¥& — M est un isomorphisme de D-modules
qui induit un isomorphisme sur les R-gradués M™® - gr\, M?1& = or , M.
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2.4 Foncteur image directe intermédiaire

Définition 2.4.1 Soient X une variété lisse, Y une sous-variété localement fermée de X et i : Y — X
I'inclusion. On définit le foncteur image directe intermédiaire i+ de Modnoi(Dy) dans Modho (Dx) en
posant pour M € Modye1(Dy )

44+ (M) = Image(i+ M — iy M).

Proposition 2.4.2 Le foncteur i+, préserve les injections et les surjections, mais n’est pas evact en
général. Il commute avec la dualité.

On a également la caractérisation suivante :

Proposition 2.4.3 Soient X C P! un ensemble fini, U = P*\ X, j : U — P! linclusion et M un O -
module libre de rang fini a connexion. L’tmage directe intermédiaire ji M est le plus petit Dpr-module

holonome M tel que :
(i) 7*M = M

(ii) M n’admet ni sous-module ni quotient a support dans X.

Soient s € ¥ et ¢ une coordonnée au voisinage de s. En reprenant la définition (locale) d’extension
minimale donnée a la définition 2.2.5, la proposition précédente revient exactement a dire que ji M est
extension minimale de M [t~!] au voisinage de s. Cette proposition et cette remarque se généralisent si
I'on remplace P* \ ¥ par un ouvert quelconque.

2.5 Produits tensoriels externe et interne

Définition 2.5.1 Soient X et Y deux variétés lisses, M € Mod(Dx), N € Mod(Dy) et px,py les
projections respectives de X X Y sur X et Y. On note

M K¢ N = py' M ®@c py' N,
et on définit le produit tensoriel externe de M et N comme le D x «y-module

MXN =Dxyy QD KeDy (M X¢ N).

Notons que si M et N sont holonomes, alors le produit tensoriel externe M X N D’est aussi.

Définition 2.5.2 Soient M et M’ deux D x-modules. En notant § : X < X x X le plongement diagonal,
on définit le produit tensoriel interne de M et M’ comme

L
M&M =§H (MR M).

Notons que si M et M’ sont holonomes, alors tous les D y-modules apparaissant dans le complexe précé-
dent sont holonomes.
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2.6 Convolution des D-modules

Définition 2.6.1 Soient G un groupe algébrique, 7 : G X G — G la multiplication dans G, et M, N deux
D-modules holonomes. On définit les convolutions *, et * par

M, N=m,(MXN)
M« N =m(MXN).

Proposition 2.6.2 La dualité interchange les deux types de convolutions, d savoir :
D(M %, N) =DM x DN
D(M % N) =DM %, DN.

On note P la sous-catégorie pleine de Modye1 (D) constituée des N tels que M x, N et M * N sont
des Dg-modules holonomes pour tout Dg-module holonome M. Pour N € P, les foncteurs *, N et s N
de Modpo(Dg) sont exacts. La dualité interchangeant les deux types de convolutions, la sous-catégorie
P est stable par dualité.

Définition 2.6.3 Pour M holonome et N € P, on définit la convolution intermédiaire comme

M smiqa N = Image(M %, N = M % N) = m (M X N).

Pour N € P, le foncteur ;g N de Modye (D) préserve les injections et les surjections mais n’est pas
exact en général. Notons également qu’en général on n’a pas M *q N € P pour M, N € P. Néanmoins,
Katz montre dans [Kat96] que cette propriété est vraie dans les deux cas qui nous intéresseront par la
suite, a savoir G = A! (cas de la convolution additive) ou G = G, (cas de la convolution multiplicative).

Notations. (i) Pour x| =1 et x # 1, on note £, le module de Kummer C[t](0;)/C[t](0;) - (t0; — o) =
(Clt,t7Y,d + adt/t) ot a €]0, 1 vérifie exp(—2imra)) = x. Pour simplifier les expressions dans la suite,
on notera de la méme maniere le module de Kummer qu’il soit vu comme un D y1-module ou comme un
Dg,,-module.

(ii) Pour M un CJ[t](0;)-module holonome, on note MC, (M) = M #niq L. Notons que cette opération
est bien définie, dans la mesure ou £, € P.

(iii) On dit qu'un C[¢](9¢)-module est constant s’il est de la forme (C[t],d + adt) avec a € C.

(iv) On note C la sous-catégorie pleine de Modye (C[t](d;)) formée des C[t](0;)-modules holonomes régu-
liers irréductibles non constants de support non réduit a un point.

On a le résultat suivant ([Kat96, §5.1.5] et [DS13, prop. 1.1.9]) :

Proposition 2.6.4 Le foncteur MC,, : Modpe1(C[t](0:)) — Modnoi (C[t](0:)) vérifie pour xx' # 1 Uiden-
tité MCy,» = MC,,oMC,.. Il préserve en outre la catégorie C, restreint a laquelle on a MC,,—1oMC, = Id.
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2.7 Transformée de Fourier d’un C[t](0;)-module

Définition 2.7.1 La transformée de Fourier d'un C[t](d;)-module M, notée M, est définie comme le
C-espace vectoriel M sur lequel on a l’action suivante de C[7](9;) : 7 agit comme 0, O, agit comme —t.

Tout comme en analyse ou la transformée de Fourier transforme la convolution en produit, on a ici une
propriété similaire essentielle :

Proposition 2.7.2 Soient M, N deuz C[t){0;)-modules holonomes. On a alors

L
FMs+, Ny="M&FN
et par dualité
L
(M % N) = D(D¥M ® DFN)

Dans le cas présent de la convolution additive, la sous-catégorie P n’est rien d’autre que la sous-catégorie
pleine de Modye1(C[t](0;)) constituée des N tels que ¥N et DFN (ou de maniére équivalente “DN) sont
C[r]-plats. De maniére équivalente, N € P si et seulement si N n’a ni sous-module ni quotient de
C[r]-torsion.

Exemples. (i) Si N est un C[t](d;)-module constant, alors “/N est de support un point et donc N ¢ P. La
définition équivalente énoncée ci-dessus permet de voir que tout C[t](d;)-module holonome irréductible
non constant est dans P.

(ii) En notant &y = C[t](9;)/C[t](d;) - t = C[0;] le module de Dirac en 0, on a 6y = C[r]. Ainsi, §y € P
est un élément neutre pour les trois types de convolutions.

2.8 Relation entre les convolutions additive et multiplicative

La convolution intermédiaire additive a beaucoup été étudiée (entre autres [DRO3], [Det08], [Sim09],
et [DS13]) et une relation entre les deux convolutions permettrait de transposer certains des résultats
obtenus dans le cadre additif au cadre multiplicatif. Dans toute la suite, on note pour |x| =1et x #1

L, =Dg, [ Dg, (t —1)0 —a) = (C[t,t ", (t = 1)7"],d + adt/(t — 1))

ol « €10, 1] vérifie exp(—2ima) = x.

La proposition suivante est due & Katz [Kat96, lemme 2.13.1] et adaptée ici dans le cadre des D-
modules :
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Proposition 2.8.1 En notant j : G,, < Al Uinclusion, on a les formules suivantes pour tout Dg,, -
module holonome M :

M iy L5 = 57 (5 (M @ Lx) #11 Ly)
M L; =57 (1+(M ® Lx) *ss L)
M #miax £ = 57 (MCy (ji+ (M ® Lx)))-

Preuve. Soient M un Dg, -module holonome et 7 : G2, — G, application (z,t) — t. En reprenant les
notations de Katz, on a
M x5 L5 = M #1x Ly—1)
= (My @ Ly(t/2-1))
=m((M ® Lx)zs @ Ly(t—x))
= J (G (M @ L) #14 Ly),

ce qui démontre la premiere égalité. En regardant maintenant le dual de cette expression, on obtient
DM #ux £% = j7(D(j;(M ® £5)) *st £x)-

Comme j; = DjD, on en déduit que DM, L = JT(+(DM @ Ly ) *.4 L), ce qui donne la deuxiéme
égalité (avec M’ = DM et L, = Lx).

Par définition, M *yiax £} est U'image de M *1, £} — M *.y L), c’est-a-dire le tiré en arriere par j de
limage de j; (M ® Lx) 14+ Ly = j+(M ® Ly) *.4 L. Cette application peut étre décomposée comme la
composée des quatre applications suivantes :

L’application (1) est surjective par exactitude du foncteur %1, £, les applications (2) et (3) respectivement
surjective et injective par définition de la convolution intermédiaire, et Papplication (4) injective par
exactitude du foncteur *,4L,. On en conclut que

M smiax LY = 5 (- (M @ £5) #mia+ £y) = 5T (MCy (ji+ (M © £5))). 0

Notons MC;C : Modpo(Dg,,) — Modhe(Dg,,) le foncteur *midxﬁ;. Contrairement au cadre de la
convolution intermédiaire additive, on n’a malheureusement pas de relations similaires a celles de la
proposition 2.6.4 dans le cadre de la convolution intermédiaire multiplicative.

Définition 2.8.2 On note C;( la sous-catégorie pleine de Modye (Dg,,) formée des Dg,, -modules holo-
nomes réquliers irréductibles non isomorphes a £, et de support non réduit a un point.
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On a la proposition suivante :
Proposition 2.8.3 La catégorie C} est stable par le foncteur MC;(.

Preuve. Soit M € C;. Le Dg,,-module M ® L5 est toujours holonome régulier irréductible, et comme
M n’est pas isomorphe & £, on en déduit que le support de ji (M ® Ly) n’est pas réduit & un point.
Cela implique donc que ji (M ® Ly) € C. D’apres la proposition 2.6.4, la catégorie C' est stable par le
foncteur MC,,, par conséquent MC, (j++(M ® Ly)) € C.

Il reste a voir pourquoi MC;((M ) n’est pas isomorphe a £,.. Supposons par I'absurde que ce soit le cas, on
aurait donc MC, (ji+ (M ® Lx)) ~ L. En appliquant le foncteur MC, -1, on obtient j;4 (M ® Ly) ~ do
et donc M ~ L, ce qui contredit I’hypothese. |
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Chapitre 3

Algorithme de Katz
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Dans cette section, nous présenterons un algorithme dii a Katz, un des principaux résultats de son livre
Rigid local systems [Kat96], trés important dans I’étude des systémes locaux irréductibles rigides. Cet
algorithme a beaucoup été étudié et a eu de nombreux développements (notamment [Rob99], [DR0O],
[Sim09] et [DS13]). Le plan de ce chapitre 3 sera le suivant :

1. Dans un premier temps, nous détaillerons un lemme dii & Scott [Sco77], qui sera utile pour la suite.

2. Dans un deuxieme temps, nous définirons la notion de systeme local rigide. Cette notion est due a
Katz, mais I'idée mathématique de rigidité est quant a elle bien plus ancienne : Riemann s’y était
intéressé des 1857 [Rie57], mais dans un vocabulaire trés différent de celui d’aujourd’hui.

3. Dans un troisieme temps, nous détaillerons les deux opérations qui interviennent dans ’algorithme
de Katz ainsi que leurs propriétés.

4. Dans un quatrieme et dernier temps, nous expliciterons 'algorithme de Katz et donnerons plusieurs
conséquences importantes.

Dans toute cette section, on notera ¥ = {x1, ..., 2, 2,41} C P! avec 2,41 = 00, X =P\ X et (Us)sex
des petits disques ouverts épointés centrés en chacun des s € ¥ qui ne s’intersectent pas deux a deux.
Précisons que 'on entend par petit disque ouvert centré en oo I'image d’un petit disque ouvert centré en
0 par lapplication z — 1/z.

3.1 Lemme de Scott

Définition 3.1.1 Soit £ un systeme local sur X de rang n. On définit la monodromie T; autour de
x; # 0o comme Uaction (linéaire) de la classe d’un lacet simple autour de x; dans (X, a) sur L, = C",
avec a € X un point quelconque. On définit la monodromie autour de oo par Ty =T, ---T7.

Proposition 3.1.2 Soient L un systéme local sur C* de rang n, j : C* — C lUinclusion et T la mono-
dromie autour de 0. On a les propriétés suivantes :

(i) H°(C*, L) = ker(T — 1d)

(ii) HY(C*, L) = coker(T — 1d)

(iii) H™(C*, L) = 0 pour m > 2

(iv) X(C*, £) =0

(v) x(C,j.L) = x(0, j.L) = dimker(T — Id).

Preuve. Les propriétés (i), (ii) et (iii) sont démontrées dans [EZS07, §1.3.2] (voir aussi [Dim04, ex. 2.5.7]).
On a alors
x(C*, L) = dimker(T — Id) — dim coker(7" — Id) = 0.

Notons qu’on aurait pu le voir directement en remarquant que x(C*, £) = x(C*) -rg(£) = 0. Maintenant,
par additivité de la caractéristique d’Euler, on a

et comme (j.L)|c+ est un syteme local, on a x(C*, j.L) = x(C*) -rg((j«L)|c+) = 0 par le méme argument
que précédemment. On en déduit que

X(C, j.L) = x(0,j.L) = dim(j.L)o = dimT(C*, £) = dim H°(C*, £) = dim ker(T — Id).
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Dans toute la suite de cette section, on notera j : X < P! I'inclusion.

Proposition 3.1.3 Soient £ un systéme local sur X de rang n. Alors :

r+1

X(P', j.L) = 2n — ng(Ti —1d).

i=1

Preuve. Par additivité de la caractéristique d’Euler, on a

r+1 r+1
X(P', .L) = x(X, j. £ +Zx e JeL) =D XX N Uy, 5iL) .
i:lT
On a x(X,j.L) = x(X) -18((j:£)1x) = (1 = r) - 1g(L) = (1 = r)n. D'ou :
r+1 r+1
X(Pl,j*ﬂ):(1fr)n+2dimker( ; — 1d) *2n72rg ; — 1d).
i=1

O

Proposition 3.1.4 On reprend les notations de la proposition précédente. On suppose de plus que L est
irréductible et T, = Id. Alors :

ng , —1d) = 2n + dim H*(P', j.£) > 2n.

Preuve. Avec T, = Id, la proposition précédente donne

T

X(P,j.L) = 2n — ng(Ti —1d).

i=1

On déduit du fait que £ est irréductible que

HO(P',j,.L) = ﬂker . —Id) = 0.

Par dualité de Poincaré, on a H?(P!, j,£) = 0, ce qui donne bien 'égalité attendue :

X(P',j.L) =2n =) rg(T; — Id) = — dim H' (P*, j. £).

i=1

O

Ce dernier résultat est dit & Scott [Sco77], mais il est & noter qu’il existe une preuve trés simple de
I'inégalité seule n’utilisant que des outils d’algébre linéaire élémentaire (voir [Beu08, th. 1.4.2] et [Sab12]).
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3.2 Rigidité d’un systéme local

Définition 3.2.1 Un systéme local L sur X est dit rigide si pour tout systeme local F sur X tel que
Ly, = Fy, pour tout s € X, on a L = 7.

Remarque. Interprétons cette propriété de rigidité en terme de monodromie. Notons T les monodromies
autour de s € X : étre rigide revient & dire que pour toute famille de matrices inversibles (T%)scs telle que
T et T soient conjuguées pour tout s € X, alors il existe une matrice commune qui réalise la conjugaison.
Autrement dit, on ne peut pas déformer les Ty dans leur classe de conjugaison, sauf & conjuguer par une
matrice commune.

Définition 3.2.2 Soit £ un systéme local sur X. On définit lindice de rigidité comme rig(L) =
X(P', j.End(L)).

Remarque. En utilisant la proposition 3.1.2(v), on peut donner une expression explicite de l'indice de
rigidité en terme de monodromie :

rig(£) = x(X, j.End(£)) + Y _ x(s, j.End(L))
sEX

=(2—[3)) - (rg(£))* + Y _ dimker(ad(Ty) — 1d),
SEX

ot ad : M,,(C) = L(M,(C)), T+ (A TAT™1). En notant Z(T}) est le centralisateur de T, on a

rig(£) = (L—r) - (xg(£))? + Y _ dim Z(T).

Proposition 3.2.3 Soit £ un systéme local sur X irréductible. On a :

rig(£) = 2 — dim HY (P!, j.End(L)) < 2.

Preuve. On a rig(£) = 2 - dim H(P, j.End(L)) — dim H*(P!, j, End(L)). De plus, on sait que

H°(P, j.End(£)) = T(X, End(L)) = (1) Z(T).
seEX

Si une matrice M commute avec tous les Ty alors ses espaces propres sont stables par tous les T, et par
irréductibilité de £, ils sont triviaux : la matrice M est donc scalaire. Ainsi dim H°(P!, j.End(L)) = 1,
ce qui donne bien ’expression attendue. O

On a le critére suivant, di & Katz [Kat96, th. 1.1.2] :

Théoréme 3.2.4 Soit L un systéme local sur X irréductible.
Alors L est rigide si et seulement si rig(L) = 2.
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3.3 Opérations de l’algorithme de Katz

Soit £ un systéme local sur X. Nous allons détailler ici les deux opérations qui interviendront dans
I’algorithme de Katz ainsi que leurs propriétés. Ces deux opérations sont les suivantes :

1. la multiplication par un systeme local sur X de rang un

2. la convolution intermédiaire par un systéme local sur C* de rang un

Définition 3.3.1 On appelle multiplication d’un systéme local L sur X par un systéme local de rang un
toute opération L — LR F, ou F est un systeme local sur X de rang un.

Remarques. (i) En terme de monodromie, un systéme local sur X de rang un est donné par une famille
de complexes (As)sex non nuls. Ainsi, la monodromie Ty de £ est transformée par multiplication en A\ 7.
En particulier, 'opération de multiplication préserve le rang et est inversible.

(ii) La multiplication préserve l'irréductibilité d’une part, et la rigidité d’autre part dans la mesure ou
End(L) ~ End(L ® F) et donc rig(L) = rig(L @ F).

On a déja vu l'opération de convolution intermédiaire dans la partie précédente. On note £ le systéme
local sur C* de rang un, dont la monodromie autour de 0 est donnée par T' = A # 0, et MC), le foncteur
de convolution intermédiaire avec £ dans la catégorie des systémes locaux sur X. Contrairement a la
partie précédente, on n’oblige a priori pas A a étre de module 1.

La proposition suivante est due & Katz (th. 2.9.8, th. 3.3.3 et §6.0.16 de [Kat96], voir aussi [DROO0, cor.
3.6 et 4.4]) :

Proposition 3.3.2 Soient £ un systéme local sur X irréductible et A € C*. On a alors :
(i) MCy(L) est irréductible
(it) rig(MCx(£L)) = rig(L).

L’opération MC préserve donc les systemes locaux irréductibles rigides. De plus, d’apres le théoréeme
3.5 de [DROO], elle est inversible d’inverse 'opération MC)-1.

Une question importante reste cependant en suspens : quel est le rang de M C)\(£) ? Pour cela, il est utile
d’avoir une interprétation matricielle de I'opération de convolution intermédiaire sur les monodromies,
faite par Dettweiler et Reiter dans [DR00]. En notant 717, ..., T, € GL,(C) les monodromies d’un systéme
local £ irréductible de rang n et A € C*, on pose

Ii—1yn : 0

Gi=|T—-1I, - Tia—LPATGNTa—1L) - AT —1)
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Les deux espaces

K ={"(x1,..,x,) | 2 € ker(T; — I,,)} et Ly = (| ker(G} — L)

i=1

sont stables par les G2, on note alors T} les classes des G dans GL(C™ /(K +Ly)). Les T} correspondent
alors aux monodromies de MC)(£).

D’apres le lemme 2.7 de [DROO], Ly = {*(u, Ty, ..., Tp—1 -+ - Thu) | u € ker(ANToo — I,)} et KN Ly =0,
ce qui permet de donner l'expression du rang de MCy (L) :

rg(MC(£)) =rn— Y dimker(T; — I,,) — dimker(A\Too — I,) = Y _1g(T} — I,) — dimker(\The — I,).
1=1

i=1

Le corollaire 4.2 de [DR00] montre en outre que rg(T2 — Ad) = rg(ATs — ).

3.4 Algorithme de Katz

Tous les ingrédients sont maintenant en place pour introduire l'algorithme de Katz :

Théoréme 3.4.1 Soit L un systéme local sur X idrréductible rigide de rang n > 1, de monodromies
Ti,....,T,. On suppose que Ty, est scalaire. Il est alors possible d’aboutir en un nombre fini de multiplica-
tions et de convolutions intermédiaires a un systéme local de rang 1.

Preuve. Comme £ est rigide et To, = pul,, on a

rig(L) = (1 —r)n® + ;dimZ(Ti) +2Z(Tx) = 2.

=n?2

Ainsi, en notant 7;  le nombre de blocs de Jordan de T; associé & la valeur propre A et ¢; » i la taille du
kéme bloc de Jordan associé a cette méme valeur propre, on a

(r—2n*+2= idim Z(T;) = i Z Z min(t; xx, tixe),
—_——

=1 i=1 )\GSP(Ti) lgk‘,,[ST‘i)\ <t
Ui, Nk

ce qui donne
Ti, X

(7’—2)77/2+2§Z Z Tit)\zti,)\,k'

i=1 AeSp(T}) k=1

Posons maintenant n; = min{rg(A\T; — I,,) | A € C*}, pour tout i € {1,...,r}. Pour tout A € Sp(T;), on a
alors r; x = dimker(T; — AI,) < n —n; et donc

T T
(r—2m*+2< Zn(n—nl) = rn? —nZni.
i=1 i=1
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Il en résulte que

- m2—2
Zni < < 2n.
=1

n

Choisissons alors des \; tels que n; = rg(\;T; — I,) (cela signifie en particulier que )\;1 est valeur propre
de T;) et effectuons 'opération de multiplication

(Tl, ...,TT) — (Tll, ,T;) = ()\1T1, --~7>\7‘Tr)-

On a alors T., = pA; -+ A I, et par le lemme de Scott (proposition 3.1.4), on a pA; -+ A, # 1. Posons
A= (A1 A)71 # 1 et effectuons opération de convolution MC) :

(T], ..., T.) = (T, ..., T).

r

On sait alors qu’apres cette opération, le rang du systeme local sera

Z rg(\T; — I,) — dimker(\T2, — I,,) = ng()\iTi —I,)—-n<2n—n=n.
i=1 1=1

On a donc strictement diminué le rang. De plus, comme rg(T3 —AId) = rg(A\T’, —I,,) = 0, on a T2, = AId,
matrice scalaire. On peut ainsi poursuivre I'algorithme, qui, aprés un nombre fini d’étapes, produira un
systeme local de rang un. O

Plusieurs remarques importantes peuvent étre faites sur cet algorithme de Katz :

1. L’algorithme de Katz se termine se termine avec un systéeme local de rang 1, il est donc possible de
faire une derniére opération de multiplication pour amener ce dernier sur le systéme local de rang
1 de monodromies triviales (1,...,1).

2. Les deux opérations utilisées dans I’algorithme étant inversibles, il est possible en reprenant 1’algo-
rithme dans l'autre sens d’obtenir tout systéme local irréductible rigide a partir du systeme local
de rang 1 de monodromies triviales (1,...,1).

3. Les \; et A qui interviennent dans I’algorithme de Katz sont des mondmes en les valeurs propres des
T;. Ainsi, a chaque étape de Palgorithme, le fait que les valeurs propres des monodromies soient de
module 1 est une propriété conservée. Cette remarque aura des conséquences en théorie de Hodge,
ce que nous verrons par la suite.

4. Cet algorithme peut étre utilisé pour fabriquer des systemes locaux irréductibles rigides intéressants.
Par exemple, en appliquant au systéme local sur P!\ {z1, 72, 73,24} de rang 1 de monodromies
triviales (1,1,1, 1) une certaine suite de multiplications et de convolutions intermédiaires, Dettweiler
et Reiter obtiennent dans [DR10] un systéme local irréductible rigide de rang 7, tel que I'adhérence
de Zariski du groupe engendré par ses monodromies dans GL7(C) est le groupe G.
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Chapitre 4

Données numériques locales et convolution intermédiaire
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Dans cette section, nous étudierons le comportement des données numériques locales d'un D-module
holonome régulier par 'opération de convolution intermédiaire développée dans le chapitre 2. Le plan de
ce chapitre 4 sera le suivant :

1. Dans un premier temps, nous définirons les données numériques locales.

2. Dans un deuxiéme temps, nous établirons le comportement des données numériques locales par
convolution intermédiaire additive. De nombreux résultats ont été obtenus dans cette direction par
Dettweiler et Sabbah [DS13, §1.3]. Nous proposerons une autre démonstration du deuxiéme point de
la proposition 1.3.5 de [DS13] sur le comportement des données numériques locales cycles proches &
I'infini par convolution intermédiaire additive, par une toute autre approche que celle de Dettweiler
et Sabbah. Cette nouvelle approche sera d’une grande aide lorsque 'on ajoutera la filtration de
Hodge par la suite (au chapitre 6), ce qui nous permettra d’obtenir un résultat quant a lui nouveau.

3. Dans un troisieme et dernier temps, nous expliciterons le comportement des données numériques
locales par convolution intermédiaire multiplicative. Pour cela, nous utiliserons la formule obtenue &
la proposition 2.8.1, ce qui nous permettra de transposer certains des résultats additifs de Dettweiler
et Sabbah au cadre multiplicatif.

4.1 Données numériques locales

On considére M un CJt](d;)-module holonome régulier dont les points singuliers sont z1, ..., z, ainsi
que z,41 = 0o0. On note x une coordonnée locale au voisinage de z; (x =t —x;sii € {1,..,r}, x =1/t
sii=r+1)et

M. = { Cl{z} @cy M siie{l,..r}
v C{z}) ®cyy M sii=r+1.

On sait que tout C({z})-espace vectoriel & connexion réguliere (R, V) est muni d’une filtration décrois-
sante V* (respectivement V=) indexée par a € R, ott V (respectivement V>?) est le C{z}-module libre
sur lequel le résidu de V a ses valeurs propres de partie réelle dans [a,a + 1] (respectivement ]a, a + 1]).
On suppose que les valeurs propres du résidu de V sont réelles (ce qui sera le cas dans la situation qui
nous intéressera au chapitre 6).

Les cycles proches v (M) sont définis pour A = e 721" et a €] — 1,0] par ¢, »(M) = V2/V>% et sont
munis de I’endomorphisme nilpotent N = —2im(td; — a). La donnée de (R, V) est alors équivalente a la
donnée de la famille finie des ()5 (M), N) pour A € C*.

On en déduit que M, ,, est completement déterminé par la donnée des (¢, ., A(M), N), mais ce n’est
plus nécessairement vrai pour les M,, pour i € {1,...,7}, car la donnée des (¢, »(M), N) ne détermine
que C({r}) ®c(sy My, Néanmoins, ces données suffisent a déterminer M, si I'on suppose en outre M
irréductible, hypotheése que 'on fera dans la suite, car dans ce cas M est extension minimale en chacune

de ses singularités a distance finie.

La filtration de monodromie induite par tout endomorphisme nilpotent N nous permet de définir les
espaces Ppipy, (M) de vecteurs primitifs, dont la dimension est le nombre de blocs de Jordan de taille
¢+ 1 pour N agissant sur 9, »(M). Pour un exposé complet sur la filtration de monodromie et ses
propriétés, on peut se référer a [SS17, §3.1.a).
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Définition 4.1.1 On définit les données numériques locales cycles proches par :
Vo, a0 (M) = dim Pyapg, A (M)

Vmi,)\,prim(M) = Z I/Ei,)\,f(M)
>0

Ve, (M) = dimthy, x(M) = (£ + 1w, 2 0(M).
£>0

On note h(M) = dim(C(t) ®c M) le rang générique de M et h,, (M) = dim(C{z}) ®@cyy M). Cette
derniére quantité est indépendante du point z;, et on a h(M) = hy, (M) =Y, vz, A (M).

Définition 4.1.2 On définit les données numériques locales cycles évanescents en posant piz; x (M) =
Vg, a0(M) sauf pour i #r+1et A =1 ot l'on pose :

P 1,6(M) = Vi, 1041 (M)

o 1 prim (M) =Y s, 1,6(M) = i, 1 prien (M) = v, 1,0(M)
£>0

fay 1 (M) = Z(E + D, 1,6(M) = Vo, 1 (M) = Va1 prim (M)
£>0

Définition 4.1.3 Les données numériques locales de M sont :

(i) le rang générique h(M)

(ii) les données numériques locales cycles proches voo x (M) (A € C*, £ € N)

(iii) les données numériques locales cycles évanescents fiz, x¢(M) (i € {1,...,7},A € C*, £ € N).

Remarque. En posant iz, (M) = 3", ftz; A(M), on obtient les vy, 1 (M) pour i € {1,...,r} par

Ve 1o(M) = Has,1,0—1(M) sif>1
e h(M) — Ha; (M) - /J’Ii,l,prim(M) sil=0.

Remarque. On a des définitions similaires si 'on considere des Dg, -modules. Pour garder une cohérence
dans les notations, on posera dans ce cas o = 0. La seule chose qui change dans la définition des données
numériques locales est 'ajout des données numériques locales cycles proches en 0, & savoir les vy x ¢(M)
pour A € C* et £ € N.

4.2 Comportement des données v, ), par convolution intermédiaire additive

Dettweiler et Sabbah décrivent dans [DS13] le comportement des données numériques locales d’'un D 41-
module holonome régulier irréductible par le foncteur MC,,. En particulier, ils obtiennent une formule
(proposition 1.3.5, deuxiéme point) permettant d’exprimer les données numériques locales cycles proches
a l'infini de MC,, (M) en fonction de celles de M et de données globales. La preuve utilise la transformée
de Fourier, qui malheureusement ne se comporte pas bien vis-a-vis de la filtration de Hodge, ce qui ne
permettra pas de la généraliser dans la partie suivante lorsque I'on ajoutera la filtration de Hodge. Nous
allons donc proposer une autre démonstration de ce résultat avec le théoreme 4.2.5, fortement inspirée
par la géométrie du probléme, plus longue mais n’utilisant pas la transformée de Fourier.
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Plan de la preuve. Détaillons les arguments successifs qui interviennent dans la preuve.

1. Nous commengons par écrire MC), (M) comme image directe intermédiaire par I’application somme.
En changeant de coordonnées, on se rameéne a une projection qu’on rend propre en projectivisant.

2. Nous utilisons une propriété de commutation entre cycles proches et image directe propre, issue
de la théorie des modules de Hodge de M. Saito (en oubliant provisoirement la filtration, mais en
gardant en téte que cet argument se comportera bien quand on ajoutera la filtration au chapitre 6),
afin de se ramener a 1’étude locale d’un faisceau de cycles proches.

3. Pour étre dans une situation de croisement normal et appliquer les résultats locaux afférents de la
théorie des modules de Hodge, nous réalisons un éclatement.

4. Nous explicitons complétement le faisceau de cycles proches précédemment mis en évidence (lemme
4.2.4), et faisons un calcul topologique global en utilisant 'additivité de la caractéristique d’Euler
pour démontrer le résultat voulu (théoréme 4.2.5).

Notations et rappels. Commengons par préciser certaines notations que 'on utilisera dans tout le
paragraphe 4.2 et que 'on réemploiera au chapitre 6. Soient M € C, v € ]0,1[ et A\g = exp(—2imyp).
On note V la connexion induite par M, M le Dp:-module extension méromorphe de M a P’infini et M™i®
le Dpi-module extension minimale de M & linfini. Le localisé (algébrique) a l'infini est noté M., et
I'extension minimale M. On note z la coordonnée sur Al, de sorte qu’au voisinage de 'infini, on se
place en coordonnée 2’ = 1/x. On reprend les notations de la définition 2.3.6 : soit A le sous-ensemble
fini de ] — 1, 0] tel que (Muo)a = >, ker(z/0, — a)* = 0 pour a ¢ A + Z. D’une part, on sait que My
est déterminé par la donnée des (Mu. ) pour o €] — 1,0] et que, d’autre part, M2" est déterminé par
la donnée des (Mo )o pour o €] — 1,0[ et du carquois d’extension minimale

can

(Mo)o % (Moo)—1

ol can = —d, et var = 2ima’. Pour v €] — 1,0] et A = exp(—2imy), on note (M) := B ez (Moo)y+-

Situation géométrique. Soit s : Al x A; — A} Papplication somme que I'on peut voir, quitte & changer
de coordonnées, comme la projection s : Al x Al — Al que l'on prolonge en s : Al x P} — P}. On
peut rendre propre cette application en projectivisant, en considérant 5 : PL x P} — P}. Les inclusions
it Af = Py et i’ @ AL x A} < PL x P} vérifient alors S0 i’ = ios. En notant My, = i/, (M K L,) et
M, = (Mxg)min({oo}xP?), Un raisonnement similaire a celui de la proposition 1.1.10 de [DS13] donne

MCy, (M) =iT5,.My,.

Précisons des maintenant la situation géométrique qui nous intéressera dans la suite. On éclate le point
(00,00) dans PL x P}. On note e I'application d’éclatement, X 1’éclaté, j : AL x P} — X T’inclusion
naturelle.

On munit X des deux cartes usuelles, 'une donnée par les coordonnées (uy,v1) — (' = ujvy, 2’ = vy)
et Pautre par (ug,v2) + (¢ = v, 7’ = ugvs). On note PL le transformé strict par e de la droite {t' = 0} et
Pl . = e71(0) le diviseur exceptionnel. On note également 0 € P.__ le point donné par us =0, 1 € PL__ le
point donné par ug = 1 et co € PLNPL . La situation géométrique est représentée par le schéma suivant :

exc*

63



1\ t,

Explicitation de M), avec les coordonnées. En écrivant les coordonnées sur AL x A}, on a

M) - (M[t, (t=2)7"], Vi +7°M> '

MRLy, =M[t]® (C[I,t, (t—2)" ", dws + % P Py

En écrivant les coordonnées sur PL x P} au voisinage de (00, 00) en posant 2’ = 1/x et t' = 1/t, on a

dz’  dt' d(z' -t
MAo = Moo[tlvt/il] & <C[$/7x/17tlvtll’ (1,/ - t/)il]ad(af/,t’) +'70 <; - 7 + (J‘,‘r'—t/)>) )

ce qui donne

d/ dt/  d(z' =)
_ 1 o4 —1 !/ Nn—1
M)\o— <Moo[tat ,(:17 _t) ]7V(m’,t/)+’70 <_I/_t/+:” .
Notations 4.2.1 Précisons les notations qu’on utilisera dans la suite. On rappelle que My, =i/ (MXZL )
et Mko = (MAo)min({oo}XIP%)' On note N>\0 = 6+M)\o’ :N)\o = (N)\o)min(a:’oezo) et T'= wt’oe,)\N)\o-

Lemme 4.2.2 On a My, [t'"!] = e; Ny, [t'71].

Par définition de I'extension minimale, N, est I'image du morphisme j;j "Ny, — j4+j TN, . Pour i # 0,
on sait que H'e N, est supporté en (oo, 00), d’ott H'ey Ny, [t'~!] = 0. Par conséquent, ey Ny, [t'~!] est
concentré en degré 0. De méme, le noyau de H Ny, — M), est supporté en (0o, 00), d’olt il vient que
e+ Ny, [t'71] est un sous-module de My, .

On a e jijTNy, = (eoj)y(eo j)T My, et, comme e est propre, on peut écrire que e;jijtNy, =
etjti T Nxy = (€0 j)(e 0 j)TMy,. Ainsi, My, [t' '] est I'image du morphisme
et T Nx [t — e i T NA [ 1.

En dehors de (00,00), My, [t'"!] et e; Ny, [t'"!] sont des sous-modules de M), qui sont isomorphes.
Maintenant on peut considérer l'intersection de ces deux sous-modules de M),, avec deux morphismes
de l'intersection vers chacun d’entre eux. Le noyau et le conoyau de ces deux morphismes sont a priori
supporté en (0o, 00), mais comme #’ est inversible, ils sont nuls. On en déduit que My, [t'~1] et e Ny, [t'7}]
sont, isomorphes.
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On fixe maintenant dans toute la suite v €] —1,0] et A = exp(—2imy). On s’intéresse aux cycles proches
de MC,, (M) au voisinage de co. Comme 5 et e sont propres, le foncteur des cycles proches est compatible
avec (Soe)y (proposition 3.3.17 de [Sai88]), et par conséquent on a l'identité suivante :

Proposition 4.2.3 ¢oc,/\(MC/\o (M)) = 7/)t’,>\(§+Mk0) = wtlﬁ/\(f§+e+N,\0) = §+€+T.

Il est important pour la suite d’avoir une bonne compréhension de T' et de son endomorphisme nilpotent.
On a le lemme suivant :

Lemme 4.2.4 (1) Pour A & {1,\o}, T est supporté sur PL__ et donné par

exc

<(Moo)x\A0[(x’ -1, V410 <_d;' L >)

' —1

dans la carte PL .\ {0} (munie de la coordonnée ') et étendu méromorphiquement a l'infini. L’action

de l’endomorphisme nilpotent est donné par Uaction de la partie nilpotente de 2’0, — (v + o)-

(2) Pour X =1, T est supporté sur PL. . et donné par

exc

dz’ dz’
(Or e = 077400 (-5 + 1))
x T = min({0})
dans la carte P!

Lo \{oo} et étendu méromorphiquement a Uinfini. L’action de l’endomorphisme nilpotent
est donné par l'action de la partie nilpotente de x'0y — o.

(3) Pour X=X, T est supporté sur PL UPL et on a une suite exacte 0 — Ty — T — Ty — 0 ol
o Ty est supporté sur PL . et donné par

(1@ = D77 40 (-5 + 2225 )

' —1

dans la carte PL .\ {oco} et étendu par zéro a Uinfini. L’action de ’endomorphisme nilpotent est donné

par l'action de la partie nilpotente de x'0, .
o T = M est supporté par PL. L’action de I’endomorphisme nilpotent est donné par 0.

Preuve. On raisonnera tour a tour :

e dans la carte (u2,v2), que U'on appelle carte 1

e au voisinage de l'axe u; = 0 privé du point (u,v1) = (0,0), que 'on appelle carte 2
e au voisinage du point (u1,v1) = (0,0), que 'on appelle carte 3.

Carte 1. Commencons par raisonner dans la carte (ug,v2). On a la décomposition

et Moo = P (e Mu)a,
a€cR

olt (€"Mwo)a = Upso ker(vedy, — @)* =0 est un Cluy, uy '](9y,)-module muni d’une action de vy, — .
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Comme

d d d
LAO = (C[u27u2_17v27v2_17 (u2 - 1)71]ad+70 <_’;L2 - ﬂ + 12 )> 5

on en déduit que la décomposition de N}, est donnée par

_ _ d d
(o) = (€M) (Cluz ™ (0 = 1)+ (<24 22 )).

En outre, I'action de v20,, — v sur (Ny,), s’identifie a I'action de 2’0y — (7 + 7o) sur (Moo )y~ -

Dans la carte (ug,v2), on a Nyy = (Nxg)min({usva=0}) €6 T = Yrroe aNx, = ¥u, aNy,. En remarquant
maintenant que ¥y, ANx, = 1, A((Ng)min({uz=0})), 1€ probléme se réduit & I'étude de (Nxy)min({us=0})-
Le calcul ci-dessus montre que ((Nxg)min({us=0}))y De differe de (Ny,), que pour v € Z ou intervient en
plus un carquois d’extension minimale. On en conclut que

OM@V“NM—U”LV+%<—%€+ my)) SiA£1

-1

! /
(i =019 40 (-5 4 20 SA—1
t min({0})

Yua AN, =

! —

Carte 2. Raisonnons maintenant dans la carte (u1,v1) au voisinage de I'axe u; = 0 privé du point
(u1,v1) = (0,0). Il est plus simple dans cette situation de raisonner dans la carte (z,t"). Comme ¢t — z =
(1 —=at')/t', on a

1— 2t !
]M)\0 _ M[t/’t/—l] ® (C[l‘,t,,tll, (1 _ Jit,)il],d(a;,t/) + 70 (d(l‘lf) — dt)) ,

1—at t
don ety
_ _ —xat t
M,, = (M[t',t’ L —ath) 1]av(:v,t’) + Y (1—xt’ - t’)) .

Dans la carte (x,t’), il n’y a aucune extension minimale & considérer, i.e. My, = M),. Notons maintenant
V*M,, la V-filtration par rapport & t’, on a alors ¢y \My, = gr},My,. L’expression de la connexion
obtenue ci-dessus montre que gr{, My, est nul sauf pour v = —7o pour lequel gr{, My, = M.

En conclusion, on a
0 si\# Ao

My, = oo
YAl {M si A= g,

muni dans le cas A = Ao de 'action de la partie nilpotente de 29, + .

Carte 3. Raisonnons enfin au voisinage du point (u1,v1) = (0,0).

La connexion sur My [t',#'~!] étant donnée par V(2 1) = () + Bda' /2" ot la matrice B est constante,
celle sur et M [t/ t'~1] = Moo [ug,u] '] est donc donnée par V(uy01) = duyvy) + Bdvi/vi. On a alors

_ _ _ _ du dv du
Ny, = Moo[ug,u;] ® (C[ul,ul Yoot (wr — D)7, gy e + 0 <1 -1y ! >)
(5] U1 uy — 1

_ _ dul dU1 d’U1
=M ! —1)714.,d - B - — .
(Mocfins ™ (0 = Dy 30 (=5 4+ ) (= 20) )
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Pour R un Cluy, v1](0y,, du, )-module et a € R?, on note, par analogie avec les notations de la définition
2.3.6, Ry le sous-C-espace vectoriel de R défini par

Ry = U ker(u1 0y, — a1)® N U ker(v10,, — ao)k2.
k120 k2>0

Pour a €] —1,0]2, on déduit de 'expression de Ny, que (Ny,)a # 0 si et seulement si o = (=9, — 7o)
avec o € (A mod Z)N]yy—1,70]. Précisément, (Ny,)—~,,a—~, s'identifie & (Mo )q avec actions de w10y, =
—vold et v10,, = 2’9, — yold.

Dans la carte (u1,v1) ol nous nous sommes placés, on a N, = (Nag)min({v1=0}) €t Yrroe xNxg = g ANy,
ou g = uqv;. La situation du calcul des cycles proches le long d’'une application monomiale g = ujv; d’un
Clu, v1]{(Oy, , Op, )-module cohérent & croisements normaux le long du diviseur D = {ujv; = 0} est traitée
dans le chapitre 11.3 de [SS17], détaillons-1a dans le cas présent. On considere le diagramme commutatif

XX xC,
\ipz
C.

et (ig)+Nxg = Ny [0:] = Do N ® OF). Cest un Cluy, vy, 2]{0y, , Oy, , 0= )-module & gauche muni des

actlons suivantes :

(i) action de Cluq,v1] : (ul, v1) - (m®0%) = (f(u1,v1)m) @ OF.
(ii) action de 9, : 9,(m ® ) = m @ ok+1.

(iii) action de Oy, : Oy, (m ® O%) = (8y,m) ® OF — vym ® OFFL.
(iv) action de 8y, : Oy, (m ® OF) = (0, m) ® OF — uym @ OF+L.
(v) actionde z : z- (m® %) = gm @ 9% — km ® 9k 1.

Pour distinguer 'action de u10,, (resp. v10,,) trivialement induite par Ny, et l'action de u10,, (resp.
v10y,) sur ¥, 3Ny, on note S, (resp. S,) la premiere, a savoir S,(m ® %) = (u10,,m) ® 0% (resp.
S,(m ® 0F) = (v10,,m) ® %). En notant E = 20., on a

By, (M @ ) = (Sy — E — (k+1))(m @ 8¥)
et
010y, (M ® 0F) = (Sy — E — (k +1))(m ® 0F).

Notons maintenant V*(Ny,[0.]) la V-filtration par rapport & z, on a alors T' = 14 \Ny, = gr{,(Ny,[0.]). Si
Pon regarde maintenant les décompositions Nilog =@®ocrzNag)a et T8 = P gere Ip, un raisonnement
similaire & celui fait en 11.3.11 dans [SS17] (& gauche ici) montre que les seuls 8 qui interviennent sont
ceux qui vérifient & = B+ (y+k+1)(1,1) pour un certain o apparaissant dans la décomposition de Nilog :
Cette identité prouve en particulier qu’'on a nécessairement as > —1 pour 8 > (—1,—1), ce qui signifie
que le fait d’avoir une extension minimale par rapport & {v; = 0} ne joue ici aucun role. Autrement dit,
on pourra identifier dans cette partie Ny, et Ny, .

Le corollaire 11.3.16 de [SS17] donne les expressions suivantes de Tg pour 8 > (—1,-1) :
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0 si f1# —1et Bo# —1

coker(S, — E € End((Nxy)~,8,+++11E])) sifr=—1let P2 # —1

coker(S, — E € End((Nx,)g,+++1.~[EF])) sifB1# —1let fy=-1
coker((Sy — E)(Sy — E) € End((Nxy)~~[E])) siB=(-1,-1).

Tg =

Examinons les différents cas pour 8 € [—1,0]? :

(i) Pour B2 # —1, on a T(_y g,) # 0 si et seulement si v = —7p et 32 € A.

(ii) Pour 31 # —1, on a T(5, _1) # 0 si et seulement si v = a — o avec a € (A mod Z) N ]y — 1,70] et
[1 = —a mod Z.

(iii) T{—1,—1) # 0 si et seulement si v = —yg et 0 € A.

On en déduit que :

1
exc

coker(S, — E € End((Nx,)—~o,~[E]))

(Cas 1) Si vy # —~ alors T est supporté par Pg, . et est déterminé par la seule donnée de

muni des actions de u10,, + v + 7o et de E —~, que l'on peut identifier & (Ny,)—~,,, ol l'action de E
s’identifie & S,. On en déduit que T' est déterminé par la donnée de (Moo )4+, OU :
(i) Vaction de u10y, + v + o s’identifie & 'action de —(z'0y — (v + o)) car
U0y, +Y+ Y% =Su —E+v+7% = (Su+7) —(Sy —7) = — (2’0 — (v +)).
——
=0
(ii) Paction de E — v s’identifie & 'action de 2’0, — (v + o).

On en conclut donc que T = (M, )*, muni des actions ci-dessus.

(Cas 2) Si v = —yp alors T est déterminé :

e d’une part sur P par la donnée pour tout a« € AN Jyy — 1,7] \ {0} de
coker(S, — E € End((Nx,)—~o.a—v [E]))
muni des actions de v19,, — « et de E + 7p, que l'on peut identifier a (NAO),%,O(,70 ou l'action de F
s’identifie & S,,. On identifie ce dernier & (Mu)q Ol :
(i) Paction de v10,, — a s’identifie & ’action de 2'9,» — a car
010y, —a=8, —E—a=2'0y —y —a+v =12'0 — a.
(ii) Vaction de E + 7 s’identifie & 'action par 0.

e d’autre part par le bicarquois

vy
T-1,-1) 5= T(-10)
v1

Tio,~1)
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Maintenant, on peut supposer, quitte a faire agir u; ' sur (Nxg)—~o+1,—~ [E] €t vyt sur (Nxg)=~0,—v0+15
que T(—1,—1), T(0,—1) et T(_1,0) sont tous les trois des conoyaux d’applications de End((Nx,)—~y,—~o [E])-

En notant C,, = coker(S, — E)(S, — E), C, = coker(S, — E) et C, = coker(S, — E), le bicarquois
précédent s’identifie au bicarquois

)
Cuv < Cu

Sy—FE

Cy
ol @y : Cyy — C, est induit par linclusion im(S,, — E)(S, — FE) C im(S, — E), de méme pour ,.
Comme S, — E € End((Nx,)—~o,—~ [E]) est injective (car S, s’identifie sur (M )o & —7old) et que

im(S, — F)

im(S, —F:C, = Cy) = = ker @,,
(S v Cw) = S B, — B oy
il en résulte que l'on a la suite exacte suivante :
0—Cy, = Cyp = Cy — 0.
De cette suite exacte, on déduit la suite exacte de bicarquois suivante :
<p’U Id
0 — C, =—=0 — CuvﬁCu — CuﬁCu — 0
IdNSHE s,LEw% “
v v O

e Le bicarquois de gauche est un carquois d’extension par zéro supporté par PL__ et s’identifie & (N),)

ou l'action de u10,, s’identifie & 'action de S, — S,, et I'action de £ + vy & S, + Yo.

—70,—"70

e Le bicarquois de droite est quant & lui un carquois d’extension méromorphe supporté par PL et s’identifie
& (Nxg)=rp,—vo OU laction de v10,, s'identifie & I'action de S, — Sy, et action de E + 7o & 0.

Explicitons maintenant cette suite exacte de bicarquois en fonction de (M )o. On a les identifications
suivantes :

(1) C, s’identifie & (My)o avec action de E + 9 = 0.
(2) C, s’identifie & (M )o avec action de E + vy = 2'0,.
(3) Cuyp s'identifie & ((Mx)o)? avec action de

Yold ‘Vo(flaz' — 0ld)

E+v =
Id ‘ 2’0y — Yold
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Ainsi le bicarquois précédent devient

Pov Id

0 = Ofde == 0 — (Mxho?, = (Mo — (Mado 2= (Mo — 0
T Oy —70 y— XT Oy
IdTl—x'sz (_’YOICL_M)T u ,H/
(Mss)o (Mac)o 0

ou p, = p1 + (¥0r — Y0)p2 €t Py, = P1 — Yop2 avec p1,p2 les projections sur les premiére et seconde
composantes.

Le carquois de gauche s’identifie & (M) ot Paction de w19, s’'identifie & Paction de —2’d,-, et Paction
de E + 79 & 2'0,. Le carquois de droite quant & lui s’identifie & (M )o ou l'action de v19,, s’identifie &
laction de x’'d,/, et laction de FE + g a 0.

On en conclut que, dans la carte 3, on a une suite exacte
0Ty —>T—>T,—0

1
x)

avec Ty = (M) supporté par PL
décrites.

. et T = My, supporté par P, munis des actions précédemment

En reprenant les expressions obtenues pour les différentes valeurs de A dans chacune des trois cartes, on
obtient bien par recollement les résultats annoncés du lemme. O

Maintenant que T est parfaitement explicité, ainsi que les actions de I’endomorphisme nilpotent, on
est en mesure de démontrer le théoreme qui nous intéresse :

Théoréme 4.2.5 On a les données suivantes pour MCy, (M) :

Voo, Ao (M) si A 7é 1a)‘70
(1) Voo,)\(MC)\o (M)) = Voo, Ao (M) - Voo,/\g,prim(M) siA=1
Voo (M) + Voo 1 prim (M) + dim H*(P', DRM™™) si A = \,.

Voo, Ao, (M) siA#£1, Ao
Voo, xo,t+1(M) siA=1

(2) Voo x,(MCy, (M)) = ’ _
Vm717g_1(M) siA= )\0, 12 > 1

dim H' (P, DRM™™) si A =N, £=0.
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Preuve. Pour démontrer la partie (1) du théoréme, nous allons faire un calcul topologique global en
utilisant Padditivité de la caractéristique d’Euler. On note ¥ = DR(T'), complexe constructible sur Y =
PLUPL. . Sa caractéristique d’Euler-Poincaré vaut par définition

X(Y,5) = (1) dim H'(Y,F) = dim H(Y, F) — dim H' (Y, F) + dim H*(Y, F).
1€EZL

Comme F = 5,V ot V est un systéme local irréductible non constant, on a H™(P*, F) = H™(P*, V) =0
pour m # 1. D’aprés la proposition 4.2.3, on a 9o x(MCy, (M)) = S1e4+T, on en déduit alors que
Voo \(MCi, (M) = dim H'(Y, F) = —x(Y,F).

Par la formule d’Euler-Poincaré, on a

X(Y,F) = x(ALF) + x(U) - 1g(Fv) + x(0, F) + x(1,F) + x(c0, F).

Le lemme précédent montre que rg(Fy) = Voo,ano(M) quelle que soit la valeur de A, il reste donc a
regarder les termes restants en fonction de A.

(Cas 1) Si A ¢ {1,Xo}, on a T = 0 sur AL donc x(AL,F) = 0. De plus, on a une connexion méromorphe
au voisinage des trois points 0, 1 et 0o, ainsi en notant 7' la monodromie autour de I’'un des trois points,
on a dimker(7T — Id) = dim coker(T' — Id) ce qui donne x(0,F) = x(1,F) = x(c0,F) = 0 et par suite

XY, F) = X(U) - Vooarng (M) = —voo ax, (M).

(Cas 2) Si A =1, on a comme précédemment y (AL F) =0 et x(1,F) = x(o0,F) = 0. Au voisinage de 0,
on se trouve dans le cas d’une extension minimale. Comme on a déja pu le voir en proposition 3.1.2, on
a x(0,F) = dimker(7° — Id) = Voo r.prim (M) en notant 7° la monodromie en 0. Finalement, on a

X(Y, ?) = —Voo,\o (M) + Voo,)\o,prim(M)-

(Cas 3) Si A = Xy, on reprend la suite exacte
0Ty —>T—>T,—0
et on obtient au niveau des caractéristiques d’Euler-Poincaré que

x(Y,DR(T)) = x (Y, DR(Tp)) + x (¥, DR(T1)).

Le cas de Tj se traite comme au cas 1, ce qui donne x(Y,DR(T})) = —Voo,1(M). Maintenant, comme
Ty = M, est supporté par PL et que x(oco, DR(T1)) = 0, on a alors

X(Y.DR(T1)) = x(A;, DR(T1)).

Or, d’apres le lemme 1.3.6 de [DS13] (plus précisément sa preuve), on sait que
dim H' (A}, DR(T1)) = dim H' (A}, DR(M)) = dim H'(P*, DRM™™) + veo 1, prim (M),

d’ou
(AL, DR(T})) = — dim H'(P*, DRM™™) — o0 1 prim (M).
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Finalement, on obtient

XY, F) = —voo 1 (M) — dim H' (P', DRM™™) — Vs 1 prim (M).
En conclusion, on obtient bien la partie (1) du théoréme :

Voo,)\)\o(M) si )‘7& 17)‘70
Voo A(MCy, (M)) = —x(Y, ) = Vooro (M) = Voo xg prim (M) sia=1
Voo 1 (M) + Voo 1 prim (M) + dim H* (P*, DRM™™) si A = Ag.

Pour démontrer la partie (2) du théoréme, il nous faut ajouter la filtration de monodromie. Pour cela,
commengcons par un lemme.

Lemme 4.2.6 Soit (K*, M,) un compleze filtré borné de C-espaces vectoriels de dimension finie, ot M
est supposée exhaustive. La filtration Mo sur K® induit une filtration W, sur la cohomologie de K® donnée
par W,HY(K*) := Im(HY(M,K*) - H1(K*)). On a alors

x(gra' K*) = x(gry H*(K*)).

Preuve. On associe au complexe filtré la suite spectrale (E,),>o définie par

Pqd _ oM + P:q  __ fr* —rgt+r—1 dr ,q _dr +7r,q—r+1
BP9 = giM gPTe et EPJ = [ (EpTnatrol S pra Sy prerasrel)

ou les différentielles d, sont induites par la différentielle d de K*®. La suite spectrale converge vers
EPI = gerHpﬂ(K’).
Par ailleurs, on a

XH®(K®) =Y (~1)" dim H'(K*) = Y (~1)’(dim ker(d’) — dim Im(d'~"))

1€Z 1€EZL

= (~1)'(dimker(d’) + dimIm(d")) = Y "(~1)"dim K = x(K*),

i€ i€
dont on déduit I’égalité des caractéristiques d’Euler des différentes pages de la suite spectrale. Finalement,

on a X(gr%K') = X(ngVH'(K')). O

Dans le lemme 4.2.4, nous avons explicité les expressions de (T, N) ot T = 9pr0¢ ANy, est muni de son
endomorphisme nilpotent N. Pour rappel, on a

Yoo X(MCy (M)) = Y A(S4e1Nyy) = 5164 (Yrroe ANy, ) = 51e4.T.

Posons K* = s,e, T muni de la filtration de monodromie M,. D’aprés I'expression ci-dessus, le complexe
K*® n’a qu’'un seul espace de cohomologie, propriété que 'on peut raffiner avec le lemme suivant :

Lemme 4.2.7 On a H’(gr})’ K*) =0 pour j #0 et { € Z.
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1

oxc €t localisé & I'infini. On peut alors

Preuve. (Cas 1) Si A ¢ {1, A}, on sait que T est supporté par P
voir T' comme un C[z'](9,s)-module. On a alors

v !
RI(PL., DR®T) = (T - T)

exc?

complexe dont seuls deux termes sont non nuls. On souhaite montrer que le complexe a deux termes
Va
g T —% arMT

a un noyau réduit a 0. Le lemme nous dit que
T = (Mos)yinola’, 2™, (2" = 1) 7]

muni de la connexion 9 N
Y Yo
Vo, =— +—=1d+ —
Onr 8x’+x’ +x’+a:’—1

On en déduit que
g1 T = (g1 (Mo )yamo) 2", 2"~ (27 = 1) 7]

muni de la connexion 9

Y Yo
Vo, =— + —1d
Out 8x’+x’ +.Z‘I—1

Id,

car N envoie le terme d’ordre ¢ dans le terme d’ordre ¢ — 2.

11 suffit maintenant de montrer que ’application
Cla',a @ -1 — Cl,a @ —1)7Y
f o Vo,f
est injective. Pour cela, remarquons que sur tout domaine simplement connexe de C\ {0, 1}, les solutions

de I'équation différentielle V , f = 0 sont engendrées par la fonction (univaluée) 2’7 (2" —1)77. Comme
7 et o ne sont pas entiers, ce n’est pas une fraction rationnelle & poles en 0 et 1, ce qui conclut.

(Cas 2) Si A =1, la seule différence avec la situation précédente est 'extension minimale en 0. Notons

~ ~ 0 N
= ((M“)AO’V% o x>
min({0})

et

— 0 Yo
Ly = (€, = )7 o + 1)

' —1

de sorte que T =T ® 1,, avec

- 0 0
Vo, (m®m') = Vs, (m)@m'+ m® (83:’ Tz 1Id> '

Comme grMT = grM T® 1,,, on souhaite montrer que le complexe a deux termes
~ Vo, ~
gl T ® 1, — g T ® 1y
a un noyau réduit a 0. Pour cela, remarquons que pour m € gréwf et m' = (2’ —1)7% ona

1 = 1 km Yom
) = ® - e e

Vaz, (m ®
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On déduit du fait que v9 € Z que m @ m’ a nécessairement un pdle en 1 d’ordre k + 1 si m # 0. Dés lors,
un élément m ® m’ vérifiant Va , (m @ m’) = 0 est tel que m = 0, ce qui conclut. Notons au passage que
cette preuve n’utilise pas la propriété d’extension minimale en 0, elle redémontre donc de fait le cas 1.

(Cas 3) Si A = Ao, on a une suite exacte 0 — Ty — T — Ty — 0 ou Tj est supporté sur PL__ et T} est
supporté par PL. De mani¢re équivalente, on peut raisonner sur les parties primitives plutot que sur les

gradués, ce que I'on va faire ici.

Le raisonnement fait dans le cas 1 s’applique de la méme maniére a K§ = s;e; T, ce qui donne que les
complexes PpK ] sont concentrés en degré 0 pour tout £ € N. Comme N est nul sur 71, on a N(T') C Tp.
Montrons que 'on a en fait égalité. La difficulté se situant au voisinage de oo, reprenons la description
en termes de bicarquois de T :

Puv
M. 2 —
(( 0 )0 S )0
('8, —701d,—1d)

(=v0ld,—1d) | |Pu

(MOO)O

Les deux termes extrémaux ne posant pas de probleme, il s’agit de regarder I'action de E + ~¢ sur
((Mx)o)?, donnée par la matrice

~old "yo(x’(?w/ — 70ld)
Id ‘ R |

Le rang de cette matrice étant égal a la dimension de (M )o, on en déduit que image de ((Mso)o)? est
égale & {(vom,m) € (Mso)0)? | m € (Ms)o} =~ (Mso)o. Un calcul montre maintenant que le diagramme

(Mao)o)? 2B (M),

(—=v0Id,—Id) | |Pu d||—2'0,

commute, ainsi I'image par N du bicarquois représentant 7' donne bien le carquois représentant Tg,
autrement dit N(T") = Tp. On est alors dans la situation d’un carquois d’extension minimale

T, &=— T.

-
N

On déduit de la partie (f) du lemme 3.1.16 de [SS17] que P;T ~ Py_1Tj pour ¢ > 1. Comme les complexes
Py K§ sont concentrés en degré 0 pour tout ¢ € N, on en déduit que les complexes Py K*® sont également
concentrés en degré 0 pour tout £ > 1. De plus, comme le complexe total K*® est concentré en degré 0, le
complexe PyK*® est également concentré en degré 0. Les gradués s’obtenant a partir des parties primitives,
on a alors que les complexes gré” K* sont concentrés en degré 0. ]
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Retour a la preuve du théoréme. L’identité des caractéristiques d’Euler obtenues grace au lemme
4.2.6 nous dit que les dimensions de Ho(gréwK') et de ngVHO(K') sont égales pour tout £ € Z. Montrons

que la filtration W, sur
H:= H°(K®) = 10 x(MCy, (M))

coincide avec la filtration de monodromie sur H : pour cela il suffit de vérifier que N(W,H) C W;_oH et
que N7 induit un isomorphisme de gr;-’VH dans gr‘iVjH pour tout 7 > 1 et d’utiliser le fait que ces deux
propriétés caractérisent la filtration de monodromie.

Pour montrer ces deux propriétés, il suffit de revenir a la définition de la filtration W, :
W,H = Im(H(M,K*) — H).

Comme la filtration M, vérifie les deux propriétés ci-dessus, on en déduit qu’il en est de méme pour la
filtration W,.

Enfin comme la partie primitive d’ordre ¢ est donnée par le noyau de I'application induite par N1 sur
le gradué d’ordre ¢ a valeurs dans le gradué d’ordre —¢ — 2, on obtient des expressions aussi bien sur les
gradués que sur les parties primitives. En particulier, tout ce qui précede montre que

Voor,t(MCh, (M)) = dim Pytpoe x(MCy, (M)) = dim H°(P,K*).

Vo ,
On en est donc amenés & calculer la dimension du conoyau de P,T i> P,T dans chacun des trois cas.
Pour cela, il est préférable de calculer la caractéristique d’Euler de F, = DR*(P,T) sur Y = PL U P}

exc*

(Cas 1) Pour A & {1, Ao}, on sait que T est supporté sur P. . et est extension méromorphe en 0, 1 et oco.

On en déduit que P,T vérifie également ces propriétés, d’ou x(0,F,) = x(1,Fe) = x(00,F¢) = 0. On a
alors
XY, F0) = X(Peses Fe) = X(U) - Voo arg,e(M) = —vog axg (M)

(Cas 2) Pour A\ = 1, on sait que 7' est supporté sur P ., mais & 'inverse du cas précédent est extension

minimale en 0. On a toujours x(1,F;) = x (00, F¢) = 0 et x(U, Fp) = —Voo,r,,¢(M), il reste donc & calculer
x(0,F,). La donnée de T est équivalente & un carquois

(Moo)rol2'] === N((Moo)y,)[0ur]-

ou l'action de 0,/ sur le terme de gauche est donnée pour m € (Mu)~, €t k > 1 par
Opr (ma'™) = Oy (ma’™ 1) = (N 4+ 1d) (ma’* 1),
et de maniére similaire pour I’action de z’ sur le terme de droite.

En notant H = (Muo)s, €t G = N(H), on a N : MyH — M;_1G et on en déduit que gré”f est donné

par le carquois

0

(@ W) == (er}'G)[0w]
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En raisonnant de maniere équivalente sur les parties primitives, on obtient

X(0,F0) = Voo xg,t (M) = Voo g 041 (M).

Il en résulte que

X(Y;F0) = x(U, Fe) + x(0,F0) = —Veo,xo,6(M) + Voo xg,e(M) — Voo xg 041 (M) = Voo 2041 (M).

(Cas 3) Pour A = )\g, on a une suite exacte 0 — Ty — T — Ty — 0 et on a précédemment démontré que

pour £ > 1, on a PT ~ P, 1Ty ce qui donne
x(Y,F) = X (Y, DR*™(Pr—1T")) = —veo,1,0-1(M).

Maintenant, on sait que
Vo 5 (MCy (M) = =X (Y, Fo) + 30+ 1)vscr1.0-1 (M)
>1

soit, en utilisant le résultat de la premiere partie du théoreme,

Voot (M) + dim H' (P*, DRM™™) + veo 1 prim (M) = —x(Y, Fo) + > (£ + 2)vee,1,6(M).
£>0
Or

Z(£ + 2)Voo,1,Z(M) = l/oo,l(M) + Voo,l,prim(M)
£>0

ce qui donne finalement ,
x(Y, o) = — dim H' (P!, DRM™™).

En résumant chacun des trois cas, on a bien I'expression (2) annoncée, & savoir

Voo,)\)\o,Z(M) si A # 1,)\70
Voo, xo.t+1(M) sia=1

Voo, (MCi, (M) = ’ _
Voo, 1,0—1 (M) sidA=NX, £>1

dim H'(P*, DRM™™) si A = \g, £ = 0.

O

Comme annoncé avant I’énoncé du théoreme, cette nouvelle démonstration est bien plus longue que
Poriginale de Dettweiler et Sabbah. Mais nous avons pu grace au lemme 4.2.4 complétement expliciter
T et les différentes actions. Il sera alors plus facile de comprendre la situation lorsque I'on ajoutera la

filtration de Hodge par la suite.
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4.3 Comportement des données numériques locales par convolution intermédiaire multi-
plicative

Le but de cette partie va étre de transposer les résultats additifs de Dettweiler et Sabbah dans le cadre
de la convolution intermédiaire multiplicative, avec 1’aide de la formule obtenue a la proposition 2.8.1.
Pour cela, considérons vo €]0,1[, Ao = exp(—2imy) et M € C} (catégorie introduite a la définition
2.8.2). On note M™ le Dpi-module extension minimale de M en zg = 0 et a I'infini. L'objectif du
théoréme suivant est d’exprimer les données numériques locales de MCi\U (M) = M *midax L’/\O en fonction
de celles de M.

Théoréme 4.3.1 On a les données suivantes pour MC) (M) :

(1) pay e (MCh (M) = 1, 2 0.0(M) pour tout i € {1, ...,r}.

Voort(M) siX#1, X
(2) Voot (MCY, (M) = vy par (M) si A =1
(M) siA=X, £>1.

Voo Xo,t—1

(3) VOO,TO,O(MC/)\O(M)) :dimHl(Pl,DRMmin)+I/m,17prim(M)+l/0717prim(M)fl/ To,prim(M)iyovAOvprim(M) .

oo,

(4) h(MC/)\O (M)) = h(M) + dim Hl(PlvDRMmin) + VO,l,prim(M) - VO,)\O,prim(M)-

Vo))\7g(M) Si )\ 75 1,)\0
V0, x,¢ 1(M) Si)\=>\0
(5) voxe(MC), (M) = o )
vo,1,0—1(M) siA=1,£>1

dim H'(P', DRM™") siA=1, £=0.

Preuve. Avec j : G,, — A! l'inclusion, la formule obtenue & la proposition 2.8.1 nous donne

MC), (M) = 55 (MCy, (j+ (M © £57)))-

Pourie {1,..,r},onax; #0 et

frz; 2,0 (MCY (M) = prz,,2,6(MC (54 (M @ £57))).-

On déduit alors du premier point de la proposition 1.3.5 de [DS13] que

fha 7,0 (MCY (M) = f, 2 20,6 G+ (M @ L57)) = fay A/ro,0(M @ L50).

Comme le systéeme local L n’a pas de monodromie autour de z;, on a Mwh,\/)\o)g(M@LE) = fhg; N/ xo,t (M),
ce qui termine la preuve du point (1).
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Pour le point (2), le deuxieéme point du théoréme 4.2.5 combiné a la proposition 2.8.1 donne

Voo axet (M @ £57) siA# 1,0
Veo M@ Ly sia=1
Voo 2,0 (MCh, (M) = Aot (M ® £55) -
Voo, 14-1(M ® £57) siA=A, (>1

dim H'(P*, DR*™ (M @ L£3-)™") si A = Ao, £=0.

Le systeme local £y~ a pour monodromie \g autour de I'infini, ce qui nous permet d’obtenir le point (2)
en appliquant 1’1dent1te 1.3.2 de [DS13] :
Voot (M) siX#1, X
Voo,A,Z(MC/AU (M) =19 Vooat1(M) siA=1

Voo,To,efl(M) sid= X, £>1.

Par la formule d’Euler-Poincaré, on a

r+1
A(PL, DRV = (BN {0, . 21 }) - H(M) + 3 x(, DRAC™)
r+1 =0
(2*(7’4‘2 +Zl/mllpr1m
On en déduit que
r+1
N(PLDR™ (M ® £5)"™) = (2 = (r +2)) - A(M) + 3 v, 1 prin (M & £57)
=0

= (2= (r+2)) - hM) + Vg 55 prian (M) + V0,0 priea (M) + D Vi, 1,primn (M)

=X(P,DRM™") = veg 1 prim (M) = 0,1, prim (M) + 1,

50, Xg,prim

(M) + VO,Ao,prim(M)7

et donc
Voo 55.0(MCA (M) = dim H (P, DRM™™) + oo 1 prim (M) + 10,1 prim (M) = Vg 55 i (M) = Y0,30,prim (M).

Pour le point (4) du calcul du rang générique, on a

h(MC}, Zum (MC}, (M)
= Z Voo (M) + > (£ 4+ Dvae 141 (M) + > (L4 Dy 5o oy (M) 1 52 o(MCh (M)
A£L Ao >0 >1
=Voo,1(M)—Voo,1,prim (M) :Voo,%(M)JrVoo,E,prim(Jw)

= h(M) + dim H'(P', DRM™™) + 1.1, prim (M) — Vo, x,prim (M).
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Pour le point (5), on note M Textension minimale de M sur A' en 0. En appliquant la formule 1.3.3 de
[DS13], on obtient :

MO,A/TO,K(M) siA#1, )\
to e (Jt+ (M @ L55)) = poxe(M @ L) min(fop) = § Ho1/mgein (M) siA=1
1/07175(]\;[) si A :/\70

_ { VO,)\)\07Z(M) si )\ 79 1
VO’)\O’Z+1<M) siA=1.

En utilisant maintenant le premier point de la proposition 1.3.5 de [DS13], on obtient :

to,7,6(MCx, (Ji+ (M ® £57))) = Ho,x/x0,6 G+ (M © £57))

N { I/O’)\yg(M si )\ 7é )\0
o 1/0’)\07@+1(M sidA= )\0.

~— —

On déduit alors de la formule de la proposition 2.8.1 que :

vore(M) st A#1, A
Vo’,\,g(MC/)\O(M)) = 1/07,\0,@4_1(M) si\= )\0
V0,17g_1(M> siA= 1, l Z 1.

I ne reste alors plus qu'a calculer vg,1,0(MCY, (M)), ce qui donne

vo,1,0(MCh, (M) = h(MC) (M) = > voa(M) =Y (0+ Do rg (M) = > (€4 D)rg1,e-1(M)
A£T Ao £>0 >1

= h(MC} (M) = (M) + vo,5g prim (M) — 10,1 prim (M)
= dim H'(P', DRM™™),

ce qui termine la preuve du théoreme. O
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Chapitre 5

Généralités en théorie de Hodge
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L’objectif de cette section est d’introduire les notions de théorie de Hodge qui nous seront utiles dans
la suite, a savoir les notions de structures de Hodge et de variations de structure de Hodge. Nous verrons
également a quelles conditions un systéme local sur la droite affine privée d’un nombre fini de points est
induit par une variation de structure de Hodge polarisable.

5.1 Structures de Hodge

On raisonne dans toute la suite sur le corps des nombres complexes. La notion de structure de Hodge
(polarisée) a été a l’origine introduite pour étudier les propriétés de la cohomologie de variétés complexes.
De maniere résumée :

— une structure de Hodge est un espace vectoriel de dimension finie gradué
— un morphisme de structures de Hodge est un morphisme compatible & la décomposition donnée par
la graduation

— une polarisation est une forme hermitienne définie positive telle que la décomposition donnée par
la graduation est orthogonale par rapport a la forme hermitienne

Néanmoins, cette description des structures de Hodge ne se comporte pas bien lorsque 1’on consideére des
familles holomorphes. En particulier, la graduation ne se déforme pas holomorphiquement, mais seulement
de maniére C'*°. Pour remédier a cela, on remplace la graduation par deux filtrations décroissantes,
I'une variant holomorphiquement et ’autre anti-holomorphiquement. Posons alors les deux définitions
suivantes :

Définition 5.1.1 Soient w € Z, F'*H et F'"*H deuz filtrations décroissantes d’un espace vectoriel H.
On dit que les filtrations F'*H et F""*H sont w-opposées si pour tout p € Z, on a

FPHONF"™PHH =0 e FPH~+F'"PTH=H.

Définition 5.1.2 (Structures de Hodge)

— Une structure de Hodge de poids w € Z est un espace vectoriel H muni de deux filtrations décrois-
santes F'*H et F"*H w-opposées.

— Un morphisme de structures de Hodge est un morphisme compatible aux deuz filtrations.

On voit que les deux définitions d’une structure de Hodge sont équivalentes en remarquant qu’étant
données deux filtrations décroissantes F’®* H et F’* H d’un espace vectoriel H, les deux conditions suivantes
sont, équivalentes :

(i) les filtrations F'*H et F"'* H sont w-opposées.

(ii) on a la décomposition H = P, HP*~P avec HP"P = F'PH N F"*"PH.

On en déduit en particulier qu'un morphisme de structures de Hodge donné par la définition est
compatible & la décomposition. Plus précisément, on a la proposition suivante :

Proposition 5.1.3 Soit ¢ : Hi — Hs un morphisme de structures de Hodge avec Hy et Hy de poids
respectifs wy et ws.

(i) St wy = wy = w, alors ¢ est strictement compatible auz deux filtrations et a la décomposition
(i.e. o(F*Hy) = p(H1) N F*Hy pour F = F' et F = F", et o(H?""P) = o(Hy) N HY"™P).
(i) Siwy > wa, alors ¢ = 0.
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Preuve. (i) Les inclusions C étant triviales, regardons les inclusions D.
e Commengons par montrer pour p € Z que p(F'PHy) D ¢(Hy) N F'PHy, la preuve étant complétement
identique pour la filtration F®. Soit y = ¢(x) € ¢(H1) N F'PHa, on décompose alors x en x = ;24
ou les z, € H{" ™7 sont presque tous nuls. On a alors

y= > ¢z + Y o(zy) € FPHy.

q<p-—1 q2p

On sait que )__ - ¢(z4) € F'PHy par décroissance de la filtration F'*, et que Y, ¢(x,) € F"“ 7P+ H,
par décroissance de la filtration F”'®. Il en résulte que Zq<p_1 o(zq) € FPHyN F" =P Hy = 0, ce qui
donne finalement y = (> o x4) € @(F'PHy).

e Montrons maintenant pour p € Z que @(HY" ™ P) D p(Hy) N HY™P. Soit y = (x) € (Hy) N HY" P,
on décompose alors x en v = > ;x4 o g € H{" ™. On a alors y = p(z) = ¢(zp) € p(H 7).

q=p

(ii) Pour tout p € Z, on a p(H"™* ™ P) C F'PHy N F""1=PH, C F'PHy N F"27PTLH, = (. O

Exemples. 1) Considérons ’espace vectoriel C muni des filtrations F’?PC = F"PC = C pour p < 0 et
F'?C = F"PC = 0 pour p > 1. Ces filtrations sont 0-opposées, ce qui permet de munir C d’une structure
de Hodge de poids 0.

2) Soit H une structure de Hodge de poids w. On définit H(k,¢) comme lespace vectoriel H muni des
filtrations F'*H (k,{) = F'***H et F"*H(k,() = F""***H. Ces filtrations sont (w— k — f)-opposées, ce qui
permet de munir H(k, ) d’une structure de Hodge de poids w —k —¢. Si k = ¢, on note H(k,k) = H (k).

3) Soient H; et Hs des structures de Hodge de poids respectifs wy et wo. On définit les filtrations FP sur
H, ® Hy (avec F = F' ou F = F") par
FP(Hy@ Hy)= Y FPHy®FPH,.
p1+p2=p

Un calcul permet de montrer que ces deux filtrations sont (w; 4+ ws)-opposées, ce qui permet de munir
H; ® Hy d’une structure de Hodge de poids wy + ws.

4) Soient H; et Hy des structures de Hodge de poids respectifs w; et wp. On définit les filtrations F'P sur
Hom(H,, Hy) (avec F = F’ ou F = F") par

FPHom(H,, Hy) = {f € Hom(H,, Ho) | Vk € Z, f(FFH,) C FFPH,}.

Un calcul permet de montrer que ces deux filtrations sont (wg — wq)-opposées, ce qui permet de munir
Hom(H;, Hy) d’une structure de Hodge de poids ws — wy.

5) Soit H une structure de Hodge de poids w. En combinant 1) et 4), on obtient que Iespace vectoriel
dual HV est alors muni d’une structure de Hodge de poids —w avec les deux filtrations (—w)-opposées
FPHY = (F/—p-i-lH)L et FI'PHY = (F//—p+1H)L_

6) Soit H une structure de Hodge de poids w. L’espace vectoriel conjugué H est muni d’une structure de
Hodge de poids w en posant F'?H = FPH et F"""H = F'?H. On a alors H " © = Hv=pP,

7) Soit H une structure de Hodge de poids w. En combinant 5) et 6), on obtient que 1’espace vectoriel
adjoint H* = A" est muni d’une structure de Hodge de poids —w.
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Définition-proposition 5.1.4 (Polarisations)
Soit (H, F'*H, F""* H) une structure de Hodge de poids w. Les deux définitions suivantes sont équivalentes :

(i) Une polarisation est une forme hermitienne h sur H définie positive telle que la décomposition H =
®p€Z HPY=P est h-orthogonale. En particulier, h induit une forme hermitienne définie positive sur chaque
HPw—P,

(i) Une polarisation est une forme sesquilinéaire QQ sur H telle que :

(1) Q est (—1)*-hermitienne, i.e. @*(x,7) = Q(y,T) = (-1)*Q(z,7) pour tous x,y € H.
(2) Q(FPH,F"{H) =0 et Q(F"PH,F'9H) =0 pour p+q > w.
(3) h(z,7) = Q(Cx,7) est (hermitienne) définie positive, ou C est lopérateur de Weil égal d la multi-
plication par iP~1 sur HP9.
Une structure de Hodge munie d’une polarisation est dite polarisée (ou polarisable si l'on ne souhaite pas
faire un choiz de polarisation).

Preuve. Montrons que ces deux définitions sont bien équivalentes. Une polarisation au sens de (ii) est une
polarisation au sens de (i) car (2) implique que la décomposition H = @pez HPY~P est (Q-orthogonale,
et donc h-orthogonale d’aprés (3). Pour voir qu'une polarisation au sens de (i) est une polarisation au
sens de (ii), il suffit de poser Q(x,y) = h(C~'z,7). O

Proposition 5.1.5 La condition (ii)(2) est équivalente @ Q € Hom(H ® H,C(—w)).

Preuve. Commencons par préciser que H ® H et C(—w) sont tous deux munis d’une structure de Hodge
de poids 2w, d’apres les exemples 1), 2), 3) et 6) vus précédemment. On a alors la suite d’équivalences
suivantes :

(i1)(2) <= Vp1,p2 € Z tels que p1 +pa > w, Q(FP*H @ F""2H) =0et Q(F"""H @ F'P2H) =0
< Vp>w, Q(FF(H® H))=0pour F € {F'|F"}
= VpcZ QFP(H®H))C FPC(—w) pour F € {F', F"}

<= @ € Hom(H ® H,C(—w)).
O

Remarque. Une autre facon de voir la proposition précédente est de dire que @ € Hom(H, H*(—w)).
Le morphisme adjoint @* € Hom(H (w), H*) peut étre vu comme un morphisme de Hom(H, H*(—w)) et
la condition (ii)(1) est équivalente & dire que @* = (—1)“@. En outre, les conditions (ii) impliquent que
la forme sesquilinéaire ) est non dégénérée, en particulier () induit un isomorphisme d’espaces vectoriels
H — H*, qui vérifie donc Q* = (=1)*Q. On a alors F"?H = Q™Y (F'P"wH*) = (F'*~P*1H)1ta. En
d’autres termes, il y a de la redondance dans la définition d’une structure de Hodge polarisée. Cela nous
amene a donner la définition équivalente suivante :
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Définition 5.1.6 Une structure de Hodge polarisée de poids w est la donnée de :

(i) Un espace vectoriel filtré (H, FPH).

i) Une forme sesquilinéaire Q sur H telle que :

(i) Une f q q
(1) Q est (—1)*-hermitienne non dégénérée, en particulier Q induit un isomorphisme H — H*.
(2) F*H et Q=Y (F*H*) sont 0-opposées.
(3) h(z,7) = Q(Cx,7) est définie positive, ot Cx = (—1)Pi~%x sur HPW~P = FPH N (FPHLH) e,

5.2 Variations de structure de Hodge

La définition d’une variation de structure de Hodge est motivée par ’étude du comportement de la
cohomologie d’une famille de variétés projectives lisses paramétrisée par une variété algébrique lisse. On
suppose que X est une variété complexe connexe, commencons par donner la définition suivante :

Définition 5.2.1 Une variation de structure de Hodge de poids w € Z consiste en la donnée d’un fibré
C>® 4 connexion plate (H,D) muni d’une décomposition H = @ __, H" P par des sous-fibrés C>°
satisfaisant la transversalité de Griffiths :

PEZL

D'HP Q}( ® (HP? @ prl,q+1) et D'HPYIC @@ (HP & Hp+1,q71),

ot D = D'+ D" est décomposée selon le type (holomorphe et anti-holomorphe).

Comme dans la partie précédente avec les structures de Hodge, faisons I’analogie entre décomposition
et filtrations w-opposées. La filtration F'’PH = op HP1 vérifie par transversalité de Griffiths la
propriété D'F'PH C QY @ F'P"'H. Le fibré holomorphe V' = kerD” est muni d’une connexion holo-
morphe plate V' = Dl’ker pr et d’une filtration F'’PV = F'PH NV’ en sous-fibrés holomorphes vérifiant la
transversalité de Griffiths, ici V/F'?V’ C Q% @ F/P~1V’. On a des propriétés tout a fait analogues avec
le pendant anti-holomorphe. Vient alors la définition-proposition suivante :

Définition-proposition 5.2.2 Une variation de structure de Hodge de poids w € Z consiste en la donnée
d’un fibré €°° 4 connexion plate (H, D), muni d’une filtration F'*H qui induit sur (kerD", D"kerD,,) une
filtration en sous-fibrés holomorphes satisfaisant la transversalité de Griffiths, et d’une filtration F"'*H qui
induit sur (kerD’, Dﬁ(erD,) une filtration en sous-fibrés anti-holomorphes satisfaisant l’anti-transversalité
de Griffiths, et telle que la restriction de ces données a x € X est une structure de Hodge de poids w.

\

Preuve. La seule chose qui reste a voir pour démontrer 1’équivalence des deux définitions est que les
données de la définition 5.2.2 sont suffisantes. On pose HPY~P = F'PH N F"¥~PH qui satisfait bien la
transversalité de Griffiths. En outre, il s’agit bien d’un sous-fibré car sa fibre en x € X est de dimension
constante. (|
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En reprenant I’analogie avec les structures de Hodge, on définit maintenant les morphismes de variations
de structure de Hodge, ainsi que la notion de polarisation.

Définition 5.2.3 Un morphisme ¢ : Hy — Hs est un morphisme de fibrés C>° horizontal par rapport
aux connexions, et compatible a la décomposition, ou de maniére équivalente compatible auzx deuz filtrations
(holomorphe et anti-holomorphe).

Définition 5.2.4 Une polarisation sur une variation de structure de Hodge (H,®H?®, D) de poids w est
un morphisme D-horizontal H® H — C¥(—w), dont la restriction d tout x € X est une polarisation de
la structure de Hodge H,.. Une variation de structure de Hodge munie d’une polarisation est dite polarisée
(ou polarisable si l'on ne souhaite pas faire un choiz de polarisation).

Remarque. Si (H, ®H*, D, Q) est une variation de structure de Hodge de poids w alors (H, ®H*®, D,i"" Q)
est une variation de structure de Hodge de poids 0. On peut donc supposer sans perte de généralité que
le poids est 0, d’autant plus lorsque ’on considere des variations de structure de Hodge polarisables, ou
le choix de la polarisation nous importe peu.

Considérons une variation de structure de Hodge polarisée (H, ®H*®, D, @), que 'on suppose de poids 0
d’apres la remarque précédente. En reprenant la constatation de la définition 5.1.6 comme quoi certaines
données sont redondantes, il suffit de se donner (V, F'*V, V, Q) pour caractériser la variation de structure
de Hodge polarisée, on V = kerD", FPV = (@qu H? )NV et V= DI’V. Ainsi quand on considérera
dans la suite une variation de structure de Hodge polarisable, on la notera (V, F*V, V).

5.3 Existence d’une variation de structure de Hodge sous-jacente 4 un systéme local

On note £ C A un ensemble fini de points, U = A \ @ et j : U < A! l'inclusion. Une variation de
structure de Hodge polarisable (V, F'*V, V) sur U induit un C-systéme local sur U défini par V = VV.
Réciproquement, si on se donne V un C-systeme local sur U, on cherche a savoir a quelles conditions V
est induit par une variation de structure de Hodge polarisable sur U.

Les deux conditions suivantes sont nécessaires :
(i) Le systéme local V est semi-simple, a savoir somme directe de systémes locaux irréductibles.
(ii) Les valeurs propres des monodromies autour des singularités sont de module 1.

On a le résultat suivant d & Simpson (corollaire 8.1 de [Sim90]) :

Proposition 5.3.1 Supposons que le systeme local V est semi-simple et rigide. Alors V est induit par
une variation de structure de Hodge polarisable si et seulement si la condition (ii) est satisfaite.
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La notion de rigidité est bien comprise dans le cas irréductible (d’apres le théoréme 3.2.4), et la réduction
au cas irréductible ne pose pas réellement de probléme lorsque ’on considere des variations de structure
de Hodge grace au résultat suivant :

Proposition 5.3.2 Soit (V, F*V,V) une variation de structure de Hodge polarisable sur U. Le systéme
local semi-simple induit V, se décompose enV = @oeca(Va)™, ot les systémes locauz V., sont irréductibles
et deuzx a deur non isomorphes. On a (V,V) = @aca(Va, V)", et la polarisation V-horizontale se
décompose selon les o € A.

Pour cette raison, nous travaillerons dans le cas irréductible dans la suite. Notons en outre que dans ce
cas, d’apres un résultat di a Deligne, il y a unicité d’une telle variation de structure de Hodge polarisable
a renumérotation de la filtration p — p + n prés (partie (i) de la proposition 1.13 de [Del87]).

Lien avec I’algorithme de Katz. Il y a deux facons de voir les choses :

1) Considérons un systéme local irréductible rigide dont les valeurs propres des monodromies 77, ..., T;
sont de module 1. D’apres la proposition 5.3.1, il est induit par une variation de structure de Hodge
polarisable. On a vu dans la troisieme remarque du bas de la sous-section 3.4 que le fait que les valeurs
propres des monodromies soient de module 1 est une propriété conservée a chaque étape de ’algorithme
de Katz. On peut donc appliquer la proposition 5.3.1 a chaque étape de l'algorithme de Katz, ce qui
implique qu’a chaque étape le systeme local obtenu est induit par une variation de structure de Hodge
polarisable, jusqu’a arriver au systéme local de rang 1 de monodromies triviales (1,...,1). On peut alors
étudier le comportement d’invariants de théorie de Hodge a chaque étape de I’algorithme de Katz. Cela
nous permet en outre d’appliquer le schéma suivant :

1. On explicite I’algorithme de Katz (11, ...,T,) ~ (1,...,1).
2. On munit (1,...,1) de la structure de Hodge triviale.

3. On calcule les invariants qui nous intéressent dans l’algorithme pris dans l'autre sens (1,...,1) ~»
(Ty, ..., T,).

4. On obtient alors les invariants qui nous intéressent pour notre systéme local de départ (71, ..., T).).

2) En prenant le schéma ci-dessus, on part du systéme local (1,...,1) muni de la structure de Hodge
triviale. On sait qu’a chaque étape, on applique soit une multiplication (71, ...,7;.) ~ (M1, ..., A T))
ou les \; sont de module 1, soit une convolution intermédiaire avec £, ol x est de module 1. On peut
montrer que ces deux opérations explicites préservent les structures de Hodge polarisables (selon la théorie
générale de M. Saito [Sai88]), ce qui permet d’éviter d’avoir & utiliser le théoréme d’existence de Simpson.
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Chapitre 6

Données numériques de Hodge et convolution
intermédiaire
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Dans cette section, nous étudierons le comportement des données numériques de Hodge d’un D-module
holonome régulier par 'opération de convolution intermédiaire. Le plan de ce chapitre 6 sera le suivant :

1.

6.1

Dans un premier temps, nous raisonnerons localement au voisinage d’un point singulier et définirons
les données numériques locales de Hodge.

Dans un deuxiéme temps, nous définirons les données numériques de Hodge sur la droite affine, qui
seront les invariants qui nous intéresserons par la suite.

Dans un troisieme temps, nous étudierons le comportement des données numériques de Hodge par
convolution intermédiaire additive par un module de Kummer. Comme dans le chapitre 4 sans
filtration de Hodge, de nombreux résultats ont été obtenus dans cette direction par Dettweiler
et Sabbah [DS13, §3.1]. Seul le comportement des données numériques locales de Hodge cycles
proches a l'infini n’a pas été explicité par Dettweiler et Sabbah, dans la mesure ou ces derniers font
I’hypothése d’'une monodromie scalaire a 'infini, leur objectif étant d’appliquer I’algorithme de Katz
qui fait cette hypothése. Nous détaillerons ce résultat dans le théoreme 6.3.1, en reprenant ’approche
et les idées de la preuve du théoreme 4.2.5. Nous compléterons ensuite les résultats de Dettweiler-
Sabbah en donnant également des formules pour les invariants locaux h? et globaux P sans faire
I’hypothese de monodromie scalaire & 'infini, qui découlent du théoréme 6.3.1 et généralisent le
théoréme 3.1.2 de [DS13].

Dans un quatrieme et dernier temps, nous expliciterons le comportement des données numériques
de Hodge par convolution intermédiaire multiplicative par un module de Kummer. Pour cela, nous
utiliserons la encore la formule obtenue a la proposition 2.8.1, ce qui nous permettra de transposer
certains des résultats additifs au cadre multiplicatif.

Données numériques locales de Hodge au voisinage d’un point singulier

Soient A un petit disque centré en 0 de coordonnée ¢, (V, F*V, V) une variation de structure de Hodge
polarisable sur A* et j : A* < A l’inclusion. On note V' ~°° Iextension méromorphe de Deligne : il s’agit
du Oaft~!-module libre formé des sections locales de 5.V dont les coefficients dans une base (ou de
maniére équivalente dans toute base) de sections horizontales multivaluées sont & croissance modérée sur
tout secteur angulaire borné.

On sait, grace a un résultat dt & Borel (voir le lemme 4.5 de [Sch73]), que les valeurs propres du résidu
de V sont réelles. Pour a € R, on note alors V' (resp. V>%) le O a-module libre sur lequel le résidu de V
a ses valeurs propres dans [a,a + 1] (resp. ]a,a + 1]), que 'on munit de la filtration FPV* = j,FPV NV *
(vesp. FPV =% = j,FPV NV >%).

On note M l’extension minimale de V~>°, elle correspond au sous-Oa-module de V~°° qui est Vp,-
engendré par V>~1 d’apres la proposition 2.2.6. Le Da-module M vérifie DRM = j,V, ou V = VV est
le systeme local des sections horizontales pour V, et est muni de la filtration

FPM =) "V Frihy>-1,
k>0

On rappelle que les cycles proches a l'origine 1, (M) sont définis pour A = e~2i"® et a €] — 1,0] par
PYa(M) = V*/V>% et sont munis de 'endomorphisme nilpotent N = —2im(t9; — a). On les munit de la
filtration FPyby (M) = FPV/FPV>, qui vérifie NEPyy (M) C FP~ Ly (M).
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On sait d’apres [Sch73] que
rg FPV = Z rg FPpy (M)
Aest

dont on déduit, en notant h?(V) = rg gri.V, I'égalité suivante :

WP(V) =Y hPa(M).

AesSt

La filtration de monodromie induite par N nous permet de définir les espaces Py (M) de vecteurs
primitifs, qui sont munis d’une structure de Hodge polarisable d’apres [Sch73]. On définit alors les données
numériques locales de Hodge cycles proches par

Vﬁ,f(M) = hp(le)\(M)) = dimgr%Pg¢A(M).

En posant de maniére similaire v§ (M) = hPy5 (M), on a

4
(M) = 0> vy (M)

£>0 k=0
On pose également

VP(M) - Z VS(M) ) Vf,prim(M) = Z Vf,Z(M) et Vf,coprim(M) - Z Vi;E(M)
A >0 >0

Les cycles évanescents a l'origine ¢ (M) sont quant a eux définis par
PxA(M) = ¢x(M) pour A # 1
¢1(M)=V=H/vT
et sont munis dans le second cas, ainsi que ses parties primitives, des filtrations

FPipMnv-t

FoD = memprnvs—t

et FPPyip1(M) = N(FPPpi1¢1(M)).

De manieére similaire aux cycles proches, on définit les données numériques locales de Hodge cycles
évanescents par ph (M) := h?(Pypr(M)) = dim grh. Pyp (M), ce qui donne

(M) = v5 (M) pour A # 1
= Vf,e+1(M)-

On pose alors

¢
HE (M) = WPoa (M) = D k(M)
£>0 k=0
ainsi que

lu’p(M) = ZNI;\(M) ’ ul))\,prim(M) = ZMZ))\,Z(M) et lu’i,coprim(M) = ZIU’ZA):ZX(M)
A £>0 £>0
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Définition 6.1.1 Les données numériques locales de Hodge de M sont :
(i) les invariants locaux h?(V') (p € Z)
(ii) les données numériques locales de Hodge cycles évanescents i ,(M) (A € C*, L €N, p € Z).

Remarque. On obtient les 7 ,(M) avec la formule

p _ 11 oy (M) sifd>1
V1,£( ) - {hp(v) ,MP(M) p+1 (M) sif=0.

- :ul,coprim

6.2 Données numériques de Hodge sur la droite affine

Soient & = {z1, ..., z,.} un ensemble fini de points de A, x,,; = co € P, (V, F*V, V) une variation de
structure de Hodge complexe polarisable sur Al \ « et M le Dyi-module extension minimale en chacun
des points de x.

On consideére les fibrés holomorphes grh. VY qui sont de rang h*(V). En plus des données numériques
locales de Hodge, on définit 'invariant global suivant :

Définition 6.2.1 On définit les données numériques globales de Hodge de M par

6P (M) = deg grh. V°.

Définition 6.2.2 Les données numériques de Hodge de M sont :

(i) les invariants locaux h?(M) (p € Z)

(i) les données numériques locales de Hodge cycles proches v%, , ,(M) (A € C*, L €N, p € Z)

(iii) les données numériques locales de Hodge cycles évanescents . , (M) (i € {1,....,7}, A € C*, L €
N, peZ)

(iv) les données numériques globales de Hodge 67?(M) (p € Z).

Comme précédemment, on souhaite également définir les données numériques de Hodge dans le cas ou
Pon travaille sur G,,. Dans ce cas, on considére x = {x1,...,2,} un ensemble de points de G,,, xg = 0,
(V, F*V,V) une variation de structure de Hodge complexe polarisable sur G,, \ et M le D¢, -module
extension minimale en chacun des points de x.

Définition 6.2.3 Les données numériques de Hodge de M dans ce cas sont :

i) les invariants locaux h?(M) (p € Z)

ii) les données numériques locales de Hodge cycles proches v , ,(M), v5, , (M) (A€ C*, L €N, p € Z)
(iii) les données numériques locales de Hodge cycles évanescents th (M) (i€ {1,...,r}, A e C*, L€
N, peZ)

(iv) les données numériques globales de Hodge 6P (M) (p € Z).
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6.3 Comportement des données v, , par convolution intermédiaire additive

On souhaite maintenant expliciter le comportement des données numériques locales de Hodge cycles
proches a l'infini par convolution intermédiaire additive. Ce comportement n’est pas explicité par Dett-
weiler et Sabbah dans [DS13], dans la mesure ot ces derniers font I’hypotheése d’une monodromie scalaire
a 'infini, leur objectif étant d’appliquer 'algorithme de Katz qui fait cette hypothese. Les principaux ar-
guments de la preuve seront la dégénerescence de la suite sprectrale de Hodge et 'utilisation du théoréme
de Riemann-Roch.

Soient * = {x1,...,2,} un ensemble de points de A', V un C-systéme local sur U = A! \ z induit
par une variation de structure de Hodge complexe polarisable (V, F*V,V) sur U et M le Dygi-module
extension minimale en les points de . On fixe v €10, 1[ et A\g = exp(—2imyy) et on suppose que M € C.
Nous reprenons ’approche et les idées de la preuve du théoreme 4.2.5 avec I'ajout ici de la filtration de
Hodge, et allons démontrer le théoreme suivant :

Théoréme 6.3.1 On note v € [0, 1], A = exp(—2imy) et M™™ le Dpi-module extension minimale de M
a Uinfini. On a les données suivantes pour MCy, (M) :

V(M) sty €]0,1— 0]
Vi gt (M) siy €]l —m,1]
Vo 2, (MCi, (M) = Ve ot (M) sia=1
’/go_,11,z71(M) siA= X, £>1
AP HY(P', DRM™™)  si A= Xg, £=0.

On reprend dans la preuve de ce théoréme les notations et conventions de la sous-section 4.2.

Remarque préliminaire. Sans que cela ne soit utile dans la preuve mais néanmoins intéressant pour
fixer les idées, nous allons expliciter la filtration FPT dans le cas générique A & {1, \o}. En premier lieu,
détaillons 'expression de la filtration sur Mo,. Au Clz]-module filtré de départ (M, FPM), on associe
naturellement le Cl2’, z'~1]-module filtré (M, ﬁpMoo). Le probléme est que ce dernier terme n’est pas
nécessairement C[x]-cohérent mais seulement C[z’, 2'~1]-cohérent.

Pour remédier a cela, on utilise le fait que
My = 0kV>" My
E>0
et que sur V> "1 M, la filtration est définie par FPV> "1 M., = FPM, NV>"1M.. On a alors

FPM. = Z ok, Frrky>—1ng .
E>0

Notons par ailleurs qu’en définissant la filtration F?M,, de la sorte, on a pour tout § > —1 Iidentité
FPMo NVP My, = FPMy N VP My, ce qui permet de faire de nombreux raisonnements indifféremment
avec FP ou FP.
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On est maintenant en mesure de définir les filtrations sur (M), et (M) par
FP(My)y = (Moo)y NFPMy, et FP(My)* = (Mo) N FP M.

On a alors FP(My)* = <@ z/k(Moo)'y> N FP Mo
keZ

@ (x’k(Moo)v) NF" M
kEZ

= P (M), 0 FPM)
k€EZ

= @ *FP (M),

keZ

autrement dit FP(Mo.)* = (FP(Muo)~)[2’,2'~1]. On reprend dans la suite les notations de 4.2.1.

(i) Commencons par raisonner dans la carte (us,v2). On sait que

du dv du
Ny, =et My ® <C[U2,U21702,U21a (ug = 1) 7, d + 70 (—2 - 242
U9 V2 Ug — 1
et on en déduit la filtration de Hodge sur le produit tensoriel
d d
FPNy, =) FPH(et M) @ F (C[U2,U21702,”217 (u2 =1)7'],d + 70 (_ug -2
2 U2

q>0

Le terme de droite est donné par la filtration par 'ordre du poéle, a savoir
F9(%) = (ugva(uz — 1))~V Clug, vy),

ce qui donne
FPNy, =Y (ugva(ug — 1))~V FPH (et ML),
q=>0

Maintenant, on sait que

_ _ du du
<NAO>7=<e+Moo>W®(@[uz,u21,<u2—1> ,d 41 (—2+ 2 ))

Ug ’LL271

ce dont on déduit que

FP(Nxg)y = FPNx, N (N )y = Z(l’l(xl - 1))7(q+1)Fp+qMOO N (Moo )y [1,/,1,/—17(

q=0

ce qui donne finalement

FP(Nyg)y = (2 (&' = 1)@V FPHa(ar, )Mo,
q>0

On en conclut que, pour A # 1, les cycles proches 1, AN, sont munis de la filtration

Fp(wvg,)\NAo) = Z(xl(x/ — 1))*(Q+1)Fp+q(Moo))\)\0.

q=0
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(ii) Il n’y a aucun raisonnement a faire dans la carte (u1,v;) au voisinage de I'axe u; = 0 privé du point
(u1,v1) = (0,0), puisque T = 0 pour A # Ag.

(iii) Raisonnons enfin au voisinage du point (u1,v1) = (0,0). On a précédemment explicité dans le lemme
4.2.4 la décomposition de T' = 1)y, , ANy, , Mmais en ajoutant la filtration de Hodge, il n’y a aucune raison
a priori pour que FPT soit isomorphe & @gFPTg. Néanmoins, on a montré dans le cas A # Ao quun
seul terme apparaissait dans la décomposition. En reprenant le raisonnement fait dans ce cas, on a alors
FPT = FP(M,)Mo.

Toutes ces considérations permettent d’expliciter FPT dans le cas générique A & {1, \g}, en ce sens il s’agit
d’un raffinement de la partie (i) du lemme 4.2.4. Néanmoins, comme précisé au début de la remarque, nous
n’utiliserons pas cette expression explicite dans la preuve qui va suivre. Les raisons sont les suivantes :
d’une part 'explicitation de FPT dans les cas A = 1 et surtout A = Ao est loin d’étre aisée, et d’autre
part nous raisonnons sur des données numériques qui sont des dimensions et il n’est pas indispensable
d’expliciter complétement les objets a cette fin.

Preuve du théoréme 6.3.1. Nous allons traiter chacun des cas séparément. On reprend dans toute la
suite les notations de la sous-section 4.2 et en particulier les notations introduites en 4.2.1.

(i) Cas A & {1,\}. Nous commengons par traiter la situation sans filtration de monodromie, et allons
faire un raisonnement global. Comme T est irréductible, on sait que

vE, \(MCy, (M) = dim grigpee A (MCy, (M)) = dim gry, H' (P!, DRT) = —x(gr, H* (P!, DRT)).

Par dégénérescence de la suite spectrale de Hodge vers de Rham en F4, on a

X(gr H® (P!, DRT)) = x(H*(P', g7, DRT)).

On sait maintenant d’aprés la proposition 3.10 (iib) de [Sab08] que I'inclusion du complexe filtré
F*VODRT = {0 — F*V'T 5 QL @ F*~'V~'T - 0}
dans le complexe
F*DRT = {0 — F*T 5 QL, @ F*~'T — 0}
est un quasi-isomorphisme, ce qui donne

x(H*(P', gth.DRT)) = x(H*(P*, gt} V°DRT)).

Par O-linéarité de la différentielle, on obtient que

X(H* (P!, g VODRT)) = x(H* (P!, erVOT)) — x(H* (P, Ok @ gy V1)),

Il résulte maintenant du théoréme de Riemann-Roch que
X(H*(P', gr}, DRT)) = deg(grhVOT) + h?(T) — deg(Qp: ® gl ' V'T) — hP~(T)
= deg(grpVOT) + hP(T) — deg(gry 'V —'T) + h*~H(T)
= 0P(T) + hP(T) — deg(grhy "V =IT) + h?~Y(T).
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En outre, on a
deg(gr ' VIT) = 6P~ H(T) + dim grh ' (VLT/VOT)
= 0P H(T) + Z dim gr%_l(gr%/T)

a€[-1,0[
= 0PN D)+ DD R HT) + Dk (T)
reT pF£l rex

en notant © = {0, 1,00} ensemble des singularités de T'.

Au final, on obtient que

zex \ p#l

() V5 MGy, (M) = 67~HT) = 67(T) — h?(T) — hP~H(T) + 3 (Z v (T) + M§71(T)> :

Comme A)\g # 1 par hypothese, on a dim gri, H! (P!, DR((Moo)*?)) = 0. En faisant maintenant le méme
raisonnement que précédemment avec (Mo, )”‘0 au lieu de T, on obtient

(%) FPH((Moo)0) = 0P ((Moo) ) — v 5, (M) = 0.
On sait grace au lemme 4.2.4 que

!
T:(Moo)’\AO@)((C[m’,x’_l,(x’—l) ]d+70< d;; + :ix ))

-1

On peut alors appliquer la proposition 2.3.2 de [DS13] :

5(T) = 0P (Moo)™) =2 3y (M) 4 3 2 o (M) 4 3 0t (Ma)™)

a€lvo,1] a€ll—7o,1[

=0 car a#0

Comme

Vh g (M) siy €]0,1 — ol
S Vs (M) = § o020
a€[yo,1[ 0 5176]1_7071[7

on en déduit que
6P ((Moo)™0) siy€]0,1— [

(T = AN .
0P ((Moo) ) = v, 33, (M) siy €11 =0, 1[.

En outre, en utilisant la formule 2.2.13 de [DS13], on obtient

5 ) 3 (A (™) o)

TET pFl p#l
= 12 (Moo)0) + 17 (M) )
1
= 2’/50 Ao (M).
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La formule 2.2.14 de [DS13] donne quant & elle

Z/‘Lg,l ZZ ILLDO )\g,€+1 )/\AD)—F/‘LI )\07é+1((M00)/\A0) = 0'

TEL £>0 k=0

=0 -0

On est maintenant en mesure d’appliquer la formule (x).

(i) Pour v €]0,1 — o[, on a :

V0 (MO, (M) = 6771 ((Mso) ) = 07((Moo)™0)) = 12y, (M) =020 3y (M) + 20773 (M)

=0 d’aprés (xx)
— ,p-1
=Vl Mo (M).

(ii) Pour v €]1 —vo,1[, on a :

V2 \(MCy, (M) = (6? (M )*“)—v;,iM(M))—(6P<<Moo>”0>—v£o,M(,<M>)—vé’o,MgM)

- i i)\O(M) +2Voo o (M)
= P (Moo) ™)) = 07((Mo) ™)
= ch;o,)\/\o(M)'

Ainsi, en reprenant les deux derniers points, on a

p—1 ) -
V2, \(MCy, (M) = VD g (M) siy €10,1—
go)\)\o(M) Siwe]l_%,l[_

Ajoutons maintenant la filtration de monodromie. On a démontré dans la preuve du théoréme 4.2.5 que

Voo rt(MCy, (M)) = dim Ppipoe x(MC), (M)) = dim H' (P*, DR(P,T)).

On fixe maintenant ¢ > 0 et on ajoute la filtration de Hodge au complexe PpK*®. Comme la connexion
envoie le filtré d’ordre p dans celui d’ordre p—1, on a H’ (gr%.PrK*®) = 0 pour j # 0 et p € Z similairement
au lemme 4.2.7. Comme précédemment, on applique le résultat de suite spectrale obtenu au lemme 4.2.6,
ce qui donne

Vb 7 e(MCy, (M)) = dim H® (g1}, P,K*) = dim grly, H' (P', DR(P,T)).

Comme DR(P,T) est bien ici de la forme 3.V, on peut lui appliquer le méme raisonnement que celui
qu’on a fait pour T, et obtenir un analogue de (%) pour P,T :

V2 o (MCx, (M) = 67" (PT) — 67(PT) — hP(PT) — i~ (PT) + > | Y- v M(PT) + i, (PT)
rex \ p#l
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Maintenant, comme on a d’une part

da’ da’
P,T = PZ(MOO))\AO ® (C[;p/’xll, (g;/ _ ]_)*1]’d+’)/0 <; + " f 1)) )

et une identité semblable & (xx) avec Py(M,)*° d’autre part, on peut exactement reproduire le calcul
précédent et on obtient finalement

p—1 .
1% M S1 c 0’ 1—
ugo,,\,e(MCAO(M)) = oo, (M) sty €] Yol

Ve a0 (M) sty €]1 =0, 1].

(ii) Cas A = 1. La différence avec le cas précédent est locale : on a ici une extension minimale en 0. On a
montré dans la preuve du théoreme 4.2.5 que P,T est localement autour de 0 donné par le carquois

0
(PeH)[2'] == (PG)[0x],
ot H = (Mu), et G=N(H).
On peut donc écrire que P,T est localement donné par la somme directe de P}T défini par le carquois

(PH)] == 0

et de P?T défini par le carquois

0 == (PG

On obtient en fait une décomposition globale en somme directe P,T = P/T & P7T, ot P;T est donné
par le méme terme que dans le cas A € {1, Ao}, et P?T est supporté en 0 et donné par (P,G)[0,].

On a alors
Vgo,l,z(MC/\o (M)) = dim gr%Hl(]}Dl7 DR(P;T @ PEQT))
= dimgr}, H' (B, DR(P/T)) + dimgr}, H' (P!, DR(PT)),

ce qui donne deux dimensions a calculer.

La premiére dimension s’obtient en raisonnant de maniére similaire au cas précédent car DR(P}T') est de
la forme 5,V. D’une part, comme

S0V s (PUMoo)™) = 02 (M),
a€[yo,1]

on a alors
P (P}T) = 67 (Py(Mo)™).
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D’autre part, on a

-1
SN RIT) = 3 [ (PM) ) 402 (P )
TET p#l n#l =0 car p#l
= 7 (Pe(Moo)™)
-1
= c1>)o,/\o,f(]\4)7

ainsi que

I AGEES S MEMMJFWM'V”+%xMH“WM@V” =0.
vew >0 k=0

=0
En rassemblant le tout, on obtient finalement

dim gr H' (P*, DR(P/T)) = 6"~ (Pe(Mo)*)) =67 (Pe(Moc) ) =1, 5, o(M) —VEC 3\ ((M)+0805 (M)

= "7 (Pu(Moe) ™)) = 6P (Po(Moe) ™)) = V2, (M)
=0.

Cherchons maintenant a déterminer dim gri. H!(P!, DR(P?T)). On sait que P?T est supporté en 0 et
donné par (P;G)[0,]. La filtration de Hodge est ici donnée par

FP((PG)[0n]) = > 0k - FPHITR(P,G).

k>0

On a alors H'(P*, DR(P?T)) qui est donné par le conoyau de

(PG)[0,] =5 (PG) (0]

qui s’identifie & P,G muni de la filtration
FPH'(P', DR(P?T)) = FF(P,G).

Finalement, on a
dim gr?, H' (P!, DR(P?T)) = dim gt (P G)
= dim gr (Pry1 H)

Vgo,)\o,lJrl (M).

En sommant les deux dimensions, on obtient

Vi1 o(MCx (M) = 0+ vE 5 i1 (M) =VE, 5, i1 (M).
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(iii) Si A = Ao, on reprend la suite exacte

0—Ty—>T—1T, — 0.

D’apres la proposition 5.1.3, les morphismes de cette suite exacte sont strictement compatibles a la
filtration de Hodge. Il en résulte qu’on a une suite exacte

0 — grh Ty — grh T — grh. Th — 0,

ce qui donne

' (MCy,(M)) = dim grh. H*(PL, DR(Ty)) + dim grh. H*(PL, DR(T?)).

00, X0 exc?

Le cas du terme de gauche se traite comme dans le cas v €]1 — 7o, 1] de la partie (i), ce qui donne
dim grl, H' (PL,., DR(T)) = &, ;(M). Concernant le terme de droite, on a

exc’

dim grh, H'(PL, DR(T1)) = dim gt H'(P', DRM) = h* H*(A', DR(M)).
On a le lemme suivant :

Lemme 6.3.2 WP H'(A!,DR(M)) = h? H' (P!, DRM™n) + 71 (M).

00,1,prim

Preuve. D’apres le lemme 2.2.8 et la remarque 2.3.5 de [DS13], on a une suite exacte

0— M2 5 M —N—0,

strictement compatible a la filtration de Hodge, ou N est supporté a l'infini, ainsi qu'une suite exacte

0 — grh H' (P, DRM™") — gr?. H' (A, DR(M)) — grh H'(DRN) — 0,
avec )
hPHY(A', DR(M)) = h? H*(P', DRM™") 4 21 (M).

00,1,prim

En sommant, on obtient finalement

(0) V7

P (MO (M) = 2, (M) + kP HY (AL, DR(M)) = v, | (M) +hPH* (P', DRM™) 0271 (M),

oo,1 0o,1,prim

D’autre part, comme on l’a vu dans la preuve du lemme 4.2.7, on est dans la situation d’un carquois
d’extension minimale
TO CZ T
N
avec PyT ~ Py_1T; pour £ > 1. Comme N est strictement compatible a la filtration de Hodge, avec un

décalage F'* — F*~1, on a également pour £ > 1
gri PT ~ gr%_ng,lTo
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et par suite

MC), (M)) = dim gr? H' (P ., DR(P,T)) = dim gr’ ' H' (P ., DR(P;_1Ty)).

exc? exc)

ooA Z(

On peut alors maintenant refaire exactement le raisonnement effectué dans le cas (i), a savoir
dim gty H' (Peyo, DR(PT)) = v, 1 (M),
ce qui donne finalement pour £ > 1 I'expression

VL, 5.0 (MO (M) = VECT 4 (M),

o0 Ao,

Il reste a traiter le cas £ = 0. Comme on a

(MO, (M) =7 _ (M, (M +ZZW (MO, (M)

ooA

on obtient, en utilisant la formule (), que

4
V5 (M) + WPH (B DRM™™) + V0] iy (M) = 07 - (MCo, (M) + 33 vl 3k (M),

00,1
£>1 k=0
Or
¢ ¢
1+k Lok +¢
> Vit = DD vheay (M) + 3 Vi (M
£>1 k=0 £0 k=0 £>0
1
= go 1( ) + Vgo,l,coprim(M)7
il en résulte donc que
-1
V§O7TO7O(MC>\0 (M)) thl (Pl DRMmm) + Voo 1 prlm(M) - I/go,l,coprim(M) + I/go,l(M) - Vgo,l (M)
En outre, un calcul général montre immédiatement que
—1 —1
Vgo,l,coprim(M) - Vgo,l,prim(M) = Vgo,l(M) - Vgo,l (M)7
et par conséquent v — (MCj,(M)) = h?H'(P*, DRM™™), ce qui termine la démonstration du théoréme
N0
6.3.1. 0

Remarque. Si’on somme sur p € Z les identités du théoréme précédent, on retrouve bien les expressions
de la partie (2) du théoréme 4.2.5.

Pour completement terminer I’étude du comportement des données numériques de Hodge par convolu-
tion additive, il reste a expliciter le comportement des données locales h? et des données globales 6P. Cela
revient & généraliser les points (1) et (3) du théoréme 3.1.2 de [DS13] sans ’hypothése de monodromie
scalaire & l'infini. C’est 'objet des deux propositions suivantes.

104



Proposition 6.3.3 Les invariants locaux h? (MCy,(M)) sont donnés par :

WP(MCx, (M) = > V2 (M) + > V25 (M) +hPH (AL, DR(M)) — o205 o (M),
Y€[0,70( YE[v0,1]

Preuve. On sait que h?(MCy,(M)) = >\ cg1 Vo A (MCy,(M)), il suffit donc de sommer les expressions
obtenues au théoréme 6.3.1. En utilisant directement 1'identité (o) dans le cas A = g, on obtient

WP(MCy (M) = Y vE L (M) + Y vl (M ZZVWWH

v€10,1—70] Y€ 1—90,1] >0 k=0

20 M =VZ 5 coprim (M)

+ 1 (M) + h"H' (AT, DR(M)).

On en déduit que

WP(MCy, (M) = Y W23 (M)+ Y vl (M) + WP H (A, DR(M)) — V2, 5, coprim (M)

Y€ 70,1] Y€[0,70]
= P=1pg P (M) + hPH (A", DR(M)) — 2} M
Z Z/oo’)\( ) + Z Voo,)\( ) + ( ) ( )) Vooﬁ)\g,prim( )

Y€[v0,1[ Y€E[0,70[

O

Remarque. D’'une part, si 'on somme sur p € Z, on retrouve bien en utilisant le lemme 6.3.2 la troisieme
formule de la proposition 1.3.5 de [DS13]. D’autre part, si ’'on ajoute 'hypothése de Dettweiler et Sabbah
de monodromie scalaire & U'infini égale & AoId, on a v, ,(M) = 0 sauf si A = Ao et £ = 0. Ainsi

D Va4 >0 V() = vy (M) = Vg i (M) = B (M),
Y€[0,70( Y€[vo,1[
et donc h?(MCy,(M)) = h?H' (A, DR(M)), ce qui permet de retrouver le point (1) du théoréme 3.1.2
de [DS13].
Proposition 6.3.4 Les invariants globaux 6P (MCy,(M)) sont donnés par :

T

67 (MCy, (M) = 8" (M) + ) V5, Hip a1 ( Z Ko, A(M)

Y€[vo,1[ =1 €10,1=0]

Preuve. On note 7 = §7 — 6?1, D’apres lidentité (2.3.5%) de [DS13], on a

WH' (A, DR(M)) = —y"(M) = hP(M) + Y [ D @b (M) + b (M)
i=1 \ p#£l
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On déduit donc de la proposition 6.3.3 (écrite avec coprim plutdt que prim) que

(1) RP(MCy, (M) + hP(M) = —P(M) + Y vE (M) + > VI (M) = V2, . coprim (M)
~v€[0,70] Y€ ]70,1]

+Z Zux.“p, +/14§“1(M)

i=1 \p#l

Drapres la proposition 3.1.1 de [DS13], on a h? (MC5=(MCy,(M))) = hP=1(M), donc en écrivant la méme
formule que ci-dessus avec MCK(M ) puis en appliquant en MC,, (M), cela donne

hP(MCy, (M) + hP~H (M) = —P(MCy, (M) + > V2 ((MCx (M) + > 25 (MCy, (M)

Y€[0,1—=70] YE1=0,1]
- V:O o coprim(MC)‘o + Z Z ﬂ“ MC)\O )) + Mgi,l(MC)\o (M))
o i=1 \ p£l
D’apres le théoreme 6.3.1, on a
Z AMCy, (M Z Vo, )\Ao ) + 5 1 (MCy, (M) + VOO, U(MC)\U( )

76[071—70] v€]0,1—70]

= D v AM) + w8 s (MCx (M) + 17 —(MCi, (M)
Y€ 0,1[
et

ST U AMMCy (M) = DT RN (M),
~v€10,70

76117’70’1[ [

De méme, on a

P MGy, () —

00,Ap,coprim

(MCy, (M) = (Z Ve (MG, (M) ugofi(M(MwM»)



ainsi que

¢
Vi 1(MCy, (M) =y vETT ,(MC, (M)
k=0
¢

_ u?gw (M) — 1" (M.

00,A\p,coprim

Enfin, en appliquant le point (2) du théoréme 3.1.2 de [DS13], on a

S [ Suioien,an) e, 00 | =3 (X won s Y sion

i=1 \ p#l i=1 \7v€]0,1-70] Y€ [1-70,1]

Finalement, en regroupant le tout, cela donne

B (MCx, (M) = =7 (MCy (M) = VE, 5, coprim (M) + 2, 5, (M) = VI3 (M)
Y[ X o wzens X wnon
i=1 \y€]0,1—70[ Y€ [1—=70,1]
En combinant maintenant cette derniére égalité avec 'identité (1), on obtient
VP (MC (M) = P (M) + hP(M) = > vl (M) = > w2 (M) + 02, (M) =2} (M)

~v€[0,70] ¥€ In0,1]

—Z (o, (M) = 2 3 (M) + > (uE (M) — 3 (M)

S ]0’17"/0[

ce qui donne finalement que la quantité v?(MCy,(M)) est égale a

T

P+ Y B AM) = VB N(M) = Y | (i, (M) = i (M) + D (b (M) — 3 (M)

v€[0,1[ i=1 v€10,1—70]

En sommant maintenant ces égalités pour p’ < p, on en déduit que

r

67 (MCi (M)) = 67(M) + - vE (M) =D | ub (M) + Y b (M) |,

Y€ [vo0,1[ i=1 v€10,1—70]

ce qui termine la preuve de la proposition. |
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Remarque. Si 'on ajoute ’hypothese de Dettweiler et Sabbah de monodromie scalaire a I'infini égale a
Aold, on a vl (M) =0 sauf si A = Ao et £ = 0. Ainsi

> v (M) = (M) = hP(M)

OO,)\O

et donc
s

SP(MCy, (M) = 67(M) + hP(M) = > | pb (M) + > pb (M) ],
i=1 v€]0,1—70]

ce qui permet de retrouver le point (3) du théoréme 3.1.2 de [DS13].

6.4 Comportement des données numériques de Hodge par convolution intermédiaire mul-
tiplicative

Soient @ = {z1, ...,z } un ensemble de points de G,,, zo = 0, V un systéme local sur U = G, \x induit
par une variation de structure de Hodge complexe polarisable (V, F*V,V) sur U et M le D¢, -module

m

extension minimale en les points de 2. On note M™™® le Dp1-module extension minimale de M en 0 et &
Iinfini.

Soient o €]0,1[ et A\g = exp(—2i7m7p). On suppose dans cette sous-section que M € C\ = (catégorie in-
troduite & la définition 2.8.2), et on va chercher & exprimer les données numériques de Hodge de MC) (M)
en fonction de celles de M. Il s’agit donc de donner un analogue du théoreme 4.3.1 avec filtration de Hodge.

La proposition suivante donne le comportement des données numériques locales de Hodge cycles éva-
nescents par convolution intermédiaire multiplicative :

Proposition 6.4.1 Soit A = e~ 2™ avec y €]0,1]. Pour tout i € {1,...,n}, on a :
e e (M) 517 €107

P /
K, g(MCA (M)) = - .
. ’ uzi&/Amz(M) SLYy 6}7071]'

Preuve. Avec j : G,, — A! Iinclusion, la formule obtenue & la proposition 2.8.1 donne
MC), (M) = j5(MCy, (ji+ (M & L57)))-

Pour i € {1,...,n}, on a x; # 0 et
1y 2 e MCY (M) = il 5 (MC, (G54 (M ® £57))).

On a vu lors de la preuve de la proposition 2.8.3 que si M € C’;\O, alors ji4 (M ® LE) € C. De plus,
Ihypothése de monodromie scalaire & 'infini faite dans le théoréme 3.1.2 de [DS13] ne sert que pour les
parties (1) et (3) du théoréme, nous permettant bien d’appliquer (2) sans cette hypothese.
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On a alors

Iy, a/noe(M ® Lx5) sty €]0,70]

P /
/‘zi,x,e(MC,\ (M)) = — .
’ qu,,}\/Ao,Z(M ®Lx) sivy €, 1]

Comme le systeme local L5~ n’a pas de monodromie autour de ;, on a Mii,A/AO,E(M@wE) = ”ii,A/Aol(M)’
ce qui termine la preuve de la proposition.

Remarque. En sommant sur p € Z, on retrouve bien l'expression de la partie (1) du théoréme 4.3.1.

Les deux propositions suivantes donnent le comportement des données numériques locales de Hodge
cycles proches a l'infini par convolution intermédiaire multiplicative.

Proposition 6.4.2 Soit A = e 2™ avec v € [0,1[. On a les données suivantes :

V(M) siye]0,1—
b ) 8176]177071[
V&717£+1(M) sidA=1

P (M) siA=Mg, £>1.

Preuve. En utilisant la proposition 2.8.1 et le théoréme 6.3.1, on a

VoM ®L5s)  siy€]0,1 -
Vgo,A,\o,e(M(@Lx) siy €]l —,1[
VoM@ Lsm) sid=1

Vil (M@Ly)  sid=2X, £>1.

Vo (MCy, (M) =

Le systeme local LE a pour monodromie A\g autour de 'infini, ainsi en appliquant l'identité 2.2.13 de
[DS13], on a

—1
Vgo,x,e(M)

v (M) siy €]l —m,1]
Vi (M) sid=1

-1 . _—
V:o,,\*o,eq(M) sid= X, £2>1,

siy €10,1 — o]

Voo (MCY, (M) =

ce qui conclut la preuve de la proposition. O

Remarque. En sommant sur p € Z, on retrouve bien l'expression de la partie (2) du théoréme 4.3.1.
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Proposition 6.4.3
VP (MCh, (M) = WPH' (B, DRM™™) — RPN (M) + WP (M) + 72 o (M) + 87 (M)

00,0,

) =V (M) D (M) — g (M) + Y (M) = R (M),

00,Ap,prim
Y€ [v0,1] YE[1=70,1[

Preuve. En utilisant la proposition 2.8.1 et le théoréme 6.3.1, on a

(MC),(M)) = h»H"(P*,DR*™(M ® L+ )mm)

Yoo X0,0

Rappelons la formule (x) démontrée pendant la preuve du théoréme 6.3.1 (ou de maniére équivalente
lidentité (2.3.3%) de [DS13]) :

WP H (P DRM™™) = 6771 (M) — 6P (M) + P~ (M) = BP(M) = V201 i (M) = V8 1 i (M)

00,1,prim 0,1,prim
pP— P
+§ : E :V uﬂ +Mwi71(M> ’
i=1 \ p#l

et appliquons-la avec (M ® Lx)min :
hPH'(P', DR™ (M ® L32)™") = 6P~ H(M ® L57) — 6°(M @ L52) + P~ H(M ® L5) — WP (M © L)

—1 min
_Vgo,l,prim(M ® L)\ ) VO 1 prlm M & L + Z Z Vp 1 M ® 'C’ ) + :uft,,l((M ® LE) ) )
i=1 \p#l

D’apres la proposition 2.3.2 de [DS13], on a

F(M®Ls)=0"(M)—hP(M)+ > v (M)+ > VL (M)

00, A
YE[v0,1[ YE[1=0,1[

En utilisant les identités 2.2.12 et 2.2.13 de [DS13], on a alors

hPH' (P!, DR™ (M ® L50)™™) = 6771 (M) = 6P(M) — " = (M) =850 (M)

00, A0,prim 0,A0,prim

+ > WM = (M) + Y (B (M) — +Z S VR (M) + k(M) |

YE[v0,1[ YE[1—70,1[ i=1 \p#l
ce dont on déduit finalement que
h’le(Pla DRan(M ® Lx)min) = thl (]Pﬂ’ DRMmin) - hpil(M) + hp(M) + I/oo 1 prlm(M) + V(I)),I,lprim(M)

ViD=V o (M) + D (M) =g (M) + Y (VB A(M) = v, (M),

oo /\(),pl‘lm
Y€E[v0,1[ e[l —0,1[
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Remarque. En sommant sur p € Z, on retrouve bien l'expression de la partie (3) du théoréme 4.3.1.

La proposition suivante donne le comportement des invariants locaux hP par convolution intermédiaire
multiplicative.

Proposition 6.4.4 Les invariants locauz h?(MC) (M)) sont donnés par :

hP(MCh, (M) = hP(M)+ WP H (B, DRM™™) 7L o (M) w5t (M) 3 (5 (M) — v, (M),

)

YE[v0,1[

Preuve. On peut sommer de maniere similaire & la proposition 6.3.3 :

¢ ¢
-1 k 14k
hP(MC}, (M) = Z Veor (M) + Z + ZZV&H@H ZZ Zo,\:,e (M)
~¥€10,1—o] ~E]1—70,1[ £>0 k=0 £>1 k=0
vl (M)—v o1, coprim (M) Qo,/\ (M)JFVOO 3g.coprim M)
+ Voo 5.0 (MC')\O(M)),
et se rappeler que pour tout A € St ona vf | oo (M) =vE75 (M) + vE (M) = w25 (M), d'ott
1 1 -1
PG, (M) = 30 A+ ST v (T (M) (M) (MCY, (M),
Y€E[0,1=70[ YE[L=70,1[
11 suffit alors d’injecter la formule de la proposition 6.4.3 pour conclure. ]

Remarque. En sommant sur p € Z, on retrouve bien l'expression de la partie (4) du théoréme 4.3.1.

La proposition suivante donne le comportement des données numériques locales de Hodge cycles proches
en 0 par convolution intermédiaire multiplicative.

Proposition 6.4.5 Soit A = ¢ 2"™ avec vy € [0,1[. On a les données suivantes :

Vore(M) si vy €10, 7]
Vo/\e(M) siy €lv,1]
Vg,,\,z(MClAO(M)) = VO,/\O,EH(M) sid= Mg
Vo (M) siA=1, £>1
hPH'(PY, DRM™®)  siA=1, £=0.
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Preuve. On note M extension minimale de M sur A en 0. En appliquant D'identité 2.2.14 de [DS13],
on obtient :

p“g))\/)\io’e( ) Si)\#l’)\io

M
/Jg,A,e(jH(M ® Lm)) = Mg,,\,e((M ® Lx)min({o})) = “5,1/,\7,“1(]\;[) sid=1
M

V(Z)),l,e( ) SiA:TOv

d’ou
Vo ang.e (M) siA#1

» .
to e Ui+ (M @ L37)) = .
0,A.¢ Ao ug’)\075+1(M) si\A=1.

En utilisant maintenant le deuxiéme point du théoréme 3.1.2 de [DS13], on obtient :

1o Ji+(M @ L— si vy €10,
ug,\Z(MCAO(jH(M@@LE))) _ 2)\1/)\0 e( T+( Ao)) ] ]
b H0,2/ 0, (UM ® L57))  siy €y, L[ U {0}

11 résulte alors de la formule de la proposition 2.8.1 que :

Vo ae(M) siy €]0,7
p—1 ;
v M) sivy€lv,l
v A,Z(Mcl)\o( ) = : o,,\}z( ) ' ¥ € 70, 1
Vo rg.er1(M) st A=A
Ve (M) sid=1,¢>1
On déduit la quantité v, o(MC) (M)) par sommation, & savoir
¢
k
Vg71,0(MC/>\0(M)) = hp(MC/Ao(M)) - Z ng/\(M) - Z Vo ,\ ZZ gt\o o1 (M
Y€10,70( Y€ Iv0,1] £20 k=0
_ Z Z Ltk V6,50 M) =G 5 coprim (M)
Vo101 (
£>1 k=0

UgII(M)JrV(I;,l,COprim(M)

= hp<MCI)\0 (M)) - Z Vg,)\(M) - Z Vg;\l (M) + Vg,)\o,coprim(M) - Vg,Lcoprim(M)
7€10,70] Y€ Iv0,1]

= WP(MC), (M) = > v (M) = > v M) + 0850 i (M) = V87 i (M),
Y€[0,70] YE[v0,1[

11 suffit alors d’injecter la formule de la proposition 6.4.4 pour conclure. (|

Remarque. En sommant sur p € Z, on retrouve bien l'expression de la partie (5) du théoréme 4.3.1.
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Pour terminer I’étude du comportement des données numériques de Hodge par convolution intermé-
diaire multiplicative, il reste a expliciter le comportement des données numériques globales de Hodge.
e . . . ! ’ .
Proposition 6.4.6 Les invariants globauz 67 (MC, (M)) sont donnés par :
T

67 (MCh, (M) = 6P (M) + Y (v 5 (M) =5 (M) + 15 prien (M) =D [ 15,1 Z MI“

Y€M0,1[ 1=1 €10,1—vo(

Preuve. On utilise encore la formule de la proposition 2.8.1. D’apres la proposition 6.3.4, on a

T

P (MC), (M) = P (M@ Ly + Y vE (ML) => | ph, (M ® Ly) Z P (M ® Lxo)
v€[0,1[ 1=0 €10,1—o

On va expliciter chacun des termes. En appliquant la formule de la proposition 2.3.2 de [DS13], on obtient :

(M@ Ly) =07 (M) —hP(M)+ Y vh (M) + Y vl (M),

YE[v0,1[ YE[1—v0,1[

De plus, d’apres l'identité 2.2.13 de [DS13], on a

S Metn) = S n= Y L),

v€M0,1[ YE€[0,1[ Y€[0,1—0

De méme, on a

pE (M@ L)+ Y (ML) = b (M ® L) = VB peim (M @ L) + Y vh3H(M)
v€]0,1—70] Y€ ]70,1]

= Z V(ZJ))\l(M) g)\i prlm(M)'

YE[v0,1[
Il en résulte que
6p(MC/>\0 (M>) = 6p(M) + Z (Vg,)\<M) - VO A (M)) +VO )\0 prlm Z /’(’x“ ) + Z Mg:i\(M) )
YE[Mo,1[ i=1 7€10,1=70[
ce qui termine la preuve de la proposition. O
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Chapitre 7

Modules hypergéométriques
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7.1 Définition des modules hypergéométriques et premiéres propriétés

L’opérateur différentiel hypergéométrique Hyp(P, Q) est défini pour P,Q € C[t] par :

Hyp(P, Q) := P(td;) — tQ(t0:)
On pose D = D, dans toute la suite. On définit le D-module hypergéométrique H (P, Q) comme :

On va supposer ici que P et () sont unitaires de méme degré n. On note (o;)i1<i<n €t (8j)1<j<n les racines
de P et Q comptées avec multiplicité. On note alors :
n

HYD(ay ;. am),(Br,n ) = HYP(P, Q) = H(tat —a;) —t H(tat - Bj)

i=1 j=1

On note Hq,,....an),(81.....5,) ‘= H (P, Q), notation que I'on simplifiera en Hy, g si P et ) sont de degré 1.

Ces modules hypergéométriques ont été beaucoup étudiés (voir [Lev61], [BH89] et [Kat90] notamment).
Une premiere propriété importante est que ces D-modules sont irréductibles si et seulement si a; # 5;
modulo Z (corollaire 3.2.1 de [Kat90]). On suppose dans la suite que cette condition est satisfaite. On a
en outre une propriété de stabilité par dualité : le dual D(H(P,Q)) d’un module hypergéométrique est
isomorphe & un module hypergéométrique H (P, Q").

Le terme dominant de I’équation différentielle étant ¢ (1 —¢)d}, on en déduit que 'opérateur différentiel
hypergéométrique induit une connexion sur le fibré vectoriel holomorphe trivial de rang n sur P*\{0, 1, oo},
soit un systéme local de rang n sur P\ {0, 1, 0o}. Les trois singularités sont en outre réguliéres. Le théoréme
3.5.4 de [Kat90] montre que le systéme local induit par I’équation hypergéométrique est rigide. Autrement
dit, et Riemann avait déja constaté ce fait deés 1857 dans [Rie57], '’équation hypergéométrique peut étre
reconstruite, a isomorphisme pres, a partir de la connaissance de ses monodromies en 0, 1 et oco.

En notant A la matrice de taille n ayant comme blocs de Jordan les J,, muit(a;) €t B celle ayant
comme blocs de Jordan les J_g, muie(s,), on obtient une expression explicite des monodromies (définies a
conjugaison pres) en 0 et 0o : exp(—2imA) et exp(—2imB) respectivement. La monodromie en 1 est quant
a elle une pseudo-réflexion (somme de l'identité et d’une matrice de rang 1). Cela suffit & déterminer sa
classe de conjugaison, déterminée par son déterminant, égal ici & (det(exp(2im(A + B)))). En particulier
pour n = 1, les monodromies de H, g sont : exp(—2ima) en 0, exp(2i7f5) en oo et exp(2im(a — 3)) en 1.

On déduit de la proposition 5.3.1 qu’il existe une variation de structure de Hodge polarisable sous-
jacente au systéme local induit par 1’équation hypergéométrique, unique a décalage prés (partie (i) de la
proposition 1.13 de [Del87]).

Remarque (Lien avec £ et £’ définis en sous-sections 2.6 et 2.8). On fixe o €0, 1] et A = exp(—2ima).
Au niveau des systémes locaux sur P!\ {0,1,00}, on a £y ~ H, o et £y ~ Hp,. Un premier argument
est de comparer les monodromies en 0, 1 et oo et d’utiliser la rigidité du cas hypergéométrique. On peut
aussi comparer les équations : pour Ly, t0 — o — t(t0 — o) = (1 — t)(t0: — ) est équivalente a t0; — o
car 1 —t est inversible ; pour £}, t0; — t(t0; — a) = —t((t — 1)0; — ) est équivalente & (t —1)0y — v car t
est inversible.
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7.2 Transformation de Mellin

On aimerait avoir sur G,, une transformation avec des propriétés similaires a la transformée de Fourier
sur A', & savoir transformer le produit de convolution en produit tensoriel. La encore, I’analyse est un bon
point de départ et 'on dispose de la transformée de Mellin qui & une fonction ¢ € €°°(]0,+o00[) (bornée
en 0 et a décroissance rapide en 4+00) associe :

“+oo
pe = [ reng

Si 'on note 7 'opérateur de translation s — s+ 1, on a Z& = 7¢ et une intégration par partie permet
de montrer que t9;p = —s@. Ainsi, I'action d’un opérateur différentiel P(t,t0;) € D sur p est changée en
Paction d’un opérateur aux différences P(r, —s) sur @.

Il est alors naturel de définir la C-algébre (non commutative) C[s](r,7~1) engendrée par s, 7 et 771

avec la relation 7s = (s + 1)7. On vient ni plus ni moins de voir que :
Clt,t~'(tdy) — Cls|(r,771)
t — T
tat — —S

est un isomorphisme de C-algebre.

Définition 7.2.1 La transformée de Mellin d’un D-module M, notée ¥ M, est définie comme le C-espace
vectoriel M sur lequel on a P'action suivante de C[s](r,771) : T agit comme ¢, s agit comme —t0;.

Notons qu’on peut généraliser la construction faite ici sur G,,, et définir la transformée de Mellin sur le
tore (G,)P (voir par exemple [Fab06]). Dans la situation qui nous intéresse ici, la transformée de Mellin
de M n’est rien d’autre qu’un C[s]-module muni d’une action inversible de 7, qui n’est pas Cl[s]-linéaire
mais qui vérifie la propriété 7(f -m)=7f-mm = f(s+ 1) -7m pour f € C[s] et m € M.

En reprenant les définitions de convolutions données en sous-section 2.6, on a, similairement & la
proposition 2.7.2, pour M, N deux D-modules holonomes la propriété
L
MM %, N) = MM @ MN
et par dualité
L
M(M % N) = D(DMM ® DMN)

De maniére parfaitement similaire & la transformée de Fourier sur A', la sous-catégorie P n’est rien
d’autre ici que la sous-catégorie pleine de Modye (D) constituée des N tels que ¥N et DMN (ou de
maniére équivalente D N) sont C[s]-plats. Une maniére simple d’appréhender DMN dans la pratique est
de considérer sur Homgq) (MM, C[s]) 'action de 7 définie par (to)m = 771 (¢(mm)).
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7.3 Modules hypergéométriques et convolution

Une propriété fondamentale des modules hypergéométriques est le théoréme 5.3.1 de [Kat90] :

Théoréme 7.3.1 Pour P,Q,R,S € C[t] avec PR et QS sans racine commune modulo Z, on a
H(PR,QS)~ H(P,Q)* H(R,S),

identité valable pour les trois types de convolutions.

On a également le résultat suivant :
Proposition 7.3.2 Si P et QQ sont sans racine commune mod Z, alors H(P, Q) est dans la catégorie P.

Preuve. Tout d’abord, comme H (P, Q) est irréductible en tant que D-module, il en est de méme pour
sa transformée de Mellin M = MH(P,Q) en tant que C[s](r,7~1)-module. Soit 7" un sous-C[s]-module
de M de C[s]-torsion, posons

T'=> 7.

keZ

Il s’agit d'un sous-C[s](r, 7~ !)-module de M de C[s]-torsion. Comme M n’est pas lui-méme de C[s]-
torsion, on en déduit, par irréductibilité de M en tant que C[s](r,7~1)-module, que T’ = 0. Il en résulte
que T = 0, ainsi 'on en conclut que M est Cls]-plat.

Enfin, comme le dual D(H (P, Q)) est isomorphe & un module hypergéométrique H(P’,Q’), on en déduit
que sa transformée de Mellin ¥D(H (P, Q)) est également C[s]-plate. O

Remarque. En lien avec le résultat précédent, on peut montrer que tout D-module holonome irréductible
M tel que dimgs) (C(s) ®cps) M) = 1 est isomorphe & un module hypergéométrique H (P, Q) (avec P et
(@ sans racine commune modulo Z), voir le théoréme 3.7.1 de [Kat90] et le théoréme 1 de [LS91].

7.4 Formules de Fedorov

Le théoréeme 6.3.1 et son corollaire multiplicatif la proposition 6.4.2 permettent de redémontrer avec
une toute nouvelle approche un résultat récent de Fedorov sur I'expression de données numériques de
Hodge des modules hypergéométriques. Nous nous intéresserons en particulier au théoréme 3 de [Fed17]
donnant ’expression des données numériques locales de Hodge cycles proches a 'infini et en 0. L’intérét
des propositions 6.4.2 et 6.4.5 réside dans le fait qu’elles donnent explicitement le comportement au
voisinage de ces deux points, évitant notamment d’avoir a déplacer la singularité a l’infini en un autre
point comme le fait Fedorov.

On pose (a,B) = ((a1, ..y @n), (B1,-.-, fr)) un couple de n-uplets de [0,1[™ (non nécessairement or-
donnés) vérifiant «; # B; pour tous 4,5 € {1,...,n}. On utilise la notation {-} pour désigner la partie
fractionnaire. Commencons par faire un état des lieux de la situation au voisinage des trois singularités.
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En o : Pour m € {1,...,n}, on note mult(83,,) = #{j € {1,....,n} | 5; = Bm}, {m(B) = mult(B,,) — 1 et
Am = exp(2i7By,). La matrice de la monodromie & U'infini de Hy g est composée pour chacune des valeurs
propres A, d’un unique bloc de Jordan de taille mult(3,,). On en déduit que veo z,, ¢(Ha,g) = 0 sauf
pour ¢ = £,,(B) pour lequel cette quantité vaut 1. L’étude de Vgo’ )\m,Z(Ha“@) se réduit donc & déterminer
la valeur de p € Z pour laquelle cette quantité pour £ = £,,,(8) est non nulle (et égale a 1).

En 0 : Pour m € {1,...,n}, on note mult(a,,) = #{j € {1,...,n} | aj = am}, {m(a) = mult(a,) — 1 et
tm, = exp(—2imayy,). La matrice de la monodromie en 0 de Hq g est composée pour chacune des valeurs
propres f,, d'un unique bloc de Jordan de taille mult(c,). On en déduit que vy, ((Ha,g) = 0 sauf
pour £ = £,,(ex) pour lequel cette quantité vaut 1. L’étude de vg s ¢(Ha,g) se réduit donc a déterminer
la valeur de p € Z pour laquelle cette quantité pour £ = £,,(cx) est non nulle (et égale a 1).

En 1 : Commengons par préciser certaines propriétés de la monodromie en 1. Il s’agit d’une pseudo-
réflexion, a savoir la somme de l'identité et d’une matrice de rang 1. On sait par un résultat de Poch-
hammer qu’il y a n — 1 vecteurs propres indépendants associés a la valeur propre 1 (voir [BH89, prop.
2.8] et [Beu08, th. 1.1]). En notant v, = > _, (B8x — ax), on a que Ay = exp(—2imy;) est également valeur
propre de la monodromie, appelée valeur propre spéciale. Par convention, on prendra vs €]0,1]. Il y a
alors deux possibilités : soit Ay # 1 et alors la matrice de la monodromie est diagonalisable, soit A; = 1
et auquel cas la monodromie est une transvection. Notons que dans le cas n = 1, comme «y # 1, il n’y
a qu’'une valeur propre, la valeur propre spéciale, et elle est différente de 1.

e Si A\; # 1, alors d’'une part pi x, (Ha,g) = Vi, (Ha,g) = 1 et dautre part v1 1(Haop) =n —1 et
pi1,1(Ha,p) = 0. La seule chose qui reste & déterminer est la valeur de p € Z pour laquelle pif \ ((Ha,g)
est non nul (et égale a 1). '

e Si A\s =1, alors v1,1(Hag) = n et pi11(Ha,g) = 1. Plus précisément, p11,(Ha,g) = 0 sauf pour

£ =0 ou cette quantité vaut 1. La seule chose qui reste a déterminer est la valeur de p € Z pour laquelle
i} 1 o(Ha,p) est non nul (et égale a 1).

Commengons par donner deux définitions qui seront utiles dans la suite :

Définition 7.4.1 Soit o, 8,y € [0,1[. On dit que (o, B) est séparé par v si exp(2imy) se trouve dans
Uintervalle ouvert du cercle orienté lexp(2ima), exp(2imB)[, ce que l'on note a« — v — 3. Cela signifie
que<a<y<f<loubiend<vy<f<a<loubien0<f<a<~y<l.

Remarque. C’est la méme notation que celle du début du chapitre 4 de [Fed17], & la différence que «a, g8
et v ne sont pas nécessairement distincts (mais dans ce cas, la propriété a — v — [ n’est pas satisfaite).

Définition 7.4.2 On définit p(a, B,7) = #{k | ~(ax = v = Bi)} = #{k | ax = v — B}L. Notons
que cette quantité est invariante par renumérotation du n-uplet de couples ((aq, 81), .., (n, Bn))-

Nous allons démontrer le théoréme suivant :
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Théoréme 7.4.3 Etant donnée la décomposition Ho g = Hu, g, % - - % Ha, g, en convolutions d’hyper-
géométriques de rang 1, le module hypergéométrique précédent est muni d’une p VHS naturelle (V, F*V, V)
vérifiant les identités suivantes :

1 sip=pla,B,am) et £ =l ()

(a’) Vg,um,é(Haﬁ) = .
0  sinon.
1 Sip:p(avﬂaﬂm) etg:gm(ﬁ)
(b) l/go,)\m,Z(Haﬁ) = )
0  sinon.
1 sip#{i ’ {Z(ﬂkak)} <fys} et £=0
(c) l‘ﬁ),As7z(Ha,ﬁ) = k=1
0  sinon.

Remarques préliminaires. 1) L’ordre dans lequel sont effectuées les convolutions n’importe pas, car
Hq g est obtenu comme 7y (Hy, g, K---® Hy, 6,), ou 7w : (Gy)" = Gy, désigne la multiplication.

2) Etant donnée une décomposition en convolutions d’hypergéométriques de rang 1, il existe une unique
filtration de Hodge associée, si on est parti de la filtration de Hodge triviale en rang 1. Autrement dit, la
filtration n’est naturelle que si on se donne une telle décomposition. Par unicité de la filtration de Hodge
a décalage pres, on en déduit que changer de décomposition induit un décalage dans la filtration.

Preuve. Nous allons démontrer ces trois formules par récurrence sur n € N*, longueur des uplets a et
B. Le résultat est vérifié pour n = 1. Soient n > 1, (a, 8) = ((«vo, -.-, @), (Bo, -+, Bn)) deux (n + 1)-uplets
quelconques vérifiant «; # (; pour tous ,j € {0,...,n}, et m € {0, ...,n}.

Formule (b). Supposons que la formule (b) est vérifiée pour tous les couples d’uplets de longueur n.
(Cas 1) Supposons f3,, # . D’apres I'identité 2.2.13 de [DS13], on a

Vgo,kml <H0":B) = Vf))o,/\mexp(72i7rao),€(H{Q*QO}H{B*O‘O})'

Or on sait que

!
Hia—ao}(-a0} = Hig o1 15—ao} * 0.080-a0} = MCosp(—ain (g5 a0} (H{aﬂf&o},{@rao}) )

oll oy désigne le uplet « ol 'on a retiré ag, de méme pour BB. En appliquant maintenant la proposition
6.4.2, on obtient

p—1 =R . i .

D o I/OO,)\m,CXp(—Qiﬂao),l (H{O/t\o*ao},{ﬁo*ao}> s {Bm aO} > {60 aO}
V2o o exp(—2imao).t H{a—ao}, {B—a0}) =
0 Amexp{~2émo), ’ VP (H ~ ~ si {Bm —ao} < {Bo— o}

50 Amexp(—2imaa),t \ (@ —ao} . {Bo—ao} m a0 0 ol
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En réappliquant 'identité 2.2.13 de [DS13], on obtient finalement

» R ;
o Voo,)\m,f (HO:\O,,BO) SL g — Bm — ﬁO

Vgo,km,z(Ha,ﬂ) = p—1 (

1% H~ A) sinon.

00,Am ¢ ao,Bo

Par hypothése de récurrence, la quantité de gauche est non nulle si et seulement si p = p(e, 8, Brn) et

0= ln(B) = L (Bo)-

(Cas 2) Supposons f3,,, = fo et £o(B) > 1. En appliquant le méme raisonnement que précédemment et en
utilisant la proposition 6.4.2 (cas A = A\g, £ > 1 du théoréme), on obtient

D _ . p-1 N
l/oo,/\o,Z(H‘Lﬂ) - Voo,)\g,efl (H&\(Lﬂo) ’

quantité non nulle si et seulement si ¢ = {y(8) = KO(BB)—H. Dans ce cas, on a p(a, 3, By) = p(axo, BB, Bo)+1
car on n’a pas ag — By — Bo-

(Cas 3) Supposons S, = 5o et £o(B) = 0, on a donc 51 # Bo. En appliquant le méme raisonnement que
dans le cas 1, on obtient

B ) = {0 (Flaz) o) < mon)
S (H&h:) si {Bo—a1}>{B1— a1}
B Z (H/\h/\l) sia; = Bo = B
- Vgo_,io)@ (H&\hé\l) sinon.

Par hypotheése de récurrence, et comme ’ordre dans lequel sont effectuées les convolutions n’importe pas,
la quantité de gauche est non nulle si et seulement si p = p(ex, B, Bo) et £ = £o(8) = £o(B1) = 0.

En conclusion, la formule (b) est bien vérifiée pour le couple (e, 8).

Formule (a). Supposons que la formule (a) est vérifiée pour tous les couples d’uplets de longueur n.

(Cas 1) Supposons «,, # ag. D’apres la proposition 6.4.5 et I'identité 2.2.13 de [DS13], et en raisonnant
de maniere similaire a la preuve du cas 1 de la formule (b), on a

D @0,P0

l/gwmj (HA A> si g — oum — Bo
’/o,um,e(Ha,ﬂ) =

p—1 . L
V0, i (Hao 7ﬁ0> sinon.

Par hypothése de récurrence, la quantité de gauche est non nulle si et seulement si p = p(e, 8, ;) €t
= Enb(a) = ETTL(a?))'
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(Cas 2) Supposons «a,, = ag et {o(a) > 1. En appliquant le méme raisonnement que précédemment et en
utilisant la proposition 6.4.5 (cas A =1, £ > 1 de la proposition), on obtient

D _ p—1 N
VO,MO,Z(HOL73> - Vo,ﬂo,éfl (H&\mﬂ()) ’

quantité non nulle si et seulement si £ = () = £o(axg)+1. Dans ce cas, on a p(a, B, ag) =p(ag, Bo, ag)+1
car on n'a pas ag — ag — So.

(Cas 3) Supposons «a,, = ag et £y(a) = 0, on a donc a; # ap. En appliquant le méme raisonnement que
dans le cas 1, on obtient

p R -
Vp (H ) — V0,10, (Hahﬁl) sia; = ag — B
0,10,¢ a,B) — p—1 (

VO,,LLO ) -~ ) S11OI11.

N
ai,B1

Par hypothese de récurrence, et comme 'ordre dans lequel sont effectuées les convolutions n’importe pas,
la quantité de gauche est non nulle si et seulement si p = p(a, B, ap) et £ = £y(a) = fo(a7) = 0.

En conclusion, la formule (a) est bien vérifiée pour le couple (e, B3).

Formule (c). Supposons que la formule (c) est vérifiée pour tous les couples d’uplets de longueur n. On
note A la valeur propre spéciale de Hq g, A la valeur propre spéciale de H&O 5 et v0 = {Bo — ap}. Les

réels v et v de lintervalle 0, 1] vérifiant As = exp(—2imys) et A, = exp(—2imy,) sont liés par la relation
Vs = Y4 + Y0 mod Z.

D’apres la proposition 6.4.1 et I'identité 2.2.14 de [DS13], et en raisonnant de maniére similaire a la preuve
du cas 1 de la formule (b), on a

Nf,x;,e (Hojogo) si s €10, 0]

Mf,xs,z(Ha,ﬂ) = p1 )
H1ar e (H’\ A) si vs €70, 1].

@o,Bo

Par hypothese de récurrence, on a

LAGE\ " a0,B0

0 sinon,

{i(ﬁk—ak)} <7§} et £=0

k=1
et on remarque que

k=1

{i:(ﬁk - ak)} <7, } +1  sivs €], 1]

k=1

i #{i >1 | {Z(ﬂk—ak)} <7§,} si vs €10,70]
o)}
#

En conclusion, la formule (c) est bien vérifiée pour le couple (ax, 3). O
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Remarque. Il est également possible pour la formule (b) d’appliquer directement le théoreme 6.3.1
plutét que sa variante multiplicative en remarquant qu’en notant j : G,, < A! I'inclusion, en utilisant la
proposition 1.1.8 de [DS13] et en écrivant les équations, on obtient la relation

MCexp(72iﬂ"yo) (]+H047ﬂ)(*0) = j+H(0,{O¢+’YO}),(’YO’{ﬂJr’YD})7

que 'on peut aussi utiliser pour montrer la propriété d’hérédité.

Lien entre le théoréme 7.4.3 et les formules de Fedorov. Les parties (a) et (b) du théoréeme
précédent correspondent aux parties (a) et (b) du théoréme 3 de [Fed17]. Cela ne se voit cependant
pas de maniere completement évidente dans la mesure ou Fedorov considere dans son article I’espace
des solutions de la connexion associée a I’équation hypergéométrique alors que 1'on considére pour notre
part 'espace des sections horizontales de la connexion. Commencons donc par transposer les formules de
Fedorov dans la cadre des sections horizontales avec le lemme suivant. Notons que I'on ne suppose pas
nécessairement que les n-uplets sont ordonnés.

Lemme 7.4.4 Les parties (a) et (b) du théoréme 3 de [Fed17] sont équivalentes a l’énoncé suivant :
Le module hypergéométrique Ho g est muni d’une pVHS (V, F*V, V) vérifiant, d décalage preés, les identités
sutvantes :

(a) Vg}um,g(Ha,ﬁ) _ 1 S% b= #{] | Bj < Olm} — #{Z | o; < am} et (= ﬂm(a)
0  sinon.
1 sip=#{j| B <Bm} —#{i | @i < B} et £=1L,(B)
0 sinon.

(b) Vgo,,\m,z(Ha,ﬁ) =

Preuve. On sait que Pespace des solutions de la connexion et I'espace des sections horizontales de la
connexion sont duaux 'un de lautre (voir par exemple le corollaire 7.1.1 de [Pha79]). Si l'on note * le
dual, on a la relation (P, H)* ~ N*P,(H*) et donc

(erh P H ) ~ grp (PoH)* ~ grp? NYPy(H*) ~ gr ;P Py (H).

Par conséquent, la dualité implique la transformation (p, £) — (—p + £, ).

En appliquant la transformation ci-dessus, on en déduit que la partie (a) du théoréme 3 de [Fed17] est
équivalente a écrire que

v )1 sip=—FHilai Sant—#{ | B <am}) +ln(a) et L=l (a)
VO’“m’e(Haﬁ) a 0 sinon

autrement dit

1 sip=#{j| B <am}—#{i| v <an} et {=1{,(a)

Vg,#m’g(Ha,ﬂ) = .
0 sinon.
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De méme, la partie (b) du théoréme 3 de [Fed17] est équivalente & écrire que

) 1 sip=—(#{i | i < B} —#0 | B; < Bu}) + tm(B) et £ = Em(B)
Voo t(Ha,g) = .
0 sinon
autrement dit
) U sip=#{j | B < B} — #{i | @i < B} ot L= Lu(B)
Veorm e (Hap) = )
0 sinon,
ce qui conclut la preuve du lemme. O

Il reste maintenant a montrer que les formules du lemme précédent correspondent aux formules du
théoreme 7.4.3, a décalage pres. Il s’agit d’une conséquence du lemme combinatoire suivant, dans la
mesure ou la quantité #{k | a < Bx} ne dépend que des n-uplets « et 3.

Lemme 7.4.5 On a les relations suivantes :
(1) ple, Byam) — (F#{7 | Bj < am} —#{i | as < am}) = #{k | an < Br};
(i) p(ex, B, Bm) — (F#{5 | Bj < Bm} — #{i | ai < Bm}) = #{k | cn. < Bi}-

Preuve. Soit k € {1,...,n}, résumons dans le tableau suivant les contributions de lentier k dans les
quantités p(a, B, aum,) et #{j | B; < am} — #{i | a; < ay,,} selon les positions relatives de ay, Bk et ay,.

contribution de k dans plog, Byom) | #{5 | B < am}—#{i | a; < o}
ap < Br | 0<a, <ap<fp<1 1 0
0<apr=a, <pB:<l 1 0
0<ap<a,<pfp,<l 0 -1
0<ap<fr<an,<l 1 0
ap>0r | 0<a, <Br<ap<l1 0 0
0< B <am<ap<l1 1 1
0<Br<ar=a,<1 1 1
0<Br <oy <oy <1 0 0

Ce tableau prouve que les quantités p(a, B,aum,) et #{j | 85 < am} — #{i | v < a;,} different de
#{k | ar < Br}, ce qui démontre la formule (i).
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Résumons maintenant les contributions de l'entier k& dans les quantités p(a, B, Bm) et #{j | B; < Bm} —
#{i | a; < B} selon les positions relatives de ag, fi et Bm.

contribution de k dans plo, B, Bm) | #{5 | B < Bm} —#{i | i < B}
ap < PBr| 0< B <ap <P <1 1 0
0<ar<pfBm<pBr<l1 0 -1
0<ar<pfr=0mn<l1 1 0
0<a,<pPr<fBm<l1 1 0
op > B | 0 B <P <oy <1 0 0
0<Br=0Fm<ar<1 1 1
0<Bk<Pm<ar<l 0 0
0< B <o <fBm<1 1 1

Ce tableau prouve que les quantités p(a, B8, 5m) et #{j | 8; < Bm} — #{i | v < B} différent de
#{k | o < Br}, ce qui démontre la formule (ii). O

7.5 Convolution multiplicative avec des modules hypergéométriques

Un des intéréts de la proposition 7.3.2 est que 'on peut considérer le foncteur MC(P, Q) de Mody1 (D)
qui & M associe M *yuiq H(P,Q). On utilisera aussi la notation MCq,, ... a,),4i,....8.)s ainsi que MCy g
lorsque n = 1.

On a la proposition suivante :
Proposition 7.5.1 On a MCq, a,),(8,,8.) = MCa, g, © MCq, g, pour a; # 3; modulo 7Z.

Preuve. Soit M un D-module holonome. On a
MCay.02).(81.82) (M) = M *mid Hay 0),(81,82) = M #mia (Hay py * Has,p,)
ou la derniére convolution est n’importe laquelle des trois convolutions. Comme
MCOZ2752 o Mcal«ﬂ1 (M) = (M *mid Ha1,31) *mid HOtzﬁz?

le probléme est donc réduit a une question d’associativité.
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Pour cela, considérons le diagramme suivant :

M Hal»ﬂl *1 Haz,ﬂz H(M *mid HOChBl) *) H(X2752C—> (M *x Hah/jl) *1 Haz,@z

|

(M * Hay p,) *mid Hay,p, —= (M *mia Ha, s

|

(M *| Halﬁl) *x HaQ,Bz - (M *mid HOély,Bl) * HO&2,52C—>M *x Hahﬁl *u Hoéz,ﬁz

) *mid Hay, 8, (M *. Ha, 8,) *mid Hay,p,

Les fleches verticales sont injectives/surjectives par définition de *p,iq, les horizontales des premiére et
troisieme lignes car les foncteurs % Hq, g, et *.Hq, g, sont exacts (on rappelle que H,, g, € P), et les
horizontales de la deuxiéme ligne car le foncteur #miqHa, 3, Préserve les injections et les surjections.

On en déduit que (M #mida Ha, 8,) *mid Ha, g, s'identifie & 'image de
M Hal,ﬁl *| Hazﬁz — M *, Hahﬁl F Ha27ﬂ2

a savoir M #yiq (Ha, 8, * Hay,p,)- Ce qui achéve la preuve. O

Cette proposition montre que I’étude du comportement des données numériques par MC(P, Q) se
raméne par récurrence a ’étude du rang 1, a savoir I’étude du comportement des données numériques
par MC, 3.
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Résumé: Cette thése est constituée de deux parties complétement indépendantes.

Dans une premiére partie, nous montrons que la paire de Fourier-Mukai (X,Y’) issue de la correspondance
double miroir Pfaffienne-Grassmannienne vérifie I'identité ([X] — [Y])L® = 0 dans ’anneau de Grothendieck,
ou L est la classe de la droite affine. Ce résultat est un raffinement d’un théoréme de Borisov par la suppression
d’un facteur, qui montre que la classe de la droite affine est un diviseur de zéro dans ’anneau de Grothendieck,
et fournit par ailleurs un premier exemple intéressant de variétés D-équivalentes qui sont L-équivalentes.
D’autres exemples ont par la suite été explicités par d’autres auteurs.

Dans une seconde partie, nous nous intéressons au comportement d’invariants de théorie de Hodge par convo-
lution intermédiaire, & la suite des travaux de Dettweiler et Sabbah. Le principal résultat concerne le com-
portement des données numériques locales de Hodge cycles proches & l'infini par convolution intermédiaire
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de Fedorov sur les invariants de Hodge d’équations hypergéométriques.
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mirror correspondence verifies the formula ([X] — [Y])L® = 0 in the Grothendieck ring, where L is the class of
affine line. This result is an improvement of a theorem of Borisov by removing a factor, which shows that the
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