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Introduction

Cette thèse est constituée de deux parties complètement indépendantes. La première partie fait suite
à des travaux commencés au printemps 2015 lors d’un séjour à la Katholieke Universiteit Leuven sous la
direction de Johannes Nicaise, et poursuivis sous la direction de Claude Sabbah durant les trois premiers
mois de thèse. La seconde partie est quant à elle dévolue à des travaux effectués pendant tout le reste de
la thèse et constitue la partie principale de ce manuscrit.

Première partie : Classe de la droite affine dans l’anneau de Grothendieck

Cette première partie, qui pourrait être classifiée comme relevant de la géométrie birationnelle, s’in-
téresse particulièrement à l’anneau de Grothendieck des variétés algébriques complexes. C’est un outil
fondamental qui est à la base d’une autre théorie importante, l’intégration motivique. Les résultats déve-
loppés dans cette partie ne relèvent pas à proprement parler directement de l’intégration motivique, mais
ont des conséquences importantes pour cette dernière.

La question qui nous intéresse concerne les diviseurs de zéro dans l’anneau de Grothendieck, et plus
particulièrement le fait de savoir si la classe de la droite affine L = [A1

C] est un diviseur de zéro ou
non. C’est une question difficile car très peu de choses sont connues sur l’anneau de Grothendieck. On
sait cependant depuis 2002 grâce à Poonen que ce n’est pas un anneau intègre [Poo02], grâce à une
construction non triviale de diviseurs de zéro. Concernant la classe de la droite affine, un des objets
finalement les plus simples, il était alors assez inattendu qu’il s’agisse d’un diviseur de zéro. Galkin et
Shinder ont même effectué d’importants travaux [GS14] redémontrant notamment un résultat difficile
de Clemens et Griffiths [CG72] affirmant que les hypersurfaces cubiques lisses de P4 sont rationnelles et
allant même plus loin en donnant génériquement le même résultat pour les cubiques de P5, à condition
que L ne soit pas un diviseur de zéro dans l’anneau de Grothendieck (pour les deux résultats).

C’est dans ce contexte que Borisov démontre l’inattendu en décembre 2014 : L est un diviseur de
zéro dans l’anneau de Grothendieck [Bor18]. Il est toutefois important de noter que ce résultat n’est
pas seulement une amélioration de celui de Poonen : comprendre le noyau du morphisme de localisation
K0(VarC) → K0(VarC)[L−1] est une question cruciale en intégration motivique, dans la mesure où l’on
considère des classes dans l’anneau localisé.

Précisons assez succinctement la construction. Soient V un C-espace vectoriel de dimension 7 et W ⊂
Λ2V ∨ un sous-espace vectoriel générique de formes bilinéaires alternées sur V de dimension 7. On définit
XW la sous-variété de la Grassmannienne G(2, V ) qui est le lieu des T ∈ G(2, V ) tels que ω|T = 0 pour
tout ω ∈ W , et YW la sous-variété de PW des formes de rang strictement inférieur à 6. Le résultat de
Borisov est alors le suivant :

([XW ]− [YW ]) · (L2 − 1) · (L− 1) · L7 = 0,

avec ([XW ]− [YW ]) · (L2 − 1) · (L− 1) 6= 0, ce qui donne bien que L est un diviseur de zéro.
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Nous montrons quant à nous le théorème suivant, qui a fait l’objet d’une publication d’une note aux
Comptes-Rendus de l’Académie des Sciences [Mar16, théorème 1.1] :

Théorème 1.5.1. ([XW ]− [YW ]) · L6 = 0

Ce résultat est un raffinement de celui de Borisov ([XW ] 6= [YW ]), et un petit pas dans la compréhension
du noyau du morphisme de localisation K0(VarC) → K0(VarC)[L−1]. Notons en outre que ce théorème
ainsi que celui de Borisov permettent de répondre négativement à une question posée par Larsen et Lunts
[LL03, question 1.2] : est-il possible de décomposer deux variétés X et Y telles que [X] = [Y ] en une
partition finie de sous-variétés localement fermées deux à deux isomorphes ?

Résumons le théorème 1.5.1 : les deux variétés XW et YW , qui sont des variétés de Calabi-Yau de
dimension 3 lisses non birationnelles, vérifient ([XW ] − [YW ]) · L6 = 0. On sait que plus grâce à Borisov
et Căldăraru [BC09, th 6.2] que Db

coh(XW ) ' Db
coh(YW ) : on dit que XW et YW sont D-équivalentes,

ou encore que (XW , YW ) est une paire de Fourier-Mukai. Cela fournit un premier exemple intéressant de
variétés X et Y D-équivalentes qui vérifient ([X]− [Y ]) · Lr = 0 pour un certain r ∈ N et [X] 6= [Y ] : on
dit que les variétés X et Y sont L-équivalentes.

Suite à la publication du théorème 1.5.1, de nombreux autres exemples ont été explicités ([IMOU16a],
[KS17], [IMOU16b], [BCP18], [Man17] et [Zak17] notamment). Nous les détaillons en sous-section 1.8.

Seconde partie : Convolution intermédiaire et théorie de Hodge

Dans une seconde partie, nous étudions le comportement d’invariants de théorie de Hodge par convo-
lution intermédiaire, à la suite des travaux de Dettweiler et Sabbah [DS13]. L’intérêt initial pour cette
question repose sur un algorithme de Katz [Kat96] qui permet de ramener un système local irréductible
rigide sur P1

C à un système local de rang un. Cet algorithme est une succession de produits tensoriels avec
un sytème local de rang un et de convolutions intermédiaires additives avec un système local sur C∗ de
rang un, et termine avec un système local de rang un.

Si les valeurs propres des monodromies locales du système local de départ sont de module un, alors
c’est toujours le cas lorsque l’on déroule l’algorithme de Katz. En prenant l’algorithme dans l’autre sens,
on déduit que le système local de départ est induit par une variation de structure de Hodge polarisable,
ainsi qu’à chaque étape de l’algorithme. De plus, selon un résultat dû à Deligne [Del87, prop. 1.13(i)], il
y a dans ce cas unicité d’une telle variation à décalage près de la filtration de Hodge.

L’idée de Dettweiler et Sabbah dans [DS13] est d’étudier le comportement d’invariants de Hodge à
chaque étape de l’algorithme de Katz. Parmi ces invariants, certains sont de nature locale (nombres de
Hodge de la variation, nombres de Hodge de cycles évanescents et de cycles proches) et d’autres de nature
globale (degrés de fibrés de Hodge).
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Il est important de noter que l’algorithme de Katz permet de raisonner sur des systèmes locaux dont la
monodromie à l’infini est scalaire (il est facile de se ramener à ce cas), propriété qui est conservée tout au
long de l’algorithme, ainsi Dettweiler et Sabbah se placent dans le cadre de cette hypothèse. Ils donnent le
comportement des invariants de Hodge considérés, et n’ont pas à expliciter le comportement des invariants
relatifs aux cycles proches à l’infini, trivial avec l’hypothèse de monodromie scalaire à l’infini. Dans cette
seconde partie, nous ne supposerons plus cette hypothèse.

En particulier, le résultat principal de cette seconde partie, et de loin le plus difficile, concerne le com-
portement des données numériques locales de Hodge cycles proches à l’infini par convolution intermédiaire
additive par un module de Kummer.

Pour démontrer ce résultat, la stratégie est la suivante : nous redémontrons tout d’abord la partie (2)
de la proposition 1.3.5 de [DS13] sans filtration de Hodge. Le problème est que la preuve de Dettweiler
et Sabbah utilise la transformée de Fourier, qui malheureusement ne se comporte pas bien vis-à-vis de la
filtration de Hodge, ce qui ne permet pas de la généraliser lorsque l’on ajoute la filtration de Hodge. Nous
allons donc proposer une autre démonstration de ce résultat avec le théorème 4.2.5, plus longue mais
n’utilisant pas la transformée de Fourier. En considérant M un DA1 -module holonome régulier vérifiant
certaines hypothèses que nous ne détaillerons pas ici, le résultat est le suivant :

Théorème 4.2.5. [DS13, prop. 1.3.5 (2)] On note Mmin le DP1-module extension minimale de M à
l’infini. On a les données suivantes pour MCλ0(M) :

(1) ν∞,λ(MCλ0(M)) =


ν∞,λλ0(M) si λ 6= 1, λ0

ν∞,λ0(M)− ν∞,λ0,prim(M) si λ = 1

ν∞,1(M) + ν∞,1,prim(M) + dimH1(P1,DRMmin) si λ = λ0.

(2) ν∞,λ,`(MCλ0(M)) =



ν∞,λλ0,`(M) si λ 6= 1, λ0

ν∞,λ0,`+1(M) si λ = 1

ν∞,1,`−1(M) si λ = λ0, ` ≥ 1

dimH1(P1,DRMmin) si λ = λ0, ` = 0.

Une fois le résultat de Dettweiler et Sabbah redemontré sans transformée de Fourier, nous ajoutons la
filtration de Hodge et obtenons le résultat principal de cette seconde partie (objet de [Mar18a]) :

Théorème 6.3.1. Soit γ ∈ [0, 1[ tel que λ = exp(−2iπγ). On a les données suivantes pour MCλ0(M) :

νp∞,λ,`(MCλ0(M)) =



νp−1
∞,λλ0,`

(M) si γ ∈ ]0, 1− γ0[

νp∞,λλ0,`
(M) si γ ∈ ]1− γ0, 1[

νp∞,λ0,`+1(M) si λ = 1

νp−1
∞,1,`−1(M) si λ = λ0, ` ≥ 1

hpH1(P1,DRMmin) si λ = λ0, ` = 0.
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Nous complétons ensuite les résultats de Dettweiler et Sabbah en donnant également des formules
pour les invariants locaux hp et globaux δp sans faire l’hypothèse de monodromie scalaire à l’infini, qui
découlent du théorème principal et généralisent le théorème 3.1.2 de [DS13].

Proposition 6.3.3. Les invariants locaux hp(MCλ0(M)) sont donnés par :

hp(MCλ0(M)) =
∑

γ∈[0,γ0[

νp∞,λ(M) +
∑

γ∈[γ0,1[

νp−1
∞,λ(M) + hpH1(A1,DR(M))− νp−1

∞,λ0,prim(M).

Proposition 6.3.4. Les invariants globaux δp(MCλ0(M)) sont donnés par :

δp(MCλ0(M)) = δp(M) +
∑

γ∈[γ0,1[

νp∞,λ(M)−
r∑
i=1

µpxi,1(M) +
∑

γ∈ ]0,1−γ0[

µp−1
xi,λ

(M)

 .

En sous-section 6.4, à l’aide d’une relation de Katz reliant les convolutions additives et multiplicatives
(proposition 2.8.1), nous explicitons le comportement des invariants de Hodge par convolution inter-
médiaire multiplicative d’un DGm-module M par un module de Kummer, opération notée MC′λ0

, en
exploitant les formules explicitées dans le cadre additif. Là encore, nous ne faisons pas l’hypothèse de
monodromie scalaire à l’infini et obtenons des résultats tout à fait généraux. Cette partie est assez tech-
nique mais ne soulève aucune réelle difficulté supplémentaire par rapport au raisonnement effectué dans
le cadre additif. Les résultats sont les suivants :

Proposition 6.4.1. Pour tout i ∈ {1, ..., n}, on a les données suivantes :

µpxi,λ,`(MC′λ0
(M)) =

{
µpxi,λ/λ0,`

(M) si γ ∈ ]0, γ0]

µp−1
xi,λ/λ0,`

(M) si γ ∈ ]γ0, 1].

Proposition 6.4.2. On a les données suivantes :

νp∞,λ,`(MC′λ0
(M)) =



νp−1
∞,λ,`(M) si γ ∈ ]0, 1− γ0[

νp∞,λ,`(M) si γ ∈ ]1− γ0, 1[

νp∞,1,`+1(M) si λ = 1

νp−1
∞,λ0,`−1

(M) si λ = λ0, ` ≥ 1.

Proposition 6.4.3.

νp
∞,λ0,0

(MC′λ0
(M)) = hpH1(P1,DRMmin)− hp−1(M) + hp(M) + νp−1

∞,1,prim(M) + νp−1
0,1,prim(M)

− νp−1
∞,λ0,prim

(M)− νp−1
0,λ0,prim(M) +

∑
γ∈[γ0,1[

(νp−1
0,λ (M)− νp0,λ(M)) +

∑
γ∈[1−γ0,1[

(νp−1
∞,λ(M)− νp∞,λ(M)).
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Proposition 6.4.4. Les invariants locaux hp(MC′λ0
(M)) sont donnés par :

hp(MC′λ0
(M)) = hp(M)+hpH1(P1,DRMmin)+νp−1

0,1,prim(M)−νp−1
0,λ0,prim(M)+

∑
γ∈[γ0,1[

(νp−1
0,λ (M)−νp0,λ(M)).

Proposition 6.4.5. On a les données suivantes :

νp0,λ,`(MC′λ0
(M)) =



νp0,λ,`(M) si γ ∈ ]0, γ0[

νp−1
0,λ,`(M) si γ ∈ ]γ0, 1[

νp0,λ0,`+1(M) si λ = λ0

νp−1
0,1,`−1(M) si λ = 1, ` ≥ 1

hpH1(P1,DRMmin) si λ = 1, ` = 0.

Proposition 6.4.6. Les invariants globaux δp(MC′λ0
(M)) sont donnés par :

δp(MC′λ0
(M)) = δp(M)+

∑
γ∈[γ0,1[

(νp0,λ(M)−νp−1
0,λ (M))+νp−1

0,λ0,prim(M)−
r∑
i=1

µpxi,1(M) +
∑

γ∈ ]0,1−γ0[

µp−1
xi,λ

(M)

.

Par ailleurs, les propositions 6.4.2 et 6.4.5 ont une application très intéressante en tant qu’elles per-
mettent de redémontrer un résultat de Fedorov [Fed17, th. 3] sur les invariants de Hodge à l’infini et
en 0 d’équations hypergéométriques, objet de [Mar18b]. Cette nouvelle approche de ce résultat est assez
différente de l’approche originelle de Fedorov dans la mesure où elle utilise directement le comportement
des données à l’infini et en 0, sans avoir à déplacer la singularité à l’infini. Nous explicitons également
le comportement des données numériques locales cycles évanescents en 1, complétant ainsi le résultat de
Fedorov. En notant p(α,β, γ) = #{k | ¬(αk → γ → βk)} et `m la multiplicité moins un, le théorème que
nous démontrons est le suivant :

Théorème 7.4.3. Étant donnée la décomposition Hα,β = Hα1,β1 ∗ · · · ∗Hαn,βn en convolutions d’hyper-
géométriques de rang 1, le module hypergéométrique précédent est muni d’une pVHS naturelle (V, F •V,∇)
vérifiant les identités suivantes :

(a) νp0,e−2iπαm,`(Hα,β) =

 1 si p = p(α,β, αm) et ` = `m(α)

0 sinon.

(b) νp∞,e2iπβm,`
(Hα,β) =

 1 si p = p(α,β, βm) et ` = `m(β)

0 sinon.

(c) µp1,λs,`(Hα,β) =


1 si p = #

{
i

∣∣∣∣∣
{

i∑
k=1

(βk − αk)
}
< γs

}
et ` = 0

0 sinon.
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Guide de lecture de la seconde partie
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Première partie

Classe de la droite affine dans l’anneau de Grothendieck
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Chapitre 1

La classe de la droite affine est un diviseur de zéro dans
l’anneau de Grothendieck
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1.1 Définition de l’anneau de Grothendieck et premières propriétés

Le groupe de Grothendieck K0(VarC) des variétés algébriques complexes est le groupe abélien libre
engendré par les classes d’isomorphismes [X] de variétés algébriques complexes modulo les relations
d’addivité [X] = [Y ] + [X \ Y ] pour toute sous-variété fermée Y de X. On le munit d’une structure
d’anneau avec le produit [X1] · [X2] := [X1 ×X2].

Précisons quelques notations :
• On note 0 = [∅] la classe de l’ensemble vide, neutre pour l’addition.
• On note 1 = [pt] la classe du point, neutre pour le produit.
• On note L = [A1

C] la classe de la droite affine complexe.

On a immédiatement les relations [AnC] = Ln et [PnC] =
∑n
k=0 Lk. On remarque en outre que la classe

d’une partie Zariski-constructible C ⊂ X est bien définie : il existe une partition en sous-variétés locale-
ment fermées C1, ..., Cn de X, et on a

[C] =
n∑
k=1

[Ck]

Une propriété très importante de cet anneau est que toute fibration localement triviale est triviale
en classe, i.e. si l’on note f : Y → X une fibration localement triviale de fibre F , on a alors l’égalité
[Y ] = [X] · [F ].

1.2 Fibrations triviales par morceaux

Il est intéressant d’introduire la notion de fibrations triviales par morceaux. Pour cela, considérons Y ,
X et F trois variétés, A une partie constructible de Y et B une partie constructible de X.

Définition 1.2.1 Une application f : A→ B est une fibration triviale par morceaux de fibre F s’il existe
une partition finie de B en sous-variétés S localement fermées de X telle que :
(i) la restriction de f à f−1(S) soit induite par une application régulière de Y dans X
(ii) la sous-variété f−1(S) localement fermée de Y , soit isomorphe à S×F , f correspondant à la projection
S × F → S.

L’intérêt des fibrations triviales par morceaux réside dans le fait qu’elles sont triviales en classe, tout
comme les fibrations localement triviales, ce qui se révèle très utile dans la pratique. En outre, il est possible
de généraliser cette définition au cas où Y , X et F sont des schémas sur C. Un résultat important est la
caractérisation schématique suivante des fibrations triviales par morceaux due à Sebag [Seb04, th. 4.2.3] :

Théorème 1.2.2 Soient f : A → B une application induite par un morphisme de schémas de Y dans
X et F un schéma sur C de type fini. L’application f est une fibration triviale par morceaux de fibre F
si pour tout x ∈ B, la fibre f−1(x) est un κ(x)-schéma isomorphe à F ⊗ κ(x).
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1.3 Une autre présentation du groupe

Une des premières questions que l’on est amené à se poser avec l’anneau de Grothendieck est la suivante :
peut-on supposer certaines propriétés sur les variétés ? Par exemple, les classes de variétés irréductibles
(resp. lisses, resp. complètes) suffisent-elles à engendrer le groupe K0(VarC) ?

La question de l’irréductibilité est rapidement réglée puisque toute variété se partitionne en ses com-
posantes irréductibles, localement fermées. Ensuite, afin de se limiter aux variétés lisses, on considère
pour toute variété X le lieu de ses points singuliers Xsing, fermé dans X de codimension non nulle. On a
l’égalité [X] = [Xsing] + [X \Xsing] et il suffit alors de faire une récurrence sur la dimension de X.

Pour la complétude, en utilisant le théorème de prolongement de Nagata, toute variété X peut-être
plongée dans une variété complète X, dans laquelle X est un ouvert dense. Là encore, une récurrence sur
la dimension de X permet de conclure. Néanmoins, pour combiner les deux propriétés précédentes (lisse
et complète), il faut un résultat plus puissant que le théorème de prolongement de Nagata : le théorème
d’Hironaka. Notons qu’il est nécessaire de travailler en caractéristique zéro pour invoquer ce résultat (ici
on travaille sur C). Le théorème d’Hironaka implique notamment que toute variété lisse X est isomorphe
à un ouvert dense d’une variété complète lisse, ce qui suffit pour conclure par récurrence.

On peut également se demander s’il n’existe pas une présentation plus simple de ce groupe, les relations
d’additivité n’étant pas toujours pratiques lorsque l’on cherche à démontrer des résultats. On a le théorème
suivant dû à Bittner [Bit04] :

Théorème 1.3.1 Le groupe K0(VarC) est le groupe abélien libre engendré par les classes d’isomorphismes
de variétés lisses complètes modulo les relations

[∅] = 0 et [BlZ(X)]− [E] = [X]− [Z]

où X est une variété lisse complète, Z une sous-variété fermée lisse de X, BlZ(X) l’éclatement de X le
long de Z et E le diviseur exceptionnel de cet éclatement.

1.4 Géométrie stablement birationnelle

La question de départ est la suivante : que peut-on dire de deux variétés X et Y vérifiant [X] = [Y ] ?
On peut se demander s’il est possible de décomposer X et Y en une partition finie de sous-variétés
localement fermées deux à deux isomorphes [LL03, question 1.2]. Des résultats positifs à cette question
ont été obtenus par Liu et Sebag dans l’article [LS10]. Plus précisément, ils prouvent que la réponse à
cette question est positive (en caractéristique zéro) dans l’un des cas suivants :
(i) dimX ≤ 1
(ii) X est une surface projective lisse connexe
(iii) X contient seulement un nombre fini de courbes rationnelles.

La réponse générale est cependant négative. Il s’agit d’une conséquence directe du théorème principal de
la sous-section 1.5 comme nous le verrons plus tard. Notons qu’une toute autre approche de Karzhemanov
a récemment explicité un contre-exemple en dimension 3 [Kar14].
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SoientM le monoïde multiplicatif des classes d’isomorphismes de variétés irréductibles lisses complètes,
G un monoïde multiplicatif commutatif quelconque et Ψ : M → G un morphisme de monoïdes vérifiant :
(i) Ψ([X]) = Ψ([Y ]) si X et Y sont deux variétés birationnelles
(ii) Ψ([Pn]) = 1 pour tout n ∈ N.

On a le résultat suivant dû à Larsen et Lunts [LL03, th. 2.3] :

Théorème 1.4.1 Il existe un unique morphisme d’anneaux Φ : K0(VarC)→ Z[G] prolongeant Ψ.

Ce résultat est loin d’être aisé à démontrer et est l’objet principal de l’article [LL03]. Néanmoins,
ce théorème devient beaucoup plus accessible une fois connue la présentation alternative de Bittner du
groupe de Grothendieck vue au théorème 1.3.1, démontrée peu de temps après la parution de l’article de
Larsen et Lunts. Plus précisément, la difficulté originelle principale est de voir pourquoi on a les relations
Φ([X]) = Φ([Y ]) + Φ([X \ Y ]) pour Y une sous-variété fermée de X. Avec la présentation de Bittner, il
suffit de voir pourquoi Φ([BlZ(X)])−Φ([E]) = Φ([X])−Φ([Z]) pour X une variété lisse complète, Z une
sous-variété fermée lisse de X et E le diviseur exceptionnel de cet éclatement. D’une part, BlZ(X) et X
sont birationnels, donc Φ([BlZ(X)]) = Φ([X]), et d’autre part, E et Z × Pk sont birationnels pour un
certain k ∈ N, donc Φ([E]) = Φ([Z]× [Pk]) = Φ([Z]).

Définissons maintenant la notion de stable birationnalité :

Définition 1.4.2 On dit que deux variétés X et Y sont stablement birationnelles s’il existe deux entiers
k et ` tels que les variétés X × Pk et Y × P` soient birationnelles.

Posons alorsG = SB le monoïde des classes [X]SB de variétés à stable birationnalité près. Le morphisme
de monoïdes ΨSB : M → SB qui à [X] associe [X]SB vérifie bien (i) et (ii), on a donc par le théorème
précédent un unique morphisme d’anneaux ΦSB : K0(VarC)→ Z[SB] qui prolonge Ψ.

Proposition 1.4.3 Le noyau de ΦSB est l’idéal engendré par L.

Preuve. Tout d’abord, on a bien Φ(L) = Φ([P1]− 1) = 0. Pour l’autre sens, écrivons a ∈ ker(ΦSB) sous
la forme

a = [X1] + · · ·+ [Xk]− [Y1]− · · · − [Y`]
où les Xi et les Yj sont lisses et complètes. On a alors

ΦSB(a) =
k∑
i=1

ΨSB([Xi])−
∑̀
j=1

ΨSB([Yj ])

donc k = ` et, après renumérotation, Xi et Yi sont stablement birationnels. Il suffit donc de prouver
que deux variétés lisses complètes stablement birationnelles vérifient [X]− [Y ] ∈ (L). On peut même les
supposer birationnelles dans la mesure où

[X × Pm]− [X] = [X] · (Lm + · · ·+ L) ∈ (L).

En utilisant le théorème de factorisation des applications birationnelles, on peut supposer que X est
l’éclatement de Y le long d’une variété lisse Z. En notant E le diviseur exceptionnel de cet éclatement,
on a [E] = [Z] · [Pn] pour un certain n ∈ N, et donc

[X]− [Y ] = [E]− [Z] = [Z] · (Ln + · · ·+ L) ∈ (L) �
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On a la propriété importante suivante :

Proposition 1.4.4 Soient X et Y des variétés de Calabi-Yau. Alors X et Y sont stablement biration-
nelles si et seulement si elles sont birationnelles.

Preuve. On suppose X et Y stablement birationnelles, on note k et ` les entiers tels que X×Pk et Y ×P`
soient birationnelles. Comme X et Y sont des variétés de Calabi-Yau, on sait que leurs fibrations MRC
(voir [KMM92]) sont les morphismes identités. On en déduit que les fibrations MRC de X ×Pk et Y ×P`
sont données par les projections sur X et Y . Comme X × Pk et Y × P` sont birationnelles, il en est donc
de même pour X et Y . �

Corollaire 1.4.5 Soient X et Y des variétés de Calabi-Yau telles que [X] = [Y ] modulo L. Alors X et
Y sont birationnelles.

Preuve. D’après la proposition 1.4.3, la propriété [X] = [Y ] modulo L implique que X et Y sont
stablement birationnelles, donc birationnelles d’après la proposition précédente. �

1.5 Intégrité et diviseurs de zéro

Une autre question que l’on peut se poser sur l’anneau de Grothendieck est de savoir s’il s’agit d’un
anneau intègre. Poonen a prouvé que ce n’était pas le cas [Poo02]. Borisov est allé encore plus loin en
montrant que L est un diviseur de zéro [Bor18], nous allons détailler son résultat dans cette sous-section. Il
est toutefois important de noter que ce résultat n’est pas seulement une amélioration de celui de Poonen :
comprendre le noyau du morphisme de localisation K0(VarC)→ K0(VarC)[L−1] est une question cruciale
en intégration motivique, dans la mesure où l’on considère des classes dans l’anneau localisé.

Soient V un C-espace vectoriel de dimension 7 et W ⊂ Λ2V ∨ un sous-espace vectoriel générique de
formes bilinéaires alternées sur V de dimension 7. On définit XW la sous-variété de la Grassmannienne
G(2, V ) qui est le lieu des T ∈ G(2, V ) tels que ω|T = 0 pour tout ω ∈ W , et YW la sous-variété de PW
des formes de rang strictement inférieur à 6. De plus, toutes les formes de YW sont de rang 4 et toutes
les formes de PW \ YW sont de rang 6.

Les variétés XW et YW sont des variétés de Calabi-Yau de dimension 3, qui sont lisses et non biration-
nelles (voir [Rød00] et [BC09, §0.3 et §0.5]). D’après le corollaire 1.4.5, cela implique que [XW ] 6= [YW ]
modulo L.

Considérons maintenant la sous-variété H de G(2, V )×PW des (T,Cω) tels que ω|T = 0. Afin d’obtenir
des équations explicites définissant H, posons T0 ∈ G(2, V ) muni d’une base e1, e2 et H un supplémentaire
muni d’une base e3, ..., e7. Le voisinage U = {T ∈ G(2, V ) | T⊕H = V } de T0 peut être identifié à L(T0, H)
en considérant l’application f ∈ L(T0, H) 7→ {x+ f(x) | x ∈ T0} ∈ U . Si l’on pose (fi,j)(i,j)∈{1,2}×{3,...,7}
la base de L(T0, H) adaptée aux deux bases précédemment considérées, on peut identifier T ∈ U avec
{x+

∑
αi,jfi,j(x) | x ∈ T0}.
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Maintenant, pour ω =
∑7
i=1 βiωi ∈W , la condition ω|T = 0 peut s’exprimer de la manière suivante :

7∑
i=1

βi · ωi

e1 +
7∑
j=3

α1,jej , e2 +
7∑
j=3

α2,jej

 = 0.

L’idée de Borisov est de regarder les projections de H sur chacun des deux facteurs G(2, V ) et PW , ce
qui va donner deux moyens d’exprimer [H]. Après calculs, on arrive à l’expression suivante :

([XW ]− [YW ]) · (L2 − 1) · (L− 1) · L7 = 0.

Cela montre bien que L est un diviseur de zéro car ([XW ]−[YW ])·(L2−1)·(L−1) = ([XW ]−[YW ]) mod L,
quantité qu’on sait non nulle modulo L, en particulier on a ([XW ]− [YW ]) · (L2 − 1) · (L− 1) 6= 0.

L’objectif de la suite est de montrer le théorème suivant :

Théorème 1.5.1 ([XW ]− [YW ]) · L6 = 0

Ce résultat est un raffinement de celui de Borisov, et un petit pas dans la compréhension du noyau
du morphisme de localisation K0(VarC)→ K0(VarC)[L−1]. Dans la sous-section suivante, nous établirons
une formule de récurrence pour obtenir les classes dans l’anneau de Grothendieck des Grasmanniennes
G(k, n), l’un des ingrédients de la preuve du théorème ci-dessus.

De plus, ce théorème permet de répondre négativement à la question posée précédemment : est-il
possible de décomposer deux variétés X et Y telles que [X] = [Y ] en une partition finie de sous-variétés
localement fermées deux à deux isomorphes ? En effet, le théorème montre que XW × C6 et YW × C6

ont la même classe dans l’anneau de Grothendieck et s’il était effectivement possible de décomposer ces
deux variétés de la sorte, elles seraient birationnelles. Cela impliquerait que XW et YW soient stablement
birationnelles, donc birationnelles, or on a déjà vu qu’elles ne l’étaient pas. Notons qu’il est possible de
conclure négativement de la même façon avec l’égalité de Borisov, avec un facteur GL2(C) supplémentaire
dans le produit.

Notons enfin que le résultat de Borisov ainsi que le théorème ci-dessus sont encore vrais en caractéris-
tique zéro, les preuves n’utilisant à aucun moment la spécifité du corps des nombres complexes.

1.6 Classes des Grasmanniennes

Proposition 1.6.1 Pour k ∈ {2, . . . , n− 1}, on a la relation de récurrence suivante :

[G(k, n)] = [G(k, n− 1)] + Ln−k · [G(k − 1, n− 1)].

Preuve. Soient e1, ..., en la base canonique de Cn, F l’hyperplan orthogonal à en, U ⊂ G(k, n) l’ouvert
défini par {T ∈ G(k, n) | dim(T ∩ F ) = k − 1} et π : U → G(k − 1, F ) l’application régulière qui envoie
T sur T ∩ F . Pour S ∈ G(k − 1, F ), la fibre π−1(S) peut être identifiée à

P(Cn/S) \ P(F/S) ' An−k.
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SoientH un supplémentaire de S dans F et V ⊂ G(k−1, F ) l’ouvert {S′ ∈ G(k−1, F ) | S′⊕H = F}. Pour
tout S′ ∈ V , on a l’identification Cn/S′ ' H⊕Cen, donc π est une fibration triviale sur V . Par conséquent,
π est une fibration localement triviale, d’où [U ] = Ln−k · [G(k− 1, n− 1)]. On a [G(k, n)] = [Z] + [U ] avec

Z = G(k, n) \ U = {T ∈ G(k, n) | T ⊂ F} = G(k, F ),

ce qui donne la formule annoncée. �

Une simple récurrence donne les formules suivantes pour n ≥ 4 :

[G(2, n)] =



[
Pn−2] · (n−2)/2∑

k=0
L2k si n est pair

[
Pn−1] · (n−3)/2∑

k=0
L2k si n est impair.

En particulier, on a [G(2, 5)] = [P4] · (L2 + 1) et [G(2, 7)] = [P6] · (L4 + L2 + 1).

1.7 Preuve du théorème 1.5.1

Le théorème est une conséquence directe des deux propositions suivantes.

Proposition 1.7.1 [H] = [P6] · (L4 + L2 + 1) · [P5] + [XW ] · L6

Preuve. En considérant la projection p : H → G(2, V ) sur le premier facteur, qui est une fibration
triviale en restriction à p−1(XW ) de fibre PW = P6, et une fibration localement triviale en restriction à
G(2, V ) \ p−1(XW ) de fibre P5, on obtient

[H] = [XW ] · [P6] + ([G(2, 7)]− [XW ]) · [P5] = [G(2, 7)] · [P5] + [XW ] · L6.

L’expression [G(2, 7)] = [P6] · (L4 + L2 + 1) donne alors le résultat. �

Proposition 1.7.2 [H] = [YW ] · L6 + [P6] · [P5] · (L4 + L2 + 1)

La preuve de cette proposition va être plus difficile. Nous allons démontrer trois lemmes afin d’y
parvenir : le premier va préciser le comportement de la projection sur le second facteur, et les deux autres
seront des lemmes techniques permettant de calculer explicitement les classes des fibres dans l’anneau de
Grothendieck.

Lemme 1.7.3 Soit π : H → PW la projection sur le second facteur. Ses restrictions à π−1(YW ) et
π−1(PW \ YW ) sont des fibrations triviales par morceaux.
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Preuve. Le raisonnement est le même pour le rang 4 (Y4 = YW ) et le rang 6 (Y6 = PW \ YW ). Pour
i ∈ {4, 6}, posons

Zi = π−1(Yi) = H ∩ (G(2, V )× Yi).

Afin d’obtenir la trivialité par morceaux de π sur Zi, il suffit de prouver d’après le théorème 1.2.2 qu’il
existe une fibre uniforme Fi telle que pour tout x ∈ Yi, on ait Zi ×Yi {x} ' Fi ×C Spec(κ(x)).

Pour démontrer ce point, il suffit de voir qu’une forme bilinéaire alternée de rang 4 ou 6 à coefficients
dans un corps K ⊃ C est congruente à la forme

0 I2 0

−I2 0 0

0 0 0

 ou


0 I3 0

−I3 0 0

0 0 0


avec une matrice de changement de base à coefficients dans K, action qui se propage sur les fibres. �

Lemme 1.7.4 Soit Cω ∈ YW un point fermé. La classe de sa fibre est
[π−1(Cω)] = [P5] · (L4 + L2 + 1) + L6.

Preuve. Comme rg(ω) = 4, il existe une base e1, ..., e7 de V de laquelle la matrice de ω est
0 I2 0

−I2 0 0

0 0 0

 .

Soient F = Vect{e3, ..., e7} et H = F ⊕ Ce2. On a
[π−1(Cω)] = [{T ∈ G(2, V ) | ω|T = 0}] = [{T ∈ G(2, H) | ω|T = 0}] + [U ]

où U est l’ouvert {T ∈ G(2, V ) | dim(T ∩ H) = 1, ω|T = 0}, avec la fibration localement triviale
π : U → PH = P5. Notons que ker(ω) = Vect{e5, e6, e7} ⊂ H et ker(ω|H) = ker(ω)⊕ Ce3 ⊂ H.

Soit D = Ce ∈ PH. Il y a trois cas à considérer.

• Premier cas : D ⊂ ker(ω). On a
[π−1(D)] = [{Cf ∈ P(V/D) | ω(f, e) = 0}]− [{Cf ∈ P(H/D) | ω|H(f, e) = 0}]

= [P5]− [P4] = L5.

• Deuxième cas : D 6⊂ ker(ω) et D ⊂ ker(ω|H). Dans ce cas π−1(D) = ∅, car
{Cf ∈ P(V/D) | ω(f, e) = 0} = {Cf ∈ P(H/D) | ω|H(f, e) = 0}.

• Troisième cas : D 6⊂ ker(ω|H). On a

[π−1(D)] = [{Cf ∈ P(V/D) | ω(f, e) = 0}]− [{Cf ∈ P(H/D) | ω|H(f, e) = 0}]
= [P4]− [P3] = L4.
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Par conséquent,

[U ] = [Pker(ω)] · L5 + ([PH]− [Pker(ω|H)]) · L4

= [P2] · L5 + ([P5]− [P3]) · L4

= ([P5]− 1) · L4.

On peut répéter l’argument avec H. Comme ω|F = 0, on a

[{T ∈ G(2, H) | ω|T = 0}] = [{T ∈ G(2, F ) | ω|T = 0}] + [Pker(ω|H)] · L4

= [G(2, 5)] + [P3] · L4

= [P4] · (L2 + 1) + [P3] · L4.

Finalement, on obtient

[π−1(Cω)] = ([P5]− 1) · L4 + [P4] · (L2 + 1) + [P3] · L4

= ([P5]− 1) · L4 + ([P5]− L5) · (L2 + 1) + (L3 + L2 + L + 1) · L4

= [P5] · (L4 + L2 + 1) + L6.

�

Un calcul en tous points similaire donne le résultat suivant :

Lemme 1.7.5 Soit Cω ∈ PW \ YW un point fermé. La classe de sa fibre est

[π−1(Cω)] = [P5] · (L4 + L2 + 1).

Preuve de la proposition 1.7.2. On est donc maintenant en mesure de démontrer la proposition. Pour
cela, considérons Cω1 ∈ YW et Cω2 ∈ PW \ YW deux points fermés. Le lemme 1.7.3 implique que

[π−1(YW )] = [YW ] · [π−1(Cω1)]

[π−1(PW \ YW )] = ([PW ]− [YW ]) · [π−1(Cω2)],

et par conséquent

[H] = [YW ] · [π−1(Cω1)] + ([PW ]− [YW ]) · [π−1(Cω2)].

En utilisant les lemmes 1.7.4 et 1.7.5, on a

[H] = [YW ] · ([P5] · (L4 + L2 + 1) + L6) + ([P6]− [YW ]) · [P5] · (L4 + L2 + 1)
= [YW ] · L6 + [P6] · [P5] · (L4 + L2 + 1),

ce qui conclut la preuve. �
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1.8 Développements ultérieurs à la publication du théorème 1.5.1

Résumons le théorème 1.5.1 : on a explicité deux variétés de Calabi-Yau X et Y de dimension 3 lisses
non birationnelles, telles que ([X]− [Y ]) · L6 = 0. On sait que plus grâce à Borisov et Căldăraru [BC09,
th 6.2] que Db

coh(X) ' Db
coh(Y ) : on dit que X et Y sont D-équivalentes (ou que (X,Y ) est une paire de

Fourier-Mukai, ou encore que X et Y sont des partenaires de Fourier-Mukai). Cela fournit un premier
exemple intéressant de variétés X et Y qui sont D-équivalentes et vérifient ([X]− [Y ]) · Lr = 0 pour un
certain r ∈ N, avec [X] 6= [Y ]. On reste dans toute la suite sur le corps des nombres complexes.

Suite à la publication du théorème 1.5.1 sur arXiv en avril 2016 puis dans une note aux Comptes-
Rendus de l’Académie des Sciences en septembre 2016 [Mar16], de nombreux autres exemples ont été
explicités :

1. [IMOU16a, juin 2016] Ito, Miura, Okawa et Ueda montrent que des variétés de Calabi-Yau X ′ et Y ′
de dimension 3 lisses non birationnelles, obtenues par dégénérescence des variétés X et Y , vérifient
([X ′]− [Y ′]) · L = 0. De plus, ces variétés sont D-équivalentes.

2. [KS17, décembre 2016] Kuznetsov et Shinder donnent l’exemple d’une paire (X ′′, Y ′′) de surfaces
K3 de degré 8 et 2, D-équivalentes et qui vérifient ([X ′′] − [Y ′′]) · L = 0 et [X ′′] 6= [Y ′′] (théorème
1.9).

3. [IMOU16b, décembre 2016] Ito, Miura, Okawa et Ueda montrent que toute surface K3 X ′′′ de degré
12 admet un partenaire de Fourier-Mukai Y ′′′ non isomorphe tel que ([X ′′′]−[Y ′′′])·L3 = 0 (théorème
1.3). Ce résultat a été amélioré par Hassett et Lai en ([X ′′′] − [Y ′′′]) · L = 0 dans [HL18] avec des
considérations très différentes, utilisant des transformations de Cremona de P4.

4. [BCP18, juillet 2017] Borisov, Căldăraru et Perry montrent que deux variétés X ′′′′ et Y ′′′′ dites
GPK3 doubles miroirs, variétés de Calabi-Yau de dimension 3, sont D-équivalentes (théorème 1.1),
ne sont pas birationnelles (théorème 1.2) et vérifient ([X ′′′′]− [Y ′′′′]) ·L4 = 0 (théorème 1.6). Notons
qu’Ottem et Rennemo ont indépendamment obtenu la D-équivalence et la non birationnalité dans
[OR17].

5. [Man17, décembre 2017] On remplace dans la définition de X et Y la Grassmannienne G(2, V ) ⊂
P(Λ2V ) par la variété de spin S ⊂ P∆ où ∆ est une des deux représentations demi-spin de Spin10
(voir [Man09] pour plus de détails sur la construction). On obtient deux variétés de Calabi-Yau X ′′′′′
et Y ′′′′′ de dimension 5 simultanément lisses (proposition 4.1), le cas échéant D-équivalentes (propo-
sition 4.2), non birationnelles (proposition 4.4) et qui vérifient ([X ′′′′′]− [Y ′′′′′]) · L7 = 0 (proposition
4.5).

1.8.1 Paire dégénérée (X ′, Y ′) de Ito, Miura, Okawa et Ueda

Parmi les cinq exemples listés plus haut, l’exemple 1 de Ito, Miura, Okawa et Ueda est celui s’approchant
le plus de notre travail, profitons-en pour en dire quelques mots.
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Motivés par le résultat du théorème 1.5.1, Ito, Miura, Okawa et Ueda donnent dans le théorème 1.1 de
[IMOU16a] l’exemple de deux variétés de Calabi-Yau X ′ et Y ′ de dimension 3 lisses non birationnelles,
telles que ([X ′]− [Y ′]) · L = 0. Ces variétés, dont la construction est explicitée dans [IMOU16a, §2], sont
une dégénérescence de la paire (X,Y ) considérée précédemment (voir [IIM16] et [KK16, th. 7.1] pour plus
de détails).

D’une certaine manière, l’identité ([X ′]− [Y ′]) ·L = 0 peut être vue comme un raffinement du théorème
1.5.1 dans le cas dégénéré. En outre, Kuznetsov montre dans [Kuz16] que les variétés X ′ et Y ′ sont bien
D-équivalentes.

1.8.2 D-équivalence et L-équivalence

A la suite des exemples issus du théorème 1.5.1 et de [IMOU16a], Kuznetsov et Shinder introduisent
dans [KS17] la définition de L-équivalence : on dit que X et Y sont L-équivalentes s’il existe r ∈ N tel
que ([X]− [Y ]) ·Lr = 0. Dans le cas où [X] = [Y ], les deux variétés sont dites trivialement L-équivalentes.
Ces deux derniers exemples sont les premiers exemples de variétés D-équivalentes qui sont L-équivalentes
mais pas trivialement L-équivalentes.

Notons que si les variétés X et Y sont L-équivalentes alors elles ont les mêmes nombres de Hodge. En
effet, en considérant le polynôme de Hodge h : K0(VarC) → Z[u, v], l’identité [X] · Lr = [Y ] · Lr donne
hX(u, v)(uv)r = hY (u, v)(uv)r et donc hX(u, v) = hY (u, v), ce qui donne l’égalité des nombres de Hodge.

Kuznetsov et Shinder émettent la conjecture suivante :

Conjecture. Dans le cas de variétés projectives lisses simplement connexes, la D-équivalence implique
la L-équivalence.

Commençons dès maintenant par remarquer que la réciproque est fausse avec l’exemple des variétés
P1×P1 et l’éclaté d’un point dans P2. Ces deux variétés ont pour classe (L+1)2 et sont donc (trivialement)
L-équivalentes, mais ne sont pas D-équivalentes d’après [BO01].

Suite à cette conjecture, initialement formulée sans l’hypothèse de simple connexité, Ito, Miura, Okawa
et Ueda d’une part, et Efimov d’autre part, répondent négativement à la question en donnant des contre-
exemples dans le contexte des variétés abéliennes (théorème 1.5 et exemple 7.8 de [IMOU16b], théorème
3.1 de [Efi17]). En ajoutant l’hypothèse de simple connexité, aucun contre-exemple n’a été à ce jour
explicité (voir les articles récents [KR17], [KKM17] et [Oka18] qui discutent de la question).

Un autre aspect est celui d’expliciter des exemples de variétés D-équivalentes qui ne sont pas biration-
nelles, cette question est discutée dans les articles [ADM16] et [MMY18].

Une autre question que l’on peut se poser est celle d’une éventuelle signification géométrique pour deux
variétés L-équivalentes X et Y du r minimal vérifiant ([X] − [Y ]) · Lr = 0. Dans cette direction, on ne
sait par ailleurs pas si r = 6 est bien minimal dans le théorème 1.5.1.
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1.8.3 Mise en défaut d’un résultat de Galkin et Shinder

Soit Y ⊂ Pd+1 une hypersurface cubique lisse. On appelle variété de Fano F (Y ) la sous-variété fermée
de G(1,Pd+1) = G(2, d+ 2) donnée par l’ensemble des droites L ⊂ Y . Par exemple, si d = 2 il est connu
depuis 1849 grâce à une correspondance de Cayley et Salmon ([Cay49], [Sal49]) que F (Y ) est constituée
de 27 points distincts.

Galkin et Shinder démontrent dans [GS14, th. 7.1] le théorème suivant, dans l’hypothèse où L n’est
pas un diviseur de zéro dans l’anneau de Grothendieck :

Théorème 1.8.1 Si Y est rationnelle (i.e. birationnelle à un espace projectif) et d ≥ 3, alors F (Y ) est
stablement birationnelle au schéma de Hilbert de deux points d’une surface K3 (voir [GS14, §3]).

Corollaire 1.8.2 Le théorème précédent a les deux conséquences suivantes (théorème 7.4 et 7.5) :
(1) Cas d = 3. Toute hypersurface cubique lisse Y ⊂ P4 est irrationnelle.
(2) Cas d = 4. Toute hypersurface cubique lisse Y ⊂ P5 est génériquement irrationnelle.

Le résultat (1) est connu depuis les travaux de Clemens et Griffiths [CG72], le résultat (2) est lui inédit
(on dispose de résultats partiels, voir [AV08] et [BRS15]). Malheureusement, le fait que L soit un diviseur
de zéro dans l’anneau de Grothendieck met en défaut la preuve de ces deux résultats. Galkin et Shinder
précisent toutefois dans la remarque 7.2 qu’il est suffisant pour leurs résultats de supposer la conjecture
suivante plutôt que le fait que L ne soit pas un diviseur de zéro :

Conjecture 1.8.3 Si α est une combinaison linéaire de classes de variétés de dimension inférieure ou
égale à 2(d− 2), alors

α · L2 = 0 =⇒ α ∈ (L).

Le résultat de Ito, Miura, Okawa et Ueda [IMOU16a] donne un contre-exemple à cette conjecture pour
d ≥ 4 en prenant α = [X ′] − [Y ′]. Nous ne savons par contre pas si la conjecture est vraie ou non pour
d = 3.

1.8.4 Un résultat de Zakharevich

Une description algébrique du noyau du morphisme de localisation K0(VarC)→ K0(VarC)[L−1] est une
question importante encore non résolue. Les différents exemples non triviaux de variétés L-équivalentes
permettent une meilleure compréhension de ce noyau, mais ne restent malgré tout que des exemples.
Zakharevich a récemment montré le résultat suivant [Zak17, th. D] :

Théorème 1.8.4 Tout élément du noyau de la multiplication par L est de la forme [X]− [Y ], où il n’est
pas possible de décomposer X × A1 et Y × A1 en une partition finie de sous-variétés localement fermées
deux à deux isomorphes.
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Une question naturelle posée par Kuznetsov et Shinder est alors la suivante [KS17, question 1.7] :

Question. Les différences [X]− [Y ] de variétés projectives lisses L-équivalentes engendrent-elles le noyau
du morphisme de localisation K0(VarC)→ K0(VarC)[L−1] ?

Cette question est à ce jour non résolue, et comme le remarquent Kuznetsov et Shinder, une réponse
positive à cette question serait très utile dans certains problèmes de géométrie birationnelle, notamment
pour fournir une preuve du théorème 1.8.1, sans utiliser la conjecture 1.8.3 pour d = 3, et plus générale-
ment pour d ≥ 4.

30



31



32



Deuxième partie

Convolution intermédiaire et théorie de Hodge
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Chapitre 2

Généralités sur les D-modules
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L’objectif de cette section est d’introduire les notions de la théorie des D-modules qui nous seront
utiles dans la suite. Nous commencerons par rappeler certaines propriétés générales, avant de définir les
opérations de convolutions.

2.1 Premières définitions

Soit X une variété algébrique complexe. Le faisceau DX des opérateurs différentiels sur X est défini
comme la OX -algèbre engendrée par les champs de vecteurs sur X, vus comme des dérivations, compatible
à la structure d’algèbre de Lie. Localement, en posant x1, ..., xn des coordonnées sur X et ∂1, ..., ∂n la
base de TX associée, les sections de DX s’écrivent

∑
fi1,...,in∂

i1
1 · · · ∂inn où fi1,...,in ∈ OX . Un DX -module

à gauche (resp. à droite) est alors un OX -module avec une action à gauche (resp. à droite) de DX . On
obtient deux catégories notées Mod(DX) (à gauche) et Mod(Dop

X ) (à droite).

Ces deux catégories sont équivalentes, et nous allons préciser cette équivalence (pour plus de détails,
voir [Cas93, §1.1] et [Sab11, §1.2]). On note ΘX le faisceau des champs de vecteurs holomorphes sur X et
Ω1
X le faisceau des 1-formes holomorphes sur X, duaux l’un de l’autre. On pose ΩkX = ∧kΩ1

X le faisceau
des k-formes holomorphes et ωX = ΩdimX

X le faisceau des formes holomorphes de degré maximal. On
associe alors à un DX -module à gaucheM ` le DX -module à droiteM r = ωX⊗OXM

` vérifiant pour toute
fonction holomorphe f et tout champ de vecteur holomorphe ξ les règles suivantes :

(ω ⊗m) · f = fω ⊗m = ω ⊗ fm et (ω ⊗m) · ξ = ωξ ⊗m− ω ⊗ ξm.

De même, on associe à un DX -module à droite M r le DX -module à gauche M ` = HomOX (ωX ,M r).

Un autre point de vue sur la notion de DX -module est d’introduire la notion de connexion. Une
connexion holomorphe ∇ sur un OX -module est une application C-linéaire ∇ : M → Ω1

X ⊗OX M qui
vérifie la règle de Leibniz : ∇(fm) = f∇m+ df ⊗m pour toute fonction holomorphe f et toute section
locale m de M définies sur le même ouvert de X. On dit qu’une connexion ∇ est intégrable (ou plate) si
∇2 = 0. Se donner un DX -module à gauche est alors équivalent à se donner un OX -module muni d’une
connexion intégrable.

Définition 2.1.1 Soit f : X → Y un morphisme de variétés lisses, on pose

DX→Y = OX ⊗f−1(OY ) f
−1(DY ).

On appelle image inverse d’un DY -module à gauche N le DX -module à gauche

f∗N = DX→Y ⊗f−1(DY ) f
−1(N).

En tant que OX -module, ce n’est rien d’autre que OX ⊗f−1(OY ) f
−1(N). En outre, le foncteur f∗ n’est

exact qu’à droite, ce qui nous amène à définir le foncteur image inverse comme

f+ : Mod(DY ) −→ Db(DX)

N 7−→ DX→Y
L
⊗f−1(DY ) f

−1(N).

Notons que dans le cas d’une inclusion ouverte, le foncteur f∗ est exact et donc f+ = f∗.
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Définition 2.1.2 De même, on définit le foncteur image directe comme

f+ : Mod(Dop
X ) −→ Db(Dop

Y )

M 7−→ Rf∗(M
L
⊗DX

DX→Y ),

où f∗ est le foncteur image directe usuel.

Définition 2.1.3 On définit le foncteur image directe à support propre par dualité en posant

f† = Df+D.

Remarque. Le foncteur image directe s’applique à des DX -modules à droite, mais d’après la corres-
pondance gauche/droite vue précédemment il s’applique également à des DX -modules à gauche. Dans la
suite, on ne considèrera plus que des DX -modules à gauche.

2.2 Quelques propriétés des D-modules en dimension un

On se limite dans cette sous-section à la dimension 1, la seule situation qui nous sera utile par la suite.
Pour un exposé plus complet en dimension supérieure, voir par exemple [MS02].

L’anneau D = C[t]〈∂t〉 est muni de la filtration croissante F•D définie par

FkD =


0 si k ≤ −1

k∑
j=0

C[t] · ∂jt si k ≥ 0.

Cette filtration est compatible avec la structure d’anneau de D (c’est-à-dire FkD · F`D ⊂ Fk+`D pour
tous k, ` ∈ Z) et l’anneau gradué grFD =

⊕
k∈Z grFkD =

⊕
k∈Z FkD/Fk−1D est isomorphe à l’anneau

(C[t])[τ ] = C[t, τ ] gradué avec le degré en τ .

Un D-module M (à gauche) est dit irréductible s’il n’admet pas de sous-module non trivial. Il est
holonome s’il est de type fini et que tout élément m ∈ M est annulé par opérateur différentiel P ∈ D

non nul. On note Modhol(D) la catégorie des D-modules holonomes. On peut montrer que tout D-module
holonome est de la forme D/I où I est un idéal à gauche de D non nul engendré par au plus deux éléments
(voir [BM84] et [Sab93, §2.3]).

Soit M un D-module holonome. On dit qu’une filtration croissante F•M de sous-C[t]-modules de M
est une F -filtration cohérente si :
(i) FkM = 0 pour k suffisamment petit
(ii) FkM est de type fini sur C[t] pour tout k ∈ Z
(iii) FkD · F`M ⊂ Fk+`M pour tous k, ` ∈ Z
(iv) il existe `0 ∈ Z tel que FkD · F`M = Fk+`M pour tout k ≥ 0 et tout ` ≥ `0.
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Pour étudier le comportement d’un D-module holonome au voisinage de l’origine, il est commode
d’introduire une autre filtration sur D, dite V -filtration (voir [Bud05] pour plus de détails). Tout d’abord,
on définit le V -degré d’un monôme ta1∂b1

t · · · tan∂
bn
t par

∑
bi −

∑
ai, qui ne dépend pas de l’ordre dans

lequel on écrit le monôme. On définit alors le V -ordre d’un opérateur différentiel P ∈ D comme le plus
grand V -degré de ses monômes, et VkD comme l’ensemble des opérateurs différentiels d’ordre inférieur
ou égal à k. Cette filtration est compatible avec la structure d’anneau de D et il est possible, comme pour
F , de définir la notion de V -filtration cohérente sur un D-module holonome M .

En posant V kM = V−kM , on peut travailler avec des filtrations décroissantes. Considérons donc une
V -filtration cohérente décroissante sur un D-module holonome M . Les gradués grkVM sont des C-espaces
vectoriels muni d’une action linéaire de t∂t. On a le résultat suivant :

Proposition 2.2.1 Soit M un D-module holonome. Il existe une unique V -filtration cohérente décrois-
sante V •M , appelée filtration de Kashiwara-Malgrange de M , telle que les valeurs propres de l’action de
t∂t sur les C-espaces vectoriels grkVM soient de partie réelle dans [k, k + 1[.

On a la conséquence importante suivante :

Proposition 2.2.2 Tout morphisme ϕ : M → M ′ entre deux D-modules holonomes est strictement
compatible à la V -filtration, c’est-à-dire vérifie ϕ(V kM) = ϕ(M) ∩ V kM ′ pour tout k ∈ Z.

Preuve. Il suffit de remarquer que les deux termes de l’égalité définissent une V -filtration cohérente de
ϕ(M) et d’invoquer l’unicité de la filtration de Kashiwara-Malgrange. �

On suppose maintenant que les valeurs propres de l’action de t∂t sur grkVM sont réelles. Il est possible
d’indexer la filtration sur R en posant pour V aM l’image inverse par V bacM → grbacV M du sous-espace
de grbacV M correspondant aux valeurs propres supérieures ou égales à a, c’est-à-dire du sous-espace

⊕
α∈[a,bac+1[

 ⋃
kα≥0

ker(t∂t − α)kα
 .

Proposition 2.2.3 La filtration de Kashiwara-Malgrange vérifie les deux propriétés suivantes :
(i) Pour a > −1, le morphisme V aM → V a+1M induit par la multiplication à gauche par t est un
isomorphisme.
(ii) Pour a < 0, le morphisme graVM → gra−1

V M induit par ∂t est un isomorphisme.
En particulier, la connaissance de graVM pour a ∈ [−1, 0] implique celle pour tout a ∈ R.

Chaque graVM est muni de l’endomorphisme nilpotent N = −2iπ(t∂t − a). On définit les morphismes
can : gr0VM → gr−1

V M induit par −∂t et var : gr−1
V M → gr0VM induit par 2iπt. On a alors var ◦ can =

N : gr0VM → gr0VM et can ◦ var = N : gr−1
V M → gr−1

V M .
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Proposition 2.2.4 On a les propriétés suivantes :
(i) Le morphisme var est injectif si et seulement si M n’a pas de sous-module supporté en l’origine (c’est-
à-dire tel que tout élément soit annulé par une puissance de t).
(ii) Le morphisme can est surjectif si et seulement si M n’admet pas de quotient supporté en l’origine (ce
qui revient à dire qu’il n’existe pas de morphisme surjectif M → N tel que tous les éléments de N soient
annulés par une puissance de t).
(iii) M est supporté en l’origine si et seulement si graVM = 0 pour tout a > −1.
(iv) gr−1

V M = Im(can)⊕ ker(var) si et seulement si M = M ′ ⊕M ′′ avec M ′ qui n’admet ni sous-module
ni quotient supporté en l’origine et M ′′ supporté en l’origine.

Définition 2.2.5 Notons M [t−1] = C[t, t−1]⊗C[t]M . On dit qu’un D-module holonome M est extension
minimale de M [t−1] à l’origine si var est injectif et can est surjectif, autrement dit si M n’admet ni
sous-module ni quotient supporté en l’origine.

Proposition 2.2.6 Soit M un D-module holonome. Alors M est extension minimale de M [t−1] si et
seulement si M est le sous-D-module de M [t−1] engendré par V >−1M .

2.3 Régularité des D-modules en dimension un

On s’intéresse dans cette section à la notion de régularité d’unD-module holonomeM , oùD = C{t}〈∂t〉.
C’est une notion locale, ainsi on raisonne sur le germe (C, 0) et on s’intéresse au k-espace vectoriel à
connexion (M,∇) où k = C{t}[t−1] est le corps des séries de Laurent convergentes, M = k ⊗C[t] M de
dimension notée d et ∇ la connexion induite par M . On note Ω(t) = M(t)dt la matrice de la connexion,
où M(t) ∈Md(k).

Définition 2.3.1 La connexion ∇ est à singularité régulière en 0 s’il existe une base de kd dans laquelle
M(t) est à pôle au plus simple en 0.

Remarque. Il n’est pas évident a priori de savoir si une connexion est à singularité régulière en 0 ou
non à partir de sa matrice dans une base (on peut très bien avoir un pôle double, ou plus, et bien être à
singularité régulière). Rappelons qu’un changement de base de matrice de passage P ∈ GLd(k) est donné
par la formule

Ω2 = P−1Ω1P + P−1dP
ce qui donne

M2 = P−1M1P + P−1P ′.

On a alors la proposition suivante :

Proposition 2.3.2 La connexion ∇ est à singularité régulière en 0 si et seulement s’il existe une base
dans laquelle la matrice de la connexion est donnée par

Ω(t) = B0
dt
t

où B0 ∈Md(C) est une matrice constante.
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Preuve. Donnons les différentes étapes de la preuve (selon [Was65] et [Mal74], voir aussi [Sab02, th. 2.8],
[Gan66] et [Sab93, §1.5.2]) :
1) On note Ω(t) = A(t)dt/t la matrice de la connexion avec A(t) à coefficients holomorphes. On se ramène
au cas où les valeurs propres de A(0) ne diffèrent pas d’un entier non nul avec un changement de base de
matrice de passage dans GLd(C[t, t−1]).
2) On construit une matrice P ∈ GLd(C[[t]]) à coefficients formels telle que P−1A(t)P + tP−1P ′ = A(0).
3) On montre que la matrice P est à coefficients convergents par un raisonnement d’analyse. �

Remarque. On sait qu’il existe toujours un vecteur cyclique pour la connexion (voir [Del70]), i.e. un
vecteur x ∈ kd tel que x,∇∂tx, . . . , (∇∂t)d−1x soit une base de kd (pour tout y ∈ kd, ∇y = dt⊗∇∂ty). La
matrice de la connexion dans cette base est Ω(t) = M(t)dt où :

M(t) =



0 0 . . . 0 a0

1 0 . . . 0 a1

0 1 . . . 0 a2
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . 1 ad−1


On a alors le résultat suivant, appelé condition de Fuchs (voir par exemple [Mal74]) :

Proposition 2.3.3 La connexion ∇ est à singularité régulière en 0 si et seulement si, en notant v(ai)
la valuation de ai, on a l’inégalité max

0≤i≤d−1
(i− v(ai)) ≤ d.

On dispose également d’un critère d’irrégularité intéressant [Sab02, th. II.4.1] :

Proposition 2.3.4 Soit A(t) = B(t)/tr+1 avec B(t) holomorphe, B(0) 6= 0 et r ≥ 1. Si la matrice B(0)
n’est pas nilpotente, alors la connexion donnée par Ω(t) = A(t)dt est à singularité irrégulière en 0.

Proposition 2.3.5 (Lien entre régularité et V -filtration)
Un D-module holonome M est à singularité régulière en 0 si et ssi V 0M est de type fini sur C{t}.

Définition 2.3.6 Pour M un D-module holonome régulier et α ∈ R, on pose

Mα =
⋃
k≥0

ker
(
(t∂t − α)k : M →M

)
.

C’est un sous-C-espace vectoriel deM muni de l’endomorphisme nilpotent N = −2iπ(t∂t−α). En notant
A l’ensemble fini des valeurs propres de l’action de t∂t sur gr0VM , on aMα = 0 si et seulement si α 6∈ A+Z.
On montre que lesMα sont en somme directe et on poseMalg =

⊕
α∈RMα, qui est unD-module holonome

régulier. De manière analogue à la proposition 2.2.3, t : Mα → Mα+1 est un isomorphisme si α > −1 et
∂t : Mα →Mα−1 est un isomorphisme si α < 0. On a le résultat suivant [SS17, prop. 6.2.21] :

Proposition 2.3.7 Le morphisme naturel C{t} ⊗C[t] M
alg −→ M est un isomorphisme de D-modules

qui induit un isomorphisme sur les R-gradués Malg ∼−→ grVMalg ∼−→ grVM .
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2.4 Foncteur image directe intermédiaire

Définition 2.4.1 Soient X une variété lisse, Y une sous-variété localement fermée de X et i : Y ↪→ X
l’inclusion. On définit le foncteur image directe intermédiaire i†+ de Modhol(DY ) dans Modhol(DX) en
posant pour M ∈ Modhol(DY )

i†+(M) = Image(i†M → i+M).

Proposition 2.4.2 Le foncteur i†+ préserve les injections et les surjections, mais n’est pas exact en
général. Il commute avec la dualité.

On a également la caractérisation suivante :

Proposition 2.4.3 Soient Σ ⊂ P1 un ensemble fini, U = P1 \ Σ, j : U ↪→ P1 l’inclusion et M un OU -
module libre de rang fini à connexion. L’image directe intermédiaire j†+M est le plus petit DP1-module
holonome M̃ tel que :
(i) j+M̃ = M

(ii) M n’admet ni sous-module ni quotient à support dans Σ.

Soient s ∈ Σ et t une coordonnée au voisinage de s. En reprenant la définition (locale) d’extension
minimale donnée à la définition 2.2.5, la proposition précédente revient exactement à dire que j†+M est
extension minimale de M [t−1] au voisinage de s. Cette proposition et cette remarque se généralisent si
l’on remplace P1 \ Σ par un ouvert quelconque.

2.5 Produits tensoriels externe et interne

Définition 2.5.1 Soient X et Y deux variétés lisses, M ∈ Mod(DX), N ∈ Mod(DY ) et pX , pY les
projections respectives de X × Y sur X et Y . On note

M �C N = p−1
X M ⊗C p

−1
Y N,

et on définit le produit tensoriel externe de M et N comme le DX×Y -module

M �N = DX×Y ⊗DX�CDY
(M �C N).

Notons que si M et N sont holonomes, alors le produit tensoriel externe M �N l’est aussi.

Définition 2.5.2 SoientM etM ′ deux DX -modules. En notant δ : X ↪→ X×X le plongement diagonal,
on définit le produit tensoriel interne de M et M ′ comme

M
L
⊗M ′ = δ+(M �M ′).

Notons que si M et M ′ sont holonomes, alors tous les DX -modules apparaissant dans le complexe précé-
dent sont holonomes.
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2.6 Convolution des D-modules

Définition 2.6.1 Soient G un groupe algébrique, π : G×G→ G la multiplication dans G, etM,N deux
DG-modules holonomes. On définit les convolutions ∗∗ et ∗! par{

M ∗∗ N = π+(M �N)
M ∗! N = π†(M �N).

Proposition 2.6.2 La dualité interchange les deux types de convolutions, à savoir :{
D(M ∗∗ N) = DM ∗! DN
D(M ∗! N) = DM ∗∗ DN.

On note P la sous-catégorie pleine de Modhol(DG) constituée des N tels que M ∗∗ N et M ∗! N sont
des DG-modules holonomes pour tout DG-module holonome M . Pour N ∈ P , les foncteurs ∗∗N et ∗!N
de Modhol(DG) sont exacts. La dualité interchangeant les deux types de convolutions, la sous-catégorie
P est stable par dualité.

Définition 2.6.3 Pour M holonome et N ∈ P , on définit la convolution intermédiaire comme

M ∗mid N = Image(M ∗∗ N →M ∗! N) = π†+(M �N).

Pour N ∈ P , le foncteur ∗midN de Modhol(DG) préserve les injections et les surjections mais n’est pas
exact en général. Notons également qu’en général on n’a pas M ∗mid N ∈ P pour M,N ∈ P . Néanmoins,
Katz montre dans [Kat96] que cette propriété est vraie dans les deux cas qui nous intéresseront par la
suite, à savoir G = A1 (cas de la convolution additive) ou G = Gm (cas de la convolution multiplicative).

Notations. (i) Pour |χ| = 1 et χ 6= 1, on note Lχ le module de Kummer C[t]〈∂t〉/C[t]〈∂t〉 · (t∂t − α) =
(C[t, t−1],d + αdt/t) où α ∈ ]0, 1[ vérifie exp(−2iπα) = χ. Pour simplifier les expressions dans la suite,
on notera de la même manière le module de Kummer qu’il soit vu comme un DA1 -module ou comme un
DGm -module.
(ii) Pour M un C[t]〈∂t〉-module holonome, on note MCχ(M) = M ∗mid Lχ. Notons que cette opération
est bien définie, dans la mesure où Lχ ∈ P .
(iii) On dit qu’un C[t]〈∂t〉-module est constant s’il est de la forme (C[t],d + adt) avec a ∈ C.
(iv) On note C la sous-catégorie pleine de Modhol(C[t]〈∂t〉) formée des C[t]〈∂t〉-modules holonomes régu-
liers irréductibles non constants de support non réduit à un point.

On a le résultat suivant ([Kat96, §5.1.5] et [DS13, prop. 1.1.9]) :

Proposition 2.6.4 Le foncteur MCχ : Modhol(C[t]〈∂t〉) −→ Modhol(C[t]〈∂t〉) vérifie pour χχ′ 6= 1 l’iden-
tité MCχχ′ ' MCχ′◦MCχ. Il préserve en outre la catégorie C, restreint à laquelle on a MCχ−1◦MCχ = Id.
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2.7 Transformée de Fourier d’un C[t]〈∂t〉-module

Définition 2.7.1 La transformée de Fourier d’un C[t]〈∂t〉-module M , notée FM , est définie comme le
C-espace vectoriel M sur lequel on a l’action suivante de C[τ ]〈∂τ 〉 : τ agit comme ∂t, ∂τ agit comme −t.

Tout comme en analyse où la transformée de Fourier transforme la convolution en produit, on a ici une
propriété similaire essentielle :

Proposition 2.7.2 Soient M,N deux C[t]〈∂t〉-modules holonomes. On a alors

F(M ∗∗ N) = FM
L
⊗ FN

et par dualité
F(M ∗! N) = D(DFM

L
⊗DFN)

Dans le cas présent de la convolution additive, la sous-catégorie P n’est rien d’autre que la sous-catégorie
pleine de Modhol(C[t]〈∂t〉) constituée des N tels que FN et DFN (ou de manière équivalente FDN) sont
C[τ ]-plats. De manière équivalente, N ∈ P si et seulement si FN n’a ni sous-module ni quotient de
C[τ ]-torsion.

Exemples. (i) Si N est un C[t]〈∂t〉-module constant, alors FN est de support un point et donc N 6∈ P . La
définition équivalente énoncée ci-dessus permet de voir que tout C[t]〈∂t〉-module holonome irréductible
non constant est dans P .
(ii) En notant δ0 = C[t]〈∂t〉/C[t]〈∂t〉 · t = C[∂t] le module de Dirac en 0, on a Fδ0 = C[τ ]. Ainsi, δ0 ∈ P
est un élément neutre pour les trois types de convolutions.

2.8 Relation entre les convolutions additive et multiplicative

La convolution intermédiaire additive a beaucoup été étudiée (entre autres [DR03], [Det08], [Sim09],
et [DS13]) et une relation entre les deux convolutions permettrait de transposer certains des résultats
obtenus dans le cadre additif au cadre multiplicatif. Dans toute la suite, on note pour |χ| = 1 et χ 6= 1

L′χ = DGm/DGm·((t− 1)∂t − α) = (C[t, t−1, (t− 1)−1],d + αdt/(t− 1))

où α ∈ ]0, 1[ vérifie exp(−2iπα) = χ.

La proposition suivante est due à Katz [Kat96, lemme 2.13.1] et adaptée ici dans le cadre des D-
modules :
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Proposition 2.8.1 En notant j : Gm ↪→ A1 l’inclusion, on a les formules suivantes pour tout DGm-
module holonome M : 

M ∗!× L′χ = j+(j†(M ⊗ Lχ) ∗!+ Lχ)

M ∗∗× L′χ = j+(j+(M ⊗ Lχ) ∗∗+ Lχ)

M ∗mid× L′χ = j+(MCχ(j†+(M ⊗ Lχ))).

Preuve. Soient M un DGm -module holonome et π : G2
m → Gm l’application (x, t) 7→ t. En reprenant les

notations de Katz, on a

M ∗!× L′χ = M ∗!× Lχ(t−1)

= π†(Mx ⊗ Lχ(t/x−1))
= π†((M ⊗ Lχ)x ⊗ Lχ(t−x))
= j+(j†(M ⊗ Lχ) ∗!+ Lχ),

ce qui démontre la première égalité. En regardant maintenant le dual de cette expression, on obtient

DM ∗∗× L′χ = j+(D(j†(M ⊗ Lχ)) ∗∗+ Lχ).

Comme j+ = Dj†D, on en déduit que DM ∗∗×L′χ = j+(j+(DM ⊗Lχ)∗∗+ Lχ), ce qui donne la deuxième
égalité (avec M ′ = DM et Lχ′ = Lχ).

Par définition, M ∗mid× L′χ est l’image de M ∗!× L′χ → M ∗∗× L′χ, c’est-à-dire le tiré en arrière par j de
l’image de j†(M ⊗Lχ) ∗!+ Lχ → j+(M ⊗Lχ) ∗∗+ Lχ. Cette application peut être décomposée comme la
composée des quatre applications suivantes :

(1) j†(M ⊗ Lχ) ∗!+ Lχ → j†+(M ⊗ Lχ) ∗!+ Lχ
(2) j†+(M ⊗ Lχ) ∗!+ Lχ → j†+(M ⊗ Lχ) ∗mid+ Lχ
(3) j†+(M ⊗ Lχ) ∗mid+ Lχ → j†+(M ⊗ Lχ) ∗∗+ Lχ
(4) j†+(M ⊗ Lχ) ∗∗+ Lχ → j+(M ⊗ Lχ) ∗∗+ Lχ.

L’application (1) est surjective par exactitude du foncteur ∗!+Lχ, les applications (2) et (3) respectivement
surjective et injective par définition de la convolution intermédiaire, et l’application (4) injective par
exactitude du foncteur ∗∗+Lχ. On en conclut que

M ∗mid× L′χ = j+(j†+(M ⊗ Lχ) ∗mid+ Lχ) = j+(MCχ(j†+(M ⊗ Lχ))). �

Notons MC′χ : Modhol(DGm) −→ Modhol(DGm) le foncteur ∗mid×L
′
χ. Contrairement au cadre de la

convolution intermédiaire additive, on n’a malheureusement pas de relations similaires à celles de la
proposition 2.6.4 dans le cadre de la convolution intermédiaire multiplicative.

Définition 2.8.2 On note C ′χ la sous-catégorie pleine de Modhol(DGm) formée des DGm-modules holo-
nomes réguliers irréductibles non isomorphes à Lχ et de support non réduit à un point.
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On a la proposition suivante :

Proposition 2.8.3 La catégorie C ′χ est stable par le foncteur MC′χ.

Preuve. Soit M ∈ C ′χ. Le DGm-module M ⊗ Lχ est toujours holonome régulier irréductible, et comme
M n’est pas isomorphe à Lχ, on en déduit que le support de j†+(M ⊗ Lχ) n’est pas réduit à un point.
Cela implique donc que j†+(M ⊗ Lχ) ∈ C. D’après la proposition 2.6.4, la catégorie C est stable par le
foncteur MCχ, par conséquent MCχ(j†+(M ⊗ Lχ)) ∈ C.

Il reste à voir pourquoi MC′χ(M) n’est pas isomorphe à Lχ. Supposons par l’absurde que ce soit le cas, on
aurait donc MCχ(j†+(M ⊗ Lχ)) ' Lχ. En appliquant le foncteur MCχ−1 , on obtient j†+(M ⊗ Lχ) ' δ0
et donc M ' Lχ, ce qui contredit l’hypothèse. �

46



47



48



Chapitre 3

Algorithme de Katz
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Dans cette section, nous présenterons un algorithme dû à Katz, un des principaux résultats de son livre
Rigid local systems [Kat96], très important dans l’étude des systèmes locaux irréductibles rigides. Cet
algorithme a beaucoup été étudié et a eu de nombreux développements (notamment [Rob99], [DR00],
[Sim09] et [DS13]). Le plan de ce chapitre 3 sera le suivant :

1. Dans un premier temps, nous détaillerons un lemme dû à Scott [Sco77], qui sera utile pour la suite.
2. Dans un deuxième temps, nous définirons la notion de système local rigide. Cette notion est due à

Katz, mais l’idée mathématique de rigidité est quant à elle bien plus ancienne : Riemann s’y était
intéressé dès 1857 [Rie57], mais dans un vocabulaire très différent de celui d’aujourd’hui.

3. Dans un troisième temps, nous détaillerons les deux opérations qui interviennent dans l’algorithme
de Katz ainsi que leurs propriétés.

4. Dans un quatrième et dernier temps, nous expliciterons l’algorithme de Katz et donnerons plusieurs
conséquences importantes.

Dans toute cette section, on notera Σ = {x1, ..., xr, xr+1} ⊂ P1 avec xr+1 =∞, X = P1 \Σ et (Us)s∈Σ
des petits disques ouverts épointés centrés en chacun des s ∈ Σ qui ne s’intersectent pas deux à deux.
Précisons que l’on entend par petit disque ouvert centré en ∞ l’image d’un petit disque ouvert centré en
0 par l’application z 7→ 1/z.

3.1 Lemme de Scott

Définition 3.1.1 Soit L un système local sur X de rang n. On définit la monodromie Ti autour de
xi 6=∞ comme l’action (linéaire) de la classe d’un lacet simple autour de xi dans π1(X, a) sur La = Cn,
avec a ∈ X un point quelconque. On définit la monodromie autour de ∞ par T∞ = Tr · · ·T1.

Proposition 3.1.2 Soient L un système local sur C∗ de rang n, j : C∗ ↪→ C l’inclusion et T la mono-
dromie autour de 0. On a les propriétés suivantes :
(i) H0(C∗,L) = ker(T − Id)
(ii) H1(C∗,L) = coker(T − Id)
(iii) Hm(C∗,L) = 0 pour m ≥ 2
(iv) χ(C∗,L) = 0
(v) χ(C, j∗L) = χ(0, j∗L) = dim ker(T − Id).

Preuve. Les propriétés (i), (ii) et (iii) sont démontrées dans [EZS07, §1.3.2] (voir aussi [Dim04, ex. 2.5.7]).
On a alors

χ(C∗,L) = dim ker(T − Id)− dim coker(T − Id) = 0.

Notons qu’on aurait pu le voir directement en remarquant que χ(C∗,L) = χ(C∗) · rg(L) = 0. Maintenant,
par additivité de la caractéristique d’Euler, on a

χ(C, j∗L) = χ(C∗, j∗L) + χ(0, j∗L),

et comme (j∗L)|C∗ est un sytème local, on a χ(C∗, j∗L) = χ(C∗) · rg((j∗L)|C∗) = 0 par le même argument
que précédemment. On en déduit que

χ(C, j∗L) = χ(0, j∗L) = dim(j∗L)0 = dim Γ(C∗,L) = dimH0(C∗,L) = dim ker(T − Id).
�
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Dans toute la suite de cette section, on notera j : X ↪→ P1 l’inclusion.

Proposition 3.1.3 Soient L un système local sur X de rang n. Alors :

χ(P1, j∗L) = 2n−
r+1∑
i=1

rg(Ti − Id).

Preuve. Par additivité de la caractéristique d’Euler, on a

χ(P1, j∗L) = χ(X, j∗L) +
r+1∑
i=1

χ(Uxi , j∗L)−
r+1∑
i=1

χ(X ∩ Uxi , j∗L)︸ ︷︷ ︸
=0

.

On a χ(X, j∗L) = χ(X) · rg((j∗L)|X) = (1− r) · rg(L) = (1− r)n. D’où :

χ(P1, j∗L) = (1− r)n+
r+1∑
i=1

dim ker(Ti − Id) = 2n−
r+1∑
i=1

rg(Ti − Id).

�

Proposition 3.1.4 On reprend les notations de la proposition précédente. On suppose de plus que L est
irréductible et T∞ = Id. Alors :

r∑
i=1

rg(Ti − Id) = 2n+ dimH1(P1, j∗L) ≥ 2n.

Preuve. Avec T∞ = Id, la proposition précédente donne

χ(P1, j∗L) = 2n−
r∑
i=1

rg(Ti − Id).

On déduit du fait que L est irréductible que

H0(P1, j∗L) = Γ(X,L) =
r⋂
i=1

ker(Ti − Id) = 0.

Par dualité de Poincaré, on a H2(P1, j∗L) = 0, ce qui donne bien l’égalité attendue :

χ(P1, j∗L) = 2n−
r∑
i=1

rg(Ti − Id) = −dimH1(P1, j∗L).

�

Ce dernier résultat est dû à Scott [Sco77], mais il est à noter qu’il existe une preuve très simple de
l’inégalité seule n’utilisant que des outils d’algèbre linéaire élémentaire (voir [Beu08, th. 1.4.2] et [Sab12]).
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3.2 Rigidité d’un système local

Définition 3.2.1 Un système local L sur X est dit rigide si pour tout système local F sur X tel que
L|Us ' F|Us pour tout s ∈ Σ, on a L ' F.

Remarque. Interprétons cette propriété de rigidité en terme de monodromie. Notons Ts les monodromies
autour de s ∈ Σ : être rigide revient à dire que pour toute famille de matrices inversibles (T ′s)s∈Σ telle que
Ts et T ′s soient conjuguées pour tout s ∈ Σ, alors il existe une matrice commune qui réalise la conjugaison.
Autrement dit, on ne peut pas déformer les Ts dans leur classe de conjugaison, sauf à conjuguer par une
matrice commune.

Définition 3.2.2 Soit L un système local sur X. On définit l’indice de rigidité comme rig(L) :=
χ(P1, j∗End(L)).

Remarque. En utilisant la proposition 3.1.2(v), on peut donner une expression explicite de l’indice de
rigidité en terme de monodromie :

rig(L) = χ(X, j∗End(L)) +
∑
s∈Σ

χ(s, j∗End(L))

= (2− |Σ|) · (rg(L))2 +
∑
s∈Σ

dim ker(ad(Ts)− Id),

où ad : Mn(C)→ L(Mn(C)), T 7→ (A 7→ TAT−1). En notant Z(Ts) est le centralisateur de Ts, on a

rig(L) = (1− r) · (rg(L))2 +
∑
s∈Σ

dimZ(Ts).

Proposition 3.2.3 Soit L un système local sur X irréductible. On a :

rig(L) = 2− dimH1(P1, j∗End(L)) ≤ 2.

Preuve. On a rig(L) = 2 · dimH0(P1, j∗End(L))− dimH1(P1, j∗End(L)). De plus, on sait que

H0(P1, j∗End(L)) = Γ(X,End(L)) =
⋂
s∈Σ

Z(Ts).

Si une matrice M commute avec tous les Ts alors ses espaces propres sont stables par tous les Ts, et par
irréductibilité de L, ils sont triviaux : la matrice M est donc scalaire. Ainsi dimH0(P1, j∗End(L)) = 1,
ce qui donne bien l’expression attendue. �

On a le critère suivant, dû à Katz [Kat96, th. 1.1.2] :

Théorème 3.2.4 Soit L un système local sur X irréductible.
Alors L est rigide si et seulement si rig(L) = 2.
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3.3 Opérations de l’algorithme de Katz

Soit L un système local sur X. Nous allons détailler ici les deux opérations qui interviendront dans
l’algorithme de Katz ainsi que leurs propriétés. Ces deux opérations sont les suivantes :

1. la multiplication par un système local sur X de rang un
2. la convolution intermédiaire par un système local sur C∗ de rang un

Définition 3.3.1 On appelle multiplication d’un système local L sur X par un système local de rang un
toute opération L 7→ L⊗ F, où F est un système local sur X de rang un.

Remarques. (i) En terme de monodromie, un système local sur X de rang un est donné par une famille
de complexes (λs)s∈Σ non nuls. Ainsi, la monodromie Ts de L est transformée par multiplication en λsTs.
En particulier, l’opération de multiplication préserve le rang et est inversible.
(ii) La multiplication préserve l’irréductibilité d’une part, et la rigidité d’autre part dans la mesure où
End(L) ' End(L⊗ F) et donc rig(L) = rig(L⊗ F).

On a déjà vu l’opération de convolution intermédiaire dans la partie précédente. On note Lλ le système
local sur C∗ de rang un, dont la monodromie autour de 0 est donnée par T = λ 6= 0, et MCλ le foncteur
de convolution intermédiaire avec Lλ dans la catégorie des systèmes locaux sur X. Contrairement à la
partie précédente, on n’oblige a priori pas λ à être de module 1.

La proposition suivante est due à Katz (th. 2.9.8, th. 3.3.3 et §6.0.16 de [Kat96], voir aussi [DR00, cor.
3.6 et 4.4]) :

Proposition 3.3.2 Soient L un système local sur X irréductible et λ ∈ C∗. On a alors :
(i) MCλ(L) est irréductible
(ii) rig(MCλ(L)) = rig(L).

L’opération MCλ préserve donc les systèmes locaux irréductibles rigides. De plus, d’après le théorème
3.5 de [DR00], elle est inversible d’inverse l’opération MCλ−1 .

Une question importante reste cependant en suspens : quel est le rang deMCλ(L) ? Pour cela, il est utile
d’avoir une interprétation matricielle de l’opération de convolution intermédiaire sur les monodromies,
faite par Dettweiler et Reiter dans [DR00]. En notant T1, ..., Tr ∈ GLn(C) les monodromies d’un système
local L irréductible de rang n et λ ∈ C∗, on pose

Gλi =



0

I(i−1)n
... 0

0

T1 − In · · · Ti−1 − In λTi λ(Ti+1 − In) · · · λ(Tr − In)

0

0
... I(r−i)n

0


.
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Les deux espaces

K = {t(x1, ..., xr) | xi ∈ ker(Ti − In)} et Lλ =
r⋂
i=1

ker(Gλi − Irn)

sont stables par les Gλi , on note alors Tλi les classes des Gλi dans GL(Crn/(K+Lλ)). Les Tλi correspondent
alors aux monodromies de MCλ(L).

D’après le lemme 2.7 de [DR00], Lλ = {t(u, T1u, ..., Tr−1 · · ·T1u) | u ∈ ker(λT∞ − In)} et K ∩ Lλ = 0,
ce qui permet de donner l’expression du rang de MCλ(L) :

rg(MCλ(L)) = rn−
r∑
i=1

dim ker(Ti − In)− dim ker(λT∞ − In) =
r∑
i=1

rg(Ti − In)− dim ker(λT∞ − In).

Le corollaire 4.2 de [DR00] montre en outre que rg(Tλ∞ − λId) = rg(λT∞ − In).

3.4 Algorithme de Katz

Tous les ingrédients sont maintenant en place pour introduire l’algorithme de Katz :

Théorème 3.4.1 Soit L un système local sur X irréductible rigide de rang n > 1, de monodromies
T1, ..., Tr. On suppose que T∞ est scalaire. Il est alors possible d’aboutir en un nombre fini de multiplica-
tions et de convolutions intermédiaires à un système local de rang 1.

Preuve. Comme L est rigide et T∞ = µIn, on a

rig(L) = (1− r)n2 +
r∑
i=1

dimZ(Ti) + Z(T∞)︸ ︷︷ ︸
=n2

= 2.

Ainsi, en notant ri,λ le nombre de blocs de Jordan de Ti associé à la valeur propre λ et ti,λ,k la taille du
kème bloc de Jordan associé à cette même valeur propre, on a

(r − 2)n2 + 2 =
r∑
i=1

dimZ(Ti) =
r∑
i=1

∑
λ∈Sp(Ti)

∑
1≤k,`≤ri,λ

min(ti,λ,k, ti,λ,`)︸ ︷︷ ︸
≤ti,λ,k

,

ce qui donne

(r − 2)n2 + 2 ≤
r∑
i=1

∑
λ∈Sp(Ti)

ri,λ

ri,λ∑
k=1

ti,λ,k.

Posons maintenant ni = min{rg(λTi − In) | λ ∈ C∗}, pour tout i ∈ {1, ..., r}. Pour tout λ ∈ Sp(Ti), on a
alors ri,λ = dimker(Ti − λIn) ≤ n− ni et donc

(r − 2)n2 + 2 ≤
r∑
i=1

n(n− ni) = rn2 − n
r∑
i=1

ni.
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Il en résulte que
r∑
i=1

ni ≤
2n2 − 2

n
< 2n.

Choisissons alors des λi tels que ni = rg(λiTi − In) (cela signifie en particulier que λ−1
i est valeur propre

de Ti) et effectuons l’opération de multiplication

(T1, ..., Tr) 7→ (T ′1, ..., T ′r) = (λ1T1, ..., λrTr).

On a alors T ′∞ = µλ1 · · ·λrIn et par le lemme de Scott (proposition 3.1.4), on a µλ1 · · ·λr 6= 1. Posons
λ = (µλ1 · · ·λr)−1 6= 1 et effectuons l’opération de convolution MCλ :

(T ′1, ..., T ′r) 7→ (Tλ1 , ..., Tλr ).

On sait alors qu’après cette opération, le rang du système local sera
r∑
i=1

rg(λiTi − In)− dim ker(λT ′∞ − In) =
r∑
i=1

rg(λiTi − In)− n < 2n− n = n.

On a donc strictement diminué le rang. De plus, comme rg(Tλ∞−λId) = rg(λT ′∞−In) = 0, on a Tλ∞ = λId,
matrice scalaire. On peut ainsi poursuivre l’algorithme, qui, après un nombre fini d’étapes, produira un
système local de rang un. �

Plusieurs remarques importantes peuvent être faites sur cet algorithme de Katz :

1. L’algorithme de Katz se termine se termine avec un système local de rang 1, il est donc possible de
faire une dernière opération de multiplication pour amener ce dernier sur le système local de rang
1 de monodromies triviales (1, ..., 1).

2. Les deux opérations utilisées dans l’algorithme étant inversibles, il est possible en reprenant l’algo-
rithme dans l’autre sens d’obtenir tout système local irréductible rigide à partir du système local
de rang 1 de monodromies triviales (1, ..., 1).

3. Les λi et λ qui interviennent dans l’algorithme de Katz sont des monômes en les valeurs propres des
Ti. Ainsi, à chaque étape de l’algorithme, le fait que les valeurs propres des monodromies soient de
module 1 est une propriété conservée. Cette remarque aura des conséquences en théorie de Hodge,
ce que nous verrons par la suite.

4. Cet algorithme peut être utilisé pour fabriquer des systèmes locaux irréductibles rigides intéressants.
Par exemple, en appliquant au système local sur P1 \ {x1, x2, x3, x4} de rang 1 de monodromies
triviales (1, 1, 1, 1) une certaine suite de multiplications et de convolutions intermédiaires, Dettweiler
et Reiter obtiennent dans [DR10] un système local irréductible rigide de rang 7, tel que l’adhérence
de Zariski du groupe engendré par ses monodromies dans GL7(C) est le groupe G2.
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Chapitre 4

Données numériques locales et convolution intermédiaire
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Dans cette section, nous étudierons le comportement des données numériques locales d’un D-module
holonome régulier par l’opération de convolution intermédiaire développée dans le chapitre 2. Le plan de
ce chapitre 4 sera le suivant :

1. Dans un premier temps, nous définirons les données numériques locales.
2. Dans un deuxième temps, nous établirons le comportement des données numériques locales par

convolution intermédiaire additive. De nombreux résultats ont été obtenus dans cette direction par
Dettweiler et Sabbah [DS13, §1.3]. Nous proposerons une autre démonstration du deuxième point de
la proposition 1.3.5 de [DS13] sur le comportement des données numériques locales cycles proches à
l’infini par convolution intermédiaire additive, par une toute autre approche que celle de Dettweiler
et Sabbah. Cette nouvelle approche sera d’une grande aide lorsque l’on ajoutera la filtration de
Hodge par la suite (au chapitre 6), ce qui nous permettra d’obtenir un résultat quant à lui nouveau.

3. Dans un troisième et dernier temps, nous expliciterons le comportement des données numériques
locales par convolution intermédiaire multiplicative. Pour cela, nous utiliserons la formule obtenue à
la proposition 2.8.1, ce qui nous permettra de transposer certains des résultats additifs de Dettweiler
et Sabbah au cadre multiplicatif.

4.1 Données numériques locales

On considère M un C[t]〈∂t〉-module holonome régulier dont les points singuliers sont x1, ..., xr ainsi
que xr+1 = ∞. On note x une coordonnée locale au voisinage de xi (x = t − xi si i ∈ {1, ..., r}, x = 1/t
si i = r + 1) et

Mxi =
{

C{x} ⊗C[t] M si i ∈ {1, ..., r}
C({x})⊗C[t] M si i = r + 1.

On sait que tout C({x})-espace vectoriel à connexion régulière (R,∇) est muni d’une filtration décrois-
sante V a (respectivement V >a) indexée par a ∈ R, où V a (respectivement V >a) est le C{x}-module libre
sur lequel le résidu de ∇ a ses valeurs propres de partie réelle dans [a, a+ 1[ (respectivement ]a, a+ 1]).
On suppose que les valeurs propres du résidu de ∇ sont réelles (ce qui sera le cas dans la situation qui
nous intéressera au chapitre 6).

Les cycles proches ψλ(M) sont définis pour λ = e−2iπa et a ∈ ]− 1, 0] par ψxi,λ(M) = V a/V >a et sont
munis de l’endomorphisme nilpotent N = −2iπ(t∂t − a). La donnée de (R,∇) est alors équivalente à la
donnée de la famille finie des (ψλ(M), N) pour λ ∈ C∗.

On en déduit que Mxr+1 est complètement déterminé par la donnée des (ψxr+1,λ(M), N), mais ce n’est
plus nécessairement vrai pour les Mxi pour i ∈ {1, ..., r}, car la donnée des (ψxi,λ(M), N) ne détermine
que C({x}) ⊗C{x} Mxi . Néanmoins, ces données suffisent à déterminer Mxi si l’on suppose en outre M
irréductible, hypothèse que l’on fera dans la suite, car dans ce cas M est extension minimale en chacune
de ses singularités à distance finie.

La filtration de monodromie induite par tout endomorphisme nilpotent N nous permet de définir les
espaces P`ψxi,λ(M) de vecteurs primitifs, dont la dimension est le nombre de blocs de Jordan de taille
` + 1 pour N agissant sur ψxi,λ(M). Pour un exposé complet sur la filtration de monodromie et ses
propriétés, on peut se référer à [SS17, §3.1.a].
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Définition 4.1.1 On définit les données numériques locales cycles proches par :

νxi,λ,`(M) = dimP`ψxi,λ(M)
νxi,λ,prim(M) =

∑
`≥0

νxi,λ,`(M)

νxi,λ(M) = dimψxi,λ(M) =
∑
`≥0

(`+ 1)νxi,λ,`(M).

On note h(M) = dim(C(t) ⊗C[t] M) le rang générique de M et hxi(M) = dim(C({x}) ⊗C[t] M). Cette
dernière quantité est indépendante du point xi, et on a h(M) = hxi(M) =

∑
λ νxi,λ(M).

Définition 4.1.2 On définit les données numériques locales cycles évanescents en posant µxi,λ,`(M) =
νxi,λ,`(M) sauf pour i 6= r + 1 et λ = 1 où l’on pose :

µxi,1,`(M) = νxi,1,`+1(M)
µxi,1,prim(M) =

∑
`≥0

µxi,1,`(M) = νxi,1,prim(M)− νxi,1,0(M)

µxi,1(M) =
∑
`≥0

(`+ 1)µxi,1,`(M) = νxi,1(M)− νxi,1,prim(M).

Définition 4.1.3 Les données numériques locales de M sont :
(i) le rang générique h(M)
(ii) les données numériques locales cycles proches ν∞,λ,`(M) (λ ∈ C∗, ` ∈ N)
(iii) les données numériques locales cycles évanescents µxi,λ,`(M) (i ∈ {1, ..., r}, λ ∈ C∗, ` ∈ N).

Remarque. En posant µxi(M) =
∑
λ µxi,λ(M), on obtient les νxi,1,`(M) pour i ∈ {1, ..., r} par

νxi,1,`(M) =
{
µxi,1,`−1(M) si ` ≥ 1
h(M)− µxi(M)− µxi,1,prim(M) si ` = 0.

Remarque. On a des définitions similaires si l’on considère des DGm -modules. Pour garder une cohérence
dans les notations, on posera dans ce cas x0 = 0. La seule chose qui change dans la définition des données
numériques locales est l’ajout des données numériques locales cycles proches en 0, à savoir les ν0,λ,`(M)
pour λ ∈ C∗ et ` ∈ N.

4.2 Comportement des données ν∞,λ,` par convolution intermédiaire additive

Dettweiler et Sabbah décrivent dans [DS13] le comportement des données numériques locales d’un DA1-
module holonome régulier irréductible par le foncteur MCλ0 . En particulier, ils obtiennent une formule
(proposition 1.3.5, deuxième point) permettant d’exprimer les données numériques locales cycles proches
à l’infini de MCλ0(M) en fonction de celles de M et de données globales. La preuve utilise la transformée
de Fourier, qui malheureusement ne se comporte pas bien vis-à-vis de la filtration de Hodge, ce qui ne
permettra pas de la généraliser dans la partie suivante lorsque l’on ajoutera la filtration de Hodge. Nous
allons donc proposer une autre démonstration de ce résultat avec le théorème 4.2.5, fortement inspirée
par la géométrie du problème, plus longue mais n’utilisant pas la transformée de Fourier.
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Plan de la preuve. Détaillons les arguments successifs qui interviennent dans la preuve.

1. Nous commençons par écrire MCλ0(M) comme image directe intermédiaire par l’application somme.
En changeant de coordonnées, on se ramène à une projection qu’on rend propre en projectivisant.

2. Nous utilisons une propriété de commutation entre cycles proches et image directe propre, issue
de la théorie des modules de Hodge de M. Saito (en oubliant provisoirement la filtration, mais en
gardant en tête que cet argument se comportera bien quand on ajoutera la filtration au chapitre 6),
afin de se ramener à l’étude locale d’un faisceau de cycles proches.

3. Pour être dans une situation de croisement normal et appliquer les résultats locaux afférents de la
théorie des modules de Hodge, nous réalisons un éclatement.

4. Nous explicitons complètement le faisceau de cycles proches précédemment mis en évidence (lemme
4.2.4), et faisons un calcul topologique global en utilisant l’additivité de la caractéristique d’Euler
pour démontrer le résultat voulu (théorème 4.2.5).

Notations et rappels. Commençons par préciser certaines notations que l’on utilisera dans tout le
paragraphe 4.2 et que l’on réemploiera au chapitre 6. Soient M ∈ C, γ0 ∈ ]0, 1[ et λ0 = exp(−2iπγ0).
On note ∇ la connexion induite par M , M le DP1 -module extension méromorphe de M à l’infini et Mmin

le DP1-module extension minimale de M à l’infini. Le localisé (algébrique) à l’infini est noté M∞ et
l’extension minimale Mmin

∞ . On note x la coordonnée sur A1, de sorte qu’au voisinage de l’infini, on se
place en coordonnée x′ = 1/x. On reprend les notations de la définition 2.3.6 : soit A le sous-ensemble
fini de ]− 1, 0] tel que (M∞)α :=

⋃
k≥0 ker(x′∂x′ − α)k = 0 pour α 6∈ A+ Z. D’une part, on sait que M∞

est déterminé par la donnée des (M∞)α pour α ∈ ] − 1, 0] et que, d’autre part, Mmin
∞ est déterminé par

la donnée des (M∞)α pour α ∈ ]− 1, 0[ et du carquois d’extension minimale

(M∞)0
can // (M∞)−1var
oo

où can = −∂x′ et var = 2iπx′. Pour γ ∈ ]− 1, 0] et λ = exp(−2iπγ), on note (M∞)λ :=
⊕

k∈Z(M∞)γ+k.

Situation géométrique. Soit s : A1
x×A1

y → A1
t l’application somme que l’on peut voir, quitte à changer

de coordonnées, comme la projection s : A1
x × A1

t → A1
t que l’on prolonge en s : A1

x × P1
t → P1

t . On
peut rendre propre cette application en projectivisant, en considérant s̃ : P1

x × P1
t → P1

t . Les inclusions
i : A1

t ↪→ P1
t et i′ : A1

x × A1
t ↪→ P1

x × P1
t vérifient alors s̃ ◦ i′ = i ◦ s. En notant Mλ0 = i′+(M � Lλ0) et

Mλ0 = (Mλ0)min({∞}×P1
t ), un raisonnement similaire à celui de la proposition 1.1.10 de [DS13] donne

MCλ0(M) = i+s̃+Mλ0 .

Précisons dès maintenant la situation géométrique qui nous intéressera dans la suite. On éclate le point
(∞,∞) dans P1

x × P1
t . On note e l’application d’éclatement, X l’éclaté, j : A1

x × P1
t ↪→ X l’inclusion

naturelle.

On munit X des deux cartes usuelles, l’une donnée par les coordonnées (u1, v1) 7→ (t′ = u1v1, x
′ = v1)

et l’autre par (u2, v2) 7→ (t′ = v2, x
′ = u2v2). On note P1

x le transformé strict par e de la droite {t′ = 0} et
P1

exc = e−1(0) le diviseur exceptionnel. On note également 0 ∈ P1
exc le point donné par u2 = 0, 1 ∈ P1

exc le
point donné par u2 = 1 et∞ ∈ P1

x∩P1
exc. La situation géométrique est représentée par le schéma suivant :
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Explicitation de Mλ0 avec les coordonnées. En écrivant les coordonnées sur A1
x × A1

t , on a

M � Lλ0 = M [t]⊗
(
C[x, t, (t− x)−1],d(x,t) + γ0

d(t− x)
t− x

)
=
(
M [t, (t− x)−1],∇(x,t) + γ0

d(t− x)
t− x

)
.

En écrivant les coordonnées sur P1
x × P1

t au voisinage de (∞,∞) en posant x′ = 1/x et t′ = 1/t, on a

Mλ0 = M∞[t′, t′−1]⊗
(
C[x′, x′−1, t′, t′−1, (x′ − t′)−1],d(x′,t′) + γ0

(
−dx′

x′
− dt′

t′
+ d(x′ − t′)

x′ − t′

))
,

ce qui donne

Mλ0 =
(
M∞[t′, t′−1, (x′ − t′)−1],∇(x′,t′) + γ0

(
−dx′

x′
− dt′

t′
+ d(x′ − t′)

x′ − t′

))
.

Notations 4.2.1 Précisons les notations qu’on utilisera dans la suite. On rappelle queMλ0 = i′+(M�Lλ0)
et Mλ0 = (Mλ0)min({∞}×P1

t ). On note Nλ0 = e+Mλ0 , Nλ0 = (Nλ0)min(x′◦e=0) et T = ψt′◦e,λNλ0 .

Lemme 4.2.2 On a Mλ0 [t′−1] = e+Nλ0 [t′−1].

Par définition de l’extension minimale, Nλ0 est l’image du morphisme j†j+Nλ0 −→ j+j
+Nλ0 . Pour i 6= 0,

on sait que Hie+Nλ0 est supporté en (∞,∞), d’où Hie+Nλ0 [t′−1] = 0. Par conséquent, e+Nλ0 [t′−1] est
concentré en degré 0. De même, le noyau de H0e+Nλ0 −→Mλ0 est supporté en (∞,∞), d’où il vient que
e+Nλ0 [t′−1] est un sous-module de Mλ0 .

On a e+j+j
+Nλ0 = (e ◦ j)+(e ◦ j)+Mλ0 et, comme e est propre, on peut écrire que e+j†j

+Nλ0 =
e†j†j

+Nλ0 = (e ◦ j)†(e ◦ j)+Mλ0 . Ainsi, Mλ0 [t′−1] est l’image du morphisme
e+j†j

+Nλ0 [t′−1] −→ e+j+j
+Nλ0 [t′−1].

En dehors de (∞,∞), Mλ0 [t′−1] et e+Nλ0 [t′−1] sont des sous-modules de Mλ0 qui sont isomorphes.
Maintenant on peut considérer l’intersection de ces deux sous-modules de Mλ0 , avec deux morphismes
de l’intersection vers chacun d’entre eux. Le noyau et le conoyau de ces deux morphismes sont a priori
supporté en (∞,∞), mais comme t′ est inversible, ils sont nuls. On en déduit que Mλ0 [t′−1] et e+Nλ0 [t′−1]
sont isomorphes. �
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On fixe maintenant dans toute la suite γ ∈ ]−1, 0] et λ = exp(−2iπγ). On s’intéresse aux cycles proches
de MCλ0(M) au voisinage de∞. Comme s̃ et e sont propres, le foncteur des cycles proches est compatible
avec (s̃ ◦ e)+ (proposition 3.3.17 de [Sai88]), et par conséquent on a l’identité suivante :

Proposition 4.2.3 ψ∞,λ(MCλ0(M)) = ψt′,λ(s̃+Mλ0) = ψt′,λ(s̃+e+Nλ0) = s̃+e+T .

Il est important pour la suite d’avoir une bonne compréhension de T et de son endomorphisme nilpotent.
On a le lemme suivant :

Lemme 4.2.4 (1) Pour λ 6∈ {1, λ0}, T est supporté sur P1
exc et donné par(

(M∞)λλ0 [(x′ − 1)−1],∇+ γ0

(
−dx′

x′
+ dx′

x′ − 1

))
dans la carte P1

exc \ {∞} (munie de la coordonnée x′) et étendu méromorphiquement à l’infini. L’action
de l’endomorphisme nilpotent est donné par l’action de la partie nilpotente de x′∂x′ − (γ + γ0).

(2) Pour λ = 1, T est supporté sur P1
exc et donné par(

(M∞)λ0 [(x′ − 1)−1],∇+ γ0

(
−dx′

x′
+ dx′

x′ − 1

))
min({0})

dans la carte P1
exc \ {∞} et étendu méromorphiquement à l’infini. L’action de l’endomorphisme nilpotent

est donné par l’action de la partie nilpotente de x′∂x′ − γ0.

(3) Pour λ = λ0, T est supporté sur P1
x ∪ P1

exc et on a une suite exacte 0→ T0 → T → T1 → 0 où
• T0 est supporté sur P1

exc et donné par(
(M∞)1[(x′ − 1)−1],∇+ γ0

(
−dx′

x′
+ dx′

x′ − 1

))
dans la carte P1

exc \ {∞} et étendu par zéro à l’infini. L’action de l’endomorphisme nilpotent est donné
par l’action de la partie nilpotente de x′∂x′ .
• T1 = M est supporté par P1

x. L’action de l’endomorphisme nilpotent est donné par 0.

Preuve. On raisonnera tour à tour :
• dans la carte (u2, v2), que l’on appelle carte 1
• au voisinage de l’axe u1 = 0 privé du point (u1, v1) = (0, 0), que l’on appelle carte 2
• au voisinage du point (u1, v1) = (0, 0), que l’on appelle carte 3.

Carte 1. Commençons par raisonner dans la carte (u2, v2). On a la décomposition

e+M∞ =
⊕
α∈R

(e+M∞)α,

où (e+M∞)α =
⋃
k≥0 ker(v2∂v2 −α)k = 0 est un C[u2, u

−1
2 ]〈∂u2〉-module muni d’une action de v2∂v2 −α.

65



Comme
Lλ0 =

(
C[u2, u

−1
2 , v2, v

−1
2 , (u2 − 1)−1],d + γ0

(
−du2

u2
− dv2

v2
+ du2

u2 − 1

))
,

on en déduit que la décomposition de Nλ0 est donnée par

(Nλ0)γ = (e+M∞)γ+γ0 ⊗
(
C[u2, u

−1
2 , (u2 − 1)−1],d + γ0

(
−du2

u2
+ du2

u2 − 1

))
.

En outre, l’action de v2∂v2 − γ sur (Nλ0)γ s’identifie à l’action de x′∂x′ − (γ + γ0) sur (M∞)γ+γ0 .

Dans la carte (u2, v2), on a Nλ0 = (Nλ0)min({u2v2=0}) et T = ψt′◦e,λNλ0 = ψv2,λNλ0 . En remarquant
maintenant que ψv2,λNλ0 = ψv2,λ((Nλ0)min({u2=0})), le problème se réduit à l’étude de (Nλ0)min({u2=0}).
Le calcul ci-dessus montre que ((Nλ0)min({u2=0}))γ ne diffère de (Nλ0)γ que pour γ ∈ Z où intervient en
plus un carquois d’extension minimale. On en conclut que

ψv2,λNλ0 =


(

(M∞)λλ0 [(x′ − 1)−1],∇+ γ0

(
−dx′

x′
+ dx′

x′ − 1

))
si λ 6= 1(

(M∞)λ0 [(x′ − 1)−1],∇+ γ0

(
−dx′

x′
+ dx′

x′ − 1

))
min({0})

si λ = 1.

Carte 2. Raisonnons maintenant dans la carte (u1, v1) au voisinage de l’axe u1 = 0 privé du point
(u1, v1) = (0, 0). Il est plus simple dans cette situation de raisonner dans la carte (x, t′). Comme t− x =
(1− xt′)/t′, on a

Mλ0 = M [t′, t′−1]⊗
(
C[x, t′, t′−1, (1− xt′)−1],d(x,t′) + γ0

(
d(1− xt′)

1− xt′ −
dt′

t′

))
,

d’où
Mλ0 =

(
M [t′, t′−1, (1− xt′)−1],∇(x,t′) + γ0

(
d(1− xt′)

1− xt′ −
dt′

t′

))
.

Dans la carte (x, t′), il n’y a aucune extension minimale à considérer, i.e. Mλ0 = Mλ0 . Notons maintenant
V •Mλ0 la V -filtration par rapport à t′, on a alors ψt′,λMλ0 = grγVMλ0 . L’expression de la connexion
obtenue ci-dessus montre que grγVMλ0 est nul sauf pour γ = −γ0 pour lequel grγVMλ0 = M .

En conclusion, on a

ψt′,λMλ0 =
{

0 si λ 6= λ0

M si λ = λ0,

muni dans le cas λ = λ0 de l’action de la partie nilpotente de x∂x + γ0.

Carte 3. Raisonnons enfin au voisinage du point (u1, v1) = (0, 0).
La connexion surM∞[t′, t′−1] étant donnée par ∇(x′,t′) = d(x′,t′) +Bdx′/x′ où la matrice B est constante,
celle sur e+M∞[t′, t′−1] = M∞[u1, u

−1
1 ] est donc donnée par ∇(u1,v1) = d(u1,v1) +Bdv1/v1. On a alors

Nλ0 = M∞[u1, u
−1
1 ]⊗

(
C[u1, u

−1
1 , v1, v

−1
1 , (u1 − 1)−1],d(u1,v1) + γ0

(
−du1

u1
− dv1

v1
+ du1

u1 − 1

))
=
(
M∞[u1, u

−1
1 , (u1 − 1)−1],d(u1,v1) + γ0

(
−du1

u1
+ du1

u1 − 1

)
+ (B − γ0)dv1

v1

)
.
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Pour R un C[u1, v1]〈∂u1 , ∂v1〉-module et α ∈ R2, on note, par analogie avec les notations de la définition
2.3.6, Rα le sous-C-espace vectoriel de R défini par

Rα =
⋃
k1≥0

ker(u1∂u1 − α1)k1 ∩
⋃
k2≥0

ker(v1∂v1 − α2)k2 .

Pour α ∈ ]− 1, 0]2, on déduit de l’expression de Nλ0 que (Nλ0)α 6= 0 si et seulement si α = (−γ0, α− γ0)
avec α ∈ (A mod Z)∩]γ0−1, γ0]. Précisément, (Nλ0)−γ0,α−γ0 s’identifie à (M∞)α avec actions de u1∂u1 =
−γ0Id et v1∂v1 = x′∂′x − γ0Id.

Dans la carte (u1, v1) où nous nous sommes placés, on a Nλ0 = (Nλ0)min({v1=0}) et ψt′◦e,λNλ0 = ψg,λNλ0

où g = u1v1. La situation du calcul des cycles proches le long d’une application monomiale g = u1v1 d’un
C[u1, v1]〈∂u1 , ∂v1〉-module cohérent à croisements normaux le long du diviseur D = {u1v1 = 0} est traitée
dans le chapitre 11.3 de [SS17], détaillons-là dans le cas présent. On considère le diagramme commutatif

X �
� ig //

g
$$

X × Cz
p2
����

Cz

et (ig)+Nλ0 = Nλ0 [∂z] =
⊕

k≥0 (Nλ0 ⊗ ∂kz ). C’est un C[u1, v1, z]〈∂u1 , ∂v1 , ∂z〉-module à gauche muni des
actions suivantes :

(i) action de C[u1, v1] : f(u1, v1) · (m⊗ ∂kz ) = (f(u1, v1)m)⊗ ∂kz .
(ii) action de ∂z : ∂z(m⊗ ∂kz ) = m⊗ ∂k+1

z .
(iii) action de ∂u1 : ∂u1(m⊗ ∂kz ) = (∂u1m)⊗ ∂kz − v1m⊗ ∂k+1

z .
(iv) action de ∂v1 : ∂v1(m⊗ ∂kz ) = (∂v1m)⊗ ∂kz − u1m⊗ ∂k+1

z .
(v) action de z : z · (m⊗ ∂kz ) = gm⊗ ∂kz − km⊗ ∂k−1

z .

Pour distinguer l’action de u1∂u1 (resp. v1∂v1) trivialement induite par Nλ0 et l’action de u1∂u1 (resp.
v1∂v1) sur ψg,λNλ0 , on note Su (resp. Sv) la première, à savoir Su(m ⊗ ∂kz ) = (u1∂u1m) ⊗ ∂kz (resp.
Sv(m⊗ ∂kz ) = (v1∂v1m)⊗ ∂kz ). En notant E = z∂z, on a

u1∂u1(m⊗ ∂kz ) = (Su − E − (k + 1))(m⊗ ∂kz )
et

v1∂v1(m⊗ ∂kz ) = (Sv − E − (k + 1))(m⊗ ∂kz ).

Notons maintenant V •(Nλ0 [∂z]) la V -filtration par rapport à z, on a alors T = ψg,λNλ0 = grγV (Nλ0 [∂z]). Si
l’on regarde maintenant les décompositions Nalg

λ0
=
⊕
α∈R2(Nλ0)α et T alg =

⊕
β∈R2 Tβ, un raisonnement

similaire à celui fait en 11.3.11 dans [SS17] (à gauche ici) montre que les seuls β qui interviennent sont
ceux qui vérifient α = β+(γ+k+1)(1, 1) pour un certain α apparaissant dans la décomposition de Nalg

λ0
.

Cette identité prouve en particulier qu’on a nécessairement α2 > −1 pour β ≥ (−1,−1), ce qui signifie
que le fait d’avoir une extension minimale par rapport à {v1 = 0} ne joue ici aucun rôle. Autrement dit,
on pourra identifier dans cette partie Nλ0 et Nλ0 .

Le corollaire 11.3.16 de [SS17] donne les expressions suivantes de Tβ pour β ≥ (−1,−1) :
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Tβ =


0 si β1 6= −1 et β2 6= −1

coker(Su − E ∈ End((Nλ0)γ,β2+γ+1[E])) si β1 = −1 et β2 6= −1
coker(Sv − E ∈ End((Nλ0)β1+γ+1,γ [E])) si β1 6= −1 et β2 = −1

coker((Su − E)(Sv − E) ∈ End((Nλ0)γ,γ [E])) si β = (−1,−1).

Examinons les différents cas pour β ∈ [−1, 0]2 :

(i) Pour β2 6= −1, on a T(−1,β2) 6= 0 si et seulement si γ = −γ0 et β2 ∈ A.
(ii) Pour β1 6= −1, on a T(β1,−1) 6= 0 si et seulement si γ = α − γ0 avec α ∈ (A mod Z) ∩ ]γ0 − 1, γ0] et
β1 = −α mod Z.
(iii) T(−1,−1) 6= 0 si et seulement si γ = −γ0 et 0 ∈ A.

On en déduit que :

(Cas 1) Si γ 6= −γ0 alors T est supporté par P1
exc et est déterminé par la seule donnée de

coker(Sv − E ∈ End((Nλ0)−γ0,γ [E]))

muni des actions de u1∂u1 + γ + γ0 et de E − γ, que l’on peut identifier à (Nλ0)−γ0,γ où l’action de E
s’identifie à Sv. On en déduit que T est déterminé par la donnée de (M∞)γ+γ0 où :

(i) l’action de u1∂u1 + γ + γ0 s’identifie à l’action de −(x′∂x′ − (γ + γ0)) car

u1∂u1 + γ + γ0 = Su − E + γ + γ0 = (Su + γ0)︸ ︷︷ ︸
=0

−(Sv − γ) = −(x′∂x′ − (γ + γ0)).

(ii) l’action de E − γ s’identifie à l’action de x′∂x′ − (γ + γ0).

On en conclut donc que T = (M∞)λλ0 , muni des actions ci-dessus.

(Cas 2) Si γ = −γ0 alors T est déterminé :

• d’une part sur P1
x par la donnée pour tout α ∈ A ∩ ]γ0 − 1, γ0] \ {0} de

coker(Su − E ∈ End((Nλ0)−γ0,α−γ0 [E]))

muni des actions de v1∂v1 − α et de E + γ0, que l’on peut identifier à (Nλ0)−γ0,α−γ0 où l’action de E
s’identifie à Su. On identifie ce dernier à (M∞)α où :

(i) l’action de v1∂v1 − α s’identifie à l’action de x′∂x′ − α car

v1∂v1 − α = Sv − E − α = x′∂x′ − γ0 − α+ γ0 = x′∂x′ − α.

(ii) l’action de E + γ0 s’identifie à l’action par 0.

• d’autre part par le bicarquois
T(−1,−1)

v1 //

u1

��

T(−1,0)
∂v1

oo

T(0,−1)

∂u1

OO
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Maintenant, on peut supposer, quitte à faire agir u−1
1 sur (Nλ0)−γ0+1,−γ0 [E] et v−1

1 sur (Nλ0)−γ0,−γ0+1,
que T(−1,−1), T(0,−1) et T(−1,0) sont tous les trois des conoyaux d’applications de End((Nλ0)−γ0,−γ0 [E]).

En notant Cuv = coker(Su − E)(Sv − E), Cu = coker(Su − E) et Cv = coker(Sv − E), le bicarquois
précédent s’identifie au bicarquois

Cuv
ϕv // //

ϕu
����

Cu
Sv−E
oo

Cv

Su−E

OO

où ϕu : Cuv → Cv est induit par l’inclusion im(Su − E)(Sv − E) ⊂ im(Sv − E), de même pour ϕv.

Comme Su − E ∈ End((Nλ0)−γ0,−γ0 [E]) est injective (car Su s’identifie sur (M∞)0 à −γ0Id) et que

im(Su − E : Cv → Cuv) = im(Su − E)
im(Su − E)(Sv − E) = ker ϕv,

il en résulte que l’on a la suite exacte suivante :

0→ Cv → Cuv → Cu → 0.

De cette suite exacte, on déduit la suite exacte de bicarquois suivante :

0 −→ Cv
//

Su−E
��

0oo −→ Cuv
ϕv // //

ϕu
����

Cu
Sv−E
oo −→ Cu

Id //

��

Cu
Sv−E
oo −→ 0

Cv

Id

OO

Cv

Su−E

OO

0

OO

• Le bicarquois de gauche est un carquois d’extension par zéro supporté par P1
exc et s’identifie à (Nλ0)−γ0,−γ0

où l’action de u1∂u1 s’identifie à l’action de Su − Sv, et l’action de E + γ0 à Sv + γ0.

• Le bicarquois de droite est quant à lui un carquois d’extension méromorphe supporté par P1
x et s’identifie

à (Nλ0)−γ0,−γ0 où l’action de v1∂v1 s’identifie à l’action de Sv − Su, et l’action de E + γ0 à 0.

Explicitons maintenant cette suite exacte de bicarquois en fonction de (M∞)0. On a les identifications
suivantes :

(1) Cu s’identifie à (M∞)0 avec action de E + γ0 = 0.
(2) Cv s’identifie à (M∞)0 avec action de E + γ0 = x′∂x′ .
(3) Cuv s’identifie à ((M∞)0)2 avec action de

E + γ0 =

 γ0Id γ0(x′∂x′ − γ0Id)

Id x′∂x′ − γ0Id

 .
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Ainsi le bicarquois précédent devient

0 −→ (M∞)0
//

−x′∂x′
��

0oo −→ ((M∞)0)2 pv // //

pu
����

(M∞)0
(x′∂x′−γ0Id,−Id)
oo −→ (M∞)0

Id //

��

(M∞)0
x′∂x′
oo −→ 0

(M∞)0

Id

OO

(M∞)0

(−γ0Id,−Id)

OO

0

OO

où pu = p1 + (x′∂x′ − γ0)p2 et pv = p1 − γ0p2 avec p1, p2 les projections sur les première et seconde
composantes.

Le carquois de gauche s’identifie à (M∞)0 où l’action de u1∂u1 s’identifie à l’action de −x′∂x′ , et l’action
de E + γ0 à x′∂x′ . Le carquois de droite quant à lui s’identifie à (M∞)0 où l’action de v1∂v1 s’identifie à
l’action de x′∂x′ , et l’action de E + γ0 à 0.

On en conclut que, dans la carte 3, on a une suite exacte

0→ T0 → T → T1 → 0

avec T0 = (M∞)1 supporté par P1
exc et T1 = M∞ supporté par P1

x, munis des actions précédemment
décrites.

En reprenant les expressions obtenues pour les différentes valeurs de λ dans chacune des trois cartes, on
obtient bien par recollement les résultats annoncés du lemme. �

Maintenant que T est parfaitement explicité, ainsi que les actions de l’endomorphisme nilpotent, on
est en mesure de démontrer le théorème qui nous intéresse :

Théorème 4.2.5 On a les données suivantes pour MCλ0(M) :

(1) ν∞,λ(MCλ0(M)) =


ν∞,λλ0(M) si λ 6= 1, λ0

ν∞,λ0(M)− ν∞,λ0,prim(M) si λ = 1

ν∞,1(M) + ν∞,1,prim(M) + dimH1(P1,DRMmin) si λ = λ0.

(2) ν∞,λ,`(MCλ0(M)) =



ν∞,λλ0,`(M) si λ 6= 1, λ0

ν∞,λ0,`+1(M) si λ = 1

ν∞,1,`−1(M) si λ = λ0, ` ≥ 1

dimH1(P1,DRMmin) si λ = λ0, ` = 0.
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Preuve. Pour démontrer la partie (1) du théorème, nous allons faire un calcul topologique global en
utilisant l’additivité de la caractéristique d’Euler. On note F = DR(T ), complexe constructible sur Y =
P1
x ∪ P1

exc. Sa caractéristique d’Euler-Poincaré vaut par définition

χ(Y,F) =
∑
i∈Z

(−1)i dimHi(Y,F) = dimH0(Y,F)− dimH1(Y,F) + dimH2(Y,F).

Comme F = j∗V où V est un système local irréductible non constant, on aHm(P1,F) = Hm(P1, j∗V) = 0
pour m 6= 1. D’après la proposition 4.2.3, on a ψ∞,λ(MCλ0(M)) = s̃+e+T , on en déduit alors que

ν∞,λ(MCλ0(M)) = dimH1(Y,F) = −χ(Y,F).

Par la formule d’Euler-Poincaré, on a

χ(Y,F) = χ(A1
x,F) + χ(U) · rg(F|U ) + χ(0,F) + χ(1,F) + χ(∞,F).

Le lemme précédent montre que rg(F|U ) = ν∞,λλ0(M) quelle que soit la valeur de λ, il reste donc à
regarder les termes restants en fonction de λ.

(Cas 1) Si λ 6∈ {1, λ0}, on a T = 0 sur A1
x donc χ(A1

x,F) = 0. De plus, on a une connexion méromorphe
au voisinage des trois points 0, 1 et ∞, ainsi en notant T la monodromie autour de l’un des trois points,
on a dim ker(T − Id) = dim coker(T − Id) ce qui donne χ(0,F) = χ(1,F) = χ(∞,F) = 0 et par suite

χ(Y,F) = χ(U) · ν∞,λλ0(M) = −ν∞,λλ0(M).

(Cas 2) Si λ = 1, on a comme précédemment χ(A1
x,F) = 0 et χ(1,F) = χ(∞,F) = 0. Au voisinage de 0,

on se trouve dans le cas d’une extension minimale. Comme on a déjà pu le voir en proposition 3.1.2, on
a χ(0,F) = dim ker(T 0 − Id) = ν∞,λ0,prim(M) en notant T 0 la monodromie en 0. Finalement, on a

χ(Y,F) = −ν∞,λ0(M) + ν∞,λ0,prim(M).

(Cas 3) Si λ = λ0, on reprend la suite exacte

0→ T0 → T → T1 → 0

et on obtient au niveau des caractéristiques d’Euler-Poincaré que

χ(Y,DR(T )) = χ(Y,DR(T0)) + χ(Y,DR(T1)).

Le cas de T0 se traite comme au cas 1, ce qui donne χ(Y,DR(T0)) = −ν∞,1(M). Maintenant, comme
T1 = M∞ est supporté par P1

x et que χ(∞,DR(T1)) = 0, on a alors

χ(Y,DR(T1)) = χ(A1
x,DR(T1)).

Or, d’après le lemme 1.3.6 de [DS13] (plus précisément sa preuve), on sait que

dimH1(A1
x,DR(T1)) = dimH1(A1

x,DR(M)) = dimH1(P1,DRMmin) + ν∞,1,prim(M),

d’où
χ(A1

x,DR(T1)) = −dimH1(P1,DRMmin)− ν∞,1,prim(M).
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Finalement, on obtient
χ(Y,F) = −ν∞,1(M)− dimH1(P1,DRMmin)− ν∞,1,prim(M).

En conclusion, on obtient bien la partie (1) du théorème :

ν∞,λ(MCλ0(M)) = −χ(Y,F) =


ν∞,λλ0(M) si λ 6= 1, λ0

ν∞,λ0(M)− ν∞,λ0,prim(M) si λ = 1

ν∞,1(M) + ν∞,1,prim(M) + dimH1(P1,DRMmin) si λ = λ0.

Pour démontrer la partie (2) du théorème, il nous faut ajouter la filtration de monodromie. Pour cela,
commençons par un lemme.

Lemme 4.2.6 Soit (K•,M•) un complexe filtré borné de C-espaces vectoriels de dimension finie, où M
est supposée exhaustive. La filtration M• sur K• induit une filtration W• sur la cohomologie de K• donnée
par WpH

q(K•) := Im(Hq(MpK
•)→ Hq(K•)). On a alors

χ(grMp K•) = χ(grWp H•(K•)).

Preuve. On associe au complexe filtré la suite spectrale (Er)r≥0 définie par

Ep,q0 = grMp Kp+q et Ep,qr+1 = H∗(Ep−r,q+r−1
r

dr−→ Ep,qr
dr−→ Ep+r,q−r+1

r )

où les différentielles dr sont induites par la différentielle d de K•. La suite spectrale converge vers
Ep,q∞ = grWp Hp+q(K•).

Par ailleurs, on a

χ(H•(K•)) =
∑
i∈Z

(−1)i dimHi(K•) =
∑
i∈Z

(−1)i(dim ker(di)− dim Im(di−1))

=
∑
i∈Z

(−1)i(dim ker(di) + dim Im(di)) =
∑
i∈Z

(−1)i dimKi = χ(K•),

dont on déduit l’égalité des caractéristiques d’Euler des différentes pages de la suite spectrale. Finalement,
on a χ(grMp K•) = χ(grWp H•(K•)). �

Dans le lemme 4.2.4, nous avons explicité les expressions de (T,N) où T = ψt′◦e,λNλ0 est muni de son
endomorphisme nilpotent N . Pour rappel, on a

ψ∞,λ(MCλ0(M)) = ψt′,λ(s̃+e+Nλ0) = s̃+e+(ψt′◦e,λNλ0) = s̃+e+T.

Posons K• = s̃+e+T muni de la filtration de monodromie M•. D’après l’expression ci-dessus, le complexe
K• n’a qu’un seul espace de cohomologie, propriété que l’on peut raffiner avec le lemme suivant :

Lemme 4.2.7 On a Hj(grM` K•) = 0 pour j 6= 0 et ` ∈ Z.

72



Preuve. (Cas 1) Si λ 6∈ {1, λ0}, on sait que T est supporté par P1
exc et localisé à l’infini. On peut alors

voir T comme un C[x′]〈∂x′〉-module. On a alors

RΓ(P1
exc,DRanT ) = (T

∇∂
x′−→ T )

complexe dont seuls deux termes sont non nuls. On souhaite montrer que le complexe à deux termes

grM` T
∇∂

x′−→ grM` T

a un noyau réduit à 0. Le lemme nous dit que
T = (M∞)γ+γ0 [x′, x′−1, (x′ − 1)−1]

muni de la connexion
∇∂x′ = ∂

∂x′
+ γ

x′
Id + N

x′
+ γ0

x′ − 1Id.

On en déduit que
grM` T = (grM` (M∞)γ+γ0)[x′, x′−1, (x′ − 1)−1]

muni de la connexion
∇∂x′ = ∂

∂x′
+ γ

x′
Id + γ0

x′ − 1Id,

car N envoie le terme d’ordre ` dans le terme d’ordre `− 2.

Il suffit maintenant de montrer que l’application
C[x′, x′−1, (x′ − 1)−1] −→ C[x′, x′−1, (x′ − 1)−1]

f 7−→ ∇∂x′ f

est injective. Pour cela, remarquons que sur tout domaine simplement connexe de C \ {0, 1}, les solutions
de l’équation différentielle ∇∂x′ f = 0 sont engendrées par la fonction (univaluée) x′−γ(x′−1)−γ0 . Comme
γ et γ0 ne sont pas entiers, ce n’est pas une fraction rationnelle à pôles en 0 et 1, ce qui conclut.

(Cas 2) Si λ = 1, la seule différence avec la situation précédente est l’extension minimale en 0. Notons

T̃ =
(

(M∞)λ0 , ∇̃∂x′ = ∂

∂x′
+ N

x′

)
min({0})

et
1γ0 =

(
C[x′, (x′ − 1)−1], ∂

∂x′
+ γ0

x′ − 1Id
)

de sorte que T = T̃ ⊗ 1γ0 avec

∇∂x′ (m⊗m
′) = ∇̃∂x′ (m)⊗m′ +m⊗

(
∂

∂x′
+ γ0

x′ − 1Id
)
m′.

Comme grM` T = grM` T̃ ⊗ 1γ0 , on souhaite montrer que le complexe à deux termes

grM` T̃ ⊗ 1γ0

∇∂
x′−→ grM` T̃ ⊗ 1γ0

a un noyau réduit à 0. Pour cela, remarquons que pour m ∈ grM` T̃ et m′ = (x′ − 1)−k, on a

∇∂x′
(
m⊗ 1

(x′ − 1)k

)
= ∇̃∂x′ (m)⊗ 1

(x′ − 1)k −
km

(x′ − 1)k+1 + γ0m

(x′ − 1)k+1 .
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On déduit du fait que γ0 6∈ Z que m⊗m′ a nécessairement un pôle en 1 d’ordre k+ 1 si m 6= 0. Dès lors,
un élément m⊗m′ vérifiant ∇∂x′ (m⊗m

′) = 0 est tel que m = 0, ce qui conclut. Notons au passage que
cette preuve n’utilise pas la propriété d’extension minimale en 0, elle redémontre donc de fait le cas 1.

(Cas 3) Si λ = λ0, on a une suite exacte 0 → T0 → T → T1 → 0 où T0 est supporté sur P1
exc et T1 est

supporté par P1
x. De manière équivalente, on peut raisonner sur les parties primitives plutôt que sur les

gradués, ce que l’on va faire ici.

Le raisonnement fait dans le cas 1 s’applique de la même manière à K•0 = s̃+e+T0, ce qui donne que les
complexes P`K•0 sont concentrés en degré 0 pour tout ` ∈ N. Comme N est nul sur T1, on a N(T ) ⊂ T0.
Montrons que l’on a en fait égalité. La difficulté se situant au voisinage de ∞, reprenons la description
en termes de bicarquois de T :

((M∞)0)2 pv // //

pu

����

(M∞)0
(x′∂x′−γ0Id,−Id)
oo

(M∞)0

(−γ0Id,−Id)

OO

Les deux termes extrémaux ne posant pas de problème, il s’agit de regarder l’action de E + γ0 sur
((M∞)0)2, donnée par la matrice  γ0Id γ0(x′∂x′ − γ0Id)

Id x′∂x′ − γ0Id

 .

Le rang de cette matrice étant égal à la dimension de (M∞)0, on en déduit que l’image de ((M∞)0)2 est
égale à {(γ0m,m) ∈ ((M∞)0)2 | m ∈ (M∞)0} ' (M∞)0. Un calcul montre maintenant que le diagramme

((M∞)0)2 p2◦(E+γ0) // //

pu

����

(M∞)0

−x′∂x′

����
(M∞)0

(−γ0Id,−Id)

OO

−x′∂x′ // // (M∞)0

Id

OO

commute, ainsi l’image par N du bicarquois représentant T donne bien le carquois représentant T0,
autrement dit N(T ) = T0. On est alors dans la situation d’un carquois d’extension minimale

T0
� � // T.

N
oooo

On déduit de la partie (f) du lemme 3.1.16 de [SS17] que P`T ' P`−1T0 pour ` ≥ 1. Comme les complexes
P`K

•
0 sont concentrés en degré 0 pour tout ` ∈ N, on en déduit que les complexes P`K• sont également

concentrés en degré 0 pour tout ` ≥ 1. De plus, comme le complexe total K• est concentré en degré 0, le
complexe P0K

• est également concentré en degré 0. Les gradués s’obtenant à partir des parties primitives,
on a alors que les complexes grM` K• sont concentrés en degré 0. �
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Retour à la preuve du théorème. L’identité des caractéristiques d’Euler obtenues grâce au lemme
4.2.6 nous dit que les dimensions de H0(grM` K•) et de grW` H0(K•) sont égales pour tout ` ∈ Z. Montrons
que la filtration W• sur

H := H0(K•) = ψ∞,λ(MCλ0(M))

coïncide avec la filtration de monodromie sur H : pour cela il suffit de vérifier que N(W`H) ⊂W`−2H et
que N j induit un isomorphisme de grWj H dans grW−jH pour tout j ≥ 1 et d’utiliser le fait que ces deux
propriétés caractérisent la filtration de monodromie.

Pour montrer ces deux propriétés, il suffit de revenir à la définition de la filtration W• :

W`H = Im(H0(M`K
•)→ H).

Comme la filtration M• vérifie les deux propriétés ci-dessus, on en déduit qu’il en est de même pour la
filtration W•.

Enfin comme la partie primitive d’ordre ` est donnée par le noyau de l’application induite par N `+1 sur
le gradué d’ordre ` à valeurs dans le gradué d’ordre −`− 2, on obtient des expressions aussi bien sur les
gradués que sur les parties primitives. En particulier, tout ce qui précède montre que

ν∞,λ,`(MCλ0(M)) = dimP`ψ∞,λ(MCλ0(M)) = dimH0(P`K•).

On en est donc amenés à calculer la dimension du conoyau de P`T
∇∂

x′−→ P`T dans chacun des trois cas.
Pour cela, il est préférable de calculer la caractéristique d’Euler de F` = DRan(P`T ) sur Y = P1

x ∪ P1
exc.

(Cas 1) Pour λ 6∈ {1, λ0}, on sait que T est supporté sur P1
exc et est extension méromorphe en 0, 1 et ∞.

On en déduit que P`T vérifie également ces propriétés, d’où χ(0,F`) = χ(1,F`) = χ(∞,F`) = 0. On a
alors

χ(Y,F`) = χ(P1
exc,F`) = χ(U) · ν∞,λλ0,`(M) = −ν∞,λλ0,`(M).

(Cas 2) Pour λ = 1, on sait que T est supporté sur P1
exc, mais à l’inverse du cas précédent est extension

minimale en 0. On a toujours χ(1,F`) = χ(∞,F`) = 0 et χ(U,F`) = −ν∞,λ0,`(M), il reste donc à calculer
χ(0,F`). La donnée de T̃ est équivalente à un carquois

(M∞)γ0 [x′] // N((M∞)γ0)[∂x′ ].oo

où l’action de ∂x′ sur le terme de gauche est donnée pour m ∈ (M∞)γ0 et k ≥ 1 par

∂x′(mx′k) = ∂x′x
′(mx′k−1) = (N + Id)(mx′k−1),

et de manière similaire pour l’action de x′ sur le terme de droite.

En notant H = (M∞)γ0 et G = N(H), on a N : M`H → M`−1G et on en déduit que grM` T̃ est donné
par le carquois

(grM` H)[x′] 0 // (grM` G)[∂x′ ].0
oo
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En raisonnant de manière équivalente sur les parties primitives, on obtient

χ(0,F`) = ν∞,λ0,`(M)− ν∞,λ0,`+1(M).

Il en résulte que

χ(Y,F`) = χ(U,F`) + χ(0,F`) = −ν∞,λ0,`(M) + ν∞,λ0,`(M)− ν∞,λ0,`+1(M) = −ν∞,λ0,`+1(M).

(Cas 3) Pour λ = λ0, on a une suite exacte 0→ T0 → T → T1 → 0 et on a précédemment démontré que
pour ` ≥ 1, on a P`T ' P`−1T0 ce qui donne

χ(Y,F`) = χ(Y,DRan(P`−1T
0)) = −ν∞,1,`−1(M).

Maintenant, on sait que

ν∞,λ0
(MCλ0(M)) = −χ(Y,F0) +

∑
`≥1

(`+ 1)ν∞,1,`−1(M)

soit, en utilisant le résultat de la première partie du théorème,

ν∞,1(M) + dimH1(P1,DRMmin) + ν∞,1,prim(M) = −χ(Y,F0) +
∑
`≥0

(`+ 2)ν∞,1,`(M).

Or ∑
`≥0

(`+ 2)ν∞,1,`(M) = ν∞,1(M) + ν∞,1,prim(M)

ce qui donne finalement
χ(Y,F0) = −dimH1(P1,DRMmin).

En résumant chacun des trois cas, on a bien l’expression (2) annoncée, à savoir

ν∞,λ,`(MCλ0(M)) =



ν∞,λλ0,`(M) si λ 6= 1, λ0

ν∞,λ0,`+1(M) si λ = 1

ν∞,1,`−1(M) si λ = λ0, ` ≥ 1

dimH1(P1,DRMmin) si λ = λ0, ` = 0.
�

Comme annoncé avant l’énoncé du théorème, cette nouvelle démonstration est bien plus longue que
l’originale de Dettweiler et Sabbah. Mais nous avons pu grâce au lemme 4.2.4 complètement expliciter
T et les différentes actions. Il sera alors plus facile de comprendre la situation lorsque l’on ajoutera la
filtration de Hodge par la suite.
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4.3 Comportement des données numériques locales par convolution intermédiaire multi-
plicative

Le but de cette partie va être de transposer les résultats additifs de Dettweiler et Sabbah dans le cadre
de la convolution intermédiaire multiplicative, avec l’aide de la formule obtenue à la proposition 2.8.1.
Pour cela, considérons γ0 ∈ ]0, 1[, λ0 = exp(−2iπγ0) et M ∈ C ′λ0

(catégorie introduite à la définition
2.8.2). On note Mmin le DP1-module extension minimale de M en x0 = 0 et à l’infini. L’objectif du
théorème suivant est d’exprimer les données numériques locales de MC′λ0

(M) = M ∗mid× L′λ0
en fonction

de celles de M .

Théorème 4.3.1 On a les données suivantes pour MC′λ0
(M) :

(1) µxi,λ,`(MC′λ0
(M)) = µxi,λ/λ0,`(M) pour tout i ∈ {1, ..., r}.

(2) ν∞,λ,`(MC′λ0
(M)) =


ν∞,λ,`(M) si λ 6= 1, λ0

ν∞,1,`+1(M) si λ = 1

ν∞,λ0,`−1(M) si λ = λ0, ` ≥ 1.

(3) ν∞,λ0,0(MC′λ0
(M))=dimH1(P1,DRMmin)+ν∞,1,prim(M)+ν0,1,prim(M)−ν∞,λ0,prim(M)−ν0,λ0,prim(M).

(4) h(MC′λ0
(M)) = h(M) + dimH1(P1,DRMmin) + ν0,1,prim(M)− ν0,λ0,prim(M).

(5) ν0,λ,`(MC′λ0
(M)) =



ν0,λ,`(M) si λ 6= 1, λ0

ν0,λ0,`+1(M) si λ = λ0

ν0,1,`−1(M) si λ = 1, ` ≥ 1

dimH1(P1,DRMmin) si λ = 1, ` = 0.

Preuve. Avec j : Gm ↪→ A1 l’inclusion, la formule obtenue à la proposition 2.8.1 nous donne

MC′λ0
(M) = j+(MCλ0(j†+(M ⊗ Lλ0

))).

Pour i ∈ {1, ..., r}, on a xi 6= 0 et

µxi,λ,`(MC′λ0
(M)) = µxi,λ,`(MCλ0(j†+(M ⊗ Lλ0

))).

On déduit alors du premier point de la proposition 1.3.5 de [DS13] que

µxi,λ,`(MC′λ0
(M)) = µxi,λ/λ0,`(j†+(M ⊗ Lλ0

)) = µxi,λ/λ0,`(M ⊗ Lλ0
).

Comme le système local Lλ0
n’a pas de monodromie autour de xi, on a µxi,λ/λ0,`(M⊗Lλ0

) = µxi,λ/λ0,`(M),
ce qui termine la preuve du point (1).
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Pour le point (2), le deuxième point du théorème 4.2.5 combiné à la proposition 2.8.1 donne

ν∞,λ,`(MC′λ0
(M)) =



ν∞,λλ0,`(M ⊗ Lλ0
) si λ 6= 1, λ0

ν∞,λ0,`+1(M ⊗ Lλ0
) si λ = 1

ν∞,1,`−1(M ⊗ Lλ0
) si λ = λ0, ` ≥ 1

dimH1(P1,DRan(M ⊗ Lλ0
)min) si λ = λ0, ` = 0.

Le système local Lλ0
a pour monodromie λ0 autour de l’infini, ce qui nous permet d’obtenir le point (2)

en appliquant l’identité 1.3.2 de [DS13] :

ν∞,λ,`(MC′λ0
(M)) =


ν∞,λ,`(M) si λ 6= 1, λ0

ν∞,1,`+1(M) si λ = 1

ν∞,λ0,`−1(M) si λ = λ0, ` ≥ 1.

Par la formule d’Euler-Poincaré, on a

χ(P1,DRMmin) = χ(P1 \ {x0, ..., xr+1}) · h(M) +
r+1∑
i=0

χ(xi,DRMmin)

= (2− (r + 2)) · h(M) +
r+1∑
i=0

νxi,1,prim(M).

On en déduit que

χ(P1,DRan(M⊗Lλ0
)min)=(2− (r + 2)) · h(M) +

r+1∑
i=0

νxi,1,prim(M ⊗ Lλ0
)

=(2− (r + 2)) · h(M) + ν∞,λ0,prim(M) + ν0,λ0,prim(M) +
r∑
i=1

νxi,1,prim(M)

=χ(P1,DRMmin)−ν∞,1,prim(M)−ν0,1,prim(M)+ν∞,λ0,prim(M)+ν0,λ0,prim(M),

et donc

ν∞,λ0,0(MC′λ0
(M))=dimH1(P1,DRMmin) + ν∞,1,prim(M) + ν0,1,prim(M)− ν∞,λ0,prim(M)− ν0,λ0,prim(M).

Pour le point (4) du calcul du rang générique, on a

h(MC′λ0
(M)) =

∑
λ

ν∞,λ(MC′λ0
(M))

=
∑

λ 6=1,λ0

ν∞,λ(M) +
∑
`≥0

(`+ 1)ν∞,1,`+1(M)︸ ︷︷ ︸
=ν∞,1(M)−ν∞,1,prim(M)

+
∑
`≥1

(`+ 1)ν∞,λ0,`−1(M)︸ ︷︷ ︸
=ν∞,λ0

(M)+ν∞,λ0,prim(M)

+ν∞,λ0,0(MC′λ0
(M))

= h(M) + dimH1(P1,DRMmin) + ν0,1,prim(M)− ν0,λ0,prim(M).
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Pour le point (5), on note M̃ l’extension minimale de M sur A1 en 0. En appliquant la formule 1.3.3 de
[DS13], on obtient :

µ0,λ,`(j†+(M ⊗ Lλ0
)) = µ0,λ,`((M̃ ⊗ Lλ0

)min({0})) =


µ0,λ/λ0,`

(M̃) si λ 6= 1, λ0

µ0,1/λ0,`+1(M̃) si λ = 1
ν0,1,`(M̃) si λ = λ0

=
{
ν0,λλ0,`(M) si λ 6= 1
ν0,λ0,`+1(M) si λ = 1.

En utilisant maintenant le premier point de la proposition 1.3.5 de [DS13], on obtient :

µ0,λ,`(MCλ0(j†+(M ⊗ Lλ0
))) = µ0,λ/λ0,`(j†+(M ⊗ Lλ0

))

=
{

ν0,λ,`(M) si λ 6= λ0

ν0,λ0,`+1(M) si λ = λ0.

On déduit alors de la formule de la proposition 2.8.1 que :

ν0,λ,`(MC′λ0
(M)) =


ν0,λ,`(M) si λ 6= 1, λ0

ν0,λ0,`+1(M) si λ = λ0

ν0,1,`−1(M) si λ = 1, ` ≥ 1.

Il ne reste alors plus qu’à calculer ν0,1,0(MC′λ0
(M)), ce qui donne

ν0,1,0(MC′λ0
(M)) = h(MC′λ0

(M))−
∑

λ 6=1,λ0

ν0,λ(M)−
∑
`≥0

(`+ 1)ν0,λ0,`+1(M)−
∑
`≥1

(`+ 1)ν0,1,`−1(M)

= h(MC′λ0
(M))− h(M) + ν0,λ0,prim(M)− ν0,1,prim(M)

= dimH1(P1,DRMmin),

ce qui termine la preuve du théorème. �

79



80



Chapitre 5

Généralités en théorie de Hodge
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L’objectif de cette section est d’introduire les notions de théorie de Hodge qui nous seront utiles dans
la suite, à savoir les notions de structures de Hodge et de variations de structure de Hodge. Nous verrons
également à quelles conditions un système local sur la droite affine privée d’un nombre fini de points est
induit par une variation de structure de Hodge polarisable.

5.1 Structures de Hodge

On raisonne dans toute la suite sur le corps des nombres complexes. La notion de structure de Hodge
(polarisée) a été à l’origine introduite pour étudier les propriétés de la cohomologie de variétés complexes.
De manière résumée :
— une structure de Hodge est un espace vectoriel de dimension finie gradué
— un morphisme de structures de Hodge est un morphisme compatible à la décomposition donnée par

la graduation
— une polarisation est une forme hermitienne définie positive telle que la décomposition donnée par

la graduation est orthogonale par rapport à la forme hermitienne

Néanmoins, cette description des structures de Hodge ne se comporte pas bien lorsque l’on considère des
familles holomorphes. En particulier, la graduation ne se déforme pas holomorphiquement, mais seulement
de manière C∞. Pour remédier à cela, on remplace la graduation par deux filtrations décroissantes,
l’une variant holomorphiquement et l’autre anti-holomorphiquement. Posons alors les deux définitions
suivantes :

Définition 5.1.1 Soient w ∈ Z, F ′•H et F ′′•H deux filtrations décroissantes d’un espace vectoriel H.
On dit que les filtrations F ′•H et F ′′•H sont w-opposées si pour tout p ∈ Z, on a

F ′pH ∩ F ′′w−p+1H = 0 et F ′pH + F ′′w−p+1H = H.

Définition 5.1.2 (Structures de Hodge)
— Une structure de Hodge de poids w ∈ Z est un espace vectoriel H muni de deux filtrations décrois-

santes F ′•H et F ′′•H w-opposées.
— Un morphisme de structures de Hodge est un morphisme compatible aux deux filtrations.

On voit que les deux définitions d’une structure de Hodge sont équivalentes en remarquant qu’étant
données deux filtrations décroissantes F ′•H et F ′′•H d’un espace vectorielH, les deux conditions suivantes
sont équivalentes :
(i) les filtrations F ′•H et F ′′•H sont w-opposées.
(ii) on a la décomposition H =

⊕
p∈ZH

p,w−p avec Hp,w−p = F ′pH ∩ F ′′w−pH.

On en déduit en particulier qu’un morphisme de structures de Hodge donné par la définition est
compatible à la décomposition. Plus précisément, on a la proposition suivante :

Proposition 5.1.3 Soit ϕ : H1 −→ H2 un morphisme de structures de Hodge avec H1 et H2 de poids
respectifs w1 et w2.
(i) Si w1 = w2 = w, alors ϕ est strictement compatible aux deux filtrations et à la décomposition
(i.e. ϕ(F •H1) = ϕ(H1) ∩ F •H2 pour F = F ′ et F = F ′′, et ϕ(Hp,w−p

1 ) = ϕ(H1) ∩Hp,w−p
2 ).

(ii) Si w1 > w2, alors ϕ = 0.
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Preuve. (i) Les inclusions ⊂ étant triviales, regardons les inclusions ⊃.
• Commençons par montrer pour p ∈ Z que ϕ(F ′pH1) ⊃ ϕ(H1) ∩ F ′pH2, la preuve étant complètement
identique pour la filtration F ′′•. Soit y = ϕ(x) ∈ ϕ(H1) ∩ F ′pH2, on décompose alors x en x =

∑
q∈Z xq

où les xq ∈ Hq,w−q
1 sont presque tous nuls. On a alors

y =
∑
q≤p−1

ϕ(xq) +
∑
q≥p

ϕ(xq) ∈ F ′pH2.

On sait que
∑
q≥p ϕ(xq) ∈ F ′pH2 par décroissance de la filtration F ′•, et que

∑
q≤p−1 ϕ(xq) ∈ F ′′w−p+1H2

par décroissance de la filtration F ′′•. Il en résulte que
∑
q≤p−1 ϕ(xq) ∈ F ′pH2 ∩ F ′′w−p+1H2 = 0, ce qui

donne finalement y = ϕ(
∑
q≥p xq) ∈ ϕ(F ′pH1).

• Montrons maintenant pour p ∈ Z que ϕ(Hp,w−p
1 ) ⊃ ϕ(H1) ∩Hp,w−p

2 . Soit y = ϕ(x) ∈ ϕ(H1) ∩Hp,w−p
2 ,

on décompose alors x en x =
∑
q∈Z xq où xq ∈ Hq,w−q

1 . On a alors y = ϕ(x) = ϕ(xp) ∈ ϕ(Hp,w−p
1 ).

(ii) Pour tout p ∈ Z, on a ϕ(Hp,w1−p
1 ) ⊂ F ′pH2 ∩ F ′′w1−pH2 ⊂ F ′pH2 ∩ F ′′w2−p+1H2 = 0. �

Exemples. 1) Considérons l’espace vectoriel C muni des filtrations F ′pC = F ′′pC = C pour p ≤ 0 et
F ′pC = F ′′pC = 0 pour p ≥ 1. Ces filtrations sont 0-opposées, ce qui permet de munir C d’une structure
de Hodge de poids 0.
2) Soit H une structure de Hodge de poids w. On définit H(k, `) comme l’espace vectoriel H muni des
filtrations F ′•H(k, `) = F ′•+kH et F ′′•H(k, `) = F ′′•+`H. Ces filtrations sont (w−k−`)-opposées, ce qui
permet de munir H(k, `) d’une structure de Hodge de poids w− k− `. Si k = `, on note H(k, k) = H(k).
3) Soient H1 et H2 des structures de Hodge de poids respectifs w1 et w2. On définit les filtrations F p sur
H1 ⊗H2 (avec F = F ′ ou F = F ′′) par

F p(H1 ⊗H2) =
∑

p1+p2=p
F p1H1 ⊗ F p2H2.

Un calcul permet de montrer que ces deux filtrations sont (w1 + w2)-opposées, ce qui permet de munir
H1 ⊗H2 d’une structure de Hodge de poids w1 + w2.
4) Soient H1 et H2 des structures de Hodge de poids respectifs w1 et w2. On définit les filtrations F p sur
Hom(H1, H2) (avec F = F ′ ou F = F ′′) par

F pHom(H1, H2) = {f ∈ Hom(H1, H2) | ∀k ∈ Z, f(F kH1) ⊂ F k+pH2}.

Un calcul permet de montrer que ces deux filtrations sont (w2 − w1)-opposées, ce qui permet de munir
Hom(H1, H2) d’une structure de Hodge de poids w2 − w1.
5) Soit H une structure de Hodge de poids w. En combinant 1) et 4), on obtient que l’espace vectoriel
dual H∨ est alors muni d’une structure de Hodge de poids −w avec les deux filtrations (−w)-opposées
F ′pH∨ = (F ′−p+1H)⊥ et F ′′pH∨ = (F ′′−p+1H)⊥.
6) Soit H une structure de Hodge de poids w. L’espace vectoriel conjugué H est muni d’une structure de
Hodge de poids w en posant F ′pH = F ′′pH et F ′′pH = F ′pH. On a alors Hp,w−p = Hw−p,p.
7) Soit H une structure de Hodge de poids w. En combinant 5) et 6), on obtient que l’espace vectoriel
adjoint H∗ = H

∨ est muni d’une structure de Hodge de poids −w.
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Définition-proposition 5.1.4 (Polarisations)
Soit (H,F ′•H,F ′′•H) une structure de Hodge de poids w. Les deux définitions suivantes sont équivalentes :
(i) Une polarisation est une forme hermitienne h sur H définie positive telle que la décomposition H =⊕

p∈ZH
p,w−p est h-orthogonale. En particulier, h induit une forme hermitienne définie positive sur chaque

Hp,w−p.
(ii) Une polarisation est une forme sesquilinéaire Q sur H telle que :
(1) Q est (−1)w-hermitienne, i.e. Q∗(x, y) = Q(y, x) = (−1)wQ(x, y) pour tous x, y ∈ H.
(2) Q(F ′pH,F ′′qH) = 0 et Q(F ′′pH,F ′qH) = 0 pour p+ q > w.
(3) h(x, y) = Q(Cx, y) est (hermitienne) définie positive, où C est l’opérateur de Weil égal à la multi-

plication par ip−q sur Hp,q.

Une structure de Hodge munie d’une polarisation est dite polarisée (ou polarisable si l’on ne souhaite pas
faire un choix de polarisation).

Preuve.Montrons que ces deux définitions sont bien équivalentes. Une polarisation au sens de (ii) est une
polarisation au sens de (i) car (2) implique que la décomposition H =

⊕
p∈ZH

p,w−p est Q-orthogonale,
et donc h-orthogonale d’après (3). Pour voir qu’une polarisation au sens de (i) est une polarisation au
sens de (ii), il suffit de poser Q(x, y) = h(C−1x, y). �

Proposition 5.1.5 La condition (ii)(2) est équivalente à Q ∈ Hom(H ⊗H,C(−w)).

Preuve. Commençons par préciser que H⊗H et C(−w) sont tous deux munis d’une structure de Hodge
de poids 2w, d’après les exemples 1), 2), 3) et 6) vus précédemment. On a alors la suite d’équivalences
suivantes :

(ii)(2) ⇐⇒ ∀p1, p2 ∈ Z tels que p1 + p2 > w, Q(F ′p1H ⊗ F ′′p2H) = 0 et Q(F ′′p1H ⊗ F ′p2H) = 0

⇐⇒ ∀p > w, Q(F p(H ⊗H)) = 0 pour F ∈ {F ′, F ′′}

⇐⇒ ∀p ∈ Z, Q(F p(H ⊗H)) ⊂ F pC(−w) pour F ∈ {F ′, F ′′}

⇐⇒ Q ∈ Hom(H ⊗H,C(−w)).
�

Remarque. Une autre façon de voir la proposition précédente est de dire que Q ∈ Hom(H,H∗(−w)).
Le morphisme adjoint Q∗ ∈ Hom(H(w), H∗) peut être vu comme un morphisme de Hom(H,H∗(−w)) et
la condition (ii)(1) est équivalente à dire que Q∗ = (−1)ωQ. En outre, les conditions (ii) impliquent que
la forme sesquilinéaire Q est non dégénérée, en particulier Q induit un isomorphisme d’espaces vectoriels
H −→ H∗, qui vérifie donc Q∗ = (−1)wQ. On a alors F ′′pH = Q−1(F ′p−wH∗) = (F ′w−p+1H)⊥Q . En
d’autres termes, il y a de la redondance dans la définition d’une structure de Hodge polarisée. Cela nous
amène à donner la définition équivalente suivante :
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Définition 5.1.6 Une structure de Hodge polarisée de poids w est la donnée de :
(i) Un espace vectoriel filtré (H,F pH).
(ii) Une forme sesquilinéaire Q sur H telle que :
(1) Q est (−1)w-hermitienne non dégénérée, en particulier Q induit un isomorphisme H −→ H∗.
(2) F •H et Q−1(F •H∗) sont 0-opposées.
(3) h(x, y) = Q(Cx, y) est définie positive, où Cx = (−1)pi−wx sur Hp,w−p = F pH ∩ (F p+1H)⊥Q .

5.2 Variations de structure de Hodge

La définition d’une variation de structure de Hodge est motivée par l’étude du comportement de la
cohomologie d’une famille de variétés projectives lisses paramétrisée par une variété algébrique lisse. On
suppose que X est une variété complexe connexe, commençons par donner la définition suivante :

Définition 5.2.1 Une variation de structure de Hodge de poids w ∈ Z consiste en la donnée d’un fibré
C∞ à connexion plate (H,D) muni d’une décomposition H =

⊕
p∈ZH

p,w−p par des sous-fibrés C∞

satisfaisant la transversalité de Griffiths :

D′Hp,q ⊂ Ω1
X ⊗ (Hp,q ⊕Hp−1,q+1) et D′′Hp,q ⊂ Ω1

X ⊗ (Hp,q ⊕Hp+1,q−1),

où D = D′ +D′′ est décomposée selon le type (holomorphe et anti-holomorphe).

Comme dans la partie précédente avec les structures de Hodge, faisons l’analogie entre décomposition
et filtrations w-opposées. La filtration F ′pH =

⊕
q≥pH

q,w−q vérifie par transversalité de Griffiths la
propriété D′F ′pH ⊂ Ω1

X ⊗ F ′p−1H. Le fibré holomorphe V ′ = kerD′′ est muni d’une connexion holo-
morphe plate ∇′ = D′|kerD′′ et d’une filtration F ′pV = F ′pH ∩ V ′ en sous-fibrés holomorphes vérifiant la
transversalité de Griffiths, ici ∇′F ′pV ′ ⊂ Ω1

X ⊗ F ′p−1V ′. On a des propriétés tout à fait analogues avec
le pendant anti-holomorphe. Vient alors la définition-proposition suivante :

Définition-proposition 5.2.2 Une variation de structure de Hodge de poids w ∈ Z consiste en la donnée
d’un fibré C∞ à connexion plate (H,D), muni d’une filtration F ′•H qui induit sur (kerD′′, D′|kerD′′) une
filtration en sous-fibrés holomorphes satisfaisant la transversalité de Griffiths, et d’une filtration F ′′•H qui
induit sur (kerD′, D′′|kerD′) une filtration en sous-fibrés anti-holomorphes satisfaisant l’anti-transversalité
de Griffiths, et telle que la restriction de ces données à x ∈ X est une structure de Hodge de poids w.

Preuve. La seule chose qui reste à voir pour démontrer l’équivalence des deux définitions est que les
données de la définition 5.2.2 sont suffisantes. On pose Hp,w−p = F ′pH ∩ F ′′w−pH qui satisfait bien la
transversalité de Griffiths. En outre, il s’agit bien d’un sous-fibré car sa fibre en x ∈ X est de dimension
constante. �
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En reprenant l’analogie avec les structures de Hodge, on définit maintenant les morphismes de variations
de structure de Hodge, ainsi que la notion de polarisation.

Définition 5.2.3 Un morphisme ϕ : H1 −→ H2 est un morphisme de fibrés C∞ horizontal par rapport
aux connexions, et compatible à la décomposition, ou de manière équivalente compatible aux deux filtrations
(holomorphe et anti-holomorphe).

Définition 5.2.4 Une polarisation sur une variation de structure de Hodge (H,⊕H•, D) de poids w est
un morphisme D-horizontal H⊗H −→ C∞X (−w), dont la restriction à tout x ∈ X est une polarisation de
la structure de Hodge Hx. Une variation de structure de Hodge munie d’une polarisation est dite polarisée
(ou polarisable si l’on ne souhaite pas faire un choix de polarisation).

Remarque. Si (H,⊕H•, D,Q) est une variation de structure de Hodge de poids w alors (H,⊕H•, D, i−wQ)
est une variation de structure de Hodge de poids 0. On peut donc supposer sans perte de généralité que
le poids est 0, d’autant plus lorsque l’on considère des variations de structure de Hodge polarisables, où
le choix de la polarisation nous importe peu.

Considérons une variation de structure de Hodge polarisée (H,⊕H•, D,Q), que l’on suppose de poids 0
d’après la remarque précédente. En reprenant la constatation de la définition 5.1.6 comme quoi certaines
données sont redondantes, il suffit de se donner (V, F •V,∇, Q) pour caractériser la variation de structure
de Hodge polarisée, où V = kerD′′, F pV = (

⊕
q≥pH

q,−q) ∩ V et ∇ = D′|V . Ainsi quand on considèrera
dans la suite une variation de structure de Hodge polarisable, on la notera (V, F •V,∇).

5.3 Existence d’une variation de structure de Hodge sous-jacente à un système local

On note x ⊂ A1 un ensemble fini de points, U = A1 \ x et j : U ↪→ A1 l’inclusion. Une variation de
structure de Hodge polarisable (V, F •V,∇) sur U induit un C-système local sur U défini par V = V ∇.
Réciproquement, si on se donne V un C-système local sur U , on cherche à savoir à quelles conditions V

est induit par une variation de structure de Hodge polarisable sur U .

Les deux conditions suivantes sont nécessaires :
(i) Le système local V est semi-simple, à savoir somme directe de systèmes locaux irréductibles.
(ii) Les valeurs propres des monodromies autour des singularités sont de module 1.

On a le résultat suivant dû à Simpson (corollaire 8.1 de [Sim90]) :

Proposition 5.3.1 Supposons que le système local V est semi-simple et rigide. Alors V est induit par
une variation de structure de Hodge polarisable si et seulement si la condition (ii) est satisfaite.
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La notion de rigidité est bien comprise dans le cas irréductible (d’après le théorème 3.2.4), et la réduction
au cas irréductible ne pose pas réellement de problème lorsque l’on considère des variations de structure
de Hodge grâce au résultat suivant :

Proposition 5.3.2 Soit (V, F •V,∇) une variation de structure de Hodge polarisable sur U . Le système
local semi-simple induit V, se décompose en V = ⊕α∈A(Vα)nα , où les systèmes locaux Vα sont irréductibles
et deux à deux non isomorphes. On a (V,∇) = ⊕α∈A(Vα,∇)nα , et la polarisation ∇-horizontale se
décompose selon les α ∈ A.

Pour cette raison, nous travaillerons dans le cas irréductible dans la suite. Notons en outre que dans ce
cas, d’après un résultat dû à Deligne, il y a unicité d’une telle variation de structure de Hodge polarisable
à renumérotation de la filtration p 7→ p+ n près (partie (i) de la proposition 1.13 de [Del87]).

Lien avec l’algorithme de Katz. Il y a deux façons de voir les choses :
1) Considérons un système local irréductible rigide dont les valeurs propres des monodromies T1, ..., Tr
sont de module 1. D’après la proposition 5.3.1, il est induit par une variation de structure de Hodge
polarisable. On a vu dans la troisième remarque du bas de la sous-section 3.4 que le fait que les valeurs
propres des monodromies soient de module 1 est une propriété conservée à chaque étape de l’algorithme
de Katz. On peut donc appliquer la proposition 5.3.1 à chaque étape de l’algorithme de Katz, ce qui
implique qu’à chaque étape le système local obtenu est induit par une variation de structure de Hodge
polarisable, jusqu’à arriver au système local de rang 1 de monodromies triviales (1, ..., 1). On peut alors
étudier le comportement d’invariants de théorie de Hodge à chaque étape de l’algorithme de Katz. Cela
nous permet en outre d’appliquer le schéma suivant :

1. On explicite l’algorithme de Katz (T1, ..., Tr) ; (1, ..., 1).
2. On munit (1, ..., 1) de la structure de Hodge triviale.
3. On calcule les invariants qui nous intéressent dans l’algorithme pris dans l’autre sens (1, ..., 1) ;

(T1, ..., Tr).
4. On obtient alors les invariants qui nous intéressent pour notre système local de départ (T1, ..., Tr).

2) En prenant le schéma ci-dessus, on part du système local (1, ..., 1) muni de la structure de Hodge
triviale. On sait qu’à chaque étape, on applique soit une multiplication (T1, ..., Tr) ; (λ1T1, ..., λrTr)
où les λi sont de module 1, soit une convolution intermédiaire avec Lχ où χ est de module 1. On peut
montrer que ces deux opérations explicites préservent les structures de Hodge polarisables (selon la théorie
générale de M. Saito [Sai88]), ce qui permet d’éviter d’avoir à utiliser le théorème d’existence de Simpson.
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Chapitre 6

Données numériques de Hodge et convolution
intermédiaire

91



92



Dans cette section, nous étudierons le comportement des données numériques de Hodge d’un D-module
holonome régulier par l’opération de convolution intermédiaire. Le plan de ce chapitre 6 sera le suivant :

1. Dans un premier temps, nous raisonnerons localement au voisinage d’un point singulier et définirons
les données numériques locales de Hodge.

2. Dans un deuxième temps, nous définirons les données numériques de Hodge sur la droite affine, qui
seront les invariants qui nous intéresserons par la suite.

3. Dans un troisième temps, nous étudierons le comportement des données numériques de Hodge par
convolution intermédiaire additive par un module de Kummer. Comme dans le chapitre 4 sans
filtration de Hodge, de nombreux résultats ont été obtenus dans cette direction par Dettweiler
et Sabbah [DS13, §3.1]. Seul le comportement des données numériques locales de Hodge cycles
proches à l’infini n’a pas été explicité par Dettweiler et Sabbah, dans la mesure où ces derniers font
l’hypothèse d’une monodromie scalaire à l’infini, leur objectif étant d’appliquer l’algorithme de Katz
qui fait cette hypothèse. Nous détaillerons ce résultat dans le théorème 6.3.1, en reprenant l’approche
et les idées de la preuve du théorème 4.2.5. Nous compléterons ensuite les résultats de Dettweiler-
Sabbah en donnant également des formules pour les invariants locaux hp et globaux δp sans faire
l’hypothèse de monodromie scalaire à l’infini, qui découlent du théorème 6.3.1 et généralisent le
théorème 3.1.2 de [DS13].

4. Dans un quatrième et dernier temps, nous expliciterons le comportement des données numériques
de Hodge par convolution intermédiaire multiplicative par un module de Kummer. Pour cela, nous
utiliserons là encore la formule obtenue à la proposition 2.8.1, ce qui nous permettra de transposer
certains des résultats additifs au cadre multiplicatif.

6.1 Données numériques locales de Hodge au voisinage d’un point singulier

Soient ∆ un petit disque centré en 0 de coordonnée t, (V, F •V,∇) une variation de structure de Hodge
polarisable sur ∆∗ et j : ∆∗ ↪→ ∆ l’inclusion. On note V −∞ l’extension méromorphe de Deligne : il s’agit
du O∆[t−1]-module libre formé des sections locales de j∗V dont les coefficients dans une base (ou de
manière équivalente dans toute base) de sections horizontales multivaluées sont à croissance modérée sur
tout secteur angulaire borné.

On sait, grâce à un résultat dû à Borel (voir le lemme 4.5 de [Sch73]), que les valeurs propres du résidu
de ∇ sont réelles. Pour a ∈ R, on note alors V a (resp. V >a) le O∆-module libre sur lequel le résidu de ∇
a ses valeurs propres dans [a, a+ 1[ (resp. ]a, a+ 1]), que l’on munit de la filtration F pV a = j∗F

pV ∩ V a
(resp. F pV >a = j∗F

pV ∩ V >a).

On note M l’extension minimale de V −∞, elle correspond au sous-O∆-module de V −∞ qui est ∇∂t -
engendré par V >−1 d’après la proposition 2.2.6. Le D∆-module M vérifie DRM = j∗V, où V = V ∇ est
le système local des sections horizontales pour ∇, et est muni de la filtration

F pM =
∑
k≥0
∇k∂tF

p+kV >−1.

On rappelle que les cycles proches à l’origine ψλ(M) sont définis pour λ = e−2iπa et a ∈ ] − 1, 0] par
ψλ(M) = V a/V >a et sont munis de l’endomorphisme nilpotent N = −2iπ(t∂t − a). On les munit de la
filtration F pψλ(M) = F pV a/F pV >a, qui vérifie NF pψλ(M) ⊂ F p−1ψλ(M).
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On sait d’après [Sch73] que
rg F pV =

∑
λ∈S1

rg F pψλ(M)

dont on déduit, en notant hp(V ) = rg grpFV , l’égalité suivante :

hp(V ) =
∑
λ∈S1

hpψλ(M).

La filtration de monodromie induite par N nous permet de définir les espaces P`ψλ(M) de vecteurs
primitifs, qui sont munis d’une structure de Hodge polarisable d’après [Sch73]. On définit alors les données
numériques locales de Hodge cycles proches par

νpλ,`(M) := hp(P`ψλ(M)) = dim grpFP`ψλ(M).

En posant de manière similaire νpλ(M) = hpψλ(M), on a

νpλ(M) =
∑
`≥0

∑̀
k=0

νp+kλ,` (M)

On pose également

νp(M) =
∑
λ

νpλ(M) , νpλ,prim(M) =
∑
`≥0

νpλ,`(M) et νpλ,coprim(M) =
∑
`≥0

νp+`λ,` (M).

Les cycles évanescents à l’origine φλ(M) sont quant à eux définis par{
φλ(M) = ψλ(M) pour λ 6= 1
φ1(M) = V −1/V >−1,

et sont munis dans le second cas, ainsi que ses parties primitives, des filtrations

F pφ1(M) = F p−1M ∩ V −1

F p−1M ∩ V >−1 et F pP`φ1(M) = N(F pP`+1ψ1(M)).

De manière similaire aux cycles proches, on définit les données numériques locales de Hodge cycles
évanescents par µpλ,`(M) := hp(P`φλ(M)) = dim grpFP`φλ(M), ce qui donne{

µpλ,`(M) = νpλ,`(M) pour λ 6= 1
µp1,`(M) = νp1,`+1(M).

On pose alors

µpλ(M) := hpφλ(M) =
∑
`≥0

∑̀
k=0

µp+kλ,` (M)

ainsi que

µp(M) =
∑
λ

µpλ(M) , µpλ,prim(M) =
∑
`≥0

µpλ,`(M) et µpλ,coprim(M) =
∑
`≥0

µp+`λ,` (M).
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Définition 6.1.1 Les données numériques locales de Hodge de M sont :
(i) les invariants locaux hp(V ) (p ∈ Z)
(ii) les données numériques locales de Hodge cycles évanescents µpλ,`(M) (λ ∈ C∗, ` ∈ N, p ∈ Z).

Remarque. On obtient les νp1,`(M) avec la formule

νp1,`(M) =
{
µp1,`−1(M) si ` ≥ 1
hp(V )− µp(M)− µp+1

1,coprim(M) si ` = 0.

6.2 Données numériques de Hodge sur la droite affine

Soient x = {x1, ..., xr} un ensemble fini de points de A1, xr+1 =∞ ∈ P1, (V, F •V,∇) une variation de
structure de Hodge complexe polarisable sur A1 \ x et M le DA1-module extension minimale en chacun
des points de x.

On considère les fibrés holomorphes grpFV 0, qui sont de rang hp(V ). En plus des données numériques
locales de Hodge, on définit l’invariant global suivant :

Définition 6.2.1 On définit les données numériques globales de Hodge de M par

δp(M) = deg grpFV
0.

Définition 6.2.2 Les données numériques de Hodge de M sont :
(i) les invariants locaux hp(M) (p ∈ Z)
(ii) les données numériques locales de Hodge cycles proches νp∞,λ,`(M) (λ ∈ C∗, ` ∈ N, p ∈ Z)
(iii) les données numériques locales de Hodge cycles évanescents µpxi,λ,`(M) (i ∈ {1, ..., r}, λ ∈ C∗, ` ∈
N, p ∈ Z)
(iv) les données numériques globales de Hodge δp(M) (p ∈ Z).

Comme précédemment, on souhaite également définir les données numériques de Hodge dans le cas où
l’on travaille sur Gm. Dans ce cas, on considère x = {x1, ..., xr} un ensemble de points de Gm, x0 = 0,
(V, F •V,∇) une variation de structure de Hodge complexe polarisable sur Gm \ x et M le DGm -module
extension minimale en chacun des points de x.

Définition 6.2.3 Les données numériques de Hodge de M dans ce cas sont :
(i) les invariants locaux hp(M) (p ∈ Z)
(ii) les données numériques locales de Hodge cycles proches νp0,λ,`(M), νp∞,λ,`(M) (λ ∈ C∗, ` ∈ N, p ∈ Z)
(iii) les données numériques locales de Hodge cycles évanescents µpxi,λ,`(M) (i ∈ {1, ..., r}, λ ∈ C∗, ` ∈
N, p ∈ Z)
(iv) les données numériques globales de Hodge δp(M) (p ∈ Z).
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6.3 Comportement des données νp∞,λ,` par convolution intermédiaire additive

On souhaite maintenant expliciter le comportement des données numériques locales de Hodge cycles
proches à l’infini par convolution intermédiaire additive. Ce comportement n’est pas explicité par Dett-
weiler et Sabbah dans [DS13], dans la mesure où ces derniers font l’hypothèse d’une monodromie scalaire
à l’infini, leur objectif étant d’appliquer l’algorithme de Katz qui fait cette hypothèse. Les principaux ar-
guments de la preuve seront la dégénerescence de la suite sprectrale de Hodge et l’utilisation du théorème
de Riemann-Roch.

Soient x = {x1, ..., xr} un ensemble de points de A1, V un C-système local sur U = A1 \ x induit
par une variation de structure de Hodge complexe polarisable (V, F •V,∇) sur U et M le DA1 -module
extension minimale en les points de x. On fixe γ0 ∈ ]0, 1[ et λ0 = exp(−2iπγ0) et on suppose que M ∈ C.
Nous reprenons l’approche et les idées de la preuve du théorème 4.2.5 avec l’ajout ici de la filtration de
Hodge, et allons démontrer le théorème suivant :

Théorème 6.3.1 On note γ ∈ [0, 1[, λ = exp(−2iπγ) et Mmin le DP1-module extension minimale de M
à l’infini. On a les données suivantes pour MCλ0(M) :

νp∞,λ,`(MCλ0(M)) =



νp−1
∞,λλ0,`

(M) si γ ∈ ]0, 1− γ0[

νp∞,λλ0,`
(M) si γ ∈ ]1− γ0, 1[

νp∞,λ0,`+1(M) si λ = 1

νp−1
∞,1,`−1(M) si λ = λ0, ` ≥ 1

hpH1(P1,DRMmin) si λ = λ0, ` = 0.

On reprend dans la preuve de ce théorème les notations et conventions de la sous-section 4.2.

Remarque préliminaire. Sans que cela ne soit utile dans la preuve mais néanmoins intéressant pour
fixer les idées, nous allons expliciter la filtration F pT dans le cas générique λ 6∈ {1, λ0}. En premier lieu,
détaillons l’expression de la filtration sur M∞. Au C[x]-module filtré de départ (M,F pM), on associe
naturellement le C[x′, x′−1]-module filtré (M∞, F̃ pM∞). Le problème est que ce dernier terme n’est pas
nécessairement C[x]-cohérent mais seulement C[x′, x′−1]-cohérent.

Pour remédier à cela, on utilise le fait que

M∞ =
∑
k≥0

∂kx′V
>−1M∞

et que sur V >−1M∞ la filtration est définie par F pV >−1M∞ = F̃ pM∞ ∩ V >−1M∞. On a alors

F pM∞ =
∑
k≥0

∂kx′F
p+kV >−1M∞.

Notons par ailleurs qu’en définissant la filtration F pM∞ de la sorte, on a pour tout β ≥ −1 l’identité
F pM∞ ∩ V βM∞ = F̃ pM∞ ∩ V βM∞, ce qui permet de faire de nombreux raisonnements indifféremment
avec F p ou F̃ p.
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On est maintenant en mesure de définir les filtrations sur (M∞)γ et (M∞)λ par
F p(M∞)γ = (M∞)γ ∩ F pM∞ et F p(M∞)λ = (M∞)λ ∩ F pM∞.

On a alors F p(M∞)λ =
(⊕
k∈Z

x′k(M∞)γ

)
∩ F pM∞

=
⊕
k∈Z

(x′k(M∞)γ) ∩ F pM∞

=
⊕
k∈Z

x′k((M∞)γ ∩ F pM∞)

=
⊕
k∈Z

x′kF p(M∞)γ ,

autrement dit F p(M∞)λ = (F p(M∞)γ)[x′, x′−1]. On reprend dans la suite les notations de 4.2.1.

(i) Commençons par raisonner dans la carte (u2, v2). On sait que

Nλ0 = e+M∞ ⊗
(
C[u2, u

−1
2 , v2, v

−1
2 , (u2 − 1)−1],d + γ0

(
−du2

u2
− dv2

v2
+ du2

u2 − 1

))
,

et on en déduit la filtration de Hodge sur le produit tensoriel

F pNλ0 =
∑
q≥0

F p+q(e+M∞)⊗ F−q
(
C[u2, u

−1
2 , v2, v

−1
2 , (u2 − 1)−1],d + γ0

(
−du2

u2
− dv2

v2
+ du2

u2 − 1

))
.

Le terme de droite est donné par la filtration par l’ordre du pôle, à savoir
F−q(?) = (u2v2(u2 − 1))−(q+1)C[u2, v2],

ce qui donne
F pNλ0 =

∑
q≥0

(u2v2(u2 − 1))−(q+1)F p+q(e+M∞).

Maintenant, on sait que

(Nλ0)γ = (e+M∞)γ+γ0 ⊗
(
C[u2, u

−1
2 , (u2 − 1)−1],d + γ0

(
−du2

u2
+ du2

u2 − 1

))
,

ce dont on déduit que

F p(Nλ0)γ = F pNλ0 ∩ (Nλ0)γ =

∑
q≥0

(x′(x′ − 1))−(q+1)F p+qM∞

 ∩ (M∞)γ+γ0 [x′, x′−1, (x′ − 1)−1],

ce qui donne finalement
F p(Nλ0)γ =

∑
q≥0

(x′(x′ − 1))−(q+1)F p+q(M∞)λλ0 .

On en conclut que, pour λ 6= 1, les cycles proches ψv2,λNλ0 sont munis de la filtration

F p(ψv2,λNλ0) =
∑
q≥0

(x′(x′ − 1))−(q+1)F p+q(M∞)λλ0 .
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(ii) Il n’y a aucun raisonnement à faire dans la carte (u1, v1) au voisinage de l’axe u1 = 0 privé du point
(u1, v1) = (0, 0), puisque T = 0 pour λ 6= λ0.

(iii) Raisonnons enfin au voisinage du point (u1, v1) = (0, 0). On a précédemment explicité dans le lemme
4.2.4 la décomposition de T = ψu1v1,λNλ0 , mais en ajoutant la filtration de Hodge, il n’y a aucune raison
a priori pour que F pT soit isomorphe à ⊕βF pTβ. Néanmoins, on a montré dans le cas λ 6= λ0 qu’un
seul terme apparaissait dans la décomposition. En reprenant le raisonnement fait dans ce cas, on a alors
F pT = F p(M∞)λλ0 .

Toutes ces considérations permettent d’expliciter F pT dans le cas générique λ 6∈ {1, λ0}, en ce sens il s’agit
d’un raffinement de la partie (i) du lemme 4.2.4. Néanmoins, comme précisé au début de la remarque, nous
n’utiliserons pas cette expression explicite dans la preuve qui va suivre. Les raisons sont les suivantes :
d’une part l’explicitation de F pT dans les cas λ = 1 et surtout λ = λ0 est loin d’être aisée, et d’autre
part nous raisonnons sur des données numériques qui sont des dimensions et il n’est pas indispensable
d’expliciter complètement les objets à cette fin.

Preuve du théorème 6.3.1. Nous allons traiter chacun des cas séparément. On reprend dans toute la
suite les notations de la sous-section 4.2 et en particulier les notations introduites en 4.2.1.

(i) Cas λ 6∈ {1, λ0}. Nous commençons par traiter la situation sans filtration de monodromie, et allons
faire un raisonnement global. Comme T est irréductible, on sait que

νp∞,λ(MCλ0(M)) = dim grpFψ∞,λ(MCλ0(M)) = dim grpFH
1(P1,DRT ) = −χ(grpFH

•(P1,DRT )).

Par dégénérescence de la suite spectrale de Hodge vers de Rham en E1, on a

χ(grpFH
•(P1,DRT )) = χ(H•(P1, grpFDRT )).

On sait maintenant d’après la proposition 3.10 (iib) de [Sab08] que l’inclusion du complexe filtré

F •V 0DRT = {0→ F •V 0T
∇→ Ω1

P1 ⊗ F •−1V −1T → 0}

dans le complexe
F •DRT = {0→ F •T

∇→ Ω1
P1 ⊗ F •−1T → 0}

est un quasi-isomorphisme, ce qui donne

χ(H•(P1, grpFDRT )) = χ(H•(P1, grpFV
0DRT )).

Par O-linéarité de la différentielle, on obtient que

χ(H•(P1, grpFV
0DRT )) = χ(H•(P1, grpFV

0T ))− χ(H•(P1,Ω1
P1 ⊗ grp−1

F V −1T )).

Il résulte maintenant du théorème de Riemann-Roch que

χ(H•(P1, grpFDRT )) = deg(grpFV
0T ) + hp(T )− deg(Ω1

P1 ⊗ grp−1
F V −1T )− hp−1(T )

= deg(grpFV
0T ) + hp(T )− deg(grp−1

F V −1T ) + hp−1(T )
= δp(T ) + hp(T )− deg(grp−1

F V −1T ) + hp−1(T ).
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En outre, on a

deg(grp−1
F V −1T ) = δp−1(T ) + dim grp−1

F (V −1T/V 0T )
= δp−1(T ) +

∑
a∈[−1,0[

dim grp−1
F (graV T )

= δp−1(T ) +
∑
x∈x

∑
µ6=1

νp−1
x,µ (T ) +

∑
x∈x

µpx,1(T ),

en notant x = {0, 1,∞} l’ensemble des singularités de T .

Au final, on obtient que

(?) νp∞,λ(MCλ0(M)) = δp−1(T )− δp(T )− hp(T )− hp−1(T ) +
∑
x∈x

(∑
µ6=1

νp−1
x,µ (T ) + µpx,1(T )

)
.

Comme λλ0 6= 1 par hypothèse, on a dim grpFH1(P1,DR((M∞)λλ0)) = 0. En faisant maintenant le même
raisonnement que précédemment avec (M∞)λλ0 au lieu de T , on obtient

(??) δp−1((M∞)λλ0)− δp((M∞)λλ0)− νp∞,λλ0
(M) = 0.

On sait grâce au lemme 4.2.4 que

T = (M∞)λλ0 ⊗
(
C[x′, x′−1, (x′ − 1)−1],d + γ0

(
−dx′

x′
+ dx′

x′ − 1

))
.

On peut alors appliquer la proposition 2.3.2 de [DS13] :

δp(T ) = δp((M∞)λλ0)− νp∞,λλ0
(M) +

∑
α∈[γ0,1[

νp∞,e−2iπα((M∞)λλ0) +
∑

α∈[1−γ0,1[

νp1,e−2iπα((M∞)λλ0)︸ ︷︷ ︸
=0 car α6=0

.

Comme ∑
α∈[γ0,1[

νp∞,e−2iπα((M∞)λλ0) =

 νp∞,λλ0
(M) si γ ∈ ]0, 1− γ0[

0 si γ ∈ ]1− γ0, 1[,

on en déduit que

δp(T ) =

 δp((M∞)λλ0) si γ ∈ ]0, 1− γ0[

δp((M∞)λλ0)− νp∞,λλ0
(M) si γ ∈ ]1− γ0, 1[.

En outre, en utilisant la formule 2.2.13 de [DS13], on obtient

∑
x∈x

∑
µ6=1

νp−1
x,µ (T ) =

∑
µ6=1

(
νp−1
∞,µλ0

((M∞)λλ0) + νp−1
1,µλ0

((M∞)λλ0)
)

= νp−1
∞,λλ0

((M∞)λλ0) + νp−1
1,1 ((M∞)λλ0)

= 2νp−1
∞,λλ0

(M).
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La formule 2.2.14 de [DS13] donne quant à elle

∑
x∈x

µpx,1(T ) =
∑
`≥0

∑̀
k=0

µp+k∞,λ0,`+1((M∞)λλ0)︸ ︷︷ ︸
=0

+µp
1,λ0,`+1

((M∞)λλ0)︸ ︷︷ ︸
=0

 = 0.

On est maintenant en mesure d’appliquer la formule (?).

(i) Pour γ ∈ ]0, 1− γ0[, on a :

νp∞,λ(MCλ0(M)) = δp−1((M∞)λλ0))− δp((M∞)λλ0))− νp∞,λλ0
(M)︸ ︷︷ ︸

=0 d’après (??)

−νp−1
∞,λλ0

(M) + 2νp−1
∞,λλ0

(M)

= νp−1
∞,λλ0

(M).

(ii) Pour γ ∈ ]1− γ0, 1[, on a :

νp∞,λ(MCλ0(M)) =
(
δp−1((M∞)λλ0)− νp−1

∞,λλ0
(M)

)
−
(
δp((M∞)λλ0)− νp∞,λλ0

(M)
)
− νp∞,λλ0

(M)

− νp−1
∞,λλ0

(M) + 2νp−1
∞,λλ0

(M)
= δp−1((M∞)λλ0))− δp((M∞)λλ0)
= νp∞,λλ0

(M).

Ainsi, en reprenant les deux derniers points, on a

νp∞,λ(MCλ0(M)) =

 νp−1
∞,λλ0

(M) si γ ∈ ]0, 1− γ0[

νp∞,λλ0
(M) si γ ∈ ]1− γ0, 1[.

Ajoutons maintenant la filtration de monodromie. On a démontré dans la preuve du théorème 4.2.5 que

ν∞,λ,`(MCλ0(M)) = dimP`ψ∞,λ(MCλ0(M)) = dimH1(P1,DR(P`T )).

On fixe maintenant ` ≥ 0 et on ajoute la filtration de Hodge au complexe P`K•. Comme la connexion
envoie le filtré d’ordre p dans celui d’ordre p−1, on a Hj(grpFP`K•) = 0 pour j 6= 0 et p ∈ Z similairement
au lemme 4.2.7. Comme précédemment, on applique le résultat de suite spectrale obtenu au lemme 4.2.6,
ce qui donne

νp∞,λ,`(MCλ0(M)) = dimH0(grpFP`K
•) = dim grpFH

1(P1,DR(P`T )).

Comme DR(P`T ) est bien ici de la forme j∗V, on peut lui appliquer le même raisonnement que celui
qu’on a fait pour T , et obtenir un analogue de (?) pour P`T :

νp∞,λ,`(MCλ0(M)) = δp−1(P`T )− δp(P`T )− hp(P`T )− hp−1(P`T ) +
∑
x∈x

∑
µ6=1

νp−1
x,µ (P`T ) + µpx,1(P`T )

.
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Maintenant, comme on a d’une part

P`T = P`(M∞)λλ0 ⊗
(
C[x′, x′−1, (x′ − 1)−1],d + γ0

(
−dx′

x′
+ dx′

x′ − 1

))
,

et une identité semblable à (??) avec P`(M∞)λλ0 d’autre part, on peut exactement reproduire le calcul
précédent et on obtient finalement

νp∞,λ,`(MCλ0(M)) =

 νp−1
∞,λλ0,`

(M) si γ ∈ ]0, 1− γ0[

νp∞,λλ0,`
(M) si γ ∈ ]1− γ0, 1[.

(ii) Cas λ = 1. La différence avec le cas précédent est locale : on a ici une extension minimale en 0. On a
montré dans la preuve du théorème 4.2.5 que P`T est localement autour de 0 donné par le carquois

(P`H)[x′] 0 // (P`G)[∂x′ ],0
oo

où H = (M∞)γ0 et G = N(H).

On peut donc écrire que P`T est localement donné par la somme directe de P 1
` T défini par le carquois

(P`H)[x′] 0 // 0
0

oo

et de P 2
` T défini par le carquois

0 0 // (P`G)[∂x′ ].0
oo

On obtient en fait une décomposition globale en somme directe P`T = P 1
` T ⊕ P 2

` T , où P 1
` T est donné

par le même terme que dans le cas λ 6∈ {1, λ0}, et P 2
` T est supporté en 0 et donné par (P`G)[∂x′ ].

On a alors

νp∞,1,`(MCλ0(M)) = dim grpFH
1(P1,DR(P 1

` T ⊕ P 2
` T ))

= dim grpFH
1(P1,DR(P 1

` T )) + dim grpFH
1(P1,DR(P 2

` T )),

ce qui donne deux dimensions à calculer.

La première dimension s’obtient en raisonnant de manière similaire au cas précédent car DR(P 1
` T ) est de

la forme j∗V. D’une part, comme∑
α∈[γ0,1[

νp∞,e−2iπα(P`(M∞)λ0) = νp∞,λ0,`
(M),

on a alors
δp(P 1

` T ) = δp(P`(M∞)λ0).
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D’autre part, on a

∑
x∈x

∑
µ 6=1

νp−1
x,µ (P 1

` T ) =
∑
µ6=1

νp−1
∞,µλ0

(P`(M∞)λ0)︸ ︷︷ ︸
=0 car µ6=1

+νp−1
1,µλ0

(P`(M∞)λ0)


= νp−1

1,1 (P`(M∞)λ0)
= νp−1
∞,λ0,`

(M),

ainsi que

∑
x∈x

µpx,1(P 1
` T ) =

∑
`≥0

∑̀
k=0

µp+k∞,λ0,`+1(P`(M∞)λ0)︸ ︷︷ ︸
=0

+µp
1,λ0,`+1

(P`(M∞)λ0)︸ ︷︷ ︸
=0

 = 0.

En rassemblant le tout, on obtient finalement

dim grpFH
1(P1,DR(P 1

` T )) = δp−1(P`(M∞)λ0))−δp(P`(M∞)λ0))−νp∞,λ0,`
(M)−νp−1

∞,λ0,`
(M)+νp−1

∞,λ0,`
(M)

= δp−1(P`(M∞)λ0))− δp(P`(M∞)λ0))− νp∞,λ0,`
(M)

= 0.

Cherchons maintenant à déterminer dim grpFH1(P1,DR(P 2
` T )). On sait que P 2

` T est supporté en 0 et
donné par (P`G)[∂x′ ]. La filtration de Hodge est ici donnée par

F p((P`G)[∂x′ ]) =
∑
k≥0

∂kx′ · F p+1+k(P`G).

On a alors H1(P1,DR(P 2
` T )) qui est donné par le conoyau de

(P`G)[∂x′ ]
∂x′−→ (P`G)[∂x′ ]

qui s’identifie à P`G muni de la filtration

F pH1(P1,DR(P 2
` T )) = F p(P`G).

Finalement, on a

dim grpFH
1(P1,DR(P 2

` T )) = dim grpF (P`G)
= dim grpF (P`+1H)
= νp∞,λ0,`+1(M).

En sommant les deux dimensions, on obtient

νp∞,1,`(MCλ0(M)) = 0 + νp∞,λ0,`+1(M) = νp∞,λ0,`+1(M).
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(iii) Si λ = λ0, on reprend la suite exacte

0→ T0 → T → T1 → 0.

D’après la proposition 5.1.3, les morphismes de cette suite exacte sont strictement compatibles à la
filtration de Hodge. Il en résulte qu’on a une suite exacte

0→ grpFT0 → grpFT → grpFT1 → 0,

ce qui donne

νp
∞,λ0

(MCλ0(M)) = dim grpFH
1(P1

exc,DR(T0)) + dim grpFH
1(P1

x,DR(T1)).

Le cas du terme de gauche se traite comme dans le cas γ ∈ ]1 − γ0, 1[ de la partie (i), ce qui donne
dim grpFH1(P1

exc,DR(T0)) = νp∞,1(M). Concernant le terme de droite, on a

dim grpFH
1(P1

x,DR(T1)) = dim grpFH
1(P1,DRM) = hpH1(A1,DR(M)).

On a le lemme suivant :

Lemme 6.3.2 hpH1(A1,DR(M)) = hpH1(P1,DRMmin) + νp−1
∞,1,prim(M).

Preuve. D’après le lemme 2.2.8 et la remarque 2.3.5 de [DS13], on a une suite exacte

0→Mmin →M→ N→ 0,

strictement compatible à la filtration de Hodge, où N est supporté à l’infini, ainsi qu’une suite exacte

0→ grpFH
1(P1,DRMmin)→ grpFH

1(A1,DR(M))→ grpFH
1(DRN)→ 0,

avec
hpH1(A1,DR(M)) = hpH1(P1,DRMmin) + νp−1

∞,1,prim(M).
�

En sommant, on obtient finalement

(�) νp
∞,λ0

(MCλ0(M)) = νp∞,1(M)+hpH1(A1,DR(M)) = νp∞,1(M)+hpH1(P1,DRMmin)+νp−1
∞,1,prim(M).

D’autre part, comme on l’a vu dans la preuve du lemme 4.2.7, on est dans la situation d’un carquois
d’extension minimale

T0
� � // T
N
oooo

avec P`T ' P`−1T0 pour ` ≥ 1. Comme N est strictement compatible à la filtration de Hodge, avec un
décalage F • → F •−1, on a également pour ` ≥ 1

grpFP`T ' grp−1
F P`−1T0
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et par suite

νp
∞,λ0,`

(MCλ0(M)) = dim grpFH
1(P1

exc,DR(P`T )) = dim grp−1
F H1(P1

exc,DR(P`−1T0)).

On peut alors maintenant refaire exactement le raisonnement effectué dans le cas (i), à savoir

dim grpFH
1(P1

exc,DR(P`T0)) = νp∞,1,`(M),

ce qui donne finalement pour ` ≥ 1 l’expression

νp
∞,λ0,`

(MCλ0(M)) = νp−1
∞,1,`−1(M).

Il reste à traiter le cas ` = 0. Comme on a

νp
∞,λ0

(MCλ0(M)) = νp
∞,λ0,0

(MCλ0(M)) +
∑
`≥1

∑̀
k=0

νp+k
∞,λ0,`

(MCλ0(M))

on obtient, en utilisant la formule (�), que

νp∞,1(M) + hpH1(P1,DRMmin) + νp−1
∞,1,prim(M) = νp

∞,λ0,0
(MCλ0(M)) +

∑
`≥1

∑̀
k=0

νp−1+k
∞,1,`−1(M).

Or ∑
`≥1

∑̀
k=0

νp−1+k
∞,1,`−1(M) =

∑
`≥0

∑̀
k=0

νp−1+k
∞,1,` (M) +

∑
`≥0

νp+`∞,1,`(M)

= νp−1
∞,1(M) + νp∞,1,coprim(M),

il en résulte donc que

νp
∞,λ0,0

(MCλ0(M)) = hpH1(P1,DRMmin) + νp−1
∞,1,prim(M)− νp∞,1,coprim(M) + νp∞,1(M)− νp−1

∞,1(M).

En outre, un calcul général montre immédiatement que

νp∞,1,coprim(M)− νp−1
∞,1,prim(M) = νp∞,1(M)− νp−1

∞,1(M),

et par conséquent νp
∞,λ0,0

(MCλ0(M)) = hpH1(P1,DRMmin), ce qui termine la démonstration du théorème
6.3.1. �

Remarque. Si l’on somme sur p ∈ Z les identités du théorème précédent, on retrouve bien les expressions
de la partie (2) du théorème 4.2.5.

Pour complètement terminer l’étude du comportement des données numériques de Hodge par convolu-
tion additive, il reste à expliciter le comportement des données locales hp et des données globales δp. Cela
revient à généraliser les points (1) et (3) du théorème 3.1.2 de [DS13] sans l’hypothèse de monodromie
scalaire à l’infini. C’est l’objet des deux propositions suivantes.
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Proposition 6.3.3 Les invariants locaux hp(MCλ0(M)) sont donnés par :

hp(MCλ0(M)) =
∑

γ∈[0,γ0[

νp∞,λ(M) +
∑

γ∈[γ0,1[

νp−1
∞,λ(M) + hpH1(A1,DR(M))− νp−1

∞,λ0,prim(M).

Preuve. On sait que hp(MCλ0(M)) =
∑
λ∈S1 ν

p
∞,λ(MCλ0(M)), il suffit donc de sommer les expressions

obtenues au théorème 6.3.1. En utilisant directement l’identité (�) dans le cas λ = λ0, on obtient

hp(MCλ0(M)) =
∑

γ∈ ]0,1−γ0[

νp−1
∞,λλ0

(M) +
∑

γ∈ ]1−γ0,1[

νp∞,λλ0
(M) +

∑
`≥0

∑̀
k=0

νp+k∞,λ0,`+1(M)︸ ︷︷ ︸
νp∞,λ0

(M)−νp∞,λ0,coprim(M)

+ νp∞,1(M) + hpH1(A1,DR(M)).

On en déduit que

hp(MCλ0(M)) =
∑

γ∈ ]γ0,1[

νp−1
∞,λ(M) +

∑
γ∈[0,γ0]

νp∞,λ(M) + hpH1(A1,DR(M))− νp∞,λ0,coprim(M)

=
∑

γ∈[γ0,1[

νp−1
∞,λ(M) +

∑
γ∈[0,γ0[

νp∞,λ(M) + hpH1(A1,DR(M))− νp−1
∞,λ0,prim(M).

�

Remarque. D’une part, si l’on somme sur p ∈ Z, on retrouve bien en utilisant le lemme 6.3.2 la troisième
formule de la proposition 1.3.5 de [DS13]. D’autre part, si l’on ajoute l’hypothèse de Dettweiler et Sabbah
de monodromie scalaire à l’infini égale à λ0Id, on a νp∞,λ,`(M) = 0 sauf si λ = λ0 et ` = 0. Ainsi

∑
γ∈[0,γ0[

νp∞,λ(M) +
∑

γ∈[γ0,1[

νp−1
∞,λ(M) = νp−1

∞,λ0
(M) = νp−1

∞,λ0,prim(M) = hp−1(M),

et donc hp(MCλ0(M)) = hpH1(A1,DR(M)), ce qui permet de retrouver le point (1) du théorème 3.1.2
de [DS13].

Proposition 6.3.4 Les invariants globaux δp(MCλ0(M)) sont donnés par :

δp(MCλ0(M)) = δp(M) +
∑

γ∈[γ0,1[

νp∞,λ(M)−
r∑
i=1

µpxi,1(M) +
∑

γ∈ ]0,1−γ0[

µp−1
xi,λ

(M)

 .

Preuve. On note γp = δp − δp−1. D’après l’identité (2.3.5∗) de [DS13], on a

hpH1(A1,DR(M)) = −γp(M)− hp(M) +
r∑
i=1

∑
µ6=1

µp−1
xi,µ(M) + µpxi,1(M)

 .
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On déduit donc de la proposition 6.3.3 (écrite avec coprim plutôt que prim) que

(1) hp(MCλ0(M)) + hp(M) = −γp(M) +
∑

γ∈[0,γ0]

νp∞,λ(M) +
∑

γ∈ ]γ0,1[

νp−1
∞,λ(M)− νp∞,λ0,coprim(M)

+
r∑
i=1

∑
µ6=1

µp−1
xi,µ(M) + µpxi,1(M)

 .

D’après la proposition 3.1.1 de [DS13], on a hp(MCλ0
(MCλ0(M))) = hp−1(M), donc en écrivant la même

formule que ci-dessus avec MCλ0
(M) puis en l’appliquant en MCλ0(M), cela donne

hp(MCλ0(M)) + hp−1(M) = −γp(MCλ0(M)) +
∑

γ∈[0,1−γ0]

νp∞,λ(MCλ0(M)) +
∑

γ∈ ]1−γ0,1[

νp−1
∞,λ(MCλ0(M))

− νp
∞,λ0,coprim

(MCλ0(M)) +
r∑
i=1

∑
µ6=1

µp−1
xi,µ(MCλ0(M)) + µpxi,1(MCλ0(M))

 .

D’après le théorème 6.3.1, on a

∑
γ∈[0,1−γ0]

νp∞,λ(MCλ0(M)) =
∑

γ∈ ]0,1−γ0[

νp−1
∞,λλ0

(M) + νp∞,1(MCλ0(M)) + νp
∞,λ0

(MCλ0(M))

=
∑

γ∈ ]γ0,1[

νp−1
∞,λ(M) + νp∞,1(MCλ0(M)) + νp

∞,λ0
(MCλ0(M))

et ∑
γ∈ ]1−γ0,1[

νp−1
∞,λ(MCλ0(M)) =

∑
γ∈ ]0,γ0[

νp−1
∞,λ(M).

De même, on a

νp
∞,λ0

(MCλ0(M))− νp
∞,λ0,coprim

(MCλ0(M)) =
∑
`≥0

(∑̀
k=0

νp+k
∞,λ0,`

(MCλ0(M))− νp+`
∞,λ0,`

(MCλ0(M))
)

=
∑
`≥0

∑̀
k=0

νp+k
∞,λ0,`+1

(MCλ0(M))

=
∑
`≥0

∑̀
k=0

νp−1+k
∞,1,` (M)

= νp−1
∞,1(M)
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ainsi que

νp∞,1(MCλ0(M)) =
∑
`≥0

∑̀
k=0

νp+k∞,1,`(MCλ0(M))

=
∑
`≥0

∑̀
k=0

νp+k∞,λ0,`+1(M)

= νp∞,λ0
(M)− νp∞,λ0,coprim(M).

Enfin, en appliquant le point (2) du théorème 3.1.2 de [DS13], on a

r∑
i=1

∑
µ6=1

µp−1
xi,µ(MCλ0(M)) + µpxi,1(MCλ0(M))

=
r∑
i=1

 ∑
γ∈ ]0,1−γ0[

µp−2
xi,λ

(M) +
∑

γ∈ [1−γ0,1]

µp−1
xi,λ

(M)

 .

Finalement, en regroupant le tout, cela donne

hp(MCλ0(M)) = −γp(MCλ0(M))− νp∞,λ0,coprim(M) + νp∞,λ0
(M)− νp−1

∞,λ0
(M)

+
r∑
i=1

 ∑
γ∈ ]0,1−γ0[

µp−2
xi,λ

(M) +
∑

γ∈ [1−γ0,1]

µp−1
xi,λ

(M)

 .

En combinant maintenant cette dernière égalité avec l’identité (1), on obtient

γp(MCλ0(M)) = γp(M) + hp(M)−
∑

γ∈[0,γ0]

νp∞,λ(M)−
∑

γ∈ ]γ0,1[

νp−1
∞,λ(M) + νp∞,λ0

(M)− νp−1
∞,λ0

(M)

−
r∑
i=1

(µpxi,1(M)− µp−1
xi,1(M)) +

∑
γ∈ ]0,1−γ0[

(µp−1
xi,λ

(M)− µp−2
xi,λ

(M))


ce qui donne finalement que la quantité γp(MCλ0(M)) est égale à

γp(M) +
∑

γ∈[γ0,1[

(νp∞,λ(M)− νp−1
∞,λ(M))−

r∑
i=1

(µpxi,1(M)− µp−1
xi,1(M)) +

∑
γ∈ ]0,1−γ0[

(µp−1
xi,λ

(M)− µp−2
xi,λ

(M))


En sommant maintenant ces égalités pour p′ ≤ p, on en déduit que

δp(MCλ0(M)) = δp(M) +
∑

γ∈[γ0,1[

νp∞,λ(M)−
r∑
i=1

µpxi,1(M) +
∑

γ∈ ]0,1−γ0[

µp−1
xi,λ

(M)

 ,

ce qui termine la preuve de la proposition. �
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Remarque. Si l’on ajoute l’hypothèse de Dettweiler et Sabbah de monodromie scalaire à l’infini égale à
λ0Id, on a νp∞,λ,`(M) = 0 sauf si λ = λ0 et ` = 0. Ainsi∑

γ∈[γ0,1[

νp∞,λ(M) = νp∞,λ0
(M) = hp(M)

et donc

δp(MCλ0(M)) = δp(M) + hp(M)−
r∑
i=1

µpxi,1(M) +
∑

γ∈ ]0,1−γ0[

µp−1
xi,λ

(M)

 ,

ce qui permet de retrouver le point (3) du théorème 3.1.2 de [DS13].

6.4 Comportement des données numériques de Hodge par convolution intermédiaire mul-
tiplicative

Soient x = {x1, ..., xr} un ensemble de points de Gm, x0 = 0, V un système local sur U = Gm\x induit
par une variation de structure de Hodge complexe polarisable (V, F •V,∇) sur U et M le DGm -module
extension minimale en les points de x. On note Mmin le DP1-module extension minimale de M en 0 et à
l’infini.

Soient γ0 ∈ ]0, 1[ et λ0 = exp(−2iπγ0). On suppose dans cette sous-section que M ∈ C ′λ0
(catégorie in-

troduite à la définition 2.8.2), et on va chercher à exprimer les données numériques de Hodge de MC′λ0
(M)

en fonction de celles deM . Il s’agit donc de donner un analogue du théorème 4.3.1 avec filtration de Hodge.

La proposition suivante donne le comportement des données numériques locales de Hodge cycles éva-
nescents par convolution intermédiaire multiplicative :

Proposition 6.4.1 Soit λ = e−2iπγ avec γ ∈ ]0, 1]. Pour tout i ∈ {1, ..., n}, on a :

µpxi,λ,`(MC′λ0
(M)) =

{
µpxi,λ/λ0,`

(M) si γ ∈ ]0, γ0]

µp−1
xi,λ/λ0,`

(M) si γ ∈ ]γ0, 1].

Preuve. Avec j : Gm ↪→ A1 l’inclusion, la formule obtenue à la proposition 2.8.1 donne

MC′λ0
(M) = j+(MCλ0(j†+(M ⊗ Lλ0

))).

Pour i ∈ {1, ..., n}, on a xi 6= 0 et

µpxi,λ,`(MC′λ0
(M)) = µpxi,λ,`(MCλ0(j†+(M ⊗ Lλ0

))).

On a vu lors de la preuve de la proposition 2.8.3 que si M ∈ C ′λ0
, alors j†+(M ⊗ Lλ0

) ∈ C. De plus,
l’hypothèse de monodromie scalaire à l’infini faite dans le théorème 3.1.2 de [DS13] ne sert que pour les
parties (1) et (3) du théorème, nous permettant bien d’appliquer (2) sans cette hypothèse.
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On a alors

µpxi,λ,`(MC′λ0
(M)) =

{
µpxi,λ/λ0,`

(M ⊗ Lλ0
) si γ ∈ ]0, γ0]

µp−1
xi,λ/λ0,`

(M ⊗ Lλ0
) si γ ∈ ]γ0, 1].

Comme le système local Lλ0
n’a pas de monodromie autour de xi, on a µpxi,λ/λ0,`

(M⊗Lλ0
) = µpxi,λ/λ0,`

(M),
ce qui termine la preuve de la proposition. �

Remarque. En sommant sur p ∈ Z, on retrouve bien l’expression de la partie (1) du théorème 4.3.1.

Les deux propositions suivantes donnent le comportement des données numériques locales de Hodge
cycles proches à l’infini par convolution intermédiaire multiplicative.

Proposition 6.4.2 Soit λ = e−2iπγ avec γ ∈ [0, 1[. On a les données suivantes :

νp∞,λ,`(MC′λ0
(M)) =



νp−1
∞,λ,`(M) si γ ∈ ]0, 1− γ0[

νp∞,λ,`(M) si γ ∈ ]1− γ0, 1[

νp∞,1,`+1(M) si λ = 1

νp−1
∞,λ0,`−1

(M) si λ = λ0, ` ≥ 1.

Preuve. En utilisant la proposition 2.8.1 et le théorème 6.3.1, on a

νp∞,λ,`(MC′λ0
(M)) =



νp−1
∞,λλ0,`

(M ⊗ Lλ0
) si γ ∈ ]0, 1− γ0[

νp∞,λλ0,`
(M ⊗ Lλ0

) si γ ∈ ]1− γ0, 1[

νp∞,λ0,`+1(M ⊗ Lλ0
) si λ = 1

νp−1
∞,1,`−1(M ⊗ Lλ0

) si λ = λ0, ` ≥ 1.

Le système local Lλ0
a pour monodromie λ0 autour de l’infini, ainsi en appliquant l’identité 2.2.13 de

[DS13], on a

νp∞,λ,`(MC′λ0
(M)) =



νp−1
∞,λ,`(M) si γ ∈ ]0, 1− γ0[

νp∞,λ,`(M) si γ ∈ ]1− γ0, 1[

νp∞,1,`+1(M) si λ = 1

νp−1
∞,λ0,`−1

(M) si λ = λ0, ` ≥ 1,

ce qui conclut la preuve de la proposition. �

Remarque. En sommant sur p ∈ Z, on retrouve bien l’expression de la partie (2) du théorème 4.3.1.
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Proposition 6.4.3

νp
∞,λ0,0

(MC′λ0
(M)) = hpH1(P1,DRMmin)− hp−1(M) + hp(M) + νp−1

∞,1,prim(M) + νp−1
0,1,prim(M)

− νp−1
∞,λ0,prim

(M)− νp−1
0,λ0,prim(M) +

∑
γ∈[γ0,1[

(νp−1
0,λ (M)− νp0,λ(M)) +

∑
γ∈[1−γ0,1[

(νp−1
∞,λ(M)− νp∞,λ(M)).

Preuve. En utilisant la proposition 2.8.1 et le théorème 6.3.1, on a

ν∞,λ0,0(MC′λ0
(M)) = hpH1(P1,DRan(M ⊗ Lλ0

)min).

Rappelons la formule (?) démontrée pendant la preuve du théorème 6.3.1 (ou de manière équivalente
l’identité (2.3.3∗) de [DS13]) :

hpH1(P1,DRMmin) = δp−1(M)− δp(M) + hp−1(M)− hp(M)− νp−1
∞,1,prim(M)− νp−1

0,1,prim(M)

+
r∑
i=1

∑
µ6=1

νp−1
xi,µ(M) + µpxi,1(M)

 ,

et appliquons-la avec (M ⊗ Lλ0
)min :

hpH1(P1,DRan(M ⊗ Lλ0
)min) = δp−1(M ⊗ Lλ0

)− δp(M ⊗ Lλ0
) + hp−1(M ⊗ Lλ0

)− hp(M ⊗ Lλ0
)

−νp−1
∞,1,prim(M ⊗ Lλ0

)− νp−1
0,1,prim(M ⊗ Lλ0

) +
r∑
i=1

∑
µ6=1

νp−1
xi,µ(M ⊗ Lλ0

) + µpxi,1((M ⊗ Lλ0
)min)

 ,

D’après la proposition 2.3.2 de [DS13], on a

δp(M ⊗ Lλ0
) = δp(M)− hp(M) +

∑
γ∈[γ0,1[

νp0,λ(M) +
∑

γ∈[1−γ0,1[

νp∞,λ(M).

En utilisant les identités 2.2.12 et 2.2.13 de [DS13], on a alors

hpH1(P1,DRan(M ⊗ Lλ0
)min) = δp−1(M)− δp(M)− νp−1

∞,λ0,prim
(M)− νp−1

0,λ0,prim(M)

+
∑

γ∈[γ0,1[

(νp−1
0,λ (M)− νp0,λ(M)) +

∑
γ∈[1−γ0,1[

(νp−1
∞,λ(M)− νp∞,λ(M)) +

r∑
i=1

∑
µ6=1

νp−1
xi,µ(M) + µpxi,1(M)

 ,

ce dont on déduit finalement que

hpH1(P1,DRan(M ⊗Lλ0
)min) = hpH1(P1,DRMmin)− hp−1(M) + hp(M) + νp−1

∞,1,prim(M) + νp−1
0,1,prim(M)

−νp−1
∞,λ0,prim

(M)− νp−1
0,λ0,prim(M) +

∑
γ∈[γ0,1[

(νp−1
0,λ (M)− νp0,λ(M)) +

∑
γ∈[1−γ0,1[

(νp−1
∞,λ(M)− νp∞,λ(M)).

�
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Remarque. En sommant sur p ∈ Z, on retrouve bien l’expression de la partie (3) du théorème 4.3.1.

La proposition suivante donne le comportement des invariants locaux hp par convolution intermédiaire
multiplicative.

Proposition 6.4.4 Les invariants locaux hp(MC′λ0
(M)) sont donnés par :

hp(MC′λ0
(M)) = hp(M)+hpH1(P1,DRMmin)+νp−1

0,1,prim(M)−νp−1
0,λ0,prim(M)+

∑
γ∈[γ0,1[

(νp−1
0,λ (M)−νp0,λ(M)).

Preuve. On peut sommer de manière similaire à la proposition 6.3.3 :

hp(MC′λ0
(M)) =

∑
γ∈ ]0,1−γ0[

νp−1
∞,λ(M) +

∑
γ∈]1−γ0,1[

νp∞,λ(M) +
∑
`≥0

∑̀
k=0

νp+k∞,1,`+1(M)︸ ︷︷ ︸
νp∞,1(M)−νp∞,1,coprim(M)

+
∑
`≥1

∑̀
k=0

νp−1+k
∞,λ0,`−1

(M)︸ ︷︷ ︸
νp−1
∞,λ0

(M)+νp
∞,λ0,coprim

(M)

+ νp
∞,λ0,0

(MC′λ0
(M)),

et se rappeler que pour tout λ ∈ S1, on a νp∞,λ,coprim(M) = νp−1
∞,λ,prim(M) + νp∞,λ(M)− νp−1

∞,λ(M), d’où

hp(MC′λ0
(M)) =

∑
γ∈[0,1−γ0[

νp−1
∞,λ(M)+

∑
γ∈[1−γ0,1[

νp∞,λ(M)+νp−1
∞,λ0,prim

(M)−νp−1
∞,1,prim(M)+νp

∞,λ0,0
(MC′λ0

(M)).

Il suffit alors d’injecter la formule de la proposition 6.4.3 pour conclure. �

Remarque. En sommant sur p ∈ Z, on retrouve bien l’expression de la partie (4) du théorème 4.3.1.

La proposition suivante donne le comportement des données numériques locales de Hodge cycles proches
en 0 par convolution intermédiaire multiplicative.

Proposition 6.4.5 Soit λ = e−2iπγ avec γ ∈ [0, 1[. On a les données suivantes :

νp0,λ,`(MC′λ0
(M)) =



νp0,λ,`(M) si γ ∈ ]0, γ0[

νp−1
0,λ,`(M) si γ ∈ ]γ0, 1[

νp0,λ0,`+1(M) si λ = λ0

νp−1
0,1,`−1(M) si λ = 1, ` ≥ 1

hpH1(P1,DRMmin) si λ = 1, ` = 0.
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Preuve. On note M̃ l’extension minimale de M sur A1 en 0. En appliquant l’identité 2.2.14 de [DS13],
on obtient :

µp0,λ,`(j†+(M ⊗ Lλ0
)) = µp0,λ,`((M̃ ⊗ Lλ0

)min({0})) =


µp

0,λ/λ0,`
(M̃) si λ 6= 1, λ0

µp
0,1/λ0,`+1

(M̃) si λ = 1

νp0,1,`(M̃) si λ = λ0,

d’où

µp0,λ,`(j†+(M ⊗ Lλ0
)) =

{
νp0,λλ0,`

(M) si λ 6= 1
νp0,λ0,`+1(M) si λ = 1.

En utilisant maintenant le deuxième point du théorème 3.1.2 de [DS13], on obtient :

µp0,λ,`(MCλ0(j†+(M ⊗ Lλ0
))) =

{
µp0,λ/λ0,`

(j†+(M ⊗ Lλ0
)) si γ ∈ ]0, γ0]

µp−1
0,λ/λ0,`

(j†+(M ⊗ Lλ0
)) si γ ∈ ]γ0, 1[ ∪ {0}.

Il résulte alors de la formule de la proposition 2.8.1 que :

νp0,λ,`(MC′λ0
(M)) =


νp0,λ,`(M) si γ ∈ ]0, γ0[
νp−1

0,λ,`(M) si γ ∈ ]γ0, 1[
νp0,λ0,`+1(M) si λ = λ0

νp−1
0,1,`−1(M) si λ = 1, ` ≥ 1.

On déduit la quantité νp0,1,0(MC′λ0
(M)) par sommation, à savoir

νp0,1,0(MC′λ0
(M)) = hp(MC′λ0

(M))−
∑

γ∈ ]0,γ0[

νp0,λ(M)−
∑

γ∈ ]γ0,1[

νp−1
0,λ (M)−

∑
`≥0

∑̀
k=0

νp+k0,λ0,`+1(M)︸ ︷︷ ︸
νp0,λ0

(M)−νp0,λ0,coprim(M)−
∑
`≥1

∑̀
k=0

νp−1+k
0,1,`−1(M)︸ ︷︷ ︸

νp−1
0,1 (M)+νp0,1,coprim(M)

= hp(MC′λ0
(M))−

∑
γ∈ ]0,γ0]

νp0,λ(M)−
∑

γ∈ ]γ0,1]

νp−1
0,λ (M) + νp0,λ0,coprim(M)− νp0,1,coprim(M)

= hp(MC′λ0
(M))−

∑
γ∈[0,γ0[

νp0,λ(M)−
∑

γ∈[γ0,1[

νp−1
0,λ (M) + νp−1

0,λ0,prim(M)− νp−1
0,1,prim(M).

Il suffit alors d’injecter la formule de la proposition 6.4.4 pour conclure. �

Remarque. En sommant sur p ∈ Z, on retrouve bien l’expression de la partie (5) du théorème 4.3.1.
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Pour terminer l’étude du comportement des données numériques de Hodge par convolution intermé-
diaire multiplicative, il reste à expliciter le comportement des données numériques globales de Hodge.

Proposition 6.4.6 Les invariants globaux δp(MC′λ0
(M)) sont donnés par :

δp(MC′λ0
(M)) = δp(M)+

∑
γ∈[γ0,1[

(νp0,λ(M)−νp−1
0,λ (M))+νp−1

0,λ0,prim(M)−
r∑
i=1

µpxi,1(M) +
∑

γ∈ ]0,1−γ0[

µp−1
xi,λ

(M)

.
Preuve. On utilise encore la formule de la proposition 2.8.1. D’après la proposition 6.3.4, on a

δp(MC′λ0
(M)) = δp(M⊗Lλ0

)+
∑

γ∈[γ0,1[

νp∞,λ(M⊗Lλ0
)−

r∑
i=0

µpxi,1(M ⊗ Lλ0
) +

∑
γ∈ ]0,1−γ0[

µp−1
xi,λ

(M ⊗ Lλ0
)

 .

On va expliciter chacun des termes. En appliquant la formule de la proposition 2.3.2 de [DS13], on obtient :

δp(M ⊗ Lλ0
) = δp(M)− hp(M) +

∑
γ∈[γ0,1[

νp0,λ(M) +
∑

γ∈[1−γ0,1[

νp∞,λ(M).

De plus, d’après l’identité 2.2.13 de [DS13], on a

∑
γ∈[γ0,1[

νp∞,λ(M ⊗ Lλ0
) =

∑
γ∈[γ0,1[

νp
∞,λλ0

(M) =
∑

γ∈[0,1−γ0[

νp∞,λ(M).

De même, on a

µp0,1(M ⊗ Lλ0
) +

∑
γ∈ ]0,1−γ0[

µp−1
0,λ (M ⊗ Lλ0

) = νp−1
0,1 (M ⊗ Lλ0

)− νp−1
0,1,prim(M ⊗ Lλ0

) +
∑

γ∈ ]γ0,1[

νp−1
0,λ (M)

=
∑

γ∈[γ0,1[

νp−1
0,λ (M)− νp−1

0,λ0,prim(M).

Il en résulte que

δp(MC′λ0
(M)) = δp(M)+

∑
γ∈[γ0,1[

(νp0,λ(M)−νp−1
0,λ (M))+νp−1

0,λ0,prim(M)−
r∑
i=1

µpxi,1(M) +
∑

γ∈ ]0,1−γ0[

µp−1
xi,λ

(M)

,
ce qui termine la preuve de la proposition. �
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Chapitre 7

Modules hypergéométriques
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7.1 Définition des modules hypergéométriques et premières propriétés

L’opérateur différentiel hypergéométrique Hyp(P,Q) est défini pour P,Q ∈ C[t] par :

Hyp(P,Q) := P (t∂t)− tQ(t∂t)

On pose D = DGm dans toute la suite. On définit le D-module hypergéométrique H(P,Q) comme :

H(P,Q) := D/D ·Hyp(P,Q)

On va supposer ici que P et Q sont unitaires de même degré n. On note (αi)1≤i≤n et (βj)1≤j≤n les racines
de P et Q comptées avec multiplicité. On note alors :

Hyp(α1,...,αn),(β1,...,βn) := Hyp(P,Q) =
n∏
i=1

(t∂t − αi)− t
n∏
j=1

(t∂t − βj)

On note H(α1,...,αn),(β1,...,βn) := H(P,Q), notation que l’on simplifiera en Hα,β si P et Q sont de degré 1.

Ces modules hypergéométriques ont été beaucoup étudiés (voir [Lev61], [BH89] et [Kat90] notamment).
Une première propriété importante est que ces D-modules sont irréductibles si et seulement si αi 6= βj
modulo Z (corollaire 3.2.1 de [Kat90]). On suppose dans la suite que cette condition est satisfaite. On a
en outre une propriété de stabilité par dualité : le dual D(H(P,Q)) d’un module hypergéométrique est
isomorphe à un module hypergéométrique H(P ′, Q′).

Le terme dominant de l’équation différentielle étant tn(1−t)∂nt , on en déduit que l’opérateur différentiel
hypergéométrique induit une connexion sur le fibré vectoriel holomorphe trivial de rang n sur P1\{0, 1,∞},
soit un système local de rang n sur P1\{0, 1,∞}. Les trois singularités sont en outre régulières. Le théorème
3.5.4 de [Kat90] montre que le système local induit par l’équation hypergéométrique est rigide. Autrement
dit, et Riemann avait déjà constaté ce fait dès 1857 dans [Rie57], l’équation hypergéométrique peut être
reconstruite, à isomorphisme près, à partir de la connaissance de ses monodromies en 0, 1 et ∞.

En notant A la matrice de taille n ayant comme blocs de Jordan les Jαi,mult(αi) et B celle ayant
comme blocs de Jordan les J−βi,mult(βi), on obtient une expression explicite des monodromies (définies à
conjugaison près) en 0 et∞ : exp(−2iπA) et exp(−2iπB) respectivement. La monodromie en 1 est quant
à elle une pseudo-réflexion (somme de l’identité et d’une matrice de rang 1). Cela suffit à déterminer sa
classe de conjugaison, déterminée par son déterminant, égal ici à (det(exp(2iπ(A+B)))). En particulier
pour n = 1, les monodromies de Hα,β sont : exp(−2iπα) en 0, exp(2iπβ) en ∞ et exp(2iπ(α− β)) en 1.

On déduit de la proposition 5.3.1 qu’il existe une variation de structure de Hodge polarisable sous-
jacente au système local induit par l’équation hypergéométrique, unique à décalage près (partie (i) de la
proposition 1.13 de [Del87]).

Remarque (Lien avec Lλ et L′λ définis en sous-sections 2.6 et 2.8). On fixe α ∈ ]0, 1[ et λ = exp(−2iπα).
Au niveau des systèmes locaux sur P1 \ {0, 1,∞}, on a Lλ ' Hα,α et L′λ ' H0,α. Un premier argument
est de comparer les monodromies en 0, 1 et ∞ et d’utiliser la rigidité du cas hypergéométrique. On peut
aussi comparer les équations : pour Lλ, t∂t − α − t(t∂t − α) = (1− t)(t∂t − α) est équivalente à t∂t − α
car 1− t est inversible ; pour L′λ, t∂t − t(t∂t − α) = −t((t− 1)∂t − α) est équivalente à (t− 1)∂t − α car t
est inversible.
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7.2 Transformation de Mellin

On aimerait avoir sur Gm une transformation avec des propriétés similaires à la transformée de Fourier
sur A1, à savoir transformer le produit de convolution en produit tensoriel. Là encore, l’analyse est un bon
point de départ et l’on dispose de la transformée de Mellin qui à une fonction ϕ ∈ C∞(]0,+∞[) (bornée
en 0 et à décroissance rapide en +∞) associe :

ϕ̂(s) =
∫ +∞

0
tsϕ(t)dt

t

Si l’on note τ l’opérateur de translation s 7→ s+ 1, on a t̂ϕ = τϕ̂ et une intégration par partie permet
de montrer que t̂∂tϕ = −sϕ̂. Ainsi, l’action d’un opérateur différentiel P (t, t∂t) ∈ D sur ϕ est changée en
l’action d’un opérateur aux différences P (τ,−s) sur ϕ̂.

Il est alors naturel de définir la C-algèbre (non commutative) C[s]〈τ, τ−1〉 engendrée par s, τ et τ−1

avec la relation τs = (s+ 1)τ . On vient ni plus ni moins de voir que :

C[t, t−1]〈t∂t〉 → C[s]〈τ, τ−1〉

t 7→ τ

t∂t 7→ −s

est un isomorphisme de C-algèbre.

Définition 7.2.1 La transformée de Mellin d’un D-moduleM , notée MM , est définie comme le C-espace
vectoriel M sur lequel on a l’action suivante de C[s]〈τ, τ−1〉 : τ agit comme t, s agit comme −t∂t.

Notons qu’on peut généraliser la construction faite ici sur Gm et définir la transformée de Mellin sur le
tore (Gm)p (voir par exemple [Fab06]). Dans la situation qui nous intéresse ici, la transformée de Mellin
de M n’est rien d’autre qu’un C[s]-module muni d’une action inversible de τ , qui n’est pas C[s]-linéaire
mais qui vérifie la propriété τ(f ·m) = τf · τm = f(s+ 1) · τm pour f ∈ C[s] et m ∈M .

En reprenant les définitions de convolutions données en sous-section 2.6, on a, similairement à la
proposition 2.7.2, pour M,N deux D-modules holonomes la propriété

M(M ∗∗ N) = MM
L
⊗MN

et par dualité
M(M ∗! N) = D(DMM

L
⊗DMN)

De manière parfaitement similaire à la transformée de Fourier sur A1, la sous-catégorie P n’est rien
d’autre ici que la sous-catégorie pleine de Modhol(D) constituée des N tels que MN et DMN (ou de
manière équivalente MDN) sont C[s]-plats. Une manière simple d’appréhender DMN dans la pratique est
de considérer sur HomC[s](MM,C[s]) l’action de τ définie par (τϕ)m = τ−1(ϕ(τm)).

118



7.3 Modules hypergéométriques et convolution

Une propriété fondamentale des modules hypergéométriques est le théorème 5.3.1 de [Kat90] :

Théorème 7.3.1 Pour P,Q,R, S ∈ C[t] avec PR et QS sans racine commune modulo Z, on a

H(PR,QS) ' H(P,Q) ∗H(R,S),

identité valable pour les trois types de convolutions.

On a également le résultat suivant :

Proposition 7.3.2 Si P et Q sont sans racine commune mod Z, alors H(P,Q) est dans la catégorie P .

Preuve. Tout d’abord, comme H(P,Q) est irréductible en tant que D-module, il en est de même pour
sa transformée de Mellin M = MH(P,Q) en tant que C[s]〈τ, τ−1〉-module. Soit T un sous-C[s]-module
de M de C[s]-torsion, posons

T ′ =
∑
k∈Z

τkT.

Il s’agit d’un sous-C[s]〈τ, τ−1〉-module de M de C[s]-torsion. Comme M n’est pas lui-même de C[s]-
torsion, on en déduit, par irréductibilité de M en tant que C[s]〈τ, τ−1〉-module, que T ′ = 0. Il en résulte
que T = 0, ainsi l’on en conclut que M est C[s]-plat.

Enfin, comme le dual D(H(P,Q)) est isomorphe à un module hypergéométrique H(P ′, Q′), on en déduit
que sa transformée de Mellin MD(H(P,Q)) est également C[s]-plate. �

Remarque. En lien avec le résultat précédent, on peut montrer que tout D-module holonome irréductible
M tel que dimC(s)(C(s)⊗C[s]

MM) = 1 est isomorphe à un module hypergéométrique H(P,Q) (avec P et
Q sans racine commune modulo Z), voir le théorème 3.7.1 de [Kat90] et le théorème 1 de [LS91].

7.4 Formules de Fedorov

Le théorème 6.3.1 et son corollaire multiplicatif la proposition 6.4.2 permettent de redémontrer avec
une toute nouvelle approche un résultat récent de Fedorov sur l’expression de données numériques de
Hodge des modules hypergéométriques. Nous nous intéresserons en particulier au théorème 3 de [Fed17]
donnant l’expression des données numériques locales de Hodge cycles proches à l’infini et en 0. L’intérêt
des propositions 6.4.2 et 6.4.5 réside dans le fait qu’elles donnent explicitement le comportement au
voisinage de ces deux points, évitant notamment d’avoir à déplacer la singularité à l’infini en un autre
point comme le fait Fedorov.

On pose (α,β) = ((α1, ..., αn), (β1, ..., βn)) un couple de n-uplets de [0, 1[n (non nécessairement or-
donnés) vérifiant αi 6= βj pour tous i, j ∈ {1, ..., n}. On utilise la notation {·} pour désigner la partie
fractionnaire. Commençons par faire un état des lieux de la situation au voisinage des trois singularités.
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En ∞ : Pour m ∈ {1, ..., n}, on note mult(βm) = #{j ∈ {1, ..., n} | βj = βm}, `m(β) = mult(βm)− 1 et
λm = exp(2iπβm). La matrice de la monodromie à l’infini de Hα,β est composée pour chacune des valeurs
propres λm d’un unique bloc de Jordan de taille mult(βm). On en déduit que ν∞,λm,`(Hα,β) = 0 sauf
pour ` = `m(β) pour lequel cette quantité vaut 1. L’étude de νp∞,λm,`(Hα,β) se réduit donc à déterminer
la valeur de p ∈ Z pour laquelle cette quantité pour ` = `m(β) est non nulle (et égale à 1).

En 0 : Pour m ∈ {1, ..., n}, on note mult(αm) = #{j ∈ {1, ..., n} | αj = αm}, `m(α) = mult(αm)− 1 et
µm = exp(−2iπαm). La matrice de la monodromie en 0 de Hα,β est composée pour chacune des valeurs
propres µm d’un unique bloc de Jordan de taille mult(αm). On en déduit que ν0,µm,`(Hα,β) = 0 sauf
pour ` = `m(α) pour lequel cette quantité vaut 1. L’étude de νp0,µm,`(Hα,β) se réduit donc à déterminer
la valeur de p ∈ Z pour laquelle cette quantité pour ` = `m(α) est non nulle (et égale à 1).

En 1 : Commençons par préciser certaines propriétés de la monodromie en 1. Il s’agit d’une pseudo-
réflexion, à savoir la somme de l’identité et d’une matrice de rang 1. On sait par un résultat de Poch-
hammer qu’il y a n − 1 vecteurs propres indépendants associés à la valeur propre 1 (voir [BH89, prop.
2.8] et [Beu08, th. 1.1]). En notant γs =

∑n
k=1(βk−αk), on a que λs = exp(−2iπγs) est également valeur

propre de la monodromie, appelée valeur propre spéciale. Par convention, on prendra γs ∈ ]0, 1]. Il y a
alors deux possibilités : soit λs 6= 1 et alors la matrice de la monodromie est diagonalisable, soit λs = 1
et auquel cas la monodromie est une transvection. Notons que dans le cas n = 1, comme α1 6= β1, il n’y
a qu’une valeur propre, la valeur propre spéciale, et elle est différente de 1.

• Si λs 6= 1, alors d’une part µ1,λs(Hα,β) = ν1,λs(Hα,β) = 1 et d’autre part ν1,1(Hα,β) = n − 1 et
µ1,1(Hα,β) = 0. La seule chose qui reste à déterminer est la valeur de p ∈ Z pour laquelle µp1,λs,0(Hα,β)
est non nul (et égale à 1).

• Si λs = 1, alors ν1,1(Hα,β) = n et µ1,1(Hα,β) = 1. Plus précisément, µ1,1,`(Hα,β) = 0 sauf pour
` = 0 où cette quantité vaut 1. La seule chose qui reste à déterminer est la valeur de p ∈ Z pour laquelle
µp1,1,0(Hα,β) est non nul (et égale à 1).

Commençons par donner deux définitions qui seront utiles dans la suite :

Définition 7.4.1 Soit α, β, γ ∈ [0, 1[. On dit que (α, β) est séparé par γ si exp(2iπγ) se trouve dans
l’intervalle ouvert du cercle orienté ]exp(2iπα), exp(2iπβ)[, ce que l’on note α → γ → β. Cela signifie
que 0 ≤ α < γ < β < 1 ou bien 0 ≤ γ < β < α < 1 ou bien 0 ≤ β < α < γ < 1.

Remarque. C’est la même notation que celle du début du chapitre 4 de [Fed17], à la différence que α, β
et γ ne sont pas nécessairement distincts (mais dans ce cas, la propriété α→ γ → β n’est pas satisfaite).

Définition 7.4.2 On définit p(α,β, γ) = #{k | ¬(αk → γ → βk)} = # {k | αk → γ → βk}{. Notons
que cette quantité est invariante par renumérotation du n-uplet de couples ((α1, β1), ..., (αn, βn)).

Nous allons démontrer le théorème suivant :
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Théorème 7.4.3 Étant donnée la décomposition Hα,β = Hα1,β1 ∗ · · · ∗Hαn,βn en convolutions d’hyper-
géométriques de rang 1, le module hypergéométrique précédent est muni d’une pVHS naturelle (V, F •V,∇)
vérifiant les identités suivantes :

(a) νp0,µm,`(Hα,β) =

 1 si p = p(α,β, αm) et ` = `m(α)

0 sinon.

(b) νp∞,λm,`(Hα,β) =

 1 si p = p(α,β, βm) et ` = `m(β)

0 sinon.

(c) µp1,λs,`(Hα,β) =


1 si p = #

{
i

∣∣∣∣∣
{

i∑
k=1

(βk − αk)
}
< γs

}
et ` = 0

0 sinon.

Remarques préliminaires. 1) L’ordre dans lequel sont effectuées les convolutions n’importe pas, car
Hα,β est obtenu comme π+(Hα1,β1 � · · ·�Hαn,βn), où π : (Gm)n → Gm désigne la multiplication.
2) Étant donnée une décomposition en convolutions d’hypergéométriques de rang 1, il existe une unique
filtration de Hodge associée, si on est parti de la filtration de Hodge triviale en rang 1. Autrement dit, la
filtration n’est naturelle que si on se donne une telle décomposition. Par unicité de la filtration de Hodge
à décalage près, on en déduit que changer de décomposition induit un décalage dans la filtration.

Preuve. Nous allons démontrer ces trois formules par récurrence sur n ∈ N∗, longueur des uplets α et
β. Le résultat est vérifié pour n = 1. Soient n ≥ 1, (α,β) = ((α0, ..., αn), (β0, ..., βn)) deux (n+ 1)-uplets
quelconques vérifiant αi 6= βj pour tous i, j ∈ {0, ..., n}, et m ∈ {0, ..., n}.

Formule (b). Supposons que la formule (b) est vérifiée pour tous les couples d’uplets de longueur n.

(Cas 1) Supposons βm 6= β0. D’après l’identité 2.2.13 de [DS13], on a

νp∞,λm,`(Hα,β) = νp∞,λmexp(−2iπα0),`(H{α−α0},{β−α0}).

Or on sait que

H{α−α0},{β−α0} = H{α̂0−α0},{β̂0−α0}
∗H0,{β0−α0} = MC′exp(−2iπ{β0−α0})

(
H{α̂0−α0},{β̂0−α0}

)
,

où α̂0 désigne le uplet α où l’on a retiré α0, de même pour β̂0. En appliquant maintenant la proposition
6.4.2, on obtient

νp∞,λmexp(−2iπα0),`(H{α−α0},{β−α0})=

 νp−1
∞,λmexp(−2iπα0),`

(
H{α̂0−α0},{β̂0−α0}

)
si {βm − α0} > {β0 − α0}

νp∞,λmexp(−2iπα0),`

(
H{α̂0−α0},{β̂0−α0}

)
si {βm − α0} < {β0 − α0}.

121



En réappliquant l’identité 2.2.13 de [DS13], on obtient finalement

νp∞,λm,`(Hα,β) =

 νp∞,λm,`

(
H
α̂0,β̂0

)
si α0 → βm → β0

νp−1
∞,λm,`

(
H
α̂0,β̂0

)
sinon.

Par hypothèse de récurrence, la quantité de gauche est non nulle si et seulement si p = p(α,β, βm) et
` = `m(β) = `m(β̂0).

(Cas 2) Supposons βm = β0 et `0(β) ≥ 1. En appliquant le même raisonnement que précédemment et en
utilisant la proposition 6.4.2 (cas λ = λ0, ` ≥ 1 du théorème), on obtient

νp∞,λ0,`
(Hα,β) = νp−1

∞,λ0,`−1

(
H
α̂0,β̂0

)
,

quantité non nulle si et seulement si ` = `0(β) = `0(β̂0)+1. Dans ce cas, on a p(α,β, β0) = p(α̂0, β̂0, β0)+1
car on n’a pas α0 → β0 → β0.

(Cas 3) Supposons βm = β0 et `0(β) = 0, on a donc β1 6= β0. En appliquant le même raisonnement que
dans le cas 1, on obtient

νp∞,λ0,`
(Hα,β) =

 νp∞,λ0,`

(
H
α̂1,β̂1

)
si {β0 − α1} < {β1 − α1}

νp−1
∞,λ0,`

(
H
α̂1,β̂1

)
si {β0 − α1} > {β1 − α1}

=

 νp∞,λ0,`

(
H
α̂1,β̂1

)
si α1 → β0 → β1

νp−1
∞,λ0,`

(
H
α̂1,β̂1

)
sinon.

Par hypothèse de récurrence, et comme l’ordre dans lequel sont effectuées les convolutions n’importe pas,
la quantité de gauche est non nulle si et seulement si p = p(α,β, β0) et ` = `0(β) = `0(β̂1) = 0.

En conclusion, la formule (b) est bien vérifiée pour le couple (α,β).

Formule (a). Supposons que la formule (a) est vérifiée pour tous les couples d’uplets de longueur n.

(Cas 1) Supposons αm 6= α0. D’après la proposition 6.4.5 et l’identité 2.2.13 de [DS13], et en raisonnant
de manière similaire à la preuve du cas 1 de la formule (b), on a

νp0,µm,`(Hα,β) =

 νp0,µm,`

(
H
α̂0,β̂0

)
si α0 → αm → β0

νp−1
0,µm,`

(
H
α̂0,β̂0

)
sinon.

Par hypothèse de récurrence, la quantité de gauche est non nulle si et seulement si p = p(α,β, αm) et
` = `m(α) = `m(α̂0).
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(Cas 2) Supposons αm = α0 et `0(α) ≥ 1. En appliquant le même raisonnement que précédemment et en
utilisant la proposition 6.4.5 (cas λ = 1, ` ≥ 1 de la proposition), on obtient

νp0,µ0,`
(Hα,β) = νp−1

0,µ0,`−1

(
H
α̂0,β̂0

)
,

quantité non nulle si et seulement si ` = `0(α) = `0(α̂0)+1. Dans ce cas, on a p(α,β, α0)=p(α̂0, β̂0, α0)+1
car on n’a pas α0 → α0 → β0.

(Cas 3) Supposons αm = α0 et `0(α) = 0, on a donc α1 6= α0. En appliquant le même raisonnement que
dans le cas 1, on obtient

νp0,µ0,`
(Hα,β) =

 νp0,µ0,`

(
H
α̂1,β̂1

)
si α1 → α0 → β1

νp−1
0,µ0,`

(
H
α̂1,β̂1

)
sinon.

Par hypothèse de récurrence, et comme l’ordre dans lequel sont effectuées les convolutions n’importe pas,
la quantité de gauche est non nulle si et seulement si p = p(α,β, α0) et ` = `0(α) = `0(α̂1) = 0.

En conclusion, la formule (a) est bien vérifiée pour le couple (α,β).

Formule (c). Supposons que la formule (c) est vérifiée pour tous les couples d’uplets de longueur n. On
note λs la valeur propre spéciale de Hα,β, λ′s la valeur propre spéciale de H

α̂0,β̂0
et γ0 = {β0 − α0}. Les

réels γs et γ′s de l’intervalle ]0, 1] vérifiant λs = exp(−2iπγs) et λ′s = exp(−2iπγ′s) sont liés par la relation
γs = γ′s + γ0 mod Z.

D’après la proposition 6.4.1 et l’identité 2.2.14 de [DS13], et en raisonnant de manière similaire à la preuve
du cas 1 de la formule (b), on a

µp1,λs,`(Hα,β) =


µp1,λ′s,`

(
H
α̂0,β̂0

)
si γs ∈ ]0, γ0]

µp−1
1,λ′s,`

(
H
α̂0,β̂0

)
si γs ∈ ]γ0, 1].

Par hypothèse de récurrence, on a

µp1,λ′s,`

(
H
α̂0,β̂0

)
=


1 si p = #

{
i ≥ 1

∣∣∣∣∣
{

i∑
k=1

(βk − αk)
}
< γ′s

}
et ` = 0

0 sinon,

et on remarque que

#
{
i ≥ 0

∣∣∣∣∣
{

i∑
k=0

(βk − αk)
}
< γs

}
=


#
{
i ≥ 1

∣∣∣∣∣
{

i∑
k=1

(βk − αk)
}
< γ′s

}
si γs ∈ ]0, γ0]

#
{
i ≥ 1

∣∣∣∣∣
{

i∑
k=1

(βk − αk)
}
< γ′s

}
+ 1 si γs ∈ ]γ0, 1].

En conclusion, la formule (c) est bien vérifiée pour le couple (α,β). �
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Remarque. Il est également possible pour la formule (b) d’appliquer directement le théorème 6.3.1
plutôt que sa variante multiplicative en remarquant qu’en notant j : Gm ↪→ A1 l’inclusion, en utilisant la
proposition 1.1.8 de [DS13] et en écrivant les équations, on obtient la relation

MCexp(−2iπγ0)(j+Hα,β)(∗0) = j+H(0,{α+γ0}),(γ0,{β+γ0}),

que l’on peut aussi utiliser pour montrer la propriété d’hérédité.

Lien entre le théorème 7.4.3 et les formules de Fedorov. Les parties (a) et (b) du théorème
précédent correspondent aux parties (a) et (b) du théorème 3 de [Fed17]. Cela ne se voit cependant
pas de manière complètement évidente dans la mesure où Fedorov considère dans son article l’espace
des solutions de la connexion associée à l’équation hypergéométrique alors que l’on considère pour notre
part l’espace des sections horizontales de la connexion. Commençons donc par transposer les formules de
Fedorov dans la cadre des sections horizontales avec le lemme suivant. Notons que l’on ne suppose pas
nécessairement que les n-uplets sont ordonnés.

Lemme 7.4.4 Les parties (a) et (b) du théorème 3 de [Fed17] sont équivalentes à l’énoncé suivant :
Le module hypergéométrique Hα,β est muni d’une pVHS (V, F •V,∇) vérifiant, à décalage près, les identités
suivantes :

(a) νp0,µm,`(Hα,β) =

 1 si p = #{j | βj < αm} −#{i | αi < αm} et ` = `m(α)

0 sinon.

(b) νp∞,λm,`(Hα,β) =

 1 si p = #{j | βj ≤ βm} −#{i | αi < βm} et ` = `m(β)

0 sinon.

Preuve. On sait que l’espace des solutions de la connexion et l’espace des sections horizontales de la
connexion sont duaux l’un de l’autre (voir par exemple le corollaire 7.1.1 de [Pha79]). Si l’on note ∗ le
dual, on a la relation (P`H)∗ ' N `P`(H∗) et donc

(grpFP`H)∗ ' gr−pF (P`H)∗ ' gr−pF N `P`(H∗) ' gr−p+`F P`(H∗).

Par conséquent, la dualité implique la transformation (p, `) 7→ (−p+ `, `).

En appliquant la transformation ci-dessus, on en déduit que la partie (a) du théorème 3 de [Fed17] est
équivalente à écrire que

νp0,µm,`(Hα,β) =

 1 si p = −(#{i | αi ≤ αm} −#{j | βj < αm}) + `m(α) et ` = `m(α)

0 sinon

autrement dit

νp0,µm,`(Hα,β) =

 1 si p = #{j | βj < αm} −#{i | αi < αm} et ` = `m(α)

0 sinon.
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De même, la partie (b) du théorème 3 de [Fed17] est équivalente à écrire que

νp∞,λm,`(Hα,β) =

 1 si p = −(#{i | αi < βm} −#{j | βj < βm}) + `m(β) et ` = `m(β)

0 sinon

autrement dit

νp∞,λm,`(Hα,β) =

 1 si p = #{j | βj ≤ βm} −#{i | αi < βm} et ` = `m(β)

0 sinon,

ce qui conclut la preuve du lemme. �

Il reste maintenant à montrer que les formules du lemme précédent correspondent aux formules du
théorème 7.4.3, à décalage près. Il s’agit d’une conséquence du lemme combinatoire suivant, dans la
mesure où la quantité #{k | αk < βk} ne dépend que des n-uplets α et β.

Lemme 7.4.5 On a les relations suivantes :
(i) p(α,β, αm)− (#{j | βj < αm} −#{i | αi < αm}) = #{k | αk < βk} ;
(ii) p(α,β, βm)− (#{j | βj ≤ βm} −#{i | αi < βm}) = #{k | αk < βk}.

Preuve. Soit k ∈ {1, ..., n}, résumons dans le tableau suivant les contributions de l’entier k dans les
quantités p(α,β, αm) et #{j | βj < αm} −#{i | αi < αm} selon les positions relatives de αk, βk et αm.

contribution de k dans p(α,β, αm) #{j | βj < αm} −#{i | αi < αm}

αk < βk 0 ≤ αm < αk < βk < 1 1 0

0 ≤ αk = αm < βk < 1 1 0

0 ≤ αk < αm < βk < 1 0 −1

0 ≤ αk < βk < αm < 1 1 0

αk > βk 0 ≤ αm < βk < αk < 1 0 0

0 ≤ βk < αm < αk < 1 1 1

0 ≤ βk < αk = αm < 1 1 1

0 ≤ βk < αk < αm < 1 0 0

Ce tableau prouve que les quantités p(α,β, αm) et #{j | βj < αm} − #{i | αi < αm} diffèrent de
#{k | αk < βk}, ce qui démontre la formule (i).
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Résumons maintenant les contributions de l’entier k dans les quantités p(α,β, βm) et #{j | βj ≤ βm} −
#{i | αi < βm} selon les positions relatives de αk, βk et βm.

contribution de k dans p(α,β, βm) #{j | βj ≤ βm} −#{i | αi < βm}

αk < βk 0 ≤ βm < αk < βk < 1 1 0

0 ≤ αk < βm < βk < 1 0 −1

0 ≤ αk < βk = βm < 1 1 0

0 ≤ αk < βk < βm < 1 1 0

αk > βk 0 ≤ βm < βk < αk < 1 0 0

0 ≤ βk = βm < αk < 1 1 1

0 ≤ βk < βm < αk < 1 0 0

0 ≤ βk < αk < βm < 1 1 1

Ce tableau prouve que les quantités p(α,β, βm) et #{j | βj ≤ βm} − #{i | αi < βm} diffèrent de
#{k | αk < βk}, ce qui démontre la formule (ii). �

7.5 Convolution multiplicative avec des modules hypergéométriques

Un des intérêts de la proposition 7.3.2 est que l’on peut considérer le foncteur MC(P,Q) de Modhol(D)
qui à M associe M ∗mid H(P,Q). On utilisera aussi la notation MC(α1,...,αn),(β1,...,βn), ainsi que MCα,β
lorsque n = 1.

On a la proposition suivante :

Proposition 7.5.1 On a MC(α1,α2),(β1,β2) = MCα2,β2 ◦MCα1,β1 pour αi 6= βj modulo Z.

Preuve. Soit M un D-module holonome. On a

MC(α1,α2),(β1,β2)(M) = M ∗mid H(α1,α2),(β1,β2) = M ∗mid (Hα1,β1 ∗Hα2,β2)

où la dernière convolution est n’importe laquelle des trois convolutions. Comme

MCα2,β2 ◦MCα1,β1(M) = (M ∗mid Hα1,β1) ∗mid Hα2,β2 ,

le problème est donc réduit à une question d’associativité.
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Pour cela, considérons le diagramme suivant :

M ∗! Hα1,β1 ∗! Hα2,β2
// //

����

(M ∗mid Hα1,β1) ∗! Hα2,β2
� � //

����

(M ∗∗ Hα1,β1) ∗! Hα2,β2

����
(M ∗! Hα1,β1) ∗mid Hα2,β2

// //
� _

��

(M ∗mid Hα1,β1) ∗mid Hα2,β2
� � //

� _

��

(M ∗∗ Hα1,β1) ∗mid Hα2,β2� _

��
(M ∗! Hα1,β1) ∗∗ Hα2,β2

// // (M ∗mid Hα1,β1) ∗∗ Hα2,β2
� � //M ∗∗ Hα1,β1 ∗∗ Hα2,β2

Les flèches verticales sont injectives/surjectives par définition de ∗mid, les horizontales des première et
troisième lignes car les foncteurs ∗!Hα2,β2 et ∗∗Hα2,β2 sont exacts (on rappelle que Hα2,β2 ∈ P ), et les
horizontales de la deuxième ligne car le foncteur ∗midHα2,β2 préserve les injections et les surjections.

On en déduit que (M ∗mid Hα1,β1) ∗mid Hα2,β2 s’identifie à l’image de

M ∗! Hα1,β1 ∗! Hα2,β2 →M ∗∗ Hα1,β1 ∗∗ Hα2,β2

à savoir M ∗mid (Hα1,β1 ∗Hα2,β2). Ce qui achève la preuve. �

Cette proposition montre que l’étude du comportement des données numériques par MC(P,Q) se
ramène par récurrence à l’étude du rang 1, à savoir l’étude du comportement des données numériques
par MCα,β .
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Titre : Convolution intermédiaire et théorie de Hodge

Mots Clefs : D-modules, théorie de Hodge, algorithme de Katz, équation hypergéométrique, anneau de

Grothendieck, géométrie birationnelle

Résumé : Cette thèse est constituée de deux parties complètement indépendantes.

Dans une première partie, nous montrons que la paire de Fourier-Mukai (X,Y ) issue de la correspondance

double miroir Pfa�enne-Grassmannienne véri�e l'identité ([X]− [Y ])L6 = 0 dans l'anneau de Grothendieck,

où L est la classe de la droite a�ne. Ce résultat est un ra�nement d'un théorème de Borisov par la suppression

d'un facteur, qui montre que la classe de la droite a�ne est un diviseur de zéro dans l'anneau de Grothendieck,

et fournit par ailleurs un premier exemple intéressant de variétés D-équivalentes qui sont L-équivalentes.
D'autres exemples ont par la suite été explicités par d'autres auteurs.

Dans une seconde partie, nous nous intéressons au comportement d'invariants de théorie de Hodge par convo-

lution intermédiaire, à la suite des travaux de Dettweiler et Sabbah. Le principal résultat concerne le com-

portement des données numériques locales de Hodge cycles proches à l'in�ni par convolution intermédiaire

additive par un module de Kummer. Nous donnons également des formules pour les invariants locaux hp et

globaux δp sans faire l'hypothèse de monodromie scalaire à l'in�ni. De plus, à l'aide d'une relation de Katz

reliant les convolutions additives et multiplicatives, nous explicitons le comportement des invariants de Hodge

par convolution intermédiaire multiplicative. En�n, le théorème principal permet de redémontrer un résultat

de Fedorov sur les invariants de Hodge d'équations hypergéométriques.

Title : Middle convolution and Hodge theory

Keys words : D-modules, Hodge theory, Katz algorithm, hypergeometric equation, Grothendieck ring,

birational geometry

Abstract : This thesis consists of two independent parts.

In a �rst part, we show that the Fourier-Mukai pair (X,Y ) constructed from Pfa�an-Grassmannian double-

mirror correspondence veri�es the formula ([X]− [Y ])L6 = 0 in the Grothendieck ring, where L is the class of

a�ne line. This result is an improvement of a theorem of Borisov by removing a factor, which shows that the

class of a�ne line is a zero divisor in the Grothendieck ring, and gives moreover a �rst interesting example of

D-equivalent varieties which are L-equivalent. Other examples have later been made explicit by other authors.

In a second part, we are interested in the behaviour of invariants in Hodge theory by middle convolution,

following research of Dettweiler and Sabbah. The main result concerns the behaviour of the nearby cycle

local Hodge numerical data in in�nity by middle additive convolution by a Kummer module. We also give

expressions for local invariant hp and global δp without making the hypothesis of scalar monodromy in

in�nity. Besides, with a relation due to Katz linking up additive and multiplicative convolutions, we explain

the behaviour of Hodge invariants by middle multiplicative convolution. Finally, the main theorem gives a

new proof of a result of Fedorov on Hodge invariants of hypergeometric equations.
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