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Introduction

Dans le domaine de letude des machines electriques, la simulation nunerique permet de s'af-
franchir d'essais qui peuvent étre colteux, di cilesa ealiser, ou méme dangereux pour la machine.
La Methode des EeEments Finis (MEF) est ainsi devenue une approche de ekrence dans letude
des probkmes delectromagretisme basse fequence. En e et, elle permet la esolution nunerique des
equations de Maxwell en espace et en temps sur des sysemes aux ggonetries complexes en discetisant
sesequations sous forme d'un syseme dequations dierentielles algebriques non lireaires et souvent de
grande taille. De plus, elle se couple naturellementa des nethodes permettant de prendre en compte le
mouvement d'un sous-domaine, ce qui la rend toute indiguee pour moctliser les machineselectriques
avec en particulier le mouvement du rotor. En n, il est possible de calculer I'erreur de mocklisation
commise avec la MEF, ce qui permet ainsi de garantir la pecision du moctle. Ceseements en font
donc une technique incontournable pour les applications industrielles. Ce type d'outil nurerique per-
met de disposer de \eritables prototypes virtuels d'actionneurs electriques en vue d'en estimer les
performances. Dans un contexte industriel, ces moceles nuneriques doivent retranscrire au mieux la
ealie tout en recessitant un temps de calcul le plus faible possible. Or, la simulation nunerique d'un
dispositifelectrotechnique telle gu'une machine electrique peut s'awerer codteuse en temps de calcul
du fait d'un nombre dinconnues et de pas de temps important, ainsi que de fortes non-lirearies
des maeriaux ferromagretiques. La machine electrique interagit fortement avec son environnement
comme le circuitelectrique auquel elle est connecte ou sa charge mecanique au rotor.... Un des enjeux
concerne donc la prise en compte de l'environnement d'un actionneurelectrique en vue d'etre le plus
ckle possiblea la ealie dans des temps de calcul acceptables pour les industriels. Cet environnement
electrique et necanique pos®de des constantes de temps d'ordres de grandeurs souvent tes dierents.
En particulier, la esolution du probeme recessite de prendre un pas de temps eduit an de simu-
ler correctement le prenonene lea la plus petite constante de temps. Or si I'on veut prendre en
compte la dynamique du syseme dans son ensemble, il faut que la duee de simulation soit de I'ordre
de grandeur de la plus grande des constantes de temps. La simulation doit donc étre lanee sur un
tes grand nombre de pas de temps, ce qui peut rapidement conduirea des temps de calcul prohibitifs.

Pour atteindre ce but, il est alors recessaire de mettre en uvre des techniques permettant de
eduire les temps de calcul recessairesa la esolution d'un moctle nunerique. Dans ce contexte, les
methodes de eduction de moctles semblent bien adaptesa ce type de probemes. Dans le domaine
des sciences pour l'ingenieur, de telles approches ontet developpees initialement pour esoudre des
probkmes en nmecanique a n deviter des calculs souvent lourds. On peut alors les classer en deux
groupes :

| Une premere cakgorie de nmethodes permet de rechercher la solution dans une base eduite

an de eduire le nombre d'inconnues d'un moctle nunerique EF. On parle de eduction par
projection. Ces nmethodes sont particulerement adapees aux probemes devolution lireaires

al la complexie calculatoire ne cepend que du nombre d'inconnues, et donc, uniquement de
la nesse du maillage. De nombreuses nethodes ont ainsiet developpees et appliges dans
ce contexte. Parmi elles, les plus connues sont la Proper Orthogonal Decomposition (POD)
[1] coupke a la nethode des Snapshots [2], la Projection d'Arnoldi (PA) [3] [4], la Proper
Generalized Decomposition (PGD) [5] ou encore la methode Reduced Basis (RB). Les deux
premeres approches recessitent notamment des calculs au pealable avant de eduire le moctle



EF, on parle alors de nethodesa posteriori. Au contraire, la PGD et la nethode RB sont des
algorithmes automatises permettant de eduire la complexie d'un calcul et sont clasees en
tant que nethodes a priori .
| La seconde catgorie regroupe les approches permettant de eduire le coOt de calcul d0 aux

prenonenes non lireaires. En e et, les nmethodes de eduction pesentes peedemment de-
viennent quasiment ine caces lorsque le probeme devient non lireaire. Ainsi, méme si le
nombre d'inconnues est eduit radicalement gracea la POD ou la RB par exemple, les termes
non-lireaires doivent étre calcukes sur I'ensemble des composantes EFa chaque pas de temps
et pour chaque ieration non lireaire. Les nethodes d'interpolation telles que I'Empirical In-
terpolation Method [6] [7] et la Gappy POD [8] [9], ou par une projection oblique (Hyper-
Reduction [10], Missing Point Estimation [11]) permettent ainsi de eduire le coOt des calculs
des termes non lireaires. Leur principe est relativement semblable : ces approches permettent
de <lectionner quelques composantes repesentatives de la non-lirearie, a partir desquelles
on interpolera/projettera lireairement sur toutes les autres composantes EF. Gracea ces ap-
proches, le co0t de calcul dda la non-lirearie est grandement diminwe et les nethodes de
eduction par projection sont de nouveau e caces.

Concetement, les nethodes de eduction orent un dege de moctlisation intermediaire entre des

mockles equivalents circuits ou analytiques, tes rapides mais peu pecis, et des solutions eements

nis qui sont tes pecises mais au prix d'un calcul lourd.

An de epondre a ces probematiques, cette trese CIFRE a ek e ectiee dans le cadre du
LAMEL (laboratoire commun entre le L2EP et EDF R&D). L'objectif de ce doctorat est d'iden-
tier et dimpementer les nmethodes de eduction les plusa méme de s'appliquer aux dispositifs
electrotechniques telles que les machines electriques. En particulier, celles-ci doivent étre capables
de eduire le colt de calcul tout en prenant en compte le mouvement du rotor, les non-lirearies
des maeriaux ferromagretiques, ainsi que l'environnement electrique et mecanique de la machine.
En n, un indicateurevaluant I'erreur commise par le moctle eduit aet developpe. Celui-ci permet
de justi er l'utilisation du mockle eduit en lieu et place du mocele EF car il ore la garantie d'une
pecision su sante sur les esultats. Les dispositifs d'application viees sont les machineselectriques
en particulier les machines synchrones et asynchrones.

Ce nemoire de these est constitte de quatre parties. Premerement, la mocklisation des probemes
delectromagretisme dans I'hypothese des plenonenes basses fequences sera cetailke. En particulier,
les moctles continus et nuneriques des sysemes issus des dispositifselectrotechniques seront pesents.
Ensuite, les nethodes de eduction par projection de type a posteriori et a priori seront introduites
et appligeesa un probeme magretodynamique lireaire. Troisemement, les nethodes de eduction
permettant de traiter la non-lirearie, ainsi que I'estimateur d'erreur ceveloppe seront cetailees. En n,
la dernere partie permettra d'appliquer les nethodes slectionrees sur deux moctles 3D de dispositifs
electrotechniques utilises par EDF R&D : une premere machine synchronea aimants permanents et
une seconde machine asynchronea cage decureuil.



Chapitre 1

Modgklisation des probémes
délectromagretisme basse fequence

La mocklisation est un des piliers de la cemarche scienti que qui consiste a construire une
repesentation simpliee d'une certaine ealiea I'aide d'objets mathematiques. Les lois egissant

le comportement de ce moctle sont appekesequations. Il s'agira de les esoudre, sous certaines
conditions, a n d'en ceduire des solutions. Ces derneres seront ensuite analyees dans le but
detudier et d'appehender un ptenonene.

Ce premier chapitre pesente ainsi le moctle utili® pour cecrire des dispositifs electro-
techniques dans le cadre de lelectromagretisme classique, ainsi que les outils matrematiques
et nuneriques permettant l'analyse des probemes assoces. Nous nous ineresserons princi-
palement au calcul du champ magretique et de la densie de courant induit dans un espace
tridimensionnel par la esolution desequations de Maxwell. Une premere partie pesente ainsi
le mockle continu a les objets mattematiques vivent dans des espaces de dimension in nie.
Bien que cecrivant de facon tes pecise les solutions de lelectromagretisme classique, ces ob-
jets sont di cilement calculables en letat. Il est ainsi souvent recessaire de recourira une
etape de discetisation visanta retranscrire cette ealie dans le domaine nurrerique, proprea
étre traiee par des calculateurs nunerigues. Cette phase d'approximation est ealie dans ce
nmemoire gracea la Methode des Eements Finis, et fait I'objet de la seconde partie de ce cha-
pitre. En n, trois exemples d'application acacemiques permettront d'appehender les solutions
obtenues avec ce type de moctlisation, et d'enevaluer le cot de calcul assoce.

1.1 Mocklisation continue

1.1.1 Equations de Maxwell

Dans ce chapitre, on s'ineresseraa la esolution de probbmeselectromagretiques sur le domaine
spatiotemporel (0;T) D, as T cesigne un eel positif et D un domaine polyedrique de R® borre et
connexe, de frontere lipschitzienne et connexe.

Les ptenonenes electromagretiques classiques, c'esta-dire nhon quantiques, sont egis par les
equations de Maxwell [12]. Elles permettent notamment de lier les pfenoneneglectriques et magretiques.
Lesequations de Maxwell sous forme dierentielles sécrivent sur (0;T) D :

rot H (t;x) = J (t;x) + @D (t;x) 1.1
rot E(t;x)= @B (t;x) 1.2)
divB (t;x) =0 (1.3)

divD (t;x) = (t;x): (1.4)
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Lesequations (1.1), (1.2), (1.3) et (1.4) sont respectivement appekesequations devlaxwell-Ampere,
Maxwell-Faraday, Maxwell-Gausset Maxwell-Thomson Les quatre champs de vecteursa valeurs dans
R3:B, H, E et D repesentent respectivement l'induction magretique (T), le champ magretique
(A.m 1), le champelectrique (V.m 1) et l'inductionelectrique (C.m 2). Prises ensemble, ces quatre
quanties permettent de mockliser le champelectromagretique. Enn, J la densie de courant (A.m ?2)
et , la densie volumique de charge (C.m %) apparaissent comme les termes sources desequations de
Maxwell.

Il esta noter que lequation de conservation de la charge s'obtienta partir de lequation (1.4) et
de la divergence de (1.1) :

@ (t;x)+divJ(t;x)=0: (1.5)

On retrouve desequations de conservation dans de nombreux mocelesa travers toute la physique. Elles
traduisent l'icee que la variation d'une quantie conservative dans un syseme ( @ ) est le produit d'un
ux entrant ou sortant (div J), et d'un terme de production volumique (ici 0). Cette interpetation
s'obtient simplement par I'utilisation du threoeme de Green-Ostrogradski (rappek dans I'annexe A.1)
sur lequation (1.5) dans un volume ferne.

Dans le but d'aleger lecriture, la ependance en temps et en espace des inconnuest;k) est
abandonree par la suite, sauf mention explicite.

1.1.2 Relations constitutives

A n de prendre en compte les propreeselectromagretiques des maeriaux, trois relations consti-
tutives sont ajoutesa notre mockle. On fait ici I'nypotlese que ces lois ne dependent que des champs
electromagretiques et non de contraintes exerieures thermiques ou necaniques par exemple. En ne
tenant pas compte des plenonenes hystetiques, on peutecrire ces trois lois sous la forme :

J = (E;X)E +Js (1.6)
B = (H ;X)H + Br (17)
D = (E;X)E + Dy, (1.8)

al lestroistenseursdeR® 2 (S.m 1), (H.m et (F.m 1)repesententla conductivieelectrique,
la perneabilie magretique et la permittivie delectrique (F.m 1) respectivement. Les trois champs
tridimensionnels J g, B, et D sont consicces comme incependants des quantieselectromagretiques
locales.B; et D sont les champs d'induction magretique etelectrique emanente respectivement et
sont issues de proprets intrineeques des matriaux magretiques etelectriques. Quanta Jg, il designe
la densie de courant source. Ce-dernier n'est au contraire pas une propree maetrielle d'un milieu,
mais est introduit en pratique pour decrire le comportement des bobinages laires. On dsigne alors
par Ds D le domaine source repesentant ces bobinages et al 5 6 0.

On supposera dans la suite que les lois de comportement sont isotropes, ce qui permet de remplacer
les trois tenseurs , et par des quanties scalaires positives , et dans (1.6), (1.7) et (1.8).
De plus, on consicerera dans ce chapitre des probemes ai les inductions emanentes electriques et
magretiques, D ; et B, sont regligees. En n, on ranenera notreetude aux cas de maeriaux lireaires
homogenes (, , constants par morceaux, et independants des champselectromagretiques locaux),
a l'exception pes des maeriaux ferromagretiques pour lesquels une permreabilie non lireaire pourra
étre prise en compte. Les relations constitutives utilisees dans la suite de ce memoire sont nalement
par milieu :

J= E+Js (1.9)
D= E: (1.112)
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En n, il apparatra que eecrire la loi (1.10) sous la forme

permettra de simpli er nos calculs variationnels. Ici, (m.H 1) designe la reluctivie magretique et
est ce nie telle que gy = (1 (B)) l, a1 signe bien linverse et non la bijection eciproque
(voir remarque 1.2).

Il est important d'ajouter qua la dierence de la permittivie, de la perneabilie ou de la relucti-
vie, la conductivie peut eétre nulle. Ceci entrane donc des comportements radicalement dierents en
fonction de cette donree. On c nit ainsi le sous-domaine conducteurD, D pour lequel la conduc-
tivie est non nulle. Bien evidemment, certains probemes peuvent ne pas comporter de domaines
conducteurs D¢ = ;).

Remarque 1.1. Dans le domaine conducteur, la quantie ¢ nie par E est appeke densie de
courants induits et sera noee Jj,q. Ce champ de vecteur est une donree importante pour l'ingenieur
car elle est directement lee aux pertes Joules volumiques par la relatiop; = J E. Or les zones
a fortes pertes Joules sont le lieu dechau ement important, et peuvent donc repesenter des points
d'inerét pour l'ingenieur, notamment dans le cas de dimensionnement de dispositifselectrotechniques.

Remarque 1.2. Le tenseur de reluctivie magretique est parfoisa tort e ni comme la bijection
eciprogue du tenseur de permeabilie magretique ca-d (B) = L(H). L'expression pe@dente est
fausse, notamment du fait que dans le cas greral, I'applicationH ! (H) est ck nie sur R3 eta
valeurs dansR® (ou R® en consicerant la synetrie du tenseur). Par conequent, elle n'est pas surjective
et encore moins bijective. L'expression analytique de la reluctivie s'obtient directementa partir de
lequation (1.10). En e et, une fois le tenseur de perneabilie inverse, on obtient B = (H) H,
a ! dsigne linverse au sens matriciel. En c nissant f et sa bijection eciproque f ! telles que
B=f(H)etH =f 1(B) (cette fois-ci inversible dans la plupart des cas car ¢ nie surR® eta
valeurs dansR3), on a par identication (B)= (f %B)) 1= (H (B)), que l'onecritegalement
(Hl(B ,par abus de notation.

1.1.3 Relations d'interface

Lesequations de Maxwell sous forme dierentielle (1.1{1.4) ne sont cependant compktes que sur
un domaine egulier compos d'un unique milieu [13]. Lorsque le domaine detude comporte plusieurs
milieux, il convient de rajouter des conditions a leurs interfaces du fait de la non-continuie des
proprees matrielles , , . En partant de la relation (1.3), on peut montrer gracea la formule de
Green-Ostrogradski (4.31) qua la frontere entre deux milieux D3 et D5, on a la relation suivante :

[B n] =0 (1.13)

al n est le vecteur unitaire normal deR3, dirige par convention de D; versD,. [] repesente le saut
entre deux milieux. Toujours par convention, [f] = fp, fp, .
De méme, en partant de (1.4), on peut montrer que :

D n] = (1.14)

al est la densie de charge surfacique ¢:m 2) sur .

En partant de (1.1) et de (1.2), et en utilisant cette fois la formule de Stokes (voir annexe A.2), on
peut montrer que :

1
o

[E n] (1.15)
H n] = | (1.16)

al j estla densie de courant surfacique A:m 1) sur .

Dans la suite de ce nemoire, les densies de charge et de courant surfaciques, etj seront
consiceees nulles.
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Remarque 1.3. Cesequations sont valides sur un domaine dit topologiqguement trivial, c'esta-dire
sans trou et simplement connexe. Si le domaine est topologiquement non-trivial, il convient alors
d'ajouter un nombre ni de relations[13]. La gure 1.1 pesente ainsi deux exemples de domaine ne
respectant pas ces deux conditions : le premier possde un trou tandis que le second n'est pas simplement
connexe.

(0)

Figure 1.1 { Domaine non topologiqguement trivial. (a) : Domaine ; possdant une cavie. (b) :
Domaine » non simplement connexe

1.1.4 Regimes quasi-stationnaires

Avant d'aller plus loin, il convient de ce nir la notion de temps caraceristique d'un syseme. Celui-
ci caracerise la rapidie de levolution d'une grandeur physique dans le temps. En d'autres termes,
il repesente l'ordre de grandeur du temps requis pour qu'un syseme soumis a une perturbation
atteigne un equilibre. Dans ce nemoire, on s'ineresse aux probemes dits basse fequence, et plus
particulerement aux egimes quasi-stationnaires, valables lorsque le temps caraceristique du syseme

etude est tes grand devant le temps de propagation de la lumere dans le milieu ¢ = I=c,
al | repesente la longueur caraceristique du syseme etc = () 2 la ebrie de la lumere du
milieu [14]. En ce nissant la vitesse devolution du syseme par v = I= , la proposition peedente

signi eegalement qu'on a v << ¢ . Dans ce cas, on peut consicerer qu'une perturbation est transmise
instantarement dans tout le domaine, ce qui permet de regliger ainsi les pfenorrenes de propagation.
On parle alors de la limite non relativiste du mocele. En pratique, cette approximation est valide pour
les dispositifselectrotechniques qui ont des fequences de eponse allant jusqua quelques centaines de
kHz.

Une analyse dimensionnelle simple permet cependant de montrer que sous ces hypotleses, les
equations de Maxwell-Amgere (1.1) et Maxwell-Faraday (1.2) ne sont pas compatibles [14]. En e et,
en notant jj l'ordre de grandeur de la quantie , lequation de Maxwell-Faraday (1.2) donne

Ej iB j . -

BBy e visi; (1.17)
avecv = |= . De méme lequation de Maxwell-Amgere sans courant source permet d'obtenir par
I'analyse dimensionnelle

H iDj
CARRINL oY (1.18)

En ajoutant les lois de comportements lireaires (1.10) et (1.11), on a alors

Bj _IE]
I

Ainsi, les deux equations (1.2) et (1.1) menenta deux facteurs dechelles entre JE|j et |Bj,a savoir

v ou % Ces derniers deviennent compatibles dans le cas relativiste ar ~ ¢. Or nous nous situons

peciement dans le cas contraire, car on a suppo® ques << c. Ainsi, les deuxequations (1.2) et

(1.1) produisent des facteurs dechelle incompatibles et il faudra donc regliger en partie l'une des

deux. Ce choix se fera en particulier au regard de l'ordre de grandeur des sources de courantet

de charge [14] [15]. Les deux moctles en cecoulant sont ceux deslectro-quasistatique et de la
magreto-quasistatique [15] [14].

A o
) | Ej vjBJ: (2.19)
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1.1.4.1 Moctleelectro-quasistatique

Dans le moctleelectro-quasistatique |, la variation du champ d'inductionelectrique produit un
champ magretique alors qu'une uctuation du champ d'induction magretique n'induit aucun champ
electrique. Lequation de Maxwell-Faraday (1.2) n'est donc plus valide et est remplaee par (1.21).
Par une analyse dimensionnelle, on peut montrer que ce mockle est valable lorsqyéj << j jc [15].
Ainsi, lesequations de Maxwell dans la limite de I'approximation quasi-stationnaire electrique sont :

rotHeg=Je+ @D (2.20)
rotEc=0 (1.22)
divBe=0 (1.22)
divDe= ¢ (1.23)

tandis que celle de conservation de la charge reste identique :

@ et+divle=0 (1.24)

Dans ce jeu dequations, le champ d'induction magretique B ¢ et le champ magretique H ¢ n'appa-
raissent plus en tant que terme source (membre de droite). Lesequationselectriques et magretiques

sont alors cecoupkes. Ainsi, il est possible de ne esoudre que lesequationselectriques (1.21), (1.23)
et (1.24) pour trouver Ec et D¢ :

rotEe=0
divDe= &
@ +div]le=0;

et de reconstruirea posteriori les inconnues magretiquesB ¢ et H ¢ gracea (1.20) et (1.22) :

fotHe=Je+ @D
divB=0:

1.1.4.2 Moctle magreto-quasistatique

Le moctle magreto-quasistatique est au contraire valable lorsquejJj >> | jc. Celui-ci permet
de regliger les courants de ceplacement@D dans lequation de Maxwell-Ampere (1.1). Physiquement,
cette approximation impliqgue qu'une variation du champ d'induction magretique produit un champ
electrique tandis qu'une uctuation du champ d'induction electrique n'a aucun e et sur le champ

magretique. Dans la limite de l'approximation quasi-stationnaire magretique, lesequations de Maxwell
sont [15]

rotHm = Jm (1.25)
rotEm= @B (1.26)
divBn =0 (2.27)
divDm = m: (1.28)

Du fait de I'hypotrese jJj >> | jc, lequation de conservation de la charge est modiee et n‘admet
que des courants stationnaires [15] :

divim =0 (1.29)

A premere vue, les inconnueselectriques n'apparaissent plus en tant gue terme source desequations
de Maxwell. On pourrait ainsi tenir un raisonnement analoguea celui du moceleelectro-quasistatique
gquant au cecouplage desequationselectriques et magretiques (trouverB , et H n, gracea (1.25), (1.27)
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et (1.29), puis reconstruire E,, et D, gacea (1.26) et (1.28)). Un probeme survient cependant
lorsque le syseme contient un domaine conducteur dans lequel sont gerees des courants induits.
En e et, le terme source dans lequation de Maxwell-Amgere (1.25) cepend de E d'apes la loi de
comportement (1.9). Les quatre equations de Maxwell sont donc coupkes dan®. et il s'agit alors
de les esoudre simultarement. Pour esumer, les equations electriques et magretiques du mocele
magreto-quasistatique peuvent étre cecoupkes dansD n D et doivent &tre consiceees simultarement
dansD¢.

Dans le domaine non conducteur D n D¢, on esout lesequations magretiques (1.25), (1.27) et
(1.29) dans un premier temps an de trouverB , et H , :

rotHp = Jm
divBnh =0
divlg, =0;

pour ensuite reconstruire les champ€ ,, et D ,, gracea (1.26) et (1.28) :
@B m

m -

rot E m
divD

Dans le domaine conducteur D¢, on chercheB i, H m, Em €t D, en esolvant simultarement :

rotHm = Jnm
rotEm= @B
divBm =0
dvDm= m
divly, =0:

Remarque 1.4. Avec les lois de comportement pour la permittivie et la conductivie (1.9) (1.11)
homogenes lireaires et isotropes (HLI) dans le domaine conducteur, le modele magreto-quasistatique
impose que n, soit nul dans D¢. En e et, (1.25) implique quediv) = ndivE, =0 dans le domaine
conducteur (car div(rot H ) =0). Or , =divEn= d'apes (1.28) et (1.11), dau , =0 dansDc..
Dans ce cas, lesequations de Maxwell-Gausfl.28) et de conservation de la charg€1.29) deviennent
equivalentesa divE =0 et on ne tiendra plus compte que de l'une des deux.

1.1.4.3 Choix du moctle

En pratique, les dispositifs utilies dans lelectrotechnique ont des e ets plutét inductifs avec des
courants de ceplacement@D souvent regligeables [16]. Ainsi, le moclemagreto-quasistatique  est
particulerement adape aux applications typiques de lelectrotechnique, et sera donc utilie dans la
suite de ce nemoire.

Remarque 1.5. Pour une justi cation plus matlematique, on pourra se etrera [14] a des temps
caraceristiques des dierents ptenomeneselectromagretiques sont compaes.

D'un point de vue terminologique, on peut distinguer deux classes de probemes au sein du mockle
magreto-quasistatique

| le probkme magretostatique , lorsque le syseme ne contient pas de sous-domaines conduc-
teurs (D. = ;). Dans ce cas, le comportement du syseme esstatique d'un point de vue
magretique : lesequations principales du probeme (1.25), (1.27) et (1.29) ne contiennent plus
de termes en cerivees temporelles. Le lecteur remarquera que le probeme n'est pas pour autant
purement statique, de par le terme @B ,, dans lequation de Maxwell-Faraday (1.26). Cepen-
dant, la dynamique est restreinte auxequationselectriques, lesquelles sont esoluea posteriori,
une foisB , et H , trouwees.
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| le probkme magretodynamique , si un sous-domaine conducteur est au contraire pesent
dans le domaine detude (D¢ 6 ;). Comme vu peedemment, il faudra tenir compte de toutes
lesequations dans le domaine conducteur, en particulier celle dMaxwell-Faraday, qui introduit
le terme dynamique @B .
An de ne pas alourdir lecriture, l'indice m sera abandonre dans la suite de ce nemoire et
les quanties B, H, E, D, J et ekreront cependant biena celles issues du moctle magneto-
quasistatique .

1.1.5 Conditions aux limites

Pour que le probeme soit bien pos, il est recessaire d'ajouter des conditions initiales (pour le
domaine temporel [QT]) et des conditions aux bords (pour le domaine spatiaD).

1.1.5.1 Conditions aux limites temporelles

Comme nous le verrons par la suite, le syseme dequations que nous esoudrons aura des termes
en cerivees temporelles d'ordre 1 au plus. Ainsi, une condition initiale sur la valeur du champH dans
D et du champ E dansD¢ sura.

1.1.5.2 Conditions aux limites spatiales

La gure 1.2 pesente le domaine detude D de frontere = [ g avec y et g disjoints.
Aussi, on suppose queD contient le domaine sourceDs et le domaine conducteurD. qui est un
ouvert borre de R® simplement connexe, a frontere . connexe et lipschitzienne. En n, on suppose
que les domainesD; et Ds sont strictement disjoints (D \D s = ;) et strictement inclus dans D
(Ds\ = D¢\ = ;) comme le montre la gure 1.2.

Figure 1.2 { Domaine detude D de frontere y{[ g comportant un milieu source Dg et un domaine
conducteur D de bord .

On ne consicerera dans ce nemoire que les deux conditions aux limites de type magretique, que
I'on prendra homogenes. Ces derneres s'appliquent sur g et 4.
| Sur 4, onimpose que la composante tangentielle du champ magretique soit nulle :

H nj,=0: (2.30)

Cette condition permet de consicerer un milieu de perneabilie magretique in nie de l'autre
cot du domaine, forcant le champ magretiquea traverser la frontere .
| Sur g, c'est la composante normale deB qui est cette fois annuke :

B nj,=0: (1.31)

Ainsi, la condition aux limites (1.31) con ne le champ magretiquea | inerieur du domaine, le
long de .
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Enn, il s'agira d'expliciter les conditions sur .. En e et, cette frontere est strictement incluse
dans le domaine et ne devrait donc pas porter de conditions limites. Cependant, la section peedente
montre qu'avec le mocekle magneto-quasistatique, l'inconnue electrique n'est prise en compte qua
I'inerieur du domaine conducteur. Il convient d'ajouteregalement une condition limite sur .. Celle-
ci est obtenue sur ca partir de lequation de continuie tangentielle du champ magretique (1.16)
pour des courants surfaciques nuls :

[H n] =o0: (1.32)

En consicerant ensuite la divergence de cette dernere et legalie vectorielle div(U n)= rotU n,
on a

[rotH n] =0: (1.33)
Finalement, lequation de Maxwell-Ampere permet d'obtenir
[Js+ E) n] _=0: (1.34)

Or Jg est nul sur ¢ car il n'y a pas de conducteur bobiree dansD. ou en contact avecD. (voir la
gure 1.2), et car =0 dans D n D¢. On obtient alors la condition limite sur E le long de :

E nj.=0: (1.35)

Remarque 1.6. La relation pe@dente secritaussi J nj .= 0 ce qui permet d'assurer la conservation
deJ entre DnD. ax J est nulle, etD. ar J est ck ni et dierent de 0.

Remarque 1.7. Le cas al le domaine conducteurD. et le domaine sourceDg touche la frontere
n'est ainsi pas pris en compte dans ce nemoire. Cependant, le mocele peut étre facilement adape pour
traiter ces cas.

1.1.6 Espaces fonctionnels continus

Lesequations de Maxwell forment un ensemble dequations aux cerivees partielles sur lesquelles
sont appliges dierents operateurs, en particulier rot, div et comme nous le verrons par la suite,
grad . An de construire les formulations variationnelles permettant la esolution des equations, il
convient ces lors de construire des espaces dans lesquels ces operations sont bien ¢ nies.

1.1.6.1 [» nitions des espaces fonctionnels continus

A des ns de cereralies, les espaces pesenes ci-dessous sont e nis sur , un domaine spatial
borre inclus dans R®.

| L'espace des fonctions scalaires de care inegrable est ¢ ni par
Z
L?()= f mesurable; jfj?< +1 (1.36)
et I'espace des fonctions vectorielles de care inegrable , par
Z
L?() 3= F mesurable; KkFk?®< +1 ; (1.37)

a kk designe la norme Euclidienne classique dé€R®, assocee au produit scalaire usuel b
entre deux vecteurs deR® a et b. On associea ces espaces de Hilbert leur norme et produit
scalaire usuels que I'on not&k k et h; i
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L'espace de Sobolev H () que I'on & nit par
H()= f2L%); gradf 2 L%() 3 (1.38)

estequipe de sa normek k;. et semi-normejj,. usuelle \eri ant

kfkf. = kfk® + kgrad f k* : (1.39)
ifif. = kgrad fk*: (1.40)
(1.41)

On note H 3(), le sous-espace deH () qui contient les fonctions dont la trace s'annule sur
le bord @

Hi)= f2HY); fjg=0 : (1.42)

Enn, on cenit H 1() le sous espace deH () contenant les fonctionsa moyenne nulle :

Hi)= f2HY); Zf:o : (1.43)
L'espace & ni par I'orateur divergence H (div;) est
Hdiv;)= F 2L?) 3 divF 2 L%() (1.44)
avec sa norme et semi-norme usuelle
KF K5y, = kFK® + kdivF k* : (1.45)
iFigy. = kdivFK®: (1.46)

On e nit H o(div;) comme le sous espace deH (div;) contenant les conditions aux limites
ad hoc

Ho(div;)= fF 2H(div;); F njg=0g9: (2.47)
L'espace & ni par I'oprateur rotationnel H (rot ;) est
H(ot:)= F 2L%) 3% rotF 2L?) 3 (1.48)

avec sa norme et semi-norme usuelle

KF K3, = KFK® + krot FK* (1.49)

jFiZ. = krot FK*: (1.50)
Soit H g(rot ;) le sous espace deH (rot ;) contenant les conditions aux limites ad hoc

Ho(rot;)= fF 2H(rot;); F njg=0g: (1.51)
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| Les espaces aux conditions limites partielles compétent cette liste non-exhaustive. En
e et, les formulations variationnelles portant sur des probemes aux conditions limites mixtes
((2.31) et (1.30) avec g 6 ; et y 6 ;) s'appuieront sur ces espaces. AinsiH %; () et
H o (rot;) sont les sous-espaces respectifs dél 1() et H (rot ;) contenant les conditions
aux limites ad hoc seulement sur @

Hg = f2HY); fj=0 (1.52)
Ho (rot;)= fF 2H(ot;); F nj =0g: (1.53)

Enn, on cenit H o (rot ;) le sous-espace deH . (rot ;) qui contient les fonctions dont la
divergence s'annule au sens faible

Ho (rot;)= F2Hyq (rot;); hFgradgi =0; 8g2HE () : (1.54)

| An de prendre en compte le domaine temporel (0;T), on introduit pour nir les deux
espaced_?(0;T;V) et H(0;T;V). lls contiennent les fonctions c nies sur (0;T) eta valeurs
dans l'espace de HilbertV tels que

L2(0;T;V) = fu mesurable; u(t) 2 V; 8t 2 [0;T]; kukLz(O;T;V) < +1g (1.55)
H(0;T;V) = fu mesurable; u(t) 2 V; 8t 2 [0;T]; kUkHl(o;T;V) < +1g (1.56)
(1.57)
al
Zy
Kukfooroyy = ku(t; kS dt (1.58)
T
Kuk10.7:v) = i ku(t; )k& + k@u(t; k3 dt: (1.59)

En pratique, V est I'un des espaces de Hilbert ¢ nis ci-dessus tel quél (div;)ou H () par
exemple.

Remarque 1.8. La condition hF;gradgi =0; 892 H é; () permet bien d'assurer la nullie de la
divergence deF au sens faible. Eneet, 892 C§ () H§ () ,hFgradgi = hdivF;gi =0. Or
C} () etant dense dansL?() , on a bien par densit le esultat espee : hdivF;gi =0; 892 L%() .
1.1.6.2 Proprees des espaces fonctionnels continus

Du fait desegalies vectorielles rot [grad] = 0 et div[rot ] =0, on a trivialement :

Im grad H () ker[rot (H (rot ;))] (1.60)
Im[rot (H (rot;))]  ker[div(H (div;))] : (1.61)

Sia l'instar de D, le domaine est topologiquement trivial, ca-d simplement connexe et sans cavits,
alors les inclusions pe@dentes deviennent desegalies. On a ainsi subD
Im grad H D) =ker[rot (H (rot;D))] (1.62)
Im[rot (H (rot ;D))] = ker[div( H (div;D))]: (1.63)
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Cesegalies sont tes importantes car elles permettront de & nir les potentiels electromagretiques
dans la section suivante.

Enn, le lecteur aura remarqe que l'ogerateur rotationnel s'applique en particulier au champ
magretique etelectrique tandis que l'ogerateur divergence, est lui appligue aux champs d'induction
eta la densie surfacique de charge. Ainsi,H et E sont recherctes dansH (rot ;D), tandis que B,
D et J appartiennenta H (div;D). Cetenone peut paratre surprenant car de prime abord, on a
I'impression qu'une certaine forme déquivalence existe entre les inconnues magretiqueB et H d'une
part, et leselectriques E et D d'autre part, d'apes les lois de comportement (1.10) et (1.11). Or
B et D ne sont pas recherctes dans les mémes espaces didieet E. Ceci est en ealie imputable
aux lois de comportement. Dans le cas de lois lireaires homogenes isotropes, alors ces quatre champs
appartiennent H (rot ;D)\ H (div;D). Par contre, pour des lois plus complexes, il faudra garder ces
ebkments a l'esprit. Ainsi, la multiplication par n'est pas anodine, et le diagramme de Tonti [17]
pesent sur la gure 1.3 permet de repesenter les changements d'espaces opees par les dierents
orerateurs et lois de comportement pour les probeEmes magneto-quasistatiques.

...........................

Figure 1.3 { Diagramme de Tonti applique aux probemes délectromagretisme basse fequence

1.1.7 Formulations en potentiels A

La esolution directe des probemes issus de la magneto-quasistatique n'est pas forement la
meilleure approche. En e et, des probemes apparaissent dans la transmission de la continuie nor-
male ou tangentielle des champs si plusieurs milieux sont pesents dans le domaine [18]. Ces probemes
sont cependant surmones par l'introduction de potentiels electromagretiques, qui ont l'avantage de
peserver naturellement leur continuie normale ou tangentiellea travers les dierents milieux [18] [19].
Dans ce memoire, Nous ne nous ineresserons qu'aux potentiels classiqués et . Le lecteur pourra
cependant se etrera [16] [17] pour une pesentation des potentielsT et applicables aux probemes
magneto-quasistatiques.

1.1.7.1 Introduction des potentiels A et

Puisque la divergence deB 2 H (div;D) est nulle (1.27), la propret sur le noyau de la divergence
(1.63) permet d'introduire le potentiel vecteur A 2 H (rot ;D) tel que

B =rotA: (1.64)
En substituant dans lequation (1.26), il vient

rot (E+ @A)=0: (1.65)
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D'apes la propret sur le noyau du rotationnel (1.62), il existe une in nie de potentiels scalaires
2 H (D) tels que E skcrive :

E= @A grad: (1.66)

Concernant les conditions limites, lequation scalaire B nj ;= 0 est remplace par lequation
vectorielle A nj .= 0. Le lecteur remarquera cependant que ces deux equations sont par nature
nonequivalentes car l'une est scalaire et l'autre vectorielle. Ainsi, la proposition suivante est toujours
weriee A nj,=0) B nj,=0 tandis que sa eciproque ne l'est pas forement.

Remarque 1.9. L'introduction des potentiels n'est valable que sur un domain® simplement connexe
et sans cavie. Dans le cas contraire, les deux proprees sur les noyaux du rotationnel et de la diver-
gence ne sont que des inclusions, et il convient alors d'ajouter des conditions sér et  [13].

Remarque 1.10. A n de garantir l'unicie de A (car E est ¢ nia un gradient pes d'apes (1.62)),
on peut d'un point de vue theorique imposer une jauge de Coulomb [15HivA = 0 sur D) ou d'un
point de vue nunerique, une jaugggl'arbre [20]. De méme, l'unicie de peut étre garantie en imposant
qgu'il soita moyenne nulle (ca-d p, -0 ) ou plus classiquement, avec des conditions limites sur

C-

Remarque 1.11. L'unicie des potentiels nest pas recessairement impose lors d'une esolution
nurerique [21]. En e et, l'utilisateur est souvent inerese par les quanties B, H, E et D qui
possdent bien la propree d'unicie méme si les potentiels ne l'ont pas. Par exemple, méme si l'on
peut ¢ nir deux potentiels vecteurs A et A9 satisfaisants les equations de Maxwell par la relation
A = A% grad © on a bien l'unicie sur B car rot [grad ()] =0 et doncB = rot A®= rot A.

Nous allons maintenant pesenter les formulations variationnelles pour les deux types de probemes
gue nous rencontrerons par la suite, le probemeanagretostatique et le probeme magretodynamique

1.1.7.2 Probéme magretostatique en formulation A

Dans cette sous-section, on consicerera que le probeme magretostatique consiste en une suc-
cession detats dequilibre car il n'y a plus de dcerivves en temps. Ainsi, la donree temporelle est
abandonree pour ce type de probkme, et les divers champs ne seront ¢ nis que sub. Le probeme
magretostatique est issu desequations de la magneto-quasistatique appligieesa un domain® qui
ne contient pas de egion conductrice D; = ;). En reprenant les esultats enones dans la section
1.1.4.2, nous pouvons ne esoudre que (1.25), (1.27) et (1.29) pour trouver les inconnues magretiques.
En associant les conditions limites ¢ nies peedemment, il s'agit de trouver B et H tels que :

8

< rotH = Js avec H nj,=0
divB =0 avec B nj . =0 (1.67)
H = (B)B!

avec le vecteur source \eriant divldg =0 et Js nj = 0. Introduire le potentiel vecteur A permet
d'assurer la nullie de la divergence deB . En injectant (1.64) dans (1.25) assoceea la loi isotrope
(1.12), on obtient le probéEme magretostatique :

rot (g)lotA =Js avec rotA nj,=0

B =rotA avec A nj, =0 (1.68)

@ (ot o) A€k rempla@ par (g an de simplier lecriture. Enn, l'unicie de A est impose en
choisissant la jauge de Coulomb telle que di%x = 0 dans D. (voir remarque 1.10) En pratique, cette
dernere egalie est \eriee au sens faible (ca-d bhA;gradgi = hdivA;gi = 0; 83 2 C} (D)), en
prenant A dans l'espace appropre, ici H 0. g (rot ;D).

Soit donc Jg 2 H (div;D) tel que divls = 0, la formulation variationnelle assocee au probeme
(1.68) skcrit
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Trouver A 2 H o , (rot ;D) tel que

syt Aot A? = JgAC o 8A%2 H . . (rot:D): 1.69
(B) D D ;B

L'existence et I'unicie est prouvee pour le cas lireaire dans [22]. Elle peut étreegalementetendue
dans le cas non lireaire [23], sous contrainte que la loi g satisfasse certaines proprees, cetailees
dans l'annexe (B.1).

1.1.7.3 Probéme magretodynamique en formulation A

Dans le cas de la magretodynamique, la pesence d'un domaine conducteud, D recessite de
prendre en compte le chamE en son sein. Il faut alors consicerer de nouveau lequation deMaxwell-
Faraday comportant le terme @E . Ainsi, on a un probeme de Cauchy en temps dand¢, et la donree
temporelle doita nouveau étre prise en compte. Soitdid s =0\riant Js nj =0, il s'agit alors de
trouver B, H dansD, et E dans D¢ tel que

% rooH =Js+ E dans D; aec H nj_,=0
divB =0 dans D; avec B nj =0
rotE = @B dans D¢ (2.70)
E divE =0 dans D¢ avec E nj =0
" B(({t=0x)=0 dans D¢:
On introduit alors les potentiels A sur D et sur D d'apes (1.64) et (1.66). Le probeme peedent
devient

% rot (g)rotA =Js (@A + grad ) dans D; avec rotA nj =0
divB = rot A dans D; avec A nj, =0
E= (@A +grad ) dans D¢ (1.71)
E div(@A + grad )=0 dans D¢ avec (@A +grad ) nj =0

A(t=0x)=0 dans D¢

a & encore, l'unicie de A est impose par la jauge de Coulomb au sens faible en choisissaft dans
f 0. 5z (rot ;D). De méme, est e en imposant la nullie de sa valeur moyenne, en le prenant dans

A 1(Do).

Soit Js 2 L?(0;T;H (div;D)) tel que divJ s = 0, la formulation variationnelle assocee au probeme
(1.71) skcrit

Trouver (A; )2 HYO;T;H o , (rot;D)) L2O;T;H YD) tel que A(t =0;x)jp,=0 et

@)fot Asrot A+ h (@A + grad );A% grad 9, = gAY, ;
(1.72)
8(A% 92 H, ,(rot;D) HY(D):

L'existence et I'unicit ontee ecemment cemonte dans le cas lireaire [24]. Pour le cas non lireaire,
il n'existe pas encore de preuve d'existence et d'unicie d'un point de vue theoriqgue. Cependant, les
nombreuses experiences nuneriques sur ce type de probeme tendenta prouver son caracere bien
pos. De plus, inegrer le formalisme adope dans [23]a la preuve sur le probeme lireaire [25] pourrait
@tre une piste a n detendre les esultats au cas non lireaire.
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1.1.7.4 Probéme magretodynamique en formulation A

Comme on l'a vu, le potentiel vecteurA est & nia un gradient pes d'apes (1.66). La formulation
A consistea choisir le potentiel vecteurA tel que

E= @A: (1.73)

Ainsi, le terme grad disparat des diversesequations du probeme (1.71), et ce dernier devient :

g rot (g)lotA =Js @A dans D; avec rotA nj, =0
divB = rot A dans D; avec A nj . =
E= @A dans D¢ 2.74)
2 div(@A)=0 dans D¢ avec @A nj =0
O A(t=0x)=0 dans D¢

La formulation variationnelle assocee au probeme magretodynamique se simpli e alors en :

Soit Js 2 L?(0;T;H (div;D)) tel que divJ s = 0, la formulation variationnelle assocee au probeme
(1.74) skcrit

Trouver A 2 H %(0;T;H o, , (rot ;D)) tel que A(t = 0;x)jp,= 0 et

)0t Aot A+ h@AAG, = higA%,; 8A°2H g , (rot D) (1.75)

Concetement, ce choix de potentiel vecteur permet d'imposer naturellement une jauge de Coulomb
dans le domaine conducteur d'apes (1.74). Bien que cette jauge soit ineressante d'un point de vue
treorique, elle peut ralentir la convergence lorsqu'une esolution ierative est utilise.

En n, methodes de eduction que I'on pesente dans le second chapitre seront tesees et valicces
dans un premier temps sur une maguette de code de calcul EF 2D extruce ceveloppe sur Matlab au
cebut de cette trese. On pesente dans I'annexe C le mockle ainsi que la formulation variationnelle
dans le cas 2D extruce.

1.2 Moctlisation discete

La esolution exactedequations aux cerivees partielles issues de probemes physiques n'est gereralement
possible que sur des exemples possdant des caraceristiques et des geonretries bien particuleres. Dans
la majorie des cas, une etape suppementaire de simpli cation est alors recessaire. Celle-ci peut se
traduire par la modi cation desequations, des paranetres ou de la georretrie du probeme a n de se
ramenera un cas sur lequel on connat une solution exacte. Une autre manere de proeder est de
trouver une solution approchtee, qui \eri e lesequations d'origine en un sens plus faible que la solution
exacte. On parle alors de solutionfaible dequations aux cerivees partielles. C'est cette approche qui
constitue le c ur de la MEF, et que nous allons appliquer aux probemes delectromagretisme basse
fequence. En e et, la MEF permet de transformer un probeme physique d ni sur un domaine spatio-
temporel D [0;T] en un syseme matriciel qui peut alors étre esolu facilementa l'aide de calculateurs.
De plus, elle peut étre coupke a d'autres approches an de prendre en compte le mouvement d'un
sous-domaine. Enn, elle permet un couplage souvent naturel avec d'autres physiques (necanique,
thermiques .. .), et avec l'environnement exerieur (couplage circuit par exemple). En n, elle appara’t
donc toute indiquee pour esoudre les probeEmes magneto-quasistatiques issus de la mocklisation des
dispositifselectrotechniques, en particulier les machines tournantes. Dans la suite de ce chapitre, nous
allons donc pesenter la MEF a n de I'appliquera dierents exemples issus de Ielectrotechnique.
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1.2.1 Solution forte et faible

A n de pesenter brevement le concept de solutions fortes et faibles, on consicere un exemple
dequations aux cerivees partielles sur le domaine . Soit A() un operateur dierentiel agissant sur
u, et f une fonction donree. La formulation forte du probeme est

Trouver u e ni sur \eri ant

A(u) = f (1.76)

Comme explige peedemment, le calcul de cette solution peut &tre di cile en letat. L'icee est alors
d'introduire une solution approchee u qui \eri e la formulation faible sur V suivante

Trouver u ce ni sur \eri ant

hA(u);vi = Hvi ; 8v2V a.77)

al V est un espace de Banach sur etv est appeke fonction test. En e et, la formulation faible
(1.77) n'est rien d'autre que lequation (1.76) tesee par le produit scalaire h;i avec les fonctions
v 2 V. On appelle u la solution forte et u la solution faible. Trivialement, on peut montrer que u est
solutiona la fois de la formulation forte (1.76) et faible (1.77), tandis que u ne \eri e pas forement
la formulation forte (1.76).

Remarque 1.12. La formulation faible (1.77) fait appara’tre une herarchie de solutions en fonction
de l'espaceV sur laquelle elle est ce nie. Ainsi, plus V est grand, plus il y a de fonctionsv pour
attester que lequation (1.76) est \eriee, au sens du produit scalaire (;) . Par conequent, plusV
est riche, plus la solution faible est proche de la solution forte. En d& nissant deux formulations faibles
(1.77) sur V1 et V, avecV, Vo, on peut montrer que leur solution faible respectivau; et u, pesente
e ectivement une herarchie entre elles. En e et, on a hA(up);vi = Hvi 8v2 V, dapes (1.77).
En particuler, puisque V, contient V;, on aegalement hA(uz);vi = H;vi ; 8v2V; V. Donc uy
\eri e la formulation variationnelle (1.77)a la fois sur V; et Vo. Au contraire, rien nindique que uz
eri e la formulation faible sur V.

1.2.2 Discetisation par la Methode des Eéments Finis

Sans perte de cereralies, on ne pesentera la MEF que dans le cas de matriaux lireaires. En
e et, on verra par la suite que nous traiterons les probemes non-lireaires en les transformant en
une suite de probemes lireaires grace aux nethodes telles que le Point Fixe de Banach ou celle de
Newton-Raphson.

La MEF peut alors se esumera deuxetapes. La premere consistea inegrer par partie le terme
hA(u);vi dans (1.77) an de se ramenera une forme bilireaire synetrique a(u;v) sur V.V, a1 V
est un espace de Hilbert. En introduisant la forme lireaire surV, I(v) = H;vi , la formulation faible
devient

Trouver u 2 V tel que

a(uv) = I(v); 8v2V: (1.78)

Sous certaines hypotteses sug( ; ), I() et V, on peut cemontrer qu'il existe une unique solution au
probeme (1.78) (voir par exemple [22] pour le cas de la magretodynamique lireaire).
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La secondeetape de la MEF consistea eecrire la formulation faible (1.78) sur un espace discret
V},, de dimension nie approchant l'espace de dimension in nieV :

Trouver uy 2 V tel que

a(un;vn) = I(vp); 8vh 2 Wh: (2.79)

Dans le cadre de ce nemoire, les espaceg, seront inclus dansV, on parle alors deements nis
conformes. Le caracere ni de V, est l'ingedient qui permet notamment de eecrire ce probeme sous
forme matricielle, ce qui est particulerement adapta une esolution nunerigue.
Pour esumer, la MEF permet donc de calculer la solution d'un probemea travers deuxetapes :
| La eecriture d'un syseme d'EDP sous une formulation faible faisant apparatre une forme
bilireaire synetrique sur V, avecV un espace de Hilbert (1.78). En ealie, cetteetape a tkp
et pesente dans la premere section de ce memoire a travers les trois formulations (1.69),
(1.72) et (1.75).
| La transposition de cette formulation faible dans un espace discret V;, approchantV a n d'ob-
tenir lequation (1.79). Cetteetape nenea une iecriture du probeme sous forme matricielle,
car up et v, sont bien dansV.
Ainsi, il nous reste donca pesenter les sous espaces discrets qui vont permettre d'approcher les es-
paces sur lesquels sont construits les deux formulations variationnelles (1.72) et (1.69H:. , (rot ;D) et
H 1(D.). Comme expliqe peedemment, le caracere jauge des espaces n'est pas forement recessaire
lorsqu'une esolution nurnrerique ierative est utilieee. Ainsi, il s'agira de discetiser les espaces H (rot ;D)
et H (Do), ainsi que I'espace avec conditions aux limites partielle$ o g (rot ;D). A des ns exhaus-
tives, nous pesenteronsegalement la discetisation deH (div;D) et L?(D).

1.2.3 Espaces fonctionnels discrets

Concetement, la discetisation des espaces de Hilbert continus par la MEF s'appuie sur un maillage
du domaine M . Il s'agit ici de decouper le domaine detude en polyedres simples respectant les
dierentes fronteres entre les milieux (voir gure 1.4). On designe alors par maillage I'ensemble des

Figure 1.4 { Exemple d'un maillage triangulaire d'un domaine 2D compo< de trois milieux dierents
(bleu, rouge et vert)

volumes, faces, arétes et n uds. Sur un maillage donre, il existe une in nie de sous-espaces discrets
permettant d'approcher les espaces de Hilbert continus ce nis pee@demment. Dans le cadre de cette
these, nous choisissons de pesenter les espaces discetiges par leseements de Whitney d'ordre minimal
[26]. En plus d'etre simples, ces derniers ont |'avantage d'associera chaque classe d'espacH ¢(),
H (rot ;), H (div;), L?()) un type debment (n ud, aréte, facette et volume).
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Bien que seule I'approximation deH (rot ;) et H () est recessaire pour la discetisation des for-
mulations faibles (1.72) et (1.69), nous pesentons dans un soucis d'exhaustivie I'approximation des
quatre espaces de HilbertH *(), H (rot;), H(div;), L2() par les espaces de Whitney respectifs
WoM ), WiM ), W?M )etW3M ), ar estun domaine topologiquement trivial (simple-
ment connexe et sans cavie, voir remarque 1.3) eM un maillage reposant sur ce domaine.

1.2.3.1 Approximation discete de H 1)

Soit N, le nombre de nuds du maillage M . L'espace de Whitney d'ordre minimal permettant
d'approcherH X() sur M est [26]

WOM )=Vect wl(x)wd(x);::iwy (x)  H) (1.80)

wl(x;)= 1. 8(ij) 21 Npg? (1.81)
avec f le symbole de Kronecker valant 1 si = j et 0 sinon. Ainsi wo(x) est assocee au noeud
i, c'est pourguoi on parle defonctions nodales .
(i) wP(x), i =(1;:::;Np) est continue sur , et appartientegalementa H ().
(iii) I'ensemble des fonctions wio(x) 121N, €St Une partition de 'unie sur
K
wl(x)=1: (1.82)

i=1

(iv) La M fonction nodale w? est identiquement nulle sur leement K; si celui-ci ne contient pas le
noeudi.

Ainsi, tout champ scalaires(x) appartenanta H () sera approxime dans W °(M ) par :

i
sh(x) = swP(x): (1.83)
i=1

Enevaluant cette expression aux n uds du maillage x; et en utilisant la propree (i), on trouve que
s; corresponda la valeur du point au noeudi. En n, il esta noter que la continuie s, (Xx) est pesenee
lors du passage d'unekmenta un autre.

Remarque 1.13. Sur un maillage triangulaire en 2D ou etreedrique en 3D, les fonctions wP(x;y;z)
sont des polyndémes de Lagrange de dege au plus 1 sur chagueekment. Sur leseements plus complexes,
il s'agit de gereralisation de ce type de polynémes, dont des expressions cetailees peuvent étre trouvees
dans [26] pour lesekments courants tels que les prismes et les hexadres.

1.2.3.2 Approximation discete de H (rot ;)

Soit N, le nombre d'arétes du maillageM . On ¢k nit I'espace de Whitney permettant d'approcher
H(rot;)sur M par

WM ) =Vect wi(x)w3(x);::wy,(x)  H(rot;) (1.84)
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al wil(x) est une fonction vectoriellea valeurs dansR3, assoceea l'aréte d'indice i. En e et,a l'instar
de la propret (i) pour les fonctions nodales, elles \eri ent
z
wi(x) dl= 1:8(ij)2fLNa0; (1.85)
a
al l'inegrale peedente designe la circulation de wil(x) assoceea l'aréte a;. Grace aux proprees
des espaces de Whitney, leur expression est ¢ nie directementa partir de celle des fonctions nodales
[26]. Ainsi, la fonction assoceea l'aréte i, orienee du nud u verslenud v est:
0 1 0 1

X X
wi=wl grad @ wA  wl grad @ wA (1.86)
t2N (v;u) t2N (u;v)

al N (u;v) cesigne les n uds sur les facettes contenant le nud u mais pas le nud v.

Exemple 1.1. Par exemple pour le cas de leement cubique repesene dans la gure 1.5,N (1;2)
contient les nuds f1;4;5;8g. En e et, seule la facette '1485' contient le nud 1 et ne contient pas le
nud 2.

Figure 1.5 { EEment Cubique

Ainsi, tout champ vectoriel V (x) appartenanta H (rot ;) sera approxime dans W (M ) par :

Via(x)=  Viwt(x); (1.87)
i=1
al de méme qu'avec les fonctions nodales, Vcorresponda la circulation de V sur l'aréte i. Enn,

une propree importante de cette approximation est qu'elle peserve la continuie de la trace
tangentielle au passage d'uneémenta un autre

1.2.3.3 Approximation discete de H (div;)

Soit Nt le nombre de facettes du maillageM . On c nit I'espace de Whitney permettant d'ap-
procherH (div;) sur M par

W2(M ) =Vect wi(x);w3(x);::5wg, (x)  H(div;) (1.88)

@ w?(x) est une fonction vectorielle a valeurs dansR?3, assocee a la ™ facette. De méme que
peedemment, on a

z
w2(x) ds= !;8(ij) 2 f LNf¢?; (1.89)

fj
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al l'inegrale peedente dsigne le ux de wiz(x)a travers la facette f;. De méme que pour les arétes,
les fonctions de facette sont ce nies a partir des fonctions nodales. Pour des eements classiques
possedant trois ou quatres n uds par faces, elles sécrivent [26] :

0 1 0 1

X X X
a w? @grad wA  @grad weA (1.90)

r2n (i) t2N (r;r+1) t2N (rr 1)

Ici, N (i) cesigne la liste ordonree de n uds sur la facette i, et a est une constante qui vaut 2 sur les
facettesa trois nuds et 1 sur celles en possdant 4. En n, l'indice cyclique r +1 dans N (r;r +1)
correspond en ealie au n ud successifa r dans la liste N (i).

Exemple 1.2. En reprenant le cas de leeEment cubique (gure 1.5), et si I'on veut calculer la fonc-
tion assoceea la facette 'i' compose des nuds '1458', N (i) est la liste ordonree f 1;4;5;89. Dans
I'expression pe@dente (1.90) il s'agira donc de sommer sur les n uds appartenanta 'N (r;r +1)' et
'mathcalN (r;r  1)'. En pratique, il s'agira donc de calculer N (1;4), N (4;5), N (5;8) et N (8;1) pour

le terme 'N (r;r + 1), et N (1;8), N (8;5), N(5;4) et N (4;1) pour 'N (r;r 1)

Ainsi, tout champ vectoriel V (x) appartenanta H (div;) sera approxime dans W 2(M ) par :

f
Va(x)=  ViwA(x): (1.91)
i=1
Vi correspond au ux de V sur la facette i. Cette fois-ci, c'est la trace normale de V qui est
pesenee au travers des interfaces

1.2.3.4 Approximation discete de L2()

Soit N le nombre dekments du maillage M . On ¢k nit I'espace de Whitney permettant d'ap-
procher L2() sur M par

W3(M ) =Vect wi(x)w3(x);:iiwg, (x)  L%() (1.92)

@ w3(x) est une fonction scalaire a valeurs dansR* assocee a leement i. A linstar des calculs
peedents, elles \eri ent
z
wi(x) dv= 1;8(i;j)2f1L;Neg?: (1.93)
€
Ici, la fonction scalaire est inegee sur lebment g . En ealie, les fonctions volumiques sont constantes
sur [eEment auquel elles sont assocees, et sont nulles sinon. On a ainsi sur lekmente;

1

“oa) (1.94)

wi(x) =

al vol(g) designe le volume de lekment g.

Finalement, tout champ scalaires(x ) dansL?2( ) sera approxine dans W 3(M ) par une la fonction
scalaire constante par morceaux

sh(x)=  sw; (1.95)

al s; correspond d'apes la propree peedente au volume de [eEment g
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1.2.3.5 Prise en compte des conditions limites ad hoc

Les espaces de Whitney d'ordre minimal permettent donc de c nir de facon geonetrique des
espaces d'approximations de H (), H (rot;), H (div;) et L2(). De méme, leurs sous-espaces
avec les conditions aux limitesad hoc sur une frontere sont & aussi ¢ nis de facon geonetrique
et simple.

Par exemple,H §. () contient les fonctions de H *() dont la trace s'annule sur . L'espace discret
permettant de I'approcher, W 8; (M ), s'obtient directementa partir de W °(M ) en lui retirant les
fonctions assocees aux n uds inclus dans . Ainsi, en notant M la restriction de M sur le bord
,0na

W3 M )=wWoM )nwom ) (1.96)

avec la propree de conformit peseree
W8 (M ) H3() : (1.97)

De méme, on va pouvoir c& nir W é; (M ), l'espace discetisantH o. (rot ; ), enretiranta W ()

les fonctions lees aux arétes sur . Ainsi, le sous-espace d&/ () possdant les conditions aux limites
ad hocsur skcrit

Wg M )=wiM )nwim ) (1.98)

avec
W5 (M ) Hyg (rot;) : (1.99)

De fecon cererale, on pourra e nir I'espace de Whitney avec condition limites ad hoc sur une
frontere en lui retirant les fonctions lees auxekments (n uds, arétes et facettes) appartenanta

WE (M )=WKM )nwkM ); k20129 (1.100)

1.2.4 Formulations discetes des probémes délectromagretisme basse fequence

Maintenant que les espaces de discetisation ontet introduits, il restea transcrire sous forme ma-
tricielle les formulations variationnelles des probemes magneto-quasistatiques (1.69), (1.72) et (1.75).

1.2.4.1 Discetisation du probéme magretostatique en formulation A

Il s'agit de eecrire la formulation du probeme magretostatique (1.69) dans Wé; s (M)
H o. , (rot ;D). On rappelle que la jauge surA n'est pas recessaire lors d'une esolution par une
methode ierative et c'est pourquoi nous discetisons I'espace non jauge H o, , (rot ;M p).

Soit J ¢ tel que divd s =0, la formulation (1.69) dans W é; s (M p) secrit :

Trouver A 2 W 5. _ (M p) tel que

@Ot Aot A S = JGA% i 8A%2 WG (Mp): (1.101)

On introduit alors la cecomposition de A dans sa base canonique

A= Aw! (1.102)
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avec N, le nombre d'arétes dansM p nM , (etegalement la dimension deW (1,; s (M p)). En rem-

placant A°par wj1 un des vecteurs de base d&v/ (1); s (M p), lequation (1.101) donne

Wa
Ai @yrotwirotw! o= Jgw! ;0 8 =1;:1:5Na (1.103)

D j D’
i=1
Les inconnues du probeme sont cesormais porees par les scalaired\i; i = 1;:::;N4. Soit donc
X a 2 RNa, le vecteur de composantesA;)i=1:n,, lequation (1.103) devient :

M (Xa)Xa=F (1.104)

al la matrice symetrique semi-ce nie positive M (X ) 2 RNa Na gependant non lireairement de
X a et le vecteur F 2 RNa sont ¢ nis par :
z
My (Xa))ij = @) rotw{ rotw dD (1.105)
7 D
(F); = Js w! dD: (1.106)
D
Lorsque le second membre depend du temps, le probeme consiste en une succession détats
dequilibre et il skcrit nalement :

Trouver X a(t) 2 RNA tel que

M (Xa)Xa(t)= F(t); 8t2[0T]: (2.107)

1.2.4.2 Discetisation du probéme magretodynamique en formulation A

Il s'agit ici de eecrire la formulation du probeme magretodynamique (1.72) dans W (1); s (Mp)
H o, ; (rot ;D) pour la variable A et dans W M p,) HYDc) pour . La formulation faible de-
vient

Trouver (A; )2 HY(O;T;W g, . (Mp))  L2(0;T; W °(M p,)) tel que

®)fot Asrot A%+ h (@A + grad );A%+ grad 4, = higAY%,;
(1.108)
8(A% 92Wg (Mp) WOMp,):

Soit donc N, et Ny, le nombre d'arétes dansM p nM et de nuds dans M p, respectivement. On
introduit alors la cecomposition de A et dans leur base EF

A= Aw! (1.109)

= iw?: (1.110)

matricielle
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Trouver X a(t) 2 RNA et X (t) 2 RN tel que

Kww 0 d XA(t) + Mrr(XA) ng XA(t) = F(t)
0

a . 8t2 [0:T] (1111
Kly O dt X (1) 0 Mgg X (1) S etz ol el

avecK yy 2 RNa Na synetrique ck nie positive, Mgg 2 RNn N symetrique semi-ce nie positive et
Kwg 2 RNa Nn b nies par

Z

(Kww)ij = wi wi dD. (1.112)
ZD

(Kwg)ij = wi gradw dDc (1.113)
ZD

M gg)ij = gradw? gradw dD¢: (1.114)
D

1.2.4.3 Discetisation du probéme magretodynamique en formulation A

Finalement, le probeme faible (1.75) en formulation A se eecrit dans W 3; s(Mp) Ho ,(rot;D):

Trouver A 2 H }(O;T; W §, , (M p)) tel que

@®)fot Arot A S+ h@AA9, = higAG,; 8A°2WG  (Mp): (1.115)

En introduisant le champ vectoriel X 4 (t) 2 RN2 Alors, la formulation faible discete (1.115) devient
sous forme matricielle

Trouver X a(t) 2 RNA tel que

K ww dXdAt(t) + M (Xa) Xa(t)= F(t); 8t2[OT]; (1.116)

On rappelle qu'ici, le choix de la formulation A impose directement la jauge de Coulomb (diA =
0) dans le domaine conducteur, quand bien méme l'espace de discetisatioH . , (rot ;D) n'est pas

jauce.

Remarque 1.14. |1l est possible de particulariser cette formulation au cas 2D extrude, qui suppose
gue le syseme etude est in niment extruce selon sa normale, et que les sources de courants sont
diriges selon cette méme normale. Ce cas particulier est cetaile dans I'annexe C, et sera utili dans

exemples acacemiques pesenesa la n de ce premier chapitre.

1.2.5 Prise en compte du mouvement

Dans cette section et a n de faciliter la pesentation des nethodes de prises en compte du mouve-
ment, on se place dans le cas 2D extrucke cetaile dans I'annexe C.

A n de mockliser les machineselectriques, le mouvement du rotor doit &tre pris en compte. Pour
ce faire, deux types de descriptions existent : I'euerienne et la lagrangienne. La premere consistea
se placer dans un ekrentiel xe sur lequel on observe les dierentes quantiesevoluer, tandis que la
seconde suit le ekrentiel en mouvement. La gure 1.6 pesente un maillage sur lequel est calcuk le
mouvement du sous domaine rouge, avec les deux types de descriptions.
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(@) (b) (©)

Figure 1.6 { Prise en compte du mouvement avec la description lagrangienne et eukrienne (a) :
Maillage de la position initiale. (b) : Rotation du sous-domaine rouge avec la description eukrienne.
Le maillage reste identique mais la frontere de I'encoche verte ne suit plus la discetisation du maillage.
(c) : Rotation du sous-domaine rouge avec la description lagrangienne. L'encoche est bien discetisee,
mais leseements ne concident plus au niveau de l'interface entre les sous-domaines rouges et bleu.

Dans le cadre d'une mocklisation pareement nis, I'approche eukrienne consiste alorsa xer le
maillage du rotor eta faire glisser dessus les dierents milieux et champs au cours du temps. Bien qu'elle
soit ®duisante car n'induisant pas de remaillage ou de modi cation de connectivit, le glissement des
fronteres entre milieux peut &tre compligwea prendre en compte, comme on peut le voir au niveau de
I'encoche verte surla gure 1.60). En e et, Les fronteres des sous-domaines ne correspondant plus aux
fronteres desekments, il peut alors étre di cile de prendre en compte les discontinuies des champs.
Au contraire, I'approche lagrangienne va consistera faire tourner le maillage du rotor, par rapporta
celui du stator, dans un mouvement de corps rigide. Ainsi, les fronteres entre milieux au rotor et au
stator sont naturellement pesenees comme le montre la gure 1.6(C). Le \eritable enjeu est ici de
savoir comment connecter le maillage du rotor avec celui du stator au cours du mouvement. En n, les
equations de Maxwell restent invariantes méme pour un mouvement non rectiligne uniforme avec ce
type de description [27]. C'est donc I'approche Lagrangienne que nous utiliserons par la suite. Dans ce
cadre, plusieurs nethodes existent. Celles-ci se dierencient en particulier sur leur complexie et leur
capaciea prendre en compte ou non n'importe quel mouvement de rotation. On peut reanmoins les
classer dans deux catgories, pesenees sur la gure 1.7.

Figure 1.7 { Prise en compte du mouvement avec la description lagrangienne (a) : Mouvement calcue
sur une interface . (b) : Mouvement calcué dans un domaineD .

La premere catgorie regroupe les approches ai le mouvement est pris en compte le long d'une
interface  lireique en 2D et surfacique en 3D, comme le montre la gure 1.74). Ainsi, la nethode
du pas bloqte [28] permet de calculer de facon exacte la rotation du rotor, mais seulement pour des
valeurs discetes de l'angle de rotation. Comme nous le verrons par la suite, il s'agit en ealie d'une
permutation de la connectivie des eements dans le rotor touchant . Dans la Bibliographie, on
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trouveegalement la nethode de Mortar [29], celle des multiplicateurs de Lagrange [30], et la methode
d'interpolation dans le domaine de Fourier spatial [31].

Pour la seconde cakgorie, on regroupe les nethodes permettent de calculer le mouvement dans
une ne bande dekments D , surfaciques en 2D et volumiques en 3D (gure 1.7f)). Cette bande est
naturellement sitiee dans l'entrefer, entre le rotor et le stator. Parmi les approches, on trouve celle de
la bande de mouvement [32], la nethode des macreekments [33] et I'Overlapping [34].

Dans le cadre de cette these, nous utiliserons la nmethode Overlapping. En e et, elle permet de
prendre en compte n'importe quel mouvement de rotation avec un codt de calcul tes limie et en
n'introduisant aucune inconnue suppementaire. Ceci la rend particulerement adapeea la eduction
de mockles. En n, nous pesenteronsegalement la nethode du pas bloque (MPB), qui est une etrence
pour les applications de lelectrotechnique. A n de ne pas alourdir la pesentation des deux nethodes,
on choisit de pesenter les deux approches sur un probeme magretostatique lireaire en formulation
A . Pour autant, celles-ci restent valables sur des probemes non lireaires et/ou dynamiques. En e et,
l'interface ou le domaineD sont sittes dans l'air et ne touchent ni les milieux conducteurs, ni
ceux posedant des caraceristiques non lireaires.

1.2.5.1 Methode du Pas Bloqge

1.2.5.1.A Disposition du maillage avec la nethode du Pas Bloque

Pour la methode du pas bloque, on consicere deux maillages incependantsM p, et M p, que 'on va
cherchera recoller sur l'interface , comme pesent dans la gure 1.7(a). Pour ce faire, il est possible
de mailler normalement le domaineD = Dr[D g et de virtuellement dupliquer lesN inconnues sitlees
sur = Dr\D s. Enn, cette nethode recessite que le maillage soitege sur . Cela signi e qu'il
existe une structure eriodique du maillage sur  par rotation d'angle comme le montre la gure
1.8 sur un exemple de maillage 2D. Intuitivement, on comprend qu'avec cette disposition, il sera
possible de prendre en compte les rotations d'anglex = k  aveck 2 Z par permutation d'inconnues
le long de

Dg
26

Dr

Figure 1.8 { Disposition du maillage avec la nmethode du Pas Blogte. Les inconnues du rotor (croix
bleues) sont virtuellement dupliquees sur

1.2.5.1.B Probémeeéments nis sur Dr et Dsg
En ayant virtuellement dupligwe les inconnues sur l'interface , le probeEme magretostatique lireaire
secrit independamment sur Dr et Ds comme
MR 0 xR FR
= ; (1.117)
0 M3 X3 FS
al l'indice R a1 S designe les quanties e nies sur le maillage du rotor et du stator respectivement.
A ce stade, le probeme n'est pas bien pos car les inconnues sont virtuellement dupligwees sur .
Ainsi, le syseme dequations (1.117) n'est pas inversible. Cependant, la relation de mouvement va
permettre de rendre ce probeme bien pos, en plus de prendre en compte la rotation.
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1.2.5.1.C Relation de mouvement entre Dr et Ds
Il s'agit de trouver la bijection liant XR 2 RN a XS 2 RN au cours du mouvement, ai ces deux
vecteurs repesentent respectivement les composantes 3R et X S dont les inconnues correspondantes
appartiennenta . A letat initial, on peut supposer que

XR=xS: (1.118)

Du fait de la structure periodique, il existe une matrice de permutationR () 2 RN N permettant
de repesenter la rotation d'angle ¢ par :

XR = R()XS: (1.119)

La matrice R( k) s'obtient directementa partir de la matrice de permutation unitaire P = R( ) qui
permet de permuter les indices d'inconnues apes rotation d'angle = . On a alors

R(y)=Pk? (1.120)

al R( k) \erie bien
R(o)=R(Nn)=IN; (1.121)
avecly 2 RN N Ja matrice identie de taille N .
1.2.5.1.D Ecriture du syseme total avec la nethode du Pas Bloqwe
Il restea tirer parti de la relation de mouvement (1.119) a n de rendre le probeme (1.117) bien po<. Il

s'agit alors deliminer lesN inconnues virtuelles sittees sur . Pour ce faire, on introduit la matrice
T ( k) rectangulaire

0 1
I 0 0
_Bo 1 o0 § _
T(wW= %o o | K° (1.122)
0 R(k O
La relation permettant deliminer les N inconnues est d'apes (1.119)
0 5 B1 0 1
xR X R X B
%S :%Xs = T( ) @XRA; (1.123)
D X S
X S D

a X B et X3 repesentent les inconnues du maillage au rotor et au stator respectivement, et qui
n‘appartiennent pasa . En remplecant I'expression du vecteur inconnu dans le syseme initial, on a

0 .1
Mg 0 o )@XBA—%O : (1.124)
0 M7 s T @RZAC '
b 0

La forme particulere du second membre est di au fait que les sources de champ ne sont pas en
contact avec . Le syseme peedent ayant N equations de plus qu'il n'a d'inconnues, il s'agit
alors deliminer desequations en sommant les contributions sur . En pratique, cette ogeration est
simplement ealie en multipliant le syseme (1.124) par T!( ) [35]. Ainsi le syseme total care
skcrit

0 1
0 1 FR
i MR 0 XE ¢ 0D
T «) 0rr M S T( k) @XRA = TY k)%Fsﬁ: (1.125)
rr XS D

D 0
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En appelant X le nouveau vecteur inconnu, on peut montrer que le syseme peedent se ranmenea
(M + Mpe (k)X = F: (1.126)

Ici M, est la partie invariante par rotation d'angle . Concetement, elle repesente les interactions
issues des ekments ne touchant pas . Au contraire, M ( k) est la matrice qui varie a chaque
rotation. Cependant, cette-dernere a un nombre de termes non nuls faibles car elle est issue de
'assemblage desekments adjacentsa . Enn, le vecteur source nétant pas attenanta , F =
TY «)(FB;0;F3;0) ek ni dans (1.125) ne ccpend pas de .

1.2.5.2 Overlapping Finite Element Method

A n de simpli er la pesentation de la methode, on se place sur un cas 2D mocklisant une coupe
de machine. Le principe reste identique en 3D, et le calcul explicite des fonctions de forme en 3D peut
étre trouwve dans l'annexe D.

1.2.5.2.A Disposition du maillage avec la nethode Overlapping
A n d'appliquer la nethode Overlapping, il faut que les maillages du rotor M p, et du stator M pg
soient spaes par une ne couche non mailee D , comme le montre la gure 1.7. On appelle R et
S les interfaces respectives d®g et Dg, le long deD . De plus, on fait I'hypotrese que les maillages
sur S et R sont constittes de quadrangles eguliers ayant une méme structure periodique selon.
Ainsi, on peut supposer que le maillage de Sa letat initial est obtenu par projection normale sur S
du maillage de R. Bien que la methode Overlapping soit possible pour des maillages non eguliers,
cette hypottese permet de simpli er la nethode ainsi que son co(t calculatoire, la rendant compatible
avec la eduction de moctles.

1.2.5.2.B Extension des fonctions de forme nodale sur D

Le principe de la methode consiste premerementaetendre les fonctions de forme nodales d&/ °(M p)
sur le domaine non maile D , et ce de facon continue. Pour ce faire, le support des fonctions nodales du
stator (assocees aux inconnues appartenanta ) estetendu par projection normale sur R, comme
le montre la gure 1.9(b) sur un exemple en 2D. De méme, le support des fonctions nodales du rotor
estetendu sur D comme on peut le voir sur la gure 1.9(b). Finalement, la gure 1.9(c) montre qu'il
existe une zone de recouvrement des deux fonctions nodales ddbs. Celle-ci repesente l'interaction
entre les deux maillages, et permet donc de moctliser le mouvement. En consicerant l'interaction

Db PI

- )

(a) (b) (¢)

Figure 1.9 { Interaction Overlapping. (a) : fonction nodale statoriqueetendue sur R. (b) : fonction
nodale rotoriqueetendue sur S. (c) : interaction entre les deux fonctions nodales.

d'une aréte au stator avec deux arétes du rotor, la gure 1.10 montre que I'on peut ¢ nir deux zones
d'inegration, une gauche gaucheet une autre droite.
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Intégration " gauche " Intégration " droite

Figure 1.10 { Zones d'inegration gauche et droite lees a l'aréte du stator (rouge). Les ronds
repesentent des n uds eels du maillage, tandis que les etoiles sont des n uds ctifs, obtenus par
projection normale des n uds eels sur l'aréte oppose. Ces derniers ne servent qua c nir la zone
d'inegration et ne sont pas des inconnues du probeme.

1.2.5.2.C Eément de eérence Overlapping

A n de calculer des quanties sur les deux zones, on introduit les deuxekments de ekrences pesenes
sur les gures 1.11 et 1.12. Il s'agit de quadrangles avec des "pattes" dont la longueur cepend des
valeurs dea, b, c et d c& nis dans les deux gures 1.11 et 1.12. On peut alors ¢ nir uneément de

Figure 1.11 { Eement eel et de ekrence pour la zone d'inegration gauche.

ekrence gererique que I'on pesente dans la gure 1.13. Si a= c=1, alors il permet de retrouver
leément droit, tandis que b= d =1 cecrit letbément gauche. L'extension de cetekment de etrence

en 3D, ainsi que les fonctions de forme sont pesentes dans I'annexe D. Concetement, il s'agit d'un
hexaedre avec des "pattes surfaciques"”, par analogie avec les pattes lireiques de leement de ekrence
en 2D.

1.2.5.2.D Gestion des inconnues d'arétes

Concernant les inconnues, lekment de etrence pesene dans la gure 1.13 montre que l'on peut
calculer des termes d'inegrations grace aux quatre n uds eels, sans introduire d'inconnue nodale
suppkementaire. Cependant, ce n'est plus exact en ce qui concerne les inconnues d'arétes, recessaire
pour des applications 3D. En e et, on voit sur la gure 1.13 les deux arétes verticaless et e;. Celles-ci
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Figure 1.12 { Eement eel et de ekrence pour la zone d'inegration gauche.

Figure 1.13 { EEment de etrence grerique.

relient Dra Dg sur D . A premere vue, il faudrait donc associer des inconnuesa ces arétes. Ainsi,
le principe de I'Overlapping qui est de ne pas ceer d'inconnues suppementaires subD n'est plus
\erie. Heureusement, la jauge d'arbre permet de ne pas contredire ce principe. En e et, il existe une
in nie de vecteurs A tel que B = rot A d'apes (1.64). D'un point de vue nunerique, cela signi e que
le probeme est sous-cetermire et donc que l'on peuteliminer un certain nombre d'inconnues. Pour
ce faire, il est possible deliminer les arétes assoceesa un arbre couvrant le maillage [20], c'esta-dire
passant par tous les nuds du maillage et ne se refermant pas sur lui-méme. Ainsi, on peut choisir
deliminer comme dege de libere les arétes verticales reliant Dg a Dg, car elles appartiennent a
un arbre ne se refermant pas sur lui-méme. Il n'y aura donc pas d'inconnues assocees aux arétes
et g4 reliant Dra Ds. Ceci permet nalement de mockliser le mouvement sans ajouter d'inconnue
suppementaire.

1.2.5.2.E Ecriture du syseme total avec la nethode Overlapping
On rappelle que lI'approche est pesente en 2D, mais peut étre directement appliqiee en 3D si les deux
maillages surfaciques du rotor et du stator sont composes de quadrangles eguliers et qui concident
I'un avec l'autre. Ainsi, leEment Overlapping en 3D ainsi que les fonctions de forme nodales et d'arétes
sont pesentes dans l'annexe D.

Pour conclure, on peut esumer I'approche Overlapping en deuxetapes :

| La cetermination desekments de ekrence Overlapping : pour chaque position rotorique, il

faut determiner les deux arétes du rotor qui vont interagir avec chaque aréte du stator, et
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ceterminer les quatre valeurs dea, b, c et d. En pratique, si le maillage des deux interfaces
R et S est mriodique et concidents l'un avec l'autre, cette tache peut n'étre ealise que

pour une seule aréte du stator (qui interagit avec seulement deux arétes du rotor). En e et, la
structure periodique sur R et S implique que lesebments de ekrence gauche et droit vont
étre identiques surD .

| L'assemblage des matriceseement nis sur D . Comme D se situe dans l'entrefer constite
d'air uniguement, les seuls termesa calculer seront ceux de la matrice Rot-Rot. Ainsi, on ¢ nit
la matrice synetrique semi-ck nie positivze M ou( ) 2 RNa Na telle que :

Mow( )ij = orot wi rotw} dD : (1.127)
D

En pratique, on calculera cette expression en assemblant dans chaqueekement Overlapping les
matriceseementaires. D'apes le point peedent, ces derneres sont identiques pour leement
gauche et droit selon . Ainsi, il ne faut calculer qu'une matrice eementaire "gauche" et une
autre "droite", que I'on assemblera de facon globale surD an de calculer M oy ( ).
Dans le cas d'un probeme magretostatique lireaire, le syseme nal secrit nalement :
MR 0 xR FR
+ Mou( ) = : (1.128)
0 M3 o XS FS
ar XR et XS designent les inconnues suDg et Dg respectivement. Contrairement au pas bloqe, le
syseme total n'est pas projet sur l'interface. Il sut juste d'ajouter la matrice M o, ( ) au syseme
original, ce qui permet de coupler les deux sous-domaines et, ainsi de moctliser le mouvement du
rotor.

1.2.6 Prise en compte de I'environnement de la machine

Les moctles pesents pe@edemment permettent de calculer le champ magretigue dans une ma-
chine electrique, pour une densie de courant source et un angle au rotor donres. En pratique, ces
deux paramnetres sontegalement fonctions de letat magretique de la machine. Ainsi, I'environnement
electrique et mecanique de la machine doit étre pris en compte. Nous allons donc cetailler dans cette
sous-section le couplage des inducteurs bobires avec un circuitelectriqgue simple, ainsi que la prise en
compte du coupleelectromagretique dans lequation necanique egissant le mouvement du rotor.

1.2.6.1 Couplageelectrique

1.2.6.1.A Decomposition du courant source
Lorsqu'un dispositif electrique est alimene par n' inducteurs bobires, la densie de courant source
total Jg(x;t) se cecompose sous la forme

X
Js(x;t) = Nk (X)ik(t); (1.129)
k=1
al N (x) (m ?) est la densie de spires assoceea l'inducteurk; k = 1;:::;n' et iy(t) (A) cesigne le

courant circulanta l'inerieur. N g (x) peut étreegalement ¢ nie par
S

N (x) = j”tjnux); (1.130)

avecj j la surface gereee par l'inducteur, ny son nombre de spires ety le vecteur unitaire normal
a la section de la bobine. D'un point de vue discret, onecrit alors le second membre des probemes
magneto-quasistatiques (1.107), (1.111) et (1.116) comme
|
F(x;t) = Fr(X)ik(t); (2.131)
k=1
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al I'on a introduit la discetisation des vecteurs densits de spires (F )i & nis par

z

(Fyi= N, wi dD: (1.132)
D

1.2.6.1.B  Equation de circuit

On peut imposer soit le courant circulant dans les inducteurs bobires soit la tensiona leurs bornes.
Dans le premier cas, les courants sont des donrees du probeme. Dans le second, le courant circulanta
l'inerieur devient une inconnue du probeme. On suppose qu'une tensionvi(t) est impose aux bornes
de linducteur k dans un circuit contenant une source de tensions(t) en srie avec une esistance
Rk et une inductance L. Rg repesente la esistance du bobinage eteventuellement une esistance
exerieure, tandis que Ly permet de mockliser les fuites magretiques assoceesa des tétes de bobines
non mocelises et/ou une inductance exerieure. Finalement, le courantiy(t) dans ce circuit est solution
de

@ «(t) + Lx@ik(t) + Riik(t) = wi(t); (1.133)

avec  le ux magretiqgue cape par la bobine k. C'est ce terme qui va étre utilie pour coupler les
equations de circuit avec le probbEme magneto-quasistatique.

1.2.6.1.C Expression du ux magretique
Le ux engende par l'inducteur s'exprime par ce nition comme

z

k = nﬁ < (B dSk) (1.134)
k

al Sk cesigne la surface gereee par le contour de la bobinek, comme le montre la gure 1.14. En

Figure 1.14 { Inducteur bobire

appliquant le treoeme de Stokes, et en utilisant B = rot A, on a

[ [
(=0 (Adl)=ng (Andl (1.135)

Ik Ik

al | cesigne le contour fernme celimitant la surface Sy, monte & encore sur la gure 1.14. En utilisant
la & nition de N ¢ (1.130), on trouve nalement

Z
k = (A N k) de (1.136)
Vk

H
al V= ij j dlx designe le volume de l'inducteur. D'un point de vue discret, cette relation secrit
simplement

k= FiXa; (1.137)

avecFy ce ni par (1.132).
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1.2.6.1.D Couplage fort de kquation magretique avec lesequations de circuit
An de pesenter clairement le couplage, on se place dans le cas d'un probeme magnetostatique
lireaire. Celui-ci secrit d'apes (1.107) e);t (1.131)

M Xa(t) = Frik(t) + Fkik(t); 8t 2 [0;T]: (1.138)
k2l k2v
al les ensembled et V contiennent lesjlj et jVj indices des inducteursa tensions et courants imposes
respectivement, avean' = jlj + jVj. Comme expliqe peedemment, les jlj courants imposes sont des

donrees du probeme tandis que lesjVj autres deviennent des inconnues. Ainsi, on ¢ nit le nouveau
vecteur inconnu X contenant les inconnues magretiques et les courants inconnus par

Xa(t)
X (t) = %'Vﬂ(t); 2 RNA*1Vi (1.139)

vy (1)
Il reste alorsa coupler lequation magretiques avec lesjVjequations de circuit (1.133). En utilisant
I'expression du ux (1.132), le probeEme magretostatique coupé circuit skcrit

Trouver X (t) 2 RNA*IVI tel que

K % + MX ()= F'I(t)+ FYV(1); 8t2 [OT]: (1.140)
avec : 0 1
M Fv, i FVjVj
M = : (1.141)
0 Ry, O 0 g
: 0 0
0 0 0 Ry,

0
0 0
K = : (1.142)
Fy, Lv, g

t
Fuy, Ly,
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0 1
Fi, 0 Fiy, (0 .
Fl = 2 RNa+VDIII [(t) = % : E 2 Rl (1.143)
4 iy, (1)
0
0 1
0 % w0
Vi
EV = o RINA*IVI) V] et V=@ : X2RV: (1144
1 0 0 Vv, (8)
0 . 0
0O 0 1

En n, on choisit d'introduire le vecteur source U (t) 2 RVi*li dans lequel on a concaere vertica-
lement | (t) avec V (t), ainsi que la matrice C 2 RN Vi *ili qui contient les matricesFY et F' . On a
alors

CU@)= F'I(t)+ FYV (1) (1.145)

et nalement le probeme(1.140) se eecrit

Trouver X (t) 2 RNA*Vi tel que

K‘D;t(t) + MX (t)= CU (t); 8t2 [O;T]: (1.146)

1.2.6.2 Couplage necanigue

1.2.6.2.A  Equation necanique
Que la machine soit en fonctionnement moteur ou gererateur, le mouvement du rotor est egi par une
equation necanigue. Dans sa plus simple expression celle-ci skcrit

(1), d()_

M —5e2 dt

+ fum

s(B)+ wm(b); (1.147)

avecJy le moment d'inertie du rotor (kg.m?), f\y la constante de friction (kg.m?.s1). g (kg.m2.s?)
repesente le couple magretique tandis que v (kg.m?.s') repesente le couple d'entranement ou de
charge selon son signe.

1.2.6.2.B Calcul du couple magretique par la nethode des Travaux Virtuels

Ainsi, il faut étre en mesure de calculer le couple electromagretique a n de prendre en compte l'en-
vironnement nmecanique de la machine. Pour ce faire, deux methodes sont particulerement utilisees :
celle du Tenseur de Maxwell [36] et le principe des Travaux Virtuels [21]A la manere des nethodes
pour prendre en compte le mouvement, ces deux approches se distinguent en particulier quant au do-
maine sur lequel est calcuk le couple. Pour la methode du Tenseur de Maxwell, il s'agit de calculer des
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guanties sur une interface @ la manere du Pas Bloqe) tandis que le principe des Travaux Virtuels
permettent de calculer le couple dans une ne couche deéments @ l'instar de I'Overlapping). Dans

la suite de ce memoire, nous ne pesenterons que la methode des travaux virtuels car elle est se couple
naturellement aux methodes de eduction de moctles.

Nous sommes donc ineress par le calcul du coupleelectromagretique g geree par la rotation
du rotor. Par & nition [37], celui-ci s'exprime comme la variation de lenergie magretique Wg au
cours du mouvement,a champ magretique constant Cette dernere est ¢ nie dans le domaine D [16]
par

VA
Wg (B) = wg (B )dD; (1.148)
D

al la fonctionnelle wg (B ) sécrit [16]
Zg
wg (B) = H(B) dB : (1.149)
0

Il reste donca exprimer comment varie cette fonctionnelleau cours du mouvementeta champ B
constant. Pour ce faire, il convient de s'attarder sur la facon dont estmockeli® le mouvement de corps
rigide avec notre probeme eement ni. Si on avait adopte une approche eukrienne, ce mouvement
serait caracerie par la rotation de tous lesekments au rotor, le stator restant xe. Or comme expligLe
dans la section 1.2.5, nous avons pege utiliser la description lagrangienne qui consistea se placer
d'une part dans le etrentiel statique du stator, et d'autre part dans celui en mouvement du rotor,
pour nalement recoller les deux domaines par la methode Overlapping ou du Pas Bloqie. Dans ces
deux approches, on a vu que le mouvement peut se esumer uniqguementa faire tourner les n uds de
la couche exerieure du rotor, par rapport a ceux du stator, les n uds internes du rotor restants eux
immobiles par rapporta leurs voisins (c'esta-dire immobiles dans le etrentiel tournant).

Ainsi, le couple peut étre obtenu en calculant la variation de lenergie magretique lorsque les n uds
de la couche exerieure du rotor sont soumisa une rotation par rapporta ceux du stator. On peut
alorsecrire

B = @(WsjB=cte): (1.150)

a la notation " signi e dans cette section que nous ne cerivons que les n uds de la couche inerieure
du stator par rapporta ceux du rotor. Puisque les n uds du rotor sont immobiles les uns par rapport
aux autres, on a alors
VA
@ wg (B)dDr =0 (1.151)
Dr

et en utilisant Ds = D nDgr

z

B = @ wg (B)dDs : (1.152)
Ds

De méme, les n uds du statoretant immobiles, les termes non nuls de l'inegrale peedente seront
donc issus des interactions suDg entre les n uds du rotor en mouvement et ceux du stator immobile.
Or, la methodes des EEments Finis ne tient compte que des interactions entre plus proches voisins.
On peut donc ramener l'inegrale (1.152)a une seule couche deements nis attenantea Dgr et sitiee
dans l'entrefer. On la note D . On exprime alors le couple magretique par :

z

B = @ wg (B)dD (1.153)
D
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L'entreferetant constitle d'air, qui est un milieu lireaire, I'expression du couple se simplie en :

z
5=@ (B B)D (1.154)
D 2

Apes l'introduction de la discetisation par la MEF, on peut nalement ramener le couplea une
forme quadratique surXa :

B = XAM Xa; (1.155)

al la matrice symnetrique M 2 RNa Na est @& ni par

z

M )i = @ Eorotwil rotw}! dD : (1.156)
D

Le cetail du calcul de cette matrice en passant par lekment de ektrence peut étre trouvee dans [37].

1.2.6.2.C Couplage faible de kquation magretique avec kquation necanique
Il reste donca coupler le probbEme magnetoquasi-statique avec lequation mecanique. Puisque la
constante de temps necanique est pour les applications typiques de lelectrotechnique bien plus grande
qgue celle du probeme magretique, un couplage fort entre les deux probemes n'est pas recessaire [38].
Pour aller plus loin, un chanage entre les deux equations est méme possible a condition que la
constante de discetisation temporelle soit susamment petite de sorte qu'elle puisse capturer la
dynamique des deux moctles [38].

Ainsi lequation magretique et necanigue seront esolues successivement au cours de la simulation.
Le sctema de esolution nunerique est cetaile dans la section suivante.

1.2.7 Resolution des probémes discrets
1.2.7.1 Ecriture matricielle grerique

Dans les trois sections peedentes, on a vu que la mocelisation de dispositifs electrotechniques
peut gererer une quantie de probemes dierents, en fonction de la formulation utilise et de la prise
en compte ou non du couplageelectrique ou mecanique. En reprenant les approches pesentes dans les
sections 1.2.4, 1.2.5 et 1.2.6, I'ensemble de ces moctles peut &tre repesent par le probeme cererique
suivant :

Trouver X (t) 2 RN tel que

dX (1)

Kdt

+(M ()+ M(X)) X(t)= CU(t); 8t2[0;T]; (1.157)

et trouver (t) 2 R tel que

d> (1)
dt2

T I ORI ) (1.158)

Im

avec on le rappelleU (t) qui repesente la commande en tension et/ou en courant du sysemeA partir
de ces deuxequations, certains termes vont se simpli er en fonction de l'application etudee. Ainsi,
si le probeme n'a ni domaine conducteur,ni couplage circuit, on aK =0 et le probeme se esume
a
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Trouver X (t) 2 RN tel que
(M ( )+ M(X))X(t)= CU (t); 8t2[0OT]; (1.159)
et trouver (t) 2 R tel que

d> (1)
dt2

tim dd(tt) = 5 (X)+ w(D): (1.160)

JIm

Par ailleurs, le nombre d'inconnuesN est dans ce cafN = Ng, car il n'y a ni courants, ni deges de
libere nodaux dans le domaine conducteur.
De méme, si le probeme n'a pas de partie tournante, alors on esoudra

Trouver X (t) 2 RN tel que

dX (1)

Kdt

+ M (X)X (t)= CU(t); 8t2 [O:T]; (1.161)

Ici, le vecteur inconnu X de taille N peut repesenter dierentes inconnues. Par exemple, pour un
probeme magretodynamique en formulation A sans couplage circuit, on a

X = Xp 2 RNa

N = Ng (1.162)
Si on consicere au contraire un probeme magretodynamique en formulation A avec couplage
circuit, alors X secrit

0 1
Xa
X
X = B ivi (¢ 2 RNa*Nn+}Vj (1.163)
vy,

avec
N = Na+ Np + jV]

Ainsi, lequation (1.157) permet de repesenter I'ensemble des probemes peedemment exposs,
et sera prise comme etrence dans la suite de ce nemaoire.

1.2.7.2 Discetisation temporelle

An de esoudre le couple dequations (1.157{1.158), on discetise le domaine temporel [QT] en
N; intervalles eguliers £paes par un pas de temps = T=N;. Le choix de ce pas de temps n'est pas
anodin, il devra &tre pris susamment petit pour capturer les dierentes dynamiques du probeme
€lectriques, magretiques ou necaniques). Ainsi, on ne esoudra le probeme que sur lesN; temps

X (t4) = X¥ k=0;::1Ng: (1.164)

, . , . dX d?
Letape suivante est donc d'exprimer les cerivees en temps,a savoir E(tk) et W(tk)'
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1.2.7.2.A Discetisation temporelle de Equation magretique

A n de discetiser lequation magretique, on s'ineressea l'expression de la cerivee temporelle de X (t).
Nous utilisons ici un sctema d'Euler implicite qui a l'avantage d'eétrea la fois stable et facilement
impementable. Dans ce cas, cette dernere secrit

dX dx ¥ xk xk1t
E(tk)z s —— k=1;:::;N¢: (1.165)

En reportant cette expression dans lequation magretique, onecrit

K K
—+M ()+M(X* xXk=cuk+ =xK L k=1;10N: (1.166)

1.2.7.2.B Discetisation temporelle de Equation necanique
En ce qui concerne lequation necanique du second ordre en temps, on la cecompose en deuxequations
du premier ordre gracea lintroduction de = th Onecrit alors

8
EC;t(t)=(JM) L fw (D+ s(XU)+ )
(1.167)

>d 0 ¢ o
0= o

A n de esoudre cetteequation, on utilisera un sctema d'Euler explicite pour la premere et implicite
pour la seconde. L'utilisation d'un sctema explicite est colerente car le temps caraceristique de
lequation necanique | sur des applications electrotechniques est tes grand compae a celui du
probeme magretique g ( 8 << w) [38]. Ainsi, le pas de discetisation temporelle est choisi petit
par rapporta g et est donc tes inerieura . Ainsi, l'erreur de discetisation temporelle due a
I'utilisation d'un sclema explicite sur lequation mecanique est tes faible. Onecrit alors

d _ .
G & : (1.168)

Bien que I'on pourrait pour ces mémes raisons utiliser un sctema explicite sur la secondeequation,
on lui pekrera un sckema implicite car elle induit une erreur nunerique plus faible pour une impementation
d'une complexieequivalente. Ainsi, on a

d k k k 1

d .\ :
E(tk) = G : (1.169)

Onecrit alors la discetisation de ces deuxequations comme

8 f
2 k= 1 M k 14 B(Xk 1)+ M
Jm Im (1.170)

1.2.7.2.C Probéme grerique disceti® en temps

Finalement, le probeme gererique discetie en temps secrit
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Trouver XX 2 RN tel que

Kiwm (+ MX* xXk=cuk+ Kxx Lok=1;:0Ny (1.171)

et trouver ( ¥*1; k*1) 2 R2 te| que

S f
2 k+l — 1 M Ky B(Xk)"' -
Im Jm c k=0;::0Ny 1 (1.172)
k+1 — Kk 4 k+1.

Remarque 1.15. An d'expliciter le chamage des deux mocktles, lequation mecanique aet ecrite

au pas de tempsk + 1. En eet, en connaissant K, lequation (1.171) permet de calculerXX. Or
en connaissantXX, le jeu dequations necaniques (1.172) permet de calculer *1 permettant alors
d'obtenir X k*1 et ainsi de suite.

1.2.7.3 Resolution du probéme non lircaire

Au pas de tempstX, lequation (1.171) ce nit un syseme dequations non lireaires du fait de
l'ogerateur M (XX). Or, un probeme non lireaire est di cilement soluble de facon directe avec un
calculateur nunerique. On peut alors utiliser une nethode d'approximation telle que celle du point
xe de Banach ou de Newton-Raphson. Ces deux approches ieratives consistenta transformer le
probeme non lireaire (1.171) de solution XX en une suite de probemes lireaires @;), ayant pour
solution XJ!‘. Sous certaines conditions, ces approches convergent de sorte qu'on obtient

Xk XK oo (1.173)
jr +1
En pratique, on esgere que le nombre d'ierations non lireaires N ne soit pas superieura une cin-
guantaine, a n d'o rir des temps de calculs raisonnables.
Pourevaluer la qualie de I'approximation X}‘, le vecteur esidu R(X}‘) est utiliee. C'est en ealie
une image de l'erreur qui a gereralement le méme comportement que celle-ci, mais avec des ordres
de grandeur dierents. Il s'obtient simplement en einjectant I'approximation dans le probeme initial
(1.171). Ainsi, le vecteur esidu skcrit

K

K
RX= =+M (+M(Xf) xF cuk =xkt? (1.174)

En pratique, I'utilisateur choisit un criere d'erreur > 0 et consicere que l'algorithme a converge
lorsque

R(XK) < (1.175)
Dans ce cas, on ¢k nit
XK= xk (1.176)

et on s'ineresse alors au pas de temps suivant. Nous allons donc cetailler les deux probemes lireaires
(1.177) et (1.180) gu'il faut esoudre avec les nethodes du Point Fixe et de Newton respectivement.
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1.2.7.3.A Resolution nunerique par la nethode du Point Fixe
La methode du Point Fixe consiste a transformer le probeme non lireaire initial en la suite de
probemes lireaires (1.177) ¢k nis par

Trouver XX 2 RN tel que

K K
—+M ()+ M(Xf ) Xf=cuk+ =xk 1 (1.177)

L'algorithme ieratif du point xe est pesene ci-dessous
Algorithme 1 :  Algorithme du Point Fixe
Donrees : Un vecteur initial X . Typiquement, on prend X*¥ ! ou le vecteur nul.
Resultat :  Le vecteur solution XX,
Initialisation de j =1l etde = +1;
tant que (jL<N & et > ) faire

nl

Calcul de X, solution de (1.177) ;

Calcul de l'erreur assoceea X[ : K= R(X}) ;

Incementation : j :=j +1;
n
Sauvegarde de la solution X* = XK ;

1.2.7.3.B Resolution nunerique par la nethode de Newton-Raphson

Comme la nethode du Point Fixe, I'approche de Newton-Raphson transforme le probeme non lireaire
initial en une suite dequations lireaires (1.180). Ces derniers sont obtenus apes un ceveloppement
limiea I'ordre 1 de la fonctionnelle assocee au esidu. En e et, celui-ci skcrita I'ieration non lireaire

J

@R
R(XK)= R(XK )+ —(XK ) X[ XFq +oXk XKy (1.178)
@
al o(a) repesente un terme regligeable devanta quand kak tend vers O :
o(a) |
kak a o (1.179)
En supposant quek Xk = XK XK, est susamment petit, le terme o(X} XK ;) devient

regligeable devant les autres membres de lequation. On parle alors d'approximation lireaire de la
fonctionnelle assocee au esidu. La nethode de Newton consiste alorsa supposer que sous ces hy-
potreses de lirearit, R(Xjk) est nul. On peut ainsi & nir le probeme non lireaire de Newtona
l'ieration j par

Trouver X 2 RN tel que

h i
XE=XKy  JXE)  RXE (1.180)

al la jacobienne assoceea R (), J() = %() 2 RN N est une matrice symetrique semi-ce nie
positive. Son expression est cetailee en annexe (B.2)
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Bienevidemment, la solution calcuke Xjk ne donnera gereralement pas un esidu R(Xjk) stricte-
ment nul. En e et, le probeme (1.180) aek obtenu en supposant que la fonctionnelle R etait lireaire.
Puisque cette hypottese n'est qu'une approximation dans le cas gereral, le esidu n'est pas strictement
nul et c'est pourquoi I'approche est ierative. L'algorithme de Newton Raphson est pesente ci-dessous

Algorithme 2 :  Newton Raphson
Donrees : Un vecteur initial X . Typiquement, on prend X*¥ ! ou le vecteur nul.
Resultat :  Le vecteur solution XX,
Initialisation de j =1l etde = +1;
tant que (j =1 <N[J® et > ) faire

Calcul de X, solution de (1.180) ;

Calcul de l'erreur assoceea X[ : K= R(X}) ;

Incementation : j := j+1 ;
n
Sauvegarde de la solution X* = XK ;

1.2.7.4 Sclema de esolution global

Dans la suite de ce memoire, nous esoudrons donc les sclemas de Newton ou du Point Fixe
assoces au jeu dequations (1.171{1.172). La gure 1.15 pesente le sctema de esolution global du
probeme non lireaire (1.171) chaye avec lequation necanique (1.172).

Figure 1.15 { Scltema de esolution global

1.2.8 Complexie

La esolution des probemes assocesa des dispositifs electrotechniques dans leur environnement
recessite donc une discetisation spatiale (par la nethode desEements Finis), temporelle (grace au
schema d'Euler), ainsi qu'une approche pour traiter les non-lirearies, telle que celle du Point Fixe
ou de Newton Raphson. Nous allons tacher de e nir dans cette section le colt calculatoire assocea
une simulation pour des paranetres de discetisation ». La complexie cepend donc en particulier
du nombre d'inconnues assocea la discetisation spatiale N et temporelle N¢, ainsi que du nombre
moyen d'ierations non lireaires Ny .

A n de & nir cette complexie de facon pecise, lesetapes de la simulation sont esunees dans
l'algorithme suivant. On y omet volontairement I'assemblage des matrices initiales et les operations
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intermediaires recessitant simplement un produit matrice vecteur.
Algorithme 3 :  Algorithme de esolution d'un probeme non lireaire discetie en temps et
en espace
Donrees : Un vecteur initial X9,
Resultat :  Le couple solution X¥; k), k=1;::::N¢.
pour k=1;:::;N; faire
(1) Calcul de *(XX);
(2) Assemblage deM ( K);
pour j =1;:::;Np faire
(3) Assemblage deM (X)), ainsi que J(X) si on utilise la nethode de Newton Raphson ;
(4) Calcul de X}‘, solution de (1.177) ou (1.180) ;
n
Sauvegarde de la solution X* = X ;

n

Remarque 1.16. La boucletant que non lireaire aet volontairement remplaee par une boucle for
de taille Ny, le nombre moyen d'ierations non lireaires, a n de simpli er le calcul de complexite.

Regardons donc la complexie assocee aux 4etapes cecrites dans l'algorithme 3. Nous aurons en
particulier besoin du nombre deements sitles dans les parties ferromagretiques Ng' ainsi que dans
la bande de mouvementD , N, lorsque I'Overlapping est utili®. Ainsi, les dierents cotts de calcul
assocesa la simulation sont dusa :

(1) La esolution de lequation necaniquea deux inconnues recessite cependant le calcul du couple
d'apes (1.155). Cette operation consiste en deux produits matrice-vecteur creux successifs de
taille N, et ce surN pas de temps. La complexie est donc erO(N¢ Ng).

(2) L'assemblage de la matriceM ( K) recessite le parcours deseements dans la bande de mouvement
a chaque pas de temps. Ainsi, la complexie estegalement deO(N¢ N,).

(3) Pour tous les pas de temps et pour chaque ieration non lireaire j, 'assemblage des deux matrices
non lireaires recessitera le parcours de la liste desekments non lireaires. Ainsi, la complexie
assoceea cette operation est enO(N; Ny NQ').

(4) Il s'agira pour cette etape de esoudre un syseme lireaire de taille N. Dans ce nmemoire, nous

utilisons des nethodes itratives de type Krylov. Dans ce cas, la esolution d'un syseme de taille

N recessite (N)N operations, avec (N) le nombre d'ierations de l'approche. On sait que le

produit (N)N est super-lireaire mais non quadratique. Ainsi, le lecteur pourra se repesenter

(N) par la fonction logarithme, bien que I'on ne puisse pasetablir dans le cas gereral de egle
absolue. Finalement, la complexie assoceea cetteetape estO(N; N (N) N)

En regroupant ces quatre termes, on trouve que la complexie de esolution totaleG, est
Gi:=0 Ny Ng+Npy (NI+ (N) N (1.181)
Puisque N, est regligeable devantN, cette expression se simplie nalement en
Gi:=0 Ny Nyy N+ (N) N (1.182)
En n, dans le cas de probemes lireaires, on aNg' =0 et Ny =1, ce qui donne
Gin := O(N¢ (N) N): (1.183)

Ainsi, doubler le nombre de pas pour la discetisation temporelleN; revienta doubler la complexie
du calcul. Au contraire, multiplier par trois le nombre d'inconnues N d'un probeme gererera un colt
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de calculatoire sugerieur au triple du coqt initial. Un mot en n sur le nombre moyen d'ierations non
lireaires Ny, . Celui-ci est tes dicilea quanti er dans le cas gereral. En pratique, on esgere qu'il
soit de l'ordre de 10 pour la methode de Newton et de 50 pour celle du point xe. En n, celui-ci
tependegalement de la complexie du probeme, ainsi que du niveau de saturation des parties ferro-
magretigues. Ainsi, plus le probeme est constitte de matriaux divers avec un fort niveau d'induction,
plus Ny, sera grand.

1.3 Exemple

Dans la dernere section de ce chapitre, nous allons pesenter les trois cas d'application 2D sur
lequel nous appliquerons et testerons dans le chapitre suivant les dierentes methodes de eduction (le
troiseme chapitre consisteraa valider les approches sur des exemples 3D industriels). Le premier est
un exemple acacemique moctlie par un probeme magretodynamique lireaire, sans mouvement ni
couplage circuit. Le second repesente un transformateur triphase avec des matriaux ferromagretiques
non lireaires, et coupk circuit. En n le dernier a pour but de repesenter une machine synchrone dans
son environnementelectrique et necanique.

1.3.1 Probéme magretodynamique lireaire

La gure 1.16 pesente le domaine detude de ce premier exemple 2D. Il est constitie d'un inducteur
bobire alimene par un courant sinusodal, d'un noyau ferromagretique et d'une plaque conductrice,
ainsi que d'une sonde de ux.

Figure 1.16 { Maillage du probeme magretodynamique lireaire

Les carackristiqgues des dierents magtriaux sont pesents dans ci-dessous :
1. Air
| Permeabilie magretique 0=4 10 "Hm ?

2. Plaque conductrice (cuivre)
| Conductivie : =59:10f Sm ?!
| Permeabilie magretique : 0

3. Noyau ferromagretique
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| Permeabilie magretique  lireaire fer =10% o

4. Inducteur bobire

| Permeabilie magretique 0

| nsc =500 spires

| Alimenee par un courant sinusodal d'amplitude 1o =1A et de fequencef =50 Hzs
5. Sonde

| Perneabilie magretique 0

| nso =5 spires

1.3.1.1 Mocklisation EF

La formulation A est utilisse an de mockliser ce probeme. Les conditions aux limites sur le
bord du domaine sont g = @D, tandis que I'on imposeA (t = 0) = 0. Le domaine ne comportant ni
matriaux ferromagretiques non lireaires, ni domaine en rotation, le probeme gererique (1.171{1.172)
se ramene nalementa

Trouver XX 2 RN tel que

K

—+M Xk=cuk+ =ZxK 1 k=1::Ng (1.184)

Ici X* = XK car il n'y a ni couplage circuit, ni inconnues nodales du fait de la formulationA .
Les grandeurs globales que nous regarderons sur cet exemple seront en particulier

1. Les pertes joules dans la plague conductrice :
z
( EX ENdD. (1.185)
D¢

1 k;t k
SXKEKX (1.186)

P, (t%)

al la notation Xkt designe la transposee du vecteurX K.
2. Lenergie magretique :

Z
1
Es (D)= 5 B Bk dD (1.187)
D
= %xkith k: (1.188)
3. Le ux magretique dans la sonde :
Z
obs(tk) = (Ak N obs)dDops (1.189)
Dobs
= Ff)bSXk; (1.190)

al Fops2 RN est issu de la discetisation du vecteur densie de spires de la sonde de ux.

1.3.1.2 Inuence de la complexie

Le tableau 1.1 repesente I'in uence du temps de calcul lorsque le nombre d'inconnuel , le nombre
de pas de tempd\¢, ou le courant d'excitation | g varient. Le calcul de ekrence est fait avecN = 1434,
N¢ =200 et | = 1A.
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Table 1.1 { Temps de calcul assocea la simulation du probeme magretodynamique lireaire

Temps (S) Rapport / Ref
Rekrence 0,45 1
N ) 4N 2,36 5,2
Ni¢) 4N, 1,79 4
lo) 4lo 0,45 1

On rappelle que dans ce cas la complexieevolue erD (N;  (N) N), ce que l'on peut \erier
dans le tableau 1.1. En e et, la complexie ne change pas avec l'intensit du courant pour un probeme
lireaire. De plus, elle evolue quasi-lireairement avec le nombre de pas de tempN; (on retrouve
un rapport de 3,98 au lieu de 4). Enn, quadrupler le nombre d'inconnues nmene a un temps de

calcul multiple par 5,24. On voit donc la complexie evolue de fecon super-lireaire avec le nombre
d'inconnues.

1.3.2 Probéme Magretostatique non lireaire coupé circuit

La gure 1.17 pesente le domaine detude assoce a un transformateur triphase en 2D. Il est
constitie d'un circuit magretique ayant des proprees non lireaires, ainsi que de trois inducteurs bo-

bires alimengs par trois tensionsequilibees. Les bobines au secondaire seront releesa trois esistances
equilibees, que I'on fera varier.

Figure 1.17 { Maillage du transformateur triphase

Les caraceristiques des dierents domaines physiques sont :
1. Air

| Permeabilie magretique 0=4 10 "Hm ?
2. Circuit magretique

| Pernmeabilie magretique  non lireaire s (B) repesenee dans la gure 4.65 de I'annexe
B.1
3. Trois bobines au primaire
| Permeabilie magretique 0
| ns1 =30 spires
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| Coupks a trois tensions sinusodales equilibees d'amplitude V, = 220 V et de fequence
f =50 Hz, ainsi qua trois esistances de bobinage Rg

4. Trois bobines au secondaire
| Permeabilie magretique 0
| ns2 =15 spires
| Coupksa trois esistances variablesequilibees R

1.3.2.1 Mocklisation EF

Les conditions aux limites sur le bord du domaine sont g = @D, tandis que I'on impose la nullie
de X a letat initial.

Le domaine comporte ici des magriaux ferromagretiques non lireaires, mais reste sans mouvement.
Ainsi, le probeme gererique (1.171{1.172) skcrit :

Trouver XK 2 RN tel que

K K
—+MXK xk=cuk+ =XK1 k=1::Ng (1.191)

Dans ce casXX consiste en la concaenation deX X et des 3 courants primairesi%, i§ et i.
Les grandeurs globales que nous regarderons sur cet exemple seront en particulier

1. Les courants primaires :
i (t5); ) =153 (1.192)
2. Les ux magretiques dans les bobines au primaire et au secondaire :
()= FiXa;j =106 (1.193)

avecF; 2 R} la discetisation du vecteur densie de spires de la§™ bobine.
3. Les forceselectromotrices (f.e.m.) assoceesa ces ux :

gt =@ j(t*);] =1;:::36: (1.194)
1.3.2.2 Inuence de la complexie

Le tableau 1.2 repesente I'in uence du temps de calcul lorsque le nombre d'inconnuel , le nombre
de pas de tempsN¢, ou la tension maximale au primaireV, varient. Le calcul de e&rence est fait avec
N =2073, Ny =200 et V, = 220 V.

Table 1.2 { Temps de calcul assocea la simulation du probeme magretostague non lireaire

Temps (S) Nn Rapport / Ref
Rekrence 153 6 1
N) 2N 369 6 2,4
N¢) 2N 304 6 2
Vo) 2V, 211 8 1,4

La complexie est dans le cas d'un probeme non lireaire enO Ny Ny N2+ (N) N . Dans
le tableau 1.2, on retrouve bien la cependance super-lireaire dans le nombre d'inconnues car le temps
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de calcul est multiple par 2,4 lorsque le nombre d'inconnues est doubk. La complexie est h encore
lireaire avec le nombre de pas de temps comme on s'y attend. Enn, le temps de calcul augmente
lorsque l'on double la tension d'alimentation. En e et, le nombre moyen d'ierations non lireaires
passe d'environ 6a 8, ce qui augmente le temps de calcul d'un facteur 1,4.

1.3.3 Probéme Magretosatique non lireaire coupé circuit avec mouvement

La gure 1.18 pesente le maillage assocea une machine synchrone triphasea deux paires de poles,
en fonctionnement gererateur. Le rotor et le stator sont composs de matriaux ferromagretiques
non lireaires. Les quarante-huit encoches bobirees au stator sont coupkesa trois circuits equilibes
composs d'une esistanceR et d'une inductance L variable. L'inducteur au stator est aliment par
un gererateur de courant continu d'amplitude ip. Finalement, le rotor sera mis en mouvement par un
couple d'entranement .

Figure 1.18 { Maillage de la machine synchrone

Les caraceristiques des dierents domaines pesents dans la machine synchrone sont les suivantes :

1. Maeriaux ferromagretiques au rotor et au stator
| Permeabilie magretique  non lireaire s (B) repesenee dans la gure 4.65 de I'annexe
B.1.

2. Entrefer
| Permeabilie magretique 0

3. Inducteur au rotor

| Permeabilie magretique 0

| nsy =200 spires

| Coupka un gererateur de courant continu  ig
4. Trois phases au stator

| Permeabilie magretique 0

| nss =100 spires

| Coupksa trois esistances variablesequilibees R et trois inductances variablesequilibees
Enn, la gure 1.19 repesente le couplage de la machine avec son environnementelectrique et

mecanique, en fonctionnement gererateur.

1.3.3.1 Mocklisation EF

Les conditions aux limites sur le bord du domaine sont g = @, tandis que I'on magretise la ma-
chinea letat initial. D'un point de vue nurrerique, cela revienta esoudre le probeEme magretostatique
non lireairea vide pour la position initiale du rotor. Ici, le probeme grerique (1.171{1.172) decrit
exactement la machine synchrone, et il s'agira alors de :
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Figure 1.19 { Couplage de la machine synchrone avec son environnementelectrique et mecanique

Trouver XX 2 RN tel que

KoM (9+ M9 xk=cuks Sxkn k=1, (1.195)

et trouver ( k*1; k*1) 2 R2 te| que

8 f
2 k+l — 1 L Ky B(Xk)+ M
JIm JIm ck=0;::Ny 1 (1.196)
k+l — Kk 4 k+1.

Ici, Xk consiste en la concaenation deX K et des 3 courants dans les phases du stata, i§ et i¥.
Les grandeurs globales que nous regarderons sur cet exemple seront en particulier

1. Les courants au stator :
(1)) =153 (1.197)
2. Les ux magretiques dans les phases du stator, ainsi que les f.e.m. assocees :
Jt)= FiXaij =103 (1.198)
§(t) =@ ()] =153 (1.199)
avecF; 2 RN la discetisation du vecteur densie de spires de la§™ phase au stator.
3. Le coupleelectromagretique :

B = XYM X, (1.200)

1.3.3.2 Inuence de la complexie

Le tableau 1.3 repesente I'in uence du temps de calcul lorsque le nombre d'inconnuel , le nombre
de pas de tempsN;, et le courant d'excitation au rotor ig varient. Le calcul de ekrence est fait avec
N =11784,N; =120 etig =5 A.
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Table 1.3 { Temps de calcul assocea la simulation du probeme magretostaque non lireaire

Temps (S) Nu Rapport / Ref
Rekrence 908 3 1
N) 2N 3204 3 3,5
N¢) 2N 1810 3 2
i0) 2io 2148 7 2,3

La complexie est dans le cas d'un probeme non lireaire enO Ny N, N+ (N) N .On
retrouve le mémes conclusions que pour lI'exemple peedent du transformateur triphase non lireaire :
la complexie evolue lireairement avec le nombre de pas de pas de temps, et de facon super-lireaire
avec le nombre d'inconnues. En n, doubler I'amplitude de I'excitation rotorique joue sur le nombre
moyen d'ierations dans la boucle non lireaire Ny, ce qui impacte le temps de calcul.



Chapitre 2

Methodes de eduction appligeesa
des probémes acacgmiques lireaires

La Methode des Eements Finis (MEF) permet donc de moctliser des dispositifselectrotechniques
constittles de maeriaux ferromagretiques non lireaires, tels que les transformateurs ou les ma-
chines tournantes. De plus, il est possible de prendre en compte leur environnement electrique
et mecanique. La MEF possde surtout une propree pecieuse pour l'ingenierie : son erreur de
discetisation peut eétre rendue arbitrairement petite a mesure que le maillage du domaine est
rare. En d'autres termes, la solution Eements Finis tend vers la solution exacte du probeme
de cepart lorsque le nombre d'inconnues augmente. La complexie augmentant de facon super-
lireaire avec la taille du syseme, elle peut alors devenir tes importante pour des cas d'application
industriels, avec des simulations pouvant durer plusieurs semaines. Les nethodes de eduction de
mockles semblent donc tes ineressantes car elles permettent de diminuer radicalement le temps
de calcul en eduisant le nombre d'inconnues.

Apes avoir introduit quelgues outils mathematiques utiles pour la suite, ce deuxeme chapitre
pesentera les nethodes de eduction permettant de eduire le hombre d'inconnues d'un syseme
lireaire. On distinguera en particulier les rmethodes a posteriori recessitant des informations
pealables sur le mocele EF avant de le eduire, et les nethodes a priori qui peuvent étre vus
comme des algorithmes automatiques. En n, ces approches seront compaees sur un probeme 2D
de magretodynamique lireaire en termes de pecision et de temps de calcul.

Par ailleurs, les methodes de eductionetant relativement ecentes et pesenees majoritaire-
ment dans la langue de Shakespeare, nous utiliserons dans ce nmemoire leur nom anglais an de
ne pasegarer le lecteur averti.

2.1 Outils

Cette premere section de ce deuxeme chapitre visea pesenter quelques outils matrematiques,
utiles pour l'introduction de plusieurs methodes de eduction de moctles. En particulier, nous cetaillerons
la Decomposition en Valeurs Singuleres (SVD en anglais) que I'on retrouve dans la Proper Orthogonal
Decomposition (POD) et la (Discrete) Empirical Interpolation Method (DEIM) notamment. Ensuite
la projection de Galerkin utilisee par de nombreuses nethodes de eduction sera abordee, ainsi que la
notion de norme canonique etenergetique assoceea l'inconnue discetisee.
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2.1.1 [ecomposition en valeurs singuleres

La decomposition en valeurs singuleres est une cereralisation de la decomposition aux valeurs
propres. En e et, ces deux approches sontequivalentes pour des matrices normalés mais la SVD
permet detendre la notion de vecteurs et valeurs propresa des matrices rectangulaires notamment.

2.1.1.1 e nition de la SVD

La decomposition en valeurs singuleres peut s'appliquera toute matrice eelle ou complexe. Bien
gue nous ne l'utiliserons que sur des matrices eelles par la suite, on pesente ici sa ¢ nition dans le
cas cereral.

Ce nition 2.1. Soit S une matrice rectangulaire complexe de tailleN s. Alors, la decomposition
en valeurs singuleres deS est I'ensemble des trois matrices{; ;V) ce ni par :
S=UVvV : (2.1)

al
| U est une matrice unitaire? de CN N. Ses colonnes sont appekes les vecteurs singuliers a

gauche desS.
| est une matrice rectangulaire deRN . Sesekments sont nuls sauf sur sa diagonale principale

singuleres de S. De plus, les valeurs singuleres sont trees de sorte que 1 2

min( N;s) 0.
| V est une matrice unitaire de C° 5. Ses colonnes sont les vecteurs singuliers a droite d8.

Par ailleurs, V designe l'adjoint de V.
La SVD permetegalement d'aceder au rang d'une matrice. En e et, celui-ci estegal au nombre
de valeurs singuleres non nulles :
rg(S) =card(f ;> 0;i=1;:::;min(N;s)g): (2.2)

En letat, cette propret est plus utile d'un point de vue theorique que pratique. En e et, lorsque les
valeurs singuleres sont calcukes sur des donrees issues de probemes nuneriques, il peut étre di cile
de distinguer une valeur singulere tes faible avec le zro nunerique du calculateur scienti que.

Remarque 2.1. Lorsque S est normale, alors la baseU = V constitue I'ensemble des vecteurs

I'on retrouve sur la diagonale de , alors caree. La SVD revient dans ce cas pecisa appliquer le
treoeme spectral sur S et ainsiaecrire la decomposition d'une matrice normale dans sa base propre :
S=UU

L'exemple suivant est introduit a n de visualiser les dierentes dimensions de la SVD (U; ;V) de
S lorsque celle-ci est rectangulaire et eelle.

Exemple 2.1. Soit S2 RN S ayant s = 30 colonnes etN = 1000 lignes. La SVD de'S sécrit :

0 1
0 1 0 19 9 o
0 - 0 ko 1
0O O 30
S = U - @ vyt A; (2.3)
0
1. Une matrice A est normale si elle est caree et permute avec sa matrice adjointe : AA = A A. En particulier,

une matrice caree eelle et synetrique est normale.
2. Une matrice caree U dont ses colonnes forment une base orthonormale est dite normale. On a alorsUU =

uu-=lI.
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avecU 2 R1000 1000 ynjtgjre, 2 R1000 30 gty 2 R3O0 30 ynitaire elle aussi.

Dans la suite de ce memoire, la SVD sera appliqee sur des matrices eelles rectangulaires N S
ayant un nombre de lignes tes sugerieur au hombre de colonnesN >> s ). De méme, on supposera
gue leur rang est plein ( s > 0) ce qui sera toujours le cas sur les matrices traiees par la suite. En n,
on introduit quelques notations a n de clari er la pesentation. On designe par Sy la K™ colonne de
la matrice S. Ensuite, on e nit S, comme la matrice deRN K comportant les k premeres colonnes
de S. De méme, on designe parS* la matrice de RK  comportant les k premeres lignes deS. En
combinant ces deux derneres notations, on cesigne parsg‘li la sous matrice caree deS comportant
sesk premeres lignes et colonnes. En transposant sous la notation Matlab, on esume ces notations
par :

Sk = S(: k) (2.4)
Sk =S(;1:Kk) (2.5)
Sk =s(1:k; ) (2.6)
Sk = S(1:k;1:k): (2.7)

2.1.1.2 Approximation de faible rang

Bien que la cecomposition en valeurs singuleres greralise de faconekgante la notion de vecteurs
et valeurs propres, elle peut sembler codteuse pour des matrices rectangulaires. En e et, I'exemple 2.1
permet de decomposer une matrice rectangulaire de taille 21000 30 en un produit de 3 matrices, dont
une de taille 2000 1000 (U). La cecomposition en valeurs singuleres deS semble donca premere vue
largement plus colteuse en terme de nemoire que la matric& elle-méme. Cependant, méme dU est
de rang plein, seules ses trente premeres colonnes sont utilies dans le proddit (car uniguement

kecrire (2.1) sous la forme :
S=Us 3Vi (2.8)

gue l'on peut visualiser graphiquement comme :

0 1 0 1
0 1
. 0 0 0 1
0 0 s

avecU.s 2 RN SetV.2 RS S les matrices composes respectivement des premeres colonnes de
U et V, d'apes la c nition (2.5). 2 2 R® ® est la matrice caree de taille s ce nie par (2.7). Elle
comporte donc less premeres valeurs singuleres sur sa diagonale. Finalement, lequation peedente
se esumea :

XS
S= KUV E; (2.10)
k=1

avec on le rappelle, Uy et Vi leskkK™eS colonnes deU et V respectivement.
La repesentation (2.10) est en fait appeke decomposition canonique de la matriceS. Celle-ci
permet alors d'introduire la meilleure approximation de S par une matrice S™ 2 RN S derangm s,
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au sens de la norme de Frobeniusk ke . Le treoeme d'Eckart-Young [39] garantit que S™ est obtenue
par la somme issue de la SVD (2.10), tronqweea l'ordrem :

X t
sm = kU kaZ (2.11)
k=1

ou encore avec les notations introduites peedemment :
mM=U,, Mvi: (2.12)

Ainsi, S™ est la matrice de rangm qui minimise I'erreur d'approximation avec S, au sens de la
norme de Frobeniusk kg :

S™ = arg rg(rzrlir;: ks ZMkZ (2.13)

(2.14)

On parle alors d'approximation de faible rang. La SVD permet donc de trouver les meilleures ap-
proximations de rangm s d'une matrice de RN S, au sens de la norme de Frobenius. On voit alors
apparatre la notion de compression. Ainsi, la matriceS 2 R9% 30 jssue de I'exemple 2.1 peut étre
approclee (on e ectue alors une operation dite de compression) par une matriceS'° de rang 10 en
utilisant la formule (2.11) :

X.O
sto= KUV L (2.15)
k=1

Concetement, cela implique que S comportant 30 1000 = 3:10* termes peut étre compresee erBi
gracea la formule (2.15). En e et, S0 est compose de 10 vecteurs de tailles 1000(10), 10 valeurs

donc par 20 le nombre de termes stocles. Bien sar, une erreur de compression que nous guanti erons
dans la suite est commise. Cependant, on peut retenir qu'appliquer la SVDa une matrice d&®kN S
permet d'aceder facilementa sa meilleure approximation de rangm  s.

L'exemple suivant permet d'illustrer graphiquement les dierentes approximations de faible rang
issues de la SVD, sur une image en niveau de gris.

Exemple 2.2. Soit L 2 R5% 412 yne matrice dont chaque composante repesente un pixel d'une
image en niveau de gris normalig. On a alors des termes de valeurs compris ent@eet 1. La gure 2.1
pesente les approximations de faible rang.10, L39, L0, L70 90 et L 412 obtenues par la formule 2.11
avecm 2 f 10;30,50;70;90;412y. On aevidemment L%'2 = L car dans ce cas, |'ordre de I'approximation
est identique au rang deL.

Sur la gure 2.1, on voit que I'approximation de faible rang avecm = 10 est tes oue mais que
la qualie ne cesse d'augmentera mesure quen augmente. Ainsi, la matrice L®° orea I'il nu une
approximation tes proche de l'original.

2.1.1.3 Calcul par la matrice de corelation

De nombreuses bibliottreques, telles que LAPACK [40] permettent ainsi de calculer la decompaosition
en valeurs singuleres d'une matrice. L'utilisateur devra cependant faire attention aux options a
sfeci er dans le cas de matrices rectangulaires telles que celle de I'exemple 2.1. En e et, l'algorithme
peut &tre amerea calculer la matrice U en entier quand bien méme on avu que seW.s = U(:;1:5s)
est pertinent dans la decomposition en valeurs singuleres deS 2 RN S,

3. La norme de Frobenius peut &tre vue comme une extension naturelle de la norme canonique deRM a une matrice.
Soit donc M 2 RP ‘a Elors IE norme de Frobenius deM sécrit comme la racine caree de la somme de ses composantes

. - p q 2
au care : kM k. = iz o1 M.
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Figure 2.1 { Approximation de faible rang sur la matrice de niveau de grisL 2 R>1? 412,

A n de s'aranchir de cet obstacle, on peut obtenir directement la ceccomposition (U s; :3;V s)a
partir d'une simple cecomposition en valeurs propres de la matrice de corelationM ¢or = S!S2 RS S.
En e et, d'apes (2.8), on a pour une matrice eelle S2 RN S

Mcor = S'S (2.16)
=V §§U¥SU:S gvts (2.17)

OruUlU..=12RS sda nalement
Meor = Vi (Vs (2.18)

L'expression peedente n'est rien d'autre que la dcomposition aux valeurs propres ( ;V.s) de la
matrice M ¢or de taille s :

Mecor=VV Fs; (2.19)
a  =( $)? est une matrice diagonale deR® S contenant les valeurs propres j = 2 i=1;:::;s,
clasees par ordre cecroissant : 1 2 o s 0. Ainsi, la base propre de la matrice de

corelation est identigue aux vecteurs singuliersa droite de S. De méme, les valeurs propres de la
matrice de corelation sontegales au care des valeurs singuleres deS.

Une foisV s et :3 calcukes gracea la cecomposition en valeurs propres déM ¢, il ne reste plus
qua trouver U.g an d'obtenir la cecomposition de S (U.s; sV :s). Celui-ci s'obtient directementa
partir de legalie (2.8) :

SVis=Ug ViV (2.20)
=Us 3 (2.21)

d'ar nalement
Us=SV( ) ™ (2.22)

Pour esumer, la decomposition (U.s; :3;V:s) de S s'obtient directement par les deuxetapes sui-
vantes :
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1. Calcul de la cecomposition en valeurs propres (;V.s) de M ¢r. On a alors 3 = 2,
2. Calcul des vecteurs singuliersa gauchéJ.s = SV.s( 3) !

En termes d'algorithmie, cette approche est relativement e cace si le nombre de colonnes est
bien inkrieur aux nombres de lignesN. En e et, le co0t de calcul de la dccomposition en valeurs
propres d'une matrice augmente rapidement avec sa taille. Or la matrice de corelationM o, est de
taille s << N . Ainsi, ce coat n‘augmente pas aved\, qui on le rappelle, est tes sugerieura s pour
les matrices que nous utiliserons par la suite.

2.1.1.4 Erreur de troncature

Un des derniers avantages de la decomposition en valeurs singuleres est que l'erreur induite par
I'approximation de faible ranga l'ordre m, S™, est tes facilea quanti er. En e et, elle se & nita
partir de I'amplitude des valeurs singuleres trongtees :

v _
ﬁ X
kS SMkg = 2 (2.23)
k=m+1
Bemonstration 2.1. Pour obtenir ce esultat, il sut decrirea partir de (2.10) et (2.11) que
x3 xXn
S s"= KUV L KUV E (2.24)
k=1 k=1
xs
= KUKV (2.25)
k=m+1

En introduisant ~ la matrice de méme taille que 2 RN S mais dont seules lesn premeres valeurs
singuleres sont nulles, on peutecrire

S S"=yvVv . (2.26)
On a alors
kS S"KE=Tr (S SM'(S sSM (2.27)
=Tr VU 'uVv ! (2.28)
=Tr Vv Ayt (2.29)
=Tr Viv 2 (2.30)
=Tr ° (2.31)
!

X
= g (2.32)

k=m+1

d'as ce qu'il fallait demontrer. On a notamment utilie le fait que les matrices U etV soient unitaires
pour obtenir (2.29) et (2.31), ainsi que la propree de commutativie de la trace pour (2.30),a savoir
Tr(AB)=Tr( BA).

2.1.2 Approximation de la solution dans une base eduite et projection de Galer-
kin
Dans la suite, les dierentes methodes de eduction pesentes reviendronta approcher la solution

X (t) du syseme dequations (1.157) dans une base eduite 2 RN ™. Cette dernere est compose
de m vecteurs deRN | :k=1;::::m. L'approximation, noee X |(t), secrit alors

X()= X (1) (2.33)
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a X (t) 2 R™M est la repesentation de X (t) dans sa base eduite de taillem. Gracea cette simple
transformation lireaire, on a remplae l'inconnue vectorielle X de taille N (qui vaut par exemple 1)
par X, de taille m (de l'ordre de 50 en pratique). Il convient alors d'injecter notre approximation
dans lequation (1.157), en remplecant simplement X par X = X ;. On obtient alors

dX (1)
dt
Le syseme peedent est cependant rectangulaire avec plus dequations N) qu'il n'a d'inconnues
(m << N ). An de le esoudre, on peut le projeter dans une base 2 RN ™, de méme taille que
. Pour ce faire, il convient simplement de multiplier le syseme dequations peedent par !. Cette

approche est appekeprojection de Galerkin . Finalement, on obtient le jeu dequations dierentielles
eduites suivant
tK M +
dt
On peut nalement eecrire le probeme de Galerkin introduisant les matrices eduites K, M .,
M(X ;)dansR™ ™M etle second membre eduitC,U(t) 2 R™, tel que

K

+(M ()+ M(X ) X ((t)= CU(t); 8t2[0O;T]: (2.34)

YM ()+ M(X () X ((t)y= 'CU(t); 8t2[OTI: (2.35)

dX(t
(v O M(X )X = CUE; 82 O] (2.36
al

K,= 'K ; (2.37)

Mi()= '™ () ; (2.38)

Mi(X )= 'M(X 1) (2.39)

C,= !cC: (2.40)

Lorsque = , on parle de projection de Ritz-Galerkin et dans le contraire, de projection

de Petrov-Galerkin . Dans les deux cas, la eduction par projection permet de passer d'un syseme
dequations de dimension N avec N inconnuesa un second de taillem avecegalementm inconnues.
Celui-ci sera donc d'autant plus rapide a esoudre que m est petit devant N. Bienevidemment, la
gualie de la solution eduite cependra fortement de et , et c'est h principalement le criere de
dierentiation des nethodes de eduction lireaires que I'on pesente dans la section suivante.

2.1.3 Norme canonique et normeenergtique des solutions EF

Dans la suite de ce nmemoire, des calculs impliqguant la norme du vecteur solutiorX (t) seront
e ectwes. On peut alors se poser la question du choix de la norme.

2.1.3.1 Norme assoceea l'espace W 1(Mp) H(rot;D)

Pour un probeme magretostatique au pas de tempsk (avec doncX (tK) = X,'i), on a

A(t")r 6 XK (2.41)

ot;
avec on le rappelle A (t) 2 W (M p) H (rot ;D) l'approximation EF de A au pas de tempsk, et
XX le vecteur deRN= repesentant A dans la base EF.

Dans I'expression peedente, la premere norme k k..., est celle assocee a I'espaceH (rot ;D)
tandis que la secondek k est la norme canonique de I'espace euclidieRN2. Cependant, il est possible
de calculer simplement A (t¥) rot:D grace aux composantes de(ﬁ. Eneet:

z

A (t5) ’ A A9dD +  rot A(t) rot A (tX)dD (2.42)
D D

rot;D

k

XM e X & (2.43)
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; kk , :
avec on le rappeIIeX',‘A’t la transpoe de XK. De plus, M ;i est la matrice de norme assocee a

W (M p) H (rot ;D) et & nie dans RNa Na par
Z
Kk

Myt = rot wi rotwi+wi wi dD: (2.44)

] D
Par abus de notation, on ¢ nit donc la norme k k.., agissant sur un vecteur deRM= par
KUKZ,.p = UM fU ; 8U 2 RN=: (2.45)

Ainsi, en utilisant cette nouvelle norme sur XX, on a nalement

At = XK ; 2.46
( ) rot;D A rot;D ( )
2.1.3.2 Norme assoceea l'espace WOoMp) HYD)
Dans le cas d'un probeme magretodynamique avec la formulation A , les mémes questions

peuvent se poser pour le potentiel scalaire (t€). De méme, (tK) grad:D, S€ |ecrit simplement en
fonction de X ¥, ses composantes dans la base EF :

2 .
(tk) — Xk,tM k k

Xk, 2.47
grad;D¢ grad ’ ( )

avecM grkad 2 RN» Nn |3 matrice de norme assoceeaW °(M p) H (D) et & nie par
Z
M gr‘;d = gradw{ gradw®+ wPw? dD: (2.48)
] D¢
Toujours par abus de notation, on designe park k la norme agissant sur un vecteur deRN» tel
que

grad;

2 _ kk ) ne
KUKgag:p = U'M gqU 5 8U 2 RN (2.49)
Finalement, on a bien

tK = xk 2.50
( ) grad;D¢ grad;D¢ ( )

2.1.3.3 Norme assocge au vecteur solution X

Finalement, on peut e nir MKk 2 RN | |a matrice de norme assocee au vecteur inconniX issue
du syseme dequations cererique (1.157). Ainsi, pour un probeme en formulation A avec V
courants coupks circuits, elle skcrit :

0 1
MKS 0 o
kk — k k .
MK = o Mgag O K: (2.51)
0 0 livj
On aura alors au pas de tempsc
2 2 %j
A (t9) + (19 + (92 = xKtmkkx: (2.52)
rot;D grad;D¢

j=1
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De meéme que dans la sous-section 1.2.7.1, il faudra adapter cette matrice en fonction du nombre
de types d'inconnues utilies. Par exemple, si le probeme est traiee avec une formulationA sans
couplage circuit, on aX = X 5 et dans ce casM kK se eduita M ',‘O'E

Finalement, on cesigne park kg la norme agissant sur des vecteurs deN et &k nie telle que

kUkZe = U'MKkU ;  8u 2 RN: (2.53)

On a ainsi
x‘<2—At'<2 + tk2 +jw't'<2 2.54
EF - ( ) rot;:D ( ) grad;D¢ IJ( ) ( ’ )

=1

Remarque 2.2. Les operateurs kK.p, KKgaq.p, €t kkge B nissent bien des normes sur RNa,

kk nqkk
M

R et RN respectivement car les matricesM (i, M g

positives.

4 €t M KK sont eelles synetriques et c nies

Remarque 2.3. L'utilisation de la norme k kg n'est pas en pratique indispensable si le maillage est
homogene. En e et, la norme kkg permet de prendre en compte le fait que les inconnues qui sont
e nies sur des petitseements ont moins d'in uence que celles assoceesa de plus groseements. Or

si la discetisation EF est relativement homogene, on peut consicerer que toutes les inconnues ont une
contributionequivalente et la norme EF a alors un comportement similairea la norme canonique.

2.1.3.4 Semi-norme

Lorsque les sysemes dequations sont esolus grace a des nethodes ieratives, l'unicie des po-
tentiels A et n'est pas recessaire. En e et, nous avons explige dans la remarque 1.11 que les
gquanties issues des champs3, H, D et E etaient bien & nies de facon unique méme si leurs po-
tentiels ne letaient pas. Par exemple, on sait que A peut étre ce nia un gradient pes, mais que
cette incetermination est lewvee lorsque nous calculon® = rot A. Ainsi, appliquer le rotationnela A
permet de lever touteambigue . Partant de cette icke, il peut &tre plus colerent de comparer deux vec-
teurs A et A%au sens de leur rotationnellorsque ceux-ci ontee obtenus par des nmethodes ieratives.
Matfematiquement cela revienta les comparer au sens de la semi-normej .., = krot( )k, assocee
a H (rot ;D), e nie dans la section 1.1.6. En appliquant la méme cemarche que peedemment, cela
revienta introduire la matrice assoceea la semi-norme de H (rot ;D)

z

ML = rotw! rotw}! dD. (2.55)
1) D

pour introduire la semi-norme sur RNa, note toujours par abus de notation | Jrot:p telle que
jUiz,p = UM U;  8U 2 RV=: (2.56)
On a ainsi

A (t¢ = xX 2.57
( ) rot;D A rot;D ( )

De méme, on introduit lesequivalents pour les inconnues nodales. Soit donc la matrice assoceea
la semi-norme deH (D)
z

M Yrad . ) gradw gradw dD. (2.58)

ainsi que sa semi-norme assocee sWR\" et note i grad:p- Celle-ci secrit

Ujoagpe = UM{rqUs  8U 2 RNn: (2.59)
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On a de méme

tK = xk ; 2.60
( )grad;D grad;D ( )

Finalement, on introduit la matrice de RN N

0 i 1
” MI’Ot 0 OX
M = 0 Mjgjrad 0A: (2.61)
0 0l

¢k nissant la semi-norme jjgg sur RN par
jUiZ- = Uu'Mllu; 8u 2 RN: (2.62)

Remarque 2.4. Les operateurs |j o .p, J] grad:D, etjjge B nissent bien des semi-normes sur R™z,
RN» et RN respectivement car les matricesM .., M Jngad et M!! sont eelles synetriques et semi -
k nies positives.

2.2 Reduction des probémes lireaires

La MEF permet de moctliser de fecon pecise des dispositifs electrotechniques aux georetries
complexes. Cependant, cette cemarche requiert un codt de calcul qui peut devenir tes important,
notamment lorsque les mockles detude sont des machines industrielles sur lesquelles on demande
une pecision importante. Un des responsables majeurs de cette complexit calculatoire est le nombre
d'inconnuesN du syseme discetis (1.171) qui devient, sur ces exemples, congequent. A n de renedier
a ce probkeme, les nethodes de eduction que nous pesenterons dans cette section permettent de
projeter le syseme total dans une base dite eduite, et de diminuer ainsi le nombre d'inconnues du
syseme. En termes d'ordre de grandeur, le syseme EF peut étre de I'ordre de 80° pour un mocele
de machine 3D tandis qu'on espere le projeter dans une base eduite de taille maximum 100. Ainsi, la
esolution du syseme eduit est alors beaucoup plus rapide que celle du syseme EF.

Ces nrethodes sont gereralement corcues pour fonctionner sur des probemes lireaires, bien que
nous verrons par la suite que certaines s'adaptentegalement aux probemes non lireaires. Ainsi, nous
restreindrons cette sectiona l'acekration de la esolution des probemes lireaires, par les nethodes
de eduction. Ces dernéeres peuvent alors se classer en deux catgories : les approchegposteriori et
a priori :

1. Les nethodes a posteriori recessitent des informations sur le syseme EF an de pouvoir en
extraire un mocele eduit. En particulier, la solution du probeme EF doit étre calcuke pour
certaines valeurs de paranetres. Ces solutions sont appekes snapshots. Par exemple, on pourra
consickerer les premiers pas de temps d'une simulation en egime dynamique comme snapshots. Il
s'agira ensuite de construire d'apes ces snapshots une base dite eduite, de faible dimension. On
recherchera alors une approximation de la solution de notre probeme dans cette base eduite. En
pratique, le syseme matriciel issu de la MEF est projek dans la base eduite. Le syseme eduit,
tesormais de petite taille, peut alors étre esolu rapidement. L'enjeu de ce type de nethodes
eside dans la cetermination de la base eduite : celle-ci doit permettre d'obtenir une bonne
approximation de la solution tout en restant de petite taille. Aussi, les nmethodes de eduction
a posteriori recessitent que I'utilisateur possde une bonne connaissance du sysemeetude an
de choisir quels snapshots il est pertinent d'utiliser. En e et, si ceux-ci posedent une bonne
repesentation des etats rencontes lors de la simulation, le mocle eduit sera dautant plus
e cace. Ainsi, les nmethodes de eduction a posteriori peuvent o rir une grande e cacie en
echange d'une connaissance du probeme de l'utilisateur.
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2. Au contraire, les nmethodes a priori sont des algorithmes automaties sur lesquels I'utilisateur
n‘aura presque pasa agir. Ainsi, aucune connaissance pealable sur le syseme n'est recessaire,
ce qui leur donne un atout consicerable en termes de robustesse et de facilie d'utilisation. Ces
nethodes vont construire ierativement une repesentation de la solution dans la base eduite
gracea des nethodes gloutonnes. Elles sont tes e caces sur des probemes paramnetriques no-
tamment, mais peuvent ne pas converger sur des probemes non lireaires.

Les nethodes pesenees dans la suite de cette section ne s'appliquent pas recessairement aux
probemes non lireaires et/ou avec mouvement. A n de les comparer, nous les appliquerons donc au
syseme dequations lireaires suivant :

Kd>;t(t) + MX (t)= CU (t); 8t2 [0T]: (2.63)

Quanta la prise en compte du mouvement et des comportements non lireaires des materiaux ferro-
magretiques, ceux-ci seront pris en comptea parti de la section 3

2.2.1 Methodes de eduction a posteriori

Les nethodesa posteriori recessitent l'utilisation de snapshots, ou tout du moins, d'une esolution
du syseme de depart pour quelgues valeurs de paranetres. Ainsi, la Proper Orthogonal Decompo-
sition (POD) et la Centrodal Voronoi Tesselation (CVT) orent une grande libere pour le choix
des snapshots, tandis que la Balanced Proper Orthogonal Decomposition (BPOD) et la Projection
d'Arnoldi (PA) recessitent des calculs pealables dans le domaine fequentiel.

Une des speci cies des nethodes de eduction a posteriori est qu'elles se dccomposent en 2etapes
naturellement cecoupkes : la phase hors-ligne (O ine) et la phase en ligne (Online). La partie hors-
ligne comprend tout ce qui est attenanta la construction du syseme eduit, en particulier le calcul
des snapshots, des bases eduites, puis la projection du syseme initial dans la base eduite. Ensuite,
la esolution du syseme eduit est ce que I'on appelle la phase en ligne.

Comme on le verra par la suite, le choix de ces snapshots est lais® libre pour la POD et la CVT (par
exemple les solutions des premiers pas de temi@ = X (tK) = X¥), et impos pour la BPOD et la
PA. Gracea ces snapshots, les dierentes approches permettront de ceterminer les bases eduites

et , anden ceduire le probeme eduit suivant :

Trouver X, (t) 2 R™ tel que

X
Krd dft(t) + M X, (t)= C,U(t); 8t2][0T] (2.64)
avec
K= 'K ;
M,= ™M
C,= 'cC:

2.2.1.1 Proper Orthogonal Decompaosition

La Proper Orthogonal Decomposition est certainement la nethode de eduction la plus connue.
On peut sans doute I'expliquer du fait de sa simplicie d'utilisation, sa robustesse, sa compatibilie
avec des probemes non lireaires. Elle aet introduite en 1967 par Lumley [1] dans le but detudier les
structures coterentes fornees par lesecoulements turbulents, puis reprise en 1987 par Sirovich pour
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la eduction de moctles, grace a la nethode des snapshots [2]. Depuis, le hombre d'applications de
cette methode n'a ces® d'augmenter comme le montre la gure 2.2 repesentant le nombre d'articles
portant sur la POD depuis 1980 epertores dans Google Scholaf.

Figure 2.2 { Nombre d'articles utilisant la POD publes chaque anree depuis 1980.

Historiguement, la POD aet appligee dans un premier temps aux probemes de mecanique
uide et du solide, pour ensuite toucher d'autres domaines de la physique. Elle est ainsi pesentee de
manere plus formelle, et avec les aneliorations qui ontee apporees jusqu'aux anrees 2000 dans [41]
ou [42]. Dans le domaine de lelectromagretisme basse fequence, elle a d'abordek appliqieea des
dispositifs acacemiques en mouvement [43] puis plus tard aux machineselectriques dans le cadre de
la these de l'auteur [44]. Elle aet appligee ensuite sur de nombreux probemes depuis 2012 : sur
un exemple compog d'une plague conductrice exciee par un inducteur bobire [45], un exemple de
parafoudre [46], des probemes de magretodynamique non lireaire [47] [48]. Depuis, elle est admise
par la communaue comme une nethode de eerence et est souvent utili’ee comme "base" dans les
approches par eduction.

2.2.1.1.A Calcul de la base eduite par la methode POD

La POD aet historiquement introduite comme une repesentation de la solution dans une baseeduite
maximisant lenergie d'un syseme [1]. Cependant, Sirovich [2] I'a einterpete de la facon suivante :

la POD permet de rechercher une approximationX de la solution X comme unecombinaison lireaire
des snapshots. En premere instance, on peut donc choisir comme base edui®2 RN S avecX, 2 RS
tel que :

X = SX, (2.65)

Cependant, cette nethode n'est pas satisfaisante en letat. En e et, si le nombre de snapshots
devient important, alors la taille de la base eduite augmente egalement. De plus, si la matrice de
shapshots contient des informations redondantes (par exemple S n‘est pas de rang plein), les vecteurs
de S ne forment plus une base et le syseme eduit esultant (2.36) sera mal conditionre. Ainsi, l'icee
apporee par Sirovich [2] est de trouver une base de rangn < s permettant le mieux d'approcher au
sensenergetique l'espace gree par les snapshots. En d'autres termes, il s'agit de trouvem vecteurs
deRN, ;i1 o tels que

Vect( 1;:::; m) Vect(Sy;:::;Ss): (2.66)

A n de esoudre ce probeme, on peut le reformuler de la facon suivante :

4. https ://csullender.com/scholar/
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Trouver S2 RN S tel que

S=arg min kS Zké; m s (2.67)
rg(Z)=m

En e et, chercher la meilleure approximation de rang m est coterent avec notre cemarche car par
e nition, une matrice de rang m grere un espace vectoriel compos dan vecteurs. En connaissant
une telle matrice S, il surait de trouver m colonnes inckependantes, 1;:::; m parmi celles deS
pour les concaener en une base eduite

Le lecteur aura remarque que la solution au probeme de minimisation 2.67 est exactement I'ap-
proximation de faible rang S™ obtenue avec la SVD tronqleea l'ordre m (2.12). On a alors

S=S"= U, MViy (2.68)

al (U.m, MV.m) repesente les trois matrices issues de la SVD d&, trongweea l'ordre m. Fina-
lement, les m colonnes deU ., etant par c nition orthonormees (et par consquent lireairement
incependantes), la base eduite de la POD s'exprime directement comme

=Ump2RN M (2.69)

Pour esumer, la base POD 2 RN ' s'obtient en determinant la SVD ( U; ;V) de la matrice de
snapshotsS 2 RN S, et en ne conservant que lesn premiers vecteurs de la matriceU , metant choisi
arbitrairement par l'utilisateur sur la base de consicerations (pecision, temps de calcul...). On a alors

= U.». Enn, le syseme eduit (2.64) s'obtient en appliquant la projection de Ritz-Galerkin  sur
le syseme (2.63). En particulier, la base eduitea gauche est choisieegalea

2.2.1.1.B PODenergetique et POD-SVD
La POD permet donc de rechercher la solution dans une base eduite compose des vecteurs per-
mettant d'approcher au mieux l'espace geree par les s snapshots, avean  s. Le terme au mieux a
ek jusqu'ici laise volontairement ambigu. En e et, la recherche d'une meilleure quantie est ealize
en mattematiques au sens d'une certaine norme. Par exemple, le probeme de minimisation de la POD
(2.67) aek po= ici au sens de la norme de Frobenius. On peut alors se poser la question du choix de
cette norme.

Ainsi, la quantie minimiee dans le probkme (2.67) se eecrit d'apes la ¢ nition de la norme de
Frobenius :

NS
kS ZkE = (Sk ZW)'(Sk Zi); (2.70)
k=1

avec, on le rappelle,Si la K™€ colonne deS. En introduisant la matrice D = S Z, la pe®dente
quantie se eecrit nalement

X

kS zZkZ=  DLDy (2.71)
k=1
x 2
k=1

On voit alors que la minimisation avec la norme de Frobenius fait intervenir la norme canoniquek k
de l'espace EuclidienRN sur les dierents snapshots. A I'exception des courants s'il y a un couplage
circuit, les snapshots repesentent des solutions dans la base EF. Or, appliquer la horme canonique
sur une solution EF n'est pas forement la meilleure cemarche d'un point de vue physique, comme
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on l'a vu dans la sous-section 2.1.3. Il pourrait par exemple &tre ineressant d'utiliser la normek kg
¢ nie dans (2.53) notamment gracea la matrice M XK dont I'expression est donree par (2.51). Par
abus de notation, on ¢ nit alors la norme matricielle k kg pour une matrice C 2 RN S :

kCkZ,

CcCiMkke, (2.73)
k=1

KC ke : (2.74)
k=1

Ainsi, on ck nit le probeme PODenergetique qui consistea

Trouver S2 RN S tel que

S=arg min kS ZkéF; m s (2.75)
rg(Z)=m

La solutiona ce probeme n'est gereralement pas directement donree par les bibliotreques de SVD
classiques. Cependant, elle s'‘obtient facilement par I'approche utilisant la matrice de corelationM o,
(voir section 2.1.1.3), lorsque celle-ci est calcuke grace au produit scalaire induit par la matricé/ kK.
De facon explicite, il s'agit de calculer la cecomposition aux valeurs propres ( ;V .s) de la matrice de

corelation M EE = stMkkss -

MKk = stmkks (2.76)
=V V (2.77)

Ensuite, on calcule la base PODenergetiqueU ., par la formule (2.22) (avec toujours = ( §m)2)
Um = SV:m( Q) g (2-78)

Bien que la base POD energetique ait cepek trouwee, la solution au probeme de minimisation
(2.75) est donree par I'approximation de faible rang au sens de la normé kg :

S=Up émv:m (2.79)

Pour esumer, on parle de PODenergetique lorsque le probeme de minimisation est esolu au sens
de la normek kg et de POD-SVD quand la esolution est au sens de la norme canonique d@N . De
facon pratique, la seule dierence est que la PODenergetique recessite de calculer une decomposition
aux valeurs propres sur la matriceM 'é('fr = S'M KkS tandis gu'avec la POD-SVD, ce calcul est eali®
sSur M ¢or = S'S.

Remarque 2.5. On peutegalement ealiser une PODenergetique au sens de la semi-norme induite
par la matrice M!! introduite dans la section 2.1.3.4 En e et, les snapshots peuvent étre issus de
esolutions nuneriques ieratives pour lesquelles les potentiels nont paset jauges.

2.2.1.1.C Troncature de la base eduite

Nous avons vu comment calculer une base eduite de taillen avec la methode POD, a partir de s
shapshots, avecm < s. On peut alors se poser la question du nombren. En e et, si celui-ci est
trop faible, il se peut que linformation issue des snapshots aitet trop compresee @ l'image des
approximations de faible rang pesentes dans la gure 2.1). Dans ce cas, ceci peut menera une

5. au sens du produit scalaire induit par M XK
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approximation trop grossere de la solution EF. Au contraire, si m est trop important, le temps de
calcul peut cesser d'étre avantageux par rapport au mockle EF.

L'avantage de la nethode POD est d'o rir un criere naturel a n de choisir m. En e et, la formule
(2.23) permet de ¢k nir une erreur duea la troncaturea l'ordre  m de l'approximation de faible rang
S™. On a alors l'erreur relative suivante g,q(m) c nie par

kS S"ke

et d'apes (2.23), on a
S p . 5
sva(m) = SULERALS (2.81)
k=1 Kk

sont connues. Ainsi, on va choisirm telle que gyq , @l estun paranetre ¢ ni par l'utilisateur
(par exemple =10 4):

sva(M) (2.82)

Remarque 2.6. Il esta noter que g diere de I'erreur duea la eduction de moctles. En e et,
svd(m) ne reete que la compression de la matrice de snapshots et non pas l'erreur qui va étre commise
par le mocele eduit. Celle-ci est en e et tes durea estimer a priori, notamment pour les probemes
non lireaires coupks, comme on le verra par la suite.

2.2.1.1.D POD en pratique

Bien que la treorie sur laquelle s'appuie la POD ne soit pas triviale, elle est en pratique tes facilea
impementer. De plus, le lecteur pourra retenir qu'en pratique, la POD permet de slectionner lesm
vecteurs orthonormes les plus repesentatifs (au sens d'une certaine norme) parms snapshots (avec
s > m). Finalement, l'algorithme 4 esume l'approche permettant de trouver la base eduitea partir
d'une matrice de snapshotsS, et ainsi, d'obtenir le syseme eduit (2.64).

Algorithme 4 :  Obtention du syseme eduit par la nethode POD
Donrees : i) Une matrice de snapshotsS 2 RN s,
i) Un paranetre de pecision utilisateur . ;
Fesultat :  Syseme eduit (2.64) de taille m
Calcul du triplet (U.g; 3:;V ) par la POD-SVD (2.68) ou la PODenergetique (2.79);

Calcul de m tel que gg(m) < (2.82) Calcul de la base eduite detaillem: = U.,;

Approximation de X (t) par X(t) = X ((t), avec X, 2 R™;

Projection de Ritz-Galerkin sur le syseme (2.63) avec = , menant au syseme eduit
(2.64) :

2.2.1.2 Centroidal Voronoi Tesselation

La Centroidal Voronoi Tesselation (CVT) en anglais, est une nethode de eduction permettant de
transformer un jeu de snapshotsS en une base eduite . La dierence notable entre la POD etla CVT
est la manere dont sont utilies les snapshots pour construire . Bien que son cadre matlematique
soit plus abstrait que celui de la POD, la CVT permet de regrouper les snapshotsemblablesau sein



Reduction des probemes lireaires 65

d'un méme cluster, que I'on appelle egion de Voronoi. Une fois les groupes de shapshots cees, la base
eduite est constitlee des vecteurs repesentant le centre de chaque egion de Voronoi.

La CVT est tes utilie en informatique pour des applications de compression de donrees ou
de traitement d'images [49]. En tant que nethode de eduction, elle est relativement peu utiliee,
mais aet appligee avec sucesa des probemes de nmecanique des uides [50]. Dans le domaine de
lelectromagretisme cependant, cette nethode n'a pas encoreet appliglee.

2.2.1.2.A Region de Voronoi

La CVT repose sur le concept de egions de Voronoi. Cet outil mattematique permet de partitionner
un espace continu ou discret en plusieurs egions. La gure 2.3 montre une partition de Voronoi en 2D.
L'espace est continu R?). Les egions sont en couleur eta chaque egion est assocee une gereratrice
(repesente par le pointa linerieur de celle-ci). Pour touteEmenta l'inerieur d'une egion, sa
distancea la gereratrice assoceea la egion est strictement inkrieurea tout autre gereratrice de la
partition.

Figure 2.3 { Partition de Voronoi continue 2D. Les egions sont en couleur et les gereratrices sont
repesenees par des points

2.2.1.2.B Partition de Voronoi de I'espace des snapshots

Le nombre de snapshotsetant ni, I'espacea partitionner est donc discret :

= S2RV;i=1::s (2.83)

D'apes [49], on cherche donca construirem egions de Voronoi, m s sur |'espace des snapshots
. Ces m egions de Voronoi, noees V; ;i =1 :::m forment une subdivision d'ensemble disjoints de
. Elles remplissent donc les conditions suivantes :

i) Elles sont chacune incluses dans :V
ii) Elles sont disjointes deuxa deux : Vi\ V; = ; sii 6
iii) Elles recouvrent : [K,V; =

On introduit alors les ereratrices assocees aux egions de VoronoiVi : ; 2 RN ;i =1:::m.
L'ensemble des couples\|; ;) sont c& nies par la propree suivante :

Vi=fX 2 =kX ik < kX jk;j=1::'m;j 6ig (2.84)
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Remarque 2.7. La norme dans (2.84) a A encore son importance. On pourra choisir la norme
canonique deRN ou la norme k kg prenant en compte le maillage.

2.2.1.2.C Partition de Voronoi centee

La partition de Voronoi recherctee doit avoir une autre particularie : elle doit étre centee. Ainsi,
les gereratrices | assoceesa chaque egionV; doivent étre superposes avec le centre de masa.
Celui-ci est & ni pour la partition de Voronoi V; dans le domaine continu par :

R
g X (X)dX
Zj= ﬁivi (X )dX (2.85)

@ est une fonction de densie. La gure 2.4 pesente ainsi une CVT compose de 5 egions dans le
domaine continu, avec une fonction de densie () constante. Les croix repesentent les gereratrices
de chaque egionV,, qui correspondentegalement aux centres de masse.

Figure 2.4 { CVT appligieea une partition continue 2D

Pour une densie constante et un domaine discret, le centre de masse assocea chaque egion est
simplement la moyenne algebrique de sesekments :

z 1 X X 2.86
= i, (2.86)

avec card(V;) le cardinal de la egion V;. Or on rappelle que I'espace partitionre est compos des
dierents snapshots. Ainsi, card(V;) repesente simplement le nombre de snapshots de chaque egion
de Voronoi.

2.2.1.2.D Construction d'une CVT

A n de trouver une CVT sur les dierents snapshots, I'algorithme de Lloyd [51] peut etre utilie.
Celui-ci permet de construire de facon ierative une partition de Voronoi compose de m egions,
et dont les gereratrices correspondent egalement aux centres de masse. L'algorithme 5 cetaille les
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dierentesetapes de ce processus :

Algorithme 5 :  Calcul d'une CVT compose dem egions sur s snapshots.
Donrees : i) Une matrice de snapshotsS 2 RN s,
ii) Le nombre m de egions de Voronoi.
Fesultat :  m couples §;; ;) cenissantla CVT sur = fSq;:::;SsQ0.
(1) Initialisation akatoire dans RN desm gereratrices ;i =1;::0m;
(2) Calcul de la partition de Voronoi non centee (Vi;:::;Vn) Sur , assocee aux greratrices
1;:::; m). Cetteetape est ealiee d'apes lequation (2.84);
(3) Calcul du centre de masseZ; assocea chaque egionVj; i =1;:::;m gquation (2.86));
tantque Z {6 ;8i=1;:::;m faire
(1) On prend comme nouvelle gereratrice les centres de masses :j = Z;;8i =1;:::;m ;
(2) Calcul de la partition de Voronoi non centee (Vi;:::;Vin) sur , assoceea
( uis m)s
(3) Calcul du centre de masseZ; assocea chaque egionVi;i=1;:::;m ;
n

2.2.1.2.E Calcul de la base eduite par la nethode CVT
Le lecteur aura devire que la base eduite est nalement obtenue en concatnant lesn gereratrices/centres
de masse

=( i om): (2.87)

Comme pour la POD, on utilise une projection de typeRitz-Galerkin  a n d'obtenir le syseme eduit
nal (2.64), c'esta-dire en choisissant =

2.2.1.2.F [etermination du nombre de egions de Voronoi

Contrairementa la POD, le nombre de egions de Voronoi est un paranetre d'entee de la nmethode
CVT. De plus, les bases eduites obtenues par la CVT ne possdent pas de propree herarchique. En
e et, deux bases eduites CVT P et Q de taille respectivem 1 et m ne posgdent pas recessairement
de proprets d'inclusion quand bien méme elles ontee calcukes avec un méme jeu de snapshots. En

POD.

On peut reanmoins estimer la qualie de la base CVT une fois celle-ci calcuke & posteriori donc).
En e et, lequation (2.84) permet de & nir ce qu'on appelle lenergie CVT, que 'on note (M) 2 R*.
Avec encore une fonction de densit () constante, celle-ci secrit simplement :

X0 X ,
ovt(m) = kKX k% (2.88)
i=1 X2V,

Cetteenergie permet de mesurer la distance de chaque snapshot par rapporta la gereratrice qui lui
est assocee, c'esta-dire la gereratrice de la egiona laquelle appartient le snapshot. Plus la quantie

En reprenant I'argument de non-inclusion peedent, rien n'indique que (m) est strictement
cecroissant. En pratique cependant, on peut calculer les partitions de Voronoi assoceesa dierentes
valeurs dem, et garder celle qui produit la plus petiteenergie CVT cyt.

2.2.1.2.G CVT en pratique
L'algorithme 6 esume donc l'approche permettant d'obtenir le syseme eduit (2.64) de taille ma
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partir de s snapshots concaeres dans la matriceS 2 RN S,
Algorithme 6 :  Obtention du syseme eduit par la nethode CVT
Donrees : i) Une matrice de snapshotsS 2 RN S,

Fesultat :  Syseme eduit (2.64) de taille m.

pour k 2 N faire
| Calcul de la base CVT (k) 2 RN K de taille k,a partir de S2 RN S (Algorithme  5)

n

Calcul de la taille m de la base CVT telle que :m =minon  cvt(K) ;

Determination de la base eduite o= (m);

Approximation de X (t) par X(t) = X ((t), avec X 2 R™;

Projection de Ritz-Galerkin sur le syseme (2.63) avec = , menant au syseme eduit
(2.64) ;

Remarque 2.8. La base eduite issue d'une CVT n'est ni orthonornee, ni recessairement de rang
plein. Ainsi, les matrices M, et K, peuvent devenir mal conditionrees, ce qui peut alors menera des
instabilies du mocele nunerique. Une fecon de remediera ce probeme est d'appliquer une SVD sur
la base CVT , an d'en extraire une sous-matrice de rang plein et orthonormee. Dans ce contexte,
on peut alors voir la CVT comme un premier ltre sur la matrice de snapshotsS. La base eduite se
ceduisant ensuite en appliguant une SVD, ou en d'autres termes, la POD.

2.2.1.3 Projection d'Arnoldi

La projection d'Arnoldi est tes populaire dans la branche des matrematiques appligwees. En
e et, elle aborde des ttematiques tes proches de la recherche de valeurs propres sur des matrices
de tes grande dimension. L'ingedient sous-jacent de cette approche est une decomposition de Pack
de la fonction de transfert du probeme EF dans le domaine de Laplace. Cette dccomposition peut
egalement étre vue comme un calcul de snapshots fequentiel. Ces snapshots vont nous permettre de
mettre enevidence un espace dans lequel on recherchera la solution eduite. On prendra donc comme
base eduite une base orthonorree construite sur cet espace.

La nethode a ek appligee sur des applications varees. On peut citer un probeme electro-
thermique ayant pour but de mockliser des microsysemes electronecanique [3], ou un autre d'au-
tomatique appligeea I'aronautique [4]. Enelectrotechnique, la nethode aet utilise a n de eduire
le temps de calcul de circuitselectroniques, dans le cadre de la PEEC [52]. En n, elle aet appligee
et compaeea la POD sur des probemes de magretodynamique [53] ecemment.

A n de simpli er la pesentation de la methode, on choisit de restreindre dans un premier temps le
probemea une seule source de courant ou de tension. Onecrit alors le vecteur sourd@U (t) = Ciul(t)
avecul(t) le courant ou la tension assoceea cet inducteur etC; 2 RN,

2.2.1.3.A Recriture du probéme dans le domaine de Laplace
Dans cette section, on designe par les quanties dans le domaine de Laplace. On a alors en notant
la transformee de Laplace, etp la variable assocee

X(p) = L(X(1)) (2.89)
ui(p) = L(ua(t)): (2.90)

A n d'appliguer la nmethode de eduction d'Arnoldi, il s'agit tout d'abord de eecrire le syseme
dequations (2.63) dans le domaine de Laplace :

(PK + M) X (p) = C1ui(p): (2.91)
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On cesigne alors parhi(p) la fonction de transfert de ce syseme c nie par hi(p) = X (p)=u1(p). On
a donc

h'(p)=(pK + M) 'Cu: (2.92)

2.2.1.3.B [eveloppement de Pae dans le domaine de Laplace
Dans un second temps, il s'agit d'identi era partir de lequation (2.92) les coe cients hj1 2 CN issus

du ceveloppement de Pade deh(p) :

R k
h(p= hp S (2.93)
k=0

al 1 est appek point d'expansion. En pratique, on prendra 1 = 2jf 4, avecf; la fequence du
fondamental du signal d'excitation de l'inducteur, et j la racine complexe usuelle de 1. En reportant
la decomposition (2.93) dans (2.92), on peut identi er apes un ceveloppement en rie de taylor les
coe cients hi :

hi= (K+M) XK (K+M) 1y 8k O (2.94)

De l'expression (2.94), on peut ceterminer la formule de ecurrence suivante, qui permet alors de
ceterminer hi simplementa partir de hi ;| :

hi= (K+M).hi;; 8k & (2.95)

2.2.1.3.C [etermination de la base eduite Arnoldi
Il s'agit alors de eexprimer X (t)a partir du ceveloppement de Pace de hl(p). Premerement, on a
d'apes la c& nition de h'(p)

R
XM= hu(p o~ (2.96)
k=0

En repassant dans le domaine temporel, onecrit :

Xt =1L YX(p) (2.97)
R

= hiL P w(p)(p ¥ : (2.98)
k=0

On introduit alors [j(t) = L L u(p)(p )X, ce qui nous permet d'obtenir nalement

*
X (t) = hil; (t): (2.99)
k=0

L'icee de la eduction de moctles par la methode d'Arnoldi est donc d'approcher la solution X (t)
par X (t) selon une combinaison lireaire dess premiers moments. En d'autre terme, on rechercheX
dans Vect(hj;:::;hl )). Les vecteurshi; k =1;:::;s 1letant complexes, X (t) le devient d'apes la
cecomposition (2.99). Or la solution du probeme de dcepartetant eelle, on recherchera en pratique
X tel que

1
X2  Vect Re hi ;Im hi ; (2.100)
k=0

an davoir bel et bien une approximationa valeurs eelles.
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Il s'agira donc de construire une base orthonornee 2 RN ™ sur cet espace. Pour ce faire,
on pourra appliquer le proece de Gram-Schmidt, ou méme utiliser une decomposition en valeurs
singuleres sur la matrice S= (Re hj;:::;hl | ;Im h{;:::;hi ), que I'on tronquea I'ordre m (voir
section 2.2.1.1.C).

Enn, le syseme eduit (2.64) s'obtient & encore en appliquant la projection de Ritz-Galerkin,
avec =

2.2.1.3.D Prise en compte de plusieurs inducteurs
On suppose maintenant que le syseme (2.63) possda; sources. Onecrit alors

CuM) = cuu) (2.101)
k=1
A n de prendre en compte cesn; inducteurs dans la base eduite, il sut d'appliquer la cemarche
pesente ci-dessus pour chaque inducteur. Ainsi, on cesigne path le K™M® moment assoce aufF™®
inducteur. Celui-ci secrit d'apes (2.94) par

k

hk= (K+M)¥X “(K+M)1l; 8 0 82fi:::;ng: (2.102)

De méme, on pourra utiliser la formule de ecurrence suivante an de calculera moindre cott les
dierents moments :

hi= (K+M)Khl ,;; 8k=0;:::;s 1, 8l=1;:::;n;: (2.103)

L'icee est donc de construire une base orthonorrmee sur l'espace des moments assocesa chacun
desn; inducteurs. Ainsi, cela permettra d'approcher X (t) par X (t) tel que
i 1
X (1) 2 Vect Re h! ;Im h! : (2.104)
I=1 i=0
la encore, on pourra appliquer le proed d'orthonormalisation de Gram-Schmidt ou une SVD sur la
matrice S ayant pour colonnes les parties eelles et imaginaires des n; moments :

S= Re hj iIm hi 5.6 1g° (2.105)

.....

2.2.1.3.E Arnoldi en pratique
L'algorithme 7 pesente nalement la eduction de mockles par la nethode d'Arnoldi. Contrairement
a la POD et la CVT, les snapshots ne sont pas un paranetre d'entee de la nethode.

Algorithme 7 . Obtention du syseme eduit par la nethode de eduction Arnoldi
Donrees : i) Le nombre de momentssa calculer pour chaque inducteur.
ii) Le point d'expansion
Fesultat :  Syseme eduit (2.64) de taille m.

Calcul dess momentsh!: k=0:::::s 1 d'apes (2.102) et la formule de ecurrence
(2.103) ;

n S. S

Calcul de  de taille m par orthonormalisation de I'espace {‘:il iS:OlVect Re h! Im h!
(on peut utiliser Gram-Schmidt ou une SVD tronqweea l'ordre m);

Approximation de X (t) par X(t) = X ((t), avec X, 2 R™;

Projection de Ritz-Galerkin sur le syseme (2.63) avec = , menant au syseme eduit
(2.64) ;
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Remarque 2.9. Le choix du point d'expansion a un impact important sur la qualie de l'approxima-
tion. D'un point de vue treorique, le ceveloppement de Padc n'est valide qu'aux alentours du point
d'expansion. En pratique, un point d'expansion =2jf , avecf le fondamental du signal d'excita-
tion permet d'obtenir une bonne approximation. De plus, il estegalement possible de construire une
approximation d'Arnoldia partir de plusieurs points d'expansion [4].

2.2.1.4 Balanced Proper Orthogonal Decomposition

La decomposition aux valeurs propres orthogonalesequilibees, Balanced Proper Orthogonal De-
composition (BPOD) en anglais, est issue de la troncatureequilibee, approche utilisee en automatique
[54]. Elle consistea slectionner les modes d'un syseme qui seront observables, et contrblables en méme
temps. En e et, ces modes sont consickes commeetant physiques et donc "susceptibles de se ealiser".
Ainsi, ils apparaissent comme une bonne base eduite pour repesenter levolution du syseme. Le for-
malisme de la SVD est ensuite utilie an de eduire le lourd codt de calcul dda la construction
de la base equilibee. Concetement, la BPOD permet de construire un mockle eduit o rant une
grande pecision sur les quanties d'inerét >ees par l'utilisateur (le ux magretigue dans une sonde
par exemple). Elle requiert une esolution du probeme dans le domaine fequentiel, c'esta-dire des
shapshots harmoniques.

La BPOD aet appligiee initialement sur des probemes d'aronautique [55], puis sur des probkmes
de contréle [56], et plus ecemment sur des probemes delectromagretisme haute fequence portant sur
la mocktlisation d'antennes [57]. Jusqu'au cebut de cette these, cette methode n'avait paset employee
pour traiter des probemes delectromagretisme basse fequence. Ainsi, nous l'avons appliglee sur un
exemple 3D compos d'une plaque conductrice, d'un inducteur et d'une sonde magretique, dont le
ux cape repesentait notre quantie d'inerét. La nethode permettait e ectivement d'obtenir une
meilleure pecision que la POD sur la quantie d'inerét, mais au cetriment de la pecision sur d'autres
grandeurs globales gnergie magretique, pertes joules) [58].

2.2.1.4.A Quanties d'inerét et repesentation MIMO du syseme

La BPOD est une nethode de eduction qui permet de eduire la complexie d'un syseme tout en
o rant une grande pecision sur des quanties d'inerét speciees par l'utilisateur. Dans le domaine
de Ielectromagretisme, ces grandeurs peuvent étre le ux magretique cape par une sonde, ou le
courant circulanta travers un inducteur par exemple lorsque celui-ci est coupka un circuitelectrique.

pecision avec le mockle eduit. On suppose alors qu'elles cependent lireairement de X (t) et ainsi,
gu'on puisse lesecrire :

yk(t) = OfX(t); 8k2f1:::;nqQ (2.106)
avec Oy le vecteur deRN assocea la K™® quantie d'inerét.

Exemple 2.3. Dans le cas d'un probbme magretostatique sans couplage circuit, on peut prendre
yj(t) = (t) le ux magretique cape par le j*"¢ inducteur. Celui-ci sécrit d'apes (1.137) comme
()= FX().

la matrice de colonnesOy. On peut alors repesenter le probeme (2.63{2.106) par le syseme lireaire
Entees Multiples/Sorties Multiples (Multiple Input Multiple Ouput ou MIMO en anglais) suivant :

Trouver X (t) 2 RN et Y (t) 2 R"e tels que :

dX (t) _
K=~ *MX (1) =CU® . g5 0T] (2.107)
Y (1) = O'X(t)
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En n, on pesente la ecriture de ce syseme lireaire dans le domaine de Fourieretant donre que
la BPOD recessite des snapshots dans le domaine fequentiel :

Trouver X (1) 2 RN et Y (1) 2 R" tels que :

(' K+ M)X() =Ccu() .

Y ) _ o) 8 2R (2.108)

al cette fois-ci, repesente la transfornee de Fourier de la quantie

2.2.1.4.B La nethode de la Troncature Equilibee
La BPOD puise son origine dans la nethode de troncatureequilibee (Balanced Truncation en anglais)
introduite par Moore [54]. Cette nmethode issue du domaine de l'automatique permet de trouver une
repesentation du probeme dans une base eduite dans laquelle les quanties d'inerét sont approctees
avec une grande pecision.
Pour ce faire, la premere etape consistea exprimer puis approcher le gramien de contrélabilie
et le gramien d'observabilie, que I'on note G. et G,. Ces deux quanties sont des matrices deRN N
synetriques et semi-tk nies positives, et secrivent dans le domaine fequentiel
Z,
G = (' K+ M) tcct( jt Kt+ MY tar (2.109)
0

Z,
G= (' K+M)'00O'( jl K'+ M) *dr (2.110)
0
Remarque 2.10. Dans le cas a1 le probeme n'est pas jauge et queD & D¢, la matrice (j! K + M)
nest pas inversible car elle posede des valeurs propres nulles. On peut cependant calculer les termes
(! K+ M) C et(j! K+ M) 'O gracea des nethodes ieratives telles que le bi-gradient conjugte
stabili® (pour les esolutions dans le domaine harmonique). Ainsi, lecriture (j! K + M) 1 esta
prendre "au sens des nethodes ieratives"

Les gramiens sont des matrices, et cependent donc de la base dans laquelle ils sontecrits. Dans
ce contexte, on parle dequilibrer un syseme dans le sens ai I'on recherche une base orthonornee
R 2 RN N dans laquelle les gramiens somtgaux et diagonaux . En d'autres termes et en notant
par ~ les quanties exprinees dans cette baseequilibee, on a :

t

6=R G R ! (2.111)
6o = R'GyR; (2.112)

avec
6.=6,= : (2.113)

cesigne alors une matrice diagonale de tailleN, contenant les valeurs singuleres de Hankel. Ainsi,

la troncatureequilibee consistea lectionner les modes pedominants de cette base. Comme pour la
SVD, un mode est d'autant plus preminent que la valeur singulere de Hankel assocee est grande.

Le calcul deR recessite en particulier la cecomposition aux valeurs propres de la matriceG:Go.
Or, celui-ci demande un codt de calcul extremement important lorsque le probeme de depart possede
un grand nombre d'inconnues, principalement pour deux raisons :

| Le calcul explicite de G (2.109) et G, (2.110) est en soi tes colteux en termes de temps et de

nemoire.
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| Realiser une decomposition aux valeurs propres sur une matrice de grande taille telle que G,
ou G, a un codt de calcul tes lourd.
Pour esoudre ce probeme, le formalisme de la POD-SVD permet de trouver directement une
approximation de la base eduiteequilibee, en utilisant notamment des approximations de faible rang
des matricesG¢ et Go. On appelle alors cette approche la Balanced POD, ou BPOD.

2.2.1.4.C Approximation de faible rang du gramien de contrélabilie _
Soit Xéjk 2 CN la solution du probeme harmonique (2.108)a la pulsation ! ; lorsque up(ti) = f(
Cela revienta consicerer un syseme a1 seul le K™® inducteur aee pris en compte. D'apes (2.108),
X!C;ik \erie :
Xoh = (it iK+ M) *C, (2.114)
On ¢k nit alors X i la matrice de CN " telle que
Xe = XghiiinXeh, (2.115)
=(j' (K +M) tc: (2.116)

X L est ainsi une matrice de snapshots harmoniques pour la fequende;.
On voit apparatre I'expression du gramien de contrélabilie. En e et, en utilisant (2.109) et (2.116),
on a
Z,
G = Xt XL odb (2.117)
0
L'icee de la BPOD est donc d'approcher cette inegrale par une somme nie de termes :

)<S | |
Ge X Xeh O
k=1
avecgy des poids de quadrature. En pratique, on peut choisir des poidsegauxa 1 lorsque les fequences
sontequieparties [59]. En ceccomposant I'expression peedente selon les parties eelles et imaginaires
et avec des poids de 1, on a
X h i
Ge Re XL Re XLk '+Im XLk Im Xxix ' :
k=1
En ¢k nissant nalement la matrice de snapshots de contrélabilie S. 2 RN 25" telle que

Sc= Re Xi?k k=1:;::s m x!Ck k=1;::s (2.118)
le gramien de contrélabilie est simplement approcte par :
Ge S.St (2.119)

2.2.1.4.D Approximation de faible rang du gramien d'observabilie
La méme approche est utili:ee pour calculer le gramien d'observabilie. La seule dierence est que les
shapshots sont cesormais ealises sur les quanties observables. Concetement, cela revienta remplacer
la matrice C par la matrice O.

Ainsi, on ce nit X!, la matrice de CN " telle que

XLi=(jl ik + M) to: (2.120)
On cee alors la matrice de snapshots d'observabilie S, 2 RN Nsa telle que
So= Re X!Ok k=1;:;m Im X!Ok k=1;:5m (2.121)

le gramien d'observabilie est alors simplement approche par :
Go S,S. (2.122)
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2.2.1.4.E Base eduiteequilibee
Une fois les gramiens approctes par les formules (2.119) et (2.122), on est en mesure de calculer une
base eduite dans laquelle ces gramiens serontegaux et diagonaux.

Pour ce faire, le formalisme de la POD-SVD est utilie. Il s'agit dans un premier temps de ¢ nir
une matrice M oy 2 R 2Ni qui calcule les corelations entre les modes observables et contrélables.
Celle-ci skcrit

M cor = SLS.: (2.123)

Ainsi, M ¢, n'est pas recessairement caree, en particulier s'il y a un nombre de sources dierent
du nombre de quanties d'inerét. Avec la POD-SVD, il fallait alors appliquer une decomposition
aux valeurs propres sur la matrice de corelation an d'en ceduire une base eduite. Or celle-ci
netant pas caree comme cela est le cas pour la POD-SVD, il faut appliquer la gereralisation de
cette decomposition aux matrices rectangulaires, a savoir la cccomposition aux valeurs singuleres
(SVD). En particulier, l'icee est de calculer une approximation de faible ranga I'ordre m de M ¢ (en
tronquant par rapporta I'amplitude des valeurs singuleres, voir section 2.2.1.1.C) :

Mcor Uim mvtmv (2.124)
avecU., 2 R%"a M v 2 R2Ni M te|s que
UlhUn = Im ViV = Im; (2.125)

et 1 la matrice diagonale de taille m compose desm plus grandes valeurs singuleres deM cor,
trees par ordre croissant.

Finalement, les bases eduites gauche et droite 2 RN M et 2 RN ™ se deduisent simplement
de cette approximation par :

= SV (M) 12 (2.126)
SoU.m ( My 12 (2.127)

Il s'agit maintenant de cemontrer en quoi ces deux bases eduites sontequilibees. En eet, 2

RN ™ permet d'approcher lesm premiers vecteurs de la baseequilibeeR 2 RN N [60]. De méme,

2 RN ™ approche lesm premiers vecteurs deR ' 2 RN N Eneet, en "remplacant” R 'par
on a

6= 'G (2.128)
= (M) Pulsh SSL SeUim (M) P (2.129)

On utilise alors la & nition de M ¢or (2.123) ce qui nous donne
Ger=( M) PURM MU () 2 (2.130)

En n, en utilisant I'approximation SVD de M ¢, ON a

Ger () TPUL UL, VLV RUL Uy P (2.131)
(M) ln Pl P () 2 (2.132)

soit nalement
d., (2.133)

Ainsi, G est diagonal lorsqu'il est exprine dans la base eduite.
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De méme, on peut exprimer le gramien d'observabilie en "remplacant” cette fois-ci R par
Gor = 'Go : (2.134)
En ceveloppant le calcul de la m&me manere, on retrouve egalement :
Ao m: (2.135)
d'as nalement
Q. = Gy, (2.136)

Ainsi, les deux gramiens d'observabilie et de contrélabilie sont diagonaux etegaux lorsqu'ils sont
exprimes dans la base eduite. Puisque ces gramiens repesentent la physique du syseme, les deux
bases et apparaissent comme de bons candidats pour eduire le syseme. Le syseme eduit (2.64)
s'obtient cette fois-ci en appliqguant une projection dePetrov-Galerkin avec 6

2.2.1.4.F BPOD en pratique

la encore, les fondements tteoriques de la BPOD ne sont pas triviaux. Cependant, son application
est presque imnediate une fois l'utilisateur familiarie avec la SVD et la esolution de probemes
harmoniques. L'algorithme 8 pesente les dierentes etapes permettant d'obtenir un moctle eduit
par la BPOD.

Algorithme 8 :  Obtention du syseme eduit par la Balanced POD
Donrees : i) s pulsations! |, | =1;:::;s pour lesquelles on calculera des snhapshots
harmoniques.
i) Un paranetre de pecision utilisateur
Fesultat :  Syseme eduit (2.64) de taille m.

Calcul desn; snapshots harmoniques de controlabilie pour la pulsation! | : X L' gquation
(2.126));
Calcul desnq snapshots harmoniques d'observabilie pour la pulsation! | : X L' equation
(2.127));
n
Concaenation des parties eelles et imaginaires des snapshots de controlabilie dansS.
(2.118), et d'observabilie dans S, (2.121) ;
Calcul de la SVD (U; ;V) de Mo = SIS, ;
Calcul de l'ordre de troncature m tel que Il'erreur de troncature sur M ¢or, svg(m) (voir
(2.81)), soit inkrieurea
Calcul de la base eduite contrélable de taillem : = SV (M) 2 equation (2.126));
Calcul de la base eduite observable detaille m: = SoU.n (M) 2 gquation (2.127));
Approximation de X (t) par X(t) = X ((t), avec X, 2 R™;
Projection de Petrov-Galerkin sur le syseme (2.63) avec 6 , menant au syseme eduit
(2.64) ;
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2.2.2 Methodes a priori

Les nmethodes de eduction a posteriori permettent donc de eduire un syseme dequations de
grande dimension (phase hors-ligne), pour ensuite le esoudre avec un gain en termes de temps de
calcul consicerable (phase en ligne). Avec les nethodes de eductiora priori, il n‘est plus possible de
dissocier letape de construction de celle de esolution du syseme eduit, car celles-ci sont intimement
lees. En e et, les nmethodes a priori sont des algorithmes automaties qui permettent d'aneliorer au
| des ikerations la qualie de la solution eduite. Ainsi, le mocele eduit est successivementevalle,
are,evalle, puis anelioea nouveau... jusqua ce que la solution eduite ait atteint une pecision
su sante pour I'utilisateur.

L'avantage principal de ce type de nmethode est lelimination du carackere arbitraire inferent aux
nmethodes a posteriori. Avec ces derneres en e et, l'utilisateur devait fournir un jeu de snapshots en
entee de l'algorithme, dont la qualite de I'approximation eduite cepend fortement. Ici, I'algorithme va
a ner I'approximation eduite au fur eta mesure des ierations, en choisissant de facon automatique
le meilleur snapshot permettant d'enrichir la base eduite.

Dans cette section, on pesente en particulier la methode Reduced Basis (RB), qui reprend l'ap-
proche POD en la dotant d'une slection gloutonne des shapshots ainsi que d'un estimateur d'erreur.
Ensuite, la Proper Generalized Decomposition (PGD) est introduite. Celle-ci repose sur une approxi-
mation de faible rang de la solution, qui sera & encore a ree au fur eta mesure des ierations.

2.2.2.1 Reduced Basis

La methode Reduced Basis est une approche priori permettant de eduire le temps de calcul
assocea la esolution dequations aux cerivees partielles cependant d'un ou plusieurs paranetres. A
la manéere des nethodes a posteriori pesenees peedemment, la solution approctee est recherctee
dans une base eduite. Celle-ci est cetermiree et enrichie au fur eta mesure des ierations gracea un
algorithme glouton. La nmethode RB est tes utilie en mattematiques appliqiees ou en necanique
[61]. Dans certains cas, la methode Reduced Basis peut &tre "certiee" et proposer ainsi un majorant
pour l'erreur induite par le mockele eduit [62]. La nethode aegalementet appliqieea des probemes
harmoniques delectromagretisme haute fequence en vue de moctliser des guides d'onde coplanaires
[63]. Dans le domaine de Ielectrotechnique, elle aek utilisee a n de coupler un optimiseur avec des
moteurs [64] mocklies par un probeme magretostatique 2D.

Concetement, I'approche Reduced Basis est un algorithme ieratif qui repose en particulier sur 3
principes :

| Une approximation de la solution EF dans une base eduite, a la manere des nethodes a

posteriori pesentes peedemment.
| Un estimateur d'erreur permettant devaluera un moindre coat lecart entre la solution exacte
et I'approximation eduite au cours du temps.

| Un enrichissement de la base eduite dans laquelle est approctee la solution au fur eta mesure
des ierations gracea un algorithme glouton. En particulier, I'estimateur d'erreur permet de
flectionner le snapshot le plusa méme d'aneliorer la base eduitea l'ieration courante.

Bien que la nethode Reduced Basis soit tes e cace sur les probemes paranetes et dispose
de garanties de convergence, elle est peu adapte aux probemes devolution issus de la magreto-
guasistatique, et ce pour deux principales raisons :

| I'approche RB aet initialement introduite a n d'étre appliqeea des probemes paranetriques

stationnaires, c'esta-dire sans cerivve temporelle dans lesequations [65]. Dans notre cas, un
probkme stationnaire dans le domaine temporel restreint letude au cas de la magretostatique
sans couplage circuit. La nmethode a ensuite et etendue a des probemes dévolution mais
demande a ce que le probeme EF soit esolu sur toute la plage temporelle pour quelques
valeurs de paranetres [62] [66]. Or, le syseme (2.63), et plus gereralement le probeme (1.157)
ne dcependent gereralement que du temps et non d'un quelconque autre paranetre. Ainsi, la
nmethode RB n'o re aucun gain de temps pour les probemes devolution non paranetes, car
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il faudrait esoudre le probeme initial compktement, pour ensuite le eduire, ce qui n'a pas de
sens.

| Quand bien méme ['utilisateur fait appara’tre une dependance en un paranetre dans les
equations (par exemple, les caraceristiques des makriaux ou la geonetrie), l'approche RB
a une e cacie limiee sur les probemes rencontes dans le domaine de lelectrotechnique.
En e et, elle demandea ce que le syseme de cepart \eri e un certain nombre d'hypotteses.
Comme on le verra par la suite, celles-ci ne sont pas toujours valides pour lesequations issues
de probemes devolution magreto-quasistatiques. Les conequences empéchent notamment de
cevelopper un estimateur d'erreur able et ainsi, le mockle eduit n'est pas certi able.

Dans un soucis d'exhaustivie, nous choisissons cependant de pesenter les grandes lignes de

I'approche, en s'attardant sur les raisons de son inacequation aux probemes devolution issus de
[electrotechnique.

2.2.2.1.A Probémes paranetes

A n de pesenter I'approche RB, on introduit deux probemes paranetes : un premier stationnaire et
un second avec uneevolution temporelle. On suppose en particulier qu'ils dependent dipj paranetres,
concaeres dans la variable multidimensionnellep = ps;:::;pj; et nie sur le domaine DP. Enn,
soit DP le domaine sur lequel est ce ni le pararetre p; tel que DP = DPt  ::: D Pini,

Probéme stationnaire paranete
Une fois la dimension spatiale discetiee par la MEF, le probéme stationnaire paranete secrit ;

Trouver X (p) 2 RN tel que :

M (p)X (p) = C(p); 8p2DP; (2.137)

avecM (p) 2 RN N et C(p) 2 RN qui peuvent cependre de p. En particulier, le temps peut étre ici
consicee comme un des parametres contenus dans la variablgp. Dans le probeme (2.137), il n'y a
pas de cerivee une fois le syseme disceti®e. Ainsi, le probbeme magretostatique lireaire sans couplage
circuit ni mecanique est stationnaire car il peut skcrire de la sorte, en particulier avecp = et
M()= My + M () (voir section 1.2.5.2). En revanche, on voit que le syseme gereral dequations
(1.157) ne rentre pas dans le cadre de ces probemesationnaires, car il faut consicerer dans ce cas
une cerivee explicite par rapport au temps.

Probéme dévolution paranete
Pour prendre en compte des cas plus gererau, il faut alors consicerer legprobémes dévolution
qui comportent une cerivee temporelle une fois le syseme discetie. On choisit dans ce second cas de
dierencier explicitement t et p, ce qui mene au probeme dévolution suivant :

Trouver X (t;p) 2 RN tel que :

K(p)@(gtm+ M (p)X (t;p) = C(t;p); 8(t;p) 2 [0;T] D P, (2.138)

avecK (p) 2 RN N Ainsi le syseme gereral dequations (1.157) dans le cas lireaire rentre bien dans
le cadre de ces probkmes en particulier, aveK (p)= K etM(p)= My + M ().
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2.2.2.1.B Mthode RB appligee au probéme stationnaire paranete
La nethode RB permet donc de trouver une approximation X (p) de la solution X (p) au probeme
(2.137) en cherchant celle-ci dans une base eduite

XP)= X «(p); (2.139)

avec comme peedemment 2 RN ™ et X, (p) 2 R™ tels quem << N an que la methode o re un
speedup signi catif.

Probéme stationnaire eduit par la nethode Reduced Basis
La speci cie introduite par la nethode RB est que cette base eduite est determiree automati-
guement par un algorithme ieratif glouton. Celui-ci va enrichira chaque ieration la base eduite
jusqua obtenir une pecision su sante sur l'approximation X (p). Ainsi, la taille de la base eduite
n'est plus xe et cepend de lieration | de l'algorithme glouton. On designe ainsi dans cette section
par X'(p) l'approximation de X (p)a l'ieration RB |. De méme, soient ' 2 RN et X!(p) 2 R' la
base eduite et la solution eduitea l'ieration |. Ainsi on aa l'ieration | :

x'p)='XH(p) (2.140)

@ X! (p) est la solution du probeme eduit obtenu par la projection de Ritz-Galerkin :

Trouver X! (p) 2 R™ tel que :

M1 (p)X;(p) = Ci(p); 8p2DP; (2.141)

avec comme peedemment :
Mi(p)= "M(p) '2R™ ™ (2.142)
Ci(p)= ™C(p)2R" (2.143)

Enrichissement de l'approximation RB
Pour enrichir la solution RB, et donc la base eduite !, la methode repose sur un estimateur d'erreur
'el(p) qui va permettre de ®lectionnera l'ieration suivante |+ 1, la valeur p'*1 2 DP pour laquelle
I'approximation est la moins bonne. Et ainsi, '*! sera enrichie parX (p'*!) :

h i
M= Xt - (2.144)
Estimateur RB

A lieration RB |, I'estimateur d'erreur est base sur le vecteur esidu R'(p). Ce dernier est obtenu en

injectant la solution eduite dans lequation EF initiale (2.137) :
R'(p)= M(p)X'(p) C(p): (2.145)

Finalement, I'estimateur d'erreur RB esta l'ieration |
q
. 1

a(P) = wm(p) RY(p) MK "RI(p); (2.146)

avec M KK |a matrice issue du produit scalaire assocee a la formulation variationnelle permettant
d'obtenir lequation EF (2.137). Pour un probeEme magneto-quasistatique, ce type de matrice aet
& ni dans la section 2.1.3. y (p) est par ailleurs la constante de coercitivie assoceea l'operateur
M (p), que l'on espere strictement positive. Elle est ¢ nie par :

m (P) = min M:

2.147
U2RN KU k? ( )
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E cacie de I'estimateur RB
L'utilisation de cet estimateur peut étre rendu e cace en utilisant une decomposition hors-ligne/en-
ligne. Il s'agit alors de pe-calculer un certain nombre de termesa chaque fois que la base eduite a
et mise a jour. En e et, l'estimateur 'el(p) peut se kecrire :

q
L) = m(p) X{(P)O'(p)XL(p) 2Vi(p)XL(p)+ '(p) (2.148)
avec
o'(p)= "Mip) MKK M(p) '2RM M (2.149)
Vi) = MYp) MK TC(p)2 R" (2.150)
()= Cl(p) MK “C(p): (2.151)

Ainsi, l'expression (2.148) ne fait apparatre que des produits matrice-vecteur de taillem << N et
l'estimateur .,(p) peut étreevalle e cacement, une fois les termes O'(p), V'(p) et '(p) connus.

Remarque 2.11. En pratique, la constante de coercivie \ (p) peut étre compligLee et/ou colteusea
evaluer. Il existe dierentes nethodes permettant d'en calculer une borne inerieure g (p)a moindre
colt. La plus utilie est sans doute la Successive Constraint Method [61], qui permet de trouver une
valeur pour g (p) en esolvant successivement des probemes aux valeurs propres. L'icee est alors
de remplacer \ (p) par g (p) dans (2.146).

Remarque 2.12. L'expression sous la racine caree dans(2.146) cesigne en ealie la norme duale
du esidu R'(p). Pour l'obtenir, il faut utiliser notamment la matrice de norme M KX, Celle-ci aee
suppose constante, mais ce n'est plus vrai lorsque la geonetrie change en fonction de Par exemple
avec une machine en mouvement, la gonetrie et dondv kk yarie en fonction de . Dans ce cas, et
an de ne pas alourdir les calculs, on peut s'a ranchir de cette matrice dans I'expression(2.146). On
e nit ainsi I' indicateur d'erreur Je,(p) par

4= mp R'(P : (2.152)

L' indicateur Jel(p) est quantitativement moins pecis que lestimateur ¢ (p), mais cela ne remet pas
en cause pour autant la methode RB. En e et, les exgeriences numeriques suggerent que éstimateur
!el(p) et I'indicateur Jel(p) ont la méme tendance @ savoir qu'ils atteignent un maximum en méme
temps que lerreur ). Ainsi l'utilisation de l'algorithme glouton reste colerente, méme avec un indica-
teur d'erreur peu pecis.

Methode Reduced Basis appliquee au probéme stationnaire paranete en pratique
L'algorithme 9 permettant d'obtenir une solution eduite par la methode Reduced Basis est nalement
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pesent ci-dessous, dans le cas d'un probeme stationnaire.
Algorithme 9 :  Calcul d'une solution eduite par la nethode RB.
Donrees : i) Un domaine paranetrique discetie Dﬁ D P,
i) Un paranetre utilisateur pour la convergence de l'algorithme .
Fesultat :  Une approximation RB X (p) de taille m sur Dﬁ.
(1) Initialisation de l'ieration RB avec | =1 et de p! 2 Dﬁ (>ee par l'utilisateur ou
akatoirement);
(2) Calcul d'une premere base eduite : 1= X (pl), a X (p?) est la solution du probeme
(2.137) avecp = pt;
(3) Resolution du probeme eduit (2.141) avec | =1 : calcul de X }(p); 8p 2D ;
(4) Calcul de l'estimateur d'erreur L (p) assocea X1(p)= X(p), 8p 2D} ;
tant que  max;opp L(p) > o faire
(1) Incementation de | := | + 1 puis calcul de la valeur dep' maximisant I'estimateur
Ie| '(p) sur Df ;
(2) Enrichissement de la base eduite par la solution du probeme (2.137) avecp = p' :
b= T LX)
(3) Resolution du probeme eduit (2.141) : calcul de X!(p); 8p 2DP ;
(4) Calcul de I'estimateur d'erreur L (p) assocea X'(p)= 'X'(p), 8p 2D} ;

n
Fin de l'algorithme : m=1, = M2RN M X (p)= XM(p)2RMetX = X ((p);

2.2.2.1.C Mthode RB appligeea des probémes devolution

Probéme dévolution eduit par la nethode Reduced Basis
De méme que pour le cas stationnaire, la nethode RB appligieea des probemes devolution consiste
a trouver ierativement une approximation dans une base eduite 2 RN ™ de taille m. Dans ce cas,
onecrita l'ieration RB | :

X'(tp) = 'Xi(tp) (2.153)

al X! (t;p) est la solution du probeme eduit obtenu par la projection de Ritz-Galerkin :

Trouver X! (t;p) 2 R™ tel que :

K'r(m@('g{p) + Mi(P)X1(p) = Ci(t:p); 8(tp) 2 [0:T] D P; (2.154)
avec .
Mi(p)= "M(p) '2R™ ™ (2.155)
Ki(p)= "K(p) '2R™ ™ (2.156)
Citp)= "C(tp)2 R™: (2.157)

Enrichissement de l'approximation RB
La dierence dans l'application de la nethode RBa des probemes stationnaires et déevolution eside
principalement dans la straegie d'enrichissement de la base eduite. En e et, le probeme (2.138)



Reduction des probemes lireaires 81

epend ici non seulement des paranetres contenus dang, mais aussi de la variable temporellet.
Or celle-ci ne doit pas &tre traiee comme un simple paranetre dans le cas de probkmes dévolution
(possedant on le rappelle une cerivee en temps dans lesequations).

La strakgie ceveloppee dans la bibliographie [62] [66] consiste alorsa garder 'algorithme glouton
pour le paranetre p en le couplanta une approche POD pour la variablet. En d'autres termes, un
estimateur d'erreur {,ar (p) permettra de ®lectionner la valeur p'** 2 DP pour laquelle I'approximation

X!(t;p) est la moins bonne. La dierence est qu'il faudra alors esoudre le probeme (2.138) avec
p = p'*1, sur I'ensemble de la discetisation temporelle incluse dans (). Ainsi, chaque ieration RB
ne demande plus une seuleevaluation du syseme de cepart, mais biemN; (on rappelle queN; est le
nombre d'intervalles discetises sur (O;I)). On aura alors comme base eduite pour l'ieration suivante

|
+1 — I,X (tl;p|+l);:::;x (tNt;le) : (2158)

p|+1
la base POD apes troncature, issue des snapshots calcues poyp = p'*!. La base eduite RBa

lieration |+ 1 est nalement donree par : _
i
1= ple (2.159)
Remarque 2.13. A premere vue, on ne voit pas bien pourquoi il est recessaire de traiter la variable
temporellet dieremment de la variable paranetrique p. En e et, on pourrait étre tente de construire
un mockle eduit en consicerant le probéme devolutiona la manere du cas stationnaire. Le probeme
provient de la propagation de l'erreur temporelle au sein du mocele eduit. En e et, lors de letape
d'enrichissement, il s'agira de calculer une solution EF X (tx) pour un tempsty maximisant l'esti-
mateur d'erreur RB. Mais pour pouvoir calculer de facon exacte cette solution, il est recessaire de
connare la solution exacte pour lesk 1 temps peedents, du fait de levolution temporelle.
On pourrait avoir l'icee se servir du mocele RB pour approcher X (tx 1), et ainsi calculer X (tx) a
moindre co(t. Cependant, cette solutionX (tx) ne serait plus exacte mais approctee, menant nalement
a une ckerioration de l'approximation RB.

Estimateur RB
L'estimateur d'erreur RB a ainsi ek etendu aux probemes devolution [62] [66]. Cependant, il est
recessaire que la matriceK (p) soit symetrique ¢k nie positive pour pouvoir le construire. Or pour
les probemes issus de Ilelectrotechnique, la matrice sitiee devant la cerivee temporelle K comporte
recessairement des termes nuls sur sa diagonale. En e et, obtenir une matrid€ n'est possible que dans
le cas a le domaine conducteur recouvre I'ensemble du domaine detudelf. = D). Or la quasi-totalie
desetudes comporte des zones non conductrices, comme dans l'air par exemple. Ainsi, la matrike
est au mieux synetrique semi-c nie positive ce qui ne permet pas de construire convenablement
I'estimateur.

Pour ces raisons, nous ne developperons pas l'estimateur RB dans cette partie. On peut reanmoins
ajouter qu'il est b encore possible de construire un indicateur d'erreur 4 (p) base sur le esidu R'(t:p)
de lequation (2.138) (voir remarque 2.12). Dans son expression la plus simple, on peut utiliser par
exemple

S ZT—
~ar (P) = kR!(t;p)k? (2.160)
0
avec
| (4.
R'(tp) = K(p>@<@g’tp)+ M (P)X'(tp) C(tp): (2.161)

Bien que par (p) Ne possde aucune propree de abilie, celui-ci a gereralement le méme comporte-
ment que l'erreur et peut ainsi &tre utili’e pour le remplacer en premere intention.
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Methode Reduced Basis appligeea des probémes dévolution en pratique
L'algorithme 10 permettant d'obtenir une solution eduite par la nethode Reduced Basis est nalement
pesent ci-dessous, dans le cas d'un probeme devolution.

Algorithme 10 :  Calcul d'une solution eduite par la nethode RB.
Donrees : i) Une discetisation de (0;T) D P :fty;:::tng D |-

Resultat :  Une approximation RB X (t;p) de taille m sur fty;:::;tn,g D ﬁ

(1) Initialisation de l'ieration RB avec | =1 et de p! 2 Dﬁ (»ee par l'utilisateur ou
akatoirement);

(2) Resolution temporelle du probeme (2.138) pour p = pl, puis ceation d'une base POD

(5) Calcul de l'indicateur d'erreur ~%a,(p); 8p 2 Drﬁ’ d'apes (2.160). Celui-ci est assocea
XYtp) = XUtp);

tant que maxpopp +ar(P) > faire

(1) Incementation de | := | + 1 puis calcul de la valeur dep' maximisant l'indicateur
'Jpar(p) sur D ;

(2) Resolution temporelle du probeme (2.138) pour p = p', puis ceation d'une base POD

ol @ partir de ces snapshots : ,i =POD X (t1;p');:::; X (tn,;p")
(3) Enrichissement de la base eduite : ':= ' 1 ;

(5) Calcul de lindicateur d'erreur ~,, (p); 8p 2 D} d'apes (2.160) ;

n
Fin de l'algorithme : m=NbCol( '), = '2RN ™ X,(p)= X!(p) 2 R™ et
X=X «(p);

2.2.2.1.D Inackquation de la nethode RB aux probémes dévolution magneto-quasistatiques

Maintenant que I'application de la methode Reduced Basis aux probkmes stationnaires et devolution
aek pesenke, nous allons revenir sur les deux points qui rendent l'approche relativement peu ap-
propree aux probemes devolution issus de lelectromagretisme basse fequence.

Modakle non certi able
Comme evoqle dans l'introduction de l'approche, la nmethode RB demande a ce que le syseme de
cepart \eri e un certain nombre d'hypotreses. En particulier, les operateurs M () et K() pesents
dans les probemes (2.137) et (2.138) doivent avoir une constante de coercivie strictement positive
an d'en ceduire des estimateurs d'erreur ables.

Or, lorsque le probeme n'est pas jauge, ce qui est souvent le cas dans lesetudes delectromagretisme
basse fequence [67], la constante de coercivie y de M () devient au mieux nulle. En eet, le
caracere non jauge du syseme dequations implique que le noyau de M () est non vide. Ainsi, il
existeZ 2 RN 6 0 tel que

M()Z=0 (2.162)

En particulier, y (2.147)etant le minorant de Y'M ()Y;8Y 2RN,ona vy Z'M()Z=0.
De méme, si le domaine conducteuD. ne recouvre pas lI'ensemble du domaine detudd (ce qui
est le cas dans la quasi-totalie desetudes), la constante de coercivie de l'operateurK (p) n'est pas
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strictement positive. En e et, on rappelle que K (p) dans le probeme dévolution joue le réle de K
dans le syseme dequations gereral (1.157). Or la restriction de cette matrice aux inconnuesA est
Kww B nie par :
Z
(Kww)ij = wi wl dDc (2.163)
D

On voit donc les termes diagonaux K ww)ii, 1 = 1;:::;N4 seront nuls pour les inconnues assocees aux
arétes hors du domaine conducteur (car la conductivie est nulle dansD n D¢). Ceci entrame alors
une constante de coercivie g nulle.

Ainsi, la nullie des deux constantes de coercivie empéche les estimateurs RB d'étre able. Pour
autant, cela ne signie pas recessairement un echec de la nethode dans son ensemble car il est
possible d'utiliser des indicateurs d'erreur bases sur la norme du esidu uniqguement. En e et, ceux-
ci ont tendance a suivre le comportement de l'erreur et ne remettent pas recessairement en cause
l'algorithme glouton RB. Le desavantage principal est reanmoins que le syseme eduit n'est plus
certi able. On rappelle que la certi cation d'un mocele eduit permet de trouver une borne sugerieure
a l'erreur issue de la eduction du moctle. Ceci permet notamment de fournir un mockle eduit avec
une pecision satisfaisant recessairement les exigences de I'utilisateur. CeteEment est un des avantages
principaux de la nethode RB mais n'est malheureusement pas compatible avec lesetudes issues de
probemes magreto-quasistatiques traies dans ce nemaoire.

Inagkquation de la nethodologie RB aux probémes dévolution non paranetes
Enn, le probeme principal de I'application de la methode RB aux probemes issus de la magneto-
quasistatique est la prise en compte de levolution temporelle. En e et, I'algorithme glouton est tes
e cace pour s'attaquera la dimension paranetrigue du probeme, mais demande quand méme une
esolution sur I'ensemble du domaine temporela chaque ieration. Or le probeme greral que I'on
vise a eduire (1.157) n'est pas paranete, il ne cpend intringequement que du temps. Et on a vu
dans la remarque 2.13 que le temps ne peut pas &tre traie comme un simple paranetre pour les
probemes déevolution. Appliquer l'algorithme RB paranetrigue 10 au syseme dequations lireaire
(2.63) reviendrait donca :

1. Resoudre le probeme de grande dimension (2.63) sur [0]
2. Construire une base eduite POD , pour ensuite esoudre le probeme eduit (2.64) sur [0;T].

Ainsi, il faut esoudre le probeme inegralement, pour ensuite le eduire. .. ce qui n'a aucun inerét
car la solution a cepet calcuke. On pourrait alors se limitera un calcul astucieux de snapshots
an de ne pas esoudre l'inegralie du probeme de grande dimension sur [0;T] (voir section 3.2.1).
Neanmoins, l'approche RB appliqieea des probemes dévolution non paranetes n'est autre que la
nmethode POD, et c'est pourquoi nous ne l'appliquerons pas dans ce memoire.

2.2.2.2 Proper Generalized Decomposition

L'approche Proper Generalized Decomposition (PGD) est A encore une nethode ierative. Cette
fois-ci la solution n'est pasa proprement parler recherctee dans une base eduite. En e et, la nethode
PGD suppose que la solution eduite secrive comme une somme de produits de fonctions cependant
chacune d'un paranetre. Pour un probbeme magretodynamique, la solution peut secrire par exemple
comme une somme de produits de deux fonctions, une dependant de l'espace, et l'autre du temps.
Ainsi, l'algorithme PGD propose une nethode permettant de calculer une solution eduite dont la
somme est d'ordrema partir de la solution eduitea I'ordre m 1. Cette nmethode est extrémement
e cace pour traiter certains probemes paranetriques. De plus, une fois la solution PGD calcuke, son
evaluation pour un jeu de paranetres est tes rapide. Cependant, il n'existe que tes peu de garantie
quanta la convergence de la nethode. La PGD est potentiellement applicablea des probemes non
lireaires, mais le processus n'est pas encore tes bien matrie. C'est donc une nethode compligqleea
mettre en place et sans eelles garantie de convergence, mais qui peut s'awerer extremement e cace.
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La PGD est une approche ecente, qui a connu de nombreux ra nements ces derneres anrees
[68] [69]. Elle a notammentek appligiee avec sucesa des calculs necaniques non lireaires grace
a la methode LATIN [70]. Sur les probemes delectromagretisme basse fequence, le L2EP est un
pecurseur des nethodes PGD avec les travaux de Henneron ces 2013 [45] sur un cas test classique,
puis sur un transformateur triphase non lireaire [71]. Plus ecemment, un probeme magreto-thermique
aee traie gracea la PGD [72].

A n de comprendre la dierence signi cative de la PGD avec les autres nethodes de eduction,
nous pesentons brevement I'application de la methodea une classe de probkme tes gererale, avant
de l'adaptera notre cas detude (2.63).

2.2.2.2.A Approximation PGD d'une solution d'un probéme paranetrique
Un des avantages de la PGD est que son formalisme peut s'appliquera une tes grande classe de
probemes issus de la MEF. Ainsi, on propose de c nir un probkme sous une forme tes grerale,
pour ensuite y appliquer la methode PGD.

Soit donc p une variable multi-pararretrique de RIPI 2 DP, on s'ineressea la esolution du probeme
suivant, issu de l'application de la MEF :

Trouver X (p) 2 RN tel que :

H (p;:X(p)) = C(p); 8p2DP; (2.164)

al H est un oerateur cependant de p, agissant surX (p) eta valeurs dans RN . De plus, on suppose
gu'il est lireaire visa-vis de X (p) et susamment egulier de sorte que le probeme (2.164) soit bien
po<.

Exemple 2.4. A nde xerles idees sur l'ogerateur, H(p;), montrons que celui-ci permet de repesenter
le probeme devolution (2.138) pesent dans la section sur la nethode Reduced Basis, et dont on rap-
pelle lequation ci-dessous :

@ (t;p)
@t
Sous la forme gererale (2.164), il n'est plus recessaire de faire la distinction entre les paranetres

contenus dansp et le tempst. On introduit donc p = (t;p) de ni sur [0;T] D P = DP. Finalement,
en posant

K (p) + M (p)X(t;p) = C(t;p); 8(tp)2[0;T] D P;

HBD & UG T KP) QU (P)+ M (P)U () (2.165)

le probeme (2.164) cependant de p se eecrit :
Trouver X (p) 2 RN tel que :

H (p:X(p)) = C(p); 8p2D°P

, K (P) 2 (P)+ M(P)X ()= C(P); 8p 2DF (2.166)

o keELP

d'ai ce qu'il fallait demontrer. Ainsi, la formulation gererale du probeme (2.164) permet de repesenter
un grand nombre de probemes, en particulier les probemes devolution pararnetrique.

Avec la PGD, licce est encore de trouver ierativement une approximation X(p) 2 RN de la
solution X (p).

+ M (p)X(t;p) = C(t;p); 8(t;p) 2 [0;T] D P;
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Decomposition sous forme &paee de l'approximation PGD
Contrairement aux nmethodes pe@dentes, la solution est recherclhee ici sous forme paee, c'esta-dire
telle que :

xn -
X(Puinpp) = F RP) B2 (" () (2.167)
k=1

avec ¥, des vecteurs deRN lesa la discetisation EF, et Ej (), des fonctions deDP eta valeur
dans R, chacune ne cependant que du paranetrep;. En ealie, la cecomposition PGD approche la
solution par une somme de produits de fonctions qui cependent chacune d'un des paranetres. Or,
la dimension spatiale ayant cep ek discetise par la nethode deseements nis, (2.167) fait donc
apparatre une somme de produits des fonctions Ej , multiples par les vecteurs . En ce qui concerne
la terminologie, on designe par mode PGD chacun des vecteurs/fonctions i ou Ej aveck =1;::::m

Remarque 2.14. En principe, la dimension spatiale est traiee de la méme facon que le le domaine
paranetrique. Du fait de I'application de la methode EF, cette dimension aet discetige et "trans-
formee" en espace vectoriel discret de tailleN . C'est pourquoi le mode EF [ est en ealie un vecteur
deRN.

A n de souligner la dierence dans la forme de l'approximation d'avec les methodes pe@dentes,
on cesigne par Xgrg (p) la solution Reduced Basis tkeveloppee dans la section pe@dente. On rappelle
que celle-cietait recherctee dans une base eduite 2 RN ™ (de taille m) sous la forme :

XRre (P1;::55Pp) = X v (P13 11 15Pypj) (2.168)

S P) (2.169)

1
=
X
- x
—~
o
e

k=1

@ ¢ cesigne dans cette section 1a™e colonne de , et XK(p) la K™ ligne du vecteur de taille m
X (p). En comparant (2.167) avec (2.169), on voit que la nethode PGD permet de rechercher une

cependent chacune du paranetre p; uniqguement. En e et, enecrivant
Xf(Pitipp) = RP) (P2 ™ (p); (2.170)

les deux decompositions (2.167) et (2.169) deviennentequivalentes.
C'est dans cette decomposition que esidea la fois la force et la faiblesse de la PGD :
| Si l'approximation en produit de fonctions (2.170) existe, alors celle-ci est extremement com-
pacte et rapidea interpoler. En e et, la repesentation RB peut devenir tes colteusea mesure
gue le nombre de paranetresjpj augmente. En consicerant, par exemple, que chacun des pa-
rametres pj, j = 1;:::;jpj, est discetie sur une grille de d valeurs, le stockage de chacun

entre deux valeurs de paranetresp et p recessite Zevaluations. Avec la PGD, le stockage
de XK(p;::iipp) = RH(PL) R2(p2)::: E‘p‘(pjpj) demande la ceation de jpj vecteurs | de
taille d, soit seulementdjpj termesa stocker au total. De méme, l'interpolation lireaire peut

se faire sur chacune des fonctions Ej et ne demande donc que ppj evaluations (2 par mode

P R(p)et J(p)). Par exemple, consicerons un probeme avecjpj = 7 paranetres
chacun discetie sur une grille de 20 valeurs. Avec la nmethode RB, on a besoin de stocker
jpi¢ =720 10° valeurs et le coOt d'interpolation est de 2° = 128. En utilisant la PGD, le
colt de stockage tombeadjpj = 140 pour une interpolation lireaire recessitant seulement

2jpj=2 7 = l1l4evaluations.
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| L'existence de la decomposition (2.170) n'a rien devident. Par exemple la simple fonction
XK(p1;p2) = p1+ p2 pose cep probeme. En e et, il n'existe pas de fonctions El( ) et EZ( ),
chacune ne tependant que d'un seul paranetre, telles que El(pl) Ez(pz) = pp + p2. En pra-
tique, cela se traduit par une grande variabilie quanta I'e cacie de la nethode en fonction
des types de probemes sur lesquels sont appliqles la PGD : certains exemples se cecomposent
naturellement sous la forme (2.167) et o rent ainsi une bonne convergence tandis que d'autres
demanderont un grand nombrem de modes PGD avant d'o rir une pecision satisfaisante.

Approximation ierative PGD
Comme pour la nethode RB, la PGD est une approche itrative permettant d'a ner l'approximation
au fur eta mesure des ierations. Pour ce faire, on suppose que nous sommes a l'ierationl de
l'algorithme et que nous disposons donc d'une approximation PGDX' 1(p) de la solution X (p) telle
que :

1
X' Yp)= X Ppy) i P (P (2.171)
k=1

Il s'agit alors de determiner X'(p), que I'on peutegalementecrire

! X Pipi
X'(p) = PR (') ERE (1) (2.172)
k=1
=x" 1)+ ¥ M) (o) (2.173)

ai on le rappelle, X' 1(p) est connue car cetermireea l'ieration PGD pe®dente. L'algorithme PGD
a l'eration | consiste alorsa ceterminer uniquement ¥, P*(p1);:::; :O””'(pjpj).

Pour ce faire, on adoptera une approche de t%/pe point xe. Celle-ci consistea calculer successi-
vement chacun des modes PGD {; Ipl(pl); 25 P (pypj), en supposant les autres connus. Lorsque
chacun des modes névolue plus au cours des ierations du point xe, on consicere que celui-ci a
converge, et on passe alorsa l'ieration PGD suivante : | ;= | + 1.

Dans un premier temps, il convient donc d'exprimer le vecteur esiduR'(p) issu de I'approximation
X!(p)a lieration PGD |,a savoir :

R'(p)= H p;X'(p)  C(p): (2.174)

Cetermination du mode PGD EF
A n de ceterminer le mode lea la discetisation EF I, on suppose que les modes paramnetriques
ij (Pj)j=1::jpj SONt ceg connus (pour linitialisation, on pourra par exemple prendre des valeurs

akatoires, constantes, ou bienegale a celles de l'ieration PGD peedente : f’j (pj) = |pj 1(j))-
L'algorithme consiste alorsa rechercher | en annulant la projection du esidu selon lesjpj modes

.....

jpj» trouver {2 RN tel que :

| *pj Pj '
R(p); D () =0: (2.175)
j=1 DP
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Lequation (2.175) repesente ainsi une projection sur I'espace paranetriqueDP du esidu R'(p) (ce ni
sur le domaine EF disceti® RN et sur le domaine pararretrique DP). En d'autres termes, (2.175) se
eduita uneequation ne cependant plus du paranetre p mais seulement de la discetisation EF. En
e et, le produit scalaire sur DP a permis deliminer la variable paranetrique p. Un calcul explicite
montrant cette simpli cation sera pesent dans le paragraphe (2.2.2.2.B).

Betermination des modes paranetriques
Le méme principe est utiliee a n de determiner le mode paranetrique |pq tependant du paranetre
Pq 2 DPa. On supposera donc que tous les modes misa part Fq sont connus. La projection du esidu
R'(p) est cette fois-ci ealie sur RN (DP n D) et non plus sur I'espace paranretrique tout entier
DP. On c nit alors lesequations (2.176), chacune permettant de ceterminer le mode F“. On a ainsi
ipi probemes paranetriquesa esoudre successivement :

Connaissant f’j () et [, trouver Fq(pq) :DPal R telle que :

j8q
3 +
Y o
R'(p); " (p) =0: 8pg2DP (2.176)

iéq RN D P

al I'on a introduit Dg = DP n DPs, le domaine paranmetrique contenant lesjpj 1 paranetres pj,
avecj 6 . Lequation (2.176) a alors pour unique inconnue p; 2 DPi. En e et, le produit scalaire
h;igy p P projette le esidu R'(p) sur RN D g permettant ainsi deliminer toutes les dimensions

excepee celle leea pq.

Indicateur d'erreur
La methode PGD permet donc d'aneliorer I'approximation au | des ierations. De ce fait, il est
recessaire de possder un estimateur/indicateur d'erreur an de savoir quand arréter l'algorithme.
Le ceveloppement d'un estimateur d'erreur robuste avec la PGD est & encore complique sur des
cas d'application industriels. En e et, le probeme peut ne pas étre bien pos, comme on a pu le voir
peedemment avec la mrethode RB dans la section 2.2.2.1.D. Cependant, il est une fois de plus possible
d'utiliser un indicateur d'erreur, qui bien que ne possdant pas de garantie able, permet d'estimer si
le mockle a converge ou hon.

En premere intention, le calcul de la norme du esidu R' 1(p) RN p p PEUt SEembler une bonne
icke. En e et, celui-ci est un repesentant de l'erreur qui diminue en méme temps que celle-ci. Cepen-
dant, cette approche recessite le calcul explicite deR'(p), 8p 2 DP. Comme on le verra par la suite,
sonevaluation peut devenir tes colteuse lorsque le nhombre de paranetregpj augmente. L'icce est
donc d'utiliser un indicateur d'erreur base sur la convergence seule de I'algorithme PGD. On introduit

ainsi ngd’ l'indicateur d'erreur PGDa lieration | et e ni par :

pa= X'(0) X' Yp) (2.177)
Il convient ks lors de discuter de la cokerence du choix de cet estimateur, ainsi que le codt de son
evaluation.

Premerement, ce choix d'estimateur est relativement courant pour les nmethodes ieratives (par
exemple pour Newton-Raphson ou le Point Fixe). En e et, il permet de mesurer si un algorithme a
converg (dans le sens au continuer I'algorithme ne ferait que modi er de facon regligeable I'approxi-
mation). De plus, lorsque le probeme est bien pose, on peutegalement montrer que
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avec une constante cependant de l'ogerateur M (p) (lequivalent de la constante de coercivie avec
le produit scalaire surRN D P).

Deuxemement, le colt de calcul de I'estimateur :Ogd & ni par (2.177) peut semblerequivalent
sinon plus grand que celuide R' 1(p) RN p »- Mais gracea la repesentation £paee, |'approximation

prend tout son sens. En e et, d'apes (2.173), on peut eecrire l'indicateur d'erreur comme
pa= X'(P) X" MR) (2.179)
v
) : (2.180)
j=1

RN D P

Or, la norme d'un produit de fonctions dont chacune ne cepend que d'un paranetre peut se ecrire
comme le produit des normes, c'esta-dire :
ypi

:Ogd: K Ken " (p) oo - (2.181)
j=1

Lequation (2.181) gerere en ealie un calcul au codt tes mocee. En e et, si chacun des paranetres
est discetie sur d points, la complexie calculatoire passe de O(N jpjd)a O(N jpjd) grace a la
$paration des fonctions.

En n, nous auronsegalement besoin d'un criere pourevaluer la convergence du point xe pour la
boucle PGD. En notant par ['ogerateur calculant la dierence d'une fonction entre deux ierations

successives du point xe, on choisit d'utiliser le criere :Of suivant

x X! 7 () by
k |kRN + | | Dp] (2182)

B
P g T o

PGD avec misea jour
Enn, la convergence de la PGD peut étre fortement anelioee en utilisant une etape de mise a
jour. Celle-ci intervienta la n du calcul de chaque ieration PGD. Cetteetape facultative consistea
recalculer 'ensemble des modes PGD relatifsa un seul des paranetres, et ainsi d'obtenir une meilleure
base. A n de ne pas impacter fortement le codt de calcul, il faut choisir un paranetre pour lequel la
discetisation ne gerere pas un nombre trop important d'inconnues. Typiquement, la dimension EF
etant gereralement celle possdant le plus grand nombre de deges de liberk, la phase de misea jour
ne sera pas eali®e sur les modes PGD EF §, mais plutét sur les modes paranetriques.

Apes la convergence du point xe a lieration |, il s'agira de mettre a jour les modes PGD
R w21..» @ Py est le paranetre retenu. Pour ce faire, il s'agira de esoudre le probeme sui-
vant:

Trouver les | modes PGD ( [*(pu))i<y .
* +
Yo
Rp: & () =0; 8 =1;:::; 8p,2DM (2.183)
j6u RN D 5

Le probeme peedent gerere lequations qu'il peut étre plus simple de repesenter sous la forme d'une
equation matricielle de taille I. Pour ce faire, on concatne les modes PGD inconnus E”(pu) -

dans une fonction vectorielle Pu(p,) 2 R' 1 tel que saké™® ligne soitegalea P (pu)- Le probeme
(2.183) devient en utilisant (2.167) et (2.174)
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Trouver Pu(py) 2 R' 1, fonction vectoriellea valeur dans R' telle que :

MPu(py) P (pu)= CP(py) 8py 2DM; (2.184)

avecM Pv une matrice caree de taille I, et CPu(py) un vecteur de taille I, Ces deuxeements sont alors
e nis par :

+« 0 1 +
Y , Y ,
(MP)y ()= H@p; M)A X () (2.185)
j6u jsu RN D P
* v + u
(CP) (p)= C(); ¥ P(p) : (2.186)
jéu RND P

Algorithme grerique PGD
Finalement, I'algorithme gererique PGD (11) est pesent ci-dessous.
Algorithme 11 : Calcul d'une approximation PGD sur le probeme stationnaire paranete
(2.137).
Donrees : i) Un domaine paranetrique DP.
i) pgd €t pf, deux paranetres pourevaluer la convergence de l'algorithme.
iii) facultatif : un parametre p, sur lequel ealiser la misea jour.
Fesultat :  Une approximation PGD X (p) de taille m.

Initialisation | := 1 et de l'indicateur d'erreur 'pgd = pgdtl;
tant que L 4> pgd faire
Initialisation des modes paranetrique :oj =100

Initialisation de I'estimateur point xe :
tant que 1 > o faire

Resoudre (2.175) pour trouver [ ;
‘ Resoudre (2.176) pour trouver ™ (pg) ;
n

Calcul du criere de convergence du point xe :Df equation (2.182));

n
(facultatif) : Misea jour des modes les au paranetre p, €quation (2.184)) ;
Incementationde | ;= 1+1;

Calcul de l'estimateur de convergence PGD :Ogd d'apes lequation (2.181)

n
P -
Fin de lalgorithme : m:=1 letX(p)= [ ¥ P(p1) R2(p2)::: E‘p‘(pjpj)

Maintenant que l'algorithme gererique de la PGD aet introduit, nous allons pesenter son appli-
cation au probeme qui nous ineresse,a savoir le syseme dequations lireaire (2.63).

2.2.2.2.B Application de la PGDa un probéme dévolution temporelle lireaire
Nous allons maintenant adapter la nethode PGD au probeme devolution temporelle (2.63), dont on
rappelle lequation ci-dessous

dX (t)
dt

K + MX (t)= CU (t); 8t 2 [0O;T]:
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Approximation ierative PGD
Le probkme (2.63) ne cependant que du temps et de l'espace (discetie par la methode desekments
nis), nous recherchons donc une approximationX (t) de la solution X (t). En remplecant p part avec
jpj =1 dans (2.167), X (t) est recherchee telle que

xn
X(t) = Q) (2.187)
k=1

A n de souligner le lien avec les nmethodesa posteriori, on choisit de changer quelque peu les notations
dans cette section. Ainsi, I'exposant 'x" des vecteurs deRN % est abandonre tandis que le jeu de
modes temporels }(t) est cesormais noe X X(1). (2.187) se eecrit alors :

xn
X(t) = KX K(): (2.188)
k=1
Finalement, en concaktnant les  dans une matrice =( 1;:::; m) 2 RN m et Iesxl‘(t) dans

X(t)= X ((1); (2.189)

ce qui revient au méme type d'approximation qu'avec la RB ou les nethodesa posteriori pesenees

peedemment. En e et, lorsque le nombre de pararetres total est de 2 (ici I'espace et le temps), les
dierentes decompositions sont semblables. Ceci n'est cependant plus vraia partir de 3 paranetres

(voir paragraphe 2.2.2.2.A).

Approximation ierative PGD
L'approximation PGD est toujours cetermiree ierativement. A l'ieration |, il s'agit donc de ceterminer
uniqguement | et X!(t). En e et, on a d'apes (2.173)

xI(t)y= X" J)+ X! (t) (2.190)

avec on le rappelle, X' 1(t) cetermireea l'ieration PGD pe@dente.
Pour ce faire, nous aurons besoin de I'expression du esidR'(t) :

R'(t)= K dx;jlt(t) +MX'(t) CuU(@®) (2.191)
Ou encore
R'(t)= K |dxdlt(t) +M X+ KdXIdtl(t)+ MX' 1(t) CuU (t): (2.192)

Dans l'expression peedente, seuls les deux premiers termes du membre de droite sont inconnus.
Ceux-ci seront cetermires gracea un point xe.

Cetermination du mode EF
Pour ceterminer |, on suppose queX | (t) est cep connue. Ainsi, | est recherchee comme la solution
du probeme suivant

ConnaissantX | (t), trouver | 2 RN tel que :

D E
RIVX;() - =0 (2.193)
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Le produit scalaire du esidu R'(t) (cependant de I'espace et du temps) par une fonction temporelle
(ici X/(t)) donne uneequation matricielle de taille RN (repesentant le paranetre spatial EF). An

de convaincre le lecteur, on peut cetailler le calcul de cette quantie :
!

b, o E dX;(t) D, e
R'(t); X, (t = X(t K+ X ()X (t M
OXr O AU rOXO
* 4zl Lt + : (2.194)
KT()+ MX' L(t) CuU (1);X! (1)
[0;T]
Le probkeme (2.193) peut en e et se eecrire :
ConnaissantX | (t), trouver | 2 RN tel que :
( K+ M) =D; (2.195)
avec | et | des scalaires eels, eD un vecteur deRN qui sont ¢ nis par
dX K(t
K= drt();xr'(t) k=10 (2.196)
D ) | E [0;T]
= X/ ()X, (t : k=1;::: 2.197
0T OXFOXO (2.197)
et
* I +
dx! (t
D= CU(t) kXM yx Yyx (b : (2.198)

dt
[0T]
que I'on peut eecrire en cecomposant la partie spatiale et temporelle :
D | E
D =C U(t);X,(t
OX®

e IXEO.

K X (1)
o1 dt 0:7] (2.199)
K1 D E
Mo XEOX )
k=1 [0:T]
En reprenant la ¢ nition des ¢ (2.196) et  (2.197), D s'exprime simplement par
D E X1 K1
D=C U)X (1) Kok WM (2.200)
T ey k=1

(2.195) fait donc apparatre une equation matriciellea N inconnues. De plus, (2.200) montre que
la complexie du calcul du membre de droite est grandement eduite en utilisant la forme spaee
de l'approximation PGD. Ainsi, il ne s'agira que de produits matrice-vecteur (K X et M K) et
d'inegrations temporelles ( ¢ et ). Ceci permet deviter la construction explicite du terme spatio-
temporel R'(t).

Betermination du mode temporel
A n de ceterminer le mode temporel X/ (t), on suppose cette fois | connu. Le probeme PGD temporel
est alors
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Connaissant |, trouver X/ (t), tel que :
D

R'(t); |

E

0:

N (2.201)

Lequation (2.201) est ici uniguement & nie
esidu aek projet selon

D E

dans le domaine temporel, car la composante spatiale du

|. Pour s'en assurer, examinons le cetail de ce produit scalaire.

|
SUCTINNNE e S VISTO)
R t (2.202)
0 dX' () thg el 1 t
IKT+ |MX (t) |CU(t)
Le probeme PGD temporel (2.201) peut ainsi se eecrire
Connaissant |, trouver X/ (t), tel que :
|
Dm0 = da); (2.203)

avec | et m| des scalaires eels, etl(t) une fonction temporelle sur [QT]. Ces derniers sont ¢k nis par

K =

myg =
et
d(t) =
Oou encore
d(t)=JCU (1)

Ko k=11 (2.204)
Ko k=1 (2.205)
iCU (1)
X1 o BXEO
k=1 dt (2.206)
X ! t k
M X E(t)
k=1
X1 oaxke X!
K Jt( ) miX K (t): (2.207)
k=1 k=1

Ainsi, le probeme (2.203) ne cepend que du temps et ne demande qu'au pealable le calcul desy
(2.204) et my (2.205) a n d'etre esolu. Nuneriquement, ce probkme peut se esoudre en discetisant

l'intervalle temporel [0;T] et en appliquant
temporelle.

Indicateur d'erreur

un sctema d'Euler implicite an de simplier la cerivee

D'apes (2.181), l'indicateur d'erreur adapt au probeme spatio-temporel skcrita l'ieration PGD | :

ngd:k IkRN X:(t) :

: 2.208
[0:T] (2.208)

De méme, l'indicateur de convergence point xe adapta un probeme spatio-temporel secrit

N

|

pf —

(2.209)
i RY kX (Okp:T)
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PGD avec misea jour
Appliquer la phase de misea jour au probeme dévolution temporelle lireaire (2.63) consistea recal-
culer les modes temporels X X(t) K=l ool - Pour ce faire, il sut de esoudre le probeEme eduit (2.64)
issu de la projection de Ritz-Galerkin. Ainsi, apes la convergence du point xea l'ieration |, la mise
a jour consistea esoudre le probeme suivant :

Trouver X, (t)= XK(t) ., .., 2 R tel que
ax ,(t
K, d“t( ) 4 M, X, (t)= C,U(t); 8t2 ][0TI (2.210)
avec
Ky = 'K ;
M, = ™M ;
C,= 'C:

Algorithme PGD adape au probéme dévolution temporel
Finalement, l'algorithme PGD (12) adapt au probeme devolution lireaire (2.63) est pesent ci-
dessous.
Algorithme 12 :  Calcul de l'approximation PGD du probeme dévolution magreto-
guasistatique (2.63).
Donrees : i) Un domaine temporel [O;T].
i) pgd €t pf, deux paranmetres pourevaluer la convergence de l'algorithme.
Resultat :  Une approximation PGD X (t;p) de taille m.
Initialisation | := 1 et de l'indicateur d'erreur

bod = pod*1;
tant que 4> pgd faire
Initialisation du mode temporel X! (t) (par exemple par une valeur constante ou telles que
Xi(t)= X (1) ;
Initialisation de I'estimateur point xe :
tant que 1 > o faire
Resoudre (2.195) pour trouver | ;
Resoudre (2.203) pour trouver X (t) ;

Calcul du criere de convergence du point xe :Df equation (2.209));

ot = pf +1;

n
(facultatif) : Misea jour des modes temporels gquation (2.210)) ;
Incementationde | ;= 1+1;

Calcul de l'estimateur de convergence PGD :Ogd d'apes lequation (2.208)

n
P
Fin de l'algorithme : m:=1 letX(t)= ., kXK()

2.2.2.2.C [Decomposition a ne de l'ograteur

Jusqua pesent, peu dhypotteses ont ek faites sur l'ogerateur M (p) ou le second membreC (p)
lorsque I'on souhaite appliquer la PGD. Cependant, si I'on veut que celle-ci soit e cace, il est recessaire
que l'operateur H(p;) possede une forme epaee (ou tout du moins, puisse étre approchee sous une
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telle repesentation). L'ogerateur H(p;) est cecomposable sous forme ®paee, s'il peut sécrire tel
que :

R -
Hp:) = MIMP(pOMP(p) s MPP (i) (2.211)
i=1
Wi
= M MP(p) (2.212)
i=1 j=1

avec lesM X des matrices deRN N | etlesM ipj (pj) des operateurs paranetriques chacun ne cependant
que du parametre p;. En particulier, des probkmes non stationnaires peuvent étre repesenges par un
tel operateur, comme on le montrera dans I'exemple (2.5). L'expression (2.212) est en quelque sorte le
pendant de I'approximation PGD, mais pour l'ogerateur. En e et, cette repesentation, si elle existe,
signi e que l'ogerateur H(p;) est ceccomposable en une somme dgM j produits d'operateur, chacun
ne cependant que d'un seul paranetre. De méme, I'algorithme PGD n'est \eritablement e cace que
lorsque le second membre possde lui aussi une repesentation sous forme spaee :

¥Ei ypi

C(p)= C* CP(p); (2.213)
=1 j=1

avec lesC¥ des vecteurs deRN, et les CE" (pj), des fonctions paranetriques chacune ne cependant que
du paranetre p;.

Montrons maintenant pourquoi cette ceccomposition coupkea I'approximation PGD rend le calcul
extrémement e cace. Lors de la esolution des probemes (2.173) et (2.176), il s'agit de gglculer la

projection du esidu R'(p) sur le produit de jpj termes parmi | | (p1);:::; ijpj(pjpj) . Ainsi,
lequation (2.175) permet de trouver [ tel que
R'(M):  P'(y) =0 (2.214)
j=1 DP

En utilisant (2.174), le membre de gauche de (2.214) se eecrit

* L + * . + * . +
Vsl Pl Pl

R'(): P = H pX'(p) ;5 () Cp): () (2215
j=1 DP i=1 DP j=1 DP
Nous allons maintenant voir que le produit scalaire sur l'espace paranetriqueDP peut se eecrire
en une somme de produits scalaires sur chaque sous-espace unidimensiori®l, chacun etant tes
rapide a calculer. Ainsi, le premier terme du membre de droite de (2.215) se eecrit en utilisant la
repesentation £paee de l'ogerateur (2.212) et de I'approximation PGD (2.167) :

' ¥ T y - +
H pX'(p) 5 D) = MIMP () K R e (2.216)
j=1 DP j=1i=1 k=1 j=1 Dp
Rix ¥ i *
= MEE MPm) ) ) (2.217)
i=1 k=1 j=1 j=1 P
i "y i *
= MEE O MPmE) P () (2.218)
i=1 k=1 j=1 j=1 P
i Vi
= ME K M) R ) e (2.219)

i=1 k=1 j=1
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La lirearie du produit scalaire permet de passer de (2.216)a (2.217), tandis que linvariance des
guanties spatiales vis-a-vis dep permet d'obtenir (2.218). En n, lequation (2.219) montre comment

la complexike calculatoire est eduite gracea la repesentation paee : au lieu de calculer un produit
scalaire enjpj dimensions, le calcul se eduita jpj produit scalaires unidimensionnels. En n, le calcul
de la projection du second membre (second terme du membre de droite de (2.215)) se eduit par la

méme approche en :
* +

v o e
CP: ) = cf S TME) o (2.220)
j=1 DP i=1 j=1
En ce qui concerne le jeu dequations (2.176) dont chacune permet de trouver Fq(pq), la méme
temarche peut etre appligwee. Ainsi, la projecticin du esidu est cette fois-cCi
+

+
| xY Pj | xY Pj
R'(p); | I = H pX(p) ; | I
i8q RN D P i8q RN D P
400x v + 4. (2.221)
cp; P
iéq RNDE

Il s'agira alors d'utiliser la ®paration des dierents operateurs en utilisant la méme demarche que

ci;dessus. On aboutit nalementa
+

Y W i Y S
HopXlp) o 7 = MPC R T MPRG P s (2222)
i6q RNDg i=1 k=1 i6q
et

* + .
xY pj )@J Pq X x-Y Pj Pq

C(p); | | = CRCE; i G e (2.223)
i6q RND P iFL j6q

q
Exemple 2.5. La decomposition sous forme a ne de l'ogerateur est naturellement appliqiee dans le
cas du probeme lireaire (2.63). En e et, le syseme dequations egissant ce-dernier peut se eecrire

H (EX (1) = CU(t); 8t2[0T]; (2.224)

al l'oerateur H (t; ) posede une repesentation naturellement sous forme £paee. En e et, ce-dernier
skcrit

H(t)= X M XM (1) (2.225)
avec -
MX =K Mi(t) = ;jt (2.226)
M%=M Mi(t) =idy; (2.227)
avecid; la fonction identie. On retrouve alors
H@tX (@)= K o(ljt + M X(t) (2.228)
dX (t)

= K + MX (t) (2.229)

De méme, le second membreCU (t) est directement sous forme ane. En eet, on a dapes
(2.101)
Xi
CU(t)=  cu'(b): (2.230)
I=1
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2.2.3 Evaluation des nethodes de eduction lireaires

A l'exception de l'approche RB qui n'est pas adapte aux probemes devolution temporelle (voir
paragraphe 2.2.2.1.D), les nmethodes de eduction lireaires pesenees peedemment vont étre ap-
pligiees au probeme magretodynamique lireaire issu de I'exemple 1.3.1, dans le cas d'une source de
courant dont la forme d'onde est de type caree. Le maillage a quanta luiee pesent dans la gure
1.16.

2.2.3.1 Paranetres du moale de eérence

La simulation aet ealise sur 240 pas de temps correspondanta 6 periodeselectriques,a raison
donc de 40 points par periode et pour une fequencef = 1kHz. Le temps de calcul assoce a ce
probeme est de 0,55s sur un Intel Core i7-4600U. Le trae de ekrence des trois grandeurs globales
(pertes joules,energie magretique et ux cape par la sonde) est pesent dans les gures 2.6, 2.5 et
2.7.

Figure 2.5 { Evolution de lenergie magretique dans D au cours du temps

Figure 2.6 { Evolution des pertes Joules dan®D. au cours du temps

2.2.3.2 Paranetres des nethodes de eduction lireaires

Dans ce nemoire, les nethodes de eduction pour traiter le probeme lireaire sont donc la POD,
la CVT, la projection d'Arnoldi, la BPOD et la PGD avec mise a jour. Pour la POD et la CVT,
les snapshots consicees sont ceux issus des premiers pas de temps de la simulation. De plus, on
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Figure 2.7 { Evolution du ux magretique capt par la sonde au cours du temps

etudiera aussi les esultats de la POD lorsque les snapshots sont ealies dans le domaine harmonique,
pour les mémes pulsations que la BPOD. Dans ce cas, on prend comme snapshSts S; equation
(2.118)) correspondant aux snapshots de controlabilie calcukes avec la BPOD. En e et, l'information
harmonique est souvent extrémement riche et cette etude permettra de dierencier la nethodologie
propose par la BPOD de la qualie des snapshots utili’es. An de dierencier la POD lorsque les
shapshots sont ealises dans le domaine temporel ou harmonique, on designe par FPOD cette dernere
approche, tout en insistant sur le fait qu'il s'agit bel et bien de la POD et non d'une quelconque autre
variante.

A n déevaluer les nethodes de eduction, on choisit de comparer leur pecision en faisant varier
S, un paranetre reetant la complexie assoceea la construction du moctle. Celui-ci est ¢ ni de la
facon suivante pour chacune des approches :

| Avecla POD etla CVT, scorrespond au nombre de snapshots dans la matrice. En particulier,
ces snapshots sont calcuks sur les premiers pas de temps de la simulation. On ira ainsi jusqua
40 snapshots ce qui correspondanta la premere geriode electrique (la simulation est ealiee
sur 5 periodes au total).

| Pour la projection d'Arnoldi, ces esolutions correspondent au nombre de moments hy calcues
d'apes lequation (2.95).

| Pour la BPOD et la FPOD, s correspond au nhombre de pulsationd 1;:::;! s pour lesquelles
on calcule des snapshots dans le domaine harmonique. Ainsi, on e ectue avec la BPOD 2
esolutions harmoniques (s pour les snapshots de contrélabilie, s pour ceux d'observabilie).
Quant au choix des pulsations, celles-ci sont calcuges par la formule suivante ; = 2 fk= 4,k =

I+ = 21f . Ceci permet de prendre en compte les plenonenes transitoires : si on ne prend
gue des snapshots avec des pulsations multiples dg, alors l'information contenue dans les
snapshots est de nature purement eriodique.

| Ennavec la PGD, le nombre s correspond en ealie au nombre de modes PGD. En patrticulier,
s est ici bien inkrieur aux nombres de esolutions EF puisqu'il faut plusieurs esolutions EF au
sein du point xe PGD pour ceterminer chaque mode (en pratique, on peut limiter le nombre
d'ierations du point xea 4 ou 5 tout en obtenant une bonne pecision). De plus, c'est la
variante avec misea jour qui aet utiliee ici car elle permet d'aneliorer grandement la qualie
de l'approximation au prix d'un cott de calcul suppementaire limie.

A n de comparer la pecision des dierentes approximations, on c nit I'erreur relative  , assocee
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a une grandeur vectorielle ou scalaire par la formule suivante :

v Rt 2
_f o ky(®)  y(Okidt
Y T ky (k2 dt

(2.231)

avecy( ) et y(t), les grandeurs calcukes avec le moctle EF et eduit respectivement, efl = 5=f la
duee totale de la simulation.

Ainsi, on comparera les erreurs relatives assocees a lenergie magretique, aux pertes joules, au
ux cape par la sonde et en na l'inconnue EF X4.

2.2.3.3 Comparaison des nethodes

Les erreurs relatives assoceesa lenergie magretique, aux pertes joules, au ux dans la sondes et
a l'inconnue EF X o sont respectivement pesentes dans les gures 2.8, 2.9, 2.10 et 2.11.

Figure 2.8 { Evolution de l'erreur sur lenergie magretique en fonction de s (repesentant la com-
plexie du moctle eduit)

Figure 2.9 { Evolution de l'erreur sur les pertes joules en fonction des

On observe qu'excepk la BPOD, les nethodes de eduction exhibent des comportements colerents,
a savoir que plus la complexie du mocele s augmente, plus I'approximation eduite devient pecise.

On voitegalement que les nmethodes bases sur des esolutions harmoniques, en particulier celles
d'Arnoldi et de la FPOD sont particulerement pecises. En e et, le domaine spectral concentre un
maximum d'informations sur un signal lorsque celui-ci est faiblement oscillant.
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Figure 2.10 { Evolution de I'erreur sur le ux magretique cape par la sonde en fonction de s

Figure 2.11 { Evolution de l'erreur assoceea l'inconnue EF X 5o en fonction des

En ce qui concerne la POD et la CVT, les esultats sont extremement semblables. Ceci s'explique
d'une part par le fait que ces deux approches se basent sur les mémes snhapshots, et donc sur la méme
information. D'autre part, on a vu dans la remarque 2.8 qu'une SVD est appligLee sur la base eduite
CVT une fois celle-ci calcuke, an d'aneliorer la stabilie du syseme eduit. En d'autres termes,
on applique une POD sur la base eduite CVT, d'ai les esultats extremement semblables des deux
approches.

De plus, la PGD apparat comme la nethode base sur une esolution non harmonique la plus
pecise, car sa courbe de convergence est tes proche de celle d'Arnoldi ou de la FPOD. Neanmoins,
repesente ici une ieration PGD. Or chaque ieration PGD demande plusieurs esolutions du syseme
EF. Ainsi, on verra que le co0t de calcul assocea la PGD est plus important que celui de la POD
pour une méme valeur des.

Finalement, la BPOD remplit ses attentes mais dcoit egerement : d'une part, elle concentre
I'essentiel de sa pecision sur le ux magretique, au cetriment des autres grandeurs. Neanmoins, on
voit que la FPOD qui se base sur la méme information spectrale que la BPOD o re une pecision
comparable sur le ux cape par la sonde,et est bien meilleure sur les autres quanties. En n, I'approche
BPOD pesente des instabilies nurnreriques. Celles-ci sont dues notammenta la projection de Petrov-
Galerkin qui asyrretrise le syseme eduit, et peut faire par & méme, perdre les proprees de stabilie
des operateurs.

Enn, la table 2.1 pesente le speedup (par rapport au moctle EF) o ert par les nethodes de
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eduction pour s 2 f 10;,20;30;40g9. Le temps de calcul consicee comprenda la fois la construction du
syseme eduit (calcul des snapshots compris), ainsi que la esolution du syseme. On voit logiqguement
que plus s augmente, plus le speedup diminue. De plus, les nmethodes bases sur la technique des
shapshots dans le domaine temporel (POD et CVT) sont les plus rapides.

Table 2.1 { Speedup obtenu grace aux nethodes de eduction sur le probbEme magretodynamique
lireaire

POD CVT Armoldi BPOD FPOD PGD

s=10 25 13,5 14,4 4,7 9,3 7,2
s=20 13,1 3 6,8 2,3 4,1 2,9
s=30 7,6 1 4,7 15 29 1.3
s=40 6,8 3,5 0,4 0,9 1 2,2

2.3 Conclusion sur les nethodes de eduction lireaires

Pour conclure ce second chapitre sur les methodes de eduction dans le cas de probemes lireaires,
on pesente le tableau ecapitulatif 2.2 des nethodes de eduction lireaires investiglees.

Table 2.2 { Tableau comparatif des nethodes de eduction lireaires

POD CVT Armoldi BPOD FPOD PGD

pecision + + +
rapidie + +
facilie dimpementation  + + +
robustesse + + + - + +

A l'exception de la BPOD et la nethode RB, les nethodes de eduction sont particulerement
e caces et robustes. En e et, méme si la CVT et la POD grerent des erreurs plus importantes,
celles-ci semblent raisonnables compaee a celle issue d'une mocklisation par EF, qu'on estime de
I'ordre de 10% sur les probemes industriels.



Chapitre 3

Mockles eduits robustes de probémes
non lireaires

Les nethodes de eduction par projection permettent donc de eduire e cacement des probkmes
lireaires. A n de pouvoir utiliser ceux-ci dans des applications industrielles, deux enjeux restent
a relever :

1. Le premier eside dans l'utilisation de moctles eduits a n de simuler des probemes com-
plexes, en particulier non lireaires. En e et, on verra dans la suite que les nethodes de
eduction pesentes dans le second chapitre deviennent presque ine caces lorsque des non-
lirearies sont pesentes dans le syseme déquations. Cependant, certaines approches per-
mettent de prendre en compte ces non-lirearies e cacement et ainsi d'obtenir des gains
d'acekration congquents sur des cas d'application ealistes.

2. Le second enjeu rekve de la robustesse du mockle. En e et, eta cause des non-lirearies
notamment, le mockle eduit peut devenir impecis ou instable. Il est donc recessaire de
possder un estimateur d'erreur permettant devaluer lecart entre le mocele EF et le mockle
eduit a n de garantir la colerence des esultats obtenus.

Ce troiseme chapitre se compose ainsi de trois parties : une premere traitera des nethodes per-
mettant de eduire le colt de calculs des termes non lireaires, la seconde pesentera quelques tech
niques permettant d'aneliorer la robustesse du mocele eduit. En n, la dernere partie pesentera
l'indicateur d'erreur permettant devaluer la pecision du moctle eduit.

3.1 Reduction des probémes non lireaires

Maintenant que les dierentes approches de eduction ontet introduites, il s'agit de les appliquer
e cacement au probeme gereral non lireaire avec mouvement (1.157{1.158). Les dierentes approches
pesenees peedemment @ savoir la BPOD, la CVT, la POD, la projection d'Arnoldi, ou méme la
PGD) permettent donc de trouver une base eduite 2 RN ™ dans laquelle on approche la solution
X(t) par X(t) :

X(t)= X ¢(t); 3.1

avec X, (t) 2 R™, I'approximation dans la base eduite.

Hormis pour la PGD sans misea jour, cette approximation de la solution est recherctee en pratique
en adoptant une approche de type Galerkin (voir section 2.1.2). Celle-ci consistea projeter le syseme
eduit dans deux bases et (avec =  hormis pour la BPOD), menant ainsi au syseme eduit
de taille m (2.36). On & nit alors le probeme eduit suivant, issu d'une projection de Galerkin sur
(1.157{1.158) :
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Trouver X, (t) 2 R™ tel que

dX (t)

K
Tt

+(M () M (X () X (t)= CrU(L); 82 [OT];; (3.2)

et trouver ((t) 2 R tel que

2
ddtrzft)+fMd(;t(t)= B (X )+ wm(t) (3.3)

JIm

avec les dierents matrices/seconds membres & nis par (2.37{2.40) et rappekes ci-dessous

r= K (3.4)
M.(r)= ‘™M (r) 5 (3.5)
M(X ;)= ™M(X |) : (3.6)

P = tc: (3.7)

Dans ce syseme dequations, I'angle de rotation du rotor est cesormais not [, non pas parce qu'il
est repesent dans une base eduite (inutile car c'est un scalaire), mais, parce que son calcul est issu
de l'approximation X de X dans la base eduite

La methode d'Euler Implicite esta nouveau appligee, ce qui permet d'obtenir le probeme eduit
disceti®e en temps :

Trouver XK 2 R™ tel que
K K
L+ M (H+M (X K Xk=cCcuk+ XKL k=1;:10N, (3.8)

et trouver ( K*1; k*1) 2 R2? tel que
8 f
< k= TM K+ — B(X O+
M M ck=0;::0:Ny 1 (3.9)

k+1 — k k+1 .
r - r+ r .

>

Finalement, lequation non lireaire (3.8) peut étre esolue en appliquant la methode du Point Fixe
ou de Newton Raphson pesentes peedemment sur le syseme EF (1.171). Pour lesequations issues
du syseme eduit (3.8), le probeme de Newtona l'ieration | et au pas de tempsk consistea trouver
XX tel que :
i

k h k I 1 k
:Xr;j 1 Jr(X 1) Rr(X 1) (3.10)

r r

a Jr()2R™ MetR, ()2 R™ designent la jacobienne eduite et le esidu eduit respectivement. lls
sont e nis par

()= 130) (3.11)
Ri()= 'R(); (3.12)

avecJ() et R(), la jacobienne et le esidu du syseme EF & nis dans l'annexe B.2.
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3.1.1 Position du probéme sur la eduction de moakles non lireaires

A premere vue, la esolution du syseme eduit non lireaire avec mouvement (3.2) o re un speedup
important si m << N . En e et, les nethodes de eduction permettent de passer d'un syseme initial
de N inconnuesa un probeme eduit possedant seulement m deges de libere. Ainsi, la esolution
de lequation (3.10) semble fortement acekee du fait de la diminution du nombre d'inconnues.
Cependant, lorsque le syseme déetude est compos d'un domaine ferromagretique non lireaire et/ou
d'un autre en mouvement, un second facteur vient temperer les avantages o erts par les nethodes de
eduction. Ainsi,a chaque pas de discetisation temporelle k, et pour chaque ieration j de l'algorithme
de Newton, le calcul de la jacobienne eduited; ( X ';l 1) et du esidu eduit R (X 'r‘J 1) Gererent
un colt de calcul important. En e et, ces deux termes ne peuvent étre calcues dans la base eduite
directement mais recessitent un calcul dans la base EF (c'esta-dire avec une complexie calculatoire

cependant de N).

Complexie assocee au calcul du esidu eduit
A n de mieux comprendre le coat induit par la non-lirearie ou le mouvement avec les moceles eduits,
on cetaille ci-dessous le calcul du esidu eduit d'apes (3.12) et (4.41) :

K
R(X & D= ' —+M (H+M(X K D X &, ‘'cuk

rj rj rj

K
k1 (3.13)

— KT
= —LX§ i
I {z o {z

Dans l'expression pe@dente, les termes sitles au-dessus de la premere accolade sont ceux dont le
calcul peut étre enterement eali® dans la base eduite : il ne s'agit que de produits matrice-vecteur de
taille au plus m. La complexie assocee est donc incependante de la taille du syseme de cepartN . En
revanche, les deux matriceM , ( X 'r‘J 1) etM . ( Ky sities au-dessus de la seconde accolade varienta
chaque pas de tempg, voireegalementa chaque ieration de Newton j pour la matrice M (( X 'ﬁj 1)
Examinons donc la complexie assocee au calcul des deux matriced , ( K) et M ( X 'r‘J 1)-
Pour la matrice de mouvementM ., ( ¥), celle-ci est relativement peu limiee car son calcul recessite
seulement

1. Le calculdeM ( K) pour chaque pas de temps. Celle-ci ne varie donc pas au cours des ierations
du Newton-Raphson. De plus, son calcul peut étre rendu tes rapide par une impementation
e cace de l'algorithme Overlapping (voir section 1.2.5.2).

2. La projection de M ( X) dans la base eduite par la relation suivanteM ., ( )= ™M ( ¥)
Or, la matrice de rotation M ( K) est extremement creuse car elle provient de I'assemblage
de la bande OverlappingD (voir section 1.2.5.2). Ainsi, toutes les lignes et colonnes de la
matrice M ( K) correspondant aux inconnues ne touchant pas la bande Overlapping sont nulles.
Finalement, le coat de calcul de la projection deM ( ¥) dans la base eduite est limie.

Au contraire, le calcul de M ( X 'r‘J 1) est tes coateux du fait de :
1. La projection de la solution eduite dans la base EF :X}‘ 1= X
de la matrice M (). Cetteetape a une complexie en O(mN ).

2. L'assemblage de la matriceM (). M8me en assemblant paement la partie lireaire et non
lireaire, le calcul de M () recessite de parcourir lesN ' eements sittes dans le domaine ferro-
magretique non lireaire (voir section 1.2.8). Or, cette partie constitue bien souvent celle com-
portant le plus deements dans lesetudes. Ainsi, 'assemblage de cette matrice est erO(NJ')
avec bien souventNQ' plus petit mais de l'ordre de N.

3. La projection dans la base eduite deM () : M,(X X ) = M(X kK ) . La com-

rj rj
plexie assocee est en premere intention de O(mN log(N)), et peut étre acekee notam-
ment en assemblant directement le vecteur d&RN M, ( X 'r‘J 1) X 'r‘J 1 plutdt que la matrice
M (X K )2RN N multiple par X K ;2RN.

rj rj

K
XK 1 Cruk ZLRXE T+ M(X K DEM () XY }1: (3.14)

k

rj 1, €N vue de l'assemblage
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Complexie assocee au calcul de la jacobienne eduite
En ce qui concerne la matrice jacobienne eduite, la situation est identique. En e et, on peut cccomposer
son expression de la m&éme manere que pour le esidu, nous menant ainsia

k _ K k. Ky
‘]r(x rl l) |{z} +T]r(x rj ]{)Z+ M ,r( rg' (3-15)

al Jr() estissue de la projection dans la base eduite dd() = %() (ck nie dans l'annexe B.2) :

J(X K D= XK D (3.16)

Ainsi, on voit que les deux matricesJ,( X 'r‘.j 1) et M . ( Ky sitiees sous la seconde accolade dans

(3.15) varient au fur eta mesure de la esolution nunerique. A linstar du esidu, c'est surtout
levaluation de J,( X 'r‘J 1), lee au comportement ferromagretique non lireaire, qui a ecte le temps
de calcul. En particulier, son calcul requiert :

1. La projection de la solution eduite dans la base EF :X[ ;= X § ;,enO(mN).

2. L'assemblage de la matricel( ), en O(NQ').
3. La projection dans la base eduite ded : J,(X K )= 'J(X X ;) ,enO(mN log(N)).

rj rj
Ainsi, les methodes de eduction pesentes pe@demment ne su sent pas pour traiter e cacement

les probemes non lireaires. Nous allons donc pesenter dans cette section deux approches permettant
de eduire le temps de calcul lea levaluation de la jacobienne eduite et du esidu eduit.

3.1.2 Acetration du calcul des termes non lireaires

Dans cette section, nous allons donc pesenter deux familles de nmethodes permettant de eduire
le coOt de calcul des termes non lireaires, tout en se couplant naturellement avec les nethodes de
eduction pesentes peedemment. L'ingedient principal de ses approches eside dans la cetermination
d'un masque contenant les inconnues EF les plus repesentatives dans le domaine non lireaire notam-
ment. Lesequations seront ensuite interpokes ou projeees sur ces composantes, a n d'acekrer les
calculs non lireaires.

La premere famille de methodes se base sur l'interpolation des quanties non lireaires. Parmi ces
approches, on retrouve principalement la (Discrete) Empirical Interpolation Method [6] [7] ((D)EIM) et
la Gappy POD (GPOD) [8]. Ces deux nmethodes ontek teveloppees dans des contextes tes dierents,
mais permettent de diminuer la complexie du calcul des termes non lireaires de manere tes similaire.
En e et, elles permettent d'interpoler le terme non lireaire en ne calculant sa valeur que sur certaines
composantes. En particulier, on verra que la GPOD peut étre vue comme une greralisation de la
(D)EIM.

La seconde famille revienta modi er la base de projection de facon astucieuse, dans le but
de limiter le calcul des termes non lireaires. On peut alors parler de nethodes de Petrov-Galerkin.
Cette approche aet introduite dans deux domaines dierents, sous le nom de I'Hyper-Reduction
(HR) [10] et de la Missing Point Estimation (MPE) [73]. La nethode HR, adapte aux probemes EF
issus de la mecanique du solide, ne diere de la MPE, introduite dans le contexte des Volumes Finis
pour les probemes de necanique des uides, que par la methode de construction du masque. Bien
gue posedant des bases mattematiques moins solides que celles issues de l'interpolation, ces deux
approches ontet appligees avec sucesa des probemes complexes issus du domaine de l'ingenierie
[74] et semblent o rir une bonne robustesse.

Les deux sections suivantes pesentent donc comment eduire le cott de calcul des probemes non
lireaires par projection, ou interpolation. Ensuite, les dierentes nethodes permettant de construire
le masqueZ seront expliciees.
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3.1.2.1 Acetration du calcul non lireaire par interpolation (D)EIM/GPOD

Comme on le verra par la suite, la GPOD peut etre interpeee comme une greralisation de la
(D)EIM. An de clari er I'expoge, on choisit de pesenter dans un premier temps la (D)EIM, pour
ensuite introduire la gereralisation de I'approche gracea la GPOD.

A n de eparer de facon optimale les termes lireaires et non lireairesaevaluer, on injecte dans I'ex-
pression du esidu la decompaosition de la matriceM () en sa partie lireaire et non lireaire (pesente
dans l'annexe B.3). On a alors

K K
R(Xjk): —+ M (Il.()+ M in Xjk CUk f:Xk 1y IVInI Xjk Xk (317)
| {z }

Dans l'expression pe@dente, les termes sitles sous la preméere accolade ont une cependance lireaire
par rapporta XJ!‘ et pourront donc etre eduits e cacement. C'est donc le terme M X}‘ Xjk qui

concentrera donc I'essentiel de I'e ort nunerique. On introduit alors la fonction vectorielle non lireaire
G()a valeur dans RN, qui est c nie telle que

yAS—

G:U2RN7! G(U)= My (U)U 2RN: (3.18)

Le but de cette approche est ainsi de trouver une approximation dés () a n de eduire la complexie
assoceea son calcul.

3.1.2.1.A Approximation du terme non lireaire en base eduite

A linstar des nmethodes pesenees peedemment, la (D)EIM permet de trouver une approximation
dans une base eduite. Cependant, ce n'est plus la solution qui est approctee cette fois-ci, mais di-
rectement le terme non lireaire G (). Ainsi, cette base eduite sera dierente de , celle utilisse pour
approcher la solution EF X . Soitdonc 2 RN 9, la base eduite de taille g dans laquelle est approctee
G (). L'approximation (D)EIM G () skcrit alors

G:U2RV 7! GU)= G, (U)2RN; (3.19)

avec doncG, () 2 R9Y, les coordonrees eduites deG () 2 RN dans la base . la encore, si la taille
de la base eduite g est plus petite que celle de la dimension du probeme totalN, I'approximation
sera plus rapidea calculer.

An de construire la base eduite , la methode POD est utilise (voir section 2.2.1.1.A). La
premere etape consiste donca gererer une base de snapshots, permettant ensuite d'en ceduire une
base eduite. Cette fois-ci cependant, ces snapshots ne sont pas extraitsa partir de la solution EF
X mais sont issus du vecteur non lireaireG (). Ainsi, soit T 2 RN S, la matrice de snapshots non
lireaires dans laquelle sont concatrees dierentes instances du terme non lireaire G (). Par exemple,
si I'on dispose d'une matrice de snapshots sur la solutioX , S2 RN S, on peut construire T telle que

T =(G(S1);G6(S2);:::5G(Ss)) (3.20)

Ensuite, la base eduite est cetermiree en appliquant la POD-SVD (voir section 2.2.1.1.B) sur la
matrice de snapshots non lireairesT . On factorise ainsiT 2 RN S en

T=Us 3V (3.21)

avecU s 2 RN S, less vecteurs singuliersa gauche,V s 2 RS S, les s vecteurs singuliersa droite,
et 3 la matrice caree contenant less valeurs singuleres deT sur sa diagonale. Apes troncaturea
l'ordre g, on obtient nalement , la matrice dans laquelleG () est approctee par la relation suivante

=Ug2RN ¢ (3.22)
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Remarque 3.1. On pourraitegalement utiliser une PODenergetique pour le calcul de la base eduite.
Cependant, cette approche na paset abordcee dans la literature. On peut sans doute I'expliquer par
le fait que G() est une quantie analogue au esidu. Elle appartient donc a l'espace dual de celui
sur lequel estetabli la formulation variationnelle. Concetement, il faudrait appliquer la demarche de
la POD energetique (voir section 2.2.1.1.B), mais le calcul de la matrice de corelation recessiterait
alors l'inverse de la matrice de normeM kX & nie par (2.51). En e et, la matrice de corelation se
calcule dans ce cas par la relation suivante :

1
MKK =Tt mkk T (3.23)

. . : . 1
Lorsque le domaine est xe, cette approche est ainsi possible mais coOteuse de par le calcul bk~ T .
De plus, dans le cas de domaine en mouvement, la matrice de norme varie en fonction de la position,

et la ¢ nition de la matrice de corelation sitiee ci-dessus n'est de ce fait plus valide.

Voyons maintenant comment ceterminer les coordonrees eduites deG () dans , G, () 2 RY.

3.1.2.1.B Interpolation du terme non lireaire par la (D)EIM
A n de determiner une approximation en base eduite G() de G(), la (D)EIM va se baser sur le

sera cetaile dans la section 3.1.3.3. Pour le moment, faisons juste I'hypottese que ces composantes
sont astucieusement choisies et permettent de bien repesenter le terme non lireaire.
D'un point de vue algebrique, il s'agit d'extraire g lignes parmiN G( ), correspondant aux indices

zj = [ (3.24)
Finalement, la slection desg composanteszy;:::;zg du vecteur G( ) secrit :
[G( )](21:2::;29) = ZG(): (3.25)
A n de clari er lecriture par la suite, on introduit la notation suivante :
Ujz= ZU; (3.26)
de sorte que (3.25) skcrive :
[COlz1529) = Glz(): (3.27)

La cetermination de G, () par la (D)EIM est nalement base sur I'hypotrese suivante : I'ap-

.....

d'autres termes, on rechercheG( )= G, () telle que

Gijz()= Gjz() (3.28)
ou encore en ceveloppant I'approximation G( ) en base eduite

jzG; () = Gjz(): (3.29)
Or, on verra par la suite que la matrice de masque est cetermiree de telle sorte qu& = jz2 RY 9

soit inversible. Si cette condition est bien \eriee, alors on peut facilement ceduire de (3.29) I'expression
de G, ():

G, ()=( iz) *Giz() (3.30)
et nalement, I'approximation (D)EIM G( ) de G () skcrit d'apes (3.19) et (3.30)
G()= ( iz) 'Giz(): (3:31)
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3.1.2.1.C Interpolation grerali®e du terme non lireaire par la GPOD
La Gappy POD est une nethode introduite en 1995 [8], donc presque 10 ans avant I'EIM dans le
domaine de la reconnaissance faciale. L'approche aet introduite dans le but de reconstruire une image
a partir de la connaissance de seulement quelques pixels. En pratique, il faut ceterminer au pealable
une base de donrees d'images, que l'on trie par la nethode POD-SVD. Ensuite, cette base permet
d'interpoler sur les pixels manquants, au sens des moindres cares. Dans le contexte de la eduction
de moctles, cette nmethode peut etre utilisee en remplacant la notion d'image par des vecteurs non
lireaires, et celle de pixels par les composanteg.

La GPOD permet alors de greraliser la (D)EIM dans le sens ai le nombre de composantes dans
la matrice de masqueZ n'est plus recessairementegala la taille de . En particulier, cela permet de

a cereraliser l'inverse de  jz par sa pseudo-inverse dans la ¢ nition deG (3.31). En e et, dans ce
cas |z est une matrice rectangulaire de tailleg g, et n'est pas inversible sig > g. L'approximation
par interpolation gereralisee par la GPOD est alors

G()= ( iz)" Giz(); (3.32)

a A* 2 R2 A ksigne la pseudo-inverse de la matriced 2 RA 2. En particulier, sia l'instar de  jz,
le nombre de lignesA de la matrice A est sugerieura son nombre de colonnes, la pseudo-inverse est
e nie par

At =(A A) 1A ; (3.33)

a condition que la matrice A A soit inversible. En pratique, la matrice jz a toutes les chances de
disposer d'une pseudo-inverse tant que le nombre de composantes slectionreggeste bien inerieur
a la discetisation EF N.

Pour obtenir ce esultat, il sut de repartir de I'approximation de G dans sa base eduite . Dans
(3.29), on cherchaitG, () tel que I'approximation G()= G, () soit exacte sur les composanteg :

jzGr ()= Gjz(): (3.34)

Cette hypothese est cependant trop complexe dans ce cas. En e et, on approch® par G a l'aide des
gfonctions 1;:::; 4. Onadoncgdeges de libere. Cependant, on cherchea \eri er 'exactitude de
I'approximation sur g composantes. On a alorg contraintes. On cherche donca esoudre un probeme
possdant g inconnues pourg > g contraintes. Le syseme (3.34) est alors sur-dimensionre. Bien que
ce-dernier n'ait pas de solutions, il est cependant possible de le esoudre au sens des moindres cares.
Ainsi, en multipliant (3.34) par ( jz)', on a

(i)' izG, ()=( i2)'Giz(): (3.35)

En supposant que ( jz)! jz est inversible, alors on obtient

(i) iz T( i2)'Giz() (3.36)
( iz)" Giz(); (3.37)

et permet ensuite d'obtenir de la m&me manere que pecdemment le esultat (3.32) espee.

Enn, l'avantage o ert par l'approximation GPOD (3.32) est que celle-ci redonne directement
I'approximation (D)EIM lorsque g = g. C'est pourquoi on parle de cereralisation. Ainsi, on choisit
d'exprimer par la suite le terme non lireaire avec son interpolation gereraliee GPOD (3.32) a n d'étre
coterent avec les deux approches.

G ()

Remarque 3.2. A premere vue, la methode GPOD n'a que peu d'inerét car elle demande un e ort
de calcul suppkmentaire et ne permet de esoudre le probeme d'interpolation uniquement au sens
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des moindres cares. Le premier point est incontestable, car il fautevaluer le terme non lireaire G
sur cesormais g > g composantes. Cependant, |'approche GPOD a tendance a stabiliser le syseme.
En eet, un des probemes avec l'approche (D)EIM est que le moctle eduit n'terite pas des pro-
prees de stabilie du moctle complet. En e et, on verra dans lequation (3.57) que méme siJ, est
synetrique, son approximation eduite J,.; une fois la (D)EIM appligqieea toutes les chances d'étre
non synetrique, ce qui peut se traduire par des instabilies nuneriques. La GPOD ne permet pas de
synetriser le syseme, mais reanmoins, on observe en pratique que cette nethode permet d'aneliorer
la convergence dans le cas al la (D)EIM fait cefaut.

3.1.2.1.D Calcul e cace des termes non lireaires dans la base eduite

On a donc vu comment construire une approximationG () du terme non lireaire G() gracea la

(D)EIM et la GPOD. Nous allons maintenant montrer en quoi cette approximation permet de eduire

fortement la complexie du calcul en base eduite. Premerement nous verrons comment calculer ef-
cacement le esidu eduit, directement dans la base eduite, et deuxemement comment calculer la

Jacobienne eduite du nouveau probeme de Newton.

Calcul e cace du esidu eduit
Pour ce faire, on introduit I'approximation R(X}‘) du esidu R(Xjk) lorsque le terme non lireaire a
et approcte avec une des deux nmethodes d'interpolation :

K K
R(Xjk): —+ M ( 'l,()+ M jin Xjk CUk *Xk Ly G Xjk (338)

Apes, projection dans la base eduite gauche et en approchant X par X = X , on a le esidu
eduit interpok :
K
Rr(X}(): —+ M i ( Ir()"' M jin;r X K

r;j

K
C/Uk =Xk '+ G, Xf (3.39)

al les matrices eduites K, M ., et C, ont cepet ¢k nies dans (2.37), (2.38) et (2.40) respectivement.
Par ailleurs, M jipr 2 R™ ™M et G,( )a valeur dans R™ sont de méme ¢ nis par :
Miiny = "M (3.40)
G()= 'G(): (3.41)

Examinons en quoi levaluation de Gr(X}() peut &tre rendue tes rapide par une decomposition
astucieuse des produits matriciels. Ainsi, d'apes (3.32) et (3.41), on a

Gi(X1)= ' ( j2)" Gjz(X]) (3.42)
ou encore
G/ (X}) = QGjz(X[); (3.43)
avec la matrice rectangulaireQ 2 R™ 9 de dimension eduite, c nie par
Q= ' ()" (3.44)

C'est dans (3.43) que eside toute I'e cacie de l'approximation par interpolation. En e et, la
matrice Q ne cepend pas deX, et peut donc étre pe-calcuee une fois les bases eduites et les indices
Z connus. Cette matriceetant de petite taille (m lignes, etg colonnes, avean;g << N ), levaluation

en-ligne du terme non lireaire esiduel G, X}‘ recessite seulement :

Gjz(XK) 2 R9, avecg << N .
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2. Le produit de la matrice Q de taille eduite m g, avec le vecteursz(Xjk), lui aussi de taille
eduite g. La complexie de cette ogeration est en O(mg) au lieu de O(mN ).

Remarque 3.3. Leévaluation du terme sz(X]k) peut étre davantage acekee en tirant parti des
ekments nis d'ordre 1 utilies. En e et, 'assemblage de la composante zx du terme non lireaire
G(Xjk) ne recessite la connaissance que dﬁ}‘ sur les plus proches voisins de l'inconnuey. Soit donc

que leszy elles-mémes). Alors levaluation desg composantes desz(XJk) ne recessite que la valeur
de X"J-k sur les § composantes. En d'autre termes,

Gjz(X[) = ZGjz(ZX{) (3.45)
= Gjz(ZX §) (3.46)
= Giz( IpX5): (3.47)

Ainsi, il est possible de pe-calculer la matrice  j,2 RY ™ an de eduire la complexie de la projection
deX'r‘;j . Celle-ci passe alors d&O(Nm)a O(¢m).

Calcul e cace de la Jacobienne eduite
Maintenant que le terme non lireaire peut étreevalle rapidement dans la base eduite, voyons comment
obtenir la jacobienne de ce nouveau probeme non lireaire. Pour ce faire, il convient de remarquer que
le esidu eduit R, de ni par (3.39) est une fonction qui cepend a priori de X = X . Or, la base
eduite  etant >ee, celui-ci ne cepend en ealie que de la solution eduite  X,. Ainsi, la jacobienne
eduite du probeme (D)EIM, J, est ¢ nie par

@R,

J U 2R™ 71 J(Uy) = (Uy)2R™ ™M: (3.48)
@
En developpant avec U, = X‘;;j , on a alors :
K @s
Jrzfr"'M;r(lr()"‘Mlin;r"'@(r(x jk;r)3 (3.49)
r

Il ne reste plus qua cetailler la cerivee du terme non lireaire, que I'on note J,, 2 R™ M. D'apes
(3.43),0n a

@5,

Tuie = e (X fr) (3.50)
= Qz gfr(x ) (3.51)
=Qz g( X Jkr )g(;r, (3.52)

al la dernere ligne aee obtenue en utilisant la loi de cerivation compose

@ _ @&,

= — : 3.53
@, @ @, (3:53)
Or d'une part, la transformation permettant de passer deX,;a X estX = X , da
@ _ @X
= 3.54
e, @& (3:59

= (3.55)
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D'autre part, la matrice %() est exactementJy (), & nie dans I'annexe B.3. Ainsi, la partie non
lireaire de la jacobienne eduite est nalement

Joir = QZI (X K) (3.56)
= Qlniz(X §) (3.57)
la encore, levaluation de la matrice de dimension eduite J,. est peu colteuse lorsque les

operations sont e ectles selon un ordre astucieux. Ainsi, il s'agit de

1. CalculerJdyjz( X ‘;l ) 2 R9 N Cette matrice corresponda la ®lection desg lignes de la matrice
jacobienne Jy, . Par conquent, il s'agit de g lignes de taille N, mais "creuses" du fait des EF.
De plus, sonevaluation peut étre davantage aceee en ne projetant la solution eduite que sur

2. Le produit matriciel de Jnjz( X 'r‘J ) avec . Or la premere matrice etant creuse, la matrice
esultante de taille eduite g m peut &tre obtenue rapidement.

3. Le produit matriciel de deux matrices de taille eduite : Q 2 R™ 9 avecdyjz( X ';J ) 2RY M
permettant d'obtenir nalement J,., 2 R™ M.

3.1.2.1.E Algorithme de Newton-Raphson appliqee au probéme eduit avec interpo-

lation

On est cesormais en mesure d'appliquer la methode de Newton appliqiee au probeme eduit avec
interpolation. On obtient donc le probeme de taille eduite suivant :

Trouver Xy; 2 R™ tel que

h i
X¥ =X 1 B(XE ) Re(Xy ) (3.58)

avec la jacobienne eduite interpoke J; () & nie par (3.49) et le esidu eduit interpok R (), par
(3.39). L'algorithme 13 esume alors comment impementer e cacement la methode de Newton Raph-
son appliqiee au probeme eduit avec interpolation :

Algorithme 13 :  Newton Raphson applige au moctle eduit interpok

Donrees : Un vecteur initial X'r(;o- Typiquement, on prend X * ou le vecteur nul.
Resultat :  Le vecteur solution X X,

Initialisation de j =letde = +1;

tantque (j =1 <N®™ et > ) faire

Interpolation de la partie non lireaire de la jacobienne J,, (X 'r‘J 1) €quation (3.57)) ;
Interpolation du vecteur non lireaire G, (X 'r‘J 1) €quation (3.43)) ;

Calcul de la jacobienne eduite interpoke J; (X 'ﬁj 1) €quation (3.57));

Calcul du esidu eduit interpoe R (X 'r‘J 1) €quation (3.39));

Calcul de X §; , (3.58) ;

Calcul de I'erreur assoceea X @ = Ri(Xf) ;

Incementation : j :=j +1;
n

Sauvegarde de la solution X ¥ = X ;

Remarque 3.4. L'algorithme du point xe s'obtient lui naturellement avec la (D)EIM ou la GPOD.
Cependant, il ore en pratique une moins bonne convergence que l'algorithme de Newton-Raphson,
c'est pourquoi nous nous limitonsa la pesentation de ce dernier.
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3.1.2.1.F Autres variantes

La Gauss Newton Approximated Tensor [75] aeeegalement introduite dans le contexte de l'interpo-
lation au sens des moindres cares par la GPOD. Cependant, l'icee est ici de construire deux bases
eduites  :une premere g pour approcher le esidu R, et une seconde ; qui serviraa interpoler

le terme J() . Ensuite, une esolution au sens des moindres cares permet de esoudre le syseme
eduit. Cette approche permet notamment d'aneliorer la stabilie du moctle eduit, mais sa construc-

tion demande un large colt memoire, et est ainsi peu adaptea nos probemes. En e et, lors du calcul
dess snapshots, la matrice n'est pas encore construite. Ainsi, on ne peut pas calculer les snapshots
des termesJ() 2 RN ™, || faut donc sauvegarder less matrices J(S) 2 RN N k=1;::::s,an

de pouvoirevaluer dans un second temps](Sx) , une fois la base eduite  calcuke.

En n, Peherstorfer propose dans [76] d'utiliser non pas une mais plusieurs bases d'interpolation
pour approcher G( ), dans une nethode appeke la Localized DEIM (LDEIM). Le choix de la base se
fera en fonction de la valeur d'un certain paranetre. Par exemple dans le cas d'un machine tournante,
la LDEIM pourrait permettre d'interpoler le terme non lireaire par une premere base si 2 [0; ], et
dans une seconde si 2 [ ; 2 ]. La nethode permet notamment d'aneliorer la pecision et la stabilie
du mockle eduit, au prix d'une construction du mocele pendant letape O ine plus complexe et plus
lourde.

3.1.2.2 Aceération du calcul non lireaire par projection de Petrov-Galerkin

Avec ce type d'approches, il n'est pas recessaire de construire une base d'interpolation de type
non lireaire . En e et, seule l'approximation de la solution dans la base eduite  sut. Un des
autres avantages est que la nethodologie s'applique directementa partir de lequation non lireaire
(type point xe ou Newton), ce qui rend son impementation plus directe. En reprenant les arguments
de la remarque 3.4, on limitera l'application de ces approchesa la nethode de Newton, car celle-ci
o re en pratique une bien meilleure convergence.

3.1.2.2.A Projection du syseme sur un masque
Ainsi, reprenons lequation de Newton du probeme ereral (1.180) appliqgea X = X ., l'approxi-
mation de X dans . Ennotant X K = XK X ;, (1.180) se eecrit

X K DX 5 =RXE (3.59)
Lequation matricielle (3.59) d'inconnue X} 2 R™ est donc un syseme surdimensionre deN lignes
pour seulementm inconnues. A n de esoudre le probeme, l'icke est d'utiliser une approche de type
Galerkin en multiplianta gauche (3.59) par ! aboutissanta un syseme eduit care et inversible.
Cependant, on a vu dans la section peedente que proeder de la sorte gerere un coat de calcul
prohibitif du fait des termes non-lireaires, car il s'agit de constamment eevaluer et projeter dans la
base eduite.

A n de pallier ce probeme, l'icee introduite dans [73] et [10] est de multiplier (3.59) par une
matrice de masqueZ 2 R9 N permettant de slectionner g > m composantes (et dont on cetaillera
la construction dans la suite de cette section). On a alors

ZI(X K )X K =ZR(X K ) (3.60)

rj r r;j
ou avec la notation jz,

I (X 1) X Riz(X & 1): (3.61)

rj

k
rj

Le syseme n'est alors plus care, maisa l'avantage d'etre plus rapide aevaluer. En e et, pour les
meémes raisons enonees peedemment, levaluation de J;, () ne demande que le calcul dey lignes
creuses au lieu deN >> g pour J().
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3.1.2.2.B Algorithme de Newton Raphson appliqe au probéme eduit avec projection
oblique
La methode introduite dans l'article original de la Missing Point Estimation (MPE) [73] et de I'Hyper-
Reduction (HR) [10] pour esoudre le syseme rectangulaire (3.61) est de le multiplier par la transpose
deZ = jz.Onaalors:

tZtza(x ko) x K= ZIZR(X K ) (3.62)

rj rj rj
Finalement, en introduisant ~, la base eduite de taille m c& nie par
~=27'7z ; (3.63)

on remarque que le syseme (3.62) est en ealie issu d'une projection de Petrov-Galerkin de lequation
de Newton (3.59) sur ~. Ainsi, le probeme de Newton par projection oblique se eecrit :

Trouver X K 2 R™ tel que

~tJ( X 'gj ) X ‘;;j = ~“'R(X 'r‘;j ): (3.64)

L'algorithme 14 esumant nalement I'approche par projection est pesent ci-dessous :
Algorithme 14 :  Newton Raphson applige au moctle eduit interpok

Donrees : Un vecteur initial X,'.‘;O. Typiquement, on prend X * ou le vecteur nul.
Resultat :  Le vecteur solution X ¥.

Initialisation de j =letde = +1;
tant que (j =1 <NJ® et > ) faire
Calcul de la projection oblique deJ sur ~: ~'J =( 'Z2)ZJ(X 'r‘J )

Calcul de la projection oblique du ResiduR sur = : R '=( !'Z)ZR (X 'r‘J )
Calcul de X, solution de (3.64) ;
Misea jour de X, : Xy = Xf 1+ X

Calcul de l'erreur associaeax‘éj : jk: Rt

k.
rj o

Incementation : j :=j +1;

n

Sauvegarde de la solution XK = Xk

rj ;

Remarque 3.5. La projection du syseme rectangulaire (3.61) sur jz n'est pas la seule facon d'ob-
tenir une solution. Ainsi, il aete propoge ecemment dans [77] d'utiliser une esolution au sens des

t
moindres cares. Cela revient concetementa multiplier lequation  (3.61) par J;, ( X 'r‘J 1) , me-
nanta un syseme care et synetrique.

3.1.3 Construction du masque

Les deux types d'approches pesentes peedemment reposent sur une matrice de masqueconte-
nant les composantes selon lesquelles on projettera ou interpolera les dierents termes. Dierentes
heuristiques ont alors et proposes an de ceterminer Z. Ainsi, les premiers crieres de slection
introduits dans le cadre de la MPE (2004) et de I'HR (2005) sont plutét empiriques et n'ont pas de
justi cations mathematiques tes solides. Neanmoins, ces nethodes s'appliquenta des probemes in-
dustriels, et apparaissent comme une premereebauche des nethodologies suivantes. Ainsi, la (D)EIM
sortie 3 ans plus tard propose un algorithme glouton e cace et rapidea calculer [7]. Enn et plus
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ecemment, lI'approche QDEIM et l'algorithme Maxvol[78] permettent d'aneliorer la slection des
composantes.

Remarque 3.6. Puisque la (D)EIM, la MPE et I'HR proposenta la fois une nethodologie pour
interpoler le terme non lireaire et aussi pour la slection des composantes, on fait peeder dans la
suite de ce memoire par "S-" lorsque I'on parle de la technique de slection des composantes. Ainsi, la
(D)EIM designera la nethode d'interpolation tandis que la S-(D)EIM repesente I'approche permettant
de construire le masque de composantes.

3.1.3.1 Zlection des composantes avec la S-MPE

L'algorithme de slection introduit dans l'article original de la MPE [74] est base sur le condition-
nement de la matriceCz = ( jz)' jz 2 R™ ™. En particulier, l'icee est de rechercher un masque
Z pour lequel le conditionnement deC 7 soit minimal (donc proche de 1).

En e et, Astrid montre dans [74] que I'erreur de reconstitution GPOD d'une solutiona partir d'un
masqueZ peut étre approchee par :

zZ = k|m Czkl (365)

On peut comprendre ce esultat par le raisonnement suivant : puisque est orthonormal, chercherz
tel que Cz I, signie par e nition que

(i)' iz v (3.66)

En d'autres termes, lesZ composantes concentrent I'essentiel de l'information sur . Or, etant la
base eduite approchant la solution X, on en dceduit que Z permet de bien repesenter lesevolutions
de X. Ainsi, plus Cz est proche de la matrice d'identit, plus l'utilisation du masque Z sera pertinent.
En pratique, la minimisation de 7 est un probeme dicilea esoudre. L'icee est alors d'utiliser
un algorithme glouton permettant d'obtenir un masque Z non optimal, mais e cace en pratique. A

Zk+1 = arg i:rpi.[).N cond ([z1;::::zici] )Y (a0 2zl ) (3.67)

.....

3.1.3.2 Zlection des composantes avec la S-HR

Dans le cadre de I'Hyper-Reduction, la ceation du masqueZ est plus directe. Il s'agira d'une part
X .

2 =arg max (Sk)i; 8k=1;:::;s (3.68)

De plus, il estegalement suggee de slectionner les composantes maximisant une quantie d'inerét non
lireaire. Dans notre cas, on prendrait less composantes maximisant la valeur absolue des snapshots

Zx+s = arg izr?_q}gN (Tk)i; 8k=1;:::;s (3.69)
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Remarque 3.7. Dans lesequations (3.68) et (3.69), on peut remplacer les deux jeux de snapshots
par leur base POD respective et

Remarque 3.8. Les nethodes par projection permettent ainsi une impementation plus facile en
projetant directement les equations sur certaines composantes uniqguement. Cette approche etant ce-
pendant plus frontale que celles par interpolation, les auteurs suggrent dans [10] et [74] d'ajouter
manuellement des composantes dont I'expert connat I'importance. Typiquement pour nos probemes,
il s'agit d'ajouter manuellement les composantes lees aux courants inconnus (grandeurs globales) lors
du couplage avec desequations de circuit. En e et, l'utilisateur n'a aucune limitation quant au nombre

de composantesa prendre en compte avec ce type de nethodes. Ainsi, le ceveloppement de nethodes
heuristiques adapeesa des probemes speci ques est relativement simplea mettre en uvre.

3.1.3.3 Zlection des composantes S-(D)EIM

Avec la S-(D)EIM [7], il s'agit de trouver Z qui minimise g(Z), l'erreur d'approximation entre
G(U) et G(U), somne sur I'ensemble des valeurs d&J possibles
z

s(2) G(U) G(U) “du (3.70)

R

2
o (z) 'Giz(U) G(U) du: (3.71)
R
Le probkme peedent est dans le cas greral insoluble, du fait de l'inegrale sur RN du terme non
lireaire. Une premeére approximation consiste a remplacer l'inegrale par une somme discete sur
quelques valeurs repesentatives deG(U). Or on dispose cep de ce type de quanties, a savoir les
s snapshots non lireaires concaeres dansT . On remplace donc g(Z) par son approximation ~5(Z)
e nie par

@)= () Tz T (3.72)

Cette erreur permet ainsi de mesure I'erreur entre les snapshots non lireaireg, et leur reconstruction
(DEIM  ( jz) 1 Tjz. Le jeu d'indice contenu dansZ est donc solution du probeme de minimisation
suivant :

Trouver Z 2 RY N tel que

Z = argmin Z ZT T (3.73)
z

Cette fois-ci la solution est calculable, mais reste cependant dure a trouver. En e et, il s'agit de

les algorithmes classiques par gradients ne sont pas disponibles.

L'icee apporee par Barrault [6] et Chaturantabut [7] est donc de remplacer (3.73) par une suite de
probemes (3.76) pour lesquels la solution est rapidement calculable. On parle alors de solution sous-
optimale au probeme de aepart (3.73), dans le sens au rien n'indique que celle-ci est la meilleure. Dans
ce contexte, on supposea l'ieration k g que l'on dispose d'une approximation (D)EIM tronglee
a l'ordre k GX(). Celle-ci ne prend en compte que les premiers vecteurs de base dans et lesk
premiers indices dansZ. Ainsi, I'approximation (D)EIMa l'ordre  k sécrit

GK()=  w( «izx) 'Gizx(); (3.74)

avecZ'k 2 RX N |a matrice de masque contenant lek premiers indices, et « 2 RN K lesk g
premiers vecteurs de la base non lireaire 2 RN 9. |l s'agit alors de regarder I'erreur d'approximation
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EK 2 RN de .1 parla (D)EIMa l'ordre K :
EE = w( wizn) b oketize ket (3.75)

L'indice zq suivant est alors la composante du vecteur d&kRN maximisant I'erreur E'é. Finalement,
le probkme (3.76) permettant de trouver l'indice zc+; est ce ni par :

Zy =arg min - EG (3.76)

En pratique, la esolution successive degg probemes (3.76) revienta lectionner les indices du
pivot de Gauss de la matrice (ou elimination de Gauss Jordan). Une facon e cace de les ob-
tenir avec les bibliotreques d'algbre lireaire classiques type LAPACK [40] est alors d'appliquer une
decomposition LU sur la matrice rectangulaire . Les indiceszy;:::;zg sont alors lesg premiers indices
du vecteur de permutation LU.

Remarque 3.9. On peut citer notamment la Best Point Interpolation Method (BPIM) [79] qui modi e
l'algorithme de slection des composante<. L'icee est d'utiliser un algorithme d'optimisation pour
esoudre (3.73), au lieu de simpli er ce-dernier en (3.76). Cette optimisation peut reanmoins étre
compliqiee lorsque la BPIM est appliqiee pour interpoler un vecteur EF (comme dans notre cas).
En eet, (3.73) est alors un probeme d'optimisation discete @ savoir trouver g composantes parmi

nous avons utili un algorithme gretique et monte que la BPIM o rait des esultats plus pecis
que ceux de la S-(D)EIM. Neanmoins, comme bon nombre de probemes d'optimisation, I'e cacie
de l'algorithme a une forte cependance dans les paranetres utilisateurs, et une heuristique gererale
s'appliquanta tous les probemes EF peut étre durea determiner. Ainsi, la BPIM permet de gagner
en pecision, mais complexi e I'application de la methode.

3.1.3.3.A lection des composantes QDEIM assoceéa Maxvol
On a donc vu ci-dessus que les indices slectionres par la S-(D)EIM correspondent aux indices pivots
dans [Elimination de Gauss Jordan.

En decomposant l'algorithme du Pivot de Gauss, on ealise que celui-ci permet de rechercher
de facon gloutonne (c'esta-dire une colonne apes l'autre) la sous-matrice caree de tailleg incluse
dans 2 RN 9 ayant un volume maximal : jz. En e et, l'algorithme S-(D)EIM va ierativement
construire une matrice triangulaire inerieure en venant cherchera lieration Kk, la composante zx
maximisant la valeur absolue de la diagonale de jz. Or le volume d'une matrice caree est la va-
leur absolue de son ceterminant, et le ceterminant d'une matrice triangulaire inkrieure estegale au
produit de ses termes diagonaux. Ainsi, la S-(D)EIM (ou le pivot de Gauss) permet de slectionner
ierativement des indices qui maximisent de facon gloutonne, les termes diagonaux de jz, et donc
son volumejdet jzj.

Ceci nous montre donc que la maximisation du volume de la sous-matrice apparat comme un bon
criere pour lectionner les composantes du masque, puisque la S-(D)EIM revienta maximiser de
facon gloutonne ce volume. Malheureusement, le probeEme assocea la slection d'une sous-matrice
caree maximisant son volume est combinatoire et donc tes compliqle a esoudre. Cependant, des
heuristiques ontet cevelopees ecemment a n de pallier ce probeme.

Ainsi, la QDEIM [81] permet d'obtenir de facon tes simple un jeu de composantes gererant une
sous-matrice de volume plus grand que celui issu de la S-(D)EIM. En e et, I'algorithme sous-jacent
n'‘est plus glouton mais global, ce qui permet d'obtenir un meilleur esultat. Pour ce faire, il sut
d'extraire les g premiers indices de permutation assoceea la factorisation QR (rank revealing) [82].
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En pratique de nombreuses bibliotreques permettent d'obtenir de facon e cace ces indices, notamment
LAPACK [40]. Dans Matlab, ceux-ci s'obtiennent en une seule commande [81].

De plus, l'algorithme ieratif Maxvol propos dans [78] permet d'aneliorer la slection des compo-
santesa partir d'une solution initiale (typiquement, on prend celle de la S-(D)EIM ou de la QDEIM).
Bien qu'ieratif, I'algorithme n'est ici plus glouton car la maximisation du volume se fait de facon
globale et non une colonne apes l'autre comme pour la S-(D)EIM. De plus, son impementation peut
étre grandement acekee gracea quelques optimisations [78]. L'algorithme Maxvol est ainsi pesene
dans l'annexe E, et est disponible librement dans la librairie TT-Toolbox [83] disponible pour Python
et Matlab.

3.1.4 Couplage avec les nethodes de eduction lireaires

On a donc vu comment eduire le co0t de calcul des termes non lireaires au sein du mockle eduit,
que ce soit avec les nethodes par interpolation, ou par projection oblique. Il reste donca voir comment
les nmethodes de eduction lireaire pesentes dans la section 2.2 s'adaptent au cas non lireaire. On
verra alors que I'on peut classer toutes ces nethodes dans trois catgories : une premere regroupant les
nmethodes incompatibles avec le cas non lireaire, une seconde compose des rrethodes compatibles avec
le cas non lireaire, mais au prix d'une complexie calculatoire accrue et/ou d'instabilies nuneriques.
Enn, les nethodes formant la troiseme classe se couplent naturellement et e cacement au non
lireaire.

3.1.4.1 Methodes de eduction incompatibles avec les probémes non lireaires

Dans les methodes incompatibles avec les probemes non lireaires, on compte celles bases sur la
esolution du probkeme dans le domaine fequentiel (ou de Laplace) :a savoir la Balanced POD et
celle d'Arnoldi.

En e et, la repesentation d'un probeme dans le domaine fequentiel est extremement avantageuse
si celui-ci est lireaire. Dans ce cas, les dierents harmoniqgues de la solution sont incependants et il est
possible de ce nir un probeme assocea chaque fequence f¢ @ l'instar de (2.108) sur lequel se base
la BPOD). En particulier, trouver la cecomposition sur m harmoniques de la solution revient dans ce
cas pecisa la esolution de m probkemes incependants de taille N .

Mais la non-lirearie du probeme vient perturber cette approche. Dans ce cas, les dierents har-
moniques de la solution ne sont plus incependants. En particulier, trouver la decompaosition surm
harmoniques de la solution revient alorsa la esolution d'un seul probeme de taille m N au lieu de
m probemes incependants de taille N sans non-lirearie. Ainsi, I'obtention des dierents snapshots
fequentiels pour la BPOD, et le calcul des moments de Pacde pour Arnoldi peut devenir colteux et
compligiea mettre en uvre. En n, le mouvement a aussi pour e et de coupler les dierents harmo-
niques, ce qui rend compligle I'application de la BPOD et d'Arnoldi m&me aux probemes lireaires.
Neanmoins, des codes dedesa la esolution de ce genre de probemes sont disponibles, notammenta
EDF R&D et au L2EP avec code Carmel Spectral [84].

3.1.4.2 Methodes de eduction peu adapees aux probémes dévolution non lireaires

La deuxeme caegorie de nethodes regroupe celles qui sont compatibles avec les probemes non
lireaires, mais au prix d'un co(t de calcul eleve ou d'instabilies nurreriques. Dans cette classe de
nmethode, on a les approchesa priori, a savoir la Proper Generalized Decomposition et celle des
Reduced Basis. Neanmoins, on souligne le fait qu'elles ne sont pas pour autant incompatibles avec les
probkmes non lireaires. La nmethode d'interpolation EIM a d'ailleurset introduite dans le contexte
des Reduced Basis [6], tandis que la PGD a pu étre coupkea I'EIM sur un mocele de transformateur
triphase [71] (ces travaux ontet eali®es au L2EP en paralele de cette trese).

Nous allons donc examiner en quoi le cott de calcul des methodes a priori appligees aux probemes
non lireaires peut devenir congequent dans un premier temps, et ensuite expliquer les potentielles
causes d'instabilies de ces algorithmes dans le cas de lois de comportement non lireaires.



Reduction des probemes non lireaires 117

Pour le premier point, on rappelle qu'avec les nethodesa priori, il s'agit de rechercher ierativement
une approximation XK de la solution X. Dans le cas du probeme greral devolution temporelle
(1.157), ce genre d'approximation permet d'a ner successivementXK(t), en esolvant un probeme
eduit sur tout le domaine temporel. Dans le cas lireaire, cette esolution en base eduite a une com-
plexie incependante de N, la dimension du syseme de depart, ce qui rend l'algorithme extrémement
e cace. Dans le cas non lireaire, on a cependant vu que cette approche n'est plus possible. On peut
alors utiliser des nmrethodes d'interpolation telles que la (D)EIM ou la GPOD ou par projection oblique
comme avec la MPE ou I'HR. Cependant, le co0t de calcul apes application de ces approches est
certes diminte, mais loin d'étre anodin. Ainsi, la esolution successive des dierentes approximations
X K(t) jusqua convergence de l'algorithme peut menera un colt de calcul tes important.

Deuxemement, on a vu qu'avec les rmrethodes d'interpolation, il fallait une base de snapshots non
lireaires T an d'en dceduire une base eduite et un masqueZ. Or le choix de ces snapshots est loin
d'etreevident dans le cas de probemes devolution avec ces algorithmesa priori ,a savoir la PGD et
la methode RB. Une approche consistea prendre des snapshots bases sur l'approximation RB/PGD
X Ka lieration courante : TX = G(XK) [71]. Cependant, il faut garder en téte que ceS K ne sont en
ealie que des approximations car bases sur X¥ et non sur la solution sur X k. Ainsi, les T¥ portent
en eux une erreur d'approximation, parfois tes importante pour les premeres ierations RB/PGD
k. Interpoler selon une base eduiteapproximative peut donc entramer des instabilies. De méme, la
cetermination du masque Z base sur des shapshots de mauvaise qualie peut menera un choix de
composantes non pertinent.

Remarque 3.10. Le second point n'est plus exact si le probeme non lireaire perd sa qualieevolutive
(sans cerivves en temps dans les equations). En e et dans ce cas, la methode RB devient parti-
culerement adapeea la eduction du probeme non lireaire, et est alors compatible avec la (D)EIM.
C'est d'ailleurs dans ce contexte de probemes elliptiques (sansevolution temporelle) que la Methode
d'Interpolation Empirique aet introduite [6]. La nethode RB consistea a ner la base eduite en
calculant successivement la solution pour certaines valeurs de paranetres : des snapshots. Vu qu'il n'y
a plus de cerivees en temps, aucune erreur n'est propagee et le calcul des snapshots est donc exact.
Ainsi, l'utilisation de ces snapshots "exacts" permettant une interpolation de bonne qualie.

Neanmoins, certains probemes de convergence peuvent encore étre rencontes dans ce cas. En
e et, aux premeres ierations k de l'algorithme RB, l'interpolation ne se fait qu'avec seulementk
composantes etk fonctions 1;:::; k. Si la fonction G() est fortement non lireaire, un nombre
de composantes d'interpolation trop petit peut menera une mauvaise approximation du terme non
lireaire, eta des instabilies.

3.1.4.3 Methodes de eduction se couplant naturellement aux probémes dévolution
non lireaires

Les nethodes se couplant naturellement et e cacement avec les probemes non lireaires sont donc
les deux restantes,a savoir la POD et la CVT. En e et, ces nethodes ne recessitent ni une esolution
dans le domaine harmonique (contrairementa la BPOD et Arnoldi), et permettent d'utiliser des
shapshots "exacts" contrairementa ceux issus des nethodes priori (PGD et RB).

Neanmoins, le probeme de ces approches est que la qualie de la base eduite cepend fortement du
choix des snapshots. En e et, on rappelle que les snapshots repesentent l'information d'un syseme
gue l'on va transkrer dans la base eduite. Un manque d'information menera donc recessairementa
une base eduite peu repesentative, et nalementa un mauvais mockle eduit. En guise d'exemple,
on peut prendre le cas d'une machine tournante asynetrique. E ectuer des snapshots en faisant va-
rier 'angle au rotor de 0Oa a peu de chance de produire un moctle eduit pecis pour 2];2 [.
Ainsi, une nethodologie base sur la connaissance de l'ingenieur et permettant la slection de snap-
shots repesentatifs sera cetaile dans la section 3.2.1. L'icke est que si ces snapshots concentrent
su samment d'information, le mockle eduit par la POD/CVT coupk a des nethodes de projec-
tion/interpolation devrait menera des esultats pecis.
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Ainsi, la methode de projection utilie dans la suite de ce nemoire sera la POD, et coupkea une
methode d'interpolation ou de projection a n de traiter e cacement les non-lirearies.

3.1.5 Comparaison des nethodes de eduction traitant les non-lirearies

Les dierentes nmethodes de eduction non lireaires sont compaees en faisant varier le nombre
de snapshots sur le transformateur triphase pesente dans la section 1.3.2. On choisit detudier la
pecision des dierentes approches lorsque le dispositif esta vide (les charges au secondaire ont alors
une esistance in nie). Ce point de fonctionnement permet en e et de saturer fortement les magriaux
magretiques, et nene ainsia des comportements fortement non lireaires. Comparer les nmethodes
sur un exemple di cile permet ainsi devaluer leur robustesse, et donc d'assurer la convergence des
mockles lorsque les matriaux sont plus faiblement satues.

3.1.5.1 Paranetres du moaele de eérence

Les trois circuits prin}gires sont alimenks par un syseme de tensions sinusodales equilibees et
d'amplitude Vmax = 210 2V, tandis que les circuits secondaires sonta vide. La simulation aet
ealise sur 200 pas de temps correspondanta 5 periodeselectriques, chacune discetiee par 40 points
par eriode. Le temps de calcul assocea ce probeme est de 167.4s sur un Intel Core i7-4600U.

L'amplitude de la tension aek ajusee an de saturer fortement les matriaux. La gure 3.1
pesente l'allure des courants dans le circuit primaire, et 3.2, celle des tensions triphasesequilibees.

Figure 3.1 { Evolution des courants dans le circuit primaire
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Figure 3.2 { Evolution des tensions dans le circuit primaire

3.1.5.2 Paranetres des nethodes de eduction non lirraires

Les trois nethodes de eduction pour traiter les non-lirearies (D)EIM/GPOD/HR ont ainsiet
appligees a n d'acekrer les temps de calcul. Les bases POD et ontek calcukes et tronqees
d'apes la nethode pesenee dans 2.2.1.1.C, avec un coe cient de troncature =10 *2 (voir (2.82)).
Leur taille varie donc en fonction du nombre de snapshots pris en compte. De plus, la construction
du masqueZ dans le cas de la GPOD et de I'Hyper-Redution aet e ectiee avant troncature de

. Ainsi, il y aura plus de composantes que de vecteurs dans une fois celle-ci tronqlee. Enn, les
inconnues repesentant les courants dans le circuit primaire ontee ajouees manuellement dansZ
pour l'approche HRZ.

Les erreurs relatives lees aux trois courants dans le circuit primaire ainsi que celle portant suiX ,
l'inconnue du syseme matriciel, vont &tre compaees en faisant varier le nombre de snapshots de 20
a 80. Ces snapshots correspondent ici aux premiers pas de temps de la simulation. Le butetant ici
devaluer la robustesse des mocktles eduits. De plus, cette analyse aet ealisee pour chaque nethode
de =lection de composantes : S-HR, S-MPE, S-(D)EIM et en n Q-DEIM assoceea Maxvol.

Les paragraphes suivants pesentent les esultats obtenus avec les trois nethodes de eduction
non lireaire,a savoir l'interpolation (D)EIM ou GPOD et la projection oblique MPE/HR, et ce pour
chaque rrethode de slection des composantes : S-MPE, S-HR, S-(D)EIM ou QDEIM.

3.1.5.3 Comparaison des nethodes avec la ®lection des composantes MPE ou HR

Les composantes retenues par la ®lection S-HR (voir section 3.1.3.2) (voir section 3.1.3.1) et S-
MPE sont pesentees respectivement dans les gures 3.3 et 3.4. On remarque qu'avec la slection
S-HR, les n uds sont localies essentiellement autour des inducteurs et du circuit magretique tandis
gue la slection S-MPE retient des n uds epartis sur tout le domaine.

1. Avec la nethode de projection obliqgue HR/MPE, il est recessaire d'ajouter manuellement les composantes
repesentant les courants coupks avec un circuitelectrique. En e et, celles-ci ne sont pas recessairement retenues par
les dierents algorithmes de slection des composantes. Or ne pas inclure ce type d'inconnues reviendrait avec ce type
de nethodesa ne pas prendre en compte lesequationselectriques
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Figure 3.3 { Composantes retenues par l'algorithme de lection S-HR (en jaune).

Figure 3.4 { Composantes retenues par l'algorithme de slection S-MPE (en jaune).

Malheureusement, les moctles eduits ne convergent pas avec ces deux approches. On peut sans
doute I'expliquer par le fait que le makriau ferromagretique sature fortement menanta un probeme
non lireaire di cilea esoudre. Pour autant, cela ne signi e pas que I'approche par projection oblique
ne fonctionne pas sur nos probemes, comme on le verra dans les deux prochaines sections. Cela
montre juste que les methodes de slection des composantes S-HR ou S-MPE ne sont pas e caces sur
le probbEme magneto-quasistatique traie ici.

3.1.5.4 Comparaison des nethodes avec la ®lection des composantes S-(D)EIM

Les composantes du masqué& sont ici lectionrees par l'algorithme S-(D)EIM (voir section
3.1.3.3) et sont pesentes dans la gure 3.5. On remarque que celles-ci sont localises uniguement
dans le circuit magretique, ce qui est logique car le terme non lireaire est non-nul uniquement sur
ce sous-domaine. De plus, les composantes sont localiges pour la plupart autour des coins du circuit
magretique, & ai le milieu non lireaire est fortement satue.
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Figure 3.5 { Composantes retenues par l'algorithme de slection S-(D)EIM (en jaune). Les zones
bordeaux repesentent leseements qu'il faudra parcourir pour assembler le terme non lireaire interpoé

Les erreurs relatives assocees aux trois courants du primaire eta l'inconnues EF sont repesentes
dans les gures 3.6, 3.7, 3.8 et 3.9.

Figure 3.6 { Evolution de I'erreur sur i; en fonction des snapshots
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Figure 3.7 { Evolution de l'erreur sur i, en fonction des snapshots

Figure 3.8 { Evolution de I'erreur sur iz en fonction des snapshots

Figure 3.9 { Evolution de I'erreur sur X o en fonction des snapshots

Les esultats montrent que la GPOD et I'HR obtiennent une bonne convergence, tandis que le
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modckle eduit interpok avec la (D)EIM obtient une bonne pecision sauf pour 5/13 simulations a
I'erreur augmente fortement. En ealie, celles-ci correspondent au cas al l'algorithme de Newton-
Raphson a diverge. En pratique, faire varier les coe cients de troncature permettrait sans doute a
l'utilisateur de faire converger le moctle (D)EIM, mais dans un soucis de robustesse, on voit donc que
I'approche GPOD permet de stabiliser la (D)EIM, avec une impementationequivalente.

En termes de pecision, les trois approches gererent une erreur de l'ordre du pourcent avec 40
shapshots ce qui semble su sant pour les applications pratiques (les experts estiment greralement
I'erreur de mocklisation EF de l'ordre de 10 %).

Enn, le temps de calcul assocea la esolution des mocktles eduits varie entre 13 et 15s, soit un
speedup egrement sugerieura 11. En e et, le moctle EFetant de petite taille N = 2070, il est normal
d'obtenir une acekration relativement limiee. Une fois de plus, I'objectif de cet exemple acacemique
n'est pas dans l'obtention de temps de calculs records, mais plus dans la comparaison des nethodes
et levaluation de leur robustesse.

3.1.5.5 Comparaison des nethodes avec la ®lection des composantes QDEIM-Maxvol

Les composantes du masqué& sont cette fois-ci ®lectionrees par lI'approche QDEIM assocee a
I'algorithme Maxvol (voir section 3.1.3.3), et pesentes dans la gure 3.10. On remarque que celles-ci
sont tes proches de celles issues de la slection S-(D)EIM.

Figure 3.10 { Composantes retenues par l'algorithme de slection QDEIM-Maxvol (en jaune). Les
zones bordeaux repesentent lesekments qu'il faudra parcourir pour assembler le terme non lireaire
interpok

Les erreurs relatives assocees aux trois courants du primaire eta l'inconnues EF sont repesenees
dans les gures 3.11, 3.12, 3.13 et 3.14.
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Figure 3.11 { Evolution de l'erreur sur i1 en fonction des snapshots

Figure 3.12 { Evolution de l'erreur sur i, en fonction des snapshots

Figure 3.13 { Evolution de l'erreur sur iz en fonction des snapshots
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Figure 3.14 { Evolution de I'erreur sur X o en fonction des snapshots

Les erreurs obtenues avec l'approche QDEIM assoceea Maxvol sont Egerement inkrieuresa celles
obtenues avec la slection S-(D)EIM, en accord avec nos attentes. De plus, la nethodologie semble
apporter de la stabilie au mocele eduit car l'interpolation (D)EIM converge desormais pour 12/13
des casetudes (le cas avec 20 snapshots seulement pose en e et probeme).

En termes de temps de calcul, la QDEIM est quasiment equivalente a la S-(D)EIM, ce qui est
logique car on peut assimiler la premere approche a une cecomposition QR, et la seconde a une
factorisation LU. En n, l'algorithme Maxvol n'a pas demanck plus de 5 ierations en moyenne, ce qui
n‘augmente quasiment pas le temps de calcul compaea la S-(D)EIM.

3.1.6 Conclusion sur la eduction de probémes non lireaires

On a donc vu que des nethodes e caces pour traiter les non-lirearies s'articulaient autour de
deux axes. D'une part, il s'agit de lectionner des composantes repesentant de facon pertinente le
terme non lireaire,a savoir gracea la ®lection des composantes S-MPE, S-HR, S-(D)EIM et QDEIM.
D'autre part, il convient d'interpoler ou projeter le terme non lireaire, gracea l'interpolation (D)EIM
ou GPOD, et une projection de Petrov-Galerkin. Le tableau 3.1 esume les esultats obtenus pour les
dierentes nethodes d'interpolation/projection, tandis que celui 3.2 compare les dierentes approches
utilisees pour construire le masque.

Table 3.1 { Tableau comparatif des nethodes d'interpolation/projection

(D)EIM GPOD HR

pecision + ++ +

rapidie + + +

facilie d'impementation

robustesse + +
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Table 3.2 { Tableau comparatif des methodes pour la construction du masque

S-HR S-MPE S-(D)EIM QDEIM

pecision N/A N/A + ++
rapidie + - +
facilie d'impementation + - + +
robustesse - - +

Dans ce contexte, la slection des composantes par la S-(D)EIM et la QDEIM apparaissent par-
ticulerement e cace pour traiter les probemes non lireaires. En ce qui concerne les nethodes d'in-
terpolation ou de projection, I'HR et la GPOD semblent &tre les plus robustes. De plus, la pecision
de la GPOD est egerement meilleure que celle de I'HR. C'est pourquoi, on decide d'utiliser la GPOD
assoceea une ®lection QDEIM dans la suite de ce nemoire.

3.2 Robustesse des moctles eduits

Dans cette section, on cetaille quelques astuces permettant d'ameliorer la stabilie du mockle
eduit. En e et, on a vu qu'avec les nethodes de projection (HR / MPE) ou d'interpolation ((D)EIM
/ GPOD), la jacobienne du syseme n'est plus symretrique, quand bien méme celle du syseme de
cepart letait. Cette dissynetrie est alors repesentative d'une perte de stabilie, qui peut se traduire
par une divergence du moctle.

Ainsi, si le moctle eduit rencontre des probemes de stabilig, il peut étre kere que d'appliquer
les approches pesentes ci-dessous.

3.2.1 Choix des snapshots

Dep evoqle peedemment, le choix des snapshots est crucial dans la construction du moctle
eduit. En e et, ceux-ci vont concentrer I'essentiel de l'information du mocdele complet que I'on va
injecter dans la base eduite. Ainsi, si cette information est trop limiee, le moctle eduit esultant
a peu de chances d&tre pecis, et peut méme dans le cas non lireaire menera des probemes de
convergence de la nethode de Newton Raphson ou du Point Fixe.

A n de construire cette base de snapshots, trois approches peuvent étre appligiees. La premere
est celle qui aet appligLee jusqu'ici,a savoir, se servir des premiers pas de temps de la simulation en
tant que snapshots. Cette approche a l'avantage d'étre facilement impementable. Cependant, le choix
du nombre de pas de tempsa consicerer est loin d'étre clair, et peut mener & encorea des probemes
de stabilie (par exemple le moctle eduit (D)EIM avec 20 snapshots dans la section 3.1.5.5).

La seconde approche consiste a utiliser des algorithmes matkematiques bases sur un indicateur
d'erreur qui va determiner ierativement avec quel snapshot il faut enrichir le mocele eduit. Typique-
ment, ce type d'approche revienta une nethode a priori de type RB, a1 il s'agit de determiner quel
est le snapshotoptimala ajoutera la base eduite. Or, on a vu d'une part que la nethode RB etait
peu adapke aux probemes déevolution temporelle (voir remarque 2.13), et d'autre part que ce type
de nethodes pouvait gererer des forts cots de calculs et des instabilies dans le cas non lireaire (voir
section 3.1.4.2).

Enn, la troiseme approche qui sera utiliee dans la suite de ce nemoire est celle base sur les
cas tests de l'ingenieur. En e et, une cemarche de moctlisation classique enelectrotechnique consiste
a associer des sctemasequivalents simples aux dispositifselectriques. Les paranetres de ces sclemas
sont quanta eux cetermiresa partir de dierents essais. Par exemple pour un transformateur triphase
equilibe, un schemaequivalent peut se ceterminera partir d'un premier essaia vide et d'un second,
en court-circuit. L'icke est donc de simuler avec les mockles EF ces essais, bags sur la connaissance
de l'ingenieur, a n d'obtenir un jeu de snapshots su samment repesentatif. De plus, cette approche
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a l'avantage de proposer des moctles eduits adaptatifs. En reprenant I'exemple du transformateur
triphase, on sait que le sclema equivalent ceduit des essais a vide et en court-circuit permet de
prendre en compte n'importe quel chargeequilibee au secondaire. Ainsi, le moctle eduit cetermire

a partir de ces deux essais devrait étre capable d'approcher de facon pecise n'importe quelle charge
equilibee au secondaire. Cette nethodologie aet appliqiee avec suces dans [85] an de eduire
e cacement un mockle 3D non lireaire d'un transformateur triphase. De méme, nous avons appliqe
cette nethodologie a n de eduire un moctle 2D de machine synchrone,a travers & encore un essai
a vide et un autre en court-circuit [86]. la encore, le mockle eduit obtenu est adaptatif et permet de
prendre en compte dierentes chargesequilibees au stator avec une bonne pecision.

3.2.2 Relachement moindres cares (D)EIM

Bien qu'acekrant la rapidie des calculs dans le cas non lireaire, on a vu dans la section 3.1.5.4
que l'application de la (D)EIM peut entramer des probkmes de convergence dans l'algorithme de
Newton-Raphson. Or on a vu que la GPOD, qui se base sur le méme jeu de snapshots, ore une
bonne convergence et stabilise ainsi le moctle eduit. On peut l'interpeter de la facon suivante. La
(D)EIM contraint G a étreegala G sur les composantes du masqug. Avec la GPOD en revanche,
la contrainte est plus lache car il s'agit de minimiser I'erreur au sens des moindres cares entr& et
G sur Z. Ce relachement de la contrainte pourrait ainsi expliquer la meilleure stabilie du syseme
eduit GPOD.

Une simple heuristique base sur cette observation peut ainsi étre mise en place : lorsque l'algo-
rithme de Newton-Raphson ne parvient pasa converger sur un pas de temps, on peut diminuer la
taille de la base non lireaire , tout en gardant le méme nombre de composantes d'interpolations. On
passe alorsa une interpolation de type GPOD car il y a plus de composantes que de vecteurs lors de
I'interpolation. Pour ce faire, on cenit _ = 4, la restriction de a sesg<g premeres colonnes.

Il s'agit alors d'interpoler avec la methode GPOD le terme non lireaire dans la base _ au lieu de

3.2.3 Peservation de la structure

Jusqu'ici, les dierents types d'inconnues dans le vecteur X n'ont pas mere a une quelconque
modi cation dans la construction du moctle eduit. Cependant, il peut étre judicieux de prendre en
compte cet aspect dans le but d'aneliorer la pecision et la stabilie du mocdele eduit. Ainsi, un
premier point abordera comment construire un mocele eduit peservant la structure et la nature du
moctle eduit. Le second point concerne l'interpolation de quanties non lireaires dans deux domaines
non connexes, par exemple le domaine ferromagretique du rotor avec celui du stator d'une machine.

3.2.3.1 Base eduite adapeea chaque type d'inconnue

On a vu dans le premier chapitre que le vecteuX peut repesenter dierentes inconnuesa savoir

Xa, X etles courantsiq;:::;iy,;::: ;iVM. dans le cas d'une formulationA avec coulage circuit
(1.163) :
0 1
Xa
X
X = iVl
Vv
L'icee est donc de construire une base eduite 4, et | adapeea chaque type d'inconnue, et
agenee dans dans la facon suivante :
0 L0 0 1
=@o 0A: (3.77)
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A n de construire 4, il sut d'appliquer une POD sur la matrice Sa, la restriction de la matrice
de snapshotsS aux inconnues EF assocee a la discetisation de A (dans notre cas, les inconnues
d'aréte). De méme, est cetermireea partirde S , la matrice de shapshots restreinte aux inconnues
nodales (assoceesa la discetisation de ). Enn, le nombre jVj de courantsa prendre en compte au
sein du couplage circuitetant tes petit devant N, on choisit de ne pas eduire cette quantie, et ainsi

| = ljvj, la matrice identie de taille jVj. Ainsi, la base eduite est :

0 1
A 0 O

=@o 0A: (3.78)
0 0 Il

En plus d'aneliorer la stabilie, un des avantages de l'approche est que la structure du moctle eduit
est identique a celle du mockle de cepart. En e et, I'approximation X de X skcrit dans cette base
eduite

0 1
X Ar

X o
X = v, ;

v, .
Vivj

ce qui rappelle I'expression du vecteur de departX (1.163).

Nous avons appliqee cette methodologie sur deux exemples ce qui a donre lieua la publication
d'un article [87]. Plus pecisement nous avons appligte I'approchea un transformateur triphase sur un
probeme 2D non lireaire en formulation A coupk circuit et sur un exemple 3D lireaire en formulation
A mocklisant un inducteur bobire sitte entre deux places conductrices. On a pu voir qu'e ecti-
vement, la eduction avec peservation de la structure permettait d'obtenir une meilleure convergence
pour le cas non lireaire, et une plus grande pecision locale sur le potentiel scalaire notamment.

3.2.3.2 Base dinterpolation adapeea chaque domaine non lireaire

Lorsque l'on s'ineresse a l'interpolation du terme non lireaire sur une machine tournante, on
ealise rapidement qu'il n'y a pas un seul terme non lireaire G () mais plutét deux GR() et GS(),
¢t nis de la facon suivante :

GR(X)= G(XR) (3.79)
GS(X)= G(X9) (3.80)
G(X)= GR(X)+ GS(X); (3.81)

avec en reprenant les notations introduites dans la section sur I'Overlapping 1.2.5.2XR et X° la
restriction de X au domaine rotorique et statorique respectivement. Ainsi,GR( ) repesente le terme
non lireaire au rotor, et GS() au stator. En e et, les experiences nuneriques montrent par exemple
gue dans le cas d'une machine synchrone en fonctionnement gererateur, le terme non lireaire dans la
partie ferromagretique du rotor est quasiment constant? tandis que celui au stator change beaucoup
au cours du temps (il tourne). Il peut étre ainsi ineressant d'associera chaque type de comportement
un terme non lireaire dierent.

La methodologie d'interpolation par la (D)EIM/GPOD s'applique alors naturellementa chaque
fonction inconnue GR(X) et GS(X). On cetermine ainsi deux approximations GR(X) et GS(X), dont
chacune depend de leur matrice de masque respectivéR et ZS.

2. On rappelle qu'on utilise une nethode pour prendre en compte le mouvement avec une description Euerienne.
Ainsi, le maillage du rotor est xe et suit le mouvement de rotation. La solution EF apparat alors quasiment constante
au rotor.
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Ce type d'approches s'applique donc naturellement au rotor et au stator pour une machine syn-
chrone, mais peut fonctionner dans le cas gereral avec un nombre arbitraire de sous-domaines. La
seule restriction eside dans la recessit que ces sous-domaines soient tous disjoints les uns des autres.
En e et, si cette dernere condition n'est pas respecte, alors l'interpolation du terme non lireaire
risque d'etre discontinuea la frontere des dierents sous-domaines.

3.2.4 Bases locales

En n, cette dernere approche permet d'aneliorer la stabilie du syseme mais surtout d'acekrer
fortement le moctle eduit. L'icee est de construire non pas une base eduite pour X, mais plusieurs,
en fonction de la valeur d'un certain paranetre. Par exemple, sur la machine synchrone, il peut étre
astucieux de construirel bases eduite 1;:::; ! en fonction de la position du rotor.

Ainsi, on ce nit k2 RN ™k |a base eduite assoceea 2 [2(k 1) =I; 2k =I [. Celle-ci se construit
simplementa partir des six snapshots calcues lorsque appartienta [2( k 1) =I; 2k =I [. Il s'agit donc
de determiner | bases eduites, chacune se basant susi snapshots seulement au lieu d'une seule base
eduite construitea partir de s = s; + :::+ 5 snhapshots. L'icke est qu'ainsi, on va e nir | moctles

approximation m  Imy, et donc la taille moyenne d'un mockele eduit est my = m=l <<m .

De plus, l'icee sous-jacente est que I'on approche la solution avec plusieurs bases eduites adaptes
en fonction de la position du rotor, au lieu d'avoir une grande base eduite qui concentre toute
I'information, au risque de noyer cette-dernere.

Neanmoins, il peut exister des probemes nuneriques lors du passage d'une basea l'autre [88]. De
plus, cette approche complexi e sensiblement I'impementation de la eduction de mockles dans un
code de calcul en langage non interpet, tel que codeCarmel.

Remarque 3.11. On insiste sur le fait que cette approche ne permet pas de decouper la machine en

sont toutes ¢ nies sur l'inegralie du domaine et sont donc de taille N. La dierence est que les
matrices sont plus petites :my << m , menanta des sysemes eduits de plus petite taille.

3.3 Estimation d'erreur

On a donc vu que la POD coupke aux nethodes d'interpolation (D)EIM/GPOD permet d'obtenir
un mockle eduit e cace et relativement simple a construire. Cependant, l'utilisation de moctles
eduitsa des ns pedictives, c'esta-dire sans avoir recoursa un moctle de ektrence, n'est possible
gue si I'on dispose d'un estimateur d'erreur. En e et, sans cetebment, le moctle eduit permet certes
d'o rir un esultat rapide, mais l'utilisateur n'a alors aucune icee de la qualie du esultat a cle.

Dans ce nemoire, nous nous ineresserons uniquementa l'erreur leea letape de eduction. Ainsi,
nous tacherons d'estimer au mieux lecart entre une approximation eduite et la solution EF, que nous
supposons exacte. Pour autant, on signale que puisque la POD permet de projeter I'approximation
eduite dans la base EF, les estimateurs d'erreura posteriori EF sont treoriquement utilisables.
Neanmoins, ceux-ci ne permettent pas de dierencier I'erreur de discetisation EF de celle de eduction.
Or l'acesa l'erreur de eduction permet entre-autres devaluer la qualie de la base eduite et ainsi
de mettre en place des algorithmes adaptatifs permettant d'a ner I'approximation lorsque l'erreur
epasse un certain seulil.

L'estimation de l'erreur leea la eduction de mockles est ainsi un sujet tes dynamique de re-
cherche, et ce, probablement pour les raisons expliciees ci-dessus. Cependant, les estimateurs cevelopes
sont souvent leesa une nrethode de eduction et un type dequation sgeci que. Or, vu le nombre de
nmethodes de eduction{et leurs variantes{ceveloppes ecemment, il peut étre compliqle de trouver
un estimateur s'adaptant parfaitement au cas d'application eta la nethode de eduction choisie. Une
fois de plus, la non-lirearie complique sensiblement I'approche. En particulier, I'estimateur d'erreur
est bien souvent plus colteuxaevaluer dans le cas non lireaire.
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On ne peut ainsi aborder la trematique de l'estimateur d'erreur de eduction sans dire un mot sur
la mrethode RB. En e et, m&me si cette approche n'est pas particulerement adapee aux probemes
devolution, elle est doee d'un estimateur d'erreur. Ainsi, pour les probemes lireaires et elliptiques,

il est possible de ceriver un estimateura la fois able et rapideaevaluer [61]. De plus, l'estimateur a
et etendu aux probemes devolution temporelle [62], mais suppose que la matrice devant la cerivee
en temps (K dans (1.157)) soit inversible. Or on a vu que pour les probemes issus de la magreto-
quasistatique, cette matrice n'est presque jamais inversible.

En ce qui concerne la POD, un estimateur d'erreur adapt aux probemes lireaires devolution aee
introduit dans [89]. Cependant, K doit étreegalement inversible pour calculer les quanties issues de
I'estimateur. En n, un estimateur d'erreur POD-(D)EIM aet cevelopge et appliqiea des probkmes
devolution dans [90]. Cependant, il n‘est & encore qu'applicable que siK est la matrice d'identie, ce
qui est tout sauf notre cas. A n de pallier ce probeme, on pourrait utiliser le compement de Schur
sur le syseme cereral (1.157) aboutissant aux seules inconnues sitlees dans le domaine conducteur
et/ou les courants dans le cas de couplage circuit. Bien qu'e cace dans le cas lireaire, le calcul du
compement de Schur devient tes orereux en termes de temps de calcul pour le probeEmes non lireaires
(car il s'agit de constamment recalculer le compement de Schur).

Ainsi, les probemes issus de la magneto-quasistatique gererent un syseme dequations non lireaires
pour lesquels les estimateurs ceveloppes dans la literature ne sont pas applicables. De plus, il semble
que cette inacequation des dierents estimateurs reeve plus d'un probeme fondamental (sans doute
le au caracere mal pose du probeme jauge), que d'un cas particulier non pris en compte par les
auteurs des dierents estimateurs. Par exemple, appliquer la cemarche cecrite dans [90] ou [62] mene
recessairement au calcul deK 1, qui n'est pas ¢ ni dans nos probemes (car detK = 0). On propose
donc de cevelopper un indicateur d'erreur, qui bien que ne possdant pas les proprees de abilie
d'un estimateur classique, permet d'approcher au mieux la valeur de l'erreur duea la eduction.

3.3.1 Hypotleses de lindicateur d'erreur

An de simpli er le probeme, et de paliera la non-inversibilie de K, on choisit de developper
un indicateur d'erreur qui va estimer,a chaque pas de tempsk, I'erreur commise par l'approximation
eduite.

On suppose premerement qu'au tempsty la solution issue de lieration temporelle peedente
xk 1= X k1estexacte. Ainsi, I'estimateur permettra de surveillera chaque pas de temps que
le mockle eduit ne "decroche” pas, mais ne repesentera pas l'erreur cumuee sur les pas de temps
peedents. En e et, cette dernere quantie parat trop ambitieuse a rechercher du fait de la non
inversibilie de K.

De plus, on ne tiendra pas compte de l'erreur due au couplage mecanique en posanf =
Ainsi, on suppose que l'angle au rotor au tempsg, donre par lequation mecanique (3.9), est le méme
pour le moctle EF et le mockle eduit. Bien que cette hypotlese ne soit pas \eriee dans l'absolue,
les exgeriences nuneriques suggerent que l'erreur sur I'angle induite par I'approximation eduite est
inErieurea celle issue du passage d'un schema temporel d'ordre sugerieur (par les nethodes multi-pas
d'Adams{Moulton [91] par exemple). Ainsi, I'erreur commise sur l'angle reste inkrieurea celle issue
de la discetisation temporelle, et parat donc acceptable.

k

3.3.2 Equation \eriee par l'erreur

On est alors en mesure de ceriver uneequation \eriee par I'erreur. Soit donc XK, la solution EF
du probeme gereral non lireaire (1.171) au pas de temps k. Cette dernere aet obtenue gracea un
algorithme ieratif tel que la nethode Newton (3.10) ou du Point Fixe (1.177). On suppose notamment
que la nethode a converge de sorte que le esidu soit regligeable. On a alor& ¥ qui \eri e lequation
suivante :
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K K
—+M (+ M, XK+6xxk) cuk Zxkil=o (3.82)

Soit Xk = X X, I'approximation POD-(D)EIM (ou POD-GPOD) de la solution X X. Ainsi, X ¥ \eri e
lequation suivante :

K

K
—+M r(k)"'MIin;r Xlr("'Gr(X Ir() CrUk —

Xk 1=0: (3.83)

On est alors en mesure de ck nir I'erreur de eduction EK 2 RN mesurant lecart entre la solution
EF X et celle du moctle eduit POD-(D)EIM X au pas de tempstk. Celle-ci est & nie par :

EX = xk xk (3.84)
= XKk Xk (3.85)

La prochaine section s'attacheraa ceriver une equation permettant d'approcher l'erreur totale de
eduction E.

3.3.3 Estimation de l'erreur de eduction totale

On cherche donc dans cette sectiona estimeEX = XX Xk I'erreur entre le mockle POD-(D)EIM
et le mockle EF tout en ne connaissant pasX X. Il convient d'insister sur le fait que I'on cherchea
estimer I'erreur entre le mocele eduit et le mockle EF, mais sans avoir acesa la solution de egtrence
X K. Autrement, la cemarche n'a pas d'inerét car la c nition (3.85) su ta calculer I'erreur EX,

3.3.3.1 Equation eriee par l'erreur

A n d'obtenir lequation \eriee par l'erreur EK, il convient premerement de e nir RK2 RN, le
vecteur esidu obtenu lors de l'injection de l'approximation X* dans lequation (3.82) (\eriee par la
solution EF XX) :

K

K
RK= Z+M (9+ My, XK+GexK cuk

=Xk 1 (3.86)

On cherche alors a obtenir une equation \eriee par EX. Pour la trouver, une methode classique
consistea faire la dierence entre lequation (3.86) \eriee par XX et celle que \erie Xk (3.82). On
a alors :

K (+ Min EK+G(XK 6% =Rk (3.87)

L'expression ci-dessus n'est pas encore satisfaisante du fait de la non-lirearie d&. En e et, il est

possible de esoudre (3.87) pour trouverEX, mais le terme G (X K) pose probeme : pour le calculer,
il est recessaire de connatreX k. Or si I'on connat XX, la cemarche d'estimation d'erreur n'a pas
d'ineret. L'icee est donc d'approcher G (XX) mais sans connatreX K. La formule de Taylora l'ordre

1 est ainsi toute indiquee pour esoudre ce probeme, car elle donne :

G(X*) = G(XK + g{?(xk) xk xk + o xk xky; (3.88)
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ou encore, en utilisant la Jacobienne non lireaire (4.58) et la ce nition de I'erreur (3.85) :
G(X%) = G(XK) I (X*EX + o(E¥): (3.89)

Or méme si le mockle eduit n'est pas exact, on peut egitimement penser qu'avec un choix appropre
des snapshots, l'erreur est relativement contréke. Ainsi,o(EX) peut étre reglige devant les autres
termes dans (3.89), menant alorsa I'approximation du terme non lireaire suivante :

G(X"% &K I (XHEX: (3.90)

Lequation (3.90) est extrémement ineressante car elle permet d'approcher le terme non lireaire
G (X*) ba sur la solution EF Xk que I'on ne conna pas,a partir de l'approximation eduite XX et
de EX. Ainsi, en remplacant G (X*) par son approximation de Taylor dans (3.87), on aboutita

K
=+ M ()+ Mjp + (XY E* RX (3.91)

ou encore en utilisant la e nition de la Jacobienne :
J(XER Rk (3.92)

Remarque 3.12. La methodologie pesente ci-dessus permetegalement d'approcher l'erreur d'in-
terpolation. En eet, soit X = X, la solution du probeme eduit avec la POD. X, \eri e alors
lequation suivante :

K

K
—*+M r(k)+MIin;r Xlr("'Gr( Xlr() CrUk LS

Xk 1=0; (3.93)

al la seule dierence entre (3.93) et (3.83) est queG,() = QGjz() aekt remplae ci-dessus par
Gr()= 'G().

Soit alors EX l'erreur d'interpolation mesurant la dierence entre les deux approximations : POD
seule et POD avec interpolation. Elle est & nie par

Ek = xk Xk (3.94)
= xk Rk (3.95)
= Ek (3.96)

En reprenant la cemarche expose ci-dessus, on peut alors ceriver I'approximation suivante apes un
ceveloppement limie sur G, () :

J (X MEK Rk (3.97)

Ainsi, (3.97) montre que I'on peut estimerEX sans avoira connatre l'approximation POD XK. Bien
que lequation (3.97) soit de taille eduite, la construction de J,()= 'J() etR;()= 'R() est
cotteuse car il faut d'une part assembler la jacobienne et le esidu de taill& avant de les projeter
dans la base eduite.

3.3.3.2 [erivation des indicateurs d'erreurs

Il s'agit alors de ceriver dierents indicateurs d'erreurs approchant I'erreur de eduction X au pas
de tempsk ¢ nie par :

k= EkK (3.98)
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3.3.3.2.A Indicateur ba® sur la Jacobienne
Ainsi, il est possible d'approcher I'erreur de eduction EX en esolvant lequation (3.92)(au sens d'une

nmethode ierative telle que le gradient conjugLe si le probeme n'est pas jaug) :
h i g
EX J(xXK R (3.99)

Il est important de souligner que le syseme (3.92) permet d'estimer I'erreurEX tout en ne connaissant
pas la solution EF X k. Soit donc 'j l'indicateur d'erreur au pas de tempsty que l'on espere le plus
proche possible de la \eritable erreur . Il est c& nia partir de (3.99) par
h i g
K= Jxk) R*: (3.100)

Or, le syseme J()etant de taille N, levaluation de ; peut &tre longue. On introduit donc deux
autres indicateurs plus rapidesa calculer, et g, avec deux niveaux dierents d'approximation.

3.3.3.2.B Indicateur ba® sur la valeur propre minimale

A n de ceterminer , Soit Ti” la valeur propre minimale non nulle deJ(XX). Alors, on peut c nir
, l'indicateur d'erreur censee majoee l'erreur par
k
2 R (3.101)
min

J
En e et, en multipliant (3.92) par EK!, il vient

EKtI(XK)EK  EKIRK: (3.102)

Or, puisque le esidu est non nul (ce qui est le cas en pratique), on sait quE* n'appartient pas au
noyau de l'operateur J(XX) ((3.92)). On peut ainsi minorer le terme de gauche dans (3.102) gracea
min ' la plus petit valeur propre non nulle de J(X¥) :

min gk ’ EXtI(XK)EK (3.103)
Ensuite, l'iregalie de Cauchy-Schwarz appligiee au membre de droite de (3.102) donne :
ENtRK EXK  REK (3.104)
En utilisant (3.103), (3.104) et (3.102), alors on a nalement
min - gk Rk (3.105)
d'ar ce qu'il fallait cemontrer :
EX k. (3.106)

En pratique, la valeur propre minimale ™" peut étre obtenue en un temps raisonnable par des
nmethodes ieratives base sur les approches de Krylov. On peut citer notamment la bibliotreque
ARPACK [92] qui permet de ealiser cette thche sur les matrices creuses.

3.3.3.2.C Indicateur ba® sur le esidu

En n, le dernier indicateur '?e se base simplement sur esidu et est ¢ ni par

K= RK: (3.107)

Bien que beaucoup moins pecis que les deux autres indicateurg et , ce-dernier posede deux
gualies. Premerement, il est plus rapidea calculer que ses homologues, car il ne recessite ni I'assem-
blage de la matrice Jacobienne, ni une quelconque esolution ierative. En n, l'indicateur esiduel est
certes dierent de l'erreur , maisa tendance en pratique a suivre son comportement : il augmente
lorsque l'approximation devient moins bonne.
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3.3.4 Validation des indicateurs d'erreurs

Les indicateurs ceveloppes dans la section peedente sont ainsi teses sur la machine synchrone 2D
pesentee dans la section 1.3.3, pour deux types d'essais. Le maillage a luiee pesene dans la gure
1.18. Le premier reprend un essai en chargea vitesse constante, sur deux periodes necaniques, tandis
gue le second simule un cemarrage du gererateur en charge. Dans les deux premiers cas, la vitesse de
rotation sera impose (c'esta-dire, on ne prend pas en compte le couplage nmecanique). Ainsi, on sera
en mesure dévaluer la pecision du moctle eduit et des dierents indicateurs sans avoira prendre en
compte un quelconque decalage de la position du rotor entre le mocele EF et eduit®.

Ainsi, on prend ¥ = X avec k calcuk avec le moctle EF, au lieu d'utiliser lequation de couplage
mecanique (3.9). Un troiseme exemple avec couplage necanique etelectrique sera lui pesent dans
la section 3.3.5. Cette fois-ci le cecalage entre les deux moctles sera pris en compte.

A n de ceterminer les snapshots lireaires S et non lireaires T, lI'approche O ine/Online aet
appligee (voir section 3.2.1). En patrticulier, une simulation a vide, et une autre en court-circuit
sur 122 pas de temps et correspondanta une geriode mecanique ontee utilisees an de ceterminer
une base de snapshots su samment repesentative. Du fait des essais bases sur les connaissances de
l'ingenieur, cette base eduite est censee pouvoir prendre en compte n'importe quelle chargeequilibee
au stator 4.

3.3.4.1 Machine synchrone 2Da vitesse de rotation constante

Sur le premier exemple, le rotor est entrafe a vitesse constante (sans couplage nmecanique donc) et
la simulation est e ectiee sur deux periodes mecaniques correspondanta 1¢ pas de temps, pour
une duee de simulation totale T = 0;23s. La charge au stator estequilibee et compose dans chaque
branche d'une esistanceR et d'une inductanceL d'une valeur respective de 5k et 2H respectivement.
Au rotor, l'excitation est de 24kA.tr menanta une forte saturation du matriau ferromagretique.

La gure 3.15 pesente la valeur des 3 indicateurs d'erreurs introduits dans cette section, ainsi que
K I'erreur relative issue de la comparaison de la solution EFX et de X obtenu avec le mocle eduit.
Sur cet exemple, et j sont calcues tous les 10 pas de temps a n de ne pas trop impacter le temps
de calcul.

Figure 3.15 { Evolution des indicateurs d'erreur pour une machine synchrone tournanta vitesse
synchrone

3. En e et, le couplage mecanique permet de calculer la position du rotor, en fonction de letat magretique du syseme
(1.172). Ainsi, unetat magretique approcte par le mocele eduit induit une certaine erreur sur lequation necanique, et
peut donc menera un cecalage de la position du rotor entre les deux moceles

4. En ealig, cette nethodologie a cepet approuwee et valicke dans notre article [86], mais il s'agit ici de valider
letape suivante,a savoir, I'estimateur d'erreur.
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La gure 3.15 montre que l'indicateur base sur la Jacobienne j est conformea nos attentes, tes
proche de la \eritable erreur pour les points calcuks. Les indicateurs et g semblent respectivement
gpaes de l'erreur par des facteurs multiplicatifs respectifs d'environ trois et cing ordres de grandeurs
(on est enechelle log, un facteur multiplicatif constant se traduisant donc par un palier xe). Puisque
la complexie calculatoire de est quasiment equivalente a celle de ;, pour une borne d'erreur
visiblement bien trop haute compaeea nos attentes, on decide de ne pas retenir par la suite.

Enn, la gure 3.16 pesente I'histogramme du ratio = — entre la \eritable erreur et I'estimateur

J,a partir des 100 valeurs de l'indicateur calcué. On voit que celui-ci est majoritairement tes proche
de 1, et reste compris entre 0,5 et 5, ce qui nous encouragea gardey en tant que repesentant de
I'erreur, malge un codt de calcul assez important.

Figure 3.16 { Histogramme pesentant la epartition du ratio = < calcue pour 100 valeurs

3.3.4.2 Machine synchrone 2Da vitesse de rotation variable

Les deux indicateurs d'erreur restants, ; et r vonta pesent étre teses sur un cas test simulant le
temarrage de la machine. Cependant, on ne prend toujours pas en compte le couplage mecanique dans
le mockle eduit : la monee en vitesse a ainsiet calcuke grace au mockle de egerence EF, puis aet
injecee dans le mockle eduit. L'icee est ici de pouvoir comparer I'erreur entre les deux mockeles pour

un exemplea vitesse variable, sans avoira prendre en compte le cephasage du rotor entre le moctle
eduit et le mockle EF. La monee en vitesse du rotor est pesent dans la gure 3.17

Figure 3.17 { Evolution de la vitesse du rotor au cemarrage de la machine
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La simulation aet ealise ici sur 10 4 pas de temps correspondanta une duee totale de simulation
de T = 5s. Cette fois-ci on a garce une esistance de valeurR = 5k et une excitation de 24 kA.tr,
mais l'inductance est desormais consiceee nulle :L = OH.

En prenant en compte le calcul des snapshots, le speedup obtenu sur cette simulation est d'environ
15. La gure 3.18 pesente lesevolutions des deux indicateurs et de I'erreur au cours du temps. la
encore, le calcul de ; aet eali® tous les 10 pas de temps a n de ne pas trop impacter le temps de
calcul.

Figure 3.18 { Evolution des indicateurs d'erreur au cemarrage de la machine

On observe des esultats tes similaires au premier cas de gure : l'indicateur ; est tes proche
de l'erreur , et r est lui encore £pae de I'erreur par un facteur multiplicatif semblant relativement
constant.

Enn, la gure 3.19 pesente I'histogramme du ratio = — calcué sur 1000 points au cours de la
simulation. On voit que & encore, le ration est tes proche de 1 en cecroissant exponentiellement, ce
qui nous permet de valider l'indicateur d'erreur ;.

Figure 3.19 { Histogramme pesentant la epatrtition du ratio = < calcuk pour 100 valeurs

3.3.5 Indicateur empirique

On a vu que lindicateur ; etait capable d'approcher peciement I'erreur de eduction au cours de
la simulation. Cependant, le cott de calcul assoce est quasimentequivalenta celui de esolution du
mockele EF, car il demande l'assemblage de la Jacobiennd 2 RN N ainsi que la esolution d'un
syseme lireaire de taille N.

Ainsi, on a propo% dans [93] un indicateur d'erreur empirique bage sur le fait qu'il semble exister
une constante multiplicative entre r (rapideaevaluer) et ; (longa calculer), comme le suggerent
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les gures 3.15 et 3.18. Ceci est souvent le cas avec les estimateurs d'erreurs bas sur le esidu, car
ils o rent gereralement une bonne image de I'erreura une constante multiplicative pes [94]. Ainsi, la
gure 3.20 pesente la epartition de ; en fonction de r au cours de la simulation. Bien gqu'il n'existe
pas de cependance lireaire entre les deux quanties, la epartition des dierents points semble localise
en dessous d'une certaine droite. A n de ne pas prendre en compte certains points qui pourraient étre
aberrants, on propose de ceterminer la pente telle gu'une certaine fraction ; 2 [0;1] des points
soient sittes en dessous. Ce coe cient ¢ peut s'interpeter comme un facteur de abilie : plus il est
proche de 1, plus on a de chance d'étre sitlte sous la droite de pente . En d'autres termes, la pente
est cetermiree telle que pour 100 ¢ % des points valeurs calcukes, on a :

< R (3.108)

Figure 3.20 { ; en fonction de r au cours d'un cemarrage de machine

Ainsi, I'approche propose consistea ceterminer le coe cient sur les premiers pas de la simu-
lation, pour ensuite calculer I'indicateur d'erreur empirique emp €& ni par la relation suivante

emp = R- (3.109)

Ainsi, emp a l'avantage d'etre rapidea calculer sur les pas de temps restant.

L'indicateur d'erreur empirique emp €St ainsi tese sur un troiseme cas test, reprenant I'exemple
ci-dessus en lui ajoutant le couplage mecanique du moctle eduit. Le coe cient de abilie ¢ est »
a 90% et l'indicateur d'erreur est calcuk sur les 50 points localises sur les 500 premiers pas de temps
et repesenes sur la gure 3.21 (pour une simulation de 10* pas de temps au total). On obtient alors
un coe cient =2:03:10 °.

Ainsi, le coat de calcul de lindicateur empiriqgue emp sur les 9500 pas de temps restants est
equivalenta celui de g, avec des esultats pourtant bien plus pecis comme le montre la gure (3.22).

3.3.5.1 Conclusion sur l'estimation d'erreur

On a ainsi pu voir qu'un estimateur robuste et ableevaluant I'erreur  entre le mockle eduit et
EF nétait pas forement disponible pour les probemes magreto-quasistatiques. Neanmoins, on a pu
cevelopper trois indicateurs d'erreur permettant devaluer la qualie du mockle eduit. Le premier,

R, Se base simplement sur la norme du esidu assocea l'approximation eduite alors que second;
recessite egalement la jacobienne du systeme EF. On a pu voir que ce dernier indicateur approchait
de facon pecise l'erreur maisetait relativement colteuxaevaluer. Dans ce contexte, un indicateur
empirique emp aee introduit et valice dans le but d'approcher l'indicateur ~ ; avec un codt de calcul
equivalenta celui de g.
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Figure 3.21 { Nuage de 50 points localiges sur les 500 premiers pas de temps, permettant de ceterminer
la constante  assoceea l'estimateur empirique.

Figure 3.22 { Evolution de l'indicateur empiriqgue au cemarrage de la machine



Chapitre 4

Applications industrielles

Ce dernier chapitre vise a valider et appliquer les nmethodes de eduction sur deux moceles 3D
de machines industrielles etudees au sein du LAMEL. Ces deux moctles sont issus de la trese
J. Cheaytani [95] portant sur le calcul par la MEF des pertes suppementaires dans les moteurs
electriques.

La premere application est une machine synchronea aimants permanents (MSAP) triphase
gue l'onetudiera en fonctionnement gererateur. Celle-ci est en ealie une maquette d'alterna-
teur utilie dans les centrales hydrauliques. Le moctle eduit sera dans un premier temps deduit
et valicea partir d'un essaia vide et d'un autre en court-circuit, pour une vitesse de rotation
constante. Ensuite, ce méme mockle eduit sera utili® a n detudier la machine dans son environ-
nementelectrique (avec une charge RL coupke aux phases du stator) et mecanique (le mouvement
du rotor n'est plusa vitesse constante, un couple necanique est impos au rotor).

La seconde application est un moteur asynchrone (MAS) triphas utilie par EDF en tant que
moteur de pompe. Le but de cetteetude est cette-fois ci d'obtenir la caraceristique couple-vitesse
du moteur. Le mockle eduit sera construita partir d'un essaia rotor blogwe et d'un second au
synchronisme, a n d'etre utili dans un second temps pour des vitesses de rotation intermediaires.

Le pesent chapitre se decompose logiqguement en deux parties correspondanta chacune des
deux applications.

4.1 Machine Synchronea aimants permanents

Cette premere partie s'ineresse donca letude d'une machine synchronea aimants permanents
gracea un mocele eduit. Dans un premier temps, le moctle de etrence pesentant les caraceristiques
de la machine et son mockle nunerique seront cetailes. Dans un second temps, on s'ineresseraa la
construction du moctle eduit sur ce type de machines. En n, la troiseme section permettra de valider
et d'utiliser le mockle eduit sur trois types d'essais en particulier : un premiera vitesse de rotation
constante en court-circuit eta vide, un second avec dierentes charges electriques au stator, et un
troiseme simulant un cemarragea couple constant.

4.1.1 Mocle de eérence

La machine synchrone etudee aet acquise par EDF R&D, et sa moctlisation EF aet ealize
par J. Cheaytani [95] pendant sa trese. La machine est issue d'une structure asynchrone dont le rotor
aet modie a n d'y coller des aimants permanents. La structure du stator est pesene dans la gure
4.1

Les prochaines sous-sections pesentent les caraceristiques de la MSAP et le mockle nunerique
par EF assoce.
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Figure 4.1 { Stator de la MSAP

4.1.1.1 Caractristiques de la MSAP

Dans les prochains paragraphes, les donreeselectriques, la georretrie et les caraceristiques mageriaux
de la MSAP seront pesentes.

4.1.1.1.A Donreeselectriques
Les principales donreeselectriques de la MSAP sont pesenkes ci-dessous :

1. Nombre de pbles : 8

Fequence nominale :f , = 200Hz

Puissance nominale P, = 15kW

Tension nominaleU, = 190V entre deux phases en couplageetoile
Courant nominal : |, = 8A

Vitesse nominale : = 3000tr/mina 200Hz

Couple nominal : , =48Nm

© N o gk wbd

Resistance moyenne entre deux phases @ 20C) :R =49:82 m

41.1.1.B Gonetrie
La MSAP ayant une structure periodique d'angle =2, et ayant un plan de synetrie normala I'axe de
la machine, la gure 4.2 pesente un huiteme de la machine.

Le stator est compos de tdles FeV1000-65HA depaisseur 0.65 mm et de masse volumique 7800
kg/m 3. Il comporte 48 encoches avec un bobinagea 8 p6les concentriques, comme le montre la gure
4.2. Les rayons inerieur et exerieur du stator sont respectivement de 75 mm et 120 mm, avec une
profondeur de 190 mm.

L'arbre rotorique est quanta lui constitie d'acier massif XC38 (AISI 1055) de masse volumique
7800 kg/m3. 32 aimants reodyme-fer- bore de type N38SH sont coles sur l'arbre et forment 8 poles,
chacun des polesetant compos de 4 aimants.

4.1.1.1.C Caraceristiques maeriaux
Les caraceristiques des matriaux ferromagretiques du rotor et du stator sont issues des donrees
constructeur [95]. L'ensemble des caraceristiques sont pesentes ci-dessous :

1. Air
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Figure 4.2 { Geonetrie de la MSAP (huiteme)

| Perneabilie magretique 0=4 10 "Hm ?

2. Téles FeVV1000-65HA (stator)
| Permeabilie magretique  non lireaire s (B) dont la caraceristique est repesente en bleu
dans la gure 4.3

3. Acier massif XC38 (rotor)
| Permeabilie magretigue  non lireaire g (B) dont la carackristique est repesente en
rouge dans la gure 4.3

4. Aimants N38SH
| Perneabilie magretique a=1:1 gHm !
| Aimantation emanente B dirigg radialement et d'amplitude 1.35 T.

5. Trois bobines au stator
| Permeabilie magretique 0
| ns =30 spires
| Coupkes (ou non)a des charges RLequilibees.

4.1.1.2 Mockle nunerique de la MSAP

La moctlisation nunerique, en particulier, la partie Eements Finis etelectrique est issue des tra-
vaux de these J. Cheaytani [95]. Cependant, la partie necanique aet rajoute grace aux ceveloppements
ealies durant cette these, en particulier I'impementation dans code _Carmel de la methode Overlap-
ping [34] pour la prise en compte du mouvement (voir section 1.2.5.2), ainsi que le calcul du couple
par la nethode des travaux virtuels [21] (section 1.2.6.2.B).

Dans un premier temps, nous pesentons la mocelisation par EF desequations de Maxwell egissant
levolution des grandeurs magretiques au sein de la MSAP. Ensuite, le couplage des bobines du stator
avec dierentes charges RL sera aborcee. En n, la mocklisation mecanique portant sur le mouvement
du rotor sera cetaile.

41.1.2.A Mocle EF de la MSAP

La conductivie des tolesetant regligee dans cette application la mocklisation de la MSAP conduit
a un probeme magretostatique. A I'exception des conditions de periodicike sur les deux faces gererant
le cecoupage selon , les conditions aux limites sont de typeB n = 0. Contrairementa I'exemple
2D de machine synchrone (voir section 1.3.3), il s'agit de prendre en compte au rotor des aimants et
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Figure 4.3 { Caraceristiques kB k (kH k) au rotor et au stator

non un inducteur bobire. La formulation variationnelle devie egerement de (1.69) pour prendre en
compte l'induction emanente cereralisee par les aimants permanents, et devient :

Trouver A 2 H o . (rot ;D) tel que

@)t Aot A® = JGA® aBrirot A% s 8A%2 Hy, , (rot ;D); (4.1)

avec on le rappelle B, linduction emanente gereee par les aimants permanents.

Le maillage, pesent sur la gure 4.4, est constitle de 371507 eements prismatiques pour 200004
n uds, disposes sur 20 couches selon Qz). L'air est repesene en jaune tandis que les dierents
maeriaux reprennent le code couleur de la gure 4.2. On remarque notamment que le domaine n'est
pas maile sur une bande dans I'entrefer, car on utilise la nmethode Overlapping (voir section 1.2.5.2).

De plus, les gures 4.5 et 4.6 pesentent le maillage des deux faces normalesa I'axe de rotation. On
peut ainsi voir apparatre sur 4.6 la discetisation des aimants, absents des gures 4.5 et 4.4 car cactes
par la couche d'air permettant de prendre en compte les e ets d'extemie. En n la gure 4.7 montre
partiellement la discetisation d'un aimant et de I'entrefer. Ce-dernier aet maile en quadrangles
eguliers selon ,a raison de 181 n uds par couche pour un angle de =2 (on a donc un n ud tous
les 0,5.

Apes discetisation EF, le probeme magretostatique non lireaire comporte N = 719549 incon-
nues d'aréte et prend la forme suivante :

Trouver X a(t) 2 RNA tel que

M () + Miin) Xa(t)+ G(Xa(t)) = CU(Y) (4.2)
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Figure 4.4 { Maillage de la MSAP

Figure 4.5 { Maillage de la premere face normalea l'axe de la machine

4.1.1.2.B Equations de circuitelectriques

Les trois bobines du stator sont releesa une chargeR L en srieequilibee, en couplageetoile.
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Figure 4.6 { Maillage de la seconde face normale a I'axe de la machine, mettant en evidence le
maillage des aimants.

Figure 4.7 { Maillage d'une partie de I'entrefer.

A n de prendre en compte la esistance du bobinage, on introduit Rp = R =2 en srie avec la charge
R L. Le sclema de couplage est ainsi repesent sur la gure 4.8. Les valeurs des dierents paranetres
electriques sont les suivants :

1. Resistance de bobinageRp = R =2=24;91 m
2. Resistance de chargeR : 0, 100 ou 6000 m selon les essais
3. Inductance de chargel : 0 ou 9.0 mH selon les essais.

Lesequations egissant ce couplage sont donc au nombre de trois, et sont ¢k nies d'apes (1.133)
par
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Figure 4.8 { Couplageetoile de la machine avec des chargeR L equilibees.

Trouver ig(t) tel que

@ k() + L@ik(t) + (R + Ro)ik(t) =0; k=1;23 (4.3)

ai on le rappelle,  estle ux magretique cape par la bobine assoceea la K™¢ phase.

4.1.1.2.C Equation necanique

En fonction des dierentesetudes, le mouvement du rotor pourra &tre imposa vitesse constante
Ou au contraire,a vitesse variable lorsque le couple d'entranement y, estimpos. Dans ce dernier cas,
il faudra prendre en compte lequation mecanique (1.158) qui permettra de determiner le mouvement
du rotor en fonction du coupleelectromagretique g (X) (dependant de l'induction magretique). Les
paranetres mecaniques sont alors les suivants :

1. Moment d'inertie du rotor Jy = 0:02 kgm?
2. Force de friction mecaniquefy = 0:02 kgm?:s 1

3. Couple d'entramement =6 ou 12 N:m selon les essais

Ainsi, il s'agira de esoudre lequation

Trouver (t) et ( t)= 2 tels que
d? (t d (t
w TPt T 004w @4

4.1.1.2.D Mocle EF coupé auxequationselectriques et necaniques

Le probeme cereral permettant de simuler le moctle EF coupk aux equations electriques et
mecaniques est disceti® avec un pas de discetisation sur N; pas de temps. Ces deux derneres
guanties varieront selon les essais et seront donc expliciees en fonction des dierents cas. Finalement,
le probeme disceti est de taille N = 719552 et secrit :
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Trouver XX 2 RN tel que

KoM (94 M XK+ 6(x9 = cuks Kxx 1 k=100, (4.5)

et trouver ( ¥*1; k*1) 2 R2 te| que

S f
2 k+l _— 1 M Ky B(Xk)+ ¥
Jm Im s k=0;::0Ny 1 (4.6)
k+t1 — k4 k+1.

a XK = X(t = k ) corresponda la concaenation du vecteur des inconnues EFXX 2 RNA et des
trois courants i¥, i¥ et i au tempstX.

4.1.2 Mocle eduit

Maintenant que le mocktle de etrence aet peseng, nous allons aborder la construction du
mocele eduit de type POD-(D)EIM. En particulier, nous verrons dans un premier temps sur quel
type d'essai nous avons bag nos snapshots, et dans un second temps, quels sont les pararetres utilies
permettant de construire la base eduite  de la solution X

4.1.2.1 Choix des snhapshots

Comme explige dans la section 3.2.1, le choix des snapshots est ba® sur la connaissance de
l'ingenieur. Dans le cas d'une machine synchronea aimants permanents, un premier sciemaequivalent
peut étre cetermirea partir d'un essaia vide, et d'un second essai en court-circuit. Ainsi, nous allons
nous appuyer sur ces deux simulations an d'en ceterminer un moctle eduita la fois robuste et
e cace.

41.2.1.A Essaia vide

L'essaia vide correspond au cas ai la charge tend vers l'in ni. Dans ce cas, les courants dans
les trois phases s'annulent et il n'y a plus de couplage avec lesequations electriques (4.3). De plus,
la machine est entraYee a vitesse constante, et ainsi lequation nmecanique (4.4) n'est pas prise en
compte. Les paranetres de I'essaia vide sont les suivants :

1. Nombre de snapshots : 89

2. Vitesse de rotation constante, correspondanta la vitesse nominale : , = 3000 tr/min

3. Pas de discetisation temporelle : = 29510 3=5;6210 ®s

4. Aucuneequationelectrique car i1, io et iz sont nuls

Avec ces dierents paramnetres, les snapshots sont calcues sur 89 positions du rotorequieparties
dans 10 =2]. La MSAP possdant une synetrie de rotation d'angle =2, ces essais permettent donc
d'avoir une bonne repesentation des dierentes con gurations electromagretiques de I'essaia vide.
En e et, cela corresponda une periodeelectrique (car la MSAP comporte 4 paires de pbéles). On peut
nalement schematiser I'essai par la gure 4.9, et le sysemea esoudre est alors :
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Trouver XX 2 RNA tel que
M (+ M, XK+ GXxK)=cu (4.7)
avec

K=k nt 0; (4.8)

avec ° l'angle initial au rotor.

Figure 4.9 { Calcul des snapshots lors de I'essaia vide.

Remarque 4.1. Le choix de 89 snapshotsequiepartis dang0; = 2] nest pas anodin. Si I'on avait pris
90 snapshots equiepartis dans ]0; = 2] par exemple, la base eduite greee serait moins bonne. En
e et, les informations contenues dans les snapshots seraient redondantes du fait des symetries/anti-
synetries de la machine. En particulier, on voit que la MSAP possde une anti-synetrie de rotation
d'angle =8. La base de snhapshots concentrera donc plus d'informations st 8 n'est pas un multiple
de , l'angle entre deux snhapshots successifs.

41.2.1.B Essai en court-circuit

L'essai en court-circuit esta l'oppos de celuia vide. En e et, la esistance R et l'inductance L de
charge sont cette fois-ci annukes. Cependant, la esistance de bobinag®, est elle toujours pesente
dans le mockle et il faudra alors prendre en compte les equations de couplages electriques (4.3)\
l'instar de I'essaia vide, le rotor est entraYea vitesse nominale constante. Les paranetres de I'essai

a vide sont les suivants :
1. Nombre de snapshots : 150
2. Vitesse de rotation constante, correspondanta la vitesse nominale : , = 3000 tr/min
3. Pas de discetisation temporelle : = 8%-10 3=5;7810 5 s

4. Resistance et inductance de charge nulles, mais la esistance de bobinad®, est tout de méme
a prendre en compte dans (4.3)

On peut nalement repesenter cet essai par la gure 4.10, et le sysemea esoudre séecrit alors :

Trouver XK 2 RN tel que

K K

—+M ()+ My XK+ G(XK)= cuk+ =Xk b k=1;000N, (4.9)
avec

Kk L+ O (4.10)

avecX = (Xa;ig;iz;iz), repesentant I'inconnue EF et les trois courants au stator.
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Figure 4.10 { Calcul des snapshots lors de I'essai en court-circuit.

Remarque 4.2. Cette fois ci, les snapshots sont calcues pour 150 positions du rotor equieparties,
correspondant environa 5/3 d'une periodeelectrique. En e et, le syseme possede cesormais un egime
transitoire d0 aux equations electriques. Ainsi, prendre des snapshots etaés sur un peu plus d'une
periodeelectrique permet entre autres de capturera la fois le egime transitoire, et un cebut de egime
permanent.

4.1.2.2 Paranetres de eduction

Maintenant que I'on dispose d'un jeu de snapshots, le dcetail de la construction du syseme eduit
va etre explicie. En particulier, la construction des bases eduites et assoceesa la solution X
et au vecteur non lireaire G (), ainsi que la ceation du masqueZ vont &tre abordes.

Les paranetres pour la construction de la base eduite , assoceea X sont :

1. Peservation de la structure (voir section 3.2.3) : base eduite A, assocee aux inconnues d'arétes
et |, assocee aux trois inconnues de type courant.

2. Nombre de snapshotss : 239 (89 pour I'essaia vide et 150 pour celui en court-circuit).

3. Taille de la base eduite apes troncature base sur I'amplitude des valeurs singuleresm : 47.
En ealie, seule A aee trongee (44 vecteurs de base), et | aet remplaee par la matrice
identie de taille 3, du fait qu'il n'y a que 3 inconnues de type courant. Ainsi, ces derneres ne
sont pas eduites.

Les paranetres pour la construction de la base eduite  assocee au vecteur non lireaireG (X),
et du masqueZ sont :

1. Nombre de bases d'interpolation : 2 (voir 3.2.3.2 ). Une premere base est assocee aux inconnues
d'arétes sittees dans le circuit magretique au rotor, et la deuxeme, a celles appartenant au

stator.
2. Nombre de snapshotss : 239 (89 pour I'essaia vide et 150 pour celui en court-circuit)

3. Taille de la base eduite non lireaire : 3 pour celle assocee au rotor, et 12 pour celle au stator.
En e et, la carte de champ au rotor (dans le ekrentiel en mouvement)evolue tes peu, ce qui
expligue que seuls 3 modes au rotor sont su sants.

4. Nombre de composantes dans le masque : 3 arétes au rotor, et 12 au stator. Ces deux jeux de
composantes sont ®lectionres par la nethode S-(D)EIM.

On aboutit nalement au mockle eduit de taille m =47 << N = 719552, dont le terme non
lireaire est interpok selon 3+12 composantes. Celui-ci secrit de fecon cererale :
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Trouver XK 2 R™ tel que

K K
LML (+ My XK+ G (XK= cruk+ =LKL k=1;00N (4.11)

et trouver ( K*1; k*1) 2 R? tel que

8

f
=1 g g s(XDF

M M c k=0;:::Ny 1 (4.12)
>

r r r

4.1.3 Simulations gr&ce au mockle eduit

Maintenant que la construction du mockle eduit aet expliciee, nous allons I'utiliser an de
simuler dierents points de fonctionnement de la machine. Dans un premier temps, nous l'utiliserons
pour reproduire les deux essaisa vitesse de rotation constante grace auxquels on a extrait les snapshots :
celuia vide et celui en court-circuit. Ensuite, on comparera sa pecision par rapport au mocele EF sur
deux autres essais toujoursa vitesse constante mais pour deux autres valeurs de chargeselectriques.
Enn, nous utiliserons le mockle eduit pour simuler le cemarrage du gererateur, c'esta-dire en
appliguant un couple d'entranement au rotor, et ce pour dierentes chargeselectriques.

4.1.3.1 Validation du moctle eduit

Dans cette section, nous allons valider le mocele eduit sur I'essaia vide et en court-circuit. A priori,
celui-ci doit permettre d'obtenir une pecision satisfaisante car les snapshots servanta construire le
moctle eduit ontet calcuks d'apes ces deux con gurations.

4.1.3.1.A Validation sur I'essaia vide

On pesente brevement les paranetres de I'essaia vide :
1. Aucune chargeelectrique connecee aux bobines du stator. Le probkme est purement magretostatique.
2. Le rotor tournea la vitesse nominale (de facon constante).

3. La simulation est lanee surN; = 360 pas de temps, ce qui corresponda un quart tour du rotor,
soit une periodeelectrique.

Ainsi, il n'y a pas d'inconnues de type courant et on aX = X . Dans ce cas le probeme EF est
grandement simplie. Le probeme eduit secrit alors :

Trouver XX 2 R™ tel que
M (K)+ Mjnr XK+ G (XK)=cC U (4.13)

avec

- x
1
>
]
+
o

; (4.14)

a9 designe l'angle initial du rotor.
La gure 4.11 pesente les ux calcuks aveca la fois le moctle de etrence et le mocele eduit.
On rappelle que le ux magretique est une forme lireaire sur X car il secrit ;| = F}X, avec F} le
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vecteur densit de spires disceti® assocea la j*™® phase, et & ni par (1.132). De méme, la gure 4.12
pesente les f.e.m. ggereees aux bornes des bobines au stator. Enn, la gure 4.13 pesente le couple
calcuka la fois par le mockle eduit et le mockle de ekrence, gracea lequation (1.155). On peut voir

gue le moctle eduit permet d'obtenir une bonne peecision sur les ux et les f.e.m. assoces aux bobines
du stator. Sur le couple reanmoins, le mockle eduit semble gererer un signal sinusodal d'amplitude
0,2 N.m et de fequencef = 2f, = 400Hz. Sur cet essai, cette basse fequence est fortement visible
car le coupleelectromagretique est tes faible. Cependant et comme on le verra par la suite, I'erreur
sur le couple sera bien moins visible sur les essais en charge a1 le coupleelectromagretique n'est plus
a moyenne nulle. De plus, on peut voir que cette basse fequence n'impacte pas le couple moyen qui
est plus souvent utilie comme quantie d'inerét enelectrotechnique que le couple lui-méme.

Figure 4.11 { Comparaison des ux magretiquesa vide capes par les bobines au stator entre le
moctle eduit et EF.

En n, levolution de la norme du esidu (voir section 3.3) au cours du temps est pesene dans la
gure 4.14. On observe que celle-ci ne varie pas de plus d'un facteur 10, ce qui correspond aux premeres
observations : I'erreur n'augmente pas au cours du temps. Finalement la gure 4.15 pesente le champ
d'induction magretique dans la machine au pas de temps nalk = N;. Les traes de champs sont
ainsi tes similairesa I' il nu.

Pour conclure ce premier essai, on peut voir que le mocktle eduit permet d'obtenir des esultats
pecis avec une erreur qui n‘augmente pas au cours du temps. Du plus, bien que les snapshots aient

et calcuks pour I'essaia vide sur 89 positionsequieparties entre 0 et =2, le moctle eduit est pecis
sur les 360 positions equieparties entre 0 et = 2. Ainsi, le mockle eduit peut &tre utilie pour des
positions du rotor pour lesquels aucun snapshot n‘aee calcue.

Enn, le speedup et les temps de calcul sont pesents dans le tableau 4.1. La seconde colonne
pesente ainsi les gains en temps lorsque I'on prend en compte le calcul des shapshots, tandis que la
troiseme colonne ne tient compte que de l'acekration obtenue une fois le syseme eduit construit.
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Figure 4.12 { Comparaison des f.e.m.a vide aux bornes des bobines du stator entre le mocele eduit
et EF.

Figure 4.13 { Comparaison du coupleelectromagretiquea vide entre le mocele eduit et EF.

Table 4.1 { Temps de calcul et speedup obtenus avec le Moctle Reduit (MR) sur l'essaia vide de la
MSAP

EF MR + Snapshot MR
Temps (S) 36H 24H 4,5 min
Speedup x1 x1,5 x480
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Figure 4.14 { Evolution de la norme du esidu au cours du temps pour I'essaia vide.

Figure 4.15 { Champ d'induction magretique au temps nal calcue par le moctle eduit (gauche)
et EF (droite) pour l'essaia vide (T).
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4.1.3.1.B Validation sur I'essai en court-circuit

Les paranetres de I'essai en court-circuit sont les suivants :

1.

Les bobines du stator sont en court-circuit : seule la esistance du bobinag®g est alors pris en
compte dans lesequations de circuitelectrique (4.3).

2. Le rotor tournea la vitesse nominale (de facon constante).

3. La simulation est lanee sur N; = 900 pas de temps correspondanta 10 periodeselectriques.

4. La machine aet magretisea letat initial. Cela signi e qu'un premier calcul qui ne prend pas

en compte lesequations de circuit permet de calculer letat magretique initial X ° de la MSAP.

Le probeme eduit skcrit alors :

Trouver XK 2 R™ tel que

avec

K K
L+ M () My XE+ Gi(Xf)= CrUN+ =EXfh k=1;015N (4.15)

K=k o+ O (4.16)

Les gures 4.16, 4.17 et 4.18 pesentent les ux, les courants et le coupleelectromagretique calcues
avec le mocele EF et eduit. De plus, levolution de la norme du esidu est repesente dans la gure
4.19. Cette fois-ci 'amplitude de variation de la norme du esidu est d'environ 1¢ et est donc bien
plus grande que pour l'essaia vide ( gure 4.14). Neanmoins, on observe un comportement rapidement
periodique ce qui indique que le mockle eduit ne diverge pas. On peut voir que celle-ci devient
periodique au bout de 5 periodes, ce qui correspondegalement au moment ai le couple se stabilise.
En n, le tra@ du champ d'induction calcuk avec les deux mockles est pesent dans la gure 4.20

Figure 4.16 { Comparaison des ux magretiques en court-circuit capes par les bobines au stator
entre le mockle eduit et EF.



154 Applications industrielles

Figure 4.17 { Comparaison des courants circulant dans les bobines du stator entre le moctle eduit
et EF pour I'essai en court-circuit.

Figure 4.18 { Comparaison du coupleelectromagretique entre le mocktle eduit et EF pour I'essai en
court-circuit.

Les gures 4.16, 4.17 et 4.18 montrent que le mockle eduit permet d'obtenir une bonne pecision
sur les ux et les courants. Cette fois-ci le couple electromagretique calcue avec le mockle eduit et
tes proche de celui issu du mockele EF. En e et, le coupleetant bien plus important, la basse fequence
d'amplitude 0;2N.m est ici regligeable. En ce qui concerne la nhorme du esidu, on peut remarquer que
sa variabilie est d'environ deux ordres de grandeur. Cependant, sonevolution semble geriodique sur
les 5 periodes, ce qui suggere que l'erreur n‘augmente pas, comme on peut le voir sur les dierentes
quanties d'inerét.
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Figure 4.19 { Evolution de la norme du esidu au cours du temps pour I'essai en court-circuit.

Figure 4.20 { Champ d'induction magretique au temps nal calcue par le moctle eduit (gauche)
et EF (droite) pour l'essai en court-circuit (T).

En n, bien que les snapshots n'aientet calcuks que pour les 4 premeres periodes electriques,
il est ineressant de noter que le moctle eduit reste pecis sur les 6 autres periodes. Ainsi, l'espace
eree par les snapshots permet d'approcher le egime permanent, bien que ceux-ci n'aientet calcues
gue pendant le egime transitoire.

Finalement, le speedup et les temps de calcul obtenus sur l'essai en court-circuit sont pesenes
dans le tableau 4.2.
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Table 4.2 { Temps de calcul et speedup obtenus avec le Moctle Reduit (MR) sur I'essaia vide de la
MSAP

EF MR + Snapshot MR
Temps (S) 90H 24H 6,75 min
Speedup x1 x3,75 x800

4.1.3.2 Utilisation du moatle eduit avec d'autres chargeselectriques

Maintenant que nous avons \erie que le mockle eduit permet de repesenter correctement les
points de fonctionnement utilies pour sa construction, nous allons I'utiliser avec deux nouvelles charges
electriques. On insiste sur le fait que pour ces deux cas d'application, aucun snapshot correspondant
n'aet calcuk. L'icee est donc ici de valider la nethode de lection des snapshots. Dans ces deux
essais, le couplage avec lequation necanique (4.4) est reglige, et le rotor tourne alorsa la vitesse
nominale.

4.1.3.2.A Utilisation du moctle eduit avec une charge esistive

Les paranetres de ce premier essai sont :

1. Les bobines du stator sont releesa une chargeelectriqueR = 100 m .

2. Le rotor tournea la vitesse nominale (de facon constante).

3. La simulation est lanee surN; = 900 pas de temps correspondanta 10 periodeselectriques.
4. La machine aet magretieea letat initial.

Le probeme eduit secrit :

Trouver XK 2 R™ tel que

K K
LML (+ My XK+ G (XK= couk+ =Lk L k=1;:000N, (4.17)

avec

K=k o+ O (4.18)

Les gures 4.21, 4.22 et 4.23 pesentent les ux, les courants et le coupleelectromagretique calcues
avec le mocele EF et eduit. De plus, levolution de la norme du esidu est repesente dans la gure
4.24.

On voit A encore que le moctle eduit permet d'obtenir une bonne pecision sur les quanties
d'inerét, bien qu'aucun snapshot n'aitee calcuk avec cette charge electrique au stator. En ce qui
concerne levolution de la norme esiduelle, celle-ci semble dans un egime periodique ce qui indique
gue l'erreur n'augmente pas au cours du temps. Enn, la gure 4.25 pesente le champ d'induction
magretigue au dernier pas de temps, calcuk aveca la fois le mocele EF et le moctle eduit.

Le speedup et les temps de calcul concernant cet essai sont pesenes dans le tableau 4.3.
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Figure 4.21 { Comparaison des ux magretiques capes par les bobines au stator entre le mockle
eduit et EF avec une charge esistive.

Figure 4.22 { Comparaison des courants circulant dans les bobines du stator entre le mocele eduit
et EF avec une charge esistive.
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Figure 4.23 { Comparaison du coupleelectromagretique entre le mockle eduit et EF avec une charge
esistive.

Figure 4.24 { Evolution de la norme du esidu au cours du temps avec une charge esistive.

Table 4.3 { Temps de calcul et speedup obtenus avec le Mockle Reduit (MR) sur I'essai avec une
charge inductive et esistive

EF MR + Snapshot MR
Temps (S) 90H 24H 6,8 min
Speedup x1 x3,75 X790
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Figure 4.25 { Champ d'induction magretique au temps nal calcue par le moctle eduit (gauche)
et EF (droite) avec une charge esistive (T).

4.1.3.2.B Utilisation du moctle eduit avec une charge esistive et inductive

Les paranetres de ce premier essai sont :

1. Les bobines du stator sont releesa une chargeelectriqueR = 6000 m et L =9mH.

2. Le rotor tournea la vitesse nominale (de facon constante).

3. La simulation est lanee surN; = 900 pas de temps correspondanta 10 geriodeselectriques.
4. La machine aet magretieea letat initial.

Comme peedemment, le probeme sécrit :

Trouver XK 2 R™ tel que

Kr Kr

+ M (4 My XK+ G (XK= couk+ 2IxKk L k=1;000N (4.19)
avec

kKek o+ O (4.20)

Les gures 4.26, 4.27 et 4.28 pesentent les ux, les courants et le coupleelectromagretique calcues
avec le mocele EF et eduit. De plus, levolution de la norme du esidu est repesente dans la gure
4.29.

la encore le mockle eduit permet d'obtenir une bonne pecision sur les ux et les courants. En
ce qui concerne le couple electromagretique, on voit eapparatre la basse fequence avec le moctle
eduit. En e et, I'amplitude du couple etant plus faible, cette erreur est plus visible. Neanmoins, le
couple moyen n'est une fois de plus pas impace. De plus, la norme esiduelle est une fois de plus
periodique ce qui indique que I'erreur n‘augmente pas de facon signi cative au cours de la simulation.
En n, le champ d'induction magretique calcue avec les deux moctles est pesene sur la gure 4.30.
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Figure 4.26 { Comparaison des ux magretiques capes par les bobines au stator entre le mocktle
eduit et EF avec une charge esistive et inductive.

Figure 4.27 { Comparaison des courants circulant dans les bobines du stator entre le moctle eduit
et EF avec une charge esistive et inductive.

Finalement, le speedup et les temps de calcul obtenus sur l'essai avec une charge esistive sont
pesentes dans le tableau 4.4.
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Figure 4.28 { Comparaison du coupleelectromagretique entre le moctle eduit et EF avec une charge
esistive et inductive.

Figure 4.29 { Evolution de la norme du esidu au cours du temps avec une charge Eesistive et
inductive.
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Figure 4.30 { Champ d'induction magretique au temps nal calcue par le moctle eduit (gauche)
et EF (droite) avec une charge esistive et inductive (T).

Table 4.4 { Temps de calcul et speedup obtenus avec le Mockle Reduit (MR) sur I'essai avec une
charge inductive et esistive

EF MR + Snapshot MR
Temps (S) 90H 24H 7 min
Speedup x1 x3,75 X770

4.1.3.3 Utilisation du mogckle eduit pour simuler le gmarrage d'une machine

Finalement, nous allons utiliser le mocele eduit a n de simuler le cemarrage du ererateur. Le
rotor va cette fois-ci étre entra’ye par un dispositif d'entranementa couple constant au lieu de tourner
a vitesse constante. Nous allons simuler ce cemarrage pour les quatre con gurationselectriques utilisees
peedemment,a savoir I'essaia vide, en court-circuit, et avec les deux chargeselectriques. Comme
nous allons le voir par la suite (section 4.1.3.3.C), la simulation avec la MEF d'un tel mocele demande
un temps de calcul bien trop important. C'est pourquoi nous ne comparerons pas dans cette section
les esultats obtenus par rapporta une etrence EF. Neanmoins, ceux-ci aurontee juges colerents
par des experts du domaine.

4.1.3.3.A [Emarrage de la MSAPa vide
Les paranetres du cemarragea vide sont les suivants :

1. Les bobines au stator ne sont pas connecesa un circuitelectrique

2. Le rotor est entraye par un couple necanique constant , = 6N.m.

3. La simulation est lanee surN; = 9:10* pas de temps correspondanta une duee de 5s.
4. La machine aet magretieea letat initial.

Les probeme eduit secrit alors :
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Trouver XK 2 R™ tel que

M ( Il'()+ M jin:r Xlr("' Gr()(llf): C/U; k=1;

et trouver ( K*1: k+1) 2 R? tel que

r r r

8
f
3 s g TM K+ — g(XH+
M M c k=0;:::

S \ (4.22)

La gure 4.31 pesente la monte en vitesse de la machine entraYee par le couple necanique. Les
gures 4.32, 4.33 et 4.34 pesentent respectivement les f.e.m. aux bornes des bobines statoriques sur
toute la duee de la simulation, puis au cebut,a la n de celle-ci. De m&me, le coupleelectromagretique

au cebut et en n de simulation est pesent dans les gures 4.35 et 4.36.

Figure 4.31 { Monkte en vitesse de la MSAPa vide.
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Figure 4.32 { f.e.m. aux bornes des bobines du stator.

Figure 4.33 { f.e.m. aux bornes des bobines du stator au cebut de la simulation.
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Figure 4.34 { f.e.m. aux bornes des bobines du statora la n de la simulation.

Figure 4.35 { Coupleelectromagretique au cebut de la simulation.
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Figure 4.36 { Coupleelectromagretique en n de simulation.

4.1.3.3.B [emarrage de la MSAP coupkea un circuitelectrique

Nous allons maintenant simuler le cemarrage de la MSAP lorsque ses bobines statoriques sont
conneceesa un circuitelectrique. Les paranetres de ces essais sont les suivants :

1. Les bobines au stator sont connecesa un circuitelectrique

N

Le rotor est entraYe par un couple nmecanique constant » = 12N.m.
3. La simulation est lanee surN; = 9:10* pas de temps correspondanta une duee de 5s.
4. La machine aet magretieea letat initial.

Les probeme eduit secrit alors :

Trouver XK 2 R™ tel que

Kr Kr

+ M (9 My XK+ G,(XK)= couk+ 2IxK L k=1;000N (4.23)

et trouver ( K*1; k+1) 2 R? tel que

8
f
=1 E g s (XD W
M M s k=0;::0Ny 1 (4.24)

EEmarrage de la MSAP en court-circuit

Pour cet essai, seules les esistance de bobinagg sont prises en compte dans lesequation de circuit
(4.3). La gure 4.37 pesente la monee en vitesse de la machine entrayee par le couple mecanique
m = 12N.m. Celle-ci tend rapidement vers un egime permanent. En e et, lorsque la machine est en
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court circuit, le coupleelectromagretique g ree par le rotor est tes important et vient s'opposer
au couple d'entranement \;, ce qui explique la faible vitesse de rotation obtenue. Ceci est illuste par
la gure 4.38 qui pesente le coupleelectromagretique et ai I'on voit que g atteint rapidement =
12N.m. En n, les courants gerees lors de cet essai sont pesenes dans la gure 4.39.

Figure 4.37 { Monke en vitesse de la MSAP en court-circuit.

Figure 4.38 { Coupleelectromagretique lors du cemarrage de la MSAP en court-circuit.
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Figure 4.39 { Courants circulant dans les bobines du stator lors du cemarrage de la MSAP en
court-circuit.

Cemarrage de la MSAP avec une charge esistive

Comme dans la section 4.1.3.2.A, les bobines statoriques sont relees a une charge esistive de
valeur R =100 m . La gure 4.40 pesente la monte en vitesse de la machine entra’yee par le couple
mecanique u = 12N.m. la encore, le couple electromagretique g pesent dans la gure 4.41
s'oppose rapidement au couple d'entramement y;, et la vitesse de rotation nale est plutét faible.
En n, les courants gerees en cebut et n de simulation sont respectivement pesenes dans les gure
4.42 et 4.43.

Figure 4.40 { Monee en vitesse de la MSAP releea une charge esistive.
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Figure 4.41 { Coupleelectromagretique lors du cemarrage de la MSAP releea une charge esistive.

Figure 4.42 { Courants circulant dans les bobines du stator lors du cemarrage de la MSAP releea
une charge esistive (cebut de la simulation).
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Figure 4.43 { Courants circulant dans les bobines du stator lors du cemarrage de la MSAP releea
une charge esistive ( n de la simulation).

Bemarrage de la MSAP avec une charge et inductive

Comme dans la section 4.1.3.2.B, les bobines statoriques sont relees a une charge esistive de
valeur R =100 m . La gure 4.44 pesente la monee en vitesse de la machine entrayee par le couple
mecanique yp = 12N.m. Cette fois-ci, le coupleelectromagretique g pesent dans la gure 4.45 ne
s'oppose pas enterement au couple d'entranement. La machine parvient alorsa obtenir une vitesse
congquente. Les courants gerees en cebut et n de simulation sont respectivement pesenes dans
les gure 4.46 et 4.47.

Figure 4.44 { Monee en vitesse de la MSAP releea une charge esistive et inductive.
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Figure 4.45 { Coupleelectromagretique lors du cemarrage de la MSAP releea une charge esistive
et inductive.

Figure 4.46 { Courants circulant dans les bobines du stator lors du cemarrage de la MSAP releea
une charge esistive et inductive (cebut de la simulation).

4.1.3.3.C Speedup et temps de calcul assocesa la simulation d'un ¢marrage de ma-

chine Ces simulations de cemarrage de machine montrent qu'il est recessaire de calculer la solution
du probeme disceti®e sur un tes grand nombre de pas de temps a n d'obtenir le egime permanent.
Avec le mockle de eErence, un pas de tempsetant calcuk en environ 6 minutes, il aurait fallu une
anree de calcul pour simuler le probeme. C'est pourquoi dans cette section, les speedup ne sont donres
gua titre indicatif. Ainsi, le tableau 4.5 pesente les temps de calcul (en ordre de grandeur) que I'on
obtiendrait avec le mockle EF, et avec le moctle eduit. On voit donc l'inerét des moceles eduits
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Figure 4.47 { Courants circulant dans les bobines du stator lors du cemarrage de la MSAP releea
une charge esistive et inductive ( n de la simulation).

POD-(D)EIM lorsque le nombre de pas de tempsa simuler devient tropelewe. Ainsi, m&me en prenant

en compte le calcul des snapshots, on obtient un speedup d'environ 300, ce qui en terme d'ordre de
grandeur permet de passer d'une anree de calcula un peu plus d'un jour. Sans compter le calcul des
shapshots, alors environ 6 heures de calcul sont recessaires.

Table 4.5{ Temps de calcul et speedup obtenus avec le Mockle Reduit (MR) sur le cemarrage d'une
MSAP

EF MR + Snapshot MR
Temps (s) 375 jours 30,25 h 6,25 h
Speedup x1 X297 x1440

4.2 Machine Asynchrone

Pour cette seconde partie, nousetudierons une machine asynchrone (MAS)a cage en fonctionne-
ment moteur, toujours gracea un mockele eduit. De méme que pour la MSAP, le mockle de ekrence
de la MAS sera cetaile dans un premier temps avant d'aborder la construction du mockle eduit.
En n, le moctle eduit sera utili’ a n d'obtenir la caraceristique couple-vitesse de la MAS.

421 Mocle de eérence

La machine asynchrone etudee est en ealie une maquette qui aet etudee par J. Cheaytani
pendant sa these [95], en vue d'investiguer les ux de zigzag. Celle-ci est repesentative d'un moteur
EDF utili pour les pompes. Le rotor de la machine est pesene dans la gure 4.48

Les prochaine sous-sections pesentent les caraceristiqgues de la MAS et le moctle nunerique par
EF assoce.
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Figure 4.48 { Rotor de la MAS

4.2.1.1 Caractristiques de la MAS

Dans les prochains paragraphes, les donreeselectriques, la geonetrie et les caraceristiques materiaux
de la MAS seront pesentes.

4.2.1.1.A Donreeselectriques
Les principales donreeselectriques de la MAS sont pesentes ci-dessous :

1. Nombre de pbles : 4

Fequence nominale :f, = 50Hz

Puissance nominale P, = 6kW

Tension nominaleU, = 400V entre deux phases en couplageetoile
Courant nominal : I, = 13A

Vitesse nominale : , = 1500tr/mina 50Hz

Couple nominal : ,, =42Nm

© N o bk wN

Resistance moyenne entre deux phases @ 20C) :R =1:44

4.2.1.1.B Gonetrie
La MAS ayant une structure periodique d'angle , la gure 4.49 pesente la ggonetrie sur une moite
de machine.

Le stator est compos de tdles M800-50HA depaisseur 0.5 mm. Il comporte 48 encoches avec un
bobinagea 4 pbéles concentriques, comme le montre la gure 4.49. Les rayons inerieur et exerieur du
stator sont respectivement de 75 mm et 110 mm respectivement, avec une profondeur de 140 mm.

Le rotor est quanta lui constitte de téles M400-50A. Les rayons inerieur et exerieur du rotor
sont respectivement de 24 mm et 74 mm respectivement, avec une profondeur de 140 mm. Il possede
30 encoches semi-ouvertes avec des barres de cuivre CuAl H12 de longueur 276 mm. Ces barres sont
relees entre elles gracea deux anneaux de court-circuit ( gure 4.48).
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Figure 4.49 { Geonetrie de la MAS (moite)

4.2.1.1.C Caraceristiques maeriaux
Les caraceristiques des makriaux sont pesentes ci-dessous :

1. Air
| Perneabilie magretique 0=4 10 "H:m !

2. Toles M800-50HA (stator)

| Permeabilie magretique suppose lireaire =4800 o
3. Téles M400-50A (rotor)
| Perneabilie magretique suppose lireaire =4800 ¢

4. Barres de cuivre CuAl H12
| Permeabilie magretique 0
| Conductivieelectrique = 48;2:10° Smit

5. Trois bobines au stator
| Perneabilie magretique 0
| ng =136 spires
| Alimenees par une source de tensionequilibee sinusodale

4.2.1.2 Mockle nunerique de la MAS

La mocklisation nunerique de la MAS estegalement issue des travaux de trese J. Cheaytani [95].
Cependant, le mockle aet adapt a n de pouvoir utiliser la methode Overlapping.

Dans un premier temps, nous pesentons la moctlisation par EF desequations de Maxwell egissant
levolution des grandeurs magretiques au sein de la MAS, puis dans un second temps, le couplage des
bobines du stator avec une source de tensionequilibee sera pesenee. Dans cet exemple, lequation
mecanique ne sera pas prise en compte et on etudiera la machine pour des vitesses de rotation
constantes.

4.2.1.2.A Mocle EF de la MAS

La moctlisation de la MAS conduit icia un probéEme magretodynamique du fait de la conductivie
des barres. Pour les conditions aux limites, elles sont encore de tyfge n = 0 sur le bord du domaine,a
I'exception des conditions de geriodicie. La pernmeabilie des tdlesetant suppose lireaire, on a alors un
probeme magretodynamique lireaire, dont la formulation A (1.72) est rappeke ci-dessous :



Machine Asynchrone 175

Trouver (A; )2 HY(O;T;W 5 (M p)) L2(0;T;W °(M p,)) tel que
hrot Arot A%+ h (@A + grad );A% grad 9, = WgAS,;

8(A% 92W3 [ (Mp) WOMop,):

Le maillage, pesene sur la gure 4.50, est constitte d'une couche de 10758ekments prismatiques
pour 11280 n uds (probeme 2D extruce). Les codes couleurs reprennent ainsi celles de la geonetrie
dans la gure 4.49. Le maillage d'une des faces est ainsi pesent dans la gure 4.51. la encore, une
ne couche n'est pas mailee dans l'entrefer a n d'utiliser la nethode Overlapping, comme on peut le
voir dans la gure 4.52. En patrticulier, celui-ci aet mailea raison d'un nud par dege, soit 181

n uds par couche.

Figure 4.50 { Maillage de la MAS

Figure 4.51 { Maillage d'une face de la MAS.

Finalement, le probeme magretodynamique lireaire est disceti® avec N = 5507 inconnues
d'arétes et N, = 1 seule inconnue nodale. Du fait de I'anneau de court-circuit en e et, les potentiels
scalaires sontegaux sur chacune des deux faces. etant disceti® par des fonctions nodales, on
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Figure 4.52 { Maillage d'une partie de I'entrefer de la MAS.

a donc deux inconnues nodales. Or le potentiel scalaire etant & nia un gradient, et donc,a une
constante pes, on xe l'une des faces au potentiel nul. Il ne nous reste alors qu'une seule inconnue
nodale. En notant X (t) = [ X a(t); X n (t)], le probeme discetie skcrit :

Trouver XX 2 RNA*NN te| que

Kiwm (+M Xk=cuk+ Kxx Lok=1;:0Ny (4.25)

4.2.1.2.B Equations de circuitelectriques

Les trois bobines du stator sont alimentes par une source de tension sinusodale equilibee. A n
de prendre en compte la esistance de bobinage, on introduit la chargdlRg = R =2. Le sclema de

couplage est ainsi repesent sur la gure 4.53. Les valeurs des dierents paranetreselectriqgues sont
les suivants :

1. Resistance de bobinageRp = R =2 =072

2. Source de tension :

| Amplitude entre deux phases U =325 V.
| Fequence d'alimentation : f, =50 Hz.

3. Dephasage entre deux phases de 2 3.

Figure 4.53 { Sctema de couplage de la MAS avec une source de tensionequilibee.

Lesequations egissant ce couplage sont donc au nombre de trois, et sont ¢k nies d'apes (1.133)
par
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Trouver ig(t) tel que
@ «(t) + Roik(t) = w(t); k=1;23 (4.26)

ai on le rappelle,  estle ux magretique cape par la bobine assocee au K™¢ courant.

4.2.1.2.C Mocle EF coupé auxequationselectriqgues et necaniques

Le probeme gereral permettant de simuler le moctle EF coupk aux equations electriques est
disceti® avec un pas de temps = 3;4:10 # s sur N; = 960 pas, ce qui corresponda 16 eriodes
electriques. Finalement, le probeme discetie est de taille N = 5511 et skcrit :

Trouver XX 2 RN tel que

K K
=+ M ()M X<=cufe =XKL k=1;mnN (4.27)

avec

k=g + O (4.28)

a XX = X(t = k ) corresponda la concaenation du vecteur d'inconnues EF XX 2 RNA*Nn et des
trois courants i¥, i§ et i au tempst*. Enn, cesigne la vitesse de rotation de la machine, que I'on
fera varier selon les cas.

4.2.2 Mocle eduit

Maintenant que le mocktle de etrence aet peseng, nous allons aborder la construction du
mocele eduit construit en utilisant la POD. En particulier, nous verrons dans un premier temps sur
guel type d'essai nous avons bag nos snapshots, et dans un second temps, quels sont les paranetres
utilises permettant de construire la base eduite  de la solution X.

4.2.2.1 Choix des snapshots

Comme explige dans la section 3.2.1, le choix des snapshots est ba® sur la connaissance de
l'ingenieur. Dans le cas d'une machine asynchrone, un schemaequivalent peut étre cetermirea partir
d'un essaia rotor blogle, et d'un second essai au synchronisme. En e et, ce sont les deux essais
classiques qui sont e ectwes lors de l'identi cation de schemaelectriqueequivalent. Ainsi, nous allons
nous appuyer sur ces deux simulations an d'en ceterminer un moctle eduita la fois robuste et
e cace.

4.2.2.1.A Essaia rotor blogwe

L'essaia rotor bloge consiste simplementa simuler le cas ai le rotor est immobile tandis qu'un
champ tournanta la vitesse de synchronisme , = 1500 tr.min ! est geree au stator. Les paranetres
de l'essaia rotor blogie sont les suivants :

1. Nombre de snapshots : 120
2. Vitesse de rotation nulle
3. Pas de discetisation temporelle : =3;4:10 * s
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4. Les trois bobines sont alimenkes par une source de tensionequilibee d'amplitudev = 187 V
et de fequencef,, =50 Hz

Avec ces dierents paranetres, les snapshots sont calcues sur 120 pas de temps correspondanta
deux periodeselectriques. On peut nalement sctematiser I'essai par la gure 4.54.

Figure 4.54 { Calcul des snapshots lors de I'essaia rotor blogte.

4.2.2.1.B Essai au synchronisme

L'essai au synchronisme reprend la con guration peedente,a la dierence pes que le rotor est
entra’Ye a la vitesse de synchronisme = . Les paranetres de l'essai au synchronisme sont les

suivants :

1. Nombre de snhapshots : 240

2. Vitesse de rotation constante, correspondanta la vitesse nominale : = , = 1500 tr/min
3. Pas de discetisation temporelle : =3;4:10 45
4. Les trois bobines sont alimentes par une source de tensionequilibee d'amplitudev = 187 V

et de fequencef, =50 Hz

Cette fois ci, les snapshots sont calcues pour 240 pas de temps correspondant a 4 periodes
electriques. En e et, cet essai gerere un egime transitoire plus long que celuia rotor blogle et il
est recessaire d'avoir davantage de snapshots a n de pouvoir appehender le egime permanent. On
peut nalement repesenter cet essai par la gure 4.55.

Figure 4.55 { Calcul des snapshots lors de I'essai au synchronisme.

4.2.2.2 Paranetres de eduction

Maintenant que I'on dispose d'un jeu de snapshots, le cetail de la construction du syseme eduit
est explicie ci-dessous.

Les paranetres pour la construction de la base eduite , assoceea X sont :
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1. Peservation de la structure (voir section 3.2.3) : une premere base eduite A est assocee aux
inconnues d'arétes tandis que et | sont respectivement assocees assOCEes aux inconnues
nodales et de courant

2. Nombre de snapshots : 360 (120 pour l'essaia rotor blogle et 240 pour celui en court-circuit)

3. Taille de la base eduite apes troncature base sur I'amplitude des valeurs propres m = 154.
En ealie, seule p aet trongee (150 vecteurs de base). et | ontet remplaces par les
matrices identie de taille respective 1 et 3 du fait de leur faible nombre d'inconnue. Ainsi, les
courants et I'inconnue nodale ne sont pas eduits.

On aboutit nalement au mockle eduit de taille m =154 << N =5511":

Trouver XK 2 R™ tel que
K K
L+ M (H+ M XK+ = CrUR+ ZIXE L k=15000N (4.29)

avec

=
1
>
+
o

(4.30)

=

4.2.3 Simulations gr&ce au mockle eduit

La construction du mockle eduit ayantet cetailee, nous allons I'utiliser pour dierentes simu-
lations. Premerement, nous allons \eri er que le mockle eduit permet de repesenter les points de
fonctionnement utili'es pour sa construction : c'esta-dire lors de I'essaia rotor blogle et de celui au
synchronisme, en comparant les esultats par rapport au mocele EF. Puis dans un second temps, nous
allons calculer grace au mocele eduit la caraceristique couple-vitesse de la machine asynchrone.

4.2.3.1 Validation du moctle eduit

Dans cette section, nous allons valider le moctle eduit sur I'essaia rotor blogie et au synchronisme.
Puisque les snapshots sont issus de ces essais, on esgere obtenir une bonne pecision sur ces deux cas.

4.2.3.1.A Essaia rotor blogwe

On pesente brevement les parametres de I'essaia rotor blogie :
1. Vitesse de rotation nulle

2. La simulation est lanee sur N; = 960 pas de tempsequidistants avec un pas de discetisation
temporelle =3;4:10 4 s, ce qui corresponda 16 periodeselectriques.

3. Les trois bobines sont alimenkes par une source de tensionequilibee d'amplitudev = 187 V
et de fequencef, =50 Hz

La gure 4.56 pesente les courants circulant dans les bobines statoriques calcukes avec le moctle
eduit et le moctle EF. De méme, le couple electromagretique calcue avec les deux mockles est
pesent dans la gure 4.57. On observe que le moctle eduit o re une bonne approximation de ces
grandeurs d'inerét. De plus, les snapshots ne sont issus que des deux premeres eriodeselectriques,
et pourtant le moctle eduit arrivea repesenter de facon pecise les courants et le couple pour les 14
autres periodeselectriques. De plus, le champ d'induction magretique B et I'amplitude de la densie
de courants induits Ji,g sont respectivement repesents dans les gures 4.58 et 4.59 pour le dernier
pas de temps de la simulation. On observe que les traes de champs sont tes similaires avec les deux
mockles.
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Figure 4.56 { Comparaison de courants circulant dans les bobines statoriques entre le mocele eduit
et EF, pour l'essaia rotor blogte.

Figure 4.57 { Comparaison du couple electromagretique calcue avec le mockle eduit et EF, pour
I'essaia rotor bloqgte.
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Figure 4.58 { Champ d'induction magretique au temps nal calcuk par le mocele eduit (gauche)
et EF (droite) pour l'essaia rotor blogwe (T).

Figure 4.59 { Amplitude de la densit de courant induits au temps nal calcuke par le mocele eduit
(gauche) et EF (droite) pour I'essaia rotor blogwe (A.m -2).

4.2.3.1.B Essai au synchronisme

On pesente brevement les paranetres de I'essai au synchronisme :
1. Vitesse de rotation constante = |, = 1500 tr.min L.

2. La simulation est lan@e sur N; = 960 pas de tempsequidistants avec un pas de discetisation
temporelle =3;4:10 # s, ce qui corresponda 16 geriodeselectriques.

3. Les trois bobines sont alimenees par une source de tensionequilibee d'amplitudev = 187 V
et de fequencef, =50 Hz

Les gures 4.60 et 4.61 pesentent respectivement les courants et le couple electromagretique
calcues avec les deux moctles. De méme que pour l'essaia rotor blogle, on observe une bonne
acequation du mocele eduit avec le moctle EF. Sur le couple, on voit que les deux signaux sont tes
oscillants ce qui est sans doute d aux barres rotoriques droites de la MAS. En n, le champ d'induction
magretique B et I'amplitude de la densie de courants induits Jj,q sont respectivement repesenes
dans les gures 4.62 et 4.63 pour le dernier pas de temps de la simulation. On observe que les traes
de champs sont & encore tes similaires avec les deux mockles.

4.2.3.1.C Temps de calcul et speedup sur les deux essais

Le probemeetant lireaire, les temps de calcul obtenus sur chacun des deux essais sont tes sem-
blables. On pesente donc leur ordre de grandeur dans le tableau 4.6.
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Figure 4.60 { Comparaison de courants circulant dans les bobines statoriques entre le mocele eduit
et EF, pour I'essai au synchronisme.

Figure 4.61 { Comparaison du couple electromagretique calcue avec le mockle eduit et EF, pour
I'essai au synchronisme.
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Figure 4.62 { Champ d'induction magretique au temps nal calcuke par le mocele eduit (gauche)
et EF (droite) pour l'essai au synchronisme (T).

Figure 4.63 { Amplitude de la densite de courant induits au temps nal calcuke par le moctle eduit
(gauche) et EF (droite) pour I'essai au synchronisme (A.m?).

Table 4.6 { Temps de calcul et speedup obtenus avec le Mocele Reduit (MR) sur I'essaia rotor blogue
et au synchronisme de la MAS

EF MR + Snapshot MR
Temps (S) 11,5 min 4 min 40 s
Speedup x1 x2,87 x17

4.2.3.2 Utilisation du mockle eduit pour le calcul de la caraceristique couple vitesse

Maintenant que le mockle eduit aet valice sur les deux essais qui ont permis sa construction,
nous allons utiliser le mocele eduit pour simuler d'autres points de fonctionnement de la MAS. En
particulier, nous allons calculer le couple moyen pour 11 vitesses de rotation dierentes, variant entre
50% et 100% de la vitesse nominale .

Les paranetres de ces essais sont alors :

1. Pour chaque essai, la vitesse de rotation est constante et comprise entre =2 et ,].

2. La simulation est lanee sur Ny = 960 pas de tempsequidistants avec un pas de discetisation
temporelle =3;4:10 # s, ce qui corresponda 16 geriodeselectriques.

3. Les trois bobines sont alimenees par une source de tensionequilibee d'amplitudev = 187 V
et de fequencef, =50 Hz

La gure 4.64 pesente la valeur du couple moyen en fonction de la vitesse de rotation, calcuee
avec le mockle EF et eduit. On observe que les caraceristiques obtenues avec les deux moceles sont
tes semblables, quand bien méme le couple est tes oscillant du fait des barres non inclirees.

En n, les temps de calculs assoceesa ces 11 simulations sont pesenes dans le tableau 4.7.
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Figure 4.64 { Caraceristique couple vitesse de la MAS.

Table 4.7 { Temps de calcul et speedup obtenus avec le Moctle Reduit (MR) pour le calcul de la
caraceristique couple vitesse

EF MR + Snapshot MR
Temps (S) 2h 11,3 min 7,3 min
Speedup x1 x10,5 x17

4.3 Conclusion sur les applications

Ce dernier chapitre aet I'occasion d'utiliser la eduction de moctles a n de esoudre des probemes
poses dans l'industrie. Les deux exemples de machine traies sont de nature dierente, I'un est issu
d'un probeme magretostatique non lireaire tandis que l'autre est un probeme magretodynamique
lireaire. Neanmoins, quelques enseignements peuvent en étre ties.

Premerement, la eduction de moctles par projection permet d'acekrer fortement un calcul
lorsque le syseme de cepart a un tes grand nombre d'inconnues. Ainsi, le speedup obtenu avec la
MAS, possdant environ 500 inconnues ne cepasse pas 17 tandis que la MSAP permet d'obtenir un
speedup allant jusqua 1400. En e et, le maillage de la MSAP nenea un syseme EF de 700000
inconnues tandis que sonequivalent eduit ne posede pas plus d'une cinquantaine d'inconnues. Au
contraire, la eduction de moctles permet seulement de passer de 5500 inconnuesa 150 pour le probeme
eduit de la MAS.

Deuxemement, I'approche O ine/Online qui consistea cecoupler la construction du moctle eduit
de son utilisation peut permettre un gain de temps consicerable. En e et, dans chacun des deux
exemples traies, un seul moctle eduit aet utiliea chaque fois. Ainsi, la eduction de moceles peut
ne pas etre particulerement e cace pour acekrer directement un probeme (voir essaia rotor bloqwe),
mais permet une acekration consicerable si I'on parvienta construire un mockle eduit valable pour
dierentes valeurs de paranetres (la chargeelectrique pour la MSAP et la vitesse de rotation pour la
MAS).

Finalement, la eduction de moceles permet d'ouvrir la simulationa des classes de probemes qui
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jusque &, etaient beaucoup trop cotteuxa esoudre avec la MEF. Ainsi, la simulation du cemarrage
d'une machine tournante qui en ordre de grandeur, pouvait prendre jusqua un an de temps de calcul
peut étre eduita un peu plus d'une jourree de calcul, calcul des snapshots compris.



Conclusion

Les travaux pesenes dans ce nemoire ont concerre lI'application des nethodes de eduction de
modakles aux probemes delectromagretisme basse fequence, dans le but d'obtenir des moctles rapides,
robustes et pecis de dispositifs utilises dans lelectrotechnique. En particulier, I'objectif principal de
cette trese aet detendre I'application de ces nethodes au cas de machineselectriques composes de
maeriaux ferromagretiques non lireaires et ai la rotation doit &tre prise en compte de fecon e cace
au sein du mocele eduit. En n, un des enjeux notables aet la prise en compte avec le moctle eduit
de l'environnementelectrique et necanique du dispositif etude. Cette tltese aet e ectiee dans le
cadre du LAMEL, laboratoire commun entre le L2ZEP et EDF R&D, et vise donca appliquer les outils
ceveloppes sur des cas d'application industriels.

Nous avons dans un premier temps pesene la mocelisation par eements nis des probemes
delectromagretisme basse fequence. Ceux-ci sont egis par lesequations de Maxwell en egime quasi-
statique. Pour ce faire, la formulation en potentiels A aet utiliee. La prise en compte de sous-
domaines en mouvement aee rendue possible gracea la nethode Overlapping [34], qui a l'avantage de
se coupler naturellement avec les nethodes de eduction. En n, la prise en compte de I'environnement
electrique et mecanique aet pesente. En particulier le couple electromagretique aekt calcuk par
la methode des travaux virtuels [21], laquelle s'adapte egalement aux nethodes de eduction par
projection.

Ensuite, I'application des nethodes de eductiona des probemes magneto-quasistatiques acacemiques
aee pesenee. Ainsi, les non-lirearies et le mouvement ontee regliges dans un premier temps. Le
domaine de la eduction de moctlesetant particulerement dynamique depuis une quinzaine d'anree,
de nombreuses nethodes ontet propoees dans la literature. Nous avons choisi de comparer celles
qui sont les plus epandues eteprouwes, a savoir, la POD, la CVT, la PA, la BPOD, la PGD et
la methode RB. Ces approches peuvent alors se classer en deux catgories. La premere regroupe les
methodes dites a posteriori pour lesquelles des calculs peliminaires, les snapshots, sont recessaires an
de eduire le mockle EF. Au contraire, les nethodes a priori sont des algorithmes automatiques qui,
gracea des approches gloutons, permettent d'enrichir ierativement le mockle eduit jusqua ce que
I'on obtienne une pecision su sante. Les dierentes nethodes ont ainsiee compaees sur un exemple
2D issu d'un probeme magretodynamique. Bien que les temps de calcul, la pecision et la di cule
d'impementation varient en fonction des nethodes, la majorie des approches ont permis d'obtenir
des esultats pecis et robustes sur ce probeme delectromagretisme basse fequence academique.

A n de traiter des probkemes industriels, il faut cependant que les nethodes de eduction per-
mettent de prendre en compte d'une part le mouvement du rotor, mais aussi le comportement non
lireaire des matriaux ferromagretiques. Or ce derniereEment pose bien souvent des di cules avec les
methodes de eduction pesentes dans le second chapitre. D'une part, certaines nethodes se couplent
di cilement avec les probemes non lireaires, c'est le cas des approches bases sur une esolution
harmonique et de la PGD. D'autre part, m&me si la nethode de eduction est compatible avec la prise
en compte de la non-lirearie, l'acekration o erte par le mockle eduit devient quasi-inexistante.
Pour paliera ce probeme, des nmethodes par interpolation ou projection ont ainsiee mises en uvre.
Elles reposent toutes sur le méme principe : gracea un jeu de snapshots, on va pouvoir extraire un
certain nombre de zones geonretriques pour lesquelles le calcul de la non-lirearie est ceterminant;
les informations sur le reste du domaine sont alors interpokes. Ce faisant, l'acekration du mocele
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eduit devient importantea nouveau. Cependant, ces nethodes peuvent gererer des comportements
divergents et/ou des impecisions. Nous avons donc ceveloppe un indicateur d'erreur base sur le esidu
qui permet devaluer si I'approximation calcuke avec le moctle eduit reste proche de la solution EF
au cours du calcul. En comparant lI'adequation des dierentes nethodesa ce type de probeme, mais
aussi leur performance, nous avons pu ceterminer qu'une approche type POD coupkea une nethode
d'interpolation telle que la (D)EIM permettait de eduire e cacement un mocele non lireaire. En

ce qui concerne le choix des snhapshots, une rmethode base sur la connaissance de l'ingenieur aet
propose et valicke.

Enn, le dernier chapitre aee consacea l'application de la POD coupkea la (D)EIM an de
eduire deux moctles de machines utilies par EDF R&D, une synchrone et une seconde asynchrone.
Le mockle de la MSAP, compose de makeriaux ferromagretiques non lireaires et purement 3D a ainsi
et eduit gracea un jeu de snapshots bas sur un essaia vide et un autre en court-circuit. Dans un
second temps, le mockle eduit aee coupk avec un environnementelectrique et mecanique dierent
de celui pour lequel les snapshots ontet calcues. Le mockle eduit a alors permis de retrouver les
esultats sur les essais grace auxquels il aee construit. De plus, nous avons pu simuler en moins de
7h le cemarrage de la MSAPa couple constant alors que ce calcul aurait pu durer un an environ avec
un mocele EF. Finalement, un mocktle eduit de la MAS, compose de maeriaux ferromagretiques
supposes lireaires aet construit gracea une simulationa rotor bloge et une seconde au synchronisme.
Celui-ci nous a permis de calculer une caraceristique couple-vitesse avec un speedup sugerieura 10.
Dans ce second exemple, le nombre d'inconnues EF etant faible, le gain en temps de calcul obtenu
avec le mockle eduit est bien moins signi catif qu'avec celui de la MSAP.

Les perspectives soulewvees pour ces travaux sont multiples. Premerement, la eduction des moceles EF
par la POD coupkea la (D)EIM aet appligee avec sucesa des probemes magretostatiques non
lireaires (MSAP), magretodynamiques lireaires (MAS) et en n magretodynamiques non lireaires
mais sans mouvement. Il reste ainsi a developper une nethodologie an de eduire un syseme
possedant ces trois caraceristiques, c'esta-dire lorsque le probeme de depart est magretodynamique,
non lireaire et avec mouvement. Dans ce cas en e et, des instabilies nuneriques peuvent surgir.
Deuxemement, le couplage multi-physiques de mockles eduits recessite davantage d'investigation.
Par exemple, la nethodologie ceveloppee dans ce manuscrit ne permettrait pas de eduire e cace-
ment des mockles aux lois de comportement cependant de quanties necaniques, car la base eduite
obtenue d'apes un jeu de snapshots ne tiendrait pas forement compte de cette variation. Il faudrait
alors adapter la nethode de slection des snapshots. De plus, des algorithmes d'interpolation comme
la (D)EIM permettent de slectionner des zones repesentatives de ptenonenes electromagretiques.
Or, celles-ci ne sont pas recessairement pertinentes du point de vue des autres physiques, et pourraient
menera des erreurs d'interpolation. Troisemement, les modtles de machines ontet eduits dans ce
memoire pour des points de fonctionnement iccaux, en particulier lorsque les phases statoriques sont
equilibees. Bien gque ces simulations concernent une large partie desetudes eali®es au LAMEL, la
prise en compte de comportement plus riches avec le moctle eduit demanderait une adaptation dans
le calcul des snapshots. On peut alors envisager d'utiliser un jeu d'essais caraceristiques plus riches
mais toujours bas sur la connaissance de l'ingenieur, ou bien de se servir d'algorithmes gloutons
an de compekter ierativement la base d'approximation. Dans cette perspective, le ckeveloppement
de meta-moctles temps-eels de dispositifs electrotechniques et ¢ nis sur un domaine paranetrique
apparat comme une application eduisante pour le monde industriel. En e et, cela permettrait de
remplacer les traditionnels modlesequivalents de dispositifs bases sur desequations de circuit dans
des logiciels tels que MATLAB-Simulink [96] ou EMTP-RV [97] par des moctles eduits, plus pecis
et pour lesquels on pourrait quand méme calculer des quanties locales comme des ux magretiques
assocesa des sondes, ou des e orts nmecaniques. Bien que certains travaux ontet eali®s au cours
de cette trese, notamment gracea la nethode PGD [98], un des enjeux notables est I'obtention d'un
meta-mockle robuste dans le cas de plenonenes non lireaires.



Annexes

A Application du tleoeme de Stokes

Nous rappelons brevement les deux formules d'inegration utiliees dans ce memoire,a savoir la
formule de Green-Ostrogradsky et la formule de Stokes. Elles proviennent toutes deux du theoeme de
Stokes, qui est le esultat central de I'analyse portant sur l'inegration des formes dierentielles. Son
enon@ cepasse le cadre de cette these, c'est pourquoi seules les formules de Green-Ostrogradsky et de
Stokes seront rappekes. Dans ce cadre, on introduit) 2 C1() un champ vectoriel dierentiable et
¢ ni sur un domaine RS.

A.1 Formule de Green-Ostrogradski

La formule de Green-Ostrogradski assure legalie suivante
VA z
divud = U ds; (4.31)
@

avec dS le vecteur unitaire sortant sur le bord @.

A.2 Formule de Stokes

Soit @ Sune courbe orienee et fermee deR3 gererant une surface orienee S. Alors, la formule de

Stokes est
Z Z

rot UdS = u di (4.32)
s @s

avec d le vecteur unitaire dirigeant @S
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B Prise en compte de la non-lirearie

A n de prendre en compte les matriaux non lireaires avec le mocleekment ni, la loi de com-
portement ainsi que le calcul explicite de la jacobienne est pesenee.

B.1 Loi de comportement non lireaire

A n de mockliser le caracere non lireaire du matriau, une loi de type Marrocco est utiliee :

!
_ 1, (em mkBK
(kB k) 0 m BIC + -

(4.33)

a m, Cm, m €t sont des constantes issues de l'exgerience. Dans la suite du rapport, pour un
domaine ferromagretique, elles prendront les valeurs suivantes :

m =2;110110 4 (4.34)
Cm = 1;215810 2 (4.35)
m = 2:372510° (4.36)

=8;0218 (4.37)

Sur la gure 4.65, levolution de la norme du champ d'induction kB k en fonction de celle du champ
magretiqgue kH k pour dierents maeriaux est repesenee. La bleue corresponda uneevolution non
lireaire decrite par la fonction de Marrocco. La rouge, la violette et la verte repesentent respectivement
les evolutions lireaires pour le fer, le cobalt et I'air. On peut voir que la courbe du fer non lireaire
de Marrocco et du fer lireaire ont presque la méme pentea l'origine, ce qui justi e I'utilisation de ce
moctle pour la reluctivie non lireaire.

Figure 4.65 { Caraceristique kB k (kH k) pour dierents matriaux

Cette mocklisation de la non-lirearie possede notamment les trois proprees suivantes qui per-
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mettent detablir I'existence et l'unicie du probeEme magretostatique non lireaire :

9 =8z (2) 0 (4.38)
_e. 9@
91 =82 — 1 (4.39)
oM =8z L@, M (4.40)
' T dz (2)

B.2 Calcul de la Jacobienne

On rappelle I'expression du vecteur esidu assoce au syseme gererique dequations aukf™® pas
de temps :

K K
RXK= =+M (9+M(Xf) xF cuk =xk!? (4.41)
La jacobienneJ assocee au esidu secrit alors
3= M (9 axky; (4.42)

avec la partie non lireaire de la jacobienne e nie par

_@MXHXS

J
C

(4.43)

Cette matrice de RN N repesente les comportements non lireaires des maeriaux ferromagretiques.
Dans notre mockle, les proprees de ces materiaux varient en e et avec kB k. Or puisqueB = rot A,
seule I'inconnueA gerere une non-lirearie (et donc les inconnues ou les courantsiy; k = 1;:::;jVj ne
sont pasexplicitement responsables de ce comportement non lireaire). Ainsi, et de facon non eductrice,
nous pesentons dans cette annexe le calcul de la partie non lireaire de la matrice jacobienne sur un
probkme magretostatique sans couplage circuit.
La nethode deseeéments nis conduit aux N equations suivantesE;;i=1:::n:
Z Z
Ei : H (A) rotw! = Js wi (4.44)
D D

La jacobienne assocee auxequationsE; a pour coe cients :

4
@ (A)
)iy (A) = oA rotw! dD (4.45)
Or, on a les relations suivantes :

H(A)= (kBk)B (4.46)
B =rotA (4.47)

oo @ (A) _ @(KkBK) @
= B+ (kBk)—- 4.48
@A @A (kB k) @A (4.48)
Dans cette somme de deux termes, le second e simplea exprimer. En e et, sachant gée = rot A

et en utilisant la cecompositioneements nis A = | Ajwl, ona:

(kB k)g)’;\ = (kBk)rot w (4.49)
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Le premier terme est quanta lui exprine en utilisant la derivation compose :

B@(kBk): @(KkBk) @Bk @Bk?

@A _° @Bk @BKX @A | (4.50)
= omz; 2By (rotw])xex + 2By (rotwi)yey + 2B, (rotw}),e; (4.52)
Olil;Bkk)(B B) rotw;} (4.53)

a le produit tensoriel de B par lui méme est :

0 1
BxBx BxBy BxB:

B B=@8B,Bx BB, BB, A (4.54)

Finalement, en c& nissant la matrice de reluctivie non lireaire par :

_ 2 kB K)
= (kBk9)I 3+ B K B B (4.55)
on a comme expression nale de la jacobienne :
Z
Dij ()= rotwi' rotw; dD (4.56)
D

B.3 [ecomposition des ogerateurs en partie lireaire et non lireaire

Bien gue cette dernere section soit triviale, il convient de la rappeler car elle permet un gain de
temps consicerable dans I'assemblage du mocele complet et eduit.

Ainsi, il est souvent plus e cace de sparer la partie lireaire de la matrice M (') de la partie non
lireaire. On dcecompose alors M () en

M()= Min + Mn() (4.57)

al M, et M () sont deux matrices carees deRN N. M, correspond notamment aux domaines ai
la permeabilie magretique est constante. Ainsi, la matrice non lireaire M () est issue de I'assemblage
desekments sities dans les domaines ferromagretiques non lireaires.

De méme, on peut cecomposer la Jacobienne en une partie lireaird i, et une autre non lireaire
Jni

J(O) = Jiin + Ini(); (4.58)
avec les deux matricesl, et Jj, ke nies par :
Jin = Lem ( )+ M (4.59)
et
Jni (XK) = @ Mu (X)X} (4.60)
j @(Jk
_@MaX) )
= —— X[+ My (X)) (4.61)
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C Probéme 2D extruc

Une simpli cation consicerable des probemes issus du moctle magreto-quasistatique est possible
dans I'hypottese 2D extruck. Il s'agit d'une particularisation du probeme magretodynamique en
formulation A (voir section 1.1.7.4),a laquelle on adjoint les quatre hypotteses suivantes :

(H.1) Le syseme etude possde un plan de synetrie, que I'on choisit, sans pertes de gereralies,
comme le plan &Oy).

(H.2) La source de courantJ posede kOy) comme plan d'antisynetrie. En d'autres termes, J est
e ni selon la direction e,.

(H.3) Le sysemeetude (que ce soit les matriaux ou les sources) est invariant selone,. Physiquement,
cela implique que le domaine détude est in niment extruce selon e;.

(H.4) La perreabilie = ! estisotrope.
Par des consicerations de symetrie, lequation
rot (g)rotA + @A =Js (4.62)

nous informe que dansR3, A possde les mémes synetries qud s. En particulier, (H.1) impose que

J s secrive :

0 1
0

Js(x)= @ 0 A; (4.63)
Js(x)

et ainsi, A devient :

0 1
0

Ax)=@ o A: (4.64)
A%(x)

A des ns de simpli cation, on notera par la suite A%(x) = A(x), les deux autres composantes du
potentiel vecteuretant nulles. En n, I'hypothese (H.3) quanta elle impose que I'ensemble des champs
soient invariants selone;. En d'autres termes, les champs ne cependent pas de et on a en particulier :

Js(x) = Js(xy;2) (4.65)
= Js(xy) (4.66)
et

AX)= Axy) (4.67)

Ainsi, les trois premeres hypothteses permettent de rechercherA sous la forme :

0 1
0
Ax)=@ o A (4.68)
A(Xyy)

Maintenant, regardons comment se simplient les termes issus de la formulation variationnelle
(1.75). Premerement, calculons le rotationnel de A dans le cas 2D extruce.

0 1 O 1
@ 0
rtA(x)= @@A @ o A (4.69)
@ Aix;y)
QA(X:Y)
0

(4.71)
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Ainsi, en prenant A%dans le méme espace qua (et donc tel que Aqx) = Adx;y)e;) .
le terme rot-rot dans la formulation variationnelle (1.75) devient :

Z
@®)0tAjrot A® = (gyrot A rot A%D (4.72)
0 1 0 1
Z QA(Xy) Q@A(Xy)
= )@ @A(xy)A @ @A(xy)A dD (4.73)
. 0 0
= @ @A(xy)% + @A(xy)? dD (4.74)
Z
_ @A(xyy) @A(xyy)
T o ® @AGy)  @Aky) © o
= )grad A grad A%D; (4.76)

al le passage de (4.73)a (4.74) aee permis gracea l'isotropie de la permeabilie (hypottese (H.4)).
En introduisant  (gaq A) = (8), l€ terme rot-rot se eecrit nalement :

B8Ot Aot A% = (gaq aygrad Asgrad A® (4.77)
(4.78)

En continuant de la sorte, on trouve que la formulation variationnelle (1.75) dans I'hypothese 2D
extrucee se eecrit simplement en :

Trouver A 2 H *(0;T;H g, . (D)) tel que A(t =0;x)jp,=0 et

(grad Aygrad A;grad A°  + h@AA%, = higA%,; 8A°2 H G (D) (4.79)

On peut alors montrer que ce probeme variationnel permet de trouver la solution faible surD de
lequation :

(grad A) A(xy)+ @A(xy) = Js (4.80)

Ainsi, un probeme magreto-quasistatique dans I'hypotrese 2D extrucee se simplie en un probeme
au laplacien 2D (typeequation de la chaleur).

En pratique, on consicerera un maillage 2D, D? inclus dans le plan &Oy) et l'inconnue A sera
alors approctee par des fonctions nodale§V 8; . (D?) H %; 5 (D?).

Remarque 4.3. Les consicerations portant sur la synetrie et I'anti-synetrie (H.1 et H.2) sont sa-
tisfaites sur de nombreux sysemes physiques. De plus, la synetrie miroir (par rapporta un plan)
peut étre remplace par une synetrie de rotation, pour les sysemes axisynetriques. De méme, de
nombreux maeriaux satisfont I'hypottese isotropique H.4. Au contraire, l'invariance selon e, nest
jamais satisfaite, car cela supposerait un syseme de longueur in nie. Celle-ci revient ainsia regliger
les e ets de bord, c'esta-dire, le comportement du champ electromagretique au voisinage des limites
selon e,. En particulier, cette hypotlese reste raisonnable seulement pour les sysemes ayant une
grandeur caraceristique Ls selon (Oz) bien plus importante queLy et Ly.

Remarque 4.4. Pour les magriaux non isotropiques, et/ou lors de l'assemblage de la matrice jaco-

bienne, il faudra prendre garde au calcul des termeseementaires de la matrice  (gaq a)grad A;grad A° D"
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En eet, on a
! !

XX Xy

. _ A(Xy) @A(Xy)
tATOLAO = B) (B) Q@ dD 4.81
(8)lOLA IO DT, g’é‘) {g) @A(x;yl) Q@QA(Xyy) (4.81)
5@y B Y @AGw) dD (4.82)

5 @A(Xy) &) 2’%') Q@QA(x;Y) .

6 @A(xy) (®) B @A(Ky) dD: (4.83)

o @AKY) @) @)  @AKY) T

d'as dans le cas non isotrope

)0t Aot A® 6 (gygrad Aigrad A® (4.84)
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D Eément d'inegration Overlapping en 3D

D.1 Eément de eérence

Leement de eErence Overlapping est pesent sur la gure 4.66. A la dierence de I'hexaedre, la
coordonree de ses sommets n'est plus 1 oul selonx, mais a (S1;Ss), b(S2;S6), € (S3;S7) ouenn d
(S4;Sg), aveca;b;c;d 1. La zone d'inegration de I"Oveekment" est identiquea celle de I'hexaedre :
(x;y;z) 2 [ 11, repesente par la surface hexadrique sur la gure 4.66.

Figure 4.66 { Oveekment de ekrence

Cependant, on utilisera de manere pratique deux cas patrticuliers de ceteement gereral, 'Oveebment
gauche p= d=1) et 'Oveekment droit ( a= ¢=1) comme monte sur la gure 4.67.

Figure 4.67 { Oveekment de ekrence



196 Applications industrielles

Les coordonrees des sommets sont les suivantes :

0 1 0, 1 0 1 0 1
:%1%; 52:%1 %1; SF%lE
1 1 1
0 1 0 1 01 0 1
S I TR 1 N
1 1 1 1

Nous allons maintenant pesenter les fonctions de forme utiliees.

D.2 Fonctions de formes nodales

Les fonctions nodales sont utiliees pour discetiser leseements appartenanta (H*()) 2. La fonc-

tion nodale assoceea un n ud vaut 1 sur celui-ci, et O sur tous les autres :
Z

Wl = J (4.85)
fSjg

@ n; estladistribution de dirac assocee au noeud , et ! le symbole de Kronecker. Les 5 fonctions
nodales sont les suivantes :

(b x@ yd 2

w1 (xy;z) = TER

w3 (X;y;z) = ar X)j(la +y8)(l 2
w3 (x;y;z) = (dx X)i(lci)g)(l 2
wi(xyiz) = X)L(&C: )3)(1 2
wi(xyiz) = & X)i§a+yt2)(l+ 2
wg (X;y;z) = ar X)i(la +y8)(1 *2)
w7 (X;y;z) = (dx X)i(lci )2)(1 *2)
wg(xyy;z) = (c X)ﬁci)g)(“ 2

Le lecteur pourra \eri er qu'elles forment bien une partition de l'unie sur leement.

D.3 Fonctions de formes d'aréte

Les fonctions "d'aréte" sont utilises pour discetiser leseements appartenanta H(rot; ). Ces
fonctions sont dites d'aréte car leur circulation estegalea 1 sur l'arétea laguelle elles sont assocees,
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et 0 sinon. Elles \eri ent ainsi la propret suivante :
wP dl = (4.86)

Elles peuvent étre calcukes avec la formule de ektrence [26]. Cependant, avec cette approche, il
faut utiliser les fonctions nodales de I'hexaedre ou de I'Oveeement selon que I'on calcule les fonctions
d'aréte paralelesa ( Ox), (Oy) ou (0z). Il est donc plus simple de les "intuiter"a partir de celles de
I'hexaedre.

Les expressions des fonctions assoceesa l'arét@ , orienee de i versj sont nalement :

ij

- pour les arrétes selon Ox) :

0 1 0 1 0 1 0
Q ya z) Q_y)a+z) A+y)d 2z) (1+y)a+ z) 2)
4(a+b) 4(a+b) 4(c+ d) T4(c+d)
Wi, = 0 ;o We = 0 ;o Wi = % 0 : ;E@
0 0 0

- pour les arrétes selon Qy) :

o , 1 o , 1 0 0
W, = %(1 0l z)g; WS, = %mx)él Z)E; %(1 x)(L+ z)é %mx)m Z)E
0 0

- pour les arrétes selon Qz) :

0 1 0 1 0 1 0 1
0 0 0 0
W5 = 0 L Wh= 0 ;o Wgy = % 0 ;o Wig= %
(A _y)b x) (A _y)(at+x) (A+ y)(d+x) A+ y)(c x)
4(a+b) 4(a+b) 4(c+ d) 4(c+ d)

Comme dit dans le manuscrit, il n'est pas recessaire d'associer des inconnues aux arétes reliant les
quadrangles du rotora ceux du stator. Ainsi, les fonctions d'aréte selon Qy) ne sont pas recessairement
utilises.
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E Algorithme Maxvol

L'algorithme Maxvol [78] est un processus ieratif permettant de trouver une sous-matrice caree
A 2 R™ ™ contenue dansA 2 RN ' de volume quasiment optimal. Dans cette section et tout
comme dans le nemoire, on consicerera quen <N .

Commercons tout d'abord par c nir le volume vol(C) assoceea une matrice C. Celui-ci n'est
calculable que pour une matrice caree, et est simplement ce ni par :

vol(C) = jdet(C)j: (4.87)

La recherche de la sous-matriceA 2 R™ ™ de volume maximal contenue dansA 2 RN ™ est
un probeme NP-di cile car combinatoire. Cependant, 'algorithme Maxvol permet de trouver une
sous-matriceA 2 R™ ™ qui bien que non optimale A 6 A ), posede un volume important et
ce, en un temps de calcul raisonnable. A n de bien comprendre ce probkeme, on peut le reformuler
de la facon suivante : la recherche d'une sous-matrice de volume maximale est ainsiequivalentea la

jdet(A ([c1;:::;em]; )] soit maximal: (4.88)
On a alors
A = A(cg:iem]; )2 R™ ™ (4.89)
L'algorithme Maxvol est ieratif et recessite donc une sous-matrice initiale, que I'on cesigne par A .
Sans perte de greralies, on suppose que lesn premeres lignes deA correspondenta la sous-matrice
A
A= (4.90)

avec doncA, la sous-matrice deA 2 RN M) ™ | 'iee est alors de regarder la matriceB & nie par :

B=AA 1 (4.91)
= ';‘ ; (4.92)

avec |, la matrice diagonale de taillem et Z 2 RIN. ™) ™ g nie par AA 1. L'algorithme consiste
alorsa rechercher la composante  de B d'amplitude maximale :

i;j ) =ar max iBui] 4.93
(i) 9 yom2x 1Bl (4.93)
SijBjj 1, alors la matrice A a atteint le volume maximal [78]1. Sinon, il s'agit dechanger les
lignesi etj dansB puis dansA. En e et, apesechange des lignesi et j, la matrice B devient
BO
B= o (4.94)
avec
0 1
1
0
BO — BIJ : (495)
0
1

1. En pratique, cette condition est assueea une pecision > 0 pes a n de garantir une convergence de l'algorithme
en un temps raisonnable
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On a alors
detB? = jBjj> 1= jdetB j: (4.96)
Lechange des lignes permet alors d'augmenter le volume de la matricB et implicitement celle de A
car :
detA® = jdetA j:jdetB j> jdetA j: (4.97)

Finalement, I'algorithme Maxvol est esune ci-dessous :
Algorithme 15 :  Algorithme Maxvol

Donrees : i) Une matrice A 2 RN ™ pour laquelle on cherche une sous-matrice de volume
guasi-optimal de taille m.
ii) Une sous-matrice initiale A 2 R™ ™ contenue dansA .
iii) Un criere de convergence > 0.
Fesultat :  Un jeu d'indices (dy;:::;dn) & nissant une sous-matrice A de volume
quasi-optimal et \eriant jdetA j j detA j.
Rearrangement de A an que A corresponde aux premeres lignes dé\ gquation (4.90)) ;
Calcul de B = AA ! gquation (4.92));
Calcul de Bjj, la composante deB de plus grande amplitude ;
tant que Bj < 1+ faire
Echange des lignes etj dansA ;
Reck nition de A correspondant auxm premeres lignes deA ;
Calcul de B = AA 1 equation (4.92));
Calcul de Bjj , la composante deB de plus grande amplitude ;
n
e nition de la sous-matrice de volume quasi-optimal A = A ;
Les indices @y;:::;dm) sont & nis tels que A ([dy;:::;dm]; )= A

En pratique, le co0t de calcul assoce a cet algorithme peut étre important. Quelques astuces
de calcul se basant sur des misesa jours de matrice de rang 1 permettent d'acekrer grandement
['utilisation de Maxvol [78].
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Resune

Dans le domaine de I[Electrotechnique, la simulation nunerique permet de s'a ranchir d'essais qui
peuvent étre colteux ou dicilesa ealiser. La Methode des Ekments Finis est ainsi devenue une
approche de ekrence dans ce contexte car elle permet d'obtenir des esultats pecis sur des sysemes
aux geormretries complexes. Or, la simulation nunerique d'un dispositifelectrotechnique peut s'awerer
coateuse en temps de calcul du fait d'un nombre d'inconnues et de pas de temps important, ainsi que
de fortes non-lirearies des maeriaux ferromagretiques. Il est alors recessaire de mettre en uvre
des techniques permettant de eduire les temps de calcul recessairesa la esolution de tels moctles
nuneriques. Les nmethodes de eduction de moctles semblent bien adapeesa ce type de probemes
car elles ont cepet appligiees avec suces dans de nombreux domaines de l'ingenierie, notamment
en necanique des uides et du solide. Une premere catgorie de nethodes permet de rechercher
la solution dans une base eduite an de diminuer le nombre d'inconnues du mocktle nurerique.
Pour ce type d'approche, les nethodes les plus connues sont la Proper Orthogonal Decomposition,
la Proper Generalized Decomposition et la Projection d'Arnoldi. Une seconde cakgorie regroupe les
approches permettant de eduire le coat de calcul d0 aux phenonenes non lireaires, grace a des
methodes d'interpolation telles que I'Empirical Interpolation Method et la Gappy POD. Cette these
CIFRE a ainsiet e ectee dans le cadre du LAMEL (laboratoire commun entre le L2EP et EDF
R&D) avec pour but d'identi er et d'impementer les nethodes de eduction les mieux adaptesa
lelectrotechnique. Celles-ci devront étre capables de eduire le colt de calcul tout en prenant en compte
le mouvement du rotor, les non-lirearies des matriaux ferromagretiques mais aussi lI'environnement
electrique et mecanique du dispositif. En n, un indicateur evaluant I'erreur commise par le moctle
eduit aet cevelopge, o rant ainsi la garantie d'une pecision su sante sur les esultats.

Mots cks : Reduction de mockle ; Machineselectriques ; Proper Orthogonal Decomposition ; Empi-
rical Interpolation Method ; Estimation d'erreur; Methode des Ekements Finis

Abstract

In the electrical engineering eld, numerical simulation allows to avoid experiments which can be
expensive, di cult to carry out or harmful for the device. In this context, the Finite Element Method
has become to be one of the most used approach since it allows to obtain precise results on devices
with complex geometries. However, these simulations can be computationally expensive because of a
large number of unknowns and time-steps, and of strong nonlinearities of ferromagnetic materials to
take into account. Numerical techniques to reduce the computational e ort are thus needed. In this
context, model order reduction approaches seem well adapted to this kind of problem since they have
already been successfully applied to many engineering elds, among others, uid and solid mechanics.
A rst class of methods allows to seek the solution in a reduced basis, allowing to dramatically reduce
the number of unknowns of the numerical model. The most famous technics are probably the Proper
Orthogonal Decomposition, the Proper Generalized Decomposition and the Arnoldi Projection. The
second class of approaches consists of methods allowing to reduce the computational cost associated
to nonlinearities, using interpolation methods like the Empirical Interpolation Method and the Gappy
POD. This Ph.D. has been done within the LAMEL, the joint laboratory between the L2EP and
EDF R&D, in order to identify and implement the model order reduction methods which are the most
adapted to electrical engineering models. These methods are expected to reduce the computational
cost while taking into account the motion of an electrical machine rotor, the nonlinearities of the
ferromagnetic materials and also the mechanical and electrical environment of the device. Finally, an
error indicator which evaluates the error introduced by the reduction technic has been developed, in
order to guarantee the accuracy of the results obtained with the reduced model.

Keywords : Model-order reduction; Electrical machines; Proper Orthogonal Decomposition ; Empi-
rical Interpolation Method ; Error Estimation ; Finite Element Method
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