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Introduction

Dans le domaine de l'�etude des machines �electriques, la simulation num�erique permet de s'af-
franchir d'essais qui peuvent être coûteux, di�ciles �a r�ealiser, ou même dangereux pour la machine.
La M�ethode des �El�ements Finis (MEF) est ainsi devenue une approche de r�ef�erence dans l'�etude
des probl�emes d'�electromagn�etisme basse fr�equence. En e�et, elle permet la r�esolution num�erique des
�equations de Maxwell en espace et en temps sur des syst�emes aux g�eom�etries complexes en discr�etisant
ses �equations sous forme d'un syst�eme d'�equations di��erentielles alg�ebriques non lin�eaires et souvent de
grande taille. De plus, elle se couple naturellement �a des m�ethodes permettant de prendre en compte le
mouvement d'un sous-domaine, ce qui la rend toute indiqu�ee pour mod�eliser les machines �electriques
avec en particulier le mouvement du rotor. En�n, il est possible de calculer l'erreur de mod�elisation
commise avec la MEF, ce qui permet ainsi de garantir la pr�ecision du mod�ele. Ces �el�ements en font
donc une technique incontournable pour les applications industrielles. Ce type d'outil num�erique per-
met de disposer de v�eritables prototypes virtuels d'actionneurs �electriques en vue d'en estimer les
performances. Dans un contexte industriel, ces mod�eles num�eriques doivent retranscrire au mieux la
r�ealit�e tout en n�ecessitant un temps de calcul le plus faible possible. Or, la simulation num�erique d'un
dispositif �electrotechnique telle qu'une machine �electrique peut s'av�erer coûteuse en temps de calcul
du fait d'un nombre d'inconnues et de pas de temps important, ainsi que de fortes non-lin�earit�es
des mat�eriaux ferromagn�etiques. La machine �electrique interagit fortement avec son environnement
comme le circuit �electrique auquel elle est connect�ee ou sa charge m�ecanique au rotor.... Un des enjeux
concerne donc la prise en compte de l'environnement d'un actionneur �electrique en vue d'être le plus
�d�ele possible �a la r�ealit�e dans des temps de calcul acceptables pour les industriels. Cet environnement
�electrique et m�ecanique poss�ede des constantes de temps d'ordres de grandeurs souvent tr�es di��erents.
En particulier, la r�esolution du probl�eme n�ecessite de prendre un pas de temps r�eduit a�n de simu-
ler correctement le ph�enom�ene li�e �a la plus petite constante de temps. Or si l'on veut prendre en
compte la dynamique du syst�eme dans son ensemble, il faut que la dur�ee de simulation soit de l'ordre
de grandeur de la plus grande des constantes de temps. La simulation doit donc être lanc�ee sur un
tr�es grand nombre de pas de temps, ce qui peut rapidement conduire �a des temps de calcul prohibitifs.

Pour atteindre ce but, il est alors n�ecessaire de mettre en �uvre des techniques permettant de
r�eduire les temps de calcul n�ecessaires �a la r�esolution d'un mod�ele num�erique. Dans ce contexte, les
m�ethodes de r�eduction de mod�eles semblent bien adapt�ees �a ce type de probl�emes. Dans le domaine
des sciences pour l'ing�enieur, de telles approches ont �et�e d�evelopp�ees initialement pour r�esoudre des
probl�emes en m�ecanique a�n d'�eviter des calculs souvent lourds. On peut alors les classer en deux
groupes :

| Une premi�ere cat�egorie de m�ethodes permet de rechercher la solution dans une base r�eduite
a�n de r�eduire le nombre d'inconnues d'un mod�ele num�erique EF. On parle de r�eduction par
projection. Ces m�ethodes sont particuli�erement adapt�ees aux probl�emes d'�evolution lin�eaires
o�u la complexit�e calculatoire ne d�epend que du nombre d'inconnues, et donc, uniquement de
la �nesse du maillage. De nombreuses m�ethodes ont ainsi �et�e d�evelopp�ees et appliqu�es dans
ce contexte. Parmi elles, les plus connues sont la Proper Orthogonal Decomposition (POD)
[1] coupl�ee �a la m�ethode des Snapshots [2], la Projection d'Arnoldi (PA) [3] [4], la Proper
Generalized Decomposition (PGD) [5] ou encore la m�ethode Reduced Basis (RB). Les deux
premi�eres approches n�ecessitent notamment des calculs au pr�ealable avant de r�eduire le mod�ele
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EF, on parle alors de m�ethodesa posteriori. Au contraire, la PGD et la m�ethode RB sont des
algorithmes automatis�es permettant de r�eduire la complexit�e d'un calcul et sont class�ees en
tant que m�ethodes a priori .

| La seconde cat�egorie regroupe les approches permettant de r�eduire le coût de calcul dû aux
ph�enom�enes non lin�eaires. En e�et, les m�ethodes de r�eduction pr�esent�ees pr�ec�edemment de-
viennent quasiment ine�caces lorsque le probl�eme devient non lin�eaire. Ainsi, même si le
nombre d'inconnues est r�eduit radicalement grâce �a la POD ou la RB par exemple, les termes
non-lin�eaires doivent être calcul�es sur l'ensemble des composantes EF �a chaque pas de temps
et pour chaque it�eration non lin�eaire. Les m�ethodes d'interpolation telles que l`Empirical In-
terpolation Method [6] [7] et la Gappy POD [8] [9], ou par une projection oblique (Hyper-
Reduction [10], Missing Point Estimation [11]) permettent ainsi de r�eduire le coût des calculs
des termes non lin�eaires. Leur principe est relativement semblable : ces approches permettent
de s�electionner quelques composantes repr�esentatives de la non-lin�earit�e, �a partir desquelles
on interpolera/projettera lin�eairement sur toutes les autres composantes EF. Grâce �a ces ap-
proches, le coût de calcul dû �a la non-lin�earit�e est grandement diminu�e et les m�ethodes de
r�eduction par projection sont de nouveau e�caces.

Concr�etement, les m�ethodes de r�eduction o�rent un degr�e de mod�elisation interm�ediaire entre des
mod�eles �equivalents circuits ou analytiques, tr�es rapides mais peu pr�ecis, et des solutions �el�ements
�nis qui sont tr�es pr�ecises mais au prix d'un calcul lourd.

A�n de r�epondre �a ces probl�ematiques, cette th�ese CIFRE a �et�e e�ectu�ee dans le cadre du
LAMEL (laboratoire commun entre le L2EP et EDF R&D). L'objectif de ce doctorat est d'iden-
ti�er et d'impl�ementer les m�ethodes de r�eduction les plus �a même de s'appliquer aux dispositifs
�electrotechniques telles que les machines �electriques. En particulier, celles-ci doivent être capables
de r�eduire le coût de calcul tout en prenant en compte le mouvement du rotor, les non-lin�earit�es
des mat�eriaux ferromagn�etiques, ainsi que l'environnement �electrique et m�ecanique de la machine.
En�n, un indicateur �evaluant l'erreur commise par le mod�ele r�eduit a �et�e d�evelopp�e. Celui-ci permet
de justi�er l'utilisation du mod�ele r�eduit en lieu et place du mod�ele EF car il o�re la garantie d'une
pr�ecision su�sante sur les r�esultats. Les dispositifs d'application vis�ees sont les machines �electriques
en particulier les machines synchrones et asynchrones.

Ce m�emoire de th�ese est constitu�e de quatre parties. Premi�erement, la mod�elisation des probl�emes
d'�electromagn�etisme dans l'hypoth�ese des ph�enom�enes basses fr�equences sera d�etaill�ee. En particulier,
les mod�eles continus et num�eriques des syst�emes issus des dispositifs �electrotechniques seront pr�esent�es.
Ensuite, les m�ethodes de r�eduction par projection de type a posteriori et a priori seront introduites
et appliqu�ees �a un probl�eme magn�etodynamique lin�eaire. Troisi�emement, les m�ethodes de r�eduction
permettant de traiter la non-lin�earit�e, ainsi que l'estimateur d'erreur d�evelopp�e seront d�etaill�ees. En�n,
la derni�ere partie permettra d'appliquer les m�ethodes s�electionn�ees sur deux mod�eles 3D de dispositifs
�electrotechniques utilis�es par EDF R&D : une premi�ere machine synchrone �a aimants permanents et
une seconde machine asynchrone �a cage d'�ecureuil.



Chapitre 1

Mod�elisation des probl�emes
d'�electromagn�etisme basse fr�equence

La mod�elisation est un des piliers de la d�emarche scienti�que qui consiste �a construire une
repr�esentation simpli��ee d'une certaine r�ealit�e �a l'aide d'objets math�ematiques. Les lois r�egissant
le comportement de ce mod�ele sont appel�ees �equations. Il s'agira de les r�esoudre, sous certaines
conditions, a�n d'en d�eduire des solutions. Ces derni�eres seront ensuite analys�ees dans le but
d'�etudier et d'appr�ehender un ph�enom�ene.

Ce premier chapitre pr�esente ainsi le mod�ele utilis�e pour d�ecrire des dispositifs �electro-
techniques dans le cadre de l'�electromagn�etisme classique, ainsi que les outils math�ematiques
et num�eriques permettant l'analyse des probl�emes associ�es. Nous nous int�eresserons princi-
palement au calcul du champ magn�etique et de la densit�e de courant induit dans un espace
tridimensionnel par la r�esolution des �equations de Maxwell. Une premi�ere partie pr�esente ainsi
le mod�ele continu o�u les objets math�ematiques vivent dans des espaces de dimension in�nie.
Bien que d�ecrivant de fa�con tr�es pr�ecise les solutions de l'�electromagn�etisme classique, ces ob-
jets sont di�cilement calculables en l'�etat. Il est ainsi souvent n�ecessaire de recourir �a une
�etape de discr�etisation visant �a retranscrire cette r�ealit�e dans le domaine num�erique, propre �a
être trait�ee par des calculateurs num�eriques. Cette phase d'approximation est r�ealis�ee dans ce
m�emoire grâce �a la M�ethode des �El�ements Finis, et fait l'objet de la seconde partie de ce cha-
pitre. En�n, trois exemples d'application acad�emiques permettront d'appr�ehender les solutions
obtenues avec ce type de mod�elisation, et d'en �evaluer le coût de calcul associ�e.

1.1 Mod�elisation continue

1.1.1 �Equations de Maxwell

Dans ce chapitre, on s'int�eressera �a la r�esolution de probl�emes �electromagn�etiques sur le domaine
spatiotemporel (0;T) � D , o�u T d�esigne un r�eel positif et D un domaine poly�edrique de R3 born�e et
connexe, de fronti�ere � lipschitzienne et connexe.

Les ph�enom�enes �electromagn�etiques classiques, c'est-�a-dire non quantiques, sont r�egis par les
�equations de Maxwell [12]. Elles permettent notamment de lier les ph�enom�enes�electriques et magn�etiques.
Les �equations de Maxwell sous forme di��erentielles s'�ecrivent sur (0;T) � D :

rot H (t;x ) = J (t;x ) + @t D (t;x ) (1.1)

rot E (t;x ) = � @t B (t;x ) (1.2)

divB (t;x ) = 0 (1.3)

divD (t;x ) = � (t;x ): (1.4)
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Les �equations (1.1), (1.2), (1.3) et (1.4) sont respectivement appel�ees �equations deMaxwell-Amp�ere,
Maxwell-Faraday, Maxwell-Gausset Maxwell-Thomson. Les quatre champs de vecteurs �a valeurs dans
R3 : B , H , E et D repr�esentent respectivement l'induction magn�etique (T), le champ magn�etique
(A.m � 1), le champ �electrique (V.m � 1) et l'induction �electrique (C.m � 2). Prises ensemble, ces quatre
quantit�es permettent de mod�eliser le champ �electromagn�etique. En�n, J la densit�e de courant (A.m � 2)
et � , la densit�e volumique de charge (C.m� 3) apparaissent comme les termes sources des �equations de
Maxwell.

Il est �a noter que l'�equation de conservation de la charge s'obtient �a partir de l'�equation (1.4) et
de la divergence de (1.1) :

@t � (t;x ) + div J (t;x ) = 0 : (1.5)

On retrouve des �equations de conservation dans de nombreux mod�eles �a travers toute la physique. Elles
traduisent l'id�ee que la variation d'une quantit�e conservative dans un syst�eme ( @t � ) est le produit d'un

ux entrant ou sortant (div J ), et d'un terme de production volumique (ici 0). Cette interpr�etation
s'obtient simplement par l'utilisation du th�eor�eme de Green-Ostrogradski (rappel�e dans l'annexe A.1)
sur l'�equation (1.5) dans un volume ferm�e.

Dans le but d'all�eger l'�ecriture, la d�ependance en temps et en espace des inconnues (t;x ) est
abandonn�ee par la suite, sauf mention explicite.

1.1.2 Relations constitutives

A�n de prendre en compte les propri�et�es �electromagn�etiques des mat�eriaux, trois relations consti-
tutives sont ajout�ees �a notre mod�ele. On fait ici l'hypoth�ese que ces lois ne d�ependent que des champs
�electromagn�etiques et non de contraintes ext�erieures thermiques ou m�ecaniques par exemple. En ne
tenant pas compte des ph�enom�enes hyst�er�etiques, on peut �ecrire ces trois lois sous la forme :

J = � (E ;x )E + J s (1.6)

B = � (H ;x )H + B r (1.7)

D = � (E ;x )E + D r ; (1.8)

o�u les trois tenseurs deR3� 3 � (S.m� 1), � (H.m � 1) et � (F.m � 1) repr�esentent la conductivit�e �electrique,
la perm�eabilit�e magn�etique et la permittivit�e di�electrique (F.m � 1) respectivement. Les trois champs
tridimensionnels J s, B r et D r sont consid�er�es comme ind�ependants des quantit�es �electromagn�etiques
locales.B r et D r sont les champs d'induction magn�etique et �electrique r�emanente respectivement et
sont issues de propri�et�es intrins�eques des mat�eriaux magn�etiques et �electriques. Quant �a J s, il d�esigne
la densit�e de courant source. Ce-dernier n'est au contraire pas une propri�et�e mat�erielle d'un milieu,
mais est introduit en pratique pour d�ecrire le comportement des bobinages �laires. On d�esigne alors
par Ds � D le domaine source repr�esentant ces bobinages et o�uJ s 6= 0.

On supposera dans la suite que les lois de comportement sont isotropes, ce qui permet de remplacer
les trois tenseurs� , � et � par des quantit�es scalaires positives� , � et � dans (1.6), (1.7) et (1.8).
De plus, on consid�erera dans ce chapitre des probl�emes o�u les inductions r�emanentes �electriques et
magn�etiques, D r et B r , sont n�eglig�ees. En�n, on ram�enera notre �etude aux cas de mat�eriaux lin�eaires
homog�enes (� , � , � constants par morceaux, et ind�ependants des champs �electromagn�etiques locaux),
�a l'exception pr�es des mat�eriaux ferromagn�etiques pour lesquels une perm�eabilit�e non lin�eaire pourra
être prise en compte. Les relations constitutives utilis�ees dans la suite de ce m�emoire sont �nalement
par milieu :

J = � E + J s (1.9)

B = � (H )H (1.10)

D = � E : (1.11)
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En�n, il apparâ�tra que r�e�ecrire la loi (1.10) sous la forme

H = � (B )B (1.12)

permettra de simpli�er nos calculs variationnels. Ici, � (m.H � 1) d�esigne la reluctivit�e magn�etique et
est d�e�nie telle que � (B ) =

�
� (H (B ))

� � 1, o�u � � 1 d�esigne bien l'inverse et non la bijection r�eciproque
(voir remarque 1.2).

Il est important d'ajouter qu'�a la di��erence de la permittivit�e, de la perm�eabilit�e ou de la relucti-
vit�e, la conductivit�e peut être nulle. Ceci entrâ�ne donc des comportements radicalement di��erents en
fonction de cette donn�ee. On d�e�nit ainsi le sous-domaine conducteurDc � D pour lequel la conduc-
tivit�e est non nulle. Bien �evidemment, certains probl�emes peuvent ne pas comporter de domaines
conducteurs (Dc = ; ).

Remarque 1.1. Dans le domaine conducteur, la quantit�e d�e�nie par � E est appel�ee densit�e de
courants induits et sera not�ee J ind . Ce champ de vecteur est une donn�ee importante pour l'ing�enieur
car elle est directement li�ee aux pertes Joules volumiques par la relationpJ = J � E . Or les zones
�a fortes pertes Joules sont le lieu d'�echau�ement important, et peuvent donc repr�esenter des points
d'int�erêt pour l'ing�enieur, notamment dans le cas de dimensionnement de dispositifs �electrotechniques.

Remarque 1.2. Le tenseur de reluctivit�e magn�etique est parfois �a tort d�e�ni comme la bijection
r�eciproque du tenseur de perm�eabilit�e magn�etique c-�a-d � (B ) = � � 1(H ). L'expression pr�ec�edente est
fausse, notamment du fait que dans le cas g�en�eral, l'applicationH ! � (H ) est d�e�nie sur R3 et �a
valeurs dansR9 (ou R6 en consid�erant la sym�etrie du tenseur). Par cons�equent, elle n'est pas surjective
et encore moins bijective. L'expression analytique de la reluctivit�e s'obtient directement �a partir de
l'�equation (1.10). En e�et, une fois le tenseur de perm�eabilit�e invers�e, on obtient B = � (H ) � 1H ,
o�u � � 1 d�esigne l'inverse au sens matriciel. En d�e�nissant f et sa bijection r�eciproque f � 1 telles que
B = f (H ) et H = f � 1(B ) (cette fois-ci inversible dans la plupart des cas car d�e�nie surR3 et �a
valeurs dansR3), on a par identi�cation � (B ) = � (f � 1(B )) � 1 = � (H (B )) , que l'on �ecrit �egalement
� � 1

(H (B )) par abus de notation.

1.1.3 Relations d'interface

Les �equations de Maxwell sous forme di��erentielle (1.1{1.4) ne sont cependant compl�etes que sur
un domaine r�egulier compos�e d'un unique milieu [13]. Lorsque le domaine d'�etude comporte plusieurs
milieux, il convient de rajouter des conditions �a leurs interfaces du fait de la non-continuit�e des
propri�et�es mat�erielles � , � , � . En partant de la relation (1.3), on peut montrer grâce �a la formule de
Green-Ostrogradski (4.31) qu'�a la fronti�ere � entre deux milieux D1 et D2, on a la relation suivante :

[B � n ]� = 0 (1.13)

o�u n est le vecteur unitaire normal deR3, dirig�e par convention de D1 vers D2. [�]� repr�esente le saut
entre deux milieux. Toujours par convention, [f ]� = f D2 � f D1 .

De même, en partant de (1.4), on peut montrer que :

[D � n ]� = � � (1.14)

o�u � � est la densit�e de charge surfacique (C:m� 2) sur �.
En partant de (1.1) et de (1.2), et en utilisant cette fois la formule de Stokes (voir annexe A.2), on

peut montrer que :

[E � n ]� = 0 (1.15)

[H � n ]� = � j � (1.16)

o�u j � est la densit�e de courant surfacique (A:m � 1) sur �.
Dans la suite de ce m�emoire, les densit�es de charge et de courant surfaciques,� � et j � seront

consid�er�ees nulles.
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Remarque 1.3. Ces �equations sont valides sur un domaine dit topologiquement trivial, c'est-�a-dire
sans trou et simplement connexe. Si le domaine est topologiquement non-trivial, il convient alors
d'ajouter un nombre �ni de relations[13]. La �gure 1.1 pr�esente ainsi deux exemples de domaine ne
respectant pas ces deux conditions : le premier poss�ede un trou tandis que le second n'est pas simplement
connexe.

Figure 1.1 { Domaine non topologiquement trivial. (a) : Domaine 
 1 poss�edant une cavit�e. (b) :
Domaine 
 2 non simplement connexe

1.1.4 R�egimes quasi-stationnaires

Avant d'aller plus loin, il convient de d�e�nir la notion de temps caract�eristique d'un syst�eme. Celui-
ci caract�erise la rapidit�e de l'�evolution d'une grandeur physique dans le temps. En d'autres termes,
il repr�esente l'ordre de grandeur du temps requis pour qu'un syst�eme soumis �a une perturbation
atteigne un �equilibre. Dans ce m�emoire, on s'int�eresse aux probl�emes dits basse fr�equence, et plus
particuli�erement aux r�egimes quasi-stationnaires, valables lorsque le temps caract�eristique du syst�eme
�etudi�e � est tr�es grand devant le temps de propagation de la lumi�ere dans le milieu� em = l=c,
o�u l repr�esente la longueur caract�eristique du syst�eme et c = ( �� ) � 1

2 la c�el�erit�e de la lumi�ere du
milieu [14]. En d�e�nissant la vitesse d'�evolution du syst�eme par v = l=� , la proposition pr�ec�edente
signi�e �egalement qu'on a v << c . Dans ce cas, on peut consid�erer qu'une perturbation est transmise
instantan�ement dans tout le domaine, ce qui permet de n�egliger ainsi les ph�enom�enes de propagation.
On parle alors de la limite non relativiste du mod�ele. En pratique, cette approximation est valide pour
les dispositifs �electrotechniques qui ont des fr�equences de r�eponse allant jusqu'�a quelques centaines de
kHz.

Une analyse dimensionnelle simple permet cependant de montrer que sous ces hypoth�eses, les
�equations de Maxwell-Amp�ere (1.1) et Maxwell-Faraday (1.2) ne sont pas compatibles [14]. En e�et,
en notant j�j l'ordre de grandeur de la quantit�e � , l'�equation de Maxwell-Faraday (1.2) donne

jE j
l

�
jB j
�

) j E j � v jB j ; (1.17)

avec v = l=� . De même l'�equation de Maxwell-Amp�ere sans courant source permet d'obtenir par
l'analyse dimensionnelle

jH j
l

�
jD j
�

: (1.18)

En ajoutant les lois de comportements lin�eaires (1.10) et (1.11), on a alors

jB j
�l

�
� jE j

�
) j E j �

c2

v
jB j : (1.19)

Ainsi, les deux �equations (1.2) et (1.1) m�enent �a deux facteurs d'�echelles entre jE j et jB j, �a savoir
v ou c2

v . Ces derniers deviennent compatibles dans le cas relativiste o�uv � c. Or nous nous situons
pr�ecis�ement dans le cas contraire, car on a suppos�e quev << c . Ainsi, les deux �equations (1.2) et
(1.1) produisent des facteurs d'�echelle incompatibles et il faudra donc n�egliger en partie l'une des
deux. Ce choix se fera en particulier au regard de l'ordre de grandeur des sources de courantJ et
de charge� [14] [15]. Les deux mod�eles en d�ecoulant sont ceux de l'�electro-quasistatique et de la
magn�eto-quasistatique [15] [14].
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1.1.4.1 Mod�ele �electro-quasistatique

Dans le mod�ele �electro-quasistatique , la variation du champ d'induction �electrique produit un
champ magn�etique alors qu'une 
uctuation du champ d'induction magn�etique n'induit aucun champ
�electrique. L'�equation de Maxwell-Faraday (1.2) n'est donc plus valide et est remplac�ee par (1.21).
Par une analyse dimensionnelle, on peut montrer que ce mod�ele est valable lorsquejJ j << j� jc [15].
Ainsi, les �equations de Maxwell dans la limite de l'approximation quasi-stationnaire �electrique sont :

rot H e = J e + @t D e (1.20)

rot E e = 0 (1.21)

divB e = 0 (1.22)

divD e = � e (1.23)

tandis que celle de conservation de la charge reste identique :

@t � e + div J e = 0 (1.24)

Dans ce jeu d'�equations, le champ d'induction magn�etique B e et le champ magn�etique H e n'appa-
raissent plus en tant que terme source (membre de droite). Les �equations �electriques et magn�etiques
sont alors d�ecoupl�ees. Ainsi, il est possible de ne r�esoudre que les �equations �electriques (1.21), (1.23)
et (1.24) pour trouver E e et D e :

rot E e = 0

divD e = � e

@t � e + div J e = 0 ;

et de reconstruirea posteriori les inconnues magn�etiquesB e et H e grâce �a (1.20) et (1.22) :

rot H e = J e + @t D e

divB e = 0 :

1.1.4.2 Mod�ele magn�eto-quasistatique

Le mod�ele magn�eto-quasistatique est au contraire valable lorsquejJ j >> j� jc. Celui-ci permet
de n�egliger les courants de d�eplacement@t D dans l'�equation de Maxwell-Amp�ere (1.1). Physiquement,
cette approximation implique qu'une variation du champ d'induction magn�etique produit un champ
�electrique tandis qu'une 
uctuation du champ d'induction �electrique n'a aucun e�et sur le champ
magn�etique. Dans la limite de l'approximation quasi-stationnaire magn�etique, les �equations de Maxwell
sont [15]

rot H m = J m (1.25)

rot E m = � @t B m (1.26)

divB m = 0 (1.27)

divD m = � m : (1.28)

Du fait de l'hypoth�ese jJ j >> j� jc, l'�equation de conservation de la charge est modi��ee et n'admet
que des courants stationnaires [15] :

divJ m = 0 (1.29)

�A premi�ere vue, les inconnues �electriques n'apparaissent plus en tant que terme source des �equations
de Maxwell. On pourrait ainsi tenir un raisonnement analogue �a celui du mod�ele �electro-quasistatique
quant au d�ecouplage des �equations �electriques et magn�etiques (trouverB m et H m grâce �a (1.25), (1.27)
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et (1.29), puis reconstruire E m et D m gr�ace �a (1.26) et (1.28)). Un probl�eme survient cependant
lorsque le syst�eme contient un domaine conducteur dans lequel sont g�en�er�es des courants induits.
En e�et, le terme source dans l'�equation de Maxwell-Amp�ere (1.25) d�epend de E d'apr�es la loi de
comportement (1.9). Les quatre �equations de Maxwell sont donc coupl�ees dansDc et il s'agit alors
de les r�esoudre simultan�ement. Pour r�esumer, les �equations �electriques et magn�etiques du mod�ele
magn�eto-quasistatique peuvent être d�ecoupl�ees dansD nDc et doivent être consid�er�ees simultan�ement
dans Dc.
Dans le domaine non conducteur D n Dc, on r�esout les �equations magn�etiques (1.25), (1.27) et
(1.29) dans un premier temps a�n de trouver B m et H m :

rot H m = J m

divB m = 0

divJ m = 0 ;

pour ensuite reconstruire les champsE m et D m grâce �a (1.26) et (1.28) :

rot E m = � @t B m

divD m = � m :

Dans le domaine conducteur Dc, on chercheB m , H m , E m et D m en r�esolvant simultan�ement :

rot H m = J m

rot E m = � @t B m

divB m = 0

divD m = � m

divJ m = 0 :

Remarque 1.4. Avec les lois de comportement pour la permittivit�e et la conductivit�e (1.9) (1.11)
homog�enes lin�eaires et isotropes (HLI) dans le domaine conducteur, le mod�ele magn�eto-quasistatique
impose que� m soit nul dans Dc. En e�et, (1.25) implique quedivJ = � m divE m = 0 dans le domaine
conducteur (car div( rot H m ) = 0 ). Or � m = div E m =� d'apr�es (1.28) et (1.11), d'o�u � m = 0 dans Dc.
Dans ce cas, les �equations de Maxwell-Gauss(1.28) et de conservation de la charge(1.29) deviennent
�equivalentes �a divE = 0 et on ne tiendra plus compte que de l'une des deux.

1.1.4.3 Choix du mod�ele

En pratique, les dispositifs utilis�es dans l'�electrotechnique ont des e�ets plutôt inductifs avec des
courants de d�eplacement@t D souvent n�egligeables [16]. Ainsi, le mod�elemagn�eto-quasistatique est
particuli�erement adapt�e aux applications typiques de l'�electrotechnique, et sera donc utilis�e dans la
suite de ce m�emoire.

Remarque 1.5. Pour une justi�cation plus math�ematique, on pourra se r�ef�erer �a [14] o�u des temps
caract�eristiques des di��erents ph�enom�enes �electromagn�etiques sont compar�es.

D'un point de vue terminologique, on peut distinguer deux classes de probl�emes au sein du mod�ele
magn�eto-quasistatique :

| le probl�eme magn�etostatique , lorsque le syst�eme ne contient pas de sous-domaines conduc-
teurs (Dc = ; ). Dans ce cas, le comportement du syst�eme eststatique d'un point de vue
magn�etique : les �equations principales du probl�eme (1.25), (1.27) et (1.29) ne contiennent plus
de termes en d�eriv�ees temporelles. Le lecteur remarquera que le probl�eme n'est pas pour autant
purement statique, de par le terme@t B m dans l'�equation de Maxwell-Faraday (1.26). Cepen-
dant, la dynamique est restreinte aux �equations �electriques, lesquelles sont r�esoluesa posteriori,
une fois B m et H m trouv�ees.
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| le probl�eme magn�etodynamique , si un sous-domaine conducteur est au contraire pr�esent
dans le domaine d'�etude (Dc 6= ; ). Comme vu pr�ec�edemment, il faudra tenir compte de toutes
les �equations dans le domaine conducteur, en particulier celle deMaxwell-Faraday, qui introduit
le terme dynamique @t B m .

A�n de ne pas alourdir l'�ecriture, l'indice m sera abandonn�e dans la suite de ce m�emoire et
les quantit�es B , H , E , D , J et � r�ef�ereront cependant bien �a celles issues du mod�ele magneto-
quasistatique .

1.1.5 Conditions aux limites

Pour que le probl�eme soit bien pos�e, il est n�ecessaire d'ajouter des conditions initiales (pour le
domaine temporel [0;T]) et des conditions aux bords (pour le domaine spatialD).

1.1.5.1 Conditions aux limites temporelles

Comme nous le verrons par la suite, le syst�eme d'�equations que nous r�esoudrons aura des termes
en d�eriv�ees temporelles d'ordre 1 au plus. Ainsi, une condition initiale sur la valeur du champH dans
D et du champ E dans Dc su�ra.

1.1.5.2 Conditions aux limites spatiales

La �gure 1.2 pr�esente le domaine d'�etude D de fronti�ere � = � H [ � B avec � H et � B disjoints.
Aussi, on suppose queD contient le domaine sourceDs et le domaine conducteurDc qui est un
ouvert born�e de R3 simplement connexe, �a fronti�ere � c connexe et lipschitzienne. En�n, on suppose
que les domainesDc et Ds sont strictement disjoints (Dc \ D s = ; ) et strictement inclus dans D
(Ds \ � = Dc \ � = ; ) comme le montre la �gure 1.2.

Figure 1.2 { Domaine d'�etude D de fronti�ere � H [ � B comportant un milieu sourceDs et un domaine
conducteur Dc de bord � c.

On ne consid�erera dans ce m�emoire que les deux conditions aux limites de type magn�etique, que
l'on prendra homog�enes. Ces derni�eres s'appliquent sur �B et � H .

| Sur � H , on impose que la composante tangentielle du champ magn�etique soit nulle :

H � n j � H = 0 : (1.30)

Cette condition permet de consid�erer un milieu de perm�eabilit�e magn�etique in�nie de l'autre
côt�e du domaine, for�cant le champ magn�etique �a traverser la fronti�ere � H .

| Sur � B , c'est la composante normale deB qui est cette fois annul�ee :

B � n j � B = 0 : (1.31)

Ainsi, la condition aux limites (1.31) con�ne le champ magn�etique �a l int�erieur du domaine, le
long de � B .
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En�n, il s'agira d'expliciter les conditions sur � c. En e�et, cette fronti�ere est strictement incluse
dans le domaine et ne devrait donc pas porter de conditions limites. Cependant, la section pr�ec�edente
montre qu'avec le mod�ele magneto-quasistatique, l'inconnue �electrique n'est prise en compte qu'�a
l'int�erieur du domaine conducteur. Il convient d'ajouter �egalement une condition limite sur � c. Celle-
ci est obtenue sur �c �a partir de l'�equation de continuit�e tangentielle du champ magn�etique (1.16)
pour des courants surfaciques nuls :

[H � n ]� c
= 0 : (1.32)

En consid�erant ensuite la divergence de cette derni�ere et l'�egalit�e vectorielle div ( U � n ) = rot U � n ,
on a

[rot H � n ]� c
= 0 : (1.33)

Finalement, l'�equation de Maxwell-Amp�ere permet d'obtenir

[(J s + � E ) � n ]� c
= 0 : (1.34)

Or J s est nul sur � c car il n'y a pas de conducteur bobin�ee dansDc ou en contact avecDc (voir la
�gure 1.2), et car � = 0 dans D n Dc. On obtient alors la condition limite sur E le long de � c :

� E � n j � c = 0 : (1.35)

Remarque 1.6. La relation pr�ec�edente s'�ecrit aussi J �n j � c = 0 ce qui permet d'assurer la conservation
de J entre D n Dc o�u J est nulle, et Dc o�u J est d�e�ni et di��erent de 0.

Remarque 1.7. Le cas o�u le domaine conducteurDc et le domaine sourceDs touche la fronti�ere �
n'est ainsi pas pris en compte dans ce m�emoire. Cependant, le mod�ele peut être facilement adapt�e pour
traiter ces cas.

1.1.6 Espaces fonctionnels continus

Les �equations de Maxwell forment un ensemble d'�equations aux d�eriv�ees partielles sur lesquelles
sont appliqu�es di��erents op�erateurs, en particulier rot , div et comme nous le verrons par la suite,
grad . A�n de construire les formulations variationnelles permettant la r�esolution des �equations, il
convient d�es lors de construire des espaces dans lesquels ces op�erations sont bien d�e�nies.

1.1.6.1 D�e�nitions des espaces fonctionnels continus

A des �ns de g�en�eralit�es, les espaces pr�esent�es ci-dessous sont d�e�nis sur 
, un domaine spatial
born�e inclus dans R3.

| L'espace des fonctions scalaires de carr�e int�egrable est d�e�ni par

L 2(
) =
�

f mesurable ;
Z



jf j2 < + 1

�
(1.36)

et l'espace des fonctions vectorielles de carr�e int�egrable , par

L 2(
) 3 =
�

F mesurable ;
Z



kF k2 < + 1

�
; (1.37)

o�u k�k d�esigne la norme Euclidienne classique deR3, associ�ee au produit scalaire usuela � b
entre deux vecteurs deR3 a et b. On associe �a ces espaces de Hilbert leur norme et produit
scalaire usuels que l'on notek�k
 et h�;�i 
 .
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| L'espace de Sobolev H 1(
) que l'on d�e�nit par

H 1(
) =
�

f 2 L 2(
); grad f 2 L 2(
) 3	
(1.38)

est �equip�e de sa norme k�k1;
 et semi-normej�j 1;
 usuelle v�eri�ant

kf k2
1;
 = kf k2


 + kgrad f k2

 : (1.39)

jf j21;
 = kgrad f k2

 : (1.40)

(1.41)

On note H 1
0(
), le sous-espace deH 1(
) qui contient les fonctions dont la trace s'annule sur

le bord @


H 1
0(
) =

�
f 2 H 1(
); f j@
 = 0

	
: (1.42)

En�n, on d�e�nit fH 1(
) le sous espace deH 1(
) contenant les fonctions �a moyenne nulle :

fH 1(
) =
�

f 2 H 1(
);
Z



f = 0

�
: (1.43)

| L'espace d�e�ni par l'op�erateur divergence H (div ;
) est

H (div ;
) =
�

F 2 L 2(
) 3; divF 2 L 2(
)
	

(1.44)

avec sa norme et semi-norme usuelle

kF k2
div ;
 = kF k2


 + kdivF k2

 : (1.45)

jF j2div ;
 = kdivF k2

 : (1.46)

On d�e�nit H 0(div ;
) comme le sous espace deH (div ;
) contenant les conditions aux limites
ad hoc

H 0(div ;
) = f F 2 H (div ;
); F � n j@
 = 0g: (1.47)

| L'espace d�e�ni par l'op�erateur rotationnel H (rot ;
) est

H (rot ;
) =
�

F 2 L 2(
) 3; rot F 2 L 2(
) 3	
(1.48)

avec sa norme et semi-norme usuelle

kF k2
rot ;
 = kF k2


 + krot F k2

 : (1.49)

jF j2rot ;
 = krot F k2

 : (1.50)

Soit H 0(rot ;
) le sous espace deH (rot ;
) contenant les conditions aux limites ad hoc

H 0(rot ;
) = f F 2 H (rot ;
); F � n j@
 = 0g: (1.51)
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| Les espaces aux conditions limites partielles compl�etent cette liste non-exhaustive. En
e�et, les formulations variationnelles portant sur des probl�emes aux conditions limites mixtes
((1.31) et (1.30) avec � B 6= ; et � H 6= ; ) s'appuieront sur ces espaces. Ainsi,H 1

0;� (
) et
H 0;� (rot ;
) sont les sous-espaces respectifs deH 1(
) et H (rot ;
) contenant les conditions
aux limites ad hoc seulement sur � � @


H 1
0;� (
) =

�
f 2 H 1(
); f j � = 0

	
(1.52)

H 0;� (rot ;
) = f F 2 H (rot ;
); F � n j � = 0g: (1.53)

En�n, on d�e�nit fH 0;� (rot ;
) le sous-espace deH 0;� (rot ;
) qui contient les fonctions dont la
divergence s'annule au sens faible

fH 0;� (rot ;
) =
�

F 2 H 0;� (rot ;
); hF ;grad gi 
 = 0; 8g 2 H 1
0;� (
)

	
: (1.54)

| A�n de prendre en compte le domaine temporel (0;T), on introduit pour �nir les deux
espacesL 2(0;T; V ) et H 1(0;T; V ). Ils contiennent les fonctions d�e�nies sur (0;T) et �a valeurs
dans l'espace de HilbertV tels que

L 2(0;T; V ) = f u mesurable; u(t) 2 V; 8t 2 [0;T]; kukL 2 (0;T ;V ) < + 1g (1.55)

H 1(0;T; V ) = f u mesurable; u(t) 2 V; 8t 2 [0;T]; kukH 1 (0;T ;V ) < + 1g (1.56)

(1.57)

o�u

kuk2
L 2 (0;T ;V ) =

Z T

0
ku(t;�)k2

V dt (1.58)

kuk2
H 1 (0;T ;V ) =

Z T

0

�
ku(t;�)k2

V + k@t u(t;�)k2
V

�
dt: (1.59)

En pratique, V est l'un des espaces de Hilbert d�e�nis ci-dessus tel queH (div ;
) ou H 1(
) par
exemple.

Remarque 1.8. La condition hF ;grad gi 
 = 0; 8g 2 H 1
0;� (
) permet bien d'assurer la nullit�e de la

divergence deF au sens faible. En e�et, 8g 2 C1
0 (
) � H 1

0;� (
) , hF ;grad gi 
 = hdivF ;gi 
 = 0 . Or
C1

0 (
) �etant dense dansL 2(
) , on a bien par densit�e le r�esultat esp�er�e : hdivF ;gi 
 = 0 ; 8g 2 L 2(
) .

1.1.6.2 Propri�et�es des espaces fonctionnels continus

Du fait des �egalit�es vectorielles rot [grad ] = 0 et div [rot ] = 0, on a trivialement :

Im
�
grad

�
H 1(
)

��
� ker [rot (H (rot ;
))] (1.60)

Im [rot (H (rot ;
))] � ker [div (H (div ;
))] : (1.61)

Si �a l'instar de D, le domaine 
 est topologiquement trivial, c-�a-d simplement connexe et sans cavit�es,
alors les inclusions pr�ec�edentes deviennent des �egalit�es. On a ainsi surD

Im
�
grad

�
H 1(D)

��
= ker [ rot (H (rot ;D))] (1.62)

Im [rot (H (rot ;D))] = ker [div ( H (div ;D))] : (1.63)
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Ces �egalit�es sont tr�es importantes car elles permettront de d�e�nir les potentiels �electromagn�etiques
dans la section suivante.

En�n, le lecteur aura remarqu�e que l'op�erateur rotationnel s'applique en particulier au champ
magn�etique et �electrique tandis que l'op�erateur divergence, est lui appliqu�e aux champs d'induction
et �a la densit�e surfacique de charge. Ainsi, H et E sont recherch�es dansH (rot ;D), tandis que B ,
D et J appartiennent �a H (div ;D). Cet �enonc�e peut parâ�tre surprenant car de prime abord, on a
l'impression qu'une certaine forme d'�equivalence existe entre les inconnues magn�etiquesB et H d'une
part, et les �electriques E et D d'autre part, d'apr�es les lois de comportement (1.10) et (1.11). Or
B et D ne sont pas recherch�es dans les mêmes espaces queH et E . Ceci est en r�ealit�e imputable
aux lois de comportement. Dans le cas de lois lin�eaires homog�enes isotropes, alors ces quatre champs
appartiennent H (rot ;D) \ H (div ;D). Par contre, pour des lois plus complexes, il faudra garder ces
�el�ements �a l'esprit. Ainsi, la multiplication par � n'est pas anodine, et le diagramme de Tonti [17]
pr�esent�e sur la �gure 1.3 permet de repr�esenter les changements d'espaces op�er�es par les di��erents
op�erateurs et lois de comportement pour les probl�emes magneto-quasistatiques.

Figure 1.3 { Diagramme de Tonti appliqu�e aux probl�emes d'�electromagn�etisme basse fr�equence

1.1.7 Formulations en potentiels A � �

La r�esolution directe des probl�emes issus de la magneto-quasistatique n'est pas forc�ement la
meilleure approche. En e�et, des probl�emes apparaissent dans la transmission de la continuit�e nor-
male ou tangentielle des champs si plusieurs milieux sont pr�esents dans le domaine [18]. Ces probl�emes
sont cependant surmont�es par l'introduction de potentiels �electromagn�etiques, qui ont l'avantage de
pr�eserver naturellement leur continuit�e normale ou tangentielle �a travers les di��erents milieux [18] [19].
Dans ce m�emoire, nous ne nous int�eresserons qu'aux potentiels classiquesA et � . Le lecteur pourra
cependant se r�ef�erer �a [16] [17] pour une pr�esentation des potentielsT et 
 applicables aux probl�emes
magneto-quasistatiques.

1.1.7.1 Introduction des potentiels A et �

Puisque la divergence deB 2 H (div ;D) est nulle (1.27), la propri�et�e sur le noyau de la divergence
(1.63) permet d'introduire le potentiel vecteur A 2 H (rot ;D) tel que

B = rot A : (1.64)

En substituant dans l'�equation (1.26), il vient

rot (E + @t A ) = 0 : (1.65)
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D'apr�es la propri�et�e sur le noyau du rotationnel (1.62), il existe une in�nit�e de potentiels scalaires
� 2 H 1(D) tels que E s'�ecrive :

E = � @t A � grad �: (1.66)

Concernant les conditions limites, l'�equation scalaire B � n j � B = 0 est remplac�ee par l'�equation
vectorielle A � n j � B = 0. Le lecteur remarquera cependant que ces deux �equations sont par nature
non-�equivalentes car l'une est scalaire et l'autre vectorielle. Ainsi, la proposition suivante est toujours
v�eri��ee A � n j � B = 0 ) B � n j � B = 0 tandis que sa r�eciproque ne l'est pas forc�ement.

Remarque 1.9. L'introduction des potentiels n'est valable que sur un domaineD simplement connexe
et sans cavit�e. Dans le cas contraire, les deux propri�et�es sur les noyaux du rotationnel et de la diver-
gence ne sont que des inclusions, et il convient alors d'ajouter des conditions surA et � [13].

Remarque 1.10. A�n de garantir l'unicit�e de A (car E est d�e�ni �a un gradient pr�es d'apr�es (1.62)),
on peut d'un point de vue th�eorique imposer une jauge de Coulomb [15] (divA = 0 sur D) ou d'un
point de vue num�erique, une jauge d'arbre [20]. De même, l'unicit�e de� peut être garantie en imposant
qu'il soit �a moyenne nulle (c-�a-d

R
Dc

� = 0 ) ou plus classiquement, avec des conditions limites sur
� c.

Remarque 1.11. L'unicit�e des potentiels n'est pas n�ecessairement impos�ee lors d'une r�esolution
num�erique [21]. En e�et, l'utilisateur est souvent int�eress�e par les quantit�es B , H , E et D qui
poss�edent bien la propri�et�e d'unicit�e même si les potentiels ne l'ont pas. Par exemple, même si l'on
peut d�e�nir deux potentiels vecteurs A et A 0 satisfaisants les �equations de Maxwell par la relation
A = A 0+ grad � 0, on a bien l'unicit�e sur B car rot [grad (�)] = 0 et donc B = rot A 0 = rot A .

Nous allons maintenant pr�esenter les formulations variationnelles pour les deux types de probl�emes
que nous rencontrerons par la suite, le probl�ememagn�etostatique et le probl�eme magn�etodynamique .

1.1.7.2 Probl�eme magn�etostatique en formulation A

Dans cette sous-section, on consid�erera que le probl�eme magn�etostatique consiste en une suc-
cession d'�etats d'�equilibre car il n'y a plus de d�eriv�ees en temps. Ainsi, la donn�ee temporelle est
abandonn�ee pour ce type de probl�eme, et les divers champs ne seront d�e�nis que surD. Le probl�eme
magn�etostatique est issu des �equations de la magneto-quasistatique appliqu�ees �a un domaineD qui
ne contient pas de r�egion conductrice (Dc = ; ). En reprenant les r�esultats �enonc�es dans la section
1.1.4.2, nous pouvons ne r�esoudre que (1.25), (1.27) et (1.29) pour trouver les inconnues magn�etiques.
En associant les conditions limites d�e�nies pr�ec�edemment, il s'agit de trouver B et H tels que :

8
<

:

rot H = J s avec H � n j � H = 0
divB = 0 avec B � n j � B = 0
H = � (B )B ;

(1.67)

avec le vecteur source v�eri�ant divJ s = 0 et J s � n j � = 0. Introduire le potentiel vecteur A permet
d'assurer la nullit�e de la divergence deB . En injectant (1.64) dans (1.25) associ�ee �a la loi isotrope
(1.12), on obtient le probl�eme magn�etostatique :

�
rot

�
� (B ) rot A

�
= J s avec rot A � n j � H = 0

B = rot A avec A � n j � B = 0
(1.68)

o�u � (rot A ) a �et�e remplac�e par � (B ) a�n de simpli�er l'�ecriture. En�n, l'unicit�e de A est impos�ee en
choisissant la jauge de Coulomb telle que divA = 0 dans D. (voir remarque 1.10) En pratique, cette
derni�ere �egalit�e est v�eri��ee au sens faible (c-�a-d hA ;grad gi 
 = hdivA ;gi 
 = 0 ; 8g 2 C1

0 (D)), en
prenant A dans l'espace appropri�e, ici fH 0;� B (rot ;D).

Soit donc J s 2 H (div ;D) tel que divJ s = 0, la formulation variationnelle associ�ee au probl�eme
(1.68) s'�ecrit
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Trouver A 2 fH 0;� B (rot ;D) tel que



� (B ) rot A ;rot A 0�

D
=



J s;A 0�

D ; 8A 0 2 fH 0;� B (rot ;D): (1.69)

L'existence et l'unicit�e est prouv�ee pour le cas lin�eaire dans [22]. Elle peut être �egalement �etendue
dans le cas non lin�eaire [23], sous contrainte que la loi� (B ) satisfasse certaines propri�et�es, d�etaill�ees
dans l'annexe (B.1).

1.1.7.3 Probl�eme magn�etodynamique en formulation A � �

Dans le cas de la magn�etodynamique, la pr�esence d'un domaine conducteurDc � D n�ecessite de
prendre en compte le champE en son sein. Il faut alors consid�erer de nouveau l'�equation deMaxwell-
Faraday comportant le terme @t E . Ainsi, on a un probl�eme de Cauchy en temps dansDc, et la donn�ee
temporelle doit �a nouveau être prise en compte. Soit divJ s = 0 v�eri�ant J s � n j � = 0, il s'agit alors de
trouver B , H dans D, et E dans Dc tel que

8
>>>><

>>>>:

rot H = J s + � E dans D; avec H � n j � H = 0
divB = 0 dans D; avec B � n j � B = 0
rot E = � @t B dans Dc

divE = 0 dans Dc; avec E � n j � c = 0
B (t = 0 ;x ) = 0 dans Dc:

(1.70)

On introduit alors les potentiels A sur D et � sur Dc d'apr�es (1.64) et (1.66). Le probl�eme pr�ec�edent
devient

8
>>>><

>>>>:

rot
�
� (B ) rot A

�
= J s � � (@t A + grad � ) dans D; avec rot A � n j � H = 0

divB = rot A dans D; avec A � n j � B = 0
E = � (@t A + grad � ) dans Dc

div ( @t A + grad � ) = 0 dans Dc; avec (@t A + grad � ) � n j � c = 0
A (t = 0 ;x ) = 0 dans Dc

(1.71)

o�u l�a encore, l'unicit�e de A est impos�ee par la jauge de Coulomb au sens faible en choisissantA dans
fH 0;� B (rot ;D). De même, � est �x�e en imposant la nullit�e de sa valeur moyenne, en le prenant dans
fH 1(Dc).

Soit J s 2 L 2(0;T; H (div ;D)) tel que divJ s = 0, la formulation variationnelle associ�ee au probl�eme
(1.71) s'�ecrit

Trouver ( A ;� ) 2 H 1(0;T; fH 0;� B (rot ;D)) � L 2(0;T; fH 1(Dc)) tel que A (t = 0 ;x )jDc = 0 et



� (B ) rot A ;rot A 0

�
D

+ h� (@t A + grad � );A 0+ grad � 0i Dc
= hJ s;A 0i D ;

8(A 0;� 0) 2 fH 0;� B (rot ;D) � fH 1(Dc):
(1.72)

L'existence et l'unicit�e ont �et�e r�ecemment d�emontr�e dans le cas lin�eaire [24]. Pour le cas non lin�eaire,
il n'existe pas encore de preuve d'existence et d'unicit�e d'un point de vue th�eorique. Cependant, les
nombreuses exp�eriences num�eriques sur ce type de probl�eme tendent �a prouver son caract�ere bien
pos�e. De plus, int�egrer le formalisme adopt�e dans [23] �a la preuve sur le probl�eme lin�eaire [25] pourrait
être une piste a�n d'�etendre les r�esultats au cas non lin�eaire.
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1.1.7.4 Probl�eme magn�etodynamique en formulation A �

Comme on l'a vu, le potentiel vecteurA est d�e�ni �a un gradient pr�es d'apr�es (1.66). La formulation
A � consiste �a choisir le potentiel vecteurA tel que

E = � @t A : (1.73)

Ainsi, le terme grad � disparâ�t des diverses �equations du probl�eme (1.71), et ce dernier devient :

8
>>>><

>>>>:

rot
�
� (B ) rot A

�
= J s � �@t A dans D; avec rot A � n j � H = 0

divB = rot A dans D; avec A � n j � B = 0
E = � @t A dans Dc

div ( @t A ) = 0 dans Dc; avec @t A � n j � c = 0
A (t = 0 ;x ) = 0 dans Dc

(1.74)

La formulation variationnelle associ�ee au probl�eme magn�etodynamique se simpli�e alors en :

Soit J s 2 L 2(0;T; H (div ;D)) tel que divJ s = 0, la formulation variationnelle associ�ee au probl�eme
(1.74) s'�ecrit

Trouver A 2 H 1(0;T; fH 0;� B (rot ;D)) tel que A (t = 0 ;x )jDc = 0 et



� (B ) rot A ;rot A 0�

D
+ h�@t A ;A 0i Dc

= hJ s;A 0i D ; 8A 0 2 fH 0;� B (rot ;D) (1.75)

Concr�etement, ce choix de potentiel vecteur permet d'imposer naturellement une jauge de Coulomb
dans le domaine conducteur d'apr�es (1.74). Bien que cette jauge soit int�eressante d'un point de vue
th�eorique, elle peut ralentir la convergence lorsqu'une r�esolution it�erative est utilis�ee.

En�n, m�ethodes de r�eduction que l'on pr�esente dans le second chapitre seront test�ees et valid�ees
dans un premier temps sur une maquette de code de calcul EF 2D extrud�e d�evelopp�e sur Matlab au
d�ebut de cette th�ese. On pr�esente dans l'annexe C le mod�ele ainsi que la formulation variationnelle
dans le cas 2D extrud�e.

1.2 Mod�elisation discr�ete

La r�esolution exacted'�equations aux d�eriv�ees partielles issues de probl�emes physiques n'est g�en�eralement
possible que sur des exemples poss�edant des caract�eristiques et des g�eom�etries bien particuli�eres. Dans
la majorit�e des cas, une �etape suppl�ementaire de simpli�cation est alors n�ecessaire. Celle-ci peut se
traduire par la modi�cation des �equations, des param�etres ou de la g�eom�etrie du probl�eme a�n de se
ramener �a un cas sur lequel on connâ�t une solution exacte. Une autre mani�ere de proc�eder est de
trouver une solution approch�ee, qui v�eri�e les �equations d'origine en un sens plus faible que la solution
exacte. On parle alors de solutionfaible d'�equations aux d�eriv�ees partielles. C'est cette approche qui
constitue le c�ur de la MEF, et que nous allons appliquer aux probl�emes d'�electromagn�etisme basse
fr�equence. En e�et, la MEF permet de transformer un probl�eme physique d�e�ni sur un domaine spatio-
temporel D� [0;T] en un syst�eme matriciel qui peut alors être r�esolu facilement �a l'aide de calculateurs.
De plus, elle peut être coupl�ee �a d'autres approches a�n de prendre en compte le mouvement d'un
sous-domaine. En�n, elle permet un couplage souvent naturel avec d'autres physiques (m�ecanique,
thermiques . . . ), et avec l'environnement ext�erieur (couplage circuit par exemple). En�n, elle apparâ�t
donc toute indiqu�ee pour r�esoudre les probl�emes magneto-quasistatiques issus de la mod�elisation des
dispositifs �electrotechniques, en particulier les machines tournantes. Dans la suite de ce chapitre, nous
allons donc pr�esenter la MEF a�n de l'appliquer �a di��erents exemples issus de l'�electrotechnique.
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1.2.1 Solution forte et faible

A�n de pr�esenter bri�evement le concept de solutions fortes et faibles, on consid�ere un exemple
d'�equations aux d�eriv�ees partielles sur le domaine 
. Soit A (�) un op�erateur di��erentiel agissant sur
u, et f une fonction donn�ee. La formulation forte du probl�eme est

Trouver u d�e�ni sur 
 v�eri�ant

A (u) = f (1.76)

Comme expliqu�e pr�ec�edemment, le calcul de cette solution peut être di�cile en l'�etat. L'id�ee est alors
d'introduire une solution approch�ee �u qui v�eri�e la formulation faible sur V suivante

Trouver �u d�e�ni sur 
 v�eri�ant

hA(�u);vi 
 = hf;v i 
 ; 8v 2 V (1.77)

o�u V est un espace de Banach sur 
 etv est appel�ee fonction test. En e�et, la formulation faible
(1.77) n'est rien d'autre que l'�equation (1.76) test�ee par le produit scalaire h�;�i 
 avec les fonctions
v 2 V . On appelle u la solution forte et �u la solution faible. Trivialement, on peut montrer que u est
solution �a la fois de la formulation forte (1.76) et faible (1.77), tandis que �u ne v�eri�e pas forc�ement
la formulation forte (1.76).

Remarque 1.12. La formulation faible (1.77) fait apparâ�tre une hi�erarchie de solutions en fonction
de l'espaceV sur laquelle elle est d�e�nie. Ainsi, plus V est grand, plus il y a de fonctionsv pour
attester que l'�equation (1.76) est v�eri��ee, au sens du produit scalaire (�;�) 
 . Par cons�equent, plus V
est riche, plus la solution faible est proche de la solution forte. En d�e�nissant deux formulations faibles
(1.77) sur V1 et V2 avecV1 � V2, on peut montrer que leur solution faible respective�u1 et �u2 pr�esente
e�ectivement une hi�erarchie entre elles. En e�et, on a hA(�u2);vi 
 = hf;v i 
 8v 2 V2 d'apr�es (1.77).
En particuler, puisque V2 contient V1, on a �egalement hA(�u2);vi 
 = hf;v i 
 ; 8v 2 V1 � V2. Donc �u2

v�eri�e la formulation variationnelle (1.77) �a la fois sur V1 et V2. Au contraire, rien n'indique que �u1

v�eri�e la formulation faible sur V2.

1.2.2 Discr�etisation par la M�ethode des �El�ements Finis

Sans perte de g�en�eralit�es, on ne pr�esentera la MEF que dans le cas de mat�eriaux lin�eaires. En
e�et, on verra par la suite que nous traiterons les probl�emes non-lin�eaires en les transformant en
une suite de probl�emes lin�eaires grâce aux m�ethodes telles que le Point Fixe de Banach ou celle de
Newton-Raphson.

La MEF peut alors se r�esumer �a deux �etapes. La premi�ere consiste �a int�egrer par partie le terme
hA(�u);vi 
 dans (1.77) a�n de se ramener �a une forme bilin�eaire sym�etrique a(�u;v) sur V � V , o�u V
est un espace de Hilbert. En introduisant la forme lin�eaire surV , l(v) = hf;v i 
 , la formulation faible
devient

Trouver u 2 V tel que

a(u;v) = l(v); 8v 2 V: (1.78)

Sous certaines hypoth�eses sura(�;�), l (�) et V , on peut d�emontrer qu'il existe une unique solution au
probl�eme (1.78) (voir par exemple [22] pour le cas de la magn�etodynamique lin�eaire).
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La seconde �etape de la MEF consiste �a r�e�ecrire la formulation faible (1.78) sur un espace discret
Vh de dimension �nie approchant l'espace de dimension in�nieV :

Trouver uh 2 Vh tel que

a(uh ;vh) = l(vh); 8vh 2 Vh : (1.79)

Dans le cadre de ce m�emoire, les espacesVh seront inclus dansV , on parle alors d'�el�ements �nis
conformes. Le caract�ere �ni de Vh est l'ingr�edient qui permet notamment de r�e�ecrire ce probl�eme sous
forme matricielle, ce qui est particuli�erement adapt�e �a une r�esolution num�erique.

Pour r�esumer, la MEF permet donc de calculer la solution d'un probl�eme �a travers deux �etapes :
| La r�e�ecriture d'un syst�eme d'EDP sous une formulation faible faisant apparâ�tre une forme

bilin�eaire sym�etrique sur V , avec V un espace de Hilbert (1.78). En r�ealit�e, cette �etape a d�ej�a
�et�e pr�esent�ee dans la premi�ere section de ce m�emoire �a travers les trois formulations (1.69),
(1.72) et (1.75).

| La transposition de cette formulation faible dans un espace discret Vh approchant V a�n d'ob-
tenir l'�equation (1.79). Cette �etape m�ene �a une r�e�ecriture du probl�eme sous forme matricielle,
car uh et vh sont bien dansVh .

Ainsi, il nous reste donc �a pr�esenter les sous espaces discrets qui vont permettre d'approcher les es-
paces sur lesquels sont construits les deux formulations variationnelles (1.72) et (1.69) :fH 0;� B (rot ;D) et
fH 1(Dc). Comme expliqu�e pr�ec�edemment, le caract�ere jaug�e des espaces n'est pas forc�ement n�ecessaire
lorsqu'une r�esolution num�erique it�erative est utilis�ee. Ainsi, il s'agira de discr�etiser les espaces H (rot ;D)
et H 1(Dc), ainsi que l'espace avec conditions aux limites partiellesH 0;� B (rot ;D). �A des �ns exhaus-
tives, nous pr�esenterons �egalement la discr�etisation deH (div ;D) et L 2(D).

1.2.3 Espaces fonctionnels discrets

Concr�etement, la discr�etisation des espaces de Hilbert continus par la MEF s'appuie sur un maillage
du domaine M . Il s'agit ici de d�ecouper le domaine d'�etude en poly�edres simples respectant les
di��erentes fronti�eres entre les milieux (voir �gure 1.4). On d�esigne alors par maillage l'ensemble des

Figure 1.4 { Exemple d'un maillage triangulaire d'un domaine 2D compos�e de trois milieux di��erents
(bleu, rouge et vert)

volumes, faces, arêtes et n�uds. Sur un maillage donn�e, il existe une in�nit�e de sous-espaces discrets
permettant d'approcher les espaces de Hilbert continus d�e�nis pr�ec�edemment. Dans le cadre de cette
th�ese, nous choisissons de pr�esenter les espaces discr�etis�es par les �el�ements de Whitney d'ordre minimal
[26]. En plus d'être simples, ces derniers ont l'avantage d'associer �a chaque classe d'espace (H 1(�),
H (rot ;�), H (div ;�), L 2(�) ) un type d'�el�ement (n�ud, arête, facette et volume).
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Bien que seule l'approximation deH (rot ;�) et H 1(�) est n�ecessaire pour la discr�etisation des for-
mulations faibles (1.72) et (1.69), nous pr�esentons dans un soucis d'exhaustivit�e l'approximation des
quatre espaces de HilbertH 1(
), H (rot ;
), H (div ;
), L 2(
) par les espaces de Whitney respectifs
W 0(M 
 ), W 1(M 
 ), W 2(M 
 ) et W 3(M 
 ), o�u 
 est un domaine topologiquement trivial (simple-
ment connexe et sans cavit�e, voir remarque 1.3) etM 
 un maillage reposant sur ce domaine.

1.2.3.1 Approximation discr�ete de H 1(
)

Soit Nn le nombre de n�uds du maillage M 
 . L'espace de Whitney d'ordre minimal permettant
d'approcher H 1(
) sur M 
 est [26]

W 0(M 
 ) = Vect
�
w0

1(x );w0
2(x ); : : : ;w0

Nn
(x )

�
� H 1(
) (1.80)

o�u les fonctions de base
�
w0

i (x )
�

1=1 ;:::;N n
�a valeurs dans R v�eri�ent les quatre propri�et�es suivantes :

(i) en notant x j les coordonn�ees duj �eme n�ud, on a

w0
i (x j ) = � j

i ; 8(i;j ) 2 f 1; : : : ;Nng2 (1.81)

avec � j
i le symbole de Kronecker valant 1 sii = j et 0 sinon. Ainsi w0

i (x ) est associ�ee au noeud
i , c'est pourquoi on parle defonctions nodales .

(ii) w0
i (x ), i = (1 ; : : : ;Nn ) est continue sur 
, et appartient �egalement �a H 1(
).

(iii) l'ensemble des fonctions
�
w0

i (x )
�

1=1 ;:::;N n
est unepartition de l'unit�e sur 
 :

NnX

i =1

w0
i (x ) = 1 : (1.82)

(iv) La i �eme fonction nodale w0
i est identiquement nulle sur l'�el�ement K j si celui-ci ne contient pas le

noeud i .

Ainsi, tout champ scalaires(x ) appartenant �a H 1(
) sera approxim�e dans W 0(M 
 ) par :

sh(x ) =
NnX

i =1

si w0
i (x ): (1.83)

En �evaluant cette expression aux n�uds du maillage x j et en utilisant la propri�et�e (i), on trouve que
si correspond �a la valeur du point au noeudi . En�n, il est �a noter que la continuit�e sh(x ) est pr�eserv�ee
lors du passage d'un �el�ement �a un autre.

Remarque 1.13. Sur un maillage triangulaire en 2D ou t�etra�edrique en 3D, les fonctions w0
i (x;y;z)

sont des polynômes de Lagrange de degr�e au plus 1 sur chaque �el�ement. Sur les �el�ements plus complexes,
il s'agit de g�en�eralisation de ce type de polynômes, dont des expressions d�etaill�ees peuvent être trouv�ees
dans [26] pour les �el�ements courants tels que les prismes et les hexa�edres.

1.2.3.2 Approximation discr�ete de H (rot ;
)

Soit Na le nombre d'arêtes du maillageM 
 . On d�e�nit l'espace de Whitney permettant d'approcher
H (rot ;
) sur M 
 par

W 1(M 
 ) = Vect
�
w 1

1(x );w 1
2(x ); : : : ;w 1

Na
(x )

�
� H (rot ;
) (1.84)
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o�u w 1
i (x ) est une fonction vectorielle �a valeurs dansR3, associ�ee �a l'arête d'indice i . En e�et, �a l'instar

de la propri�et�e (i) pour les fonctions nodales, elles v�eri�ent
Z

aj

w 1
i (x ) � dl = � j

i ; 8(i;j ) 2 f 1;Nag2 ; (1.85)

o�u l'int�egrale pr�ec�edente d�esigne la circulation de w 1
i (x ) associ�ee �a l'arête aj . Grâce aux propri�et�es

des espaces de Whitney, leur expression est d�e�nie directement �a partir de celle des fonctions nodales
[26]. Ainsi, la fonction associ�ee �a l'arête i , orient�ee du n�ud u vers le n�ud v est :

w 1
i = w0

v grad

0

@
X

t2N (v; �u)

wt

1

A � w0
u grad

0

@
X

t2N (u; �v)

wt

1

A (1.86)

o�u N (u;�v) d�esigne les n�uds sur les facettes contenant le n�ud u mais pas le n�ud v.

Exemple 1.1. Par exemple pour le cas de l'�el�ement cubique repr�esent�e dans la �gure 1.5,N (1;�2)
contient les n�uds f 1;4;5;8g. En e�et, seule la facette '1485' contient le n�ud 1 et ne contient pas le
n�ud 2.

1

2
3

4

5

6
7

8

Figure 1.5 { �El�ement Cubique

Ainsi, tout champ vectoriel V (x ) appartenant �a H (rot ;
) sera approxim�e dans W 1(M 
 ) par :

V h(x ) =
NaX

i =1

V iw1
i (x ); (1.87)

o�u de même qu'avec les fonctions nodales, Vi correspond �a la circulation de V sur l'arête i . En�n,
une propri�et�e importante de cette approximation est qu'elle pr�eserve la continuit�e de la trace
tangentielle au passage d'un �el�ement �a un autre .

1.2.3.3 Approximation discr�ete de H (div ;
)

Soit N f le nombre de facettes du maillageM 
 . On d�e�nit l'espace de Whitney permettant d'ap-
procher H (div ;
) sur M 
 par

W 2(M 
 ) = Vect
�

w 1
2(x );w 2

2(x ); : : : ;w 2
N f

(x )
�

� H (div ;
) (1.88)

o�u w 2
i (x ) est une fonction vectorielle �a valeurs dans R3, associ�ee �a la i�eme facette. De même que

pr�ec�edemment, on a
Z

f j

w 2
i (x ) � ds = � j

i ; 8(i;j ) 2 f 1;N f g2 ; (1.89)
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o�u l'int�egrale pr�ec�edente d�esigne le 
ux de w 2
i (x ) �a travers la facette f j . De même que pour les arêtes,

les fonctions de facette sont d�e�nies �a partir des fonctions nodales. Pour des �el�ements classiques
poss�edant trois ou quatres n�uds par faces, elles s'�ecrivent [26] :

w 2
i = a

X

r 2N (i )

w0
r

0

@grad
X

t2N (r; r +1)

wt

1

A �

0

@grad
X

t2N (r; r � 1)

wt

1

A : (1.90)

Ici, N (i ) d�esigne la liste ordonn�ee de n�uds sur la facette i , et a est une constante qui vaut 2 sur les
facettes �a trois n�uds et 1 sur celles en poss�edant 4. En�n, l'indice cyclique r + 1 dans N (r; r + 1)
correspond en r�ealit�e au n�ud successif �a r dans la liste N (i ).

Exemple 1.2. En reprenant le cas de l'�el�ement cubique (�gure 1.5), et si l'on veut calculer la fonc-
tion associ�ee �a la facette ' i ' compos�ee des n�uds '1458', N (i ) est la liste ordonn�ee f 1;4;5;8g. Dans
l'expression pr�ec�edente (1.90) il s'agira donc de sommer sur les n�uds appartenant �a 'N (r; r + 1) ' et
'mathcalN (r; r � 1)'. En pratique, il s'agira donc de calculer N (1;4), N (4;5), N (5;8) et N (8;1) pour
le terme 'N (r; r + 1) ', et N (1;8), N (8;5), N (5;4) et N (4;1) pour 'N (r; r � 1)'.

Ainsi, tout champ vectoriel V (x ) appartenant �a H (div ;
) sera approxim�e dans W 2(M 
 ) par :

V h(x ) =
N fX

i =1

V iw2
i (x ): (1.91)

Vi correspond au 
ux de V sur la facette i . Cette fois-ci, c'est la trace normale de V h qui est
pr�eserv�ee au travers des interfaces .

1.2.3.4 Approximation discr�ete de L 2(
)

Soit Ne le nombre d'�el�ements du maillage M 
 . On d�e�nit l'espace de Whitney permettant d'ap-
procher L 2(
) sur M 
 par

W 3(M 
 ) = Vect
�

w 3
1(x );w 3

2(x ); : : : ;w 3
N f

(x )
�

� L 2(
) (1.92)

o�u w3
i (x ) est une fonction scalaire �a valeurs dansR+ associ�ee �a l'�el�ement i . �A l'instar des calculs

pr�ec�edents, elles v�eri�ent
Z

ej

w3
i (x ) � dv = � j

i ; 8(i;j ) 2 f 1;Neg2 : (1.93)

Ici, la fonction scalaire est int�egr�ee sur l'�el�ement ej . En r�ealit�e, les fonctions volumiques sont constantes
sur l'�el�ement auquel elles sont associ�ees, et sont nulles sinon. On a ainsi sur l'�el�ementei

w3
i (x ) =

1
vol(ei )

(1.94)

o�u vol(ei ) d�esigne le volume de l'�el�ement ei .

Finalement, tout champ scalaires(x ) dansL 2(
) sera approxim�e dans W 3(M 
 ) par une la fonction
scalaire constante par morceaux

sh(x ) =
NeX

i =1

siw3
i ; (1.95)

o�u s i correspond d'apr�es la propri�et�e pr�ec�edente au volume de l'�el�ement ei .
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1.2.3.5 Prise en compte des conditions limites ad hoc

Les espaces de Whitney d'ordre minimal permettent donc de d�e�nir de fa�con g�eom�etrique des
espaces d'approximations de :H 1(
), H (rot ;
), H (div ;
) et L 2(
). De même, leurs sous-espaces
avec les conditions aux limitesad hoc sur une fronti�ere � sont l�a aussi d�e�nis de fa�con g�eom�etrique
et simple.

Par exemple,H 1
0;� (
) contient les fonctions de H 1(
) dont la trace s'annule sur �. L'espace discret

permettant de l'approcher, W 0
0;� (M 
 ), s'obtient directement �a partir de W 0(M 
 ) en lui retirant les

fonctions associ�ees aux n�uds inclus dans �. Ainsi, en notant M � la restriction de M 
 sur le bord
�, on a

W 0
0;� (M 
 ) = W 0(M 
 ) n W 0(M � ) (1.96)

avec la propri�et�e de conformit�e pr�eserv�ee

W 0
0;� (M 
 ) � H 1

0(
) : (1.97)

De même, on va pouvoir d�e�nir W 1
0;� (M 
 ), l'espace discr�etisant H 0;� (rot ;
), en retirant �a W 1(
)

les fonctions li�ees aux arêtes sur �. Ainsi, le sous-espace deW 1(
) poss�edant les conditions aux limites
ad hoc sur � s'�ecrit

W 1
0;� (M 
 ) = W 1(M 
 ) n W 1(M � ) (1.98)

avec
W 1

0;� (M 
 ) � H 0;� (rot ;
) : (1.99)

De fa�con g�en�erale, on pourra d�e�nir l'espace de Whitney avec condition limites ad hoc sur une
fronti�ere � en lui retirant les fonctions li�ees aux �el�ements (n�uds, arêtes et facettes) appartenant �a
� :

W k
0;� (M 
 ) = W k (M 
 ) n W k (M � ) ; k 2 f 0;1;2g (1.100)

1.2.4 Formulations discr�etes des probl�emes d'�electromagn�etisme basse fr�equence

Maintenant que les espaces de discr�etisation ont �et�e introduits, il reste �a transcrire sous forme ma-
tricielle les formulations variationnelles des probl�emes magneto-quasistatiques (1.69), (1.72) et (1.75).

1.2.4.1 Discr�etisation du probl�eme magn�etostatique en formulation A

Il s'agit de r�e�ecrire la formulation du probl�eme magn�etostatique (1.69) dans W 1
0;� B

(M D ) �
H 0;� B (rot ;D). On rappelle que la jauge surA n'est pas n�ecessaire lors d'une r�esolution par une
m�ethode it�erative et c'est pourquoi nous discr�etisons l'espace non jaug�e H 0;� B (rot ;M D ).

Soit J s tel que divJ s = 0, la formulation (1.69) dans W 1
0;� B

(M D ) s'�ecrit :

Trouver A 2 W 1
0;� B

(M D ) tel que



� (B ) rot A ;rot A 0�

D
=



J s;A 0�

D ; 8A 0 2 W 1
0;� B

(M D ): (1.101)

On introduit alors la d�ecomposition de A dans sa base canonique

A =
NaX

i =1

A i w 1
i (1.102)
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avec Na le nombre d'arêtes dansM D n M � B (et �egalement la dimension deW 1
0;� B

(M D )). En rem-
pla�cant A 0 par w 1

j un des vecteurs de base deW 1
0;� B

(M D ), l'�equation (1.101) donne

NaX

i =1

A i


� (B ) rot w 1

i ;rot w 1
j

�
D

=


J s;w 1

j

�
D

; 8j = 1 ; : : : ;Na: (1.103)

Les inconnues du probl�eme sont d�esormais port�ees par les scalairesA i ; i = 1 ; : : : ;Na. Soit donc
X A 2 RNa , le vecteur de composantes (A i ) i =1 ;N a , l'�equation (1.103) devient :

M rr (X A )X A = F (1.104)

o�u la matrice sym�etrique semi-d�e�nie positive M rr (X A ) 2 RNa � Na d�ependant non lin�eairement de
X A et le vecteur F 2 RNa sont d�e�nis par :

(M rr (X A )) i;j =
Z

D

�
� (B ) rot w 1

i � rot w 1
j

�
dD (1.105)

(F) i =
Z

D

�
J s � w 1

i

�
dD: (1.106)

Lorsque le second membre d�epend du temps, le probl�eme consiste en une succession d'�etats
d'�equilibre et il s'�ecrit �nalement :

Trouver X A (t) 2 RNA tel que

M rr (X A )X A (t) = F(t); 8t 2 [0;T]: (1.107)

1.2.4.2 Discr�etisation du probl�eme magn�etodynamique en formulation A � �

Il s'agit ici de r�e�ecrire la formulation du probl�eme magn�etodynamique (1.72) dans W 1
0;� B

(M D ) �
H 0;� B (rot ;D) pour la variable A et dans W 0(M Dc ) � H 1(Dc) pour � . La formulation faible de-
vient

Trouver ( A ;� ) 2 H 1(0;T; W 1
0;� B

(M D )) � L 2(0;T; W 0(M Dc )) tel que



� (B ) rot A ;rot A 0

�
D

+ h� (@t A + grad � );A 0+ grad � 0i Dc
= hJ s;A 0i D ;

8(A 0;� 0) 2 W 1
0;� B

(M D ) � W 0(M Dc ):
(1.108)

Soit donc Na et Nn , le nombre d'arêtes dansM D n M � B et de n�uds dans M Dc respectivement. On
introduit alors la d�ecomposition de A et � dans leur base EF

A =
NaX

i =1

A i w 1
i (1.109)

� =
NnX

i =1

� i w0
i : (1.110)

Finalement, soient les champs vectorielsX A (t) 2 RNa et X � (t) 2 RNn de composantes respectives
A i ; i = 1 ; : : : ;Na et � i ; i = 1 ; : : : ;Nn . Alors, la formulation faible discr�ete (1.108) devient sous forme
matricielle
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Trouver X A (t) 2 RNA et X � (t) 2 RNn tel que

�
K ww 0
K t

wg 0

�
�

d
dt

�
X A (t)
X � (t)

�
+

�
M rr (X A ) K wg

0 M gg

�
�
�

X A (t)
X � (t)

�
=

�
F(t)

0

�
; 8t 2 [0;T]; (1.111)

avec K ww 2 RNa � Na sym�etrique d�e�nie positive, M gg 2 RNn � Nn sym�etrique semi-d�e�nie positive et
K wg 2 RNa � Nn d�e�nies par

(K ww ) i;j =
Z

D
�

�
w 1

i � w 1
j

�
dDc (1.112)

(K wg) i;j =
Z

D
�

�
w 1

i � grad w0
j

�
dDc (1.113)

(M gg) i;j =
Z

D
�

�
grad w0

i � grad w0
j

�
dDc: (1.114)

1.2.4.3 Discr�etisation du probl�eme magn�etodynamique en formulation A �

Finalement, le probl�eme faible (1.75) en formulation A � se r�e�ecrit dans W 1
0;� B

(M D ) � H 0;� B (rot ;D) :

Trouver A 2 H 1(0;T; W 1
0;� B

(M D )) tel que



� (B ) rot A ;rot A 0�

D
+ h�@t A ;A 0i Dc

= hJ s;A 0i D ; 8A 0 2 W 1
0;� B

(M D ): (1.115)

En introduisant le champ vectoriel X A (t) 2 RNa Alors, la formulation faible discr�ete (1.115) devient
sous forme matricielle

Trouver X A (t) 2 RNA tel que

K ww �
dX A (t)

dt
+ M rr (X A ) � X A (t) = F(t) ; 8t 2 [0;T]; (1.116)

On rappelle qu'ici, le choix de la formulation A � impose directement la jauge de Coulomb (divA =
0) dans le domaine conducteur, quand bien même l'espace de discr�etisationH 0;� B (rot ;D) n'est pas
jaug�e.

Remarque 1.14. Il est possible de particulariser cette formulation au cas 2D extrud�e, qui suppose
que le syst�eme �etudi�e est in�niment extrud�e selon sa normale, et que les sources de courants sont
dirig�es selon cette même normale. Ce cas particulier est d�etaill�e dans l'annexe C, et sera utilis�e dans
exemples acad�emiques pr�esent�es �a la �n de ce premier chapitre.

1.2.5 Prise en compte du mouvement

Dans cette section et a�n de faciliter la pr�esentation des m�ethodes de prises en compte du mouve-
ment, on se place dans le cas 2D extrud�e d�etaill�e dans l'annexe C.

A�n de mod�eliser les machines �electriques, le mouvement du rotor doit être pris en compte. Pour
ce faire, deux types de descriptions existent : l'eul�erienne et la lagrangienne. La premi�ere consiste �a
se placer dans un r�ef�erentiel �xe sur lequel on observe les di��erentes quantit�es �evoluer, tandis que la
seconde suit le r�ef�erentiel en mouvement. La �gure 1.6 pr�esente un maillage sur lequel est calcul�e le
mouvement du sous domaine rouge, avec les deux types de descriptions.
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Figure 1.6 { Prise en compte du mouvement avec la description lagrangienne et eul�erienne (a) :
Maillage de la position initiale. (b) : Rotation du sous-domaine rouge avec la description eul�erienne.
Le maillage reste identique mais la fronti�ere de l'encoche verte ne suit plus la discr�etisation du maillage.
(c) : Rotation du sous-domaine rouge avec la description lagrangienne. L'encoche est bien discr�etis�ee,
mais les �el�ements ne co•�ncident plus au niveau de l'interface entre les sous-domaines rouges et bleu.

Dans le cadre d'une mod�elisation par �el�ement �nis, l'approche eul�erienne consiste alors �a �xer le
maillage du rotor et �a faire glisser dessus les di��erents milieux et champs au cours du temps. Bien qu'elle
soit s�eduisante car n'induisant pas de remaillage ou de modi�cation de connectivit�e, le glissement des
fronti�eres entre milieux peut être compliqu�e �a prendre en compte, comme on peut le voir au niveau de
l'encoche verte sur la �gure 1.6(b). En e�et, Les fronti�eres des sous-domaines ne correspondant plus aux
fronti�eres des �el�ements, il peut alors être di�cile de prendre en compte les discontinuit�es des champs.
Au contraire, l'approche lagrangienne va consister �a faire tourner le maillage du rotor, par rapport �a
celui du stator, dans un mouvement de corps rigide. Ainsi, les fronti�eres entre milieux au rotor et au
stator sont naturellement pr�eserv�ees comme le montre la �gure 1.6(c). Le v�eritable enjeu est ici de
savoir comment connecter le maillage du rotor avec celui du stator au cours du mouvement. En�n, les
�equations de Maxwell restent invariantes même pour un mouvement non rectiligne uniforme avec ce
type de description [27]. C'est donc l'approche Lagrangienne que nous utiliserons par la suite. Dans ce
cadre, plusieurs m�ethodes existent. Celles-ci se di��erencient en particulier sur leur complexit�e et leur
capacit�e �a prendre en compte ou non n'importe quel mouvement de rotation. On peut n�eanmoins les
classer dans deux cat�egories, pr�esent�ees sur la �gure 1.7.

Figure 1.7 { Prise en compte du mouvement avec la description lagrangienne (a) : Mouvement calcul�e
sur une interface � � . (b) : Mouvement calcul�e dans un domaineD� .

La premi�ere cat�egorie regroupe les approches o�u le mouvement est pris en compte le long d'une
interface � � lin�eique en 2D et surfacique en 3D, comme le montre la �gure 1.7(a). Ainsi, la m�ethode
du pas bloqu�e [28] permet de calculer de fa�con exacte la rotation du rotor, mais seulement pour des
valeurs discr�etes de l'angle de rotation. Comme nous le verrons par la suite, il s'agit en r�ealit�e d'une
permutation de la connectivit�e des �el�ements dans le rotor touchant � � . Dans la Bibliographie, on
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trouve �egalement la m�ethode de Mortar [29], celle des multiplicateurs de Lagrange [30], et la m�ethode
d'interpolation dans le domaine de Fourier spatial [31].

Pour la seconde cat�egorie, on regroupe les m�ethodes permettent de calculer le mouvement dans
une �ne bande d'�el�ements D� , surfaciques en 2D et volumiques en 3D (�gure 1.7(b)). Cette bande est
naturellement situ�ee dans l'entrefer, entre le rotor et le stator. Parmi les approches, on trouve celle de
la bande de mouvement [32], la m�ethode des macro�el�ements [33] et l'Overlapping [34].

Dans le cadre de cette th�ese, nous utiliserons la m�ethode Overlapping. En e�et, elle permet de
prendre en compte n'importe quel mouvement de rotation avec un coût de calcul tr�es limit�e et en
n'introduisant aucune inconnue suppl�ementaire. Ceci la rend particuli�erement adapt�ee �a la r�eduction
de mod�eles. En�n, nous pr�esenterons �egalement la m�ethode du pas bloqu�e (MPB), qui est une r�ef�erence
pour les applications de l'�electrotechnique. A�n de ne pas alourdir la pr�esentation des deux m�ethodes,
on choisit de pr�esenter les deux approches sur un probl�eme magn�etostatique lin�eaire en formulation
A . Pour autant, celles-ci restent valables sur des probl�emes non lin�eaires et/ou dynamiques. En e�et,
l'interface � � ou le domaineD� sont situ�es dans l'air et ne touchent ni les milieux conducteurs, ni
ceux poss�edant des caract�eristiques non lin�eaires.

1.2.5.1 M�ethode du Pas Bloqu�e

1.2.5.1.A Disposition du maillage avec la m�ethode du Pas Bloqu�e
Pour la m�ethode du pas bloqu�e, on consid�ere deux maillages ind�ependantsM DR et M DS que l'on va
chercher �a recoller sur l'interface � � , comme pr�esent�e dans la �gure 1.7(a). Pour ce faire, il est possible
de mailler normalement le domaineD = DR [D S et de virtuellement dupliquer les N � inconnues situ�ees
sur � � = DR \ D S. En�n, cette m�ethode n�ecessite que le maillage soit r�egl�e sur � � . Cela signi�e qu'il
existe une structure p�eriodique du maillage sur � � par rotation d'angle � � comme le montre la �gure
1.8 sur un exemple de maillage 2D. Intuitivement, on comprend qu'avec cette disposition, il sera
possible de prendre en compte les rotations d'angle� k = k� � aveck 2 Z par permutation d'inconnues
le long de � � .

Figure 1.8 { Disposition du maillage avec la m�ethode du Pas Bloqu�e. Les inconnues du rotor (croix
bleues) sont virtuellement dupliqu�ees sur � �

1.2.5.1.B Probl�eme �el�ements �nis sur DR et DS

En ayant virtuellement dupliqu�e les inconnues sur l'interface � � , le probl�eme magn�etostatique lin�eaire
s'�ecrit ind�ependamment sur DR et DS comme

�
M R

rr 0
0 M S

rr

� �
X R

X S

�
=

�
FR

FS

�
; (1.117)

o�u l'indice R o�u S d�esigne les quantit�es d�e�nies sur le maillage du rotor et du stator respectivement.
�A ce stade, le probl�eme n'est pas bien pos�e car les inconnues sont virtuellement dupliqu�ees sur �� .
Ainsi, le syst�eme d'�equations (1.117) n'est pas inversible. Cependant, la relation de mouvement va
permettre de rendre ce probl�eme bien pos�e, en plus de prendre en compte la rotation.
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1.2.5.1.C Relation de mouvement entre DR et DS

Il s'agit de trouver la bijection liant X R
� 2 RN � �a X S

� 2 RN � au cours du mouvement, o�u ces deux
vecteurs repr�esentent respectivement les composantes deX R et X S dont les inconnues correspondantes
appartiennent �a � � . A l'�etat initial, on peut supposer que

X R
� = X S

� : (1.118)

Du fait de la structure p�eriodique, il existe une matrice de permutation R (� k ) 2 RN � � N � permettant
de repr�esenter la rotation d'angle � k par :

X R
� = R (� k )X S

� : (1.119)

La matrice R (� k ) s'obtient directement �a partir de la matrice de permutation unitaire P = R (� � ) qui
permet de permuter les indices d'inconnues apr�es rotation d'angle� = � � . On a alors

R (� k ) = P k� 1 (1.120)

o�u R (� k ) v�eri�e bien

R (� 0) = R (� N � ) = I N � ; (1.121)

avec I N � 2 RN � � N � la matrice identit�e de taille N � .

1.2.5.1.D �Ecriture du syst�eme total avec la m�ethode du Pas Bloqu�e
Il reste �a tirer parti de la relation de mouvement (1.119) a�n de rendre le probl�eme (1.117) bien pos�e. Il
s'agit alors d'�eliminer lesN � inconnues virtuelles situ�ees sur � � . Pour ce faire, on introduit la matrice
T (� k ) rectangulaire

T (� k ) =

0

B
B
@

I 0 0
0 I 0
0 0 I
0 R (� k ) 0

1

C
C
A : (1.122)

La relation permettant d'�eliminer les N � inconnues est d'apr�es (1.119)

�
X R

X S

�
=

0

B
B
@

X R
D

X R
�

X S
D

X S
�

1

C
C
A = T (� k )

0

@
X R

D
X R

�
X S

D

1

A ; (1.123)

o�u X R
D et X S

D repr�esentent les inconnues du maillage au rotor et au stator respectivement, et qui
n'appartiennent pas �a � � . En rempla�cant l'expression du vecteur inconnu dans le syst�eme initial, on a

�
M R

rr 0
0 M S

rr

�
T (� k )

0

@
X R

D
X R

�
X S

D

1

A =

0

B
B
@

F R
D

0
F S

D
0

1

C
C
A : (1.124)

La forme particuli�ere du second membre est dû au fait que les sources de champ ne sont pas en
contact avec � � . Le syst�eme pr�ec�edent ayant N � �equations de plus qu'il n'a d'inconnues, il s'agit
alors d'�eliminer des �equations en sommant les contributions sur � � . En pratique, cette op�eration est
simplement r�ealis�ee en multipliant le syst�eme (1.124) par T t (� k ) [35]. Ainsi le syst�eme total carr�e
s'�ecrit

T t (� k )
�

M R
rr 0

0 M S
rr

�
T (� k )

0

@
X R

D
X R

�
X S

D

1

A = T t (� k )

0

B
B
@

F R
D

0
F S

D
0

1

C
C
A : (1.125)
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En appelant X le nouveau vecteur inconnu, on peut montrer que le syst�eme pr�ec�edent se ram�ene �a

(M rr + M pf (� k )) X = F: (1.126)

Ici M rr est la partie invariante par rotation d'angle � k . Concr�etement, elle repr�esente les interactions
issues des �el�ements ne touchant pas �� . Au contraire, M pf (� k ) est la matrice qui varie �a chaque
rotation. Cependant, cette-derni�ere a un nombre de termes non nuls faibles car elle est issue de
l'assemblage des �el�ements adjacents �a � � . En�n, le vecteur source n'�etant pas attenant �a � � , F =
T t (� k )(F R

D ; 0;F S
D ; 0) d�e�ni dans (1.125) ne d�epend pas de � .

1.2.5.2 Overlapping Finite Element Method

A�n de simpli�er la pr�esentation de la m�ethode, on se place sur un cas 2D mod�elisant une coupe
de machine. Le principe reste identique en 3D, et le calcul explicite des fonctions de forme en 3D peut
être trouv�e dans l'annexe D.

1.2.5.2.A Disposition du maillage avec la m�ethode Overlapping
A�n d'appliquer la m�ethode Overlapping, il faut que les maillages du rotor M DR et du stator M DS

soient s�epar�es par une �ne couche non maill�ee D� , comme le montre la �gure 1.7. On appelle �R
� et

� S
� les interfaces respectives deDR et DS, le long deD� . De plus, on fait l'hypoth�ese que les maillages

sur � S
� et � R

� sont constitu�es de quadrangles r�eguliers ayant une même structure periodique selon� .
Ainsi, on peut supposer que le maillage de �S� �a l'�etat initial est obtenu par projection normale sur � S

�
du maillage de � R

� . Bien que la m�ethode Overlapping soit possible pour des maillages non r�eguliers,
cette hypoth�ese permet de simpli�er la m�ethode ainsi que son coût calculatoire, la rendant compatible
avec la r�eduction de mod�eles.

1.2.5.2.B Extension des fonctions de forme nodale sur D�

Le principe de la m�ethode consiste premi�erement �a �etendre les fonctions de forme nodales deW 0(M D )
sur le domaine non maill�e D� , et ce de fa�con continue. Pour ce faire, le support des fonctions nodales du
stator (associ�ees aux inconnues appartenant �a �S

� ) est �etendu par projection normale sur � R
� , comme

le montre la �gure 1.9(b) sur un exemple en 2D. De même, le support des fonctions nodales du rotor
est �etendu sur D � comme on peut le voir sur la �gure 1.9(b). Finalement, la �gure 1.9(c) montre qu'il
existe une zone de recouvrement des deux fonctions nodales dansD� . Celle-ci repr�esente l'interaction
entre les deux maillages, et permet donc de mod�eliser le mouvement. En consid�erant l'interaction

Figure 1.9 { Interaction Overlapping. (a) : fonction nodale statorique �etendue sur � R
� . (b) : fonction

nodale rotorique �etendue sur � S
� . (c) : interaction entre les deux fonctions nodales.

d'une arête au stator avec deux arêtes du rotor, la �gure 1.10 montre que l'on peut d�e�nir deux zones
d'int�egration, une gauche gaucheet une autre droite.
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Intégration " gauche " Intégration " droite "

Figure 1.10 { Zones d'int�egration gauche et droite li�ees �a l'arête du stator (rouge). Les ronds
repr�esentent des n�uds r�eels du maillage, tandis que les �etoiles sont des n�uds �ctifs, obtenus par
projection normale des n�uds r�eels sur l'arête oppos�ee. Ces derniers ne servent qu'�a d�e�nir la zone
d'int�egration et ne sont pas des inconnues du probl�eme.

1.2.5.2.C �El�ement de r�ef�erence Overlapping
A�n de calculer des quantit�es sur les deux zones, on introduit les deux �el�ements de r�ef�erences pr�esent�es
sur les �gures 1.11 et 1.12. Il s'agit de quadrangles avec des "pattes" dont la longueur d�epend des
valeurs dea, b, c et d d�e�nis dans les deux �gures 1.11 et 1.12. On peut alors d�e�nir un �el�ement de

Figure 1.11 { �El�ement r�eel et de r�ef�erence pour la zone d'int�egration gauche.

r�ef�erence g�en�erique que l'on pr�esente dans la �gure 1.13. Si a = c = 1, alors il permet de retrouver
l'�el�ement droit, tandis que b = d = 1 d�ecrit l'�el�ement gauche. L'extension de cet �el�ement de r�ef�erence
en 3D, ainsi que les fonctions de forme sont pr�esent�ees dans l'annexe D. Concr�etement, il s'agit d'un
hexa�edre avec des "pattes surfaciques", par analogie avec les pattes lin�eiques de l'�el�ement de r�ef�erence
en 2D.

1.2.5.2.D Gestion des inconnues d'arêtes
Concernant les inconnues, l'�el�ement de r�ef�erence pr�esent�e dans la �gure 1.13 montre que l'on peut
calculer des termes d'int�egrations grâce aux quatre n�uds r�eels, sans introduire d'inconnue nodale
suppl�ementaire. Cependant, ce n'est plus exact en ce qui concerne les inconnues d'arêtes, n�ecessaire
pour des applications 3D. En e�et, on voit sur la �gure 1.13 les deux arêtes verticalese3 et e4. Celles-ci



30 Mod�elisation des probl�emes d'�electromagn�etisme basse fr�equence

Figure 1.12 { �El�ement r�eel et de r�ef�erence pour la zone d'int�egration gauche.

Figure 1.13 { �El�ement de r�ef�erence g�en�erique.

relient DR �a DS sur D� . �A premi�ere vue, il faudrait donc associer des inconnues �a ces arêtes. Ainsi,
le principe de l'Overlapping qui est de ne pas cr�eer d'inconnues suppl�ementaires surD� n'est plus
v�eri��e. Heureusement, la jauge d'arbre permet de ne pas contredire ce principe. En e�et, il existe une
in�nit�e de vecteurs A tel que B = rot A d'apr�es (1.64). D'un point de vue num�erique, cela signi�e que
le probl�eme est sous-d�etermin�e et donc que l'on peut �eliminer un certain nombre d'inconnues. Pour
ce faire, il est possible d'�eliminer les arêtes associ�ees �a un arbre couvrant le maillage [20], c'est-�a-dire
passant par tous les n�uds du maillage et ne se refermant pas sur lui-même. Ainsi, on peut choisir
d'�eliminer comme degr�e de libert�e les arêtes verticales reliant DR �a DS, car elles appartiennent �a
un arbre ne se refermant pas sur lui-même. Il n'y aura donc pas d'inconnues associ�ees aux arêtese3

et e4 reliant DR �a DS. Ceci permet �nalement de mod�eliser le mouvement sans ajouter d'inconnue
suppl�ementaire.

1.2.5.2.E �Ecriture du syst�eme total avec la m�ethode Overlapping
On rappelle que l'approche est pr�esent�ee en 2D, mais peut être directement appliqu�ee en 3D si les deux
maillages surfaciques du rotor et du stator sont compos�es de quadrangles r�eguliers et qui co•�ncident
l'un avec l'autre. Ainsi, l'�el�ement Overlapping en 3D ainsi que les fonctions de forme nodales et d'arêtes
sont pr�esent�ees dans l'annexe D.

Pour conclure, on peut r�esumer l'approche Overlapping en deux �etapes :
| La d�etermination des �el�ements de r�ef�erence Overlapping : pour chaque position rotorique, il

faut d�eterminer les deux arêtes du rotor qui vont interagir avec chaque arête du stator, et
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d�eterminer les quatre valeurs de a, b, c et d. En pratique, si le maillage des deux interfaces
� R

� et � S
� est p�eriodique et co•�ncidents l'un avec l'autre, cette tâche peut n'être r�ealis�ee que

pour une seule arête du stator (qui interagit avec seulement deux arêtes du rotor). En e�et, la
structure p�eriodique sur � R

� et � S
� implique que les �el�ements de r�ef�erence gauche et droit vont

être identiques surD� .
| L'assemblage des matrices �el�ement �nis sur D� . Comme D� se situe dans l'entrefer constitu�e

d'air uniquement, les seuls termes �a calculer seront ceux de la matrice Rot-Rot. Ainsi, on d�e�nit
la matrice sym�etrique semi-d�e�nie positive M ovl (� ) 2 RNa � Na telle que :

(M ovl (� ) i;j =
Z

D �

�
� 0rot w 1

i � rot w 1
j

�
dD� : (1.127)

En pratique, on calculera cette expression en assemblant dans chaque �el�ement Overlapping les
matrices �el�ementaires. D'apr�es le point pr�ec�edent, ces derni�eres sont identiques pour l'�el�ement
gauche et droit selon� . Ainsi, il ne faut calculer qu'une matrice �el�ementaire "gauche" et une
autre "droite", que l'on assemblera de fa�con globale surD� a�n de calculer M ovl (� ).

Dans le cas d'un probl�eme magn�etostatique lin�eaire, le syst�eme �nal s'�ecrit �nalement :
��

M R
rr 0

0 M S
rr

�
+ M ovl (� )

� �
X R

X S

�
=

�
FR

FS

�
; (1.128)

o�u X R et X S d�esignent les inconnues surDR et DS respectivement. Contrairement au pas bloqu�e, le
syst�eme total n'est pas projet�e sur l'interface. Il su�t juste d'ajouter la matrice M ovl (� ) au syst�eme
original, ce qui permet de coupler les deux sous-domaines et, ainsi de mod�eliser le mouvement du
rotor.

1.2.6 Prise en compte de l'environnement de la machine

Les mod�eles pr�esent�es pr�ec�edemment permettent de calculer le champ magn�etique dans une ma-
chine �electrique, pour une densit�e de courant source et un angle au rotor donn�es. En pratique, ces
deux param�etres sont �egalement fonctions de l'�etat magn�etique de la machine. Ainsi, l'environnement
�electrique et m�ecanique de la machine doit être pris en compte. Nous allons donc d�etailler dans cette
sous-section le couplage des inducteurs bobin�es avec un circuit �electrique simple, ainsi que la prise en
compte du couple �electromagn�etique dans l'�equation m�ecanique r�egissant le mouvement du rotor.

1.2.6.1 Couplage �electrique

1.2.6.1.A D�ecomposition du courant source
Lorsqu'un dispositif �electrique est aliment�e par nI inducteurs bobin�es, la densit�e de courant source
total J s(x ;t) se d�ecompose sous la forme

J s(x ;t) =
n IX

k=1

N k (x )i k (t); (1.129)

o�u N k (x ) (m� 2) est la densit�e de spires associ�ee �a l'inducteur k; k = 1 ; : : : ;nI et i k (t) (A) d�esigne le
courant circulant �a l'int�erieur. N k (x ) peut être �egalement d�e�nie par

N k (x ) =
ns

k

j� k j
n k (x ); (1.130)

avec j� k j la surface g�en�er�ee par l'inducteur, ns
k son nombre de spires etn k le vecteur unitaire normal

�a la section de la bobine. D'un point de vue discret, on �ecrit alors le second membre des probl�emes
magneto-quasistatiques (1.107), (1.111) et (1.116) comme

F (x ;t) =
n IX

k=1

F k (x )i k (t); (1.131)
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o�u l'on a introduit la discr�etisation des vecteurs densit�es de spires (F k ) i d�e�nis par

(F k ) i =
Z

D

�
N k � w 1

i

�
dD: (1.132)

1.2.6.1.B �Equation de circuit
On peut imposer soit le courant circulant dans les inducteurs bobin�es soit la tension �a leurs bornes.
Dans le premier cas, les courants sont des donn�ees du probl�eme. Dans le second, le courant circulant �a
l'int�erieur devient une inconnue du probl�eme. On suppose qu'une tensionvk (t) est impos�ee aux bornes
de l'inducteur k dans un circuit contenant une source de tensionvk (t) en s�erie avec une r�esistance
Rk et une inductance L k . Rk repr�esente la r�esistance du bobinage et �eventuellement une r�esistance
ext�erieure, tandis que L k permet de mod�eliser les fuites magn�etiques associ�ees �a des têtes de bobines
non mod�elis�ees et/ou une inductance ext�erieure. Finalement, le courant i k (t) dans ce circuit est solution
de

@t � k (t) + L k@t i k (t) + Rk i k (t) = vk (t); (1.133)

avec � k le 
ux magn�etique capt�e par la bobine k. C'est ce terme qui va être utilis�e pour coupler les
�equations de circuit avec le probl�eme magneto-quasistatique.

1.2.6.1.C Expression du 
ux magn�etique
Le 
ux engendr�e par l'inducteur s'exprime par d�e�nition comme

� k = ns
k

Z

Sk

(B � dSk ) (1.134)

o�u Sk d�esigne la surface g�en�er�ee par le contour de la bobinek, comme le montre la �gure 1.14. En

Figure 1.14 { Inducteur bobin�e

appliquant le th�eor�eme de Stokes, et en utilisant B = rot A , on a

� k = ns
k

I

lk
(A ;dl k ) = ns

k

I

lk
(A ;n k )dlk (1.135)

o�u lk d�esigne le contour ferm�e d�elimitant la surface Sk , montr�e l�a encore sur la �gure 1.14. En utilisant
la d�e�nition de N k (1.130), on trouve �nalement

� k =
Z

Vk

(A � N k ) dVk (1.136)

o�u Vk =
H

lk
j� k j dl k d�esigne le volume de l'inducteur. D'un point de vue discret, cette relation s'�ecrit

simplement

� k = F t
kX A ; (1.137)

avecF k d�e�ni par (1.132).
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1.2.6.1.D Couplage fort de l'�equation magn�etique avec les �equations de circuit
A�n de pr�esenter clairement le couplage, on se place dans le cas d'un probl�eme magnetostatique
lin�eaire. Celui-ci s'�ecrit d'apr�es (1.107) et (1.131)

M rr X A (t) =
X

k2I

F k i k (t) +
X

k2V

F k i k (t); 8t 2 [0;T]: (1.138)

o�u les ensemblesI et V contiennent lesjIj et jVj indices des inducteurs �a tensions et courants impos�es
respectivement, avecnI = jIj + jVj. Comme expliqu�e pr�ec�edemment, les jIj courants impos�es sont des
donn�ees du probl�eme tandis que lesjVj autres deviennent des inconnues. Ainsi, on d�e�nit le nouveau
vecteur inconnu X contenant les inconnues magn�etiques et les courants inconnus par

X (t) =

0

B
B
B
@

X A (t)
i V1 (t)

...
i VjVj (t)

1

C
C
C
A

2 RNA + jVj (1.139)

Il reste alors �a coupler l'�equation magn�etiques avec les jVj �equations de circuit (1.133). En utilisant
l'expression du 
ux (1.132), le probl�eme magn�etostatique coupl�e circuit s'�ecrit

Trouver X (t) 2 RNA + jVj tel que

K
dX (t)

dt
+ MX (t) = F I I (t) + FVV (t); 8t 2 [0;T]: (1.140)

avec :

M =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

M rr � FV1 : : : � FVjVj

0 RV1 0 0
... 0

. . . 0
0 0 0 RVjVj

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

; (1.141)

K =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

0 0

F t
V1

L V1
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. . .

F t
VjVj

L VjVj
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C
C
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C
C
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C
C
C
C
C
C
C
C
A

; (1.142)
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F I =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
@

F I 1 : : : F I jIj

0

1

C
C
C
C
C
C
C
C
A

2 R(NA + jVj )�jIj ; I (t) =

0

B
@

i I 1 (t)
...

i I jIj (t)

1

C
A 2 RjIj ; (1.143)

FV =

0
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0
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2 R(NA + jVj )�jVj et V (t) =

0

B
@

vV1 (t)
...

vVjVj (t)

1

C
A 2 RjVj : (1.144)

En�n, on choisit d'introduire le vecteur source U (t) 2 RjVj+ jIj dans lequel on a concat�en�e vertica-
lement I (t) avec V (t), ainsi que la matrice C 2 RN �jVj + jIj qui contient les matrices FV et F I . On a
alors

CU (t) = F I I (t) + FVV (t) (1.145)

et �nalement le probl�eme(1.140) se r�e�ecrit

Trouver X (t) 2 RNA + jVj tel que

K
dX (t)

dt
+ MX (t) = CU (t); 8t 2 [0;T]: (1.146)

1.2.6.2 Couplage m�ecanique

1.2.6.2.A �Equation m�ecanique
Que la machine soit en fonctionnement moteur ou g�en�erateur, le mouvement du rotor est r�egi par une
�equation m�ecanique. Dans sa plus simple expression celle-ci s'�ecrit

JM
d2� (t)

dt2 + f M
d� (t)

dt
= � B (B ) + � M (t); (1.147)

avecJM le moment d'inertie du rotor (kg.m 2), f M la constante de friction (kg.m2.s-1). � B (kg.m2.s-1)
repr�esente le couple magn�etique tandis que �M (kg.m2.s-1) repr�esente le couple d'entrâ�nement ou de
charge selon son signe.

1.2.6.2.B Calcul du couple magn�etique par la m�ethode des Travaux Virtuels
Ainsi, il faut être en mesure de calculer le couple �electromagn�etique a�n de prendre en compte l'en-
vironnement m�ecanique de la machine. Pour ce faire, deux m�ethodes sont particuli�erement utilis�ees :
celle du Tenseur de Maxwell [36] et le principe des Travaux Virtuels [21].�A la mani�ere des m�ethodes
pour prendre en compte le mouvement, ces deux approches se distinguent en particulier quant au do-
maine sur lequel est calcul�e le couple. Pour la m�ethode du Tenseur de Maxwell, il s'agit de calculer des
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quantit�es sur une interface (�a la mani�ere du Pas Bloqu�e) tandis que le principe des Travaux Virtuels
permettent de calculer le couple dans une �ne couche d'�el�ements (�a l'instar de l'Overlapping). Dans
la suite de ce m�emoire, nous ne pr�esenterons que la m�ethode des travaux virtuels car elle est se couple
naturellement aux m�ethodes de r�eduction de mod�eles.

Nous sommes donc int�eress�e par le calcul du couple �electromagn�etique �B g�en�er�e par la rotation
du rotor. Par d�e�nition [37], celui-ci s'exprime comme la variation de l'�energie magn�etique WB au
cours du mouvement, �a champ magn�etique constant. Cette derni�ere est d�e�nie dans le domaine D [16]
par

WB (B ) =
Z

D
wB (B )dD; (1.148)

o�u la fonctionnelle wB (B ) s'�ecrit [16]

wB (B ) =
Z B

0

�
H ( �B ) � d �B

�
: (1.149)

Il reste donc �a exprimer comment varie cette fonctionnelleau cours du mouvement, et �a champ B
constant. Pour ce faire, il convient de s'attarder sur la fa�con dont estmod�elis�e le mouvement de corps
rigide avec notre probl�eme �el�ement �ni. Si on avait adopt�e une approche eul�erienne, ce mouvement
serait caract�eris�e par la rotation de tous les �el�ements au rotor, le stator restant �xe. Or comme expliqu�e
dans la section 1.2.5, nous avons pr�ef�er�e utiliser la description lagrangienne qui consiste �a se placer
d'une part dans le r�ef�erentiel statique du stator, et d'autre part dans celui en mouvement du rotor,
pour �nalement recoller les deux domaines par la m�ethode Overlapping ou du Pas Bloqu�e. Dans ces
deux approches, on a vu que le mouvement peut se r�esumer uniquement �a faire tourner les n�uds de
la couche ext�erieure du rotor, par rapport �a ceux du stator, les n�uds internes du rotor restants eux
immobiles par rapport �a leurs voisins (c'est-�a-dire immobiles dans le r�ef�erentiel tournant).

Ainsi, le couple peut être obtenu en calculant la variation de l'�energie magn�etique lorsque les n�uds
de la couche ext�erieure du rotor sont soumis �a une rotation par rapport �a ceux du stator. On peut
alors �ecrire

� B = @̂� (WB jB = cte) ; (1.150)

o�u la notation �̂ signi�e dans cette section que nous ne d�erivons que les n�uds de la couche int�erieure
du stator par rapport �a ceux du rotor. Puisque les n�uds du rotor sont immobiles les uns par rapport
aux autres, on a alors

@̂�

� Z

DR

wB (B )dDR

�
= 0 (1.151)

et en utilisant DS = D n DR

� B = @̂�

� Z

DS

wB (B )dDS

�
: (1.152)

De même, les n�uds du stator �etant immobiles, les termes non nuls de l'int�egrale pr�ec�edente seront
donc issus des interactions surDS entre les n�uds du rotor en mouvement et ceux du stator immobile.
Or, la m�ethodes des �El�ements Finis ne tient compte que des interactions entre plus proches voisins.
On peut donc ramener l'int�egrale (1.152) �a une seule couche d'�el�ements �nis attenante �a DR et situ�ee
dans l'entrefer. On la note D� . On exprime alors le couple magn�etique par :

� B = @̂�

� Z

D �

wB (B )dD�

�
: (1.153)
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L'entrefer �etant constitu�e d'air, qui est un milieu lin�eaire, l'expression du couple se simpli�e en :

� B = @̂�

� Z

D �

(
� 0

2
B � B )dD�

�
: (1.154)

Apr�es l'introduction de la discr�etisation par la MEF, on peut �nalement ramener le couple �a une
forme quadratique sur X A :

� B = X t
A M � X A ; (1.155)

o�u la matrice symm�etrique M � 2 RNA � NA est d�e�ni par

(M � ) ij = @̂�

Z

D �

� � 0

2
rot w 1

i � rot w 1
j

�
dD� : (1.156)

Le d�etail du calcul de cette matrice en passant par l'�el�ement de r�ef�erence peut être trouv�ee dans [37].

1.2.6.2.C Couplage faible de l'�equation magn�etique avec l'�equation m�ecanique
Il reste donc �a coupler le probl�eme magnetoquasi-statique avec l'�equation m�ecanique. Puisque la
constante de temps m�ecanique est pour les applications typiques de l'�electrotechnique bien plus grande
que celle du probl�eme magn�etique, un couplage fort entre les deux probl�emes n'est pas n�ecessaire [38].
Pour aller plus loin, un châ�nage entre les deux �equations est même possible �a condition que la
constante de discr�etisation temporelle soit su�samment petite de sorte qu'elle puisse capturer la
dynamique des deux mod�eles [38].

Ainsi l'�equation magn�etique et m�ecanique seront r�esolues successivement au cours de la simulation.
Le sch�ema de r�esolution num�erique est d�etaill�e dans la section suivante.

1.2.7 R�esolution des probl�emes discrets

1.2.7.1 �Ecriture matricielle g�en�erique

Dans les trois sections pr�ec�edentes, on a vu que la mod�elisation de dispositifs �electrotechniques
peut g�en�erer une quantit�e de probl�emes di��erents, en fonction de la formulation utilis�ee et de la prise
en compte ou non du couplage �electrique ou m�ecanique. En reprenant les approches pr�esent�ees dans les
sections 1.2.4, 1.2.5 et 1.2.6, l'ensemble de ces mod�eles peut être repr�esent�e par le probl�eme g�en�erique
suivant :

Trouver X (t) 2 RN tel que

K
dX (t)

dt
+ ( M � (� ) + M (X )) X (t) = CU (t); 8t 2 [0;T]; (1.157)

et trouver � (t) 2 R tel que

JM
d2� (t)

dt2 + f M
d� (t)

dt
= � B (X ) + � M (t); (1.158)

avec on le rappelleU (t) qui repr�esente la commande en tension et/ou en courant du syst�eme.�A partir
de ces deux �equations, certains termes vont se simpli�er en fonction de l'application �etudi�ee. Ainsi,
si le probl�eme n'a ni domaine conducteur,ni couplage circuit, on aK = 0 et le probl�eme se r�esume
�a
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Trouver X (t) 2 RN tel que

(M � (� ) + M (X )) X (t) = CU (t); 8t 2 [0;T]; (1.159)

et trouver � (t) 2 R tel que

JM
d2� (t)

dt2 + f M
d� (t)

dt
= � B (X ) + � M (t): (1.160)

Par ailleurs, le nombre d'inconnuesN est dans ce casN = Na, car il n'y a ni courants, ni degr�es de
libert�e nodaux dans le domaine conducteur.

De même, si le probl�eme n'a pas de partie tournante, alors on r�esoudra

Trouver X (t) 2 RN tel que

K
dX (t)

dt
+ M (X )X (t) = CU (t); 8t 2 [0;T]; (1.161)

Ici, le vecteur inconnu X de taille N peut repr�esenter di��erentes inconnues. Par exemple, pour un
probl�eme magn�etodynamique en formulation A � sans couplage circuit, on a

�
X = X A 2 RNa

N = NA
(1.162)

Si on consid�ere au contraire un probl�eme magn�etodynamique en formulation A � � avec couplage
circuit, alors X s'�ecrit

X =

0

B
B
B
B
B
@

X A

X �

i V1
...

i VjVj

1

C
C
C
C
C
A

2 RNa + Nn + jVj
(1.163)

avec

N = Na + Nn + jVj

Ainsi, l'�equation (1.157) permet de repr�esenter l'ensemble des probl�emes pr�ec�edemment expos�es,
et sera prise comme r�ef�erence dans la suite de ce m�emoire.

1.2.7.2 Discr�etisation temporelle

A�n de r�esoudre le couple d'�equations (1.157{1.158), on discr�etise le domaine temporel [0;T] en
N t intervalles r�eguliers s�epar�es par un pas de temps� = T=Nt . Le choix de ce pas de temps n'est pas
anodin, il devra être pris su�samment petit pour capturer les di��erentes dynamiques du probl�eme
(�electriques, magn�etiques ou m�ecaniques). Ainsi, on ne r�esoudra le probl�eme que sur lesN t temps
tk = k�; k = 1 ; : : : ;N t , avec les conditions initiales impos�ees pourt0 = 0. On d�e�nit alors la notation

X (tk ) = X k ; k = 0 ; : : : ;N t : (1.164)

L'�etape suivante est donc d'exprimer les d�eriv�ees en temps, �a savoir
dX
dt

(tk ) et
d2�
dt2 (tk ).
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1.2.7.2.A Discr�etisation temporelle de l'�equation magn�etique
A�n de discr�etiser l'�equation magn�etique, on s'int�eresse �a l'expression de la d�eriv�ee temporelle de X (t).
Nous utilisons ici un sch�ema d'Euler implicite qui a l'avantage d'être �a la fois stable et facilement
impl�ementable. Dans ce cas, cette derni�ere s'�ecrit

dX
dt

(tk ) =
�

dX
dt

� k

�
X k � X k� 1

�
k = 1 ; : : : ;N t : (1.165)

En reportant cette expression dans l'�equation magn�etique, on �ecrit

�
K
�

+ M � (� ) + M (X k )
�

X k = CU k +
K
�

X k� 1; k = 1 ; : : : ;N t : (1.166)

1.2.7.2.B Discr�etisation temporelle de l'�equation m�ecanique
En ce qui concerne l'�equation m�ecanique du second ordre en temps, on la d�ecompose en deux �equations
du premier ordre grâce �a l'introduction de 
 = d�

dt . On �ecrit alors

8
><

>:

d

dt

(t) = ( JM ) � 1 (� f M 
( t) + � B (X (t)) + � M )

d�
dt

(t) = 
( t):
(1.167)

A�n de r�esoudre cette �equation, on utilisera un sch�ema d'Euler explicite pour la premi�ere et implicite
pour la seconde. L'utilisation d'un sch�ema explicite est coh�erente car le temps caract�eristique de
l'�equation m�ecanique � M sur des applications �electrotechniques est tr�es grand compar�e �a celui du
probl�eme magn�etique � B (� B << � M ) [38]. Ainsi, le pas de discr�etisation temporelle � est choisi petit
par rapport �a � B et est donc tr�es inf�erieur �a � M . Ainsi, l'erreur de discr�etisation temporelle due �a
l'utilisation d'un sch�ema explicite sur l'�equation m�ecanique est tr�es faible. On �ecrit alors

d

dt

(tk ) =
�

d

dt

� k

�

 k+1 � 
 k

�
: (1.168)

Bien que l'on pourrait pour ces mêmes raisons utiliser un sch�ema explicite sur la seconde �equation,
on lui pr�ef�erera un sch�ema implicite car elle induit une erreur num�erique plus faible pour une impl�ementation
d'une complexit�e �equivalente. Ainsi, on a

d�
dt

(tk ) =
�

d�
dt

� k

�
� k � � k� 1

�
: (1.169)

On �ecrit alors la discr�etisation de ces deux �equations comme

8
><

>:


 k =
�

1 �
� f M

JM

�

 k� 1 +

�
JM

�
� B (X k� 1) + � M

�

� k = � k� 1 + � 
 k :

(1.170)

1.2.7.2.C Probl�eme g�en�erique discr�etis�e en temps

Finalement, le probl�eme g�en�erique discr�etis�e en temps s'�ecrit
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Trouver X k 2 RN tel que
�

K
�

+ M � (� k ) + M (X k )
�

X k = CU k +
K
�

X k� 1; k = 1 ; : : : ;N t (1.171)

et trouver ( � k+1 ;
 k+1 ) 2 R2 tel que

8
><

>:


 k+1 =
�

1 �
� f M

JM

�

 k +

�
JM

�
� B (X k ) + � M

�

� k+1 = � k + � 
 k+1 :

; k = 0 ; : : : ;N t � 1 (1.172)

Remarque 1.15. A�n d'expliciter le châ�nage des deux mod�eles, l'�equation m�ecanique a �et�e �ecrite
au pas de tempsk + 1 . En e�et, en connaissant � k , l'�equation (1.171) permet de calculerX k . Or
en connaissantX k , le jeu d'�equations m�ecaniques (1.172) permet de calculer� k+1 permettant alors
d'obtenir X k+1 et ainsi de suite.

1.2.7.3 R�esolution du probl�eme non lin�eaire

Au pas de temps tk , l'�equation (1.171) d�e�nit un syst�eme d'�equations non lin�eaires du fait de
l'op�erateur M (X k ). Or, un probl�eme non lin�eaire est di�cilement soluble de fa�con directe avec un
calculateur num�erique. On peut alors utiliser une m�ethode d'approximation telle que celle du point
�xe de Banach ou de Newton-Raphson. Ces deux approches it�eratives consistent �a transformer le
probl�eme non lin�eaire (1.171) de solution X k en une suite de probl�emes lin�eaires (Pj ), ayant pour
solution X k

j . Sous certaines conditions, ces approches convergent de sorte qu'on obtient






 X k � X k

j






 �!

j ! + 1
0: (1.173)

En pratique, on esp�ere que le nombre d'it�erations non lin�eaires Nnl ne soit pas sup�erieur �a une cin-
quantaine, a�n d'o�rir des temps de calculs raisonnables.

Pour �evaluer la qualit�e de l'approximation X k
j , le vecteur r�esidu R (X k

j ) est utilis�e. C'est en r�ealit�e
une image de l'erreur qui a g�en�eralement le même comportement que celle-ci, mais avec des ordres
de grandeur di��erents. Il s'obtient simplement en r�einjectant l'approximation dans le probl�eme initial
(1.171). Ainsi, le vecteur r�esidu s'�ecrit

R (X k
j ) =

�
K
�

+ M � (� k ) + M (X k
j )

�
X k

j � CU k �
K
�

X k� 1 (1.174)

En pratique, l'utilisateur choisit un crit�ere d'erreur � nl > 0 et consid�ere que l'algorithme a converg�e
lorsque






 R (X k

j )





 < � nl : (1.175)

Dans ce cas, on d�e�nit

X k = X k
j (1.176)

et on s'int�eresse alors au pas de temps suivant. Nous allons donc d�etailler les deux probl�emes lin�eaires
(1.177) et (1.180) qu'il faut r�esoudre avec les m�ethodes du Point Fixe et de Newton respectivement.
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1.2.7.3.A R�esolution num�erique par la m�ethode du Point Fixe
La m�ethode du Point Fixe consiste �a transformer le probl�eme non lin�eaire initial en la suite de
probl�emes lin�eaires (1.177) d�e�nis par

Trouver X k
j 2 RN tel que

�
K
�

+ M � (� k ) + M (X k
j � 1)

�
X k

j = CU k +
K
�

X k� 1: (1.177)

L'algorithme it�eratif du point �xe est pr�esent�e ci-dessous

Algorithme 1 : Algorithme du Point Fixe

Donn�ees : Un vecteur initial X k
0. Typiquement, on prend X k� 1 ou le vecteur nul.

R�esultat : Le vecteur solution X k .
Initialisation de j = 1 et de � = � + 1 ;
tant que (j 1 < N max

nl et � > � ) faire
Calcul de X k

j , solution de (1.177) ;

Calcul de l'erreur associ�ee �a X k
j : � k

j =





 R (X k

j )





 ;

Incr�ementation : j := j + 1 ;

�n
Sauvegarde de la solution :X k = X k

j ;

1.2.7.3.B R�esolution num�erique par la m�ethode de Newton-Raphson
Comme la m�ethode du Point Fixe, l'approche de Newton-Raphson transforme le probl�eme non lin�eaire
initial en une suite d'�equations lin�eaires (1.180). Ces derniers sont obtenus apr�es un d�eveloppement
limit�e �a l'ordre 1 de la fonctionnelle associ�ee au r�esidu. En e�et, celui-ci s'�ecrit �a l'it�eration non lin�eaire
j

R (X k
j ) = R (X k

j � 1) +
@R
@X

(X k
j � 1) �

�
X k

j � X k
j � 1

�
+ o(X k

j � X k
j � 1): (1.178)

o�u o(a) repr�esente un terme n�egligeable devant a quand kak tend vers 0 :

o(a)
kak

�!
a! 0

0: (1.179)

En supposant quek� X k =





 X k

j � X k
j � 1






 est su�samment petit, le terme o(X k

j � X k
j � 1) devient

n�egligeable devant les autres membres de l'�equation. On parle alors d'approximation lin�eaire de la
fonctionnelle associ�ee au r�esidu. La m�ethode de Newton consiste alors �a supposer que sous ces hy-
poth�eses de lin�earit�e, R (X k

j ) est nul. On peut ainsi d�e�nir le probl�eme non lin�eaire de Newton �a
l'it�eration j par

Trouver X k
j 2 RN tel que

X k
j = X k

j � 1 �
h
J(X k

j � 1)
i � 1

R (X k
j � 1); (1.180)

o�u la jacobienne associ�ee �a R (�), J(�) = @R
@X (�) 2 RN � N , est une matrice sym�etrique semi-d�e�nie

positive. Son expression est d�etaill�ee en annexe (B.2)
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Bien �evidemment, la solution calcul�ee X k
j ne donnera g�en�eralement pas un r�esidu R (X k

j ) stricte-
ment nul. En e�et, le probl�eme (1.180) a �et�e obtenu en supposant que la fonctionnelle R �etait lin�eaire.
Puisque cette hypoth�ese n'est qu'une approximation dans le cas g�en�eral, le r�esidu n'est pas strictement
nul et c'est pourquoi l'approche est it�erative. L'algorithme de Newton Raphson est pr�esent�e ci-dessous

Algorithme 2 : Newton Raphson

Donn�ees : Un vecteur initial X k
0. Typiquement, on prend X k� 1 ou le vecteur nul.

R�esultat : Le vecteur solution X k .
Initialisation de j = 1 et de � = � + 1 ;
tant que (j = 1 < N max

nl et � > � ) faire
Calcul de X k

j , solution de (1.180) ;

Calcul de l'erreur associ�ee �a X k
j : � k

j =





 R (X k

j )





 ;

Incr�ementation : j := j+1 ;

�n
Sauvegarde de la solution :X k = X k

j ;

1.2.7.4 Sch�ema de r�esolution global

Dans la suite de ce m�emoire, nous r�esoudrons donc les sch�emas de Newton ou du Point Fixe
associ�es au jeu d'�equations (1.171{1.172). La �gure 1.15 pr�esente le sch�ema de r�esolution global du
probl�eme non lin�eaire (1.171) châ�n�e avec l'�equation m�ecanique (1.172).

Figure 1.15 { Sch�ema de r�esolution global

1.2.8 Complexit�e

La r�esolution des probl�emes associ�es �a des dispositifs �electrotechniques dans leur environnement
n�ecessite donc une discr�etisation spatiale (par la m�ethode des�El�ements Finis), temporelle (grâce au
sch�ema d'Euler), ainsi qu'une approche pour traiter les non-lin�earit�es, telle que celle du Point Fixe
ou de Newton Raphson. Nous allons tâcher de d�e�nir dans cette section le coût calculatoire associ�e �a
une simulation pour des param�etres de discr�etisation �x�e. La complexit�e d�epend donc en particulier
du nombre d'inconnues associ�e �a la discr�etisation spatiale N et temporelle N t , ainsi que du nombre
moyen d'it�erations non lin�eaires Nnl .

A�n de d�e�nir cette complexit�e de fa�con pr�ecise, les �etapes de la simulation sont r�esum�ees dans
l'algorithme suivant. On y omet volontairement l'assemblage des matrices initiales et les op�erations
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interm�ediaires n�ecessitant simplement un produit matrice vecteur.

Algorithme 3 : Algorithme de r�esolution d'un probl�eme non lin�eaire discr�etis�e en temps et
en espace

Donn�ees : Un vecteur initial X 0.
R�esultat : Le couple solution (X k ;� k ), k = 1 ; : : : ;N t .
pour k = 1 ; : : : ;N t faire

(1) Calcul de � k (X k ) ;
(2) Assemblage deM � (� k ) ;
pour j = 1 ; : : : ;Nnl faire

(3) Assemblage deM (X ), ainsi que J(X ) si on utilise la m�ethode de Newton Raphson ;
(4) Calcul de X k

j , solution de (1.177) ou (1.180) ;

�n
Sauvegarde de la solution :X k = X k

j ;

�n

Remarque 1.16. La boucletant que non lin�eaire a �et�e volontairement remplac�ee par une boucle for
de taille Nnl , le nombre moyen d'it�erations non lin�eaires, a�n de simpli�er le calcul de complexit�e.

Regardons donc la complexit�e associ�ee aux 4 �etapes d�ecrites dans l'algorithme 3. Nous aurons en
particulier besoin du nombre d'�el�ements situ�es dans les parties ferromagn�etiques N nl

e ainsi que dans
la bande de mouvementD � , N �

e , lorsque l'Overlapping est utilis�e. Ainsi, les di��erents coûts de calcul
associ�es �a la simulation sont dus �a :

(1) La r�esolution de l'�equation m�ecanique �a deux inconnues n�ecessite cependant le calcul du couple
d'apr�es (1.155). Cette op�eration consiste en deux produits matrice-vecteur creux successifs de
taille N �

e et ce surN t pas de temps. La complexit�e est donc enO(N t � N �
e ).

(2) L'assemblage de la matriceM � (� k ) n�ecessite le parcours des �el�ements dans la bande de mouvement
�a chaque pas de temps. Ainsi, la complexit�e est �egalement deO(N t � N �

e ).

(3) Pour tous les pas de tempsk et pour chaque it�eration non lin�eaire j , l'assemblage des deux matrices
non lin�eaires n�ecessitera le parcours de la liste des �el�ements non lin�eaires. Ainsi, la complexit�e
associ�ee �a cette op�eration est en O(N t � Nnl � N nl

e ).

(4) Il s'agira pour cette �etape de r�esoudre un syst�eme lin�eaire de taille N . Dans ce m�emoire, nous
utilisons des m�ethodes it�eratives de type Krylov. Dans ce cas, la r�esolution d'un syst�eme de taille
N n�ecessite � (N )N op�erations, avec � (N ) le nombre d'it�erations de l'approche. On sait que le
produit � (N )N est super-lin�eaire mais non quadratique. Ainsi, le lecteur pourra se repr�esenter
� (N ) par la fonction logarithme, bien que l'on ne puisse pas �etablir dans le cas g�en�eral de r�egle
absolue. Finalement, la complexit�e associ�ee �a cette �etape estO(N t � Nnl � � (N ) � N )

En regroupant ces quatre termes, on trouve que la complexit�e de r�esolution totaleCnl est

Cnl := O
�

N t �
�

N �
e + Nnl � (N nl

e + � (N ) � N
��

: (1.181)

Puisque N �
e est n�egligeable devantN , cette expression se simpli�e �nalement en

Cnl := O
�

N t � Nnl �
�

N nl
e + � (N ) � N

��
: (1.182)

En�n, dans le cas de probl�emes lin�eaires, on aN nl
e = 0 et Nnl = 1, ce qui donne

Clin := O (N t � � (N ) � N ) : (1.183)

Ainsi, doubler le nombre de pas pour la discr�etisation temporelleN t revient �a doubler la complexit�e
du calcul. Au contraire, multiplier par trois le nombre d'inconnues N d'un probl�eme g�en�erera un coût
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de calculatoire sup�erieur au triple du coût initial. Un mot en�n sur le nombre moyen d'it�erations non
lin�eaires Nnl . Celui-ci est tr�es di�cile �a quanti�er dans le cas g�en�eral. En pratique, on esp�ere qu'il
soit de l'ordre de 10 pour la m�ethode de Newton et de 50 pour celle du point �xe. En�n, celui-ci
d�epend �egalement de la complexit�e du probl�eme, ainsi que du niveau de saturation des parties ferro-
magn�etiques. Ainsi, plus le probl�eme est constitu�e de mat�eriaux divers avec un fort niveau d'induction,
plus Nnl sera grand.

1.3 Exemple

Dans la derni�ere section de ce chapitre, nous allons pr�esenter les trois cas d'application 2D sur
lequel nous appliquerons et testerons dans le chapitre suivant les di��erentes m�ethodes de r�eduction (le
troisi�eme chapitre consistera �a valider les approches sur des exemples 3D industriels). Le premier est
un exemple acad�emique mod�elis�e par un probl�eme magn�etodynamique lin�eaire, sans mouvement ni
couplage circuit. Le second repr�esente un transformateur triphas�e avec des mat�eriaux ferromagn�etiques
non lin�eaires, et coupl�e circuit. En�n le dernier a pour but de repr�esenter une machine synchrone dans
son environnement �electrique et m�ecanique.

1.3.1 Probl�eme magn�etodynamique lin�eaire

La �gure 1.16 pr�esente le domaine d'�etude de ce premier exemple 2D. Il est constitu�e d'un inducteur
bobin�e aliment�e par un courant sinuso•�dal, d'un noyau ferromagn�etique et d'une plaque conductrice,
ainsi que d'une sonde de 
ux.

Figure 1.16 { Maillage du probl�eme magn�etodynamique lin�eaire

Les caract�eristiques des di��erents mat�eriaux sont pr�esent�es dans ci-dessous :

1. Air
| Perm�eabilit�e magn�etique � 0 = 4 � 10� 7 H:m� 1

2. Plaque conductrice (cuivre)
| Conductivit�e : � = 59:106 S:m� 1

| Perm�eabilit�e magn�etique : � 0

3. Noyau ferromagn�etique



44 Mod�elisation des probl�emes d'�electromagn�etisme basse fr�equence

| Perm�eabilit�e magn�etique lin�eaire � fer = 104� 0

4. Inducteur bobin�e
| Perm�eabilit�e magn�etique � 0

| ns;c = 500 spires
| Aliment�ee par un courant sinuso•�dal d'amplitude I 0 = 1A et de fr�equence f = 50 Hzs

5. Sonde
| Perm�eabilit�e magn�etique � 0

| ns;o = 5 spires

1.3.1.1 Mod�elisation EF

La formulation A � est utilis�ee a�n de mod�eliser ce probl�eme. Les conditions aux limites sur le
bord du domaine sont � B = @D, tandis que l'on imposeA (t = 0) = 0. Le domaine ne comportant ni
mat�eriaux ferromagn�etiques non lin�eaires, ni domaine en rotation, le probl�eme g�en�erique (1.171{1.172)
se ram�ene �nalement �a

Trouver X k 2 RN tel que
�

K
�

+ M
�

X k = CU k +
K
�

X k� 1; k = 1 ; : : : ;N t : (1.184)

Ici X k = X k
A car il n'y a ni couplage circuit, ni inconnues nodales du fait de la formulationA � .

Les grandeurs globales que nous regarderons sur cet exemple seront en particulier

1. Les pertes joules dans la plaque conductrice :

PJ (tk ) =
Z

Dc

(� E k � E k )dDc (1.185)

=
1
� 2 X k;t KX k (1.186)

o�u la notation X k;t d�esigne la transpos�ee du vecteurX k .

2. L'�energie magn�etique :

EB (t) =
1
2

Z

D

�
� B k � B k

�
dD (1.187)

=
1
2

X k;t MX k : (1.188)

3. Le 
ux magn�etique dans la sonde :

� obs(tk ) =
Z

Dobs

(A k � N obs)dDobs (1.189)

= F t
obsX k ; (1.190)

o�u Fobs 2 RN est issu de la discr�etisation du vecteur densit�e de spires de la sonde de 
ux.

1.3.1.2 In
uence de la complexit�e

Le tableau 1.1 repr�esente l'in
uence du temps de calcul lorsque le nombre d'inconnuesN , le nombre
de pas de tempsN t , ou le courant d'excitation I 0 varient. Le calcul de r�ef�erence est fait avecN = 1434,
N t = 200 et I 0 = 1A.
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Table 1.1 { Temps de calcul associ�e �a la simulation du probl�eme magn�etodynamique lin�eaire

Temps (s) Rapport / R�ef

R�ef�erence 0,45 1

N ) 4N 2,36 5,2

N t ) 4N t 1,79 4

I 0 ) 4I 0 0,45 1

On rappelle que dans ce cas la complexit�e �evolue enO (N t � � (N ) � N ), ce que l'on peut v�eri�er
dans le tableau 1.1. En e�et, la complexit�e ne change pas avec l'intensit�e du courant pour un probl�eme
lin�eaire. De plus, elle �evolue quasi-lin�eairement avec le nombre de pas de tempsN t (on retrouve
un rapport de 3,98 au lieu de 4). En�n, quadrupler le nombre d'inconnues m�ene �a un temps de
calcul multipli�e par 5,24. On voit donc la complexit�e �evolue de fa�con super-lin�eaire avec le nombre
d'inconnues.

1.3.2 Probl�eme Magn�etostatique non lin�eaire coupl�e circuit

La �gure 1.17 pr�esente le domaine d'�etude associ�e �a un transformateur triphas�e en 2D. Il est
constitu�e d'un circuit magn�etique ayant des propri�et�es non lin�eaires, ainsi que de trois inducteurs bo-
bin�es aliment�es par trois tensions �equilibr�ees. Les bobines au secondaire seront reli�ees �a trois r�esistances
�equilibr�ees, que l'on fera varier.

Figure 1.17 { Maillage du transformateur triphas�e

Les caract�eristiques des di��erents domaines physiques sont :

1. Air
| Perm�eabilit�e magn�etique � 0 = 4 � 10� 7 H:m� 1

2. Circuit magn�etique
| Perm�eabilit�e magn�etique non lin�eaire � B (B ) repr�esent�ee dans la �gure 4.65 de l'annexe

B.1

3. Trois bobines au primaire
| Perm�eabilit�e magn�etique � 0

| ns;1 = 30 spires



46 Mod�elisation des probl�emes d'�electromagn�etisme basse fr�equence

| Coupl�es �a trois tensions sinuso•�dales �equilibr�ees d'amplitude Vp = 220 V et de fr�equence
f = 50 Hz, ainsi qu'�a trois r�esistances de bobinage R0

4. Trois bobines au secondaire
| Perm�eabilit�e magn�etique � 0

| ns;2 = 15 spires
| Coupl�es �a trois r�esistances variables �equilibr�ees R

1.3.2.1 Mod�elisation EF

Les conditions aux limites sur le bord du domaine sont �B = @D, tandis que l'on impose la nullit�e
de X �a l'�etat initial.

Le domaine comporte ici des mat�eriaux ferromagn�etiques non lin�eaires, mais reste sans mouvement.
Ainsi, le probl�eme g�en�erique (1.171{1.172) s'�ecrit :

Trouver X k 2 RN tel que
�

K
�

+ M (X k )
�

X k = CU k +
K
�

X k� 1; k = 1 ; : : : ;N t : (1.191)

Dans ce cas,X k consiste en la concat�enation deX k
A et des 3 courants primairesi k

1, i k
2 et i k

3.
Les grandeurs globales que nous regarderons sur cet exemple seront en particulier

1. Les courants primaires :

i j (tk ); j = 1 ; : : : ;3: (1.192)

2. Les 
ux magn�etiques dans les bobines au primaire et au secondaire :

� j (tk ) = F t
j X A ; j = 1 ; : : : ;6; (1.193)

avecF j 2 RN
a la discr�etisation du vecteur densit�e de spires de la j�eme bobine.

3. Les forces �electromotrices (f.e.m.) associ�ees �a ces 
ux :

ej (tk ) = @t � j (tk ); j = 1 ; : : : ;6: (1.194)

1.3.2.2 In
uence de la complexit�e

Le tableau 1.2 repr�esente l'in
uence du temps de calcul lorsque le nombre d'inconnuesN , le nombre
de pas de tempsN t , ou la tension maximale au primaireVp varient. Le calcul de r�ef�erence est fait avec
N = 2073, N t = 200 et Vp = 220 V.

Table 1.2 { Temps de calcul associ�e �a la simulation du probl�eme magn�etostaque non lin�eaire

Temps (s) Nnl Rapport / R�ef

R�ef�erence 153 6 1

N ) 2N 369 6 2,4

N t ) 2N t 304 6 2

Vp ) 2Vp 211 8 1,4

La complexit�e est dans le cas d'un probl�eme non lin�eaire enO
�
N t � Nnl �

�
N nl

e + � (N ) � N
��

. Dans
le tableau 1.2, on retrouve bien la d�ependance super-lin�eaire dans le nombre d'inconnues car le temps
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de calcul est multipli�e par 2,4 lorsque le nombre d'inconnues est doubl�e. La complexit�e est l�a encore
lin�eaire avec le nombre de pas de temps comme on s'y attend. En�n, le temps de calcul augmente
lorsque l'on double la tension d'alimentation. En e�et, le nombre moyen d'it�erations non lin�eaires
passe d'environ 6 �a 8, ce qui augmente le temps de calcul d'un facteur 1,4.

1.3.3 Probl�eme Magn�etosatique non lin�eaire coupl�e circuit avec mouvement

La �gure 1.18 pr�esente le maillage associ�e �a une machine synchrone triphas�ee �a deux paires de pôles,
en fonctionnement g�en�erateur. Le rotor et le stator sont compos�es de mat�eriaux ferromagn�etiques
non lin�eaires. Les quarante-huit encoches bobin�ees au stator sont coupl�ees �a trois circuits �equilibr�es
compos�es d'une r�esistanceR et d'une inductance L variable. L'inducteur au stator est aliment�e par
un g�en�erateur de courant continu d'amplitude i 0. Finalement, le rotor sera mis en mouvement par un
couple d'entrâ�nement � M .

Figure 1.18 { Maillage de la machine synchrone

Les caract�eristiques des di��erents domaines pr�esents dans la machine synchrone sont les suivantes :

1. Mat�eriaux ferromagn�etiques au rotor et au stator
| Perm�eabilit�e magn�etique non lin�eaire � B (B ) repr�esent�ee dans la �gure 4.65 de l'annexe

B.1.

2. Entrefer
| Perm�eabilit�e magn�etique � 0

3. Inducteur au rotor
| Perm�eabilit�e magn�etique � 0

| ns;r = 200 spires
| Coupl�e �a un g�en�erateur de courant continu i 0

4. Trois phases au stator
| Perm�eabilit�e magn�etique � 0

| ns;s = 100 spires
| Coupl�es �a trois r�esistances variables �equilibr�ees R et trois inductances variables �equilibr�ees

En�n, la �gure 1.19 repr�esente le couplage de la machine avec son environnement �electrique et
m�ecanique, en fonctionnement g�en�erateur.

1.3.3.1 Mod�elisation EF

Les conditions aux limites sur le bord du domaine sont �B = @D, tandis que l'on magn�etise la ma-
chine �a l'�etat initial. D'un point de vue num�erique, cela revient �a r�esoudre le probl�eme magn�etostatique
non lin�eaire �a vide pour la position initiale du rotor. Ici, le probl�eme g�en�erique (1.171{1.172) d�ecrit
exactement la machine synchrone, et il s'agira alors de :
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Figure 1.19 { Couplage de la machine synchrone avec son environnement �electrique et m�ecanique

Trouver X k 2 RN tel que
�

K
�

+ M � (� k ) + M (X k )
�

X k = CU k +
K
�

X k� 1; k = 1 ; : : : ;N t (1.195)

et trouver ( � k+1 ;
 k+1 ) 2 R2 tel que

8
><

>:


 k+1 =
�

1 �
� f M

JM

�

 k +

�
JM

�
� B (X k ) + � M

�

� k+1 = � k + � 
 k+1 :

; k = 0 ; : : : ;N t � 1 (1.196)

Ici, X k consiste en la concat�enation deX k
A et des 3 courants dans les phases du statori k

1, i k
2 et i k

3.
Les grandeurs globales que nous regarderons sur cet exemple seront en particulier

1. Les courants au stator :

i j (tk ); j = 1 ; : : : ;3: (1.197)

2. Les 
ux magn�etiques dans les phases du stator, ainsi que les f.e.m. associ�ees :

� j (tk ) = F t
j X A ; j = 1 ; : : : ;3; (1.198)

ej (tk ) = @t � j (tk ); j = 1 ; : : : ;3; (1.199)

avecF j 2 RN
a la discr�etisation du vecteur densit�e de spires de la j�eme phase au stator.

3. Le couple �electromagn�etique :

� B = X t
A M � X A (1.200)

1.3.3.2 In
uence de la complexit�e

Le tableau 1.3 repr�esente l'in
uence du temps de calcul lorsque le nombre d'inconnuesN , le nombre
de pas de tempsN t , et le courant d'excitation au rotor i 0 varient. Le calcul de r�ef�erence est fait avec
N = 11784, N t = 120 et i 0 = 5 A.
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Table 1.3 { Temps de calcul associ�e �a la simulation du probl�eme magn�etostaque non lin�eaire

Temps (s) Nnl Rapport / R�ef

R�ef�erence 908 3 1

N ) 2N 3204 3 3,5

N t ) 2N t 1810 3 2

i 0 ) 2i 0 2148 7 2,3

La complexit�e est dans le cas d'un probl�eme non lin�eaire en O
�
N t � Nnl �

�
N nl

e + � (N ) � N
��

. On
retrouve le mêmes conclusions que pour l'exemple pr�ec�edent du transformateur triphas�e non lin�eaire :
la complexit�e �evolue lin�eairement avec le nombre de pas de pas de temps, et de fa�con super-lin�eaire
avec le nombre d'inconnues. En�n, doubler l'amplitude de l'excitation rotorique joue sur le nombre
moyen d'it�erations dans la boucle non lin�eaire Nnl , ce qui impacte le temps de calcul.



Chapitre 2

M�ethodes de r�eduction appliqu�ees �a
des probl�emes acad�emiques lin�eaires

La M�ethode des �El�ements Finis (MEF) permet donc de mod�eliser des dispositifs �electrotechniques
constitu�es de mat�eriaux ferromagn�etiques non lin�eaires, tels que les transformateurs ou les ma-
chines tournantes. De plus, il est possible de prendre en compte leur environnement �electrique
et m�ecanique. La MEF poss�ede surtout une propri�et�e pr�ecieuse pour l'ing�enierie : son erreur de
discr�etisation peut être rendue arbitrairement petite �a mesure que le maillage du domaine est
ra�n�e. En d'autres termes, la solution �El�ements Finis tend vers la solution exacte du probl�eme
de d�epart lorsque le nombre d'inconnues augmente. La complexit�e augmentant de fa�con super-
lin�eaire avec la taille du syst�eme, elle peut alors devenir tr�es importante pour des cas d'application
industriels, avec des simulations pouvant durer plusieurs semaines. Les m�ethodes de r�eduction de
mod�eles semblent donc tr�es int�eressantes car elles permettent de diminuer radicalement le temps
de calcul en r�eduisant le nombre d'inconnues.

Apr�es avoir introduit quelques outils math�ematiques utiles pour la suite, ce deuxi�eme chapitre
pr�esentera les m�ethodes de r�eduction permettant de r�eduire le nombre d'inconnues d'un syst�eme
lin�eaire. On distinguera en particulier les m�ethodes a posteriori n�ecessitant des informations
pr�ealables sur le mod�ele EF avant de le r�eduire, et les m�ethodes a priori qui peuvent être vus
comme des algorithmes automatiques. En�n, ces approches seront compar�ees sur un probl�eme 2D
de magn�etodynamique lin�eaire en termes de pr�ecision et de temps de calcul.

Par ailleurs, les m�ethodes de r�eduction �etant relativement r�ecentes et pr�esent�ees majoritaire-
ment dans la langue de Shakespeare, nous utiliserons dans ce m�emoire leur nom anglais a�n de
ne pas �egarer le lecteur averti.

2.1 Outils

Cette premi�ere section de ce deuxi�eme chapitre vise �a pr�esenter quelques outils math�ematiques,
utiles pour l'introduction de plusieurs m�ethodes de r�eduction de mod�eles. En particulier, nous d�etaillerons
la D�ecomposition en Valeurs Singuli�eres (SVD en anglais) que l'on retrouve dans la Proper Orthogonal
Decomposition (POD) et la (Discrete) Empirical Interpolation Method (DEIM) notamment. Ensuite
la projection de Galerkin utilis�ee par de nombreuses m�ethodes de r�eduction sera abord�ee, ainsi que la
notion de norme canonique et �energ�etique associ�ee �a l'inconnue discr�etis�ee.
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2.1.1 D�ecomposition en valeurs singuli�eres

La d�ecomposition en valeurs singuli�eres est une g�en�eralisation de la d�ecomposition aux valeurs
propres. En e�et, ces deux approches sont �equivalentes pour des matrices normales1 , mais la SVD
permet d'�etendre la notion de vecteurs et valeurs propres �a des matrices rectangulaires notamment.

2.1.1.1 D�e�nition de la SVD

La d�ecomposition en valeurs singuli�eres peut s'appliquer �a toute matrice r�eelle ou complexe. Bien
que nous ne l'utiliserons que sur des matrices r�eelles par la suite, on pr�esente ici sa d�e�nition dans le
cas g�en�eral.

D�e�nition 2.1. Soit S une matrice rectangulaire complexe de tailleN � s. Alors, la d�ecomposition
en valeurs singuli�eres deS est l'ensemble des trois matrices (U ;� ;V ) d�e�ni par :

S = U�V � : (2.1)

o�u
| U est une matrice unitaire2 de CN � N . Ses colonnes sont appel�ees les vecteurs singuliers �a

gauche deS.
| � est une matrice rectangulaire deRN � s. Ses �el�ements sont nuls sauf sur sa diagonale principale

o�u ils sont alors positifs ou nuls. On les note usuellement� 1; : : : ;� min( N;s ) et sont appel�es valeurs
singuli�eres de S. De plus, les valeurs singuli�eres sont tri�ees de sorte que� 1 � � 2 � : : : �
� min( N;s ) � 0.

| V est une matrice unitaire de Cs� s. Ses colonnes sont les vecteurs singuliers �a droite deS.

Par ailleurs, V � d�esigne l'adjoint de V .

La SVD permet �egalement d'acc�eder au rang d'une matrice. En e�et, celui-ci est �egal au nombre
de valeurs singuli�eres non nulles :

rg(S) = card( f � i > 0; i = 1 ; : : : ; min(N;s)g): (2.2)

En l'�etat, cette propri�et�e est plus utile d'un point de vue th�eorique que pratique. En e�et, lorsque les
valeurs singuli�eres sont calcul�ees sur des donn�ees issues de probl�emes num�eriques, il peut être di�cile
de distinguer une valeur singuli�ere tr�es faible avec le z�ero num�erique du calculateur scienti�que.

Remarque 2.1. Lorsque S est normale, alors la baseU = V constitue l'ensemble des vecteurs
propres deS. De même, les valeurs singuli�eres� i deviennent les valeurs propres� i ; i = 1 ; : : : ;s, que
l'on retrouve sur la diagonale de� , alors carr�ee. La SVD revient dans ce cas pr�ecis �a appliquer le
th�eor�eme spectral sur S et ainsi �a �ecrire la d�ecomposition d'une matrice normale dans sa base propre :
S = U�U � .

L'exemple suivant est introduit a�n de visualiser les di��erentes dimensions de la SVD (U ;� ;V ) de
S lorsque celle-ci est rectangulaire et r�eelle.

Exemple 2.1. Soit S 2 RN � s ayant s = 30 colonnes etN = 1000 lignes. La SVD deS s'�ecrit :
0

B
B
B
B
B
B
B
B
@

S

1

C
C
C
C
C
C
C
C
A

=

0

B
B
B
B
B
B
B
B
@

U

1

C
C
C
C
C
C
C
C
A

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

� 1 0 0

0
. . . 0

0 0 � 30

0

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

0

@ V t

1

A ; (2.3)

1. Une matrice A est normale si elle est carr�ee et permute avec sa matrice adjointe : AA � = A � A . En particulier,
une matrice carr�ee r�eelle et sym�etrique est normale.

2. Une matrice carr�ee U dont ses colonnes forment une base orthonormale est dite normale. On a alorsUU � =
U � U = I .
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avecU 2 R1000� 1000 unitaire, � 2 R1000� 30, et V 2 R30� 30 unitaire elle aussi.

Dans la suite de ce m�emoire, la SVD sera appliqu�ee sur des matrices r�eelles rectangulaires deRN � s

ayant un nombre de lignes tr�es sup�erieur au nombre de colonnes (N >> s ). De même, on supposera
que leur rang est plein (� s > 0) ce qui sera toujours le cas sur les matrices trait�ees par la suite. En�n,
on introduit quelques notations a�n de clari�er la pr�esentation. On d�esigne par Sk la k�eme colonne de
la matrice S. Ensuite, on d�e�nit S:k comme la matrice deRN � k comportant les k premi�eres colonnes
de S. De même, on d�esigne parS:k la matrice de Rk� comportant les k premi�eres lignes deS. En
combinant ces deux derni�eres notations, on d�esigne parS:k

:k la sous matrice carr�ee deS comportant
sesk premi�eres lignes et colonnes. En transposant sous la notation Matlab, on r�esume ces notations
par :

Sk = S(: ;k) (2.4)

S:k = S(: ;1 : k) (2.5)

S:k = S(1 : k; :) (2.6)

S:k
:k = S(1 : k;1 : k): (2.7)

2.1.1.2 Approximation de faible rang

Bien que la d�ecomposition en valeurs singuli�eres g�en�eralise de fa�con �el�egante la notion de vecteurs
et valeurs propres, elle peut sembler coûteuse pour des matrices rectangulaires. En e�et, l'exemple 2.1
permet de d�ecomposer une matrice rectangulaire de taille 1000� 30 en un produit de 3 matrices, dont
une de taille 1000� 1000 (U ). La d�ecomposition en valeurs singuli�eres deS semble donc �a premi�ere vue
largement plus coûteuse en terme de m�emoire que la matriceS elle-même. Cependant, même siU est
de rang plein, seules ses trente premi�eres colonnes sont utilis�ees dans le produitU� (car uniquement
� 1; : : : ;� 30 sont non nuls). Ainsi, pour une matrice rectangulaire S quelconque dansRN � s, on peut
r�e�ecrire (2.1) sous la forme :

S = U :s� :s
:sV t

:s (2.8)

que l'on peut visualiser graphiquement comme :

0

B
B
B
B
B
B
B
B
@

S

1

C
C
C
C
C
C
C
C
A

=

0

B
B
B
B
B
B
B
B
@

U :s

1

C
C
C
C
C
C
C
C
A

0

B
@

� 1 0 0

0
. . . 0

0 0 � s

1

C
A

0

@ V t
:s

1

A ; (2.9)

avec U :s 2 RN � s et V :s 2 Rs� s les matrices compos�ees respectivement dess premi�eres colonnes de
U et V , d'apr�es la d�e�nition (2.5). � :s

:s 2 Rs� s est la matrice carr�ee de taille s d�e�nie par (2.7). Elle
comporte donc less premi�eres valeurs singuli�eres sur sa diagonale. Finalement, l'�equation pr�ec�edente
se r�esume �a :

S =
sX

k=1

� kU kV t
k ; (2.10)

avec on le rappelle,U k et V k les kk�emes colonnes deU et V respectivement.
La repr�esentation (2.10) est en fait appel�ee d�ecomposition canonique de la matriceS. Celle-ci

permet alors d'introduire la meilleure approximation de S par une matrice Sm 2 RN � s de rangm � s,
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au sens de la norme de Frobenius3 k�kF . Le th�eor�eme d'Eckart-Young [39] garantit que Sm est obtenue
par la somme issue de la SVD (2.10), tronqu�ee �a l'ordrem :

Sm =
mX

k=1

� kU kV t
k : (2.11)

ou encore avec les notations introduites pr�ec�edemment :

Sm = U :m � :m
:m V t

:m : (2.12)

Ainsi, Sm est la matrice de rangm qui minimise l'erreur d'approximation avec S, au sens de la
norme de Frobeniusk�kF :

Sm = arg min
rg(Z m )= m

kS � Zm k2
F (2.13)

(2.14)

On parle alors d'approximation de faible rang. La SVD permet donc de trouver les meilleures ap-
proximations de rang m � s d'une matrice de RN � s, au sens de la norme de Frobenius. On voit alors
apparâ�tre la notion de compression. Ainsi, la matriceS 2 R1000� 30 issue de l'exemple 2.1 peut être
approch�ee (on e�ectue alors une op�eration dite de compression) par une matriceS10 de rang 10 en
utilisant la formule (2.11) :

S10 =
10X

k=1

� kU kV t
k : (2.15)

Concr�etement, cela implique queS comportant 30� 1000 = 3:104 termes peut être compress�ee enS10

grâce �a la formule (2.15). En e�et, S10 est compos�ee de 10 vecteurs de tailles 1000 (U :10), 10 valeurs
singuli�eres (� 1; : : : ;� 10), et 10 vecteurs de taille 30 (V :10), soit au total 1 ;31:104 termes. On r�eduit
donc par 20 le nombre de termes stock�es. Bien sûr, une erreur de compression que nous quanti�erons
dans la suite est commise. Cependant, on peut retenir qu'appliquer la SVD �a une matrice deRN � s

permet d'acc�eder facilement �a sa meilleure approximation de rangm � s.
L'exemple suivant permet d'illustrer graphiquement les di��erentes approximations de faible rang

issues de la SVD, sur une image en niveau de gris.

Exemple 2.2. Soit L 2 R512� 412 une matrice dont chaque composante repr�esente un pixel d'une
image en niveau de gris normalis�e. On a alors des termes de valeurs compris entre0 et 1. La �gure 2.1
pr�esente les approximations de faible rangL 10, L 30, L 50, L 70, L 90 et L 412 obtenues par la formule 2.11
avecm 2 f 10;30;50;70;90;412g. On a �evidemment L 412 = L car dans ce cas, l'ordre de l'approximation
est identique au rang deL .

Sur la �gure 2.1, on voit que l'approximation de faible rang avecm = 10 est tr�es 
oue mais que
la qualit�e ne cesse d'augmenter �a mesure quem augmente. Ainsi, la matrice L 90 o�re �a l'�il nu une
approximation tr�es proche de l'original.

2.1.1.3 Calcul par la matrice de corr�elation

De nombreuses biblioth�eques, telles que LAPACK [40] permettent ainsi de calculer la d�ecomposition
en valeurs singuli�eres d'une matrice. L'utilisateur devra cependant faire attention aux options �a
sp�eci�er dans le cas de matrices rectangulaires telles que celle de l'exemple 2.1. En e�et, l'algorithme
peut être amen�e �a calculer la matrice U en entier quand bien même on a vu que seulU :s = U (: ;1 : s)
est pertinent dans la d�ecomposition en valeurs singuli�eres deS 2 RN � s.

3. La norme de Frobenius peut être vue comme une extension naturelle de la norme canonique deRN �a une matrice.
Soit donc M 2 Rp� q , alors la norme de Frobenius deM s'�ecrit comme la racine carr�ee de la somme de ses composantes

au carr�e : kM kF =
q P p

i =1

P q
j =1 M 2

ij .
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Figure 2.1 { Approximation de faible rang sur la matrice de niveau de grisL 2 R512� 412.

A�n de s'a�ranchir de cet obstacle, on peut obtenir directement la d�ecomposition ( U :s;� :s
:s;V :s) �a

partir d'une simple d�ecomposition en valeurs propres de la matrice de corr�elationM cor = St S 2 Rs� s.
En e�et, d'apr�es (2.8), on a pour une matrice r�eelle S 2 RN � s

M cor = St S (2.16)

= V :s� :s
:sU t

:sU :s� :s
:sV t

:s: (2.17)

Or U t
:sU :s = I 2 Rs� s d'o�u �nalement

M cor = V :s (� :s
:s)2 V t

:s: (2.18)

L'expression pr�ec�edente n'est rien d'autre que la d�ecomposition aux valeurs propres (� ;V :s) de la
matrice M cor de taille s :

M cor = V :s�V t
:s; (2.19)

o�u � = ( � :s
:s)2 est une matrice diagonale deRs� s contenant les valeurs propres� i = � 2

i ; i = 1 ; : : : ;s,
class�ees par ordre d�ecroissant :� 1 � � 2 � : : : � � s � 0. Ainsi, la base propre de la matrice de
corr�elation est identique aux vecteurs singuliers �a droite de S. De même, les valeurs propres de la
matrice de corr�elation sont �egales au carr�e des valeurs singuli�eres deS.

Une fois V :s et � :s
:s calcul�ees grâce �a la d�ecomposition en valeurs propres deM cor , il ne reste plus

qu'�a trouver U :s a�n d'obtenir la d�ecomposition de S (U :s;� :s;V :s). Celui-ci s'obtient directement �a
partir de l'�egalit�e (2.8) :

SV :s = U :s� :s
:sV t

:sV :s (2.20)

= U :s� :s
:s (2.21)

d'o�u �nalement

U :s = SV :s(� :s
:s) � 1: (2.22)

Pour r�esumer, la d�ecomposition ( U :s;� :s
:s;V :s) de S s'obtient directement par les deux �etapes sui-

vantes :
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1. Calcul de la d�ecomposition en valeurs propres (� ;V :s) de M cor . On a alors � :s
:s = �

1
2 .

2. Calcul des vecteurs singuliers �a gaucheU :s = SV :s(� :s
:s) � 1

En termes d'algorithmie, cette approche est relativement e�cace si le nombre de colonness est
bien inf�erieur aux nombres de lignesN . En e�et, le coût de calcul de la d�ecomposition en valeurs
propres d'une matrice augmente rapidement avec sa taille. Or la matrice de corr�elationM cor est de
taille s << N . Ainsi, ce coût n'augmente pas avecN , qui on le rappelle, est tr�es sup�erieur �a s pour
les matrices que nous utiliserons par la suite.

2.1.1.4 Erreur de troncature

Un des derniers avantages de la d�ecomposition en valeurs singuli�eres est que l'erreur induite par
l'approximation de faible rang �a l'ordre m, Sm , est tr�es facile �a quanti�er. En e�et, elle se d�e�nit �a
partir de l'amplitude des valeurs singuli�eres tronqu�ees :

kS � Sm kF =

vu
u
t

sX

k= m+1

� 2
k (2.23)

D�emonstration 2.1. Pour obtenir ce r�esultat, il su�t d'�ecrire �a partir de (2.10) et (2.11) que

S � Sm =
sX

k=1

� kU kV t
k �

mX

k=1

� kU kV t
k (2.24)

=
sX

k= m+1

� kU kV t
k : (2.25)

En introduisant � la matrice de même taille que� 2 RN � s mais dont seules lesm premi�eres valeurs
singuli�eres sont nulles, on peut �ecrire

S � Sm = U �V t : (2.26)

On a alors

kS � Sm k2
F = Tr

�
(S � Sm )t (S � Sm )

�
(2.27)

= Tr
�
V �U t U �V t � (2.28)

= Tr
�

V �
2
V t

�
(2.29)

= Tr
�

V t V �
2
�

(2.30)

= Tr
�

�
2
�

(2.31)

=

 
sX

k= m+1

� 2
k

!

; (2.32)

d'o�u ce qu'il fallait d�emontrer. On a notamment utilis�e le fait que les matrices U et V soient unitaires
pour obtenir (2.29) et (2.31), ainsi que la propri�et�e de commutativit�e de la trace pour (2.30), �a savoir
Tr ( AB ) = Tr ( BA ).

2.1.2 Approximation de la solution dans une base r�eduite et projection de Galer-
kin

Dans la suite, les di��erentes m�ethodes de r�eduction pr�esent�ees reviendront �a approcher la solution
X (t) du syst�eme d'�equations (1.157) dans une base r�eduite	 2 RN � m . Cette derni�ere est compos�ee
de m vecteurs deRN 	 k ;k = 1 ; : : : ;m. L'approximation, not�ee ~X (t), s'�ecrit alors

~X (t) = 	X r (t) (2.33)
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o�u X r (t) 2 Rm est la repr�esentation de ~X (t) dans sa base r�eduite de taillem. Grâce �a cette simple
transformation lin�eaire, on a remplac�e l'inconnue vectorielle X de taille N (qui vaut par exemple 105)
par X r , de taille m (de l'ordre de 50 en pratique). Il convient alors d'injecter notre approximation
dans l'�equation (1.157), en rempla�cant simplement X par ~X = 	X r . On obtient alors

K	
dX r (t)

dt
+ ( M � (� ) + M (	X r )) 	X r (t) = CU (t); 8t 2 [0;T]: (2.34)

Le syst�eme pr�ec�edent est cependant rectangulaire avec plus d'�equations (N ) qu'il n'a d'inconnues
(m << N ). A�n de le r�esoudre, on peut le projeter dans une base� 2 RN � m , de même taille que
	 . Pour ce faire, il convient simplement de multiplier le syst�eme d'�equations pr�ec�edent par � t . Cette
approche est appel�eeprojection de Galerkin . Finalement, on obtient le jeu d'�equations di��erentielles
r�eduites suivant

� t K	
dX r (t)

dt
+ � t (M � (� ) + M (	X r )) 	X r (t) = � t CU (t); 8t 2 [0;T]: (2.35)

On peut �nalement r�e�ecrire le probl�eme de Galerkin introduisant les matrices r�eduites K r , M �;r ,
M r (	X r ) dans Rm� m , et le second membre r�eduit C r U (t) 2 Rm , tel que

K r
dX r (t)

dt
+ ( M �;r (� ) + M r (	X r )) X r (t) = C r U (t); 8t 2 [0;T]; (2.36)

o�u

K r = � t K	 ; (2.37)

M �;r (� ) = � t M � (� )	 ; (2.38)

M r (	X r ) = � t M (	X r )	 ; (2.39)

C r = � t C: (2.40)

Lorsque � = 	 , on parle de projection de Ritz-Galerkin et dans le contraire, de projection
de Petrov-Galerkin . Dans les deux cas, la r�eduction par projection permet de passer d'un syst�eme
d'�equations de dimension N avec N inconnues �a un second de taillem avec �egalementm inconnues.
Celui-ci sera donc d'autant plus rapide �a r�esoudre que m est petit devant N . Bien �evidemment, la
qualit�e de la solution r�eduite d�ependra fortement de 	 et � , et c'est l�a principalement le crit�ere de
di��erentiation des m�ethodes de r�eduction lin�eaires que l'on pr�esente dans la section suivante.

2.1.3 Norme canonique et norme �energ�etique des solutions EF

Dans la suite de ce m�emoire, des calculs impliquant la norme du vecteur solutionX (t) seront
e�ectu�es. On peut alors se poser la question du choix de la norme.

2.1.3.1 Norme associ�ee �a l'espace W 1(M D ) � H (rot ;D)

Pour un probl�eme magn�etostatique au pas de tempsk (avec doncX (tk ) = X k
A ), on a






 A (tk )








rot ;D
6=






 X k

A






 ; (2.41)

avec on le rappelle,A (tk ) 2 W 1(M D ) � H (rot ;D) l'approximation EF de A au pas de tempsk, et
X k

A le vecteur deRNa repr�esentant A dans la base EF.
Dans l'expression pr�ec�edente, la premi�ere norme k�krot ;D est celle associ�ee �a l'espaceH (rot ;D)

tandis que la secondek�k est la norme canonique de l'espace euclidienRNa . Cependant, il est possible
de calculer simplement




 A (tk )






rot ;D grâce aux composantes deX k
A . En e�et :






 A (tk )








2

rot ;D
=

Z

D
A (tk ) � A (tk )dD +

Z

D
rot A (tk ) � rot A (tk )dD (2.42)

= X k;t
A M k�k

rot X
k
A (2.43)
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avec on le rappelleX k;t
A la transpos�e de X k

A . De plus, M k�k
rot est la matrice de norme associ�ee �a

W 1(M D ) � H (rot ;D) et d�e�nie dans RNa � Na par

�
M k�k

rot

�

ij
=

Z

D

�
rot w 1

i � rot w 1
j + w 1

i � w 1
j

�
dD: (2.44)

Par abus de notation, on d�e�nit donc la norme k�krot ;D agissant sur un vecteur deRNa par

kU k2
rot ;D = U t M k�k

rot U ; 8U 2 RNa : (2.45)

Ainsi, en utilisant cette nouvelle norme sur X k
A , on a �nalement






 A (tk )








rot ;D
=






 X k

A








rot ;D
: (2.46)

2.1.3.2 Norme associ�ee �a l'espace W 0(M D ) � H 1(Dc)

Dans le cas d'un probl�eme magn�etodynamique avec la formulationA � � , les mêmes questions
peuvent se poser pour le potentiel scalaire� (tk ). De même,




 � (tk )






grad;Dc
se r�e�ecrit simplement en

fonction de X k
� , ses composantes dans la base EF :






 � (tk )








2

grad;Dc
= X k;t

� M k�k
gradX k

� ; (2.47)

avecM k�k
grad 2 RNn � Nn la matrice de norme associ�ee �aW 0(M D ) � H 1(Dc) et d�e�nie par

�
M k�k

grad

�

ij
=

Z

Dc

�
grad w0

i � grad w0
j + w0

i w0
j

�
dDc: (2.48)

Toujours par abus de notation, on d�esigne park�kgrad;
 la norme agissant sur un vecteur deRNn tel
que

kU k2
grad;D = U t M k�k

gradU ; 8U 2 RNn : (2.49)

Finalement, on a bien





 � (tk )








grad;Dc
=






 X k

�








grad;Dc
(2.50)

2.1.3.3 Norme associ�ee au vecteur solution X

Finalement, on peut d�e�nir M k�k 2 RN , la matrice de norme associ�ee au vecteur inconnuX issue
du syst�eme d'�equations g�en�erique (1.157). Ainsi, pour un probl�eme en formulation A � � avec V
courants coupl�es circuits, elle s'�ecrit :

M k�k =

0

B
@

M k�k
rot 0 0

0 M k�k
grad 0

0 0 I jVj

1

C
A : (2.51)

On aura alors au pas de tempsk






 A (tk )








2

rot ;D
+






 � (tk )








2

grad;Dc
+

jVjX

j =1

i j (tk )2 = X k;t M k�k X : (2.52)
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De même que dans la sous-section 1.2.7.1, il faudra adapter cette matrice en fonction du nombre
de types d'inconnues utilis�ees. Par exemple, si le probl�eme est trait�ee avec une formulationA � sans
couplage circuit, on aX = X A et dans ce casM k�k se r�eduit �a M k�k

rot .
Finalement, on d�esigne par k�kEF la norme agissant sur des vecteurs deRN et d�e�nie telle que

kU k2
EF = U t M k�k U ; 8U 2 RN : (2.53)

On a ainsi






 X k








2

EF
=






 A (tk )








2

rot ;D
+






 � (tk )








2

grad;Dc
+

jVjX

j =1

i j (tk )2 (2.54)

Remarque 2.2. Les op�erateurs k�krot ;D , k�kgrad;Dc
et k�kEF d�e�nissent bien des normes sur RNa ,

RNn et RN respectivement car les matricesM k�k
rot , M k�k

grad et M k�k sont r�eelles sym�etriques et d�e�nies
positives.

Remarque 2.3. L'utilisation de la norme k�kEF n'est pas en pratique indispensable si le maillage est
homog�ene. En e�et, la norme k�kEF permet de prendre en compte le fait que les inconnues qui sont
d�e�nies sur des petits �el�ements ont moins d'in
uence que celles associ�ees �a de plus gros �el�ements. Or
si la discr�etisation EF est relativement homog�ene, on peut consid�erer que toutes les inconnues ont une
contribution �equivalente et la norme EF a alors un comportement similaire �a la norme canonique.

2.1.3.4 Semi-norme

Lorsque les syst�emes d'�equations sont r�esolus grâce �a des m�ethodes it�eratives, l'unicit�e des po-
tentiels A et � n'est pas n�ecessaire. En e�et, nous avons expliqu�e dans la remarque 1.11 que les
quantit�es issues des champsB , H , D et E �etaient bien d�e�nies de fa�con unique même si leurs po-
tentiels ne l'�etaient pas. Par exemple, on sait queA peut être d�e�ni �a un gradient pr�es, mais que
cette ind�etermination est lev�ee lorsque nous calculonsB = rot A . Ainsi, appliquer le rotationnel �a A
permet de lever touteambigu•�t�e . Partant de cette id�ee, il peut être plus coh�erent de comparer deux vec-
teurs A et A 0 au sens de leur rotationnellorsque ceux-ci ont �et�e obtenus par des m�ethodes it�eratives.
Math�ematiquement cela revient �a les comparer au sens de la semi-normej�j rot ;D = krot( �)kD associ�ee
�a H (rot ;D), d�e�nie dans la section 1.1.6. En appliquant la même d�emarche que pr�ec�edemment, cela
revient �a introduire la matrice associ�ee �a la semi-norme de H (rot ;D)

�
M j�j

rot

�

ij
=

Z

D

�
rot w 1

i � rot w 1
j

�
dDc (2.55)

pour introduire la semi-norme sur RNa , not�ee toujours par abus de notation j�j rot ;D telle que

jU j2rot ;D = U t M j�j
rot U ; 8U 2 RNa : (2.56)

On a ainsi
�
�
�A (tk )

�
�
�
rot ;D

=
�
�
�X k

A

�
�
�
rot ;D

(2.57)

De même, on introduit les �equivalents pour les inconnues nodales. Soit donc la matrice associ�ee �a
la semi-norme deH 1(Dc)

�
M j�j

grad

�

ij
=

Z

Dc

�
grad w0

i � grad w0
j

�
dDc (2.58)

ainsi que sa semi-norme associ�ee surRNn et not�ee j�j grad;D . Celle-ci s'�ecrit

jU j2grad;Dc
= U t M j�j

gradU ; 8U 2 RNn : (2.59)
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On a de même
�
�
� � (tk )

�
�
�
grad;D

=
�
�
�X k

�

�
�
�
grad;D

: (2.60)

Finalement, on introduit la matrice de RN � N

M j�j =

0

B
@

M j�j
rot 0 0

0 M j�j
grad 0

0 0 I jVj

1

C
A : (2.61)

d�e�nissant la semi-norme j�j EF sur RN par

jU j2EF = U t M j�j U ; 8U 2 RN : (2.62)

Remarque 2.4. Les op�erateurs j�j rot ;D , j�j grad;Dc
et j�j EF d�e�nissent bien des semi -normes sur RNa ,

RNn et RN respectivement car les matricesM j�j
rot , M j�j

grad et M j�j sont r�eelles sym�etriques et semi -
d�e�nies positives.

2.2 R�eduction des probl�emes lin�eaires

La MEF permet de mod�eliser de fa�con pr�ecise des dispositifs �electrotechniques aux g�eom�etries
complexes. Cependant, cette d�emarche requiert un coût de calcul qui peut devenir tr�es important,
notamment lorsque les mod�eles d'�etude sont des machines industrielles sur lesquelles on demande
une pr�ecision importante. Un des responsables majeurs de cette complexit�e calculatoire est le nombre
d'inconnuesN du syst�eme discr�etis�e (1.171) qui devient, sur ces exemples, cons�equent. A�n de rem�edier
�a ce probl�eme, les m�ethodes de r�eduction que nous pr�esenterons dans cette section permettent de
projeter le syst�eme total dans une base dite r�eduite, et de diminuer ainsi le nombre d'inconnues du
syst�eme. En termes d'ordre de grandeur, le syst�eme EF peut être de l'ordre de 5:105 pour un mod�ele
de machine 3D tandis qu'on esp�ere le projeter dans une base r�eduite de taille maximum 100. Ainsi, la
r�esolution du syst�eme r�eduit est alors beaucoup plus rapide que celle du syst�eme EF.

Ces m�ethodes sont g�en�eralement con�cues pour fonctionner sur des probl�emes lin�eaires, bien que
nous verrons par la suite que certaines s'adaptent �egalement aux probl�emes non lin�eaires. Ainsi, nous
restreindrons cette section �a l'acc�el�eration de la r�esolution des probl�emes lin�eaires, par les m�ethodes
de r�eduction. Ces derni�eres peuvent alors se classer en deux cat�egories : les approchesa posteriori et
a priori :

1. Les m�ethodes a posteriori n�ecessitent des informations sur le syst�eme EF a�n de pouvoir en
extraire un mod�ele r�eduit. En particulier, la solution du probl�eme EF doit être calcul�ee pour
certaines valeurs de param�etres. Ces solutions sont appel�ees snapshots. Par exemple, on pourra
consid�erer les premiers pas de temps d'une simulation en r�egime dynamique comme snapshots. Il
s'agira ensuite de construire d'apr�es ces snapshots une base dite r�eduite, de faible dimension. On
recherchera alors une approximation de la solution de notre probl�eme dans cette base r�eduite. En
pratique, le syst�eme matriciel issu de la MEF est projet�e dans la base r�eduite. Le syst�eme r�eduit,
d�esormais de petite taille, peut alors être r�esolu rapidement. L'enjeu de ce type de m�ethodes
r�eside dans la d�etermination de la base r�eduite : celle-ci doit permettre d'obtenir une bonne
approximation de la solution tout en restant de petite taille. Aussi, les m�ethodes de r�eduction
a posteriori n�ecessitent que l'utilisateur poss�ede une bonne connaissance du syst�eme �etudi�e a�n
de choisir quels snapshots il est pertinent d'utiliser. En e�et, si ceux-ci poss�edent une bonne
repr�esentation des �etats rencontr�es lors de la simulation, le mod�ele r�eduit sera d'autant plus
e�cace. Ainsi, les m�ethodes de r�eduction a posteriori peuvent o�rir une grande e�cacit�e en
�echange d'une connaissance du probl�eme de l'utilisateur.
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2. Au contraire, les m�ethodes a priori sont des algorithmes automatis�es sur lesquels l'utilisateur
n'aura presque pas �a agir. Ainsi, aucune connaissance pr�ealable sur le syst�eme n'est n�ecessaire,
ce qui leur donne un atout consid�erable en termes de robustesse et de facilit�e d'utilisation. Ces
m�ethodes vont construire it�erativement une repr�esentation de la solution dans la base r�eduite
grâce �a des m�ethodes gloutonnes. Elles sont tr�es e�caces sur des probl�emes param�etriques no-
tamment, mais peuvent ne pas converger sur des probl�emes non lin�eaires.

Les m�ethodes pr�esent�ees dans la suite de cette section ne s'appliquent pas n�ecessairement aux
probl�emes non lin�eaires et/ou avec mouvement. A�n de les comparer, nous les appliquerons donc au
syst�eme d'�equations lin�eaires suivant :

K
dX (t)

dt
+ MX (t) = CU (t); 8t 2 [0;T]: (2.63)

Quant �a la prise en compte du mouvement et des comportements non lin�eaires des mat�eriaux ferro-
magn�etiques, ceux-ci seront pris en compte �a parti de la section 3

2.2.1 M�ethodes de r�eduction a posteriori

Les m�ethodesa posteriori n�ecessitent l'utilisation de snapshots, ou tout du moins, d'une r�esolution
du syst�eme de d�epart pour quelques valeurs de param�etres. Ainsi, la Proper Orthogonal Decompo-
sition (POD) et la Centro•�dal Voronoi Tesselation (CVT) o�rent une grande libert�e pour le choix
des snapshots, tandis que la Balanced Proper Orthogonal Decomposition (BPOD) et la Projection
d'Arnoldi (PA) n�ecessitent des calculs pr�ealables dans le domaine fr�equentiel.

Une des sp�eci�cit�es des m�ethodes de r�eduction a posteriori est qu'elles se d�ecomposent en 2 �etapes
naturellement d�ecoupl�ees : la phase hors-ligne (O�ine) et la phase en ligne (Online). La partie hors-
ligne comprend tout ce qui est attenant �a la construction du syst�eme r�eduit, en particulier le calcul
des snapshots, des bases r�eduites, puis la projection du syst�eme initial dans la base r�eduite. Ensuite,
la r�esolution du syst�eme r�eduit est ce que l'on appelle la phase en ligne.

Dans la suite, nous d�esignerons parS 2 RN � s la matrice compos�ee dess snapshotsS1; : : : ;Ss.
Comme on le verra par la suite, le choix de ces snapshots est laiss�e libre pour la POD et la CVT (par
exemple les solutions des premiers pas de tempsSk = X (tk ) = X k ), et impos�e pour la BPOD et la
PA. Grâce �a ces snapshots, les di��erentes approches permettront de d�eterminer les bases r�eduites	
et � , a�n d'en d�eduire le probl�eme r�eduit suivant :

Trouver X r (t) 2 Rm tel que

K r
dX r (t)

dt
+ M r X r (t) = C r U (t); 8t 2 [0;T] (2.64)

avec

K r = � t K	 ;

M r = � t M	 ;

C r = � t C:

2.2.1.1 Proper Orthogonal Decomposition

La Proper Orthogonal Decomposition est certainement la m�ethode de r�eduction la plus connue.
On peut sans doute l'expliquer du fait de sa simplicit�e d'utilisation, sa robustesse, sa compatibilit�e
avec des probl�emes non lin�eaires. Elle a �et�e introduite en 1967 par Lumley [1] dans le but d'�etudier les
structures coh�erentes form�ees par les �ecoulements turbulents, puis reprise en 1987 par Sirovich pour
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la r�eduction de mod�eles, grâce �a la m�ethode des snapshots [2]. Depuis, le nombre d'applications de
cette m�ethode n'a cess�e d'augmenter comme le montre la �gure 2.2 repr�esentant le nombre d'articles
portant sur la POD depuis 1980 r�epertori�es dans Google Scholar4.

Figure 2.2 { Nombre d'articles utilisant la POD publi�es chaque ann�ee depuis 1980.

Historiquement, la POD a �et�e appliqu�ee dans un premier temps aux probl�emes de m�ecanique

uide et du solide, pour ensuite toucher d'autres domaines de la physique. Elle est ainsi pr�esent�ee de
mani�ere plus formelle, et avec les am�eliorations qui ont �et�e apport�ees jusqu'aux ann�ees 2000 dans [41]
ou [42]. Dans le domaine de l'�electromagn�etisme basse fr�equence, elle a d'abord �et�e appliqu�ee �a des
dispositifs acad�emiques en mouvement [43] puis plus tard aux machines �electriques dans le cadre de
la th�ese de l'auteur [44]. Elle a �et�e appliqu�ee ensuite sur de nombreux probl�emes depuis 2012 : sur
un exemple compos�e d'une plaque conductrice excit�ee par un inducteur bobin�e [45], un exemple de
parafoudre [46], des probl�emes de magn�etodynamique non lin�eaire [47] [48]. Depuis, elle est admise
par la communaut�e comme une m�ethode de r�ef�erence et est souvent utilis�ee comme "base" dans les
approches par r�eduction.

2.2.1.1.A Calcul de la base r�eduite par la m�ethode POD
La POD a �et�e historiquement introduite comme une repr�esentation de la solution dans une baser�eduite
maximisant l'�energie d'un syst�eme [1]. Cependant, Sirovich [2] l'a r�einterpr�et�ee de la fa�con suivante :
la POD permet de rechercher une approximation~X de la solution X comme unecombinaison lin�eaire
des snapshots. En premi�ere instance, on peut donc choisir comme base r�eduiteS 2 RN � s avecX r 2 Rs

tel que :

~X = SX r (2.65)

Cependant, cette m�ethode n'est pas satisfaisante en l'�etat. En e�et, si le nombre de snapshots
devient important, alors la taille de la base r�eduite augmente �egalement. De plus, si la matrice de
snapshots contient des informations redondantes (par exemple siS n'est pas de rang plein), les vecteurs
de S ne forment plus une base et le syst�eme r�eduit r�esultant (2.36) sera mal conditionn�e. Ainsi, l'id�ee
apport�ee par Sirovich [2] est de trouver une base de rangm < s permettant le mieux d'approcher au
sens �energ�etique l'espace g�en�er�e par les snapshots. En d'autres termes, il s'agit de trouverm vecteurs
de RN , 	 1; : : : ;	 m tels que

Vect (	 1; : : : ;	 m ) � Vect (S1; : : : ;Ss) : (2.66)

A�n de r�esoudre ce probl�eme, on peut le reformuler de la fa�con suivante :

4. https ://csullender.com/scholar/
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Trouver ~S 2 RN � s tel que

~S = arg min
rg(Z )= m

kS � Zk2
F ; m � s (2.67)

En e�et, chercher la meilleure approximation de rang m est coh�erent avec notre d�emarche car par
d�e�nition, une matrice de rang m g�en�ere un espace vectoriel compos�e dem vecteurs. En connaissant
une telle matrice ~S, il su�rait de trouver m colonnes ind�ependantes,	 1; : : : ;	 m parmi celles de ~S
pour les concat�ener en une base r�eduite	 .

Le lecteur aura remarqu�e que la solution au probl�eme de minimisation 2.67 est exactement l'ap-
proximation de faible rang Sm obtenue avec la SVD tronqu�ee �a l'ordre m (2.12). On a alors

~S = Sm = U :m � :m
:m V t

:m ; (2.68)

o�u ( U :m ,� :m
:m ,V :m ) repr�esente les trois matrices issues de la SVD deS, tronqu�ee �a l'ordre m. Fina-

lement, les m colonnes deU :m �etant par d�e�nition orthonorm�ees (et par cons�equent lin�eairement
ind�ependantes), la base r�eduite de la POD s'exprime directement comme

	 = U :m 2 RN � m (2.69)

Pour r�esumer, la base POD	 2 RN � r s'obtient en d�eterminant la SVD ( U ;� ;V ) de la matrice de
snapshotsS 2 RN � s, et en ne conservant que lesm premiers vecteurs de la matriceU , m �etant choisi
arbitrairement par l'utilisateur sur la base de consid�erations (pr�ecision, temps de calcul...). On a alors
	 = U :m . En�n, le syst�eme r�eduit (2.64) s'obtient en appliquant la projection de Ritz-Galerkin sur
le syst�eme (2.63). En particulier, la base r�eduite �a gauche � est choisie �egale �a 	 .

2.2.1.1.B POD-�energetique et POD-SVD
La POD permet donc de rechercher la solution dans une base r�eduite compos�ee desm vecteurs per-
mettant d'approcher au mieux l'espace g�en�er�e par les s snapshots, avecm � s. Le terme au mieux a
�et�e jusqu'ici laiss�e volontairement ambigu. En e�et, la recherche d'une meilleure quantit�e est r�ealis�ee
en math�ematiques au sens d'une certaine norme. Par exemple, le probl�eme de minimisation de la POD
(2.67) a �et�e pos�e ici au sens de la norme de Frobenius. On peut alors se poser la question du choix de
cette norme.

Ainsi, la quantit�e minimis�ee dans le probl�eme (2.67) se r�e�ecrit d'apr�es la d�e�nition de la norme de
Frobenius :

kS � Zk2
F =

sX

k=1

(Sk � Zk )t (Sk � Zk ) ; (2.70)

avec, on le rappelle,Sk la k�eme colonne deS. En introduisant la matrice D = S � Z, la pr�ec�edente
quantit�e se r�e�ecrit �nalement

kS � Zk2
F =

sX

k=1

D t
kD k (2.71)

=
sX

k=1

kD kk2 (2.72)

On voit alors que la minimisation avec la norme de Frobenius fait intervenir la norme canoniquek�k
de l'espace EuclidienRN sur les di��erents snapshots. �A l'exception des courants s'il y a un couplage
circuit, les snapshots repr�esentent des solutions dans la base EF. Or, appliquer la norme canonique
sur une solution EF n'est pas forc�ement la meilleure d�emarche d'un point de vue physique, comme
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on l'a vu dans la sous-section 2.1.3. Il pourrait par exemple être int�eressant d'utiliser la normek�kEF
d�e�nie dans (2.53) notamment grâce �a la matrice M k�k dont l'expression est donn�ee par (2.51). Par
abus de notation, on d�e�nit alors la norme matricielle k�kEF pour une matrice C 2 RN � s :

kCk2
EF =

sX

k=1

C t
kM k�k Ck (2.73)

=
sX

k=1

kCkk2
EF : (2.74)

Ainsi, on d�e�nit le probl�eme POD-�energ�etique qui consiste �a

Trouver ~S 2 RN � s tel que

~S = arg min
rg(Z )= m

kS � Zk2
EF ; m � s (2.75)

La solution �a ce probl�eme n'est g�en�eralement pas directement donn�ee par les biblioth�eques de SVD
classiques. Cependant, elle s'obtient facilement par l'approche utilisant la matrice de corr�elationM cor

(voir section 2.1.1.3), lorsque celle-ci est calcul�ee grâce au produit scalaire induit par la matriceM k�k .
De fa�con explicite, il s'agit de calculer la d�ecomposition aux valeurs propres (� ;V :s) de la matrice de
corr�elation M k�k

cor = St M k�k S 5 :

M k�k
cor = St M k�k S (2.76)

= V :s�V t
:s: (2.77)

Ensuite, on calcule la base POD �energ�etiqueU :m par la formule (2.22) (avec toujours � = ( � :m
:m )2)

U :m = SV :m (� :m
:m ) � 1: (2.78)

Bien que la base POD �energ�etique ait d�ej�a �et�e trouv�ee, la solution au probl�eme de minimisation
(2.75) est donn�ee par l'approximation de faible rang au sens de la normek�kEF :

~S = U :m � :m
:m V :m (2.79)

Pour r�esumer, on parle de POD-�energ�etique lorsque le probl�eme de minimisation est r�esolu au sens
de la normek�kEF et de POD-SVD quand la r�esolution est au sens de la norme canonique deRN . De
fa�con pratique, la seule di��erence est que la POD-�energ�etique n�ecessite de calculer une d�ecomposition
aux valeurs propres sur la matriceM k�k

cor = St M k�k S tandis qu'avec la POD-SVD, ce calcul est r�ealis�e
sur M cor = St S.

Remarque 2.5. On peut �egalement r�ealiser une POD �energ�etique au sens de la semi-norme induite
par la matrice M j�j introduite dans la section 2.1.3.4. En e�et, les snapshots peuvent être issus de
r�esolutions num�eriques it�eratives pour lesquelles les potentiels n'ont pas �et�e jaug�es.

2.2.1.1.C Troncature de la base r�eduite
Nous avons vu comment calculer une base r�eduite de taillem avec la m�ethode POD, �a partir de s
snapshots, avecm < s . On peut alors se poser la question du nombrem. En e�et, si celui-ci est
trop faible, il se peut que l'information issue des snapshots ait �et�e trop compress�ee (�a l'image des
approximations de faible rang pr�esent�ees dans la �gure 2.1). Dans ce cas, ceci peut mener �a une

5. au sens du produit scalaire induit par M k�k
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approximation trop grossi�ere de la solution EF. Au contraire, si m est trop important, le temps de
calcul peut cesser d'être avantageux par rapport au mod�ele EF.

L'avantage de la m�ethode POD est d'o�rir un crit�ere naturel a�n de choisir m. En e�et, la formule
(2.23) permet de d�e�nir une erreur due �a la troncature �a l'ordre m de l'approximation de faible rang
Sm . On a alors l'erreur relative suivante � svd(m) d�e�nie par

� svd(m) =
kS � Sm kF

kSkF
(2.80)

et d'apr�es (2.23), on a

� svd(m) =

s P s
k= m+1 � 2

kP s
k=1 � 2

k
: (2.81)

C'est donc ce crit�ere qui va permettre de choisir m. En e�et, les s valeurs singuli�eres � k ;k = 1 ; : : : ;s
sont connues. Ainsi, on va choisirm telle que � svd � � , o�u � est un param�etre d�e�ni par l'utilisateur
(par exemple � = 10 � 4) :

Trouver m 2 f 1; : : : ;sg tel que

� svd(m) � � ; (2.82)

Remarque 2.6. Il est �a noter que � svd di��ere de l'erreur due �a la r�eduction de mod�eles. En e�et,
� svd(m) ne re
�ete que la compression de la matrice de snapshots et non pas l'erreur qui va être commise
par le mod�ele r�eduit. Celle-ci est en e�et tr�es dure �a estimer a priori, notamment pour les probl�emes
non lin�eaires coupl�es, comme on le verra par la suite.

2.2.1.1.D POD en pratique
Bien que la th�eorie sur laquelle s'appuie la POD ne soit pas triviale, elle est en pratique tr�es facile �a
impl�ementer. De plus, le lecteur pourra retenir qu'en pratique, la POD permet de s�electionner lesm
vecteurs orthonorm�es les plus repr�esentatifs (au sens d'une certaine norme) parmis snapshots (avec
s > m ). Finalement, l'algorithme 4 r�esume l'approche permettant de trouver la base r�eduite �a partir
d'une matrice de snapshotsS, et ainsi, d'obtenir le syst�eme r�eduit (2.64).

Algorithme 4 : Obtention du syst�eme r�eduit par la m�ethode POD

Donn�ees : i) Une matrice de snapshotsS 2 RN � s.
ii) Un param�etre de pr�ecision utilisateur � . ;

R�esultat : Syst�eme r�eduit (2.64) de taille m
Calcul du triplet ( U :s;� :s

:s;V :s) par la POD-SVD (2.68) ou la POD-�energ�etique (2.79);
Calcul de m tel que � svd(m) < � (2.82) Calcul de la base r�eduite 	 de taille m : 	 = U :m ;
Approximation de X (t) par ~X (t) = 	X r (t), avec X r 2 Rm ;
Projection de Ritz-Galerkin sur le syst�eme (2.63) avec� = 	 , menant au syst�eme r�eduit
(2.64) ;

2.2.1.2 Centroidal Voronoi Tesselation

La Centroidal Voronoi Tesselation (CVT) en anglais, est une m�ethode de r�eduction permettant de
transformer un jeu de snapshotsS en une base r�eduite	 . La di��erence notable entre la POD et la CVT
est la mani�ere dont sont utilis�es les snapshots pour construire	 . Bien que son cadre math�ematique
soit plus abstrait que celui de la POD, la CVT permet de regrouper les snapshotssemblablesau sein



R�eduction des probl�emes lin�eaires 65

d'un même cluster, que l'on appelle r�egion de Voronoi. Une fois les groupes de snapshots cr�e�es, la base
r�eduite est constitu�ee des vecteurs repr�esentant le centre de chaque r�egion de Voronoi.

La CVT est tr�es utilis�ee en informatique pour des applications de compression de donn�ees ou
de traitement d'images [49]. En tant que m�ethode de r�eduction, elle est relativement peu utilis�ee,
mais a �et�e appliqu�ee avec succ�es �a des probl�emes de m�ecanique des 
uides [50]. Dans le domaine de
l'�electromagn�etisme cependant, cette m�ethode n'a pas encore �et�e appliqu�ee.

2.2.1.2.A R�egion de Voronoi
La CVT repose sur le concept de r�egions de Voronoi. Cet outil math�ematique permet de partitionner
un espace continu ou discret en plusieurs r�egions. La �gure 2.3 montre une partition de Voronoi en 2D.
L'espace est continu (R2). Les r�egions sont en couleur et �a chaque r�egion est associ�ee une g�en�eratrice
(repr�esent�ee par le point �a l'int�erieur de celle-ci). Pour tout �el�ement �a l'int�erieur d'une r�egion, sa
distance �a la g�en�eratrice associ�ee �a la r�egion est strictement inf�erieure �a tout autre g�en�eratrice de la
partition.

Figure 2.3 { Partition de Voronoi continue 2D. Les r�egions sont en couleur et les g�en�eratrices sont
repr�esent�ees par des points

2.2.1.2.B Partition de Voronoi de l'espace des snapshots
Dans notre cas, il s'agit de partitionner les snapshots (Si ; : : : ;Ss) lorsqu'ils sont repr�esent�es dans RN .
Le nombre de snapshots �etant �ni, l'espace �a partitionner 
 est donc discret :


 =
�

Si 2 RN ; i = 1 : : : s
	

(2.83)

D'apr�es [49], on cherche donc �a construirem r�egions de Voronoi, m � s sur l'espace des snapshots

. Ces m r�egions de Voronoi, not�ees Vi ; i = 1 : : : m forment une subdivision d'ensemble disjoints de

. Elles remplissent donc les conditions suivantes :

i) Elles sont chacune incluses dans 
 :Vi � 


ii) Elles sont disjointes deux �a deux : Vi \ Vj = ; si i 6= j

iii) Elles recouvrent 
 : [ k
i =1 Vi = 


On introduit alors les g�en�eratrices associ�ees aux r�egions de Voronoi Vi : 	 i 2 RN ; i = 1 : : : m.
L'ensemble des couples (Vi ;	 i ) sont d�e�nies par la propri�et�e suivante :

Vi = f X 2 
 = kX � 	 i k < kX � 	 j k ; j = 1 : : : m ; j 6= ig (2.84)
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Remarque 2.7. La norme dans (2.84) a l�a encore son importance. On pourra choisir la norme
canonique deRN ou la norme k�kEF prenant en compte le maillage.

2.2.1.2.C Partition de Voronoi centr�ee
La partition de Voronoi recherch�ee doit avoir une autre particularit�e : elle doit être centr�ee. Ainsi,
les g�en�eratrices 	 i associ�ees �a chaque r�egionVi doivent être superpos�ees avec le centre de massezi .
Celui-ci est d�e�ni pour la partition de Voronoi Vi dans le domaine continu par :

Z i =

R
Vi

x � (X )dX
R

Vi
� (X )dX

(2.85)

o�u � est une fonction de densit�e. La �gure 2.4 pr�esente ainsi une CVT compos�ee de 5 r�egions dans le
domaine continu, avec une fonction de densit�e� (�) constante. Les croix repr�esentent les g�en�eratrices
de chaque r�egionVi , qui correspondent �egalement aux centres de masse.

Figure 2.4 { CVT appliqu�ee �a une partition continue 2D

Pour une densit�e constante et un domaine discret, le centre de masse associ�e �a chaque r�egion est
simplement la moyenne alg�ebrique de ses �el�ements :

Z i =
1

card(Vi )

X

X i 2 Vi

X i (2.86)

avec card(Vi ) le cardinal de la r�egion Vi . Or on rappelle que l'espace partitionn�e 
 est compos�e des
di��erents snapshots. Ainsi, card( Vi ) repr�esente simplement le nombre de snapshots de chaque r�egion
de Voronoi.

2.2.1.2.D Construction d'une CVT
A�n de trouver une CVT sur les di��erents snapshots, l'algorithme de Lloyd [51] peut être utilis�e.
Celui-ci permet de construire de fa�con it�erative une partition de Voronoi compos�ee de m r�egions,
et dont les g�en�eratrices correspondent �egalement aux centres de masse. L'algorithme 5 d�etaille les
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di��erentes �etapes de ce processus :

Algorithme 5 : Calcul d'une CVT compos�ee de m r�egions sur s snapshots.

Donn�ees : i) Une matrice de snapshotsS 2 RN � s.
ii) Le nombre m de r�egions de Voronoi.

R�esultat : m couples (Vi ;	 i ) d�e�nissant la CVT sur 
 = f S1; : : : ;Ssg.
(1) Initialisation al�eatoire dans RN desm g�en�eratrices 	 i ; i = 1 ; : : : ;m ;
(2) Calcul de la partition de Voronoi non centr�ee ( V1; : : : ;Vm ) sur 
, associ�ee aux g�en�eratrices
(	 1; : : : ;	 m ). Cette �etape est r�ealis�ee d'apr�es l'�equation (2.84);

(3) Calcul du centre de masseZ i associ�e �a chaque r�egion Vi ; i = 1 ; : : : ;m (�equation (2.86));
tant que Z i 6= 	 i ; 8i = 1 ; : : : ;m faire

(1') On prend comme nouvelle g�en�eratrice les centres de masses :	 i = Z i ;8i = 1 ; : : : ;m ;
(2) Calcul de la partition de Voronoi non centr�ee ( V1; : : : ;Vm ) sur 
, associ�ee �a
(	 1; : : : ;	 m ) ;

(3) Calcul du centre de masseZ i associ�e �a chaque r�egion Vi ; i = 1 ; : : : ;m ;

�n

2.2.1.2.E Calcul de la base r�eduite par la m�ethode CVT
Le lecteur aura devin�e que la base r�eduite est �nalement obtenue en concat�enant lesm g�en�eratrices/centres
de masse

	 = ( 	 1; : : : ;	 m ) : (2.87)

Comme pour la POD, on utilise une projection de typeRitz-Galerkin a�n d'obtenir le syst�eme r�eduit
�nal (2.64), c'est-�a-dire en choisissant � = 	 .

2.2.1.2.F D�etermination du nombre de r�egions de Voronoi
Contrairement �a la POD, le nombre de r�egions de Voronoi est un param�etre d'entr�ee de la m�ethode
CVT. De plus, les bases r�eduites obtenues par la CVT ne poss�edent pas de propri�et�e hi�erarchique. En
e�et, deux bases r�eduites CVT P et Q de taille respectivem � 1 et m ne poss�edent pas n�ecessairement
de propri�et�es d'inclusion quand bien même elles ont �et�e calcul�ees avec un même jeu de snapshots. En
e�et, rien n'implique que Vect( P1; : : : ;Pm� 1) � Vect(Q1; : : : ;Qm ) avec la CVT, au contraire de la
POD.

On peut n�eanmoins estimer la qualit�e de la base CVT une fois celle-ci calcul�ee (a posteriori donc).
En e�et, l'�equation (2.84) permet de d�e�nir ce qu'on appelle l'�energie CVT, que l'on note � cvt (m) 2 R+ .
Avec encore une fonction de densit�e� (�) constante, celle-ci s'�ecrit simplement :

� cvt (m) =
mX

i =1

X

X 2 Vi

kX � 	 i k
2 : (2.88)

Cette �energie permet de mesurer la distance de chaque snapshot par rapport �a la g�en�eratrice qui lui
est associ�ee, c'est-�a-dire la g�en�eratrice de la r�egion �a laquelle appartient le snapshot. Plus la quantit�e
� cvt (m) est faible, plus la CVT calcul�ee sur l'ensemble des snapshotsf S1; : : : ;Ssg est adapt�ee.

En reprenant l'argument de non-inclusion pr�ec�edent, rien n'indique que � cvt (m) est strictement
d�ecroissant. En pratique cependant, on peut calculer les partitions de Voronoi associ�ees �a di��erentes
valeurs dem, et garder celle qui produit la plus petite �energie CVT � cvt .

2.2.1.2.G CVT en pratique
L'algorithme 6 r�esume donc l'approche permettant d'obtenir le syst�eme r�eduit (2.64) de taille m �a



68 M�ethodes de r�eduction appliqu�ees �a des probl�emes acad�emiques lin�eaires

partir de s snapshots concat�en�es dans la matriceS 2 RN � s.

Algorithme 6 : Obtention du syst�eme r�eduit par la m�ethode CVT

Donn�ees : i) Une matrice de snapshotsS 2 RN � s.
ii) Un ensemble de tailles de bases CVTN � f 1; : : : ;sg.

R�esultat : Syst�eme r�eduit (2.64) de taille m.
pour k 2 N faire

Calcul de la base CVT 	 (k) 2 RN � k de taille k, �a partir de S 2 RN � s (Algorithme 5)
�n
Calcul de la taille m de la base CVT telle que :m = min k2N � cvt (k) ;
D�etermination de la base r�eduite 	 : 	 = 	 (m) ;
Approximation de X (t) par ~X (t) = 	X r (t), avec X r 2 Rm ;
Projection de Ritz-Galerkin sur le syst�eme (2.63) avec� = 	 , menant au syst�eme r�eduit
(2.64) ;

Remarque 2.8. La base r�eduite issue d'une CVT n'est ni orthonorm�ee, ni n�ecessairement de rang
plein. Ainsi, les matrices M r et K r peuvent devenir mal conditionn�ees, ce qui peut alors mener �a des
instabilit�es du mod�ele num�erique. Une fa�con de rem�edier �a ce probl�eme est d'appliquer une SVD sur
la base CVT 	 , a�n d'en extraire une sous-matrice de rang plein et orthonorm�ee. Dans ce contexte,
on peut alors voir la CVT comme un premier �ltre sur la matrice de snapshotsS. La base r�eduite se
d�eduisant ensuite en appliquant une SVD, ou en d'autres termes, la POD.

2.2.1.3 Projection d'Arnoldi

La projection d'Arnoldi est tr�es populaire dans la branche des math�ematiques appliqu�ees. En
e�et, elle aborde des th�ematiques tr�es proches de la recherche de valeurs propres sur des matrices
de tr�es grande dimension. L'ingr�edient sous-jacent de cette approche est une d�ecomposition de Pad�e
de la fonction de transfert du probl�eme EF dans le domaine de Laplace. Cette d�ecomposition peut
�egalement être vue comme un calcul de snapshots fr�equentiel. Ces snapshots vont nous permettre de
mettre en �evidence un espace dans lequel on recherchera la solution r�eduite. On prendra donc comme
base r�eduite une base orthonorm�ee construite sur cet espace.

La m�ethode a �et�e appliqu�ee sur des applications vari�ees. On peut citer un probl�eme �electro-
thermique ayant pour but de mod�eliser des microsyst�emes �electrom�ecanique [3], ou un autre d'au-
tomatique appliqu�ee �a l'a�eronautique [4]. En �electrotechnique, la m�ethode a �et�e utilis�ee a�n de r�eduire
le temps de calcul de circuits �electroniques, dans le cadre de la PEEC [52]. En�n, elle a �et�e appliqu�ee
et compar�ee �a la POD sur des probl�emes de magn�etodynamique [53] r�ecemment.

A�n de simpli�er la pr�esentation de la m�ethode, on choisit de restreindre dans un premier temps le
probl�eme �a une seule source de courant ou de tension. On �ecrit alors le vecteur sourceCU (t) = C1u1(t)
avecu1(t) le courant ou la tension associ�ee �a cet inducteur etC1 2 RN .

2.2.1.3.A R�e�ecriture du probl�eme dans le domaine de Laplace
Dans cette section, on d�esigne par�� les quantit�es dans le domaine de Laplace. On a alors en notantL
la transform�ee de Laplace, etp la variable associ�ee

�X (p) = L (X (t)) (2.89)

�u1(p) = L (u1(t)) : (2.90)

A�n d'appliquer la m�ethode de r�eduction d'Arnoldi, il s'agit tout d'abord de r�e�ecrire le syst�eme
d'�equations (2.63) dans le domaine de Laplace :

(pK + M ) �X (p) = C1 �u1(p): (2.91)
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On d�esigne alors par h1(p) la fonction de transfert de ce syst�eme d�e�nie par h1(p) = �X (p)=�u1(p). On
a donc

h1(p) = ( pK + M ) � 1C1: (2.92)

2.2.1.3.B D�eveloppement de Pad�e dans le domaine de Laplace
Dans un second temps, il s'agit d'identi�er �a partir de l'�equation (2.92) les coe�cients h1

j 2 CN issus
du d�eveloppement de Pad�e de h1(p) :

h(p) =
1X

k=0

h1
k (p � � 1)k ; (2.93)

o�u � 1 est appel�e point d'expansion. En pratique, on prendra � 1 = 2 j�f 1, avec f 1 la fr�equence du
fondamental du signal d'excitation de l'inducteur, et j la racine complexe usuelle de� 1. En reportant
la d�ecomposition (2.93) dans (2.92), on peut identi�er apr�es un d�eveloppement en s�erie de taylor les
coe�cients h1

k :

h1
k =

�
� (� K + M ) � 1K

� k
(� K + M ) � 1C1; 8k � 0: (2.94)

De l'expression (2.94), on peut d�eterminer la formule de r�ecurrence suivante, qui permet alors de
d�eterminer h1

k simplement �a partir de h1
k� 1 :

h1
k = � (� K + M ) � 1Kh 1

k� 1; 8k � 1: (2.95)

2.2.1.3.C D�etermination de la base r�eduite Arnoldi
Il s'agit alors de r�eexprimer X (t) �a partir du d�eveloppement de Pad�e de h1(p). Premi�erement, on a
d'apr�es la d�e�nition de h1(p)

�X (p) =
1X

k=0

h1
k �u1(p)(p � � 1)k : (2.96)

En repassant dans le domaine temporel, on �ecrit :

X (t) = L � 1( �X (p)) (2.97)

=
1X

k=0

h1
kL � 1

�
�u1(p)(p � � 1)k

�
: (2.98)

On introduit alors l j (t) = L � 1
�
�u1(p)(p � � 1)k

�
, ce qui nous permet d'obtenir �nalement

X (t) =
1X

k=0

h1
k l j (t): (2.99)

L'id�ee de la r�eduction de mod�eles par la m�ethode d'Arnoldi est donc d'approcher la solution X (t)
par ~X (t) selon une combinaison lin�eaire dess premiers moments. En d'autre terme, on recherche~X
dans Vect(h1

0; : : : ;h1
s� 1). Les vecteursh1

k ; k = 1 ; : : : ;s � 1 �etant complexes, X (t) le devient d'apr�es la
d�ecomposition (2.99). Or la solution du probl�eme de d�epart �etant r�eelle, on recherchera en pratique
~X tel que

~X 2
s� 1[

k=0

Vect
�
Re

�
h1

k

�
;Im

�
h1

k

��
; (2.100)

a�n d'avoir bel et bien une approximation �a valeurs r�eelles.
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Il s'agira donc de construire une base orthonorm�ee	 2 RN � m sur cet espace. Pour ce faire,
on pourra appliquer le proc�ed�e de Gram-Schmidt, ou même utiliser une d�ecomposition en valeurs
singuli�eres sur la matrice S = (Re

�
h1

0; : : : ;h1
s� 1

�
;Im

�
h1

0; : : : ;h1
s� 1

�
), que l'on tronque �a l'ordre m (voir

section 2.2.1.1.C).
En�n, le syst�eme r�eduit (2.64) s'obtient l�a encore en appliquant la projection de Ritz-Galerkin,

avec � = 	 .

2.2.1.3.D Prise en compte de plusieurs inducteurs
On suppose maintenant que le syst�eme (2.63) poss�edeni sources. On �ecrit alors

CU (t) =
n iX

k=1

C l ul (t) (2.101)

A�n de prendre en compte cesni inducteurs dans la base r�eduite, il su�t d'appliquer la d�emarche
pr�esent�ee ci-dessus pour chaque inducteur. Ainsi, on d�esigne parh l

k le k�eme moment associ�e aul �eme

inducteur. Celui-ci s'�ecrit d'apr�es (2.94) par

h l
k =

�
� (� K + M ) � 1K

� k
(� K + M ) � 1C l ; 8k � 0; 8l 2 f 1; : : : ;ni g: (2.102)

De même, on pourra utiliser la formule de r�ecurrence suivante a�n de calculer �a moindre coût les
di��erents moments :

h l
k = � (� K + M ) � 1Kh l

k� 1; 8k = 0 ; : : : ;s � 1; 8l = 1 ; : : : ;ni : (2.103)

L'id�ee est donc de construire une base orthonorm�ee	 sur l'espace dess moments associ�es �a chacun
desni inducteurs. Ainsi, cela permettra d'approcher X (t) par ~X (t) tel que

~X (t) 2
n i[

l=1

s� 1[

i =0

Vect
�

Re
�

h l
i

�
;Im

�
h l

i

�
:
�

(2.104)

L�a encore, on pourra appliquer le proc�ed�e d'orthonormalisation de Gram-Schmidt ou une SVD sur la
matrice S ayant pour colonnes les parties r�eelles et imaginaires dess � ni moments :

S =
�

Re
�

h l
i

�
;Im

�
h l

i

��
i 2f 0;:::;s� 1g
l2f 1;:::;n i g

: (2.105)

2.2.1.3.E Arnoldi en pratique
L'algorithme 7 pr�esente �nalement la r�eduction de mod�eles par la m�ethode d'Arnoldi. Contrairement
�a la POD et la CVT, les snapshots ne sont pas un param�etre d'entr�ee de la m�ethode.

Algorithme 7 : Obtention du syst�eme r�eduit par la m�ethode de r�eduction Arnoldi
Donn�ees : i) Le nombre de momentss �a calculer pour chaque inducteur.

ii) Le point d'expansion � .
R�esultat : Syst�eme r�eduit (2.64) de taille m.
pour l = 1 ; : : : ;ni faire

Calcul dess moments h l
k ; k = 0 ; : : : ;s � 1 d'apr�es (2.102) et la formule de r�ecurrence

(2.103) ;

�n
Calcul de 	 de taille m par orthonormalisation de l'espace

S n i
l=1

S s� 1
i =0 Vect

�
Re

�
h l

i

�
;Im

�
h l

i

�
:
�

(on peut utiliser Gram-Schmidt ou une SVD tronqu�ee �a l'ordre m);
Approximation de X (t) par ~X (t) = 	X r (t), avec X r 2 Rm ;
Projection de Ritz-Galerkin sur le syst�eme (2.63) avec� = 	 , menant au syst�eme r�eduit
(2.64) ;
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Remarque 2.9. Le choix du point d'expansion a un impact important sur la qualit�e de l'approxima-
tion. D'un point de vue th�eorique, le d�eveloppement de Pad�e n'est valide qu'aux alentours du point
d'expansion. En pratique, un point d'expansion� = 2 j�f , avec f le fondamental du signal d'excita-
tion permet d'obtenir une bonne approximation. De plus, il est �egalement possible de construire une
approximation d'Arnoldi �a partir de plusieurs points d'expansion [4].

2.2.1.4 Balanced Proper Orthogonal Decomposition

La d�ecomposition aux valeurs propres orthogonales �equilibr�ees, Balanced Proper Orthogonal De-
composition (BPOD) en anglais, est issue de la troncature �equilibr�ee, approche utilis�ee en automatique
[54]. Elle consiste �a s�electionner les modes d'un syst�eme qui seront observables, et contrôlables en même
temps. En e�et, ces modes sont consid�er�es comme �etant physiques et donc "susceptibles de se r�ealiser".
Ainsi, ils apparaissent comme une bonne base r�eduite pour repr�esenter l'�evolution du syst�eme. Le for-
malisme de la SVD est ensuite utilis�e a�n de r�eduire le lourd coût de calcul dû �a la construction
de la base �equilibr�ee. Concr�etement, la BPOD permet de construire un mod�ele r�eduit o�rant une
grande pr�ecision sur les quantit�es d'int�erêt �x�ees par l'utilisateur (le 
ux magn�etique dans une sonde
par exemple). Elle requiert une r�esolution du probl�eme dans le domaine fr�equentiel, c'est-�a-dire des
snapshots harmoniques.

La BPOD a �et�e appliqu�ee initialement sur des probl�emes d'a�eronautique [55], puis sur des probl�emes
de contrôle [56], et plus r�ecemment sur des probl�emes d'�electromagn�etisme haute fr�equence portant sur
la mod�elisation d'antennes [57]. Jusqu'au d�ebut de cette th�ese, cette m�ethode n'avait pas �et�e employ�ee
pour traiter des probl�emes d'�electromagn�etisme basse fr�equence. Ainsi, nous l'avons appliqu�ee sur un
exemple 3D compos�e d'une plaque conductrice, d'un inducteur et d'une sonde magn�etique, dont le

ux capt�e repr�esentait notre quantit�e d'int�erêt. La m�ethode permettait e�ectivement d'obtenir une
meilleure pr�ecision que la POD sur la quantit�e d'int�erêt, mais au d�etriment de la pr�ecision sur d'autres
grandeurs globales (�energie magn�etique, pertes joules) [58].

2.2.1.4.A Quantit�es d'int�erêt et repr�esentation MIMO du syst�eme
La BPOD est une m�ethode de r�eduction qui permet de r�eduire la complexit�e d'un syst�eme tout en
o�rant une grande pr�ecision sur des quantit�es d'int�erêt sp�eci��ees par l'utilisateur. Dans le domaine
de l'�electromagn�etisme, ces grandeurs peuvent être le 
ux magn�etique capt�e par une sonde, ou le
courant circulant �a travers un inducteur par exemple lorsque celui-ci est coupl�e �a un circuit �electrique.
Soient y1(t); : : : ;ynq (t) les nq quantit�es d'int�erêt pour lesquelles on souhaite conserver une tr�es grande
pr�ecision avec le mod�ele r�eduit. On suppose alors qu'elles d�ependent lin�eairement deX (t) et ainsi,
qu'on puisse les �ecrire :

yk (t) = O t
kX (t); 8k 2 f 1; : : : ;nqg (2.106)

avecOk le vecteur deRN associ�e �a la k�eme quantit�e d'int�erêt.

Exemple 2.3. Dans le cas d'un probl�eme magn�etostatique sans couplage circuit, on peut prendre
yj (t) = � j (t) le 
ux magn�etique capt�e par le j �eme inducteur. Celui-ci s'�ecrit d'apr�es (1.137) comme
� j (t) = F t

j X (t).

Soit Y (t) le vecteur de Rnq de composantesyk (t); k = 1 ; : : : ;nq. De plus, on d�e�nit O 2 RN � nq

la matrice de colonnesOk . On peut alors repr�esenter le probl�eme (2.63{2.106) par le syst�eme lin�eaire
Entr�ees Multiples/Sorties Multiples (Multiple Input Multiple Ouput ou MIMO en anglais) suivant :

Trouver X (t) 2 RN et Y (t) 2 Rnq tels que :

K
dX (t)

dt
+ MX (t) = CU (t)

Y (t) = O t X (t)
; 8t 2 [0;T]: (2.107)
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En�n, on pr�esente la r�e�ecriture de ce syst�eme lin�eaire dans le domaine de Fourier �etant donn�e que
la BPOD n�ecessite des snapshots dans le domaine fr�equentiel :

Trouver �X (! ) 2 RN et �Y (! ) 2 Rnq tels que :

(j! K + M ) �X (! ) = C �U (! )
�Y (! ) = O t �X (! )

; 8! 2 R: (2.108)

o�u cette fois-ci, �� repr�esente la transform�ee de Fourier de la quantit�e �.

2.2.1.4.B La m�ethode de la Troncature �Equilibr�ee
La BPOD puise son origine dans la m�ethode de troncature �equilibr�ee (Balanced Truncation en anglais)
introduite par Moore [54]. Cette m�ethode issue du domaine de l'automatique permet de trouver une
repr�esentation du probl�eme dans une base r�eduite dans laquelle les quantit�es d'int�erêt sont approch�ees
avec une grande pr�ecision.

Pour ce faire, la premi�ere �etape consiste �a exprimer puis approcher le gramien de contrôlabilit�e
et le gramien d'observabilit�e, que l'on note Gc et Go. Ces deux quantit�es sont des matrices deRN � N

sym�etriques et semi-d�e�nies positives, et s'�ecrivent dans le domaine fr�equentiel

Gc =
Z 1

0
(j! K + M ) � 1CC t (� j! K t + M t ) � 1d! (2.109)

Go =
Z 1

0
(j! K + M ) � 1OO t (� j! K t + M t ) � 1d!: (2.110)

Remarque 2.10. Dans le cas o�u le probl�eme n'est pas jaug�e et queD 6= Dc, la matrice (j! K + M )
n'est pas inversible car elle poss�ede des valeurs propres nulles. On peut cependant calculer les termes
(j! K + M ) � 1C et (j! K + M ) � 1O grâce �a des m�ethodes it�eratives telles que le bi-gradient conjugu�e
stabilis�e (pour les r�esolutions dans le domaine harmonique). Ainsi, l'�ecriture (j! K + M ) � 1 est �a
prendre "au sens des m�ethodes it�eratives"

Les gramiens sont des matrices, et d�ependent donc de la base dans laquelle ils sont �ecrits. Dans
ce contexte, on parle d'�equilibrer un syst�eme dans le sens o�u l'on recherche une base orthonorm�ee
R 2 RN � N dans laquelle les gramiens sont�egaux et diagonaux . En d'autres termes et en notant
par �̂ les quantit�es exprim�ees dans cette base �equilibr�ee, on a :

cGc = R � 1Gc
�
R � 1� t

(2.111)

cGo = R t GoR ; (2.112)

avec

cGc = cGo = � : (2.113)

� d�esigne alors une matrice diagonale de tailleN , contenant les valeurs singuli�eres de Hankel. Ainsi,
la troncature �equilibr�ee consiste �a s�electionner les modes pr�edominants de cette base. Comme pour la
SVD, un mode est d'autant plus pro�eminent que la valeur singuli�ere de Hankel associ�ee est grande.

Le calcul de R n�ecessite en particulier la d�ecomposition aux valeurs propres de la matriceGcGo.
Or, celui-ci demande un coût de calcul extrêmement important lorsque le probl�eme de d�epart poss�ede
un grand nombre d'inconnues, principalement pour deux raisons :

| Le calcul explicite de Gc (2.109) et Go (2.110) est en soi tr�es coûteux en termes de temps et de
m�emoire.
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| R�ealiser une d�ecomposition aux valeurs propres sur une matrice de grande taille telle que Gc

ou Go a un coût de calcul tr�es lourd.
Pour r�esoudre ce probl�eme, le formalisme de la POD-SVD permet de trouver directement une

approximation de la base r�eduite �equilibr�ee, en utilisant notamment des approximations de faible rang
des matricesGc et Go. On appelle alors cette approche la Balanced POD, ou BPOD.

2.2.1.4.C Approximation de faible rang du gramien de contrôlabilit�e
Soit �X ! i

c;k 2 CN la solution du probl�eme harmonique (2.108) �a la pulsation ! i lorsque �uj (! i ) = � j
k .

Cela revient �a consid�erer un syst�eme o�u seul le k�eme inducteur a �et�e pris en compte. D'apr�es (2.108),
�X ! i

c;k v�eri�e :

�X ! i
c;k = ( j! i K + M ) � 1 Ck (2.114)

On d�e�nit alors �X ! i
c la matrice de CN � n i telle que

�X ! i
c =

�
�X ! i

c;1; : : : ; �X ! i
c;n i

�
(2.115)

= ( j! i K + M ) � 1 C: (2.116)

�X ! i
c est ainsi une matrice de snapshots harmoniques pour la fr�equence! i .

On voit apparâ�tre l'expression du gramien de contrôlabilit�e. En e�et, en utilisant (2.109) et (2.116),
on a

Gc =
Z 1

0

�X !
c

� �X !
c

� � d!: (2.117)

L'id�ee de la BPOD est donc d'approcher cette int�egrale par une somme �nie de termes :

Gc �
sX

k=1

�X ! k
c

� �X ! k
c

� � gk

avecgk des poids de quadrature. En pratique, on peut choisir des poids �egaux �a 1 lorsque les fr�equences
sont �equir�eparties [59]. En d�ecomposant l'expression pr�ec�edente selon les parties r�eelles et imaginaires
et avec des poids de 1, on a

Gc �
sX

k=1

h
Re

� �X ! k
c

�
Re

� �X ! k
c

� t + Im
� �X ! k

c

�
Im

� �X ! k
c

� t
i

:

En d�e�nissant �nalement la matrice de snapshots de contrôlabilit�e Sc 2 RN � 2sn i telle que

Sc =
�

Re
� �X ! k

c

�
k=1 ;:::;s ;Im

� �X ! k
c

�
k=1 ;:::;s

�
(2.118)

le gramien de contrôlabilit�e est simplement approch�e par :

Gc � ScS
t
c (2.119)

2.2.1.4.D Approximation de faible rang du gramien d'observabilit�e
La même approche est utilis�ee pour calculer le gramien d'observabilit�e. La seule di��erence est que les
snapshots sont d�esormais r�ealis�es sur les quantit�es observables. Concr�etement, cela revient �a remplacer
la matrice C par la matrice O.

Ainsi, on d�e�nit �X ! i
nq

, la matrice de CN � nq telle que

�X ! i
o = ( j! i K + M ) � 1 O: (2.120)

On cr�e�e alors la matrice de snapshots d'observabilit�e So 2 RN � Nsn q telle que

So =
�

Re
� �X ! k

o

�
k=1 ;:::;m ;Im

� �X ! k
o

�
k=1 ;:::;m

�
(2.121)

le gramien d'observabilit�e est alors simplement approch�e par :

Go � SoSt
o (2.122)
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2.2.1.4.E Base r�eduite �equilibr�ee
Une fois les gramiens approch�es par les formules (2.119) et (2.122), on est en mesure de calculer une
base r�eduite dans laquelle ces gramiens seront �egaux et diagonaux.

Pour ce faire, le formalisme de la POD-SVD est utilis�e. Il s'agit dans un premier temps de d�e�nir
une matrice M cor 2 R2snq � 2sn i qui calcule les corr�elations entre les modes observables et contrôlables.
Celle-ci s'�ecrit

M cor = St
oSc: (2.123)

Ainsi, M cor n'est pas n�ecessairement carr�ee, en particulier s'il y a un nombre de sources di��erent
du nombre de quantit�es d'int�erêt. Avec la POD-SVD, il fallait alors appliquer une d�ecomposition
aux valeurs propres sur la matrice de corr�elation a�n d'en d�eduire une base r�eduite. Or celle-ci
n'�etant pas carr�ee comme cela est le cas pour la POD-SVD, il faut appliquer la g�en�eralisation de
cette d�ecomposition aux matrices rectangulaires, �a savoir la d�ecomposition aux valeurs singuli�eres
(SVD). En particulier, l'id�ee est de calculer une approximation de faible rang �a l'ordre m de M cor (en
tronquant par rapport �a l'amplitude des valeurs singuli�eres, voir section 2.2.1.1.C) :

M cor � U :m � :m
:m V t

:m ; (2.124)

avecU :m 2 R2snq � m , V 2 R2sn i � m tels que

U t
:m U :m = I m V t

:m V :m = I m ; (2.125)

et � :m
:m la matrice diagonale de taille m compos�ee desm plus grandes valeurs singuli�eres deM cor ,

tri�ees par ordre croissant.
Finalement, les bases r�eduites gauche et droite� 2 RN � m et 	 2 RN � m se d�eduisent simplement

de cette approximation par :

	 = ScV :m (� :m
:m ) � 1=2 (2.126)

� = SoU :m (� :m
:m ) � 1=2 (2.127)

Il s'agit maintenant de d�emontrer en quoi ces deux bases r�eduites sont �equilibr�ees. En e�et, 	 2
RN � m permet d'approcher lesm premiers vecteurs de la base �equilibr�eeR 2 RN � N [60]. De même,
� 2 RN � m approche lesm premiers vecteurs deR � t 2 RN � N . En e�et, en "rempla�cant" R � t par � ,
on a

cGc = � t Gc� (2.128)

=
�

(� :m
:m ) � 1=2 U t

:m St
o

� �
ScS

t
c

� �
SoU :m (� :m

:m ) � 1=2
�

: (2.129)

On utilise alors la d�e�nition de M cor (2.123) ce qui nous donne

dGc;r = ( � :m
:m ) � 1=2 U t

:m M corM
t
corU :m (� :m

:m ) � 1=2 : (2.130)

En�n, en utilisant l'approximation SVD de M cor , on a

dGc;r � (� :m
:m ) � 1=2 U t

:m U :m � :m
:m V t

:m V :m � :m
:m U t

:m U :m (� :m
:m ) � 1=2 (2.131)

� (� :m
:m ) � 1=2 I m � :m

:m I m � :m
:m I m (� :m

:m ) � 1=2 (2.132)

soit �nalement

dGc;r � � :m
:m : (2.133)

Ainsi, Gc;r est diagonal lorsqu'il est exprim�e dans la base r�eduite.
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De même, on peut exprimer le gramien d'observabilit�e en "rempla�cant" cette fois-ci R par 	 :

dGo;r = 	 t Go	 : (2.134)

En d�eveloppant le calcul de la même mani�ere, on retrouve �egalement :

dGo;r � � :m
:m : (2.135)

d'o�u �nalement

dGc;r = dGo;r (2.136)

Ainsi, les deux gramiens d'observabilit�e et de contrôlabilit�e sont diagonaux et �egaux lorsqu'ils sont
exprim�es dans la base r�eduite. Puisque ces gramiens repr�esentent la physique du syst�eme, les deux
bases� et 	 apparaissent comme de bons candidats pour r�eduire le syst�eme. Le syst�eme r�eduit (2.64)
s'obtient cette fois-ci en appliquant une projection dePetrov-Galerkin avec � 6= 	 .

2.2.1.4.F BPOD en pratique
L�a encore, les fondements th�eoriques de la BPOD ne sont pas triviaux. Cependant, son application
est presque imm�ediate une fois l'utilisateur familiaris�e avec la SVD et la r�esolution de probl�emes
harmoniques. L'algorithme 8 pr�esente les di��erentes �etapes permettant d'obtenir un mod�ele r�eduit
par la BPOD.

Algorithme 8 : Obtention du syst�eme r�eduit par la Balanced POD
Donn�ees : i) s pulsations ! l , l = 1 ; : : : ;s pour lesquelles on calculera des snapshots

harmoniques.
ii) Un param�etre de pr�ecision utilisateur � .

R�esultat : Syst�eme r�eduit (2.64) de taille m.
pour l = 1 ; : : : ;s faire

Calcul desni snapshots harmoniques de contrôlabilit�e pour la pulsation! l : �X ! l
c (�equation

(2.126));
Calcul desnq snapshots harmoniques d'observabilit�e pour la pulsation! l : �X ! l

o (�equation
(2.127));

�n
Concat�enation des parties r�eelles et imaginaires des snapshots de contrôlabilit�e dansSc

(2.118), et d'observabilit�e dans So (2.121) ;
Calcul de la SVD (U ;� ;V ) de M cor = St

oSc ;
Calcul de l'ordre de troncature m tel que l'erreur de troncature sur M cor , � svd(m) (voir
(2.81)), soit inf�erieure �a � ;

Calcul de la base r�eduite contrôlable 	 de taille m : 	 = ScV :m (� :m
:m ) � 1=2 (�equation (2.126));

Calcul de la base r�eduite observable� de taille m : � = SoU :m (� :m
:m ) � 1=2 (�equation (2.127));

Approximation de X (t) par ~X (t) = 	X r (t), avec X r 2 Rm ;
Projection de Petrov-Galerkin sur le syst�eme (2.63) avec� 6= 	 , menant au syst�eme r�eduit
(2.64) ;
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2.2.2 M�ethodes a priori

Les m�ethodes de r�eduction a posteriori permettent donc de r�eduire un syst�eme d'�equations de
grande dimension (phase hors-ligne), pour ensuite le r�esoudre avec un gain en termes de temps de
calcul consid�erable (phase en ligne). Avec les m�ethodes de r�eductiona priori , il n'est plus possible de
dissocier l'�etape de construction de celle de r�esolution du syst�eme r�eduit, car celles-ci sont intimement
li�ees. En e�et, les m�ethodes a priori sont des algorithmes automatis�es qui permettent d'am�eliorer au
�l des it�erations la qualit�e de la solution r�eduite. Ainsi, le mod�ele r�eduit est successivement �evalu�e,
a�n�e, �evalu�e, puis am�elior�e �a nouveau... jusqu'�a ce que la solution r�eduite ait atteint une pr�ecision
su�sante pour l'utilisateur.

L'avantage principal de ce type de m�ethode est l'�elimination du caract�ere arbitraire inh�erent aux
m�ethodes a posteriori. Avec ces derni�eres en e�et, l'utilisateur devait fournir un jeu de snapshots en
entr�ee de l'algorithme, dont la qualit�e de l'approximation r�eduite d�epend fortement. Ici, l'algorithme va
a�ner l'approximation r�eduite au fur et �a mesure des it�erations, en choisissant de fa�con automatique
le meilleur snapshot permettant d'enrichir la base r�eduite.

Dans cette section, on pr�esente en particulier la m�ethode Reduced Basis (RB), qui reprend l'ap-
proche POD en la dotant d'une s�election gloutonne des snapshots ainsi que d'un estimateur d'erreur.
Ensuite, la Proper Generalized Decomposition (PGD) est introduite. Celle-ci repose sur une approxi-
mation de faible rang de la solution, qui sera l�a encore a�n�ee au fur et �a mesure des it�erations.

2.2.2.1 Reduced Basis

La m�ethode Reduced Basis est une approchea priori permettant de r�eduire le temps de calcul
associ�e �a la r�esolution d'�equations aux d�eriv�ees partielles d�ependant d'un ou plusieurs param�etres. �A
la mani�ere des m�ethodes a posteriori pr�esent�ees pr�ec�edemment, la solution approch�ee est recherch�ee
dans une base r�eduite. Celle-ci est d�etermin�ee et enrichie au fur et �a mesure des it�erations grâce �a un
algorithme glouton. La m�ethode RB est tr�es utilis�ee en math�ematiques appliqu�ees ou en m�ecanique
[61]. Dans certains cas, la m�ethode Reduced Basis peut être "certi��ee" et proposer ainsi un majorant
pour l'erreur induite par le mod�ele r�eduit [62]. La m�ethode a �egalement �et�e appliqu�ee �a des probl�emes
harmoniques d'�electromagn�etisme haute fr�equence en vue de mod�eliser des guides d'onde coplanaires
[63]. Dans le domaine de l'�electrotechnique, elle a �et�e utilis�ee a�n de coupler un optimiseur avec des
moteurs [64] mod�elis�es par un probl�eme magn�etostatique 2D.

Concr�etement, l'approche Reduced Basis est un algorithme it�eratif qui repose en particulier sur 3
principes :

| Une approximation de la solution EF dans une base r�eduite, �a la mani�ere des m�ethodes a
posteriori pr�esent�ees pr�ec�edemment.

| Un estimateur d'erreur permettant d'�evaluer �a un moindre coût l'�ecart entre la solution exacte
et l'approximation r�eduite au cours du temps.

| Un enrichissement de la base r�eduite dans laquelle est approch�ee la solution au fur et �a mesure
des it�erations grâce �a un algorithme glouton. En particulier, l'estimateur d'erreur permet de
s�electionner le snapshot le plus �a même d'am�eliorer la base r�eduite �a l'it�eration courante.

Bien que la m�ethode Reduced Basis soit tr�es e�cace sur les probl�emes param�etr�es et dispose
de garanties de convergence, elle est peu adapt�ee aux probl�emes d'�evolution issus de la magn�eto-
quasistatique, et ce pour deux principales raisons :

| l'approche RB a �et�e initialement introduite a�n d'être appliqu�ee �a des probl�emes param�etriques
stationnaires, c'est-�a-dire sans d�eriv�ee temporelle dans les �equations [65]. Dans notre cas, un
probl�eme stationnaire dans le domaine temporel restreint l'�etude au cas de la magn�etostatique
sans couplage circuit. La m�ethode a ensuite �et�e �etendue �a des probl�emes d'�evolution mais
demande �a ce que le probl�eme EF soit r�esolu sur toute la plage temporelle pour quelques
valeurs de param�etres [62] [66]. Or, le syst�eme (2.63), et plus g�en�eralement le probl�eme (1.157)
ne d�ependent g�en�eralement que du temps et non d'un quelconque autre param�etre. Ainsi, la
m�ethode RB n'o�re aucun gain de temps pour les probl�emes d'�evolution non param�etr�es, car
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il faudrait r�esoudre le probl�eme initial compl�etement, pour ensuite le r�eduire, ce qui n'a pas de
sens.

| Quand bien même l'utilisateur fait apparâ�tre une d�ependance en un param�etre dans les
�equations (par exemple, les caract�eristiques des mat�eriaux ou la g�eom�etrie), l'approche RB
a une e�cacit�e limit�ee sur les probl�emes rencontr�es dans le domaine de l'�electrotechnique.
En e�et, elle demande �a ce que le syst�eme de d�epart v�eri�e un certain nombre d'hypoth�eses.
Comme on le verra par la suite, celles-ci ne sont pas toujours valides pour les �equations issues
de probl�emes d'�evolution magn�eto-quasistatiques. Les cons�equences empêchent notamment de
d�evelopper un estimateur d'erreur �able et ainsi, le mod�ele r�eduit n'est pas certi�able.

Dans un soucis d'exhaustivit�e, nous choisissons cependant de pr�esenter les grandes lignes de
l'approche, en s'attardant sur les raisons de son inad�equation aux probl�emes d'�evolution issus de
l'�electrotechnique.

2.2.2.1.A Probl�emes param�etr�es
A�n de pr�esenter l'approche RB, on introduit deux probl�emes param�etr�es : un premier stationnaire et
un second avec une �evolution temporelle. On suppose en particulier qu'ils d�ependent dejpj param�etres,
concat�en�es dans la variable multidimensionnellep =

�
p1; : : : ;pjpj

�
et d�e�nie sur le domaine Dp . En�n,

soit Dpj le domaine sur lequel est d�e�ni le param�etre pj tel que Dp = Dp1 � : : : � D pj pj .

Probl�eme stationnaire param�etr�e
Une fois la dimension spatiale discr�etis�ee par la MEF, leprobl�eme stationnaire param�etr�e s'�ecrit :

Trouver X (p) 2 RN tel que :

M (p)X (p) = C(p); 8p 2 D p ; (2.137)

avec M (p) 2 RN � N et C(p) 2 RN qui peuvent d�ependre de p. En particulier, le temps peut être ici
consid�er�e comme un des param�etres contenus dans la variablep. Dans le probl�eme (2.137), il n'y a
pas de d�eriv�ee une fois le syst�eme discr�etis�e. Ainsi, le probl�eme magn�etostatique lin�eaire sans couplage
circuit ni m�ecanique est stationnaire car il peut s'�ecrire de la sorte, en particulier avec p = � et
M (� ) = M rr + M � (� ) (voir section 1.2.5.2). En revanche, on voit que le syst�eme g�en�eral d'�equations
(1.157) ne rentre pas dans le cadre de ces probl�emesstationnaires, car il faut consid�erer dans ce cas
une d�eriv�ee explicite par rapport au temps.

Probl�eme d'�evolution param�etr�e
Pour prendre en compte des cas plus g�en�eraux, il faut alors consid�erer lesprobl�emes d'�evolution
qui comportent une d�eriv�ee temporelle une fois le syst�eme discr�etis�e. On choisit dans ce second cas de
di��erencier explicitement t et p, ce qui m�ene au probl�eme d'�evolution suivant :

Trouver X (t;p) 2 RN tel que :

K (p)
@X (t;p)

@t
+ M (p)X (t;p) = C(t;p); 8(t;p) 2 [0;T] � D p ; (2.138)

avecK (p) 2 RN � N . Ainsi le syst�eme g�en�eral d'�equations (1.157) dans le cas lin�eaire rentre bien dans
le cadre de ces probl�emes en particulier, avecK (p) = K et M (p) = M rr + M � (� ).
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2.2.2.1.B M�ethode RB appliqu�ee au probl�eme stationnaire param�etr�e
La m�ethode RB permet donc de trouver une approximation ~X (p) de la solution X (p) au probl�eme
(2.137) en cherchant celle-ci dans une base r�eduite	 :

~X (p) = 	X r (p); (2.139)

avec comme pr�ec�edemment	 2 RN � m et X r (p) 2 Rm tels quem << N a�n que la m�ethode o�re un
speedup signi�catif.

Probl�eme stationnaire r�eduit par la m�ethode Reduced Basis
La sp�eci�cit�e introduite par la m�ethode RB est que cette base r�eduite 	 est d�etermin�ee automati-
quement par un algorithme it�eratif glouton. Celui-ci va enrichir �a chaque it�eration la base r�eduite 	
jusqu'�a obtenir une pr�ecision su�sante sur l'approximation ~X (p). Ainsi, la taille de la base r�eduite
n'est plus �xe et d�epend de l'it�eration l de l'algorithme glouton. On d�esigne ainsi dans cette section
par ~X l (p) l'approximation de X (p) �a l'it�eration RB l. De même, soient	 l 2 RN � l et X l

r (p) 2 Rl la
base r�eduite et la solution r�eduite �a l'it�eration l . Ainsi on a �a l'it�eration l :

~X l (p) = 	 l X l
r (p) (2.140)

o�u ~X l
r (p) est la solution du probl�eme r�eduit obtenu par la projection de Ritz-Galerkin :

Trouver X l
r (p) 2 Rm tel que :

M l
r (p)X l

r (p) = C l
r (p); 8p 2 D p ; (2.141)

avec comme pr�ec�edemment :

M l
r (p) = 	 l;t M (p)	 l 2 Rm� m (2.142)

C l
r (p) = 	 l;t C(p) 2 Rm (2.143)

Enrichissement de l'approximation RB
Pour enrichir la solution RB, et donc la base r�eduite 	 l , la m�ethode repose sur un estimateur d'erreur
� l
el(p) qui va permettre de s�electionner �a l'it�eration suivante l + 1, la valeur �pl+1 2 D p pour laquelle

l'approximation est la moins bonne. Et ainsi, 	 l+1 sera enrichie parX ( �pl+1 ) :

	 l+1 =
h
	 l ;X ( �pl+1 )

i
: (2.144)

Estimateur RB
�A l'it�eration RB l, l'estimateur d'erreur est bas�e sur le vecteur r�esidu R l (p). Ce dernier est obtenu en
injectant la solution r�eduite dans l'�equation EF initiale (2.137) :

R l (p) = M (p) ~X l (p) � C(p): (2.145)

Finalement, l'estimateur d'erreur RB est �a l'it�eration l

� l
el(p) = � M (p)

q
R l;t (p)

�
M k�k

� � 1 R l (p); (2.146)

avec M k�k la matrice issue du produit scalaire associ�ee �a la formulation variationnelle permettant
d'obtenir l'�equation EF (2.137). Pour un probl�eme magneto-quasistatique, ce type de matrice a �et�e
d�e�ni dans la section 2.1.3. � M (p) est par ailleurs la constante de coercitivit�e associ�ee �a l'op�erateur
M (p), que l'on esp�ere strictement positive. Elle est d�e�nie par :

� M (p) = min
U 2 RN

U t M (p)U

kU k2 : (2.147)
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E�cacit�e de l'estimateur RB
L'utilisation de cet estimateur peut être rendu e�cace en utilisant une d�ecomposition hors-ligne/en-
ligne. Il s'agit alors de pr�e-calculer un certain nombre de termes �a chaque fois que la base r�eduite a
�et�e mise a jour. En e�et, l'estimateur � l

el(p) peut se r�e�ecrire :

� l
el(p) = � M (p)

q
X l;t

r (p)O l (p)X l
r (p) � 2V l;t (p)X l

r (p) + � l (p) (2.148)

avec

O l (p) = 	 l;t M t (p)
�

M k�k
� � 1

M (p)	 l 2 Rm� m (2.149)

V l (p) = 	 l;t M t (p)
�

M k�k
� � 1

C(p) 2 Rm (2.150)

� l (p) = C t (p)
�

M k�k
� � 1

C(p): (2.151)

Ainsi, l'expression (2.148) ne fait apparâ�tre que des produits matrice-vecteur de taillem << N et
l'estimateur � l

el(p) peut être �evalu�e e�cacement, une fois les termes O l (p), V l (p) et � l (p) connus.

Remarque 2.11. En pratique, la constante de coercivit�e � M (p) peut être compliqu�ee et/ou coûteuse �a
�evaluer. Il existe di��erentes m�ethodes permettant d'en calculer une borne inf�erieure � LB (p) �a moindre
coût. La plus utilis�ee est sans doute la Successive Constraint Method [61], qui permet de trouver une
valeur pour � LB (p) en r�esolvant successivement des probl�emes aux valeurs propres. L'id�ee est alors
de remplacer� M (p) par � LB (p) dans (2.146).

Remarque 2.12. L'expression sous la racine carr�ee dans(2.146) d�esigne en r�ealit�e la norme duale
du r�esidu R l (p). Pour l'obtenir, il faut utiliser notamment la matrice de norme M k�k . Celle-ci a �et�e
suppos�ee constante, mais ce n'est plus vrai lorsque la g�eom�etrie change en fonction dep. Par exemple
avec une machine en mouvement, la g�eom�etrie et doncM k�k varie en fonction de � . Dans ce cas, et
a�n de ne pas alourdir les calculs, on peut s'a�ranchir de cette matrice dans l'expression(2.146). On
d�e�nit ainsi l' indicateur d'erreur ~� l

el(p) par

~� l
el(p) = � M (p)






 R l (p)






 : (2.152)

L' indicateur ~� l
el(p) est quantitativement moins pr�ecis que l'estimateur � el(p), mais cela ne remet pas

en cause pour autant la m�ethode RB. En e�et, les exp�eriences num�eriques sugg�erent que l'estimateur
� l
el(p) et l' indicateur ~� l

el(p) ont la même tendance (�a savoir qu'ils atteignent un maximum en même
temps que l'erreur ). Ainsi l'utilisation de l'algorithme glouton reste coh�erente, même avec un indica-
teur d'erreur peu pr�ecis.

M�ethode Reduced Basis appliqu�ee au probl�eme stationnaire param�etr�e en pratique
L'algorithme 9 permettant d'obtenir une solution r�eduite par la m�ethode Reduced Basis est �nalement
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pr�esent�e ci-dessous, dans le cas d'un probl�eme stationnaire.

Algorithme 9 : Calcul d'une solution r�eduite par la m�ethode RB.

Donn�ees : i) Un domaine param�etrique discr�etis�e Dp
h � D p .

ii) Un param�etre utilisateur pour la convergence de l'algorithme � rb.
R�esultat : Une approximation RB ~X (p) de taille m sur Dp

h .
(1) Initialisation de l'it�eration RB avec l = 1 et de �p1 2 D p

h (�x�ee par l'utilisateur ou
al�eatoirement);

(2) Calcul d'une premi�ere base r�eduite : 	 1 = X ( �p1), o�u X ( �p1) est la solution du probl�eme
(2.137) avecp = �p1 ;

(3) R�esolution du probl�eme r�eduit (2.141) avec l = 1 : calcul de X 1
r (p); 8p 2 D p

h ;
(4) Calcul de l'estimateur d'erreur � 1

el(p) associ�e �a ~X 1(p) = 	 1X 1(p), 8p 2 D p
h ;

tant que maxp2D p
h

�
� l
el(p)

�
> � rb faire

(1') Incr�ementation de l := l + 1 puis calcul de la valeur de �p l maximisant l'estimateur
� l � 1
el (p) sur Dp

h ;
(2') Enrichissement de la base r�eduite par la solution du probl�eme (2.137) avecp = �p l :
	 l :=

�
	 l � 1;X ( �p l )

�
;

(3) R�esolution du probl�eme r�eduit (2.141) : calcul de X l
r (p); 8p 2 D p

h ;
(4) Calcul de l'estimateur d'erreur � l

el(p) associ�e �a ~X l (p) = 	 l X l (p), 8p 2 D p
h ;

�n
Fin de l'algorithme : m = l, 	 = 	 m 2 RN � m , X r (p) = X m

r (p) 2 Rm et ~X = 	X r (p) ;

2.2.2.1.C M�ethode RB appliqu�ee �a des probl�emes d'�evolution

Probl�eme d'�evolution r�eduit par la m�ethode Reduced Basis
De même que pour le cas stationnaire, la m�ethode RB appliqu�ee �a des probl�emes d'�evolution consiste
�a trouver it�erativement une approximation dans une base r�eduite 	 2 RN � m de taille m. Dans ce cas,
on �ecrit �a l'it�eration RB l :

~X l (t;p) = 	 l X l
r (t;p) (2.153)

o�u ~X l
r (t;p) est la solution du probl�eme r�eduit obtenu par la projection de Ritz-Galerkin :

Trouver X l
r (t;p) 2 Rm tel que :

K l
r (p)

@X l
r (t;p)
@t

+ M l
r (p)X l

r (p) = C l
r (t;p); 8(t;p) 2 [0;T] � D p ; (2.154)

avec :

M l
r (p) = 	 l;t M (p)	 l 2 Rm� m (2.155)

K l
r (p) = 	 l;t K (p)	 l 2 Rm� m (2.156)

C l
r (t;p) = 	 l;t C(t;p) 2 Rm : (2.157)

Enrichissement de l'approximation RB
La di��erence dans l'application de la m�ethode RB �a des probl�emes stationnaires et d'�evolution r�eside
principalement dans la strat�egie d'enrichissement de la base r�eduite. En e�et, le probl�eme (2.138)
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d�epend ici non seulement des param�etres contenus dansp, mais aussi de la variable temporellet.
Or celle-ci ne doit pas être trait�ee comme un simple param�etre dans le cas de probl�emes d'�evolution
(poss�edant on le rappelle une d�eriv�ee en temps dans les �equations).

La strat�egie d�evelopp�ee dans la bibliographie [62] [66] consiste alors �a garder l'algorithme glouton
pour le param�etre p en le couplant �a une approche POD pour la variablet. En d'autres termes, un
estimateur d'erreur � l

par (p) permettra de s�electionner la valeur �pl+1 2 D p pour laquelle l'approximation
~X l (t;p) est la moins bonne. La di��erence est qu'il faudra alors r�esoudre le probl�eme (2.138) avec
p = �pl+1 , sur l'ensemble de la discr�etisation temporelle incluse dans (0;T). Ainsi, chaque it�eration RB
ne demande plus une seule �evaluation du syst�eme de d�epart, mais bienN t (on rappelle queN t est le
nombre d'intervalles discr�etis�es sur (0;T)). On aura alors comme base r�eduite pour l'it�eration suivante

	 l+1 =
h
	 l ;X (t1;�pl+1 ); : : : ;X (tN t ;�p

l+1 )
i

: (2.158)

En pratique, on pourra �ltrer et condenser l'espace vectoriel g�en�er�e par les snapshots
Vect

�
X (t1;�pl+1 ); : : : ;X (tN t ;�p

l+1 )
�

grâce �a la POD (voir section 2.2.1.1.A). On d�esigne ainsi par 	 �p l +1

la base POD apr�es troncature, issue des snapshots calcul�es pourp = �pl+1 . La base r�eduite RB �a
l'it�eration l + 1 est �nalement donn�ee par :

	 l+1 =
h
	 l ;	 �p l +1

i
: (2.159)

Remarque 2.13. �A premi�ere vue, on ne voit pas bien pourquoi il est n�ecessaire de traiter la variable
temporelle t di��eremment de la variable param�etrique p. En e�et, on pourrait être tent�e de construire
un mod�ele r�eduit en consid�erant le probl�eme d'�evolution �a la mani�ere du cas stationnaire. Le probl�eme
provient de la propagation de l'erreur temporelle au sein du mod�ele r�eduit. En e�et, lors de l'�etape
d'enrichissement, il s'agira de calculer une solution EFX (tk ) pour un temps tk maximisant l'esti-
mateur d'erreur RB. Mais pour pouvoir calculer de fa�con exacte cette solution, il est n�ecessaire de
connâ�tre la solution exacte pour lesk � 1 temps pr�ec�edents, du fait de l'�evolution temporelle.

On pourrait avoir l'id�ee se servir du mod�ele RB pour approcher X (tk� 1), et ainsi calculer X (tk ) �a
moindre coût. Cependant, cette solutionX (tk ) ne serait plus exacte mais approch�ee, menant �nalement
�a une d�et�erioration de l'approximation RB.

Estimateur RB
L'estimateur d'erreur RB a ainsi �et�e �etendu aux probl�emes d'�evolution [62] [66]. Cependant, il est
n�ecessaire que la matriceK (p) soit sym�etrique d�e�nie positive pour pouvoir le construire. Or pour
les probl�emes issus de l'�electrotechnique, la matrice situ�ee devant la d�eriv�ee temporelle K comporte
n�ecessairement des termes nuls sur sa diagonale. En e�et, obtenir une matriceK n'est possible que dans
le cas o�u le domaine conducteur recouvre l'ensemble du domaine d'�etude (Dc = D). Or la quasi-totalit�e
des �etudes comporte des zones non conductrices, comme dans l'air par exemple. Ainsi, la matriceK
est au mieux sym�etrique semi-d�e�nie positive ce qui ne permet pas de construire convenablement
l'estimateur.

Pour ces raisons, nous ne d�evelopperons pas l'estimateur RB dans cette partie. On peut n�eanmoins
ajouter qu'il est l�a encore possible de construire un indicateur d'erreur ~� par (p) bas�e sur le r�esidu R l (t;p)
de l'�equation (2.138) (voir remarque 2.12). Dans son expression la plus simple, on peut utiliser par
exemple

~� par (p) =

s Z T

0
kR l (t;p)k2 (2.160)

avec

R l (t;p) = K (p)
@~X l (t;p)

@t
+ M (p) ~X l (t;p) � C(t;p): (2.161)

Bien que ~� par (p) ne poss�ede aucune propri�et�e de �abilit�e, celui-ci a g�en�eralement le même comporte-
ment que l'erreur et peut ainsi être utilis�e pour le remplacer en premi�ere intention.
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M�ethode Reduced Basis appliqu�ee �a des probl�emes d'�evolution en pratique
L'algorithme 10 permettant d'obtenir une solution r�eduite par la m�ethode Reduced Basis est �nalement
pr�esent�e ci-dessous, dans le cas d'un probl�eme d'�evolution.

Algorithme 10 : Calcul d'une solution r�eduite par la m�ethode RB.

Donn�ees : i) Une discr�etisation de (0 ;T) � D p : f t1; : : : ;tN t g � D p
h .

Un param�etre utilisateur pour la convergence de l'algorithme � rb.
R�esultat : Une approximation RB ~X (t;p) de taille m sur f t1; : : : ;tN t g � D p

h .
(1) Initialisation de l'it�eration RB avec l = 1 et de �p1 2 D p

h (�x�ee par l'utilisateur ou
al�eatoirement);

(2) R�esolution temporelle du probl�eme (2.138) pour p = �p1, puis cr�eation d'une base POD
	 �p 1 �a partir de ces snapshots :	 �p 1 = POD

�
X (t1;�p1); : : : ;X (tN t ;�p

1)
�

;
(3) Initialisation de la base r�eduite : 	 1 = 	 �p 1 ;
(4) R�esolution du probl�eme r�eduit (2.154) : calcul de X 1

r (t ;p) sur f t1; : : : ;tN t g �D p
h ;

(5) Calcul de l'indicateur d'erreur ~� 1
par (p); 8p 2 D p

h d'apr�es (2.160). Celui-ci est associ�e �a
~X 1(t;p) = 	 1X 1(t;p) ;

tant que maxp2D p
h

�
~� l
par (p)

�
> � rb faire

(1') Incr�ementation de l := l + 1 puis calcul de la valeur de �p l maximisant l'indicateur
~� l
par (p) sur Dp

h ;
(2) R�esolution temporelle du probl�eme (2.138) pour p = �p l , puis cr�eation d'une base POD
	 �p l �a partir de ces snapshots :	 �p l = POD

�
X (t1;�p l ); : : : ;X (tN t ;�p

l )
�

;
(3') Enrichissement de la base r�eduite : 	 l :=

�
	 l � 1;	 �p l

�
;

(4) R�esolution du probl�eme r�eduit (2.154) : calcul de X l
r (tk ;p) sur f 1; : : : ;N t g �D p

h ;
(5) Calcul de l'indicateur d'erreur ~� l

par (p); 8p 2 D p
h d'apr�es (2.160) ;

�n
Fin de l'algorithme : m = NbCol( 	 l ), 	 = 	 l 2 RN � m , X r (p) = X l

r (p) 2 Rm et
~X = 	X r (p) ;

2.2.2.1.D Inad�equation de la m�ethode RB aux probl�emes d'�evolution magneto-quasistatiques

Maintenant que l'application de la m�ethode Reduced Basis aux probl�emes stationnaires et d'�evolution
a �et�e pr�esent�ee, nous allons revenir sur les deux points qui rendent l'approche relativement peu ap-
propri�ee aux probl�emes d'�evolution issus de l'�electromagn�etisme basse fr�equence.

Mod�ele non certi�able
Comme �evoqu�e dans l'introduction de l'approche, la m�ethode RB demande �a ce que le syst�eme de
d�epart v�eri�e un certain nombre d'hypoth�eses. En particulier, les op�erateurs M (�) et K (�) pr�esents
dans les probl�emes (2.137) et (2.138) doivent avoir une constante de coercivit�e� strictement positive
a�n d'en d�eduire des estimateurs d'erreur �ables.

Or, lorsque le probl�eme n'est pas jaug�e, ce qui est souvent le cas dans les �etudes d'�electromagn�etisme
basse fr�equence [67], la constante de coercivit�e� M de M (�) devient au mieux nulle. En e�et, le
caract�ere non jaug�e du syst�eme d'�equations implique que le noyau de M (�) est non vide. Ainsi, il
existe Z 2 RN 6= 0 tel que

M (�)Z = 0 (2.162)

En particulier, � M (2.147) �etant le minorant de Y t M (�)Y ; 8Y 2 RN , on a � M � Z t M (�)Z = 0.
De même, si le domaine conducteurDc ne recouvre pas l'ensemble du domaine d'�etudeD (ce qui

est le cas dans la quasi-totalit�e des �etudes), la constante de coercivit�e de l'op�erateurK (p) n'est pas
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strictement positive. En e�et, on rappelle que K (p) dans le probl�eme d'�evolution joue le rôle de K
dans le syst�eme d'�equations g�en�eral (1.157). Or la restriction de cette matrice aux inconnues A est
K ww d�e�nie par :

(K ww ) i;j =
Z

D
�

�
w 1

i � w 1
j

�
dDc (2.163)

On voit donc les termes diagonaux (K ww ) i;i , i = 1 ; : : : ;Na seront nuls pour les inconnues associ�ees aux
arêtes hors du domaine conducteur (car la conductivit�e � est nulle dansD n Dc). Ceci entrâ�ne alors
une constante de coercivit�e � K nulle.

Ainsi, la nullit�e des deux constantes de coercivit�e empêche les estimateurs RB d'être �able. Pour
autant, cela ne signi�e pas n�ecessairement un �echec de la m�ethode dans son ensemble car il est
possible d'utiliser des indicateurs d'erreur bas�es sur la norme du r�esidu uniquement. En e�et, ceux-
ci ont tendance �a suivre le comportement de l'erreur et ne remettent pas n�ecessairement en cause
l'algorithme glouton RB. Le d�esavantage principal est n�eanmoins que le syst�eme r�eduit n'est plus
certi�able. On rappelle que la certi�cation d'un mod�ele r�eduit permet de trouver une borne sup�erieure
�a l'erreur issue de la r�eduction du mod�ele. Ceci permet notamment de fournir un mod�ele r�eduit avec
une pr�ecision satisfaisant n�ecessairement les exigences de l'utilisateur. Cet �el�ement est un des avantages
principaux de la m�ethode RB mais n'est malheureusement pas compatible avec les �etudes issues de
probl�emes magn�eto-quasistatiques trait�es dans ce m�emoire.

Inad�equation de la m�ethodologie RB aux probl�emes d'�evolution non param�etr�es
En�n, le probl�eme principal de l'application de la m�ethode RB aux probl�emes issus de la magneto-
quasistatique est la prise en compte de l'�evolution temporelle. En e�et, l'algorithme glouton est tr�es
e�cace pour s'attaquer �a la dimension param�etrique du probl�eme, mais demande quand même une
r�esolution sur l'ensemble du domaine temporel �a chaque it�eration. Or le probl�eme g�en�eral que l'on
vise �a r�eduire (1.157) n'est pas param�etr�e, il ne d�epend intrins�equement que du temps. Et on a vu
dans la remarque 2.13 que le temps ne peut pas être trait�e comme un simple param�etre pour les
probl�emes d'�evolution. Appliquer l'algorithme RB param�etrique 10 au syst�eme d'�equations lin�eaire
(2.63) reviendrait donc �a :

1. R�esoudre le probl�eme de grande dimension (2.63) sur [0;T]

2. Construire une base r�eduite POD 	 , pour ensuite r�esoudre le probl�eme r�eduit (2.64) sur [0;T].

Ainsi, il faut r�esoudre le probl�eme int�egralement, pour ensuite le r�eduire. . . ce qui n'a aucun int�erêt
car la solution a d�ej�a �et�e calcul�ee. On pourrait alors se limiter �a un calcul astucieux de snapshots
a�n de ne pas r�esoudre l'int�egralit�e du probl�eme de grande dimension sur [0 ;T] (voir section 3.2.1).
N�eanmoins, l'approche RB appliqu�ee �a des probl�emes d'�evolution non param�etr�es n'est autre que la
m�ethode POD, et c'est pourquoi nous ne l'appliquerons pas dans ce m�emoire.

2.2.2.2 Proper Generalized Decomposition

L'approche Proper Generalized Decomposition (PGD) est l�a encore une m�ethode it�erative. Cette
fois-ci la solution n'est pas �a proprement parler recherch�ee dans une base r�eduite. En e�et, la m�ethode
PGD suppose que la solution r�eduite s'�ecrive comme une somme de produits de fonctions d�ependant
chacune d'un param�etre. Pour un probl�eme magn�etodynamique, la solution peut s'�ecrire par exemple
comme une somme de produits de deux fonctions, une d�ependant de l'espace, et l'autre du temps.
Ainsi, l'algorithme PGD propose une m�ethode permettant de calculer une solution r�eduite dont la
somme est d'ordrem �a partir de la solution r�eduite �a l'ordre m � 1. Cette m�ethode est extrêmement
e�cace pour traiter certains probl�emes param�etriques. De plus, une fois la solution PGD calcul�ee, son
�evaluation pour un jeu de param�etres est tr�es rapide. Cependant, il n'existe que tr�es peu de garantie
quant �a la convergence de la m�ethode. La PGD est potentiellement applicable �a des probl�emes non
lin�eaires, mais le processus n'est pas encore tr�es bien mâ�tris�e. C'est donc une m�ethode compliqu�ee �a
mettre en place et sans r�eelles garantie de convergence, mais qui peut s'av�erer extrêmement e�cace.
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La PGD est une approche r�ecente, qui a connu de nombreux ra�nements ces derni�eres ann�ees
[68] [69]. Elle a notamment �et�e appliqu�ee avec succ�es �a des calculs m�ecaniques non lin�eaires grâce
�a la m�ethode LATIN [70]. Sur les probl�emes d'�electromagn�etisme basse fr�equence, le L2EP est un
pr�ecurseur des m�ethodes PGD avec les travaux de Henneron d�es 2013 [45] sur un cas test classique,
puis sur un transformateur triphas�e non lin�eaire [71]. Plus r�ecemment, un probl�eme magn�eto-thermique
a �et�e trait�e grâce �a la PGD [72].

A�n de comprendre la di��erence signi�cative de la PGD avec les autres m�ethodes de r�eduction,
nous pr�esentons bri�evement l'application de la m�ethode �a une classe de probl�eme tr�es g�en�erale, avant
de l'adapter �a notre cas d'�etude (2.63).

2.2.2.2.A Approximation PGD d'une solution d'un probl�eme param�etrique
Un des avantages de la PGD est que son formalisme peut s'appliquer �a une tr�es grande classe de
probl�emes issus de la MEF. Ainsi, on propose de d�e�nir un probl�eme sous une forme tr�es g�en�erale,
pour ensuite y appliquer la m�ethode PGD.

Soit doncp une variable multi-param�etrique de Rjpj 2 D p , on s'int�eresse �a la r�esolution du probl�eme
suivant, issu de l'application de la MEF :

Trouver X (p) 2 RN tel que :

H (p;X (p)) = C(p); 8p 2 D p ; (2.164)

o�u H est un op�erateur d�ependant de p, agissant surX (p) et �a valeurs dans RN . De plus, on suppose
qu'il est lin�eaire vis-�a-vis de X (p) et su�samment r�egulier de sorte que le probl�eme (2.164) soit bien
pos�e.

Exemple 2.4. A�n de �xer les id�ees sur l'op�erateur, H (p;�), montrons que celui-ci permet de repr�esenter
le probl�eme d'�evolution (2.138) pr�esent�e dans la section sur la m�ethode Reduced Basis, et dont on rap-
pelle l'�equation ci-dessous :

K (p)
@X (t;p)

@t
+ M (p)X (t;p) = C(t;p); 8(t;p) 2 [0;T] � D p ;

Sous la forme g�en�erale (2.164), il n'est plus n�ecessaire de faire la distinction entre les param�etres
contenus dansp et le tempst. On introduit donc �p = ( t;p) d�e�ni sur [0;T] � D p = D �p . Finalement,
en posant

H ( �p;�) : U ( �p) 7�! K (p)
@
@t

U (�p) + M (p)U ( �p); (2.165)

le probl�eme (2.164) d�ependant de �p se r�e�ecrit :
Trouver X ( �p) 2 RN tel que :

H ( �p;X ( �p)) = C(�p); 8�p 2 D �p

, K (p)
@
@t

X (�p) + M (p)X ( �p) = C(�p); 8�p 2 D �p

, K (p)
@X (t;p)

@t
+ M (p)X (t;p) = C(t;p); 8(t;p) 2 [0;T] � D p ;

(2.166)

d'o�u ce qu'il fallait d�emontrer. Ainsi, la formulation g�en�erale du probl�eme (2.164) permet de repr�esenter
un grand nombre de probl�emes, en particulier les probl�emes d'�evolution param�etrique.

Avec la PGD, l'id�ee est encore de trouver it�erativement une approximation ~X (p) 2 RN de la
solution X (p).
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Decomposition sous forme s�epar�ee de l'approximation PGD
Contrairement aux m�ethodes pr�ec�edentes, la solution est recherch�ee ici sous forme s�epar�ee, c'est-�a-dire
telle que :

~X (p1; : : : ;pjpj) =
mX

k=1

	 x
k 	 p1

k (p1)	 p2
k (p2) : : : 	

pj pj

k (pjpj) (2.167)

avec 	 x
k , des vecteurs deRN li�es �a la discr�etisation EF, et 	 pj

k (�), des fonctions deDpj et �a valeur
dans R, chacune ne d�ependant que du param�etrepj . En r�ealit�e, la d�ecomposition PGD approche la
solution par une somme de produits de fonctions qui d�ependent chacune d'un des param�etres. Or,
la dimension spatiale ayant d�ej�a �et�e discr�etis�ee par la m�ethode des �el�ements �nis, (2.167) fait donc
apparâ�tre une somme de produits des fonctions 	pj

k , multipli�es par les vecteurs 	 x
k . En ce qui concerne

la terminologie, on d�esigne par mode PGD chacun des vecteurs/fonctions	 x
k ou 	 pj

k aveck = 1 ; : : : ;m
et j = 1 ; : : : ; jpj.

Remarque 2.14. En principe, la dimension spatiale est trait�ee de la même fa�con que le le domaine
param�etrique. Du fait de l'application de la m�ethode EF, cette dimension a �et�e discr�etis�ee et "trans-
form�ee" en espace vectoriel discret de tailleN . C'est pourquoi le mode EF	 x

l est en r�ealit�e un vecteur
de RN .

A�n de souligner la di��erence dans la forme de l'approximation d'avec les m�ethodes pr�ec�edentes,
on d�esigne par ~X RB (p) la solution Reduced Basis d�evelopp�ee dans la section pr�ec�edente. On rappelle
que celle-ci �etait recherch�ee dans une base r�eduite	 2 RN � m (de taille m) sous la forme :

~X RB (p1; : : : ;pjpj) = 	X r (p1; : : : ;pjpj) (2.168)

=
mX

k=1

	 kXk
r (p1; : : : ;pjpj) (2.169)

o�u 	 k d�esigne dans cette section lak�eme colonne de	 , et Xk
r (p) la k�eme ligne du vecteur de taille m

X r (p). En comparant (2.167) avec (2.169), on voit que la m�ethode PGD permet de rechercher une
approximation o�u X k

r (p1; : : : ;pjpj) est d�ecompos�ee en une somme de produits des fonctions 	pj
k (pj ) qui

d�ependent chacune du param�etre pj uniquement. En e�et, en �ecrivant

Xk
r (p1; : : : ;pjpj) = 	 p1

k (p1)	 p2
k (p2) : : : 	

pj pj

k (pjpj); (2.170)

les deux d�ecompositions (2.167) et (2.169) deviennent �equivalentes.
C'est dans cette d�ecomposition que r�eside �a la fois la force et la faiblesse de la PGD :
| Si l'approximation en produit de fonctions (2.170) existe, alors celle-ci est extrêmement com-

pacte et rapide �a interpoler. En e�et, la repr�esentation RB peut devenir tr�es coûteuse �a mesure
que le nombre de param�etresjpj augmente. En consid�erant, par exemple, que chacun des pa-
ram�etres pj , j = 1 ; : : : ; jpj, est discr�etis�e sur une grille de d valeurs, le stockage de chacun
des Xk

r (p1; : : : ;pjpj) demande la cr�eation d'un tableau de taille jpjd. Une interpolation lin�eaire
entre deux valeurs de param�etresp � et p � n�ecessite 2d �evaluations. Avec la PGD, le stockage
de Xk

r (p1; : : : ;pjpj) = 	 p1
k (p1)	 p2

k (p2) : : : 	
pj pj

k (pjpj) demande la cr�eation de jpj vecteurs 	 pj
k de

taille d, soit seulementd jpj termes �a stocker au total. De même, l'interpolation lin�eaire peut
se faire sur chacune des fonctions 	pj

k et ne demande donc que 2jpj �evaluations (2 par mode
	 pj

k : 	 pj
k (p�

j ) et 	 pj
k (p�

j )). Par exemple, consid�erons un probl�eme avecjpj = 7 param�etres
chacun discr�etis�e sur une grille de 20 valeurs. Avec la m�ethode RB, on a besoin de stocker
jpjd = 7 20 � 109 valeurs et le coût d'interpolation est de 27 = 128. En utilisant la PGD, le
coût de stockage tombe �a d jpj = 140 pour une interpolation lin�eaire n�ecessitant seulement
2 jpj = 2 � 7 = 14 �evaluations.
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| L'existence de la d�ecomposition (2.170) n'a rien d'�evident. Par exemple la simple fonction
Xk

r (p1;p2) = p1 + p2 pose d�ej�a probl�eme. En e�et, il n'existe pas de fonctions 	 p1
k (�) et 	 p2

k (�),
chacune ne d�ependant que d'un seul param�etre, telles que 	p1

k (p1)	 p2
k (p2) = p1 + p2. En pra-

tique, cela se traduit par une grande variabilit�e quant �a l'e�cacit�e de la m�ethode en fonction
des types de probl�emes sur lesquels sont appliqu�es la PGD : certains exemples se d�ecomposent
naturellement sous la forme (2.167) et o�rent ainsi une bonne convergence tandis que d'autres
demanderont un grand nombrem de modes PGD avant d'o�rir une pr�ecision satisfaisante.

Approximation it�erative PGD
Comme pour la m�ethode RB, la PGD est une approche it�erative permettant d'a�ner l'approximation
au fur et �a mesure des it�erations. Pour ce faire, on suppose que nous sommes �a l'it�erationl de
l'algorithme et que nous disposons donc d'une approximation PGD~X l � 1(p) de la solution X (p) telle
que :

~X l � 1(p) =
l � 1X

k=1

	 x
k 	 p1

k (p1) : : : 	
pj pj

k (pjpj): (2.171)

Il s'agit alors de d�eterminer ~X l (p), que l'on peut �egalement �ecrire

~X l (p) =
lX

k=1

	 x
k 	 p1

k (p1) : : : 	
pj pj

k (pjpj) (2.172)

= ~X l � 1(p) + 	 x
l 	 p1

l (p1) : : : 	
pj pj

l (pjpj); (2.173)

o�u on le rappelle, ~X l � 1(p) est connue car d�etermin�ee �a l'it�eration PGD pr�ec�edente. L'algorithme PGD
�a l'it�eration l consiste alors �a d�eterminer uniquement 	 x

l , 	 p1
l (p1); : : : ;	

pj pj

l (pjpj).
Pour ce faire, on adoptera une approche de type point �xe. Celle-ci consiste �a calculer successi-

vement chacun des modes PGD	 x
l ;	 p1

l (p1); : : : ;	
pj pj

l (pjpj), en supposant les autres connus. Lorsque
chacun des modes n'�evolue plus au cours des it�erations du point �xe, on consid�ere que celui-ci a
converg�e, et on passe alors �a l'it�eration PGD suivante : l := l + 1.

Dans un premier temps, il convient donc d'exprimer le vecteur r�esiduR l (p) issu de l'approximation
~X l (p) �a l'it�eration PGD l, �a savoir :

R l (p) = H
�

p; ~X l (p)
�

� C(p): (2.174)

Les paragraphes suivants montrent comment calculer chacun des modes	 x
l ;	 p1

l (p1); : : : ;	
pj pj

l (pjpj).

D�etermination du mode PGD EF
A�n de d�eterminer le mode li�e �a la discr�etisation EF 	 x

l , on suppose que les modes param�etriques
	 pj

l (pj ) j =1 ;:::; jpj sont d�ej�a connus (pour l'initialisation, on pourra par exemple prendre des valeurs
al�eatoires, constantes, ou bien �egale �a celles de l'it�eration PGD pr�ec�edente : 	 pj

l (pj ) := 	 pj
l � 1(pj )).

L'algorithme consiste alors �a rechercher 	 x
l en annulant la projection du r�esidu selon les jpj modes

	 pj
l (pj ) j =1 ;:::; jpj , �a savoir :

Connaissant
�
	 pj

l (pj )
�

j =1 ;:::; jpj , trouver 	 x
l 2 RN tel que :

*

R l (p);
jpjY

j =1

	 pj
l (pj )

+

D p

= 0 : (2.175)
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L'�equation (2.175) repr�esente ainsi une projection sur l'espace param�etriqueDp du r�esidu R l (p) (d�e�ni
sur le domaine EF discr�etis�e R N et sur le domaine param�etrique Dp ). En d'autres termes, (2.175) se
r�eduit �a une �equation ne d�ependant plus du param�etre p mais seulement de la discr�etisation EF. En
e�et, le produit scalaire sur Dp a permis d'�eliminer la variable param�etrique p. Un calcul explicite
montrant cette simpli�cation sera pr�esent�e dans le paragraphe (2.2.2.2.B).

D�etermination des modes param�etriques
Le même principe est utilis�e a�n de d�eterminer le mode param�etrique 	 pq

l d�ependant du param�etre
pq 2 D pq . On supposera donc que tous les modes mis �a part 	pq

l sont connus. La projection du r�esidu
R l (p) est cette fois-ci r�ealis�ee sur RN � (Dp n Dpq ) et non plus sur l'espace param�etrique tout entier
Dp . On d�e�nit alors les �equations (2.176), chacune permettant de d�eterminer le mode 	 pq

l . On a ainsi
jpj probl�emes param�etriques �a r�esoudre successivement :

Connaissant
�
	 pj

l (pj )
�

j 6= q et 	 x
l , trouver 	 pq

l (pq) : Dpq ! R telle que :

*

R l (p);	 x
l

Y

j 6= q

	 pj
l (pj )

+

RN �D p
�q

= 0 : 8pq 2 D pq (2.176)

o�u l'on a introduit Dp
�q = Dp n Dpq , le domaine param�etrique contenant les jpj � 1 param�etres pj ,

avec j 6= q. L'�equation (2.176) a alors pour unique inconnue pq 2 D pq . En e�et, le produit scalaire
h�;�i RN �D p

�q
projette le r�esidu R l (p) sur RN � D p

�q , permettant ainsi d'�eliminer toutes les dimensions
except�ee celle li�ee �a pq.

Indicateur d'erreur
La m�ethode PGD permet donc d'am�eliorer l'approximation au �l des it�erations. De ce fait, il est
n�ecessaire de poss�eder un estimateur/indicateur d'erreur a�n de savoir quand arrêter l'algorithme.
Le d�eveloppement d'un estimateur d'erreur robuste avec la PGD est l�a encore compliqu�e sur des
cas d'application industriels. En e�et, le probl�eme peut ne pas être bien pos�e, comme on a pu le voir
pr�ec�edemment avec la m�ethode RB dans la section 2.2.2.1.D. Cependant, il est une fois de plus possible
d'utiliser un indicateur d'erreur, qui bien que ne poss�edant pas de garantie �able, permet d'estimer si
le mod�ele a converg�e ou non.

En premi�ere intention, le calcul de la norme du r�esidu



 R l � 1(p)






RN �D p peut sembler une bonne
id�ee. En e�et, celui-ci est un repr�esentant de l'erreur qui diminue en même temps que celle-ci. Cepen-
dant, cette approche n�ecessite le calcul explicite deR l (p), 8p 2 D p. Comme on le verra par la suite,
son �evaluation peut devenir tr�es coûteuse lorsque le nombre de param�etresjpj augmente. L'id�ee est
donc d'utiliser un indicateur d'erreur bas�e sur la convergence seule de l'algorithme PGD. On introduit
ainsi � l

pgd, l'indicateur d'erreur PGD �a l'it�eration l et d�e�ni par :

� l
pgd =






 ~X l (p) � ~X l � 1(p)








RN �D p
: (2.177)

Il convient d�es lors de discuter de la coh�erence du choix de cet estimateur, ainsi que le coût de son
�evaluation.

Premi�erement, ce choix d'estimateur est relativement courant pour les m�ethodes it�eratives (par
exemple pour Newton-Raphson ou le Point Fixe). En e�et, il permet de mesurer si un algorithme a
converg�e (dans le sens o�u continuer l'algorithme ne ferait que modi�er de fa�con n�egligeable l'approxi-
mation). De plus, lorsque le probl�eme est bien pos�e, on peut �egalement montrer que

� l
pgd � �






 R l � 1(p)








RN �D p
; (2.178)
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avec � une constante d�ependant de l'op�erateur M (p) (l'�equivalent de la constante de coercivit�e avec
le produit scalaire sur RN � D p ).

Deuxi�emement, le coût de calcul de l'estimateur � l
pgd d�e�ni par (2.177) peut sembler �equivalent

sinon plus grand que celui de



 R l � 1(p)






RN �D p . Mais grâce �a la repr�esentation s�epar�ee, l'approximation
prend tout son sens. En e�et, d'apr�es (2.173), on peut r�e�ecrire l'indicateur d'erreur comme

� l
pgd =






 ~X l (p) � ~X l � 1(p)








RN �D p
(2.179)

=













	 x

l

jpjY

j =1

	 pj
l (pj )














RN �D p

: (2.180)

Or, la norme d'un produit de fonctions dont chacune ne d�epend que d'un param�etre peut se r�e�ecrire
comme le produit des normes, c'est-�a-dire :

� l
pgd = k	 x

l kRN

jpjY

j =1




 	 pj

l (pj )





D pj : (2.181)

L'�equation (2.181) g�en�ere en r�ealit�e un calcul au coût tr�es mod�er�e. En e�et, si chacun des param�etres
est discr�etis�e sur d points, la complexit�e calculatoire passe deO(N jpjd) �a O(N jpj d) grâce �a la
s�eparation des fonctions.

En�n, nous aurons �egalement besoin d'un crit�ere pour �evaluer la convergence du point �xe pour la
boucle PGD. En notant par � l'op�erateur calculant la di��erence d'une fonction entre deux it�erations
successives du point �xe, on choisit d'utiliser le crit�ere � l

pf suivant

� l
pf =

k� 	 x
l kRN



 	 x
l






RN

+
jpjX

j =1




 �	 pj

l (pj )





Dpj


 	 pj

l (pj )





Dpj

(2.182)

PGD avec mise �a jour
En�n, la convergence de la PGD peut être fortement am�elior�ee en utilisant une �etape de mise �a
jour. Celle-ci intervient �a la �n du calcul de chaque it�eration PGD. Cette �etape facultative consiste �a
recalculer l'ensemble des modes PGD relatifs �a un seul des param�etres, et ainsi d'obtenir une meilleure
base. A�n de ne pas impacter fortement le coût de calcul, il faut choisir un param�etre pour lequel la
discr�etisation ne g�en�ere pas un nombre trop important d'inconnues. Typiquement, la dimension EF
�etant g�en�eralement celle poss�edant le plus grand nombre de degr�es de libert�e, la phase de mise �a jour
ne sera pas r�ealis�ee sur les modes PGD EF	 x

k , mais plutôt sur les modes param�etriques.
Apr�es la convergence du point �xe �a l'it�eration l , il s'agira de mettre �a jour les modes PGD�

	 pu
k

�
k=1 ;:::;l , o�u pu est le param�etre retenu. Pour ce faire, il s'agira de r�esoudre le probl�eme sui-

vant :

Trouver les l modes PGD (	 pu
i (pu)) i =1 ;:::;l :

*

R l (p);	 x
i

Y

j 6= u

	 pj
i (pj )

+

RN �D p
�u

= 0 ; 8i = 1 ; : : : ;l; 8pu 2 D pu (2.183)

Le probl�eme pr�ec�edent g�en�ere l �equations qu'il peut être plus simple de repr�esenter sous la forme d'une
�equation matricielle de taille l . Pour ce faire, on concat�ene les modes PGD inconnus

�
	 pu

k (pu)
�

k=1 ;:::;l

dans une fonction vectorielle	 pu (pu) 2 Rl � 1 tel que sak�eme ligne soit �egale �a 	 pu
k (pu). Le probl�eme

(2.183) devient en utilisant (2.167) et (2.174)
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Trouver 	 pu (pu) 2 Rl � 1, fonction vectorielle �a valeur dans R l telle que :

M pu (pu)	 pu (pu) = Cpu (pu) 8pu 2 D pu ; (2.184)

avecM pu une matrice carr�ee de taille l , et Cpu (pu) un vecteur de taille l , Ces deux �el�ements sont alors
d�e�nis par :

(M pu ) i;k (pu) =

*

H

0

@p;	 x
k

Y

j 6= u

	 pj
k (pj )

1

A ;	 x
i

Y

j 6= u

	 pj
i (pj )

+

RN �D p
�u

(2.185)

(Cpu ) i (pu) =

*

C(p);	 x
i

Y

j 6= u

	 pj
i (pj )

+

RN �D p
�u

: (2.186)

Algorithme g�en�erique PGD
Finalement, l'algorithme g�en�erique PGD (11) est pr�esent�e ci-dessous.

Algorithme 11 : Calcul d'une approximation PGD sur le probl�eme stationnaire param�etr�e
(2.137).

Donn�ees : i) Un domaine param�etrique Dp .
ii) � pgd et � pf , deux param�etres pour �evaluer la convergence de l'algorithme.
iii) facultatif : un param�etre pu sur lequel r�ealiser la mise �a jour.

R�esultat : Une approximation PGD ~X (p) de taille m.
Initialisation l := 1 et de l'indicateur d'erreur � l

pgd := � pgd + 1 ;

tant que � l
pgd > � pgd faire

Initialisation des modes param�etrique 	 l
pj

, j = 1 ; : : : ; jpj ;

Initialisation de l'estimateur point �xe : � l
pf = � pf + 1 ;

tant que � l
pf > � pf faire

R�esoudre (2.175) pour trouver 	 x
l ;

pour q = 1 ; : : : ; jpj faire
R�esoudre (2.176) pour trouver 	 pq

l (pq) ;
�n
Calcul du crit�ere de convergence du point �xe � l

pf (�equation (2.182));

�n
(facultatif) : Mise �a jour des modes li�es au param�etre pu (�equation (2.184)) ;
Incr�ementation de l := l + 1 ;
Calcul de l'estimateur de convergence PGD� l

pgd d'apr�es l'�equation (2.181)

�n
Fin de l'algorithme : m := l � 1 et ~X (p) =

P m
k=1 	 x

k 	 p1
k (p1)	 p2

k (p2) : : : 	
pj pj

k (pjpj)

Maintenant que l'algorithme g�en�erique de la PGD a �et�e introduit, nous allons pr�esenter son appli-
cation au probl�eme qui nous int�eresse, �a savoir le syst�eme d'�equations lin�eaire (2.63).

2.2.2.2.B Application de la PGD �a un probl�eme d'�evolution temporelle lin�eaire
Nous allons maintenant adapter la m�ethode PGD au probl�eme d'�evolution temporelle (2.63), dont on
rappelle l'�equation ci-dessous

K
dX (t)

dt
+ MX (t) = CU (t); 8t 2 [0;T]:
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Approximation it�erative PGD
Le probl�eme (2.63) ne d�ependant que du temps et de l'espace (discr�etis�e par la m�ethode des �el�ements
�nis), nous recherchons donc une approximation~X (t) de la solution X (t). En rempla�cant p par t avec
jpj = 1 dans (2.167), ~X (t) est recherch�ee telle que

~X (t) =
mX

k=1

	 x
k 	 t

k (t) (2.187)

A�n de souligner le lien avec les m�ethodesa posteriori, on choisit de changer quelque peu les notations
dans cette section. Ainsi, l'exposant "x" des vecteurs deRN 	 x

k est abandonn�e tandis que le jeu de
modes temporels 	 t

k (t) est d�esormais not�e X k
r (t). (2.187) se r�e�ecrit alors :

~X (t) =
mX

k=1

	 kX k
r (t): (2.188)

Finalement, en concat�enant les 	 k dans une matrice	 = ( 	 1; : : : ;	 m ) 2 RN � m , et les X k
r (t) dans

une fonction vectorielle X r (t) =
�
X 1

r (t); : : : ;X m
r (t)

�
2 Rm , on a

~X (t) = 	X r (t); (2.189)

ce qui revient au même type d'approximation qu'avec la RB ou les m�ethodesa posteriori pr�esent�ees
pr�ec�edemment. En e�et, lorsque le nombre de param�etres total est de 2 (ici l'espace et le temps), les
di��erentes d�ecompositions sont semblables. Ceci n'est cependant plus vrai �a partir de 3 param�etres
(voir paragraphe 2.2.2.2.A).

Approximation it�erative PGD
L'approximation PGD est toujours d�etermin�ee it�erativement. �A l'it�eration l , il s'agit donc de d�eterminer
uniquement 	 l et X l

r (t). En e�et, on a d'apr�es (2.173)

~X l (t) = ~X l � 1(t) + 	 l X l
r (t) (2.190)

avec on le rappelle,~X l � 1(t) d�etermin�ee �a l'it�eration PGD pr�ec�edente.
Pour ce faire, nous aurons besoin de l'expression du r�esiduR l (t) :

R l (t) = K
d ~X l (t)

dt
+ M ~X l (t) � CU (t) (2.191)

ou encore

R l (t) = K	 l
dX l

r (t)
dt

+ M	 l X l
r (t) + K

d ~X l � 1(t)
dt

+ M ~X l � 1(t) � CU (t): (2.192)

Dans l'expression pr�ec�edente, seuls les deux premiers termes du membre de droite sont inconnus.
Ceux-ci seront d�etermin�es grâce �a un point �xe.

D�etermination du mode EF
Pour d�eterminer 	 l , on suppose queX l

r (t) est d�ej�a connue. Ainsi, 	 l est recherch�ee comme la solution
du probl�eme suivant

ConnaissantX l
r (t), trouver 	 l 2 RN tel que :

D
R l (t);X l

r (t)
E

[0;T ]
= 0 : (2.193)
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Le produit scalaire du r�esidu R l (t) (d�ependant de l'espace et du temps) par une fonction temporelle
(ici X l

r (t)) donne une �equation matricielle de taille RN (repr�esentant le param�etre spatial EF). A�n
de convaincre le lecteur, on peut d�etailler le calcul de cette quantit�e :

D
R l (t);X l

r (t)
E

[0;T ]
=

 �
dX l

r (t)
dt

;X l
r (t)

�

[0;T ]
K +

D
X l

r (t);X l
r (t)

E

[0;T ]
M

!

	 l

+

*

K
d ~X l � 1(t)

dt
+ M ~X l � 1(t) � CU (t);X l

r (t)

+

[0;T ]

: (2.194)

Le probl�eme (2.193) peut en e�et se r�e�ecrire :

ConnaissantX l
r (t), trouver 	 l 2 RN tel que :

(� l K + � l M ) 	 l = D ; (2.195)

avec � l et � l des scalaires r�eels, etD un vecteur deRN qui sont d�e�nis par

� k =
�

dX k
r (t)

dt
;X l

r (t)
�

[0;T ]
; k = 1 ; : : : ;l (2.196)

� k =
D

X k
r (t);X l

r (t)
E

[0;T ]
; k = 1 ; : : : ;l (2.197)

et

D =

*

CU (t) � K
d ~X l � 1(t)

dt
� M ~X l � 1(t);X l

r (t)

+

[0;T ]

; (2.198)

que l'on peut r�e�ecrire en d�ecomposant la partie spatiale et temporelle :

D = C
D

U (t);X l
r (t)

E

[0;T ]

�
l � 1X

k=1

K	 k

�
dX k

r (t)
dt

;X l
r (t)

�

[0;T ]

�
l � 1X

k=1

M	 k

D
X k

r (t);X l
r (t)

E

[0;T ]
:

(2.199)

En reprenant la d�e�nition des � k (2.196) et � k (2.197), D s'exprime simplement par

D = C
D

U (t);X l
r (t)

E

[0;T ]
�

l � 1X

k=1

� kK	 k �
l � 1X

k=1

� kM	 k : (2.200)

(2.195) fait donc apparâ�tre une �equation matricielle �a N inconnues. De plus, (2.200) montre que
la complexit�e du calcul du membre de droite est grandement r�eduite en utilisant la forme s�epar�ee
de l'approximation PGD. Ainsi, il ne s'agira que de produits matrice-vecteur (K	 k et M	 k ) et
d'int�egrations temporelles ( � k et � k ). Ceci permet d'�eviter la construction explicite du terme spatio-
temporel R l (t).

D�etermination du mode temporel
A�n de d�eterminer le mode temporel X l

r (t), on suppose cette fois	 l connu. Le probl�eme PGD temporel
est alors
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Connaissant 	 l , trouver X l
r (t), tel que :

D
R l (t);	 l

E

RN
= 0 : (2.201)

L'�equation (2.201) est ici uniquement d�e�nie dans le domaine temporel, car la composante spatiale du
r�esidu a �et�e projet�e selon 	 l . Pour s'en assurer, examinons le d�etail de ce produit scalaire.

D
R l (t);	 l

E

RN
= 	 t

l K	 l
dX l

r (t)
dt

+ 	 t
l M	 l X l

r (t)

+ 	 t
l K

d ~X l � 1(t)
dt

+ 	 t
l M ~X l � 1(t) � 	 t

l CU (t)

(2.202)

Le probl�eme PGD temporel (2.201) peut ainsi se r�e�ecrire

Connaissant 	 l , trouver X l
r (t), tel que :

� l
dX l

r (t)
dt

+ ml X l
r (t) = d(t); (2.203)

avec� l et ml des scalaires r�eels, etd(t) une fonction temporelle sur [0;T]. Ces derniers sont d�e�nis par

� k = 	 t
l K	 k ; k = 1 ; : : : ;l (2.204)

mk = 	 t
l K	 k ; k = 1 ; : : : ;l (2.205)

et

d(t) = 	 t
l CU (t)

�
l � 1X

k=1

	 t
l K	 k

dX k
r (t)

dt

�
l � 1X

k=1

	 t
l M	 kX k

r (t)

; (2.206)

ou encore

d(t) = 	 t
l CU (t) �

l � 1X

k=1

� k
dX k

r (t)
dt

�
l � 1X

k=1

mkX k
r (t): (2.207)

Ainsi, le probl�eme (2.203) ne d�epend que du temps et ne demande qu'au pr�ealable le calcul des� k

(2.204) et mk (2.205) a�n d'être r�esolu. Num�eriquement, ce probl�eme peut se r�esoudre en discr�etisant
l'intervalle temporel [0 ;T] et en appliquant un sch�ema d'Euler implicite a�n de simpli�er la d�eriv�ee
temporelle.

Indicateur d'erreur
D'apr�es (2.181), l'indicateur d'erreur adapt�e au probl�eme spatio-temporel s'�ecrit �a l'it�eration PGD l :

� l
pgd = k	 l kRN






 X l

r (t)







[0;T ]
: (2.208)

De même, l'indicateur de convergence point �xe adapt�e �a un probl�eme spatio-temporel s'�ecrit

� l
pf =

k� 	 x
l kRN



 	 x
l






RN

+




 � X l

r (t)





[0;T ]

kX l
r (t)k[0;T ]

(2.209)
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PGD avec mise �a jour
Appliquer la phase de mise �a jour au probl�eme d'�evolution temporelle lin�eaire (2.63) consiste �a recal-
culer les modes temporels

�
X k

r (t)
�

k=1 ;:::;l . Pour ce faire, il su�t de r�esoudre le probl�eme r�eduit (2.64)
issu de la projection de Ritz-Galerkin. Ainsi, apr�es la convergence du point �xe �a l'it�eration l , la mise
�a jour consiste �a r�esoudre le probl�eme suivant :

Trouver X r (t) =
�
X k

r (t)
�

k=1 ;:::;l 2 Rl tel que

K r
dX r (t)

dt
+ M r X r (t) = C r U (t); 8t 2 [0;T]; (2.210)

avec

K r = 	 t K	 ;

M r = 	 t M	 ;

C r = 	 t C:

Algorithme PGD adapt�e au probl�eme d'�evolution temporel
Finalement, l'algorithme PGD (12) adapt�e au probl�eme d'�evolution lin�eaire (2.63) est pr�esent�e ci-
dessous.

Algorithme 12 : Calcul de l'approximation PGD du probl�eme d'�evolution magn�eto-
quasistatique (2.63).

Donn�ees : i) Un domaine temporel [0;T].
ii) � pgd et � pf , deux param�etres pour �evaluer la convergence de l'algorithme.

R�esultat : Une approximation PGD ~X (t;p) de taille m.
Initialisation l := 1 et de l'indicateur d'erreur � l

pgd := � pgd + 1 ;

tant que � l
pgd > � pgd faire

Initialisation du mode temporel X l
r (t) (par exemple par une valeur constante ou telles que

X l
r (t) = X r;l � 1(t)) ;

Initialisation de l'estimateur point �xe : � l
pf = � pf + 1 ;

tant que � l
pf > � pf faire

R�esoudre (2.195) pour trouver 	 l ;
R�esoudre (2.203) pour trouver X l

r (t) ;
Calcul du crit�ere de convergence du point �xe � l

pf (�equation (2.209));

�n
(facultatif) : Mise �a jour des modes temporels (�equation (2.210)) ;
Incr�ementation de l := l + 1 ;
Calcul de l'estimateur de convergence PGD� l

pgd d'apr�es l'�equation (2.208)

�n
Fin de l'algorithme : m := l � 1 et ~X (t) =

P m
k=1 	 kX k

r (t)

2.2.2.2.C D�ecomposition a�ne de l'op�erateur

Jusqu'�a pr�esent, peu d'hypoth�eses ont �et�e faites sur l'op�erateur M (p) ou le second membreC(p)
lorsque l'on souhaite appliquer la PGD. Cependant, si l'on veut que celle-ci soit e�cace, il est n�ecessaire
que l'op�erateur H (p;�) poss�ede une forme s�epar�ee (ou tout du moins, puisse être approch�ee sous une
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telle repr�esentation). L'op�erateur H (p;�) est d�ecomposable sous forme s�epar�ee, s'il peut s'�ecrire tel
que :

H (p;�) =
jM jX

i =1

M x
i M p1

i (p1)M p2
i (p2) : : : M

pj pj
i (pjpj) (2.211)

=
jM jX

i =1

M x
i

jpjY

j =1

M pj
i (pj ) (2.212)

avec lesM x
i des matrices deRN � N , et lesM pj

i (pj ) des op�erateurs param�etriques chacun ne d�ependant
que du param�etre pj . En particulier, des probl�emes non stationnaires peuvent être repr�esent�es par un
tel op�erateur, comme on le montrera dans l'exemple (2.5). L'expression (2.212) est en quelque sorte le
pendant de l'approximation PGD, mais pour l'op�erateur. En e�et, cette repr�esentation, si elle existe,
signi�e que l'op�erateur H (p;�) est d�ecomposable en une somme dejM j produits d'op�erateur, chacun
ne d�ependant que d'un seul param�etre. De même, l'algorithme PGD n'est v�eritablement e�cace que
lorsque le second membre poss�ede lui aussi une repr�esentation sous forme s�epar�ee :

C(p) =
jC jX

i =1

Cx
i

jpjY

j =1

Cpj
i (pj ); (2.213)

avec lesCx
k des vecteurs deRN , et lesCpj

k (pj ), des fonctions param�etriques chacune ne d�ependant que
du param�etre pj .

Montrons maintenant pourquoi cette d�ecomposition coupl�ee �a l'approximation PGD rend le calcul
extrêmement e�cace. Lors de la r�esolution des probl�emes (2.175) et (2.176), il s'agit de calculer la

projection du r�esidu R l (p) sur le produit de jpj termes parmi
n

	 x
l ;	 l

p1
(p1); : : : ;	 l

pj pj
(pjpj)

o
. Ainsi,

l'�equation (2.175) permet de trouver 	 x
l tel que

*

R l (p);
jpjY

j =1

	 pj
l (pj )

+

D p

= 0 : (2.214)

En utilisant (2.174), le membre de gauche de (2.214) se r�e�ecrit
*

R l (p);
jpjY

j =1

	 pj
l (pj )

+

D p

=

*

H
�

p; ~X l (p)
�

;
jpjY

j =1

	 pj
l (pj )

+

D p

�

*

C(p);
jpjY

j =1

	 pj
l (pj )

+

D p

: (2.215)

Nous allons maintenant voir que le produit scalaire sur l'espace param�etriqueDp peut se r�e�ecrire
en une somme de produits scalaires sur chaque sous-espace unidimensionnelDpj , chacun �etant tr�es
rapide �a calculer. Ainsi, le premier terme du membre de droite de (2.215) se r�e�ecrit en utilisant la
repr�esentation s�epar�ee de l'op�erateur (2.212) et de l'approximation PGD (2.167) :

*

H
�

p; ~X l (p)
�

;
jpjY

j =1

	 pj
l (pj )

+

D p

=

* jpjY

j =1

jM jX

i =1

M x
i M pj

i (pj )
lX

k=1

	 x
k 	 pj

k (pj );
jpjY

j =1

	 pj
l (pj )

+

D p

(2.216)

=
jM jX

i =1

lX

k=1

*

M x
i 	 x

k

jpjY

j =1

M pj
i (pj )	 pj

k (pj );
jpjY

j =1

	 pj
l (pj )

+

D p

(2.217)

=
jM jX

i =1

lX

k=1

M x
i 	 x

k

* jpjY

j =1

M pj
i (pj )	 pj

k (pj );
jpjY

j =1

	 pj
l (pj )

+

D p

(2.218)

=
jM jX

i =1

lX

k=1

M x
i 	 x

k

jpjY

j =1



M pj

i (pj )	 pj
k (pj );	 pj

l (pj )
�

D pj : (2.219)
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La lin�earit�e du produit scalaire permet de passer de (2.216) �a (2.217), tandis que l'invariance des
quantit�es spatiales vis-a-vis dep permet d'obtenir (2.218). En�n, l'�equation (2.219) montre comment
la complexit�e calculatoire est r�eduite grâce �a la repr�esentation s�epar�ee : au lieu de calculer un produit
scalaire enjpj dimensions, le calcul se r�eduit �a jpj produit scalaires unidimensionnels. En�n, le calcul
de la projection du second membre (second terme du membre de droite de (2.215)) se r�eduit par la
même approche en :

*

C(p);
jpjY

j =1

	 pj
l (pj )

+

D p

=
jC jX

i =1

Cx
i

jpjY

j =1



Cpj

i (pj );	 pj
l (pj )

�
D pj : (2.220)

En ce qui concerne le jeu d'�equations (2.176) dont chacune permet de trouver 	pq
l (pq), la même

d�emarche peut être appliqu�ee. Ainsi, la projection du r�esidu est cette fois-ci
*

R l (p);	 x
l

Y

j 6= q

	 pj
l

+

RN �D p
�q

=

*

H
�

p; ~X l (p)
�

;	 x
l

Y

j 6= q

	 pj
l

+

RN �D p
�q

�

*

C(p);	 x
l

Y

j 6= q

	 pj
l

+

RN �D p
�q

: (2.221)

Il s'agira alors d'utiliser la s�eparation des di��erents op�erateurs en utilisant la même d�emarche que
ci-dessus. On aboutit �nalement �a

*

H
�

p; ~X l (p)
�

;	 x
l

Y

j 6= q

	 pj
l

+

RN �D p
�q

=
jM jX

i =1

lX

k=1

M pq
i 	 pq

k hM x
i 	 x

k ;	 x
l i RN

Y

j 6= q



M pj

i 	 pj
k ;	 pj

l

�
D p

�q
; (2.222)

et
*

C(p);	 x
l

Y

j 6= q

	 pj
l

+

RN �D p
�q

=
jC jX

i =1

Cpq
i hCx

i ;	 x
l i

Y

j 6= q



Cpj

i ;	 pq
l

�
D p

�q
: (2.223)

Exemple 2.5. La d�ecomposition sous forme a�ne de l'op�erateur est naturellement appliqu�ee dans le
cas du probl�eme lin�eaire (2.63). En e�et, le syst�eme d'�equations r�egissant ce-dernier peut se r�e�ecrire

H (t;X (t)) = CU (t); 8t 2 [0;T]; (2.224)

o�u l'op�erateur H (t;�) poss�ede une repr�esentation naturellement sous forme s�epar�ee. En e�et, ce-dernier
s'�ecrit

H (t;�) =
2X

i =1

M x
i M t

i (t) (2.225)

avec

M x
1 = K M t

1(t) =
d
dt

(2.226)

M x
2 = M M t

2(t) = id t ; (2.227)

avec idt la fonction identit�e. On retrouve alors

H (t;X (t)) =
�

K
d
dt

+ M
�

X (t) (2.228)

= K
dX (t)

dt
+ MX (t) (2.229)

De même, le second membreCU (t) est directement sous forme a�ne. En e�et, on a d'apr�es
(2.101)

CU (t) =
n iX

l=1

C l ul (t): (2.230)
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2.2.3 �Evaluation des m�ethodes de r�eduction lin�eaires

�A l'exception de l'approche RB qui n'est pas adapt�ee aux probl�emes d'�evolution temporelle (voir
paragraphe 2.2.2.1.D), les m�ethodes de r�eduction lin�eaires pr�esent�ees pr�ec�edemment vont être ap-
pliqu�ees au probl�eme magn�etodynamique lin�eaire issu de l'exemple 1.3.1, dans le cas d'une source de
courant dont la forme d'onde est de type carr�ee. Le maillage a quant �a lui �et�e pr�esent�e dans la �gure
1.16.

2.2.3.1 Param�etres du mod�ele de r�ef�erence

La simulation a �et�e r�ealis�ee sur 240 pas de temps correspondant �a 6 p�eriodes �electriques, �a raison
donc de 40 points par p�eriode et pour une fr�equencef = 1kHz. Le temps de calcul associ�e �a ce
probl�eme est de 0,55s sur un Intel Core i7-4600U. Le trac�e de r�ef�erence des trois grandeurs globales
(pertes joules, �energie magn�etique et 
ux capt�e par la sonde) est pr�esent�e dans les �gures 2.6, 2.5 et
2.7.

Figure 2.5 { �Evolution de l'�energie magn�etique dans D au cours du temps

Figure 2.6 { �Evolution des pertes Joules dansDc au cours du temps

2.2.3.2 Param�etres des m�ethodes de r�eduction lin�eaires

Dans ce m�emoire, les m�ethodes de r�eduction pour traiter le probl�eme lin�eaire sont donc la POD,
la CVT, la projection d'Arnoldi, la BPOD et la PGD avec mise �a jour. Pour la POD et la CVT,
les snapshots consid�er�es sont ceux issus des premiers pas de temps de la simulation. De plus, on
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Figure 2.7 { �Evolution du 
ux magn�etique capt�e par la sonde au cours du temps

�etudiera aussi les r�esultats de la POD lorsque les snapshots sont r�ealis�es dans le domaine harmonique,
pour les mêmes pulsations que la BPOD. Dans ce cas, on prend comme snapshotsS = Sc (�equation
(2.118)) correspondant aux snapshots de contrôlabilit�e calcul�es avec la BPOD. En e�et, l'information
harmonique est souvent extrêmement riche et cette �etude permettra de di��erencier la m�ethodologie
propos�ee par la BPOD de la qualit�e des snapshots utilis�es. A�n de di��erencier la POD lorsque les
snapshots sont r�ealis�es dans le domaine temporel ou harmonique, on d�esigne par FPOD cette derni�ere
approche, tout en insistant sur le fait qu'il s'agit bel et bien de la POD et non d'une quelconque autre
variante.

A�n d'�evaluer les m�ethodes de r�eduction, on choisit de comparer leur pr�ecision en faisant varier
s, un param�etre re
�etant la complexit�e associ�ee �a la construction du mod�ele. Celui-ci est d�e�ni de la
fa�con suivante pour chacune des approches :

| Avec la POD et la CVT, s correspond au nombre de snapshots dans la matriceS. En particulier,
ces snapshots sont calcul�es sur les premiers pas de temps de la simulation. On ira ainsi jusqu'�a
40 snapshots ce qui correspondant �a la premi�ere p�eriode �electrique (la simulation est r�ealis�ee
sur 5 p�eriodes au total).

| Pour la projection d'Arnoldi, ces r�esolutions correspondent au nombre de moments hk calcul�es
d'apr�es l'�equation (2.95).

| Pour la BPOD et la FPOD, s correspond au nombre de pulsations! 1; : : : ;! s pour lesquelles
on calcule des snapshots dans le domaine harmonique. Ainsi, on e�ectue avec la BPOD 2s
r�esolutions harmoniques (s pour les snapshots de contrôlabilit�e, s pour ceux d'observabilit�e).
Quant au choix des pulsations, celles-ci sont calcul�ees par la formule suivante :! k = 2 �fk= 4, k =
1; : : : ;s. Celles-ci ne sont alors pas n�ecessairement des multiples de la pulsation d'alimentation
! f = 2 �f . Ceci permet de prendre en compte les ph�enom�enes transitoires : si on ne prend
que des snapshots avec des pulsations multiples de! f , alors l'information contenue dans les
snapshots est de nature purement p�eriodique.

| En�n avec la PGD, le nombre s correspond en r�ealit�e au nombre de modes PGD. En particulier,
s est ici bien inf�erieur aux nombres de r�esolutions EF puisqu'il faut plusieurs r�esolutions EF au
sein du point �xe PGD pour d�eterminer chaque mode (en pratique, on peut limiter le nombre
d'it�erations du point �xe �a 4 ou 5 tout en obtenant une bonne pr�ecision). De plus, c'est la
variante avec mise �a jour qui a �et�e utilis�ee ici car elle permet d'am�eliorer grandement la qualit�e
de l'approximation au prix d'un coût de calcul suppl�ementaire limit�e.

A�n de comparer la pr�ecision des di��erentes approximations, on d�e�nit l'erreur relative � y associ�ee
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�a une grandeur vectorielle ou scalaire par la formule suivante :

� y =

vu
u
t

RT
0 ky(t) � ~y (t)k2 dt

RT
0 ky(t)k2 dt

; (2.231)

avec y(�) et ~y (t), les grandeurs calcul�ees avec le mod�ele EF et r�eduit respectivement, etT = 5=f la
dur�ee totale de la simulation.

Ainsi, on comparera les erreurs relatives associ�ees �a l'�energie magn�etique, aux pertes joules, au

ux capt�e par la sonde et en�n �a l'inconnue EF X A .

2.2.3.3 Comparaison des m�ethodes

Les erreurs relatives associ�ees �a l'�energie magn�etique, aux pertes joules, au 
ux dans la sondes et
�a l'inconnue EF X A sont respectivement pr�esent�ees dans les �gures 2.8, 2.9, 2.10 et 2.11.

Figure 2.8 { �Evolution de l'erreur sur l'�energie magn�etique en fonction de s (repr�esentant la com-
plexit�e du mod�ele r�eduit)

Figure 2.9 { �Evolution de l'erreur sur les pertes joules en fonction des

On observe qu'except�e la BPOD, les m�ethodes de r�eduction exhibent des comportements coh�erents,
�a savoir que plus la complexit�e du mod�ele s augmente, plus l'approximation r�eduite devient pr�ecise.

On voit �egalement que les m�ethodes bas�ees sur des r�esolutions harmoniques, en particulier celles
d'Arnoldi et de la FPOD sont particuli�erement pr�ecises. En e�et, le domaine spectral concentre un
maximum d'informations sur un signal lorsque celui-ci est faiblement oscillant.
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Figure 2.10 { �Evolution de l'erreur sur le 
ux magn�etique capt�e par la sonde en fonction de s

Figure 2.11 { �Evolution de l'erreur associ�ee �a l'inconnue EF X A en fonction des

En ce qui concerne la POD et la CVT, les r�esultats sont extrêmement semblables. Ceci s'explique
d'une part par le fait que ces deux approches se basent sur les mêmes snapshots, et donc sur la même
information. D'autre part, on a vu dans la remarque 2.8 qu'une SVD est appliqu�ee sur la base r�eduite
CVT une fois celle-ci calcul�ee, a�n d'am�eliorer la stabilit�e du syst�eme r�eduit. En d'autres termes,
on applique une POD sur la base r�eduite CVT, d'o�u les r�esultats extrêmement semblables des deux
approches.

De plus, la PGD apparâ�t comme la m�ethode bas�ee sur une r�esolution non harmonique la plus
pr�ecise, car sa courbe de convergence est tr�es proche de celle d'Arnoldi ou de la FPOD. N�eanmoins,s
repr�esente ici une it�eration PGD. Or chaque it�eration PGD demande plusieurs r�esolutions du syst�eme
EF. Ainsi, on verra que le coût de calcul associ�e �a la PGD est plus important que celui de la POD
pour une même valeur des.

Finalement, la BPOD remplit ses attentes mais d�e�coit l�eg�erement : d'une part, elle concentre
l'essentiel de sa pr�ecision sur le 
ux magn�etique, au d�etriment des autres grandeurs. N�eanmoins, on
voit que la FPOD qui se base sur la même information spectrale que la BPOD o�re une pr�ecision
comparable sur le 
ux capt�e par la sonde,et est bien meilleure sur les autres quantit�es. En�n, l'approche
BPOD pr�esente des instabilit�es num�eriques. Celles-ci sont dues notamment �a la projection de Petrov-
Galerkin qui asym�etrise le syst�eme r�eduit, et peut faire par l�a même, perdre les propri�et�es de stabilit�e
des op�erateurs.

En�n, la table 2.1 pr�esente le speedup (par rapport au mod�ele EF) o�ert par les m�ethodes de
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r�eduction pour s 2 f 10;20;30;40g. Le temps de calcul consid�er�e comprend �a la fois la construction du
syst�eme r�eduit (calcul des snapshots compris), ainsi que la r�esolution du syst�eme. On voit logiquement
que plus s augmente, plus le speedup diminue. De plus, les m�ethodes bas�ees sur la technique des
snapshots dans le domaine temporel (POD et CVT) sont les plus rapides.

Table 2.1 { Speedup obtenu grâce aux m�ethodes de r�eduction sur le probl�eme magn�etodynamique
lin�eaire

POD CVT Arnoldi BPOD FPOD PGD

s=10 25 13,5 14,4 4,7 9,3 7,2

s=20 13,1 3 6,8 2,3 4,1 2,9

s=30 7,6 1 4,7 1,5 2,9 1,3

s=40 6,8 3,5 0,4 0,9 1 2,2

2.3 Conclusion sur les m�ethodes de r�eduction lin�eaires

Pour conclure ce second chapitre sur les m�ethodes de r�eduction dans le cas de probl�emes lin�eaires,
on pr�esente le tableau r�ecapitulatif 2.2 des m�ethodes de r�eduction lin�eaires investigu�ees.

Table 2.2 { Tableau comparatif des m�ethodes de r�eduction lin�eaires

POD CVT Arnoldi BPOD FPOD PGD

pr�ecision � � + � + +

rapidit�e + + � � � �

facilit�e d'impl�ementation + � + � + �

robustesse + + + - + +

�A l'exception de la BPOD et la m�ethode RB, les m�ethodes de r�eduction sont particuli�erement
e�caces et robustes. En e�et, même si la CVT et la POD g�en�erent des erreurs plus importantes,
celles-ci semblent raisonnables compar�ee �a celle issue d'une mod�elisation par EF, qu'on estime de
l'ordre de 10% sur les probl�emes industriels.



Chapitre 3

Mod�eles r�eduits robustes de probl�emes
non lin�eaires

Les m�ethodes de r�eduction par projection permettent donc de r�eduire e�cacement des probl�emes
lin�eaires. A�n de pouvoir utiliser ceux-ci dans des applications industrielles, deux enjeux restent
�a relever :

1. Le premier r�eside dans l'utilisation de mod�eles r�eduits a�n de simuler des probl�emes com-
plexes, en particulier non lin�eaires. En e�et, on verra dans la suite que les m�ethodes de
r�eduction pr�esent�ees dans le second chapitre deviennent presque ine�caces lorsque des non-
lin�earit�es sont pr�esentes dans le syst�eme d'�equations. Cependant, certaines approches per-
mettent de prendre en compte ces non-lin�earit�es e�cacement et ainsi d'obtenir des gains
d'acc�el�eration cons�equents sur des cas d'application r�ealistes.

2. Le second enjeu rel�eve de la robustesse du mod�ele. En e�et, et �a cause des non-lin�earit�es
notamment, le mod�ele r�eduit peut devenir impr�ecis ou instable. Il est donc n�ecessaire de
poss�eder un estimateur d'erreur permettant d'�evaluer l'�ecart entre le mod�ele EF et le mod�ele
r�eduit a�n de garantir la coh�erence des r�esultats obtenus.

Ce troisi�eme chapitre se compose ainsi de trois parties : une premi�ere traitera des m�ethodes per-
mettant de r�eduire le coût de calculs des termes non lin�eaires, la seconde pr�esentera quelques tech-
niques permettant d'am�eliorer la robustesse du mod�ele r�eduit. En�n, la derni�ere partie pr�esentera
l'indicateur d'erreur permettant d'�evaluer la pr�ecision du mod�ele r�eduit.

3.1 R�eduction des probl�emes non lin�eaires

Maintenant que les di��erentes approches de r�eduction ont �et�e introduites, il s'agit de les appliquer
e�cacement au probl�eme g�en�eral non lin�eaire avec mouvement (1.157{1.158). Les di��erentes approches
pr�esent�ees pr�ec�edemment (�a savoir la BPOD, la CVT, la POD, la projection d'Arnoldi, ou même la
PGD) permettent donc de trouver une base r�eduite 	 2 RN � m , dans laquelle on approche la solution
X (t) par ~X (t) :

~X (t) = 	X r (t); (3.1)

avecX r (t) 2 Rm , l'approximation dans la base r�eduite.
Hormis pour la PGD sans mise �a jour, cette approximation de la solution est recherch�ee en pratique

en adoptant une approche de type Galerkin (voir section 2.1.2). Celle-ci consiste �a projeter le syst�eme
r�eduit dans deux bases	 et � (avec � = 	 hormis pour la BPOD), menant ainsi au syst�eme r�eduit
de taille m (2.36). On d�e�nit alors le probl�eme r�eduit suivant, issu d'une projection de Galerkin sur
(1.157{1.158) :
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Trouver X r (t) 2 Rm tel que

K r
dX r (t)

dt
+ ( M �;r (� r ) + M r (	X r )) X r (t) = C r U (t); 8t 2 [0;T];; (3.2)

et trouver � r (t) 2 R tel que

JM
d2� r (t)

dt2 + f M
d� r (t)

dt
= � B (	X r ) + � M (t); (3.3)

avec les di��erents matrices/seconds membres d�e�nis par (2.37{2.40) et rappel�ees ci-dessous

K r = � t K	 ; (3.4)

M �;r (� r ) = � t M � (� r )	 ; (3.5)

M r (	X r ) = � t M (	X r )	 ; (3.6)

C r = � t C: (3.7)

Dans ce syst�eme d'�equations, l'angle de rotation du rotor est d�esormais not�e � r , non pas parce qu'il
est repr�esent�e dans une base r�eduite (inutile car c'est un scalaire), mais, parce que son calcul est issu
de l'approximation ~X de X dans la base r�eduite 	 .

La m�ethode d'Euler Implicite est �a nouveau appliqu�ee, ce qui permet d'obtenir le probl�eme r�eduit
discr�etis�e en temps :

Trouver X k
r 2 Rm tel que
�

K r

�
+ M �;r (� k

r ) + M r (	X k
r )

�
X k

r = C r U k +
K r

�
X k� 1

r ; k = 1 ; : : : ;N t (3.8)

et trouver ( � k+1
r ;
 k+1

r ) 2 R2 tel que

8
><

>:


 k+1
r =

�
1 �

� f M

JM

�

 k

r +
�

JM

�
� B (	X k

r ) + � M
�

� k+1
r = � k

r + � 
 k+1
r :

; k = 0 ; : : : ;N t � 1 (3.9)

Finalement, l'�equation non lin�eaire (3.8) peut être r�esolue en appliquant la m�ethode du Point Fixe
ou de Newton Raphson pr�esent�ees pr�ec�edemment sur le syst�eme EF (1.171). Pour les �equations issues
du syst�eme r�eduit (3.8), le probl�eme de Newton �a l'it�eration j et au pas de tempsk consiste �a trouver
X k

r;j tel que :

X k
r;j = X k

r;j � 1 �
h
J r (	X k

r;j � 1)
i � 1

R r (	X k
r;j � 1); (3.10)

o�u J r (�) 2 Rm� m et R r (�) 2 Rm d�esignent la jacobienne r�eduite et le r�esidu r�eduit respectivement. Ils
sont d�e�nis par

J r (�) = � t J(�)	 (3.11)

R r (�) = � t R (�); (3.12)

avecJ(�) et R (�), la jacobienne et le r�esidu du syst�eme EF d�e�nis dans l'annexe B.2.
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3.1.1 Position du probl�eme sur la r�eduction de mod�eles non lin�eaires

�A premi�ere vue, la r�esolution du syst�eme r�eduit non lin�eaire avec mouvement (3.2) o�re un speedup
important si m << N . En e�et, les m�ethodes de r�eduction permettent de passer d'un syst�eme initial
de N inconnues �a un probl�eme r�eduit poss�edant seulement m degr�es de libert�e. Ainsi, la r�esolution
de l'�equation (3.10) semble fortement acc�el�er�ee du fait de la diminution du nombre d'inconnues.
Cependant, lorsque le syst�eme d'�etude est compos�e d'un domaine ferromagn�etique non lin�eaire et/ou
d'un autre en mouvement, un second facteur vient temp�erer les avantages o�erts par les m�ethodes de
r�eduction. Ainsi, �a chaque pas de discr�etisation temporelle k, et pour chaque it�eration j de l'algorithme
de Newton, le calcul de la jacobienne r�eduiteJ r (	X k

r;j � 1) et du r�esidu r�eduit R r (	X k
r;j � 1) g�en�erent

un coût de calcul important. En e�et, ces deux termes ne peuvent être calcul�es dans la base r�eduite
directement mais n�ecessitent un calcul dans la base EF (c'est-�a-dire avec une complexit�e calculatoire
d�ependant de N ).

Complexit�e associ�ee au calcul du r�esidu r�eduit
A�n de mieux comprendre le coût induit par la non-lin�earit�e ou le mouvement avec les mod�eles r�eduits,
on d�etaille ci-dessous le calcul du r�esidu r�eduit d'apr�es (3.12) et (4.41) :

R r (	X k
r;j � 1) = � t

�
K
�

+ M � (� k
r ) + M (	X k

r;j � 1)
�

	X k
r;j � 1 � � t CU k � � t K

�
:X k� 1

r (3.13)

=
K r

�
X k

r;j � 1 � C r U k �
K r

�
:X k� 1

r
| {z }

+
�

M r (	X k
r;j � 1) + M �;r (� k

r )
�

X k
r;j � 1

| {z }
: (3.14)

Dans l'expression pr�ec�edente, les termes situ�es au-dessus de la premi�ere accolade sont ceux dont le
calcul peut être enti�erement r�ealis�e dans la base r�eduite : il ne s'agit que de produits matrice-vecteur de
taille au plus m. La complexit�e associ�ee est donc ind�ependante de la taille du syst�eme de d�epartN . En
revanche, les deux matricesM r (	X k

r;j � 1) et M �;r (� k
r ) situ�es au-dessus de la seconde accolade varient �a

chaque pas de tempsk, voire �egalement �a chaque it�eration de Newton j pour la matrice M r (	X k
r;j � 1).

Examinons donc la complexit�e associ�ee au calcul des deux matricesM �;r (� k
r ) et M r (	X k

r;j � 1).
Pour la matrice de mouvementM �;r (� k

r ), celle-ci est relativement peu limit�ee car son calcul n�ecessite
seulement

1. Le calcul deM � (� k
r ) pour chaque pas de tempsk. Celle-ci ne varie donc pas au cours des it�erations

du Newton-Raphson. De plus, son calcul peut être rendu tr�es rapide par une impl�ementation
e�cace de l'algorithme Overlapping (voir section 1.2.5.2).

2. La projection de M � (� k
r ) dans la base r�eduite par la relation suivante M �;r (� k

r ) = � t M � (� k
r )	 .

Or, la matrice de rotation M � (� k
r ) est extrêmement creuse car elle provient de l'assemblage

de la bande Overlapping D� (voir section 1.2.5.2). Ainsi, toutes les lignes et colonnes de la
matrice M � (� k

r ) correspondant aux inconnues ne touchant pas la bande Overlapping sont nulles.
Finalement, le coût de calcul de la projection deM � (� k

r ) dans la base r�eduite est limit�e.

Au contraire, le calcul de M r (	X k
r;j � 1) est tr�es coûteux du fait de :

1. La projection de la solution r�eduite dans la base EF : ~X k
j � 1 = 	X k

r;j � 1, en vue de l'assemblage
de la matrice M (�). Cette �etape a une complexit�e en O(mN ).

2. L'assemblage de la matriceM (�). Même en assemblant s�epar�ement la partie lin�eaire et non
lin�eaire, le calcul de M (�) n�ecessite de parcourir lesN nl

e �el�ements situ�es dans le domaine ferro-
magn�etique non lin�eaire (voir section 1.2.8). Or, cette partie constitue bien souvent celle com-
portant le plus d'�el�ements dans les �etudes. Ainsi, l'assemblage de cette matrice est enO(N nl

e )
avec bien souventN nl

e plus petit mais de l'ordre de N .

3. La projection dans la base r�eduite de M (�) : M r (	X k
r;j � 1) = � t M (	X k

r;j � 1)	 . La com-
plexit�e associ�ee est en premi�ere intention de O(mN log(N )), et peut être acc�el�er�ee notam-
ment en assemblant directement le vecteur deR N M r (	X k

r;j � 1)	X k
r;j � 1 plutôt que la matrice

M r (	X k
r;j � 1) 2 RN � N multipli�e par 	X k

r;j � 1 2 RN .
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Complexit�e associ�ee au calcul de la jacobienne r�eduite
En ce qui concerne la matrice jacobienne r�eduite, la situation est identique. En e�et, on peut d�ecomposer
son expression de la même mani�ere que pour le r�esidu, nous menant ainsi �a

J r (	X k
r;j � 1) =

K r

�|{z}
+ �J r (	X k

r;j � 1) + M �;r (� k
r )

| {z }
: (3.15)

o�u �J r (�) est issue de la projection dans la base r�eduite de�J(�) = @M
@X (�) (d�e�nie dans l'annexe B.2) :

�J r (	X k
r;j � 1) = � t �J(	X k

r;j � 1)	 : (3.16)

Ainsi, on voit que les deux matrices �J r (	X k
r;j � 1) et M �;r (� k

r ) situ�ees sous la seconde accolade dans

(3.15) varient au fur et �a mesure de la r�esolution num�erique. �A l'instar du r�esidu, c'est surtout
l'�evaluation de �J r (	X k

r;j � 1), li�ee au comportement ferromagn�etique non lin�eaire, qui a�ecte le temps
de calcul. En particulier, son calcul requiert :

1. La projection de la solution r�eduite dans la base EF : ~X k
j � 1 = 	X k

r;j � 1, en O(mN ).

2. L'assemblage de la matrice�J(�), en O(N nl
e ).

3. La projection dans la base r�eduite de�J : �J r (	X k
r;j � 1) = � t �J(	X k

r;j � 1)	 , en O(mN log(N )).

Ainsi, les m�ethodes de r�eduction pr�esent�ees pr�ec�edemment ne su�sent pas pour traiter e�cacement
les probl�emes non lin�eaires. Nous allons donc pr�esenter dans cette section deux approches permettant
de r�eduire le temps de calcul li�e �a l'�evaluation de la jacobienne r�eduite et du r�esidu r�eduit.

3.1.2 Acc�el�eration du calcul des termes non lin�eaires

Dans cette section, nous allons donc pr�esenter deux familles de m�ethodes permettant de r�eduire
le coût de calcul des termes non lin�eaires, tout en se couplant naturellement avec les m�ethodes de
r�eduction pr�esent�ees pr�ec�edemment. L'ingr�edient principal de ses approches r�eside dans la d�etermination
d'un masque contenant les inconnues EF les plus repr�esentatives dans le domaine non lin�eaire notam-
ment. Les �equations seront ensuite interpol�ees ou projet�ees sur ces composantes, a�n d'acc�el�erer les
calculs non lin�eaires.

La premi�ere famille de m�ethodes se base sur l'interpolation des quantit�es non lin�eaires. Parmi ces
approches, on retrouve principalement la (Discrete) Empirical Interpolation Method [6] [7] ((D)EIM) et
la Gappy POD (GPOD) [8]. Ces deux m�ethodes ont �et�e d�evelopp�ees dans des contextes tr�es di��erents,
mais permettent de diminuer la complexit�e du calcul des termes non lin�eaires de mani�ere tr�es similaire.
En e�et, elles permettent d'interpoler le terme non lin�eaire en ne calculant sa valeur que sur certaines
composantes. En particulier, on verra que la GPOD peut être vue comme une g�en�eralisation de la
(D)EIM.

La seconde famille revient �a modi�er la base de projection � de fa�con astucieuse, dans le but
de limiter le calcul des termes non lin�eaires. On peut alors parler de m�ethodes de Petrov-Galerkin.
Cette approche a �et�e introduite dans deux domaines di��erents, sous le nom de l'Hyper-Reduction
(HR) [10] et de la Missing Point Estimation (MPE) [73]. La m�ethode HR, adapt�ee aux probl�emes EF
issus de la m�ecanique du solide, ne di��ere de la MPE, introduite dans le contexte des Volumes Finis
pour les probl�emes de m�ecanique des 
uides, que par la m�ethode de construction du masque. Bien
que poss�edant des bases math�ematiques moins solides que celles issues de l'interpolation, ces deux
approches ont �et�e appliqu�ees avec succ�es �a des probl�emes complexes issus du domaine de l'ing�enierie
[74] et semblent o�rir une bonne robustesse.

Les deux sections suivantes pr�esentent donc comment r�eduire le coût de calcul des probl�emes non
lin�eaires par projection, ou interpolation. Ensuite, les di��erentes m�ethodes permettant de construire
le masqueZ seront explicit�ees.
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3.1.2.1 Acc�el�eration du calcul non lin�eaire par interpolation (D)EIM/GPOD

Comme on le verra par la suite, la GPOD peut être interpr�et�ee comme une g�en�eralisation de la
(D)EIM. A�n de clari�er l'expos�e, on choisit de pr�esenter dans un premier temps la (D)EIM, pour
ensuite introduire la g�en�eralisation de l'approche grâce �a la GPOD.

A�n de s�eparer de fa�con optimale les termes lin�eaires et non lin�eaires �a �evaluer, on injecte dans l'ex-
pression du r�esidu la d�ecomposition de la matriceM (�) en sa partie lin�eaire et non lin�eaire (pr�esent�ee
dans l'annexe B.3). On a alors

R (X k
j ) =

�
K
�

+ M � (� k
r ) + M lin

�
X k

j � CU k �
K
�

:X k� 1

| {z }
+ M nl

�
X k

j

�
X k

j
| {z }

: (3.17)

Dans l'expression pr�ec�edente, les termes situ�es sous la premi�ere accolade ont une d�ependance lin�eaire
par rapport �a X k

j et pourront donc être r�eduits e�cacement. C'est donc le terme M nl

�
X k

j

�
X k

j qui
concentrera donc l'essentiel de l'e�ort num�erique. On introduit alors la fonction vectorielle non lin�eaire
G(�) �a valeur dans RN, qui est d�e�nie telle que

G : U 2 RN 7�! G(U ) = M nl (U ) U 2 RN : (3.18)

Le but de cette approche est ainsi de trouver une approximation deG(�) a�n de r�eduire la complexit�e
associ�ee �a son calcul.

3.1.2.1.A Approximation du terme non lin�eaire en base r�eduite
�A l'instar des m�ethodes pr�esent�ees pr�ec�edemment, la (D)EIM permet de trouver une approximation
dans une base r�eduite. Cependant, ce n'est plus la solution qui est approch�ee cette fois-ci, mais di-
rectement le terme non lin�eaire G(�). Ainsi, cette base r�eduite sera di��erente de 	 , celle utilis�ee pour
approcher la solution EF X . Soit donc � 2 RN � g, la base r�eduite de taille g dans laquelle est approch�ee
G(�). L'approximation (D)EIM ~G(�) s'�ecrit alors

~G : U 2 RN 7�! ~G(U ) = � ~G �
r (U ) 2 RN ; (3.19)

avec donc ~G �
r (�) 2 Rg, les coordonn�ees r�eduites de ~G(�) 2 RN dans la base� . L�a encore, si la taille

de la base r�eduite g est plus petite que celle de la dimension du probl�eme totalN , l'approximation
sera plus rapide �a calculer.

A�n de construire la base r�eduite � , la m�ethode POD est utilis�ee (voir section 2.2.1.1.A). La
premi�ere �etape consiste donc �a g�en�erer une base de snapshots, permettant ensuite d'en d�eduire une
base r�eduite. Cette fois-ci cependant, ces snapshots ne sont pas extraits �a partir de la solution EF
X mais sont issus du vecteur non lin�eaireG(�). Ainsi, soit T 2 RN � s, la matrice de snapshots non
lin�eaires dans laquelle sont concat�en�ees di��erentes instances du terme non lin�eaire G(�). Par exemple,
si l'on dispose d'une matrice de snapshots sur la solutionX , S 2 RN � s, on peut construire T telle que

T = ( G(S1);G(S2); : : : ;G(Ss)) (3.20)

Ensuite, la base r�eduite est d�etermin�ee en appliquant la POD-SVD (voir section 2.2.1.1.B) sur la
matrice de snapshots non lin�eairesT . On factorise ainsi T 2 RN � s en

T = U :s� :s
:sV t

:s; (3.21)

avec U :s 2 RN � s, les s vecteurs singuliers �a gauche,V :s 2 Rs� s, les s vecteurs singuliers �a droite,
et � :s

:s la matrice carr�ee contenant les s valeurs singuli�eres deT sur sa diagonale. Apr�es troncature �a
l'ordre g, on obtient �nalement � , la matrice dans laquelleG(�) est approch�ee par la relation suivante

� = U :g 2 RN � g (3.22)
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Remarque 3.1. On pourrait �egalement utiliser une POD �energ�etique pour le calcul de la base r�eduite.
Cependant, cette approche n'a pas �et�e abord�ee dans la litt�erature. On peut sans doute l'expliquer par
le fait que G(�) est une quantit�e analogue au r�esidu. Elle appartient donc �a l'espace dual de celui
sur lequel est �etabli la formulation variationnelle. Concr�etement, il faudrait appliquer la d�emarche de
la POD �energ�etique (voir section 2.2.1.1.B), mais le calcul de la matrice de corr�elation n�ecessiterait
alors l'inverse de la matrice de normeM k�k d�e�nie par (2.51). En e�et, la matrice de corr�elation se
calcule dans ce cas par la relation suivante :

M k�k
cor = T t

�
M k�k

� � 1
T : (3.23)

Lorsque le domaine est �xe, cette approche est ainsi possible mais coûteuse de par le calcul de
�
M k�k

� � 1
T .

De plus, dans le cas de domaine en mouvement, la matrice de norme varie en fonction de la position,
et la d�e�nition de la matrice de corr�elation situ�ee ci-dessus n'est de ce fait plus valide.

Voyons maintenant comment d�eterminer les coordonn�ees r�eduites deG(�) dans � , ~G �
r (�) 2 Rg.

3.1.2.1.B Interpolation du terme non lin�eaire par la (D)EIM
A�n de d�eterminer une approximation en base r�eduite ~G(�) de G(�), la (D)EIM va se baser sur le
calcul deg composantes deG(�) parmi les N (avec g << N ) Le choix de cesg indices, not�es z1; : : : ;zg

sera d�etaill�e dans la section 3.1.3.3. Pour le moment, faisons juste l'hypoth�ese que ces composantes
sont astucieusement choisies et permettent de bien repr�esenter le terme non lin�eaire.

D'un point de vue alg�ebrique, il s'agit d'extraire g lignes parmi N G(�), correspondant aux indices
z1; : : : ;zg. Cette op�eration peut se repr�esenter simplement par l'action de la matrice de masqueZ 2
Rg� N . Celle-ci est d�e�nie comme la concat�enation desg lignes d'indice z1; : : : ;zg de la matrice identit�e
de taille N . Concr�etement, Z est nulle partout sauf pour la zi

�eme colonne de la lignei = 1 ; : : : ;g, o�u
elle vaut 1. Elle s'�ecrit donc

Z ij = � zi
j : (3.24)

Finalement, la s�election desg composantesz1; : : : ;zg du vecteur G(�) s'�ecrit :

[G(�)](z1 ;:::;zg ) = ZG (�): (3.25)

A�n de clari�er l'�ecriture par la suite, on introduit la notation suivante :

U jZ = ZU ; (3.26)

de sorte que (3.25) s'�ecrive :

[G(�)](z1 ;:::;zg ) = GjZ (�): (3.27)

La d�etermination de ~G �
r (�) par la (D)EIM est �nalement bas�ee sur l'hypoth�ese suivante : l'ap-

proximation ~G(�) en base r�eduite de G(�) est exacte sur les composantes du masque (zi ) i =1 ;:::;g . En

d'autres termes, on recherche~G(�) = � ~G �
r (�) telle que

~GjZ (�) = G jZ (�) (3.28)

ou encore en d�eveloppant l'approximation ~G(�) en base r�eduite

� jZ ~G �
r (�) = G jZ (�): (3.29)

Or, on verra par la suite que la matrice de masque est d�etermin�ee de telle sorte queZ� = � jZ 2 Rg� g

soit inversible. Si cette condition est bien v�eri��ee, alors on peut facilement d�eduire de (3.29) l'expression
de ~G �

r (�) :

~G �
r (�) = ( � jZ ) � 1 GjZ (�) (3.30)

et �nalement, l'approximation (D)EIM ~G(�) de G(�) s'�ecrit d'apr�es (3.19) et (3.30)

~G(�) = � (� jZ ) � 1 GjZ (�): (3.31)
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3.1.2.1.C Interpolation g�en�eralis�ee du terme non lin�eaire par la GPOD
La Gappy POD est une m�ethode introduite en 1995 [8], donc presque 10 ans avant l'EIM dans le
domaine de la reconnaissance faciale. L'approche a �et�e introduite dans le but de reconstruire une image
�a partir de la connaissance de seulement quelques pixels. En pratique, il faut d�eterminer au pr�ealable
une base de donn�ees d'images, que l'on trie par la m�ethode POD-SVD. Ensuite, cette base permet
d'interpoler sur les pixels manquants, au sens des moindres carr�es. Dans le contexte de la r�eduction
de mod�eles, cette m�ethode peut être utilis�ee en rempla�cant la notion d'image par des vecteurs non
lin�eaires, et celle de pixels par les composanteszk .

La GPOD permet alors de g�en�eraliser la (D)EIM dans le sens o�u le nombre de composantes dans
la matrice de masqueZ n'est plus n�ecessairement �egal �a la taille de � . En particulier, cela permet de
prendre en compte un nombre �g > g de composantesz1; : : : ;z�g plus important que g, le nombre de
vecteurs de la base non lin�eaire� 1; : : : ;� g. D'un point de vue num�erique, cette modi�cation revient
�a g�en�eraliser l'inverse de � jZ par sa pseudo-inverse dans la d�e�nition de ~G (3.31). En e�et, dans ce
cas� jZ est une matrice rectangulaire de taille �g � g, et n'est pas inversible si �g > g. L'approximation
par interpolation g�en�eralis�ee par la GPOD est alors

~G(�) = � (� jZ )+ GjZ (�); (3.32)

o�u A + 2 Ra� A d�esigne la pseudo-inverse de la matriceA 2 RA� a. En particulier, si �a l'instar de � jZ ,
le nombre de lignesA de la matrice A est sup�erieur �a son nombre de colonnesa, la pseudo-inverse est
d�e�nie par

A + = ( A � A ) � 1 A � ; (3.33)

�a condition que la matrice A � A soit inversible. En pratique, la matrice � jZ a toutes les chances de
disposer d'une pseudo-inverse tant que le nombre de composantes s�electionn�ees �g reste bien inf�erieur
�a la discr�etisation EF N .

Pour obtenir ce r�esultat, il su�t de repartir de l'approximation de G dans sa base r�eduite� . Dans
(3.29), on cherchait ~G �

r (�) tel que l'approximation ~G(�) = � ~G �
r (�) soit exacte sur les composantesZ :

� jZ ~G �
r (�) = G jZ (�): (3.34)

Cette hypoth�ese est cependant trop complexe dans ce cas. En e�et, on approcheG par ~G �a l'aide des
g fonctions � 1; : : : ;� g. On a doncg degr�es de libert�e. Cependant, on cherche �a v�eri�er l'exactitude de
l'approximation sur �g composantes. On a alors �g contraintes. On cherche donc �a r�esoudre un probl�eme
poss�edant g inconnues pour �g > g contraintes. Le syst�eme (3.34) est alors sur-dimensionn�e. Bien que
ce-dernier n'ait pas de solutions, il est cependant possible de le r�esoudre au sens des moindres carr�es.
Ainsi, en multipliant (3.34) par ( � jZ )t , on a

(� jZ )t � jZ ~G �
r (�) = ( � jZ )t GjZ (�): (3.35)

En supposant que (� jZ )t � jZ est inversible, alors on obtient

~G �
r (�) =

�
(� jZ )t � jZ

� � 1
(� jZ )t GjZ (�) (3.36)

= ( � jZ )+ GjZ (�); (3.37)

et permet ensuite d'obtenir de la même mani�ere que pr�ec�edemment le r�esultat (3.32) esp�er�e.
En�n, l'avantage o�ert par l'approximation GPOD (3.32) est que celle-ci redonne directement

l'approximation (D)EIM lorsque �g = g. C'est pourquoi on parle de g�en�eralisation. Ainsi, on choisit
d'exprimer par la suite le terme non lin�eaire avec son interpolation g�en�eralis�ee GPOD (3.32) a�n d'être
coh�erent avec les deux approches.

Remarque 3.2. A premi�ere vue, la m�ethode GPOD n'a que peu d'int�erêt car elle demande un e�ort
de calcul suppl�ementaire et ne permet de r�esoudre le probl�eme d'interpolation uniquement au sens
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des moindres carr�es. Le premier point est incontestable, car il faut �evaluer le terme non lin�eaire G
sur d�esormais �g > g composantes. Cependant, l'approche GPOD a tendance �a stabiliser le syst�eme.
En e�et, un des probl�emes avec l'approche (D)EIM est que le mod�ele r�eduit n'h�erite pas des pro-
pri�et�es de stabilit�e du mod�ele complet. En e�et, on verra dans l'�equation (3.57) que même siJnl est
sym�etrique, son approximation r�eduite ~Jnl;r une fois la (D)EIM appliqu�ee �a toutes les chances d'être
non sym�etrique, ce qui peut se traduire par des instabilit�es num�eriques. La GPOD ne permet pas de
sym�etriser le syst�eme, mais n�eanmoins, on observe en pratique que cette m�ethode permet d'am�eliorer
la convergence dans le cas o�u la (D)EIM fait d�efaut.

3.1.2.1.D Calcul e�cace des termes non lin�eaires dans la base r�eduite
On a donc vu comment construire une approximation ~G(�) du terme non lin�eaire G(�) grâce �a la
(D)EIM et la GPOD. Nous allons maintenant montrer en quoi cette approximation permet de r�eduire
fortement la complexit�e du calcul en base r�eduite. Premi�erement nous verrons comment calculer ef-
�cacement le r�esidu r�eduit, directement dans la base r�eduite, et deuxi�emement comment calculer la
Jacobienne r�eduite du nouveau probl�eme de Newton.

Calcul e�cace du r�esidu r�eduit
Pour ce faire, on introduit l'approximation ~R (X k

j ) du r�esidu R (X k
j ) lorsque le terme non lin�eaire a

�et�e approch�e avec une des deux m�ethodes d'interpolation :

~R (X k
j ) =

�
K
�

+ M � (� k
r ) + M lin

�
X k

j � CU k �
K
�

X k� 1 + ~G
�

X k
j

�
(3.38)

Apr�es, projection dans la base r�eduite gauche � et en approchant X par ~X = 	X , on a le r�esidu
r�eduit interpol�e :

~R r ( ~X k
j ) =

�
K r

�
+ M �;r (� k

r ) + M lin;r

�
X k

r;j � C r U k �
K r

�
X k� 1

r + ~G r

�
~X k

j

�
(3.39)

o�u les matrices r�eduites K r , M �;r et C r ont d�ej�a �et�e d�e�nies dans (2.37), (2.38) et (2.40) respectivement.
Par ailleurs, M lin;r 2 Rm� m et ~G r (�) �a valeur dans Rm sont de même d�e�nis par :

M lin;r = � t M lin 	 (3.40)
~G r (�) = � t ~G(�): (3.41)

Examinons en quoi l'�evaluation de ~G r ( ~X k
j ) peut être rendue tr�es rapide par une d�ecomposition

astucieuse des produits matriciels. Ainsi, d'apr�es (3.32) et (3.41), on a

~G r ( ~X k
j ) = � t � (� jZ )+ GjZ ( ~X k

j ) (3.42)

ou encore

~G r ( ~X k
j ) = QG jZ ( ~X k

j ); (3.43)

avec la matrice rectangulaireQ 2 Rm� g de dimension r�eduite, d�e�nie par

Q = � t � (� jZ )+ : (3.44)

C'est dans (3.43) que r�eside toute l'e�cacit�e de l'approximation par interpolation. En e�et, la
matrice Q ne d�epend pas deX , et peut donc être pr�e-calcul�ee une fois les bases r�eduites et les indices
Z connus. Cette matrice �etant de petite taille ( m lignes, et �g colonnes, avecm;�g << N ), l'�evaluation

en-ligne du terme non lin�eaire r�esiduel ~G r

�
~X k

j

�
n�ecessite seulement :

1. L'�evaluation des �g composantesz1; : : : ;z�g du vecteur G( ~X k
j ), soit le vecteur de dimension r�eduite :

G jZ ( ~X k
j ) 2 R�g, avec �g << N .
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2. Le produit de la matrice Q de taille r�eduite m � �g, avec le vecteurG jZ ( ~X k
j ), lui aussi de taille

r�eduite �g. La complexit�e de cette op�eration est en O(m�g) au lieu de O(mN ).

Remarque 3.3. L'�evaluation du terme GjZ ( ~X k
j ) peut être davantage acc�el�er�ee en tirant parti des

�el�ements �nis d'ordre 1 utilis�es. En e�et, l'assemblage de la composante zk du terme non lin�eaire
G( ~X k

j ) ne n�ecessite la connaissance que de~X k
j sur les plus proches voisins de l'inconnuezk . Soit donc

Ẑ la matrice de masque contenant leŝg plus proches voisins des inconnues associ�ees �az1; : : : ;z�g (ainsi
que leszk elles-mêmes). Alors l'�evaluation des �g composantes deGjZ ( ~X k

j ) ne n�ecessite que la valeur
de ~X k

j sur les ĝ composantes. En d'autre termes,

G jZ ( ~X k
j ) = ZG jZ (Z ~X k

j ) (3.45)

= GjZ (Ẑ	X k
r;j ) (3.46)

= GjZ (	 jẐ X k
r;j ): (3.47)

Ainsi, il est possible de pr�e-calculer la matrice 	 jẐ 2 Rĝ� m a�n de r�eduire la complexit�e de la projection
de X k

r;j . Celle-ci passe alors deO(Nm) �a O(ĝm).

Calcul e�cace de la Jacobienne r�eduite
Maintenant que le terme non lin�eaire peut être �evalu�e rapidement dans la base r�eduite, voyons comment
obtenir la jacobienne de ce nouveau probl�eme non lin�eaire. Pour ce faire, il convient de remarquer que
le r�esidu r�eduit ~R r d�e�ni par (3.39) est une fonction qui d�epend a priori de ~X = 	X r . Or, la base
r�eduite 	 �etant �x�ee, celui-ci ne d�epend en r�ealit�e que de la solution r�eduite X r . Ainsi, la jacobienne
r�eduite du probl�eme (D)EIM, ~J r est d�e�nie par

~J r : U r 2 Rm 7�! ~J r (U r ) =
@~R r

@X r
(U r ) 2 Rm� m : (3.48)

En d�eveloppant avec U r = X k
r;j , on a alors :

~J r =
K r

�
+ M �;r (� k

r ) + M lin;r +
@~G r

@X r
(	X k

j;r ): (3.49)

Il ne reste plus qu'�a d�etailler la d�eriv�ee du terme non lin�eaire, que l'on note ~Jnl;r 2 Rm� m . D'apr�es
(3.43), on a

~Jnl;r =
@~G r

@X r
(	X k

j;r ) (3.50)

= QZ
@G
@X r

(	X k
j;r ) (3.51)

= QZ
@G
@X

(	X k
j;r )

@X
@X r

; (3.52)

o�u la derni�ere ligne a �et�e obtenue en utilisant la loi de d�erivation compos�ee :

@
@X r

=
@

@X
@X
@X r

: (3.53)

Or d'une part, la transformation permettant de passer deX r �a X est X = 	X r , d'o�u

@X
@X r

=
@	X r

@X r
(3.54)

= 	 : (3.55)
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D'autre part, la matrice @G
@X (�) est exactementJnl (�), d�e�nie dans l'annexe B.3. Ainsi, la partie non

lin�eaire de la jacobienne r�eduite est �nalement

~Jnl;r = QZJ nl (	X k
r;j )	 (3.56)

= QJ nl jZ (	X k
r;j )	 (3.57)

L�a encore, l'�evaluation de la matrice de dimension r�eduite ~Jnl;r est peu coûteuse lorsque les
op�erations sont e�ectu�es selon un ordre astucieux. Ainsi, il s'agit de

1. Calculer Jnl jZ (	X k
r;j ) 2 R�g� N . Cette matrice correspond �a la s�election des �g lignes de la matrice

jacobienneJnl . Par cons�equent, il s'agit de �g lignes de taille N , mais "creuses" du fait des EF.
De plus, son �evaluation peut être davantage acc�el�er�e en ne projetant la solution r�eduite que sur
les composantes connexes auz1; : : : ;z�g (voir remarque 3.3).

2. Le produit matriciel de Jnl jZ (	X k
r;j ) avec 	 . Or la premi�ere matrice �etant creuse, la matrice

r�esultante de taille r�eduite � g � m peut être obtenue rapidement.

3. Le produit matriciel de deux matrices de taille r�eduite : Q 2 Rm� �g avecJnl jZ (	X k
r;j )	 2 R�g� m ,

permettant d'obtenir �nalement ~Jnl;r 2 Rm� m .

3.1.2.1.E Algorithme de Newton-Raphson appliqu�ee au probl�eme r�eduit avec interpo-
lation
On est d�esormais en mesure d'appliquer la m�ethode de Newton appliqu�ee au probl�eme r�eduit avec
interpolation. On obtient donc le probl�eme de taille r�eduite suivant :

Trouver X k
r;j 2 Rm tel que

X k
r;j = X k

r;j � 1 �
h
~J r (X k

r;j � 1)
i � 1

~R r (X k
r;j � 1); (3.58)

avec la jacobienne r�eduite interpol�ee ~J r (�) d�e�nie par (3.49) et le r�esidu r�eduit interpol�e ~R r (�), par
(3.39). L'algorithme 13 r�esume alors comment impl�ementer e�cacement la m�ethode de Newton Raph-
son appliqu�ee au probl�eme r�eduit avec interpolation :

Algorithme 13 : Newton Raphson appliqu�e au mod�ele r�eduit interpol�e

Donn�ees : Un vecteur initial X k
r; 0. Typiquement, on prend X k� 1

r ou le vecteur nul.
R�esultat : Le vecteur solution X k

r .
Initialisation de j = 1 et de � = � + 1 ;
tant que (j = 1 < N max

nl et � > � ) faire
Interpolation de la partie non lin�eaire de la jacobienne ~Jnl;r (X k

r;j � 1) (�equation (3.57)) ;
Interpolation du vecteur non lin�eaire ~G r (X k

r;j � 1) (�equation (3.43)) ;
Calcul de la jacobienne r�eduite interpol�ee ~J r (X k

r;j � 1) (�equation (3.57));
Calcul du r�esidu r�eduit interpol�e ~R r (X k

r;j � 1) (�equation (3.39));
Calcul de X k

r;j , (3.58) ;

Calcul de l'erreur associ�ee �a X k
r;j : � k

j =





 ~R r (X k

r;j )





 ;

Incr�ementation : j := j + 1 ;

�n
Sauvegarde de la solution :X k

r = X k
r;j ;

Remarque 3.4. L'algorithme du point �xe s'obtient lui naturellement avec la (D)EIM ou la GPOD.
Cependant, il o�re en pratique une moins bonne convergence que l'algorithme de Newton-Raphson,
c'est pourquoi nous nous limitons �a la pr�esentation de ce dernier.
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3.1.2.1.F Autres variantes
La Gauss Newton Approximated Tensor [75] a �et�e �egalement introduite dans le contexte de l'interpo-
lation au sens des moindres carr�es par la GPOD. Cependant, l'id�ee est ici de construire deux bases
r�eduites � : une premi�ere � R pour approcher le r�esidu R , et une seconde� J qui servira �a interpoler
le terme J(�)	 . Ensuite, une r�esolution au sens des moindres carr�es permet de r�esoudre le syst�eme
r�eduit. Cette approche permet notamment d'am�eliorer la stabilit�e du mod�ele r�eduit, mais sa construc-
tion demande un large coût m�emoire, et est ainsi peu adapt�ee �a nos probl�emes. En e�et, lors du calcul
dess snapshots, la matrice	 n'est pas encore construite. Ainsi, on ne peut pas calculer les snapshots
des termesJ(�)	 2 RN � m . Il faut donc sauvegarder less matrices J(Sk ) 2 RN � N , k = 1 ; : : : ;s, a�n
de pouvoir �evaluer dans un second tempsJ(Sk )	 , une fois la base r�eduite 	 calcul�ee.

En�n, Peherstorfer propose dans [76] d'utiliser non pas une mais plusieurs bases d'interpolation
pour approcher G(�), dans une m�ethode appel�ee la Localized DEIM (LDEIM). Le choix de la base se
fera en fonction de la valeur d'un certain param�etre. Par exemple dans le cas d'un machine tournante,
la LDEIM pourrait permettre d'interpoler le terme non lin�eaire par une premi�ere base si � 2 [0;� ], et
dans une seconde si� 2 [�; 2� ]. La m�ethode permet notamment d'am�eliorer la pr�ecision et la stabilit�e
du mod�ele r�eduit, au prix d'une construction du mod�ele pendant l'�etape O�ine plus complexe et plus
lourde.

3.1.2.2 Acc�el�eration du calcul non lin�eaire par projection de Petrov-Galerkin

Avec ce type d'approches, il n'est pas n�ecessaire de construire une base d'interpolation de type
non lin�eaire � . En e�et, seule l'approximation de la solution dans la base r�eduite 	 su�t. Un des
autres avantages est que la m�ethodologie s'applique directement �a partir de l'�equation non lin�eaire
(type point �xe ou Newton), ce qui rend son impl�ementation plus directe. En reprenant les arguments
de la remarque 3.4, on limitera l'application de ces approches �a la m�ethode de Newton, car celle-ci
o�re en pratique une bien meilleure convergence.

3.1.2.2.A Projection du syst�eme sur un masque
Ainsi, reprenons l'�equation de Newton du probl�eme g�en�eral (1.180) appliqu�e �a ~X = 	X r , l'approxi-
mation de X dans 	 . En notant �X k

r;j = X k
r;j � X k

r;j � 1, (1.180) se r�e�ecrit

J(	X k
r;j � 1)	�X k

r;j = R (	X k
r;j � 1): (3.59)

L'�equation matricielle (3.59) d'inconnue � ~X j
r 2 Rm est donc un syst�eme surdimensionn�e deN lignes

pour seulementm inconnues. A�n de r�esoudre le probl�eme, l'id�ee est d'utiliser une approche de type
Galerkin en multipliant �a gauche (3.59) par � t aboutissant �a un syst�eme r�eduit carr�e et inversible.
Cependant, on a vu dans la section pr�ec�edente que proc�eder de la sorte g�en�ere un coût de calcul
prohibitif du fait des termes non-lin�eaires, car il s'agit de constamment r�e�evaluer et projeter dans la
base r�eduite.

A�n de pallier ce probl�eme, l'id�ee introduite dans [73] et [10] est de multiplier (3.59) par une
matrice de masqueZ 2 R�g� N permettant de s�electionner �g > m composantes (et dont on d�etaillera
la construction dans la suite de cette section). On a alors

ZJ (	X k
r;j � 1)	�X k

r;j = ZR (	X k
r;j � 1): (3.60)

ou avec la notation jZ ,

J jZ (	X k
r;j � 1)	�X k

r;j = R jZ (	X k
r;j � 1): (3.61)

Le syst�eme n'est alors plus carr�e, mais �a l'avantage d'être plus rapide �a �evaluer. En e�et, pour les
mêmes raisons �enonc�ees pr�ec�edemment, l'�evaluation de J jZ (�) ne demande que le calcul de �g lignes
creuses au lieu deN >> �g pour J(�).
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3.1.2.2.B Algorithme de Newton Raphson appliqu�e au probl�eme r�eduit avec projection
oblique
La m�ethode introduite dans l'article original de la Missing Point Estimation (MPE) [73] et de l'Hyper-
Reduction (HR) [10] pour r�esoudre le syst�eme rectangulaire (3.61) est de le multiplier par la transpos�ee
de Z	 = 	 jZ . On a alors :

	 t Z t ZJ (	X k
r;j � 1)	�X k

r;j = 	 t Z t ZR (	X k
r;j � 1): (3.62)

Finalement, en introduisant ~	 , la base r�eduite de taille m d�e�nie par

~	 = Z t Z	 ; (3.63)

on remarque que le syst�eme (3.62) est en r�ealit�e issu d'une projection de Petrov-Galerkin de l'�equation
de Newton (3.59) sur ~	 . Ainsi, le probl�eme de Newton par projection oblique se r�e�ecrit :

Trouver �X k
r;j 2 Rm tel que

~	 t J(	X k
r;j � 1)	�X k

r;j = ~	 t R (	X k
r;j � 1): (3.64)

L'algorithme 14 r�esumant �nalement l'approche par projection est pr�esent�e ci-dessous :

Algorithme 14 : Newton Raphson appliqu�e au mod�ele r�eduit interpol�e

Donn�ees : Un vecteur initial X k
r; 0. Typiquement, on prend X k� 1

r ou le vecteur nul.
R�esultat : Le vecteur solution X k

r .
Initialisation de j = 1 et de � = � + 1 ;
tant que (j = 1 < N max

nl et � > � ) faire
Calcul de la projection oblique deJ	 sur ~	 : ~	 t J	 = ( 	 t Z)ZJ (	X k

r;j � 1)	 ;
Calcul de la projection oblique du R�esidu R sur ~	 : ~	R t = ( 	 t Z)ZR (	X k

r;j � 1) ;
Calcul de �X k

r;j , solution de (3.64) ;
Mise �a jour de X r : X k

r;j = X k
r;j � 1 + �X k

r;j ;

Calcul de l'erreur associ�ee �a X k
r;j : � k

j =





 ~	R t






 ;

Incr�ementation : j := j + 1 ;

�n
Sauvegarde de la solution :X k

r = X k
r;j ;

Remarque 3.5. La projection du syst�eme rectangulaire (3.61) sur 	 jZ n'est pas la seule fa�con d'ob-
tenir une solution. Ainsi, il a �et�e propos�e r�ecemment dans [77] d'utiliser une r�esolution au sens des

moindres carr�es. Cela revient concr�etement �a multiplier l'�equation (3.61) par
�

J jZ (	X k
r;j � 1)	

� t
, me-

nant �a un syst�eme carr�e et sym�etrique.

3.1.3 Construction du masque

Les deux types d'approches pr�esent�ees pr�ec�edemment reposent sur une matrice de masqueZ conte-
nant les composantes selon lesquelles on projettera ou interpolera les di��erents termes. Di��erentes
heuristiques ont alors �et�e propos�ees a�n de d�eterminer Z. Ainsi, les premiers crit�eres de s�election
introduits dans le cadre de la MPE (2004) et de l'HR (2005) sont plutôt empiriques et n'ont pas de
justi�cations math�ematiques tr�es solides. N�eanmoins, ces m�ethodes s'appliquent �a des probl�emes in-
dustriels, et apparaissent comme une premi�ere �ebauche des m�ethodologies suivantes. Ainsi, la (D)EIM
sortie 3 ans plus tard propose un algorithme glouton e�cace et rapide �a calculer [7]. En�n et plus
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r�ecemment, l'approche QDEIM et l'algorithme Maxvol[78] permettent d'am�eliorer la s�election des
composantes.

Remarque 3.6. Puisque la (D)EIM, la MPE et l'HR proposent �a la fois une m�ethodologie pour
interpoler le terme non lin�eaire et aussi pour la s�election des composantes, on fait pr�ec�eder dans la
suite de ce m�emoire par "S-" lorsque l'on parle de la technique de s�election des composantes. Ainsi, la
(D)EIM d�esignera la m�ethode d'interpolation tandis que la S-(D)EIM repr�esente l'approche permettant
de construire le masque de composantes.

3.1.3.1 S�election des composantes avec la S-MPE

L'algorithme de s�election introduit dans l'article original de la MPE [74] est bas�e sur le condition-
nement de la matriceCZ =

�
(	 jZ )t 	 jZ

�
2 Rm� m . En particulier, l'id�ee est de rechercher un masque

Z pour lequel le conditionnement deCZ soit minimal (donc proche de 1).
En e�et, Astrid montre dans [74] que l'erreur de reconstitution GPOD d'une solution �a partir d'un

masqueZ peut être approch�ee par :

� Z = kI m � CZ k : (3.65)

On peut comprendre ce r�esultat par le raisonnement suivant : puisque	 est orthonormal, chercherZ
tel que CZ � I m signi�e par d�e�nition que

�
(	 jZ )t 	 jZ

�
� 	 t 	 : (3.66)

En d'autres termes, lesZ composantes concentrent l'essentiel de l'information sur	 . Or, 	 �etant la
base r�eduite approchant la solution X , on en d�eduit que Z permet de bien repr�esenter les �evolutions
de X . Ainsi, plus CZ est proche de la matrice d'identit�e, plus l'utilisation du masque Z sera pertinent.

En pratique, la minimisation de � Z est un probl�eme di�cile �a r�esoudre. L'id�ee est alors d'utiliser
un algorithme glouton permettant d'obtenir un masque Z non optimal, mais e�cace en pratique. �A
l'it�eration k, on suppose ainsi que l'on connâ�t lesk premi�eres composantesf z1; : : : ;zkg. Il s'agit alors
de d�eterminer la composantezk+1 2 f 1; : : : ;N g minimisant le conditionnement de notre matrice. En
utilisant la notation "Matlab", ce probl�eme s'�ecrit simplement :

Trouver zk+1 2 f 1; : : : ;N g n fz1; : : : ;zkg tel que

zk+1 = arg min
i =1 ;:::;N

cond
�
	 ([z1; : : : ;zk ;i ]; :)t 	 ([z1; : : : ;zk ;i ]; :)

�
(3.67)

3.1.3.2 S�election des composantes avec la S-HR

Dans le cadre de l'Hyper-Reduction, la cr�eation du masqueZ est plus directe. Il s'agira d'une part
de s�electionner les composantes maximisant la valeur absolue dess snapshotsS1; : : : ;Ss de la solution
X :

zk = arg max
i =1 ;:::;N

(Sk ) i ; 8k = 1 ; : : : ;s (3.68)

De plus, il est �egalement sugg�er�e de s�electionner les composantes maximisant une quantit�e d'int�erêt non
lin�eaire. Dans notre cas, on prendrait less composantes maximisant la valeur absolue des snapshots
T 1; : : : ;T s du terme non lin�eaire G(�) :

zk+ s = arg max
i =1 ;:::;N

(T k ) i ; 8k = 1 ; : : : ;s (3.69)
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Remarque 3.7. Dans les �equations (3.68) et (3.69), on peut remplacer les deux jeux de snapshots
par leur base POD respective	 et � .

Remarque 3.8. Les m�ethodes par projection permettent ainsi une impl�ementation plus facile en
projetant directement les �equations sur certaines composantes uniquement. Cette approche �etant ce-
pendant plus frontale que celles par interpolation, les auteurs sugg�erent dans [10] et [74] d'ajouter
manuellement des composantes dont l'expert connâ�t l'importance. Typiquement pour nos probl�emes,
il s'agit d'ajouter manuellement les composantes li�ees aux courants inconnus (grandeurs globales) lors
du couplage avec des �equations de circuit. En e�et, l'utilisateur n'a aucune limitation quant au nombre
de composantes �a prendre en compte avec ce type de m�ethodes. Ainsi, le d�eveloppement de m�ethodes
heuristiques adapt�ees �a des probl�emes sp�eci�ques est relativement simple �a mettre en �uvre.

3.1.3.3 S�election des composantes S-(D)EIM

Avec la S-(D)EIM [7], il s'agit de trouver Z qui minimise � G(Z), l'erreur d'approximation entre
G(U ) et ~G(U ), somm�e sur l'ensemble des valeurs deU possibles

� G(Z) =
Z

RN






 ~G(U ) � G(U )








2
dU (3.70)

=
Z

RN






 � (� jZ ) � 1 GjZ (U ) � G(U )








2
dU : (3.71)

Le probl�eme pr�ec�edent est dans le cas g�en�eral insoluble, du fait de l'int�egrale sur RN du terme non
lin�eaire. Une premi�ere approximation consiste �a remplacer l'int�egrale par une somme discr�ete sur
quelques valeurs repr�esentatives deG(U ). Or on dispose d�ej�a de ce type de quantit�es, �a savoir les
s snapshots non lin�eaires concat�en�es dansT . On remplace donc� G(Z) par son approximation ~� G(Z)
d�e�nie par

~� G(Z) =





 � (� jZ ) � 1 T jZ � T








2
(3.72)

Cette erreur permet ainsi de mesure l'erreur entre les snapshots non lin�eairesT , et leur reconstruction
(D)EIM � (� jZ ) � 1 T jZ . Le jeu d'indice contenu dansZ est donc solution du probl�eme de minimisation
suivant :

Trouver Z 2 Rg� N tel que

Z = arg min
�Z






 �

� �Z�
� � 1 �ZT � T








2
: (3.73)

Cette fois-ci la solution est calculable, mais reste cependant dure �a trouver. En e�et, il s'agit de
r�esoudre un probl�eme d'optimisation discret (car on recherche des indices parmif 1; : : : ;N g). Ainsi,
les algorithmes classiques par gradients ne sont pas disponibles.

L'id�ee apport�ee par Barrault [6] et Chaturantabut [7] est donc de remplacer (3.73) par une suite de
probl�emes (3.76) pour lesquels la solution est rapidement calculable. On parle alors de solution sous-
optimale au probl�eme de d�epart (3.73), dans le sens o�u rien n'indique que celle-ci est la meilleure. Dans
ce contexte, on suppose �a l'it�eration k � g que l'on dispose d'une approximation (D)EIM tronqu�ee
�a l'ordre k ~G k (�). Celle-ci ne prend en compte que lesk premiers vecteurs de base dans� et les k
premiers indices dansZ. Ainsi, l'approximation (D)EIM �a l'ordre k s'�ecrit

~G k (�) = � :k (� :k jZ :k ) � 1 GjZ :k (�); (3.74)

avec Z :k 2 Rk� N la matrice de masque contenant lesk premiers indices, et� :k 2 RN � k , les k � g
premiers vecteurs de la base non lin�eaire	 2 RN � g. Il s'agit alors de regarder l'erreur d'approximation
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Ek
G 2 RN de � k+1 par la (D)EIM �a l'ordre k :

Ek
G =

�
�
� � :k (� :k jZ :k ) � 1 � k+1 jZ :k � � k+1

�
�
� (3.75)

L'indice zk+1 suivant est alors la composante du vecteur deRN maximisant l'erreur Ek
G. Finalement,

le probl�eme (3.76) permettant de trouver l'indice zk+1 est d�e�ni par :

Trouver zk+1 2 f 1; : : : ;N g n fz1; : : : ;zkg tel que

zk+1 = arg min
i =1 ;:::;N

�
Ek

G

�

i
(3.76)

En pratique, la r�esolution successive desg probl�emes (3.76) revient �a s�electionner les indices du
pivot de Gauss de la matrice � (ou �elimination de Gauss Jordan). Une fa�con e�cace de les ob-
tenir avec les biblioth�eques d'alg�ebre lin�eaire classiques type LAPACK [40] est alors d'appliquer une
d�ecomposition LU sur la matrice rectangulaire � . Les indicesz1; : : : ;zg sont alors lesg premiers indices
du vecteur de permutation LU.

Remarque 3.9. On peut citer notamment la Best Point Interpolation Method (BPIM) [79] qui modi�e
l'algorithme de s�election des composantesZ. L'id�ee est d'utiliser un algorithme d'optimisation pour
r�esoudre (3.73), au lieu de simpli�er ce-dernier en (3.76). Cette optimisation peut n�eanmoins être
compliqu�ee lorsque la BPIM est appliqu�ee pour interpoler un vecteur EF (comme dans notre cas).
En e�et, (3.73) est alors un probl�eme d'optimisation discr�ete (�a savoir trouver g composantes parmi
f 1; : : : ;N g), et les m�ethodes classiques par gradients ne sont pas disponibles. N�eanmoins, dans [80],
nous avons utilis�e un algorithme g�en�etique et montr�e que la BPIM o�rait des r�esultats plus pr�ecis
que ceux de la S-(D)EIM. N�eanmoins, comme bon nombre de probl�emes d'optimisation, l'e�cacit�e
de l'algorithme a une forte d�ependance dans les param�etres utilisateurs, et une heuristique g�en�erale
s'appliquant �a tous les probl�emes EF peut être dure �a d�eterminer. Ainsi, la BPIM permet de gagner
en pr�ecision, mais complexi�e l'application de la m�ethode.

3.1.3.3.A S�election des composantes QDEIM associ�e �a Maxvol
On a donc vu ci-dessus que les indices s�electionn�es par la S-(D)EIM correspondent aux indices pivots
dans l'�elimination de Gauss Jordan.

En d�ecomposant l'algorithme du Pivot de Gauss, on r�ealise que celui-ci permet de rechercher
de fa�con gloutonne (c'est-�a-dire une colonne apr�es l'autre) la sous-matrice carr�ee de tailleg incluse
dans � 2 RN � g ayant un volume maximal : � jZ . En e�et, l'algorithme S-(D)EIM va it�erativement
construire une matrice triangulaire inf�erieure en venant chercher �a l'it�eration k, la composantezk

maximisant la valeur absolue de la diagonale de� jZ . Or le volume d'une matrice carr�ee est la va-
leur absolue de son d�eterminant, et le d�eterminant d'une matrice triangulaire inf�erieure est �egale au
produit de ses termes diagonaux. Ainsi, la S-(D)EIM (ou le pivot de Gauss) permet de s�electionner
it�erativement des indices qui maximisent de fa�con gloutonne, les termes diagonaux de� jZ , et donc
son volumejdet � jZ j.

Ceci nous montre donc que la maximisation du volume de la sous-matrice apparâ�t comme un bon
crit�ere pour s�electionner les composantes du masqueZ, puisque la S-(D)EIM revient �a maximiser de
fa�con gloutonne ce volume. Malheureusement, le probl�eme associ�e �a la s�election d'une sous-matrice
carr�ee maximisant son volume est combinatoire et donc tr�es compliqu�e �a r�esoudre. Cependant, des
heuristiques ont �et�e d�evelopp�ees r�ecemment a�n de pallier ce probl�eme.

Ainsi, la QDEIM [81] permet d'obtenir de fa�con tr�es simple un jeu de composantes g�en�erant une
sous-matrice de volume plus grand que celui issu de la S-(D)EIM. En e�et, l'algorithme sous-jacent
n'est plus glouton mais global, ce qui permet d'obtenir un meilleur r�esultat. Pour ce faire, il su�t
d'extraire les g premiers indices de permutation associ�ee �a la factorisation QR (rank revealing) [82].
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En pratique de nombreuses biblioth�eques permettent d'obtenir de fa�con e�cace ces indices, notamment
LAPACK [40]. Dans Matlab, ceux-ci s'obtiennent en une seule commande [81].

De plus, l'algorithme it�eratif Maxvol propos�e dans [78] permet d'am�eliorer la s�election des compo-
santes �a partir d'une solution initiale (typiquement, on prend celle de la S-(D)EIM ou de la QDEIM).
Bien qu'it�eratif, l'algorithme n'est ici plus glouton car la maximisation du volume se fait de fa�con
globale et non une colonne apr�es l'autre comme pour la S-(D)EIM. De plus, son impl�ementation peut
être grandement acc�el�er�ee grâce �a quelques optimisations [78]. L'algorithme Maxvol est ainsi pr�esent�e
dans l'annexe E, et est disponible librement dans la librairie TT-Toolbox [83] disponible pour Python
et Matlab.

3.1.4 Couplage avec les m�ethodes de r�eduction lin�eaires

On a donc vu comment r�eduire le coût de calcul des termes non lin�eaires au sein du mod�ele r�eduit,
que ce soit avec les m�ethodes par interpolation, ou par projection oblique. Il reste donc �a voir comment
les m�ethodes de r�eduction lin�eaire pr�esent�ees dans la section 2.2 s'adaptent au cas non lin�eaire. On
verra alors que l'on peut classer toutes ces m�ethodes dans trois cat�egories : une premi�ere regroupant les
m�ethodes incompatibles avec le cas non lin�eaire, une seconde compos�ee des m�ethodes compatibles avec
le cas non lin�eaire, mais au prix d'une complexit�e calculatoire accrue et/ou d'instabilit�es num�eriques.
En�n, les m�ethodes formant la troisi�eme classe se couplent naturellement et e�cacement au non
lin�eaire.

3.1.4.1 M�ethodes de r�eduction incompatibles avec les probl�emes non lin�eaires

Dans les m�ethodes incompatibles avec les probl�emes non lin�eaires, on compte celles bas�ees sur la
r�esolution du probl�eme dans le domaine fr�equentiel (ou de Laplace) : �a savoir la Balanced POD et
celle d'Arnoldi.

En e�et, la repr�esentation d'un probl�eme dans le domaine fr�equentiel est extrêmement avantageuse
si celui-ci est lin�eaire. Dans ce cas, les di��erents harmoniques de la solution sont ind�ependants et il est
possible de d�e�nir un probl�eme associ�e �a chaque fr�equence f k (�a l'instar de (2.108) sur lequel se base
la BPOD). En particulier, trouver la d�ecomposition sur m harmoniques de la solution revient dans ce
cas pr�ecis �a la r�esolution de m probl�emes ind�ependants de taille N .

Mais la non-lin�earit�e du probl�eme vient perturber cette approche. Dans ce cas, les di��erents har-
moniques de la solution ne sont plus ind�ependants. En particulier, trouver la d�ecomposition surm
harmoniques de la solution revient alors �a la r�esolution d'un seul probl�eme de taille m � N au lieu de
m probl�emes ind�ependants de taille N sans non-lin�earit�e. Ainsi, l'obtention des di��erents snapshots
fr�equentiels pour la BPOD, et le calcul des moments de Pad�e pour Arnoldi peut devenir coûteux et
compliqu�e �a mettre en �uvre. En�n, le mouvement a aussi pour e�et de coupler les di��erents harmo-
niques, ce qui rend compliqu�e l'application de la BPOD et d'Arnoldi même aux probl�emes lin�eaires.
N�eanmoins, des codes d�edi�es �a la r�esolution de ce genre de probl�emes sont disponibles, notamment �a
EDF R&D et au L2EP avec code Carmel Spectral [84].

3.1.4.2 M�ethodes de r�eduction peu adapt�ees aux probl�emes d'�evolution non lin�eaires

La deuxi�eme cat�egorie de m�ethodes regroupe celles qui sont compatibles avec les probl�emes non
lin�eaires, mais au prix d'un coût de calcul �elev�e ou d'instabilit�es num�eriques. Dans cette classe de
m�ethode, on a les approchesa priori , �a savoir la Proper Generalized Decomposition et celle des
Reduced Basis. N�eanmoins, on souligne le fait qu'elles ne sont pas pour autant incompatibles avec les
probl�emes non lin�eaires. La m�ethode d'interpolation EIM a d'ailleurs �et�e introduite dans le contexte
des Reduced Basis [6], tandis que la PGD a pu être coupl�ee �a l'EIM sur un mod�ele de transformateur
triphas�e [71] (ces travaux ont �et�e r�ealis�es au L2EP en parall�ele de cette th�ese).

Nous allons donc examiner en quoi le coût de calcul des m�ethodes a priori appliqu�ees aux probl�emes
non lin�eaires peut devenir cons�equent dans un premier temps, et ensuite expliquer les potentielles
causes d'instabilit�es de ces algorithmes dans le cas de lois de comportement non lin�eaires.
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Pour le premier point, on rappelle qu'avec les m�ethodesa priori , il s'agit de rechercher it�erativement
une approximation ~X k de la solution X . Dans le cas du probl�eme g�en�eral d'�evolution temporelle
(1.157), ce genre d'approximation permet d'a�ner successivement ~X k (t), en r�esolvant un probl�eme
r�eduit sur tout le domaine temporel. Dans le cas lin�eaire, cette r�esolution en base r�eduite a une com-
plexit�e ind�ependante de N , la dimension du syst�eme de d�epart, ce qui rend l'algorithme extrêmement
e�cace. Dans le cas non lin�eaire, on a cependant vu que cette approche n'est plus possible. On peut
alors utiliser des m�ethodes d'interpolation telles que la (D)EIM ou la GPOD ou par projection oblique
comme avec la MPE ou l'HR. Cependant, le coût de calcul apr�es application de ces approches est
certes diminu�e, mais loin d'être anodin. Ainsi, la r�esolution successive des di��erentes approximations
~X k (t) jusqu'�a convergence de l'algorithme peut mener �a un coût de calcul tr�es important.

Deuxi�emement, on a vu qu'avec les m�ethodes d'interpolation, il fallait une base de snapshots non
lin�eaires T a�n d'en d�eduire une base r�eduite � et un masqueZ. Or le choix de ces snapshots est loin
d'être �evident dans le cas de probl�emes d'�evolution avec ces algorithmesa priori , �a savoir la PGD et
la m�ethode RB. Une approche consiste �a prendre des snapshots bas�es sur l'approximation RB/PGD
~X k �a l'it�eration courante : ~T k = G( ~X k ) [71]. Cependant, il faut garder en tête que ces~T k ne sont en
r�ealit�e que des approximations car bas�es sur ~X k et non sur la solution sur X k . Ainsi, les ~T k portent
en eux une erreur d'approximation, parfois tr�es importante pour les premi�eres it�erations RB/PGD
k. Interpoler selon une base r�eduiteapproximative peut donc entrâ�ner des instabilit�es. De même, la
d�etermination du masque Z bas�ee sur des snapshots de mauvaise qualit�e peut mener �a un choix de
composantes non pertinent.

Remarque 3.10. Le second point n'est plus exact si le probl�eme non lin�eaire perd sa qualit�e �evolutive
(sans d�eriv�ees en temps dans les �equations). En e�et dans ce cas, la m�ethode RB devient parti-
culi�erement adapt�ee �a la r�eduction du probl�eme non lin�eaire, et est alors compatible avec la (D)EIM.
C'est d'ailleurs dans ce contexte de probl�emes elliptiques (sans �evolution temporelle) que la M�ethode
d'Interpolation Empirique a �et�e introduite [6]. La m�ethode RB consiste �a a�ner la base r�eduite en
calculant successivement la solution pour certaines valeurs de param�etres : des snapshots. Vu qu'il n'y
a plus de d�eriv�ees en temps, aucune erreur n'est propag�ee et le calcul des snapshots est donc exact.
Ainsi, l'utilisation de ces snapshots "exacts" permettant une interpolation de bonne qualit�e.

N�eanmoins, certains probl�emes de convergence peuvent encore être rencontr�es dans ce cas. En
e�et, aux premi�eres it�erations k de l'algorithme RB, l'interpolation ne se fait qu'avec seulementk
composantes etk fonctions � 1; : : : ;� k . Si la fonction G(�) est fortement non lin�eaire, un nombre
de composantes d'interpolation trop petit peut mener �a une mauvaise approximation du terme non
lin�eaire, et �a des instabilit�es.

3.1.4.3 M�ethodes de r�eduction se couplant naturellement aux probl�emes d'�evolution
non lin�eaires

Les m�ethodes se couplant naturellement et e�cacement avec les probl�emes non lin�eaires sont donc
les deux restantes, �a savoir la POD et la CVT. En e�et, ces m�ethodes ne n�ecessitent ni une r�esolution
dans le domaine harmonique (contrairement �a la BPOD et Arnoldi), et permettent d'utiliser des
snapshots "exacts" contrairement �a ceux issus des m�ethodesa priori (PGD et RB).

N�eanmoins, le probl�eme de ces approches est que la qualit�e de la base r�eduite d�epend fortement du
choix des snapshots. En e�et, on rappelle que les snapshots repr�esentent l'information d'un syst�eme
que l'on va transf�erer dans la base r�eduite. Un manque d'information m�enera donc n�ecessairement �a
une base r�eduite peu repr�esentative, et �nalement �a un mauvais mod�ele r�eduit. En guise d'exemple,
on peut prendre le cas d'une machine tournante asym�etrique. E�ectuer des snapshots en faisant va-
rier l'angle au rotor de 0 �a � �a peu de chance de produire un mod�ele r�eduit pr�ecis pour � 2 ]�; 2� [.
Ainsi, une m�ethodologie bas�ee sur la connaissance de l'ing�enieur et permettant la s�election de snap-
shots repr�esentatifs sera d�etaill�e dans la section 3.2.1. L'id�ee est que si ces snapshots concentrent
su�samment d'information, le mod�ele r�eduit par la POD/CVT coupl�e �a des m�ethodes de projec-
tion/interpolation devrait mener �a des r�esultats pr�ecis.
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Ainsi, la m�ethode de projection utilis�ee dans la suite de ce m�emoire sera la POD, et coupl�ee �a une
m�ethode d'interpolation ou de projection a�n de traiter e�cacement les non-lin�earit�es.

3.1.5 Comparaison des m�ethodes de r�eduction traitant les non-lin�earit�es

Les di��erentes m�ethodes de r�eduction non lin�eaires sont compar�ees en faisant varier le nombre
de snapshots sur le transformateur triphas�e pr�esent�e dans la section 1.3.2. On choisit d'�etudier la
pr�ecision des di��erentes approches lorsque le dispositif est �a vide (les charges au secondaire ont alors
une r�esistance in�nie). Ce point de fonctionnement permet en e�et de saturer fortement les mat�eriaux
magn�etiques, et m�ene ainsi �a des comportements fortement non lin�eaires. Comparer les m�ethodes
sur un exemple di�cile permet ainsi d'�evaluer leur robustesse, et donc d'assurer la convergence des
mod�eles lorsque les mat�eriaux sont plus faiblement satur�es.

3.1.5.1 Param�etres du mod�ele de r�ef�erence

Les trois circuits primaires sont aliment�es par un syst�eme de tensions sinuso•�dales �equilibr�ees et
d'amplitude Vmax = 210

p
2V, tandis que les circuits secondaires sont �a vide. La simulation a �et�e

r�ealis�ee sur 200 pas de temps correspondant �a 5 p�eriodes �electriques, chacune discr�etis�ee par 40 points
par p�eriode. Le temps de calcul associ�e �a ce probl�eme est de 167.4s sur un Intel Core i7-4600U.

L'amplitude de la tension a �et�e ajust�ee a�n de saturer fortement les mat�eriaux. La �gure 3.1
pr�esente l'allure des courants dans le circuit primaire, et 3.2, celle des tensions triphas�ees �equilibr�ees.

Figure 3.1 { �Evolution des courants dans le circuit primaire
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Figure 3.2 { �Evolution des tensions dans le circuit primaire

3.1.5.2 Param�etres des m�ethodes de r�eduction non lin�eaires

Les trois m�ethodes de r�eduction pour traiter les non-lin�earit�es (D)EIM/GPOD/HR ont ainsi �et�e
appliqu�ees a�n d'acc�el�erer les temps de calcul. Les bases POD	 et � ont �et�e calcul�ees et tronqu�ees
d'apr�es la m�ethode pr�esent�ee dans 2.2.1.1.C, avec un coe�cient de troncature � = 10 � 12 (voir (2.82)).
Leur taille varie donc en fonction du nombre de snapshots pris en compte. De plus, la construction
du masqueZ dans le cas de la GPOD et de l'Hyper-Redution a �et�e e�ectu�ee avant troncature de
� . Ainsi, il y aura plus de composantes que de vecteurs dans� une fois celle-ci tronqu�ee. En�n, les
inconnues repr�esentant les courants dans le circuit primaire ont �et�e ajout�ees manuellement dansZ
pour l'approche HR 1.

Les erreurs relatives li�ees aux trois courants dans le circuit primaire ainsi que celle portant surX ,
l'inconnue du syst�eme matriciel, vont être compar�ees en faisant varier le nombre de snapshots de 20
�a 80. Ces snapshots correspondent ici aux premiers pas de temps de la simulation. Le but �etant ici
d'�evaluer la robustesse des mod�eles r�eduits. De plus, cette analyse a �et�e r�ealis�ee pour chaque m�ethode
de s�election de composantes : S-HR, S-MPE, S-(D)EIM et en�n Q-DEIM associ�ee �a Maxvol.

Les paragraphes suivants pr�esentent les r�esultats obtenus avec les trois m�ethodes de r�eduction
non lin�eaire, �a savoir l'interpolation (D)EIM ou GPOD et la projection oblique MPE/HR, et ce pour
chaque m�ethode de s�election des composantes : S-MPE, S-HR, S-(D)EIM ou QDEIM.

3.1.5.3 Comparaison des m�ethodes avec la s�election des composantes MPE ou HR

Les composantes retenues par la s�election S-HR (voir section 3.1.3.2) (voir section 3.1.3.1) et S-
MPE sont pr�esent�ees respectivement dans les �gures 3.3 et 3.4. On remarque qu'avec la s�election
S-HR, les n�uds sont localis�es essentiellement autour des inducteurs et du circuit magn�etique tandis
que la s�election S-MPE retient des n�uds r�epartis sur tout le domaine.

1. Avec la m�ethode de projection oblique HR/MPE, il est n�ecessaire d'ajouter manuellement les composantes
repr�esentant les courants coupl�es avec un circuit �electrique. En e�et, celles-ci ne sont pas n�ecessairement retenues par
les di��erents algorithmes de s�election des composantes. Or ne pas inclure ce type d'inconnues reviendrait avec ce type
de m�ethodes �a ne pas prendre en compte les �equations �electriques



120 Mod�eles r�eduits robustes de probl�emes non lin�eaires

Figure 3.3 { Composantes retenues par l'algorithme de s�election S-HR (en jaune).

Figure 3.4 { Composantes retenues par l'algorithme de s�election S-MPE (en jaune).

Malheureusement, les mod�eles r�eduits ne convergent pas avec ces deux approches. On peut sans
doute l'expliquer par le fait que le mat�eriau ferromagn�etique sature fortement menant �a un probl�eme
non lin�eaire di�cile �a r�esoudre. Pour autant, cela ne signi�e pas que l'approche par projection oblique
ne fonctionne pas sur nos probl�emes, comme on le verra dans les deux prochaines sections. Cela
montre juste que les m�ethodes de s�election des composantes S-HR ou S-MPE ne sont pas e�caces sur
le probl�eme magneto-quasistatique trait�e ici.

3.1.5.4 Comparaison des m�ethodes avec la s�election des composantes S-(D)EIM

Les composantes du masqueZ sont ici s�electionn�ees par l'algorithme S-(D)EIM (voir section
3.1.3.3) et sont pr�esent�ees dans la �gure 3.5. On remarque que celles-ci sont localis�ees uniquement
dans le circuit magn�etique, ce qui est logique car le terme non lin�eaire est non-nul uniquement sur
ce sous-domaine. De plus, les composantes sont localis�ees pour la plupart autour des coins du circuit
magn�etique, l�a o�u le milieu non lin�eaire est fortement satur�e.
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Figure 3.5 { Composantes retenues par l'algorithme de s�election S-(D)EIM (en jaune). Les zones
bordeaux repr�esentent les �el�ements qu'il faudra parcourir pour assembler le terme non lin�eaire interpol�e

Les erreurs relatives associ�ees aux trois courants du primaire et �a l'inconnues EF sont repr�esent�ees
dans les �gures 3.6, 3.7, 3.8 et 3.9.

Figure 3.6 { �Evolution de l'erreur sur i 1 en fonction des snapshots
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Figure 3.7 { �Evolution de l'erreur sur i 2 en fonction des snapshots

Figure 3.8 { �Evolution de l'erreur sur i 3 en fonction des snapshots

Figure 3.9 { �Evolution de l'erreur sur X A en fonction des snapshots

Les r�esultats montrent que la GPOD et l'HR obtiennent une bonne convergence, tandis que le



R�eduction des probl�emes non lin�eaires 123

mod�ele r�eduit interpol�e avec la (D)EIM obtient une bonne pr�ecision sauf pour 5/13 simulations o�u
l'erreur augmente fortement. En r�ealit�e, celles-ci correspondent au cas o�u l'algorithme de Newton-
Raphson a diverg�e. En pratique, faire varier les coe�cients de troncature permettrait sans doute �a
l'utilisateur de faire converger le mod�ele (D)EIM, mais dans un soucis de robustesse, on voit donc que
l'approche GPOD permet de stabiliser la (D)EIM, avec une impl�ementation �equivalente.

En termes de pr�ecision, les trois approches g�en�erent une erreur de l'ordre du pourcent avec 40
snapshots ce qui semble su�sant pour les applications pratiques (les experts estiment g�en�eralement
l'erreur de mod�elisation EF de l'ordre de 10 %).

En�n, le temps de calcul associ�e �a la r�esolution des mod�eles r�eduits varie entre 13 et 15s, soit un
speedup l�eg�erement sup�erieur �a 11. En e�et, le mod�ele EF �etant de petite taille N = 2070, il est normal
d'obtenir une acc�el�eration relativement limit�ee. Une fois de plus, l'objectif de cet exemple acad�emique
n'est pas dans l'obtention de temps de calculs records, mais plus dans la comparaison des m�ethodes
et l'�evaluation de leur robustesse.

3.1.5.5 Comparaison des m�ethodes avec la s�election des composantes QDEIM-Maxvol

Les composantes du masqueZ sont cette fois-ci s�electionn�ees par l'approche QDEIM associ�ee �a
l'algorithme Maxvol (voir section 3.1.3.3), et pr�esent�ees dans la �gure 3.10. On remarque que celles-ci
sont tr�es proches de celles issues de la s�election S-(D)EIM.

Figure 3.10 { Composantes retenues par l'algorithme de s�election QDEIM-Maxvol (en jaune). Les
zones bordeaux repr�esentent les �el�ements qu'il faudra parcourir pour assembler le terme non lin�eaire
interpol�e

Les erreurs relatives associ�ees aux trois courants du primaire et �a l'inconnues EF sont repr�esent�ees
dans les �gures 3.11, 3.12, 3.13 et 3.14.



124 Mod�eles r�eduits robustes de probl�emes non lin�eaires

Figure 3.11 { �Evolution de l'erreur sur i 1 en fonction des snapshots

Figure 3.12 { �Evolution de l'erreur sur i 2 en fonction des snapshots

Figure 3.13 { �Evolution de l'erreur sur i 3 en fonction des snapshots
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Figure 3.14 { �Evolution de l'erreur sur X A en fonction des snapshots

Les erreurs obtenues avec l'approche QDEIM associ�ee �a Maxvol sont l�eg�erement inf�erieures �a celles
obtenues avec la s�election S-(D)EIM, en accord avec nos attentes. De plus, la m�ethodologie semble
apporter de la stabilit�e au mod�ele r�eduit car l'interpolation (D)EIM converge d�esormais pour 12/13
des cas �etudi�es (le cas avec 20 snapshots seulement pose en e�et probl�eme).

En termes de temps de calcul, la QDEIM est quasiment �equivalente �a la S-(D)EIM, ce qui est
logique car on peut assimiler la premi�ere approche �a une d�ecomposition QR, et la seconde �a une
factorisation LU. En�n, l'algorithme Maxvol n'a pas demand�e plus de 5 it�erations en moyenne, ce qui
n'augmente quasiment pas le temps de calcul compar�e �a la S-(D)EIM.

3.1.6 Conclusion sur la r�eduction de probl�emes non lin�eaires

On a donc vu que des m�ethodes e�caces pour traiter les non-lin�earit�es s'articulaient autour de
deux axes. D'une part, il s'agit de s�electionner des composantes repr�esentant de fa�con pertinente le
terme non lin�eaire, �a savoir grâce �a la s�election des composantes S-MPE, S-HR, S-(D)EIM et QDEIM.
D'autre part, il convient d'interpoler ou projeter le terme non lin�eaire, grâce �a l'interpolation (D)EIM
ou GPOD, et une projection de Petrov-Galerkin. Le tableau 3.1 r�esume les r�esultats obtenus pour les
di��erentes m�ethodes d'interpolation/projection, tandis que celui 3.2 compare les di��erentes approches
utilis�ees pour construire le masque.

Table 3.1 { Tableau comparatif des m�ethodes d'interpolation/projection

(D)EIM GPOD HR

pr�ecision + ++ +

rapidit�e + + +

facilit�e d'impl�ementation � � �

robustesse � + +
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Table 3.2 { Tableau comparatif des m�ethodes pour la construction du masque

S-HR S-MPE S-(D)EIM QDEIM

pr�ecision N/A N/A + ++

rapidit�e + - + �

facilit�e d'impl�ementation + - + +

robustesse - - � +

Dans ce contexte, la s�election des composantes par la S-(D)EIM et la QDEIM apparaissent par-
ticuli�erement e�cace pour traiter les probl�emes non lin�eaires. En ce qui concerne les m�ethodes d'in-
terpolation ou de projection, l'HR et la GPOD semblent être les plus robustes. De plus, la pr�ecision
de la GPOD est l�eg�erement meilleure que celle de l'HR. C'est pourquoi, on d�ecide d'utiliser la GPOD
associ�ee �a une s�election QDEIM dans la suite de ce m�emoire.

3.2 Robustesse des mod�eles r�eduits

Dans cette section, on d�etaille quelques astuces permettant d'am�eliorer la stabilit�e du mod�ele
r�eduit. En e�et, on a vu qu'avec les m�ethodes de projection (HR / MPE) ou d'interpolation ((D)EIM
/ GPOD), la jacobienne du syst�eme n'est plus sym�etrique, quand bien même celle du syst�eme de
d�epart l'�etait. Cette dissym�etrie est alors repr�esentative d'une perte de stabilit�e, qui peut se traduire
par une divergence du mod�ele.

Ainsi, si le mod�ele r�eduit rencontre des probl�emes de stabilit�e, il peut être b�en�e�que d'appliquer
les approches pr�esent�ees ci-dessous.

3.2.1 Choix des snapshots

D�ej�a �evoqu�e pr�ec�edemment, le choix des snapshots est crucial dans la construction du mod�ele
r�eduit. En e�et, ceux-ci vont concentrer l'essentiel de l'information du mod�ele complet que l'on va
injecter dans la base r�eduite. Ainsi, si cette information est trop limit�ee, le mod�ele r�eduit r�esultant
a peu de chances d'être pr�ecis, et peut même dans le cas non lin�eaire mener �a des probl�emes de
convergence de la m�ethode de Newton Raphson ou du Point Fixe.

A�n de construire cette base de snapshots, trois approches peuvent être appliqu�ees. La premi�ere
est celle qui a �et�e appliqu�ee jusqu'ici, �a savoir, se servir des premiers pas de temps de la simulation en
tant que snapshots. Cette approche a l'avantage d'être facilement impl�ementable. Cependant, le choix
du nombre de pas de temps �a consid�erer est loin d'être clair, et peut mener l�a encore �a des probl�emes
de stabilit�e (par exemple le mod�ele r�eduit (D)EIM avec 20 snapshots dans la section 3.1.5.5).

La seconde approche consiste �a utiliser des algorithmes math�ematiques bas�es sur un indicateur
d'erreur qui va d�eterminer it�erativement avec quel snapshot il faut enrichir le mod�ele r�eduit. Typique-
ment, ce type d'approche revient �a une m�ethode a priori de type RB, o�u il s'agit de d�eterminer quel
est le snapshot optimal �a ajouter �a la base r�eduite. Or, on a vu d'une part que la m�ethode RB �etait
peu adapt�ee aux probl�emes d'�evolution temporelle (voir remarque 2.13), et d'autre part que ce type
de m�ethodes pouvait g�en�erer des forts coûts de calculs et des instabilit�es dans le cas non lin�eaire (voir
section 3.1.4.2).

En�n, la troisi�eme approche qui sera utilis�ee dans la suite de ce m�emoire est celle bas�ee sur les
cas tests de l'ing�enieur. En e�et, une d�emarche de mod�elisation classique en �electrotechnique consiste
�a associer des sch�emas �equivalents simples aux dispositifs �electriques. Les param�etres de ces sch�emas
sont quant �a eux d�etermin�es �a partir de di��erents essais. Par exemple pour un transformateur triphas�e
�equilibr�e, un sch�ema �equivalent peut se d�eterminer �a partir d'un premier essai �a vide et d'un second,
en court-circuit. L'id�ee est donc de simuler avec les mod�eles EF ces essais, bas�es sur la connaissance
de l'ing�enieur, a�n d'obtenir un jeu de snapshots su�samment repr�esentatif. De plus, cette approche
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a l'avantage de proposer des mod�eles r�eduits adaptatifs. En reprenant l'exemple du transformateur
triphas�e, on sait que le sch�ema �equivalent d�eduit des essais �a vide et en court-circuit permet de
prendre en compte n'importe quel charge �equilibr�ee au secondaire. Ainsi, le mod�ele r�eduit d�etermin�e
�a partir de ces deux essais devrait être capable d'approcher de fa�con pr�ecise n'importe quelle charge
�equilibr�ee au secondaire. Cette m�ethodologie a �et�e appliqu�ee avec succ�es dans [85] a�n de r�eduire
e�cacement un mod�ele 3D non lin�eaire d'un transformateur triphas�e. De même, nous avons appliqu�e
cette m�ethodologie a�n de r�eduire un mod�ele 2D de machine synchrone, �a travers l�a encore un essai
�a vide et un autre en court-circuit [86]. L�a encore, le mod�ele r�eduit obtenu est adaptatif et permet de
prendre en compte di��erentes charges �equilibr�ees au stator avec une bonne pr�ecision.

3.2.2 Relâchement moindres carr�es (D)EIM

Bien qu'acc�el�erant la rapidit�e des calculs dans le cas non lin�eaire, on a vu dans la section 3.1.5.4
que l'application de la (D)EIM peut entrâ�ner des probl�emes de convergence dans l'algorithme de
Newton-Raphson. Or on a vu que la GPOD, qui se base sur le même jeu de snapshots, o�re une
bonne convergence et stabilise ainsi le mod�ele r�eduit. On peut l'interpr�eter de la fa�con suivante. La
(D)EIM contraint ~G a être �egal �a G sur les composantes du masqueZ. Avec la GPOD en revanche,
la contrainte est plus lâche car il s'agit de minimiser l'erreur au sens des moindres carr�es entre~G et
G sur Z. Ce relâchement de la contrainte pourrait ainsi expliquer la meilleure stabilit�e du syst�eme
r�eduit GPOD.

Une simple heuristique bas�ee sur cette observation peut ainsi être mise en place : lorsque l'algo-
rithme de Newton-Raphson ne parvient pas �a converger sur un pas de temps, on peut diminuer la
taille de la base non lin�eaire � , tout en gardant le même nombre de composantes d'interpolations. On
passe alors �a une interpolation de type GPOD car il y a plus de composantes que de vecteurs lors de
l'interpolation. Pour ce faire, on d�e�nit � = � :g, la restriction de � �a ses g < g premi�eres colonnes.
Il s'agit alors d'interpoler avec la m�ethode GPOD le terme non lin�eaire dans la base� au lieu de � .

3.2.3 Pr�eservation de la structure

Jusqu'ici, les di��erents types d'inconnues dans le vecteur X n'ont pas men�e �a une quelconque
modi�cation dans la construction du mod�ele r�eduit. Cependant, il peut être judicieux de prendre en
compte cet aspect dans le but d'am�eliorer la pr�ecision et la stabilit�e du mod�ele r�eduit. Ainsi, un
premier point abordera comment construire un mod�ele r�eduit pr�eservant la structure et la nature du
mod�ele r�eduit. Le second point concerne l'interpolation de quantit�es non lin�eaires dans deux domaines
non connexes, par exemple le domaine ferromagn�etique du rotor avec celui du stator d'une machine.

3.2.3.1 Base r�eduite adapt�ee �a chaque type d'inconnue

On a vu dans le premier chapitre que le vecteurX peut repr�esenter di��erentes inconnues �a savoir
X A , X � et les courants i 1; : : : ;i V1 ; : : : ;i VjVj dans le cas d'une formulationA � � avec coulage circuit
(1.163) :

X =

0

B
B
B
B
B
@

X A

X �

i V1
...

i VjVj

1

C
C
C
C
C
A

L'id�ee est donc de construire une base r�eduite 	 A , 	 � et 	 I adapt�ee �a chaque type d'inconnue, et
agenc�ee dans	 dans la fa�con suivante :

	 =

0

@
	 A 0 0
0 	 � 0
0 0 	 I

1

A : (3.77)
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A�n de construire 	 A , il su�t d'appliquer une POD sur la matrice SA , la restriction de la matrice
de snapshotsS aux inconnues EF associ�ee �a la discr�etisation de A (dans notre cas, les inconnues
d'arête). De même,	 � est d�etermin�ee �a partir de S� , la matrice de snapshots restreinte aux inconnues
nodales (associ�ees �a la discr�etisation de� ). En�n, le nombre jVj de courants �a prendre en compte au
sein du couplage circuit �etant tr�es petit devant N , on choisit de ne pas r�eduire cette quantit�e, et ainsi
	 I = I jVj , la matrice identit�e de taille jVj. Ainsi, la base r�eduite est :

	 =

0

@
	 A 0 0
0 	 � 0
0 0 I jVj

1

A : (3.78)

En plus d'am�eliorer la stabilit�e, un des avantages de l'approche est que la structure du mod�ele r�eduit
est identique �a celle du mod�ele de d�epart. En e�et, l'approximation ~X de X s'�ecrit dans cette base
r�eduite 	 :

X = 	

0

B
B
B
B
B
@

X A;r

X �;r

i V1
...

i VjVj

1

C
C
C
C
C
A

;

ce qui rappelle l'expression du vecteur de d�epartX (1.163).
Nous avons appliqu�e cette m�ethodologie sur deux exemples ce qui a donn�e lieu �a la publication

d'un article [87]. Plus pr�ecis�ement nous avons appliqu�e l'approche �a un transformateur triphas�e sur un
probl�eme 2D non lin�eaire en formulation A coupl�e circuit et sur un exemple 3D lin�eaire en formulation
A � � mod�elisant un inducteur bobin�e situ�e entre deux places conductrices. On a pu voir qu'e�ecti-
vement, la r�eduction avec pr�eservation de la structure permettait d'obtenir une meilleure convergence
pour le cas non lin�eaire, et une plus grande pr�ecision locale sur le potentiel scalaire� notamment.

3.2.3.2 Base d'interpolation adapt�ee �a chaque domaine non lin�eaire

Lorsque l'on s'int�eresse �a l'interpolation du terme non lin�eaire sur une machine tournante, on
r�ealise rapidement qu'il n'y a pas un seul terme non lin�eaire G(�) mais plutôt deux G R (�) et G S(�),
d�e�nis de la fa�con suivante :

G R (X ) = G(X R ) (3.79)

G S(X ) = G(X S) (3.80)

G(X ) = G R (X ) + G S(X ); (3.81)

avec en reprenant les notations introduites dans la section sur l'Overlapping 1.2.5.2,X R et X S la
restriction de X au domaine rotorique et statorique respectivement. Ainsi,G R (�) repr�esente le terme
non lin�eaire au rotor, et G S(�) au stator. En e�et, les exp�eriences num�eriques montrent par exemple
que dans le cas d'une machine synchrone en fonctionnement g�en�erateur, le terme non lin�eaire dans la
partie ferromagn�etique du rotor est quasiment constant2 tandis que celui au stator change beaucoup
au cours du temps (il tourne). Il peut être ainsi int�eressant d'associer �a chaque type de comportement
un terme non lin�eaire di��erent.

La m�ethodologie d'interpolation par la (D)EIM/GPOD s'applique alors naturellement �a chaque
fonction inconnueG R (X ) et G S(X ). On d�etermine ainsi deux approximations ~G R (X ) et ~G S(X ), dont
chacune d�epend de leur matrice de masque respectiveZR et ZS.

2. On rappelle qu'on utilise une m�ethode pour prendre en compte le mouvement avec une description Eul�erienne.
Ainsi, le maillage du rotor est �xe et suit le mouvement de rotation. La solution EF apparâ�t alors quasiment constante
au rotor.
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Ce type d'approches s'applique donc naturellement au rotor et au stator pour une machine syn-
chrone, mais peut fonctionner dans le cas g�en�eral avec un nombre arbitraire de sous-domaines. La
seule restriction r�eside dans la n�ecessit�e que ces sous-domaines soient tous disjoints les uns des autres.
En e�et, si cette derni�ere condition n'est pas respect�ee, alors l'interpolation du terme non lin�eaire
risque d'être discontinue �a la fronti�ere des di��erents sous-domaines.

3.2.4 Bases locales

En�n, cette derni�ere approche permet d'am�eliorer la stabilit�e du syst�eme mais surtout d'acc�el�erer
fortement le mod�ele r�eduit. L'id�ee est de construire non pas une base r�eduite pour X , mais plusieurs,
en fonction de la valeur d'un certain param�etre. Par exemple, sur la machine synchrone, il peut être
astucieux de construirel bases r�eduite 	 1; : : : ;	 l en fonction de la position � du rotor.

Ainsi, on d�e�nit 	 k 2 RN � mk la base r�eduite associ�ee �a � 2 [2(k� 1)�=l; 2k�=l [. Celle-ci se construit
simplement �a partir des sk snapshots calcul�es lorsque� appartient �a [2( k � 1)�=l; 2k�=l [. Il s'agit donc
de d�eterminer l bases r�eduites, chacune se basant sursk snapshots seulement au lieu d'une seule base
r�eduite construite �a partir de s = s1 + : : : + sl snapshots. L'id�ee est qu'ainsi, on va d�e�nir l mod�eles
r�eduits de taille m1; : : : ;ml au lieu d'un grand syst�eme r�eduit de taille m. En e�et, on a en premi�ere
approximation m � lm k , et donc la taille moyenne d'un mod�ele r�eduit est mk = m=l << m .

De plus, l'id�ee sous-jacente est que l'on approche la solution avec plusieurs bases r�eduites adapt�ees
en fonction de la position � du rotor, au lieu d'avoir une grande base r�eduite qui concentre toute
l'information, au risque de noyer cette-derni�ere.

N�eanmoins, il peut exister des probl�emes num�eriques lors du passage d'une base �a l'autre [88]. De
plus, cette approche complexi�e sensiblement l'impl�ementation de la r�eduction de mod�eles dans un
code de calcul en langage non interpr�et�e, tel que codeCarmel.

Remarque 3.11. On insiste sur le fait que cette approche ne permet pas de d�ecouper la machine en
l sections, r�eduisant ainsi le taille du syst�eme de d�epart. Ici, les bases r�eduites locales	 k , k = 1 ; : : : ;l
sont toutes d�e�nies sur l'int�egralit�e du domaine et sont donc de taille N . La di��erence est que les
matrices sont plus petites :mk << m , menant �a des syst�emes r�eduits de plus petite taille.

3.3 Estimation d'erreur

On a donc vu que la POD coupl�ee aux m�ethodes d'interpolation (D)EIM/GPOD permet d'obtenir
un mod�ele r�eduit e�cace et relativement simple �a construire. Cependant, l'utilisation de mod�eles
r�eduits �a des �ns pr�edictives, c'est-�a-dire sans avoir recours �a un mod�ele de r�ef�erence, n'est possible
que si l'on dispose d'un estimateur d'erreur. En e�et, sans cet �el�ement, le mod�ele r�eduit permet certes
d'o�rir un r�esultat rapide, mais l'utilisateur n'a alors aucune id�ee de la qualit�e du r�esultat a�ch�e.

Dans ce m�emoire, nous nous int�eresserons uniquement �a l'erreur li�ee �a l'�etape de r�eduction. Ainsi,
nous tâcherons d'estimer au mieux l'�ecart entre une approximation r�eduite et la solution EF, que nous
supposons exacte. Pour autant, on signale que puisque la POD permet de projeter l'approximation
r�eduite dans la base EF, les estimateurs d'erreura posteriori EF sont th�eoriquement utilisables.
N�eanmoins, ceux-ci ne permettent pas de di��erencier l'erreur de discr�etisation EF de celle de r�eduction.
Or l'acc�es �a l'erreur de r�eduction permet entre-autres d'�evaluer la qualit�e de la base r�eduite et ainsi
de mettre en place des algorithmes adaptatifs permettant d'a�ner l'approximation lorsque l'erreur
d�epasse un certain seuil.

L'estimation de l'erreur li�ee �a la r�eduction de mod�eles est ainsi un sujet tr�es dynamique de re-
cherche, et ce, probablement pour les raisons explicit�ees ci-dessus. Cependant, les estimateurs d�evelopp�es
sont souvent li�ees �a une m�ethode de r�eduction et un type d'�equation sp�eci�que. Or, vu le nombre de
m�ethodes de r�eduction{et leurs variantes{d�evelopp�ees r�ecemment, il peut être compliqu�e de trouver
un estimateur s'adaptant parfaitement au cas d'application et �a la m�ethode de r�eduction choisie. Une
fois de plus, la non-lin�earit�e complique sensiblement l'approche. En particulier, l'estimateur d'erreur
est bien souvent plus coûteux �a �evaluer dans le cas non lin�eaire.
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On ne peut ainsi aborder la th�ematique de l'estimateur d'erreur de r�eduction sans dire un mot sur
la m�ethode RB. En e�et, même si cette approche n'est pas particuli�erement adapt�ee aux probl�emes
d'�evolution, elle est dot�ee d'un estimateur d'erreur. Ainsi, pour les probl�emes lin�eaires et elliptiques,
il est possible de d�eriver un estimateur �a la fois �able et rapide �a �evaluer [61]. De plus, l'estimateur a
�et�e �etendu aux probl�emes d'�evolution temporelle [62], mais suppose que la matrice devant la d�eriv�ee
en temps (K dans (1.157)) soit inversible. Or on a vu que pour les probl�emes issus de la magn�eto-
quasistatique, cette matrice n'est presque jamais inversible.

En ce qui concerne la POD, un estimateur d'erreur adapt�e aux probl�emes lin�eaires d'�evolution a �et�e
introduit dans [89]. Cependant, K doit être �egalement inversible pour calculer les quantit�es issues de
l'estimateur. En�n, un estimateur d'erreur POD-(D)EIM a �et�e d�evelopp�e et appliqu�e �a des probl�emes
d'�evolution dans [90]. Cependant, il n'est l�a encore qu'applicable que siK est la matrice d'identit�e, ce
qui est tout sauf notre cas. A�n de pallier ce probl�eme, on pourrait utiliser le compl�ement de Schur
sur le syst�eme g�en�eral (1.157) aboutissant aux seules inconnues situ�ees dans le domaine conducteur
et/ou les courants dans le cas de couplage circuit. Bien qu'e�cace dans le cas lin�eaire, le calcul du
compl�ement de Schur devient tr�es on�ereux en termes de temps de calcul pour le probl�emes non lin�eaires
(car il s'agit de constamment recalculer le compl�ement de Schur).

Ainsi, les probl�emes issus de la magneto-quasistatique g�en�erent un syst�eme d'�equations non lin�eaires
pour lesquels les estimateurs d�evelopp�es dans la litt�erature ne sont pas applicables. De plus, il semble
que cette inad�equation des di��erents estimateurs rel�eve plus d'un probl�eme fondamental (sans doute
li�e au caract�ere mal pos�e du probl�eme jaug�e), que d'un cas particulier non pris en compte par les
auteurs des di��erents estimateurs. Par exemple, appliquer la d�emarche d�ecrite dans [90] ou [62] m�ene
n�ecessairement au calcul deK � 1, qui n'est pas d�e�ni dans nos probl�emes (car det K = 0). On propose
donc de d�evelopper un indicateur d'erreur, qui bien que ne poss�edant pas les propri�et�es de �abilit�e
d'un estimateur classique, permet d'approcher au mieux la valeur de l'erreur due �a la r�eduction.

3.3.1 Hypoth�eses de l'indicateur d'erreur

A�n de simpli�er le probl�eme, et de palier �a la non-inversibilit�e de K , on choisit de d�evelopper
un indicateur d'erreur qui va estimer, �a chaque pas de tempsk, l'erreur commise par l'approximation
r�eduite.

On suppose premi�erement qu'au tempstk la solution issue de l'it�eration temporelle pr�ec�edente
X k� 1 = 	X k� 1

r est exacte. Ainsi, l'estimateur permettra de surveiller �a chaque pas de temps que
le mod�ele r�eduit ne "d�ecroche" pas, mais ne repr�esentera pas l'erreur cumul�ee sur les pas de temps
pr�ec�edents. En e�et, cette derni�ere quantit�e parâ�t trop ambitieuse �a rechercher du fait de la non
inversibilit�e de K .

De plus, on ne tiendra pas compte de l'erreur due au couplage m�ecanique en posant� k
r = � k .

Ainsi, on suppose que l'angle au rotor au tempstk , donn�e par l'�equation m�ecanique (3.9), est le même
pour le mod�ele EF et le mod�ele r�eduit. Bien que cette hypoth�ese ne soit pas v�eri��ee dans l'absolue,
les exp�eriences num�eriques sugg�erent que l'erreur sur l'angle induite par l'approximation r�eduite est
inf�erieure �a celle issue du passage d'un sch�ema temporel d'ordre sup�erieur (par les m�ethodes multi-pas
d'Adams{Moulton [91] par exemple). Ainsi, l'erreur commise sur l'angle reste inf�erieure �a celle issue
de la discr�etisation temporelle, et parâ�t donc acceptable.

3.3.2 �Equation v�eri��ee par l'erreur

On est alors en mesure de d�eriver une �equation v�eri��ee par l'erreur. Soit donc X k , la solution EF
du probl�eme g�en�eral non lin�eaire (1.171) au pas de temps k. Cette derni�ere a �et�e obtenue grâce �a un
algorithme it�eratif tel que la m�ethode Newton (3.10) ou du Point Fixe (1.177). On suppose notamment
que la m�ethode a converg�e de sorte que le r�esidu soit n�egligeable. On a alorsX k qui v�eri�e l'�equation
suivante :
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�
K
�

+ M � (� k ) + M lin

�
X k + G(X k ) � CU k �

K
�

X k� 1 = 0 (3.82)

Soit ~X k = 	X k
r , l'approximation POD-(D)EIM (ou POD-GPOD) de la solution X k . Ainsi, X k

r v�eri�e
l'�equation suivante :

�
K r

�
+ M � r (� k ) + M lin;r

�
X k

r + ~G r (	X k
r ) � C r U k �

K r

�
X k� 1

r = 0 : (3.83)

On est alors en mesure de d�e�nir l'erreur de r�eduction Ek 2 RN mesurant l'�ecart entre la solution
EF X et celle du mod�ele r�eduit POD-(D)EIM ~X au pas de tempstk . Celle-ci est d�e�nie par :

Ek = ~X k � X k (3.84)

= 	 ~X k
r � X k : (3.85)

La prochaine section s'attachera �a d�eriver une �equation permettant d'approcher l'erreur totale de
r�eduction E.

3.3.3 Estimation de l'erreur de r�eduction totale

On cherche donc dans cette section �a estimerEk = X k � ~X k , l'erreur entre le mod�ele POD-(D)EIM
et le mod�ele EF tout en ne connaissant pasX k . Il convient d'insister sur le fait que l'on cherche �a
estimer l'erreur entre le mod�ele r�eduit et le mod�ele EF, mais sans avoir acc�es �a la solution de r�ef�erence
X k . Autrement, la d�emarche n'a pas d'int�erêt car la d�e�nition (3.85) su�t �a calculer l'erreur Ek .

3.3.3.1 Equation v�eri��ee par l'erreur

A�n d'obtenir l'�equation v�eri��ee par l'erreur Ek , il convient premi�erement de d�e�nir ~R k 2 RN , le
vecteur r�esidu obtenu lors de l'injection de l'approximation ~X k dans l'�equation (3.82) (v�eri��ee par la
solution EF X k ) :

~R k =
�

K
�

+ M � (� k ) + M lin

�
~X k + G( ~X k ) � CU k �

K
�

X k� 1: (3.86)

On cherche alors �a obtenir une �equation v�eri��ee par Ek . Pour la trouver, une m�ethode classique
consiste �a faire la di��erence entre l'�equation (3.86) v�eri��ee par ~X k et celle que v�eri�e X k (3.82). On
a alors :

�
K
�

+ M � (� k ) + M lin

�
Ek + G( ~X k ) � G(X k ) = ~R k : (3.87)

L'expression ci-dessus n'est pas encore satisfaisante du fait de la non-lin�earit�e deG. En e�et, il est
possible de r�esoudre (3.87) pour trouverEk , mais le terme G(X k ) pose probl�eme : pour le calculer,
il est n�ecessaire de connâ�treX k . Or si l'on connâ�t X k , la d�emarche d'estimation d'erreur n'a pas
d'int�erêt. L'id�ee est donc d'approcher G(X k ) mais sans connâ�treX k . La formule de Taylor �a l'ordre
1 est ainsi toute indiqu�ee pour r�esoudre ce probl�eme, car elle donne :

G(X k ) = G( ~X k ) +
@G
@X

( ~X k ) �
�

X k � ~X k
�

+ o(





 X k � ~X k






 ); (3.88)
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ou encore, en utilisant la Jacobienne non lin�eaire (4.58) et la d�e�nition de l'erreur (3.85) :

G(X k ) = G( ~X k ) � Jnl ( ~X k )Ek + o(Ek ): (3.89)

Or même si le mod�ele r�eduit n'est pas exact, on peut l�egitimement penser qu'avec un choix appropri�e
des snapshots, l'erreur est relativement contrôl�ee. Ainsi, o(Ek ) peut être n�eglig�e devant les autres
termes dans (3.89), menant alors �a l'approximation du terme non lin�eaire suivante :

G(X k ) � G( ~X k ) � Jnl ( ~X k )Ek : (3.90)

L'�equation (3.90) est extrêmement int�eressante car elle permet d'approcher le terme non lin�eaire
G(X k ) bas�e sur la solution EF X k que l'on ne connâ�t pas, �a partir de l'approximation r�eduite ~X k et
de Ek . Ainsi, en rempla�cant G(X k ) par son approximation de Taylor dans (3.87), on aboutit �a

�
K
�

+ M � (� k ) + M lin + Jnl ( ~X k )
�

Ek � ~R k ; (3.91)

ou encore en utilisant la d�e�nition de la Jacobienne :

J( ~X k )Ek � ~R k : (3.92)

Remarque 3.12. La m�ethodologie pr�esent�ee ci-dessus permet �egalement d'approcher l'erreur d'in-
terpolation. En e�et, soit �X = 	 �X r la solution du probl�eme r�eduit avec la POD. �X r v�eri�e alors
l'�equation suivante :

�
K r

�
+ M � r (� k ) + M lin;r

�
�X k

r + G r (	 �X k
r ) � C r U k �

K r

�
X k� 1

r = 0 ; (3.93)

o�u la seule di��erence entre (3.93) et (3.83) est que ~G r (�) = QG jZ (�) a �et�e remplac�e ci-dessus par
G r (�) = 	 t G(�).

Soit alors �Ek l'erreur d'interpolation mesurant la di��erence entre les deux approximations : POD
seule et POD avec interpolation. Elle est d�e�nie par

�Ek = ~X k � X̂ k (3.94)

= 	
�

X k
r � X̂ k

r

�
(3.95)

= 	 �Ek
r : (3.96)

En reprenant la d�emarche expos�ee ci-dessus, on peut alors d�eriver l'approximation suivante apr�es un
d�eveloppement limit�e sur G r (�) :

J r (	X k
r ) �Ek

r � ~R k
r : (3.97)

Ainsi, (3.97) montre que l'on peut estimer �Ek sans avoir �a connâ�tre l'approximation POD �X k . Bien
que l'�equation (3.97) soit de taille r�eduite, la construction de J r (�) = 	 t J(�)	 et R r (�) = 	 t R (�) est
coûteuse car il faut d'une part assembler la jacobienne et le r�esidu de tailleN avant de les projeter
dans la base r�eduite.

3.3.3.2 D�erivation des indicateurs d'erreurs

Il s'agit alors de d�eriver di��erents indicateurs d'erreurs approchant l'erreur de r�eduction � k au pas
de tempsk d�e�nie par :

� k =





 Ek






 (3.98)
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3.3.3.2.A Indicateur bas�e sur la Jacobienne
Ainsi, il est possible d'approcher l'erreur de r�eduction Ek en r�esolvant l'�equation (3.92)(au sens d'une
m�ethode it�erative telle que le gradient conjugu�e si le probl�eme n'est pas jaug�e) :

Ek �
h
J( ~X k )

i � 1
~R k : (3.99)

Il est important de souligner que le syst�eme (3.92) permet d'estimer l'erreurEk tout en ne connaissant
pas la solution EF X k . Soit donc � k

J l'indicateur d'erreur au pas de temps tk que l'on esp�ere le plus
proche possible de la v�eritable erreur� . Il est d�e�ni �a partir de (3.99) par

� k
J =










h
J( ~X k )

i � 1
~R k








 : (3.100)

Or, le syst�eme J(�) �etant de taille N , l'�evaluation de � J peut être longue. On introduit donc deux
autres indicateurs plus rapides �a calculer,� � et � R , avec deux niveaux di��erents d'approximation.

3.3.3.2.B Indicateur bas�e sur la valeur propre minimale
A�n de d�eterminer � � , soit � min

J la valeur propre minimale non nulle deJ( ~X k ). Alors, on peut d�e�nir
� � , l'indicateur d'erreur cens�ee major�ee l'erreur par

� k
� =




 R k






� min
J

: (3.101)

En e�et, en multipliant (3.92) par Ek;t , il vient

Ek;t J( ~X k )Ek � Ek;t ~R k : (3.102)

Or, puisque le r�esidu est non nul (ce qui est le cas en pratique), on sait queEk n'appartient pas au
noyau de l'op�erateur J( ~X k ) ((3.92)). On peut ainsi minorer le terme de gauche dans (3.102) grâce �a
� min

J , la plus petit valeur propre non nulle de J( ~X k ) :

� min
J






 Ek








2
� Ek;t J( ~X k )Ek (3.103)

Ensuite, l'in�egalit�e de Cauchy-Schwarz appliqu�ee au membre de droite de (3.102) donne :

Ek;t ~R k �





 Ek













 ~R k






 (3.104)

En utilisant (3.103), (3.104) et (3.102), alors on a �nalement

� min
J






 Ek






 �






 ~R k






 ; (3.105)

d'o�u ce qu'il fallait d�emontrer :





 Ek






 � � k

� : (3.106)

En pratique, la valeur propre minimale � min
J peut être obtenue en un temps raisonnable par des

m�ethodes it�eratives bas�ee sur les approches de Krylov. On peut citer notamment la biblioth�eque
ARPACK [92] qui permet de r�ealiser cette tâche sur les matrices creuses.

3.3.3.2.C Indicateur bas�e sur le r�esidu
En�n, le dernier indicateur � k

R se base simplement sur r�esidu et est d�e�ni par

� k
R =






 ~R k






 : (3.107)

Bien que beaucoup moins pr�ecis que les deux autres indicateurs� J et � � , ce-dernier poss�ede deux
qualit�es. Premi�erement, il est plus rapide �a calculer que ses homologues, car il ne n�ecessite ni l'assem-
blage de la matrice Jacobienne, ni une quelconque r�esolution it�erative. En�n, l'indicateur r�esiduel est
certes di��erent de l'erreur � , mais �a tendance en pratique �a suivre son comportement : il augmente
lorsque l'approximation devient moins bonne.
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3.3.4 Validation des indicateurs d'erreurs

Les indicateurs d�evelopp�es dans la section pr�ec�edente sont ainsi test�es sur la machine synchrone 2D
pr�esent�ee dans la section 1.3.3, pour deux types d'essais. Le maillage a lui �et�e pr�esent�e dans la �gure
1.18. Le premier reprend un essai en charge �a vitesse constante, sur deux p�eriodes m�ecaniques, tandis
que le second simule un d�emarrage du g�en�erateur en charge. Dans les deux premiers cas, la vitesse de
rotation sera impos�ee (c'est-�a-dire, on ne prend pas en compte le couplage m�ecanique). Ainsi, on sera
en mesure d'�evaluer la pr�ecision du mod�ele r�eduit et des di��erents indicateurs sans avoir �a prendre en
compte un quelconque d�ecalage de la position du rotor entre le mod�ele EF et r�eduit3.

Ainsi, on prend � k
r = � k , avec� k calcul�e avec le mod�ele EF, au lieu d'utiliser l'�equation de couplage

m�ecanique (3.9). Un troisi�eme exemple avec couplage m�ecanique et �electrique sera lui pr�esent�e dans
la section 3.3.5. Cette fois-ci le d�ecalage entre les deux mod�eles sera pris en compte.

A�n de d�eterminer les snapshots lin�eaires S et non lin�eaires T , l'approche O�ine/Online a �et�e
appliqu�ee (voir section 3.2.1). En particulier, une simulation �a vide, et une autre en court-circuit
sur 122 pas de temps et correspondant �a une p�eriode m�ecanique ont �et�e utilis�ees a�n de d�eterminer
une base de snapshots su�samment repr�esentative. Du fait des essais bas�es sur les connaissances de
l'ing�enieur, cette base r�eduite est cens�ee pouvoir prendre en compte n'importe quelle charge �equilibr�ee
au stator 4.

3.3.4.1 Machine synchrone 2D �a vitesse de rotation constante

Sur le premier exemple, le rotor est entrâ�n�e �a vitesse constante (sans couplage m�ecanique donc) et
la simulation est e�ectu�ee sur deux p�eriodes m�ecaniques correspondant �a 103 pas de temps, pour
une dur�ee de simulation totale T = 0 ;23s. La charge au stator est �equilibr�ee et compos�ee dans chaque
branche d'une r�esistanceR et d'une inductanceL d'une valeur respective de 5k
 et 2H respectivement.
Au rotor, l'excitation est de 24kA.tr menant �a une forte saturation du mat�eriau ferromagn�etique.

La �gure 3.15 pr�esente la valeur des 3 indicateurs d'erreurs introduits dans cette section, ainsi que
� k , l'erreur relative issue de la comparaison de la solution EFX et de ~X obtenu avec le mod�ele r�eduit.
Sur cet exemple,� � et � J sont calcul�es tous les 10 pas de temps a�n de ne pas trop impacter le temps
de calcul.

Figure 3.15 { �Evolution des indicateurs d'erreur pour une machine synchrone tournant �a vitesse
synchrone

3. En e�et, le couplage m�ecanique permet de calculer la position du rotor, en fonction de l'�etat magn�etique du syst�eme
(1.172). Ainsi, un �etat magn�etique approch�e par le mod�ele r�eduit induit une certaine erreur sur l'�equation m�ecanique, et
peut donc mener �a un d�ecalage de la position du rotor entre les deux mod�eles

4. En r�ealit�e, cette m�ethodologie a d�ej�a �et�e approuv�ee et valid�ee dans notre article [86], mais il s'agit ici de valider
l'�etape suivante, �a savoir, l'estimateur d'erreur.
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La �gure 3.15 montre que l'indicateur bas�e sur la Jacobienne� J est conforme �a nos attentes, tr�es
proche de la v�eritable erreur � pour les points calcul�es. Les indicateurs� � et � R semblent respectivement
s�epar�es de l'erreur par des facteurs multiplicatifs respectifs d'environ trois et cinq ordres de grandeurs
(on est en �echelle log, un facteur multiplicatif constant se traduisant donc par un palier �xe). Puisque
la complexit�e calculatoire de � � est quasiment �equivalente �a celle de � J , pour une borne d'erreur
visiblement bien trop haute compar�ee �a nos attentes, on d�ecide de ne pas retenir� � par la suite.

En�n, la �gure 3.16 pr�esente l'histogramme du ratio � = �
� J

entre la v�eritable erreur � et l'estimateur
� J , �a partir des 100 valeurs de l'indicateur calcul�e. On voit que celui-ci est majoritairement tr�es proche
de 1, et reste compris entre 0,5 et 5, ce qui nous encourage �a garder� J en tant que repr�esentant de
l'erreur, malgr�e un coût de calcul assez important.

Figure 3.16 { Histogramme pr�esentant la r�epartition du ratio � = �
� J

calcul�e pour 100 valeurs

3.3.4.2 Machine synchrone 2D �a vitesse de rotation variable

Les deux indicateurs d'erreur restants,� J et � R vont �a pr�esent être test�es sur un cas test simulant le
d�emarrage de la machine. Cependant, on ne prend toujours pas en compte le couplage m�ecanique dans
le mod�ele r�eduit : la mont�ee en vitesse a ainsi �et�e calcul�ee grâce au mod�ele de r�ef�erence EF, puis a �et�e
inject�ee dans le mod�ele r�eduit. L'id�ee est ici de pouvoir comparer l'erreur entre les deux mod�eles pour
un exemple �a vitesse variable, sans avoir �a prendre en compte le d�ephasage du rotor entre le mod�ele
r�eduit et le mod�ele EF. La mont�ee en vitesse du rotor est pr�esent�e dans la �gure 3.17

Figure 3.17 { �Evolution de la vitesse du rotor au d�emarrage de la machine
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La simulation a �et�e r�ealis�ee ici sur 10 4 pas de temps correspondant �a une dur�ee totale de simulation
de T = 5s. Cette fois-ci on a gard�e une r�esistance de valeurR = 5k
 et une excitation de 24 kA.tr,
mais l'inductance est d�esormais consid�er�ee nulle : L = 0H.

En prenant en compte le calcul des snapshots, le speedup obtenu sur cette simulation est d'environ
15. La �gure 3.18 pr�esente les �evolutions des deux indicateurs et de l'erreur au cours du temps. L�a
encore, le calcul de� J a �et�e r�ealis�e tous les 10 pas de temps a�n de ne pas trop impacter le temps de
calcul.

Figure 3.18 { �Evolution des indicateurs d'erreur au d�emarrage de la machine

On observe des r�esultats tr�es similaires au premier cas de �gure : l'indicateur � J est tr�es proche
de l'erreur � , et � R est lui encore s�epar�e de l'erreur par un facteur multiplicatif semblant relativement
constant.

En�n, la �gure 3.19 pr�esente l'histogramme du ratio � = �
� J

calcul�e sur 1000 points au cours de la
simulation. On voit que l�a encore, le ration est tr�es proche de 1 en d�ecroissant exponentiellement, ce
qui nous permet de valider l'indicateur d'erreur � J .

Figure 3.19 { Histogramme pr�esentant la r�epartition du ratio � = �
� J

calcul�e pour 100 valeurs

3.3.5 Indicateur empirique

On a vu que l'indicateur � J �etait capable d'approcher pr�ecis�ement l'erreur de r�eduction au cours de
la simulation. Cependant, le coût de calcul associ�e est quasiment �equivalent �a celui de r�esolution du
mod�ele EF, car il demande l'assemblage de la JacobienneJ 2 RN � N ainsi que la r�esolution d'un
syst�eme lin�eaire de taille N .

Ainsi, on a propos�e dans [93] un indicateur d'erreur empirique bas�e sur le fait qu'il semble exister
une constante multiplicative entre � R (rapide �a �evaluer) et � J (long �a calculer), comme le sugg�erent
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les �gures 3.15 et 3.18. Ceci est souvent le cas avec les estimateurs d'erreurs bas�e sur le r�esidu, car
ils o�rent g�en�eralement une bonne image de l'erreur �a une constante multiplicative pr�es [94]. Ainsi, la
�gure 3.20 pr�esente la r�epartition de � J en fonction de� R au cours de la simulation. Bien qu'il n'existe
pas de d�ependance lin�eaire entre les deux quantit�es, la r�epartition des di��erents points semble localis�ee
en dessous d'une certaine droite. A�n de ne pas prendre en compte certains points qui pourraient être
aberrants, on propose de d�eterminer la pente � � telle qu'une certaine fraction � f 2 [0;1] des points
soient situ�es en dessous. Ce coe�cient� f peut s'interpr�eter comme un facteur de �abilit�e : plus il est
proche de 1, plus on a de chance d'être situ�e sous la droite de pente �� . En d'autres termes, la pente
� � est d�etermin�ee telle que pour 100� f % des points valeurs calcul�ees, on a :

� J < � � � � R (3.108)

Figure 3.20 { � J en fonction de � R au cours d'un d�emarrage de machine

Ainsi, l'approche propos�ee consiste �a d�eterminer le coe�cient � � sur les premiers pas de la simu-
lation, pour ensuite calculer l'indicateur d'erreur empirique � emp d�e�ni par la relation suivante

� emp = � � � R : (3.109)

Ainsi, � emp a l'avantage d'être rapide �a calculer sur les pas de temps restant.
L'indicateur d'erreur empirique � emp est ainsi test�e sur un troisi�eme cas test, reprenant l'exemple

ci-dessus en lui ajoutant le couplage m�ecanique du mod�ele r�eduit. Le coe�cient de �abilit�e � f est �x�e
�a 90% et l'indicateur d'erreur est calcul�e sur les 50 points localis�es sur les 500 premiers pas de temps
et repr�esent�es sur la �gure 3.21 (pour une simulation de 104 pas de temps au total). On obtient alors
un coe�cient � � = 2 :03:10� 5.

Ainsi, le coût de calcul de l'indicateur empirique � emp sur les 9500 pas de temps restants est
�equivalent �a celui de � R , avec des r�esultats pourtant bien plus pr�ecis comme le montre la �gure (3.22).

3.3.5.1 Conclusion sur l'estimation d'erreur

On a ainsi pu voir qu'un estimateur robuste et �able �evaluant l'erreur � entre le mod�ele r�eduit et
EF n'�etait pas forc�ement disponible pour les probl�emes magn�eto-quasistatiques. N�eanmoins, on a pu
d�evelopper trois indicateurs d'erreur permettant d'�evaluer la qualit�e du mod�ele r�eduit. Le premier,
� R , se base simplement sur la norme du r�esidu associ�e �a l'approximation r�eduite alors que second� J

n�ecessite �egalement la jacobienne du systeme EF. On a pu voir que ce dernier indicateur approchait
de fa�con pr�ecise l'erreur � mais �etait relativement coûteux �a �evaluer. Dans ce contexte, un indicateur
empirique � emp a �et�e introduit et valid�e dans le but d'approcher l'indicateur � J avec un coût de calcul
�equivalent �a celui de � R .
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Figure 3.21 { Nuage de 50 points localis�es sur les 500 premiers pas de temps, permettant de d�eterminer
la constante � � associ�ee �a l'estimateur empirique.

Figure 3.22 { �Evolution de l'indicateur empirique au d�emarrage de la machine



Chapitre 4

Applications industrielles

Ce dernier chapitre vise �a valider et appliquer les m�ethodes de r�eduction sur deux mod�eles 3D
de machines industrielles �etudi�ees au sein du LAMEL. Ces deux mod�eles sont issus de la th�ese
J. Cheaytani [95] portant sur le calcul par la MEF des pertes suppl�ementaires dans les moteurs
�electriques.

La premi�ere application est une machine synchrone �a aimants permanents (MSAP) triphas�ee
que l'on �etudiera en fonctionnement g�en�erateur. Celle-ci est en r�ealit�e une maquette d'alterna-
teur utilis�e dans les centrales hydrauliques. Le mod�ele r�eduit sera dans un premier temps d�eduit
et valid�e �a partir d'un essai �a vide et d'un autre en court-circuit, pour une vitesse de rotation
constante. Ensuite, ce même mod�ele r�eduit sera utilis�e a�n d'�etudier la machine dans son environ-
nement �electrique (avec une charge RL coupl�ee aux phases du stator) et m�ecanique (le mouvement
du rotor n'est plus �a vitesse constante, un couple m�ecanique est impos�e au rotor).

La seconde application est un moteur asynchrone (MAS) triphas�e utilis�e par EDF en tant que
moteur de pompe. Le but de cette �etude est cette-fois ci d'obtenir la caract�eristique couple-vitesse
du moteur. Le mod�ele r�eduit sera construit �a partir d'un essai �a rotor bloqu�e et d'un second au
synchronisme, a�n d'être utilis�e dans un second temps pour des vitesses de rotation interm�ediaires.

Le pr�esent chapitre se d�ecompose logiquement en deux parties correspondant �a chacune des
deux applications.

4.1 Machine Synchrone �a aimants permanents

Cette premi�ere partie s'int�eresse donc �a l'�etude d'une machine synchrone �a aimants permanents
grâce �a un mod�ele r�eduit. Dans un premier temps, le mod�ele de r�ef�erence pr�esentant les caract�eristiques
de la machine et son mod�ele num�erique seront d�etaill�es. Dans un second temps, on s'int�eressera �a la
construction du mod�ele r�eduit sur ce type de machines. En�n, la troisi�eme section permettra de valider
et d'utiliser le mod�ele r�eduit sur trois types d'essais en particulier : un premier �a vitesse de rotation
constante en court-circuit et �a vide, un second avec di��erentes charges �electriques au stator, et un
troisi�eme simulant un d�emarrage �a couple constant.

4.1.1 Mod�ele de r�ef�erence

La machine synchrone �etudi�ee a �et�e acquise par EDF R&D, et sa mod�elisation EF a �et�e r�ealis�ee
par J. Cheaytani [95] pendant sa th�ese. La machine est issue d'une structure asynchrone dont le rotor
a �et�e modi��e a�n d'y coller des aimants permanents. La structure du stator est pr�esent�e dans la �gure
4.1

Les prochaines sous-sections pr�esentent les caract�eristiques de la MSAP et le mod�ele num�erique
par EF associ�e.
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Figure 4.1 { Stator de la MSAP

4.1.1.1 Caract�eristiques de la MSAP

Dans les prochains paragraphes, les donn�ees �electriques, la g�eom�etrie et les caract�eristiques mat�eriaux
de la MSAP seront pr�esent�ees.

4.1.1.1.A Donn�ees �electriques
Les principales donn�ees �electriques de la MSAP sont pr�esent�ees ci-dessous :

1. Nombre de pôles : 8

2. Fr�equence nominale :f n = 200Hz

3. Puissance nominale :Pn = 15kW

4. Tension nominaleUn = 190V entre deux phases en couplage �etoile

5. Courant nominal : I n = 8A

6. Vitesse nominale : 
n = 3000tr/min �a 200Hz

7. Couple nominal : � n = 48Nm

8. R�esistance moyenne entre deux phases (�a 20�C) :R� = 49:82 m


4.1.1.1.B G�eom�etrie
La MSAP ayant une structure p�eriodique d'angle �= 2, et ayant un plan de sym�etrie normal �a l'axe de
la machine, la �gure 4.2 pr�esente un huiti�eme de la machine.

Le stator est compos�e de tôles FeV1000-65HA d'�epaisseur 0.65 mm et de masse volumique 7800
kg/m 3. Il comporte 48 encoches avec un bobinage �a 8 pôles concentriques, comme le montre la �gure
4.2. Les rayons int�erieur et ext�erieur du stator sont respectivement de 75 mm et 120 mm, avec une
profondeur de 190 mm.

L'arbre rotorique est quant �a lui constitu�e d'acier massif XC38 (AISI 1055) de masse volumique
7800 kg/m3. 32 aimants n�eodyme-fer- bore de type N38SH sont coll�es sur l'arbre et forment 8 pôles,
chacun des pôles �etant compos�e de 4 aimants.

4.1.1.1.C Caract�eristiques mat�eriaux
Les caract�eristiques des mat�eriaux ferromagn�etiques du rotor et du stator sont issues des donn�ees
constructeur [95]. L'ensemble des caract�eristiques sont pr�esent�ees ci-dessous :

1. Air
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Figure 4.2 { G�eom�etrie de la MSAP (huiti�eme)

| Perm�eabilit�e magn�etique � 0 = 4 � 10� 7 H:m� 1

2. Tôles FeV1000-65HA (stator)
| Perm�eabilit�e magn�etique non lin�eaire � B (B ) dont la caract�eristique est repr�esent�ee en bleu

dans la �gure 4.3

3. Acier massif XC38 (rotor)
| Perm�eabilit�e magn�etique non lin�eaire � B (B ) dont la caract�eristique est repr�esent�ee en

rouge dans la �gure 4.3

4. Aimants N38SH
| Perm�eabilit�e magn�etique � a = 1 :1� 0 H:m� 1

| Aimantation r�emanente B r dirig�e radialement et d'amplitude 1.35 T.

5. Trois bobines au stator
| Perm�eabilit�e magn�etique � 0

| ns = 30 spires
| Coupl�ees (ou non) �a des charges RL �equilibr�ees.

4.1.1.2 Mod�ele num�erique de la MSAP

La mod�elisation num�erique, en particulier, la partie �El�ements Finis et �electrique est issue des tra-
vaux de th�ese J. Cheaytani [95]. Cependant, la partie m�ecanique a �et�e rajout�ee grâce aux d�eveloppements
r�ealis�es durant cette th�ese, en particulier l'impl�ementation dans code Carmel de la m�ethode Overlap-
ping [34] pour la prise en compte du mouvement (voir section 1.2.5.2), ainsi que le calcul du couple
par la m�ethode des travaux virtuels [21] (section 1.2.6.2.B).

Dans un premier temps, nous pr�esentons la mod�elisation par EF des �equations de Maxwell r�egissant
l'�evolution des grandeurs magn�etiques au sein de la MSAP. Ensuite, le couplage des bobines du stator
avec di��erentes charges RL sera abord�ee. En�n, la mod�elisation m�ecanique portant sur le mouvement
du rotor sera d�etaill�e.

4.1.1.2.A Mod�ele EF de la MSAP

La conductivit�e des tôles �etant n�eglig�ee dans cette application la mod�elisation de la MSAP conduit
�a un probl�eme magn�etostatique. �A l'exception des conditions de p�eriodicit�e sur les deux faces g�en�erant
le d�ecoupage selon� , les conditions aux limites sont de typeB � n = 0. Contrairement �a l'exemple
2D de machine synchrone (voir section 1.3.3), il s'agit de prendre en compte au rotor des aimants et
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Figure 4.3 { Caract�eristiques kB k (kH k) au rotor et au stator

non un inducteur bobin�e. La formulation variationnelle d�evie l�eg�erement de (1.69) pour prendre en
compte l'induction r�emanente g�en�eralis�ee par les aimants permanents, et devient :

Trouver A 2 fH 0;� B (rot ;D) tel que



� (B ) rot A ;rot A 0�

D
=



J s;A 0�

D �


� aB r ;rot A 0�

D ; 8A 0 2 fH 0;� B (rot ;D); (4.1)

avec on le rappelle,B r l'induction r�emanente g�en�er�ee par les aimants permanents.
Le maillage, pr�esent�e sur la �gure 4.4, est constitu�e de 371507 �el�ements prismatiques pour 200004

n�uds, dispos�es sur 20 couches selon (Oz). L'air est repr�esent�e en jaune tandis que les di��erents
mat�eriaux reprennent le code couleur de la �gure 4.2. On remarque notamment que le domaine n'est
pas maill�e sur une bande dans l'entrefer, car on utilise la m�ethode Overlapping (voir section 1.2.5.2).

De plus, les �gures 4.5 et 4.6 pr�esentent le maillage des deux faces normales �a l'axe de rotation. On
peut ainsi voir apparâ�tre sur 4.6 la discr�etisation des aimants, absents des �gures 4.5 et 4.4 car cach�es
par la couche d'air permettant de prendre en compte les e�ets d'extr�emit�e. En�n la �gure 4.7 montre
partiellement la discr�etisation d'un aimant et de l'entrefer. Ce-dernier a �et�e maill�e en quadrangles
r�eguliers selon � , �a raison de 181 n�uds par couche pour un angle de�= 2 (on a donc un n�ud tous
les 0,5�).

Apr�es discr�etisation EF, le probl�eme magn�etostatique non lin�eaire comporte NA = 719549 incon-
nues d'arête et prend la forme suivante :

Trouver X A (t) 2 RNA tel que

(M � (� (t)) + M lin ) X A (t) + G(X A (t)) = CU (t) (4.2)
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Figure 4.4 { Maillage de la MSAP

Figure 4.5 { Maillage de la premi�ere face normale �a l'axe de la machine

4.1.1.2.B �Equations de circuit �electriques

Les trois bobines du stator sont reli�ees �a une chargeR � L en s�erie �equilibr�ee, en couplage �etoile.
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Figure 4.6 { Maillage de la seconde face normale �a l'axe de la machine, mettant en �evidence le
maillage des aimants.

Figure 4.7 { Maillage d'une partie de l'entrefer.

A�n de prendre en compte la r�esistance du bobinage, on introduit R0 = R� =2 en s�erie avec la charge
R� L . Le sch�ema de couplage est ainsi repr�esent�e sur la �gure 4.8. Les valeurs des di��erents param�etres
�electriques sont les suivants :

1. R�esistance de bobinageR0 = R� =2 = 24;91 m


2. R�esistance de chargeR : 0, 100 ou 6000 m
 selon les essais

3. Inductance de chargeL : 0 ou 9.0 mH selon les essais.

Les �equations r�egissant ce couplage sont donc au nombre de trois, et sont d�e�nies d'apr�es (1.133)
par
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Figure 4.8 { Couplage �etoile de la machine avec des chargesR � L �equilibr�ees.

Trouver i k (t) tel que

@t � k (t) + L@t i k (t) + ( R + R0)i k (t) = 0 ; k = 1 ;2;3 (4.3)

o�u on le rappelle, � k est le 
ux magn�etique capt�e par la bobine associ�ee �a la k�eme phase.

4.1.1.2.C �Equation m�ecanique

En fonction des di��erentes �etudes, le mouvement du rotor pourra être impos�e �a vitesse constante
ou au contraire, �a vitesse variable lorsque le couple d'entrâ�nement �M est impos�e. Dans ce dernier cas,
il faudra prendre en compte l'�equation m�ecanique (1.158) qui permettra de d�eterminer le mouvement
du rotor en fonction du couple �electromagn�etique � B (X ) (d�ependant de l'induction magn�etique). Les
param�etres m�ecaniques sont alors les suivants :

1. Moment d'inertie du rotor JM = 0 :02 kg:m2

2. Force de friction m�ecanique f M = 0 :02 kg:m2:s� 1

3. Couple d'entrâ�nement � M = 6 ou 12 N:m selon les essais

Ainsi, il s'agira de r�esoudre l'�equation

Trouver � (t) et 
( t) = d� (t )
dt tels que

JM
d2� (t)

dt2 + f M
d� (t)

dt
= � B (X ) + � M (t) (4.4)

4.1.1.2.D Mod�ele EF coupl�e aux �equations �electriques et m�ecaniques

Le probl�eme g�en�eral permettant de simuler le mod�ele EF coupl�e aux �equations �electriques et
m�ecaniques est discr�etis�e avec un pas de discr�etisation � sur N t pas de temps. Ces deux derni�eres
quantit�es varieront selon les essais et seront donc explicit�ees en fonction des di��erents cas. Finalement,
le probl�eme discr�etis�e est de taille N = 719552 et s'�ecrit :
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Trouver X k 2 RN tel que
�

K
�

+ M � (� k ) + M lin

�
X k + G(X k ) = CU k +

K
�

X k� 1; k = 1 ; : : : ;N t (4.5)

et trouver ( � k+1 ;
 k+1 ) 2 R2 tel que

8
><

>:


 k+1 =
�

1 �
� f M

JM

�

 k +

�
JM

�
� B (X k ) + � M

�

� k+1 = � k + � 
 k+1 :

; k = 0 ; : : : ;N t � 1 (4.6)

o�u X k = X (t = k� ) correspond �a la concat�enation du vecteur des inconnues EFX k
A 2 RNA et des

trois courants i k
1, i k

2 et i k
3 au temps tk .

4.1.2 Mod�ele r�eduit

Maintenant que le mod�ele de r�ef�erence a �et�e pr�esent�e, nous allons aborder la construction du
mod�ele r�eduit de type POD-(D)EIM. En particulier, nous verrons dans un premier temps sur quel
type d'essai nous avons bas�e nos snapshots, et dans un second temps, quels sont les param�etres utilis�es
permettant de construire la base r�eduite 	 de la solution X

4.1.2.1 Choix des snapshots

Comme expliqu�e dans la section 3.2.1, le choix des snapshots est bas�e sur la connaissance de
l'ing�enieur. Dans le cas d'une machine synchrone �a aimants permanents, un premier sch�ema �equivalent
peut être d�etermin�e �a partir d'un essai �a vide, et d'un second essai en court-circuit. Ainsi, nous allons
nous appuyer sur ces deux simulations a�n d'en d�eterminer un mod�ele r�eduit �a la fois robuste et
e�cace.

4.1.2.1.A Essai �a vide

L'essai �a vide correspond au cas o�u la charge tend vers l'in�ni. Dans ce cas, les courants dans
les trois phases s'annulent et il n'y a plus de couplage avec les �equations �electriques (4.3). De plus,
la machine est entrâ�n�ee �a vitesse constante, et ainsi l'�equation m�ecanique (4.4) n'est pas prise en
compte. Les param�etres de l'essai �a vide sont les suivants :

1. Nombre de snapshots : 89

2. Vitesse de rotation constante, correspondant �a la vitesse nominale : 
n = 3000 tr/min

3. Pas de discr�etisation temporelle : � = 90
18� 8910� 3 = 5 ;62:10� 5 s

4. Aucune �equation �electrique car i 1, i 2 et i 3 sont nuls

Avec ces di��erents param�etres, les snapshots sont calcul�es sur 89 positions du rotor �equir�eparties
dans ]0;�= 2]. La MSAP poss�edant une sym�etrie de rotation d'angle �= 2, ces essais permettent donc
d'avoir une bonne repr�esentation des di��erentes con�gurations �electromagn�etiques de l'essai �a vide.
En e�et, cela correspond �a une p�eriode �electrique (car la MSAP comporte 4 paires de pôles). On peut
�nalement sch�ematiser l'essai par la �gure 4.9, et le syst�eme �a r�esoudre est alors :
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Trouver X k
A 2 RNA tel que

�
M � (� k ) + M lin

�
X k

A + G(X k
A ) = CU (4.7)

avec

� k = k� 
 n + � 0; (4.8)

avec � 0 l'angle initial au rotor.

Figure 4.9 { Calcul des snapshots lors de l'essai �a vide.

Remarque 4.1. Le choix de 89 snapshots �equir�epartis dans]0;�= 2] n'est pas anodin. Si l'on avait pris
90 snapshots �equir�epartis dans ]0;�= 2] par exemple, la base r�eduite g�en�er�ee serait moins bonne. En
e�et, les informations contenues dans les snapshots seraient redondantes du fait des sym�etries/anti-
sym�etries de la machine. En particulier, on voit que la MSAP poss�ede une anti-sym�etrie de rotation
d'angle �= 8. La base de snapshots concentrera donc plus d'informations si�= 8 n'est pas un multiple
de � � , l'angle entre deux snapshots successifs.

4.1.2.1.B Essai en court-circuit

L'essai en court-circuit est �a l'oppos�e de celui �a vide. En e�et, la r�esistance R et l'inductance L de
charge sont cette fois-ci annul�ees. Cependant, la r�esistance de bobinageR0 est elle toujours pr�esente
dans le mod�ele et il faudra alors prendre en compte les �equations de couplages �electriques (4.3).�A
l'instar de l'essai �a vide, le rotor est entrâ�n�e �a vitesse nominale constante. Les param�etres de l'essai
�a vide sont les suivants :

1. Nombre de snapshots : 150

2. Vitesse de rotation constante, correspondant �a la vitesse nominale : 
n = 3000 tr/min

3. Pas de discr�etisation temporelle : � = 180
18� 17310� 3 = 5 ;78:10� 5 s

4. R�esistance et inductance de charge nulles, mais la r�esistance de bobinageR0 est tout de même
�a prendre en compte dans (4.3)

On peut �nalement repr�esenter cet essai par la �gure 4.10, et le syst�eme �a r�esoudre s'�ecrit alors :

Trouver X k 2 RN tel que
�

K
�

+ M � (� k ) + M lin

�
X k + ~G(X k ) = CU k +

K
�

X k� 1; k = 1 ; : : : ;N t (4.9)

avec

� k = k� 
 n + � 0; (4.10)

avecX = ( X A ; i 1; i 2; i 3), repr�esentant l'inconnue EF et les trois courants au stator.
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Figure 4.10 { Calcul des snapshots lors de l'essai en court-circuit.

Remarque 4.2. Cette fois ci, les snapshots sont calcul�es pour 150 positions du rotor �equir�eparties,
correspondant environ �a 5/3 d'une p�eriode �electrique. En e�et, le syst�eme poss�ede d�esormais un r�egime
transitoire dû aux �equations �electriques. Ainsi, prendre des snapshots �etal�es sur un peu plus d'une
p�eriode �electrique permet entre autres de capturer �a la fois le r�egime transitoire, et un d�ebut de r�egime
permanent.

4.1.2.2 Param�etres de r�eduction

Maintenant que l'on dispose d'un jeu de snapshots, le d�etail de la construction du syst�eme r�eduit
va être explicit�e. En particulier, la construction des bases r�eduites 	 et � associ�ees �a la solution X
et au vecteur non lin�eaire G(�), ainsi que la cr�eation du masqueZ vont être abord�es.

Les param�etres pour la construction de la base r�eduite	 , associ�ee �a X sont :

1. Pr�eservation de la structure (voir section 3.2.3) : base r�eduite 	 A , associ�ee aux inconnues d'arêtes
et 	 I , associ�ee aux trois inconnues de type courant.

2. Nombre de snapshotss : 239 (89 pour l'essai �a vide et 150 pour celui en court-circuit).

3. Taille de la base r�eduite apr�es troncature bas�ee sur l'amplitude des valeurs singuli�eresm : 47.
En r�ealit�e, seule 	 A a �et�e tronqu�ee (44 vecteurs de base), et 	 I a �et�e remplac�ee par la matrice
identit�e de taille 3, du fait qu'il n'y a que 3 inconnues de type courant. Ainsi, ces derni�eres ne
sont pas r�eduites.

Les param�etres pour la construction de la base r�eduite � associ�ee au vecteur non lin�eaireG(X ),
et du masqueZ sont :

1. Nombre de bases d'interpolation : 2 (voir 3.2.3.2 ). Une premi�ere base est associ�ee aux inconnues
d'arêtes situ�ees dans le circuit magn�etique au rotor, et la deuxi�eme, �a celles appartenant au
stator.

2. Nombre de snapshotss : 239 (89 pour l'essai �a vide et 150 pour celui en court-circuit)

3. Taille de la base r�eduite non lin�eaire : 3 pour celle associ�ee au rotor, et 12 pour celle au stator.
En e�et, la carte de champ au rotor (dans le r�ef�erentiel en mouvement) �evolue tr�es peu, ce qui
explique que seuls 3 modes au rotor sont su�sants.

4. Nombre de composantes dans le masqueZ : 3 arêtes au rotor, et 12 au stator. Ces deux jeux de
composantes sont s�electionn�es par la m�ethode S-(D)EIM.

On aboutit �nalement au mod�ele r�eduit de taille m = 47 << N = 719552, dont le terme non
lin�eaire est interpol�e selon 3+12 composantes. Celui-ci s'�ecrit de fa�con g�en�erale :
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Trouver X k
r 2 Rm tel que

�
K r

�
+ M �;r (� k

r ) + M lin;r

�
X k

r + ~G r (X k
r ) = C r U k +

K r

�
X k� 1

r ; k = 1 ; : : : ;N t (4.11)

et trouver ( � k+1
r ;
 k+1

r ) 2 R2 tel que

8
><

>:


 k+1
r =

�
1 �

� f M

JM

�

 k

r +
�

JM

�
� B (X k

r ) + � M
�

� k+1
r = � k

r + � 
 k+1
r :

; k = 0 ; : : : ;N t � 1 (4.12)

4.1.3 Simulations grâce au mod�ele r�eduit

Maintenant que la construction du mod�ele r�eduit a �et�e explicit�ee, nous allons l'utiliser a�n de
simuler di��erents points de fonctionnement de la machine. Dans un premier temps, nous l'utiliserons
pour reproduire les deux essais �a vitesse de rotation constante grâce auxquels on a extrait les snapshots :
celui �a vide et celui en court-circuit. Ensuite, on comparera sa pr�ecision par rapport au mod�ele EF sur
deux autres essais toujours �a vitesse constante mais pour deux autres valeurs de charges �electriques.
En�n, nous utiliserons le mod�ele r�eduit pour simuler le d�emarrage du g�en�erateur, c'est-�a-dire en
appliquant un couple d'entrâ�nement au rotor, et ce pour di��erentes charges �electriques.

4.1.3.1 Validation du mod�ele r�eduit

Dans cette section, nous allons valider le mod�ele r�eduit sur l'essai �a vide et en court-circuit. A priori,
celui-ci doit permettre d'obtenir une pr�ecision satisfaisante car les snapshots servant �a construire le
mod�ele r�eduit ont �et�e calcul�es d'apr�es ces deux con�gurations.

4.1.3.1.A Validation sur l'essai �a vide

On pr�esente bri�evement les param�etres de l'essai �a vide :

1. Aucune charge �electrique connect�ee aux bobines du stator. Le probl�eme est purement magn�etostatique.

2. Le rotor tourne �a la vitesse nominale (de fa�con constante).

3. La simulation est lanc�ee surN t = 360 pas de temps, ce qui correspond �a un quart tour du rotor,
soit une p�eriode �electrique.

Ainsi, il n'y a pas d'inconnues de type courant et on aX = X A . Dans ce cas le probl�eme EF est
grandement simpli��e. Le probl�eme r�eduit s'�ecrit alors :

Trouver X k
r 2 Rm tel que

�
M �;r (� k

r ) + M lin;r

�
X k

r + ~G r (X k
r ) = C r U (4.13)

avec

� k
r = k� 
 n + � 0; (4.14)

o�u � 0 d�esigne l'angle initial du rotor.
La �gure 4.11 pr�esente les 
ux calcul�es avec �a la fois le mod�ele de r�ef�erence et le mod�ele r�eduit.

On rappelle que le 
ux magn�etique est une forme lin�eaire sur X car il s'�ecrit � j = F t
j X , avec F t

j le
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vecteur densit�e de spires discr�etis�e associ�e �a la j �eme phase, et d�e�ni par (1.132). De même, la �gure 4.12
pr�esente les f.e.m. g�en�er�ees aux bornes des bobines au stator. En�n, la �gure 4.13 pr�esente le couple
calcul�e �a la fois par le mod�ele r�eduit et le mod�ele de r�ef�erence, grâce �a l'�equation (1.155). On peut voir
que le mod�ele r�eduit permet d'obtenir une bonne pr�ecision sur les 
ux et les f.e.m. associ�es aux bobines
du stator. Sur le couple n�eanmoins, le mod�ele r�eduit semble g�en�erer un signal sinuso•�dal d'amplitude
0,2 N.m et de fr�equencef = 2 f n = 400Hz. Sur cet essai, cette basse fr�equence est fortement visible
car le couple �electromagn�etique est tr�es faible. Cependant et comme on le verra par la suite, l'erreur
sur le couple sera bien moins visible sur les essais en charge o�u le couple �electromagn�etique n'est plus
�a moyenne nulle. De plus, on peut voir que cette basse fr�equence n'impacte pas le couple moyen qui
est plus souvent utilis�e comme quantit�e d'int�erêt en �electrotechnique que le couple lui-même.

Figure 4.11 { Comparaison des 
ux magn�etiques �a vide capt�es par les bobines au stator entre le
mod�ele r�eduit et EF.

En�n, l'�evolution de la norme du r�esidu (voir section 3.3) au cours du temps est pr�esent�e dans la
�gure 4.14. On observe que celle-ci ne varie pas de plus d'un facteur 10, ce qui correspond aux premi�eres
observations : l'erreur n'augmente pas au cours du temps. Finalement la �gure 4.15 pr�esente le champ
d'induction magn�etique dans la machine au pas de temps �nal k = N t . Les trac�es de champs sont
ainsi tr�es similaires �a l'�il nu.

Pour conclure ce premier essai, on peut voir que le mod�ele r�eduit permet d'obtenir des r�esultats
pr�ecis avec une erreur qui n'augmente pas au cours du temps. Du plus, bien que les snapshots aient
�et�e calcul�es pour l'essai �a vide sur 89 positions �equir�eparties entre 0 et �= 2, le mod�ele r�eduit est pr�ecis
sur les 360 positions �equir�eparties entre 0 et �= 2. Ainsi, le mod�ele r�eduit peut être utilis�e pour des
positions du rotor pour lesquels aucun snapshot n'a �et�e calcul�e.

En�n, le speedup et les temps de calcul sont pr�esent�es dans le tableau 4.1. La seconde colonne
pr�esente ainsi les gains en temps lorsque l'on prend en compte le calcul des snapshots, tandis que la
troisi�eme colonne ne tient compte que de l'acc�el�eration obtenue une fois le syst�eme r�eduit construit.
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Figure 4.12 { Comparaison des f.e.m. �a vide aux bornes des bobines du stator entre le mod�ele r�eduit
et EF.

Figure 4.13 { Comparaison du couple �electromagn�etique �a vide entre le mod�ele r�eduit et EF.

Table 4.1 { Temps de calcul et speedup obtenus avec le Mod�ele R�eduit (MR) sur l'essai �a vide de la
MSAP

EF MR + Snapshot MR

Temps (s) 36H 24H 4,5 min

Speedup x1 x1,5 x480
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Figure 4.14 { �Evolution de la norme du r�esidu au cours du temps pour l'essai �a vide.

Figure 4.15 { Champ d'induction magn�etique au temps �nal calcul�e par le mod�ele r�eduit (gauche)
et EF (droite) pour l'essai �a vide (T).
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4.1.3.1.B Validation sur l'essai en court-circuit

Les param�etres de l'essai en court-circuit sont les suivants :

1. Les bobines du stator sont en court-circuit : seule la r�esistance du bobinageR0 est alors pris en
compte dans les �equations de circuit �electrique (4.3).

2. Le rotor tourne �a la vitesse nominale (de fa�con constante).

3. La simulation est lanc�ee sur N t = 900 pas de temps correspondant �a 10 p�eriodes �electriques.

4. La machine a �et�e magn�etis�ee �a l'�etat initial. Cela signi�e qu'un premier calcul qui ne prend pas
en compte les �equations de circuit permet de calculer l'�etat magn�etique initial X 0 de la MSAP.

Le probl�eme r�eduit s'�ecrit alors :

Trouver X k
r 2 Rm tel que

�
K r

�
+ M �;r (� k

r ) + M lin;r

�
X k

r + ~G r (X k
r ) = C r U k +

K r

�
X k� 1

r ; k = 1 ; : : : ;N t (4.15)

avec

� k
r = k� 
 n + � 0: (4.16)

Les �gures 4.16, 4.17 et 4.18 pr�esentent les 
ux, les courants et le couple �electromagn�etique calcul�es
avec le mod�ele EF et r�eduit. De plus, l'�evolution de la norme du r�esidu est repr�esent�ee dans la �gure
4.19. Cette fois-ci l'amplitude de variation de la norme du r�esidu est d'environ 102 et est donc bien
plus grande que pour l'essai �a vide (�gure 4.14). N�eanmoins, on observe un comportement rapidement
p�eriodique ce qui indique que le mod�ele r�eduit ne diverge pas. On peut voir que celle-ci devient
p�eriodique au bout de 5 p�eriodes, ce qui correspond �egalement au moment o�u le couple se stabilise.
En�n, le trac�e du champ d'induction calcul�e avec les deux mod�eles est pr�esent�e dans la �gure 4.20

Figure 4.16 { Comparaison des 
ux magn�etiques en court-circuit capt�es par les bobines au stator
entre le mod�ele r�eduit et EF.
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Figure 4.17 { Comparaison des courants circulant dans les bobines du stator entre le mod�ele r�eduit
et EF pour l'essai en court-circuit.

Figure 4.18 { Comparaison du couple �electromagn�etique entre le mod�ele r�eduit et EF pour l'essai en
court-circuit.

Les �gures 4.16, 4.17 et 4.18 montrent que le mod�ele r�eduit permet d'obtenir une bonne pr�ecision
sur les 
ux et les courants. Cette fois-ci le couple �electromagn�etique calcul�e avec le mod�ele r�eduit et
tr�es proche de celui issu du mod�ele EF. En e�et, le couple �etant bien plus important, la basse fr�equence
d'amplitude 0;2N.m est ici n�egligeable. En ce qui concerne la norme du r�esidu, on peut remarquer que
sa variabilit�e est d'environ deux ordres de grandeur. Cependant, son �evolution semble p�eriodique sur
les 5 p�eriodes, ce qui sugg�ere que l'erreur n'augmente pas, comme on peut le voir sur les di��erentes
quantit�es d'int�erêt.



Machine Synchrone �a aimants permanents 155

Figure 4.19 { �Evolution de la norme du r�esidu au cours du temps pour l'essai en court-circuit.

Figure 4.20 { Champ d'induction magn�etique au temps �nal calcul�e par le mod�ele r�eduit (gauche)
et EF (droite) pour l'essai en court-circuit (T).

En�n, bien que les snapshots n'aient �et�e calcul�es que pour les 4 premi�eres p�eriodes �electriques,
il est int�eressant de noter que le mod�ele r�eduit reste pr�ecis sur les 6 autres p�eriodes. Ainsi, l'espace
g�en�er�e par les snapshots permet d'approcher le r�egime permanent, bien que ceux-ci n'aient �et�e calcul�es
que pendant le r�egime transitoire.

Finalement, le speedup et les temps de calcul obtenus sur l'essai en court-circuit sont pr�esent�es
dans le tableau 4.2.
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Table 4.2 { Temps de calcul et speedup obtenus avec le Mod�ele R�eduit (MR) sur l'essai �a vide de la
MSAP

EF MR + Snapshot MR

Temps (s) 90H 24H 6,75 min

Speedup x1 x3,75 x800

4.1.3.2 Utilisation du mod�ele r�eduit avec d'autres charges �electriques

Maintenant que nous avons v�eri��e que le mod�ele r�eduit permet de repr�esenter correctement les
points de fonctionnement utilis�es pour sa construction, nous allons l'utiliser avec deux nouvelles charges
�electriques. On insiste sur le fait que pour ces deux cas d'application, aucun snapshot correspondant
n'a �et�e calcul�e. L'id�ee est donc ici de valider la m�ethode de s�election des snapshots. Dans ces deux
essais, le couplage avec l'�equation m�ecanique (4.4) est n�eglig�e, et le rotor tourne alors �a la vitesse
nominale.

4.1.3.2.A Utilisation du mod�ele r�eduit avec une charge r�esistive

Les param�etres de ce premier essai sont :

1. Les bobines du stator sont reli�ees �a une charge �electriqueR = 100 m
.

2. Le rotor tourne �a la vitesse nominale (de fa�con constante).

3. La simulation est lanc�ee sur N t = 900 pas de temps correspondant �a 10 p�eriodes �electriques.

4. La machine a �et�e magn�etis�ee �a l'�etat initial.

Le probl�eme r�eduit s'�ecrit :

Trouver X k
r 2 Rm tel que

�
K r

�
+ M �;r (� k

r ) + M lin;r

�
X k

r + ~G r (X k
r ) = C r U k +

K r

�
X k� 1

r ; k = 1 ; : : : ;N t (4.17)

avec

� k
r = k� 
 n + � 0: (4.18)

Les �gures 4.21, 4.22 et 4.23 pr�esentent les 
ux, les courants et le couple �electromagn�etique calcul�es
avec le mod�ele EF et r�eduit. De plus, l'�evolution de la norme du r�esidu est repr�esent�ee dans la �gure
4.24.

On voit l�a encore que le mod�ele r�eduit permet d'obtenir une bonne pr�ecision sur les quantit�es
d'int�erêt, bien qu'aucun snapshot n'ait �et�e calcul�e avec cette charge �electrique au stator. En ce qui
concerne l'�evolution de la norme r�esiduelle, celle-ci semble dans un r�egime p�eriodique ce qui indique
que l'erreur n'augmente pas au cours du temps. En�n, la �gure 4.25 pr�esente le champ d'induction
magn�etique au dernier pas de temps, calcul�e avec �a la fois le mod�ele EF et le mod�ele r�eduit.

Le speedup et les temps de calcul concernant cet essai sont pr�esent�es dans le tableau 4.3.
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Figure 4.21 { Comparaison des 
ux magn�etiques capt�es par les bobines au stator entre le mod�ele
r�eduit et EF avec une charge r�esistive.

Figure 4.22 { Comparaison des courants circulant dans les bobines du stator entre le mod�ele r�eduit
et EF avec une charge r�esistive.
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Figure 4.23 { Comparaison du couple �electromagn�etique entre le mod�ele r�eduit et EF avec une charge
r�esistive.

Figure 4.24 { �Evolution de la norme du r�esidu au cours du temps avec une charge r�esistive.

Table 4.3 { Temps de calcul et speedup obtenus avec le Mod�ele R�eduit (MR) sur l'essai avec une
charge inductive et r�esistive

EF MR + Snapshot MR

Temps (s) 90H 24H 6,8 min

Speedup x1 x3,75 x790
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Figure 4.25 { Champ d'induction magn�etique au temps �nal calcul�e par le mod�ele r�eduit (gauche)
et EF (droite) avec une charge r�esistive (T).

4.1.3.2.B Utilisation du mod�ele r�eduit avec une charge r�esistive et inductive

Les param�etres de ce premier essai sont :

1. Les bobines du stator sont reli�ees �a une charge �electriqueR = 6000 m
 et L = 9mH.

2. Le rotor tourne �a la vitesse nominale (de fa�con constante).

3. La simulation est lanc�ee sur N t = 900 pas de temps correspondant �a 10 p�eriodes �electriques.

4. La machine a �et�e magn�etis�ee �a l'�etat initial.

Comme pr�ec�edemment, le probl�eme s'�ecrit :

Trouver X k
r 2 Rm tel que

�
K r

�
+ M �;r (� k

r ) + M lin;r

�
X k

r + ~G r (X k
r ) = C r U k +

K r

�
X k� 1

r ; k = 1 ; : : : ;N t (4.19)

avec

� k
r = k� 
 n + � 0: (4.20)

Les �gures 4.26, 4.27 et 4.28 pr�esentent les 
ux, les courants et le couple �electromagn�etique calcul�es
avec le mod�ele EF et r�eduit. De plus, l'�evolution de la norme du r�esidu est repr�esent�ee dans la �gure
4.29.

L�a encore le mod�ele r�eduit permet d'obtenir une bonne pr�ecision sur les 
ux et les courants. En
ce qui concerne le couple �electromagn�etique, on voit r�eapparâ�tre la basse fr�equence avec le mod�ele
r�eduit. En e�et, l'amplitude du couple �etant plus faible, cette erreur est plus visible. N�eanmoins, le
couple moyen n'est une fois de plus pas impact�e. De plus, la norme r�esiduelle est une fois de plus
p�eriodique ce qui indique que l'erreur n'augmente pas de fa�con signi�cative au cours de la simulation.
En�n, le champ d'induction magn�etique calcul�e avec les deux mod�eles est pr�esent�e sur la �gure 4.30.
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Figure 4.26 { Comparaison des 
ux magn�etiques capt�es par les bobines au stator entre le mod�ele
r�eduit et EF avec une charge r�esistive et inductive.

Figure 4.27 { Comparaison des courants circulant dans les bobines du stator entre le mod�ele r�eduit
et EF avec une charge r�esistive et inductive.

Finalement, le speedup et les temps de calcul obtenus sur l'essai avec une charge r�esistive sont
pr�esent�es dans le tableau 4.4.
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Figure 4.28 { Comparaison du couple �electromagn�etique entre le mod�ele r�eduit et EF avec une charge
r�esistive et inductive.

Figure 4.29 { �Evolution de la norme du r�esidu au cours du temps avec une charge r�esistive et
inductive.
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Figure 4.30 { Champ d'induction magn�etique au temps �nal calcul�e par le mod�ele r�eduit (gauche)
et EF (droite) avec une charge r�esistive et inductive (T).

Table 4.4 { Temps de calcul et speedup obtenus avec le Mod�ele R�eduit (MR) sur l'essai avec une
charge inductive et r�esistive

EF MR + Snapshot MR

Temps (s) 90H 24H 7 min

Speedup x1 x3,75 x770

4.1.3.3 Utilisation du mod�ele r�eduit pour simuler le d�emarrage d'une machine

Finalement, nous allons utiliser le mod�ele r�eduit a�n de simuler le d�emarrage du g�en�erateur. Le
rotor va cette fois-ci être entrâ�n�e par un dispositif d'entrâ�nement �a couple constant au lieu de tourner
�a vitesse constante. Nous allons simuler ce d�emarrage pour les quatre con�gurations �electriques utilis�ees
pr�ec�edemment, �a savoir l'essai �a vide, en court-circuit, et avec les deux charges �electriques. Comme
nous allons le voir par la suite (section 4.1.3.3.C), la simulation avec la MEF d'un tel mod�ele demande
un temps de calcul bien trop important. C'est pourquoi nous ne comparerons pas dans cette section
les r�esultats obtenus par rapport �a une r�ef�erence EF. N�eanmoins, ceux-ci auront �et�e jug�es coh�erents
par des experts du domaine.

4.1.3.3.A D�emarrage de la MSAP �a vide
Les param�etres du d�emarrage �a vide sont les suivants :

1. Les bobines au stator ne sont pas connect�es �a un circuit �electrique

2. Le rotor est entrâ�n�e par un couple m�ecanique constant � M = 6N.m.

3. La simulation est lanc�ee sur N t = 9 :104 pas de temps correspondant �a une dur�ee de 5s.

4. La machine a �et�e magn�etis�ee �a l'�etat initial.

Les probl�eme r�eduit s'�ecrit alors :
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Trouver X k
r 2 Rm tel que
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; k = 0 ; : : : ;N t � 1 (4.22)

La �gure 4.31 pr�esente la mont�ee en vitesse de la machine entrâ�n�ee par le couple m�ecanique. Les
�gures 4.32, 4.33 et 4.34 pr�esentent respectivement les f.e.m. aux bornes des bobines statoriques sur
toute la dur�ee de la simulation, puis au d�ebut, �a la �n de celle-ci. De même, le couple �electromagn�etique
au d�ebut et en �n de simulation est pr�esent�e dans les �gures 4.35 et 4.36.

Figure 4.31 { Mont�ee en vitesse de la MSAP �a vide.
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Figure 4.32 { f.e.m. aux bornes des bobines du stator.

Figure 4.33 { f.e.m. aux bornes des bobines du stator au d�ebut de la simulation.
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Figure 4.34 { f.e.m. aux bornes des bobines du stator �a la �n de la simulation.

Figure 4.35 { Couple �electromagn�etique au d�ebut de la simulation.
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Figure 4.36 { Couple �electromagn�etique en �n de simulation.

4.1.3.3.B D�emarrage de la MSAP coupl�ee �a un circuit �electrique

Nous allons maintenant simuler le d�emarrage de la MSAP lorsque ses bobines statoriques sont
connect�ees �a un circuit �electrique. Les param�etres de ces essais sont les suivants :

1. Les bobines au stator sont connect�es �a un circuit �electrique

2. Le rotor est entrâ�n�e par un couple m�ecanique constant � M = 12N.m.

3. La simulation est lanc�ee sur N t = 9 :104 pas de temps correspondant �a une dur�ee de 5s.

4. La machine a �et�e magn�etis�ee �a l'�etat initial.

Les probl�eme r�eduit s'�ecrit alors :

Trouver X k
r 2 Rm tel que
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D�emarrage de la MSAP en court-circuit

Pour cet essai, seules les r�esistance de bobinageR0 sont prises en compte dans les �equation de circuit
(4.3). La �gure 4.37 pr�esente la mont�ee en vitesse de la machine entrâ�n�ee par le couple m�ecanique
� M = 12N.m. Celle-ci tend rapidement vers un r�egime permanent. En e�et, lorsque la machine est en
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court circuit, le couple �electromagn�etique � B g�en�er�e par le rotor est tr�es important et vient s'opposer
au couple d'entrâ�nement � M , ce qui explique la faible vitesse de rotation obtenue. Ceci est illustr�e par
la �gure 4.38 qui pr�esente le couple �electromagn�etique et o�u l'on voit que � B atteint rapidement� M =
12N.m. En�n, les courants g�en�er�es lors de cet essai sont pr�esent�es dans la �gure 4.39.

Figure 4.37 { Mont�ee en vitesse de la MSAP en court-circuit.

Figure 4.38 { Couple �electromagn�etique lors du d�emarrage de la MSAP en court-circuit.



168 Applications industrielles

Figure 4.39 { Courants circulant dans les bobines du stator lors du d�emarrage de la MSAP en
court-circuit.

D�emarrage de la MSAP avec une charge r�esistive

Comme dans la section 4.1.3.2.A, les bobines statoriques sont reli�ees �a une charge r�esistive de
valeur R = 100 �m
. La �gure 4.40 pr�esente la mont�ee en vitesse de la machine entrâ�n�ee par le couple
m�ecanique � M = 12N.m. L�a encore, le couple �electromagn�etique � B pr�esent�e dans la �gure 4.41
s'oppose rapidement au couple d'entrâ�nement �M , et la vitesse de rotation �nale est plutôt faible.
En�n, les courants g�en�er�es en d�ebut et �n de simulation sont respectivement pr�esent�es dans les �gure
4.42 et 4.43.

Figure 4.40 { Mont�ee en vitesse de la MSAP reli�ee �a une charge r�esistive.
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Figure 4.41 { Couple �electromagn�etique lors du d�emarrage de la MSAP reli�ee �a une charge r�esistive.

Figure 4.42 { Courants circulant dans les bobines du stator lors du d�emarrage de la MSAP reli�ee �a
une charge r�esistive (d�ebut de la simulation).
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Figure 4.43 { Courants circulant dans les bobines du stator lors du d�emarrage de la MSAP reli�ee �a
une charge r�esistive (�n de la simulation).

D�emarrage de la MSAP avec une charge et inductive

Comme dans la section 4.1.3.2.B, les bobines statoriques sont reli�ees �a une charge r�esistive de
valeur R = 100 �m
. La �gure 4.44 pr�esente la mont�ee en vitesse de la machine entrâ�n�ee par le couple
m�ecanique � M = 12N.m. Cette fois-ci, le couple �electromagn�etique � B pr�esent�e dans la �gure 4.45 ne
s'oppose pas enti�erement au couple d'entrâ�nement. La machine parvient alors �a obtenir une vitesse
cons�equente. Les courants g�en�er�es en d�ebut et �n de simulation sont respectivement pr�esent�es dans
les �gure 4.46 et 4.47.

Figure 4.44 { Mont�ee en vitesse de la MSAP reli�ee �a une charge r�esistive et inductive.
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Figure 4.45 { Couple �electromagn�etique lors du d�emarrage de la MSAP reli�ee �a une charge r�esistive
et inductive.

Figure 4.46 { Courants circulant dans les bobines du stator lors du d�emarrage de la MSAP reli�ee �a
une charge r�esistive et inductive (d�ebut de la simulation).

4.1.3.3.C Speedup et temps de calcul associ�es �a la simulation d'un d�emarrage de ma-
chine Ces simulations de d�emarrage de machine montrent qu'il est n�ecessaire de calculer la solution
du probl�eme discr�etis�e sur un tr�es grand nombre de pas de temps a�n d'obtenir le r�egime permanent.
Avec le mod�ele de r�ef�erence, un pas de temps �etant calcul�e en environ 6 minutes, il aurait fallu une
ann�ee de calcul pour simuler le probl�eme. C'est pourquoi dans cette section, les speedup ne sont donn�es
qu'�a titre indicatif. Ainsi, le tableau 4.5 pr�esente les temps de calcul (en ordre de grandeur) que l'on
obtiendrait avec le mod�ele EF, et avec le mod�ele r�eduit. On voit donc l'int�erêt des mod�eles r�eduits
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Figure 4.47 { Courants circulant dans les bobines du stator lors du d�emarrage de la MSAP reli�ee �a
une charge r�esistive et inductive (�n de la simulation).

POD-(D)EIM lorsque le nombre de pas de temps �a simuler devient trop �elev�e. Ainsi, même en prenant
en compte le calcul des snapshots, on obtient un speedup d'environ 300, ce qui en terme d'ordre de
grandeur permet de passer d'une ann�ee de calcul �a un peu plus d'un jour. Sans compter le calcul des
snapshots, alors environ 6 heures de calcul sont n�ecessaires.

Table 4.5 { Temps de calcul et speedup obtenus avec le Mod�ele R�eduit (MR) sur le d�emarrage d'une
MSAP

EF MR + Snapshot MR

Temps (s) 375 jours 30,25 h 6,25 h

Speedup x1 x297 x1440

4.2 Machine Asynchrone

Pour cette seconde partie, nous �etudierons une machine asynchrone (MAS) �a cage en fonctionne-
ment moteur, toujours grâce �a un mod�ele r�eduit. De même que pour la MSAP, le mod�ele de r�ef�erence
de la MAS sera d�etaill�e dans un premier temps avant d'aborder la construction du mod�ele r�eduit.
En�n, le mod�ele r�eduit sera utilis�e a�n d'obtenir la caract�eristique couple-vitesse de la MAS.

4.2.1 Mod�ele de r�ef�erence

La machine asynchrone �etudi�ee est en r�ealit�e une maquette qui a �et�e �etudi�ee par J. Cheaytani
pendant sa th�ese [95], en vue d'investiguer les 
ux de zigzag. Celle-ci est repr�esentative d'un moteur
EDF utilis�e pour les pompes. Le rotor de la machine est pr�esent�e dans la �gure 4.48

Les prochaine sous-sections pr�esentent les caract�eristiques de la MAS et le mod�ele num�erique par
EF associ�e.
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Figure 4.48 { Rotor de la MAS

4.2.1.1 Caract�eristiques de la MAS

Dans les prochains paragraphes, les donn�ees �electriques, la g�eom�etrie et les caract�eristiques mat�eriaux
de la MAS seront pr�esent�ees.

4.2.1.1.A Donn�ees �electriques
Les principales donn�ees �electriques de la MAS sont pr�esent�ees ci-dessous :

1. Nombre de pôles : 4

2. Fr�equence nominale :f n = 50Hz

3. Puissance nominale :Pn = 6kW

4. Tension nominaleUn = 400V entre deux phases en couplage �etoile

5. Courant nominal : I n = 13A

6. Vitesse nominale : 
n = 1500tr/min �a 50Hz

7. Couple nominal : � n = 42Nm

8. R�esistance moyenne entre deux phases (�a 20�C) :R� = 1 :44 


4.2.1.1.B G�eom�etrie
La MAS ayant une structure p�eriodique d'angle � , la �gure 4.49 pr�esente la g�eom�etrie sur une moiti�e
de machine.

Le stator est compos�e de tôles M800-50HA d'�epaisseur 0.5 mm. Il comporte 48 encoches avec un
bobinage �a 4 pôles concentriques, comme le montre la �gure 4.49. Les rayons int�erieur et ext�erieur du
stator sont respectivement de 75 mm et 110 mm respectivement, avec une profondeur de 140 mm.

Le rotor est quant �a lui constitu�e de tôles M400-50A. Les rayons int�erieur et ext�erieur du rotor
sont respectivement de 24 mm et 74:5 mm respectivement, avec une profondeur de 140 mm. Il poss�ede
30 encoches semi-ouvertes avec des barres de cuivre CuA1 H12 de longueur 276 mm. Ces barres sont
reli�ees entre elles grâce �a deux anneaux de court-circuit (�gure 4.48).
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Figure 4.49 { G�eom�etrie de la MAS (moiti�e)

4.2.1.1.C Caract�eristiques mat�eriaux
Les caract�eristiques des mat�eriaux sont pr�esent�ees ci-dessous :

1. Air
| Perm�eabilit�e magn�etique � 0 = 4 � 10� 7 H:m� 1

2. Tôles M800-50HA (stator)
| Perm�eabilit�e magn�etique suppos�ee lin�eaire � = 4800� 0

3. Tôles M400-50A (rotor)
| Perm�eabilit�e magn�etique suppos�ee lin�eaire � = 4800� 0

4. Barres de cuivre CuA1 H12
| Perm�eabilit�e magn�etique � 0

| Conductivit�e �electrique � = 48;2:106 Sm-1

5. Trois bobines au stator
| Perm�eabilit�e magn�etique � 0

| ns = 136 spires
| Aliment�ees par une source de tension �equilibr�ee sinuso•�dale

4.2.1.2 Mod�ele num�erique de la MAS

La mod�elisation num�erique de la MAS est �egalement issue des travaux de th�ese J. Cheaytani [95].
Cependant, le mod�ele a �et�e adapt�e a�n de pouvoir utiliser la m�ethode Overlapping.

Dans un premier temps, nous pr�esentons la mod�elisation par EF des �equations de Maxwell r�egissant
l'�evolution des grandeurs magn�etiques au sein de la MAS, puis dans un second temps, le couplage des
bobines du stator avec une source de tension �equilibr�ee sera pr�esent�ee. Dans cet exemple, l'�equation
m�ecanique ne sera pas prise en compte et on �etudiera la machine pour des vitesses de rotation
constantes.

4.2.1.2.A Mod�ele EF de la MAS

La mod�elisation de la MAS conduit ici �a un probl�eme magn�etodynamique du fait de la conductivit�e
des barres. Pour les conditions aux limites, elles sont encore de typeB �n = 0 sur le bord du domaine, �a
l'exception des conditions de p�eriodicit�e. La perm�eabilit�e des tôles �etant suppos�ee lin�eaire, on a alors un
probl�eme magn�etodynamique lin�eaire, dont la formulation A � � (1.72) est rappel�ee ci-dessous :
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Trouver ( A ;� ) 2 H 1(0;T; W 1
0;� B

(M D )) � L 2(0;T; W 0(M Dc )) tel que

h� rot A ;rot A 0i D + h� (@t A + grad � );A 0+ grad � 0i Dc
= hJ s;A 0i D ;

8(A 0;� 0) 2 W 1
0;� B

(M D ) � W 0(M Dc ):

Le maillage, pr�esent�e sur la �gure 4.50, est constitu�e d'une couche de 10758 �el�ements prismatiques
pour 11280 n�uds (probl�eme 2D extrud�e). Les codes couleurs reprennent ainsi celles de la g�eom�etrie
dans la �gure 4.49. Le maillage d'une des faces est ainsi pr�esent�e dans la �gure 4.51. L�a encore, une
�ne couche n'est pas maill�ee dans l'entrefer a�n d'utiliser la m�ethode Overlapping, comme on peut le
voir dans la �gure 4.52. En particulier, celui-ci a �et�e maill�e �a raison d'un n�ud par degr�e, soit 181
n�uds par couche.

Figure 4.50 { Maillage de la MAS

Figure 4.51 { Maillage d'une face de la MAS.

Finalement, le probl�eme magn�etodynamique lin�eaire est discr�etis�e avec NA = 5507 inconnues
d'arêtes et Nn = 1 seule inconnue nodale. Du fait de l'anneau de court-circuit en e�et, les potentiels
scalaires� sont �egaux sur chacune des deux faces.� �etant discr�etis�e par des fonctions nodales, on
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Figure 4.52 { Maillage d'une partie de l'entrefer de la MAS.

a donc deux inconnues nodales. Or le potentiel scalaire �etant d�e�ni �a un gradient, et donc, �a une
constante pr�es, on �xe l'une des faces au potentiel nul. Il ne nous reste alors qu'une seule inconnue
nodale. En notant �X (t) = [ X A (t); X N (t)], le probl�eme discr�etis�e s'�ecrit :

Trouver �X k 2 RNA + NN tel que
�

K
�

+ M � (� k ) + M
�

�X k = CU k +
K
�

�X k� 1; k = 1 ; : : : ;N t (4.25)

4.2.1.2.B �Equations de circuit �electriques

Les trois bobines du stator sont aliment�ees par une source de tension sinuso•�dale �equilibr�ee. A�n
de prendre en compte la r�esistance de bobinage, on introduit la chargeR0 = R� =2. Le sch�ema de
couplage est ainsi repr�esent�e sur la �gure 4.53. Les valeurs des di��erents param�etres �electriques sont
les suivants :

1. R�esistance de bobinageR0 = R� =2 = 0;72 


2. Source de tension :
| Amplitude entre deux phases U = 325 V.
| Fr�equence d'alimentation : f n = 50 Hz.

3. D�ephasage entre deux phases de 2�= 3.

Figure 4.53 { Sch�ema de couplage de la MAS avec une source de tension �equilibr�ee.

Les �equations r�egissant ce couplage sont donc au nombre de trois, et sont d�e�nies d'apr�es (1.133)
par
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Trouver i k (t) tel que
@t � k (t) + R0i k (t) = vk (t); k = 1 ;2;3 (4.26)

o�u on le rappelle, � k est le 
ux magn�etique capt�e par la bobine associ�ee au k�eme courant.

4.2.1.2.C Mod�ele EF coupl�e aux �equations �electriques et m�ecaniques

Le probl�eme g�en�eral permettant de simuler le mod�ele EF coupl�e aux �equations �electriques est
discr�etis�e avec un pas de temps � = 3 ;4:10� 4 s sur N t = 960 pas, ce qui correspond �a 16 p�eriodes
�electriques. Finalement, le probl�eme discr�etis�e est de taille N = 5511 et s'�ecrit :

Trouver X k 2 RN tel que
�

K
�

+ M � (� k ) + M
�

X k = CU k +
K
�

X k� 1; k = 1 ; : : : ;N t (4.27)

avec

� k = k� 
 + � 0: (4.28)

o�u X k = X (t = k� ) correspond �a la concat�enation du vecteur d'inconnues EF �X k 2 RNA + Nn et des
trois courants i k

1, i k
2 et i k

3 au temps tk . En�n, 
 d�esigne la vitesse de rotation de la machine, que l'on
fera varier selon les cas.

4.2.2 Mod�ele r�eduit

Maintenant que le mod�ele de r�ef�erence a �et�e pr�esent�e, nous allons aborder la construction du
mod�ele r�eduit construit en utilisant la POD. En particulier, nous verrons dans un premier temps sur
quel type d'essai nous avons bas�e nos snapshots, et dans un second temps, quels sont les param�etres
utilis�es permettant de construire la base r�eduite 	 de la solution X .

4.2.2.1 Choix des snapshots

Comme expliqu�e dans la section 3.2.1, le choix des snapshots est bas�e sur la connaissance de
l'ing�enieur. Dans le cas d'une machine asynchrone, un sch�ema �equivalent peut être d�etermin�e �a partir
d'un essai �a rotor bloqu�e, et d'un second essai au synchronisme. En e�et, ce sont les deux essais
classiques qui sont e�ectu�es lors de l'identi�cation de sch�ema �electrique �equivalent. Ainsi, nous allons
nous appuyer sur ces deux simulations a�n d'en d�eterminer un mod�ele r�eduit �a la fois robuste et
e�cace.

4.2.2.1.A Essai �a rotor bloqu�e

L'essai �a rotor bloqu�e consiste simplement �a simuler le cas o�u le rotor est immobile tandis qu'un
champ tournant �a la vitesse de synchronisme 
n = 1500 tr.min -1 est g�en�er�e au stator. Les param�etres
de l'essai �a rotor bloqu�e sont les suivants :

1. Nombre de snapshots : 120

2. Vitesse de rotation nulle

3. Pas de discr�etisation temporelle : � = 3 ;4:10� 4 s
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4. Les trois bobines sont aliment�ees par une source de tension �equilibr�ee d'amplitudeV = 187 V
et de fr�equence f n = 50 Hz

Avec ces di��erents param�etres, les snapshots sont calcul�es sur 120 pas de temps correspondant �a
deux p�eriodes �electriques. On peut �nalement sch�ematiser l'essai par la �gure 4.54.

Figure 4.54 { Calcul des snapshots lors de l'essai �a rotor bloqu�e.

4.2.2.1.B Essai au synchronisme

L'essai au synchronisme reprend la con�guration pr�ec�edente, �a la di��erence pr�es que le rotor est
entrâ�n�e �a la vitesse de synchronisme 
 = 
 n . Les param�etres de l'essai au synchronisme sont les
suivants :

1. Nombre de snapshots : 240

2. Vitesse de rotation constante, correspondant �a la vitesse nominale : 
 = 
 n = 1500 tr/min

3. Pas de discr�etisation temporelle : � = 3 ;4:10� 4 s

4. Les trois bobines sont aliment�ees par une source de tension �equilibr�ee d'amplitudeV = 187 V
et de fr�equence f n = 50 Hz

Cette fois ci, les snapshots sont calcul�es pour 240 pas de temps correspondant �a 4 p�eriodes
�electriques. En e�et, cet essai g�en�ere un r�egime transitoire plus long que celui �a rotor bloqu�e et il
est n�ecessaire d'avoir davantage de snapshots a�n de pouvoir appr�ehender le r�egime permanent. On
peut �nalement repr�esenter cet essai par la �gure 4.55.

Figure 4.55 { Calcul des snapshots lors de l'essai au synchronisme.

4.2.2.2 Param�etres de r�eduction

Maintenant que l'on dispose d'un jeu de snapshots, le d�etail de la construction du syst�eme r�eduit
est explicit�e ci-dessous.

Les param�etres pour la construction de la base r�eduite	 , associ�ee �a X sont :
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1. Pr�eservation de la structure (voir section 3.2.3) : une premi�ere base r�eduite 	 A est associ�ee aux
inconnues d'arêtes tandis que	 � et 	 I sont respectivement associ�ees associ�ees aux inconnues
nodales et de courant

2. Nombre de snapshotss : 360 (120 pour l'essai �a rotor bloqu�e et 240 pour celui en court-circuit)

3. Taille de la base r�eduite apr�es troncature bas�ee sur l'amplitude des valeurs propres :m = 154.
En r�ealit�e, seule 	 A a �et�e tronqu�ee (150 vecteurs de base). 	 � et 	 I ont �et�e remplac�ees par les
matrices identit�e de taille respective 1 et 3 du fait de leur faible nombre d'inconnue. Ainsi, les
courants et l'inconnue nodale ne sont pas r�eduits.

On aboutit �nalement au mod�ele r�eduit de taille m = 154 << N = 5511 :

Trouver X k
r 2 Rm tel que

�
K r

�
+ M �;r (� k

r ) + M r

�
X k

r + = C r U k +
K r

�
X k� 1

r ; k = 1 ; : : : ;N t (4.29)

avec

� k
r = k� 
 + � 0

r : (4.30)

4.2.3 Simulations grâce au mod�ele r�eduit

La construction du mod�ele r�eduit ayant �et�e d�etaill�ee, nous allons l'utiliser pour di��erentes simu-
lations. Premi�erement, nous allons v�eri�er que le mod�ele r�eduit permet de repr�esenter les points de
fonctionnement utilis�es pour sa construction : c'est-�a-dire lors de l'essai �a rotor bloqu�e et de celui au
synchronisme, en comparant les r�esultats par rapport au mod�ele EF. Puis dans un second temps, nous
allons calculer grâce au mod�ele r�eduit la caract�eristique couple-vitesse de la machine asynchrone.

4.2.3.1 Validation du mod�ele r�eduit

Dans cette section, nous allons valider le mod�ele r�eduit sur l'essai �a rotor bloqu�e et au synchronisme.
Puisque les snapshots sont issus de ces essais, on esp�ere obtenir une bonne pr�ecision sur ces deux cas.

4.2.3.1.A Essai �a rotor bloqu�e

On pr�esente bri�evement les param�etres de l'essai �a rotor bloqu�e :

1. Vitesse de rotation nulle

2. La simulation est lanc�ee sur N t = 960 pas de temps �equidistants avec un pas de discr�etisation
temporelle � = 3 ;4:10� 4 s, ce qui correspond �a 16 p�eriodes �electriques.

3. Les trois bobines sont aliment�ees par une source de tension �equilibr�ee d'amplitudeV = 187 V
et de fr�equence f n = 50 Hz

La �gure 4.56 pr�esente les courants circulant dans les bobines statoriques calcul�es avec le mod�ele
r�eduit et le mod�ele EF. De même, le couple �electromagn�etique calcul�e avec les deux mod�eles est
pr�esent�e dans la �gure 4.57. On observe que le mod�ele r�eduit o�re une bonne approximation de ces
grandeurs d'int�erêt. De plus, les snapshots ne sont issus que des deux premi�eres p�eriodes �electriques,
et pourtant le mod�ele r�eduit arrive �a repr�esenter de fa�con pr�ecise les courants et le couple pour les 14
autres p�eriodes �electriques. De plus, le champ d'induction magn�etique B et l'amplitude de la densit�e
de courants induits J ind sont respectivement repr�esent�es dans les �gures 4.58 et 4.59 pour le dernier
pas de temps de la simulation. On observe que les trac�es de champs sont tr�es similaires avec les deux
mod�eles.
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Figure 4.56 { Comparaison de courants circulant dans les bobines statoriques entre le mod�ele r�eduit
et EF, pour l'essai �a rotor bloqu�e.

Figure 4.57 { Comparaison du couple �electromagn�etique calcul�e avec le mod�ele r�eduit et EF, pour
l'essai �a rotor bloqu�e.
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Figure 4.58 { Champ d'induction magn�etique au temps �nal calcul�e par le mod�ele r�eduit (gauche)
et EF (droite) pour l'essai �a rotor bloqu�e (T).

Figure 4.59 { Amplitude de la densit�e de courant induits au temps �nal calcul�ee par le mod�ele r�eduit
(gauche) et EF (droite) pour l'essai �a rotor bloqu�e (A.m -2).

4.2.3.1.B Essai au synchronisme

On pr�esente bri�evement les param�etres de l'essai au synchronisme :

1. Vitesse de rotation constante 
 = 
 n = 1500 tr.min -1.

2. La simulation est lanc�ee sur N t = 960 pas de temps �equidistants avec un pas de discr�etisation
temporelle � = 3 ;4:10� 4 s, ce qui correspond �a 16 p�eriodes �electriques.

3. Les trois bobines sont aliment�ees par une source de tension �equilibr�ee d'amplitudeV = 187 V
et de fr�equence f n = 50 Hz

Les �gures 4.60 et 4.61 pr�esentent respectivement les courants et le couple �electromagn�etique
calcul�es avec les deux mod�eles. De même que pour l'essai �a rotor bloqu�e, on observe une bonne
ad�equation du mod�ele r�eduit avec le mod�ele EF. Sur le couple, on voit que les deux signaux sont tr�es
oscillants ce qui est sans doute dû aux barres rotoriques droites de la MAS. En�n, le champ d'induction
magn�etique B et l'amplitude de la densit�e de courants induits J ind sont respectivement repr�esent�es
dans les �gures 4.62 et 4.63 pour le dernier pas de temps de la simulation. On observe que les trac�es
de champs sont l�a encore tr�es similaires avec les deux mod�eles.

4.2.3.1.C Temps de calcul et speedup sur les deux essais

Le probl�eme �etant lin�eaire, les temps de calcul obtenus sur chacun des deux essais sont tr�es sem-
blables. On pr�esente donc leur ordre de grandeur dans le tableau 4.6.
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Figure 4.60 { Comparaison de courants circulant dans les bobines statoriques entre le mod�ele r�eduit
et EF, pour l'essai au synchronisme.

Figure 4.61 { Comparaison du couple �electromagn�etique calcul�e avec le mod�ele r�eduit et EF, pour
l'essai au synchronisme.
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Figure 4.62 { Champ d'induction magn�etique au temps �nal calcul�e par le mod�ele r�eduit (gauche)
et EF (droite) pour l'essai au synchronisme (T).

Figure 4.63 { Amplitude de la densit�e de courant induits au temps �nal calcul�ee par le mod�ele r�eduit
(gauche) et EF (droite) pour l'essai au synchronisme (A.m-2).

Table 4.6 { Temps de calcul et speedup obtenus avec le Mod�ele R�eduit (MR) sur l'essai �a rotor bloqu�e
et au synchronisme de la MAS

EF MR + Snapshot MR

Temps (s) 11,5 min 4 min 40 s

Speedup x1 x2,87 x17

4.2.3.2 Utilisation du mod�ele r�eduit pour le calcul de la caract�eristique couple vitesse

Maintenant que le mod�ele r�eduit a �et�e valid�e sur les deux essais qui ont permis sa construction,
nous allons utiliser le mod�ele r�eduit pour simuler d'autres points de fonctionnement de la MAS. En
particulier, nous allons calculer le couple moyen pour 11 vitesses de rotation di��erentes, variant entre
50% et 100% de la vitesse nominale 
n .

Les param�etres de ces essais sont alors :

1. Pour chaque essai, la vitesse de rotation est constante et comprise entre [
n=2 et 
 n ].

2. La simulation est lanc�ee sur N t = 960 pas de temps �equidistants avec un pas de discr�etisation
temporelle � = 3 ;4:10� 4 s, ce qui correspond �a 16 p�eriodes �electriques.

3. Les trois bobines sont aliment�ees par une source de tension �equilibr�ee d'amplitudeV = 187 V
et de fr�equence f n = 50 Hz

La �gure 4.64 pr�esente la valeur du couple moyen en fonction de la vitesse de rotation, calcul�ee
avec le mod�ele EF et r�eduit. On observe que les caract�eristiques obtenues avec les deux mod�eles sont
tr�es semblables, quand bien même le couple est tr�es oscillant du fait des barres non inclin�ees.

En�n, les temps de calculs associ�ees �a ces 11 simulations sont pr�esent�es dans le tableau 4.7.
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Figure 4.64 { Caract�eristique couple vitesse de la MAS.

Table 4.7 { Temps de calcul et speedup obtenus avec le Mod�ele R�eduit (MR) pour le calcul de la
caract�eristique couple vitesse

EF MR + Snapshot MR

Temps (s) 2 h 11,3 min 7,3 min

Speedup x1 x10,5 x17

4.3 Conclusion sur les applications

Ce dernier chapitre a �et�e l'occasion d'utiliser la r�eduction de mod�eles a�n de r�esoudre des probl�emes
pos�es dans l'industrie. Les deux exemples de machine trait�es sont de nature di��erente, l'un est issu
d'un probl�eme magn�etostatique non lin�eaire tandis que l'autre est un probl�eme magn�etodynamique
lin�eaire. N�eanmoins, quelques enseignements peuvent en être tir�es.

Premi�erement, la r�eduction de mod�eles par projection permet d'acc�el�erer fortement un calcul
lorsque le syst�eme de d�epart a un tr�es grand nombre d'inconnues. Ainsi, le speedup obtenu avec la
MAS, poss�edant environ 500 inconnues ne d�epasse pas 17 tandis que la MSAP permet d'obtenir un
speedup allant jusqu'�a 1400. En e�et, le maillage de la MSAP m�ene �a un syst�eme EF de 700000
inconnues tandis que son �equivalent r�eduit ne poss�ede pas plus d'une cinquantaine d'inconnues. Au
contraire, la r�eduction de mod�eles permet seulement de passer de 5500 inconnues �a 150 pour le probl�eme
r�eduit de la MAS.

Deuxi�emement, l'approche O�ine/Online qui consiste �a d�ecoupler la construction du mod�ele r�eduit
de son utilisation peut permettre un gain de temps consid�erable. En e�et, dans chacun des deux
exemples trait�es, un seul mod�ele r�eduit a �et�e utilis�e �a chaque fois. Ainsi, la r�eduction de mod�eles peut
ne pas être particuli�erement e�cace pour acc�el�erer directement un probl�eme (voir essai �a rotor bloqu�e),
mais permet une acc�el�eration consid�erable si l'on parvient �a construire un mod�ele r�eduit valable pour
di��erentes valeurs de param�etres (la charge �electrique pour la MSAP et la vitesse de rotation pour la
MAS).

Finalement, la r�eduction de mod�eles permet d'ouvrir la simulation �a des classes de probl�emes qui
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jusque l�a, �etaient beaucoup trop coûteux �a r�esoudre avec la MEF. Ainsi, la simulation du d�emarrage
d'une machine tournante qui en ordre de grandeur, pouvait prendre jusqu'�a un an de temps de calcul
peut être r�eduit �a un peu plus d'une journ�ee de calcul, calcul des snapshots compris.



Conclusion

Les travaux pr�esent�es dans ce m�emoire ont concern�e l'application des m�ethodes de r�eduction de
mod�eles aux probl�emes d'�electromagn�etisme basse fr�equence, dans le but d'obtenir des mod�eles rapides,
robustes et pr�ecis de dispositifs utilis�es dans l'�electrotechnique. En particulier, l'objectif principal de
cette th�ese a �et�e d'�etendre l'application de ces m�ethodes au cas de machines �electriques compos�ees de
mat�eriaux ferromagn�etiques non lin�eaires et o�u la rotation doit être prise en compte de fa�con e�cace
au sein du mod�ele r�eduit. En�n, un des enjeux notables a �et�e la prise en compte avec le mod�ele r�eduit
de l'environnement �electrique et m�ecanique du dispositif �etudi�e. Cette th�ese a �et�e e�ectu�ee dans le
cadre du LAMEL, laboratoire commun entre le L2EP et EDF R&D, et vise donc �a appliquer les outils
d�evelopp�es sur des cas d'application industriels.

Nous avons dans un premier temps pr�esent�e la mod�elisation par �el�ements �nis des probl�emes
d'�electromagn�etisme basse fr�equence. Ceux-ci sont r�egis par les �equations de Maxwell en r�egime quasi-
statique. Pour ce faire, la formulation en potentielsA � � a �et�e utilis�ee. La prise en compte de sous-
domaines en mouvement a �et�e rendue possible grâce �a la m�ethode Overlapping [34], qui a l'avantage de
se coupler naturellement avec les m�ethodes de r�eduction. En�n, la prise en compte de l'environnement
�electrique et m�ecanique a �et�e pr�esent�ee. En particulier le couple �electromagn�etique a �et�e calcul�e par
la m�ethode des travaux virtuels [21], laquelle s'adapte �egalement aux m�ethodes de r�eduction par
projection.

Ensuite, l'application des m�ethodes de r�eduction �a des probl�emes magneto-quasistatiques acad�emiques
a �et�e pr�esent�ee. Ainsi, les non-lin�earit�es et le mouvement ont �et�e n�eglig�es dans un premier temps. Le
domaine de la r�eduction de mod�eles �etant particuli�erement dynamique depuis une quinzaine d'ann�ee,
de nombreuses m�ethodes ont �et�e propos�ees dans la litt�erature. Nous avons choisi de comparer celles
qui sont les plus r�epandues et �eprouv�ees, �a savoir, la POD, la CVT, la PA, la BPOD, la PGD et
la m�ethode RB. Ces approches peuvent alors se classer en deux cat�egories. La premi�ere regroupe les
m�ethodes dites a posteriori pour lesquelles des calculs pr�eliminaires, les snapshots, sont n�ecessaires a�n
de r�eduire le mod�ele EF. Au contraire, les m�ethodes a priori sont des algorithmes automatiques qui,
grâce �a des approches gloutons, permettent d'enrichir it�erativement le mod�ele r�eduit jusqu'�a ce que
l'on obtienne une pr�ecision su�sante. Les di��erentes m�ethodes ont ainsi �et�e compar�ees sur un exemple
2D issu d'un probl�eme magn�etodynamique. Bien que les temps de calcul, la pr�ecision et la di�cult�e
d'impl�ementation varient en fonction des m�ethodes, la majorit�e des approches ont permis d'obtenir
des r�esultats pr�ecis et robustes sur ce probl�eme d'�electromagn�etisme basse fr�equence acad�emique.

A�n de traiter des probl�emes industriels, il faut cependant que les m�ethodes de r�eduction per-
mettent de prendre en compte d'une part le mouvement du rotor, mais aussi le comportement non
lin�eaire des mat�eriaux ferromagn�etiques. Or ce dernier �el�ement pose bien souvent des di�cult�es avec les
m�ethodes de r�eduction pr�esent�ees dans le second chapitre. D'une part, certaines m�ethodes se couplent
di�cilement avec les probl�emes non lin�eaires, c'est le cas des approches bas�ees sur une r�esolution
harmonique et de la PGD. D'autre part, même si la m�ethode de r�eduction est compatible avec la prise
en compte de la non-lin�earit�e, l'acc�el�eration o�erte par le mod�ele r�eduit devient quasi-inexistante.
Pour palier �a ce probl�eme, des m�ethodes par interpolation ou projection ont ainsi �et�e mises en �uvre.
Elles reposent toutes sur le même principe : grâce �a un jeu de snapshots, on va pouvoir extraire un
certain nombre de zones g�eom�etriques pour lesquelles le calcul de la non-lin�earit�e est d�eterminant ;
les informations sur le reste du domaine sont alors interpol�ees. Ce faisant, l'acc�el�eration du mod�ele
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r�eduit devient importante �a nouveau. Cependant, ces m�ethodes peuvent g�en�erer des comportements
divergents et/ou des impr�ecisions. Nous avons donc d�evelopp�e un indicateur d'erreur bas�e sur le r�esidu
qui permet d'�evaluer si l'approximation calcul�ee avec le mod�ele r�eduit reste proche de la solution EF
au cours du calcul. En comparant l'ad�equation des di��erentes m�ethodes �a ce type de probl�eme, mais
aussi leur performance, nous avons pu d�eterminer qu'une approche type POD coupl�ee �a une m�ethode
d'interpolation telle que la (D)EIM permettait de r�eduire e�cacement un mod�ele non lin�eaire. En
ce qui concerne le choix des snapshots, une m�ethode bas�ee sur la connaissance de l'ing�enieur a �et�e
propos�ee et valid�ee.

En�n, le dernier chapitre a �et�e consacr�e �a l'application de la POD coupl�ee �a la (D)EIM a�n de
r�eduire deux mod�eles de machines utilis�es par EDF R&D, une synchrone et une seconde asynchrone.
Le mod�ele de la MSAP, compos�ee de mat�eriaux ferromagn�etiques non lin�eaires et purement 3D a ainsi
�et�e r�eduit grâce �a un jeu de snapshots bas�e sur un essai �a vide et un autre en court-circuit. Dans un
second temps, le mod�ele r�eduit a �et�e coupl�e avec un environnement �electrique et m�ecanique di��erent
de celui pour lequel les snapshots ont �et�e calcul�es. Le mod�ele r�eduit a alors permis de retrouver les
r�esultats sur les essais grâce auxquels il a �et�e construit. De plus, nous avons pu simuler en moins de
7h le d�emarrage de la MSAP �a couple constant alors que ce calcul aurait pu durer un an environ avec
un mod�ele EF. Finalement, un mod�ele r�eduit de la MAS, compos�ee de mat�eriaux ferromagn�etiques
suppos�es lin�eaires a �et�e construit grâce �a une simulation �a rotor bloqu�e et une seconde au synchronisme.
Celui-ci nous a permis de calculer une caract�eristique couple-vitesse avec un speedup sup�erieur �a 10.
Dans ce second exemple, le nombre d'inconnues EF �etant faible, le gain en temps de calcul obtenu
avec le mod�ele r�eduit est bien moins signi�catif qu'avec celui de la MSAP.

Les perspectives soulev�ees pour ces travaux sont multiples. Premi�erement, la r�eduction des mod�eles EF
par la POD coupl�ee �a la (D)EIM a �et�e appliqu�ee avec succ�es �a des probl�emes magn�etostatiques non
lin�eaires (MSAP), magn�etodynamiques lin�eaires (MAS) et en�n magn�etodynamiques non lin�eaires
mais sans mouvement. Il reste ainsi �a d�evelopper une m�ethodologie a�n de r�eduire un syst�eme
poss�edant ces trois caract�eristiques, c'est-�a-dire lorsque le probl�eme de d�epart est magn�etodynamique,
non lin�eaire et avec mouvement. Dans ce cas en e�et, des instabilit�es num�eriques peuvent surgir.
Deuxi�emement, le couplage multi-physiques de mod�eles r�eduits n�ecessite davantage d'investigation.
Par exemple, la m�ethodologie d�evelopp�ee dans ce manuscrit ne permettrait pas de r�eduire e�cace-
ment des mod�eles aux lois de comportement d�ependant de quantit�es m�ecaniques, car la base r�eduite
obtenue d'apr�es un jeu de snapshots ne tiendrait pas forc�ement compte de cette variation. Il faudrait
alors adapter la m�ethode de s�election des snapshots. De plus, des algorithmes d'interpolation comme
la (D)EIM permettent de s�electionner des zones repr�esentatives de ph�enom�enes �electromagn�etiques.
Or, celles-ci ne sont pas n�ecessairement pertinentes du point de vue des autres physiques, et pourraient
mener �a des erreurs d'interpolation. Troisi�emement, les mod�eles de machines ont �et�e r�eduits dans ce
m�emoire pour des points de fonctionnement id�eaux, en particulier lorsque les phases statoriques sont
�equilibr�ees. Bien que ces simulations concernent une large partie des �etudes r�ealis�ees au LAMEL, la
prise en compte de comportement plus riches avec le mod�ele r�eduit demanderait une adaptation dans
le calcul des snapshots. On peut alors envisager d'utiliser un jeu d'essais caract�eristiques plus riches
mais toujours bas�e sur la connaissance de l'ing�enieur, ou bien de se servir d'algorithmes gloutons
a�n de compl�eter it�erativement la base d'approximation. Dans cette perspective, le d�eveloppement
de meta-mod�eles temps-r�eels de dispositifs �electrotechniques et d�e�nis sur un domaine param�etrique
apparâ�t comme une application s�eduisante pour le monde industriel. En e�et, cela permettrait de
remplacer les traditionnels mod�eles �equivalents de dispositifs bas�es sur des �equations de circuit dans
des logiciels tels que MATLAB-Simulink [96] ou EMTP-RV [97] par des mod�eles r�eduits, plus pr�ecis
et pour lesquels on pourrait quand même calculer des quantit�es locales comme des 
ux magn�etiques
associ�es �a des sondes, ou des e�orts m�ecaniques. Bien que certains travaux ont �et�e r�ealis�es au cours
de cette th�ese, notamment grâce �a la m�ethode PGD [98], un des enjeux notables est l'obtention d'un
meta-mod�ele robuste dans le cas de ph�enom�enes non lin�eaires.



Annexes

A Application du th�eor�eme de Stokes

Nous rappelons bri�evement les deux formules d'int�egration utilis�ees dans ce m�emoire, �a savoir la
formule de Green-Ostrogradsky et la formule de Stokes. Elles proviennent toutes deux du th�eor�eme de
Stokes, qui est le r�esultat central de l'analyse portant sur l'int�egration des formes di��erentielles. Son
�enonc�e d�epasse le cadre de cette th�ese, c'est pourquoi seules les formules de Green-Ostrogradsky et de
Stokes seront rappel�ees. Dans ce cadre, on introduitU 2 C1(
) un champ vectoriel di��erentiable et
d�e�ni sur un domaine 
 � R3.

A.1 Formule de Green-Ostrogradski

La formule de Green-Ostrogradski assure l'�egalit�e suivante
Z



divU d
 =

Z

@

U � dS; (4.31)

avec dS le vecteur unitaire sortant sur le bord @
.

A.2 Formule de Stokes

Soit @Sune courbe orient�ee et ferm�ee deR3 g�en�erant une surface orient�ee S. Alors, la formule de
Stokes est

Z

S
rot U dS =

Z

@S
U � dl ; (4.32)

avec dl le vecteur unitaire dirigeant @S.
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B Prise en compte de la non-lin�earit�e

A�n de prendre en compte les mat�eriaux non lin�eaires avec le mod�ele �el�ement �ni, la loi de com-
portement ainsi que le calcul explicite de la jacobienne est pr�esent�ee.

B.1 Loi de comportement non lin�eaire

A�n de mod�eliser le caract�ere non lin�eaire du mat�eriau, une loi de type Marrocco est utilis�ee :

� (kB k) =
1
� 0

 

� m +
(cm � � m ) kB k2�

kB k2� + � m

!

(4.33)

o�u � m , cm , � m et � sont des constantes issues de l'exp�erience. Dans la suite du rapport, pour un
domaine ferromagn�etique, elles prendront les valeurs suivantes :

� m = 2 ;1101:10� 4 (4.34)

cm = 1 ;2158:10� 2 (4.35)

� m = 2 ;3725:104 (4.36)

� = 8 ;0218 (4.37)

Sur la �gure 4.65, l'�evolution de la norme du champ d'induction kB k en fonction de celle du champ
magn�etique kH k pour di��erents mat�eriaux est repr�esent�ee. La bleue correspond �a une �evolution non
lin�eaire d�ecrite par la fonction de Marrocco. La rouge, la violette et la verte repr�esentent respectivement
les �evolutions lin�eaires pour le fer, le cobalt et l'air. On peut voir que la courbe du fer non lin�eaire
de Marrocco et du fer lin�eaire ont presque la même pente �a l'origine, ce qui justi�e l'utilisation de ce
mod�ele pour la reluctivit�e non lin�eaire.

Figure 4.65 { Caract�eristique kB k (kH k) pour di��erents mat�eriaux

Cette mod�elisation de la non-lin�earit�e poss�ede notamment les trois propri�et�es suivantes qui per-
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mettent d'�etablir l'existence et l'unicit�e du probl�eme magn�etostatique non lin�eaire :

9� 0 = 8z; � (z) � � 0 (4.38)

9� 1 = 8z;
d� (z)

dz
� � 1 (4.39)

9M = 8z;
d� (z)

dz
z + � (z) � M (4.40)

B.2 Calcul de la Jacobienne

On rappelle l'expression du vecteur r�esidu associ�e au syst�eme g�en�erique d'�equations auk�eme pas
de temps :

R (X k
j ) =

�
K
�

+ M � (� k ) + M (X k
j )

�
X k

j � CU k �
K
�

X k� 1 (4.41)

La jacobienneJ associ�ee au r�esidu s'�ecrit alors

J =
K
�

+ M � (� k ) + �J(X k
j ); (4.42)

avec la partie non lin�eaire de la jacobienne d�e�nie par

�J =
@

�
M (X k

j )X k
j

�

@X k
j

: (4.43)

Cette matrice de RN � N repr�esente les comportements non lin�eaires des mat�eriaux ferromagn�etiques.
Dans notre mod�ele, les propri�et�es de ces mat�eriaux varient en e�et avec kB k. Or puisque B = rot A ,
seule l'inconnueA g�en�ere une non-lin�earit�e (et donc les inconnues � ou les courantsi k ; k = 1 ; : : : ; jVj ne
sont pasexplicitement responsables de ce comportement non lin�eaire). Ainsi, et de fa�con non r�eductrice,
nous pr�esentons dans cette annexe le calcul de la partie non lin�eaire de la matrice jacobienne sur un
probl�eme magn�etostatique sans couplage circuit.

La m�ethode des �el�ements �nis conduit aux N �equations suivantes E i ; i = 1 : : : n :

E i :
Z

D

�
H (A ) � rot w 1

i

�
=

Z

D

�
J s � w 1

i

�
(4.44)

La jacobienne associ�ee aux �equationsE i a pour coe�cients :

(�J) i;j (A ) =
Z

D

�
@H (A )

@Aj
� rot w 1

i

�
dD (4.45)

Or, on a les relations suivantes :

H (A ) = � (kB k)B (4.46)

B = rot A (4.47)

D'o�u
@H (A )

@Aj
=

@�(kB k)
@Aj

B + � (kB k)
@B
@Aj

(4.48)

Dans cette somme de deux termes, le second est simple �a exprimer. En e�et, sachant queB = rot A
et en utilisant la d�ecomposition �el�ements �nis A =

P
l A l w 1

l , on a :

� (kB k)
@B
@Aj

= � (kB k)rot w 1
j (4.49)
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Le premier terme est quant �a lui exprim�e en utilisant la d�erivation compos�ee :

B
@�(kB k)

@Aj
= B

@�(kB k)
@kB k

�
@kB k

@kB k2 �
@kB k2

@Aj
(4.50)

= B � 0(kB k) �
1

2kB k
�

 
@kB k2

@Bx

@Bx
@Aj

+
@kB k2

@By

@By
@Aj

+
@kB k2

@Bz

@Bz
@Aj

!

(4.51)

=
� 0(kB k)B

2kB k

�
2Bx (rot w 1

j )xex + 2By(rot w 1
j )yey + 2Bz(rot w 1

j )zez
�

(4.52)

=
� 0(kB k)

kB k
(B 
 B ) � rot w 1

j (4.53)

o�u le produit tensoriel de B par lui même est :

B 
 B =

0

@
BxBx BxBy BxBz

ByBx ByBy ByBz

BzBx BzBy BzBz

1

A (4.54)

Finalement, en d�e�nissant la matrice de reluctivit�e non lin�eaire �� par :

�� = � (kB k2)I 3 +
� 0(kB k)

kB k
B 
 B (4.55)

on a comme expression �nale de la jacobienne :

(�J) i;j (
 ) =
Z

D

�
�� rot w 1

j � rot w 1
i

�
dD (4.56)

B.3 D�ecomposition des op�erateurs en partie lin�eaire et non lin�eaire

Bien que cette derni�ere section soit triviale, il convient de la rappeler car elle permet un gain de
temps consid�erable dans l'assemblage du mod�ele complet et r�eduit.

Ainsi, il est souvent plus e�cace de s�eparer la partie lin�eaire de la matrice M (�) de la partie non
lin�eaire. On d�ecompose alors M (�) en

M (�) = M lin + M nl (�) (4.57)

o�u M lin et M nl (�) sont deux matrices carr�ees deRN � N . M lin correspond notamment aux domaines o�u
la perm�eabilit�e magn�etique est constante. Ainsi, la matrice non lin�eaire M nl (�) est issue de l'assemblage
des �el�ements situ�es dans les domaines ferromagn�etiques non lin�eaires.

De même, on peut d�ecomposer la Jacobienne en une partie lin�eaireJ lin et une autre non lin�eaire
Jnl :

J(�) = J lin + Jnl (�); (4.58)

avec les deux matricesJnl et J lin d�e�nies par :

J lin =
K
�

+ M � (� k ) + M lin (4.59)

et

Jnl (X k
j ) =

@
�

M nl (X k
j )X k

j

�

@X k
j

(4.60)

=
@

�
M nl (X k

j )
�

@X k
j

X k
j + M nl (X k

j ) (4.61)
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C Probl�eme 2D extrud�e

Une simpli�cation consid�erable des probl�emes issus du mod�ele magn�eto-quasistatique est possible
dans l'hypoth�ese 2D extrud�e. Il s'agit d'une particularisation du probl�eme magn�etodynamique en
formulation A � (voir section 1.1.7.4), �a laquelle on adjoint les quatre hypoth�eses suivantes :

(H.1) Le syst�eme �etudi�e poss�ede un plan de sym�etrie, que l'on choisit, sans pertes de g�en�eralit�es,
comme le plan (xOy).

(H.2) La source de courantJ poss�ede (xOy) comme plan d'antisym�etrie. En d'autres termes, J est
d�e�ni selon la direction � ez.

(H.3) Le syst�eme �etudi�e (que ce soit les mat�eriaux ou les sources) est invariant selonez. Physiquement,
cela implique que le domaine d'�etude est in�niment extrud�e selon ez.

(H.4) La perm�eabilit�e � = � � 1 est isotrope.

Par des consid�erations de sym�etrie, l'�equation

rot
�
� (B ) rot A

�
+ �@t A = J s (4.62)

nous informe que dansR3, A poss�ede les mêmes sym�etries queJ s. En particulier, (H.1) impose que
J s s'�ecrive :

J s(x ) =

0

@
0
0

J z
s (x )

1

A ; (4.63)

et ainsi, A devient :

A (x ) =

0

@
0
0

Az(x )

1

A : (4.64)

�A des �ns de simpli�cation, on notera par la suite Az(x ) = A(x ), les deux autres composantes du
potentiel vecteur �etant nulles. En�n, l'hypoth�ese (H.3) quant �a elle impose que l'ensemble des champs
soient invariants selonez. En d'autres termes, les champs ne d�ependent pas dez et on a en particulier :

J s(x ) = J s(x;y;z) (4.65)

= J s(x;y) (4.66)

et

A (x ) = A (x;y) (4.67)

Ainsi, les trois premi�eres hypoth�eses permettent de rechercherA sous la forme :

A (x ) =

0

@
0
0

A(x;y)

1

A (4.68)

Maintenant, regardons comment se simpli�ent les termes issus de la formulation variationnelle
(1.75). Premi�erement, calculons le rotationnel deA dans le cas 2D extrud�e.

rot A (x ) =

0

@
@x

@y

@z

1

A �

0

@
0
0

A(x;y)

1

A (4.69)

=

0

@
@yA(x;y)

� @xA(x;y)
0

1

A (4.70)

(4.71)
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Ainsi, en prenant A 0 dans le même espace queA (et donc tel que A 0(x ) = A0(x;y)ez) .
le terme rot-rot dans la formulation variationnelle (1.75) devient :



� (B ) rot A ;rot A 0�

D
=

Z

D
� (B ) rot A � rot A 0dD (4.72)

=
Z

D
� (B )

0

@
@yA(x;y)

� @xA(x;y)
0

1

A �

0

@
@yA(x;y)

� @xA(x;y)
0

1

A dD (4.73)

=
Z

D
� (B )

�
@xA(x;y)2 + @yA(x;y)2�

dD (4.74)

=
Z

D
� (B )

�
@xA(x;y)
@yA(x;y)

�
�
�

@xA(x;y)
@yA(x;y)

�
dD (4.75)

=
Z

D
� (B )grad A � grad A0dD; (4.76)

o�u le passage de (4.73) �a (4.74) a �et�e permis grâce �a l'isotropie de la perm�eabilit�e (hypoth�ese (H.4)).
En introduisant � (grad A) = � (B ) , le terme rot-rot se r�e�ecrit �nalement :



� (B ) rot A ;rot A 0�

D
=



� (grad A)grad A;grad A0�

D
(4.77)

(4.78)

En continuant de la sorte, on trouve que la formulation variationnelle (1.75) dans l'hypoth�ese 2D
extrud�ee se r�e�ecrit simplement en :

Trouver A 2 H 1(0;T; H 1
0;� B

(D)) tel que A(t = 0 ;x )jDc = 0 et



� (grad A)grad A;grad A0

�
D

+ h�@t A;A 0i Dc
= hJs;A0i D ; 8A0 2 H 1

0;� B
(D) (4.79)

.

On peut alors montrer que ce probl�eme variationnel permet de trouver la solution faible surD de
l'�equation :

� (grad A) � A(x;y) + �@t A(x;y) = Js: (4.80)

Ainsi, un probl�eme magn�eto-quasistatique dans l'hypoth�ese 2D extrud�ee se simpli�e en un probl�eme
au laplacien 2D (type �equation de la chaleur).

En pratique, on consid�erera un maillage 2D, D2 inclus dans le plan (xOy) et l'inconnue A sera
alors approch�ee par des fonctions nodalesW 0

0;� B
(D2) � H 1

0;� B
(D2).

Remarque 4.3. Les consid�erations portant sur la sym�etrie et l'anti-sym�etrie (H.1 et H.2) sont sa-
tisfaites sur de nombreux syst�emes physiques. De plus, la sym�etrie miroir (par rapport �a un plan)
peut être remplac�ee par une sym�etrie de rotation, pour les syst�emes axisym�etriques. De même, de
nombreux mat�eriaux satisfont l'hypoth�ese isotropique H.4. Au contraire, l'invariance selon ez n'est
jamais satisfaite, car cela supposerait un syst�eme de longueur in�nie. Celle-ci revient ainsi �a n�egliger
les e�ets de bord, c'est-�a-dire, le comportement du champ �electromagn�etique au voisinage des limites
selon � ez. En particulier, cette hypoth�ese reste raisonnable seulement pour les syst�emes ayant une
grandeur caract�eristique L s selon (Oz) bien plus importante queL x et L y .

Remarque 4.4. Pour les mat�eriaux non isotropiques, et/ou lors de l'assemblage de la matrice jaco-
bienne, il faudra prendre garde au calcul des termes �el�ementaires de la matrices



� (grad A)grad A;grad A0

�
D

.
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En e�et, on a



� (B ) rot A ;rot A 0�

D
=

Z

D

  
� xx

(B ) � xy
(B )

� yx
(B ) � yy

(B )

!

�
�

@yA(x;y)
� @xA(x;y)

� !

�
�

@yA(x;y)
� @xA(x;y)

�
dD (4.81)

=
Z

D

�
@yA(x;y)

� @xA(x;y)

� t

�

 
� xx

(B ) � xy
(B )

� yx
(B ) � yy

(B )

!

�
�

@yA(x;y)
� @xA(x;y)

�
dD (4.82)

6=
Z

D

�
@xA(x;y)
@yA(x;y)

� t

�

 
� xx

(B ) � xy
(B )

� yx
(B ) � yy

(B )

!

�
�

@xA(x;y)
@yA(x;y)

�
dD; (4.83)

d'o�u dans le cas non isotrope


� (B ) rot A ;rot A 0�

D
6=



� (B )grad A;grad A0�

D
(4.84)
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D �El�ement d'int�egration Overlapping en 3D

D.1 �El�ement de r�ef�erence

L'�el�ement de r�ef�erence Overlapping est pr�esent�e sur la �gure 4.66. A la di��erence de l'hexa�edre, la
coordonn�ee de ses sommets n'est plus 1 ou� 1 selonx, mais � a (S1;S5), b (S2;S6), c (S3;S7) ou en�n d
(S4;S8), avec a;b;c;d� 1. La zone d'int�egration de l"Over�el�ement" est identique �a celle de l'hexa�edre :
(x;y;z) 2 [� 1;1]3, repr�esent�ee par la surface hexa�edrique sur la �gure 4.66.

Figure 4.66 { Over�el�ement de r�ef�erence

Cependant, on utilisera de mani�ere pratique deux cas particuliers de cet �el�ement g�en�eral, l'Over�el�ement
gauche (b = d = 1) et l'Over�el�ement droit ( a = c = 1) comme montr�e sur la �gure 4.67.

Figure 4.67 { Over�el�ement de r�ef�erence
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Les coordonn�ees des sommets sont les suivantes :

S1 =

0

B
B
B
B
@

� a

� 1

� 1

1

C
C
C
C
A

; S2 =

0

B
B
B
B
@

b

� 1

� 1

1

C
C
C
C
A

; S3 =

0

B
B
B
B
@

c

1

� 1

1

C
C
C
C
A

; S4 =

0

B
B
B
B
@

� d

1

� 1

1

C
C
C
C
A

S5 =

0

B
B
B
B
@

� a

� 1

1

1

C
C
C
C
A

; S6 =

0

B
B
B
B
@

b

� 1

1

1

C
C
C
C
A

; S7 =

0

B
B
B
B
@

c

1

1

1

C
C
C
C
A

; S8 =

0

B
B
B
B
@

� d

1

1

1

C
C
C
C
A

Nous allons maintenant pr�esenter les fonctions de forme utilis�ees.

D.2 Fonctions de formes nodales

Les fonctions nodales sont utilis�ees pour discr�etiser les �el�ements appartenant �a (H 1(
)) 3. La fonc-
tion nodale associ�ee �a un n�ud vaut 1 sur celui-ci, et 0 sur tous les autres :

Z

f Sj g
wn

i � � n j = � j
i (4.85)

o�u � n j est la distribution de dirac associ�ee au noeudj , et � j
i , le symbole de Kronecker. Les 5 fonctions

nodales sont les suivantes :

wn
1 (x;y;z) =

(b� x)(1 � y)(1 � z)
4(a + b)

wn
2 (x;y;z) =

(a + x)(1 � y)(1 � z)
4(a + b)

wn
3 (x;y;z) =

(d + x)(1 + y)(1 � z)
4(c + d)

wn
4 (x;y;z) =

(c � x)(1 + y)(1 � z)
4(c + d)

wn
5 (x;y;z) =

(b� x)(1 � y)(1 + z)
4(a + b)

wn
6 (x;y;z) =

(a + x)(1 � y)(1 + z)
4(a + b)

wn
7 (x;y;z) =

(d + x)(1 + y)(1 + z)
4(c + d)

wn
8 (x;y;z) =

(c � x)(1 + y)(1 + z)
4(c + d)

Le lecteur pourra v�eri�er qu'elles forment bien une partition de l'unit�e sur l'�el�ement.

D.3 Fonctions de formes d'arête

Les fonctions "d'arête" sont utilis�ees pour discr�etiser les �el�ements appartenant �a H (rot; 
). Ces
fonctions sont dites d'arête car leur circulation est �egale �a 1 sur l'arête �a laquelle elles sont associ�ees,
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et 0 sinon. Elles v�eri�ent ainsi la propri�et�e suivante :
Z

ej

w e
i � dl = � ij (4.86)

Elles peuvent être calcul�ees avec la formule de r�ef�erence [26]. Cependant, avec cette approche, il
faut utiliser les fonctions nodales de l'hexa�edre ou de l'Over�el�ement selon que l'on calcule les fonctions
d'arête parall�eles �a ( Ox), (Oy) ou (Oz). Il est donc plus simple de les "intuiter" �a partir de celles de
l'hexa�edre.

Les expressions des fonctions associ�ees �a l'arêtew e
ij , orient�ee de i vers j sont �nalement :

- pour les arrêtes selon (Ox) :

w e
12 =

0

B
B
B
B
B
@

(1� y)(1 � z)
4(a+ b)

0

0

1

C
C
C
C
C
A

; w e
56 =

0

B
B
B
B
B
@

(1� y)(1+ z)
4(a+ b)

0

0

1

C
C
C
C
C
A

; w e
43 =

0

B
B
B
B
B
@

(1+ y)(1 � z)
4(c+ d)

0

0

1

C
C
C
C
C
A

; w e
87 =

0

B
B
B
B
B
@

(1+ y)(1+ z)
4(c+ d)

0

0

1

C
C
C
C
C
A

- pour les arrêtes selon (Oy) :

w e
14 =

0

B
B
B
B
@

0

(1� x)(1 � z)
8

0

1

C
C
C
C
A

; w e
23 =

0

B
B
B
B
@

0

(1+ x)(1 � z)
8

0

1

C
C
C
C
A

; w e
58 =

0

B
B
B
B
@

0

(1� x)(1+ z)
8

0

1

C
C
C
C
A

; w e
67 =

0

B
B
B
B
@

0

(1+ x)(1+ z)
8

0

1

C
C
C
C
A

- pour les arrêtes selon (Oz) :

w e
15 =

0

B
B
B
B
B
@

0

0

(1� y)( b� x)
4(a+ b)

1

C
C
C
C
C
A

; w e
26 =

0

B
B
B
B
B
@

0

0

(1� y)( a+ x)
4(a+ b)

1

C
C
C
C
C
A

; w e
37 =

0

B
B
B
B
B
@

0

0

(1+ y)( d+ x)
4(c+ d)

1

C
C
C
C
C
A

; w e
48 =

0

B
B
B
B
B
@

0

(1+ y)( c� x)
4(c+ d)

1

C
C
C
C
C
A

Comme dit dans le manuscrit, il n'est pas n�ecessaire d'associer des inconnues aux arêtes reliant les
quadrangles du rotor �a ceux du stator. Ainsi, les fonctions d'arête selon (Oy) ne sont pas n�ecessairement
utilis�ees.
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E Algorithme Maxvol

L'algorithme Maxvol [78] est un processus it�eratif permettant de trouver une sous-matrice carr�ee
A � 2 Rm� m contenue dansA 2 RN � r de volume quasiment optimal. Dans cette section et tout
comme dans le m�emoire, on consid�erera quem < N .

Commen�cons tout d'abord par d�e�nir le volume vol(C) associ�ee �a une matrice C. Celui-ci n'est
calculable que pour une matrice carr�ee, et est simplement d�e�ni par :

vol(C) = jdet(C)j: (4.87)

La recherche de la sous-matriceA � 2 Rm� m de volume maximal contenue dansA 2 RN � m est
un probl�eme NP-di�cile car combinatoire. Cependant, l'algorithme Maxvol permet de trouver une
sous-matriceA � 2 Rm� m qui bien que non optimale (A � 6= A � ), poss�ede un volume important et
ce, en un temps de calcul raisonnable. A�n de bien comprendre ce probl�eme, on peut le reformuler
de la fa�con suivante : la recherche d'une sous-matrice de volume maximale est ainsi �equivalente �a la
recherche desm indices de lignesc1; : : : ;cm telle que

jdet(A ([c1; : : : ;cm ]; :)) j soit maximal: (4.88)

On a alors

A � = A ([c1; : : : ;cm ]; :) 2 Rm� m : (4.89)

L'algorithme Maxvol est it�eratif et n�ecessite donc une sous-matrice initiale, que l'on d�esigne par A � .
Sans perte de g�en�eralit�es, on suppose que lesm premi�eres lignes deA correspondent �a la sous-matrice
A � :

A =
�

A �
~A

�
(4.90)

avec donc ~A , la sous-matrice deA 2 R(N � m)� m . L'id�ee est alors de regarder la matriceB d�e�nie par :

B = AA � 1
� (4.91)

=
�

I m

Z

�
; (4.92)

avec I m la matrice diagonale de taille m et Z 2 R(N � m)� m d�e�nie par ~AA � 1
� . L'algorithme consiste

alors �a rechercher la composante Bij de B d'amplitude maximale :

(i;j ) = arg max
(k;l )2 [1:N ]� [1:m]

jBkl j (4.93)

Si jBij j � 1, alors la matrice A � a atteint le volume maximal [78]1. Sinon, il s'agit d'�echanger les
lignes i et j dans B puis dansA . En e�et, apr�es �echange des lignesi et j , la matrice B devient

B 0 =
�

B 0
�

Z0

�
; (4.94)

avec

B 0
� =

0

B
B
B
B
B
B
@

1
.. . 0

� � Bij � �

0
. . .

1

1

C
C
C
C
C
C
A

: (4.95)

1. En pratique, cette condition est assur�ee �a une pr�ecision � > 0 pr�es a�n de garantir une convergence de l'algorithme
en un temps raisonnable
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On a alors
�
�det B 0

�

�
� = jBij j > 1 = jdet B � j : (4.96)

L'�echange des lignes permet alors d'augmenter le volume de la matriceB et implicitement celle de A
car :

�
�det A 0

�

�
� = jdet A � j : jdet B � j > jdet A � j : (4.97)

Finalement, l'algorithme Maxvol est r�esum�e ci-dessous :

Algorithme 15 : Algorithme Maxvol

Donn�ees : i) Une matrice A 2 RN � m pour laquelle on cherche une sous-matrice de volume
quasi-optimal de taille m.
ii) Une sous-matrice initiale A � 2 Rm� m contenue dansA .
iii) Un crit�ere de convergence � > 0.

R�esultat : Un jeu d'indices (d1; : : : ;dm ) d�e�nissant une sous-matrice A � de volume
quasi-optimal et v�eri�ant jdet A � j � j det A � j.

R�earrangement de A a�n que A � corresponde aux premi�eres lignes deA (�equation (4.90)) ;
Calcul de B = AA � 1

� (�equation (4.92));
Calcul de Bij , la composante deB de plus grande amplitude ;
tant que Bij < 1 + � faire

�Echange des lignesi et j dans A ;
Red�e�nition de A � correspondant auxm premi�eres lignes deA ;
Calcul de B = AA � 1

� (�equation (4.92));
Calcul de Bij , la composante deB de plus grande amplitude ;

�n
D�e�nition de la sous-matrice de volume quasi-optimal A � = A � ;
Les indices (d1; : : : ;dm ) sont d�e�nis tels que A ([d1; : : : ;dm ]; :) = A � ;

En pratique, le coût de calcul associ�e �a cet algorithme peut être important. Quelques astuces
de calcul se basant sur des mises �a jours de matrice de rang 1 permettent d'acc�el�erer grandement
l'utilisation de Maxvol [78].
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R�esum�e

Dans le domaine de l'�electrotechnique, la simulation num�erique permet de s'a�ranchir d'essais qui
peuvent être coûteux ou di�ciles �a r�ealiser. La M�ethode des �El�ements Finis est ainsi devenue une
approche de r�ef�erence dans ce contexte car elle permet d'obtenir des r�esultats pr�ecis sur des syst�emes
aux g�eom�etries complexes. Or, la simulation num�erique d'un dispositif �electrotechnique peut s'av�erer
coûteuse en temps de calcul du fait d'un nombre d'inconnues et de pas de temps important, ainsi que
de fortes non-lin�earit�es des mat�eriaux ferromagn�etiques. Il est alors n�ecessaire de mettre en �uvre
des techniques permettant de r�eduire les temps de calcul n�ecessaires �a la r�esolution de tels mod�eles
num�eriques. Les m�ethodes de r�eduction de mod�eles semblent bien adapt�ees �a ce type de probl�emes
car elles ont d�ej�a �et�e appliqu�ees avec succ�es dans de nombreux domaines de l'ing�enierie, notamment
en m�ecanique des 
uides et du solide. Une premi�ere cat�egorie de m�ethodes permet de rechercher
la solution dans une base r�eduite a�n de diminuer le nombre d'inconnues du mod�ele num�erique.
Pour ce type d'approche, les m�ethodes les plus connues sont la Proper Orthogonal Decomposition,
la Proper Generalized Decomposition et la Projection d'Arnoldi. Une seconde cat�egorie regroupe les
approches permettant de r�eduire le coût de calcul dû aux ph�enom�enes non lin�eaires, grâce �a des
m�ethodes d'interpolation telles que l`Empirical Interpolation Method et la Gappy POD. Cette th�ese
CIFRE a ainsi �et�e e�ectu�ee dans le cadre du LAMEL (laboratoire commun entre le L2EP et EDF
R&D) avec pour but d'identi�er et d'impl�ementer les m�ethodes de r�eduction les mieux adapt�ees �a
l'�electrotechnique. Celles-ci devront être capables de r�eduire le coût de calcul tout en prenant en compte
le mouvement du rotor, les non-lin�earit�es des mat�eriaux ferromagn�etiques mais aussi l'environnement
�electrique et m�ecanique du dispositif. En�n, un indicateur �evaluant l'erreur commise par le mod�ele
r�eduit a �et�e d�evelopp�e, o�rant ainsi la garantie d'une pr�ecision su�sante sur les r�esultats.

Mots cl�es : R�eduction de mod�ele ; Machines �electriques ; Proper Orthogonal Decomposition ; Empi-
rical Interpolation Method ; Estimation d'erreur ; M�ethode des �El�ements Finis

Abstract

In the electrical engineering �eld, numerical simulation allows to avoid experiments which can be
expensive, di�cult to carry out or harmful for the device. In this context, the Finite Element Method
has become to be one of the most used approach since it allows to obtain precise results on devices
with complex geometries. However, these simulations can be computationally expensive because of a
large number of unknowns and time-steps, and of strong nonlinearities of ferromagnetic materials to
take into account. Numerical techniques to reduce the computational e�ort are thus needed. In this
context, model order reduction approaches seem well adapted to this kind of problem since they have
already been successfully applied to many engineering �elds, among others, 
uid and solid mechanics.
A �rst class of methods allows to seek the solution in a reduced basis, allowing to dramatically reduce
the number of unknowns of the numerical model. The most famous technics are probably the Proper
Orthogonal Decomposition, the Proper Generalized Decomposition and the Arnoldi Projection. The
second class of approaches consists of methods allowing to reduce the computational cost associated
to nonlinearities, using interpolation methods like the Empirical Interpolation Method and the Gappy
POD. This Ph.D. has been done within the LAMEL, the joint laboratory between the L2EP and
EDF R&D, in order to identify and implement the model order reduction methods which are the most
adapted to electrical engineering models. These methods are expected to reduce the computational
cost while taking into account the motion of an electrical machine rotor, the nonlinearities of the
ferromagnetic materials and also the mechanical and electrical environment of the device. Finally, an
error indicator which evaluates the error introduced by the reduction technic has been developed, in
order to guarantee the accuracy of the results obtained with the reduced model.

Keywords : Model-order reduction ; Electrical machines ; Proper Orthogonal Decomposition ; Empi-
rical Interpolation Method ; Error Estimation ; Finite Element Method
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