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Introduction

Depuis une quinzaine d'années, la branche de l'hydrodynamique s'intéressant aux écou-

lements aux petites échelles (100� m), la micro�uidique, est en plein essort. Ceci s'explique

par l'étendue du champ d'applications de cette science nouvelle. Il va de la biologie avec la

PCR (ampli�cation de l'ADN) à la modélisation de l'écoulement dans le système sanguin et

des écoulements biphasiques dans la roche poreuse (extraction du pétrole) en passant par la

micro�uidique digitale (jets d'imprimante).

La micro�uidique digitale s'intéresse au comportement des gouttes dans les microcanaux.

Ces dernières demandent à être manipulées et contrôlées. Malgré l'utilisation omniprésente de

ces objets en micro�uidique, leur dynamique est encore largement incomprise. A ces échelles,

les e�ets de surface dominent ceux en volume, et la vitesse d'une goutte est alors régie par la

forme et les propriétés de l'interface séparant la phase interne à la goutte de la phase externe.

On comprend alors que la détermination de la vitesse d'une goutte en environnement con�né

est complexe, puisqu'elle suppose de sonder et de modéliser la topographie et les propriétés de

son interface a�n de rendre compte de la friction visqueuse, notamment dans les ménisques,

qui freinent la goutte. A cet égard cette question s'inscrit dans l'étude générale ayant pour

objet la compréhension de la dynamique des �lms de mouillage au sein d'un écoulement

biphasique (cf. dépôt de �lm mince de Landau-Levich).

Ce travail est consacré à l'étude de la dynamique de gouttes en environnement con�né.

En couplant une méthode de microscopie interférentielle aux techniques de micro�uidique

digitale, nous avons pu caractériser expérimentalement la topographie du �lm de mouillage

et les propriétés physico-chimiques de l'interface. Cette donnée expérimentale a alors été mise

à pro�t dans la modélisation de la friction dans le �lm de mouillage a�n de déterminer la

dynamique de la goutte.

Ce manuscrit est divisé en cinq chapitres. Dans le chapitre 1, les concepts principaux

d'hydrodynamique et de physico-chimie sont présentés a�n d'éclairer les di�érentes problé-

matiques de ce travail. En particulier un état de l'art sur les di�érents modèles théoriques

existant de la topographie du �lm de lubri�cation se développant sous une goutte, dans deux

géométries particulières, est e�ectué. Au chapitre 2, un développement théorique est réalisé

a�n de modéliser la topographie du �lm de lubri�cation pour une goutte se déplaçant dans

un canal dont la géométrie est identique à celle de nos expériences. Le chapitre 3 est consacré

1



à la description du dispositif expérimental : il comprend la puce micro�uidique permettant

la génération de gouttes de manière contrôlée, et le système de microscopie interférentielle

servant à la mesure d'épaisseur du �lm de lubri�cation. Au chapitre 4, les mesures de to-

pographies du �lm de lubri�cation expérimentales sont présentées et analysées en fonction

de la viscosité de la goutte et de la concentration en agent de surface. La comparaison de

ces données expérimentales aux modèles introduits dans les deux premiers chapitres permet

alors de comprendre l'évolution de la forme de l'interface avec la viscosité de la goutte. Par

ailleurs, des e�ets physiques additionnels, liés à la présence d'agents de surface, sont mis en

évidence et caractérisés. Pour �nir, au chapitre 5, un modèle de la dynamique de goutte est

développé et confronté aux données expérimentales de vitesses de goutte. Ce modèle est basé

sur une modélisation du �lm de mouillage tenant compte des propriétés de l'interface mise en

évidence expérimentalement au chapitre 4.

2



C
h

a
p

it
r

e

1
Dynamique de gouttes - aspects

généraux

1.1 Contexte de l'étude

La micro�uidique à goutte a connu un essor remarquable ces dix dernières années. Pour-

tant, la dynamique de ces objets reste largement inexplorée et incomprise. En e�et, une

question aussi fondamentale que de prédire la vitesse d'une goutte poussée par une phase

porteuse à vitesse imposée, est restée jusqu'à ce jour, sans réponse.

Une étude du mouvement de gouttes et de bulles au sein d'un environnement con�né fut

publiée pour la première fois en 1959 par G. I Taylor et P. G. Sa�man [4]. Leur motivation

initiale était de mieux comprendre le phénomène de digitation visqueuse apparaissant lors

de l'extraction du pétrole de la roche poreuse. Dans ce but, une cellule de Hele-Shaw fut

utilisée pour modéliser l'écoulement biphasique ayant lieu dans la roche. Cette cellule est un

canal à section rectangulaire dont l'épaisseur est négligeable par rapport à ses deux autres

dimensions. Elle porte le nom de son créateur, Henry Selby Hele-Shaw, qui l'a inventée dans le

but de visualiser expérimentalement les écoulements potentiels 2D autour d'obstacles solides.

Au cours de la description du phénomène de digitation visqueuse, ces derniers observèrent

l'apparition de bulles se déplaçant dans la cellule et publièrent un modèle décrivant leur

dynamique "A note on the motion of bubbles in Hele-Shaw cell and porous media" [4]. La

résolution de ce problème expérimental est e�ectuée pour une bulle dont le diamètre est grand

devant l'épaisseur de la cellule, quali�ée de bulle pancake, en mouvement stationnaire dans

une cellule de Hele-Shaw remplie d'un �uide visqueux au sein duquel un gradient de pression

est appliqué. Les auteurs s'intéressent à la forme de la bulle dans le plan de la cellule ainsi qu'à

la vitesse adoptée par cette dernière, notéeUd, en fonction de la vitesse de la phase externe,
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notée Uf (voir Fig. 1.1). Pour modéliser ce système, l'écoulement est considéré comme étant

laminaire et les e�ets de la gravité sont ignorés. De surcroît, la pression à l'intérieur de la bulle

est considérée comme uniforme et la tension de surface négligée. La bulle est équivalente à un

cylindre mouillant, dépourvue de ménisque et de �lm de lubri�cation séparant son interface de

la paroi de la cellule, imposant uniquement à la phase externe sa vitesse normale à l'interface

latérale du cylindre. Cette dernière condition limite, ainsi que le raccord àUf à une distance

in�nie de la bulle, permettent de déterminer l'écoulement dans la phase externe dans le cadre

de la théorie potentielle. La résolution mathématique montre que le rapport entre la vitesse de

la bulle et celle du �uide externe, nommé mobilité dans la suite de cet ouvrage, n'est fonction

que de la forme de la bulle dans le plan de la cellule et peut prendre une in�nité de valeurs

entre 1 et + 1 . Parmi cette in�nité de solutions, les auteurs choisirent celle correspondant à

une bulle circulaire qui dans ce cas se déplace deux fois plus vite que le �uide externe. Ce choix

est justi�é par leurs observations expérimentales sans qu'une explication physique évidente

ne soit fournie. Par la suite, il fut démontré que c'est la tension interfaciale de l'interface

air/liquide qui est à l'origine du mécanisme de sélection de la forme de la bulle [5, 6] : sa

forme tend spontanément vers un cercle se déplaçant deux fois plus vite que la phase externe.

Uf

Ud

Figure 1.1: Schéma du modèle de Taylor & Sa�man d'une bulle se déplaçant dans une cellule
de Hele-Shaw. Adapté de [6]

La solution de Taylor & Sa�man n'a jamais été observée expérimentalement et toute une

variété de formes de bulles a été mise en évidence par Kopf-Sill& Homsy [7]. D'autre part, les

bulles circulaires se déplacent toujours à des vitesses inférieures à2Uf [8][9]. Une explication

possible de l'écart de forme par rapport à la solution de Taylor & Sa�man est la présence

de molécules tensioactives, mises en solution a�n de stabiliser l'interface. L'écart en vitesse,

notamment pour des systèmes en présence de molécules tensioactives, peut être attribué à

la friction entre l'interface et la paroi de la cellule de Hele-Shaw. Pour tenir compte de cette

friction, Maruvada & Park [9] modélisèrent la bulle comme une ellipse dont l'interface est
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rigide. L'expression de la mobilité fait alors intervernir le paramètre de forme de l'ellipse. En

ajustant ce paramètre pour reproduire la forme de la bulle expérimentale, ils parviennent à

reproduire leurs données sur la vitesse de bulle/goutte en présence de tensioactifs. Cependant,

dans le cas de bulles circulaires se déplaçant dans de l'huile sans tensioactif, la friction dans le

�lm de lubri�cation disparaît et l'interface ne peut plus être considérée comme rigide. Pour une

bulle circulaire, sans friction dans le �lm, leur modèle se résume à celui de Taylor& Sa�man

qui surestime la mobilité de la bulle. Ceci montre qu'une autre source de friction doit être

prise en compte a�n de comprendre la dynamique d'un tel système. Dans le cas d'une bulle

se déplaçant dans un tube capillaire rempli de liquide, il a été démontré théoriquement par

Bretherton [2] que le ménisque séparant le nez de la bulle du �lm plat est le siège de dissipation

visqueuse freinant la bulle. La source de friction supplémentaire est donc localisée dans ce

ménisque et est par conséquent fonction du pro�l de l'interface dans cette région. Il devient

alors clair que la dynamique de tels objets est étroitement liée à la topographie de l'interface,

mais aussi à la physico-chimie de l'interface, susceptible d'induire une rigidi�cation de cette

dernière. Dans le cas plus complexe d'une goutte, comprendre sa dynamique suppose de tenir

compte de la dissipation visqueuse ayant lieu à l'intérieur de celle-ci (cette contribution est

négligée dans le cas d'une bulle), mais aussi de l'in�uence de la viscosité de la phase interne

sur la topographie de l'interface ainsi que sur la condition aux limites à l'interface.

C'est dans ce contexte que s'inscrit cette étude quia pour objectif de comprendre le lien

qui existe entre la dynamique d'une goutte et la topographie et les propriétés de son interface

en environnement con�né. L'intérêt porté à ce système physique s'explique premièrement du

point de vue fondamental par la richesse des phénomènes physiques résultant du couplage

entre hydrodynamique et physico-chimie des interfaces. Deuxièmement, il existe un intérêt

pratique en lien avec la compréhension du transport de gouttes en micro�uidique digitale

ainsi qu'avec l'optimisation de l'extraction d'hydrocarbure.

Dans la suite de ce premier chapitre, nous commencerons par énoncer les approximations

utilisées dans la description d'écoulements hydrodynamiques biphasiques con�nés, puis, une

brève présentation des e�ets de surface prépondérants au sein de tels systèmes sera donnée. Sur

la base des concepts et équations introduits, nous présenterons ensuite les résultats expérimen-

taux et théoriques portant sur la topographie de �lm de lubri�cation donnés par la littérature.

Nous verrons que, suivant la géometrie du canal dans lequel se déplace la bulle/goutte (i.e.

capillaire à section circulaire ou cellule de Hele-Shaw), le lien entre topographie et mobilité

n'est pas aussi évident à établir.

1.2 Hydrodynamique d'un système biphasique con�né

Ce travail porte sur des écoulements incompressibles et biphasiques de �uides newtoniens.

Ceci implique que le mouvement de chaque �uide peut être décrit par l'équation de Navier-

Stokes et que la condition sur les contraintes s'exercant à l'interface doit être considérée.
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1.2.1 Équation de Stokes

La dynamique d'un �uide newtonien en écoulement incompressible est décrite par l'équa-

tion de Navier-Stokes :

�
@v
@t

+ � (v.grad )v = � grad p + � �v + � f (1.1)

où � désigne la masse volumique du �uide ;t le temps ;v le champ des vitesses ;p la pression ;

� la viscosité dynamique du �uide et f l'ensemble des forces extérieures par unité de masse.

En outre, l'écoulement étant incompressible, l'équation de continuité nous donne

div(v ) = 0 (1.2)

Pour des écoulements stationnaires de �uide visqueux s'écoulant lentement en géométrie

con�née, l'équation (1.1) peut être simpli�ée. Ces écoulements sont caractérisés par la petitesse

du nombre de Reynolds correspondant au rapport entre les e�ets inertiels et visqueuxRe =
�UH

� � 1. Dans le cas de la micro�uidique, cadre dans lequel se déroule toute cette étude, les

grandeurs caractéristiques intervenant dans le nombre de Reynolds sont de l'ordre de,U � 1

mm/s pour la vitesse, � � 103 Kg/m 3 pour la masse volumique,� � 1 mPa.s pour la viscosité

et de H� 10 � m pour la distance, ce qui assureRe � 1. Dans ces conditions, le terme inertiel

peut être négligé et on obtient l'équation de Stokes :

� grad p + � �v + � f = 0 (1.3)

La force extérieure par unité de volume� f peut s'écrire sous la formegrad (po) lorsqu'elle

dérive d'un potentiel po. Dans cette étude, la seule force extérieure est celle de gravité, ce

qui donne f = g = grad (po)/ � où grad (po) est le gradient de pression hydrostatique. En

intégrant le potentiel po implicitement dans le gradient de pression, on obtient :

grad p0 = � �v (1.4)

Pour un écoulement biphasique, l'équation de Stokes est valable dans chacune des deux

phases. Pour déterminer le champ des vitesses au sein de chaque phase, il faut de plus consi-

dérer les conditions aux limites cinématique et dynamique au niveau des parois solides et de

l'interface séparant les deux �uides. La condition cinématique aux parois solides et à l'inter-

face se traduit respectivement par l'égalité entre la vitesse du �uide et celle de la paroi, et

par l'égalité des vitesses au sein de chaque phase au niveau de l'interface. La condition limite

dynamique à l'interface se traduit par la continuité des contraintes normale et tangentielle.

Ces deux dernières relations seront explicitées en sous-section 1.3.2 puisqu'elles font intervenir

une notion développée dans une section ultérieure : la tension super�cielle.
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1.2.2 Approximation de lubri�cation

L'approximation de lubri�cation permet de simpli�er l'équation de Stokes lorsque les

distances caractéristiques de variation des paramètres de l'écoulement sont très di�érentes

suivant la direction considérée. Cette approximation permet d'obtenir une relation simple

entre le champ des vitesses et le gradient de pression au sein de l'écoulement et sera utilisée

dans la détermination de la topographie du �lm de lubri�cation.

Paroi inférieure 

Figure 1.2: Schéma de la géométrie d'un écoulement de lubri�cation bidimensionnel

Illustrons cette approximation par un exemple simple. Considérons l'écoulement bidimen-

sionnel dans le plan(xy ) entre deux parois, la paroi supérieure étant légèrement inclinée d'un

angle � � 1 par rapport à l'axe x. Supposons que la distance caractéristique de variation des

paramètres de l'écoulement parallèlement aux parois, nomméeL, est bien plus grande que la

distance caractéristique entre celles-cieo (voir Fig. 1.2) et cherchons ce que deviennent les

di�érents termes de l'équation de Stokes. Pour cela nous commençons par déterminer la rela-

tion liant les vitesses caractéristiques de l'écoulement suivantx et y, nommées respectivement

U et V , à l'aide de l'équation de continuité :

@vx
@x

= �
@vy
@y

)
U
L

�
V
eo

L'équation de Stokes projetée suivant l'axex et y nous donne :

@p
@x

= �

 
@2vx

@x2
+

@2vx

@y2

!

@p
@y

= �

 
@2vy

@x2
+

@2vy

@y2

! (1.5)

Les ordres de grandeur de chacun des termes du laplacien des vitesses sont donnés par

@2vx

@x2
�

U
L 2

@2vx

@y2
�

U
e2

o

@2vy

@x2
�

eo

L 3 U
@2vy

@y2
�

U
eoL
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Étant donnée queeo � L , l'équation de Stokes à l'ordre le plus bas devient :

@p
@x

� �
@2vx

@y2

@p
@y

� 0
(1.6)

On voit que dans l'approximation de lubri�cation, le champ des vitesses est considéré

unidirectionnel et ne dépendant que de la coordonnéey. D'autre part, comme le champ de

pression est considéré uniforme le long de l'axey, il devient facile d'intégrer par rapport à y

l'équation de Stokes projetée suivantx et d'obtenir la relation liant la vitesse au gradient de

pression. Cette approximation sera utilisée par la suite au niveau du �lm de lubri�cation.

1.3 E�ets de surface

Les écoulements biphasiques en géométrie con�née étant caractérisés par la prédominance

des e�ets de surface par rapport à ceux en volume, il devient nécessaire de tenir compte de

phénomènes tels que la capillarité et le mouillage pour décrire les écoulements à ces échelles.

1.3.1 Capillarité, mouillage et tensioactif

1.3.1.1 Capillarité

La capillarité est l'étude des interfaces entre deux liquides non miscibles, ou entre un

liquide et l'air [10]. Une goutte d'huile dans l'eau possède une forme bien dé�nie qui implique

la présence d'une force (ou tension) maintenant cette géométrie bien particulière, c'est la

tension de surface. Lorsque l'on cherche à créer de l'interface entre deux �uides, il faut fournir

de l'énergie au système (par exemple pour faire une mayonnaise). Si on augmente la surface

A de l'interface d'une quantité dA, il faut fournir un travail �W proportionnel au nombre de

molécules à amener à l'interface, soit àdA :

�W = dA

où  est le coe�cient de tension super�cielle, homogène à une force par unité de longueur

(unité N/m).

Les phénomènes de tension super�cielle ont pour e�et de minimiser l'aire de l'interface

entre deux �uides, compte tenu des contraintes imposées par ailleurs au système (pression,

gravité). En particulier, en l'absence de gravité, une bulle ou une goutte adopte une forme

sphérique car celle-ci assure une surface minimale à volume donné Fig. 1.3.

La tension super�cielle est aussi à l'origine du saut de pression lorsqu'une surface (ou in-

terface) est traversée. Par exemple, pour qu'une goutte sphérique de rayonR soit en équilibre,

il est nécessaire que l'intérieur de la goutte soit en surpression par rapport à l'extérieur d'une

quantité :
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1.3. E�ets de surface : physico-chimie 9

Figure 1.4: Di�érentes manifestations de la tension de surface [13].a : Gouttes et bulles
forment des sphères parfaites.b : La tension de surface s'applique normalement à l'interface.
c : La tension de surface peut contrer la gravité.

à dA :

�W =  dA

où  est la tension de surface. Elle peut être vue comme une force par unité de longueur (unité

N.m� 1). Sur la �gure 1.4.b, la boucle de �l attachée au cadre prend une forme quelconque

lorsqu'on la pose sur un �lm de liquide (à gauche) tendue dans le cadre. Si l'on perce le �lm

de liquide dans la boucle, la tension de surface tend à s'exercer selon la normale à la nouvelle

interface liquide-air et ainsi la forme adoptée par la boucle est un cercle. Sur la �gure 1.4.c, la

force développée sur l'aiguille est assez importante pour l'empêcher de couler. Si l'on rajoute

du détergent, la tension de surface diminue et l'aiguille coule !

La tension de surface est aussi à l'origine de la surpression à l'intérieur d'une bulle ou

d'une goutte. Ce phénomène a été mis en évidence en 1805 par Laplace [14]. Pour une goutte

sphérique de rayonR, le saut de pression vaut :

DP =
2
R

Cette relation appelée loi de Laplace a pour conséquence que la pression à l'intérieur d'une

petite goutte est plus élevée qu'à l'intérieur d'une grande. De manière générale, pour une

surface possédant des rayons de courburesR et R0 (> 0 ou < 0), on a :

DP = 
�

1
R

+
1
R0

�
(1.6)

En pratique, pour une goutte de rayonR con�née dans une cellule de Hele-Shaw de hauteur

2H (on a donc R � H ), DP �  / H . De plus, on peut dé�nir plusieurs nombres sans

dimension liée à la goutte. Le nombre capillaire,Ca, représente la résistance de la goutte de

viscosité � à la déformation lorsqu'elle subit un cisaillement (vitesseU). Il s'exprime comme

le rapport des contraintes visqueuses sur la pression capillaire :

Ca =
�U


(1.7)

Figure 1.3: Manifestation de la tension super�cielle : la bulle forme une sphère parfaite.
Adapté de [11].

Dp =
2
R

Cette relation, appelée loi de Laplace [12], implique que la pression à l'intérieur d'une petite

goutte est plus élevée qu'à l'intérieur d'une grande. Dans le cas où la surface de séparation

entre les deux �uides est quelconque, la loi de Laplace prend la forme générale :

Dp = 
�

1
R

+
1
R0

�
= C

où R et R0 sont les rayons de courbure principaux de la surface au point considéré etC est

la courbure moyenne locale de l'interface.

1.3.1.2 Mouillage

Le mouillage est l'étude de l'étalement d'un liquide déposé sur un substrat (solide ou

liquide). Il permet de comprendre par exemple l'étalement d'une goutte sur une surface de

verre. Le mouillage peut être total (grande a�nité du liquide pour le substrat) ou partiel.

Pour di�érencier ces deux cas, on dé�nit le paramètre d'étalement S comme la di�érence

entre l'énergie de surface du substrat sec et celle du substrat mouillé :

S =  S � ( SL +  )

où  S,  SL et  sont respectivement les tensions super�cielles pour les couples solide-air,

liquide-solide et liquide-air. Si S > 0, le mouillage est total, sinon il est partiel. En micro�ui-

dique biphasique, les canaux doivent être traités de façon à ce que l'on soit en situation de

mouillage total pour la phase externe. Pour des gouttes d'huile dans l'eau, les canaux sont

donc hydrophiles, et hydrophobes dans le cas contraire. De plus, pour stabiliser ces émulsions

et faciliter leur création, l'utilisation d'agents de surface (appelés surfactants ou tensioactifs)

est souvent nécessaire.
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1.3.1.3 Surfactants

Un surfactant est un composé amphiphile qui permet d'abaisser la tension super�cielle.

Il s'adsorbe naturellement aux interfaces car il est composé d'une partie hydrophile et d'une

partie hydrophobe (Fig. 1.4.a). Dans la plupart des cas, la partie hydrophobe est formée de

chaînes aliphatiquesCH 3(CH 2)n . La partie hydrophile est en général un ion (cation ou anion)

qui forme une tête polaire ou alors une chaîne courte soluble dans l'eau (possibilité de liaisons-

H). Lorsque ces surfactants se retrouvent dans une phase en volume, ils peuvent s'associer sous

forme de micelles (Fig. 1.4.b). Ils mettent alors en commun leurs parties hydrophiles (pour des

surfactants dans l'huile) de manière à n'exposer au liquide que des parties hydrophobes. Ce

comportement apparaît au delà d'une concentration appelée concentration micellaire critique

(CMC). La CMC est aussi caractéristique puisqu'elle dé�nit la concentration au delà de

laquelle l'ajout de surfactants en volume ne fait plus varier la tension super�cielle (Fig. 1.4.c).

La présence de molécules tensioactives au sein d'une interface peut générer des inhomo-

généités spatiales de tension super�cielle si la concentration surfacique de ces molécules n'est

pas homogène. Un gradient de tension super�cielle induit une contrainte sur l'interface qui

peut alors entraîner une partie du �uide et générer un écoulement en volume ; c'estl'e�et

Marangoni. La contrainte tangentielle associée estgrad ( ).
Dans la sous-section suivante, les e�ets liés à la tension super�cielle seront pris en compte

dans l'écriture du bilan des contraintes à l'interface.

Figure 1.4: (a) Structure du surfactant ; (b) Exemple de micelle ;(c) Exemple d'évolution
de la tension super�cielle avec la concentration en surfactant. La concentration micellaire
critique (CMC) est dé�nie lorsque la tension super�cielle cesse de diminuer.

Dans le cadre de cette étude deux surfactants ont été utilisés. Le premier est leC10TAB

(Decyltrimethylammonium bromide) composé d'une chaîne de dix carbones et d'une tête

azote chargée positivement. Le second est le SDS (Sodium Dodecyl Sulfate), composé d'une

chaîne de douze carbones et d'une tête sulfate chargée négativement. Ces deux surfactants

ont la caractéristique d'être de faible masse moléculaire (M < 1000 g/mol), ce qui leur confère

la capacité de se déplacer rapidement en solution par di�usion browniene. D'autre part, ils
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sont plus prompts à s'adsorber (et à désorber) sur une interface que des tensioactifs de forte

masse moléculaire.

1.3.2 Conditions aux limites à l'interface

Dans un écoulement biphasique, les écoulements dans les phases 1 et 2 sont couplés par

les relations cinématique et dynamique à l'interface. La première se traduit par la continuité

des vitesses à l'interface :

v1 = v2 (1.7)

La seconde se traduit par la continuité des contraintes normale et tangentielle à l'interface.

En appelant [� ] j ( j = 1, 2) le tenseur des contraintes visqueuses dans la phasej , pj ( j = 1, 2)
la pression dans la phasej , t k (k = 1, 2) les vecteurs unitaires tangents à l'interface etn1! 2

le vecteur normal à l'interface orienté de de la phase 1 vers 2, les deux relations s'écrivent :

[� p2 + n1! 2.([� ]2.n1! 2)] � [� p1 + n1! 2.([� ]1.n1! 2)] = C

t k .([� ]2.n1! 2) � t k .([� ]1.n1! 2) + t k .grad ( ) = 0
(1.8)

où C = div (n1! 2) est la courbure de l'interface.

Par la suite, l'approximation de lubri�cation nous permettra de simpli�er ces relations.

1.4 Propriétés du �lm de lubri�cation d'une goutte non

mouillante en géométrie con�née

Comprendre la dynamique d'une bulle ou d'une goutte non mouillante lorsqu'elle est

poussée dans un environnement con�né est un problème étudié depuis les années cinquante.

Comme évoqué en section 1.1, les premiers travaux sur le sujet sont dus à Taylor& Sa�man

[4]. Pour modéliser une bulle d'air poussée par de l'eau dans une cellule de Hele-Shaw, ils

assimilent cette dernière à un cylindre mouillant dépourvu de ménisque et de �lm de lubri-

�cation, et déduisent qu'en régime stationnaire, une bulle adopte une forme circulaire et se

déplace à une vitesseUd = 2Uf où Uf est la vitesse du liquide poussant la bulle.

La présence d'un �lm liquide entre la bulle et la paroi du canal ainsi que son in�uence

sur la vitesse de la bulle ont d'abord été étudiés dans le cas d'une bulle se déplaçant dans

un tube capillaire (géométrie axisymétrique) par Bretherton [2], supposant que de la friction

visqueuse entre la bulle et la paroi pouvait se localiser dans ce �lm. En établisssant dans

un premier temps la relation entre Ud et Uf , faisant intervenir l'épaisseur du �lm de lubri-

�cation, puis en déterminant théoriquement l'épaisseur du �lm en fonction des paramètres

du système (i.e. viscosité, tension super�cielle, rayon du capillaire), il parvint à reproduire

quantitativement ses mesures expérimentales deUd/ Uf dans une large gamme de vitesses de

bulle. Ainsi, connaître le pro�l géométrique de l'interface est nécessaire pour déterminer la
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vitesse de la bulle en fonction de la vitesse de la phase externe porteuse. C'est pourquoi nous

détaillons dans cette section les di�érents résultats déjà établis sur la topographie de �lm

de lubri�cation de bulle et de goutte non mouillantes en environnement con�né. Les deux

géométries d'écoulement auxquelles nous nous intéressons sont celle d'un capillaire circulaire

(géométrie axisymétrique) et celle d'une cellule de Hele-Shaw (géométrie 2D).

1.4.1 Géométrie axisymétrique

1.4.1.1 Bulle

Dans l'article de Bretherton [2], une bulle con�née dans un capillaire circulaire est poussée

par un �uide visqueux dans la direction x (Fig. 1.5.a et .b). Le rayon r du capillaire et la vitesse

Ud de la bulle sont supposés su�samment petits pour que les e�ets inertiels soient négligeables

devant les e�ets visqueux et capillaires. D'autre part, le con�nement étant important, les e�ets

capillaires prennent le pas sur la gravité. Le ménisque avant dépose lors de son passage un

�lm liquide d'épaisseur h1 supposé négligeable devantr . Le pro�l de l'interface dans la moitié

avant (ou arrière) de la bulle peut être divisé en trois régions : le ménisque statique (région

II ), le ménisque dynamique (régionIII située à une distancer du nez de la bulle) et le �lm

plat (région I ). Au sein du ménisque statique, la contrainte visqueuse exercée par le �uide

externe de viscosité� o est O(� oUd/ r ), tandis que la contrainte capillaire estO(C ) où l'ordre

de grandeur de la courbure correspond à celui d'une bulle au repos (Crepos = 2/ r ). Le rapport

de ces deux contraintes vautO(� oUd/  ), nommé nombre capillaire,Ca = � oUd/  . Si Ca � 1,

ce que l'on supposera vrai dans tout cet ouvrage, les e�ets capillaires dominent par rapport

aux e�ets visqueux dans le ménisque statique et l'interface garde la même forme que lorsque

la bulle est au repos. En particulier, la courbure de l'interface est égale àCrepos = 2/ r . Au

sein du ménisque dynamique, les contraintes visqueuses sont beaucoup plus importantes, de

l'ordre de O(� oUd/ h1 ), et la courbure de l'interface passe d'approximativement2/ r dans le

ménisque statique à1/ r dans le �lm plat. Le ménisque dynamique est le lieu où l'épaisseur

h1 déposée dans le �lm plat est déterminée par une compétition entre e�ets visqueux et

capillaires. Dans la régionI , un �lm plat d'épaisseur h1 uniforme se développe. Dans le cas

d'une bulle, l'absence de contrainte interfaciale implique que ce �lm est au repos sur la paroi

du canal.

Pour déterminer l'épaisseur du pro�l de l'interface h, et, en particulier, l'épaisseur du �lm

plat h1 , Bretherton résout l'équation de Stokes dans l'approximation de lubri�cation dans

le ménisque dynamique en prenant comme conditions aux limites la nullité de la contrainte

visqueuse tangentielle à l'interface ainsi que le non-glissement à la paroi. D'autre part, le fait

de considérer la pression homogène au sein de la bulle, et de négliger les contraintes visqueuses

normales à l'interface par rapport au saut de pression de Laplace, permet d'écrire le gradient

de pression dans la phase externe en fonction du gradient de courbure (@p/ @x= � @C/ @x).

En intégrant l'équation de Stokes deux fois, ceci lui permet d'exprimer le champ des vitesses
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en fonction du gradient de courbure. En considérant ensuite la conservation du débit le long

de l'axe de migration de la bulle x entre le ménisque dynamique et le �lm plat d'épaisseur

h1 , il établit l'équation du pro�l (1.9), qu'il résout en imposant à la solution d'être raccordée

à un pro�l de courbure constante dans la régionII . L'établissement de l'équation (1.9) sera

détaillé en section 2.1 du chapitre 2. Sa résolution est présentée en Annexe A.

Ud(h � h1 ) =


3� o

@3h
@x3

h3 (1.9)

Dans l'éq. (1.9), le membre de gauche est lié à l'entraînement visqueux de liquide par la paroi

qui tend à épaissir le �lm alors que le terme du membre de droite est lié au gradient de

courbure de l'interface qui tend à vider le �lm.

Figure 1.5: Coupes transverse(a) et axiale (b) d'une bulle con�née dans un capilaire circu-
laire. ; (c) Pro�l de l'interface de la bulle donné par l'équations de Bretherton (1.9) [2]

La résolution de l'équation du pro�l permet de déterminer l'épaisseur du �lm plat en

fonction du rayon du capillaire r et du nombre capillaire [2] :

hBreth = r 1.337Ca2/ 3 (1.10)
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La connaisance du pro�l permet aussi d'évaluer la friction dans les ménisques et donc

la chute de pression due à la présence de la bulleDP = 4.52(3Ca)2/ 3 / r [2]. D'autre part,

la conservation du débit entre une section du capillaire en amont de la bulle et une section

comprenant la bulle donne�r 2Uf = � (r � h1 )2Ud, ce qui permet d'établir la relation entre

Ud et Uf :

Ud

Uf
=

1
1 � 2.67Ca2/ 3 (1.11)

C'est cette dernière expression que Bretherton compare avec ses données expérimentales

de Ud/ Uf en fonction de Ca, qui fournissent en réalité, une mesure indirecte de l'épaisseur

du �lm.

Remarques :

� Le calcul du pro�l montre qu'il n'est pas symétrique entre les ménisques avant et arrière :

il varie de façon monotone à l'avant et présente une oscillation à l'arrière (Fig. 1.5.c). La

dissymétrie entre l'avant et l'arrière peut se comprendre en se plaçant dans le référentiel

de la bulle où la paroi a une vitesse� Udex (Fig. 1.5.b). La plaque tend à déplacer le

liquide dans la direction � ex générant une densité volumique de force visqueuse dans

cette même direction. A l'avant, la courbure de l'interface augmente avecx et génère une

dépression au sein du liquide équilibrant ces forces visqueuses. A l'arrière en revanche,

si la courbure de l'interface croît de façon monotone avecx, l'équilibre avec les forces

visqueuses ne peut être respecté.

� La théorie de Bretherton prédit deux points de stagnation (points noirs sur la Fig.

1.5.b) situés à l'interface lorsqu'on se place dans le référentiel de la bulle : un point de

stagnation divergent dans le ménisque dynamique avant où l'interface est créée, un point

de stagnation convergent dans le ménisque dynamique arrière où l'interface est détruite.

L'existence de ces points a été mise en évidence par des simulations numériques 2D d'une

goutte se déplaçant dans un capillaire cylindrique [13]. Nous mentionnons leur existence

ici car nous verrons au chapitre 4, qu'au sein des sytèmes présentant des tensioactifs, ces

points permettent d'expliquer pourquoi les surfactants peuvent s'accumuler à l'arrière

de la bulle/goutte et être moins concentrés à l'avant.

� Il est intéressant de remarquer que les lois d'échelle pour l'épaisseur du �lm plath1 ,

ainsi que pour l'extension suivantx du ménisque dynamiquel � (Fig. 1.5.b) peuvent être

établies simplement. Le problème étant axisymétrique avech1 � r , il peut être traité

de façon 2D dans le plan(xz). D'autre part, la seule courbure responsable d'un gradient

de pression est celle dans le plan(xz) valant Cxz = @2h
@x2 / [1 + ( @h

@x)
2]3/ 2, l'autre étant

constante et valant 1/ r . Dans l'approximation de lubri�cation, Cxz ' @2h
@x2 , et l'ordre de

grandeur du gradient de courbure au sein du ménisque dynamique est :

@Cxz

@x
�

h1

l � 3
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Par ailleurs, le gradient de courbure peut être vu comme une di�érence de courbure1/ r

s'établissant sur une longueurl � et par conséquent :

@Cxz

@x
�

1
rl �

Ces deux dernières équivalences donne la première relation entreh1 et l �

h1 �
l �

2

r
(1.12)

Après avoir exprimé le gradient de pression en fonction du gradient de courbure (@p
@x =

�  @3h
@x3 ), la seconde relation liant h1 et l � est celle provenant de l'équation de Stokes :


h1

l � 3 � � o
Ud

h2
1

Les lois d'échelle recherchées sont �nalement :

h1 � r Ca2/ 3 l � � r Ca1/ 3 (1.13)

Il convient de remarquer que tous ces résultats ne sont théoriquement valides que lorsque

l'approximation de lubri�cation est véri�ée, c'est-à-dire lorsque h1 � l � , ou bien Ca <

10� 3.

1.4.1.2 Bulle en présence de surfactants

La théorie de Bretherton est di�cile à valider expérimentalement car elle ne tient pas

compte de la présence de surfactants. Que ce soit pour des quantités très faibles [14] (gradients

de concentration en volume) ou pour des solutions concentrées [15] (les transferts de masse

sont contrôlés par les cinétiques d'adsorption-desorption), les �lms de lubri�cation sont plus

épais en présence de surfactants que la prédiction de Bretherton. Les valeurs d'épaisseur

de �lm de lubri�cation sont comprises entre l'épaisseur de Bretherton hBreth et une limite

supérieurehroll correspondant à une vitesse interfaciale uniforme et égale à� Ud ex dans le

ménisque dynamique dans le référentiel de la bulle. Ce cas limite sera appelérolling puisque

le mouvement de l'interface dans le référentiel de la paroi est semblable à celui d'une chenille

de blindé roulant sur le sol. Les surfactants peuvent modi�er la rhéologie interfaciale et ainsi

les conditions limites à l'interface [16, 17]. Un autre cas limite est le cassliding dans lequel

l'interface est rigide avec une vitesse interfaciale en tout point égale à la vitesse de la bulle

dans le référentiel de la paroi. La friction avec la paroi a alors lieu dans le ménisque dynamique

mais aussi dans le �lm plat. Une illustration des deux types de mouvements associé est donnée

en Fig. 1.6. Les épaississements associés à ces conditions aux limites sont

hroll = 42/ 3hBreth hslid = 22/ 3hBreth (1.14)
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Figure 1.6: Illustration des mouvements de rolling (gauche) et de sliding (droite). Le point
rouge représente un point de l'interface. Chaque ligne représente l'interface à un instant t.
Adapté de [18]

Les résultats théorique et numérique de ce problème pour les trois cas limites (Bretherton,

rolling et sliding) ont récemment été compilés par Cantat [17].

La comparaison avec les données expérimentales de pro�ls de bulle en présence de sur-

factants [19], montre un bon accord du modèlesliding avec les données expérimentales (Fig.

1.7)

Figure 1.7: Pro�ls de �lm de lubri�cation pour une bulle con�née à di�érents Ca. h croît
avecCa. La bulle se déplace de la droite vers la gauche, on remarque l'oscillation à l'arrière.
Les points son extraits d'expériences [19] et les lignes sont les pro�ls théoriques correspondant
au cassliding [17]

Comme expliqué par Teletzkeet al. [20], les e�ets Marangoni résultant d'une concentration

plus élevée aux extrémités de la goutte pourraient engendrer des écoulements qui épaississent

le �lm de lubri�cation. La viscosité aussi peut jouer un rôle d'épaississement et on verra alors

apparaître un comportement di�érent entre la bulle et la goutte.
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1.4.1.3 Goutte

Lorsque une goutte visqueuse non mouillante se déplace dans un capillaire, la viscosité

de la phase interne peut modi�er de façon signi�cative la topologie des écoulements interne

et externe et amener à un épaississement du �lm [20, 1, 21]. Deux modèles déterminant

l'épaisseur du �lm de lubri�cation en fonction du rapport des viscosités entre la phase interne

(viscosité � i ) et la phase externe (viscosité� o), � = � i / � o vont être exposés. Nous rappellerons

et complèterons l'analyse comparative qu'a faite Axel Huerre [18] entre ces deux modèles et

la comparaison avec ses données expérimentales.

Modèle de Teletzke et al. [20]

On considère l'écoulement d'une goutte visqueuse (viscosité� i ) dans un autre �uide vis-

queux (viscosité� o) (Fig. 1.8). La goutte a une longueur 2R, très grande devant le diamètre

du capillaire 2r , de façon à ce qu'elle soit con�née. La goutte se déplace à une vitesse moyenne

Ud et le problème est décrit dans le référentiel de la goutte, où la paroi se déplace à la vitesse

� Ud (Fig. 1.8). L'épaisseur du �lm est noté h(x) et tend vers la valeur h1 dans le �lm plat.

Le but de cette étude est d'établir la dépendance de l'épaisseur du �lm de lubri�cation en

fonction du nombre capillaire et du rapport des viscosités� = � i / � o.

Figure 1.8: Coupe de la goutte selon un plan contenant l'axe de symétrie du capillaire.

L'approche adoptée par Teletzkeet al. pour décrire ce système est la suivante. L'écou-

lement étant axisymétrique avech1 � r , il est étudié dans le plan (xz). Les écoulements

sont stationnaires et les e�ets inertiels et de pesanteur sont négligés. Ils font l'hypothèse que

Ca � 1. L'équation de Stokes est écrite dans les deux phases en considérant l'écoulement
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à l'intérieur de la goutte comme un Poiseuille unidirectionnel suivant ex dans les régionsI

et III . L'écoulement dans la phase continue est traité dans l'approximation de lubri�cation

dans les régionsIII et I (Fig. 1.8).

@pi
@x

= � i
@2ui

@z2

@po
@x

= � i
@2uo

@z2

où (pi , ui ) et (po, uo) sont respectivement la pression et la vitesse suivantex à l'intérieur et à

l'extérieur de la goutte.

On fait l'hypothèse que les contraintes visqueuses normales à l'interface sont négligeables

devant la pression de Laplace dans la régionIII ce qui implique que @po
@x est principalement

dû au gradient de courbure de l'interface. Ceci sera démontré dans la première section du

chapitre 2.

La détermination des champs des vitesses dans les deux phases s'e�ectue en considérant

les conditions aux limites suivantes

� Non glissement à la paroi

uo(x, 0) = � Ud

� Symétrie en z=r

�
@ui
@z

�

r
= 0

� Continuité de la vitesse en z = h(x)

ui (x, h(x)) = uo(x, h(x))

� Continuité des contraintes tangentielles à l'interface

� i

�
@ui
@z

�

h(x )
= � o

�
@uo
@z

�

h(x )

Une fois déterminées les expressions analytiques des champs des vitesses, l'équation di�é-

rentielle gouvernant l'évolution spatiale de l'épaisseur du �lm de lubri�cation h(x) peut être

établie en utilisant la conservation du débit dans chaque phase. L'équation du �lm a pour

paramètres le nombre capillaireCa, le rayon du tube r et le rapport des viscosités� . Le pro�l

de l'interface est déterminé numériquement en imposant à la solution d'être raccordée à un

�lm plat pour jxj �! 0 et à un pro�l de courbure constante 1/ r lorsquejxj �! R . Le raccord

à un ménisque de courbure constante dans la régionII , égale à celle de la goutte au repos

suppose que les contraintes visqueuses à l'intérieur de la goutte sont négligeables devant / r

dans cette région. Il sera démontré dans la première section du chapitre 2 que cette hypothèse

est vraie dans la limite Ca � 1.
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La résolution de l'équation du �lm de lubri�cation permet en particulier de déterminer la

dépendance de l'épaisseur du �lm plath1 avec Ca et � [18]. A�n de caractériser l'e�et de

la viscosité dans ce modèle, on dé�nit lefacteur d'épaississement du �lm comme le rapport

entre l'épaisseur du �lm plat h1 et l'épaisseur de BrethertonhBreth = 1.337r Ca2/ 3 :

f =
h1

hBreth (1.15)

La Fig. 1.9.a présente ce facteur d'épaississement en fonction du rapport des viscosités�

pour di�érents Ca. La forme des courbes est la même pour tous lesCa : un plateau (f = 1)

correspondant à la solution de Bretherton à bas rapport de viscosités, un plateau (f slid = 22/ 3)

correspondant au cassliding à grand rapport de viscosités, et une croissance monotone sur

deux décades entre les deux plateaux. D'autre part, on observe qu'à� �xé f croît avec Ca

(Fig. 1.9.a) et donc le facteur d'épaississement est une fonction croissante de� et Ca.

Figure 1.9: (a) Facteur d'épaississementf en fonction du rapport des viscosités� pour difé-
rentes valeurs du nombre capillaireCa ; (b) Facteur d'épaississement en fonction de�Ca 2/ 3.
[18]

On remarque sur la Fig. 1.9.a que la transition entre les deux plateaux a lieu pour des

rapports de viscosités d'autant plus grands que le nombre capillaire est petit. Autrement

dit, l'e�et de la viscosité de la phase interne est ressenti pour des� d'autant plus grands

que la goutte se déplace lentement. En relevant la valeur de transition� � pour les di�érents

Ca, on remarque que� � / Ca� 2/ 3. Le tracé de f en fonction du nombre sans dimension

�Ca 2/ 3 (Fig. 1.9.b) montre alors que toutes les courbes de la Fig. 1.9.a se superposent sur une

courbe maîtresse. Ceci implique que dans ce modèle, l'épaississement du �lm est exclusivement

déterminé par le paramètre �Ca 2/ 3. On constate que pour � � Ca� 2/ 3, la viscosité de la

goutte n'in�uence pas l'épaississement du �lm et on retrouve la solution de Bretherton pour

� = 0. Pour � � Ca� 2/ 3, l'épaississement du �lm ne dépend que de�Ca 2/ 3. Pour � � Ca� 2/ 3,

la viscosité de la goutte immobilise l'interface et l'épaississement correspondant à une situation

sliding est retrouvé.
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Signi�cation physique du paramètre �Ca 2/ 3

En écrivant le paramètre �Ca 2/ 3 sous la forme( � i
r )/ ( � o

h1
) (cf. éq. (1.13)), on constate qu'il

caractérise le couplage visqueux entre les écoulements à l'intérieur de la goutte et dans le �lm

par l'intermédiaire de la continuité des contraintes visqueuses tangentielles à l'interface. Il

pilote la façon dont le cisaillement est réparti à l'intérieur et à l'extérieur de la goutte en

fonction des viscosités et des longueurs caractéristiques. Lorsque� � Ca� 2/ 3, le cisaillement

s'établit dans la goutte et le �lm reste au repos par rapport à la paroi. Dans ce cas, on dit

que l'interface est mobile car elle n'oppose pas de résistance à l'entraînement visqueux de la

paroi. On retrouve une épaisseurstress-freepuisque celle-ci est alors uniquement déterminée

par le gradient de pression dans le ménisque dynamique.

Si � � Ca� 2/ 3, le cisaillement s'établit dans le �lm et le champ des vitesses au sein de la

goutte est uniforme. Dans ce cas, l'interface est immobile dans le référentiel de la goutte et

oppose une forte résistance à l'entraînement de la paroi. On retrouve alors une épaisseur de

type sliding, épaissie d'un facteur d'épaississement22/ 3 par rapport au cas stress-free.

Dans le cas intermédiaire� � Ca� 2/ 3, les écoulements dans les deux phases sont couplés et

il devient nécessaire de calculer les champs des vitesses dans les deux phases pour déterminer

l'épaisseur du �lm déposé. Contrairement aux deux cas limites précédents, l'épaisseur du �lm

dépend alors aussi de� .

On voit que le paramètre �Ca 2/ 3 caractérise en fait le degré de mobilité de l'interface

et, dans la suite, nous l'appellerons paramètre de mobilité interfaciale à l'instar de Davis,

Schonberg& Rallison [22].

Modèle plus complet : Hodges et al. [1]

En 2004, Hodgeset al. [1] publient une nouvelle étude théorique sur l'évolution de l'épais-

seur du �lm de lubri�cation en fonction du rapport de viscosité et du nombre capillaire

en géométrie axisymétrique. Les hypothèses faites sur les écoulements sont les mêmes que

celles de Teletzkeet al., excepté sur un seul point : l'écoulement dans la région du ménisque

dynamique à l'intérieur de la goutte (région III ) n'est plus considéré comme un Poiseuille

unidirectionnel sur toute l'épaisseur de la goutte et un écoulement local bidimensionnel dans

la region III i est pris en compte (Fig. 1.10). Cet écoulement local peut in�uencer l'écou-

lement dans la région du ménisque dynamique où se situe la phase externe (III o) et donc

l'épaississement du �lm.

Nous indiquons ici les résultats principaux de l'analyse de Hodgeset al.. La justi�cation

des ces résultats par des arguments en lois d'échelle, ainsi que l'établissement de l'équation

du �lm et sa résolution, sont détaillés au début du chapitre 2. Nous rentrons dans le détail de

cette approche en début de chapitre 2, car nous nous appuierons sur celle-ci a�n de modéliser

la topographie du �lm pour une goutte en géométrie de Hele-Shaw dans la seconde partie de

ce même chapitre.
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Figure 1.10: Schéma du ménisque avant d'une goutte se déplaçant dans un capillaire cylin-
drique dans le reférentiel de la goutte, montrant trois régions asymptotiques distinctes. Les
indices i et o se réfèrent respectivement aux régions à l'intérieur et à l'extérieur de la goutte.
Adapté de [1]

Par rapport à l'analyse de Teletzkeet al., celle de Hodgeset al. fait apparaître un nouveau

paramètre �Ca 1/ 3 qui caractérise le couplage visqueux entre les écoulements dans les régions

III i et III o. Ce nombre indique le degré de mobilité de l'interface dans la régionIII et peut

être écrit sous la forme (cf. (1.13))�Ca 1/ 3 � ( � i
l � )/ ( � o

h1
), où l � � rCa1/ 3 est l'extension suivant

z de la région III i (Fig. 1.10). La loi d'échelle pour cette dernière longueur sera justi�ée au

chapitre 2. Il est important de comprendre que le paramètre de mobilité interfaciale dans la

région III quanti�e la mobilité de l'interface dans la région III relativement à celle dans

la région I où le paramètre est�Ca 2/ 3. Ceci implique en particulier que pour � � Ca� 1/ 3,

la vitesse interfaciale dans la régionIII n'est pas nulle dans le référentiel de la goutte mais

égale à celle dans la régionI . Dans ce cas, le cisaillement disparaît dans la régionIII i et

l'écoulement dans la régionIII o devient couplé à celui dans le corps de la goutte sur une

longueur r . Nous allons à présent donner l'épaississement du �lm de lubri�cation pour les

di�érentes valeurs du rapport de viscosité � :

1. si � � Ca� 1/ 3 � Ca� 2/ 3, les interfaces sont mobiles dans les régionsI et III , l'épais-

seur du �lm est alors uniquement piloté par le gradient de courbure dans le ménisque dy-

namique et le facteur d'épaississement se réduit à celui du casstress-free, f = f Breth = 1

2. si � � Ca� 1/ 3 � Ca� 2/ 3, l'interface dans la région I est mobile, et la vitesse inter-

faciale dans la régionIII résulte du couplage complexe entre les écoulements dans les

régions III i et III o. Dans ce cas, le facteur d'épaississement dépend uniquement de

�Ca 1/ 3, et Hodgeset al. le déterminent numériquement en résolvant l'écoulement dans

les régionsIII i et III o par une méthode d'intégrale de bord. L'épaississement calculé
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numériquement tend bien versf Breth lorsque � � Ca� 1/ 3

3. si � � Ca� 1/ 3, l'interface dans la région III est immobile et la vitesse interfaciale

en son sein est égale à celle dans la régionI . Le facteur d'épaississement dépend alors

uniquement de �Ca 2/ 3 et a pour expression

f Hodg = 22/ 3

"
2 + 5.348�f HodgCa2/ 3

1 + 5.348�f HodgCa2/ 3

#2/ 3

(1.16)

Cette expression montre quef Hodg = f slid = 22/ 3 lorsque � � Ca� 2/ 3, et f Hodg =
f roll = 42/ 3 lorsque � � Ca� 2/ 3. Cette dernière limite correspond au régime d'épaissis-

sement maximal, non prévu par l'analyse de Teletzkeet al.. En principe, pour observer

un régime d'épaississement s'approchant def roll = 42/ 3, il faut satisfaire la condition

Ca� 1/ 3 � � � Ca� 2/ 3, ce qui suppose d'avoirCa � 10� 6.

Figure 1.11: Facteur d'épaississementf = h1 / hBreth en fonction de �Ca 1/ 3 pour trois
nombre capillaire : (a) Ca = 10� 21 ; (b) Ca = 10� 12 et (c) Ca = 10� 3. Les asymptotes
correspondent au cas :f Breth = 1 (stress-free), f roll = 42/ 3 (rolling ) et f slid = 22/ 3 (sliding).
Les traits pointillés rouges représentent les valeurs obtenues avec le modèle de Teletzkeet
al.. Par rapport au modèle de Hodgeset al., l'épaississement apparaît plus tard et est moins
important. Adapté de [1] et [18]

En considérant les solutions pour les deux cas� � Ca� 1/ 3 et � � Ca� 1/ 3, le facteur

d'épaississement peut être tracé pour di�érentsCa en fonction du paramètre �Ca 1/ 3 (trait

plein noir en Fig. 1.11). On voit que le facteur d'épaississement varie de façon non-monotone

en fonction de � contrairement au facteur d'épaississement obtenu à partir du modèle de

Teletzke et al. (tiret rouge), mais que les asymptotes à très faible et à très haut rapport de

viscosités sont les mêmes. Le plateau correspondant à durolling (f roll = 42/ 3) n'est bien dé�ni

que pour des nombres capillaires plus petits queCa = 10� 18 (Fig. 1.11.a). Pour des nombres

capillaires plus accessibles en micro�uidique, (i.e. Ca = 10� 3), les deux régimes� � Ca� 1/ 3

et � � Ca� 1/ 3 se chevauchent et l'écart entre l'épaississement maximum etf slid se réduit
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Modèle Condition à l'interface Rapport des viscosités (� ) Facteur d'épaississement
(référentiel de la goutte)

Bretherton � o
@uo
@z

= 0 � = 0 f Breth = 1

Sliding Uint = 0 � = 0 f slid = 22/ 3

Rolling Uint = � Ud � = 0 f roll = 42/ 3

Teletzke � o
@uo
@z

= � i
@ui
@z

� � Ca� 2/ 3 f = f Breth

� � Ca� 2/ 3 f = f slid

� � Ca� 2/ 3 f = g(�Ca 2/ 3)
Hodges � o

@uo
@z = � i

@ui
@z � � Ca� 1/ 3 f = f Breth

� � Ca� 1/ 3 f = g(�Ca 1/ 3)
� � Ca� 1/ 3 f = g(�Ca 2/ 3) (éq. 1.16)

Table 1.1: Résumé des résultats théoriques pour une goutte dans un tube capillaire.Uint est
la vitesse interfaciale dans le référentiel de la goutte

(Fig. 1.11.c). Dans le cadre de la micro�uidique, 10� 6 � Ca � 10� 3 et l'observation d'un

épaississement supérieur ausliding est envisageable pour des� de l'ordre de 50 et de 1000,

respectivement pourCa = 10� 3 et Ca = 10� 6.

En comparant les modèles de Hodgeset al. et Teletzke et al., on remarque que le facteur

d'épaississement déduit du modèle de Hodgeset al. est supérieur à celui de Teletzkeet al.

pour Ca� 1/ 3 � � � Ca� 2/ 3. Ce comportement résulte du fait que la contrainte visqueuse

dans la régionIII i tend à limiter la mobilité de l'interface dans la région III et ce faisant

empêche le gradient de pression de vider le �lm. En dehors de cette gamme de� , on retrouve

le même épaississement avec les deux modèles puisque l'interface dans la régionIII a le même

comportement dans les deux : mobile pour� � Ca� 1/ 3 et immobile pour � � Ca� 2/ 3

L'ensemble des résultats sur l'épaisseur du �lm de lubri�cation en géométrie axisymétrique

est résumé dans le tableaux 1.1

Il s'agit maintenant de savoir sur quelle approche on va se fonder (Hodges ou Teletzke),

pour élaborer dans la suite (voir chapitre 2) un modèle du �lm de lubri�cation se développant

sous une goutte visqueuse en géométrie de Hele-Shaw.

Les mesures d'Axel Huerre [18], de l'épaisseur du �lm de lubri�cation en fonction du

nombre capillaire pour des gouttes visqueuses telles que� = 25, montrent deux régimes :

un régime dominé par les interactions électrostatiques répulsives entre l'interface et la paroi

(régime de pression de disjonction) à basCa, et un régime à haut Ca dominé par l'hydro-

dynamique dans lequel ces interactions sont négligeables (régime capillaire). Par ailleurs, la

courbe expérimentale montre un meilleur accord avec l'épaississsment de Hodgeset al. (Fig.

1.12) que celui de Teletzkeet al. à haut Ca, ce qui nous pousse à retenir l'approche de Hodges

et al. pour la suite.

Avant d'établir un modèle général de la topographie du �lm pour une goutte en géométrie

de Hele-Shaw au chapitre 2, que nous confronterons quantitativement à nos données expé-
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Figure 1.12: Epaisseur du �lm de lubri�cation en fonction de Ca. Les points rouges sont les
données expérimentales. Les symboles des di�érents modèles sont indiqués dans la légende. Le
modèle de Teletzkeet al. a été modi�é par Axel Huerre pour tenir aussi compte de l'in�uence
de la pression de disjonction à basCa. hP est l'épaisseur du �lm statique [18]

rimentales au chapitre 4, nous commençons par rappeler les résultats théoriques de Burgess

& Foster [3] sur cette topographie dans le cas limite d'une bulle. Ensuite, une comparaison

qualitative est faite entre ce modèle et les récentes données expérimentales de Huerreet al.

[23] sur la topographie du �lm de goutte visqueuses (� = 25) en géométrie de Hele-Shaw.

1.4.2 Géométrie de Hele-Shaw

1.4.2.1 Bulle

Nous allons maintenant nous intéresser à la forme adoptée par le �lm de lubri�cation

lorsque une bulle se déplace dans une cellule de Hele-Shaw (Fig. 1.13). Pour rappel, une

cellule de Hele-Shaw est un canal à section rectangulaire dont l'épaisseur2Ho est négligeable

par rapport à ses dimensions dans le plan(Oxy), correspondant au plan de la cellule (Fig.

1.13.a). Cette di�érence d'échelle de longueur permet de négliger la composante suivantz

devant les composantes dans le plan(xOy) du champ des vitesses qui s'écrit alors sous la

forme :

u jj = V jj (x, y)
6z(2Ho � z)

(2Ho)2 (1.17)

où la variation rapide du champ des vitesses suivantz est séparée de la variation lente dans

le plan (Oxy). L'indice jj désigne la composante vectorielle dans le plan(Oxy). V jj (x, y) est

la moyenne du champ des vitesses sur l'épaisseur de la cellule de Hele-Shaw :
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V jj (x, y) =
� (2Ho)2

12� o
grad 2D

jj (p) (1.18)

Le développement théorique présenté pour la topographie du �lm est celui de Burgess

& Foster [3] et repose sur les mêmes hypothèses que celui de Bretherton dans le cas axisy-

métrique : les e�ets inertiels et de pesanteur sont négligeables devant les e�ets visqueux et

capillaires. Cela suppose que l'épaisseur de la cellule de Hele-ShawHo soit faible, notam-

ment devant la longueur capillaire lc =
q


�g � 1 mm pour une tension super�cielle  = 15

mN/m, une masse volumique � = 103 Kg/m 3 et g = 9.8 m/s2. La seule di�érence avec la

situation axisymétrique de Bretherton est que l'on perd l'invariance suivant y. Par ailleurs,

on suppose la bulle circulaire, de rayonR très grand devant la Ho (i.e. bulle pancake) et que

Ca = � oUd/  � 1 où � o est la viscosité de la phase externe etUd la vitesse de la bulle.

Figure 1.13: (a) Bulle pancake se déplaçant dans une cellule de Hele-Shaw :2Ho est l'épais-
seur de la cellule,Ud et Uf sont respectivement les vitesses de la bulle et du �uide externe
poussant la bulle, h1 est l'épaisseur du �lm de lubri�cation ; (b) Dé�nition des di�érents
domaines à l'interface de la bulle : la région centrale est séparée du ménisque statique (non
représenté) par le ménisque dynamique (zones grisées) situé à une distance(R � Ho) du
centre O. Le ménisque dynamique est divisé en quatre zones : les ménisques dynamiques
avant/ arrière et deux latéraux, indiqués par des teintes di�érentes.

On fait l'hypothèse que l'ordre de grandeur caractéristique du �lm de lubri�cation au

centre de la bulle, h1 , véri�e h1 � Ho � R. De façon similaire au cas axisymétrique,

l'interface de la bulle peut être décomposée en trois régions : la région centrale de courbure

caractéristique h1 / R2 (Fig. 1.13.b), le ménisque statique de courbure bien plus importante

et égale à celle de la bulle au repos[1/ Ho + � / (4R)] � 1/ Ho [12] (non représenté dans la

Fig. 1.13.b), et le ménisque dynamique qui est la région de transition (zone grisée dans la Fig.

1.13.b) entre ces deux domaines où les gradients de courbure se concentrent.
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Pour déterminer l'équation du �lm, on écrit l'équation de Stokes dans l'approximation

de lubri�cation, r 2D po = � o@2uo/ @z2, valable dans les régions centrale et de transition.

Dans cette équation, l'indice o fait référence à la phase externe à la goutte etr 2D et u

correspondent respectivement au gradient et au champ des vitesses dans le plan(xy ).

L'équation écrite en coordonnées cylindriques(� , � , z) est alors intégrée deux fois par

rapport à z pour obtenir le champ des vitesses en fonction du gradient de pressionr 2D p.

Dans le référentiel de la bulle, les conditions aux limites pour l'intégration sontu(0) = � Udex

et @u/ @z(h) = 0. Une troisième intégration suivant z permet d'obtenir le �ux du champ

des vitesses sur l'épaisseurh du �lm en fonction r 2D p. Ce gradient de pression peut être

écrit simplement en tenant compte du fait que dans l'approximation de lubri�cation et pour

Ho � R, la courbure de l'interface véri�e C ' @2h/ @�2.

En appliquant l'équation de continuité au �ux et en négligeant les termes d'ordre le plus

élevé en� = Ho/ R (détails en Annexe B), on obtient

Ud cos(� )
@h
@�

�
Ud sin(� )

�
@h
@�

=
@
@�

"


3� o

@3h
@�3

h3

#

(1.19)

Dans l'éq. (1.19), les deux termes du membre de gauche sont liés à l'entraînement visqueux

de liquide par la paroi dans les directions radiale à la vitesse� Ud cos(� ) et orthoradiale à la

vitesseUd sin(� ), qui tend à épaissir le �lm. Le terme du membre de droite est lié au gradient

de courbure radial de l'interface qui tend à vider le �lm.

On constate que le long de l'axex (i.e. � = 0 mod � ), l'éq. (1.19) se résume à l'équation

de Bretherton qui peut être mise sous la forme de l'éq. (1.9) en intégrant (1.19) entre un point

du ménisque dynamique et le point à la frontière entre le ménisque dynamique et la région

centrale :

Ud[h � hf (� = 0 mod � )] =


3� o

@3h
@x3

h3 (1.20)

où hf est l'épaisseur du �lm à la frontière entre le ménisque dynamique et la région centrale

considérée comme plate. En e�et, la longueurl � du ménisque dynamique véri�e (cf. éq. (1.12)

en remplaçant r par Ho) l � � Ho

q
h1
H o

� R, et donc sur cette échelle de longueur, on

peut estimer que le ménisque dynamique est raccordé à un �lm plat, puisque la variation

caractéristique de l'épaisseur du �lm dans la région centraleI véri�e h1 l � / R � h1 , où

h1 / R est l'ordre de grandeur caractéristique de la pente de l'interface dans la région centrale.

La résolution numérique de l'éq. (1.20), donne une épaisseur de �lm plat identique au cas

axisymétrique :

hf (� = 0) = hBreth = 1.337HoCa2/ 3 (1.21)

L'approche adoptée par Burgess & Foster pour résoudre l'équation du �lm (1.19) consiste

à diviser le ménisque dynamique en trois zones, les ménisques dynamiques avant/arrière et
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latéral (voir Fig. 1.13.b), et à résoudre la forme asymptotique que prend l'éq. (1.19) dans cha-

cune des régions. L'intégralité du pro�l interfacial est ensuite obtenu en joignant les solutions

correspondant aux di�érentes zones.

Ménisque dynamiques avant/arrière

Dans les ménisques avant/ arrière, on peut négliger le terme incluantsin(� ) dans l'éq.

(1.19) puisque l'épaisseur varie beaucoup plus lentement dans la direction orthoradiale que

radiale. En négligeant ce terme on retrouve une équation de Bretherton où la vitesse de la

paroi Ud est remplacée par sa projection sur la normalee� au contour de la bulle, Ud cos(� )
(voir Fig. 1.13.b) :

Ud cos(� )[h � hf (� )] =


3� o

@3h
@�3

h3 (1.22)

L'équation (1.22) reste vraie dans un secteur angulaire[� � max , � max ] (Fig. 1.13.b) où le

terme incluant le sin(� ) reste négligeable. La méthode de résolution de l'éq. (1.22) est similaire

à celle de l'équation de Bretherton (éq. (1.9)). Le détail de la résolution se trouve en Annexe

C.

L'équation (1.22) montre que le résultat de Bretherton donnant l'épaisseur du �lm plat

reste valide si le nombre capillaire est écrit avec la vitesseUd cos(� ) plutôt que Ud. Ceci

peut être compris qualitativement à l'échelle du ménisque dynamique, dans le repère local

(e� , e� , ez). Dans le plan (e� , ez), pour un angle arbitraire � fr � � / 2, on retrouve le problème

de Bretherton : la pression de Laplace est gouvernée par la courbure1/ Ho du ménisque

statique quasi invariante dans la direction orthoradiale, les forces visqueuses sont gouvernées

par la vitesse normale de la paroi� Ud cos(� fr ), et la vitesse tangentielle de la paroiUd sin(� fr )
n'a pas d'in�uence sur le pro�l. L'équilibre de ces deux forces détermine l'épaisseur du �lm de

lubri�cation déposé juste derrière le ménisque dynamique avant,hf , et par conséquent, cette

épaisseur diminue quand� fr augmente. Puis, à une distance su�sante du ménisque dynamique

avant dans la direction e� , l'ordre de grandeur du gradient de pression estr P �lm �  h1
R3 . Ce

gradient de pression induit des vitesses de l'ordre der P �lm h2
1 / � o �

h3
1

CaR3 Ud négligeables

devant la vitesse de la plaqueUd (ceci se véri�e simplement en utilisant le scaling deh1 en

fonction de Ca donné par l'équation (1.23)). Ceci montre qu'une fois généré dans la région

du ménisque dynamique avant, le �lm reste au repos par rapport à la paroi dans la région

centrale jusqu'à ce qu'il atteigne la région du ménisque dynamique arrière. L'épaisseur du �lm

de lubri�cation dans la région centrale h1 (x, y), à une position (x, y), est ainsi déterminée

par la vitesse normale de la plaque au contour de la bulle� Ud cos(� fr ) à la même valeur de

y, et ne dépend pas dex. On a ainsi l'égalité h1 [y = ( R � Ho) sin(� f r )] = hf (� f r ). Ceci

conduit à la prédiction de Burgess & Foster sur l'épaisseur du �lm dans la région centrale
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hBF,c (y) = 1.337Ho

h
Cacos(� fr )

i 2/ 3
= 1.337HoCa2/ 3

"

1 �
y2

(R � Ho)2

#1/ 3

(1.23)

Cette loi correspond à une épaisseur de Bretherton pondérée, basée sur la vitesse locale

normale dans la région du ménisque avant et on ahBF ,c = hBreth cos2/ 3(� fr ).

Ménisque dynamique latéral

Dans le ménisque dynamique latéral, la composante orthoradiale de l'entraînement vis-

queux généré par la paroi doit être considérée et les trois termes de l'éq. (1.19) sont alors

pris en compte. Sa résolution, détaillée en sous-section 2.2.3 du chapitre 2, s'appuie sur une

simpli�cation consistant à développer au premier ordre lesin et le cosau voisinnage de� / 2

dans l'éq. (1.19).

Topographie totale

En joignant les pro�ls dans les ménisques dynamiques avant/arrière et latéraux avec celui

de la région centrale, on peut déterminer la topographie entière du �lm de lubri�cation (Fig.

1.14.a). Celle-ci présente une forme dite de "catamaran" avec deux zones latérales d'épaisseur

plus faibles reliées entre elles par une voûte dans la région centrale. En outre, l'interface

présente une oscillation dans la région du ménisque dynamique arrière (zoom en Fig. 1.14.b).

La présence de cette oscillation n'est pas surprenante si l'on songe au fait que le ménisque

dynamique arrière est décrit par une équation de type Bretherton dont la solution présente une

oscillation à l'arrière (Fig. 1.5.c). A notre connaissance, cette forme a été pour la première fois

mise en évidence expérimentalement par Huerreet al. [23] dans le cas de gouttes visqueuses

telles que� = 25 (Fig. 1.14.c). On constate que la topographie de Burgess & Foster reproduit,

au moins qualitativement, la topographie expérimentale, puisque les deux creux sur les côtés

de la goutte ainsi que l'oscillation arrière sont retrouvés. On cite pour �nir les travaux de

Zhu et al. [13] qui on récemment mis en évidence cette forme de catamaran par simulation

numérique de gouttes pancake telle que� = 1 (Fig. 1.14.d)

Il convient de remarquer que cette forme de catamaran n'a jamais été analysée dans le

détail à partir de mesures expérimentales, ni comparée quantitativement dans son ensemble à

des modèles tels que celui de Burgess& Foster. Ceci s'explique principalement par l'incapacité

des anciennes techniques expérimentales à mesurer l'épaisseur du �lm localement. En e�et,

contrairement à la mesure directe de l'épaisseur du �lm par microscopie interférentielle [23], la

méthode de mesure indirecte de Bretherton ne permettait que d'évaluer l'épaisseur moyenne

du �lm.
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Figure 1.14: (a) Topographie numérique obtenue en reliant les pro�ls dans les di�érents
ménisques dynamiques avec la région centrale pourCa = 7.2� 10� 4 en utilisant le modèle
de Burgess & Foster. Deux zones d'épaisseur plus faible sont localisées sur les �ancs de la
bulle ; (b) Topographie numérique projetée dans le plan(xy ) : on remarque l'oscillation de
l'interface à l'arrière ; (c) Topographie expérimentale pour � = 25 et Ca = 3 � 10� 4 : les
zones d'épaisseur plus faible sur les côtés ainsi que l'oscillation arrière sont bien visibles [23] ;
(d) Topographie du �lm de lubri�cation pour � = 1 obtenue par simulation. Dans ce cas,
l'image correspond au �lm supérieur. On observe aussi les deux zones d'épaisseur plus faible
sur les côtés de la goutte [13]

1.4.2.2 Goutte

Un modèle de la topographie du �lm pour une goutte en géométrie de Hele-Shaw n'existe

pas encore et fait l'objet d'un développement théorique présenté au chapitre suivant.

1.4.3 Objectifs de la thèse

La dynamique de goutte et de bulle en environnement con�né est un sujet étudié depuis

les années 1950 [4]. Pourtant, la compréhension de cette dynamique est restée jusqu'à ce jour

limitée puisque, même dans le cas simple d'une bulle en géométrie de Hele-Shaw, le modèle de

référence de Taylor& Sa�man ne permet pas de reproduire la vitesse expérimentale de cette
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dernière [9][24]. Il est probable que cet écart entre théorie et expériences soit dû à l'omission

par Taylor & Sa�man de la friction visqueuse, apparaissant dans les ménisques et le �lm

de lubri�cation [2], lorsqu'une bulle/goutte non mouillante et con�née se déplace dans un

canal. Pour modéliser la dynamique d'une bulle/goutte, il est donc nécessaire au préalable de

comprendre la nature et la topographie de l'interface dans le �lm de lubri�cation.

Le regain d'intérêt pour cette question s'explique par le développement récent de la micro-

�uidique digitale. Par rapport aux études passées, on dispose à présent de l'outil micro�uidique

qui permet de générer des trains de gouttes identiques et de taille contrôlée à des nombres

capillaires très faibles (10� 6 � Ca � 10� 3). D'autre part, l'usage de la microscopie interfé-

rentielle permet aujourd'hui de sonder en détail le �lm de lubri�cation et de reconstruire le

pro�le 3D de l'interface d'une goutte se déplaçant dans un canal [23] (voir Fig. 1.14.c). A

partir de la double mesure de la mobilitéUd/ Uf et de la topographie en fonction du nombre

capillaire, on dispose alors de plus d'informations pour comprendre les mécanismes régissant

la dynamique de tels objets.

Le but de ce travail de thèse est de prédire la vitesse d'une goutte poussée par un �uide

externe en géométrie de Hele-Shaw, en se basant sur une description expérimentale de la

topographie du �lm de lubri�cation, en lien avec des développements théoriques.On pourra

alors connaître la vitesse d'une goutte en fonction de son rayon, du rapport de viscosité,

de la tension de surface et de la vitesse de la phase externe.Par souci de simplicité, nous

avons mené cette étude dans deux cas limites en terme de rapport de viscosité� < 1 et

� ' 1000. Comme on le verra au chapitre 2, consacré à la modélisation du �lm se développant

sous une goutte, ceci permet en particulier de simpli�er la détermination théorique du pro�l

3D de l'interface. Au chapitre 3, le dispositif expérimental permettant de sonder le �lm par

microscopie interférentielle est présenté. Celui-ci est similaire au dispositif utilisé par Huerreet

al. [23] pour obtenir la topographie expérimentale pour des gouttes visqueuses de rapport de

viscosité � = 25. Dans la présente étude cependant, nous nous intéressons aussi à des gouttes

très peu visqueuses adoptant des vitesses plus importantes (le cm/s plutôt que le mm/s)

que pour � = 25. Dans ce cas, il sera montré au chapitre 3, qu'il est nécessaire d'apporter

des modi�cations au dispositif expérimental décrit en [23], si l'on veut obtenir des images

nettes avec su�samment de signal. Au chapitre 4, les topographies de �lms de lubri�cation

de goutte pancake très peu visqueuses� < 1 et très visqeuses� ' 1000 sont mesurées puis

analysées dans leur ensemble en les comparant aux modèles développés au chapitre 2. La

compréhension de la topographie du �lm dans ces deux cas extrêmes en terme de rapport de

viscosité, sera mise à pro�t dans l'élaboration d'un modèle visant à prévoir la mobilité d'une

goutte au chapitre 5. Dans ce chapitre, nous commencerons par décrire expérimentalement

la mobilité d'une goutte en fonction du rapport de viscosité, de son rayon, et du nombre

capillaire. Puis, dans un second temps, le modèle établi pour la mobilité sera confronté aux

données expérimentales.
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Synthèse - Chapitre 1

� Etude de la dynamique de goutte/bulle en environnement con�né

1. Intérêt fondamental car ce système mélange hydrodynamique et physico-

chimie des interfaces.

2. Intérêt pratique en micro�uidique digitale et dans l'industrie ( i.e. extraction

d'hydrocarbure).

� La dynamique de goutte en géométrie de Hele-Shaw reste incomprise

1. Le modèle de référence de Taylor & Sa�man surestime la vitesse de goutte

et de bulle.

2. La friction supplémentaire provient des ménisques (cf. Bretherton [2]).

3. La friction est liée à la topographie de l'interface. Pour évaluer la dynamique

de la goutte il faut dans un premier lieu connaître la topographie du �lm de

lubri�cation.

� Topographie du �lm de lubri�cation d'une bulle/goutte con�née

1. Modèle de la forme de l'interface d'une bulle en géométrie axisymétrique dû

à Bretherton [2]

2. E�et de la viscosité interne d'une goutte sur la forme de l'interface en géo-

métrie axisymétrique dû à Hodges [1]

3. Modèle de la forme de l'interface d'une bulle en géométrie de Hele-Shaw dû

à Burgess & Foster [3]

4. Nécéssité d'établir un modèle de la topographie du �lm pour des gouttes

visqueuses en géométrie de Hele-Shaw

5. Peu de données expérimentales sur la topographie : Denkovet al. [19] en

géométrie axisymétrique et Huerreet al. [23] en géométrie de Hele-Shaw

6. Nécessité de caractériser expérimentalement la topographie du �lm de lubri-

�cation pour di�érents rapports de viscosités et de la comparer quantitati-

vement aux modèles
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2
Topographie de l'interface d'une goutte

visqueuse en géométrie de Hele-Shaw -

aspects théoriques

Ce chapitre a pour but d'établir un modèle théorique de la topographie du �lm de lubri-

�cation se développant sous une goutte pancake non mouillante lorsqu'elle se déplace dans

une cellule de Hele-Shaw.

Dans une première section, l'analyse de Hodgeset al. dans le cas axisymétrique est dé-

taillée. Dans cette approche, l'équation de l'interface est écrite de façon générale en faisant

intervenir la vitesse interfaciale comme un paramètre. Cette vitesse interfaciale inconnue peut

être déterminée par des arguments en loi d'échelle dans certain cas extrêmes en fonction du

rapport de viscosité � (� � Ca� 1/ 3 et � � Ca� 1/ 3) ou par une méthode numérique dans le

cas intermédiaire � � Ca� 1/ 3. Une fois la vitesse interfaciale connue, elle est remplacée par

son expression dans l'équation du �lm qui peut alors être résolue numériquement. Dans la

présente étude, l'équation du �lm sera résolue dans deux cas limites sur� : � � Ca� 1/ 3 et

� � Ca� 1/ 3. Pour �xer les idées sur ce que représentent ces deux cas limites, on peut estimer

la valeur typique de Ca� 1/ 3 en micro�uidique ; pour Ca = 10� 4, Ca� 1/ 3 = 21.

Dans une seconde section, les approches de Burgess & Foster et Hodgeset al. seront

couplées pour établir l'équation générale du �lm de lubri�cation pour une goutte en géométrie

de Hele-Shaw. Comme dans le cas axisymétrique, la vitesse interfaciale intervient comme un

paramètre dans cette équation. Par une approche en lois d'échelle, similaire à celle du cas

axisymétrique, l'expression de la vitesse interfaciale sera déterminée dans deux cas limites sur

le rapport de viscosité. L'équation du �lm sera alors résolue dans ces deux cas en remplaçant

la vitesse interfaciale par les deux expressions trouvées.
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2.1 Goutte dans un capillaire-développement de l'approche

de Hodges et al. [1]

2.1.1 Équation générale de l'interface

Pour déterminer l'équation générale du �lm on se place dans le référentiel de la goutte. La

paroi a alors une vitesse� U d (Fig. 2.1). Le problème est décrit dans le plan(xz). L'expression

du champ des vitessesu = ux (x, z) ex dans les régionsI 0 et III 0 est obtenue en écrivant

l'équation de Stokes dans l'approximation de lubri�cation avec les conditions aux limites :

u(z = 0) = � Ud ex , u(z = h) = U III = UIII ex dans la région III et u(z = h1 ) =
U I = UI ex dans la régionI . U I et U III sont les vitesses interfaciales respectivement dans

les régionsI et III . U III tend vers U I dans le �lm plat. En notant A = 1
� o

@po
@x où � o et po

sont respectivement la viscosité et la pression dans la phase externe, il vient :

ux (x, z) =
A(x)

2
z(z � h(x)) +

z
h(x)

[UIII + Ud] � Ud (2.1)

Le �ux de la vitesse à travers l'épaisseur du �lm Q =
Rh

0 u dz s'écrit alors :

Q =
�

�
A
12

h3 + [UIII � Ud]
h
2

�
ex

En considérant ensuite la conservation du �ux div(Q) = @Q
@x = 0, on obtient l'équation

générale du �lm d'une goutte visqueuse en géométrie axisymétrique :

�
1
6

@(Ah3)
@x

+
@h
@x

[UIII � Ud] + h
@UIII

@x
= 0 (2.2)

On peut exprimer A en fonction du gradient de courbure de l'interface dans le plan(xz),
A = � 

� o

@3h
@x3 . L'intégration de l'éq. (2.2) entre un point du ménisque dynamique et un point

du �lm plat permet de retrouver l'éq. (3.7) de l'article de Hodges et al. [1] :


6� o

h3 @3h
@x3

+ ( Ud � UI )(h1 � h) + h(UIII � UI ) = 0 (2.3)

On voit que les vitesses interfacialesUI et UIII interviennent comme paramètres dans

l'éq. (2.3). Nous allons voir dans la sous-section suivante, qu'en utilisant des raisonnements

en lois d'échelle pour décrire les écoulements dans les di�érentes zones de la goutteI , II et

III , il est possible de déterminer analytiquement les expressions de ces vitesses dans deux

cas limites (� � Ca� 1/ 3 et � � Ca� 1/ 3) et de résoudre alors l'équation du �lm.

2.1.2 Analyse des écoulements au sein de la goutte

Dans leur analyse Hodgeset al. décrivent les écoulements dans chacune des régionsI , II

et III , et dérivent des lois d'échelle sur les vitesses interfaciales et les contraintes visqueuses
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Figure 2.1: Schéma du ménisque avant d'une goutte se déplaçant dans un capillaire cylin-
drique dans le référentiel de la goutte, montrant trois régions asymptotiques distinctes. Les
indices i et o se réfèrent respectivement aux régions à l'intérieur et à l'extérieur de la goutte.
La vitesse caractéristique,jUI j, ainsi que la longueur caractéristique sur laquelle s'établissent
les gradients de vitesse,r , sont les mêmes dans les régionsI i et II i . Dans la région III i , la
vitesse et la longueur caractéristiques sontjUIII j et l � [1]

à l'intérieur de la goutte. Nous détaillons cette analyse car elle permet d'une part une bonne

compréhension du système et, d'autre part, elle permet de justi�er les approximations opérées

sur les écoulements nous permettant de donner des expressions analytiques pourUI et UIII .

De surcroît, cette approche sera mise à pro�t en section 2.2 pour établir le modèle du �lm de

lubri�cation se développant sous une goutte visqueuse en géométrie de Hele-Shaw. Chaque

région est étudiée séparément.

Région I

Le corps cylindrique de la goutte (régionI i ) a une longueur caractéristiquer , et l'échelle de

vitesse estjUI j. Le rayon du capillaire étant négligeable devant la demi-longueur de la goutte,

l'écoulement peut y être approché par un Poiseuille dans la directionx dans le référentiel

de la paroi. Le �lm annulaire a une épaisseur uniformeh1 tel que h1 � r , ce qui permet

de faire l'approximation que l'écoulement dans cette région est un écoulement de Couette.

L'échelle de vitesse dansI i est déterminée par l'équilibre entre la contrainte visqueuse de

cisaillement dans le �lm � o(Ud � j UI j)/ h1 et celle dans le corps de la goutte� o� jUI j/ r ce qui

donne jUI j � Ud/ (1 + � h1
r ). Ainsi, le paramètre �h 1 / r rend compte du degré de mobilité

de l'interface et dicte la façon dont le cisaillement se répartit dans chacune des phases. Si

�h 1 / r � 1, alors UI � Ud/ ( �h 1
r ) � Ud (i.e. interface immobile) et le �lm est cisaillé. Si

�h 1 / r � 1, alors UI � Ud (i.e. interface mobile) et l'intérieur de la goutte est cisaillé. Ce

n'est que lorsque�h 1 / r = O(1), que les écoulements dans les phasesI i et I o sont couplés
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au sens où il devient nécessaire de calculer les deux simultanément. On verra dans ce cas que

�h 1 / r � �Ca 2/ 3, ce qui permet de mieux comprendre les résultats du modèle de Teletzkeet

al. du chapitre 1. Le couplage entre un écoulement de Poiseuille à l'intérieur de la goutte et

un écoulement de Couette dans le �lm peut se résoudre analytiquement (voir Annexe D) et

donne l'expression suivante pour la vitesse interfaciale dans la régionI :

UI =
� Ud

1 + 4�h 1 / r
(2.4)

Région II

L'écoulement généré dans le corps de la goutte (régionI i ) s'étend dans la calotte avant

de façon à ce que la vitesse caractéristique dansII i soit aussi jUI j. Les écoulements proches

de la calotte dans les régionsII i et II o ont la même longueur caractéristiquer . Si � � 1,

alors jUI j � Ud et la contrainte visqueuse interne� o�U d/ r est négligeable par rapport à la

contrainte visqueuse externe� oUd/ r . L'écoulement dans la régionII o n'est pas modi�é par

rapport au cas bulle (� = 0). Lorsque � � 1, les écoulements dans les régionsII i et II o

sont couplés et l'écoulement dans la régionII o est modi�é par rapport au cas bulle. Lorsque

1 � � � ( h1
r ) � 1, l'écoulement interne a une vitesse caractéristiqueUd et n'est pas a�ecté

par l'écoulement dans la régionII o. Lorsque � � ( h1
r ) � 1, jUI j � Ud/ ( �h 1

r ) et l'écoulement

dans la régionII o est celui autour d'une calotte présentant une interface immobile.

Au chapitre 1, nous avons fait l'hypothèse dans les modèles de Teletzkeet al. et de Hodges

et al. que le pro�l de l'interface est raccordé à une calotte hémisphérique. Cette hypothèse est

valide si la contrainte visqueuse associée à l'écoulement interne dans la régionII i , � o� jUI j/ r ,

est négligeable devant la contrainte capillaire / r . En utilisant la loi d'échelle de jUI j, on

voit que le rapport des deux contraintes�� ojUI j/  est inférieur à Ca/ ( h1
r ). Ainsi, si Ca �

(h1 / r ), on pourra considérer que la calotte reste hémisphérique quel que soit� . On verra

dans la suite queh1 / r � Ca2/ 3, ce qui montre que la calotte reste hémisphérique tant que

Ca � 10� 3.

Région III

Nous avons vu au chapitre 1 dans la description du modèle de Bretherton, que le gradient

de courbure de l'interface s'établit dans la régionIII sur une longueurl � véri�ant l � = r
q

h1
r

dans l'approximation de lubri�cation. Nous supposons dans la suite queh1 est su�samment

petit devant r pour que l � le soit aussi. Par conséquent, les gradients de pression ainsi que

les gradients de vitesse interfaciaux dans la directionx sont localisés sur une distancel �

négligeable devantr . La divergence de la vitesse au voisinage de l'interface dans la région

III i étant nulle, cela implique que l'écoulement de Stokes bidimensionnel (dans le plan(xz)
par axisymétrie) dans la régionIII i s'étend sur une distancel � à l'intérieur de la goutte. Dans

la région III o, l'écoulement est con�né sur une longueurh1 � l � ce qui rend l'écoulement

quasi-unidirectionnel suivant x. Pour h1 / r su�samment petit, le champ des vitesses dans la

36



région III i a deux échelles de longueurs sur lesquelles il varie et la vitesse interfaciale dans la

region III , UIII ex peut être écrite sous la forme :

UIII (x) = UI + vb(x)

où jUI j est régie par l'échelle de longueurr et est quasiment constante dans la régionIII ,

tandis que vb est régie par l'échelle de longueurl � et est négligeable à l'extérieur deIII .

L'épaississement du �lm f est déterminé dans la régionIII et pour le connaître il su�t de

déterminer UI et vb puisque la donnée de la vitesse à l'interface et de celle à la paroi su�t pour

déterminer le champ des vitesses dans la régionIII o en fonction du gradient de courbure. La

conservation du débit suivant x permet ensuite d'établir l'équation du pro�l d'épaisseur. On

a vu auparavant que� ( h1
r ) est le paramètre déterminant l'ordre de grandeur dejUI j et donc

la mobilité de l'interface. Cherchons à présent le paramètre pilotant la mobilité de l'interface

dans la régionIII . En équilibrant la contrainte visqueuse de cisaillement dans la régionIII i ,

�� ovb/ l � , avec celle dans la régionIII o, � o(Ud � vb)/ h1 , on obtient vb � Ud/ (1 + � h1
l � ) �

Ud/ (1 + �
q

h1
r ). C'est donc le paramètre�

q
h1
r qui pilote la mobilité de l'interface dans la

III .

On peut à présent justi�er les di�érents cas de �gures donnant l'épaississement du �lm en

fonction du rapport de viscosité énumérés au chapitre 1 dans la présentation du modèle de

Hodgeset al..

Pour � � (h1 / r ) � 1/ 2 � (h1 / r ) � 1, vb � Ud et jUI j � Ud, ce qui implique que l'interface

est mobile (i.e. elle n'oppose pas de résistance à l'écoulement externe) dans les régionsI et

III . Par conséquent, la contrainte visqueuse tangentielle à l'interface peut être considérée

comme nulle dans ces régions (casstress-free). L'écoulement dans la phaseIII o est alors

principalement piloté par le gradient de courbure et le �lm déposé est le même que pour

� = 0. Lorsque � � 1, il existe un unique point de stagnation A à l'interface dans la

région III (cf. Bretherton [2] voir chapitre 1), l'écoulement dans la regionII o entraînant une

recirculation dans la région II i (Fig. 2.2.a). Une fois que1 � � � ( h1
r ) � 1/ 2, la contrainte

visqueuse dans la régionII i diminue la recirculation à l'intérieur de la goutte et Hodgeset al.

prévoient l'apparition d'un second point de stagnation B se rapprochant du point A à mesure

que � augmente vers( h1
r ) � 1/ 2 (Fig. 2.2.b).

Lorsque � � ( h1
r ) � 1/ 2, jUI j � Ud et les écoulements dans les régionsIII i et III o de-

viennent couplés. Ceci implique que l'épaississement du �lm est fonction du paramètre�
q

h1
r

et qu'il faut résoudre simultanément l'écoulement dans les deux régionsIII i et III o pour le

déterminer. Pour y parvenir les auteurs modélisent l'écoulement interne par une méthode

d'intégrale de bord, ce qui leur permet de résoudre numériquement l'écoulement à l'intérieur

de la goutte ainsi que la distribution des vitesses à l'interface. Les auteurs prévoient que les

deux points de stagnation fusionnent (Fig. 2.2.c).

Lorsque ( h1
r ) � 1/ 2 � � � ( h1

r ) � 1, on a encorejUI j � Ud, mais les variations locales du

37



champ des vitesses dans la régionIII i disparaissent puisquevb � Ud/ (�
q

h1
r ). La vitesse

interfaciale dans la régionIII peut alors être considérée comme constante, d'ordre de grandeur

jUIII j � j UI j � Ud. On retrouve alors un cas de typerolling où la vitesse interfaciale dans la

région III est homogène, d'ordreUd et dirigée suivant � ex (Fig. 2.2.d). Cette situation peut

donner lieu à un épaississement maximalf roll = 42/ 3. Par ailleurs, étant donnée que pour

ces rapports de viscosité, la vitesse interfaciale tend à entraîner du liquide dans le �lm en

tout point de l'interface, les auteurs prévoient que la conservation du débit entre les régions

II o et III o impose l'apparition d'un point de stagnation dans la phase externe. En pratique,

l'expression analytique deUIII dans le cas� � ( h1
r ) � 1/ 2 est donnée par :

UIII = UI =
� Ud

1 + 4�h 1 / r
(2.5)

Lorsque � � ( h1
r ) � 1, jUI j � Ud/ (1+ h1

r ) et les écoulements dans les régionsI i et I o sont

couplés. De plus,jUIII j � j UI j, ce qui implique que le facteur d'épaississement n'est fonction

que de� h1
r (Fig. 2.2.e).

Pour �nir, lorsque � � ( h1
r ) � 1, les variations de vitesse au sein de la goutte sont de

l'ordre de jUI j � Ud/ (� h1
r ) � Ud et le �lm de lubri�cation qui se développe est celui d'une

goutte d'interface immobile : c'est le cassliding (Fig. 2.2.f).

Figure 2.2: Pro�ls d'écoulements en fonction du rapport des viscosités� . (a) � � 1, il
existe un seul point de stagnation A ; (b) goutte visqueuse telle que1 � � � ( h1

r ) � 1/ 2, il
existe un second point de stagnation B qui se rapproche de A à mesure que� augmente ;
(c) goutte visqueuse telle que� � ( h1

r ) � 1/ 2, les deux points de stagnation fusionnent ;(d)
( h1

r ) � 1/ 2 � � � ( h1
r ) � 1, c'est le casrolling ; (e) � � ( h1

r ) � 1 ; (f) � � ( h1
r ) � 1, il n'y a plus

d'écoulement dans la goutte et le �lm plat est cisaillé, c'est le cassliding. Les cas(a) et (b)
correspondent à des épaississements de typestress-free. Adapté de [1]
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Remarque

Dans tous les modèles présentés jusqu'à maintenant, on fait toujours l'hypothèse que la

di�érence de pression dans la régionIII entre l'intérieur ( pi ) et l'extérieur ( po) est prin-

cipalement due à la pression de LaplaceC . Cette hypothèse est valide si les contraintes

visqueuses normales à l'interface dans la phaseo et dans la phasei sont négligeables devant

la contrainte capillaire C �  / r . Cherchons la condition sur r , Ca et h1 pour que cette

hypothèse soit véri�ée. En notant u la composante du champ des vitesses selonx et v selon

y, la contrainte visqueuse normale dans la phaseo est � o
@v
@y = � � o

@u
@x � � oUd/ l � . On a donc

� oUd/ l � �  / r si r Ca2 � h1 . La contrainte dans la phasei est � i vb/ l � et en utilisant l'ordre

de grandeur pourvb, on constate que cette contrainte est plus petite que� oUd/ h1 . On voit

que � oUd/ h1 �  / r si r Ca � h1 . Pour Ca � 1, cette dernière condition est plus restrictive

que la précédente.

D'autre part, on fait aussi l'hypothèse que le gradient de pression dans la zoneIII o est

principalement dû au gradient de pression de Laplace en négligeant la contribution du gradient

de pression dans la zoneIII i . Cherchons la condition surr , Ca et h1 pour que cette hypothèse

soit véri�ée. Les gradients de pression dans la régionIII i , d'ordre � i vb/ l �
2

sont négligeables

devant les gradients de pression de Laplace, d'ordre / (rl � ), si la condition r Ca � h1 est

véri�ée.

En dé�nitive, la condition r Ca � h1 assure d'une part que la calotte reste hémisphérique,

et d'autre part, que le gradient de pression dans la régionIII o soit principalement dû au

gradient de courbure de l'interface. Sous cette condition, on peut alors établir les lois d'échelle

deh1 et l � à l'aide de l'équation de Stokes dans la phase externe et la continuité des courbures

entre le ménisque dynamique et statique.

h1 / r � Ca1/ 3 l � / r � Ca1/ 3 (2.6)

Nous utiliserons ces lois d'échelle dans la suite.

En utilisant la loi d'échelle pour h1 , on voit que cette approche est valide (i.e. condition

r Ca � h1 véri�ée) tant que Ca � 10� 3.

2.1.3 Résolution de l'équation du �lm dans deux cas limites sur le

rapport de viscosité

Dans ce qui suit, la résolution de l'équation du �lm en géométrie axisymétrique (éq. (2.3))

est menée dans deux cas limites sur le rapport de viscosité� : � � ( h1
r ) � 1/ 2 � Ca� 1/ 3 et

� � ( h1
r ) � 1/ 2 � Ca� 1/ 3.
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2.1.3.1 Faible rapport de viscosité � � Ca� 1/ 3

On a vu à la sous-section 2.1.2 que pour� � Ca� 1/ 3, l'interface de la goutte peut être

considérée commestress-free. La nullité de la contrainte visqueuse tangentielle à l'interface

permet de déterminer la vitesse interfacialeUIII à partir de l'éq. (2.1) puisqu'il vient :

@ux
@z

(z = h) =
� 
2� o

h
@3h
@x3

+
(UIII + Ud)

h
= 0 (2.7)

En remplaçant UI par � Ud et UIII par son expression (cf. éq. (2.7)) dans l'éq. (2.3),

l'équation du �lm devient :

Ud(h � h1 ) =


3� o

@3h
@x3

h3 (2.8)

On retrouve sans surprise l'éq. (1.9) de Bretherton pour une bulle. La résolution numérique

de l'éq. (2.8) est détaillée en Annexe A et donne lieu, comme on l'a déjà vu au chapitre 1 à

une épaisseur du �lm plat hBreth = 1.337rCa2/ 3.

2.1.3.2 Grand rapport de viscosité � � Ca� 1/ 3

On a vu à la sous-section 2.1.2 que pour� � Ca� 1/ 3, les vitesses interfaciales dans les

régions I et III sont égales avec

UIII = UI =
� Ud

1 + 4�h 1 / r

En remplaçant les vitesses interfaciales par leur expression dans l'éq. (2.3), l'équation du

�lm devient :

Ud

�
2 + 4�h 1 / r
1 + 4�h 1 / r

�
(h � h1 ) =


6� o

h3 @3h
@x3

(2.9)

Puis en utilisant le changement de variablex1 = 21/ 3
h

2+ 4�h 1 / r
1+ 4�h 1 / r

i 1/ 3
, on voit que l'éq.

(2.9) devient

Ud(h � h1 ) =


3� o
h3 @3h

@x31
(2.10)

Cette dernière équation (éq. (2.10)) est formellement identique à l'éq. (2.8) de Bretherton

pour une bulle et est résolue de la même façon. Dans ce cas, l'épaississement du �lmf =
h1 / hBreth est donné par

f Hodg = 22/ 3

"
2 + 5.348�f HodgCa2/ 3

1 + 5.348�f HodgCa2/ 3

#2/ 3

(2.11)
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Maintenant que nous nous sommes familiarisés avec la méthode d'analyse par lois d'échelle

des écoulements dans la goutte dans le cas axisymétrique, nous allons l'utiliser au sein de la

section suivante dans le cas d'une goutte en géométrie de Hele-Shaw a�n de résoudre l'équation

du �lm dans deux cas limites sur � .

2.2 Vers un modèle de la topographie de l'interface d'une

goutte dans une cellule de Hele-Shaw

La topographie théorique du �lm de lubri�cation sous une bulle pancake a été déterminée

par Burgess& Foster [3]. Il a été montré théoriquement dans la section 2.1 que la viscosité

de la phase interne est susceptible de modi�er l'épaisseur du �lm en géométrie axisymétrique.

Il en est de même en géométrie de Hele-Shaw. Dans ce cas, la géométrie du �lm est plus

complexe [3] et il est intéressant de se demander de quelle manière la viscosité de la phase

interne in�uence cette dernière.

La méthode employée pour déterminer l'équation du �lm est similaire à celle de Burgess

& Foster, excepté le fait que la condition limite à l'interface est di�érente. La condition de

nullité de la contrainte tangentielle est remplacée par une condition de continuité du champ

des vitesses dans le �lm avec une vitesse interfaciale inconnue dans un premier temps et

intervenant comme un paramètre dans l'équation du �lm. Ensuite, par une approche en loi

d'échelle comme celle de Hodgeset al., cette vitesse interfaciale peut être déterminée aisément

dans certains cas limites sur� et l'équation du �lm peut être résolue par des méthodes

numériques simples.

On suppose que la goutte est circulaire, et que le nombre capillaireCa = � oUd/  est

petit. L'écoulement dans le �lm est décrit dans le référentiel de la goutte en coordonnées

cylindriques (� , � , z) (Fig. 2.3). D'autre part, l'interface est divisée en trois régions, le �lm

plat I , le ménisque dynamiqueIII et le ménisque statiqueII (Fig. 2.3.b). L'épaisseur du �lm

est notéeh dans la régionIII , h1 dans la régionI et hf à la frontière entre les régionsIII

et I . D'autre part, on note U I = UI ex et U III = UIII � e� + UIII � e� , les vitesses interfaciales

dans les régionsI et III . Le rayon de la goutte R étant très grand devant la demi-épaisseur

de la cellule Ho, l'écoulement à l'intérieur de la goutte dans la région centrale (I i ) peut

être approché par un écoulement dans le plan(xy ) présentant une variation parabolique

(Poiseuille) rapide suivant z et beaucoup plus lente suivantx et y (équation de Hele-Shaw). Il

a par ailleurs été montré expérimentalement [25] et par simulations [13], que pour des gouttes

pancake, le champ des vitesses dans la zoneI i est approximativement unidirectionnel suivant

ex et sa moyenne suivantz est uniforme et égale àUd. Nous ferons cette hypothèse dans la

suite.
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Figure 2.3: (a) Coupe de la goutte dans le plan(xy ) ; (b) Coupe dans le plan (�z ) à
proximité du ménisque avant

2.2.1 Équation générale de l'interface

Pour déterminer le champ des vitessesu = u� e� + u� e� dans le �lm (régions I o et III o),

on écrit les équations de Stokes dans l'approximation de lubri�cation avec les conditions aux

limites suivantes : u(z = 0) = � Ud ex , u(z = h) = U III dans la régionIII et u(z = h1 ) =
U I dans la régionI . En notant A = 1

� o

@p
@� et A0 = 1

� o

@p
�@� , il vient :

u� (z) =
A
2

z(z � h) +
z
h

�
UIII � + Ud cos(� )

�
� Ud cos(� )

u� (z) =
A0

2
z(z � h) +

z
h

[UIII � � Ud sin(� )] + Ud sin(� )
(2.12)

Le �ux de la vitesse par unité de longueur à travers l'épaisseur du �lmQ =
Rh

0 u dz s'écrit

alors :

Q =
�

�
A
12

h3 +
�
UIII � � Ud cos(� )

� h
2

�
e� +

�
�

A0

12
h3 + [UIII � + Ud sin(� )]

h
2

�
e�

Puis, en écrivant la conservation du �ux div (Q) = 1
�

@(�Q � )
@� + 1

�
@Q�
@� = 0, on obtient

l'équation générale du �lm d'une goutte visqueuse en géométrie de Hele-Shaw, qui s'écrit à

l'ordre dominant en � = Ho/ R :

�
1
6

@(Ah3)
@�

+
@h
@�

�
UIII � � Ud cos(� )

�
+

1
�

@h
@�

[UIII � + Ud sin(� )] + h div(U III ) = 0 (2.13)

où A = � 
� o

@3h
@�3 .

Nous allons à présent déterminer l'expression deU III dans deux cas limites sur le rapport

de viscosité� par des arguments en loi d'échelle.
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2.2.2 Analyse des écoulements par lois d'échelle

2.2.2.1 Nature de l'écoulement dans la région I

On commence par établir analytiquement l'expression de la vitesse interfaciale dans la

région centraleI en considérant un écoulement de Poisseuille unidirectionel dans la goutte et

un écoulement de Couette dans le �lm (voir Annexe F). Il vient :

UI � =
� Ud cos(� )

1 + 3� [h1 (� , � )/ Ho]
UI � =

Ud sin(� )
1 + 3� [h1 (� , � )/ Ho]

(2.14)

2.2.2.2 Nature de l'écoulement dans la région III

Écoulement dans la direction orthoradiale

Montrons que dans la direction orthoradiale, l'écoulement dans la régionIII o peut être

approché par un écoulement de Couette. Pour y parvenir nous allons démontrer que la vitesse

caractéristique générée par le gradient de pression orthoradial est négligeable devant la vitesse

caractéristique de la plaque dans cette directionUd sin(� ) � Ud.

Selon la direction orthoradiale, la distance caractéristique sur laquelle s'établit le gradient

de pression orthoradial estR. L'ordre de grandeur du gradient de pression est donné par

1
�

@p
@�

= �

�

@3h
@�@�2

�

R

hf

l � 2 (2.15)

Si on estime à présent l'ordre de grandeur de la vitesse orthoradialeU� dans la phase

externe, générée par le gradient de pression orthoradial, on obtient :

U� �
h2

f

� o

1
�

@p
@�

�
�

Ho

R

� �
hf

Ho

� 2 Ud

Ca

où Ca = � oUd/ 

Cette dernière équivalence montre queU� est négligeable devant la vitesse caractéristique

de la plaqueUd sin(� ) � Ud puisque expérimentalement on remarque que
�

H o
R

� �
hf
H o

� 2
� Ca.

En e�et, pour des valeurs typiques des paramètresCa = 10� 4, Ho = 10 � m, R = 100 � m, et

hf ' 100 nm, on obtient
�

H o
R

� �
hf
H o

� 2
� 10� 5. Par conséquent, l'écoulement orthoradial dans

la région III o peut être considéré comme un écoulement de Couette tel que :

UIII � = UI � (� = R � Ho, � ) =
Ud sin(� )

1 + 3�h f (� )/ Ho
(2.16)

Écoulement dans la direction radiale

Cherchons à présent une loi d'échelle pour la vitesse interfaciale radiale dans la région

III , UIII � , et montrons qu'elle prend une forme simple dans deux cas limites sur le rapport

de viscosités� .
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Selon la direction radiale, le gradient de pression dû au gradient de courbure s'établit sur

une distancel � (� ), liée à l'épaisseur du �lm à la frontière entre les régionsIII et I , hf (� ),
par hf (� )/ l �

2
(� ) � 1/ Ho. Cette dernière relation vient de la continuité de la courbure de

l'interface entre les régionsIII et II . D'après l'approximation de lubri�cation, on doit avoir

hf (� ) � l � (� ) �
q

Hohf (� ) ce qui implique l � (� ) � Ho. L'ordre de grandeur du gradient de

pression est donné par
@p
@�

= � 
@3h
@�3

� 
hf

l � 3

ce qui estR/ l � plus important que le gradient orthoradial (voir éq. (2.15)).

Les gradients de vitesse à l'interface se concentrent sur une longueurl � (� ) � Ho � R

dans la direction radiale. En écrivant la divergence de la vitesseu i dans la région III i ,

div(u i ) =
@ui �
@� +

u i �
� + 1

�
@ui �
@� + @ui z

@z = 0, on voit que cette di�érence d'échelle permet de

supposer les second et troisième termes négligeables devant le premier puisque

@ui �

@�
�

@UIII �

@�
�

UIII �

l �

ui �

�
�

UIII �

�
�

Ud

R
1
�

ui �

@�
�

1
�

@UIII �

@�
�

1
�

@UI �

@�
�

Ud

R

La divergence de la vitesse dans la régionIII i peut donc être approchée par div(u i ) '
@ui �
@� + @ui z

@z = 0, ce qui montre que l'écoulement dans la régionIII i s'étend sur une échelle

de longueur l � (� ) dans la direction z. Dans le plan (�z ), l'écoulement présente les mêmes

caractéristiques que celles énoncées par Hodgeset al. dans le cas axisymétrique (voir sous-

section 2.1.2) : le champ des vitesses dans le plan(�z ) de la région III i a deux échelles de

longueur sur lesquelles il varie,l � et Ho et la composante radiale de la vitesse interfaciale dans

la région III peut être écrite sous la forme :

UIII � = UI � + vb� (� ) (2.17)

où UI � est régie par l'échelle de longueurHo. Cette vitesse est quasiment constante dans la

région III et peut être approchée parUI � = � Ud cos(� )
1+ 3� [hf (� )/ H o ] (voir éq. (2.14)). vb� est régie

par l'échelle de longueurl � (� ) et est négligeable à l'extérieur deIII i .

L'ordre de grandeur devb� est donné par l'équilibre des contraintes visqueuses tangentielles

dans les régionsIII o et III i , respectivement,� o(Ud cos(� ) � vb� )/ hf (� ) et �� ovb� / l � (� ) par

vb� � Ud cos(� )/
�

1 +
�h f (� )
l � (� )

�
� Ud cos(� )/

0

@1 + �

s
hf (� )

Ho

1

A (2.18)

On dispose à présent des expressions et lois d'échelle pourUI et UIII grâce aux équations

(2.14) (2.17) (2.18). Cherchons à savoir ce que deviennent ces vitesses dans deux cas limites

sur �
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Valeurs des vitesses interfaciales en fonction du rapport des viscosités

On remarque expérimentalement (cf. chapitre 4) quehf (� ) décroît avec� avec un maxi-

mum situé en � = 0 et un minimum pour � ' �
2 .

Ainsi pour � �
�

hf (0)
H o

� � 1/ 2
�

�
hf (� )

H o

� � 1/ 2
, vb� � Ud cos(� ) et UI � Ud, ce qui implique

que l'interface est mobile (i.e. elle n'oppose pas de résistance à l'écoulement externe) dans

les régionsIII et I . Par conséquent, la contrainte visqueuse tangentielle peut être considérée

comme nulle dans ces régions et on retrouve le casstress-freedécrit par Burgess& Foster.

En revanche, pour � �
�

hf ( �
2 )

H o

� � 1/ 2
�

�
hf (� )

H o

� � 1/ 2
, les variations locales de la vitesse

interfaciale disparaissent dans la régionIII puisque vb� � Ud cos(� )/ (�
q

hf (� )
H o

). La compo-

sante radiale de la vitesse interfaciale dans la régionIII peut alors être considérée comme

constante telle que

UIII � = UI � (� = R � Ho, � ) =
� Ud cos(� )

1 + 3� [hf (� )/ Ho]

En résumé, il a été montré que l'écoulement orthoradial dans la régionIII o peut être

approché par un écoulement de Couette donnant lieu à une vitesse interfacialeUIII � dont

l'expression est donnée par l'éq. (2.16). Dans la direction radiale, l'écoulement dans la région

III o est un écoulement de Poiseuille. Une expression analytique simple de la vitesse interfaciale

radiale UIII � dans la régionIII o peut être déterminée dans deux cas limites sur le rapport de

viscosité : � �
�

hf (0)
H o

� � 1/ 2
� ( hf (� )

H o
) � 1/ 2 et � �

�
hf ( �

2 )
H o

� � 1/ 2
�

�
hf (� )

H o

� � 1/ 2
.

Montrons à présent ce que devient l'équation du �lm (2.13) dans chacun de ces deux cas

limites et résolvons-la.

2.2.3 Équation du �lm pour � �
�

hf (0)
H o

� � 1/ 2

Dans ce cas la condition de nullité des contraintes visqueuses tangentielles à l'interface

(i.e. @u�
@z = @u�

@z = 0 en z = h) donne pour expression de la vitesse interfaciale dans la région

III :

U III =

 

�
Ah2

2
� Ud cos(� )

!

e� +

 

�
A0h2

2
+ Ud sin(� )

!

e� (2.19)

En incorporant cette expression dans l'équation générale du �lm (2.13), on retrouve, à

l'ordre dominant en � = Ho/ R, l'équation (1.19) du �lm pour une bulle obtenue par Burgess

& Foster [3] :

0 =
1
3

@(Ah3)
@�

+ Ud

�
cos(� )

@h
@�

�
sin(� )

�
@h
@�

�
(2.20)

Ainsi pour � �
�

hf (0)
H o

� � 1/ 2
(expérimentalement

�
hf (0)

H o

� � 1/ 2
' 10 où hf (0) ' 100 nm,

Ho ' 10 � m), la topographie du �lm de lubri�cation sous une goutte est la même que sous
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une bulle. Comme l'éq. (2.20) nous donnehf (0) = 1.337HoCa2/ 3 (cf. sous-section 1.4.2), la

condition devant être véri�ée par le rapport de viscosité pour obtenir une topographie de type

stress-freepeut s'écrire � � Ca� 1/ 3 . Ce résultat est en accord avec la prédiction de Park&

Homsy [26] sur l'épaisseur du �lm déposé dans un écoulement biphasique visqueux en cellule

de Hele-Shaw.

Comme on la vu au chapitre 1, l'approche adoptée par Burgess & Foster pour résoudre

l'équation du �lm (2.20) consiste à diviser le ménisque dynamique en trois zones, les ménisques

dynamiques avant/arrière et latéral, et à résoudre la forme asymptotique que prend l'éq. (2.20)

dans chacune des régions. L'intégralité du pro�l interfacial est ensuite obtenu en joignant les

solutions correspondant aux di�érentes zones.

Ménisques dynamiques avant/arrière

Dans les ménisques avant/arrière, on peut négliger le terme incluantsin(� ) dans l'éq.

(2.20) puisque l'épaisseur varie beaucoup plus lentement dans la direction orthoradiale que

radiale. En négligeant ce terme, on retrouve une équation de Bretherton où la vitesse de la

paroi Ud est remplacée par sa projection sur la normalee� au contour de la bulle, Ud cos(� )
(voir Fig. 1.13.b) :

Ud cos(� )[h � hf (� )] =


3� o

@3h
@�3

h3 (2.21)

L'équation (2.21) reste vraie dans un secteur angulaire[� � max , � max ] (Fig. 1.13.b) où le

terme incluant le sin(� ) reste négligeable. La résolution de l'éq. (2.21) (i.e. équation de type

Bretherton) est détaillée en Annexe C.

L'analyse de la sous-section 1.4.2 montre que l'épaisseur du �lm dans la région centraleI

est indépendante dex et la résolution de l'éq. (2.21) donnehBF,c = 1.337Ho[Cacos(� fr )]2/ 3.

hBF,c est une épaisseur de Bretherton pondérée, basée sur la vitesse de la paroi normale au

contour de la goutte � Ud cos(� ). Le facteur d'épaississement dans la région centrale s'écrit

donc

f BF,c = hBF,c / hBreth = cos2/ 3(� fr ) (2.22)

où hBreth = 1.337HoCa2/ 3

Ménisque dynamique latéral

Dans le ménisque dynamique latéral, la composante orthoradiale de l'entraînement vis-

queux généré par le mouvement de la paroi doit être considérée et les trois termes de éq.

(2.20) sont alors pris en compte. L'adimensionnement suivant, établi par Burgess & Foster

[3], permet de construire une équation maîtresse à partir de (2.20) en s'assurant que les deux
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termes du membre de gauche de (2.20) sont du même ordre de grandeur. Dans ce but, ils

dé�nissent

� = R � Ho + Ho� r r 0 z = Ho� zz0 h = Ho� zh0 � �
�
2

= � � � 0 (2.23)

où � r = ( � 1/ 2Ca)2/ 5, � z = ( � 1/ 2Ca)4/ 5 et � � = � 1/ 2(� 1/ 2Ca)1/ 5. Ces quantités font intervenir

� = Ho/ R et Ca, supposés véri�er 1 � � � Ca. Pour des valeurs typiques du nombre

capillaire, Ca = 7.2� 10� 4 et du facteur de con�nement, � = 8� 10� 2 (Ho = 7 � m, R = 84 � m)

tirés d'expériences présentées dans la suite, on obtient� r = 0.03, � z = 0.001 et� � = 0.05 rad= 3

deg. En utlisant ces variables adimensionnées ainsi qu'un développement au premier ordre du

sin et cosau voisinnage de� / 2, l'éq. (2.20) devient :

�
1
3

h
0

r 0r 0r 0h03 + � 0h0
�

r 0
= � h0

� 0 (2.24)

Cette équation est résolue numériquement pour� � 0
max � � 0 � � 0

max . La valeur de � 0
max ,

dé�nissant la borne d'intégration, peut être déterminée expérimentalement (voir chapitre 4)

à partir de l'angle � max à partir duquel l'épaisseur du �lm dans la région centrale cesse d'être

indépendante dex. Pour résoudre l'équation (2.24), on se sert du pro�l issu de la résolution

de l'équation (2.21) pour � = � max , h0(r 0, � � 0
max ), comme condition initiale et les pro�ls pour

des angles supérieurs,h0(r 0, � 0) sont obtenus par une méthode numérique de Crank-Nicholson.

Les conditions aux limites consistent en un raccordement à un pro�l de courbure constante

dans le ménisque statique,d2h/ dr2(� max ) = 1/ Ho et un raccord à un �lm plat d'épaisseur

constante, h(� min , � ) = h(� min , � max ).

2.2.4 Équation du �lm pour � �
�

hf ( �
2 )

H o

� � 1/ 2
: modèle visqueux

Dans ce cas les composantes de la vitesse interfaciale dans la régionIII véri�ent :

UIII � = UI � =
� Ud cos(� )
1 + 3�� f (� )

UIII � = UI � =
Ud sin(� )

1 + 3�� f (� )

où � f (� ) = hf (� )/ Ho

En incorporant ces expressions dans l'équation générale du �lm (2.13), on obtientl'équa-

tion du �lm se développant sous une goutte très visqueuse:

0 =
1
6

@(Ah3)
@�

+ Ud

"
2 + 3�� f (� )
1 + 3�� f (� )

# �
cos(� )

@h
@�

�
sin(� )

�
@h
@�

�
(2.25)

Puis, en utilisant le changement de variable� 1 = 21/ 3
h

2+ 3�� f (� )
1+ 3�� f (� )

i 1/ 3
� = g(� )� on voit que

(2.25) devient :

0 =
1
3

@(A1h3)
@�1

+ Ud

�
cos(� )

@h
@�1

�
sin(� )

�
@h
@�

�
(2.26)
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où A1 = � 
� o

@3h
@�31

. Cette dernière équation est formellement identique à l'équation du �lm sous

une bulle eq. (2.20) et est résolue de la même façon que l'éq. (2.20) en divisant le ménisque

dynamique en trois zones, les ménisques dynamiques avant/arrière et latéral, et en résolvant

la forme asymptotique que prend l'éq. (2.26) dans chacune des régions.

Remarque :

Pour � � � f (� ) � 1 =
�

hf (� )
H o

� � 1
>

�
hf ( �

2 )
H o

� � 1
, l'éq. (2.25) devient une équation de type

sliding valable pour une goutte ou une bulle dont l'interface serait rigide avec une condition

de vitesse uniformément nulle à l'interface dans le référentiel de la goutte/bulle :

0 =
1
6

@(Ah3)
@�

+ Ud

�
cos(� )

@h
@�

�
sin(� )

�
@h
@�

�
(2.27)

Ménisques dynamiques avant/arrière

Comme expliqué précédemment, le dernier terme de l'équation (2.25) peut être négligé

dans les régions avant/arrière du ménisque dynamique et la résolution de l'équation simpli�ée

0 =
1
6

@(Ah3)
@�

+ Ud

"
2 + 3�� f (� )
1 + 3�� f (� )

#

cos(� )
@h
@�

(2.28)

donne l'épaississementf visq, c = hf (� f r )/ hBreth dans la région centrale :

f visq, c = 22/ 3

"
2 + 4�f visqCa2/ 3

1 + 4�f visqCa2/ 3

#2/ 3

cos2/ 3(� fr ) (2.29)

Remarques :

� Si � � Ca� 2/ 3, on retrouve le cas limite dusliding , f visq, c = f slid, c = 22/ 3 cos2/ 3(� fr )
et l'épaisseur dans la région centrale est donnée par

hslid,c = 22/ 3 cos2/ 3(� fr )hBreth = 22/ 3hBF,c (2.30)

� En � fr = 0 (axe x), on trouve un épaississement visqueux di�érent de celui Hodgeset al.

déterminé dans le cas axisymétrique (éq. (2.11)) (le facteur 5.348 est remplacé par un

facteur 4 dans l'épaississement). Cette di�érence tient au fait que la vitesse interfaciale

dans la régionI n'a pas la même expression suivant que l'on considère un écoulement

de Poiseuille axisymétrique dans le corps de la goutteI i (goutte axisymétrique) ou un

écoulement de Poiseuille entre deux plaques in�nies (i.e. goutte pancake).

Ménisque dynamique latéral

Dans le ménisque dynamique latéral, les trois termes de l'équation (2.25) doivent être

considérés. Un adimensionnement identique à celui de Burgess & Foster [3] (voir éq. (2.23))

permet de construire une équation maîtresse à partir de l'équation (2.25) :
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�
1

3g3(� )
h

0

r 0r 0r 0h03 + � 0h0
�

r 0
= � h0

� 0 (2.31)

où g(� ) = 21/ 3
h

2+ 3�� f (� )
1+ 3�� f (� )

i 1/ 3

L'intégration numérique de l'éq. (2.31) est é�ectuée de la même façon que l'éq. (2.24)

(i.e. même condition initiale, mêmes conditions aux limites). D'autre part, on considère que

g(� ) = g(� max ) (i.e. raccord à un �lm plat d'épaisseur constante) dans l'intégration.

2.3 Conclusion

En dé�nitive, l'approche de Hodges et al. [1] dans le cas axisymétrique, rappelée en début

de ce chapitre, a permis de simpli�er l'équation générale du �lm se développant sous une

goutte visqueuse en géométrie de Hele-Shaw (éq. (2.13)) dans deux cas limites sur le rapport

de viscosité. On retrouve l'éq. (2.20) pour une bulle pancake établie par Burgess & Foster

dans le cas� �
�

hf (0)
H o

� � 1/ 2
et une nouvelle équation visqueuse (éq. (2.25)) dans le cas

� �
�

hf ( �
2 )

H o

� � 1/ 2
. La résolution de ces deux équations est réalisée par la même procédure

que celle décrite par Burgess & Foster dans [3], consistant à diviser le ménisque dynamique

en plusieurs zones asymptotiques.

Expérimentalement, on verra au chapitre 4 que
�

hf (0)
H o

� � 1/ 2
' 10 et

�
hf ( �

2 )
H o

� � 1/ 2
' 30 où

hf (0) ' 100 nm, hf ( �
2 ) ' 10 nm et Ho ' 10 � m. Pour les rapports de viscosités considérés

expérimentalement au chapitre 4,� < 1 et � = 1000, on pourra donc comparer les modèles

développés pour la topographie du �lm aux topographies mesurées.
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Synthèse - Chapitre 2

� In�uence de la viscosité interne de la goutte sur l'épaisseur du �lm : modèle de

Hodgeset al. dans le cas axisymétrique

1. Raisonnement en lois d'échelle sur les contraintes et vitessses interfaciales

pour déterminer les di�érents régimes d'épaississement du �lm en fonction

de � .

2. Mise en évidence de deux cas limites,� � Ca� 1/ 3 et � � Ca� 1/ 3 pour

lesquelles l'équation du �lm se résout simplement.

3. Pour � � Ca� 1/ 3, l'équation du pro�l de l'interface sous une bulle est re-

trouvée (cf. Bretherton) : épaississementf Breth = h1
hBreth = 1

4. Pour � � Ca� 1/ 3, l'épaississement visqueux du �lm s'écrit

f Hodg = 22/ 3

"
2 + 5.348�f HodgCa2/ 3

1 + 5.348�f HodgCa2/ 3

#2/ 3

Lorsque � � Ca� 2/ 3, l'épaississementsliding est retrouvé f sli = 22/ 3

� In�uence de la viscosité interne de la goutte sur l'épaisseur du �lm : nouveau

modèle pour des gouttes pancake visqueuses en cellule de Hele-Shaw

1. Utilisation de raisonnements en lois d'échelle sur les contraintes et les vitesses

interfaciales, couplés à l'approche de Burgess & Foster pour une bulle pancake

a�n de déterminer les di�érents régimes d'épaississement du �lm en fonction

de � .

2. Mise en évidence de deux cas limites,� � Ca� 1/ 3 et � �
�

hf (� / 2)
H o

� � 1/ 2

pour lesquelles l'équation du �lm se résout simplement.

3. Pour � � Ca� 1/ 3, l'équation de la topographie du �lm sous une bulle de

Burgess & Foster est retrouvée : l'épaississement dans la région centrale est

un épaississement de Bretherton pondéré parcos2/ 3(� fr ) :

f BF,c =
hBF,c

hBreth = cos2/ 3(� fr )

4. Pour � �
�

hf (� / 2)
H o

� � 1/ 2
, l'équation de la topographie du �lm sous une goutte

pancake visqueuse peut être résolue simplement. L'épaississement dans la

région centrale s'écrit :

f visq, c = 22/ 3

"
2 + 4�f visq, cCa2/ 3

1 + 4�f visq, cCa2/ 3

#2/ 3

cos2/ 3(� fr )

Pour � � Ca� 2/ 3, l'épaississement dans la région centrale est un épaississe-

ment de type sliding, pondéré par uncos2/ 3(� fr ) :

f slid, c = 22/ 3 cos2/ 3(� fr )
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3
Dispositif expérimental

Les expériences réalisées dans cette étude ont été possibles grâce au développement des mé-

thodes micro�uidiques, donnant la possibilité d'atteindre des nombres capillaires très faibles,

ainsi que des méthodes interférométriques, permettant d'observer des régions nanométriques

d'objets micrométriques. Dans ce chapitre, nous commençons par décrire le dispositif micro-

�uidique utilisé ainsi que sa méthode de fabrication. Puis nous expliquons brièvement la façon

dont la vitesse des gouttes est mesurée. En�n, le dispositif interférentiel servant à la mesure

de l'épaisseur du �lm est présenté.

3.1 Dispositif micro�uidique

3.1.1 Objectifs

La mesure de l'épaisseur du �lm de lubri�cation entre une goutte et la paroi du canal

suppose la formation de ces gouttes au préalable. La génération de ces dernières est réalisée

à l'aide d'une jonction-T (Fig. 3.1) permettant un contrôle précis de la taille des gouttes,

uniquement fonction de la géométrie de la jonction dans un certain régime. Le système utilisé

est représenté sur la Fig. 3.1. La cavité a une largeurl = 2500� m et une longueurL = 9000

� m. La puce micro�uidique a une épaisseur uniforme de2Ho = 14 � m. Dans ce travail, trois

types de puce, présentant chacune une largeur de canal di�érentew (150, 250 et 350� m) au

niveau de la jonction-T, ont été utilisées. Ceci nous a permis de générer des gouttes de trois

diamètres D di�érents, avec D ' w. Le système est moulé dans du PDMS [27] Sylgard 184

(Dow Corning)

Les gouttes sont générées avec un contrôleur en pression (MFCS, Fluigent) et le débit dans

la cavité est ajusté avec un pousse-seringue. La géométrie de type "peigne" permet d'accélérer
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Figure 3.1: Système micro�uidique utilisé. La cavité de Hele-Shaw a une largeurl = 2500� m
et une longueurL = 9 mm. L'épaisseur des canaux du circuit est2Ho = 14 � m. Trois largeurs
de canaux au niveaux de la jonction-T ont été utilisées,w = 150, 250, 350� m.

et de séparer les gouttes pour éviter qu'elle n'interagissent entre elles dans la cavité. Il a été

mis en évidence expérimentalement que si la distance séparant les centres de deux gouttes de

même rayonR est supérieure à8R [28] l'interaction disparaît.

Cette géométrie a été retenue car elle permet d'ajouter de la phase externe en répartissant

le débit imposé par le pousse-seringue dans plusieurs canaux. Ceci permet de diminuer la

vitesse du �uide externe à chaque croisement et d'empêcher la brisure de goutte au passage

de l'accélérateur. En sortie, on ajoute un débimètre pour pouvoir mesurer la vitesse de la

phase externe dans la cavitéUf . Ce système permet d'obtenir des trains de gouttes mono-

disperses et uniformément espacées dans la cavité de Hele-Shaw. D'autre part, les gouttes y

sont con�nées (R/ Ho > 10) et loin des bords (l / (2R) > 7). A�n de réaliser ce système, les

méthodes classiques de microfabrication sont utilisées. Dans notre cas cependant, une étape

supplémentaire vient s'ajouter pour empêcher la cavité de se déformer lorsqu'on y applique

une surpression par rapport à l'extérieur.

3.1.2 Fabrication

Plusieurs étapes de fabrication sont nécessaires a�n de réaliser le système décrit précé-

demment. La technique utilisée est la plus classique dans le domaine de la micro�uidique :

photolithographie pour fabriquer un moule en résine sur support de silicium et moulage du

PDMS pour la confection du système expérimental. Les étapes du processus de photolitho-
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graphie sont illustrées dans la Fig. 3.2 gauche. Elles sont énumérées ci-dessous :

1. Une résine photosensible SU-8 est déposée uniformément sur un substrat en silicium

par une tournette dont la vitesse et la durée de rotation sont contrôlées a�n d'obtenir

l'épaisseur escomptée. Dans ce travail, des moules d'épaisseur 14� m ont été réalisés.

2. L'ensemble est placé sur une plaque chau�ante avec deux paliers de chau�e. Un premier

palier à 65°C permet de relâcher les contraintes d'étalement à l'intérieur de la résine.

Ensuite une période d'évaporation sur une plaque chau�ante à 95°C élimine les solvants

contenus dans la résine.

3. Le photomasque est aligné au dessus du substrat en silicium recouvert de la couche de

résine. Une insolation, par rayonnements ultraviolets (13 mW/cm2, 365 nm) à travers

les zones transparentes du photomasque, est réalisée pour réticuler la résine.

4. La réticulation de la résine insolée est accélérée par une deuxième cuisson à 65°C puis

à 95°C sur une plaque chau�ante.

5. Un bain d'une dizaine de minutes dans du développeur (1-Methoxy-2-Propanol acétate)

sous agitation permet de dissoudre la partie de la résine non réticulée. Un rinçage par

jet d'isopropanol permet d'enlever les résidus. On obtient un moule utilisable dans la

suite du procédé de fabrication.

Le protocole suivant, qui consiste à assembler la puce micro�uidique se distingue de la

technique classique en ce sens qu'il permet de limiter la déformation de la cavité en intercalant

une lamelle de verre entre le plafond de la cavité et le haut du bloc de PDMS (Fig. 3.2 droite).

Cette technique est similaire à celle détaillée par Taccoen dans [29]. Les étapes du protocole

sont les suivantes :

1. Le PDMS mélangé à un agent réticulant (1 :10 en masse) est étalé à la tournette sur le

wafer et durci par chau�age (2 heures à 90°C) pour obtenir une couche de 240� m.

2. Une lamelle de verre est collée sur cette �ne couche de PDMS par un traitement plasma

des deux surfaces. Cette opération consiste à ioniser une atmosphère basse pression

d'oxygène pour créer des radicauxO.. Ces derniers vont substituer des groupements

silanols aux groupements méthyles. Les silanols des deux surfaces se condensent ensuite

pour aboutir à une liaison covalente Si-O-Si et donc à un collage irréversible.

3. On coule à nouveau le mélange (PDMS+ agent réticulant) par dessus et on le laisse

durcir en chau�ant pendant 2 heures à 90°C.

4. Le bloc de PDMS est démoulé du wafer et les systèmes sont lavés en respectant le cycle

suivant : Isopropanol - Ethanol - Eau MilliQ - Decon 5% - Ethanol - Eau MilliQ -

séchage au diazote. Avant d'être collées au plasma, les lamelles de verre sont traitées au

Pyranha (Acide sulfurique à 95% / Eau oxygénée à 50% - 2/3, 1/3 en masse) pendant

5 minutes avant d'être rincées dans deux bains d'eau di�érents (5 minutes chacun). Les

lames sont ensuite séchées au diazote. Lorsque cette étape est terminée, on scelle les
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canaux en mettant le PDMS en contact avec la lamelle de verre, la cohésion étant assurée

par un traitement plasma des deux surfaces. La propreté des surfaces est un élément

déterminant pour la bonne exploitation des images en microscopie interférentielle.

Le procédé de fabrication des canaux est schématisé sur la Fig. 3.2 droite. Les systèmes

ainsi obtenus sont hydrophiles, mais le PDMS étant naturellement hydrophobe, celui-ci tend

à le redevenir. En conséquence, le canal sera systématiquement rempli d'eau après collage et

utilisé dans la journée pour assurer une bonne hydrophilie dans le cas où la phase externe est

aqueuse.

Lorsque l'on souhaite qu'au contraire les canaux de la puce soient hydrophobes, pour

pouvoir faire circuler des bulles d'air non mouillantes dans de l'huile �uorée par exemple,

on a recours à un procédé de silanisation immédiatement après le scellage de la puce par

traitement plasma. Ce procédé consiste à gre�er sur les surfaces de verre et de PDMS activées

par plasma, une molécule (organofunctional alkoxysilane) présentant des propriétés organiques

et inorganiques. Au cours du gre�age, les groupes hydroxyles présents en surface déplacent le

groupe alkoxy présent sur le silane de facon à former une liaison covalente -Si-O-Si- entre la

surface et le silane, avec l'extrémité organique (une chaîne �uorée par exemple) exposée en

surface. Dans ce travail le per�uorooctyltriethoxysilane a été utilisé pour favoriser le mouillage

des surfaces de verre et de PDMS par de l'huile �uorée.

3.2 Solutions utilisées

Dans cette étude la topographie du �lm ainsi que la mobilité de gouttes seront étudiées

dans deux cas limites en terme� < 1 et � = 1000. Nous faisons la liste dans le tableaux 3.1

suivant des couples de �uides et des tensioactifs utilisés en indiquant le rapport de viscosité

et la tension interfaciale correspondants.

Phase dispersée Phase continue [Tensioactif](mM) [NaCl](mM) �  (mN/m)
air huile �uorocarbonée FC-40 0 0 4.5� 10� 3 15

C6F14 (FC-72) eau MilliQ +C10TAB+NaCl 990 1000 0.26 15
C6F14 (FC-72) eau MilliQ +SDS+NaCl 0.82 200 0.64 14

huile silicone (V1000) eau MilliQ +SDS+NaCl 16.2 100 972 7

Table 3.1: Couples de �uides utilisés dans ce travail. La concentration en tensioactif et en
NaCl ainsi que le rapport de viscosité� et la tension super�cielle sont indiqués. A titre
indicatif on rappel la concentration micellaire critique du SDS CMCSDS = 8.2 mM [30] et du
C10TAB CMC C10TAB = 66 mM [31]

3.3 Méthode de mesure de la vitesse de la goutte

La vitesse des gouttes a été mesurée avec un programme mis au point par Axel Huerre per-

mettant de détecter la forme d'une goutte et d'en déduire sa vitesse par corrélation d'images
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Figure 3.2: Gauche : Fabrication du moule par photolithographie. Première étape : exposition
UV permettant la réticulation des zones éclairées à travers le photomasque. Deuxième étape :
les zones non réticulées se dissolvent dans un bain de développeur, le tracé du canal est obtenu
en relief ; Droite : protocole de fabrication de la puce micro�uidique. Etalement et solidi�cation
d'une couche de 240� m de PDMS sur le wafer. Deuxième étape : scellage d'une lamelle de
verre sur cette couche de PDMS pour limiter la déformation de la cavité. Troisième étape :
coulage et solidi�cation d'une deuxième couche de PDMS. Quatrième étape : le contre-moule
en PDMS est séparé du wafer , les canaux apparaissent en creux. Cinquième étape : après
traitement au plasma, le PDMS est collé à une lamelle de verre, le canal est refermé.

successives. Cette méthode permet d'augmenter le nombre de gouttes sondées et d'avoir une

bonne statistique à partir d'un seul �lm lorsque les trains de gouttes sont bien monodisperses

et réguliers.

Par ailleurs toutes les mesures de vitesse données par le programme ont été véri�ées "à la

main" de la façon suivante. Au sein d'une séquence d'images, on fait une coupe, symbolisée

par le trait jaune, le long de la trajectoire de la goutte (Fig. 3.3.a). Pour chaque image de la

séquence (i.e pour chaque pas de temps), les pixels de la coupe sont tournés verticalement pour

former la Fig. 3.3.b. Cette dernière est donc un diagramme spatio-temporel de la trajectoire

de la goutte où le nombre de pixels horizontaux est égal au nombre d'images dans la séquence
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et le nombre de pixels verticaux au nombre de pixels le long de la coupe. La vitesse de la

goutte est donnée parUd = �
a tan (� ) où � est la fréquence d'acquisition,a le nombre de pixels

par unité de longueur dans la Fig. 3.3.a et� l'angle dé�ni dans la Fig. 3.3.b.

Figure 3.3: (a) Image d'une bulle de diamètre 160� m se déplaçant dans une cellule de
Hele-Shaw. Le trait jaune est tracé le long de la trajectoire de la bulle ;(b) Diagramme
spatio-temporel de la trajectoire de la bulle. La mesure de l'angle� permet de déterminer sa
vitesse.

3.4 Dispositif optique

Dans cette section, nous introduisons dans un premier temps la méthode optique utilisée

pour mesurer l'épaisseur des �lms de lubri�cation. Puis, les améliorations développées dans

[23] pour accroître la précision de cette technique sont présentées. Pour �nir, nous précisons

les modi�cations apportées à la méthode de mesure pour imager des �lms dans le cas d'objets,

tels que des gouttes de faible viscosité, se déplaçant à des vitesses plus importantes que des

gouttes très visqueuses.
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3.4.1 Principe de la formation d'une image par RICM (Re�ection

Interference Contrast Microscopy)

La méthode de microscopie interférentielle en ré�exion (IRM) fut introduite pour la pre-

mière fois par Curtis [32] pour sonder les interactions entre cellules et substrat. Par la suite,

le contraste de cette méthode fut améliorée par Ploem [33] (voir sous-section 3.4.2)

Le principe de base de la formation d'interférences en ré�exion est décrit sur la Fig. 3.4. Un

échantillon est observé avec une onde monochromatique en épi-illumination. Le rayon incident,

d'intensité I 0 est partiellement ré�échi à l'interface verre/eau et on nomme I 1 l'intensité du

rayon ré�échi de référence. La partie transmise est ré�échie sur la goutte avec une intensitéI 2.

Les deux rayons interfèrent lorsqu'ils sont collectés par l'objectif du microscope. L'intensité

totale observée résulte de l'interférence des deux rayons :

I � 0 = I 1 + I 2 + 2
p

I 1I 2 cos(2kh(x) cos(� 1) + � )

L'argument du cosinus contient le déphasage entre les deux rayons oùh(x) est l'épaisseur

du �lm, ce qui implique qu'en mesurant l'intensité ré�échie, on peut remonter à l'épaisseur

du �lm à l'aide du modèle optique donnant I � 0 . D'autre part, k = 2�n 1/ � o est le nombre

d'onde avec� o, la longueur d'onde du rayonnement dans le vide, etn1, l'indice de réfraction

du milieu. Le déphasage supplémentaire� tient compte du fait que le rayon I 2 peut être sujet

à un retard de phase supplémentaire de� = � si l'indice de réfraction de l'huile dans la goutte

est supérieur à celui de l'eau. Les intensitésI 1 et I 2 sont reliées aux coe�cients de ré�exions

des interfaces par

I 1 = R01I 0 I 2 = ( 1 � R01)2R12I 0

De manière générale, l'onde incidente peut être décomposée selon deux directions de polarisa-

tion s et p. La polarisation s est perpendiculaire au plan d'incidence, et la polarisationp est

contenue dans ce plan. Les coe�cients de ré�exion en intensitéRij sont reliés aux coe�cients

de Fresnel (coe�cients en amplitude)

r p
ij =

nj cos(� i ) � ni cos(� j )
nj cos(� i ) + ni cos(� j )

r s
ij =

ni cos(� i ) � nj cos(� j )
ni cos(� i ) + nj cos(� j )

par la relation

Rij = jr s
ij � r p

ij j2

D'autre part, les angles incident et transmis, � i et � j sont reliés entre eux par la loi de

Snell-Descarte :

ni sin(� i ) = nj sin(� j )

Tous calculs faits, l'intensité ré�échie peut être mise sous la forme :
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Figure 3.4: Principe de base de la RICM : l'objet est observé en épi-illumination par lumière
monochromatique. Les franges résultent de la di�érence de chemin optique entre la lumière
ré�échie par l'objet I 2 et celle ré�échie par l'interface verre/solution aqueuseI 1.

I � 0 = jr s
012 � r p

012j
2I 0 = R012I 0

r s,p
012 sont les coe�cients de Fresnel pour l'empilement des trois milieux 0, 1 et 2, donnés par :

r s,p
012 =

r s,p
01 + r s,p

12 .e� 2iy

1 + r s,p
01 .r s,p

12 .e� 2iy

où y = 2�n 1h(x) cos(� 1)/ �

En dé�nitive, pour obtenir l'intensité totale ré�échie I tot on somme de façon incohérente

les intensités I � 0 pour tous les angles du cône d'illumination de demi-angle au sommet� M

dans le milieu d'indice n0 :

I tot =
Z 2�

0

Z � M

0
I � 0 sin(� 0) d� 0 d�

où � est l'angle azimutal en coordonées sphériques d'axez. Pour déterminer � M , on mesure

le demi-angle au sommet du cône dans l'air� M relié au précédent par la relation de Snell-

Descartes� M = sin� 1[sin(� M )/ n0]. La méthode de mesure est relativement simple : on place

une feuille de papier à di�érentes distancesl de l'objectif du microscope (typiquement entre

5 et 50 mm) et on relève le diamètre du cône de lumièreF à chaque distancel. La courbe est

linéaire et le demi-angle au sommet du cône d'illumination est donné par� M = tan � 1(dF / dl)

3.4.2 Amélioration du contraste

La lumière monochromatique est peu intense et le contraste des franges d'interférence est

faible du fait de la lumière parasite. Pour pallier ce problème, on utilise la technique anti�ex
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réduisant la lumière parasite [33]. Son principe est illustré en Fig. 3.5. Un polariseurP1 po-

larise rectilignement la lumière incidente. Ensuite la lumière devient polarisée circulairement

après être passée à travers une lame quart-d'onde incluse dans l'objectif du microscope. La

lumière ré�échie de l'échantillon repasse par la lame quart d'onde une seconde fois et rede-

vient polarisée rectilignement, avec une direction de polarisation tournée de 90° par rapport

au rayon incident. Finalement la lumière ré�échie de l'objet peut traverser l'analyseur croisé

PA alors que la lumière parasite ré�échie en amont de la lame quart d'onde non.

Figure 3.5: Principe de la technique anti�ex permettant d'améliorer le contraste des franges
en microscopie interférentielle par ré�exion. Adapté de [34].

3.4.3 Prise en compte de la ré�exion au plafond du canal

Une amélioration du modèle donnant l'intensité ré�échie totale consiste à considérer une

contribution additionnelle correspondant à la ré�exion au plafond de la cellule micro�uidique

(Fig. 3.6.a) [23]. Dans la prise en compte de la ré�exion au plafond d'un canal micro�uidique

d'épaisseurH , l'objet con�né (i.e. la goutte) est considéré comme une couche de milieu 2,

d'épaisseur macroscopiqueH . Au sein de cette épaisse couche de �uide, la lumière perd sa

cohérence et aucune interférence n'a lieu entre les rayons ré�échis des interfaces inférieure

et supérieure du milieu 2. Le signal total ré�échi provenant du canal est donc la somme

incohérente des intensités provenant de l'empilement 0-1-2 d'une part et de l'empilement 2-1-

3 d'autre part. Etant donné que le signal provenant de l'empilement supérieur est atténué deux
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fois par le facteur de transmissionT012 = ( 1 � R012) dû à la double traversée de l'empilement

inférieur, l'intensité totale ré�échie par le canal peut s'écrire :

I th = R012 + ( 1 � R012)2.R123

Par ailleurs, les auteurs ont aussi montré, dans le cas d'un canal rempli d'un seul �uide

(Fig. 3.6.b), que l'in�uence de la ré�exion au plafond dépend de l'épaisseur du canal (i.e.

épaisseur de la couche de �uide). L'in�uence de la ré�exion au plafond est quanti�ée par

l'importance du paramètre p (Fig. 3.6.c) : pour H < 30 � m, p ' 1 et l'in�uence du plafond

est importante, pour H > 150-200� m, p ' 0 et la ré�exion est négligeable.

Lorsqu'il y a une goutte dans le canal, la prise en compte de la ré�exion au plafond dans

l'expression deI th donne :

I th = R012 + p(1 � R012)2.R123

Figure 3.6: (a) Goutte con�née se déplaçant dans un canal micro�uidique rempli d'un �uide
immiscible. L'intensité ré�échie par le canal provient à la fois des zones de contact inférieure
et supérieure entre la goutte et les parois inférieure et supérieure du canal ;(b) Schéma
optique montrant l'intensité additionnelle provenant de la ré�exion au plafond du canal ; (c)
Contribution de la ré�exion au plafond du canal en fonction de l'épaisseur de celui-ci. La
ré�exion est importante pour H < 30 � m et négligeable pourH > 150-200� m . Adapté de
[23]

.

Remarques :

� dans ce travail l'épaisseur des puces micro�uidiques étant de 14� m nous prendrons

p = 1 dans le modèle optique déterminant l'intensité théorique ré�échie par le canal.

� Lors de la fabrication de la puce micro�uidique, la couche de PDMS séparant le plafond

de la cavité de Hele-Shaw de la lamelle de verre supérieure doit avoir une épaisseur su-

périeure à 200� m a�n d'éviter la prise en compte d'une deuxième ré�exion à l'interface

PDMS/verre.

3.4.4 Modi�cation du modèle optique pour des gouttes rapides

La méthode expérimentale de détermination de l'épaisseur du �lm de lubri�cation consiste

à mesurer l'intensité ré�échie, puis à déduire l'épaisseur à partir d'un modèle optique ayant
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comme paramètres d'entrée : la longueur d'onde de la lumière monochromatique incidente,

donnée par la valeur de la longueur d'onde au centre de la bande passante du �ltre, les indices

de réfraction des di�érents milieux à cette longueur d'onde et le demi-angle au sommet du cône

d'illumination [23]. Dans les faits, le modèle optique établit la courbe du contraste théorique

cth = I th � I ref1
I ref2 � I ref1

en fonction de l'épaisseur du �lm, où lesI ref sont des intensités ré�échies par

des interfaces de référence (par exemple verre/eau et verre/PDMS). Ensuite, on détermine

un contraste expérimental par la mesure des intensités ré�échies par le canal et les références,

que l'on compare à la courbe en Fig. 3.7.a pour en déduire l'épaisseur.

Dans le cadre de cette étude, on veut mesurer l'épaisseur du �lm de lubri�cation de gouttes

peu visqueuses� = 0.26 qui se déplacent plus rapidement (Ud = 2300-14700� m) que dans le

cas� = 25 (Ud = 50-5000� m) décrit dans [35, 23]. Pour des vitesses importantes, l'obtention

d'images nettes suppose de diminuer le temps d'exposition et donc le signal reçu par la

caméra. La caméra utilisée étant rapide mais peu sensible (Photron FastcamSA4), nous avons

dû changer le �ltre monochromatique par un �ltre RGB de bande passante plus large pour

collecter plus de signal. La lumière incidente est alors une superposition de rayonnements de

di�érentes longueurs d'onde dont l'intensité relative est donnée par la convolution du spectre

d'émission de la lampe (X-cite 120 Q, Exfo) et du spectre de transmission du �ltre RGB

(Fig 3.7.b). Dans le modèle optique, on fait alors la somme incohérente sur chaque longueur

d'onde de la lumière incidente, en tenant compte des intensités relatives et des indices de

réfraction de chaque milieu aux longueurs d'onde correspondantes. Les valeurs des indices de

réfraction ont par ailleurs été mesurées par ellipsométrie par Dr. Michel Stchakovsky de la

société HORIBA Scienti�c que je tiens à remerçier.

Il convient de remarquer que le fait d'utiliser un �ltre RGB plutôt que le �ltre monochro-

matique (� =546� 12 nm) correspondant à la lame quart-d'onde (� = 546) est susceptible de

fausser la mesure de l'épaisseur du �lm, étant donné que le modèle optique ne tient pas compte

de la modi�cation de l'intensité relative ayant lieu entre l'entrée et la sortie de l'analyseur

pour chaque raie di�érente de � = 546 nm. Pour nous assurer que ce n'est pas le cas, nous

avons imagé le ménisque d'une même goutte (Fig. 3.7.c) avec les deux �ltres. On remarque

qu'au niveau du ménisque les franges d'interférence sont nombreuses du fait de la forte pente

de l'interface. On relève le pro�l d'intensité le long d'un segment (�èche rouge de la Fig.

3.7.c) où le niveau de gris varie de façon monotone ce qui implique qu'on reste sur une même

branche d'interférence de la Fig. 3.7.a, en l'occurence la première. La comparaison des pro�ls

d'épaisseur de �lm déterminés avec chacun des deux modèles optiques montre qu'on obtient

la même épaisseur de �lm dans les deux cas (Fig. 3.7.d), ce qui valide le modèle optique

correspondant au �ltre RGB.
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Figure 3.7: (a) Courbe typique du contraste théorique cth en fonction de l'épaisseur du
�lm donnée par le modèle optique ;(b) Spectre de la lumière incidente correspondant à la
convolution du spectre d'émission de la lampe avec le spectre de transmission du �ltre RGB ;
(c) Image d'une goutte d'hexadécane dans une solution aqueuse de SDS. La région où les
franges d'interférence sont nombreuses correspond au ménisque. Les pro�ls d'épaisseur sont
tracés le long du trait rouge ; (d) Pro�ls d'épaisseur le long du trait rouge de la Fig. 3.7.c,
pour les �ltres vert et RGB
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Synthèse - Chapitre 3

� Utilisation de la micro�uidique digitale

1. Trains de gouttes monodisperses réguliers

2. Obtention de faibles nombres capillairesCa � 10� 3

� Technique de microscopie interférentielle (RICM) pour la mesure d'épaisseur de

�lm de lubri�cation

1. Permet de mesurer l'épaisseur du �lm localement (à 5 nm près) et de recons-

truire l'intégralité de la topographie de l'interface

2. Un modèle optique établit la courbe théorique de l'intensité ré�échie en fonc-

tion de l'épaisseur du �lm. Les paramètres d'entrée du modèle sont la lon-

gueur d'onde du rayonnement incident et les indices de réfraction des dif-

férents milieux. La comparaison de l'intensité mesurée expérimentalement à

cette courbe permet de déduire l'épaisseur du �lm.

3. Ce modèle tient compte de la ré�exion au plafond du canal micro�uidique.

4. Ce modèle est modi�é lorsqu'un �ltre RGB plutôt qu'un �ltre monochro-

matique (i.e. augmentation du signal collecté) est utilisé pour imager des

gouttes rapides.
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4
Topographie du film de lubrification

d'une goutte en géométrie de

Hele-Shaw : expérience et théorie

Ce chapitre a pour but de décrire expérimentalement la topographie du �lm de lubri�ca-

tion se développant lorsqu'une goutte pancake non mouillante de rayonR se déplace dans une

cellule de Hele-Shaw d'épaisseur2Ho. Les mesures par RICM ont été e�ectuées dans deux

cas limites correspondant à un rapport de viscosité très petit (� < 1) et très grand � = 1000.

Ces résultats expérimentaux seront comparés au modèle de Burgess& Foster pour � < 1 et

au modèle établi en sous-section 2.2.4 du chapitre 2 dans le cas de gouttes très visqueuses,

pour � = 1000.

Par ailleurs, il sera montré expérimentalement dans la dernière section que les tensioactifs

peuvent fortement modi�er l'épaisseur du �lm de lubri�cation, jusqu'à générer une épaisseur

de type sliding alors que le rapport de viscosité véri�e� < 1

4.1 Mesure de la topographie du �lm pour une goutte très

peu visqueuse � < 1

La puce micro�uidique ainsi que la technique de microscopie (i.e. RICM) employées pour

mesurer la topographie du �lm pour une goutte se déplaçant dans une cellule de Hele-Shaw

sont décrites au chapitre 3. Pour obtenir un faible rapport de viscosité, la phase interne de la

goutte est constituée d'huile �uorée C6F14 (3M Fluorinert FC-72) de viscosité � i = 0.64mPa.s.

La phase externe est une solution aqueuse de C10TAB (Sigma-Aldrich) à une concentration
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de c = 990 mM, et de NaCl à une concentrationcsel = 1 M. L'ajout d'une quantité importante

de sel permet d'écranter les interactions électrostatiques pouvant avoir lieu entre l'interface

et la paroi. La viscosité de la phase externe a été mesurée au rhéomètre (Anton Paar MCR

302) et vaut � o = 2.5 mPa.s. La tension super�cielle entre les deux phases a été mesurée au

tensiomètre (KRUSS DSA30) et vaut  = 15 mN/m.

La gamme de vitesses de goutteUd explorée est 2300-14700� m/s, ce qui correspond à une

gamme en nombre capillaireCa = � oUd/  de 3.9� 10� 4 à 2.4� 10� 4. Les �lms sont pris avec

une caméra rapide (Photron) et un objectif Zeiss Neo�uar 63/1.25 anti�ex à une fréquence

d'acquisition de 250 Hz. La résolution d'un pixel est � pix = 0.67 � m. Une image obtenue

par RICM d'une goutte se déplacant de la gauche vers la droite est présentée en Fig. 4.1.a.

On observe des niveaux de gris contrastés au sein du �lm de lubri�cation, tandis qu'au sein

du ménisque statique ceux-ci sont uniformes : cette transition nette fournit une dé�nition

expérimentale de la frontière entre le �lm de lubri�cation de rayon (R � Ho) et le ménisque

statique, d'extension radialeHo, non-résolu par RICM. Toutes les mesures présentent un �lm

de lubri�cation de rayon (R � Ho)=91 � 6 � m. L'épaisseur du �lm est déterminée avec une

importante précision, jusqu'à 4 nm près, à partir de l'image RICM, en utilisant la relation

liant l'intensité lumineuse et l'épaisseur du �lm donnée par la Fig. 4.1.c. On voit sur la Fig.

4.1.c qu'une di�érence d'épaisseur du �lm de 100 nm correspond à une demi-oscillation de

l'intensité. Par conséquent, si la hauteur de l'interface varie de plus de 100 nm sur un pixel, le

signal est moyenné, donc perdu. C'est cet e�et qui se produit à l'extérieur du disque central

de la Fig. 4.1.a où un niveau de gris moyen est mesuré. La zone grisée sur la Fig. 4.1.b indique

la partie de l'interface dont on peut mesurer l'épaisseur.

4.1.1 Analyse préliminaire de la forme de l'interface

4.1.1.1 Division du �lm de lubri�cation en régions

A première vue, le contour du �lm de lubri�cation est presque circulaire, avec une variation

relative de son rayon de l'ordre� (R � Ho)/ (R � Ho) ' �R / R � 3%, et avec une courbure

légèrement plus faible à l'arrière qu'à l'avant. L'ordre de grandeur de la variation de pression

de Laplace correspondante est�R / R2 � 5 Pa. Cette valeur est cohérente avec la di�érence

de pression responsable de la déformation de la goutte,(� o � � i )UdR/ H 2
o � 18 Pa. Dans

la suite, nous négligerons cette déformation : nous supposerons que l'interface latérale de la

goutte préserve sa forme d'équilibre, avec une courbure proche de1/ Ho, et que le �lm de

lubri�cation est un disque de rayon (R � Ho).

La topographie du �lm, déduite de l'image RICM de la Fig. 4.1.a est tracée sur la Fig.

4.1.d. Elle présente une forme complexe, avec une bosse à l'arrière et deux creux sur les côtés

de la goutte, donnant à la topographie une forme de catamaran [23]. A�n de comprendre la

complexité de cette forme, le �lm est décomposé en quatre régions (voir Fig. 4.2) analysées

indépendamment : i) la région centrale, ii) le ménisque dynamique avant, iii) le ménisque
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Figure 4.1: (a) Image RICM d'une goutte de C6F14 se déplaçant dans une cellule de Hele-
Shaw remplie d'une solution aqueuse de C10TAB et NaCl, dans la direction x. Le diamètre
de la goutte sur l'image est 2(R � Ho)=170 � m et Ca = 7.2� 10� 4 ; (b) Vue en coupe de
la goutte dans le plan (Oxz). La zone grisée indique le domaine de l'interface dont on peut
mesurer l'épaisseur avec le dispositif expérimental ;(c) Dépendance théorique de l'intensité
ré�échie en fonction de l'épaisseur du �lm déterminée par le modèle optique détaillé dans
[23] ; (d) Topographie expérimentale du �lm de lubri�cation correspondant à l'image (a)

dynamique arrière et iv) le ménisque dynamique latéral.

Pour rappel, la forme du �lm est décrite dans le référentiel de la goutte(O, ex , ey , ez).
L'origine O est située dans le plan de la paroi inférieure du canal, au centre du �lm, le plan

(x, y) est le plan de la paroi inférieure, avec� x le sens dans lequel la paroi se déplace et

z la direction normale à la paroi orientée de la paroi inférieure vers le �uide. On utilise les

coordonées polaires(� , � , z), avec l'axe polaire dans la directionx. L'épaisseur du �lm, localisé

entre la paroi inférieure et l'interface liquide/liquide est appelé h(x, y).

4.1.2 Ménisque avant et région centrale

4.1.2.1 Pro�ls longitudinaux

Des pro�ls du �lm sont dans un premier lieu tracés en fonction dex pour di�érentes valeurs

de y en Fig. 4.3. Loin des ménisques avant et arrière, l'épaisseur du �lm est indépendante de
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Figure 4.2: Dé�nition des di�érents domaines du �lm de lubri�cation indiqués par des teintes
de gris di�érentes. Le disque de rayon(R � Ho) est le domaine oùh(x, y) peut être mesurée.
Il est divisé en quatre régions : les ménisques dynamique avant/arrière, les ménisques latéraux
et la région centrale

x, et on appelleh1 (y) cette valeur constante. Cette dernière peut être dé�nie sans ambiguité

pour jyj < y max = ( R � Ho) sin(� max ) (voir Fig. 4.2). Pour tous les Ca, cet angle vaut

� max = 6� / 16, et cette valeur sert à dé�nir la frontière entre le ménisque avant et le ménisque

latéral (Fig. 4.2). Cette convention nous donneymax = 0.92(R � Ho). La région du �lm où

h(x, y) = h1 (y) est nommée la région centrale. On constate que l'indépendance de l'épaisseur

du �lm par rapport à x dans la région centrale, prédite par Burgess& Foster (cf. sous-section

1.4.2 du chapitre 1) est en accord avec nos observations expérimentales.

Figure 4.3: Epaisseur du �lm h(x, y) en fonction de x pour (a) y = 0 � m , (b) y = -34 � m
(i.e. jyj = 0.4[R � Ho]) et (c) y = -68 � m (i.e. jyj = 0.8[R � Ho]) . Le nombre capillaire est
Ca = 7.2� 10� 4
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4.1.2.2 Pro�ls longitudinaux dans le plan (y = 0)

Un zoom sur le pro�l de l'interface à proximité du ménisque avant est présenté en Fig. 4.4

dans le plany = 0, pour deux nombres capillaires et indique un accroissement de l'épaisseur

du �lm avec Ca. En comparant ces pro�ls expérimentaux avec la solution numérique de

l'équation de Bretherton (1.20), raccordée à un ménisque de courbure1/ Ho, on constate un

accord quantitatif. De même, on voit sur la Fig. 4.4.c queh1 (y = 0) est égale à l'épaisseur

hBreth donnée par l'équation (1.21), pour toute la gamme de nombres capillaires explorée.

Figure 4.4: Epaisseur du �lm h(x, y) en fonction de x dans le plan y = 0 pour (a) Ca =
7.2� 10� 4 (b) Ca = 1.5� 10� 3 à proximité du ménisque avant. La ligne en trait plein est le
pro�l théorique de Bretherton donné par l'équation (1.20) ; (c) Variation de h1 (y = 0) avec
Ca. La ligne en trait plein est hBreth = 1.337HoCa2/ 3

Cet accord montre que les corrections provenant de contributions d'e�ets additionnels,

non considérés dans l'analyse théorique de Bretherton, ne modi�ent pas le pro�l de façon

signi�cative. Les contributions additionnelles susceptibles d'engendrer un écart par rapport à

la théorie de Bretherton sont discutées dans la suite de cette sous-section.

Parmi les divers paramètres pouvant in�uencer le pro�l du �lm, on peut d'abord citer

l'e�et de la viscosité de la phase interne, dont on a vu en sous-section 2.2.3 du chapitre 2 qu'il

était théoriquement négligeable pour des rapports de viscosité� véri�ant � �
�

hf (0)
H o

� � 1/ 2
�

Ca� 1/ 3. Dans notre situation expérimentale, � = 0.256et Ca� 1/ 3 = 7 pour la goutte la plus

rapide, par conséquent, l'équation de Bretherton (1.20) est théoriquement valide.

Les interactions de courte portée entre interfaces modi�ent aussi l'épaisseur du �lm déposé

[35], et le bon accord entre nos données expérimentales et le modèle de Bretherton implique

que la pression de disjonction dans le �lm est négligeable. Ceci est cohérent avec le fait que

la longueur de Debye1 � d = 0.2 nm est bien inférieure aux épaisseurs de �lm mesurées. Ce

1. Dans le cas d'une surface chargée au contact d'un électrolyte, la longueur de Debye est l'échelle de
longueur sur laquelle les charges en solution écrantent le champ électrostatique généré par la surface chargée.

Son expression est [36]� d =

�
� r � o kB TP N

j = 1
n j q2

j

� 1/ 2

où � o est la permittivité diélectrique du vide, � r la permittivité
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bon accord implique aussi que la tension super�cielle n'est pas modi�ée de façon signi�cative

par l'écoulement à l'avant de la goutte. En e�et, la viscosité et l'élasticité d'interface peuvent

induire un épaississement du �lm (cf. chapitre 1) susceptible de modi�er la prédiction de

Bretherton d'un facteur allant jusqu'à 42/ 3 [37, 16, 38, 31, 39]. L'absence d'in�uence des

tensioactifs sur l'épaisseur du �lm avait déja été mise en évidence avec la même solution (sans

NaCl), dans la même gamme de nombres capillaires, mais à plus grande échelle (Ho � 2

mm) dans [31]. Pour résumer, étant donné que l'épaisseur expérimentale le long de l'axex

est constante dans le �lm plat, et donnée par le pro�l de Bretherton dans le �lm plat et

le ménisque dynamique avant, la tension super�cielle peut être considérée comme constante

dans cette région de l'interface.

4.1.2.3 Pro�ls transversaux

La Fig. 4.5 présente les variations de l'épaisseur du �lmh(0,y) en fonction de y pour

quatre nombres capillaires. Par dé�nition, pour jyj < y max , h(0,y) = h1 (y). Dans cette

région, h1 (y) est maximale en y = 0 et décroît doucement lorsquejyj croît. Puis, pour

jyj > y max , l'épaisseur décroît avec une pente plus raide que pourjyj < y max , et ensuite croît

à proximité du ménisque latéral. Ceci correspond à ce que l'on appelle les creux latéraux,

discutés dans la sous-section 4.1.4.

Les variations de h1 avec la position transversey sont comparées à la prédiction de

Burgess& Foster, hBF,c = 1.337HoCa2/ 3
h
1 � y2

(R� H o )2

i 1/ 3
(cf. éq (1.23)) en Fig. 4.5, pour

jyj < y max . Le pro�l tranversal expérimental présente une forme de voûte, avec une décrois-

sance de l'épaisseur du �lm sur les côtés de la goutte comme prédit par la théorie, cependant

la décroissance est surestimée parhBF,c . Il est peu probable que la pression de disjonction soit

à l'origine de l'épaississement du �lm sur les côtés de la goutte puisque celle-ci induirait une

saturation de l'épaisseur du �lm à une valeur donnée (voir Fig. 1.12 du chapitre 1) à mesure

que j� j augmente, quel que soitCa. Or ce n'est pas ce qu'on observe expérimentalement (voir

Fig. 4.5).

4.1.3 Ménisque dynamique arrière

4.1.3.1 Caractérisation expérimentale de l'oscillation arrière du �lm

On se concentre à présent sur la partie arrière du �lm de lubri�cation. Comme montrée

sur la Fig. 4.6, la transition entre la région centrale du �lm et le ménisque statique arrière

est caractérisée par une variation complexe non-monotone de l'épaisseur du �lm, contrastant

avec le comportement régulier à l'avant de la goutte. La détermination de l'épaisseur du �lm

dans cette région est délicate et est discutée en Annexe G.

reltive du milieu, kB la constante de Boltzmann, T la température, n j la densité ionique de l'ion j et qj la
charge de l'ion j .
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Figure 4.5: Pro�ls du �lm selon l'axe y dans le plan (x = 0) pour (a) Ca = 5.7� 10� 4,
(b) Ca = 7.2 � 10� 4, (c) Ca = 2 � 10� 3 et (d) Ca = 2.4 � 10� 3. La ligne en tiret est

hBF,c = 1.337HoCa2/ 3
h
1 � y2

(R� H o )2

i 1/ 3
donnée par (1.23). La ligne continue est la solution

de l'éq. (2.24). La ligne pointillée indique ymax .

En s'approchant du ménisque arrière à partir de la région centrale le long de l'axex,

l'épaisseur du �lm croît dans un premier temps, atteint une valeur maximale (appeléehmax

dans la suite), décroît et ensuite diverge à l'approche du ménisque arrière. L'épaisseur mini-

male située entre la bosse d'épaisseurhmax et le ménisque arrière n'est pas résolue sur toutes

les images, et par conséquent sa valeur en fonction du nombre capillaire n'est pas présentée

dans cette étude. En e�et, au voisinage de ce minimum local, la variation de l'épaisseur du

�lm est tellement rapide qu'un niveau de gris moyenné est obtenu sur l'image. Par conséquent,

la position de ce minimum local est résolue dans le plan(xy ), mais l'épaisseur du �lm à son

voisinage n'est pas résolue au sein d'un pixel. Sur les graphes en Fig. 4.6, le ménisque non
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résolu est symbolisé par une zone grise.

Etant donné que le pro�l de Bretherton (solution de l'équation (1.20)) reproduit nos

données expérimentales dans le ménisque avant (voir Fig. 4.4.a et .b), nous comparons dans

un premier temps les pro�ls expérimentaux à la solution de Bretherton dans le ménisque

dynamique arrière (i.e. la solution de l'équation (1.20) correspondant à une condition de

contrainte visqueuse nulle à l'interface, obtenue en imposant au sein de l'axe desx négatifs une

courbure 1/ Ho aux petits x et un �lm plat d'épaisseur hBreth aux grands x). Etonnamment,

on voit que l'écart entre le pro�l théorique de Bretherton et le pro�l expérimental dans le

ménisque arrière est très important (voir Fig. 4.6.a.b.c). On observe un épaississement notable

du �lm de lubri�cation lorsqu'on s'approche du ménisque arrière : en particulier, la variation

relative d'épaisseur entre la bosse et le �lm plat hmax � h1 (y= 0)
h1 (y= 0) est d'un ordre de grandeur

plus grande dans notre expérience que dans la prédiction de Bretherton. En e�et, le rapport

hmax / h1 (y = 0) est tracé en Fig. 4.7.b : nous mesuronshmax / h1 (y = 0) ' 1.7 pour toute

la gamme de nombres capillaires, alors que la prédiction de Bretherton pour une interface

stress-free est hBreth
max / hBreth = 1.064. Ainsi, en faisant toujours les mêmes hypothèses, on

obtient un accord quantitatif avec la théorie de Bretherton au niveau du ménisque avant et

un clair désaccord au niveau du ménisque arrière.

Comme dans la région du ménisque avant, le système est quasiment invariant dans la

direction y à proximité de l'axe x, et la dynamique dans le ménisque arrière le long de cet

axe peut être décrite par un modèle 2D. Dans ce cadre, un écart par rapport à la solution

de Bretherton est la signature de variations de tension interfaciale. Ces variations peuvent en

principe être déterminées à partir du pro�l expérimental à l'aide de deux équations :

� l'équation générale du �lm (2.13) prise en � = � . En l'intégrant entre un point du

ménisque dynamique et un point du �lm plat d'épaisseur h1 (y = 0), on obtient

� 
@3h
@x3

=
6� o

h3

�
h [us � Ud] � h1 (y = 0)

h
u0

s � Ud

i �
(4.1)

où us(x) ex = UIII � (� = � ) e� (� = � ) est la vitesse interfaciale le long de l'axex négatif

et prend la valeur us(0)ex = u0
s ex = UI � (� = � ) e� (� = � ) dans le �lm plat.

Cette équation permet de déduire la vitesse interfaciale dans la régionIII , us(x) si l'on

connait la vitesse interfaciale dans la régionI , u0
s, et le pro�l expérimental.

� l'équation de Marangoni provenant de la condition de continuité des contraintes tan-

gentielles à l'interface :

@�
@x

= � o
@uo
@z

(z = h) (4.2)

où � est la variation de tension interfaciale par rapport à sa valeur de référence .

Connaissant la vitesse interfacialeus(x) et le pro�l, on voit que les équations (2.12) et

(4.2) permettent alors de remonter au pro�l de tension interfaciale

Remarque
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Les équations (4.1) et (4.2) sont valides tant que� �  et que � i
@ui
@z est négligeable (ui

est la composante suivantx du champ des vitesses interne)

Dans notre cas, la détermination de la dérivée troisième de l'épaisseur du �lm par rapport

à x (intervenant dans l'éq. (4.1)) à partir du pro�l expérimental n'est pas envisageable et une

approximation supplémentaire a été faite pour interpréter les pro�ls expérimentaux à l'arrière

de la goutte. Le ménisque arrière est donc arti�ciellement décomposé en deux parties : une

région d'épaississement, située entre le �lm plat et le maximum de la bosse et une région

d'oscillation, entre le maximum de la bosse et le ménisque statique arrière (Fig. 4.6.e). Les

deux régions sont analysées dans la sous-section suivante.

Figure 4.6: Oscillation dans le ménisque arrière. Pro�ls longitudinaux d'épaisseur du �lm
dans le plan (y=0) à proximité du ménisque arrière pour trois nombres capillaires crois-
sants :(a,d) Ca = 7.2� 10� 4, (b,e) Ca = 1.3� 10� 3, (c,f) Ca = 1.8� 10� 3. L'épaisseur du
�lm aux grands x est h1 (0) et on appellehmax le maximum local. La ligne en tirets (a,b,c)
est la prédiction de Bretherton (cf. éq. (1.20)). La ligne continue (d,e,f) est la prédiction
théorique donnée par l'équation (4.1), avecumax

s = Ud

�
1 � 2h1 (0)

hmax

�
. En (e) , les lignes en

pointillés délimitent les régions d'épaississement et d'oscillation.

4.1.3.2 Région d'épaississement du ménisque arrière

On se concentre premièrement sur la région d'épaississement. Deux causes peuvent générer

un tel épaississement du �lm : la pression de Laplace, conduisant à une bosse d'épaisseur
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Figure 4.7: (a) Tension et vitesse interfaciales entre le �lm plat et le sommet de la bosse
(i.e. région d'épaississement), déduites du pro�l d'épaisseur expérimental de la Fig. 4.6.b
(Ca = 1.3� 10� 3), et des équations (4.3) et (4.4) ;(b) hmax / h1 en fonction deCa. La ligne
en tirets est hBreth

max / hBreth = 1.064 ;(c) umax
s / Ud en fonction deCa

hBreth
max , ou une modi�cation de la vitesse interfaciale induite par une inhomogénéité de la

tension interfaciale, comme observée dans [40]. Etant donnée que la di�érence d'épaisseur entre

la bosse et le �lm plat, relativement à l'épaisseur du �lm plat, (hmax � h1 (0)) / h1 (0) ' 0.7

(voire Fig. 4.7.b où hmax / h1 (0) ' 1.7) est d'un ordre de grandeur plus importante que la

prédiction de Bretherton (hBreth
max � hBreth )/ hBreth = 0.064(voir Fig. 4.7.b où hBreth

max / hBreth =
1.064), nous supposons que les variations de pression de Laplace sont négligeables dans cette

région du �lm. L'équation (4.1) se simpli�e alors en :

us(x) = Ud

�
1 �

2h1 (y = 0)
h(x, 0)

�
(4.3)

où on a remplacé la vitesse interfaciale dans le �lm platu0
s par � Ud. Cette subsitution est

justi�ée par le fait qu'on retrouve un pro�l de Bretherton (cas stress-free) dans le �lm plat.

Le pro�l de vitesse interfaciale us, déduit de l'équation (4.3) et du pro�l d'épaisseur ex-

périmentale dans la région d'épaississement est présenté en Fig. 4.7.a. Il varie de� Ud dans

le �lm plat, comme supposé dans le modèle, à une valeur maximaleumax
s dans la gamme

[� 0.3,� 0.1]Ud (Fig. 4.7.c). Ceci implique que l'interface oppose une résistance à l'entraîne-

ment visqueux de la paroi inférieure et adopte une vitesse proche de celle de la goutte (égale

à 0 dans le référentiel de la goutte). Par conséquent, la phase liquide dans la région d'épais-

sissement du �lm est fortement cisaillée. C'est ce cisaillement qui conduit à l'épaississement

du �lm dans cette région.

Comme les variations de pression de Laplace sont négligeables dans cette région (i.e.

écoulement de Couette), le champ des vitesses varie linéairement de� Ud au niveau de la

paroi inférieure à us(x) à l'interface. L'intégration de l'équation de Marangoni (4.2) entre le

�lm plat ( xmin = -60 � m) et x donne

� (x) = � o

Z x

xmin

us(a) + Ud

h(a, 0)
da (4.4)
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La variation relative de tension interfaciale � (x)/  est tracée en Fig. 4.7.a. La tension

décroît entre  = 15 mN/m dans le �lm plat (la valeur d'équilibre de référence) et une valeur

légèrement plus faible min au sommet de la bosse. L'écartD =  min �  en fonction du

nombre capillaire est présenté en Fig. 4.8.

Figure 4.8: D =  min �  en fonction du nombre capillaire

Cette décroissance de la tension interfaciale lorsqu'on se dirige vers l'arrière de la goutte

est cohérente avec la présence théorique [2, 3, 13] d'un point de stagnation convergent le long

de l'axe x, au niveau du ménisque dynamique arrière (voir sous-section1.4.1.1 du chapitre

1), où les molécules tensioactives sont susceptibles de s'accumuler (voir Fig. 4.9). L'ordre de

grandeur de la variation de tension super�cielle estD � 5 � 10� 4 N/m. Malgré la petitesse

de cette valeur, cette variation a des conséquences mesurables sur l'écoulement.

Figure 4.9: (a) Vue de la goutte dans le plan(xOz). La solution de Bretherton prédit deux
points de stagnation ; un divergent dans le ménisque dynamique avant et un convergent dans
le ménisque dynamique arrière ;(b) Description du champ interfacial de concentration en
tensioactifs compatible avec la vitesse interfaciale mesurée.

4.1.3.3 Région d'oscillation du ménisque arrière

Dans la région d'oscillation, on considère que les e�ets dus à la pression de Laplace ainsi

qu'à la présence de tensioactifs à l'interface sont d'égale importance. Dans le modèle semi-
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empirique que l'on propose pour prédire le pro�l du �lm dans cette région, nous supposons que

la vitesse interfaciale est uniforme et égale àumax
s mesurée dans la sous-section précédente.

Ceci revient à considérer que les tensioactifs empêchent toute compression ou extension de

l'interface dans la région d'oscillation. L'équation (4.1) devient :

� 
@3h
@x3

=
6� oUd

h2 [umax
s � Ud] [h � h�

1 ] (4.5)

où umax
s = Ud

�
1 � 2h1 (0)

hmax

�
. La courbure aux petits x est 1/ Ho et l'épaisseur du �lm au grand

x, h�
1 , est ajustée de façon à ce que l'épaisseur au niveau de la bossehmax soit reproduite par

le pro�l théorique, ce qui conduit à h�
1 = hmax / 1.064 et permet uniquement de superposer

les bosses expérimentale et numérique (voir Fig. 4.6.f). Le pro�l théorique est donc un pro�l

similaire au sliding où la vitesse interfaciale est uniforme (umax
s au lieu de 0 pour lesliding),

dans lequel l'épaisseur de la bosse vaut 1.064 fois l'épaisseur du �lm plath�
1 . En ajustant

l'épaisseur théorique de la bosse1.064h�
1 à l'épaisseur de la bosse expérimentalehmax , on

voit que le pro�l théorique reproduit bien l'oscillation arrière expérimentale (Fig. 4.6.d.e.f).

4.1.3.4 Processus global au sein du ménisque arrière

Cette analyse conduit aux conclusions suivantes, illustrées par la Fig. 4.9. Entraînés par

la paroi, les tensioactifs s'accumulent à l'arrière de la goutte et induisent de ce fait une légère

diminution de la tension interfaciale à cet endroit. Cette di�érence de tension interfaciale

génère alors une contrainte de Marangoni qui réduit l'intensité de la compression de l'interface

dans le ménisque dynamique arrière. Une conséquence de ceci est l'apparition d'une zone

d'épaississement, au sein de laquelle l'interface est comprimée, à partir du �lm plat jusqu'à

une épaisseur maximale pour laquelle la vitesse interfaciale devient quasiment nulle dans

le référentiel de la goutte. Au delà de cette épaisseur maximale, on peut considérer que

l'interface est incompressible de vitesse interfaciale quasi nulle. Cet e�et d'épaississement du

�lm de lubri�cation à l'arrière d'une bulle/goutte con�née se déplaçant dans une solution de

tensioactifs a été prévu théoriquement par Park [41].

L'accumulation de tensioactifs à l'interface implique que le temps caractéristique de dé-

sorption du tensioactif de l'interface est plus important que son temps de convection dans

cette zone. Contrairement à l'arrière, de l'interface est créée au point de stagnation divergent

du ménisque dynamique avant. Etant donné que le temps caractéristique de convection du

tensioactif a le même ordre de grandeur à l'avant et à l'arrière de la goutte, l'absence d'écart

par rapport au modèle stress-free de Bretherton au niveau du ménisque avant conduit à la

conclusion que la cinétique d'adsorption du tensioactif est plus rapide que sa cinétique de

désorption.

En résumé, nous avons divisé le �lm en trois régions en terme de condition limite : 1)

le ménisque dynamique avant et le �lm plat sont associés à une condition aux limites de

type stress-free à l'interface, 2) le ménisque dynamique arrière est associé à une interface
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incompressible de vitesseumax
s et 3) une zone de transition, nommée région d'épaississement,

de la zonestress-freevers la zone d'interface incompressible.

4.1.4 Ménisque latéral

4.1.4.1 Résultats expérimentaux

A�n de décrire le �lm dans la région latérale, plusieurs pro�ls radiaux h(� , � ) sont repré-

sentés en Fig. 4.10 pour di�érents angles polaires. Le pro�lh(� , � / 2) est tracé en Fig. 4.5 pour

di�érents nombres capillaires. A l'avant, pour j� j < � max = 6� / 16 (voir Fig. 4.2), l'épaisseur

du �lm h(� , � ) est décrite par une équation de type Bretherton (cf. (1.22)), comme cela a été

discuté à la sous-section 4.1.2. Le domaine avant s'achève en� max , sans transition nette. A

proximité des côtés de la goutte, pourj� j > � max l'épaisseur décroît plus abruptement près du

ménisque : un pincement se développe (voir Fig. 4.10). On dé�nit l'épaisseur au pincement

hp(� ) comme la valeur minimale deh(� , � ) pour un � donné dans la région latérale. Cette

fonction, tracée en Fig. 4.11 pourj� j 2 [� max ; � � � max ], commence par décroître avecj� j, at-

teint une valeur minimale hmin pour un angle � m légèrement plus grand que� / 2 et puis croît

sous l'in�uence du ménisque arrière. Pourj� j supérieur à un angle critique� b 2 [� m ; � � � max ],
une bosse précède le pincement (voir Fig. 4.10.e et 4.10.f) :� b et � � � max sont du même ordre

et le petit intervalle [� b; � � � max ] représente la transition entre la région latérale et la région

arrière.

Si l'on souhaite décrire formellement le ménisque latéral, il est clair qu'un modèle de

Bretherton basé sur la vitesse de la paroi normale au contour de la goutte (cf. éq. (1.23))

n'est pas physique, puisqu'il conduirait à un �lm d'épaisseur nulle en � = � / 2. Comme

discuté dans la sous-section 1.4.2 du chapitre 1, le terme d'entraînement visqueux orthoradial,

proportionnel à Ud sin(� ), doit être considéré dans cette région.

4.1.4.2 Comparaison entre expérience et modèle

A�n de comparer l'approche théorique de Burgess & Foster avec nos résultats expérimen-

taux dans la région latérale, l'équation de l'interface dans cette région (éq. (2.24)) est résolue

numériquement pour � �
0

max � �
0

� �
0

max où �
0

max = 7.5 et � 18 � r
0

� 26. En unités phy-

siques, ceci correspond à la gamme de paramètre[� max = 6�
16 , � � � max = 10�

16 ] et [� min = 79

� m ; � max = 90 � m]. Un pro�l h
0
(r

0
, � �

0

max ) est choisi comme condition initiale et les pro�ls

h
0
(r

0
, �

0
) pour les angles plus grands sont obtenus par une méthode numérique de Crank-

Nicolson. Les conditions aux limites consistent en un raccordement à un pro�l de courbure

constante dans le ménisque statique,d2h/ dr2(� max ) = 1/ Ho et un raccord à un �lm plat

d'épaisseur constante,h(� min , � ) = h(� min , � max ). Des simulations ont été e�ectuées en utili-

sant soit (i) le pro�l numérique donné par l'équation (2.21) en �
0

= � �
0

max comme condition

initiale, nommé hnum (� , � max ) ; (ii) le pro�l expérimental, nommé hexp(� , � max ). Les deux ré-

sultats sont présentés en Fig. 4.10 et Fig. 4.11 : la ligne continue et la ligne en tirets sont
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Figure 4.10: Pro�ls radiaux pour (a) � = � 6�
16 , (b) � = � 7�

16 , (c) � = � 8�
16 (d) � = � 9�

16 ,
(e) � = � 10�

16 and (f) � = � 11�
16 pour Ca = 7.2� 10� 4 . Ligne continue : solution de (2.24)

en utilisant la solution de (1.22) en � = � max = �
2 � �

0

� �
0

max , hnum (� , � max ), comme condition
initiale pour le calcul numérique. Ligne en tirets : solution de (2.24) en utilisant le pro�l
expérimental en � = � max , hexp(� , � max ), comme condition initiale

respectivement les solutions de l'équation (2.24) en prenanthnum (� , � max ) et hexp(� , � max )
comme conditions initiales pour l'intégration numérique. Plusieurs caractéristiques sont qua-

litativement reproduites par le modèle. Un pincement se développe à partir de la condition

initiale, son épaisseur décroît lentement et croît soudainement à l'approche du ménisque ar-

rière (voir Fig. 4.11). Sa largeur caractéristique dans la directione� est en bon accord avec

l'observation expérimentale (voir Fig. 4.10). L'angle � m , correspondant à l'épaisseur minimale

du pincement (Fig. 4.10.d), ainsi que l'angle� b pour lequel la bosse apparaît (Fig. 4.10.e), sont

prédits quantitativement. En revanche, on constate que quelle que soit la condition initiale

hnum (� , � max ) ou hexp(� , � max ) retenue pour l'intégration de (2.24), l'épaisseur du pincement

est sous-estimée par le modèle.

Contrairement au cas j� j < � max , où l'équation exacte de l'interface (éq. (2.20)) est ap-

prochée par l'éq. (2.21) en négligeant le terme d'entraînement visqueux orthoradial, dans le

cas j� j > � max , on considère tous les termes de l'éq. (2.20) et cette dernière est alors bien

approchée par l'éq. (2.24) à proximité de� = � / 2. Si dans le casj� j < � max (i.e. jyj < y max ),

la sous-estimation du pro�l expérimental par le pro�l théorique hBF ,c (cf. éq (1.23)) (voir Fig.

4.5) sur les cotés de la goutte pouvait être attribuée à l'approximation opérée sur l'éq. (2.20),

dans le casj� j > � max , le fait d'avoir un tel écart entre le po�l expérimental et la solution

de l'éq. (2.24) avechexp(� , � max ) comme condition initiale, montre qu'un ingrédient physique
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Figure 4.11: Epaisseur minimale au pincementhp(� ) en fonction de � pour j� j 2 [� max ; � �
� max ] (i.e région latérale). Le point d'in�exion se trouve en � i = 1.47 rad et l'épaisseur mini-
male, hmin , est atteinte en � m = 1.72 rad. Ligne continue : solution de (2.24) en utilisant la
solution de (1.22) en� = � max = �

2 � �
0

� �
0

max , hnum (� , � max ), comme condition initiale pour
le calcul numérique. Ligne en tirets : solution de (2.24) en utilisant le pro�l expérimental en
� = � max , hexp(� , � max ), comme condition initiale

manque dans le modèle purement hydrodynamique de Burgess & Foster. Qualitativement,

le pincement du �lm par succion capillaire, induite par le ménisque latéral, est susceptible

d'être limité par une rigidi�cation de l'interface semblable à ce qu'on observe à l'arrière de la

goutte. Ainsi, les e�ets Marangoni sont probablement à l'origine de l'épaisseur expérimentale

importante du �lm au niveau du pincement.

Pour �nir, l'extension angulaire du ménisque dynamique latéral a été quanti�ée au sein de

la courbehp(� ) en Fig. 4.11, parD� = � m � � i , où � i est l'angle pour lequel a lieu l'inversion de

courbure de l'interface (voir Fig. 4.11 et 4.12.a). Les valeurs expérimentales et numériques de

D� sont tracées en Fig. 4.12.b en fonction du nombre capillaire. Le même ordre de grandeur

est retrouvé, mais aucune conclusion ne peut être apportée quant à l'évolution avecCa.

L'épaisseur minimale du �lm dans la région latérale,hmin , ne semble pas varier selon la loi en

Ca4/ 5 du modèle (voir Fig. 4.12.c) et le modèle sous-estime les données expérimentales sur

toute la gamme de nombres capillaires soulignant probablement la présence d'un mécanisme

physique additionnel non pris en compte dans le modèle.

En résumé, le modèle purement hydrodynamique de Burgess & Foster parvient à re-

produire qualitativement les principales caractéristiques de la topographie expérimentale :

épaississement du �lm de lubri�cation et développement de creux sur les côtés de la goutte,
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Figure 4.12:(a) Topographie expérimentale pourCa = 7.2� 10� 4 ; (b) Extension angulaire
du ménisque latéral en fonction deCa. La ligne en tirets estD� donné par le calcul numérique ;
(c) Epaisseur minimale du �lm dans la région latérale hmin en fonction de Ca. La ligne en
pointillés est hmin donné par le calcul numérique

à mesure que la vitesse augmente, et la présence de l'oscillation de l'interface à l'arrière

de la goutte. Le modèle 2D de Bretherton reproduit le pro�l expérimental de l'interface le

long de l'axe central de déplacement (axex) de la goutte dans le ménisque avant et la ré-

gion centrale. Ceci est cohérent avec une condition aux limites de typestress-free dans ces

régions. En revanche, cette condition aux limites ne permet pas de retrouver l'importante

bosse expérimentale à l'arrière de la goutte. En introduisant une vitesse interfaciale en tant

que paramètre dans l'équation de l'interface, on peut déterminer sa variation dans la zone

d'épaississement à l'aide du pro�l expérimental de l'interface. Cet accroissement de la vitesse

interfaciale à mesure que l'on se dirige vers l'arrière de la goutte est en lien avec l'accumulation

des tensioactifs qui diminue le tension de surface dans cette zone. L'utilisation de la valeur

expérimentale de la vitesse interfaciale maximale au sommet de la bosse nous permet ensuite

de reproduire l'oscillation arrière à l'aide d'un modèle d'interface incompressible. Concernant

la région latérale de la goutte, la résolution de l'équation de l'interface dans l'approximation
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de lubri�cation (éq. (2.20)), montre que le pro�l théorique sous-estime le pro�l expérimental

dans cette région. Ceci montre qu'un ingrédient physique manque dans la modélisation pu-

rement hydrodynamique du �lm de lubri�cation de Burgess & Foster. De façon similaire au

comportement observé à l'arrière de la goutte, l'épaississement latéral est susceptible d'être

dû à une rigidi�cation de l'interface par e�et Marangoni.

4.2 Mesure de la topographie du �lm pour une goutte très

visqueuse � ' 1000

On s'intéresse à présent à la topographie du �lm se développant sous une goutte bien plus

visqueuse que la phase externe (� = 972). Pour obtenir un tel rapport de viscosité, la phase

interne de la goutte est constituée d'huile silicone (V1000 Sigma-Aldrich) de viscosité� i = 972

mPa.s. La phase externe est une solution aqueuse de Sodium dodecyl sulfate (SDS) (Sigma-

Aldrich) à une concentration de c = 16.2 mM, et de NaCl à une concentrationcsel = 0.1 M.

A cette concentration en sel, la concentration micellaire critique du SDS est de 1.5 mM [42]

et des micelles sont donc présentes en phase externe. La viscosité de la phase externe vaut

� o = 1 mPa.s et la valeur de la tension super�cielle entre les deux phases est = 7 mN/m.

La gamme de vitesse de goutteUd explorée est 85-2500� m/s, ce qui correspond à une

gamme en nombre capillaire[1.2� 10� 5 ; 3.5� 10� 4]. La résolution d'un pixel est � pix = 0.67

� m. La Fig. 4.13.a présente l'image RICM d'une goutte très visqueuse se déplaçant de la

gauche vers la droite : on constate que contrairement au cas de gouttes peu visqueuses (voir

Fig. 4.1.a), l'image ne présente pas de croissant contrasté à l'arrière de la goutte, caractéris-

tique de l'importante bosse décrite en section 4.1. Comme en section 4.1, on dé�nit expéri-

mentalement le �lm de lubri�cation comme la zone de l'image, de rayon (R � Ho), présentant

des niveaux de gris bien contrastés. Toutes les mesures présentent un �lm de lubri�cation de

rayon (R � Ho) = 63� 7 � m.

La courbe théorique de l'intensité ré�échie en fonction de l'épaisseur du �lm n'a pas la

même allure que pour des gouttes d'huile �uorée (Fig. 4.1.c), puisque dans le cas présent les

interférences sont destructives et non plus constructives à très faible épaisseur de �lm. Ceci

s'explique par le fait que l'indice de réfraction de l'huile silicone est supérieur à celui de la

phase aqueuse externe, ce qui introduit un déphasage supplémentaire de� lors de la ré�exion

à l'interface de la goutte.

4.2.1 Analyse qualitative de la forme de l'interface

Le contour du �lm de lubri�cation est quasiment circulaire avec une variation relative de

son rayon de l'ordre � (R � Ho)/ (R � Ho) ' �R / R � 1%. Dans la suite, nous négligerons

cette déformation et nous considèrerons le �lm de lubri�cation comme un disque de rayon

(R � Ho).
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La topographie du �lm, déduite de l'image RICM en Fig. 4.13.a est tracée en Fig. 4.13.c.

Elle présente une forme de catamaran avec deux creux sur les côtés de la goutte, mais l'impor-

tante bosse à l'arrière de la goutte, mise en évidence dans le système précédent, est absente.

Comme dans la section 4.1, le �lm de lubri�cation est divisé en di�érentes régions qui sont

analysées indépendamment.

Figure 4.13: (a) Image RICM d'une goutte d'huile silicone se déplaçant dans une cellule
de Hele-Shaw remplie d'une solution aqueuse de SDS et de NaCl, dans la directionx. Le
diamètre de la goutte sur l'image est2(R � Ho) = 110 � m. Ca = 3.5� 10� 4 et � = 972 ; (b)
Dépendance théorique de l'intensité ré�échie en fonction de l'épaisseur du �lm déterminée par
le modèle optique [23] ;(c) Topographie expérimentale du �lm de lubri�cation correspondant
à l'image (a)

82



4.2.2 Ménisque avant et région centrale

4.2.2.1 Pro�ls longitudinaux

Des pro�ls sont tracés en fonction dex pour di�érentes valeurs de y en Fig. 4.14. Loin

des ménisques avant/arrière, l'épaisseur du �lm est indépendante dex, et on note h1 (y)
cette valeur constante. Cette dernière peut être dé�nie sans ambiguité pourjyj < y max =
(R � Ho) sin(� max ) (voir Fig. 4.2). Par exemple, pour Ca = 3.5� 10� 4, on a ymax = 51 � m

(voir Fig. 4.14.c). Cet angle vaut � max = 1.2 rad= 69°. Nous retiendrons cette valeur comme

borne entre les ménisques avant et latéral dans la modélisation de la topographie du �lm.

Cette convention nous donneymax = 0.93(R � Ho).

Figure 4.14: Epaisseur du �lm h(x, y) en fonction dex pour (a) y = 0 � m, (b) y = 25 � m
(i.e. y = 0.46 [R � Ho]) et (c) y = 51 � m (i.e. y = 0.93 [R � Ho]). Ca = 3.5� 10� 4

4.2.2.2 Pro�ls longitudinaux dans le plan (y=0)

La variation de l'épaisseur au centre du �lm h1 (0) en fonction du nombre capillaire Ca

est présentée en Fig. 4.15. On constate l'existence de deux régimes de variation de l'épaisseur

du �lm déjà mis en évidence dans [35] (voir Fig. 1.12) : un régime à haut capillaire pour

lequel l'épaisseur du �lm croît avec Ca, nommé régime capillaire, et un régime à bas nombre

capillaire, nommé régime de pression de disjonction, au sein duquel l'épaisseur du �lm sature

à une valeur hP du fait des interactions électrostatiques répulsives (pression de disjonction)

entre l'interface de la goutte et la paroi du canal.

On constate qu'à la transition entre les deux régimes, pour un nombre capillaire de tran-

sition noté Ca� = 3.5� 10� 4, un motif tacheté apparaît dans la région centrale (Fig. 4.16.a

) donnant lieu à deux épaisseurs di�érentes, notéesh1 (carré vert) et h2 (losange bleu) pour

un mêmeCa (voir Fig. 4.15). Cette observation, caractéristique des systèmes micellaires est

due à la nature oscillante de la pression de disjonction. L'isotherme de pression de disjonction

associée est schématisée en Fig. 4.16.b [43, 44, 45]. Les oscillations deP disj avec l'épaisseur

du �lm proviennent d'interactions stériques entre micelles concentrées dans le �lm et, par
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Figure 4.15: Variation de h1 (y = 0) avec Ca. Les lignes en trait plein, en tiret, en poin-
tillé et en tiret-pointillé correspondent respectivement à hBreth = 1.337HoCa2/ 3 (stress-free),
22/ 3hBreth (sliding), f visq, c (� fr = 0)hBreth (visqueux cf. éq. (2.29) pour� fr = 0) et 42/ 3hBreth

(rolling ) ; On note hP = 26 nm l'épaisseur de saturation etCa� = 3.5� 10� 4 le capillaire de
transition entre les deux régimes.

conséquent, l'isotherme a une période d'oscillation égale à la taille e�ective d'une micelle :

son diamètre augmenté de l'épaisseur de la double couche électrique. Dans cette expérience,

h1 � h2 � 4 nm, ce qui correspond bien à la taille de nos micelles (rmic = 2 nm, � d = 1 nm) [46].

Ceci suggère que le passage d'une épaisseur à l'autre au sein du motif s'e�ectue entre deux

branches successives de l'isotherme. Cependant, comme l'épaisseur de saturation du �lmhP ,

véri�e hP > h 1 � h2, il reste probablement des micelles con�nées dans le �lm (contrairement

au schéma simpli�é en Fig. 4.16.b).

L'épaisseur du �lm de lubri�cation au centre de la goutte est comparée aux di�érents

modèles hBreth = 1.337HoCa2/ 3 (stress-free), 22/ 3hBreth (sliding), 42/ 3hBreth (rolling ) et

f visq, c(� fr = 0) hBreth (visqueux cf. éq. (2.29) pour� fr = 0) en Fig. 4.15. On voit que dans la

gamme de nombres capillaires explorée, le modèle visqueux est très proche dusliding. Pour

observer un écart entre ces deux modèles, il faut que� < Ca � 2/ 3 (cf. éq. (2.29)). Pour � '

1000, cette condition s'écritCa < � � 3/ 2 ' 3 � 10� 5. Or on voit expérimentalement que pour

cette gamme de nombres capillaires, l'épaisseur du �lm de lubri�cation sature, ce qui empèche

d'observer l'épaississement supérieur àf slid = 22/ 3 prévu par le modèle visqueux. Dans le

régime capillaire, l'épaisseur du �lm est bien reproduite par le modèlesliding, très proche du

visqueux. L'épaississement expérimental du �lm par rapport à 22/ 3hBreth lorsqu'on se rap-

proche du plateau de disjonction est attribué à l'e�et de la pression de disjonction plutôt qu'à
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un e�et visqueux puisqu'on constate qu'au nombre capillaire correspondant, l'épaississement

théorique du modèle visqueux par rapport au modèlesliding est encore trop faible et ne peut

expliquer l'épaississement expérimental.

Figure 4.16: (a) Image RICM d'une goutte à la transition entre les régimes capillaire et de
pression de disjonction. Un motif tacheté dans la région centrale est présent.Ca = 3.7� 10� 5 ;
(b) Schéma d'une isotherme de pression de disjonction oscillante. Les branches bleue et verte
correspondent aux points bleus et verts de la Fig. 4.15. Au dessus de chaque zone, un schéma
illustre la structure du �lm en présence ou non de micelles.

Un zoom sur le pro�l de l'interface à proximité du ménisque avant est présenté en Fig.

4.17, dans le plany = 0, pour trois nombres capillaires appartenant au régime capillaire. En

comparant ces pro�ls expérimentaux avec les solutions numériques de l'éq. (2.28) (équation

de l'interface dans le ménisque avant pour une goutte très visqueuse) en� = 0 pour � = 972

(visqueux) et � = 1 (sliding), on constate un relativement bon accord quantitatif. A mesure

que le nombre capillaire diminue, bien que les modèles soient intégrés dans la barre d'erreur,

ils tendent à sous-estimer l'épaisseur expérimentale puisqu'ils ne tiennent pas compte de la

saturation due à la pression de disjonction. D'autre part, les modèles surestiment légèrement

l'épaisseur du pro�l à haut nombre capillaire (voir Fig. 4.17.c)

4.2.2.3 Pro�ls transversaux

La Fig. 4.18 présente les variations de l'épaisseur du �lmh(0,y) en fonction de y pour

trois nombres capillaires au sein du régime capillaire. A haut nombre capillaire (Fig. 4.18.c),

on retrouve un pro�l similaire à celui décrit en sous-section 4.1.2.3 :h1 (y) est maximale en

y = 0 et décroît doucement lorsque |y| croît. Puis, pourjyj > y max , l'épaisseur décroît avec

une pente plus raide que pourjyj < y max , et ensuite croît à proximité du ménisque latéral. A

mesure que le nombre capillaire diminue, le pro�l s'applatit, en commençant par les côtés, du

fait de la répulsion entre l'interface et la paroi du canal qui fait saturer l'épaisseur du �lm à

hP = 26 nm. Les variations de l'épaisseur du �lm avecy sont comparées àf visq, c(� fr )hBreth
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Figure 4.17: Epaisseur du �lm h(x, y) en fonction de x dans le plan y = 0 pour (a) Ca =
7.4� 10� 5, (b) Ca = 1.7� 10� 4 et (c) Ca = 3.5� 10� 4 à proximité du ménisque avant. La
ligne pointillée verte est la solution de l'éq. (2.28) (équation de l'interface dans le ménisque
avant pour une goutte très visqueuse) en� = 0 et � = 972. La ligne en tirets noirs est la
solution de l'éq. (2.28) en� = 0 et � = 1 (cas sliding)

(cf. (2.29)) et à hslid,c (cf. (2.30)) dans la région centrale (i.e. jyj � ymax ) et à la solution de

l'éq. (2.31) (équation de l'interface d'une goutte très visqueuse dans le ménisque latéral) pour

� = 972 et � = 1 (sliding) dans la région latérale (i.e. jyj � ymax ).

A haut nombre capillaire, le pro�l transversal expérimental présente une forme de voûte,

avec une décroissance de l'épaisseur du �lm sur les côtés comme prédit par la théorie, cepen-

dant la décroissance est surestimée par le modèle. Lorsque le capillaire diminue, l'épaisseur

expérimentale du �lm sur les côtés de la goutte est encore davantage sous-estimée par la

théorie puisque cette dernière ne tient pas compte de l'e�et de saturation.

4.2.3 Ménisque dynamique arrière

On s'intéresse, pour �nir, à la partie arrière du �lm de lubri�cation. Les pro�ls de l'interface

le long de l'axex dans le plan(y = 0) sont présentés en Fig. 4.19 pour trois nombres capillaires.

A haut nombre capillaire (Fig. 4.19.c), on devine la présence d'un creux séparant la région

centrale du ménisque statique arrière. L'épaisseur au niveau du creux est légèrement plus

faible que celle dans la région centrale. A nombre capillaire plus bas, (Fig. 4.19.a et .b), la

transition entre la région centrale du �lm et le ménisque statique arrière est caractérisée par

une variation monotone de l'épaisseur du �lm, comme dans le ménisque avant. L'absence

de creux à bas nombre capillaire s'explique par deux raisons : la première est la pression

de disjonction qui empêche le �lm d'atteindre des épaisseurs inférieures àhP à bas nombre

capillaire, la seconde est que l'écart entre l'épaisseur du creux et celle de la région centrale

diminue avec Ca, et par conséquent, les écarts d'intensité correspondant deviennent plus

di�ciles à détecter.
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Figure 4.18: Pro�ls du �lm selon l'axe y dans le plan (x = 0) pour (a) Ca = 7.4� 10� 5,
(b) Ca = 1.7� 10� 4 et (c) Ca = 3.5� 10� 4. Dans la région centrale (jyj � ymax ), les lignes
en pointillés verts et en tirets noirs correspondent respectivement àf visq, c(� fr )hBreth (cf. éq.
(2.29)) et à hsli,c (cf. éq. (2.30)). Dans la région latérale (jyj > y max ), les lignes en pointillés
verts et en tirets noirs correspondent respectivement à la solution de l'éq. (2.31) (équation
de l'interface d'une goutte très visqueuse dans le ménisque latéral) pour� = 972 et � = 1
(sliding)

En comparant ces pro�ls expérimentaux avec les solutions numériques de l'éq. (2.28)

(équation de l'interface dans le ménisque arrière pour une goutte très visqueuse) en� = � pour

� = 972 (visqueux) et � = 1 (sliding), on constate un relativement bon accord quantitatif.

A haut nombre capillaire, (Fig. 4.19.c), les modèles surestiment légèrement l'épaisseur au

niveau de la région centrale et reproduisent l'épaisseur au niveau du creux. Il est probable

que la bosse prédite par les modèles ait une épaisseur trop faible par rapport au �lm plat

pour être détectée expérimentalement. D'autre part, il semble que l'extension radiale du creux

expérimental soit aussi bien reproduite par les pro�ls théoriques. A plus bas nombre capillaire

(voir Fig. 4.19.a et .b), l'épaisseur dans la région centrale est bien reproduite par la théorie,

mais comme on l'a vu, le creux arrière disparaît des pro�ls expérimentaux.

En dé�nitive, la topographie expérimentale est bien reproduite à haut nombre capillaire

par un modèle de type visqueux (très proche dusliding pour ce rapport de viscosité et dans la

gamme de nombres capillaires expérimentale) et à bas nombre capillaire celle-ci s'applatit du

fait de la pression de disjonction. On verra au chapitre 5 que pour déterminer théoriquement

la mobilité d'une goutte dans ces conditions, le �lm de lubri�cation peut être modélisé par

une topographiesliding dans laquelle on applique un cut-o� à partir de l'épaisseurhP , pour

rendre compte de l'e�et de la pression de disjonction en première approximation.

Dans la section suivante, nous allons voir qu'une topographie de typesliding est aussi

observable dans des systèmes de rapport de viscosités faible (� = 0.64), mettant ainsi en

évidence l'e�et de rigidi�cation de l'interface induit par les tensioactifs.
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Figure 4.19: Epaisseur du �lm h(x, y) en fonction de x dans le plan y = 0 pour (a) Ca =
7.4� 10� 5, (b) Ca = 1.7� 10� 4 et (c) Ca = 3.5� 10� 4 à proximité du ménisque arrière. La
ligne pointillée verte est la solution (2.28) (équation de l'interface dans le ménisque arrière
pour une goutte très visqueuse) en� = � et � = 972. La ligne en tirets noirs est la solution
(2.28) en � = � et � = 1 (sliding)

4.3 Mise en évidence expérimentale de l'in�uence des

tensioactifs sur l'épaisseur du �lm

Le dernier jeu de données présenté sur la topographie du �lm de lubri�cation a été mesuré

pour un faible rapport de viscosité (� = 0.64). La phase interne à la goutte est constituée

d'huile �uorée C6F14, de viscosité � i = 0.64 mPa.s, et la phase externe est une solution

aqueuse de Sodium dodecyl sulfate (Sigma-Aldrich) à une concentration dec = 0.82 mM, et

de NaCl à une concentration decsel = 0.2 M, de viscosité� o = 1 mPa.s. A cette concentration

en sel, la concentration micellaire critique du SDS est de0.9 mM [42], et il n'y a donc pas

de micelle en solution puisquec = 0.9 CMC. Par rapport à la section 4.1, la concentration en

tensioactifs est diminuée d'un facteur103. Cette diminution est susceptible de réduire l'e�ca-

cité de peuplement par les tensioactifs de l'interface créée au niveau du ménisque dynamique

avant. La tension super�cielle entre les deux phases vaut = 14 mN/m. La gamme de vi-

tesse de goutteUd explorée est 900-7200� m/s, ce qui correspond à une gamme de nombres

capillaires [6.3� 10� 5, 6.8 � 10� 4]. La Fig. 4.20.a présente l'image RICM d'une goutte peu

visqueuse se déplaçant de la gauche vers la droite : on constate que contrairement à la Fig.

4.1.a, l'image ne présente pas de croissant contrasté à l'arrière de la goutte, caractéristique

de l'importante bosse décrite en section 4.1, dont la présence a été attribuée à l'accumulation

de tensioactifs dans le ménisque dynamique arrière. Comme en section 4.1, on dé�nit expéri-

mentalement le �lm de lubri�cation comme la zone de l'image, de rayon (R � Ho), présentant

des niveaux de gris bien contrastés. Toutes les mesures présentent un �lm de lubri�cation

de rayon (R � Ho) = 103� 10 � m. Les gouttes étant constituées d'huile �uorée, d'indice de

réfraction inférieur à celui de la phase aqueuse externe, la ré�exion à l'interface de la goutte
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n'induit pas de déphasage supplémentaire de� et la courbe de l'intensité ré�échie en fonc-

tion de l'épaisseur (Fig. 4.20.b) présente la même allure qu'en section 4.1. Comme dans les

deux dernières sections, la variation du rayon du �lm de lubri�cation est su�samment faible

(� (R � Ho)/ (R � Ho) = 4%) pour pouvoir considérer le �lm de lubri�cation comme un disque

de rayon (R � Ho).

La topographie du �lm, déduite de l'image RICM en Fig. 4.20.a, est tracée en Fig. 4.20.c.

Elle présente une forme de catamaran avec deux creux sur les côtés de la goutte, mais l'im-

portante bosse à l'arrière de la goutte, mise en évidence dans le système décrit dans la section

4.1, est absente.

Comme dans les deux sections précédentes, le �lm de lubri�cation est divisé en di�érentes

régions qui sont analysées indépendamment.

4.3.1 Ménisque avant et région centrale

4.3.1.1 Pro�ls longitudinaux

Des pro�ls sont tracés en fonction dex pour di�érentes valeurs de y en Fig. 4.21. Loin

des ménisques avant/arrière, l'épaisseur du �lm est indépendante dex, et on note h1 (y)
cette valeur constante. Cette dernière peut être dé�nie sans ambiguité pourjyj < y max =
(R � Ho) sin(� max ) (voir Fig. 4.2). Par exemple, pour Ca = 2.1� 10� 4, ymax = 107 � m (voir

Fig. 4.21.c). Pour tous lesCa, cet angle vaut � max = 1.27 rad= 73°. Cette convention nous

donne ymax = 0.95(R � Ho).

4.3.1.2 Pro�ls longitudinaux dans le plan (y=0)

La variation de l'épaisseur au centre du �lm h1 (0) en fonction du nombre capillaire Ca

est présentée en Fig. 4.22. On constate que pour la gamme de nombres capillaires8.5� 10� 5 �

Ca � 5 � 10� 4, l'épaisseur correspondant au modèlesliding, 22/ 3hBreth , reproduit l'épaisseur

expérimentale. Dans cette gamme de nombres capillaires, des valeurs d'épaississement proche

de 22/ 3 = 1.5874, on déjà été mesurées dans des expériences de tirage de �bres [16] et de

plaques [47] de solutions de SDS à des concentrations proches de la nôtre. En dehors de cette

gamme, l'épaississement expérimental semble légèrement supérieur à l'épaississementsliding,

f slid = 22/ 3, à haut nombre capillaire. Cette tendance suggère une transition vers un épais-

sissementrolling à haut nombre capillaire. Compte tenu de la valeur du rapport de viscosité

dans ce système (� = 0.64), le fait d'observer un épaississement de typesliding implique

que l'interface dans le ménisque dynamique ne peut pas être considérée commestress-free.

Une contrainte supplémentaire apparaît, la contrainte de Marangoni liée à l'inhomogénéité

de la concentration surfaciqueGen tensioactifs. En sous-section 4.3.3, des arguments en lois

d'échelle seront mis à pro�t pour expliquer l'installation de ce gradient de concentration

surfacique.
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Figure 4.20: (a) Image RICM d'une goutte d'huile �uorée (C6F14) se déplaçant dans une
cellule de Hele-Shaw remplie d'une solution aqueuse de SDS et de NaCl, dans la directionx. Le
diamètre de la goutte sur l'image est2(R � Ho) = 225 � m, Ca = 2.1� 10� 4 et � = 0.64 ; (b)
Dépendance théorique de l'intensité ré�échie en fonction de l'épaisseur du �lm déterminée par
le modèle optique [23] ;(c) Topographie expérimentale du �lm de lubri�cation correspondant
à l'image (a)

Un zoom sur le pro�l de l'interface à proximité du ménisque avant est présenté en Fig. 4.23,

dans le plan y = 0, pour trois nombres capillaires. En comparant ces pro�ls expérimentaux

avec les solutions numériques de l'éq. (2.28) (équation de l'interface dans le ménisque avant

pour une goutte très visqueuse) en� = 0 pour � = 1 (sliding), on constate un bon accord

quantitatif. Notons qu'un épaississement de typestress-free, théoriquement valide pour ce

rapport de viscosité (� < 1) donnerait des valeurs bien en-deçà des valeurs expérimentales.
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Figure 4.21: Epaisseur du �lm h(x, y) en fonction dex pour (a) y = 0 � m, (b) y = 53 � m
(i.e. y = 0.47[R � Ho]) et (c) y = 107 � m (i.e. y = 0.95[R � Ho]). Ca = 2.1� 10� 4

Figure 4.22: Variation de h1 (y = 0) avec Ca. Les lignes en trait plein, en tirets, et en
pointillés correspondent respectivement àhBreth = 1.337Ho Ca2/ 3 (stress-free), 22/ 3hBreth

(sliding), et 42/ 3hBreth (rolling ) ;

4.3.1.3 Pro�ls transversaux dans le plan (x=0)

La Fig. 4.24 présente les variations de l'épaisseur du �lmh(0,y) en fonction de y pour

trois nombres capillaires.

Pour les deux nombres capillaires les plus grands (Fig. 4.24.b et .c), on retrouve un pro�l

similaire à celui décrit en sous-section 4.1.2.3 :h1 (y) est maximale en y = 0 et décroît

doucement lorsque |y| croît. Puis, pourjyj > y max , l'épaisseur décroît avec une pente plus

raide que pour jyj < y max , et ensuite croît à proximité du ménisque latéral. A plus faible

nombre capillaire (Fig. 4.24.a), le pro�l a aussi une forme de voûte avec deux creux sur les
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Figure 4.23: Epaisseur du �lm h(x, y) en fonction de x dans le plan y = 0 pour (a) Ca =
1.15� 10� 4, (b) Ca = 2.1� 10� 4 et (c) Ca = 5.15� 10� 4 à proximité du ménisque avant.
La ligne en tirets noirs est la solution de l'éq. (2.28) (équation de l'interface dans le ménisque
avant pour une goutte très visqueuse) en� = 0 et � = 1 (cas sliding)

côtés de la goutte, mais contrairement aux deux cas précédents, l'épaisseur minimale est

atteinte pour jyj < y max . Les variations de l'épaisseur du �lm avecy sont comparées àhsli,c ,

donné par l'éq. (2.30), dans la région centrale (i.e. jyj � ymax ) et à la solution de l'éq. (2.31)

(équation de l'interface dans le ménisque latéral pour une goutte très visqueuse) pour� = 1

(sliding) dans la région latérale (i.e. jyj � ymax ). On constate qu'aux nombres capillaires les

plus élevés, le modèle reproduit bien la voûte centrale ainsi que le pro�l dans le ménisque

latéral (Fig. 4.24.b et .c).

Pour le nombre capillaire le plus faible (Fig. 4.24.a), la voûte est bien reproduite par le

modèle mais ce dernier sous-évalue l'épaisseur minimale, et présente un creux dont la position

suivant l'axe y est plus excentrée que celle du creux expérimental. Il est peu probable que

cet écart à bas nombre capillaire soit dû à un e�et de pression de disjonction puisque si l'on

considère que le seul e�et de la pression de disjonction est d'induire un cut-o� sur l'épaisseur

du �lm, cette interaction ne peut pas être responsable d'un décalage du creux latéral suivant

y. Lorsque la pression de disjonction joue un rôle, l'allure du pro�l transversal est plutôt celle

présentée en Fig. 4.18.b. Au vu de l'in�uence notable qu'a la répartition des tensioactifs en

surface sur l'épaississement du �lm au centre de la goutte, il est probable que l'écart entre

les pro�ls expérimentaux et théoriques suivanty dans la région latérale soit plutôt dû à cette

même cause.

4.3.2 Ménisque dynamique arrière

Pour �nir, on se concentre sur la partie arrière du �lm de lubri�cation. Les pro�ls de

l'interface le long de l'axex dans le plan(y = 0) sont présentés en Fig. 4.25 pour trois nombres

capillaires. A haut nombre capillaire (Fig. 4.25.b et .c), on constate que la région centrale est
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Figure 4.24: Pro�ls du �lm selon l'axe y dans le plan (x = 0) pour (a) Ca = 1.15� 10� 4,
(b) Ca = 2.1� 10� 4 et (c) Ca = 5.15� 10� 4. Dans la région centrale (jyj � ymax ), la ligne
en tirets noirs correspond àhsli,c (cf. éq. (2.30)). Dans la région latérale (jyj > y max ), la ligne
en tirets noirs est la solution de l'éq. (2.31) (équation de l'interface dans le ménisque latéral
pour une goutte très visqueuse) pour� = 1 (sliding)

séparée du ménisque statique arrière par un creux d'épaisseur légèrement plus faible que celle

dans la région centrale. A nombre capillaire plus bas, (Fig. 4.25.a), la transition entre la région

centrale du �lm et le ménisque statique arrière est caractérisée par une variation monotone de

l'épaisseur expérimentale du �lm, comme dans le ménisque avant. En comparant ces pro�ls

expérimentaux avec les solutions numériques de l'éq. (2.28) (équation de l'interface dans le

ménisque arrière pour une goutte très visqueuse) en� = � et � = 1 (sliding), on constate un

bon accord quantitatif. Pour les trois nombres capillaires, le modèle reproduit bien l'épaisseur

au niveau de la région centrale. A haut nombre capillaire (Fig. 4.25.c), l'épaisseur ainsi que

l'extension radiale du creux arrière sont très bien reproduites par le modèle. A mesure que

le nombre capillaire diminue, l'épaisseur au niveau du creux est sous-estimée par le pro�l

théorique (Fig. 4.25.b) jusqu'à ce que le creux �nisse par disparaître du pro�l expérimental

(Fig. 4.25.a). Il est probable qu'à bas nombre capillaire, l'écart d'épaisseur entre le creux et

la région centrale soit trop faible pour que la di�érence d'intensité correspondante puisse être

détectée.

En résumé, un modèle de typesliding (cf. éq. (2.27)) reproduit relativement bien la topo-

graphie expérimentale d'une goutte peu visqueuse se déplaçant dans une solution de tensioac-

tifs peu concentrée. Pour un si faible rapport de viscosité, le fait de retrouver une topographie

similaire à celle d'une goutte de viscosité mille fois plus importante, montre les limites du

modèle purement hydrodynamique présenté au chapitre 2, et souligne la nécessité de prendre

en compte la rhéologie interfaciale dans la modélisation du pro�l de l'interface. En principe,

l'in�uence des tensioactifs sur l'épaississement du �lm peut être déterminée en résolvant le

problème couplant les équations de transport des surfactants à celle de Stokes [14]. Cette

résolution dépasse le cadre de ce travail et dans la section suivante, nous allons plutôt tenter

d'expliquer l'épaississement observé au centre de la goutte par des arguments en loi d'échelle
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Figure 4.25: Epaisseur du �lm h(x, y) en fonction de x dans le plan y = 0 pour (a) Ca =
1.15� 10� 4, (b) Ca = 2.1� 10� 4 et (c) Ca = 5.15� 10� 4 à proximité du ménisque arrière.
La ligne en tirets noirs est la solution (2.28) (équation de l'interface dans le ménisque arrière
pour une goutte très visqueuse) en� = � et � = 1 (cas sliding)

[37, 16] en comparant le temps carcatéristique de transit du tensioactif avec les temps carac-

téristiques de di�usion et d'adsorption du tensioactif dans le ménisque dynamique avant.

4.3.3 Discussion

4.3.3.1 Mécanisme d'épaississement

Pour comprendre le mécanisme d'épaississement du �lm de lubri�cation dans un système

présentant des tensioactifs, appuyons-nous sur le pro�l de l'écoulement dans le ménisque

dynamique avant dans le casstress-free(voir Fig. 4.26.a). Dans le référentiel de la goutte, un

point de stagnation divergent (point A) est présent dans le ménisque dynamique avant. En

ce point, de l'interface est créée et l'écoulement généré par le mouvement de la paroi dans

la direction � x rebrousse chemin sous l'e�et du gradient de courbure de l'interface dans la

direction x (dépression dans la phase continue) qui tend à vider le �lm. Par ailleurs un second

point de stagnation, convergent cette fois, se trouve au nez de la goutte (point C). Partant de

cette situation stress-free, si l'on ajoute des tensioactifs en solution, on voit que ces derniers

sont advectés par l'écoulement en direction des points de stagnation convergents avantC et

arrière D (voir Fig. 4.26.b où les �èches rouges indiquent le sens des écoulements). Lors de

son transit dans la phase externe du ménisque dynamique, si le tensioactif ne parvient pas à

repeupler l'interface nouvellement créée au niveau du point de stagnationA, un gradient de

concentration surfacique en tensioactifs peut s'établir entre le ménisque dynamique avant et

le nez de la goutte où le tensioactif au contraire est susceptible de s'accumuler. Le mécanisme

d'épaississement du �lm repose alors sur l'apparition d'une contrainte de Marangoni� 1 (�èche

bleue en Fig. 4.26.b), liée au gradient de concentration surfacique, qui limite la vidange du �lm

par le gradient de courbure de l'interface. On note alorsG0 et  0 les concentration et tension
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de surface dans la région concentrée de l'interface etG0 � DGet  0 + D les concentration et

tension de surface dans la région de l'interface appauvrie en tensiosactif voir Fig. 4.26.b.

D'autre part, une seconde contrainte de Marangoni� 2 peut s'établir si les tensioactifs

s'accumulent au point de stagnation convergent arrièreD . Si tel est le cas, une portion ou

bien l'intégralité de la région centrale de la goutte peut être cisaillée. Si le pro�l dans la

région centrale présente un épaississement en fonction dex, ceci implique que la contrainte de

Marangoni n'est pas uniforme. Par exemple, l'importante bosse mise en évidence en section

4.1 résulte d'une variation locale de la contrainte de Maragoni. En revanche, si l'épaisseur

du �lm dans la région centrale est indépendante dex, alors la contrainte de Marangoni est

uniforme et l'intégralité de la région centrale est cisaillée.

Il convient de remarquer que pendant le temps que le tensioactif passe dans le ménisque

dynamique avant, deux phénomènes sont susceptibles de s'opposer à l'installation d'un gra-

dient de tension super�cielle responsable de l'épaississement : la di�usion du tensioactif et

son adsorption à partir du volume.

Figure 4.26: (a) Pro�l d'écoulement dans le ménisque avant dans le référentiel de la goutte
dans le casstress-free. Un point de stagnation divergent A se trouve dans le ménisque dyna-
mique et un point de stagnation convergent C est localisé au nez de la goutte ;(b) Schéma
de la distribution surfacique de tensioactifs et des contraintes de Marangoni associées pour
une goutte se déplaçant dans une solution de tensioactifs. Les �èches rouges indiquent le sens
de l'écoulement et les bleues le sens de la contrainte de Marangoni. Les points de stagnation
sont représentés en rouge.

4.3.3.2 E�et du réservoir de tensioactifs dans le ménisque dynamique

Avant de déterminer lequel des deux phénomènes est le plus lent et donc potentielle-

ment responsable de l'établisssement du gradient de concentration surfacique, posons-nous la

question de savoir si le réservoir de tensioactifs dans le volume du ménisque dynamique est

su�samment abondant pour peupler l'interface. Pour le savoir, raisonnons à partir du cas
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stress-free pour lequel de l'interface est créée au point de rebroussement dans le ménisque

dynamique avant. Pendant le tempsdt, une longueur d'interface Ud dt est créée. En notant,

Cbulk la concentration volumique en tensioactif loin de la goutte,G0 la concentration surfa-

cique de tensioactif à l'équilibre eth1 � HoCa2/ 3 l'épaisseur caractéristique du �lm, on voit

que pour repeupler l'interface créée, il faut que la quantité de tensioactifs contenue dans le vo-

lume 2D (Udh1 dt), Cbulk Udh1 dt, soit supérieure à la quantité à fournir à l'interface, G0Uddt.

En utilisant la loi d'échelle pour l'épaisseur du �lm, on voit que le réservoir en volume est

su�samment abondant pour repeupler l'interface si :

G0

HoCbulk
< Ca 2/ 3 (4.6)

Pour une solution analogue à la nôtre (i.e. solution aqueuse de SDS et NaCl à la concen-

tration CSDS = Cbulk = 0.8 mM et Csel = 0.2 M), il a été montré expérimentalement [48] que la

concentration surfacique d'équilibreGo est proche de la concentration de surface de saturation

G1 ' 1
50 particule/ Å2= 3� 10� 6 mol/m 2. Dans nos conditions expérimentales,Ho = 7 � m et

Cbulk = 0.8 mM. En prenant G0 = 3� 10� 6 mol/m 2 [37], on s'apercoit que G0
H oCbulk

= 0.53, et

par conséquent, dans toute la gamme de nombres capillaires explorée, le réservoir volumique

n'est jamais assez important pour repeupler l'interface. Il n'est donc pas surpenant d'observer

un épaississement par rapport au casstress-freequel que soitCa.

4.3.3.3 Temps caractéristiques

A�n de déterminer quel mécanisme de transport, la di�usion ou l'adsorption, pilote l'épais-

sissement du �lm, nous considérons les temps caractéristiques liés à la convection, à la di�usion

et à l'adsorption du tensioactif dans le ménisque dynamique.

Temps de convection

Le temps de convection du tensioactiftc à travers le ménisque dynamique de longueur

l � � HoCa1/ 3 s'écrit

tc � l � / Ud �
� oHo


Ca� 2/ 3 (4.7)

Pour Ca = 10� 4, on a tc = 2.3� 10� 4 s.

Temps de di�usion

Les temps caractéristiques de di�usion du tensioactif le long du ménisque dynamiquetd1

et sur l'épaisseur de ce derniertd2 s'écrivent

td1 �
l �

2

Ds
�

H 2
o

Ds
Ca2/ 3 td2 =

h2
1

D
�

H 2
o

D
Ca4/ 3

où D et Ds sont respectivement les coe�cients de di�usion des tensioactifs en volume et en

surface. D et Ds sont du même ordre de grandeur et on prendraD = 10� 9 m2/s [37]. On
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remarque que pourCa � 1, td2 � td1, et dans la suite, on ne pendra en compte quetd2 dans

la caractérisation du mécanisme de di�usion. PourCa = 10� 4, on a td2 = 2.2� 10� 7 s.

Temps d'adsorption

Pour �nir, il faut évaluer l'adsorption du tensioactif à l'interface, à partir du volume. Le

�ux d'adsorption peut s'écrire sous la forme [49] :

j = kCbulk

�
1 �

G
G0

�

où k est la vitesse intrinsèque d'adsorption (en cm/s).

Le temps caractéristique d'adsorption s'écrit alors :

tads =
G0

j
=

G2
0

kCbulk (G0 � G)
�

G0

kCbulk

En prenant k = 10� 2 m/s [37], G0 = 3� 10� 6 mol/m 2, et Ca = 10� 4, on obtient tads �
G0

kCbulk
= 4� 10� 4 s. Outre le fait que le réservoir de tensioactifs en volume est trop pauvre

pour peupler l'interface dans le ménisque dynamique, il semble que le processus d'adsorption

soit le plus lent, et donc que ce soit ce mécanisme qui pilote l'épaississement du �lm. Lorsque

ceci est le cas, Ramdane et Quéré [50] ont montré que l'épaississement ne dépend pas du

nombre capillaire puisquetads et tc varient de la même façon avecCa. Ceci se démontre en

exprimant tads en fonction du nombre de MarangoniM = � G


�
@
@G

�

G
et du nombre capillaire

Ca [37]. Pour ce faire, on considère dans un premier temps la continuité des contraintes à

l'interface qui s'écrit en loi d'échelle

D
l �

�
� oUd

h1
(4.8)

En considérant les lois d'échelle pour la longueur et l'épaisseur du ménisque dynamique,

l � � HoCa1/ 3 et h1 � HoCa2/ 3, la relation (4.8) montre qu'à petit nombre capillaire les va-

riations relatives de tension super�cielle au sein du ménisque dynamique sont petites puisque

D
 0

= Ca2/ 3 (4.9)

Dans un second temps, on se sert du fait que les variations de tension super�cielle sont

faibles pour écrire :

D
 0

= M 0
DG
G0

(4.10)

où M 0 = � G0
 0

�
@
@G

�

G0
Les deux dernières relations (4.9) et (4.10), nous permettent alors d'écrire le temps d'ad-

sorption sous la forme

tads �
M 0G0

kCbulk
Ca� 2/ 3 (4.11)
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On voit alors que le rapport tc/ tads ne dépend pas deCa. Dans notre expérience, cet argu-

ment permet d'expliquer l'indépendance de l'épaississement par rapport au nombre capillaire

(f ' 22/ 3) pour 8.5� 10� 5 � Ca � 5 � 10� 4 (voir Fig. 4.22).

En dé�nitive la topographie du �lm de lubri�cation de la goutte est bien approchée par

une topographie théorique de typesliding dans une large gamme de capillaire8.5� 10� 5 �

Ca � 5 � 10� 4. Hors de cette gamme, l'épaississement au centre de la goutte est légèrement

plus important à haut nombre capillaire. Il convient de remarquer que le modèle théorique du

sliding s'appuie sur l'hypothèse que la vitesse à l'interface est nulle en tout point de l'interface

et que par conséquent, le �lm plat est cisaillé. Ce cas limite est celui prédit par Park [41] en

géométrie cylindrique, pour des gouttes de taille �nie se déplaçant dans une solution de

tensioactifs, et dont le rapport de leur longueur sur le diamètre du tube est équivalent à

R/ Ho dans notre situation expérimentale. Dans son analyse, le cisaillement du �lm résulte

de l'accumulation de tensioactifs à l'arrière de la goutte, générant un gradient de tension

super�cielle dans la direction opposée à celle du mouvement de la paroi dans le référentiel de

la goutte.

L'accord de nos données expérimentales avec le modèlesliding, n'implique pas pour au-

tant qu'expérimentalement le �lm soit cisaillé. En e�et, Ratulowsky & Chang [14], ont montré

théoriquement que pour des gouttes de longueur considérée comme in�nie (i.e. absence de mé-

nisque arrière), l'épaississement du �lm peut varier avec le nombre capillaire, et évoluer d'un

épaississementrolling 42/ 3 à stress-free1 en passant par dusliding 22/ 3, tout en conservant la

condition d'un �lm plat au repos. A�n de déterminer si l'épaissisement sliding mesuré résulte

d'une rigidi�cation globale de l'interface de la goutte ou bien simplement de la contrainte

de Marangoni exercée localement dans le ménisque dynamique, nous mettrons à pro�t les

mesures de vitesse de gouttes en sous-section 5.3.4 du chapitre 5.

4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, trois topographies de �lm de lubri�cation ont été mesurées pour deux

rapports de viscosités très di�érents (� < 1 et � ' 1000) et à di�érentes concentrations en

tensioactifs. Dans tous les cas, la forme de catamaran, avec deux creux sur les côtés de la

goutte, est présente. Pour des gouttes peu visqueuses se déplaçant dans une solution aqueuse

très concentrée en tensioactifs section 4.1, la topographie expérimentale du �lm est repro-

duite quantitativement par le modèle stress-freede Burgess & Foster dans la région centrale,

mais ce dernier sous-estime l'épaisseur du �lm sur les côtés de la goutte et ne reproduit pas

l'importante bosse à l'arrière de la goutte. L'épaississement expérimental observé sur les côtés

et à l'arrière de la goutte est attribué à des e�ets Marangoni induisant une rigidi�cation de

l'interface dans ces zones. A l'aide d'un modèle semi-empirique, la prise en compte de cette ri-

gidi�cation nous a permis de reproduire quantitativement l'oscillation de l'interface à l'arrière

de la goutte.
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La mesure de l'épaisseur du �lm pour des gouttes très visqueuses (voir section 4.2) montre

qu'un modèle de type visqueux (cf. éq. (2.25) avec� = 972), équivalent au sliding (cf. éq.

(2.27)) dans la gamme de nombres capillaires expérimentale, parvient à reproduire la topo-

graphie expérimentale à haut nombre capillaire. En revanche, lorsque le nombre capillaire

diminue, les e�ets de pression de disjonction tendent à faire saturer l'épaisseur du �lm à une

valeur donnée. Cet e�et se faisant d'abord sentir sur les côtés de la goutte à mesure que le

nombre capillaire diminue, le modèle tend à sous-estimer l'épaisseur du �lm dans ces zones.

Pour �nir, il a été mis en évidence en section 4.3 que les e�ets Marangoni à l'interface d'une

goutte d'huile peu visqueuse se déplaçant dans une solution aqueuse faiblement concentrée en

tensioactifs, pouvait donner lieux à un épaississement du �lm par rapport au casstress-free, et

ce, en tout point de l'interface. Il a été montré que l'épaisseur au centre de la goutte est bien

décrite par un épaississement de typesliding dans une large gamme de nombres capillaires,

mais qu'en dehors de cette gamme, l'épaisseur du �lm semble tendre vers un épaississement

de type rolling à haut nombre capillaire. Globalement, la topographie expérimentale est bien

décrite par un modèle de typesliding (cf. (2.27)).

Au regard des résultats obtenus, nous mettons en évidence que l'épaisseur du �lm de lu-

bri�cation est complexe et peut montrer des e�ets locaux qui ne permettent pas de décrire

la topographie en considérant des propriétés interfaciales homogènes. Dans le chapitre sui-

vant, nous étudions la mobilité des gouttes en prenant en compte l'ensemble des propriétés

complexes décrites dans ce chapitre.
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Synthèse - Chapitre 4

� Mesure de topographies de �lms de lubri�cation pour deux rapports des visco-

sités et di�érentes concentrations en tensioactifs

1. Forme de catamaran retrouvée dans tous les cas : deux creux sur les côtés de

la goutte.

� Topographie du �lm pour une goutte peu visqueuse (� = 0.26) dans une solution

très concentrée en tensioactifs (section 4.1)

1. Comme� � Ca� 1/ 3, la topographie expérimentale est comparée au modèle

de Burgess & Foster.

2. Le modèle reproduit quantitativement l'épaisseur du �lm dans la région cen-

trale et la sous-évalue sur les côtés et à l'arrière de la goutte.

3. Rigidi�cation locale de l'interface sur les côtés et à l'arrière de la goutte.

4. Prise en compte de cette rigidi�cation dans un modèle empirique permettant

de retrouver quantitativement l'oscillation expérimentale arrière.

� Topographie du �lm pour une goutte très visqueuse (� ' 1000) (section 4.2)

1. Saturation de l'épaisseur du �lm du fait de la pression de disjonction

2. Topographie expérimentale bien reproduite par un modèle visqueux (cf. éq.

(2.25) de la sous-section 2.2.4 ), proche dusliding (cf. éq. (2.27) de la sous-

section 2.2.4) dans la gamme de nombres capillaires expérimentale.

� Topographie du �lm pour une goutte peu visqueuse (� = 0.64) dans une solution

faiblement concentrée en tensioactifs (section 4.3)

1. Contrainte de Marangoni génère un épaississement du �lm par rapport au

stress-freeen tout point du �lm.

2. La topographie expérimentale est bien décrite dans son intégralité par un

modèle de typesliding (cf. éq. (2.27) de la sous-section 2.2.4).
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5
Mobilité d'une goutte en géométrie de

Hele-Shaw

Ce dernier chapitre est dédié à l'étude de la dynamique de bulles et gouttes pancake

en géométrie de Hele-Shaw par la compréhension du lien existant entre les propriétés de

l'interface (nature, topographie) et les mécanismes de dissipation visqueuse (friction) dans le

�lm de lubri�cation.

Dans une première section, des mesures expérimentales de la mobilité (rapport entre la

vitesse de la goutte et la vitesse de la phase externeUd/ Uf ) de bulles et gouttes pour di�érents

rapports de viscosités et concentrations en tensioactifs sont présentées. Une analyse de ces

résultats expérimentaux permettra de dégager en particulier une dépendance de la vitesse

de la bulle/goutte avec son rayon R, di�érente en fonction de � et de la concentration en

tensioactif.

Une seconde section sera consacrée à l'élaboration d'unmodèle généralpour la vitesse

d'une goutte pancake en géométrie de Hele-Shaw. La mobilité théorique est alors déterminée

en s'appuyant sur une modélisation de la topographie du �lm qui tient compte des e�ets (ri-

gidi�cation, saturation de l'épaisseur du �lm) mis en évidence expérimentalement au chapitre

4.

Dans la dernière section, la confrontation des résultats de cette approche théorique avec

les données expérimentales révèlera que ce modèle est en mesure de reproduire la dynamique

de systèmes limites en terme de rapport de viscosité (� < 1 et � ' 1000) dans lesquels les

e�ets Marangoni sont absents ou bien su�samment importants et localisés pour induire une

totale rigidi�cation de l'interface dans certaines zones quel que soit le nombre capillaire. En

revanche, ce modèle est incapable de rendre compte de la dynamique complexe d'une goutte
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dont l'interface est sujette à une contrainte de Marangoni dont l'intensité varie en fonction

du point de l'interface, du nombre capillaire et du rayon de la goutte.

5.1 Relevés expérimentaux de la mobilité � = Ud/ Uf en

fonction du nombre capillaire Ca

Pour analyser la dynamique de bulles et gouttes en géométrie de Hele-Shaw, des mesures

de la mobilité � = Ud/ Uf en fonction du nombre capillaire Ca = � oUd/  ont été e�ectuées

pour chaque couple de �uides listé dans le tableau 5.1. Il s'agit des mêmes couples de �uides

qu'au chapitre 4, auxquels nous avons ajouté le cas d'une bulle sans tensioactif se déplaçant

dans de l'huile �uorée. Dans ce cas, la topographie n'a pas été mesurée par RICM, mais

comme l'élément responsable de l'écart entre les topographies expérimentales et les modèle

hydrodynamiques, le tensioactif, est absent, on s'attend à ce que la topographie expérimentale

sous la bulle soit bien décrite par le modèle de Burgess & Foster. Pour chaque solution, la

mobilité a été mesurée à di�érents rayons de bulle/goutte (voir Fig. 5.1).

Phase dispersée Phase continue [Tensioactif](mM) [NaCl](mM) �  (mN/m)
air huile �uorocarbonée FC-40 0 0 4.5� 10� 3 15

C6F14 (FC-72) eau MilliQ +C10TAB+NaCl 990 1000 0.26 15
huile silicone (V1000) eau MilliQ +SDS+NaCl 16.2 100 972 7

C6F14 (FC-72) eau MilliQ +SDS+NaCl 0.82 200 0.64 14

Table 5.1: Couples de �uides utilisés dans ce travail. La concentration en tensioactifs et en
NaCl ainsi que le rapport de viscosité� et la tension super�cielle sont indiqués.

La première série de mesures présente la mobilité de bulles dans de l'huile �uorocarbonée

(FC-40) sans tensioactif (voir Fig. 5.1.a) pour trois rayons de bulle di�érents. Quelle que soit

la valeur du rayon de la bulle, la mobilité croît avec le nombre capillaire. D'autre part, on

constate qu'à nombre capillaire �xé, la mobilité augmente avec le rayon de la bulle.Ainsi,

plus la bulle est large, moins le gradient de pression à appliquer pour lui communiquer une

vitesse donnée est important. Cette dépendance de la mobilité avec le rayon de la bulle sera

démontrée en sous-section 5.3.1. La loi de Taylor & Sa�man qui prévoit� = Ud/ Uf = 2

surestime donc nos données expérimentales et ne reproduit pas la dépendance de la mobilité

avec le rayon de la bulle et le nombre capillaire.

Le deuxième jeu de données en Fig. 5.1.b, représente la mobilité de gouttes d'huile �uorée

C6F14 dans une solution aqueuse de C10TAB très concentrée (cC10TAB = 990 mM) et NaCl

(cf. troisème ligne du tableau 5.1). La topographie du �lm de lubri�cation pour ce couple

de solutions a été analysée en section 4.1 du chapitre 4. Comme pour les bulles, la mobilité

croît avec Ca et, à nombre capillaire donné, celle-ci augmente avec le rayon de la goutte. On

voit sur les Fig. 5.1.a et .b, qu'à nombre capillaire et rayon égaux, par exempleCa = 10� 3

et R = 100 � m, la mobilité d'une goutte peu visqueuse dans une solution de tensioactifs très

concentrée est du même ordre de grandeur, quoique légèrement inférieure (� = 0.8), à celle
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Figure 5.1: (a) Mobilité en fonction du nombre capillaire pour des bulles d'air dans de
l'huile �uorocarbonée FC-40 (� = 4.5� 10� 3) (cf. deuxième ligne du tableau 5.1). Trois rayons
de bulle sont mesurés ;(b) Mobilité en fonction de Ca pour des gouttes de C6F14 dans une
solution aqueuse de C10TAB et NaCl (� = 0.26) (cf. troisième ligne du tableau 5.1) ; (c)
Mobilité en fonction de Ca pour des gouttes d'huile silicone dans une solution aqueuse de
SDS et NaCl (� = 972) (cf. quatrième ligne du tableau 5.1) ; (d) Mobilité en fonction de
Ca pour des gouttes de C6F14 dans une solution aqueuse de SDS et NaCl (� = 0.64) (cf.
cinquième ligne du tableau 5.1).

d'une bulle dans de l'huile (� = 1.2). Le fait qu'il soit plus di�cile de déplacer une goutte,

même de faible viscosité, dans une solution de tensioactifs par rapport à une bulle dans de

l'huile révèle la présence d'une friction plus importante dans le système.

Dans le cas extrême où la goutte est très visqueuse (� = 972), la friction dans le système

est telle que la mobilité devient deux ordres de grandeur inférieure au cas bulle (voir Fig. 5.1.c

et .a pour Ca = 5 � 10� 4). On constate alors que la mobilité ne dépend plus du rayon de la

goutte. On retrouve les deux régimes (régime de pression de disjonction et régime capillaire)

déjà mis en évidence dans la mesure de la topographie du �lm pour ce couple de �uides (cf.

quatrième ligne du tableau 5.1) en section 4.2 du chapitre 4. La saturation de l'épaisseur du
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�lm de lubri�cation entraîne donc une saturation de la mobilité de la goutte pour un nombre

capillaire de l'ordre de Ca� ' 3.5� 10� 5.

Pour �nir, la Fig. 5.1.d montre la mobilité de gouttes peu visqueuses (� = 0.64) dans

une solution aqueuse de SDS faiblement concentrée (cSDS = 0.82 mM) et NaCl (cf. cinquième

ligne du tableau 5.1). Il est frappant de constater qu'à même rapport de viscosité (� '

0.5), la mobilité d'une goutte peut être diminuée d'un ordre de grandeur lorsqu'on diminue la

concentration en tensioactifs (voir Fig. 5.1.b et .d). Au chapitre 4 en section 4.3, la mesure de la

topographie du �lm pour le couple de �uides correspondant à la Fig. 5.1.d a montré, qu'à faible

concentration, la présence de tensioactifs est capable de générer un épaississement de type

sliding alors que le rapport de viscosité est faible. La contrainte de Marangoni supplémentaire

à l'interface a donc pour e�et d'épaissir le �lm d'une part mais aussi d'induire de la friction

supplémentaire dans le système. Un autre e�et de ces contraintes interfaciales supplémentaires

est d'inverser le sens de variation de la mobilité avec le rayon de la goutte, puisqu'on voit qu'à

nombre capillaire �xé, la mobilité décroît avec le rayon de la goutte lorsque la solution est

faiblement concentrée en tensioactifs (voir Fig. 5.1.d) alors qu'elle croissait pour une solution

très concentrée (voir Fig. 5.1.b).

Toutes ces observations nous montrent que la mobilité d'une goutte est à la fois dépen-

dante de sa taille, de sa viscosité, et des propriétés physico-chimiques de son interface par

l'intermédiaire de la concentration en tensioactifs dans la phase externe. Dans la section sui-

vante, nous allons établir un modèle théorique de la mobilité purement hydrodynamique,

c'est à dire sans tenir compte d'e�ets tels que la pression de disjonction ou bien des e�ets

Marangoni à l'interface.

Dans la dernière section 5.3, la comparaison de ce modèle purement hydrodynamique avec

les données expérimentales révèlera son e�cacité à rendre compte de la mobilité de systèmes

dans lesquels les e�ets supplémentaires mentionnés précédemment (pression de disjonction,

e�et Marangoni) sont absents ou négligeables devant les e�ets hydrodynamiques visqueux.

Cette approche purement hydrodynamique permettra de comprendre dans quelle zone du

système la dissipation visqueuse dominante est localisée en fonction du rapport de viscosités

et la dépendance de la mobilité avec le rayon de la goutte en résultant. Cependant, pour les

systèmes dans lesquels des e�ets additionnels, tels que la pression de disjonction et/ou des

e�ets Marangoni sont présents, le modèle purement hydrodynamique de la mobilité devra être

modi�é, en tenant compte des caractériqtiques du �lm de lubri�cation mesuré en chapitre 4

(rigidi�cation à l'arrière de la goutte, e�et de saturation de l'épaisseur du �lm), a�n de

reproduire les données expérimentales de mobilité.
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5.2 Mobilité théorique d'une goutte pancake

5.2.1 Relation formelle entre la mobilité et la dissipation visqueuse dans

le système

On s'intéresse maintenant à la modélisation de la vitesse d'une goutte pancake se dépla-

çant dans une cellule de Hele-Shaw. Pour rappel, la stationnarité des écoulements, ainsi que la

petitesse des dimensions de la puce micro�uidique et de la vitesse caractéristique, permettent

de décrire le mouvement du �uide par l'équation de Stokes (cf. chapitre 1). Notre approche

est basée sur une méthode proposée par Dangla [6] consistant à équilibrer la puissance in-

jectée avec le taux de dissipation visqueuse dans un volume de contrôle cylindriqueW, de

hauteur 2Ho et de rayon (R + Ho) autour de la goutte (voir Fig. 5.2.a). Plus spéci�quement,

la puissance fournie par le tenseur des contraintes externes (i.e. contraintes de pression et

visqueuses)W , à la frontière de W, est égale au taux de dissipation visqueuseDW dans le

volume de W :

W = DW (5.1)

La repère (O, ex , ey , ez) est attaché à la goutte dont le mouvement est étudié dans le

référentiel de la paroi du canal. Les écoulements sont décrits en coordonnées cylindriques

(� , � , z) d'axe polaire (Ox) (voir Fig. 5.2.a). L'interface de la goutte est divisée en trois

zones : le �lm plat I , le ménisque dynamiqueIII et le ménisque statiqueII . Chacune de ces

zones est divisée en une région interne (indicei ) et externe (indice o) à la goutte (voir Fig.

5.2.b). On appelleUint ex la vitesse interfaciale dans la régionI dans le référentiel de la paroi

(voir Fig. 5.2.b). Sa nature unidirectionnelle, ainsi que son expression,Uint (y) = 3�U d
3� + H o / h1 (y)

sont justi�ées en Annexe F.

Le volume de contrôleW est divisé en sous-volumes en fonction de l'approximation utilisée

pour décrire l'écoulement :W1 est un cylindre de rayon(R � Ho) et de hauteur 2Ho , incluant

l'écoulement dans le corps de la goutte (régionI i ), le �lm plat (région I o) et les régions

interne (III i ) et externe (III o) du ménisque dynamique,W2 est une couronne d'épaisseur et

de hauteur 2Ho incluant l'écoulement 3D proche de l'interface de la goutte. A l'extérieur de

W (i.e au moins à une distance d'ordreHo de l'interface de la goutte), le champ des vitesses

lointain est donné par l'approximation de Hele-Shaw [51] :

u jj =
3
2

z(2Ho � z)
H 2

o
V jj = �

z(2Ho � z)
2� o

grad jj (pout ) (5.2)

où pout = pout (� , � ) est le champ de pression externe et l'indicejj désigne la composante

vectorielle dans le plan(xOy). V jj = � H 2
o

3� o
grad jj (pout ) est la moyenne du champ des vitesses

sur l'épaisseur de la cellule de Hele-Shaw.
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Il reste maintenant à déterminer W et DW. Nous commençons par établir l'expression de

la puissance fournie àW, W , puis dans un second temps, nous détaillerons les contributions

à la dissipation visqueuse totale provenant des di�érentes zones du système.

Figure 5.2: (a) Coupe de la goutte dans le plan d'équationz = Ho. L'équilibre entre la
puissance injectée et la puissance dissipée est e�ectué au sein du volume de contrôleWde rayon
(R + Ho) autour de la goutte (tirets noirs) ; (b) Coupe de la goutte dans le plan d'équation
y = 0.
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Puissance fournie à W par le tenseur des contraintes

Nous commençons par établir les champs de pression et des vitesses à l'extérieur deW.

L'équation de Hele-Shaw (5.2) montre que l'écoulement externe est un écoulement potentiel

2D où la vitesse moyenneV jj s'exprime comme le gradient du potentiel = � H 2
o

3� o
pout . Dans

ce contexte, le champ des vitesses lointain est la superposition d'un écoulement uniforme de

vitesseUf ex loin de la goutte de potentiel  1 = Uf � cos(� ), et d'une perturbation dipolaire

de moment m = 2�R 2(Ud � Uf ) ex et de potentiel  2 = � m .e�
2�� au voisinage de la goutte

[52][13] :

V jj (� , � ) = V� (� , � ) e� + V� (� , � ) e�

avec

V� (� , � ) = Uf cos(� ) � (Uf � Ud)
R2

� 2 cos(� )

V� (� , � ) = � Uf sin(� ) � (Uf � Ud)
R2

� 2 sin(� )
(5.3)

et le champ de pression extérieur s'écrit

pout (� , � ) = �
3� o

H 2
o

"

� U f cos(� ) + (Uf � Ud)
R2

�
cos(� )

#

Dans notre étude Ho � R, et ces équations montrent que les contraintes visqueuses

normale et tangentielle, s'exercant sur la surface latéraleS du volume de contrôle en� =
R + Ho, sont plus faibles que le champ de pression d'un ordre(Ho/ R)2. Pour Ho � R, on

pourra donc approcherW par la puissance délivrée par le seul champ de pression externe à

la frontière du volume de contrôle :

W = �
Z

S
pout (R + Ho, � )u jj (R + Ho, � ) dS

=
6� o� (R + Ho)2

Ho

"

U2
f � (Uf � Ud)2

�
R

R + Ho

� 4
#

On peut simpli�er davantage cette dernière expression en l'écrivant à l'ordre dominant en

(Ho/ R) :

W '
6� o�R 2

Ho
(2Uf � Ud)Ud (5.4)

En égalisant alorsW et DW, on obtient une expression formelle pour� :

� =
Ud

Uf
=

2

1 +
Ho� o

6R2Ca2 2�
DW

(5.5)

où  est la tension super�cielle et Ca = � oUd/  le nombre capillaire. Cette expression se

réduit à la mobilité de Taylor & Sa�man lorsque DW n'est pas pris en compte.
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L'équation (5.5) montre qu'en déterminant DW il est possible de connaître l'évolution de

� avecCa.

5.2.2 Détermination de la dissipation totale dans le volume de contrôle

La partie délicate de cette étude consiste à évaluer le taux de dissipation visqueuse to-

tale DW dans le volume de contrôleW. L'expression générale du taux de dissipation pour un

écoulement visqueux est rappelée en Annexe E. Pour évaluer la dissipation totale nous com-

mençons par établir des lois d'échelle pour les di�érentes contributions à cette dissipation a�n

de savoir lesquelles sont les plus importantes. Ensuite ces contributions seront déterminées

numériquement à l'aide du pro�l théorique de la topographie de l'interface.

5.2.2.1 Lois d'échelle des contributions à DW

Dans un premier tempsDW est divisée en deux contributions provenant des deux sous-

domainesW1 et W2 :

DW = DW2 + DW1

W2 comprend les écoulements localisés au voisinage de l'interface sur une couche interne (rose)

et externe (bleu) à la goutte d'épaisseur caractéristiqueHo (voir Fig. 5.2). La complexité des

écoulements dans cette région empêche tout calcul simple du champ des vitesses et donc du

taux de dissipation DW2 . Cependant une loi d'échelle peut être déterminée pourDW2 . Pour

cela, on décompose cette dissipation en deux contributions : celle de la région interne du

ménisque statiqueD II i et celle de la région externe du ménisque statiqueD II o .

DW2 = D II i + D II o

Evaluons ces deux contributions. Le cisaillement établi dans le corps de la goutte(Ud �

Uint )/ Ho s'étend au ménisque statique (régionII i ) de volume�RH 2
o , de façon à ce que l'ordre

de grandeur de la dissipation dans la régionII i soit

D II i � �� o�RU 2
d

�
1 �

Uint

Ud

� 2

(5.6)

Dans la zoneII o, le cisaillement est d'ordre Ud/ Ho et le volume d'ordre �RH 2
o , ce qui

implique que la dissipation visqueuse dans cette région est d'ordre

D II o � �� oRU2
d (5.7)

W1 comprend le corps de la goutte (régionI i ), le �lm "plat" (région I o) et les deux régions

interne (III i ) et externe (III o) du ménisque dynamique. A�n d'évaluer DW1 , ce taux de

dissipation est divisé en contributions provenant des di�érentes zones mentionnées :
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DW1 = D I i + D I o + D III i + D III o

Montrons que DW2 � DW1 en évaluant en ordre de grandeur les contributions deDW1 .

Dans le corps de la goutte (I i ), le cisaillement est d'ordre (Ud � Uint )/ Ho et le volume

d'ordre VI i � �R 2Ho, ce qui donne :

D I i �
�� o�R 2U2

d

Ho

�
1 �

Uint

Ud

� 2

(5.8)

Dans le �lm plat ( I o), le cisaillement est d'ordre Uint / h1 et le volume d'ordre VI o �

�R 2h1 , ce qui donne :

D I o �
� o�R 2U2

d

h1

�
Uint

Ud

� 2

(5.9)

Dans la région (III i ), la variation caractéristique de vitesse est d'ordrevb � Ud/ (1+ � h1
l � )

(voir sous-section 2.1.2 du chapitre 2) et s'e�ectue sur une distancel � , par conséquent, le

cisaillement est d'ordrevb/ l � . Comme le volume de cette région est d'ordreVIII i � �Rl � 2
, on

obtient :

D III i � ��� oRU2
d /

�
1 +

�h 1

l �

� 2

Par ailleurs la continuité de la courbure entre le ménisque dynamique et le ménisque

statique donne @2h
@�2 � h1

l � 2 � 1
H o

et on peut alors exprimer la dissipation dans la régionIII i

sous la forme

D III i � ��� oRU2
d /

 

1 + �

s
h1

Ho

! 2

(5.10)

Dans la région (III o), le taux de cisaillement est d'ordre Ud/ h1 et son volume d'ordre

�Rl � h1 , ce qui donne pourD III o :

D III o � � o

�
Ud

h1

� 2

�Rl � h1

Par ailleurs la continuité de la courbure entre le ménisque dynamique et le ménisque statique

donne @2h
@�2 � h1

l � 2 � 1
H o

et on peut alors exprimer la dissipation dans la régionIII o sous la

forme

D III o � � oU2
d �R

s
Ho

h1
(5.11)

Ces lois d'échelle montrent queD II i est d'un ordre (Ho/ R) plus faible que D I i et que

D II o est d'un ordre
q

h1
H o

plus faible queD III o , par conséquent, la principale contribution au

taux de dissipation visqueuse dansW provient de W1 :
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DW ' DW1

D'autre part, au sein de la dissipation DW1 on peut négligerD III i puisque en se servant

de l'expression deUint = 3�U d
3� + H o / h1

, on voit que

D III i

D I i

�
Ho

R
1

�
1 + �

q
h1
H o

� 2 �
H o / h1

3� + H o / h1

� 2 � 1

En dé�nitive la dissipation totale dans le volume de contrôle W peut être approchée par

DW ' D I i + D I o + D III o (5.12)

On voit alors qu'en déterminant les trois contributions D I i , D I o et D III o , il est possible

de connaître l'évolution de � avec Ca. La méthode d'évaluation de ces trois contributions

à partir de la topographie théorique du �lm de lubri�cation est détaillée dans la prochaine

sous-section.

5.2.3 Détermination numérique de la dissipation visqueuse DW grâce à la

topographie théorique du �lm

Pour calculer D I i et D I o nous faisons des hypothèses sur les écoulements dans le corps

de la goutte et dans le �lm plat. Dans le corps de la goutte, la condition R � Ho permet

d'approcher le champ des vitesses par un champ contenu dans le plan(Oxy) dont la variation

est lente suivant x et y par rapport à sa variation selon z (cf. approximation de Hele-Shaw).

D'autre part, il a été montré expérimentalement [25] que pour R � Ho, l'écoulement au

sein de la goutte est quasiment unidirectionnel (selon l'axex) avec une vitesse moyennée sur

l'épaisseur de la cellule uniforme. On considère alors l'écoulement à l'intérieur de la goutte

comme un écoulement de Poiseuille dans la directionx, dont la moyenne sur l'épaisseur de

la cellule est uniforme et égale àUd dans le référentiel de la paroi. En particulier, on appelle

Uint ex la vitesse interfaciale dans la régionI . Dans le �lm plat, la petitesse de l'ordre de

grandeur de l'épaisseur du �lm de lubri�cation par rapport aux autres longueurs du problème

(h1 � Ho � R), permet de considérer l'écoulement dans cette région comme un écoulement

de Couette unidirectionnel suivant l'axe x. La détermination des champs des vitesses selonx,

ui et uo, respectivement à l'intérieur de la goutte (région I i ) et dans le �lm plat (région I o),

a été e�ectuée en Annexe F. Leur expression permet alors de calculerD I i et D I o . En notant

VI o et VI i les volumes du �lm plat et de l'intérieur de la goutte, on obtient :

D I o = � o

Z

VI o

�
@uo
@z

� 2

dV =
2 2Ca2

� o

Z (R� H o )

0

Z 2�

0

�
3�

3�h 1 + Ho

� 2

h1 � d� d� (5.13)
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D I i = �� o

Z

VI i

�
@ui
@z

� 2

dV =
6� 2Ca2Ho

� o

Z (R� H o )

0

Z 2�

0

�
(3�h 1 + Ho)2 d� d� (5.14)

Dans ces deux contributions à la dissipation totale,h1 représente l'épaisseur du �lm plat

ne dépendant que dey. Cette épaisseur est déterminée par la résolution de l'équation du �lm

de lubri�cation (2.13).

Nous évaluons maintenant le taux de dissipation dans le ménisque dynamique. Dans cette

région, l'approximation de lubri�cation permet de négliger les variations radiale et orthora-

diale du champ des vitesses devant ses variations suivantz. Nous pouvons alors approcher le

taux de dissipation dans le ménisque dynamique par :

D III o = � o

Z

VIII o

" �
@uo�

@z

� 2

+
�

@uo�

@z

� 2
#

dV

où VIII o est le volume du ménisque dynamique et(uo� , uo� ) sont les composantes radiale

et orthoradiale du champ des vitesses dans le ménisque dynamique, données par le système

d'équations (2.12). L'écriture des taux de cisaillement radial et orthoradial

@uo�

@z
= �


� o

@3h
@�3

(z � h/ 2) +
�
UIII � + Ud cos(� )

�
/ h

@uo�

@z
= �


� o�

@3h
@�2@�

(z � h/ 2) + [UIII � � Ud sin(� )] / h

montre que, lorsqueHo � R, on peut négliger le premier terme du taux de cisaillement

orhtoradial puisque le gradient orthoradial de courbure 1
�

@3h
@�2@� est négligeable devant le gra-

dient radial @3h
@�3 . Le taux de dissipation dans le ménisque dynamique s'écrit alors :

D III o = � o

Z

VIII o

"

�

� o

@3h
@�3

(z � h/ 2) +
UIII � + Ud cos(� )

h

#2

+
�

UIII � � Ud sin(� )
h

� 2

dV

(5.15)

Dans les faits, pour calculerD III o on commence par se placer dans un des deux cas

limites sur le rapport de viscosité (cf. chapitre 2) de façon à connaître l'expression de la

vitesse interfaciale dans la régionIII , U III = UIII � e� + UIII � e� . Ceci permet de simpli�er

l'équation générale du �lm (2.13) que l'on résout. On se sert ensuite du pro�l théorique de

l'interface pour calculer D III o .

Ce calcul est e�ectué en divisant, comme dans l'analyse de Burgess & Foster, le domaine

d'intégration angulaire en trois zones, les ménisque avant/arrière et latéral, correspondant

chacune à une contribution à la dissipation totale dans le ménisque dynamique. Dans la

section suivante, nous allons évaluer numériquement les trois contributionsD I i D I o et D III o
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dans chacune des quatres con�gurations mentionnées dans le tableaux 5.1 et comparer la

mobilité calculée numériquement aux données expérimentales.

Avant d'e�ectuer cette comparaison, nous établissons une expression de la mobilité en loi

d'échelle sur la base de l'expression deW (éq. (5.4)) et des lois d'échelle pourD I i (éq. (5.8)) et

D I o (éq. (5.9)) et D III o (éq. (5.11)). Cette expression de la mobilité en loi d'échelle permettra

de mieux comprendre quelle contribution dissipative domine dans le système en fonction du

rapport de viscosité et la dépendance de la mobilité avec le rayon de la goutte en résultant.

5.2.4 Expression de la mobilité en loi d'échelle

La loi d'échelle pour la mobilité est établie en remplaçant dans l'équation formelle de la

mobilité (5.5), DW par la somme des trois lois d'échelle pourD I i , D I o et D III o , on obtient :

� =
Ud

Uf
�

2

1 + a
�

Ho

R

� �
h1

Ho

� � 1/ 2

| {z }
dissipation dans III o

+ b �
�

1 �
Uint

Ud

� 2

| {z }
dissipation dans I i

+ c
�

h1

Ho

� � 1 �
Uint

Ud

� 2

| {z }
dissipation dans I o

(5.16)

où la vitesse interfaciale dans la régionI , Uint , s'écrit

Uint (y) =
3�U d

3� + Ho/ h1 (y)

La relation (5.16) montre que les rapports de viscosité� et des longueurs(h1 / Ho),
notamment par l'intermédiaire de la vitesse interfaciale Uint , régissent la manière dont la

dissipation visqueuse se répartit dans les régionsI i et I o.

En se rappelant que la loi d'échelle pour l'épaisseur du �lm plat esth1 � HoCa2/ 3,

l'équivalence (5.16) peut être réécrite sous la forme :

� =
Ud

Uf
�

2

1 + a
�

Ho

R

�
Ca� 1/ 3

| {z }
dissipation dans III o

+ b�
�

1 �
Uint

Ud

� 2

| {z }
dissipation dans I i

+ c Ca� 2/ 3
�

Uint

Ud

� 2

| {z }
dissipation dans I o

(5.17)

Cette loi d'échelle pour la mobilité indique que lorsque la dissipation dans le ménisque

dynamique (D III o ) domine les deux autres contributions, alors� croît avec le rayon de la

goutte à nombre capillaire �xé. Lorsque c'est la dissipation dans le �lm plat (D I o ) et/ou la

dissipation dans le corps de la goutte (D I i ) qui dominent, alors � ne dépend plus du rayon de

la goutte. Ce comportement s'explique par la dépendance quadratique deW (éq. (5.4)), D I i

(éq. (5.8)) et D I o (éq. (5.9)) di�érente de la dépendance linéaire deD III o avec le rayon de la

goutte.
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5.3 Confrontation du modèle théorique aux données

expérimentales de mobilité de gouttes

Nous confrontons à présent le modèle théorique présenté dans la section précédente aux

données expérimentales sur la mobilité de bulle/goutte pour les quatres couples de solutions

indiqués dans le tableau 5.1.

5.3.1 Mobilité d'une bulle

Dans le cas d'une bulle, le rapport de viscosité est d'ordre� � 10� 2. Dans ce cas, la vitesse

interfaciale dans la régionI est négligeable devantUd puisque Uint / Ud � h1 / Ho � 1. En

utilisant les lois d'échelle pourD I i et D III o en y incorporant la loi pour Uint / Ud, on remarque

que D I i � D III o car :

D I i

D III o

� �
R
Ho

s
h1

Ho
� 10� 1Ca1/ 3 � 1

où on a remplacéR/ Ho � 10 et h1 / Ho � Ca2/ 3.

Le même raisonnement pourD I o et D III o indique que D I o � D III o puisque leur rapport

véri�e

D I o

D III o

�
R
Ho

s
h3

1

H 3
o

� 10Ca � 1

Ainsi, dans le cas d'une bulle, la dissipation dans le ménisque dynamiqueD III o domine

les deux autres contributions dissipatives et il est cohérent de voir expérimentalement que

la mobilité augmente avec le rayon de la bulle à nombre capillaire donné (voir Fig. 5.1.a).

Pour le calcul numérique de la mobilité on ne considère que la contributionD III o (éq. (5.15))

qui est nettement supérieure aux deux autres. Pour la calculer, il est nécessaire de connaître

l'expression de la vitesse interfaciale dans la régionIII . Dans le cas d'une interfacestress-

free, cette vitesse interfaciale s'obtient par la nullité des contraintes visqueuses tangentielles

à l'interface et son expression est donnée par (cf. chapitre 2 équation (2.19))

U III =

 

�
Ah2

2
� Ud cos(� )

!

e� +

 

�
A0h2

2
+ Ud sin(� )

!

e�

En remplaçant l'expression de cette vitesse dans l'équation (5.15) deD III o , on obtient à

l'ordre dominant en Ho/ R :

D III o =
 2

� o

Z

VIII o

 
@3h
@�3

! 2

(z � h)2dV (5.18)

Dans le cas d'une bulle, l'équation de l'interface est donnée par (2.20). En la résolvant

numériquement on peut déterminerD III o et donc la variation de la mobilité avec le nombre

113



capillaire. En comparant le résultat de ce modèle théorique aux données expérimentales de

mobilité de bulle (Fig. 5.3.a), on constate un accord quantitatif entre la théorie et l'expérience

sans paramètre d'ajustement dans toute la gamme deCa et quel que soit le rayon de la bulle

. Dans la Fig. 5.3.a, le modèle de Taylor & Sa�man est aussi indiqué par� T S et montre qu'il

surestime la mobilité expérimentale.

Figure 5.3: (a) Mesures expérimentales de mobilité� de bulle d'air dans de l'huile FC-40
en fonction du nombre capillaire pour trois rayons di�érents. La ligne noire horizontale est la
solution de Taylor & Sa�man [4]. Les lignes en tiret-pointillé, en tirets et en trait plein sont
les courbes théoriques de la mobilité calculées à l'aide du modèle exposé en section 5.2 pour
chaque rayon de bulle ;(b) Mesures expérimentale de mobilité de Maruvada& Park [9] pour
des bulles dans de l'huile silicone (2Ho = 1.8 mm,  = 21 mN/m, � o = 97 mPa.s) pour deux
rayons di�érents. La ligne noire horizontale est la solution de Taylor & Sa�man [4]. Les lignes
en tirets et en trait plein sont les courbes théoriques de la mobilité calculées pour les deux
rayons de bulle.

Le modèle présenté a aussi été comparé aux données expérimentales de Maruvada& Park

[9] de la mobilité de bulle d'air se déplaçant dans de l'huile silicone sans tensioactif (voir

Fig. 5.3.b). Pour ce jeu de données également, on constate qu'à nombre capillaire �xé, la

mobilité croît avec le rayon de la bulle. D'autre part, il apparaît que le modèle théorique

de la mobilité présenté dans la section précédente reproduit quantitativement leurs données

expérimentales pour Ca � 10� 2 et commence à les sous-estimer pourCa > 10� 2. Cette

écart résulte probablement d'une surestimation de la dissipation visqueuse dans le ménisque

dynamique, liée à une sous-estimation de l'épaisseur du �lm dans notre modèle. En e�et,

l'établissement de l'équation du pro�l de l'interface, et donc la détermination de la valeur de

l'épaisseur du �lm, est basé sur deux hypothèses : les termes inertiels peuvent être négligés

dans l'équation de Navier-Stokes et l'approximation de lubri�cation est valide. Pour connaître

l'importance des e�ets inertiels par rapport aux e�ets capillaire et visqueux, les nombres de

Reynolds (e�et inertiel/e�et visqueux) Re et de Weber (e�et inertiel/e�et capillaire) We
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sont évalués dans le ménisque dynamique dans la con�guration de Maruvada & Park (masse

volumique de l'huile silicone � sil = 103 Kg/m 3, viscosité de l'huile silicone � o = 0.1 Pa.s,

tension super�cielle  = 21 mN/m, Ud � 10� 3 m/s et Ho = 10� 3 m) :

Re =

 
� silU2

d

l �

!

/
�

� oUd

h2
1

�
�

�U dHo

� o

�
h1

Ho

� 3/ 2

� 10� 2
�

h1

Ho

� 3/ 2

� 10� 2

et

We =

 
� silU2

d

l �

!

/
�

h 1

l � 3

�
�

� silU2
d Ho


= 5 � 10� 5

Pour chaque nombre adimensionné, les équivalences successives découlent de la relation de

continuité des courbures entre le ménisque dynamique et statique
h1

l � 2 �
1

Ho
. La petitesse des

nombres de Reynolds de Weber montre que les e�ets inertiels sont e�ectivement négligeables

dans le système de Maruvada & Park et que donc la première hypothèse du modèle est bien

véri�ée. En revanche l'approximation de lubri�cation est valide tant que h1 (/ Ca2/ 3) �

l � (/ Ca1/ 3), c'est-à-dire pour Ca � 10� 3. Pour des nombres capillaires supérieurs à cette

valeur limite, comme c'est le cas chez Maruvada & Park, l'approximation de lubri�cation est

susceptible de ne plus être véri�ée et des �lms d'épaisseur plus importante que celle prévue

par l'équation (2.20) peuvent se développer.

5.3.2 Mobilité d'une goutte peu visqueuse dans une solution très

concentrée en tensioactifs

La mobilité de gouttes de C6F14 dans une solution aqueuse de NaCl et de C10TAB

(troisième ligne du tableau 5.1) a été mesurée pour deux rayons de goutte (voir Fig. 5.1.b).

Comme pour les bulles, on voit que la mobilité augmente avec le rayon de la goutte à nombre

capillaire �xé. Ce comportement s'explique encore par le fait que la contributionD III o domine

D I i et D I o . En e�et, pour ce système le rapport de viscosité vaut � ' 2 � 10� 1 et par

conséquent, l'ordre de grandeur de la vitesse interfaciale dans la régionI est encoreUint / Ud �

h1 / Ho � 1. En utilisant les lois d'échelle pour D I i et D III o en y incorporant la loi pour

Uint / Ud, on voit que :

D I i

D III o

� �
R
Ho

s
h1

Ho
� 2Ca1/ 3 � 0.4

où on a remplacéR/ Ho � 10. La borne supérieure de l'inégalité est évaluée pour le nombre

capillaire expérimental le plus grandCa ' 5 � 10� 3 (voir Fig. 5.1.b).

Le même raisonnement pourD I o et D III o indique que D I o � D III o puisque leur rapport

véri�e encore

D I o

D III o

�
�

R
Ho

�
Ca � 10Ca � 1
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On remarque que par rapport au cas bulle, le rapportD I i / D III o est plus important, et

dans le calcul numérique de la dissipation nous tiendrons compte des deux contributionsD III o

et D I i .

Pour ce rapport de viscosité � � 2 � 10� 1 la topographie du �lm de lubri�cation est

théoriquement la même que celle sous une bulle puisque, pour� � Ca� 1/ 3, l'interface peut

être considérée commestress-free et l'équation du �lm est la même que pour une bulle (cf.

équation (2.20) du chapitre 2). Ainsi, en résolvant (2.20), on peut déterminer numériquement

D III o , donnée par l'expression (5.18) (interfacestress-free), et D I i , donnée par l'équation

(5.14). Les courbes de la mobilité théorique en fonction du nombre capillaire sont tracées en

trait plein sur la Fig. 5.4 : la courbe noire correpond àR = 100 � m et la rouge à R = 80

� m. On constate que la mobilité déterminée à partir d'une hypothèse d'interfacestress-free

en tout point surestime nos données expérimentales. Il y a donc une source de dissipation qui

n'a pas été prise en compte.

Pour comprendre l'origine de cet écart, nous allons nous baser sur la topographie expé-

rimentale du �lm de lubri�cation mesurée pour ce système et analysée en sous-section4.1

du chapitre 4. Il avait été mis en évidence que la topographie théoriquestress-free de Bur-

gess& Foster (cf. équation (2.20)) sous-estime l'épaisseur expérimentale dans le ménisque

dynamique arrière où une importante bosse est observée expérimentalement. La présence de

cette importante bosse est liée à l'accumulation de tensioactifs à l'arrière de la goutte qui

génèrent une contrainte de Marangoni rigidi�ant l'interface dans cette région. A�n de rendre

compte de l'in�uence de cet e�et sur la mobilité de la goutte, nous pouvons considérer en

première approximation que l'interface dans le ménisque dynamique arrière est assimilable à

une interface totalement rigide (i.e. sliding) dont le pro�l est donnée par l'équation (2.28)

pour � = 1 . Cette approximation se justi�e par deux constatations. La première est la pe-

titesse de la vitesse interfacialeumax
s dans le référentiel de la goutte mesurée au sommet de

la bosse, par rapport àUd. Le rapport de ces deux vitesses vautumax
s / Ud ' � 0.2 (voir Fig.

4.7.c), ce qui montre qu'en direction de l'arrière de la goutte, passée la bosse, l'interface est

quasiment rigide. La seconde constatation est que la valeur de l'épaisseur de la bosse expé-

rimentale hmax ' 1.7h1 (voir Fig. 4.7.b) est très proche de la valeur du �lm plat obtenue

dans le cassliding, 22/ 3hBreth = 1.59hBreth , puisque l'épaisseur du �lm plat expérimentale

h1 est bien reproduite par hBreth (voir Fig. 4.4.c). Pour déterminer la dissipation totale dans

le ménisque dynamique on considère alors que l'interface eststress-free dans les ménisques

avant et latéraux et rigide dans le ménisque dynamique arrière. Comme précédemment, on

résout l'équation stress-free(2.20) pour calculer numériquement la dissipation visqueuse dans

les ménisques avant et latéraux donnée par l'expression (5.18). Dans le ménisque dynamique

arrière la condition sliding donne UIII � = UIII � = 0 et l'expression de la dissipation dans le

volume V arr
III o

du ménisque dynamique arrière s'écrit
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III o

= � o

Z

V arr
III o
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�

� o

@3h
@�3

(z � h/ 2) +
Ud cos(� )

h

#2

+
�

� Ud sin(� )
h

� 2

dV (5.19)

Le calcul numérique deD arr
III o

s'e�ectue alors en résolvant l'équation du pro�l de l'interface

rigide dans le ménisque dynamique arrière (cf. équation (2.28) pour� = 1 ). Le résultat du

calcul de la mobilité, en tenant compte de cette dissipation plus importante dans le ménisque

dynamique arrière, est tracé en tirets sur la Fig. 5.4 pour les deux rayons de goutte (tirets

noir pour R = 100 � m et rouge pour R = 80 � m). On voit que la prise en compte de cette

dissipation plus importante dans le ménisque dynamique arrière dans le modèle théorique de la

mobilité, permet alors de reproduire quantitativement les données expérimentales. Ce résultat

montre qu'une modi�cation de la condition limite à l'interface, même locale, peut in�uencer

de façon notable la mobilité d'une goutte.

Figure 5.4: Mesures expérimentales de mobilité� de gouttes de C6F14 dans une solution
aqueuse de NaCl et C10TAB en fonction du nombre capillaire pour deux rayons di�érents.
Les lignes en trait plein (noire pour R = 100 � m, rouge pourR = 80 � m) sont les courbes de
la mobilité théorique déterminées par un modèle considérant que toute l'interface de la goutte
est stress-free. Les lignes en tiret (noire pour R = 100 � m, rouge pour R = 80 � m) sont les
courbes de la mobilité théorique déterminées par un modèle considérant que l'interface est
stress-freedans les ménisques dynamiques avant/ latéral et rigide dans le ménisque dynamique
arrière

5.3.3 Mobilité d'une goutte très visqueuse

La mobilité de gouttes d'huile silicone (V1000) dans une solution aqueuse de NaCl et de

SDS (quatrième ligne du tableau 5.1) a été mesurée pour deux rayons de goutte (voir Fig.
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5.1.c). Comme nous l'avons déjà mentionné, deux régimes de variation de la mobilité sont

présents dans ce système : le régime capillaire dans lequel� croît avec Ca, et le régime de

pression de disjonction au sein duquel� est constant. La saturation de la mobilité à bas

nombre capillaire (Ca � Ca� ' 3.5 � 10� 5) observée expérimentalement s'explique par la

saturation de l'épaisseur du �lm de lubri�cation qui, comme on le voit dans l'expression

(5.16), régit la valeur de la mobilité.

D'autre part, on voit que la mobilité ne dépend quasiment pas du rayon de la goutte à

nombre capillaire �xé. Ce comportement s'explique par le fait que les contributionsD I i et

D I o dominent D III o . En e�et, pour ce système le rapport de viscosité vaut� = 972 et par

conséquent la vitesse interfaciale dans la régionI véri�e Uint / Ud � 1 et
�
1 � Uint

Ud

�
� H o

�h 1
.

En utilisant les lois d'échelle pour D III o et D I i en y incorporant la loi pour
�
1 � Uint

Ud

�
, on

voit que :

D I i

D III o

�
R
Ho

1
�

�
Ho

h1

� 3/ 2

�
R
Ho

1
�Ca

�
10� 2

Ca
� 1

où on a remplacéR/ Ho � 10 et h1 � HoCa2/ 3.

Le même raisonnement pourD I o et D III o indique que D I o � D III o puisque leur rapport

véri�e

D I o

D III o

�
�

R
Ho

� s
Ho

h1
�

10
Ca1/ 3 � 1

Pour cet important rapport de viscosité � = 972, la topographie du �lm de lubri�cation

est théoriquement décrite par l'équation (2.25) valable pour� �
�

hf ( �
2 )

H o

� � 1/ 2
(pour Ho = 7

� m et hf ( �
2 ) � 10 nm,

�
hf ( �

2 )
H o

� � 1/ 2
� 25). Si l'on tient compte des trois contributions D I i ,

D I o et D III o pour le calcul de la dissipation, on commence par réexprimerD III o à l'aide de

l'expression de la vitesse interfacialeU III dans ce cas (cf. sous-section 2.2.4 du chapitre 2) :

UIII � = UI � =
� Ud cos(� )
1 + 3�� f (� )

UIII � = UI � =
Ud sin(� )

1 + 3�� f (� )

où � f (� ) = hf (� )/ Ho et hf (� ) est l'épaisseur du �lm à la frontière entre les régionsIII et I .

La dissipation dans le ménisque dynamique (éq. (5.15)) devient :

D III o = � o

Z

VIII o

"

�

� o

@3h
@�3

(z � h/ 2) +
3�� f Ud cos(� )
h(1 + 3�� f )

#2

+

"
� 3�� f Ud sin(� )

h(1 + 3�� f )

#2

dV (5.20)

La résolution de l'équation du �lm de lubri�cation (2.25) permet alors de calculer numé-

riquement D III o , D I o , D I i et de tracer la courbe théorique de la mobilité (trait continu bleu

pour R = 90 � m et vert pour R = 68 � m) pour � = 972 en Fig. 5.5. On voit que le pro-

�l théorique reproduit quantitativement les données expérimentales dans le régime capillaire
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pour Ca > Ca � ' 3.5� 10� 5, mais a tendance à les sous-estimer dans le régime de pression

de disjonction pour Ca � Ca� . Cette sous-estimation est liée au fait que l'e�et de saturation

de l'épaisseur du �lm n'est pas pris en compte dans le calcul théorique de la mobilité.

Figure 5.5: Mesures expérimentales de mobilité� de gouttes d'huile silicone (V1000) dans une
solution aqueuse de NaCl et SDS en fonction du nombre capillaire pour deux rayons di�érents.
Les lignes en trait plein bleu (R = 90 � m) et vert ( R = 68 � m) sont les courbes de la mobilité
théorique déterminées par un modèle considérant les trois contributions dissipativesD I i , D I o

et D III o . Les lignes en trait plein noir (R = 90 � m) et rouge (R = 68 � m) sont les courbes de la
mobilité théorique déterminées par un modèle considérant les deux contributions dissipatives
D I i , D I o avec un cut-o� sur l'épaissseur du �lm

Si l'on souhaite tenir compte de cet e�et de saturation de l'épaisseur du �lm sur la mobilité,

on peut dans une première approximation appliquer un simple "cut-o�" à h� = 25 nm (voir

Fig. 4.15) sur l'épaisseur du �lm dans le modèle. En ne considérant que les contributions

dissipatives dominantes,D I i et D I o , dans le calcul de la mobilité, on obtient les lignes en trait

plein noire (R = 90 � m) et rouge (R = 68 � m). On remarque que dans le régime capillaire,

l'écart entre les deux modèles théoriques (avec ou sans prise en compte de la dissipation dans

le ménisque dynamique) est faible, et on pourra négliger la contribution de la dissipation dans

le ménisque dynamique pour modéliser la mobilité d'une goutte pour cet ordre de rapport de

viscosité. D'autre part, on constate que le modèle reproduit la transition entre les deux régimes

pour un nombre capillaire proche du nombre capillaire de transition expérimentaleCa� , mais

qu'il surestime la mobilité expérimentale dans le régime de pression de disjonction. Pour savoir

si cet écart résulte de la négligeance de la dissipation visqueuse dans le ménisque dynamique,
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il faudrait la calculer en trouvant le pro�l de l'interface dans cette région. L'épaisseur sature

aussi dans le ménisque dynamique et la détermination du pro�l de l'interface dans cette

région suppose alors d'utiliser une méthode de shooting numérique a�n de trouver le pro�l de

l'interface raccordée à une épaisseur �xée dans le �lm plat (h� ) et à une interface de courbure

�xée 1/ Ho dans le ménisque statique. Ce développement est un projet en cours et n'est pas

présenté dans ce travail.

5.3.4 Mobilité d'une goutte peu visqueuse dans une solution peu

concentrée en tensioactifs

Pour �nir nous analysons la mobilité de gouttes d'huile �uorée C6F14 dans une solution

aqueuse de NaCl et SDS (cinquième ligne du tableau 5.1). Une approche purement hydrody-

namique (i.e. sans prendre en compte l'e�et des tensioactifs à l'interface) montre que pour

cette gamme de rapport de viscosités (� = 0.64), les dissipations visqueuses dans le �lm plat

(D I o ) et dans le corps de la goutte (D I i ) sont négligeables devant celle dans le ménisque

dynamique (D III o ) et par conséquent, la mobilité devrait augmenter avec le rayon à nombre

capillaire �xé. Or expérimentalment on observe le comportement inverse : la mobilité décroît

avec le rayon de la goutte. Ce comportement, ainsi que la présence d'une topographie du

�lm de lubri�cation de type sliding (cf. 4.3) pour un si faible rapport de viscosité, souligne

l'importance de l'e�et de la contrainte interfaciale, liée à la présence des tensioactifs, sur la

topographie du �lm et la mobilité de la goutte.

Une première approche pour décrire la mobilité de la goutte consiste à supposer l'intégra-

lité de l'interface comme rigide puisque ce cas donnerait e�ectivement lieu au développement

d'une topographie de typesliding. Dans ce cas de �gure, la vitesse interfaciale dans la région

I dans le référentiel de la paroi véri�e Uint = Ud et la vitesse interfaciale dans le référentiel

de la goutte dans le ménisque dynamique vérifeUIII � = UIII � = 0. La dissipation dans le

corps de la goutteD I i est alors nulle, celle dans le ménisque dynamiqueD III o est donnée par

l'expression (5.19), mais intégrée cette fois sur tout le volume du ménisque dynamique etD I o

est donnée par l'expression (5.13) pour� = 1 . La résolution de l'équation du �lm dans le

cas rigide (2.27) permet de calculer numériquement les deux contributionsD I o et D III o et

de tracer la mobilité théorique en fonction du nombre capillaire. Ces courbes théoriques sont

présentées en tiret (rouge pourR = 70 � m, vert pour R = 105 � m et noir pour R = 165 � m)

en Fig. 5.6. Il apparaît clairement que le fait de considérer l'interface comme uniformément

rigide conduit à une sous-estimation de la mobilité de la goutte.

Cette sous-estimation est probablement liée à une surestimation de la dissipation dans

le �lm plat. En e�et, il a été montré théoriquement par Ratulowski & Chang [14] dans le

cas d'une bulle in�nie (pas d'in�uence du ménisque arrière) se déplaçant dans une solution

de tensioactifs dans un capillaire cylindrique, que l'épaississement du �lm plat peut évoluer

d'un épaississementrolling (42/ 3) à un épaississementstress-free (1) en fonction du nombre
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Figure 5.6: Mesures expérimentales de mobilité� de goutte d'huile �uorée C6F14 dans une
solution aqueuse de NaCl et SDS en fonction du nombre capillaire pour deux rayons di�érents.
Les lignes en tirets (rouge pourR = 70 � m, vert pour R = 105� m et noir pour R = 165� m)
sont les courbes de mobilité théorique en considérant toute l'interface comme rigide (sliding).
Les lignes en traits pleins (rouge pourR = 70 � m, vert pour R = 105 � m et noir pour R =
165 � m) sont les courbes de mobilités théorique en considérant seulement l'interface dans le
ménisque dynamique comme rigide.

capillaire, tout en maintenant la condition d'un �lm plat au repos par rapport à la paroi. On

peut alors supposer que l'épaississementsliding observé expérimentalement soit dû au fait

que l'on se trouve à la transition entre ces deux épaississements limites et que le �lm plat soit

au repos par rapport à la paroi. Evaluons la mobilité théorique dans ce cas. Les dissipations

dans le �lm plat et le corps de la goutte sont données par les expressions (5.13) et (5.14) pour

� = 0.64. La dissipation dans le ménisque dynamique est calculée en considérant l'interface

dans cette zone comme étant rigide. L'expression deD III o est donnée par (5.19) mais intégrée

sur tout le volume du ménisque dynamique. Il convient de noter que la dissipation que l'on

évalue en supposant l'interface rigide est la plus importante que l'on puisse atteindre en faisant

varier la condition limite à l'interface [17]. Par conséquent, celle-ci est supérieure à celle qu'on

obtiendrait par une approche telle que celle de Ratulowsky & Chang dans laquelle la vitesse

interfaciale varie le long du ménisque dynamique. La résolution de l'équation du �lm dans le

cas rigide (éq. (2.27)) permet de calculer numériquement les trois contributions dissipatives et

de tracer la mobilité théorique en fonction du nombre capillaire. Ces courbes théoriques sont

présentées en trait plein (rouge pourR = 70 � m, vert pour R = 105 � m et noir pour R =
165 � m) en Fig. 5.6. On constate sans surprise que la conditionD III o � D I o , D I i , conduit

la mobilité théorique à augmenter avec le rayon de la goutte. Par ailleurs, on voit que les
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courbes théoriques de mobilité surestiment les données expérimentales. Etant donné que la

dissipation dans le ménisque dynamique est prise à sa valeur maximale, cela implique que

la dissipation visqueuse manquante dans le modèle est localisée dans le �lm plat. Il apparaît

donc que le �lm plat n'est ni au repos ni totalement cisaillé mais dans une con�guration

intermédiaire. Comme proposé par Park [41], ce cisaillement partiel du �lm plat est lié au

caractère �ni de la taille de la goutte qui suppose de tenir compte de la présence du ménisque

dynamique arrière. En e�et, l'accumulation de tensioactifs au point de stagnation convergent

arrière et le dé�cit en tensioactifs au point de stagnation divergent à l'avant sont susceptibles

de générer une contrainte de Marangoni@
@x cisaillant l'intégralité du �lm plat. L'équilibre

des contraintes à l'interface s'écrit alors @
@x = � o

Uint
h1

. Comme le montre la loi d'échelle pour

D I o (éq. (5.9)), la mobilité ne peut être une fonction décroissante du rayon de la goutte, à

nombre capillaire donnée, que siUint / Ra avec a > 0. Ainsi, la contrainte de Marangoni est

elle aussi une fonction croissante du rayon de la goutte, telle que@
@x / Ra. Cette contrainte

est aussi probablement une fonction croissante de la vitesse de la goutte puisqu'à mesure que

cette dernière augmente, le temps de convection du tensioactif à travers le �lm plat diminue

et l'e�cacité du repeuplement de l'interface par di�usion et adsorption de tensioactif est

d'autant moins e�cace.

Etablir une loi théorique pour la contrainte de Marangoni et la vitesse interfaciale suppose

de considérer les équations de transport des tensioactifs par di�usion, convection et adsorp-

tion et sort du cadre de cette étude. En revanche, il serait intéressant de mesurer cette vitesse

interfaciale en fonction du nombre capillaire, par une méthode de FRAP (Fluorescence reco-

very after photobleaching) par exemple, a�n de voir si la prise en compte de cette mesure dans

le calcul de la dissipation dans le �lm plat permet de retrouver la mobilité expérimentale.

La comparaison des deux systèmes, goutte de C6F14 dans une solution de tensioactifs très

concentrée et goutte de C6F14 dans une solution de tensioactifs peu concentrée, révèle deux

comportements di�érents de peuplement de l'interface dans le �lm plat. A haute concentration

en tensioactifs, l'interface est peuplée uniformément (pas de contrainte de Marangoni) dans

toute la partie avant du �lm et la contrainte de Marangoni, due à l'accumulation de tensioactifs

à l'arrière de la goutte, est localisée sur une courte zone (zone d'épaississement du �lm) entre

le �lm plat et le ménisque arrière (voir sous-section 4.1.3.2 du chapitre 4). Ainsi, la condition

limite à l'interface évolue en fonction de la position le long de l'axex. En revanche, à faible

concentration en tensioactifs, l'accumulation de tensioactifs à l'arrière et le dé�cit à l'avant

de la goutte générent une contrainte de Marangoni sur toute la longueur du �lm plat. Le

long de l'axe x, la condition limite à l'interface ( i.e. la contrainte de Marangoni) est alors

uniforme puisque les mesures expérimentales montrent que l'épaisseur dans le �lm plat est

indépendante dex.
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5.4 Conclusion

En résumé, il a été montré dans ce chapitre que la dynamique d'une goutte pancake est

étroitement liée à sa taille, au rapport de viscosité et à la concentration en tensioactifs. L'éta-

blissement d'un modèle théorique de la mobilité, basé sur la modélisation des topographies

de �lms expérimentales mesurées au chapitre 4 a permis de comprendre, dans chacun des

quatre cas présentés, où la dissipation visqueuse dominante est localisée dans le système et

l'évolution de la mobilité avec le rayon de la goutte en résultant. Il apparaît qu'un modèle

purement hydrodynamique de la mobilité (sans prendre en compte les e�ets Marangoni) re-

produit quantitativement les données expérimentales pour des systèmes sans tensioactif (voir

5.3.1) et les systèmes où le rapport de viscosité est su�samment important pour que l'e�et

de la viscosité interne à la goutte prenne le pas sur d'éventuelles contraintes de Marangoni.

En revanche, la dynamique de systèmes de faible rapport de viscosités est modi�ée par la pré-

sence de tensioactifs à l'interface, et un modèle purement hydrodynamique ne permet pas de

rendre compte de la mobilité mesurée. Il faut alors coupler la mesure du �lm de lubri�cation

à celle de la mobilité pour comprendre où la contrainte de Marangoni est localisée et à quelle

point celle-ci modi�e la condition limite interfaciale. Lorsque l'intensité de cette contrainte

est telle qu'elle rigidi�e quasiment l'interface (cf. section 5.3.2) dans une certaine région, la

prise en compte, en première approximation, d'une friction rigide dans cette région permet de

retrouver quantitativement les valeurs de mobilité expérimentales. Cependant, lorsque l'ef-

fet Marangoni induit une condition limite intermédiaire entre le cas sans tensioactif et le

cas tout à fait rigide, la modélisation de la friction est plus délicate puisqu'elle suppose de

connaître la valeur de la contrainte de Marangoni. Cette dernière peut alors être évaluée soit

expérimentalement, en mesurant la vitesse interfaciale, soit numériquement en résolvant le

problème couplant l'hydrodynamique au transport des tensioactifs par di�usion, adsorption

et convection.
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Synthèse - Chapitre 5

� Mise en évidence expérimentale de paramètres in�uençant la dynamique de

goutte pancake en cellule de Hele-Shaw :

1. Géométrie de la goutte (i.e. son rayon).

2. Rapport de viscosités� = � i / � o.

3. Condition limite à l'interface ( i.e. contrainte de Marangoni due à la présence

de tensioactifs).

4. La mobilité � = Ud/ Uf croît toujours avec le nombre capillaire Ca =
� oUd/  .

5. La variation de � avec le rayon dépend de� et de la concentration en ten-

sioactifs (i.e. évolution de la contrainte de Marangoni avec la concentration

en tensioactifs).

� Etablissement d'un modèle théorique pour la mobilité de goutte pancake en

cellule de Hele-Shaw :

1. Purement hydrodynamique (pas de contrainte de Marangoni à l'interface).

2. Basé sur la topographie théorique du �lm (cf. chapitre 2).

� Confrontation du modèle aux données expérimentales de mobilité :

1. Accord quantitatif entre modèle et expérience sans paramètre de �t pour

des systèmes sans tensioactif (bulle dans huile) et des systèmes très visqueux

(� ' 1000).

2. Désaccord entre modèle et expérience pour des sytèmes peu visqueux� ' 0.5

avec tensioactifs : la friction supplémentaire, liée à la contrainte Marangoni

n'est pas prise en compte dans le modèle qui surestime la mobilité expéri-

mentale.

3. Nécessité de coupler la mesure de la topographie du �lm de lubri�cation à

celle de la mobilité pour connaître l'intensité et la localisation de la contrainte

de Marangoni.

4. Une contrainte de Marangoni très intense entraîne une rigidi�cation quasi

totale de l'interface. Le rajout de friction rigide dans le modèle théorique de

� permet de retrouver quantitativement les données expérimentales.

5. Une contrainte de Marangoni intermédiaire donne lieu à une condition limite

interfaciale comprise entre le cas sans tensioactif et le cas rigide. L'évaluation

de la friction nécessite alors d'évaluer la contrainte de Marangoni.
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons entrepris de caractériser la dynamique d'une goutte pancake

en cellule de Hele-Shaw en exploitant la double mesure du �lm de lubri�cation et de la vitesse

de la goutte. Cette approche s'explique par le fait que la vitesse d'une goutte est étroitement

liée à la topographie et à la nature physico-chimique de l'interface qui modulent la friction

visqueuse dans le �lm de lubri�cation (cf. chapitre 1). Nous nous sommes donc e�orcés dans

un premier temps de comprendre la forme adoptée par l'interface en fonction de la viscosité

de la goutte et de la concentration en tensioactifs.

La caractérisation expérimentale du �lm de mouillage a été précédée d'une modélisation,

purement hydrodynamique (pas d'e�et de pression de disjonction et d'e�et Marangoni), de

celui-ci en fonction de la viscosité de la goutte pour la géométrie de Hele-Shaw (cf. chapitre

2). En e�et, si en géométrie axisymétrique la forme de l'interface sous une bulle et une goutte

visqueuse avait déjà fait l'objet de développements théoriques par Bretherton [2] et Hodgeset

al. [1], la forme de l'interface en géométrie de Hele-Shaw n'était prédite que dans le cas limite

d'une bulle par Burgess & Foster [3]. L'approche théorique menée au chapitre 2 s'appuie sur

un couplage entre les théories de Hodgeset al. [1] et celle de Burgess & Foster [3]. Elle prévoit

que la topographie du �lm sous une goutte en géométrie de Hele-Shaw est bien approchée par

celle sous une bulle pour� � Ca� 1/ 3 et est donnée par un modèle visqueux (cf. sous-section

2.2.4 ) pour � �
�

hf (� / 2)
H o

� � 1/ 2
. Lorsque � = 1 ce modèle visqueux se résume à un modèle

sliding pour lequel toute l'interface est rigide. D'autre part, ce modèle prédit, comme celui de

Hodgeset al. [1], que l'épaississement au centre de la goutte peut être supérieur àf slid = 22/ 3

lorsque Ca� 1/ 3 � � � Ca� 2/ 3.

Au chapitre 4 la topographie du �lm de mouillage est mesurée et caractérisée, pour dif-

férents rapports de viscosités et concentrations en tensioactifs, en la comparant au modèle

théorique de la topographie développé au chapitre 2. Dans tous les cas, la topographie ex-

périmentale présente une forme de catamaran, avec deux creux sur les côtés de la goutte.

Pour des gouttes peu visqueuses (� = 0.26) se déplaçant dans une solution très concentrée en

tensioactifs (cf. section 4.1), les données expérimentales sont comparées au modèle de Burgess

& Foster [3] sous une bulle pancake puisque� � Ca� 1/ 3. La topographie expérimentale du

�lm est reproduite quantitativement par le modèle stress-free de Burgess & Foster dans la

région centrale, mais ce dernier sous-estime l'épaisseur du �lm sur les côtés de la goutte et
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ne reproduit pas l'importante bosse à l'arrière de la goutte. L'épaississement expérimental

observé sur les côtés et à l'arrière de la goutte est attribué a des e�ets Marangoni induisant

une rigidi�cation de l'interface dans ces zones.On voit alors que la présence de tensioactifs en

solution génère des contraintes de Marangoni qui modi�ent localement la condition limite à

l'interface . A l'aide d'un modèle semi-empirique, la prise en compte de cette rigidi�cation nous

a permis de reproduire quantitativement l'oscillation de l'interface à l'arrière de la goutte. La

mesure de l'épaisseur du �lm pour des gouttes très visqueuses (voir section 4.2) montre qu'un

modèle de type visqueux (cf. éq. (2.25) avec� = 972 en sous-section 2.2.4), équivalent au

sliding (i.e. interface totalement rigide) dans la gamme de nombres capillaires expérimentale,

parvient à reproduire la topographie expérimentale à haut nombre capillaire. En revanche,

lorsque le nombre capillaire diminue, les e�ets de pression de disjonction tendent à faire sa-

turer l'épaisseur du �lm à une valeur donnée. Cet e�et se faisant d'abord sentir sur les côtés

de la goutte à mesure que le nombre capillaire diminue, le modèle tend à sous-estimer l'épais-

seur du �lm dans ces zones. Pour �nir, il a été mis en évidence en section 4.3 que les e�ets

Marangoni à l'interface d'une goutte d'huile peu visqueuse (� = 0.64) se déplaçant dans une

solution aqueuse faiblement concentrée en tensioactifs, pouvait donner lieux à un épaississe-

ment du �lm par rapport au cas stress-free, et ce, en tout point de l'interface. Globalement,

la topographie de l'interface est bien reproduite dans son intégralité par un modèlesliding

(cf. éq. (2.27) en sous-section 2.2.4). L'épaisseur au centre de la goutte est bien décrite par un

épaississement de typesliding dans une large gamme de nombres capillaires, mais en dehors

de cette gamme, l'épaisseur du �lm semble tendre vers un épaississement de typerolling à

haut nombre capillaire. Ces résultats expérimentaux sur la topographie du �lm de mouillage

sont mis à pro�t au chapitre 5.

Le dernier chapitre est dédié à l'étude de la dynamique de bulle et goutte pancake en

géométrie de Hele-Shaw par la compréhension du lien existant entre les propriétées de l'in-

terface (nature, topographie) et les mécanismes de dissipation visqueuse (friction) dans le

�lm de lubri�cation. Il est d'abord montré expérimentalement que la dynamique d'une goutte

pancake est étroitement liée à sa taille, au rapport de viscosité, et à la concentration en ten-

sioactifs. L'établissement d'un modèle théorique de la mobilité, basé sur la modélisation des

topographies de �lms expérimentales mesurées au chapitre 4 permet de comprendre, dans

chacun des quatres cas présentés, où la dissipation visqueuse dominante est localisée dans

le système et l'évolution de la mobilité avec le rayon de la goutte en résultant. Il apparaît

qu'un modèle purement hydrodynamique de la mobilité (sans prendre en compte les e�ets

Marangoni) reproduit quantitativement et sans paramètre d'ajustement, les données expéri-

mentales pour des systèmes sans tensioactifs (voir sous-section 5.3.1) et les systèmes où le

rapport de viscosité est su�samment important pour que l'e�et de la viscosité interne à la

goutte prenne le pas sur d'éventuelles contraintes de Marangoni (voir sous-section 5.3.3). En

revanche, la dynamique de systèmes de faible rapport de viscosités est modi�ée par la pré-

sence de tensioactifs à l'interface, et un modèle purement hydrodynamique ne permet pas de
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rendre compte de la mobilité mesurée. Il faut alors coupler la mesure du �lm de lubri�cation

à celle de la mobilité pour comprendre où la contrainte de Marangoni est localisée et à quel

point celle-ci modi�e la condition limite interfaciale. Lorsque l'intensité de cette contrainte

est telle qu'elle rigidi�e quasiment l'interface (cf. section 5.3.2) dans une certaine région, la

prise en compte, en première approximation, d'une friction rigide dans cette région permet de

retrouver quantitativement les valeurs de mobilité expérimentales. Cependant, lorsque l'e�et

Marangoni induit une condition limite intermédiaire entre le cas sans tensioactif et le cas tout

à fait rigide (cf. section 5.3.4), comme c'est le cas pour une goutte peu visqueuse se dépla-

çant dans une solution faiblement concentrée en tensioactifs, la modélisation de la friction

est plus délicate puisqu'elle suppose de connaître la valeur de la contrainte de Marangoni.

Cette dernière peut alors être évaluée soit expérimentalement, en mesurant la vitesse inter-

faciale, soit théoriquement en résolvant le problème couplant l'hydrodynamique au transport

des tensioactifs par di�usion, adsorption et convection.

En somme, nous avons démontré dans ce travail de thèse l'importance de caractériser la

topographie du �lm de lubri�cation pour prédire la vitesse d'une goutte. Pour un système

sans tensioactif, un modèle purement hydrodynamique de la mobilité fonctionne bien. En

revanche, la présence de tensioactifs dans le système nécessite de caractériser la topographie

du �lm propre à la con�guration étudiée, puisque des e�ets interfaciaux peuvent apparaître

tant à faible concentration en tensioactifs (rigidi�cation globale) qu'à haute concentration en

tensioactifs (rigidi�cation locale).

Perspectives

Ce travail de thèse montre qu'il est délicat de modéliser la dynamique d'une goutte lorsque

l'e�et Marangoni à l'interface est tel qu'il génère une condition limite intermédiaire entre

le cas sans tensioactif et le cas tout à fait rigide (cf. sous-section 5.3.4), puisque dans ce

cas, un modèle purement hydrodynamique pour la mobilité ne fonctionne plus et il devient

nécessaire d'évaluer la vitesse de l'interface pour déterminer la dissipation visqueuse dans le

�lm de lubri�cation et l'intérieur de la goutte. Cette vitesse interfaciale peut être mesurée

expérimentalement par une méthode de FRAP (Fluorescence recovery after photobleaching)

et il serait intéressant de voir si la prise en compte de cette mesure dans le calcul de la

dissipation visqueuse permet de retrouver la mobilité expérimentale.

La seconde des perspectives est de mettre en évidence exprimentalement le régime d'épais-

sissement prévu par le modèle de Hodgeset al. [1] et le modèle visqueux (sous-section 2.2.4)

dans lequel l'épaississement du �lm devient supérieur à l'épaississementsliding f slid = 22/ 3.

De tels épaississments ont déjà été observés expérimentalement du fait de l'e�et des tensio-

actifs à l'interface [37] mais jamais sous l'e�et de la viscosité.

En�n, il serait intéressant de caractériser l'in�uence d'un gradient de tension super�cielle,

imposé avec un gradient de température, sur la topographie du �lm de lubri�cation et la
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dynamique d'une goutte.
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Ce travail de thèse a pu être valorisé par une publication sur la topographie du �lm de

lubri�cation. Une seconde est en cours d'écriture sur la dynamique de gouttes dans une cellule

de Hele-Shaw.
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Résolution de l'équation de Bretherton

[2]

Pour résoudre l'équation du pro�l

(h � h1 ) =
1

3Ca
@3h
@x3

h3 (A.1)

cette dernière est adimensionnée en utilisant les changements de variables

h = r �̄ zh̄ et x = � [(R � r ) + r �̄ x x̄]

où r �̄ z et r �̄ x sont les échelles caractéristiques de variation de l'épaisseur du �lm et dex dans

le ménisque dynamique. Dans le changement de variable dex, le symbole+ fait référence au

ménisque avant et le� au ménisque arrière. L'équation du pro�l devient :

(h̄ � h̄1 ) = �
1

3Ca
@3h̄
@̄x3 h̄3

 
�̄ z

�̄ x

! 3

La condition ( �̄ z / �̄ x )3 � Ca assure donc que les deux termes de l'équation du pro�l soient du

même ordre. La relation supplémentaire entre�̄ x et �̄ z, issue de la continuité des courbures

entre le ménisque dynamique et le ménisque statique,r �̄ z / (r �̄ x )2 � 1/ r permet alors de

déterminer �̄ x et �̄ z :

�̄ x = Ca1/ 3 et �̄ z = Ca2/ 3

L'équation adimensionnée du pro�l s'écrit :

3(h̄ � h̄1 ) = �
@3h̄
@̄x3 h̄3
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Pour la résolution numérique, on introduit les changements de variablesH = h̄/ h̄1 et

� = x̄ / h̄1 , qui permettent de réécrire l'équation du pro�l sous la forme

3
[H � 1]

H 3 = �
@3H
@�3

(A.2)

Les conditions limites sontH (�1 ) = 1, H 0(�1 ) = 0, et H 00(�1 ) = 0. Le problème est

fermé avec la condition d'un raccord à un ménisque statique de courbure1/ r (r le rayon du

capillaire), lim
x!� R

@2h
@x2 = 1

H o h̄1

@2H
@�2 (1 ) = 1

H o
. Cette condition est équivalente à

h1 = r Ca2/ 3 @2H
@�2

(1 ) (A.3)

La résolution numérique nécessite la détermination de conditions limites à des distances

�nies, et ces dernières sont obtenues en linéarisant l'équation (A.2). Pour une valeur de� faible,

notée � min , H est proche de 1 et le problème peut être linéarisé en utilisant le petit paramètre

� 1(� ) = H (� ) � 1. L'équation (A.2) devient 3� 1 = � � 000
1 , qui a pour solution � 1 = eK� , avec

K 3 = � 3. Pour le ménisque avantK = 31/ 3 est la seule racine ayant une partie réelle positive

et la solution H (� ) = 1 + � 0 e31/ 3 � peut être utlisée pour déterminer les valeursH (� min ),
H 0(� min ) et H 00(� min ) nécessaires pour résoudre l'équation (A.2) numériquement. Changer la

valeur de � 0 a pour seul e�et de translater la solution suivant la direction � . En résolvant

numériquement l'équation (A.2) dans le ménisque avant, on trouveH 00(1 ) = 1.337, ce qui

permet de retrouver le résultat pour l'épaisseur de �lm de Bretherton :

h1 = 1.337r Ca2/ 3 (A.4)

Dans le ménisque arrière, l'équation linéarisée3� 1 = � � 000
1 admet deux racines avec une

partie réelle positive K = 31/ 3(1/ 2 � i
p

3/ 2). La solution générale de l'équation linéarisée

est alors

� 1 = � 0 e
31/ 3 �

2 cos(35/ 6� / 2 + � ) (A.5)

Changer la valeur de� 0 a pour seul e�et de translater la solution, en revanche faire varier

la valeur de � engendre des solutions di�érentes puisque@
2H

@�2 converge alors vers des valeurs

di�érentes en � ! 1 . Ceci implique que dans le ménisque arrière, pour une valeur donnée

du rayon du ménisque statique, une solution existe pour n'importe quelle épaisseur de �lm

initiallement déposée sur la paroi. On choisit alors� telle queH 00(1 ) = 1.337 comme à l'avant,

de façon à obtenir le pro�l d'un ménisque arrière se déplaçant sur un �lm de lubri�cation

déposé par un ménisque avant de même rayon et se déplaçant à la même vitesse.
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B
Équation du film de lubrification d'une

bulle pancake en géométrie de

Hele-Shaw [3]

L'équation de lubri�cation s'écrit r 2D po = � o@2uo/ @z2, avec le champ des vitessesuo =
u� e� + u� e� . Avec les conditions aux limites suivantesu(0) = � Ud ex et @u/ @z(h) = 0, on

obtient :

1
� o

@p
@� = @2u �

@z2 = A =) u� = A
2

�
z2 � 2z h

�
� Ud cos� (B.1)

1
� o �

@p
@� = @2u �

@z2 = A0 =) u� = A 0

2

�
z2 � 2z h

�
+ Ud sin � (B.2)

où la condition Ho � R et l'approximation de lubri�cation permettent d'exprimer A et A0

sous la forme :

A = �

� o

@3h
@�3

A0 = �


� o�
@3h

@�@�2
(B.3)

Le �ux du champ des vitessesQ =
Rh

0 u dz est donné par

Q =
�

�
A
3

h3 � Udh cos�
�

e� +
�

�
A0

3
h3 + Udh sin �

�
e� (B.4)

div(Q) = 0 = 1
�

@(�Q � )
@� + 1

�
@Q�
@� (B.5)

= � Ah 3

3� � 1
3

@(Ah 3 )
@� � Ud h cos�

� � Ud cos� @h
@� �

1
3�

@(A 0h3 )
@� + Ud sin �

�
@h
@� +

Ud h cos�
� (B.6)

La condition Ho � R implique que Ah3/ � � @(Ah3)/ @� et (1/ � ) @(A0h3)/ @� �

@(Ah3)/ @�, ce qui permet d'approcher l'équation du �lm de lubri�cation par
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Ud cos�
@h
@�

�
U sin �

�
@h
@�

+
1
3

(@Ah3)
@�

= 0 (B.7)
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C
Résolution de l'équation du film dans

les ménisques dynamiques avant/arrière

d'une bulle pancake [3]

Pour résoudre l'équation du pro�l dans les ménisques avant/arrière

[h � hf (� )] =
1

3Cacos(� )
@3h
@x3

h3 (C.1)

cette dernière est adimensionnée en utilisant les changements de variables

h = Ho�̄ zh̄ et � = ( R � Ho) + Ho�̄ �
r r̄

où Ho�̄ z et Ho�̄ �
r sont les échelles caractéristiques de variation de l'épaisseur du �lm et de�

dans les ménisques dynamiques avant/arrière. DansHo�̄ �
r , le symbole (+) fait référence au

ménisque avant et le symbole(� ) au ménisque arrière.

L'équation du pro�l devient :

(h̄ � h̄f ) =
1

3Cacos(� )
@3h̄
@̄r 3 h̄3

 
�̄ z

� �̄ �
r

! 3

Dans le ménisque avantcos(� ) > 0, et la condition ( �̄ z / �̄ +
r )3 � Cacos(� ) assure que les

deux termes de l'équation du pro�l soient du même ordre. La relation supplémentaire entre

�̄ +
r et �̄ z, issue de la continuité des courbures entre le ménisque dynamique et le ménisque

statique, Ho�̄ z / (Ho�̄ +
r )2 � 1/ Ho permet alors de déterminer�̄ +

r et �̄ z :

�̄ +
r = [ Cacos(� )]1/ 3 et �̄ z = [ Cacos(� )]2/ 3
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L'équation adimensionnée du pro�l dans le ménisque avant s'écrit :

3(h̄ � h̄f ) =
@3h̄
@̄r 3 h̄3

En introduisant ensuite les changements de variablesH = h̄/ h̄f et � = r̄ / h̄f , on re-

trouve la même équation adimenssionée que pour un bulle se déplaçant dans un capillaire

axisymétrique (cf. éq. (A.2))

3
[H � 1]

H 3 =
@3H
@�3

La résolution de cette équation est présentée en Annexe A.

Dans le ménisque arrièrecos(� ) < 0, et la condition ( �̄ z / �̄ �
r )3 � � Cacos(� ) assure que les

deux termes de l'équation du pro�l soient du même ordre. La relation supplémentaire entre

�̄ �
r et �̄ z issue de la continuité des courbures entre le ménisque dynamique et le ménisque

statique, Ho�̄ z / (Ho�̄ �
r )2 � 1/ Ho permet alors de déterminer�̄ �

r et �̄ z :

�̄ �
r = [ � Cacos(� )]1/ 3 et �̄ z = [ � Cacos(� )]2/ 3

L'équation adimensionnée du pro�l dans le ménisque avant s'écrit :

3(h̄ � h̄f ) = �
@3h̄
@̄r 3 h̄3

En introduisant ensuite les changements de variablesH = h̄/ h̄f et � = r̄ / h̄f , on re-

trouve la même équation adimensionnée que pour une bulle se déplaçant dans un capillaire

axisymétrique (cf. éq. (A.2)) :

3
[H � 1]

H 3 = �
@3H
@�3

La résolution de cette équation est présentée en Annexe A.
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D
Détermination du champ des vitesses

dans la région I : géométrie

axisymétrique

Dans cette annexe, les champs des vitesses dans la région centraleI , comprenant le corps

de la goutte (régionI i ) et le �lm plat (région I o) sont déterminés. La conditionR � r permet

d'approcher l'écoulement dans le corps de la goutte par un écoulement de Poiseuille dans la

direction x dans le référentiel de la paroi.

Dans le �lm plat, la petitesse de l'ordre de grandeur de l'épaisseur du �lm de lubri�ca-

tion par rapport aux autres longueurs du problème (h1 � r � R), permet de considérer

l'écoulement dans cette région comme un écoulement de Couette unidirectionnel suivant l'axe

x.

On attache le repère cylindrique (O, e� , e� , ex ) à la goutte et on étudie les écoulements

dans le référentiel de la paroi (voir Fig. D.1).

En notant (ui , pi ) et (uo, po) la composante suivantx du champ des vitesses et le champ

de pression dans chaque régionI i et I o, on résout les équations de Stokes suivantx dans le

corps de la goutte et le �lm de lubri�cation :

1
�

�
@
@�

�
�

@ui
@�

��
=

1
�� o

@pi
@x

et
@2uo

@�2
= 0

avec les conditions

@ui
@�

(� = 0) = 0
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Figure D.1: Coupe dans le plan(O�x ) d'une goutte en géométrie axisymétrique.

1
� (r � h1 )2

Z (r � h1 )

0

Z 2�

0
ui � d� d� = Ud

�� o
@ui
@�

(� = r � h1 ) = � o
@uo
@�

(� = r � h1 )

ui (� = r � h1 ) = uo(� = r � h1 ) = Uint

où Uint est la vitesse interfaciale dans la régionI dans le référentiel de la paroi.

Les champs des vitesses dans les régionsI i et I o s'écrivent alors à l'ordre dominant en

h1 / r :

ui = 2 (Ud � Uint )

"

1 �
� 2

r 2

#

+ Uint

uo =
Uint

h1
(r � � )

où Uint = 4�U d
4� + r / h1

.

Dans le référentiel de la goutte la vitesse interfaciale dans la régionI s'écrit donc :

UI ex = ( Uint � Ud)ex = �
Ud

1 + 4�h 1 / r
ex

On retrouve bien le résultat (2.4).
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E
Taux de dissipation visqueuse dans un

écoulement

L'expression générale du taux de dissipation visqueuse au sein de l'écoulement d'un �uide

de viscosité� dans un volumeV et de champ des vitessesv =
P 3

i = 1 vi ei , s'écrit [52] :

D =
�
2

ZZZ

V

 
@vi
@xj

+
@vj
@xi

! 2

dV
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F
Détermination du champ des vitesses

dans la région I : géométrie de

Hele-Shaw

Dans cette annexe, les champs des vitesses dans la région centraleI , comprenant l'intérieur

de la goutte (région I i ) et le �lm plat (région I o) sont déterminés. La condition R � Ho

permet d'approcher le champ des vitesses dans le corps de la goutte par un champ contenu

dans le plan (Oxy) dont la variation est lente suivant x et y par rapport à sa variation selon

z (cf. approximation de Hele-Shaw). D'autre part, il a été montré expérimentalement [25] que

pour R � Ho, l'écoulement au sein de la goutte est quasiment unidirectionnel (selon l'axe

x) avec une vitesse moyennée sur l'épaisseur de la cellule quasiment uniforme. On peut donc

considérer l'écoulement à l'intérieur de la goutte comme un écoulement de Poiseuille dans la

direction x, dont la moyenne sur l'épaisseur de la cellule est uniforme et égale àUd. Dans le

�lm plat, la petitesse de l'ordre de grandeur de l'épaisseur du �lm de lubri�cation par rapport

aux autres longueurs du problème (h1 � Ho � R), permet de considérer l'écoulement dans

cette région comme un écoulement de Couette unidirectionnel suivant l'axex.

On attache le repère(O, ex , ey , ez) à la goutte et on étudie les écoulements dans le réfé-

rentiel de la paroi.

En notant (ui , pi ) et (uo, po) la composante suivantx du champ des vitesses et le champ

de pression dans chaque régionI i et I o, on résout les équations de Stokes suivantx dans le

corps de la goutte et le �lm de lubri�cation :

@2ui

@z2
=

1
�� o

@pi
@x

et
@2uo

@z2
= 0
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Figure F.1: Coupe dans le plan(Oxz) d'une goutte pancake dans une cellule de Hele-Shaw

avec les conditions

@ui
@z

(z = Ho) = 0

1
2(Ho � h1 )

Z (2H o � h1 )

h1

ui dz = Ud

�� o
@ui
@z

(z = h1 ) = � o
@uo
@z

(z = h1 )

ui (z = h1 ) = uo(z = h1 ) = Uint

où Uint est la vitesse interfaciale dans la régionI dans le référentiel de la paroi.

Les champs des vitesses dans les régionsI i et I o s'écrivent alors à l'ordre dominant en

h1 / ho :

ui =
3
2

(Ud � Uint )

"

1 �
�

z � Ho

Ho

� 2
#

+ Uint

uo =
Uint

h1
z

où Uint (y) = 3�U d
3� + H o / h1 (y) .

Dans le référentiel de la goutte la vitesse interfaciale dans la régionI s'écrit donc :

UI ex = ( Uint � Ud)ex = �
Ud

1 + 3�h 1 / Ho
ex

On retrouve bien le résultat (2.14) en projettant UI ex suivant e� et e�

162



A
n

n
e

x
e

G
Détermination de l'épaisseur du film au

niveau de l'oscillation arrière

La courbe théorique de l'intensité en niveau de gris en fonction de l'épaisseur du �lm est

présentée en Fig. G.1.g : elle montre qu'un niveau de gris donné peut correspondre à plusieurs

épaisseurs di�érentes. Cette annexe détaille la méthode de sélection de l'épaisseur pour un

niveau de gris donné. En premier lieu, nous déterminons l'épaisseur du �lm au centre de

la goutte. A cet endroit, la branche d'interférence de la courbe intensité-épaisseur peut être

identi�ée en suivant la variation de l'intensité avec le nombre capillaire Ca, puisque pour une

goutte lente, le centre du �lm appartient à la branche (1) de la courbe intensité-épaisseur

(voir Fig. G.1.a). Ensuite, entre les images a et c (Fig. G.1), l'intensité décroît le long de

la branche (1) à mesure que l'épaisseur du �lm croît. Une fois que le premier minimum est

atteint, l'intensité croît alors des images d à f le long de la branche d'interférence (2), ce qui

correspond à un épaississement du �lm. Puis, à mesure que l'on se déplace en direction du

ménisque avant (i.e. le long de l'axe x pour y = 0), l'intensité décroît en Fig. G.1.a. Cette

variation correspond à une décroissance de l'intensité en direction du côté droit de la branche

(1), caractérisant une augmentation de l'épaisseur du �lm. Une analyse similaire est e�ectuée

pour chaque image. Par ailleurs, le long de l'axey positif (en x = 0), l'accroissement de

l'intensité correspond à un déplacement en direction du côté gauche de la branche (1) et donc

à une décroissance de l'épaisseur du �lm.

Contrairement à la variation monotone de l'intensité dans le ménisque avant, un motif en

forme de croissant est présent à l'arrière de la goutte (voir Fig. G.1.a), où l'intensité lumineuse

varie sur toute la gamme de niveaux de gris. Ceci rend l'identi�cation de l'épaisseur,a priori

ambiguë. De plus, la topographie présente un extremum local d'intensité (i.e. le centre du
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Figure G.1: Images de gouttes pour(a) Ca = 7.2� 10� 4 (diamètre 170 � m), (b) Ca =
9.5� 10� 4 (diamètre 173 � m), (c) Ca = 1.3� 10� 3 (diamètre 180 � m), (d) Ca = 1.5� 10� 3

(diamètre 176 � m), (e) Ca = 1.8� 10� 3 (diamètre 174 � m), (f) Ca = 2 � 10� 3 (diamètre
195 � m). (g) Courbe théorique de l'intensité en niveau de gris en fonction de l'épaisseur du
�lm, déduite du modèle optique détaillé en [23].

croissant), ce qui empêche d'utiliser la continuité des lignes de niveau pour lever l'ambiguïté.

En Fig. G.1.a par exemple, le croissant lumineux isolé, entouré de pixels sombres, peut être

un creux s'il appartient à la branche (1) ou une bosse s'il appartient à la branche (2). A�n de

lever l'incertitude, les deux pro�ls d'épaisseurs possibles sont tracés pour di�érents nombres

capillaires en Fig. G.2. Etant donné que l'épaisseur du �lm doit varier de façon monotone

avec le nombre capillaire, le pro�l physiquement acceptable peut être détecté à partir de la

Fig. G.2. Au sein des pro�ls présentés en Fig. G.2, seul les pro�ls rouges (étoiles rouges)

correspondent à une évolution physique de l'épaisseur du �lm et les pro�ls noirs (points

noirs), présentant une évolution non monotone de l'épaisseur du �lm avecCa, peuvent être

écartés. Le pro�l non retenu présente un creux profond (points noirs) et est plus proche de

la prédiction de Bretherton (trait plein noir) que le pro�l que nous avons sélectionné (étoiles

rouges). Cependant, la solution de Bretherton ne permet pas de retrouver l'ordre de grandeur

correcte pour la distance caractéristique radiale de variation du pro�l, et ne peut donc, dans

aucun cas, reproduire l'oscillation à l'arrière de la goutte.
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Figure G.2: Deux pro�ls possibles (points noirs : creux, étoile rouge : bosse) à l'arrière
de la goutte pour (a) Ca = 7.2� 10� 4, (b) Ca = 9.5� 10� 4 ; (c) Ca = 1.3� 10� 3 ; (d)
Ca = 1.5� 10� 3 ; (e) Ca = 1.8� 10� 3 ; (f) Ca = 2 � 10� 3
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Résumé

La micro�uidique à goutte a connu un es-
sor remarquable ces dix dernières années.
Pourtant, la dynamique de ces objets reste
largement incomprise. En effet, une ques-
tion aussi fondamentale que de prédire
la vitesse d'une goutte poussée par une
phase porteuse à vitesse imposée, est res-
tée jusqu'à ce jour, sans réponse. Com-
prendre la dynamique d'une goutte sup-
pose de caractériser les dissipations vis-
queuses (friction) au sein de la goutte et
dans le �lm de lubri�cation. Ces dissipa-
tions visqueuses sont liées à la forme et
aux propriétés physico-chimiques de l'in-
terface de la goutte. Ce manuscrit présente
une caractérisation de la dynamique d'une
goutte 2D en cellule de Hele-Shaw, exploi-
tant la double mesure du �lm de lubri�ca-
tion par microscopie interférentielle et de
la vitesse de la goutte. Dans un premier
temps, nous étudions expérimentalement
la forme adoptée par l'interface en fonc-
tion de la viscosité de la goutte et de la
concentration en tensioactifs. La comparai-
son des topographies expérimentales avec
des modèles théoriques existant et déve-
loppés dans ce manuscrit, révèle que l'uti-
lisation d'une approche purement hydrody-
namique (sans effet Marangoni) pour dé-
terminer la topographie théorique n'est en
mesure de reproduire la topographie expé-
rimentale que lorsque le système ne pré-
sente pas de tensioactif ou bien lorsque la
viscosité de la goutte est suf�samment im-
portante pour prendre le pas sur d'éven-
tuels effets Marangoni. Dans les autres
cas, la forme de l'interface évolue en fonc-
tion de la contrainte de Marangoni. Dans
un deuxième temps, l'établissement d'un
modèle théorique pour la vitesse de la
goutte, basé sur la modélisation des to-
pographies de �lms expérimentales me-
surées, permet de retrouver quantitative-
ment, et sans paramètre d'ajustement, les
vitesses de gouttes mesurées expérimen-
talement.

Mots Clés

goutte, cellule de Hele-Shaw, �lm de lubri-
�cation, interface, micro�uidique

Abstract

Droplet micro�uidics is a growing �eld of
research. However, the dynamics of these
objects remain misunderstood. Indeed, a
question as fundamental as predicting the
droplet velocity while pushed by an exter-
nal �uid at a given velocity is still not ans-
wered. Understanding the dynamics of a
droplet requires to characterize the viscous
dissipation mechanisms (friction) within the
droplet and in the lubrication �lm. This dis-
sipation is related to the shape and to the
physicochemical properties of the interface
separating the inner phase of the droplet
from the outer phase. This thesis presents
a characterization of the dynamics of 2D
droplets in a Hele-Shaw cell, by taking ad-
vantage of the double measurement of the
lubrication �lm by interference microscopy
and of the droplet velocity. Firstly, we study
experimentally the in�uence of the droplet
viscosity and surfactant concentration on
the shape of the interface. The compari-
son between the topographies measured
experimentally with the theoretical models
already existing and the new one develo-
ped in this thesis, reveals that the use of
a purely hydrodynamical approach in order
to derive the theoretical topography only al-
lows to recover the experimental topogra-
phy if the system is surfactant free or if
the droplet viscosity is high enough to over-
come the Marangoni effect at the interface.
In the other cases, the shape of the inter-
face depends on the Marangoni stress. In
a second part, the derivation of a theore-
tical model for the droplet velocity, based
on the modeling of the lubrication �lm topo-
graphies measured experimentally, allows
to recover quantitatively, and without any
�tting parameter, the experimental data on
droplet velocities.

Keywords

droplet, Hele-Shaw cell, lubrication �lm, in-
terface, micro�uidic
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