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Chapitre 1

Introduction, contexte et objectifs de la
thése

1.1 Contexte de la thése

Malgré les progrés incontestables dans les sciences informatiques durant les derniéres décen-
nies, un certain nombre de problémes restent difficiles a traiter, soit par leur complexité numé-
rique intrinséque, soit en raison de contraintes spécifiques telles que la nécessité de traitement
en temps réel (ou quasi-réel). Sans étre exhaustif, on peut citer, par exemple, les problémes de
caractérisation inverse et d’optimisation qui nécessitent de calculer la ou les sorties d’un modéle
un grand nombre de fois, ou le déploiement de plateformes dont le traitement doit étre effectué
en temps réel, telles que des applications en réalité virtuelle, réalité augmentée ou bien encore le
controéle actif de systémes complexes. Ces problémes ne peuvent pas étre traités par les simples
performances informatiques brutes et nécessitent des techniques de résolutions appropriées. Dans
ce contexte, un nombre important de méthodes de réduction de modéle existent et permettent
de diminuer la complexité d’'un modeéle afin d’en réduire le cotit de calcul tout en garantissant
une certaine précision.

Ces méthodes sont ainsi capables de réduire les temps de calcul de simulations multi-champs
et/ou multi-échelles complexes afin de les intégrer, par exemple, dans des processus d’optimisa-
tion. Le processus de réduction de modéle peut étre décrit comme la recherche du modéle réduit
(ou métamodele) nécessitant moins de ressources pour étre évalué que le modeéle complexe du-
quel il a été obtenu. La définition de ressources dépend du probléme considéré. Par exemple, un
probléme de réduction d’image aura pour objectif de réduire le nombre de données nécessaires a
I’évaluation du métamodéle tandis qu’un probléme d’optimisation se focalisera sur la réduction
du temps d’évaluation du modéle réduit (i.e. le temps pour obtenir les sorties du métamodele a
partir des entrées).

Il est important de noter que toutes les méthodes actuelles ont besoin d’une étape de calibra-
tion qui n’est pas considérée dans le temps d’évaluation du métamodéle. Ce temps correspond
& une phase off-line d’utilisation et le temps nécessaire & cette étape est bien souvent supérieur
au temps d’évaluation du métamodele qui correspond, lui, & l'utilisation on-line. L’objectif de
cette étape est de trouver les paramétres du modéle réduit permettant de garantir une certaine



précision.

La conception de systémes est de plus en plus pilotée par les données, avec des temps de cycles
réduits, de moins en moins de prototypage et une augmentation de la complexité des systémes
(systémes pluridisciplinaires par exemple). Dans ce cadre, les techniques de réduction de modele
offrent un énorme potentiel par leur capacité a encapsuler des données obtenues par de multiples
simulations (ou expériences) dans un modéle mathématique unique. Ce modéle est, généralement,
beaucoup plus simple et plus rapide d’utilisation que les modeéles ou les expérimentations ayant
permis de 'obtenir. L’emploi d’un modéle réduit est particuliérement attrayant dans les cas ot :
(i) la modélisation initiale d'un systéme limite le nombre de données pouvant étre générées; (ii)
le cout expérimental est trop élevé pour effectuer beaucoup de cas; (iii) la réponse dépend de
plusieurs modéles ; (iv) le modele doit étre utilisé dans une boucle d’optimisation ; (v) un nombre
important de données sont disponibles mais sont difficilement exploitables de maniére directe;
(vi) I'espace de stockage des données doit étre réduit sans pertes d’information.

1.2 La réduction de modéle

Pour illustrer le concept de la réduction de modéle, considérons un systéme réel de type
MIMO (Multiple Inputs Multiple Outputs) caractérisé par N entrées, M sorties et une fonction
de transfert z telle que :

RY — RM
’ (1.1)
z: X — z(X),

avec X = (X(l), e ,X(N)) le vecteur contenant les N entrées du systeme et z(X) = (z(V)(X),

, 2(M )(X)) le vecteur contenant les M sorties de la fonction de transfert du systéme MIMO.
Dans certains cas, cette fonction peut étre complétement connue de maniére analytique mais
c’est rarement le cas lorsqu’il s’agit de problémes industriels. De plus, il n’est pas rare que cette
fonction doive étre approximée par des expérimentations ou par le biais de méthodes de calcul
par éléments finis couteuses. L’objectif de la réduction de modeéle est de trouver la fonction z(X)
nécessitant moins de ressources que z(X) pour étre évaluée de la forme suivante :

RN — RM

5 X o 2(X) = 2(X) + €(X), (1.2)

ou Z(X) est la fonction approximant la vraie fonction de transfert z(X) et €(X) est l'erreur
d’approximation au point X. La fonction €(X) est une fonction bornée dont les bornes sont
directement liées & la précision d’approximation du métamodéle. Comme z(X) n’est pas connue
dans la majorité des cas, les bornes de la fonction €(X) sont en général estimées sur un ensemble
représentatif de points de validation.

La plupart des méthodes existantes actuellement sont des techniques dites a posterior: car la
phase de calibration de ces métamodéles nécessite 'acquisition d’un ensemble de points obtenus
expérimentalement ou par le biais d’'un modéle complet (i.e. couteux) du systéme réel. La seule
méthode dite a priori connue & ce jour est la méthode de décomposition aux valeurs propres
généralisée ou PGD (Proper Generalised Decomposition) [4] qui construit le modeéle réduit sans
avoir recours & un ensemble de points préalablement calculés. Cette méthode est basée sur une



représentation séparée de l’espace itérativement enrichie par 'ajout de modes jusqu’a atteindre
un certain seuil de précision. Chaque mode ajouté donne lieu a la résolution d’un probléme
non-linéaire. Cette méthode s’est illustrée notamment dans la résolution de problémes de chimie
quantique insolvables jusqu’alors [5]. Elle présente cependant quelques limitations dont notam-
ment le choix du pas de discrétisation, fixé par I'utilisateur, qui peut avoir un fort impact sur les
résultats obtenus. De plus, une technique d’interpolation (ou d’approximation) doit étre utilisée
pour obtenir les valeurs en dehors des pas de discrétisation avec en général une plus mauvaise
précision pour ceux-ci. Cela conduit également & des résultats moins précis pour des problémes
non-linéaires.

Parmi les méthodes de réduction de modéle a posteriori, la décomposition orthogonale aux
valeurs propres ou POD (Proper Orthogonal Decomposition) [6,7] et le krigeage [8,9] sont les plus
communément utilisées. La premiére méthode a pour objectif de diminuer [’ordre du probléme
considéré d'une taille K (correspondant au degrés de liberté pour un calcul par éléments finis par
exemple) a la taille K’ avec K’ < K. Cette réduction est obtenue par la résolution d’un probléme
aux valeurs propres servant de base de projection orthogonale pour le probléme considéré. La
réduction est obtenue en ne conservant que les valeurs propres les plus importantes et en obtenant
ainsi une base de projection réduite. Bien que fortement utilisée, dans le domaine des calculs
dynamiques de mécanique des fluides [6], cette méthode nécessite, dans sa phase d’utilisation
on-line, la résolution d’un systéme linéaire d’ordre K’ qui peut s’avérer problématique pour des
applications nécessitant des temps de réponse trés court.

De son c6té, le krigeage, qui a été développé dans un cadre géostatistique, est connu comme
le meilleur estimateur linéaire non biaisé. Cette technique est basée sur la prise en compte de
la structure de dépendance spatiale des données. Dans le cadre de la réduction de modéle, la
méthode se focalise sur le calcul de la covariance grace a I'utilisation d’une fonction de corréla-
tion spatiale définie par 'utilisateur. Connu pour étre un estimateur non biaisé, car aucun biais
n’est introduit dans le calcul, il est important de noter que du biais est introduit par le choix
de la fonction de corrélation spatiale. Il existe deux techniques permettant de déterminer les
paramétres de cette fonction, la validation croisée et le maximum de vraisemblance, qui aug-
mentent significativement le temps nécessaires pour la phase de calibration du métamodéle. De
plus, cette approche ne permet pas de réduire le nombre de données nécessaire a 1’évaluation
du modele réduit et I'utilisation on-line s’appuie sur l'inversion d’une matrice dont la taille est
directement liée au nombre de points connus. Ces limitations rendent la méthode adaptée au cas
ou peu de données sont disponibles.

Parmi toutes les méthodes existantes, les réseaux de neurones artificiels, ou Artificial Neural
Networks (ANNs) en anglais, méritent une attention particuliére car elles sont actuellement les
seules méthodes capables de traiter des problémes caractérisés par des milliers d’entrées [10,11].
Mais ce grand potentiel est associé & une complexité qui les rend inaccessibles & un utilisateur non
formé & leur utilisation et surtout & leur paramétrisation. Cette difficulté s’accompagne souvent
d’une phase d’essai/erreur pour le choix des paramétres. Il n’existe pas de méthode permettant
de savoir si les données utilisées pour la phase de calibration, nommée apprentissage dans le cas
des réseaux de neurones, sont appropriées et il est en général difficile de savoir si le métamodeéle
obtenu ne souffre pas d’over-fitting.

Afin de répondre a ces limitations, la méthode que nous proposons utilise une hypersurface



NURBS (Non-Uniform Rational Basis Splines) de dimension M caractérisée par un espace para-
métrique de dimension N dont les paramétres sont automatiquement déterminés sans nécessiter
une approche essai/erreur. La méthode de réduction de modéle que nous proposons est une mé-
thode a posteriori qui s’appuie sur un ensemble de points connus de la fonction de transfert
z (X) d’un systéeme MIMO. Ces points sont nommés points cibles {Qs = z (X;)} ou la fonction
z a été évaluée de maniére exacte ou approchée pour le vecteur d’entrée X;. Dans cette thése,
on approxime la fonction z (X) par une hypersurface NURBS :

0,117V — RM, (1.3)
H: u — H(u), ’
ot H(u) € RM est le point de I’hypersurface NURBS aux coordonnées dans l'espace para-
métrique u = (u(l), .. .,u(N)) € RY. Les différentes coordonnées de H (u) représentent les M
différentes sorties du systéme tandis que les coordonnées paramétriques u représentent les N
entrées. En lien avec les définitions qui seront introduites au chapitre 3, et les pratiques usuelles
du cadre des courbes et surfaces NURBS [2], les valeurs de uw®, i=1,...,N, sont bornées dans
I'intervalle [0, 1]. L’espace de départ de la fonction z (X) étant un sous espace E C RN £ [0, 1],
on détermine une fonction bijective f telle que :

E — [0,)1]N (1.4)

)
f: X - f(X)=u.
Cette fonction permet de lier le vecteur des variables d’entrée X au vecteur des variables d’entrée
sans dimensions u de maniére unique.

1.3 Objectifs de la thése

Cette thése n’a pas vocation & proposer une méthode qui soit la meilleure pour tous les
problémes, car une telle méthode reléve de I'utopie. En revanche, l'objectif des travaux présentés
dans ce manuscrit est de proposer une méthode de réduction de modéle trés versatile (i.e. capable
de s’adapter a une grande variété de problémes), ne nécessitant pas un paramétrage complexe, a
fixer par l'utilisateur, dont 'impact sur le métamodéle obtenu n’est pas négligeable et proposant,
s’il n’est pas le meilleur, un bon métamodéle du probléme considéré.

Pour cela, nous avons développé une méthode de réduction de modéle basée sur l'utilisa-
tion des hypersurfaces NURBS. Le probléme de réduction de modéle est ramené a un probléme
d’hypersurface fitting d’une hypersurface NURBS sur un ensemble de points cibles préalablement
obtenus. Ce type d’approche n’est pas complétement nouveau (cf. [1] par exemple) mais I'origi-
nalité de ce travail réside dans ’absence d’hypothéses simplificatrices permettant de déterminer
les paramétres de 'hypersurface NURBS considérée. Fn effet, les principales méthodes existantes
aujourd’hui déterminent une grande partie des parameétres de 'hypersurface NURBS utilisée par
des régles établies dans le cadre des courbes et surfaces NURBS [2]. Ces régles ont déja été
remises en question mais seulement dans le cas des courbes et surface NURBS [12,13]. De plus
les approches proposées se focalisent souvent sur 'optimisation des poids ou des knot-vectors
mais rarement tous les parameétres en méme temps. Les travaux présentés ici se démarquent des
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démarches existantes en incluant tous les paramétres de I’hypersurface NURBS dans le processus
d’hypersurface fitting.

Ce processus d’hypersurface fitting peut étre modélisé par un probléme d’optimisation dont
les variables sont les paramétres indépendants de ’hypersurface NURBS. Cependant le principal
inconvénient, lorsque tous les paramétres de I’hypersurface font partie des variables d’optimi-
sation, est que le nombre de variables d’optimisation n’est pas constant. Ce nombre est en fait
lié & certains des paramétres de I’hypersurface et, en particulier, les dimensions des knot-vectors
dépendent directement du nombre de points de controle et des degrés. Ce probléme a nécessité
le développement d’une stratégie d’optimisation originale qui fait suite aux travaux de Monte-
murro [14].

Dans ces travaux, Montemurro [14] a introduit une nouvelle méthode d’optimisation de
conception de structures complexes : l'optimisation de systémes modulaires. Un systéme mo-
dulaire peut étre défini comme un systéme composé par des "unités élémentaires” (les modules)
et dont chaque module est caractérisé par le méme vecteur d’inconnues (les variables de concep-
tion de chaque module) mais pas nécessairement les mémes valeurs. Ainsi, les modules composant
le systéme partagent le méme vecteur général d’inconnues mais ils peuvent étre définis par des
valeurs différentes de ces inconnues. Dans le cas des structures, les systémes modulaires sont mas-
sivement utilisés industriellement et, plus particuliérement, dans les domaines de I"aéronautique
et I’automobile. Nous pouvons citer deux exemples classiques de systémes modulaires :

e les stratifiés composés de n,y, plis élémentaires, ot chaque pli représente un module carac-
térisé par différents parameétres comme, par exemple, les propriétés du matériau, I’épaisseur
ou encore 'orientation des fibres;

e les parties structurelles d'un avion, a savoir, les panneaux raidi composant le fuselage et les
ailes, ol chaque panneau peut étre vu comme un systéme modulaire dans lequel 1’élément
unitaire est le raidisseur.

L’optimisation de systémes modulaires est souvent une téche difficile que 'on peut formali-
ser mathématiquement par un probléme d’optimisation non-conventionnel. Le but de ce genre
de probléme est d’optimiser, d’une part, le nombre de modules du systéme et, d’autre part, les
valeurs des paramétres de chaque module. D’un point de vue mathématique, cela signifie de
rechercher la configuration optimale globale du systéme dans un espace de dimension Nyg, va-
riable, ol Ny, est le nombre total de variables de conception qui dépend directement du nombre
de modules composant le systéme. De plus, les variables peuvent étre de différentes natures :
continues, discrétes, etc.

En considérant ces deux aspects (i.e. nombre de variables de conception variable et de dif-
férentes natures), associé au fait que les problémes d’optimisation de systémes modulaires sont
souvent non-linéaires et non-convexes, la stratégie développée par Montemurro s’inscrit dans
le cadre des métaheuristiques et plus précisément dans le contexte des algorithmes génétiques
(AGs). Cependant, les AGs standard ne sont pas capables de traiter des problémes d’optimisa-
tion de systémes modulaires, principalement parce qu’il ne peuvent pas résoudre des problémes
d’optimisation définis sur des espaces de dimension variable. Pour surmonter cette difficulté, le
concept d’espéces et de nouveaux opérateurs génétiques, autorisant la reproduction entre des
individus issus d’espéces différentes, ont été introduits dans ’AG BIANCA (Biologically Inspired
ANalysis of Composite Assemblages) [15]. En particulier, les phases de croisement et de muta-
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tion, dont la combinaison des deux est la phase de reproduction (le cocur méme d'un AG) ont
été modifiées significativement pour autoriser la reproduction d’individus appartenant & des es-
péces différentes. Cela se traduit par le fait que ’AG BIANCA ne suit plus seulement I’évolution
des individus mais également celle des espéces. De cette maniére, les nouveaux opérateurs géné-
tiques sont indépendant du probléme traité puisqu’ils sont seulement liés au concept d’espéces
et transcendent ainsi la nature physique du probléme considéré.

Cependant, méme si BIANCA a démontré sa capacité a traiter de nombreux problémes
[16-18], cet AG reste limité par le fait qu’il ne peut traiter des problémes d’optimisation de sys-
témes modulaires ne possédant qu’un seul type de module. Or, le probléme d’hypersurface fitting,
relatif au probléme de réduction de modéle que nous devons traiter, peut étre mis sous la forme
d’un probléme d’optimisation d’un systéme modulaire possédant N composants modulaires, N
étant le nombre d’entrée du modéle réduit. Le premier point d’originalité du travail proposé est,
donc, la généralisation du concept d’espéce proposé par Montemurro [14]. En effet, la structure
des individus a été généralisée et étendue afin de contenir un nombre N,,,q quelconque de com-
posants modulaires, chacun caractérisé par un nombre propre de chromosomes, et indépendants
les uns des autres. Le concept d’espéce n’est donc plus seulement lié au nombre de chromosomes
d’un individu mais aux nombres de chromosomes de chacun des composants modulaires qui le
composent. Le résultat de cette généralisation est une nouvelle métaheuristique, ’AG ERASMUS
(EvolutionaRy Algorithm for optimiSation of ModUlar Systems) capable de traiter des problémes
d’optimisation de systémes modulaires & nombre quelconque de composants modulaires. Ce cas
est fréquent dans les problémes industriels et on peut citer par exemple :

e les systémes composés de plusieurs stratifiés, ol chaque stratifié représente un composant
modulaire, chacun composé de n;g“t plis élémentaires, ot chaque pli représente un mo-
dule caractérisé par différents paramétres comme, par exemple, propriétés du matériau,

épaisseur, orientation des fibres;

e les parties structurelles d’un avion, comme par exemple, la section d’un fuselage, oii les lisses
et les cadres représentent chacun un type de composant modulaire, eux mémes caractérisés
par leurs propres parameétres de conception.

Le second point d’originalité du travail proposé dans ce manuscrit est l'utilisation d’hyper-
surface NURBS pour la réduction de modéle sans introduire d’hypothéses simplificatrices sur les
différents paramétres de ’hypersurface. En effet, le développement de la métaheuristique ERAS-
MUS, couplé au développement d'une stratégie d’optimisation hybride baptisee HERO (Hybrid
EvolutionaRy Optimisation), utilisant a la fois TAG ERASMUS et une méthode déterministe
pour la résolution de problémes d’optimisation, permet de déterminer I’ensemble des paramétres
de I'hypersurface sans aucunes hypothéses et de maniére indépendante du probléme considéré.
En particulier, 'utilisation I’ERASMUS permet d’obtenir le nombre de variables d’optimisation
ainsi que les valeurs des parameétres entiers régissant 'hypersurface, tandis que la méthode déter-
ministe permet d’atteindre 'optimum le plus proche de la solution renvoyée par ERASMUS. La
stratégie de réduction de modéle que nous avons développée a été utilisée sur des benchmarks de
nature thermique et mécanique ainsi que sur un probléme complexe concernant la charge critique
de flambage d’un panneau raidi. Dans ce dernier cas, 'AG ERASMUS, couplé au métamodéle
obtenu, a été utilisé pour résoudre un probléme de minimisation de la masse du panneau, soumis
a diverses contraintes dont une sur la charge critique de flambage.



1.4 Organisation du manuscrit

Ce manuscrit est organisé de la maniére suivante :
e Le présent chapitre introduit le contexte et les objectifs de la thése.

e Le chapitre 2 dresse un état de I'art des différentes méthodes de réduction de modéle exis-
tantes. Aprés une présentation des principes mathématiques de la réduction de modéle,
les méthodes sont classées en trois grandes familles. La premiére famille correspond aux
méthodes d’interpolation qui permettent d’obtenir un métamodéle & partir d’un certain
nombre de données nommeées points cibles. Leur particularité est que le métamodeéle généré
renvoi la valeur exacte de la fonction approximée au niveau des points cibles. La deuxiéme
famille correspond aux méthodes d’approximation qui, comme dans le cas de I'interpola-
tion, permettent d’obtenir un métamodéle a partir de données disponibles. La différence
principale de ces méthodes est que le métamodéle obtenu ne renvoie pas la valeur exacte
de la fonction approximée au niveau des points cibles mais une valeur approximée. Enfin
la derniére famille de méthodes est celle de la réduction d’ordre. Ces méthodes ont pour
but de diminuer la complexité du modeéle afin d’en diminuer le temps de calcul.

e Le chapitre 3 présente les outils et méthodes utilisés dans ces travaux de thése. Tout d’abord
le formalisme mathématique des courbes et surfaces NURBS est présenté, puis le forma-
lisme est généralisé au cas des hypersurfaces NURBS de dimensions quelconques. Les régles
empiriques classiquement utilisées pour fixer certains parameétres des entités NURBS sont
présentées et des explications sur le non-fondement de ces régles sont évoquées. Dans la
seconde partie de ce chapitre, les concepts de base de 'optimisation ainsi que les fonde-
ments mathématiques des AGs sont exposés. L’AG BIANCA est présenté et la nouvelle
métaheuristique ERASMUS que nous avons développée est introduite. En particulier, nous
détaillons les nouveaux opérateurs génétiques permettant la phase de reproduction entre
individus de différentes espéces. Ces opérateurs correspondent a une généralisation des
opérateurs de 'AG BIANCA. Nous détaillons également la stratégie de pénalisation par-
ticuliere ’ERASMUS, a savoir PADP (Automtic Dynamic Penalisation), héritée de TAG
BIANCA. Enfin, nous présentons les généralités et les fondements mathématiques des mé-
thodes de résolution déterministes (i.e. basées sur le gradient de la fonction objectif).

e Le chapitre 4, aprés un bréve introduction, expose la formulation mathématique du pro-
bléme de réduction de modéle. Pour cela, la liste des variables d’optimisation, correspon-
dant aux paramétres de 'hypersurface NURBS, est dressée et le probléme de réduction
de modéle est formulé comme un probléme d’optimisation non-linéaire sous contraintes.
En particulier, nous montrons que ce probléme d’optimisation peut étre vu comme un
probléme d’optimisation d’un systéme modulaire possédant N types de composants mo-
dulaires, N étant le nombre d’entrées du métamodéle. La seconde partie de ce chapitre
présente les stratégies permettant d’obtenir les coordonnées des points de controle. En par-
ticulier, les stratégies utilisées dans le cadre des surfaces NURBS sont généralisées aux cas
des hypersurfaces. Ces stratégies raménent le probléme d’hypersurface fitting & une succes-
sion de problémes de curve fitting mais nécessitent des conditions particuliéres pour étre
appliquées. C’est pourquoi nous présentons également une formulation hybride de ces stra-
tégies. Enfin, la derniére partie présente la stratégie de résolution HERO que nous avons
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développée. Elle est définie dans un cadre général (i.e. utilisable pour un grand nombre de
problémes) et appliquée au cas de Uhypersurface fitting par une entité NURBS.

Le chapitre 5 présente les résultats obtenus par notre méthode de réduction de modéle
sur trois benchmarks. Le premier traite un probléme d’approximation de champ de tem-
pérature d’une plaque mince soumise & divers flux thermiques. Ce probléme admet quatre
parameétres d’entrée et une sortie. La particularité de ce benchmark réside dans le fait que
les conditions limites appliquées & la plaque rendent le champ de température indépendant
d’un des paramétres d’entrée. Le deuxiéme benchmark traite un probléme d’approxima-
tion du champ de déplacement d’une plaque mince encastrée & une extrémité et soumise
a un effort a son autre extrémité. Ce probléme admet quatre entrées et deux sorties. Sa
particularité est due au fait que la norme de 'effort appliquée fait partie des paramétres
d’entrée du métamodéle. Enfin, le dernier benchmark traite un probléme d’approximation
d’un champ de déplacement d’une plaque mince trouée. Ce probleme admet lui aussi quatre
entrées et deux sorties. Sa particularité est que la topologie du domaine, et donc la distri-
bution des points cibles, change pour chaque combinaison des paramétres d’entrée : il en
résulte un probléme d’hypersurface fitting fortement non-convexe. Les résultats de notre
méthode de réduction de modéle sont comparés & une méthode basée sur les hypersurfaces
NURBS issue de la littérature et utilisant les régles empiriques classiques pour fixer certains
paramétres de ’hypersurface, a savoir, les knot vectors et les degrés.

Le chapitre 6 présente un cas d’application de complexité industrielle. Le probléme & traiter
est un probléme d’optimisation d’un panneau raidi réalisé par deux stratifiés, I'un pour la
peau et autre pour le raidisseur. Le but de ce probléme d’optimisation est de minimiser
la masse du panneau, tout en respectant une contrainte sur la charge critique du premier
mode de flambage. Le calcul de la masse étant réalisé par le biais d’une formule analytique,
le probléme nécessitant une réduction de modéle est I'estimation de la charge critique de
flambage. Dans ce cas, le métamodéle & réaliser admet six entrées et une sortie. Dans
un premier temps, la stratégie d’optimisation MS2L (Multi-Scale Two-Level) permettant
Ioptimisation de la structure est présentée. Cette stratégie résout deux problémes d’opti-
misation interdépendants. Dans le premier, les parameétres géométriques et mécaniques des
stratifiés composant la peau et le raidisseur sont déterminés. Les paramétres mécaniques
utilisent le formalisme polaire qui est introduit briévement. Dans le second probléme, les
orientations des plis composant les stratifiés sont déterminées de maniére & satisfaire les
valeurs des paramétres fournis par la résolution du premier probléme. Le calcul de la charge
critique de flambage n’intervient que dans le probléme de premier niveau. C’est pourquoi,
aprés avoir présenté les résultats obtenus par notre méthode de réduction de modéle, le
métamodéle obtenu est utilisé pour résoudre le probléme de premier niveau.

Le dernier chapitre présente les conclusions générales ainsi que les perspectives de ces
travaux de thése.



Chapitre 2

Etat de Dart

2.1 Introduction

Le domaine de la réduction de modéle, ou metamodeling en anglais, représente un ensemble de
méthodes et de techniques dont 'objectif principal est de générer le modéle d’'un modéle appelé
modele réduit ou encore métamodéle. La conception de systéme est de plus en plus pilotée par les
données, avec des temps de cycles réduits, de moins en moins de prototypage et une augmentation
de la complexité des systémes (systémes pluridisciplinaires par exemple). Dans ce cadre, les
techniques de réduction de modéle offrent un énorme potentiel par leur capacité & encapsuler des
données obtenues par de multiples simulations (ou expériences) dans un modeéle mathématique
unique. Ce modeéle est généralement beaucoup plus simple et plus rapide d’utilisation que les
modéles ou les expérimentations ayant permis de 'obtenir. Nous pouvons d’ailleurs lister les
différentes caractéristiques attendues d’un bon métamodéle :

e Minimiser le nombre de paramétres devant étre fixés a priors par 1'utilisateur,
e Ne pas nécessiter d’expertise de la part de I'utilisateur pour construire le métamodéle,

e Etre plus rapide que le modéle dont il est issu en conservant la robustesse et la précision
de celui-ci,

e Minimiser le nombre de données nécessaires & son utilisation.

Notons que la génération d’un modéle réduit passe, quelle que soit la méthode utilisée, par deux
phases de calculs trés différentes. Ces deux étapes ont des temps de calculs qui peuvent différer
de quelques ordres de grandeurs. Dans un premier temps, les paramétres du métamodeéle sont
évalués a partir de données connues, sauf dans le cas de la méthode PGD (Proper Generalized
Decomposition) qui ne nécessite pas systématiquement de calcul a priori. Cette étape est sou-
vent appelée phase de calibration ou d’apprentissage (on utilise souvent apprentissage dans le
contexte des machines learning). Le métamodeéle obtenu peut ensuite étre utilisé et le temps
de calcul nécessaire a l'obtention des sorties du modéle réduit est généralement trés inférieur
au temps nécessaire a sa calibration. Il est donc important de noter que deux temps distincts
de calcul interviennent lorsque l'on parle de réduction de modéle, le temps de calibration (ou
d’apprentissage) et le temps de restitution (ou d’utilisation). L'emploi d’un modéle réduit est
particuliérement attrayant dans les cas ot :



e la modélisation initiale d’un systéme limite le nombre de données pouvant étre générées,
e le colit expérimental est également trop élevé pour effectuer beaucoup de cas,

e la réponse dépend de plusieurs modéles,

e le modéle doit étre utilisé dans une boucle d’optimisation.

Ce sont des cas fréquents dans le domaine de l'ingénierie et, en particulier, dans le domaine
aéronautique, ou le chargement de la structure d’un avion est obtenu & partir d’analyses multi-
physiques et/ou d’expérimentations & échelle réelle qui engendrent des cotts importants. Les
enjeux de minimisation de la masse jouant un réle prépondérant dans la conception d’un avion, il
parait naturel, dans ce genre de situation, d’adopter un métamodéle qui encapsule les cotiteuses
données obtenues & des fins d’optimisation. Il existe d’ailleurs un grand nombre d’exemples
dans lesquels des modéles réduits sont utilisés dans un but d’optimisation, dans le domaine
aéronautique [19-22|, mais également dans d’autres domaines [9,23-29].

Ce chapitre dresse une liste non-exhaustive des principales méthodes connues et utilisées.
Toutes présentent des avantages et des limites et il parait difficile, voire méme impossible, qu’ une
seule méthode puisse prétendre étre supérieure & toutes les autres pour tous les cas d’applica-
tions. On peut en revanche établir, qu’en fonction de la nature des données & modéliser, certains
métamodeles sont plus adaptés que d’autres. Le probléme est qu’un ingénieur ne connait pas a
priort le comportement de ’espace de conception et il est donc nécessaire d’utiliser une méthode
susceptible de donner une bonne approximation de cet espace malgré ce manque d’information.
Le but est donc d’identifier une technique de réduction de modeéle qui produit de bons résultats,
sans étre obligatoirement les meilleurs, mais sur un grand nombre de problémes différents. La mé-
thode développée dans ces travaux est basée sur l'utilisation des entités géométriques nommées
splines de bases rationnelles non-uniforme mieux connues sous leur acronyme anglais NURBS
(Non-Uniform Rational Basis Splines). Initialement développées dans le cadre de la modélisa-
tion géométrique des courbes et surfaces, leur formalisme est extensible au cas de dimensions
quelconques et une méthode de réduction de modéle les utilisant a récemment été publiée par
Turner [1] et utilisée dans un probléme de caractérisation inverse des paramétres d'un matériau
composite [30]. Elle présentait toutefois I'inconvénient de ne pas tirer parti de tous les parameétres
régissant les entités NURBS, méme si I'utilisateur n’avait pas de parameétres a fixer a priori, un
grand nombre de paramétres ont été fixés & l'avance par des régles empiriques. Notre approche
vise & éliminer ces régles en exploitant tous les paramétres régissant 'hypersurface NURBS sans
introduire des hypothéses simplificatrices sur le choix de certaines variables de I’entité.

Les techniques de réduction de modéle présentées dans les prochaines sections, peuvent étre
classées selon trois catégories d’utilisation :

1. méthodes d’interpolation ;
2. méthodes d’approximation ;
3. méthodes de réduction d’ordre.

Les méthodes dinterpolation et les méthodes d’approximation permettent d’obtenir, a partir
d’un ensemble de points connus {X;}, les valeurs en tous points non mesurés de 'espace Xj.
La différence principale entre ces deux méthodes est qu’en interpolation, la valeur en un point
connu est la valeur réelle, ou mesurée, alors qu’en approrimation la valeur en un point connu est
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approchée. Les méthodes de réduction d’ordre permettent, quant & elles, d’obtenir une complexité
de calcul inférieure & la complexité initiale.

Certaines des méthodes proposées sont capables de traiter les trois cas d’utilisation tandis
que d’autres sont spécifiques a un domaine. Par exemple, les méthodes barycentriques sont des
méthodes d’interpolation car elles ont été définies pour approximer la valeur de la fonction z
en un point X non connu de I'espace, la valeur en un point connu étant directement la valeur
mesurée [31,32]. Les méthodes de krigeage et les méthodes utilisant des fonctions & base radiale
sont également des méthodes d’interpolation mais il est possible de les utiliser en approximation
pour s’adapter & des données bruitées [9]. A Vinverse, les méthodes de régression sont souvent
utilisées en approximation car il y a généralement plus de données que de coefficients a calculer
[32]. Les méthodes basées sur I'apprentissage comme les réseauz de neurones ou les machines
a vecteurs de support font partie des méthodes d’approximation car la phase d’apprentissage
ne garantit pas linterpolation des données |11, 33]. Les méthodes basées sur l'utilisation des
Splines et plus généralement des NURBS sont, quant a elles, capables de traiter des problémes
d’interpolation et d’approximation [2] mais peuvent également étre utilisées comme des méthodes
de calcul directes, dans le cas de calculs isogéométriques par exemple [34]. En ce qui concerne
les méthodes de réduction d’ordre, elles ont été développées dans le but de réduire la complexité
de calcul, en générant une base de projection a posteriori de la solution pour la décomposition
en valeurs propres orthogonales [35], et en utilisant une formulation & variables séparées pour
la décomposition propre généralisée [36] générant ainsi une approximation de la solution pour
un coit de calcul inférieur au modele original. Il est donc naturel que ces méthodes puissent
également étre utilisées dans le cadre de 'approximation de données connues [7].

2.2 Meéthodes d’interpolation et d’approximation

L’interpolation est une opération consistant a déterminer, a partir d’une série statistique suc-
cincte aux valeurs trop espacées, de nouvelles valeurs correspondant & un caractére intermédiaire
pour lequel aucune mesure n’a été effectuée (Larousse).

Dans le domaine de l'ingénierie mécanique, les méthodes d’interpolation ont pour but d’ob-
tenir la valeur z(Xy) de la fonction z(X), X = (X(l), e X(N)) € RN en un point X & partir
d’un ensemble de n valeurs connues de cette fonction {z(X;),...,z(X,,)}. La dimension de l'es-
pace vectoriel contenant X est N. On note z (Xy) la valeur de la fonction qui interpole la valeur
au point Xg et répondant & ’équation suivante :

z (Xp) =f (2(X1),...,2(Xy)), VXo # {X1,...., Xy}, 2.1)
i(XZ) :Z(Xz‘), 1= 1,...,7’L. )

La fonction z(X), X € RY peut étre une fonction scalaire ou vectorielle et, dans ce cas, nous
notons M la dimension de cet espace vectoriel. Lorsque c’est le cas, nous considérons la fonction
z comme une application z : RY — RM.

L’approzimation est basée sur le méme principe a la différence prés que la fonction Z(X) ne
passe pas par les points z(X;), i = 1,...,n, mais & proximité de sorte que :

z(Xo) = f(2(X1), ..., 2(X,)), VX € RY (2.2)
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En général, le but de 'approximation est de diminuer le nombre de parameétres nécessaires
au calcul de z en conservant un écart entre la valeur approximée z(X;) et la valeur mesurée
z(X;), i = 1,...,n, assez faible, i.e. correspondant assez généralement & une erreur maximale
d’approximation autorisée par l'utilisateur du métamodeéle. Dans la littérature il est également
possible de trouver les termes méthode exacte et méthode approchée pour parler des méthodes
d’interpolation et d’approximation, respectivement.

Mathématiquement parlant, utiliser une méthode d’approximation pour un ensemble de don-
nées déterministes est discutable, pour ne pas dire incorrect, les erreurs étant dues & la précision
du moyen ayant permis d’obtenir ces données. Par exemple, dans le cas d’une simulation numé-
rique par éléments finis, ces erreurs sont déterminées par le nombre d’éléments du modéle. Elles
sont systémiques et non pas aléatoires comme dans un ensemble de données non déterministes.
Certains chercheurs considérent donc que seules les méthodes d’interpolation sont appropriées
pour modéliser des données déterministes [37]. Il existe cependant beaucoup de cas d’étude ou
l'utilisation d'un métamodeéle d’approximation a démontré son utilité [9, 27, 38-42] méme s'il
modélisait des données déterministes. En effet, les simulations réalisées dans le domaine de I'in-
génierie sont des approximations de la réalité et un métamodéle de ces simulations peut étre
interprété comme une approximation de ’approximation du systéme réel & ’é¢tude. Par exten-
sion, il s’agit toujours de I'approximation du systéme réel [1]. Une méthode d’interpolation,
utilisée pour modéliser une simulation du réel reste donc une approximation du systéme réel,
au méme titre qu’une méthode d’approximation. Il est donc plus pertinent de déterminer quelle
approximation représente au mieux le systéme réel.

Toutes ces méthodes peuvent étre classées en deux catégories principales : les méthodes
déterministes et les méthodes stochastiques qui modélisent la fonction z(X), X € RY comme la
réalisation d’une fonction aléatoire :

Z(X) = u(X) +e(X), X € RY, (2.3)

ou p(X) est la structure déterministe correspondant a l'espérance E [Z(X)], e(X) est la structure
aléatoire dont les propriétés dépendent de la méthode employée et Z(X) est la fonction aléatoire
dont la réalisation est z(X) [32,43,44].

2.2.1 Meéthodes déterministes barycentriques

Les méthodes d’interpolation de type barycentrique [45], aussi appelées moyennes mobiles |32]
ou encore approzimation de Kernel [31,46] font partie des méthodes les plus intuitives. En effet,
la valeur en un point inconnu Xy est prédite par une moyenne pondérée de I'ensemble des valeurs
connues {z(Xy),...,z(X,)} :

2(Xo) =Y Nz(Xi), (2.4)
=1

avec \; le poids affecté a la valeur mesurée z (X;) respectant I’équation suivante :

En: A=1, (2.5)
=1
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afin de ne pas générer de distorsion par rapport a la valeur réelle. Le choix des pondérations
varie d'une méthode & 'autre mais elles font pour la plupart intervenir la distance euclidienne
|X; — Xpl|| entre le point X; ou la valeur de la fonction est connue et le point Xg de fagon a
accorder un poids \; plus grand aux points proches de Xy. Le choix le plus classique pour la
détermination de ’ensemble des {\;} est de faire intervenir l'inverse de la distance euclidienne :

1
[1Xi = Xol|
1 Y
721X — Xl

Ai = d>0, (2.6)

avec d un paramétre a fixer a priori. Il permet de diminuer I'effet des valeurs éloignées de Xg sur
son approximation. Il est également possible d’affecter un poids nul aux points les plus éloignés
de Xg. Dans ce cas, seul les points dans un certain voisinage V(Xy) sont pris en compte dans le
calcul des coefficients \; et I'éq. (2.6) devient :

1
XX
1
212V %0) TG~ Kol

i =

, X € V(Xo). (2.7)

En pratique, il est possible de choisir la taille du voisinage V(X() de deux maniéres. Soit un
nombre de point ng est fixé a priori et limite le voisinage V' (Xy) aux ng points les plus proches,
au sens de la norme euclidienne, de Xy. Soit un rayon rg est fixé lui aussi a priori et seul les points
contenus dans 'hypersphére centrée en Xy et de rayon 1y appartiennent au voisinage V' (Xjy).
Les références [47-49] ont étudié les différents taux de convergence en fonction de la taille du
voisinage et du nombre de points cibles disponibles de maniére & choisir judicieusement ces deux
paramétres. De part sa nature, 'interpolation de points X proches des bords est plus biaisée qu’a
I'intérieur du domaine. Pour traiter ce probléme, une méthode a été proposée par [50] permettant
ainsi de conserver ’ordre de grandeur de biais et de variance de I'intérieur du domaine au niveau
des bornes.

Bien qu’intuitive, cette méthode est surtout utilisée dans des applications dont 'espace des
parameétres N est faible (N < 3) tels que l'interpolation spatiale [31], le traitement d’images [51]
ou encore 'analyse de scénes dynamiques [52]. La raison est simple, le calcul points & points de la
distance euclidienne peut s’avérer trés cotiteux lorsque la dimension N de 'espace ou le nombre
de points mesurés n augmentent, de méme que la recherche du voisinage V' (Xy).

2.2.2 Meéthodes déterministes d’interpolation par partitionnement de 1’es-
pace

Ces méthodes forment un cas particulier des méthodes barycentriques [32,45] mais elles se
distinguent par 'utilisation d’un découpage de I'espace permettant de déterminer & la fois les
poids \; et le voisinage V(Xp). Il existe principalement deux méthodes de division de l'espace :
par polytopes et par simplezes. Ces méthodes ayant été initialement développées dans le cadre de
Pinterpolation spatiale (N = 2, 3), il est beaucoup plus fréquent de trouver dans la littérature les
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termes de découpage par polygones et triangles (N = 2) ou polyédres et tétraédres (N = 3). Le
partitionnement par polytopes porte d’ailleurs différents noms dont les principaux sont polygones
de Thiessen, diagramme de Voronoi et tessellation de Dirichlet. Le principe de ce découpage de
I'espace est de définir pour chaque point connu X; un polytope dans lequel tous les points
sont plus proches de X; que de n’'importe quel autre point X;, j # 7. La fig. 2.1 présente un
exemple dans un cas de dimension N = 2 o1 les polygones de Thiessen en trait plein ont été
obtenus & partir d’'un ensemble de quinze points cibles. Par opposition, le découpage en simplexes
partitionne ’espace par des N-simplexes dont les sommets sont les points connus X;. Il existe
plusieurs méthodes pour sélectionner les sommets d’un méme simplexe mais le plus connu est le
critére de Delaunay qui utilise un partitionnement par polytope. Les points cibles partageant un
hyperplan de leurs polytopes sont liés et forment une arréte du simplexe. La fig. 2.1 montre le
découpage obtenu par le critére de Delaunay (trait pointillé) en dimension N = 2 a partir des
polygones de Thiessen (trait plein) et de leurs quinze points cibles X; associés. Comme les deux
méthodes sont basées sur la tesselation par polytopes, il existe un grand nombre de références
traitant de 'implémentation algorithmique du calcul de ce partitionnement, en dimension N < 3
[63-57] mais également en dimension quelconque [58,59]. Pour un approfondissement, le lecteur
intéressé est renvoyé vers la référence [60].

FIGURE 2.1 — Exemple de polygones de Thiessen (trait plein) et triangulation de Delaunay (trait
pointillé)

14



1l existe plusieurs méthodes d’interpolation basées sur un partitionnement de ’espace dont la
plus simple est celle du plus proche voisin qui affecte a I’ensemble des points X appartenant & un
polytope, la valeurs du point connu X; qui lui est associé. Elle est cependant peu utilisée en raison
des problémes de discontinuité qu’elle génére aux points appartenant aux hyperplans des poly-
topes. On lui préfére donc souvent la méthode d’interpolation par voisinage naturel formalisée
par Sibson [61,62] et dont une revue récente des différentes variantes est disponible dans la réfé-
rence [63]. Le principe de calcul des poids \; ainsi que du voisinage V' (X) se fait en deux temps.
L’espace est partitionné une premiére fois avec l'ensemble des points connus {X;, i =1,...,n} et
n’a ensuite plus besoin d’étre recalculée. I’espace est ensuite de nouveau partitionné en incluant
le point Xy dans cette tesselation, ce qui implique d’effectuer le découpage pour chaque point
Xy que l'on souhaite calculer. Les deux partitionnements sont ensuite "superposés' afin de faire
apparaitre les intersections entre le polytope associé au point Xy et les polytopes de ’ensemble
des points {X;, i =1,...,n}. Le volume de lintersection entre le polytope associé¢ a X et le
polytope associé a X; permet de calculer la pondération A; qui lui est associée de la maniére

suivante :
Vol (le N PXO)

>y Vol (Px; N Px,)’

ou Vol (Px; N Px,) représente le volume de U'intersection entre le polytope Px, associé au point
X; et le polytope Px, associé au point Xy. On comprend donc qu'un poids nul est affecté aux
points X; trop éloignés de Xp, i.e. dont lintersection Px, N Px, est vide, sans avoir a fixer
de paramétre a priori pour le calcul du voisinage V (Xg). La fig. 2.2 présente un exemple en
dimension N = 2 ou le polygone associé au point Xy (trait pointillé) a été superposé aux
polygones de Thiessen (trait plein) afin de faire apparaitre les aires a; de leurs intersections.
Dans cet exemple, la valeur z (X() en un point de I’espace est donnée par le relation suivante :

A=

(2.8)

Z Z a] (X5) (2.9)

avec a; 'aire de 'intersection entre le polygone associé au point X et le polygone associé au
point X;.

Dans le cas d’'un partitionnement par simpleze, le voisinage V (Xg) est déterminé par le
simplexe Sx, dans lequel il se trouve. En effet, seuls les points de ce simplexe interviennent dans
le calcul des pondérations A; par la relation :

Vol (S;)
Zjesxo Vol (S;) ’

\i = (2.10)

ot Vol (S;) est le volume du simplexe S; dont les sommets sont ’ensemble des points {X;,
J € 58x,, j # i} etlepoint Xg. La fig. 2.3 présente un exemple en dimension N = 2 d’interpolation
par voisinage naturel & partir d’une triangulation de Delaunay. Dans cet exemple, la valeur z (Xo)
est donnée par la relation suivante :

ZZ " (Xi), (2.11)



FIGURE 2.2 — Exemple de pondération par voisinage naturel en dimension N = 2 avec des
polygones de Thiessen

FiGURE 2.3 — Exemple de pondération par voisinage naturel en dimension N = 2 avec une
triangulation de Delaunay

avec a; I'aire du triangle dont les sommets sont les points {Xq, X;, j # i}.

De méme que pour la famille compléte des méthodes barycentriques, les techniques de parti-
tionnement sont essentiellement utilisées en interpolation spatiale, dont notamment le traitement
de données métérorologiques [64,65] ou de données géostatistiques [66,67]. En effet, malgré la
simplicité de ces méthodes, la complexité du calcul de la tesselation croit grandement avec la
dimension N et certaines méthodes impliquent de calculer un nouveau découpage pour chaque
valeur z (X) a interpoler. Notons cependant que I'avantage principal de ces méthodes réside
dans ’absence de paramétre a fixer a priori par 'utilisateur.

2.2.3 Meéthode déterministe : régression

Les méthodes de régression, aussi connues sous le nom de surfaces de réponses, surfaces de
tendances [32] ou Response Surface Models en anglais, sont directement issues des techniques
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de plans d’expérience et furent initialement introduites comme des méthodes d’ajustement de
courbes (curve fitting). La méthode la plus classique utilise une forme polynomiale des variables
indépendantes :

X)) = Y Biin (:e(l))il X o X (:c(m)m, (2.12)

i1+...+in<p

ou p est le degré maximale du polynéme et ensemble des {8, . iy} sont les coefficients du
polyndéme & déterminer. Le degré p doit étre fixé a priori par l'utilisateur et celui-ci détermine
le nombre de coeflicients a calculer et donc le nombre minimal de points nécessaires. Il existe
plusieurs méthodes permettant d’obtenir les coefficients 3;, . ;, comme le maximum de vraisem-
blance [68-70] mais la plus utilisée est la méthode des moindres carrés. Il est d’ailleurs aisé de
mettre I’éq. (2.12) sous la forme matricielle suivante :

7 = Mg, (2.13)

avec Z un vecteur de dimension n x 1 des valeurs de la fonction z (X;), i = 1,...,n, 3 est un
vecteur de dimension P x 1 des coefficients ;,, . ;5 et M est une matrice de dimension n x P

. L. . i1 7
contenant les termes des différentes séries de puissance Hi1+...+iN§p (:c(l)) X ... X (JJ(N)) N avec
P le nombre de coefficients a calculer défini par la relation suivante :

P=@p+1)N. (2.14)

Dans le cas ou le nombre de points mesurés n est égal au nombre de coefficients P a déterminer,
la matrice M est carrée et potentiellement inversible, ce qui permet d’obtenir une interpolation
des points cibles. En général, n est supérieur & P et il est alors nécessaire d’inverser M a ’aide
de la pseudo-inverse. Ceci revient a calculer les coefficients 3;, . ;, par la méthode des moindres
carrés. Le polyndéme obtenu n’interpolera alors pas les points cibles mais les approximera.

Du point de vue de T'utilisateur du métamodele, le seul paramétre & fixer a priori est le
degré maximal des polynémes p mais celui-ci pilote en grande partie le cofit de calcul de la
pseudo-inverse de M. En effet, I'inversion de la matrice est généralement considérée comme étant
@) (P3) [71] et la dimension N de ’espace n’étant pas une variable, seul p pilote la complexité du
calcul. Il est également important de noter que dans le cas de sorties multiples, i.e. une fonction
z(X) vectorielle, il est nécessaire de calculer les P coefficients f3;, . ;, pour chaque sortie. Notons
également que les surfaces de réponse sont capables d’extrapoler les valeurs en dehors des limites
fixées par I’ensemble des points cibles avec des aptitudes de prédiction correctes [72]. Il est rare
de trouver des applications ou p est supérieur & 2 a cause de l'effet vaguelette généré par des
polynémes de degrés supérieurs. A ceci s’ajoute le fait que tous les points cibles ont la méme
influence sur tout le champ. Une conséquence directe est que cette méthode n’est pas efficace
dans le cas ot la fonction z(X) est fortement non-linéaire localement. Des approches locales ont
été développées pour résoudre ces problémes [73,74], basées sur l'utilisation de multiples surfaces
de réponse locales, mais conserver la continuité et la dérivabilité entre les différents morceaux
est loin d’étre trivial. De plus, le métamodéle obtenu est dépendant du systéme de coordonnées
utilisé, ce qui peut conduire a des résultats incohérents en changeant le systéme de coordonnées
ou son orientation.
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2.2.4 Meéthodes stochastiques de Krigeage

Cette méthode doit son nom a l'ingenieur minier sud-africain Krige |[75] qui en est le précur-
seur. Le terme krigeage et le formalisme de la méthode sont toutefois dus au francais Mathe-
ron [76,77] qui en a assuré le développement. Le fondement de cette méthode est de prendre en
considération la structure de dépendance spatiale des données. Elle est d’ailleurs la premiére &
en avoir tenu compte. La fonction 2(X) est donnée par la relation suivante :

2Xo) =a+ > Xz(Xy), (2.15)

=1

ol les coefficients a et A; sont obtenus de maniére & ce que la prédiction ne soit pas biaisée
avec une variance minimale. Comme il s’agit d’une méthode stochastique, la fonction z (X) est
vue comme la réalisation d’une variable aléatoire régie par 1’éq. (2.3) o € (X) est la structure
aléatoire stationnaire, d’espérance nulle et possédant une structure de dépendance & déterminer.
Il existe plusieurs formes de krigeage, dépendant de la forme donnée & la structure déterministe
w1 (X), dont principalement :

e Le krigeage simple ou p (X) = k est une constante connue.
e Le krigeage ordinaire ou u (X) = p est une constante inconnue.

e Le krigeage universel ott 11 (X) = 3, 8;f; (X) est une combinaison linéaire de coefficients
B; de fonctions f; (X) de la position.

Initialement développée dans un cadre géostatistique [44, 78], I'intérét pour cette méthode a vu
le développement d’une branche spécifique & la réduction de modéle, connue sous le nom de
DACE [8,79,80] (Design and Analysis of Computer Ezperiments), dont la formulation bifurque
légérement du cadre initial [9]. Nous présentons bien évidemment ici le formalisme utilisé dans
le cadre de la réduction de modéle.

La modélisation par krigeage, passe par I’étude de la structure de dépendance de la fonction
aléatoire ¢ (X). Pour cela, la covariance de la variable aléatoire Z (X) est définie de la maniére
suivante :

Cov (Z (X;),Z (Xp)) = 02R (X;, Xo) , (2.16)

ol 02 est un facteur d’échelle, appelé variance du processus, qui peut s’adapter aux données
traitées et R (X;,Xy) la fonction de corrélation spatiale, ou SFC (Spatial Correlation Function),
entre les points X; et Xy. Le choix de la SFC détermine la maniére dont les données vont étre
interpolées et il en existe un grand nombre comme le modéle pépitique, le modéle linéaire a
palier, le modeéle exponentiel ou encore le modeéle gaussien [43,44|. Cependant, dans le domaine
de l'ingénierie, le modéle le plus utilisé pour le cas ot N =1 est [1,9] :

R(X;, Xo) = e VX=Xl (2.17)

avec 6 > 0, un paramétre définissant le rayon d’influence des données et 0 < p < 2 un paramétre
lite au lissage du modéle. On remarque, d’aprés cette équation, que plus les points X; et Xy sont
éloignés 'un de ’autre, plus 'influence de X; sur la prédiction de X est diminuée. Le paramétre
0 permet de personnaliser la rapidité avec laquelle 'influence décroit en fonction de la distance.
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Pour de petites valeurs de 6, méme les points éloignés continuent & influencer la prédiction car
ils restent trés corrélés. A D'inverse, pour des grandes valeurs de 6, seuls les points trés proches
de la valeur prédite auront de l'influence. Concernant le paramétre p, plus sa valeur est élevée,
plus la réponse obtenue sera lisse. Avec cette formulation, R (X;, X;) = 1, ce qui implique que
le métamodele obtenu réalise une interpolation des données. 1l existe toutefois des techniques
permettant de ne pas passer par les points mesurés afin d’approximer des données bruitées par
exemple [9]. L’éq. (2.17) est valable pour le cas o N = 1. Pour étendre cette formulation & une
dimension N quelconque, une pratique courante est de multiplier les fonctions de corrélation de
chaque dimension. Cette régle, connue sous le nom de régle du produit de corrélations ou product
correlation rule, exprime la SCF de la maniére suivante :

N
(d) (d)
R(X;,Xq) = [ e =0, (2.18)
d=1

ou d représente la direction de l'espace, X;, ¢ = 1,...,n, est un point mesuré de 'espace, X
est le point auquel on réalise la prédiction, 64 est le rayon d’influence dans la direction d, py
est le paramétre de lissage dans la direction d et Xi(d) est la d-iéme coordonnée du point X;.
Notons que cette méthode permet de sélectionner une SCF différente pour chaque direction d de
I'espace. Il est possible notamment de choisir un paramétre 65 et un parameétre pg pour chaque
direction d = 1, ..., N. Cependant, certains auteurs suggérent que l'utilisation d’un seul couple
de parameétre 6 et p donne déja de bons résultats.

Les SCF étant définies pour chaque direction, la prédiction en un point X est obtenu par la
relation suivante :

2(Xo) = fx,B+ 1%, R (z—FQ), (2.19)

ou 3 est donné par la relation :
-1
B=(F'R'F) F'R'z (2.20)
avec fx, le vecteur k x 1 des termes polynomiaux de la structure déterministe tel que :

fx, = (A(X) - fulX)", (2.21)

f; les poids associés aux fonctions f;(X) regroupés dans le vecteur de dimension k x 1 :

T
B=0B1 - Br) . (2.22)
et F est la matrice n x k contenant les termes polynomiaux des n différents points mesurés :
£,
F= N (2.23)
T
X7L

Le vecteur z de dimension n x 1 regroupe les différentes réalisations de Z(X;), i = 1,...,n,
T
z=(2(X1) - 2(Xn) (2.24)
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tandis que le vecteur rx, de dimension n x 1 est le vecteur des corrélations spatiales entre le
point Xy et les points mesurés X;, 1 =1,...,n,

ry, = (R(X1,Xo) -+ R(Xn,Xo))", (2.25)

et la matrice carré R de dimension n est la matrice des corrélations spatiales dont la ligne ¢ et
la colonne j est définie par la SCF entre les points X; et X,

R(X1,X1) -+ R(X1,Xp)

R = (2.26)

R(X,,X1) -+ R(Xp,Xp)

En pratique, plusieurs études, dont [9], ont suggéré que le krigeage ordinaire était suffisant dans
un grand nombre de cas et simplifie grandement I'éq. (2.19) puisque fx =1 et F =1 ou 1 est
un vecteur de dimension n x 1 ne contenant que des 1. Dans ce cas, ’éq. (2.19) devient :

2(Xo) = B+rx R (z—18), (2.27)

avec
B=(1"R'1) T 1TR 1z (2.28)
ol f est maintenant un terme constant.

En pratique, le choix des parameétres 8,4 et pg peut se faire par deux méthodes : mazimum de
vraisemblance ou wvalidation croisée. Cependant, trouver un ensemble de paramétres optimaux
par I'une ou 'autre de ces méthodes est grandement limité par le cofit de calcul de R qui peut
devenir trés important lorsque le nombre d’échantillons n augmente. De plus, R est sensible &
la distribution des données et des points trop proches peuvent engendrer des singularités et la
rendre non-inversible [9]. C’est pourquoi, en général, des hypothéses simplificatrices sont faites,
comme notamment fixer Vd, pg = 2 et Vd, 83 = 0. De cette maniére, seule la valeur du paramétre
0 est a déterminer. Enfin, méme s’il est possible d’extrapoler des données avec le krigeage, le
consensus général est d’éviter de 1'utiliser dans ce cas 1a, I'extrapolation étant trés sensible & la
forme de la tendance déterministe (krigeage simple, ordinaire, ou universel) , alors que l'effet est
souvent négligeable en interpolation.

2.2.5 Meéthodes stochastiques utilisant les fonctions a base radiale

Une fonction & base radiale, ou RBF pour Radial Basis Function, est une fonction ¢ & valeurs
réelles qui ne dépend que de la distance r; = || X — X;|| du point considéré X par rapport a un
autre point X;, de telle sorte que ¢(r;) = ¢(||Xo—X;||). La norme employée est souvent la norme
euclidienne mais d’autres mesures de distance sont envisageables. Les métamodéles utilisant de
telles fonctions font partie des modélisations stochastiques et sont intimement liés au krigeage et
aux modéles basés sur les splines. La référence [81] utilise d’ailleurs des métamodéles basés sur
les RBF et sur le krigeage dans le cadre d’optimisation aérodynamique. Le principe est d’obtenir
la valeur 2(Xg) & partir d’'une combinaison linéaire, non pas des valeurs mesurées, mais des RBFs
de ces points :

2(Xo) =Y wit (i), (2.29)
i=1
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ol w; est le poids associé & la RBF du i-éme point mesuré ¢ (r;) avec r; = ||X; — Xo||. Les
RBFs peuvent avoir plusieurs formes dont les plus courantes sont répertoriées dans le tableau
2.1 [82-85]|. Il est possible de remarquer, d’aprés celui-ci, qu'un parameétre ¢, relatif & un rayon
d’action de la fonction, doit étre fixé afin de définir complétement la RBF. La référence [86]
propose une méthode de sélection de ce paramétre.

Name ¢(r)

T‘2
Gaussienne p(ry=e, c¢>0
Multiquadratique d(r)=vVr2+c2, ¢>0
Quadratique inverse o(r) %Jrczl, c>0
Multiquadratique inverse r)= ——,c>0

Aadratia =

Spline polyharmonique (p impair) ¢(r) = rP
Spline polyharmonique (p pair) ¢(r) = rPIn(r)
Spline de type plaque mince $(r) = r2In(r)

Tableau 2.1 — Exemples classiques de RBF

La RBF étant sélectionnée, les coeflicients w; sont calculés & partir des conditions d’interpo-
lation,

qui peuvent étre mises sous forme matricielle,
Aw =1z, (2.31)

avec w = (w -+ wp)? le vecteur contenant les coefficients w;, i = 1,....n, z = (2(X1) ---
2(X,))" le vecteur contenant les réalisations de la variable aléatoire Z(X) et A la matrice
symétrique dont la i-éme ligne et j-éme colonne contient la valeur de la RBF ¢(||X; — X,||),

SIXa =Xall) - (X = X))
A= : : :

. ’ ; (2.32)
(X = Xal) - 6(1Xn — Xl

La difficulté principale pour l'utilisateur de la méthode est qu’il est rarement possible de
connaitre, a I'avance, quelle RBF utiliser pour générer le métamodéle et, comme dans le cas du
krigeage, un trop grand nombre de points cibles peut engendrer des difficultés dans I'inversion
de la matrice A. De plus, les RBFs ayant un comportement radial symétrique, le métamodéle
qu’elle génére n’est généralement pas adapté pour représenter des données discontinues [1]. De
plus, puisque tous les points mesurés impactent le modéle RBF, son comportement, comme pour
le krigeage, n’est pas local et 'ajout de nouveaux points dans la base de données nécessite de
recalculer tout le modéle. Méme si, par définition, le métamodéle généré réalise une interpolation
des données, il est possible de créer un métamodéle RBF d’approximation par ’addition d’un
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parametre dont le comportement est similaire a Ieffet pépite pour le krigeage. L’éq. (2.29) devient
alors :

2(Xo) = (1 — o) szﬁb (11X — Xol]) (2.33)

=1

ou, pour des faibles valeurs du paramétre de pépite (¢o < 0.001), on obtient un métamodéle RBF
d’approximation.

Une récente extension des RBFs a été développée par Mullur [87,88] sous I’acronyme E-RBF
pour FEzxtended Radial Basis Function. L’idée est d’ajouter des contraintes au métamodéle afin
d’assurer certaines propriétés comme, par exemple, la convexité dans des cas ou 'on sait que
ces propriétés existent dans l’ensemble des données. Ce comportement est obtenu en utilisant
plusieurs fonctions de base, & comportement radial ou non, au lieu de n’en utiliser qu’une seule.
Sur les cas étudiés, Mullur a conclu que les E-RBFs étaient au moins aussi performantes, voire
meilleures que les simples RBFs. L’idée d’utiliser plusieurs fonctions pour construire le métamo-
déle des E-RBFs fait le lien avec les méthodes heuristiques basées sur les réseaux de neurones
que nous allons présenter maintenant.

2.2.6 Réseaux de neurones

Les réseaux de neurones artificiels sont des métamodeéles bio-inspirés du fonctionnement du
cerveau. Ils ne peuvent cependant pas prétendre égaler les performances d'un réseau biologique,
essentiellement parce que nous ne maitrisons pas encore parfaitement la complexité des neurones
humains et de leurs interactions. De plus, il est pour 'instant impossible de réaliser un modéle
réduit dont les nombres de neurones et d’interconnexions seraient comparables & ceux d’un cer-
veau humain [11,33]. Un réseau de neurones est composé d’une couche d’entrée, formée par les
valeurs des différentes coordonnées de X, d’une couche finale qui compose les sorties du modéle
et de n; différentes couches intermédiaires (n; > 0). Chacune des couches est & son tour compo-
sée d'un certain nombre de neurones. La premiére étant composée des entrées du métamodéle,
elle compte nécessairement N neurones correspondant aux N coordonnées de X tandis que la
derniére posséde M neurones correspondant aux M coordonnées z)(X), j = 1,.., M, de la
fonction vectorielle z(X). La fig. 2.4 présente un exemple de réseau de neurones artificiel conte-
nant deux couches intermédiaires de n., et n., neurones respectivement. En général, méme s’il
est possible d’obtenir plusieurs sorties avec un métamodéle par réseau de neurones, les résultats
sont généralement moins bons qu’avec un réseau différent par sortie.

Les neurones des couches intermédiaires sont composés de fonctions fixées a priori par 'uti-
lisateur et chaque connexion représente un poids a calculer comme le montre la fig. 2.5. Ils sont
obtenus dans la phase d’apprentissage. Contrairement aux métamodeéles utilisant une seule RBF,
il est possible, grace & un réseau, d’utiliser plusieurs fonctions différentes avec des pondérations
indépendantes [89]. Il n’est cependant pas obligatoire de prendre seulement des fonctions ayant
un comportement radial. La construction d’un réseau de neurones passe par trois étapes : la
sélection des fonctions & inclure, la sélection de l'architecture et ’entrainement, ou 'appren-
tissage, du réseau afin d’établir les poids de chacune des interconnexions. Aucune de ces trois
taches n’est triviale. Par exemple, en augmentant le nombre de fonctions de base, les possibilités
d’architecture pour disposer les neurones croient exponentiellement. Mais méme avec un faible
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FicURE 2.5 — Exemple de réseau de neurones contenant k fonctions et 1 couche intermédiaire

trés compliqué, voire impossible, d’obtenir des métamodeéles de solutions analytiques lorsque la
complexité du réseau augmente, par manque de données pour ’apprentissage. Des méthodes
d’optimisation non-linéaires sont souvent utilisées pour obtenir une solution mais celle-ci est
généralement non-unique et adaptée aux données fournies qui peuvent ne pas étre adéquate pour
entrainer complétement le métamodeéle [90]. Pour toutes ces raisons, définir les fonctions de base,
optimiser I’architecture du réseau et l’entrainer peut prendre un temps non négligeable. De plus,
il n’y a aucune garantie que les données d’apprentissage soient adéquates, que 'optimisation non-
linéaire aboutisse a une solution optimale ou que la solution calculée sera une bonne prédiction [1].
S’ajoute & cela une tendance & obtenir des métamodéles souffrant du phénomeéne d’over-fitting.
Ceci arrive lorsque un métamodéle représente précisément les données qui ont permis de ’obtenir
mais donne une trés mauvaise prédiction en dehors de celles-ci. Ce probléme ne semble pas traité
dans la littérature car les partisans des réseaux de neurones n’apprécient pas ce phénomeéne et
par conséquent éludent le probléme [95].

Malgré ces défauts, il serait mal venu de considérer que les réseaux de neurones n’ont pas leur
place parmi les méthodes de réduction de modeéle. En effet, elles sont, & 'heure actuelle, les seules
méthodes & pouvoir traiter des problémes ayant des milliers de variables d’entrées. Cependant, la
nécessité de compétences spécifiques aux réseaux de neurones pour étre implémentés correctement
en fait une méthode peu versatile et difficilement utilisable par un utilisateur non-initié. Le lecteur
souhaitant approfondir le sujet est renvoyé vers les références [11,90,96,97].

2.2.7 Vector Support Machine

Les séparateurs & vaste marge, ou Vector Support Machines, sont des algorithmes d’appren-
tissage initialement développés pour la discrimination, i.e. la prévision d’une variable binaire,
par Vapnik [98]. Ils ont ensuite été généralisés au cas de variables qualitatives et sont basés sur
I'utilisation d’une fonction noyau permettant une transformation non-linéaire des données d’en-
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trées vers un espace intermédiaire (feature space) de plus grande dimension. L’idée générale est
de ramener le probléme de discrimination & un probléme linéaire de recherche d’un hyperplan de
marge optimale. Cela se traduit par la recherche d’une fonction, dans l’espace intermeédiaire, qui
maximise 'écart de 'erreur entre cette fonction et les points cibles de la base de données [99].
La fonction, ainsi obtenue, est une fonction linéaire dans un espace non-linéaire, permettant de
représenter des fonctions fortement non-linéaires par des expressions linéaires [100]. En fonction
du choix de la fonction noyau, il est possible d’obtenir des métamodeéles équivalents aux RBFs,
aux surfaces de réponses ou & des réseaux de neurones a trois couches [100].

Les VSMs sont particuliérement efficaces pour les problémes de grandes dimensions car une
dimension N importantes n'implique pas que l'espace intermédiaire soit de grande dimension.
En fait, 'algorithme est plus pénalisé par le nombre d’observations, i.e. le nombre de vecteurs
supports potentiels, que par le nombre de variables d’entrées [101]. Malgré leur utilisation dans
de nombreux domaines tels que les problémes de classification [102-105] et de caractérisation
de texte [106], la reconnaissance faciale [107|, la reconnaissance de forme [108], I’analyse de
composantes principales [100], les analyses de régression [99,109] ou encore la modélisation de
données aérodynamiques [110], les SVMs n’ont pas démontré de capacité a surpasser les autres
techniques existantes ou a résoudre des problémes insolvables auparavant [100].

Leur intérét principal est, comme pour les réseaux de neurones, de pouvoir traiter des pro-
blémes ayant un grand nombre de variables d’entrée. Cependant, les paramétres & fixer a priors
par l'utilisateur requiérent une certaine connaissance de la méthode pour étre implémentée cor-
rectement, méme si le nombre de paramétres est bien moins important que pour les réseaux de
neurones. De nombreuses références pertinentes existent et le lecteur intéressé par le domaine est
renvoyé vers les références [111-114].

2.2.8 Meéthodes déterministes utilisant les splines

Contrairement aux méthodes qui interpolent les valeurs point a point, 'idée générale derriére
Pinterpolation ou 'approximation par splines est d’ajuster une hypersurface passant par ou
proche des points cibles X;. Cette surface a également comme propriété d’étre la plus lisse
possible et on les retrouve souvent dans la littérature sous le nom de splines de lissage. Ces deux
conditions sont réunies dans un probléme de minimisation d’une fonction E(Z2) :

n

E(z) =3 [=(Xi) - 2(X)) + pl(2), (2.34)
=1

avec p un parameétre de lissage fixé a priori et I(2) la semi-norme de lissage. La solution de ce
probléme de minimisation peut étre exprimée par la somme de deux composantes [115] :

(X)) =T(X) + Zn: MNR(X, X)), (2.35)
=1

ou T'(X) est une fonction polynomiale dite de tendance dont les coeffcients sont a définir,
R(X,X;) est une fonction de base dont la forme dépend du choix de I(2) et les coefficient \;
sont a définir. L’une des formes les plus utilisées est celle des splines de type plaque mince [116]
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plus connues sous le nom anglais thin plate splines [117|. Initialement développées en dimension
N = 2, elles sont la généralisation des splines cubiques de lissage et donnent & la fonction de
base R(X,X;) la forme de I’énergie de flexion d’une plaque mince :

rocxo- [ () va(Le) () oo e

Cette technique minimise la courbure de la surface et imite le comportement d'une téle d’acier
forcée de passer par les points cibles X;. Méme si ce concept a été développé en dimension
N =2, il est tout a fait possible de le généraliser en dimension quelconque [118-120]. Il présente
toutefois une limite importante. En effet, la rigidité de la plaque génére des dépassements dans
les régions de l'espace présentant de forts gradients. Il est toutefois possible de résoudre ce
probléme en utilisant les splines de type plaque mince avec tension [121-123]. Cela a pour effet
de modifier le comportement de la surface, passant d’une plaque rigide & une membrane élastique.
De part son développement initial, il n’est pas étonnant de trouver de nombreux cas d’application
dans le domaine de 'interpolation spatiale tels que le traitement de données météorologiques de
précipitations [124-127| ou de données sismiques [128].

L’inconvénient de cette technique est qu’elle n’exploite pas le caractére local des splines méme
si des algorithmes ont été développés en se servant de cette propriété pour réduire la compléxité
du calcul [129]. 11 existe cependant des variantes utilisant les propriétés locales des splines dont
la plus connue est celle développée par le physicien et statisticien Jerome Friedman [130, 131]
et portant le nom MARS pour Multivariate Adaptive Regression Splines. Elle a par la suite été
commercialisée par Salford Systems et a bénéficié d’'une bonne popularité dans le domaine des
statistiques [132-136] mais n’a pas encore trouvé sa place dans le domaine de l'ingénierie. Cette
méthode est basée sur un schéma de découpage de ’espace développé par Friedman et crée ensuite
un métamodeéle local pour chaque région a partir de splines cubiques ou linéaires. La force de
cette méthode n’est pas dans le choix des splines mais bel et bien dans 1’algorithme de découpage
de l'espace. Ce découpage peut s’avérer pertinent en permettant, par une multitude de modeles
trés simples, de modéliser des comportements fortement non-linéaires. Cependant, le choix des
splines cubiques doit étre associé & une paramétrisation adéquate pour éviter notamment les
boucles, les plis ainsi que les discontinuités si des régions adjacentes ne partagent pas leurs
coins |2]. Remplacer les splines cubiques par des linéaires évite ce probléme mais le nombre de
subdivisions nécessaires peut augmenter énormément.

2.2.9 Meétamodéles basés sur les B-splines rationnelles non-uniformes

Les B-splines rationnelles non-uniformes, ou NURBS (Non- Uniform Rational Basis Splines),
sont utilisées dans la plupart des logiciels de conception assistée par ordinateur (CAQO) pour
la représentation des courbes et surfaces. Elles sont notamment connues pour étre capables de
représenter des surfaces hautement non-convexes. 1l existe un grand nombre d’exemples de leur
utilisation en dimension N < 2 mais peu de développements ont été faits pour les généraliser au
cas des hypersurfaces et, avant les travaux proposées par Turner [1], on ne trouve pas d’exemple
significatif dans la littérature de leur utilisation pour la réduction de modéle.

Le cceur des travaux de ce manuscrit étant basé sur 'utilisation des NURBS, nous donnons
ici une trés bréve description de leur formalisme, celui-ci étant détaillé au chapitre 3. Les NURBS
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sont des entités géomeétriques paramétrées définies dans un espace de dimension N vers un espace
de dimension M. Les cas d’utilisation les plus courants de la littérature sont répertoriés dans
le tableau 2.2. La généralisation au cas de dimension N et M quelconques est développée au
chapitre 3. Les NURBS sont la généralisation des courbes et surfaces B-Splines et, par extension,
des courbes et surfaces de Bézier. Elles présentent I'intérét de pouvoir décrire, de maniére exacte
et non approchée, des entités de formes polynomiales telles que les coniques, ce que les courbes
et surfaces B-splines ne permettaient pas jusque la. Le point d’une hypersurface NURBS H(u) :
[a,b]Y — RM est défini par I’équation suivante :

ZZI:O ZZ\];V:O Nihpl (u(l)) X X NiNyPN (u(N)) wilz-~~7iNPi17-~~7iN
im0 2gmmo Ny (W) X oo X Ny py (uM) wjy iy (2.37)
u(k) S [ak,bk}, k=1,...,N,

H(u) =

ol u = (u(l) . --u(N)) est le vecteur des paramétres u®), k = 1,..., N, a; et by sont les bornes
du paramétre u(k), Wip,..iy st le poids affecté au point de controle P;, ;v = {P(l)

i
Z-(yim}, ng + 1 est le nombre de points de controle dans la direction k, k = 1,...,N, H(u) =

{H(l) (v), ..., HM (u)} est le point de 'hypersurface et N, o, (u(k)) est la fonction de base de
degré pg associée a la direction k, k =1, ..., N, de 'espace et définie récursivement par

(2

. (k) k (k)
Nik,() (U(k)) — { 1, si Uv”C < u( ) < U'k-l-l’

0, sinon,
k) — g™ gk ok (2.38)
U U .
Nipr (u) = B N (u) 4 T N ()
’ (k) (k)™ "R (k) k) Viktl, )
Uik+7’ - Ulk Uik+7’+1 - Uik+1

ik:O,...,nk, T = 1,...,pk, k‘zl,..,N,

)

avec U le knot vector associé a la direction k de Pespace et formé de my, + 2 valeurs Ul(kk avec
my, = ng + pr + 1 et se présente sous la forme,

pr+1o° mg—pg+1>
prt+1 pr+1

U® = {ay,..,ap, UF . TW b, by}t k=1,...N. (2.39)
—— ——

Généralement, on fixe ap = 0 et b, = 1.

N | M | Type d’entité
1 | 2 | Courbe plane
113 Courbe 3D
2 | 3 Surface 3D

Tableau 2.2 — Cas classiques d’utilisation des NURBS
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11 existe un grand nombre de méthodes et d’algorithmes capables d’interpoler ou d’approximer
un ensemble de points pour les cas des courbes et surfaces. Ils sont d’ailleurs largement utilisés
en CAO car il est possible de contraindre la courbe, ou la surface, a passer par des points cibles
mais il est également possible d’imposer des contraintes sur la tangence et la courbure locales [2].
La plupart des approches d’approximation peuvent étre classées en deux catégories et sont basées
sur un calcul itératif. L’inconvénient est qu'un certain nombre de parameétres doivent étre fixés
a priort, notamment les degrés pg, k = 1,..., N, et les knot vectors U® k =1,.., N. Suite a
cela, seuls restent les nombres ng + 1 de points de contréle dans chaque direction k & déterminer,
les coordonnées des points de controle étant obtenues par la méthode des moindres carrés et
se traduisant par la résolution d’un systéme d’équations linéaires. La premiére approche vise &
approximer la courbe ou la surface par le minimum de points nécessaires, en général les bornes du
domaine, et on augmente progressivement le nombre de points de controle jusqu’a ce qu'un critére
d’arrét soit atteint, en général une erreur maximale d’approximation. La résolution du systéme
d’équations linéaires permettant d’obtenir les coordonnées des points de controle est nécessaire a
chaque itération. La seconde approche consiste a partir de 'interpolation des données, i.e. autant
de points de controle que de points cibles, puis diminuer progressivement le nombre jusqu’a ce
qu’un critére d’arrét soit atteint, 14 encore souvent une erreur maximale d’approximation.

Ces méthodes sont, pour la plupart, généralisables aux cas de dimensions IV et M quelconques
mais jusqu’aux travaux de Turner [1], il ne semble pas y avoir eu de développement dans le cadre
de la réduction de modéle. Il existe cependant des exemples ol le cas d’hypersurface NURBS a
été traité comme par exemple [137] ou des hypersurfaces NURBS sont utilisées pour le calcul
d’animation de scénes. La méthode de réduction de modéle développée par Turner est basée
sur le principe itératif d’ajout de points de controle [138-140]. Elle se distingue des méthodes
classiques par 'ajout de points de controle & ’endroit ot 'erreur d’approximation est maximale,
contrairement a la plupart des méthodes qui favorisent un maillage régulier des points de controle.
De plus, la méthode n’implique pas & 'utilisateur de fixer des paramétres a priori et elle est
associée a une méthode d’échantillonage pour l'obtention des points cibles [141]. Nous allons
brievement décrire son fonctionnement.

Dans un premier temps, les variables indépendantes X*), k = 1,..., N, sont normalisées
de telle sorte qu’elles soient comprises entre (0 et 1. Elles correspondent alors aux coordonnées
paramétriques de la NURBS et sont appelées coordonnées paramétrées,

(k) _ x(*)
u®) = M, k=1,..N. (2.40)
Xinaa — X Soon

Les sorties du métamodeéle correspondant aux variables dépendantes n’ont pas besoin d’étre
normalisées, les hypersurfaces NURBS étant invariantes par les transformations géométriques
(cf. le chapitre 3). Les degrés pg, k = 1,..., N, des fonctions de bases sont fixés & 1 dans la phase
initiale car les différents nj sont fixés & 1 également et ne permettent donc pas d’utiliser des
fonctions de base de degré p, > 1. A l'itération 2, les degrés py sont fixés & 2 et restent inchangés
pour les itérations suivantes. Turner justifie ce choix par le fait qu’utiliser des fonctions de
base de degrés plus élevés n’apporte pas de bénéfice notable [139]. Toutefois les degrés py des
fonctions de bases sont liés & la dérivabilité de la NURBS dans la direction k& au niveau des
neeuds et, de ce fait, certaines applications peuvent nécessiter I'utilisation de degrés pp > 2.
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La fig. 2.6 présente le schéma itératif d’ajout des points de contrdle dans un cas ou N = 2.
Il est bien str généralisable au cas de dimension N quelconque mais il est plus facile pour la
compréhension et la visibilité de ’expliquer en dimension N = 2. Notons que la dimension M est,
elle, quelconque. Dans un premier temps seuls les points de contréle aux extrémités sont fixés,
e uh = {0,1}, K = 1,..., N. A T'itération suivante un point de controle est ajouté a ’endroit
ou lerreur RMS (Root Mean Square) est maximale et des points de controle sont ajoutés pour
maintenir un hypercube de contrdle. Strictement parlant, seul un hyperrectangle est nécessaire
mais la méthode est implémentée en utilisant des hypercubes [139].

O O O L FO O—~1 010

[ ] L]

O O [

Itération 1 : Initialisation (4 points de contrdle) Itération 2 : Initialisation (9 points de controle) Itération 3 : Initialisation (16 points de contréle)

Q Points de contrdle de l'itération précédente l:’ . N . . . .
Points de contrdle ajouté pour maintenir un maillage carré

O Points de contrdle fixés aux coins >< Points de contrdle a I'emplacement du maximum d’erreur

FIGURE 2.6 — Schéma itératif d’ajout de points de controle de la méthode HyPerModel [1] pour
N =2

Les différents knot vectors sont calculés & chaque itération de maniére & assurer 'inversibilité
du systéme d’équations permettant d’obtenir les coordonnées des points de controle. Enfin, selon
le cas, il est possible d’affecter des poids non-unitaires et la méthode utilisée est celle du plus
proche voisinage. Ces voisinages sont déterminés par un nombre n, fixé a priori de points cibles
utilisés dans le calcul des poids. La proximité d’un point cible avec un point de controle est
déterminé seulement par les coordonnées paramétriques de ces points. Le poids affecté a un
point de controle P;, ;. est donné par une fonction de correlation spatiale [9] (cf. section 2.2.4)
et, en dimension N = 1, le poids w; est lié au point de contréle P; par la relation suivante :

Wi = Wmin + (Wmaz — Wmin) (rTR_lr) , (2.41)

avec Wmin et Wmae les poids minima et maxima respectivement, contraints par la relation 0 <

29



Wimin < W < Winag, T le vecteur des corrélations spatiales rg = R (u;,us), s = 1,...,n,, entre le
point de contréle P; et les n, points cibles de son voisinage et R la matrice des corrélations
spatiales R, s, = R (us,,Us,), (1,52) € {1,...,ny}, entre les points du voisinage s1 et s2. La
fonction de corrélation spatiale est donnée par la relation suivante :

R (us,, us,) = eIl (2.42)

ou @ deéfinit un rayon d’influence et p définit le taux de décroissance de cette influence. Turner [1]
a estimé que les parameétres 6 et p peuvent étre fixés & partir de wy,;, et du nombre de points de
controle par les relations suivantes :

0 = In(wpin), (2.43)
b= In (In(C))

In (%)

ou C' > 1.0 est un coefficient définissant I'influence minimale du poids prés des frontiéres du
voisinage. Turner [139] a obtenu de bons résultats sur ses cas d’application avec wp, = 0.1,
Wmaz = 1 et C = 2. Les coordonnées dépendantes des points de contréle sont ensuite obtenues par
Iinversion d’un systéme d’équations linéaires. En réalité la stratégie employée permet d’inverser
plusieurs systémes de dimensions bien inférieures mais ’algorithme employé étant similaire &
celui que nous utilisons, la méthodologie sera détaillée dans le chapitre 4, ol nous présentons
également des stratégies alternatives.

Cette méthode a fait ses preuves sur un grand nombre de fonctions de référence de la lit-
térature [1] mais a également été utilisée dans le cadre de loptimisation [142,143| et de la
caractérisation inverse de matériaux composites [30]. Malgré le fait qu’il n’est pas nécessaire de
fixer des paramétres a priori pour utiliser cette méthode, les choix des paramétres discrets de
I’hypersurface NURBS qui ont été faits ne bénéficient d’aucune justification physique. En outre,
cette approche n’est pas capable de fournir ces paramétres autrement que par des régles empi-
riques bien connues pour les courbes et surfaces NURBS [2]. Ces régles ne garantissent pourtant,
ni un nombre minimal de points de controle, ni des valeurs optimales pour les knot vectors. Elles
permettent simplement de faciliter le calcul numérique des coordonnées des points de controle.
Dans le cadre des courbes et des surfaces, les temps de calcul et les dimensions des matrices &
stocker ne représentent pas une limitation, ce qui justifie d’utiliser de telles régles. Dans le cadre
de la réduction de modéle, ce n’est pas le cas, et c’est pourquoi nous proposons une approche
novatrice dans le domaine des NURBS, capable de fournir les paramétres optimaux de 'hyper-
surface sans avoir a formuler d’hypothéses ou a utiliser des régles empiriques. En effet, plutot que
d’utiliser un schéma itératif, ne faisant varier que le nombre de points de contrdle, pour la phase
de calibration du métamodéle, nous incluons tous les paramétres qui influent sur la forme de
I’hypersurface NURBS. Le but étant d’obtenir un métamodéle optimal, garantissant le nombre
le plus faible possible de données et minimisant le temps de calcul dans sa phase d’évaluation.

(2.44)

2.3 Meéthodes de réduction d’ordre

Les méthodes de réduction d’ordre ont été développées comme une alternative possible aux
méthodes de discrétisation existantes. Leur objectif est de réduire le cott de calcul d’une si-
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mulation par rapport au modele initial. Considérons par exemple un maillage discret de njs
neceuds. Dans le cas d’un probléme transitoire ou non-linéaire, il est nécessaire de calculer les nyy,
valeurs pour chaque pas de temps, et dans le cas des éléments finis, cela correspond & inverser
au moins une matrice de taille ny; par pas de temps, ce qui peut devenir relativement cotiteux
lorsque njps augmente. L’idée derriere les modeles de réduction d’ordre est de trouver un sous-
espace de dimension ny plus petit que nys afin de diminuer le cotit de calcul. Elles sont toutefois
transposables au cas de I'approximation [7].

2.3.1 Décomposition orthogonale aux valeurs propres (POD)

La décomposition orthogonale aux valeurs propres, ou POD (Proper Orthogonal Decom-
position) aussi connue sous le nom de Principal Component Analysis (PCA) ou Karhunen-
Loéve Decomposition (KLD), fut initialement proposée indépendamment par plusieurs scien-
tifiques [144-148] et introduite par Lumley [149] dans I’analyse d’écoulements turbulents. Elle
est maintenant trés utilisée dans l’analyse numérique de la mécanique des fluides [6,150-157], ou
Computational Fluid Dynamic en anglais, mais elle a également été adaptée & d’autres domaines
comme la résolution de problémes dynamiques non-linéaires [158], le traitement de signals et
la reconnaisance de formes [159], la théorie du contréle [160-164], la résolution de problémes
inverses [165, 166], la simulation de dynamique moléculaire [167] et ’approximation [7].

Cette méthode est dite a posteriori car, dans le cadre de la réduction d’ordre ou elle a été
initialement proposée, elle postule qu’une approximation d’un champs inconnu z(X, t) est connue
en différents points X;, ¢ = 1, ..., n, d’'un maillage spatial pour des temps discrets t,,, m = 1, ..., P.
Dans le cadre de I'approximation, X peut représenter des paramétres de conception et ¢t des pas
de calcul pour une analyse non-linéaire par exemple. Dans un premier temps, la fonction z(X,t)
est décomposée en deux parties :

2(X,t) = (2(X))s + u(X, 1), (2.45)

ou (2(X)): est la moyenne temporelle de z(X,t) et u(X,t) la fonction de variation de z(X,t)
autour de cette moyenne avec (u(X,t)) = 0. L’objectif principal de la POD est de trouver la
structure la plus caractéristique ¢(X) de I’ensemble des points connus du champs z(X,t) , ce
qui revient mathématiquement & trouver la fonction de base ¢ maximisant la moyenne de la
projection de u sur cette fonction [35,168], i.e.

()
: ( @19 ) (2.46)

ou (-) désigne l'opérateur moyenne et (-|-) le produit scalaire. Il est possible d’ajouter une
contrainte ||¢||> = (¢|#) = 1 afin de rendre la solution unique [35]. Tl a été montré que le
probléme peut alors étre mis sous la forme d’un probléme de calcul de valeurs propres 35, 169].
Les fonctions propres ¢y (X), associées aux valeurs propres \i, permettent d’écrire u(X,t) de la
maniére suivante :

u(X,t) =Y art)or(X), Ak = Aps1 > 0. (2.47)
k=1
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Les coefficients ag(t) sont les coefficients relatifs a la variation temporelle non-corrélés et sont
déterminés par :
ar(t) = (u(X, 1)|or(X)). (2.48)
Le premier mode orthogonal ¢;, associé & la valeur propre la plus grande A, est la fonction
optimale caractérisant les échantillons (snapshots). Le second mode propre ¢9, associé a la valeur
propre Ao, est la fonction optimale caractérisant les snapshots, restreinte cependant & ’espace
orthogonal au premier mode, et ainsi de suite. L’énergie F,,; contenue dans les données est ainsi
définie comme la somme des valeurs propres, i.e. Eip = > ;. Ak, et il est possible de définir un
pourcentage d’énergie capturée par le mode k [35] :
Dk Ak .
En pratique il existe deux méthodes permettant d’obtenir les valeurs et vecteurs propres,
la méthode classique utilisant une moyenne temporelle et la technique dite des échantillons
(snapshots) introduite par Sirovich [170,171] utilisant une moyenne spatiale. Le lecteur intéréssé
peut se référer a [35,168, 172] pour en comprendre les différentes subtilités ainsi que le lien
avec la décomposition en valeurs singuliéres, ou SVD (Single Value Decomposition). Nous dirons

simplement que la technique des snapshots est adaptée au cas ol le nombre d’échantillons n est
élevé. Dans ce cas, le probléme aux valeurs propres peut étre mis sous la forme suivante :

Ey

(2.49)

Co = )\, (2.50)
ou C est la matrice de corrélation spatiale donnée par :
Cc=212", (2.51)
avec Z la matrice des points connus aussi appelés matrice des snapshots,
U(Xl, tl) e U(Xl,tp)
Z = S
u(Xp,t1) - u(Xy, tp)
(2.52)
2(Xq 1) = (2(X)) - 2(X,tp) = (2(X9))
2( X, t1) = (2(Xn)) -+ 2(Xn,tp) — (2(X0)))

La matrice C est hermitienne semi-définie positive, elle posséde donc un ensemble complet de
vecteurs propres orthogonaux correspondant aux valeurs propres réelles non-négatives de C [165].
Généralement, les valeurs propres sont rangées par ordre décroissant de telle sorte que :

AL > > A > 0. (2.53)

Les n solutions A\; de ce probléme aux valeurs propres associées a leurs vecteurs propres ¢y
forment alors une base de projection de z(X,t) :

A(Xt) = (2(X)e + Y ar(t)or(X), (2.54)
k=1
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ou ag(t) est le coefficient relatif & la variation temporelle de z(X,t) associé a la valeur propre
A et o (X) est la fonction associée a cette méme valeur propre. En général, apres la résolution
du probléme aux valeurs propres, seules sont conservées les K premiers ¢y associées aux valeurs
propres A\ € [A\1,a\], 0 < a < 1. Le paramétre « est choisi de maniére a ne pas considérer
les modes dont I'influence serait négligeable par rapport au premier. Une autre option consiste a
fixer le pourcentage minimal d’énergie capturée Pg i, par les K premiers modes, le pourcentage
d’énergie capturée Pg étant défini de la maniére suivante :

Pr = & = 725:1 Ak
E, Zzzl N

Normalement, K est beaucoup plus faible que n ce qui permet de diminuer grandement la com-
plexité du calcul. En effet, les coefficients ax(t) sont obtenus par la résolution d’'un systéme
d’équations linéaires de taille K < n. Cette méthode est dite a posteriori car elle nécessite un
ensemble d’échantillons déja connus, ce qui est le cas des méthodes d’interpolation et d’approxi-
mation que nous avons décrites précédemment. Cependant, dans le cas de la réduction d’ordre
ou elle fut introduite initialement, il est possible de se questionner sur 1’'utilité de devoir calculer
un modéle complet avant d’utiliser le modéle réduit, ce qui n’est pas le cas de la méthode de
décomposition auz valeurs propres généralisée (PGD) dont nous parlerons dans le paragraphe
suivant. Il y a en fait deux approches largement répandues et ayant montré leurs utilités. La
premiére consiste & résoudre le modéle original sur un court intervalle de temps afin d’en extraire
la structure caractéristique qui définit le modéle réduit. Le calcul sur un intervalle de temps
plus long est ensuite effectué avec le modéle réduit et le gain de temps associé. L’autre approche
consiste & résoudre le modéle original sur tout 'intervalle de temps pour ensuite utiliser le mo-
déle réduit sur des problémes similaires avec, par exemple, des variations dans les paramétres
des matériaux ou dans les conditions limites.

Bien que développée dans le cadre de la réduction d’ordre, cette méthode est transposable
au contexte de l'approximation [7]. Elle présente, dans ce cas, I’avantage de ne nécessiter qu'un
seul parameétre a fixer a priori par 'utilisateur (o ou Pg ) et s’adapte automatiquement
aux données qu’elle traite. Elle en extrait en fait la structure caractéristique. Notons toutefois
qu’un grand nombre de snapshots peut rendre le calcul des valeurs propres trés coliteux et qu’il
est quand méme nécessaire, en phase d’utilisation du métamodeéle, d’'inverser un systéme de
dimension K qui peut devenir important lorsque la dimension N des paramétres augmente.

(2.55)

2.3.2 Décomposition propre généralisée (PGD)

La décomposition propre généralisée, ou Proper Generalized Decomposition (PGD), fut ini-
tialement introduite par Ladevéze [173-179] sous le nom de chargement radial dans la méthode
LATIN. Elle avait pour objectif de traiter les non-linéarités comme la plasticité dans des pro-
blémes a dépendance temporelle [174,175,180-184]. Elle a ensuite été appliquée a d’autres do-
maines comme les grands déplacements [176, 185], le calcul d’homogénéisation [186], les pro-
blémes de caractérisation inverse [187|, la prédiction d’endommagement dans les matériaux com-
posites [188-192], le calcul d’assemblage [193], la simulation dynamique de chocs [194-196], les
études multiparamétriques [197-199] et I'optimisation [200,201]. Etant la seule méthode dite a
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priori (dans sa forme intrusive), car elle ne nécessite pas la résolution préalable du modeéle com-
plet, elle a également permis de résoudre des problémes jusqu’alors impossibles & traiter & cause
du fléau de la dimension (curse of dimensionality) dont notamment la résolution de problémes
de chimie quantique [5].

Cette méthode, contrairement & la POD, ne déduit pas une base de projection & partir
de données connues mais calcule directement une base de maniére itérative. Elle utilise une
représentation séparée dont la forme générale est la suivante :

K
Ax®, L x™) =N Y (x®). L pP(x®)), (2.56)
k=1

ol F,Ei) (X(i)) est la fonction, inconnue a priori, liée au mode k, k =1, ..., K, et a la variable X(®
qui appartient & un sous-domaine €; C R%, avec en général d; < 3. Les différentes dimensions
d; des variables X(®) respectent la propriété suivante :

> di=N. (2.57)

On peut donc remarquer que, dans le cas ou d; = 1,4 =1,..., D, alors D est égal & N.
I’approximation PGD forme ainsi une somme de K produits de D fonctions F; éz)(X(i)) qui

sont déterminées par enrichissements successifs. A une étape ngs+1 d’enrichissement, les fonctions

Féz)(X(i)) sont toutes connues pour k < ng, car elles ont été calculées aux étapes précédentes,

et il faut calculer les D nouvelles fonctions FT(ZZ) _H(X(i)). Elles sont obtenues par la formulation
faible du probléme considéré qui résulte en un probléme non-linéaire nécessitant une résolution
itérative pour chaque étape d’enrichissement. Ce probléme non-linéaire nécessite la résolution de
problémes linéaires de dimension d; et donc, en général, de faible dimension par rapport a N.
Dans le cas ot d; = 1, ce qui est vrai dans beaucoup d’application, et en supposant que 1’on
prenne une discrétisation n pour chaque coordonnées X le nombre total d’inconnues de la
PGD est de K x n x N au lieu de nV degrés de liberté pour un calcul classique basé sur une
discrétisation de ’espace telle que la méthode des éléments finis. En pratique, les exemples traités
dans la littérature ont montré que le nombre total de modes K, permettant d’obtenir une solution
précise, n’était pas fonction de la dimension N du probléme traité mais plutot des caractéristiques
de séparabilité de la solution exacte. De ce fait, la complexité de calcul ne grandit généralement
pas exponentiellement avec la dimension NV, contrairement aux autres méthodes de discrétisation.
Pour un apercu plus complet de la PGD, et notamment des techniques de calcul des différents
enrichissements, le lecteur intéressé par le sujet est renvoyé vers les références [4,202-204].

De toute les méthodes présentées dans ce chapitre, elle est la seule capable de fournir un
modele réduit ne nécessitant pas de base de données au préalable. Il est toutefois nécessaire,
dans ce cas, de déterminer la formulation faible du phénoméne physique a ’étude. Elle présente
donc un avantage certain sur les autres techniques et c’est ce qui explique son développement. Il
existe également une forme non-intrusive de la PGD qui s’utilise dans le cas de 'approximation.
Dans ce cas, la formulation de la fonction 2(X) reste celle de I’éq. (2.56) et le nombre de modes
est déterminé par un seuil fixé sur la précision du métamodéle. Le calcul de chaque mode est, en
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général, effectué en minimisant 'erreur des moindres carrés. Il est également possible d’utiliser,
comme critére de convergence, le gain obtenu par I'ajout d’un mode. Comme pour la POD,
lorsque le gain d’un mode devient trop faible par rapport au premier, il n’est plus utile d’en
ajouter de nouveaux. Il est également possible d’utiliser ces deux critéres d’arrét simultanément.

1l faut toutefois noter quelques limites et, notamment, une méthode d’interpolation doit étre
choisie en phase d’utilisation du métamodeéle pour les valeurs intermédiaires non comprises dans
le pas de discrétisation. De ce fait, I'erreur d’approximation en ces points intermédiaires est
souvent moins bonne que pour les points ayant permis de paramétrer le métamodéle.

2.4 Conclusions

Beaucoup de méthodes ont été présentées dans ce chapitre, toutes présentant un certain
nombre d’avantages et d’inconvénients. Un nombre important d’entre elles nécessitent de fixer
un certain nombre de parameétres a priori. Par exemple, méme si les réseaux de neurones et
les machines & vecteur support sont les seules méthodes capables de traiter des problémes de
trés grande dimension, leur implémentation n’est pas & la portée d’un novice et nécessite une
expertise de la méthode. Les méthodes issues de 'interpolation spatiale, telles que le krigeage ou
les méthodes barycentriques, sont quant a elles généralement moins efficaces lorsque la dimension
du probléme augmente. De plus, certaines méthodes, comme la régression, nécessitent de calculer
les coefficients pour chaque sortie du métamodéle. Dans le cadre des NURBS, ajouter une sortie
se traduit simplement par ’ajout d’une coordonnée aux points de contréle, et ne nécessite pas
de recalculer les différents poids ou fonctions de base pour chaque sortie.

Trés peu d’auteurs ont comparé plus de trois méthodes de réduction en méme temps et le
travail de Turner [1] en ce sens a démontré l'utilité et efficacité d’'une méthode basée sur les
NURBS. En particulier, il a montré que la méthode n’est pas la meilleure dans tous les domaines
mais présente de bons résultats partout. L’un des points clés cependant d’une bonne méthode de
réduction de modéle est de ne pas nécessiter de paramétres a fixer a priori par I'utilisateur. Or, ce
qui fait la grande capacité des NURBS a s’adapter & des topologies hautement non-convexes est le
grand nombre de paramétres permettant de modifier leurs formes. Turner [1] a réglé ce probléme
par l'utilisation d’un grand nombre de régles empiriques, notamment sur le choix des degrés des
fonctions de forme et des valeurs des knot vectors. Ainsi, 'utilisateur n’a pas de paramétres a
fixer pour utiliser la méthode mais les valeurs des paramétres qui ont été choisies ne sont pas
optimales. De ce postulat, la méthode que nous proposons vise & fournir les valeurs optimales
de ces parameétres plutdt que de les fixer a 'avance. Le probléme étant non-convexe, 'utilisation
d’un algorithme capable de traiter des problémes de dimension variable est requise et fera I’objet
de la seconde partie du chapitre 3.
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Chapitre 3

Outils et méthodes

3.1 Introduction

La volonté de proposer une méthode de réduction de modéle capable de s’adapter a un
grand nombre de problémes et ne nécessitant pas d’expertise de la part de 'utilisateur, ni de
connaissance préalable sur la nature des variables & interpréter, nous a trés vite conduit vers le
formalisme des NURBS. A notre connaissance, ce formalisme n’avait été utilisé que par Turner
[1,139], et son équipe de recherche, dans le cadre de la réduction de modéle en dimension N > 2.
Cependant, ce qui fait la versatilité des NURBS, & savoir, le nombre de paramétres permettant
de définir leurs formes est aussi un inconvénient pour un utilisateur non familier de ces entités. Le
probléme a été éludé par Turner 1] en proposant des valeurs prédéfinies pour tous les paramétres
libres de I’hypersurface NURBS, choisies & partir de régles empiriques bien connues pour les
courbes et surfaces [2]. Ces régles, bien que liées & la robustesse de calcul la plupart du temps, ne
permettent pas & la méthode de Turner d’exploiter tous les paramétres régissant I’hypersurface
NURBS. Afin de familiariser le lecteur avec les entités NURBS, et I’ensemble de leurs paramétres,
la premiére partie de ce chapitre développe le formalisme mathématique des courbes et surfaces
NURBS avant de généraliser le concept au cas des hypersurfaces.

La plupart des paramétres des NURBS sont en général fixés par des régles métiers car la
recherche des paramétres optimaux d’une entité NURBS est un probléme non-convexe de dimen-
sion variable. Pour le résoudre, notre méthode s’appuie sur 'utilisation d’une métaheuristique,
notamment sur un algorithme génétique développé précisément pour traiter des problémes dont
la dimension de l'espace des paramétres varie, et d'un algorithme déterministe, i.e. basé sur le
gradient. La seconde partie de ce chapitre expose donc les principes généraux de 'optimisation.
Une présentation succincte est faite des différents types d’algorithmes existant puis nous présen-
tons en détail ’algorithme génétique utilisé dans la méthode que nous avons développée ainsi que
les modifications que nous y avons apportées. Notre méthode s’appuie également sur 'utilisation
d’un algorithme déterministe que nous présentons aprés avoir introduit les principes généraux
de ces méthodes.
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3.2 Généralisation des entités géométriques NURBS classiques

Avant d’introduire le formalisme mathématique des courbes et surfaces NURBS, acronyme
pour Non-Uniform Rational B-Splines, ainsi que la généralisation au cas des hypersurfaces, nous
souhaitons préciser que les notations utilisées sont celles du livre « The NURBS Book » [2]. De
plus, cette section a une vocation didactique afin d’aider le lecteur dans la compréhension des
effets des différents paramétres régissant les entités NURBS. Pour un apercu plus approfondi du
domaine, le lecteur est renvoyé vers les références [2,205].

Les courbes et surfaces NURBS sont, de nos jours, massivement utilisées dans les applications
CAO (Conception Assisté par Ordinateur) ou elles sont devenues la norme car capables de
représenter & la fois des formes géométriques analytiques, telles que les sections coniques ou
les surfaces quadriques, et des formes libres comme des carrosseries de voiture.

3.2.1 Courbes

Une courbe NURBS est une entité géométrique paramétrique (i.e. exprimée en forme expli-
cite) dont la forme mathématique, pour une courbe de degré p, est la suivante [2] :

Do Nip (w) wiP;

C(u) = , a<u<hb, (3.1)
Z?:O Nj#’ (U) Wy
que l'on retrouve également sous la forme [2] :
n
C(u) = Z Rip,(uw)P;, a<u<b, (3.2)
i=0

avec R;p (u) la fonction de base rationnelle par morceaux de degré p calculée au paramétre u et
liée au point de controle P; :
_ Nip (u) wi

> im0 Njp () wj’
avec C(u) = {CW (u),C? (u),C® (u)} les coordonnées cartésiennes du point de la courbe
NURBS au paramétre u, w; le poids affecté au point de contréle P; = {Pi(l)7 PZ.(Q)7 Pl.(g)}. L’en-
semble des n + 1 points représente le polygone de contréle et les N;, (u) sont les fonctions de
base, définies récursivement de la maniére suivante :

Rip (u) (3.3)

17 si UZ Su< U’H—la

Nip (u) = { 0.

sinon,
u — Ul UZ'+7-+1 — U
N; =—N; ._ — N _ 3.4
i () Upr —U; 7 1w+ Uitr+1 — Uit -1 (4), (34)

1=0,...,n, T=1,..,p.

ou U; est la ¢ composante du knot-vector non-périodique et non-uniforme suivant :

U= {a,...,a, Up+1,...,Um,p+1,b,...,b}. (35)
SN—— SN——
p+1 p+1
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Nous pouvons noter que sa taille est m + 1, avec :
m=n+p+ 1 (3.6)

Il est composé d’une séquence non décroissante de nombres réels, appelés "noeuds", ou knots en
anglais, qui peut étre interprétée comme étant un ensemble discret de valeurs du parameétre u et
divisant la courbe en arcs. Chacun de ces knots peut avoir une multiplicité A. Pour la suite du
document nous adopterons une convention classique fixant a = 0 et b = 1, le knot-vector ayant
donc la forme suivante :

U =1{0,..,0,Upi1, oo, Up—pi1, 1, o 1} (3.7)

p+1 p+1

°
<

°
=
~—
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(a) Fonctions de base associées au Knot-vector uni- (b) Fonctions de base associées au Knot-vector avec
forme Ua une multiplicité A = 2 Up

FI1GURE 3.1 — Fonctions de forme pour des courbes B-Splines/NURBS de degré p = 3 et d’indice
maximal de point de controle n =9

Parmi les propriétés qui régissent les fonctions de forme, il est important de noter la propriété
de partition de unité :

Zn: Nip(uw) =1, Yuel0,1]. (3.8)
=0

Cette propriété permet d’établir deux cas particuliers intéressants. En effet, en imposant que
la valeur de l'ensemble des poids {w;} soit la méme, I'éq. (3.1) se simplifie et nous permet de
retrouver I’équation régissant une courbe B-Spline de degré p :

C(u) = Zn:Ni,p (w)P;, 0<u<l1 (3.9)
=0

De plus, associée & un knot-vector de la forme U = {0,...,0,1,...,1}, on obtient la formulation
S~ Y~

p+l  ptl
d’une courbe de Béziers. Les NURBS sont donc une généralisation des courbes de Béziers et des
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Ficure 3.2 — Courbes B-Spline de degré p = 3 et d’indice maximal de point de controle n =9
pour les deux knot-vectors Up et Ug

B-Splines, dont 'attrait majeur est la capacité & représenter de facon exacte les sections coniques
(paraboles, hyperboles, ellipses) contrairement aux deux formulations précédentes qui ne peuvent
que les approximer.

Afin de clarifier I'effet des différents parameétres, nous allons présenter une série d’exemples
significatifs. Le premier exemple présente une B-Spline ({w;} = 1) caractérisée par des fonctions
de base de degré p = 3 et 10 points de controle (n = 9). Chaque courbe est définie par un
knot-vector différent, le premier étant uniforme :

Ua ={0,0,0,0,0.14,0.29,0.43,0.57,0.71,0.86,1,1,1, 1}, (3.10)

et le second possédant un neeud avec une multiplicité A\ = 2 (Uy = Uy),
Up = {0,0,0,0,0.14,0.29,0.43,0.57,0.57,0.86,1,1,1,1} . (3.11)
Les fonctions de forme correspondantes sont présentées a la fig. 3.1. Les différentes courbes
obtenues sont présentées a la fig. 3.2. Ces deux figures permettent d’illustrer quelques unes des

plus importantes caractéristiques des courbes B-Splines et NURBS :
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Fi1GURE 3.3 — Effet du poids sur une courbe NURBS & degré, knot-vector et points de controle
fixés

o Propriété de support local. La fig. 3.1 permet d’observer que toutes les fonctions de base sont
définies sur un support local (i.e. les fonctions de base sont nulles en dehors d’un certain
intervalle de valeurs du parameétre u). La dimension de ce support dépend des valeurs du
knot-vector et est donnée par la relation suivante [2] :

Ni,p (u) #0 si we [Uu Uz‘+p+1[. (3.12)

Pour cette raison, déplacer un point de controéle, ou modifier le poids qui lui est associé,
n’a qu'un impact local sur la forme de la courbe, contrairement & une courbe de Béziers ou
la modification d’un point de contréle entraine la modification de ’ensemble de la courbe.

o Propriété d’enveloppe conveze. Les fonctions de base étant, par définition, positives, et en
utilisant la propriété de partition de ['unité, il est possible de démontrer qu'une courbe
NURBS (ou B-Spline) est toujours contenue dans ’enveloppe convexe du polygone de
controle [2].

e Propriété de continuité et de dérivabilité. La fonction de base N; p, (u) est p— A fois dérivable
a un nceud donné [2], A étant la multiplicité du noeud. On peut donc remarquer qu’aug-
menter le degré augmente la continuité alors que la multiplicité d’un knot la diminue. Il est
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donc évident que le knot-vector a un impact important sur les fonctions de base, et donc
sur la forme finale de la courbe NURBS obtenue. De plus, il est facilement démontrable
(par récurrence) |2]| que la dérivée d’'une fonction de base est de la forme :

p

4 p
N =—" N - —P
»-1(t) Uitpr1 — U1

P Uiy — U Nig1p-1(u) (3.13)

o Propriété d’invariance par transformation affine et projection. Les transformations affines,
telles que la translation, la rotation ou encore I’homothétie, s’appliquent directement aux
points de contrdle. Les courbes NURBS sont également invariantes par projection et no-
tamment par projection perspective.

Le second exemple présente, sur la fig. 3.3, U'effet de la variation du poids sur une courbe
NURBS. De part la propriété de support local, il est possible de remarquer que la variation du
poids wg affecté au point de contréle Pg & un impact trés localisé. En effet, seul les points de
la courbe dont le paramétre u appartient au support local des fonctions de base liées & ce point
de contrdle sont modifiés. On remarquera notamment que les courbes sont identiques a partir
du 5° noeud. 1l est également important de noter qu’augmenter le poids affecté & un point de
controle a pour effet "d’attirer" la courbe vers ce point, tandis que diminuer ce poids a tendance
a "I'éloigner".

Nous insistons sur le fait que les propriétés des courbes NURBS ne se limitent pas a celles
listées ci-dessus mais elles représentent les plus importantes et pertinentes pour les travaux de
cette thése. Pour un approfondissement du sujet, le lecteur est renvoyé vers les références [2,205].

3.2.2 Surfaces

La formulation mathématique des surfaces NURBS peut se déduire de celles des courbes.
Ainsi, les équations précédemment établies peuvent étre transposées au cas des surfaces et la
forme mathématique est la suivante :

S (u(l) u(2)> _ ZZl OZZQ 0 Viypy (u(l)) Niy p, (U(Q)) Wiy ia Py ia (u(l) u(2)> €[0,1]
231 =0 Z]Q 0 Njip (U(l)) Njy s (U(Q)) Wy1,j2

(3.14)
qui peut également étre mis sous la forme condensée :
ny ne
S <u(1),u(2)) = Z Z Ri, iy <u(1),u(2)) Pi, i, (u(l),u@)) € [0,1], (3.15)
11=012=0

avec I, 4, (u(l), u(2)) la fonction rationnelle par morceaux liée aux fonctions de base IV;, p, (u(l))
et Niy po (u(z)) par la relation suivante :

R i (U(l) u(2)) = Nil Pl (U( )) 2,2 (u(2)) Wiy in
o D=0 2 jam0 Nivp (u®) Njp.py (ul?) wjy jy

Dans 'é¢q. (3.14), S (u(l),u@)) € R3 représente les coordonnées cartésiennes du point de la

(3.16)

surface NURBS aux parameétres u)) et u® tandis que p; et py représentent les degrés de cette
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surface dans les directions u) et u(?) respectivement, Wi, i, est le poids relié au point de controle
Pi1,i2 — {P(l) P(Q) P(3) } oil P(J)

i1,i20 L in o0 Lin o i1,i2
point de contréle. De la méme fagon que les points de contréle forment un polygone de controle
pour les courbes, le réseau des (n; + 1) X (ng + 1) points forme ce qu’on appelle un réseau
de contréle. Chacune des directions, associées aux paramétres ul) et u(®, nécessite sa propre
fonction de base, i.e. N; p, (u(l)) et Niy po (u(2)) définies par 1’éq. (3.4). Par conséquent, une
surface NURBS, ou B-Spline, doit avoir deux knot-vectors distincts pour chacune des directions
parameétriques, i.e.

J = 1,2,3, représente les coordonnées cartésiennes du

by M 0
U( ) = {07 ceey 07 Up1+1’ vy Um1—p1+17 17 ceey 1}7
p1+1 pitl (3 17)
u® = {0,..,0,0%, ..U 1.1} |
)0t V) Ypo410 o Y mg —po+10 00 7
p2+1 pa+1

de taille m1 + 1 et mg + 1 respectivement. Ces deux entiers, m1 et mo, sont liés aux degrés ainsi
qu’aux nombres de points de controle de chaque direction par 1’éq. (3.6). Les degrés et nombres
de points de contréle pouvant étre différents pour chaque direction, les deux knot-vectors sont
complétement indépendants 1’'un de 'autre.

Les propriétés des courbes NURBS s’appliquent également aux surfaces NURBS, ainsi la
propriété de partition de 'unité devient,

ni n2

ST N (u<1>) Ny p (u<2>) —1, v (u<1>,u<2>) e [0,12. (3.18)

11=012=0

On peut donc remarquer que la forme générale des surfaces NURBS inclut la formulation des
surfaces B-Splines, de la méme maniére que pour les courbes. En effet, lorsque tous les poids
Wi, i, sont fixés & la méme valeur et en introduisant 1’éq. (3.18) dans ’éq. (3.14) on obtient :

ni n2

S (u(1)’u(2)> =3 % N, <u(1)> Niyp (u(2)) Pi <u(1)7u(2)) €0,1)2. (3.19)

11=012=0

La fig. 3.4 présente un exemple trés simple de surfaces NURBS et B-Spline (le lecteur intéressé
peut se référer au livre [2] pour approfondir le sujet sur les différences entre B-Spline et NURBS).
Les deux surfaces ont été obtenues avec les mémes degrés, les mémes knot-vectors et le méme
réseau de contrdle (i.e. les mémes points de controle). Toutefois, les poids affectés aux deux
différents "pics" sont différents dans le cas de la NURBS de la fig. 3.4b. Il est possible de
remarquer visuellement que le poids associé au plus grand pic a été diminué (inférieur a 1)
alors que celui du plus petit pic a été augmenté (supérieur a 1). Le comportement d’une surface
NURBS vis a vis des poids est donc le méme que pour les courbes NURBS : plus le poids w;, 4,
est élevé, plus la surface sera "attirée" par le point de controle Py, ;, et, a I'inverse, plus il sera,
bas, plus la surface va s’éloigner du point de controle.

Les propriétés énoncées précédemment pour les courbes NURBS restent valables pour les
surfaces :
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(a) Surface B-Spline {w;, , = 1} (b) Surface NURBS {wr5 = 3,ws 4 = 3}

FI1GURE 3.4 — Exemple de surfaces NURBS et B-Spline avec les mémes degrés, points de controle
et knot-vector

e Propriété de support local. Comme Nj, p, (u(k)) = 0 si u®) est en dehors de I'intervalle

[Ui(:), Ui(,f}rpwl [, k=1,2, 1l est évident que :

Riiy (0 u®) 20 & (u®u®) e U0, [ %[00 08, 1] (320

Le rectangle ouvert [Ui(ll), Ui(lllpl 41 [ X [Ui(f), Ui(fipz 41
de controle P;, ;,. Ceci peut également étre observé sur la fig. 3.4 ot I'impact des poids est
localisé dans une certaine zone autour des points de controle auxquels ils sont reliés alors

que le reste de la surface est identique pour la B-Spline et pour la NURBS.

[ est le support local associé au point

e Propriété d’enveloppe convere. Les fonctions de base étant positives par définition, et la
propriété de partition de ['unité restant valable pour les surfaces, il est également possible de
démontrer que les surfaces NURBS (ou B-Spline) sont toujours contenues dans I’enveloppe
convexe du réseau de controle |2].

e Propriété de continuité et de dérivabilité. Les propriétés de continuité et dérivabilité vues
pour les courbes s’appliquent & chaque fonction de base Nj, ,, (u(k)), k = 1,2. En parti-
culier, I’éq. (3.13) reste valable pour chaque direction. De ce fait, on peut montrer qu’aug-
menter la multiplicité Ax dans la direction k diminue la dérivabilité de la surface dans cette
direction.

e Propriété d’invariance par transformation affine et projection. Les propriétés vues pour les
courbes sont tout & fait transposables aux surfaces.
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3.2.3 Hypersurfaces

Nous allons présenter ici le concept des hypersurfaces NURBS. 11 s’agit d’une application
H : RY — RM oa N est la dimension de 'espace des paramétres et M la dimension de
Ihypersurface. 11 est possible d’observer que le cas N = 1 et M = 2 est le cas d’une courbe
plane tandis qu'une courbe 3D est caractérisée par N = 1 et M = 3. Bien évidement, le cas des
surfaces est également couvert par cette formulation avec N = 2 et M = 3. En général, on parlera
d’hypersurface pour le cas N > 3 et/ou M > 3. Dans la suite de ce manuscrit, N représentera
la dimension de l’espace des paramétres d’entrée du modeéle réduit alors que M représentera le
nombre de coordonnées de I’hypersurface, i.e. le nombre de sorties du métamodéle.

La théorie des hypersurfaces NURBS découle directement de celle des surfaces a la différence
qu’il n’est pas possible de les représenter visuellement. La formulation générale d’une hypersurface
NURBS H : RY — RM est la suivante :

ZZI:O ZZ\J;V:O Niy py (u(l)) - X Niypy (0 ( (N)) Wit ,osin Pinsin
2?11:0 ?1]\;]:0 Njhpl (u(l)) - X NJN PN (u(N)) W1, i N ’

H (u(l), e u(N)) =

(u(l),...,u(N)) € [0,1],
(3.21)
que nous pouvons également présenter sous la forme réduite suivante :

H(u(l) ) (N)) 1;) zNZOR“’ . (u 1)7_._7u(N)) Piins <u(1),...,u(N)) € [0,1],
(3.22)

ou la fonction rationnelle par morceaux R;, . iy (u(l), ey u(N)) est donnée par :

= Ni17p1 (u(l)) - X Niy PN ( (N)) Wit,...iN
Z;Lll:() Z?ﬁ:o le,m (u(l)) - X NJN PN ( (N)) Wit,....dN ’ (3-23)

(u®, ..., u™) € 0,1].

Dans l’éq. (3.21), H(u(l), weey u(N)) = {H(l) (u(l), ceny u(N)), vy HOM) (u(l), ey u(N))} est
I’ensemble des coordonnées du point de 'hypersurface de dimension M aux valeurs de paramétre
(u(l),...,u(N)), Ni, o (u(k)) sont les fonctions de base associées & la direction & = 1,..., NV,

Wip,...iny ©st le poids associé au point de controle P;, ;. {Pz(lly) PNTReS Pi(ljtf[.?,m}' IL’ensemble
des (n1 +1) x ... X (ny + 1) points forme [’hyper-réseau de contréle. Chacune des directions
paramétriques, représentée par le paramétre u(k), nécessite sa propre fonction de base caractérisée
par un degré py et un nombre (n; + 1) de points de controle, en accord avec I'éq. (3.4). De méme
que pour les surfaces, chacun des knot-vectors est indépendant des autres, les degrés et nombres
de points de controle ’étant aussi. Le concept des hypersurfaces B-Splines découle naturellement

de la formulation NURBS en utilisant la propriété de partition de l'unité, i.e.,

Z Z (H Niyn (u ) =1 (3.24)

11 0 iN
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De méme que pour les courbes et les surfaces, en introduisant I’éq. (3.24) dans I'éq. (3.21) et en
fixant 'ensemble des poids {wj,,. iy} & la méme valeur, on obtient la formulation générale d’une
hypersurface B-Spline :

H (u(l), ...,u(N)) = Z?llzo Z?ﬁ:o Niypy (“(1)) X oo X Niy py (“(N)) Piyins

(u®, .., utM) € [0,1]. (3.25)

Les propriétés précédemment énoncées pour le cas des courbes et surfaces restent valables
pour le cas général des hypersurfaces NURBS, notamment :

o Propriété de support local. Dans le cas des hypersurfaces le support de chacune des fonctions

de base est donné par l'intervalle [U.(k) u®)

i Ui dp g1 [, ce qui conduit a la propriété suivante :

Ri .. in (u(l), ...,u(N)) #0< (u(l), ...,u(N)> € [Uill),Ui(llimH [x e X [Ui(]iv),Ui(JivJ)rpNH .

(3.26)

(N) 77(N) [ est le support local

Ou 'hyper-rectangle ouvert [Ui(ll), Ui(llj_p1+1 [ X ... X [UiN s Uiv+pn+1

associé au point de controle P;, ;..

e Propriété d’enveloppe convexe. Les fonctions de base étant positives par définition pour
chaque direction de 'espace des paramétres, et la propriété de partition de l'unité restant
valable pour les hypersurfaces NURBS, il est également possible de démontrer qu’elles sont
toujours contenues dans ’enveloppe convexe de I’hyper-réseau de controle.

e Propriété de continuité et de dérivabilité. Les propriétés de continuité et dérivabilité vues
pour les courbes et surfaces s’appliquent également au cas des hypersurfaces, chaque fonc-
tion de base N; (u(k)), k =1,...,N, ayant les mémes propriétés. Ainsi on notera que
I'hypersurface NURBS est p, — ), fois dérivable au neceud Ul(kk) dans la direction k, A\,

étant sa multiplicité. Notons également que I’hypersurface est infiniment dérivable entre

chaque knot et que 1’éq. (3.13) s’applique également a chacune des fonctions de base.

kPl

o Propriété d’invariance par transformation affine et projection. Les propriétés vues pour les
courbes et les surfaces sont tout a fait transposables aux hypersurfaces NURBS.

S’il existe un grand nombre d’outils permettant de traiter les courbes et surfaces NURBS,
de part leur implémentation dans la plupart des logiciels de CAO, ce n’est pas le cas des hyper-
surfaces. Nous avons donc développé, dans le cadre de cette thése, un grand nombre de routines
permettant de les traiter. Les premiers essais, effectués dans le langage MATLAB, nous ont trés
vite conduit a la conclusion que ce langage n’était pas adapté au traitement des hypersurfaces
(notamment quand la dimension de I'espace paramétrique N augmente), principalement parce
que les fonctions de base sont définies récursivement et donc difficilement vectorisables. Les rou-
tines développées étant la généralisation des algorithmes proposés par [2], présentés en langage
C, nous avons choisi de les coder dans le langage C++ (afin de pouvoir utiliser, & termes, la pro-
grammation orientée objet). Il est, de plus, possible d’utiliser des fonctions codées en langage C,
C++ ou encore FORTRAN dans MATLAB, grace a l'utilisation de fichier "mex" |206], comme
si elles étaient des fonctions classiques de MATLAB. Le choix a donc été fait de développer ces
routines dans le format "mex" adapté au C++, afin de conserver la versatilité de MATLAB
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d’une part, et d’étre facilement interfacé avec les algorithmes d’optimisation développés a I'I2M
d’autre part. Ci-aprés, les principales routines, utilisées notamment pour le calcul d’un point de
Ihypersurface NURBS, sont fournies sous formes de pseudo-code (le code en format "mex" est
fourni en annexe A :

e Calcul de l'indice de portée (span index). Cet indice permet de déterminer lintervalle

[U-(k) u® }, du knot vector U dans lequel se trouve la coordonnée paramétrique u(*)

i 0 i+l
(i.e. on cherche iy, tel que ul®) € [Ui(kk)7 Ui(fj_l} ). L’algorithme est identique & celui proposé

par [2| (algorithme A2.1 p.68) et peut étre utilisé pour n’importe quelle direction k de
I’espace paramétrique :

Algorithm 1 Calculate i, = ﬁndSpan(nk,pk,u(k), U(k))

Input : ng + 1 number of control points along direction k, p degree of the basis function
along direction k, u(®) parametric coordinate along direction k and U®) knot vector of

ng + pr + 2 values along direction k.
Output : i; span index of the parametric coordinate u(*) along direction k.
if u®) = U®)[n,+1] then // Note that indexes of vector U®) are in {0, ..., ng, + pp + 1}
return ng
else
low = py
high =ng +1
) low + high
mid = — s
while u¥) < U®[mid] or u®) > U® [mid + 1] do
if u®) < U®[mid] then

high = maid
else
low = mid
end if
. low + high
mid = ————
end while
return maid

end if

e (Calcul des fonctions de base. L’indice de portée ayant été trouvée, il est possible de calculer
les fonctions de base associées a la coordonnée paramétrique u®). Un grand nombre d’entre-
elles peuvent cependant étre nulles (cf. propriété de support local) et la routine permet de
calculer seulement les pi + 1 valeurs non nulles. De méme que précédemment, I’algorithme
est celui proposé par |2] (algorithme A2.2 p.70) et peut étre utilisé pour n’importe quelle
direction k de ’espace paramétrique :

Algorithm 2 Calculate N®— basisFun (i, u® , p,, UK)

wlk)
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Input : i span index of the parametric coordiante u(F) along direction k, u®) parametric
coordinate, p; degree of the basis function along direction k and U®) knot vector of
ng + pr + 2 values along direction k.

Output : Nq(ﬁi) vector containing the p; + 1 non-zero values of the basis functions related

to the parametric coordinate ©®) and the knot vector UK).
N 0] =1
for s=1:p; do

left[s] = u® — U®[i}, + 1 — ]

right[s] = UM (i}, + 5] — u®)

saved =0

forr=0:sdo "

N,i(k) [r]

right[r + 1] + left[s — ]
Ni’:,g) [r] = saved + right[r + 1] x temp
saved = left[s — r| X temp

temp =

end for

Ni’f& [s] = saved
end for
return Nfﬁ?ﬂ

e Calcul d’un point de ’hypersurface NURBS. Le calcul d’un point de 'hypersurface utilise
N fois les deux routines précédentes, N étant la dimension de ’espace paramétrique. L’al-
gorithme présenté ici est la version que nous avons généralisée de I'algorithme A3.5 (p.103)
de [2] et permet de calculer les M coordonnées de I'hypersurface NURBS :

Algorithm 3 Calculate H = hyperSurfacePoint(nq, p1, u, U, ... ny, py, uy, UM,
w, Pl, Ceey P]y{)

Input : ngi+1 the number of control points, pi degree of the basis function, u®) parametric
coordinate, U®) knot vector of nj,+pi+2 values along direction k, with k = 1, ..., N, w N-

D array of weights and Py, ..., Py arrays of control points coordinates along hypersurface
axis 1,..., M.
Output : H hypersurface point coordinates at parametric coordinates u = (u(l), e
(M)
U .

for k=1:N do
spany, = findSpan(ng, px, uk), U(k))
Ngfi) = basisFun(spany, u®), p,, UK)
indy, = spanyg — pi

end for

tempi[N —1] =0

temppy [N —1] =0
WIN -1 =0
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for iy =0:py do
tempi[N —2] =0

tempy [N —2] =0
WIN -2]=0
for ixy_1=0:pny_1 do

fOriQZO:pQ do
temp1[0] =0

temppr[0] =0

wWI[0]=0

forilz():pl do
temp1[0] = temp1[0] + N&l)) [i1] X wlindy + i1,...,indN + in] X Pilind; +
il,...,indN—i-iN]

tempM[O] = tempM[O] + Niil)) [Zﬂ X w[inah 4+ i1,...,tndy + ’iN] X PM[ind1 +

i,...,indN —f—iN]
W0] = W0] + N0 [i1] x wlindy + v, ..., indy +in]
end for

tempi[1] = tempy[1] + NQ(L?Q)) [ia] x temp1]0]

temppr[1] = tempps[1] + Nﬁ% [ia] X temppr[0]

WL = W1 + N3 [ia] x W[0]
end for

end for
tempi[N — 1] = tempi[N — 1] + Nif\][\,)) [in] X tempy [N — 2]

tempar[N — 1] = tempyr[N — 1] + N [in] x temppr[N — 2]
N) r.
WIN —1] = WIN — 1] + N [in] x WIN — 2]
end for
H— temp1 [N — 1] temppr [N — 1]
Sl WIN-1] 77 W[N —1]
return H

Ces différents algorithmes permettent de remarquer que le calcul d’un point de ’hypersurface
(i.e. d’une réponse du métamodéle dans notre cas) nécessite la définition d’un certain nombre de
parametres :

e Le nombre de points de contréle ni + 1 dans chaque direction k& = 1,..., N, de I'espace

paramétrique,
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e Le degré des fonctions de base p; dans chaque direction k = 1,..., N, de ’espace paramé-
trique,

e Les knot vectors U) dans chaque direction k = 1, ..., N, de l'espace paramétrique,

e Les coordonnées des points de contrdle ng)__ ino W = 0,...,ny, dans chaque dimension
j=1,..., M, de I'hypersurface
e Les poids w;,...in, % = 0,...,ny, qui leurs sont associés.

L’inconvénient majeur est que ces parameétres ne sont pas tout a fait indépendants et, en parti-
culier, la taille du knot vector U®) est directement liée au nombre de points de controle ny + 1
et au degré pi par la relation (3.6), alors que celles des matrices multidimensionnelles collectant
les coordonnées des points de controle et les poids ne dépend que des ny. C’est pourquoi, dans
la plupart des méthodes actuelles, des hypothéses sont faites sur certains des paramétres afin
que les seuls paramétres a identifier soient les nombres de points de contréle ng + 1 dans chaque
direction de l'espace paramétrique ainsi que les valeurs de leurs coordonnées. En général, les
degrés sont fixés et les valeurs des différents knot vectors, ainsi que celles des poids, sont déter-
minées par des régles empiriques [1,2]. Dans la suite de ce chapitre, nous présenterons la notion
de systéme modulaire et les problémes d’optimisation associés. Nous verrons dans le chapitre 4
que le probléme d’optimisation des paramétres d’une hypersurface NURBS peut étre vu comme
un probléme d’optimisation de systéme modulaire, ayant la particularité de posséder plusieurs
types de modules.

3.2.4 Conclusions sur les entités NURBS

Les courbes et les surfaces NURBS sont vues, par certains, comme étant les "enfants" des
entités B-Splines, elles-mémes pouvant étre considérées comme les "enfants" des courbes et sur-
faces de Béziers. Nous ’avons en effet vu dans ce chapitre, la formulation NURBS inclut dans son
formalisme les deux cas précédents. Les entités NURBS représentent, cependant, une évolution
importante car elles sont capables de représenter de maniére exacte des formes géométriques que
les B-Splines sont seulement capables d’approximer. Ceci, associé aux propriétés d’invariance par
transformation affine et & la stabilité des algorithmes de calcul, explique leur développement mas-
sif dans les outils CAO ou elles sont devenues la représentation standard des courbes et surfaces.
Le cas généralisé des hypersurfaces que nous avons introduit précédemment est, quant a lui, bien
moins standardisé. Il existe quelques exemples d’utilisation d’hypersurfaces NURBS dont [137]
pour la modélisation d’animation ou encore dans le cadre de 'optimisation topologique [207-210].
Elles ont également été récemment utilisées pour la modélisation et optimisation multi-échelle
des composites a rigidité variable obtenus & l'aide de la technologie AFP (automated fibre pla-
cement) [17,18,211,212]. Dans le cadre de cette thése, ce formalisme est utilisé pour décrire de
fagon trés générale, et sans introduire aucune hypothése simplificatrice, le comportement phy-
sique de divers systémes dans une logique de réduction de modéle. A notre connaissance, méme
s’il est possible de trouver beaucoup d’exemples d’algortihmes pour le cas des courbes et des
surfaces [2,207] , il n’existe pas, hormis les travaux de Turner [1], des méthodes de réduction de
modéle basées sur les hypersurfaces NURBS.

Méme si I'utilisation des hypersurfaces NURBS est relativement nouvelle, I’algorithme itératif
utilisé par Turner est basé sur la généralisation d’algorithmes utilisés pour les courbes et surfaces.
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Notamment, beaucoup de parameétres, tels que les degrés py ou les knot vectors, sont fixés par
des régles métiers sans apporter aucune justification de nature physique/géométrique pertinente.
De plus, la détermination de la valeur optimale de ces paramétres est un probléme non-convexe
de dimension variable. D’autre part, dans le domaine de la CAQ, les entités NURBS sont es-
sentiellement utilisées sous forme de courbes et surfaces et dans ce cas, méme si 'optimisation
des paramétres permet de réduire le nombre de points de contrble nécessaire pour la représenta-
tion de celles-ci, un nombre un peu plus élevé que nécessaire ne génére pas de limitations pour
les capacités actuelles des ordinateurs. De ce fait, trés peu d’études ont été menées pour éviter
Iutilisation de régles empiriques dans la sélection des paramétres des NURBS. L’étude des hy-
persurfaces NURBS, dans le cadre de la réduction de modéle, remet en cause cette tendance et
c’est pourquoi la méthode que nous proposons vise a fournir & 'utilisateur les paramétres opti-
maux définissant le métamodéle sans aucune hypothése simplificatrice. Pour cela, la recherche
des paramétres de 'hypersurface NURBS passe par la résolution d’un probléme d’optimisation
dont nous allons voir la formulation au chapitre 4. La suite de ce chapitre présente les généralités
de optimisation ainsi que les deux méthodes employées dans notre étude.

3.3 Meéthodes numériques d’optimisation

3.3.1 Introduction sur optimisation

Dans un cadre général, I’optimisation peut étre définie par la sélection du meilleur élément
parmi un ensemble d’alternatives possibles au regard de certains critéres. Du point de vue mathé-
matique, un probléme d’optimisation a pour but de minimiser ou mazimiser une fonction objectif
f qui dépend de plusieurs parameétres. Ces parameétres sont appelés variables d’optimisation ou
variables de conception selon le contexte et sont représentés par un vecteur x € R™. Les variables
d’optimisation représentent les inconnues du probléme et la dépendance de la fonction objectif f
par rapport a ces variables est notée f(x). En pratique, il est trés rare d’avoir un probléme d’in-
génierie caractérisé seulement par la fonction objectif et ses variables d’optimisation associées.
La formulation du probléme s’accompagne généralement de m, contraintes d’égalité de la forme
hi(x) =0,i=1,...,me, et/ou de m; contraintes d’inégalité de la forme g;(x) <0, j =1,...,m;.
Ces contraintes permettent de formaliser des exigences physiques ou techniques qui dépendent
du probleme considéré. Un point X respectant toutes les contraintes est dit faisable tandis qu'un
point x,, ne respectant pas une contrainte, ou plus, est dit infaisable. Un probléme d’optimisation
est généralement posé comme un probléme de minimisation sous contraintes, (la maximisation
pouvant étre ramenée trés simplement & un probléme de minimisation) de la maniére suivante :

miny f(X),
sujet a :
9i(x) <0,i=1,..,m,, (3.27)
hj(x) =0, j=1,...,me,
XL < X < XyUB-

Dans 'éq. (3.27), les vecteurs x7p et Xyp représentent respectivement les bornes inférieures et
supérieures de la variable x. Ce probléme est conventionnellement appelé probléme de program-
mation non-linéaire sous contraintes ou CNLPP pour Constrained Non-Linear Programming
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Problem. Sauf cas particulier trés rare, le probléme (3.27) ne posséde pas une solution analytique
et il faut utiliser un algorithme adapté pour chercher la solution. Le choix de ’algorithme dépend
de plusieurs facteurs dont la nature des variables d’optimisation, la présence ou non de contrainte
et la nature a la fois de la fonction objectif et des fonctions contraintes (continuité, convexite,
linéarité, ...). Les principaux critéres sont listés ci-dessous :

Présence de contrainte(s). Méme si généralement les problémes d’ingénierie impliquent un
grand nombre de contraintes, il existe une variété de problémes sans contraintes comme par
exemple les problémes de minimisation des moindres carrés dans le contexte de ’ajuste-
ment de courbe. Ces problémes présentent un réel intérét car les problémes d’optimisation
sous contraintes sont souvent résolus par la formulation d’un probléme sans contraintes
équivalent.

Linéarité. Si les fonctions objectif et contraintes sont des fonctions linéaires des variables
d’optimisation x, alors le probléme est linéaire. La particularité des méthodes de résolution
de cette classe de problémes est qu’elles n’utilisent, au plus, que le gradient des fonctions
objectifs et contraintes (en effet, la matrice hessienne n’est constitué que de valeurs nulles
dans ce cas).

Convexité. La convexité du probléme est une notion importante car elle détermine en
grande partie la stratégie & employer pour la recherche de la solution optimale. La notion de
convexité est définie dans le cas des fonctions et est étendue aux problémes d’optimisation
si les conditions suivantes sont respectées : a. La fonction f est convexe; b. Les fonctions
contraintes d’égalité h;, j = 1,..., m, sont convexes; c. Les fonctions contraintes d’inégalité
gi, © =1, ...,m; sont convexes.

Continuité. Un probléme de minimisation est considéré continu si les fonctions objectif et
contraintes sont continues et que toutes les variables d’optimisation sont continues dans R"
ou dans un sous-espace 2 C R™. La discontinuité du probléme peut donc venir des fonctions
et/ou des variables d’optimisation. Si les variables sont discrétes, reparties réguliérement
ou éparpillées (i.e. avec un pas de discrétisation variable), il est nécessaire d’utiliser une
méthode adaptée a la résolution de ce type de probléme.

Nature du modéle. La nature des variables d’optimisation ainsi que des fonctions objectif
et contraintes joue un role prépondérant dans le choix de l'algorithme de recherche de
solution qui sera utilisé. En effet, lorsqu’un probléme est convexe et qu’il est continu, alors
les algorithmes déterministes sont les plus adaptés & la recherche de solution. Si cependant
certaines variables sont caractérisées par des incertitudes, les algorithmes stochastiques sont
les mieux adaptés. Enfin, dans le cas de problémes non-convexes, a variables ou fonctions
non continues, la classe des métaheuristiques est parfois la seule capable d’effectuer la
recherche de la solution.

On définit un minimiseur global x3 de f comme étant un point pour lequel la fonction f est
miniminale sur le domaine faisable, i.e.

f(xy) < f(x), VxeQy, (3.28)
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4+  Minimum local

X  Minimum global

FIGURE 3.5 — Exemple de fonction non-convexe

ot {1 représente le domaine faisable :

hj(x) =0, j=1,...,me,

Vx € Qy, / (3.29)
gi(X) < 0, 1= 1, ey Ty

La valeur de la fonction en ce point f(x}) est appelée minimum global, optimum global ou encore
solution globale. Par opposition, un minimiseur local x; de f est un point pour lequel la fonction
f n’admet pas de valeur inférieure a f(x;) dans un voisinage proche de x;, i.e.

Fx) < f(x), vxeV(x), (3.30)

ot V(x]) est un voisinage de x;. La valeur f(x}) est alors appelée minimum local, optimum local
ou encore solution locale. On peut montrer facilement que si f est convexe, alors n’importe quel
minimum local est un minimum global. De plus, si f est dérivable, alors n’importe quel point
stationnaire x* est un minimiseur global [213]. Un exemple simple de fonction non-convexe est
fourni a la fig. 3.5. Il existe principalement trois grandes classes d’algorithmes de recherche de
solution :

e Les algorithmes déterministes basés sur l'utilisation des dérivées premiéres et secondes des
fonctions objectif et contraintes. Ce sont des algorithmes rapides mais ils nécessitent que le
probléme soit continu. De plus, dans le cas d’'un probléme non-convexe, la solution trouvée
dépend fortement du point de départ de I'algorithme et renvoie souvent un minimum local
de la fonction f.

e Les algorithmes stochastiques qui utilisent les mémes fondements que les algorithmes déter-
ministes en ce qui concerne 'utilisation des dérivées. Ils permettent, cependant, d’inclure
des caractéristiques d’incertitudes sur les variables en prenant en compte une distribution
de probabilité sur les variables concernées.
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e Les algorithmes métaheuristiques basés sur 'insertion d’'une composante aléatoire dans la
recherche de la solution, permettant ainsi une exploration efficace du domaine. Ils sont
particuliérement adaptés & la recherche de solution de problémes non-convexes. De plus,
ils ne sont impactés ni par les discontinuités des variables d’optimisation ni par celles des
fonctions objectif et contraintes puisqu’ils n’utilisent pas les dérivées de celles-ci.

4+  Minimum local

X  Minimum global

+ Points de départ convergent
vers un minimum local

X Points de départ convergent
vers le minimum global

FIGURE 3.6 — Influence du point de départ pour la résolution de probléme d’optimisation par
des méthodes déterministes

Les algorithmes déterministes sont généralement beaucoup plus rapides que les métaheu-
ristiques. L’inconvénient est que, dans le cas d’un probléme non-convexe, la solution renvoyée
dépend en grande partie du point de départ choisi. La fig. 3.6 montre 'influence du point de
départ sur la solution renvoyée par ’algorithme pour la fonction de la fig. 3.5. Comme on peut
le constater, un grand nombre de points de départ vont conduire a un minimum local. Dans ce
cas 1D, le point de départ doit se trouver dans le "creux" contenant le minimum global. Tout
autre point de départ conduira ’algorithme & trouver un minimum local. Malheureusement, la
plupart des problémes industriels sont intrinséquement non-convexes, ce qui rend la recherche
des solutions globales difficile pour un grand nombre d’entres eux. Si le probléme est continu
(variables et fonctions), il est possible d’utiliser un algorithme déterministe en utilisant plusieurs
points de départ afin d’explorer le domaine. Cependant, il n’existe pas de méthode efficace pour
choisir ces points de départ et ’exploration n’est pas aussi efficace qu’avec une métaheuristique.
Dans notre étude, la recherche des paramétres optimaux caractérisant I’hypersurface NURBS
est un probléme non-convexe ayant conduit & ’élaboration de nombreuses régles empiriques [2]
afin d’éluder la recherche de ces paramétres. De plus, la dimension de I'espace de recherche est
variable (cet aspect est développé au chapitre 4) et trés peu de méthodes sont capables de gérer
cette spécificité. Dans la suite de ce chapitre, les deux algorithmes d’optimisation utilisés par
la méthode hybride que nous avons développée seront présentés. Nous nous appuyons sur deux
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types d’algorithmes dont 'un est une métaheuristique de type algorithme génétique permettant
d’exploiter efficacement le domaine des variables d’optimisation et le second est un algorithme
déterministe. L’algorithme génétique employé a spécialement été congu pour traiter les problémes
d’optimisation de systémes modulaires dont la notion sera introduite dans ce chapitre (problémes
dont la dimension de 'espace d’optimisation est variable). Il a été proposé par Montemurro [14]
et généralisé dans le cadre de cette thése afin, notamment, de s’adapter & des problémes d’op-
timisation de systémes modulaires possédant différents types de modules. Initialement concu en
langage FORTRAN, le code a été réécrit en langage MATLAB, ce qui nous a conduit & utiliser
les algorithmes déterministes proposés par 1'Optimization Toolbox [214] de cet outil. Ces deux
méthodes sont détaillées dans le reste du chapitre. Nous verrons dans le chapitre 4 le lien entre
Poptimisation de systémes modulaires et 'optimisation d’une hypersurface NURBS.

3.3.2 Une métaheuristique pour la résolution de problémes d’optimisation a
dimension variable ERASMUS

Introduction

Les métaheuristiques forment une vaste classe de méthodes créées typiquement dans le but
de résoudre des CNLPPs non-convexes. Elles sont largement rependues dans la littérature et
utilisent des régles empiriques inspirées des phénomeénes naturels pour explorer le domaine des
variables d’optimisation. On les considére comme des méthodes globales d’optimisation parce
qu’elles permettent une meilleure exploration que les méthodes déterministes : elles utilisent
une population de points plutét que de baser la recherche sur un seul point. Il faut toutefois
noter, qu’en théorie, une métaheuristique est capable d’atteindre un optimum global mais rien
ne garantit que la solution trouvée en soit un. Il existe un grand nombre de techniques différentes
dont les plus connues sont :

e L’optimisation par colonies de fourmis [215]. Cet algorithme simule le comportement d’un
certain nombre de fourmis ou d’agents coopératifs, qui explore ’espace des solutions a la
recherche de zones localement productives.

e L’optimisation par essaims particulaires [216]. Cet algorithme simule le comportement
d’une population, ou essatm, composée de solutions candidates, ou particules, qui se dé-
placent dans I’espace des solutions. Le déplacement est déterminé par la meilleur position
atteinte par la particule, la meilleur position de I’ensemble des particules et une composante
aléatoire.

e L’optimisation par systéme immunitaires artificiel [217]. Ce type d’algorithme simule le
comportement du systéme immunitaire des vertébrés dans lequel les solutions sont repré-
sentées par des anticorps dont les variables de conception sont les génes. L’évolution des
anticorps est régit par le meilleur anticorps généré et une composante aléatoire.

e L’optimisation par algorithme génétique [218,219|. Les algorithmes génétiques sont basés
sur le concept de la sélection naturelle et les mécanismes de la génétique. Initialement une
ou plusieurs populations composées d’individus, dont le génotype représente les variables
d’optimisation, sont générées; puis une opération de sélection permet de choisir les indivi-
dus qui seront utilisés pour la phase de reproduction. Une composante aléatoire est ajoutée
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par des opérations de mutation.

Cette présentation n’a pas pour but de lister de maniére exhaustive I'ensemble des méta-
heuristiques existantes et de leurs variantes, le lecteur intéressé par le domaine est donc renvoyé
vers la référence [220]. Le reste de ce chapitre se concentre sur un algorithme génétique par-
ticulier développé initialement par Vincenti [15] puis enrichi par Montemurro [14]. Aprés une
bréve description des algorithmes génétiques, les spécificités relatives & l'algorithme utilisé sont
développées pour terminer par les modifications qui y ont été apportées.

Généralités sur les algorithmes génétiques

Les algorithmes génétiques ont été initialement introduit par Holland, son équipe de re-
cherche et ses étudiants [218,219]. Ils sont basés, d’une part, sur le concept de I’évolution de
Darwin [221], et d’autre part, sur les mécanismes de la reproduction génétique. Ils peuvent étre
considérés comme des algorithmes d’exploration présentant une grande partie des caractéris-
tiques de la sélection naturelle. En effet, naturellement, seuls les individus les mieux adaptés a
un environnement survivent et ont une chance de se reproduire, fournissant ainsi aux générations
suivantes un patrimoine génétique plus adapté que celui de la génération précédente.

Le vocabulaire employé par ce type d’algorithmes est celui de la génétique. Il simule I’évolution
d’une population de génération en génération en fonction de la capacité de survie de ses individus.
Chaque individu représente un point de ’espace d’optimisation et est formé de chromosomes dont
I’ensemble constitue le génotype de I'individu. Les chromosomes sont & leurs tours formés de génes
qui représentent les valeurs des variables d’optimisation du probléme. Ces valeurs sont en fait
codées, généralement par un alphabet binaire, et ’ensemble des valeurs décodées des génes forme
le phénotype de 'individu. Le phénotype peut étre vu comme 1’expression physique du génotype
d’un individu, dont le sens est défini de maniére externe par l'utilisateur. Dans un organisme,
le phénotype inclue des caractérisations physiques comme la couleur des yeux ou des cheveux
alors que, dans le cadre des algorithmes génétiques, il représente ’ensemble des valeurs possibles
(réelles, discretes, éparpillés) qu’une variable du probléme considéré peut prendre.

I’encodage des génes & partir des valeurs possibles que peuvent prendre les variables d’op-
timisation est généralement fait & partir d’un alphabet binaire. Dans un premier temps, chaque
variable est discrétisée. Dans le cas d’une variable réelle, le pas de discrétisation est choisi auto-
matiquement par ’algorithme en fonction de la précision machine (i.e. le nombre de bits maximal
utilisé pour les calculs). Considérons par exemple une variable z; € [x(L%, .1‘8)3] C R avec un pas
de discrétisation Az, les valeurs possibles pour cette variable sont stockés dans le vecteur xf
suivant :

avec I le vecteur de la forme suivante,
=12 - ), (3.32)
et n&}r le nombre de valeurs possibles donné par :

@) _ ()
i) —14 %uB” "B 3.33
nvar + sz ( )
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Notons qu'il serait également possible d’avoir un pas Ax; non constant qui permettrait de traiter
le cas des valeurs discrétes éparpillées. La relation liant le phénotype au génotype est bijective
ce qui rend les algorithmes génétiques complétement indépendant du domaine traité. Dans un

second temps, 'encodage binaire est fait sur les composantes de I% et le nombre de bits nl(,g

attribué au codage dépend de la valeur de ng,QT :

(i) ln(nz(,lg )
Ny = |V 111(2) —‘ ) (334)

avec [-]| la fonction partie entiére par exces.
Considérons un exemple simple de CNLPP non-convexe & résoudre :

ming, 4, f(x1,22) = _ekay/zi+a3 sin(axy) cos(2bxs),
0 <@y <A, (3.35)
sujet a :
0 § T2 S 27‘(’,

T 77
avec des pas de discrétisation Axy; = 20 et Axy = 10 Dans ce cas, la structure de l'individu

est constituée d’un chromosome de deux génes, chacun correspondant & une des variables x;.
Les nombres de bits associés pour le codage du génotype sont ngit) =Tet nl(jt) = 5. Le tableau
3.1 répertorie les informations d’un individu de la population initiale. Le code génétique de cet
individu correspond aux indices I = 35 et 12 = 10 et se traduit par les valeurs de phénotype

x1 = 5.3407 et z9 = 3.1416.

Structure de l'individu | Géne 1 | Géne 2
Génotype 0100011 | 01010
Indices 35 10

Phénotype 5.3407 | 3.1416

Tableau 3.1 — Structure d’un individu pour le probléme (3.35)

La premiére population est générée aléatoirement, ensuite I’évolution de cette population est
perpétrée au travers de 4 opérateurs fondamentaux des algorithmes génétiques jusqu’a ce qu'un
critére d’arrét soit atteint :

e Adaptation. Dans un premier temps, la capacité d’adaptation des individus composant la
population est évaluée grice & une fonction nommée fitness function. C’est une fonction
scalaire qui admet en entrée les valeurs de la fonction objectif et retourne une valeur
comprise entre 0 et 1. Il existe plusieurs choix possible [14] mais dans tous les cas, la valeur
0 est attribuée au pire individu de la génération et la valeur 1 est attribuée au meilleur
individu de la génération. Il est évident que la fonction objectif ainsi que les fonctions
contraintes doivent étre évaluées avant la phase d’adaptation.

e Sélection. Sil'on suppose que la population est composée de N;,q individus, alors 'opération
de sélection consiste a choisir dans la population les N;,4/2 couples de parents pour la

57



phase de reproduction. Le concept de base est que les individus les mieux adaptés (avec
une valeur de fitness function élevée) ont plus de probabilité d’étre choisis. Le critére de
sélection a pour but de reproduire un phénomeéne naturel trés simple : les individus les plus
adaptés a survivre, dans un environnement donné, survivront plus longtemps et auront
donc plus de chance de se reproduire. En pratique, les valeurs retournées par la fitness
function permettent d’affecter les probabilités de reproduction aux différents individus.
Enfin la sélection est effectuée par une méthode adaptée, généralement la méthode de la
roulette.

Croisement ou crossover. Le but du croisement est de combiner I’héritage génétique des
deux parents. Cette étape constitue la premiére phase de la reproduction dont 1’objectif
est de fournir les nouveaux individus qui constitueront la génération suivante. L’opération
de croisement s’effectue géne a géne, i.e. entre les génes homologues des parents. Le point
de coupe, aussi appelé crossover point, est déterminé aléatoirement pour chaque géne de
chaque couple d’individus. Les génes des parents sont ensuite combinés comme montré
sur la fig. 3.7 ou la phase de reproduction de deux individus de la population initiale du
probléme (3.35) est présentée.

Mutation. La mutation peut étre considérée comme un mécanisme d’adaptation de second
ordre ayant pour objectif d’améliorer la capacité exploratoire de ’algorithme et éviter que
les individus ne se retrouvent "coincés" dans un optimum local en début d’optimisation.
D’un point de vue pratique, la mutation intervient aprés la phase de croisement et peut
affecter un ou plusieurs génes. La sélection du bit qui sera muté est aléatoire et la probabilité
que ce bit soit muté est p,,. Dans ce cas, la valeur du bit est modifiée de maniére & obtenir
la valeur opposée a celle qu'il avait au départ (la valeur 0 lui est affectée si sa valeur de
départ était 1 et vice versa).

Critére d’arrét. Il existe plusieurs critéres pour les algorithmes génétiques. Les plus utilisés
sont le nombre maximal de générations ou une condition de non-amélioration de la fonction
objectif (i.e. 'algorithme est stoppé si la fonction objectif ne diminue pas pendant un certain
nombre d’itérations). Notons que dans le premier cas, une régle empirique existe, fixant
le nombre de générations de maniére a ce que Nye, X N;pg s0it au moins égal & 80000 et
que, dans le second cas, il est nécessaire d’utiliser un opérateur optionnel des algorithmes
génétiques, & savoir 1’élitisme dont nous parlerons dans la section suivante. Il peut également
étre envisagé d’utiliser un critére d’arrét basé sur la réussite de 'algorithme a atteindre un
seuil de la valeur objectif. Par exemple, cela peut se traduire par un gain minimal attendu
par rapport & une solution de référence.

La fig. 3.7 montre une phase de reproduction compléte, i.e. croisement suivi de mutation, de

deux parents de la population initiale du probléme (3.35). Dans un premier temps, le point de
croisement est choisi aléatoirement pour chaque géne indépendamment (le point de croisement du
géne 1 est différent de celui du geéne 2). Les codages binaires des parents sont ensuite mélangés
au niveau du point de croisement pour chacun des génes, permettant d’obtenir le génotype
intermédiaire (i.e. avant mutation) des enfants. La mutation des génes des enfants ainsi obtenus
est réalisée avec la probabilité p,, aprés une sélection aléatoire du bit & modifier. Comme on peut
le constater, tous les génes des enfants ne sont pas forcement mutés. En effet, dans cet exemple,
seuls le géne 1 de I'enfant 1 et le géne 2 de ’enfant 2 sont mutés. Aprés cette étape, le génotype,
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et le phénotype associé, des enfants sont connus et le couple suivant de parents entre en phase
de reproduction. L’opération est répétée jusqu’a que le nombre d’individu N;,q de la génération
suivante soit atteint.

_________________ Génotype +  Phénotype
Parent 1 i|0|1|0 0|0|1|1| |0|1 0|1|0| E|5,3407||3,1416‘
Parent 2 i|0‘1|1 o|1|1|1| |1|0 0|1|0| E|8,4823||5,6549|
Point de croisement Point de croisement i
dugene 1 du géne 2
lofafofofefufuf fofrfofr]o] |
Croisement !
Lol fofoafef [afofofafo] |
lofefofofafafef [ofrfofafo] |
Mutation
o oo s]s] [s]o]o]z]o s
Enfant 1 i|o|o|0|o|1|1|1||o|1|o|1|0| i|1,0996||3,1416‘
Enfant 2 i|o|1|1|o|0|1|1||1|0|o|1|1| i|8,0111||5,9s9o|

FIGURE 3.7 — Exemple d’une phase de reproduction (croisement + mutation) dans un algorithme
génétique standard pour le probléme (3.35)

La capacité intrinséque des algorithmes génétiques & explorer le domaine d’optimisation les
rend capables de traiter des problémes non-convexes. De plus ils peuvent étre considérés comme
des méthodes d’ordre zéro, ne nécessitant pas 1’évaluation de dérivées des fonctions objectif ou
contraintes. Cependant, ils ne sont pas adaptés aux problémes de prise de décision et, dans le
cas de certains problémes industriels complexes, le colit de calcul de la fonction objectif d’un
individu peut étre élevé et rendre impossible ’optimisation par ce type d’algorithme. L’une des
solution est alors de fournir un métamodéle adapté diminuant grandement le temps de calcul de
la fonction objectif.

Particularités de BIANCA

Le code original de BIANCA (Biologically Inspired ANalysis of Composite Assemblages) a
été proposé par Vincenti [15] et, comme son nom 'indique, a été congu dans l'optique de traiter
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des problémes d’optimisation de structures composites multi-couches. Cette premiére version de
BIANCA (implémentée dans le langage FORTRAN) était basée sur les caractéristiques classiques
des algorithmes génétiques décrites précedemment. La formulation de BIANCA a été modifiée
et enrichie par Montemurro [14] pour étre en mesure de traiter une nouvelle classe de problémes
d’optimisation : les problémes d’optimisation de systémes modulaires. Une stratégie trés générale
(i.e. indépendante du probléme d’optimisation) permettant de traiter les contraintes a également
été développée par Montemurro [14] et nommée Automatic Dynamic Penalisation (ADP).

Les problémes industriels ont souvent pour objectif 'optimisation de systémes modulaires. Ces
systémes sont composés d’unités élémentaires et répétitives (RUs pour Repetitive Units). Chaque
RU représente un module qui est caractérisé par un ensemble de variables de conception de
différentes natures, telles que des propriétés géométriques, dimensionnelles, matériaux, etc. Bien
évidemment, tous les modules partagent une structure commune, i.e. chaque RU est caractérisée
par un vecteur de variables de conception de méme forme mais dont les valeurs ne sont pas
nécessairement identiques. L’optimisation de systémes/structures modulaires est trés complexe
car cela implique d’optimiser simultanément les modules composant le systéme et le nombre de
ces modules. Un cas particulier d’optimisation de tels systémes, beaucoup plus simple a traiter,
est rencontré lorsque tous les modules le composant sont identiques (i.e. ils partagent le méme
vecteur de variables de conception). Cependant, dans le cas le plus général ou les modules sont
différents les uns des autres, la difficulté augmente significativement. Il n’existe, en général, pas
de critére permettant de fixer a prior: le nombre optimal de modules. C’est pourquoi le nombre
de modules doit étre inclus parmi les variables d’optimisation avec les valeurs des parameétres les
constituant.

Montemurro [14] a montré que le probléme d’optimisation lié a ce type de systéme est défini
sur espace de dimension variable. Plus exactement, le probléme est caractérisé par un nombre
variable de variables de conception. Le probléme d’optimisation d’un systéme modulaire peut
étre posé de la maniére suivante :

minyg f(X,n¢),
sujet a :
gi(%,ne) <0, i =1,...,mi(ne),
hi(x,n.) =0, j =1,....me(ne), (3.36)
x.B < x < Xyp,

(xrB, X, xyp) € R,

ol la dépendance du nombre de variables de conception et du nombre de contraintes par rapport
au nombre de modules n. est explicite. On peut remarquer que, le nombre de modules étant inclus
parmi les variables d’optimisation, le concept classique de domaine de conception du probléme
(3.36) peut étre généralisé et réinterprété comme un multivers d’espaces de conception sur lesquels
I’algorithme évolue simultanément. Ce multivers est ainsi "peuplé" par des points représentant
des systémes modulaires composés de nombres différents de modules. Par conséquent, chaque
espace de ce multivers a une dimension différente et le nombre d’inconnues du CNLPP (3.36) est
différent pour deux points distincts.
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Un exemple typique de probléme d’optimisation de systéme modulaire est 'optimisation de
structures réalisées & partir de composite stratifié dans lequel un module est représenté par un
pli. Chaque pli est une RU, caractérisée par des variables de conception comme l'orientation des
fibres, les propriétés des matériaux qui composent le pli ou encore son épaisseur. L’efficacité de
Palgorithme pour ce genre de problémes a été démontrée dans les références [16-18].

Dans cette version de BIANCA, la résolution de CNLPP du type de ’éq. (3.36) est rendu
possible griace, notamment, & une nouvelle formulation du génotype des individus. En effet,
le nombre de chromosomes est variable d’un individu & ’autre et on considére les individus
possédant le méme nombre de chromosomes comme faisant partie de la méme espéce. Nous
allons maintenant présenter les principales fonctionnalités, et différence, de cet algorithme par
rapport aux algorithmes génétiques classiques. Tout d’abord, notons qu’il est composé des mémes
opérateurs de base, modifiés pour s’adapter au nombre de chromosomes variable :

o Adaptation. L’adaptation est réalisée griace a une fonction de la forme suivante :

. f Tres

fr(ﬁqu - f(lnd1)> !
fT(”!ZO)W - fr(ri]'z)n

ou fit(ind;) est la valeur retournée par la fitness function pour 'individu 1, fvg% et fgi)n

sont respectivement les valeurs maximales et minimales de la fonction objectif pour la

génération g en cours, f(ind;) est la valeur de la fonction objectif de 'individu i et fpres

est un paramétre nommeée fitness pressure a fixer par l'utilisateur. 11 existe d’autres choix
possibles (cf. [14]).

Fit(ind;) = ( (3.37)

Numéro de Valeur de la Pourcentage
I'individu fitness function affecté de la roue
1 0.1 10%
2 0.1 10%
3 0.2 20%
4 0.6 60%
Total 1 100%

Tableau 3.2 — Valeur de la fitness function et pourcentage pour chacun des individus d’une
population

o Sélection. Nous employons la méthode de la roulette dont le principe va étre illustré par un
exemple trés simple. La sélection par la méthode de la rouletie est un processus purement
aléatoire dans lequel une plus grande probabilité est affectée aux individus ayant une plus
grande valeur de fitness function. Considérons 4 individus dont les valeurs de la fitness
function sont données dans le tableau 3.2. Chacun de ces individus regoit une section de
la roue égale au pourcentage de sa fitness function par rapport & la fitness totale. Dans le
cas général d’une population composée de N;,q individus, ce pourcentage est donné par la

Jity,
N~ Nind g1
Zi:fl fit;
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ou fity et . sont respectivement la valeur de la fitness et le pourcentage de la roue affecté
au k® individu. La roue correspondante & cet exemple est donnée a la fig. 3.8. Une fois
les sections de la roue affectées, la sélection est faite simplement en faisant tourner la
roue et en prenant l'individu sur lequel elle s’arréte. Dans notre exemple, 'individu 4 qui
posséde une section de 60% de la roue a beaucoup plus de chance d’étre sélectionné que les
autres individus. Notons que les algorithmes génétiques travaillent, en général, & nombre
d’individus constant et, de ce fait, la roue doit étre lancé V;,4 fois. Notons également qu’un
méme individu peut étre sélectionner plusieurs fois pour la phase de reproduction.

Individu 1
10%

Individu 2
10%

FIGURE 3.8 — Roue correspondante a ’exemple du tableau 3.2

e Nouvelle représentation de lindividu et introduction du contexte d’espéce. Ce qui différen-
cie BIANCA des algorithmes génétiques classiques, c’est qu’il a été congu dans 'optique
de traiter des problémes d’optimisation de systémes modulaires. Ce genre de systéme est
composé d’unités élémentaires (RU), ou modules, caractérisés par un certain nombre de va-
riables. Prenons I'exemple d’une plaque multicouche réalisée avec des plis unidirectionnels.
Dans ce cas, le systéme modulaire est la plaque, et les modules sont les différents plis com-
posants la plaque. Chaque pli est caractérisé par deux paramétres, & savoir, son orientation
et son épaisseur. Classiquement le probléme d’optimisation est résolu en fixant le nombre
de modules. Seules les valeurs des paramétres les composants sont alors optimisées. L’atout
majeur de BIANCA réside dans sa capacité a optimiser & la fois le nombre de modules et les
valeurs des paramétres qui les caractérisent. Cette spécificité a été rendue possible grace a
une modification du génotype des individus. Ainsi, chaque module composant un systéme
modulaire est représenté par un chromosome tandis que les paramétres le caractérisant
sont représentés par ses différents génes. La fig. 3.9 présente la matrice permettant de sto-
cker le génotype d'un individu k. Les lignes de cette matrice représentent les n* différents
chromosomes tandis que les colonnes représentent les m génes. Chaque chromosome est
composé par le méme nombre de génes. Enfin, le nombre de chromosomes n*, indépendant
pour chaque individu, est stocké dans la colonne m + 1, aprés le dernier géne. Les valeurs e
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correspondent aux chromosomes non utilisés pour 'individu k. Le nombre de lignes laissées
non affectées est n¢maz — n*, ou Ne¢mae €St le nombre maximal de chromosomes. Le nombre
minimal de chromosomes n. i, peut lui aussi étre fixé. La fig. 3.10 fournit la structure
d’un individu représentant la séquence d’empilement du composite stratifié composant la
plaque & optimiser. Dans ce cas, le chromo-masque est composé d’un premier géne repré-
sentant l'orientation du pli considéré et d’un second géne représentant, lui, ’épaisseur du
pli. Le nombre de plis est donné par le nombre de chromosomes de l’individu.

k k k k
911 912 I1im n
k k k
921 922 Iom
k k k
gnl gnz gnm
e e e e
e e e e

FIGURE 3.9 — Structure d’un individu dans BIANCA

e Croisement ou crossover. L'un des aspects important de BIANCA est sa capacité a faire
reproduire des individus appartenant & différentes espéces sans les rendre stériles. En effet,
dans la nature, le croisement entre espéces différentes résulte souvent en une espéce inca-
pable de se reproduire, c’est le cas par exemple des ligres qui sont obtenus par le croisement
entre un lion méale et une tigresse ou des tigrons qui sont le résultat d’un croisement entre
une lionne et un tigre méale. D’autres croisements d’espéces non-stériles existent, c’est le cas
des mulets (croisement d’un ane et d’une jument) ou des bardots (croisement d’une anesse
et d'un étalon). Notons cependant que leur caractéristiques génétiques sont a la base tres
similaires et que tous les croisements ne sont pas capables d’engendrer un enfant sain. Ce
n’est pas le cas dans BIANCA, tous les croisements entre individus de différentes espéces
engendrent des enfants sains (correspondant & un point de l'espace d’optimisation) et fer-
tiles (capables d’engendrer a leurs tours des enfants pour la génération suivante). Pour ce
faire, une étape de décalage, de probabilité psp;f¢, est ajoutée avant 'opération de croise-
ment géne & géne. La fig. 3.11 présente un exemple de la phase de reproduction modifiée.
Dans cet exemple, deux parents, dont les nombres de chromosomes sont respectivement
ne1 = 3 pour le parent 1 et n.o = 5 pour le parent 2, sont accouplés. L’étape de décalage
intervient avant la phase de croisement et permet de choisir les génes du parent 2 qui seront
croisés avec ceux du parent 1 (car ici ne; < ne2). Le parent ayant le plus de chromosomes,
ici le parent 2, croisera les génes des indices compris entre [1 + dec; n.,1 + dec], avec dec le
décalage et respectant la condition n.1 + dec < n.2. Le décalage est donc compris dans
Uintervalle [0;ne2 —ne 1] (i ne1 < ne2). Dans la fig. 3.11, le décalage a une valeur dec =1 .
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Le croisement géne & géne répond ensuite aux mémes régles que les algorithmes génétiques
standard (cf. fig. 3.7). Les enfants obtenus ont le méme nombre de chromosomes que les
parents, i.e. 'enfant 1 aura un nombre de chromosomes n.1 = np 1 et I'enfant 2 aura un
nombre de chromosomes n.2 = n,2. Comme on peut le voir dans la fig. 3.11, les génes du
parent 2 qui ne sont pas croisés avec ceux du parent 1 sont directement transmis & ’enfant

2.
ak th | nk
ay ty
k k
ank tnk
e
e e

FIGURE 3.10 — Structure d’un individu représentant la séquence d’empilement d’un composite
stratifié constitué de plis unidirectionnels

e Mutation. Le nombre de chromosomes étant variable, la phase de mutation a été modifiée
et s’articule en deux étapes. Dans un premier temps, une mutation du nombre de chromo-
somes se produit avec une probabilité p,,. pour chaque individu. Cette mutation entraine
I’ajout /suppression (aléatoirement sélectionné) d’un chromosome en une position aléatoi-
rement déterminée. Dans la fig. 3.11, on peut remarquer que le nombre de chromosomes de
I'enfant 1, n. 1, est augmenté de 1 dans la phase de mutation du nombre de chromosomes et
ce nouveau chromosome est introduit aléatoirement en position 2. Le nombre de chromo-
somes de I'enfant 2, n. o, est, quant & lui, diminué de 1 par la suppression du chromosome
en position 3. Evidemment, si le nombre de chromosomes d’un individu est égal au nombre
maximal de chromosomes, il n’est possible d’effectuer qu’une suppression de chromosome.
A Tlinverse, si le nombre de chromosomes est égal au nombre minimum de chromosomes,
seul un ajout est possible. Dans un second temps, aprés une étape de réarrangement des
geénes (cf. fig. 3.11), la mutation des génes bit par bit des algorithmes génétiques standards
intervient (cf. fig. 3.7). Dans l'exemple de la fig. 3.11, seul le géne du quatriéme chromo-
some de l'enfant 1 est muté, tandis que ’enfant 2 ne subit pas de mutation de ses génes.
A la fin de cette phase de mutation, les enfants générés peuvent appartenir & des espéces
différentes de celles de leurs parents (contrairement a la phase de croisement).

Cette nouvelle phase de reproduction (i.e. croisement -+ mutation) permet de faire évoluer
simultanément les espéces et les individus. C’est pour cette raison que la recherche de solutions
des problémes d’optimisation de systémes modulaires peut étre effectuée de maniére efficace par
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FIGURE 3.11 — Phase de reproduction modifiée entre deux individus appartenant & des espéces
différentes

cet algorithme. Outre sa phase de reproduction spécifique, BIANCA posséde également d’autres
opérateurs et il est capable de faire évoluer plusieurs populations en méme temps. Nous détaillons
ci-aprés les différents opérateurs disponibles dans BIANCA :

Elitisme. La phase de croisement des algorithmes génétiques se traduit, comme c’est le cas
dans les phases de reproduction d’étres vivants, par la disparition systématique des parents
dans la génération suivante. Cela implique que le meilleur individu (ayant la meilleure valeur
de la fonction objectif) peut étre perdu d’une génération a l'autre. L’opérateur d’élitisme
permet de conserver cet individu en remplacant le pire individu de la génération actuelle
par le meilleur de la précédente. Cette opérateur n’intervient donc qu’a partir de la seconde
génération de l'algorithme.

Migration. Le fait de faire évoluer plusieurs populations en méme temps permet, en théorie,
d’explorer plusieurs zones de ’espace simultanément. Cependant, il peut parfois étre utile
de croiser ces populations et c’est I’objectif de la migration. Toutes les n,,;, générations,
Nmig €tant un parametre fixé par l'utilisateur, le meilleur individu de la population 1 est
copié dans la population 2 a la place du pire individu de celle-ci. L’opération est répétée
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jusqu’a ce que le meilleur individu de la population Np,, — 1 soit copié dans la population
Npop, Npop €tant le nombre de populations évoluant simultanément. Le meilleur individu
de la population NV, est lui envoyé dans la population 1.

Probléme
d’optimisation

oul

Migrition
Le pire individu d’une
population est remplacé par le
meilleur d’'une autre

Populations de départ
Sélection aléatoire des Ny, X Ning
individus

Evaluation des fonctions

objectif et contraintes ADAPTATION
1 Evaluation de la
ADP fitness function
Formulation du probléme 1
non contraint équivalent SELECTION

Méthode de la roulette
ELITISM
Le pireindividudela | | ____________ J, ____________
génération est remplacé par le
meilleur de la précédente

Génération

2 ou plus Reproduction

CROISEMENT
Croisement entre espéces
différentes

]

NON

Critére de
convergence

MUTATION
Mutation aléatoire des
génes et du nombre de

chromosome
Individu et I l’ __________ T
espéce
optimale NOUVELLE GENERATION

FIGURE 3.12 — Algorithme génétique BIANCA

La capacité de BIANCA & traiter des problémes de dimension variable est déja un avantage
majeur mais ce n’est pas le seul. En effet, comme nous ’avons dit précédemment, les CNLPPs
sont généralement traités en formulant un probléme sans contraintes équivalent. La génération
de ce probléme équivalent est loin d’étre une tache triviale. Dans BIANCA, le probléme équi-
valent est généré par une stratégie trés efficace nommée ADP pour Automatic Dynamic Pena-
lisation [14,222]. Son nom expose bien les principaux avantages de cette stratégie. En effet, la
pénalisation appliquée a la fonction objectif s’adapte automatiquement au probléme traité et est
donc indépendante de la formulation de celui-ci. Elle est de plus dynamique car elle s’adapte
au fil des générations. Le probléme d’optimisation sans contraintes équivalent qui est traité par
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BIANCA grace a 'ADP est de la forme suivante :
Me
min f, (x) )+ Zcz (%) + Y qH(x), i=1..,m j=1,.,me, (3.39)

ou fp(x) est la fonction objectif pénalisée, G;(x) est donné par
Gi(x) = max[0,¢9;(x)], i=1,...,my, (3.40)
tandis que H;(x) est donné par
Hj(x) =max|[0,|h;(x)| — ¢, e<1, j=1,..me. (3.41)

La définition de G;(x) et de H;(x) permet de remarquer que, dans le cas oil toutes les contraintes
sont respectées (égalités et inégalités), la fonction objectif pénalisée est égale a la fonction objectif
non-pénalisée :

Sivi=1,..,m;, gi(x) <0etVj=1,....me, hj(x)=0, alors fp(x) = f(x). (3.42)

La grande force de I’ADP est de déterminer les coefficients ¢; et ¢; de maniére automatique
(sans intervention de l'utilisateur) et adaptative (répété a chaque génération), dans le sens o
la pénalisation n’est, ni trop faible, ni trop forte, assurant ainsi un bon compromis entre le fait
d’éviter une solution non faisable et une exploration efficace des bords du domaine faisable. A
chaque génération, les coefficients sont donnés par les relations suivantes :

’ M’ ) — 1,...7m7;7
(G )best (3 43)
‘fbesf best ;
q; = ~hest_chest =1,...,me,
(H )best

ou f,f‘;st et fbest sont les valeurs de la fonction objectif des meilleurs individus du domaine fai-
sable et du domaine non faisable respectivement. Considérons maintenant le meilleur individu
du domaine non faisable, (G;)NE et (H;)NE représentent alors les quantités de violation des
contraintes d’inégalité et d’égalité, respectivement. L’idée est de ne pas trop pénaliser des so-
lutions trés performantes, bien qu’elles ne respectent pas les contraintes et qu’elles soient donc
non faisables, afin d’en faire des "points d’attraction" pour la solution. L’exploration des bords
du domaine faisable est ainsi grandement améliorée. Dans le cas ou tous les individus d’une
population seraient non faisables, une stratégie adaptée est mise en place. Nous ne la détaillons
pas ici mais le lecteur intéressé est renvoyé vers les références [14,222].

Les différents opérateurs de BIANCA ayant été définis, la fig. 3.12 présente ’algorithme sous
forme schématique. Dans cette version, méme si ’algorithme est capable de traiter des problémes
modulaires de dimension variable, comme la définition de ’empilement optimal d'un composite
stratifié dont le nombre de pli varie, il n’est pas possible de traiter des problémes présentant
plusieurs types de modules différents, et indépendants les uns des autres. Nous allons expliquer
dans la prochaine section comment cette difficulté a été surmontée, grace notamment & un codage
différent du génotype.
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L’algorithme ERASMUS

BIANCA a d’abord été développé dans le langage FORTRAN afin de favoriser la vitesse de
calcul. Malgré la rigidité du formalisme de ce langage, le traitement des problémes d’optimisation
relatifs aux systémes modulaires a été rendu possible par un stockage approprié de 'information
génétique dans des matrices multidimensionnelles. Deux dimensions de cette matrice permettent
de définir la population et 'individu. De cette maniére, & population et individu fixés, le stockage
de I'information génétique pour cet individu peut se formaliser par une matrice 2D dont les lignes
et les colonnes sont respectivement les chromosomes et les génes de l'individu comme le montre
la fig. 3.9.

Le formalisme de la fig. 3.9 présente cependant une limitation. En effet, méme si BIANCA
peut traiter des problémes d’optimisation de systémes modulaires, ceux-ci ne peuvent étre ca-
ractérisés que par un seul type de module. Un systéme modulaire est caractérisé par différents
types de modularité lorsque les modules qui le composent peuvent étre regroupés en différents
ensembles caractérisés par le méme vecteur d’inconnues (i.e. les modules d’un ensemble ont le
méme vecteur de variables de conception). Un exemple de systéme modulaire possédant diffé-
rents types de modules est donné & la fig. 3.13. Il s’agit d’une section du fuselage d’un avion dans
lequel on trouve deux familles de modules : les lisses et les cadres. Bien évidemment, le module
de chaque famille est caractérisé par son propre vecteur de variables de conception.

frames

stringers

FIGURE 3.13 — Exemple de structure modulaire (section d’un fuselage) avec deux types de mo-
dules : les lisses (stringers) et les cadres (frames)

Afin de répondre a cette limitation, BIANCA a été traduit dans le langage MATLAB et la
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structure du génotype des individus a été généralisée afin de traiter des problémes d’optimisation
de systémes modulaires possédant plusieurs types de modules. La formulation mathématique du
probléme d’optimisation de tels systémes peut étre mis sous la forme suivante :

min f(x, 28", ..., ntVmed),
sujet a :
gz‘(X,nf(;l), ... ,nEN"“’d)) <0, i=1, ...,mi(nﬁl), . 7n((:Nmod))’
h;(x, n, Ny Z 0 =1 me(nD) L pNmea)y, (3.44)
XLB < X < XUB,
(xcEB, X, xup) € RY, N, = N,(n{", ... nlmet)),

ol Npoq est le nombre de types de modules différents et ot la dépendance du nombre de va-

riables de conception et de contraintes en fonction des nombres de modules n((;l), . ,n((:N'"'Od),

explicite.

est

Le résultat de cette opération de généralisation du génotype des individus, ainsi que de 'ar-
chitecture de l'algorithme, est une nouvelle métaheuristique nommée ERASMUS (EvolutionaRy
Algorithm for optimiSation of ModUlar Systems) [212]. La nouvelle structure de l'individu, illus-
trée dans la fig. 3.14, est définie par une section standard et N,,.,q sections modulaires ayant
chacune des caractéristiques indépendantes les unes des autres. Chaque individu & (i.e. point de
Pespace de conception) est ainsi caractérisé par un génome composé de N,,oq + 1 sections ayant
une hiérarchie précise. La premiére section, ou section standard, est composée des paramétres
non modulaires du probléme et est divisée en deux parties. La premiére partie est composée d’un
nombre fixe nitg”d de chromosomes, contenant chacun ngt“"d génes (i.e. toutes les variables du

Kl
probléme dont le nombre ne varie pas). La seconde partie est composée d’un seul chromosome

) . . . 1 N, s
possédant Np,.q génes qui contiennent les nombres de chromosomes n£ ,2, ceey n((: k'”"d), des diffé-
rentes section modulaires de I'individu k. Les IV, sections restantes sont les sections modulaires
de l'individu k (i.e. contenant les variables modulaires des différents modules du systéme & opti-

. . mod
miser). Chacune d’entre elles admet un nombre de chromosomes maximal ngma%, un nombre de

.. mod N mod) . P
chromosomes minimal ng mw? et un nombre de génes n(g ) indépendants des autres modules.
9

Bien évidement, la phase de croisement s’effectue entre les génes des modules homologues, i.e. le
module 7 d’un individu kj est croisé avec le module ¢ d’un individu ks et seulement avec celui-ci.

Notons que des problémes beaucoup plus simples que le CNLPP (3.44) peuvent également
étre traités par ERASMUS. Par exemple, dans le cas ou le nombre de paramétres est constant,
seul la section standard de l'individu sera utilisée. Si en revanche, il n’existe pas de paramétres
non modulaires, alors seules les nombres de chromosomes des modules de la section standard et
les sections modulaires des individus seront utilisés. ERASMUS est donc un outil trés puissant
capable de s’adapter a la plupart des problémes d’optimisation. Il peut également s’interfacer avec
d’autres logiciels ou langages de programmation. En effet, il est par exemple possible d’utiliser
des routines écrites en C++ ou FORTRAN, moyennant quelques adaptations mineures, afin de
les utiliser comme si elles étaient des fonctions classiques de MATLAB. 11 est également possible
de faire appel a des logiciels de calcul par éléments finis commerciaux, tel qu’ANSYS par exemple,
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' | Chromosome ng\,l(m"d)

_________________________________________________________________________________________________

FIGURE 3.14 — Nouvelle structure d’un individu dans ERASMUS

de maniére trés ergonomique. Cependant, méme si sa structure lui permet de s’adapter a un vaste
panel de problemes, cela n’assure en rien la rapidité de convergence et cet algorithme, comme
toutes les métaheuristiques, reste limité par la taille du domaine & explorer et le temps de calcul
nécessaire a l'obtention des valeurs des fonctions objectif et contraintes des différents individus.

C’est pourquoi nous allons maintenant parler des méthodes déterministes qui sont encore
massivement utilisées sur des problémes d’optimisation pourtant non-convexes. Elles présentent
une réponse a la problématique soulevée par la limitation précédente, ces méthodes n’utilisant les
informations que d’un seul point au lieu d’une population. Il serait cependant naif de croire qu’il
s’agit d’'une réponse appropriée. En effet, ne se focalisant que sur un seul point, la réponse d’une
méthode déterministe est entiérement dépendante du point de départ choisi. Afin d’atteindre un
minimum global il est donc nécessaire d’avoir une connaissance profonde des phénomeénes qui
régissent le probléme, permettant ainsi de choisir un point de départ approprié. En pratique, il
est trés rare que ce soit le cas et deux solutions peuvent étre envisagées :
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e Choisir des points de départ aléatoirement, dont le nombre est & définir, afin d’utiliser la
méthode déterministe & partir de ces points et ainsi espérer trouver dans les réponses un
minimum global,

e Déterminer un point de départ a partir d’une métaheuristique.

La seconde option est au coeur de la méthode que nous avons développée et c’est pourquoi, apreés
une bréve introduction sur les méthodes déterministes, nous présentons la méthode utilisée pour
notre approche décrite au chapitre 4.

3.3.3 Meéthodes déterministes de résolution de problémes d’optimisation
Généralités sur les méthodes au gradient

Les méthodes déterministes d’optimisation sont basées sur un schéma itératif, mettant a
jour les variables d’optimisation xxy1, & l'itération k + 1, a partir des informations disponibles
a l'itération k. C’est un domaine d’étude bien ancré comme en attestent les références [223,
224| et on les qualifie également de méthodes basées sur le gradient. Cela est dii au fait que
Iinformation permettant de mettre & jour les variables d’optimisation d’une itération a ’autre
est essentiellement basée sur l'opérateur de gradient.

Comme nous avons vu précédemment pour les métaheuristiques, un probléme d’optimi-
sation avec contraintes est généralement résolu en formulant un probléme d’optimisation sans
contraintes équivalent. C’est pourquoi nous allons d’abord introduire les méthodes de résolution
des problémes sans contraintes. Il existe principalement deux méthodes permettant de mettre a
jour les paramétres d’optimisation d’une itération a l'autre [213] :

e Méthodes line search. Dans un premier temps, une direction de descente pi appropriée,
permettant de réduire la fonction objectif f, est déterminée. Ensuite un pas d’avancement
« dans cette direction est calculé en résolvant le probléme mono-dimensionnel suivant :

min f(xg + apy)- (3.45)

Les algorithmes existants différent essentiellement dans le choix de la direction de descente.
La direction permettant la descente la plus raide est :

pr = —Vf(xp), (3.46)

car cette direction maximise la réduction de la fonction objectif & chaque itération. Cepen-
dant, et méme si seules les informations sur le gradient de la fonction sont nécessaires, ce
choix conduit souvent & un algorithme trés lent pour des problémes complexes.

Bien évidemment, ce n’est pas la seule direction possible et n’importe quelle direction fai-
sant un angle strictement inférieur & § avec —V f(x;) permet d’atteindre le minimiseur de
la fonction. Parmi les autres choix possibles, la direction de Newton, particuliérement effi-
cace pour des fonctions objectifs proches de leurs approximations quadratiques localement
autour de xg, s’appuie également sur les informations des dérivées secondes de la fonction
objectif pour donner la direction de descente. Cette direction est donnée par :

pr = —H_ 'V f(xp), (3.47)
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ott Hy, = V2f(x},) est la matrice hessienne de la fonction objectif a l'itération k. Ce choix de
direction de descente assure un taux de convergence quadratique mais la matrice hessienne
doit étre calculée pour chaque itération.

Une alternative a la direction de Newton est la direction quasi-Newton. Dans cette ap-
proche, la matrice hessienne n’est pas calculée explicitement et une approximation adaptée
est utilisée :

Pk = _szlvf(xk)a (348)

ou By est approximation de la matrice hessienne, généralement donnée par la formule
BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno). Le taux de convergence n’est pas quadratique
dans ce cas mais super-linéaire.

La derniére direction fréquemment utilisée découle de 'utilisation du gradient conjugué.
L’idée est de déterminer la direction pg a l'itération actuelle en fonction de la direction
de I'étape précédente py_1 et en exploitant 'idée de la direction conjuguée. Les directions
sont dites conjuguées si :

p; Ap; =0, Vi#j, (3.49)

ot {p1,...,pi} est un ensemble de directions et A une matrice symétrique définie positive.
Dans ce cas, on peut démontrer que la méthode des gradients conjugués permet de converger
en n itération au plus, n étant la dimension du vecteur des variables d’optimisation. Le taux
de convergence n’est pas aussi élevé que pour la direction de Newton ou de quasi-Newton
mais cette méthode ne nécessite pas de stocker des matrices de grandes tailles.

Méthodes trust region. Contrairement & la méthode précédente, dans celle-ci c’est d’abord
le pas d’avancement qui est choisi et ensuite une direction de descente est calculée. La
direction étant inconnue initialement, on parle, en début d’itération, de rayon de région de
confiance (ou de rayon de boule) Ay plutdt que de longueur de pas d’avancement. L’idée
est de résoudre une approximation quadratique du probléme original, dans la région de
confiance, pour donner l'itération suivante. Concernant la direction de descente, les mémes
choix que pour la méthode line search sont disponibles, a I'exception du gradient conjugué
qui n’a pas d’équivalent dans le cadre de cette méthode. Il est important de noter que
les algorithmes basés sur une méthode de {rust region sont trés sensibles aux modéles de
mauvaises échelles, que 'on trouve dans la littérature sous la dénomination poorly scaled.
Ce genre de modéles peut admettre une variation trés importante de la valeur de la fonction
objectif (de plusieurs ordre de grandeur parfois) par rapport aux variables d’optimisation.
Cette limitation les rend trés souvent bien moins robustes que les algorithmes utilisant les
méthodes line search intrinséquement non sensibles aux modéles poorly scaled.

Bien qu’un probléme dépourvu de contraintes présente rarement un intérét dans des ap-
plications concrétes du monde industriel, les méthodes de résolution associées, aprés quelques
améliorations et modifications, forment la base de résolution des CNLPPs, souvent résolus par la
formulation d’un probléme sans contraintes équivalent [213]. Cette formulation équivalente fait
appel au lagrangien du probléme de minimisation de la forme de 'eq. (3.27) dont la fonction L
est de la forme suivante :

L(x, A p) = f(x) + ATg(x) + " h(x), (3.50)
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ol A et p sont respectivement les vecteurs des multiplicateurs de Lagrange pour les contraintes
d’inégalité (\; > 0, Vi = 1,...,m;) et les contraintes d’égalité (u; > 0, Vj = 1,...,me). Nous
introduisons maintenant deux théorémes a la base des méthodes de résolution des problémes de
type CNLPP. Pour la démonstration de ces théorémes, le lecteur est renvoyé vers les références
[213,223,224].

Théoréme 3.1 (Conditions nécessaires de premier ordre)
Supposons les propriétés suivantes vérifiées :

1. x* est une solution locale du probléeme (3.27).
2. les fonctions f, g; et hj sont continuellement différentiables.

3. les conditions LICQ (Linear Independence Constraint Qualification) sont vérifiées au point
x*, i.e. les gradients de chacune des fonctions contraintes d’égalité et d’inégalité sont li-

néatrement indépendantes.

alors, il existe deux vecteurs de multiplicateurs de Lagrange X* > 0 et u* > 0 et les conditions
suivantes, connues sous le nom de conditions de Karush-Kuhn-Tucker (KKT), sont vérifiées :

VxL(x*, X", u*) =0,
Ngi(x*) =0, VYi=1,...m;, (3.51)
hj(x*) =0, Vj=1,..,me.

Dans 1'éq. (3.51), Vx représente 'opérateur gradient par rapport a la variable z. Le point
(x*, A*, u*) est appelé point KKT.

Théoréme 3.2 (Conditions suffisantes de second ordre)

Etant données les fonctions f, g; et hj deux fois continuellement différentiables. Suppo-
sons que le point (x*, X%, u*) soit un point KKT et que la matrice hessienne du lagrangien
V2L(x*, \*, u*) soit définie positive. Alors, x* est une solution locale stricte du probleme (3.27).

Ces deux théorémes sont a la base des méthodes que nous présentons dans la prochaine
section.

Algorithmes de résolution des CNLPPs

Ce manuscrit n’a pas vocation & dresser une liste exhaustive des différents algorithmes exis-
tants aussi, comme nous ’avons expliqué précédemment, le choix du langage MATLAB pour la
programmation de notre algorithme génétique nous a conduit & considérer les méthodes d’op-
timisation au gradient de ’optimization toolboz [214] de ce logiciel. Les méthodes présentées
ici sont donc les méthodes qu’il est possible d’utiliser dans la fonction fmincon du logiciel. Ce-
pendant une méthode a été écartée, malgré son efficacité, car elle présente des limitations trop
importantes. En effet, ’algorithme trust-region peut étre utilisé seulement quand le gradient de la
fonction objectif est connu de maniére analytique et, soit avec des variables bornées, soit avec des
contraintes linéaires d’égalité, mais pas les deux. Cette limitation ne permettant pas d’utiliser la
méthode dans la résolution du probléme de minimisation qui nous intéresse, nous ne présentons
ici que les autres algorithmes disponibles, & savoir :
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o Sequential Quadratic Programming (SQP).
o Active Set (AS).
e Interior Point (IP).

Probléeme
d’optimisation

Approximation de la matrice hessienne
VAL(xk) = V2Ly = HEFS

1
Initialisation Probléme local QP équivalent
* Départ depuis un point du ! e BEGS r
domaine faisable x, Inin Ed H; *>d + Vf, d
* Index d’itérationk =0 Sujet 3 :
* Multiplicateurs de Lagrange Agng Vgi(x)Td + gi(x,) < 0,i = 1, .., m;
/]|> Vhi(x;)Td + hj(x,) <0,j = 1,..,m,
1
Evaluation de la fonction objectif Solution du probléme QP équivalent :
f&X) = fr d,

! I
Evaluation des contraintes
JiXp) = il i =1,...,my
h]-(xk) = j*k’j = 1, e, Me

Méthode line search :
Longueur du pas d’avancement s,

1 !
Evaluation du lagrangien Multiplicateurs de Lagrange A,
Ly = fi + A8k + nihy 1
! Mise a jour
Evaluation des gradients Xp+1 = Xg + Sidy
V(xi) = Vi k=k+1

Vgi(xp) =Vgipi=1,..,m
Vhi(Xy) = Vhj_,j=1,..,m,

NON

Convergence

Optimum
local

FIGURE 3.15 — Algorithme SQP (Sequential Quadratic Programming)

Algorithmes SQP et AS Les algorithmes SQP et AS peuvent étre traités ensembles car ils
reposent sur les mémes fondements. En fait, la méthode AS est un cas particulier de la méthode
SQP dans laquelle les contraintes sont traitées de maniére plus efficace. Les premiéres étapes étant
similaires, le descriptif qui suit est valable pour les deux approches. L’idée principale derriére ces
méthodes est d’approximer le CNLPP initial par une séquence de problémes de programmation
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quadratiques QP (quadratic programming). Les conditions définissant un probléme QP sont les
suivantes :

e la fonction objectif f est une fonction quadratique des variables d’optimisation.

e Les fonctions contraintes d’égalité h; et d’inégalité g; sont des fonctions linéaires des va-
riables d’optimisation.

Une solution peut toujours étre fournie en utilisant une technique QP. Le principal désavantage
de cette méthode est que le colt de calcul dépend de la fonction objectif et du nombre de
contraintes. La vue d’ensemble de ’algorithme est fournie & la fig. 3.15.

Apres que le probléme ait été mis sous la forme du probléme (3.27), il faut fournir en entrée
de 'algorithme un point x¢ "adapté". Nous I’avons vu précédemment, le choix de ce point initial
influence la solution renvoyée par 1’algorithme si le probléme est non-convexe. Aprés initialisation
des multiplicateurs de Lagrange, le lagrangien du probléme est évalué a partir de I'éq. (3.50).
L’étape suivante nécessite I'évaluation des fonctions objectif et contraintes qui peut se faire de
maniére analytique ou par évaluation numeérique (approximation par différence finie des dérivées
par exemple). Suite a cela, la matrice hessienne du lagrangien est approximée et utilisée avec le
gradient précédemment calculé pour former le probléme quadratique équivalent :

ming Q(d) = ming %dTHkBFGSd + Vf,?d,

sujet & : (3.52)
Aid < by.

Dans 'éq. (3.52), la matrice hessienne HkBFGS est approximée par la formule BFGS (Broyden-
Fletcher-Goldfarb-Shanno) [213]. Le vecteur d constitue les variables d’optimisation du probléme
équivalent et peut étre interprété comme la direction de recherche pour la k¢ itération de l'algo-
rithme SQP. Comme nous 'avons vu précédemment, le probléme (3.52) étant un probléme QP,
les contraintes doivent étre linéaires. Si ce n’est pas le cas, les contraintes du probléme original
(3.27) sont lindarisées et leurs gradients sont stockés dans la matrice Ay. La principale différence
entre les méthodes SQP et AS réside dans la forme de cette matrice. En particulier, dans le cas de
Ialgorithme AS, seules les contraintes d’inégalité n’étant pas respectées apportent une contribu-
tion & la matrice Ay, (les contraintes d’égalité étant toujours incluses). De maniére analogue, les
coefficients de ’approximation de premier ordre des contraintes sont rassemblés dans le vecteur
by. Le probléme équivalent est ensuite résolu par les méthodes courantes [213]. Dans le cas de
la méthode AS, quelques contrdles internes peuvent étre nécessaires, notamment pour vérifier si
les contraintes ont bien été évaluées et, éventuellement, mettre & jour la matrice Aj. La solution
d; est obtenue par une méthode de type line search et le pas d’avancement dans cette direction
si peut alors étre calculé. Enfin, les multiplicateurs de Lagrange et les variables d’optimisation
X1 sont mis & jour. Cette présentation des algorithmes SQP et AS est relativement succincte
et le lecteur intéressé par ces méthodes est renvoyé vers les références [213,214]. Nous ajouterons
seulement que les algorithmes AS, contrairement aux SQP, peuvent tolérer que quelques itéra-
tions soient en dehors du domaine faisable. Cela permet une meilleure exploration des limites du
domaine.
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FIGURE 3.16 — Algorithme IP (Interior Point)

Algorithme IP (Interior Point) Avec les algorithmes SQP, les algorithmes IP font partis
des plus efficaces pour la résolution des CNLPPs. De plus, dans certaines conditions, les algo-
rithmes IP sont plus efficaces que les SQP et moins d’itérations sont nécessaires pour converger.
Cependant, ils sont un peu moins robustes que les méthodes SQP, particuliérement dans 1’ex-
ploration des bornes du domaine faisable. L’idée principale de ces méthodes est de changer le
CNLPP initial en une séquence de problémes d’optimisation plus simples, dans lesquels seules
les contraintes d’égalité sont prises en compte, comme on peut le voir sur la fig. 3.16 qui présente
la vue d’ensemble de I'algorithme IP. A l'itération k, le probléme de minimisation approché est
formulé comme suit, pour chaque ¥ > 0 :

miny 5 fy(x,2) = f(x) — 9 2?21 In(z)
sujet a :
hj(x) =0, j=1,...,me,

gi(x) +2; =0,

(3.53)
1= 1, ceey My

Cette méthode est souvent appelée méthode des barriéres en raison du terme logarithmique
ajouté au probléme (3.53) qui porte le nom de fonction barriére. Les variables z; sont appelées
variables molles (slack variables) et il y en a autant que de contraintes d’inégalité du probléme
original. Elles sont strictement positives pour assurer que In(z;) soit bornée. A mesure que ¥

76



approche de zéro, le minimum de fy devrait s’approcher du minimum de f. La séquence de pro-
blemes possédant seulement des contraintes d’égalité est plus simple a résoudre que le probléme
initial, et la résolution est faite en utilisant principalement deux méthodes. Dans un premier
temps, les conditions KKT (éq. (3.51)) sont imposées sur une approximation linéaire du pro-
bléme considéré. Cette étape est également appelée Newton step. Suite & cela, il est possible de
vérifier que la matrice hessienne du lagrangien est définie positive. Si c’est le cas, la résolution
peut poursuivre et les variables d’optimisation ainsi que les multiplicateurs de Lagrange sont mis
& jour. Dans le cas contraire, il est nécessaire de résoudre le probléme & partir d'une seconde
méthode de résolution, la méthode du gradient conjugué. Le probléme est ici approximé de ma-
niére quadratique et résolu dans le cadre de la méthode trust region. Ainsi, par I'une ou 'autre
des méthodes, les valeurs des variables d’optimisation xj1 de 'itération suivante sont obtenues
et le critére de convergence peut étre vérifié. Notons que le défaut principal de cette méthode
est qu’elle a tendance & garder les itérations "éloignées" des limites du domaine faisable et une
stratégie doit étre mise en place pour ’exploration de ces zones.

Quelle que soit la méthode employée, 'implémentation de ces algorithmes dans MATLAB
utilise quatre critéres de convergences simultanément [214] :

e Nombre mazrimal d’itération : k+ 1 < Kipax,
o Faible amélioration de la fonction objectif : |f(xp11) — f(xk)| < 0p, avec 0 < oy <K 1,

o Variation négligeable des valeurs des variables d’optimisation : ||xp11 — Xg|| < o4, avec
O0<o, K1,

e Norme du gradient de la fonction de Lagrange proche de 0 : |VL(xk11)|| < ov, avec
O<oy < 1.

Lorsqu’au moins un de ces critéres est atteint, ’algorithme est stoppé. 1l est important de noter
que dans cette formulation, la fonction objectif ainsi que les fonctions contraintes doivent étre
données sans dimension.

3.3.4 Conclusions sur les méthodes d’optimisation

Cette section a présentée quelques principes de base de la formulation d’un probléme d’opti-
misation de type CNLPP et évoquée les principaux outils de résolution disponibles. La principale
conclusion qui en résulte est qu’il n’existe pas de meilleur algorithme qui serait capable de ré-
soudre le plus efficacement possible tous les problémes. Le choix de la méthode dépend, en grande
partie, du probléme & traiter. Nous avons donc focalisé la présentation sur deux méthodes parti-
culiéres, utilisées dans le cadre de 'optimisation des hypersurfaces NURBS pour la réduction de
modéle. Nous avons notamment vu que parmi ’ensemble des métaheuristiques, ERASMUS se
démarque par sa capacité a traiter des problémes extrémement généraux a nombre de variables
d’optimisation non constant. De plus, 'utilisation du langage MATLAB rend l'algorithme trés
simple & interfacer avec d’autres logiciels ou d’autre langages de programmation. Il faut cepen-
dant noter que, malgré la généralité des problémes pouvant étre traités, le nombre de paramétres
peut rendre 'optimisation trés cotiteuse en temps de calcul, notamment si chaque individu doit
faire appel & un calcul par éléments finis. Dans de tels cas, des techniques de parallélisation
peuvent étre mises en place mais il est certain que ERASMUS peut étre limité, comme les autres
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métaheuristiques, par un trop grand nombre d’individus & traiter (i.e. trop de points de 'espace
des parameétres d’optimisation nécessaires a une exploration convenable du domaine). Ceci ex-
plique que beaucoup de problémes soient encore résolus par des méthodes déterministes alors
qu’ils sont non-convexes. Méme si, dans de tels cas, I'utilisation d’une métaheuristique ne s’avére
pas étre un bon choix pour des raisons de temps, 1'utilisation d’'une méthode déterministe n’en est
pas un non plus, & moins qu’une connaissance profonde des phénomeénes qui régissent le probléme
considéré permette de choisir un point de départ pertinent. Ceci étant rarement possible, une
méthode hybride, couplant une recherche par métaheuristique avec une méthode déterministe,
semblerait étre une réponse appropriée. La connaissance des phénoménes physiques est alors
remplacé par une exploration métaheuristique du domaine d’optimisation afin d’en extraire un
point de départ pertinent pour I'algorithme déterministe. C’est le fondement de la méthode que
nous avons développée ici et qui sera détaillée dans le chapitre 4.

3.4 Conclusions

Méme si 'utilisation des courbes et surfaces NURBS est vastement répandue, notamment
dans un contexte de CAQO ou elle représente la norme pour la représentation des courbes et
surfaces depuis les années 90, la notion d’hypersurface NURBS introduite dans ce chapitre est
relativement nouvelle. Ces entités bénéficient pourtant de toutes les propriétés des courbes et
surfaces et fournissent un outils trés versatile pour la réduction de modeéle. Cependant, comme
nous ’avons vu, cette versatilité a un cott et les méthodes actuelles basées sur les hypersurfaces
NURBS pour la réduction de modéle font appel & un grand nombre de régles empiriques pour
fixer la valeurs des différents paramétres qui modifient ’hypersurface. La solution fournie par ces
méthodes est donc souvent sous-optimale. La recherche de ces paramétres peut étre mise sous la
forme d’un CNLPP, intrinséquement non-convexe et avec un domaine d’optimisation de dimen-
sion variable, dont la formulation est fournie au chapitre 4. Aprés une présentation succincte des
différentes méthodes de résolution existantes pour les CNLPPs, il s’est avéré qu’aucune méthode
ne pouvait étre qualifiée de méthode idéale. Ce constat nous a conduit & créer une méthode hy-
bride d’optimisation permettant de combiner les avantages de deux grandes classes existantes,
a savoir les métaheuristiques et les algorithmes déterministes. Le reste de cette discussion s’est
donc focalisée sur les deux méthodes employées par notre approche hybride. L’utilisation de la
métaheuristique ERASMUS a grandement était motivée par sa capacité a traiter des problémes
dont le nombre de variables d’optimisation est variable. En particulier, comme nous le verrons
dans le chapitre 4, la premiére étape d’optimisation & 'aide de ERASMUS permet d’obtenir un
nombre de points de contréle optimal pour 'hypersurface NURBS tandis que 'optimisation par
la fonction fmincon de MATLAB permet de raffiner les valeurs des knot vectors.
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Chapitre 4

Une nouvelle stratégie de réduction de
modele

4.1 Introduction

L’objectif principal de la réduction de modéle est de réaliser un métamodéle nécessitant moins
de ressources pour obtenir une réponse que le modéle dont il est issu. La notion de ressources
peut étre différente d’'un cas d’application & I'autre. Par exemple, dans le cas de la réduction
d’image, c’est le nombre de données nécessaires a la restitution d’une certaine qualité que 1’on
cherche a minimiser. En revanche, dans un probléme d’optimisation, c’est le temps de restitution
du métamodele (i.e. le temps nécessaire au métamodeéle pour évaluer la, ou les, sorties a partir des
parameétres d’entrée) que 'on veut minimiser en priorité. Dans certains cas, réduire le temps de
restitution passe également par la réduction du nombre de données nécessaires a cette restitution.
Nous verrons que, dans le cadre des hypersurfaces NURBS, diminuer le nombre total de points
de contréle diminue le nombre de données nécessaires au calcul de la réponse du métamodéle
tandis que diminuer les degrés dans chaque direction permet d’améliorer le temps de restitution.

Supposons un systéme de type MIMO (Multiple Inputs Multiple Outputs), caractérisé par un
nombre d’entrées N et un nombre de sorties M. Ce systéme admet pour fonction de transfert
z(X) telle que :

RN — RM,
z: X — z(X),

avec X € RV le vecteur contenant les N entrées du systéme, z (X) € RM le vecteur contenant les
M sorties du systéme. Dans certains cas, la fonction z est connue explicitement et ne demande
pas beaucoup de ressources pour étre calculée. Cependant, dans le cas de problémes industriels,
la fonction z est rarement connue explicitement. De plus, la réponse ne peut souvent étre obtenue
qu’en un certain nombre limité de points, dfi a un coup en ressources important pour les obtenir.
La réduction de modéle a pour objectif de déterminer une fonction z telle que :

z(X)=2z(X)+€e(X), (4.2)

(4.1)

avec z (X) la fonction du métamodeéle permettant d’approximer la valeur de la fonction z (X) et
€ (X) lerreur commise au point X. L’intérét de la fonction z (X) est de nécessiter beaucoup moins
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de ressources pour étre calculée que la fonction z (X) qu’elle approxime. Il est bien évidemment
trés compliqué de quantifier € (X) pour toutes les valeurs de X et, en général, on s’intéresse
aux bornes de cette fonction €max €t €min. La fonction z (X) n’étant pas connue explicitement,
ces bornes sont souvent approximées sur un ensemble de points ayant, ou non, été utilisés pour
paramétrer la fonction Z (X). Dans le cas d’'un métamodeéle réalisant une interpolation, I'erreur
d’approximation aux points ayant servis & paramétrer la fonction z (X) est nulle. Dans ce cas,
il est nécessaire d’estimer €y, et €nin & partir d’'un ensemble de points n’ayant pas servis a
parameétrer la fonction z (X).

Plusieurs méthodes permettent de calculer la fonction z (X) (cf. chapitre 2). Elles s’appuient,
majoritairement, sur un ensemble de points cibles {Qs = z (X;)} ou la fonction z a été évaluée
de maniére exacte ou approchée pour le vecteur d’entrée X;. Cet ensemble permet d’identifier les
différents parameétres de la fonction Z (X) minimisant €may, li¢ & la précision du métamodele, et
€moy (I’erreur moyenne), lié a la qualité globale d’approximation. D’autres parameétres peuvent
étre utilisés comme le coefficient de corrélation de Pearson [1| par exemple. Dans cette thése, on
approxime la fonction z (X) par une hypersurface NURBS :

0,1]Y - RM,

H: u — H(u), (43)

ott H(u) € RM est le point de 'hypersurface NURBS aux coordonnées dans 'espace paramé-
trique u = (u(l), e ,u(N)) € R¥. Les coordonnées de H (u) représentent les M différentes sorties
du systéme tandis que les coordonnées paramétriques u représentent les NV entrées. FEn lien avec
les définitions introduites au chapitre 3, et les pratiques usuelles du cadre des courbes et surfaces
NURBS [2], les valeurs de u¥) k = 1,... N, sont bornées dans lintervalle [0, 1]. L’espace de
départ de la fonction z (X) étant un sous espace £ C RN # [0,1]", on détermine une fonction
bijective f telle que :
E — 0,1V,
f: X - fX)=u.

Cette transformation des coordonnées n’est pas nécessaire, les entités NURBS pouvant étre
définies directement dans 'espace E. Cependant, elle permet de s’affranchir des effets d’échelles
des différents types de variables d’entrée. En effet, dans le cas des courbes et surfaces, les coordon-
nées paramétriques, comme les coordonnées homogeénes, représentent le méme type de grandeur
(i.e. une longueur). Ce n’est pas obligatoirement le cas lorsqu’on modélise un systéme de type
MIMO, et cette transformation permet donc d’éliminer les effets d’échelles dus aux paramétres
d’entrée qui n’ont pas forcement la méme nature. Une telle transformation n’est pas nécessaire
pour les coordonnées homogenes de H (u). La fonction z (X) permettant d’approximer la fonction
z (X) est donc définie de la maniére suivante :

(4.4)

E — RM,

20 X = H(E(X). (45)

La construction de la fonction Z implique de déterminer les différents paramétres de 'hyper-
surface NURBS permettant d’obtenir une erreur d’approximation inférieure & un certain seuil.
Pour cela, les méthodes actuelles basées sur les hypersurfaces NURBS se focalisent sur la dé-
termination du nombre de points de contréle garantissant que 'erreur d’approximation soit en
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dessous du seuil fixé par I'utilisateur. Tous les autres parameétres de I’hypersurface sont fixés par
des régles empiriques qui brident les possibilités offertes par le formalisme des entités NURBS. De
plus, ces régles sont difficilement justifiables puisqu’elles ne reposent sur aucun principe physique.
Leur intérét principal est qu’elles simplifient le calcul des coordonnées homogénes des points de
controle, obtenus par la résolution d’un systéme d’équations linéaires. Elles assurent notamment
que le déterminant de la matrice & inverser soit non-nul. Elles permettent également de fortement
limiter le nombre de paramétres & fixer pour I'utilisateur. Méme si elles dérivent des régles bien
connues du formalisme des courbes et surfaces, leur utilisation peut étre remise en cause dans
le cadre de la réduction de modéle. En effet, dans le cas des courbes et surfaces, la taille des
matrices & inverser ainsi que les ressources nécessaires (stockage des points de controle et temps
de calcul des points de la courbe ou de la surface) ne limite pas 'utilisation des NURBS. En
revanche, dans le contexte de la réduction de modéle, il est trés pertinent de réduire le nombre
de données nécessaire (réduction d’image par exemple) ou le temps d’évaluation des points de
Ihypersurface (boucle d’optimisation par exemple). C’est dans cette optique que nous avons dé-
veloppé une méthode capable de fournir fous les parameétres optimaux de I’hypersurface NURBS
et pas seulement le nombre et les coordonnées homogénes des points de controle.

Pour ce faire, le probléme de réduction de modéle (i.e. la détermination de la fonction Z) est
traité comme un probléme d’hypersurface fitting par une hypersurface NURBS sur un ensemble
de points cibles. Ce probléme d’optimisation est traité sans introduire aucune hypothése simpli-
ficatrice sur les paramétres de I’hypersurface, contrairement aux méthodes actuelles. Par consé-
quent, le probléme d’optimisation qui en résulte est défini sur un domaine & dimension variable et
nous verrons qu’il peut étre formulé comme un probléme d’optimisation de systémes modulaires
avec différents types de modules, dont la notion a été introduite au chapitre 3. Dans la suite
ce chapitre, nous allons introduire la stratégie permettant d’obtenir les parameétres optimaux du
modéle réduit. Cette stratégie s’appuie sur I'utilisation d’une métaheuristique, ’algorithme géné-
tique ERASMUS [212], et d’une méthode déterministe implémentée dans MATLAB, notamment
Palgorithme AS implémenté dans la fonction fmincon, introduites au chapitre 3. La méthode
que nous proposons est utilisée dans le cadre de I'approzimation & partir d’une base de données
de points connus, aussi appelés points cibles, mais elle est tout a fait transposable au cas de
Pinterpolation (i.e. le nombre de points de controle est le méme que le nombre de points cibles).
Les coordonnées homogénes des points de controle ne font pas partie des variables d’entrée de
notre métaheuristique car elles peuvent étre obtenues par 'inversion d’un systéme d’équations
linéaires. Toutefois, cette matrice peut atteindre des tailles importantes et les algorithmes per-
mettant de diminuer la charge de calcul seront présentés dans la section 4.3.

4.2 Formulation mathématique du probléme de réduction de mo-
déle comme probléme d’optimisation d’un systéme modulaire
4.2.1 Variables d’optimisation

Le formalisme des hypersurfaces NURBS a été introduit au chapitre précédent et nous avons
mis en évidence qu’un certain nombre de paramétres permettait de modifier I’entité obtenue. Les
notations introduites restent valables et notamment nous rappelons que 'hypersurface NURBS
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est une application : H(u) : RY — RM ou N désigne le nombre de paramétres d’entrée du
métamodele et M représente la dimension de 'espace des sorties du modéle réduit. L’hypersurface
est ajustée & partir d’une base de données de points cibles,

{Quiin = 2(Keo) 2K o) = (B0 (Ko o 200 (X)) ERM L (46)

avec

X517...,SN = (Xgi)a ey Xs(g)) € RN: Sk = 0, cy Tk, (47)

ol X, .. sy est le vecteur d’entrée de la fonction z et r;,+1 est le nombre de points cibles mesurés
dans la direction k, K = 1, ..., N. Dans la suite du chapitre, on notera

(X, ) = QW) j=1,..., M. (4.8)

81,.--9SN?
Le nombre total de points cibles est donné par :

N

nrp = H (Tk + 1) , (4.9)

k=1
tandis que le nombre de points de controéle est donné par la relation :

N

nop = H (np+1), (4.10)
k=1

ng + 1 étant le nombre de points de contréle dans la direction k.
L’eq. (3.21), qui définit une hypersurface NURBS, permet de remarquer que les parameétres
qui régissent la forme de 'hypersurface sont de différentes natures.

o Variables entiéres. Parmi les variables appartenant & l’ensemble des entiers, nous dénom-
brons les nombres de points de contréle ng+1, les nombres de knots des knot vectors my+1
ainsi que les degrés py, dans chaque direction de Pespace RY.

e Variables continues. Les variables appartenant a I’ensemble des réels sont plus nombreuses.

(k)

Elles comptent les coordonnées paramétriques ug, , sy = 0,...,7%, k = 1,..., N, auxquelles
I’hypersurface est évaluée, les différentes valeurs des composantes des knot vertors Ul(kk),
Il =0,....mr+1,k=1,..., N, dans chaque direction de 1’espace paramétrique, les valeurs
des coordonnées homogénes des points de controle Pz(lj)lj\ﬂ 7 =1..,M,i = 0,..,ng,
k=1,...,N, pour chaque direction de I’espace des sorties du modéle et les poids qui leurs

sont associés wi, . iy, e = 0,...,ng.

Certains de ces parameétres sont interdépendants, tandis que d’autres peuvent étre intelli-
gemment choisis. Comme nous ’avons vu au chapitre 3, le nombre de knots my + 1 dépend du
nombre de points de controle n; + 1 et du degré p, dans la direction k, k =1, ..., N. Ils sont liés
par I’éq. (3.6) que nous rappelons ici :

mr=nr+pr+1, k=1,...,N. (4.11)
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De plus, les mg + 1 valeurs des knot vectors ne sont pas toutes inconnues, puisque les pp + 1
premiéres valeurs sont fixées & 0 tandis que les py + 1 derniéres sont fixées & 1. Il n’y a donc
en fait que ny — pg valeurs inconnues pour chacun des knot vectors. Cette quantité ne pouvant
pas étre négative, il est important de noter que, dans chaque direction k, le nombre de points de
controle ng + 1 doit étre strictement supérieur au degré py.

Pour le calcul des coordonnées paramétriques auxquelles seront évaluées les coordonnées de

I'hypersurface NURBS, la fonction f (X) est définie de la maniére suivante :
E - [0,1",
(4.12)
f: X = £(X)= (O xO), O (XIW)) =uq,

avec u les coordonnées paramétriques liées aux coordonnées d’entrée du métamodéle X, E l'es-
pace de départ de la fonction f défini par :

E-= [X(l) x() } X .. X [X(N) X<N>}, (4.13)

min’ “<*max min’ < max

et f(F) (X (k)) la fonction bijective dans la direciton k définie de la maniére suivante :

[Xr(fi)n,X@X} — [0,1],
S (4.14)
£ (k) L0 (W) = XY = X _ )
Xr(r]fc)bx - Xﬁ,fz)n

La fonction f(X) permet de réaliser la bijection de l'espace d’entrée du métamodéle E sur

(k)

lespace paramétrique de 'hypersurface NURBS [0, 1]N. Les coordonnées paramétriques us, ,
s, =0,...,7%, k =1,..., N, sont ensuite obtenues & partir des coordonnées des points cibles dans

I’'espace des entrées du métamodeéle X gf) par la relation suivante :

k k
B _ Xs(k) _ x®)

min
s = , S,=0,..,71, k=1,.,N, (4.15)
© Xiwa— X
ou X s(,’:) est la k° coordonnée du s;° point cible dans la direction k, Xffi)n et Xf,]fgm représentent

les bornes du domaine de définition de la variable X dans la direction k et r; + 1 représente le
nombre de points cibles mesurés dans cette direction. Par définition, une entité NURBS passe
exactement par les bords du domaine [2] et il est donc obligatoire d’avoir ces points parmi les
points cibles.

L’utilisation des poids w;, . iy, @k = 0,...,n%, augmente grandement le nombre de données
nécessaires pour l’évaluation du métamodeéle. De plus, le nombre de poids peut atteindre un
nombre conséquent, limitant 'utilisation de l'algorithme génétique. Dans cet optique, notre ap-
proche utilise dans un premier des B-Splines (i.e. tous les poids sont égaux a 1) et dans un
second temps, seuls les poids dans les zones ol U'erreur d’approximation dépasse le seuil fixé par
I'utilisateur sont optimisés. Cela est rendu possible par le caractére intrinséquement local des
hypersurfaces NURBS (i.e. le fait qu’un point de controle agit uniquement dans la zone définie
par son support local).
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Lorsque tous les paramétres précédents sont fixés, les valeurs des coordonnées homogénes des
points de controle P;, ;. , 1% = 0, ..., ng, sont obtenues par la résolution d’un systéme d’équations
linéaires. Méme s’il s’agit d’un probléme "simple", la taille de la matrice & inverser lorsque la
dimension de 'espace N, ou que les nombres de points cibles dans chaque direction r; + 1,
augmentent peut s’avérer une limitation importante. En effet, ’espace de stockage nécessaire peut
facilement atteindre les téraoctets. C’est pour cette raison que des algorithmes plus performants,
et ne nécessitant pas le stockage de cette matrice, ont été développés dans le cadre des courbes
et surfaces NURBS. La généralisation de ces algorithmes sera présentée dans ce chapitre a la
section 4.3.

En résumé, tous les parametres de la NURBS ne font pas partie des variables d’optimisation
de I'hypersurface. Seuls les paramétres indépendants de cette hypersurface sont optimisés, les
autres étant liés ou fournis par la résolution d’un systéme d’équations linéaires. Les variables
d’optimisation de notre métamodéle sont donc :

o les degrés pi, k=1,..., N,
e les tailles des knot vectors mp +1, k=1,..., N,

)

. . 212 A k
e les valeurs internes (i.e. non prédéterminées) des knot vectors Ul(k y e =pe+ 1, ,my —

pr—1, k=1,..,N,
e les poids wj, .. in, ik = 0, ..., 1.
Le nombre de degrés pi est N, ce qui correspond & la dimension de ’espace des entrées du
métamodele. Il y a également N tailles de knot vector my + 1 a déterminer. Le nombre de points
de controle est, quant a lui, déterminé par l'éq. (4.11) avec pp < ny < ri. Contrairement aux
parameétres précédents, dont le nombre est fixe, le nombre de valeurs des composantes & définir
pour chaque knot vector n’est pas constant et varie d’une direction de I’espace a ’autre. De plus,
ces nombres sont liés a la fois aux degrés py et aux dimensions des knot vectors my + 1 (ou aux
nombres de points de controle ng + 1) :

ng:L)ots:nk_pkv k=1,...,N,
ou (4.16)
(k)

Npnots = Mk — 2pk -1

g;)ot s le nombre de valeurs des composantes a définir pour le knot vector U® dans la

direction de l'espace k, k = 1,..., N. On peut donc remarquer que la dimension du vecteur des
paramétres d’optimisation x est donnée par :

avec n

N

N
Moar = 2N + Y (my, — 2p — 1)+ [ [ (e + 1), (4.17)
k=1 k=1

avec Nyqr le nombre de variables du probléme d’optimisation. Ce nombre n’est pas constant et
dépend de certaines des variables d’optimisation. La stratégie de résolution employée repose sur
Iutilisation de I'algorithme génétique ERASMUS présenté au chapitre 3 et sera détaillée en fin
de chapitre.

Il est toutefois important de préciser en quoi la recherche des paramétres optimaux d’une
hypersurface NURBS peut étre vue comme le probléme d’optimisation d’un systéme modulaire
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possédant plusieurs types de modules. Pour cela notons, dans un premier temps, que le nombre
de certaines variables d’optimisation ne varie pas. En effet, quelle que soit I’hypersurface NURBS
générée, il est nécessaire de fixer N parameétres my+1 correspondant a la longueur des knot vectors
dans chaque direction k, et N paramétres pp correspondants aux degrés des fonctions de base
dans les différentes directions k de ’espace. L’autre partie des variables d’optimisation est lié¢ aux
valeurs internes des différents knot vectors, dont le nombre dépend des variables d’optimisation
précédentes (i.e. les degrés py, et les tailles des knot vectors my, + 1). Chacun de ces knot vectors
U® k=1,.., N, peut étre considéré comme un type de module a optimiser, chaque knot vector
étant indépendant des autres. L’hypersurface NURBS peut donc étre vue comme un systéme
modulaire comportant N knot vectors, ou types de module, dont les valeurs sont a optimiser au
méme titre que les N degrés pg et les N tailles my + 1 des différents knot vectors. La résolution
de ce probléme est rendu possible par 'utilisation de la métaheuristique ERASMUS, capable
d’optimiser & la fois le nombre de modules ainsi que leurs valeurs pour chaque type de module
simultanément.

4.2.2 Meéthodes itératives existantes de recherche des paramétres de I’hyper-
surface NURBS

Actuellement, les méthodes permettant de définir les valeurs des différentes variables d’opti-
misation de ’hypersurface NURBS sont basées sur des méthodes itératives. Elles peuvent étre
classées en deux catégories, & savoir, les méthodes par ajout ou par suppression itératif de points
de controle. Dans le premier cas, & partir d’'un nombre minimal de points de contréle, d’autres
sont ajoutés de maniére itérative jusqu’a ce qu’un certain critére soit satisfait. Dans le second cas,
a partir d’'une hypersurface d’interpolation (i.e. nombre de points de controle égal au nombre de
points cibles), des points de controle sont successivement supprimés jusqu’a ce qu'un seuil d’er-
reur soit atteint. Certaines méthodes utilisent les deux approches afin de déterminer le nombre
de points de controle a attribuer & 'hypersurface. La principale limitation de ces approches est
qu’elles ne se focalisent que sur la recherche du nombre de points de contréle, tandis que les autres
parameétres doivent étre fixés par 'utilisateur. Nous détaillons, ci-aprés, trois méthodes basées
sur I'ajout successif de points de controle, les principes utilisés étant facilement transposables &
I’approche par suppression.

Quelle que soit I'approche itérative employée, I'utilisateur doit fixer, en premier lieu, les degrés
pi des fonctions de base dans chacune des directions k = 1, ..., N de 'espace. Ce choix peut étre
facilité dans le cas ou la continuité souhaitée pour I’hypersurface dans la direction k est connue.
Dans le cas des courbes et surfaces NURBS, par exemple, des degrés pr = 3 sont souvent utilisés
car cela permet d’imposer des contraintes sur les tangences et courbures de 'entité NURBS.
L’utilisateur doit également fixer les valeurs des knot vectors. Pour cela, il existe principalement
deux régles empiriques [2] :

e Knot vectors uniformes. Les valeurs des nceuds sont espacées de maniére réguliére, i.e.

Ulk:O> lkzla"'vpkh

(k) _ Ik -
Ubine = =1 =L (4.18)
U, =1, lp=mk—pg,...,mk.
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Ce type de knot vector est plus adapté & des points cibles répartis uniformément.

e Knot vector moyennés par rapport aux points cibles. Les valeurs des noeuds, dans ce cas,
sont données par :

Ulk:()7 lk:]-a“'7pk7

k 1 _ k
Uptp, = Ijkz?fsz Y =1 - (4.19)
Uy, =1, lp=m—pr,...,mk.

Ce type de knot vector reflete beaucoup mieux la répartition des points cibles. De plus,
associé a la méthode du chord length, elle assure qu’au moins un point cible est présent
entre deux noeuds [2], ce qui facilite le calcul des coordonnées des points de contréle.

Toutes les stratégies d’optimisation d’hypersurface NURBS existantes étant axées uniquement
sur le nombre de points de controle, les poids doivent également étre fixés par l'utilisateur. Une
technique répendue consiste a fixer la valeur de tous les poids a 1 et, ainsi, utiliser des entités
B-Splines. Dans le contexte des courbes et surfaces, les poids sont introduits essentiellement pour
représenter des coniques, ne pouvant étre représentées exactement qu’avec des NURBS et non des
B-Splines [2]. Il existe également des régles empiriques permettant de fixer la valeur des poids.
Nous détaillons briévement ici la pondération utilisée par Turner [2]. Le poids w;, .. s, affecté au
point de contrdle P;, ;. est donné par la relation suivante :

Wiy,....iy = Wmin + (Wmax - Wmin) (r£7,,_7iNR_1ri1,...,iN) , (420)

avec Wmin €t Wmax les poids minimum et maximum respectivement, tandis que r;, ;. et R sont
deéfinis & partir d’une fonction de corrélation spatiale (cf. chapitre 2) de la maniére suivante :

rzz;...,z’N = (R(uil,‘~~7iN>u0) R(uil,m,iNvuncp)) ) (4.21)
R(u()a uO) T R(u07 uncp)
R= : , (4.22)
R(unCP7 uo) T R(uncpv uncp)
ol W, . iy = (ugll),,ugj)) sont les coordonnées dans l'espace paramétrique du point de
controle P, iy, Us = ugl),...,ugm> sont les coordonnées dans l’espace paramétrique du

points cible s et R(-,-) est une fonction de corrélation spatiale dont I’expression en dimension
N =1 est la suivante :

R (us,, us,) = eXp—G\usl ~usal” (4.23)

Dans 'éq. (4.23), 0 représente U'intervalle d’'influence des points cibles et 7 définit la rapidité a
laquelle I'influence décroit avec la distance. Turner [1] a défini que ces deux parameétres pouvait
étre choisis en fonction du poids minimum wyi, et du nombre de points de contrdle nop par les
relations suivantes :

0 = In (Win) , (4.24)
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~ In(In(C))

n(is)
In|{ —
ncp

ou C (C > 1) est un coefficient définissant l'influence minimal du poids prés des frontiéres du
voisinage. Turner [1] fournit des valeurs par défaut de wmyin = 0.1, wmax = 1 et C' = 2. L’utilisation
de poids, dans le contexte de la réduction de modéle, permet d’estimer la "confiance" en un point
de contréle. Plus ce point de controle est proche des points cibles, plus la confiance en ce point
sera grande. Ces résultats sont cependant empiriques et il n’existe pas de justification physique
permettant de fixer la valeur des paramétres. De plus, la fonction de corrélation spatiale donnée
dans Iéq. (4.23) est valable dans le cas N = 1. En dimension N quelconque, la pratique courante
consiste, comme dans le cas du krigeage [9], a utiliser la régle du produit de corrélation. Dans ce
cas, la fonction de corrélation spatiale en dimension N quelconque est donnée par le produit des
fonctions de dimension 1 :

(4.25)

R(us,,us,) HR( ug,’, (k)) (4.26)

ou R (-,-) est la fonction de corrélation spatiale en dimension 1 définie par 1’éq. (4.23). Notons
qu’il est possible de définir une fonction R*) (+,-), dépendant de la direction k de ’espace para-
métrique, en définissant des coefficients §) et 7(%) différents dans chaque direction. Cependant,
avec la définition de Turner, les coefficients 0F) serait les mémes pour toutes les directions (wmin
étant le méme pour toutes les directions), et les différents parametres de lissage 7(®) seraient
donnés par :

L _ _In(n(C)) (4.27)

=1 N\
In
(nk + 1>

oll n; + 1 est le nombre de points de contrdle dans la direction de I’espace paramétrique k.

L’ensemble des paramétres précédents étant définis, les méthodes itératives se focalisent sur
la recherche du nombre de points de controle minimal permettant de garantir un certain seuil
d’erreur d’approximation. Pour cela, le nombre de points de controéle évolue & chaque itération et
leurs coordonnées sont calculées par la résolution d’un systéme d’équations linéaires. La stratégie
de résolution utilisée est détaillée plus tard dans le chapitre. Nous explicitons simplement ici que le
systéme d’équations linéaires & résoudre est obtenu en réalisant une approximation des moindres
carrés dont la formulation est la suivante :

nrp

min g, = Z (Qs - H(us))2 ) (4'28)

s=1

ou Qg est le s® point cible des npp points cibles et H(ug) le point de 'hypersurface NURBS
calculé aux coordonnées paramétriques us du point cible Qg. Le systéme d’équations linéaires
qui résulte de la minimisation de la fonction gy, ainsi que la maniére de 'obtenir, sont détaillés
plus loin dans le chapitre & la section 4.3.

Les deux premiéres stratégies itératives présentées utilisent ’approximation des moindres
carrés pour le calcul des coordonnées des points de controle. Elles sont des généralisations du
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Itération 1 Itération 2 Itération 3

® 0 L1 0 O ®

® o0 L]

@ O o

Itération 4 Itération 5 Itération 6
o (1 (] o0 iE O 0 (I {IH——11H@
L1 ] O0——1+H—{+—{+—">0
O {1 L] O ]:
L] ]j L1 1O—I+—{1+——{+—=0
® { ] {1 0 O O 0 (I {I——{1H@

O Points de controle de I'itération précédente D Points de contrdle de I'itération en cours . Points de controle fixés aux coins

FIGURE 4.1 — Stratégie itérative d’ajout de points de contréle dimension par dimension

cas des courbes et surfaces NURBS [2]|. Une premiére méthode, dont le cas en dimension N = 2
est présenté a la fig. 4.1, consiste & ajouter des points de contréle en augmentant itérativement
le nombre de points de controle ny + 1 dans une direction k de l’espace paramétrique. Initiale-
ment, le nombre minimal de points de controle (dépendant des degrés py fixés par l'utilisateur)
est attribué dans chaque direction. Si I'erreur d’approximation dépasse le seuil d’erreur fixé par
I'utilisateur alors, & 'itération suivante, 'indice maximale ny est incrémenté de 1 dans la direc-
tion k. Cela implique de choisir la direction k& dans laquelle le nombre de points de controle sera
augmenté. La stratégie la plus simple consiste & incrémenter chacune des directions successive-
ment (i.e. direction 1, puis 2, et ainsi de suite jusqu’a la direction N). Une autre possibilité est de
calculer 'erreur maximale d’approximation pour un ajout dans chaque direction, puis de choisir
la direction dans laquelle ’erreur est la plus faible. Cependant, cela implique un temps de calcul
beaucoup plus important. Enfin, il est possible de choisir une direction reflétant la distribution
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des points cibles, en incrémentant la direction k dans laquelle le ratio suivant est le plus faible :

ne + 1

qk—m, k=1,...,N, (4.29)
ol nj + 1 est le nombre de points de controle et 7, + 1 est le nombre de points cibles dans la direc-
tion k. Dans la fig. 4.1, la stratégie employée est d’incrémenter le nombre de points de contrdle
dans chaque direction 'une aprés ’autre. Dans un premier temps, la direction horizontale voit
son nombre de points de controle augmenter. C’est ensuite dans la direction verticale que le
nombre de points de controle est augmenté. L’opération est répétée jusqu’a ce que ’erreur d’ap-
proximation ne dépasse plus le seuil fixé par 'utilisateur. Cette méthode permet une évolution
progressive du nombre total de points de controle mais leurs position peut varier d’une itération
& 'autre, et il est donc possible que ’erreur d’approximation augmente entre deux itérations.
Notons, toutefois, que 'erreur d’approximation admet une asymptote & 0 correspondant au cas
de l'interpolation (i.e. autant de points de controle que de points cibles).

Itération 1 Itération 2 Itération 3 Itération 4

® o0 ] 0 O—L3

1
LI

1
L

1
® L N {1 o0
Points de contréle ajoutés pour
maintenir un maillage carré

1
|-

Points de controle fixés aux coins

0]
O

o0 X %]
0]

Points de contrdle de .

Points de controle de I'itération en cours N P
>< D I'itération précédente

FIGURE 4.2 — Stratégie itérative d’ajout de points de controle par subdivision de I’espace

Une deuxiéme méthode, dont le cas N = 2 est présenté a la fig. 4.2, consiste & ajouter des
points de controle simultanément dans toutes les directions, & chaque itération, en subdivisant
I'espace. Cela permet de conserver la position des points de controle des itérations précédentes.
Elle permet également de s’affranchir du choix de la position des points & ajouter. Cependant,
comme on peut le voir sur la fig. 4.2, le nombre total de points de contréle croit trés rapidement
et la croissance est d’autant plus rapide que la dimension N augmente. Afin de limiter cette
croissance, il est possible de mettre en place des stratégies de choix de position des points de
controle & ajouter. Notamment, il est possible d’envisager des stratégies ne conservant pas un
maillage uniforme de points de controle. Ainsi, la fig. 4.3 montre une approche basée également
sur la subdivision de ’espace, mais ’ajout de points n’est pas systématique dans chaque sub-
division de l’espace. Un point est ajouté au barycentre de la subdivision ayant la plus grande
erreur d’approximation. Les autres points qui s’ajoutent permettent de maintenir un maillage
"carré". Comme on peut le voir sur la fig. 4.3, la croissance du nombre de points de contréle
est bien plus faible que dans le cas de la fig. 4.2. Il n’est cependant plus possible, dans ce cas,
d’utiliser une approximation des moindres carrés pour calculer la valeur des points de controle.
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En effet, la position des points de controle dans l'espace paramétrique est implicite lorsqu’on
utilise ’approximation des moindres carrés.

Itération 1 Itération 2 Itération 3

® 0 L 0 O—LH—@

] L] L]
L1 HNO, O—L O

@ o0 (] L N O—11—@
Itération 4 Itération 5 Itération 6
J . L
C HFO—O {1

o—— O{+FHO—@ L]

Points de controle Points de controle Subdivision ou Points de controle Points de contréle
>< de I'itération en |:\ maintenant un D I'erreur est O de I'itération y .
. . . . fixés aux coins
cours maillage carré maximale précédente

FIGURE 4.3 — Stratégie itérative d’ajout de points de contréle dans la subdivision de 1’espace
ayant la plus grande erreur d’approximation

La méthode itérative développée par Turner [1,139] est également une méthode dont le
positionnement des points de controle est explicite dans l’espace paramétrique. Pour cela, le
systéme d’équations linéaires résolu est similaire au systéme généré par l'interpolation de points
cibles. Dans ce dernier cas, il y a autant de points cibles que de points de controle (i.e. ncp = nrp)
et 'hypersurface passe par tous les points cibles, ce qui se traduit par :

mni nnN

QS = H(us) = Z to Z Ril,...,iN (u,(sl)7 s 7U§N)> Pi1,...,iN7 s = 17 --.,nrp, (430)
i1=0  in=0

avec Qs le s° point cible, H(uy) le points de 'hypersurface NURBS correspondant aux coor-

données paramétriques du s® point cible u; = (ugl), . ,ugN)), P; . iy le (i1,...,in)® point de
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controle et R;, iy (ugl), ... ,ugN)> les fonctions rationnelles par morceaux introduites dans 'éq.
(3.23). Le systéme d’équations linéaires qui en résulte peut étre mis sous la forme suivante :
NP = Q, (4.31)

ou N est la matrice contenant les valeurs des fonctions rationnelles par morceaux :

1 N 1 N
Ro,..0 (ug ),...,ug )> o Ry oan (ug ),...,ug ))
N — : : : ; (4.32)
1 N 1 N
RO,--~70 (ung)m s 7U£LT23) e Rnlw-»”N (ugLT)P? s 7u7(”LT23>
P est la matrice contenant les coordonnées des points de controle "rangées" de la méme maniére
que les fonctions rationnelles par morceaux (i.e. les indices i1, ...,iy correspondent) :
(1) (M)
oo o Blo
P= : : , (4.33)
1 M
P7(L1?~~JLN T PT(l17~?~,nN

et Q est la matrice contenant les coordonnées des points cibles :

le) o QSM)
Q= : - | (4.34)
nglqu o 7(1]\7{12’

Notons que 1’éq. (4.31) reste valable dans le cas de I'approximation mais que la matrice N est
rectangulaire dans ce cas. Il est alors possible de déterminer la pseudo-inverse de cette matrice
qui est équivalente & une approximation des moindres carrés.

Le calcul des coordonnées des points de contréle, lorsque leur position dans ’espace para-
métrique est explicite, met en jeu un systéme d’équations linéaires trés similaire de la forme
suivante :

NEPIp = QNN (4.35)

oil, cette fois-ci, la matrice & inverser N(€P) regroupe les valeurs des fonctions rationnelles par

morceaux aux coordonnées paramétriques des points de controle,

RO,...,O (u(()l), e ,’U,(()N)> cee Rm,‘..,nN (u(()l), e ,u(()N)>
N(CP) — : : , (4.36)
R07...,0 (u7(111)7 R 7U£L]j\\7])> T Rnl,...,nN <u7(111)7 v 7u7(1]]\(])>
avec W, . iy = (ugll), e ,uE?) les coordonnées dans ’espace paramétrique du point de controéle

P, ..y [1]. Cette notion de coordonnées paramétriques des points de controle est utilisée par
Turner [1] mais dans un soucis de clarté nous ne 'utiliserons pas dans le reste de ce manuscrit.
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En effet, par définition, les points de contréle ne possédent pas de coordonnées paramétriques.
En revanche ce sont les points cibles qui en possédent. De plus, u;, .. ;, représente en réalité le

) (N)>

vecteur des parametres auxquels sont calculées les fonctions rationnelles R;, i\ (uil by Uiy
qui permettent ensuite de déterminer les coordonnées des points de controle.

Avec cette formulation, il est possible que le vecteur des parameétres u;, . ;,, auxquels sont
calculées les coordonnées d'un point de controle, ne posséde pas de point cible correspondant (i.e.
un point cible ayant été obtenu aux coordonnées paramétriques u;, . ;). Pour cela, la matrice
QWN) est de la forme,

Q (uny (uo,..0))

QM) = : (4.37)

Q (uNN (un1,~-~7nN))
avec unn (uj, ..iy) les coordonnées du point cible le plus proche des coordonnées paramétriques

Wiy, iy

O O O L FO O—~1 1010
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[tération 1 : Initialisation (4 points de controle) Itération 2 : Initialisation (9 points de contrble) Itération 3 : Initialisation (16 points de controle)

Q Points de contrdle de I'itération précédente l:l . TR ’ . ) .
Points de contréle ajouté pour maintenir un maillage carré

O Points de contrdle fixés aux coins >< Points de contréle a I'emplacement du maximum d’erreur

FIGURE 4.4 — Stratégie itérative d’ajout de points de contréle de Turner [1]

Cette approche a plusieurs avantages, et notamment, comme le souligne Turner [1], elle
s’affranchit de la nécessité d’une répartition réguliére des points cibles. Elle permet également de
diminuer la taille des matrices & stocker pour la résolution du systéme d’équations linéaires. En
effet, nous verrons plus tard dans le chapitre que, dans le cas de 'approximation des moindres
carrés, il est nécessaire de stocker une matrice ayant une dimension liée au nombre de points
cibles et une dimension liée au nombre de points de controle. Avec cette approche, les dimensions
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de la matrice sont seulement liées au nombre de points de contrdle qui est inférieur au nombre de
points cibles (ncp < npp). Nous n’utilisons cependant pas cette approche et nous verrons, plus
tard dans le chapitre, qu’il existe une méthode plus efficace que l'inversion directe de la matrice
N, basée sur l'inversion de plusieurs matrices Ny de tailles inférieures a celle de N.

L’obtention des coordonnées des points de contréle étant explicitée, la stratégie de position-
nement des points de controle de Turner [1] est donnée a la fig. 4.4. A la premiére itération,
le degré des fonctions de base des NURBS est fixé a 1 (i.e. pp = 1, k = 1,..., N) et seulement
deux points de controle sont affectés dans chaque direction (i.e. ny = 1, k = 1,..., N). Sur la
fig. 4.4, qui présente le principe en dimension N = 2, cela se traduit par des points de contréle
placés aux quatre coins du domaine. A l'itération suivante, le degré des fonctions de forme est
fixé & 2 et ne varie plus au cours du processus (i.e. pour toutes les autres itérations pr = 2,
k=1,..,N). Au cours de cette méme itération, un point de controle est ajouté a lendroit ou
I'erreur maximale d’approximation est calculée. Des points de contréle, permettant de maintenir
un maillage carré, sont également introduits et ne dépendent que de la positions du point de
contréle ajouté a I’endroit o 'erreur d’approximation est maximale, et des positions des points
de controle des itérations précédentes. Notons qu’aux itérations 1 et 2, les knot vectors sont
respectivement {0,0,1,1} et {0,0,0,1,1,1} dans toutes les directions de ’espace. Les différents
knot vectors, pour les itérations suivantes, sont obtenus en fonction des points de controle ajoutés
aux itérations précédentes. Supposons qu’'un point de controle ait été ajouté dans la direction k

a l'itération [. La coordonnée paramétrique de ce point de controle est ul(k). A Ditération [+ 1, si

(k)

11> dans la direction k, alors le nouveau

des points sont ajoutés & la coordonnée paramétrique u
neeud ajouté au knot vector sera :

(4.38)

ou U, l(f)l est le nouveau neeud introduit dans le knot vector U*). Ce choix s’apparente & réaliser
des knot vectors uniformément repartis, ce qui n’est pas pertinent lorsque les points cibles ne
sont pas uniformément répartis [2].

Cette méthode, proposée par Turner [1], et ayant montré son efficacité sur des problémes de
caractérisation inverse [30], présente des avantages indéniables dans le cadre de la réduction de
modéle. En effet, la stratégie d’obtention des coordonnées des points de contrdle permet d’utiliser
des techniques d’échantillonnage de ’espace n’utilisant pas un schéma régulier. En particulier,
un point cible de 'espace peut étre utilisé pour calculer la valeur de plusieurs points de contréle.
Elle présente cependant une limitation importante car, comme les techniques utilisées dans le
cadre des courbes et surfaces NURBS, elle n’intégre dans les variables d’optimisation du méta-
modéle que le nombre de points de contréle. De plus, un nombre non négligeable de parameétres
doit étre fixé par 'utilisateur. Méme §’il existe des régles empiriques permettant de déterminer
ces parameétres, aucune justification physique ne permet de valider ces régles. Notamment, 'uti-
lisation de knot vectors uniformes est connue pour donner de moins bons résultats dans le cas
otl les points cibles ne sont pas également uniformément répartis. A cela s’ajoute le fait que les
degrés des fonctions de base des NURBS sont fixés & 2, ne permettant pas d’obtenir les dérivées
du métamodéle d’ordre supérieur ou égal & 2. Dans l'optique de surmonter ces limitations, la

93



méthode que nous proposons intégre tous les parameétres de ’hypersurface NURBS dans l'opti-
misation du métamodeéle et ne s’appuie sur aucune hypothése simplificatrice pour fixer la valeur
de ces parameétres.

4.2.3 Fonction objectif et fonctions contraintes

Nous avons détaillé les différents paramétres & déterminer pour définir complétement une
hypersurface NURBS. Ces paramétres correspondent aux variables d’optimisation. Nous allons
maintenant définir la fonction objectif de ce probléme. On pourrait étre tenté, dans un premier
temps, d’envisager une fonction objectif ayant pour but de minimiser ’erreur d’approximation.
En effet, dans beaucoup de méthodes de réduction de modeéle, la phase de calibration a pour
objectif principal de diminuer 'erreur d’approximation du métamodéle réalisé. Supposons donc
un probléme de minimisation de 'erreur des moindres carrés, de la forme suivante :

min, ®(x
" o~ (%), 9 (4.39)
(p(x) = 28120 e ZSN:O (H<u511"'781\7) - Q517"'75N) ’
avec Uy, . sy = <ug), e ugjx)> le vecteur des paramétres d’entrée sans dimension correspondant

au point cible Qg . sy -

Supposons dans un premier temps qu’il n’y ait pas de contraintes d’optimisation autre que
les nombres maximales de points de controle dans chaque direction (i.e. ng < rg, k =1,..., N),
contraintes nécessaires au calcul des coordonnées des points de contrdle. Le probléme de type
CNLPP est, dans ce cas, de la forme :

. g 2
miny ®(x) = 22:0 T Z;x:o (H(u81,~~~,SN) - Q817--~7SN) )
sujet a :

{nk <r.,, k=1,..,N,

(4.40)

ou x est le vecteur regroupant les variables d’optimisation.

Nous I’avons évoqué précédemment, les entités NURBS peuvent étre utilisées en approxima-
tion mais également en interpolation. Il apparait donc que toute solution du probléme remplissant
la condition ncp = npp est un minimum local de la fonction ® (qui est convexe dans I’espace des
points de controle mais pas dans celui des composantes des knot vectors). 1l en existe une infinité
puisqu’il existe une infinité de knot vectors U®) pour un méme nombre de points de controle
ng + 1, k =1,...,N. Il semble donc évident que le probléme (4.40) ne permet pas de déterminer
les composantes des knot vectors. En effet, rien ne permet de différencier deux minima et le reste
des paramétres (i.e. autre que ng, k = 1,..., N) doivent étre déterminés par une autre méthode.
De plus, dans le cadre de la réduction de modéle, certaines applications ont pour objectif de
diminuer I'espace de stockage nécessaire, ce qui n’est clairement pas possible avec la formulation
du probléme (4.40). Dans cet optique, il est possible d’imaginer des contraintes supplémentaires
sur le nombre maximal de points de controle ncp < ncpmae- L'utilisateur pourrait le paramétrer
en fonction d’un gain minimal attendu sur le nombre de données & stocker de la forme suivante :

NCPmazx

4.41
nrp ( )
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Une telle approche nécessite une certaine expertise de 'utilisateur. En effet, il n’est pas possible de
garantir un seuil d’erreur maximal avec une telle formulation du probléme. Il est donc obligatoire
pour l'utilisateur de "juger", a ’avance, de ’erreur commise en fonction du nombre de points. Ce
n’est bien siir pas 'objectif de notre méthode, I'algorithme génétique utilisé ayant pour vocation
principale de trouver le nombre minimal de points de contréle nécessaire & garantir un certain
seuil d’erreur.

La différence principale entre I’approche proposée ici et les méthodes itératives décrites pré-
cédemment, repose sur le fait que la recherche de la solution ne se focalise pas uniquement sur le
nombre de points de controle pour garantir un certain seuil d’erreur d’approximation (les autres
parameétres de 'hypersurface NURBS étant fixés par des régles empiriques non justifiées). En
effet, notre approche permet également de minimiser le temps de restitution du métamodéle en
incluant notamment les degrés py comme variables d’optimisation. La fonction objectif de notre
probléme d’optimisation représente donc cette double condition de nombre de points controle et
de degrés a minimiser. Elle est de la forme suivante :

N N

1 Nk 1 Pk
qﬁ(x):axNzinmax—&-(l—a)xﬁzimm, 0<a<l, (4.42)

k=1 "k =1k
avec n'* et pi'®* les nombre de points de controle et degré maximum dans la direction k£ =

1, ..., N, respectivement, et a un paramétre de pondération permettant de favoriser I’optimisation
du temps d’évaluation par rapport au nombre de points de controle et vice versa.

Les fonctions de base des NURBS sont définies récursivement et ’augmentation du degré
augmente le nombre de récursions nécessaires a leur calcul. En effet, ’éq. (3.4) du chapitre
précédent mets en évidence le fait que la fonction de base de degré pi, N, p, (u®)), dépend des
valeurs des fonctions de base des degrés inférieurs, jusqu’au degré 0. Pour une fonction de degrés
Pk, il y a donc pg + 1 récursions nécessaires pour la calculer. De plus, le nombre de fonctions de
base non-nulles pour un point de contréle est pg + 1 dans la direction k = 1, ..., N. Pour ces deux
raisons, des degrés élevés augmentent le nombre de fonctions de base & calculer, pour un méme
point de contrdle, ainsi que le temps de calcul de chacune de ces fonctions de base. La nécessité
de ne pas surestimer ces parameétres est donc importante. Le paramétre a introduit dans 1’éq.
(4.42) permet d’affecter plus d’importance & la minimisation du nombre de points de controle
(a > 0.5) ou a la minimisation des degrés (a < 0.5). Dans le cas ou a = 0.5, 'importance est
égale pour les deux.

Cette fonction objectif ne fait pas intervenir ’erreur d’approximation. En effet, le seuil d’er-
reur d’approximation maximale est, quant & lui, garanti par une fonction contrainte de la forme :

(max) (max) .
& (%) <€ manr J=1,.,M, (4.43)
ol eg-maz) (x) est I'erreur maximale d’approximation sur la j¢ coordonnée de I'hypersurface (i.e. la
(mazx)

j¢ sortie du métamodele) générée & partir des variables d’optimisation x et € jz:wx est le seuil d’er-
reur maximale fixé par I'utilisateur sur cette méme sortie. Il y a donc autant de contraintes que de
sorties du métamodele. Il est tout & fait envisageable d’utiliser une erreur unique (%) (x), ba-
sée sur la distance euclidienne dans ’espace des sorties du métamodeéle par exemple. Cependant,
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notre choix est déterminé par le fait que les coordonnées des points cibles de la base de données
ngl) sy beuvent avoir été obtenues par des moyens différents avec des précisions non similaires.

(maz)

max DEUVeNt en particulier étre fixés & partir de 'erreur commise par les
moyens d’obtention des points de la base de données. Dans le cas de données expérimentales, par
exemple, la précision des capteurs utilisés pour obtenir la sortie j peut fixer la valeur du seuil

(m )
Jm
est trés 1nfer1eur a Perreur de mesure ayant permis de 'obtenir. Dans notre cas, nous avons choisi

une erreur maximale de la forme :

@ (u) — QW
6§max>:max<|H W -a r), J= 1, (4.44)
Qmax_szn

Les différents seuils e

d’erreur € . En effet, il n’est pas utile d’obtenir un métamodéle dont ’erreur d’approximation

avec HU)(u) la j° coordonnée de I'hypersurface NURBS (i.e. la j¢ sortie du métamodéle) au

point u = <ug), ...,ug]]\p), sp=0,....,r, QU le point cible correspondant et Qmax (resp. Q

mzn)
la valeur maximale (resp. minimale) de la sortie QU). Ces erreurs sont données sans dimensions
et non signées. Notons qu’'un autre choix de calcul de I’erreur peut étre envisagé par I'utilisateur,
notamment pour obtenir une erreur signée (i.e. dépassement ou non de la valeur a estimer). Dans
le cas de 'approximation de contraintes par exemple, il peut étre préférable d’avoir une légére
surestimation de la part du métamodéle plutét qu'une sous-estimation.

De méme que pour les méthodes itératives, qui peuvent utiliser plusieurs critéres de conver-
gence pour trouver le nombre de points de controle, il est possible d’utiliser plusieurs contraintes
afin de trouver les paramétres optimaux de ’hypersurface NURBS. Nous utilisons notamment
des contraintes sur I’erreur moyenne d’approximation de la forme suivante :

(moy) (moy) . _
ejmoy (x) < 6j,nféjxv j=1,.., M, (4.45)
ol e(-moy)( ) est I'erreur d’approximation moyenne de I’hypersurface NURBS générée a partir des

J
variables d’optimisation x et 65 miﬁ est le seuil d’erreur moyenne maximale fixé par l'utilisateur

sur la sortie j = 1,..., M. Ces contraintes permettent de vérifier que le métamodéle obtenu est
"globalement" une bonne approximation des points cibles de la sortie j = 1,..., M. Le terme
d’erreur moyenne pouvant étre ambigu, nous précisons l’erreur utilisée dans nos applications. Il
s’agit d’une erreur relative sans dimension, non signée, de la forme suivante :

(moy) |H J) Q(j)| L
e, = Z Z G d=Len M, (4.46)

31 =0 sny=0 Qmax_Qmm

oit HU)(u) est la j¢ coordonnées de 'hypersurface NURBS (i.e. la je sortie du métamodéle) au

point u = (ug), ...,ug]]g)), sp = 0,...,7% QU) est le point cible correspondant et Qmax (resp.

Q%n) est la valeur maximale (resp. minimale) de la sortie Q). Notons que le coefficient de
corrélation de Pearson pourrait également étre utilisé, comme c’est le cas dans la méthode de

Turner [1].
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4.2.4 Formulation du CNLPP

Les variables d’optimisation, la fonction objectif ainsi que les fonctions contraintes étant
définies, le probléeme CNLPP d’hypersurface fitting peut étre posé de la facon suivante :

. I v T 1 N Pk
mmx(b(x):aXNZk:lW_F(l_a)XNZkzlpzlﬁ’ 0<a<1,
sujet a :

mar)(x) < M 51 M,

6.5 - j7max’

D) ) < () Sy

j = %5 maz> PEXXS) )

0< Uz(f) <L ly=pe+L...mg—pe+1, k=1..N, (4.47)
k k

Ul(k) SUl(klla lk:pk+177mk_pk7 k:17"'7N7

Wig,...,in 2 07 7’k’ = 07 ey N

nk—pkzo, kZl,...,N

nep < nrp,

ol x est le vecteur contenant les variables d’optimisation, i.e. les N degrés pg, les N tailles des
knot vectors my + 1 et les my — 2p,, — 1 valeurs non prédéfinies des knot vectors ainsi que les
(n14+1) x -+ x (ny +1) poids wi, iy, ik = 0,...,nk. Le vecteur x regroupe les variables dans
I'ordre suivant :

= (1) (1) (N) (N)
X = (pl, vy DN my, Up g U g U s U g1 (4.48)

wo,...,05 - - - 7wn1,...,nN) .

Comme évoqué dans le paragraphe précédent, la fonction objectif ¢(x) est paramétrable
par l'utilisateur, au travers du paramétre a, permettant d’accentuer la minimisation des données
nécessaires a la restitution du métamodele (a > 0.5) ou le temps d’évaluation de celui-ci (a < 0.5).
Meéme s’il est théoriquement possible d’affecter une valeur nulle ou unitaire & a, n’accordant
ainsi d’importance qu’a I'un ou l'autre des objectifs d’optimisation, il n’est pas recommandé
de le faire. En effet, le probléme serait alors mal posé puisque deux solutions, respectant les
contraintes, peuvent ne pas étre différenciées. Dans le cas ot @ = 0 (i.e. minimisation des degrés
seulement), deux solutions respectant les contraintes et possédant les mémes degrés, mais un
nombre total de points de controéle différent, seront équivalentes du point de vue de la fonction
objectif alors que du point de vue de I'utilisateur, la solution ayant moins de points de controle
est préférable a autre. A Uinverse, dans le cas ot @ = 1 (minimisation du nombre de points
de controle seulement), ce sont deux solutions respectant les contraintes et possédant le méme
nombre de points de contréle, mais des degrés différents, qui seront équivalentes du point de vue
de la fonction objectif alors que pour l'utilisateur, la solution ayant des degrés plus faibles est
préférable. Dans les deux cas, la fonction objectif n’est plus en mesure de différencier correctement
toutes les hypersurfaces NURBS générées a partir des variables d’optimisation x. Cela peut
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conduire & un comportement singulier de 1’algorithme de résolution. Dans la pratique, il est

préférable de conserver un parameétre a € [0.1,0.9].

. . . . . P \ max
Les erreurs maximales d’approximation des j sorties du métamodéle ¢lmaz)

. maz doivent, elles
aussi, étre paramétrées par 'utilisateur. Notons cependant que, méme s’il faut paramétrer M
valeurs, nous ne considérons pas ces paramétres comme des paramétres d’entrée de la méthode
que nous proposons. En effet, quelle que soit la méthode de réduction employée, il est toujours
nécessaire de fixer ’erreur maximale d’approximation tolérée. Ces valeurs correspondent & la
précision d’approximation du métamodeéle et sont donc, normalement, connues & 1’avance par
I'utilisateur. Nous avons vu, de plus, qu’il était possible de régler ces paramétres en fonction
des moyens d’obtention qui ont permis de générer la base de données des points cibles. Le choix
de ces paramétres ne repose, en aucun cas, sur une quelconque expertise du formalisme des

hypersurfaces NURBS ou des algorithmes de résolution des CNLPP.

Génération de la base de
données initiale
Points cibles + points de
validation

Validation du métamodele

(max)
&

HERO (calcul des erreurs
aux points cibles)

Nouvelle base de données
Ajout de points cibles et de
points de validation

Toutes les
contraintes
respectées

NON

Toutes les
contraintes
respectées

(max)

NON Calcul des erreurs &

aux points

de validation

oul

FIGURE 4.5 — Stratégie de validation du métamodéle pour une utilisation en approximation

Dans la phase de recherche des paramétres optimaux de ’hypersurface, les erreurs maximales
d’approximation eﬁmax), j=1,...,M, sont calculées sur ’ensemble des points cibles utilisés pour
calculer les coordonnées des points de contrdle de ’hypersurface. En effet, il est nécessaire de
s’assurer que le métamodeéle réalise une bonne approximation des points cibles avant de le valider
sur un ensemble de points n’ayant pas servi au calcul des coordonnées des points de controle.
Dans le cas ou notre méthode serait utilisée en interpolation (i.e. ny =, k = 1,..., N), erreur
devrait étre calculée directement sur un ensemble de points de validation puisque ’hypersurface
passerait exactement par les points cibles (i.e. erreur d’approximation nulle en chaque point
cible). Les fig. 4.5 et fig. 4.6 présentent les stratégies de validation du métamodeéle dans le cas de
I’approximation et de 'interpolation, respectivement.

Utilisé en approximation (i.e. ncp < nrp), la stratégie de validation du métamodéle passe
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Génération de la base de
données initiale
Points cibles + points de
validation

HERO (calcul des erreurs Nouvelle base de données
ej(max) aux points de Ajout de points cibles et de
validation) points de validation

Y

Toutes les
contraintes
respectées

NON

OUI

Validation du métamodele
FIGURE 4.6 — Stratégie de validation du métamodéle pour une utilisation en interpolation

par deux étapes (cf. fig. 4.5). Dans un premier temps, I'optimisation du métamodele est réalisée
en calculant les erreurs maximales d’approximation sur les points cibles de la base de données.
Si, quels que soient les paramétres de ’hypersurface, une, ou plusieurs, erreurs maximales d’ap-

. . maxr 2 . . < . .1 max .
proximation ¢lmaz) dépassent les seuils d’erreur maximale autorisés par l'utilisateur elmaz) (i.e.

,mazx
I’algorithme n]e parvient pas a trouver de solution faisable), 'interpolation est utilisjée (i.e. le
nombre de points de controle est égal au nombre de points cibles). Notons toutefois que, dans ce
cas, les nombres de points de contréle ng + 1 étant fixés, seuls les degrés p;. des fonctions de base,
les valeurs internes Ul(kk), le=pe+1,...omp—pr+1,k=1,..., N, des knot verctors et les poids
Wit,..in»> W = 0,...,my, font partis des variables d’optimisation. Ce probléme reste cependant de
dimension variable puisque les nombres de valeurs internes des knot vectors sont liés aux degrés
pi- De plus, 'interpolation ne permettant pas de calculer ’erreur d’approximation au niveau des
points cibles, les erreurs maximales d’approximation sont calculées directement sur les points
de validation pendant la phase d’optimisation des parameétres de 'hypersurface NURBS (cf. fig.
4.6).
Si interpolation ne permet toujours pas d’obtenir un modéle réduit avec la précision souhai-
tée, il est nécessaire de générer plus de points dans la base de données de points cibles. En effet,
un manque de points cibles peut conduire, quelle que soit la méthode de réduction de modéle em-
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ployée, & une mauvaise approximation du phénoméne que ’on cherche & modéliser. L’obtention
des points cibles pouvant étre cotlteuse, il pourrait étre intéressant de choisir les points cibles
a partir de méthodes d’échantillonnage telles que I’hypercube latin ou le quasi-Monte-Carlo par
exemple. Cependant, pour des raisons de calcul des coordonnées des points de controle, il est
préférable d’avoir un répartition ordonnée des points cibles, ce qui limite les choix pour les mé-
thodes d’échantillonnage. Il existe toutefois des moyens pour contourner cette limitation, comme
par exemple V'utilisation du plus proche voisin comme c’est le cas dans [1]. De nouveaux points
cibles doivent étre ajoutés jusqu’a ce que le métamodeéle obtenu satisfasse les contraintes de
précision fixées par 1'utilisateur. Dans un second temps, lorsque la base de données des points
cibles est assez conséquente pour permettre de trouver des solutions respectant les contraintes,
les erreurs maximales d’approximation du métamodéle obtenu sont calculées sur un ensemble de
points de validation différent des points cibles (i.e. n’ayant pas servi au calcul des coordonnées
des points de controle de 'hypersurface). Si, aprés cette étape, les contraintes d’erreur maximale
d’approximation fixées par l'utilisateur sont respectées, le métamodeéle est validé et peut étre
utilisé.
(moy)

Les M seuils d’erreur moyenne d’approximation e J.magz Sont également & paramétrer. Contrai-
b
. . . . max . 2
rement aux seuils d’erreur maximale d’approximation eg- mm), facilement paramétrables, ces va-
b

leurs peuvent ne pas étre connues a ’avance par 'utilisateur. Ces contraintes revétent cependant
un caractére "optionnel". En effet, les erreurs €, j = 1,.., M, calculées en un point u, sont
(max)

inférieures aux erreurs maximales € . De ce fait, la précision du métamodeéle est fixée par les
erreurs maximales d’approximation. La plupart du temps, cette information peut étre suffisante

e . . mo .
pour l'utilisateur. Cependant, les erreurs moyennes d’approximation eg y) peuvent fournir une

indication supplémentaire sur la "qualité globale" d’approximation de la solution. En effet, si

. . mor . . . max
les erreurs moyennes d’approximation ™) ot les erreurs maximales d’approximation eg )

sont du méme ordre de grandeur, cela signifie que les erreurs d’approximation commises par le

métamodele sont du méme ordre de grandeur pour toute 'hypersurface. A Uinverse, si les erreurs

. . mo e s . N . .
moyennes d’approximation eg Y) sont d'un ordre de grandeur inférieur a celui des erreurs maxi-

males egmm), alors les erreurs d’approximation du métamodeéle sont "globalement meilleures"

que sa précision minimale (fixée par les erreurs maximales du métamodéle). Dans la pratique, les
(moy)

EITEUrS INOYENNES €; sont souvent inférieures, d’au moins, un ordre de grandeur par rapport

(max)

aux erreurs maximales d’approximation € . Cette "régle" peut étre appliquée pour fixer les

(moy) (mazx)

M valeurs des ¢ i maz €1 fonction des M valeurs € maz -

4.3 Algorithmes de calcul des coordonées des points de controle

4.3.1 Formulation générale du systéme d’équations linéaires

Comme nous ’avons dit précédemment, les coordonnées des points de controle de 'hypersur-
face NURBS ne font pas partie des variables d’optimisation du CNLPP (4.47). En effet, elles sont
obtenues par la résolution d'un systéme d’équations linéaires et nécessitent que tous les autres
paramétres de I’hypersurface soient connus. Nous allons, dans un premier temps, introduire le
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systéme d’équations linéaires permettant de calculer les coordonnées des points de contréle d’une
courbe, ou d’une hyper-courbe, NURBS (i.e. N =1, M > 1). On suppose pour cela :

e Approximer r + 1 points cibles Qs = (le), N QgM)) ERM s=0,..,r,

a la coordonnée paramétrique ug, s =0, ..., 7,
e par une courbe NURBS C(u) : R — RM

composée de n + 1 points de controle,

dont les fonctions de base sont de degré p,

dont le knot vector U est connu,

et dont les poids w; affectés aux points de controle P; = (Pi(l), ey PZ-(M)) sont connus.

On pose :
ge = ZZ:O (Qs — C(“S))2

. im0 Nip(us)wiP; ) ?
250 (QS > iz Nip(us)wi

= Y0 (Qs = X Riplus)Pi)”.

(4.49)

La fonction g. est une fonction & valeur scalaire des n + 1 variables Py, ..., P, et R; ,(us) est
la fonction de base rationnelle par morceaux introduite dans I’éq. (3.2). Cette fonction nous
permet d’appliquer la technique classique d’approximation par les moindres carrées (least square
fitting) |2]. Le minimum de g. est obtenu en imposant le gradient de g, par rapport a P; égal a
0. La [° dérivée est donnée par :

9gc -
8:§)l = Z <—2R17p(us)Qs + 2Rl,p(us) Z Riyp(uS)Pi> ’ (450)

s=0 =0

ce qui implique :
n
Z <Z Ry p(us) R p(us) Z) ZRZP us) Qs. (4.51)
=0 \s=0

L’éq. (4.51) est une équation linéaire des inconnues Py, ..., P,. L’ensemble de toutes ces conditions
(1=0,...,n) forment un systéme de n 4+ 1 équations linéaires avec n + 1 inconnues :

(N'N)P =N"Q, (4.52)

avec N la matrice dont les r+1 lignes contiennent les fonctions de base rationnelles par morceaux
des n + 1 points de controle,

Rop(uo) -+ Rpp(uo)
N = : : , (4.53)
RO,p(“f’) T Rn,p(ur)
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P est la matrice contenant les M x (n + 1) coordonnées Pi(j ) des points de controle,

po(l) . péM )
P={(: -~ ], (4.54)
pH .. pM)
et Q est la matrice contenant les M x (r 4+ 1) coordonnées gj ) des points cibles,
M
Q(()l) . Q(() )
Q= : : : (4.55)

o g

Comme on peut le voir dans I'éq. (4.52), il est nécessaire de calculer la matrice N, de taille
(r+1)x(n+ 1), afin de calculer les coordonnées des points de controle. Il est toutefois important
de constater que cette matrice est calculée une seule fois pour les M seconds membres de Q et les
M inconnues (i.e. les M coordonnées des points de controle). La propriété de support local des
entités NURBS permet également de remarquer que seules p+ 1 valeurs, au plus, sont non-nulles
sur chacune des lignes de la matrice N et il peut étre pertinent de la stocker de maniére a tirer
parti de cette spécificité. Il est intéressant de noter le cas particulier ou tous les poids w; = 1 sont
fixés a 1 (i.e. courbes et hyper-courbes B-Spline). Dans ce cas preécis, I'éq. (4.52) reste valable
avec :
Rop(uo) -+ Rpp(uo) Nop(uo) -+ Nnp(uo)
N = : : = : . : . (4.56)
RO,p(ur) ce Rn,p(ur) NO,p(Ur) te Nn,p(ur)

Le probléme consistant & déterminer & la fois les poids et les coordonnées des points de controle
étant non-linéaire, il n’est pas rare dans les domaines de curve et surface fitting d’utiliser 'ap-
proximation B-Spline comme point de départ de l'optimisation des poids (i.e. les coordonnées
des points de contréle sont fixés par une approximation B-Spline et seules les valeurs des poids
sont optimisées) comme c’est le cas dans [13,225].

Nous I’avons énoncé précédemment, les entités NURBS sont également capables de réaliser
I'interpolation de points cibles. Dans ce cas particulier, on suppose :

e Interpoler 7 + 1 = n + 1 points cibles Q; = (le), . .,QgM)) ERM 5=0,..,n,
e 3 la coordonnée paramétrique ug, s =0, ...,n,

e par une courbe NURBS C(u) : R — RM,

e composée de n + 1 points de controle,

e dont les fonctions de base sont de degré p,

e dont le knot vector U est connu,

e et dont les poids w; affectés aux points de controle P; = (Pz-(l), ey Pl-(M)> sont connus.
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Comme nous souhaitons interpoler les points cibles, il est possible d’écrire

Qs = C(Us)

. 4.57
— Yo Riglu)P: 57

Ces n + 1 équations peuvent étre mises sous la forme :
NP =Q, (4.58)

avec N, P et Q les matrices précédemment définies. Notons toutefois, qu’en interpolation, la
matrice N est carrée, de dimension n + 1 (ou r + 1).

1l est possible de généraliser ces expressions pour une dimension N quelconque. Pour cela,
on suppose :

e Approximer npp points cibles Qg = (le), cee QgM)) eRM s=1,...nrp,

e aux coordonnées tri — (u{V (V)
paramétriques ugs = (us ', ..., Us ,

e par une hypersurface NURBS H(u) : RY = RM u = (u(l), ...,u(N)),
e composée de ng + 1 points de controle dans la direction £ =1,..., IV,
e dont les fonctions de base sont de degrés pg dans la direction k =1,..., N,

e dont les knot vectors U sont connus,

e et dont les poids w;, . s, affectés aux points de controle P;, ;= (R‘S?..,ma ,H(lM)ZN>

sont connus.

On pose cette fois-ci :

g = YUI7 (Qs — H(u,))?

n n n 1 N 2 (459)
= Esi’lf ( s Zillzo o szfr\f:o Ril,...,iN (Ug )7 oo ,U,(s ))Pll,,ZN) .

La fonction g, est une fonction a valeur scalaire des (ny + 1) x --- x (ny + 1) variables P o,
(1) (N ))

vy Py et Ry iy (us oo us est la fonction rationnelle par morceaux introduite dans
Péq. (3.23). De méme que dans le cas précédent, cette fonction g, nous permet d’appliquer la
technique classique d’approximation par les moindres carrées. Le minimum de gj est obtenu en
imposant le gradient de g, par rapport & Py, 1, I = 0,...,n, égal 4 0. Cette dérivée est donnée
par :

9gn p (1) (V) (1) (V)
__Zdh S (—2Ry,,. (us e, U s +2R;, (us Y, Us )
Py, _in 2ol ( ol N ) Q . foolv (4.60)

X ZZlIO T Z?]\]]VZO Ril:"'7iN (us et ?us ) PZl,,ZN) )
Ce qui implique :

mo Ly (g ™) xRy (0 ) ) Py
2111:0 Zzzirv:() (ZsTffli-;j\}l: glw’m (521)7 ) X’Z]\l[)> (];s(u Y >) Piroin (4.61)
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L’éq. (4.61) est une équation linéaire des inconnues P;, ;.. ix =0, ...,ny. L’ensemble de toutes
ces conditions (I = 0,...,n%) forment un systéme de (n; +1) X --- X (ny + 1) équations linéaires
avec (n1+1) x -+ x (ny +1) inconnues qui peut étre mis sous la forme de I’éq. (4.52) avec, dans
ce cas, la matrice N, dont les npp lignes contiennent les nop = chvzl (nk + 1) fonctions de base
rationnelles des points de contréle, de la forme suivante :

Ro,..0 (ugl), e ,ugN)) o Ry ony (ugl), - ,ugN)>
RO,...,O (ugblqua cee 7u$l]¥33> e Rnl,...,nN <u7(11'12p7 KR 7u$1]¥33>
P est la matrice contenant les M X ngp coordonnées Pi(lj,?..,m des points de controle,
1 M)
Fio.o = Pipo
(1 M
T
P . P
P = 0’1_""’0 _ 0’1.""’0 , (4.63)
1) (M)
ni,l,...,0 ni,l,...,0
P?%?nzv---mw e Péyfzz---,?"w

et Q est la matrice contenant les M X npp coordonnées QZ des points cibles,

le) o QgM)
Q= : : . (4.64)

(R (M)

nrp nrp
De méme que dans le cas des courbes, la matrice N doit étre calculée et stockée de maniére &
utiliser la propriété de support local des entités NURBS. Dans ce cas, chaque ligne contient au
plus (p1 +1) x -+ x (py + 1) valeurs non-nulles. Le cas des hypersurfaces B-Spline est également

intéressant et dans ce cas la matrice N est de la forme :

N07P1 (u§1)> XX NO,PN (ugN)) an,Pl <u(11)> XX NnN,PN (ugN))
A%Jn (U%QP> XKoo X-Ame’(USXL) e ]Vﬁhp1<uggp) X X Dhnva (USZL)
Wir iy =1, 4 =0,...,n.

(4.65)
Cette méthode de résolution présente un avantage majeur. En effet, contrairement aux nota-

tions introduites en début de chapitre (i.e. ug, sy = (ug), ...,u%”), sk =0,...,7%), le nombre
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de points cibles r, + 1 dans une direction k = 1, ..., N de ’espace n’a pas besoin d’étre défini. Les
points cibles peuvent avoir une répartition quelconque dans ’espace des paramétres. En particu-
lier, il est possible de traiter des données fournies par un modéle basé sur les éléments finis avec
un maillage libre. Il est cependant possible dans ce cas que la matrice N soit mal conditionnée,
avec notamment des points de controle dont le support local ne serait affecté d’aucun point
cible. Cela se traduit par une matrice N”IN de déterminant nul et une étape de filtrage peut
étre nécessaire afin de ne pas prendre en considération de tels points de contréle. La matrice N
étant composée d’un grand nombre de valeurs nulles, il peut étre judicieux de ne stocker que les
valeurs non-nulles, en utilisant par exemple le format CSR (Compressed Sparse Row) ou CSC
(Compressed Sparse Column) qui sont des formats standardisés pour le stockage de matrices
creuses (sparse matriz). Le nombre maximal de valeurs non-nulles est donnée par :

N
Mnzo = nrp | [ o+ 1, (4.66)
k=1

avec Ny, le nombre maximal de valeurs non-nulles (Non-Zero Values).

Cette technique de résolution directe présente cependant une limitation importante. Méme
en utilisant un stockage approprié de la matrice N, celle-ci peut atteindre des tailles trés impor-
tantes lorsque la dimension de ’espace paramétrique N, ou que le nombre de points cibles nyp,
augmentent. Prenons un exemple simple, d’une base de données de points cibles générée & partir
de différents calculs par éléments finis, générant 10 201 points par calcul, pour 5 différentes va-
leurs de deux paramétres d’entrées (dans cet exemple N = 4). Le nombre de points cibles, dans ce
cas, est de npp = 255025. Pour un nombre total de points de controle raisonnable ngp = 12480,
la matrice N nécessiterait 25To de mémoire pour étre stockée en précision double entiérement
(i.e. valeurs nulles comprises), 165Go en ne stockant que les valeurs non-nulles de cette matrice
pour des degrés py = 2 et 522Go pour des degrés pr = 3 (& noter que les formats de stockage des
matrices creuses nécessitent plus d’espace que le stockage des valeurs non-nulles, les plus simples
nécessitant trois fois l'espace de stockage des valeurs non-nulles). Cette limitation était déja
connue dans le cadre des surfaces NURBS, des techniques de calcul plus performantes existent.
L'une d’elle consiste notamment a utiliser des méthodes itératives (i.e. utilisant des produits
plutot que Uinversion directe d’une matrice) de résolution de systémes d’équations linéaires. Ces
méthodes peuvent, en particulier, résoudre le systéme d’équations sans avoir & stocker la matrice
NTN a inverser. Dans le cas particulier des B-Splines (i.e. wj, . iy = 1), le probléme de surface
fitting peut se ramener & une succession de problémes de curve fitting 2], nécessitant, cette fois-
ci, le stockage de matrices de tailles bien inférieures. Cette technique est trés intéressante car il
est courant, dans le cas des surfaces NURBS, de calculer les coordonnées des différents points de
controle en supposant ensemble des poids wj, . ;, fixés & 1 (i.e. cas des B-Splines). Les poids
sont ensuite optimisés en conservant les valeurs des coordonnées des points de contréle comme
c’est le cas dans [13,225]. Nous développerons ce principe dans la section suivante et étendrons
ce concept au cas de dimension N quelconque.
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4.3.2 Algorithme de calcul des coordonnées des points de contréle d’une
surface généralisé aux cas des hypersurfaces

Comme nous ’avons vu précédemment, méme si les coordonnées des points de controle sont
obtenues par la résolution d’un "simple" systéme d’équations linéaires, la mémoire nécessaire
au stockage des maftrices mises en jeu peut rendre la résolution impossible. Pour surmonter
cette limitation, dans le cas des surfaces B-Splines, une technique classique [2] est de ramener
le probléme de calcul des coordonnées des points de controle de la surface a une succession de
calcul des coordonnées de points de contréle d’'une courbe. Cette technique permet de ne pas
avoir de matrices de grandes tailles & stocker.

Néanmoins, il est nécessaire, pour utiliser cette méthode, d’avoir un nombre de points cibles
rr + 1 défini et constants dans chaque direction k = 1,2 de l'espace. Elle peut cependant étre
adaptée au cas ot un seul nombre de points cibles r; + 1 est défini. Les hypothéses sont les
suivantes :

e On approxime nyp = (11 +1) X (r2+ 1) points cibles Qs, 5, = (QS?SQ, - Qgi‘%) e RM,

S — 0, ey Tk
(1) (2))7

e aux coordonnées paramétriques ug, s, = (usl s Usy

e par une surface NURBS S(u) : R? — RM u= (u(l), u(z)) de dimension M quelconque,
e composée de ngi + 1 points de controle dans la direction k = 1, 2,
e dont les fonctions de base sont de degrés p; dans la direction k = 1,2,

e dont les knot vectors U sont connus,

e et dont les poids wj, ;, affectés aux points de controle P;, ;, = (P-(l)- ey P(M)) sont fixés

11,027 11,82
al.

La fig. 4.7 présente ’algorithme de calcul utilisé. La verison originale de cet algorithme peut étre
retrouvé dans la référence [2] (algorithme A9.7) pour le cas M = 3 mais il reste valable dans le
cas d’une dimension M quelconque (strictement parlant, si M > 3 il s’agit d’une hypersurface
NURBS). Le probléme d’approximation de la surface (ou hypersurface si M > 3) étant ramené
4 une succession de probléme d’approximation de courbes dans chaque direction de 1’espace
k = 1,2, il est nécessaire de calculer une matrice Ny dans chaque direction de l’espace. Ces
matrices sont composées de 1 + 1 lignes et ny + 1 colonnes (k = 1,2) et sont données par :
No.py, (u[(Jk)) o Npypy (uék))
Ny = : : , k=1,2. (4.67)

NU,pk(ugZ)) Nnkzpk(u7(“i))

Afin de n’avoir a calculer qu’une seule fois ces matrices pour tous les problémes d’approximation
de courbes, il est nécessaire que le nombre de points cibles ;41 soit défini dans chaque direction.
Il est envisageable de modifier I’algorithme proposé afin qu’il puisse traiter le cas ol un seul des
) est fixé. Pour cela, la matrice N; (I # k) doit étre recalculée a chaque fois, augmentant ainsi
le temps de calcul. D’autres solutions peuvent étre envisagées comme, par exemple, une étape
préliminaire d’approximation afin d’obtenir les valeurs en des points désirés. C’est ce que fait
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Ensemble de points de
Calcul dans la dimension 1 contréle temporaires

Ensemble de points cibles
{Qs S,= (Qs(l)s QS(MS) ) —- Résolution (1, + 1) fois : - (€)) (M)
R A TR R {Puus, = (2 PL0)

11,52 " T ipS2

= (NTN,)P.;, = NTQ.,
Sk 0, ...,Tk} 11 S2 1 S2 l-l € [0’ nl], Sze [O, TZ]}
' ) ) Ensemble de points de
Stockage des points de Calcul dans la dimension 2 controle
contréleltdemporaires ] Res;)lutlon (nq +T1) {Z‘;): — {Pi1,i2 _ (Pig,li)z' ’PLEA:Iz))’
plid) =p (N2N2)P, . =N;P; . .
i €10, nk]}

FIGURE 4.7 — Algorithme de calcul, dimension par dimension, des coordonnées des points de
controle d’une hypersurface B-Spline (N = 2, M quelconque)

Turner [1] par exemple en utilisant la méthode du plus proche voisin (nearest neighbor) pour
fixer les coordonnées des points cibles & approximer. Dans la suite, on considére les r; + 1 définis
et constant dans chaque direction.

Les matrices N ayant été déterminées, les matrices NgNk sont ensuite calculées et inversées
afin d’étre également stockées. Le but étant de résoudre un systéme d’équations linéaires, il s’agit
en réalité de stocker la décomposition LU de ces matrices. Ces deux étapes préliminaires étant
réalisées, 'algorithme de calcul des coordonnées des points de contréle commence & approximer
des courbes & travers les points cibles dans la direction 1. Cela conduit & résoudre (r2 + 1) fois
le systéme d’équations linéaires suivant :

(N{Nl) P:,Sz = N,{Q:,SQa (468)
ou P.,,, est la s2° matrice des coordonnées temporaires des points de controle donnée par,
(1) (M)
P0732 PO,SQ
P:752 = E .'- ’ S92 = 07"'7T27 (469)
1 M
P7(Ll?52 P'fglrs)Q
et Q. s, est la s9° matrice des coordonnées des points cibles donnée par,
(1) (M)
Q07S2 ... QO’S2
Q:,sz = - , SS9 = 0, ey T (470)
1 M
1(“1382 U Q1("1,8)2

L’ensemble des coordonnées des points de controle obtenues est stocké dans une variable
temporaire,

11,827 7770 7 1,82

plold) — {PZ-I,SQ — (P“) P(M)> i1 =0, .01, s9=0, ...,TQ}. (4.71)
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Cet ensemble devient le nouvel ensemble de points cibles pour I'approximation par courbes des
données dans la direction 2. Cette fois-ci, il est nécessaire de résoudre (n; + 1) fois le systéme
d’équations linéaires suivant :

(NINy) P, . = NI P, (4.72)

11,

ou P;, ., est la 41° matrice des coordonnées des points de controle donnée par,

(1) (M)
Pio 0 Pio
Pil,: — ) Z.l :Oa"'anla (473)
1) (M)
Pl'(l n2 Pil,nQ

(old)

et P; 7, est la 4;° matrice des coordonnées temporaires des points de controle (calculée a 'étape
précédente) donnée par,
(old,1) (old,M)
Pio o P
ld . . .
P = : : . i1 =0,..,n1. (4.74)
(old,1) (old,M)
Pi1,7‘2 T P7;17"'2

L’avantage principal de cette méthode est qu’elle ne nécessite le stockage que des matrices
Ni et (NgNk)fl qui sont, généralement, de tailles bien inférieures a celle de N dans 1’éq.
(4.52) dés la dimension N = 2. En effet, la matrice N est constituée, en dimension N = 2, de
npp = (r1 + 1) X (re + 1) lignes et ngp = (n1 + 1) x (n2 + 1) colonnes, tandis que les matrices
Ny sont constituées de ri + 1 lignes et de np + 1 colonnes. Il est donc préférable d’utiliser la
formulation directe (éq. (4.52)) pour de tres faibles valeurs de ny et 7, ce qui est rarement le cas. Il
v a également un intérét majeur & calculer les matrices Ny et (NgNk.)_l(ou leur décomposition
LU) en amont de la phase de calcul des coordonnées des points de controle. En effet, il est
nécessaire de résoudre (rp + 1) fois le systéme (4.68) et (ny + 1) fois le systéme (4.72). Sans le
calcul préalable des matrices (N;{Nk)_l, il serait nécessaire de la recalculer & chaque nouvelle
formulation. Notons que cette possibilité est a envisager pour ne plus étre contraint d’utiliser un
maillage ordonné de points cibles dans une des deux directions au moins. Cette méthode présente
une limitation, outre l'utilisation d’un maillage ordonné de points cibles, il n’existe pas de moyen
de connaitre a priori la direction k dans laquelle il est préférable de débuter 'approximation (i.e.
direction 1 puis 2 ou direction 2 puis 1) [2]. Dans le cas ou N = 2, il est aisé¢ d’essayer les deux
approches et de conserver celle qui donne 'erreur d’approximation minimale. Notons cependant
que, dans le cas d’une dimension N quelconque, le nombre de possibilité est de N!. Il n’est donc
pas envisageable d’essayer toutes les approches lorsque N augmente.

Cette technique de calcul des coordonnées des points de controle d’'une hypersurface B-Spline
de dimension N = 2 et de dimension M quelconque a été généralisée au cas des hypersurfaces
B-Splines de dimension N et M quelconques. Comine dans le cas N = 2, il est nécessaire d’avoir
un ensemble ordonné de points cibles. Les hypothéses sont les suivantes :

e On approxime npp = (11 + 1) x --- X (ry + 1) points cibles Qg,, . sy = ( 2?,”.”, R

ngl‘{?qSN) € RM, Sk = O, ey Tk,

108



e aux coordonnées paramétriques Uy, . sy = (ug), o ,uéﬁ?),

e par une hypersurface NURBS H(u) : RY — RM u = (u(l), ...,u(N))

e composée de ng + 1 points de contrdle dans la direction £ =1,..., IV,

e dont les fonctions de base sont de degrés pp dans la direction k= 1,..., N,
e dont les knot vectors U%) dans la direction k = 1, ..., N sont connus,

e et dont les poids w;, . i, affectés aux points de contréle P;, ;. = (Pi(i?..,izv’ e PZ(IM)ZN)

sont fixés & 1.

La fig. 4.8 présente ’algorithme de calcul des coordonnées des points de controle d’une hyper-
surface NURBS, généralisé a partir de ’algorithme de la fig. 4.7. Le probléme d’approximation

Points de contrdle temporaires 1,

Ensemble ?S points ci(k;/ll)es Calcul dans la dimension 1 PO) = (p, _
{Qsl.m,sN= (051.-»-51\1' QS1.---.SN) , . Résolution (1, (—11-)1) X oo X (ry + 1) fois: [ (P(l.l) 115;(1;% )
T T i yoeeep ’
=0,..,mk=1,..,N (N1 Nl)P:' SN = N1 Q 11,52,-uSN i1,52,,SN
Sk Tic } S20msSN 2SN =015 =0, Tk =2,..,N}
Points de contréle temporaires | — 1, Calcul dans la dimension 1 Points de contréle temporaires [,
pU-1 = {Pily---,iz-pr--uSN = Résolution (ny + 1) X -+ x (n;_4 + 1) x pO = {Pi1----ri[:$l+1r---:5N =
(P(l—l,l) pl=18) ) N (141 + 1) X - X (ry + 1) fois : | (P(u) pm) )
11,00l =1,S0 oSN’ "7 Vg enli=1,S SN ) 7 (NTN )P-(l) ) il lSI4 1SN " D il 1S4 1,0SN )
Be=0,.mek=1,.,1-1; L Be=0,mek=1,..,1;
sk =0, k=1..,N} =NIP i isienasy k=0, k=1+1,..,N}

Points de contrdle temporaires N — 1,

p(N-1) — {Pilr---riN—lrsN = Calcul dans la dimension N Ensemble de ?Sints de c(oh:\)tréle
p(V-1.1) p(N-11D) | Résolution (1, + 1) X -+ x (ny_y + 1) fois : |+ {Pin= (B i B,
igyendN—1SN? " T igin—1SN ) 7 T o (N—1) LeotN Lol talN

=0,k =1,.,N—1; (NNNMPy iy = NNPL i =0,k =1,..,N}

sy =0,..,7y}

FIGURE 4.8 — Algorithme de calcul, dimension par dimension, des coordonnées des points de
controle d’une hypersurface B-Spline

de T'hypersurface est ramené & une succession de probléme d’approximation de courbes dans
chaque direction de ’espace k = 1,..., N. De méme que dans le cas N = 2, il est nécessaire
de calculer, préalablement, une matrice Ny dans chacune des directions de ’espace. Elles sont
données par 1’éq. (4.67) avec k = 1,..., N. Les matrices NZN;€ sont également calculées et in-
versées initialement. L’algorithme de calcul des coordonnées des points de controle débute 1’ap-
proximation par courbes & travers les points cibles dans la direction 1. Cela conduit & résoudre
(ro+1) x -+ x (ry+ 1) fois le systéme d’équations linéaires suivant :

(NIN) P =NTQuussns (4.75)
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. 1 . . . . s .,
ol P;(78)2,,,,,3N, est la matrice des 1™ coordonnées temporaires des points de controle & s fixés

donnée par

(1) .. pn
0,52,...,SN 0,52,...,SN
Pl = : : . 8,=0,...,7, k=2 .. N, (4.76)
PT(L}?S%-“vSN e P7(L]1\TIS)2,~~,SN

et Q. s,,...sy, €st la matrice des coordonnées des points cibles correspondante,

1 M
Qé,gZ:-uysN T Q((),S2),...,SN
Q. sp,sn = : : . s5=0,.,1%, k=2, N. (4.77)
1 M
QW s QW iy

L’ensemble des coordonnées des points de controle obtenues est stocké dans une variable
temporaire,

PO = {P; o = (P o P ) = 0, s =0k k=2, N

11,82,.-,SN? "7 T 11,82,..,8N
(4.78)

Cet ensemble devient le nouvel ensemble de points cibles pour I'approximation par courbes des
données dans la direction 2. Ce processus se répéte pour chaque direction [ de ’espace. En
particulier, ’approximation dans la direction [ nécessite de résoudre (ng+1) X -+ x (nj_1+1) x
(rig1+1) x -+« x (ry + 1) fois le systéeme d’équations linéaires suivant :

= NZp!Y (4.79)

U1y s 8= 15558141538 N

(NIN;) P

U1y ey 8 — 1555814153 SN

s p)
ou Pi17--~7iz—171781+1,~--75N
et s fixés donnée par

est la [® matrice des coordonnées temporaires des points de controle & iy

1) L (4, M)
U15ee81—1,0,81415--,SN 01508 —1,0,8141,5--,SN
l . .
PZ('1)7~~-71'17171781+1,--~75N = : e : ’ 4.80
(11). .. pltan (4.80)
11,08 — 1,184 155N U1, 8= 1,184 15055 N

ir=0,....ng, k=1,..,1—1;s,=0,...,7,, k=101+1,...,N.

-1 . ) . . .
et P§1 ...)izq P la (I —1)¢ matrice des coordonnées temporaires des points de controle

a i et s fixés donnée par,

(I-11) (I—1,M)
0150 y81—1,0,81 4150 ,SN 015081 —1,0,814150-,SN
(1-1) . i .
Ulyeeesll=1,55814 1SN : ", : >
(1-1,1) pU-1.M) (4.81)
015y 81— 15715814150+, S N U158 — 15715814150+ ,SN

ik=0,...,n, k=1,..,01—1; s, =0,...,7,, k=1+1,...,N.
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Il est important de noter que seules les coordonnées temporaires des points de controle de I'étape
[ —1 et I ont besoin d’étre stockées en méme temps pour 'approximation dans la direction .

Les coordonnées des points de contréle sont ainsi calculées de maniére itérative, dimension
par dimension, jusqu’a la dimension N ou le systéme d’équations linéaires suivant est résolu
(n1+1) x -+ x (ny—1 + 1) fois :

(NANN) Py iy = Nz?fpgfv,:,ligv_l,n (4.82)

N—

ou P, iy .., estla matrice des coordonnées des points de controle & iy, fixés, donnée par
(1) (M)
i1,ein—1,0 P’£17~--’Z’N7170
Pi iy = : : , g =0,..,ng k=1,...N—1, (4.83)
(O8N ... pW)
11, IN—1,%N 11, IN—1,"N
(N—-1) o . ., . . .
et P; i _,.estla (N —1)° matrice des coordonnées temporaires des points de controle & iy,
fixés, donnée par
(N-1,1) p(N=1,M)
i1,ein—1,0 115N —1,0
(N-1) _ . . . s _
i1:~~~7iN—17: — : . : 3 Zk — O, ...’nk, k — 1, 7N - 1 (484)
(N-1,1) (N—-1,M)
1150 IN—1,T'N 115 IN—1,"N

Les matrices N, contrairement a la matrice N de la formulation générale, sont de tailles
raisonnables. Reprenons I’exemple du paragraphe précédent ol la matrice N & stocker nécessitait
au minimum 165G B de mémoire dans le cas de fonctions de base de degrés pr = 2. Dans cet
exemple, ot la dimension N = 4, un calcul élément fini permet d’obtenir (r;+1)x (re+1) = 10201
points cibles (r; + 1 = 101 et r2 + 1 = 101). Ce calcul est effectué pour 5 valeurs différentes de
2 parameétres soit r3+1 = 5 et r4 + 1 = 5. Pour des nombres de points de controle tels que
np = 50, ng = 50, n3 = 2 et ng = 2 (soit nop = 23409), les matrices N1 et Ng nécessitent 41ko de
mémoire tandis que les matrices N3 et Ny ne requiert que 1200 sans un stockage particulier (i.e.
le stockage de matrice creuse n’est pas employé). Le nombre total de points de controle a presque
été doublé par rapport ’exemple donné pour la formulation générale qui, malgré 'utilisation d’un
stockage approprié, peut nécessiter des téraoctets de mémoire alors que cette méthode nécessite
seulement quelques kilooctets sans tirer parti du stockage des matrices creuses. On peut noter
que la dimension M n’influe pas sur la taille des matrices N ou Ny a stocker. En revanche, elle
intervient sur la taille des matrices des points de contréle et des points cibles.

I’avantage d’une telle formulation pour le calcul des coordonnées des points de contréle
est clairement indéniable, tant sur le plan du stockage des matrices mises en jeu que sur le
temps de calcul. En effet, les matrices & multiplier et & inverser sont de petites tailles, et comme
nous ’avons vu, 'inversion peut étre faite une seule fois pour chaque direction de ’espace, la
résolution des différents systémes se ramenant & un produit matricielle. Il faut cependant noter
que cette méthode nécessite une répartition ordonnée des points cibles. Cet ordre se traduit
par un maillage ordonné des points cibles avec un nombre fixe rp + 1 de points dans chaque
direction k =1, ..., N de 'espace. Cet répartition n’a cependant pas I’obligation d’étre homogéne
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(i.e. le pas de discrétisation peut étre variable). Malgré ’avantage indéniable de cette méthode,
la limitation concernant ’obtention des points cibles peut étre une réelle contrainte. Dans le
cas d’'une base de données obtenue par des calculs éléments finis, le maillage peut ne pas étre
ordonné et varier d'un jeu de paramétres & un autre. Cela implique que la base de données
ne peut pas toujours étre générée en tenant compte de la contrainte imposée par le calcul des
coordonnées des points de contréle. Il existe plusieurs solutions dans un tel cas. Premiérement,
il est possible de "réordonner" les points cibles, en utilisant, dans le cas des éléments finis par
exemple, les fonctions de forme pour obtenir les valeurs en des points spécifiquement choisis et
ainsi générer une nouvelle base de donnée ordonnée. 11 est aussi possible, comme Turner [1]| par
exemple, d’utiliser une premiére méthode d’approximation avant le calcul des coordonnées de
I’hypersurface. Dans le cas de Turner, la méthode du plus proche voisin est utilisée mais il est
également possible d’envisager d’autres techniques. Nous avons opté pour une stratégie "hybride"
mélant la formulation générale du probléme de calcul des coordonnées des points de controle a
I’approche direction par direction précédemment décrite. Cette méthode hybride sera ’objet de
la prochaine section.

4.3.3 Algorithme hybride de calcul des coordonnées des points de controle
de ’hypersurface

Comme nous l'avons vu précédemment, la formulation générale du systéme d’équations li-
néaires permettant d’obtenir les coordonnées des points de controle est difficilement utilisable
lorsque le nombre de points cibles et/ou la dimension N augmentent. A contrario, la technique
de résolution, dimension par dimension, n’est pas limitée par la taille de la base de données ou
la dimension N mais elle impose une contrainte sur l'organisation de la base de données qui doit
admettre un ordre parmi les points cibles. Cela se traduit par un nombre de points r; + 1 dans
chaque direction k£ = 1,..., N de ’espace. Cette contrainte n’est pas toujours réalisable, comme
dans le cas de résultats de calculs par éléments finis dont le maillage est complexe (maillage libre
ou maillage structuré de cercle par exemple).

Pour améliorer les limitations engendrées par les deux méthodes, nous avons développé un
concept hybride, liant ces deux approches. Pour cela, on définit les hypothéses suivantes :

e On approxime nyp = (rp +1) X (rp41 +1) X - x (ry + 1) points cibles Qs s, ....sn =
1 M ,
( gL),SL+1,...,SN7 ceey Q‘(SngL+17"-7SN> € RJ\J, S = 07 ey Tk k = _L7 veuy ]\]—7

() (L), (L+D) <N))_

e aux coordonnées paramétriques Us, s; .. sy = (usL sy Usp s Usp gy ey Usy

e Soit L < N le nombre de dimensions dont les points cibles sont désordonnés et s; =
0,...,rr I'indice associé & cet ensemble de points cibles.

e L’approximation est réalisée par une hypersurface NURBS H(u) : RY — RM u =
(w), . M)

e composée de ng + 1 points de controle dans la direction £ =1,..., IV,
e dont les fonctions de base sont de degrés pg dans la direction k =1,..., N,

e dont les knot vectors UK dans la direction k = 1, ..., N sont connus,
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e et dont les poids w;, ., affectés aux points de contrdle P;, ;. = (Pz'(ll,?..,mv e PZ(IM)ZN>

sont fixés a 1.
L’idée a la base de ce concept hybride est d’utiliser la formulation générale de résolution, donnée
dans I’éq. (4.52), sur les dimensions 1, ..., L n’ayant pas pu étre ordonnées. Dans le cas de résultats
de calculs par éléments finis, L = 2 pour une modélisation 2D (modéle surfacique de plaque par
exemple) et L = 3 pour une modélisation 3D (modéle surfacique de coque ou modéle volumique
par exemple). Les autres parameétres pouvant étre ordonnés, le calcul, dimension par dimension,
est utilisé aprés cette premiére étape. La fig. 4.9 présente 'algorithme hybride utilisé.

Points de contréle temporaires L,

Ensembl(el;:ie points cible(;) Calcul dans la dimension 1,...,L PO = (P iispiisy =
{QSL,SL+1...,5N: (QSL,SLH_“,SN. ---.QSL,SLH_“,SN) | Résolution (141 + 1) X =+ X (ry + 1) fois : |- ( i(LJ? i . ---'Pi(L'Mi) i i )'
TN P(L) _ NTQ Lol LSLA 1SN Lol LSL+15-0SN
Sk = 0, s Tis k=1L, ,N} (N ) YenbSL4 1SN LSL41sSN i = 0, ___‘nk,k =1,..,L;

S = 0, ...,Tk,k =L+ 1,,N}

Points de contrdle temporaires [ — 1, Calcul dans la dimension I > L Points de contrdle temporaires [,
pU-1 = {Pil....,il,l.sb...,sN = Résolution (ng + 1) X =+ x (14 + 1) x PO = {Pil....,il,szﬂ.....sN =
(P(Fl’l) pU=—1M) ) N (1741 + 1) X -+ x (ry + 1) fois : |, (P(l,l) LM) )
i1yl =1,S0e0SN” 7" D iyenll—1,500SN ) 7 (NTN )P-(l) ) 11,0l 1,S141,0SN” " Vi lS14 1SN ) !

ik =0,...,n,k=1,..,1-1; t Tl (lill'-)---‘l-lﬁ-sl*rl'"-lslv ik =0,..,n,k=1,..,1;
k=0, .,k =1..,N} =NP sty Sk=0, 0,1l =14+1,..,N}

Points de contrdle temporaires N — 1,

pN-1) = {Pil.....iN_l,sN = Calcul dans la dimension N Ensemble de points de contrdle
(P(N—;.n . pi-Lm ) | Résolution (g + 1) X - X (ny—y + 1) fois : | {P»l_m_i,v= (PL?)WPLEM)W)
11,IN=-1,SN ’ U1, olN=1,SN ’ TN P _ NTP(N_l) )
B =0,.mk=1..,N-1; (NNNNPy iy = NP iy =0,k =1,..,N}

sy =0,..,1my}

FIGURE 4.9 — Algorithme hybride de calcul des coordonnées des points de controle d’une hyper-
surface B-Spline

Dans un premier temps, il faut résoudre (rp4+1+1) X -+ x (ry +1) fois le systéme d’équations
linéaires suivant :

(NTN) P:(ffll,SLJr_l,...,SN = NTQI,SL+1,~~~7SN7 (485)
(L

avec P;,,,?,;,SLH,,,.,SN la matrice contenant les (n; + 1) x -+ X (nz + 1) coordonnées temporaires
des points de controle & s, fixés,

(L,1) (L,M)
@ 0,..,0,8L4+1,--,SN e 0,.04,0,8,4+1,--,SN
P:7“-a:78L+17--'58N = E . : )
pLD . L) (4.86)

N1y s VLS L4150 N N1y VLS L4 15025 N

$.=0,...,7., k=L—+1,...,N,
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Q:s141,....sn, la matrice des coordonnées des 7, + 1 points cibles a sy fixés,

1) (M)
Q073L+1,~~-75N Q075L+17~-~75N
Q175L+1,-»-7SN = , Sk :0,...,7“k, k‘:L—l-l,...,N, (487)
1 M
Q7("15)L+17~-~15N Qg“,sL)H,.‘.,sN

et N la matrice telle que :

1 L 1 L
Nopy (uf) x -+ x Nogy (ug”) o Ny (ug!) X o0 X Ny ()
N = . (4.88)
1 L 1 L
NO:pl (u7("L)) X X NO,PL <u$’L)) an,Pl (ug’L)) X X NnLpr(us'L))

Notons que dans le cas ou les valeurs de ugl?, k =1,...,L, sont identiques Vs = 0, ..., g,

k=L+1,.... N (le maillage ne varie pas, d'un calcul a 'autre, dans le cas de résultats obtenus
par une méthode de type éléments finis par exemple), la matrice N sera identique pour toutes
les (rp41+1) x -+ - x (ry+1) résolutions a faire. En particulier, il est alors possible de calculer N
et (NTN)_1 une seule fois pour tous les calculs. A linverse, si les u(glz) varient, il faut recalculer
la matrice N (rp41+1) x--- x (ry +1) fois. La suite de I'algorithme est la méme que dans le cas
du calcul dimension par dimension, I’étape préliminaire nous ayant permis d’obtenir directement
P, En particulier, I'éq. (4.79) s’applique pour le calcul dans la dimension [ > L. Le calcul
est ainsi effectué dans les dimensions restantes (L + 1,...,N) jusqu’a obtenir l'ensemble des
coordonnées des points de controle.

Cette technique, bien que tirant parti des avantages des deux méthodes précédemment intro-
duites, n’annule pas la limitation de la formulation générale, elle permet seulement de réduire
son impact. En effet, si le nombre de points cibles désordonnés 1, + 1 et/ou que le nombre de
dimension non ordonnées L augmentent, la taille des matrices & stocker peut rendre impossible le
calcul des coordonnées des points de contréle. Notons cependant qu’elle permet de ne pas traiter
les N dimensions et ’ensemble des points cibles npp en une fois, ce qui permet & cette approche
d’étre beaucoup moins limitée que la formulation générale. Notons également que, moyennant
le calcul de (rp41 + 1) X -+ x (ry 4+ 1) matrices N différentes, cette méthode s’adapte a des
points cibles dont les L premiéres coordonnées ugz), k =1,..., L, varient. Il apparait cependant
pertinent de lier la génération des points cibles a la méthode de calcul des coordonnées des points
de contrdle employée.

4.4 L’algorithme HERO : Hybrid EvolutionaRy Optimization

4.4.1 Stratégie de résolution de CNLPP

Comme nous 'avons vu dans le chapitre précédent, 'utilisation de méthodes déterministes
(i.e. basées sur I'utilisation du gradient des fonctions objectif et contraintes) ne permet pas d’at-
teindre un optimum global dans le domaine faisable sans un point de départ approprié pour
Palgorithme. Les métaheuristiques sont quant a elles capables, sans le garantir, de fournir (théo-
riquement) un optimum global. Cependant, un nombre de variables important peut conduire a
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une exploration du domaine trop cotiteuse pour parvenir & un optimum global. Dans ce contexte,
nous avons développé l'algorithme HERO (Hybrid EvolutionaRy Optimisation), tirant parti des
deux différentes approches de résolution. En effet, dans un premier temps, une métaheuristique
permet de trouver un point de départ convenable afin de permettre & une méthode déterministe
d’atteindre, dans le pire des cas, un minimum local proche du minimum global et dans le meilleur,
un minimum global.

Une connaissance profonde des phénomeénes régissant le comportement que l'on cherche &
modéliser, pourrait permettre & un utilisateur-expert de choisir lui méme le point de départ
permettant & la méthode déterministe d’obtenir un minimum global. Or, dans notre cas, cela
signifierait une expertise du phénomeéne & modéliser par le métamodéle ainsi qu’une expertise dans
les hypersurfaces NURBS. Dans la pratique, il est trés peu probable de posséder cette double
expertise pour un utilisateur, et la méthode de réduction de modéle que nous développons a
pour vocation d’étre trés versatile sans nécessiter aucun savoir-faire particulier de la part de
I'utilisateur. Le choix du point de départ de la méthode déterministe n’a donc pas besoin d’étre
fixé par 'utilisateur. Ce point ne peut pas non plus étre choisi de maniére aléatoire. C’est pourquoi
une métaheuristique est employée pour fournir ce point de départ.

Définition du CNLPP Solution optimale

l

Parameétres d’ERASMUS

Convergence

Population
initiale

Direction et pas de descente

Evaluation de la fonction objectif et . . ..
. . Evaluation de la fonction objectif et
des fonctions contraintes . .
1 des fonctions contraintes
Opérations génétiques A
QO
%lrence\ Optimisation déterministe
NON & oUI Définition du CNLPP

FIGURE 4.10 — Algorithme HERO (Hybrid EvolutionaRy Optimisation,)

L’algorithme HERO est présenté dans la fig. 4.10. L’un de ces avantages réside dans 1'utili-
sation de l'algorithme génétique ERASMUS capable de traiter des CNLPP dont le nombre de
variables d’optimisation n’est pas constant. Il est notamment capable de traiter des problémes
d’optimisation de systémes modulaires composés de différents types de modularité indépendants.
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Dans un premier temps, les paramétres de I'algorithme ERASMUS sont fixés par 'utilisateur
(structure des individus, nombre de populations, nombre d’individus, ...). Dans le cas des sys-
témes modulaires, outre 'obtention d’'un "bon" point de départ pour la méthode déterministe,
la résolution du CNLPP par ERASMUS permet d’obtenir le nombre de modules optimal pour
chaque type de module. Cela permet ensuite de traiter le CNLPP par une méthode déterministe
a nombre de variables d’optimisation constant (i.e. les différentes valeurs des modules de chaque
composant). Dans le cas ou le nombre de variables d’optimisation est constant, ERASMUS fourni
seulement de "bonnes" valeurs pour ces variables en entrée de la méthode déterministe.

Paramétres . .
ERASMUS Solution optimale
oul
Population Convergence
initiale
k
My, Pies Ul(k ), Wi, ig
le=px+1..m,—pr—1 Direction et pas de descente
k=1,..,N
ik =0,.., ny I
Génération de I"hypersurface NURBS Evaluation de la fonction objectif et
Hu®, ..., u™) des fonctions contraintes
7
Evaluation de la fonction objectif et T
des fonctions contraintes Génération de I’hypersurface NURBS
1 Hu®, ..., u®™)
Opérations génétiques <:>
%’rgence\ Optimisation déterministe (U, w;}
NON oUIl k

FIGURE 4.11 — Algorithme HERO (Hybrid EvolutionaRy Optimisation) pour I'optimisation d’une
hypersurface NURBS

Lorsqu’un critére de convergence est atteint par ERASMUS, la solution qu’il fournit sert de
point de départ pour la méthode déterministe. Dans le cas de systémes modulaires, la solution
fournie fixe le nombre de variables d’optimisation du CNLPP. Dans certain cas, le CNLPP résolu
par algorithme déterministe peut différer de celui résolu par ERASMUS. En effet, dans notre
cas, par exemple, la fonction objectif de I’éq. (4.42) ne fait intervenir que le nombre de points
de controle et les degrés des fonctions de base de I'hypersurface NURBS. Or, la modification
de ces paramétres entraine automatiquement un changement du nombre de valeurs internes des
knot vectors. Il n’est donc pas possible pour la méthode déterministe de modifier ces valeurs et le
CNLPP qui lui est fourni différe de celui traité par ERASMUS. La fig. 4.11 présente 1’algorithme
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HERQO, adapté au cas de 'optimisation d’une hypersurface NURBS. On voit, notamment, que
la méthode déterministe n’admet que les valeurs internes des knot vectors et les poids en entrée.
Il est toutefois possible, dans d’autres situations, de traiter le méme CNLPP pour les deux
approches (si le nombre de variables d’optimisation est constant par exemple). La convergence
de la méthode déterministe permet d’obtenir une solution optimale.

La stratégie a la base de ’algorithme HERO est bien évidemment généralisable & un grand
nombre de CNLPPs. Différentes métaheuristiques pourraient étre utilisées pour la premiére phase
exploratoire mais peu de méthodes permettent la résolution de CNLPPs de dimension variable,
ce qui fait ’ERASMUS un outil trés versatile. Le choix de la méthode déterministe utilisée a, lui,
été motivé par le langage de programmation dans lequel a été implémenté ERASMUS. N’importe
quelle autre méthode déterministe pourrait étre utilisée en remplacement.

4.4.2 Probléme d’optimisation traité par ERASMUS

Bien que généralisable a un grand nombre de CNLPPs, nous détaillons ici la version de HERO
adaptée & optimisation de modeéles réduits basés sur les hypersurfaces NURBS (fig. 4.11). Tout
d’abord, il est important de préciser que l'intégration des poids wj,, . i, parmi les variables
d’optimisation rend ’exploration du domaine par ERAMSUS trés complexe. Cette difficulté se
répercute également sur le calcul des coordonnées des points de controéle lorsque la dimension N
ou que le nombre de points cibles sont trés grands. C’est pourquoi 'optimisation est réalisée en
deux temps. Une premiére exploration du domaine est réalisée en intégrant seulement les degrés
pi et les valeurs internes des knot vectors parmi les variables d’optimisation. Cette premiére
étape consiste donc a optimiser les parameétres d'une hypersurface B-Spline (i.e. w;, iy = 1,
Vi = 0, ...,nx) afin d’approximer la base de données de points cibles. Les algorithmes décrits dans
la section 4.3 sont alors utilisés pour calculer les coordonnées des points de controle. A noter
que les hypersurfaces B-Spline donnent, en général, une bonne approximation et cela permet
notamment de fixer la taille des knot vectors my + 1 dans chaque direction (nombre de variables
d’optimisation constant pour les étapes suivantes). Contrairement au cas des courbes et surfaces
NURBS ou tous les poids sont optimisés [13,225,226], nous avons choisi d’utiliser le caractére
local intrinséque des entités NURBS. Ainsi, ne sont introduits parmi les variables d’optimisation
que les poids w;, . iy o lerreur d’approximation de I'hypersurface B-Spline dépasse le seuil
prévu par l'utilisateur. Cette approche en deux temps permet de réduire considérablement le
temps d’exploration du domaine en réduisant le nombre de variables d’optimisation au nombre
minimal nécessaire pour le seuil d’erreur d’approximation souhaité. De plus, le choix d’utiliser
une hypersurface B-Spline ou NURBS n’incombe pas a l'utilisateur. En effet, si & la fin de la
premiére phase le seuil d’erreur est respecté, alors le metamodéle généré utilisera simplement une
hypersurface B-Spline. Dans le cas contraire, les poids seront introduits et le metamodéle généré
utilisera une hypersurface NURBS.

L’objectif principal de la premiére phase d’exploration I’ERASMUS est de trouver la taille
des knot vectors my + 1 et les degrés p, permettant de garantir un certain seuil d’erreur sur les
sorties du metamodéle. Le CNLPP traité par ERASMUS dans cette étape est donc de la forme

117



sulvante :

. 1 v Dk
miny, ¢(x1) = a x Zk 1 max +(1—a)x NZk:I pfmw, 0<a<l,
k

sujet a :
(max) (max) .
Ej ( )gejmaaﬁ ]_17"'aM7
eV (xp) < V) =1, M,

® (4.89)
0<Ul <1, lg=pe+1,...ompy—pr+1, k=1,...,N,

U(k) < Ul( J)rl, le=pr+1,....mp—pg, k=1,...,N,
ng—pr >0, k=1,...,.N,

ncep < nrp,

ou xj est le vecteur contenant les variables d’optimisation, i.e. les N degrés pg, les N tailles des
knot vectors my+1 et les my, —2p — 1 valeurs internes des knot vectors (les (n1+1)x---x (ny+1)
poids wj, iy sont fixés & 1). Le vecteur xj regroupe les variables dans l'ordre suivant :

Xp = <p1, o my U ol oot 1) (4.90)
Comme nous 'avons vu précédemment, 'utilisateur peut pondérer la fonction objectif & I’aide du
paramétre a afin de minimiser en priorité, soit le nombre de données nécessaire & ’évaluation du
métamodele, soit le temps d’évaluation. L’utilisateur doit également fixer le nombre maximum
de points de contréle nj*** + 1 ainsi que le degré maximum p;'** dans chaque direction k. En
I’absence de connaissances sur le, ou les, phénoménes que 1’on cherche a modéliser, le choix naturel
pour les valeurs de ces parameétres est de fixer nj"*" = ry, k = 1,..., N. Cependant, il n’est pas
toujours possible d’obtenir une base de données de points cibles pour laquelle le nombre de points
rr + 1 est défini dans toutes les directions k. Dans un tel cas, en considérant que rz + 1 est le
nombre de points suivant les L premiéres dimensions et que r; + 1 est celui dans les directions
k=L+1,...,N, la fonction objectif (4.42) peut étre remplacée par la fonction suivante :

N N
1
qS(L)(XI):aXM—I— 1—a) —, 0<a<l (4.91)
nrp —
avec le nombre de points cibles npp donné par :
N
nep=(rp+1)x [[ (x+1) (4.92)
k=L+1

Bien qu’il existe des valeurs naturelles pour fixer les valeurs des nj'**, le choix des degrés
maximums p;'“* est moins évident. Les entités NURBS utilisent des fonctions de base polyno-
miales définies entre nceuds successifs de chaque direction de ’espace. Dans le cas ol la dimension

N =1, la courbe NURBS obtenue est en fait une succession de courbes polynomiales de degré
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p qui se relient aux différents noeuds. De ce fait, augmenter le degré peut résulter en un effet
vaguelette, bien connu dans le cas de I’approximation polynomiale. Cet effet est aussi connu dans
le cas des courbes et surfaces NURBS et, souvent, 1'utilisation des poids permet de diminuer cet
effet. Il est cependant trés rare, en pratique, d’utiliser des fonctions de base de degrés pr > 10,
k = 1,2. Cette régle peut étre étendue au cas des hypersurfaces NURBS, ainsi, nous conseillons
des valeurs pj*** < 10, k = 1,..., N. Les degrés minimums pZ”” sont, quant & eux, facilement
paramétrables en fonction de la dérivabilité minimale souhaitée pour les différentes sorties du
métamodéle ainsi que la continuité souhaitée aux neeuds de 'hypersurface NURBS. Pour rappel
(cf. chapitre 3) la dérivabilité dans une direction k& en un nceud Ul(kk) est pr, — A, A, étant la

multiplicité du nceud U l(:)-

Géne 1 Gene N Section standard
! de lindividuA |
i Chromosome 1 P1 PN i
! N !
i n§,1)=m1—2p1—1 ng'l)=mN—2pN—1— |
Géne 1 Section modulaire n° 1
| D deVindividud |
i Chromosome 1 U; :
5 € :
' Chromosome nglll) Uﬂu} i
Géne 1 Section modulaire n°N
' N de I'individu A :
E Chromosome 1 U1( ) 1 :
(N) U(N)
i Chromosome N nif? :

FIGURE 4.12 - Structure d’un individu I’ERASMUS pour 'optimisation d’hypersurfaces NURBS
dans le cas de l'approximation

Le CNLPP (4.89) étant complétement défini, il est nécessaire de fixer certains paramétres
de lalgorithme ERAMSUS. Ces paramétres sont définis dans [14,212,227]. Ici, seule la nouvelle
structure du génotype de l'individu sera présentée en mettant 'accent sur l’analogie entre le
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probléme de 'hypersurface fitting et le probléme d’optimisation d’un systéme modulaire avec
différents types de modules. En particulier, dans le cadre de la formulation générale du probléme
de l'approximation d'une hypersurface, la structure d’un individu est donnée par la fig. 4.12.
Il est important de noter que les valeurs Ul(kk)7 k=1,...,N, des N composants modulaires de
Iindividu ne sont pas ordonnées, i.e. rien ne garantit que la propriété suivante soit vérifiée :

Vig <1, U <u®, (4.93)

k lk

Or, les knot vectors d'une hypersurface NURBS doivent obligatoirement étre définis comme des
suites de nombres non-décroissants. Une opération de mise en ordre des valeurs des knot vectors
est donc nécessaire avant le calcul des coordonnées des points de controle. Dans notre cas, cela
se traduit par l'utilisation de la fonction sort de Matlab [228]. Cela implique que la position des
chromosomes, au sein d’un composant modulaire, n’a pas d’incidence.

Nous avions listé, préalablement, les variables d’optimisation comme étant les degrés py, les
tailles my 4 1 et les valeurs internes Ul(kk) des knot vectors. Or, la fig. 4.12 permet de remarquer
que les individus fournissent bel et bien les degrés py (section standard de 'individu), les valeurs

internes des knot vectors U\") (

I, (sections modulaires de I'individu) mais les my, ne sont pas stockées

directement. Ce sont, en fait, les nombres de chromosomes ngki = my — 2pr — 1 qui sont stockés

dans la section standard de l'individu A. Ces informations permettent, néanmoins, d’obtenir tous
les paramétres d’entrée de ’hypersurface NURBS. Les nombres de points de contréle ng + 1 sont
notamment donnés par :

nk:mk—pk—l, k= 1,...,N. (494)

Il est possible que les valeurs de nj obtenues par 1'éq. (4.94) conduisent & une hypersurface
NURBS dont les coordonnées des points de controle ne peuvent pas étre calculées (ncp > nrp).
Dans un tel cas, la valeur de la fonction objectif, pour cet individu, est fixé & 1 (valeur maximale
de la fonction objectif).

La résolution du CNLPP (4.89) a pour objectif principal de fixer le nombre de variables
d’optimisation pour les étapes suivantes. En particulier, cette étape fixe le nombre de valeurs
internes my—2pr — 1 des différents knot vectors et les degrés pg, ce qui a pour conséquence de fixer
également le nombre de points de controle ng+1 dans chaque direction & = 1, ..., N. Comme nous
I'avons dit précédemment, si le seuil d’erreur est respecté dans la premiére phase d’exploration,
les poids wj, . i, restent fixés a 1 (i.e. hypersurface B-Spline). Si ce n’est pas le cas, nous avons
choisi d’intégrer seulement les poids dans les zones ot le seuil d’erreur d’approximation dépasse le
seull fixé par ['utilisateur. La raison essentielle est de ne pas complexifier le modéle inutilement.
Cela est rendu possible grace & la propriété de support local des entités NURBS. En effet, 1’éq.
(3.26) permet de remarquer que chaque point de controle, et donc chaque poids qui lui est affecté,
a un domaine d’influence bien délimité. La réciproque s’applique également et les coordonnées
de chaque point de ’hypersurface ne dépendent que d’un certain nombre de points de controle.
On note,

i1,ein) D (1) (N) 77(N)
stieiv) — o o) o [0, 080, (4.95)
le support local (hyper-rectangle) du poids wj, i, (ou du point de controle P;, ;. ). On note,
U= {us, s=1,..,nrp | Fjel,M]:e€i(uy) > 65";?;:2} (4.96)
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avec Us, § = 1,...,nrp, les coordonnées paramétriques des nyp points cibles. L’ensemble U
regroupe donc les points cibles pour lesquels le seuil d’erreur d’approximation n’est pas respecté
pour au moins une sortie du métamodéle. Avec ces notations on définit,

Q= {wil,,,,,m, ir=0,.np | Ju,eUn S(il""’iN)} , (4.97)

I’ensemble des poids w;, .. iy dont le support local contient au moins un point cible ug, s =

1,...,nrp, qui ne respecte pas ’erreur d’approximation pour au moins une sortie du métamodéle.

Les degrés py, et les nombres de points de contréle ng +1 étant fixés, la fonction ¢ ne peut plus

étre utilisée comme fonction objectif du probléme d’optimisation des paramétres de I’hypersurface
NURBS. C’est pourquoi, le second CNLPP résolu par ERASMUS est de la forme suivante :

. 1 —m €§max) (xm)

MmNy, @(XH) = M ijl e(max) (x(o)) )

j [

sujet a :
(moy)
€. X
J(,mo(y)n) A Y 17 '7M7
(mey) (4.98)

0<U(k)<1, le=pr+1,...omp—pr+1, k=1,...,N,

s

k k
Ul(k) SUl(kll’ lk=pr+1,..mp—pr, k=1,..,N,

Wi, in > 07 Zk = 07 vy N,y

ou xj7 est le vecteur contenant les variables d’optimisation (i.e. les ny — py valeurs internes des
knot wvectors ainsi que les poids wj, iy € ) et X%O) est le vecteur des variables d’optimisation
fourni par ERASMUS aprés la résolution du CNLPP (4.89). Le vecteur xyj regroupe les variables
dans ’ordre suivant :
Xq1 = (U]SPH Lol ot o Q) . (4.99)
Le vecteur xyy des variables d’optimisation du CNLPP (4.98) est différent du vecteur xj des
variables d’optimisation du CNLPP (4.89). En particulier, les tailles des knot vectors my + 1
ne font plus partie des variables d’optimisation et les poids w;, . ;y € €2 ont été introduits.
De plus, les nombres de points de controle ng + 1 et les degrés pi sont fixés par les variables
d’optimisation de X%O). Dans cette phase, les coordonnées des points de controle sont obtenues par
les algorithmes décrits dans la section 4.3 et les poids n’interviennent que dans le calcul des points
de I’hypersurface NURBS. Pour améliorer la convergence, un individu ayant les my — 2pp — 1
valeurs internes des knot vectors de la solution fournie par ERASMUS suite & la résolution du
CNLPP (4.89) (i.e. x%o)) ainsi que tous ses poids w;,, iy € € fixés & 1 est introduit dans la
population initiale pour la résolution du CNLPP (4.98).
La résolution du CNLPP (4.98) par ERAMSUS permet de fournir un "bon" point de départ
pour une méthode déterministe. Ces deux étapes permettent notamment de fixer les nombres
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optimaux de points de controle niy+1 et les degrés px, k = 1, ..., N garantissant une certaine erreur
maximale d’approximation pour chacune des sorties du métamodéle. Elle permet également de
fournir a la méthode déterministe, des valeurs internes des knot vectors et des poids wj, .. iy € 2
proches des valeurs optimales. Il est & noter que le probléme pourrait directement étre traité
par une méthode déterministe dés la fin de la premiére phase d’exploration. En effet, le nombre
de variables d’optimisation peut étre fixé par cette premiére étape (le nombre de points de
controle et les degrés sont fixés), il est alors possible de chercher un optimum local par une
méthode déterministe. Cependant, cela ne doit se faire que dans une optique de gain de temps.
En effet, 'introduction des poids parmi les variables d’optimisation rend le probléme fortement
non-linéaire et I'utilisation d’une méthode déterministe n’est donc pas recommandée.

4.4.3 Probléme d’optimisation traité par la méthode déterministe de MAT-
LAB

Comme évoqué précédemment, I'étape d’optimisation réalisée avec le code ERASMUS a
deux objectifs : fixer le nombre de variables d’optimisation ; et fournir des valeurs initiales de ces
variables proches d’un optimum local (dans le meilleur des cas, proches de 'optimum global).
L’objectif de la seconde étape d’optimisation est, quant & lui, d’affiner la valeur de "optimum
(local ou global). En effet, les méthodes déterministes focalisent la recherche de 'optimum sur
un seul point, et non sur une population, ce qui rend la convergence plus rapide. Les objectifs
des deux étapes étant différents, la formulation du CNLPP traité par la méthode déterministe
peut différer de celle du CNLPP abordé par la métaheuristique.

Dans le cas de 'optimisation d’une hypersurface NURBS, le CNLPP (4.89), traité par ERAS-
MUS, ne peut pas étre traité par une méthode déterministe. En effet, la fonction objectif de ce
probléme vise & minimiser le nombre points de controle et le temps d’évaluation (i.e. les degrés
des fonctions de base) du métamodele obtenu, en garantissant un certain seuil d’erreur maximale
d’approximation pour chacune des sorties. Le nombres de points de controle ny + 1 et le degrés
pi dans chaque direction ne peuvent, cependant, pas faire partie des variables d’optimisation du
probléme traité par la méthode déterministe car il ne s’agit pas de variables continues et qu’elles
sont liées au nombre de variables de conception. L’objectif de cette deuxiéme étape d’optimi-
sation ne consiste donc pas & minimiser le nombre de paramétres et le temps d’évaluation du
métamodéle, mais bel et bien & minimiser I'erreur maximale d’approximation de celui-ci. Dans
ce cas, il pourrait étre tentant d’utiliser la fonction ¢ du CNLPP (4.98) comme fonction objectif
de notre probléme de minimisation. Or cela n’est pas envisageable car la fonction ¢ est discon-
tinue, ce qui n’est pas compatible avec une méthode d’optimisation basée sur le gradient. Ainsi,
le CNLPP traité, dans notre cas, par la fonction fmincon de MATLAB utilise la y-norme pour
approximer l'erreur maximale d’approximation :

1
n (*)
) () () D\ X
m3x<H (ug) — QO )% Z(H (us)—Qs> . j=1,..M, x>20 (4.100)
s=1
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Le CNLPP qui résulte de 'utilisation de la y-norme est de la forme suivante :

. 1
MMy w(X) (xm1) = M Z?il

. ) (
2 (B () - QP)]
sujet a :
<1, lp=pe+1,..omp—pr+1, k=1,..,N,

(4.101)
0< U(k)

s

k k
Ul(k) SUZ(,C_;')_lv lk:pk+177mk_pk7 k:17"'7N7

Wi, in 2 07 Zk = 07 ey My

ou Hy,, = (H,((h) , ,H,g?) est I'hypersurface NURBS obtenue avec le vecteur des variables

d’optimisation xy tandis que Hy = (Hél), ey HéM)) est I’hypersurface NURBS obtenue avec le
(0)

vecteur des variables d’optimisation XI?
valeurs fournies par ERASMUS).

L’utilisation de la y-norme permet deux choses. D’une part, la fonction ) est continue, ce
qui permet ['utilisation d’'une méthode déterministe, et d’autre part elle permet de conserver une
qualité d’approximation "globale" sans contraintes supplémentaires (i.e. pas de contraintes sur
Perreur moyenne d’approximation). La fonction objectif est donnée sans dimension afin d’éliminer
d’éventuels effets de variation d’échelle brutale. Comme nous 'avons dit précédemment, nous
utilisons la fonction fmincon de MATLAB, disponible dans I’optimization toolbooz [214]. Afin de
traiter le CNLPP (4.101), un certain nombre de paramétres doivent étre renseignés :

, point de départ de la méthode déterministe (i.e. les

D m pN+1 » Y mNy—pN+1D T,
contenant les nj — py valeurs internes des N knot vectors UY %) obtenues par ERASMUS

ainsi que les poids w?l in w?l i €S

e Le type d’algorithme déterministe utilisé (IP, AS ou SQP). Par défaut, MATLAB utilise
I’algorithme TP. Nous lui préférons cependant la méthode AS pour sa robustesse et son
traitement des contraintes.

. Lepointdedépartxoz(Uol(i)l,---,Uo(llzp1+1,-~,UO(N) S Ut w? iNGQ)

e Les critéres de convergence. Nous avons vu précédemment que MATLAB gére plusieurs
critéres simultanément :

— Nombre mazimal d’évaluations de la fonction objectif. La valeur par défaut donnée,
dans le cas de l'algorithme AS, est de 100x le nombre de variables. Cette valeur peut
étre utilisée dans la plupart des cas.

— Nombre mazimal d’itérations : Kpq.. La valeur par défaut de MATLAB est Ko =
400. Dans la pratique, nous n’avons jamais atteint ce nombre d’itérations et il est
difficile de connaitre & ’avance le nombre d’itérations nécessaire. De ce fait, la valeur
par défaut est une valeur acceptable, permettant, en cas de divergence, de stopper
I’algorithme.
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Parameétres
d’ERASMUS

Population
initiale

Génération de I’hypersurface NURBS
H(u(l)’ l",u(N))

¥

Evaluation de la fonction objectif et
des fonctions contraintes

.

Opérations génétiques

o

Solution optimale
ouI

Convergence

Direction et pas de descente

i

Evaluation de la fonction objectif et
des fonctions contraintes

i

Génération de I’hypersurface NURBS
Hu®, ..., u®)

v

onvergence
NON

(0]0)

Optimisation déterministe {Uz(:)}

FIGURE 4.13 — Algorithme HERO (Hybrid EvolutionaRy Optimisation) dans le cas de 'optimi-

sation d’une hypersurface B-Spline

— Fuaible amélioration de la fonction objectif

: oy. MATLAB attribue une valeur par

défaut de oy = 107, Les valeurs de la fonction objectif étant sans dimension, cette

valeur peut étre conservée. Cependant, dans le cas ol l'erreur ne serait pas sans

dimension, la valeur de o, devrait étre paramétrée en fonction de I'ordre de grandeur

de la fonction objectif.

— Variation négligeable des valeurs des variables d’optimisation : o,. MATLAB attribut
par défaut la valeur o, = 1075. Les valeurs internes des knot vectors étant sans
dimension, la valeur par défaut peut étre utilisée.

— Norme du gradient de la fonction de Lagrange proche de 0 : ov. La valeur oy = 1076

est attribuée par défaut par MATLAB. Dans le cas o les valeurs de la fonction objectif

et des fonctions contraintes sont sans dimension, cette valeur est acceptable.

e Le seuil de tolérance de dépassement des contraintes. Cette valeur est fixée par défaut a 1076

et permet 'exploration des bornes du domaine. Pour des valeurs de fonctions contraintes
sans dimension, la valeur par défaut est utilisable.

La solution fournie par la fonction fmincon permet d’obtenir la précision optimale du métamo-

déle pour les nombres de points de contréle ny + 1 et les degrés pi, £ = 1,..., N, obtenus par
ERASMUS.
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Meéme si la stratégie présentée jusqu’a maintenant permet de déterminer automatiquement
s’il sera nécessaire d’utiliser des hypersurfaces NURBS ou B-Spline, dans beaucoup de cas, les
hypersurfaces B-Spline permettent d’obtenir des précisions acceptables. C’est pourquoi, dans un
soucis de gain de temps, un utilisateur peut étre intéressé par l’utilisation d’hypersurface B-
Spline uniquement. Une version spéciale du code a été développée dans ce cas et est présentée
sur la fig. 4.13. La structure de ’algorithme est trés similaire & celle de la fig. 4.11, & la dif-
férence que les poids ne sont pas introduits parmi les variables d’optimisation. De ce fait, seul
le CNLPP (4.89) est traité par ERASMUS et la solution fournie sert de point de départ pour
la méthode déterministe ot seules les valeurs internes des knot vectors font partie des variables
d’optimisation.

4.5 Conclusions

Une nouvelle stratégie de résolution de CNLPPs, 'algorithme HERO, a été présentée dans ce
chapitre. L’utilisation combinée d’une métaheuristique et d’'une méthode déterministe permet de
traiter des CNLPPs, pour lesquels, les phénoménes physiques en jeu sont trés complexes et diffi-
cilement compréhensibles sans expertise. De plus, I'utilisation de la métaheuristique ERASMUS
permet de traiter des CNLPPs dont le nombre de variables d’optimisation n’est pas constant.
Dans ce contexte, le CNLPP traité par ERAMSUS est différent de celui traité par la méthode dé-
terministe. En effet, 'objectif principal ’ERASMUS, en plus de fournir les valeurs des variables
d’optimisation formant un "bon" point de départ, est de déterminer le nombre optimal de va-
riables d’optimisation permettant de respecter les contraintes fixées par 'utilisateur. L’objectif
de la méthode déterministe est alors la recherche d’un minimum (local ou global) minimisant
I’erreur d’approximation, tout en respectant une contrainte sur ’erreur moyenne, avec le nombre
de variables obtenu par ERAMSUS.

Cette stratégie, bien qu’applicable & un grand nombre de problémes, a été illustrée dans le
cadre de D'optimisation d’hypersurfaces NURBS pour la réduction de modéle. Bien que notre
méthode de réduction de modéle ait été développée dans le cadre de 'approximation (i.e.
ncp < nrp), elle est tout a fait applicable au cas de Uinterpolation (i.e. ncp = npp). Dans
les deux cas, le code HERO est utilisé afin d’obtenir les valeurs optimales de I’hypersurface
NURBS. Lors de la premiére phase d’optimisation, 'utilisateur peut choisir d’accentuer soit la
minimisation du nombre total de parameétres nécessaires a I’évaluation du métamodele (i.e. le
nombre total de points de controle neop), soit le temps d’évaluation (i.e. les degrés px, k = 1,..., N)
de celui-ci. L’utilisateur fixe également les erreurs maximales d’approximation du métamodéle.
ERASMUS fournit alors, en deux temps, les paramétres de I’hypersurface NURBS permettant
de respecter au mieux les contraintes fixées par 'utilisateur. Une méthode déterministe permet
ensuite d’atteindre un minimum (local ou global) minimisant l’erreur d’approximation en for-
mulant un second CNLPP. Dans de nombreux cas, Iutilisation d’hypersurfaces B-Spline permet
d’obtenir la précision souhaitée. Seules les valeurs internes des knot vectors font alors partie des
variables d’optimisation dans cette seconde phase d’optimisation (i.e. le nombre total de points
de controle nop et les degrés pi sont fixés). La méthode proposée peut, cependant, choisir d’uti-
liser des hypersurfaces NURBS et intégrer les poids w;, .. ;, aux variables d’optimisation. Le
nombre total de poids peut cependant s’avérer trop important, et la stratégie que nous avons
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développée s’appuie sur le caractére local intrinséque des entités NURBS. Ainsi, seuls les poids
affectés & des points de controle dans des zones ou 'erreur d’approximation dépasse le seuil fixé
par 'utilisateur sont introduits parmi les variables d’optimisation.

La méthode d’optimisation HERO permet, dans le cadre de la réduction de modéle basée
sur les hypersurfaces NURBS, de s’affranchir des régles empiriques jusqu’alors utilisées et ne bé-
néficiant d’aucune justification physique. De plus, aucune expertise de 'utilisateur n’est requise
pour appliquer cette méthode. En effet, des connaissances approfondies des entités NURBS ne
sont pas nécessaires puisque c’est I’algorithme HERO qui en fixe les paramétres. Le besoin d’ex-
pertise n’est pas non plus transféré sur la métaheuristique ERASMUS puisque la plupart de ces
parameétres peuvent étre fixés & des valeurs par défaut. Seuls restent les critéres de convergences
de celui-ci mais le nombre maximal de générations peut étre fixé de telle sorte que le nombre
total d’évaluations de la fonction objectif soit égal & 80000 et le seuil de la fonction objectif
peut étre déterminé par l'utilisateur en fonction d’un gain attendu, par rapport & une solution
de référence, ou par rapport au nombre de points cibles de la base de données. Enfin, il n’est
pas non plus nécessaire d’avoir des connaissances approfondies des méthodes déterministes, et en
particulier de la fonction fmincon de MATLAB utilisée, puisque les critéres d’arréts par défaut
peuvent étre utilisés dans le cas ou la fonction objectif et les fonctions contraintes sont données
sans dimension.

L’efficacité de 'approche proposée sera prouvée sur des benchmarks tirés de la littérature ainsi
que sur un probléme pratique de complexité industrielle. Les benchmarks envisagés concernent :
un probléme thermique défini sur un domaine convexe dont la sortie dépend de quatre paramétres
d’entrée (N = 4 et M = 1); un probléme de mécanique en élasticité linéaire sur un domaine
convexe dont les deux sorties dépendent de quatre paramétres (N = 4 et M = 2) ; et un probléme
de mécanique en élasticité linéaire sur un domaine non-convexe dont les deux sorties dépendent de
quatre parameétres (N = 4 et M = 2). L’application pratique traite, quant a elle, 'unité répétitive
d’un panneau raidi avec prise en compte d’un probléme aux valeurs propres : la détermination
de la charge critique de flambage de la structure.
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Chapitre 5

Cas d’application de la méthode

5.1 Introduction

La méthode de réduction de modéle, développée au chapitre 4, a été testée sur différents cas
d’application "simples" en apparence mais ayant été choisis pour exhiber certains comportements
particuliers. Le premier probléme traité, par exemple, vise & modéliser, par une hypersurface
NURBS, le champ de température d’une plaque mince en fonction de I’épaisseur de celle-ci et
du coefficient de convection avec le milieu environnant. Dans ce cas ’hypersurface admet quatre
paramétres en entrée, & savoir, les deux coordonnées de la plaque z et y, I’épaisseur t et le
coeflicient de convection h. La sortie, quant a elle, est la température dépendant de ces quatre
paramétres. Les conditions limites appliquées & la plaque rendent la variation de température
indépendante de la variable y, I'objectif étant, pour notre méthode, d’obtenir un métamodéle
exhibant cette propriété.

Dans le second cas d’application, le métamodéle concerne le champ de déplacement d’une
plaque mince en fonction de I’épaisseur de celle-ci et de la norme d’un effort qui lui est appliqué.
Dans cet exemple, il y a quatre paramétres en entrée, & savoir, les coordonnées de la plaque x
et y, I'épaisseur ¢ et la norme de l'effort appliqué F'. Le nombre de sorties est ici de trois, u;, u,
et 6,, correspondant au champ de déplacement de la plaque en fonction des quatre paramétres
précédents. L’objectif, pour notre méthode, est de montrer sa capacité a traiter des problémes
ayant plusieurs sorties, sans nécessiter un nouveau métamodéle pour chaque sortie ainsi que sa
capacité & intégrer des conditions limites parmi les variables d’entrée.

Enfin, le dernier cas d’application présenté dans ce chapitre traite le champ de déplacement
d’une plaque mince trouée en fonction de ’épaisseur et du rayon du trou de celle-ci. Il v a
également quatre variables d’entrée dans cet exemple, & savoir, les coordonnées de la plaque x
et y, I’épaisseur de la plaque ¢ et le rayon du trou R. Il y a également trois sorties, u,, u, et
0., correspondantes au champ de déplacement de la plaque trouée en fonction des paramétres
d’entrée. Dans cet exemple, la géométrie de la plaque varie en fonction du rayon R de celle-
ci. L’objectif de notre technique de réduction de modéle dans cet exemple est de montrer sa
capacité & s’adapter & des géométries variables en intégrant des paramétres de conception dans
ces variables d’entrée.

Afin de mettre en lumiére l'intérét de notre méthode, les résultats obtenus ont été comparés
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a une méthode itérative utilisant les régles empiriques classiques 2] pour fixer, notamment, les
degrés py et les valeurs internes des knot vectors. En particulier, les degrés p, = 2,k =1,..., N

(%)

sont utilisés (comme dans le cas de Turner [1]) et les valeurs internes des knot vectors Uy
fixées en fonctions des valeurs des coordonnées sans dimensions des points cibles ugk)
relation suivante [2] :

sont

par la

e+ 1 ) )
dj i Ik = [Jrdr], ap = jrdy — I,

T —pet+ L (5.1)

(k) (k)

g = (I—ag)u), "+ Jr=1..np—pp, k=1,..,N.

Prtik
Dans 'éq. (5.1), || designe la fonction partie entiére par défaut. Cette régle empirique assure
que la matrice (NTN)7 4 inverser pour le calcul des coordonnées des points de contrdle, soit
définie positive et bien conditionnée [2]. Ceci est dii au fait que I'éq. (5.1) assure qu'il y ait, au
moins, un uglz) entre chaque noeud du knot vector.
Comme dans le cas de Turner [1], les degrés sont fixés & py = 2, k = 1,..., N. Initialement,
le nombre de points de contréle dans chaque direction ng + 1, k = 1,..., N sont fixés & n, = 2.
Ensuite, a chaque itération, le nombre de points de contréle ny+1 est augmenté dans la direction
la direction k£ dont le ratio suivant est le plus faible :
n
g =—, k=1,.. N. (5.2)
Tk
Le quotient ¢ représente une mesure du "chargement" de points de controle dans une direction.
Des points sont donc ajoutés dans la direction étant la moins "chargée".

5.2 Probléme thermique : Champ de température d’une plaque
mince avec épaisseur et coefficient de convection variables
R* — R

5.2.1 Modélisation du probléme et génération de la base de données

Dans cette section, notre méthode de réduction de modeéle est appliquée a un probléme
thermique. La géométrie de la plaque, ainsi que les conditions limites qui lui sont appliquées
sont illustrées sur la fig. 5.1. La plaque est de longueur L, = 0.1m selon I'axe x, de longueur
L, = 0.1m selon I'axe y et d’épaisseur t € [tmin, tmaz), avec tmin = 0.001m et t,,4, = 0.01m.
Un flux &g = 100W/m? est appliqué en = 0 et en z = L, tandis que le reste de la plaque
est soumis & un phénomeéne convectif avec 'air ambiant, de température infinie T, = 298.15K
et de coefficient b € [Pmin, hmaz], avec Amin = 5W/m? et hpee = 100W/m?2. L’objectif du
métamodéle est de donner une représentation du champ de température pour différentes valeurs
des paramétres t et h, soit :

T = f(z,y,t, h). (5.3)

Dans ce contexte, ’épaisseur ¢ et le coefficient h représentent des paramétres de conception
tandis que les variables x et y représentent un point de la plaque. La base de données de points
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FIGURE 5.1 — Géométrie et conditions limites appliquées & la plaque mince

cibles est obtenue & I'aide d’une modélisation par éléments finis de la géométrie et des conditions
limites de la fig. 5.1. Les simulations numériques ont été effectuées, pour différentes valeurs
d’épaisseur t et de coefficient h, a I’aide du logiciel ANSYS et le maillage utilisé est un maillage
structuré de 101 x 101 éléments Shell131 avec un seul degré de liberté par nceud. La fig. 5.2
montre ’évolution du champ de température obtenu pour une valeur ¢ = 0.001m de 1’épaisseur
de la plaque et pour une valeur h = 5W/m? du coefficient de convection avec I’air. Comme nous
I’avions remarqué dans l'introduction, les conditions aux limites imposées a la plaque, rendent
I’évolution du champ de température indépendant de la position y sur la plaque (i.e. a t et h fixés,
I’évolution de la température ne dépend que de z). On s’attendrait donc a ce que le nombre de
points de controle dans la direction correspondante & y soit bien inférieur au nombre de points
de controle dans la direction correspondante & xz. Or, la plupart des méthodes existantes ne
sont pas capables d’affecter moins de points de controle dans une direction dont 'influence sur
la réponse est négligeable. L’algorithme HERO le permet grace a l'exploration métaheuristique
d’ERASMUS.

La base de données de points cibles est composée des valeurs de la température pour dif-
férentes valeurs des variables z, y, t et h, et est stockée sous la forme d’une matrice & quatre
dimensions Q, avec

Q81782,537S4 = T(xsl » Ysas t837 h54)7 Sk = 07 vy Tk (54)

s N k P . .
Les différents parameétres ugk) sont donnés par les relations suivantes :

—L,
Loy — ~L, L

e e o (55)
22
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Fi1GURE 5.2 — Champ de température de la plague pour une épaisseur t = 0.001lm et un coeflicient
de convection h = 5W /m?

iLy
o7 ~Ly Ly 5.6
U ST oL Y=S T3 (5.6)
2 2

ts. — tmi
Ugi) = w’ tsy € [tmin7tmaz]7 (5.7)

tmaaz - tmin

ugi) = hh84 h;:zm , hsy € [hmina hma:c]- (5.8)
maxr — 'min

Le maillage de la plaque étant structuré et ordonné, il est possible de définir les nombres de
points cibles r; + 1 dans chaque direction £ = 1,...,4 et donc d’utiliser la stratégie de calcul,
dimension par dimension, des coordonnées des points de controle (i.e. le probléme d’obtention des
coordonnées des points de controle de I’hypersurface est ramené & une succession de problémes
de calcul des coordonnées des points de controle de courbes NURBS). L’hypersurface NURBS
permettant la représentation du champ de température est une application H(u) : R* — R. Les
différents paramétres sans dimension u*) sont donnés par les relations suivantes :

x _Lx
o _Lx Lx
ey o —2Lz’ T e [ 5 ,2] , (5.9)
2 2
iLy
Yy——5 —L, L
@___ 2 vy v 1
R y6[2’2}’ (510)
2 2
t — tmin
u(3) = ﬁ, te [tmz’natmax] ) (511)
h — hmzn



5.2.2 Meétamodéle généré par HERO

L’optimisation de I’hypersurface NURBS est réalisée par I'algorithme HERO. Comme nous
I’avons expliqué au chapitre précédent, deux CNLPPs différents sont traités pendant ’optimisa-
tion. Dans un premier temps, le CNLPP traité par ERASMUS est de la forme suivante :

. s ng I 4 Pk
miny, ¢(x1) = a X 1 Y et - +(1—a)x 1 Db pITW, a=0.5,

sujet a :
E%max)( ) < 6%{;1)’

egjmoy) (x1) < 6(moy)

— *maxr >

0 (k) _ B (5.13)
<U <1, lg=pr+1l,...ome—pr+1, k=1,..4,

UM <UM e=pet L eme—pr, k=14,
nk—pkzo, k:1,...,4,

nep < nrp,

ol xy est le vecteur contenant les variables d’optimisation, i.e. les 4 degrés pg, les 4 tailles des
knot vectors my+1 et les my, —2pg, — 1 valeurs non prédéfinies des knot vectors. L’erreur maximale

(mazx)

d’approximation du champ de température e, est donnée par :
egrm“”) = max <|H(u81’82,83784) = T(@s1 Ysa: b h84)> ) (5.14)
u51,52,53,54 Tmax - Tmin

(1 2 3 4

Ol Uy, 59,63,60 = <u51 s Uso s Usy s Usy ) représente les coordonnées sans dimensions du point cible

T(Zsy, Ysgs tsgs sy )y Sk =0, .y, k= 1,...,4, Thax est la température maximale sur ’ensemble
des points cibles, tandis que T}, est la température minimale sur cet ensemble. L’erreur moyenne
d’approximation, quant a elle, est donnée par :

73 T4

(moy) _ ’H(u81752,83784> — T (@), Ysy» Lsy> sy |
= 130§ § S0 M)~ Tw el (o

81 0 52=0s3=0s4=0

avec nrp le nombre de points cibles. Les erreurs maximale et moyenne étant formulées par 1’éq.
(5.14) et I'éq. (5.15) respectivement, les seuils d’erreurs maximale et moyenne ont été fixés a
e%?f) = 2¢73 et E%Zy) = 1le? respectivement. La structure d’'un individu ’ERASMUS pour
traiter ce probléme, dans le cadre de 'approximation, est donnée a la fig. 5.3. Elle est composée
d’une section standard, contenant les degrés pi, p2, p3, ps et les nombres de chromosomes des
différentes sections modulaires, ainsi que de quatre sections modulaires indépendantes, contenant
les valeurs internes des knot vectors UM, U@ UG) ot UW,

Les différents paramétres génétiques d’ERASMUS sont définis comme suit pour ce probléme :

1. Plusieurs calculs ont été réalisés avec différents couples de nombre de populations et nombre
d’individus (npop, nind) = (2, 120); (10, 100).
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FIGURE 5.3 — Structure d’un individu ’ERASMUS pour le CNLPP (5.13)

. Le critére d’arrét sélectionné est le nombre d’itérations, fixé & nge, = 100 pour ce cas.

3. La probabilité de croisement est fixée & la valeur par défaut pe..ss = 0.85.

10.
11.
12.
13.

14.

15.

La probabilité de mutation des génes est fixée & une valeur de py,,; = 0.005, ’exploration
du domaine étant déja grandement favorisée par le fait que les valeurs internes des knot
vectors ne soient pas ordonnées dans les individus.

. La probabilité de décalage est fixée a psp;pr = 0.5. Ce parameétre a peu d’influence pour les

meémes raisons que la probabilité de mutation.

. Le type de sélection retenu est la méthode de la roulette.

Le parametre de fitness pressure est fixé & f,r.s = 1, afin de ne pas brider I’exploration du
domaine.

. L’opérateur d’élitisme est actif pour nos études. Il n’existe que trés peu de cas ou cet

opérateur n’est pas utile.

. Le nombre de générations pendant lesquelles les populations évoluent de maniére isolée les

unes des autres est fixé & Iyjme = 5.
Le nombre de contraintes est, dans le cas du CNLPP (5.13), nconstr = 2.
Le nombre de chromosomes est variable.

Le nombre de composants modulaires est égal au nombre de knot vectors, soit Nodular = 4-

Les nombres minimums et maximums de chromosomes sont fixés a ng;“;c(l)% min = 0 et
mody, _ : _
chrom.max = Tk POUT chaque type de module (ie. k=1,...,4).

Dans le cas de ’approximation, le nombre de chromosomes de la partie standard des indi-

; ; std —
vidus est toujours ny; = 1.
Le nombre de génes de la partie standard est égal au nombre de degrés a fixer, soit nzlé‘fle =4.
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16. Les nombres de génes des chromosomes des différents composants modulaires sont, quelle
que soit I'utilisation (interpolation ou approximation), n;’é%de’c =1k=1,..,4.
17. Le nombre de variables différentes est n,. = 2, dans le cas de "approximation. Il s’agit
des degrés py et des valeurs internes des knot vectors :
— Degré :
o Nom de la variable : degré
e Nature de la variable : réguliérement discrétisée.

e La limite inférieure de la variable : pZ”” =1

o La limite supérieure de la variable : p;'®* = 7. Cette valeur est volontairement

choisie relativement élevée afin de valider le comportement de la méthode vis &
vis de la minimisation des degrés.

e Le pas de discrétisation : 1
— Valeur de neeud :

e Nom de la variable : valeur de nceud

e Nature de la variable : continue (extended), dans ce cas, une discrétisation est
réalisée automatiquement par ERASMUS en fonction de la précision machine
(i.e. pas de pas de discrétisation a fixer).

o La limite inférieure de la variable : 0 + € avec e = 0.0001.

o La limite supérieure de la variable : 1 — €.

Apreés quERASMUS ait atteint son critére d’arrét, la solution qu’il renvoie sert de point de
départ pour le CNLPP suivant :

1
(57)
; 30 [Zgi:o o Zgj:o (Hxq (Ws1,0,83,80) = Ty Yszs Ly h54))30} 50
miny, Pl )(XH) = —
(37)
[E;}:O o Z;izo (HO(u51,52783,S4) - T(x81 9 y527t837 h'84))30] 30
sujet a : (5.16)
0<Ul(kk) < 1, lk :pk+17~--7mk_pk+1, k:l,_._’4,
UP <UBL, o= pet Lo —pry k=14,

Wi1,-..,i4 Z 0, ik = O, ey Ny

ou Hy,, est I'hypersurface NURBS obtenue avec le vecteur des variables d’optimisation xy1 tandis

que Hy est ’hypersurface NURBS obtenue avec le vecteur des variables d’optimisation Xﬁ)) fourni
par ERASMUS. Le vecteur xy1 regroupe les variables d’optimisation de la maniére suivante :
_ (7 1) (4) (4)
X[ = (Upl—i-l’ L. ’Uml—PH—l? - 7Up4+17 e 7Um4—p4+1’ Q) . (517)
Pour toutes les solutions renvoyées par ERASMUS, il s’est avéré que l'utilisation des poids
n’était pas nécessaire pour ce cas d’application (i.e. @ = )). C’est pourquoi le CNLPP (5.16) est
directement traité par une méthode déterministe.

133



Comme pour ERASMUS, certains critéres doivent étre fixés dans la fonction fmincon de
MATLAB. Ces paramétres sont, pour ce cas, fixés de la maniére suivante :

e Le type d’algorithme déterministe utilisé est la méthode AS (Active Set) pour sa robustesse
et son traitement des contraintes.

e Les critéres de convergence :

— Nombre mazimal d’évaluations de la fonction objectif : Nous utilisons la valeur par
défaut qui en pratique n’est souvent atteinte qu’en cas de divergence.

— Nombre mazimal d’itérations : K,,q,. De méme que pour le nombre maximale d’éva-
luations de la fonction objectif, la valeur par défaut est rarement atteinte lorsque
I’algorithme converge. La valeur par défaut de K4, = 400 est donc conservée.

— Faible amélioration de la fonction objectif : oy. Les valeurs de la fonction objectif
étant sans dimension, la valeur par défaut attribuée par MATLAB de oy = 1076 peut
étre utilisée.

— Variation négligeable des valeurs des varitables d’optimisation : o,. Les valeurs internes

des knot vectors étant sans dimension, la valeur o, = 107° attribuée par defaut de
MATBLARB est utilisée.

— Norme du gradient de la fonction de Lagrange proche de 0 : ov. Les valeurs de la
fonction objectif et des fonctions contraintes étant sans dimension, la valeur par défaut
de ov = 1076 est utilisée.

e Le seuil de tolérance de dépassement des contraintes. Les valeurs des fonctions contraintes
étant sans dimensions la valeur fixée par défaut de 1076 est utilisée.

Le tableau 5.1 fournit les résultats obtenus de 'optimisation de 'hypersurface B-Spline par
I’algorithme HERO avec les paramétres précédemment définis. Deux différents couples de nombre
de populations et nombre d’'individus ont été utilisés par HERO. On peut remarquer qu’augmen-
ter le nombre de populations ne permet pas nécessairement d’obtenir une meilleur solution. Cela
s’est avéré récurrent dans tous nos essais et nous conseillons, en pratique, d’utiliser seulement
deux ou trois populations (dans le cas spécifique des hypersurfaces NURBS). Le tableau 5.1
fournit les erreurs maximale et moyenne d’approximation a chaque étape de HERO (i.e. les
erreurs en sortie ’ERASMUS et en sortie de fmincon). Pour les deux couples (npop, Nind), on
peut remarquer que les seuils fixés ont été respectés. On peut également noter que le points de
départ de fmincon pour le couple (npop, ning) = (10,100) était trés proche du minimum local
puisque l'erreur maximale d’approximation n’a quasiment pas évoluée (i.e. deux chiffres significa-
tifs ne permettent pas de mettre en évidence les différences). L’erreur moyenne d’approximation
a, cependant, était améliorée. On remarque également que la solution proposée par le couple
(Npop, Nind) = (2,120) reflete la propriété d’invariance du champ de température par rapport a
la coordonnées de la plaque y, le nombre de points de controle affectés dans cette direction étant
trés faible et le degré obtenu étant le degré minimal (i.e. po = 1).

Les résultats d’une méthode itérative, utilisant les régles empiriques classiques, sont également
présentés dans le tableau 5.1 afin d’étre comparés a ceux c}e H)ERO. Laméthode itérative nécessite
max
max

un critére d’arrét, I’erreur maximale d’approximation e . Dans ce cas, ce seuil a été fixé a

(maz) _ 1le—3

maz e~ ?, correspondant & ’arrondi supérieur de la meilleur solution obtenue par HERO
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Variable r y t h | Nombre Erreur Erreur
total de maximale moyenne
points (TPs) (TPs)
ri + 1 (TPs) 101 101 21 21 | 4498641 er® e’
Méthode Pl 2 2 2 2 9.26e1 6.03e =6
itérative ng | 67 66 14 14 1025100 1.87¢° 1.41e76
(fmincon) (fmincon)
HERO pe 413 A 1.30e—3 6.06e "
(Npop = 2, (ERASMUS) (ERASMUS)
Ning =120, | np | 51 4 5 7 8.25¢~4 1.24e7°
Ngen = 100) (fmincon) (fmincon)
HERO pr| 4 1 4 3 27840 1.50e~3 7.34e7°
(npop = 10, (ERASMUS) (ERASMUS)
Ning = 100, | ng | 28 19 5 7 1.50e~3 2.04e7°
Ngen = 100) (fmincon) (fmincon)

Tableau 5.1 — Comparaison des erreurs d’approximation des hypersurfaces B-Splines obtenues
par HERO et une méthode itérative utilisant les régles empiriques pour les CNLPPs (5.13) et
(5.16)

(i.e. (Npopsind) = (2,120)). Pour cette valeur de seuil, la solution itérative a permis de réduire
la taille de la base de données d’un facteur supérieur a 4, passant de 4498 641 points cibles a
1010025 points de controle. Cependant, comme on peut le constater pour la meilleur solution
de HERO (i.e. couple (npop, ning) = (2,120), non seulement la taille de la base de données a été
réduite d'un facteur supérieur & 360, pour un nombre total de points de contréle de 12480, mais
I'erreur maximale d’approximation obtenue est plus faible que celle de la méthode itérative. Il
est & noter, cependant, que ’erreur moyenne de la méthode itérative est plus faible d’un ordre
de grandeur par rapport a celle de HERO. Ceci est di au grand nombre de points de controle
utilisé. L’erreur moyenne d’approximation de la solution de HERO est, tout de méme, inférieure
d’un ordre de grandeur & l'erreur maximale d’approximation de celle-ci, et respecte le seuil
e%@y) = le* fixé initialement. Afin de mettre en évidence le fait que la solution obtenue par
la méthode itérative est loin d’étre optimale, nous avons traité le CNLPP (5.16) avec les mémes
parameétres que ceux définis pour HERO, mais en utilisant la solution de la méthode itérative
comme points de départ. On peut constater que 'optimisation des valeurs internes des knot
vectors permet de gagner plus d'un ordre de grandeur sur l'erreur maximale d’approximation
(Perreur maximale d’approximation a été multipliée par un facteur de 0.02). Cela est di au fait
que les régles empiriques utilisées sont destinées & simplifier le calcul des coordonnées des points
de controle et non a en réduire le nombre. En effet, ayant été élaborées dans le cadre des courbes
et surfaces, le nombre total de points de controéle représente rarement, dans ce cas, une limitation.
Dans le cadre de la réduction de modéle en revanche, il y a un intérét, pour un grand nombre
d’applications, a étre capable de réduire le nombre de données nécessaires.

Les erreurs maximale et moyenne d’approximation respectant les seuils fixés initialement, les
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Variable x y t h | Nombre Erreur Erreur
total de maximale moyenne
points (validation) (validation)
ri + 1 (validation) | 101 101 18 18 | 3305124 €T'val eggzl
Meéthode e | 2 2 2 2 1.50e3 3.05e7°
itérative n, | 67 66 14 14 1025100 1.25¢73 2.72¢°
(fmincon) (fmincon)
HERO p, | 4 1 3 4 12480 3.80e7? 1.83¢~4
(Npop = 2, (ERASMUS) (ERASMUS)
Ning =120, | np |51 4 5 7 1.70e3 3.45e7°
Ngen = 100) (fmincon,) (fmincon)
HERO o, |4 1 4 3 97 840 3.66e3 2.12¢74
(npop = 10, (ERASMUS) (ERASMUS)
Nina =100, | np |28 19 5 7 2.89¢ 3 6.00e°
Ngen = 100) (fmincon) (fmincon)

Tableau 5.2 — Comparaison des erreurs de validation des hypersurfaces B-Splines obtenues par
HERQO et une méthode itérative sur un ensemble de points de validation n’ayant pas été utilisé
pour le calcul des coordonnées des points de controle

solutions de HERO doivent maintenant étre validées. Le tableau 5.2 présente les erreurs maximale
et moyenne de validation obtenues pour les différentes solutions proposées dans le tableau 5.1.
L’ensemble des points de validation a été obtenu par la méme simulation numérique que les points
cibles, pour des valeurs de ¢ et h différentes. Comme on peut le constater, toutes les solutions,
obtenues par HERO ou par la méthode itérative, respectent les seuils d’erreurs maximale et
moyenne fixés initialement sur ’ensemble des points de validation. Les erreurs de validation des
solutions fournies par ERASMUS sont également présentées dans le tableau 5.2, afin de mettre
en évidence, l'intérét de 'utilisation de fmincon. En effet, pour les deux solutions proposées, on
remarque que l'utilisation d’une méthode déterministe d’optimisation a permis, non seulement
d’améliorer I'erreur maximale de validation, mais également l’erreur moyenne de validation et
donc la qualité "globale" d’approximation de I’hypersurface T'(x,y, t, h). Concernant les résultats
de la méthode itérative, on constate que les erreurs maximales et moyennes sur ’ensemble des
points de validation sont trés proches avec ou sans utilisation de la fonction fmincon. On remarque
également que les erreurs de validation de la méthode itérative sont du méme ordre de grandeur
que celles de HERO alors que le nombre total de points de controle est 82 fois plus élevé pour le
couple (npop, Ning) = (2,120) et 36 fois pour le couple (npop, Ning) = (10, 100).

Le maillage de la plaque étant structuré, nous avons utilisé la méthode de calcul dimension
par dimension dans 'algorithme HERO. Nous avons toutefois comparé les résultats obtenus entre
la méthode dimension par dimension et la méthode hybride de calcul des coordonnées des points
de controle. Nous avons, ici, une formulation générale pour les dimensions 1 et 2 (i.e. L = 2),
lides & x et y respectivement, et une formulation dimension par dimension pour les dimensions 3
et 4, lices & t et h respectivement. Cela correspond & traiter le maillage obtenu par la simulation
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FI1GURE 5.4 — Différences relatives sur les erreurs d’approximation entre la méthode dimension
par dimension généralisée a partir de [2] et la méthode hybride (cf. chapitre 3) avec L = 2

numérique indépendamment des autres directions de ’espace. Ainsi, méme g’il est structuré dans
notre cas, le maillage de la plaque pourrait étre quelconque. Les valeurs d’erreurs ont été obtenues
4 ’aide de la méthode itérative, dans laquelle nous avons calculé les points de controéle avec les
deux méthodes. Le critére d’arrét n’a, cependant, fait intervenir que les erreurs calculées avec la
méthode dimension par dimension afin de comparer les résultats & ceux obtenus par HERO. Les
erreurs sont données en pourcentage relatif I'une par rapport a 'autre et sont définies comme
suit :

emazr _ cmaz
A(max) _ “Tmb T,hydb
nb/hyb — 65—‘”(”{; 4 65@%1‘127
m’gy m’og? (518)

A(moy) o €T,nb - 6T,hyb
nb/hyb — MOy Moy
/ €T nb T €T hyb

avec €'%% et ey les erreurs maximale et moyenne obtenues par la méthode généralisée du
b b

NURBS BOOK |2], respectivement, 67@,%1; et e?%b les erreurs maximale et moyenne obtenues

par la méthode hybride (L = 2), respectivement, A&T/a}gb Iécart relatif sur I’erreur maximale

d’approximation et A(?Oy) I’écart relatif sur I’erreur moyenne entre les deux méthodes. La
nb/hyb

fig. 5.4 montre ces écarts. Il est & noter que l'erreur maximale d’approximation de la méthode
dimension par dimension est toujours inférieur a celle de la méthode hybride. Cet écart n’excéde
cependant pas 3%. Concernant I’erreur moyenne, c’est la méthode hybride qui permet d’obtenir
de meilleurs résultats. Cette différence est trés notable pour de faibles nombre de points de
controle (écart supérieur a 30%). Cependant, aprés 20 itérations, I'écart est inférieur & 5% et
aprés 50 itérations, cet écart n’excede pas 0.2%. Les écarts étant trés faibles (pour un "nombre
convenable" de points de contréle), nous conseillons, lorsque c’est possible, d’utiliser la méthode
de calcul dimension par dimension. En effet, & nombre total de points de contréle élevé, ’écart
sur les erreurs est faible tandis que le temps de calcul des deux méthodes est trés différent. Ces
temps de calcul sont présentés a la fig. 5.5. Comme on peut le voir, le temps de calcul évolue trés
peu dans le cas de la méthode dimension par dimension et reste faible, alors que le temps de
calcul de la méthode hybride augmente grandement avec le nombre total de points de controle.
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FiGURE 5.5 — Temps de calcul des coordonnées des points de contréle pour l'algorithme généralisé
de [2] (dimension par dimension) et la formulation hybride avec L = 2

Cela est dii au fait que la taille de la matrice (N7 N), dans le cas de la méthode hybride, est lice
au produit (ny + 1) X (ng + 1), tandis que les matrices Ny et Ng sont lites & ny + 1 et ng + 1,
respectivement, dans le cas de la méthode dimension par dimension.

5.3 Probléme mécanique : champ de déplacement d’une plaque
mince avec épaisseur et norme de l’effort appliqué variables
R* — R?

5.3.1 Modélisation du probléme

Notre méthode de réduction de modéle est appliquée, ici, & un probléme mécanique. On
souhaite approximer le champ de déplacement d’une plaque dont la géométrie et les conditions
limites qui lui sont appliquées sont illustrées sur la fig. 5.6. La plaque est rectangulaire, de
longueur L, = 0.2m selon l'axe z, de longueur L, = 0.1m selon 'axe y et d’épaisseur ¢ €
[tmin, tmaz], avec tymin = 0.001m et ¢4, = 0.01m. Un effort dirigé selon la direction négative de
Paxe y de norme F € [Fyin, Finaz|, avec Fpin = 50N et Fpq, = 200N, est appliqué au point

—L
(z,y) = (796,0) tandis que la plaque est encastrée en © = ——. L’objectif du métamodéle est

de donner une représentation du champ de déplacement pour différentes valeurs des parameétres
t et F, soit :
Uy = fo(z,y,t, F),
uy = fy(z,y,t, F), (5.19)
0z = fz(x,y,t,F),

ol u, et u, sont respectivement les déplacements d’un point de la plaque selon les axes z et ¥,
tandis que 6, est la rotation d’un point de la plaque autour de ’axe z.

138



2

h
<
D e o

AN

FIGURE 5.6 — Géométrie et conditions limites appliquées & la plaque mince

Dans ce contexte, I’épaisseur ¢ et la norme de l'effort F' représentent des paramétres de
conception tandis que les variables x et y représentent un point de la plaque. La base de données
de points cibles est obtenue & I’aide d’une modélisation par éléments finis de la géométrie et des
conditions limites de la fig. 5.6. Les simulations numériques ont été effectuées, pour différentes
valeurs d’épaisseur t et de norme de l'effort F', a ’aide du logiciel ANSYS et le maillage utilisé
est un maillage structuré de 126 x 30 éléments Shell181. La fig. 5.7 montre I’évolution du champ
de déplacement obtenu pour une valeur ¢ = 0.001m d’épaisseur de la plaque et une norme d’ef-
fort FF = 50N. Comme énoncé dans l'introduction de ce chapitre, le probléme traité ici admet
plusieurs sorties et, contrairement & d’autres techniques de réduction de modéle, la formulation
NURBS permet d’obtenir toutes les sorties dans un seul modéle réduit, chaque sortie correspon-
dant & une coordonnée supplémentaire des points de controle. L’hypersurface NURBS devrait
posséder trois sorties, toutefois, pour le type d’élément choisi dans ANSYS, la rotation autour de
I'axe z en un point est calculée & partir des déplacements u,(z,y) et uy(x,y), il n’est donc pas
nécessaire d’inclure cette quantité dans notre métamodéle et le nombre de sorties est donc réduit
a deux. C’est également pour cela que nous ne nous intéressons pas aux champs 